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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

■❧ ② ❛ q✉❛tr❡ ❛♥s ❡t ❞❡♠✐✱ ❥❡ s✉✐s ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❇rés✐❧ ❛✈❡❝ ✉♥ rê✈❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡
❧❡ ♠♦♥❞❡✳ ❏❡ rê✈❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ t❤ès❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ r❡♥♦♠♠é❡
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s✳ ❏❡ ♠❡ s✉✐s ❧❛♥❝é❡ ❞❛♥s ❝❡
❞é✜ ❛✈❡❝ ❧❡ s♦✉t✐❡♥ ❞❡ ♠❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡✱ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❡t P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡
▼♦r❡❛✉✱ q✉❡ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ✐❝✐ ♣♦✉r ❧❛ r✐❣✉❡✉r s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ q✉✬✐❧s ♠✬♦♥t ❛♣♣♦rté❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡✉rs ❝♦♥s❡✐❧s ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ■❧s ♦♥t s✉ s✉✐✈r❡ ♠❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥
❛✈❡❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❛t✐❡♥❝❡✳ ▲❡✉r ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ♠✬❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣r✐s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
à êtr❡ ♣❧✉s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❡t à ♠❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡
❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♠❛❧❣ré ♠❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ♠❡ s❡r✈✐r❛ ❜✐❡♥ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡
♠♦♥ ❞♦❝t♦r❛t✳

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ❞✬êtr❡
♠❡♠❜r❡ ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r② ❞❡ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳ ❆♥❛♠❛r✐❛ ▼♦r❡✐r❛ ❡t ▲✉✐❣✐ ▲✐q✉♦r✐ ♦♥t ♣r✐s
❧❡ t❡♠♣s ❞✬êtr❡ r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡t ❞❡ ❧✉✐ ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
♠✐♥✉t✐❡✉s❡s ❡t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ▼❡r❝✐ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❆♥❛♠❛r✐❛ q✉✐ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡
♠♦♥ ♣❛r❝♦✉rs ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡ ❞❡♣✉✐s ♠❡s ét✉❞❡s à ❧❛ ❢❛❝✉❧té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❛✉
❇rés✐❧✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❘❛❝❤✐❞ ❊❝❤❛❤❡❞ ♣♦✉r s❡s q✉❡st✐♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s q✉✐ ♠✬♦♥t
♣♦✉ssé❡ à ré✢é❝❤✐r à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❛✉① t❡r♠❡s✲❣r❛♣❤❡s✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ❆❞❛♠ ❈✐❝❤♦♥ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ♣rés✐❞❡r ♠♦♥ ❥✉r②✳

❉✉r❛♥t ♠❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ❜✉r❡❛✉ q✉❡❧q✉❡s
❢♦✐s t♦✉t ❡♥ ♣r♦✜t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡ q✉✐ ré❣♥❛✐t ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ P❛r❡♦
✭♥♦♠♠é❡ ❡♥❝♦r❡ Pr♦t❤❡♦ ❧♦rsq✉❡ ❥✬❛✐ ❝♦♠♠❡♥❝é✮✳ ❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❍♦r❛t✐✉
❈✐rst❡❛✱ ❙♦r✐♥ ❙tr❛t✉❧❛t ❡t t♦✉s ♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❡t ❛♠✐s ❞✬éq✉✐♣❡✳ ▼❡r❝✐ à ♠♦♥
❝♦♥❝✐t♦②❡♥ ❆♥❞❡rs♦♥✱ q✉✐ ♠✬❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉♣rès ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉✐♣❡ ❡t ♠✬❛ ❛❝❝✉❡✐❧❧✐
❝❤❡③ ❧✉✐ ♣❡♥❞❛♥t ♠❡s ♣r❡♠✐❡rs ❥♦✉rs ❡♥ ❋r❛♥❝❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝♦❧✲
❧è❣✉❡s ❞❡ ❜✉r❡❛✉ ❈❧é♠❡♥t✱ P❛✉❧ ❡t ❈♦❞② ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ♦✛❡rt ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡
tr❛✈❛✐❧ ❥♦②❡✉① ❡t ❛♠✉s❛♥t✳ ■❧s ♦♥t ❢❛❝✐❧✐té ♠♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝✉❧t✉r❡ ❢r❛♥ç❛✐s❡
❛✈❡❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❤✉♠♦✉r ❡t ❞✬❛♠✐t✐é✳ ▲❡s ❜❛♥❞❡s ❞❡ss✐♥é❡s ❞❡ ❈❧é♠❡♥t ét❛✐❡♥t
t♦✉❥♦✉rs ❞rô❧❡s✳ ▲✬❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ❞❡ ❈♦❞② ❛✐♥s✐ q✉❡ ♥♦s é❝❤❛♥❣❡s ♠❡ ❞♦♥♥❛✐❡♥t
❧❡ ♠♦r❛❧ ♣♦✉r ♣❡rs✐st❡r ❞❛♥s ❝❡ ❞é✜✳ ❈✬❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs P❛✉❧ q✉✐ ❛ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥tr✐❜✉é
à ♠♦♥ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛✉① s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s ❡t à ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❚♦♠✳

▼❡r❝✐ à ❚♦♥② ❡t ❖❛♥❛ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛rt❛❣é ✉♥ ❜✉r❡❛✉✳ P❛r s♦♥
❛♠✐t✐é ❡t s♦♥ s❡♥s ❞❡ ❧✬é❝♦✉t❡✱ ❖❛♥❛ ❛ t♦✉❥♦✉rs ❝♦♠♣r✐s ♠❡s ❛♥❣♦✐ss❡s ❡t ❛ s✉
♠✬❛♣♣♦rt❡r ❧❡ s♦✉t✐❡♥ ❞♦♥t ❥✬❛✈❛✐s ❜❡s♦✐♥✳ ▼❡r❝✐ à ❋r❛♥ç♦✐s ❡t ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡✱
♠❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡ ❜✉r❡❛✉✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r tr❛♥s♠✐s ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s s❡s
❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧♦❣✐❝✐❡❧✱ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❛ ♣❛rt❛❣é ❛✈❡❝ ♠♦✐ ❞❡s
❜♦♥s ❡t ❞❡s ♠❛✉✈❛✐s ♠♦♠❡♥ts ❛✉ ❜✉r❡❛✉ ❡t ♠ê♠❡ ❛✐❧❧❡✉rs✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛t✐❡♥❝❡
s❛✐s✐ss❛♥t❡ ❡t ✉♥ ❣r♦s ♣♦t ❞❡ ❜♦♥❜♦♥s✱ ✐❧ ❛ été ❡ss❡♥t✐❡❧ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❞é✜ ❡t s♦♥
❛♠✐t✐é ♠✬❡st ♣ré❝✐❡✉s❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❡♥❝♦r❡ ➱♠✐❧✐❡ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs ♠♦t✐✈é
❡t ❞♦♥♥é s❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡s ♦r✐❣✐♥❛✉① s✉r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ▼❡r❝✐ ❡♥❝♦r❡ à ❝❡✉① q✉❡
❥✬❛✐ ❝ôt♦②és ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ t❤ès❡ ♣♦✉r ❧❡✉r ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ q✉❡ ❥❡ ❝♦♥s❡r✈❡ t♦✉❥♦✉rs
✈✐✈❛♥t❡ ✿ ❋❧♦r❡♥t✱ ❨✈❡s✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ❘❛❞✉ ❡t ▲❛✉r❛✳ ❏❡ ❧❡✉r s♦✉❤❛✐t❡ à t♦✉s
ré✉ss✐t❡ ❡t ❜♦♥❤❡✉r✳

P♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❝❡ ❞é✜ ❤✉♠❛✐♥ ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧✱ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❧❛
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✹✽✼✽✲✵✻✲✵✮ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❞♦♥♥é t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❏✬❛❞r❡ss❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ❉❛✈✐❞ ❉é❤❛r❜❡ q✉✐
❛ ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ ♠♦♥ t✉t❡✉r ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❈❆P❊❙ ❡t q✉✐ ♠✬❛ ❝♦♠♠✉♥✐q✉é ❧❡
❣♦ût ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s✳

❈❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ à ♣❧✉s ❞❡ s❡♣t ♠✐❧❧❡ ❦✐❧♦♠ètr❡s ❧♦✐♥ ❞❡ ♠♦♥ ♣❛②s ♥✬❛✉✲
r❛✐❡♥t ♣✉ êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s s❛♥s ❧❡ s♦✉t✐❡♥ ❡①tér✐❡✉r ❡t s❛♥s ❜♦r♥❡ ❞❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❡t ❞❡ ♠❡s ❛♠✐s✳ ▼❡r❝✐ ❞✬❛❜♦r❞ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts ❆♥❛ ▲í❣✐❛ ❡t ❖r❝✐♥❡s✱ à ♠❛ s÷✉r
❆♥♥❛ ❈❧á✉❞✐❛ ❡t à ♠♦♥ ❢rèr❡ ❆❧❡①❛♥❞r❡ ❞✬êtr❡ t♦✉❥♦✉rs ❧à ♣♦✉r ♠♦✐✳ ❏❡ ❧❡s r❡✲
♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r ❧❡✉r ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❡t s❛❝r✐✜❝❡s ❧♦rs ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❞♦✉❧♦✉r❡✉① ❞❡
♥♦s ✈✐❡s✳ ▼❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❛ ❢❛✐t ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝♦✉r❛❣❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré❝❡♥t❡ ♣❡rt❡
❞❡ ♠♦♥ ♦♥❝❧❡ ❡t ♣❛rr❛✐♥ ❋❡r♥❛♥❞♦ ❡t ❞✉ ✈✐♦❧❡♥t ❛❝❝✐❞❡♥t q✉✐ ❛ ❝ô✉té ❧❛ ✈✐❡ ❞❡ ♠❛
♣❡t✐t❡ ❝♦✉s✐♥❡ ❆♥♥❛ ❑❛r❡♥✐♥❛ ❡t q✉✐ ❛ ♠❡♥é ♠♦♥ ♣❡t✐t ❝♦✉s✐♥ ❖tá✈✐♦ ❛✉ ❝♦♠❛✳
▲❡ s♦✉t✐❡♥ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❛ été ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r ♠♦♥ ❜✐❡♥✲êtr❡ é♠♦t✐♦♥♥❡❧ ❡t
❧✬❛❝❤è✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❡t ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡
♠♦♥ ♦♥❝❧❡ P❡❞r♦ ❡t ❞❡ ♠❛ t❛♥t❡ P❡tr❛ q✉✐ ♠✬♦♥t ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t à
❝❡rt❛✐♥❡s r❡♣r✐s❡s à ▼✉♥✐❝❤ ❡t ♠✬♦♥t s♦✉✈❡♥t ❣âté✳

▼♦♥ sé❥♦✉r ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❛✉r❛✐t été ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ s❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❝✐té ❞❡
❘✐❝❤❛r❞✳ ❏❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❞❡ t♦✉t ♠♦♥ ❝÷✉r ♣♦✉r s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t s♦♥ s♦✉t✐❡♥ s✉rt♦✉t
❞✉r❛♥t ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ■❧ ❛ ♣❛rt❛❣é ❛✉ q✉♦t✐❞✐❡♥ ❛✈❡❝ ♠♦✐✱ t♦✉s
♠❡s ❞♦✉t❡s✱ ♠❡s ♣❡✉rs ❡t ♠❡s ❥♦✐❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❡t✐ts ❣ât❡❛✉① ❞✬❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t
❡t ✉♥ ✐♥t❡rêt é♠♦✉✈❛♥t✳ ■❧ ❛ s✉ ♣❛r s♦♥ ❛♠♦✉r é❣❛②❡r ❝❤❛q✉❡ ❥♦✉r ♣❛ssé ♣♦✉r
♣ré♣❛r❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❙❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❛✉ss✐ ♠✬❛ ❛❝❝✉❡✐❧❧✐❡ à ❜r❛s ♦✉✈❡rts ❡t ❥✬❡♥ s✉✐s
très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t❡✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r ❧❡s ❞é❝♦✉✈❡rt❡s ✐♥♦✉❜❧✐❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ▼✐r❡✐❧❧❡✱ ❆❧❛✐♥✱
▲❡ï❧❛ ❡t ❆❧❞♦✳ ❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♠✬❛ ❜✐❡♥ ❣âté❡ ❡t ♠✬❛ ♦✛❡rt ❞❡s très ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts✳
▼❡r❝✐ ♣♦✉r ❧❛ t❡♥❞r❡ss❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞❡ ◆❛♥♦✉ ❡t ❲❛❧t❡r q✉✐ ♠✬❛ été ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡
✈❛❧❡✉r✳

▼❡r❝✐ à ❈❛r♦❧✱ ♠❛ ❝♦❧♦❝❛t❛✐r❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✱ ♣s②❝❤♦❧♦❣✉❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❣r❛t✉✐t❡
❞♦♥t ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♠✬❛♣♣♦rt❛✐❡♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ré❝♦♥❢♦rt✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ❉✐❡❣♦ ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ♣❛ssés à ◆❛♥❝②✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❞ét❡♥t❡s ❛✈❡❝
❧❡s ✜❧❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❘✶ ❞❡ ✈♦❧❧❡②✲❜❛❧❧ ❞❡ ❱❛♥❞÷✉✈r❡ ♣❡♥❞❛♥t tr♦✐s s❛✐s♦♥s ❛✐♥s✐
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡✉r ❛♠✐t✐é✳ ▼❡r❝✐ ❡♥✜♥ à t♦✉s ❝❡✉① q✉❡ ❥✬❛✐ ♣✉ ♦✉❜❧✐❡r ❡t q✉❡ ❥❡ ♥❡
s❛✉r❛✐s ❝✐t❡r ✐❝✐✳ ❈❡ ❞♦❝t♦r❛t ❛ été ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡t ♣❛ss✐♦♥♥❛♥t ❞é✜ q✉❡ ❥✬❛✐
❡♥tr❡♣r✐s ❞✉r❛♥t t♦✉t❡ ♠❛ ✈✐❡✳
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✹✳✹ ❚②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❜t②♣✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹
✹✳✺ ❚②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❜t②♣✐♥❣ ✕ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻
✹✳✻ ❊①❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣✳ ✳ ✳ ✶✺✼
✹✳✼ ❚❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s❙✉❜ ❢♦r ❢❛✐❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥✲

str❛✐♥t s❡t C✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✺✳✶ ❆ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❢♦r s②♠❜♦❧✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸
✺✳✷ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ❙✐♠♣❧❡P❉▲ ♠❡t❛♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹
✺✳✸ ❚❤❡ t❛r❣❡t P❡tr✐ ♥❡t ♠❡t❛♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❣é♥✐❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s
♣♦✉r ❛✐❞❡r à ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❛✉① ❛tt❡♥t❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦✉❤❛✐té ❞♦✐t êtr❡ ❢♦✉r♥✐ à
tr❛✈❡rs ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ à ♣r♦✉✈❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s❡
❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré✈✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✭❛✉ ♠♦✐♥s
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t✮ é❝r✐t❡s ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ❞❡♠❛♥❞❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡
❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❛❞♦♣té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳
P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s ❡t ♠♦✐♥s ❣é♥ér❛❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡
❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s ♥❡ ✈✐s❡♥t
♣❛s à é✈✐t❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥❛tt❡♥❞✉s ♠❛✐s à ♣ré✈❡♥✐r ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s
❞é♥✉és ❞❡ s❡♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❚♦♠ ❬❇❇❑+✵✼✱
❇❇❇+✶✶❪✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❡st éq✉✐♣é ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡
✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛ss♦❝✐❛t✐❢ s✉r ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥✲
str✉❝t❡✉rs ✈❛r✐❛❞✐q✉❡s✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s✉❥❡ts ❛❜♦r❞és ❞❛♥s
❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✈❛♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s
♣❛r ✉♥❡ ❜rè✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ à ♣r♦♣♦s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s ❡♥ t❛♥t q✉✬❛♣♣r♦❝❤❡
❢♦r♠❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♠❛❧✲t②♣és✳

❙②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s

▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ❣❡♥r❡s ✭✐✳❡✳ t②♣❡s✮ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧és ❧♦rs ❞❡ ❧❡✉rs
❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❯♥❡ ♣r♦♣r✐été s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s ❡st ❧❛ sûr❡té ✿ ✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝❧❛ssé ❝♦♠♠❡ ❜✐❡♥✲t②♣é s✉✐t❡ à ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ♣r♦✈♦q✉❡r
❞✬❡rr❡✉rs ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉❡s à ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✓ ❞é♥✉é❡s ❞❡ s❡♥s ✔✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ P❡❛♥♦ s✉❝ ♣r❡♥❞ ✉♥ t②♣❡ ♥❛t ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡t r❡♥✈♦✐❡
✉♥ rés✉❧t❛t ❞✉ t②♣❡ ♥❛t ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ s♦♥ r❛♥❣ s✉❝ ✿ ♥❛t→ ♥❛t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧✬✐♥✲
str✉❝t✐♦♥ s✉❝✭✵✮ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❜✐❡♥✲t②♣é❡ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ❞❡ t②♣❡s
❡st ❞ét❡❝té❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ s✉❝✭✲✶✮ ♣✉✐sq✉❡ ✲✶ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♥❛t✉r❡❧✳

❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ rè❣❧❡s
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❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✭❞❡ t②♣❡s✮ ❞♦♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ à ❡✛❡❝t✉❡r ✿
✕ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❞é❝❧❛r❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r st❛t✐q✉❡♠❡♥t s✐ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬✉♥ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ s♦♥t ❜✐❡♥✲t②♣és✱

✕ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✐♥❢ér❡r st❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s
❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡✳

▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦✉✈é❡ à tr❛✈❡rs ❧❛ ❞é♠♦♥str❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ✿

✕ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ q✉✐ ❛tt❡st❡ q✉❡ t♦✉t ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡s
rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❡st ❛✉ss✐ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ t②♣❡s✱

✕ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✱ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈ér✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s✳

❏♦❤♥ ▼✐t❝❤❡❧❧ ❬▼✐t✽✹❪ ❞é✜♥✐t ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈ér✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s s♦♥t ❜❛sés s✉r
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t②♣❡s ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬✐❞é❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❘♦❣❡r ❍✐♥❞❧❡② ❬❍✐♥✻✾❪✳
■❧ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❡t rés♦✉❞r❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❡t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é
♣❧✉s t❛r❞ ♣❛r ❘♦❜✐♥ ▼✐❧♥❡r ❬▼✐❧✼✽❪ q✉✐ ❧✬❛ ét❡♥❞✉ ❛✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥
❞✬✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡✳ ■❧ ❛ s✉❣❣éré ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t②♣❡s ♣❛r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s é❣❛❧✐tés✳ ▼✐❧♥❡r ❛ ❛✉ss✐ ♣r♦✉✈é ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❡t ❧❛ ❝♦r✲
r❡❝t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❣❡♥r❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧❛
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s sûr ♣♦✉r
❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❝♦♥str✉✐ts s✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛r✐té ✜①❡ ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ q✉✐ ✐♥❝❧✉t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦♣ér❛t❡✉rs ✈❛r✐❛❞✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ✉♥ s②stè♠❡
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❜❛sé s✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t éq✉✐♣é ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱
♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞ét❡❝t❡ ❛✉ ♣❧✉s tôt ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ t②♣❛❣❡
❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳

❙♦✉s✲t②♣❛❣❡

▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡✉r ❡①✲
♣r❡ss✐✈✐té ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ ♠è♥❡ à ✉♥❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ t②♣❡s ♣❧✉s ♣❡r♠✐ss✐✈❡✳ ❉❡s
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❍✐♥❞❧❡②✴▼✐❧♥❡r ❛✈❡❝ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ♦♥t été ♣r♦✲
♣♦sé❡s ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs✱ t❡❧s q✉❡ ▲✉❝❛ ❈❛r❞❡❧❧✐ ❬❈❛r✽✽❪ ❡t ❏♦❤♥ ▼✐t❝❤❡❧❧ ❬▼✐t✽✹❪✳
❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦♥s✐❞ér❛✐t ❧❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ str✉❝t✉r❡❧✱ ♦ù ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡
s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r✐tés ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡
t②♣❡s✳ ❈❛r❞❡❧❧✐ ❧❡ ✈♦②❛✐t ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ✿ ✐❧ ❛ ♣r♦♣♦sé ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡



✸

♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ s✉r ❞❡s t②♣❡s✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ s✐ ✉♥ t②♣❡ τ1 ❡st ✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡ τ2

❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞✉ t②♣❡ τ1 ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ t❡r♠❡ ❞✉ t②♣❡ τ2✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✐ ét❛✐❡♥t ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ❝♦♥s✐❞érés
❝♦♠♠❡ ♠❛❧✲t②♣és ♣❡✉✈❡♥t ❞és♦r♠❛✐s êtr❡ ❛❝❝❡♣tés✳

❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✱ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s r❡q✉✐❡rt ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥✲
❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à tr❛✈❡rs ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té ❡①✐st❡♥t❡s✳ ❖r✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✱
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s r❡✈✐❡♥t à ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s ❜❛sés s✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ♦♥t été ♣r♦❢♦♥❞é♠❡♥t ét✉❞✐és✳ ■♥s♣✐rés ♣❛r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ▼✐t❝❤❡❧❧✱
❨♦✉✲❈❤✐♥ ❋✉❤ ❡t Pr❛t❡❡❦ ▼✐s❤r❛ ❬❋▼✽✽❪ s❡ s♦♥t ❝♦♥❝❡♥trés s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡s ❞ét❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✱ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✱ ♣❛r ❙t❡❢❛♥ ❑❛❡s ❬❑❛❡✾✷❪ ❡t✱ ❡♥s✉✐t❡✱ ♣❛r ❱❛❧❡r②
❚r✐❢♦♥♦✈ ❡t ❙❝♦tt ❙♠✐t❤ ❬❚❙✾✻❪✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ t❛♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❞❡ t②♣❡s éq✉✐♣é ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ♥♦♠✐♥❛❧ q✉❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té ❡t ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❛❜♦r❞é ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❆✐❦❡♥
❡t ❊❞✇❛r❞ ❲✐♠♠❡rs ❬❆❲✾✷❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♣✉✐ss❛♥t ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❖✉tr❡ ❚r✐❢♦♥♦✈ ❡t ❙♠✐t❤✱ ❋r❛♥ç♦✐s
P♦tt✐❡r ❬P♦t✵✶❪ ❛ ❛✉ss✐ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ✐✳❡✳ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙♦♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s s✉♣♣♦rt❡
❞❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❡t t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ♦r❣❛♥✐sés ❡♥ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳ ❊♥
♦✉tr❡✱ P♦tt✐❡r ❛ ❞é❝r✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠♣♦sé
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ tr❛✐t❛♥t ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
t②♣❡s ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♥ôtr❡✱ s♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ✐♥s♣✐ré ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ s♦✉s✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛♥♦♥✐s❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❛ ❣é♥ér❛✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t❛♥t q✉✬❛♥❝r❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡s à ❞❡s t②♣❡s
❞❡ ❜❛s❡✳

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ♠❛♣♣❡r ❞❡s t②♣❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❞✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦❜t❡♥✉ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳ P♦✉r ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ❡♠♣❧♦②é ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❍✐♥❞❧❡②✴▼✐❧♥❡r✳
▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡st ❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡
tr♦✐s ♣❤❛s❡s ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❝❧ôt✉r❡ é❧✐♠✐♥❡ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ré✢❡①✐✈❡s ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ s✉r ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s rés✉❧t❛♥t✳ ▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠✲



✹ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

♣❛t✐❜✐❧✐tés ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈❛❧✐❞❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❝❛♥♦♥✐s❛t✐♦♥ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✐t ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠
✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❡t ✉♥ ♠✐♥♦r❛♥t✳ ▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s
❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s t②♣❡s ❧❡s ♠♦✐♥s r❡str✐❝t✐❢s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ r❛♠❛s✲
s❛❣❡ ❞❡ ♠✐❡tt❡s ❞ét❡r♠✐♥❡ q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥✉t✐❧❡s ❡t ❧❡s é❧✐♠✐♥❡✳ ▲❛
t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛ ❛✉ss✐ été
♣r♦✉✈é❡✳

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❛✈❡❝ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❝♦♥ç✉ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞é❞✐é ❛✉
s✉♣♣♦rt ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛ss♦❝✐❛t✐❢ s✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t
❞❡s ♦❜❥❡ts✳ ❊♥ t❛♥t q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ♦r✐❡♥té ♦❜✲
❥❡t✱ ❧✬❤ér✐t❛❣❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ s♦♥t
✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡s t❡r♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡s
s♦✉s✲t②♣❡s ❞✐✛ér❡♥ts t♦✉❥♦✉rs ♠❛♥✐♣✉❧és ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♠♠❡ s✬✐❧s ❛♣♣❛rt❡✲
♥❛✐❡♥t à ✉♥ s✉♣❡rt②♣❡ ❝♦♠♠✉♥✳

❋✐❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛ss♦❝✐❛t✐❢ ❛✈❡❝ s♦✉s✲t②♣❛❣❡

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡s ❡t ❞❡ t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s♦✉✈❡♥t ♣rés❡♥t❡s
❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ♦r✐❡♥tés ♦❜❥❡t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s ❧❛♥❣❛❣❡s
♥✬♦✛r❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s q✉✐ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s t❛♥t
❛✉① ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s q✉✬❛✉① ❧❛♥❣❛❣❡s ❜❛sés s✉r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡✳ ▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡
♠♦t✐❢s ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡st✐♥é❡ à ✈❡r✐✜❡r s✐ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦t✐❢ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s
❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❛❧♦rs ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❛♣♣❛✲
r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦t✐❢ s♦♥t ✐♥st❛♥❝✐é❡s s❡❧♦♥ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡
❡t ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❡st ❡①é❝✉té❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ét❡♥❞✉ ♣❛r ❝❡tt❡
s♦❧✉t✐♦♥✳

❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ❞✐s♣♦s❡♥t ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✱ ❝♦♠♠❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡▼❛✉❞❡ ❬❈❉❊+✵✼❪✱ ❙❝❛❧❛ ❬❖❞❡✶✶✱ ❈r❡✵✻❪✱ ❊▲❆◆ ❬❇❑❑+✾✽✱ ❇❈❉+✵✻❪✱
✳✳✳ ▲✬✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❡st ❚♦♠ q✉✐ ❡st ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡✳ ❙❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❤ôt❡ t❡❧ q✉❡
❏❛✈❛ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❚♦♠ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ t②♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥❛t ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs
❞❡ P❡❛♥♦ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ✿

♥❛t ❂ ③❡r♦✭✮ ⑤ s✉❝✭♥✿♥❛t✮
✳✳✳
♣✉❜❧✐❝ ♥❛t P❧✉s✭♥❛t t✶✱ ♥❛t t✷✮ ④
✪♠❛t❝❤✭t✶✱ t✷✮ ④

③❡r♦ ✭✮✱ ① −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵①❀ ⑥
s✉❝✭②✮✱ ① −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵s✉❝✭P❧✉s✭②✱① ✮✮❀ ⑥

⑥
⑥

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✪♠❛t❝❤ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❛♥s ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❏❛✈❛ P❧✉s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡✉① t❡r♠❡s t✶ ❡t t✷ ❞✉



✺

t②♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥❛t r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ P❡❛♥♦ ❡t r❡♥✈♦✐❡ ❧❡✉r s♦♠♠❡ q✉✐
❡st ❛✉ss✐ ❞✉ t②♣❡ ♥❛t ✿

✕ s✐ t✶ = ③❡r♦✭✮ ❡t t✷ = i ♣♦✉r ✉♥ i ❞♦♥♥é✱ ❛❧♦rs ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
P❧✉s ❡st t✷✱ ✐✳❡✳ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t r❡♣rés❡♥t❛♥t ①✱

✕ s✐ t✶ = s✉❝✭j✮ ❡t t✷ = i ♣♦✉r ✉♥ i ❡t ✉♥ j ❞♦♥♥és✱ ❛❧♦rs ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ P❧✉s ❡st ❧✬♦❜❥❡t r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉❝ ❞♦♥t ❧✬❛r❣✉✲
♠❡♥t ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ s♦✉s✲t❡r♠❡ t✶ ❛✈❡❝ t✷✳

▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣❡r♠❡t ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
❡t ❧❛ ❞é❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥ ❧❡✉rs s♦✉s✲t❡r♠❡s✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥st✐t✉❡
✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s à tr❛✈❡rs ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡
t❡r♠❡s✳ ▲❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st s♦✉✲
✈❡♥t ❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ❞❡s t❤é♦r✐❡s éq✉❛t✐♦♥❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ ●❡r❛❧❞ P❡t❡rs♦♥ ❡t ▼❛r❦ ❙t✐❝❦❡❧ ❬P❙✽✶❪✱ q✉✐ ♣❧✉s t❛r❞ ❛ été ❣é♥ér❛❧✐sé ♣❛r
❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞ ❡t ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❬❏❑✽✻❪✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠ ét❛♥t ✉♥
❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✱ ✐❧ ❢♦✉r♥✐t ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♠♦❞✉❧♦ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ♣♦✉r
❧❡s t❡r♠❡s ❝♦♥str✉✐ts s✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✈❛r✐❛❞✐q✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐s✲
s♦♥s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✈❛r✐❛❞✐q✉❡ ❝♦♥❝◆❛t ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥❛t r❡♣rés❡♥t❛♥t
❞❡s ❧✐st❡s ❞✬❡♥t✐❡rs ❞❡ P❡❛♥♦ ❡t ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡✉r s♦♠♠❡ ✿

♥❛t ❂ ③❡r♦✭✮ ⑤ s✉❝✭♥✿♥❛t✮ ⑤ ❝♦♥❝◆❛t✭♥❛t∗✮
✳✳✳
♣✉❜❧✐❝ ♥❛t ▲✐stP❧✉s ✭♥❛t t✮ ④
✪♠❛t❝❤✭t✮ ④
❝♦♥❝◆❛t✭✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵③❡r♦✭✮❀ ⑥
❝♦♥❝◆❛t✭①✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵①❀ ⑥
❝♦♥❝◆❛t✭①✱②✱③∗✮ −❃ ④ r❡t✉r♥✭❧✐stP❧✉s✭❝♦♥❝◆❛t✭P❧✉s✭❵① ✱❵ ②✮✱ ③∗✮✮❀ ⑥

⑥
⑥

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s✱ ❚♦♠ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡
❞❡ ♠♦t✐❢s ♠♦❞✉❧♦ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❡t é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ s✉r ❝❡s ❧✐st❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ét♦✐❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ③✯ ✜❣✉r❛♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ③✯ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s♦✉s✲❧✐st❡ ❝♦♥t✐❣✉ë ❞❡ t ❞♦♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ têt❡ ❡st ❧❡
♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❛♣♣❛r❛✐t✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥❝◆❛t✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
① ❡t ② à ❧❡✉r t♦✉r r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ P❡❛♥♦ ❞♦♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ têt❡
s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❝◆❛t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❡t ❞❡
❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❝♦♥❝◆❛t✭①✱②✱③✯✮ ✜❧tr❡ ❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✭✮✱❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭③❡r♦✭✮✮

✐♥❞✐❝❛♥t ❝♦♥❝◆❛t✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ③ ❡t ③❡r♦✭✮ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡
① ❡t ❞❡ ②✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞✉
✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❚♦♠ ❡♥ t✐r❛♥t ♣❛rt✐ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❤✐ér❛r✲
❝❤✐❡ ❞❡ t②♣❡s✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞♦♥t ❧❡ ♠♦t✐❢ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ à ✜❧tr❡r ♦♥t
t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❧❡ ♠ê♠❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ têt❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡
s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡s t②♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s r❡q✉✐❡rt ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ à ✜❧tr❡r
s❡ ré❞✉✐t à ✉♥ t❡r♠❡ ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡ ❡st ✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♠♦t✐❢✳ ❯♥❡ s✉✐t❡



✻ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❡t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡✳
◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❚♦♠ à tr❛✈❡rs ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥✲
t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❣r❛♥❞ ♣❛s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠ s❡❧♦♥ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞é✜♥✐t
♣❛r ●✐❧❧❡s ❑❛❤♥ ❬❑❛❤✽✼❪✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s ❡t ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❚♦♠ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❖❈❛♠❧ ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❉✐❞✐❡r ❘é♠② ❬❘✁✵✷❪✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❚♦♠ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛✈❡❝
s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡st ♣❧✉tôt ✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡s ♣❛r
❉❡❧✐❛ ❑❡s♥❡r ❬❑❡s✾✶❪ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❛♥s ❞❡s ❧❛♥✲
❣❛❣❡s ♦r❞♦✲s♦rtés✳ ▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❚♦♠ ❡st
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ sûr❡té ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ t♦✉t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❚♦♠ ❜✐❡♥✲t②♣é❡ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❚♦♠ ♦✉ s❡
ré❞✉✐t à ✉♥ t❡r♠❡ ❚♦♠ ✭♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣r♦❣rès✮✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
♣❛s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❚♦♠ ✭♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥
♦✉ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ s✉❥❡t✮✳

▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❚♦♠ s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ♣❛r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
❡t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣❡♥r❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s✳ P♦✉r
❛✐❞❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r à s♣é❝✐✜❡r ❡t à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t ✜❧tr❛❣❡ ❞❡
♠♦t✐❢s✱ ❚♦♠ ❢♦✉r♥✐t ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ t❡❧❧❡s q✉❡
❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡t ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
rè❣❧❡s✳ ▲❡ s✉❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s
rè❣❧❡s ❡t ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s éq✉✐♣és ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡
♣❧✉s ❢♦rt❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐té ❡t ♣❧✉s ❞❡ sûr❡té ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡s t❡r♠❡s✳ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉rs ♣❧✉s sûrs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❚♦♠ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢
s✉r ❧❛ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s ♠❛❧✲t②♣és ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉rs
s✐❣♥❛t✉r❡s ❞❡ t②♣❡✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡
❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❚♦♠ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s✱ ♦ù ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❝♦♥str✉✐t ❡t ❛♠é❧✐♦r❡
❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ sûr❡té ❡t ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡✳
➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ t♦✉t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡ ❛ été ❢❛✐t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t à ❧✬❡s♣r✐t
✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r❛t✐q✉❡✳

❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r ❚♦♠

❆✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❚♦♠ ét❛✐t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ✭très✮
s✐♠♣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ♣♦✉✈❛✐t ✐♥❢ér❡r ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛✲
r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♣r♦♣❛❣❡r✱ ❧❡
❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝ôté ❞r♦✐t ❞❡s rè❣❧❡s✳



✼

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ t②♣❛❣❡ ✭✐✳❡✳ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♥✲
❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s✮ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❜✐❡♥ ❞é❧✐♠✐té❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❛❣❡
❡✛❡❝t✉❛✐t ❞❡s tâ❝❤❡s ✭t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❞és✉❝r❛❣❡ s②♥t❛①✐q✉❡✮ ❧✐é❡s à ❞✬❛✉tr❡s ♣❤❛s❡s
q✉✐ ❡✛❡❝t✉❛✐❡♥t à ❧❡✉r t♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ r❡❞♦♥❞❛♥t❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ t②♣❡s ❢♦r♠❛❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ❚♦♠ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ♣❧✉s ❞❡
sûr❡té s✉r ❞❡s t②♣❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
t②♣❡s ♣♦✉r ❡①❛♠✐♥❡r s✐ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♣✉rs ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❚♦♠
s♦♥t ❜✐❡♥✲t②♣és✳ ◆♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ♣❛r ♣✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❝♦♥str✉✐ts s✉r ❞❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥
s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r ✐♥❢ér❡r ❞❡s t②♣❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
❞❛♥s ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✭♠ê♠❡ ❞❛♥s ❝❡✉① q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣✉rs✮✳ ❈❡❧❛ ♠è♥❡
à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t r❡♠♣❧✐r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
t②♣❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❡s ✈ér✐✜❡r✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s t②♣❡s ✐♥❢ér✬❡s ❡t ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s
❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t②♣❡s✳

▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡✉r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❞❡ t②♣❡s ❝♦♥❞✉✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉rs✳
▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❚♦♠ ❞♦✐t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t②♣❡s à tr❛✈❡rs ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
▲✬❡✛❡t ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♥❡tt♦②❛❣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡
❝♦❞❡ ✭r❡❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡✱ r❡✈✉❡ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦❞❡✱ ❡t❝✮✳

❚❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❡♥ ❡♥t✐❡r
s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳

❙♦✉s✲t②♣❛❣❡

▲❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❞❡
s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s s✉s♠❡♥t✐♦♥♥é ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té
❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❚♦♠✱ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❛
sûr❡té ♦❜t❡♥✉❡✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛①é❡ s✉r ❧❡ s②stè♠❡ rés✉❧t❛♥t
❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡t ❜é♥é✜❝✐❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡
❝❧❛ss❡s ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❤ôt❡ ❏❛✈❛✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t❡♥✉❡ ✐❝✐ ❡st ❞♦♥❝ ❝❡❧❧❡ ❞✬❡♥r✐❝❤✐r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦r♠❡❧ ❞❡
❚♦♠ ❛✈❡❝ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ s✉r ❧❡s t②♣❡s✳ ❈❡❧❛ ✐♥❝❧✉t ❧✬❛❥♦✉t
❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦r♠❛❧✐sé ♣♦✉r ❛tt❡st❡r q✉❡ s✐ ✉♥ t②♣❡
s1 ❡st ✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡ s2 ❛❧♦rs t♦✉t t❡r♠❡ ❞✉ t②♣❡ s1 ❡st ❛✉ss✐ ❞✉ t②♣❡ s2✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❜❛sé s✉r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
s♦✉s✲t②♣❛❣❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞✬é❣❛❧✐té✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡
t②♣❡s ❡st ré❞✉✐t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s✳

▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❛ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s
♣♦✉r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡t ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉rs✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❡❧❧❡ ♥é❝❡s✲
s✐t❡ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s♦✉s✲



✽ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

t②♣❛❣❡ ✿ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①t❡♥❞s ❡st ❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝ ✪t②♣❡t❡r♠ ❞✉r❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬❤ér✐t❛❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡s t②♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♥❝r❛❣❡ à ❧❛
♠❛✐♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ t②♣❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛♥t ❞❡s t②♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡✈r❛✐t
r❡s♣❡❝t❡r ❝❡❧❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛♥t ❧❡✉r t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts r❡s♣❡❝t✐❢s✳ ❊♥ ✐♥t❡r♥❡✱ ❝❡❧❛ ♠è♥❡
à ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ♣❧✉s ❞✬❛♥✲
♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉❝✲
t❡✉rs s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t
❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❖♣ér❛t✐♦♥❡❧❧❡

❊♥✜♥✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❞❛♥s ❚♦♠ ✐♥✢✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ✐♠♣❧é♠❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r✳ ◆♦tr❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ ❡st ❧❛ r❡❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳

❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s t②♣❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥és ♣❛r s♦✉s✲t②♣❛❣❡✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡
♠♦t✐❢s ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡✉① ❣❡♥r❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ✿

✕ é❣❛❧✐té ✭♠ê♠❡ ❝❡❧❧❡ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥❡❧❧❡✮ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡
t②♣❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❡t ❞✉ s✉❥❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ✜❧tr❛❣❡ str✉❝t✉r❡❧ t❡❧ q✉✬❡✛❡❝✲
t✉é ❛✈❡❝ ❞❡s t②♣❡s ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥és✱

✕ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ s✉❥❡t s❡ ré❞✉✐t à ✉♥ t❡r♠❡ ❞✉ t②♣❡ s1 q✉✐ ❡st ✉♥ s♦✉s✲
t②♣❡ ❞✉ t②♣❡ s2 ❞✉ ♠♦t✐❢✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s②♥✲
t❛①✐q✉❡✱ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♠♦❞✉❧♦ A ❡t ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♠♦❞✉❧♦ AU ❞♦✐✈❡♥t ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳ ➚ ❝❡t ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❚♦♠ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ❞é❝r✐t
❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❚♦♠✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♠♦t✐❢s✳ ➱t❛♥t
❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❚♦♠ ♥✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛s ❧❡ ❝♦❞❡ ❤ôt❡✱ ❧❡ ❝♦❞❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞♦✐t êtr❡ tr❛❞✉✐t ❡♥ ✐♥str✉❝✲
t✐♦♥s sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❤ôt❡ ❏❛✈❛✳ ❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ❧❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❞❛♥s ❚♦♠ ❛ été t❡sté ❞❛♥s ✉♥ ét✉❞❡ ❞❡
❝❛s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❚♦♠ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✳

▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡

❞❡ t❡r♠❡s

▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ♣r♦❥❡t P❛r❡♦ ✶ ❞❡♣✉✐s ✷✵✵✶✳ ➱t❛♥t
✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞é❞✐é à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ✭❉❙▲✮ ❡♠❜❛rq✉é ❞❛♥s ❏❛✈❛✱ ❚♦♠

✶✳ ❘❡❢ér❡♥❝❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❤tt♣ ✿✴✴♣❛r❡♦✳❧♦r✐❛✳❢r ✳ ❉❡r♥✐èr❡ ✈✐s✐t❡ ✿ ❋é✈r✐❡r ✷✵✶✷✳



✾

❢♦✉r♥✐t ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s à ❜❛s❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❡t ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❛♥s ❞✉ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♦r✐❡♥té ♦❜❥❡t✳

❇✐❡♥ q✉✬ét❛♥t ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡♠❜❛rq✉é✱ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s
❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❚♦♠ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥❝rèt❡s✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ♦♥ ❞♦✐t s♣é❝✐✜❡r ❧❡s
t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✭❡t ❛❜str❛✐t❡s✮ ♠❛♥✐♣✉❧és ♣❛r ❚♦♠✱ ❧❡s t②♣❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❝♦♥❝r❡ts ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❤ôt❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥
❛♥❝r❛❣❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t s❡ ❢❛✐t ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙❡❧♦♥ ❝❡t ❛♥❝r❛❣❡✱
❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s
❡♥ ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥❝r❡ts✳ ❯♥ ❛♥❝r❛❣❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé
❞❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s
r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳ ❉❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❚♦♠

✪t②♣❡t❡r♠✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s ❚♦♠ ✪♦♣ ❡t ✪♦♣❧✐st✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s②♥t❛①✐q✉❡s✱ ❧❡s ♦♣ér❛✲
t❡✉rs ✈❛r✐❛❞✐q✉❡s ❞✬✉♥ t②♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✪♦♣❧✐st

♦ù ❧❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✈❛r✐❛❞✐q✉❡s s♦♥t
s♦✉✈❡♥t ❞é♥♦♠♠és ❧✐st❡s✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t s♣é✲
❝✐✜❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❡t ❞é❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❧✐st❡✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ ❧✐st❡ ✈✐❞❡ ❡t ❞✬✐♥sér❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❡t ❧❡ r❡st❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❛♥❝r❛❣❡ ❡♥tr❡ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❡t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❏❛✈❛ q✉✐ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝♦♥✲
str✉❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ◆❛t ❡t ◆❛t▲✐st✳

✶ ✪t②♣❡t❡r♠ ◆❛t ④
✷ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ❏◆❛t ⑥
✸ ✐s❴s♦rt✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏◆❛t✮ ⑥
✹ ❡q✉❛❧s✭t✶✱t✷✮ ④ ✭t✶✳❡q✉❛❧s✭t✷✮✮ ⑥
✺ ⑥

✼ ✪t②♣❡t❡r♠ ◆❛t▲✐st ④
✽ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ❏◆❛t▲✐st ⑥
✾ ✐s❴s♦rt✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏◆❛t▲✐st✮ ⑥
✶✵ ❡q✉❛❧s✭t✶✱t✷✮ ④ ✭t✶✳❡q✉❛❧s✭t✷✮✮ ⑥
✶✶ ⑥

▲❡s t②♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ◆❛t ❡t ◆❛t▲✐st s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥tés ♣❛r ❧❡s
t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ❏◆❛t ❡t ❏◆❛t▲✐st✳ ▲❡s t②♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉s q✉❡ ♣❛r ❚♦♠✱
♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❝❧❛rés ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❏❛✈❛ rés✉❧t❛♥t✳ ▲❡s r❛♥❣s ❞❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬✉♥ t②♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✪♦♣ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❡t ❞❡ ❞é❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛✈❡❝
❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ③❡r♦ ❡t s✉❝ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ ◆❛t ❡t ❧❛
❧✐st❡ ❝♦♥❝◆❛t ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ ◆❛t▲✐st ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✶ ✪♦♣ ◆❛t ③❡r♦✭✮ ④
✷ ✐s❴❢s②♠✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏③❡r♦✮ ⑥
✸ ♠❛❦❡✭✮ ④ ♥❡✇ ❏③❡r♦✭✮ ⑥
✹ ⑥



✶✵ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

✻ ✪♦♣ ◆❛t s✉❝✭♥✿◆❛t✮ ④
✼ ✐s❴❢s②♠✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏s✉❝✮ ⑥
✽ ❣❡t❴s❧♦t✭♥✱s✮ ④ ✭✭❏s✉❝✮s ✮✳♥ ⑥
✾ ♠❛❦❡✭t✵✮ ④ ♥❡✇ ❏s✉❝✭t✵✮ ⑥
✶✵ ⑥

✶✷ ✪♦♣❧✐st ◆❛t▲✐st ❝♦♥❝◆❛t✭◆❛t∗✮ ④
✶✸ ✐s❴❢s②♠✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏❝♦♥❝❏◆❛t✮ ⑥
✶✹ ❣❡t❴❤❡❛❞✭❧✮ ④ ✭✭❏❝♦♥❝❏◆❛t✮❧✮✳❤❡❛❞ ⑥
✶✺ ❣❡t❴t❛✐❧✭❧✮ ④ ✭✭❏❝♦♥❝❏◆❛t✮❧✮✳ t❛✐❧ ⑥
✶✻ ✐s❴❡♠♣t②✭❧✮ ④ ✭✭❏❝♦♥❝❏◆❛t✮❧✮✳✐s❊♠♣t②✭✮ ⑥
✶✼ ♠❛❦❡❴❡♠♣t②✭✮ ④ ♥❡✇ ❏❝♦♥❝❏◆❛t✭✮ ⑥
✶✽ ♠❛❦❡❴✐♥s❡rt✭t✱❧✮ ④ ♥❡✇ ❏❝♦♥❝❏◆❛t✭t✱❧✮ ⑥
✶✾ ⑥

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❛♥❝r❛❣❡s ❡♥tr❡ ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❚♦♠ ❡t ❧❡s
t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥❝r❡ts ❏❛✈❛ ♣❡r♠❡t à ❚♦♠ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s t❡r♠❡s ❏❛✈❛
❝♦♠♠❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❚♦♠✳ P♦✉r ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❚♦♠✱ ❝❡s ❛♥❝r❛❣❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❣é♥érés ♣❛r ❧✬♦✉t✐❧ ●♦♠ é❝r✐t ♣❛r ❆♥t♦✐♥❡ ❘❡✐❧❧❡s
❡t ♣rés❡♥té ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❬❘❡✐✵✼❪✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
♠✉❧t✐✲s♦rté❡✱ ●♦♠ ❣é♥èr❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ ❛♥❝r❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❏❛✈❛ q✉✐ ❧✬✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❡♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳ ▲✬❛♥❝r❛❣❡ é❝r✐t ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ♣rés❡♥té ❥✉sq✉✬✐❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥éré
♣❛r ●♦♠ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶ ♠♦❞✉❧❡ ❊①❛♠♣❧❡●♦♠
✷ ❛❜str❛❝t s②♥t❛①

✹ ◆❛t ❂ ③❡r♦✭✮
✺ ⑤ s✉❝✭♥✿◆❛t✮

✼ ◆❛t▲✐st ❂ ❝♦♥❝◆❛t✭◆❛t∗✮

▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❚♦♠ ♣❡✉✈❡♥t ✈ér✐✜❡r s✐ ✉♥ ♠♦t✐❢ ❞♦♥♥é ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s ❞❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❤ôt❡ ❡t ✐♥st❛♥❝✐❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡❧♦♥ ❧❛ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛♥❝r❛❣❡ ♣ré❝é❞❡♥t é❝r✐t ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲✬❛❞❞✐t✐♦♥
❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❞❡ P❡❛♥♦ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦❞é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✶ ♣✉❜❧✐❝ ❏◆❛t ♣❡❛♥♦P❧✉s✭❏◆❛t t✶✱ ❏◆❛t t✷✮ ④
✷ ✪♠❛t❝❤✭◆❛t t✶✱ ◆❛t t✷✮ ④
✸ ③❡r♦ ✭✮✱ ① −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵①❀ ⑥
✹ s✉❝✭②✮✱ ① −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵s✉❝✭♣❡❛♥♦P❧✉s✭②✱①✮✮❀ ⑥
✺ ⑥
✻ r❡t✉r♥ ♥✉❧❧ ❀
✼ ⑥



✶✶

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❏❛✈❛ ♣❡❛♥♦P❧✉s ♣r❡♥❞ ❞❡✉① t❡r♠❡s t✶ ❡t t✷ ❞✉ t②♣❡ ❏◆❛t r❡♣rés❡♥✲
t❛♥t ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ P❡❛♥♦ ❡t r❡t♦✉r♥❡ ❧❡✉r s♦♠♠❡ q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ❞✉ t②♣❡ ❏◆❛t✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❵ ✭❜❛❝❦q✉♦t❡✮ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ① ❡t ② ❞❛♥s ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥
❏❛✈❛✳

▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠ ❢♦✉r♥✐t ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♠♦❞✉❧♦ AU ♣♦✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s
❝♦♠♣♦sés ❞❡ ❧✐st❡s ✭✐✳❡✳ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✈❛r✐❛❞✐q✉❡s✮✳ ▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ♠♦❞✉❧♦ AU ❡st
❞é♥♦♠♠é ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❧✐st❡s ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡
t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥❡❧❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s✱ ❧❛ ♥♦✲
t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❧✐st❡s ♣❡✉t ❧❡✉r êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥♥♦té❡s ❛✈❡❝ ✯✳ ❈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ét♦✐❧❡s ❡t ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
❞❛♥s ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡s ❧✐st❡s✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ét♦✐❧❡s ❞✐✛èr❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♠✲
♣❧❡s ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ s♦✉s✲❧✐st❡ ❝♦♥t✐❣✉ë ❞✉ s✉❥❡t✳ ❈❡❧❛ ✐♥❞✐q✉❡
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ét♦✐❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ s♦✉s✲❧✐st❡ ❞♦♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ têt❡ ❡st ❧❡
♠ê♠❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❛r❛✐t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✈❛r✐❛❞✐q✉❡ ❞♦♥♥é✱ ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❡st ❧❛ ❧✐st❡ ✈✐❞❡ ❝♦♥str✉✐t❡ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧✲
tr❛❣❡

❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱②✯✮ << ? ❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮✮✮

❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ :: ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ P❡❛♥♦ ❡t ❧❡s ❧✐st❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
❡♥t✐❡rs ❞❡ P❡❛♥♦ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝◆❛t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❡♥t✐❡rs
❞❡ P❡❛♥♦ s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ t②♣❡ ◆❛t✳ ❈❡❧❛ ✐♥❞✐q✉❡
q✉❡ ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱②✯✮ r❡♣rés❡♥t❡ (x :: y) ❡t ❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮✮✮

r❡♣rés❡♥t❡ (0 :: 1 :: 2)✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ❧✐st❡ ✈✐❞❡ ❝♦♥❝◆❛t✭✮ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t
♥❡✉tr❡ () ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✳

P❛r s♦✉❝✐ ❞✬❡①♣r❡ss✐✈✐té✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ s②♥t❛①❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✪♠❛t❝❤ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛❝t✐♦♥✮✳
❈❤❛q✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♠❜✐♥é❡s ♣❛r ❧❡s
❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❜♦♦❧é❡♥s ✫✫ ❡t ⑤⑤ r❡♣rés❡♥t❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡
❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣r❡♥♥❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠♦✲

t✐❢ ❁❁ s✉❥❡t ✭♦✉ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠♦t✐❢ ❁❁ t②♣❡▼♦t✐❢ s✉❥❡t s✐ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡s t②♣❡s✮
❡①♣r✐♠❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✣r♠❛t✐✈❡s✳ ❉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❣❛t✐✈❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❞é❝❧❛ré❡s ♣❛r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ ♠♦t✐❢s ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ✦✳
▲❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ✦ ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉
♠♦t✐❢ ❡t ❛✉t❛♥t q✉❡ ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
✉♥ ❛♥t✐✲♠♦t✐❢✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦rté❡s
♣❛r ❚♦♠ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❁ ✭✐♥❢ér✐❡✉r à✮✱ ❁❂ ✭✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à✮✱ ❃ ✭s✉♣ér✐❡✉r à✮✱ ❃❂ ✭s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧
à✮✱ ❂❂ ✭é❣❛❧ à✮ ♦✉ ✦❂ ✭❞✐✛ér❡♥t ❞❡✮✳

❯♥ ❛❧✐❛s ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉① s♦✉s✲t❡r♠❡s ❞❡s ♠♦t✐❢s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❅✳ ❊♥ rés♦❧✈❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ✭♦✉ ❞✬❛♥t✐✲✜❧tr❛❣❡✮✱
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❛❧✐❛s ❡st ✐♥st❛♥❝✐é❡ ♣❛r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ s♦✉s✲t❡r♠❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞✉ s✉❥❡t✳



✶✷ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♥♦♥✲✈❛r✐❛❞✐q✉❡s✱
❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❛r❣✉♠❡♥ts ❡st ♥♦♠♠é✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♥♦♥✲✈❛r✐❛❞✐q✉❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t
ré❢ér❡♥❝❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à s♦♥ ♥♦♠✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❬ ❪ ♣❡r♠❡t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s♣é❝✐✜q✉❡s ❡t ❞✬✐❣♥♦r❡r ❝❡✉① r❡st❛♥ts✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✪♠❛t❝❤ ♣❡r♠❡t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ❞é❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳ ❉❛♥s ❚♦♠✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s
rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t
q✉❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s q✉❡❧❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s t❡r♠❡s✳ ▲❡ ❧❛♥✲
❣❛❣❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❚♦♠ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❏❛✈❛ ❞❡
❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs ❞❡ str❛té❣✐❡s ✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❙tr❛t❡❣♦ ❬❱❇❚✾✽❪ q✉✐ à s♦♥
t♦✉r ét❛✐t ✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ str❛té❣✐❡ ❞✬❊▲❆◆✳

▲❡s str❛té❣✐❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ❝réé❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✪str❛t❡❣② ❡t ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✭❚❘❙✮ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ♦❜❥❡t
❏❛✈❛ ♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❙tr❛t❡❣②✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✉ ❚❘❙ ♥❡ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s q✉✬✉♥❡
s❡✉❧❡ ❢♦✐s s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞♦♥♥é✳

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❚♦♠

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣❛r❧❡r r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs
♣r♦♣r✐étés✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡ ❜❛s❡
❞❡ ❚♦♠ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r
❞❡ ❝❡tt❡ s②♥t❛①❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❞❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❛❣❡ s✉r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❚♦♠ ❛♥♥♦té❡s ❛✈❡❝
❞❡s t②♣❡s✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥✬❛②❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡✳ ❈❡❧❛ ❡st
❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ♥♦♥ s♣é❝✐✜é❡s✳
▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❡t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡✳

❚❡r♠❡s ❡t t②♣❡s ❚♦♠

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❚♦♠

s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs s②♥t❛①✐q✉❡s ❡t ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs
✈❛r✐❛❞✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s V✱ F ❡t F⋆ ♣♦✉r ❧❡s
r❡♣rés❡♥t❡r✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❚♦♠ s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ✈❛r✐✲
❛❞✐q✉❡s ♠✉❧t✐✲s♦rté❡s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ s♦rt❡s ❞❡ ❜❛s❡ r❡♣rés❡♥✲
té❡s ♣❛r ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❚♦♠✳ ➚ ❝❡ st❛❞❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥❝♦r❡
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s t❡r♠❡s à ♣❛rt✐r ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs s②♥t❛①✐q✉❡s ❡t ✈❛r✐❛❞✐q✉❡s ❞✬✉♥❡
♠ê♠❡ s♦rt❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❝❡s ❞❡✉① ❣❡♥r❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❛✉
❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞✲
ér♦♥s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✈❛r✐❛❞✐q✉❡ ✈ ∈ F⋆✱ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ①✱ ② ∈ V ❡t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❣



✶✸

∈ F ∪ F⋆✳ ▲✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❣✭①✮ ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❣✭①✮ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥ts
rés✉❧t❛ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣✭①✮ ✿

✶✳ s✐ ❣ ∈ F⋆ ❡t ❣ = ✈✱ ❛❧♦rs✱ ♣❛r ❛♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥
❞❡s ❞❡✉① ❧✐st❡s✱ ✐✳❡✳ ✈✭①✱②✮ ❀

✷✳ s✐ ❣ ∈ F⋆ ❡t ❣ 6= ✈ ♦✉ s✐ ❣ ∈ F ✱ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡✱ ✐✳❡✳ ✈✭❣✭①✮✱②✮✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐st❡s ❛✈❡❝
❧❡ ♠ê♠❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ têt❡ ❡t ❧❡s t❡r♠❡s r❡st❛♥ts✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
s♦rt❡ ❞é❝♦ré❡ ❛✈❡❝ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ sg ❛✈❡❝ ❣ ∈ F ∪F⋆✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ s♣é❝✐❛❧ ? ♣♦✉r ❧❡s
❝❛s ♦ù ❧❛ ❞é❝♦r❛t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ▲❡s s♦rt❡s ❞é❝♦ré❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ❞é♥♦♠♠é❡s
t②♣❡s ❝❧♦s✱ ❝❛r ❝❡ s♦♥t ❧❡s t②♣❡s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ✉♥ t❡r♠❡ ♣❡✉t êtr❡
❝❧❛ssé✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ t②♣❡ ❝❧♦s s♣é❝✐❛❧ wt ♣♦✉r ❝❧❛ss❡r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❜✐❡♥✲t②♣é❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s t❡r♠❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
✜❧tr❛❣❡ ❡t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❜❛❝❦q✉♦t❡ ✭❵✮ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
t②♣❡s T y ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦♥ t②♣és ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡✱ ❞❡ {wt} ❡t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦rt❡s ❞é❝♦ré❡s✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❞❡ S ❡t F ∪ F⋆ ∪ {?}✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❚②♣❡s✮✳ ❙♦✐t wt ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s♣é❝✐❛❧❡ ❡t X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐
❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ♥♦té❡s α✱ β✱ ❡t❝✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t②♣❡s T y ❡st
❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♥♦♥ s♦rtés ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

τ ::= α | sh | wt

♦ù τ ∈ T y✱ α ∈ X ✱ s ∈ S✱ h ∈ F ∪ F⋆ ∪ {?}✳
❯♥ t②♣❡ ❝❧♦s ❡st ✉♥ t②♣❡ τ s❛♥s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐✳❡✳ Var(τ) = ∅✳

▲✬é❣❛❧✐té ❞❡s s♦rt❡s ❞é❝♦ré❡s ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬é❣❛❧✐té s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡s s♦rt❡s ❡♥✲
r✐❝❤✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡♥tr❡ s❡s ❞é❝♦r❛t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭➱❣❛❧✐té ❞❡s s♦rt❡s ❞é❝♦ré❡s✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t②♣❡s
T y✱ ✐✳❡✳ ❞❡s s♦rt❡s ❞é❝♦ré❡s✳ ▲✬é❣❛❧✐té ❞❡s s♦rt❡s ❞é❝♦ré❡s✱ ♥♦té❡ =t✱ ❡st ❞é✜♥✐❡
♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀sh1

1 , sh2

2 ∈ T y\(X ∪ {wt}), (s
h1

1 =t s
h2

2 ⇔ (s1 = s2 ∧ (h1 = h2 ∨ h1 = ? ∨ h2 = ?)))

◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s sh1

1 6=t s
h2

2 ♣♦✉r s✐❣♥✐✜❡r q✉❡ ¬(sh1

1 =t s
h2

2 )✳

❖r✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t②♣❡s T y ❝♦♠✲
♣♦sé ❞❡ s♦rt❡s ❞é❝♦ré❡s✳ ❈❡❧❛ ♠è♥❡ à T y éq✉✐♣é ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ <:t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❙♦✉s✲t②♣❛❣❡ s✉r ❞❡ s♦rt❡s ❞é❝♦ré❡s✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
t②♣❡s T y✱ ✐✳❡✳ ❞❡ s♦rt❡s ❞é❝♦ré❡s✳ ▲❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ s✉r ❞❡s s♦rt❡s ❞é❝♦ré❡s✱ ♥♦té❡
<:t✱ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ s✉r T y ❞é✜♥✐ ♣❛r s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈✲
❛♥t❡ ✿



✶✹ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

∀sh1

1 , sh2

2 ∈ T y\(X ∪ {wt}), (s
h1

1 <:t s
h2

2 ⇔ (s1 <: s2 ∧ (h1 = h2 ∨ h2 = ?)))

❉❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✱ ❧❡s t②♣❡s s♦♥t ✐♥t❡r♣rétés ❝♦♠♠❡ ❞❡s t❡r♠❡s
♥♦♥ s♦rtés ❡t ❧❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡st ♥♦♠✐♥❛❧✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞é❝❧❛ré❡s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬❤ér✐t❛❣❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡t ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡
❞✬♦♣ér❛t❡✉rs s♦✐❡♥t ✐♥t❡r❞✐ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s t②♣❡s ◆❡❣?✱ ❩◆❛t?✱ ◆❛t?

❡t ■♥t?✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❛❝❝❡♣t❡ ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ◆❡❣? <:t ■♥t
? ∧ ◆❛t? <:t ■♥t

?✱ ♠❛✐s✱
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ r❡❢✉s❡ ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❩◆❛t? <:t ◆❡❣? ∧ ❩◆❛t? <:t ◆❛t?✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱
❞❛♥s ❚♦♠✱ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ s✉r❝❤❛r❣é ♣❛r ❞❡✉①
❝♦❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ t②♣❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉❝ ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ❛✈♦✐r ❞❡✉① ❝♦❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ t②♣❡s ◆❡❣? ❡t ◆❛t?✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t②♣❡s T y✱ ❧✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ <:t s✉r T y✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
F ❡t F⋆ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
V✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❚♦♠ s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❝✐✲❛♣rès à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♦r❞♦✲
s♦rté❡ T (T y,<:t,F ∪ F

⋆,V)✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❝❧♦s ❞❡ ❚♦♠ ❡st ❞és✐❣♥é ♣❛r
T (T y,<:t,F ∪ F

⋆)✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s

❞❛♥s ❚♦♠ s♦♥t ✐♠♣❧é♠❡♥tés ♣❛r ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥❝r❡ts ❞❛♥s ❏❛✈❛ ❡t ❝❡tt❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❛♥❝r❛❣❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡
s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❞♦✐t êtr❡ ❢❛✐t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡s
❝❧❛ss❡s ❏❛✈❛ q✉✐ ❧❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝♦♠♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❝❡❧❛
❞❛♥s ✉♥ ❡①tr❛✐t ❞❡ ❝♦❞❡ q✉✐ ét❡♥❞ ❧✬❛♥❝r❛❣❡ é❝r✐t ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ♣rés❡♥té
❛♥tér✐❡✉r❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡s ❩◆❛t ❡t
■♥t ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ③❡r♦ ❡t ✉♠✐♥✉s ✿

✶ st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏■♥t④ ⑥
✷ st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏◆❛t ❡①t❡♥❞s ❏■♥t ④ ⑥
✸ st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏❩◆❛t ❡①t❡♥❞s ❏◆❛t ④ ⑥

✺ st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏✉♠✐♥✉s ❡①t❡♥❞s ❏■♥t ④
✻ ♣✉❜❧✐❝ ❏◆❛t ♥❀
✼ ♣✉❜❧✐❝ ❏✉♠✐♥✉s✭✮ ④ ⑥
✽ ♣✉❜❧✐❝ ❏✉♠✐♥✉s✭❏◆❛t ♥✮ ④ t❤✐s ✳♥ ❂ ♥❀ ⑥
✾ ⑥

✶✶ st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏③❡r♦ ❡①t❡♥❞s ❏◆❛t ④
✶✷ ♣✉❜❧✐❝ ❏③❡r♦✭✮ ④⑥
✶✸ ⑥

✶✺ ✪t②♣❡t❡r♠ ■♥t ④
✶✻ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ❏■♥t ⑥
✶✼ ✐s❴s♦rt✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏■♥t✮ ⑥
✶✽ ❡q✉❛❧s✭t✶✱t✷✮ ④ ✭t✶✳❡q✉❛❧s✭t✷✮✮ ⑥
✶✾ ⑥

✷✶ ✪t②♣❡t❡r♠ ◆❛t ❡①t❡♥❞s ■♥t ④
✷✷ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ❏◆❛t ⑥
✷✸ ✐s❴s♦rt✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏◆❛t✮ ⑥
✷✹ ❡q✉❛❧s✭t✶✱t✷✮ ④ ✭t✶✳❡q✉❛❧s✭t✷✮✮ ⑥
✷✺ ⑥



✶✺

✷✼ ✪t②♣❡t❡r♠ ❩◆❛t ❡①t❡♥❞s ◆❛t ④
✷✽ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ❏❩◆❛t ⑥
✷✾ ✐s❴s♦rt✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏❩◆❛t✮ ⑥
✸✵ ❡q✉❛❧s✭t✶✱t✷✮ ④ ✭t✶✳❡q✉❛❧s✭t✷✮✮ ⑥
✸✶ ⑥

✸✸ ✪♦♣ ■♥t ✉♠✐♥✉s✭♥✿◆❛t✮ ④
✸✹ ✐s❴❢s②♠✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏✉♠✐♥✉s✮ ⑥
✸✺ ❣❡t❴s❧♦t✭♥✱s✮ ④ ✭✭❏✉♠✐♥✉s✮s✮✳♥ ⑥
✸✻ ♠❛❦❡✭t✵✮ ④ ♥❡✇ ❏✉♠✐♥✉s✭t✵✮ ⑥
✸✼ ⑥

✸✾ ✪♦♣ ❩◆❛t ③❡r♦✭✮ ④
✹✵ ✐s❴❢s②♠✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏③❡r♦✮ ⑥
✹✶ ♠❛❦❡✭✮ ④ ♥❡✇ ❏③❡r♦✭✮ ⑥
✹✷ ⑥

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s t②♣❡s ❩◆❛t✱ ◆❛t ❡t ■♥t ❡st ❞é❝❧❛ré❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦t✲❝❧é ❡①t❡♥❞s

❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❩◆❛t ❡st ✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡ ◆❛t q✉✐ ❡st ✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡ ■♥t ✿ ❧✐❣♥❡s
✷ ❡t ✸✱ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❏❛✈❛ ❀ ❧✐❣♥❡s ✷✶ ❡t ✷✼✱ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ✐♥t❡r♣rèt❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❩◆❛t? <:t ◆❛t? ∧ ◆❛t? <:t

■♥t?✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ③❡r♦ ❡st r❡❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❩◆❛t ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡
◆❛t✮ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✸✾ ❡t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❏❛✈❛ ❡t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ✉♠✐♥✉s

♣♦✉r ■♥t s♦♥t ❞é❝❧❛rés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❧✐❣♥❡s ✺ ❡t ✸✸✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡
❞❡ t②♣❡s ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣❛r ❚♦♠ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛✜♥
❞✬❛❝❝❡♣t❡r ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞♦♥t ❧❡s t②♣❡s s♦♥t s♦✐t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ s♦✐t ❞❡s s♦✉s✲t②♣❡s
❞❡ ❝❡✉① ❞❡s s✉❥❡ts✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡❛♥♦P❧✉s ❞❡
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ t♦✉❥♦✉rs✱ ♠ê♠❡ ❛♣rès ❧❛ r❡❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ③❡r♦✳
◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s s✉r ❞❡s t❡r♠❡s ♦r❞♦✲s♦rtés à
tr❛✈❡rs ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡s t②♣❡s ❩◆❛t✱ ◆❛t ❛♥❞ ■♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛♥❝r❛❣❡ ❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❏❛✈❛ s✉✐✈✲
❛♥t❡ ❞é❝r✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢s✮✳

✹✸ ♣✉❜❧✐❝ ❏■♥t ❛❞❞✭❏■♥t t✶✱ ❏■♥t t✷✮ ④
✹✹ ✪♠❛t❝❤ ④
✹✺ ③❡r♦✭✮ ❁❁ t✶ ✫✫ ① ❁❁ t✷ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵①❀ ⑥
✹✻ ② ❁❁ t✶ ✫✫ ✉♠✐♥✉s✭③❡r♦✭✮✮ ❁❁ t✷ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵②❀ ⑥
✹✼ s✉❝✭②✮ ❁❁ t✶ ✫✫ ① ❁❁ ◆❛t t✷ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵s✉❝✭♣❡❛♥♦P❧✉s✭②✱①✮✮❀ ⑥
✹✽ s✉❝✭②✮ ❁❁ t✶ ✫✫ ✉♠✐♥✉s✭s✉❝✭①✮✮ ❁❁ t✷ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵❛❞❞✭②✱✉♠✐♥✉s✭①✮✮❀ ⑥
✹✾ ✉♠✐♥✉s✭②✮ ❁❁ t✶ ✫✫ ✉♠✐♥✉s✭①✮ ❁❁ t✷ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵✉♠✐♥✉s✭♣❡❛♥♦P❧✉s✭②✱①✮✮❀ ⑥
✺✵ ✉♠✐♥✉s✭②✮ ❁❁ t✶ ✫✫ s✉❝✭①✮ ❁❁ t✷ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵❛❞❞✭s✉❝✭①✮✱✉♠✐♥✉s✭②✮✮❀ ⑥
✺✶ ⑥
✺✷ r❡t✉r♥ ♥✉❧❧ ❀
✺✸ ⑥

◆♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✹✼

❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à ① ❞✬êtr❡ ♣❛ssé ❡♥ t❛♥t q✉✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ♣❡❛♥♦P❧✉s

❞❛♥s ❧❡ ❝ôté ❞r♦✐t ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡✳



✶✻ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❡st ✈r❛✐♠❡♥t ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❚♦♠✳
❖r✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛♣♣❡❧é ♥❡tt♦②❛❣❡ ❞❡ ❞é❝♦r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❡s t②♣❡s ❡t ❧❡s s♦rt❡s ❞❡ ❜❛s❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❛✉① t②♣❡s ❞✬êtr❡ ❝♦♥✈❡rt✐s ❡♥ ❞❡s
s♦rt❡s ♥♦♥ ❞é❝♦ré❡s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡
♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✪♠❛t❝❤

à tr❛✈❡rs ✉♥ t②♣❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭◆❡tt♦②❛❣❡ ❞❡ ❞é❝♦r❛t✐♦♥✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ | · | ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡ ❞❡ T y ❞❛♥s S ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

|sh| = s

♦ù s ∈ S ❡t h ∈ F ∪ F⋆ ∪ {?}✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t②♣❡s T y✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
F ❡t F⋆ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s V✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❚♦♠ s♦♥t
❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s T (T y,F ∪F⋆,V)✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s
❝❧♦s ❞❡ ❚♦♠ ❡st ❞és✐❣♥é ♣❛r T (T y,F ∪ F⋆)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭❚❡r♠❡s ❚♦♠✮✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❚♦♠ ❡st s♣é❝✐✜é ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠✲
♠❛✐r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

term ::= ① | ①✯ | ❢✭term, . . . , term
︸ ︷︷ ︸

n

✮ | ❣✭term✱. . .✱term✮

♦ù ① ∈ V✱ ❢ ∈ Fn ❡t ❣ ∈ F⋆✳

❯♥ ❝♦❞❡ ❚♦♠ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❞✉ ❝♦❞❡ ❏❛✈❛ q✉✐ ♣❡✉t à s♦♥ t♦✉r ❝♦♥t❡♥✐r ❞✉
❝♦❞❡ ❚♦♠ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❡t ❞✬✐♥❢ér❡r ❧❡s
t②♣❡s ❞❡s t❡r♠❡s ❚♦♠✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❚♦♠✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❏❛✈❛ ❧✐é❡s ❛✉①
t❡r♠❡s ❚♦♠ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ V✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❏❛✈❛ q✉✐ ♠❛♥✐♣✉❧❡♥t ❞❡ t❡r♠❡s ❚♦♠ ♦✉ q✉✐ s♦♥t ♠❛♥✐♣✉❧é❡s ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ❚♦♠
s♦♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ❚♦♠✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❏❛✈❛ r❡st❛♥ts s♦♥t
r❡❥❡tés✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭s②♥t❛①❡ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❚♦♠✮✳ ▲❛ s②♥t❛①❡ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡ ❜❛s❡
❞❡ ❚♦♠ ❡st s♣é❝✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

code ::= ④rule; . . . ; rule⑥ |❵term | ① := ❵term

rule ::= cond −→ action

cond ::= pattern << |τ | term | term ⋄ term | cond ∧ cond | cond ∨ cond

pattern ::= ① | ①✯ | ❣✭pattern✱. . .✱pattern✮ | ①@pattern | !pattern

term ::= ① | ①✯ | ❣✭term✱. . .✱term✮

action ::= code | (action; . . . ; action)

♦ù ① ∈ V✱ ❣ ∈ F ∪ F⋆ ❡t τ ∈ T y\{wt}✳
▲❡s t❡r♠❡s ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s♦♥t ♥♦♠♠és ❞❡s ❡①♣r❡s✲

s✐♦♥s ❚♦♠✳
❯♥ ❝♦❞❡ ❚♦♠ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ code✳



✶✼

❯♥ code ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥✱ ✉♥ t❡r♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜❛❝❦q✉♦t❡
♦✉ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ rè❣❧❡s cond −→ action✳ ▲✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
① ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ① := ❵t✳ ▲❡ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❡st s♦✐t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s✐♠♣❧❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✴❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s✐♠♣❧❡ ❡st s♦✐t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▲❡s ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s♦♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ t1 << ? |τ | t2 ♦ù ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ✓ ? ✔
❡st ♦♠✐s ♣❛r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✳ τ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ t②♣❡ ❡t |τ | ❡st s❛ ❢♦r♠❡ ♥♦♥
❞é❝♦ré❡ ✭❝✳❢✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✮✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❛♥t✐✲♠♦t✐❢ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❝♦♠♣♦sés ❞✬✉♥
♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs !pattern✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
t1 ⋄ t2 ♦ù ⋄ s✐❣♥✐✜❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❧♦❣✐q✉❡s =✱ 6=✱ <✱ ≤✱ > ❡t ≥✳
▲❡ ❝ôté ❞r♦✐t ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs code✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡
❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✐st❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡
rè❣❧❡s ❡t✴♦✉ ❞❡ t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❜❛❝❦q✉♦t❡✳ ❯♥ ❵term ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❜❛❝❦q✉♦t❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ t❡r♠❡ ❚♦♠ ❞✬êtr❡ ✐♥té❣ré ❞❛♥s ✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❝♦❞❡ ❏❛✈❛✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥♦♥②♠❡s ❴ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡✱ ❝❛r
❡❧❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r❛î❝❤❡s ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé
❛✐❧❧❡✉rs✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✵✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛♥❝r❛❣❡ é❝r✐t ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❏❛✈❛ ♣r✐♥tP♦s✐t✐✈❡■♥t❡❣❡rs s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶ ♣✉❜❧✐❝ ✈♦✐❞ ♣r✐♥tP♦s✐t✐✈❡■♥t❡❣❡rs ✭❏◆❛t▲✐st ♥▲✐st ✮ ④
✷ ✐♥t ❝♦✉♥t❡r ❂ ✵❀
✸ ✪♠❛t❝❤ ④
✹ ❝♦♥❝◆❛t✭①∗✱♣♥❛t❅s✉❝✭②✮✱③∗✮ ❁❁ ◆❛t▲✐st ♥▲✐st −❃ ④
✺ ❝♦✉♥t❡r✰✰❀
✻ ❙②st❡♠✳♦✉t✳ ♣r✐♥t❧♥ ✭✧P♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ★✧ ✰ ❝♦✉♥t❡r ✰ ✧ ❂ ✧ ✰ ❵♣♥❛t✮❀
✼ ⑥
✽ ⑥
✾ ⑥

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✪♠❛t❝❤ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦❞❡ ❚♦♠ s✉✐✈❛♥t ✿

④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t⑥

❙é♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❣r❛♥❞ ♣❛s ❞✉
❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠ s❡❧♦♥ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ●✐❧❧❡s ❑❛❤♥ ❬❑❛❤✽✼❪✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡
❉✐❞✐❡r ❘é♠② ❬❘✁✵✷❪ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞✉ ❝♦❞❡ ❚♦♠ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱
❞é♥♦té❡ ♣❛r e ⇓ e′✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡♥r❡❣✐str❡r
❧✬ét❛t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡✱ ✐✳❡✳ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t♦✉t❡s s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦✉r❛♥t❡s✳



✶✽ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❱❛❧❡✉rs✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs Val ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ t❡r♠❡s ❝❧♦s T (T y,F ∪ F⋆) ❛✈❡❝ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❛❝❝❡♣t ❡t
r❡❥❡❝t ✿

v̇ ::= u̇ | ❛❝❝❡♣t | r❡❥❡❝t

u̇ ::= ❣✭u̇✱. . .✱u̇✮

♦ù ❣ ∈ F ∪ F⋆✱ u̇ ∈ T (T y,F ∪ F⋆) ❡t v̇ ∈ Val✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s ♭(u̇) ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✮✳ ❯♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✮ ρ ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ V ❞❛♥s T (T y,F ∪ F⋆)✳ ❙♦✐t ① ∈ V ❡t t ∈ T (T y,F ∪ F⋆)✳ ◆♦✉s
♥♦t♦♥s ρ[① 7→ t] ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ρ′ t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ② ∈ V t❡❧ q✉❡ ② ∈ Dom(ρ) ✿

ρ′(②) =

{
t s✐ ① = ②

ρ(②) s✐♥♦♥

◆♦✉s ♥♦t♦♥s Env ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ❞❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭❙✉r❝❤❛r❣❡✮✳ ❯♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ρ1 ⊳− ρ2 ❞❡ ❞❡✉① ❡♥✈✐✲
r♦♥♥❡♠❡♥ts ρ1 ❡t ρ2 ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

ρ1 ⊳− ρ2(①) =

{
ρ1(①) s✐ ① /∈ Dom(ρ2)

ρ2(①) s✐♥♦♥

▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♠❛♥✐♣✉❧♦♥s ♣❧✉s ❞✬✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✲
✐té sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r q✉✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s
❝❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts s♦✐t ♠❛♣♣é❡ à ✉♥❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té sé♠❛♥t✐q✉❡✮✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡
❞❡✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ρ1 ❡t ρ2✱ ❞é♥♦té❡ ♣❛r ρ1 ⊲⊳ ρ2 ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

∀① (① ∈ Dom(ρ1) ∧ ① ∈ Dom(ρ2) ⇔ ρ1(①) = ρ2(①))

◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s ρ1 6⊲⊳ ρ2 ♣♦✉r s✐❣♥✐✜❡r q✉❡ ρ1 ❡t ρ2 ♥❡ s♦♥t ♣❛s sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳

❯♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❚♦♠ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ ρ 
 t ⇓ (ρ′, v̇)

♦✉ ρ 
 t ⇓ ({ρ′1, . . . , ρ
′
n}, v̇

′) ♦ù {ρ′1, . . . , ρ′n} r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts
❡t v̇′ ∈ Val\T (T y,F ∪ F⋆)✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡
❚♦♠ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❋✐❣✉r❡s ✶✱ ✷✱ ✸ ❡t ✹✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ♠♦❞✉❧♦
r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❛❞♠❡tt♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❞❡
✜❧tr❛❣❡ s✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✈❛r✐❛❞✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞✲
érés ♠♦❞✉❧♦ ❛♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts
❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❡ r❡❥❡t ❞❡s ♠♦t✐❢s✳ ▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❧✐st❡s ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♠♦❞✉❧♦ AU ♦ù ❧❡ ♠♦t✐❢ ❡t ❧❡ s✉❥❡t ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s②♠❜♦❧❡



✶✾

❞❡ têt❡✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❧✐st❡s ❡st ❞é❝r✐t❡ ✐❝✐ ❞✬✉♥❡ ✓ ♠❛♥✐èr❡ ❛❜✲
str❛✐t❡ ✔ t❛♥❞✐s q✉❡ s❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧❛
sé♠❛♥t✐q✉❡ à ♣❡t✐t ♣❛s ❞é✜♥✐ ♣❛r ●♦r❞♦♥ P❧♦t❦✐♥ ❬P❧♦✽✶✱ P❧♦✵✹❪✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣✲
t♦♥s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ à ♣❡t✐t ♣❛s ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ♠♦❞✉❧♦ AU ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥t✐✲
✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❘❛❞✉ ❑♦♣❡t③ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞❡ s❛
t❤ès❡ ❬❑♦♣✵✽❪✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♠♦❞✉❧♦
AU ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s t❤é♦r✐❡s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡
❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞ ❡t ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❬❏❑✾✶❪✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❡ r❡❥❡t ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s
❡♥tr❡ ❧❡s t❡r♠❡s✳

① ∈ Dom(ρ) ρ(①) = u̇

ρ 
 ① ⇓ (ρ, u̇)
❊✲❱❛r

ρ 
 v̇ ⇓ (ρ, v̇)
❊✲❱❛❧

ρ 
 t1 ⇓ u̇1 . . . ρ 
 tn ⇓ u̇n ❢ ∈ Fn

ρ 
 ❢✭t1✱. . .✱ tn✮ ⇓ (ρ, ❢✭u̇1✱. . .✱ u̇n✮)
❊✲❋✉♥

ρ 
 t1 ⇓ u̇1 . . . ρ 
 tn ⇓ u̇n ✈ ∈ F⋆

ρ 
 ✈✭t1✱. . .✱ tn✮ ⇓ (ρ, ♭( ✈✭u̇1✱. . .✱ u̇n✮))
❊✲▲✐st

① ∈ V ρ 
 t ⇓ (ρ, u̇)

ρ 
 (① := ❵t) ⇓ (ρ ⊳− {① 7→ u̇}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲❆ss

ρ 
 t ⇓ (ρ, u̇)

ρ 
 ❵t ⇓ (ρ, ❛❝❝❡♣t)
❊✲❇q❚❡r♠

♦ù t✱ ti ∈ T (T y,F ∪ F
⋆,V) ❡t u̇, u̇i ∈ T (T y,F ∪ F

⋆) ♣♦✉r i ∈ [1, n]✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❘è❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s t❡r♠❡s ✭❛✈❡❝ ❜❛❝❦q✉♦t❡✮ ❡t ❞❡s ❛✛❡❝✲
t❛t✐♦♥s✳

❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❬❊✲❱❛r❪ ❞é❝r✐t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡ à
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡ ré❞✉✐t à ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r s❛♥s ♠♦❞✲
✐✜❡r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❬❊✲❱❛❧❪ r❡t♦✉r♥❡
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❬❊✲❋✉♥❪ ❡t ❬❊✲▲✐st❪ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❞é♣❧✐❛❣❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s②♥t❛①✐q✉❡s ❡t ✈❛r✐❛❞✐q✉❡s✳ ❊♥
♦✉tr❡✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❬❊✲▲✐st❪ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❧✐st❡s ❛♣❧❛t✐❡s✱ ✐✳❡✳ ❧❡s ❧✐st❡s q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s
❞❡ s♦✉s✲❧✐st❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠ê♠❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ têt❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ♦❜t❡♥✉
♣❛r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❬❊✲❆ss❪ ✐♥❝ré♠❡♥t❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t à tr❛✈❡rs
❧✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ ❛✈❡❝
❜❛❝❦q✉♦t❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r :=✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❬❊✲❇q❚❡r♠❪
❞é❝r✐t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❚♦♠ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❞✉ ❝♦❞❡ ❏❛✈❛✳ ❊♥ t❛♥t q✉❡
sé♠❛♥t✐q✉❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❏❛✈❛ ❝♦♠❜✐♥és ❛✈❡❝ ❞❡s t❡r♠❡s ❚♦♠✱ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❏❛✈❛ r❡♣rés❡♥té❡s à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣❛r
❞❡s t❡r♠❡s ❚♦♠ ♥❡ s✬é✈❛❧✉❡♥t q✉✬à ❞❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s ❞❡ ❚♦♠✳



✷✵ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

① ∈ V τ =t t②♣❡♦❢✭[ ]✱①✮ t②♣❡♦❢✭[ ]✱u̇✮ <:t τ

ρ 
① << |τ | u̇ ⇓ ({ρ ⊳− {① 7→ u̇}}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❙✉❜❱❛r❆❝❝

① ∈ V τ 6=t t②♣❡♦❢✭[ ]✱①✮ ∨¬(t②♣❡♦❢✭[ ]✱u̇✮ <:t τ)

ρ 
① << |τ | u̇ ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼❙✉❜❱❛r❘❡❥

① ∈ V symb(u̇) ∈ F⋆ τ =t t②♣❡♦❢✭[ ]✱①✮ τ =t t②♣❡♦❢✭[ ]✱u̇✮

ρ 
①✯ << |τ | u̇ ⇓ ({ρ ⊳− {① 7→ u̇}}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❙❱❛r❆❝❝

① ∈ V symb(u̇) ∈ F⋆ τ 6=t t②♣❡♦❢✭[ ]✱①✮ ∨ τ 6=t t②♣❡♦❢✭[ ]✱u̇✮

ρ 
①✯ << |τ | u̇ ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼❙❱❛r❘❡❥

① ∈ V ρ 
t << |τ | u̇ ⇓ (ρ′, v̇)

ρ 
①@t << |τ | u̇ ⇓ ({ρ′ ⊳− {① 7→ u̇}}, v̇)
❊✲▼❆❧✐❛s

ρ0 
 (t1 << |τ1| u̇1) ⇓ (ρ1,❛❝❝❡♣t) . . . ρ0 
 (tn << |τn| u̇n) ⇓ (ρn,❛❝❝❡♣t)

❢ ∈ F τ =t t②♣❡♦❢✭[ ]✱❢✭u̇1, . . . , u̇n✮✮ ∀i ∈ [1, n], ρi−1 ⊲⊳ ρi

ρ0 
 ❢✭t1✱. . .✱ tn✮ << |τ | ❢✭u̇1, . . . , u̇n✮ ⇓ ({
n⋃

j=0

ρj}, ❛❝❝❡♣t)

❊✲▼❋✉♥❆❝❝

ρ0 
 (t1 << |τ1| u̇1) ⇓ (ρ1, v̇1) . . . ρ0 
 (tn << |τn| u̇n) ⇓ (ρn, v̇n)

❢ ∈ F ∃i ∈ [1, n], (v̇i = r❡❥❡❝t ∨ ρi−1 6⊲⊳ ρi)

ρ0 
 ❢✭t1✱. . .✱ tn✮ << |τ | ❢✭u̇1, . . . , u̇n✮ ⇓ ({ρ0}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼❋✉♥❘❡❥

❣✱ ❣✬ ∈ F ∪ F⋆ ❣ 6= ❣✬ ∨ τ 6=t t②♣❡♦❢✭[ ]✱❣✬✭u̇1, . . . , u̇n✮✮

ρ 
 ❣✭t1✱. . .✱ tn✮ << |τ | ❣✬✭u̇1, . . . , u̇n✮ ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼❋✉♥▲✐st❘❡❥

ρ 
 t✬ ⇓ (ρ, u̇) ρ 
 (t << |τ | u̇)) ⇓ (ρ′, v̇) Var(t✬) 6= ∅

ρ 
 (t << |τ | t✬) ⇓ ({ρ′}, v̇)
❊✲▼❙✉❜❥

♦ù t✱ ti✱ t✬i ∈ T (T y,F ∪ F
⋆,V) ❡t u̇, u̇i ∈ T (T y,F ∪ F

⋆) ♣♦✉r i ∈ [1, n]✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ❘è❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s②♥t❛①✐q✉❡✳



✷✶

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ♥♦♠s s♦♥t ♣ré✜①és ♣❛r ✓ ❊✲▼ ✔✳ ❊❧❧❡s
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡t ♣r♦❞✉✐s❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥
✈✐❞❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✳ ▲❡s t②♣❡s τ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞♦♥t ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡✈r❛✐t êtr❡✳ ▲❡ t②♣❡
❞✬✉♥ t❡r♠❡ t ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ t②♣❡♦❢✭[ ]✱t✮ q✉✐ s❡r❛ ❞✐s❝✉té
❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡t ♦ù [ ] r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✈✐❞❡✳ ❇✐❡♥
q✉❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ s✉r ❧❡s t②♣❡s ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❚♦♠ ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s✱ ❝❡❧❛ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✪♠❛t❝❤ ❡st ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❢❛❝✉❧t❛t✐✈❡
❞❡ s♦rt❡ |τ |✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡
s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❛ été ✐♥s♣✐ré ♣❛r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❉❡❧✐❛ ❑❡s♥❡r ❬❑❡s✾✶❪✳ P❧✉s q✉❡ ❞❡ ❧❛
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ str✉❝t✉r❡❧✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ⇓ s✉r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❞♦✐t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s s♦♥t ❞❡ s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡s t②♣❡s
❛tt❡♥❞✉s ♣♦✉r ❝❡s ♠♦t✐❢s✳

ρ 
 t❬①❪ω << |τ | u̇ ⇓ ({ρ′}, ❛❝❝❡♣t) ρ′ 
 not(t❬t1❪ω << |τ | u̇) ⇓ ({ρ′}, ❛❝❝❡♣t)

① ∈ V\Var(t) t|ω = !t1

ρ 
 t << |τ | u̇ ⇓ ({ρ′}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❆♥t✐❆❝❝

ρ 
 t❬①❪ω << |τ | u̇ ⇓ ({ρ′}, v̇1) ρ′ 
 not(t❬t1❪ω << |τ | u̇) ⇓ ({ρ′}, v̇2)

① ∈ V\Var(t) t|ω = !t1 ∃i ∈ [1, 2], v̇i = r❡❥❡❝t

ρ 
 t << |τ | u̇ ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼❆♥t✐❘❡❥

ρ 
 (t1 << |τ1| t✬1) ⇓ (ρ1, ❛❝❝❡♣t) ρ1 
 (t2 << |τ2| t✬2) ⇓ (ρ2, ❛❝❝❡♣t)

ρ ⊲⊳ ρ1 ρ1 ⊲⊳ ρ2 symb(t) ∈ F⋆ ∨ symb(t✬) ∈ F⋆

ρ 
 t << |τ | t✬ ⇓ ({ρ2}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼▲✐st❆❝❝

ρ 
 (t1 << |τ1| t✬1) ⇓ (ρ1, v̇1) ρ1 
 (t2 << |τ2| t✬2) ⇓ (ρ2, v̇2)

∃i ∈ [1, 2], v̇i = r❡❥❡❝t symb(t) ∈ F⋆ ∨ symb(t✬) ∈ F⋆

ρ 
 t << |τ | t✬ ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼▲✐st❘❡❥

✇❤❡r❡ t✱ ti✱ t✬i ∈ T (T y,F ∪ F
⋆,V) ❛♥❞ u̇, u̇i ∈ T (T y,F ∪ F

⋆) ❢♦r i ∈ [1, n]✳

❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ❘è❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ✭❞✬❛♥t✐✲♠♦t✐❢s✮
❛ss♦❝✐❛t✐❢✳

▲❡s rè❣❧❡s ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❛ss♦❝✐❛t✐❢ ❡t ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞✬❛♥t✐✲♠♦t✐❢s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s
❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❊❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ❧❛ s②♥t❛①❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡✉rs ♣ré♠✐ss❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✐és à ❝❡✉① ❞❡ ❧❡✉rs
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❬❊✲▼▲✐st❆❝❝❪ ❡t ❬❊✲▼▲✐st❘❡❥❪ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉
✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❧✐st❡s✳ ▲❡✉rs ♣ré♠✐ss❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s rè✲
❣❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s à ♣❡t✐t ♣❛s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❘❛❞✉
❑♦♣❡t③ ❬❑♦♣✵✽❪ ✿ ▼✉t❛t❡✱ ❙②♠❜♦❧❈❧❛s❤+1 ♦✉ ❙②♠❜♦❧❈❧❛s❤+2 ✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ❛



✷✷ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

❞❡✉① ♣ré♠✐ss❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s t❡r♠❡s ti ❡t t✬i ❝♦♠♣♦sé❡s ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s t❡r✲
♠❡s t ❡t t✬ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ t❡r♠❡s ❢r❛✐s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s rè❣❧❡s
❬❊✲▼❆♥t✐❆❝❝❪ ❡t ❬❊✲▼❆♥t✐❘❡❥❪ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛♥t✐✲✜❧tr❛❣❡
✭✐✳❡✳ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❛♥t✐✲♠♦t✐❢s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ rè❣❧❡
sé♠❛♥t✐q✉❡ à ♣❡t✐t ♣❛s ❊❧✐♠❆♥t✐ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❘❛❞✉ ❑♦♣❡t③✳

▲❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ not ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡✉rs ♣ré♠✐ss❡s ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à ❧❛
s②♥t❛①❡ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❚♦♠ ✭❝✳❢✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✮ ❡t s♦♥ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ❡❢✲
❢❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ AU ✲❆♥t✐▼❛t❝❤ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❘❛❞✉ ❑♦♣❡t③✳ ■❝✐✱
♥♦✉s s✐♠✉❧♦♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❛②❛♥t not ❝♦♠♠❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ têt❡ ♣❛r
❞❡✉① rè❣❧❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❬❊✲◆♦t❆❝❝❪ ❛♥❞ ❬❊✲◆♦t❘❡❥❪ ✿

ρ 
 t << |τ | u̇ ⇓ ({ρ′}, v̇) (v̇ = r❡❥❡❝t ∨ ρ 6⊲⊳ ρ′)

ρ 
 not(t << |τ | u̇) ⇓ ({ρ}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲◆♦t❆❝❝

❡t

ρ 
 t << |τ | u̇ ⇓ ({ρ′}, v̇) v̇ = ❛❝❝❡♣t ρ ⊲⊳ ρ′

ρ 
 not(t << |τ | u̇) ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲◆♦t❘❡❥

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ AU ✲❆♥t✐▼❛t❝❤ ❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❛✉① rè❣❧❡s
❬❊✲▼❆♥t✐❆❝❝❪ ❡t ❬❊✲▼❆♥t✐❘❡❥❪✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛♥t✐✲✜❧tr❛❣❡ ❢✭ ✦①✮ << |τ | u̇

❞♦✐t ❞✬❛❜♦r❞ êtr❡ é✈❛❧✉é❡ s♦✐t ♣❛r ❬❊✲▼❆♥t✐❆❝❝❪✱ s♦✐t ♣❛r ❬❊✲▼❆♥t✐❘❡❥❪✳ ▲❡s
❛✉tr❡s rè❣❧❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❬❊✲▼❋✉♥❆❝❝❪ ❡t ❬❊✲▼❋✉♥❘❡❥❪ s♦♥t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❡♥✲
s✉✐t❡✳

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♥✐
❞❡s t❡r♠❡s ♥✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ P♦✉r ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❬❊✲◆✉♠❆❝❝❪ ❡t ❬❊✲◆✉♠❘❡❥❪ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ♣♦✉r
é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❝♦♠♣❛rés ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ⋄ ❡t ♣r♦❞✉✐s❡♥t ✉♥ s✐♥❣❧❡✲
t♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é ρ✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❝♦♥✲
❥♦♥❝t✐♦♥s ❡t✴♦✉ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s ✭✐♠❜r✐q✉é❡s✮ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❡st é✈❛❧✉é❡ s♦✐t ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❬❊✲
❈♦♥❥❆❝❝❪✱ s♦✐t ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❬❊✲❈♦♥❥❘❡❥❪✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝ôté ❞r♦✐t ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ré❞✉✐t t♦✉❥♦✉rs à ❛❝❝❡♣t ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡
❬❊✲❆❝t✐♦♥❪✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝✲
t✐♦♥s ❝❛r ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t t♦✉t❡s ♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t ♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡①é❝✉té❡s✳
▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❡st
❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❬❊✲❊①❉✐s❥❆❝❝❪✱ ❬❊✲❉✐s❥❆❝❝❪ ❡t ❬❊✲❉✐s❥❘❡❥❪ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♣r♦✲
❞✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✳ ❈❡❧❛ ❛rr✐✈❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ cond1∨ cond2 −→ action ❡st sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① rè❣❧❡s ❚♦♠ ④cond1 −→ action ❀ cond2 −→ action⑥ ❞❛♥s
❞❡✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡s ❜❧♦❝s s♦♥t tr❛✐tés ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❬❊✲❘✉❧❡❪ q✉✐
❞é❝r✐t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ✭❚♦♠✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❞✉ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝ôté ❞r♦✐t✳ ▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡
rè❣❧❡s ❚♦♠ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ✿ q✉❛♥❞ ❧❡ ❝ôté
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ρ 
 t1 ⇓ u̇1 ρ 
 t2 ⇓ u̇2 u̇1 ⋄ u̇2

ρ 
 (t1⋄ t2) ⇓ ({ρ}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲◆✉♠❆❝❝

ρ 
 t1 ⇓ u̇1 ρ 
 t2 ⇓ u̇2 ¬(u̇1 ⋄ u̇2)

ρ 
 (t1⋄ t2) ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲◆✉♠❘❡❥

ρ 
 cond1 ⇓ ({ρ1}, ❛❝❝❡♣t) ρ1 
 cond2 ⇓ ({ρ2}, ❛❝❝❡♣t)

ρ 
 cond1 ∧ cond2 ⇓ ({ρ2}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲❈♦♥❥❆❝❝

ρ 
 cond1 ⇓ ({ρ1}, v̇1) ρ1 
 cond2 ⇓ ({ρ2}, v̇2)

∃i ∈ [1, 2], v̇i = r❡❥❡❝t

ρ 
 cond1 ∧ cond2 ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲❈♦♥❥❘❡❥

ρ 
 cond1 ⇓ ({ρ1,1, . . . , ρ1,n1
}, v̇1) ρ 
 cond2 ⇓ ({ρ2,1, . . . , ρ2,n2

}, v̇2)

∃i, j ∈ [1, 2], (v̇i = ❛❝❝❡♣t ∧ v̇j = r❡❥❡❝t ∧ i 6= j)

ρ 
 cond1 ∨ cond2 ⇓ ({ρi,1, . . . , ρi,ni
}, ❛❝❝❡♣t)

❊✲❊①❉✐s❥❆❝❝

ρ 
 cond1 ⇓ ({ρ1, . . . , ρn}, ❛❝❝❡♣t) ρ 
 cond2 ⇓ ({ρ′1, . . . , ρ
′
m}, ❛❝❝❡♣t)

ρ 
 cond1 ∨ cond2 ⇓ ({ρ1, . . . , ρn} ∪ {ρ
′
1, . . . , ρ

′
m}, ❛❝❝❡♣t)

❊✲❉✐s❥❆❝❝

ρ 
 cond1 ⇓ ({ρ1, . . . , ρn}, r❡❥❡❝t) ρ 
 cond2 ⇓ ({ρ′1, . . . , ρ
′
m}, r❡❥❡❝t)

ρ 
 cond1 ∨ cond2 ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲❉✐s❥❘❡❥

ρ 
 action1 ⇓ (ρ1, v̇1) . . . ρn−1 
 actionn ⇓ (ρn, v̇n)

ρ 
 (action1; . . . ; actionn) ⇓ (ρn, ❛❝❝❡♣t)
❊✲❆❝t✐♦♥

ρ 
 cond ⇓ ({ρ1, . . . , ρn}, v̇)

ρ1 
 action ⇓ (ρ′1, ❛❝❝❡♣t) . . . ρn 
 action ⇓ (ρ′n, ❛❝❝❡♣t)

ρ 
 cond −→ action ⇓ (ρ, v̇)
❊✲❘✉❧❡

ρ 
 rule1 ⇓ (ρ, v̇1) . . . ρ 
 rulen ⇓ (ρ, v̇n) ∃i, v̇i = ❛❝❝❡♣t

ρ 
④rule1; . . . ; rulen⑥ ⇓ (ρ, ❛❝❝❡♣t)
❊✲❇❧♦❝❦❆❝❝

ρ 
 rule1 ⇓ (ρ, v̇1) . . . ρ 
 rulen ⇓ (ρ, v̇n) ∀i, v̇i = r❡❥❡❝t

ρ 
④rule1; . . . ; rulen⑥ ⇓ (ρ, r❡❥❡❝t)
❊✲❇❧♦❝❦❘❡❥

♦ù t1✱ t2 ∈ T (T y,F ∪ F
⋆,V) ❡t u̇1, u̇2 ∈ T (T y,F ∪ F

⋆)✳

❋✐❣✉r❡ ✹ ✕ ❘è❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥s
rés✉❧t❛♥t❡s✳



✷✹ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❡st ❛❝❝❡♣té✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❡st é✈❛❧✉é❡ ❡t ❧❛ rè✲
❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ é✈❛❧✉é❡✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ ❧❡ ✢♦t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♦✐t ✐♥t❡rr♦♠♣✉✳
❈❡❝✐ ❡st ❞é❝r✐t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❬❊✲❇❧♦❝❦❆❝❝❪ ❡t ❬❊✲❇❧♦❝❦❘❡❥❪ q✉✐
rés✉❧t❡♥t ❡♥ ❛❝❝❡♣t s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ rè❣❧❡ ❚♦♠ ❡st ❛❝❝❡♣té❡ ❡t ❡♥ r❡❥❡❝t s✐♥♦♥✳

❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s

▲❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡s ❡t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à
❞❡s s♦rt❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✭s②♥t❛①✐q✉❡ ❡t ✈❛r✐❛❞✐q✉❡✮✳ ▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❚♦♠ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳
❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❞❡s ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥s ❚♦♠ ❞✉r❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❛❣❡ st❛t✐q✉❡✳ ❖r✱
❧✬✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✓ ✉♥ t❡r♠❡ t ❡st ❞❡ t②♣❡ τ ✔ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s st❛t✐q✉❡♠❡♥t
❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ t s✬é✈❛❧✉❡ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ t②♣❡ τ ✳ ❆✜♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❚♦♠ q✉✐ ❝❛✉s❡♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s♦♥t
❜✐❡♥✲t②♣és✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ t②♣❛❣❡ st❛t✐q✉❡ ❞❡ r❡❥❡t❡r
♠♦✐♥s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉✐ ♦♥t ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ t②♣❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♥ôtr❡✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥r✐❝❤✐ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ♣❡r♠❡✲
tt❛♥t ❛✉① t❡r♠❡s ❞✬êtr❡ t②♣és ❛✈❡❝ ❞❡s s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✐q✉és ❞❛♥s ❧❡✉rs
❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ♠❛♥✐♣✉❧❡♥t ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ✭✈❛r✐❛❜❧❡✱t②♣❡✮✱ ✭♦♣ér❛t❡✉r✱r❛♥❣✮
❡t ✭t②♣❡✱t②♣❡✮✱ ❝❡✉① ❞❡r♥✐❡rs r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭❈♦♥t❡①t❡ ❛✈❡❝ s♦✉s✲t②♣❡s✮✳ ❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Γ ::= ∅ | Γ; sh1

1 <:t s
h2

2 | Γ; ① : τ | Γ; ❢ : s?1, . . . , s
?
n → s? | Γ; ✈ : (s?1)

⋆
→ sv

♦ù sh1

1 , sh2

2 ∈ T y\(X ∪ {wt}) ✳

❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❛ss♦❝✐❡ ❞❡s t②♣❡s à ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❧ ❛ss♦❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s
r❛♥❣s ❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs s②♥t❛①✐q✉❡s ❡t ✈❛r✐❛❞✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r Γ(γ) ❧❡ ❢❛✐t
q✉✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ γ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Γ✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ✉♥ r❛♥❣ ♣❛r ♦♣ér❛t❡✉r ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❡st
✐♥t❡r❞✐t❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ <:t à t♦✉t❡s ❧❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s
❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s Γ ❣é♥èr❡ Γ∗✳ ▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t
♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ✿ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♦✉
♥✉♠ér✐q✉❡✮ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à s❛ s♦rt❡ ❞é❝♦ré❡ ❛✈❡❝ ? t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t❡✉r
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❛♥❝r❛❣❡ ❚♦♠ ❡st ❛ss♦❝✐é à s♦♥ r❛♥❣✳ ▲❡s r❛♥❣s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❛❧❣é❜r✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r s♦rt❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
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✕ ♣♦✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r s②♥t❛①✐q✉❡ ❢ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s s♦rt❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s
❧❡ r❛♥❣ s♦♥t ❞é❝♦ré❡s ❛✈❡❝ ?✱

✕ ♣♦✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✈❛r✐❛❞✐q✉❡ ✈ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s s♦rt❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ s♦♥t ❞é❝♦ré❡s ❛✈❡❝ ? ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ s♦rt❡ ❞✉ ❝♦❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❞é❝♦ré❡
❛✈❡❝ v✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❚♦♠ ✐❣♥♦r❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❏❛✈❛✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s t②♣❡s✱ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❏❛✈❛ ❡t ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❏❛✈❛ s♦♥t
❝♦♥♥✉s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❏❛✈❛ ✭r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❚♦♠✮ ❡t ❧❡✉rs r❛♥❣s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❏❛✈❛ ❡t ❧❡✉rs t②♣❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
❞é❝❧❛rés ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬❛❝❝ès ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
t②♣❡♦❢✭Γ✱t✮ q✉✐ r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ t②♣❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ t❡r♠❡ t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ✭❆❝❝ès ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡✮✳ ▲✬❛❝❝ès ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ❢❛✐t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ t②♣❡♦❢ : Γ× T (T y,F ∪ F⋆,V)→ T y ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

t②♣❡♦❢✭Γ✱①✮ = τ ✱ s✐ ① : τ ∈ Γ t②♣❡♦❢✭Γ✱❢✭t1✱. . .✱tn✮✮ = s?✱ s✐ ❢ : s?1, . . . , s
?
n → s? ∈ Γ

t②♣❡♦❢✭Γ✱①@t✮ = t②♣❡♦❢✭Γ✱t✮ t②♣❡♦❢✭Γ✱✈✭t1✱. . .✱tn✮✮ = sv✱ s✐ ✈ : (s?1)
⋆
→ sv ∈ Γ

t②♣❡♦❢✭Γ✱!t✮ = t②♣❡♦❢✭Γ✱t✮

♦ù ① ∈ V✱ ❢ ∈ F✱ ✈ ∈ F⋆✱ s?, s?i , s
v ∈ T y\(X ∪ {wt}) ❡t t✱ti ∈ T (T y,F ∪ F⋆,V) ♣♦✉r

i ∈ [1, n]✳

❘è❣❧❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s

❯♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❞✉ ❝♦❞❡ ❚♦♠ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ ⊢ e : τ ❡t ❡st ❞é✜♥✐
♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡♥t ❞❡s t②♣❡s à ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❚♦♠✳ ❈❡s rè❣❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ s♦♥t st❛♥✲
❞❛r❞✱ s❛✉❢ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s♦rt❡s ❞é❝♦ré❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞❡s t②♣❡s✳ ❚♦✉t❡s
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ q✉❛♥t✐✜é❡s
✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s
♠♦t✐❢s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s rule ♠♦❞✉❧♦ r❡♥♦♠♠❛❣❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝♦♥✲
t❡①t❡ Γ ❡t ❞✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❚♦♠ e✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ e ❡st ❜✐❡♥✲t②♣é s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❧✉✐✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭❊①♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❝♦❞❡ ❜✐❡♥✲t②♣és✮✳ ❯♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❚♦♠ e ❡st ❜✐❡♥✲
t②♣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t②♣❡ τ ∈ T y\X t❡❧ q✉❡ Γ ⊢ e : τ ✳

❯♥ ❝♦❞❡ ❚♦♠ ❡st ❜✐❡♥✲t②♣é ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉t❡s s❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s s♦♥t ❜✐❡♥✲t②♣é❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ s✉r ❞❡ t②♣❡s s♦♥t tr❛✐té❡s
❞❛♥s ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❛❣❡ Γ ⊢ e : τ ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ❬❙✉❜❪ q✉✐
✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ t ❞❡ t②♣❡ sh1 ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ s? s✐ sh1 <:t s?✳
▲❡s rè❣❧❡s ❧❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛✉①
❧✐st❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr♦✐s ✿ ❬❚✲❊♠♣t②❪ ✈ér✐✜❡ s✐ ✉♥❡ ❧✐st❡ ✈✐❞❡ ❡st ❞✉
♠ê♠❡ t②♣❡ q✉✐ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛ été ❞é❝❧❛ré ❞❛♥s Γ ❀ ❬❚✲❊❧❡♠❪ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❬❚✲❋✉♥❪✱
♠❛✐s ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ✈❛r✐❛❞✐q✉❡s ❀ ❡t ❬❚✲▼❡r❣❡❪ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥❡
❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❧✐st❡s ❞❡ t②♣❡s sv ❞❛♥s Γ✱ ❝❡ q✉✐ rés✉❧t❡ ❡♥ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❧✐st❡ ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ sv✳



✷✻ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

Γ(① : sh) ⊢ ① : sh
❚✲❱❛r

Γ(① : sv) ⊢ ①✯ : sv
❚✲❙❱❛r

Γ ⊢ e : sh1

Γ(sh1 <:t s
?) ⊢ e : s?

❙✉❜
Γ ⊢ t : sh

Γ(① : sh) ⊢ ①@t : sh
❚✲❆❧✐❛s

Γ ⊢ t1 : s?1 . . . Γ ⊢ tn : s?n

Γ(❢ : s?1, . . . , s
?
n → s?) ⊢ ❢✭t1✱. . .✱tn✮ : s

? ❚✲❋✉♥
Γ ⊢ t : sh

Γ ⊢ !t : sh
❚✲❆♥t✐

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ ✈✭✮ : sv

❚✲❊♠♣t②

Γ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : s
v Γ ⊢ tn : s?1

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn✮ : s

v
❚✲❊❧❡♠

s✐ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ 6= sv ❡t tn 6= ①✯

Γ ⊢ ✈✭t1✱ . . .✱tn−1✮ : s
v Γ ⊢ tn : sv

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ ✈✭t1✱ . . . ✱tn✮ : s

v
❚✲▼❡r❣❡

s✐ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ = sv ♦✉ tn = ①✯

Γ ⊢ t : sh

Γ(① : sh) ⊢ ① ✿❂ ❵t : wt
❚✲❆ss

Γ ⊢ t : sh

Γ ⊢ ❵t : wt
❚✲❇q❚❡r♠

Γ ⊢ t1 : s? Γ ⊢ t2 : s?

Γ ⊢ (t1 << |sh| t2) : wt
❚✲▼❛t❝❤

Γ ⊢ t1 : s? Γ ⊢ t2 : s?

Γ ⊢ (t1⋄ t2) : wt
❚✲◆✉♠

s✐ t②♣❡♦❢✭Γ✱ti✮ = shi ❢♦r i ∈ [1, 2]

Γ ⊢ (cond1) : wt Γ ⊢ (cond2) : wt

Γ ⊢ (cond1 ∧ cond2) : wt
❚✲❈♦♥❥

Γ ⊢ (cond1) : wt Γ ⊢ (cond2) : wt

Γ ⊢ (cond1 ∨ cond2) : wt
❚✲❉✐s❥

Γ ⊢ action1 : wt . . . Γ ⊢ actionn : wt

Γ ⊢ (action1; . . . ; actionn) : wt
❚✲❆❝t✐♦♥

Γ ⊢ cond : wt Γ ⊢ action : wt
Γ ⊢ (cond −→ action) : wt

❚✲❘✉❧❡

Γ ⊢ rule1 : wt . . . Γ ⊢ rulen : wt

Γ ⊢ {rule1; . . . ; rulen} : wt
❚✲❇❧♦❝❦

♦ù ① ∈ V✱ ❢ ∈ F ✱ ✈ ∈ F⋆ ❡t h ∈ F⋆ ∪ {?}

❋✐❣✉r❡ ✺ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❚♦♠✳



✷✼

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❝♦♥str✉✐s❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
s❛♥s ✈ér✐✜❡r ❧❡s t②♣❡s ❞❡ t❡r♠❡s✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❬❚✲▼❛t❝❤❪ ❡t ❬❚✲◆✉♠❪
q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♦✉ ♥✉♠ér✐q✉❡✮ ❜✐❡♥✲t②♣é❡ s✐ ❧❡s ❞❡✉①
t❡r♠❡s q✉✐ ② ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t s♦♥t ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ t②♣❡ s?✳ ▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❡st ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ❧❛ s②♥t❛①❡ s❛✉❢ ❝❡❧❧❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t②♣❡♦❢✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s
❧✐t ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s ❡♥ ❤❛✉t✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❬❙✉❜❪ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à t♦✉t
❣❡♥r❡ ❞❡ t❡r♠❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ str❛té❣✐❡ q✉✐ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❬❙✉❜❪
❡st ❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝ ❬❚✲❆♥t✐❪✱ ❬❚✲❆❧✐❛s❪✱ ❬❚✲❋✉♥❪✱ ❬❚✲❊❧❡♠❪ ❡t ❬❚✲▼❡r❣❡❪ ❡t ❧❡ t②♣❡
sh ✜❣✉r❛♥t ❞❛♥s s❛ ♣ré♠✐ss❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
t②♣❡♦❢✭Γ✱e✮✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❡①❤❛✉st✐✈❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡
❝❤❛q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❛tt❡✐❣♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s s❛♥s ♣ré♠✐ss❡✱ ♦✉ ❥✉sq✉✬à ❝❡
q✉✬❛✉❝✉♥ ♣r♦❣rès ♥❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❢❛✐t✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡st ❜✐❡♥✲t②♣é❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ❝❛r❛❝tér✐s❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ t②♣❡✳

■♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡
❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼❛✐s✱ ❞❛♥s
❚♦♠✱ s❡✉❧ ❧❡s r❛♥❣s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r s♦♥
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣ré✈✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❙❛♥s
❝❡s rè❣❧❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ♣❧✉s ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❬❙✉❜❪✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s
à ❛❝❝r♦îtr❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡
❞✬✐♥❢ér❡r st❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s t②♣❡s ❞❡s t❡r♠❡s ❚♦♠✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣✲
♣♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ t②♣❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❡ ❚♦♠ ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ♥✬♦♥t ♣❛s
été s♣é❝✐✜é❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t②♣❡s T y ✉t✐❧✐sés
♣❛r ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ✐♥❝❧✉t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ α ❡♥ t❛♥t q✉❡ t②♣❡s
♥♦♥ ✐♥t❡r♣rétés✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡
♣♦✉r ❞❡s t②♣❡s ❝❧♦s ❞♦♥t ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés ❡①❛❝t❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❞❛♥s
❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥st❛♥❝✐é❡s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s✳ ◆♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ σ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ♣❛r ❞❡s t②♣❡s ❝♦♠♠❡
❧❡ ❢❛✐t ❇❡♥❥❛♠✐♥ P✐❡r❝❡ ❞❛♥s s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❬P✐❡✵✷❪✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✽ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡✮✳ ❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✭♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ q✉❛♥❞ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ t②♣❡s✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t♦t❛❧❡
❞❡ X ❞❛♥s T y✱ ✐✳❡✳ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s Dom(σ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s
❝ôtés ❣❛✉❝❤❡s ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ σ✱ ❡t Range(σ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t②♣❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝ôtés ❞r♦✐ts✳ ❙✐ Dom(σ) = {α1, . . . , αn}✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♥♦t♦♥s σ ♣❛r σ = {α1 7→

τ1, . . . , αn 7→ τn}✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

σ(. . . , ①1 : α1, . . . , ①n : αn, . . .) = (. . . , ①1 : σα1, . . . , ①n : σαn, . . .)

♦ù s❡✉❧❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t②♣é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♦♣❡r❛t❡✉rs ✭❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❝♦♥❝r❡ts✮
❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡✳ ❉❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛
✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❚♦♠ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥❡tt♦②❛❣❡ ❞❡ ❞é❝♦r❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ♣❡✉t
êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡
t②♣❡ ✿

|α| = |sh|✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❡❧ q✉❡ σα = sh

♦ù α ∈ X ✳

P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ ❝♦❞❡ ❚♦♠ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❡st ❜✐❡♥✲
t②♣é✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥st❛♥❝✐é❡s
♣❛r ❞❡s t②♣❡s✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥✲
str✉✐r❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✾ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡✮✳ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t
e ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❚♦♠✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r (Γ, e) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ (σ, τ) t❡❧❧❡ q✉❡
σΓ ⊢ σe : τ ✱ ♦ù τ ∈ T y\X ✳

P❧✉s q✉✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r (Γ, e) à tr❛✈❡rs ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❛❣❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à tr♦✉✈❡r ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥
❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ t②✲
♣❛❣❡✳ ◆♦✉s ✈✐s♦♥s à r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ t②♣❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❧✐♠✐t❡♥t ❧❡s t②♣❡s ❡t✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s s♦rt❡s ❞❡ ❜❛s❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s✮ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✵ ✭❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t②♣❡s T y✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s C ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✜♥✐❡s
♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

c ::= τ1 =t τ2 | τ1 <:t τ2

♦ù c ∈ C✱ τ1, τ2 ∈ T y✳
❯♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝❧♦s❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s❛♥s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐✳❡✳ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s t②♣❡s ❝❧♦s✳
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ τ1 =t τ2 s✐ σ(τ1) =t σ(τ2)✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ σ s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ τ1 <:t τ2 s✐ σ(τ1) <:t

σ(τ2)✳ ❆✐♥s✐✱ σ s❛t✐s❢❛✐t C s✬✐❧ s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ C✳ ❈❡❝✐ ❡st ♥♦té
♣❛r σ |= C✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Var(C) ❞é♥♦t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ✜❣✉r❛♥t ❞❛♥s C✳

❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s

❯♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❚♦♠ ❛
❧❛ ❢♦r♠❡ Γ ⊢ct e : τ •C ❡t ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐❛♥t
❞❡s t②♣❡s à ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❚♦♠✳ ❈❡s rè❣❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✻
❡t ✼✳ ❉❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té ❡t ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s✳ Γ ⊢ct e : τ•C ♣❡✉t êtr❡ ❧✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡
✓ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ e ❡st ❞❡ t②♣❡ τ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s Γ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s C
s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✔✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❛❣❡ ❛tt❡st❡♥t q✉❡

∀σ(σ |= C ⇒ σΓ ⊢ σe : στ)

❆✜♥ ❞✬✐♥❢ér❡r ❧❡ t②♣❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ e✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡
❛✈❡❝ ✿

✶✳ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s?1 <:t s
?
2 ♦ù s?1 <:t s

?
2

✷✳ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (❢ : s?1, . . . , s
?
n → s?) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t❡✉r s②♥t❛①✐q✉❡

❢ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ♦ù s?i , s
? ∈ T y\(X ∪ {wt}) ♣♦✉r

i ∈ [1, n]✱

✸✳ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (✈ : s?1
⋆
→ sv) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t❡✉r ✈❛r✐❛❞✐q✉❡ ✈

❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ♦ù s?1, s
v ∈ T y\(X ∪ {wt})✱

✹✳ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (① : α) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ① ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡ ét♦✐❧❡ ①✯

❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ♦ù α ∈ X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡
❢r❛✐❝❤❡✳

❈❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s♦✉s✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❢r❛✐❝❤❡ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❢r❛✐❝❤❡s s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❛♥s ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉s✲❞ér✐✈❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s✱
♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡s ❧✐st❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ rè❣❧❡
❬❈❚✲❊♠♣t②❪✱ s✐ ✈ ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❞✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❝♦❞♦♠❛✐♥❡ sv✱ ❛❧♦rs
✉♥ t②♣❡ ❝♦❞❡ α q✉✐ ❡st é❣❛❧ à sv ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧✐st❡ ✈✐❞❡ ✈✭✮✳ ▲✬✐♥s❡rt✐♦♥
❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❡st tr❛✐té❡ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❬❈❚✲❊❧❡♠❪ ✿ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧✐st❡
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C = {α =t α1}

Γ(① : α) ⊢ct ① : α1 • C
❈❚✲❱❛r

C = {α =t α1}

Γ(①✯ : α) ⊢ct ①✯ : α1 • C
❈❚✲❙❱❛r

Γ ⊢ct t : α1 • C

Γ ⊢ct !t : α1 • C
❈❚✲❆♥t✐

Γ ⊢ct t : α1 • C1

C = {α =t α1} ∪ C1

Γ(① : α) ⊢ct ①@t : α1 • C
❈❚✲❆❧✐❛s

Γ ⊢ct t1 : α1 • C1 . . . Γ ⊢ct tn : αn • Cn

C = {α0 =t s
?}

n⋃

i=1

Ci ∪ {αi <:t s
?
i}

Γ(❢ : s?1, . . . , s
?
n → s?) ⊢ct ❢✭t1✱. . .✱tn✮ : α0 • C

❈❚✲❋✉♥

C = {α1 =t s
v}

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ct✈✭✮ : α1 • C

❈❚✲❊♠♣t②

Γ ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : α1 • C1 Γ ⊢ct tn : α2 • C2

C = {α1 =t s
v, α2 <:t s

?
1} ∪ C1 ∪ C2

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn✮ : α1 • C

s✐ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ 6= sv ❡t tn 6= ①✯

❈❚✲❊❧❡♠

Γ ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : α1 • C1 Γ ⊢ct tn : α1 • C2

C = {α1 =t s
v} ∪ C1 ∪ C2

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn✮ : α1 • C

s✐ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ = sv ♦✉ tn = ①✯

❈❚✲▼❡r❣❡

Γ ⊢ct t : α1 • C1

C = {α =t α1} ∪ C1

Γ(① : α) ⊢ct ① ✿❂ ❵t : wt • C
❈❚✲❆ss

Γ ⊢ t : α1 • C

Γ ⊢ ❵t : wt • C
❈❚✲❇q❚❡r♠

♦ù ① ∈ V✱ ❢ ∈ F ✱ ✈ ∈ F⋆ ❡t αi s♦♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❢r❛î❝❤❡s ♣♦✉r i ∈ [1, n]

❋✐❣✉r❡ ✻ ✕ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❛✈❡❝ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳

♥♦♥ ✈✐❞❡ ✈✭t1✱. . .✱tn✮✱ s✐ ❧✬é❧é♠❡♥t tn ❡st ❞✉ t②♣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈ ❡t s♦♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡
têt❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ✈✱ ❛❧♦rs ❧❡s t②♣❡s α1 ❡t α t❡❧s q✉❡ α1 <:t s

?
1 ❡t α =t s

v s♦♥t ❞❡s
t②♣❡s ✈❛❧✐❞❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r tn ❡t ♣♦✉r ❧❛ ❧✐st❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❝♦♥❝❛té♥é❡ ❛✈❡❝
tn✳ ■❧ ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❛té♥❡r ❞❡✉① ❧✐st❡s ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
❬❈❚✲▼❡r❣❡❪✳ ❙✐ ❝❡s ❧✐st❡s ♦♥t ✉♥ ♠ê♠❡ t②♣❡ sv✱ ❛❧♦rs ✉♥ t②♣❡ α t❡❧ q✉❡ α =t s

v ❡st
✉♥ t②♣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧✐st❡ rés✉❧t❛♥t❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❬❈❚✲▼❡r❣❡❪ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡
♣♦✉r ✐♥sér❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ét♦✐❧❡ ❞❡ t②♣❡ sv ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❛✈❡❝ ❝♦❞♦♠❛✐♥❡ sv✳

◆♦tr❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ♣ré✈♦✐t ✉♥❡ rè❣❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✓ ❢♦r♠❛t ✔
❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥s ❚♦♠✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s t❡r♠❡s ❚♦♠✳ ❉❛♥s ❧❛



✸✶

Γ ⊢ct t1 : α1 • C1 Γ ⊢ct t2 : α2 • C2

C = {τ =t α1, α1 <:t α2} ∪ C1 ∪ C2

Γ ⊢ct (t1 << |τ | t2) : wt • C
❈❚✲▼❛t❝❤

Γ ⊢ct t1 : α1 • C1 Γ ⊢ct t2 : α2 • C2

C = {α <:t α1, α <:t α2} ∪ C1 ∪ C2

Γ ⊢ct (t1 ⋄ t2) : wt • C
❈❚✲◆✉♠

Γ ⊢ct (cond1) : wt • C1 . . . Γ ⊢ct (condn) : wt • Cn

C =
n⋃

i=1

Ci

Γ ⊢ct (cond1 ∧ . . . ∧ condn) : wt • C
❈❚✲❈♦♥❥

Γ ⊢ct (cond1) : wt • C1 . . . Γ ⊢ct (condn) : wt • Cn

C =
n⋃

i=1

Ci

Γ ⊢ct (cond1 ∨ . . . ∨ condn) : wt • C
❈❚✲❉✐s❥

Γ ⊢ct action1 : wt • C1 . . . Γ ⊢ct actionn : wt • Cn

C =
n⋃

i=1

Ci

Γ ⊢ct (action1; . . . ; actionn) : wt • C
❈❚✲❆❝t✐♦♥

Γ ⊢ct (cond) : wt • C1 Γ ⊢ct (action) : wt • C2

C = C1 ∪ C2

Γ ⊢ct (cond −→ action) : wt • C
❈❚✲❘✉❧❡

Γ ∪ Γ1 ⊢ct rule1 : wt • C1 . . . Γ ∪ Γn ⊢ct rulen : wt • Cn

C =
n⋃

i=1

Ci

Γ

n⋃

i=1

Γi ⊢ct ④rule1; . . . ; rulen⑥ : wt • C

❈❚✲❇❧♦❝❦

♦ù α1, α2 s♦♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❢r❛î❝❤❡s

❋✐❣✉r❡ ✼ ✕ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❛✈❡❝ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ✕ s✉✐t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✼✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❬❈❚✲❇❧♦❝❦❪ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
❣❧♦❜❛❧ ✭❝♦♠♠✉♥ à t♦✉s ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣ré♠✐ss❡✮ ❡t ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡s
❧♦❝❛✉① Γi ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ rulei✳ ❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❧♦❝❛❧ Γi ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♣✉rs ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❚♦♠✱ ✐✳❡✳ ❞❛♥s
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❞❛♥s ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ rulei ❛✈❡❝
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❧❡✉rs ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳ ❈❡❝✐ é✈✐t❡ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❡♥♦♠♠❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
q✉✐ ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠ ♠❛✐s q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s rè❣❧❡s
cond −→ action✳ ▲✬✉♥✐♦♥ Γ ∪ Γi ❝♦♠♣r❡♥❞ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥♥♦té❡s ❡t ❧❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ rulei✳

▲❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✻ ❡t ✼ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥
❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✶ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮✳
❙♦✐t Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t e ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❚♦♠✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Γ ⊢ct e : τ • C✳ ❯♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r (Γ, e, τ, C) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ (σ, τ ′) t❡❧❧❡ q✉❡ σ s❛t✐s❢❛✐t C ❡t στ <:t τ

′✱ ♦ù
τ ′ ∈ T y\X ✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝❧❛r❛t✐✈❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t✳

❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

▲❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ♠❛♣✲
♣❡r ❧❡s t②♣❡s ❞❡s t❡r♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞✉ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♦❜t❡♥✉ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✿ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té Ce ❡t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ Cs✳ ▲❡
♣r❡♠✐❡r s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st rés♦❧✉ ♣❛r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦❧✈❡❊q✲

❈♦♥str❛✐♥ts✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞✬é❣❛❧✐té ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✷ ✭❋♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té✮✳ ❖♥
❞✐t q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té Ce ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s✬✐❧ ✈ér✐✜❡
❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀α ∈ X , ∀s? ∈ T y\(X ∪ {wt}), ∀v ∈ F⋆, (α =t s
v ∈ Ce ⇒ α =t s

? /∈ Ce)

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✽ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
■❧ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ t②♣❡ err ♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t tr♦✉✈é❡s ❡t ✉♥❡ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ σ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ❊♥ r❛✐s♦♥
❞❡s tr❛✈❛✉① ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❍✐♥❞❧❡② ❬❍✐♥✻✾❪ ❡t ▼✐❧♥❡r ❬▼✐❧✼✽❪✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
❜❛sé s✉r ❧✬✐❞é❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t✱ ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ❧✉✐ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳



✸✸

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✸ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮✳ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✱ e ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❚♦♠ ❡t C ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠♣♦sé ❞❡ Ce ❡t Cs✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Γ ⊢ct ❡ : τ • C✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣♦✉r (Γ, e, τ, C) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (σ, τ ′) t❡❧ q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ (σ1, τ1) ❡st ❛✉ss✐
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r (Γ, e, τ, C)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s σ . σ1✳

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ (σ, τ) ♣♦✉r (Γ, e, τ, C) ❡st ❞é♥♦♠♠é❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡
e s♦✉s Γ✳

✭✶✮ τ =t τ, err, σ =⇒ err, σ

✭✷✮ sh1

1 =t s
h2

2 , err, σ =⇒ ✐s❊q(sh1

1 , sh2

2 ) ∪ err✱ σ

✭✸❛✮ sh1

1 =t α1, err, σ =⇒ err, ↓ ([α1 7→ sh1

1 ] ◦ σ) s✐ σα1 = α1

✭✸❜✮ sh1

1 =t α1, err, σ =⇒ ✐s❊q(sh1

1 , sh2

2 ) ∪ err, σ s✐ σα1 = sh2

2

✭✸❝✮ sh1

1 =t α1, err, σ =⇒ err, ↓ ([α2 7→ sh1

1 ] ◦ σ) s✐ σα1 = α2

✭✹❛✮ α1 =t α2, err, σ =⇒ err, ↓ ([α1 7→ α2] ◦ σ) s✐ σα1 = α1 ∧ σα2 = α2

✭✹❜✮ α1 =t α2, err, σ =⇒ err, ↓ ([α1 7→ sh1

1 ] ◦ σ) s✐ σα1 = α1 ∧ σα2 = sh1

1

✭✹❝✮ α1 =t α2, err, σ =⇒ err, ↓ ([α1 7→ α3] ◦ σ) s✐ σα1 = α1 ∧ σα2 = α3

✭✹❞✮ α1 =t α2, err, σ =⇒ ✐s❊q(sh1

1 , sh2

2 ) ∪ err, σ s✐ σα1 = sh1

1 ∧ σα2 = sh2

2

✭✹❡✮ α1 =t α2, err, σ =⇒ err, ↓ ([α3 7→ sh1

1 ] ◦ σ) s✐ σα1 = sh1

1 ∧ σα2 = α3

✭✹❢✮ α1 =t α2, err, σ =⇒ err, ↓ ([α3 7→ α4] ◦ σ) s✐ σα1 = α3 ∧ σα2 = α4

♦ù h1, h2 ∈ F
⋆ ∪ {?}

❋✐❣✉r❡ ✽ ✕ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té Ce✳

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✽ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té Ce ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡s ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r =t✳ P♦✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
τ1 =t τ2✱ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ τ1 ❡t τ2 ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ✐s❊q ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✾ ❡st ❛♣♣❡❧é ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❝❧♦s❡ ❡st tr♦✉✈é❡ ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s s♦rt❡s ❞é❝♦ré❡s ✭❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t
❞❛♥s ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✮ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r τ1 ❡t τ2✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♥✬❡st ♣❛s ❝❧♦s❡✱ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❡st ❛❧♦rs ✐♥❝ré♠❡♥té❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s
♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t ♠❛♣♣és à τ1 ❡t à τ2 ♣❛r σ✳

■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ Ce ♥✬❛ q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡✉① t②♣❡s τ1 ❡t τ2 ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
σ ❡st ✈✐❞❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ t②♣❡ tr♦✉✈é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ✐♥❝ré♠❡♥t❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ err ✕ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
✈✐❞❡ ✕ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s s♦rt❡s ❞é❝♦ré❡s ♥✬❡st ♣❛s
❛ss✉ré❡✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ err ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡t ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡
Ce ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥éré❡ σ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❈❡tt❡



✸✹ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

✭✶❛✮ s?1, s
h
2 =⇒ {} s✐ s1 = s2

✭✶❜✮ s?1, s
h
2 =⇒ {(s?1, s

h
2)} s✐ s1 6= s2

✭✷❛✮ sh1 , s
?
2 =⇒ {} s✐ s1 = s2

✭✷❜✮ sh1 , s
?
2 =⇒ {(sh1 , s

?
2)} s✐ s1 6= s2

✭✸❛✮ sv11 , sv22 =⇒ {} s✐ s1 = s2 ∧ v1 = v2
✭✸❜✮ sv11 , sv22 =⇒ {(sv11 , sv22 )} s✐ s1 6= s2 ∨ v1 6= v2

♦ù h ∈ F⋆ ∪ {?} ❡t v1, v2 ∈ F
⋆

❋✐❣✉r❡ ✾ ✕ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐s❊q ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té Ce✳

❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❝♦❧❧❡❝t❡r ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ t②♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à
❧❛ ❏❛✈❛ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ s✐❣♥❛❧❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ t②♣❡
tr♦✉✈é❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♥❡ s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❡rr❡✉r✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡r❛✐t ❞❡ ♠❡ttr❡ ✜♥
à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦rsq✉❡ err ❞❡✈✐❡♥t ♥♦♥ ✈✐❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✱
✐✳❡✳ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ✐s❊q(τ1, τ2) 6= ∅ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡✳

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♥s✐st❡ à
❛♣♣❧✐q✉❡r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✽ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s Ce ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ err ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈✐❞❡
σ ✿

❢♦❧❞❧ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts (err, σ) Ce

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ σ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ s❡ ❢❛✐t ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t
σ ❡♥ ❢♦r♠❡ s❛t✉ré❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✹ ✭❋♦r♠❡ s❛t✉ré❡✮✳ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✱ e ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❚♦♠✱ C
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠♣♦sé ❞❡ Ce ❡t Cs ❡t σ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r (Γ, e, τ, C)✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ σ ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ s❛t✉ré❡✱ ♥♦té❡ ↓ σ✱ s✬✐❧ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀α ∈ X , (α ∈ Dom(σ)⇒ α /∈ Range(σ))

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é✲
❣❛❧✐té✳ ❙✐ err 6= ∅✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✬❡rr❡✉r ❝♦❧❧❡❝tés ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
♦♥t été s✐❣♥❛❧és ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ é❝❤♦✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ σ ❡st r❡❥❡té❡✳ ❙✐♥♦♥✱ σ ❡st
❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❚♦♠ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❜❛sé s✉r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ❝♦♥✲
s✐❞ér❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s s♦rt❡s ❞é❝♦ré❡s ✭❝✳❢✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✮✳ ❇❛sés s✉r ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱
♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té Ce✳



✸✺

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✺ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té✮✳ ❙♦✐t Ce ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té τ1 =t τ2✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬é❣❛❧✐té τ1 =t τ2 ❡st ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❡❧ q✉❡ στ1 =t στ1✳
❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r Ce s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s Ce✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✻ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té✮✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té Ce ❡st ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ σ ♣♦✉r Ce t❡❧ q✉❡ σ . δ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ δ ❞❡ Ce✳

❱♦✐❝✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦❧✈❡❊q❈♦♥✲

str❛✐♥ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✼ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té✮✳ ▲✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ tr✐♣❧❡t (Ce, err, σ)✱ ♦ù Ce ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té✱ err ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
✈✐❞❡ ❡t σ ❡st ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡✳

➚ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ Ce ❡t ❡ss❛✐❡ ❞✬❛♣✲
♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✽ ❡t ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs
❧❛ s❡❝♦♥❞❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❡♥ ❢❛✐r❡ ❛✉t❛♥t ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧ ❛tt❡✐❣♥❡
❧❛ ✜♥ ❞❡ Ce✳ P♦✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡s t②♣❡s ❝❧♦s ❡t✴♦✉ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡
♠❛♣♣é❡s à ❞❡s t②♣❡s ❝❧♦s ♣❛r σ✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬é❣❛❧✐té✳ ❊❧❧❡ r❡t♦✉r♥❡ s♦✐t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✱ s♦✐t ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ t②♣❡s✳ ❙✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ rés✉❧t❛♥t
❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦✉❧è✈❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ t②♣❡ tr♦✉✈é❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬✉♥✐♦♥
❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ rés✉❧t❛♥t ❛✈❡❝ err✳

❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ Ce✱ s✐ err ❡st ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ s✉❜t✐t✉t✐♦♥ σ ❣❡♥❡r❡❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ Ce ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❙✐♥♦♥✱ t♦✉s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✬❡rr❡✉r ❝♦❧❧❡❝tés ♣❡♥❞❛♥t
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♦♥t été s✐❣♥❛❧és ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ é❝❤♦✉❡ ♣✉✐sq✉❡ s♦✐t Ce ♥✬❛ ♣❛s ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥✱ s♦✐t ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❢♦✉r♥✐❡s ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ Ce ♦r✐❣✐♥❛❧✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts s❡ t❡r♠✐♥❡ t♦✉❥♦✉rs✱ ❡♥ é❝❤♦✉❛♥t ❧♦rsq✉✬✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ♥♦♥✲✉♥✐✜❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❝♦♥s✐❞❡ré ❡♥ ❡♥tré❡ ♦✉ ❡♥ r❡t♦✉r♥❛♥t ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦❧❞❧✱ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛
t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♥♦♥ ré❝✉rs✐❢ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞éré❝✉rs✐✈é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱
à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ t②♣❡ err✳ ❙✐ ❛✉✲
❝✉♥❡ ❡rr❡✉r ♥✬❛ été tr♦✉✈é❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ err = ∅✮✱ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st
❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ Cs✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥s♣✐ré ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ P♦t✲
t✐❡r ❬P♦t✾✽❜✱ P♦t✾✽❛✱ P♦t✵✶❪ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳
▲✬❛❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ tr♦✐s ♣❤❛s❡s ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
q✉✐ ♠❛♥t✐❡♥♥❡♥t σ ❡♥ ❢♦r♠❡ s❛t✉ré❡✳ ▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲
t②♣❛❣❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❡t✱ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♣❤❛s❡



✸✻ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ♣❛r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ r❛✲
♠❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠✐❡tt❡s s✉r ❞❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡st❛♥t❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ σ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡rr❡✉rs err s♦♥t
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ Cs♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té ♦✉ ❞❡
s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡s t②♣❡s τ1 ❛♥❞ τ2✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ err

✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ s♦✐t Cs ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ s♦✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r Cs ♥✬❛ ♣✉ êtr❡
tr♦✉✈é❡✳

❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❝❧ôt✉r❡

❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡
ré✢❡①✐✈❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞é♥✉é❡s ❞❡ s❡♥s ❝❛r ❡❧❧❡s ♥✬❛❥♦✉t❡♥t
♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s t②♣❡s q✉✬❡❧❧❡s r❡str❡✐❣♥❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t
s✉♣♣r✐♠é❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ Cs ✿

{τ <:t τ} ⊎ C
′
s, err, σ =⇒ C′s, err, σ

♦ù τ ∈ T y\{wt}✳
▲✬❛♥t✐✲s②♠étr✐❡ ❡st ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ <:t à êtr❡ ❝♦♥✲

s✐❞éré❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ réé❝r✐r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té ❛✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ➚ ❝❡t ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✲
✜❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

{τ1 <:t τ2, τ2 <:t τ1} ⊎ C
′
s, err, σ =⇒ C′s, s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts({τ1 =t τ2}, err, σ)

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts r❡t♦✉r♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ err ❡t ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ σ ❣é♥érés✳

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t r❡str❡✐♥t❡s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été tr❛♥✲
s✐t✐✈❡ ❞❡ <:t✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s rés✉❧t❛♥t❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ <:t q✉✐ ♠❛✐♥t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①✐st❛♥t❡s
❞❡ Cs ✿

{τ1 <:t α, α <:t τ2} ⊎ C
′
s, err, σ =⇒ {τ1 <:t τ2, τ1 <:t α, α <:t τ2} ∪ C

′
s, err, σ

♦ù τ1, τ2 ∈ T y\{wt} ❡t α ∈ X ✳
▲❛ ❝❧ôt✉r❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ <:t s✉r Cs r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❧♦s❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ q✉✐ ❡st st❛❜❧❡ ✈✐❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✽ ✭❋♦r♠❡ ❝❧♦s❡✮✳ ❙♦✐t Cs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ Cs ❡st ❝❧♦s ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té✱ ♦✉ ❝❧♦s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt✱ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧♦rsq✉❡ {τ1 <:t α, α <:t τ2} ⊎ Cs t❡❧ q✉❡ τ1, τ2 ∈ T y\{wt} ❡t α ∈ X ✱ ❛❧♦rs
{τ1 <:t τ2} ❡st ❞é✜♥✐ ❡t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Cs✳



✸✼

❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés

P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s t②♣❡s ❞❡s t❡r♠❡s ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❝❧ôt✉r❡
tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ <:t s✉r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ rè❣❧❡ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❝❧♦s❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞ét❡❝t❡r q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝❧♦s❡s ❞❡ Cs q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈❛❧✐❞❡s ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡
❞❡ t②♣❡s ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❡t ♣❡✉t✲êtr❡ s✐❣♥❛❧❡r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✬❡rr❡✉r✳

{sh1

1 <:t s
h2

2 } ⊎ C
′
s, err, σ =⇒ C′s, ✐s❙✉❜(s

h1

1 , sh2

2 ) ∪ err, σ

♦ù h1, h2 ∈ F
⋆ ∪ {?}✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐s❙✉❜✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✱ ❡st ❛♣♣❡❧é
à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❝❧♦s❡ ❡st tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s Cs✳ ▲❡s
rè❣❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧
<:t ✭✈♦✐r ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✮ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r Γ∗✳

✭✶❛✮ s?1, s
?
2 =⇒ {} ✐❢ (s?1 <:t s

?
2) ∈ Γ∗

✭✶❜✮ s?1, s
?
2 =⇒ {(s?1, s

?
2)} ✐❢ (s?1 <:t s

?
2) /∈ Γ∗

✭✷✮ s?1, s
v
2 =⇒ {(s?1, s

v
2)}

✭✸❛✮ sv1, s
?
2 =⇒ {} ✐❢ (s?1 <:t s

?
2) ∈ Γ∗

✭✸❜✮ sv1, s
?
2 =⇒ {(sv1, s

?
2)} ✐❢ (s?1 <:t s

?
2) /∈ Γ∗

✭✹❛✮ sv11 , sv22 =⇒ {} ✐❢ (s?1 <:t s
?
2) ∈ Γ∗ ∧ v1 = v2

✭✹❜✮ sv11 , sv22 =⇒ {(sv11 , sv22 )} ✐❢ (s?1 <:t s
?
2) /∈ Γ∗ ∨ v1 6= v2

♦ù v, v1, v2 ∈ F
⋆

❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✕ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐s❙✉❜ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ Cs✳

❈❛♥♦♥✐s❛t✐♦♥

❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ✈✐s❡ à ré❞✉✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ s♦✉s✲
t②♣❛❣❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
❞❛♥s ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ t②♣❡ ❝❧♦s ♣❛r ❜♦r♥❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✾ ✭❋♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✮✳
❙♦✐t C ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ C ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ α ❛ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♥ t②♣❡
❝❧♦s ❝♦♠♠❡ ♠❛❥♦r❛♥t ❡t ✉♥ t②♣❡ ❝❧♦s ❝♦♠♠❡ ♠✐♥♦r❛♥t✳



✸✽ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

❆✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡♥ ❢♦r♠❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

{sh1

1 <:t α, s
h2

2 <:t α} ⊎ C
′
s, err, σ =⇒ {s? <:t α} ∪ C

′
s, err, σ

s✐ ∃s? t❡❧ q✉❡

s? ❡st ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ {sh1

1 , sh2

2 }

{sh1

1 <:t α, s
h2

2 <:t α} ⊎ C
′, err, σ =⇒ C′, {(sh1

1 , sh2

2 )} ∪ err, σ
s✐ 6 ∃s? t❡❧ q✉❡

s? ❡st ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ {sh1

1 , sh2

2 }

{α <:t s
h1

1 , α <:t s
h2

2 } ⊎ C
′, err, σ =⇒ {α <:t s

h1

1 } ∪ C
′, err, σ

s✐ Γ∗(s?1 <:t s
?
2) ∧ (h1 = h2 ∨ h2 =?)

{α <:t s
h1

1 , α <:t s
h2

2 } ⊎ C
′, err, σ =⇒ {α <:t s

h2

2 } ∪ C
′, err, σ

s✐ Γ∗(s?2 <:t s
?
1) ∧ (h1 = h2 ∨ h1 =?)

{α <:t s
h1

1 , α <:t s
h2

2 } ⊎ C
′, err, σ =⇒ C′, {sh1

1 , sh2

2 } ∪ err, σ

s✐ sh1

1 ❡t sh2

2 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s

♦ù h1, h2 ∈ F
⋆ ∪ {?} ❡t α ∈ X ✳

▲❡s ❡rr❡✉rs ♣r♦✈♦q✉é❡s ♣❛r ❞❡s t②♣❡s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡
s✐❣♥❛❧é❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❛♥♦♥✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❧♦rsq✉❡ ❞❡✉①
♠✐♥♦r❛♥ts ✭r❡s♣✳ ♠❛❥♦r❛♥ts✮ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❝❡ q✉✐ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♣❛✐r❡ ✭t②♣❡✱t②♣❡✮ ❛❥♦✉té❡ à err✳

●é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ Cs rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡
❞❡ ♣❤❛s❡s ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❝❧ôt✉r❡✱ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ❡t ❞❡
❝❛♥♦♥✐s❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮ ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ rés♦❧✉❡ s✐ ❛✉❝✉♥❡
❡rr❡✉r ♥✬❛ été tr♦✉✈é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ err = {}✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s
à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r Cs✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✵ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✮✳ ❙♦✐t
Cs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ τ1 <:t τ2✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ τ1 <:t τ2 ❡st ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ
t❡❧❧❡ q✉❡ στ1 <:t στ2✳ ❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ C s✐ ❡❧❧❡ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❞❛♥s Cs✳

▲♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ Cs ❡t ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡
♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♥♦✉s ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦✉r❛♥t ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❡rr❡✉rs ❧❡ ♣❧✉s tôt
♣♦ss✐❜❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♠❜✐♥♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡st✐♥é❡s à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿

{α <:t s
h} ⊎ C′s, err, σ =⇒ [α 7→ sh]C′s, err, {α 7→ sh} ◦ σ

{sh <:t α} ⊎ C
′
s, err, σ =⇒ [α 7→ sh]C′s, err, {α 7→ sh} ◦ σ



✸✾

♦ù h ∈ F⋆ ∪ {?} ❡t α ∈ X ✳
❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡

❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❡st ✈r❛✐♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❛✜♥ ❞❡
♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ t②♣❡ ❧❡ ♠♦✐♥s r❡str✐❝t✐❢ ❧♦rsq✉❡ ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡①✐st❡♥t✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ α ❡st ❧✐♠✐té❡ ♣❛r α <:t sh1

1

❡t sh2

2 <:t α ❞❛♥s Cs✱ ❧❡ t②♣❡ sh1

1 s❡r❛ ❛ss✐❣♥é à α✳ ❈♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
t②♣❡s ♣♦✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡♠❜❛rq✉é✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈✐s❡ à êtr❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝
❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❏❛✈❛ ♦ù ❧❡ tr❛♥st②♣❛❣❡ ❛s❝❡♥❞❛♥t ❡st ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡t sûr✳
❈❡❧❛ ré❞✉✐t ❧❡s ❝♦♥✢✐ts ❛✈❡❝ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❏❛✈❛ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❝❤❛q✉❡
tr❛♥st②♣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❣é♥éré ♣❛r ❚♦♠✳

❘❛♠❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠✐❡tt❡s

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ s♦♥t ❝réé❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s ❞❡ t②♣❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡
❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ❞❡s t②♣❡s ❞❡ t❡r♠❡s✱ ♠❛✐s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s
♣♦✉r r❡str❡✐♥❞r❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s t②♣❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t②♣❡s ❞✬❡♥tré❡ I ❛✜♥ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❞❡✉① ❣❡♥r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡
t②♣❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✶ ✭❚②♣❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✬✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❥✉❣❡✲
♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ϕ = Γ ⊢ct e : τ • C✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t②♣❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ϕ✱ ♥♦té I✱ ❡st
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ s✐ e = ④rule1; . . . ; rulen⑥✱ ❛❧♦rs ∀i ∈ [1, n], ∀α ∈ I, ∃① ∈ V, ( ① : α ∈ Γ′
i) ♦ù Γ =

Γ′
n⋃

i=1

Γ′
i

✕ s✐ e 6= ④rule1; . . . ; rulen⑥✱ ❛❧♦rs I = {}

❇✐❡♥ q✉✬ét❛♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ Cs✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♠✐t❡♥t
s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s à I ❡t q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
♠❛♣♣é❡s à ❞❡ t②♣❡s ❞✬❡♥tré❡ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st t❡r♠✐♥é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t é❧✐♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

{α1 <:t α2} ⊎ C
′
s, err, σ, I =⇒ C′s, err, σ, I s✐ α1, α2 /∈ σI

{α1 <:t α2} ⊎ C
′
s, err, σ, I =⇒ C′s, {(α1, α2)} ∪ err, σ, I s✐ α1 ∈ σI ∨ α2 ∈ σI

♦ù α1, α2 ∈ X ✳
▲❡ r❛♠❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠✐❡tt❡s ❝♦♥s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡

❞✬❡♥tré❡ s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ σ✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❞❛♥s ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♦♥t ❧❡✉r t②♣❡ ✐♥❢éré✳ ❈❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s
t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♣✉rs ❡t ❧❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❚♦♠ ♣✉r❡s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♦♥t été é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝❧❛ré❡s
❞❛♥s ❞✉ ❝♦❞❡ ❏❛✈❛✳

❱♦✐❝✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ s♦❧✈❡❙✉❜❈♦♥str❛✐♥ts✳



✹✵ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✷ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✮✳ ▲✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ s♦❧✈❡❙✉❜❈♦♥str❛✐♥ts ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ q✉❛❞r✉♣❧❡t (Cs, err, σ, I)✱ ♦ù C ❡st
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✱ err ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ t②♣❡
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡✱ σ ❡st ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡ ❡t I ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣❧✐q✉❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
❡t ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ s♦✐t ❛tt❡✐♥t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❜♦✉❝❧❡ s✉r Cs
❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s ♥❡ s♦✐t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à Cs✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦✉❝❧❡✳ ❙✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
err rés✉❧t❛♥t ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡ ❡t s✐❣♥❛❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❡rr❡✉rs
❞❡ t②♣❡ tr♦✉✈é❡s✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛♥♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞é❝❧❛♥❝❤é❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡ss❛✐❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥✳ ❙✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à
Cs ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♣r❡♥❞ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥t❡rr♦♠♣t
❧❛ ❜♦✉❝❧❡✳

❯♥❡ ❢♦✐s s♦rt✐ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✱ ❧❡ r❛♠❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠✐❡tt❡s ❡st ❛❝t✐✈é ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡
Cs ❞❡✈✐❡♥♥❡ ✈✐❞❡✳ ➚ ❝❡ ♠♦♠❡♥t✱ s✐ err ❡st ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❣é♥éré❡
❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Cs ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❙✐♥♦♥✱ t♦✉s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s
❞✬❡rr❡✉r ❝♦❧❧❡❝tés ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♦♥t été s✐❣♥❛❧és ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ é❝❤♦✉❡
♣✉✐sq✉❡ s♦✐t Cs ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ s♦✐t ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
❢♦✉r♥✐❡s ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ Ce ♦r✐❣✐♥❛❧✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡
Cs ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠❡ ❝❧♦s❡ ❡t ♥❡ ❣é♥èr❡ ♥✐ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ré✢❡①✐✈❡s ♥✐ ❞❡ ♣❛✐r❡s
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s②♠étr✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡
❝❧ôt✉r❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✳

P✉✐sq✉❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❣é♥èr❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é✲
❣❛❧✐té Ce ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ Cs✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦❧✈❡❈♦♥str❛✐♥ts q✉✐ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts ❡t s♦❧✈❡❙✉❜❈♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té Ce ❡t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✈✐❞❡s err ❡t σ s♦♥t ♣❛ssés ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s
à s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts✳ P✉✐s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s r❡t♦✉r♥és err ❡t σ ❡♥ ❢♦r♠❡ s❛t✉ré❡ s♦♥t
✈ér✐✜és✳ ❙✐ err 6= ∅✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✬❡rr❡✉r ❝♦❧❧❡❝tés ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ré✲
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té ♦♥t été s✐❣♥❛❧és ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦❧✈❡❈♦♥str❛✐♥ts

é❝❤♦✉❡ ♣✉✐sq✉❡ σ ❡st r❡❥❡té❡✳ ❙✐♥♦♥✱ σ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ Cs✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ C′s ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ σ ❡st ♣❛ssé
❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à s♦❧✈❡❙✉❜❈♦♥str❛✐♥ts✱ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ err✱ σ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ I
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❞✬❡♥tré❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s ❞❡✈✐❡♥t ✈✐❞❡✳ ❙✐ err 6= ∅✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ é❝❤♦✉❡ ❡t σ ❡st r❡❥❡té❡✳ ❙✐♥♦♥✱
σ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❚♦♠ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❜❛sé s✉r
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s♦❧✈❡❈♦♥str❛✐♥ts s❡ t❡r♠✐♥❡ t♦✉❥♦✉rs✱ ❡♥ é❝❤♦✉❛♥t ❧♦rsq✉✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥✲✉♥✐✜❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❝♦♥s✐❞❡ré ❡♥ ❡♥tré❡ ♦✉ ❡♥ r❡t♦✉r♥❛♥t
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥✐t✐❛❧✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és à ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡♥
t❛♥t q✉❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❧❡s t❡r♠❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ❣❡♥r❡s ✭✐✳❡✳
❧❡s s♦rt❡s✮ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞❡ rés✉❧t❛ts ❝❛❧❝✉❧és ✐♥❛tt❡♥❞✉s✱ ❝❡s s②stè♠❡s ✈✐s❡♥t à ♣r♦✉✈❡r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ t❡r✲
♠❡s ❞é♥✉és ❞❡ s❡♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡
s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✐♥té❣ré❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
♦r✐❡♥té❡ ♦❜❥❡t✳ ❙♦♥ ❜✉t ❡st ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s sûr ❝♦♠♣❛t✐✲
❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❤ôt❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡
s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛ss♦❝✐❛t✐❢ s✉r ❧❡s t②♣❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ✈❛r✐❛❞✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❚♦♠ ❡t s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡✲♣r♦❥❡t P❛r❡♦✳

◆♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r ♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ sûr❡té ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❡♥ t❛♥t q✉✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s
♣❛r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ s✉✐✈✐ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❏♦❤♥ ▼✐t❝❤❡❧❧ ❬▼✐t✽✹❪
à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❡t ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✐♥❝❧✉s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❛❣❡✳ ❯♥❡ ❞✐✣❝✉❧té
♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ s❡ ♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❜❛sé s✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦♥t
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉t✐❢s ✭✐✳❡✳ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té✮ s♦♥t rés♦❧✉s ♣❛r ✉♥✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s t②♣❡s s♦♥t ✐♥t❡r♣rétés ❝♦♠♠❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♥♦♥ s♦rtés✳ ❈❡s t②♣❡s
s✉✣s❡♥t ♣♦✉r ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s t❡r♠❡s ♠✉❧t✐✲s♦rtés ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs
✈❛r✐❛❞✐q✉❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s rés♦❧✉ ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
t②♣❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s s♦rt❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞é❝♦ré❡s ❛✈❡❝ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✈❛r✐✲
❛❞✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r
❞❡s t②♣❡s ♥♦♥ ✐♥t❡r♣rétés ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ s✉❣❣èr❡ ❇❡♥❥❛♠✐♥ P✐❡r❝❡ ❬P✐❡✵✷❪✳ ❙♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❛ ✐♥s♣✐ré ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❧❡s ❥✉❣❡✲
♠❡♥ts ❞❡ t②♣❛❣❡ s✉r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❚♦♠ ❛♥♥♦té❡s ❛✈❡❝ ❞❡s t②♣❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛ été ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❣r❛♥❞ ♣❛s
❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠ s❡❧♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r ●✐❧❧❡s ❑❛❤♥ ❬❑❛❤✽✼❪ ❡t
❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❉✐❞✐❡r ❘é♠② ❬❘✁✵✷❪✳ ❈❡❧❛ ❢✉t ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ sûr❡té ❞❡ ♥♦tr❡
s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✳

▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❚♦♠ ét❛✐t
♥♦tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❜✉t✳ ➚ ❝❡t é❣❛r❞✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬✐♥❝❧✉✲
s✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♠♦t✐❢✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♠❡♥é à ✉♥❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ t②♣❡s
♣❧✉s ♣❡r♠✐ss✐✈❡✳ ■♥s♣✐rés ♣❛r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ▲✉❝❛ ❈❛r❞❡❧❧✐ ❬❈❛r✽✽❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✲
❝✐❞é ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦r❞r❡
♣❛rt✐❡❧ s✉r ❧❡s t②♣❡s✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té✱ ❧❡
s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❣é♥èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té ❡t ❞❡
s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ✭✐✳❡✳ ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥✮ ❞❡✈❛♥t êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é ❡t rés♦❧✉ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❯♥❡
❞✐✣❝✉❧té ♠❛❥❡✉r❡ ét❛✐t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s♦✐❡♥t tr❛✐té❡s ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲
t②♣❛❣❡✳ ◆♦tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡



✹✷ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é ♣❛r ❋r❛♥ç♦✐s P♦tt✐❡r ❬P♦t✵✶❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐✈✐sé ❧❛ ♣❤❛s❡
❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧✉✐✱ ❡♥ s♦✉s✲♣❤❛s❡s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à P♦tt✐❡r ❡t ❜✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛②♦♥s ❛❥♦✉té
❞❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❡①❤✐❜é ❞❡
❝❧❛ss❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ♦♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♦❜t❡♥✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥ts ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❞é❝❧❛r❛t✐✈❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❡♥r✐❝❤✐ ❛✈❡❝ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ s✉❜✲
s♦♠♣t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠ ❛
été ét❡♥❞✉❡ ♣♦✉r s✉♣♣♦rt❡r ❧❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡t ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ sûr❡té
❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❛❝t✉❡❧✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❛♣rès ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣r♦t♦t②♣❛❣❡ ré✉ss✐❡✱ ♥♦✉s
♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥❝❡♥trés s✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s
à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té ❡♥ ❚♦♠ ❡t ❞❛♥s ❚♦♠✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❚♦♠ ♣♦ssè❞❡
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦ù ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s②♥t❛①❡ ❛❜str❛✐t❡ ✭❆❙❚✮ r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✬❡♥tré❡ ❚♦♠ ❡st séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t tr❛♥s❢♦r♠é ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡
❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❛ s♦✉❧❡✈é ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ✐♥✐t✐❛❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❆❙❚ ❞❡✈❛♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡
t②♣❛❣❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t②♣❡ ❛ été s❛♥s ✐♠♣❛❝t ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❤❛s❡s✱ ❧❡ ❝♦❞❡
❚♦♠ ❛ été r❡♠❛♥✐é ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♥❡tt♦②❡r ❡t à r❡❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés q✉✐
♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ♣❛s ❧❡ t②♣❡✉r✳ ❈❡ q✉✐ ❛ été ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❚♦♠
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞éré❝✉rs✐✈é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✉✲
♥✐✜❝❛t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ❡t ❛✉① rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡ s♦❧✐❞❡ ❡t é♣r♦✉✈é à ❧❛
♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❚♦♠✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❢♦rt❡ ❡♥tr❡
❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ r❡♥❢♦r❝❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❧❛ sûr❡té ❞✉ s②stè♠❡ ❚♦♠ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r❡✉✈❡s ✭❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ❞❡
❝♦♠♣❧ét✉❞❡✱ ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥✱ ❞❡ ♣r♦❣rès✱ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✮ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❝r✐t❡s✳
❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡
t②♣❡s ♣❧✉s ♣❡r♠✐ss✐✈❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❡t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❚♦♠ t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ sûr❡té ❞✉ t②♣❛❣❡✳

▲❡ ❝♦ût s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♥✬❡st ♣❛s ❡①❝❡ss✐❢✳ ▲❡s ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t ❝❡rt❡s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❡t ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛✲
t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❚♦♠ ♣❡✉✈❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❡r ♣♦✉r ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡
t❛✐❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s r❡st❡ ❞❛♥s ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❛❝❝❡♣t✲
❛❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ♣❧✉tôt ❛tt❡♥❞✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦tr❡ t②♣❡✉r
❡✛❡❝t✉❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❚♦♠
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t②♣❡✉r q✉✐ ❡①✐st❛✐t ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é
❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡ t❡♠♣s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❛✉ss✐ ❜❛s q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à q✉❡❧q✉❡s ♦♣✲
t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡s ❞✉ t②♣❡✉r✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡✳
■❧ ♥♦✉s ♣❛r❛ît r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ♣♦✉r✲
r❛✐t ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t



✹✸

✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬✉♥ ❡①❛♠❡♥ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡✉r ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥tr✐❜✉❡r
à ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ t②♣❛❣❡✳ ❯♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s
♣♦✉rr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❜❛✐ss❡r ❧❡ t❡♠♣s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❛❣❡✳ ❊♥✜♥✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ♥♦✉s
s❡♠❜❧❡ ❛✉ss✐ ♣♦✉✈♦✐r ❜é♥é✜❝✐❡r ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✳

❇✐❡♥ q✉❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é à ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✱ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡
s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ♣❛r ❧✬♦✉t✐❧ ●♦♠ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❢❛❝✐❧✐té s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡s ❛♥❝r❛❣❡s ♦r❣❛♥✐sés ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❤ér✐t❛❣❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❚♦♠ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❡s ❛♥❝r❛❣❡s s♦♥t ❣é♥érés ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
♣❛r ●♦♠✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ t②♣❡s ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s♦✉s✲
t②♣❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s❡r❛✐t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣rés❡r✈é❡
♣❛r ❧❡s ❛♥❝r❛❣❡s ❡t ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥❝rèt❡s q✉✐ ❧❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t✳ ◆♦✉s
❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❞❛♥s
❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s à tr❛✈❡rs ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s t②♣és ❞❛♥s ❚♦♠✳ ❈❡s ♠♦✲
t✐❢s ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❛✈♦✐r ❧❛ ❢♦r♠❡ ① ✿ t t❡❧ q✉❡ ① ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❡t t ❡st ✉♥
♠♦t✐❢ ❞❡ t②♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ▲✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✓ ❁❁ ✔
♥❡ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ✭✐✳❡✳ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ✜❧tr❛❣❡✮ ① ❁❁ t s✉❜❥ ❡st ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ① ✿ t ❁❁ s✉❜❥✳ ❆✐♥s✐✱
✉♥ ♠♦t✐❢ t②♣é ✜❧tr❡r❛✐t t♦✉t s✉❥❡t ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❡t
♣♦✉rr❛✐t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s r❡st❡♥t à ❢❛✐r❡
❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❜❛sé s✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳ ❖♥ ♣♦✉r✲
r❛✐t ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ r❛♠❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠✐❡tt❡s ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s
♣♦❧❛r✐tés✳ ➚ tr❛✈❡rs ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❋r❛♥ç♦✐s P♦tt✐❡r ❬P♦t✵✶❪✱ ♥♦✉s ❞❡✲
✈r✐♦♥s ❛♥♥♦t❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❛✈❡❝ ❞❡s s✐❣♥❡s ✲ ❡t ✰ r❡♣rés❡♥t❛♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ t②♣❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ✉♥ t②♣❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❝♦♥❝rèt❡ ✭✐✳❡✳ ♥♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✮✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✉♣❡r✢✉❡s ❛✈❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s ❡s♣ér♦♥s
ré✉ss✐r à ♣r♦✉✈❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❞❡✉① rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ✿
❛✮ ♥♦tr❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞ér✐✈❡ ❧❡s t②♣❡s ❧❡s ♠♦✐♥s r❡str✐❝t✐❢s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t
t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣é♥éré❡s✱ ❡t ❜✮ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❝❛♣❛✲
❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆✉ ❞❡♠❡✉r❛♥t✱ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡
s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❡st ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬❡①♣r❡ss✐✈✲
✐té ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❚♦♠ ♣❡✉t êtr❡ ❡♠❜❛rq✉é✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥
❝♦♥❝❡♣t très ✉t✐❧❡ ❛✉① ♣❛r❛❞✐❣♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ♦r✐❡♥té❡
♦❜❥❡t✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❛✉① ❛♥❝r❛❣❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ✉s✉❡❧s q✉✐
✐♥❝❧✉❡♥t ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡
t②♣❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ❚♦♠✳



✹✹ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉

P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

▲❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ❛♥❣❧❛✐s❡✱ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝✐♥q ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ▲❡
♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❜❛sés s✉r ❧❛
réé❝r✐t✉r❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❚♦♠ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞
❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♣r♦♣♦sé
♣♦✉r ❚♦♠✳ ❯♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t s❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s
❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s♦♥t ✐❝✐ rés✉♠és ❜r✐è✈❡♠❡♥t ✿

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s✱ ❧❡s t❤é♦r✐❡s
éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠ ❝♦♠♠❡
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ■❧ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❡t ❧✬✉t✐❧✲
✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❚♦♠ ♣♦✉r ✿ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛✲
t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♥❝r❡ts✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s
❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛ss♦❝✐❛t✐❢ s✉r ❞❡s t❡r♠❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ♠♦t✐❢s✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
str❛té❣✐❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❞❡s
rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳ ■❧ ♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s ❚♦♠ ❡t ✉♥ rés✉♠é ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚♦♠✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦✉r ❧❛
sûr❡té ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠✳ ■❧ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❚♦♠ ❡t ❧❛ sé♠❛♥✲
t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❚♦♠✳ ■❧ ♣r♦♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡s ❡t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❛✈❡❝ s✉♣♣♦rt ❞❡s
t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❝♦♥str✉✐ts s✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✈❛r✐❛❞✐q✉❡s✳ ▲❡ t②♣❛❣❡
❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦✉✈é ❝♦rr❡❝t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡t ♣r❡s❡r✈é ♣❛r
é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ✉♥❡
❛✉tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré✲
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡r♠✐♥❡ ❡t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❡st
❝♦♠♣❧❡t ❡t ❝♦rr❡❝t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s✳ ❊♥✜♥✱
❧❡s ❛s♣❡❝ts ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡
t②♣❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥
❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠✳ ■❧ ét❡♥❞ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡
♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❚♦♠ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉
♠♦t✐❢✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ❡♥r✐❝❤✐ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡
❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬❤ér✐t❛❣❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡t ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡
❞✬♦♣ér❛t❡✉rs s♦✐❡♥t ✐♥t❡r❞✐ts✳ ❈❡t ❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐✲
❜✐❧✐té ❞❡ t②♣❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡
t②♣❡s ❜❛sé s✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡st
❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❞❡ ❣é♥ér❛✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ r❛♠❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠✐❡tt❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❛ t❡r♠✐✲



✹✺

♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡ sûr❡té✱ ❞❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❞❡ t②♣❡s ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞é❝r✐t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❞❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❞❡s str❛té❣✐❡s r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r s♦♥
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❛♣♣♦rtés ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲t②♣❛❣❡
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❚♦♠✳ ❈❡❧❛ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❜❛sé
s✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❞♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❝♦✉✈r❡♥t ✉♥
♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❚♦♠ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❚♦♠ ❛✜♥ ❞✬ét❛❧♦♥♥❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❞é❝r✐t ❢♦r♠❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡
❞❡ ❝❛s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❚♦♠✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞✉ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡♥ ❚♦♠✳



✹✻ ❘és✉♠é ➱t❡♥❞✉



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❤❡❧♣✐♥❣
❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ ✐ts ♣r♦❣r❛♠♠❡r✬s
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t♦
❜❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✭❛t ❧❡❛st ♣❛rt✐❛❧❧②✮ ♠❛♥✉❛❧❧② ✇r✐tt❡♥ ❛♥❞
❞❡♠❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❧♦❣✐❝ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉✐❞❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ♦t❤❡r ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❧❡ss ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r✲
♠❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s t②♣❡ s②st❡♠s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚②♣❡ s②t❡♠s ❛✐♠ t♦
♣r❡✈❡♥t t❤❡ ♦❝❝✉r❡♥❝❡✱ ♥♦t ♦❢ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡s✉❧ts✱ ❜✉t ♦❢ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss
t❡r♠s ✐♥ r❡❣❛r❞ t♦ ❛ t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ s✉❝❤ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡
♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❬❇❇❑+✵✼✱ ❇❇❇+✶✶❪✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s t②♣❡ s②st❡♠ ❢❡❛t✉r❡s s✉❜t②♣✐♥❣ ❢♦r s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥
♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❞✐❝ ❝♦♥str✉❝t♦rs✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ q✉✐❝❦ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ s✉❜❥❡❝ts
t❛❝❦❧❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❜❡❢♦r❡ ♦✉t❧✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛♣t❡r✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥
✇✐t❤ ❛ ❜r✐❡❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t②♣❡ s②st❡♠s ❛s ❛ ❢♦r♠❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐❧❧✲t②♣❡❞ t❡r♠s✳

❚②♣❡ s②st❡♠s

❚②♣❡ s②st❡♠s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❢♦r ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ t❡r♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❦✐♥❞s ✭✐✳❡✳ t②♣❡s✮ ♦❢ ✈❛❧✉❡s t❤❡② ❝♦♠♣✉t❡ ✇❤❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❆ t②♣❡ s②st❡♠
✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s❛❢❡ ✿ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡ ♠✉st
❛✈♦✐❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦ ✏s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ❡♠♣t②✑ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
P❡❛♥♦✬s s✉❝❝❡ss♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝ t❛❦❡s ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t②♣❡ ♥❛t ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ r❡s✉❧t
♦❢ t②♣❡ ♥❛t ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ✐ts r❛♥❦ s✉❝ ✿ ♥❛t → ♥❛t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥
s✉❝✭✵✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ✇❤✐❧❡ ❛ t②♣❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡
✐♥str✉❝t✐♦♥ s✉❝✭✲✶✮ s✐♥❝❡ ✲✶ ✐s ♥♦t ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r✳

❆ t②♣❡ s②st❡♠✱ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✱ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✭t②♣✐♥❣✮ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✉❧❡s ✇❤♦s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✿

✕ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ✈❡r✐❢② st❛t✐❝❛❧❧② ✐❢ ❛❧❧ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ t❡r♠s ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❛r❡ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞✱

✕ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ✐♥❢❡r st❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛❧❧ t❡r♠s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✐♥ ❛
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♣r♦❣r❛♠✳
❇♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢
t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿ s♦✉♥❞♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ❡✈❡r② t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❢♦r
t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❀ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜②
t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

❏♦❤♥ ▼✐t❝❤❡❧❧ ❬▼✐t✽✹❪ ❞❡✜♥❡s t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ❚②♣❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
✐❞❡❛ ♦❢ ❘♦❣❡r ❍✐♥❞❧❡② ❬❍✐♥✻✾❪✳ ❍❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❣❡♥✲
❡r❛t❡ s②st❡♠s ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ s♦❧✈❡ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❧❛t❡r ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❘♦❜✐♥ ▼✐❧♥❡r ❬▼✐❧✼✽❪ ✇❤♦ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐t t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛s❡ t②♣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❍❡ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❡ r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜② ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ▼✐❧♥❡r ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢
t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ s❛❢❡ t②♣❡ s②st❡♠ ❢♦r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❜✉✐❧t
❢r♦♠ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣ ❛r✐t✐❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s ✐♥✲
❝❧✉❞✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳
❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②s✲
t❡♠ ❢❡❛t✉r✐♥❣ s✉❜t②♣✐♥❣✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t❤✐s s②st❡♠ t♦ ❞❡t❡❝t ❛s
♠❛♥② t②♣❡ ❡rr♦rs ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦♠✲
♣✐❧❡r✳

❙✉❜t②♣✐♥❣

❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ✐♥t♦ t②♣❡ s②st❡♠s ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡✐r ❡①♣r❡ss✐✈❡✲
♥❡ss s✐♥❝❡ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦r❡ ♣❡r♠✐ss✐✈❡ t②♣❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❍✐♥❞❧❡②✴▼✐❧♥❡r s②st❡♠ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs✱
s✉❝❤ ❛s ▲✉❝❛ ❈❛r❞❡❧❧✐ ❬❈❛r✽✽❪ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ▼✐t❝❤❡❧❧ ❬▼✐t✽✹❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
str✉❝t✉r❛❧ s✉❜t②♣✐♥❣ ✇❤❡r❡ s✉❜t②♣❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ str✉❝t✉r❛❧❧② ✐♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❈❛r❞❡❧❧✐ ♣r♦♣♦s❡❞
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ s✉❜t②♣✐♥❣ ❛s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦✈❡r t②♣❡s✳ ❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ t②♣✐♥❣ r✉❧❡ st❛t✐♥❣ t❤❛t ✐❢ ❛ t②♣❡ τ1 ✐s ❛ s✉❜t②♣❡ ♦❢ τ2 t❤❡♥
❡✈❡r② t❡r♠ ♦❢ t②♣❡ τ1 ✐s ♦❢ t②♣❡ τ2 ❛s ✇❡❧❧✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ♣r♦❣r❛♠s
✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐❧❧✲t②♣❡❞ ♠❛② ♥♦✇ ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞✳ ■♥ t❤✐s
s❡♥s❡✱ t②♣❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s s②♠❜♦❧s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ t❡r♠ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞
t♦ ♠❛t❝❤ ❡①❛❝t❧② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐ts t②♣❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♦♥❧② ❜❡ s✉❜t②♣❡s ♦❢
✐t✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣✱ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦♥❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡✲



✹✾

❞✉❝❡s t♦ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❙✉❜t②♣✐♥❣✲❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞
t②♣❡s s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤♦r♦✉❣❤❧② st✉❞✐❡❞✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▼✐t❝❤❡❧❧✱
❨♦✉✲❈❤✐♥ ❋✉❤ ❛♥❞ Pr❛t❡❡❦ ▼✐s❤r❛ ❬❋▼✽✽❪ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s✉❜t②♣❡ r❡✲
❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛s❡ t②♣❡s ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐s
s♦❧✈❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ t❤❡
❞❡t❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ✜rst ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❜② ❙t❡❢❛♥ ❑❛❡s ❬❑❛❡✾✷❪ ❛♥❞ ❧❛t❡r ❜② ❱❛❧❡r② ❚r✐❢♦♥♦✈ ❛♥❞ ❙❝♦tt ❙♠✐t❤ ❬❚❙✾✻❪✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ❢❡❛✲
t✉r✐♥❣ ♥♦♠✐♥❛❧ s✉❜t②♣✐♥❣ ❛♥❞ ❛ s♦❧✈✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ s✉❜t②♣✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ✭❧❛r❣❡✮
❝♦♥str❛✐♥t s❡ts✳ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❆✐❦❡♥ ❛♥❞ ❊❞✇❛r❞ ❲✐♠♠❡rs ❬❆❲✾✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛
♣♦✇❡r❢✉❧ ❜✉t ❝♦♠♣❧❡① ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s②s✲
t❡♠s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❇❡s✐❞❡s ❚r✐❢♦♥♦✈ ❛♥❞
❙♠✐t❤✱ ❋r❛♥ç♦✐s P♦tt✐❡r ❬P♦t✵✶❪ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s✐♠♣❧✐❢②
❝♦♥str❛✐♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ❡♥t❛✐❧♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥str❛✐♥t s✐♠♣❧✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈✐♥❣✳ ❍✐s t②♣❡ s②st❡♠ s✉♣♣♦rts r❡❝✉rs✐✈❡ t②♣❡s
❛♥❞ ❛❧❧ ❜❛s❡ t②♣❡s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛tt✐❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ P♦tt✐❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ❝♦♥✲
str❛✐♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s✱ ❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥s♣✐r❡❞ ♦✉r
❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❝❛♥♦♥✐③❛t✐♦♥ s✉❜✲❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♥str❛✐♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❛s❡ t②♣❡s✳

❚❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ♦✉r t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ✇❛② t♦ ♠❛♣
t②♣❡s ♦❢ t❡r♠s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❛♥❞ ❛ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t
s❡t✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst s❡t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❞❡r❡❝✉rs✐✈❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s②♥t❛❝t✐❝
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ ✐♥ ❍✐♥❞❧❡②✴▼✐❧♥❡r✬s t②♣❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢
s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡s✳
❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s r❡✢❡①✐✈❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ♣❡r✲
❢♦r♠s t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦♥ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳
■♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✈❛❧✐❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝❛♥♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❡❛❝❤
t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞
♦♥❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❈♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❘✉❧❡s ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤
❧❡❛st r❡str✐❝t✐✈❡ t②♣❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡
✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡♠✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣✳

❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦
t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
♦❜❥❡❝ts✳ ❆s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡
❞❡t❡r♠✐♥❡s s✉❜t②♣❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ s❡❡♥ ❛s ❛❧❣❡❜r❛✐❝
t❡r♠s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡s❡ t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜t②♣❡s ❜✉t st✐❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❧②
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❛s ✐❢ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s✉♣❡rt②♣❡✳



✺✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡s ❛♥❞ t❡r♠s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✲
✐t② ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♣❛t✲
t❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r❡✇r✐t✐♥❣✲
❜❛s❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ P❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥
♣❛tt❡r♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳ ■❢ ✐t ❞♦❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝✲
❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❛r❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✲
❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t st❛t❡♠❡♥t ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❡①t❡♥❞❡❞
❜② t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✳

◆♦✇❛❞❛②s✱ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❢❡❛t✉r❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ s✉❝❤ ❛s ▼❛✉❞❡

❬❈❉❊+✵✼❪✱ ❙❝❛❧❛ ❬❖❞❡✶✶✱ ❈r❡✵✻❪✱ ❊▲❆◆ ❬❇❑❑+✾✽✱ ❇❈❉+✵✻❪✱ . . . ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s
❚♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t❛r❣❡t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■ts ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t②
✐s t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❤♦st ❧❛♥❣✉❛❣❡ s✉❝❤ ❛s ❏❛✈❛ t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt
♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts✳

❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❚♦♠ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡ ♥❛t ❢♦r P❡❛♥♦ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r
❛❞❞✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✿

♥❛t ❂ ③❡r♦✭✮ ⑤ s✉❝✭♥✿♥❛t✮
✳✳✳
♣✉❜❧✐❝ ♥❛t P❧✉s✭♥❛t t✶✱ ♥❛t t✷✮ ④
✪♠❛t❝❤✭t✶✱ t✷✮ ④

③❡r♦ ✭✮✱ ① −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵①❀ ⑥
s✉❝✭②✮✱ ① −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵s✉❝✭P❧✉s✭②✱① ✮✮❀ ⑥

⑥
⑥

❚❤❡ ✪♠❛t❝❤ ❝♦♥str✉❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❏❛✈❛
♠❡t❤♦❞ P❧✉s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ t❛❦❡s t✇♦ t❡r♠s t✶ ❛♥❞ t✷ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡ ♥❛t r❡♣✲
r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ P❡❛♥♦ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ r❡t✉r♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ♦❢ t②♣❡
♥❛t ✿

✕ ✐❢ t✶ = ③❡r♦✭✮ ❛♥❞ t✷ = i ❢♦r s♦♠❡ i✱ t❤❡♥ ✐t r❡t✉r♥s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡t❤♦❞ P❧✉s ✇❤✐❝❤ ✐s t✷✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ①✱

✕ ✐❢ t✶ = s✉❝✭j✮ ❛♥❞ t✷ = i ❢♦r s♦♠❡ i ❛♥❞ j✱ t❤❡♥ ✐t r❡t✉r♥s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ P❧✉s ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠ s✉❝

✇❤♦s❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ s✉❜t❡r♠ ♦❢ t✶ ❛♥❞ t✷✳
P❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛♥❞

❞❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ✐♥t♦ t❤❡✐r s✉❜t❡r♠s✳ ■t ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s t❤r♦✉❣❤ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣✳ ❚❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧
♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r r❡♣❧❛❝✐♥❣ s✉❜t❡r♠s ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ✇✐t❤ ♦t❤❡r t❡r♠s✳ ■t
✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ●❡r❛❧❞
P❡t❡rs♦♥ ❛♥❞ ▼❛r❦ ❙t✐❝❦❡❧ ❬P❙✽✶❪ t❤❛t ✇❛s ❧❛t❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜② ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡
❏♦✉❛♥♥❛✉❞ ❛♥❞ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❬❏❑✽✻❪✳ ❇❡✐♥❣ ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤❡ ❚♦♠
❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ❢♦r t❤♦s❡ t❡r♠s ❜✉✐❧t
❢r♦♠ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ❝♦♥❝◆❛t ❢♦r
t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡ ♥❛t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❧✐sts ♦❢ P❡❛♥♦ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s✉♠
♦❢ t❤❡♠ ✿



✺✶

♥❛t ❂ ③❡r♦✭✮ ⑤ s✉❝✭♥✿♥❛t✮ ⑤ ❝♦♥❝◆❛t✭♥❛t∗✮
✳✳✳
♣✉❜❧✐❝ ♥❛t ▲✐stP❧✉s ✭♥❛t t✮ ④
✪♠❛t❝❤✭t✮ ④
❝♦♥❝◆❛t✭✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵③❡r♦✭✮❀ ⑥
❝♦♥❝◆❛t✭①✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵①❀ ⑥
❝♦♥❝◆❛t✭①✱②✱③∗✮ −❃ ④ r❡t✉r♥✭❧✐stP❧✉s✭❝♦♥❝◆❛t✭P❧✉s✭❵① ✱❵ ②✮✱ ③∗✮✮❀ ⑥

⑥
⑥

❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧✐sts ❛s ♣❛tt❡r♥s✱ ❚♦♠ ❛♣♣❧✐❡s ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ ❛s✲
s♦❝✐❛t✐✈✐t② ❛♥❞ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡♠ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ st❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s ③✯

♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❧✐st✳ ■♥❞❡❡❞✱ ③✯ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s s✉❜❧✐st ♦❢
t ✇❤♦s❡ ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐st ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ♦❝❝✉rs✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥❝◆❛t✳ ❚❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ① ❛♥❞ ② ✐♥ t❤❡✐r t✉r♥ r❡♣r❡s❡♥t P❡❛♥♦ ✐♥t❡❣❡rs ✇❤♦s❡ ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧s ❛r❡
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❝♦♥❝◆❛t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ❛♥❞ ♥❡✉tr❛❧
❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝◆❛t✭①✱②✱③✯✮ ♠❛t❝❤❡s ❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✭✮✱❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭③❡r♦✭✮✮

✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❝♦♥❝◆❛t✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮ ❛s ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ③ ❛♥❞ ③❡r♦✭✮ ❛s ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ① ❛♥❞ ②✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡

♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❚♦♠ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ t②♣❡
❤✐❡r❛r❝❤②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣✲❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♥♦t ❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❤❛✈❡
t❤❡ s❛♠❡ ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② r❡q✉✐r❡s t♦ ❛s❝❡rt❛✐♥ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞
r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ t❡r♠ ✇❤♦s❡ t②♣❡ ✐s ❛ s✉❜t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❆ r❡❞✉❝t✐♦♥
s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❲❡
❞❡s❝r✐❜❡ ❚♦♠ ❝♦❞❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣✲st❡♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ●✐❧❧❡s
❑❛❤♥ ❬❑❛❤✽✼❪✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❚♦♠ t❡r♠s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐s ✐♥s♣✐r❡❞
❜② t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❉✐❞✐❡r ❘é♠② ❬❘✁✵✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❚♦♠ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❜t②♣✐♥❣ ✐s r❛t❤❡r
✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❉❡❧✐❛ ❑❡s♥❡r ❬❑❡s✾✶❪ ❢♦r t❤❡
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r✲s♦rt❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r t②♣❡ s②st❡♠
✐s s❛❢❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❚♦♠ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r
❛ ❚♦♠ t❡r♠ ♦r r❡❞✉❝❡s t♦ ♦♥❡ ✭♣r♦❣r❡ss ♣r♦♣❡rt②✮ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❛t ❡✈❡r② st❡♣
♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❡s t②♣❡s ♦❢ ❛♥② ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦r s✉❜❥❡❝t
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✮✳

❚❤❡ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❛♥❛❧✲
②s✐s ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❦✐♥❞ ♦❢ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❚♦ ❤❡❧♣ t❤❡
♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ s♣❡❝✐❢② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦♦❧s✱ ❚♦♠
♣r♦✈✐❞❡s ♦t❤❡r ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝ts ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❣✲
♥❛t✉r❡s ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ s✉❝❤ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✱ r❡✇r✐t❡
r✉❧❡s ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s
r♦♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t②♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ r✉❧❡s ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ t❤❡
❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❲❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦❝✉s ♦♥ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
t②♣❡s ❢❡❛t✉r✐♥❣ s✉❜t②♣✐♥❣✳ ❲❡ ❛✐♠ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❤✐❝❤



✺✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣r♦✈✐❞❡s ❜♦t❤ str♦♥❣❡r ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ♠♦r❡ s❛❢❡t② ❛❜❧❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❡r♠s✳ ❚❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❞❡s✐❣♥ s❛❢❡r ❝♦♠♣✐❧❡rs ✉s✐♥❣ ❚♦♠ ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛✈♦✐❞✲
✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐❧❧✲t②♣❡❞ t❡r♠s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r t②♣❡ s✐❣♥❛t✉r❡s✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤✐s t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ t❤r❡❡✲st❡♣♣❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❚♦♠ s②st❡♠✱
❡❛❝❤ ♥❡✇ st❡♣ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ✉♣♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❣❡tt✐♥❣
❜♦t❤ s❛❢❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡✳ ◆❡❡❞❧❡ss t♦ s❛②✱ ❛❧❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts
✇❡r❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛✐♠ ✐♥ ♠✐♥❞✳

❆ t②♣❡ s②st❡♠ ❢♦r ❚♦♠

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ❚♦♠ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡ ✭✈❡r②✮ s♠❛❧❧
t②♣✐♥❣ t❛s❦s ✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ✐♥❢❡r t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✭✐❢ ❛♥②✮ ♦❢ t❤❡s❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛
❢♦r♠❛❧ t②♣❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t②♣✐♥❣ ✭✐✳❡✳ ❜♦t❤ t②♣❡
❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✮ ✇❡r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ❞❡❧✐♠✐t❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ t②♣✐♥❣ ♣❤❛s❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ s♦♠❡ t❛s❦s ✭❛s s②♥t❛① ❞❡s✉❣❛r✐♥❣✮ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♣❤❛s❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥
t❤❡✐r t✉r♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ r❡❞✉♥❞❛♥t❧② s♦♠❡ t②♣✐♥❣ t❛s❦s✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤✉s t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ t②♣❡ s②s✲
t❡♠ ❢♦r ❚♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ s❛❢❡t② ♦✈❡r t②♣❡s✳ ❲❡
t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❛ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ s②st❡♠ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ❛❧❧ ♣✉r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ♦❢ ❛
❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠ ❛r❡ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞✳ ❇② ♣✉r❡ ✇❡ ♠❡❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ♥♦t ❜✉✐❧t ❢r♦♠
❝♦♥❝r❡t❡ ❞❛t❛ t②♣❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
s②st❡♠ t♦ ✐♥❢❡r t②♣❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ✭❡✈❡♥ ♥♦♥✲♣✉r❡✮ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✜❧❧ ✐♥ t②♣❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❛♥❞ t②♣❡ ❝❤❡❝❦ t❤❡♠✳ ❚❤✐s t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ✐♥❢❡rr❡❞ t②♣❡s ❛♥❞ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥t
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t②♣❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♥❛t✲
✉r❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝❤❛♥❣❡s ❛t ❞❡✈❡❧♦♣❡r ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❚♦♠ ❝♦❞❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❢♦r t❤❡♠✳ ❚❤❡ s✐❞❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐s ✜rst ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦❞❡ ❝❧❡❛♥✉♣ ✭r❡❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✱ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱
❡t❝✮✳

❇♦t❤ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t②♣❡ s②st❡♠ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳



✺✸

❙✉❜t②♣✐♥❣

❚❤❡ ♥❡①t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❛❞❞ s✉❜t②♣✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s t♦ t❤❡ ❛❢♦r❡✲
♠❡♥t✐♦♥❡❞ t②♣❡ s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥
♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❚♦♠✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❛❢❡t②✳ ❚❤✐s
st❡♣ ♥❛t✉r❛❧❧② ❜✉✐❧❞s ✉♣♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❛❦❡s
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝❧❛ss ❤✐❡r❛r❝❤② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❏❛✈❛ ❤♦st
❧❛♥❣✉❛❣❡✳

❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❤❡r❡ t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ t②♣❡ s②st❡♠ ♦❢ ❚♦♠ ✇✐t❤
s✉❜t②♣✐♥❣ ❛s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦✈❡r t②♣❡s✳ ❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥❡✇ r✉❧❡
✐♥t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ s②st❡♠ st❛t✐♥❣ t❤❛t ✐❢ ❛ t②♣❡ s1 ✐s ❛ s✉❜t②♣❡
♦❢ s2 t❤❡♥ ❡✈❡r② t❡r♠ ♦❢ t②♣❡ s1 ✐s ♦❢ t②♣❡ s2 ❛s ✇❡❧❧✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡s
❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡
❡q✉❛❧✐t② ♦♥❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❞✉❝❡s t♦ s♦❧✈✐♥❣ ❛ s❡t
♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ s②st❡♠ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣ ❤❛s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r
✉s❡rs ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs✳ ❆t ✉s❡r✲❧❡✈❡❧✱ ✐t ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str✉❝t ❢♦r
t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ✿ t❤❡ ❡①t❡♥❞s ❝♦♥str✉❝t ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
✪t②♣❡t❡r♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡
✉s❡r t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡s ✇❤❡♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛
❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡s ✐s
❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❝r❡t❡ t②♣❡s✳ ■♥t❡r♥❛❧❧②✱
t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡
♠♦r❡ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ t②♣❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝
❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❢♦r s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✐s ♣❡r♠✐ts t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❲❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ✐♥t♦ ❚♦♠ ❛❧s♦ ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✳ ❖✉r t❤✐r❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s
❛ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t②♣❡s ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❜② s✉❜t②♣✐♥❣✱ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣
❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✿

✕ ❡q✉❛❧✐t② ✭❡✈❡♥ ♠♦❞✉❧♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✮ ♦❢ t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs ♦❢ ♣❛t✲
t❡r♥ ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛s ✐♥ ♥♦♥✲
♦r❞❡r❡❞ t②♣❡s ❀

✕ ❛s❝❡rt❛✐♥♠❡♥t t❤❛t t❤❡ s✉❜❥❡❝t r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ t❡r♠ ♦❢ t②♣❡ s1 s✉❜t②♣❡ ♦❢ t❤❡
t②♣❡ s2 ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ s②♥t❛❝t✐❝ ♠❛t❝❤✐♥❣✱
♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ A ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ AU ♥❡❡❞ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r s✉❜t②♣✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❚♦♠ ❝♦r❡ s②♥t❛① ❛♥❞



✺✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❚♦♠ ❝♦❞❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹
✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t②♣❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❧❡✈❡❧✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❚♦♠ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❤♦st ❝♦❞❡✱ t❤❡ ❝♦❞❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
t❤❡ t②♣❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞
✐♥t♦ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❏❛✈❛ ❤♦st ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ✐♥ ❚♦♠ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ✐♥ ❛ ❝❛s❡ st✉❞②
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✉s✐♥❣ ❚♦♠ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❖✉t❧✐♥❡

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✜✈❡ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❞❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡✇r✐t✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❚♦♠ r❡✇r✐t✲
✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ t✇♦ s✉❝❝❡❡❞✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡
t②♣❡ s②st❡♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❚♦♠✳ ❆ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t ✐ts ✉s❛❣❡ ❛♥❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✳ ❆❧❧ ❝❤❛♣t❡rs ❛r❡ s❤♦rt s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ ✿

❈❤❛♣t❡r ✶ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❢❡✇ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♥♦t✐♦♥s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡❡❞✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs ✿ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛✱ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ t❡r♠
r❡✇r✐t✐♥❣✳

❈❤❛♣t❡r ✷ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥
s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦✳ ■t ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r
❚♦♠ ❝♦♥str✉❝ts t♦ ✿ ❞❡✜♥❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝♦♥❝r❡t❡ ♦❜✲
❥❡❝ts✱ ❞❡✜♥❡ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s t❤r♦✉❣❤ s②♥t❛❝t✐❝ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✲
✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s✱ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s✱ ❞❡✜♥❡ ❡❧❡♠❡♥✲
t❛r② str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧② str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✳ ■t ❛❧s♦
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠s ❛♥❞ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❚♦♠✳

❈❤❛♣t❡r ✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s t♦ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢
t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■t ❢♦r♠❛❧✐③❡s t❤❡ ❚♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ s②♥t❛①✳ ■t ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
t②♣❡s ❛♥❞ ❛ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤♦s❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s
❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡♥✱ t②♣✐♥❣ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣
❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ s♦✉♥❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ s②st❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✲
t❡❣r❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t②♣❡ s②st❡♠ ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳

❈❤❛♣t❡r ✹ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■t ❡①t❡♥❞s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❚♦♠ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t②♣❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♣❛tt❡r♥✳ ❯♥❞❡r
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡✲
❝❡❞✐♥❣ t②♣❡ s②st❡♠ ✐s ❡♥r✐❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ❞❡❝❧❛r❛✲



✺✺

t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣✲❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡
❝❤❛♣t❡r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✐♥❣ ✐s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥
❛♥❞ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
♣r❡❝❡❞❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❛❢❡t②✱ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ ❢♦r
t❤❡ ✇❤♦❧❡ t②♣❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✐s t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛
♣r❛❝t✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❈❤❛♣t❡r ✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ✇❤❡♥
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ ❚♦♠✳ ■t ♣r♦♠♦t❡s t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣✲❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡
s②st❡♠ ✇❤♦s❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❝♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❚♦♠ ❝♦♥str✉❝ts ✐♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❙♦♠❡ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
t②♣❡ s②st❡♠ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳ ▲❛st❧②✱ ❛
❝❛s❡ st✉❞② ♦❢ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❚♦♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ r❡❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ✐♥ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳



✺✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



❈❤❛♣t❡r ✶

Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ♥♦t✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣✱ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧
t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ t②♣❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜② ❋r❛♥③ ❇❛❛❞❡r ❛♥❞
❚♦❜✐s ◆✐♣❦♦✇ ❬❇◆✾✽❪ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❜② ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❬❑❑✵✻❪✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ✭♠✉❧t✐✮s❡ts✱ r❡❧❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❇❡♥❥❛♠✐♥ P✐❡r❝❡ ❬P✐❡✵✷❪ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳

✶✳✶ ❚❡r♠s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥ ✜rst✲♦r❞❡r t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛✳ ❲❡
✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ t❡r♠ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛❞✐❣♠s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ✭❙✐❣♥❛t✉r❡✮✳ ❆ s✐❣♥❛t✉r❡ F ✐s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs
✭❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✮✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ✜①❡❞ ❛r✐t②✳

❚❤❡ ❛r✐t② ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r f ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛r❣✉♠❡♥ts ✐t ❤❛s✳ ❚❤✐s ❛r✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ar : F → N✳ Fn ✐s t❤❡
s✉❜s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ❤❛✈✐♥❣ n ❢♦r ❛r✐t②✱ Fn = {f ∈ F | ar(f) = n}✳

❚❤❡ s❡t F0 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥st❛♥t s❡t ❛♥❞ ✐ts ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥st❛♥t s②♠✲
❜♦❧s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❡r♠s ✇❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❡r♠s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❝❧❛ss❡s ❝❛❧❧❡❞
s♦rts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ♠✉st ❞❡✜♥❡ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷ ✭▼❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡✮✳ ❆ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ❛ ♣❛✐r
(S,F) ✇❤❡r❡ S ✐s ❛ s❡t ♦❢ s♦rts ❛♥❞ F ✐s ❛ s❡t ♦❢ r❛♥❦❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s F ✳

❚❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r f ∈ F ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Rank(f)✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t✉♣❧❡
(s1, . . . , sn, s) ❛♥❞ ✐s ♦❢t❡♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② f : s1, . . . , sn → s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t f
❤❛s ar(f) = n ✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥ (s1, . . . , sn)✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② dom(f)✱ ❛♥❞ ❝♦❞♦♠❛✐♥ s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② codom(f)✳

❋r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ s✐❣♥❛t✉r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❡r♠s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❛
❝♦✉♥t❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ s❡t V ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ s❡t Vs ❞❡♥♦t❡s ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢
s♦rt s ∈ S✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r ✉s✉❛❧ ✭✉♥s♦rt❡❞✮ t❡r♠s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② T (F ,V) ❛♥❞
❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ ❝❛s❡ s✉❝❤ t❤❛t S ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥



✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ♥♦t✐♦♥s

{s}✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ t❡r♠s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱
❤❡r❡✐♥❛❢t❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❡r♠ ❛s ❛ s②♥♦♥②♠ ❢♦r ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ t❡r♠✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛♥
❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦✈❡r ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸ ✭❚❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛✮✳ T (S,F ,V) ✐s t❤❡ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛
❣✐✈❡♥ ♥♦♥❡♠♣t② s❡t S ♦❢ s♦rts✱ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t F ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧②
✐♥✜♥✐t❡ s❡t V ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②✿

✶✳ Vs ⊆ T (S,F ,V) ✿ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt s ∈ S ♦❢ V ❛r❡ t❡r♠s ♦❢ s♦rt s ♦❢
T (S,F ,V)✱

✷✳ ∀ti ∈ T (S,F ,V) ♦❢ s♦rt si ∈ S✱ ❢♦r i ∈ [1, n]✱ ❛♥❞ ∀f : s1, . . . , sn → s ∈ F ✱
f(t1, . . . , tn) ∈ T (S,F ,V) ❛♥❞ ❤❛s s♦rt s✳

❲❤❡♥ t❤❡ s❡t S ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥✱ t❤❡ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ S✱ F ❛♥❞ V ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❜② T (F ,V)✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ V ❜② ❡✐t❤❡r x✱ y✱ z ♦r x1✱ x2✱ x3✱ . . .✳ ❚❤❡ ❤❡❛❞
s②♠❜♦❧ ♦❢ ❛ t❡r♠ t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠ f(t1, . . . , tn) ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② symb(t) ❛♥❞ ✐s ❜②
❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r f ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ t❡r♠s t1✱ . . .✱ tn ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛r❣✉♠❡♥ts
♦❢ f ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹ ✭❱❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ t❡r♠ t ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❜② Var(t) ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②✿

✕ Var(t) = ∅ ✐❢ t ∈ F0✱
✕ Var(t) = {t} ✐❢ t ∈ V✱

✕ Var(t) =
n⋃

i=1

Var(ti) ✐❢ t = f(t1, . . . , tn)✳

❙♦♠❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❡r♠s ❛r❡ ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ✐♥ r❡✇r✐t✐♥❣✳ ▲✐♥❡❛r t❡r♠s ❢♦r♠
s✉❝❤ ❛ ❝❧❛ss✳ ❆ t❡r♠ t ∈ T (S,F ,V) ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r ✐❢ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝❝✉rs
❛t ♠♦st ♦♥❝❡ ✐♥ t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ t✱ t❤❡♥ t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❣r♦✉♥❞
t❡r♠ ❛♥❞ T (S,F) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t s②♠❜♦❧s ✐s t❤❛t t❤❡
❢♦r♠❡r ♠❛② ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳ ▲❡t V ❜❡ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ T (S,F ,V) ❜❡ ❛ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛✳ ❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ✐s ❛ t♦t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ V
t♦ T (S,F ,V)✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ t❤❛t σ(x) 6= x ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ σ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
Dom(σ)✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠s s✉❝❤ t❤❛t σ(x) = t ❢♦r ❛❧❧ x ∈ Dom(σ) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
r❛♥❣❡ ♦❢ σ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Range(σ)✳ ■❢ Dom(σ) = {x1, . . . , xn}✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇r✐t❡ σ ❛s
σ = {x1 7→ t1, . . . , xn 7→ tn}✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠
σ′ : T (S,F ,V)→ T (S,F ,V) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✕ σ′(x) =

{
σ(x) ✐❢ x ∈ Dom(σ)

x ♦t❤❡r✇✐s❡
✕ σ′(f(t1, . . . , tn)) = f(σ′(t1), . . . , σ

′(tn)) ✇❤❡r❡ f ∈ Fn✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ σ ❛♥❞ σ′✳ ❆ t❡r♠
t1 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ t❡r♠ t2 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ
s✉❝❤ t❤❛t σ(t2) = t1✳



✶✳✶✳ ❚❡r♠s ✺✾

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✻✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ P❡❛♥♦ ✐♥t❡❣❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ Spe = {N}✱ Fpe =
{zero : N, suc : N → N, plus : N × N → N} ❛♥❞ Vpe = {x}✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
t❡r♠ t = plus(zero, suc(x)) ❛♥❞ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ = {x 7→ zero}✱ ✇❡ ❤❛✈❡
σ(t) = plus(zero, suc(zero))✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼ ✭▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳ ❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ1 ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
✭♦r ❧❡ss s♣❡❝✐✜❝✮ t❤❛♥ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ2✱ ✇r✐tt❡♥ σ1 . σ2 ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ δ s✉❝❤ t❤❛t σ2 = δσ1✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ s❛② t❤❛t σ2 ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢
σ1✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽ ✭❯♥✐✜❝❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t V ❜❡ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞
T (S,F ,V) ❜❡ ❛ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛✳ ❆♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦✉♣❧❡ (l, r) ∈ T (S,F ,V) ×
T (S,F ,V) ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥q✉❛♥t✐✜❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ l =? r✳ ❆♥ ✉♥✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s Eq = {t1 =? t′1, . . . , tn =? t′n} ✇❤❡r❡
ti, t

′
i ∈ T (S,F ,V)✳
❆ s♦❧✉t✐♦♥ ✭♦r ✉♥✐✜❡r✮ ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t1 =

? t′1 ✐s ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s✉❝❤ t❤❛t
σ(t1) = σ(t′1) ❛♥❞ ✇❡ s❛② t❤❛t σ ✉♥✐✜❡s t1 ❛♥❞ t′1✳

❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Eq ✐❢ ✐t ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ Eq✳
U(Eq) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ Eq✳ Eq ✐s s❛✐❞ ✉♥✐✜❛❜❧❡ ✐❢ U(Eq) 6= ∅✳

❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ1 ✐s ❛ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❡r ✭♠❣✉✮ ♦❢ Eq ✐❢ σ1 ✐s ❛ ❧❡❛st ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ U(Eq)✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❡✈❡r② s♦❧✉t✐♦♥ σ2 ∈ U(Eq)✱ σ1 . σ2✳ ❚❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ s②♥t❛❝t✐❝ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❡✳❣✳ ❞♦♥❡ ❜②
❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ✭❝❢✳ ❬❑❑✵✻❪✮✳ ❉❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ s②♥t❛❝t✐❝
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❡rs ❤❛s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❢♦r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛s t②♣❡ s②st❡♠s ♦r ♦t❤❡r
s❤♦✇♥ ❜② ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❬❑✐r✾✵❪✳

❙✉❜t❡r♠s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✾ ✭P♦s✐t✐♦♥✮✳ ❆ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡r♠ t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ω ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❡❛❞ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t ✉♥t✐❧ ❛ ❣✐✈❡♥ s✉❜t❡r♠✳

❚❤❡ ❤❡❛❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♠♣t② s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ǫ✳
❚❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣♦s✐t✐♦♥s ω1 ❛♥❞ ω2 ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ω1ω2✳
❚❤❡ s✉❜t❡r♠ t ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ω ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t|ω ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
✕ t|ǫ = t✱
✕ ✐❢ t = f(t1, . . . , tn) t❤❡♥ ∀i ∈ [1, n], t|iω = ti|ω ✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ t[t′]ω t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉❜t❡r♠ ♦❢ t ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ω ❜② t′✳ ❚❤❡

s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Pos(t)✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✶✵✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡r♠s ♦❢ T pe = T (Spe,Fpe,Vpe)✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢
♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❡r♠ t = plus(zero, suc(x)) ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛ T pe ✐s

Pos(t) = {ǫ, 1, 2, 21}

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ s✉❜t❡r♠s t|ǫ = plus(zero, suc(x))✱ t|1 =
zero✱ t|2 = suc(x) ❛♥❞ t|21 = x ✳



✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ♥♦t✐♦♥s

❚❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡ t❡r♠s✿ ✐t ✉s❡s ❛ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠
❢♦r♠❛t✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t t②♣❡ s②st❡♠s
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✶ ✭■♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✮✳ ❆♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ✐s ❛ r✉❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛❜❡❧ L
✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛ ✭♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t②✮ s❡t ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭♦r ♣r❡♠✐s❡s✮ H1, . . . ,Hn ❛♥❞
r❡t✉r♥s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ C✿

H1 . . . Hn

C
L

❆♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠✱ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
C ✐s s❛✐❞ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✿

✕ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r✉❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ C✱
✕ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r✉❧❡ ❤❛✈✐♥❣ C ❛s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❛❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛r❡

❞❡r✐✈❛❜❧❡✳
❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ r✉❧❡ s❝❤❡♠❛s✱ ✐✳❡✳ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞
r✉❧❡s ✉s❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss ❛ ❧❛r❣❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ r✉❧❡s ❜② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

φ
H1 . . . Hn

C
L

✇❤❡r❡ φ ✐s ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ s❡t ♦❢ r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② t❤❡ s❝❤❡♠❛ ❛♥❞ ✐t ❞✐s❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞✳

❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❡♥s✉r✐♥❣
t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r❛♠♠❛r ✉s❡❞
t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■t ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s②♥t❛❝t✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❣❡♥✲
❡r❛t✐♥❣✴r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛ ❜② ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢
s②♠❜♦❧s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✷ ✭❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r❛♠♠❛r✮✳ ❆♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r❛♠♠❛r ✐s ❛ s❡t ♦❢ r✉❧❡s
❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ N ::= . . . | (N ∪ M)∗ | . . . ✇❤❡r❡ N ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❡t ♦❢
♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡rs ❢♦r ♦t❤❡r s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r✮✱
M ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧s ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ N ✮✱ N ∪M
♠❡❛♥s ✏❛ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ♦r ❛ t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧✑ ❛♥❞ X ∗ ♠❡❛♥s ✏❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢
③❡r♦ ♦r ♠♦r❡ s②♠❜♦❧s X ✑✳

❚❤❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝❧❛✉s❡s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s②♠❜♦❧ ✏|✑✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡s❡ r✉❧❡s ✐s ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛s ♠❛♥② ❝❧❛✉s❡s✿

✕ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❤❛✈❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✏C ∈ N ✑✱ ✇❤❡r❡ C ✐s t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ i − th ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧
s②♠❜♦❧ ✇❛s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ti✱

✕ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❤❛✈❡ ♣r❡♠✐s❡s ✏ti ∈ Ni✑ ✇❤❡r❡ Ni ✐s t❤❡ i− th ♥♦♥t❡r✲
♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ r✉❧❡✳



✶✳✶✳ ❚❡r♠s ✻✶

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✶✸✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣r❛♠♠❛r s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ♦❢
T pe✿

T pe ::= Vpe | zero | suc(T pe) | plus(T pe, T pe)
Vpe ::= x

✇❤❡r❡ ✏T pe✑ ❛♥❞ ✏Vpe✑ ❛r❡ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ✏x✑✱ ✏a✑✱ ✏plus✑✱ ✏✱✑✱ ✏✭✑
❛♥❞ ✏✮✑ ❛r❡ t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧s✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡s❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✿

x ∈ Vpe

t1 ∈ V
pe

t1 ∈ T
pe zero ∈ T pe

t1 ∈ T
pe

suc(t1) ∈ T
pe

t1 ∈ T
pe t2 ∈ T

pe

plus(t1, t2) ∈ T
pe

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✬s s②♥t❛①❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ s✐♠✉❧t❛♥❡✲
♦✉s❧②✿

T pe ∋ t1, t2 ::= x | zero | suc(t1) | plus(t1, t2)

✇❤❡r❡ t1 ❛♥❞ t2 ❞❡♥♦t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ T pe✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ✐s ♦❢t❡♥ s✉♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ✐ts

❡❧❡♠❡♥ts✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ♦r❞❡r✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✹ ✭❖r❞❡r✮✳ ❆ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ � ♦♥ ❛ s❡t S✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② (S,�)✱
✐s✿

✕ ❛ ♣r❡♦r❞❡r ♦♥ S ✐❢ ✐t ✐s r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡✱
✕ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ S ✐❢ ✐t ✐s ❛ ♣r❡♦r❞❡r ❛♥❞ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝✱
✕ ❛ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ S ✐❢ ✐t ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧✲♦r❞❡r ❛♥❞ ❛♥② t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ S ❛r❡

❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❡❛❝❤ s1, s2 ∈ S✱ ❡✐t❤❡r s1 � s2 ♦r s2 � s1✳

❆ ♥♦♥❡♠♣t② s❡t S ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r � ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧②
♦r❞❡r❡❞ s❡t✱ ♦r ♠♦r❡ ❜r✐❡✢② ❛ ♣♦s❡t✳ ❲❡ ✇r✐t❡ s1 ≺ s2 t♦ ♠❡❛♥ s1 � s2 ∧ s1 6= s2
❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≺ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ str✐❝t ♦r❞❡r ♦♥ S✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✺ ✭▲❡❛st ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❣r❡❛t❡st ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✮✳ ▲❡t (S,�) ❜❡ ❛ ♣♦s❡t
❛♥❞ s1, s2 ∈ S✳

✕ ❆♥ ❡❧❡♠❡♥t lub ∈ S ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ❧❡❛st ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✭♦r ❥♦✐♥✮ ♦❢ s1 ❛♥❞
s2 ✐❢ s1 � lub ❛♥❞ s2 � lub ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t s3 ∈ S ✇✐t❤ s1 � s3 ❛♥❞
s2 � s3✱ ✇❡ ❤❛✈❡ lub � s3✳

✕ ❆♥ ❡❧❡♠❡♥t glb ∈ S ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ❣r❡❛t❡st ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭♦r ♠❡❡t✮ ♦❢ s1
❛♥❞ s2 ✐❢ glb � s1 ❛♥❞ glb � s2 ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t s3 ∈ S ✇✐t❤ s3 � s1
❛♥❞ s3 � s2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s3 � glb✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ lub ❛♥❞ glb ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ s♣❡❝✐❛❧ ❦✐♥❞ ♦❢
♣♦s❡t r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ❧❛tt✐❝❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✻ ✭▲❛tt✐❝❡✮✳ ❆ ♣♦s❡t (S,�) ✐s ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② s1, s2 ∈ S
❜♦t❤ lub(s1, s2) ❛♥❞ glb(s1, s2) ❡①✐st ❛♥❞ ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥ (S,�)✳



✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ♥♦t✐♦♥s

❖r❞❡r✲s♦rt❡❞ t❡r♠s r❡q✉✐r❡ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t s♦rt r❡❧❛t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✼ ✭❖r❞❡r✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡✮✳ ❆♥ ♦r❞❡r✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ❛ ✸✲
t✉♣❧❡ (S,�,F) ✇❤❡r❡ (S,F) ✐s ❛ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ (S,�) ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧❧②
♦r❞❡r❡❞ s❡t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✽ ✭❖r❞❡r✲s♦rt❡❞ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛✮✳ ❋♦r ❛♥ ♦r❞❡r✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡
(S,�,F)✱ ❛♥ ♦r❞❡r✲s♦rt❡❞ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛ T (S,F ,V) ✐s ❛ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛ s✉❝❤ t❤❛t✿

✕ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ∈ V ♦❢ s♦rt s ∈ S ✐s ❛ t❡r♠ ♦❢ s♦rt s′ ♦❢ T (S,F ,V) ✐❢ s � s′✱
✕ f(t1, . . . , tn) ✐s ❛ t❡r♠ ♦❢ s♦rt s′ ♦❢ T (S,F ,V) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ f : s1, . . . , sn →
s ∈ F s✉❝❤ t❤❛t s � s′ ❛♥❞ ti ∈ T (S,F ,V) ✐s ♦❢ s♦rt si ∈ S✱ ❢♦r i ∈ [1, n]✳

✶✳✷ ❊q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s

❚❡r♠s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r s❡♠❛♥t✐❝s ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡♦r✐❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✾ ✭❊q✉❛❧✐t②✮✳ ▲❡t V ❜❡ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞
T ❜❡ ❛ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛✳ ❆♥ ❡q✉❛❧✐t② ✭♦r ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❛①✐♦♠✮ ✐s ❛ ♣❛✐r ♦❢ t✇♦ t❡r♠s
l, r s✉❝❤ t❤❛t l, r ∈ T (S,F ,V)✳ ❊q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s l = r✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦❢ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ t❡r♠s l ❛♥❞ r ❛r❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✭❧❤s✮ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✭r❤s✮ ♦❢ t❤❡
❡q✉❛❧✐t② l = r✳

❆♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛✐r (F , E) ✇❤❡r❡ E ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s
l = r✳

❊q✉❛❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❡r♠s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜②
t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❧❤s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡
r❤s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ t❡r♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✵ ✭❘❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛r②
r❡❧❛t✐♦♥→E ✐s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ T ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t→E t′ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts✿

✕ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② l = r ∈ E✱
✕ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ω ∈ Pos(t)✱
✕ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s✉❝❤ t❤❛t t|ω = σ(l) ❛♥❞ t′ = t[σ(r)]ω✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦✈❡r r❡❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✶ ✭■♥✈❡rs❡ r❡❧❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t→ ❜❡ ❛ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s❡t T ✇❤♦s❡
❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t1✱ t2✱. . . ❲❡ ❝❛❧❧ ✐♥✈❡rs❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ → t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ←
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✿

t1 → t2

t2 ← t1
■♥✈



✶✳✷✳ ❊q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✻✸

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✷ ✭❙②♠♠❡tr✐❝✱ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ r❡✢❡①✐✈❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡✮✳ ▲❡t
→ ❜❡ ❛ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s❡t T ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t1✱ t2✱. . . ❲❡
❝❛❧❧ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ → t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ↔ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
s②st❡♠✿

t1 → t2

t1 ↔ t2
❙②♠1

t2 → t1

t1 ↔ t2
❙②♠2

❲❡ ❝❛❧❧ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢→ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥→+ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
s②st❡♠✿

t1 → t2

t1 →+ t2
❚r❛♥s1

t1 →+ t2 t2 →+ t3

t1 →+ t3
❚r❛♥s2

❲❡ ❝❛❧❧ r❡✢❡①✐✈❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ → t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ →∗ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✿

t→∗ t
❘❡❢❧✲❚r❛♥s1

t1 →+ t2

t1 →∗ t2
❘❡❢❧✲❚r❛♥s2

❲❡ s❛② t❤❛t t1 ✐s r❡❞✉❝✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ t2 s✉❝❤ t❤❛t t1 → t2❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ t1
✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭♦r ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✮✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t1 ❡❛❝❤ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
❡❧❡♠❡♥t t2 ♦❢ T s✉❝❤ t❤❛t t1 →∗ t2✳

❈❧♦s✉r❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥
r❡❧❛t✐♦♥s →1 ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② →2 ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ →1 ◦ →2✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ tr❛♥s✐t✐✈❡
s②♠♠❡tr✐❝ ❝❧♦s✉r❡ ❛♥❞ r❡✢❡①✐✈❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ → ❜② ↔+ ❛♥❞
↔∗ ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ↔∗ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ →✳

❚❤❡ r❡✢❡①✐✈❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ →E ✐s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ♦❢
E ❞❡♥♦t❡❞ ❜② =E ✳ ❊q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❜✉✐❧t ♦♥ T ❞❡✜♥❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢
t❡r♠s t ∈ T ✳ ❆♠♦♥❣ ♠❛♥② ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t✇♦
t❤❡♦r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✸ ✭❆ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ❛♥❞ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✮✳ ▲❡t T (S,F ,V) ❜❡ ❛ t❡r♠
❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ f ❜❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r s✉❝❤ t❤❛t f ∈ F2✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ✐s t❤❡ ♣r♦♣❡rt②
❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

∀x, y, z ∈ T (S,F ,V), f(f(x, y), z) = f(x, f(y, z))

❛♥❞ f ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r✳
❆♥ ♦♣❡r❛t♦r e ∈ F s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✿

∀x ∈ T (S,F ,V)f(e, x) = x

✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❧❡❢t ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r f ✳
❆♥ ♦♣❡r❛t♦r e ∈ F s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✿

∀x ∈ T (S,F ,V), f(x, e) = x

✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ r✐❣❤t ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r f ✳
❆♥ ♦♣❡r❛t♦r e ∈ F ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r f ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❜♦t❤ ❧❡❢t ❛♥❞

r✐❣❤t ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r f ✳



✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ♥♦t✐♦♥s

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② A ❛♥❞ AU t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❜✉✐❧t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢r♦♠ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ❛♥❞ ❛ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♣❡r❛t♦r✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✷✹✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡r♠s ♦❢ T (Spe,Fpe,Vpe) ❛♥❞ ❧❡t

t = plus(plus(suc(zero), zero), zero)

❚❤❡ t❡r♠
plus(suc(zero), plus(zero, zero))

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t ♠♦❞✉❧♦ A ✇❤❡♥ plus ✐s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ t❡r♠s
plus(suc(zero), zero) ❛♥❞ suc(zero) ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t ♠♦❞✉❧♦ AU ✱ ✇❤❡r❡ zero
✐s t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r plus✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✈❛r✐❛❞✐❝
♦♣❡r❛t♦rs s✐♥❝❡ t❤❡② ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✺ ✭▼❛♥②✲s♦rt❡❞ ✈❛r✐❛❞✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡✮✳ ❆ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦r v ✐s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ ✇❤♦s❡ ❛r✐t② ✐s ♥♦t ✜①❡❞✳

❆ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ ✈❛r✐❛❞✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ❛ ❝♦✉♣❧❡ (S,F⋆) ✇❤❡r❡ S ✐s ❛ s❡t ♦❢
s♦rts ❛♥❞ F⋆ ✐s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t ♦❢ s♦rt❡❞ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ❛s F⋆ =
⋃

s1,s∈S

F⋆
s⋆
1
,s✳

❚❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r v ∈ F⋆
s⋆
1
,s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Rank(v)✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡

t✉♣❧❡ (s⋆1, s) ❛♥❞ ✐s ♦❢t❡♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② v : s1
⋆ → s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t v ♠❛② ❤❛✈❡

❛♥② ❛r✐t② ✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥ (s⋆1)✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② dom(v)✱ ❛♥❞ ❝♦❞♦♠❛✐♥ s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
codom(v)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ v ❛r❡ ❛❧❧ ♦❢ s♦rt s1✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♦r❞❡r ❛♥❞ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ F ∪ F⋆ ❛s t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✻ ✭❚❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛✱ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✮✳ T (S,F ∪ F⋆,V) ✐s
t❤❡ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦♥❡♠♣t② s❡t S ♦❢ s♦rts✱ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢
❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ❞❡✜♥❡❞ ❜② F ∪ F⋆ ❛♥❞ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ s❡t V ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②✿

✶✳ Vs ⊆ T (S,F ∪ F⋆,V) ✿ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt s ∈ S ♦❢ V ❛r❡ t❡r♠s ♦❢ s♦rt
s ♦❢ T (S,F ∪ F⋆,V)✱

✷✳ ∀ti ∈ T (S,F ∪ F⋆,V) ♦❢ s♦rt si ∈ S✱ ❢♦r i ∈ [1, n]✱ ❛♥❞ ∀f : s1, . . . , sn →
s ∈ F ✱ f(t1, . . . , tn) ∈ T (S,F∪F⋆,V) ❛♥❞ ❤❛s s♦rt s ✭✐✳❡✳ codom(f) = s✮✱

✸✳ ∀n ∈ N
+, ∀ti ∈ T (S,F ∪ F

⋆,V) ♦❢ s♦rt s1 ∈ S✱ ❢♦r i ∈ [1, n]✱ ❛♥❞ ∀v :
s1

⋆ → s ∈ F⋆✱ v() ∈ T (S,F ∪ F⋆,V) ❛♥❞ v(t1, . . . , tn) ∈ T (S,F ∪ F
⋆,V)

❛♥❞ ❛r❡ ♦❢ s♦rt s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✼ ✭❖r❞❡r✲s♦rt❡❞ ✈❛r✐❛❞✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡✮✳ ❆♥ ♦r❞❡r✲s♦rt❡❞ ✈❛r✐❛❞✐❝
s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ❛ ✸✲t✉♣❧❡ (S,�,F⋆) ✇❤❡r❡ (S,F⋆) ✐s ❛ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ ✈❛r✐❛❞✐❝ s✐❣♥❛✲
t✉r❡ ❛♥❞ (S,�) ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ s❡t✳



✶✳✸✳ ❘❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠s ✻✺

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✽ ✭❖r❞❡r✲s♦rt❡❞ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛✱ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✮✳ ❋♦r ❛♥
♦r❞❡r✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ (S,�,F∪F⋆)✱ ❛♥ ♦r❞❡r✲s♦rt❡❞ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❞✐❝
♦♣❡r❛t♦rs T (S,F ∪ F⋆,V) ✐s ❛ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs s✉❝❤ t❤❛t✿

✕ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ∈ V ♦❢ s♦rt s ∈ S ✐s ❛ t❡r♠ ♦❢ s♦rt s′ ♦❢ T (S,F ∪ F⋆,V) ✐❢
s � s′✱

✕ f(t1, . . . , tn) ✐s ❛ t❡r♠ ♦❢ s♦rt s′ ♦❢ T (S,F ∪ F⋆,V) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ f :
s1, . . . , sn → s ∈ F s✉❝❤ t❤❛t s � s′ ❛♥❞ ti ∈ T (S,F ∪ F

⋆,V) ✐s ♦❢ s♦rt
si ∈ S✱ ❢♦r i ∈ [1, n]✱

✕ v() ❛♥❞ v(t1, . . . , tn) ❛r❡ t❡r♠s ♦❢ s♦rt s′ ♦❢ T (S,F ∪ F⋆,V) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ v : s1

⋆ → s ∈ F⋆ s✉❝❤ t❤❛t s � s′ ❛♥❞ ti ∈ T (S,F ∪ F
⋆,V) ✐s ♦❢ s♦rt

s1 ∈ S✱ ❢♦r i ∈ [1, n] ❛♥❞ n ∈ N
+✳

❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ ✈❛r✐❛❞✐❝ t❡r♠s ❜② ✢❛tt❡♥✐♥❣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✾ ✭❋❧❛tt❡♥✐♥❣✮✳ ∀t1, . . . , tn, t′1 . . . , t
′
m ∈ T (S,F ∪ F

⋆,V),
v(t1, . . . , ti−1, v(t

′
1, . . . , t

′
m), ti+1, . . . , tn)→AU

v(t1, . . . , ti−1, t
′
1, . . . , t

′
m, ti+1, . . . , tn)

✇❤❡r❡ n,m ∈ N✱ v ∈ F⋆ ❛♥❞ v() ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ v ✇✐t❤ ♥♦ ❛r❣✉♠❡♥ts✮ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦r v✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✵✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡r♠s ♦❢ T (Spe,Fpe ∪ F⋆pe,Vpe) ✇❤❡r❡ F⋆pe =
{concNat : N⋆ → N} ❛♥❞ ❧❡t t = concNat(zero, concNat(suc(zero)), concNat())✳
❚❤❡ t❡r♠s concNat(zero, concNat(suc(zero))✱ concNat(zero, suc(zero)) ❛♥❞
concNat(suc(zero), zero) ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t ♠♦❞✉❧♦ AU ✱ ✇❤❡r❡ concNat() ✐s ❛
♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦r concNat✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✢❛tt❡♥❡❞ ✈❛r✐❛❞✐❝
t❡r♠s ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❈❧❛✉❞❡ ▼❛r❝❤é ❬▼❛r✾✸❪✳
❱❛r✐❛❞✐❝ t❡r♠s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ◆❛r❣❡s ❇❡rr❡❣❡❜✱ ❆❞❡❧ ❇♦✉❤♦✉❧❛ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛ë❧ ❘✉s✐♥♦✇✲
✐t❝❤ ❬❇❇❘✾✻❪✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛s ❝❛♥
❡❛s✐❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✈❛r✐❛❞✐❝ t❡r♠s✳

✶✳✸ ❘❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠s

❘❡✇r✐t✐♥❣ ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ❡✳❣✳ ❜② ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❬❑❑✵✻❪✮
✐s ❛ t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❛t ♠♦❞❡❧s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❜② st❡♣✇✐s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ■ts ♠♦r❡ ❛❜str❛❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ r❡✇r✐tt❡♥✳ ❆♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧
❦✐♥❞s ♦❢ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡s ✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝ts
❛r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s✿ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✶ ✭❆❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✭❆❘❙✮✮✳ ❆♥ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥
s②st❡♠ ✭❆❘❙✮ ✐s ❛ ❝♦✉♣❧❡ ✭T ✱→✮ ✇❤❡r❡ → ✐s ❛ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡t T ✱
✐✳❡✳ →⊆ T × T ✳ → ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❡✇r✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ T ✳



✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ♥♦t✐♦♥s

■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ (t, t′) ∈→ ❢♦r t, t′ ∈ T (S,F ,V)✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇r✐t❡ t → t′ ❛♥❞ s❛②
t r❡❞✉❝❡s t♦ t′✳ ❇② t 9 t′ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❛t t ❞♦❡s ♥♦t r❡❞✉❝❡ t♦ t′✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ → ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (seqn)n∈N ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠
t0 → t1 → t2 → . . .✳ ❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t0 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t0 ❛♥❞ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ ✐s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ → ✐♥ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥
s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡✇r✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ →✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✷ ✭❲❡❛❦ ❛♥❞ str♦♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t (T ,→) ❜❡ ❛♥ ❆❘❙✿
✕ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ → ✐s ✇❡❛❦❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ✭♦r ✇❡❛❦❧② t❡r♠✐♥❛t✐♥❣✮ ✐❢ ❡✈❡r②

❡❧❡♠❡♥t t ∈ T ❤❛s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱
✕ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ → ✐s str♦♥❣❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ✭♦r t❡r♠✐♥❛t✐♥❣✮ ✐❢ ❡✈❡r② r❡❞✉❝t✐♦♥

s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✜♥✐t❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✸ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ♣r♦♣❡rt②✮✳ ▲❡t (T ,→) ❜❡ ❛♥
❆❘❙✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ → ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥ts✿

✕ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ → ✐s ❝♦♥✢✉❡♥t ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ t1✱ t2 ❛♥❞ t3 s✉❝❤ t❤❛t t1 →∗ t2 ❛♥❞
t1 →∗ t3✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts t s✉❝❤ t❤❛t t2 →∗ t ❛♥❞ t3 →∗ t✱

✕ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ → ✐s ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ t2 ❛♥❞ t3 s✉❝❤ t❤❛t t2 ↔∗ t3✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts t s✉❝❤ t❤❛t t2 →∗ t ❛♥❞ t3 →∗ t✳

❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠s ✇❤❡r❡ ❧✐♥❡s ❛♥❞
❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ❞❡♥♦t❡ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

t1

t2 t3

t

t2 t3

t

∗ ∗

∗ ∗

∗

∗ ∗

❚❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ❞✐❛❣r❛♠s r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❈❤✉r❝❤✲
❘♦ss❡r ♣r♦♣❡rt②✳ ❆ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ❡✳❣✳
s❤♦✇♥ ❜② ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❬❑❑✵✻❪✳

❆ r❡❧❛t✐♦♥→ ❤❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♣r♦♣❡rt② ✐❢ ✐t ✐s ✭✇❡❛❦❧② ♦r str♦♥❣❧②✮
♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✢✉❡♥t✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✹✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠s ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
t1 → t2✱ t2 → t1✱ t1 → t3 ❛♥❞ t1 → t4 ✐s ✇❡❛❦❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❜✉t ♥♦t str♦♥❣❧②
♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣✳

t1 t2

t3 t4

■t ✐s ♥♦t ❝♦♥✢✉❡♥t ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♣r♦♣❡rt②✳



✶✳✸✳ ❘❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠s ✻✼

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❝❧♦s❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❆❘❙ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✺ ✭❚❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠ ✭❚❘❙✮✮✳ ❆ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ❢♦r T =
T (S,F ,V) ✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r (l, r) ∈ T × T s✉❝❤ t❤❛t l ✐s ♥♦t ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞
Var(r) ⊆ Var(l)✳ ❚❤❡ t❡r♠s l ❛♥❞ r ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡
✭❧❤s✮ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✭r❤s✮ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✳

❆ t❡r♠ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ ✭❚❘❙✮ R ❢♦r T ✐s ❛ s❡t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❢♦r T ✳
❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ →R ♦♥ T ✱ ❝❛❧❧❡❞ r❡✇r✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ T ✱ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞

s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✵✿ (T ,→R) ✇❤❡r❡ →R ✐s ❛ r❡✇r✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ T ✳
❆ t❡r♠ t r❡✇r✐t❡s t♦ ❛ t❡r♠ t′✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t→R t′✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts✿
✕ ❛ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ (l, r) ∈ R✱
✕ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ω ∈ Pos(t)✱
✕ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s✉❝❤ t❤❛t t|ω = σ(l) ❛♥❞ t′ = t[σ(r)]ω✳

❚❤❡ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ♦❢ R ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ρ1, ρ2, ρ3, . . .✳ ❚❤❡ r✉❧❡ (l, r)✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞
❜② ρ✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ρ : l 7→7→ r✳ ❆ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ρ : l 7→7→ r ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛
s❝❤❡♠❛✳ ❆♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ρ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t
✐s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ σ(l)✱ ❝❛❧❧❡❞
r❡❞❡①✱ r❡✇r✐t❡s t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ σ(r)✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥tr❛❝t✉♠✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✻✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ T pe = T (Spe,Fpe,Vpe)✳ ❚❤❡
♦♣❡r❛t♦r plus ∈ Fpe ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✿

Rpe =

{
ρpe1 : plus(zero, x) 7→7→ x
ρpe2 : plus(suc(y), z) 7→7→ suc(plus(y, z))

Rpe ✐s ❛ ❚❘❙ ❢♦r T pe ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ t = suc(plus(suc(zero), zero)) r❡❞✉❝❡s t♦
suc(suc(zero)) ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✿

suc(plus(suc(zero), zero))→R suc(suc(plus(zero, zero)))→R suc(suc(zero))

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ σ = {x 7→ zero, y 7→ zero, z 7→ zero} t♦ Rpe ②✐❡❧❞s
t❤❡ ❛t♦♠✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s✿

σ(ρpe1 ) : plus(zero, zero) 7→7→ zero
σ(ρpe2 ) : plus(suc(zero), zero) 7→7→ suc(plus(zero, zero))

❲❡ s✐♠♣❧② ✇r✐t❡ → ✐♥st❡❛❞ ♦❢ →R ✐❢ R ✐s ♦❜✈✐♦✉s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ♦❢t❡♥ ✇❡ s♣❡❝✐❢② ❛ ❚❘❙ ♦♥❧② ❜② ✐ts s❡t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✳

❆s s❛✐❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✺✱ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ t→ t′ ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛♣♣❡♥
✇❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s ❢♦✉♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ω ∈ Pos(t)✱ ❛ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ (l, r) ∈ R ❛♥❞ ❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s✉❝❤ t❤❛t t|ω = σ(l)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ s❛② t❤❛t l ♠❛t❝❤❡s t|ω ❛♥❞
t❤❛t σ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥ l << ? t|ω✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✼ ✭▼❛t❝❤✐♥❣✮✳ ▲❡t p ❜❡ ❛ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t ❜❡ ❛ s✉❜❥❡❝t✱ ✇❤❡r❡ p ∈
T (S,F ,V) ❛♥❞ t ∈ T (S,F)✳ ❆ ♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r (p, t) ❞❡♥♦t❡❞
❜② ❛♥ ✉♥q✉❛♥t✐✜❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ p << ? t✳



✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ♥♦t✐♦♥s

❲❡ s❛② t❤❛t p ♠❛t❝❤❡s t✱ ♦r t ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ p✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
σ s✉❝❤ t❤❛t σ(p) = t✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ p << t✿

p << t⇔ ∃σ, σ(p) = t

❛♥❞ σ ✐s s❛✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥ p << ? t✳
❆ ♠❛t❝❤✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥s✳
❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ s②st❡♠ P ✐❢ ✐t ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡

♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ P✳

❲❡ ✇r✐t❡ p <</ t t♦ ♠❡❛♥ t❤❛t p ❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❝❤ t✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✽✳ ❈♦♥t✐♥✉✐♥❣ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✻ ✇✐t❤ ❚❘❙ Rpe✱ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ =
{x 7→ zero, y 7→ zero, z 7→ zero} ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠s t = suc(plus(suc(zero), zero))
❛♥❞ t′ = suc(suc(plus(zero, zero))) ❛♥❞ t′′ = suc(suc(zero))✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱
σ(lhs(ρpe2 )) << t|1 ❛♥❞ σ(lhs(ρpe1 )) << t′|11✳ ❚❤✉s✱ ❜② R

pe✿

suc(plus(suc(zero), zero))
︸ ︷︷ ︸

t

→ suc(suc(plus(zero, zero)))
︸ ︷︷ ︸

t′=t[σ(rhs(ρpe
2
))]1

→ suc(suc(zero))
︸ ︷︷ ︸

t′′=t′[σ(rhs(ρpe
1
))]11

❛s s❡❡♥ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✻✳

❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ s②♥t❛❝t✐❝ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❡✳❣✳ ❞♦♥❡ ❜② ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ✭❝❢✳ ❬❑❑✵✻❪✮✳

✶✳✸✳✶ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②

❘❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ✐♥ ❛ ❚❘❙ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛s t❤❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❛♥
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② E ✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ E ❝❛♥
❜❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥t♦ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❞❡❝✐❞✐♥❣
✇❤❡t❤❡r t✇♦ t❡r♠s ❛r❡ ❡q✉❛❧s ♠♦❞✉❧♦ E ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❡tt❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤♦s❡ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❝❧❡❛r ❛♥❞✱ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② ♦❢
♦r✐❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇✐t❤♦✉t ❧♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦r ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t②✱ ❜✉✐❧t ❢r♦♠
t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ∀x, y ∈ T (S,F ,V), f(x, y) = f(y, x) ✇❤♦s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛
r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ r❡✲
q✉✐r❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡✇r✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●❡r❛❧❞ P❡t❡rs♦♥
❛♥❞ ▼❛r❦ ❙t✐❝❦❡❧ ❬P❙✽✶❪ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜② ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞ ❛♥❞ ❍é❧è♥❡
❑✐r❝❤♥❡r ❬❏❑✽✻❪✱ ❝❛❧❧❡❞ r❡✇r✐t✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✾ ✭❘❡✇r✐t✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✮✳ ▲❡t R ❜❡ ❛ r❡✇r✐t❡
s②st❡♠ ❛♥❞ E ❜❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ t❡r♠ t r❡✇r✐t❡s t♦ t′ ❜② R ♠♦❞✉❧♦
E ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t→R,E t′✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts✿

✕ ❛ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ (l, r) ∈ R✱
✕ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ω ∈ Pos(t)✱
✕ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s✉❝❤ t❤❛t t|ω =E σ(l) ❛♥❞ t′ =E t[σ(r)]ω✳



✶✳✸✳ ❘❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠s ✻✾

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✹✵✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❚❘❙ Rpe ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠

t = plus(plus(zero, suc(zero)), zero)

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ♦♥❧② ♦♥❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t✿

seq1 : t→R plus(suc(zero), zero)→R suc(plus(zero, zero))→R suc(zero)

◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② A ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t②✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts t✇♦ ❡①✲
tr❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t ♠♦❞✉❧♦ A✱ s✐♥❝❡ t =A plus(zero, plus(suc(zero), zero))✿

seq2 : t→R,A plus(zero, suc(plus(zero, zero)))→R,A plus(zero, suc(zero))
→R,A suc(zero)

seq3 : t→R,A plus(zero, suc(plus(zero, zero)))→R,A suc(plus(zero, zero))
→R,A suc(zero)

■♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥→R,E ✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❛t ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣
♠♦❞✉❧♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✶ ✭▼❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✮✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ❡q✉❛✲
t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱ p ❜❡ ❛ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t ❜❡ ❛ s✉❜❥❡❝t✱ ✇❤❡r❡ p ∈ T (S,F ,V) ❛♥❞
t ∈ T (S,F)✳ ❲❡ s❛② t❤❛t p E✲♠❛t❝❤❡s t ✭✐✳❡✳ p ♠❛t❝❤❡s t ♠♦❞✉❧♦ E✮✱ ✐❢ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s✉❝❤ t❤❛t σ(p) =E t✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
p << E t✿

p << E t⇔ ∃σ, σ(p) =E t

❛♥❞ σ ✐s s❛✐❞ E✲s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥ p << E
? t✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✹✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② A ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠s p, t ∈ T (Spe,Fpe,Vpe)
s✉❝❤ t❤❛t p = plus(x, y) ❛♥❞ t = plus(plus(zero, suc(zero)), zero)✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤✲
✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ p << E

? t ❤❛s t✇♦ E✲s♦❧✉t✐♦♥s✿

σ1 = {x 7→ plus(zero, suc(zero)), y 7→ zero}

❛♥❞
σ2 = {x 7→ zero, y 7→ plus(suc(zero), zero)}

✶✳✸✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ♦❢ ❛ ❚❘❙ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♣❛r❛❞✐❣♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡❣r❛t❡s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✸ ✭❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠ ✭❈❚❘❙✮✮✳ ❆ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t✲
✐♥❣ s②st❡♠ ✭❈❚❘❙✮ R ❢♦r T ❝♦♥s✐sts ♦❢ r✉❧❡s

ρ : l → r ✐❢ c

✇❤❡r❡ c ✐s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ti =
? ui s✉❝❤ t❤❛t l, r, ti, ui ∈ T ✳ ❋♦r ❛❧❧

r✉❧❡s ✐♥ R✱ Var(r) ∪ Var(c) ⊆ Var(l)✳



✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ♥♦t✐♦♥s

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ρu ❛s t❤❡ ✭✉s✉❛❧✮ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② str✐♣✲
♣✐♥❣ ρ ♦❢ ✐ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❚❘❙ t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ❈❚❘❙ R ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❛❧❧ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ρu ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Ru✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t r❡✇r✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r =? ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞✳ ❚❤r❡❡ ♥❛t✉r❛❧
♦♥❡s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ◆❛❝❤✉♠ ❉❡rs❤♦✇✐t③✱ ▼✐ts✉❤✐r♦ ❖❦❛❞❛ ❛♥❞ ●✳ ❙✐✈❛❦✉✲
♠❛r ❬❉❖❙✽✽❪✿

✶✳ s❡♠✐✲❡q✉❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ti = ui✱

✷✳ ❥♦✐♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ti ↓ ui✱ ✇❤❡r❡ ti →∗ w ❛♥❞ ui →∗ w ❢♦r s♦♠❡
t❡r♠ w ∈ T ✱

✸✳ ♥♦r♠❛❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ti →∗ ui✱ ✇❤❡r❡ ui ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠

❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛✱ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ✇❡ ❛r❡ r❡❛❞② t♦ s❡❡
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐♠s
♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞s s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥
✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♥❝❡♣ts✳



❈❤❛♣t❡r ✷

❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣

❚❤✐s t❤❡s✐s t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✇r✐t✐♥❣ ❡rr♦r✲❢r❡❡ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ t❤❡
❚♦♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜② ❊♠✐❧✐❡ ❇❛❧❧❛♥❞ ❡t ❛❧ ❬❇❇❑+✵✼❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱
✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ❢♦r t❤✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛s ❛ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞
❢♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ ❛ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❚♦♠
❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❡r♠s ❛♥❞ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ✐♥❢♦r♠❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ❜✉t ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ♠❛✐♥ ✐❞❡❛s ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❚♦♠ ♠❛♥✉❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬❇❇❇+✶✶❪ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦
♦❢ P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥ ❱✐tt❡❦ ❬▼❘❱✵✸❪✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t✱ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦r t❤❡ ❚♦♠ s②st❡♠✳

✷✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

■♥ ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❤❡❧♣✐♥❣
❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ ✐ts ♣r♦❣r❛♠♠❡r✬s
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡
♣r♦✈❡❞ ✭❜② t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣✮✱ ✐♥ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✇❛②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡
s②st❡♠ ❜❡❤❛✈❡s ❝♦rr❡❝t❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐t✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ t♦ ❜❡ ✭❛t ❧❡❛st
♣❛rt✐❛❧❧②✮ ♠❛♥✉❛❧❧② ✇r✐tt❡♥ ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❧♦❣✐❝
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉✐❞❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ♦t❤❡r ✇❡❧❧✲
❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❧❡ss ♣♦✇❡r❢✉❧ ❢♦r♠❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ✭❜②
♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣✮ ✇❤❡t❤❡r ❛ ✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛tt❡♥❞s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r t♦ ♠♦♥✐t♦r ✭❜② r✉♥t✐♠❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✮ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛♥♦t❤❡r
♠♦❞❡st ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t②♣❡ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛✐♠ t♦ ♣r♦✈❡
t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡✱ ♥♦t ♦❢ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡s✉❧ts✱ ❜✉t ♦❢ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss t❡r♠s ✭♦r
✐♥str✉❝t✐♦♥s✮ ✐♥ r❡❣❛r❞ t♦ ❛ t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚②♣❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢



✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣

❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ t❡r♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❦✐♥❞s ✭✐✳❡✳ s♦rts✮ ♦❢ ✈❛❧✉❡s t❤❡② ❝♦♠♣✉t❡
✇❤❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❇② t❤❡ t②♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ t❡r♠s
✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱
✐✳❡✳ t❤❡ s♦rts ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❡r♠s✳

❲❤❡♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ ♥❡✇ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✱
t❤❡ t②♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛s ✐t
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❏❛✈❛ ✷ ✇❤✐❝❤ r❡✐✜❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣✳ ■♥
t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♦✉r t②♣❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✉❜t②♣✐♥❣
❛s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦✈❡r s♦rts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✉♥s♦rt❡❞ t❡r♠s✳

✷✳✷ ❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡

❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ P❛r❡♦ t❡❛♠✲♣r♦❥❡❝t ✸ s✐♥❝❡
✷✵✵✶✳ ❇❡✐♥❣ ❛ ❞♦♠❛✐♥✲s♣❡❝✐✜❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✭❉❙▲✮ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛✱ ❚♦♠ ♣r♦✈✐❞❡s
♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ r✉❧❡ ❜❛s❡❞ ❝♦♥str✉❝ts ❛❧❧♦✇✐♥❣ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠s t♦ ❜❡ ❡♥✲
❝♦❞❡❞ ✐♥ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❤❡❧♣s t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❜② ♥♦♥✲s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠s
❛r❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥t♦ ❏❛✈❛ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❞✉r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ❛♥❞ t❤❡✐r
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s
✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❥❡❝ts✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥✿

✕ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❞❡✜♥❡❞ ❜② ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❇✉r❡❧ ✐♥ ❤✐s t❤❡s✐s ❬❇✉r✵✾❪ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❛❜❧❡❛✉
♠❡t❤♦❞ ♥❛♠❡❞ ❚❛▼❡❉ ❬❇♦♥✵✹❪✱

✕ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ s❡♠❛♥t✐❝s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ▼✐♥✐▼▲ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡ ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❚♦♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ P❛✉❧ ❇r❛✉♥❡r✬s t❤❡✲
s✐s ❬❇r❛✶✵❪✱

✕ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ▲❡♠✉r✐❞❛❡ ❛ss✐st❛♥t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② P❛✉❧ ❇r❛✉♥❡r
❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♥❛♠❡❞ ▲❑▼❙ ❬❇r❛✶✵❪✱

✕ ❝♦♠♣✐❧❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❚♦♠ ❝♦♠♣✐❧❡r t❤❛t ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❚♦♠ ❛♥❞ ❜♦♦t✲
str❛♣♣❡❞✱

✕ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞
s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ◗✉❛rt❡❢t ✹ ♣r♦❥❡❝t✳

❆s ❛ r❡❝❡♥t ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❥❡❝t ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❈r②st❛❧ ❘❡♣♦rts s♦❢t✇❛r❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ ❇✉s✐♥❡ss ❖❜❥❡❝t ❈♦♠♣❛♥②✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ ❚♦♠ ✐s ✉s❡❞ t♦

✷✳ ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❈✱ ❈✰✰✱ ❈★ ❛♥❞ P②t❤♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❚♦♠ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ♠♦❞❡st
s❝❛❧❡✳

✸✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴♣❛r❡♦✳❧♦r✐❛✳❢r ✳ ❱✐s✐t❡❞ ♦♥ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✷✳
✹✳ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡❢t ♣r♦❥❡❝t ✭❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴q✉❛rt❡❢t✳❧♦r✐❛✳❢r ❛♥❞ ✈✐s✐t❡❞ ♦♥ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✷✮

❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s ▲❆❆❙✲❈◆❘❙ ✭▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬❆♥❛❧②s❡ ❡t ❞✬❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡s ❙②s✲
tè♠❡s✮✱ ■❘■❚ ✭■♥st✐t✉t ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❚♦✉❧♦✉s❡✮✱ ❖◆❊❘❆✲❉❚■▼ ✭❚❤❡
❋r❡♥❝❤ ❆❡r♦s♣❛❝❡ ▲❛❜✮ ❛♥❞ ■♥r✐❛ ◆❛♥❝② ✭t❤❡ P❛r❡♦ t❡❛♠✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❆■❘❇❯❙ ❛♥❞
❊❧❧✐❞✐ss



✷✳✷✳ ❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✼✸

tr❛♥s❢♦r♠ ♦♥❧✐♥❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭❖▲❆P✮ q✉❡r✐❡s ✐♥ q✉❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❙tr✉❝✲
t✉r❡❞ ◗✉❡r② ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✭❙◗▲✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥
♦❧❞❡r ❛♥❞ ♥❡✇❡r ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✳

✷✳✷✳✶ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛♥❞ t❡r♠s

❆❧t❤♦✉❣❤ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❚♦♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✈❡r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡✐r
❝♦♥❝r❡t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡ ♦♥❡ ♠✉st s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✭❛♥❞ ❛❜✲
str❛❝t✮ ❞❛t❛ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❚♦♠✱ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❞❛t❛ t②♣❡s ✉s❡❞
t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞❡✜♥✐♥❣ ❤♦✇ t❤✐s
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts ✐♥t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡
❞❛t❛ t②♣❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①tr❛❝ts ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❝♦❞❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❆ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❝♦♥str✉❝ts✳

▼❛♣♣✐♥❣s

❆ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s ❛♥❞
t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❚♦♠

❝♦♥str✉❝t ✪t②♣❡t❡r♠ ✇❤✐❧❡ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❚♦♠ ❝♦♥str✉❝ts
✪♦♣ ❛♥❞ ✪♦♣❧✐st✳ ❚♦ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s ❏◆❛t ❛♥❞ ❏◆❛t▲✐st ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝
t②♣❡s✿

✶ st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏◆❛t ④ ⑥
✷ st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏◆❛t▲✐st ④ ⑥

❆♥❞ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s ❏③❡r♦✱ ❥❙✉❝ ❛♥❞ ❏❝♦♥❝❏◆❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✿

✶ st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏③❡r♦ ❡①t❡♥❞s ❏◆❛t ④
✷ ♣✉❜❧✐❝ ❏③❡r♦✭✮ ④⑥
✸ ♣✉❜❧✐❝ ❜♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧s✭❖❜❥❡❝t ♦✮ ④
✹ ✐❢ ✭♦ ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏③❡r♦✮ ④
✺ r❡t✉r♥ tr✉❡❀
✻ ⑥
✼ r❡t✉r♥ ❢❛❧s❡ ❀
✽ ⑥
✾ ⑥

✶✶ st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏s✉❝ ❡①t❡♥❞s ❏◆❛t ④
✶✷ ♣✉❜❧✐❝ ❏◆❛t ♥❀
✶✸ ♣✉❜❧✐❝ ❏s✉❝✭✮ ④ ⑥
✶✹ ♣✉❜❧✐❝ ❏s✉❝✭❏◆❛t ♥✮ ④ t❤✐s ✳♥ ❂ ♥❀ ⑥
✶✺ ⑥

✶✼ st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏❝♦♥❝❏◆❛t ❡①t❡♥❞s ❏◆❛t▲✐st ④
✶✽ ♣✉❜❧✐❝ ❏◆❛t ❤❡❛❞❀



✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣

✶✾ ♣✉❜❧✐❝ ❏◆❛t▲✐st t❛✐❧ ❀
✷✵ ♣✉❜❧✐❝ ❏❝♦♥❝❏◆❛t✭✮ ④ ❤❡❛❞ ❂ ♥✉❧❧❀ t❛✐❧ ❂ ♥✉❧❧❀ ⑥
✷✶ ♣✉❜❧✐❝ ❏❝♦♥❝❏◆❛t✭❏◆❛t ❤✱ ❏◆❛t▲✐st ♥t❛✐❧ ✮ ④
✷✷ ❤❡❛❞ ❂ ❤❀
✷✸ t❛✐❧ ❂ ♥t❛✐❧ ❀
✷✹ ⑥
✷✺ ♣✉❜❧✐❝ ❜♦♦❧❡❛♥ ✐s❊♠♣t②✭✮ ④
✷✻ r❡t✉r♥ ✭❤❡❛❞ ❂❂ ♥✉❧❧ ✫✫ t❛✐❧ ❂❂ ♥✉❧❧✮❀
✷✼ ⑥
✷✽ ⑥

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② t❤❡s❡ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❢♦r t❤❡
❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡s ◆❛t ❛♥❞ ◆❛t▲✐st✿

✶ ✪t②♣❡t❡r♠ ◆❛t ④
✷ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ❏◆❛t ⑥
✸ ✐s❴s♦rt✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏◆❛t✮ ⑥
✹ ❡q✉❛❧s✭t✶✱t✷✮ ④ ✭t✶✳❡q✉❛❧s✭t✷✮✮ ⑥
✺ ⑥

✼ ✪t②♣❡t❡r♠ ◆❛t▲✐st ④
✽ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ❏◆❛t▲✐st ⑥
✾ ✐s❴s♦rt✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏◆❛t▲✐st✮ ⑥
✶✵ ❡q✉❛❧s✭t✶✱t✷✮ ④ ✭t✶✳❡q✉❛❧s✭t✷✮✮ ⑥
✶✶ ⑥

❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡s ◆❛t ❛♥❞ ◆❛t▲✐st ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♥❝r❡t❡ t②♣❡s ❏◆❛t ❛♥❞ ❏◆❛t▲✐st✳ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ♦♥❧② ❜② ❚♦♠✱ s✐♥❝❡
t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠✳ ❇② t❤❡✪t②♣❡t❡r♠ ❝♦♥str✉❝t✱
❚♦♠ ❦♥♦✇ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ t②♣❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐s❴s♦rt

❝♦♥str✉❝t t♦ ❛❧❧♦✇ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ t②♣❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥
❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠✳ ❆♥♦t❤❡r ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥str✉❝t ✐s t❤❡ ❡q✉❛❧s ✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐❢② ❤♦✇ t♦
❝❤❡❝❦ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t t②♣❡✳ ❚❤❡ r❛♥❦❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
t❤❡ ✪♦♣ ❝♦♥str✉❝t ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥❞ t♦ ❞❡str✉❝t
❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ✇✐t❤ s✉❝❤ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ③❡r♦ ❛♥❞ s✉❝ ❢♦r
t❤❡ t②♣❡ ◆❛t ❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✶ ✪♦♣ ◆❛t ③❡r♦✭✮ ④
✷ ✐s❴❢s②♠✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏③❡r♦✮ ⑥
✸ ♠❛❦❡✭✮ ④ ♥❡✇ ❏③❡r♦✭✮ ⑥
✹ ⑥

✻ ✪♦♣ ◆❛t s✉❝✭♥✿◆❛t✮ ④
✼ ✐s❴❢s②♠✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏s✉❝✮ ⑥
✽ ❣❡t❴s❧♦t✭♥✱s✮ ④ ✭✭❏s✉❝✮s ✮✳♥ ⑥
✾ ♠❛❦❡✭t✵✮ ④ ♥❡✇ ❏s✉❝✭t✵✮ ⑥
✶✵ ⑥



✷✳✷✳ ❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✼✺

❚❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✪♦♣ ❝♦♥str✉❝t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡
s✉❜t❡r♠s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ t❡r♠ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✐t✳ ❚❤❡ ♠❛❦❡ ❝♦♥str✉❝t s♣❡❝✐✜❡s ❤♦✇
t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ♦❜❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠ ✇❤♦s❡ ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧ ✐s t❤❡
❝✉rr❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ s✉❜t❡r♠s ❛r❡ t❤♦s❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥ ❜❡
❞❡str✉❝t❡❞ ✭✐✳❡✳ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞✮ ❜② t❤❡ ✐s❴❢s②♠ ❛♥❞ ❣❡t❴s❧♦t ❝♦♥str✉❝ts✳ ❚❤❡ ✜rst
❝♦♥str✉❝t ❛❧❧♦✇s ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♣❡r❛✲
t♦r✳ ❚❤❡ ❧❛st ❝♦♥str✉❝t ❛❧❧♦✇s s❡❧❡❝t✐♥❣ s✉❜t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❜② t❤❡✐r ♥❛♠❡s✳

❖♣❡r❛t♦r ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ❚♦♠ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❦s
❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ s❛♠❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ♦♥❡s✱
✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✪♦♣❧✐st ❝♦♥str✉❝t
✇❤❡r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❧✐sts✳ ❲❤❡♥
❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❧✐st✱ t❤❡ ✉s❡r ♠✉st s♣❡❝✐❢② ❤♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥❞ ❞❡str✉❝t ❛ ❧✐st✱ ✐✳❡✳
❤♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❡♠♣t② ❧✐st ❛♥❞ ✐♥s❡rt ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ❛ ❧✐st ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❣❡t ❜♦t❤
t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢ ❛ ❧✐st✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧✐st ❝♦♥❝◆❛t ❢♦r t❤❡ t②♣❡
◆❛t▲✐st ❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✶ ✪♦♣❧✐st ◆❛t▲✐st ❝♦♥❝◆❛t✭◆❛t∗✮ ④
✷ ✐s❴❢s②♠✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏❝♦♥❝❏◆❛t✮ ⑥
✸ ❣❡t❴❤❡❛❞✭❧✮ ④ ✭✭❏❝♦♥❝❏◆❛t✮❧✮✳❤❡❛❞ ⑥
✹ ❣❡t❴t❛✐❧✭❧✮ ④ ✭✭❏❝♦♥❝❏◆❛t✮❧✮✳ t❛✐❧ ⑥
✺ ✐s❴❡♠♣t②✭❧✮ ④ ✭✭❏❝♦♥❝❏◆❛t✮❧✮✳✐s❊♠♣t②✭✮ ⑥
✻ ♠❛❦❡❴❡♠♣t②✭✮ ④ ♥❡✇ ❏❝♦♥❝❏◆❛t✭✮ ⑥
✼ ♠❛❦❡❴✐♥s❡rt✭t✱❧✮ ④ ♥❡✇ ❏❝♦♥❝❏◆❛t✭t✱❧✮ ⑥
✽ ⑥

❚❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✪♦♣❧✐st ❝♦♥str✉❝t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ ✈❛r✐❛❞✐❝ s✐❣✲
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐st ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ✐♥❞❡✜♥✐t❡ ❛r✐t② ✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥ (◆❛t⋆) ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✺✳ ❚❤❡ ✐s❴❢s②♠ ❝♦♥str✉❝t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❚❤❡ ❣❡t❴❤❡❛❞

❛♥❞ ❣❡t❴t❛✐❧ ❝♦♥str✉❝ts ❛❧❧♦✇ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ❧✐st ✐♥ ✐ts
✜rst ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥ ❛ s✉❜❧✐st ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐ts r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐s❴❡♠♣t②

❝♦♥str✉❝t ❛❧❧♦✇s ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥ ❡♠♣t② ❧✐st✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ ♠❛❦❡❴❡♠♣t② ❝♦♥str✉❝t s♣❡❝✐❢② ❤♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ♦❜❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥
❡♠♣t② ❧✐st ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❦❡❴✐♥s❡rt ❝♦♥str✉❝t ❛❧❧♦✇ ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ✜rst
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ❧✐st✳

●♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡s

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❚♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s ❛♥❞ ❏❛✈❛

❝♦♥❝r❡t❡ ❞❛t❛ t②♣❡s ❡♥❛❜❧❡s ❚♦♠ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❏❛✈❛ t❡r♠s ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ ❚♦♠
t❡r♠s✳ ❋♦r ❛ st❛♥❞❛r❞ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❚♦♠✱ t❤❡s❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ●♦♠ t♦♦❧ ✇r✐tt❡♥ ❜② ❆♥t♦✐♥❡ ❘❡✐❧❧❡s ❛♥❞ t❤♦r♦✉❣❤❧② ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❤✐s ✇♦r❦ ❬❘❡✐✵✼❪✳ ❋r♦♠ ❛ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ●♦♠ ❣❡♥❡r❛t❡s
❜♦t❤ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛
s❡t ♦❢ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ✐t✳



✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡t♦❢♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ●♦♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡✿

✶ ♠♦❞✉❧❡ ❊①❛♠♣❧❡●♦♠
✷ ❛❜str❛❝t s②♥t❛①

✹ ◆❛t ❂ ③❡r♦✭✮
✺ ⑤ s✉❝✭♥✿◆❛t✮

✼ ◆❛t▲✐st ❂ ❝♦♥❝◆❛t✭◆❛t∗✮

❚❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡
❛❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ❛ ❏❛✈❛ ♣❛❝❦❛❣❡ ♥❛♠❡❞ ❡①❛♠♣❧❡❣♦♠✳ ❖t❤❡r ♠♦❞✉❧❡s ❝❛♥
❜❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ❜② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡✐r ♥❛♠❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦rs✳

❚❤❡ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ●♦♠ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ t❤❡ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥
♦♥❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡s ♠❛①✐♠❛❧ s❤❛r✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡
t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ t②♣❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐s ❝♦♥❢♦r♠
t♦ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ●♦♠ ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❤♦♦❦s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣
❛ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ❢♦r t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❜② t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ❛s A✱ AU ♦r ❡✐t❤❡r ACU ✭t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✲
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✇✐t❤ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t t❤❡♦r②✮✳

❚❤❡ ❜❛❝❦q✉♦t❡ ❝♦♥str✉❝t

❆❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ ❚♦♠ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❵ ✭❜❛❝❦✲
q✉♦t❡✮ ❝♦♥str✉❝t✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❛❜❧❡
t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❜② ❚♦♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠s t♦♦✳
❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✇❡ ❝❛♥
❜✉✐❧❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ t②♣❡ ❏◆❛t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠
s✉❝✭③❡r♦✭✮✮ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡ ◆❛t✿

❏◆❛t ♦♥❡ ❂ ❵s✉❝✭③❡r♦ ✭✮✮❀

❲❡ ✉s✉❛❧❧② ♥❛♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② t♦
s✐♠♣❧✐❢② ❛♥❞ ♠❛❦❡ ♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝❛❧❧② ❞♦♥❡ ❜② ●♦♠ ✇❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ●♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t ♦♥❡ ✐s ❜✉✐❧❞ ❛s
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜✉t ❤❛✈✐♥❣ t②♣❡ ◆❛t✿

◆❛t ♦♥❡ ❂ ❵s✉❝✭③❡r♦ ✭✮✮❀

❚❤❡ ❵ ❝♦♥str✉❝t ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ✉s❡r t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ✇✐t❤♦✉t
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♥❝r❡t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❏❛✈❛ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞
❏❛✈❛ ♦❜❥❡❝ts ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ❚♦♠ t❡r♠s ✭✐✳❡✳ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✷✳✷✳ ❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✼✼

◆❛t t✇♦ ❂ ❵s✉❝✭♦♥❡✮❀

■♥ t❤✐s ❧✐♥❡✱ t❤❡ ❏❛✈❛ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
t❡r♠ s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❏❛✈❛ ♦♣❡r❛t♦r t✇♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❚♦♠
❞♦❡s ♥♦t ❛♥❛❧②③❡ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡✱ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❏❛✈❛ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥
❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s r❡s♣❡❝t t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳

✷✳✷✳✷ ▼❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❏❛✈❛

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡s ❛♥❞ t❡r♠s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t②
♦❢ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ❏❛✈❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r❡✇r✐t✐♥❣✲
❜❛s❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳

❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛❧❧♦✇s ❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ❏❛✈❛ t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
✪♠❛t❝❤ ❝♦♥str✉❝t ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠s ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ♦❢
t❤❡ ❤♦st ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ✪♠❛t❝❤ ❝♦♥str✉❝t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤ t❤❛t ❡①✐sts ✐♥
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❜✉t ✐♥ ❛♥ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❆ ✪♠❛t❝❤ ✐s
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❧✐st ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✭✐✳❡✳ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t♦ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✮
❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧✐st ♦❢ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ s♦rts ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♠❛t❝❤
❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜❥❡❝ts ❝❛♥ ♦♣t✐♦♥❛❧❧② ❜❡ ❞❡❝❧❛r❡❞✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢
t❤❡ r✉❧❡s ❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ❜✉✐❧t ✉♣♦♥ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛♥❞ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥②
❧✐♥❡❛r✐t② r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ♥♦t ❛ t❡r♠✱ ❜✉t ❛ ❏❛✈❛ st❛t❡♠❡♥t
t❤❛t ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ s✉❜❥❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❛♥❦s t♦
t❤❡ ❵ ❝♦♥str✉❝t ❛ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❜✉✐❧t ❛♥❞ r❡t✉r♥❡❞✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t♦
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s✇✐t❝❤✴❝❛s❡ ❝♦♥str✉❝t✱ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠❛t❝❤✱ s❡✈❡r❛❧ ❛❝t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s✮ ♠❛②
❜❡ ✜r❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s✉❜❥❡❝t ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♥♦ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ st❛t❡♠❡♥t t♦ ✐♥t❡rr✉♣t
❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭❛s r❡t✉r♥ ♦r ❜r❡❛❦✮ ✐s ❢♦✉♥❞✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳
❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ P❡❛♥♦ ✐♥t❡❣❡rs ♠❛② ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶ ♣✉❜❧✐❝ ❏◆❛t ♣❡❛♥♦P❧✉s✭❏◆❛t t✶✱ ❏◆❛t t✷✮ ④
✷ ✪♠❛t❝❤✭◆❛t t✶✱ ◆❛t t✷✮ ④
✸ ③❡r♦ ✭✮✱ ① −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵①❀ ⑥
✹ s✉❝✭②✮✱ ① −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵s✉❝✭♣❡❛♥♦P❧✉s✭②✱①✮✮❀ ⑥
✺ ⑥
✻ r❡t✉r♥ ♥✉❧❧ ❀
✼ ⑥

❚❤❡ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞ ♣❡❛♥♦P❧✉s t❛❦❡s t✇♦ t❡r♠s t✶ ❛♥❞ t✷ ♦❢ t②♣❡ ❏◆❛t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ P❡❛♥♦ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ r❡t✉r♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❤❛s t②♣❡ ❏◆❛t✳ ❚❤✐s
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ ✭❛s ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✼✮✿



✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣

✕ ✐♥ t❤❡ ✜rst r✉❧❡✱ ③❡r♦✭✮ << t✶ ❛♥❞ ① << t✷✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❡t✉r♥ st❛t❡♠❡♥t r❡t✉r♥s
t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣❡❛♥♦P❧✉s ✇❤✐❝❤ ✐s t✷✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♦❜❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ①✳

✕ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r✉❧❡✱ s✉❝✭②✮ << t✶ ❛♥❞ ① << t✷✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❤❡❛❞
s②♠❜♦❧ ♦❢ t✶ ✐s s✉❝ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s✉❜t❡r♠ t✶|1 ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ②✳ ❚❤❡♥ t❤❡
r❡t✉r♥ st❛t❡♠❡♥t r❡t✉r♥s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣❡❛♥♦P❧✉s ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ♦❜❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠ s✉❝ ✇❤♦s❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s t❤❡ s✉♠
♦❢ t✶|1 ❛♥❞ t✷✳

❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✉s❡s t❤❡ ❵ ❝♦♥str✉❝t t♦ ❜✉✐❧❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ① ❛♥❞ ② ✐♥t♦ t❤❡ ❏❛✈❛ ✐♥str✉❝t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s
❝♦♥str✉❝t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞ ♣❡❛♥♦P❧✉s t♦ ❜❡ ❜♦t❤ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❝❛❧❧❡❞✱ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r✉❧❡✳

❚❤❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ① ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡ ❜✉t ❛r❡ ♥♦t
t❤❡ s❛♠❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r✉❧❡s ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞✉❧♦
r❡♥❛♠✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥ ❴ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✇✐❧❞ ❝❛r❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✉♥♥❛♠❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡
r✉❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t✇♦ ✭♦r ♠♦r❡✮ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❴ ✐♥t❡♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥♦♥②♠♦✉s
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡r♠s ❛s ♣❛tt❡r♥s ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥
❚♦♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✪♠❛t❝❤ ❝♦♥str✉❝ts ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
r✉❧❡s ❝♦♥t❛✐♥s ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❚♦♠ ❝♦❞❡ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳ ❚❤❡ ❚♦♠ ❝♦♠✲
♣✐❧❡r ❞♦❡s ♥♦t ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❤♦st ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ✐t ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ t❡①t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts✳ ❖♥❧② t❤❡s❡ ❝♦♥str✉❝ts ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❤♦st ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣❡❛♥♦P❧✉s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷
✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❚♦♠ ❝♦♠♣✐❧❡r ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡✿

✶ ♣✉❜❧✐❝ ❏◆❛t ♣❡❛♥♦P❧✉s✭❏◆❛t t✶✱ ❏◆❛t t✷✮ ④
✷ ✐❢ ✭t✶ ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏◆❛t✮ ④
✸ ✐❢ ✭t✶ ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏③❡r♦✮ ④
✹ ✐❢ ✭t✷ ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏◆❛t✮ ④ r❡t✉r♥ ✭✭❏◆❛t ✮ t✷ ✮❀ ⑥
✺ ⑥
✻ ⑥

✽ ✐❢ ✭t✶ ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏◆❛t✮ ④
✾ ✐❢ ✭t✶ ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏s✉❝✮ ④
✶✵ ✐❢ ✭t✷ ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏◆❛t✮ ④
✶✶ r❡t✉r♥ ♥❡✇ ❏s✉❝✭♣❡❛♥♦P❧✉s✭✭✭❏s✉❝✮t✶✮✳♥✱✭✭ ❏◆❛t ✮ t✷ ✮✮✮❀

✶✸ ⑥
✶✹ ⑥
✶✺ ⑥
✶✻ r❡t✉r♥ ♥✉❧❧ ❀
✶✼ ⑥

❚❤❡ ✪♠❛t❝❤ ❝♦♥str✉❝t ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ♥❡st❡❞ ✐❢ ✭✳✳✳✮ ④✳✳✳⑥ ❡❧s❡ ④✳✳✳⑥ ❛♥❞ t❤❡
❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❛♥❞ t②♣❡s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✸✱ t❤❡ ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t✶ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞



✷✳✷✳ ❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✼✾

❜② t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✭t✶ ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏❩❡r♦✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✐s❴❢s②♠ ❝♦♥str✉❝t ♦❢ t❤❡
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ③❡r♦✳

❆ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✈❡r ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs

❋♦r t❤♦s❡ ♣❛tt❡r♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❧✐sts ✭✐✳❡✳ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✮✱ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ AU ✺✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ AU ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❧✐st✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ ❛♥
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✶✳

❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧✐sts ❛s ♣❛tt❡r♥s✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧✐st✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ t❤❡♠ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ ✯✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
st❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❧✐sts✳ ❙t❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡
s✐♠♣❧❡ ♦♥❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s s✉❜❧✐st ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✳ ❚❤✐s
st❛♥❞s ❢♦r ❛ st❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s✉❜❧✐st ✇❤♦s❡ ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧ ✐s t❤❡ s❛♠❡
♦❢ t❤❡ ❧✐st ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ♦❝❝✉rs✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛r✐❛❞✐❝
♦♣❡r❛t♦r ✐s t❤❡ ❡♠♣t② ❧✐st ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❞✐❝
♦♣❡r❛t♦r ❝♦♥❝◆❛t ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ❛♥❞ t❤❡
♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥

❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱②✯✮ << ? ❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮✮✮

❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥❝◆❛t ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r :: ❢♦r ❡✐t❤❡r
P❡❛♥♦ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ ❧✐sts ♦❢ P❡❛♥♦ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❚❤❡r❡❜② P❡❛♥♦ ✐♥t❡❣❡rs ❛r❡ ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦rs ♦❢ t②♣❡ ◆❛t✳ ❚❤✐s st❛♥❞s ❢♦r ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱②✯✮ r❡♣r❡s❡♥t✲
✐♥❣ (x :: y) ❛♥❞ ❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮✮✮ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ (0 :: 1 :: 2)✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♠♣t② ❧✐st ❝♦♥❝◆❛t✭✮ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t () ❢♦r t❤❡
❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚♦♠ ❢♦r t❤❡ ❧✐st✲♠❛t❝❤✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

x y
() (0 :: 1 :: 2)
(0) (1 :: 2)
(0 :: 1) (2)
(0 :: 1 :: 2) ()

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ①✯ ❛♥❞ ②✯ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧✐sts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❏❛✈❛

♦❜❥❡❝ts ♦❢ t②♣❡ ❏◆❛t▲✐st✳ ❆s t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♦♥❡s✱ st❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧s♦ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥♥❛♠❡❞
❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❴✯✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ ❛ ❧✐st✲♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠♦r❡
t❤❛♥ ♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❚♦♠ ❡♥✉♠❡r❛t❡s ❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐s♦r❞❡r❧② ❡①❝❡♣t ✐❢ ❛ ❝♦♥tr♦❧
✢♦✇ st❛t❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳

✺✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❚♦♠ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✾✳



✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣

▼❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❆s ✐♥ ❜✉s✐♥❡ss r✉❧❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s②st❡♠s✱ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ♠♦r❡
❡①♣r❡ss✐✈❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ r✉❧❡s t♦ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘❛❞✉ ❑♦♣❡t③ ✐♥ ❤✐s t❤❡s✐s ❬❑♦♣✵✽❪✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✳❡✳
t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✮ ♦❢ ❛ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥t✐✲
♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥t✐✲♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡
✇♦r❦ ♦❢ ❘❛❞✉ ❑♦♣❡t③ ❡t ❛❧✳ ❬❑❑▼✵✼✱ ❑❑▼✵✽✱ ❈❑❑▼✶✵❪✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✱ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s②♥✲
t❛① ♦❢ t❤❡ ✪♠❛t❝❤ ❝♦♥str✉❝t ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❧✐st ♦❢ ♣❛✐rs ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥✱❛❝t✐♦♥✮✳
❊❛❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥
❝♦♥♥❡❝t♦rs ✫✫ ❛♥❞ ⑤⑤ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♣❛tt❡r♥ ❁❁ s✉❜❥❡❝t ✭♦r t❤❡
❢♦r♠ ♣❛tt❡r♥ ❁❁ ♣❛tt❡r♥❚②♣❡ s✉❜❥❡❝t ❛❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡s t♦ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t✮ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛✣r♠❛✲
t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t
♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s②♠❜♦❧ ✦✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t s②♠❜♦❧ ✦ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥
❛♥② ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ❛s ♠❛♥② t✐♠❡s ❛s ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣✱ ❤❡♥❝❡✱
❛♥ ❛♥t✐✲♣❛tt❡r♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❚♦♠

❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❡r♠s ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❁ ✭✐s ❧❡ss t❤❛♥✮✱
❁❂ ✭✐s ❛t ♠♦st✮✱ ❃ ✭✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥✮✱ ❃❂ ✭✐s ❛t ❧❡❛st✮✱ ❂❂ ✭✐s ❡q✉❛❧ t♦✮ ♦r ✦❂ ✭✐s
♥♦t ❡q✉❛❧ t♦✮✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳
●✐✈❡♥ t✇♦ P❡❛♥♦ ✐♥t❡❣❡rs t✶ ❛♥❞ t✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t✶ ✐s ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t✷ ❜②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞✿

✶ ♣✉❜❧✐❝ ❜♦♦❧❡❛♥ ❧❡q✭❏◆❛t t✶✱ ❏◆❛t t✷✮ ④
✷ ✪♠❛t❝❤ ④
✸ ✭t✶ ❂❂ t✷✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ tr✉❡❀ ⑥
✹ ③❡r♦✭✮ ❁❁ t✶ −❃ ④ r❡t✉r♥ tr✉❡❀ ⑥
✺ ③❡r♦✭✮ ❁❁ t✷ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❢❛❧s❡❀ ⑥
✻ s✉❝✭①✶✮ ❁❁ t✶ ✫✫ s✉❝✭①✷✮ ❁❁ t✷ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵❧❡q✭①✶✱①✷✮❀ ⑥
✼ ⑥
✽ t❤r♦✇ ♥❡✇ ❘✉♥t✐♠❡❊①❝❡♣t✐♦♥✭✧❊rr♦r❋♦✉♥❞ ✐♥ ❧❡q✳✧✮❀
✾ ⑥

❚❤❡ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞ ❧❡q t❛❦❡s t✇♦ t❡r♠s t✶ ❛♥❞ t✷ ♦❢ t②♣❡ ❏◆❛t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
P❡❛♥♦ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠✿ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t✶ ✐s ❧❡ss ♦r
❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t✷✱ t❤❡♥ ✐t r❡t✉r♥s tr✉❡❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t r❡t✉r♥s
❢❛❧s❡✳ ❚❤❡ ✜rst r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✶ ❛♥❞ t✷✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r
r✉❧❡s ✉s❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ r✉❧❡✱ t❤❡
❏❛✈❛ st❛t❡♠❡♥t r❡t✉r♥ ✐♥t❡rr✉♣ts t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✢♦✇ s✐♥❝❡ ♦t❤❡r tr❡❛t♠❡♥ts ❛r❡
♥♦ ❧♦♥❣❡r ♥❡❝❡ss❛r②✳

✷✳✷✳✸ ❯s❡❢✉❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s

▼♦r❡ ❝♦♥str✉❝ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❝♦r❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥
♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s✳ ❙✉❝❤ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❡ss❡♥t✐❛❧s



✷✳✷✳ ❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✽✶

❜✉t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❚♦♠✳ ❆t
♣r❡s❡♥t ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤♦s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥t❡r❡st❡❞
r❡❛❞❡rs ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❚♦♠ ♠❛♥✉❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬❇❇❇+✶✶❪✳

❆❧✐❛s ❢♦r ♣❛tt❡r♥s

❙✉❜t❡r♠s ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛♥ ❛❧✐❛s ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❅ ❝♦♥✲
str✉❝t✳ ❲❤✐❧❡ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✭♦r ❛♥t✐✲♠❛t❝❤✐♥❣✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❛❧✐❛s ✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉❜✲
t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥② ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❜♦t❤
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✹✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳
●✐✈❡♥ ❛ ❧✐st ♦❢ P❡❛♥♦ ✐♥t❡❣❡rs✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡
✐♥t❡❣❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♣r✐♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞✿

✶ ♣✉❜❧✐❝ ✈♦✐❞ ♣r✐♥tP♦s✐t✐✈❡■♥t❡❣❡rs ✭❏◆❛t▲✐st ♥▲✐st ✮ ④
✷ ✐♥t ❝♦✉♥t❡r ❂ ✵❀
✸ ✪♠❛t❝❤ ④
✹ ❝♦♥❝◆❛t✭①∗✱♣♥❛t❅s✉❝✭②✮✱③∗✮ ❁❁ ◆❛t▲✐st ♥▲✐st −❃ ④
✺ ❝♦✉♥t❡r✰✰❀
✻ ❙②st❡♠✳♦✉t✳ ♣r✐♥t❧♥ ✭✧P♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ★✧ ✰ ❝♦✉♥t❡r ✰ ✧ ❂ ✧ ✰ ❵♣♥❛t✮❀
✼ ⑥
✽ ⑥
✾ ⑥

❚❤❡ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞ ♣r✐♥tP♦s✐t✐✈❡■♥t❡❣❡rs t❛❦❡s ❛ ❧✐st ♥▲✐st ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ t❡r♠s
♦❢ t②♣❡ ❏◆❛t ❛♥❞ ♣r✐♥t ♦♥❧② t❤♦s❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r s✉❝✳ ❚❤❡ ❛❧✐❛s ♣♥❛t r❡❢❡rs
t♦ t❤❡ s✉❜t❡r♠ s✉❝✭②✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥✳

■♠♣❧✐❝✐t ♥♦t❛t✐♦♥

❲❤❡♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ♥♦♥✲✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡
♦❢ t❤❡✐r ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ♥❛♠❡❞✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ ❣✐✈❡♥ s✉❜t❡r♠
♦❢ ❛ ♣❛tt❡r♥ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ ♥♦♥✲✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥❧② ❜② r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ✐ts ♥❛♠❡✳
❚❤❡ ❬ ❪ ❝♦♥str✉❝t ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s♣❡❝✐✜❝ ❛r❣✉♠❡♥ts
❛♥❞ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✺✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶
✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss ❏♣❧✉s ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❛❧✲
❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ♣❧✉s✿

✶ st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏♣❧✉s ❡①t❡♥❞s ❏◆❛t ④
✷ ♣✉❜❧✐❝ ❏◆❛t ♥✶❀
✸ ♣✉❜❧✐❝ ❏◆❛t ♥✷❀
✹ ♣✉❜❧✐❝ ❏♣❧✉s ✭✮ ④ ⑥
✺ ♣✉❜❧✐❝ ❏♣❧✉s✭❏◆❛t ♥✶✱ ❏◆❛t ♥✷✮ ④
✻ t❤✐s ✳♥✶ ❂ ♥✶❀
✼ t❤✐s ✳♥✷ ❂ ♥✷❀



✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣

✽ ⑥
✾ ⑥

✶✶ ✪♦♣ ◆❛t ♣❧✉s✭♥✶✿◆❛t✱♥✷✿◆❛t✮ ④
✶✷ ✐s❴❢s②♠✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏♣❧✉s✮ ⑥
✶✸ ❣❡t❴s❧♦t✭♥✶✱s✮ ④ ✭✭❏♣❧✉s✮s ✮✳♥✶ ⑥
✶✹ ❣❡t❴s❧♦t✭♥✷✱s✮ ④ ✭✭❏♣❧✉s✮s ✮✳♥✷ ⑥
✶✺ ♠❛❦❡✭t✵✱t✶✮ ④ ♥❡✇ ❏♣❧✉s✭t✵✱t✶✮ ⑥
✶✻ ⑥

❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞ ♣r✐♥t❋✐rst❊❧❡♠❡♥t t♦ ♣r✐♥t ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
♣❧✉s✿

✶ ♣✉❜❧✐❝ ❙tr✐♥❣ ♣r✐♥t❋✐rst❊❧❡♠❡♥t ✭❏◆❛t t✮ ④
✷ ✪♠❛t❝❤ ④
✸ ♣❧✉s ❬♥✶❂①❪ ❁❁ t −❃ ④ r❡t✉r♥ ♣r✐♥t❏◆❛t✭❵①✮❀ ⑥
✹ ⑥
✺ r❡t✉r♥ ✧✧❀
✻ ⑥

❚❤❡ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞ ♣r✐♥t❋✐rst❊❧❡♠❡♥t t❛❦❡s ❛ t❡r♠ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ♣❧✉s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs
♦♥❧② ✐ts ❛r❣✉♠❡♥t ♥❛♠❡❞ ♥✶ t♦ ❜❡ ♣r✐♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♣❧✉s❬♥✶❂①❪ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ♣❧✉s✭①✱❴✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♥❝✐s❡ s✐♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥t❡r❡st✲
✐♥❣ s✉❜t❡r♠ ✐s ✭❡①♣❧✐❝✐t❧②✮ ♣♦✐♥t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t
✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
❛r❣✉♠❡♥ts ♦r t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞ ♣r✐♥t❏◆❛t

❝♦♥✈❡rts ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠ ♦❢ t②♣❡ ❏◆❛t t♦ ✐ts str✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

✷✳✷✳✹ ❙tr❛t❡❣✐❡s

❚❤❡ ✪♠❛t❝❤ ❝♦♥str✉❝t ❡♥❛❜❧❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❞❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s
❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✳ ■♥ ❚♦♠✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ❞❡✜♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ r✉❧❡s ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥
✇❤✐❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❡r♠s✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚♦♠ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛
❏❛✈❛ ❧✐❜r❛r② ♦❢ str❛t❡❣② ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❙tr❛t❡❣♦ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❬❱❇❚✾✽❪
✇❤✐❝❤ ✐♥ ✐ts t✉r♥ ✇❛s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❊▲❆◆✳

❊❧❡♠❡♥t❛r② str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✪str❛t❡❣② ❝♦♥str✉❝t ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❛ ❚❘❙ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❏❛✈❛ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❙tr❛t❡❣②✳ ❚❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡
❚❘❙ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t❡r♠✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✻✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✺✳ ❚❤❡ ♦♣✲
❡r❛t♦r ♣❧✉s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ P❡❛♥♦ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str❛t❡❣②✿

✶ ✪str❛t❡❣② ❛❞❞✐t✐♦♥✭✮ ❡①t❡♥❞s ■❞❡♥t✐t② ✭✮ ④
✷ ✈✐s✐t ◆❛t ④
✸ ♣❧✉s✭③❡r♦ ✭✮✱ ①✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵①❀ ⑥
✹ ♣❧✉s✭s✉❝✭②✮✱ ①✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵s✉❝✭♣❧✉s✭②✱① ✮✮❀ ⑥
✺ ⑥
✻ ⑥



✷✳✷✳ ❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✽✸

❚❤❡ str❛t❡❣② ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❛s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss ❙tr❛t❡❣② ✇❤♦s❡
✐♥st❛♥❝❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❚❘❙ Rpe ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✻✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
❛❞❞✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❁❚❃ ❚ ✈✐s✐t✭❚✮ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❙tr❛t❡❣② ✇❤❡r❡ ❚

✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❜② ◆❛t✳ ❚❤✉s✱ ❛❞❞✐t✐♦♥✳✈✐s✐t✭♦❜❥✶✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦❜❥❡❝t ♦❜❥✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦❜❥✶ ❛s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡✲
❜r❛✐❝ t❡r♠ ♣❧✉s✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✱③❡r♦✭✮✮ ♦❢ t②♣❡ ◆❛t✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣②
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s✉❝✭♣❧✉s✭③❡r♦✭✮✱③❡r♦✭✮✮✮

❛❧s♦ ♦❢ t②♣❡ ◆❛t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t ♦❜❥✷

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s✉❝✭♣❧✉s✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✱③❡r♦✭✮✮✮ r❡t✉r♥s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❜❥✷ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✐s
❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② str❛t❡❣② ■❞❡♥t✐t② ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞
s✐♥❝❡ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❚❘❙ ❛♣♣❧② ❛t ❤❡❛❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳

▼♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ str❛t✲
❡❣② ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs✿

✕ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① str❛t✲
❡❣② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② str❛t❡❣✐❡s✱

✕ tr❛✈❡rs❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ str❛t❡❣② ✐♥ ❛♥②
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡r♠✳

❙tr❛t❡❣② ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs ❛r❡ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s ✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥✲
str✉❝t♦rs t❛❦❡ str❛t❡❣✐❡s ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛✲
t♦r ❙❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❡ r❡✇r✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ Seq ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r❡✇r✐t❡
r❡❧❛t✐♦♥s S1 ❛♥❞ S2✿

(Seq S1 S2)(t) = (S2 ◦ S1)(t)

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s S1 ❛♥❞ S2 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❚❘❙ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜②
t❤❡ str❛t❡❣✐❡s s✶ ❛♥❞ s✷✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❡q✉❡♥❝❡✭s✶✱s✷✮ t♦ ❛ t❡r♠ t

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧ ✭♥❡✇ ❙❡q✉❡♥❝❡✭s✶✱s✷✮✮✳✈✐s✐t✭t✮✳ ❚❤❡ r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡ ✐s
t❤❡ t❡r♠ t✑ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ t❡r♠ t✬ s✉❝❤ t❤❛t s✶✳✈✐s✐t✭t✮ r❡t✉r♥s t✬ ❛♥❞ s✷✳✈✐s✐t✭t✬✮

r❡t✉r♥s t✑✳ ❇✉t ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❛ ❱✐s✐t❋❛✐❧✉r❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s t❤r♦✇♥✳
❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ tr❛✈❡rs❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ ❆❧❧ t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s t❤❡

r❡✇r✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ All ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r r❡✇r✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ S✿

(All S)(f(t1, . . . , tn)) = f((S)(t1), . . . , (S)(tn))

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ S ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❚❘❙ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ str❛t❡❣② s✳ ❚❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❧✭s✮ t♦ ❛ t❡r♠ t r❡t✉r♥s ❛ t❡r♠ t✬ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ s t♦ ❛❧❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t ✐❢ ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❝❡❡❞✳ ❇✉t ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❢❛✐❧s✱ t❤❡♥ ❛ ❱✐s✐t❋❛✐❧✉r❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s t❤r♦✇♥✳

❙tr❛t❡❣② ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡
♦t❤❡r ❝❧❛ss✐❝ ❝♦♠♣❧❡① str❛t❡❣✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ t♦♣✲❞♦✇♥ str❛t❡❣② ✐s
❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❙❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❆❧❧✿

(T opdown S)(t) = (Seq S (All (T opdown S)))(t)

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ S ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❚❘❙ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ str❛t❡❣② s✳ ❚❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚♦♣❉♦✇♥✭s✮ t♦ ❛ t❡r♠ t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s t♦ ❛❧❧
s✉❜t❡r♠s ♦❢ t st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❡❛❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ str❛t❡❣② ❆❧❧ ✐s ✉s❡❞✱ ❛ ❱✐s✲

✐t❋❛✐❧✉r❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s t❤r♦✇♥ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❧s✳ ❚❤✉s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠



✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣

t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✭♥❡✇ ❚♦♣❉♦✇♥✭❛❞❞✐t✐♦♥✮✮✳✈✐s✐t✭♣❧✉s✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✱③❡r♦✭✮✮✮

r❡t✉r♥s ❛♥ ♦❜❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✳
▼❛♥② ♦t❤❡r ❝♦♠♣❧❡① str❛t❡❣✐❡s ❛s t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♦♥❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡

str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❚♦♠✳ ❊♠✐❧✐❡ ❇❛❧❧❛♥❞ ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤✐s str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡
✐♥ ❞❡t❛✐❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❤❡r t❤❡s✐s ❬❇❛❧✵✾❪✳

✷✳✷✳✺ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❚♦♠

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ ♠❛♣♣✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ❚♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s
❛♥❞ ❏❛✈❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ❞❛t❛ t②♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ■♥ t❤❡
✜rst ❝❛s❡✱ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣s ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ ❚♦♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❧ t❤❡
❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ❜♦t❤
♠❛♣♣✐♥❣s ❛♥❞ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ●♦♠ ❢r♦♠ ❛ ♠❛♥②✲
s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ ❚♦♠✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛ ❚♦♠
♣r♦❣r❛♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳

♠❛♣♣✐♥❣

❥❛✈❛

❞❛t❛

str✉❝t✉r❡s

t♦♠ ❝♦♠♣✐❧❡r

t♦♠

♣r♦❣r❛♠

❥❛✈❛

♣r♦❣r❛♠

❥❛✈❛ ❝♦♠♣✐❧❡r

✶✶✵✵✶✵

✶✵✶✶✶✵

✵✶✵✶✵✵

❣♦♠ ❝♦♠♣✐❧❡r

❣♦♠

s✐❣♥❛t✉r❡

t♦♠ ✰ ❣♦♠

t♦♠

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠✳

❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠ ②✐❡❧❞❡❞ t♦ t❤❡ ❚♦♠ ❝♦♠♣✐❧❡r ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞
✐♥t♦ ❛ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ✐ts t✉r♥ ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❏❛✈❛ ❜②t❡❝♦❞❡ ❜② t❤❡
❏❛✈❛ ❝♦♠♣✐❧❡r✳



✷✳✸✳ ◆❡✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❢♦r ❚♦♠ ❢r♦♠ t❤✐s t❤❡s✐s ✽✺

✷✳✸ ◆❡✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❢♦r ❚♦♠ ❢r♦♠ t❤✐s t❤❡s✐s

❚♦♠ ✐s ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❦✐♥❞ ♦❢ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❚♦ ❤❡❧♣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❡r t♦ s♣❡❝✐❢② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦♦❧s✱ ❚♦♠ ♣r♦✈✐❞❡s
s❡✈❡r❛❧ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝ts s✉❝❤ ❛s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ♣❛tt❡r♥
♠❛t❝❤✐♥❣✱ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣② ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡
❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ❤♦✇ ❛ s❡t ♦❢ r✉❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s
❤♦✇ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ♦r tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ tr❡❡✳ ❚♦ ❜❡ s❛❢❡✱
✐♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛ str❛t❡❣② ❝❛♥♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ s♦rt ♦❢
❛ t❡r♠✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤✐s ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ✐❧❧✲t②♣❡❞ t❡r♠✱ ✐✳❡✳ ❛ t❡r♠ ♥♦ ❧♦♥❣❡r
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❜✉✐❧t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❚♦♠ ✐s t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② str❛t❡❣✐❡s ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ s♦rt ♦❢ t❡r♠s✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r♦♣♦s❡s ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ ❚♦♠ ❛s ❛ ❢♦r♠❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐❧❧✲t②♣❡❞ t❡r♠s✱ ✇❤✐❧❡
❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ❚♦♠ ❝♦♥s✐sts
♠❛✐♥❧② ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❏❛✈❛✱ t❤❡ st❛t✐❝ t②♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❝♦♥str✉❝ts ✖ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts ✖ st❛②s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❏❛✈❛✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s✱
✇❡ ❞❡t❡❝t ❛s ♠❛♥② t②♣❡ ❡rr♦rs ✐♥ ♣r♦❣r❛♠s ❛♥❞ ❛s s♦♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭✐✳❡✳ st✐❧❧ ❛t
❚♦♠ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✮ ❡✈❡♥ ✐❣♥♦r✐♥❣ ❝♦♥❝r❡t❡ ❞❛t❛ t②♣❡s✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t②♣❡ s②st❡♠s
❢♦r❚♦♠✳ ■ts ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❚♦♠ ✐♠♣❛❝t ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❚②♣✐♥❣ ❚❤❡ ♥❡✇ t②♣❡r s✉❜s✉♠❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✭r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦✮ t②♣✐♥❣✲r❡❧❛t❡❞
❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❚♦♠✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ s❛❢❡t② ♦✈❡r t②♣❡s✳ ❚❤❡
t②♣❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✉♥s♦rt❡❞ t❡r♠s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ t❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❞✐❝
♦♣❡r❛t♦rs✳ ■♥t❡r♥❛❧❧②✱ t❤❡ ●♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❚♦♠
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❛❜♦✉t t②♣❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s
❢♦r t❤♦s❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

❙✉❜t②♣✐♥❣ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥❡✇ t②♣❡r ❛❧s♦ ❤❛♥❞❧❡s s✉❜t②♣✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t②♣❡
s❛❢❡t②✳ ❚❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❛❞❞s ❢♦r t❤❡ ✉s❡r t❤❡ ❡①t❡♥❞s ❝♦♥str✉❝t✳
■♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✪t②♣❡t❡r♠ ❝♦♥str✉❝t ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡
❝♦♥str✉❝t♦rs✱ ❡①t❡♥❞s ❡♥❛❜❧❡s t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡s ✇❤❡♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡ t②♣❡r ✇❛s
❡♥r✐❝❤❡❞ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣ ❛s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦✈❡r t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②
♦♥❡s✳ ❋♦r t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ r✉❧❡s ❢♦r ❛
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❛r❜❛❣❡



✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣

❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❙♣❡❝✐✜❝ ❞❡t❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s ❛s♣❡❝t
♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

P❛tt❡r♥✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ s✉❜t②♣✐♥❣ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ✐♥ ❚♦♠ ❛❧s♦
✐♠♣❛❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡❞ t♦ t❤❡ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝
♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❤❛♥❞❧❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧
s❡♠❛♥t✐❝s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r
t②♣❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚②♣❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❏❛✈❛ ❧❡✈❡❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❚♦♠ ✐s ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞
❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣r❡✈❡♥ts ✐t ❢r♦♠ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✐ts ❤♦st ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❈❤❛♣t❡r ✺ s❤♦✇s
❛ ❝❛s❡ st✉❞② ✉s✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣ ✐♥ ❚♦♠ ✇❤❡r❡ t❤❡
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✸

❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛s ❏❛✈❛✳
◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✇❡ st✐❧❧ ❡①♣❡❝t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞
❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♥♦t
♦♥❧② ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❛♥❞ t②♣❡s ❜✉t ❛❧s♦ ♦❢ ❛ ❚♦♠ t②♣❡ s②st❡♠ ❝♦♠✲
♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❏❛✈❛ t②♣❡ s②st❡♠✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ t②♣❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♦✉r st❛t✐❝ t②♣✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✸✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❚❤✐s t❤❡s✐s ❛✐♠s ❛t ❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ❢♦r ❚♦♠
✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❢♦r❡♠♦st ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢
t❤✐s t②♣❡ s②st❡♠ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠s✿ ✐❢ ❛ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠
✐s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞✱ t❤❡♥ ✐t ♠✉st ❛✈♦✐❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦ ✏s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ❡♠♣t②✑
✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡rr♦rs✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧
s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r ❚♦♠✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✵✮ ♦♥
t❤❡ ❚♦♠ ❝♦r❡ s②♥t❛①✳

❙✐♥❝❡ ❚♦♠ ✐s ❛ st❛t✐❝❛❧❧② t②♣❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ t✇♦
❦✐♥❞s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥✿

✕ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝❡♣ts t❤❛t s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s
❤❛✈❡ ♥♦ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧♦♦❦s ❢♦r ❛ ✈❛❧✐❞ t②♣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
✇❡❧❧✲t②♣❡❞ t❡r♠s✱

✕ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s t♦ ❤❛✈❡
t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡s ✇❤❡t❤❡r t❡r♠s ❛r❡ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡♠✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t②♣❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡ ❚♦♠

❝♦r❡ s②♥t❛① ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡①♣❧✐❝✐t❧② t②♣❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ s♦♠❡ ❚♦♠ t❡r♠s s✉❝❤ ❛s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❚♦♠ t②♣❡ s②st❡♠
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ✏❈✉rr②✲st②❧❡✑✳ ■♥ ❈✉rr②✲st②❧❡ t②♣❡ s②st❡♠s✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② s♣❛rs❡ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞✮
✐s ♦❢t❡♥ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ t②♣❡s ❧❡❢t ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞✿ t❤✐s ✐s ❛♥



✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❛❞❞❡❞ ❡❛s❡ ♦❢ ✉s❡ ❢♦r t❤❡ ✉s❡r✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t②♣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞
❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❜✉t ♦♥❧② ❢♦r ❛ s✉❜s❡t
♦❢ t❤❡♠✳

❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✇❡ ❛r❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐s t♦ ❜❡
❜❛s❡❞ ♦♥ t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❜r✐♥❣s t✇♦ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s
t❤❛t t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ t②♣❡✲❝❤❡❝❦❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✐s ❞✐s❝❛r❞s t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❡✳❣✳ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✮ ✇♦✉❧❞
♦♥❧② r❡q✉✐r❡ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❢♦r
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✸✳✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

❊♠❜❡❞❞❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛❧❧♦✇ ❛ ❤♦st ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❡❧❡✲
♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❉❙▲✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❚♦♠ ♣r♦✈✐❞❡s ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ r✉❧❡
❜❛s❡❞ ❝♦♥str✉❝ts ❢♦r ❏❛✈❛✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❛♥② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s t❤❛t ♣r♦✲
♣♦s❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♦t❤❡rs ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠s ♦r ❡✈❡♥ ❡❧❡✲
♠❡♥ts ❢♦r s❝r✐♣t✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❝♦♥✜❣✉r✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥
t❤❡ ❤♦st ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❲❤✐❧❡ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♣r♦✈✐❞❡
st❛t✐❝ t②♣✐♥❣✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s❝r✐♣t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛r❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② t②♣❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ♦r ❞♦
♥♦t ❛❞❞r❡ss t②♣❡ s❛❢❡t② ✐ss✉❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s
❤❛✈❡ t②♣❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ t②♣❡ s❛❢❡t②✿

▲✉❛ ❚❤❡ ▲✉❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❬■❞❋❋✾✻❪ ✐s ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ ❛s ❛ s❝r✐♣t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦r ❛♥
❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❈ ✭♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❈✮✳ ▲✉❛ ♣r♦✈✐❞❡s
❛♥ ❡❛s②✲t♦✲✉s❡ ❛♥❞ t✐♥② ❈ ❆P■ ✉s❡❞ ❜② ✐ts st❛♥❞❛❧♦♥❡ ▲✉❛ ✐♥t❡r♣r❡t❡r
✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✳ ❇❡❝❛✉s❡ ▲✉❛ ♦✛❡rs ❛ s♠❛❧❧ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✐t str✐✈❡s
t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✜t ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲✉❛ ✐s ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②
t②♣❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❡①♣r❡ss❧② ❢♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ❜✉✐❧t✲
✐♥ t②♣❡s ❛♥❞ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s✳ ■♥ ▲✉❛✱ ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡
t②♣❡s✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t②♣❡❧❡ss ♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡rs ❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♥② t②♣❡ ❛♥❞ t②♣❡
❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t r✉♥t✐♠❡✳

❇❡❛♥❙❤❡❧❧ ❇❡❛♥❙❤❡❧❧ ❬◆✐❡✵✷❪ ✐s ❛ s❝r✐♣t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❏❛✈❛ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐✈❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❏❛✈❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❇❡❛♥❙❤❡❧❧

✐♥t❡r♣r❡t❡r ✐s ❧♦♦s❡❧② t②♣❡❞ ❜② ❞❡❢❛✉❧t✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛t r✉♥✲
t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦ s✉♣♣♦rt ♦♥❧② str♦♥❣❧②
t②♣❡❞ ♠❛❝r♦s ✇❤❡r❡ t②♣❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞✳ ■♥ ❇❡❛♥❙❤❡❧❧✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝❛♥ ❜❡ t②♣❡❞ ♦r ✉♥t②♣❡❞✳ ❚②♣❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧♦❝❛❧ t♦ t❤❡
s❝♦♣❡ ✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞✳ ❯♥t②♣❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡✐r t✉r♥ ❝❛♥
❤♦❧❞ ❏❛✈❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛❝t ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡✐r
❡♥❝❧♦s✐♥❣ s❝♦♣❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ r❡t✉r♥
t②♣❡s ❤❛✈❡ t❤❡✐r t②♣❡s ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
❡①❡❝✉t❡❞✳



✸✳✷✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s ✽✾

❏❡ss ❏❡ss ❬❍✐❧✵✶✱ ❍✐❧✵✸❪ ✐s ❜♦t❤ ❛♥ ❡①♣❡rt s②st❡♠ s❤❡❧❧ r✉♥♥✐♥❣ ❛s ❛ st❛♥❞❛❧♦♥❡
♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ❛ s❝r✐♣t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❏❛✈❛ ✇♦r❦✐♥❣ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛

❝♦❞❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❏❡ss ✐s ❛ ❏❛✈❛ ❆P■ ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ ❏❡ss ✐♥t❡r♣r❡t❡r t❤❛t ❝❛♥
❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ r✉❧❡ ❡♥❣✐♥❡✱ ✐✳❡✳ ❛ ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s r✉❧❡s t♦ ❞❛t❛ ♦❢
❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✳ ❚❤❡ ❏❡ss r✉❧❡s ❛r❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡✐r ❧❡❢t✲❤❛♥❞
s✐❞❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❑❡❡♣✐♥❣ ❛ ❧✐st ♦❢ r✉❧❡s✱ ❏❡ss ♣❡r❢♦r♠s ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣
❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✱ ❜✉t ❛❝t✐✈❛t❡❞ r✉❧❡s
❛r❡ ✜r❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ r✉❧❡ ❡♥❣✐♥❡ ✐s r✉♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢
❞❛t❛ ✐♥ ❏❡ss ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ✉♥♦r❞❡r❡❞ ❢❛❝ts✱ ❛❧❧♦✇s ❞❛t❛ t♦ ❤❛✈❡
t❤❡✐r t②♣❡s s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ t②♣❡s ❛❝❝❡♣t ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♥♦ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❏❡ss✳

❆s♣❡❝t❏ ❆s♣❡❝t❏ ❬❑❍❍+✵✶❪ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❏❛✈❛ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s ❛s♣❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞
❢❡❛t✉r❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡r♥s ♦❢ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❈♦♥❝❡r♥s
❛r❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ❜② ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♥str✉❝ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❆s✲

♣❡❝t❏✳ ❆s♣❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❝♦❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛❧❧ ✈❛❧✐❞ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ❆s♣❡❝t❏ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡
st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
✐♥t❡r✲t②♣❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡♥t✐t✐❡s ♦❢ ❛♥ ❛s♣❡❝t✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s t❤❡
❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ s✉♣❡rt②♣❡s ♦❢ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ❛♥ ❛s♣❡❝t✳ ❆s✲

♣❡❝t❏ ❝♦❞❡ ✐s ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥t♦ st❛♥❞❛r❞ ❏❛✈❛ ❜②t❡❝♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦
t❤❡ st❛t✐❝ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❏❛✈❛ t②♣❡ s②st❡♠✳

❆s ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② t②♣❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ st❛t✐❝❛❧❧② t②♣❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♠❛② ♥♦t r❡✲
q✉✐r❡ t②♣❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ♣❡r❢♦r♠ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❡r♠s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛
♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t②♣❡s ❢♦r ✉♥t②♣❡❞ t❡r♠s t❤r♦✉❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠s ♦❢ t②♣❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ✇❛s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❘♦❣❡r ❍✐♥❞❧❡② ❬❍✐♥✻✾❪ ✇❤♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❡r♠s ✐♥
❝♦♠❜✐♥❛t♦r② ❧♦❣✐❝ ❬❈❋✺✽❪✱ t❤❛t ✐s✱ t❡r♠s ❝♦♥s✐st ♦♥❧② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦ ❢r❡❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜② s✐♠♣❧❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇♦r❦
✇❛s ❧❛t❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❘♦❜✐♥ ▼✐❧♥❡r ❬▼✐❧✼✽❪ ✇❤♦ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐t
t♦ s✉♣♣♦rt ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢
❜❛s❡ t②♣❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❍❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss
❛♥❞ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠✳ ❚②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ à ❧❛ ❍✐♥❞❧❡②✲▼✐❧♥❡r ✐s ♦❢t❡♥
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ■t ❛❧s♦ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡s ❛s t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ st❛t✐❝❛❧❧② t②♣❡❞ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡ ❛♥❞ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠s✳

✸✳✷✳✶ ▼❛✉❞❡

▼❛✉❞❡ ❬❈❉❊+✵✼❪ ✐s ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❆❞❡❧ ❇♦✉❤♦✉❧❛✱ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞ ❛♥❞ ❏♦sé ▼❡s❡❣✉❡r ❬❇❏▼✵✵✱
▼❡s✾✼❪✳ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ✐s ❛ s✉❜❧♦❣✐❝ ♦❢ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ❞❡✜♥❡❞
❜② ❏♦sé ▼❡s❡❣✉❡r ❬▼❡s✾✷❪ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞s ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s t

= t✬ ❜② ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❛①✐♦♠s t : s✱ st❛t✐♥❣ t❤❛t ❛ t❡r♠ t ❤❛s ❛ ❝❡rt❛✐♥ s♦rt s✳ ▼❛✉❞❡

✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ♠♦st ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦s ❞♦♥❡ ♦♥ ❖❇❏ ❬❋●❏▼✽✺✱ ●❲▼+✾✸❪✳
❚❤✐s ❝♦♥✈❡②s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧



✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

♠♦❞✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✇❤❡r❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣✱ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✱ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳ ■♥
▼❛✉❞❡✱ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛♥❞ t②♣❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ s♦rts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❛♠❡s ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ t②♣❡s✱ ❛♥❞ ❦✐♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡ s♦rts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ▼❛✉❞❡ s✉♣♣♦rts ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s
A✱ AU ✱ AC ❛♥❞ ACU ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥✢✉❡♥t ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣✳ ❚❤❡s❡
t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛s ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛♥❞ ♦♥❧② ❛♣♣❧② t♦ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛✲
t♦rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t s♦rts ♦❢ t❤❡✐r r❛♥❦s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r
t❤❡ AU t❤❡♦r②✱ ❜♦t❤ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦❞♦♠❛✐♥ s♦rts ♠✉st ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶
✐♥ ❛ ❊①❛♠♣❧❡P❡❛♥♦ ♠♦❞✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r s✉❜s♦rt r❡❧❛t✐♦♥✿

✶ ❢♠♦❞ ❊❳❆▼P▲❊P❊❆◆❖ ✐s
✷ s♦rt ◆❛t ✳
✸ ♦♣ ③❡r♦ ✿ −❃ ◆❛t ✳
✹ ♦♣ s✉❝ ✿ ◆❛t −❃ ◆❛t ✳
✺ ♦♣ ❡♠♣t② ✿ −❃ ◆❛t ✳
✻ ♦♣ ❝♦♥❝◆❛t ✿ ◆❛t ◆❛t −❃ ◆❛t ❬❛ss♦❝ ✐❞✿ ❡♠♣t②❪ ✳
✼ ❡♥❞❢♠

❍❡r❡✱ ▼❛✉❞❡ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❚♦♠✿ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧
❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t♦r ❝♦♥❝◆❛t ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❛❜❧❡
♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ AU ♦✈❡r t❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡♥✱ t❡r♠s
❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ❚♦♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❡r♠s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♥❡st❡❞
❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✢❛tt❡♥❡❞ ✐♥▼❛✉❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❚♦♠✲s♣❡❝✐✜❝ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ❞✐s❝❡r♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡r♠ ✇❤♦s❡ ❝♦❞♦♠❛✐♥ s♦rt
❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ✭♣♦ss✐❜❧❡✮ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s ✭♠♦❞✉❧♦
✢❛tt❡♥✐♥❣✮ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ✐♥ ▼❛✉❞❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ▼❛✉❞❡ t②♣❡ s②st❡♠ t②♣❡✲
❝❤❡❝❦s t❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♦r ♥♦♥✲❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳

✸✳✷✳✷ ❙❝❛❧❛

❚❤❡ ❙❝❛❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❬❖❞❡✶✶✱ ❈r❡✵✻❪ ✐s ❛ ❜❧❡♥❞ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥s♦❧✲
✐❞❛t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠s✿ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱
✇♦r❦✐♥❣ s❡❛♠❧❡ss❧② ✇✐t❤ ❏❛✈❛ ❛♥❞ ❈★✳ ■t ✐s ❛ str♦♥❣❧② st❛t✐❝❛❧❧② t②♣❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡
✇❤♦s❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❞♦♥❡ ❧♦❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✉♣♣♦rt✐♥❣
str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ t②♣❡s✳ ■t ❛❧s♦ s✉♣♣♦rts ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ s✉❝❤ ❛s ❛♥♦♥②♠♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❝✉rr②✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥
♠❛t❝❤✐♥❣✳ ■♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦
♦❜❥❡❝ts ❜❡✐♥❣ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❛s ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
❝❧❛ss❡s ❛♥❞ tr❛✐ts✳ ❈❧❛ss❡s ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② s✉❜❝❧❛ss✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥
❜❡ ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞ ♦✈❡rr✐❞❞❡♥ ❜② s✉❜❝❧❛ss❡s✳ ❈❧❛ss❡s ❝❛♥ ✐♠♣♦rt ❝♦❞❡ ❢r♦♠ ♦♥❡
♦r ♠♦r❡ tr❛✐ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s t❤❛t ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❞❡ ❛s ❝❧❛ss❡s✳
❇❡s✐❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡✱ ❙❝❛❧❛ ❛❧s♦ s✉♣♣♦rts ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛❜str❛❝t ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤



✸✳✷✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s ✾✶

❝❛s❡ ❝❧❛ss❡s ❛s ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦rs✳ ❈❛s❡ ❝❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss ❤✐❡r❛r✲
❝❤✐❡s ❜✉t ❝❛♥ ♥♦t ✐♥❤❡r✐t ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❝❛s❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s t❤r♦✉❣❤ ❛❜str❛❝t ❛♥❞ ❝❛s❡ ❝❧❛ss❡s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❙❝❛❧❛ ❝♦❞❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✿

✶ ❛❜str❛❝t ❝❧❛ss ◆❛t
✷ ❝❛s❡ ❝❧❛ss ③❡r♦✭✮ ❡①t❡♥❞s ◆❛t
✸ ❝❛s❡ ❝❧❛ss s✉❝✭♥✿ ◆❛t✮ ❡①t❡♥❞s ◆❛t

✺ ❛❜str❛❝t ❝❧❛ss ◆❛t▲✐st
✻ ❝❛s❡ ❝❧❛ss ❝♦♥❝◆❛t✭♠✿ ▲✐st❬◆❛t❪✮ ❡①t❡♥❞s ◆❛t▲✐st

■♥ ❧✐♥❡ ✻✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦r ▲✐st r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✭♦❢ ❞❛t❛ t②♣❡ ◆❛t ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❞❡✜♥❡
❛ ✈❛r✐❛❞✐❝ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦r ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✉✣① ✯ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
❛r❣✉♠❡♥t✿

❝❛s❡ ❝❧❛ss ❝♦♥❝◆❛t✭♠✿ ◆❛t∗✮ ❡①t❡♥❞s ◆❛t▲✐st

❚❤❡ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❴✯ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛r❦ t❤❡ ❧❛st ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❡r♠s
❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❞✐❝ ❝♦♥str✉❝t♦rs✳ ❚❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝❛s❡
❝❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇❤♦s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❇✉r❛❦ ❊♠✐r✬s t❤❡s✐s ❬❊♠✐✵✼❪✳ ■♥ ❙❝❛❧❛✱ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r✱ ✐✳❡✳ ❛ s❛♠❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥ ♥♦t ♦❝❝✉r ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❝❡ ✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥✱ ❛♥❞ ❛♥♦♥②♠♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❴

❛♥❞ ❛❧✐❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❅ ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❙❝❛❧❛

✐s s②♥t❛❝t✐❝ ❡✈❡♥ ❢♦r ♣❛tt❡r♥s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❞✐❝ ❝♦♥str✉❝t♦rs✱ s✐♥❝❡✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st
t♦ ❚♦♠✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✐s ♥♦t s✉♣♣♦rt❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱
t❤❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✹ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❙❝❛❧❛ ❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✼ ❞❡❢ ♣r✐♥tP♦s✐t✐✈❡■♥t❡❣❡rs ✭♥▲✐st ✿ ◆❛t▲✐st ✱ ❝♦✉♥t❙✉❝✿ ■♥t ✮ ④
✽ ✈❛r ❝♦✉♥t❡r ❂ ❝♦✉♥t❙✉❝
✾ ♥▲✐st ♠❛t❝❤ ④
✶✵ ❝❛s❡ ❝♦♥❝◆❛t✭◆✐❧✮ ❂❃ ④⑥
✶✶ ❝❛s❡ ❝♦♥❝◆❛t✭①✿✿③✮ ❂❃ ④
✶✷ ① ♠❛t❝❤ ④
✶✸ ❝❛s❡ ♣♥❛t❅s✉❝✭②✮ ❂❃ ④
✶✹ ❝♦✉♥t❡r ❂ ❝♦✉♥t❡r ✰ ✶
✶✺ ♣r✐♥t❧♥ ✭✧P♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ★✧ ✰ ❝♦✉♥t❡r ✰ ✧ ❂ ✧ ✰ ♣♥❛t✮
✶✻ ⑥
✶✼ ❝❛s❡ ❴ ❂❃ ④⑥
✶✽ ⑥
✶✾ ♣r✐♥tP♦s✐t✐✈❡■♥t❡❣❡rs ✭❝♦♥❝◆❛t✭③✮✱❝♦✉♥t❡r✮
✷✵ ⑥
✷✶ ⑥
✷✷ ⑥

❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❚♦♠ ❛♥❞ ❙❝❛❧❛ ✐s ✇✐t❤ r❡✲
s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r s❡♠❛♥t✐❝s✳ ■♥ ❙❝❛❧❛✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ tr✐❡❞ ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✉♥t✐❧ ♦♥❡ ✐s
❢♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ s✉❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡



✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✈❡r
❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ ❛s ❛t ❧✐♥❡ ✶✾✳ ❙t✐❧❧ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✱
❙❝❛❧❛ ♣❡r❢♦r♠s ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ✐t ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛s ♣❛tt❡r♥ ❛t ❧✐♥❡ ✶✼✳ ❆ ❧♦❝❛❧ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♣❛tt❡r♥s ❝♦♥str✉❝ts ❛
s❡t ♦❢ t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ✐♥ ❚♦♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✮ ✇❤❡r❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❜♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❝♦❞❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ♣❛tt❡r♥s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❝♦♥str✉❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ t②♣❡✱
❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦ss✐❜❧② ❧✐♠✐t t❤❡ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✸✳✷✳✸ ❊▲❆◆

❊▲❆◆ ❬❇❑❑+✾✽✱ ❇❈❉+✵✻❪ ✐s ❛ r✉❧❡ ❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝r❡❛t❡❞
❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ Pr♦t❤❡♦ ❣r♦✉♣✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ t❡❛♠ ✐s ❛ ❢♦❧❧♦✇✲
✉♣✳ ❆s ▼❛✉❞❡✱ ❊▲❆◆ ❛❧s♦ ❤❛s ✐ts ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
❏♦sé ▼❡s❡❣✉❡r ❬▼❡s✾✷❪ ❛♥❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❖❇❏ ❬●❲▼+✾✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣② ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ✜rst
❝❧❛ss ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❡①♣r❡ss ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥s✳ ❙♦rts ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② s✐❣♥❛t✉r❡s ✐♥ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝✲❧✐❦❡
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② AC ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❢♦r ❜✐♥❛r②
♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s♦rt ❢♦r ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❡q✉❛✲
t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❛♥❞ s②♥t❛❝t✐❝ ✭❧❡❢t ♦r r✐❣❤t✮
❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❢♦r ♣❛rs✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
t②♣❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❊▲❆◆ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶ ♠♦❞✉❧❡ ❡①❛♠♣❧❡♣❡❛♥♦
✷ s♦rt
✸ ◆❛t ◆❛t▲✐st❀
✹ ❡♥❞

✻ ♦♣❡r❛t♦rs ❣❧♦❜❛❧
✼ ③❡r♦ ✿ ◆❛t❀
✽ s✉❝✭❅✮ ✿ ✭◆❛t✮ ◆❛t❀
✾ ❅ ✿ ✭◆❛t✮ ◆❛t▲✐st ❀
✶✵ ♥✐❧ ✿ ◆❛t▲✐st ❀
✶✶ ❅✳❅ ✿ ✭◆❛t▲✐st ◆❛t▲✐st✮ ◆❛t▲✐st ❛ss♦❝❘✐❣❤t❀
✶✷ ❝♦♥❝◆❛t✭❅✮ ✿ ✭◆❛t▲✐st✮ ◆❛t▲✐st ❀
✶✸ ❡♥❞

❆❧t❤♦✉❣❤ ❊▲❆◆ ❞♦❡s ♥♦t s✉♣♣♦rt s✉❜s♦rt ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❛♥♦♥②♠♦✉s ♦♣❡r❛t♦rs ❅ t♦ ❞❡✜♥❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ s♦rt t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✱
❛s ❛t ❧✐♥❡ ✾✳ ❚❤❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✐♥t❡r♥❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥str✉❝t♦r
✇✐t❤ ❛ ❢r❡s❤ ♥❛♠❡ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ◆❛t ❛♥❞
◆❛t▲✐st✳ ■♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐t✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✭❛t ❧✐♥❡
✶✶✮ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❝♦♥❝◆❛t t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❙✐♥❝❡ ❊▲❆◆
❛❧s♦ s✉♣♣♦rts ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t②♣❡s✱ ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥❞❡✜♥✐t❡
❛r✐t② ♦❢ ❝♦♥❝◆❛t ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦r ▲✐st ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❊▲❆◆ st❛♥❞❛r❞



✸✳✷✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s ✾✸

❧✐❜r❛r②✿

❝♦♥❝◆❛t✭❅✮ ✿ ✭ ▲✐st ❬◆❛t❪✮ ▲✐st ❬◆❛t❪❀

❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ r❡✇r✐t❡
r✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❡r♠s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ✉s❡ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞
r✉❧❡s t♦ ❞❡❝❧❛r❡ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✾✮ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
❝♦♥❝◆❛t✿

✶✹ r✉❧❡s ❢♦r ◆❛t▲✐st
✶✺ ① ✿ ◆❛t❀
✶✻ ②✱③ ✿ ◆❛t▲✐st ❀
✶✼ ❣❧♦❜❛❧
✶✽ ❬ ❪ ❝♦♥❝◆❛t✭③✳ ♥✐❧ ✮ ❂❃ ❝♦♥❝◆❛t✭③✮ ❡♥❞
✶✾ ❬ ❪ ❝♦♥❝◆❛t✭♥✐❧ ✳③✮ ❂❃ ❝♦♥❝◆❛t✭③✮ ❡♥❞
✷✵ ❬ ❪ ❝♦♥❝◆❛t✭②✳❝♦♥❝◆❛t✭③✮✮ ❂❃ ❝♦♥❝◆❛t✭②✳③✮ ❡♥❞
✷✶ ❬ ❪ ❝♦♥❝◆❛t✭❝♦♥❝◆❛t✭②✮✳③✮ ❂❃ ❝♦♥❝◆❛t✭②✳③✮ ❡♥❞
✷✷ ❬ ❪ ❝♦♥❝◆❛t✭❝♦♥❝◆❛t✭③✮✮ ❂❃ ❝♦♥❝◆❛t✭③✮ ❡♥❞
✷✸ ❡♥❞

❆♥♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❛r❡ t❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ♦♥❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❡❧❡♠❡♥t❛r②
str❛t❡❣✐❡s ✇❤♦s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② str❛t❡❣② ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs ❛♥❞ r❡t✉r♥s
❛❧❧ r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞✳ ❙tr❛t❡❣② ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs ❛r❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ str❛t❡❣② ♦♣❡r❛t♦rs ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② t❤❡ ❊▲❆◆ str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛r✐❛♥ ❱✐tt❡❦ ❡t ❛❧✳ ❬❱✐t✾✹✱
❇❑❑+✾✼❪ ❛♥❞ ❧❛t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ P❡t❡r ❇♦r♦✈❛♥s❦ý✬s t❤❡s✐s ❬❇♦r✾✽❪✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱
✇❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ r✉❧❡ t❛✐❧ t♦ ✐t❡r❛t❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ t❡r♠ ❜✉✐❧t ❢r♦♠
❝♦♥❝◆❛t ❛♥❞ t✇♦ ❧❛❜❡❧❡❞ r✉❧❡s ✇✐t❤ s❛♠❡ ♥❛♠❡ ❤❡❛❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤
♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ❛♥❞ ❛r❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ s✉❝✿

✷✸ r✉❧❡s ❢♦r ◆❛t▲✐st
✷✹ ① ✿ ◆❛t❀
✷✺ ③ ✿ ◆❛t▲✐st ❀
✷✻ ❧♦❝❛❧
✷✼ ❬❤❡❛❞❪ ❝♦♥❝◆❛t✭s✉❝✭①✮✳③✮ ❂❃ s✉❝✭①✮ ❡♥❞
✷✽ ❬❤❡❛❞❪ ❝♦♥❝◆❛t✭s✉❝✭①✮✮ ❂❃ s✉❝✭①✮ ❡♥❞
✷✾ ❬ t❛✐❧ ❪ ❝♦♥❝◆❛t✭①✳③✮ ❂❃ ❝♦♥❝◆❛t✭③✮ ❡♥❞
✸✵ ❡♥❞

❚❤❡♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t str❛t❡❣② ♦♣❡r❛t♦r t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r✐♥t✲

P♦s✐t✐✈❡■♥t❡❣❡rs ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✹✿

✸✶ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ◆❛t▲✐st
✸✷ ✐♠♣❧✐❝✐t
✸✸ ❬✳❪ ♣r✐♥tP♦s✐t✐✈❡■♥t❡❣❡rs ❂❃ ✐t❡r❛t❡∗✭ t❛✐❧ ✮❀❤❡❛❞ ❡♥❞
✸✹ ❡♥❞
✸✺ ❡♥❞

❚❤❡ str❛t❡❣② r✉❧❡ ♣r✐♥tP♦s✐t✐✈❡■♥t❡❣❡rs ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞
r✉❧❡s ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ❀ ✇✐t❤ t❤❡ str❛t❡❣② ♦♣❡r❛t♦r ✐t❡r❛t❡✯



✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

✇❤✐❝❤ r❡♣❡❛ts t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❛r❣✉♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✉♥t✐❧ ✐t ❢❛✐❧s ❛♥❞ r❡t✉r♥s
❛❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣② r✉❧❡ ♦♥ ❛ t❡r♠ ✐s ❞♦♥❡ ❜②
s②♥t❛❝t✐❝ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤♦s❡ t❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ AC ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❋♦r ♣❛tt❡r♥
♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ AC✱ ❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐s❡t ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ ♦♥❡
♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s ❛r❡ st♦r❡❞ ❢♦r ✭♣♦ss✐❜❧❡✮ ❢✉t✉r❡
❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣✳

❘❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❊▲❆◆ str♦♥❣❧② ✐♥s♣✐r❡❞ t❤❡
❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts r❡✇r✐t❡ str❛t❡❣✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ t②♣❡ s②st❡♠ t❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠
✜rst✲♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦rs ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❆s ✐♥ ▼❛✉❞❡✱ t❤✐s
s✐♠♣❧✐❝✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ❛r✐t② ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦❞♦♠❛✐♥ s♦rts
♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳

✸✳✸ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠

❚♦ t❛❧❦ r✐❣♦r♦✉s❧② ❛❜♦✉t t②♣❡ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❡r♠s ♦❢ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦
♣r❡s❡♥t ❢♦r♠❛❧❧② t❤❡ ❚♦♠ ❝♦r❡ s②♥t❛① ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤✐s s②♥t❛① ✐s ❛❢t❡r✇❛r❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧
s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ❛s ❛ ♣r♦♦❢ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r
t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥ts ❛❜♦✉t t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❛ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠✳
❋♦r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛
t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❛s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡✐r ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞ t②♣❡ ❛♥♥♦✲
t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ t✇♦ ❛s♣❡❝ts
♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✿ s②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s✳

✸✳✸✳✶ ❚♦♠ t❡r♠s ❛♥❞ t②♣❡s

❆s s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ t❤❡ ❚♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
s②♥t❛❝t✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡♠ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ s❡ts V✱ F ❛♥❞ F⋆✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❞✐❝
♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❧✐sts✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡❝❛❧❧ t❤❛t st❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ r❡♣r❡s❡♥t s✉❜❧✐sts ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❛ ❧✐st✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✳

❇❡❝❛✉s❡ ❚♦♠ t❡r♠s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ ✈❛r✐❛❞✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ✇❡ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡t S ♦❢ ❜❛s❡ s♦rts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❚♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s✳ ❆t t❤✐s
st❛❣❡✱ ✇❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜✉✐❧❞ t❡r♠s ❢r♦♠ s②♥t❛❝t✐❝ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ❜❡✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ s♦rt✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤♦s❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ t❡r♠s
❞✉r✐♥❣ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✈❛r✐❛❞✐❝
♦♣❡r❛t♦r ✈ ∈ F⋆✱ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ①✱ ② ∈ V ❛♥❞ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❣ ∈ F ∪F⋆✳ ❚❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥
♦❢ ❣✭①✮ ✐♥t♦ ❛ ❧✐st ✈✭②✮ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❛t✉s
♦❢ ❣✿

✶✳ s✉♣♣♦s❡ ❣ ∈ F⋆ ❛♥❞ ❣ = ✈✱ t❤❡♥✱ ❜② ✢❛tt❡♥✐♥❣ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✾✮✱ t❤❡
r❡s✉❧t ✐s ❛ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❧✐sts✱ ✐✳❡✳ ✈✭①✱②✮❀



✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✾✺

✷✳ s✉♣♣♦s❡ ❣ ∈ F⋆ ❛♥❞ ❣ 6= ✈ ♦r ✐❢ ❣ ∈ F ✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛♥ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❡❧❡♠❡♥t ✐♥t♦ ❛ ❧✐st✱ ✐✳❡✳ ✈✭❣✭①✮✱②✮✳

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❧✐sts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❤❡❛❞ s②♠✲
❜♦❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s♦rts ❞❡❝♦r❛t❡❞ ✇✐t❤
❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❡r♠s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ sg ✇✐t❤ ❣ ∈ F ∪ F⋆✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✲
✜♥❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ s②♠❜♦❧ ? ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡❝♦r❛t✐♦♥ ✐s ✉♥✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧✳ ❉❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts ❛r❡
❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❣r♦✉♥❞ t②♣❡s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡st t②♣❡s ✇✐t❤ ✇❤♦♠ ❛ t❡r♠ ❝❛♥
❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡rs ❢♦r ❣r♦✉♥❞ t②♣❡s✳ ❲❡
❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❣r♦✉♥❞ t②♣❡ wt t♦ ❝❧❛ss✐❢② ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♥♦t t❡r♠s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❜❛❝❦q✉♦t❡ ❝♦♥str✉❝ts ❛♠♦♥❣
♦t❤❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ t②♣❡s T y ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✉♥s♦rt❡❞ t❡r♠s ❜✉✐❧t
❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❢r♦♠ {wt} ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ S ❛♥❞ F ∪ F⋆ ∪ {?}✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭❚②♣❡s✮✳ ▲❡t wt ❜❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ X ❜❡ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧②
✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② α✱ β✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ s❡t T y ♦❢ t②♣❡s ✐s ♠❛❞❡
✉♣ ♦❢ t❤❡ ✉♥s♦rt❡❞ t❡r♠s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r❛♠♠❛r✿

τ ::= α | sh | wt

✇❤❡r❡ τ ∈ T y✱ α ∈ X ✱ s ∈ S✱ h ∈ F ∪ F⋆ ∪ {?}✳
❆ ❣r♦✉♥❞ t②♣❡ ✐s ❛ t②♣❡ τ ✇✐t❤ ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐✳❡✳ Var(τ) = ∅✳

❚❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ s♦rts
❡♥r✐❝❤❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❞❡❝♦r❛t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭❊q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts✮✳ ▲❡t s1, s2 ∈ S ❜❡ t✇♦ s♦rts ❛♥❞
h1, h2 ∈ F ∪ F

⋆✳ ❚❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② =t✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ s?1 =t s
?
2 ⇔ s1 = s2

✷✳ sh1

1 =t s
?
2 ⇔ s1 = s2

✸✳ s?1 =t s
h2

2 ⇔ s1 = s2

✹✳ sh1

1 =t s
h2

2 ⇔ s1 = s2 ∧ h1 = h2

✇❤❡r❡ = st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ❡q✉❛❧✐t②✳
❲❡ ✇r✐t❡ sh1

1 6=t s
h2

2 t♦ ♠❡❛♥ t❤❛t ¬(sh1

1 =t s
h2

2 )✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s ✐s r❡❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ t②♣✐♥❣ ♦❢ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❋♦r
t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡❝♦r❛t✐♦♥ ❝❧❡❛♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t②♣❡s
❛♥❞ ❜❛s❡ s♦rts ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t②♣❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ♥♦♥✲❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts✳ ❲❡
♠❛✐♥❧② ✉s❡ t❤✐s ✇❤❡♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✪♠❛t❝❤

❝♦♥str✉❝t t❤r♦✉❣❤ ❛ t②♣❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✭❉❡❝♦r❛t✐♦♥ ❝❧❡❛♥✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ | · | ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
❢r♦♠ T y t♦ S ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿



✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

|sh| = s

✇❤❡r❡ s ∈ S ❛♥❞ h ∈ F ∪ F⋆ ∪ {?}✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❡t T y ♦❢ t②♣❡s✱ t❤❡ s❡ts F ❛♥❞ F⋆ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ❛
❝♦✉♥t❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ s❡t V ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❚♦♠ t❡r♠s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛
T (T y,F ∪ F⋆,V) ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✻✮✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❚♦♠ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❜② T (T y,F ∪ F⋆)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ✭❚♦♠ t❡r♠s✮✳ ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❚♦♠ t❡r♠s ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r❛♠♠❛r✿

term ::= ① | ①✯ | ❢✭term, . . . , term
︸ ︷︷ ︸

n

✮ | ❣✭term✱. . .✱term✮

✇❤❡r❡ ① ∈ V✱ ❢ ∈ Fn ❛♥❞ ❣ ∈ F⋆✳

❆ ❚♦♠ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ✐ts t✉r♥ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❚♦♠ ❝♦❞❡
❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ❛♥❞ ✐♥❢❡r t②♣❡s ♦❢ ❚♦♠ t❡r♠s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦♥❧② ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❚♦♠ t❡r♠s✳ ❚❤✉s✱ ❏❛✈❛
✈❛r✐❛❜❧❡s ❜♦✉♥❞ t♦ ❚♦♠ t❡r♠s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ V✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❏❛✈❛ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ❚♦♠ t❡r♠s ♦r ❜❡✐♥❣ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❜② ❚♦♠ t❡r♠s ❛r❡
❡♥t✐r❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❚♦♠ t❡r♠s✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❏❛✈❛ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❞✐s♠✐ss❡❞✳



✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✾✼

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✭❚♦♠ ❝♦r❡ ❛❜str❛❝t s②♥t❛①✮✳ ❚❤❡ ❚♦♠ ❝♦r❡ ❛❜str❛❝t s②♥t❛① ✐s
s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r❛♠♠❛r✿

code ::= ④rule; . . . ; rule⑥ |❵term | ① := ❵term

rule ::= cond −→ action

cond ::= pattern << |τ | term | term ⋄ term | cond ∧ cond | cond ∨ cond

pattern ::= ① | ①✯ | ❣✭pattern✱. . .✱pattern✮ | ①@pattern | !pattern

term ::= ① | ①✯ | ❣✭term✱. . .✱term✮

action ::= code | (action; . . . ; action)

✇❤❡r❡ ① ∈ V✱ ❣ ∈ F ∪ F⋆ ❛♥❞ τ ∈ T y\{wt}✳
❚❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤✐s ❣r❛♠♠❛r ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳
❆ ❚♦♠ ❝♦❞❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ code✳

❆ code ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛ ❜❛❝❦q✉♦t❡❞ t❡r♠ ♦r ❛ ❧✐st ♦❢ r✉❧❡s
cond −→ action✳ ❚❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ t❡r♠ t t♦ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ① ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
① := ❵t✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❛ r✉❧❡ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦r ❛ ❝♦♥❥✉♥❝✲
t✐♦♥✴❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣
♦r ❛ ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥s t1 << ? |τ | t2

✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✼ ✐♥ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ s②♠❜♦❧ ✏?✑ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳
τ ❞❡♥♦t❡s ❛ t②♣❡ ❛♥❞ |τ | ✐s ✐ts ✉♥❞❡❝♦r❛t❡❞ ❢♦r♠ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❲❡ ❝❛❧❧
❛♥t✐✲♣❛tt❡r♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ !pattern✳ ◆✉♠❡r✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t1 ⋄ t2 ✇❤❡r❡ ⋄ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs =✱ 6=✱ <✱ ≤✱ > ❛♥❞ ≥✳ ❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❛ r✉❧❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧②
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ code✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐st ♦❢ r✉❧❡s ❛♥❞✴♦r ❜❛❝❦q✉♦t❡❞ t❡r♠s✳ ❆ ❵term ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❜❛❝❦q✉♦t❡ ❝♦♥str✉❝t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❚♦♠ t❡r♠ t♦ ❜❡ ❜✉✐❧t ✐♥t♦ ❛ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥♦♥②♠♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❴ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥
t❤❡ ❣r❛♠♠❛r s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤♦s❡ ♥❛♠❡ ✐s ♥♦t
✉s❡❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✻✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞ ♣r✐♥tP♦s✐t✐✈❡■♥t❡❣❡rs ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✹✳ ❚❤❡
✪♠❛t❝❤ ❝♦♥str✉❝t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚♦♠ ❝♦❞❡✿

④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t⑥

❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❜str❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
❚♦♠ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ♥❡st❡❞ block ❛♥❞ ❚♦♠

t❡r♠s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❏❛✈❛ st❛t❡♠❡♥ts✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✼✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶
❛♥❞ t❤❡ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞ ❧❡q ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞
❞❡s❝r✐❜❡s ❛ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥t♦ ❛ ❧✐st✿

♣✉❜❧✐❝ ❏◆❛t▲✐st ✐♥s❡rt✐♦♥❙♦rt ✭❏◆❛t t✱ ❏◆❛t▲✐st ♥▲✐st ✮ ④
✪♠❛t❝❤ ④
❝♦♥❝◆❛t✭✮ ❁❁ ◆❛t▲✐st ♥▲✐st −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵❝♦♥❝◆❛t✭t✮❀ ⑥
❝♦♥❝◆❛t✭❤❡❛❞✱ t❛✐❧∗✮ ❁❁ ◆❛t▲✐st ♥▲✐st −❃ ④
✪♠❛t❝❤ ④



✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

tr✉❡ ❁❁ ❜♦♦❧❡❛♥ ❧❡q✭t✱❤❡❛❞✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵❝♦♥❝◆❛t✭t✱♥▲✐st∗✮❀ ⑥
❢❛❧s❡ ❁❁ ❜♦♦❧❡❛♥ ❧❡q✭t✱❤❡❛❞✮ −❃ ④
❏◆❛t▲✐st ♥❙✉❜▲✐st ❂ ❵ ✐♥s❡rt✐♦♥❙♦rt ✭t ✱ t❛✐❧ ∗✮❀
r❡t✉r♥ ❵❝♦♥❝◆❛t✭❤❡❛❞✱♥❙✉❜▲✐st∗✮❀

⑥
⑥

⑥
⑥
t❤r♦✇ ♥❡✇ ❘✉♥t✐♠❡❊①❝❡♣t✐♦♥✭✧❊rr♦r ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✐♥s❡rt✐♦♥❙♦rt ✳✧✮❀

⑥

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥s❡rt✐♦♥❙♦rt ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚♦♠ ❝♦r❡ ❛❜str❛❝t s②♥t❛① ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

④

❝♦♥❝◆❛t✭✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵❝♦♥❝◆❛t✭t✮;

❝♦♥❝◆❛t✭❤❡❛❞✱t❛✐❧✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→

(④

tr✉❡ << |boolean?| ❧❡q✭t✱❤❡❛❞✮ −→ ❵❝♦♥❝◆❛t✭t✱♥▲✐st✯✮;

❢❛❧s❡ << |boolean?| ❧❡q✭t✱❤❡❛❞✮ −→ (♥❙✉❜▲✐st :=❵✐♥s❡rt✐♦♥❙♦rt✭t✱t❛✐❧✯✮;

❵❝♦♥❝◆❛t✭❤❡❛❞✱♥❙✉❜▲✐st✯✮)

⑥)

⑥

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡ t ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥ts s✉❝❤ ❛s t1✱
t2 ❛♥❞ tn t♦ st❛♥❞ ❢♦r ❚♦♠ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❚♦♠
❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❜✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❚♦♠ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡s ❢ ❛♥❞ ✈ ❞❡♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s②♥t❛❝t✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs
❛♥❞ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❤✐❧❡ ❣ st❛♥❞s ❢♦r ♦♣❡r❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s②♥t❛❝t✐❝ ♦r
✈❛r✐❛❞✐❝✳ ❚❤❡ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡ h ✐s ✉s❡❞ ❛s s♦rt ❞❡❝♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛♥❞s ❢♦r ❢✱ ✈✱ ❣ ♦r
❄✳ ❆♥ ❡♥t✐r❡ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

✸✳✸✳✷ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❧✐❦❡ ❚♦♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ✉s✐♥❣ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ✇✐t❤ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❬❈❑✵✶❛✱
❈❑✵✶❜❪✳ ❚❤❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢❡❛t✉r✐♥❣ λ✲
❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❡r♠s✳ ■ts s②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥✲
t✐❝s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❍♦r❛t✐✉ ❈✐rst❡❛✱ ▲✉✐❣✐ ▲✐q✉♦r✐ ❛♥❞ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❲❛❝❦ ❬❈▲❲✵✸❪
❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r ❊▲❆◆ ✇❤❡r❡ t❤❡
ρ✲❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t❡
r✉❧❡s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦❝❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❍♦r❛t✐✉
❈✐rst❡❛ ❛♥❞ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❬❈❑✵✶❜❪✳ ❚❤❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧✉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❊▲❆◆
r✉❧❡s ❛❧s♦ ❤❛♥❞❧❡s ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇❡❧❧ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❚♦♠ r✉❧❡s ✇✐t❤
❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s✴❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❚♦♠ r✉❧❡s ❛r❡ ♥♦t ♣✉r❡❧② r❡✇r✐t✐♥❣ r✉❧❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
t❤❛t ❏❛✈❛ st❛t❡♠❡♥ts ❝❛♥ ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡✐r r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ❝♦♠♣r♦♠✐s✐♥❣ t❤❡✐r
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❥♦② ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❛t ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ρ✲
❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s❡♠❛♥t✐❝s ✇❤❡r❡ s♦♠❡



✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✾✾

♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐❣♥♦r❡❞✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜✐❣✲st❡♣
♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❞❡✜♥❡❞
❜② ●✐❧❧❡s ❑❛❤♥ ❬❑❛❤✽✼❪✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❉✐❞✐❡r ❘é♠② ❬❘✁✵✷❪ ❛❧s♦ ✐♥s♣✐r❡❞ t❤❡
s②♥t❛❝t✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❚♦♠ ❝♦❞❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥
r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ✇r✐tt❡♥ e ⇓ e′✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
t♦ r❡❣✐st❡r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ st❛t❡ ♦❢ ❛ ❝♦❞❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ❝✉rr❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✽ ✭❱❛❧✉❡s✮✳ ❚❤❡ s❡t Val ♦❢ ✈❛❧✉❡s ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞
t❡r♠s T (T y,F ∪ F⋆) ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❝♦♥st❛♥ts ❛❝❝❡♣t ❛♥❞
r❡❥❡❝t✿

v̇ ::= u̇ | ❛❝❝❡♣t | r❡❥❡❝t

u̇ ::= ❣✭u̇✱. . .✱u̇✮

✇❤❡r❡ ❣ ∈ F ∪ F⋆✱ u̇ ∈ T (T y,F ∪ F⋆) ❛♥❞ v̇ ∈ Val✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ♭(u̇) t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ u̇ ✭s❡❡ ❉❡✜✲

♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✾✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾ ✭❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮✳ ❆♥ ✭❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✮ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ρ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ V t♦ T (T y,F ∪F⋆)✳ ▲❡t ① ∈ V ❛♥❞ t ∈ T (T y,F ∪F⋆)✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②
ρ[① 7→ t] t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ρ′ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ② ∈ V s✉❝❤ t❤❛t ② ∈ Dom(ρ)✿

ρ′(②) =

{
t ✐❢ ① = ②

ρ(②) ♦t❤❡r✇✐s❡

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Env t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❧❛s❤ ✇❤✐❧❡
❛♣♣❧②✐♥❣ ✉♥✐♦♥ t♦ t✇♦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ ✭❖✈❡r❧♦❛❞✐♥❣✮✳ ❆♥ ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ρ1 ⊳− ρ2 ♦❢ t✇♦ ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥ts ρ1 ❛♥❞ ρ2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

ρ1 ⊳− ρ2(①) =

{
ρ1(①) ✐❢ ① /∈ Dom(ρ2)

ρ2(①) ♦t❤❡r✇✐s❡

❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦♠✲
♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡s❡ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥ts ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✶ ✭❙❡♠❛♥t✐❝ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✮✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ρ1 ❛♥❞ ρ2✱ ✇r✐tt❡♥ ρ1 ⊲⊳ ρ2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

∀① (① ∈ Dom(ρ1) ∧ ① ∈ Dom(ρ2) ⇔ ρ1(①) = ρ2(①))



✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❲❡ ✇r✐t❡ ρ1 6⊲⊳ ρ2 t♦ ♠❡❛♥ t❤❛t ρ1 ❛♥❞ ρ2 ❛r❡ ♥♦t s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳
❆♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❥✉❞❣♠❡♥t ❢♦r ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ρ 
 t ⇓ (ρ′, v̇) ♦r

ρ 
 t ⇓ ({ρ′1, . . . , ρ
′
n}, v̇

′) ✇❤❡r❡ {ρ′1, . . . , ρ′n} r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s❡t ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛♥❞
v̇′ ∈ Val\T (T y,F ∪ F⋆)✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❢♦r ♥❛t✉r❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❚♦♠ ❛r❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✶✱ ✸✳✷✱ ✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✹✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞✉❧♦ r❡♥❛♠✐♥❣
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦✈❡r t❡r♠s ❜✉✐❧t
❢r♦♠ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞✉❧♦ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✾✮✳
▼❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❥✉❞❣♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦r r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢
♣❛tt❡r♥s✳ ▲✐st✲♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ AU ✇❤❡r❡ ♣❛tt❡r♥
❛♥❞ s✉❜❥❡❝t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐st✲♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡ ✐♥ ❛♥ ✏❛❜str❛❝t ✇❛②✑ ✇❤✐❧❡ ✐ts ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥
t❤❡ s♠❛❧❧✲st❡♣ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ●♦r❞♦♥ P❧♦t❦✐♥ ❬P❧♦✽✶✱ P❧♦✵✹❪✳
❲❡ ❛❞♦♣t t❤❡ s♠❛❧❧✲st❡♣ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ AU ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦♥❡
♦❢ ❛♥t✐✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❘❛❞✉ ❑♦♣❡t③ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸
♦❢ ❤✐s t❤❡s✐s ❬❑♦♣✵✽❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣
♠♦❞✉❧♦ AU ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❏❡❛♥✲
P✐❡rr❡ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞ ❛♥❞ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❬❏❑✾✶❪✳ ◆✉♠❡r✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
❥✉❞❣♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦r r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❡r♠s✳

① ∈ Dom(ρ) ρ(①) = u̇

ρ 
 ① ⇓ (ρ, u̇)
❊✲❱❛r

ρ 
 v̇ ⇓ (ρ, v̇)
❊✲❱❛❧

ρ 
 t1 ⇓ u̇1 . . . ρ 
 tn ⇓ u̇n ❢ ∈ Fn

ρ 
 ❢✭t1✱. . .✱ tn✮ ⇓ (ρ, ❢✭u̇1✱. . .✱ u̇n✮)
❊✲❋✉♥

ρ 
 t1 ⇓ u̇1 . . . ρ 
 tn ⇓ u̇n ✈ ∈ F⋆

ρ 
 ✈✭t1✱. . .✱ tn✮ ⇓ (ρ, ♭( ✈✭u̇1✱. . .✱ u̇n✮))
❊✲▲✐st

① ∈ V ρ 
 t ⇓ (ρ, u̇)

ρ 
 (① := ❵t) ⇓ (ρ ⊳− {① 7→ u̇}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲❆ss

ρ 
 t ⇓ (ρ, u̇)

ρ 
 ❵t ⇓ (ρ, ❛❝❝❡♣t)
❊✲❇q❚❡r♠

✇❤❡r❡ t✱ ti ∈ T (T y,F ∪ F
⋆,V) ❛♥❞ u̇, u̇i ∈ T (T y,F ∪ F

⋆) ❢♦r i ∈ [1, n]✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ✭❜❛❝❦q✉♦t❡❞✮ t❡r♠s ❛♥❞ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ t❤❡ r✉❧❡ ❬❊✲❱❛r❪ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞ t♦
❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❋♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ r✉❧❡ ❬❊✲❱❛❧❪ r❡t✉r♥s t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ✈❛❧✉❡✳ ❘✉❧❡s ❬❊✲❋✉♥❪ ❛♥❞ ❬❊✲▲✐st❪ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ s②♥t❛❝t✐❝ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r✉❧❡
❬❊✲▲✐st❪ ❝♦♥s✐❞❡rs ✢❛t ❧✐sts✱ ✐✳❡✳ ❧✐sts ✇✐t❤ ♥♦ ♥❡st❡❞ s✉❜❧✐sts ♦❢ ❛ s❛♠❡ ❤❡❛❞
♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❋♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ r✉❧❡ ❬❊✲❆ss❪ ✐♥❝r❡♠❡♥ts



✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✵✶

t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣
t❤❡ ❜❛❝❦q✉♦t❡❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r :=✳ ❘✉❧❡ ❬❊✲❇q❚❡r♠❪
❞❡s❝r✐❜❡s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❚♦♠ t❡r♠s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡✳ ❆s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❏❛✈❛ t❡r♠s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❚♦♠ t❡r♠s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡s
✇❤❡r❡ t❤❛t ❏❛✈❛ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❏❛✈❛ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❜② ❚♦♠ t❡r♠s
♦♥❧② ❡✈❛❧✉❛t❡s t♦ ❚♦♠ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✳ ■❢ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ t❤❡ ❏❛✈❛
❝♦♠♣✐❧❡r ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❛✐s❡ ❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳

❘✉❧❡s ✇❤♦s❡ ♥❛♠❡s ❛r❡ ♣r❡✜①❡❞ ❜② ✏❊✲▼✑ st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ♣❛tt❡r♥
♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚②♣❡s τ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥
♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♣❛tt❡r♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡✳ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛ t❡r♠ t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r②
❥✉❞❣♠❡♥t t②♣❡♦❢✭[ ]✱t✮ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ❛♥❞ ✇❤❡r❡
[ ] st❛♥❞s ❢♦r ❛♥ ❡♠♣t② s❡q✉❡♥❝❡✳ ❘✉❧❡s ❬❊✲▼❱❛r❆❝❝❪ ❛♥❞ ❬❊✲▼❱❛r❘❡❥❪ ❞❡s❝r✐❜❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♣❛tt❡r♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤♦s❡
t②♣❡s ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ s✉❜❥❡❝ts✿

① ∈ V τ =t t②♣❡♦❢✭[ ]✱①✮ τ =t t②♣❡♦❢✭[ ]✱u̇✮

ρ 
① << |τ | u̇ ⇓ ({ρ ⊳− {① 7→ u̇}}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❱❛r❆❝❝

❛♥❞
① ∈ V τ 6=t t②♣❡♦❢✭[ ]✱①✮ ∨ τ 6=t t②♣❡♦❢✭[ ]✱u̇✮

ρ 
① << |τ | u̇ ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼❱❛r❘❡❥

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ r✉❧❡s ❬❊✲▼❙❱❛r❆❝❝❪ ❛♥❞ ❬❊✲▼❙❱❛r❘❡❥❪ ✇♦r❦ ❢♦r ♣❛tt❡r♥s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ st❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐sts✿

① ∈ V symb(u̇) ∈ F⋆ τ =t t②♣❡♦❢✭[ ]✱①✮ τ =t t②♣❡♦❢✭[ ]✱u̇✮

ρ 
①✯ << |τ | u̇ ⇓ ({ρ ⊳− {① 7→ u̇}}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❙❱❛r❆❝❝

❛♥❞

① ∈ V symb(u̇) ∈ F⋆ τ 6=t t②♣❡♦❢✭[ ]✱①✮ ∨ τ 6=t t②♣❡♦❢✭[ ]✱u̇✮

ρ 
①✯ << |τ | u̇ ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼❙❱❛r❘❡❥

❋♦r ♣❛tt❡r♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ❛❧✐❛s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡s ♣r♦♣❛❣❛t✲
✐♥❣ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿

① ∈ V ρ 
t << |τ | u̇ ⇓ (ρ′, v̇)

ρ 
①@t << |τ | u̇ ⇓ ({ρ′ ⊳− {① 7→ u̇}}, v̇)
❊✲▼❆❧✐❛s

❚❤❡ r✉❧❡s ❬❊✲▼❋✉♥❆❝❝❪ ❛♥❞ ❬❊✲▼❋✉♥❘❡❥❪ ❛♣♣❧② t♦ ♣❛tt❡r♥s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ s❛♠❡
s②♥t❛❝t✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s t❤❡✐r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t✲
t❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ❛r❣✉♠❡♥ts✿



✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

ρ0 
 (t1 << |τ1| u̇1) ⇓ (ρ1,❛❝❝❡♣t) . . . ρ0 
 (tn << |τn| u̇n) ⇓ (ρn,❛❝❝❡♣t)

❢ ∈ F τ =t t②♣❡♦❢✭[ ]✱❢✭u̇1, . . . , u̇n✮✮ ∀i ∈ [1, n], ρi−1 ⊲⊳ ρi

ρ0 
 ❢✭t1✱. . .✱ tn✮ << |τ | ❢✭u̇1, . . . , u̇n✮ ⇓ ({
n⋃

j=0

ρj}, ❛❝❝❡♣t)

❊✲▼❋✉♥❆❝❝

❛♥❞

ρ0 
 (t1 << |τ1| u̇1) ⇓ (ρ1, v̇1) . . . ρ0 
 (tn << |τn| u̇n) ⇓ (ρn, v̇n)

❢ ∈ F ∃i ∈ [1, n], (v̇i = r❡❥❡❝t ∨ ρi−1 6⊲⊳ ρi)

ρ0 
 ❢✭t1✱. . .✱ tn✮ << |τ | ❢✭u̇1, . . . , u̇n✮ ⇓ ({ρ0}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼❋✉♥❘❡❥

❚❤❡ r✉❧❡ ❬❊✲▼❋✉♥▲✐st❘❡❥❪ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❜♦t❤ s②♥t❛❝t✐❝ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✿

❣✱ ❣✬ ∈ F ∪ F⋆ ❣ 6= ❣✬ ∨ τ 6=t t②♣❡♦❢✭[ ]✱❣✬✭u̇1, . . . , u̇n✮✮

ρ 
 ❣✭t1✱. . .✱ tn✮ << |τ | ❣✬✭u̇1, . . . , u̇n✮ ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼❋✉♥▲✐st❘❡❥

■ts r❡s✉❧t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ t②♣❡s ♦❢ ♣❛t✲
t❡r♥ ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t✳ ❆❧❧ t❤❡ r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ s②♥t❛❝t✐❝
♠❛t❝❤✐♥❣ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ r✉❧❡ ❬❊✲▼❙✉❜❥❪ ❛♣♣❧✐✲
❝❛❜❧❡ t♦ s✉❜❥❡❝ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❙♦♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s r✉❧❡s ❛r❡ ♥♦t s②♥t❛① ❞✐r❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ t❡r♠s
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ♣r❡♠✐s❡s ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r✉❧❡s ❬❊✲▼▲✐st❆❝❝❪ ❛♥❞ ❬❊✲▼▲✐st❘❡❥❪ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❧✐st✲♠❛t❝❤✐♥❣✿

ρ 
 (t1 << |τ1| t✬1) ⇓ (ρ1, ❛❝❝❡♣t) ρ1 
 (t2 << |τ2| t✬2) ⇓ (ρ2, ❛❝❝❡♣t)

ρ ⊲⊳ ρ1 ρ1 ⊲⊳ ρ2 symb(t) ∈ F⋆ ∨ symb(t✬) ∈ F⋆

ρ 
 t << |τ | t✬ ⇓ ({ρ2}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼▲✐st❆❝❝

❛♥❞

ρ 
 (t1 << |τ1| t✬1) ⇓ (ρ1, v̇1) ρ1 
 (t2 << |τ2| t✬2) ⇓ (ρ2, v̇2)

∃i ∈ [1, 2], v̇i = r❡❥❡❝t symb(t) ∈ F⋆ ∨ symb(t✬) ∈ F⋆

ρ 
 t << |τ | t✬ ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼▲✐st❘❡❥

❚❤❡✐r ♣r❡♠✐s❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ s♠❛❧❧✲st❡♣ s❡♠❛♥t✐❝s r✉❧❡s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ♦❢ ❘❛❞✉ ❑♦♣❡t③✬s t❤❡s✐s ❬❑♦♣✵✽❪✿ ▼✉t❛t❡✱ ❙②♠❜♦❧❈❧❛s❤+1 ♦r
❙②♠❜♦❧❈❧❛s❤+2 ✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ r✉❧❡s ❤❛✈❡ t✇♦ ♣r❡♠✐s❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❡r♠s ti ❛♥❞ t✬i

❝♦♠♣♦s❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ♦❢ t❡r♠s t ❛♥❞ t✬ ✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❜✉t ♦❢ ❢r❡s❤ t❡r♠s✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱
t❤❡ r✉❧❡s ❬❊✲▼❆♥t✐❆❝❝❪ ❛♥❞ ❬❊✲▼❆♥t✐❘❡❥❪ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥t✐✲♠❛t❝❤✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥t✐✲♣❛tt❡r♥s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
s♠❛❧❧✲st❡♣ s❡♠❛♥t✐❝s r✉❧❡ ❊❧✐♠❆♥t✐ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❘❛❞✉ ❑♦♣❡t③✿



✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✵✸

① ∈ V τ =t t②♣❡♦❢✭[ ]✱①✮ τ =t t②♣❡♦❢✭[ ]✱u̇✮

ρ 
① << |τ | u̇ ⇓ ({ρ ⊳− {① 7→ u̇}}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❱❛r❆❝❝

① ∈ V τ 6=t t②♣❡♦❢✭[ ]✱①✮ ∨ τ 6=t t②♣❡♦❢✭[ ]✱u̇✮

ρ 
① << |τ | u̇ ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼❱❛r❘❡❥

① ∈ V symb(u̇) ∈ F⋆ τ =t t②♣❡♦❢✭[ ]✱①✮ τ =t t②♣❡♦❢✭[ ]✱u̇✮

ρ 
①✯ << |τ | u̇ ⇓ ({ρ ⊳− {① 7→ u̇}}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❙❱❛r❆❝❝

① ∈ V symb(u̇) ∈ F⋆ τ 6=t t②♣❡♦❢✭[ ]✱①✮ ∨ τ 6=t t②♣❡♦❢✭[ ]✱u̇✮

ρ 
①✯ << |τ | u̇ ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼❙❱❛r❘❡❥

① ∈ V ρ 
t << |τ | u̇ ⇓ (ρ′, v̇)

ρ 
①@t << |τ | u̇ ⇓ ({ρ′ ⊳− {① 7→ u̇}}, v̇)
❊✲▼❆❧✐❛s

ρ0 
 (t1 << |τ1| u̇1) ⇓ (ρ1,❛❝❝❡♣t) . . . ρ0 
 (tn << |τn| u̇n) ⇓ (ρn,❛❝❝❡♣t)

❢ ∈ F τ =t t②♣❡♦❢✭[ ]✱❢✭u̇1, . . . , u̇n✮✮ ∀i ∈ [1, n], ρi−1 ⊲⊳ ρi

ρ0 
 ❢✭t1✱. . .✱ tn✮ << |τ | ❢✭u̇1, . . . , u̇n✮ ⇓ ({
n⋃

j=0

ρj}, ❛❝❝❡♣t)

❊✲▼❋✉♥❆❝❝

ρ0 
 (t1 << |τ1| u̇1) ⇓ (ρ1, v̇1) . . . ρ0 
 (tn << |τn| u̇n) ⇓ (ρn, v̇n)

❢ ∈ F ∃i ∈ [1, n], (v̇i = r❡❥❡❝t ∨ ρi−1 6⊲⊳ ρi)

ρ0 
 ❢✭t1✱. . .✱ tn✮ << |τ | ❢✭u̇1, . . . , u̇n✮ ⇓ ({ρ0}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼❋✉♥❘❡❥

❣✱ ❣✬ ∈ F ∪ F⋆ ❣ 6= ❣✬ ∨ τ 6=t t②♣❡♦❢✭[ ]✱❣✬✭u̇1, . . . , u̇n✮✮

ρ 
 ❣✭t1✱. . .✱ tn✮ << |τ | ❣✬✭u̇1, . . . , u̇n✮ ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼❋✉♥▲✐st❘❡❥

ρ 
 t✬ ⇓ (ρ, u̇) ρ 
 (t << |τ | u̇)) ⇓ (ρ′, v̇) Var(t✬) 6= ∅

ρ 
 (t << |τ | t✬) ⇓ ({ρ′}, v̇)
❊✲▼❙✉❜❥

✇❤❡r❡ t✱ ti✱ t✬i ∈ T (T y,F ∪ F
⋆,V) ❛♥❞ u̇, u̇i ∈ T (T y,F ∪ F

⋆) ❢♦r i ∈ [1, n]✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r s②♥t❛t✐❝ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳



✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

ρ 
 t❬①❪ω << |τ | u̇ ⇓ ({ρ′}, ❛❝❝❡♣t) ρ′ 
 not(t❬t1❪ω << |τ | u̇) ⇓ ({ρ′}, ❛❝❝❡♣t)

① ∈ V\Var(t) t|ω = !t1

ρ 
 t << |τ | u̇ ⇓ ({ρ′}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❆♥t✐❆❝❝

❛♥❞

ρ 
 t❬①❪ω << |τ | u̇ ⇓ ({ρ′}, v̇1) ρ′ 
 not(t❬t1❪ω << |τ | u̇) ⇓ ({ρ′}, v̇2)

① ∈ V\Var(t) t|ω = !t1 ∃i ∈ [1, 2], v̇i = r❡❥❡❝t

ρ 
 t << |τ | u̇ ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼❆♥t✐❘❡❥

❚❤❡ s✉❜t❡r♠ not ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡✐r ♣r❡♠✐s❡s ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❚♦♠ ❝♦r❡
❛❜str❛❝t s②♥t❛① ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✮ ❛♥❞ ✐ts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ AU ✲
❆♥t✐▼❛t❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❘❛❞✉ ❑♦♣❡t③✬s t❤❡s✐s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡r♠ ✇✐t❤ not ❛s ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧ ❜② t✇♦ ❛✉①✐❧✐❛r② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r✉❧❡s
❬❊✲◆♦t❆❝❝❪ ❛♥❞ ❬❊✲◆♦t❘❡❥❪✿

ρ 
 t << |τ | u̇ ⇓ ({ρ′}, v̇) (v̇ = r❡❥❡❝t ∨ ρ 6⊲⊳ ρ′)

ρ 
 not(t << |τ | u̇) ⇓ ({ρ}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲◆♦t❆❝❝

❛♥❞

ρ 
 t << |τ | u̇ ⇓ ({ρ′}, v̇) v̇ = ❛❝❝❡♣t ρ ⊲⊳ ρ′

ρ 
 not(t << |τ | u̇) ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲◆♦t❘❡❥

❚❤❡ AU ✲❆♥t✐▼❛t❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t♦ r✉❧❡s ❬❊✲▼❆♥t✐❆❝❝❪
❛♥❞ ❬❊✲▼❆♥t✐❘❡❥❪✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❛♥t✐✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢✭✦①✮ << |τ | u̇ ♠✉st ❜❡ ✜rst
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ❬❊✲▼❆♥t✐❆❝❝❪ ♦r ❬❊✲▼❆♥t✐❘❡❥❪ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♦t❤❡r r✉❧❡s
s✉❝❤ ❛s ❬❊✲▼❋✉♥❆❝❝❪ ❛♥❞ ❬❊✲▼❋✉♥❘❡❥❪ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥t✐✲♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳

❋♦r ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ r✉❧❡s ❬❊✲◆✉♠❆❝❝❪ ❛♥❞ ❬❊✲◆✉♠❘❡❥❪ ❛♣♣❧② ❡✈❛❧✉❛t✲
✐♥❣ ❜♦t❤ t❡r♠s ❝♦♠♣❛r❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ⋄ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ✉♥❛❧t❡r❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ρ✿

ρ 
 t1 ⇓ u̇1 ρ 
 t2 ⇓ u̇2 u̇1 ⋄ u̇2

ρ 
 (t1⋄ t2) ⇓ ({ρ}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲◆✉♠❆❝❝

❛♥❞

ρ 
 t1 ⇓ u̇1 ρ 
 t2 ⇓ u̇2 ¬(u̇1 ⋄ u̇2)

ρ 
 (t1⋄ t2) ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲◆✉♠❘❡❥

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✭♥❡st❡❞✮ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞✲



✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✵✺

ρ 
 t❬①❪ω << |τ | u̇ ⇓ ({ρ′}, ❛❝❝❡♣t) ρ′ 
 not(t❬t1❪ω << |τ | u̇) ⇓ ({ρ′}, ❛❝❝❡♣t)

① ∈ V\Var(t) t|ω = !t1

ρ 
 t << |τ | u̇ ⇓ ({ρ′}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❆♥t✐❆❝❝

ρ 
 t❬①❪ω << |τ | u̇ ⇓ ({ρ′}, v̇1) ρ′ 
 not(t❬t1❪ω << |τ | u̇) ⇓ ({ρ′}, v̇2)

① ∈ V\Var(t) t|ω = !t1 ∃i ∈ [1, 2], v̇i = r❡❥❡❝t

ρ 
 t << |τ | u̇ ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼❆♥t✐❘❡❥

ρ 
 (t1 << |τ1| t✬1) ⇓ (ρ1, ❛❝❝❡♣t) ρ1 
 (t2 << |τ2| t✬2) ⇓ (ρ2, ❛❝❝❡♣t)

ρ ⊲⊳ ρ1 ρ1 ⊲⊳ ρ2 symb(t) ∈ F⋆ ∨ symb(t✬) ∈ F⋆

ρ 
 t << |τ | t✬ ⇓ ({ρ2}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼▲✐st❆❝❝

ρ 
 (t1 << |τ1| t✬1) ⇓ (ρ1, v̇1) ρ1 
 (t2 << |τ2| t✬2) ⇓ (ρ2, v̇2)

∃i ∈ [1, 2], v̇i = r❡❥❡❝t symb(t) ∈ F⋆ ∨ symb(t✬) ∈ F⋆

ρ 
 t << |τ | t✬ ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼▲✐st❘❡❥

✇❤❡r❡ t✱ ti✱ t✬i ∈ T (T y,F ∪ F
⋆,V) ❛♥❞ u̇, u̇i ∈ T (T y,F ∪ F

⋆) ❢♦r i ∈ [1, n]✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✭❛♥t✐✲♣❛tt❡r♥✮ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❡r❡❞ ✐♥ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❜② ❡✐t❤❡r t❤❡ r✉❧❡ ❬❊✲❈♦♥❥❆❝❝❪ ♦r t❤❡ r✉❧❡ ❬❊✲❈♦♥❥❘❡❥❪✿

ρ 
 cond1 ⇓ ({ρ1}, ❛❝❝❡♣t) ρ1 
 cond2 ⇓ ({ρ2}, ❛❝❝❡♣t)

ρ 
 cond1 ∧ cond2 ⇓ ({ρ2}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲❈♦♥❥❆❝❝

♦r

ρ 
 cond1 ⇓ ({ρ1}, v̇1) ρ1 
 cond2 ⇓ ({ρ2}, v̇2)

∃i ∈ [1, 2], v̇i = r❡❥❡❝t

ρ 
 cond1 ∧ cond2 ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲❈♦♥❥❘❡❥

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❛
r✉❧❡ ❛❧✇❛②s ❡✈❛❧✉❛t❡s t♦ ❛❝❝❡♣t ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿

ρ 
 action1 ⇓ (ρ1, v̇1) . . . ρn−1 
 actionn ⇓ (ρn, v̇n)

ρ 
 (action1; . . . ; actionn) ⇓ (ρn, ❛❝❝❡♣t)
❊✲❆❝t✐♦♥

❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❊✲❆❝t✐♦♥❪ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝✲
t✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ r✉❧❡s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② r✉❧❡s



✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❬❊✲❊①❉✐s❥❆❝❝❪✱ ❬❊✲❉✐s❥❆❝❝❪ ❛♥❞ ❬❊✲❉✐s❥❘❡❥❪ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✿

ρ 
 cond1 ⇓ ({ρ1,1, . . . , ρ1,n1
}, v̇1) ρ 
 cond2 ⇓ ({ρ2,1, . . . , ρ2,n2

}, v̇2)

∃i, j ∈ [1, 2], (v̇i = ❛❝❝❡♣t ∧ v̇j = r❡❥❡❝t ∧ i 6= j)

ρ 
 cond1 ∨ cond2 ⇓ ({ρi,1, . . . , ρi,ni
}, ❛❝❝❡♣t)

❊✲❊①❉✐s❥❆❝❝

❛♥❞

ρ 
 cond1 ⇓ ({ρ1, . . . , ρn}, ❛❝❝❡♣t) ρ 
 cond2 ⇓ ({ρ′1, . . . , ρ
′
m}, ❛❝❝❡♣t)

ρ 
 cond1 ∨ cond2 ⇓ ({ρ1, . . . , ρn} ∪ {ρ
′
1, . . . , ρ

′
m}, ❛❝❝❡♣t)

❊✲❉✐s❥❆❝❝

❛♥❞

ρ 
 cond1 ⇓ ({ρ1, . . . , ρn}, r❡❥❡❝t) ρ 
 cond2 ⇓ ({ρ′1, . . . , ρ
′
m}, r❡❥❡❝t)

ρ 
 cond1 ∨ cond2 ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲❉✐s❥❘❡❥

❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✉❧❡ cond1 ∨ cond2 −→ action ✐s s❡♠❛♥t✐✲
❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ t✇♦ ❚♦♠ r✉❧❡s ④cond1 −→ action❀

cond2 −→ action⑥ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❇❧♦❝❦s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ r✉❧❡
❬❊✲❘✉❧❡❪ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✭❚♦♠✮ r✉❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛♥❞ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞
s✐❞❡✿

ρ 
 cond ⇓ ({ρ1, . . . , ρn}, v̇)

ρ1 
 action ⇓ (ρ′1, ❛❝❝❡♣t) . . . ρn 
 action ⇓ (ρ′n, ❛❝❝❡♣t)

ρ 
 cond −→ action ⇓ (ρ, v̇)
❊✲❘✉❧❡

❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❚♦♠ r✉❧❡s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♠♦st ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡s✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❛ r✉❧❡ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞
s✐❞❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♥❡①t r✉❧❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ✉♥❧❡ss t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✢♦✇
✐s ✐♥t❡rr✉♣t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② t❤❡ r✉❧❡s ❬❊✲❇❧♦❝❦❆❝❝❪ ❛♥❞
❬❊✲❇❧♦❝❦❘❡❥❪ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t ✐♥ ❛❝❝❡♣t✱ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❚♦♠ r✉❧❡ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞✱ ♦r ✐♥
r❡❥❡❝t✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✿

ρ 
 rule1 ⇓ (ρ, v̇1) . . . ρ 
 rulen ⇓ (ρ, v̇n) ∃i, v̇i = ❛❝❝❡♣t

ρ 
④rule1; . . . ; rulen⑥ ⇓ (ρ, ❛❝❝❡♣t)
❊✲❇❧♦❝❦❆❝❝

❛♥❞

ρ 
 rule1 ⇓ (ρ, v̇1) . . . ρ 
 rulen ⇓ (ρ, v̇n) ∀i, v̇i = r❡❥❡❝t

ρ 
④rule1; . . . ; rulen⑥ ⇓ (ρ, r❡❥❡❝t)
❊✲❇❧♦❝❦❘❡❥



✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✵✼

❆❧❧ t❤❡s❡ s❡♠❛♥t✐❝s r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡✐✲
t❤❡r t❡r♠s ♥♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✻✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t⑥

✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✺ ❛♥❞ ✸✳✻✳



✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

ρ 
 t1 ⇓ u̇1 ρ 
 t2 ⇓ u̇2 u̇1 ⋄ u̇2

ρ 
 (t1⋄ t2) ⇓ ({ρ}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲◆✉♠❆❝❝

ρ 
 t1 ⇓ u̇1 ρ 
 t2 ⇓ u̇2 ¬(u̇1 ⋄ u̇2)

ρ 
 (t1⋄ t2) ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲◆✉♠❘❡❥

ρ 
 cond1 ⇓ ({ρ1}, ❛❝❝❡♣t) ρ1 
 cond2 ⇓ ({ρ2}, ❛❝❝❡♣t)

ρ 
 cond1 ∧ cond2 ⇓ ({ρ2}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲❈♦♥❥❆❝❝

ρ 
 cond1 ⇓ ({ρ1}, v̇1) ρ1 
 cond2 ⇓ ({ρ2}, v̇2)

∃i ∈ [1, 2], v̇i = r❡❥❡❝t

ρ 
 cond1 ∧ cond2 ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲❈♦♥❥❘❡❥

ρ 
 cond1 ⇓ ({ρ1,1, . . . , ρ1,n1
}, v̇1) ρ 
 cond2 ⇓ ({ρ2,1, . . . , ρ2,n2

}, v̇2)

∃i, j ∈ [1, 2], (v̇i = ❛❝❝❡♣t ∧ v̇j = r❡❥❡❝t ∧ i 6= j)

ρ 
 cond1 ∨ cond2 ⇓ ({ρi,1, . . . , ρi,ni
}, ❛❝❝❡♣t)

❊✲❊①❉✐s❥❆❝❝

ρ 
 cond1 ⇓ ({ρ1, . . . , ρn}, ❛❝❝❡♣t) ρ 
 cond2 ⇓ ({ρ′1, . . . , ρ
′
m}, ❛❝❝❡♣t)

ρ 
 cond1 ∨ cond2 ⇓ ({ρ1, . . . , ρn} ∪ {ρ
′
1, . . . , ρ

′
m}, ❛❝❝❡♣t)

❊✲❉✐s❥❆❝❝

ρ 
 cond1 ⇓ ({ρ1, . . . , ρn}, r❡❥❡❝t) ρ 
 cond2 ⇓ ({ρ′1, . . . , ρ
′
m}, r❡❥❡❝t)

ρ 
 cond1 ∨ cond2 ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲❉✐s❥❘❡❥

ρ 
 action1 ⇓ (ρ1, v̇1) . . . ρn−1 
 actionn ⇓ (ρn, v̇n)

ρ 
 (action1; . . . ; actionn) ⇓ (ρn, ❛❝❝❡♣t)
❊✲❆❝t✐♦♥

ρ 
 cond ⇓ ({ρ1, . . . , ρn}, v̇)

ρ1 
 action ⇓ (ρ′1, ❛❝❝❡♣t) . . . ρn 
 action ⇓ (ρ′n, ❛❝❝❡♣t)

ρ 
 cond −→ action ⇓ (ρ, v̇)
❊✲❘✉❧❡

ρ 
 rule1 ⇓ (ρ, v̇1) . . . ρ 
 rulen ⇓ (ρ, v̇n) ∃i, v̇i = ❛❝❝❡♣t

ρ 
④rule1; . . . ; rulen⑥ ⇓ (ρ, ❛❝❝❡♣t)
❊✲❇❧♦❝❦❆❝❝

ρ 
 rule1 ⇓ (ρ, v̇1) . . . ρ 
 rulen ⇓ (ρ, v̇n) ∀i, v̇i = r❡❥❡❝t

ρ 
④rule1; . . . ; rulen⑥ ⇓ (ρ, r❡❥❡❝t)
❊✲❇❧♦❝❦❘❡❥

✇❤❡r❡ t1✱ t2 ∈ T (T y,F ∪ F
⋆,V) ❛♥❞ u̇1, u̇2 ∈ T (T y,F ∪ F

⋆)✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳



✸✳✸✳
❚
❤❡

t②♣❡
s②st❡♠

✶✵✾

❬✶❪ ❬✷❪

{} 
 ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮ << |NatList?| ❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✱s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮✮ ⇓ (ρ5, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼▲✐st❆❝❝

{} 
 (❝♦♥❝◆❛t✭❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st) ⇓ (ρ5, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❙✉❜❥

···········

ρ5 
 ♣♥❛t ⇓ (ρ5, s✉❝✭③❡r♦✭✮✮)
❊✲❱❛r

ρ5 
 ❵♣♥❛t ⇓ (ρ5, ❛❝❝❡♣t)
❊✲❇q❚❡r♠

{} 
 ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t⇓ (ρ5, ❛❝❝❡♣t)
❊✲❘✉❧❡

{} 
 ④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t⑥ ⇓ (ρ5, ❛❝❝❡♣t)
❊✲❇❧♦❝❦❆❝❝

ρ1 = {✇ 7→ s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮}
ρ2 = {✇ 7→ s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮, ③ 7→ ❝♦♥❝◆❛t✭✮}
ρ3 = {✇ 7→ s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮, ③ 7→ ❝♦♥❝◆❛t✭✮, ① 7→ ❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮}
ρ4 = {✇ 7→ s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮, ③ 7→ ❝♦♥❝◆❛t✭✮, ① 7→ ❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮, ② 7→ s✉❝✭③❡r♦✭✮✮}
ρ5 = {✇ 7→ s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮, ③ 7→ ❝♦♥❝◆❛t✭✮, ① 7→ ❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮, ② 7→ s✉❝✭③❡r♦✭✮✮, ♣◆❛t 7→ s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮}

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✐❣✲st❡♣ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❚♦♠✳



✶✶✵
❈
❤❛♣t❡r

✸✳
❚
②♣✐♥❣

✇
✐t❤♦✉t

s✉❜t②♣❡s
✐♥
❚
♦♠

ρ2 
 ✇ ⇓ (ρ2, s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮)
❊✲❱❛r

ρ2 
 ①✯ << |NatList?| ❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮ ⇓ (ρ3, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❙❱❛r❆❝❝

ρ3 
 ② << |Nat?| s✉❝✭③❡r♦✭✮✮ ⇓ (ρ4, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❱❛r❆❝❝

ρ3 
 s✉❝✭②✮ << |Nat?| s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮ ⇓ (ρ4, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❋✉♥❆❝❝

ρ3 
 ♣♥❛t@s✉❝✭②✮ << |Nat?| s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮ ⇓ (ρ5, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❆❧✐❛s

·······

ρ2 
 ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✮ << |NatList?| ❝♦♥❝◆❛t✭❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮✱s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮✮ ⇓ (ρ5, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼▲✐st❆❝❝

·······

ρ2 
 ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✮ << |NatList?| ❝♦♥❝◆❛t✭❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮✱✇✮ ⇓ (ρ5, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❙✉❜❥

❬✷❪

{} 
 ✇ << |Nat?| s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮ ⇓ (ρ1, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❱❛r❆❝❝

ρ1 
 ③✯ << |NatList?| ❝♦♥❝◆❛t✭✮ ⇓ (ρ2, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❙❱❛r❆❝❝

{} 
 ❝♦♥❝◆❛t✭✇✱③✯✮ << |NatList?| s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✭✮✮✮ ⇓ (ρ2, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼▲✐st❆❝❝

❬✶❪

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ✭❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✮ ❊①❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✐❣✲st❡♣ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❚♦♠✳



✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✶✶

✸✳✸✳✸ ❚②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣

❚②♣❡ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ ❜❛s❡ s♦rts ❛♥❞ ✭s②♥✲
t❛❝t✐❝ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❞✐❝✮ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ s❡❡♥ ❛s ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t
t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❚♦♠ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s t♦ ❜❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ st❛t✐❝ t②♣✐♥❣✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱
st❛t✐♥❣ t❤❛t ✏❛ t❡r♠ t ✐s ♦❢ t②♣❡ τ✑ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ st❛t✐❝❛❧❧② t❤❛t t

❡✈❛❧✉❛t❡s t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ τ ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠s ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡
❡rr♦rs ❛t r✉♥t✐♠❡✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐✜❡s ❛✉t♦♠❛t✐✲
❝❛❧❧② t❤❛t s✉❝❤ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞✳

Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

❚❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ♦❢ ♦✉r t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t❡①t ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❛ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs ✭✈❛r✐❛❜❧❡✱t②♣❡✮ ❛♥❞ ✭♦♣❡r❛t♦r✱r❛♥❦✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✸ ✭❈♦♥t❡①t✮✳ ❆ ❝♦♥t❡①t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Γ ::= ∅ | Γ; ① : τ | Γ; ❢ : s?1, . . . , s
?
n → s? | Γ; ✈ : (s?1)

⋆
→ sv

✇❤❡r❡ ① ∈ V✱ ❢ ∈ F✱ ✈ ∈ F⋆✱ τ ∈ T y ❛♥❞ s?, s?i , s
v ∈ T y\(X ∪ {wt})✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ✈ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞❡✜♥✐t❡ ❛r✐t② ✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥ (s?1)
⋆ ❛♥❞ ❝♦❞♦♠❛✐♥

sv ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✈ : (s?1)
⋆
→ sv✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✺✳

❆ ❝♦♥t❡①t Γ ❛ss♦❝✐❛t❡s t②♣❡s t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■t ❛❧s♦ ❛ss♦❝✐❛t❡s r❛♥❦s t♦ ❡✐t❤❡r
s②♥t❛❝t✐❝ ♦r ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Γ(γ) t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ♣❛✐r γ ❜❡✲
❧♦♥❣s t♦ Γ✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡①t ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ♣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♦♥❡
❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❦ ♣❡r ♦♣❡r❛t♦r s✐♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ❢♦r❜✐❞❞❡♥✳ ❚❤❡
✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❝❝✉rs ❞✉r✐♥❣ ♣❛rs✐♥❣✿ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ❛ ✭♠❛t❝❤✐♥❣
♦r ♥✉♠❡r✐❝✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♣❛✐r❡❞ ✇✐t❤ ✐ts s♦rt ❞❡❝♦r❛t❡❞ ✇✐t❤ ? ✇❤✐❧❡ ❡❛❝❤ ❛❧❣❡✲
❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ❛ ❚♦♠ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ♣❛✐r❡❞ ✇✐t❤ ✐ts r❛♥❦✳ ❚❤❡ r❛♥❦s ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❞❡❝♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r s♦rts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

✕ ❢♦r ❛ s②♥t❛❝t✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ❢✿ ❛❧❧ s♦rts ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❛♥❦ ❛r❡ ❞❡❝♦r❛t❡❞
✇✐t❤ ?✱

✕ ❢♦r ❛ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ✈✿ ❛❧❧ s♦rts ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ ❞❡❝♦r❛t❡❞
✇✐t❤ ? ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♦rt ♦❢ t❤❡ ❝♦❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞❡❝♦r❛t❡❞ ✇✐t❤ v✳

■♥ ❢❛❝t✱ ❚♦♠ ✐❣♥♦r❡s ❏❛✈❛ ❝♦❞❡✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t②♣❡s✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ❏❛✈❛ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ t②♣❡s ♦❢ ❏❛✈❛ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❏❛✈❛ ♦♣❡r❛t♦rs ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❚♦♠ ♦♣❡r❛t♦rs✮ ❛♥❞ t❤❡✐r r❛♥❦s
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❏❛✈❛ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r t②♣❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♥t❡①t ❛❝❝❡ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t②♣❡♦❢✭Γ✱t✮ ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥s
t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ✳



✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✹ ✭❈♦♥t❡①t ❛❝❝❡ss✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛❝❝❡ss ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛ ♣❛rt✐❛❧
❜✐♥❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ t②♣❡♦❢ : Γ× T (T y,F ∪ F⋆,V)→ T y ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

t②♣❡♦❢✭Γ✱①✮ = τ ✱ ✐❢ ① : τ ∈ Γ t②♣❡♦❢✭Γ✱❢✭t1✱. . .✱tn✮✮ = s?✱ ✐❢ ❢ : s?1, . . . , s
?
n → s? ∈ Γ

t②♣❡♦❢✭Γ✱①@t✮ = t②♣❡♦❢✭Γ✱t✮ t②♣❡♦❢✭Γ✱✈✭t1✱. . .✱tn✮✮ = sv✱ ✐❢ ✈ : (s?1)
⋆
→ sv ∈ Γ

t②♣❡♦❢✭Γ✱!t✮ = t②♣❡♦❢✭Γ✱t✮

✇❤❡r❡ ① ∈ V✱ ❢ ∈ F✱ ✈ ∈ F⋆✱ s?, s?i , s
v ∈ T y\(X ∪ {wt}) ❛♥❞ t✱ti ∈ T (T y,F ∪ F⋆,V) ❢♦r

i ∈ [1, n]✳

❚②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡s

❆ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t ❢♦r ❚♦♠ ❝♦❞❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ Γ ⊢ e : τ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❜② ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❛ss✐❣♥✐♥❣ t②♣❡s t♦ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t wt ✐s ❛ t②♣❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞♥❡ss ♦❢
t❤♦s❡ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r ❚♦♠ t❡r♠s ♥♦r ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ t②♣✐♥❣
r✉❧❡s ❛r❡ st❛♥❞❛r❞ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rt ❛s t②♣❡s✳ ❆❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦❢ ❛ t②♣✐♥❣ r✉❧❡ ❛r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t rule ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♠♦❞✉❧♦
r❡♥❛♠✐♥❣✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥t❡①t Γ ❛♥❞ ❛ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e✱ ✇❡ s❛② t❤❛t e ✐s
✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ✐❢ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ t②♣✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦ ✐t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✺ ✭❲❡❧❧✲t②♣❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❞❡✮✳ ❆ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e ✐s ✇❡❧❧✲
t②♣❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t Γ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t②♣❡ τ ∈ T y\X s✉❝❤ t❤❛t Γ ⊢ e : τ ✳

❆ ❚♦♠ ❝♦❞❡ ✐s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t Γ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ✐ts ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡
✇❡❧❧✲t②♣❡❞✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✱ t❤❡ r✉❧❡ ❬❚✲❱❛r❪ ✐s st❛♥❞❛r❞✿ ✈❛r✐❛❜❧❡ ① ✐s ♦❢ t②♣❡ sh ❛s ❡①♣❡❝t❡❞
❢♦r ✐t t♦ ❜❡ ✐♥ Γ✳ ❚❤❡ r✉❧❡ ❬❚✲❙❱❛r❪ ✐s s✐♠✐❧❛r ❜✉t ❛♣♣❧②✐♥❣ t♦ st❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❆♥t✐✲♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❛❧✐❛s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② r✉❧❡s ❬❚✲❆♥t✐❪ ❛♥❞ ❬❚✲
❆❧✐❛s❪✳ ■♥ t❤❡ r✉❧❡ ❬❚✲❋✉♥❪✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t s?1, . . . , s

?
n → s? ✐s t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ❢ ✐♥ Γ✱

✐❢ ❡❛❝❤ t❡r♠ ti, i ∈ [1, n] ✐s ♦❢ t②♣❡ s?i t❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢ t♦ t1✱. . .✱tn ✐s ♦❢
t②♣❡ s?✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ❬●❡♥❪ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s Γ ⊢ t : s? ❛ ✈❛❧✐❞
❥✉❞❣♠❡♥t ✐❢ t ❝❛♥ ❜❡ t②♣❡❞ ❜② Γ ⊢ t : sv✳

❚❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❛♣♣❧② t♦ ❧✐sts✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡✿
❬❚✲❊♠♣t②❪ ❝❤❡❝❦s ✐❢ ❛♥ ❡♠♣t② ❧✐st ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ Γ❀ ❬❚✲❊❧❡♠❪ ✐s
s✐♠✐❧❛r t♦ ❬❚✲❋✉♥❪ ❜✉t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs❀ ❛♥❞ ❬❚✲▼❡r❣❡❪ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❛ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❧✐sts ♦❢ t②♣❡ sv ✐♥ Γ✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥❡✇ ❧✐st ♦❢ s❛♠❡
t②♣❡ sv✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ r✉❧❡s ❬❚✲❊❧❡♠❪ ❛♥❞ ❬❚✲▼❡r❣❡❪ ❡♥s✉r❡ t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ♦❢ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣✿ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❄❄✳
❋♦r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ r✉❧❡ ❬❚✲❆ss❪ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❜❛❝❦q✉♦t❡❞ t❡r♠ ♠✉st ❜❡ ♦❢ ❛ s❛♠❡ t②♣❡✳ ❇❛❝❦q✉♦t❡❞ t❡r♠s
✐♥ t❤❡✐r t✉r♥ ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✭❚♦♠✮ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ♦r ❏❛✈❛ ♦❜❥❡❝ts ✇❤♦s❡ t②♣✐♥❣ ✐s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❬❚✲❇q❚❡r♠❪✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r✉❧❡s ♦♥❧② ❜✉✐❧❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s ♦❢
t❡r♠s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r r✉❧❡s ❬❚✲▼❛t❝❤❪ ❛♥❞ ❬❚✲◆✉♠❪ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✭♠❛t❝❤✐♥❣ ♦r
♥✉♠❡r✐❝✮ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐❢ ❜♦t❤ t❡r♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✐t ❛r❡ ♦❢ ❛ s❛♠❡ t②♣❡ s?✳



✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✶✸

Γ(① : sh) ⊢ ① : sh
❚✲❱❛r

Γ(① : sv) ⊢ ①✯ : sv
❚✲❙❱❛r

Γ ⊢ t : sv

Γ ⊢ t : s?
●❡♥

Γ ⊢ t : sh

Γ(① : sh) ⊢ ①@t : sh
❚✲❆❧✐❛s

Γ ⊢ t1 : s?1 . . . Γ ⊢ tn : s?n

Γ(❢ : s?1, . . . , s
?
n → s?) ⊢ ❢✭t1✱. . .✱tn✮ : s

? ❚✲❋✉♥
Γ ⊢ t : sh

Γ ⊢ !t : sh
❚✲❆♥t✐

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ ✈✭✮ : sv

❚✲❊♠♣t②

Γ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : s
v Γ ⊢ tn : s?1

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn✮ : s

v
❚✲❊❧❡♠

✐❢ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ 6= sv ❛♥❞ tn 6= ①✯

Γ ⊢ ✈✭t1✱ . . .✱tn−1✮ : s
v Γ ⊢ tn : sv

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ ✈✭t1✱ . . . ✱tn✮ : s

v
❚✲▼❡r❣❡

✐❢ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ = sv ♦r tn = ①✯

Γ ⊢ t : sh

Γ(① : sh) ⊢ ① ✿❂ ❵t : wt
❚✲❆ss

Γ ⊢ t : sh

Γ ⊢ ❵t : wt
❚✲❇q❚❡r♠

Γ ⊢ t1 : s? Γ ⊢ t2 : s?

Γ ⊢ (t1 << |sh| t2) : wt
❚✲▼❛t❝❤

Γ ⊢ t1 : s? Γ ⊢ t2 : s?

Γ ⊢ (t1⋄ t2) : wt
❚✲◆✉♠

✐❢ t②♣❡♦❢✭Γ✱ti✮ = shi ❢♦r i ∈ [1, 2]

Γ ⊢ (cond1) : wt Γ ⊢ (cond2) : wt

Γ ⊢ (cond1 ∧ cond2) : wt
❚✲❈♦♥❥

Γ ⊢ (cond1) : wt Γ ⊢ (cond2) : wt

Γ ⊢ (cond1 ∨ cond2) : wt
❚✲❉✐s❥

Γ ⊢ action1 : wt . . . Γ ⊢ actionn : wt

Γ ⊢ (action1; . . . ; actionn) : wt
❚✲❆❝t✐♦♥

Γ ⊢ cond : wt Γ ⊢ action : wt
Γ ⊢ (cond −→ action) : wt

❚✲❘✉❧❡

Γ ⊢ rule1 : wt . . . Γ ⊢ rulen : wt

Γ ⊢ {rule1; . . . ; rulen} : wt
❚✲❇❧♦❝❦

✇❤❡r❡ ① ∈ V✱ ❢ ∈ F ✱ ✈ ∈ F⋆ ❛♥❞ h ∈ F⋆ ∪ {?}

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❚②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r ✭❜❛❝❦q✉♦t❡❞✮ t❡r♠s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳



✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ s②♥t❛① ❞✐r❡❝t❡❞ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤♦s❡ ❤❛✈✐♥❣
❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t②♣❡♦❢✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡② ❞❡✜♥❡
❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❛t r❡❛❞s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❜♦tt♦♠✲✉♣✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
t❤❡ r✉❧❡ ❬●❡♥❪ ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ✇❤❡♥ ♥♦♥❡
♦❢ t❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧✲
t②♣❡❞ ✐❢ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❬❚✲❱❛r❪✱ ❬❚✲❙❱❛r❪ ♦r ❬❚✲❊♠♣t②❪
❝❛s❡s ♦r ❡✈❡♥ t❤❡ r✉❧❡ ❬❚✲❋✉♥❪ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
r❛✐s❡s ❛♥ ❡rr♦r✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✻✳ ▲❡t Γ = (s✉❝ : Nat? → Nat?; ❝♦♥❝◆❛t : (Nat?)
⋆
→ NatListconcNat;

① : NatListconcNat; ② : Nat?; ③ : NatListconcNat; ♣♥❛t : Nat?; ♥▲✐st : NatListconcNat)✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✻✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t⑥

✐s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ❛♥❞ ✐ts ❞❡❞✉❝t✐♦♥ tr❡❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽

Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ ♦✉r t②♣❡ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ t❤❛t ❛ ❚♦♠

♣r♦❣r❛♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ❝♦❞❡ ❝❛♥♥♦t ❝❛✉s❡ ❡rr♦rs ❛t r✉♥t✐♠❡✳ ❲❡ st❛rt
❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❡♠♠❛ ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥ts
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡s✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✼ ✭■♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t②♣✐♥❣ ❞❡r✐✈❛✲
t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✐❞ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t②♣❡
❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡s✳ ▲❡t ① ❜❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❢✱ ✈ ❜❡ ♦♣❡r❛t♦rs s✉❝❤ t❤❛t ① ∈ V✱ ❢ ∈ F

❛♥❞ ✈ ∈ F⋆✳ ▲❡t τ ∈ T y\X ✳ ▲❡t h, hi ∈ F
⋆ ∪ {?} ❛♥❞ t✱ ti ∈ T (T y,F ∪ F

⋆,V) ❢♦r
i ∈ [1, n]✳

✶✳ ■❢ Γ ⊢ ① : τ ✱ t❤❡♥✿

✭❛✮ ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ sh s✉❝❤ t❤❛t τ = sh ✇✐t❤ ① : sh ∈ Γ✱

✭❜✮ ♦r t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ s? s✉❝❤ t❤❛t τ = s? ✇✐t❤ Γ ⊢ ① : sv ❢♦r s♦♠❡ ✈ ∈ F⋆✳

✷✳ ■❢ Γ ⊢ ①✯: τ ✱ t❤❡♥✿

✭❛✮ ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ sv s✉❝❤ t❤❛t τ = sv ✇✐t❤ ① : sv ∈ Γ✱

✭❜✮ ♦r t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ s? s✉❝❤ t❤❛t τ = s? ✇✐t❤ Γ ⊢ ①✯: sv ❢♦r s♦♠❡ ✈ ∈ F⋆✳

✸✳ ■❢ Γ ⊢ ✦t : τ ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ sh s✉❝❤ t❤❛t τ = sh ✇✐t❤ Γ ⊢ t : sh✳

✹✳ ■❢ Γ ⊢ ①@t : τ ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ sh s✉❝❤ t❤❛t ① : sh ∈ Γ ❛♥❞ Γ ⊢ t : sh✳

✺✳ ■❢ Γ ⊢ ❢✭t1✱. . .✱tn✮ : τ ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ t②♣❡s s?1, . . . , s
?
n ❛♥❞ s? s✉❝❤ t❤❛t

τ = s? ✇✐t❤ ❢ : s?1, . . . , s
?
n → s? ∈ Γ ❛♥❞ Γ ⊢ ti : s?i ❢♦r i ∈ [1, n]✳

✻✳ ■❢ Γ ⊢ ✈✭✮ : τ ✱ t❤❡♥✿

✭❛✮ ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ t②♣❡s s?1 ❛♥❞ sv s✉❝❤ t❤❛t τ = sv ✇✐t❤ ✈ : (s?1)
⋆
→

sv ∈ Γ✱

✭❜✮ ♦r t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ s? s✉❝❤ t❤❛t τ = s? ✇✐t❤ Γ ⊢ ✈✭✮ : sv✳



✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✶✺

✼✳ ■❢ Γ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn✮ : τ ✱ t❤❡♥✿

✭❛✮ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ t②♣❡s s?1 ❛♥❞ sv s✉❝❤ t❤❛t τ = sv ✇✐t❤ ✈ : (s?1)
⋆
→ sv ∈ Γ

❛♥❞ Γ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : sv ❛♥❞ Γ ⊢ tn : sv✱ ✇❤❡r❡ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ = sv ♦r tn =

①✯✱

✭❜✮ ♦r t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ t②♣❡s s?1 ❛♥❞ sv s✉❝❤ t❤❛t τ = sv ✇✐t❤ ✈ : (s?1)
⋆
→ sv ∈ Γ

❛♥❞ Γ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : s
v ❛♥❞ Γ ⊢ tn : s?1✱ ✇❤❡r❡ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ 6= sv ❛♥❞ tn 6=

①✯✱

✭❝✮ ♦r t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ s? s✉❝❤ t❤❛t τ = s? ✇✐t❤ Γ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn✮ : s
v✳

✽✳ ■❢ Γ ⊢ ① ✿❂ ❵t : τ t❤❡♥ τ = wt ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ sh s✉❝❤ t❤❛t ① : sh ∈ Γ ❛♥❞
Γ ⊢ t : sh✳

✾✳ ■❢ Γ ⊢ ❵t : τ ✱ t❤❡♥ τ = wt ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ sh s✉❝❤ t❤❛t Γ ⊢ ❵t : sh✳

✶✵✳ ■❢ Γ ⊢ (t1 << |sh| t2) : τ ✱ t❤❡♥ τ = wt ✇✐t❤ Γ ⊢ t1 : s? ❛♥❞ Γ ⊢ t2 : s?✳

✶✶✳ ■❢ Γ ⊢ (t1⋄ t2) : τ ✱ t❤❡♥ τ = wt ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ s? s✉❝❤ t❤❛t Γ ⊢ t1 : s? ❛♥❞
Γ ⊢ t2 : s?✳

✶✷✳ ■❢ Γ ⊢ (cond1 ∧ cond2) : τ ✱ t❤❡♥ τ = wt✱ Γ ⊢ (cond1) : wt ❛♥❞ Γ ⊢ (cond2) : wt✳

✶✸✳ ■❢ Γ ⊢ (cond1 ∨ cond2) : τ ✱ t❤❡♥ τ = wt✱ Γ ⊢ (cond1) : wt ❛♥❞ Γ ⊢ (cond2) : wt✳

✶✹✳ ■❢ Γ ⊢ (t1; . . . ;tn) : τ ✱ t❤❡♥ τ = wt ❛♥❞ Γ ⊢ τi : wt ❢♦r i ∈ [1, n]✳

✶✺✳ ■❢ Γ ⊢ (cond −→ action) : τ ✱ t❤❡♥ τ = wt ❛♥❞ Γ ⊢ cond : wt ❛♥❞ Γ ⊢ action : wt✳

✶✻✳ ■❢ Γ ⊢ (rule1, . . . , rulen) : τ ✱ t❤❡♥ τ = wt ❛♥❞ Γ ⊢ rulei : wt ❢♦r i ∈ [1, n]✳

Pr♦♦❢✳ ■♠♠❡❞✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t②♣❡
❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r✉❧❡ ❬●❡♥❪ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r✉❧❡
❬●❡♥❪ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❝❧❛✉s❡s ✶❜✱ ✷❜✱ ✻❜ ❛♥❞ ✼❝✳

❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧❡♠♠❛ s❤♦✇s ❤♦✇ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ t②♣✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✈❛❧✐❞
t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ t❤❡ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t ❛♥❞ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞✳ ❲❡ ♥♦t❡
t❤❛t ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ t❡r♠s ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥ts✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✐♥st❡❛❞
♦❢ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ❡q✉❛❧✐t②✳



✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

Γ ⊢ ❝♦♥❝◆❛t✭✮: NatListconcNat
❚✲❊♠♣t②

Γ ⊢ ①✯: NatListconcNat
❚✲❙❱❛r

Γ ⊢ ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✮: NatListconcNat
❚✲▼❡r❣❡

················

Γ ⊢ ②: Nat?
❚✲❱❛r

Γ ⊢ s✉❝✭②✮: Nat?
❚✲❋✉♥

Γ ⊢ ♣♥❛t@s✉❝✭②✮: Nat?
❚✲❆❧✐❛s

Γ ⊢ ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✮: NatListconcNat
❚✲❊❧❡♠

········· Γ ⊢ ③✯: NatListconcNat
❚✲❙❱❛r

Γ ⊢ ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮: NatListconcNat
❚✲▼❡r❣❡

Γ ⊢ ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮: NatList?
●❡♥

·············

Γ ⊢ ♥▲✐st: NatListconcNat
❚✲❱❛r

Γ ⊢ ♥▲✐st: NatList?
●❡♥

Γ ⊢ (❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st) : wt
❚✲▼❛t❝❤

·············

Γ ⊢ ♣♥❛t: Nat?
❚✲❱❛r

Γ ⊢ ❵♣♥❛t: wt
❚✲❇q❚❡r♠

Γ ⊢ (❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t) : wt
❚✲❘✉❧❡

Γ ⊢ ④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t⑥ : wt
❚✲❇❧♦❝❦

Γ = (s✉❝ : Nat? → Nat?; ❝♦♥❝◆❛t : (Nat?)
⋆
→ NatListconcNat; ① : NatListconcNat;

② : Nat?; ③ : NatListconcNat; ♣♥❛t : Nat?; ♥▲✐st : NatListconcNat)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✽ ✭❯♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t②♣❡s✮✳ ❊❛❝❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ t②♣❡
✐♥ Γ ♠♦❞✉❧♦ r❡♥❛♠✐♥❣✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ e ✐s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞✱ t❤❡♥ ✐ts t②♣❡ ✐s ✉♥✐q✉❡ ♠♦❞✉❧♦
❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✮✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❧❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧❡♠♠❛ ✭♣❧✉s t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ❲❡ ❞❡t❛✐❧
t❤❡ ❝❛s❡s ❢♦r t❡r♠s ♦❢ T (T y,F ∪ F⋆,V)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦st ♥♦t❡✇♦rt❤② ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s
♣r♦♦❢ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❧✐sts✳



✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✶✼

❈❛s❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ e = ①

❇② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧❡♠♠❛ ✸✳✶✼✱ ❜♦t❤ ❝❧❛✉s❡s ✶❛ ❛♥❞ ✶❜ ❛♣♣❧②✿
✕ ❇② ❝❧❛✉s❡ ✶❛✱ ① ✐s ♦❢ t②♣❡ sh s✉❝❤ t❤❛t ① : sh ∈ Γ✳
✕ ❇② ❝❧❛✉s❡ ✶❜✱ ① ❝❛♥ ❜❡ t②♣❡❞ ✇✐t❤ s? s✉❝❤ t❤❛t Γ ⊢ ①: sv ❢♦r s♦♠❡ ✈ ∈ F⋆✳ ❚❤❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts t❡❧❧ ✉s t❤❛t sv =t s
?✱ ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

❈❛s❡ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✿ e = ❢✭t1✱. . .✱tn✮

❇② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧❡♠♠❛✱ ♦♥❧② ❝❧❛✉s❡ ✺ ❛♣♣❧✐❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ t②♣❡s s?

❛♥❞ s?i s✉❝❤ t❤❛t τ = s? ✇✐t❤ ❢ : s?1, . . . , s
?
n → s? ∈ Γ ❛♥❞ Γ ⊢ ti : s

?
i ❢♦r i ∈ [1, n]✳

❈❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❧✐st ✿ e = ✈✭t1✱. . .✱tn✮

❇② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧❡♠♠❛✱ ❝❧❛✉s❡s ✼❛✱ ✼❜ ❛♥❞ ✼❝ ❛♣♣❧②✿
✕ ❇② ❝❧❛✉s❡ ✼❛✱ ✈✭t1✱. . .✱tn✮ ✐s ♦❢ t②♣❡ sv ✇✐t❤ ✈ : (s?1)

⋆
→ sv ∈ Γ ❢♦r s♦♠❡ t②♣❡

s?1 ❛♥❞ Γ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1 : sv ❛♥❞ tn ✐s ♦❢ t②♣❡ sv✳
✕ ❇② ❝❧❛✉s❡ ✼❜✱ ✈✭t1✱. . .✱tn✮ ✐s ♦❢ t②♣❡ sv ✇✐t❤ ✈ : (s?1)

⋆
→ sv ∈ Γ ❢♦r s♦♠❡ t②♣❡

s?1 ❛♥❞ Γ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1 : sv ❛♥❞ tn : s?1✳
✕ ❇② ❝❧❛✉s❡ ✼❝✱ ✈✭t1✱. . .✱tn✮ ❝❛♥ ❜❡ t②♣❡❞ ✇✐t❤ s? s✉❝❤ t❤❛t Γ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn✮

: sv✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts t❡❧❧ ✉s t❤❛t sv =t s
?✱ ❛s

r❡q✉✐r❡❞✳

❚❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r t②♣❡ s②st❡♠ ✐s s❛❢❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿
✇❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ t②♣✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s❡♠❛♥t✐❝s ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✾✮
t❤❡♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❡s t②♣✐♥❣ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✶✮✳

▲❡t ✉s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t②♣✐♥❣ ✐s ❝♦rr❡❝t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
s❡♠❛♥t✐❝s✱ s♦ t❤❛t ❛ ❣r♦✉♥❞ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ✈❛❧✉❡ ♦r ❝❛♥ t❛❦❡
❛♥♦t❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
s✉❝❤ ❛s ❛♥t✐✲♣❛tt❡r♥s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ❛s ✐♥ ❚♦♠✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥
❛♥t✐✲♣❛tt❡r♥ ❛s ❛♥ ❛♥t✐✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② r❡str✐❝t ❛ ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✮
s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s✿ t❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦r r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❚♦♠✱
✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥t✐✲♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ♥♦t ❜♦✉♥❞ t♦ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛r❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥ t❤❛t ✐s ♥♦t ❛♥ ❛♥t✐✲♣❛tt❡r♥ ✭t❤✉s
②✐❡❧❞✐♥❣ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✾ ✭Pr♦❣r❡ss✮✳ ▲❡t e ❜❡ ❛ ❣r♦✉♥❞ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭t❤❛t ✐s✱
Γ ⊢ e : τ ❢♦r s♦♠❡ τ ∈ T y\X ❛♥❞ Var(e) = ∅✮ s✉❝❤ t❤❛t e ✐s ♥♦t ❛♥ ❛♥t✐✲♣❛tt❡r♥✳
❚❤❡♥ ❡✐t❤❡r e ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦r t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ✈❛❧✉❡ e′ ∈ Val ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ∅ 
 e ⇓ (ρ′, e′)

♦r ∅ 
 e ⇓ ({ρ′1, . . . , ρ
′
n}, e

′)✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ⊢ e : τ ✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ st❛r ✈❛r✐❛❜❧❡
❛♥❞ ❛❧✐❛s ❝❛s❡s ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉r✱ s✐♥❝❡ e ✐s ❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❡♠♣t②✮ ❧✐st
❝❛s❡s ❛r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡✱ s✐♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❧✐sts ❛r❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱
✇❡ r❡❛s♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❈❛s❡ ●❡♥✿ e = t t : sv

❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

❈❛s❡ ❚✲▼❛t❝❤✿ e = t1 << |sh| t2 t1 : s? t2 : s?

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❚♦♠ ❝♦❞❡ ❣r❛♠♠❛r ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✱ t2 ♠✉st ❜❡ ❛ t❡r♠ ❛♥❞
t1 ♠✉st ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛ t❡r♠ ♦r ❛♥ ❛♥t✐✲♣❛tt❡r♥✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t2

✐s ❣r♦✉♥❞✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❛ ❧✐st✳ ❚❤❡♥ t2 ✐s ❛ ✈❛❧✉❡✳ ■❢ t1 ✐s ❛
t❡r♠✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❛ ❧✐st✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t1 ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♦♥❡
♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ❬❊✲▼❋✉♥❆❝❝❪✱ ❬❊✲▼❋✉♥❘❡❥❪✱ ❬❊✲▼❋✉♥▲✐st❘❡❥❪✱ ❬❊✲▼▲✐st❆❝❝❪ ❛♥❞ ❬❊✲
▼▲✐st❘❡❥❪ ❛♣♣❧✐❡s t♦ e ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❡✐t❤❡r ∅ 
 e ⇓ ({ρ1, . . . , ρn}, ❛❝❝❡♣t) ♦r ∅ 
 e ⇓ ({∅},

r❡❥❡❝t)✳ ■❢ t1 ✐s ❛♥ ❛♥t✐✲♣❛tt❡r♥✱ t❤❡♥✱ ❜② ❡✐t❤❡r ❬❊✲▼❆♥t✐❆❝❝❪ ♦r ❬❊✲▼❆♥t✐❘❡❥❪✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ ∅ 
 e ⇓ ({ρ}, ❛❝❝❡♣t) ♦r ∅ 
 e ⇓ ({∅}, r❡❥❡❝t)✳

❈❛s❡ ❚✲◆✉♠✿ e = t1⋄ t2 t1 : s? t2 : s?

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❚♦♠ ❝♦❞❡ ❣r❛♠♠❛r✱ t1 ❛♥❞ t2 ♠✉st ❜❡ t❡r♠s✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t1 ❛♥❞ t2 ❛r❡ ❣r♦✉♥❞✱ t❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r ❧✐sts✳ ❚❤❡♥
❜♦t❤ t1 ❛♥❞ t2 ❛r❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐t❤❡r r✉❧❡ ❬❊✲◆✉♠❆❝❝❪ ♦r r✉❧❡ ❬❊✲◆✉♠❘❡❥❪ ❛♣♣❧✐❡s
t♦ e ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❡✐t❤❡r ∅ 
 e ⇓ ({∅}, ❛❝❝❡♣t) ♦r ∅ 
 e ⇓ ({∅}, r❡❥❡❝t)✳

❈❛s❡ ❚✲❈♦♥❥✿ e = cond1 ∧ cond2 cond1 : wt cond2 : wt

❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❜♦t❤ cond1 ❛♥❞ cond2 ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦r ❡❧s❡ t❤❡r❡
❛r❡ s♦♠❡ v̇1✱ v̇2 s✉❝❤ t❤❛t ∅ 
 cond1 ⇓ ({ρ1}, v̇1) ❛♥❞ ρ1 
 cond2 ⇓ ({ρ2}, v̇2)✳ ■♥ ❛❧❧
t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ❡✐t❤❡r r✉❧❡ ❬❊✲❈♦♥❥❆❝❝❪ ♦r r✉❧❡ ❬❊✲❈♦♥❥❘❡❥❪ ❛♣♣❧✐❡s t♦ e ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ∅ 
 e ⇓ ({ρ2}, ❛❝❝❡♣t) ♦r ∅ 
 e ⇓ ({∅}, r❡❥❡❝t)✳

❈❛s❡ ❚✲❉✐s❥✿ e = cond1 ∨ cond2 cond1 : wt cond2 : wt

❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❜♦t❤ cond1 ❛♥❞ cond2 ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦r ❡❧s❡
t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ v̇1✱ v̇2 s✉❝❤ t❤❛t ∅ 
 cond1 ⇓ ({ρ1, . . . , ρn1

}, v̇1) ❛♥❞ ∅ 
 cond2 ⇓

({ρ′1, . . . , ρ
′
n2
}, v̇2)✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ❬❊✲❊①❉✐s❥❆❝❝❪✱ ❬❊✲❉✐s❥❆❝❝❪

❛♥❞ ❬❊✲❉✐s❥❘❡❥❪ ❛♣♣❧✐❡s t♦ e ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❡✐t❤❡r ∅ 
 e ⇓ ({ρ”1, . . . , ρ”n}, ❛❝❝❡♣t) ♦r
∅ 
 e ⇓ ({∅}, r❡❥❡❝t)✳

❈❛s❡ ❚✲❆❝t✐♦♥✿ e = (action1; . . . ; actionn) actioni : τi ∈ T y\X ✱ ❢♦r i ∈ [1, n]

❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❡❛❝❤ actioni ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ✈❛❧✉❡ ♦r ❡❧s❡ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡
v̇i s✉❝❤ t❤❛t ∅ 
 actioni ⇓ (ρi, v̇i)✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ❜② ❬❊✲❆❝t✐♦♥❪✱ ∅ 
 e ⇓ (ρn,

❛❝❝❡♣t)✳

❈❛s❡ ❚✲❘✉❧❡✿ e = cond −→ action cond : wt action : wt

❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❡✐t❤❡r cond ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦r ❡❧s❡ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ v̇1 s✉❝❤
t❤❛t ∅ 
 cond ⇓ ({ρ1, . . . , ρn}, v̇1)✳ ❙t✐❧❧ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ action ✐s ❡✐t❤❡r ❛
✈❛❧✉❡ ♦r ❡❧s❡ ρi 
 action ⇓ (ρ′i, ❛❝❝❡♣t)✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ r✉❧❡ ❬❊✲❘✉❧❡❪ ❛♣♣❧✐❡s t♦
e ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✭♥✉♠❜❡r ♦❢✮ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✭s✮ ♦❢ action ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❡✐t❤❡r
∅ 
 e ⇓ (∅, ❛❝❝❡♣t) ♦r ∅ 
 e ⇓ (∅, r❡❥❡❝t)✳



✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✶✾

❈❛s❡ ❚✲❇❧♦❝❦✿ e = (rule1; . . . ; rulen) rulei : wt✱ ❢♦r i ∈ [1, n]

❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❡❛❝❤ rulei ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ✈❛❧✉❡ ♦r ❡❧s❡ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡
v̇i s✉❝❤ t❤❛t ∅ 
 rulei ⇓ (∅, v̇i)✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ❡✐t❤❡r r✉❧❡ ❬❊✲❇❧♦❝❦❆❝❝❪ ♦r
r✉❧❡ ❬❊✲❇❧♦❝❦❘❡❥❪ ❛♣♣❧✐❡s t♦ e ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❡✐t❤❡r ∅ 
 e ⇓ (∅, ❛❝❝❡♣t) ♦r ∅ 
 e ⇓ (∅,

r❡❥❡❝t)✳

❇❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ❛ st❡♣ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❡s t②♣❡s ♦❢ ❛♥② ❚♦♠ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥♦t❤❡r ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❡♠♠❛ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞♥❡ss ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❧❡♠♠❛✮✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✵ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳ ■❢ Γ(① : sh) ⊢ e : τ ✱ s✉❝❤ t❤❛t τ ∈ T y\X ✱ ❛♥❞ Γ ⊢ t

: sh✱ t❤❡♥ Γ ⊢ [① 7→ t]e : τ ✳

Pr♦♦❢✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t Γ(① : sh) ⊢ e :

τ ✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡ ✭♣❧✉s t❤❡
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❝❛s❡ ♣❡r t②♣✐♥❣ r✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡②
❛r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡✳ ❲❡ s❤♦✇ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s
❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳

❈❛s❡ ❚✲❱❛r✿ e = ② ✇✐t❤ ② : sh1

1 ∈ Γ(① : sh)

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s✉❜❝❛s❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ② ✐s ① ♦r ❛♥♦t❤❡r
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■❢ ② = ①✱ t❤❡♥ sh = sh1

1 ❛♥❞ [① 7→ t]② = t✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞ r❡s✉❧t ✐s t❤❡♥ Γ ⊢ t

: sh ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ [① 7→ t]② = ②✱ ❛♥❞
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡✳

❈❛s❡ ❚✲❆♥t✐✿ e = !t1 τ = sh1

1 Γ(① : sh) ⊢ t1 : sh1

1

❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ Γ ⊢ [① 7→ t]t1 : sh1

1 ✳ ❇② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❚✲❆♥t✐❪✱
Γ ⊢![① 7→ t]t1 : sh1

1 ✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ r❡s✉❧t✱ s✐♥❝❡✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ [① 7→ t]e =![① 7→ t]t1✳

❈❛s❡ ❚✲❆❧✐❛s✿ e = ②@t1 τ = sh1

1 Γ(① : sh) ⊢ t1 : sh1

1

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞✉❧♦ r❡♥❛♠✐♥❣✱ ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t ① 6= ② ❛♥❞ ② ∈ Var(t)✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱Γ(① : sh) ⊢ [① 7→

t]t1 : sh1

1 ✳ ❇② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❚✲❆❧✐❛s❪✱ Γ(① : sh; ② : sh1

1 ) ⊢ ②@[① 7→ t]t1 : sh1

1 ✱ t❤❛t ✐s
Γ ⊢ [① 7→ t]e : τ ✳

❈❛s❡ ❚✲▼❡r❣❡✿ e = ✈✭t1✱. . .✱tn✮ τ = sv

Γ(① : sh) ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : s
v Γ(① : sh) ⊢ tn : sv

❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ Γ ⊢ [① 7→ t]✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : s
v✱ ✐✳❡✳ Γ ⊢ ✈✭[① 7→ t]t1✱. . .✱[① 7→

t]tn−1✮ : sv✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❙t✐❧❧ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
Γ(① : sh) ⊢ [① 7→ t]tn : sv✳ ❇② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❚✲▼❡r❣❡❪✱ Γ ⊢ ✈✭[① 7→ t]t1✱. . .✱[① 7→

t]tn✮ : s
v✱ t❤❛t ✐s Γ ⊢ [① 7→ t]✈✭t1✱. . .✱tn✮ : s

v ❛s r❡q✉✐r❡❞✳



✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❆s ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣ t♦ ♣r♦✈❡ s❛❢❡t②✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t②♣✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ ❛ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❛❦❡s ❛ st❡♣ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱
t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞✳ ❚♦ t❤✐s ❡✛❡❝t✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ♠♦r❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ✉s❡❞ ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✿
❛❝❝❡♣t ❛♥❞ r❡❥❡❝t✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ ❝♦♥st❛♥ts ♥♦t ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❚♦♠ ❝♦r❡ ❛❜str❛❝t
s②♥t❛① ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✮✱ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❚♦♠ t❡r♠s ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡② ❛r❡ t②♣❡❞ ✇✐t❤ wt✳

Γ ⊢ ❛❝❝❡♣t : wt
❚✲❆❝❝❡♣t

Γ ⊢ r❡❥❡❝t : wt
❚✲❘❡❥❡❝t

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❚②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✶ ✭Pr❡s❡r✈❛t✐♦♥✮✳ ■❢ Γ ⊢ e : τ ❛♥❞ ❡✐t❤❡r ρ 
 e ⇓ (ρ′, e′) ♦r ρ 
 e ⇓

({ρ′1, . . . , ρ
′
n}, e

′) s✉❝❤ t❤❛t e ✐s ♥♦t ❛♥ ❛♥t✐✲♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ e′ ∈ Val✱ t❤❡♥ Γ ⊢ e′ : τ ✱ ❢♦r
s♦♠❡ τ ∈ T y\X ❛♥❞ ρ, ρ′i ✇✐t❤ i ∈ [1, n]✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ Γ ⊢ e : τ ✳ ❚❤❡ ❛♥t✐✲♣❛tt❡r♥ ❝❛s❡ ❝❛♥♥♦t
❤❛♣♣❡♥ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛❧✐❛s ❝❛s❡✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ❝❛s❡
❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❤♦✇ ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱
s✐♥❝❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳

❈❛s❡ ❚✲❱❛r✿ e = ① τ = sh ✇✐t❤ ① : sh ∈ Γ

❇② ✐♥s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r✉❧❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡
✐s ❥✉st ♦♥❡ r✉❧❡✱ ❬❊✲❱❛r❪✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ρ 
 e ⇓ (ρ′, e′)✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
t❤✐s r✉❧❡ t❡❧❧s ✉s t❤❛t ρ = ρ′✱ ① ∈ Dom(ρ)✱ ρ(①) = e′ ❛♥❞ e′ ∈ T (T y,F ∪ F⋆)✱ ✐✳❡✳✱ e′ ✐s
❛ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠✳ ❇② t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❧❡♠♠❛✱ Γ ⊢ [① 7→ e′]① : sh✱ t❤❛t ✐s Γ ⊢ e′ : τ ✳

❈❛s❡ ●❡♥✿ e = t τ = s? Γ ⊢ t : sv

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ❬❊✲❱❛r❪✱ ❬❊✲❱❛❧❪✱ ❬❊✲❋✉♥❪ ❛♥❞ ❬❊✲▲✐st❪ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡
ρ 
 e ⇓ (ρ′, e′)✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ Γ ⊢ e′ : sv✳ ❇② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡ ❬●❡♥❪✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ Γ ⊢ e′ : s? ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

❈❛s❡ ❚✲❋✉♥✿ e = ❢✭t1✱ . . .✱ tn✮ τ : s? Γ ⊢ ti : s
?
i ❢♦r i ∈ [1, n]

❚❤❡ r✉❧❡ ❬❊✲❋✉♥❪ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ρ 
 e ⇓ (ρ′, e′)✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤✐s r✉❧❡ t❡❧❧s ✉s
t❤❛t ρ = ρ′✱ ρ 
ti ⇓ (ρ, u̇i) ❛♥❞ e′ = ❢✭u̇1, . . . , u̇n✮✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ Γ ⊢ u̇i : s

?
i

❢♦r ❡❛❝❤ u̇i✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② r✉❧❡ ❬❚✲❋✉♥❪ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t Γ ⊢ ❢✭u̇1, . . . , u̇n✮ : s
?✱ t❤❛t

✐s Γ ⊢ e′ : τ ✳

❈❛s❡ ❚✲▼❛t❝❤✿ e = t1 << |sh| t2 τ : wt Γ ⊢ t1 : s? Γ ⊢ t2 : s?

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ✐♥ ❡✐t❤❡r ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ♦r ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ρ 
 e ⇓

({ρ′1, . . . , ρ
′
n}, e

′)✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ r✉❧❡s t❡❧❧s ✉s t❤❛t ❡✐t❤❡r v̇ = ❛❝❝❡♣t

♦r v̇ = r❡❥❡❝t✱ ✇❤❡r❡ e′ = v̇✳ ❇② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✐t❤❡r r✉❧❡ ❬❚✲❆❝❝❡♣t❪ ♦r ❬❚✲❘❡❥❡❝t❪✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ Γ ⊢ e′ : wt ❛s r❡q✉✐r❡❞✳



✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✷✶

❈❛s❡ ❚✲❈♦♥❥✿ e = cond1 ∧ cond2 τ = wt Γ ⊢ cond1 : wt Γ ⊢ cond2 : wt

❊✐t❤❡r r✉❧❡ ❬❊✲❈♦♥❥❆❝❝❪ ♦r r✉❧❡ ❬❊✲❈♦♥❥❘❡❥❪ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ρ 
 cond1 ∧

cond2 ⇓ ({ρ′}, v̇) s✉❝❤ t❤❛t v̇ = ❛❝❝❡♣t ♦r v̇ = r❡❥❡❝t✱ ✇❤❡r❡ e′ = v̇✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
❝❛s❡✱ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✐t❤❡r r✉❧❡ ❬❚✲❆❝❝❡♣t❪ ♦r ❬❚✲❘❡❥❡❝t❪✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ Γ ⊢ e′ : wt

❛s r❡q✉✐r❡❞✳

✸✳✸✳✹ ❚②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

❚❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
❡①♣❧✐❝✐t t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❇✉t✱ ✐♥ ❚♦♠✱ ♦♥❧② t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ♦♣✲
❡r❛t♦rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦✉r t②♣❡
s②st❡♠ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥❢❡r st❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❚♦♠
t❡r♠s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t②♣❡ ❢♦r ❛ ❚♦♠ ❝♦❞❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ♦❢ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡
❧❡❢t ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞✳

Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

❆s s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✱ t❤❡ s❡t T y ♦❢ t②♣❡s ✉s❡❞ ❜② ♦✉r t②♣❡ s②st❡♠ ✐♥❝❧✉❞❡s
t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s α ❛s ✉♥✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t②♣❡s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡rs
❢♦r ❣r♦✉♥❞ t②♣❡s ✇❤♦s❡ ❡①❛❝t ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥ts ❛♥❞
❝❛♥ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r t②♣❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛
t②♣❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❢r♦♠ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ t②♣❡s ❛s ❞♦♥❡ ❜② ❇❡♥❥❛♠✐♥ P✐❡r❝❡ ✐♥
❤✐s ✇♦r❦ ❬P✐❡✵✷❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✷ ✭❚②♣❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳ ❆ t②♣❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭♦r ❥✉st s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱
✇❤❡♥ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✇❡ ❛r❡ t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t t②♣❡s✮ ✐s ❛ t♦t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ X t♦
T y✱ ✐✳❡✳ ❢r♦♠ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ t②♣❡s✳

❲❡ ✇r✐t❡ Dom(σ) ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞
s✐❞❡s ♦❢ ♣❛✐rs ✐♥ σ✱ ❛♥❞ Range(σ) ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ t②♣❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞
s✐❞❡s✳ ■❢ Dom(σ) = {α1, . . . , αn}✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇r✐t❡ σ ❛s σ = {α1 7→ τ1, . . . , αn 7→ τn}✳ ❲❡
♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛② ♦❝❝✉r ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t②♣❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t♦ ❛ ❝♦♥t❡①t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

σ(. . . , ①1 : α1, . . . , ①n : αn, . . .) = (. . . , ①1 : σα1, . . . , ①n : σαn, . . .)

✇❤❡r❡ ♦♥❧② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ t②♣❡❞ ✇✐t❤ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ s✐♥❝❡
t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ❛❧❧ ✭❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥❝r❡t❡✮ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❚②♣❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥ts ✇❤♦s❡ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✐♥✈♦❧✈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✸ ✭Pr❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣✐♥❣ ✉♥❞❡r t②♣❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳ ▲❡t σ ❜❡ ❛
t②♣❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ■❢ Γ ⊢ e : τ t❤❡♥ σΓ ⊢ σe : στ ✳



✶✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

Pr♦♦❢✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t Γ ⊢ e : τ ✳
❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❝❛s❡ ♣❡r t②♣✐♥❣ r✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡✳ ❋♦r ❝❛s❡s ❬❚✲❊❧❡♠❪
❛♥❞ ❬❚✲▼❡r❣❡❪✱ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞
❧✐sts s✐♥❝❡ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡s❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❲❡ ❥✉st ❞❡t❛✐❧ t❤❡s❡ ❜♦t❤ ♥♦t❡✇♦rt❤② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r♦♦❢ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡✳

❈❛s❡ ❚✲❱❛r✿ e = ① τ = τ1 ✇✐t❤ ① : τ1 ∈ Γ

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s✉❜❝❛s❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r τ1 ∈ Dom(σ) ♦r ♥♦t✳ ■❢
τ1 ∈ Dom(σ)✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ τ ′ s✉❝❤ t❤❛t (τ1 7→ τ ′) ∈ σ✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞ r❡s✉❧t ✐s t❤❡♥
σΓ ⊢ ① : τ ′✱ s✐♥❝❡✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ σ(Γ(① : τ1)) = σΓ;σ(① : τ1) = σΓ;

① : τ ′✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ στ1 = τ1 ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡✳

❈❛s❡ ❚✲▼❡r❣❡✿ e = ✈✭t1✱. . .✱tn✮ τ = τ1
Γ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : τ1 Γ ⊢ tn : τ1 t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ = sv ♦r tn = ①✯

❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ σΓ ⊢ σ(✈✭t1✱. . .✱tn−1✮) : στ1✱ ✐✳❡✳ σΓ ⊢ ✈✭σt1✱. . .✱σtn−1✮

: στ1✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❙t✐❧❧ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ σΓ ⊢
σtn : στ1✳ ❙✐♥❝❡ σtn = tn ❛♥❞ sv /∈ X ✱ t❤❡♥ t②♣❡♦❢✭σΓ✱σtn✮ = sv ♦r σtn = ①✯✳ ❇② t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❚✲▼❡r❣❡❪✱ σΓ ⊢ ✈✭σt1✱. . .✱σtn✮ : στ1✱ t❤❛t ✐s σΓ ⊢ σ(✈✭t1✱. . .✱tn✮) : στ1 ❛s
r❡q✉✐r❡❞✳

❈❛s❡ ❚✲❊❧❡♠✿ e = ✈✭t1✱. . .✱tn✮ τ = τ1
Γ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : τ1 Γ ⊢ tn : τ2 t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ 6= sv ❛♥❞ tn 6= ①✯

❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ σΓ ⊢ σ(✈✭t1✱. . .✱tn−1✮) : στ1✱ ✐✳❡✳ σΓ ⊢ ✈✭σt1✱. . .✱σtn−1✮

: στ1✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❙t✐❧❧ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ σΓ ⊢
σtn : στ2✳ ❙✐♥❝❡ σtn = tn ❛♥❞ sv /∈ X ✱ t❤❡♥ t②♣❡♦❢✭σΓ✱σtn✮ 6= sv ❛♥❞ σtn 6= ①✯✳ ❇② t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❚✲❊❧❡♠❪✱ σΓ ⊢ ✈✭σt1✱. . .✱σtn✮ : στ1✱ t❤❛t ✐s σΓ ⊢ σ(✈✭t1✱. . .✱tn✮) : στ1 ❛s
r❡q✉✐r❡❞✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦r❛t✐♦♥ ❝❧❡❛♥✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣✲
♣❧✐❡❞ t♦ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t②♣❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✿

|α| = |sh|✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s✉❝❤ t❤❛t σα = sh

✇❤❡r❡ α ∈ X ✳
❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❚♦♠ ❝♦❞❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞✱

♦♥❡ ♠✉st ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❜② t②♣❡s✱ ✐♥ ❜♦t❤
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t✱ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ❛ ✈❛❧✐❞ t②♣✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✹ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t✮✳ ▲❡t Γ ❜❡ ❛ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ e ❛
❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ, e) ✐s ❛ ♣❛✐r (σ, τ) s✉❝❤ t❤❛t σΓ ⊢ σe : τ ✱ ✇❤❡r❡
τ ∈ T y\X ✳



✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✷✸

▼♦r❡ t❤❛♥ ❥✉st ❝❤❡❝❦✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r (Γ, e) ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣ t②♣✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱
✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❜② ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t②♣✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛✐♠ t♦ r❡str✐❝t t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤r♦✉❣❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡s❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❧✐♠✐t t②♣❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❜❛s❡ s♦rts ✭✐✳❡✳ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s✮
t❤❛t t❡r♠s ❝❛♥ ❤❛✈❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✺ ✭❈♦♥str❛✐♥t s❡t✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t T y ♦❢ t②♣❡s✳ ❆ ❝♦♥str❛✐♥t
s❡t C ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r❛♠♠❛r✿

c ::= τ1 =t τ2

✇❤❡r❡ c ∈ C ❛♥❞ τ1, τ2 ∈ T y✳
❆ ❣r♦✉♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐t❤ ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐✳❡✳ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❜✉✐❧t

❢r♦♠ ❣r♦✉♥❞ t②♣❡s✳
❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ✐s s❛✐❞ t♦ s❛t✐s❢② ✭♦r ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢✮ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ τ1 =t τ2

✐❢ στ1 =t στ2✳ ❚❤✉s✱ σ s❛t✐s✜❡s C ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ C✳ ❚❤✐s ✐s ✇r✐tt❡♥
σ |= C✳

❚❤❡ s❡t Var(C) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①✐st✐♥❣ ✐♥ C✳

❚②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s

❆ ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t ❢♦r ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ Γ ⊢ct e : τ • C

❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❛ss✐❣♥✐♥❣ t②♣❡s t♦ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✶✵ ❛♥❞ ✸✳✶✶✳ ❈♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ r✉❧❡s✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ Γ ⊢ct e : τ • C ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ✏t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ e ✐s ♦❢ t②♣❡ τ ✉♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s Γ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts C ❛r❡
s❛t✐s✜❡❞✑✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t st❛t❡s t❤❛t

∀σ(σ |= C ⇒ σΓ ⊢ σe : στ)

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❢❡r t②♣❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠✉st ❜❡ t②♣❡❞ ✇✐t❤
❛ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ r✉❧❡ ❬❈❚✲❱❛r❪ st❛t❡s
t❤❛t ❛♥② t②♣❡ α1 ✐s ❛ t②♣❡ ❢♦r ①✳ ❚❤❡ r✉❧❡ ❬❈❚✲❙❱❛r❪ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ st❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❇② r✉❧❡ ❬❈❚✲❆♥t✐❪✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥t✐✲♣❛tt❡r♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
t②♣❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ❜❡✐♥❣ ♥❡❣❛t❡❞✳ ❋♦r ❛ t❡r♠ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛♥ ❛❧✐❛s✱ ❜♦t❤ t❡r♠
❛♥❞ ❛❧✐❛s ♠✉st ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ❛s st❛t❡❞ ❜② r✉❧❡ ❬❈❚✲❆❧✐❛s❪✳ ■♥ t❤❡ r✉❧❡
❬❈❚✲❋✉♥❪✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t s?1, . . . , s

?
n → s? ✐s t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ❢ ✐♥ Γ✱ ✐❢ ❡❛❝❤ t❡r♠ ti ✐s ♦❢

t②♣❡ s?i ❢♦r i ∈ [1, n] t❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢ t♦ t1✱. . .✱tn ♠✉st ❜❡ ♦❢ t②♣❡ α s✉❝❤
t❤❛t α =t s?✳ ■♥ t❤❡ r✉❧❡ ❬❈❚✲❊♠♣t②❪✱ ✐❢ ✈ ✐s ❛ ✈❛r✐❛❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ ✇✐t❤
❝♦❞♦♠❛✐♥ sv t❤❡♥ ❛ t②♣❡ α ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ sv ✐s ❛ t②♣❡ ❢♦r ❛♥ ❡♠♣t② ❧✐st ✈✭✮✳

❆s ✐♥ t❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ s②st❡♠✱ t❤❡ r✉❧❡s ❛♣♣❧②✐♥❣ t♦ ❧✐st ❛r❡ t❤❡ ♠♦st
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♥❡s✳ ❋♦r ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❧✐st ✈✭t1✱. . .✱tn✮ t❤❡ r✉❧❡ ❬❈❚✲❊❧❡♠❪ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t tn ✐s ♦❢ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈ ❛♥❞ ✐ts ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧
✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✈✱ t❤❡♥ ❛ t②♣❡ α s✉❝❤ t❤❛t α =t s

v ✐s ❛ t②♣❡ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧✐st
✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ❜② tn✳ ■t ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡ t✇♦ ❧✐sts ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r✉❧❡ ❬❈❚✲▼❡r❣❡❪✳ ■❢ t❤❡s❡ ❧✐sts ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ sv t❤❡♥ ❛ t②♣❡ α s✉❝❤



✶✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

C = {α =t α1}

Γ(① : α) ⊢ct ① : α1 • C
❈❚✲❱❛r

C = {α =t α1}

Γ(①✯ : α) ⊢ct ①✯ : α1 • C
❈❚✲❙❱❛r

Γ ⊢ct t : α1 • C

Γ ⊢ct !t : α1 • C
❈❚✲❆♥t✐

Γ ⊢ct t : α1 • C1

C = {α =t α1} ∪ C1

Γ(① : α) ⊢ct ①@t : α1 • C
❈❚✲❆❧✐❛s

Γ ⊢ct t1 : α1 • C1 . . . Γ ⊢ct tn : αn • Cn

C = {α0 =t s
?}

n⋃

i=1

Ci ∪ {αi =t s
?
i}

Γ(❢ : s?1, . . . , s
?
n → s?) ⊢ct ❢✭t1✱. . .✱tn✮ : α0 • C

❈❚✲❋✉♥

C = {α1 =t s
v}

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ct✈✭✮ : α1 • C

❈❚✲❊♠♣t②

Γ ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : α1 • C1 Γ ⊢ct tn : α2 • C2

C = {α1 =t s
v, α2 =t s

?
1} ∪ C1 ∪ C2

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn✮ : α1 • C

✐❢ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ 6= sv ❛♥❞ tn 6= ①✯

❈❚✲❊❧❡♠

Γ ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : α1 • C1 Γ ⊢ct tn : α1 • C2

C = {α1 =t s
v} ∪ C1 ∪ C2

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn✮ : α1 • C

✐❢ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ = sv ♦r tn = ①✯

❈❚✲▼❡r❣❡

Γ ⊢ct t : α1 • C1

C = {α =t α1} ∪ C1

Γ(① : α) ⊢ct ① ✿❂ ❵t : wt • C
❈❚✲❆ss

Γ ⊢ t : α1 • C

Γ ⊢ ❵t : wt • C
❈❚✲❇q❚❡r♠

✇❤❡r❡ ① ∈ V✱ ❢ ∈ F ✱ ✈ ∈ F⋆ ❛♥❞ αi ❛r❡ ❢r❡s❤ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r i ∈ [1, n]

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❚②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳

t❤❛t α =t s
v ✐s ❛ t②♣❡ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧✐st✳ ❚❤❡ r✉❧❡ ❬❈❚✲▼❡r❣❡❪ ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞

t♦ ✐♥s❡rt ❛ st❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t②♣❡ sv ✐♥t♦ ❛ ❧✐st ✇✐t❤ ❝♦❞♦♠❛✐♥ sv✳ ❚♦♠ t❡r♠s ❝❛♥
❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❜❛❝❦q✉♦t❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥❞✱ ✐♥ ❝❛s❡ ❛ t❡r♠ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛
✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❜♦t❤ t❡r♠ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✉st ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ❛s st❛t❡❞ ❜② r✉❧❡
❬❈❚✲❆ss❪✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t②♣❡ ♦❢ ❛ ❜❛❝❦q✉♦t❡❞ t❡r♠ ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❜② t❤❡ r✉❧❡
❬❈❚✲❇q❚❡r♠❪ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❖✉r t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r✉❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✏❢♦r♠❛t✑ ♦❢ ❚♦♠ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❚♦♠ t❡r♠s✳ ❚❤❡ r✉❧❡ ❬❈❚✲▼❛t❝❤❪ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❛ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ✇✐t❤ t②♣❡ |τ |✳ ■t ❛ss❡rts



✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✷✺

Γ ⊢ct t1 : α1 • C1 Γ ⊢ct t2 : α2 • C2

C = {τ =t α1, α1 =t α2} ∪ C1 ∪ C2

Γ ⊢ct (t1 << |τ | t2) : wt • C
❈❚✲▼❛t❝❤

Γ ⊢ct t1 : α1 • C1 Γ ⊢ct t2 : α1 • C2

C = C1 ∪ C2

Γ ⊢ct (t1 ⋄ t2) : wt • C
❈❚✲◆✉♠

Γ ⊢ct (cond1) : wt • C1 . . . Γ ⊢ct (condn) : wt • Cn

C =
n⋃

i=1

Ci

Γ ⊢ct (cond1 ∧ . . . ∧ condn) : wt • C
❈❚✲❈♦♥❥

Γ ⊢ct (cond1) : wt • C1 . . . Γ ⊢ct (condn) : wt • Cn

C =
n⋃

i=1

Ci

Γ ⊢ct (cond1 ∨ . . . ∨ condn) : wt • C
❈❚✲❉✐s❥

Γ ⊢ct action1 : wt • C1 . . . Γ ⊢ct actionn : wt • Cn

C =
n⋃

i=1

Ci

Γ ⊢ct (action1; . . . ; actionn) : wt • C
❈❚✲❆❝t✐♦♥

Γ ⊢ct (cond) : wt • C1 Γ ⊢ct (action) : wt • C2

C = C1 ∪ C2

Γ ⊢ct (cond −→ action) : wt • C
❈❚✲❘✉❧❡

Γ ∪ Γ1 ⊢ct rule1 : wt • C1 . . . Γ ∪ Γn ⊢ct rulen : wt • Cn

C =
n⋃

i=1

Ci

Γ

n⋃

i=1

Γi ⊢ct ④rule1; . . . ; rulen⑥ : wt • C

❈❚✲❇❧♦❝❦

✇❤❡r❡ α1, α2 ❛r❡ ❢r❡s❤ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❚②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ✕ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✳

t❤❛t ✐❢ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t ❛r❡ ♦❢ ❛ s❛♠❡ t②♣❡ α s✉❝❤ t❤❛t τ =t α t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞✳ ❚❤❡ r✉❧❡ ❬❈❚✲◆✉♠❪ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❬❈❚✲▼❛t❝❤❪ ❜✉t
s✐♥❝❡ ♥✉♠❡r✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ♥♦t t②♣❡❞✱ t❤❡♥ ♦♥❧② t②♣❡s ♦❢ t❡r♠s ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞
❜② ❛ s❛♠❡ t②♣❡ α✳ ❘✉❧❡s ❬❈❚✲❈♦♥❥❪ ❛♥❞ ❬❈❚✲❉✐s❥❪ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ ❛ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❛t ❛r❡ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡✐r ❝♦♥✲



✶✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r✉❧❡s ❝♦❧❧❡❝t ❛❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥t♦
❛ ✜♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t C✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r✉❧❡ ❬❈❚✲❇❧♦❝❦❪ ✇♦r❦s ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐♦♥
♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥t❡①t ✭❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡✮ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧
❝♦♥t❡①ts Γi ❢♦r ❡❛❝❤ rulei✳ ❆ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥t❡①t Γi ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣
✐♥ ♣✉r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠✱ ✐✳❡✳ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥
♣❛tt❡r♥s ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ rulei ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
❛✈♦✐❞ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ r❡♥❛♠✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ s❛♠❡ ♥❛♠❡ ❜✉t ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
r✉❧❡s cond −→ action✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ Γ ∪ Γi ❝♦♠♣r✐s❡s ❛❧❧ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞
♦♣❡r❛t♦rs ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ rulei ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷✻✳ ▲❡t Γ = Γ′ ∪ Γ1 s✉❝❤ t❤❛t

Γ′ = (s✉❝ : Nat? → Nat?; ❝♦♥❝◆❛t : (Nat?)
⋆
→ NatListconcNat; ♥▲✐st : α1)

❛♥❞

Γ1 = ( ① : α2; ② : α3; ③ : α4; ♣♥❛t : α5)

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✻✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ♣♥❛t⑥

❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ tr❡❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t C ✐s
❣❡♥❡r❛t❡❞✳

Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

❚❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✶✵ ❛♥❞ ✸✳✶✶ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛
t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥
❝♦♥str❛✐♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✼ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t✮✳ ▲❡t Γ ❜❡ ❛ ❝♦♥t❡①t
❛♥❞ e ❛ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Γ ⊢ct e : τ • C✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ, e, τ, C) ✐s
❛ ♣❛✐r (σ, τ ′) s✉❝❤ t❤❛t σ s❛t✐s✜❡s C ❛♥❞ στ = τ ′✱ ✇❤❡r❡ τ ′ ∈ T y\X ✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡
t❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ✜rst✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❡✈❡r② t②♣✐♥❣
❥✉❞❣♠❡♥t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡
❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡s ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✽✮✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss❀ t❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t
❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✾✮✳
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C10 = {α6 =t NatListconcNat}

Γ ⊢ct ❝♦♥❝◆❛t✭✮: α6 • C10
❈❚✲❊♠♣t②

·········

C11 = {α2 =t α6}

Γ ⊢ct ①✯: α6 • C11
❈❚✲❙❱❛r

C8 = {α6 =t NatListconcNat} ∪ C10 ∪ C11

Γ ⊢ct ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✮: α6 • C8
❈❚✲▼❡r❣❡

·······················

C13 = {α3 =t α9}

Γ ⊢ct ②: α9 • C13
❈❚✲❱❛r

C12 = {α8 =t Nat?, α9 =t Nat?} ∪ C13

Γ ⊢ct s✉❝✭②✮: α8 • C12
❈❚✲❋✉♥

C9 = {α5 =t α8} ∪ C12

Γ ⊢ct ♣♥❛t@s✉❝✭②✮: α8 • C9
❈❚✲❆❧✐❛s

C6 = {α6 =t NatListconcNat, α8 =t Nat?} ∪ C8 ∪ C9

Γ ⊢ct ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✮: α6 • C6
❈❚✲❊❧❡♠

···········

C7 = {α4 =t α6}

Γ ⊢ct ③✯: α6 • C7
❈❚✲❙❱❛r

C4 = {α6 =t NatListconcNat} ∪ C6 ∪ C7

Γ ⊢ct ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮: α6 • C4
❈❚✲▼❡r❣❡

···········

C5 = {α1 =t α7}

Γ ⊢ct ♥▲✐st: α7 • C5
❈❚✲❱❛r

C2 = {NatList? =t α6, α6 =t α7} ∪ C4 ∪ C5

Γ ⊢ct (❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st) : wt • C2
❈❚✲▼❛t❝❤

················

C14 = {α5 =t α10}

Γ ⊢ct ♣♥❛t: α10 • C14
❈❚✲❱❛r

C3 = C14

Γ ⊢ct ❵♣♥❛t: wt • C3
❈❚✲❇q❚❡r♠

C1 = C2 ∪ C3

Γ ⊢ct (❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t) : wt • C1
❈❚✲❘✉❧❡

C = C1

Γ ⊢ct ④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t⑥ : wt • C
❈❚✲❇❧♦❝❦

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳



✶✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✽ ✭❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Γ ⊢ct e : τ • C ✐s
❛ ✈❛❧✐❞ s❡q✉❡♥t✳ ■❢ (σ, τ ′) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ, e, τ, C)✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r
(Γ, e) ✭✐✳❡✳ e ✐s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ✐♥ Γ✮✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r Γ ⊢ct e : τ • C✳
❲❡ ❥✉st ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♠♦st ♥♦t❡✇♦rt❤② ❝❛s❡s ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢✳

❈❛s❡ ❈❚✲❊❧❡♠✿ e = ✈✭t1✱. . .✱tn✮

Γ ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : α1 • C1 Γ ⊢ct tn : α2 • C2
C = {α1 =t s

v, α2 =t s
?
1} ∪ C1 ∪ C2

❲❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t (σ, sv) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv), e, α1, C)✱ t❤❛t ✐s✱ σ

s❛t✐s✜❡s C ❛♥❞ σα1 = sv✳ ❚❤✉s✱ σα1 =t s
v ❛♥❞ σα2 =t s

v✳ ❙✐♥❝❡ σ s❛t✐s✜❡s C1 ❛♥❞
C2✱ (σ, σα1) ❛♥❞ (σ, σα2) ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r (Γ, ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮✱ α1, C1) ❛♥❞ (Γ, tn, α2, C2)✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ σΓ ⊢ σ(✈✭t1✱. . .✱tn−1✮) : σα1 ❛♥❞
σΓ ⊢ σtn : sv✳ ❙✐♥❝❡ σα2 =t s

?
1✱ ❜② ❬●❡♥❪ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ σΓ ⊢ tn : s?1✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❬❚✲❊❧❡♠❪

✇❡ ♦❜t❛✐♥ σ(Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ σ(✈✭t1✱. . .✱tn✮) : s

v✱ t❤❛t ✐s✱ (σ, sv) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ(✈

: (s?1)
⋆
→ sv), e) ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

❈❛s❡ ❈❚✲▼❡r❣❡✿ e = ✈✭t1✱. . .✱tn✮

Γ ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : α1 • C1 Γ ⊢ct tn : α1 • C2
C = {α1 =t s

v} ∪ C1 ∪ C2

❲❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t (σ, sv) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv), e, α1, C)✱ t❤❛t

✐s✱ σ s❛t✐s✜❡s C ❛♥❞ σα1 = sv✳ ❙✐♥❝❡ σ s❛t✐s✜❡s C1 ❛♥❞ C2✱ (σ, sv) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r ❜♦t❤ (Γ, ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮✱ α1, C1) ❛♥❞ (Γ, tn, α1, C2)✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡
❤❛✈❡ σΓ ⊢ σ(✈✭t1✱. . .✱tn−1✮) : sv ❛♥❞ σΓ ⊢ σtn : sv✳ ❇② ❬❚✲▼❡r❣❡❪ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ σ(Γ(✈

: (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ σ(✈✭t1✱. . .✱tn✮) : s

v✱ t❤❛t ✐s✱ (σ, sv) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv), e)

❛s r❡q✉✐r❡❞✳

❈❛s❡ ❈❚✲▼❛t❝❤✿ (t1 << |τ | t2)

Γ ⊢ct t1 : α1 • C1 Γ ⊢ct t2 : α2 • C2
C = {τ =t α1, τα1 =t α2} ∪ C1 ∪ C2

❲❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t (σ,wt) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ, e, wt, C)✱ t❤❛t ✐s✱ σ s❛t✐s✜❡s C ❛♥❞
σwt = wt✳ ❚❤✉s✱ στ =t σα1 ❛♥❞ σα1 =t σα2✳ ❙✐♥❝❡ σ s❛t✐s✜❡s C1 ❛♥❞ C2✱ (σ, σα1) ❛♥❞
(σ, σα2) ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r (Γ, t1, α1, C1) ❛♥❞ (Γ, t2, α2, C2)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥
❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ σΓ ⊢ σt1 : σα1 ❛♥❞ σΓ ⊢ σt2 : σα2✳ ▲❡t στ = sh s✉❝❤ t❤❛t
h ∈ F⋆ ∪ {?}✳ ■♥ ❝❛s❡ σα1 = sv1 ❛♥❞✴♦r σα2 = sv2 ✱ ❜② ❬●❡♥❪ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ σΓ ⊢ t1 : s?

❛♥❞ Γ ⊢ t2 : s?✳ ❇② ❬❚✲▼❛t❝❤❪ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ σΓ ⊢ σ(t1 << |τ | t2) : wt✱ t❤❛t ✐s✱ (σ,wt) ✐s ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ, e) ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✾ ✭❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Γ ⊢ct e : τ • C

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st s✉❜❞❡r✐✈❛t✐♦♥ π✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ Var(π) t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t②♣❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ π ❛♥❞ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ σ\Var(π) t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤❛t ❜❡✲
❤❛✈❡s ❧✐❦❡ σ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ Var(π) ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥ ✐s ✉♥❞❡✜♥❡❞✳ ■❢ (σ, τ ′) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ, e) ❛♥❞ Dom(σ)∩Var(π) = ∅✱ t❤❡♥
t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ (σ′, τ ′) ❢♦r (Γ, e, τ, C) s✉❝❤ t❤❛t σ′\Var(π) = σ✳
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Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱
❜✉t ✇❡ ♠✉st t❛❦❡ ❝❛r❡ ✇✐t❤ ❢r❡s❤ ♥❛♠❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❥✉st ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♠♦st
♥♦t❡✇♦rt❤② ❝❛s❡s ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢✳

❈❛s❡ ❈❚✲❊❧❡♠✿ e = ✈✭t1✱. . .✱tn✮

π1 = Γ ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : α1 • C1 π2 = Γ ⊢ct tn : α2 • C2
C = {α1 =t s

v, α2 =t s
?
1} ∪ C1 ∪ C2 Var(π) = {α1, α2}

t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ 6= sv

❲❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t (σ, sh) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv), e)✳ ❇② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥

❧❡♠♠❛ ✸✳✶✼✱ ❝❧❛✉s❡s ✼❛✱ ✼❜ ❛♥❞ ✼❝ ❛♣♣❧②✳ ❲❡ r❡❛s♦♥ ❜② s✉❜❝❛s❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❙✉❜❝❛s❡ ❬❚✲▼❡r❣❡❪✿ ✐❢ h = v✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ s?1 s✉❝❤ t❤❛t ✈ : (s?1)
⋆
→

sv ∈ σΓ ✇✐t❤ σΓ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : sv ❛♥❞ σΓ ⊢ tn : sv✳ ❇✉t✱ s✐♥❝❡ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮

6= sv✱ σΓ ⊢ tn : sv ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❡✈❡♥ ❢r♦♠ ❬●❡♥❪✳ ❚❤✉s t❤✐s ✐s ♥♦t ❛
r❡❧❡✈❛♥t s✉❜❝❛s❡✳

✷✳ ❙✉❜❝❛s❡ ❬❚✲❊❧❡♠❪✿ ✐❢ h = v✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ s?1 s✉❝❤ t❤❛t ✈ : (s?1)
⋆
→ sv ∈

σΓ ✇✐t❤ σΓ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : s
v ❛♥❞ σΓ ⊢ tn : s?1✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡r❡

❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s (σ1, s
v) ❢♦r (Γ, ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮, α1, C1) ❛♥❞ (σ2, s

?
1) ❢♦r (Γ, tn, α2, C2)

s✉❝❤ t❤❛t Dom(σ1)\Var(π1) = σ = Dom(σ2)\Var(π2)✳ ❉❡✜♥❡ σ′ = σ1 ∪ σ2 ∪ σ✳
❚❤✉s σ′ s❛t✐s✜❡s C ❛♥❞ σ′α1 = sv✱ t❤❛t ✐s✱ (σ′, sh) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ(✈

: (s?1)
⋆
→ sv), e, α1, C) ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

✸✳ ❙✉❜❝❛s❡ ❬●❡♥❪✿ ✐❢ h =?✱ t❤❡♥ σΓ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn✮ : sv✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s
s✐♠✐❧❛r t♦ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜❝❛s❡ ✷✳

❈❛s❡ ❈❚✲▼❡r❣❡✿ e = ✈✭t1✱. . .✱tn✮

π = Γ ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : α1 • C1 π = Γ ⊢ct tn : α1 • C2
C = {α1 =t s

v} ∪ C1 ∪ C2 Var(π) = {α1}

t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ = sv

❲❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t (σ, sh) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv), e)✳ ❇② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥

❧❡♠♠❛ ✸✳✶✼✱ ❝❧❛✉s❡s ✼❛✱ ✼❜ ❛♥❞ ✼❝ ❛♣♣❧②✱ ❛s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✳ ❲❡ r❡❛s♦♥ ❜②
s✉❜❝❛s❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❙✉❜❝❛s❡ ❬❚✲▼❡r❣❡❪✿ ✐❢ h = v✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ s?1 s✉❝❤ t❤❛t ✈ : (s?1)
⋆
→

sv ∈ σΓ ✇✐t❤ σΓ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : sv ❛♥❞ σΓ ⊢ tn : sv✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②✲
♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s (σ1, s

v) ❢♦r (Γ, ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮, α1, C1) ❛♥❞ (σ2, s
v)

❢♦r (Γ, tn, α1, C2) s✉❝❤ t❤❛t Dom(σ1)\Var(π1) = σ = Dom(σ2)\Var(π2)✳ ❙♦✱
σ1α1 = sv = σ2α1✳ ❉❡✜♥❡ σ′ = σ1 ∪ σ2 ∪ σ✳ ❚❤✉s σ′ s❛t✐s✜❡s C ❛♥❞ σ′α1 = sv✱
t❤❛t ✐s✱ (σ′, sh) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ(✈ : (s?1)

⋆
→ sv), e, α1, C) ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

✷✳ ❙✉❜❝❛s❡ ❬❚✲❊❧❡♠❪✿ ✐❢ h = v✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ s?1 s✉❝❤ t❤❛t ✈ : (s?1)
⋆
→ sv ∈

σΓ ✇✐t❤ σΓ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : sv ❛♥❞ σΓ ⊢ tn : s?1✱ ✇❤❡r❡ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ 6= sv✳ ❇✉t✱
s✐♥❝❡ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ = sv✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ r❡❧❡✈❛♥t s✉❜❝❛s❡✳

✸✳ ❙✉❜❝❛s❡ ❬●❡♥❪✿ ✐❢ h =?✱ t❤❡♥ σΓ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn✮ : sv✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s
s✐♠✐❧❛r t♦ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜❝❛s❡ ✶✳

❈❛s❡ ❈❚✲▼❛t❝❤✿ (t1 << |τ | t2)

π1 = Γ ⊢ct t1 : α1 • C1 π2 = Γ ⊢ct t2 : α2 • C2
C = {τ =t α1, α1 =t α2} ∪ C1 ∪ C2 Var(π) = {α1, α2}



✶✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❲❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t (σ,wt) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ, e)✳ ❇② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧❡♠♠❛✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ σΓ ⊢ t1 : s? ❛♥❞ σΓ ⊢ t2 : s? s✉❝❤ t❤❛t στ =t s

?✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
t❤❡r❡ ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s (σ1, s

?) ❢♦r (Γ, t1, α1, C1) ❛♥❞ (σ2, s
?) ❢♦r (Γ, t2, α2, C1) s✉❝❤ t❤❛t

Dom(σ1)\Var(π1) = σ = Dom(σ2)\Var(π2)✳ ❙♦✱ σ1α1 = s? = σ2α✳ ❉❡✜♥❡ σ′ = σ1∪σ2∪σ✳
❚❤✉s σ′ s❛t✐s✜❡s C ❛♥❞ σ′wt = wt✱ t❤❛t ✐s✱ (σ′, wt) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ, e, wt, C) ❛s
r❡q✉✐r❡❞✳

✸✳✸✳✺ ❈♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤❛❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❤♦✇ t♦ s♦❧✈❡ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✳ ❋✐rst ❛♥❞ ❢♦r❡♠♦st✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐♥
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✵ ✭❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✮✳ ❆♥ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥✲
str❛✐♥t s❡t C ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿

∀α ∈ X , ∀s? ∈ T y\(X ∪ {wt}), ∀v ∈ F⋆, (α =t s
v ∈ C ⇒ α =t s

? /∈ C)

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✳ ■t ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s❡t err ♦❢ t②♣❡ ❡rr♦rs
♣♦ss✐❜❧② ❢♦✉♥❞ ❛♥❞ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥♣✉t ❝♦♥str❛✐♥t
s❡t✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇♦r❦s ♦❢
❍✐♥❞❧❡② ❬❍✐♥✻✾❪ ❛♥❞ ▼✐❧♥❡r ❬▼✐❧✼✽❪✱ ♦❢ ✉s✐♥❣ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽✮ t♦
❝❤❡❝❦ t❤❛t ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✐❢ s♦✱ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
t♦ ✐t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✶ ✭Pr✐♥❝✐♣❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t✮✳ ▲❡t Γ ❜❡ ❛
❝♦♥t❡①t ❛♥❞ e ❛ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Γ ⊢ct ❡ : τ • C✳ ❆ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r (Γ, e, τ, C) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ (σ, τ ′) s✉❝❤ t❤❛t✱ ✇❤❡♥❡✈❡r (σ1, τ1) ✐s ❛❧s♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r
(Γ, e, τ, C)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ σ . σ1 ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼✮✳

❆ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ (σ, τ) ❢♦r (Γ, e, τ, C) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t②♣❡ ♦❢ e ✉♥❞❡r Γ✳

❚❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t C t♦
♣❡r❢♦r♠ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ =t ♦♣❡r❛t♦r✳
❋♦r ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ τ1 =t τ2✱ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ τ1 ❛♥❞ τ2 ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s❊q✱ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ❣r♦✉♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢②
✐❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts ✭❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✮ ❤♦❧❞s ❢♦r τ1

❛♥❞ τ2✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♥♦t ❛ ❣r♦✉♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥✱ σ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞✱
❡①❝❡♣t ✇❤❡♥ ❛ t②♣❡ ❡rr♦r ✐s ❢♦✉♥❞✳

■♥✐t✐❛❧❧②✱ C ❤❛s ♦♥❧② ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t✇♦ t②♣❡s τ1 ❛♥❞ τ2 ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ σ ✐s
❡♠♣t②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ❛ tr❛❝❦ ♦❢ t②♣❡ ❡rr♦rs ❢♦✉♥❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉✲
t✐♦♥✱ t❤❡ r✉❧❡s ✐♥❝r❡♠❡♥t ❛ s❡t err✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♠♣t②✱ ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ t②♣❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✳ ❊❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ err ♣r♦❞✉❝❡s
❛♥ ❡rr♦r ♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞ st❛t❡s t❤❛t C ❤❛s ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ σ

❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ t②♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s



✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✸✶

✭✶✮ τ =t τ, err, σ =⇒ err, σ

✭✷✮ sh1

1 =t s
h2

2 , err, σ =⇒ ✐s❊q(sh1

1 , sh2

2 ) ∪ err✱ σ

✭✸❛✮ sh1

1 =t α1, err, σ =⇒ err, ↓ ([α1 7→ sh1

1 ] ◦ σ) ✐❢ σα1 = α1

✭✸❜✮ sh1

1 =t α1, err, σ =⇒ ✐s❊q(sh1

1 , sh2

2 ) ∪ err, σ ✐❢ σα1 = sh2

2

✭✸❝✮ sh1

1 =t α1, err, σ =⇒ err, ↓ ([α2 7→ sh1

1 ] ◦ σ) ✐❢ σα1 = α2

✭✹❛✮ α1 =t α2, err, σ =⇒ err, ↓ ([α1 7→ α2] ◦ σ) ✐❢ σα1 = α1 ∧ σα2 = α2

✭✹❜✮ α1 =t α2, err, σ =⇒ err, ↓ ([α1 7→ sh1

1 ] ◦ σ) ✐❢ σα1 = α1 ∧ σα2 = sh1

1

✭✹❝✮ α1 =t α2, err, σ =⇒ err, ↓ ([α1 7→ α3] ◦ σ) ✐❢ σα1 = α1 ∧ σα2 = α3

✭✹❞✮ α1 =t α2, err, σ =⇒ ✐s❊q(sh1

1 , sh2

2 ) ∪ err, σ ✐❢ σα1 = sh1

1 ∧ σα2 = sh2

2

✭✹❡✮ α1 =t α2, err, σ =⇒ err, ↓ ([α3 7→ sh1

1 ] ◦ σ) ✐❢ σα1 = sh1

1 ∧ σα2 = α3

✭✹❢✮ α1 =t α2, err, σ =⇒ err, ↓ ([α3 7→ α4] ◦ σ) ✐❢ σα1 = α3 ∧ σα2 = α4

✇❤❡r❡ h1, h2 ∈ F
⋆ ∪ {?}

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❚❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t
C✳

✭✶❛✮ s?1, s
h
2 =⇒ {} ✐❢ s1 = s2

✭✶❜✮ s?1, s
h
2 =⇒ {(s?1, s

h
2)} ✐❢ s1 6= s2

✭✷❛✮ sh1 , s
?
2 =⇒ {} ✐❢ s1 = s2

✭✷❜✮ sh1 , s
?
2 =⇒ {(sh1 , s

?
2)} ✐❢ s1 6= s2

✭✸❛✮ sv11 , sv22 =⇒ {} ✐❢ s1 = s2 ∧ v1 = v2
✭✸❜✮ sv11 , sv22 =⇒ {(sv11 , sv22 )} ✐❢ s1 6= s2 ∨ v1 6= v2

✇❤❡r❡ h ∈ F⋆ ∪ {?} ❛♥❞ v1, v2 ∈ F
⋆

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❚❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s❊q ❢♦r ❢❛✐❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t
s❡t C✳

t♦ ❛ ❏❛✈❛✲❧✐❦❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ t♦ r❛✐s❡ ❛❧❧ t②♣❡ ❡rr♦rs
❢♦✉♥❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ♦♥❡✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ st♦♣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ err

❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥✲❡♠♣t② ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ ✐✳❡✳ t♦ ❛❞❞ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s ✐s❊q(τ1, τ2) 6= ∅

❢♦r ❡❛❝❤ r✉❧❡✳
❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t C ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t② s❡t err

♦❢ t②♣❡ ❡rr♦rs ❛♥❞ ❛♥ ❡♠♣t② s♦❧✉t✐♦♥ σ✿



✶✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❢♦❧❞❧ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts (err, σ) C

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ σ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❜② ❝♦♥s❡r✈✐♥❣
σ ✐♥ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ❢♦r♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✷ ✭❙❛t✉r❛t❡❞ ❢♦r♠✮✳ ▲❡t Γ ❜❡ ❛ ❝♦♥t❡①t✱ e ❛ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞
σ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ, e, τ, C)✳ σ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐♥ s❛t✉r❛t❡❞ ❢♦r♠✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ↓ σ✱ ✐❢ ✐t
s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿

∀α ∈ X , (α ∈ Dom(σ)⇒ α /∈ Range(σ))

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✜❡r s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱
✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t C✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✸ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✮✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts τ1 =t τ2✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t τ1 =t τ2 ✐s ❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s✉❝❤ t❤❛t στ1 =t στ1✳ ❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ C ✐❢ ✐t ✐s s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❡✈❡r② ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ C✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✹ ✭Pr✐♥❝✐♣❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✮✳ ❆ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t C ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ σ ♦❢ C s✉❝❤ t❤❛t σ . δ ❢♦r ❡✈❡r② s♦❧✉t✐♦♥ δ ♦❢
C ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼✮✳

❍❡r❡ ❝♦♠❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡❊q❈♦♥✲

str❛✐♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✺ ✭❊q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ ✸✲t✉♣❧❡ (C, err, σ)✱ ✇❤❡r❡ C ✐s ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥✲
str❛✐♥t s❡t✱ err ✐s ❛ s❡t ♦❢ t②♣❡ ❡rr♦rs ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♠♣t② ❛♥❞ σ ✐s ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♠♣t②✳

❆t ❡✈❡r② st❡♣✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s t❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ C ❛♥❞ tr✐❡s t♦ ❛♣♣❧②
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ❛♥❞ t❤❡♥ t❛❦❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞
❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤ ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ C✳ ❋♦r ❛♥
❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♥❞ t②♣❡s ❛♥❞✴♦r t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛♣♣❡❞ ❜② σ t♦ ❣r♦✉♥❞
t②♣❡s✱ t❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s❊q ❢♦r ❢❛✐❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■t r❡t✉r♥s ❡✐t❤❡r ❛♥ ❡♠♣t② s❡t ♦r ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ s❡t ✇✐t❤
❛ ♣❛✐r ♦❢ t②♣❡s✳ ■❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡t ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❛✐s❡s ♦✉t
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t②♣❡ ❡rr♦r ❢♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡t ✇✐t❤ err✳

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ C✱ ✐❢ err ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ σ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ C✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛❧❧ ❡rr♦r ♠❡ss❛❣❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❛✐s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢❛✐❧s ❜❡❝❛✉s❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ C ❤❛s ♥♦
s♦❧✉t✐♦♥ ♦r ♠♦r❡ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ C✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts ✐s ♥♦♥✲r❡❝✉rs✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞❡r❡✲
❝✉rs✐✈❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s②♥t❛❝t✐❝ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t err ♦❢ t②♣❡ ❡rr♦rs✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢



✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✸✸

t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ■❢ err 6= ∅✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡
❢❛✐❧❡❞✳ ■t ❡♥t❛✐❧s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧ ❡rr♦rs
♠❡ss❛❣❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛r❡ r❛✐s❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ σ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✸✻✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷✻✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t

Γ ⊢ct ④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ♣♥❛t⑥ : wt • C

t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✐s C = C1 ∪ C2 ∪ C3 ✇❤❡r❡

C1 = {α6 =t α7, α6 =t NatListconcNat, α8 =t Nat?}

C2 = {α2 =t α6, α5 =t α8, α9 =t Nat?, α3 =t α9}

C3 = {α4 =t α6, α1 =t α7, α5 =t α10}

▲❡t err1 = {} ❛♥❞ σ1 = {}✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts t♦ (C1, err1, σ1)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ seq1✿

({α6 =t α7, α6 =t NatListconcNat, α8 =t Nat?}, err1, σ1)

−→(4a) ({α6 =t NatListconcNat, α8 =t Nat?}, err1, {α6 7→ α7} ◦ σ1)

−→(3c) ({α8 =t Nat?}, err1, {α6 7→ NatListconcNat, α7 7→ NatListconcNat} ◦ σ1)

−→(3a) ({}, err1, {α6 7→ NatListconcNat, α7 7→ NatListconcNat, α8 7→ Nat?} ◦ σ1)

▲❡t err2 = {} ❛♥❞ σ2 = {α6 7→ NatListconcNat, α7 7→ NatListconcNat, α8 7→ Nat?}✳
❆♣♣❧②✐♥❣ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts t♦ (C2, err2, σ2)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡✲
q✉❡♥❝❡ seq2✿

({α2 =t α6, α5 =t α8, α9 =t Nat?, α3 =t α9}, err1, σ1)

−→(4b) ({α5 =t α8, α9 =t Nat?, α3 =t α9}, err2, {α2 7→ NatListconcNat} ◦ σ2)

−→(4b) ({α9 =t Nat?, α3 =t α9}, err2, {α2 7→ NatListconcNat, α5 7→ Nat?} ◦ σ2)

−→(3a) ({α3 =t α9}, err2, {α2 7→ NatListconcNat, α5 7→ Nat?, α9 7→ Nat?} ◦ σ2)

−→(4b) ({}, err2, {α2 7→ NatListconcNat, α5 7→ Nat?, α9 7→ Nat?, α3 7→ Nat?} ◦ σ2)

▲❡t err3 = {} ❛♥❞ σ3 = {α6 7→ NatListconcNat, α7 7→ NatListconcNat, α8 7→ Nat?, α2 7→

NatListconcNat, α5 7→ Nat?, α9 7→ Nat?, α3 7→ Nat?}✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts t♦
(C3, err3, σ3)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ seq3✿

({α4 =t α6, α1 =t α7, α5 =t α10}, err3, σ3)

−→(4b) ({α1 =t α7, α5 =t α10}, err3, {α4 7→ NatListconcNat} ◦ σ3)

−→(4b) ({α5 =t α10}, err3, {α4 7→ NatListconcNat, α1 7→ NatListconcNat} ◦ σ3)

−→(4b) ({}, err3, {α4 7→ NatListconcNat, α1 7→ NatListconcNat, α10 7→ Nat?} ◦ σ3)

❆❢t❡r t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ seq1; seq2; seq3✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t C ✐s ❡♠♣t② ❛♥❞
t❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ {α1 7→ NatListconcNat, α2 7→ NatListconcNat, α3 7→

Nat?, α4 7→ NatListconcNat, α5 7→ Nat?, α6 7→ NatListconcNat, α7 7→ NatListconcNat, α8 7→

Nat?, α9 7→ Nat?, α10 7→ Nat?} ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ,④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮

<< |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t⑥, wt, C)✱ s✐♥❝❡ err1 ∪ err2 ∪ err3 = ∅✳



✶✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡s✱ ❢❛✐❧✐♥❣ ✇❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥♦♥✲
✉♥✐✜❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❛s ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢♦❧❞❧✱ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✼ ✭❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥✮✳

✶✳ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts ❤❛❧ts✱ ❡✐t❤❡r ❢❛✐❧✐♥❣ ♦r ❜② r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t C✱

✷✳ ✐❢ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts r❡t✉r♥s ❜♦t❤ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❛♥❞ ❛♥ ❡♠♣t② s❡t err✱ t❤❡♥
σ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r C✱

✸✳ ✐❢ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts r❡t✉r♥s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ σ ❢♦r C ❛♥❞ ✐❢ δ ✐s ❛❧s♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r
C✱ t❤❡♥ σ ✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r C✱ ✐✳❡✳ σ . δ✳

Pr♦♦❢✳

❋♦r ♣❛rt ❬✶❪✱ ❡❛❝❤ r✉❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ t❡r♠✐♥❛t❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❢♦❧❞❧ ❞❡❝r❡❛s❡s tr✐✈✐❛❧❧② ✉♥t✐❧ ✐t
r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ C✳

❋♦r ♣❛rt ❬✷❪✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❛♥ ❡rr♦r✲❢r❡❡ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✐✳❡✳
err = ∅ ✐s r❡t✉r♥❡❞✮ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t C = {c} ∪ C′ s✉❝❤ t❤❛t σ

s❛t✐s✜❡s C′✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ δ =↓ (φ ∪ σ) ❛♥❞ δ

s❛t✐s✜❡s C✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❢♦❧❞❧ ❝❛❧❧s
s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ C✳ ❲❡
❥✉st ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st ♥♦t❡✇♦rt❤② ❝❛s❡s ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢ s✐♥❝❡
t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳

❈❛s❡ ❧❡♥❣t❤ C = 0 ✿ C = {}

❙✐♥❝❡ C ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡♥ err = ∅ ❛♥❞ σ = [ ]✳ ❉❡✜♥❡ δ = [ ] ◦ σ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s
C ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

❈❛s❡ ❧❡♥❣t❤ C = n ✿

❙✉❜❝❛s❡ ✭✷✮ ✿ C = {sh1

1 =t s
h2

2 } ∪ C
′

❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ σ s❛t✐s✜❡s C′ ❛♥❞ err = ∅✳ ■❢ ✐s❊q✭sh1

1 , sh2

2 ✮ r❡t✉r♥s
{}✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t sh1

1 =t s
h2

2 ✳ ❉❡✜♥❡ δ = [ ]◦σ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s C ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

❙✉❜❝❛s❡ ✭✺✐✮ ✿ C = {α1 =t α2} ∪ C
′

σα1 = α3 σα2 = α4

❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ σ s❛t✐s✜❡s C′ ❛♥❞ err = ∅✳ ❙✐♥❝❡ δ =↓ ([α3 7→ α4]◦σ)✱
t❤❡♥ δα1 = α4 = δα2✳ ❚❤✉s δα1 =t δα2✱ t❤❛t ✐s✱ δ s❛t✐s✜❡s C ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

❋♦r ♣❛rt ❬✸❪✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ δ s❛t✐s✜❡s C✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
φ s✉❝❤ t❤❛t δ =t φ ◦ σ✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛❣❛✐♥ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ C✳ ❲❡ ❥✉st ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❛ ♥♦t❡✇♦rt❤② ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s
♣r♦♦❢ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳

❈❛s❡ ❧❡♥❣t❤ C = 0 ✿ C = {}



✸✳✹✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✶✸✺

❙✐♥❝❡ C ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡♥ err = ∅ ❛♥❞ σ = [ ]✳ ❉❡✜♥❡ δ = [ ] ◦ σ✳ ❚❤✉s✱ σ . δ ❛s
r❡q✉✐r❡❞✳

❈❛s❡ ❧❡♥❣t❤ C = n ✿

❙✉❜❝❛s❡ ✭✸❛✮ ✿ C = {sh1

1 =t α1} ∪ C
′ σα1 = α1

❙✐♥❝❡ δ s❛t✐s✜❡s {sh1

1 =t α1}✱ ✇❡ ❤❛✈❡ δsh1

1 =t δα1✳ ❇② ✐♥❞✉❝t♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
σ′ s❛t✐s✜❡s C′ ❛♥❞ δ =t φ ◦ σ′ ❢♦r s♦♠❡ φ✳ ❙✐♥❝❡ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts r❡t✉r♥s
σ =↓ ([α1 7→ sh1

1 ] ◦ σ′)✱ ✇❡ ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ α s✉❝❤ t❤❛t✿
✕ ✐❢ α 6= α1 ❛♥❞ σ′α 6= α1✿ t❤❡♥ (φ ◦ σ)α = (φ ◦ σ′)([α1 7→ sh1

1 ]α) = (φ ◦ σ′)α = δα✱
✕ ✐❢ α 6= α1 ❛♥❞ σ′α = α1✿ t❤❡♥ (φ ◦ σ)α = (φ ◦ σ)([α1 7→ sh1

1 ]α) = (φ ◦ σ′)sh1

1 =

δsh1

1 =t δα✱
✕ ✐❢ α = α1✿ t❤❡♥ (φ ◦ σ)α = (φ ◦ σ)([α1 7→ sh1

1 ]α) = (φ ◦ σ′)sh1

1 = δsh1

1 =t δα✳
❚❤✉s✱ δα =t (φ ◦ σ)α ❢♦r ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s α✱ t❤❛t ✐s✱ δ =t φ ◦ σ✳ ❚❤✉s σ . δ ❛s
r❡q✉✐r❡❞✳

✸✳✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❚♦♠ s②st❡♠ ✐s t♦ t❛❦❡ ❛ ❚♦♠ ✜❧❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛
♠✐① ❜❡t✇❡❡♥ ❏❛✈❛ ❛♥❞ ❚♦♠ ❝♦♥str✉❝ts ❛s ✐♥♣✉t ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠s ✐t ✐♥t♦ ❛ ❏❛✈❛ ✜❧❡
❛s ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ ♣r♦❝❡ss t❤❡
❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♣❛ss❡s t❤❡ r❡s✉❧t t♦ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡✳ ❆❧❧ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❚♦♠
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦♦tstr❛♣♣❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞
str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ s②st❡♠✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡s✿

P❛rs❡r ❉✉r✐♥❣ ♣❛rs✐♥❣✱ ❛♥ ❆❜str❛❝t ❙②♥t❛① ❚r❡❡ ✭❆❙❚✮ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ s♣❡✲
❝✐❛❧ ♥♦❞❡s ❢♦r ❚♦♠ ❝♦♥str✉❝ts s✉❝❤ ❛s✪♠❛t❝❤ ❛♥❞ ❵ ✭❜❛❝❦q✉♦t❡✮ ❝♦♥str✉❝ts✳
❚❤❡s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ●♦♠ t❡r♠s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❚♦♠ ❣r❛♠♠❛r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ●♦♠
❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❝❛s❡ ❛ ●♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛s
✭♣❛rt ♦❢✮ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❧❡✱ t❤❡ ♣❛rs❡r ❝❛❧❧s t❤❡ ●♦♠ t♦♦❧ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✐ts ♠❛♣✲
♣✐♥❣ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❏❛✈❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱

❙②♥t❛① ❝❤❡❝❦❡r ❆ s❡r✐❡s ♦❢ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❆❙❚ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t
t❤❡ s②♥t❛① ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ s②♠❜♦❧ ❢♦✉♥❞ ✇❛s ❞❡❝❧❛r❡❞ ♦r t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s
❜❡t✇❡❡♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱

❉❡s✉❣❛r❡r ❚❤❡ ❞❡s✉❣❛r❡r ✜❧❧s t❤❡ t②♣❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥str✉❝t♦r ❛♥❞ ❞❡str✉❝✲
t♦r ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❡❛❝❤ ❚♦♠ ❝♦♥str✉❝t♦r✳ ❚❤✐s ♣❤❛s❡ ❛❧s♦ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡
❆❙❚ ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
❤♦st ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs ✐♥t♦ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♥♦❞❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ ❛♥♦♥②✲
♠♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♥❛♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡s❤ ♥❛♠❡ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❛ ♥❛♠❡ t❤❛t ✇❛s
♥❡✈❡r ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦❞❡✱



✶✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❚②♣❡r ❚❤❡ t②♣❡r ♣❡r❢♦r♠s t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t②♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ t②♣❡s ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ❆❙❚✱

❚②♣❡ ❝❤❡❝❦❡r ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ t②♣❡s✴r❛♥❦s ♦❢ t❤❡ s②♠✲
❜♦❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ❝❤❡❝❦s t❤❛t t✇♦ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡✱

❊①♣❛♥❞❡r ❚❤❡ ❡①♣❛♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ❆❙❚ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✐✲
❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❝♦♥str✉❝ts t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s✱
✐✳❡✳ ❝❧❛ss❡s t♦ tr❛✈❡rs❡ ❚♦♠ t❡r♠s✱

❈♦♠♣✐❧❡r ❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❧♦❝❛t❡s ❛ ✪♠❛t❝❤ ❝♦♥str✉❝t ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❆❙❚ ❛♥❞
t✉r♥s ❛ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❧✐st ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✐♥t♦ ❛ ❧✐st ♦❢
s❡✈❡r❛❧ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱

❖♣t✐♠✐③❡r ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✐♥✲
t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts
❛♥❞ t❡sts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✪♠❛t❝❤ ❝♦♥str✉❝t✱

❇❛❝❦❡♥❞ ❚❤❡ ❜❛❝❦❡♥❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s
♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦
❤♦st ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳

t②♣❡

❝❤❡❝❦❡r

t②♣❡r❞❡s✉❣❛r❡r
s②♥t❛①

❝❤❡❝❦❡r

♣❛rs❡r

t♦♠

✜❧❡

❡①♣❛♥❞❡r ❝♦♠♣✐❧❡r ♦♣t✐♠✐③❡r ❜❛❝❦❡♥❞

❥❛✈❛

✜❧❡

t♦♠ s②st❡♠

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ▼♦❞✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ s②st❡♠✳

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞
t②♣❡ s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳ ❇r✐♥❣✐♥❣ t❤❡♦r② t♦ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛✲
t✉r❡ F ∪ F⋆ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❜❛s❡ s♦rts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛rs✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ s♦rts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❣r♦✉♥❞
t②♣❡s ✇✐t❤ ❞❡❝♦r❛t✐♦♥ ?✳ ❆❧❧ ♣❛✐rs ✭♦♣❡r❛t♦r✱r❛♥❦✮ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ❛
s②♠❜♦❧ t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛❧❧ s♦rts ❛r❡ st♦r❡❞ ♦♥ ❛ s♦rt t❛❜❧❡✳ ❇♦t❤ t❛❜❧❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ t❛❜❧❡ ✇♦r❦s ❛s t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
Γ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❛♥❦✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ t❛❜❧❡ ❛❧s♦ ❦❡❡♣s ♦t❤❡r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s r❡❧✲
❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦♣❡r❛t♦r✳



✸✳✹✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✶✸✼

❚❤❡s❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✐❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s s②♥t❛❝t✐❝ ♦r ✈❛r✐✲
❛❞✐❝✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ t②♣✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡r♠ ❣✭t1✱. . .✱tn✮ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❬❈❚✲❋✉♥❪✱ ❬❈❚✲▼❡r❣❡❪
❛♥❞ ❬❈❚✲❊❧❡♠❪ t♦ t❤❡ t❡r♠✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ✐♥ ❝❛s❡ ❣ ✐s ❛ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✐ts
r❛♥❦ s?1

⋆
→ s? ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② s?1

⋆
→ sg✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❝♦❞♦♠❛✐♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❆❢t❡r t❤❡ s②♥t❛① ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡s✉❣❛r✐♥❣ ♣❤❛s❡s✱ t❤❡ t②♣❡r ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞

❛♥❞ st❛rts ❜② ❛♥♥♦t❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❆❙❚ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡s❤ t②♣❡
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦rt |τ | ❢♦r ❛ ✪♠❛t❝❤

❝♦♥str✉❝t✱ τ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ✪♠❛t❝❤ ❝♦♥str✉❝t ✐s ❢♦✉♥❞✳
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡ ❬❈❚✲❇❧♦❝❦❪ t♦ ❛♥ ❆❙❚ ✐s
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❚♦♣❉♦✇♥❙t♦♣❖♥❙✉❝❝❡ss str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
✐♥ ❛ t♦♣✲❞♦✇♥ ✇❛② ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❣♦ ✉♥❞❡r ❛ ♥♦❞❡ ✇❤❡♥ ❬❈❚✲❇❧♦❝❦❪ ❛♣♣❧✐❡s✿

(T opdownSOS ✐♥❢❡r❡♥❝❡)(e) = (Choice ✐♥❢❡r❡♥❝❡ (All (T opdownSOS ✐♥❢❡r❡♥❝❡)))(e)

❚❤✐s ❛✈♦✐❞s t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡st❡❞ ❜❧♦❝❦s ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ s❝♦♣❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②
t♦ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ r❡♥❛♠❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤
s❛♠❡ ♥❛♠❡ ❜✉t ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r✉❧❡s cond −→ action✱ t❤❡ t②♣❡r ❝r❡❛t❡s
❧♦❝❛❧ ❝♦♥t❡①ts Γi ❢♦r ❡❛❝❤ rulei✳ ❆❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ rulei ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞
✐♥ Γi ❛s ❛ ♣❛✐r ✭✈❛r✐❛❜❧❡✱t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✉♥✐♦♥ Γ ∪ Γi ❝♦♠♣r✐s❡s ❛❧❧
❛♥♥♦t❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ rulei✱ ❛s
r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡ ❬❈❚✲❇❧♦❝❦❪✳

❚❤❡ t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛r❡ st♦r❡❞ ♦♥ ❛ s❡t C✳
❚❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t c ✐♥ C ✐s ❞♦♥❡ ♦♥❧② ✐❢ c ✐s ♥♦t ✐♥ C✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t
❦❡❡♣s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✵✮ ❛s ❡♥s✉r❡❞ ❜②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿

✐♥s❡rt✭(α =t s
?), C✮ ⇒ C ✐❢ α =t s

v ∈ C ∨ sv =t α ∈ C
{α =t s

?} ∪ C ♦t❤❡r✇✐s❡

✇❤❡r❡ α ∈ X ✱ s? ∈ T y\(X ∪ {wt}) ❛♥❞ v ∈ F⋆✳
❉✉r✐♥❣ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts ✐s

❝❛❧❧❡❞ t♦ ❧♦♦♣ ♦✈❡r C ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❤❛s❤
♠❛♣ ♥❛♠❡❞ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣s❡✉❞♦❝♦❞❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢
❛ ♣❛✐r ✭❑❡②✱❱❛❧✉❡✮ ❦❡❡♣s ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ s❛t✉r❛t❡❞ ❢♦r♠✿

●❊❚ ❑❡② ❛♥❞ ❱❛❧✉❡ ♦❢ ♣❛✐r t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥
■❋ ❱❛❧✉❡ ✐s ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❚❍❊◆

❆❞❞ ♣❛✐r ✭❑❡②✱❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❬❱❛❧✉❡❪✮ t♦ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥
❊▲❙❊

❆❞❞ ♣❛✐r ✭❑❡②✱❱❛❧✉❡✮ t♦ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥
❊◆❉■❋

■❋ ❑❡② ✐s ✐♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ❙✉❜st✐t✉✐♦♥ ❚❍❊◆
❋❖❘ ❡❛❝❤ ❈✉rr❡♥t❑❡② ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥



✶✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

■❋ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❬❈✉rr❡♥t❑❡②❪ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❑❡② ❚❍❊◆
❖✈❡r✇r✐t❡ ♣❛✐r ✭❈✉rr❡♥t❑❡②✱❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❬❑❡②❪✮ ✐♥ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥

❊◆❉■❋
❊◆❉▲❖❖P

❊◆❉■❋

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s❊q ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✱ s✐♥❝❡ err ✐s ♥♦t ❛
s❡t ♦❢ ♣❛✐rs ✭t②♣❡✱t②♣❡✮ ❜✉t ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ❛ t②♣❡ ❡rr♦r ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣✉ts ❛♥ ❡rr♦r ♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞ s❡ts err t♦ tr✉❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ err ✐s
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❢❛❧s❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s❊q r❡t✉r♥s err t♦ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts ❛s ❛ ✢❛❣
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ C✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ err ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
s❡t ✐s ✉♥✐✜❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❛✣r♠❛t✐✈❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
t❤❡ ❆❙❚ ♥♦❞❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ ❆❙❚ ✐♥♣✉t✱ t❤❡ t②♣❡r r❡♣❧❛❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ❛♥
✐♥t❡r♥❛❧ t②♣❡ ❊♠♣t②❚②♣❡ st❛t✐♥❣ t❤❛t ✐t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞✳

✸✳✺ ❙②♥t❤❡s✐s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r ❚♦♠ ❝♦♥str✉❝ts ❢♦r ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛
t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✳ ❙✐♥❝❡ ❚♦♠
❛❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✈❡r ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✐✳❡✳ ❧✐st✲
♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✇❡ ✇❡r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❜♦t❤ ❛ ✇❛② t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡✐r t②♣❡s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡
❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❚♦♠ s②♥t❛① ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ t②♣❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s♦rts
❞❡❝♦r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢
t②♣❡s✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❚♦♠
❝♦r❡ ❛❜str❛❝t s②♥t❛①✳ ❚❤✐s ✇❛s ✉s❡❢✉❧ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ s②st❡♠✱ t❤❡ t②♣❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣❡r❢♦r♠ st❛t✐❝ t②♣✐♥❣✳
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❧✐♠✐t✐♥❣ t②♣❡s t❤❛t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✐♥ t②♣✐♥❣
❥✉❞❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ r✉❧❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜② ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ✇❤♦❧❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚♦♠
❝♦♠♣✐❧❡r ❛s t❤❡ t②♣❡r ♠♦❞✉❧❡✳ ■t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❚♦♠ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✽
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❚♦♠ s♦✉r❝❡ r❡♣♦s✐t♦r② ✻✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❡st ❝❛s❡s✱ t❤❡
❚♦♠ ❝♦♠♣✐❧❡r ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❜♦♦tstr❛♣♣❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t②♣❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣
✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts✳

✻✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣s✿✴✴❣❢♦r❣❡✳✐♥r✐❛✳❢r✴♣r♦❥❡❝ts✴t♦♠✴ ✳ ❱✐s✐t❡❞ ♦♥ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✷✳



❈❤❛♣t❡r ✹

❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❆❧t❤♦✉❣❤ ❜❡✐♥❣ ♣r♦✈❡❞ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✸ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t②♣❡s ❛s t❤❡ ♦♥❧② ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ❝♦♠♣❛t✐✲
❜✐❧✐t②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ❚♦♠✱ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t②♣❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s s✉❜t②♣✐♥❣ ❛s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦✈❡r t②♣❡s ❛♥❞ ❡①t❡♥❞s ❜♦t❤
t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥ts ✉s✐♥❣
s✉❜t②♣❡s✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❚♦♠ ✇❛s ✜rst ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❑▼❚✵✾❪
❛♥❞ ❧❛t❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❛ r❡s❡❛r❝❤ r❡♣♦rt ❬❚❛✈✶✶❪✳

✹✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤✲
♦✉t ❧♦st ♦❢ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❏❛✈❛✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤✐s
♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❤♦st ❧❛♥❣✉❛❣❡ s✉❝❤ ❛s ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡✳ ❲✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣✱ ♦❜❥❡❝ts s❡❡♥
❛s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜t②♣❡s ❜✉t st✐❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞
❛s ✐❢ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s✉♣❡rt②♣❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ t②♣❡
s②st❡♠ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝❡♣t ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ♣r♦❣r❛♠s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ✐❧❧✲t②♣❡❞✳

❲❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣✱ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ r❡✜♥❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇
❛ ♠♦r❡ ♣❡r♠✐ss✐✈❡ t②♣❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t②♣❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞
❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ t❡r♠ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ ❡①❛❝t❧② t❤❡ t②♣❡ ♦❢
✐ts t②♣❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥②♠♦r❡✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♦♥❧② ❜❡ s✉❜t②♣❡s ♦❢ ✐t✳

❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✜❧❧✐♥❣ ♠✐ss✐♥❣ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②s✲
t❡♠ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ■♥st❡❛❞✱
✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ s✉❜t②♣✐♥❣ ✭✐✳❡✳ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❜❡
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② s♦❧✈❡❞✳

❚♦ ❜❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ ❏❛✈❛✱ ✇❡ ♦♣t ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ s✉❜t②♣✐♥❣ ✇❤✐❝❤
r❡q✉✐r❡s s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t②♣❡s t♦ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡❝❧❛r❡❞✳ ❚❤❡s❡
r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡
❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r✐❝❤ ❝♦♥t❡①t ❢♦r t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥ts✳



✶✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

✹✳✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❍✐♥❞❧❡②✴▼✐❧♥❡r s②st❡♠ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs✱ s✉❝❤ ❛s ▲✉❝❛ ❈❛r❞❡❧❧✐ ❬❈❛r✽✽❪ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ▼✐t❝❤❡❧❧ ❬▼✐t✽✹❪✳
❈❛r❞❡❧❧✐ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ t②♣❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❜t②♣✐♥❣ ❛s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r✲
❞❡r ♦✈❡r t②♣❡s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✐t t♦ ♠♦❞❡❧ ✭♠✉❧t✐♣❧❡✮ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts✳
❉✐✛❡r❡♥t❧②✱ ▼✐t❝❤❡❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❛❧ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❝♦❡r❝✐♦♥
s❡ts ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦♥❧② ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥
♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦❡r❝✐♦♥s t♦ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ▼▲ ❬●▼❲✼✾❪
❜❛s❡❞ ♦♥ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❍❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛ ❢♦r♠
♦❢ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥s✐❞❡ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥ts✳

❙✉❜t②♣✐♥❣✲❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡s s②st❡♠s ❤❛s ❜❡❡♥ t❤♦r♦✉❣❤ st✉❞✐❡❞✳ ❇❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▼✐t❝❤❡❧❧✱ ❨♦✉✲❈❤✐♥ ❋✉❤ ❛♥❞ Pr❛t❡❡❦ ▼✐s❤r❛ ❬❋▼✽✽❪ t♦♦❦ ✐♥t❡r❡st
✐♥ ❝♦♠♣✉t❡ s❡ts ♦❢ ❝♦❡r❝✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛s❡ t②♣❡s ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s s❡t
✐s s♦❧✈❛❜❧❡✳ ❙t✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ s✉❜t②♣✐♥❣✱ ❙t❡❢❛♥ ❑❛❡s ❬❑❛❡✾✷❪
✇❛s t❤❡ ✜rst ❛✉t❤♦r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②✲
♠♦r♣❤✐s♠✱ ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣✱ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦❡r❝✐♦♥s ❛♥❞ r❡❝✉rs✐✈❡ t②♣❡s✳ ❍❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛
❣❡♥❡r✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ t♦ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ ❱❛❧❡r② ❚r✐❢♦♥♦✈ ❛♥❞ ❙❝♦tt
❙♠✐t❤ ❬❚❙✾✻❪ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ✏s②♥t❛❝t✐❝ ❛s♣❡❝ts✑ ♦❢
t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ✉s❛❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❛❞❞r❡ss❡❞
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ✭❧❛r❣❡✮ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts✳ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❆✐❦❡♥ ❛♥❞ ❊❞✇❛r❞
❲✐♠♠❡rs ❬❆❲✾✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❜✉t ❝♦♠♣❧❡① ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤
♣❡r❢♦r♠s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■t ✉s❡s ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❤❡r❡ t②♣❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐♦♥
❛♥❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❛ t②♣❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❆ s✐♠♣❧❡r ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❋r❛♥ç♦✐s P♦tt✐❡r ❬P♦t✵✶❪✳ ❆s ❚r✐❢♦♥♦✈
❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ❤❡ ❛❧s♦ s❡♣❛r❛t❡❞ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ❡♥t❛✐❧♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥str❛✐♥t s✐♠✲
♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈✐♥❣✳ P♦tt✐❡r✬s s②st❡♠ ✉s❡s ❛ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❡♥t❛✐❧♠❡♥t ❛♥❞ ❤❛s ✐♥s♣✐r❡❞ ♦✉r ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡✐r
♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦♥tr❛r✐❧② t♦ P♦tt✐❡r✬s s②st❡♠✱ ♦✉r t②♣❡ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t s✉♣♣♦rt
r❡❝✉rs✐✈❡ t②♣❡s ❛♥❞ ♦✉r t②♣❡s ❛r❡ ♥♦t ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ t②♣❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥t❧② ❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❛❜♦✉t s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ♦✉r
t②♣❡ s②st❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ P♦tt✐❡r ✇❛s ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♥str❛✐♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥ ♦✉r t✉r♥
❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❜② t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❤♦st ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

❆s r❡❣❛r❞s t②♣❡ s②st❡♠s ❢♦r ♦r❞❡r✲s♦rt❡❞ ❛❧❣❡❜r❛s✱ s♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❈❧❛✉ss ❍✐♥t❡r♠❡✐❡r✱ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞
❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❬❍❑❑✾✽❪✳ ❚❤❡② ♣r❡s❡♥t ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ❢♦r t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐♥ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ✇❤❡r❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ s②♥t❛❝t✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❡♥r✐❝❤✐♥❣ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢



✹✳✷✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s ✶✹✶

t❡r♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ■t ❞❡✜♥❡s s✉❜t②♣✐♥❣ ❛s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r
♦✈❡r t②♣❡s t❤❛t ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s s❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼✐t❝❤❡❧❧✳ ❈♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞ ❡t ❛❧✳ ❬❏❑❑▼✾✷❪ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ♥♦♠✐♥❛❧
t②♣❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❛s s❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②✲
♠♦r♣❤✐s♠✱ ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
t❤❡ ▼❛✉❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞✬s t②♣❡ s②st❡♠✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ ♦✉r ✐♥t❡r❡st t♦ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣❛r❛❞✐❣♠s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❙❝❛❧❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

✹✳✷✳✶ ▼❛✉❞❡

❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✱ ▼❛✉❞❡ ❬❈❉❊+✵✼❪ ✐s ❛ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❖❇❏ ❬●❲▼+✾✸❪ s✉❝❤ ❛s s♦rts✱ s✉❜s♦rts✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
t②♣❡s✱ ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞
❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✮✳ ■ts ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❡q✉❛✲
t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❆❞❡❧ ❇♦✉❤♦✉❧❛✱ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞ ❛♥❞ ❏♦sé
▼❡s❡❣✉❡r ❬❇❏▼✵✵✱ ▼❡s✾✼❪✱ ✇❤❡r❡ s♦rts ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s
❝❛❧❧❡❞ ❦✐♥❞s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣r❡r❡❣✉❧❛r
♠♦❞✉❧♦ s♦♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❡
❝♦❞♦♠❛✐♥ s♦rt ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ s❛♠❡ ❛r✐t② ♠✉st ❜❡❧♦♥❣
t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞ ♦♣❡r✲
❛t♦rs ❤❛✈❡ ❛ ❧❡❛st s♦rt✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ▼❛✉❞❡ r❡q✉✐r❡s
t❤❛t✱ ❢♦r ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ❛ s❛♠❡ ❛r✐t②✱ ✐❢ t❤❡✐r ❞♦♠❛✐♥ s♦rts ❛r❡ ♣❛✐r✲
✇✐s❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞✱ t❤❡♥ t❤❡✐r ❝♦❞♦♠❛✐♥ s♦rts ♠✉st ❧✐❦❡✇✐s❡ ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❦✐♥❞ ✼✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t✇♦ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s②♥t❛❝t✐❝ ❢♦r♠ ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ■♥ ▼❛✉❞❡✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉❜s♦rt r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ❛♠♦♥❣ t❤❡ s♦rts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡r ✐s t❤❡ r❡s♣♦♥✲
s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝②❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❊①❛♠♣❧❡P❡❛♥♦ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶
❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❜s♦rt r❡❧❛t✐♦♥✿

✶ ❢♠♦❞ ❊❳❚❊◆❉❊❉−❊❳❆▼P▲❊P❊❆◆❖ ✐s
✷ s♦rts ◆❛t ◆❛t▲✐st ✳
✸ s✉❜s♦rt ◆❛t ❁ ◆❛t▲✐st ✳
✹ ♦♣ ③❡r♦ ✿ −❃ ◆❛t ✳
✺ ♦♣ s✉❝ ✿ ◆❛t −❃ ◆❛t ✳
✻ ♦♣ ❡♠♣t② ✿ −❃ ◆❛t▲✐st ✳
✼ ♦♣ ❝♦♥❝◆❛t ✿ ◆❛t▲✐st ◆❛t▲✐st −❃ ◆❛t▲✐st ❬❛ss♦❝ ✐❞ ✿ ❡♠♣t②❪ ✳
✽ ❡♥❞❢♠

❚❤❡ s✉❜s♦rt ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ❛t ❧✐♥❡ ✸ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t♦r ❝♦♥✲

❝◆❛t t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ❡✈❡♥ ❢♦r ♠❡❛♥s ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✿

▼❛✉❞❡❃ r❡❞ ❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✱ ❝♦♥❝◆❛t✭s✉❝✭③❡r♦✮✱ s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✮✮✮✮ ✳
r❡❞✉❝❡ ✐♥ ❊❳❚❊◆❉❊❉−❊❳❆▼P▲❊P❊❆◆❖ ✿ ❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✱ ❝♦♥❝◆❛t✭s✉❝✭③❡r♦✮✱ s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✮✮✮✮ ✳

✼✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛①❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ t❡r♠s ♦❝❝✉r✲
r✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳



✶✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

r❡✇r✐t❡s ✿ ✵ ✐♥ ✵♠s ❝♣✉ ✭✶♠s r❡❛❧✮ ✭✵ r❡✇r✐t❡s ✴s❡❝♦♥❞✮
r❡s✉❧t ◆❛t▲✐st ✿ ❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✱ s✉❝✭③❡r♦ ✮✱ s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦ ✮✮✮

❆s ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝✱ s♦rt ❞❡❝r❡❛s✐♥❣♥❡ss r❡q✉✐r❡s
t❤❛t ❛ t❡r♠ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭✐✳❡✳ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ t❡r♠✮ ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ ❧❡❛st s♦rt
♣♦ss✐❜❧❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s♦rts ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐t ♠♦❞✉❧♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧
t❤❡♦r②✳ ❚❤✉s✱ t❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♣❡❛♥♦P❧✉s ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡
s✉♠ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s ♦❢ s♦rt ◆❛t▲✐st ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❛①✐♦♠s ❜❡❧♦✇
❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ t❡r♠ ♦❢ s♦rt ◆❛t ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st r❡s✉❧t
❧✐♥❡✿

♦♣ ♣❡❛♥♦P❧✉s ✿ ◆❛t▲✐st ◆❛t▲✐st −❃ ◆❛t▲✐st ✳
✈❛rs ❳ ❨ ✿ ◆❛t▲✐st ✳
❡q ♣❡❛♥♦P❧✉s✭③❡r♦✱ ❳✮ ❂ ❳ ✳
❡q ♣❡❛♥♦P❧✉s✭s✉❝✭❨✮✱ ❳✮ ❂ s✉❝✭♣❡❛♥♦P❧✉s✭❨✱ ❳✮✮ ✳

▼❛✉❞❡❃ r❡❞ ♣❡❛♥♦P❧✉s✭③❡r♦✱s✉❝✭♣❡❛♥♦P❧✉s✭s✉❝✭③❡r♦✮✱s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦ ✮✮✮✮✮ ✳
r❡❞✉❝❡ ✐♥ ❊❳❚❊◆❉❊❉−❊❳❆▼P▲❊P❊❆◆❖ ✿ ♣❡❛♥♦P❧✉s✭③❡r♦✱ s✉❝✭♣❡❛♥♦P❧✉s✭s✉❝✭③❡r♦✮✱ s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦✮✮✮✮✮ ✳
r❡✇r✐t❡s ✿ ✸ ✐♥ ✵♠s ❝♣✉ ✭✵♠s r❡❛❧✮ ✭✸✵✵✵✵✵✵ r❡✇r✐t❡s✴s❡❝♦♥❞✮
r❡s✉❧t ◆❛t✿ s✉❝✭s✉❝✭s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦ ✮✮✮✮

■♥ ▼❛✉❞❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
♠✉st ❜❡ ❦✐♥❞✲♣r❡s❡r✈✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ s✉❜❥❡❝ts ♠✉st ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞✳
❖t❤❡r✇✐s❡ ❛ ♣❛rs✐♥❣ ❡rr♦r ✐s r❛✐s❡❞✿

▼❛✉❞❡❃ ♠❛t❝❤ ◆✿◆❛t▲✐st ❁❂❄ ③❡r♦ ✳
♠❛t❝❤ ✐♥ ❊❳❚❊◆❉❊❉−❊❳❆▼P▲❊P❊❆◆❖ ✿ ◆✿◆❛t▲✐st ❁❂❄ ③❡r♦ ✳
❉❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡✿ ✵♠s ❝♣✉ ✭✵♠s r❡❛❧✮

❙♦❧✉t✐♦♥ ✶
◆✿◆❛t▲✐st −−❃ ③❡r♦

▼❛✉❞❡❃ ♠❛t❝❤ ◆✿■♥t ❁❂❄ ③❡r♦ ✳
❲❛r♥✐♥❣✿ ❁st❛♥❞❛r❞ ✐♥♣✉t❃✱ ❧✐♥❡ ✹✿ ❞✐❞♥✬ t ❡①♣❡❝t t♦❦❡♥ ③❡r♦ ✿
◆✿■♥t ❁❂❄ ③❡r♦ ❁−−−∗❍❊❘❊∗
❲❛r♥✐♥❣✿ ❁st❛♥❞❛r❞ ✐♥♣✉t❃✱ ❧✐♥❡ ✹✿ ♥♦ ♣❛rs❡ ❢♦r ❝♦♠♠❛♥❞✳

▼❛✉❞❡ ❛❧❧♦✇s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❡r♠s ✇❤♦s❡ s♦rts ❜❡✲
❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ ❚♦♠✱ t❤❡ s♦rts ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡
s✉❜s♦rts ♦❢ t❤♦s❡ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♥♦ s♦❧✉✲
t✐♦♥s✳

✹✳✷✳✷ ❙❝❛❧❛

❙❝❛❧❛ ❬❖❞❡✶✶✱ ❈r❡✵✻❪ ✐s ❛ str♦♥❣❧② st❛t✐❝❛❧❧② t②♣❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✭♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮ ✇❤✐❝❤ ✉♥✐✜❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠s✳ ❊✈✲
❡r②t❤✐♥❣ ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❙❝❛❧❛✱ ❡✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❛s
✈❛❧✉❡s✳ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ❝❧❛ss❡s ♦r ♠✐①✐♥s ❝❛❧❧❡❞



✹✳✷✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s ✶✹✸

tr❛✐ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡✳ ❚②♣❡ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ ❛❜str❛❝t ❛♥❞ ❝❛s❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❞❛t❛ t②♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝❛s❡ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ❛ ✢❛t ❤✐❡r❛r❝❤② ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡r ❝❧❛ss
✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t ❝❧❛ss✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❝❛❧❛ ❝♦❞❡✿

✶ ❛❜str❛❝t ❝❧❛ss ◆❛t
✷ ❝❛s❡ ❝❧❛ss s✉❝✭♥✿ ◆❛t✮ ❡①t❡♥❞s ◆❛t

✹ ❛❜str❛❝t ❝❧❛ss ❩◆❛t ❡①t❡♥❞s ◆❛t
✺ ❝❛s❡ ❝❧❛ss ③❡r♦✭✮ ❡①t❡♥❞s ❩◆❛t

✼ ❛❜str❛❝t ❝❧❛ss ◆❛t▲✐st
✽ ❝❛s❡ ❝❧❛ss ❝♦♥❝◆❛t✭♠✿ ▲✐st❬◆❛t❪✮ ❡①t❡♥❞s ◆❛t▲✐st

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡①t❡♥❞s ✐♥ ❝❛s❡ ❝❧❛ss❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡✐r ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ❛t s❛♠❡
t✐♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡✐r s✉♣❡r ❝❧❛ss❡s✳ ❈❛s❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❧❛ss❡s ✇❤♦s❡
❝♦♥str✉❝t♦r ♠❛② ❜✉✐❧❞ ♣❛tt❡r♥s✳ ❙❝❛❧❛ ♣r♦✈✐❞❡s s②♥t❛❝t✐❝ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥
❧✐♥❡❛r t❡r♠s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❇✉r❛❦ ❊♠✐r
✐♥ ❤✐s t❤❡s✐s ❬❊♠✐✵✼❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ♦❢ ❚♦♠✱ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst
♣❛tt❡r♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❚❤❡ ❙❝❛❧❛ t②♣❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠s ❧♦❝❛❧ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ t②♣❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ■t s✉♣♣♦rts ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t②♣❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞
❜② ✉♣♣❡r ❛♥❞✴♦r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ t②♣❡s ✐s ❛rr❛♥❣❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❁✿ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✻✮✿ ❆♥② ✐s t❤❡ s✉♣❡rt②♣❡ ♦❢ ❛❧❧
t②♣❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ lub ♦❢ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ t②♣❡s❀ ◆♦t❤✐♥❣ ✐s ❛ s✉❜t②♣❡ ♦❢ ❛❧❧ t②♣❡s ❛♥❞
❧✐❦❡✇✐s❡ t❤❡ glb ♦❢ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ t②♣❡s ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✺ ♦❢ lub ❛♥❞ glb✮✳ ❲❤❡♥
❡①t❡♥❞✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s✱ ✐♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r
♣❛tt❡r♥s ❝♦♥str✉❝ts ❛ s❡t ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡♥✱
s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❚♦♠ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✱ ✐t tr✐❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠s
t♦ ✭✐✳❡✳ ✐s ❛ s✉❜t②♣❡ ♦❢✮ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ♣❡❛♥♦P❧✉s ✐s ❧❡❣❛❧ ❛♥❞ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷ ✐♥ ❙❝❛❧❛✿

✾ ❞❡❢ ♣❡❛♥♦P❧✉s✭t✶✿ ◆❛t✱ t✷✿ ◆❛t✮✿ ◆❛t ❂ ✭t✶✱t✷✮ ♠❛t❝❤ ④
✶✵ ❝❛s❡ ✭③❡r♦ ✭✮✱ ①✮ ❂❃ ④ r❡t✉r♥ ③❡r♦✭✮ ⑥
✶✶ ❝❛s❡ ✭s✉❝✭②✮✱①✮ ❂❃ ④ r❡t✉r♥ s✉❝✭♣❡❛♥♦P❧✉s✭②✱①✮✮ ⑥
✶✷ ⑥

❋♦r ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t②♣❡s✱ t❤❡ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❛❦❡s
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♥♦t ♦♥❧② t②♣❡ ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ❜✉t ❛❧s♦ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞ t❤❡✐r ❜♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ s✉❜t②♣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t②♣❡s ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜②
✈❛r✐❛♥❝❡s✳ ❱❛r✐❛♥❝❡s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ ✇❛②
t❤❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛② ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ t②♣❡ ♦r ❝❧❛ss ❜② ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❜♦✉♥❞✳
❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢
✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t②♣❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳



✶✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

✹✳✸ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❜❛s❡ s♦rts S ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜②
♦✉r t②♣❡ s②st❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❚♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❜②
t❤❡ ✉s❡r✳ ❲❡ r❡✜♥❡ S ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r <: ♦✈❡r s♦rts ❝❛❧❧❡❞
s✉❜t②♣✐♥❣✳ ■t ✐s ❛ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ S t❤❛t s❛t✐s✜❡s r❡✢❡①✐✈✐t②✱ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞
❛♥t✐s②♠♠❡tr②✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t S ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✻✮ ❛s
✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ glb ♦❢ ❛♥② t✇♦ ♥♦ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s♦rts s✐♥❝❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡
✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ t②♣❡s
T y ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ T y ❡q✉✐♣♣❡❞
✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r <:t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✭❙✉❜t②♣✐♥❣ ♦✈❡r ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts✮✳ ▲❡t s1, s2 ∈ S ❜❡ t✇♦ s♦rts ❛♥❞
h1, h2 ∈ F ∪ F

⋆✳ ❚❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ♦✈❡r ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② <:t✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ s?1 <:t s
?
2 ⇔ s1 <: s2

✷✳ sh1

1 <:t s
?
2 ⇔ s1 <: s2

✸✳ sh1

1 =t s
h2

2 ⇔ s1 <: s2 ∧ h1 = h2

✇❤❡r❡ <: st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r s♦rts✳

■♥ ♦✉r t②♣❡ s②st❡♠✱ t②♣❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✉♥s♦rt❡❞ t❡r♠s ❛♥❞ s✉❜t②♣✐♥❣
✐s ♥♦♠✐♥❛❧✳ ❚❤✉s✱ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡❝❧❛r❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
❣✐✈❡♥ t❤❡ t②♣❡s ◆❡❣?✱ ❩◆❛t?✱ ◆❛t? ❛♥❞ ■♥t?✱ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥
◆❡❣? <:t ■♥t

? ∧ ◆❛t? <:t ■♥t
? ❜✉t ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ r❡❢✉s❡s t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ❩◆❛t? <:t ◆❡❣? ∧

❩◆❛t? <:t ◆❛t?✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❚♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞
♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❞♦♠❛✐♥ t②♣❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ s✉❝ ❝❛♥♥♦t
❤❛✈❡ ❜♦t❤ ❝♦❞♦♠❛✐♥ t②♣❡s ◆❡❣? ❛♥❞ ◆❛t?✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❡t T y ♦❢ t②♣❡s✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r <:t ♦✈❡r T y✱ t❤❡ s❡ts F ❛♥❞
F⋆ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ s❡t V ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❚♦♠ t❡r♠s
❛r❡ ❤❡r❡✐♥❛❢t❡r ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♦r❞❡r✲s♦rt❡❞ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛ T (T y,<:t,F ∪F

⋆,V) ✭s❡❡
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✽✮✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❚♦♠ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② T (T y,<:t,F ∪ F

⋆)✳
❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

❜② ❝♦♥❝r❡t❡ ❞❛t❛ t②♣❡s ✐♥ ❏❛✈❛ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♠❛♣✲
♣✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❜♦t❤ t②♣❡
❝♦♥str✉❝t♦rs ❛♥❞ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡♠✳ ▲❡t ✉s s❤♦✇ ❜❡❧♦✇ ❤♦✇ t♦
❞♦ t❤✐s ♦♥ ❛♥ ❡①tr❛❝t ♦❢ ❝♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❚❤❡r❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ♥❡✇ t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❩◆❛t ❛♥❞ ■♥t ✇❤♦s❡ ❞❛t❛
❝♦♥str✉❝t♦rs ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ③❡r♦ ❛♥❞ ✉♠✐♥✉s✿

✶ st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏■♥t④ ⑥
✷ st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏◆❛t ❡①t❡♥❞s ❏■♥t ④ ⑥
✸ st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏❩◆❛t ❡①t❡♥❞s ❏◆❛t ④ ⑥

✺ st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏✉♠✐♥✉s ❡①t❡♥❞s ❏■♥t ④
✻ ♣✉❜❧✐❝ ❏◆❛t ♥❀



✹✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✹✺

✼ ♣✉❜❧✐❝ ❏✉♠✐♥✉s✭✮ ④ ⑥
✽ ♣✉❜❧✐❝ ❏✉♠✐♥✉s✭❏◆❛t ♥✮ ④ t❤✐s ✳♥ ❂ ♥❀ ⑥
✾ ⑥

✶✶ st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏③❡r♦ ❡①t❡♥❞s ❏◆❛t ④
✶✷ ♣✉❜❧✐❝ ❏③❡r♦✭✮ ④⑥
✶✸ ⑥

✶✺ ✪t②♣❡t❡r♠ ■♥t ④
✶✻ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ❏■♥t ⑥
✶✼ ✐s❴s♦rt✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏■♥t✮ ⑥
✶✽ ❡q✉❛❧s✭t✶✱t✷✮ ④ ✭t✶✳❡q✉❛❧s✭t✷✮✮ ⑥
✶✾ ⑥

✷✶ ✪t②♣❡t❡r♠ ◆❛t ❡①t❡♥❞s ■♥t ④
✷✷ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ❏◆❛t ⑥
✷✸ ✐s❴s♦rt✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏◆❛t✮ ⑥
✷✹ ❡q✉❛❧s✭t✶✱t✷✮ ④ ✭t✶✳❡q✉❛❧s✭t✷✮✮ ⑥
✷✺ ⑥

✷✼ ✪t②♣❡t❡r♠ ❩◆❛t ❡①t❡♥❞s ◆❛t ④
✷✽ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ❏❩◆❛t ⑥
✷✾ ✐s❴s♦rt✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏❩◆❛t✮ ⑥
✸✵ ❡q✉❛❧s✭t✶✱t✷✮ ④ ✭t✶✳❡q✉❛❧s✭t✷✮✮ ⑥
✸✶ ⑥

✸✸ ✪♦♣ ■♥t ✉♠✐♥✉s✭♥✿◆❛t✮ ④
✸✹ ✐s❴❢s②♠✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏✉♠✐♥✉s✮ ⑥
✸✺ ❣❡t❴s❧♦t✭♥✱s✮ ④ ✭✭❏✉♠✐♥✉s✮s✮✳♥ ⑥
✸✻ ♠❛❦❡✭t✵✮ ④ ♥❡✇ ❏✉♠✐♥✉s✭t✵✮ ⑥
✸✼ ⑥

✸✾ ✪♦♣ ❩◆❛t ③❡r♦✭✮ ④
✹✵ ✐s❴❢s②♠✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏③❡r♦✮ ⑥
✹✶ ♠❛❦❡✭✮ ④ ♥❡✇ ❏③❡r♦✭✮ ⑥
✹✷ ⑥

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t②♣❡s ❩◆❛t✱ ◆❛t ❛♥❞ ■♥t ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❜② t❤❡ ❦❡②✇♦r❞
❡①t❡♥❞s s✉❝❤ t❤❛t ❩◆❛t ✐s ❛ s✉❜t②♣❡ ♦❢ ◆❛t ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✉❜t②♣❡ ♦❢ ■♥t✿ ❧✐♥❡s ✷ ❛♥❞
✸✱ ❢♦r ❏❛✈❛ t②♣❡s❀ ❧✐♥❡s ✷✶ ❛♥❞ ✷✼✱ ❢♦r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠
✐♥t❡r♣r❡ts t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❩◆❛t? <:t ◆❛t? ∧ ◆❛t? <:t ■♥t?✳ ❚❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡ ❞❛t❛
❝♦♥str✉❝t♦r ③❡r♦ ✐s r❡❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❩◆❛t ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ◆❛t✮ ❛t ❧✐♥❡ ✸✾ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❛ ❏❛✈❛

❝❧❛ss ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦r ✉♠✐♥✉s ❢♦r ■♥t ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛t ❧✐♥❡s ✺ ❛♥❞ ✸✸✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ♥❡✇ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❚♦♠ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡♣t ♣❛tt❡r♥s ✇❤♦s❡ t②♣❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦r ❛
s✉❜t②♣❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♦❢ s✉❜❥❡❝ts✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣❡❛♥♦P❧✉s

♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷ st✐❧❧ ✇♦r❦s ❡✈❡♥ ❛❢t❡r t❤❡ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ③❡r♦✳ ❲❡
✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ ♦r❞❡r✲s♦rt❡❞ t❡r♠s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥
❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t②♣❡s ❩◆❛t✱ ◆❛t ❛♥❞ ■♥t✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❏❛✈❛
♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✭♣♦ss✐❜❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✮



✶✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

✐♥t❡❣❡rs✳

✹✸ ♣✉❜❧✐❝ ❏■♥t ❛❞❞✭❏■♥t t✶✱ ❏■♥t t✷✮ ④
✹✹ ✪♠❛t❝❤ ④
✹✺ ③❡r♦✭✮ ❁❁ t✶ ✫✫ ① ❁❁ t✷ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵①❀ ⑥
✹✻ ② ❁❁ t✶ ✫✫ ✉♠✐♥✉s✭③❡r♦✭✮✮ ❁❁ t✷ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵②❀ ⑥
✹✼ s✉❝✭②✮ ❁❁ t✶ ✫✫ ① ❁❁ ◆❛t t✷ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵s✉❝✭♣❡❛♥♦P❧✉s✭②✱①✮✮❀ ⑥
✹✽ s✉❝✭②✮ ❁❁ t✶ ✫✫ ✉♠✐♥✉s✭s✉❝✭①✮✮ ❁❁ t✷ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵❛❞❞✭②✱✉♠✐♥✉s✭①✮✮❀ ⑥
✹✾ ✉♠✐♥✉s✭②✮ ❁❁ t✶ ✫✫ ✉♠✐♥✉s✭①✮ ❁❁ t✷ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵✉♠✐♥✉s✭♣❡❛♥♦P❧✉s✭②✱①✮✮❀ ⑥
✺✵ ✉♠✐♥✉s✭②✮ ❁❁ t✶ ✫✫ s✉❝✭①✮ ❁❁ t✷ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵❛❞❞✭s✉❝✭①✮✱✉♠✐♥✉s✭②✮✮❀ ⑥
✺✶ ⑥
✺✷ r❡t✉r♥ ♥✉❧❧ ❀
✺✸ ⑥

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t ❧✐♥❡ ✹✼ ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❧❧♦✇ ① t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ♣❡❛♥♦P❧✉s ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞
s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠s ❝♦♠♣♦s✐♥❣
♦✉r t②♣❡ s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s✉❜t②♣✐♥❣ ✐♥ ❚♦♠✳

✹✳✸✳✶ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦✈❡r t②♣❡s ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢②
❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ t❤✐s ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦✈❡r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡✪♠❛t❝❤ ❝♦♥str✉❝t ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♦♣t✐♦♥❛❧ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥
♦❢ s♦rt |τ |✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
s✉❜t②♣✐♥❣ ✇❛s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❉❡❧✐❛ ❑❡s♥❡r ❬❑❡s✾✶❪✳

❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❜✐❣✲st❡♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡ ✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳ ❚❤❡② st✐❧❧ ❤♦❧❞ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣✱
❡①❝❡♣t ❢♦r t❤♦s❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s
♣❛tt❡r♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ r❡✜♥❡s t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛s❝❡rt❛✐♥♠❡♥t ♦✈❡r
t②♣❡s ❛♥❞ s✉❜t②♣❡s ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ s✉❜❥❡❝ts ✐s r❡q✉✐r❡❞✳

① ∈ V τ =t t②♣❡♦❢✭[ ]✱①✮ t②♣❡♦❢✭[ ]✱u̇✮ <:t τ

ρ 
① << |τ | u̇ ⇓ ({ρ ⊳− {① 7→ u̇}}, ❛❝❝❡♣t)
❊✲▼❙✉❜❱❛r❆❝❝

① ∈ V τ 6=t t②♣❡♦❢✭[ ]✱①✮ ∨¬(t②♣❡♦❢✭[ ]✱u̇✮ <:t τ)

ρ 
① << |τ | u̇ ⇓ ({ρ}, r❡❥❡❝t)
❊✲▼❙✉❜❱❛r❘❡❥

✇❤❡r❡ ① ∈ V ❛♥❞ u̇ ∈ T (T y,F ∪ F⋆)✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛tt❡r♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❜t②♣✐♥❣✳



✹✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✹✼

❲❡ r❡❝❛♣✐t✉❧❛t❡ t❤❛t ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❥✉❞❣♠❡♥t ❢♦r ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❤❛s t❤❡
❢♦r♠ ρ 
 t ⇓ (ρ′, v̇) ♦r ρ 
 t ⇓ ({ρ′1, . . . , ρ

′
n}, v̇\u̇) ✇❤❡r❡ {ρ′1, . . . , ρ′n} r❡♣r❡s❡♥ts ❛

s❡t ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ▼♦r❡ t❤❛♥ ✈❡r✐❢②✐♥❣ str✉❝t✉r❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
r❡❧❛t✐♦♥ ⇓ ♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♠✉st ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡
s✉❜t②♣❡s ♦❢ t❤♦s❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② r✉❧❡s ❬❊✲▼❙✉❜❱❛r❆❝❝❪ ❛♥❞ ❬❊✲▼❙✉❜❱❛r❘❡❥❪✳
❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ ②✐❡❧❞s ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✐s ♦❢ ❛ t②♣❡ ✇❤✐❝❤
✐s s✉❜t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ τ ✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s
r❡❥❡❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ✉♥✐q✉❡❧②
♦❢ st❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ■t ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ t②♣❡s ♦❢ st❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛r❡ ✐♥❞✉❜✐t❛❜❧② ❞❡❝♦r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦r v ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞
❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❜② ❧✐sts ♦❢ t❤❡s❡ s❛♠❡ t②♣❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ ✈ ❛s ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧✱ s✐♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r
♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ❢♦r❜✐❞❞❡♥✳

✹✳✸✳✷ ❚②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣

❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s st❛t✐❝ t②♣✐♥❣ t♦ r❡❥❡❝t ❧❡ss ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞
♣r♦❣r❛♠s ❜② ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ t②♣❡ s②s✲
t❡♠ ❛s ♦✉rs✱ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♠❛② ❜❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇✐♥❣
t❡r♠s ❜❡ t②♣❡❞ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ♦❢ t❤❡ t②♣❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳

Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

❲❡ r❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t❡①t Γ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❛✐rs ✭t②♣❡✱t②♣❡✮
t♦ r❡♣r❡s❡♥t s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❛✐rs ✭✈❛r✐❛❜❧❡✱t②♣❡✮ ❛♥❞
✭♦♣❡r❛t♦r✱r❛♥❦✮ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✸✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸ ✭❈♦♥t❡①t ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s✮✳ ❆ ❝♦♥t❡①t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Γ ::= ∅ | Γ; sh1

1 <:t s
h2

2 | Γ; ① : τ | Γ; ❢ : s?1, . . . , s
?
n → s? | Γ; ✈ : (s?1)

⋆
→ sv

✇❤❡r❡ sh1

1 , sh2

2 ∈ T y\(X ∪ {wt}) ✳

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❏❛✈❛ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❚♦♠ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❤♦s❡
r❛♥❦s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ Γ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❛✐rs ✭❏❛✈❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱t②♣❡✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱
❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ t②♣❡♦❢ ❛s ✐♥
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✹✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ <:t t♦ ❛❧❧ s✉❜t②♣✐♥❣
❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ Γ ❣❡♥❡r❛t❡s Γ∗✳

❚②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡s

❙✉❜t②♣❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r t②♣❡s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥ts Γ ⊢ e : τ ❜② ❛
s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡ ❬❙✉❜❪ ✇❤✐❝❤ t❡❧❧s t❤❛t ❡✈❡r② t❡r♠ t ♦❢ t②♣❡ sh1 ✐s ❛❧s♦ ♦❢ t②♣❡
s? ✐❢ sh1 <:t s?✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ t❤❛t r❡❝❛♣✐t✉❧❛t❡s t❤❡ t②♣❡
❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❬❙✉❜❪ ❝♦✈❡rs t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞
r✉❧❡ ❬●❡♥❪✱ s✐♥❝❡ sv <:t s

? ❢♦r ❛♥② s♦rt s ❛♥❞ ✈ ∈ F⋆✳



✶✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

Γ(① : sh) ⊢ ① : sh
❚✲❱❛r

Γ(① : sv) ⊢ ①✯ : sv
❚✲❙❱❛r

Γ ⊢ e : sh1

Γ(sh1 <:t s
?) ⊢ e : s?

❙✉❜
Γ ⊢ t : sh

Γ(① : sh) ⊢ ①@t : sh
❚✲❆❧✐❛s

Γ ⊢ t1 : s?1 . . . Γ ⊢ tn : s?n

Γ(❢ : s?1, . . . , s
?
n → s?) ⊢ ❢✭t1✱. . .✱tn✮ : s

? ❚✲❋✉♥
Γ ⊢ t : sh

Γ ⊢ !t : sh
❚✲❆♥t✐

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ ✈✭✮ : sv

❚✲❊♠♣t②

Γ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : s
v Γ ⊢ tn : s?1

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn✮ : s

v
❚✲❊❧❡♠

✐❢ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ 6= sv ❛♥❞ tn 6= ①✯

Γ ⊢ ✈✭t1✱ . . .✱tn−1✮ : s
v Γ ⊢ tn : sv

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ ✈✭t1✱ . . . ✱tn✮ : s

v
❚✲▼❡r❣❡

✐❢ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ = sv ♦r tn = ①✯

Γ ⊢ t : sh

Γ(① : sh) ⊢ ① ✿❂ ❵t : wt
❚✲❆ss

Γ ⊢ t : sh

Γ ⊢ ❵t : wt
❚✲❇q❚❡r♠

Γ ⊢ t1 : s? Γ ⊢ t2 : s?

Γ ⊢ (t1 << |sh| t2) : wt
❚✲▼❛t❝❤

Γ ⊢ t1 : s? Γ ⊢ t2 : s?

Γ ⊢ (t1⋄ t2) : wt
❚✲◆✉♠

✐❢ t②♣❡♦❢✭Γ✱ti✮ = shi ❢♦r i ∈ [1, 2]

Γ ⊢ (cond1) : wt Γ ⊢ (cond2) : wt

Γ ⊢ (cond1 ∧ cond2) : wt
❚✲❈♦♥❥

Γ ⊢ (cond1) : wt Γ ⊢ (cond2) : wt

Γ ⊢ (cond1 ∨ cond2) : wt
❚✲❉✐s❥

Γ ⊢ action1 : wt . . . Γ ⊢ actionn : wt

Γ ⊢ (action1; . . . ; actionn) : wt
❚✲❆❝t✐♦♥

Γ ⊢ cond : wt Γ ⊢ action : wt
Γ ⊢ (cond −→ action) : wt

❚✲❘✉❧❡

Γ ⊢ rule1 : wt . . . Γ ⊢ rulen : wt

Γ ⊢ {rule1; . . . ; rulen} : wt
❚✲❇❧♦❝❦

✇❤❡r❡ ① ∈ V✱ ❢ ∈ F ✱ ✈ ∈ F⋆ ❛♥❞ h ∈ F⋆ ∪ {?}

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❚②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✇❤❡r❡ ❬●❡♥❪ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❬❙✉❜❪✳



✹✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✹✾

❚❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❛❞s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❜♦tt♦♠✲✉♣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r✉❧❡
❬❙✉❜❪ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ t❡r♠✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ str❛t❡❣② ✇❤❡r❡ ✐t ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ♥♦ ♦t❤❡r t②♣✐♥❣ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❬❙✉❜❪
✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❬❚✲❆♥t✐❪✱ ❬❚✲❆❧✐❛s❪✱ ❬❚✲❋✉♥❪✱ ❬❚✲❊❧❡♠❪ ❛♥❞ ❬❚✲▼❡r❣❡❪ ❛♥❞ t❤❡
t②♣❡ sh ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ✐ts ♣r❡♠✐s❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ t②♣❡♦❢✭Γ✱e✮✳ ❚❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥t✐❧ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ♦❢
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s r✉❧❡s ✇✐t❤ ♥♦ ♣r❡♠✐s❡s✱ ♦r ❝❛♥ ♠❛❦❡ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❣r❡ss✳ ❚❤❡
❢♦r♠❡r ❝❛s❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r
♦♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ t②♣❡ ❡rr♦r✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✹✳ ▲❡t Γinit = (ZNat? <:t Nat?; ③❡r♦ : ZNat?; ❝♦♥❝◆❛t : (Nat?)
⋆
→

NatListconcNat; ① : NatListconcNat; ③ : NatListconcNat; ♣♥❛t : Nat?; ♥▲✐st : NatListconcNat)✳
▲❡t Γ = Γ∗

init✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@!③❡r♦✭✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t⑥

✇❤✐❝❤ ✉s❡s s✉❜t②♣✐♥❣ ❛♥❞ ✐s ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❊①❛♠✲
♣❧❡ ✸✳✻

④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t⑥

■t ✐s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ❛♥❞ ✐ts ❞❡❞✉❝t✐♦♥ tr❡❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸

Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣

❍❛✈✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦✉r t②♣❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ✐t
♠❛✐♥t❛✐♥s s❛❢❡t②✱ ✐✳❡✳ t❤❛t ❜♦t❤ ♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r st✐❧❧ ❤♦❧❞ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡
♣r♦♦❢s ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣✐♥❣✱ ✇❡ ♠✉st ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ t②♣❡
❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡ ❬❙✉❜❪ s❛t✐s✜❡s t❤❡s❡ t❤❡♦r❡♠s✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧❡♠♠❛ ✐s st✐❧❧ ✉s❡❢✉❧
❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♦❢s ❜✉t ✐t ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❇❡❛r ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥
✐♥ ♦✉r t②♣❡ s②st❡♠✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✺ ✭■♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t✮✳ ▲❡t ① ❜❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❢✱ ✈ ❜❡
♦♣❡r❛t♦rs s✉❝❤ t❤❛t ① ∈ V✱ ❢ ∈ F ❛♥❞ ✈ ∈ F⋆✳ ▲❡t τ ∈ T y\X ✳ ▲❡t h, hi ∈ F

⋆ ∪ {?}

❛♥❞ t✱ ti ∈ T (T y,<:t,F ∪ F
⋆,V) ❢♦r i ∈ [1, n]✳

✶✳ ■❢ Γ ⊢ ① : τ ✱ t❤❡♥✿

✭❛✮ ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ sh s✉❝❤ t❤❛t τ = sh ✇✐t❤ ① : sh ∈ Γ✱

✭❜✮ ♦r t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ t②♣❡s s? ❛♥❞ sh1

1 s✉❝❤ t❤❛t τ = s? ✇✐t❤ Γ ⊢ ① : sh1

1 ❛♥❞
sh1

1 <:t s
?✳

✷✳ ■❢ Γ ⊢ ①✯: τ ✱ t❤❡♥✿

✭❛✮ ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ sv s✉❝❤ t❤❛t τ = sv ✇✐t❤ ① : sv ∈ Γ✱

✭❜✮ ♦r t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ t②♣❡s s? ❛♥❞ sv1 s✉❝❤ t❤❛t τ = s? ✇✐t❤ Γ ⊢ ①✯: sv1 ❛♥❞
sv1 <:t s

? ❢♦r s♦♠❡ ✈ ∈ F⋆✳



✶✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

✸✳ ■❢ Γ ⊢ ✦t : τ ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ sh s✉❝❤ t❤❛t τ = sh ✇✐t❤ Γ ⊢ t : sh✳

✹✳ ■❢ Γ ⊢ ①@t : τ ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ sh s✉❝❤ t❤❛t ① : sh ∈ Γ ❛♥❞ Γ ⊢ t : sh✳

✺✳ ■❢ Γ ⊢ ❢✭t1✱. . .✱tn✮ : τ ✱ t❤❡♥✿

✭❛✮ ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ t②♣❡s s? ❛♥❞ s?i s✉❝❤ t❤❛t τ = s? ✇✐t❤ ❢ : s?1, . . . , s
?
n →

s? ∈ Γ ❛♥❞ Γ ⊢ ti : s
?
i ❢♦r i ∈ [1, n]✱

✭❜✮ ♦r t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ t②♣❡s s? ❛♥❞ s?1 s✉❝❤ t❤❛t τ = s? ✇✐t❤ Γ ⊢ ❢✭t1✱. . .✱tn✮

: s?1 ❛♥❞ s?1 <:t s
?✳

✻✳ ■❢ Γ ⊢ ✈✭✮ : τ ✱ t❤❡♥✿

✭❛✮ ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ t②♣❡s s?1 ❛♥❞ sv s✉❝❤ t❤❛t τ = sv ✇✐t❤ ✈ : (s?1)
⋆
→

sv ∈ Γ✱

✭❜✮ ♦r t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ t②♣❡s s? ❛♥❞ sv1 s✉❝❤ t❤❛t τ = s? ✇✐t❤ Γ ⊢ ✈✭✮ : sv1 ❛♥❞
sv1 <:t s

?✳

✼✳ ■❢ Γ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn✮ : τ ✱ t❤❡♥✿

✭❛✮ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ t②♣❡s s?1 ❛♥❞ sv s✉❝❤ t❤❛t τ = sv ✇✐t❤ ✈ : (s?1)
⋆
→ sv ∈ Γ

❛♥❞ Γ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : sv ❛♥❞ Γ ⊢ tn : sv✱ ✇❤❡r❡ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ = sv ♦r tn =

①✯✱

✭❜✮ ♦r t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ t②♣❡s s?1 ❛♥❞ sv s✉❝❤ t❤❛t τ = sv ✇✐t❤ ✈ : (s?1)
⋆
→ sv ∈ Γ

❛♥❞ Γ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : s
v ❛♥❞ Γ ⊢ tn : s?1✱ ✇❤❡r❡ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ 6= sv ❛♥❞ tn 6=

①✯✱

✭❝✮ ♦r t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ t②♣❡s s? ❛♥❞ sv1 s✉❝❤ t❤❛t τ = s? ✇✐t❤ Γ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn✮

: sv1 ❛♥❞ sv1 <:t s
?✳

✽✳ ■❢ Γ ⊢ ① ✿❂ ❵t : τ t❤❡♥ τ = wt ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ sh s✉❝❤ t❤❛t ① : sh ∈ Γ ❛♥❞
Γ ⊢ t : sh✳

✾✳ ■❢ Γ ⊢ ❵t : τ ✱ t❤❡♥ τ = wt ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ sh s✉❝❤ t❤❛t Γ ⊢ ❵t : sh✳

✶✵✳ ■❢ Γ ⊢ (t1 << |sh| t2) : τ ✱ t❤❡♥ τ = wt ✇✐t❤ Γ ⊢ t1 : s? ❛♥❞ Γ ⊢ t2 : s?✳

✶✶✳ ■❢ Γ ⊢ (t1⋄ t2) : τ ✱ t❤❡♥ τ = wt ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ s? s✉❝❤ t❤❛t Γ ⊢ t1 : s? ❛♥❞
Γ ⊢ t2 : s?✳

✶✷✳ ■❢ Γ ⊢ (cond1 ∧ cond2) : τ ✱ t❤❡♥ τ = wt✱ Γ ⊢ (cond1) : wt ❛♥❞ Γ ⊢ (cond2) : wt✳

✶✸✳ ■❢ Γ ⊢ (cond1 ∨ cond2) : τ ✱ t❤❡♥ τ = wt✱ Γ ⊢ (cond1) : wt ❛♥❞ Γ ⊢ (cond2) : wt✳

✶✹✳ ■❢ Γ ⊢ (t1; . . . ;tn) : τ ✱ t❤❡♥ τ = wt ❛♥❞ Γ ⊢ τi : wt ❢♦r i ∈ [1, n]✳

✶✺✳ ■❢ Γ ⊢ (cond −→ action) : τ ✱ t❤❡♥ τ = wt ❛♥❞ Γ ⊢ cond : wt ❛♥❞ Γ ⊢ action : wt✳

✶✻✳ ■❢ Γ ⊢ (rule1, . . . , rulen) : τ ✱ t❤❡♥ τ = wt ❛♥❞ Γ ⊢ rulei : wt ❢♦r i ∈ [1, n]✳

Pr♦♦❢✳ ■♠♠❡❞✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t②♣❡
❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r✉❧❡ ❬❙✉❜❪ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r✉❧❡
❬❙✉❜❪ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❝❧❛✉s❡s ✶❜✱ ✷❜✱ ✻❜ ❛♥❞ ✼❝✳

❆s ❛ ✜rst st❡♣ t♦ ♣r♦✈❡ t②♣❡ s❛❢❡t②✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t t②♣✐♥❣
✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣ ✐s ❝♦rr❡❝t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳



✹✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✺✶

Γ ⊢ ❝♦♥❝◆❛t✭✮: NatListconcNat
❚✲❊♠♣t②

Γ ⊢ ①✯: NatListconcNat
❚✲❙❱❛r

Γ ⊢ ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✮: NatListconcNat
❚✲▼❡r❣❡

················

Γ ⊢ ③❡r♦✭✮: ZNat?
❚✲❋✉♥

Γ ⊢!③❡r♦✭✮: ZNat?
❚✲❆♥t✐

Γ ⊢ ♣♥❛t@!③❡r♦✭✮: ZNat?
❚✲❆❧✐❛s

Γ ⊢ ♣♥❛t@!③❡r♦✭✮: Nat?
❙✉❜

Γ ⊢ ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@!③❡r♦✭✮✮: NatListconcNat
❚✲❊❧❡♠

······· Γ ⊢ ③✯: NatListconcNat
❚✲❙❱❛r

Γ ⊢ ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@!③❡r♦✭✮✱③✯✮: NatListconcNat
❚✲▼❡r❣❡

Γ ⊢ ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@!③❡r♦✭✮✱③✯✮: NatList?
❙✉❜

··········

Γ ⊢ ♥▲✐st: NatListconcNat
❚✲❱❛r

Γ ⊢ ♥▲✐st: NatList?
❙✉❜

Γ ⊢ (❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@!③❡r♦✭✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st) : wt
❚✲▼❛t❝❤

··········

Γ ⊢ ♣♥❛t: ZNat?
❚✲❱❛r

Γ ⊢ ❵♣♥❛t: wt
❚✲❇q❚❡r♠

Γ ⊢ (❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@!③❡r♦✭✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t) : wt
❚✲❘✉❧❡

Γ ⊢ ④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@!③❡r♦✭✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t⑥ : wt
❚✲❇❧♦❝❦

Γ = Γ∗
init

Γinit = (ZNat? <:t Nat?; ③❡r♦ : ZNat?; ❝♦♥❝◆❛t : (Nat?)
⋆
→ NatListconcNat;

① : NatListconcNat; ③ : NatListconcNat; ♣♥❛t : Nat?; ♥▲✐st : NatListconcNat)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻ ✭Pr♦❣r❡ss✮✳ ▲❡t e ❜❡ ❛ ❣r♦✉♥❞ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭t❤❛t ✐s✱ Γ ⊢

e : τ ❢♦r s♦♠❡ τ ∈ T y\X ❛♥❞ Var(e) = ∅✮ s✉❝❤ t❤❛t e ✐s ♥♦t ❛♥ ❛♥t✐✲♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡♥
❡✐t❤❡r e ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦r t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ✈❛❧✉❡ e′ ∈ Val ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ∅ 
 e ⇓ (ρ′, e′) ♦r
∅ 
 e ⇓ ({ρ′1, . . . , ρ

′
n}, e

′)✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ⊢ e : τ ❧✐❦❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✾✳
❲❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡ ❬❙✉❜❪ ❞♦❡s ♥♦t st♦♣
♣r♦❣r❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s tr✐✈✐❛❧✿

❈❛s❡ ❙✉❜✿ e = t t : s?1



✶✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❧❡♠♠❛ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t②♣❡
♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✼ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳ ■❢ Γ(① : sh) ⊢ e : τ ✱ s✉❝❤ t❤❛t τ ∈ T y\X ✱ ❛♥❞ Γ ⊢ t : sh✱
t❤❡♥ Γ ⊢ [① 7→ t]e : τ ✳

Pr♦♦❢✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t Γ(① : sh) ⊢ e :

τ ✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥❡✇ ❝❛s❡ ❢♦r t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡ ❬❙✉❜❪ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❞✐r❡❝t❧② ❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛s❡s ✐s ❥✉st
❧✐❦❡ ✸✳✷✵✳

❚♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t②♣❡ s❛❢❡t②✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜✲
t②♣✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣
r✉❧❡s ❢♦r ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t ❛♥❞ r❡❥❡❝t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✽ ✭Pr❡s❡r✈❛t✐♦♥✮✳ ■❢ Γ ⊢ e : τ ❛♥❞ ❡✐t❤❡r ρ 
 e ⇓ (ρ′, e′) ♦r ρ 
 e ⇓

({ρ′1, . . . , ρ
′
n}, e

′) s✉❝❤ t❤❛t e ✐s ♥♦t ❛♥ ❛♥t✐✲♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ e′ ∈ Val✱ t❤❡♥ Γ ⊢ e′ : τ ✱ ❢♦r
s♦♠❡ τ ∈ T y\X ❛♥❞ ρ, ρ′i ✇✐t❤ i ∈ [1, n]✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ Γ ⊢ e : τ ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ✇❡r❡
❛❧r❡❛❞② t❛❝❦❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✶✱ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
t❤❡ ♥❡✇ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡ ❬❙✉❜❪✿

❈❛s❡ ❙✉❜✿ e = t τ = s? Γ ⊢ t : sh1

1 sh1

1 <:t s
?

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ❬❊✲❱❛r❪✱ ❬❊✲❱❛❧❪✱ ❬❊✲❋✉♥❪ ❛♥❞ ❬❊✲▲✐st❪ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡
ρ 
 e ⇓ (ρ′, e′)✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ Γ ⊢ e′ : sh1

1 ✳ ❇② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡ ❬❙✉❜❪✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ Γ ⊢ e′ : s? ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

✹✳✸✳✸ ❚②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

❇❡s✐❞❡s r❡q✉✐r✐♥❣ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡ t②♣❡
❝❤❡❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ♥❡❡❞s r✉❧❡s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ✐ts ✉s❡ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ tr❡❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❲✐t❤♦✉t t❤❡s❡ r✉❧❡s
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ tr❡❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜②
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❙✉❜❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ❛ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ t②♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡ t②♣❡
❝❤❡❝❦✐♥❣ s②st❡♠ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❛❧❧ t❡r♠s ❜❡ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡
❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❛s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ✇❛②
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t②♣❡s ♦❢ t❡r♠s✳



✹✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✺✸

Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❡t T y ♦❢ t②♣❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♦♥❡ ❝❛♥
t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s α t♦ ❛❜str❛❝t t②♣❡s ♦❢ t❡r♠s ✐♥ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣✲
♠❡♥ts✳ ❚②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❜② ❜❛s❡ t②♣❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ❛ t②♣❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t t♦ t❤❡ t②♣✐♥❣ ❝♦♥t❡①t
❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t②♣❡s ❢♦r t②♣❡s ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ♠✉st ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥ts ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
s✉❜t②♣✐♥❣✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✾ ✭Pr❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣✐♥❣ ✉♥❞❡r t②♣❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳ ▲❡t σ ❜❡ ❛ t②♣❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ■❢ Γ ⊢ e : τ t❤❡♥ σΓ ⊢ σe : στ ✳

Pr♦♦❢✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t Γ ⊢ e : τ ❧✐❦❡
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✸✳ ❲❡ ❥✉st ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣
r✉❧❡ ❬❙✉❜❪✿

❈❛s❡ ❙✉❜✿ e = t τ = τ1 ✇✐t❤ τ2 <:t τ1 ∈ Γ

Γ ⊢ t : τ2

❈♦♥s✐❞❡r s✉❜❝❛s❡s ✇❤❡r❡ τ1, τ2 ∈ Dom(σ) ❛♥❞ τ1, τ2 /∈ Dom(σ)✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ❜②
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ σ(Γ(τ2 <:t τ1)) ⊢ σt : στ2 ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t στ2 <:t στ1 ∈ σΓ✳
❇② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❙✉❜❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ σ(Γ(τ2 <:t τ1)) ⊢ σt : στ1✱ ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

❆ t②♣❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t ❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✹✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❛t t❤❡ ❚♦♠
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t ✐s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ♣❡r❢♦r♠ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♠✐t✐♥❣ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
t❤r♦✉❣❤ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ t②♣❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣
t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ✇❡ ♠✉st ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t
✐♥✐t✐❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✺✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✵ ✭❈♦♥str❛✐♥t s❡t✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t T y ♦❢ t②♣❡s✳ ❆ ❝♦♥str❛✐♥t
s❡t C ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r❛♠♠❛r✿

c ::= τ1 =t τ2 | τ1 <:t τ2

✇❤❡r❡ c ∈ C✱ τ1, τ2 ∈ T y✳
❆ ❣r♦✉♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐t❤ ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐✳❡✳ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❜✉✐❧t

❢r♦♠ ❣r♦✉♥❞ t②♣❡s✳
❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ✐s s❛✐❞ t♦ s❛t✐s❢② ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ τ1 =t τ2 ✐❢ σ(τ1) =t σ(τ2)✳ ❙✐♠✐✲

❧❛r❧②✱ σ ✐s s❛✐❞ t♦ s❛t✐s❢② ❛ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t τ1 <:t τ2 ✐❢ σ(τ1) <:t σ(τ2)✳ ❚❤✉s✱
σ s❛t✐s✜❡s C ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ C✳ ❚❤✐s ✐s ✇r✐tt❡♥ σ |= C✳

❚❤❡ s❡t Var(C) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①✐st✐♥❣ ✐♥ C✳



✶✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

C = {α =t α1}

Γ(① : α) ⊢ct ① : α1 • C
❈❚✲❱❛r

C = {α =t α1}

Γ(①✯ : α) ⊢ct ①✯ : α1 • C
❈❚✲❙❱❛r

Γ ⊢ct t : α1 • C

Γ ⊢ct !t : α1 • C
❈❚✲❆♥t✐

Γ ⊢ct t : α1 • C1

C = {α =t α1} ∪ C1

Γ(① : α) ⊢ct ①@t : α1 • C
❈❚✲❆❧✐❛s

Γ ⊢ct t1 : α1 • C1 . . . Γ ⊢ct tn : αn • Cn

C = {α0 =t s
?}

n⋃

i=1

Ci ∪ {αi <:t s
?
i}

Γ(❢ : s?1, . . . , s
?
n → s?) ⊢ct ❢✭t1✱. . .✱tn✮ : α0 • C

❈❚✲❋✉♥

C = {α1 =t s
v}

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ct✈✭✮ : α1 • C

❈❚✲❊♠♣t②

Γ ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : α1 • C1 Γ ⊢ct tn : α2 • C2

C = {α1 =t s
v, α2 <:t s

?
1} ∪ C1 ∪ C2

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn✮ : α1 • C

✐❢ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ 6= sv ❛♥❞ tn 6= ①✯

❈❚✲❊❧❡♠

Γ ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : α1 • C1 Γ ⊢ct tn : α1 • C2

C = {α1 =t s
v} ∪ C1 ∪ C2

Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn✮ : α1 • C

✐❢ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ = sv ♦r tn = ①✯

❈❚✲▼❡r❣❡

Γ ⊢ct t : α1 • C1

C = {α =t α1} ∪ C1

Γ(① : α) ⊢ct ① ✿❂ ❵t : wt • C
❈❚✲❆ss

Γ ⊢ t : α1 • C

Γ ⊢ ❵t : wt • C
❈❚✲❇q❚❡r♠

✇❤❡r❡ ① ∈ V✱ ❢ ∈ F ✱ ✈ ∈ F⋆ ❛♥❞ αi ❛r❡ ❢r❡s❤ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r i ∈ [1, n]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❚②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❜t②♣✐♥❣✳

❚②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s

❊q✉❛❧✐t② ❛♥❞ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s ♦❢ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✹ ❛♥❞ ✹✳✺ ✇❤❡r❡
❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ Γ ⊢ct e : τ • C ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e✱ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞
t♦✿

✶✳ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ s?1 <:t s
?
2 ✇❤❡r❡ s?1, s

?
2 ∈ T y\(X ∪ {wt})✱

✷✳ ❛ ♣❛✐r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (❢ : s?1, . . . , s
?
n → s?) ❢♦r ❡❛❝❤ s②♥t❛❝t✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ❢ ♦❝❝✉rr✐♥❣



✹✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✺✺

✐♥ t❤❡ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t ✇❤❡r❡ s?i , s
? ∈ T y\(X ∪ {wt}) ❢♦r i ∈ [1, n]✱

✸✳ ❛ ♣❛✐r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (✈ : s?1
⋆
→ sv) ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ✈ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥

t❤❡ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t ✇❤❡r❡ s?1, s
v ∈ T y\(X ∪ {wt})✱

✹✳ ❛ ♣❛✐r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (① : α) ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ① ❛♥❞ st❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ①✯ ♦❝❝✉rr✐♥❣
✐♥ t❤❡ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t ✇❤❡r❡ α ∈ X ✐s ❛ ❢r❡s❤ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❊❛❝❤ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✉❜✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢r❡s❤ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛♥❞ t❤❡ ❢r❡s❤ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t✳ ❆❧❧ t❤❡ t②♣❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✱
❡①❝❡♣t r✉❧❡s ❬❈❚✲❋✉♥❪✱ ❬❈❚✲❊❧❡♠❪✱ ❬❈❚✲▼❛t❝❤❪ ❛♥❞ ❬❈❚✲◆✉♠❪✳ ■♥ t❤❡ r✉❧❡ ❬❈❚✲
❋✉♥❪✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t s?1, . . . , s

?
n → s? ✐s t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ❢ ✐♥ Γ✱ ❛ t②♣❡ α s✉❝❤ t❤❛t

α <:t s
? ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ t②♣❡ ❢♦r t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢✭t1, . . . ,tn✮ ❛♥❞ ❡❛❝❤ t❡r♠ ti ♦❝❝✉rr✐♥❣

✐♥ ✐t ✐s ♦❢ t②♣❡ αi ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❛ s✉❜t②♣❡ ♦❢ s?i ❢♦r i ∈ [1, n]✳ ❚❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❡❧❡♠❡♥t ✐♥t♦ ❛ ❧✐st ✐s ❤❡❧❞ ❜② r✉❧❡ ❬❈❚✲❊❧❡♠❪✿ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❧✐st ✈✭t1✱. . .✱tn✮✱ ✐❢
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t tn ✐s ♦❢ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈ ❛♥❞ ✐ts ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
✈✱ t❤❡♥ t②♣❡s α1 ❛♥❞ α s✉❝❤ t❤❛t α1 <:t s

?
1 ❛♥❞ α =t s

v ❛r❡ ✈❛❧✐❞ t②♣❡s ❢♦r tn ❛♥❞
❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧✐st ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ✇✐t❤ tn✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r✉❧❡ ❬❈❚✲▼❛t❝❤❪ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ❝♦♥str✉❝t ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ✇✐t❤ s♦rt
|τ |✳ ■t ❛ss❡rts t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ τ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
t②♣❡ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♠♦❞✉❧♦ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rt ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛ s✉❜t②♣❡ ♦❢ t❤❡
t②♣❡ ♦❢ s✉❜❥❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ r✉❧❡ ❬❈❚✲◆✉♠❪ t❡❧❧s t❤❛t
t②♣❡s ♦❢ t❡r♠s t1 ❛♥❞ t2 ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ♦❜❧✐❣❡s ❜♦t❤
t②♣❡s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶✶✳ ▲❡t Γinit = Γ′ ∪ Γ1 s✉❝❤ t❤❛t Γ1 = (① : α2; ③ : α3; ♣♥❛t : α4✮ ❛♥❞
Γ′ = (③❡r♦ : ZNat?; ❝♦♥❝◆❛t : (Nat?)

⋆
→ NatListconcNat; ♥▲✐st : α1)✳ ▲❡t Γ = Γ∗

init✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@!③❡r♦✭✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t⑥

✇❤✐❝❤ ✉s❡s s✉❜t②♣✐♥❣ ❛♥❞ ✐s ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❊①❛♠✲
♣❧❡ ✸✳✻

④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@s✉❝✭②✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t⑥

❚❤❡ ❧❛tt❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ tr❡❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✱ ✇❤❡r❡
❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t C ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

❍❛✈✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t t♦ ❡♥❝♦♠♣❛ss s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✱ ✇❡ ♠✉st ❛❞❛♣t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥
❝♦♥str❛✐♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t✮✳ ▲❡t Γ ❜❡ ❛ ❝♦♥t❡①t
❛♥❞ e ❛ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Γ ⊢ct e : τ • C✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ, e, τ, C) ✐s
❛ ♣❛✐r (σ, τ ′) s✉❝❤ t❤❛t σ s❛t✐s✜❡s C ❛♥❞ στ <:t τ

′✱ ✇❤❡r❡ τ ′ ∈ T y\X ✳



✶✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

Γ ⊢ct t1 : α1 • C1 Γ ⊢ct t2 : α2 • C2

C = {τ =t α1, α1 <:t α2} ∪ C1 ∪ C2

Γ ⊢ct (t1 << |τ | t2) : wt • C
❈❚✲▼❛t❝❤

Γ ⊢ct t1 : α1 • C1 Γ ⊢ct t2 : α2 • C2

C = {α <:t α1, α <:t α2} ∪ C1 ∪ C2

Γ ⊢ct (t1 ⋄ t2) : wt • C
❈❚✲◆✉♠

Γ ⊢ct (cond1) : wt • C1 . . . Γ ⊢ct (condn) : wt • Cn

C =
n⋃

i=1

Ci

Γ ⊢ct (cond1 ∧ . . . ∧ condn) : wt • C
❈❚✲❈♦♥❥

Γ ⊢ct (cond1) : wt • C1 . . . Γ ⊢ct (condn) : wt • Cn

C =
n⋃

i=1

Ci

Γ ⊢ct (cond1 ∨ . . . ∨ condn) : wt • C
❈❚✲❉✐s❥

Γ ⊢ct action1 : wt • C1 . . . Γ ⊢ct actionn : wt • Cn

C =
n⋃

i=1

Ci

Γ ⊢ct (action1; . . . ; actionn) : wt • C
❈❚✲❆❝t✐♦♥

Γ ⊢ct (cond) : wt • C1 Γ ⊢ct (action) : wt • C2

C = C1 ∪ C2

Γ ⊢ct (cond −→ action) : wt • C
❈❚✲❘✉❧❡

Γ ∪ Γ1 ⊢ct rule1 : wt • C1 . . . Γ ∪ Γn ⊢ct rulen : wt • Cn

C =
n⋃

i=1

Ci

Γ

n⋃

i=1

Γi ⊢ct ④rule1; . . . ; rulen⑥ : wt • C

❈❚✲❇❧♦❝❦

✇❤❡r❡ α1, α2 ❛r❡ ❢r❡s❤ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❚②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❜t②♣✐♥❣ ✕ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ ♦✉r t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠s ❛❞❞r❡ss t❤❡ s❛♠❡ ✐s✲
s✉❡✱ ✇❡ s❤❛❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❡✈❡r② s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ✐♥ ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ✇❛② ❛❧s♦ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣
r✉❧❡s✳



✹✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✺✼

C10 = {α5 =t NatListconcNat}

Γ ⊢ct ❝♦♥❝◆❛t✭✮: α5 • C10
❈❚✲❊♠♣t②

·········

C11 = {α2 =t α5}

Γ ⊢ct ①✯: α5 • C11
❈❚✲❙❱❛r

C8 = {α5 =t NatListconcNat} ∪ C10 ∪ C11

Γ ⊢ct ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✮: α5 • C8
❈❚✲▼❡r❣❡

·······················

C13 = {α7 =t ZNat?}

Γ ⊢ct ③❡r♦✭✮ : α7 • C13
❈❚✲❋✉♥

C12 = C13

Γ ⊢ct !③❡r♦✭✮: α7 • C12
❈❚✲❆♥t✐

C9 = {α4 =t α7} ∪ C12

Γ ⊢ct ♣♥❛t@!③❡r♦✭✮: α7 • C9
❈❚✲❆❧✐❛s

C6 = {α5 =t NatListconcNat, α7 <:t Nat?} ∪ C8 ∪ C9

Γ ⊢ct ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@!③❡r♦✭✮✮: α5 • C6
❈❚✲❊❧❡♠

···········

C7 = {α3 =t α5}

Γ ⊢ct ③✯: α5 • C7
❈❚✲❙❱❛r

C4 = {α5 =t NatListconcNat} ∪ C6 ∪ C7

Γ ⊢ct ❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@!③❡r♦✭✮✱③✯✮: α5 • C4
❈❚✲▼❡r❣❡

···········

C5 = {α1 =t α6}

Γ ⊢ct ♥▲✐st: α6 • C5
❈❚✲❱❛r

C2 = {NatList? =t α5, α5 <:t α6} ∪ C4 ∪ C5

Γ ⊢ct (❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@!③❡r♦✭✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st) : wt • C2
❈❚✲▼❛t❝❤

················

C14 = {α4 =t α8}

Γ ⊢ct ♣♥❛t: α8 • C14
❈❚✲❱❛r

C3 = C14

Γ ⊢ct ❵♣♥❛t: wt • C3
❈❚✲❇q❚❡r♠

C1 = C2 ∪ C3

Γ ⊢ct (❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@!③❡r♦✭✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t) : wt • C1
❈❚✲❘✉❧❡

C = C1

Γ ⊢ct ④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@!③❡r♦✭✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t⑥ : wt • C
❈❚✲❇❧♦❝❦

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣✳



✶✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✸ ✭❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Γ ⊢ct e : τ • C ✐s
❛ ✈❛❧✐❞ s❡q✉❡♥t✳ ■❢ (σ, τ ′) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ, e, τ, C)✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r
(Γ, e) ✭✐✳❡✳ e ✐s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ✐♥ Γ✮✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r Γ ⊢ct e : τ • C✳
❲❡ ❥✉st ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♠♦st ♥♦t❡✇♦rt❤② ❝❛s❡s ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ✸✳✷✽✳

❈❛s❡ ❈❚✲❊❧❡♠✿ e = ✈✭t1✱. . .✱tn✮

Γ ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : α • C1 Γ ⊢ct tn : α1 • C2
C = {α =t s

v, α1 <:t s
?
1} ∪ C1 ∪ C2

❲❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t (σ, sv) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv), e, α, C)✱ t❤❛t ✐s✱ σ

s❛t✐s✜❡s C ❛♥❞ σα <:t s
v✳ ❚❤✉s✱ σα =t s

v✱ ❛♥❞ σα1 <:t s
?
1✳ ❙✐♥❝❡ σ s❛t✐s✜❡s C1 ❛♥❞

C2✱ (σ, σα) ❛♥❞ (σ, σα1) ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r (Γ, ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮✱ α, C1) ❛♥❞ (Γ, tn, α1, C2)✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ σΓ ⊢ σ(✈✭t1✱. . .✱tn−1✮) : σα ❛♥❞
σΓ ⊢ σtn : σα1✳ ❙✐♥❝❡ σα <:t s

v✱ ❜② ❬❙✉❜❪ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ σΓ ⊢ σ(✈✭t1✱. . .✱tn−1✮) : s
v✳ ❙✐♥❝❡

σα1 <:t s?1✱ ❜② ❬❙✉❜❪ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ σΓ ⊢ tn : s?1✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❬❚✲❊❧❡♠❪ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ σ(Γ(✈

: (s?1)
⋆
→ sv) ⊢ σ(✈✭t1✱. . .✱tn✮) : s

v✱ t❤❛t ✐s✱ (σ, sv) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv), e)

❛s r❡q✉✐r❡❞✳

❈❛s❡ ❈❚✲▼❛t❝❤✿ (t1 << |τ | t2)

Γ ⊢ct t1 : α1 • C1 Γ ⊢ct t2 : α2 • C2
C = {τ =t α1, τ <:t α2} ∪ C1 ∪ C2

❲❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t (σ,wt) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ, e, wt, C)✱ t❤❛t ✐s✱ σ s❛t✐s✜❡s C ❛♥❞
σwt <:t wt✳ ❚❤✉s✱ στ =t σα1 ❛♥❞ στ <:t σα2✳ ❙✐♥❝❡ σ s❛t✐s✜❡s C1 ❛♥❞ C2✱ (σ, σα1) ❛♥❞
(σ, σα2) ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r (Γ, t1, α1, C1) ❛♥❞ (Γ, t2, α2, C2)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥
❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ σΓ ⊢ σt1 : σα1 ❛♥❞ σΓ ⊢ σt2 : σα2✳ ❙✐♥❝❡ στ <:t σα2✱ ❜② ❬❙✉❜❪
✇❡ ♦❜t❛✐♥ σΓ ⊢ t1 : σα2✳ ❇② ❬❚✲▼❛t❝❤❪ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ σΓ ⊢ σ(t1 << |σα2| t2) : wt✱ t❤❛t
✐s✱ (σ,wt) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ, e) ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

❈❛s❡ ❈❚✲◆✉♠✿ (t1 << |τ | t2)

Γ ⊢ct t1 : α1 • C1 Γ ⊢ct t2 : α2 • C2
C = {α <:t α1, α <:t α2} ∪ C1 ∪ C2

❲❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t (σ,wt) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ, e, wt, C)✱ t❤❛t ✐s✱ σ s❛t✐s✜❡s C
❛♥❞ σwt <:t wt✳ ❚❤✉s✱ σα <:t σα1 ❛♥❞ σα <:t σα2✳ ❙✐♥❝❡ σ s❛t✐s✜❡s C1 ❛♥❞ C2✱
(σ, σα1) ❛♥❞ (σ, σα2) ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r (Γ, t1, α1, C1) ❛♥❞ (Γ, t2, α2, C2)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ σΓ ⊢ σt1 : σα1 ❛♥❞ σΓ ⊢ σt2 : σα2✳ ❙✐♥❝❡ ♠✉❧t✐♣❧❡
✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ✐s ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠✱ t❤✉s σα <:t σα1 ❛♥❞ σα <:t σα2 ♠❡❛♥s
t❤❛t ❡✐t❤❡r σα1 <:t σα2 ♦r σα2 <:t σα1✳ Pr♦❝❡❡❞ ❜② ❝❛s❡s✿

✶✳ ❙✉❜❝❛s❡ σα1 <:t σα2✿ s✐♥❝❡ σΓ ⊢ σt1 : σα1✱ ❜② ❬❙✉❜❪ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ σΓ ⊢ σt1 : σα2✳
❇② ❬❚✲◆✉♠❪ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ σΓ ⊢ σ(t1 << |τ | t2) : wt ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

✷✳ ❙✉❜❝❛s❡ σα2 <:t σα1✿ s✐♥❝❡ σΓ ⊢ σt2 : σα2✱ ❜② ❬❙✉❜❪ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ σΓ ⊢ σt2 : σα1✳
❇② ❬❚✲◆✉♠❪ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ σΓ ⊢ σ(t1 << |τ | t2) : wt ❛s r❡q✉✐r❡❞✳



✹✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✺✾

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✾ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✹ ✭❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Γ ⊢ct e : τ • C

✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② π✳ ❲r✐t❡ Var(π) ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ π

❛♥❞ ✇r✐t❡ σ\Var(π) ❢♦r t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ Var(π) ❛♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ σ✳ ■❢ (σ, τ ′) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ, e) ❛♥❞
Dom(σ) ∩ Var(π) = ∅✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ (σ′, τ ′) ❢♦r (Γ, e, τ, C) s✉❝❤ t❤❛t
σ′\Var(π) = σ✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✇❡ ♠✉st t❛❦❡
❝❛r❡ ✇✐t❤ ❢r❡s❤ ♥❛♠❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❥✉st ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♠♦st ♥♦t❡✇♦rt❤② ❝❛s❡s ♦❢
t❤✐s ♣r♦♦❢ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✸✳✷✾✳

❈❛s❡ ❈❚✲❊❧❡♠✿ e = ✈✭t1✱. . .✱tn✮

π1 = Γ ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : α • C1 π2 = Γ ⊢ct tn : α1 • C2
C = {α =t s

v, α1 <:t s
?
1} ∪ C1 ∪ C2 Var(π) = {α, α1}

t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ 6= sv

❲❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t (σ, sh) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv), e) ❛♥❞ Dom(σ) ∩

Var(π) = ∅✳ ❇② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧❡♠♠❛ ✹✳✺✱ ❝❧❛✉s❡s ✼❛✱ ✼❜✱ ❛♥❞ ✼❝ ❛♣♣❧②✳ ❲❡ r❡❛s♦♥
❜② s✉❜❝❛s❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❙✉❜❝❛s❡ ❬❚✲▼❡r❣❡❪✿ ✐❢ h = v✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ s?1 s✉❝❤ t❤❛t ✈ : (s?1)
⋆
→

sv ∈ σΓ ✇✐t❤ σΓ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : sv ❛♥❞ σΓ ⊢ tn : sv✳ ❇✉t✱ s✐♥❝❡ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮

6= sv✱ σΓ ⊢ tn : sv ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❡✈❡♥ ❢r♦♠ ❬❙✉❜❪✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛
r❡❧❡✈❛♥t s✉❜❝❛s❡✳

✷✳ ❙✉❜❝❛s❡ ❬❚✲❊❧❡♠❪✿ ✐❢ h = v✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ s?1 s✉❝❤ t❤❛t ✈ : (s?1)
⋆
→ sv ∈

σΓ ✇✐t❤ σΓ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : s
v ❛♥❞ σΓ ⊢ tn : s?1✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡r❡

❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s (σ1, s
v) ❢♦r (Γ, ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮, α, C1) ❛♥❞ (σ2, s

?
1) ❢♦r (Γ, tn, α1, C2)

s✉❝❤ t❤❛t Dom(σ1) ∩ Var(π1) = ∅ = Dom(σ2) ∩ Var(π2)✳ ❉❡✜♥❡ σ′ = σ1 ∪ σ2 ∪ σ✳
❚❤✉s σ′ s❛t✐s✜❡s C ❛♥❞ σ′α <:t sv✱ t❤❛t ✐s✱ (σ′, sh) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ(✈

: (s?1)
⋆
→ sv), e, α, C) ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

✸✳ ❙✉❜❝❛s❡ ❬❙✉❜❪✿ ❛ss✉♠❡ t❤❛t sh = s?2✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ sv s✉❝❤ t❤❛t σΓ ⊢

✈✭t1✱. . .✱tn✮ : s
v ❛♥❞ sv <:t s

?
2✳ Pr♦❝❡❡❞ ❛s ✐♥ s✉❜❝❛s❡ ✷ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❞❡✜♥❡

σ′ = σ1 ∪σ2 ∪σ✳ ❚❤✉s σ′ s❛t✐s✜❡s C ❛♥❞ σ′α <:t s
v✳ ❇② tr❛♥s✐t✐✈✐t②✱ σ′α <:t s

?
2✱

t❤❛t ✐s✱ (σ′, sh) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv), e, α, C) ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

❈❛s❡ ❈❚✲▼❡r❣❡✿ e = ✈✭t1✱. . .✱tn✮

π = Γ ⊢ct ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : α • C1 π = Γ ⊢ct tn : α • C2
C = {α =t s

v} ∪ C1 ∪ C2 Var(π) = {α}

t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ = sv

❲❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t (σ, sh) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ(✈ : (s?1)
⋆
→ sv), e)✳ ❇② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥

❧❡♠♠❛ ✹✳✺✱ ❝❧❛✉s❡s ✼❛✱ ✼❜ ❛♥❞ ✼❝ ❛♣♣❧②✱ ❛s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✳ ❲❡ r❡❛s♦♥ ❜②
s✉❜❝❛s❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✶✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

✶✳ ❙✉❜❝❛s❡ ❬❚✲▼❡r❣❡❪✿ ✐❢ h = v✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ s?1 s✉❝❤ t❤❛t ✈ : (s?1)
⋆
→

sv ∈ σΓ ✇✐t❤ σΓ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : sv ❛♥❞ σΓ ⊢ tn : sv✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤✲
❡s✐s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s (σ1, s

v) ❢♦r (Γ, ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮, α, C1) ❛♥❞ (σ2, s
v) ❢♦r (Γ,

tn, α, C2) s✉❝❤ t❤❛t Dom(σ1) ∩ Var(π1) = ∅ = Dom(σ2) ∩ Var(π2)✳ ❙♦✱ σ1α <:t s
v

❛♥❞ σ2α <:t sv✳ ❉❡✜♥❡ σ′ = {α 7→ sv} ∪ σ1 ∪ σ2 ∪ σ✳ ❙✐♥❝❡ σ1 ❛♥❞ σ2 s❛t✐s❢②
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② C1 ❛♥❞ C2✱ σ′ ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s ❜♦t❤ C1 ❛♥❞ C2✱ ❜② tr❛♥s✐t✐✈✐t② ♦❢
<:t✳ ❚❤✉s σ′ s❛t✐s✜❡s C ❛♥❞ σ′α <:t s

v✱ t❤❛t ✐s✱ (σ′, sh) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ(✈

: (s?1)
⋆
→ sv), e, α, C) ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

✷✳ ❙✉❜❝❛s❡ ❬❚✲❊❧❡♠❪✿ ✐❢ h = v✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ s?1 s✉❝❤ t❤❛t ✈ : (s?1)
⋆
→ sv ∈

σΓ ✇✐t❤ σΓ ⊢ ✈✭t1✱. . .✱tn−1✮ : sv ❛♥❞ σΓ ⊢ tn : s?1✱ ✇❤❡r❡ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ 6= sv✳ ❇✉t✱
s✐♥❝❡ t②♣❡♦❢✭Γ✱tn✮ = sv✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ r❡❧❡✈❛♥t s✉❜❝❛s❡✳

✸✳ ❙✉❜❝❛s❡ ❬❙✉❜❪✿ ❛ss✉♠❡ t❤❛t sh = s?2✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ sv s✉❝❤ t❤❛t σΓ ⊢

✈✭t1✱. . .✱tn✮ : sv ❛♥❞ sv <:t s?2✳ Pr♦❝❡❡❞ ❛s ✐♥ s✉❜❝❛s❡ ✶ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
❞❡✜♥❡ σ′ = {α 7→ sv} ∪ σ1 ∪ σ2 ∪ σ✳ ❚❤✉s σ′ s❛t✐s✜❡s C ❛♥❞ σ′α <:t sv✳ ❇②
tr❛♥s✐t✐✈✐t②✱ σ′α <:t s

?
2✱ t❤❛t ✐s✱ (σ′, sh) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ(✈ : (s?1)

⋆
→ sv), e, α, C)

❛s r❡q✉✐r❡❞✳

✹✳✸✳✹ ❈♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ✇❛② t♦ ♠❛♣ t②♣❡s ♦❢ t❡r♠s
♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❜t②♣✐♥❣✱ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜s❡ts✿ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t
s✉❜s❡t ❛♥❞ ❛ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s✉❜s❡t✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r s✉❜s❡t ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ✉♥✐✜✲
❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✺✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❡t σ ✐♥ s❛t✉r❛t❡❞ ❢♦r♠ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✷✮ ❢♦r t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❢
♥♦♥❡ ❡rr♦rs ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ err = ∅✮✱ t❤❡♥ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s✉❜s❡t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❡rr♦rs ❛r❡ r❛✐s❡❞ ♦✉t
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ st♦♣s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❋r❛♥ç♦✐s P♦tt✐❡r ❬P♦t✾✽❜✱ P♦t✾✽❛✱ P♦t✵✶❪ t♦
♣r♦♣❛❣❛t❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■t ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ s✐♠♣❧✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡s ✇❤✐❝❤ ❦❡❡♣ σ ✐♥ s❛t✉r❛t❡❞ ❢♦r♠✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣❤❛s❡ r❡✲
s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣❤❛s❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ❣❛r❜❛❣❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆s ✐♥ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉✲
t✐♦♥✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ σ ❛♥❞ t❤❡ s❡t err ♦❢ ❡rr♦rs ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♠♣t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ C
❤❛s ♦♥❧② ❡q✉❛❧✐t② ♦r s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t②♣❡s τ1 ❛♥❞ τ2✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t err ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❡✐t❤❡r C ❤❛s ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r C
❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❢♦✉♥❞✳

❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡

❚❤✐s ♣❤❛s❡ ♣❡r❢♦r♠s ❛ tr✐✈✐❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✢❡①✐✈❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❚❤❡② ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss s✐♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛❞❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t②♣❡s



✹✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✻✶

r❡str✐❝t❡❞ ❜② t❤❡♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥t s❡t C✿

{τ <:t τ} ⊎ C
′, err, σ =⇒ C′, err, σ

✇❤❡r❡ τ ∈ T y\{wt}✳
❚❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r <:t t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s t❤❡ ❛♥t✐s②♠✲

♠❡tr✐❝ ♦♥❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜② ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱
✇❡ tr② t♦ r❡✇r✐t❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥t♦ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s ♠✉❝❤ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡✿

{τ1 <:t τ2, τ2 <:t τ1} ⊎ C
′, err, σ =⇒ C′, s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts({τ1 =t τ2}, err, σ)

✇❤❡r❡ τ1, τ2, τ3 ∈ T y\{wt}✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡t✉r♥s
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❡t err ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ σ✳

❚②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✐r❡❝t❧②
❧✐♠✐t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ <:t✳ ❚❤✉s✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ <:t ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❦❡❡♣s t❤❡
❡①✐st✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ C✿

{τ1 <:t α, α <:t τ2} ⊎ C
′, err, σ =⇒ {τ1 <:t τ2, τ1 <:t α, α <:t τ2} ∪ C

′, err, σ

✇❤❡r❡ τ1, τ2 ∈ T y\{wt} ❛♥❞ α ∈ X ✳
❚❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ <:t ♦♥ C r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣

❝♦♥str❛✐♥t s❡t t❤❛t ✐s st❛❜❧❡ ✈✐❛ tr❛♥s✐t✐✈✐t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✺ ✭❈❧♦s❡❞ ❢♦r♠✮✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳ C ✐s s❛✐❞
t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r tr❛♥s✐t✐✈✐t②✱ ♦r ❝❧♦s❡❞ ❢♦r s❤♦rt✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✇❤❡♥❡✈❡r
{τ1 <:t α, α <:t τ2} ⊎ C s✉❝❤ t❤❛t τ1, τ2 ∈ T y\{wt} ❛♥❞ α ∈ X ✱ {τ1 <:t τ2} ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ C✳

■♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❜❡t✇❡❡♥ t②♣❡s ♦❢ t❡r♠s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡
❝❧♦s✉r❡ ♦❢ <:t ♦♥ ❛ ❝♦♥t❡①t Γ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ r✉❧❡ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❣r♦✉♥❞ s✉❜t②♣✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡t❡❝t ✇❤✐❝❤ ❣r♦✉♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ C ❛r❡ ♥♦t
✈❛❧✐❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ s✐♠♣❧✐❢②
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② r❛✐s❡ ❡rr♦r ♠❡ss❛❣❡s✳

{sh1

1 <:t s
h2

2 } ⊎ C
′, err, σ =⇒ C′, ✐s❙✉❜(sh1

1 , sh2

2 ) ∪ err, σ

✇❤❡r❡ h1, h2 ∈ F
⋆ ∪ {?}✳

■♥ t❤✐s ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s❙✉❜✱ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✱
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ❣r♦✉♥❞ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ C✳ ❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ❢❛✐❧
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r <:t ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✮
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② Γ∗✳



✶✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

✭✶❛✮ s?1, s
?
2 =⇒ {} ✐❢ (s?1 <:t s

?
2) ∈ Γ∗

✭✶❜✮ s?1, s
?
2 =⇒ {(s?1, s

?
2)} ✐❢ (s?1 <:t s

?
2) /∈ Γ∗

✭✷✮ s?1, s
v
2 =⇒ {(s?1, s

v
2)}

✭✸❛✮ sv1, s
?
2 =⇒ {} ✐❢ (s?1 <:t s

?
2) ∈ Γ∗

✭✸❜✮ sv1, s
?
2 =⇒ {(sv1, s

?
2)} ✐❢ (s?1 <:t s

?
2) /∈ Γ∗

✭✹❛✮ sv11 , sv22 =⇒ {} ✐❢ (s?1 <:t s
?
2) ∈ Γ∗ ∧ v1 = v2

✭✹❜✮ sv11 , sv22 =⇒ {(sv11 , sv22 )} ✐❢ (s?1 <:t s
?
2) /∈ Γ∗ ∨ v1 6= v2

✇❤❡r❡ v, v1, v2 ∈ F
⋆

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❚❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s❙✉❜ ❢♦r ❢❛✐❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥✲
str❛✐♥t s❡t C✳

❈❛♥♦♥✐③❛t✐♦♥

❚❤✐s ♣❤❛s❡ ❛✐♠s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♣✉t t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✱ ✐✳❡✳ t♦
❧✐♠✐t ❡❛❝❤ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ✐t ✇✐t❤ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❣r♦✉♥❞ t②♣❡ ♣❡r ❜♦✉♥❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✻ ✭❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✮✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ s✉❜✲
t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳ C ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡❛❝❤ t②♣❡
✈❛r✐❛❜❧❡ α ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❣r♦✉♥❞ t②♣❡ ❛s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ❣r♦✉♥❞ t②♣❡ ❛s
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣✉t ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿

{sh1

1 <:t α, s
h2

2 <:t α} ⊎ C
′, err, σ =⇒ {s? <:t α} ∪ C

′, err, σ

✐❢ ∃s? s✉❝❤ t❤❛t s? ✐s t❤❡ ❧✉❜ ♦❢ {sh1

1 , sh2

2 }

{sh1

1 <:t α, s
h2

2 <:t α} ⊎ C
′, err, σ =⇒ C′, {(sh1

1 , sh2

2 )} ∪ err, σ

✐❢ 6 ∃s? s✉❝❤ t❤❛t s? ✐s t❤❡ ❧✉❜ ♦❢ {sh1

1 , sh2

2 }

{α <:t s
h1

1 , α <:t s
h2

2 } ⊎ C
′, err, σ =⇒ {α <:t s

h1

1 } ∪ C
′, err, σ

✐❢ Γ∗(s?1 <:t s
?
2) ∧ (h1 = h2 ∨ h2 =?)

{α <:t s
h1

1 , α <:t s
h2

2 } ⊎ C
′, err, σ =⇒ {α <:t s

h2

2 } ∪ C
′, err, σ

✐❢ Γ∗(s?2 <:t s
?
1) ∧ (h1 = h2 ∨ h1 =?)

{α <:t s
h1

1 , α <:t s
h2

2 } ⊎ C
′, err, σ =⇒ C′, {sh1

1 , sh2

2 } ∪ err, σ

✐❢ sh1

1 ❛♥❞ sh2

2 ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡

✇❤❡r❡ h1, h2 ∈ F
⋆ ∪ {?} ❛♥❞ α ∈ X ✳

❊rr♦rs ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t②♣❡s ❛❧s♦ ❝❛♥ ❜❡ r❛✐s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥♦♥✲
✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t✇♦ ❧♦✇❡r ✭r❡s♣✳ ✉♣♣❡r✮ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ♥♦t
r❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ ♥❡✇ ♣❛✐r ✭t②♣❡✱t②♣❡✮ t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ err✳



✹✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✻✸

●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t C r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱
❝❧♦s✉r❡✱ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✮ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐♥ s♦❧✈❡❞ ❢♦r♠ ✐❢ ♥♦ ❡rr♦rs ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞✱ t❤❛t ✐s err = {}✳
❚❤❡r❡❛❢t❡r ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ tr② t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r C✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✼ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✮✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts τ1 <:t τ2✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t τ1 <:t τ2

✐s ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s✉❝❤ t❤❛t στ1 <:t στ2✳ ❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ C ✐❢ ✐t ✐s
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ C✳

❲❤✐❧❡ s♦❧✈✐♥❣ C ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡✱ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❛t ❤❛♥❞ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ s♦ ❛s t♦
❞❡t❡❝t ❡rr♦rs ❛s s♦♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡s ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥✿

{α <:t s
h} ⊎ C′, err, σ =⇒ [α 7→ sh]C′, err, {α 7→ sh} ◦ σ

{sh <:t α} ⊎ C
′, err, σ =⇒ [α 7→ sh]C′, err, {α 7→ sh} ◦ σ

✇❤❡r❡ h ∈ F⋆ ∪ {?} ❛♥❞ α ∈ X ✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡s❡ r✉❧❡s ❡①❤❛✉st✐✈❡❧②✱ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♦♥❡ ✐s

❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ✐s r❡❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ❛ ♠❡❛♥s t♦ ♦♣t ❢♦r
t❤❡ ❧❡❛st r❡str✐❝t✐✈❡ t②♣❡ ✇❤❡♥ ❤❛✈✐♥❣ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❝❛s❡
❛ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ α ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② α <:t s

h1

1 ❛♥❞ sh2

2 <:t α ✐♥ C✱ t❤❡ t②♣❡ sh1

1 ✇✐❧❧ ❜❡
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ α✳ ❆s ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ❢♦r ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛✐♠s
t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ♦❢ ❏❛✈❛ ✐♥ ✇❤❡r❡ ✉♣❝❛st✐♥❣ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t
❛♥❞ s❛❢❡✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s ❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤ t❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❏❛✈❛ t❤❛t
❝❤❡❝❦s ❡✈❡r② ❝❛st ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❚♦♠✳

●❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥

▼❛♥② t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❜② t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦ ♥♦t
r❡♣r❡s❡♥t t②♣❡s ♦❢ t❡r♠s✱ ❜✉t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❧✐♠✐t t②♣❡s ♦❢ ✐♥♣✉t t❡r♠s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡t I ♦❢ ✐♥♣✉t
t②♣❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✽ ✭■♥♣✉t t②♣❡s ♦❢ ❛ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣✲
♠❡♥t ϕ = Γ ⊢ct e : τ • C✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t t②♣❡s ♦❢ ϕ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② I✱ ✐s ❛ s❡t t❤❛t
s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✕ ✐❢ e = ④rule1; . . . ; rulen⑥✱ t❤❡♥ ∀i ∈ [1, n], ∀α ∈ I, ∃① ∈ V, ( ① : α ∈ Γ′
i) ✇❤❡r❡

Γ = Γ′
n⋃

i=1

Γ′
i

✕ ✐❢ e 6= ④rule1; . . . ; rulen⑥✱ t❤❡♥ I = {}



✶✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❆❧t❤♦✉❣❤ ❜❡✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ C✱ ❝♦♥str❛✐♥ts
❧✐♠✐t✐♥❣ ♦♥❧② ♥♦♥✲✐♥♣✉t t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♠❛♣ ✐♥♣✉t t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♥❡❝❡ss❛r② ♦♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s ♦✈❡r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡② ❛r❡
❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿

{α1 <:t α2} ⊎ C
′, err, σ, I =⇒ C′, err, σ, I ✐❢ α1, α2 /∈ σI

{α1 <:t α2} ⊎ C
′, err, σ, I =⇒ C′, {(α1, α2)} ∪ err, σ, I ✐❢ α1 ∈ σI ∨ α2 ∈ σI

✇❤❡r❡ α1, α2 ∈ X ✳
❚❤❡ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ✇♦r❦s ❛s ❛ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ ✐♥♣✉t t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ σ✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥
❜♦t❤ ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡✐r t②♣❡s
✐♥❢❡rr❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣✉r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ✐t ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♣✉r❡ ❚♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t
✇❡r❡ ♣♦ss✐❜❧② ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡✳

❍❡r❡ ❝♦♠❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡❙✉❜❈♦♥str❛✐♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✾ ✭❙✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
s♦❧✈❡❙✉❜❈♦♥str❛✐♥ts t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ ✹✲t✉♣❧❡ (C, err, σ, I)✱ ✇❤❡r❡ C ✐s ❛ s✉❜t②♣✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥t s❡t✱ err ✐s ❛ s❡t ♦❢ t②♣❡ ❡rr♦rs ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♠♣t②✱ σ ✐s ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♠♣t② ❛♥❞ I ✐s ❛ s❡t ♦❢ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ ♣❤❛s❡
✉♥t✐❧ ❛ ✜①♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡♥ ✐t ❧♦♦♣s ♦✈❡r C ✉♥t✐❧ C ✐s ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞ ❛♥②♠♦r❡✳
❚❤❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s t❤❡♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❧♦♦♣✳
■❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ err ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ❛♥❞ r❛✐s❡s ♦✉t ❛❧❧ t②♣❡
❡rr♦rs ❢♦✉♥❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s st❛rt❡❞✳

❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ tr✐❡s t♦ ❛♣♣❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢
s♦❧✉t✐♦♥✳ ■❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♦♥❡
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ C ❛♥❞ ✐t ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥t❡rr✉♣ts t❤❡ ❧♦♦♣✳

❖♥❝❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣✱ t❤❡ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✉♥t✐❧ C ❜❡❝♦♠❡s
❡♠♣t②✳ ❆t t❤✐s ♠♦♠❡♥t✱ ✐❢ err ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ σ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ C✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛❧❧ ❡rr♦r ♠❡ss❛❣❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❛✐s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢❛✐❧s ❜❡❝❛✉s❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ C
❤❛s ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦r ♠♦r❡ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ C✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❦❡❡♣s C ✐♥ ❝❧♦s❡❞
❢♦r♠ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ♥❡✐t❤❡r r❡✢❡①✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♥♦r ♣❛✐rs ♦❢ s②♠♠❡t✲
r✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ ♣❤❛s❡ ❛r❡ ♥♦t
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♦♣✳

❙✐♥❝❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❜♦t❤ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❛♥❞ ❛ s✉❜✲
t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✱ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
s♦❧✈❡❈♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ s♦❧✈❡❙✉❜✲

❈♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣t② s❡ts err ❛♥❞ σ ❛r❡



✹✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✶✻✺

❣✐✈❡♥ ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts t♦ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❡t✉r♥❡❞ s❡ts err ❛♥❞ σ ✐♥ s❛t✲
✉r❛t❡❞ ❢♦r♠ ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ■❢ err 6= ∅✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ❡rr♦rs ♠❡ss❛❣❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❛✐s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡❈♦♥str❛✐♥ts

❢❛✐❧s s✐♥❝❡ σ ✐s r❡❥❡❝t❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ σ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t
s❡t✳ ❚❤❡ s❡t C′ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ σ ✐s✱ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ err✱ σ ❛♥❞ ❛
s❡t I ♦❢ ✐♥♣✉t t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❣✐✈❡♥ t♦ s♦❧✈❡❙✉❜❈♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s
✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❜❡❝♦♠❡s ❡♠♣t②✳ ■❢ err 6= ∅✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢❛✐❧s ❛♥❞
σ ✐s r❡❥❡❝t❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ σ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷✵✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶✶✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t

Γ ⊢ct ④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@!③❡r♦✭✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st −→ ❵♣♥❛t⑥ : wt • C

t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐s C = Ce ∪ Cs ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐s ✐♥
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠

Ce = {α5 =t NatListconcNat, α2 =t α5, α4 =t α7, α7 =t ZNat?, α3 =t α5, α1 =t α6, α4 =t

α8}

❛♥❞ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐s Cs = {α5 <:t α6, α7 <:t Nat?}✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t t②♣❡s ✐s C = {α2, α3, α4}✳

❋♦r Ce✿ ❧❡t err = {} ❛♥❞ σ = {}✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts t♦ (Ce, err, σ)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
err = {} ❛♥❞

σ = {α5 7→ NatListconcNat, α2 7→ NatListconcNat, α4 7→ ZNat?, α7 7→ ZNat?,

α3 7→ NatListconcNat, α1 7→ α6, α8 7→ ZNat?}

❋♦r Cs✿ ❧❡t C′s = σCs = {NatListconcNat <:t α6, ZNat? <:t Nat?}✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
s♦❧✈❡❙✉❜❈♦♥str❛✐♥ts t♦ (C′s, err, σ, I) ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✕ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ ♣❤❛s❡ r❡t✉r♥s✿

({NatListconcNat <:t α6, ZNat? <:t Nat?}, err, σ, I)

✕ ■♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡t✉r♥s✿
({NatListconcNat <:t α6}, err, σ, I)

✕ ❈❛♥♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡t✉r♥s✿
({NatListconcNat <:t α6}, err, σ, I)

✕ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡t✉r♥s✿
({}, err, {α6 7→ NatListconcNat} ◦ σ, I)

✕ ●❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡t✉r♥s✿
({}, err, {α6 7→ NatListconcNat} ◦ σ, I)

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t C′s ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐❤t♠ s♦❧✈❡❈♦♥str❛✐♥ts st♦♣s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ {α1 7→ NatList?, α2 7→ NatListconcNat, α3 7→ NatListconcNat, α4 7→

ZNat?, α5 7→ NatListconcNat, α6 7→ NatListconcNat, α7 7→ ZNat?, α8 7→ ZNat?} ✐s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (Γ,④❝♦♥❝◆❛t✭①✯✱♣♥❛t@!③❡r♦✭✮✱③✯✮ << |NatList?| ♥▲✐st

−→ ❵♣♥❛t⑥, wt, C)✱ s✐♥❝❡ err = ∅✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡❈♦♥str❛✐♥ts ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡s✱ ❢❛✐❧✐♥❣ ✇❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❡✐t❤❡r
❛ ♥♦♥✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❛s ✐♥♣✉t ♦r ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞
♦t❤❡r✇✐s❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳



✶✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✶ ✭❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥✮✳ s♦❧✈❡❈♦♥str❛✐♥ts ❤❛❧ts✱ ❡✐✲
t❤❡r ❢❛✐❧✐♥❣ ♦r ❜② r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t C✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ s♦❧✈❡❈♦♥str❛✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts

❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✈❡❙✉❜❈♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ s♣❧✐t t❤✐s ♣r♦♦❢ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿

✶✳ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts✱

✷✳ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✈❡❙✉❜❈♦♥str❛✐♥ts✳

❋♦r ♣❛rt ❬✶❪✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❞♦♥❡ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✼✳

❋♦r ♣❛rt ❬✷❪✱ ✇❡ st❛rt ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ ♣❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡✳ ❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡❝r❡❛s❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ C ✉♥t✐❧ ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ τ <:t τ ❛♥❞ ♥♦
❝♦✉♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (τ1 <:t τ2, τ2 <:t τ1) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳
❚♦ s❤♦✇ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ r✉❧❡✱ ✇❡ ✜rst
❞❡✜♥❡ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✿
✕ P ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥s ♦❢ C ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛♥✲
s✐t✐✈❡ r✉❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✱

✕ nP ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts P✱
✕ nα ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐q✉❡ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ C✱
✕ ng ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐q✉❡ ❣r♦✉♥❞ t②♣❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ C✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② tr❛♥s t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ r✉❧❡

{τ1 <:t α, α <:t τ2} ⊎ C
′, err, σ =⇒ {τ1 <:t τ2, τ1 <:t α, α <:t τ2} ∪ C

′, err, σ

❆ ✈❛❧✐❞ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s ✐s ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ (τ1 <:t α, α <:t τ2)✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✸✲t✉♣❧❡ (τ1, α, τ2)✳ ❚❤❡ s❡t P
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❤❡r❡ t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s

✉♥t✐❧ ❛ ✜①✲♣♦✐♥t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳ P ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♠♣t② ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②
✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✳
▲❡t nC ❜❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✸✲t✉♣❧❡s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ t②♣❡s ♦❝✲
❝✉rr✐♥❣ ✐♥ C t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s ❞♦❡s
♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥❡✐t❤❡r nα ♥♦r ng✱ t❤❡♥✿

nC = (nα ∗ ng) ∗ nα ∗ (nα ∗ ng)

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛♥② ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s ✐s
❛❧r❡❛❞② t❛❦❡♥ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t ❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ✸✲t✉♣❧❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳
❲❡ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ | � | : C × err × σ × P −→ N ❛s
|C, err, σ,P| = nC −nP ✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s ✇❡ ❤❛✈❡ |lhs(tr❛♥s)| =
nC − nP ❛♥❞ |rhs(tr❛♥s)| = nC − (nP + 1)✳ ❍❡♥❝❡✱ |lhs(tr❛♥s)| > |rhs(tr❛♥s)| ❢♦r
❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥✜♥✐t❡ r❡✇r✐t❡
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ ♣❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s✳
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡s ❞❡❝r❡❛s❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ C ✉♥t✐❧ C ❜❡❝♦♠❡s ❡♠♣t②✳

❚❤✉s✱ s♦❧✈❡❈♦♥str❛✐♥ts t❡r♠✐♥❛t❡s✳



✹✳✹✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✶✻✼

✹✳✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ t❤❡ ❚♦♠ s②st❡♠ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♥✐♥❡
♠♦❞✉❧❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ♣❛rs❡r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❜❡✐♥❣ ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
t②♣❡r ♠♦❞✉❧❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇
t②♣❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣ st❛rt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ s②♥t❛①
❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♦❢ t❤❡ ♣❛rs✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❲❡ ❛❞❞❡❞ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥str✉❝t ❡①t❡♥❞s

✉s❡❞ t♦ ❞❡❝❧❛r❡❞ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡s ✭✐✳❡✳ ❜❛s❡ s♦rts✮
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✪t②♣❡t❡r♠ ❝♦♥str✉❝t✳ ❇❡s✐❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t s♦rt ❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥ t❤❡ s♦rt t❛❜❧❡✱ t❤❡ ♣❛rs❡r ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡
✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✇❛s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡r ❛s ❛ s✉❜t②♣✐♥❣✲❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞
t②♣❡ s②st❡♠✳ ❇❡❢♦r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❛ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠✱
❡❛❝❤ ❣r♦✉♥❞ t②♣❡ ✭✐✳❡✳ s♦rts ❞❡❝♦r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❄✮ ✐♥ t❤❡ s♦rt t❛❜❧❡ ✐s ♣❛✐r❡❞
✇✐t❤ ❛ ❧✐st ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ✐ts ❞✐st✐♥❝t s✉♣❡rt②♣❡s✳ ❚❤❡ s✉♣❡rt②♣❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❜② t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ <:t ❛♥❞ st♦r❡❞ ♦♥ ❛ ❧✐st ♥❛♠❡❞ ❯♣♣❡r❚②♣❡▲✐st✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛✐rs ✭❚②♣❡✱❯♣♣❡r❚②♣❡▲✐st✮ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❛ ❤❛s❤ ♠❛♣ ♥❛♠❡❞ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ Γ∗✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣s❡✉❞♦❝♦❞❡✿

❙❊❚ ❯♣♣❡r❚②♣❡▲✐st t♦ ④⑥
❋❖❘ ❡❛❝❤ ❚②♣❡ ✐♥ ❙♦rt❚❛❜❧❡

■❋ ❚②♣❡ ❤❛s ❛ ❯♣♣❡r❚②♣❡ ❚❍❊◆
❙❊❚ ❯♣♣❡r❚②♣❡▲✐st t♦ ④❯♣♣❡r❚②♣❡⑥ ❯ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s❬❯♣♣❡r❚②♣❡❪

❊◆❉■❋

❋❖❘ ❡❛❝❤ ❙✉❜❚②♣❡ ✐♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s
■❋ ❚②♣❡ ✐s ✐♥ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s❬❙✉❜❚②♣❡❪ ❚❍❊◆

❖✈❡r✇r✐t❡ ♣❛✐r ✭❙✉❜❚②♣❡✱ ❯♣♣❡r❚②♣❡▲✐st ❯ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s❬❙✉❜t②♣❡❪✮ ✐♥ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s
❊◆❉■❋

❊◆❉▲❖❖P
❆❞❞ ♣❛✐r ✭❚②♣❡✱❙✉❜❚②♣❡▲✐st✮ t♦ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s

❊◆❉▲❖❖P

❚❤❡ t②♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❚♦♣❉♦✇♥❙t♦♣❖♥❙✉❝❝❡s str❛t❡❣② t❤❛t
❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✹
❛♥❞ ✹✳✺✳ ❚❤❡ ✜rst r✉❧❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐s t❤❡ ❬❈❚✲❇❧♦❝❦❪ r✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦❧❧❡❝ts
t❤❡ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧
❛s ✐♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ st♦r❡❞ ♦♥ ❛
❧✐st I ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦❧❧❡❝t❡❞
❞✉r✐♥❣ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐sts Ce ❛♥❞ Cs ♦❢ ❡q✉❛❧✐t②
❛♥❞ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ Ce✱ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢
❛ ❝♦♥str❛✐♥t c ✐♥ Cs ✐s ❞♦♥❡ ♦♥❧② ✐❢ c ✐s ♥♦t ✐♥ Cs✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦ ✐s
r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡❊q❈♦♥str❛✐♥ts ✐s ❝❛❧❧❡❞ t♦ ❧♦♦♣ ♦✈❡r Ce ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ✐♥ s❛t✉r❛t❡❞ ❢♦r♠ ❛♥❞ ❛ ✢❛❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ err✳ ■♥ ❝❛s❡ err ❤❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡
❢❛❧s❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ Ce✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ Cs ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ C′s
s✉❝❤ t❤❛t C′s = σCs✳

❈♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ♦♥ C′s ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣✳ ❚❤❡ r✉❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✲



✶✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ ♣❤❛s❡ ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❘❡♣❡❛t■❞

str❛t❡❣②✿

(Repeatid s✐♠♣❧✐❢②❆♥❞❈❧♦s❡)(e)

= (Seqid s✐♠♣❧✐❢②❆♥❞❈❧♦s❡ (Repeatid s✐♠♣❧✐❢②❆♥❞❈❧♦s❡))(e)

✇❤❡r❡ t❤❡ str❛t❡❣② Seqid ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ Seq✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✱ ❡①❝❡♣t ✐t
r❡t✉r♥s e ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤r♦✇✐♥❣ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e′

s✉❝❤ t❤❛t e 6= e′ ❛♥❞ Seq(e) r❡❞✉❝❡s t♦ e′✳
❆❢t❡r t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ C′s✱ t❤❡ r✉❧❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s

❢♦❧❞❡❞ ♦✈❡r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳ ❆s ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ ✐s❊q✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s❙✉❜ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✱ s✐♥❝❡ err ✐s ♥♦t ❛ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs ✭t②♣❡✱t②♣❡✮ ❜✉t ❛ ✢❛❣ ✭❜♦♦❧❡❛♥✮
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ❛ t②♣❡ ❡rr♦r ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣✉ts ❛♥ ❡rr♦r ♠❡s✲
s❛❣❡ ❛♥❞ s❡ts err t♦ tr✉❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ err ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❢❛❧s❡✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
C′s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ err ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❛♥♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s st❛rt❡❞✳ ■♥
t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛
✈❛❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ❝❛♥♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❘❡♣❡❛t■❞ str❛t❡❣②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ C′s✱ ❛
❧✐st✲♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ C′s s❡❛r❝❤✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❢♦r ❛ ❝♦♥str❛✐♥t α <:t s

h✳ ■❢
✐t ❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ ❛ ❜r❡❛❦ st❛t❡♠❡♥t ✐♥t❡rr✉♣ts t❤✐s ♣❤❛s❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t s❡❛r❝❤❡s ❢♦r
❛ ❝♦♥str❛✐♥t sh <:t α ✉♥t✐❧ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ C′s✳ ▲✐st✲♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
♦♥❧② ♥♦♥✲✐♥♣✉t t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ C′s✳

❆❧t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡❙✉❜❈♦♥str❛✐♥ts ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✾ ✐s
❝❛❧❧❡❞ t♦ ♦r❞❡r t❤❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ C′s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t t❛❦❡s
♦♥❧② ❛ ❧✐st ♥❛♠❡❞ ❈♦♥str❛✐♥t▲✐st ✇✐t❤ ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ C′s ❛s ✐♥♣✉t s✐♥❝❡ σ ❛♥❞ I ❛r❡
❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ err ✐s ❛ ✢❛❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

●❊❚ ❈♦♥str❛✐♥t▲✐st
❙❊❚ ❈♦♥str❛✐♥t▲✐st t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ✐t
❘❊P❊❆❚

❙❊❚ ❈♦♥str❛✐♥t▲✐st t♦ t❤❡ ❛♣♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✐t
■❋ ❊rr ✐s tr✉❡ ❚❍❊◆

❘❊❚❯❘◆ ❈♦♥str❛✐♥t▲✐st
❊▲❙❊

❙❊❚ ❈♦♥str❛✐♥t▲✐st t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✐t
❙❊❚ ❈♦♥str❛✐♥t▲✐st t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✐t

❊◆❉■❋
❯◆❚■▲ ❈♦♥str❛✐♥t▲✐st ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ❛ ✜①♣♦✐♥t
❈❆▲▲ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦♥str❛✐♥t▲✐st

❆❢t❡r s♦❧✈✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ err ✐s tr✉❡

t❤❡♥ σ ✐s r❡❥❡❝t❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ σ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❆❙❚ ♥♦❞❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t②♣❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s r❡❧❛✉♥❝❤❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❆❙❚



✹✳✺✳ ❙②♥t❤❡s✐s ✶✻✾

✐♥♣✉t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t②♣❡r r❡♣❧❛❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧
t②♣❡ ❊♠♣t②❚②♣❡ st❛t✐♥❣ t❤❛t ✐t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ♠♦❞✉❧❡ ✇❛s ❛❧s♦ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ t②♣❡ ✈❡r✲
✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛tt❡r♥s ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❆s t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ t②♣❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❜❛❝❦❡♥❞ ♠♦❞✉❧❡ tr❛♥s❧❛t❡s ✐t ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝
t❡sts t❤❛t ✉s❡ t❤❡ ❏❛✈❛ r✉♥t✐♠❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥st❛♥❝❡♦❢ t♦ ❝❤❡❝❦ ❝❛sts ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡
❏❛✈❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦❞❡✳ ❆ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳

✹✳✺ ❙②♥t❤❡s✐s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ✐♥✲
tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ❛s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦✈❡r t②♣❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❚♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❞❛t❛ t②♣❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇❛s ✇❡❛❦❡♥❡❞✳ ❆s
❛ ♥♦♠✐♥❛❧ t②♣❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❞❡❝❧❛r❡ ❛ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❤❛❞ ❛♥ ✐♠✲
♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✐♥❝❡ ✪♠❛t❝❤ ❝♦♥str✉❝ts ✐♥✈♦❧✈❡
❡①♣❧✐❝✐t t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝
r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ♣❛tt❡r♥s
❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t❡r♠s t♦ ❜❡ t②♣❡❞ ✇✐t❤ s✉❜✲
t②♣❡s ♦❢ t❤♦s❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ❛ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r✉❧❡s ♦❢ t②♣❡
❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ s♣r❡❛❞ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦♥ r✉❧❡s ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♠❛t❝❤✲
✐♥❣ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤♦s❡ ❢♦r ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✳ ❚❤✐s ❧❡❞ t♦
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✇❤✐❝❤ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♦t❤❡r ♦♥❡s✿ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t②
❛♥❞ ❛ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r s❡t ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② r✉❧❡s ♦❢ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳
❋♦r t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ r✉❧❡s ❢♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ♦❢
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✉❜t②♣✐♥❣✲❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡ s②st❡♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣✲
t❡r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
t❡r♠s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳ ■ts ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ❧✐❡s ♦♥ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡
❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❛r❣✉✲
♠❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ t❡r♠s r❡q✉✐r❡s ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❡r♠
r❡✇r✐t✐♥❣ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ♦✉r t②♣❡ s②st❡♠ ❞❡❛❧s ✇✐t❤
t②♣❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✐♥❢❡r t②♣❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤
t❤❡ ♦♥❡s ❡①♣❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❤♦st ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t♦
❜❡ s❛❢❡ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❚♦♠ ✈❡r✲
s✐♦♥ ✷✳✾ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❚♦♠ s♦✉r❝❡ r❡♣♦s✐t♦r② ✽✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❡st ❝❛s❡s✱
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❚♦♠ ❝♦♠♣✐❧❡r ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❜♦♦tstr❛♣♣❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t②♣❡r✳ ❚♦

✽✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣s✿✴✴❣❢♦r❣❡✳✐♥r✐❛✳❢r✴♣r♦❥❡❝ts✴t♦♠✴ ✳ ❱✐s✐t❡❞ ♦♥ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✷✳



✶✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚②♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠

❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉r t②♣❡ s②st❡♠✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡✲
s✉❧ts ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❚♦♠
❝♦♠♣✐❧❡r ✈❡rs✐♦♥s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ✉s❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❊▼❋ ♠♦❞❡❧s✳



❈❤❛♣t❡r ✺

❚②♣✐♥❣ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣✲❝♦♥str❛✐♥t✲
❜❛s❡❞ t②♣❡ s②st❡♠ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
❝❤❛♣t❡r✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❚♦♠

❛♥❞ ✉s❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✲
✐♥❣ t②♣❡r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s❧♦✇❡r t②♣❡r ✭❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❝♦♠♣✐❧❡r✮✱ ✐t
♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ t②♣❡ s❛❢❡t② t♦ t❤❡ ❚♦♠ s②st❡♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❚♦♠ ♠❛♣♣✐♥❣s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛t ♣❛tt❡r♥ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t ❜♦t❤ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❛
s✐♥❣❧❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝✮ ♠❛♣♣✐♥❣s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s✳ ❇❡s✐❞❡s✱
❛ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ str✉❝t✉r❡s t♦ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
❛ ❝❛s❡ st✉❞② ♦❢ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❚♦♠✳

✺✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣
❛♥❞ r✉❧❡ ❜❛s❡❞ ❝♦♥str✉❝ts t♦ ❏❛✈❛ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✪♠❛t❝❤ ❝♦♥str✉❝t✳
❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✈❡r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♥❝r❡t❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❏❛✈❛ ✭♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣s✮✳ ▼❛♣♣✐♥❣s ❛r❡
✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❵ ✭❜❛❝❦q✉♦t❡✮ ❝♦♥str✉❝t t♦ ❜✉✐❧❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❜♦t❤ ✪♠❛t❝❤ ❛♥❞ ❵ ❛r❡
❝♦♥str✉❝ts ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❝♦r❡ s②♥t❛① ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✮✱ t❤❡② ✇❡r❡ ♥♦t ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❚♦♠ t②♣❡ s②st❡♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s
t❤❡s✐s✳ ❚❤❡r❡✇✐t❤ t❤❡ t②♣❡r ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ✐♥❢❡r t②♣❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡
♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
✭✐❢ ❛♥②✮ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❜❛❝❦q✉♦t❡ ❝♦♥str✉❝ts ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ●♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♠♦❞✉❧❡ ❙✐♠♣❧❡●♦♠

✶ ✪❣♦♠ ④
✷ ♠♦❞✉❧❡ ❙✐♠♣❧❡●♦♠
✸ ❛❜str❛❝t s②♥t❛①

✺ ◆✉♠❡r❛❧ ❂ ③❡r♦✭✮



✶✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚②♣✐♥❣ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡

✻ ⑤ s✉❝✭♥✿◆✉♠❡r❛❧✮
✼ ⑤ s✉♠✭◆✉♠❡r❛❧∗✮
✽ ⑤ ♣r♦❞✉❝t✭◆✉♠❡r❛❧∗✮

✶✵ ▲❡tt❡r ❂ ✈♦✇❡❧✭✮
✶✶ ⑤ s②❧❧❛❜❧❡ ✭❛✶✿ ▲❡tt❡r ✱❛✷✿ ▲❡tt❡r ✮
✶✷ ⑥

t❤❡ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ① ❛t ❧✐♥❡s ✶✺ ❛♥❞ ✶✻ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛tt❡r♥
♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ✪♠❛t❝❤ ✐s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡❝❧❛r❡❞✿

✶✸ ♣✉❜❧✐❝ ✈♦✐❞ s✐♠♣❧❡▼❛t❝❤✭◆✉♠❡r❛❧ ♥✉♠✶✱ ◆✉♠❡r❛❧ ♥✉♠✷✮ ④
✶✹ ✪♠❛t❝❤ ④
✶✺ ① ❁❁ ♥✉♠✶ −❃ ④ ❙②st❡♠✳♦✉t✳♣r✐♥t❧♥✭❵ s✉❝✭♥✉♠✶✮✮❀ ⑥
✶✻ ① ❁❁ ♥✉♠✶ −❃ ④ ❙②st❡♠✳♦✉t✳♣r✐♥t❧♥✭❵①✮❀ ⑥
✶✼ ♣r♦❞✉❝t✭①∗✱②✮ ❁❁ ♥✉♠✷ −❃ ④ ❙②st❡♠✳♦✉t✳♣r✐♥t❧♥✭❵①✮❀ ⑥
✶✽ s✉♠✭♣r♦❞✉❝t✭③❡r♦✭✮✮✱①✮ ❁❁ ♥✉♠✷ −❃ ④ ❙②st❡♠✳♦✉t✳♣r✐♥t❧♥✭❵①✮❀ ⑥
✶✾ s✉♠✭♣r♦❞✉❝t✭③❡r♦✭✮✮✱①∗✮ ❁❁ ♥✉♠✷ −❃ ④ ❙②st❡♠✳♦✉t✳♣r✐♥t❧♥✭❵①✮❀ ⑥
✷✵ ⑥
✷✶ ⑥

❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ♣r♦✲
✈✐❞✐♥❣ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤❡✈❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✴♥✉♠❡r✐❝
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■t ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ① ✐♥ ❧✐♥❡ ✶✺ ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ s✉❝ ✐♥ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡
s✉❜❥❡❝t ♥✉♠✶ ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ①✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✶✻✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
♣r✐♥t❧♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ s✐❞❡ ✐s ♥♦t ✉s❡❢✉❧ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ① s✐♥❝❡ ✐t
❝❛♥ t❛❦❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ✇❤✐❝❤❡✈❡r t②♣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ① ✐s ✐♥❢❡rr❡❞
❜② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✉♠✶ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦❢ t❤❡
♦♥❡ ❛t ❧✐♥❡ ✶✺✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✶✼✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r t②♣❡s ♦❢ ①✱ ②

❛♥❞ ♥✉♠✷✳ ▲✐♥❡s ✶✽ ❛♥❞ ✶✾ ❧♦♦❦ s✐♠✐❧❛r ❜✉t ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ① ❝❛♥ ❜❡
✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ♦♥❧② ❜② ❛ ❧✐st ✇✐t❤ ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧ s✉♠✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝♦♥s✐❞❡rs ❡✐t❤❡r ❛
❧✐st ♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❞♦♠❛✐♥ s♦rt ◆✉♠❜❡r ❛s ✈❛❧✐❞ ✐♥st❛♥❝❡s✳

❇❡s✐❞❡s ❜r✐♥❣✐♥❣ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r t♦ t❤❡ ❚♦♠ s②st❡♠✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✇✐t❤✴✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t t②♣❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐✲
❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚♦♠
❝♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ♣r❡s❡♥t❧② ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t②♣❡
❡rr♦rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

✷✷ ♣✉❜❧✐❝ ✈♦✐❞ ❝❤❡❝❦❚②♣❡s✭◆✉♠❡r❛❧ ♥✉♠✶✱ ◆✉♠❡r❛❧ ♥✉♠✷✮ ④
✷✸ ✪♠❛t❝❤ ④
✷✹ s✉♠✭①∗✮ ❁❁ ♥✉♠✶ ✫✫ ♣r♦❞✉❝t✭①∗✮ ❁❁ ♥✉♠✷ −❃ ④
✷✺ ❙②st❡♠✳♦✉t✳ ♣r✐♥t❧♥ ✭✧■♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t②♣❡s ✬◆✉♠❡r❛❧✬ ❛♥❞ ✬◆✉♠❡r❛❧✬ ❢♦r ✬① ✬✳ ✧✮❀
✷✻ ⑥

✷✽ s②❧❧❛❜❧❡ ✭①✱②✮ ❁❁ ♥✉♠✶ −❃ ④
✷✾ ❙②st❡♠✳♦✉t✳ ♣r✐♥t❧♥ ✭✧❖✉t ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ♠❛t❝❤ ✬①✬ ❤❛s t②♣❡ ✬ ▲❡tt❡r ✬✧✮❀
✸✵ ✪♠❛t❝❤ ④
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✸✶ ♣r♦❞✉❝t✭①✮ ❁❁ ♥✉♠✷ −❃ ④
✸✷ ❙②st❡♠✳♦✉t✳ ♣r✐♥t❧♥ ✭✧■♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t②♣❡s ✬◆✉♠❡r❛❧✬ ❛♥❞ ✬▲❡tt❡r ✬ ❢♦r ✬① ✬✳ ✧✮❀
✸✸ ⑥
✸✹ ⑥
✸✺ ⑥
✸✻ ⑥
✸✼ ⑥

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❤❡❝❦❚②♣❡s ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ t②♣❡ ❡rr♦rs ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♥♦t
❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❚♦♠ ❝♦♠♣✐❧❡r ❜✉t ❜② t❤❡ ❏❛✈❛ ❝♦♠♣✐❧❡r✳ ❚❤❡ ✜rst t②♣❡ ❡rr♦r
✐s ❢♦✉♥❞ ♦♥ ❧✐♥❡ ✷✹ ❛r✐s❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r st❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ①✯ ✐s ✉s❡❞ ❛s
❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t✇♦ ❧✐sts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧s✱ t❤❛t ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t②♣❡s
◆✉♠❡r❛❧sum ❛♥❞ ◆✉♠❡r❛❧product ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢♦r ①✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡
❡rr♦r✱ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t②♣❡s ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ① ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✪♠❛t❝❤ ❝♦♥str✉❝t ♦❢ ❧✐♥❡ ✸✵✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ s❛❢❡t②✱ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣✲❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s
♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss t♦ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s t♦
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❏❛✈❛✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠
✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞
❜❡♥❝❤♠❛r❦s ♠❛② ❛❧❧♦✇ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ s②st❡♠✳
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❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤② t❤r♦✉❣❤ s✉❜t②♣✐♥❣
❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞r❛✇ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣✐♥❣ ✐♥ ❚♦♠✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛
t②♣❡s✿ t❤❡ ❛❜str❛❝t s②♥t❛① ♦❢ s②♠❜♦❧✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥ts✳ ❆s ✉s✉❛❧✱
✇❡ ❞❡✜♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥ts ❛s ❞✐st✐♥❝t t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡
str✉❝t✉r❡s ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳

❊①♣

■♥t❊①♣

❩❡r♦Pr❡❞ ❙✉❝

❇♦♦❧❊①♣

▲❡ss❚❤❛♥ ❚r✉❡ ◆♦t ❋❛❧s❡ ●r❡❛t❡r❚❤❛♥

❙t♠t

■❢❚❤❡♥❊❧s❡ ❲r✐t❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❆ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❢♦r s②♠❜♦❧✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥ts✳

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t♦r ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥t
❡①❡❝✉t♦r ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t✇♦ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡
❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣s ❢♦r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣
♦✈❡r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s✳ ❙✐♥❝❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧✲
❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡



✶✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚②♣✐♥❣ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡

❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ t②♣❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥ts✳
❚❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ t②♣❡s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥
❛♥❞ ✐♥ ❛ ✢❛t str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥ ✇❤❡r❡ ❝❧❛ss❡s ■♥t❊①♣ ❛♥❞ ❇♦♦❧❊①♣ ✇❡r❡
❞✐s❝❛r❞❡❞✿
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♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ❛❜str❛❝t ❝❧❛ss ❙t♠t ④⑥
♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ❛❜str❛❝t ❝❧❛ss ❊①♣ ④⑥
♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ❛❜str❛❝t ❝❧❛ss ■♥t❊①♣ ❡①t❡♥❞s ❊①♣ ④⑥
♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ❛❜str❛❝t ❝❧❛ss ❇♦♦❧❊①♣ ❡①t❡♥❞s ❊①♣ ④⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ■❢❚❤❡♥❊❧s❡ ❡①t❡♥❞s ❙t♠t ④
♣✉❜❧✐❝ ❇♦♦❧❊①♣ ❜❀
♣✉❜❧✐❝ ❙t♠t s✶❀
♣✉❜❧✐❝ ❙t♠t s✷❀
♣✉❜❧✐❝ ■❢❚❤❡♥❊❧s❡✭❇♦♦❧❊①♣ ❜✱ ❙t♠t s✶✱ ❙t♠t s✷✮ ④

t❤✐s ✳❜ ❂ ❜❀ t❤✐s ✳s✶ ❂ s✶❀ t❤✐s ✳s✷ ❂ s✷❀
⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❲r✐t❡ ❡①t❡♥❞s ❙t♠t ④
♣✉❜❧✐❝ ❊①♣ ❡❀
♣✉❜❧✐❝ ❲r✐t❡✭❊①♣ ❡✮ ④ t❤✐s ✳❡ ❂ ❡❀ ⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❩❡r♦ ❡①t❡♥❞s ■♥t❊①♣ ④
♣✉❜❧✐❝ ❩❡r♦✭✮ ④⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❙✉❝ ❡①t❡♥❞s ■♥t❊①♣ ④
♣✉❜❧✐❝ ■♥t❊①♣ ♥❀
♣✉❜❧✐❝ ❙✉❝✭■♥t❊①♣ ♥✮ ④ t❤✐s ✳♥ ❂ ♥❀ ⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss Pr❡❞ ❡①t❡♥❞s ■♥t❊①♣ ④
♣✉❜❧✐❝ ■♥t❊①♣ ♥❀
♣✉❜❧✐❝ Pr❡❞✭■♥t❊①♣ ♥✮ ④ t❤✐s ✳♥ ❂ ♥❀ ⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❚r✉❡ ❡①t❡♥❞s ❇♦♦❧❊①♣ ④
♣✉❜❧✐❝ ❚r✉❡✭✮ ④⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❋❛❧s❡ ❡①t❡♥❞s ❇♦♦❧❊①♣ ④
♣✉❜❧✐❝ ❋❛❧s❡ ✭✮ ④⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ◆♦t ❡①t❡♥❞s ❇♦♦❧❊①♣ ④
♣✉❜❧✐❝ ❇♦♦❧❊①♣ ❜❀
♣✉❜❧✐❝ ◆♦t✭❇♦♦❧❊①♣ ❜✮ ④ t❤✐s✳❜ ❂ ❜❀ ⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ▲❡ss❚❤❛♥ ❡①t❡♥❞s ❇♦♦❧❊①♣④
♣✉❜❧✐❝ ■♥t❊①♣ ♥✶❀
♣✉❜❧✐❝ ■♥t❊①♣ ♥✷❀
♣✉❜❧✐❝ ▲❡ss❚❤❛♥✭■♥t❊①♣ ♥✶✱ ■♥t❊①♣ ♥✷✮ ④

t❤✐s ✳♥✶ ❂ ♥✶❀ t❤✐s ✳♥✷ ❂ ♥✷❀
⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ●r❡❛t❡r❚❤❛♥ ❡①t❡♥❞s ❇♦♦❧❊①♣ ④
♣✉❜❧✐❝ ■♥t❊①♣ ♥✶❀
♣✉❜❧✐❝ ■♥t❊①♣ ♥✷❀
♣✉❜❧✐❝ ●r❡❛t❡r❚❤❛♥✭■♥t❊①♣ ♥✶✱ ■♥t❊①♣ ♥✷✮ ④

t❤✐s ✳♥✶ ❂ ♥✶❀ t❤✐s ✳♥✷ ❂ ♥✷❀
⑥

⑥

♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ❛❜str❛❝t ❝❧❛ss ❙t♠t ④⑥
♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ❛❜str❛❝t ❝❧❛ss ❊①♣ ④⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ■❢❚❤❡♥❊❧s❡ ❡①t❡♥❞s ❙t♠t ④
♣✉❜❧✐❝ ❊①♣ ❜❀
♣✉❜❧✐❝ ❙t♠t s✶❀
♣✉❜❧✐❝ ❙t♠t s✷❀
♣✉❜❧✐❝ ■❢❚❤❡♥❊❧s❡✭❊①♣ ❜✱ ❙t♠t s✶✱ ❙t♠t s✷✮ ④

t❤✐s ✳❜ ❂ ❜❀ t❤✐s ✳s✶ ❂ s✶❀ t❤✐s ✳s✷ ❂ s✷❀
⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❲r✐t❡ ❡①t❡♥❞s ❙t♠t ④
♣✉❜❧✐❝ ❊①♣ ❡❀
♣✉❜❧✐❝ ❲r✐t❡✭❊①♣ ❡✮ ④ t❤✐s ✳❡ ❂ ❡❀ ⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❩❡r♦ ❡①t❡♥❞s ❊①♣ ④
♣✉❜❧✐❝ ❩❡r♦✭✮ ④⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❙✉❝ ❡①t❡♥❞s ❊①♣ ④
♣✉❜❧✐❝ ❊①♣ ♥❀
♣✉❜❧✐❝ ❙✉❝✭❊①♣ ♥✮ ④ t❤✐s ✳♥ ❂ ♥❀ ⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss Pr❡❞ ❡①t❡♥❞s ❊①♣ ④
♣✉❜❧✐❝ ❊①♣ ♥❀
♣✉❜❧✐❝ Pr❡❞✭❊①♣ ♥✮ ④ t❤✐s ✳♥ ❂ ♥❀ ⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❚r✉❡ ❡①t❡♥❞s ❊①♣ ④
♣✉❜❧✐❝ ❚r✉❡✭✮ ④⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❋❛❧s❡ ❡①t❡♥❞s ❊①♣ ④
♣✉❜❧✐❝ ❋❛❧s❡ ✭✮ ④⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ◆♦t ❡①t❡♥❞s ❊①♣ ④
♣✉❜❧✐❝ ❊①♣ ❜❀
♣✉❜❧✐❝ ◆♦t✭❊①♣ ❜✮ ④ t❤✐s ✳❜ ❂ ❜❀ ⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ▲❡ss❚❤❛♥ ❡①t❡♥❞s ❊①♣ ④
♣✉❜❧✐❝ ❊①♣ ♥✶❀
♣✉❜❧✐❝ ❊①♣ ♥✷❀
♣✉❜❧✐❝ ▲❡ss❚❤❛♥✭❊①♣ ♥✶✱ ❊①♣ ♥✷✮ ④

t❤✐s ✳♥✶ ❂ ♥✶❀ t❤✐s ✳♥✷ ❂ ♥✷❀
⑥

⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ●r❡❛t❡r❚❤❛♥ ❡①t❡♥❞s ❊①♣ ④
♣✉❜❧✐❝ ❊①♣ ♥✶❀
♣✉❜❧✐❝ ❊①♣ ♥✷❀
♣✉❜❧✐❝ ●r❡❛t❡r❚❤❛♥✭❊①♣ ♥✶✱ ❊①♣ ♥✷✮ ④

t❤✐s ✳♥✶ ❂ ♥✶❀ t❤✐s ✳♥✷ ❂ ♥✷❀
⑥

⑥

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣ ✇❡ ❞❡❝❧❛r❡ ❛♥
❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡ ❊①♣ ❛♥❞ ✐ts ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✉❜t②♣❡s ■♥t❊①♣ ❛♥❞ ❇♦♦❧❊①♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s



✶✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚②♣✐♥❣ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡

❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ ❝♦♥❝r❡t❡ t②♣❡s✱ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡ ❊①♣ ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❙t♠t ✐♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t s✉❜t②♣✐♥❣✿

✪t②♣❡t❡r♠ ❙t♠t ④
✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ❙t♠t ⑥
✐s❴s♦rt✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❙t♠t ⑥

⑥

✪t②♣❡t❡r♠ ❊①♣ ④
✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ❊①♣ ⑥
✐s❴s♦rt✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❊①♣ ⑥

⑥

✪t②♣❡t❡r♠ ■♥t❊①♣ ❡①t❡♥❞s ❊①♣ ④
✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ■♥t❊①♣ ⑥
✐s❴s♦rt✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ■♥t❊①♣ ⑥

⑥

✪t②♣❡t❡r♠ ❇♦♦❧❊①♣ ❡①t❡♥❞s ❊①♣ ④
✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ❇♦♦❧❊①♣ ⑥
✐s❴s♦rt✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❇♦♦❧❊①♣ ⑥

⑥

✪t②♣❡t❡r♠ ❙t♠t ④
✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ❙t♠t ⑥
✐s❴s♦rt✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❙t♠t ⑥

⑥

✪t②♣❡t❡r♠ ❊①♣ ④
✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ❊①♣ ⑥
✐s❴s♦rt✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❊①♣ ⑥

⑥

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ❜♦t❤ ♠❛♣✲
♣✐♥❣s ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤
s✉❜t②♣✐♥❣ r❡s♣❡❝ts t❤❡ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✱ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ♦❢ t②♣❡ ❡✐✲
t❤❡r ❊①♣ ♦r ❙t♠t ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✭✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞❛t❛
❝♦♥str✉❝t♦rs ■❢❚❤❡♥❊❧s❡ ❛♥❞ ❲r✐t❡ ❛r❡ ♦❢ t②♣❡ ❙t♠t ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦❧✉♠♥s✱ ❜✉t t❤❡ ✜rst
❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦r ✐s ♦❢ t②♣❡ ❇♦♦❧❊①♣ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥
❛♥❞ ❊①♣ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❡✿

✪♦♣ ❙t♠t ■❢❚❤❡♥❊❧s❡✭❜✿❇♦♦❧❊①♣✱s✶✿❙t♠t✱ s✷✿❙t♠t✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ■❢❚❤❡♥❊❧s❡ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭❜✱t✮ ④ ✭✭ ■❢❚❤❡♥❊❧s❡✮t ✮✳❜ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭s✶✱t✮ ④ ✭✭ ■❢❚❤❡♥❊❧s❡✮t ✮✳ s✶ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭s✷✱t✮ ④ ✭✭ ■❢❚❤❡♥❊❧s❡✮t ✮✳ s✷ ⑥
♠❛❦❡✭t✵✱t✶✱t✷✮ ④ ♥❡✇ ■❢❚❤❡♥❊❧s❡✭t✵✱t✶✱t✷✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ❙t♠t ❲r✐t❡✭❡✿❊①♣✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❲r✐t❡ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭❡✱t✮ ④ ✭✭❲r✐t❡✮t ✮✳ ❡ ⑥
♠❛❦❡✭t✵✮ ④ ♥❡✇ ❲r✐t❡✭t✵✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ❙t♠t ■❢❚❤❡♥❊❧s❡✭❜✿❊①♣✱s✶✿❙t♠t✱ s✷✿❙t♠t✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ■❢❚❤❡♥❊❧s❡ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭❜✱t✮ ④ ✭✭ ■❢❚❤❡♥❊❧s❡✮t ✮✳❜ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭s✶✱t✮ ④ ✭✭ ■❢❚❤❡♥❊❧s❡✮t ✮✳ s✶ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭s✷✱t✮ ④ ✭✭ ■❢❚❤❡♥❊❧s❡✮t ✮✳ s✷ ⑥
♠❛❦❡✭t✵✱t✶✱t✷✮ ④ ♥❡✇ ■❢❚❤❡♥❊❧s❡✭t✵✱t✶✱t✷✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ❙t♠t ❲r✐t❡✭❡✿❊①♣✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❲r✐t❡ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭❡✱t✮ ④ ✭✭❲r✐t❡✮t ✮✳ ❡ ⑥
♠❛❦❡✭t✵✮ ④ ♥❡✇ ❲r✐t❡✭t✵✮ ⑥

⑥

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛r❡ ❛❧❧ ♦❢ t②♣❡ ❊①♣ ✐♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t
s✉❜t②♣✐♥❣✿



✺✳✷✳ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✼✼

✪♦♣ ■♥t❊①♣ ❩❡r♦✭✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❩❡r♦ ⑥
♠❛❦❡✭✮ ④ ♥❡✇ ❩❡r♦✭✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ■♥t❊①♣ ❙✉❝✭♥✿■♥t❊①♣✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❙✉❝ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭♥✱t✮ ④ ✭✭❙✉❝✮t✮✳♥ ⑥
♠❛❦❡✭t✵✮ ④ ♥❡✇ ❙✉❝✭t✵✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ■♥t❊①♣ Pr❡❞✭♥✿■♥t❊①♣✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ Pr❡❞ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭♥✱t✮ ④ ✭✭Pr❡❞✮t ✮✳♥ ⑥
♠❛❦❡✭t✵✮ ④ ♥❡✇ Pr❡❞✭t✵✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ❇♦♦❧❊①♣ ❚r✉❡✭✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❚r✉❡ ⑥
♠❛❦❡✭✮ ④ ♥❡✇ ❚r✉❡✭✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ❇♦♦❧❊①♣ ❋❛❧s❡✭✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❋❛❧s❡ ⑥
♠❛❦❡✭✮ ④ ♥❡✇ ❋❛❧s❡✭✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ❇♦♦❧❊①♣ ◆♦t✭❜✿❇♦♦❧❊①♣✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ◆♦t ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭❜✱t✮ ④ ✭✭◆♦t✮t✮✳❜⑥
♠❛❦❡✭t✵✮ ④ ♥❡✇ ◆♦t✭t✵✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ❇♦♦❧❊①♣ ▲❡ss❚❤❛♥✭♥✶✿■♥t❊①♣✱ ♥✷✿■♥t❊①♣✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ▲❡ss❚❤❛♥ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭♥✶✱t✮ ④ ✭✭▲❡ss❚❤❛♥✮t✮✳♥✶ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭♥✷✱t✮ ④ ✭✭▲❡ss❚❤❛♥✮t✮✳♥✷ ⑥
♠❛❦❡✭t✵✱t✶✮ ④ ♥❡✇ ▲❡ss❚❤❛♥✭t✵✱t✶✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ❇♦♦❧❊①♣ ●r❡❛t❡r❚❤❛♥✭♥✶✿■♥t❊①♣✱ ♥✷✿■♥t❊①♣✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ●r❡❛t❡r❚❤❛♥ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭♥✶✱t✮ ④ ✭✭●r❡❛t❡r❚❤❛♥✮t✮✳♥✶ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭♥✷✱t✮ ④ ✭✭●r❡❛t❡r❚❤❛♥✮t✮✳♥✷ ⑥
♠❛❦❡✭t✵✱t✶✮ ④ ♥❡✇ ●r❡❛t❡r❚❤❛♥✭t✵✱t✶✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ❊①♣ ❩❡r♦✭✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❩❡r♦ ⑥
♠❛❦❡✭✮ ④ ♥❡✇ ❩❡r♦✭✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ❊①♣ ❙✉❝✭♥✿❊①♣✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❙✉❝ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭♥✱t✮ ④ ✭✭❙✉❝✮t✮✳♥ ⑥
♠❛❦❡✭t✵✮ ④ ♥❡✇ ❙✉❝✭t✵✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ❊①♣ Pr❡❞✭♥✿❊①♣✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ Pr❡❞ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭♥✱t✮ ④ ✭✭Pr❡❞✮t ✮✳♥ ⑥
♠❛❦❡✭t✵✮ ④ ♥❡✇ Pr❡❞✭t✵✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ❊①♣ ❚r✉❡✭✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❚r✉❡ ⑥
♠❛❦❡✭✮ ④ ♥❡✇ ❚r✉❡✭✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ❊①♣ ❋❛❧s❡✭✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❋❛❧s❡ ⑥
♠❛❦❡✭✮ ④ ♥❡✇ ❋❛❧s❡✭✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ❊①♣ ◆♦t✭❜✿❊①♣✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ◆♦t ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭❜✱t✮ ④ ✭✭◆♦t✮t✮✳❜⑥
♠❛❦❡✭t✵✮ ④ ♥❡✇ ◆♦t✭t✵✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ❊①♣ ▲❡ss❚❤❛♥✭♥✶✿❊①♣✱ ♥✷✿❊①♣✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ▲❡ss❚❤❛♥ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭♥✶✱t✮ ④ ✭✭▲❡ss❚❤❛♥✮t✮✳♥✶ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭♥✷✱t✮ ④ ✭✭▲❡ss❚❤❛♥✮t✮✳♥✷ ⑥
♠❛❦❡✭t✵✱t✶✮ ④ ♥❡✇ ▲❡ss❚❤❛♥✭t✵✱t✶✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ❊①♣ ●r❡❛t❡r❚❤❛♥✭♥✶✿❊①♣✱ ♥✷✿❊①♣✮ ④
✐s❴❢s②♠✭t✮ ④ t ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ●r❡❛t❡r❚❤❛♥ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭♥✶✱t✮ ④ ✭✭●r❡❛t❡r❚❤❛♥✮t✮✳♥✶ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭♥✷✱t✮ ④ ✭✭●r❡❛t❡r❚❤❛♥✮t✮✳♥✷ ⑥
♠❛❦❡✭t✵✱t✶✮ ④ ♥❡✇ ●r❡❛t❡r❚❤❛♥✭t✵✱t✶✮ ⑥

⑥

❖♥❝❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❡ ❝❛♥
♥♦✇ ✇r✐t❡ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ♣❡r❢♦r♠ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s✳ ❲❡
✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡①❡❝✉t❡ st❛t❡♠❡♥ts✿



✶✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚②♣✐♥❣ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡

♣✉❜❧✐❝ ✈♦✐❞ ❝♦♠♣✉t❡✭❙t♠t st♠t✮ ④
✪♠❛t❝❤ ④
■❢❚❤❡♥❊❧s❡✭❜✱♠✶✱♠✷✮ ❁❁ st♠t −❃ ④

✐❢ ✭❡✈❛❧❇♦♦❧ ✭❵❜✮✮④
❝♦♠♣✉t❡✭❵♠✶✮❀

⑥ ❡❧s❡ ④ ❝♦♠♣✉t❡✭❵♠✷✮❀ ⑥
⑥

❲r✐t❡✭❡✮ ❁❁ st♠t ✫✫
① ❁❁ ■♥t❊①♣ ❡ −❃ ④
❙②st❡♠✳♦✉t✳ ♣r✐♥t❧♥ ✭ ❡✈❛❧■♥t ✭❵① ✮✮❀

⑥

❲r✐t❡✭❡✮ ❁❁ st♠t ✫✫
① ❁❁ ❇♦♦❧❊①♣ ❡ −❃ ④
❙②st❡♠✳♦✉t✳ ♣r✐♥t❧♥ ✭❡✈❛❧❇♦♦❧ ✭❵① ✮✮❀

⑥
⑥

⑥

♣✉❜❧✐❝ ✈♦✐❞ ❝♦♠♣✉t❡✭❙t♠t st♠t✮ ④
✪♠❛t❝❤ ④
■❢❚❤❡♥❊❧s❡✭❜✱♠✶✱♠✷✮ ❁❁ st♠t ✫✫
✭❚r✉❡⑤❋❛❧s❡ ⑤◆♦t⑤▲❡ss❚❤❛♥⑤●r❡❛t❡r❚❤❛♥✮❬❪ ❁❁ ❜ −❃ ④

✐❢ ✭❡✈❛❧❇♦♦❧ ✭❵❜✮✮④
❝♦♠♣✉t❡✭❵♠✶✮❀

⑥ ❡❧s❡ ④ ❝♦♠♣✉t❡✭❵♠✷✮❀ ⑥
⑥

❲r✐t❡✭❡✮ ❁❁ st♠t ✫✫
✭❩❡r♦⑤❙✉❝⑤Pr❡❞✮❬❪ ❁❁ ❡ −❃ ④
❙②st❡♠✳♦✉t✳ ♣r✐♥t❧♥ ✭ ❡✈❛❧■♥t ✭❵ ❡ ✮✮❀

⑥

❲r✐t❡✭❡✮ ❁❁ st♠t ✫✫
✭❚r✉❡⑤❋❛❧s❡ ⑤◆♦t⑤▲❡ss❚❤❛♥⑤●r❡❛t❡r❚❤❛♥✮❬❪ ❁❁ ❡ −❃ ④
❙②st❡♠✳♦✉t✳ ♣r✐♥t❧♥ ✭❡✈❛❧❇♦♦❧ ✭❵ ❡ ✮✮❀

⑥
⑥

⑥

❙✐♥❝❡ ■♥t❊①♣ ❛♥❞ ❇♦♦❧❊①♣ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥ ❛r❡ ✐♥ ❝♦♥❢♦r♠✐t② ✇✐t❤
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❏❛✈❛ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ t❤❡s❡ t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s
❡①♣❧✐❝✐t t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ st❛t❡♠❡♥t
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ✐t✳ ❚❤✐s ✐s ❡♥❝♦❞❡❞
❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❡✈❛❧■♥t ❛♥❞ ❡✈❛❧❇♦♦❧ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❡①❛♠♣❧❡✿

♣✉❜❧✐❝ ✐♥t ❡✈❛❧■♥t ✭❊①♣ ❡✮ ④
✪♠❛t❝❤✭❡✮ ④
❩❡r♦✭✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ✵❀ ⑥
❙✉❝✭①✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❡✈❛❧■♥t✭❵①✮ ✰ ✶❀ ⑥
Pr❡❞✭①✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❡✈❛❧■♥t✭❵①✮ − ✶❀ ⑥

⑥
t❤r♦✇ ♥❡✇ ❘✉♥t✐♠❡❊①❝❡♣t✐♦♥✭✧■❧❧−❢♦r♠❡❞ ✐♥t ❡①♣✬ ✧ ✰ ❡ ✰ ✧✬✳✧✮❀

⑥

♣✉❜❧✐❝ ❜♦♦❧❡❛♥ ❡✈❛❧❇♦♦❧✭❊①♣ ❡✮ ④
✪♠❛t❝❤✭❡✮ ④
❚r✉❡✭✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ tr✉❡❀ ⑥
❋❛❧s❡ ✭✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❢❛❧s❡❀ ⑥
◆♦t✭①✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❡✈❛❧❇♦♦❧✭❵①✮❀ ⑥
▲❡ss❚❤❛♥✭①✱②✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❡✈❛❧■♥t✭❵①✮ ❁ ❡✈❛❧■♥t ✭❵②✮❀ ⑥
●r❡❛t❡r❚❤❛♥✭①✱②✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❡✈❛❧■♥t✭❵①✮ ❃ ❡✈❛❧■♥t ✭❵②✮❀ ⑥

⑥
t❤r♦✇ ♥❡✇ ❘✉♥t✐♠❡❊①❝❡♣t✐♦♥✭✧■❧❧−❢♦r♠❡❞ ❜♦♦❧❡❛♥ ❡①♣✬ ✧ ✰ ❡ ✰ ✧✬✳✧✮❀

⑥

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❛❧❧♦✇s ♣❛tt❡r♥s t♦ ♠❛t❝❤
♦✈❡r s✉❜t②♣❡s✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❧❛st t✇♦ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛s❡s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡

♠❡t❤♦❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉❜t②♣❡s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❛② t♦
st❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❛t❝❤ t②♣❡ ❡rr♦rs ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s ❡rr♦rs ❛t r✉♥t✐♠❡✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦❞❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐❧❧✲t②♣❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✿



✺✳✸✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ✶✼✾

✐♥t r❡s✉❧t ❂ ❡✈❛❧■♥t ✭❵❙✉❝✭❚r✉❡✭✮✮✮❀

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ✢❛t str✉❝t✉r❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣✱ t❤❡ t❡r♠ ❙✉❝✭❚r✉❡✭✮✮ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ❜✉t r❛✐s❡s ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❥❛✈❛ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
❚❤✐s r✉♥t✐♠❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡
❡✈❛❧■♥t ♠❡t❤♦❞ ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ t❡r♠✳

✺✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣✲❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡ s②st❡♠ ✐♥ ❚♦♠

❤❛❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❧❡❣✐❜✐❧✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❝♦♠✲
♠❡♥ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♠❛♥② ❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦❞❡✱ ❝♦❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❏❛✈❛❞♦❝ t♦♦❧ ✾ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ t②♣✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥
r✉❧❡s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢♦r ♠❡t❤♦❞s ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡♠✳

❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ t②♣❡
s❛❢❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✮ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ t❤❛♥ ✐ts ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s s✐♥❝❡ ✐t
❛❧❧♦✇s s✉❜t②♣❡s t♦ ❜❡ ❞❡❝❧❛r❡❞✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣✲❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞
t②♣❡ s②st❡♠ ♠✉st ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t t②♣❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ✷✳✶✵ ❚♦♠ r❡❧❡❛s❡ t♦ ❜❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ str✉❝t✉r❡s
❤♦❧❞✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s✱ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ❞❡❧✐♠✐t❡❞
t❤❡ t❛s❦s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ t②♣✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ s②st❡♠ ❛♥❞ ♥♦
♦t❤❡r ♣❤❛s❡✳ ■t r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢
❚♦♠ ❝♦♥str✉❝ts s✉❝❤ ❛s s✉❜❥❡❝ts ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❜❛❝❦q✉♦t❡❞
t❡r♠s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❛❜❧② ❢♦r ❧❛r❣❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❚♦♠ s②st❡♠ ✐s q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ✐s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❚♦♠ ❜② ❛ ❜♦♦tstr❛♣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐ts s❡❧❢✲❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥
❛s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✿

❚②♣✐♥❣ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ★❈♦♥str❛✐♥ts ★❋r❡s❤ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✈❡rs✐♦♥ ✷✳✾ ✺✾s ✺♠✐♥ ✹✵s ✵ ✵
✈❡rs✐♦♥ ✷✳✾ ✲♥t ✼♠✐♥ ✺✺s ✶✷♠✐♥ ✹✵s ✽✱✹✻✶✱✾✺✹ ✶✾✺✱✻✾✷

❆ t♦t❛❧ ♦❢ ✽✻ ❚♦♠ ✜❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❜♦♦tstr❛♣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s✉♠ ♦❢
s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❜❛❝❦q✉♦t❡❞ t❡r♠s ❡q✉❛❧ t♦ ✼✾✻✱✶✽✷✳ ❚❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✾ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❚♦♠ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ✏✲♥t✑ ❛❝t✐✈❛t❡s t❤❡
s✉❜t②♣✐♥❣✲❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ♦♥ ❛ ▼❛❝
❖❙ ❳ ❙❡r✈❡r ✶✵✳✻✳✽ ✇✐t❤ ❉❛r✇✐♥ ❦❡r♥❡❧ ✈❡rs✐♦♥ ✶✵✳✽✳✵ ❛♥❞ ♦✛❡r✐♥❣ t✇♦ ✷✳✷✻ ●❍③
◗✉❛❞ ❈♦r❡ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ♣r♦❝❡ss♦rs ✇✐t❤ ✷✹ ●❇ ♦❢ ❘❆▼ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r
✈❡rs✐♦♥s ✉s❡❞ ✇❡r❡ ❏❛✈❛ ✶✳✻✳✵❴✷✻ ❛♥❞ ❣❝❝ ✹✳✷✳✶✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦❡❞ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r t②♣❡ s②st❡♠ ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡
❚♦♠ s♦✉r❝❡ r❡♣♦s✐t♦r② ✶✵✿

✾✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴❞♦❝s✳♦r❛❝❧❡✳❝♦♠✴❥❛✈❛s❡✴✶✳✹✳✷✴❞♦❝s✴t♦♦❧❞♦❝s✴❥❛✈❛❞♦❝✴ ✳
❱✐s✐t❡❞ ♦♥ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✷✳
✶✵✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣s✿✴✴❣❢♦r❣❡✳✐♥r✐❛✳❢r✴♣r♦❥❡❝ts✴t♦♠✴ ✳ ❱✐s✐t❡❞ ♦♥ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✷✳



✶✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚②♣✐♥❣ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡

✈❡rs✐♦♥ ✷✳✾ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✾ ✲♥t
★❋ ★❇✴❙ ❈♠♣✳ ❚②♣✳ ❈♠♣✳ ❚②♣✳ ★❈t✳ ★❱❛r ∆❈♠♣✳ ∆❚②♣✳

❛❝♠❛t❝❤✐♥❣ ✷ ✽✼ ✵✳✹✵ s ✵✳✵✸ s ✵✳✹✺ s ✵✳✵✻ s ✽✸ ✸✵ ✶✷✪ ✶✵✵✪
❛❞❞r❡ss❜♦♦❦ ✹ ✶✷✷ ✶✳✶✽ s ✵✳✵✹ s ✶✳✷✾ s ✵✳✶✸ s ✶✱✽✹✶ ✶✼✻ ✾✪ ✷✷✺✪
❛♥❛❧②s✐s ✾ ✶✱✵✺✽ ✹✳✸✸ s ✵✳✺✼ s ✺✳✶✹ s ✷✳✹✹ s ✻✱✺✼✵ ✶✱✵✸✼ ✶✾✪ ✸✷✽✪
❛♥t✐♣❛tt❡r♥ ✸ ✸✷✻ ✶✳✺✹ s ✵✳✷✵ s ✷✳✻✸ s ✶✳✷✼ s ✶✱✻✼✼ ✸✼✵ ✼✶✪ ✺✸✺✪
❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✷ ✺✺✸ ✶✳✻✼ s ✵✳✷✾ s ✷✳✸✷ s ✶✳✸✺ s ✺✱✷✽✾ ✺✹✷ ✸✾✪ ✸✻✻✪
❜❛r❛❧❣♦ ✶✺ ✼✱✶✵✹ ✷✳✻✸ s ✵✳✼✹ s ✹✳✶✼ s ✷✳✾✹ s ✺✷✱✾✷✹ ✻✱✶✵✻ ✺✾✪ ✷✾✼✪
❜❞❞ ✷ ✹✸✷ ✶✳✷✺ s ✵✳✷✸ s ✶✳✾✼ s ✵✳✾✾ s ✷✱✸✹✵ ✸✶✾ ✺✽✪ ✸✸✵✪
❜♦✉❧❞❡r❞❛s❤ ✶ ✹✷ ✵✳✸✸ s ✵✳✵✷ s ✵✳✸✺ s ✵✳✵✹ s ✼✹ ✸✷ ✻✪ ✶✵✵✪
❜✉✐❧t✐♥ ✶✸ ✻✻✼ ✶✳✼✶ s ✵✳✵✽ s ✶✳✻✺ s ✵✳✶✸ s ✹✱✾✹✺ ✷✼✽ ✲✹✪ ✻✷✪
❝❡❧❧ ✷ ✶✱✸✼✼ ✶✳✵✾ s ✵✳✷✶ s ✶✼✳✺✹ s ✶✹✳✻✼ s ✽✸✱✼✻✸ ✷✱✸✹✺ ✶✺✵✾✪ ✻✽✽✻✪
❝❤❡❝❦✐♥❣ ✷ ✸✷✸ ✶✳✻✹ s ✵✳✷✷ s ✷✳✸✵ s ✵✳✾✽ s ✶✱✻✵✻ ✹✷✵ ✹✵✪ ✸✹✺✪
❝s♠❛❝❛ ✶ ✻✶✾ ✶✳✺✺ s ✵✳✺✺ s ✷✳✶✼ s ✵✳✹✸ s ✽✱✽✾✵ ✼✽✷ ✹✵✪ ✲✷✷✪
❞❡❜✉❣❣❡r ✽ ✶✺✼ ✶✳✶✶ s ✵✳✷✵ s ✶✳✾✼ s ✵✳✾✸ s ✸✽✶ ✻✾✹ ✼✼✪ ✸✻✺✪
❞✐✛t❡r♠s ✷ ✶✱✺✽✶ ✵✳✷✾ s ✵✳✵✾ s ✵✳✹✻ s ✵✳✸✵ s ✶✵✱✻✶✷ ✶✱✸✹✵ ✺✾✪ ✷✸✸✪
❞✐s✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✶ ✽✼✾ ✶✳✽✽ s ✵✳✹✻ s ✷✳✵✵ s ✵✳✺✵ s ✶✹✱✶✹✾ ✶✱✽✾✽ ✻✪ ✾✪
❣♦♠♦❦✉ ✸ ✼✾✺ ✷✳✺✺ s ✵✳✺✸ s ✽✳✼✽ s ✺✳✷✾ s ✹✺✱✺✻✹ ✶✱✾✾✵ ✷✹✹✪ ✽✾✽✪
❣r❛♣❤ ✶ ✹✹✽ ✵✳✶✽ s ✵✳✵✹ s ✵✳✹✻ s ✵✳✷✼ s ✶✷✹✻ ✹✽✽ ✶✺✻✪ ✺✼✺✪
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✷ ✶✱✶✹✻ ✷✳✺✵ s ✵✳✺✸ s ✸✳✵✹ s ✶✳✸✶ s ✼✱✷✹✷ ✶✱✸✺✵ ✷✷✪ ✶✹✼✪
❧❛♠❜❞❛❝❛❧❝✉❧✐ ✶✵ ✸✽✶ ✸✳✵✹ s ✵✳✸✸ s ✹✳✾✽ s ✶✳✸✺ s ✶✱✻✾✶ ✻✶✵ ✻✹✪ ✸✵✾✪
❧❛③②♠❧ ✾ ✼✱✶✽✼ ✽✳✺✼ s ✷✳✻✷ s ✷✷✳✻✼ s ✶✼✳✺✹ s ✺✶✱✹✺✼ ✸✱✾✺✹ ✶✻✺✪ ✺✻✾✪
❧✐st ✺ ✸✷✹ ✵✳✻✶ s ✵✳✵✺ s ✵✳✻✷ s ✵✳✵✻ s ✺✷✺ ✶✶✷ ✷✪ ✷✵✪
♠❛st❡r ✹✶ ✶✵✱✹✶✵ ✼✳✸✾ s ✵✳✻✺ s ✾✳✶✺ s ✶✳✵✵ s ✺✵✱✽✹✺ ✷✱✷✼✹ ✷✹✪ ✺✹✪
♠❛t❝❤✐♥❣ ✶ ✺✾ ✶✳✵✶ s ✵✳✵✶ s ✵✳✼✵ s ✵✳✵✹ s ✶✼✺ ✽ ✲✸✶✪ ✸✵✵✪
♠❣s ✸ ✷✺✸ ✵✳✺✷ s ✵✳✵✻ s ✵✳✺✽ s ✵✳✶✵ s ✸✸✽ ✾✹ ✶✷✪ ✻✼✪
♠✐♥✐♠❧ ✻ ✶✱✾✺✸ ✹✳✸✹ s ✶✳✵✶ s ✾✳✹✵ s ✻✳✸✻ s ✶✸✱✽✷✼ ✶✱✹✼✺ ✶✶✼✪ ✺✸✵✪
♠♦❞❡❧tr❛♥s ✽ ✶✽✾ ✷✳✻✶ s ✵✳✺✷ s ✹✳✶✾ s ✶✳✻✺ s ✶✱✾✾✵ ✻✻✷ ✻✶✪ ✷✶✼✪
♥♦❞✐s✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✷ ✶✱✽✻✻ ✵✳✹✾ s ✵✳✶✹ s ✵✳✼✸ s ✵✳✸✾ s ✷✾✱✼✼✷ ✶✱✻✻✺ ✹✾✪ ✶✼✾✪
♣❡❛♥♦ ✺ ✷✸✹ ✵✳✹✺ s ✵✳✵✹ s ✵✳✹✺ s ✵✳✵✺ s ✺✽✼ ✼✾ ✵✪ ✷✺✪
♣♦❧② ✶✵ ✹✱✹✼✻ ✷✳✸✽ s ✵✳✹✸ s ✸✳✸✶ s ✶✳✹✷ s ✷✸✱✺✻✽ ✶✱✻✷✼ ✸✾✪ ✷✸✵✪
♣♦❧②❣r❛♣❤❡s ✷ ✶✸✺ ✶✳✵✼ s ✵✳✶✹ s ✶✳✻✻ s ✵✳✺✹ s ✾✵✷ ✷✹✷ ✺✺✪ ✷✽✻✪
♣r♦❞r✉❧❡ ✺ ✼✺✵ ✶✳✾✻ s ✵✳✶✽ s ✷✳✶✸ s ✵✳✶✸ s ✷✱✽✹✷ ✸✶✵ ✾✪ ✲✷✽✪
♣r♦♣♣ ✸ ✻✽✹ ✷✳✵✵ s ✵✳✸✺ s ✷✳✹✷ s ✵✳✽✽ s ✸✱✽✷✺ ✺✽✼ ✷✶✪ ✶✺✶✪
q✉✐♥❡ ✶ ✸ ✵✳✷✾ s ✵✳✵✶ s ✵✳✸✵ s ✵✳✵✷ s ✶✸ ✶✵ ✸✪ ✶✵✵✪
r❜tr❡❡ ✷ ✸✵✼ ✶✳✹✺ s ✵✳✶✷ s ✶✳✹✽ s ✵✳✷✺ s ✸✱✵✵✹ ✸✵✵ ✷✪ ✶✵✽✪
s❡t ✶ ✷✺✼ ✶✳✶✹ s ✵✳✶✻ s ✶✳✹✺ s ✵✳✹✷ s ✾✹✵ ✷✼✼ ✷✼✪ ✶✻✷✪
str❛t❡❣② ✷✹ ✹✱✻✺✺ ✸✳✸✼ s ✵✳✻✶ s ✶✼✳✽✻ s ✶✶✳✾✼ s ✶✻✱✵✻✷ ✹✱✽✻✷ ✹✸✵✪ ✶✽✻✷✪
str✐♥❣s ✶ ✾ ✵✳✷✾ s ✵✳✵✶ s ✵✳✸✵ s ✵✳✵✸ s ✸✺ ✷✷ ✸✪ ✷✵✵✪
str✉❝t✉r❡ ✶ ✼✸ ✶✳✺✵ s ✵✳✶✾ s ✶✳✼✻ s ✵✳✺✵ s ✼✷✸ ✸✸✽ ✶✼✪ ✶✻✸✪
t❡r♠❣r❛♣❤ ✶✷ ✾✷✼ ✸✳✷✼ s ✵✳✼✷ s ✼✳✺✽ s ✹✳✼✶ s ✾✱✺✽✶ ✶✱✷✺✵ ✶✸✷✪ ✺✺✹✪
t♦♠❥❛st❛❞❞ ✶ ✷✶ ✵✳✻✽ s ✵✳✵✻ s ✶✳✸✵ s ✵✳✻✻ s ✶✻✸ ✺✹ ✾✶✪ ✶✵✵✵✪
t②♣❡✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✸✻ ✹✱✻✻✻ ✷✳✺✺ s ✵✳✷✶ s ✸✳✸✷ s ✵✳✹✾ s ✶✺✱✼✾✼ ✽✺✾ ✸✵✪ ✶✸✸✪

❊❛❝❤ r♦✇ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❞✐r❡❝t♦r② t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✜❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ✏★❋✑✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♦❢ ❜❛❝❦q✉♦t❡❞
t❡r♠s ❛♥❞ s✉❜❥❡❝ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ✏★❇✴❙✑✱ ❛♥♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧②
❛✛❡❝t t②♣✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ✏❚②♣✳✑ ❛♥❞ ✏❈♠♣✳✑ ❝♦❧✉♠♥s✮
❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s cond −→ action ✐♥ ❛ ✪♠❛t❝❤ ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✭♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❝❡❧❧✱ ❧❛③②♠❧ ❛♥❞ str❛t✲

❡❣② ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t②♣✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡



✺✳✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✶✽✶

✪♠❛t❝❤ ❜❧♦❝❦s ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■t ♦❝❝✉rs ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✐♥ ✏★❈t✳✑ ❝♦❧✉♠♥✮✱ ♠❛✐♥❧② s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐♥ ✏★❱❛r✑ ❝♦❧✉♠♥✮ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t t♦ ❜❡ tr❛✈❡rs❡❞
❜② str❛t❡❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮✳ ❚❤❡ ❞❡❧t❛
✈❛❧✉❡s ✭∆❈♠♣✳ ❛♥❞ ∆❚②♣✳✮ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t②♣✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ ❚♦♠ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✾ ✇✐t❤
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛❝t✐✈❛t❡❞ s✉❜t②♣✐♥❣✲❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡ s②st❡♠✳

✺✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ t❤❡ ▼♦❞❡❧✲❉r✐✈❡♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✭▼❉❊✮ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✐♥❞✐s✲
♣❡♥s❛❜❧❡ t♦♦❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❡r s②st❡♠s ❣❡tt✐♥❣ ♠♦r❡ ❛♥❞
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦❢t✇❛r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❜♦t❤ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ ✈❡r✐❢② s♦❢t✇❛r❡ t❤r♦✉❣❤ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❡t❛♠♦❞❡❧s✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ✐s
❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳ ■t ♠✉st ❜❡ ✐♥ ❝♦♥❢♦r♠✐t② ✇✐t❤ ✐ts ♠❡t❛♠♦❞❡❧ t❤❛t
✐s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱
✇❡ ♠❛② ❝♦♥❝❡✐✈❡ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡
❛❜str❛❝t ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✱ ✐✳❡✳ ♠❡t❛♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❊▼❋ ❬❙❇P▼✵✾❪ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥t ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t♦♦❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ■t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❖❜❥❡❝t
▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ●r♦✉♣ ✭❖▼●✮ ❊ss❡♥t✐❛❧ ▼❡t❛✲❖❜❥❡❝t ❋❛❝✐❧✐t② ✭❊▼❖❋✮ st❛♥❞❛r❞
❢♦r ▼❉❊✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❊▼❋ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❊❝♦r❡ t❤❛t ✐s✱
✐ts❡❧❢✱ ❛♥ ❊▼❋ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐ts ♦✇♥ ♠❡t❛♠♦❞❡❧✳ ❚❤✉s✱ ♠❡t❛♠♦❞❡❧s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ ❊▼❋ ♠✉st ❜❡ ✐♥ ❝♦♥❢♦r♠✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❊❝♦r❡ ♠❡t❛♠♦❞❡❧✳

✺✳✹✳✶ ❚♦♠✲❊▼❋

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❚♦♠ ❛♥❞ ❊▼❋ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ q✉❛rt❡❋t
♣r♦❥❡❝t ✶✶✳ ■ts ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉♦♠❛✐♥ ❙♣❡❝✐✜❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡s ✭❉❙▼▲✮ ❛♥❞
❛❧s♦ ♦♥ ❝❡rt✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡
s②♥t❛❝t✐❝ ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ q✉❛rt❡❋t ♣r♦❥❡❝t ♣r♦♣♦s❡s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ t❤❡♠✳ ■t r❡q✉✐r❡s t❤❡♥ t❤❡ ❡①✲
t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ ❝♦♥str✉❝ts t♦ ❞❡✜♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❇❡✐♥❣
❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❚♦♠ ❛❧❧♦✇s ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❞✐✲
r❡❝t❧② ✐♥ ❏❛✈❛✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛s
❆❚▲ ❬❆■✵✹❪ ♦r ❑❡r♠❡t❛ ❬❏❇❋✶✶✱ ❉❋❋+✶✵❪✳

❚❤❡ ❚♦♠✲❊▼❋ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣s ❢♦r
❊❝♦r❡♠❡t❛♠♦❞❡❧s✳ ❆s ❛❜str❛❝t ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❛✲
♠♦❞❡❧s ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚♦♠ ❜② t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

✶✶✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴q✉❛rt❡❢t✳❧♦r✐❛✳❢r ✳ ❱✐s✐t❡❞ ♦♥ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✷✳



✶✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚②♣✐♥❣ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡

✕ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ ❚♦♠ ♠❛♣♣✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ❊▼❋ ❛♥❞ t❤❡ ❚♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♠❡t❛♠♦❞❡❧s✱

✕ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ ❳▼■ ✜❧❡s t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱

✕ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ✐♥tr♦s♣❡❝t♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s ❛ ❏❛✈❛ ❧✐❜r❛r② t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚♦♠ str❛t❡❣✐❡s t♦ t❤♦s❡ t❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❚♦♠

♠❛♣♣✐♥❣s✳
❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♥♦♠✐♥❛❧ s✉❜t②♣✐♥❣ ✐♥ ❚♦♠ ❤❛❞

❛ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ str♦♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t♦r ❢♦r
❊❝♦r❡♠❡t❛♠♦❞❡❧s s✐♥❝❡ ✐t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❏❛✈❛ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡✳ ❊❝♦r❡♠❡t❛♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡①✲
♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✜❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❬❘❏❇✾✾❪ ✭❯▼▲✮ ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ❝♦♥str✉❝ts ✉s❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss ❞✐❛❣r❛♠s✳ ❚❤❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❯▼▲ t♦
❊❝♦r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊▼❋ ✇❤♦s❡ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝r❡❛t❡s t❤❡ ❏❛✈❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❡t❛♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② s♣❡❝✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❚♦♠ ♠❛♣♣✐♥❣s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s✳
❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❡❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r ❊❝♦r❡
❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ♠❛♣ ❯▼▲ ❝♦♥str✉❝ts✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡ ❚♦♠✲❊▼❋ ♠❛♣♣✐♥❣
❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❝✐✜❡s ❚♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s ❛♥❞ s✉❜t②♣❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡❧✲
❡♠❡♥ts ♦❢ ❯▼▲ ❝❧❛ss ❞✐❛❣r❛♠s✳ ■♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡rs ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✐♥
t❤❡ ❜♦♦❦ ♦❢ ❙t❡✐♥❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ❬❙❇P▼✵✾❪ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣
♦❢ ❯▼▲ t♦ ❊❝♦r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊▼❋✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ ❚♦♠ ♠❛♣♣✐♥❣s ❝♦✈❡rs ❛❧❧ ❝♦♥str✉❝ts ♦❢ ❯▼▲ ❝❧❛ss ❞✐❛❣r❛♠s✿

P❛❝❦❛❣❡s ❊❛❝❤ ❯▼▲ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛ ❚♦♠ ♠❛♣♣✐♥❣ ✜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
♥❛♠❡✱

❈❧❛ss❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❆ t②♣❡ ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ t♦ ❡✈❡r②
❝♦♥❝r❡t❡ ❝❧❛ss ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✪t②♣❡t❡r♠

❛♥❞ ✪♦♣ ❝♦♥str✉❝ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊✈❡r② t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛
s✉❜t②♣❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❊❖❜❥❡❝t ✉♥✐✈❡rs❛❧ s✉♣❡r❝❧❛ss
✐♥ ❊❝♦r❡✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❜② ✉s✐♥❣
❡✐t❤❡r ✪♦♣ ♦r ✪♦♣❧✐st ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s✐♥❣❧❡✲
✈❛❧✉❡❞ ♦r ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉❡❞✳ ❆❜str❛❝t ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs
❛❧s♦ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❊❖❜❥❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛r❡ t❤♦s❡ ❞❡✜♥❡❞
❢♦r t❤❡✐r s✉❜t②♣❡s✱

❊♥✉♠❡r❛t✐♦♥s ❊❛❝❤ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡ ✇❤♦s❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❧❛ss ❞♦❡s ♥♦t ❡①t❡♥❞ ❛♥② ♦t❤❡r ❝❧❛ss✳ ❊♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❛ttr✐❜✉t❡s
❛r❡ ✐♥ t❤❡✐r t✉r♥ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦rs✱

❉❛t❛ t②♣❡s ❚❤❡ ❯▼▲ ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤ ❛ ✓❞❛t❛t②♣❡✔ st❡r❡♦t②♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
❜✉✐❧t✲✐♥ t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ ❏❛✈❛✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ●♦♠ ♠♦❞✲
✉❧❡ ♠✉st ❜❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱

❈❧❛ss r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ■♥❤❡r✐t❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚♦♠♠❛♣✲
♣✐♥❣s ❜② ❛ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡s✳ ❆❧✲
t❤♦✉❣❤ ❯▼▲ ❛♥❞ ❊❝♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣♣♦rts ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡✱ ❊▼❋

tr❛♥s❢♦r♠s ✐t ✐♥ s✐♥❣❧❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❏❛✈❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
❛❧s♦ t✇♦ ❢♦r♠s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ♥♦♥✲❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t



✺✳✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✶✽✸

❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s✱ ♦r r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ♦♥❡✲✇❛② r❡❢❡r✲
❡♥❝❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝✲
t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❧❛ss✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡
♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts t②♣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡✿ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ t②♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝❧❛ss❀
❛ ✈❛❧✉❡ r❛♥❣❡ ❡♥t❛✐❧s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡ ❛♥❞ ✐ts ❞❛t❛
❝♦♥str✉❝t♦r ❞❡♥♦t✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ✭t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✪♦♣❧✐st✮✳ ❆
❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t✇♦ ♦♥❡✲✇❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

✺✳✹✳✷ ❈❛s❡ st✉❞②✿ ❙✐♠♣❧❡P❉▲ t♦ P❡tr✐ ♥❡t

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚♦♠✲❊▼❋ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ♦♥ ✇❤✐❝❤
✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ ♠❡t❛♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❙✐♠♣❧❡ Pr♦❝❡ss ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲❛♥✲
❣✉❛❣❡ ✭❙✐♠♣❧❡P❉▲✮ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✕ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳✷✳✷ ♦❢ ❇❡♥♦ît ❈♦♠❜❡✲
♠❛❧❡✬s t❤❡s✐s ❬❈♦♠✵✽❪ ✕ ✐♥t♦ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ P❡tr✐ ♥❡t ❢♦r♠❛❧✲
✐s♠ ❬P❡t✻✷✱ ▼✉r✽✾❪✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❛♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ str♦♥❣❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞②
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❇❡♥♦ît ❈♦♠❜❡♠❛❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬❈●❈+✵✼❪✳

❚❤❡ ❙✐♠♣❧❡P❉▲ ♠❡t❛♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠❡t❛♠♦❞❡❧✮
✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ■t ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ♣r♦❝❡ss ✭Pr♦❝❡ss✮ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣r♦❝❡ss
❡❧❡♠❡♥ts ✭Pr♦❝❡ss❊❧❡♠❡♥t✮ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛ ✇♦r❦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❲♦r❦❉❡✜♥✐t✐♦♥✮ ♦r
❛ ✇♦r❦ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❲♦r❦❙❡q✉❡♥❝❡✮✳ ❲♦r❦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❞✉r✐♥❣ ❛ ♣r♦❝❡ss✳ ❈♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐❧②✱ ✇♦r❦ s❡q✉❡♥❝❡s ❞❡✜♥❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② r❡❧❛✲
t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✇♦r❦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡
❧✐♥❦❚②♣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t✇♦ ✇♦r❦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ❛♥❞ s✉❝❝❡ss♦r ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❞ st❛rt❚♦❋✐♥✐s❤ st❛t❡ t❤❛t s✉❝❝❡ss♦r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✜♥✐s❤ ♦♥❧②
✇❤❡♥ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ✐s ❛❧r❡❛❞② st❛rt❡❞ ✭❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r st❛rt❚♦❙t❛rt✱ ✜♥✐s❤❚♦❙t❛rt

❛♥❞ ✜♥✐s❤❚♦❋✐♥✐s❤✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ✇♦r❦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐ts❡❧❢ ❜② ❛ ♣r♦❝❡ss
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤②✳

❚❤❡ ❚♦♠ ♠❛♣♣✐♥❣ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ❙✐♠♣❧❡P❉▲ ♠❡t❛♠♦❞❡❧ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ❜② ❚♦♠✲❊▼❋ t♦♦❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❇❛❝❤✳ ■t ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧②
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ P❧❛②✐♥❣ ✇✐t❤ ❊▼❋ ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ♦♥❧✐♥❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❚♦♠ ✇❡❜ s✐t❡ ✶✷✳ ❚❤❡ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ❚♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r s✉❜t②♣✐♥❣ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❊❖❜❥❡❝t

Pr♦❝❡ssPr♦❝❡ss❊❧❡♠❡♥t

❲♦r❦❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❲♦r❦❙❡q✉❡♥❝❡

❲♦r❦❙❡q✉❡♥❝❡❚②♣❡

st❛rt❚♦❙t❛rt

st❛rt❚♦❋✐♥✐s❤ ✜♥✐s❤❚♦❙t❛rt

✜♥✐s❤❚♦❋✐♥✐s❤

✶✷✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴t♦♠✳❧♦r✐❛✳❢r ✳ ❱✐s✐t❡❞ ♦♥ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✷✳



✶✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚②♣✐♥❣ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡

Pr♦❝❡ss

♥❛♠❡ ✿ ❊❙tr✐♥❣

Pr♦❝❡ss❊❧❡♠❡♥t

❲♦r❦❉❡✜♥✐t✐♦♥

♥❛♠❡ ✿ ❊❙tr✐♥❣

❲♦r❦❙❡q✉❡♥❝❡

❧✐♥❦❚②♣❡ ✿ ❲♦r❦❙❡q✉❡♥❝❡❚②♣❡

<<❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥>>

❲♦r❦❙❡q✉❡♥❝❡❚②♣❡

st❛rt❚♦❙t❛rt
✜♥✐s❤❚♦❙t❛rt
st❛rt❚♦❋✐♥✐s❤
✜♥✐s❤❚♦❋✐♥✐s❤

♣r♦❝❡ss❊❧❡♠❡♥ts

✵✳✳✯

♣r♦❝❡ss

✵✳✳✶

❢r♦♠

✵✳✳✶

♣❛r❡♥t

✶

s✉❝❝❡ss♦r
✶ ✵✳✳✯

❧✐♥❦s❚♦Pr❡❞

♣r❡❞❡❝❡ss♦r
✶ ✵✳✳✯

❧✐♥❦s❚♦❙✉❝

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ❙✐♠♣❧❡P❉▲ ♠❡t❛♠♦❞❡❧✳

◆♦t❡ t❤❛t ❞❛t❛ t②♣❡s ♣r❡✜①❡❞ ❜② ✏❊✑ ✭❡✳❣✳ ❊❖❜❥❡❝t✱ ❊❙tr✐♥❣ ❛♥❞ ❊■♥t✮ ❛r❡ ❊❝♦r❡

t②♣❡s ✉s✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤♦s❡ ❏❛✈❛ t②♣❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ♥♦♥✲♣r❡✜①❡❞ ♥❛♠❡s✳
❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡t❛♠♦❞❡❧ ❢♦r P❡tr✐ ♥❡ts ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥s✐❞✲

❡r❡❞ ❛s t❤❡ t❛r❣❡t ♠❡t❛♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ P❡tr✐ ♥❡t ✭P❡tr✐◆❡t✮ ✐s
❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s ✭◆♦❞❡✮ t❤❛t ❞❡♥♦t❡ ❡✐t❤❡r ❛ ♣❧❛❝❡ ✭P❧❛❝❡✮ ♦r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
✭❚r❛♥s✐t✐♦♥✮✳ ◆♦❞❡s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛r❝s ✭❆r❝✮ ♦❢ ❦✐♥❞s ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ r❡❛❞❴❛r❝✳ ❚❤❡
❛ttr✐❜✉t❡ ✇❡✐❣❤t s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ❝♦♥s✉♠❡❞ ✐♥ s♦✉r❝❡ ♣❧❛❝❡s ✭❛♥❞
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❛r❣❡t ♣❧❛❝❡s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❛❞✲❛r❝s ♦♥❧② ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ♦❢ ❛ ♣❧❛❝❡ ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✇❡✐❣❤t✳
❆ P❡tr✐ ♥❡t ♠❛r❦✐♥❣ ✭♠❛r❦✐♥❣✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ♦❢ ♣❧❛❝❡s✳
❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❡①♣r❡ss t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s t♦ ❜❡ r❡s♣❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❡♥❛❜❧❡❞✳

❚❤❡ ❚♦♠✲❊▼❋♠❛♣♣✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛❧s♦ s♣❡❝✐✜❡s P❡tr✐ ♥❡t ♠❡t❛♠♦❞❡❧s t❤r♦✉❣❤
❛♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣✿

❊❖❜❥❡❝t

◆♦❞❡

❚r❛♥s✐t✐♦♥

❘❡s♦❧✈❡❲❉❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❘❡s♦❧✈❡P❚r❛♥s✐t✐♦♥

P❧❛❝❡

❘❡s♦❧✈❡❲❉P❧❛❝❡

P❡tr✐◆❡t ❆r❝

❆r❝❑✐♥❞

◆♦r♠❛❧ ❘❡❛❞❆r❝

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❛♠♦❞❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✱
❞❛t❛ t②♣❡s ❘❡s♦❧✈❡❲❉❚r❛♥s✐t✐♦♥✱ ❘❡s♦❧✈❡P❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡s♦❧✈❡❲❉P❧❛❝❡ ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞



✺✳✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✶✽✺

P❡tr✐◆❡t

♥❛♠❡ ✿ ❊❙tr✐♥❣

❆r❝

❦✐♥❞ ✿ ❆r❝❑✐♥❞
✇❡✐❣❤t ✿ ❊■♥t

◆♦❞❡

♥❛♠❡ ✿ ❊❙tr✐♥❣

P❧❛❝❡

♠❛r❦✐♥❣ ✿ ❊■♥t

❚r❛♥s✐t✐♦♥

♠✐♥❴t✐♠❡ ✿ ❊■♥t
♠❛①❴t✐♠❡ ✿ ❊■♥t

<<❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥>>

❆r❝❑✐♥❞

♥♦r♠❛❧
r❡❛❞❴❛r❝

♥♦❞❡s

✵✳✳✯
♥❡t

✶

❛r❝s

✵✳✳✯

♥❡t

✶

♦✉t❣♦✐♥❣s

✵✳✳✯

✶

s♦✉r❝❡

✐♥❝♦♠✐♥❣s

✵✳✳✯

✶

t❛r❣❡t

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❚❤❡ t❛r❣❡t P❡tr✐ ♥❡t ♠❡t❛♠♦❞❡❧✳

✐♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡② ❡①t❡♥❞s P❧❛❝❡ ❛♥❞ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇
t♦ ❝r❡❛t❡ ♥♦❞❡s ❛s t❡♠♣♦r❛r② ♦❜❥❡❝ts ❝❛❧❧❡❞ ❘❡s♦❧✈❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡s❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
♥♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ✐✳❡✳ t♦
st♦r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❛r❣❡ts ♦❢ ❛r❝s ✇❤✐❧❡ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ st✉❞② ❝♦♥s✐sts ✐♥
❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞✐s♦r❞❡r❧② ❡①❡❝✉t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❝❛♥ r❡q✉✐r❡
t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ♦❢ ❘❡s♦❧✈❡ ♦❜❥❡❝ts t♦ ❜❡ ❞❡✜♥✐t✐✈❡❧② ❝r❡❛t❡❞
❜② s✉❝❝❡❡❞✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞
✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣② ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs ❙❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚♦♣❉♦✇♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳ ■t ❞❡✜♥❡s ❛ str❛t❡❣② tr❛♥s❢♦r♠❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❙tr❛t❡❣② tr❛♥s❢♦r♠❡r ❂ ❵❙❡q✉❡♥❝❡✭
❚♦♣❉♦✇♥✭Pr♦❝❡ss✷P❡tr✐◆❡t✭s♣❞❧▼♦❞❡❧✮✮✱
❚♦♣❉♦✇♥✭❲♦r❦❉❡✜♥✐t✐♦♥✷P❡tr✐◆❡t✭s♣❞❧▼♦❞❡❧✮✮✱
❚♦♣❉♦✇♥✭❲♦r❦❙❡q✉❡♥❝❡✷P❡tr✐◆❡t✭s♣❞❧▼♦❞❡❧✮✮✮❀

✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ s♣❞❧▼♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❙✐♠♣❧❡P❉▲ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦
❛ P❡tr✐ ♥❡t✳

❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✷P❡tr✐◆❡t ❝r❡❛t❡s ❛ P❡tr✐ ♥❡t ❡✈❡r② t✐♠❡ ✐t ❞❡t❡❝ts
❛ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡♥✱ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ st♦r❡❞ ♦♥ ❛ ❤❛s❤ ♠❛♣ ♥❛♠❡❞ ◆♦❞❡❚❛❜❧❡✳ ■♥
❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲r♦♦t ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛r❝s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❛❝✲
t✐✈✐t② ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ str❛t❡❣② ❲♦r❦❉❡✜♥✐t✐♦♥✷P❡tr✐◆❡t ❝r❡❛t❡s ❛ P❡tr✐
♥❡t t♦ ❡❛❝❤ ✇♦r❦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❲❞ ❢♦✉♥❞ ❛♥❞ ❛❞❞s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛✐rs ✭❲❞✱❲❞P◆❡t✮

t♦ ◆♦❞❡❚❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t ♣r♦❝❡ss✱ ✐❢
❛♥②✱ ❜② t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♥♦❞❡s ❘❡s♦❧✈❡P❚r❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❲♦r❦❙❡q✉❡♥❝❡✷P❡tr✐◆❡t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ str❛t❡❣② t❤❛t ❝r❡❛t❡s ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s



✶✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚②♣✐♥❣ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡

♦❢ ❛ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❡♠♣♦r❛r② ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♣❛r✲

t✐❛❧ r❡s✉❧ts ♠✉st ❜❡ r❡❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ❞✉❡ t♦ ❛ st♦r❛❣❡ t❛❜❧❡✱ ❘❡s♦❧✈❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞
❜② ✏r❡❛❧✑ t❛r❣❡t ♦❜❥❡❝ts ❡①✐st✐♥❣ ✐♥ ♣❛rt✐❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ P❡tr✐ ♥❡t ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r str❛t❡❣② ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❘❡s♦❧✈❡

♦❜❥❡❝ts ♠✉st r❡♣❧❛❝❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ ♣❧❛❝❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◆♦❞❡❚❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❘❡s♦❧✈❡▲✐♥❦s str❛t❡❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣s❡✉❞♦❝♦❞❡✿

●❊❚ P❡tr✐◆❡t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❙♣❞❧▼♦❞❡❧
❱■❙■❚ t②♣❡ ◆♦❞❡ ❲■❚❍

❈❚❘ ❘❡s♦❧✈❡P❧❛❝❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❘❡s♦❧✈❡❲❉P❧❛❝❡ ❝♦♥str✉❝t♦r✿
❈r❡❛t❡ ❘❡s✉❧t ♦❢ t②♣❡ P❧❛❝❡
❙❊❚ ❘❡s✉❧t t♦ ◆♦❞❡❚❛❜❧❡❬❘❡s♦❧✈❡P❧❛❝❡✳❢r♦♠❪ ♦❢ ♥❛♠❡ ❘❡s♦❧✈❡P❧❛❝❡✳♥❛♠❡
❘❊❚❯❘◆ ❘❡s✉❧t

❊◆❉❈❚❘

❈❚❘ ❘❡s♦❧✈❡❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❘❡s♦❧✈❡❲❉❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♦r ❘❡s♦❧✈❡P❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t♦rs ✿
❈r❡❛t❡ ❘❡s✉❧t ♦❢ t②♣❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥
❙❊❚ ❘❡s✉❧t t♦ ◆♦❞❡❚❛❜❧❡❬❘❡s♦❧✈❡❚r❛♥s✐t✐♦♥ ✳❢r♦♠❪ ♦❢ ♥❛♠❡ ❘❡s♦❧✈❡❚r❛♥s✐t✐♦♥✳♥❛♠❡
❘❊❚❯❘◆ ❘❡s✉❧t

❊◆❉❈❚❘
❊◆❉❱■❙■❚

❲❡ ♥♦t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥str✉❝t ❱■❙■❚✲❲■❚❍✲❈❚❘✲❊◆❉❈❚❘✲❊◆❉❱■❙■❚

t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ t②♣❡ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦rs ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ str❛t✲
❡❣②✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❡s♦❧✈❡▲✐♥❦s t♦ t❤❡ P❡tr✐ ♥❡t ✐s ❞♦♥❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❚♦♣❉♦✇♥

❝♦♠❜✐♥❛t♦r✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❛❧❧ t❡r♠s ✇❤♦s❡
t②♣❡ ✐s ❛ s✉❜t②♣❡ ♦❢ ◆♦❞❡ ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡❧② tr❛✈❡rs❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡
✈✐s✐t ❝♦♥str✉❝t✳

✺✳✺ ❙②♥t❤❡s✐s

❇❡s✐❞❡s ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ t②♣❡ s❛❢❡t② ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢
♦✉r ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡ s②st❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ❚♦♠ s②st❡♠ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝②✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s❛♠❡ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ❚♦♠ t♦ ❝❧❡❛r❧②
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ❡rr♦rs s✐❣♥❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❏❛✈❛ ❝♦♠♣✐❧❡r ♦r ❝❛✉❣❤t ❜② ❛ ❏❛✈❛

❡①❝❡♣t✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❡
♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ s✐❞❡✲❜②✲s✐❞❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ ❚♦♠ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
s✉❜t②♣✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧❛r❣❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s②♠❜♦❧✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ st❛t❡✲
♠❡♥ts✳ ▼♦r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❚♦♠ r❡♣♦s✐t♦r② ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r t②♣❡ s②st❡♠ ❛❣❛✐♥st t❤❛t ❡①✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❆ ❝❛s❡ st✉❞② ❢♦r t❤❡ ❚♦♠✲❊▼❋ t♦♦❧ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ r❡❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ✐♥ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❚♦♠
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❊▼❋ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♠❡t❛♠♦❞❡❧s



✺✳✺✳ ❙②♥t❤❡s✐s ✶✽✼

❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ✐t ❛r❡ ❙✐♠♣❧❡P❉▲ ✭s♦✉r❝❡ ♠❡t❛♠♦❞❡❧✮ ❛♥❞ P❡tr✐ ♥❡t ✭t❛r❣❡t ♠❡t❛✲
♠♦❞❡❧✮✱ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❚♦♠ t❤r♦✉❣❤ ♠❛♣♣✐♥❣s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛r♦s❡ ❢r♦♠ ♦✉r
t②♣❡ s②st❡♠✱ t❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤②
✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✈❡r t❡r♠s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳



✶✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚②♣✐♥❣ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚②♣❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛s ❛ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞
❛❜❧❡ t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❡r♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❦✐♥❞s ✭✐✳❡✳ s♦rts✮ ♦❢ ✈❛❧✉❡s t❤❡② ❝♦♠♣✉t❡
✇❤❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❚❤❡② ❛✐♠ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡✱ ♥♦t ♦❢ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣✉t❡❞
r❡s✉❧ts✱ ❜✉t ♦❢ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss t❡r♠s ✐♥ r❡❣❛r❞ t♦ ❛ t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s
✐s s✐t✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■ts ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s❛❢❡ t②♣❡ s②st❡♠ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦st ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❢❡❛t✉r❡s s✉❜t②♣✐♥❣ ❢♦r
s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❞✐❝
❝♦♥str✉❝t♦rs✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❚♦♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ P❛r❡♦ t❡❛♠✲♣r♦❥❡❝t✳

❖✉r ✜rst ❣♦❛❧ ✇❛s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✉s✐♥❣ t②♣❡
❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛s ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ t②♣✐♥❣
♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❏♦❤♥ ▼✐t❝❤❡❧❧ ❬▼✐t✽✹❪ ❛❜♦✉t t②♣❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥s✐❞❡ t②♣✐♥❣
❥✉❞❣♠❡♥ts✳ ❆ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❞✐✣❝✉❧t② ❛r♦s❡ ♦✈❡r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t
s②st❡♠ ✇❤♦s❡ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✭✐✳❡✳ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✮ ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❜②
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t②♣❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✉♥s♦rt❡❞ t❡r♠s✳ ❙✉❝❤ t②♣❡s s✉✣❝❡ t♦
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ t❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳
❲❡ ❜②♣❛ss❡❞ ✐t ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t②♣❡s ❛s ❜❛s❡ s♦rts ❞❡❝♦r❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
s②♠❜♦❧s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✉♥✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t②♣❡s ♦❢
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❇❡♥❥❛♠✐♥ P✐❡r❝❡✬s
✇♦r❦ ❬P✐❡✵✷❪✳ ❍✐s ✇♦r❦ ✐♥s♣✐r❡❞ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ❛s ❛
♣r♦♦❢ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥ts ❛❜♦✉t t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦♠♣♦s✲
✐♥❣ ❛ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣✲st❡♣
♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❞❡✜♥❡❞
❜② ●✐❧❧❡s ❑❛❤♥ ❬❑❛❤✽✼❪ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❉✐❞✐❡r ❘é♠② ❬❘✁✵✷❪✳ ❚❤✐s ✇❛s ✉s❡❢✉❧
t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ ♦✉r t②♣❡ s②st❡♠✳

❚❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❚♦♠
✇❛s ♦✉r s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t②♣❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❧❡✈❡❧ ✇❤✐❝❤ ❧❡❞ t♦ ❛ ♠♦r❡ ♣❡r♠✐ss✐✈❡ t②♣❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳
❲❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲✉❝❛ ❈❛r❞❡❧❧✐✬s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❬❈❛r✽✽❪ ♦❢ ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ t②♣❡ s②s✲
t❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❜t②♣✐♥❣ ❛s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦✈❡r t②♣❡s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
♦♥❧② ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛❧✐t②
❛♥❞ s✉❜t②♣✐♥❣ ✭✐✳❡✳ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②
s♦❧✈❡❞✳ ❆ ♠❛❥♦r ❞✐✣❝✉❧t② ✇❛s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡



✶✾✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖✉r st❛rt✐♥❣
♣♦✐♥t t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ❋r❛♥ç♦✐s
P♦tt✐❡r ❬P♦t✵✶❪✳ ❆s ❤✐♠✱ ✇❡ ❛❧s♦ s♣❧✐t t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐♥ s✉❜♣❤❛s❡s
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ P♦tt✐❡r ❛♥❞ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❛❞❞❡❞
r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ ❝❧❛ss ♦❢
❝♦♥str❛✐♥t s❡ts ✇✐t❤ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❇✉t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡✲
s✉❧ts ❛s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t②♣❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ❡♥r✐❝❤❡❞
✇✐t❤ ❛ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡
❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt s✉❜t②♣✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛❧❧♦✇ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t②♣❡ s②st❡♠✳

■♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ ❛❢t❡r ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣r♦t♦t②♣✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✐♥ ❚♦♠✳
❚❤❡ ❚♦♠ s②st❡♠ ❤❛s ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❆❙❚ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
✐♥♣✉t ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠ ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✳
■t r❛✐s❡❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❆❙❚
♥♦❞❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇
❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t♦rs t♦ r❡♣r❡s❡♥t t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❛s ✐♠♣❛❝t✲❢r❡❡ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r
♣❤❛s❡s✱ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛ r❡❢❛❝t♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❝♦❞❡ s♦ ❛s t♦ ❝❧❡❛♥ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡
t❤❡ ✐ss✉❡s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡r✳ ❲❤❛t ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
❚♦♠ ❝♦♠♣✐❧❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ ❛ ❞❡r❡❝✉rs✐✈❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
s②♥t❛❝t✐❝ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✜rst ♦❢ ❛❧❧ ❛ s♦❧✐❞ ♣r♦✈❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t♦ t❤✐s
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ s②st❡♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s str♦♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜❛❝❦ t❤❡ ❝❧❛✐♠s ♦❢ ❡♥❤❛♥❝❡❞
s❛❢❡t② ❢♦r t❤❡ ❚♦♠ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦♦❢s ✭s♦✉♥❞♥❡ss✱ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱
♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♣r♦❣r❡ss✱ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ✇r✐tt❡♥✳ ❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛②
t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ♠♦r❡ ♣❡r♠✐ss✐✈❡ t②♣❡
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❚♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t②♣❡ s❛❢❡t②✳

❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐s ♥♦t ❡①❝❡ss✐✈❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛❝t✉✲
❛❧❧② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t✐♠❡ ♦❢ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠s
❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤♦✉❣❤ ✇❡ t❤✐♥❦ ✐t st❛②s ✇✐t❤✐♥ ❛❝❝❡♣t✲
❛❜❧❡ ❧✐♠✐ts✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ✐♥ ❢❛❝t r❛t❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ❛s ♦✉r t②♣❡r ♣❡r❢♦r♠s t②♣❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❚♦♠ ❝♦♥str✉❝ts t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①✐st✐♥❣
♦♥❡✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❛❞❞❡❞ t✐♠❡ ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡
t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ s❤❛❧❧♦✇ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t②♣❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✉❧❡s✳ ❲❡ ❛r❡ q✉✐t❡ ❝♦♥✜❞❡♥t t❤❛t ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ✉♥❡❛rt❤ ♦t❤❡r ❞❡❡♣❡r
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✱ ❜♦t❤ ✐♥ s❝♦♣❡ ❛♥❞ ✐♥ t✐♠❡ ❣❛✐♥❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t
❛♥ ✐♥ ❞❡♣t❤ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ t②♣❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t②♣✐♥❣ t✐♠❡✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s
✉s❡❞ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ s❤❛✈❡ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♦✛ t❤❡ t②♣✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠
❛ s❡❝♦♥❞ ❧♦♦❦✳



✶✾✶

❆❧t❤♦✉❣❤ ❜❡✐♥❣ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r t②♣❡ s②st❡♠✱ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ s✉❜✲
t②♣✐♥❣ ❜② t❤❡ ●♦♠ t♦♦❧ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢❛❝✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
♠❛♣♣✐♥❣s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ str✉❝t✉r❡✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❚♦♠ ✐♥ ✇❤❡r❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ●♦♠✳ ❆❝✲
❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❞❡✜♥❡❞ ❜② s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❞❛t❛ t②♣❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡✐r ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥❝r❡t❡
❞❛t❛ t②♣❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ✐t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡♥✈✐s❛❣❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t ✉s❡ ♦❢
s✉❜t②♣✐♥❣ ✐♥ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡❞ ♣❛tt❡r♥s ✐♥
❚♦♠✳ ❚❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ① ✿ t s✉❝❤ t❤❛t ① ✐s ❛ ♣❛tt❡r♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t ✐s
❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ✏❁❁✑ s✐♥❝❡ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥✮
① ❁❁ t s✉❜❥ ✐s ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ① ✿ t ❁❁ s✉❜❥✳ ❚❤✉s✱ ❛ t②♣❡❞ ♣❛tt❡r♥
✇♦✉❧❞ ♠❛t❝❤ ❛♥② s✉❜❥❡❝t ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ♦❢ ♣❛tt❡r♥ t②♣❡ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ❡✈❡♥
✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts✳

❋r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts r❡♠❛✐♥ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥
♦✉r s✉❜t②♣✐♥❣✲❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ t②♣❡ s②st❡♠✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ♥❡✇ ❣❛r❜❛❣❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦❧❛r✐t✐❡s✳ ❆❞❛♣t✐♥❣ ❋r❛♥ç♦✐s P♦tt✐❡r✬s ✐❞❡❛ ❬P♦t✵✶❪✱
✇❡ s❤♦✉❧❞ ❛♥♥♦t❛t❡ ❛❧❧ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ s✐❣♥❛❧s ✲ ❛♥❞ ✰ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② ❛ t②♣❡ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛ t②♣❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ✭✐✳❡✳ ♥♦♥✲❛❧❣❡❜r❛✐❝✮
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ s✉♣❡r✢✉♦✉s ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
♣❤❛s❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ s✉❝❝❡❡❞ ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r t②♣❡ s②st❡♠✳ ❲❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥✲
t❡♥❞ t♦ s❤♦✇ t✇♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✿ ❛✮ ♦✉r t②♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞❡r✐✈❡s t❤❡ ❧❡❛st
r❡str✐❝t✐✈❡ t②♣❡s t❤❛t s❛t✐s❢② ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ ❜✮ t❤❡ ❞❡✜♥✐✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦✉r ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ♦✉r t②♣❡ s②st❡♠ ✐s
t❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ♥❡✇ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❢❡❛t✉r❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✐♥ ✇❤❡r❡
❚♦♠ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②♠♦r✲
♣❤✐s♠ ❛s ❛ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❡♥❛❜❧❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣s ❛♥❞
♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ✐♥ ❚♦♠✳



✶✾✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❚♦♠ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣

✐♠♣♦rt t♦♠✳ ❧✐❜r❛r② ✳ s❧ ✳∗❀

♣✉❜❧✐❝ ❝❧❛ss ❊①❛♠♣❧❡P❡❛♥♦④
✪✐♥❝❧✉❞❡ ④ s❧ ✳t♦♠ ⑥
✴✴−−−−−−−− ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s −−−−−−−−−−−
st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏◆❛t ④ ⑥
st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏◆❛t▲✐st ④ ⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏③❡r♦ ❡①t❡♥❞s ❏◆❛t ④
♣✉❜❧✐❝ ❏③❡r♦✭✮ ④⑥
♣✉❜❧✐❝ ❜♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧s✭❖❜❥❡❝t ♦✮ ④

✐❢ ✭♦ ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏③❡r♦✮ ④
r❡t✉r♥ tr✉❡❀

⑥
r❡t✉r♥ ❢❛❧s❡ ❀

⑥
⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏s✉❝ ❡①t❡♥❞s ❏◆❛t ④
♣✉❜❧✐❝ ❏◆❛t ♥❀
♣✉❜❧✐❝ ❏s✉❝✭✮ ④ ⑥
♣✉❜❧✐❝ ❏s✉❝✭❏◆❛t ♥✮ ④ t❤✐s ✳♥ ❂ ♥❀ ⑥
♣✉❜❧✐❝ ❜♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧s✭❖❜❥❡❝t ♦✮ ④

✐❢ ✭♦ ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏s✉❝✮ ④
❏s✉❝ ♦❜❥ ❂ ✭❏s✉❝✮ ♦❀
r❡t✉r♥ ♥✳❡q✉❛❧s✭♦❜❥✳♥✮❀

⑥
r❡t✉r♥ ❢❛❧s❡ ❀

⑥
⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏♣❧✉s ❡①t❡♥❞s ❏◆❛t ④
♣✉❜❧✐❝ ❏◆❛t ♥✶❀
♣✉❜❧✐❝ ❏◆❛t ♥✷❀
♣✉❜❧✐❝ ❏♣❧✉s ✭✮ ④ ⑥
♣✉❜❧✐❝ ❏♣❧✉s✭❏◆❛t ♥✶✱ ❏◆❛t ♥✷✮ ④
t❤✐s ✳♥✶ ❂ ♥✶❀



✶✾✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❚♦♠ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣

t❤✐s ✳♥✷ ❂ ♥✷❀
⑥
♣✉❜❧✐❝ ❜♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧s✭❖❜❥❡❝t ♦✮ ④
✐❢ ✭♦ ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏♣❧✉s✮ ④
❏♣❧✉s ♦❜❥ ❂ ✭❏♣❧✉s✮ ♦❀
r❡t✉r♥ ♥✶✳❡q✉❛❧s✭♦❜❥✳♥✶✮ ✫✫ ♥✷✳❡q✉❛❧s✭♦❜❥✳♥✷✮❀

⑥
r❡t✉r♥ ❢❛❧s❡ ❀

⑥
⑥

st❛t✐❝ ❝❧❛ss ❏❝♦♥❝❏◆❛t ❡①t❡♥❞s ❏◆❛t▲✐st ④
♣✉❜❧✐❝ ❏◆❛t ❤❡❛❞❀
♣✉❜❧✐❝ ❏◆❛t▲✐st t❛✐❧ ❀
♣✉❜❧✐❝ ❏❝♦♥❝❏◆❛t✭✮ ④ ❤❡❛❞ ❂ ♥✉❧❧❀ t❛✐❧ ❂ ♥✉❧❧❀ ⑥
♣✉❜❧✐❝ ❏❝♦♥❝❏◆❛t✭❏◆❛t ❤✱ ❏◆❛t▲✐st ♥t❛✐❧ ✮ ④
❤❡❛❞ ❂ ❤❀
t❛✐❧ ❂ ♥t❛✐❧ ❀

⑥
♣✉❜❧✐❝ ❜♦♦❧❡❛♥ ✐s❊♠♣t②✭✮ ④
r❡t✉r♥ ✭❤❡❛❞ ❂❂ ♥✉❧❧ ✫✫ t❛✐❧ ❂❂ ♥✉❧❧✮❀

⑥
♣✉❜❧✐❝ ❜♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧s✭❖❜❥❡❝t ♦✮ ④
✐❢ ✭♦ ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏❝♦♥❝❏◆❛t✮ ④
❏❝♦♥❝❏◆❛t ♦❜❥ ❂ ✭❏❝♦♥❝❏◆❛t✮ ♦❀
✐❢ ✭t❤✐s ✳ ✐s❊♠♣t②✭✮ ✫✫ ♦❜❥✳✐s❊♠♣t②✭✮✮ ④
r❡t✉r♥ tr✉❡❀

⑥ ❡❧s❡ ✐❢ ✭✦ t❤✐s ✳ ✐s❊♠♣t②✭✮ ✫✫ ✦♦❜❥✳✐s❊♠♣t②✭✮✮ ④
r❡t✉r♥
❤❡❛❞✳❡q✉❛❧s✭♦❜❥✳❤❡❛❞✮ ✫✫ t❛✐❧✳❡q✉❛❧s✭♦❜❥✳ t❛✐❧ ✮❀

⑥
⑥
r❡t✉r♥ ❢❛❧s❡ ❀

⑥
⑥
✴✴−−−−−−−− ❚♦♠ ♠❛♣♣✐♥❣s −−−−−−−−−−−
✪t②♣❡t❡r♠ ◆❛t ④
✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ❏◆❛t ⑥
✐s❴s♦rt✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏◆❛t✮ ⑥
❡q✉❛❧s✭t✶✱t✷✮ ④ ✭t✶✳❡q✉❛❧s✭t✷✮✮ ⑥

⑥

✪t②♣❡t❡r♠ ◆❛t▲✐st ④
✐♠♣❧❡♠❡♥t ④ ❏◆❛t▲✐st ⑥
✐s❴s♦rt✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏◆❛t▲✐st✮ ⑥
❡q✉❛❧s✭t✶✱t✷✮ ④ ✭t✶✳❡q✉❛❧s✭t✷✮✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ◆❛t ③❡r♦✭✮ ④
✐s❴❢s②♠✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏③❡r♦✮ ⑥
♠❛❦❡✭✮ ④ ♥❡✇ ❏③❡r♦✭✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ◆❛t s✉❝✭♥✿◆❛t✮ ④



✶✾✺

✐s❴❢s②♠✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏s✉❝✮ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭♥✱s✮ ④ ✭✭❏s✉❝✮s ✮✳♥ ⑥
♠❛❦❡✭t✵✮ ④ ♥❡✇ ❏s✉❝✭t✵✮ ⑥

⑥

✪♦♣ ◆❛t ♣❧✉s✭♥✶✿◆❛t✱♥✷✿◆❛t✮ ④
✐s❴❢s②♠✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏♣❧✉s✮ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭♥✶✱s✮ ④ ✭✭❏♣❧✉s✮s ✮✳♥✶ ⑥
❣❡t❴s❧♦t✭♥✷✱s✮ ④ ✭✭❏♣❧✉s✮s ✮✳♥✷ ⑥
♠❛❦❡✭t✵✱t✶✮ ④ ♥❡✇ ❏♣❧✉s✭t✵✱t✶✮ ⑥

⑥

✪♦♣❧✐st ◆❛t▲✐st ❝♦♥❝◆❛t✭◆❛t∗✮ ④
✐s❴❢s②♠✭s✮ ④ ✭s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❏❝♦♥❝❏◆❛t✮ ⑥
❣❡t❴❤❡❛❞✭❧✮ ④ ✭✭❏❝♦♥❝❏◆❛t✮❧✮✳❤❡❛❞ ⑥
❣❡t❴t❛✐❧✭❧✮ ④ ✭✭❏❝♦♥❝❏◆❛t✮❧✮✳ t❛✐❧ ⑥
✐s❴❡♠♣t②✭❧✮ ④ ✭✭❏❝♦♥❝❏◆❛t✮❧✮✳✐s❊♠♣t②✭✮ ⑥
♠❛❦❡❴❡♠♣t②✭✮ ④ ♥❡✇ ❏❝♦♥❝❏◆❛t✭✮ ⑥
♠❛❦❡❴✐♥s❡rt✭t✱❧✮ ④ ♥❡✇ ❏❝♦♥❝❏◆❛t✭t✱❧✮ ⑥

⑥
✴✴−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ✈♦✐❞ ♠❛✐♥✭❙tr✐♥❣ ❬❪ ❛r❣s✮ ④
❊①❛♠♣❧❡P❡❛♥♦ ❡①P❡❛♥♦ ❂ ♥❡✇ ❊①❛♠♣❧❡P❡❛♥♦✭✮❀
❡①P❡❛♥♦✳r✉♥✭✮❀

⑥

♣✉❜❧✐❝ ✈♦✐❞ r✉♥✭✮ ④
❏◆❛t ♦♥❡ ❂ ❵s✉❝✭③❡r♦ ✭✮✮❀
❏◆❛t ③❡r♦ ❂ ❵③❡r♦ ✭✮❀
❏◆❛t r❡s✉❧t ❂ ♣❡❛♥♦P❧✉s✭♦♥❡✱③❡r♦✮❀
❙②st❡♠✳♦✉t✳ ♣r✐♥t ✭✧♦♥❡ ✰ ③❡r♦ ❂ ✧ ✰ ♣r✐♥t❏◆❛t✭r❡s✉❧t✮ ✰ ✧❭♥✧✮❀

❏◆❛t▲✐st ♥▲✐st ❂ ❵❝♦♥❝◆❛t✭③❡r♦✭✮✱s✉❝✭③❡r♦ ✭✮✮✱ s✉❝✭s✉❝✭③❡r♦ ✭✮✮✮✮❀
♣r✐♥t❙♦❧✉t✐♦♥s ✭♥▲✐st ✮❀

tr② ④
❏◆❛t ♥✉♠❜❡r ❂ ❵♣❧✉s✭♦♥❡✱③❡r♦✮❀
❙tr❛t❡❣② ❛❞❞✐t✐♦♥ ❂ ❵❛❞❞✐t✐♦♥ ✭✮❀
❏◆❛t r❡❞✉❝❡❞◆✉♠❜❡r✶ ❂ ❛❞❞✐t✐♦♥✳✈✐s✐t✭♥✉♠❜❡r✱ ♥❡✇ ▲♦❝❛❧■♥tr♦s♣❡❝t♦r ✭✮✮❀
❙②st❡♠✳♦✉t✳ ♣r✐♥t❧♥ ✭✧❇② ❛❞❞✐t✐♦♥ ✿ ❚❡r♠ ✬✧ ✰ ♣r✐♥t❏◆❛t✭♥✉♠❜❡r✮ ✰ ✧✬ r❡❞✉❝❡s t♦ ✬✧ ✰

♣r✐♥t❏◆❛t✭r❡❞✉❝❡❞◆✉♠❜❡r✶✮ ✰✧✬✳✧✮❀

❙tr❛t❡❣② r❡❝✉rs✐✈❡❆❞❞✐t✐♦♥ ❂ ❵❚♦♣❉♦✇♥✭❛❞❞✐t✐♦♥✭✮✮❀
❏◆❛t r❡❞✉❝❡❞◆✉♠❜❡r✷ ❂ r❡❝✉rs✐✈❡❆❞❞✐t✐♦♥✳ ✈✐s✐t ✭♥✉♠❜❡r✱ ♥❡✇ ▲♦❝❛❧■♥tr♦s♣❡❝t♦r ✭✮✮❀
❙②st❡♠✳♦✉t✳ ♣r✐♥t❧♥ ✭✧❇② r❡❝✉rs✐✈❡❆❞❞✐t✐♦♥ ✿ ❚❡r♠ ✬✧ ✰ ♣r✐♥t❏◆❛t✭♥✉♠❜❡r✮ ✰ ✧✬ r❡❞✉❝❡s t♦ ✬✧ ✰

♣r✐♥t❏◆❛t✭r❡❞✉❝❡❞◆✉♠❜❡r✷✮ ✰✧✬✳✧✮❀
⑥ ❝❛t❝❤ ✭ ❱✐s✐t❋❛✐❧✉r❡ ❡✮ ④
❙②st❡♠✳♦✉t✳ ♣r✐♥t❧♥ ✭✧str❛t❡❣② ❢❛✐❧❡❞ ✧✮❀

⑥

✐♥t t♦t❛❧ ❂ ✈❛r✐❛❞✐❝P❧✉s ✭♥▲✐st ✮❀
❙②st❡♠✳♦✉t✳ ♣r✐♥t❧♥ ✭✧❚♦t❛❧ ❂ ✧ ✰ t♦t❛❧✮❀

♣r✐♥tP♦s✐t✐✈❡■♥t❡❣❡rs ✭♥▲✐st ✮❀



✶✾✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❚♦♠ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣

⑥

♣✉❜❧✐❝ ❏◆❛t ♣❡❛♥♦P❧✉s✭❏◆❛t t✶✱ ❏◆❛t t✷✮ ④
✪♠❛t❝❤✭◆❛t t✶✱ ◆❛t t✷✮ ④
③❡r♦ ✭✮✱ ① −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵①❀ ⑥
s✉❝✭②✮✱ ① −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵s✉❝✭♣❡❛♥♦P❧✉s✭②✱①✮✮❀ ⑥

⑥
r❡t✉r♥ ♥✉❧❧ ❀

⑥

♣✉❜❧✐❝ ✐♥t ✈❛r✐❛❞✐❝P❧✉s ✭❏◆❛t▲✐st ♥▲✐st ✮ ④
✪♠❛t❝❤ ④
✦❝♦♥❝◆❛t✭①∗✱s✉❝✭②✮✱③∗✮ ❁❁ ♥▲✐st ⑤⑤ ❝♦♥❝◆❛t✭✮ ❁❁ ♥▲✐st −❃ ④
r❡t✉r♥ ✵❀

⑥
❝♦♥❝◆❛t✭①∗✱s✉❝✭②✮✱③∗✮ ❁❁ ♥▲✐st −❃ ④
r❡t✉r♥ ✈❛r✐❛❞✐❝P❧✉s ✭❵❝♦♥❝◆❛t✭②✱①∗✱③∗✮✮ ✰ ✶❀

⑥
⑥
r❡t✉r♥ −✶❀

⑥

♣✉❜❧✐❝ ✈♦✐❞ ♣r✐♥tP♦s✐t✐✈❡■♥t❡❣❡rs ✭❏◆❛t▲✐st ♥▲✐st ✮ ④
✐♥t ❝♦✉♥t❡r ❂ ✵❀
✪♠❛t❝❤ ④
❝♦♥❝◆❛t✭①∗✱♣♥❛t❅s✉❝✭②✮✱③∗✮ ❁❁ ◆❛t▲✐st ♥▲✐st −❃ ④
❝♦✉♥t❡r✰✰❀
❙②st❡♠✳♦✉t✳ ♣r✐♥t❧♥ ✭✧P♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ★✧ ✰ ❝♦✉♥t❡r ✰ ✧ ❂ ✧ ✰ ❵♣♥❛t✮❀

⑥
⑥

⑥

♣✉❜❧✐❝ ❙tr✐♥❣ ♣r✐♥t❋✐rst❊❧❡♠❡♥t ✭❏◆❛t t✮ ④
✪♠❛t❝❤ ④
♣❧✉s ❬♥✶❂①❪ ❁❁ t −❃ ④ r❡t✉r♥ ♣r✐♥t❏◆❛t✭❵①✮❀ ⑥

⑥
r❡t✉r♥ ✧✧❀

⑥

✪str❛t❡❣② ❛❞❞✐t✐♦♥✭✮ ❡①t❡♥❞s ■❞❡♥t✐t② ✭✮ ④
✈✐s✐t ◆❛t ④
♣❧✉s✭③❡r♦ ✭✮✱ ①✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵①❀ ⑥
♣❧✉s✭s✉❝✭②✮✱ ①✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ❵s✉❝✭♣❧✉s✭②✱① ✮✮❀ ⑥

⑥
⑥

♣✉❜❧✐❝ ✈♦✐❞ ♣r✐♥t❙♦❧✉t✐♦♥s ✭❏◆❛t▲✐st ♥▲✐st ✮ ④
✪♠❛t❝❤✭♥▲✐st✮ ④
❝♦♥❝◆❛t✭①∗✱②∗✮ −❃ ④
❙②st❡♠✳♦✉t✳ ♣r✐♥t ✭✧① ❂ ✧ ✰ ♣r✐♥t❏◆❛t▲✐st ✭❵①✮ ✰ ✧❭t❭t✧✮❀
❙②st❡♠✳♦✉t✳ ♣r✐♥t❧♥ ✭✧② ❂ ✧ ✰ ♣r✐♥t❏◆❛t▲✐st ✭❵② ✮✮❀

⑥
⑥

⑥



✶✾✼

♣✉❜❧✐❝ ❙tr✐♥❣ ♣r✐♥t❏◆❛t✭❏◆❛t ♥✮ ④
✪♠❛t❝❤✭♥✮ ④
③❡r♦✭✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ✧✵✧❀ ⑥
s✉❝✭①✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ✭✧s✉❝✭✧ ✰ ♣r✐♥t❏◆❛t✭❵①✮ ✰ ✧✮✧✮❀ ⑥
♣❧✉s✭①✶✱①✷✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ✭✧♣❧✉s✭✧ ✰ ♣r✐♥t❏◆❛t✭❵①✶✮ ✰ ✧✱✧ ✰ ♣r✐♥t❏◆❛t✭❵①✷✮ ✰ ✧✮✧✮❀ ⑥

⑥
r❡t✉r♥ ✧✧❀

⑥

♣✉❜❧✐❝ ❙tr✐♥❣ ♣r✐♥t❏◆❛t▲✐st ✭❏◆❛t▲✐st ♥▲✐st ✮ ④
❙tr✐♥❣ r❡s✉❧t ❂ ✧✭✧❀
✪♠❛t❝❤✭♥▲✐st✮ ④
❝♦♥❝◆❛t✭①✮ −❃ ④ r❡t✉r♥ ✭r❡s✉❧t ✰ ♣r✐♥t❏◆❛t✭❵①✮ ✰ ✧✮✧✮❀ ⑥
❝♦♥❝◆❛t✭❤❡❛❞✱ t❛✐❧∗✮ −❃ ④ r❡s✉❧t ✰❂ ✭♣r✐♥t❏◆❛t✭❵❤❡❛❞✮ ✰ ✧✱✧ ✰ ♣r✐♥t❏◆❛t▲✐st✭❵ t❛✐❧ ✮✮❀ ⑥

⑥
✴✴ ❈❆❙❊ ❝♦♥❝◆❛t✭✮
r❡t✉r♥ ✭ r❡s✉❧t ✰❂ ✧✮✧✮❀

⑥
⑥



✶✾✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❚♦♠ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣



❆♣♣❡♥❞✐① ❇

◆♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s

❇✳✶ ▼❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡s

◆❛♠❡ ❯s❛❣❡

❢ s②♥t❛❝t✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs
✈ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs
❣ ❜♦t❤ s②♥t❛❝t✐❝ ♦r ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs
t✱ ✉ t❡r♠s
①✱ ②✱ ③ t❡r♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s
s s♦rts
f ✱ v✱ h✱ ? s♦rt ❞❡❝♦r❛t✐♦♥s
τ t②♣❡s
sh✱wt ❜❛s❡ t②♣❡s
α t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
ϕ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥ts
π t②♣✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s
e ❚♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
v̇ ✈❛❧✉❡s
u̇ ❣r♦✉❞ t❡r♠s ❛s ✈❛❧✉❡s
ρ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts
ρ̄ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts
σ, δ, φ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
Γ ❝♦♥t❡①ts
γ ♣❛✐rs ✭✈❛r✐❛❜❧❡✱t②♣❡✮ ❛♥❞ ✭♦♣❡r❛t♦r✱r❛♥❦✮

❇✳✷ ❘✉❧❡ ♥❛♠✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥

Pr❡❢✐① ❯s❛❣❡

❊✲ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ 


❚✲ t②♣✐♥❣ ✇✐t❤ ⊢
❈❚✲ ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣ ✇✐t❤ ⊢ct



✷✵✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ◆♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s



■♥❞❡①

●♦♠✱ ✼✺✕✼✻
❚♦♠✱ ✼✷✕✽✹

✪♠❛t❝❤✱ ✼✼
✪♦♣❧✐st✱ ✼✸✱ ✼✺
✪♦♣✱ ✼✸✱ ✼✺
✪str❛t❡❣②✱ ✽✷
✪t②♣❡t❡r♠✱ ✼✸✱ ✼✹
❝♦r❡ ❛❜str❛❝t s②♥t❛①✱ ✾✼
❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✾✼
t❡r♠s✱ ✾✻
❜❛❝❦q✉♦t❡✱ ✼✻✕✼✼
❧✐st✲♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✼✾
♠❛♣♣✐♥❣✱ ✼✸✕✼✺
♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ✾✽✕✶✶✶✱ ✶✹✻
t②♣❡s✱ ✾✺

❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✻✺
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r❛♠♠❛r✱ ✻✵
❛r✐t②✱ ✺✼
❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t②✱ ✻✸
❛✉①✐❧✐❛r② t②♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❝♦♥t❡①t ❛❝❝❡ss✱ ✶✶✷
❞❡❝♦r❛t✐♦♥ ❝❧❡❛♥✐♥❣✱ ✾✺

❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ♣r♦♣❡rt②✱ ✻✻
❝❧♦s✉r❡

r❡✢❡①✐✈❡ tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ✻✸
r❡✢❡①✐✈❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❝✱ ✻✸
s②♠♠❡tr✐❝✱ ✻✸
tr❛♥s✐t✐✈❡ ✱ ✻✸
tr❛♥s✐t✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❝✱ ✻✸

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠✱ ✻✾
❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ✻✻
❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✶✸✵✕✶✸✺✱ ✶✻✵✕✶✻✻

t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢✱ ✶✸✹
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢✱ ✶✻✻

❝♦♥str❛✐♥t s❡t✱ ✶✷✸✱ ✶✺✸
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t②✱ ✶✸✵

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣✱ ✶✻✷
❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ♦❢✱ ✶✻✶

❝♦♥t❡①t✱ ✶✶✶
✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s✱ ✶✹✼

❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡✱ ✻✵

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✾✾
♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣✱ ✾✾
s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✱ ✾✾

❡q✉❛❧✐t②✱ ✻✷
♦❢ ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts✱ ✾✺

❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✶✸✷

❡q✉❛t✐♦♥✱ ✺✾
❡q✉❛t✐♦♥❛❧

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✻✷
t❤❡♦r②✱ ✻✸

❣r❡❛t❡st ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ✻✶

✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✱ ✻✵
✐♥♣✉t t②♣❡s ♦❢ ❛ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t✱ ✶✻✸
✐♥✈❡rs❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✻✷
✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧❡♠♠❛

t②♣✐♥❣✱ ✶✶✹✱ ✶✹✾

❧❛tt✐❝❡✱ ✻✶
❧❡❛st ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ ✻✶
❧✐♥❡❛r t❡r♠✱ ✺✽

♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥✱ ✻✼
♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✻✼

♠♦❞✉❧♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱ ✻✾
♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❡r✱ ✺✾

♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✻✸
♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ✻✸
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✻✻
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♦r❞❡r
✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞✱ ✻✶

♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠
t②♣✐♥❣ ✉♥❞❡r t②♣❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✶✷✶
t②♣✐♥❣ ✉♥❞❡r t②♣❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✶✺✸

♣r✐♥❝✐♣❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✱ ✶✸✷
❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t✱ ✶✸✵

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣
♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ ✶✷✵✱ ✶✺✷
♣r♦❣r❡ss t❤❡♦r❡♠✱ ✶✶✼✱ ✶✺✶
✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t②♣❡s✱ ✶✶✻

r❡❞✉❝✐❜❧❡✱ ✻✸
r❡❞✉❝t✐♦♥

r❡❧❛t✐♦♥✱ ✻✷
s❡q✉❡♥❝❡✱ ✻✻

r❡✇r✐t❡ r✉❧❡✱ ✻✼
r❡✇r✐t✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱

✻✽

s✐❣♥❛t✉r❡✱ ✺✼
♠❛♥②✲s♦rt❡❞✱ ✺✼
♠❛♥②✲s♦rt❡❞ ✈❛r✐❛❞✐❝✱ ✻✹
♦r❞❡r✲s♦rt❡❞✱ ✻✷
♦r❞❡r✲s♦rt❡❞ ✈❛r✐❛❞✐❝✱ ✻✹

s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✱ ✶✸✷
❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t✱ ✶✷✻
❢♦r t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t✱ ✶✷✷
s❛t✉r❛t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢✱ ✶✸✷
❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✱ ✶✻✸
❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t✱ ✶✺✺
♦❢ ❛ ♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥✱ ✻✽
♦❢ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ❛♥

❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱ ✻✾
♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✺✾

s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✺✽
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✺✾

s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❧❡♠♠❛✱ ✶✶✾✱ ✶✺✷
s✉❜t②♣✐♥❣

♦✈❡r ❞❡❝♦r❛t❡❞ s♦rts✱ ✶✹✹
s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱

✶✻✹

t❡r♠
❛❧❣❡❜r❛✱ ✺✽
❛❧❣❡❜r❛ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✻✹
♦r❞❡r✲s♦rt❡❞ ❛❧❣❡❜r❛✱ ✻✷
♦r❞❡r✲s♦rt❡❞ ❛❧❣❡❜r❛ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❞✐❝

♦♣❡r❛t♦rs✱ ✻✺
♣♦s✐t✐♦♥✱ ✺✾
r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠✱ ✻✼

t②♣❡
❝❤❡❝❦✐♥❣✱ ✶✶✶✕✶✷✶✱ ✶✹✼✕✶✺✷
✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✶✷✶✕✶✸✺✱ ✶✺✷✕✶✻✻
s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✶✷✶

✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✺✾
✉♥✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♣r♦♣❡rt②✱ ✻✻

✈❛❧✉❡s✱ ✾✾
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✺✽

st❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✼✾
✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✻✹✱ ✼✺
✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs

✢❛tt❡♥✐♥❣✱ ✻✺

✇❡❧❧✲t②♣❡❞
❝♦❞❡✱ ✶✶✷
❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✶✶✷
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❑♦♣❡t③✱ P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉✱ ❆♥t♦✐♥❡ ❘❡✐❧❧❡s✱ ❛♥❞ ❈❧á✉❞✐❛
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❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉✱ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥ ❱✐tt❡❦✳ ❊❧❛♥✿ ❆ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ✶✾✾✼✳ ✾✸



✷✵✹ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬❇❑❑+✾✽❪ P❡t❡r ❇♦r♦✈❛♥s❦ý✱ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ P✐❡rr❡✲
❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉✱ ❛♥❞ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❡❧❛♥✳
✶✺✱ ✶✾✾✽✳ ✹✱ ✺✵✱ ✾✷

❬❇◆✾✽❪ ❋r❛♥③ ❇❛❛❞❡r ❛♥❞ ❚♦❜✐❛s ◆✐♣❦♦✇✳ ❚❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❛t✳
❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✽✳ ✺✼

❬❇♦♥✵✹❪ ❘✐❝❤❛r❞ ❇♦♥✐❝❤♦♥✳ ❚❛♠❡❞✿ ❆ t❛❜❧❡❛✉ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✲
✉❧♦✳ ■♥ ■❏❈❆❘✱ ♣❛❣❡s ✹✹✺✕✹✺✾✱ ✷✵✵✹✳ ✼✷

❬❇♦r✾✽❪ P❡t❡r ❇♦r♦✈❛♥s❦ý✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ✿ ét✉❞❡ ❡t ✐♠♣❧❛♥t❛✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t ❞✬❯♥✐✈❡rs✐té✱
❯♥✐✈❡rs✐té ❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré ✲ ◆❛♥❝② ■✱ ♦❝t♦❜r❡ ✶✾✾✽✳ ✾✸

❬❇r❛✶✵❪ P❛✉❧ ❇r❛✉♥❡r✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥ts ❡t ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧❛ ❙✉♣❡r ❉é❞✉❝t✐♦♥
▼♦❞✉❧♦✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré ✲ ◆❛♥❝② ■✱ ✵✻ ✷✵✶✵✳
✼✷

❬❇✉r✵✾❪ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❇✉r❡❧✳ ❇♦♥♥❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦✳
P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré ✭◆❛♥❝② ✶✮✱ ✷✵✵✾✳ ✼✷

❬❈❛r✽✽❪ ▲✉❝❛ ❈❛r❞❡❧❧✐✳ ❆ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✼✻✭✷✴✸✮✿✶✸✽✕✶✻✹✱ ✶✾✽✽✳ ❆ r❡✈✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r
t❤❛t ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✽✹ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❉❛t❛ ❚②♣❡s ❙②♠♣♦s✐✉♠✱
▲◆❈❙ ✶✼✸✱ ♣❛❣❡s ✺✶✕✻✻✳ ✷✱ ✹✶✱ ✹✽✱ ✶✹✵✱ ✶✽✾

❬❈❉❊+✵✼❪ ▼❛♥✉❡❧ ❈❧❛✈❡❧✱ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❉✉rá♥✱ ❙t❡✈❡♥ ❊❦❡r✱ P❛tr✐❝❦ ▲✐♥❝♦❧♥✱ ◆❛r✲
❝✐s♦ ▼❛rtí✲❖❧✐❡t✱ ❏♦sé ▼❡s❡❣✉❡r✱ ❛♥❞ ❈❛r♦❧②♥ ▲✳ ❚❛❧❝♦tt✱ ❡❞✐t♦rs✳
❆❧❧ ❆❜♦✉t ▼❛✉❞❡ ✲ ❆ ❍✐❣❤✲P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦✱ ❍♦✇
t♦ ❙♣❡❝✐❢②✱ Pr♦❣r❛♠ ❛♥❞ ❱❡r✐❢② ❙②st❡♠s ✐♥ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ▲♦❣✐❝✱ ✈♦❧✉♠❡
✹✸✺✵ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✼✳ ✹✱ ✺✵✱
✽✾✱ ✶✹✶

❬❈❋✺✽❪ ❍✳ ❇✳ ❈✉rr② ❛♥❞ ❘✳ ❋❡②s✳ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r② ▲♦❣✐❝✱ ❱♦❧✉♠❡ ■✳ ◆♦rt❤✲
❍♦❧❧❛♥❞✱ ✶✾✺✽✳ ❙❡❝♦♥❞ ♣r✐♥t✐♥❣ ✶✾✻✽✳ ✽✾

❬❈●❈+✵✼❪ ❇❡♥♦ît ❈♦♠❜❡♠❛❧❡✱ P✐❡rr❡✲▲♦ï❝ ●❛r♦❝❤❡✱ ❳❛✈✐❡r ❈ré❣✉t✱ ❳❛✈✐❡r
❚❤✐r✐♦✉①✱ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ❱❡r♥❛❞❛t✳ ❚♦✇❛r❞s ❛ ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧✬s ♣r♦♣❡rt✐❡s s✐♠♣❧❡♣❞❧ ❛♥❞ t♦❝❧ ❝❛s❡ st✉❞②✳ ■♥ ■❈❊■❙
✭✸✮✱ ♣❛❣❡s ✽✵✕✽✾✱ ✷✵✵✼✳ ✶✽✸

❬❈❑✵✶❛❪ ❍♦r❛t✐✉ ❈✐rst❡❛ ❛♥❞ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✳ ❚❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s ✲ ♣❛rt
✐✳ ▲♦❣✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ■●P▲✱ ✾✭✸✮✿✸✸✾✕✸✼✺✱ ✷✵✵✶✳ ✾✽

❬❈❑✵✶❜❪ ❍♦r❛t✐✉ ❈✐rst❡❛ ❛♥❞ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✳ ❚❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s ✲ ♣❛rt
✐✐✳ ▲♦❣✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ■●P▲✱ ✾✭✸✮✿✸✼✼✕✹✶✵✱ ✷✵✵✶✳ ✾✽

❬❈❑❑▼✶✵❪ ❍♦r❛t✐✉ ❈✐rst❡❛✱ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❘❛❞✉ ❑♦♣❡t③✱ ❛♥❞ P✐❡rr❡✲
❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉✳ ❆♥t✐✲♣❛tt❡r♥s ❢♦r r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❏✳ ❙②♠❜✳
❈♦♠♣✉t✳✱ ✹✺✿✺✷✸✕✺✺✵✱ ▼❛② ✷✵✶✵✳ ✽✵

❬❈▲❲✵✸❪ ❍♦r❛t✐✉ ❈✐rst❡❛✱ ▲✉✐❣✐ ▲✐q✉♦r✐✱ ❛♥❞ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❲❛❝❦✳ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧✲
❝✉❧✉s ✇✐t❤ ✜①♣♦✐♥ts✿ ❯♥t②♣❡❞ ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r s②st❡♠s✳ ■♥ ❚❨P❊❙✱
♣❛❣❡s ✶✹✼✕✶✻✶✱ ✷✵✵✸✳ ✾✽



✷✵✺

❬❈♦♠✵✽❪ ❇❡♥♦✐t ❈♦♠❜❡♠❛❧❡✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠ét❛♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❞❡s
♣r♦❝é❞és✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té
❞❡ ❚♦✉❧♦✉s❡✱ ❏✉❧② ✷✵✵✽✳ ✐♥ ❢r❡♥❝❤✳ ✶✽✸

❬❈r❡✵✻❪ ❱✐♥❝❡♥t ❈r❡♠❡t✳ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r ❙❈❆▲❆✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ▲❛✉s❛♥♥❡✱
✷✵✵✻✳ ✹✱ ✺✵✱ ✾✵✱ ✶✹✷

❬❉❋❋+✶✵❪ ❩♦é ❉r❡②✱ ❈②r✐❧ ❋❛✉❝❤❡r✱ ❋r❛♥❝❦ ❋❧❡✉r❡②✱ ❱✐♥❝❡♥t ▼❛❤é✱ ❛♥❞ ❉✐❞✐❡r
❱♦❥t✐s❡❦✳ ❑❡r♠❡t❛ ▲❛♥❣✉❛❣❡✱ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ▼❛♥✉❛❧✱ ✷✵✶✵✳ ✶✽✶

❬❉❖❙✽✽❪ ◆❛❝❤✉♠ ❉❡rs❤♦✇✐t③✱ ▼✐ts✉❤✐r♦ ❖❦❛❞❛✱ ❛♥❞ ●✳ ❙✐✈❛❦✉♠❛r✳ ❈❛♥♦♥✲
✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✶✵✱ ♣❛❣❡s ✺✸✽✕✺✹✾✳
❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ✴ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✶✾✽✽✳ ✼✵

❬❊♠✐✵✼❪ ❇✉r❛❦ ❊♠✐r✳ ❖❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ▲❛✉✲
s❛♥♥❡✱ ✷✵✵✼✳ ✾✶✱ ✶✹✸

❬❋●❏▼✽✺❪ ❑♦❦✐❝❤✐ ❋✉t❛ts✉❣✐✱ ❏♦s❡♣❤ ❆✳ ●♦❣✉❡♥✱ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞✱ ❛♥❞
❏♦sé ▼❡s❡❣✉❡r✳ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ♦❜❥✷✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✷t❤ ❆❈▼
❙■●❆❈❚✲❙■●P▲❆◆ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡s✱ P❖P▲ ✬✽✺✱ ♣❛❣❡s ✺✷✕✻✻✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✶✾✽✺✳ ❆❈▼✳
✽✾

❬❋▼✽✽❪ ❨♦✉✲❈❤✐♥ ❋✉❤ ❛♥❞ Pr❛t❡❡❦ ▼✐s❤r❛✳ ❚②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ s✉❜t②♣❡s✳
■♥ ❊❙❖P✱ ♣❛❣❡s ✾✹✕✶✶✹✱ ✶✾✽✽✳ ✸✱ ✹✾✱ ✶✹✵

❬●▼❲✼✾❪ ▼✐❝❤❛❡❧ ❏✳ ❈✳ ●♦r❞♦♥✱ ❘♦❜✐♥ ▼✐❧♥❡r✱ ❛♥❞ ❈❤r✐st♦♣❤❡r P✳
❲❛❞s✇♦rt❤✳ ❊❞✐♥❜✉r❣❤ ❧❝❢✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱
✶✾✼✾✳ ✶✹✵

❬●❲▼+✾✸❪ ❏♦s❡♣❤ ●♦❣✉❡♥✱ ❚✐♠♦t❤② ❲✐♥❦❧❡r✱ ❏♦sé ▼❡s❡❣✉❡r✱ ❑♦❦✐❝❤✐ ❋✉t❛t✲
s✉❣✐✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥ P✳ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❖❇❏✳ ■♥ ❏♦s❡♣❤ ●♦❣✉❡♥✱
❡❞✐t♦r✱ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❖❇❏✳ ❈❛♠✲
❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✾✸✳ ✽✾✱ ✾✷✱ ✶✹✶

❬❍✐❧✵✶❪ ❊✳ ❏✳ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❍✐❧❧✳ ❏❡ss✱ t❤❡ ❏❛✈❛ ❊①♣❡rt ❙②st❡♠ ❙❤❡❧❧✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧
r❡♣♦rt✱ ❙❆◆❉■❆ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s✱ ✷✵✵✶✳ ✽✾

❬❍✐❧✵✸❪ ❊✳ ❏✳ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❍✐❧❧✳ ❏❡ss✱ t❤❡ ❊①♣❡rt ❙②st❡♠ ❙❤❡❧❧ ❢♦r t❤❡ ❥❛✈❛
P❧❛t❢♦r♠✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❙❆◆❉■❆ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s✱ ✷✵✵✸✳
✽✾

❬❍✐♥✻✾❪ ❘✳ ❍✐♥❞❧❡②✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t②♣❡✲s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r②
❧♦❣✐❝✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✶✾✻✾✳
✷✱ ✸✷✱ ✹✽✱ ✽✾✱ ✶✸✵

❬❍❑❑✾✽❪ ❈❧❛✉s ❍✐♥t❡r♠❡✐❡r✱ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❛♥❞ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r✳ ❉②✲
♥❛♠✐❝❛❧❧② t②♣❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢♦r ♦r❞❡r✲s♦rt❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥s✳ ❏✳ ❙②♠❜✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✷✺✭✹✮✿✹✺✺✕✺✷✻✱ ✶✾✾✽✳ ✶✹✵

❬■❞❋❋✾✻❪ ❘♦❜❡rt♦ ■❡r✉s❛❧✐♠s❝❤②✱ ▲✉✐③ ❍❡♥r✐q✉❡ ❞❡ ❋✐❣✉❡✐r❡❞♦✱ ❛♥❞ ❲❛❧❞❡✲
♠❛r ❈❡❧❡s ❋✐❧❤♦✳ ▲✉❛ ✲ ❆♥ ❊①t❡♥s✐❜❧❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡✳ ❙♦❢t✲
✇❛r❡✿ Pr❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ ❊①♣❡r✐❡♥❝❡✱ ✷✻✭✻✮✿✻✸✺✕✻✺✷✱ ✶✾✾✻✳ ✽✽



✷✵✻ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬❏❇❋✶✶❪ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❏é③éq✉❡❧✱ ❖❧✐✈✐❡r ❇❛r❛✐s✱ ❛♥❞ ❋r❛♥❝❦ ❋❧❡✉r❡②✳ ▼♦❞❡❧
❞r✐✈❡♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❦❡r♠❡t❛✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸r❞
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ s✉♠♠❡r s❝❤♦♦❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ●❡♥❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ s♦❢t✇❛r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ■■■✱ ●❚❚❙❊✬✵✾✱
♣❛❣❡s ✷✵✶✕✷✷✶✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✶✶✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳ ✶✽✶

❬❏❑✽✻❪ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞ ❛♥❞ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r✳ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢
r✉❧❡s ♠♦❞✉❧♦ ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✶✺✿✶✶✺✺✕✶✶✾✹✱
◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✽✻✳ ✺✱ ✺✵✱ ✻✽

❬❏❑✾✶❪ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞ ❛♥❞ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥
❛❜str❛❝t ❛❧❣❡❜r❛s✿ ❛ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ s✉r✈❡② ♦❢ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❏❡❛♥✲▲♦✉✐s
▲❛ss❡③ ❛♥❞ ●♦r❞♦♥ P❧♦t❦✐♥✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▲♦❣✐❝✳ ❊ss❛②s
✐♥ ❤♦♥♦r ♦❢ ❆❧❛♥ ❘♦❜✐♥s♦♥✱ ❝❤❛♣t❡r ✽✱ ♣❛❣❡s ✷✺✼✕✸✷✶✳ ❚❤❡ ▼■❚
♣r❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ✭▼❆✱ ❯❙❆✮✱ ✶✾✾✶✳ ✶✾✱ ✶✵✵

❬❏❑❑▼✾✷❪ ❏✳✲P✳ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞✱ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❛♥❞ ❆✳ ▼é✲
❣r❡❧✐s✳ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ s✉❜s♦rts✱ ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❖❇❏✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▲♦❣✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✶✷✭✸✮✿✷✺✼✕
✷✽✵✱ ❋❡❜r✉❛r② ✶✾✾✷✳ ✶✹✶

❬❑❛❡✾✷❪ ❙t❡❢❛♥ ❑❛❡s✳ ❚②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣✱ s✉❜t②♣✲
✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝✉rs✐✈❡ t②♣❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾✾✷ ❆❈▼ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ▲■❙P ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ▲❋P ✬✾✷✱ ♣❛❣❡s ✶✾✸✕✷✵✹✱ ◆❡✇
❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✷✳ ❆❈▼✳ ✸✱ ✹✾✱ ✶✹✵

❬❑❛❤✽✼❪ ●✐❧❧❡s ❑❛❤♥✳ ◆❛t✉r❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹t❤ ❆♥♥✉❛❧
❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❙❚❆❈❙
✬✽✼✱ ♣❛❣❡s ✷✷✕✸✾✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑✱ ✶✾✽✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳ ✻✱ ✶✼✱ ✹✶✱ ✺✶✱
✾✾✱ ✶✽✾

❬❑❡s✾✶❪ ❉❡❧✐❛ ❑❡s♥❡r✳ P❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r✲s♦rt❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❘❛♣✲
♣♦rts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❙✉❞✱ ❈❡♥tr❡ ❞✬❖rs❛②✱ ▲❛❜♦r❛✲
t♦✐r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ✶✾✾✶✳ ✻✱ ✷✶✱ ✺✶✱ ✶✹✻

❬❑❍❍+✵✶❪ ●r❡❣♦r ❑✐❝③❛❧❡s✱ ❊r✐❦ ❍✐❧s❞❛❧❡✱ ❏✐♠ ❍✉❣✉♥✐♥✱ ▼✐❦ ❑❡rst❡♥✱ ❏❡✛r❡②
P❛❧♠✱ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠ ●✳ ●r✐s✇♦❧❞✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❆s♣❡❝t❏✳ ■♥
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✺t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❖❜❥❡❝t✲❖r✐❡♥t❡❞
Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❊❈❖❖P ✬✵✶✱ ♣❛❣❡s ✸✷✼✕✸✺✸✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑✱ ❯❑✱ ✷✵✵✶✳
❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳ ✽✾

❬❑✐r✾✵❪ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❡❞✐t♦r✳ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ▲♦♥❞♦♥✱
❯❑✱ ✶✾✾✵✳ ✺✾

❬❑❑✵✻❪ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r✳ ❘❡✇r✐t✐♥❣ s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦✈✐♥❣✱
✷✵✵✻✳ ✺✼✱ ✺✾✱ ✻✺✱ ✻✻✱ ✻✽

❬❑❑▼✵✼❪ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❘❛❞✉ ❑♦♣❡t③✱ ❛♥❞ P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉✳ ❆♥t✐✲
♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✻t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦♥❢❡r✲
❡♥❝❡ ♦♥ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❊❙❖P✬✵✼✱ ♣❛❣❡s ✶✶✵✕✶✷✹✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧✲
❜❡r❣✱ ✷✵✵✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳ ✽✵



✷✵✼

❬❑❑▼✵✽❪ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❘❛❞✉ ❑♦♣❡t③✱ ❛♥❞ P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉✳ ▲❛♥✲
❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t❛ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❈❛r❧♦s ▼❛rtí♥✲
❱✐❞❡✱ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ❖tt♦✱ ❛♥❞ ❍❡♥♥✐♥❣ ❋❡r♥❛✉✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ✷♥❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t❛ ❚❤❡✲
♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ▲❆❚❆✬✵✽✱ ♣❛❣❡s ✷✼✺✕✷✽✻✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱
✷✵✵✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳ ✽✵

❬❑▼❚✵✾❪ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉✱ ❛♥❞ ❈❧á✉❞✐❛ ❚❛✈❛r❡s✳ ❆
t②♣❡ s②st❡♠ ❢♦r t♦♠✳ ■♥ ❘❯▲❊✱ ♣❛❣❡s ✺✶✕✻✸✱ ✷✵✵✾✳ ✶✸✾

❬❑♦♣✵✽❪ ❘❛❞✉ ❑♦♣❡t③✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛♥t✐✲✜❧tr❛❣❡ ❡t ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r
réé❝r✐t✉r❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡
✲ ■◆P▲✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✽✳ ✶✾✱ ✷✶✱ ✽✵✱ ✶✵✵✱ ✶✵✷

❬▼❛r✾✸❪ ❈❧❛✉❞❡ ▼❛r❝❤é✳ ❘éé❝r✐t✉r❡ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥
s②stè♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✉ ♠♦t ❞❛♥s ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✲
✈❡rs✐té P❛r✐s✲❙✉❞✱ ❖rs❛②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❖❝t♦❜❡r ✶✾✾✸✳ ✻✺

❬▼❡s✾✷❪ ❏♦sé ▼❡s❡❣✉❡r✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ❛s ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢
❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳ ❚❤❡♦r✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ✾✻✿✼✸✕✶✺✺✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✾✷✳ ✽✾✱ ✾✷

❬▼❡s✾✼❪ ❏♦sé ▼❡s❡❣✉❡r✳ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ ❛❧❣❡❜r❛ ❛s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♣❛♣❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✶✷t❤ ■♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❘❡❝❡♥t ❚r❡♥❞s ✐♥ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❚❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❲❆❉❚ ✬✾✼✱ ♣❛❣❡s ✶✽✕✻✶✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑✱ ✶✾✾✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲
❱❡r❧❛❣✳ ✽✾✱ ✶✹✶

❬▼✐❧✼✽❪ ❘♦❜✐♥ ▼✐❧♥❡r✳ ❆ t❤❡♦r② ♦❢ t②♣❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ❙②st❡♠ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✼✿✸✹✽✕✸✼✺✱ ✶✾✼✽✳ ✷✱
✸✷✱ ✹✽✱ ✽✾✱ ✶✸✵

❬▼✐t✽✹❪ ❏♦❤♥ ❈✳ ▼✐t❝❤❡❧❧✳ ❈♦❡r❝✐♦♥ ❛♥❞ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ✶✶t❤ ❆❈▼ ❙■●❆❈❚✲❙■●P▲❆◆ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ P❖P▲ ✬✽✹✱ ♣❛❣❡s ✶✼✺✕✶✽✺✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱
❯❙❆✱ ✶✾✽✹✳ ❆❈▼✳ ✷✱ ✹✶✱ ✹✽✱ ✶✹✵✱ ✶✽✾

❬▼❘❱✵✸❪ P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✱ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥ ❱✐t✲
t❡❦✳ ❆ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♠♣✐❧❡r ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ t❛r❣❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ■♥
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✷t❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✐❧❡r ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥✱ ❈❈✬✵✸✱ ♣❛❣❡s ✻✶✕✼✻✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲
❱❡r❧❛❣✳ ✼✶

❬▼✉r✽✾❪ ❚❛❞❛♦ ▼✉r❛t❛✳ P❡tr✐ ♥❡ts✿ Pr♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊✱ ✼✼✭✹✮✿✺✹✶✕✺✽✵✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✽✾✳ ✶✽✸

❬◆✐❡✵✷❪ P❛t ◆✐❡♠❡②❡r✳ ❚❤❡ ❇❡❛♥❙❤❡❧❧ ❯s❡r ▼❛♥✉❛❧ ✲ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✸✱ ✷✵✵✷✳ ✽✽

❬❖❞❡✶✶❪ ▼❛rt✐♥ ❖❞❡rs❦②✳ ❚❤❡ ❙❝❛❧❛ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❱❡rs✐♦♥ ✷✳✾✳
▲❛✉s❛♥♥❡✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱ ▼❛② ✷✵✶✶✳ ✹✱ ✺✵✱ ✾✵✱ ✶✹✷

❬P❡t✻✷❪ ❈❛r❧ ❆❞❛♠ P❡tr✐✳ ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ ♠✐t ❆✉t♦♠❛t❡♥✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
❯♥✐✈❡rs✐tät ❍❛♠❜✉r❣✱ ✶✾✻✷✳ ✶✽✸



✷✵✽ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬P✐❡✵✷❪ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❈✳ P✐❡r❝❡✳ ❚②♣❡s ❛♥❞ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡s✳ ▼■❚
Pr❡ss✱ ✷✵✵✷✳ ✷✼✱ ✹✶✱ ✺✼✱ ✶✷✶✱ ✶✽✾

❬P❧♦✽✶❪ ●✳ ❉✳ P❧♦t❦✐♥✳ ❆ str✉❝t✉r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s✳
❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ❉❆■▼■ ❋◆✲✶✾✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❆❛r❤✉s✱ ✶✾✽✶✳ ✶✾✱
✶✵✵

❬P❧♦✵✹❪ ●♦r❞♦♥ ❉✳ P❧♦t❦✐♥✳ ❆ str✉❝t✉r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ Pr♦❣r❛♠✱ ✻✵✲✻✶✿✶✼✕✶✸✾✱ ✷✵✵✹✳ ✶✾✱
✶✵✵

❬P♦t✾✽❛❪ ❋r❛♥ç♦✐s P♦tt✐❡r✳ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ t②♣❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✿ ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ à ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ✼✱ ❏✉❧② ✶✾✾✽✳
✸✺✱ ✶✻✵

❬P♦t✾✽❜❪ ❋r❛♥ç♦✐s P♦tt✐❡r✳ ❚②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣✿ ❢r♦♠
t❤❡♦r② t♦ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ❘❡♣♦rt ✸✹✽✸✱ ■◆❘■❆✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✾✽✳
✸✺✱ ✶✻✵

❬P♦t✵✶❪ ❋r❛♥ç♦✐s P♦tt✐❡r✳ ❙✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✿ ❛ t❤❡♦r②✳ ■♥❢✳
❈♦♠♣✉t✳✱ ✶✼✵✭✷✮✿✶✺✸✕✶✽✸✱ ✷✵✵✶✳ ✸✱ ✸✺✱ ✹✷✱ ✹✸✱ ✹✾✱ ✶✹✵✱ ✶✻✵✱ ✶✾✵✱
✶✾✶

❬P❙✽✶❪ ●❡r❛❧❞ ❊✳ P❡t❡rs♦♥ ❛♥❞ ▼❛r❦ ❊✳ ❙t✐❝❦❡❧✳ ❈♦♠♣❧❡t❡ s❡ts ♦❢ r❡❞✉❝✲
t✐♦♥s ❢♦r s♦♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳ ❏✳ ❆❈▼✱ ✷✽✭✷✮✿✷✸✸✕✷✻✹✱ ✶✾✽✶✳
✺✱ ✺✵✱ ✻✽

❬❘✁✵✷❪ ❉✐❞✐❡r ❘é♠②✳ ❯s✐♥❣✱ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ✉♥r❛✈❡❧✐♥❣ t❤❡ ♦❝❛♠❧ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡✳ ❢r♦♠ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ■♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s✱
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙✉♠♠❡r ❙❝❤♦♦❧✱ ❆PP❙❊▼ ✷✵✵✵✱ ❈❛♠✐♥❤❛✱ P♦rt✉❣❛❧✱
❙❡♣t❡♠❜❡r ✾✲✶✺✱ ✷✵✵✵✱ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❡❝t✉r❡s✱ ♣❛❣❡s ✹✶✸✕✺✸✻✱ ▲♦♥❞♦♥✱
❯❑✱ ✷✵✵✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳ ✻✱ ✶✼✱ ✹✶✱ ✺✶✱ ✾✾✱ ✶✽✾

❬❘❡✐✵✼❪ ❆♥t♦✐♥❡ ❘❡✐❧❧❡s✳ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛❜str❛❝t s②♥t❛① tr❡❡s✳ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s
✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✼✻✭✹✮✿✶✻✺ ✕ ✶✼✾✱ ✷✵✵✼✳ Pr♦❝❡❡❞✲
✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✻t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ ✐ts
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❲❘▲❆ ✷✵✵✻✮✳ ✶✵✱ ✼✺

❬❘❏❇✾✾❪ ❏❛♠❡s ❘✉♠❜❛✉❣❤✱ ■✈❛r ❏❛❝♦❜s♦♥✱ ❛♥❞ ●r❛❞② ❇♦♦❝❤✱ ❡❞✐t♦rs✳ ❚❤❡
❯♥✐✜❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♥✉❛❧✳ ❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡②
▲♦♥❣♠❛♥ ▲t❞✳✱ ❊ss❡①✱ ❯❑✱ ❯❑✱ ✶✾✾✾✳ ✶✽✷

❬❙❇P▼✵✾❪ ❉❛✈✐❞ ❙t❡✐♥❜❡r❣✱ ❋r❛♥❦ ❇✉❞✐♥s❦②✱ ▼❛r❝❡❧♦ P❛t❡r♥♦str♦✱ ❛♥❞
❊❞ ▼❡r❦s✳ ❊▼❋✿ ❊❝❧✐♣s❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ✷✳✵✳ ❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡②
Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧✱ ✷♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✾✳ ✶✽✶✱ ✶✽✷

❬❚❛✈✶✶❪ ❈❧á✉❞✐❛ ❚❛✈❛r❡s✳ ❆ t②♣❡ s②st❡♠ ❢♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s
✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✿ ❢r♦♠ t❤❡♦r② t♦ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❘❡✲
s❡❛r❝❤ r❡♣♦rt✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✶✳ ✶✸✾

❬❚❙✾✻❪ ❱❛❧❡r② ❚r✐❢♦♥♦✈ ❛♥❞ ❙❝♦tt ❋✳ ❙♠✐t❤✳ ❙✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t②♣❡s✳
■♥ ❙❆❙✱ ♣❛❣❡s ✸✹✾✕✸✻✺✱ ✶✾✾✻✳ ✸✱ ✹✾✱ ✶✹✵



✷✵✾

❬❱❇❚✾✽❪ ❊❡❧❝♦ ❱✐ss❡r✱ ❩✐♥❡✲❡❧✲❆❜✐❞✐♥❡ ❇❡♥❛✐ss❛✱ ❛♥❞ ❆♥❞r❡✇ ❚♦❧♠❛❝❤✳
❇✉✐❧❞✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ♦♣t✐♠✐③❡rs ✇✐t❤ r❡✇r✐t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✲
✐♥❣s ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ❆❈▼ ❙■●P▲❆◆ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❋✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ■❈❋P ✬✾✽✱ ♣❛❣❡s ✶✸✕✷✻✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱
✶✾✾✽✳ ❆❈▼✳ ✶✷✱ ✽✷

❬❱✐t✾✹❪ ▼❛r✐❛♥ ❱✐tt❡❦✳ ❊▲❆◆✿ ❯♥ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦t②♣❛❣❡ ❞❡
❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t
❞✬❯♥✐✈❡rs✐té✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré ✲ ◆❛♥❝② ■✱ ♦❝t♦❜r❡ ✶✾✾✹✳
✾✸



✷✶✵ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②



❘és✉♠é

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❣é♥✐❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❝♦♥✲
s✐❞érés ♣♦✉r ❧❛ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞é♥✉és ❞❡ s❡♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐✲
t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❡♠❜❛rq✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡ ♦❜❥❡t✳ ❊❧❧❡ ✈✐s❡ à
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❛✈❡❝ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞✉ ✜❧tr❛❣❡
❞❡ ♠♦t✐❢s ❛ss♦❝✐❛t✐❢ s✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❝♦♥str✉✐ts s✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
✈❛r✐❛❞✐q ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❚♦♠ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡
♠♦t✐❢s ❡t ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ à ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❣é♥ér❛❧✐st❡s ❝♦♠♠❡ ❏❛✈❛✳

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❚♦♠ à tr❛✈❡rs ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥✲
t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡♥ t❛♥t q✉✬é❧é♠❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
❧❛ sûr❡té ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ✐♥❝❧✉t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❛✐♥s✐ q✉❡
❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❝♦♠✲
♣♦sé ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té✱ rés♦❧✉❡s ♣❛r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✱ rés♦❧✉❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡s ❞❡ s✐♠♣❧✐✲
✜❝❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ r❛♠❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠✐❡tt❡s✳ ▲❡ s②stè♠❡
❞❡ t②♣❡s ❛ été ✐♥té❣ré ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐té
❡t ♣❧✉s ❞❡ sûr❡té ❛ ✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s
❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡s t❡r♠❡s✳

▼♦ts✲❝❧és✿ s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s✱ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✱ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✱ réé❝r✐t✉r❡✱ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s ❞❡ t②♣❡✳

❆❜str❛❝t

■♥ s♦❢t✇❛r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ t②♣❡ s②st❡♠s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t
t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss t❡r♠s ✐♥ r❡❣❛r❞ t♦ ❛ t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
t❤❡s✐s ✐s s✐t✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❛✐♠s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s❛❢❡ t②♣❡ s②st❡♠ ❢❡❛t✉r✐♥❣ s✉❜t②♣✐♥❣ ❢♦r t❤❡
s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❞✐❝
♦♣❡r❛t♦rs✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❚♦♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s
❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts ❛♥❞ r❡✇r✐t❡ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❏❛✈❛✳

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❚♦♠ ❝♦❞❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❚♦♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t②♣❡
s②st❡♠ ✐s s❛❢❡✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✐♥❝❧✉❞❡s t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞
t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts
s♦❧✈❡❞ ❜② ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣✳ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠
✇❛s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❚♦♠ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❜♦t❤ str♦♥❣❡r ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ♠♦r❡
s❛❢❡t② ❛❜❧❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ♣r❡s❡r✈❡
t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❡r♠s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ t②♣❡ s②st❡♠s✱ s✉❜t②♣✐♥❣✱ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ r❡✇r✐t✐♥❣✱ t②♣❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✳
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