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(spécialité informatique)

par

Mauricio Alejandro Araya López

Composition du jury
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❋✐rst ❛♥❞ ❢♦r❡♠♦st✱ ■ ❛♠ ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ♠② ❛❞✈✐s♦rs✳ ❋r❛♥ç♦✐s✱ ❱✐♥❝❡♥t ❛♥❞ ❖❧✐✈✐❡r ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❛
♠❛r✈❡❧♦✉s ✜rst✲❝❧❛ss r❡s❡❛r❝❤ t❡❛♠ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❝r❡❞✐❜❧② ❤✉♠❜❧❡✱ ❦❡❡♥ ❛♥❞ ❤❛r❞✲
✇♦r❦✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣s✳ ■ ✇❛♥t t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠② ❛❞✈✐s♦r ❋r❛♥ç♦✐s ❈❤❛r♣✐❧❧❡t ❢♦r t❛❦✐♥❣ t❤❛t ❧❡❛♣ ♦❢ ❢❛✐t❤
❛♥❞ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ♠② ❝❛♥❞✐❞❛t✉r❡ t♦ t❤❡ P❤❉ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠② ❈❱✳ ❆❧s♦✱ ❤❡ ✇❛s ❛❧✇❛②s t❤❡r❡ ❢♦r
❤❡❧♣✐♥❣ ♠❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♠② ♣❛♣❡r✇♦r❦✱ ❜♦t❤ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♥❞ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ■ ❤❛✈❡ t♦ s❛② t❤❡② ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s
✇❤❡♥ ②♦✉ ❛r❡ ❛ ❢♦r❡✐❣♥❡r st✉❞❡♥t✳ ▼② ❝♦✲❛❞✈✐s♦r ❱✐♥❝❡♥t ❚❤♦♠❛s ✇❛s ❛❧✇❛②s ✈❡r② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛♥❞ ❤❡❧♣❢✉❧
✇✐t❤ ♠② ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ✐♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❜♦t❤ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧❧② ❛♥❞ ♣❡rs♦♥❛❧❧②✱ ❛♥❞ ■ ❛♠ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧ ♦❢ ❤✐s ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss
t♦ ❛❧✇❛②s ✜♥❞ ❛ s❧♦t ❢♦r ♠❡ ✐♥ ❤✐s t✐❣❤t ❝❛❧❡♥❞❛r✳ ■ ♦✇❡ t♦ ❤✐♠ ♠♦st ♦❢ ♠② ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ♥♦t ♦♥❧② ❜② ❤✐s ✇✐s❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❢♦r t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ♠❡ t♦ r❡t❛❦❡
t❡❛❝❤✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♠② ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ s❦✐❧❧s✳ ❲✐t❤♦✉t ❛♥② ❞♦✉❜t✱
❖❧✐✈✐❡r ❇✉✛❡t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ♠② t❤❡s✐s ❝♦✲❛❞✈✐s♦r✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❢♦r♠❛❧✐t✐❡s ♦♥❧② ❛❧❧♦✇ ♦♥❡✳ ❍❡ ❤❛s s❡❧✢❡ss❧②
❣✉✐❞❡❞ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐s ✈❛st ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❤✐s ✐♠♣❧❛❝❛❜❧❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ r✐❣♦✉r✱ ❛♥❞ ❤✐s
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✇♦r❦✲t❡❛♠ ♣❤✐❧♦s♦♣❤②✳ ■ ♦✇❡ t♦ ❤✐♠ ♠♦st ♦❢ ♠② s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤❡s✐s✱
❛❧✇❛②s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❞✐s❝✉ss ❛♥② ✐❞❡❛✱ ❛❧✇❛②s ❤❡❧♣✐♥❣ ♠❡ ✇✐t❤ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♦r ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞
❛❧✇❛②s ♣r♦♣♦s✐♥❣ ♥❡✇ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❤✐s ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦
r❡♣❧❛❝❡ ♠❡ ✐♥ t❤♦s❡ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s t♦ ✇❤✐❝❤ ■ ✇❛s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❛tt❡♥❞✱ ❛♥❞ ❤✐s ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ ❤❡❧♣ ✇✐t❤ ❜♦t❤
❊♥❣❧✐s❤ ❛♥❞ ❋r❡♥❝❤ ❣r❛♠♠❛r✱ ✇❤✐❝❤ ■ ❦♥♦✇ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❡❞✐♦✉s ❛♥❞ ✈❡r② t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳

■ ✇❛♥t t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ❥✉r② ❢♦r ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ✇♦r❦✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❏♦❡❧❧❡ P✐♥❡❛✉ ❛♥❞ ❘é❣✐s ❙❛❜✲
❜❛❞✐♥ ❢♦r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ r❡✈✐❡✇✐♥❣ ♠② t❤❡s✐s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❤♦❧✐❞❛②s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡✐r ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ t❤❡s✐s ❞❡❢❡♥s❡✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ r❛♣♣♦rt❡✉rs ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡rs ❢♦r
t❤❡✐r s❝✐❡♥t✐✜❝❛❧❧② r✐❣♦r♦✉s ❜✉t ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ q✉❡st✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤❡s✐s ❞❡❢❡♥s❡✱ ❤♦♣✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥s✇❡r❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ❛♥❞ ❛ ❤❛❧❢ ②❡❛rs ♦❢ t❤❡s✐s ✇❡r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ❜② ❛ str♦♥❣ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧
❡♥t✐t✐❡s✳ ❋✐rst✱ ■ ❤❛✈❡ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ❈❤✐❧❡❛♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❈❖◆■❈❨❚ ❛♥❞ t❤❡ ❊♠❜❛ss② ♦❢
❋r❛♥❝❡ ✐♥ ❈❤✐❧❡✱ ❢♦r ❣r❛♥t✐♥❣ ♠❡ t❤❡ s❝❤♦❧❛rs❤✐♣ t♦ ♣✉rs✉❡ t❤❡ P❤❉ ❞❡❣r❡❡ ❤❡r❡ ✐♥ ❋r❛♥❝❡✳ ❆❧s♦✱ ■ ✇❛♥t
t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ▲♦rr❛✐♥❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ t❤❡ ▲❖❘■❆✴■◆❘■❆ ●r❛♥❞ ❊st ✐♥st✐t✉t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t ♦♥❧②
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ❞✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ❦❡❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♦❢ ♣❡♦♣❧❡
t❤❛t ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ♥♦t ♦♥❧② ♦t❤❡r r❡s❡❛r❝❤❡rs✱ ❡♥❣✐♥❡❡rs ❛♥❞
❞✐r❡❝t✐✈❡s✱ ❜✉t ❛❧❧ t❤❡ st❛✛ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥t❡❡♥✱ s❡❝✉r✐t②✱ s❡❝r❡t❛r✐❡s ❛♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ■ ❤❛✈❡ t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❧❧ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ▼❆■❆ ❚❡❛♠ ✇❤✐❝❤ ❤♦st❡❞
♠❡ ❞✉r✐♥❣ ♠② t❤❡s✐s✱ s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ ❆❧❛✐♥ ❉✉t❡❝❤ ❛♥❞ ❇r✉♥♦ ❙❝❤❡rr❡r ❢♦r t❤❡✐r ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞
s✉❣❣❡st✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ✉♥❜❧♦❝❦❡❞ ♠② r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♦❝❝❛s✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠②
♦✣❝❡✲♠❛t❡ ❆r♥❛✉❞ ●❧❛❞ ❢♦r ❤✐s ❤❡❧♣ ❛♥❞ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❆❧s♦✱ ■ ✇❛♥t t♦
t❤❛♥❦ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t r❡s❡❛r❝❤❡rs ❢r♦♠ ✇❤♦♠ ■ ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛❞✈✐s❡ ❛♥❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ❏♦❡r❣✱
◆❛③✐♠✱ ❖❧✐✈✐❡r✱ ❆♠✐♥ ❛♥❞ ❱✐♥❝❡♥t✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ■ ❤❛✈❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❢❡❧❧♦✇ P❤❉ st✉❞❡♥ts ❛♥❞ ♣♦st✲❞♦❝s ❢♦r
t❤❡✐r ❤❡❧♣ ❛♥❞ ❢r✐❡♥❞s❤✐♣ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤✐s t✐♠❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❏❛♥♦✱ ❚♦♠ás✱ ❖❧✐✈✐❡r✱ ❆♥t♦✐♥❡✱ ▼♦❤❛♠❡❞✱ ❈❡❞r✐❝✱
❆rsè♥❡✱ ❇♦r✐s✱ ❏✐❧❧❡s✱ ◆✐❦♦s✱ ❊♠✐❧✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ■ ✇❛♥t ❛❧s♦ t♦ s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❛♥❦ t❤❡ s❡❝r❡t❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ t❡❛♠✱
❈é❧✐♥❡✱ ❈❤r✐st❡❧ ❛♥❞ ❱ér♦♥✐q✉❡✱ ❤♦♣✐♥❣ t❤❡② ❝❛♥ ❢♦r❣✐✈❡ ♠② ❧❛③✐♥❡ss ❛♥❞ ✐♥❝♦♠♣❡t❡♥❝❡ ✐♥ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡
❛✛❛✐rs✳

■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ❛❧s♦ ♠② ❢r✐❡♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❈❖❘❚❊❳ t❡❛♠✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❑■❲■ t❡❛♠✱ ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ t❤❡
❈❤✐❧❡❛♥ ❢r✐❡♥❞s t❤❛t ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤✐s t✐♠❡ ❤❡r❡ ✐♥ ❋r❛♥❝❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ▼❛✉r✐❝✐♦✱ ❱✐❝t♦r✱ ❉❛♥✐❡❧❛✱
❈❛r❧♦s✱ ■s❛❜❡❧✱ ❆❧✈❛r♦✱ ❈r✐st✐❛♥✱ ❆♥❞r❡s ❛♥❞ s♦ ♦♥✳

■♥ ❛ ♠♦r❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠② ♣❛r❡♥ts ❛♥❞ s✐❜❧✐♥❣s ❢♦r ❛❧✇❛②s s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♠❡ ✐♥
❛❧❧ ♠② ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❛♥❞ ♣❡rs♦♥❛❧ ❡♥❞❡❛✈♦rs✱ ❛♥❞ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ♠❡ t❤❡ ♣❡rs♦♥ ■ ❛♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
❡①❝❡❧❧❡♥❝❡✱ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❛♥❞ ❦✐♥❞♥❡ss ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❧✐❢❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✇❛♥t ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠② ✇✐❢❡ ❈❛r♦❧✐♥❛ ❢♦r ❤❡r ✐♥✜♥✐t❡ ♣❛t✐❡♥❝❡✱ s✉♣♣♦rt✱ ❛♥❞ ❤❡❧♣
❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ❜✉t ✐♥❞❡❡❞ t♦ ❞❡❞✐❝❛t❡ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ t♦ ❤❡r✳ ❙❤❡ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❢
❛❧❧ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❜❡✐♥❣ str♦♥❣ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt✐✈❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤♦s❡ ♠♦♠❡♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ t✐r❡❞♥❡ss t❤r❡❛t❡♥❡❞
t♦ ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ♠❡✱ ❛♥❞ ❜❡❡♥ ❝❤❡❡r❢✉❧ ❛♥❞ ❥♦②♦✉s ♦♥ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ ♠② s♠❛❧❧ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤♠❡♥ts✳ ■ ♦✇❡ ❤❡r
♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❜❡②♦♥❞ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ s♦ ♥♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t ♥♦r ❞❡❞✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❛♥❦ ❤❡r ❢♦r
❜❡✐♥❣ ❛❧✇❛②s ❜② ♠② s✐❞❡✳



✐✐



✐✐✐

✏❲✐t❤ ♠❛❣✐❝✱ ②♦✉ ❝❛♥ t✉r♥ ❛ ❢r♦❣ ✐♥t♦ ❛ ♣r✐♥❝❡✳

❲✐t❤ s❝✐❡♥❝❡✱ ②♦✉ ❝❛♥ t✉r♥ ❛ ❢r♦❣ ✐♥t♦ ❛ P❤✳❉ ❛♥❞ ②♦✉ st✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢r♦❣ ②♦✉ st❛rt❡❞ ✇✐t❤✳✑

❚❡rr② Pr❛t❝❤❡tt✱ ■❛♥ ❙t❡✇❛rt ❛♥❞ ❏❛❝❦ ❈♦❤❡♥ ✖ ❚❤❡ ❙❝✐❡♥❝❡ ♦❢ ❉✐s❝✇♦r❧❞✳



✐✈



Pr❡❢❛❝❡

❲❤❡♥ ■ ✇❛s s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ P❤❉ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♠② r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❛s ✇✐❞❡ ♦♣❡♥✳ ❆str♦✲❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱
r♦❜♦t✐❝s✱ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ❝♦♠♣✐❧❡rs✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✇❛r♠ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✇❡r❡ ❥✉st s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
t♦♣✐❝s t❤❛t ✐♥t❡r❡st❡❞ ♠❡ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✳ ■ ❞✐❞ ♠② ▼❛st❡r t❤❡s✐s ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s✱ s♦ ✐♥
s♦♠❡ s❡♥s❡ ■ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ❜✉t ✐♥ t❤♦s❡ ❞❛②s ■ ❞✐❞ ♥♦t ❡✈❡♥ ❦♥❡✇ ✇❤❛t ❛♥
▼❉P ✇❛s✳ ❆❧s♦✱ ■ ❤❛❞ ❛♥ ❡♥♦r♠♦✉s r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✜❡❧❞s✱ ②❡t
❛t t❤❡ t✐♠❡ ■ ❤♦♥❡st❧② ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ s✉❝❤ t♦♣✐❝s ✇❛s ❛❤❡❛❞ ♦❢ ♠② ❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❚❤❡ t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥t ✇❛s t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ♠② ❢r✐❡♥❞ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡ ◆✐❝♦❧❛s ❇❛rr✐❣❛ ❛❜♦✉t ♣❛t❤
♣❧❛♥♥✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠❡ t♦ t❤❡ ❛♠❛③✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ❱❡r② s♦♦♥ t❤❡ ❇❡❧❧♠❛♥✬s
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝r♦ss❡❞ ♠② ✇❛②✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ♠❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛✇❡str✉❝❦ ❜② ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ♣♦✇❡r✳
■♥ ♠② ❤✉♠❜❧❡ ♦♣✐♥✐♦♥✱ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ♠✉st ❛✐♠ ✜rst t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❧❛① t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
t♦ ♠❛❦❡ t❤✐♥❣s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❛✛♦r❞❛❜❧❡✱ ♥♦t t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② t❤❡
▼❆■❆ ❚❡❛♠ ✜t ♣❡r❢❡❝t❧② ♠② ✐♥t❡r❡sts✱ s♦ ■ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❛s❦ ❢♦r ❛ P❤❉ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜❧✐♥❞❧② t❤r♦✉❣❤ ❡✲♠❛✐❧✳
❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❋r❛♥ç♦✐s ✇❛s ❝♦✉r❛❣❡♦✉s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❝❝❡♣t ♠② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ ♠❡✱ s♦ ■ ❤♦♣❡ t♦
❤❛✈❡ ♠❡t ❤✐s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❤❡s✐s s✉❜❥❡❝t ✇❛s ❛❜♦✉t ❛❝t✐✈❡ s❡♥s✐♥❣✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣
t❤❡ ♣♦❧✐❝② t❤❛t ❛ ♣r❡❞❛t♦r ❛❣❡♥t ♠✉st ❢♦❧❧♦✇ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r❡②✳ ■♥ t❤✐s ❡❛r❧② r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
s❡❡✐♥❣ t❤❡ ♣r❡② ❛♥❞ ❦♥♦✇✐♥❣ ✇❡r❡ ♣r❡② ✐s ❜❡❝❛♠❡ ❡✈✐❞❡♥t✱ r❛✐s✐♥❣ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣
✐♥ P❖▼❉Ps✳ ❙♦♦♥ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ t❤❡s✐s ❢♦❝✉s ❝❤❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❢t ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❛❜❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣✳ ❲✐t❤♦✉t ❡✈❡♥ ♥♦t✐❝✐♥❣ ✐t✱ ■ ✇❛s ✇♦r❦✐♥❣
❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r❧② ✉♥❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥✲❛r♠❡❞ ❜❛♥❞✐t ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛
P❖▼❉P✳ ❚❤✐s ❛♣♣❛r❡♥t❧② t❡❝❤♥✐❝❛❧ tr✐✢❡ ❤✐❞❡s t❤❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ♣❧❛♥♥✐♥❣✳
❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❧❡❛❞ ♠❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❇❛②❡s✐❛♥ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥✱ t❤❡ ❜❡✇✐❧❞❡r✐♥❣ ❜❛s✐❝s ♦❢
st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r②✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ♣r✐s♠✱ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦t✐✈❛t❡s s❡✈❡r❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❣♦❡s ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ s❝♦♣❡✳

❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝✉❧♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ t❤❛t ❤❛s t❛❦❡♥ ♣❧❛❝❡ ♦✈❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡
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✹✳✶ ❈❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ ❉✐❛❣♥♦s✐s ❘❡s✉❧ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✹✳✷ ❈❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ ❙✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❘❡s✉❧ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✹✳✸ ❈❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✹✳✹ ❘♦❝❦ ❉✐❛❣♥♦s✐s ❘❡s✉❧ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✹✳✺ ❈♦st✲❙❡♥s✐t✐✈❡ ❘♦❝❦ ❉✐❛❣♥♦s✐s ❘❡s✉❧ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✻✳✶ ❈❤❛✐♥ Pr♦❜❧❡♠ ❘❡s✉❧ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

①✈



①✈✐ ▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s



▲✐st ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

✶ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✷ ❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✸ ❊①❛❝t P❖▼❉P ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✹ P❇❱■✿ P♦✐♥t✲❇❛s❡❞ ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✺ P❊❘❙❊❯❙✿ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ P♦✐♥t✲❇❛s❡❞ ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✻ ❜♦❧t ❆❧❣♦rt✐❤♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✼ ■tér❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✭s②♥❝❤r♦♥❡✮ ✭❱■✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾
✽ ■tér❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ✭❆❱■✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

①✈✐✐



①✈✐✐✐ ▲■❙❚ ❖❋ ❆▲●❖❘■❚❍▼❙



◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

x ▲❛t✐♥ ❛♥❞ ●r❡❡❦ ❧❡tt❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

θ ●r❡❡❦ ❧❡tt❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s

X ❈❛♣✐t❛❧ ❧❛t✐♥ ❧❡tt❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s

Θ ❈❛♣✐t❛❧ ●r❡❡❦ ❧❡tt❡rs ❛r❡ t♦ ❞❡♥♦t❡ r❛♥❞♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐③❡ s❡ts

X ❈❛❧❧✐❣r❛♣❤✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ ✜①❡❞ s✐③❡ s❡ts

① ❇♦❧❞ ❧❡tt❡rs ✭❧❛t✐♥ ♦r ❣r❡❡❦✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ ✈❡❝t♦rs

❳ ❈❛♣✐t❛❧ ❜♦❧❞ ❧❡tt❡rs ✭❧❛t✐♥ ♦r ❣r❡❡❦✮ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡♥♦t✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs

P ❇❧❛❝❦❜♦❛r❞ ❜♦❧❞ ❧❡tt❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❜✉t s♦♠❡t✐♠❡s t❤❡②
❛r❡ ✉s❡ t♦ ❞❡♥♦t❡ st❛♥❞❛r❞ ♥✉♠❜❡r s❡ts ❧✐❦❡ R ♦r N

Xt ❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣t t ✭❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s i ♦r h✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t

X(t) ❲❤❡♥ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t s♣❛❝❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞✱ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣ts (t) ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t

①✐①



①① ◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥t❡♥ts
✶✳✶ ❆❣❡♥t P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶✳✷ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ●❛t❤❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✸ ❆♥ ❊①❛♠♣❧❡ Pr♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✺ ❖✉t❧✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✏◆♦t❤✐♥❣ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐♦✉s✱ t❤❛♥ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡✳✑
✖ ◆❛♣♦❧❡♦♥ ❇♦♥❛♣❛rt❡✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t ♠❛❦✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✉♥❞❡r ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳
❚❤✐s s✉❜❥❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② t❤r♦✉❣❤ ❤✐st♦r②✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❝✐❡♥t ●r❡❡❦ ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡rs t♦ t❤❡
♠♦❞❡r♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ s❝✐❡♥t✐sts✱ ②❡t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥ts r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✿ ❜❡s✐❞❡s t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦❢ ❛
❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜♦✉♥❞ t❤✐s ❜r♦❛❞ s✉❜❥❡❝t✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s s❡t ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱
✉s✉❛❧❧② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝✱ ❝♦❣♥✐t✐✈❡✱ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s
♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t ✇❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♦t❤❡r ❛r❡❛s ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡
❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭❆■✮ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡
✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❛❝t r❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳

■♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣s ♦❢ ❆■✱ ♣❡♦♣❧❡ t❤♦✉❣❤t t❤❛t✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❛♣✐❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❢❛st ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞
♠❡♠♦r② ✭✐✳❡✳✱ ▼♦♦r❡✬s ❧❛✇✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❛❣❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥
❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❞❡❝❛❞❡s✳ ❘❡❛❧✐t② ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ t♦✉❣❤❡r t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞✿ s❡✈❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s r❡♠❛✐♥
✉♥s♦❧✈❡❞✱ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❛❜❧❡
❜✉t ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✉s✉❛❧❧② ♦✈❡r✇❤❡❧♠s ❛♥② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠✳ Pr♦❜❛❜❧②✱ t❤✐s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❣❛♣ ✐s ❞✉❡
t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✭❡✳❣✳✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥✱ ❞②♥❛♠✐❝✱ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✱
❧❛r❣❡✱ ❡t❝✳✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ st✉♠❜❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❢♦r ❆■ ❛❣❡♥ts s♦ ❢❛r✳ ❚❤❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s
❛r♦✉♥❞ ❆■✱ s✉❝❤ ❛s st❛t✐st✐❝s✱ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❜✐♦❧♦❣② ❛♥❞ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡✱
❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ ❆■ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♥♦✇❛❞❛②s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts t❤❛t ♠❛❦❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❝✐s✐♦♥s ✉♥❞❡r r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✐s st✐❧❧ ❛ ❦❡②
❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r ❆■✳

✶✳✶ ❆❣❡♥t P❡rs♣❡❝t✐✈❡

■♥ s✐♠♣❧❡ t❡r♠s✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s ❛♥ ❡♥t✐t② t❤❛t ♣❡r❝❡✐✈❡s ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ s❡♥s♦rs✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
❞❛t❛ t❤❛t t②♣✐❝❛❧❧② ❢❡❡❞s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡
❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛❝t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✉❛t♦rs t❤❛t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞✴♦r t❤❡
❛❣❡♥t ✐ts❡❧❢ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮✳

✶



✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ●❡♥❡r✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱
s❡♥s♦rs t♦ ♣❡r❝❡✐✈❡ t❤❡ r❡❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦rs t♦ ❛❝t ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t❤❛t ❛r✐s❡ ✇❤✐❧❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ♠❛♥②✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡✜♥✐♥❣ ✇❤❛t ✐s ❛ ❝♦rr❡❝t
❞❡❝✐s✐♦♥ ♦r ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣❤❛s❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♣r❡s❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t✱ ✇❤❡r❡ ♥♦✐s② ❛♥❞ ❧✐♠✐t❡❞ s❡♥s♦rs✱ ✐♠♣r❡❝✐s❡
❛❝t✉❛t♦rs✱ ♥❛rr♦✇ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ t❤❡ r✉❧❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳

❘✉❧✐♥❣ ♦✉t t❤♦s❡ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❛❣❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞✲❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡❛❝t t♦ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦s✱
t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❣❡♥❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts✿ ❣♦❛❧✲❜❛s❡❞ ❛❣❡♥ts ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ s❛t✐s❢② ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
❛♥❞ ✉t✐❧✐t②✲❜❛s❡❞ ❛❣❡♥ts ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ✭❘✉ss❡❧❧ ❛♥❞ ◆♦r✈✐❣✱ ✷✵✵✸✮✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❣♦❛❧✲❜❛s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❝❛st ❛s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉t✐❧✐t②✲❜❛s❡❞ t②♣❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s s❡t ♦♥ ❛❣❡♥ts t❤❛t tr② t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛
✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡r♥ t♦♦❧s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❛❣❡♥t✬s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t
r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞s ❧✐❦❡ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ st❛t✐st✐❝s✱ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❋r♦♠ t❤❡r❡✱ ♥♦✈❡❧
t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ❛♥❞ s♦❧✈❡ ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ s✉❜st❛♥t✐❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤
❛ ♣r♦♣❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s✳

✶✳✷ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ●❛t❤❡r✐♥❣

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❣❛t❤❡r✐♥❣
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦♥t❡①t✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❛❣❡♥t ❢❛❝❡s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✉s✉❛❧❧② ❤❛s t♦ ❝❤♦♦s❡
❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❧♦r❛t♦r② ❞❡❝✐s✐♦♥s t♦ ❛❝q✉✐r❡ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♥❡①t ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s t❤❛t ✉s❡s t❤❡
❝✉rr❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
♥❡❡❞❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s t✇♦❢♦❧❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡
❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ♥♦t ❛s ❛♥ ❡♥❞✱ ❜✉t ❥✉st ❛s ❛ ♠❡❛♥s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐r❡❝t❧②✱ ❜②
tr②✐♥❣ t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❡st✐♦♥s✳

✶✳ ❍♦✇ t♦ r❡♣r❡s❡♥t✱ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡❧❞ ❜② ❛♥ ❛❣❡♥t❄ ❍♦✇ t♦ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❞❡❝✐❞❡
❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❄

✷✳ ■s ✭✐♠♣❧✐❝✐t✮ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛ s♦❧✈❡❞ ✐ss✉❡ ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s❄ ■❢ ♥♦t✱ ✇❤❛t ❝❛♥
❜❡ ❞♦♥❡❄

✸✳ ■s ✭❡①♣❧✐❝✐t✮ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✐ts❡❧❢✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛♥
♦❜❥❡❝t✐✈❡❄ ■❢ ②❡s✱ ❤♦✇ ❝❛♥ ✐t ❜❡ s♦❧✈❡❞❄

❚❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ❜② ✐♥tr♦✲
❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ✐♥❢❡r ✇✐t❤ ✐t✳ ❚❤✐s ❜❛s❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s s❡r✈❡s ❛s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❡st✐♦♥ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ P❛rt✐❛❧ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❉Ps ✭P❖▼❉Ps✮ ❛♥❞ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✲
✐♥❣ ✭❘▲✮✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞
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✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦❧✈✐♥❣ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s s♦ ❤❛r❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❛t ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ s❝❛❧❡ ✉♣ t♦ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s s❡t ♦♥ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♦✛❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❧♦s❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ ❛❣❛✐♥ t♦ t❤❡ s❛♠❡ t✇♦❢♦❧❞ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❝❤♦♦s✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❣❛t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❘▲ ❛s t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✴❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✐❧❡♠♠❛✳

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦ s♦❧✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❛❣❛✐♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❢♦r ❜♦t❤
P❖▼❉Ps ❛♥❞ ❘▲✳ ❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s✱ r❡❧❛t❡s ❛♥❞ tr✐❡s t♦ s♦❧✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ ♥♦ s♣❡❝✐✜❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜❡s✐❞❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❧②
❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✱ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✉♥✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
❛♥❞ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆❧s♦✱ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❢❛❝❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✶✳✸ ❆♥ ❊①❛♠♣❧❡ Pr♦❜❧❡♠

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✿
t❤❡ ✇❡❧❧✲st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❢❛♠♦✉s n✲❛r♠❡❞ ❜❛♥❞✐t ♣r♦❜❧❡♠ ✭●✐tt✐♥s✱ ✶✾✼✾✮✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✳✶ ✭n✲❛r♠❡❞ ❜❛♥❞✐t ♣r♦❜❧❡♠✮✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝♦♥❢r♦♥ts ❛ s❧♦t ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐t❤
n ❛r♠s✳ ❊❛❝❤ ❛r♠ ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✭❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✇✐♥♥✐♥❣✱ ②❡t t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡
✉♥❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡ n✲❛r♠❡❞ ❜❛♥❞✐t ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❛r♠ ♣✉❧❧✐♥❣ str❛t❡❣②
❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡t✉r♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❧♦t ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡
✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✮ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡t✉r♥✳ ■❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡
❛❣❡♥t✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② s♦❧✈❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❡st str❛t❡❣② ✐s t♦ ❛❧✇❛②s ♣✐❝❦ t❤❡ ❛r♠ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡st
✇✐♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❨❡t✱ ❛s t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❣✐✈❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢❛❧❧s ✐♥t♦ t❤❡ ❤❛r❞❡r ❝❛t❡❣♦r② ♦❢
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ♣❛r❛❞✐❣♠s✿
✕ P❧❛♥♥✐♥❣ P❛r❛❞✐❣♠✿ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣ ❛ ✏✇✐♥✑ ♦r ✏❧♦s❡✑ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ♣✉❧❧✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛r♠s ✭♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮✳ ❇② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s✱ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❧❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣
t❤❡ ❜❡st ❛❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❤✐st♦r② ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ ✇✐♥s ❛♥❞ ❧♦s❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐s P❖▼❉Ps ❛♥❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

✕ ▲❡❛r♥✐♥❣ P❛r❛❞✐❣♠✿ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣ ❛ ✏✇✐♥✑ ♦r ✏❧♦s❡✑ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛r♠s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭❛
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛r♠ ✭♦r s♦♠❡t✐♠❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
s②st❡♠✮ ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ❜❡st ❛❝t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐s ❘▲ ❛♥❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛❞✐❣♠s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② tr❡❛t❡❞ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ ②❡t ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥
❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛❞✐❣♠s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❤❡r❡
❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ P❖▼❉P✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ♣❧❛♥♥✐♥❣✳

■♥ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ●✐tt✐♥s ✐♥❞❡① s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
n✲❛r♠❡❞ ❜❛♥❞✐t ♣r♦❜❧❡♠ ✭●✐tt✐♥s✱ ✶✾✼✾✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♥♦t ❛❧❧ P❖▼❉P ❛♥❞ ❘▲ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ P❖▼❉P ❛♥❞ ❘▲ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤❛r❞ t♦ s♦❧✈❡✱ s♦ ✉s✉❛❧❧② ❛♥ ❡①t❡♥✲
s✐✈❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠❛❝❤✐♥❡r② ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✮ s♦❧✈❡ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥
❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❡r❡ ♥♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✳✷ ✭n✲❛r♠❡❞ ❇❛♥❞✐t ❉✐❛❣♥♦s✐s✮✳ ■♥ t❤❡ n✲❛r♠❡❞ ❜❛♥❞✐t ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s
t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❡❛r♥✐♥❣s ✐♥ t❤❛t s❧♦t ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✭❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t✮ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
❛❝t✐✈❡❧② ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛r♠s✱ ♥♦ ♠❛tt❡r t❤❡ ♠♦♥❡② ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ♥♦✇ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❛♥❞✐t✱ ❛♥❞ ♥♦t t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st ❛r♠ ❛s ✐♥ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞✐❛❣♥♦s❡ ❢❛✐❧✐♥❣ s❧♦t ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ♦r ❢♦r
t❤❡ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛✉❞✐t ❛ ❝❛s✐♥♦✳ ❯♥❞❡r t❤✐s s❡t✉♣✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦♥❢r♦♥ts ♥♦✇ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✉t❝♦♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✏✇✐♥✑ ❛♥❞ ✏❧♦s❡✑✱ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s ♠✉st ❜❡



✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ♥♦t t♦ ❝♦❧❧❡❝t ♠♦♥❡②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♣r♦♣❡r❧②
❞❡✜♥✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ❡❛s②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞
♦♥ ❤♦✇ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛t❡s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ ❝❡rt❛✐♥ st❛t❡s ♦r ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ ♦t❤❡rs✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❡❣❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ 1% ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ✇✐♥♥✐♥❣ ✐♥ ❛♥②
s❧♦t ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❛♥ ❛✉❞✐t♦r ❛❣❡♥t s❤♦✉❧❞ ♣r✐♦r✐t✐③❡ t❤♦s❡ ❛r♠s t❤❛t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❧❛✇✱ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❡
❧❡ss t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❧❡❣❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛r♠s ❛r❡ ❧❡❣❛❧✱ ♦r ✐❢ t❤❡ ✐❧❧❡❣❛❧ ♦♥❡s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞②
❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡❞✱ t❤❡ ❛❣❡♥t st✐❧❧ ❤❛s t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♦t❤❡rs t♦ ❞❡❧✐✈❡r ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣♦rt✳

❍♦✇ t♦ ❣❡♥❡r❛❧❧② s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱
♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ❛❞❛♣t P❖▼❉P ❛♥❞ ❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s✉✐t t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❛❞✈❛♥❝❡s
✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❘▲ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ✇❤❡r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ❛s
❛ ♠❡❛♥s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s♦❧✈❡ st❛t❡✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✶✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❇❡s✐❞❡s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❈❤❛♣t❡rs ✷✱ ✸ ❛♥❞ ✺✱ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ✐ts
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❤r❡❡ ♦t❤❡r ❝❤❛♣t❡rs✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❛❜♦✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❖▼❉Ps✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡✿
✕ ❆ ♣r♦♣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞
♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ❡♥❞♦rs❡ ✐ts ✉t✐❧✐t② ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ ❛ s♦✉♥❞ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
❝❛❧❧❡❞ ρP❖▼❉P ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ P❖▼❉P ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t♦ s✉♣♣♦rt ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ✇❡❧❧✲❛r❣✉❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r
ρP❖▼❉Ps✳

✕ ❋♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢s t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ρP❖▼❉P ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡① ✐❢ t❤❡ r❡✇❛r❞ ✐s ❝♦♥✈❡①✱
❛♥❞ t❤❛t ❝♦♠♠♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② P❲▲❈ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛
❜♦✉♥❞❡❞ ❡rr♦r✳

✕ ❆❞✲❤♦❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♦❢ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♣♦✐♥t✲❜❛s❡❞ P❖▼❉P ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ρP❖▼❉Ps✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛❧
t❤❡♦r❡♠s t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s♠❛❧❧
❡rr♦r✳

✕ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ str❛t❡❣✐❡s ✈❡rs✉s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ♠②✲
♦♣✐❝ str❛t❡❣✐❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❛✉t❤♦rs✱ ❛♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✭❆r❛②❛✲▲ó♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❛✮ ❛♥❞ ✐♥
✭❆r❛②❛✲▲ó♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮✱ ②❡t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥❡✇ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ❛❜♦✉t ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❛r❡✿

✕ ❆ ♥♦✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ❜♦❧t✱ t❤❛t ✐s ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢
✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇❛②❡s ❇♦♦st ✐❞❡❛✳

✕ ❋♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢s t❤❛t ❜♦❧t ✐s str✐❝t❧② ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s P❆❈✲❇❆▼❉P
✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❜♦❧t ✐s t✐❣❤t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
P❆❈✲❇❆▼❉P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ❜❡❜✳

✕ ❆♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❜♦❧t ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❜❡❜ ✇❤❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❡♥s✉r❡
♦♣t✐♠✐s♠ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❆❧s♦✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t ❜♦❧t ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r t✉♥✐♥❣ t❤❛♥
❜❡❜✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛ ✇r♦♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❧❡ss ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❜♦❧t t❤❛♥
❢♦r ❜❡❜✳

❇♦t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✭❆r❛②❛✲▲ó♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❛✮
❛♥❞ ✐♥ ✭❆r❛②❛✲▲ó♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❜✮✱ ②❡t t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥s✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ t❤✐s
❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ ❛❜♦✉t ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ▼❉P ♠♦❞❡❧ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡✿
✕ ❆ s♦✉♥❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ ♠♦❞❡❧ ▼❉P ♠♦❞❡❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s✳ ❚❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ r❡❧✐❡s ♦♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲



✶✳✺✳ ❖✉t❧✐♥❡ ✺

❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❧② s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡♦r②✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ❢♦r❝❡s t❤❡ ✉s❡
♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✕ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ♦❢ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡r❧② ❥✉st✐✜❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❞❡r✐✈❡❞ r❡✇❛r❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❤❛♥❞✲♠❛❞❡ r❡✇❛r❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ♦♥❡s✳

✕ ❆♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞②
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ r❡✇❛r❞s ❛♥❞ ❝r✐t❡r✐❛ ✉♥❞❡r t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ♥❛✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛❧r❡❛❞② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❡①♣❧♦r✐♥❣
▼❉Ps✳

❊❛r❧② ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✭❆r❛②❛✲▲ó♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✮ ❛♥❞ ✐♥
✭❆r❛②❛✲▲ó♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❝✮✱ ②❡t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♣♦❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳

✶✳✺ ❖✉t❧✐♥❡

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ t❤❡ ❜❛s✐❝s ❛❜♦✉t st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r② ❢r♦♠ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛s t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❤❛♣t❡rs✳ ❚❤❡♥✱ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s
t❤❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♦❧✈❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ♦♥ ✐ts ♣♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ✭P❇✮ s♦❧✉t✐♦♥s ❛s t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✳ ■♥
❈❤❛♣t❡r ✹ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛❜♦✉t s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✭✶✮ ❛ ♥♦✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ρP❖▼❉Ps✱ ✭✷✮ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✭✸✮
❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ ❤♦✇ t♦ ❛❞❛♣t P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s✳

▼♦✈✐♥❣ ♦♥ ❢r♦♠ P❖▼❉Ps t♦ ❘▲✱ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ✈❡r② ❜❛s✐❝ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡✲
♦r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ q✉✐❝❦❧② ❢♦❝✉s t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s♦❧✈❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ✭♣r♦❜❛❜❧② ❝♦rr❡❝t✮ ♥❡❛r✲
♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛s t❤✐s t❤❡♦r② ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s✳ ❈❤❛♣t❡r ✻ ♣r♦♣♦s❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ r♦❜✉st ❇❘▲
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ❜♦❧t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦rr❡❝t ✐♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ s❡♥s❡✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r t✉♥✐♥❣✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❈❤❛♣t❡r ✼ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ▼❉P♠♦❞❡❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❘▲ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ❣✐✈✐♥❣ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ s✐♠♣❧❡
str❛t❡❣✐❡s ❧✐❦❡ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳
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❈❤❛♣t❡r ✷

❖♣t✐♠❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥s ❯♥❞❡r ❯♥❝❡rt❛✐♥t②

❈♦♥t❡♥ts
✷✳✶ ❯♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✷✳✶✳✶ ❆❧❡❛t♦r② ❱❛r✐❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
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✏❈♦♥❝✐s✐♦♥ ✐♥ st②❧❡✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤♦✉❣❤t✱ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ❧✐❢❡✑
✖ ❱✐❝t♦r ❍✉❣♦✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❣❡♥t✲❜❛s❡❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✭❉❡●r♦♦t✱ ✶✾✼✵✮✱
✇✐t❤✐♥ t❤❡ r✐❝❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛❧❧❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ r♦♦ts ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥
❜❡ tr❛❝❦❡❞ ✉♣ t♦ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ❇❛②❡s ❛♥❞ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♥ t❤❡ s✐①t❡❡♥t❤ ❛♥❞ s❡✈❡♥t❡❡♥t❤ ❝❡♥t✉r✐❡s✱ ❜✉t ❋✐s❤❡r
✭✶✾✷✷✮ ✇❛s t❤❡ ✜rst t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ②❡❛rs ♦❢ t❤❡ ❧❛st
❝❡♥t✉r②✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛❧❧♦✇s
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♠♣❧❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r② ❛①✐♦♠s ❛♥❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡♠
✇❤❡♥ ♥❡✇ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t s✉❜❥❡❝t✐✈❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ st❛t❡s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❜❡❧✐❡❢s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❜❡♥❡✜ts ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛❣❡♥ts✳ ❋✐rst✱ t❤❡②
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥❝✐s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r② ❛①✐♦♠s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ♥❡✇ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡
❇❛②❡s r✉❧❡✳ ❚❤✐r❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛♥ ❜❡
❛❞❞r❡ss❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❧✐❡❢s✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞
❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❛t t❤❡ r❡❛❞❡r ❤❛s ❛ ❣♦♦❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ st❛t✐st✐❝s
❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s s❡t t❤❡♦r②✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✱ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ❇❛②❡s r✉❧❡✱ ❡t❝✳ ■❢
♥♦t✱ ♣❧❡❛s❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡rs ♦❢ ✭❉❡●r♦♦t✱ ✶✾✼✵✮ ♦r t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜♦♦❦ ❧✐❦❡
✭❈❛s❡❧❧❛ ❛♥❞ ❇❡r❣❡r✱ ✷✵✵✶✮✳
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✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥s ❯♥❞❡r ❯♥❝❡rt❛✐♥t②

✷✳✶ ❯♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ▲❡❛r♥✐♥❣

■t ✐s ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ t❤❛t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r② ✐s ❛ ♣r♦♣❡r ✇❛② ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛♥❞ ❛❧t❤♦✉❣❤
♦t❤❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✶✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜② ❢❛r t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r
s②st❡♠s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❜❡✐♥❣ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♥♦✇❛❞❛②s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❧❡t
r❡♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ st❛t✐st✐❝s t❤❛t s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❛t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ●❛✉ss✐❛♥✮ ✐s ♠❛❞❡ ❢♦r ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✉st ❜❡ ❢✉❧❧②
✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝ ✭❋✐s❤❡r✱ ✶✾✷✷✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡ t♦❣❡t❤❡r ❛ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞
t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✉s❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛❝t❧② r❡♣r❡s❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❧② ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✳
❙t❛t✐st✐❝✐❛♥s ♠❛❦❡ ❛ str♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❡❛t♦r② ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡♣✐st❡♠✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛♥❞ ✐♥
t❤❡ ♥❡①t t✇♦ s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤♦✇ t♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡♠ ✉s✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞
❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦rs ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛s t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳

✷✳✶✳✶ ❆❧❡❛t♦r② ❱❛r✐❛❜✐❧✐t②

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s②st❡♠ ❛❧✇❛②s ❤❛s s♦♠❡ str✉❝t✉r❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
✐t ✐s ❛❧♠♦st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ r❡❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✐t②✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠
✉♥❝❡rt❛✐♥❧② ✉♥❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ✈✐❡✇✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛❧❡❛t♦r② ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢❛❝t♦rs ♠❛❦❡ t❤❡ s②st❡♠ ✈❛r② ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛♥ ✭❛♣♣❛r❡♥t❧②✮ ❛❧❡❛t♦r② ✇❛②✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐s ❛ ✇❛② ♦❢ r❡❛s♦♥❛❜❧② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜② ✉s✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❛t t❤❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❛❝t❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ②❡t ❝❛♥ ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❛♥❛❧②③❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ✭❙t♦❝❤❛st✐❝ ❋✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(x; θ) ✐s st♦❝❤❛st✐❝ ✐❢✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡
x ❛♥❞ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Px,θ✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ✱ ✇❤❡r❡

Y = g(x; θ).

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♥♦t❛t✐♦♥✿

Pr(Y |X = x) = Px,θ.

❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ✇❤❡♥ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(x) ✐s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡ Υ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ✭✉♥✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦r ✉♥♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡✮ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t

Y = g(x; θ) = g(x) + Υ, P r(Υ) = Pθ,

✇❤❡r❡ P (Υ = ǫ) = Pθ(ǫ) ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣❞❢✮ f(ǫ; θ) ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs
θ ✭❡✳❣✳✱ ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❞❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ = 〈µ, σ〉✮✳ ❍❡r❡✱ ❛s Υ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ Y
✐s ❛❧s♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❙t♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✱ ❧✐❦❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ st❛t✐st✐❝s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦r
✈❛r✐❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ♦r t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r
t✇♦ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡sX ❛♥❞ Y ✱ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s Pr(X|Y = y) ❛♥❞ Pr(Y )✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ Y = y ❣✐✈❡♥ t❤❛t X = x ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s r✉❧❡
❛s ❢♦❧❧♦✇s

Pr(Y = y|X = x) =
Pr(X = x|Y = y)Pr(Y = y)

Pr(X = x)
, ✭✷✳✶✮

✶✳ ❙✉❝❤ ❛s ❉❡♠♣st❡r✲❙❤❛❢❡r✬s t❤❡♦r② ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s✱ r❛♥❦✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❡t❝✳



✷✳✶✳ ❯♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✾

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ X = x ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t♦t❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱

Pr(X = x) =

∫

y∈Y

Pr(X = x|Y = y)Pr(Y = y)dy.

❚❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣♦♣✉❧❛r ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✜❡❧❞s s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✱
❜❡❝❛✉s❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s②st❡♠s ✭❡✳❣✳✱ ♥♦✐s② ❝❤❛♥♥❡❧s ♦r ♥♦✐s② s❡♥s♦rs✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t❡❞
✉s✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✷✳✶✳✷ ❊♣✐st❡♠✐❝ ❯♥❝❡rt❛✐♥t②

❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣❛st s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✉♥❦♥♦✇♥ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❝♦rr✉♣t t❤❡ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤❛t ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❦♥♦✇♥ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳
❚❤❡s❡ ❦♥♦✇♥ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❧❛t❡♥t ✭♦r ❤✐❞❞❡♥✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥♥♦t
❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❜✉t t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❧❛t❡♥t ♦r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✮ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❡♣✐st❡♠✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ ♥♦♥✲♠♦❞❡❧❧❡❞ ❢❛❝t♦rs ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✳✶ ✭◆♦♥✲✐♥❥❡❝t✐✈✐t②✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s②st❡♠ ✇✐t❤ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❛♥❞ y✳ ▲❡t
y ❜❡ ❛ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❜✉t ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡✳ ❆❧s♦✱ ❧❡t x ❜❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❦♥♦✇♥ t♦
❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ y ❜② s♦♠❡ ♥♦♥✲♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ x = f(y)✳ ❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ x ❧❡❛❞s t♦
❞✐s❝❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ y✱ ❜✉t t❤❡r❡ ♠✐❣❤t st✐❧❧ ❜❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t y✳ ❆s t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s②st❡♠
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❧❡❛t♦r② ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ②❡t t❤❡r❡ ✐s ❡♣✐st❡♠✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t y✳

Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ②❡t ❛ ♠♦r❡ s✉❜t❧❡ ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ◆♦✇✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❜♦✉t
❛ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❜✉t s✉❜❥❡❝t✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡
❡✈❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ s✉❜❥❡❝t ❝♦✉❧❞ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡✲
♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❤❛♥❞✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❡♣✐st❡♠✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛❧✇❛②s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✬s ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

◆♦✇✱ ❡♣✐st❡♠✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❧❛t❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ♥❡✇ ❡✈✐❞❡♥❝❡
✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ■♥❢❡r❡♥❝❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ✭❇❛②❡s✐❛♥ ■♥❢❡r❡♥❝❡✮✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❧❛t❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ Pr(X) = Pθ✳ ■❢
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ E = e ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❤❡r❡ E ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ X t❤r♦✉❣❤ ❛ ❦♥♦✇♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pr(E|X = x)✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡♣✐st❡♠✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ X ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❇❛②❡s r✉❧❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Pr(X = x|E = e) =
Pr(E = e|X = x)Pr(X = x)

Pr(E = e)
,

✇✐t❤ Pr(E = e) =

∫

x∈X

Pr(E = e|X = x)Pθ(x)dx.

❚❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ X = x ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ s♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ E = e✱ ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ e ❣✐✈❡♥ x✱ t✐♠❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ x ❜❡❢♦r❡ ♦❜s❡r✈✐♥❣
t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡✿

Pr(X = x|E = e) ∝ Pr(E = e|X = x)Pθ(x).

❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❞♦♠❛✐♥s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❡♣✐st❡♠✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❣r❛♣❤✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s ❜❡❧✐❡❢ ♥❡t✇♦r❦s✱ ♦r ✐♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❝❧❛ss✐✜❡r✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t t❤❡ ❇❛②❡s r✉❧❡ ✐ts❡❧❢ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲❇❛②❡s✐❛♥
s❝❡♥❛r✐♦s ❧✐❦❡ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✮✱ ❜✉t t❤❛t ✉s❡s ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❜❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷ ✭Pr✐♦r ❛♥❞ P♦st❡r✐♦r ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✳ ❆ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pθ ✐s ❛♥ ❡♣✐st❡♠✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡



✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥s ❯♥❞❡r ❯♥❝❡rt❛✐♥t②

e✱ t❤❡ ♥❡✇ ❡♣✐st❡♠✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pr(X|E = e) = Pθ′ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs
θ′✳

■♥ ♠❛♥② ❞♦♠❛✐♥s✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pθ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ♦❢ X✱ t♦ r❡✐♥❢♦r❝❡ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤✐s ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ✐s ❡♣✐st❡♠✐❝✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ✉♣❞❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♥❡✇ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❧✐❦❡ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣s ❜❡❧✐❡❢s✳

✷✳✶✳✸ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❢❡rr✐♥❣
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤❡♥ ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜②
♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷ ✭▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❊st✐♠❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ x ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r
♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ X✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✐✳✐✳❞✮ ❢♦r t❤❡
s❛♠♣❧❡s✱ ❛ ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ X ✐s

θ∗ ∈ argmax
θ
L(x|θ) ✇❤❡r❡

L(x|θ) ∝
∏

i

Pr(X = xi|θ)

✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❧♦♦s❡❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ ❤♦✇ ❢r❡q✉❡♥t ❛r❡ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋r❡q✉❡♥t✐st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ t❤❡ ❤♦❜❜②❤♦rs❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧
❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦t ♦♥❧② ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞
♦t❤❡r st❛t✐st✐❝s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡✳

❇❛②❡s✐❛♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❤❛t ❤❛s ❣❛✐♥❡❞ ❣r♦✉♥❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡
r❡❝❡♥t ❞❡❝❛❞❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜② ❣♦✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ♥♦✇ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛t❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ t❤❡ ♠❛✐♥str❡❛♠ r❡s❡❛r❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡
str♦♥❣ ❝r✐t✐❝✐s♠ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜② ❋✐s❤❡r ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❇❛②❡s ❛♥❞ ▲❛♣❧❛❝❡✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t❡r♠ ✏❇❛②❡s✐❛♥✑ ✇❛s ❝♦✐♥❡❞ ❜② ❋✐s❤❡r ❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♣♣❡❧❧❛t✐✈❡ ❢♦r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡ t❤♦✉❣❤t ✇❛s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ✇r♦♥❣✳ ❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♦❢
❇❛②❡s✐❛♥ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❜r♦❛❞ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧✱ ❡s❝❛♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ s❛♠♣❧❡s ❧✐❦❡ ✐♥ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✱ ❜✉t ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❛♣♣r♦❛❝❤✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸ ✭❇❛②❡s✐❛♥ ▲❡❛r♥✐♥❣✮✳ ▲❡t Θ ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs θ ❢♦r X ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pr(Θ = θ) = Qφ✳ ❆❧s♦✱ ❧❡t Pr(X = x|Θ = θ) = Pθ ❜❡ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ X ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ✱ ❛♥❞ x ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ X✳ ❇②
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡s xi ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Θ ✐s

Qφ′(θ) = Pr(Θ = θ|X = x)

=
Pr(X = x|Θ = θ)Pr(Θ = θ)

Pr(X = x)

∝ Pr(Θ = θ)
∏

i

Pr(X = xi|θ)

∝ Qφ(θ)
∏

i

Pθ(xi).



✷✳✷✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥s ✶✶

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ Qφ ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ θ✱ ❜♦t❤ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿

argmax
θ

Pr(Θ = θ|x) = argmax
θ
L(x|θ).

❇❛②❡s✐❛♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♦♣♣♦r✲
t✉♥✐t② ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs
✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s tr❛❝t❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② s♣❡❝✐❛❧
❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✷✳✶✳✹ ❈♦♥❥✉❣❛t❡ Pr✐♦r ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡s❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s ●❛✉ss✐❛♥✱ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧✱ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱
❡t❝✳✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❜♦✉♥❞❡❞ str✉❝t✉r❡s✳

❋♦r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱
t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♣r✐♦r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐s t♦ ✉s❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r ❢❛♠✐❧✐❡s✱
❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❇❛②❡s r✉❧❡ ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ✉♥❞❡r s♦♠❡ ♠✐❧❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛❝② ♣r♦♣❡rt② ✐s ✇❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ✇❤❡♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ■♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸
✐t ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs φ′ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pr(Θ = θ|X = x) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② ❤❛✈✐♥❣ φ✱ ❜✉t ❢♦r ❞♦✐♥❣ t❤✐s t❤❡ ♣❞❢s ♦❢ Pθ ❛♥❞ Qφ ♠✉st ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡
t❤❛t t❤❡ ♣r✐♦r ❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭φ ❛♥❞ φ′✮ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Qφ′ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧② ❛s t❤❡ ♣r✐♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♣❞❛t❡ ✐♥ ❛
❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠✳ ■❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ Qφ ✐s ❛ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸ ✭❈♦♥❥✉❣❛❝② Pr♦♣❡rt②✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s r✉❧❡
Pr(Θ = θ|X = x) = L(θ|X = x)Pr(Θ = θ)✳ ❆ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pr(Θ = θ) ✐♥ t❤❡ F ❢❛♠✐❧② ✐s ❝❛❧❧❡❞
❝♦♥❥✉❣❛t❡ t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ L(θ|x) ✐❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pr(Θ = θ|X = x) ✐s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧②
F ✳

■♥ s✐♠♣❧❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✏❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✑ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧② ❛s t❤❡ ♣r✐♦r✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ ❉✐❛❝♦♥✐s ❛♥❞ ❨❧✈✐s❛❦❡r ✭✶✾✼✾✮
st❛t❡s t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠❡t❛✲❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢❛♠✐❧② t❤❛t ✐s ❝♦♥❥✉❣❛t❡✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠❡t❛✲❢❛♠✐❧② ✐s ❛ ❜r♦❛❞ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢❛♠✐❧✐❡s s✉❝❤ ❛s ●❛✉ss✐❛♥✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ❛♥❞
❞✐s❝r❡t❡ ♦♥❡s s✉❝❤ ❛s ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ P♦✐ss♦♥ ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢❛♠✐❧② t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r✿ t❤❡ ❡❛s✐❡st ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡
❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ s♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦r ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❛❣❛✐♥ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣♦st❡r✐♦r✳

✷✳✷ ❖♣t✐♠❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥s

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤♦✇ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✐♥❢❡r ❛♥❞ ❧❡❛r♥ ✉s✐♥❣ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❤♦✇ t♦ ♦♣t✐♠❛❧❧② ♠❛❦❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❋✐rst✱
t❤❡ ❜❛s✐❝ t❤❡♦r② ♦❢ ✉t✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ r❡✇❛r❞s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝❤♦♦s❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡s❡ ✐❞❡❛s ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
r❡✇❛r❞s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦r ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳



✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥s ❯♥❞❡r ❯♥❝❡rt❛✐♥t②

✷✳✷✳✶ ❯t✐❧✐t② ❛♥❞ ❘❡✇❛r❞ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❆ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❉❡●r♦♦t✱ ✶✾✼✵❀ ❲❛❧❞✱ ✶✾✺✵✮ ✐s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♠♦♥❣
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✬s ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳
❲✐t❤ t❤✐s✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❡st❛❜❧✐s❤✲
✐♥❣ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛✱ t❤♦✉❣❤ s✐♠♣❧❡✱ ✐s t❤❡ ❝♦r❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✱
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉t✐❧✐t②✲♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳

❚❤❡ ✜rst ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✉t✐❧✐t② ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛♥❞ ▼♦r❣❡♥st❡r♥ ✭✶✾✹✹✮✱
❛♥❞ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝❛❞❡✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧
❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❲❛❧❞ ✭✶✾✺✵✮✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❛
❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡r❡✱ ❛ r✐❝❤ st❛t✐st✐❝❛❧ t❤❡♦r② ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s
t❡st✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ◆❡②♠❛♥ ❛♥❞ P❡❛rs♦♥ ✭✶✾✸✸✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
♦❢ ❲❛❧❞✱ ◆❡②♠❛♥ ❛♥❞ P❡❛rs♦♥✱ ✇❡r❡ ❛❧s♦ str♦♥❣❧② ❝r✐t✐❝✐③❡❞ ❜② ❋✐s❤❡r ✭▲❡♥❤❛r❞✱ ✷✵✵✻✮✱ ✇❤♦ ❤❛❞ ✇♦r❦❡❞
♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛s t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❞❡❝✐s✐♦♥s ✭❋❡❞♦r♦✈✱ ✶✾✼✷✮✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ ✐t ✐s r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t❤❛t
❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ♠❡r✐ts✱ ②❡t ❤❡r❡✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s s❡t ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧
❞❡❝✐s✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ✭❯t✐❧✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❆ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❜str❛❝✲
t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛ ✉t✐❧✐t② ✈❛❧✉❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ ❛ s②st❡♠ ❛❢t❡r ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ u(w) ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥
u : W 7→ R✱ ✇❤❡r❡ W ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ✉s❡❢✉❧ ✐s ♦❜t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ w✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛♥❞ ▼♦r❣❡♥st❡r♥✱ ✶✾✹✹✮✱ ✐s ♦♥❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦
❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❝❛❧❛r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❡①✐sts ✭❧✐❦❡ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮✱ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❛①✐♦♠s✳

▲❡t W ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✈❡r t❤❡ s❡t W✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ Pr(W ) = P ❜❡
❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✿

U(P) = EW [u|P] =
∫

w∈W

u(w)P(w)dw.

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ s❡t W ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡s✱ ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts
s✉❝❤ ❛s ♠♦♥❡t❛r② ✈❛❧✉❡s✱ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦♥❡s s✉❝❤ ❛s s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ q✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡s ♦r ♣♦ss✐❜❧❡ s❡♥s♦rs
st❛t❡s ♦❢ ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t✳ ❚❤❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ W ❛ ✉t✐❧✐t② ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠✉st ❡①✐st✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ✭❉❡❝✐s✐♦♥s✱ ❖✉t❝♦♠❡s ❛♥❞ ❈♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✮✳ ❆ ❞❡❝✐s✐♦♥ d ∈ D ✐s ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❡✈❡♥t
t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ♦✉t❝♦♠❡s y ∈ Y✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♦✉t❝♦♠❡s✱ ❜✉t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ d ❛♥❞ ♦✉t❝♦♠❡ y ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ w ∈ W ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ✭❘❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ▲❡t σ(y, d) ❜❡ t❤❡ ✭❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s ♦✉t❝♦♠❡✲
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣❛✐rs t♦ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✱ σ : Y × D 7→ W✳ ❚❤❡♥ ❛ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s r(y, d) =
u(σ(y, d))✳

■❢ Y ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ♦✉t❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pr(Y = y) = Pd ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ d ❤❛s
❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r W ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② Pd = σ(Y, d)✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞
r❡✇❛r❞ ♦❢

R(d) = EY [r|d] =
∫

y∈Y

r(y, d)Pd(y)dy = U(Pd).

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹ ✭❖♣t✐♠❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥✮✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❛♥② ❞❡❝✐s✐♦♥ d∗ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
r❡✇❛r❞ ✐s ♠❛①✐♠❛❧✱ ✐✳❡✳✱

R(d∗) = max
d

R(d).



✷✳✷✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥s ✶✸

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳✶ ✭❘♦✉❧❡tt❡ ■✮✳ ■♠❛❣✐♥❡ ❛ ❣❛♠❜❧❡r ♣❧❛②✐♥❣ r♦✉❧❡tt❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡t W ❛r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
♠♦♥❡t❛r② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♣❧❛②✐♥❣✱ D ❛r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡tt✐♥❣ ♦♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ ❛♥❞ Y ❛r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
♥✉♠❜❡rs ♦♥ t❤❡ r♦✉❧❡tt❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ d ∈ D✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pd ♦❢ ♠♦♥❡t❛r②
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡tt✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡
r♦✉❧❡tt❡✱ ❡✳❣✳✱ Pd ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ d✳ ❚❤❡ ❣❛♠❜❧❡r ♠❛② ✇❛♥t t♦ ♦♣t✐♠❛❧❧②
❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❡st ❜❡tt✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣❛②❧♦❛❞✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✐t s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧
t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ✉t✐❧✐t② U(w) = w✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ σ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ ♠❛❦✐♥❣
✉♥♥❡❝❡ss❛r② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✉t✐❧✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❙t✳ P❡t❡rs❜✉r❣ ♣❛r❛❞♦① ✭❉❡●r♦♦t ✭✶✾✼✵✮✱♣✳✾✺✮ s✉❣❣❡sts✱
✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② r❡✇❛r❞s✱ s♦ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ ✉t✐❧✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡✐❣❤s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s W ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s✱ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡
r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ r : Y ×D 7→ R ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥✐♥❣ u(w)✳

❆ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡t✉♣ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❞❡♣❡♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ ♦t❤❡r
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦r ❢❛❝ts✳ ❚♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤✐s✱ ❧❡t r(x, d, y) ❜❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇❛r❞
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ∈ X ✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ d ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ y✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇❛r❞ ✐s

R(x, d) = EY [r|x, d] =
∫

y∈Y

r(x, d, y)Px,d(y)dy,

❛♥❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ x✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s

d∗x ∈ argmax
d

R(x, d).

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳✷ ✭❘♦✉❧❡tt❡ ■■✮✳ ❚♦ ❡①❡♠♣❧✐❢② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇❛r❞s✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❣❛♠❜❧❡r ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡
s♦♠❡ ❢❛❝ts x ∈ X ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ r♦✉❧❡tt❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛❧❧
✐s t❤r♦✇♥✳ ❊✈❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ♣r❡❝✐s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ s♦♠❡ ❛❧❡❛t♦r② ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲
♠♦❞❡❧❧❡❞ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r♦✇✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r✱ ❡t❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Pr(Y ) = Px,d ❣✐✈❡s
♥♦✇ ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r♦✉❧❡tt❡ ♥✉♠❜❡rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ x ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

●♦✐♥❣ ❛ ❧✐tt❧❡ ❢✉rt❤❡r✱ ✐❢ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❡①✐sts ❜✉t ✐s ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❛ ❧❛t❡♥t r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ✐t✳ ◆♦✇✱ X ✐s ❛ ❧❛t❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pr(X) = Qd✱
s♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦✈❡r X✱

d∗ ∈ argmax
d

EX [R|d] = argmax
d

∫

x∈X

R(x, d)Qd(x)dx. ✭✷✳✷✮

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳✸ ✭❘♦✉❧❡tt❡ ■■■✮✳ ❋♦r t❤❡ r♦✉❧❡tt❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❜❡tt✐♥❣ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
r♦✉❧❡tt❡ ❜❡❣✐♥s t♦ s♣✐♥✱ s♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t❤r♦✇✐♥❣ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
✐s ♠❛❞❡✳ ❚❤❡ ❣❛♠❜❧❡r ♠❛② ✐♥❢❡r✱ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦r ❜② ❝♦♠♠♦♥ s❡♥s❡✱ t❤❛t s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ r♦✉❧❡tt❡
s♣❡❡❞s ❛♥❞ s♦♠❡ ❜❛❧❧ t❤r♦✇✐♥❣ t✐♠❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛♥ ♦t❤❡rs✱ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡♠✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Qd(x) ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❜❡tt✐♥❣
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❝r♦✉♣✐❡r ✐s ❝❤❡❛t✐♥❣✮✳ ◆♦✇✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❡tt✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢❛❝ts x ❛r❡ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ♥❛♠❡s ✭❛♥❞ s✐❣♥s✮ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡ ✈❛r②✱ ❜✉t ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❡
s❛♠❡ ✉t✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ✉s❡❞ ❜② st❛t✐st✐❝✐❛♥s✱ ❡❝♦♥♦♠✐sts✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥t✐st
t♦ ❝♦♥str✉❝t r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✷✳✷✳✷ ▲♦ss✱ ❘✐s❦ ❛♥❞ ■♥tr✐♥s✐❝ ❘❡✇❛r❞s

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❛♥❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮✳ ■♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✜❡❧❞✱ ✐t ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ s♦♠❡✇❤❛t st❛♥❞❛r❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ l(x, d, y) = −r(x, d, y)✱ ❜✉t t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛♥②t❤✐♥❣ ✐♥
t❤❡ t❤❡♦r② ❜❡s✐❞❡s t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♥♦✇ ♦♥❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s



✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥s ❯♥❞❡r ❯♥❝❡rt❛✐♥t②

t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦ss✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦ss R(x, d) = EY [l|x, d] ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r✐s❦ ♦❢
❞❡❝✐❞✐♥❣ d✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ❛❝❝✉✲
r❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❛ s❝✐❡♥t✐st ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❤❡ ♠✉st ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❧❡ss r✐s❦ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✇r♦♥❣ ❡st✐♠❛t❡✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❧❡t y ❜❡ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ d✱ ❛♥❞ δ(y, d) ❜❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ θ̂ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
θ✱ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s l(θ, δ(y, d))✱ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

R(θ, d) =

∫

y∈Y

l(θ, δ(y, d))Pθ,d(y)dy.

❚②♣✐❝❛❧ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ▲♦ss ✭◗▲✮✱ lQL(θ, θ̂) = ‖θ − θ̂‖22 ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦r t❤❡ ✵✲✶ ❧♦ss✱ l0−1(θ, θ̂) = 1− I(θ, θ̂) ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✷✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ d ✐❢ θ ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❜✉t ✉s✉❛❧❧② t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❡♣✐st❡♠✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✺ ✭❇❛②❡s ❘✐s❦✮✳ ❚❤❡ ❇❛②❡s r✐s❦ ✐s t❤❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷ t♦
st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❧♦♥❣✲✇✐♥❞❡❞ t❡r♠s ✐s✱

EΘ[R(Θ, d)|d] =
∫

θ∈Θ

∫

y∈Y

l(θ, δ(y, d))Pθ,d(y)Qd(θ)dydθ.

❋r♦♠ ❤❡r❡✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s r✐s❦✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦s✱ s✉❝❤ ❛s r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❇✐s❤♦♣✱ ✷✵✵✻✮✱ ✇❤❡r❡
s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳

■♥ r♦✉❣❤ t❡r♠s✱ t❤❡s❡ r✐s❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✇❛②s ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡♣✐st❡♠✐❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ sq✉❛r❡ ❧♦ss ❧❡❛❞s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s t❤❛t r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♣✐st❡♠✐❝ ♣♦s✲
t❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✵✲✶ ❧♦ss ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ r❡✇❛r❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ r❡✇❛r❞s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭s✉❝❤ ❛s ♠♦♥❡t❛r②
r❡✇❛r❞s✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ r❡✇❛r❞s ✐s ❢❛✐♥t ✐♥ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❧✐❦❡ ✐♥
❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭●r❡✐♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✮✱ t❤❡r❡ ✐s ♦❢t❡♥ ❛♥ ✐♥t✐♠❛t❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡❛r♥✐♥❣
r✐s❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② t❤❛t s❤♦✇s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛❧✇❛②s t♦
r❡❞✉❝❡ s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✹
❛♥❞ ✼✳

✷✳✸ ❆ ❖♥❡✲st❡♣ ❆❣❡♥t✲❜❛s❡❞ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼♦❞❡❧

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❛❣❡♥t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦rs✳ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❜❡
❞❡✜♥❡❞ t♦ r❡❛s♦♥ ✭❛♥❞ ❛❧s♦ ❧❡❛r♥✮ ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜♦t❤ ❛❧❡❛t♦r② ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡♣✐st❡♠✐❝
✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠✉st ❞❡❝✐❞❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❡st ❛❝t✐♦♥ t♦
♣❡r❢♦r♠✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ s♦♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥
❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♦♥❡✲st❡♣ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛t s♦♠❡ t✐♠❡ t✱ ✇❤✐❧❡ ❈❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹ ❛❞❞r❡ss t❤❡
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

✷✳✸✳✶ ❋✉❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ Pr♦❜❧❡♠s

❆ss✉♠❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t s❡♥s♦rs✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥t ❤❛s
❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛❝❝❡ss t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞
❛ ❢✉❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ✐s ✇♦rt❤ st✉❞②✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♠♣❡r❢❡❝t

✷✳ I(a, b) ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜❡✐♥❣ 1 ✐❢ a = b ❛♥❞ 0 ❡❧s❡✳



✷✳✸✳ ❆ ❖♥❡✲st❡♣ ❆❣❡♥t✲❜❛s❡❞ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ✶✺

s❡♥s♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♦♥❡✳ ❆♥②❤♦✇✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✇❤❡r❡ ❢✉❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐s s✉✐t❛❜❧❡✱ s✉❝❤ ❛s s♦♠❡ ❜♦❛r❞ ❣❛♠❡s ♦r ❝♦♠♣✉t❡r ❣❛♠❡s✱ ❛♥❞ ♦t❤❡rs
✇❤❡r❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇♦r❦s ❛s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❚♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♣❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡
s❡♥s♦rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ♣❡r❢❡❝t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♠♣❡r❢❡❝t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❛❧❡❛t♦r② ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲♠♦❞❡❧❧❡❞ ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦rs✱ ❝❛♥
❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❧✐❦❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳

❋✐rst✱ ❧❡t S ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐ts❡❧❢✳ ❆❧s♦✱ ❧❡t A ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥
♣❡r❢♦r♠ t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❛❝t✉❛t♦rs✳ ❚❤❡ t❛s❦ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ a ∈ A✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦✈❡s t❤❡
s②st❡♠ ❢r♦♠ ❛ st❛t❡ s ∈ S t♦ ❛ st❛t❡ s′ ∈ S✱ ✇❤❡r❡ s ♠❛② ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ s′✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t✿ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ✐♥♥♦❝✉♦✉s ❛❝t✐♦♥s✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ s ✐s ❢✉❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ s′ ♠❛② ❜❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❧❡❛t♦r②
✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦rs✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ S′✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧s♦ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ A✳ ❚❤❡♥✱ ❛
st♦❝❤❛st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♥❡①t
st❛t❡s ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ✭❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❋♦r ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡s ♦❢ s, s′ ∈ S ❛♥❞ a ∈ A✱ t❤❡ ✭st♦❝❤❛st✐❝✮
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ T (s, a, s′) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pr(S′ = s′|At = a, S =
s)✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ♠❛② ❜❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡❞
t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ♣r♦♣❡r❧② ❡①♣❧❛✐♥s ✐ts ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❋♦r ♥♦✇✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
T ❤❛s ❦♥♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❋♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t✱ ❛ str❛✐❣❤t✲❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉t✐❧✐t② t❤❡♦r② ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ✭S✲r❡✇❛r❞✮✳ ❆ st❛t❡✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♦r s❤♦rt❧② ❛♥ S✲r❡✇❛r❞✮ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ r❡✇❛r❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡s❡ r❡✇❛r❞s ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r(s, a, s′) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❛t r❡✇❛r❞s t❤❡ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ ❛ s❝❛❧❛r ✈❛❧✉❡ ❢♦r tr❛♥s✐t✐♦♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❦♥♦✇♥ st❛t❡ s t♦ ❛ st❛t❡ s′ ✇❤❡♥
❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ a✳ ❋♦r r❡❛s♦♥s ♦❢ ❝❧❛r✐t② ❛♥❞ s✉❝❝✐♥❝t♥❡ss ♦♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r②✳ ❨❡t✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ st♦❝❤❛st✐❝ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦♥❡s ✈✐❛ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳

❍❡r❡✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
♦✉t❝♦♠❡s ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ T ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♥❣ a ❢r♦♠ ❛ st❛t❡ s ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

R(s, a) = ES′ [r(s, a, S′)|a, s] =
∫

s′∈S

r(s, a, s′)T (s, a, s′)ds′.

❚❤❡♥✱ ❛ ♦♥❡✲st❡♣ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❝t✐♦♥ a∗ ❛t t✐♠❡ t ❢♦r t❤❡ st❛t❡ st−1 ✐s s✐♠♣❧②

a∗ ∈ argmax
a

R(s, a).

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤✐s ❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ♦✈❡r ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ✜♥✐t❡ s♣❛❝❡s✱ ✐✳❡✳✱
✇❤❡♥ S ❛♥❞ A ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ✜♥✐t❡✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ✉s✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢❛♠✐❧② ✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✸✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ T (s, a, s′) ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥
♣❛✐r (s, a)✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❞❢ Pr(S′ = s′|A = a, S = s) = f(s′|a, s; θ) = θs,a(s

′)✱

✸✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣❧② r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❜✉t ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ t②♣❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳



✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥s ❯♥❞❡r ❯♥❝❡rt❛✐♥t②

✇✐t❤
∑

s′∈S

θs,a(s
′) = 1✱ ❛♥❞

R(s, a) =
∑

s′∈S

r(s, a, s′)θs,a(s
′)

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❛❣❡♥ts ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❍♦r✈✐t③ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✽✮
✇❤♦ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ t❤❛t ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥t ♠✉st ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
❡①♣❡rt s②st❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ✉t✐❧✐t②✲❜❛s❡❞ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧② ❞❛②s
♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭▼✐♥s❦②✱ ✶✾✻✶✮✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥
✭❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✹✮✳

✷✳✸✳✷ ▲❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ❛❣❡♥t✬s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛st s❡❝t✐♦♥ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ T ❛r❡
❦♥♦✇♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❢r♦♠ s❛♠♣❧❡s ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ T ✇❤❡♥ ❛ s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇❤❡♥ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs θs,a ❢♦r ❡❛❝❤
st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r (s, a)✳ ❆❧s♦✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥t ❤❛s ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥
str❛t❡❣②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❛❝t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛ tr❛❥❡❝t♦r②
♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s s0, a1, s1, . . . , an, sn✳ ❋♦r ❡❛❝❤ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r (s, a)✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡①t ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s
❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✱ Gs,a = {si|si−1 = s, ai = a} ❢♦r ❛❧❧ i ∈ [1, n]✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r θs,a ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s❡t Gs,a✳
❯s✐♥❣ ❛ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

θ̂s,a = argmax
θ
L(θ|Gs,a)

= argmax
θ

∏

s′∈Gs,a

θs,as′

s✉❜❥❡❝t t♦ ‖θ‖1 = 1 ❛♥❞ θs ∈ [0, 1] ❢♦r ❛❧❧ s ∈ S✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t Θs,a ✐s ♥♦✇ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡

s❡t Gs,a ✐s t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pr(Θs,a)✳ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✱
t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉st ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❢❛♠✐❧② t❤❛t ✐s ❝♦♥❥✉❣❛t❡ t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ✇❤✐❝❤✱ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠♣❧❡s✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

L(Gs,a|Θs,a) =
∏

s′∈Gs,a

Pr(S′ = s′|S = s,A = a,Θs,a) =
∏

s′∈Gs,a

Θs,a(s
′)

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢❛♠✐❧② ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛♠✐❧②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣r✐♦r ❢❛♠✐❧② t❤❛t s✉✐ts t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✭❉✐❛❝♦♥✐s ❛♥❞ ❨❧✈✐s❛❦❡r✱ ✶✾✼✾✮✳

❚❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✏♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦✈❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✑✱ ♦r ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸ ✭❉✐r✐❝❤❧❡t Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥✲
❞♦♠ ✈❡❝t♦r X✱ ✇❤❡r❡

∑

i

Xi = 1 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

D(X;φ) =

∏

i x
φi−1
i

B(~φ)



✷✳✸✳ ❆ ❖♥❡✲st❡♣ ❆❣❡♥t✲❜❛s❡❞ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ✶✼

1−simplex0−simplex 2−simplex 3−simplex

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧❡①❡s ♦❢ ✵✱ ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

✇❤❡r❡

B(φ) =

∏

i Γ(φi)

Γ(
∑

i φi)

✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1dt✱ ②❡t ❛

♠✉❝❤ ♠♦r❡ s✐♠♣❧❡ ❢❛❝t♦r✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs✿ Γ(n) = (n− 1)!✳

❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ X t♦ ❛ s✐♠♣❧❡① ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

∆n−1 =

{

X = [X1,X2, . . . ,Xn] ∈ Rn

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i=1

Xi = 1,Xi ∈ [0, 1]

}

, ✭✷✳✸✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦♥t❡①t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r (s, a)✱ ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Pr(Θs,a = θs,a) = Pφs,a
(θs,a) = D(θs,a;φs,a) =

∏

s′∈S θs,a(s
′)
φs,a(s

′)−1

B(φs,a)
.

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② φs,a(s′) = 1, ∀s, a, s′✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t✲st❛t❡ s❡ts Gs,a✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧ φ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳

✷✳✸✳✸ P❛rt✐❛❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ Pr♦❜❧❡♠s

❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡r❧② ♠♦❞❡❧s t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s
❛❝t✉❛t♦rs✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤❛t ♠❛② ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s♦rs✳ ■❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ❛❣❡♥t✱ ❜✉t ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧ ♦r ♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
t❤r♦✉❣❤ ✐ts s❡♥s♦rs✱ t❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ ❛ st♦❝❤❛st✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡♥s♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ✭❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥✮✳ ■❢ Z ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♦r ❡♠✐ss✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ O(s, a, z) ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Pr(Z = z|S′ = s′, A =
a) ✇✐t❤ z ∈ Z✱ ❛♥❞ Z t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❯♥❞❡r t❤✐s ♣❛rt✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t②✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡
st❛t❡ ✈❛❧✉❡s✳ ▲❡t S ❛♥❞ S′ ❜❡ ❧❛t❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♥❡①t ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s
✉♥❞❡r ❡♣✐st❡♠✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛♥❞ φ ❜❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pr(S) = Pφ✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥



✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥s ❯♥❞❡r ❯♥❝❡rt❛✐♥t②

Belief

Visible

Hidden

A Z

S S
′

b b
′

r

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ st❛t❡✲tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ r❡✇❛r❞s ❛♥❞ ❜❡❧✐❡❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲
st❡♣ ♣❛rt✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❡✈✐❞❡♥❝❡ (A = a, Z = z)✱ t❤❡ ❇❛②❡s r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ φ′✿

Pφ′(s′) = Pr(S′ = s′|Z = z,A = a)

=
Pr(Z = z|A = a, S′ = s′)Pr(S′ = s′|A = a)

Pr(Z = z|A = a)

=
O(s′, a, z)

∫

s∈S
Pr(S′ = s′|A = a, S = s)Pr(S = s)ds

Pr(Z = z|A = a)

=
O(s′, a, z)

∫

s∈S
T (s, a, s′)Pφ(s)ds

∫

s′′∈S
O(s′′, a, z)

∫

s∈S
T (s, a, s′′)Pφ(s)dsds′′

. ✭✷✳✹✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✺ ✭❇❡❧✐❡❢✲st❛t❡ ❛♥❞ ❇❡❧✐❡❢✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pφ ❛t ❛♥② st❛❣❡ ✭♣r✐♦r✐ ♦r ♣♦s✲
t❡r✐♦r✐✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❜❡❧✐❡❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ s❤♦rt❤❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡✱ ✇❤❡r❡
b = Pr(S) = Pφ✱ ❛♥❞ b(s) = Pφ(s)✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ s❤♦rt❤❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ b′ = Bayes(b, z, a) ❢♦r ❛❧❧ s′ st❛t❡s✳ ❆ s✉♠♠❛r②
♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ O(s′, a, z)✱ ✇❤❡r❡ Pr(Z = z|A = a, S′ = s′) = f(z|a, s′;ω) = ωs′,a(z)

❛♥❞
∑

z∈Z

ωs′,a(z) = 1✳ ❯♥❞❡r t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ b ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛❧s♦ ❛s ❛♥ ❡♣✐st❡♠✐❝

❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r φ = b ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ |S| s✉❝❤ t❤❛t b(s) = f(s|b) = bs

❛♥❞
∑

s∈S

bs = 1✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ str❡ss ♦✉t t❤❛t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ b ❛r❡ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s ♦❢ b✱ ❛♥❞ t❤❛t

b(s) = bs ♦♥❧② ✐♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳



✷✳✸✳ ❆ ❖♥❡✲st❡♣ ❆❣❡♥t✲❜❛s❡❞ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ✶✾

◆♦✇✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✱

b′(s′) =
ωs′,a(z)

∑

s∈S θs,a(s
′)b(s)

∑

s′′∈S ωs′′,a(z)
∑

s∈S θs,a(s
′′)b(s)

,

✇❤❡r❡ b′ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ❛❣❛✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t s✉♠s t♦ 1✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ T ✱ O ❛♥❞ bt ❛r❡
❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦ b′ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ t♦
❛❧❧ st❛t❡s s′ ∈ S✳

❋♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦r❡ s✉❜t❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞ ❧✐❦❡ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ s♣❛❝❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✉♥✐♠♦❞❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ●❛✉ss✐❛♥✮✱ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ♦✈❡r
t❤❡ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ●❛✉ss✐❛♥
▼✐①t✉r❡s✮ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡
❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ♦♥❧② ❜② ❞✐s❝r❡t❡ s♣❛❝❡s✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t ♦♣t✐♠❛❧❧② ❞❡❝✐❝✐♦♥
♠❛❦✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡s✱ ♣❧❡❛s❡ r❡❢❡r t♦ P♦rt❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳

❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❛❧s♦ ♠♦r❡ s✉❜t❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ ✐♥ ❛ str✐❝t s❡♥s❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② ❧✐♠✐t❡❞ ♦r ✐♠♣❡r❢❡❝t q✉❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡✱ ✐t ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❞❡❝❡♣t✐✈❡ t♦ r❡❛s♦♥
❞✐r❡❝t❧② ❛❜♦✉t t❤❡ ✉t✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆ ❢♦rt❤r✐❣❤t ✇❛② t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ✐s t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
✐♥❞✉❝❡❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ♦✉t❝♦♠❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✻ ✭∆✲r❡✇❛r❞✮✳ ❆ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ̺(b, a, z) ✐s ❛ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s
❤♦✇ ✉s❡❢✉❧ ✐s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ z ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ b ✇❤❡♥ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ a✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❢✉❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ r❡✇❛r❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

ρ(b, a) = EZ [̺|a, b] =
∑

z∈Z

Pr(Z = z|A = a)̺(b, a, z) ✭✷✳✺✮

❛♥❞ ❛ ♦♥❡✲st❡♣ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ b ✐s

a∗ ∈ argmax
a

ρ(b, a).

❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❛s❡✱ s♦ ✐❢ ❛ st❛t❡
r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ r ✐s ❣✐✈❡♥✱ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ r❡✇❛r❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❛♥❞ ♥❡①t st❛t❡s✱

̺(b, a, z) = ES′,S [r|a, b, z]
=
∑

s′∈S

∑

s∈S

Pr(S′ = s′, S = s|A = a, z = Z)r(s, a, s′)

=
∑

s′∈S

∑

s∈S

Pr(Z = z|A = a, S′ = s′, S = s)Pr(S′ = s′, S = s|A = a)

Pr(Z = z|A = a)
r(s, a, s′)

=
∑

s′∈S

∑

s∈S

O(s′, a, z)T (s, a, s′)b(s)r(s, a, s′)

Pr(Z = z|A = a)
.

❆♥❞✱ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ̺ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ r❡✇❛r❞ ❡♥❞s ✉♣ ❜❡✐♥❣

ρ(b, a) =
∑

z∈Z

Pr(Z = z|A = a)
∑

s′∈S

∑

s∈S

O(s′, a, z)T (s, a, s′)b(s)r(s, a, s′)

Pr(Z = z|A = a)

=
∑

s∈S

b(s)
∑

s′∈S

T (s, a, s′)r(s, a, s′)
∑

z∈Z

O(s′, a, z)

=
∑

s∈S

b(s)R(s, a) = ES [R|a, b]. ✭✷✳✻✮



✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥s ❯♥❞❡r ❯♥❝❡rt❛✐♥t②

❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❛ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ r(s, a, s′, z)✮ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ R(s, a)✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❈❛ss❛♥❞r❛ ✭✶✾✾✽✮ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✇❛r❞s✳ ❨❡t✱ t❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛♥ ✉♥♥❛t✉r❛❧
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ (s, a, s′)✱ s❡✈❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✉♥❞❡r ♣✉r❡ ❛❧❡❛t♦r② ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ s♦ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✉t✐❧✐t✐❡s t♦ t❤❡s❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✐s ❤❛r❞ t♦ ❥✉st✐❢② ✭②❡t
♥♦t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✮✳
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✏▲✐❢❡ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ②♦✉r ❝❤♦✐❝❡s✑
✖ ❆❧❜❡rt ❈❛♠✉s✳

❆♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥t ✉s✉❛❧❧② ❤❛s t♦ ♠❛❦❡ s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ t❛s❦✳ ▼❛❦✐♥❣ t❤❡s❡
❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛ ❜❛❞ ✐❞❡❛✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❝✉rr❡♥t
❞❡❝✐s✐♦♥s ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t ❧❛t❡r ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦♥❡✲st❡♣ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞ ❧✐❦❡
✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❜❡tt❡r str❛t❡❣② ❛t ❛❧❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ♠✉st r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡ss r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ ❛♥❞ ✜♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥s t❤❛t ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ s✉♠ ♦❢ r❡✇❛r❞s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r② ❛♥❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♦❧✈❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤♦s❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠s t❤❛t
❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❡♣✐st❡♠✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

✸✳✶ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss❡s

❆ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t r❡q✉✐r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥
♠❛❦✐♥❣✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥❡ ❛❢t❡r ❛♥♦t❤❡r✳ ❆s ❡❛❝❤ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡
❛t s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ t✐♠❡✱ t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✱ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
✜♥✐t❡✱ ②❡t t②♣✐❝❛❧❧② ❞✐s❝r❡t❡ ✭❡✳❣✳✱ N✮✳ ❆t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✐♠❡ st❡♣s✱ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡
s②st❡♠ ♠♦✈❡s t♦ ❛♥♦t❤❡r st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ st❡♣✳ ❆s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♠❛② ❜❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥✱
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✳

✷✶
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St−1 St

At

rt

St+1

rt+1

At+1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❆ ✸✲st❡♣ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳

▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss❡s ✭▼❉Ps✮ ✭❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✹❀ P✉t❡r♠❛♥✱ ✶✾✾✹✮ ✐s t❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠✐❧❞ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
❚❤❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✭▼❛r❦♦✈✱ ✶✾✵✼✮✳ ■♥ ❛
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡
❛♥❞ ❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ♣❛st ❤✐st♦r②✱ ❛s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❚❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱
❜✉t ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦♣❡rt② ❛s ❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛s ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥
❛r❣✉❡ t❤❛t ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✖✐❢ ♥♦t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✖❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ▼❉Ps✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✳✶ ✭❚r❛✐♥✮✳ ❋♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❛ tr❛✐♥ t♦ ❛rr✐✈❡ s❛❢❡❧② ❛♥❞ ✐♥ t✐♠❡ t♦ t❤❡ ♥❡①t st❛t✐♦♥✱ ❛t ❡❛❝❤
t✐♠❡ st❡♣ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉s❤✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✱ t❤❡ ❜r❡❛❦s✱ ♦r ❞♦✐♥❣ ♥♦t❤✐♥❣✳ ❆ ♥♦♥✲
▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s
❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❧❛st ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛r❞ t♦ s♦❧✈❡✳ ■♥
❝♦♥tr❛st✱ ❛ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧s♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ st❛t❡✱ s♦ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♥♦✇ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❧❛st st❛t❡ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✈❛❜❧❡
t❤r♦✉❣❤ ▼❉Ps✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ✭▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss✮✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛♥ ▼❉P ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ t✉♣❧❡ 〈S,A, T, R, s0〉✱
✇❤❡r❡ S ❛♥❞ A ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ T (s, a, s′) = Pr(St+1 = s′|St = s,At+1 = a)
✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ r(s, a, s′) ✐s ❛ s❝❛❧❛r r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ s0 ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳

❚❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♦♥❧② ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ ❜✉t ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱
t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❦❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ▼❉Ps✳ ■♥❞❡❡❞✱
s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥❝❧✉❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❤❡ t✉♣❧❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✉s❡❞✳ ❨❡t✱ ❛s t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥❧②
♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✹ ✭✐✳❡✳✱ t ∈ N✮✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ T ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t✐♠❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♠✐❣❤t ❜❡
❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ T ✐s t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❤❛r❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ t♦ s♦❧✈❡✱ s♦
✉s✉❛❧❧② t❤✐s ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st❛t❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t
t♦ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ st❛t✐♦♥❛r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡✇❛r❞s✱ ❜❡❝❛✉s❡ st❛t✐♦♥❛r② r❡✇❛r❞s
❛r❡ ❡❛s✐❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ❛ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ♠❛❦❡s ♣r♦❜❧❡♠s ❡❛s✐❡r t♦ s♦❧✈❡ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t✳

✸✳✶✳✶ P♦❧✐❝✐❡s

■♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛
r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s ♠❛②

✹✳ ❋♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧s ♣❧❡❛s❡ r❡❢❡r t♦ ❈❤❛♣t❡r ✶✶ ♦❢ P✉t❡r♠❛♥ ✭✶✾✾✹✮✳



✸✳✶✳ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss❡s ✷✸

❜❡ ♠❛❞❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ st❛t❡s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ✭P♦❧✐❝②✮✳ ❆ ♣♦❧✐❝② π : S ×N 7→ A ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s ❛ st❛t❡ s ∈ S ❛t t✐♠❡ t ∈ N
t♦ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ a ∈ A✳ ❚❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ st❛t❡s t♦ ❛❝t✐♦♥s ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ▼❉P✳

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✐♠❡✱ ❜✉t ❢♦r s♦♠❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✉s❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡
♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ st❛t❡s t♦ ❛❝t✐♦♥s ✐s t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✐❝② t♦ π : S 7→ A✳

❆s ❛ ♣♦❧✐❝② ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ▼❉P✱ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡
❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡ ✺✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥
♦❢ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ✇❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞ ✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❛t ❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✉♠ ♦❢ r❡✇❛r❞s ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s r❡t✉r♥✮ ✇❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦❧✐❝②✳

✸✳✶✳✷ ❋✐♥✐t❡ ❍♦r✐③♦♥ ▼❉Ps

❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛
✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ▼❉P✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ [0, H] ⊂ N✱ ❛♥❞ ♥♦ r❡✇❛r❞s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❛❢t❡r H✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣♦❧✐❝② π ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡
s✉♠ ♦❢ r❡✇❛r❞s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸ ✭❊①♣❡❝t❡❞ ❚♦t❛❧ ❘❡✇❛r❞✮✳ ❋♦r ❛ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ▼❉P✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦t❛❧ r❡✇❛r❞ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣♦❧✐❝② π st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ st❛t❡ s0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

V π
H(s0) = ES1:H

[
H∑

t=0

r(St, π(St, t), St+1)

∣
∣
∣
∣
∣
S0 = s0, π

]

.

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V π
H ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❤♦✇ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐s ❛ ♣♦❧✐❝② π ✐❢ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s s0✳

✸✳✶✳✸ ■♥✜♥✐t❡ ❍♦r✐③♦♥ ▼❉Ps

❋♦r t❤♦s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ♥♦t ✜①❡❞ ♦r ❦♥♦✇♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❛s♦♥ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥
▼❉P✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦t❛❧ r❡✇❛r❞ ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ s♦
s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤♦r✐③♦♥s ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ H ✐s ♥♦✇ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤♦r✐③♦♥s✳ ❇② t❛❦✐♥❣ t❤❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤♦r✐③♦♥s✱ ❛♥❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦❧✐❝②✱ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ✈❛❧✉❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

V π(s0) = EH [V π
H(s0)|S0 = s0, π]

= lim
n→∞

n∑

h=1

Pr(H = h)ES1:h

[
h∑

t=0

r(St, π(St), St+1)

∣
∣
∣
∣
∣
S0 = s0, π

]

= lim
n→∞

ES1:n

[
n∑

h=1

Pr(H = h)

h∑

t=0

r(St, π(St), St+1)

∣
∣
∣
∣
∣
S0 = s0, π

]

= lim
n→∞

ES1:n

[
n∑

t=0

(
n∑

h=t+1

Pr(H = h)

)

r(St, π(St), St+1)

∣
∣
∣
∣
∣
S0 = s0, π

]

= lim
n→∞

ES1:n

[
n∑

t=0

(

1−
t∑

h=1

Pr(H = h)

)

r(St, π(St), St+1)

∣
∣
∣
∣
∣
S0 = s0, π

]

. ✭✸✳✶✮

✺✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ ✐❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❡ ▼❉P ♠❛② ❧❛❝❦ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝✐❡s ✭❡✳❣✳✱ ✐❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥
✐s ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ❡①✐sts✳



✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼❛❦✐♥❣

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❛t✱ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♠❛② st♦♣ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1−γ✳ ❚❤❡♥✱ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✐s γ✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t♦ st♦♣ ❛t ❤♦r✐③♦♥ h ✐s

Pr(H = h) = γh−1(1− γ). ✭✸✳✷✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹ ✭❉✐s❝♦✉♥t❡❞ ❊①♣❡❝t❡❞ ❚♦t❛❧ ❘❡✇❛r❞✮✳ ❋♦r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ▼❉P✱ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞
❡①♣❡❝t❡❞ t♦t❛❧ r❡✇❛r❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r γ ∈ [0, 1]✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

V π(s0) = lim
n→∞

ES1:n

[
n∑

t=0

γtr(St, π(St), St+1) | S0 = s0, π

]

. ✭✸✳✸✮

❚❤✐s ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✸✳✷ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✿

V π(s0) = lim
n→∞

ES1:n

[
n∑

t=0

(

1−
t∑

h=1

γh−1(1− γ)
)

r(St, π(St), St+1)

∣
∣
∣
∣
∣
S0 = s0, π

]

= lim
n→∞

ES1:n

[
n∑

t=0

(

1− (1− γt)
(1− γ) (1− γ)

)

r(St, π(St), St+1)

∣
∣
∣
∣
∣
S0 = s0, π

]

= lim
n→∞

ES1:n

[
n∑

t=0

γtr(St, π(St), St+1)

∣
∣
∣
∣
∣
S0 = s0, π

]

.

❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ γ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ▼❉Ps✱
✇❤❡r❡ t❤❡ r❡✇❛r❞s ❤❛✈❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡❝❛② ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s
❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✇❛② ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s♦ t❤❡ γ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ✜♥✐t❡
❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ▼❉Ps ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳ ❆❧s♦✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❞♦ ♥♦t
r❡q✉✐r❡ ❛ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✱ s✉❝❤ ❛s st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❇❡rts❡❦❛s ❛♥❞ ❚s✐ts✐❦❧✐s✱
✶✾✾✻✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ γ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✐s t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ▼❉Ps✱ ♦t❤❡r
❝r✐t❡r✐❛ ♠❛② ❜❡ ❝❤♦s❡♥✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡✇❛r❞ ♣❡r t✐♠❡ st❡♣ ✭P✉t❡r♠❛♥✱ ✶✾✾✹✮✳

✸✳✶✳✹ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣♦❧✐❝② π∗ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ Vh ❢♦r ❛
✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ h✱

π∗ ∈ argmax
π

V π
h (s0).

❆ ♥❛✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ r❡✇❛r❞s✱
❛♥❞ ❦❡❡♣ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡✳ ❆ s♠❛rt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t②
✭❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✹✮✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ✏❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛♥❞
✐♥✐t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛r❡✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♠✉st ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ st❛t❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❞❡❝✐s✐♦♥✑✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
V ∗
t ❛t t✐♠❡ t✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥ t ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② π∗✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ✭❇❡❧❧♠❛♥ ❊q✉❛t✐♦♥✮✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✈❡r✐✜❡s ❇❡❧❧♠❛♥✬s ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✹✮ ✭❢♦r ❛❧❧ s ∈ S✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❝✉rs✐✈❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ V ∗

t ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠✿

V ∗
t (s) = max

a∈A

{
∑

s′∈S

T (s, a, s′)
[
r(s, a, s′) + γV ∗

t−1(s
′)
]

}

.

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V ∗
h ✱ ❜✉t ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦❜t❛✐♥✐♥❣ π∗✳ ❚♦

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦❧✐❝②✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♥❡①t ❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳



✸✳✶✳ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss❡s ✷✺

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺ ✭❙t❛t❡✲❆❝t✐♦♥ ❱❛❧✉❡ ❋✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❆ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Qπ
t+1 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Qπ
t+1(s, a) = R(s, a) + γ

∑

s′∈S

T (s, a, s′)V π
t (s′),

❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡ ✐s s✐♠✐❧❛r❧②✱

Q∗
t+1(s, a) = R(s, a) + γ

∑

s′∈S

T (s, a, s′)V ∗
t (s

′).

◆♦✇ ❛ ❣r❡❡❞② s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❝t✐♦♥ ❛t ❤♦r✐③♦♥ h ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ s✱

π∗(s, h) ∈ argmax
a∈A

Q∗
h(s, a).

❉♦✐♥❣ t❤✐s r❡❝✉rs✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥ t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ π∗ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣
✭❉P✮ ✭❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✼✮✱ ❛♥❞ ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s s✉❝❤ ❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❜✐✲
♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ s♦❧✈❡ ❝♦♠♣❧❡① ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s ✭st♦❝❤❛st✐❝✮
s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ♦r t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✳

✸✳✶✳✺ ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥

❚❤✐s ✐❞❡❛ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ✭✶✾✺✹✮✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ r❡❛s♦♥ ♦✈❡r ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❝❛❧❧❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❱❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ V ∗ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉♥t✐❧
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱

V ∗
i (s) = max

a∈A

{
∑

s′∈S

T (s, a, s′)
[
r(s, a, s′) + γV ∗

i−1(s
′)
]

}

. ✭✸✳✹✮

❍❡r❡✱ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i✱ ❛♥❞ t❤❡ V ∗
i−1(s

′) ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡
✐s t❤❡ ♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s′ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i − 1✳ ❆ s❤♦rt❤❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ❇❡❧❧♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✐❢ Vi−1 ✐s ❣✐✈❡♥✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ B(Vi−1, s) ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹ ❢♦r s✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡ s ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ i ✭s❡❡
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❚❤❡ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ▼❉Ps✳
■♥♣✉t✿ T ✱ R✱ γ✱ s0✱ V0
❖✉t♣✉t✿ V

✶ V ← V0❀
✷ ✇❤✐❧❡ V ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❞♦

✸ V̂ ← V ❀
✹ ❢♦r❡❛❝❤ s ∈ S ❞♦

✺ V (s)← B(V̂ , s)❀
✻ ❡♥❞

✼ ❡♥❞

◆♦t❛❜❧②✱ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ❜② r❡✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r



✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼❛❦✐♥❣

st❛t❡s ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ❚❤❡ ❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✭✐♥✜♥✐t❡✲❤♦r✐③♦♥✮
▼❉Ps
■♥♣✉t✿ T ✱ R✱ γ✱ s0✱ V0
❖✉t♣✉t✿ V ∗

✶ V ← V0❀
✷ ✇❤✐❧❡ V ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❞♦
✸ ❢♦r❡❛❝❤ s ∈ S ❞♦
✹ V (s)← B(V, s)❀
✺ ❡♥❞

✻ ❡♥❞

■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧✇❛②s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❝♦♥tr❛❝✲
t✐♦♥ ✭❇❡rts❡❦❛s ❛♥❞ ❚s✐ts✐❦❧✐s✱ ✶✾✾✻✮ ✇❤❡♥ γ < 1✱ ❜✉t ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧②
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ s♦♠❡ ❛❝❝✉r❛❝② ǫ✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠❛② ✈❛r②✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡✱ ✐❢

‖Vi − Vi−1‖∞ ≤
ǫ

(1− γ)2

t❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❛♥❞ ✐s ǫ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■❢ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s s✐♠♣❧② r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❆s st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✐s ✉s✉❛❧❧② st❛t✐♦♥❛r② ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠♣❧② ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ V ∗ ❢r♦♠
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

Q∗(s, a) = R(s, a) + γ
∑

s′∈S

T (s, a, s′)V ∗(s′),

❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❜❡st✲✈❛❧✉❡❞ ❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡✱

π∗(s) ∈ argmax
a

Q∗(s, a).

❋♦r t❤❡ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❝❛s❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs Vh ♠✉st ❜❡ st♦r❡❞ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ♠❛② ❜❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②✳

✸✳✶✳✻ P♦❧✐❝② ■t❡r❛t✐♦♥

P♦❧✐❝② ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭❍♦✇❛r❞✱ ✶✾✻✵✮ ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣✲
❡rt② t❤❛t ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✜✲
♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❝❛s❡✳ ❈♦♥❝✐s❡❧②✱ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ i✱ ❛ ❣r❡❡❞② ♣♦❧✐❝② πi ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Qi−1(s, a) =

R(s, a) + γ
∑

s′∈S

T (s, a, s′)Vi−1(s
′)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ Vi(s) = V πi(s)✳ ❲❤❡♥ ❢♦r t✇♦ s✉❝✲

❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s i− 1 ❛♥❞ i t❤❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❝♦♥✈❡r❣❡❞✱
❛♥❞ πi = π∗✳

❙❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r ♣♦❧✐❝② ✐t❡r❛t✐♦♥✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭❇❡rts❡❦❛s ❛♥❞ ❚s✐ts✐❦❧✐s✱
✶✾✾✻✮✳ ❘❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ ❝♦♣✐♦✉s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤✐s s✉❜❥❡❝t✱ ❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s s❡t ♦♥❧② ♦♥ ✈❛❧✉❡✲✐t❡r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣r✐♥✲
❝✐♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣❧❡❛s❡ ❜❡ ❛✇❛r❡ t❤❛t ♣♦❧✐❝②✲✐t❡r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝❛❧❧②
❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳

✸✳✷ P❛rt✐❛❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❉Ps

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡♣✐st❡♠✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s ♦♥ ▼❉Ps ✇❛s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ❜❡❢♦r❡ ➴strö♠ ✭✶✾✻✺✮✳
❍❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❛s▼❉Ps ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧❧② ❝❧❛✐♠s t❤❛t ♦♥❡ ♠✉st



✸✳✷✳ P❛rt✐❛❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❉Ps ✷✼

Hidden

Belief

...

...

...

Visible

btbt−1

St−1 St St+1

Zt−1 At
Zt Zt+1

bt+1b0

At+1

S0

rt rt+1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❆ ✸✲st❡♣ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛ P❛rt✐❛❧ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳

r❡❧② ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✳ ❚❤❡ ♥❛♠❡ P❛rt✐❛❧❧②
❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss❡s ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ t❤✐s ✐❞❡❛ ✇❛s ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙♠❛❧❧✇♦♦❞ ❛♥❞
❙♦♥❞✐❦ ✭✶✾✼✸✮ ❢♦r ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❜② ❙♦♥❞✐❦ ✭✶✾✼✽✮ ❢♦r t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❝❛s❡✱

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ▼❉P ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▼❉P t✉♣❧❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ Z✱ ❛♥❞ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ Pr(Zt = z|St = s,At = a)✳ ❨❡t✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ s0 ✐s ♦❢t❡♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦♥ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s♦ ❛
❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ b0✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ st❛t❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ✭P❛rt✐❛❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss✮✳ ❆ P❛rt✐❛❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❉P ✭P❖▼❉P✮
✭➴strö♠✱ ✶✾✻✺❀ ❙♠❛❧❧✇♦♦❞ ❛♥❞ ❙♦♥❞✐❦✱ ✶✾✼✸✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ t✉♣❧❡ 〈S,A,Z, T, R,O, b0〉✱ ✇❤❡r❡ S✱ A✱ ❛♥❞
Z ❛r❡ t❤❡ st❛t❡✱ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❡ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ T (s, a, s′) = Pr(St+1 = s′|St = s,At+1 = a) ✐s
❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ r(s, a, s′) ✐s ❛ s❝❛❧❛r r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ O(s′, a, z) = Pr(Zt = z|St = s′, At = a) ✐s
❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ b0 ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❇② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✱ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡
St ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧② ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♦r ✈❛❧✉❡
✐t❡r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ▼❉P✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ♥❡❡❞s ❛ s♣❡❝✐✜❝ st❛t❡ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♥❡①t
❛❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ▼❛r❦♦✈✐❛♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ❞✐r❡❝t❧②
♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♦♥ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧
t♦ ✜♥❞ ❛ ♣♦❧✐❝② t❤❛t ♠❛♣s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ ❛❝t✐♦♥s✳

❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✱ ❛ ♣r♦♣❡r ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❜❡❧✐❡❢s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✱ b′ = Bayes(b, z, a)✱ ✐s
▼❛r❦♦✈✐❛♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❜❡❧✐❡❢ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇
❡✈✐❞❡♥❝❡ ✭❝✉rr❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥✮✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❜♦❧❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜❡❧✐❡❢
b ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t❤❡♦r② ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ✜♥✐t❡ st❛t❡ s♣❛❝❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ b ✐s ❛
✈❡❝t♦r ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❚❤❡♥✱ ❛♥ ▼❉P ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ s♣❛❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ P❖▼❉P✳
P❧❡❛s❡ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❛ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s♦ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ s♣❛❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
t❤❡ s✐♠♣❧❡① ∆ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r S ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✮✳



✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼❛❦✐♥❣

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ✭❇❡❧✐❡❢✲st❛t❡ ▼❉P✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ▼❉P✱ ❛ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ ▼❉P
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t✉♣❧❡ 〈∆,A, τ, ρ,b0〉✱ ✇❤❡r❡ τ(b, a,b′) = Pr(B′ = b′|A = a,B = b) ✐s t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ρ(b, a) ✐s t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ b0 ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r
t❤❡ st❛t❡s✳

■❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐♦♥❛r②✱ t❤❡ τ(b, a,b′) ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ T ❛♥❞ O ❛s ❢♦❧❧♦✇s

τ(b, a,b′) = Pr(B′ = b′|A = a,B = b)

=
∑

z∈Z

Pr(B′ = b′|A = a,B = b, Z = z)Pr(Z = z|A = a,B = b)

=
∑

z∈Z

I(b′, Bayes(b, a, z))
∑

s′∈S

∑

s∈S

O(s′, a, z)T (s, a, s′)b(s). ✭✸✳✺✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ st❛t✐♦♥❛r②✱ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ st❡♣s ❝❛♥
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

ρ(b, a) =
∑

s∈S

b(s)R(s, a), ✭✸✳✻✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡s✉❧t t❤❛t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻✳
◆♦✇✱ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ P❖▼❉P t✉♣❧❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐✲

t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛st s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❨❡t✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡
st❛t❡✱ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡✱ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ ▼❉Ps ❛r❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲
st❛t❡ ▼❉Ps✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡✳ ❆✉s♣✐❝✐♦✉s❧②✱ ❞✉❡ t♦ s♦♠❡ r❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝ s✐♠♣❧❡① s♣❛❝❡✱ ❜❡❧✐❡❢✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛ ǫ✲❝❧♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❜❡❧✐❡❢✲▼❉Ps ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ②❡t t②♣✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ▼❛❞❛♥✐ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✸✮✳

✸✳✷✳✶ P❖▼❉P P♦❧✐❝✐❡s

■♥ t❤❡ P❖▼❉P s❡tt✐♥❣✱ ✐t ✐s ♥♦t ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡✜♥❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❧✐❦❡ ✐♥ ▼❉Ps ❜❡❝❛✉s❡
st❛t❡s ❛r❡ ❤✐❞❞❡♥ t♦ t❤❡ ❛❣❡♥t✳ ❆ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❡ ✐s ♥♦t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡✐t❤❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡②
❛r❡ ♥♦t ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳

➴strö♠ ✭✶✾✻✺✮ ❤❛s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ❢♦r P❖▼❉Ps ♠✉st ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ♣❛st
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ❡①✐sts ❢♦r ❛♥② s♦❧✈❛❜❧❡ P❖▼❉P✳ ❚❤✐s ✐s
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛st s❡❝t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P ♣♦❧✐❝② ♠✉st ❞❡♣❡♥❞
♥♦✇ ♦♥ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ s✐♠♣❧❡r
✇♦r❞s✱ ❛ P❖▼❉P ♣♦❧✐❝② ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤✐st♦r✐❡s t♦ ❛❝t✐♦♥s✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②
❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♥❝✐s❡❧②✱ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡s t♦ ❛❝t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ✭❇❡❧✐❡❢✲▼❉P P♦❧✐❝②✮✳ ❆ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P ♣♦❧✐❝② ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ π : ∆×N 7→ A✱ t❤❛t ♠❛♣s✱ ❛t
❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ ❛ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ t♦ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ P❖▼❉P✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭♣♦❧✐❝②✮ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❢✉t✉r❡ r❡t✉r♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s②st❡♠✳

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ▼❉Ps✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥❞❡✜♥✐t❡✱ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥
P❖▼❉Ps ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❛❣❛✐♥ ✉s✉❛❧❧② ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P ♣♦❧✐❝✐❡s✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P ♣♦❧✐❝✐❡s ✐s t❤❛t t❤❡② ♠❛♣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ t♦ ❛❝t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ♣♦s❡s s♦♠❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ ✜♥✐t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ✉s✐♥❣ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✜♥✐t❡ str✉❝t✉r❡s ✉s✉❛❧❧② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s
t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ s♣❛❝❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✱ s♦ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡
❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞
❛❝t✐♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ P❖▼❉Ps ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❝②❝❧✐❝ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡s❡ s✐♠♣❧❡ t②♣❡s ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s s✉✛❡r ❢r♦♠ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧
❡①♣❧♦s✐♦♥ ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝②✳ ❋♦r ♥♦✇✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P ♣♦❧✐❝② ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳



✸✳✷✳ P❛rt✐❛❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❉Ps ✷✾

✸✳✷✳✷ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r P❖▼❉Ps

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✹ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ▼❉Ps ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ P❖▼❉Ps ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ✭❇❡❧❧♠❛♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❇❡❧✐❡❢✲▼❉Ps✮✳ ❚❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡r✐✜❡s ❇❡❧❧✲
♠❛♥✬s ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✹✮ ✭❢♦r ❛❧❧ b ∈ ∆✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
V ∗
t ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✿

V ∗
t (b) = max

a∈A

{

ρ(b, a) + γ
∑

b′∈∆

τ(b, a,b′)V ∗
t−1(b

′)

}

.

❇② ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✸✳✺ ❛♥❞ ✸✳✻✱ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ P❖▼❉P t❡r♠s ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

V ∗
t (b) = max

a∈A

{
∑

s∈S

b(s)R(s, a) + γ
∑

b′∈∆

∑

z∈Z

I(b′, Bayes(b, a, z))
∑

s′∈S

∑

s∈S

O(s′, a, z)T (s, a, s′)b(s)V ∗
t−1(b

′)

}

= max
a∈A

{
∑

s∈S

b(s)

[

R(s, a) + γ
∑

z∈Z

∑

s′∈S

O(s′, a, z)T (s, a, s′)V ∗
t−1(Bayes(b, a, z))

]}

. ✭✸✳✼✮

■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡s ✭❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❤♦r✐③♦♥ ❝❛s❡✮✱ ❛ ♣♦❧✐❝② ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ b ∈ B✱ ✇❤❡r❡ B ⊂ ∆ ✐s ❛ ✜♥✐t❡
s❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦❧✈✐♥❣ P❖▼❉Ps ✉s✐♥❣ t❤✐s ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♦♥❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s♠❛❧❧
♣r♦❜❧❡♠s ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭➴strö♠✱ ✶✾✻✺✮✳ ❚♦ s❝❛❧❡ ✉♣✱ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞
❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

✸✳✷✳✸ ❚❤❡ P❲▲❈ Pr♦♣❡rt②

Pr♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ P❖▼❉Ps ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭❙♠❛❧❧✇♦♦❞ ❛♥❞ ❙♦♥❞✐❦✱
✶✾✼✸✮ ❛♥❞ ✐♥ ✭❙♦♥❞✐❦✱ ✶✾✼✽✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s P✐❡❝❡✇✐s❡✲
▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ❈♦♥✈❡① ✭P❲▲❈✮ ✻✳ ❚❤✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣
❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡ ❝♦r♥❡rst♦♥❡ ♦❢ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ P❖▼❉P s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❆ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ s✉❜s♣❛❝❡s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤
s✉❜s♣❛❝❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❛t s✉❜s♣❛❝❡✳ ❲❤❡♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❧✐♥❡❛r✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x) = |x| ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

f(x) =

{

−x ✐❢ x ∈ (−∞, 0],
x ✐❢ x ∈ (0,∞).

❚❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ✐t s✐♠♣❧② ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛❧✇❛②s ❛ ❝♦♥✈❡① s❤❛♣❡✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤✱

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2), ✭✸✳✽✮

❢♦r ❛❧❧ λ ∈ [0, 1]✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ tr✐✈✐❛❧❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❤❡r❡ ❥✉st ❛s ❛ r❡♠✐♥❞❡r✳ ❨❡t✱
❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❛❞❡r ❤❛s s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ✭V ∗
t ✐s P❲▲❈✮✳ ❚❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V ∗

t ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼ ✐s ❛ P❲▲❈
❢✉♥❝t✐♦♥✳

✻✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✭t → ∞)✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r t✐♠❡ st❡♣s



✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼❛❦✐♥❣

❘❡✇❛r❞ ❋✉♥❝t✐♦♥

 0

 0.5

 1

 1.5

 0  1
belief

a=0

 0

 0.5

 1

 1.5

 0  1
belief

a=1

 0

 0.5

 1

 1.5

 0  1
belief

a=2

❱❛❧✉❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❛t t = 1 ❛♥❞ t = n

 0

 0.5

 1

 1.5

 0  1
belief

t=1

 0

 3

 6

 0  1
belief

t=n

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❆ P❲▲❈ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✸ ✉♣♣❡r ✜❣✉r❡s ❛r❡ ❛ ❜❡❧✐❡❢✲❜❛s❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❝t✐♦♥s ✵✱ ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡❢t ❝♦r♥❡r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t
t = 1 ✭t❤❡ ♠❛① ♦❢ r❡✇❛r❞s✮✱ ❛♥❞ ❧♦✇❡r r✐❣❤t ❝♦r♥❡r r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t = n✳



✸✳✷✳ P❛rt✐❛❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❉Ps ✸✶

 0  1

v
a
lu

e

b

(a)

 0  1

v
a
lu

e
b

(b)

 0  1

v
a
lu

e

b

(c)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ Γ✲s❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✶✲s✐♠♣❧❡① s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ✭❛✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭❜✮
✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✳ ✭❝✮ s❤♦✇s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✭❜✮ ✐s ❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ✭❝✮✳

❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ♥❛t✉r❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡
∑

s∈S

b(s)R(s, a) ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ b

✭tr✐✈✐❛❧❧② ❝♦♥✈❡①✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ max
♦♣❡r❛t♦r ♣r❡s❡r✈❡s ❝♦♥✈❡①✐t② ❛♥❞ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r✐t②✱ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r ✐t ♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡✜♥❡s ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❚❤✐s P❲▲❈ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❋♦r ❛ ❢✉❧❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷
♣❧❡❛s❡ r❡❢❡r t♦ ✭❈❛ss❛♥❞r❛✱ ✶✾✾✽✮ ♦r ✭❙✐❣❛✉❞ ❛♥❞ ❇✉✛❡t✱ ✷✵✶✵✮✳ ❨❡t✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
❜❡❝♦♠❡s ❡✈✐❞❡♥t ✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✸✳✷✳✹ ❊①❛❝t ❙♦❧✉t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ P❲▲❈ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs✱
❡❛❝❤ ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡✱ ❜✉t ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡
t❤❡② ❛r❡ ♠❛①✐♠❛❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

|x| = max
v∈{1,−1}

{v · x}.

✇❤❡r❡ v ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ❛s ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛♥❞ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✇❛② ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t ❜②

❛ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs Γt ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
V ∗
t (b) = max

α∈Γt

{b⊤α} ✭✸✳✾✮

❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞
❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❡t Γt ♦❢ α✲✈❡❝t♦rs✳

❋✐rst✱ ♣❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ V ∗
0 (·) = 0✱ V ∗

1 (·) ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❢♦r♠

V ∗
1 (b) = max

a
{b⊤ra}, ✭✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ras = R(s, a)✳ ❚❤✉s✱ V ∗
1 (b) ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✾ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ Γ1 = {ra |

a ∈ A} ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✮✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✐♠❡ st❡♣s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ b′ = Bayes(b, a, z) ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✈❡❝t♦r✐❛❧ t❡r♠s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

b′ =
P a,zb

‖P a,zb‖1
, ✭✸✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐① P a,z ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s P a,z
s,s′ = O(s′, a, z)T (s, a, s′)✳



✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼❛❦✐♥❣

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✈❡❝t♦r t❡r♠s ❛s ❢♦❧❧♦✇s

V ∗
t (b) = max

a∈A

{

b⊤ra + γ
∑

z∈Z

‖P a,zb‖1V ∗
t−1

(
P a,zb

‖P a,zb‖1

)}

.

◆♦✇✱ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ Vt−1 ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✾✱

V ∗
t (b) = max

a∈A

{

b⊤ra + γ
∑

z∈Z

‖P a,zb‖1 max
α∈Γt−1

{
(P a,zb)⊤α

‖P a,zb‖1

}}

= max
a∈A

{

b⊤ra + γ
∑

z∈Z

max
α∈Γt−1

{

b⊤P a,z⊤α
}
}

= max
a∈A

∑

z∈Z

max
α∈Γt−1

{

b⊤

(
ra

|Z| + γP a,z⊤α

)}

= max
a∈A

∑

z∈Z

max
α∈Γa,z

t

{b⊤α}

= max
a∈A

max
α∈Γa

t

{b⊤α}

= max
α∈Γt

{b⊤α} ✭✸✳✶✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ Γ✲s❡ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

Γa,z
t ←

{
ra

|Z| + γP a,z⊤α

∣
∣
∣
∣
α ∈ Γt−1

}

, ✭✸✳✶✸✮

Γa
t ←

⊕

z

Γa,z
t , ✭✸✳✶✹✮

Γt ←
⋃

a

Γa
t . ✭✸✳✶✺✮

❍❡r❡✱ t❤❡
⊕

❛♥❞
⋃

r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝r♦ss✲s✉♠ ❛♥❞ ✉♥✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❤❡r❡ γ1 ⊕ γ2 = {α1 + α2 | α1 ∈
Γ1, α2 ∈ Γ2} ✭s❡❡ ❈❛ss❛♥❞r❛ ✭✶✾✾✽✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮ ✼✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✿ ❆♥ ❡①❛❝t ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r P❖▼❉Ps ✉s✐♥❣ α✲✈❡❝t♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
■♥♣✉t✿ T ✱ R✱ O✱ γ✱ b0✱ Γ0

❖✉t♣✉t✿ Γ
✶ Γ← Γ0❀
✷ ✇❤✐❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♥♦t ♠❡t ❞♦
✸ ❢♦r❡❛❝❤ a ∈ A ❞♦
✹ ❢♦r❡❛❝❤ z ∈ Z ❞♦
✺ ❈♦♠♣✉t❡ Γa,z ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✸✮❀
✻ ❡♥❞
✼ ❈♦♠♣✉t❡ Γa ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✹✮❀
✽ ▼❛r❦ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ Γa ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ a❀
✾ ❡♥❞
✶✵ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡✇ Γ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✺✮
✶✶ ❡♥❞

❆♥ ❡①❛❝t ❛♥❞ ✜♥✐t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭♣♦❧✐❝②✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡❛❝❤ Γt ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ✭♦r ✉♥t✐❧ t = H ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ s❡tt✐♥❣✮ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❢♦r P❖▼❉Ps✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❡r❧② s♦❧✈❡s

✼✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✵ ❛s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢
❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✷ ❛s t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ st❡♣✳



✸✳✷✳ P❛rt✐❛❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❉Ps ✸✸

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❝t♦rs ✐♥ Γt t❤❛t ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛
s✐♥❣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(|Γt−1|×|A|×|Z|×|S|2+ |A|×|S|×|Γt−1||Z|)
✭▲✐tt♠❛♥✱ ✶✾✾✻✮✳

❆ ✇❛② ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ ✐s t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Γt ❝♦♥s✐❞❡rs
❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❡❝t♦rs✱ s♦ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✈❡❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛♥② s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡
❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✹✭❛✮ ❛♥❞ ✸✳✹✭❜✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜✉t ✭❛✮ ❤❛s
s✉♣❡r✢✉♦✉s ✈❡❝t♦rs ✐♥ r❡❞ t❤❛t ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❣r❡❡♥✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✱
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮✮ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦rs
t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥ ❛♥② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ♣r✉♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
✭▲P✮ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ Γ✲s❡t✳

▼♦♥❛❤❛♥✬s ❇❛t❝❤ ❊♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭▼♦♥❛❤❛♥✱ ✶✾✽✷✮ ✉s❡s t❤❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡
♣r✉♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✿

Γt ← ♣r✉♥❡

(
⋃

a

⊕

z

Γa,z
t

)

.

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✱ t❤❡ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ Pr✉♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭■P✮ ✭❈❛ss❛♥❞r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮✖✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧❧② ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✖❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

Γt ← ♣r✉♥❡

(
⋃

a

♣r✉♥❡

(
⊕

z

♣r✉♥❡ (Γa,z
t )

))

.

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ♦❢ ♣r✉♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t♦ s♦❧✈❡ ❧❛r❣❡ ▲Ps✳ ❊❛❝❤ ♣r✉♥✐♥❣ ♦❢ ❛
♥♦♥✲♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s Γ✲s❡t r❡q✉✐r❡s t♦ s♦❧✈❡ ❛♥ ▲P ✇✐t❤ |Γ| ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ Γt−1 ❛♥❞ t❤❡
✈❡❝t♦rs✬ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛♥ ▲P✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ♣❛❧❧✐❛t✐✈❡ st❡♣s ✐♥ ❡①❛❝t P❖▼❉P s♦❧✈✐♥❣✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦✉♥t ✉s✉❛❧❧②
st✐❧❧ ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❢♦r ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✉♥✐♥❣ st❡♣s
❜❡❝♦♠❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦✉♥t ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t s❝❛❧❡
✇❡❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❞❞r❡ss r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜❡✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ ♦♥❧② ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❛ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ s✐③❡✳ ❚❤✐s
❢❛❝t r❛✐s❡s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ❞✐✣❝✉❧t ✐t ✐s t♦ s♦❧✈❡ ❛ P❖▼❉P✳

✸✳✷✳✺ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❯♥❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ❤❛r❞ ✐s t♦ s♦❧✈❡ ❛ P❖▼❉P✱ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ▼❉P✳
❙♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ▼❉P ✐s P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❛♥❞ ❚s✐ts✐❦❧✐s✱ ✶✾✽✼✮✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ❛s ❞✐✣❝✉❧t ❛s t❤❡
❤❛r❞❡st ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ P ❝❧❛ss✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❛♥ ▼❉P ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✱ ✐t
✐s ✈❡r② ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡
❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❛t s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ▼❉P ✐s ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t❧② s❡q✉❡♥t✐❛❧ t❛s❦✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ✈❡r② ✉♥❧✐❦❡❧② t♦
❛✈♦✐❞ t❤✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧✐t② ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛rt ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❆s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ❛ P❖▼❉P ✐s ❡✈❡♥ ✇♦rs❡✱ ❛s ✐t ✐s ♥♦t ♦♥❧② ✐♥❤❡r❡♥t❧②
s❡q✉❡♥t✐❛❧✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❤❛r❞❡r t❤❛♥ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✭◆P✮ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ P❛♣❛❞✐♠✲
✐tr✐♦✉ ❛♥❞ ❚s✐ts✐❦❧✐s ✭✶✾✽✼✮ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ P❖▼❉P
✐s P❙P❆❈❊✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✐③❡ ♦❢
♠❡♠♦r②✱ ✐t ✐s ❛s ❞✐✣❝✉❧t ❛s t❤❡ ❤❛r❞❡st ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ P❙P❆❈❊ ❝❧❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ❜r♦❛❞❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ◆P ❝❧❛ss✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✉♥❧❡ss P❂◆P❂P❙P❆❈❊ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❧② ✉♥❧✐❦❡❧②✮✱ s♦❧✈✐♥❣
❛ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ P❖▼❉P ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t❤❛♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ▼❉P✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t❤❛♥ ❛
✇❤♦❧❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧r❡❛❞② ❤❛r❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡✲❤♦r✐③♦♥ P❖▼❉Ps✱ ▼❛❞❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ P❖▼❉P ❛♥❞ ❛
❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✱ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦❧✐❝②✲❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✐♥✜♥✐t❡✲❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❧❛♥♥✐♥❣
✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳

❚❤❡s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ P❖▼❉P s♦❧✈✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s✱ r❡❧❡❣❛t✐♥❣ ❡①❛❝t t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠❛✐♥❧② t♦ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ s♦❧✈✐♥❣
❛ P❙P❆❈❊✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ♥♦✇❛❞❛②s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss



✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼❛❦✐♥❣

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹ ✐s ❡①❛❝t ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❡❧✐❡❢
st❛t❡ b0✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ P❖▼❉P s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡
✉♣❞❛t❡ ♦♥❧② ♦♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❜❡❧✐❡❢ ♣♦✐♥ts ✭❍❛✉s❦r❡❝❤t✱ ✷✵✵✵✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ✐♥
t❤♦s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② r❡❞✉❝❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✉❛❧❧② ♥❡❡❞ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱
❜✉t ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❛♥ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡
✜rst ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ▲♦✈❡❥♦② ✭✶✾✾✶✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞
✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡✲❣r✐❞✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ P❖▼❉P ✇✐t❤✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❡rr♦r ✭❜② ✉s✐♥❣ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ❞❡♣❡♥❞s ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ P❖▼❉P
s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❢❛❧❧s ✐♥ t❤❡ P ❝❧❛ss✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❣r✐❞✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r s✐♠♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ♣❧❡❛s❡ r❡❢❡r t♦ ✭❍❛✉s❦r❡❝❤t✱
✷✵✵✵✮✳

✸✳✷✳✻ P♦✐♥t✲❇❛s❡❞ ▼❡t❤♦❞s

❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ♣♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ✭P❇✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐s t❤❛t ❝❧♦s❡r ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ α ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥ts
✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧♦s❡❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ✜♥✐t❡ s❡t✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣♦rt α✲✈❡❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥ t❤♦s❡ ♣♦✐♥ts✱ ❜✉t ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ α✲✈❡❝t♦r ♦❢ ❛ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ s❡t ✇♦r❦s ♥♦t ♦♥❧② ❛s ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❛t s♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❜②
❜❡❧✐❡❢s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ s❡t✳

❚❤❡ s✉♣♣♦rt α✲✈❡❝t♦r ♦❢ ❛ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥t b ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✷ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

V ∗
t (b) = max

a∈A

{

b⊤ra + γ
∑

z∈Z

max
α∈Γt−1

{

b⊤P a,z⊤α
}
}

= max
a∈A

{

b⊤ra + γ
∑

z∈Z

b⊤P a,z⊤ argmax
α∈Γt−1

{

b⊤P a,z⊤α
}
}

= max
α∈Γb

t

b⊤α, ✇❤❡r❡

Γb

t =

{

ra + γ
∑

z∈Z

P a,z⊤ argmax
α∈Γt−1

{

b⊤P a,z⊤α
}
∣
∣
∣
∣
∣
a ∈ A

}

.

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❜❛❝❦✉♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s

backup(Γt−1,b) = argmax
α∈Γb

t

b⊤α.

❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▲♦✈❡❥♦② ✭✶✾✾✶✮ ✇❛s t❤❡ ✜rst t♦ s✉❣❣❡st t❤❛t P❇ ♠❡t❤♦❞s ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✜♥✐t❡✲❣r✐❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡ s✉✛❡rs
❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❞r❛✇❜❛❝❦s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s❡t ❛r❡ ♥♦t ❡✈❡♥ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❍❛✉s❦r❡❝❤t ✭✷✵✵✵✮ ❤❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts
✐♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡♠ ❛s s✉♣♣♦rt ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ α✲✈❡❝t♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ❤❡r❡✱ s❡✈❡r❛❧
❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ P❇❱■ ✭P✐♥❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ P❊❘❙❊❯❙
✭❙♣❛❛♥ ❛♥❞ ❱❧❛ss✐s✱ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❍❙❱■✷ ✭❙♠✐t❤ ❛♥❞ ❙✐♠♠♦♥s✱ ✷✵✵✺✮✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ♦♥❡s s✉❝❤ ❛s ❋❙❱■
✭❙❤❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✱ ❙❆❘❙❖P ✭❑✉r♥✐❛✇❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ●❛♣▼✐♥ ✭P♦✉♣❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❋♦r ❛ r❡❝❡♥t
❛♥❞ ❡①❤❛✉st✐✈❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ♣❧❡❛s❡ r❡❢❡r t♦ ✭❙❤❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳



✸✳✷✳ P❛rt✐❛❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❉Ps ✸✺

P♦✐♥t✲❇❛s❡❞ ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ✭P❇❱■✮

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P♦✐♥t✲❇❛s❡❞ ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭P✐♥❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮ st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❡❧✐❡❢
s❡t B0 = {b0} ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ α✲✈❡❝t♦r s❡t Γ0 = {αmin} ✇❤❡r❡

αmin(s) =
mins′∈S,a∈AR(s

′, a)

1− γ , ∀s ∈ S.

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✿ P❇❱■✿ ❆ ♣♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥♦✉s α✲
✈❡❝t♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❧✐❡❢✲s❡t B✳
■♥♣✉t✿ T ✱ R✱ O✱ γ✱ b0✱ jmax

❖✉t♣✉t✿ Γ
✶ Γ← {αmin}❀
✷ B ← {b0}❀
✸ ✇❤✐❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♥♦t ♠❡t ❞♦
✹ B′ ← {}❀
✺ ❢♦r❡❛❝❤ b ∈ B ❞♦
✻ B′ ← B′ ∪ {successor(b)}❀
✼ ❡♥❞
✽ B ← B ∪ B′❀
✾ ❢♦r j = 1 t♦ jmax ❞♦

✶✵ Γ̂← Γ❀
✶✶ Γ← {}❀
✶✷ ❢♦r❡❛❝❤ b ∈ B ❞♦

✶✸ Γ← Γ ∪ {backup(Γ̂,b)}❀
✶✹ ❡♥❞

✶✺ ❡♥❞

✶✻ ❡♥❞

❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✱ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s s❡✈❡r❛❧ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❜❛❝❦✉♣s ♦❢
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜❡❧✐❡❢✲s❡t B✱

Γj = {backup(Γj ,b)|b ∈ B}

❢♦r ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ jmax ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭♦r ✉♥t✐❧ Γj ❝♦♥✈❡r❣❡s✮✳ ❆s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❤❛s ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ✭♦r ✐t ✐s ♥❡❛r t♦✮✱ ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ❜❡❧✐❡❢ ♣♦✐♥ts ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ P❇❱■ s❡❧❡❝ts ❛ s✉❝❝❡ss♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ s❡t✱ ❛♥❞ ❛❞❞s t❤❡s❡ ♥❡✇ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥ts
t♦ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ s❡t ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ ❛ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥t b✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠♦st
❞✐st❛♥t ❢♦r✇❛r❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣♦✐♥t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

successor(b) = argmax
b′∈Bnext

b

{

min
b̂∈B
‖b̂− b′‖1

}

, ✇❤❡r❡

Bnextb =

{
P a,zb

‖P a,zb‖1

∣
∣
∣
∣
a ∈ A, z ∈ Z

}

.

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞
♣r♦❜❧❡♠ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❋♦r ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥s✱ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ✭✉s✉❛❧❧② ✇✐t❤
jmax = 1✮✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥s s♦♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② P❇❱■



✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼❛❦✐♥❣

V̂H ✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V ∗✱ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ǫH = ‖V̂H − V ∗‖∞
≤ ‖V̂H − V ∗

H‖∞ + ‖V ∗
H − V ∗‖∞

≤ ‖V̂H − V ∗
H‖∞ +

γH(Rmax −Rmin)

1− γ

≤ (Rmax −Rmin)δB
(1− γ)2 +

γH(Rmax −Rmin)

(1− γ) ,

✇❤❡r❡ Rmax ❛♥❞ Rmin ❛r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞

δB = max
b′∈∆

min
b∈B
{b′ − b}1

✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s❡t B✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡
r✐❣❤t✲❤❛♥❞ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ③❡r♦ ✐❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✜♥✐t❡✳ ■❢ ✐t ✐s ♥♦t ✜♥✐t❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ s❤♦✇s t❤❛t✱ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠
✐♥ ✭❇❡rts❡❦❛s ❛♥❞ ❚s✐ts✐❦❧✐s✱ ✶✾✾✻✮✱ t❤✐s t❡r♠ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❤♦r✐③♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s s❛♠❡ ❜♦✉♥❞✮✳ ❚❤❡ t❤✐r❞
st❡♣ ✐s ❞✉❡ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶ ♦❢ ✭P✐♥❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❞✉❝❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣
❜② t❤❡ ♣♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② δB ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s❡t✳ ■♥ s✐♠♣❧❡ ✇♦r❞s✱ δB
✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦s❡st s✉♣♣♦rt ♣♦✐♥t ✐♥ B✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ P❧❡❛s❡ ❜❡ ❛✇❛r❡ t❤❛t ❝❛❧❧✐♥❣ δB ✏❞❡♥s✐t②✑ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❞❡❝❡♣t✐✈❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛s
♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ B✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② s❤r✐♥❦s✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳

P❊❘❙❊❯❙

❚❤❡ P❊❘❙❊❯❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙♣❛❛♥ ❛♥❞ ❱❧❛ss✐s✱ ✷✵✵✺✮ ✐s ❛ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❛
❧❛r❣❡ B s❡t ♦♥❧② ♦♥❝❡✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❧✐❡❢✲s❡t ❢♦r ❛❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡



✸✳✷✳ P❛rt✐❛❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❉Ps ✸✼

✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❜❛❝❦✉♣s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✿ P❊❘❙❊❯❙✿ ❆ ♣♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s
α✲✈❡❝t♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❜❡❧✐❡❢✲s❡t B
■♥♣✉t✿ T ✱ R✱ O✱ γ✱ b0✱ n
❖✉t♣✉t✿ Γ

✶ B ← {b0}❀
✷ b← b0❀
✸ ✇❤✐❧❡ |B| ≤ n ❞♦
✹ s❛♠♣❧❡ a ∈ A❀
✺ s❛♠♣❧❡ z ∈ Z ❢r♦♠ Pr(Z = z|A = a,B = b)❀
✻ b← Bayes(b, a, z)❀
✼ B ← B ∪ {b}❀
✽ ❡♥❞
✾ Γ← {αmin}❀

✶✵ ✇❤✐❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♥♦t ♠❡t ❞♦
✶✶ Γ̂← {}❀
✶✷ B′ ← B❀
✶✸ ✇❤✐❧❡ B′ 6= {} ❞♦
✶✹ ❝❤♦♦s❡ ❛♥② b ∈ B′❀
✶✺ α̂← backup(b,Γ)❀
✶✻ ✐❢ b⊤α̂ ≥ V (b) t❤❡♥

✶✼ B′ ← {b̂ ∈ B′|b̂⊤α̂ < V (b̂)}❀
✶✽ ❡❧s❡
✶✾ B′ ← B′ − {b}❀
✷✵ α̂← argmax

α∈Γ
{b⊤α}❀

✷✶ ❡♥❞

✷✷ Γ̂← Γ̂ ∪ {α̂}❀
✷✸ ❡♥❞

✷✹ Γ = Γ̂❀
✷✺ ❡♥❞

■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s❡t B ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢s ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ b0 ✉♥t✐❧ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡t r❡❛❝❤❡s n ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ❢❛st ✇❛② ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ r❡❛❝❤❛❜❧❡
♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❧❛r❣❡ B s❡ts ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ s❡t
B ✐s ❝♦♣✐❡❞ t♦ ❛ ✇♦r❦✐♥❣ s❡t B′✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❜❛❝❦✉♣s ♦❢ t❤❡ α✲✈❡❝t♦rs ✐♥ Γ✳ ❚❤❡
❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✉♣❞❛t❡ ✐s ❞♦♥❡ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥t b ∈ B′ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ♥❡✇ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r
α̂ = backup(b,Γ) ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ V (b) = max

α∈Γ
{b⊤α}✳ ■❢ ✐t ❞♦❡s ✐♠♣r♦✈❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ B′ t❤❛t

❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② t❤✐s ♥❡✇ α̂ ✈❡❝t♦r ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✉♣❞❛t❡ ❢♦r
t❤♦s❡ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ V (b)✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱
α̂ = argmax

α∈Γ
{b⊤α}✱ ❛♥❞ ♦♥❧② b ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t B′✳ ◆♦ ♠❛tt❡r ✐❢ α̂ ✐s ❛♥ ♦❧❞ ♦r ♥❡✇ ✈❡❝t♦r✱ ✐t ✐s

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② Γ̂✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠♦r❡
♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ s❡t B′✳

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✉s✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❜❛❝❦✉♣s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ✐ts ✉s❛❣❡✳ ❋✐rst✱ ✐❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s❡t ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r s❡✈❡r❛❧ ❡✈❛❧✉✲
❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❆❧s♦✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s
✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥
P❖▼❉Ps✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ P❇❱■ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ P❖▼❉Ps✳ ❆t ❧❛st✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ P❊❘❙❊❯❙ ✐s str✐❝t❧② r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ P❇❱■✳



✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼❛❦✐♥❣

❆❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦❧❧❡❝t ✉♣❞❛t❡

P❇❱■ ✭P✐♥❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮ L1✲♥♦r♠ ❢✉❧❧ ❜❛❝❦✉♣
P❊❘❙❊❯❙ ✭❙♣❛❛♥ ❛♥❞ ❱❧❛ss✐s✱ ✷✵✵✺✮ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❜❛❝❦✉♣
❍❙❱■✯ ✭❙♠✐t❤ ❛♥❞ ❙✐♠♠♦♥s✱ ✷✵✵✺✮ ❜♦✉♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♥❡✇❡st ♣♦✐♥ts ❜❛❝❦✉♣
●❛♣▼✐♥ ✭P♦✉♣❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❜♦✉♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢✉❧❧ ❜❛❝❦✉♣
P❊▼❆ ✭P✐♥❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❢✉❧❧ ❜❛❝❦✉♣
❋❙❱■ ✭❙❤❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ ▼❉P ❤❡✉r✐st✐❝ ♥❡✇❡st ♣♦✐♥ts ❜❛❝❦✉♣
❙❆❘❙❖P✯ ✭❑✉r♥✐❛✇❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❜♦✉♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♥❡✇❡st ♣♦✐♥ts ❜❛❝❦✉♣

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ P♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜② ❝♦❧❧❡❝t ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ str❛t❡❣✐❡s✱ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✭❙❤❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✯ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❡❝t ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡✱ ②❡t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s
✉s❡❞ s♦♠❡❤♦✇ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s✳

❖t❤❡r P❇ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ P❇❱■ ❛♥❞ P❊❘❙❊❯❙ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛tt❡r♥s
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡✐r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ st❛❣❡s✿

✶✳ ❝♦❧❧❡❝t ✐s t❤❡ st❛❣❡ t❤❛t s❡❧❡❝ts ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ❜❡❧✐❡❢ ♣♦✐♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡t ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❀

✷✳ ✉♣❞❛t❡ ✐s t❤❡ st❛❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛❝❦✉♣s ❛r❡ ♠❛❞❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥❡✇ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❆❧s♦✱ s♦♠❡ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♣r✉♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡②
❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♦r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❙❡✈❡r❛❧ ❝♦❧❧❡❝t str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❡s✐❞❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ❧✐❦❡ ✐♥ P❊❘❙❊❯❙✱
❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♥❣ s✉❝❝❡ss♦rs ❢❛r❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s❡t ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ L✲♥♦r♠ ♠❡❛s✉r❡ ❧✐❦❡ ✐♥ P❇❱■✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s✉❝❝❡ss♦rs s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✭P✐♥❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❘❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ s❡❛r❝❤✱ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♥♦t ❛t r❛♥❞♦♠✱ ❜✉t ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ▼❉P
❤❡✉r✐st✐❝ ✭❙❤❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❖t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❜♦✉♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s❡❛r❝❤ ❢♦r
t❤♦s❡ ♣♦✐♥ts t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❙♠✐t❤ ❛♥❞
❙✐♠♠♦♥s✱ ✷✵✵✺❀ P♦✉♣❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❑✉r♥✐❛✇❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳

❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♣❞❛t❡ str❛t❡❣✐❡s ✐s ♠♦r❡ ♠♦❞❡st✱ ✇❤❡r❡ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❢✉❧❧ ❜❛❝❦✉♣ ✉s❡❞ ❜② P❇❱■✱
❛♥❞ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❜❛❝❦✉♣ ✉s❡❞ ❜② P❊❘❙❊❯❙✱ ♦♥❧② t❤❡ ♥❡✇❡st ♣♦✐♥ts ❜❛❝❦✉♣ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡
❧❛t❡st ♣❡r❢♦r♠s ❜❛❝❦✉♣s ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s❡t✱ ❛♥❞ ♥♦t ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❧✐❦❡ ✐♥
t❤❡ ❢✉❧❧ ✈❡rs✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ♣r❡s❡♥ts ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦st ❦♥♦✇♥ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✭❙❤❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳

✸✳✷✳✼ ❖t❤❡r ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ▼❡t❤♦❞s

P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ P❖▼❉Ps✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✈❡rs❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❢♦r t❤❡
s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ♣r♦♣♦s❡ ✉s✐♥❣ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥
P❲▲❈ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜② ✜tt✐♥❣ ❝♦♥✈❡① q✉❛❞r❛t✐❝ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ P❲▲❈ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠ t❤❛♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ✭✶✮ t❤❛t
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r✉♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♠✐t✐❣❛t❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ s❡♠✐❞❡✜♥✐t❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ α✲✈❡❝t♦rs✱ s♦ ❛ ♦♥❡✲st❡♣ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❛❝t✐♦♥✳

■♥ ✭❚❤r✉♥✱ ✷✵✵✵✮✱ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱
✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢♦r ♣♦✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢♦r ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳
❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ st❛t❡
s♣❛❝❡s✱ ❜✉t ❛tt❛✐♥✐♥❣ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s✳



✸✳✷✳ P❛rt✐❛❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❉Ps ✸✾

❆ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❘❚❉P✲❜❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❇♦♥❡t ❛♥❞ ●❡✛♥❡r✱ ✶✾✾✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞s
t❤❡ ❘❚❉P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❇❛rt♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✮ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❧✐❦❡ ❆✯✮✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝
✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s
❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❇♦♥❡t ❛♥❞ ●❡✛♥❡r✱ ✷✵✵✾✮✳

❲♦rt❤② ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❡♥t✐♦♥ ❛r❡ ♦♥❧✐♥❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ ❆❊▼❙ ✭❘♦ss ❛♥❞ ❈❤❛✐❜✲❞r❛❛✱ ✷✵✵✼✮✱
✇❤✐❝❤ ✉s❡ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ str❛t❡❣② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♥❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts
❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ♦r ❛ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡s ❛♥ ❆◆❉✲❖❘ tr❡❡
t♦ ❡①♣❛♥❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❢✉t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡❧✐❡❢ s♦ ❛s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ tr❡❡ s❡❛r❝❤✳
❆ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r P❖▼❉Ps ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✭❘♦ss ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✱ ✇❤❡r❡
s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r tr❡❡✲s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞✳

▼♦r❡ r❡❝❡♥t ♦♥✲❧✐♥❡ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ P❖▼❈P ✭❙✐❧✈❡r ❛♥❞ ❱❡♥❡ss✱ ✷✵✶✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣
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✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣❛t✐❡♥t✬s ❞✐s❡❛s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ✐s ✜♥✐s❤❡❞✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❢♦r ❤✐♠ ❛♥❞ ♦t❤❡r
❞♦❝t♦rs ♠✉st tr❡❛t t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦sts ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❛♥❞ ❛♥② ♠❡❛♥s ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝q✉✐r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉♦❝t♦r ❍♦✉s❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
❛ ♣✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❤✐♠ ✐s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
❞❡❝✐s✐♦♥s t♦ r❛♣✐❞❧② ❦♥♦✇ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ❞✐s❡❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✬ ❝♦sts✱ ♠♦r❛❧ ✐ss✉❡s ❛♥❞ ❛♥②
♦t❤❡r ❛s♣❡❝ts ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ■♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦s✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦r❡ s✉❜t❧❡✱ ❜✉t ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡✿ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ❞❡❝✐s✐♦♥s t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐s❡❛s❡✳

■t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ✐❧❧✲❞❡✜♥❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡✈❡r t❤❡ ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠✿ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r s♦♠❡t❤✐♥❣✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❛t s♦♠❡t❤✐♥❣ ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞✱ ❦♥♦✇♥ ♦r ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳
❆ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡✐r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ s❛♠❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ✐❧❧✲❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤
❛s r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ●♦✐♥❣ ❡✈❡♥
❢✉rt❤❡r✱ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥s✇❡r✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ❡✈❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst
♣❧❛❝❡✱ ❧✐❦❡ ✐♥ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦r ❛str♦♥♦♠②✳

❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❧② ❜② s❡✈❡r❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
♥❛♠❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛❝t✐✈❡ s❡♥s✐♥❣ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ r♦❜♦t✐❝s ✭❇❛❥❝s②✱ ✶✾✽✽❀ ▼✐❤❛②❧♦✈❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀
❋♦① ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✱ s❡♥s♦r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r② ✭❍❡r♦ ■■■ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❍❛❣❡r ❛♥❞ ▼✐♥t③✱ ✶✾✽✼❀
❘❡❡❝❡✱ ✷✵✵✶✮✱ ♦r ❛❝t✐✈❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭❏✐ ❛♥❞ ❈❛r✐♥✱ ✷✵✵✼❀ ■s❤✐❞❛✱
✶✾✾✼❀ ❩❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s✉❛❧❧② r❡❧② ♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✬s s♣❡❝✐✜❝s✱
♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ❤❛r❞ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s✳

✹✳✶ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠s

❚♦ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤r❡❡
❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ ❞✐❛❣♥♦s✐s
♣r♦❜❧❡♠s✱ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❖t❤❡r ❦✐♥❞s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ♠✐❣❤t ♥♦t ✜t ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❧❛ss❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ❤❡❧♣s t♦ ❣r❛s♣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ t♦
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❣r♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s t❤❛t ✭♣❛rt ♦❢✮ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♣t✐♠✐③❡ ❛♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝❛♥ ❜❡
❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛t❡ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡✇❛r❞s✳ ■t ✐s s❡❧❢✲❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦
♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢ ♥♦t✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣
t♦ ♦♣t✐♠✐③❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶ ✭■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠✮✳ ❆♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✇❤❡♥
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ❛❣❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡
s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ st❛t❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥❧② ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧ s②st❡♠ st❛t❡s✳

❆❧s♦✱ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✉❛❧❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t ♦♥❧② t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡✳ ❚❤✐s
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s✉❜s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t♦ str❡ss t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ♦♥❧②
❛❜♦✉t t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✹✳✶✳✶ ❆❝t✐✈❡ ❉✐❛❣♥♦s✐s Pr♦❜❧❡♠s

❆❝t✐✈❡ ❉✐❛❣♥♦s✐s ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ t❤♦s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❞❞❡♥ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞
✈❛❧✉❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡✱ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤✐s t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❦❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡✈♦❧✈❡ ✇✐t❤
t✐♠❡✱ ②❡t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠♦st ♥❛t✉r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦s✐s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛t❡♥t ❞✐s❡❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
✐s t♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ❞✐s❡❛s❡ ✜ts ❜❡tt❡r t❤❡ s②♠♣t♦♠s ❛♥❞ ❡①❛♠s✳ ❆❝t✐✈❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤
s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♣♦❧✐❝② ♦❢ ❡①❛♠s ♦r ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s✱ ✇❤❡r❡ ❝❡rt❛✐♥
❡①❛♠s ♦r ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝♦✉❧❞ ❝♦♥❝❡❛❧ ♦r ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦t❤❡r ❡①❛♠s ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡
❞❡❝✐s✐♦♥✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✭P❡❧❧❡❣r✐♥✐ ❛♥❞ ❲❛✐♥❡r✱ ✷✵✵✸✮ ✇❤❡r❡ t❤❡
❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞✳

❖t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥❝❧✉❞❡ ❢❛✉❧t ❞✐❛❣♥♦s✐s ✭❩❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✱ ♠❛♣♣✐♥❣ ✭❙❛✐❣♦❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✱
✈✐s✉❛❧ s❡❛r❝❤ ✭❱♦❣❡❧ ❛♥❞ ▼✉r♣❤②✱ ✷✵✵✼✮✱ ♥❡t✇♦r❦ ❞✐❛❣♥♦s✐s ✭■s❤✐❞❛✱ ✶✾✾✼✮✱ ❛❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✭❏✐
❛♥❞ ❈❛r✐♥✱ ✷✵✵✼✮✱ ❛♥❞ s❡♥s♦r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✭❲✐❧❧✐❛♠s✱ ✷✵✵✼✮✳

✹✳✶✳✷ ❙✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠s

■♥ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛❧s♦ t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
❜✉t t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❡✈♦❧✈❡ ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❆s ✐♥ ❛❝t✐✈❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s✱ ❛❝t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ t❛r❣❡t✬s st❛t❡s✱ ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❝t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❦❡②
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ♦r ✐♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❛❝t✐♦♥s✳

❆ ❝❧❛ss✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ♠✉❧t✐✲t❛r❣❡t s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ✭❑r❡✉❝❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❙♣❛❛♥✱
✷✵✵✽✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❢❡r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ t❛r❣❡ts ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❛❝t✐✈❡ ♥♦✐s② s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t s❡♥s♦rs ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❙✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ✭❩❤❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✱ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ♠♦♥✐t♦r✐♥❣
✭❙✐♥❣❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✱ ❛❝t✐✈❡ ❣❡st✉r❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❉❛rr❡❧❧ ❛♥❞ P❡♥t❧❛♥❞✱ ✶✾✾✻✮✱ ❛♥❞ ♠✐❧✐t❛r② s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡
✭❍✐♥t③✱ ✶✾✾✶✮✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s❡♥s♦r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❡①t❡♥s✐✈❡❧②
tr❡❛t❡❞ ✐♥ ✭❍❡r♦ ■■■ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳

✹✳✶✳✸ ❆❝t✐✈❡ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s

❆❝t✐✈❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥s✐st ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❛❝t✐♦♥s t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
❛❣❡♥t ✐ts❡❧❢ ✭♦r ❝♦♥tr♦❧❧❡r✮✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ ✐s t❤❡ ❛❣❡♥t✬s st❛t❡✱ ❛♥❞
t❤✐s st❛t❡ ❝♦✉❧❞ ❡✈♦❧✈❡ ❛s t❤❡ ❛❣❡♥t ❛❝ts ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❦❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s
t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐ts❡❧❢✮✱ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✈✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❇❛❥❝s②✱ ✶✾✽✽✮✿ ✐♥ ❛ ✸❉ ✇♦r❧❞✱ ❛ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♣r♦✈✐❞❡s ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❝❛♥ ❜❡
✐♥❢❡rr❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡
❛❝t✐✈❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ♣♦❧✐❝② ♦❢ ♠♦✈❡s t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t
❜② ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛ ♠❛♣✳

❖t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❇✉r❣❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❀ ❋♦①
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✱ ❣❡♥❡r✐❝ r♦❜♦t✐❝ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s✐♥❣ ✭▼✐❤❛②❧♦✈❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❋♦① ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✱ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ❙▲❆▼
✭❙✐♠ ❛♥❞ ❘♦②✱ ✷✵✵✹✮✳

✹✳✷ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ▼❡❛s✉r❡s

❆ ♠❛❥♦r ✐ss✉❡✱ ✇❤❡♥ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ✐s t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
■❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡❧❞ ❜② ❛♥ ❛❣❡♥t✱ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦



✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s

❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭❈♦✈❡r ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s✱ ✶✾✾✶✮ ♣r♦✈✐❞❡s s❡✈❡r❛❧ ♥♦t✐♦♥s ♦❢
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❙❤❛♥♥♦♥ ✭✶✾✹✽✮✱ ❘é♥②✐ ✭✶✾✻✵✮✱ ❋✐s❤❡r ✭✶✾✷✺✮ ♦r ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ✭✶✾✻✽✮✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡
❡❧❛❜♦r❛t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❑✉❧❧❜❛❝❦ ❛♥❞ ▲❡✐❜❧❡r ✭✶✾✺✶✮ ♦r ❈❤❡r♥♦✛
✭✶✾✺✷✮✳

❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ str♦♥❣❧② r❡❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✽✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❡❧♣s t♦ t✉r♥ t❤❡ s♦❢t✲❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s
t♦ ♣r❡s❡♥t ✉s❡❢✉❧ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ❛❣❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠✳

✹✳✷✳✶ ❙❤❛♥♥♦♥✬s ❊♥tr♦♣②

❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❛♥ ❛❣❡♥t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
S ∈ S ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pr(S) = P✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✳ ❲✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ❛♥② ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡t S
♦r ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢❛♠✐❧②✱ ❙❤❛♥♥♦♥✬s ❢❛♠♦✉s ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❤❡❧❞ ❜② ❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ✭❙❤❛♥♥♦♥ ❊♥tr♦♣②✮✳ ❚❤❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ✭✶✾✹✽✮ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡
st❛t❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

H(S) = H(P) = ES [−log(Pr(S))] .

▲♦♦s❡❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ −log(Pr(S = s)) ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ❞✐✣❝✉❧t ✐t ✐s t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡
❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✐s s✳ ■❢ Pr(S = s) ✐s ❤✐❣❤✱ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ❣✐✈❡s ❛ ♥❡❛r ③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ✭❡❛s②✮✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ✇❤❡♥ Pr(S = s) = 0✱ ✐t ✐s ✐♥✜♥✐t❡❧② ❞✐✣❝✉❧t ✭✐♠♣♦ss✐❜❧❡✮ t♦ ❜❡❧✐❡✈❡
t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✐s s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛♥② ❜❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜✉t
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥✐ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ t❤❡ ❜❛s❡ 2 ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ [bits]✱ ②❡t ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t❤❡ ❜❛s❡ e ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ [nats]✳

❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❝❛♥ ❜❡ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ Pr(S) =
Pθ✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ L(θ|s) ∝ Pθ(s) r❡♣r❡s❡♥ts ❤♦✇ ❧✐❦❡❧② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ S = s✳
❋♦r♠❛❧❧②✱ ❙❤❛♥♥♦♥✬s ❡♥tr♦♣② ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆s t❤❡
❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐s ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❤♦✇ ♠✉❝❤
✉♥❧✐❦❡❧② ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ❡①♣❧❛✐♥s ❛ s♣❡❝✐✜❝ st❛t❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❧✐❦❡
t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ P❖▼❉P ❜❡❧✐❡❢s✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

H(S) = −
∑

s∈S

b(s) log(b(s)).

✹✳✷✳✷ ❘❡❧❛t✐✈❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ q✉❛♥t✐t②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s♦♠❡ ❞❛t❛ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡
❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛♥ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❣❡♥t✱ ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❡①♣❡rt ♦♥❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲st❛t❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲st❛t❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❤❛✈❡ ❛ ♣r♦♣❡r ♠❡❛♥✐♥❣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ✭❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❑✉❧❧❜❛❝❦ ❛♥❞ ▲❡✐❜❧❡r✱ ✶✾✺✶✮ ✐s ❛
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ✐♥ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P ❢r♦♠ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Q✳ ▲❡t P ❛♥❞ Q ❜❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡
s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

DKL(P‖Q) =

∫

x∈X

P(x) log(P(x))dx−
∫

x∈X

P(x) log(Q(x))dx.

✽✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♠❡❛s✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s ♥♦t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳



✹✳✸✳ P❖▼❉P ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ ✹✺

❚❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦♣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝ ♥♦r ❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤
t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ②❡t ✐t ✐s ❛ ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ✇❛② t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❯♥❞❡r t❤❡ ❡♣✐st❡♠✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✐❢ P ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❛♥❞ Q ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠♦✈❡ ❢r♦♠ Q t♦ P✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t P ✐s t❤❡ ✏r❡❛❧✑ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t❡r♠s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ P t♦ Q ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡
Q ✐s ♥♦✇ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s ❛s②♠♠❡tr②✱ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋✐rst✱ ❞✉❡ t♦ ●✐❜❜s✬ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤✐s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛❧✇❛②s ♥♦♥✲
♥❡❣❛t✐✈❡✱ ♥♦ ♠❛tt❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢❛♠✐❧② ♦r ✈❛❧✉❡s✳ ❆❧s♦✱ ✐t ✐s ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱
❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡① ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P ✇❤❡♥ Q ✐s ❣✐✈❡♥✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦t✐♦♥s ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✮✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❙❤❛♥♥♦♥✬s ❡♥tr♦♣②✱ ✇❤❡r❡ ✐❢ U ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡♥

DKL(P‖U) = log(|S|)−H(P).

❍❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥tr♦♣② ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❛♥t✐✜❡s
r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❑▲✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❡r♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡♥tr♦♣②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❧❛t❡r ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥❧② ❛s t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ Q = U✳

■♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦♥t❡①t ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✮ ♦❢ t❤❡ st❛t❡
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ S ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Q✱ ✇❤❡r❡ Pr(S) = P ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

DKL(P‖Q) =
∑

s∈S

P(s) log

(
P(s)

Q(s)

)

. ✭✹✳✶✮

✹✳✷✳✸ ❖t❤❡r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ▼❡❛s✉r❡s

❚❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② ❙❤❛♥♥♦♥ ✭✶✾✹✽✮ ❛♥❞ ❑✉❧❧❜❛❝❦ ❛♥❞ ▲❡✐❜❧❡r ✭✶✾✺✶✮ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❘é♥②✐ ✭✶✾✻✵✮✱
♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡♥tr♦♣✐❡s ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❜② r❡❧❛①✐♥❣ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ❛❞❞✐t✐✈✐t②✳
■♥❞❡❡❞✱ ❘é♥②✐✬s t❤❡♦r② ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥
t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ ✐ts ❡①✐st❡♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ✐t t♦ ✜♥❞ s♣❡❝✐✜❝
♠❡❛s✉r❡s ❢♦r t❤❡✐r ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✭❍❡r♦ ■■■ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❡♥s♦r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

■♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✭❋✐s❤❡r✱ ✶✾✷✺✮ ✐s ❛ ✇❛② ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✭s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✮ ♦❢ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❈♦✈❡r ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s✱ ✶✾✾✶✮✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛♥ ✐♥st❛♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❲❤❡♥ ❛ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞
❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ✭▼✐❤❛②❧♦✈❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ s♦♠❡ ♠❡tr✐❝ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♠❛tr✐① ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✲❞❡s✐❣♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❋❡❞♦r♦✈✱ ✶✾✼✷✮✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ L✲♥♦r♠s
♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡✳ ❚❤❡s❡ s✐♠♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❧♦❣✲❜❛s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♠❡❛s✉r❡ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦r t❤❡ ❑▲✲❉✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ L∞✲♥♦r♠ ✭max

s∈S
P(s)✮ ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r

❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❤❡♥ Q = U✱ ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡❞ L2✲♥♦r♠ ✐s t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t
t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❤❡♥ Q = U✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ s②st❡♠ t❤❛t r❡❞✉❝❡s
❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ♥♦r♠s ✐♥❞✐r❡❝t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡♥tr♦♣②✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✳

✹✳✸ P❖▼❉P ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ P❖▼❉Ps ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮ ♠❛② s❡❡♠ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❞✲
❞r❡ss t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ P❖▼❉Ps ❝❛♥♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ str✐❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡✇❛r❞s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s



✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s

✭✐✳❡✳✱ R(s, a) ♦r r(s, a, s′)✮ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❞❡✜♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛s ♥❡❡❞❡❞
❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳ ❈♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❛♥❞ r❡✇❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤
❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r t❤❡ ♦♥❡✲st❡♣ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❤❡r❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ r❡✇❛r❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲st❛t❡
r❡❧❛t❡❞ t❛s❦s ❧✐❦❡ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✸✳✶ ✭❍✐❞❞❡♥ ❖❜❥❡❝t✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❞❞❡♥
♦❜❥❡❝t✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❡✈❡♥ ❤❛✈✐♥❣ s❡❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐❢ ❛❧❧
t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❜✉t ♦♥❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡✇❛r❞ ♦❢ ❛ P❖▼❉P ❝❛♥♥♦t ♠♦❞❡❧ t❤✐s s✐♥❝❡ ✐t ✐s
♦♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤✐st♦r② ✐♥ t❤❡
st❛t❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞
P❖▼❉Ps t♦ s✉♣♣♦rt ❞❡✜♥✐♥❣ r❡✇❛r❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ st❛t❡✲❜❛s❡❞
r❡✇❛r❞s✳

❚❤✐s s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ♠❛② ❧♦♦❦ tr✐✈✐❛❧ t♦ s♦❧✈❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ P❖▼❉P s♦❧✈✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡❧②
♦♥ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✮ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ∆✲r❡✇❛r❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ρ(b, a)✱ ❛♥❞ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ R(s, a)✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✇❛r❞ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻
❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡✜♥❡ ρ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ P❖▼❉P s♦❧✈✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s str♦♥❣❧② r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ P❲▲❈ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✱ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
s❛♠❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻ t❤❛t t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥t❡♥❞s t♦ ♥❡❣❧❡❝t✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜❡❧✐❡❢✲▼❉Ps ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻ ✐♥ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s
❡①t❡♥s✐♦♥✳

❋♦r ❝♦rr❡❝t❧② ❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ ρP❖▼❉Ps ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ P❖▼❉Ps ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ❛r❜✐tr❛r② ∆✲r❡✇❛r❞s✿ r❡✇❛r❞s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞
❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ ✭ρP❖▼❉P✮✳ ❆ ρP❖▼❉P ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❖▼❉P ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ t❤❡
r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ(b, a) ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♥♦t ✭♦♥❧②✮ ❛s t❤❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ r❡✇❛r❞ r(s, a, s′)✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ρP❖▼❉P t✉♣❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s 〈S,A,Z, T, O, ρ,b0〉✳

◆♦✇ t❤❡ r❡✇❛r❞s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦✈❡r ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P ❤❛r❞❡r t♦ s♦❧✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s P❲▲❈ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ρ(b, a) ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✹✳✸✳✶ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❘❡✇❛r❞s

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸ t❤❡ ρ(b, a) ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ∆✲r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ̺(b, a, z)
♦✈❡r Z✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ̺ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ r(s, a, s′)✱ ✇❤✐❝❤
❣✐✈❡s t❤❡ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✇❛r❞

ρR(b, a) =
∑

s∈S

b(s)R(s, a),

✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✭❛✮✮✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s r❡❧❛①❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ρ(b, a) ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤♦s❡

t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ∆✲r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ̺(b, a, z)
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❤❡r❡ t❤❡ ρ(b, a) ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡✜♥✐♥❣ R(s, a) r❛t❤❡r
t❤❛♥ r(s, a, s′) ✐♥ ♥♦r♠❛❧ P❖▼❉Ps✳

❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ρ(b, a) ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡
❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❜❡❧✐❡❢ ❛♥❞ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ✐❣♥♦r❛♥❝❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▲❡t b = P ❜❡
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡❧✐❡❢ ❛♥❞ c = U ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✮✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶
t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ρH(b, a) = DKL(P‖U) =
∑

s

b(s) log

(
b(s)

c(s)

)

= log(|S|) +
∑

s∈S

b(s)log(b(s)).



✹✳✸✳ P❖▼❉P ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ ✹✼
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s∈S

b(s)R(s, a)

✭❜✮

 0  1
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✭❝✮

 0  1
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belief
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✭❞✮

 0  1
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belief

‖b‖22

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ✐♥ ❛ ✶✲s✐♠♣❧❡①✿ ✭❛✮ st❛t❡✲❜❛s❡❞✱ ✭❜✮ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✭❝✮ L∞✲♥♦r♠
❛♥❞ ✭❞✮ sq✉❛r❡❞ L2✲♥♦r♠✳

❚❤✐s r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✱ ✇❤❡r❡ ❜❡❧✐❡❢s
✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r♦❞✉❝❡ ❧♦✇ r❡✇❛r❞s✱ ❛♥❞ ❜❡❧✐❡❢s ✇✐t❤ ❧♦✇ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r♦❞✉❝❡s ❤✐❣❤ r❡✇❛r❞s ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✭❜✮✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ c ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ✐s ♦♥❧② ❛ s♣❡❝✐❛❧
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❑▲✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞✳

❆❧s♦✱ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ r❡✇❛r❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞
✭❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❤❡♥ Q = U✮✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ sq✉❛r❡❞ L2✲♥♦r♠ ♦r t❤❡ L∞✲♥♦r♠✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❡❛s✐❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡✇❛r❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡
sq✉❛r❡❞ L2♥♦r♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✭❞✮✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ρQ(b, a) = ‖b‖22 =
∑

s∈S

b(s)
2
.

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡✇❛r❞ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ L∞✲♥♦r♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✭❝✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
P❲▲❈ r❡✇❛r❞ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ |S| ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ρL(b, a) = ‖b‖∞ = max
s

b(s).

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ L1✲♥♦r♠ ❤❛s ♥♦ ✉s❡ ❛s ❛ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡✱ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡
❛♥ L1✲♥♦r♠ ❡q✉❛❧ t♦ 1✳

❚❤❡s❡ L✲♥♦r♠s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♥♦r♠✲❜❛s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✿ ♦t❤❡rs ❞✐st❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❝❡♥t❡r ✭❉❙❈✮✱

ρDSC(b, a) = ‖b− c‖∞,

♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝♦r♥❡rs✱
ρCOR(b, a) = ‖1− b‖∞.

❍❡r❡✱ t❤❡ ✐♥✜♥✐t② ♥♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥② ♦t❤❡r p✲♥♦r♠✱ ②❡t t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡
✐♥✜♥✐t② ♥♦r♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡✜♥❡s P❲▲❈ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✾✳

■♥ ❛ ✶✲s✐♠♣❧❡①✱ t❤❡ ρL✱ ρDSC ❛♥❞ ρCOR ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧♦♦❦ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡ ❜✉t
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡s❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✷✲s✐♠♣❧❡①
s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢
ρH ✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭ρL✱ ρDSC ♦r ρCOR✮ t♦ ✉s❡ ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
ρH ✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ρCOR ❞❡✜♥❡s ❛♥ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦❢ ρH ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② ♦♣t✐♠✐st✐❝ ♦r ❣❛♣✲❜❛s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ②❡t ✐t ❤❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t r❡✇❛r❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r❜✐❞s t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦❢
❛♥② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s r❛♣✐❞❧② ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ρDSC s❡❡♠s t♦ r❡s❡♠❜❧❡
♠♦r❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ρH ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❤❛s ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s ♦♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❋♦r

✾✳ ❚❤❡ ✶✲♥♦r♠ ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡s P❲▲❈ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢♦r♠ ✐s s✐♠✐❧❛r ②❡t ❤❛r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳



✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s

✭❛✮

D(b‖U)

✭❜✮

‖b‖22

✭❝✮

‖b− c‖2

✭❞✮

‖b‖∞

✭❡✮

‖b− c‖∞

✭❢✮

‖1− b‖∞

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ✐♥ ❛ ✷✲s✐♠♣❧❡①✿ ✭❛✮ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✭❜✮ sq✉❛r❡❞ L2✲♥♦r♠✱ ✭❝✮
sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❝❡♥t❡r✱ ✭❞✮ L∞✲♥♦r♠✱ ✭❡✮ ❧✐♥❡❛r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❝❡♥t❡r
❛♥❞ ✭❢✮ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t♦ t❤❡ ❝♦r♥❡rs✳



✹✳✸✳ P❖▼❉P ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ ✹✾

t❤✐s r❡❛s♦♥✖❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✻✖✐s s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐s
ρL✱ ♥♦t ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ P❲▲❈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦t t♦♦ ♠❛♥② ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❜❡tt❡r
❣r❛s♣s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ❤✐❣❤❡r r❡✇❛r❞✳

✹✳✸✳✷ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❘❡✇❛r❞s

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t ρ(b, a) ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♦♥❧② ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ r❡✇❛r❞s ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ▼✐❤❛②❧♦✈❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ ❝♦sts✿

cost(b, a) = αH(b) + (1− α)
∑

s∈S

b(s)cost(s, a),

✇✐t❤ α ∈ [0, 1]✳ ❆s r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛s α ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r
t❤❛t r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛♥② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

ρHR(b, a) = ρH(b, a) + ηρR(b, a) ✭✹✳✷✮

✇✐t❤ η ∈ R+
0 ✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ R(s, a) = −cost(s, a)✳

❚❤✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ r❡✇❛r❞ s❝❤❡♠❛ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✜♥❡ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡r❡
❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s ♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡✇❛r❞s✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s
s♦♠❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ st❛t❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ t❤❛♥ ❉♦❝t♦r ❍♦✉s❡✱ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦s✐s
❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❝♦sts t♦ t❤❡ ❡①❛♠s ❛♥❞✴♦r ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛ ❝❛♥❝❡r ✐s ♠♦r❡
✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛ ✢✉✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥❧② ✇✐t❤ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✇❛r❞s
♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♥♦♥✲❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ ❧✐❦❡ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡①❛♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ♦r
❛✈♦✐❞✐♥❣ ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❧♦✇✲✈❛❧✉❡❞ ❞✐s❡❛s❡s✳

■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ st❛t❡✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρR(b, a) ✇♦r❦s ❛s ❛ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞
ρH(b, a)✱ ✇❤❡r❡

ρHR(s, a) = ρH(b, a) + ηρR(b, a)

= log(|S|) +
∑

s∈S

b(s)log(b(s)) + η
∑

s∈S

b(s)R(s, a)

= log(|S|) +
∑

s∈S

b(s)(log(b(s)) + log(eηR(s,a)))

❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ φa(s) = e−ηR(s,a)✱

= log(|S|) +
∑

s∈S

b(s)(log(b(s))− log(φa(s)))

= log(|S|) +
∑

s∈S

b(s) log

(
b(s)

φa(s)

)

= log(|S|)− log(‖φa‖1) +
∑

s∈S

b(s) log




b(s)
φa(s)
‖φa‖1





= DKL

(

b

∥
∥
∥
∥

φa
‖φa‖1

)

+ log

( |S|
‖φa‖1

)

.

❍❡r❡✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ✐s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲♠❡❛s✉r❡ ❜✐❛s❡❞ ❜② t❤❡ r❡✇❛r❞✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠
✐s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥✱ s♦ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❜✐❛s❡❞ ❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ρHR✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡✇❛r❞ ρQR(b, a) = ρQ(b, a) + ηρR ♦r ❢♦r
t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡✇❛r❞ ρLR(b, a) = ρL(b, a) + ηρR✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✸✳✷ ✭❈♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❈❛♥❝❡r✲❋❧✉✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t✇♦ ♣♦ss✐✲
❜❧❡ ❞✐s❡❛s❡s✿ S = {cancer, flu}✳ ❆s ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛ ❝❛♥❝❡r ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛ ✢✉✱ ❧❡t
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✭❛✮

 0  1

re
w

a
rd

 (
K

L
)

belief

ρHR

✭❜✮

 0  1

re
w

a
rd

 (
Q

u
a
d
ra

ti
c
)

belief

ρV R

✭❝✮

 0  1

re
w

a
rd

 (
L
-n

o
rm

)

belief

ρLR

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❈♦♠❜✐♥❡❞ r❡✇❛r❞s ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ❛ ✶✲s✐♠♣❧❡① ❢♦r ✭❛✮ ❡♥tr♦♣② ✰ st❛t❡✲❜❛s❡❞✱ ✭❜✮ q✉❛❞r❛t✐❝ ✰
st❛t❡✲❜❛s❡❞✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❧✐♥❡❛r ✰ st❛t❡✲❜❛s❡❞✳

R(cancer, a) = 10 ✇❤✐❧❡ R(flu, a) = 1 ❢♦r ❛❧❧ a ∈ A✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ∆✲r❡✇❛r❞s ρHR, ρV R ❛♥❞ ρLR

❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ η = 0.1✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t❡✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❜✐❛s❡s t❤❡
❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛♥❝❡r✲✢✉ ♣r♦❜❧❡♠✱ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✇❛r❞s ❧✐❦❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✭❛✮✱ ✇✐❧❧
❛❧✇❛②s ❛✈♦✐❞ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❞✐❛❣♥♦s❡ ❛ ✢✉✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ r❡✇❛r❞ ❜❡tt❡r ❣r❛s♣s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t
✐❣♥♦r❛♥❝❡ ✐s ✇❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❛♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ r✐s❦ ♦❢ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❝❛♥❝❡r
t❤r♦✉❣❤ ❛ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ s❝❛♥♥❡r✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠❛② r❡♣❡❛t❡❞❧② ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ❡①❛♠ t♦ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❝❛✉s✐♥❣ ❝❛♥❝❡r t♦ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ r❡t✉r♥✳

✹✳✸✳✸ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈r✐t❡r✐❛

❚♦ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♠❡❛s✉r❡ ❛s ❛ r❡✇❛r❞✱ ❜✉t ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♥❛t✉r❡✱ t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ♠❛② ❜❡ ✜♥✐t❡ ♦r ✐♥✜♥✐t❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❛② ❜❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♦r ✜♥❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❜❡❧✐❡❢✳

❙✉♠✲♦❢✲■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P ✐s

V π
H(b0) = EB1:H

[
H∑

t=1

γt−1ρ(Bt, π(Bt, t))

∣
∣
∣
∣
∣
B0 = b0, π

]

. ✭✹✳✸✮

■♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ❝❛s❡✱ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ s✉♠s ❡❛❝❤ st❡♣✬s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❛❧✇❛②s ❜❡ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲✈❛❧✉❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲st❛t❡ ✐❢ γ = 1✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ γ < 1
t❤❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s q✉✐❝❦❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ t❤✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ρP❖▼❉P ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡♦r②✱ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ❛♥② ρ t♦ ❛♣♣❧② ❞②♥❛♠✐❝
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ❛r❡ ❤❛r❞ t♦ ✜♥❞✱ s♦ ❛♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ✉s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞s✳

■❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❤❡r❡✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡
♣♦❧✐❝② ♦♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡✲❤♦r✐③♦♥ ρP❖▼❉P ✭✇✐t❤ γ < 1✮✳

❋✐♥❛❧✲■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥

■♥ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❛❝t✐✈❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ st❛t✐❝
❤✐❞❞❡♥ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡
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✇✐t❤ t✐♠❡✱ s♦ t❤❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣s ❛r❡ ♦♥❧② ♠❡❛♥s t♦ ❛rr✐✈❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤✲✈❛❧✉❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲st❛t❡✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♠❡❛s✉r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ r❡✇❛r❞ t❤❛t ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢
❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ∆✲r❡✇❛r❞ ✇✐t❤ ③❡r♦ r❡✇❛r❞ ❢♦r ❛❧❧ st❡♣s
❡①❝❡♣t t❤❡ ✜♥❛❧ ♦♥❡✳

❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

V π
H(b0) = EB1:H

[ρ(BH , π(BH))|B0 = b0, π] .

■❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②
t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✳

V π(b0) = EH [V π
H(b0)]

= lim
n→∞

n∑

h=1

Pr(H = h)EB1:h
[ρ(Bh, π(Bh))|B0 = b0, π]

= lim
n→∞

n∑

h=1

γh−1(1− γ)EB1:h
[ρ(Bh, π(Bh))|B0 = b0, π]

= (1− γ) lim
n→∞

EB1:h

[
n∑

h=1

γh−1ρ(Bh, π(Bh))

∣
∣
∣
∣
∣
B0 = b0, π

]

,

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡✲❤♦r✐③♦♥ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ s✉♠✲♦❢✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣✉r✲
♣♦s❡s✳

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣r❡❡❞② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♠♠♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
st❛t❡s ❛s t❤❡ ❛❣❡♥t✬s r❡✇❛r❞✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ r❡✇❛r❞s ❢♦r t❤❡ ✉♥❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❤♦r✐③♦♥ ✜♥❛❧✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✈❛❧✉❡ ✐s ✜①❡❞✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ❝❛♥❝❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❞ ♥❡①t st❡♣s✳ ❯♥s✉r✲
♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❝❛s❡ ✐s ❛❧s♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡✲❤♦r✐③♦♥ s✉♠✲♦❢✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝r✐t❡r✐♦♥✳

✹✳✸✳✹ ❱❛❧✉❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❈♦♥✈❡①✐t②

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ P❖▼❉Ps ✐s t❤❛t t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲❜❛s❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡① ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✳
❋♦r ρP❖▼❉Ps✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ✐❢ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ(b, a) ✐s ❝♦♥✈❡①✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶✳ ■❢ ρ ❛♥❞ V0 ❛r❡ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r ∆✱ t❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Vi ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P
✐s ❝♦♥✈❡① ♦✈❡r ∆ ❛t ❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥ i✳

Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t Vi−1(b) ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t Vi(b) ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡① ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❋✐rst✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② ♣❛rts ❛s✿

Vi(b) = max
a∈A
{V a

i (b)} ,

V a
i (b) =

∑

z∈Z

V a,z
i (b),

V a,z
i (b) =

ρ(b, a)

|Z| + ψa,z(b), ❛♥❞

ψa,z(b) = γPr(Z = z|A = z,B = b)Vi−1(Bayes(b, a, z)).

❆❧s♦✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲✉♣❞❛t❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✶✱

ψa,z(b) = γ‖P a,zb‖1Vi−1(
P a,zb

‖P a,zb‖1
) = γκ(P a,zb)

✇✐t❤ κ(w) = ‖w‖1Vi−1(
w

‖w‖1
).



✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s

❍❡r❡✱ κ(w) ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✐t ✉s❡s t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✲❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡①✐t② ♣r❡s❡r✈✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✶ ❢♦r ❛ st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ ♣r♦♦❢✮✳ ❚❤❡♥✱ ψa,z ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡① s✐♥❝❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ✐s
♣r❡s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r ❛✣♥❡ ♠❛♣s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ V a,z

i ✱ V a
i ❛♥❞ Vi ❛r❡ ❝♦♥✈❡① ❜❡❝❛✉s❡ ρ ❛♥❞ ψa,z ❛r❡ ❝♦♥✈❡①✳ ✶✵

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s ❧❛st r❡s✉❧t ❛s t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ st❡♣✱ t❤❡♥ Vi(b) ✐s ❝♦♥✈❡① ❢♦r ❛♥② i✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛t ❜❛s❡ st❡♣
i = 0✱ V0 ✐s ❝♦♥✈❡① ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❚❤✐s ❧❛st t❤❡♦r❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ρ(b, a) ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r b✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦✉♥❞
♣r♦♣❡rt② ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ ❜❡❧✐❡❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡
♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ st❛t❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥✱ ❛♥❞ t♦ ❛ss✐❣♥ ❤✐❣❤❡r r❡✇❛r❞s t♦ t❤♦s❡ ❜❡❧✐❡❢s t❤❛t ❣✐✈❡
❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ st❛t❡✳ ❚❤✉s✱ ❛ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡❛♥t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐❣❤ ♣❛②♦✛ ♥❡❛r t❤❡ ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✱ ❛♥❞ ❧♦✇ ♣❛②♦✛ ♥❡❛r ✐ts ❝❡♥t❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣❧❡❛s❡
❜❡ ❛✇❛r❡ t❤❛t✱ ❢♦r s♦♠❡ str❛♥❣❡ ♦r ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✱ ♠❛❦✐♥❣
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧② t❤✐s ❛♥❞ t❤❡ ❢✉rt❤❡r r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V0 ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♥② ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡✲❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜✉t ❜②
❞❡✜♥✐t✐♦♥ V0 = 0 ❢♦r ✜♥✐t❡✲❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❇② st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ V0 = 0✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡ ❜②
✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t✱ ✐❢ ρ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✮✱ t❤❡♥ Vi ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣✐❡❝❡✇✐s❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✮✳

✹✳✸✳✺ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r P❲▲❈✲r❡✇❛r❞s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ρP❖▼❉Ps ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ρ ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❛
P❲▲ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s✉❝❤ ❛s ρL✮✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ♦♥❧② s♠❛❧❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ P❖▼❉P
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ✭♥❡❛r✮ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ ρ ✐s
❝♦♥✈❡① ❜✉t ♥♦t P❲▲✱ ✐s ❧❡❢t ❢♦r ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✼✳

❊①❛❝t ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥

■❢ ρ(b, a) ✐s ❛ P❲▲❈ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡t Ψa ❢♦r ❡❛❝❤ a ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ∆✲r❡✇❛r❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

ρ(b, a) = max
β∈Ψa

{
b⊤β

}
.

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✷

Vt(b) = max
a∈A

{

max
β∈Ψa

{
b⊤β

}
+ γ

∑

z∈Z

max
α∈Γt−1

{

b⊤P a,z⊤α
}
}

.

❲✐t❤ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹ ❧✐❦❡ ❇❛t❝❤ ❊♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦r ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧
Pr✉♥✐♥❣ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤✐s P❖▼❉P ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ❢♦r P❖▼❉Ps✳ ❚❤❡ ♦♥❧②
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ❊q✉❛t✐♦♥s ✸✳✶✸✱ ✸✳✶✹ ❛♥❞ ✸✳✶✺ ♠✉st ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣♦rt s❡✈❡r❛❧ r❡✇❛r❞
α✲✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t ❥✉st ♦♥❡ ❛s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ P❖▼❉Ps✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ r❡✇❛r❞ ✈❡❝t♦r ra ❝❛♥
❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Γa,z

t ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✸✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ r❡✇❛r❞✲s❡t Ψa ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✹ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡t t♦ ❝r♦ss✲s✉♠✳ ❈♦♥❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣ ❢♦r ρP❖▼❉Ps ❝❛♥
❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Γa,z
t ←

{

γP a,z⊤α
∣
∣
∣α ∈ Γt−1

}

, ❛♥❞

Γt ←
⋃

a

(
⊕

o

Γa,z
t ⊕Ψa

)

.

❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡s P❲▲❈ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳
P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss✲s✉♠ ❣❡♥❡r❛t❡s |Ψa| t✐♠❡s ♠♦r❡ ✈❡❝t♦rs t❤❛♥ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❛ss✐❝ P❖▼❉P✱ ✇❤❡r❡

|Ψa| ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ α✲✈❡❝t♦rs s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ρ(b, a) ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ρP❖▼❉Ps ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛❧s♦ ❢♦r ♥♦r♠❛❧ P❖▼❉Ps✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢ Ψa = {ra} ❢♦r ❛❧❧ a ∈ A✱ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✳

✶✵✳ ❈♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛① ♦♣❡r❛t♦rs✳
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❘❡✇❛r❞ ❢♦r a0

 0  1

re
w

a
rd

belief

❘❡✇❛r❞ ❢♦r a1

 0  1

re
w

a
rd

belief

❱❛❧✉❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❛t t1

 0  1

v
a
lu

e

belief

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❲▲❈ r❡✇❛r❞ ✐♥t♦ ❛ P❲▲❈ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✭♦r ♣❛rts ♦❢ t❤❡♠✮ t❤❛t ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧✉❡ ♦♥❡s✳

P♦✐♥t✲❇❛s❡❞ ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥

P❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s P❇❱■ ♦r P❊❘❙❊❯❙ ❛♣♣❧② t♦ P❖▼❉Ps✳ ❚❤❡ ♦♥❧②
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❣❛✐♥ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✳ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s❡❧❡❝t
t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥t✱ s♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
s❡t Ψa✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦✉♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✻✱ t❤❡ Γ✲s❡t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

V ∗
t (b) = max

a∈A

{

max
β∈Ψa

{
b⊤β

}
+ γ

∑

z∈Z

max
α∈Γt−1

{

b⊤P a,z⊤α
}
}

= max
a∈A

{

b⊤ argmax
β∈Ψa

{
b⊤β

}
+ γ

∑

z∈Z

b⊤P a,z⊤ argmax
α∈Γt−1

{

b⊤P a,z⊤α
}
}

= max
α∈Γb

t

b⊤α, ✇❤❡r❡

Γb

t =

{

argmax
β∈Ψa

{
b⊤β

}
+ γ

∑

z∈Z

P a,z⊤ argmax
α∈Γt−1

{

b⊤P a,z⊤α
}
∣
∣
∣
∣
∣
a ∈ A

}

.

■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦❧❧❡❝t ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛❧❧ t❤❡ P❇ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛❝❦✉♣
❢✉♥❝t✐♦♥✱ s♦ ❛♥② P❇ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦✇ ✉s❡❞ ❢♦r ρP❖▼❉Ps✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ P❇ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉s❡❞ ✈❡❝t♦rs✱ ❜❡❝❛✉s❡
❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ r❡✇❛r❞ α✲✈❡❝t♦r t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ s♠❛❧❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st s✉♣♣♦rt r❡✇❛r❞ α✲✈❡❝t♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡
✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✐❢ Ψa = {ra} ❢♦r ❛❧❧ a ∈ A✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ♥♦r♠❛❧ P❖▼❉Ps✳

✹✳✸✳✻ ❆❝t✐✈❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ P❲▲❈✲r❡✇❛r❞ ❋✉♥❝t✐♦♥s

P❲▲❈✲r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛② s❡❡♠ ♦♥❧② ❛ r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❜✉t t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡❞ t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② s♦❧✈❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s
t❤❛t ♥❡❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❝t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❙❡tt❧❡s✱ ✷✵✵✾✮ ❝♦♥s✐st ✐♥
❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦ss✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ✇❛② ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡rr♦r ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❆s ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ str♦♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡♥❞s t♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡
❤✐♥ts ❛❜♦✉t t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳

❍❡r❡✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s s❡t ♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ q✉❡r✐❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛st q✉❡r✐❡❞
❢❡❛t✉r❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛s❡ ✐s ♥♦t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✲t❤❡♦r② ❧❡♥s✳ ❯♥❞❡r
t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥



✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s

P❖▼❉P✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛t❡♥t t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❡ ❝❧❛ss t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ♦❜❥❡❝t ❜❡❧♦♥❣s✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s
❛r❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ q✉❡r✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❆❧s♦✱ ❛t t❤❡
✜♥❛❧ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠✉st ❝❤♦♦s❡ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝t✐♦♥s✮
t♦ ❛❝t✉❛❧❧② ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ✵✲✶ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱
♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮ t❤❛t ❣✐✈❡s ✶ ♦r ✵ r❡✇❛r❞ ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❤❛s ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞
t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦r ♥♦t✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✸✳✸ ✭▼❡❞✐❝❛❧ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✭❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✸✳✷✮ ✇✐t❤
t✇♦ ❞✐s❡❛s❡s✱ S = {d1, d2}✱ ❜✉t ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ✐♥t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐s❡❛s❡s✳ ■❢ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ✐s ✐♥❝♦rr❡❝t❧② ❞✐❛❣♥♦s❡❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s 1✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❛
❝♦st ♦❢ 0 ✐❢ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❡①❛♠s ❛♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛✈❡ ❛ ③❡r♦ ❝♦st✱ ❜✉t t❤❡r❡
✐s ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s H ❜❡❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥t ♦♥❧② ❣❡ts r❡✇❛r❞❡❞ ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ 1✱ ✉s✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ✵✲✶ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ R(s, a) = I(s, a)✱
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

V1(b) = max
a∈S

{
∑

s∈S

b(s)I(s, a)

}

= max
s∈S
{b(s)}

= ρL(b).

❚❤❡♥✱ ❛s ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r st❡♣s ❤❛✈❡ ③❡r♦ r❡✇❛r❞✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡✇❛r❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✜♥❛❧✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣
st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r②✱ t❤✐s s❛♠❡ ✐❞❡❛ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t②♣❡
■ ❛♥❞ t②♣❡ ■■ ❡rr♦rs✱ ♦r ❡✈❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭●r❡✐♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮ ✇❤❡r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✭❙❡tt❧❡s✱ ✷✵✵✾✮ ♣r❡s❡♥ts s✐♠✐❧❛r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡s
t♦ t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ❜② t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✭❧✐❦❡ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦r ❛ L2✲♥♦r♠✮ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❙♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ P❖▼❉P ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t✐❣❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✭❈❛ss❛♥❞r❛✱ ✶✾✾✽✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s
❛❝t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③❡ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ✭P❲▲✮
❜❡❢♦r❡ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

✹✳✸✳✼ ●❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t♦ ♥♦♥✲P❲▲ ❘❡✇❛r❞ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✉s✐♥❣ P❲▲❈ ∆✲r❡✇❛r❞s✱ s♦♠❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❑▲✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛r❡ ♥♦t ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡♦r②✱ ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢
✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲P❲▲ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝❧♦s❡❞
❛s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✱ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ✉♥♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ st❡♣s✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ♣r✉♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r
♠❡❛s✉r❡s ❞♦ ♥♦t ❡①❤✐❜✐t st❛♥❞❛r❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠s t♦ ❛♣♣❧② q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥✈❡①
❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❡rr♦r✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ρ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳

❆ P❲▲❈ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ρ

❋✐rst✱ ♣❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ρ(b) ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ρ(b, a)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❤❡♥ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ st❛t❡✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ(b)✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
✭❛♥❞ ✜♥✐t❡✮ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts B ⊂ ∆ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇ρ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✭❛✮✮✳ ❆ ❧♦✇❡r P❲▲❈
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ρ(b) ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t b′ ∈ B ❛s ❛ ❜❛s❡ ♣♦✐♥t ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣
❛ t❛♥❣❡♥t ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ρ(b) ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✭❜✮✮✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱ ωb′(b) =



✹✳✸✳ P❖▼❉P ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ ✺✺

✭❛✮

 0  1

re
w

a
rd

belief

✭❜✮

 0  1

re
w

a
rd

belief

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❆ P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡✇❛r❞ ✉s✐♥❣ t❛♥❣❡♥t ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✳ ■♥ ✭❛✮ ❛ s❡t ♦❢
♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ✭❜✮ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ♦❢
t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥t✳

inf
inf

c1 c2

0 1
belief

c1 c2

0 1
belief

c3 c4

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛ ♥♦♥ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❜✉t ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t t❤❡ s❧♦♣❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦r❞❡r✳

ρ(b′)+(b−b′)⊤∇ρ(b′) ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦✇❡r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ρ(b) ✉s✐♥❣ ❛ s❡t B ♦❢

ρB(b) = max
b′∈B

ωb′(b).

❆t ❛♥② ♣♦✐♥t b ∈ ∆ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

ǫB(b) = |ρ(b)− ρB(b)|.

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♣✐❝❦✐♥❣ b ❛s t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ǫB(b) ✐s
♠❛①✐♠❛❧✳ ◆❡①t s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤✐s ✇♦rst ❡rr♦r ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡
♣❛r❛♠❡t❡r✳

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❛♥ α✲❍ö❧❞❡r✐❛♥ ρ

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ∇ρ(b′) t❤❛t ✐t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❤❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ♥♦r♠ ✭❙❛✐❣❛❧✱ ✶✾✼✾✮✳ ❯♥❢♦rt✉✲
♥❛t❡❧②✱ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ▲✐♣s❝❤✐t③✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❑▲✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭f(x) = x log(x/c) ❤❛s
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∆

∆ε

b

b′

b” ε ε′

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❲♦rst ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ b ∈ ∆ t♦ b′′ ∈ B✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ s✐♠♣❧❡①❡s ∆ ❛♥❞ ∆ε✱ ❛♥❞ t❤❡
♣♦✐♥ts b✱ b′ ❛♥❞ b′′✳

❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❧♦♣❡ ✇❤❡♥ x→ 0✮✱ s♦ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r✐❝ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✮✳ ❨❡t✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ♠✐❧❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❛ ♣r♦♣❡r ❡rr♦r ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ st✐❧❧
❜❡ ❢♦✉♥❞✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✳
✕ ❋✐rst✱ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ r❡s✉❧ts ♦✈❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ ρ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱
▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ b✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❜❡❧✐❡❢ ♣♦✐♥t ✐♥ B ❢❛r ❡♥♦✉❣❤ ❢r♦♠
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❜✉t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ b✳

✕ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ(b) ✈❡r✐✜❡s t❤❡ α✲❍ö❧❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥
t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①
✭▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✸✮ ✶✶✳

✕ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✹ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❜♦t❤ ❧❡♠♠❛s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ ρ✬s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡s❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t b ∈ ∆✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ♣♦✐♥t b∗ = argmax
b′∈B

{ωb′(b)}
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♣♦✐♥t ✐♥ B ✇❤♦s❡ t❛♥❣❡♥t ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✭❛♥❞ t❤✉s ❜❡st✮
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ρ ❛t b✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦✐♥t b ∈ ∆ ✇❤❡r❡ ǫB(b) ✐s ♠❛①✐♠✉♠✿ t❤✐s ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇ρ(b∗)✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s♦♠❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ρ ♠❛② ❞✐✈❡r❣❡ t♦ ✐♥✜♥✐t②
✭✉s✉❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✮ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❝❛s❡✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ❤❛r❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤✐s ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ b∗✱ ❛ s❛❢❡ b′′ ∈ B ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✭❢❛r ❡♥♦✉❣❤
❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✮ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✐♥t b′ ✐♥ ❛♥ ✐♥♥❡r s✐♠♣❧❡① ∆ε✱ ✇❤❡r❡ ∆ε = {b ∈
[ε, 1]n|

∑

s∈S

b(s) = 1} ✇✐t❤ n = |S|✳

❚❤✉s✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ b ∈ ∆ ❛♥❞ ε ∈ (0,
1

n
]✱ t❤❡ ♣♦✐♥t b′ ∈ argmin

b̂∈∆ε

‖b̂−b‖1 ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t t♦ b ✐♥ ∆ε

❛♥❞ b′′ ∈ argmin
b̂∈B

‖b̂− b′‖1 ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t t♦ b′ ∈ B ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✮✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞

t♦ ✜♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ‖b − b′′‖1 ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ B✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ P❇❱■
❛♥❛❧②s✐s✱ δB = min

b∈∆
max
b′∈B

‖b− b′‖1✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭L1✲♥♦r♠✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ♣♦✐♥t b ∈ ∆ ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ b′′ ∈ B
✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ‖b− b′′‖1 ≤ 2(n− 1)ε+ δB✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ s✐♠♣❧✐❝❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✼✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❝❧♦s❡st ❝♦r♥❡rs✱ ✐✳❡✳✱

ε′ = |(1− (n− 1)ε)− 1|+ (n− 1)|ε| = 2(n− 1)ε.

❚❤✐s ✐s t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r ‖b′ − b′′‖1✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

‖b− b′′‖1 ≤ ‖b− b′‖1 + ‖b′ − b′′‖1,
✶✶✳ ❚❤❡ α✲❍ö❧❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♣❝❤✐t③✐❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
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❛♥❞ ❜② ♣✐❝❦✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❞✐st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜♦✉♥❞ ❤♦❧❞s✱

‖b− b′′‖1 ≤ 2(n− 1)ε+ δB.

■t ❝❛♥ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞ t❤❛t b′′ ✐s ♥♦t ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ∆ ❜② ♣✐❝❦✐♥❣ ε > δB✱ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ η = ε− δB✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✜♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ ❝♦♥✈❡① α✲❍ö❧❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❜r♦❛❞❡r ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❝♦♥✈❡①
▲✐♣s❝❤✐t③ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡ α✲❍ö❧❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✷✳
❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛♥ α✲❍ö❧❞❡r✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : D 7→ R✱ ✇✐t❤ D ⊂ Rn✱ ❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤

∃α ∈ (0, 1], ∃Kα > 0, s✳t✳ |f(x)− f(y)| ≤ Kα‖x− y‖α1 .
❚❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♥✈❡① α✲❍ö❧❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ✐♥✜♥✐t❡✲✈❛❧✉❡❞ ♥♦r♠ ❢♦r t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ✐s ❛❧✇❛②s

♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ∆ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♣r♦♣❡rt②✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣♦✐♥t b′′ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢r❡❡
♦❢ t❤✐s ♣r❡❞✐❝❛♠❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ η✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛♥ α✲❍ö❧❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ∆ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t Kα ✐♥ ✶✲♥♦r♠
❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ∆η ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t Kαη

α ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ❆✳✶✳✷✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ‖∇f(b′′)‖1 ✐s ❛❧s♦ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s st❛t❡❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✸✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✸✳ ▲❡t η > 0 ❛♥❞ f ❜❡ ❛♥ α✲❍ö❧❞❡r ✭✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t Kα✮✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠
∆ t♦ R✱ f ❜❡✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ ∆o ✭t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ∆✮✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ b ∈ ∆η✱ ‖∇f(b)‖1 ≤
Kαη

α−1✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ✐s ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✷✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✹✳ ▲❡t ρ ❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ∆✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ ∆o ✭t❤❡
✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ∆✮✱ ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ α✲❍ö❧❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t Kα✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ǫB ❝❛♥
❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② CδB

α✱ ✇❤❡r❡ C ✐s ❛ s❝❛❧❛r ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ α✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ b =
argmax

b̂∈∆

ǫB(b̂)✱ s♦ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ♣♦✐♥t ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r ❡rr♦r✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s s❤♦✇s

t❤❛t t❤✐s ✇♦rst ❡rr♦r ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✿

ǫB(b) ≤ ρ(b)− ρB(b) ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ǫB(b)✮

≤ ρ(b)− ωb∗(b) ✭❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ρB)

≤ ρ(b)− ωb′′(b) ✭b′′ ∈ B ♠❛❦❡s ❛ ✇♦rs❡ ❡rr♦r✮

= ρ(b)− ρ(b′′) + (b′′ − b)⊤∇ρ(b′′) ✭❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ω✮

≤ |ρ(b)− ρ(b′′)|+ |(b′′ − b)⊤∇ρ(b′′)| ✭❜② tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮

≤ Kα‖b− b′′‖α1 + |(b′′ − b)⊤∇ρ(b′′)| ✭❜② α✲❍ö❧❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮

≤ Kα‖b− b′′‖α1 + ‖∇ρ(b′′)‖∞‖b′′ − b‖1 ✭❜② ❍ö❧❞❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮

≤ Kα‖b− b′′‖α1 + ‖∇ρ(b′′)‖1‖b′′ − b‖1 ✭❜② ♥♦r♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮

≤ Kα‖b− b′′‖α1 +Kαη
α−1‖b′′ − b‖1 ✭❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✸✮

≤ Kα(2(n− 1)ε+ δB)
α +Kαη

α−1(2(n− 1)ε+ δB) ✭❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷✮

= Kα((2(n− 1)ε+ δB)
α + (ε− δB)α−1(2(n− 1)ε+ δB)) ✭❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ η✮

❚❤✐s ❧❛st r❡s✉❧t ✐s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❜♦✉♥❞ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ε✱ ✇✐t❤ ε ∈ (δB,
1

n
]✳ ❇② ❞❡✜♥✐♥❣ ε ❛s ❛

❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ δB✱ ε = λδB✱ t❤❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

ǫB(b) ≤ Kα

[
(2(n− 1)λ+ 1)α + (λ− 1)α−1(2(n− 1)λ+ 1)

]
δB

α = CδB
α

✇✐t❤ λ ∈ (1,
1

δBn
]✳

✶✷✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t α ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ α✲✈❡❝t♦r ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② α ✐♥ ❜♦❧❞✮✱ ❜✉t t♦ ❛ s❝❛❧❛r ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ α✲❍ö❧❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✭❛❧♠♦st✮ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❛s ❦❡♣t t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
α✲❍ö❧❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳



✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s

❊①❛❝t ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥

❑♥♦✇✐♥❣ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ρ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✺ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ ρB(b) ❛s t❤❡ P❲▲❈ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❞✉❡ t♦ ❡①❛❝t ✉♣❞❛t❡s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❆
❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡❝t♦r wb′ ✱ ✇❤❡r❡ ωb′(b) = b⊤wb′ ✱ ❜❡❝❛✉s❡ ρ(b′) −
b′⊤∇ρ(b′) ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✉❡ t♦ ‖b′‖ = 1✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✺✳ ▲❡t V̄t ❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ρB(b)✱ ❛♥❞ V ∗
t

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

‖V̄t − V ∗
t ‖∞ ≤

CδB
α

1− γ .

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛s ✐♥ ✭P✐♥❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ▲♦✈❡❥♦②✱ ✶✾✾✶✮✳
▲❡t B ❜❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❇❡❧❧♠❛♥ ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ B̄ t❤❡ ❡①❛❝t ❇❡❧❧♠❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❜✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ P❲▲❈
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ρ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡rr♦r ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

‖V̄t − V ∗
t ‖∞ = ‖B̄V̄t−1 − BV ∗

t−1‖∞ ✭❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮

≤ ‖B̄V̄t−1 − BV̄t−1‖∞ + ‖BV̄t−1 − BV ∗
t−1‖∞ ✭❜② tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮

≤ |b⊤wb∗ + b⊤αb∗ − ρ(b)− b⊤αb∗ |+ ‖BV̄t−1 − BV ∗
t−1‖∞ ✭♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ❛t b✮

≤ CδBα + ‖BV̄t−1 − BV ∗
t−1‖∞ ✭❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✹✮

≤ CδBα + γ‖V̄t−1 − V ∗
t−1‖ ✭❜② ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✮

≤ CδB
α

1− γ ✭s✉♠ ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❡r✐❡s✮

❋♦r t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t B r❡♠❛✐♥s ♦♣❡♥✱ r❛✐s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ✐ss✉❡s ❛s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
♦❢ ❜❡❧✐❡❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t✱ t❤❡ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s✱
❜❡✐♥❣ ③❡r♦ ♦♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇❤❡♥ |B| → ∞✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ ∆✬s ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s
♥♦t ❞❡✜♥❡❞✱ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ♦r s❧✐❣❤t❧② ♠♦✈❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦♥❧② r❡❧② ♦♥ ✐♥t❡r✐♦r ♣♦✐♥ts✳

P♦✐♥t✲❇❛s❡❞ ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡
❜❛❝❦✉♣ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✺ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛❧s♦ ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ B✱ t❤❡
s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❝❛♥ ❜❡ s❤❛r❡❞✳ ❚❤✐s
s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♣❧❡❛s❡ ❜❡ ❛✇❛r❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ∆✱ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤✐s ③♦♥❡
♠✉st ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♦r r❡♠♦✈❡❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✻✳ ▲❡t V̂t ❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ρ ❛♥❞ t❤❡
P❇❱■ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ V ∗

t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❜②

‖V̂t − V ∗
t ‖∞ ≤

(Rmax −Rmin + CδB
α)δB + CδB

α

1− γ .

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ V̂t ❛♥❞ V ∗
t ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

‖V̂t − V ∗
t ‖∞ ≤ ‖V̂t − V̄t‖∞ + ‖V̄t − V ∗

t ‖∞ ✭❜② tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮

≤ ‖V̂t − V̄t‖∞ +
CδB

α

1− γ ✭❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✺✮

≤ (Rmax −Rmin + CδB
α)δB

1− γ +
CδB

α

1− γ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮



✹✳✹✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦ ✺✾

❆t t❤❡ ❧❛st st❡♣✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s

✐♥ ✭P✐♥❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❢♦r ❛♥ α✲✈❡❝t♦r ✐s
Rmin − CδBα

1− γ ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ✐s ♦♥❧②

Rmax

1− γ ✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳

❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ❡rr♦r ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇❤❡♥ δB = 0✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛ ♠♦r❡ ❞❡♥s❡
B✲s❡t ♣r♦❞✉❝❡s ❧❡ss s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡rr♦rs ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ P❇❱■ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✹✳✹ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s s♣r❡❛❞ ❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧
❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✳ ❈♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ r♦❜♦t✐❝s✱ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❤❛✈❡
❛❞❞r❡ss❡❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ②❡❛rs ✉♥❞❡r ❞✐st✐♥❝t ♥❛♠❡s s✉❝❤ ❛s ❛❝t✐✈❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✱ ❛❝t✐✈❡ ✈✐s✐♦♥✱
❛❝t✐✈❡ s❡♥s✐♥❣✱ s❡♥s♦r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❛❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡
r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✬s ♣r♦♣♦s❛❧✳

✹✳✹✳✶ ❊❛r❧② ❲♦r❦

❇❛❥❝s② ✭✶✾✽✺✮ ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❛
❣♦❛❧ ❢♦r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r② ❝♦♥t❡①t✳ ❍❛❣❡r ❛♥❞ ▼✐♥t③ ❤❛✈❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤✐s ✐❞❡❛ ❢✉rt❤❡r ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ✭❍❛❣❡r✱ ✶✾✽✽✮✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❢r❡q✉❡♥t✐st ✭❍❛❣❡r✱ ✶✾✽✼✮ ❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭❍❛❣❡r ❛♥❞ ▼✐♥t③✱ ✶✾✽✼✮✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✭❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇❛②❡s r✐s❦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✵✲✶ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✻✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲t❤❡♦r❡t✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♣t✐♠✐③❡ ❛ ❥✉st✐✜❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✱ ❜✉t ♦♥❧② ❛ r❡❧❛t❡❞ st❛t✐st✐❝
s✉❝❤ ❛s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦r q✉❛❞r❛t✐❝ ❧♦ss✳ ■♥ ✭❇❛❥❝s②✱ ✶✾✽✽✮✱ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡s❡ ✐❞❡❛s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡
♥❛♠❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❞♦♠❛✐♥✱ ❍✐♥t③ ✭✶✾✾✶✮ ❤❛s ✉s❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥tr♦♣② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛t❡s t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝✉❡✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❛
st❡❡r✐♥❣ s❡♥s♦r ✭❧✐❦❡ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡②❡✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛❝❦ s❡✈❡r❛❧ t❛r❣❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛❧r❡❛❞②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠✉❧t✐✲t❛r❣❡t s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❖♥❡ ✐ss✉❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡❛r❧② ♣r♦♣♦s❛❧s ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♠②♦♣✐❝✿ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❧✐❦❡❧② s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ρP❖▼❉P ❛❧❧♦✇s r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉s✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥s ✭♣♦❧✐❝✐❡s✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❞❛♣t✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡s✳

✹✳✹✳✷ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❚❤❡♦r②

❘♦❜♦t✐❝s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❧✐✜❝ s♦✉r❝❡ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r② ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✇❛s ✜rst ❡①♣❧♦r❡❞ ❜②
✭❑❛❡❧❜❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❛✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡✲r♦❜♦t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ P❖▼❉P✱
②❡t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✇❛r❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ❣♦❛❧ st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s♦❧✈✐♥❣ P❖▼❉Ps
✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✱ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣r❡❡❞② ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ r♦❜♦t t♦ ❤✐❣❤✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲st❛t❡s✳ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❣♦❡s ❛❜♦✈❡ s♦♠❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ♠②♦♣✐❝ ❛♥❞ ✐s ♦♥❧② ❛ ♠❡❛♥s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❣♦❛❧✲st❛t❡✱
t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ♣❛✈❡❞ t❤❡ ✇❛② t♦ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❇✉r❣❛r❞ ❡t ❛❧✳
✭✶✾✾✼✮ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♠❡r❣❡ ❜♦t❤ t❤❡ ♠②♦♣✐❝ ✭♦♥❡✲st❡♣✮ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ r❡✇❛r❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ♠✉❧t✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳

❘♦② ❛♥❞ ❚❤r✉♥ ✭✶✾✾✾✮ ✇❡r❡ t❤❡ ✜rsts t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s♦♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ str❛t❡❣②
✐♥ t❤❡ r♦❜♦t✐❝s ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❛st❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞



✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s

st❛t✐st✐❝ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ s♦♠❡ str♦♥❣ ♠♦❞❡❧
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭✉♥✐♠♦❞❛❧ ❣❛✉ss✐❛♥✐t②✱ s✐♥❣❧❡ ❣♦❛❧ st❛t❡✱ ❡t❝✳✮✳ ❚❤❡♥✱ s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✇❛r❞s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡✳ ❇❡s✐❞❡s
t❤❡s❡ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ st❛t❡ ✐s ▼❛r❦♦✈✐❛♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s
♥♦t✱ s♦ ♥♦ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
st❛t❡s ✐s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✐❞❡❛✳

❋♦① ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ❤❛✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♠❡❛s✉r❡ ✭❡♥tr♦♣②✮ ❛s ❛ st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ❛s ❛ ♠❡❛♥s t♦ r❡❛❝❤ s♦♠❡ ❣♦❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ♠②♦♣✐❝ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡
✐❞❡❛s ✇❤❡r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜② ▼✐❤❛②❧♦✈❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❛r❧② ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r② ✇♦r❦ ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❣❛t❤❡r✐♥❣ ✭❇❛❥❝s②✱ ✶✾✽✽❀ ❍❛❣❡r✱ ✶✾✽✽✮✱ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛❝t✐✈❡
s❡♥s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❝♦rr❡❝t✱ ❛♥❞ r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ρP❖▼❉P ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✱ ♥♦ ❤✐♥ts ❛❜♦✉t ❤♦✇ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡
❣✐✈❡♥✳ ■♥ ❛ ❧❛t❡r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✭▼✐❤❛②❧♦✈❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♠❛❞❡✱ ②❡t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡❧② ♦♥ ♠②♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❧✐❦❡ ✐♥ ✭❇❛❥❝s②✱ ✶✾✽✽✮ ♦r ♦♥ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✐♥ ✭❘♦② ❛♥❞
❚❤r✉♥✱ ✶✾✾✾✮✳

❙♦♠❡ ♥♦♥ P❖▼❉P✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜✲
❧❡♠s ✭❙✐♠ ❛♥❞ ❘♦②✱ ✷✵✵✹❀ ❙✐♥❣❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❨❡t✱ t❤❡② ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ✜♥❞✐♥❣ ♥♦♥✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♣❧❛♥s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♦r s✐♠✐❧❛r ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❡s❝❛♣❡s t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳

✹✳✹✳✸ ❙✐❣♥❛❧✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❙❡♥s♦r ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❤❛s ❛❧s♦ ❧❛r❣❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜❡❝❛✉s❡
♥♦✐s② s❡♥s♦rs ❛♥❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥✳ ❆❧s♦✱ ❛s t❤❡ ❍✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ▼♦❞❡❧
✭❍▼▼✮ ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧s✱ P❖▼❉Ps ❛r❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s❡♥s♦r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✭❍❡r♦ ■■■ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ s❡♥s♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛t s❤❛❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ t❤❡
❧❛t❡♥t s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛♥ ❛❝t✐✈❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡♥s♦r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢②
t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ s✐❣♥❛❧✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♠②♦♣✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥ ✭❡✳❣✳✱ ✭❩❤❛♦
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✮✱ s♦♠❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥♦♥✲♠②♦♣✐❝ s❡♥s♦r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❑r✐s❤♥❛♠✉rt❤② ✭✷✵✵✷✮ ❤❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❡♥s♦r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜✲
❧❡♠ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ P❖▼❉P ✇❤❡♥ ❛♥ ❡rr♦r✲❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✇❤❡♥ ❛ ♥♦r♠ ❞✐st❛♥❝❡
❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❝♦r♥❡rs ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ρP❖▼❉P ✇✐t❤ t❤❡
❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ρH ✱ ❧✐❦❡ ρCOR ♦r ρQ✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠ ❞❡❣r❡❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❜✉t ❥✉st ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞
❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♦r ❡①♣❡❝t❡❞ ❡rr♦r✮ ✐s ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧❧② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❣r✐❞✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭▲♦✈❡❥♦②✱ ✶✾✾✶✮✱ ❛♥❞ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❛❧s♦ t❛❝❦❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s tr✐✈✐❛❧❧②
❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥♦r♠s ❛r❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡s❡♠❜❧❡s
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ t❤❡ ✇♦r❦ ✐s ❢r❛♠❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ s❡♥s♦r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥
t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❑r✐s❤♥❛♠✉rt❤② ✭✷✵✵✷✮✱ t❤❡ s❛♠❡ t❤❡♦r② ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
s✉♣♣♦rt ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❘❡③❛❡✐❛♥✱ ✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❱✐t✉s ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✵✮✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s♦r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ❛ ♠②♦♣✐❝ ❤❡✉r✐st✐❝
❤❛s ❛ ✇♦rst✲❝❛s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜♦✉♥❞ ♦❢ ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s
✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭❑r❛✉s❡ ❛♥❞ ●✉❡str✐♥✱ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✭❲✐❧❧✐❛♠s✱ ✷✵✵✼✮✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t
❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠②♦♣✐❝ ❤❡✉r✐st✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ✐❢ ♦♥❧② ❛ ❢❛✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞ ✐s ♠✉❝❤ ❝❧♦s❡r t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐♥ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ♠②♦♣✐❝ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦rst ❝❛s❡ ❢♦r
s❡♥s♦r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛❧❧ t❤✐s ❜♦❞② ♦❢ ✇♦r❦ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱
♠❛❦✐♥❣ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s♦❧✈✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣



✹✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✻✶

♣r♦❜❧❡♠s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
❖♥ ❛♥♦t❤❡r tr❛❝❦ ♦❢ s❡♥s♦r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❑r❡✉❝❤❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❤❛✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ♠✉❧t✐✲t❛r❣❡t

tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ P❖▼❉P ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ ∆✲r❡✇❛r❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❘é♥②✐✬s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❤❛♥♥♦♥✬s ❡♥tr♦♣② ✭❘é♥②✐✱ ✶✾✻✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♥♦♥✲P❲▲ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P✱ t❤❡② r❡❧② ♦♥ ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❑r✐s❤♥❛♠✉rt❤② ✭✷✵✵✷✮✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❧❛r❣❡ ♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s st❛t❡ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳

✹✳✹✳✹ ❙✉♠♠❛r②

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s✿

✕ P❖▼❉P ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t ❛❞❞r❡ss
t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❜✉t t❤❡② ✉s❡ ♠②♦♣✐❝ ♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞
t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❜② ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✕ ▼②♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦✱ t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡✱ ❢❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢
♠②♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ❛ ♦♥❡✲st❡♣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞
✭✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❡❡❞②✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s
❛r❡ ❛❧✇❛②s r❡str✐❝t❡❞ t♦ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss❡s ♣r♦❜❧❡♠s✳

✕ ❆❞✲❤♦❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✉s❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ♣r♦♣❡r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s r❡❧② ♦♥ ❛❞✲❤♦❝ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞❞r❡ss❡❞✱
❝♦♥✜♥✐♥❣ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦♥❧② t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ t❤❡ ρP❖▼❉P ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s t❤❛t ✐t ♦✛❡rs ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✶✸ ❛♥❞ s♦✉♥❞ ✇❛② ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥② s❡✲
q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛❞❛♣t ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜❡❧✐❡❢✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ P❖▼❉P ❛❧❣♦r✐t❤♠s
t♦ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤♦✉t r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✬s s♣❡❝✐✜❝s✳

✹✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠②♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ρP❖▼❉P ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢❛✐r❧② s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ♠②♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭❲✐❧❧✐❛♠s✱ ✷✵✵✼✮✱ ❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② s❡t
♦♥ t❤♦s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ ❛ ♠②♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤✳ ❆❧s♦✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s♣♦t t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✜①❡❞✳

✹✳✺✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❡t✉♣

❇❡❢♦r❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ s❤♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✉♣✳

❍❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ ❙♦❢t✇❛r❡

❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛ ✷✳✹●❍③ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✷ ❉✉♦ ❈P❯ ✇✐t❤ ✹●❇ ♦❢ ❘❆▼ ✇❛s ✉s❡❞✱ t②♣✐❝❛❧❧② r✉♥♥✐♥❣
♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣❡r ❝♦r❡✳ ❋♦r t❤❡ ♦✛✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥✲❧✐♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❝❛❧❧❡❞
❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼❛❦✐♥❣ ▲✐❜r❛r② ✭❧✐❜❙❉▼✮ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❏❛✈❛ ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✉♣♣♦rt ❢♦r ▼❉Ps✱ P❖▼❉Ps ❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥✲❘▲ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t
❛❧s♦ ❝✉rr❡♥t❧② s✉♣♣♦rts ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s✳ ❧✐❜❙❉▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦r ♦❢
t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐❜P❖▼❉P ♣r♦❥❡❝t ❧❡❞ ❜② ❉✐❡❣♦ ▼❛♥✐❧♦✛✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❧✐❜❙❉▼ ♣❡r❢♦r♠s
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ st❛t✐st✐❝s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ✇❛s ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ ▼❆❚▲❆❇ s❝r✐♣ts✳

✶✸✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ♠✐❧❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥✈❡① α✲❍ö❧❞❡r✐❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳



✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈r✐t❡r✐❛

❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇✐❞❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦❢
❧♦❣✲❜❛s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦❣✲❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡s
❜② ❙❤❛♥♥♦♥ ✭✶✾✹✽✮ ❛♥❞ ❑✉❧❧❜❛❝❦ ❛♥❞ ▲❡✐❜❧❡r ✭✶✾✺✶✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤
♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ [nats] ✭❛s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✳ ❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦♥❧② t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡✐t❤❡r t♦ ✭✶✮ t❤❡ ✜♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r ✭✷✮
t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ✜①❡❞ ♦r ♥♦t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡
❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✇❛s s❡t t♦ γ = 0.95✳

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❘❡✇❛r❞s

❘❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ ✜①❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✮✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ✉s❡ ♦t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✲
✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✐❝②✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳✶✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❡❝t✐♦♥✱ t❤r❡❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞
r❡✇❛r❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✿

✕ ❊♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞✳ ❚❤✐s r❡✇❛r❞ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐s t❤✉s t❤❡ ♠♦st ♥❛t✉r❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛✳

✕ ◗✉❛❞r❛t✐❝ r❡✇❛r❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ sq✉❛r❡❞
L2✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❢♦r♠ r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲
❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❑r✐s❤♥❛♠✉rt❤②✱ ✷✵✵✷✮✳

✕ ▲✐♥❡❛r r❡✇❛r❞✳ ❚❤✐s ✉♣♣❡r P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
L∞✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
❛♣♣❡❛rs ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✻✮✳

P♦❧✐❝✐❡s ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ✉s❡❞✿
✕ ❘❛♥❞♦♠ ♣♦❧✐❝②✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❤♦♦s❡s ❛ r❛♥❞♦♠ ❛❝t✐♦♥ t♦ ❡①❡❝✉t❡✳ ❆♥② s♠❛rt
❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✭♦r ❛t ❧❡❛st ❡q✉❛❧s t♦✮ t❤✐s ♣♦❧✐❝②✳

✕ ▼②♦♣✐❝ str❛t❡❣②✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❧❡❝ts t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❡①♣❡❝t❡❞ ♥❡①t
st❡♣ r❡✇❛r❞✳ ■♥ s✐♠♣❧❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ✐s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣r❡❡❞② ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡
♠♦st ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② s❡❡♠ t♦♦ s✐♠♣❧❡✱ ✐t ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥
♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳

✕ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ρP❖▼❉P ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
✐❢ ♥❡❡❞❡❞✱ ❛ ♣♦❧✐❝② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♣♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳

❚✇♦ ♣♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✻✮ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥✜♥✐t❡ ✭❛♥❞ ✐♥❞❡✜♥✐t❡✮ ❤♦r✐③♦♥s✱ t❤❡ P❊❘❙❊❯❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❛s ✉s❡❞ ❞✉❡ t♦ ✐ts t✐♠❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❜❛❝❦✉♣s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t s❡t ♦❢ ❜❡❧✐❡❢✲
♣♦✐♥ts ❣❛t❤❡r❡❞ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ st♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡
✐♥✜♥✐t❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ❜❡❧♦✇ s♦♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱

‖Vi − Vi−1‖∞ ≤
(Rmax −Rmin)ǫ

1− γ ,

✇❤❡r❡ ǫ ✐s ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♣❛r❛♠❡t❡r ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ P❇❱■
✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❛❝❦✉♣ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♥♦♥ st❛t✐♦♥❛r②
♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❚❤✐s P❇❱■ ✈❡rs✐♦♥ ✉s❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t s❡t ♦❢ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥ts ❛s P❊❘❙❊❯❙✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣
♣♦✐♥ts ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❇❱■✳



✹✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✻✸

?

?

1

3

4 2

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✹ ③♦♥❡s✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ❝❛♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②
♠♦✈❡ ❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t♦ ❛❧s♦ ♠♦✈❡ ❝❧♦❝❦✇✐s❡✳

✹✳✺✳✷ ❚❤❡ ❈❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ Pr♦❜❧❡♠s

❚❤❡ ❈❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ ✭❈❈✮ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ r♦❜♦t✐❝ ❝❛♠❡r❛ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♦r✐❡♥t❡❞ t♦ s❤♦♦t ✐♥ n
❞✐✛❡r❡♥t ③♦♥❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✱ ✇❤❡r❡ N = {1, 2, ..., n} ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ③♦♥❡s✳ ❚❤❡ r❡♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✇♦r❦s ♦♥❧② ❝❧♦❝❦✇✐s❡ ✭imove = (i + 1)%n + 1✮✱ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♠♦✈❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛♥♥♦t s❤♦♦t✳ ❆❧s♦✱
t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝❧❡❛♥ t❤❡ ❧❡♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✱ ❜❡❝❛✉s❡
✐t ❣❡ts ❞✐rt② ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ♣❤♦t♦ ✐s t❛❦❡♥ ❞✉❡ t♦ ❡①tr❡♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ✉♥❞❡r✇❛t❡r
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛♥♥♦t s❤♦♦t ❡✐t❤❡r✳ ❲❤❡♥ t❤❡
❝❛♠❡r❛ s❤♦♦ts✱ ❛ ♣❤♦t♦ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✐ts q✉❛❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s ✭❝❧❡❛♥ ♦r ❞✐rt②✮✳ ❚❤✐s
♣❤♦t♦ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t❛r❣❡t ♦❜❥❡❝t ✐s ✐♥ t❤❡ ③♦♥❡ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦ q✉❛❧✐t②✱ s♦ ❝❧❡❛♥ ♣❤♦t♦s ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t❤❛♥
❞✐rt② ♦♥❡s✱ ❜✉t ❛♥ ✉♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❝❧❡❛♥ st❡♣ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ s❤♦♦t✐♥❣ ❛ ❝❧❡❛♥ ♣❤♦t♦✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①❡♠♣❧✐❢② t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t②♣❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ ❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❈❈ s❡t✉♣✱ ❜✉t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✿

✕ ❉✐❛❣♥♦s✐s✿ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❛r❣❡t ♦❜❥❡❝t ✐s ❛❢t❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡♥s✬s st❛t❡ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❦♥♦✇♥✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❛♥❞
t❤❡ ❝❧❡❛♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛❝t✐♦♥s✳

✕ ❙✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✿ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✏❛❧✇❛②s✑ ❦♥♦✇ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❛r❣❡t ♦❜❥❡❝t ✐s✱ ❜✉t t❤❡ ♦❜❥❡❝t st❛②s
st✐❧❧ ♦r ♠♦✈❡s ❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❢r♦♠ ❛ ③♦♥❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❧❡♥s✬s st❛t❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❡❛♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳

✕ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s✱ ❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝❛♠❡r❛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ st❛t✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥s✬s st❛t❡ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s
t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ✇✐t❤ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳

❚♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ρP❖▼❉Ps✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡ ✜rst t❤❡ st❛t❡✱ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳ ❆ st❛t❡ s ∈ S ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❢❛❝t♦r❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s 〈cam, obj, len〉✱ ✇❤❡r❡
cam ∈ N ✐s t❤❡ ③♦♥❡ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s ❛✐♠✐♥❣✱ obj ∈ N ✐s t❤❡ ③♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s✱ ❛♥❞ len
✐s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s ✭❝❧❡❛♥ ♦r ❞✐rt②✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✐s S = N × N × 2✳ ❚❤❡
❝❛♠❡r❛ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠♣❧② A = {move, clean, shoot}✱ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ st❛t❡✿
move ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ cam ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ clean ❛♥❞ shoot ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ len ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♣❛❝❡
✐s Z = {true, false, nophoto}✱ ✇❤❡r❡ true ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡❧②
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❛❧❣♦r✐t❤♠ ③♦♥❡s |B| t♦t❛❧ r❡t✉r♥ [nats] ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡ [ms] ♦✛✲❧✐♥❡ t✐♠❡ [s]

❘❛♥❞♦♠ 3 ✖ 0.49± 0.28 0.02± 0.05 ✖
▼②♦♣✐❝ 3 ✖ 0.23± 0.17 7.03± 9.84 ✖
P❇✲❊♥tr♦♣② 3 100 0.88± 0.26 10.95± 0.94 3.44± 0.05
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 3 100 0.85± 0.24 11.06± 0.92 3.40± 0.02
P❇✲▲✐♥❡❛r 3 100 0.85± 0.25 3.70± 0.92 1.28± 0.11
P❇✲❊♥tr♦♣② 3 2000 0.92± 0.27 213.69± 2.69 1274.60± 1.03
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 3 2000 0.92± 0.27 213.87± 2.66 1274.16± 0.67
P❇✲▲✐♥❡❛r 3 2000 0.90± 0.23 67.98± 2.24 407.22± 2.50
❘❛♥❞♦♠ 4 ✖ 0.45± 0.28 0.12± 0.34 ✖
▼②♦♣✐❝ 4 ✖ 0.19± 0.18 9.76± 10.38 ✖
P❇✲❊♥tr♦♣② 4 100 0.90± 0.39 19.16± 2.06 5.66± 0.06
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 4 100 0.88± 0.41 18.64± 1.20 5.61± 0.02
P❇✲▲✐♥❡❛r 4 100 0.86± 0.35 4.93± 0.97 1.78± 0.14
P❇✲❊♥tr♦♣② 4 2000 1.03± 0.42 361.58± 3.54 2123.56± 1.51
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 4 2000 1.04± 0.43 361.42± 3.35 2123.41± 0.92
P❇✲▲✐♥❡❛r 4 2000 0.98± 0.37 96.33± 3.26 580.34± 7.23
❘❛♥❞♦♠ 5 ✖ 0.40± 0.27 0.02± 0.07 ✖
▼②♦♣✐❝ 5 ✖ 0.18± 0.20 14.01± 12.22 ✖
P❇✲❊♥tr♦♣② 5 100 0.84± 0.50 29.63± 1.39 9.16± 0.07
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 5 100 0.75± 0.47 30.15± 1.50 9.15± 0.07
P❇✲▲✐♥❡❛r 5 100 0.80± 0.43 5.09± 1.26 1.92± 0.19
P❇✲❊♥tr♦♣② 5 2000 1.04± 0.57 577.27± 5.13 3365.78± 3.96
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 5 2000 1.03± 0.58 578.51± 7.24 3366.25± 8.71
P❇✲▲✐♥❡❛r 5 2000 0.96± 0.48 104.24± 4.30 622.98± 15.91

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❈❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ ❉✐❛❣♥♦s✐s ❘❡s✉❧ts✳ ▼❡❛♥ t♦t❛❧ r❡t✉r♥✱ ♠❡❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♦✛✲❧✐♥❡ t✐♠❡
♦✈❡r ✶✵ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ ✺✵✵ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✷✵ st❡♣s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❜♦❧❞ ❛r❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣✱
❛♥❞ t❤❡ r❡❞ ♦♥❡s ❛r❡ t❤❡ ✇♦rst✳ ❋♦r t❤✐s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣②
✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❡st t✐♠❡✱ ❛s ✐t ❛❧♠♦st ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✉♠❡ t✐♠❡ ❛t ❛❧❧✳

❞❡t❡❝t❡❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ false ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✇❛s ♥♦t ❢♦✉♥❞✱ ❛♥❞ nophoto ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❤♦t♦ t♦ ❛♥❛❧②③❡
✭t❤❡ ❛❝t✐♦♥ clean ♦r move ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t✱ s✐♥❝❡
❢❛❧s❡✲♣♦s✐t✐✈❡s ❛♥❞ ❢❛❧s❡✲♥❡❣❛t✐✈❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❧❡♥s ✐s ❞✐rt② t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s
❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✶✹ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡♥s ✐s ❝❧❡❛♥ ✐s
0.8✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ t❤❡ ❧❡♥s ✐s ❞✐rt② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢❛❧❧s t♦ 0.55✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✇❛r❞
❢✉♥❝t✐♦♥s ❧❛r❣❡❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❉✐❛❣♥♦s✐s

❋♦r t❤❡ ❝❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ T (s, a, s′) ♠♦❞✐✜❡s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧②
t❤❡ cam ❛♥❞ len ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ a✱ ❜✉t t❤❡ obj ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡✈❡r ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
❛ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρH t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ♦✈❡r obj✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ |N |✳ ■t ✐s ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡✇❛r❞s ❛r❡ ③❡r♦ ❢♦r ❛❧❧ ❜✉t t❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣
♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸ ✭γ = 1.0✮✳

❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ✜①❡❞ t♦ H = 20✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✜♥✐t❡✲❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♥❡❡❞ t♦ st♦r❡ ❧❛r❣❡
♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s✱ s♦ ❧❛r❣❡r ❤♦r✐③♦♥s ❡①❤❛✉st ♠❡♠♦r②✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❢♦r ✸✱ ✹ ❛♥❞ ✺ ③♦♥❡s
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❊❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s r❡♣❡❛t❡❞ ✶✵ t✐♠❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♣♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ♦✉t♣✉t
❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭r❛♥❞♦♠✐③❡❞✮ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦❧✐❝② ✇❛s
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥✲❧✐♥❡ ✉s✐♥❣ ✺✵✵ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✺✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
r❡♣❡t✐t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞✿ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞

✶✹✳ ❋❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❛♥❞ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳



✹✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✻✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❈❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ ❞✐❛❣♥♦s✐s r❡✇❛r❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ✷✵ st❡♣s ✇✐t❤ |B| = 2000✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞
✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✸ ③♦♥❡s ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♦♥❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✺ ③♦♥❡s✳

✭✇✐t❤ tr✉♥❝❛t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♥❡❛r t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❜♦✉♥❞❛r②✮ ρH ✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡✇❛r❞ ρQ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡✇❛r❞
ρL✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✱ s❡✈❡r❛❧ s✐③❡s ❢♦r t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥t s❡t ✇❡r❡ t❡st❡❞✱ ②❡t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
s❤♦✇♥ ♦♥❧② ❢♦r 100 ❛♥❞ 2000 ♣♦✐♥ts ✶✺✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛♥ t♦t❛❧ r❡t✉r♥✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡
❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦✛✲❧✐♥❡ t✐♠❡✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣❧❡❛s❡ ♥♦t❡
t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ r❡t✉r♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦✈❡r t❤❡ ✶✵
❞✐✛❡r❡♥t st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡✿ t❤❡ t♦t❛❧ r❡t✉r♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❛r❡ ❛❧✇❛②s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠②♦♣✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣✐❡s✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥ts✳
■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② ✶✵ ♣♦✐♥ts ✭♥♦t ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✮ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠
str❛t❡❣②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♠②♦♣✐❝ str❛t❡❣② ♣❡r❢♦r♠s ✈❡r② ♣♦♦r❧② ✐♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ ♠♦✈❡ ❛♥❞
❝❧❡❛♥ ❛❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥② ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥✱ ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t str❛t❡❣②
♦❢ ❛❧✇❛②s s❤♦♦t✐♥❣ ❢♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ✐s ❛ ❜❡tt❡r str❛t❡❣② ❢♦r t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠✱ ②❡t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐s s❧♦✇✱ ❛♥❞ ♠❛♥② st❡♣s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ✐♥ ✷✵
st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✽ st❡♣s✳

❚❤❡ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❜❡❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡✇❛r❞ ❜❡✐♥❣ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧②
✇♦rst ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ ③♦♥❡s ❛♥❞ ❜❡❧✐❡❢✲s❡t s✐③❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞r❛✇ ❛
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
r❡✇❛r❞s ✭ρQ ❛♥❞ ρL✮ ♦✛❡rs t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛♥ ρH ✐♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥ts ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❜♦t❤
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛s ✐♥ ❛♥② P❇ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✇✐t❤ ✷✵ t✐♠❡s ♠♦r❡
♣♦✐♥ts ✭✶✵✵ t♦ ✷✵✵✵✮✱ t❤❡ t♦t❛❧ r❡t✉r♥ ✐♥❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ r❡✇❛r❞s✱ ❜✉t t❤✐s
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t r❡q✉✐r❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✵ t✐♠❡s ♠♦r❡ ♦♥✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✱ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✹✵✵
t✐♠❡s ♠♦r❡ ♦✛✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦✛❡rs ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡
✈❛❧✉❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r r❡✇❛r❞s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ✐s ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❧② ✹ t✐♠❡s ❧❡ss t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♥❞ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s✳ ❚❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r
t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛❧♠♦st ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠②♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧✐❣❤t ♦♥✲❧✐♥❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧✲❡✛♦rt ✭✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ t✐♠❡✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛❞✲
✈❛♥t❛❣❡s ❛r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ✐❢ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣❡t❡ ✐♥ ✈❛❧✉❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ r♦✇s ✐♥
❚❛❜❧❡ ✹✳✶ s❤♦✇s t❤❛t P❇✲▲✐♥❡❛r ❧❛r❣❡❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ♠②♦♣✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣✐❡s ✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠②♦♣✐❝ str❛t❡❣②✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞s ✐♥ ♦✛✲❧✐♥❡ t✐♠❡✳

❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ r❡t✉r♥s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ 1.10✱ 1.38 ❛♥❞ 1.61 ❢♦r 3✱ 4 ❛♥❞ 5 ③♦♥❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥tr♦♣②✮✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ❛r❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡❧②

✶✺✳ ❱❛❧✉❡s ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥ ♦♥❧② ❢♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳



✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s

❛❧❣♦r✐t❤♠ ③♦♥❡s |B| t♦t❛❧ r❡t✉r♥ [nats] ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡ [ms] ♦✛✲❧✐♥❡ t✐♠❡ [s]
❘❛♥❞♦♠ 3 ✖ 17.04± 4.18 0.14± 0.31 ✖
▼②♦♣✐❝ 3 ✖ 3.92± 1.46 26.69± 12.65 ✖
P❇✲❊♥tr♦♣② 3 100 26.12± 10.07 20.89± 5.49 2.49± 0.66
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 3 100 36.40± 9.84 25.66± 6.24 2.95± 0.74
P❇✲▲✐♥❡❛r 3 100 38.98± 8.73 28.31± 6.16 4.81± 0.96
P❇✲❊♥tr♦♣② 3 2000 44.15± 8.35 92.04± 19.69 21.90± 4.46
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 3 2000 44.37± 8.34 155.22± 27.14 49.11± 8.96
P❇✲▲✐♥❡❛r 3 2000 43.71± 8.23 75.12± 13.23 22.56± 2.87
❘❛♥❞♦♠ 4 ✖ 18.37± 5.53 0.14± 0.33 ✖
▼②♦♣✐❝ 4 ✖ 4.11± 1.97 41.76± 12.44 ✖
P❇✲❊♥tr♦♣② 4 100 30.05± 18.96 36.59± 10.22 3.77± 0.84
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 4 100 38.88± 15.52 41.94± 8.29 3.80± 0.73
P❇✲▲✐♥❡❛r 4 100 42.13± 13.89 51.76± 10.63 7.10± 2.25
P❇✲❊♥tr♦♣② 4 2000 55.64± 13.91 220.77± 45.85 53.54± 16.86
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 4 2000 57.12± 13.70 316.11± 62.47 116.82± 35.94
P❇✲▲✐♥❡❛r 4 2000 57.27± 13.26 283.64± 47.07 161.55± 37.33
❘❛♥❞♦♠ 5 ✖ 18.91± 6.68 0.11± 0.26 ✖
▼②♦♣✐❝ 5 ✖ 4.19± 2.43 62.91± 15.13 ✖
P❇✲❊♥tr♦♣② 5 100 23.29± 19.34 61.66± 16.44 5.22± 1.53
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 5 100 37.25± 21.57 68.34± 25.18 4.94± 2.59
P❇✲▲✐♥❡❛r 5 100 35.85± 23.42 70.59± 23.54 7.43± 5.74
P❇✲❊♥tr♦♣② 5 2000 66.27± 18.74 395.89± 95.63 101.98± 30.03
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 5 2000 65.95± 18.91 607.50± 143.66 243.05± 92.67
P❇✲▲✐♥❡❛r 5 2000 64.96± 18.57 594.32± 124.00 410.55± 134.19

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❈❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ ❙✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❘❡s✉❧ts✳ ▼❡❛♥ t♦t❛❧ r❡t✉r♥✱ ♠❡❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♦✛✲❧✐♥❡
t✐♠❡ ♦✈❡r ✶✵ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ ✺✵✵ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✶✵✵ st❡♣s✳ ❆❣❛✐♥✱ r❡s✉❧ts ✐♥ ❜♦❧❞ ❛r❡ t❤❡ ❜❡st ❛♥❞ r❡s✉❧ts
✐♥ r❡❞ ❛r❡ t❤❡ ✇♦rst✳

❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ♣♦s✐t✐♦♥✱ ②❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❝❡❡❞❡❞ t♦ ❞♦ ♠♦r❡ t❤❛♥
82% ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✐♥ ♦♥❧② ✷✵ st❡♣s ❢♦r 3 ③♦♥❡s✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ 74% ❢♦r 4 ③♦♥❡s✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ 64% ❢♦r 5 ③♦♥❡s✳
❖♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ t❤❡ ♠❡❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢♦r ✸ ❛♥❞ ✺ ③♦♥❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✷✵ st❡♣s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ✸ ③♦♥❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ s❧♦♣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❣❡ts ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ✺ ③♦♥❡ ❝❛s❡ t❤❡ s❧♦♣❡s r❡♠❛✐♥ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡✳ ❆❧s♦✱
t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ P❇✲▲✐♥❡❛r ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ✷✵t❤ st❡♣ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✺ ③♦♥❡s✳ ❆s
✷✵✵✵ ❜❡❧✐❡❢ ♣♦✐♥ts ✐s ❛ ❤✉❣❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤✐s s♠❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❝❛✉s❡❞
❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡✇❛r❞ ✐s ❛ ❤❛rs❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✱ ❜✉t ❛s st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦ss ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

❙✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡

❋♦r t❤❡ ❝❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ♠♦❞✐✜❡s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧② t❤❡
cam ❛♥❞ len ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜✉t ✐t ✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ obj ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡
♥❡①t ③♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.05✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ❛❣❡♥t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ t❤❡r❡ ❛r❡ 5% ❝❤❛♥❝❡s t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t s✐❧❡♥t❧② ♠♦✈❡s t♦ t❤❡ ♥❡①t ③♦♥❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st
t♦ ❞✐❛❣♥♦s✐s✱ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρH t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥
t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ♦✈❡r obj✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ s✉♠✲♦❢✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡
✐s ♥♦ ✜①❡❞ ❤♦r✐③♦♥✳

❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ r✉♥ ❢♦r ❛♥ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ H = 100 st❡♣s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❤♦r✐③♦♥ t♦ ♦❜s❡r✈❡
❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❢♦r ✸✱ ✹ ❛♥❞ ✺ ③♦♥❡s✱ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳ ❆❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭tr✐❛❧s✱ r❡♣❡t✐t✐♦♥s✱ ❡t❝✳✮ ✇❡r❡ s❡t ❛s ❢♦r t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐t❤



✹✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✻✼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❈❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ r❡✇❛r❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✺ ③♦♥❡s ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ✶✵✵ st❡♣s✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞
✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r |B| = 100 ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♦♥❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r |B| = 2000✳

❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛❧r❡❛❞② ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠②♦♣✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣✐❡s✳ ❯♥s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡
t♦t❛❧ r❡t✉r♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♠♣r♦✈❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐t t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ ❛♥❞
♦✛✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ r❡t✉r♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✶✵✵
❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥ts ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ✷✵✵✵ ♣♦✐♥ts✱ s♦ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛♥
r❡✇❛r❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✺ ③♦♥❡s ✇✐t❤ ✶✵✵ ❛♥❞ ✷✵✵✵ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡
❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ✐s ❤❛r❞❡r t❤❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦✱ ✐✳❡✳✱ t❤❛t ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦
❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡✇❛r❞ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ s❛✇t♦♦t❤ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✶✵✵
♣♦✐♥ts ✐s ❢♦r♠❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ♦❢ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❝❧❡❛♥ ❛♥❞ s❤♦♦t ❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♠♦✈❡✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇✐t❤ ✷✵✵✵ ♣♦✐♥ts✱ ❛❧❧ r❡✇❛r❞s ❜❡❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t♦t❛❧ r❡t✉r♥ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts
❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛ ❜❡❧♦✇ ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✐s t❤❛t t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r
t❤❡ ♠②♦♣✐❝ str❛t❡❣② ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ✶✵✵ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥ts✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ♠②♦♣✐❝ str❛t❡❣② ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❢❛st❡r t❤❛♥ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ str❛t❡❣② ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣❧❡❛s❡ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ str❛t❡❣✐❡s ♥❡❡❞ ♦✛✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✶✵✵ ❛♥❞ ✷✵✵✵ ♣♦✐♥ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt
♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥ts ✐s ❧❡ss s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❤❛♥ ❢♦r ❞✐❛❣♥♦s✐s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧❡❛r❧②
❞♦♠✐♥❛♥t r❡✇❛r❞ t②♣❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t♦t❛❧ r❡t✉r♥ ♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳ ❚❤✐s r❛✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇
t❤❡ t♦t❛❧ r❡t✉r♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❧✐❡❢✲s❡t s✐③❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ s❤♦✇s ❜♦t❤
t❤❡ t♦t❛❧ r❡t✉r♥ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♦♥✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ✭r✐❣❤t✮ ✉s✐♥❣ ✸ ❛♥❞ ✺ ③♦♥❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❧✐❡❢✲s❡t
s✐③❡s✳ ❚❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣♦❧✐❝✐❡s ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ❥✉st
✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✭❜❡t✇❡❡♥ ✶✵ ❛♥❞ ✺✵✮✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ♣r♦❞✉❝❡s ♣♦♦r❡r
r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦r q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢❡✇ ♣♦✐♥ts✱ ❜✉t ❛s ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ❛❧❧
♦❢ t❤❡♠ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥ t♦t❛❧ r❡t✉r♥✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
r♦❧❡ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✿ ✇❤❡♥ ♠♦r❡ ③♦♥❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s s❧♦✇❡r ❛s t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r
✜❣✉r❡s s❤♦✇✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ s✉❣❣❡st✐♥❣
t❤❛t✱ ❢♦r ✸ ③♦♥❡s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐s ♦♥❧② ✇♦rt❤ ✉♣ t♦ ✶✵✵✵ ♣♦✐♥ts✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❢t❡r✇❛r❞s t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❣r♦✇ ✭✇✐t❤ ❛ ♠✐❧❞❡r s❧♦♣❡✮ ✇✐t❤♦✉t ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ r❡t✉r♥✳ ❚❤✐s
✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ❣❡♥❡r❛t❡s ♠♦r❡ α✲✈❡❝t♦rs✱ ♥❡❡❞✐♥❣ ♠♦r❡ t✐♠❡ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st
♦♥❡ ❢♦r ❛ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s ✭✈❡r②
s❧♦✇❧②✮ ✇❤❡♥ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦❧✐❝② ✐s
♠♦r❡ ❛❞❛♣t❛❜❧❡ t♦ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❜❡❧✐❡❢ ♣♦✐♥ts ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❣♦♦❞ ✐❞❡❛ ✐❢
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❈❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥ts ✭❜❡t✇❡❡♥ ✶✵ ❛♥❞ ✷✵✵✵✮✱ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♦♥❡s
s❤♦✇ ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥t s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡s ❛t t❤❡ t♦♣ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts
❢♦r ✸ ③♦♥❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✺ ③♦♥❡s✳



✹✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✻✾

❛❧❣♦r✐t❤♠ ③♦♥❡s |B| t♦t❛❧ r❡t✉r♥ [nats] ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡ [ms] ♦✛✲❧✐♥❡ t✐♠❡ [s]

❘❛♥❞♦♠ 3 ✖ 1.03± 0.17 0.11± 0.27 ✖
▼②♦♣✐❝ 3 ✖ 0.38± 0.28 26.10± 12.46 ✖
P❇✲❊♥tr♦♣② 3 100 1.04± 0.07 24.93± 5.60 2.93± 0.47
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 3 100 1.04± 0.07 27.66± 9.31 3.27± 0.90
P❇✲▲✐♥❡❛r 3 100 1.08± 0.02 28.81± 6.95 4.22± 1.00
P❇✲❊♥tr♦♣② 3 2000 1.10± 0.01 130.30± 37.19 36.04± 11.31
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 3 2000 1.08± 0.01 188.47± 57.59 52.48± 16.50
P❇✲▲✐♥❡❛r 3 2000 1.09± 0.01 94.12± 22.10 27.51± 4.68
❘❛♥❞♦♠ 4 ✖ 1.18± 0.28 0.16± 0.40 ✖
▼②♦♣✐❝ 4 ✖ 0.34± 0.35 43.19± 18.53 ✖
P❇✲❊♥tr♦♣② 4 100 1.18± 0.07 40.54± 12.16 4.01± 1.37
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 4 100 1.36± 0.04 44.03± 16.01 4.84± 2.13
P❇✲▲✐♥❡❛r 4 100 1.36± 0.04 49.95± 9.34 6.33± 1.29
P❇✲❊♥tr♦♣② 4 2000 1.39± 0.01 298.89± 69.72 105.32± 35.28
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 4 2000 1.37± 0.04 386.34± 61.62 152.15± 43.05
P❇✲▲✐♥❡❛r 4 2000 1.35± 0.04 491.44± 104.28 263.69± 99.92
❘❛♥❞♦♠ 5 ✖ 1.22± 0.37 0.21± 0.45 ✖
▼②♦♣✐❝ 5 ✖ 0.31± 0.39 66.05± 17.31 ✖
P❇✲❊♥tr♦♣② 5 100 1.58± 0.09 56.02± 10.33 3.81± 1.19
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 5 100 1.52± 0.14 75.65± 28.08 5.55± 3.00
P❇✲▲✐♥❡❛r 5 100 1.48± 0.09 76.18± 11.71 7.68± 2.73
P❇✲❊♥tr♦♣② 5 2000 1.61± 0.05 692.41± 137.69 235.42± 79.75
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ 5 2000 1.59± 0.06 837.67± 232.13 400.98± 223.64
P❇✲▲✐♥❡❛r 5 2000 1.59± 0.05 884.91± 186.69 654.04± 282.80

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❈❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts✳ ▼❡❛♥ t♦t❛❧ r❡t✉r♥✱ ♠❡❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♦✛✲❧✐♥❡
t✐♠❡ ♦✈❡r ✶✵ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ ✺✵✵ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✶✵✵ st❡♣s✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ❛♥❞ r❡❞ ✈❛❧✉❡s st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❜❡sts ❛♥❞
✇♦rst r❡s✉❧ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦✛✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ✺ ③♦♥❡s t❤❡ P❇✲❊♥tr♦♣②
✐s t❤❡ ❢❛st❡st r❡✇❛r❞ t②♣❡✱ ❜✉t ❢♦r ✸ ③♦♥❡s ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥②♠♦r❡✳ ❆❧s♦✱ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ✷✵✵✵
♣♦✐♥ts✱ t❤❡ P❇✲❧✐♥❡❛r str❛t❡❣② ❤❛s t❤❡ ✇♦rst ♦✛✲❧✐♥❡ t✐♠❡ ❢♦r ✹ ❛♥❞ ✺ ③♦♥❡s ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r
✸ ③♦♥❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ P❇ ♦♥✲❧✐♥❡ ❛♥❞ ♦✛✲❧✐♥❡ t✐♠❡s
❛r❡ ✈❡r② ❤✐❣❤✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✈❛r✐❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ ♦♥❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳

▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

❋♦r t❤❡ ❝❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛❣❛✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧② t❤❡
cam ❛♥❞ len ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ obj ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ✜①❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❡ cam ✈❛r✐❛❜❧❡✱ s♦ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ♦♥❧② ✐♥❢❡r ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❛♥❞
st♦❝❤❛st✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❤♦♦t✐♥❣ ♣❤♦t♦s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✉♥❦♥♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t
❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ s❡t✉♣✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ◆♦✇ t❤❡
❛❣❡♥t ♠✉st ♠♦❞✐❢② t❤❡ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

P❧❡❛s❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❈❈✲❞✐❛❣♥♦s✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❈❈✲s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡
❛♥ ✐♥✜♥✐t❡✲❤♦r✐③♦♥ ♦♥❡✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❛t ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥ ✐♥❞❡✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s
❝❤♦s❡♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
✭✜♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱ ❜✉t t❤✐s ❤♦r✐③♦♥ ✐s ♥♦t ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛ ♣♦❧✐❝② ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ✉s✐♥❣ ❛ s✉♠✲♦❢✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ✇❛s
s❡t t♦ γ = 0.95✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r
❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✐❝②✱ ♦♥❧② t❤❡ ✜♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❈❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦t❛❧ r❡t✉r♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✹ ③♦♥❡s ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ✶✵✵ st❡♣s✳ ❚❤❡
❧❡❢t✲❤❛♥❞ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r |B| = 100 ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♦♥❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r |B| = 2000✳

❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ r✉♥ ❢♦r ❛♥ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ H = 100 st❡♣s ❛♥❞ ❢♦r ✸✱ ✹ ❛♥❞ ✺ ③♦♥❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳ ❆❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭tr✐❛❧s✱ r❡♣❡t✐t✐♦♥s✱ ❡t❝✳✮ ✇❡r❡ s❡t ❛s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤❡ ♠②♦♣✐❝ str❛t❡❣② ✐s ❛❣❛✐♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✱ ❜✉t ♥♦✇ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣②
s❤♦✇s r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣♦✐♥ts
✭✶✵✵✮ ❛s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✭❧✐❣❤t ❜❧✉❡✮ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ r❛♥❞♦♠✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡♥❡ss ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ③♦♥❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✵✵ t♦ ✷✵✵✵ ♣♦✐♥ts ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
r❡s✉❧ts ❢♦r ✶✵✵ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♥❡❛r t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❜♦❧❞ ♣r✐♥t ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ 97.3% ❛♥❞ 99.7% ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♥♦t ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝q✉✐r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡♥tr♦♣② r❡✇❛r❞ ❝♦♥st❛♥t❧②
❞❡❧✐✈❡rs t❤❡ ❜❡st ❛♥❞ ❧❡ss ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❛s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✭②❡❧❧♦✇✮ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✱ t❤❡ ♠②♦♣✐❝ str❛t❡❣② ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡s t♦ t❤❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤
❢❡✇ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s❡t ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t♦♦ ♠✉❝❤ t❤❡ t♦t❛❧
r❡t✉r♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ❞♦❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t s✐♠✐❧❛r r❛t❡s ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ♦♥❧② ♦✛❡rs t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛♥ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ ✶✵✵✱ ❜✉t ✐♥ ❛♥ ✐♥❞❡✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐t ✐s
✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❛♥❛❧②③❡ s❡✈❡r❛❧ ❤♦r✐③♦♥s s♦ ❛s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❡❤❛✈❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ s❤♦✇s
t❤❡ t♦t❛❧ r❡t✉r♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦r✐③♦♥s ✭❢r♦♠ ✶ t♦ ✶✵✵✮ ✉s✐♥❣ ✹ ③♦♥❡s ❛♥❞ ❜❡❧✐❡❢ s❡ts ♦❢ ❜♦t❤ ✶✵✵ ❛♥❞ ✷✵✵✵
♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❛♣✐❞❧② ❣❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣②✱ s♦ t❤❡ t♦t❛❧ r❡t✉r♥ ✐s ❤✐❣❤❡r ❢♦r ❛❧❧ ❤♦r✐③♦♥s✳ ❲✐t❤ ✶✵✵ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞
r❡✇❛r❞ ❡q✉❛❧s t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ✇❤❡♥ H = 100✱ ❜✉t ❢♦r s❤♦rt❡r ❤♦r✐③♦♥s t❤❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s
♦✉t♣❡r❢♦r♠s r❛♥❞♦♠✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ❛❧s♦ s❤♦✇s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♣♦♦r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡✇❛r❞s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ s♠❛❧❧ ❜❡❧✐❡❢✲s❡ts✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤✐s ✐s ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡ r❡s✉❧t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❡①♣❡❝t ❛❧✇❛②s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡
❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❛s t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❨❡t✱ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❝♦rr❡❝t❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❢❡✇ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ r✐❣❤t ✜❣✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤✐s s❛♠❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✷✵✵✵ ♣♦✐♥ts✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ❝❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦♥❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠②♦♣✐❝ str❛t❡❣② ❢❛✐❧s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✱ ②❡t ❢♦r
♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠②♦♣✐❝ str❛t❡❣② ✐s ❛ ♦♥❡✲st❡♣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
❧♦♦❦❛❤❡❛❞ str❛t❡❣② ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ γ = 0✮✱ t❤❡ ♦♥❧② r❡❛s♦♥ t♦ ✉s❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢



✹✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✼✶

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❨❡t✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ s❤♦✇s t❤❛t ✐❢ ♦♥❧② ❢❡✇ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ r❡t✉r♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❤✐❣❤❡r ❢♦r ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❢❛✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ✐♥ s♦♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✖s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❈❈✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✖
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ✉♥❞❡r ✇❡❛❦❧② str✉❝t✉r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s t❤❛t r❛♥❞♦♠❧②
s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡s ❞✐✛❡r❡♥t s❤♦rt✲❤♦r✐③♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
❣❛t❤❡r✐♥❣✳ ■♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❧② ❧♦st ✭s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❈❈✲s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✮✱ r❛♥❞♦♠ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡
♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❛t ❛❧❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t✱ ❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥
r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤✐s str❛t❡❣② ❞♦❡s ♥♦t s❝❛❧❡ ❛t ❛❧❧ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t♦t❛❧ r❡t✉r♥✳

❋♦r ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s s✐♠✐❧❛r
❜✉t ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤❡ ✏❜❡st✑ r❡✇❛r❞✲t②♣❡ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t ♦♥❧② ❢r♦♠ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦
✇❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❧✐❡❢✲s❡t s✐③❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❤♦♦s✐♥❣
❛♥② ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ✐s s✉✐t❛❜❧❡✳

❉❡s♣✐t❡ t❤✐s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ t♦ ❜❡ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ✐❢ ♦♥❧② ✶✵✵ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥ts
❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ②❡t ✐t ❞❡❧✐✈❡rs t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ✷✵✵✵ ♣♦✐♥ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ♥❡❛r✲♣❡r❢❡❝t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♣♦✐♥ts✳ ❆❧s♦✱ ❛ s♠❛❧❧ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡✇❛r❞ t♦ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
✷✵✵✵ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✈❛❣✉❡❧② s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s
t♦ ♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ ♥❡❛r ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣♦❧✐❝②✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ♥❛✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s
♠②♦♣✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♦♥❧② ✇❡❛❦ ❛r❣✉♠❡♥ts
❝❛♥ ❜❡ ✇✐❡❧❞❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ♦r ❛❣❛✐♥st t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞✲t②♣❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ♦t❤❡r
♣r♦❜❧❡♠s ✐s ♥❡❡❞❡❞✳

✹✳✺✳✸ ❚❤❡ ❘♦❝❦ ❉✐❛❣♥♦s✐s Pr♦❜❧❡♠

❚❤❡ r♦❝❦ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❝❦ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ ✭❙♠✐t❤ ❛♥❞ ❙✐♠♠♦♥s✱ ✷✵✵✹✮✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ ❣r✐❞✲♠❛♣ ♦❢ r♦❝❦ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ t♦
❛ r♦✈❡r✱ ✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✭t❤❛t ❞❡str♦② t❤❡ r♦❝❦s✮ t♦ t❤♦s❡ r♦❝❦s t❤❛t
❤❛✈❡ ❛ ✏❣♦♦❞✑ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❧❡ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣✳ ■❢ t❤❡ r♦✈❡r s❛♠♣❧❡s ❛ ✏❣♦♦❞✑ r♦❝❦ ✐t r❡❝❡✐✈❡s
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡✇❛r❞✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐t r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡✇❛r❞ ❢♦r s❛♠♣❧✐♥❣ ✏❜❛❞✑ r♦❝❦s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ r♦❝❦s ❛r❡ ♥♦t ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ r♦✈❡r✱ ❜✉t t❤❡
r♦✈❡r ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦✐s② ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ s❡♥s♦r t♦ q✉❡r② t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ s❡♥s♦r
✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ r♦❝❦ t②♣❡✮ ❞❡❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦❝❦✳

❚❤❡ r♦❝❦ ❞✐❛❣♥♦s✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r♦✈❡r✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r♦✈❡r ❝❛♥ ♦♥❧② ♠♦✈❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣r✐❞ ❛♥❞ ✉s❡ ✐ts ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ s❡♥s♦r t♦ q✉❡r② r♦❝❦s✳ ❚❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ r♦❝❦s ♥❛t✉r❡✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡✐r t②♣❡✳
❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r ❜② ❛ ❤✉♠❛♥ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r♦❝❦s✱ ♦r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥②
♦t❤❡r ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ♥❡❡❞s ❛ ❤✐❣❤❧②✲❝♦♥✜❞❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r♦❝❦s✳ ❚❤✐s s❛♠❡ ❦✐♥❞
♦❢ s❡t✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ♦✐❧ ✇❡❧❧s✱ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♣❧❛❣✉❡s ✐♥ ❝r♦♣
✜❡❧❞s ♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❣❡♦❧♦❣✐❝ ✈❡✐♥s ❢♦r ♠✐♥✐♥❣✳

❋♦r t❤❡ r♦❝❦ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② sq✉❛r❡ ❣r✐❞s ♦❢ s✐❞❡ l ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r♦❝❦s n✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛✐r s = 〈loc, rtype〉✱ ✇❤❡r❡ loc ✐s t❤❡
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦✈❡r ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞✱ ❛♥❞ rtype = 〈r1, r2, . . . , rn〉 ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ r♦❝❦ ✐♥ t❤❡
♠❛♣✱ ✇❤❡r❡ ri ∈ {good, bad}✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s✐③❡ |S| = l2 × 2n✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ A = {north, east, south, west, check1, check2, . . . , checkn}✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ✹ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧
♠♦✈❡s✱ ❛♥❞ ❛ checki ❛❝t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ s❡♥s♦r t♦ q✉❡r② t❤❡ r♦❝❦ i✳

❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✿ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♠♦✈❡s t❤❡ r♦✈❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐s✲
t✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡s ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r✐❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛♥❞ checki ❛❝t✐♦♥s
❞♦ ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ st❛t❡ ✐♥ ❛♥② ✇❛②✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s st♦❝❤❛st✐❝✱ ❜❡❝❛✉s❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s② ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐s Z = {none, good, bad}✱
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘♦❝❦ ❉✐❛❣♥♦s✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✺ r♦❝❦s ❛♥❞ ❛ ❣r✐❞ s✐❞❡ ♦❢
✼✳ ❚❤❡ ②❡❧❧♦✇ r♦❝❦s ❛r❡ t❤❡ ✏❣♦♦❞✑ r♦❝❦s ✭✇✐t❤ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✈❛❧✉❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ t❤❡ ✏❜❛❞✑ r♦❝❦s ✭♥♦
s❝✐❡♥t✐✜❝ ✈❛❧✉❡✮✱ ②❡t ❡❛❝❤ r♦❝❦ t②♣❡ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡ ❛❣❡♥t✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❞✐❛❣♥♦s✐s✱ ❛ ✏❣♦♦❞✑
r♦❝❦ ✐s ♥♦t ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ ❛ ✏❜❛❞✑ ♦♥❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✱ ❛♥❞
♥♦t s❛♠♣❧✐♥❣ ♦♥❧② ✏❣♦♦❞✑ ♦♥❡s ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❘♦❝❦ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
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3−6 5−73−3

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❚❤❡ t❤r❡❡ s♣❡❝✐✜❝ ❘♦❝❦ ❉✐❛❣♥♦s✐s ♠❛♣s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✜❣✉r❡s
❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ n✲l✱ ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦❝❦s ❛♥❞ l ✐s t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✳

✇❤❡r❡ none ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❡①❡❝✉t❡s ❛ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♠♦✈❡ ❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ good ♦r bad ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ q✉❡r✐❡❞ r♦❝❦ t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t r♦❝❦✳

▲❡t ri ❜❡ t❤❡ t②♣❡ ❛♥❞ pi ❜❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r♦❝❦ i ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡
s❡♥s♦r ✐s

efficiency = Pr(Z = ri|A = checki, S = 〈loc, rtype〉) = 1 + e−‖loc−pi‖2

2
.

❆s t❤❡ none ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❛r❞✐♥❛❧ ♠♦✈❡ ❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥
✐♥❝♦rr❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ s❡♥s♦r ✐s 1 − efficiency✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ pi ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡
❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❛❣❡♥t✱ s♦ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛♣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❛❜♦✈❡ ❡❛❝❤ ♠❛♣✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ n✲l ✭n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦❝❦s ❛♥❞ l ✐s
t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ tr❛❥❡❝t♦r②✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ r♦❝❦ ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❡❧✐❡❢✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s s❡❝t✐♦♥✬s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ✜♥❛❧✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉♥❞❡r ❛♥ ✐♥❞❡✜♥✐t❡
❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ str❛t❡❣✐❡s ✉s❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✉♠✲♦❢✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥
✇✐t❤ γ = 0.95 ❛♥❞ ǫ = 0.1✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s rtype✱ ❛♥❞ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✜♥❛❧ r❡✇❛r❞ ✐s n log(2)✳
❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❛s ✜①❡❞ t♦ H = 100✱ ②❡t r❡s✉❧ts ❢♦r s❤♦rt❡r ❤♦r✐③♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② tr✉♥❝❛t✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉t ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❈❈✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❢♦r
❛❧❧ ♠❛♣s ✭✐✳❡✳✱ ✸✲✸✱ ✸✲✻ ❛♥❞ ✺✲✼✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✳ ❊❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s r❡♣❡❛t❡❞ ✶✵ t✐♠❡s✱ ❡❛❝❤
❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦❧✐❝② ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥✲❧✐♥❡ ✉s✐♥❣ ✶✵✵ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ s✐③❡s ❢♦r t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥t s❡t
✇❡r❡ t❡st❡❞✱ ②❡t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥❧② ❢♦r 1000 ❛♥❞ 5000 ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡ r♦❝❦ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧s♦ ♥❡❡❞s s♠❛rt ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡
♣❛t❤ ♦❢ ✉♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♠♦✈❡s✮ ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤❧②✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹ t❤❛t ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♠②♦♣✐❝ str❛t❡❣② ❢❛✐❧s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts
❢♦r ❛❧❧ ♠❛♣s✳ ❯♥s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ str❛t❡❣✐❡s ✇✐t❤ ✺✵✵✵ ♣♦✐♥ts ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡
❜❡st r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ✐s ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♦♥❡s✱ ✉s✉❛❧❧②
♦✉t♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ✶✵✵✵ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ✺✵✵✵ ♣♦✐♥ts ❛s ✐t ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥
t❤❡ t❛❜❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ♠❛♣ ✭✐✳❡✳✱ ✸✲✸✮ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ♣❡r❢♦r♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜❡st
P❇ r❡s✉❧t ✇✐t❤ ✶✵✵✵ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ✐s r❛t❤❡r ♥❡❛r t♦ t❤❡ t✇♦ ✇♦rst r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ✺✵✵✵ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛♣ ✸✲✻
❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦❝❦s ❛s t❤❡ s♠❛❧❧ ♦♥❡✱ ❜✉t ❛s t❤❡ ❣r✐❞ ✐s ❧❛r❣❡r✱ ❛ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r✲t❡r♠ ♣❧❛♥♥✐♥❣



✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s

❛❧❣♦r✐t❤♠ r♦❝❦s✲s✐❞❡ |B| t♦t❛❧ r❡t✉r♥ [nats] ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡ [ms] ♦✛✲❧✐♥❡ t✐♠❡ [s]

❘❛♥❞♦♠ ✸✲✸ ✖ 1.55± 0.40 0.82± 2.24 ✖
▼②♦♣✐❝ ✸✲✸ ✖ 0.69± 0.30 129.16± 23.60 ✖
P❇✲❊♥tr♦♣② ✸✲✸ 1000 1.17± 0.27 157.80± 53.28 20.69± 8.06
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ ✸✲✸ 1000 1.39± 0.29 295.80± 147.07 65.75± 61.27
P❇✲▲✐♥❡❛r ✸✲✸ 1000 1.55± 0.43 450.38± 70.21 579.53± 192.38
P❇✲❊♥tr♦♣② ✸✲✸ 5000 1.58± 0.25 675.44± 154.21 315.34± 180.10
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ ✸✲✸ 5000 1.58± 0.24 1453.35± 503.57 1105.48± 521.32
P❇✲▲✐♥❡❛r ✸✲✸ 5000 2.06± 0.03 957.26± 221.96 10076.82± 4445.40
❘❛♥❞♦♠ ✸✲✻ ✖ 0.59± 0.41 0.14± 0.32 ✖
▼②♦♣✐❝ ✸✲✻ ✖ 0.01± 0.01 434.38± 30.68 ✖
P❇✲❊♥tr♦♣② ✸✲✻ 1000 0.30± 0.03 116.29± 26.86 19.79± 5.49
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ ✸✲✻ 1000 0.50± 0.01 131.69± 34.44 12.34± 5.61
P❇✲▲✐♥❡❛r ✸✲✻ 1000 0.69± 0.02 403.48± 167.61 56.68± 42.71
P❇✲❊♥tr♦♣② ✸✲✻ 5000 0.76± 0.09 211.70± 40.73 81.83± 13.39
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ ✸✲✻ 5000 0.74± 0.06 279.04± 77.80 62.06± 14.66
P❇✲▲✐♥❡❛r ✸✲✻ 5000 0.79± 0.08 2749.77± 1259.17 5178.52± 4463.55
❘❛♥❞♦♠ ✺✲✼ ✖ 0.50± 0.42 0.16± 0.36 ✖
▼②♦♣✐❝ ✺✲✼ ✖ 0.03± 0.04 2869.11± 206.44 ✖
P❇✲❊♥tr♦♣② ✺✲✼ 1000 0.08± 0.02 424.99± 80.04 59.40± 13.16
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ ✺✲✼ 1000 0.11± 0.03 438.97± 75.57 15.08± 2.96
P❇✲▲✐♥❡❛r ✺✲✼ 1000 0.23± 0.06 495.03± 104.83 25.01± 8.53
P❇✲❊♥tr♦♣② ✺✲✼ 5000 0.37± 0.09 800.96± 247.22 281.08± 75.29
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ ✺✲✼ 5000 0.12± 0.03 625.34± 117.43 35.61± 3.39
P❇✲▲✐♥❡❛r ✺✲✼ 5000 0.53± 0.03 846.30± 175.76 67.60± 17.41

❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ❘♦❝❦ ❉✐❛❣♥♦s✐s ❘❡s✉❧ts✳ ▼❡❛♥ t♦t❛❧ r❡t✉r♥✱ ♠❡❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♦✛✲❧✐♥❡ t✐♠❡ ♦✈❡r ✶✵
r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ ✶✵✵ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✶✵✵ st❡♣s✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ❛♥❞ r❡❞ ✈❛❧✉❡s st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❜❡st ❛♥❞ ✇♦rst r❡s✉❧ts
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳



✹✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✼✺

✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❤✐❣❤❧②✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s ♠❛♣✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ str❛t❡❣✐❡s ✇✐t❤
✺✵✵✵ ♣♦✐♥ts ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♦♥❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ❛ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦
✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣❛t❤s✳ ❇✉t✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ ✶✵✵✵ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r s✉r♣❛ss✐♥❣ r❛♥❞♦♠✳
■♥ t❤❡ ✺✲✼ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♦♥❡s ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡
P❇✲▲✐♥❡❛r str❛t❡❣② ✇✐t❤ ✺✵✵✵ ♣♦✐♥ts✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ r❛♥❞♦♠ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♥❡❛r t❤✐s ❧❛st
♦♥❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡✱ s♦ ✈❡r② ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❡①♣❡❝t❡❞✳

❉✐s❝❡r♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❜❡tt❡r ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝❧❡❛r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❈❛♠❡r❛
❈❧❡❛♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡✇❛r❞ ❣✐✈❡s ✉s✉❛❧❧② ❧♦✇❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦✱ ❛♥❞ t❤❡
❧✐♥❡❛r r❡✇❛r❞ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ Pr♦❜❛❜❧②✱ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ♠✐❣❤t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐❢ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐s ✉s❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞
❢♦r s✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡✳

❚❤❡ ♣♦♦r r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♠❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✿ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♣♦✐♥ts ✭✶✵✵✵ ♦r ✺✵✵✵✮ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡ ✐s s❛♠♣❧❡❞✱ s♦ ❛ ♠✉❝❤ ✇♦rs❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✶✻✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡✇❛r❞ ✐s ❛♥ ❡❛s✐❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦✱
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✺✲✼ ♠❛♣✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ t✇♦
s♠❛❧❧❡r ♠❛♣s✳ ■♥ t❤❡ ✸✲✻ ♠❛♣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡✇❛r❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r r❡s✉❧t t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ❛♥❞ ✐♥
t❤❡ ✸✲✸ ♠❛♣ ✐t ❛❝❤✐❡✈❡s t♦ ❣❛t❤❡r 99% ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛❧✇❛②s r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ❛♥❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
♣♦✐♥ts ❛❧✇❛②s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❛❧✇❛②s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt r❡q✉✐r❡❞✳ ❆s
st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦✛✲❧✐♥❡ t✐♠❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡♥♦r♠♦✉s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇♦rst ♦✛✲❧✐♥❡ t✐♠❡ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ P❇✲▲✐♥❡❛r ✇✐t❤ ✶✵✵✵ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡
✸✲✸ ♠❛♣✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✐s ♥❡❛r ✸ ❤♦✉rs✱ ❜✉t ✐ts st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡①❝❡❡❞s ✶ ❤♦✉r✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t s♦♠❡
r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❝❛♥ t❛❦❡ s❡✈❡r❛❧ ❤♦✉rs ♦r ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♠✐♥✉t❡s✳ ❊✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❜❡st ♦✛✲❧✐♥❡ t✐♠❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ str❛t❡❣② ✇✐t❤ ✶✵✵✵ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ✸✲✻ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥
❛ q✉❛rt❡r ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♦✛✲❧✐♥❡ t✐♠❡
♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ✐❢ ❛ s♠❛rt❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐s ✉s❡❞✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ str❛t❡❣✐❡s✱ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞
✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✈❡❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❡❛s✐❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡✳ ■❢
❛ ❞❡♥s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❝❤❡❝❦ ❛♥❞ ♠♦✈❡ ❛❝t✐♦♥s ✇❤❡♥
s✉✐t❛❜❧❡✳ ■❢ ♦♥❧② ❛ s♣❛rs❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ s❡t
♦❢ ✈❡❝t♦rs✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✉s❡❧❡ss ♣♦❧✐❝✐❡s ❧✐❦❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧✇❛②s t❤❡ s❛♠❡ r♦❝❦✱ ♦r ♠♦✈✐♥❣ t♦✇❛r❞s ❛ r♦❝❦ ❜✉t
♥♦t ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐t✳ ❚❤❡s❡ ♣♦♦r ♣♦❧✐❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❡r② ❢❛st✱ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ✐♥t✉✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts
t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♣s ✐s ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ ❢♦r ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♦♥❡s✳

❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❢♦r t❤✐s s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❛✛♦r❞❛❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢♦r
t❤❡ ✺✲✼ ♠❛♣ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ✸✲✸✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✺✵✵✵ ❛♥❞ ✷✵✵✵✵
♣♦✐♥ts ✐s ♣❧♦tt❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡✇❛r❞ ✭H = 100✮ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ✐s ♥❡❛r t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ✺✵✵✵ ♣♦✐♥ts✱ t❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ❢♦r s❤♦rt❡r ❤♦r✐③♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ str❛t❡❣✐❡s ❣❛t❤❡r ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✶✵ st❡♣s✱ ②❡t ❧❛t❡r t❤❡②
❛❝q✉✐r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠②♦♣✐❝ str❛t❡❣②✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜② ❣♦✐♥❣
❢r♦♠ ✺✵✵✵ t♦ ✷✵✵✵✵ ♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✷✵✵✵✵ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s✐❧❧ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡♥s❡❧② s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡
❢♦r t❤✐s r❛♥❞♦♠ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜❡st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ st✐❧❧ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ s❤♦✇s ❛t ✇❤✐❝❤ r❛t❡ t❤❡ t♦t❛❧ r❡t✉r♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ♠♦r❡
♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ✺✲✼ ♠❛♣✳ ❚❤❡ t✐♠❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠②♦♣✐❝ str❛t❡❣② ✐s s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♦♥❡s ❢♦r ❛❧❧ ❜✉t t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡✇❛r❞ ✇✐t❤ ✷✵✵✵✵ ♣♦✐♥ts✱ ❜✉t t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ❞✉❡ t♦
t❤❡ s♣❛rs❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠
t❤❛t ♠②♦♣✐❝ str❛t❡❣✐❡s ♠❛② ♥♦t ♦♥❧② ♣r♦❞✉❝❡ ✈❡r② ♣♦♦r r❡s✉❧ts✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♠❛② ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s❧♦✇❡r t♦♦ ✶✼✳

✶✻✳ ❆♥ ❛❞✲❤♦❝ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛♣ ✇✐❧❧ ✐♠♣❧② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②
✶✼✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❧② tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ ♥♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳



✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❘♦❝❦ ❉✐❛❣♥♦s✐s r❡✇❛r❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✺✲✼ ♠❛♣ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ✶✵✵ st❡♣s✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞
✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r |B| = 5000 ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♦♥❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r |B| = 20000✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❘♦❝❦ ❉✐❛❣♥♦s✐s ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✺✲✼ ♠❛♣✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡
✈❛❧✉❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥ts ✭❜❡t✇❡❡♥ ✶✵✵ ❛♥❞ ✷✵✵✵✵✮✱ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞
♦♥❡ s❤♦✇s ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥t s❝❛❧❡✳



✹✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✼✼

❛❧❣♦r✐t❤♠ ③♦♥❡s |B| t♦t❛❧ r❡t✉r♥ [nats] ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡ [ms] ♦✛✲❧✐♥❡ t✐♠❡ [s]
❘❛♥❞♦♠ ✸✲✸ ✖ 2.52± 0.48 0.07± 0.18 ✖
▼②♦♣✐❝ ✸✲✸ ✖ 1.90± 0.27 63.91± 11.50 ✖
P❇✲❊♥tr♦♣② ✸✲✸ 5000 3.09± 0.36 172.82± 32.43 105.18± 34.41
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ ✸✲✸ 5000 3.00± 0.31 147.93± 37.54 79.04± 45.02
P❇✲▲✐♥❡❛r ✸✲✸ 5000 3.52± 0.31 441.05± 138.16 3531.32± 1794.75
❘❛♥❞♦♠ ✸✲✻ ✖ 1.75± 0.30 0.44± 1.28 ✖
▼②♦♣✐❝ ✸✲✻ ✖ 1.51± 0.02 222.87± 11.75 ✖
P❇✲❊♥tr♦♣② ✸✲✻ 5000 2.14± 0.16 99.36± 17.57 74.27± 11.31
P❇✲◗✉❛❞r❛t✐❝ ✸✲✻ 5000 1.87± 0.11 79.08± 47.60 28.71± 18.69
P❇✲▲✐♥❡❛r ✸✲✻ 5000 2.22± 0.26 355.12± 429.71 413.95± 901.21

❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ ❈♦st✲❙❡♥s✐t✐✈❡ ❘♦❝❦ ❉✐❛❣♥♦s✐s ❘❡s✉❧ts✳ ▼❡❛♥ t♦t❛❧ r❡t✉r♥✱ ♠❡❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♦✛✲❧✐♥❡
t✐♠❡ ♦✈❡r ✶✵ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ ✶✵✵ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✺✵ st❡♣s✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ❛♥❞ r❡❞ ✈❛❧✉❡s st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❜❡sts ❛♥❞
✇♦rst r❡s✉❧ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡
✺✲✼ ♠❛♣ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ✇❛s ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♣♦♦r ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣♦❧✐❝✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✺✵✵✵ ♣♦✐♥ts✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛ ❢❛st ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡② ❡✣❝✐❡♥t❧②
❣❛t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✜rst r♦❝❦✱ ❜✉t t❤❡♥ t❤❡② ❢❛✐❧ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ r❡st✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣♦✐♥ts ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥❡❡❞s ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✱ ❜✉t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❡♥tr♦♣② r❡✇❛r❞ ✇✐t❤ ✷✵✵✵✵ ♣♦✐♥ts
♦✉t♣❡r❢♦r♠s r❛♥❞♦♠✱ ❛♥❞ ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ ♠②♦♣✐❝✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡✇❛r❞ ❢❛✐❧s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ t❤✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✷✵✵✵✵ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t
✐s ✉♥❧✐❦❡❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡ s❡t s✐③❡s
t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡✇❛r❞ ❢❛✐❧s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts✳

❈♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❘♦❝❦ ❉✐❛❣♥♦s✐s

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❡❞ r❡✇❛r❞s ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ✇❛s t♦ ❜✐❛s t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s t♦ s♦♠❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ st❛t❡✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ✐s t❤❛t
✐❣♥♦r❛♥❝❡ ✐s st✐❧❧ t❤❡ ✇♦rst ✈❛❧✉❡❞ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✱ s♦ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡
♠♦r❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ t❤❛♥ ♦t❤❡rs✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s st✐❧❧ t♦ ❣❛t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❍❡r❡✱ t❤❡ ❡❛r❧② r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ r♦❝❦ ❞✐❛❣♥♦s✐s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t✱
s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❘♦❝❦
❙❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ ✏❣♦♦❞✑ r♦❝❦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r♦❝❦ ✐s s❝✐❡♥t✐✜❝❛❧❧② ✈❛❧✉❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❛ ✏❜❛❞✑ r♦❝❦ ♠❡❛♥s
t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ r♦❝❦ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ t♦ ❛ss✐❣♥
✇❡✐❣❤ts t♦ ✏❣♦♦❞✑ ❛♥❞ ✏❜❛❞✑ r♦❝❦s✱ ❜✐❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝❛❧❧②
✈❛❧✉❛❜❧❡ r♦❝❦s✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ st❛t❡✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ R(good, a) = 2 ❛♥❞ R(bad, a) = 1 ❢♦r ❛❧❧ a ∈ A ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞✳ ❆♥ ❛r❜✐tr❛r② η = 1.0 ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ st❛t❡✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞
✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ρH ✱ ρQ ❛♥❞ ρL✳ ❚❤❡ ▼②♦♣✐❝ ❛♥❞ ❘❛♥❞♦♠
str❛t❡❣✐❡s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❡①❡❝✉t❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✺ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✸✲✸ ❛♥❞ ✸✲✻ ♠❛♣s ❢♦r 100
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ H = 50 ✉♥❞❡r 10 r❡♣❡t✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡✇❛r❞ ♦✈❡r❝♦♠❡s ❛❧❧ t❤❡
♦t❤❡rs✱ ❜✉t ✐t ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♠♦st t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❢♦r ❜♦t❤ ♦♥✲❧✐♥❡ ❛♥❞ ♦✛✲❧✐♥❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♠②♦♣✐❝ str❛t❡❣② ✐s
❛❣❛✐♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛❧❧ ♦t❤❡rs✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇♦rst ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞
str❛t❡❣② ❢♦r ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❞❛♣ts s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t♦ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜✉t ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ η ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡✲❜❛s❡❞ ❝♦st✴r❡✇❛r❞
❢✉♥❝t✐♦♥✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛❞✲❤♦❝ ♠②♦♣✐❝ str❛t❡❣✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢❛st❡r t❤❛♥ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♦♥❡s✳



✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣❛✈❡s t❤❡ ✇❛② ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✉s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ♣♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ♦♥❡s✮ ✐♥ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② s♦✉♥❞ ♠❛♥♥❡r✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡
❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧✳

✹✳✻✳✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ P❖▼❉P ❝❛❧❧❡❞ ρP❖▼❉P ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❡①♣r❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✉s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ r❡✇❛r❞ ρ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛
❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ st❛t❡✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ ρ✱ ❛ ✜rst ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❜❛❝❦✉♣ V ∗
t = BV ∗

t−1 ♣r❡s❡r✈❡s
❝♦♥✈❡①✐t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ρ ✐s P❲▲❈ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V0 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0✱ t❤❡♥ V ∗

t ✐s ❛❧s♦ P❲▲❈ ❛♥❞ ✐t
✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❛❞❛♣t ♠❛♥② st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt P❖▼❉P ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❨❡t✱ ✐❢ ρ ✐s ♥♦t P❲▲❈✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❡①❛❝t ✉♣❞❛t❡s ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡♠♣❧♦② P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❝♦♥✈❡① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❤❛♥❞ t♦ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ρ ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝❛s❡✳ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ r❡♠❛✐♥ ❛❧♠♦st
t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ✇❡r❡ t❡st❡❞✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ♦✉t♣❡r✲
❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♠②♦♣✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠②♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤
s❡❡♠s ❛ ✈❡r② ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐t ✐s t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❞❞r❡ss❡❞
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s✱ ✐t
s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ ♦♥❡ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ✐❢ ❞❡♥s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡
✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐❢ ♦♥❧② s♣❛rs❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡✇❛r❞✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭❑r✐s❤♥❛♠✉rt❤②✱ ✷✵✵✷✮✱ ❞♦❡s ♥♦t ❢❛✐❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts✱ ❜✉t ✐s ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s
s✉r♣❛ss❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r♦❜❧❡♠ t❡st❡❞✱ ✐t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢❛✐❧s t♦ ✜♥❞
❣♦♦❞ ♣♦❧✐❝✐❡s✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♣✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ str❡ss ♦✉t t❤❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s✱ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢
❝♦♥❝❡♣t ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦r ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s s❤♦✇✐♥❣ ♣r♦♠✐s✐♥❣
r❡s✉❧ts✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✭❆r❛②❛✲▲ó♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❛✮ ❛♥❞ ✭❆r❛②❛✲
▲ó♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮✱ ②❡t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇❡r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ♣♦❧✐s❤❡❞ ❢♦r t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ♥❡✇ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❖t❤❡r ❛✉t❤♦rs ❛r❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t♦ ✉s❡
ρP❖▼❉Ps ✭s✉❝❤ ❛s ❊❝❦ ❛♥❞ ❙♦❤ ✭✷✵✶✷✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✹✳✻✳✷ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s s❡❝✲
t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s❡t s✐③❡ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞
str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ✉s❡ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
t❤❛♥ t❤❡ st❛t✐❝ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❜❡❧✐❡❢✲s❡t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❞②♥❛♠✐❝ s❡t s✐③❡s ❛♥❞ ❛♥ ❡rr♦r✲❜❛s❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✻✮✳ ❚❤✐s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❡ss ♣♦✐♥ts✱ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛rts
♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ♦r ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s❡t✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇ ✉♣ ✐s
❛❧s♦ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦❧❧❡❝ts ❜❡❧✐❡❢✲♣♦✐♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛✐♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡rr♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ str❛t❡❣② ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣r❡❡❞②
❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❛ s♠❛rt ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② s♣❡❝✐❢✲
✐❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ♠❛② ❜❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦r
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡✐♥✱ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡ r❡s✉❧t t❤❛t ❛ ❤❛rs❤ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ♦✛❡rs ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ✇❤❡♥ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❡❧✐❡❢✲
♣♦✐♥ts ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✇❤② t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉rs ♠❛② ❤❡❧♣ t♦ ❜✉✐❧❞ ❢❛st❡r ❛♥❞ s✐♠♣❧❡r



✹✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✼✾

❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s♦❧✈❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✻✮✳

❆ ♠❛❥♦r ✐ss✉❡ ✐♥ P❖▼❉P s♦❧✈❡rs ✐s s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✉s✉❛❧❧② ❣r♦✇s ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❡✈❡♥ ✇♦rs❡ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ✐s ❝♦♥s✉♠❡❞ ♦♥ t❤❡ α✲✈❡❝t♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s
❤❛✈❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ α✲✈❡❝t♦rs✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❤✐❣❤❧②
str✉❝t✉r❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ ❢❛❝t♦r❡❞ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤✐s
str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt t❤❛♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❧❛✐♥ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ✭P♦✉♣❛rt✱ ✷✵✵✺✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡
st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢❛❝t♦r❡❞ ✐♥ ❛ ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ♣❛rt✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✉s❡ t❤❡ ▼✐①❡❞ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❉P ❢♦r✲
♠❛❧✐s♠ ✭❆r❛②❛✲▲ó♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜❝❀ ❖♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❤✐❞❞❡♥
✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛② ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ♠♦r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t
♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ η ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❢♦r♠s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr✉♠
❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ✭❧♦✇ η ✈❛❧✉❡s✮ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝ st❛t❡✲❜❛s❡❞ P❖▼❉Ps ✭❤✐❣❤ η ✈❛❧✉❡s✮✳ ❆❧s♦✱
❛ ❞❡❡♣❡r st✉❞② ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡✲❜❛s❡❞
r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ♥❡❡❞❡❞✳
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❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣

❈♦♥t❡♥ts
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✺✳✸ Pr♦❜❛❜❧② ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❈♦rr❡❝t ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✸✳✶ P❆❈✲▼❉P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✸✳✷ P❆❈✲❇❆▼❉P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✺✳✸✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✏■t ✐s ✇❤❛t ✇❡ t❤✐♥❦ ✇❡ ❦♥♦✇ ❛❧r❡❛❞② t❤❛t ♦❢t❡♥ ♣r❡✈❡♥ts ✉s ❢r♦♠ ❧❡❛r♥✐♥❣✑
✖ ❈❧❛✉❞❡ ❇❡r♥❛r❞✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐s ♥♦t ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ P❖▼❉P ❢r❛♠❡✇♦r❦
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ s♦♠❡ s♦rt ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❛❝t✐✈❡❧②
❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st t❤r❡❡ ❞❡❝❛❞❡s✱ ♥❛♠❡❧②
❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣ ✭❘▲✮ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❘▲ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❛♥❞ ❛ ❢❡✇
s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✭✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ❘▲ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✮✱ t♦ ♣✉t ✐♥t♦ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❈❤❛♣t❡rs ✻ ❛♥❞ ✼✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ P❖▼❉P ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❘▲
❞❡❛❧s ✇✐t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❘▲ ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❛❞❧② s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s
✏❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✑ ✭❙✉tt♦♥ ❛♥❞ ❇❛rt♦✱ ✶✾✾✽✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❣❡♥t
♠✉st s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤✐♥ ❛ ✭♣❛rt✐❛❧❧②✮ ✉♥❦♥♦✇♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢
✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥✮ s❝❛❧❛r r❡✇❛r❞s✳

❯♥❞❡r t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❉P ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱
②❡t ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡ ❛❣❡♥t✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡
✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ✏tr✉❡✑ ▼❉P ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✜ts t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧
✐s st❛t✐♦♥❛r② ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✐♥ ✐♥✜♥✐t❡✲❤♦r✐③♦♥ s❡tt✐♥❣s✳

▲❡t M = 〈S,A, T, r, s0〉 ❜❡ ❛♥ ▼❉P✱ ✇❤❡r❡ S ❛♥❞ A ❛r❡ ❦♥♦✇♥ st❛t❡ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ s0 ✐s ❛ ❦♥♦✇♥
✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱ ❜✉t ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ T ✱ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ r✱ ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳

✽✶



✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✭❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t
r❡✇❛r❞✮ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭♦r ♣♦❧✐❝②✮
t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡t✉r♥✱ ❦♥♦✇✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❤✐st♦r② s♦ ❢❛r ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ st❛t❡s ❛♥❞ r❡✇❛r❞s ✭♣❛rt✐❛❧
tr❛❥❡❝t♦r②✮✳

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❘▲ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ♣♦❧✐❝② t❤❛t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
st❛t✐♦♥❛r②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r❡❞ s♦ ❢❛r✱ ❛ ♣♦❧✐❝② ♠❛② ❜❡ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✇❤♦❧❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ♣❛st st❛t❡s✱ ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ r❡✇❛r❞s t♦ ❛❝t✐♦♥s✳

✺✳✶ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❘▲ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❘▲ ♣r♦❜❧❡♠
✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ▼❉P ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ✭❙③❡♣❡s✈ár✐✱ ✷✵✶✵✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✳ ❘▲ ❖♣t✐♠❛❧ P♦❧✐❝② ▲❡t M = 〈S,A, T, r, s0〉 ❜❡ t❤❡ tr✉❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ▼❉P✱ ❛♥❞

V π
M = lim

n→∞
ES1:Sn

[
n∑

t=1

γt−1r(St−1, π(At), St)

∣
∣
∣
∣
∣
S0 = s0, π, T, r

]

❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧✐❝② π ✉s✐♥❣ t❤❛t ♠♦❞❡❧✱ t❤❡♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✈❡r✐✜❡s

π∗(s) ∈ argmax
π

V π
M (s), ∀s ∈ S.

❆s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ▼❉P ♠♦❞❡❧ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛✐♠ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ♣♦❧✐❝② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s s♦ ❢❛r✱ ❛♥❞ ❜❡ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❧❡❛r♥
t❤✐s ♣♦❧✐❝② ✭❙✉tt♦♥ ❛♥❞ ❇❛rt♦✱ ✶✾✾✽✮✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❜✐❛s❡s✱ ❜✉t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s
t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ❛s ❢❛st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ✇❡❧❧ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤
❤♦♣❡❢✉❧❧② ❢❡✇ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❘❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ s✉❝❝❡ss ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ s♦♠❡ ❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✉♥❞❡r t❤✐s ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐t ✐s
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❛❧✇❛②s ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠♦❞❡❧
✐s ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ st❡♣s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡
✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ♦❢t❡♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ r❡❣r❡t
♦❢ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡ ✭❏❛❦s❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ♦r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦♥ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧ st❡♣s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✮✳

✺✳✶✳✶ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥✴❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❉✐❧❡♠♠❛

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐❢ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r s♦♠❡ st❡♣s✱ ❛ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤✐s ❣♦♦❞
❡st✐♠❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦♦♥ ❡♥♦✉❣❤ t❤r♦✉❣❤ ❛ s♠❛rt ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛② ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❙tr❡❤❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛❝t✐♦♥s
t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡s❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❛❝t✐♦♥s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❧❡❛r❧② ❤❡❧♣s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❢✉t✉r❡✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ ♣r♦❜❧❡♠ ♥❡❡❞s
❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡t✉r♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞✐❝❤♦t♦♠② ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡①✲
♣❧♦r❛t✐♦♥✴❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✐❧❡♠♠❛ ✭❙✉tt♦♥ ❛♥❞ ❇❛rt♦✱ ✶✾✾✽❀ ❚❤r✉♥✱ ✶✾✾✷✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st
❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✖♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❢❛✈♦✉r ❧❡❛r♥✐♥❣✖❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✖♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛❝✲
t✐♦♥s t❤❛t ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡t✉r♥ ✉s✐♥❣ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❡❛r♥❡❞✳ ■♥ s✐♠♣❧❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s
❛r❡ ♣♦♦r✱ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t✱ ②❡t ✐❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❣♦♦❞✱ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡
♥♦✇ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❧✐❦❡❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇ ❛ ♣r✐♦r✐ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ ❛s t❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠♦st ♦❢ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t
❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❤❛♥❞✲t✉♥❡ t❤✐s ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✳



✺✳✶✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ✽✸

❚❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✴❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✐❧❡♠♠❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ n✲❛r♠❡❞ ❜❛♥❞✐ts
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
❛r♠s ✭❆✉❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❛❝❦❧❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r❡❣r❡t ✭♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❧♦ss✮ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣
❛♥ ❛r♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛r♠ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❣r❡t ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ ❛♥
❡①♣❡❝t❡❞ r❡t✉r♥ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❜② r❡❧❛①✐♥❣ s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞✐ts s✉❝❤ ❛s ❛r♠
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❘▲ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❑♦❝s✐s
❛♥❞ ❙③❡♣❡s✈ár✐✱ ✷✵✵✻✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❡①♣❡❝t❡❞ r❡t✉r♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ s♦
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ✇❛② ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t②
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❛r♠✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✴❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✐❧❡♠♠❛ ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡
❜❛♥❞✐t ♣r♦❜❧❡♠ ✭❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛t✐♦♥s✮ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞♦♠❛✐♥ ♥♦✇❛❞❛②s ✭❆✉❞✐❜❡rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀
❆✈♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳

✺✳✶✳✷ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ❘▲

❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ✭❑❛❡❧❜❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❜✮✱ ❞❡✲
♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜✉✐❧❞s ✐♥t❡r♥❛❧ ▼❉P ♠♦❞❡❧s ♦r ♥♦t✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡
❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ♣❛rt✐❛❧ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡s❡
❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♣♦❧✐❝②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ ♠♦❞❡❧✲
❢r❡❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ♣❛rt✐❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥❢❡r t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r
♣♦❧✐❝②✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ▼❉P ♠♦❞❡❧✳

❆ ❙✐♠♣❧❡ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤

▲❡t pt = {s0, a1, s1, r1, · · · , st, at, rt} ❜❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ st❛t❡s✱ ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ r❡✇❛r❞s✱ t❤❡♥ ❛
♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s s♦♠❡ ❡st✐♠❛t♦rs f ❛♥❞ g t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✇❛r❞
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t t✐♠❡ t✿

T̂t = f(pt),

R̂t = g(pt).

■❢ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥❧② ♦❢ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐rs✱ ❛♥❞ ♦❜✈✐♦✉s❧②
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ R̂✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥❞ s♦❧✈❡ ❛♥ ▼❉P✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦❧✐❝② π̂t ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳

π̂t ∈ argmax
π
{E
[

∞∑

i=0

γiR̂t(si, π(si))

∣
∣
∣
∣
∣
T̂t, R̂t, s0

]

}

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣♦❧✐❝② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♥❡✇ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
t♦ r❡♣❡❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♠❛❞❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥t② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
♠❡t❤♦❞ ✭❑❛❡❧❜❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❜✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❡①♣❧♦✐ts ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✱ ②❡t t❤✐s s❛♠❡
str❡♥❣t❤ ✐s ✐ts ♠❛✐♥ ✇❡❛❦♥❡ss✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♦♥❧② r❡✐♥❢♦r❝❡s t❤❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧♦r❡❞✱ ❞♦✐♥❣ ♥♦
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛t ❛❧❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s❤♦rt ♣❛rt✐❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣s ♠✐❣❤t ❜❡ ♥♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❞✉❡
t♦ ❛❧❡❛t♦r② ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ❜✐❛s✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✐❝✐❡s t♦✇❛r❞s s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐❧❧ ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ❡s❝❛♣❡ ❜② ✐ts❡❧❢✳

❆❞❞✐♥❣ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❆❝t✐♦♥s

❆ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠✱ ❡✈❡r② s♦ ♦❢t❡♥✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ❛❝t✐♦♥ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤♦s❡ st❛t❡✲
❛❝t✐♦♥ ♣❛✐rs t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ǫ✲❣r❡❡❞② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❲❛t❦✐♥s✱ ✶✾✽✾✮ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡s❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ǫ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦❧✐❝② ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− ǫ✳

❆ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ✉s❡ ❛❝t✐♦♥✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❜② r❛♥❦✐♥❣ t❤❡ st❛t❡✲✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❝♦♥✲
tr♦❧ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❆ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦❞✉❝❡s ♥❡❛r❧② ❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❧♦✇



✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❡♥❞s t♦ ❛ ❣r❡❡❞② ❛❝t✐♦♥ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s♦❢t♠❛① ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❲❛t❦✐♥s✱
✶✾✽✾✮✳

❚❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❛❝t✐♦♥s t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❤✐❣❤❧② st♦❝❤❛st✐❝
❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ▼❉Ps✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❤❡❛✈✐❧② str✉❝t✉r❡❞ ▼❉Ps t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣❧❛♥♥❡❞
❛❤❡❛❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ✭❈❤❛♣t❡r ✼ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤✐s ✐ss✉❡✮✳

❖♣t✐♠✐s♠ ❛♥❞ r✲♠❛①

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡
✭❙✉tt♦♥ ❛♥❞ ❇❛rt♦✱ ✶✾✾✽❀ ❑❛❡❧❜❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❜✮✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ❛ s♦✉♥❞ ❡①♣❧♦r✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s t♦
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❤❛t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ tr✐❡❞ ❡♥♦✉❣❤ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❤✐❣❤ ♣❛②♦✛s✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠✐s♠ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞
✉♥t✐❧ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❢❛❧s❡ ✭♦r tr✉❡✮ ❜② tr②✐♥❣ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❤✐❣❤ ♣❛②♦✛s✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✜❝t✐t✐♦✉s❧② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡
❡st✐♠❛t❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s t❤❛t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② s❤r✐♥❦ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ♥❡✇ s❛♠♣❧❡s✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❛❞✲❤♦❝ ❤❡✉r✐st✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❤✐❣❤❧② str✉❝t✉r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡② ✉s✉❛❧❧② ❡①❤✐❜✐t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❣✉❛r❛♥t❡❡s s✉❝❤ ❛s ♦♥❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳

r✲♠❛① ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ②❡t ❡✣❝✐❡♥t ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❇r❛❢♠❛♥ ❛♥❞ ❚❡♥♥❡♥❤♦❧t③✱ ✷✵✵✸✮✱ t❤❛t ❞✐✈✐❞❡s
t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐rs ✐♥t♦ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛✐rs✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇♥ ♣❛✐rs ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✈✐s✐t❡❞ ❛t ❧❡❛st m t✐♠❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛✐rs ❤❛✈❡ ❧❡ss t❤❛♥ m ✈✐s✐ts✳ ❚❤❡ r✲♠❛① ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❛ss✐❣♥ ❛
♠❛①✐♠❛❧ r❡✇❛r❞ t♦ t❤♦s❡ ♣❛✐rs t❤❛t ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡
❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛✐rs ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r m t❤❛t
❛❧❧♦✇s ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t n(s, a) ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐ts ♦❢ ❛ ♣❛✐r✱ n(s, a, s′) ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ st❛t❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s (s, a) −→ s′✱ ❛♥❞ Ri(s, a), i ∈ {1, 2, . . . , n(s, a)} ❜❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡✇❛r❞s ❢♦r ❛ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥
♣❛✐r✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡✇❛r❞ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

R̂(s, a) =
1

n(s, a)

n(s,a)
∑

i=1

Ri(s, a), ❛♥❞

T̂ (s, a, s′) =
n(s, a, s′)

n(s, a)
.

◆♦✇✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r t❤✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t②
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞✖✉s✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✖t♦ ✜♥❞ t❤❡
✜①❡❞ ♣♦✐♥t s♦❧✉t✐♦♥✿

Q(s, a) = R̂(s, a) + γ
∑

s′∈S

T̂ (s, a, s′)max
a′

Q(s′, a′) ✐❢ n(s, a) ≥ m,

Q(s, a) =
Rmax

1− γ ♦t❤❡r✇✐s❡,

✇❤❡r❡ Rmax ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ r❡✇❛r❞s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♥❡①t ❛❝t✐♦♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❣r❡❡❞✐❧②
❢r♦♠ Q(s, ·) ❛♥❞ ❡①❡❝✉t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❡✇ s❛♠♣❧❡✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❛❧❧ t❤❡ Q✲✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤
Rmax/(1 − γ)✱ s♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r r❡s❡♠❜❧❡s ❛ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❆❢t❡r s♦♠❡ ♣❛✐rs ❛r❡ ♠❛r❦❡❞
❛s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❣✐♥s t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❧❡ss ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ♣❛✐rs✱ ❢♦r❝✐♥❣ ❛ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❢♦r
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♣❛✐rs ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ❛s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛♥ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥
♣♦❧✐❝②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐❦❡❧② ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ m✳

❆ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❜✐❡✲❡❜ ✭❙tr❡❤❧ ❛♥❞ ▲✐tt♠❛♥✱ ✷✵✵✺✮✱ ✇❤✐❝❤
♠❛✐♥t❛✐♥s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ✭❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✮ ❢♦r t❤❡ r❡✇❛r❞ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ◗✲✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ s♠♦♦t❤❡r ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢
s❛♠♣❧❡s t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛♥ ❛ ✜①❡❞ m s❛♠♣❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r
❜❛♥❞✐ts t♦ ▼❉P ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❯❈❚ ✭❑♦❝s✐s ❛♥❞ ❙③❡♣❡s✈ár✐✱ ✷✵✵✻✮✱ ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r



✺✳✷✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣ ✽✺

❯♣♣❡r ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❢♦r ❚r❡❡ s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❣✉✐❞❡ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ tr❡❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥
✉s✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r
♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s ✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❜♦✉♥❞s ✐♥ ❯❈❚✲❱ ✭❆✉❞✐❜❡rt ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽✮✱ ♦r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s ✐❞❡❛ ✇✐t❤ s♣❛rs❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ ❋❙❙❙ ✭❲❛❧s❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡
♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ♦♣t✐♠✐st✐❝
❡st✐♠❛t❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ♦♣t✐♠✐st✐❝✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t
t♦ ❛ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ t✐❣❤t✳

❆ ❙✐♠♣❧❡ ▼♦❞❡❧✲❋r❡❡ ❆♣♣r♦❛❝❤

▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡s✿ ✭✶✮ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ ✭✷✮ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ▼❉P✳ ❚❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ◗✲❧❡❛r♥✐♥❣ ✭❲❛t❦✐♥s✱ ✶✾✽✾✮✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s
♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ❛❝t✐♦♥ ❣r❡❡❞✐❧② ❢r♦♠ t❤✐s ◗✲❢✉♥❝t✐♦♥✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❜s❡r✈❡s ❛ r❡✇❛r❞ r ❛♥❞ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ (s, a, s′)✱ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s t❤❡
◗✲✈❛❧✉❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Q(s, a) = Q(s, a) + α

(

r +max
a′∈A
{Q(s′, a′)} −Q(s, a)

)

,

✇❤❡r❡ α ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♦♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✬s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s t❤❡ ✏s♣❡❡❞✑ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s♣❡❡❞ ✐s t♦♦ ❢❛st✱ ✐t ✇✐❧❧ ❧❡❛r♥ s✉❜✲
♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝✐❡s ❞✉❡ t♦ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛✱ ❛♥❞ ✐❢ ✐t ✐s t♦♦ s❧♦✇ ✐t ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❛ ❧♦t ♦❢ s❛♠♣❧❡s t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❞❡❝❡♥t
♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ αt✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦t❛❜❧② ♠❛❦❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ Q∗ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ✭❏❛❛❦❦♦❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✮ ✉♥❞❡r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱
✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ ❜♦✉♥❞❡❞ r❡✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥t

∑

t

αt ❛♥❞ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t
∑

t

α2
t ✮✳

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ǫ✲❣r❡❡❞② ❛♥❞ s♦❢t♠❛① ❛r❡ ♥♦t ❡①❝❧✉s✐✈❡ t♦ ♠♦❞❡❧✲
❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡② ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❲❛t❦✐♥s✱ ✶✾✽✾✮✳ ❆❧s♦✱
♦♣t✐♠✐st✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❉❡❧❛②❡❞ ◗✲▲❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡s ✉♣❞❛t❡s ❛r❡ ❞❡❧❛②❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r ❜❡❝♦♠❡s ❦♥♦✇♥ ❛s ✐♥ r✲♠❛① ✭❙tr❡❤❧
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳

✺✳✷ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ♦❢t❡♥ r❡❧② ♦♥ ❛ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t② ✐s t❛❝❦❧❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛t❤❡r❡❞ s❛♠♣❧❡s✱ ❤♦♣✐♥❣ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ▼❉Ps ✇✐t❤ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧❡❛r♥✐♥❣✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❙tr❡♥s✱ ✷✵✵✵✮✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❝❛♥
❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉♥❞❡r ❡♣✐st❡♠✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮✳

■♥ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ✭❉❡❛r❞❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ❙tr❡♥s✱ ✷✵✵✵✮ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ▼❉P ♠♦❞❡❧
M ∈ M ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐ts ❡♣✐st❡♠✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥
❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ❢❛❧❧s ✐♥ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✇♦r❦s ✐♥ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛r❧② ✇♦r❦ ♦❢ ❉❡❛r❞❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ♦r t❤❡ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss❡s ♦❢
●❤❛✈❛♠③❛❞❡❤ ❛♥❞ ❊♥❣❡❧ ✭✷✵✵✼✮✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s r✉❧❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ M ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ s❛♠♣❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ ❛s
♠♦r❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞✱ s♦♠❡ ▼❉Ps ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ▼❉Ps ❝❛♥ ❜❡
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✉t✱ ❛s ✐♥ ❛♥② ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✶✽✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳ ▲❡t φ ❜❡ t❤❡ ♣r✐♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ▼❉Ps✱ s✉❝❤ t❤❛t
Pr(M) = Pφ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ V ♦❢ ❛ ♣♦❧✐❝② π ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

✶✽✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s ♦✈❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ▼❉Ps✱ s♦ ✐t ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞s✳



✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣

❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs φ✿

Vπ(s, φ) = EM [V π
M (s)|φ] =

∫

µ∈M

V π
µ (s)Pφ(µ)dµ.

❯♥❞❡r t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✈❡r✐✜❡s

π∗(s, φ) ∈ argmax
π

Vπ(s, φ), ∀s ∈ S.

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❛s ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❜② ❉✉✛ ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜② ❉✐♠✐tr❛❦❛❦✐s ✭✷✵✵✽✮✱
❛♥❞ ✐s t❤❡ ❝♦r♥❡rst♦♥❡ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V ✐s ✉s❡❞ ❤❡r❡✱
t♦ str❡ss ♦✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ V✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ V ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✉s✉❛❧❧② t❤❡② ❛r❡ ❡❛s② t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❛s t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♦♥❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡
▼❉P r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❘❡♠❛r❦❛❜❧②✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♦✉♥❞ ✇❛② ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✴❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✐❧❡♠♠❛✱
❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ ❛s♣❡❝ts ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥❞ ✐♥
❝♦♥tr❛st t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❘▲✱ ✐t ✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❛s❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡
♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐ts str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ ♦r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❇❛②❡s✐❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✱ s♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣r♦♠✐s❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✴❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥
❞✐❧❡♠♠❛✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✱
❛♥❞✱ ✐♥ s♦♠❡ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛s ❤❛r❞ ❛s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❋♦r t❤✐s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ R ✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ [0, 1] ✐♥t❡r✈❛❧ ✶✾✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
r❡✇❛r❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ r❡✇❛r❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P♦✉♣❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣✱ ✷✵✵✾✮✳
❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ M ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ T ✱ ✇❤❡r❡ Tµ(s, a, s′) = Pr(S′ = s′|A = a, S = s,M = µ)✳ ❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pr(M) = P0 ❤❛s t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s r✉❧❡ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t
✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳

❆t t✐♠❡ t✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r Pt ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P0 ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ❤✐st♦r② s♦ ❢❛r
ht = s0, a0, · · · , st−1, at−1, st✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ P❖▼❉Ps✱ t❤✐s ✉♣❞❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡
▼❛r❦♦✈ ♣r♦♣❡rt②✱ ✐✳❡✳✱ ❛t t✐♠❡ t+1 ✐t ✐s ♦♥❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ Pt ❛♥❞ t❤❡ tr✐♣❧❡t (st, at, st+1) t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ♥❡✇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

Pt+1(µ) = Pr(M = µ|h1:t+1,P0)

= Pr(M = µ|St = st, At = at, St+1 = st+1,Pt)

∝ Pr(St+1 = st+1|At = at, St = st,M = µ)Pr(M = µ|Pt)

= Tµ(st, at, st+1)Pt(µ). ✭✺✳✶✮

✺✳✷✳✶ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ Pr✐♦rs

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r φ✱ ✇❤❡r❡ Pr(M = µ) = Pφ(µ)✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡
t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s r✉❧❡✱ ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❛t❤❡r❡❞ ❛❜♦✉t
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ P❖▼❉P t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✱ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡
❜❡❧✐❡❢ ♦✈❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ s♦ ❤❡r❡ t❤❡ ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ b = Pφ ✐s ✉s❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♥♦t❛t✐♦♥
✭❉✉✛✱ ✷✵✵✷✮✳

❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣r✐♦r ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ✐♥ ❇❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥❧② ♦♥ s♦❧✈✐♥❣ ❘▲

✶✾✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧✇❛②s Rmax = 1 ❛♥❞ Rmin = 0✳



✺✳✷✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣ ✽✼

♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣
❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱
❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❋❧❛t✲❉✐r✐❝❤❧❡t✲▼✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ♣r✐♦r ✭❋❉▼✮✱ ✇❤♦s❡ ♣❞❢ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

b(µ) = Pφ(µ) =
∏

s,a

D(µs,a;φs,a),

✇❤❡r❡ D(·; ·) ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋❉▼s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② ▼❉P ✇✐t❤ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ✐s ♦♥❧② ♦♣t✐♠❛❧ ✉♥❞❡r t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐rs ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣r✐♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ❜r♦❛❞❧② ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts
s✐♠♣❧✐❝✐t② ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✉♣❞❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r φ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♥t❡rs ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡
φs,a(s

′) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❤♦✇ ♠❛♥② t✐♠❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ (s, a, s′) ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐♦r✮ ✐s

E[TM (s, a, s′)|B = b] = E[µs,a(s
′)|B = b] =

φs,a(s
′)

‖φs,a‖1
,

❛♥❞ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✉♣❞❛t❡ ❢r♦♠ t✐♠❡ t t♦ t+1✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ (s, a, s′)✱ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ♦♥❧②
t♦ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✿

φs,a(s
′)
(t+1)

= φs,a(s
′)
(t)

+ 1.

❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❋❉▼ ♣r✐♦r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦✉♥t❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥✐❢♦r♠
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦✉♥t❡rs t♦ ♦♥❡✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❋❉▼s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ s♦❧✈❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❡✣✲
❝✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧♦✐t str✉❝t✉r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❡♥❝♦❞❡
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❝t✐♦♥s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❢❛❝t♦r✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♦r ❛❧❧♦✇
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s✉❝❤ str✉❝t✉r❡s ✉s✐♥❣ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈❤✐♥❡s❡ ❘❡st❛✉r❛♥t
Pr♦❝❡ss❡s ♦r ■♥❞✐❛♥ ❇✉✛❡t Pr♦❝❡ss❡s ✭❆s♠✉t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❆❧s♦✱ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ♦t❤❡r
❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
▼❉Ps ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❙♦r❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳

❯s✉❛❧❧②✱ ❢❛❝t♦r✐♥❣ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❡❧♣s t♦ ❣r❛s♣ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ ❢❛❝t♦r✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡s✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ t❤❡
P❛✐♥t✴P♦❧✐s❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❲❛❧s❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ ♥❡①t st❛t❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❢t❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❛♥ ❛❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝t♦r❡❞ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t✇♦
♦r ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ t❛❝❦❧❡❞ ❜② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤r♦✉❣❤ ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡
♣r✐♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦r ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❢❛♠✐❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❍②♣❡r❞✐r✐❝❤❧❡t ❢❛♠✐❧②
✭❍❛♥❦✐♥✱ ✷✵✶✵✮✳

✺✳✷✳✷ ❖♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥✲❘▲

❈♦♥s✐❞❡r ❛ P❖▼❉P ♠♦❞❡❧✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t❡ w ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ st❛t❡ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ s ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ✳ ■❢ b r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ♦✈❡r µ✱ t❤✐s ❞❡✜♥❡s
❛ ❇❛②❡s✲❆❞❛♣t✐✈❡ ▼❉P ✭❇❆▼❉P✮ ✷✵ ✭❉✉✛✱ ✷✵✵✷✮✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❦✐♥❞ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉P ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡
✐s ❢❛❝t♦r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✭✈✐s✐❜❧❡✮ s②st❡♠ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ b ♦✈❡r t❤❡ ✭❤✐❞❞❡♥✮ ♠♦❞❡❧ µ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❆▼❉P✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
τ(w, a, w′) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pr(W ′ = w′|W = w,A = a) = Pr(B′ = b′, S′ = s′|B = b, S = s,A = a)

= Pr(B′ = b′|B = b, S = s,A = a, S′ = s′)Pr(S′ = s′|S = s,A = a,B = b)

= I(b′, Bayes(b, s, a, s′))

∫

µ∈M

Pr(S′ = s′|S = s,A = a,M = µ)Pr(M = µ|B = b)dµ

= I(b′, Bayes(b, s, a, s′))EM [TM (s, a, s′)|B = b]

✷✵✳ ❇❆▼❉P ❛❧s♦ st❛♥❞s ❢♦r ❇❡❧✐❡❢✲❆✉❣♠❡♥t❡❞ ▼❉P ✭❉✐♠✐tr❛❦❛❦✐s✱ ✷✵✵✽✮✳



✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣

✇❤❡r❡ I(b′, Bayes(b, s, a, s′)) ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ st❛t✐♦♥❛r②✱ ❛♥❞
Bayes(b, s, a, s′) ✐s t❤❡ s❤♦rt❤❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥
♣♦❧✐❝② ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❉✉✛✱ ✷✵✵✷❀ P♦✉♣❛rt
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✿

V∗(s, b) = max
a

[
∑

s′

EM [TM (s, a, s′)|B = b](R(s, a, s′) + γV∗(s′, b′))

]

✭✺✳✷✮

✇✐t❤ b′ = Bayes(b, s, a, s′) t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❛❢t❡r t❤❡ ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡✳
❋♦r t❤❡ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❝❛s❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠✲

♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡♦r② ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ ♦r ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❧② ✐s ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣
❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ✉s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ✜♥❞ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧
♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✳

❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t②♣✐❝❛❧❧② ❢❛❧❧ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss❡s ✭❆s♠✉t❤
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

✕ ❇❡❧✐❡❢✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ ❘▲ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ❛ P❖▼❉P ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t❡
✐s t❤❡ ♣❛✐r w = (s, µ)✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ P❖▼❉P s♦❧✈❡rs ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✱ s♦♠❡
r❡s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡ ❛❞❛♣t❡❞ t❤❡♠ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s♦❧✈❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

✕ ❯♥❞✐r❡❝t❡❞ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣❡r❢♦r♠ ❛❝t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡❧✐❡❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
❛♥❞ ❡✈❡r② s♦ ♦❢t❡♥ t❤❡② ♣❡r❢♦r♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛❝t✐♦♥s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

✕ ▼②♦♣✐❝ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦♣♦s❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛tt❡♠♣t t♦ r❡✲
❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s s❡t ♦♥ t❤♦s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

✺✳✷✳✸ ❇❡❧✐❡❢✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t♦ ❧♦♦❦ ❛t P❖▼❉P ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛❧s♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❜❡❧✐❡❢✲▼❉Ps✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧ P❖▼❉P ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ▼❉P ♠♦❞❡❧s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❛t✱ ♦♥❧② ❢❡✇
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s st❛t✐♦♥❛r✐t②✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❉✉✛ ✭✷✵✵✷✮ ♣r♦♣♦s❡s ✉s✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ❣r❛❞✐❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t♦rs
❛♥❞ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ s❛♠♣❧❡ ❜♦t❤ ❜❡❧✐❡❢ ❛♥❞ st❛t❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ❛♥❞ ❧❡❛r♥ st♦❝❤❛st✐❝
✜♥✐t❡✲st❛t❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✭♣♦❧✐❝✐❡s✮ ❛s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ str❛t❡❣②✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② st❛t❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t♦ ❛♥② ♣r✐♦r ❢❛♠✐❧②✱ ❜✉t ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❛♠♣❧❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ♣♦❧✐❝② ✐s ✉s✉❛❧❧② ❤✉❣❡✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✏st❛♥❞❛r❞✑ ✇❛② ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣
✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ P❖▼❉P ❛♥❞ ✐ts
❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡ ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❛t ❛❧❧✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❢♦r❝❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ P❖▼❉P ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ▼❊❉❯❙❆ ✭❏❛✉❧♠❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ s♣❛❝❡ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❣r✐❞ t♦ ❛♣♣❧② ❛♥② ✜♥✐t❡✲st❛t❡ P❖▼❉P s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦❢ ❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t s❛♠♣❧❡s ✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡✿ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❢❛✐r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳

❆♥♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭P♦✉♣❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❋❉▼ ♣r✐♦r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❜② ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ α✲✈❡❝t♦rs ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✮ t♦ α✲❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✉♥❞❡r t❤❡
❇❡❧❧♠❛♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✬s ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧t ❛❧❧♦✇s t♦ ✜♥❞ ✭✐♥ t❤❡♦r②✮ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ♦✛✲❧✐♥❡✳ ❨❡t✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐t ✐s ❛❧s♦
✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ r❛♣✐❞❧② ❡①❤❛✉sts ♠❡♠♦r②
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P♦✉♣❛rt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ✐s t♦ ♣r♦❥❡❝t α✲❢✉♥❝t✐♦♥s
t♦ s♠❛❧❧❡r s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ P❊❘❙❊❯❙ ✭❙♣❛❛♥ ❛♥❞



✺✳✷✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣ ✽✾

Bayes
update

MDP

MDP

bt → bt+1

i

i

i+ 1

i+ 1

t t+ 1 ∞0

H

H

E[M |bt+1]E[M |bt]

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❡①♣❧♦✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❝❤❡♠❛✳ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡ ♦❢
t❤❡ ♣r✐♦r✱ ❛♥❞ s♦❧✈❡s t❤❡ ▼❉P ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✳

❱❧❛ss✐s✱ ✷✵✵✺✮✱ ❝❛❧❧❡❞ ❜❡❡t❧❡✱ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ❜❛❝❦✉♣ t❤❡ α✲❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡♥ r❡✲♣r♦❥❡❝t
t❤❡♠ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ s♣❛❝❡✳

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡s ❛♥❞ ✉s❡ s♠❛rt ❜r❛♥❝❤
❛♥❞ ❜♦✉♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ tr❡❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭❉✐♠✐tr❛❦❛❦✐s✱ ✷✵✵✽✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤
♠❛② s❡❡♠ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❤❡❛✈✐❧② str✉❝t✉r❡❞ ♣r✐♦rs✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❝❛❧❡ ♥❡✐t❤❡r ✐♥ s♣❛❝❡ ♥♦r t✐♠❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡
♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳

❆❧❧ t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♦✛✲❧✐♥❡ ❛♥❞
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② s♦✉♥❞✱ ❜✉t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡② ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♦♥✲❧✐♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❆ ♥❛t✉r❛❧ ♦♥✲❧✐♥❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✉s❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭❘♦ss ❛♥❞ P✐♥❡❛✉✱ ✷✵✵✽✮✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ❘♦ss ❛♥❞ P✐♥❡❛✉ ✭✷✵✵✽✮ ❡♠❜❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✱ ❜② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❧✐❡❢s t♦ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✳

❆♥♦t❤❡r ♦♥✲❧✐♥❡ ❜❡❧✐❡❢✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ str❛t❡❣② ✐s ❇❛②❡s✐❛♥ ❙♣❛rs❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣✳ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ♣r♦♣♦s❡
♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s♣❛rs❡ ❜❡❧✐❡❢ tr❡❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r♦♦t ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡❧✐❡❢✳ ❆t ❡❛❝❤ ♦♥✲❧✐♥❡ st❡♣✱ t❤❡ tr❡❡ s♣❛rs❡❧②
❣r♦✇s ✉s✐♥❣ ❚❤♦♠♣s♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ✉♣ t♦ ❛ ✜①❡❞ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ tr❡❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡❛✈❡s ✭s❡❡ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥✮✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤✐s ✐❞❡❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❲❛❧s❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ t♦ ♣r♦❞✉❝❡
t❤❡ ❇❋❙✸ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆s♠✉t❤ ❛♥❞ ▲✐tt♠❛♥✱ ✷✵✶✶✮✱ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♦✛❡rs t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s
♦❢ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ✭P❆❈ ❜♦✉♥❞s✮✱ ♣r✐♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✭tr❡❡ s❡❛r❝❤✮ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✭s♣❛rs❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
s❛♠♣❧✐♥❣✮✳ ❆❧s♦✱ ❛ s✐♠✐❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛❧❧❡❞ ❇❆▼❈P ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭●✉❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❯❈❚ ❛♥❞ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐❞❡❛s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❇❛②❡s✲❆❞❛♣t✐✈❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦✳

✺✳✷✳✹ ❯♥❞✐r❡❝t❡❞ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❇❘▲ ✐s t♦ s❡❧❡❝t ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ▼❉P ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❛♥❞
❛❝t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤✐s ❢❛♠✐❧② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❡①♣❧♦✐t

✭❉❡❛r❞❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ❉✉✛✱ ✷✵✵✷❀ P♦✉♣❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ µ̄ = E[M |B = b] ✭✐✳❡✳✱
t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♠♦❞❡❧✮ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
▼❉P ♦❢ ❤♦r✐③♦♥ H✖❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♥♦t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤♦r✐③♦♥✖ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ❛s ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❡①♣❧♦✐t ✐s✱

V ❡①♣❧♦✐t

i (s,bt) = max
a

∑

s′∈S

T (s, a, s′,bt)
[
R(s, a, s′) + γV ❡①♣❧♦✐t

i−1 (s′,bt)
]

✇✐t❤ T (s, a, s′,bt) = Tµ̄(s, a, s
′) = E[TM (s, a, s)|B = bt].

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❋❉▼ ♣r✐♦r✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ T (s, a, s′,b) =
φs,a(s

′)

‖φs,a‖
✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✮ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡



✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣

❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✱ s♦ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ bt ✐s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣s
i ∈ [0, H]✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t t❤❡ ▼❉P 〈S,A, T = µ̄, R, s0〉 ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
s❡❧❡❝t t❤❡ ♥❡①t ❛❝t✐♦♥✳

❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❛❝❦s ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛❝t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ✐s t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♦ ❢❛r✱ s♦ ✐♥ ❛ s❡♥s❡ ✐t ✐s t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝❡rt❛✐♥t② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ❛s ❢r❡q✉❡♥t✐st ❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
s♦♠❡ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡✈❡r② s♦ ♦❢t❡♥✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥✉❛❧❧② t✉♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❜❧❡♠✳

❆ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✉s❡ s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ ✐♥ ✭❙tr❡♥s✱ ✷✵✵✵✮✱ ✇❤❡r❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ▼❉P
✐s s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r r❛t❤❡r t❤❛♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥t ❛❝ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ▼❉P✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ♦✈❡r
t❤❡ r❡❛❧✲♠♦❞❡❧✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ str❛t❡❣②✱ ②❡t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r t❤✐s t♦ ❤❛♣♣❡♥✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠✐❣❤t ❤❡❧♣ ❡s❝❛♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛✱ t❤❡② ❛r❡
♦♥❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❤✐❣❤❧② st♦❝❤❛st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐t❤ ✇❡❛❦❧② str✉❝t✉r❡❞ ▼❉Ps✳ ❘❡❧②✐♥❣ ♦♥ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✇❤❡♥
s♠❛rt ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦r ❛t ❧❡❛st t♦ s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞✳

✺✳✷✳✺ ▼②♦♣✐❝ ❛♥❞ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛st s❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛❞❞✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❛❝t✐♦♥s t♦ ❛ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❢♦r❝❡
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❞✐r❡❝t❡❞
str❛t❡❣② ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉❡❛r❞❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❜✐❛s❡❞ ❜②
❛ ♦♥❡✲st❡♣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠②♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❖♣t✐♠✐st✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣✱ ✷✵✵✾❀ ❆s♠✉t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❙♦r❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀
❆s♠✉t❤ ❛♥❞ ▲✐tt♠❛♥✱ ✷✵✶✶❀ ❆r❛②❛✲▲ó♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❛✮✱ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❣❛✐♥❡❞ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❞✉❡ t❤❡✐r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦st❡r✐♦r t♦ ✜♥❞ ❛♥
♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝t ❣r❡❡❞✐❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐t✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉s✉❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r✱ s♦ ✐t ❣❡ts ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♥❛rr♦✇
t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ♠♦r❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞✳

❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❇♦♥✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❜❡❜✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ❛♥ ▼❉P
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❧✐❦❡ ❡①♣❧♦✐t✮✱ ❜✉t ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✭❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣✱ ✷✵✵✾✮✳ ▲❡t R(s, a, s′) ❜❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ bt

t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ st❛t❡ ❛t t✐♠❡ t✱ t❤❡♥ ❜❡❜ ♣❡r❢♦r♠s ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

V ❜❡❜

i (s,bt) = max
a

∑

s′

T (s, a, s′,bt)
[

R̂(s, a, s′,bt) + γV ❜❡❜

i−1 (s
′,bt)

]

✇✐t❤ R̂(s, a, s′,bt) = R(s, a, s′) +
β

1 + ‖φs,a‖
,

✇✐t❤ β ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ♦♣t✐♠✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❡①♣❧♦✐t✱ ❜❡❜✬s ✈❛❧✉❡
✐t❡r❛t✐♦♥ ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ bt✱ s♦ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡s ❛♥ ▼❉P ✇✐t❤ ✜①❡❞
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❋❉▼ ♣r✐♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
✐t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❜♦♥✉s ✐❞❡❛ t♦ t✐❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ✐❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r✐♦rs✳

❙♦r❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✲❜❛s❡❞ ❜♦♥✉s ♦❢ ❜❡❜✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❜♦♥✉s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ❤✐❣❤✲r❡❣r❡t s❝❡♥❛r✐♦s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ r❡t✉r♥✳

❆ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦ss ✭❆s♠✉t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧♦✐t✲❧✐❦❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜♦ss s❛♠♣❧❡s ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♦r ❛♥❞ ♠❡r❣❡s t❤❡♠ ✐♥ ❛
s✐♥❣❧❡ ▼❉P✳ ❚❤✐s ▼❉P ❤❛s ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧
❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❝t✐♦♥✲❛✉❣♠❡♥t❡❞ ▼❉P ✐s ✭♣r♦❜❛❜❧②✮
♦♣t✐♠✐st✐❝✱ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♥❛rr♦✇s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ▼❉P ✐s ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛❝t✐♦♥✲s♣❛❝❡✱ s♦ ❜♦ss ✉♣❞❛t❡s ✐ts ♣♦❧✐❝② ♦♥❧②
✇❤❡♥ ❛♥② st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r ❣❡ts ✈✐s✐t❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ m t✐♠❡s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r ♣❛ss❡s t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✮✳



✺✳✸✳ Pr♦❜❛❜❧② ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❈♦rr❡❝t ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✾✶

❜❡❜ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❛❧♠♦st ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷✶ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛s ❜♦ss✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜♦ss ✐s ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛❜♦✉t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❧✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡❜ ✐s ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ❦♥♦✇♥✳ ❆❧s♦✱ ❜♦ss ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❋❉▼ ♣r✐♦rs✱ ❜❡❝❛✉s❡ ▼❉Ps ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
♣♦st❡r✐♦r ❛♥❞ ♥♦t ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✉t ❛s ✐♥ ❡①♣❧♦✐t✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✺✳✸ Pr♦❜❛❜❧② ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❈♦rr❡❝t ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✺ ✐s t❤❛t t❤❡② ✉s✉❛❧❧② ✈❡r✐❢②
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛❜♦✉t ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡s❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s
❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② ❛ q✉✐❝❦ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t✇♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✉s❡❞ ✐♥
❘▲✿ t❤❡ P❆❈✲▼❉P ❛♥❞ t❤❡ P❆❈✲❇❆▼❉P ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

Pr♦❜❛❜❧② ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❈♦rr❡❝t ▲❡❛r♥✐♥❣ ✭P❆❈✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ✇❛② ♦❢ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❱❛❧✐❛♥t✱ ✶✾✽✹✮✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❛♠♣❧❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ ✭♦r ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❧❡❛r♥✮ ❝❡rt❛✐♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t✐♠❡ ♦r
s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐s t♦ ✜♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ❧♦✇ ♦r❞❡r s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s st♦❝❤❛st✐❝✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦
✭♥♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♦❢t❡♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❧♦✇ ♦r❞❡r s❛♠♣❧❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇✐t❤✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ P❆❈ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ P❆❈ ✐s t❤❛t ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− δ ✭♣r♦❜❛❜❧②✮✱ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ tr❛✐♥✐♥❣
❡rr♦r ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❧♦✇ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ǫ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦rr❡❝t✮✳ ■❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s
♥❡❡❞❡❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s P❆❈✲❡✣❝✐❡♥t✳

✺✳✸✳✶ P❆❈✲▼❉P

■♥ ❘▲✱ t❤❡ P❆❈✲▼❉P ♣r♦♣❡rt② ✭❙tr❡❤❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ǫ✲❝❧♦s❡
♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− δ ✐♥ ❛❧❧ ❜✉t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧
P❆❈ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦♥✲ǫ✲❝❧♦s❡ st❡♣s ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r✱ ❜✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥♦♥✲ǫ✲❝❧♦s❡ st❡♣s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ P❆❈✲▼❉P ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵
✐♥ ❙tr❡❤❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ✇❤❡r❡ t❤r❡❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ P❆❈✲▼❉P
♣r♦♣❡rt②✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st ✉s❡ ❛t ❧❡❛st ♥❡❛r ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❆❧s♦✱ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st ❣✉❛r❛♥t❡❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ✐t ✐s ❛❝❝✉r❛t❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♣❛rts
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐ts ❛❝t✉❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ǫ✲❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥♦♥✲ǫ✲❝❧♦s❡ st❡♣s ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✮ ♠✉st ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶ ✭P❆❈✲▼❉P✮✳ ■♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❡r♠s✱ P❆❈✲▼❉P ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ t❤♦s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤✱ ✇✐t❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1−δ✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧✐❝② At✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠ A ❛t t✐♠❡ t ♦✈❡r t❤❡ r❡❛❧ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
♠♦❞❡❧ µ0✱ ✐s ǫ✲❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛❧❧ ❜✉t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✿

V At

µ0
(s) ≥ V ∗

µ0
(s)− ǫ.

❙❡✈❡r❛❧ ❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ P❆❈✲▼❉P ♣r♦♣❡rt②✱ ❞✐✛❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ♠❛✐♥❧② ♦♥
t❤❡ t✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r✲♠❛① ✭❇r❛❢♠❛♥ ❛♥❞ ❚❡♥♥❡♥❤♦❧t③✱ ✷✵✵✸✮✱
♠❜✐❡✲❡❜ ✭❙tr❡❤❧ ❛♥❞ ▲✐tt♠❛♥✱ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❉❡❧❛②❡❞ ◗✲▲❡❛r♥✐♥❣ ✭❙tr❡❤❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ❛r❡ s♦♠❡ ♥♦♥✲❇❛②❡s✐❛♥
❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ❜♦ss ✭❆s♠✉t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ✐s ❛ ❇❛②❡s✐❛♥
❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ P❆❈✲▼❉P✳

■♥ P❆❈✲▼❉P ❛♥❛❧②s✐s t❤❡ ♣♦❧✐❝② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝②
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ▼❉P ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✉t♦♣✐❝ ♣♦❧✐❝② ✭P♦✉♣❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s✱ ❜✉t ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛s♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞s ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣♦❧✐❝②✳

✷✶✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❡q✉❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧②✳



✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣

✺✳✸✳✷ P❆❈✲❇❆▼❉P

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ P❆❈✲▼❉P ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❜❡ P❆❈ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ♣♦❧✐❝②✱
r❛t❤❡r t❤❛♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✉t♦♣✐❝ ♣♦❧✐❝②✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s P❆❈✲❇❆▼❉P ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❛✐♠ ✐s t♦
❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❧♦s❡♥❡ss t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✲❆❞❛♣t✐✈❡ ▼❉P✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✷ ✭P❆❈✲❇❆▼❉P✮✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s P❆❈✲❇❆▼❉P ✐❢✱ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1−δ✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧✐❝② At ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠ A ❛t t✐♠❡ t ✐s ǫ✲❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ ❜✉t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② t❤❡
❜❡❧✐❡❢ b✿

VAt(s, b) ≥ V∗(s, b)− ǫ,
✇✐t❤ δ ∈ [0, 1) ❛♥❞ ǫ > 0✳

❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣ ✭✷✵✵✾✮✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ♥❡❛r✲❇❛②❡s✐❛♥
♣r♦♣❡rt②✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❜❡❜ ✐s P❆❈✲❇❆▼❉P ❢♦r t❤❡ ✉♥❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✜♥✐t❡
❤♦r✐③♦♥ ❝❛s❡ ✷✷✳ ❆❧s♦✱ ❇❋❙✸ ✭❆s♠✉t❤ ❛♥❞ ▲✐tt♠❛♥✱ ✷✵✶✶✮ ❝❧❛✐♠s t♦ ❜❡ P❆❈✲❇❆▼❉P✳

✺✳✸✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

P❆❈✲▼❉P ❛♥❞ P❆❈✲❇❆▼❉P ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠✐❣❤t s❡❡♠ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✢❛✈♦r✱
❜✉t ✐♥ ❢❛❝t t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ P❆❈✲▼❉P ♣r♦♣❡rt② ✐s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡
❝❧♦s❡♥❡ss t♦ t❤❡ ♣♦❧✐❝② t❤❛t ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ r❡t✉r♥ ♦✈❡r t❤❡ r❡❛❧ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ P❆❈✲❇❆▼❉P
♣r♦♣❡rt② ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝❧♦s❡♥❡ss t♦ t❤❡ ♣♦❧✐❝② t❤❛t ❜❡st ✉s❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ P❆❈✲▼❉P tr✐❡s t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜❡st t❤❛t ❡①✐sts✱ ✇❤✐❧❡ P❆❈✲❇❆▼❉P tr✐❡s t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ ❜❡st t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞✳ ■♥ P❆❈✲▼❉P ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❣✉❛r❛♥t❡❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✉t♦♣✐❝ ♣♦❧✐❝② ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✷✸✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ P❆❈✲❇❆▼❉P ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
❝♦rr❡❝t♥❡ss ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ♣♦❧✐❝② ✐s ❤❛r❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣r♦✈❡❞ ❜② ✭❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣✱ ✷✵✵✾✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② s❤♦✇ ❛ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠
✇❤❡r❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✐s ♥♦t P❆❈✲▼❉P✳

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✏❝♦rr❡❝t✑ ✇❛② t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ ❜♦t❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❤❛✈❡ t❤❡✐r
♣r♦♣❡r ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❛t✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✈❡r✐❢② ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② t❤❡
P❆❈✲❇❆▼❉P ♣r♦♣❡rt② t❤❛♥ t❤❡ P❆❈✲▼❉P ♦♥❡✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ♥♦♥✲❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✈❡r✐❢② ♠♦r❡
♥❛t✉r❛❧❧② t❤❡ P❆❈✲▼❉P ♣r♦♣❡rt②✳

✷✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡✖r❡❝t✐✜❛❜❧❡✖❡rr♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♣♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♥❡❛r✲❇❛②❡s✐❛♥♥❡ss ♦❢ ❜❡❜ ✐♥ ✭❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣✱
✷✵✵✾✮✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✳
✷✸✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✉t♦♣✐❝ ♣♦❧✐❝②✱ ②❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✉r❡ t❤❛t t❤✐s ♣♦❧✐❝② ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳



❈❤❛♣t❡r ✻

❇❛②❡s✐❛♥ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ▲♦❝❛❧ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s

❈♦♥t❡♥ts
✻✳✶ ❖♣t✐♠✐s♠ ✐♥ ❘▲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✻✳✶✳✶ ❇❛②❡s✐❛♥ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
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✻✳✷ ❜♦❧t✿ ❆ ❙✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❘♦❜✉st ❇❘▲ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✻✳✷✳✶ ❖♣t✐♠✐s♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✻✳✸ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇❖▲❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✻✳✸✳✶ ▼✐①❡❞ ❱❛❧✉❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✻✳✸✳✷ ❇❖▲❚ ✐s P❆❈✲❇❆▼❉P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✻✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✻✳✹✳✶ ❚❤❡ ❈❤❛✐♥ Pr♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✻✳✹✳✷ ❚❤❡ P❛✐♥t✴P♦❧✐s❤ Pr♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✹✳✸ ❚❤❡ ▼❛r❜❧❡ ▼❛③❡ Pr♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✻✳✺✳✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✻✳✺✳✷ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✏❲❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t ✐♥ ♦✉r ♣♦✇❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❛t ✐s tr✉❡✱ ✇❡ ♦✉❣❤t t♦ ❢♦❧❧♦✇ ✇❤❛t ✐s ♠♦st
♣r♦❜❛❜❧❡✑

✖ ❉❡s❝❛rt❡s✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❘▲ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡❛r♥✐♥❣ r❡✇❛r❞s
✐♥ ❛♥ ▼❉P ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ✷✹✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝
str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲✱ ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐s♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❧✐❡s✱ ❛♥❞ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦r ✐♥ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❛s ✐♥ s♦♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ✐❞❡❛✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥✲❘▲ ❝❛❧❧❡❞ ❜♦❧t ✭❇❛②❡s✐❛♥ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ▲♦❝❛❧
❚r❛♥s✐t✐♦♥s✮ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ♦♣❡♥✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s
s❤♦✇♥ t❤❛t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜♦❧t ❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ P❆❈✲❇❆▼❉P ♣r♦♣❡rt② ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✮✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤r♦✉❣❤ s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s✳ ❆❧s♦✱ ✐t ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②
s❤♦✇♥ t❤❛t ❜♦❧t ❤❛s ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r t✉♥✐♥❣ t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❧✐❦❡ ❜❡❜
✭❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣✱ ✷✵✵✾✮✳

✻✳✶ ❖♣t✐♠✐s♠ ✐♥ ❘▲

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❛ ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ❘▲ ♥♦✇❛❞❛②s ✷✺ ❞✉❡ t♦ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ■♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡

✷✹✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❦♥♦✇♥ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳
✷✺✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♣t✐♠✐s♠ ✐s ♥♦t ❢r❡❡ ❢r♦♠ ❝r✐t✐❝✐s♠ ✭❖rt♥❡r✱ ✷✵✵✽✮✳

✾✸



✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ▲♦❝❛❧ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s

st❛t❡s t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❧❡❛❞
t♦ ❤✐❣❤❧② ✉♥❝❡rt❛✐♥ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛s t❤❡② ❝♦✉❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r❡t✉r♥ ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡s❡
✉♥❝❡rt❛✐♥ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✈✐s✐t❡❞✱ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❜✐❛s t♦✇❛r❞s t❤❡♠ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♥❛t✉r❛❧❧②
❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s✱ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✴❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✐❧❡♠♠❛ st✐❧❧ ❤♦❧❞s✿ t♦♦ ♠✉❝❤ ♦♣t✐♠✐s♠
✇✐❧❧ ♦✈❡r✲❡①♣❧♦r❡✱ ❛♥❞ t♦♦ ❧✐tt❧❡ ♦♣t✐♠✐s♠ ✇✐❧❧ ♥♦t ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ❜♦t❤ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♥❞ ♥♦t✱ ❛♣♣❧②
♦♣t✐♠✐s♠ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳

✕ ■♥ r✲♠❛①✭❇r❛❢♠❛♥ ❛♥❞ ❚❡♥♥❡♥❤♦❧t③✱ ✷✵✵✸✮ t❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦✈❡rr❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s♠ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
m ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐ts ♥❡❡❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❞❡❝❧❛r✐♥❣ ❛ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r ❛s ❦♥♦✇♥✳

✕ ■♥♠❜✐❡✲❡❜✭❙tr❡❤❧ ❛♥❞ ▲✐tt♠❛♥✱ ✷✵✵✺✮ t❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦✈❡rr❛t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s♠ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
✐♥t❡r✈❛❧✬s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− δ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳

✕ ■♥ ❜❡❜✭❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣✱ ✷✵✵✾✮ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❜♦♥✉s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s♠ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜♦♥✉s ✇❤❡♥ ❛ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞✳

✕ ■♥ ❜♦ss✭❆s♠✉t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❡r❣❡s s❡✈❡r❛❧ s❛♠♣❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✉s❡s
t❤❡ ❜❡st tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡
♦♣t✐♠✐s♠ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r K✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧s t♦ s❛♠♣❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤
❦♥♦✇♥ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r m ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐ts ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❛ ♣❛✐r t♦ ❜❡
❦♥♦✇♥ ❛s ✐♥ r✲♠❛①✳

◆❡①t s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦♣t✐♠✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

✻✳✶✳✶ ❇❛②❡s✐❛♥ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s

❋r❛♠✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲✱ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♣♦st❡r✐♦r t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ✉s✐♥❣ t❤✐s ♣♦st❡r✐♦r ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❧② ♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
tr②✐♥❣ t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡♠ ✭❧✐❦❡ ✐♥ ❜♦ss✮✱ ♦r ✇♦r❦ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❧✐❦❡
❡①♣❧♦✐t✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❧❛st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠✐st✐❝✱ s♦ ❜❡❜ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ r❡✇❛r❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡s t❤❛t ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛♥
♦♣t✐♠✐st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛♥ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ r❡✇❛r❞ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡r❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♣t✐♠✐s♠ ✐s
❛ss✐❣♥❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❝t✉❛❧❧② ❧✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❧❛✇s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✐s♠ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ t❤❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ r❡✇❛r❞ ❜♦♥✉s❡s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✉♣♣❡r ♦r ❧♦✇❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦♣t✐♠✐s♠✱
❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♥② ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r
tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✶✳✶ ✭✸✲st❛t❡ ▼❉P✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✸✲st❛t❡ ▼❉P ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ❝♦r♥❡r ♦❢ ❋✐❣✲
✉r❡ ✻✳✶✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ A = {a, b}✳ ❯♥❞❡r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐♦r✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛✈❡
t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❝❡rt❛✐♥t② ❛s t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r s❤♦✇s✳ ❆t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ❝♦r♥❡r t❤❡
♣♦st❡r✐♦r ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❝♦❧♦rs ❢♦r ❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss
♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❡①♣❧♦✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ❛ ✏❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ✇❤✐t❡✑ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤✐s ♣♦st❡r✐♦r✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♦♣t✐♠✐st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s
✐s t♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s
t❤❡ s❡❧❢ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♦❢ S3 ✭r❡✇❛r❞ ♦❢ ✶✮✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ✐s ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t ♦♣t✐♠✐st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❤♦✇ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤♦✉t
❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❛✇s✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛s ✐♥ ♠❜✐❡✲❡❜✱
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝❛❧❧② ❜✐❛s❡❞ ❡①♣❡❝t❡❞
♠♦❞❡❧✳



✻✳✶✳ ❖♣t✐♠✐s♠ ✐♥ ❘▲ ✾✺

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ✸✲st❛t❡ ▼❉P ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s A = {a, b}✳ ■♥ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ❝♦r♥❡r✱ t❤❡ r❡❛❧
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ▼❉P✳ ❚♦ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❡❧✐❡❢ ✉♥❞❡r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐♦r✳ ■♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ❝♦r♥❡r t❤❡
✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❜❡❧✐❡❢ ❛♥❞ ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ s♦♠❡ s❛♠♣❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r s❤♦✇s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳



✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ▲♦❝❛❧ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❇❛②❡s ❇♦♦sts ♦❢ s✐③❡s η = 1 ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ η = 5 ✭r❡❞✮✳ ❋♦r ❜♦t❤
❜♦♦sts✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡①❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♣❞❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✐③❡ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞✳ ❆ r❛♥❞♦♠ ✉♣❞❛t❡ ♦❢
s✐③❡ ✺ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ▼❛❣❡♥t❛✳

✻✳✶✳✷ ❇❛②❡s ❇♦♦st

❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡ ❢♦r ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❜❡❧✐❡❢s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
r❡t✉r♥s ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✲
✉♦✉s ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ♦❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳
❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t ✭❝♦✉♥t❛❜❧❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✷✻

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ s❛♠❡ ❇❛②❡s r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ❢✉t✉r❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡s ❜② ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❛❞❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧

tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥ ❛ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡✲
❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r (s2, a) ✭✉s✐♥❣ ❛♥ ❋❉▼ ♣r✐♦r✮ ✐s ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✷✲s✐♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t θ = (3, 2, 1)
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡❧✐❡❢ bt t❤❛t ❞❡✜♥❡s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡r❡ ♦♥❧②
t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✿ (s2, a, s1)✱(s2, a, s2) ❛♥❞ (s2, a, s3)✳ ❚❤✐s ❢♦r♠s ❛ s♠❛❧❧ s✐♠♣❧❡①
✭✐♥ ❜❧✉❡✮ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✸ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜❡❧✐❡❢s ❛❢t❡r ♦♥❡ ✉♣❞❛t❡ ✭η = 1✮✳ ■❢ ♠♦r❡
✉♣❞❛t❡s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✜✈❡ ♦❢ t❤❡♠ ✭η = 5✮✱ ❛ ❧❛r❣❡r s✐♠♣❧❡① ✭✐♥ r❡❞✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜②
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✺ ✉♣❞❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ θ = (3, 2, 6)✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
✺✲✉♣❞❛t❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✱ ❛s t❤❡ s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ♠❛❣❡♥t❛ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐♥s✐❣❤t
♦❢ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✐s t❤❛t✱ ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲s♣❛❝❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐♥
t❤❡ r❡❞ s✐♠♣❧❡① ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝♦r♥❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ r❡❛❧ ✉♣❞❛t❡s ❧❛t❡r✱ t❤❡②
❛r❡ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r♥❡rs✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡ ❜♦♦sts ✐♥ s❡✈❡r❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐s
❛❧✇❛②s ❧❡ss ♦♣t✐♠✐st✐❝ t❤❛♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❜♦♦sts ✐♥ ✭t❤❡ ❝♦rr❡❝t✮ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳ ❇❛②❡s ❇♦♦st ❆ ❇❛②❡s ❇♦♦st ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝
♣❛✐r (s, a) ♦❢ ❛ ♣r✐♦r bt ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ληs,a,σ = {(s, a, σ), . . . , (s, a, σ)} ♦❢ s✐③❡ η✳ ❚❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ b′ = Boost(bt, s, a, σ, η) ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣♦st❡r✐♦r b′ = Pr(B′ = b′|B = b, ληs,a,σ) t❤❛t
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♣♣❧②✐♥❣ η ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ Bayes(b, s, a, σ)✳ ❚❤❡ η ♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦st✱ ❛♥❞ σ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦st✳

✷✻✳ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❇❘▲ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ P❖▼❉Ps✱ s♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♣r♦♣❡rt② ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
❡①t❡♥❞s t♦ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❛t ❧❡❛st ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧❡①✮✳



✻✳✷✳ ❜♦❧t✿ ❆ ❙✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❘♦❜✉st ❇❘▲ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾✼

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ ❇❛②❡s ❇♦♦st ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❜② ✐ts❡❧❢✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡
♦♣t✐♠✐st✐❝✳ ❆s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t σ ♠✉st ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱
❛s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡s✳

✻✳✷ ❜♦❧t✿ ❆ ❙✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❘♦❜✉st ❇❘▲ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❜♦❧t ✐s ❛♥ ❡①♣❧♦✐t✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✹✮ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t✱ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ ❛ ♣♦st❡r✐♦r
♠♦❞❡❧ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛♥❞ ❛♥ ▼❉P ✐s s♦❧✈❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❛❝t✐♦♥✳ ❯♥❧✐❦❡ ❡①♣❧♦✐t✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐s ♥♦t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ▼❉P
✈❛r✐❛♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s ❇♦♦sts ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✲❛✉❣♠❡♥t❡❞ ▼❉P
✭❆❆▼❉P✮ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜♦♦st✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✿ ❜♦❧t✿ ❇❛②❡s✐❛♥ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ▲♦❝❛❧ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❆❧❣♦r✐t❤♠✳
■♥♣✉t✿ R✱ γ✱ b0✱ s0✱η✱γ

✶ bt ← b0❀
✷ st ← s0❀
✸ ✇❤✐❧❡ ❡♣✐s♦❞❡ ♥♦t ❡♥❞❡❞ ❞♦
✹ ❢♦r❡❛❝❤ (s, a) ∈ S ×A ❞♦
✺ ❢♦r❡❛❝❤ σ ∈ S ❞♦
✻ α← (a, σ)❀
✼ T̂ (s, α, ·)← T (s, a, ·, Boost(bt, s, a, σ, η))❀
✽ ❡♥❞

✾ ❡♥❞

✶✵ aamdp← 〈S,A× S, T̂ , R, st〉❀
✶✶ Q❜♦❧t ← V alueIteration(aamdp, γ)❀
✶✷ at ∈ argmax

a
{Q❜♦❧t(st, a)}❀

✶✸ s′ ← execute(at)❀
✶✹ bt ← Bayes(st, at, s

′)❀
✶✺ st ← s′❀
✶✻ ❡♥❞

❚❤❡ ❆❆▼❉P ✉s❡s ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ A = A × S✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛❝t✐♦♥
α = (a, σ) ✐♥ st❛t❡ s ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ bt ✉♥❞❡r ❛ ❇♦♦st ♦❢ s✐③❡ η ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥
σ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡❧✐❡❢ ✐s ❜✐❛s❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢
tr❛♥s✐t✐♦♥s ληs,a,σ = {(s, a, σ), . . . , (s, a, σ)} ♦❢ s✐③❡ η✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣✐❝❦s ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡
❜♦t❤ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ a ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ σ ✇❤♦s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ r❡✐♥❢♦r❝❡✳

❯s✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝✐s❡ ❢♦r♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥✲❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦❧t ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛✲
r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠

V ❜♦❧t

i (s,bt) = max
α∈A,S

∑

s′

T̂ (s, α, s′,bt)
[
R(s, a, s′) + γV ❜♦❧t

i−1 (s′,bt)
]

✇✐t❤ T̂ (s, α, s′) = E[Pr(S′ = s′|S = s,A = a)|bt, λ
η
s,a,σ].

❆s ✐♥ ❡①♣❧♦✐t ♦r ❜❡❜✱ ❜♦❧t✬s ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ bt✱ ❜✉t t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆♥ ♦t❤❡r ✈✐❡✇ ✐s t♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❇❛②❡s ❇♦♦st ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❜❡❧✐❡❢✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ str❛t❡❣②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜♦♦st✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡
s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❛rr✐✈❡ t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❜❡❧✐❡❢✳

❜♦❧t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❜❡❜ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s ❛❧♠♦st ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❇✉t
✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧s♦ s✐♠✐❧❛r t♦ ❜♦ss ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♣✉ts t❤❡ ♦♣t✐♠✐s♠ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❜♦ss r❡❧✐❡s ♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ▼❉Ps✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞
❜❡❜ r❡❧✐❡s ♦♥ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❧✐❡s✳ ❜♦❧t ✐♥t❡♥❞s t♦ ✉s❡
t❤❡ ❜❡st ♦❢ ❜♦t❤ ✇♦r❧❞s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❢❛st ❇❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ♦♣t✐♠✐st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❋r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❡❛❝❤ ✉♣❞❛t❡ ✐♥ ❜♦❧t r❡q✉✐r❡s |S| t✐♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t❤❛♥
❡❛❝❤ ✉♣❞❛t❡ ✐♥ ❜❡❜ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜②



✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ▲♦❝❛❧ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s

|S| ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❛ s✐♠✐❧❛r ✐♥❝r❡❛s❡
❢♦r ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r str✉❝t✉r❡❞ ♣r✐♦rs✱ ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡s σ ♠✉st ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞✱ ❜✉t
♦♥❧② t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ❜♦❧t s❤♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❧❡ss
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt t❤❛♥ s❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧✐❦❡ ❜♦ss✱ ②❡t t❤✐s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✻✳✷✳✶ ❖♣t✐♠✐s♠

■♥ ❜♦❧t t❤❡ ♦♣t✐♠✐s♠ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ✷✼✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❜♦❧t
✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t η ✈❛❧✉❡s ✇✐❧❧ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r
❝♦♠♠♦♥ ♣r✐♦rs ❧✐❦❡ ❋❉▼s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❜♦❧t ✐s ❛❧✇❛②s ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✷✳✶ ✭❜♦❧t✬s ❖♣t✐♠✐s♠✮✳ ▲❡t (st,bt) ❜❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❜♦❧t✬s ✈❛❧✉❡ ✐t❡r✲
❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ H ❛♥❞ η ≥ H✳ ▲❡t ❛❧s♦ bt ❜❡ ❛ ♣r✐♦r ✐♥ t❤❡ ❋❉▼ ❢❛♠✐❧②✱ ❛♥❞ ❧❡t
VH(st,bt) ❜❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t

V ❜♦❧t

H (st,bt) ≥ VH(st,bt).

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❧❡♠♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t
✐t❡r❛t✐♦♥ i✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦❧t✬s ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✐s ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞ ✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t②✳

▲❡t Q∗
H(st,bt, a) ❜❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ st❛t❡✲

❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i ✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Q∗
i (s,b, a) =

∑

s′

φs,a(s
′)

‖φs,a‖
(R(s, a, s′) + γV∗

i−1(s
′,b′))

≤ max
θ

∑

s′

φ
(t)
s,a(s′) + θ(s′)

‖φ(t)s,a‖+ ‖θ‖
(R(s, a, s′) + γV∗

i−1(s
′,b′)),

✇❤❡r❡ b ✐s ❛ ❞❡s❝❡♥❞❡♥t ♦❢ bt✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t b ✐s ❛ ❜❡❧✐❡❢ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ H − i ❇❛②❡s✐❛♥ ✉♣❞❛t❡s
❢r♦♠ bt✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ φ ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡❧✐❡❢ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ H− i ❇❛②❡s✐❛♥
✉♣❞❛t❡s ❢r♦♠ φ(t)✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ θ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ‖θ‖ = ‖φs,a‖ − ‖φ(t)s,a‖✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠s t❤❡ s♣❛❝❡
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♣❞❛t❡s ♦❢ s✐③❡ H − i✳ ❚❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❡❝t♦r θ′ s✉❝❤ t❤❛t
φs,a = φ(t)s,a + θ′✳ ◆♦✇✱ ❧❡t

f(θ) =
∑

s′

φ
(t)
s,a(s′) + θ(s′)

‖φ(t)s,a‖+ ‖θ‖
g(s′, s, a,b), ✇✐t❤

g(s′, s, a,b) = R(s, a, s′) + γV∗
i−1(s

′,b′).

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t f(θ) ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ‖θ‖ = Cs,a ✐s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ f(·) ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ g(·, s, a,b) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Q∗
i (s,b, a) ≤ max

θ
f(θ)

=
1

‖φ(t)s,a‖+ Cs,a

([
∑

s′

φ(t)s,a(s
′)g(s′, s, a,b)

]

+max
θ

[
∑

s′

θ(s′)g(s′, s, a,b)

])

≤ 1

‖φ(t)s,a‖+ Cs,a

([
∑

s′

φ(t)s,a(s
′)g(s′, s, a,b)

]

+ Cs,a max
σ

(g(σ, s, a,b))

)

. ✭✻✳✶✮

✷✼✳ ❆♥ ✐♥t❡❣❡r ♦r r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳



✻✳✸✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇❖▲❚ ✾✾

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦❧t✱

Q❜♦❧t

H (st,bt, a) = max
σ

Q❜♦❧t

H (st,bt, (a, σ)),

❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V∗
H(st,bt)✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ st❡♣ i+ 1✱ ♦♥❡ ♠✉st ❛ss✉♠❡

t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i ✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t②✿
0 ≤ ∆i ≤ V ❜♦❧t

i (s,bt)−V∗
i (s,b)✳ ❚❤❡♥✱ ❜♦❧t✬s ✈❛❧✉❡ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i+1 ✇✐t❤ η = H ❝❛♥ ❜❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞✿

Q
❜♦❧t

i+1 (s,bt, a) = max
σ

∑

s′

φ
(t)
s,a(s

′) +Hδ(σ, s′)

‖φ
(t)
s,a‖+H

(R(s, a, s′) + γV
❜♦❧t

i (s′,bt))

= max
σ

∑

s′

φ
(t)
s,a(s

′) +Hδ(σ, s′)

‖φ
(t)
s,a‖+H

(R(s, a, s′) + γ(V∗
i (s,b) + ∆i))

≥ γ∆i +
H maxσ(g(σ, s, a,b)) +

∑
s′ φ

(t)
s,a(s

′)g(s′, s, a,b)

‖φ
(t)
s,a‖+H

. ✭✻✳✷✮

❯s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✻✳✶ ❛♥❞ ✻✳✷✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i+ 1 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

Q
❜♦❧t

i+1 (s,bt, a)−Qi+1(s,b, a) ≥ γ∆i +
H maxσ(g(σ, s, a,b)) +

∑
s′ φ

(t)
s,a(s

′)g(s′, s, a,b)

‖φ
(t)
s,a‖+H

−
Cs,a maxσ(g(σ, s, a,b)) +

∑
s′ φ

(t)
s,a(s

′)g(s′, s, a,b)

‖φ
(t)
s,a‖+ Cs,a

≥ γ∆i +
(H − Cs,a)

∑
s′ φ

(t)
s,a(maxσ(g(σ, s, a,b))− g(s′, s, a,b))

‖φ
(t)
s,a‖+H

≥ γ∆i,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st st❡♣ ✐s ❞✉❡ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✭✐✳❡✳✱ H > Cs,a✮✳
❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t V ❜♦❧t

i+1 (s,bt)−V∗
i+1(s,b) ≥ γ∆i✳ ❙♦✱ ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜❛s❡ st❡♣ ✐s ∆0 = 0✖❜❡❝❛✉s❡

V0(s,b) = V ❜♦❧t(s,bt) = 0✖❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ r❡♣❡❛t❡❞❧②✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
✐♥❞✉❝t✐♦♥✳

✻✳✸ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇❖▲❚

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢s t❤❛t ❜♦❧t ✐s P❆❈✲❇❆▼❉P ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❝❛s❡
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❋❉▼ ♣r✐♦r✳ ❚♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣r♦♦❢s✱ ♣❧❡❛s❡ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t H ✐s ♥♦t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✜♥✐t❡ ✐♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✮✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❉Ps✳

P❧❡❛s❡ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝② At ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ P❆❈✲❇❆▼❉P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t
t✐♠❡ t✱ ❡✳❣✳✱ At = argmax

π
V ❜♦❧t,π
H (st)✱ ♠✉st ❜❡ ǫ✲❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❜✉t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❜♦❧t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✶ ✭❜♦❧t ✐s P❆❈✲❇❆▼❉P✮✳ ▲❡t At ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❜♦❧t ❛t t✐♠❡ t ✇✐t❤
η = H✳ ▲❡t ❛❧s♦ st ❛♥❞ bt ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t❡ ❛♥❞ ❜❡❧✐❡❢ ❛t t❤❛t t✐♠❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t
❧❡❛st 1− δ✱ ❜♦❧t ✐s ǫ✲❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ♣♦❧✐❝②

VAt(st,bt) ≥ V∗(st,bt)− ǫ

❢♦r ❛❧❧ ❜✉t Õ
( |S||A|η2
ǫ2(1− γ)2

)

= Õ

( |S||A|H2

ǫ2(1− γ)2
)

t✐♠❡ st❡♣s✳

❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ H ❢♦r r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✱ ②❡t ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
H ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ǫ ❛♥❞ γ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s♠ ♣❛r❛♠❡t❡r η
❞❡♣❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ✭ǫ✱δ✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭γ✱|S|✱|A|✮✳



✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ▲♦❝❛❧ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s

✻✳✸✳✶ ▼✐①❡❞ ❱❛❧✉❡ ❋✉♥❝t✐♦♥

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❜♦❧t ✐s P❆❈✲❇❆▼❉P✱ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♠✉st ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
❋✐rst✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡rs θ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡
♣r✐♦rs ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❋❉▼s ❢♦r t❤❡ ❧❡♠♠❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ✐s
♠♦♥✐t♦r❡❞✱ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t K = {(s, a)|‖φs,a‖ ≥ m} ♦❢ ❦♥♦✇♥ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐rs ✭❑❡❛r♥s ❛♥❞
❙✐♥❣❤✱ ✶✾✾✽✮✱ ✐✳❡✳✱ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐rs ✇✐t❤ ✏❡♥♦✉❣❤✑ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳

❆❧s♦✱ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥ ❡①♣❧♦✐t✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ A ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✭❧✐❦❡ ❡①♣❧♦✐t✱ ❜♦❧t ♦r ❜❡❜✮ ❛ ♠✐①❡❞ ✈❛❧✉❡
❢✉♥❝t✐♦♥ Ṽ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✐s Ṽ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❡①❛❝t ❇❛②❡s✐❛♥ ✉♣❞❛t❡ ✇❤❡♥ ❛ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥
♣❛✐r ✐s ✐♥ K✱ ❛♥❞ A✬s ✉♣❞❛t❡ ✇❤❡♥ ♥♦t ✐♥ K✳

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ▲❡♠♠❛ ✺ ♦❢ ❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣ ✭✷✵✵✾✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✈✐s✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❝❛s❡✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✸✳✷ ✭■♥❞✉❝❡❞ ■♥❡q✉❛❧✐t② ❘❡✈✐s✐t❡❞✮✳ ▲❡t Vπ
H(st,bt) ❜❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧✐❝② π✱

❛♥❞ a = π(s,b) ❜❡ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠✐①❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Ṽπ
i (s,b) =







∑

s′

T (s, a, s′,b)(R(s, a, s′) + γṼπ
i−1(s

′,b′)) ✐❢ (s, a) ∈ K,
∑

s′

T̃ (s, a, s′)(R̃(s, a, s′) + γṼπ
i−1(s

′,b′)) ✐❢ (s, a) /∈ K,
✭✻✳✸✮

✇❤❡r❡ T̃ ❛♥❞ R̃ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ T ❛♥❞ R r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍❡r❡✱ b′ ✐s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r
❛❢t❡r t❤❡ ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡ ✇✐t❤ (s, a, s′)✳ ▲❡t ❛❧s♦ AK ❜❡ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t ❛ ♣❛✐r (s, a) /∈ K ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r
t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✇❤❡♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ st❛t❡ st ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✐❝② π ❢♦r H st❡♣s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
r❡✇❛r❞s ❢♦r R ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ r❡✇❛r❞ R̃max ❢♦r R̃✱ t❤❡♥

Vπ
H(st,bt) ≥ Ṽπ

H(st,bt)−
(1− γH)

(1− γ) R̃maxPr(AK),

✇❤❡r❡ Pr(AK) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡✈❡♥t AK ✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ▲❡♠♠❛ ✺ ♦❢ ✭❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣✱ ✷✵✵✾✮✱ ❜✉t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♠✐①❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ r❡✇❛r❞ ❝❛s❡✳ ▲❡t pi ❜❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧
♣❛t❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♣♦❧✐❝② π✱ pi = 〈s0, a0, s1, . . . , ai−1, si〉✱ Pr(pi) t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❛t ♣❛t❤
❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r✐♦r ❜❡❧✐❡❢ b✱ ❛♥❞ r(pi) t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛st st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♣❛t❤ pi✱ ✐✳❡✳✱ (si−1, ai−1, si)✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡t P̃ r(pi) ❛♥❞ r̃(pi) ❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛❧♦♥❣ pi ❛♥❞ t❤❡
r❡✇❛r❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛st st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♠✐①❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ṽ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛t❤ pi✳ ❚❤❡♥✱

Ṽπ
H(st,bt)− Vπ

H(st,bt) =

H−1∑

i=1

γi
∑

pi

P̃ r(pi)r̃(pi)−
H−1∑

i=1

γi
∑

pi

Pr(pi)r(pi)

=
H−1∑

i=1

γi

[
∑

pi∈K

(

P̃ r(pi)r̃(pi)− Pr(pi)r(pi)
)

+
∑

pi /∈K

(

P̃ r(pi)r̃(pi)− Pr(pi)r(pi)
)
]

=

H−1∑

i=1

γi
∑

pi /∈K

(

P̃ r(pi)r̃(pi)− Pr(pt)r(pi)
)

≤
H−1∑

i=1

γi
∑

pi /∈K

P̃ r(pi)r̃(pi) ≤
(1− γH)

(1− γ) R̃maxPr(AK),

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♣❛t❤s ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✐♥ K ❛♥❞ t❤♦s❡ t❤❛t ❡s❝❛♣❡ ❢r♦♠ K✳ ■❢ ❛
♣❛t❤ ✐s ✐♥ K✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡✇❛r❞s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ s♦ t❤❡② ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t ✭t❤✐r❞ st❡♣✮✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
❧❛st st❡♣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡✇❛r❞ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
Pr(AK)✳



✻✳✸✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇❖▲❚ ✶✵✶

✻✳✸✳✷ ❇❖▲❚ ✐s P❆❈✲❇❆▼❉P

▲❡t ṼAt

H (st,bt) ❜❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦❧t✬s ♣♦❧✐❝② At ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐①❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ R̃(s, a, s′) =
R(s, a, s′) t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ T̃ (s, a, s′) = T̂ (s, α, s′,bt) = E[Pr(s′|s, a)|bt, λ

η
s,a,σ] t❤❡ ❜♦❧t tr❛♥✲

s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ a ❛♥❞ σ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧✐❝② At✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❜♦❧t✬s ✉♣❞❛t❡ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ✐s st✐❧❧ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❨❡t✱ t❤❡ T̂ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡s
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❡❧✐❡❢ ❛t t✐♠❡ t✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜❡❧✐❡❢ b ❛s ✐♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✉♣❞❛t❡✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✸✳✸ ✭❜♦❧t ▼✐①❡❞ ❇♦✉♥❞✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜♦❧t ❛♥❞
t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐①❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣♦❧✐❝② At ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❜♦❧t ✇✐t❤
η = H ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

V ❜♦❧t

H (st,bt)− Ṽ
At

H (st,bt) ≤
(1− γH)η2

(1− γ)m .

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❧❡♠♠❛ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ st❡♣ i+1 ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ q✉❛♥t✐t② ∆i✿

V ❜♦❧t

i (s,bt)− Ṽ
At

i (s,b) ≤ ∆i.

◆♦✇✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❧t❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r i + 1 ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ✜rst
❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ (s, a) /∈ K ✭✇✐t❤ α = At(s,b)✮✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ r❡✇❛r❞s ❢♦r ❡❛❝❤ t❡r♠
❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱

∆
(/∈K)
i+1 = V ❜♦❧t

i+1 (s,bt)− Ṽ
At

i+1(s,b)

=
∑

s′

T̂ (s, α, s′,bt)
(

R(s, a, s′) + γV ❜♦❧t

i (s,bt)−R(s, a, s′)− γṼAt

i (s,b′)
)

≤ γ∆i

∑

s′

T̂ (s, α, s′,bt)

= γ∆i.

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ (s, a) ∈ K✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❞✐✛❡r✱

∆
(∈K)
i+1 = V ❜♦❧t

i+1 (s,bt)− Ṽ
At

i+1(s,b)

=
∑

s′

T̂ (s, α, s′,bt)(R(s, a, s
′) + γV ❜♦❧t

i (s,bt))−
∑

s′

T (s, a, s′,b)(R(s, a, s′) + γṼAt

i (s,b′))

≤ γ∆i +
∑

s′

(

T̂ (s, α, s′,bt)− T (s, a, s′,b)
)(

R(s, a, s′) + γṼAt

i (s,b′)
)

= γ∆i +
∑

s′

(

φ
(t)
s,a(s′) + ηδ(σ, s′)

‖φ(t)s,a‖+ η
− φs,a(s

′)

‖φs,a‖

)
(

R(s, a, s′) + γṼAt

i (s,b′)
)

≤ γ∆i +
∑

s′

ηδ(σ, s′)

‖φ(t)s,a‖+ η
(R(s, a, s′) + γṼAt

i (s,b′))

≤ γ∆i +
η2

m
.

❍❡r❡✱ t❤❡ t❤✐r❞ st❡♣ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ∆i✳ ❚❤❡ ✜❢t❤ st❡♣ ❤♦❧❞s ❜❡❝❛✉s❡ φ(t)s,a(s
′) ≤ φs,a(s

′) ❛♥❞
‖φ(t)s,a‖ + H ≥ ‖φs,a‖✳ ❚❤❡ ❧❛st st❡♣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ṽ ✐s ❛❧✇❛②s ❧❡ss t❤❛♥
H = η✱ ❛♥❞ ‖φ(t)s,a‖+H ≥ m ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐rs ❛r❡ ✐♥ K✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i + 1 ✐s ∆i+1 = max(∆
(/∈K)
i+1 ,∆

(∈K)
i+1 ) =

η2

m
+ γ∆i✱ ❛♥❞ ∆0 = 0

❜❡❝❛✉s❡ V ❜♦❧t

0 (s,bt) = Ṽ
At

0 (s,b) = 0✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡♣❡❛t❡❞❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣✱
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳



✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ▲♦❝❛❧ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭▲❡♠♠❛ ✻✳✸✳✷✮✱ ✇✐t❤ At t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ❜♦❧t ❛t t✐♠❡ t✱ ❛♥❞ Ṽ ❛ ♠✐①❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❜♦❧t✬s ✉♣❞❛t❡ ✷✽ ✇❤❡♥ (s, a) /∈ K ✳ ❋r♦♠ ❤❡r❡✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞s✿

VAt(st,bt) ≥ V
At

H (st,bt)

≥ Ṽ
At

H (st,bt)−
1− γH
1− γ Pr(AK)

≥ V ❜♦❧t

H (st,bt)−
η2(1− γH)

m(1− γ) −
1− γH
1− γ Pr(AK)

≥ V∗
H(st,bt)−

η2(1− γH)

m(1− γ) −
1− γH
1− γ Pr(AK)

≥ V∗(st,bt)−
η2(1− γH)

m(1− γ) −
1− γH
1− γ Pr(AK)− γH

(1− γ) ,

✇❤❡r❡ t❤❡ t❤✐r❞ st❡♣ ✐s ❞✉❡ t♦ ▲❡♠♠❛ ✻✳✸✳✸ ✭❛❝❝✉r❛❝②✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉rt❤ st❡♣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✻✳✷✳✶ ✭♦♣t✐♠✐s♠✮✳

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
γH

(1− γ) =
ǫ

2
❛♥❞ ✜① m =

4η2

ǫ(1− γ) ✳

■❢ Pr(AK) >
η2

m
=
ǫ(1− γ)

4
✱ ❜② t❤❡ ❍♦❡✛❞✐♥❣ ✷✾ ❛♥❞ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❤❛t AK

♦❝❝✉rs ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥

O

( |S||A|m
Pr(AK)

log
|S||A|
δ

)

= O

( |S||A|η2
ǫ2(1− γ)2 log

|S||A|
δ

)

t✐♠❡ st❡♣s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− δ✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❛t ♥❡❣❧❡❝ts ❧♦❣❛r✐t❤♠s✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐❢ AK ♦❝❝✉rs
♠♦r❡ t❤❛♥ |S||A|m t✐♠❡s✱ t❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❡s❝❛♣❡ ❢r♦♠
K ❛♥②♠♦r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧r❡❛❞② ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✱ s♦ t❤✐s ❜♦✉♥❞
✇✐❧❧ ❜❡ ♠✉❝❤ t✐❣❤t❡r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❋♦r Pr(AK) ≤ η2

m
✱

VAt(st,bt) ≥ V∗(st,bt)−
ǫ(1− γH)

4
− ǫ(1− γH)

4
− ǫ

2

≥ V∗(st,bt)−
ǫ

4
− ǫ

4
− ǫ

2
= V∗(st,bt)− ǫ

✇❤✐❝❤ ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡♦r❡♠✳

❆ s✐♠✐❧❛r P❆❈✲❇❆▼❉P ♣r♦♦❢ ❢♦r ❜❡❜ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✱ r❡✈✐s✐t✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡❞
✐♥ ❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣ ✭✷✵✵✾✮ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ st♦♣♣✐♥❣

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡✳ ❜♦❧t✬s s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞ Õ
( |S||A|H2

ǫ2(1− γ)2
)

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❜❡❜✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣ ✭✷✵✵✾✮ ✭♦r ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✮✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❜❡❜

❤♦❧❞s ❢♦r β ≥ 2H2 ✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❜❡❜ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Õ
( |S||A|H4

ǫ2(1− γ)2
)

♥♦♥ ǫ✲❝❧♦s❡ st❡♣s✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠✉❝❤ ❧♦♦s❡r ❜♦✉♥❞ t❤❛♥ ❢♦r ❜♦❧t✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❢♦r❝❡❞❧② ♠❡❛♥ t❤❛t ❜♦❧t ✇✐❧❧ ❜❡❤❛✈❡ ❜❡tt❡r
t❤❛♥ ❜❡❜ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❧♦♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡①♣❡❝t t❤❡ ♦♣t✐♠✐s♠
♣r♦♣❡rt② t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ β ❛♥❞ η✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r
t❤❡s❡ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❜❡❜ ❛♥❞ ❜♦❧t ✐♥
t❡r♠s ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✷✽✳ ❚❤❡ R̃max ❝♦♥st❛♥t ✐s 1 ❢♦r ❜♦❧t ❜❡❝❛✉s❡ R̃ = R✳
✷✾✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❍♦❡✛❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞ ❛ss✉♠❡s t❤❛t s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ▼❉Ps✱ ✐t

✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❘❡❝❡♥t r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t✐❣❤t❡r ❜♦✉♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡
❡❧❛❜♦r❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ❧✐❦❡ ✐♥ ✭❙③✐t❛ ❛♥❞ ❙③❡♣❡s✈ár✐✱ ✷✵✶✵✮✳



✻✳✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✵✸

✻✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❜♦❧t✱ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡✐r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ♠❡❛♥✐♥❣
t❤❛t t❤❡② ❛r❡ str♦♥❣❧② str✉❝t✉r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡♠✳ ■♥ ❡❛❝❤
❞♦♠❛✐♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ tr✐❡❞ ❢♦r ❜♦❧t ❛♥❞ ❜❡❜✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ε✲❣r❡❡❞② ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❡①♣❧♦✐t✱
✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ε ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ❛❝t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✇❡❛❦❧② str✉❝t✉r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✹✮✱
s♦ ✉♥s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♣❧❛✐♥ ❡①♣❧♦✐t ✭ε = 0.0✮ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ε✲❣r❡❡❞②
✈❛r✐❛♥t✳

P❧❡❛s❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs β ❛♥❞ η✖t❤❛t ❡♥s✉r❡ ♦♣t✐♠✐s♠✖❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ H ♦❢ t❤❡ ▼❉Ps s♦❧✈❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❱■ ✇❛s ✉s❡❞
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❱■ ✉♣ t♦ ❛♥ ❤♦r✐③♦♥ H✱ st♦♣♣✐♥❣ ✇❤❡♥ ‖Vi+1−Vi‖∞ < ǫ✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❤♦r✐③♦♥ Hmax ≈ log(ǫ(1− γ))/ log(γ) ✭❑❡❛r♥s ❛♥❞ ❙✐♥❣❤✱ ✶✾✾✽✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✜♥❛❧
✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t ✇❛s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t + 1 t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
❋♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡s❡ ✐♥✜♥✐t❡ ▼❉Ps✱ γ = 0.95 ❛♥❞ ǫ = 0.01 ✇❡r❡ ✉s❡❞✱ ❜✉t ❜❡ ❛✇❛r❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✐s❝♦✉♥t❡❞ t♦t❛❧ r❡✇❛r❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭P♦✉♣❛rt ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✻❀ ❆s♠✉t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳

✻✳✹✳✶ ❚❤❡ ❈❤❛✐♥ Pr♦❜❧❡♠

b
aa a a a

b

b

b

b

r:1.0r:0.2

s1 s2 s3 s4 s5

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❚❤❡ ✺✲st❛t❡ ❈❤❛✐♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭✇✐t❤♦✉t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮✳ ❇② ❞❡❢❛✉❧t✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ a ♠♦✈❡s ❢♦r✇❛r❞
✐♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ b r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ st❛rt✐♥❣ st❛t❡ s1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠❛② ✏s❧✐♣✑ ✇✐t❤ s♦♠❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❛❝t✐♦♥ ❛s ✐♥t❡♥❞❡❞✳

■♥ t❤❡ ✺✲st❛t❡ ❝❤❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❙tr❡♥s✱ ✷✵✵✵❀ P♦✉♣❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❛t ❡✈❡r②
st❛t❡ ❧❡❛❞s t♦ st❛t❡ s1 ❜② t❛❦✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ b ❛♥❞ ❡✈❡r② st❛t❡ si ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ si+1 ✇✐t❤ ❛❝t✐♦♥ a✱
❡①❝❡♣t s5 t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ✐ts❡❧❢✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠❛② ✏s❧✐♣✑ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
p✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❛❝t✐♦♥ ❛s ✐♥t❡♥❞❡❞✳ ❙t❛②✐♥❣ ✐♥ s5 ❣✐✈❡s ❛ r❡✇❛r❞ ♦❢ 1.0 ✇❤✐❧❡ ❝♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ s1
❣✐✈❡s ❛ r❡✇❛r❞ ♦❢ 0.2✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r r❡✇❛r❞s ❛r❡ 0✳ ❚❤❡ ♣r✐♦rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❋✉❧❧ ✭❋❉▼✮✱ ❚✐❡❞✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p ✐s ❢❛❝t♦r❡❞ ❢♦r ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❙❡♠✐✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❢❛❝t♦r❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶ s❤♦✇s t❤❛t ❜❡❜ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ❛ t✉♥❡❞ ✉♣ β ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❋❉▼ ♣r✐♦r✱
❛s ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ ❜② ❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣ ✭✷✵✵✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ β✱ t❤✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s
❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❜♦❧t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❜♦ss ❢♦r ❛ t✉♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❜✉t
❞♦❡s ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ η✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ η = Hmax ≈ log(ǫ(1 − γ))/ log(γ) ≈ 150
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t❤❛t ❡♥s✉r❡s ♦♣t✐♠✐s♠✳ ❯♥s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❜❡❜
❛♥❞ ❜♦❧t ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦rs ❛r❡ ♥♦t ♠✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
❞❡❣❡♥❡r❛t❡s ✐♥t♦ ❛♥ ❡❛s✐❧② s♦❧✈❛❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜♦❧t ❛❝❤✐❡✈❡s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ η✱ ✐♥



✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ▲♦❝❛❧ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ❚✐❡❞ ❙❡♠✐ ❋✉❧❧
❡①♣❧♦✐t ✭ε = 0✮ 366.1 354.9 230.2
❜❡❜ ✭β = 1✮ 365.9 362.5 343.0
❜❡❜ ✭β = 150✮ 366.5 297.5 165.2
❜♦❧t ✭η = 7✮ 367.9 367.0 289.6
❜♦❧t ✭η = 150✮ 366.6 358.3 278.7
❜❡❡t❧❡ ✯ 365.0 364.8 175.4
❜♦ss ✯ 365.7 365.1 300.3

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❈❤❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐♦rs✳ ❆✈❡r❛❣❡ t♦t❛❧ r❡✇❛r❞ ♦✈❡r ✺✵✵ tr✐❛❧s ❢♦r ❛♥ ❤♦r✐③♦♥
♦❢ ✶✵✵✵ ✇✐t❤ p = 0.2✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ✯ ❝♦♠❡ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ✭P♦✉♣❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ✭❆s♠✉t❤ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✾✮✳

❝♦♥tr❛st t♦ ❜❡❜ t❤❛t ❢❛✐❧s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❙❡♠✐ ♣r✐♦r ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ β✳
❚❤✐s ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❛✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦

♣❛r❛♠❡t❡r t✉♥✐♥❣✳ ■♥ ❛♥ ❘▲ ❞♦♠❛✐♥✱ ♦♥❡ ✉s✉❛❧❧② ❝❛♥♥♦t t✉♥❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❜❧❡♠✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❣♦♦❞ ❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠
✇❡❧❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ s❤♦✇s ❤♦✇ ❜❡❜ ❛♥❞ ❜♦❧t ❜❡❤❛✈❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ ❛ ❋✉❧❧ ♣r✐♦r✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡s
♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢♦r β ❛♥❞ η ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❡♥s✉r❡s ♦♣t✐♠✐s♠
❢♦r ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r β t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ 2H2 ≈ 2 · 1502 = 45000✱ ②❡t t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ❛❢t❡r β = 50 ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ [0, 100]
✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❜❡❜✳ ❋♦r ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ♣✉r♣♦s❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❜♦❧t ✇❡r❡
❛❧s♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ [0, 100]✳

■♥ t❤❡ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❜✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❝❛②s ✈❡r② ❢❛st✱ ✇❤✐❧❡ ❜♦❧t ❛❧s♦ t❡♥❞s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✱
❜✉t ✐ts r❡s✉❧ts ❛r❡ st✐❧❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ❜❡❜ ❤❛s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♥❡❛r 1 ❛♥❞
t❤❡♥ ❢❛❧❧s ✈❡r② q✉✐❝❦❧②✱ ✇❤✐❧❡ ❜♦❧t ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❧✐♣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ❲❤❡♥ p ✐s ♥❡❛r ✵✳✺✱ ❜❡❜
❛♥❞ ❜♦❧t ❜❡❤❛✈❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧②✳ ❨❡t✱ ✇❤❡♥ p ✐s ♥❡❛r 0✱ ❜❡❜ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡✈❡♥ ✇♦rs❡ ❞❡❝❛② t❤❛♥ ❢♦r
p = 0.2✱ ✇❤✐❧❡ ❜♦❧t ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✻✳✹✳✷ ❚❤❡ P❛✐♥t✴P♦❧✐s❤ Pr♦❜❧❡♠

❆♥♦t❤❡r ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ P❛✐♥t✴P♦❧✐s❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦
❞❡❧✐✈❡r s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ ♣❛✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤♦✉t ❛ s❝r❛t❝❤✱ ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ ❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤
✉♥❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✭❲❛❧s❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❛❣❡♥t✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦✉t❝♦♠❡ ❛r❡
♥♦t✳ ❆ str✉❝t✉r❡❞ ♣r✐♦r t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛s t❡st❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ♣r✐♦r ❢❛❝t♦rs t❤❡ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♥
♦❜❥❡❝t ✭♣❛✐♥t❡❞✱ ♣♦❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ s❝r❛t❝❤❡❞✮✳ ❊❛❝❤ ❛❝t✐♦♥✲♣r♦♣❡rt② ♣❛✐r ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt② ✸✵✳ ❯♥❞❡r t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ s♦♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ str✉❝t✉r❛❧❧②
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ s✉❝❤ ❛s ♣❛✐♥t✐♥❣ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ♣❛✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t✱ s♦ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡♠✳ ❚❤✐s
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❙❚❘■P❙ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❜✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s
t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣❧❛✐♥ ❋❉▼s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✱ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡
❞❡❝❛② ♦❢ ❜❡❜ ✐s ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❢♦r ❜♦❧t✱ ❜✉t ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❈❤❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❜❡st ♣❛r❛♠❡t❡r
♦❢ ❜♦❧t ❜❡❛ts t❤❡ ❜❡st ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❜❡❜✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦❧t ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❧❡ss r♦❜✉st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡
❈❤❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t ❢♦r ❜♦❧t ✐s ♦♥❧② ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r ❡①♣❧♦✐t✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ r❡q✉✐r❡s ❛❧♠♦st ♥♦ ♦♣t✐♠✐s♠✱ s♦ ♦✈❡r✲♦♣t✐♠✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧❡❛❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❦♥♦✇ ❛ ♣r✐♦r✐ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♦♣t✐♠✐s♠ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②

✸✵✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡② ❛r❡ ❇❡t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡✳



✻✳✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✵✺

▲♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✿ β, η ∈ [1, 100]

❍✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✿ β, η ∈ [0.1, 10]

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❈❤❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡r t✉♥✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❆✈❡r❛❣❡ t♦t❛❧ r❡✇❛r❞ ♦✈❡r ✸✵✵ tr✐❛❧s ❢♦r ❛♥ ❤♦r✐③♦♥
♦❢ ✶✺✵✱ ❛♥❞ ❢♦r β ❛♥❞ η ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✶✵✵ ✭t♦♣✮✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✶ ❛♥❞ ✶✵ ✭❜♦tt♦♠✮✳ ❆s ❛
r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t ✐s ❛❧s♦ ♣❧♦tt❡❞✳ ❆❧❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✇✐t❤ ❛ 95% ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
✐♥t❡r✈❛❧✳



✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ▲♦❝❛❧ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❙❚❘■P❙ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❛✐♥t✴P♦❧✐s❤ Pr♦❜❧❡♠✳ ❋♦r ❛ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❙❚❘■P❙ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ♣❧❡❛s❡ r❡❢❡r t♦ ✭❨♦✉♥❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳

❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ r❡✐♥❢♦r❝❡s t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
s♣❛❝❡ ❧✐❦❡ ❜♦❧t r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜❡❜✳

❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛✐♥ ❋❉▼ ♣r✐♦r✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❛s ❢♦r t❤❡
❈❤❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❯♥s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✉s✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r❡❞ ♣r✐♦r ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ♣❧❛✐♥ ❋❉▼s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♦✈❡r✲♦♣t✐♠✐st✐❝ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② t♦ ❋❉▼s✱ ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
♣❤❛s❡ ✐s ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r ✉s✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r❡❞ ♣r✐♦r✳

✻✳✹✳✸ ❚❤❡ ▼❛r❜❧❡ ▼❛③❡ Pr♦❜❧❡♠

❚❤❡ ❧❛st ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ▼❛r❜❧❡ ▼❛③❡ ♣r♦❜❧❡♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✭❆s♠✉t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉③③❧❡ ❣❛♠❡ ♦❢ ❣✉✐❞✐♥❣ ❛ ♠❛r❜❧❡ t♦ ❛ ❣♦❛❧ ❜② s♣✐♥♥✐♥❣ t❤❡ ❜♦❛r❞ ✐♥ t❤❡
❝♦rr❡❝t ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✇✐t❤♦✉t ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥t♦ tr❛♣s✳ ❋♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❜✉t
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❛rr✐✈❡ t♦ t❤❡ ❣♦❛❧ ✇❤✐❧❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ■♥ ✭❆s♠✉t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ t❤❡ ✭❤✐❞❞❡♥✮ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝t✐♥❣ ❛s ✐♥t❡♥❞❡❞ ✐s 0.8✱ ✇❤✐❧❡
♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ♠❛r❜❧❡ r❛♥❞♦♠❧② ♠♦✈❡s t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✇❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ ❛ ❝❡❧❧ ✈❛r②✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡
❣r♦✉♣ ♦❢ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❝❡❧❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
❧❡❛r♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭❆s♠✉t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✱ ♦r ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛ str✉❝t✉r❡❞ ♣r✐♦r ❛s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ❞♦✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✶✻ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✱ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❧♦✇✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ❡①♣❧♦✐t ♣r♦✈✐❞❡s ✈❡r② ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❜♦❧t

♣r♦✈✐❞❡s s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
t❡st❡❞ β ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜❡❜ ❜❡❤❛✈❡s ♠✉❝❤ ✇♦rs❡ t❤❛♥ ❡①♣❧♦✐t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ❜❡st η(= 2.0) ❜♦❧t
s❝♦r❡s −0.445✱ ❢♦r t❤❡ ❜❡st β(= 0.9) ❜❡❜ s❝♦r❡s −2.127✱ ✇❤✐❧❡ ❡①♣❧♦✐t s❝♦r❡s −0.590✳

❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r ❜♦❧t ❛s η ✐♥❝r❡❛s❡s✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✱ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t ♠♦r❡
♦♣t✐♠✐s♠ ♣r♦❞✉❝❡s ♠♦r❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✇✐t❤ ✐t✱ ♠♦r❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
✐♥t❡r✈❛❧ r❡♠❛✐♥s ❢❛✐r❧② ❝♦♥st❛♥t ✇❤❡♥ η ≥ 7✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✭❛♥❞
❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠s✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜❡❜ s❡❡♠s ❝♦♥st❛♥t ❢r♦♠



✻✳✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✵✼

▲♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❆♥❛❧②s✐s✿ β, η ∈ [1, 100]

❍✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❆♥❛❧②s✐s✿ β, η ∈ [0.1, 10]

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ P❛✐♥t✴P♦❧✐s❤ Pr♦❜❧❡♠ P❛r❛♠❡t❡r ❚✉♥✐♥❣ ❘❡s✉❧ts✳ ❆✈❡r❛❣❡ t♦t❛❧ r❡✇❛r❞ ♦✈❡r ✸✵✵ tr✐❛❧s ❢♦r ❛♥
❤♦r✐③♦♥ ♦❢ ✶✺✵✱ ❢♦r β ❛♥❞ η ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✶✵✵ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✶ ❛♥❞ ✶✵ ✭❜♦tt♦♠✮ ✉s✐♥❣
❛ str✉❝t✉r❡❞ ♣r✐♦r✳ ❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t ✐s ❛❧s♦ ♣❧♦tt❡❞✳ ❆❧❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥
✇✐t❤ ❛ 95% ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳



✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ▲♦❝❛❧ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❚❤❡ ▼❛r❜❧❡ ▼❛③❡ Pr♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳

β, η ∈ [1, 10]

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ▼❛r❜❧❡ ▼❛③❡ Pr♦❜❧❡♠ ❘❡s✉❧ts✳ ❆✈❡r❛❣❡ t♦t❛❧ r❡✇❛r❞ ♦✈❡r ✶✵✵ tr✐❛❧s ❢♦r ❛♥ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ ✶✵✵✱ ❢♦r
β ❛♥❞ η ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✶✵ ✉s✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r❡❞ ❝❧✉st❡r ♣r✐♦r✳ ❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❡①♣❧♦✐t ✐s ❛❧s♦ ♣❧♦tt❡❞✳ ❆❧❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✇✐t❤ ❛ 95% ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳



✻✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✵✾

t❤❡ st❛rt✱ ❜✉t ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r β ∈ [0, 1] s❤♦✉❧❞ ❞r❛✇ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝✉r✈❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t✬s
✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✭β = 0✮ ❛♥❞ ❜❡❜✬s ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡ ✭β = 1✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♠♦r❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❛❜♦✉t t❤✐s ♠❛tt❡r✳

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧✱ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ r♦❜✉st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ❜♦❧t t❤❛t ✉s❡s ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝
❜♦♦st ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤✉s ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❛t❤❡r t❤❛♥ ❥✉st ✐♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢
✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

✻✳✺✳✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❛t ❜♦❧t ✐s str✐❝t❧② ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ η ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ✐s P❆❈✲
❇❆▼❉P ✉♥❞❡r t❤✐s s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❋❉▼ ♣r✐♦rs✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ❛❧s♦ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t t✐❣❤t❡r s❛♠♣❧❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❜♦❧t t❤❛♥ ❢♦r ❜❡❜✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t ❜♦❧t ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❜❡❜ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ✐♥ ❛❧❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❦♥♦✇ ❛ ♣r✐♦r✐ ✇❤✐❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r ❢♦r
❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r✐♦r ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜♦❧t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ✇❡❧❧ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r
s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s♠ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❛✇s ❛♥❞ ♥♦t ❜② ❛ ❢r❡❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ✐♥ ❜❡❜✳

▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✭❆r❛②❛✲▲ó♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❛✮ ❛♥❞ ✭❆r❛②❛✲▲ó♣❡③ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✷❜✮✱ ②❡t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦❧t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✐ts ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳

✻✳✺✳✷ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ η ❜♦♥✉s ❢♦r ❜♦❧t✱ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❇♦♦st s✐③❡ ❛s t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥
❣♦❡s ❞❡❡♣❡r✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥s✳

❆❧s♦✱ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♦❢s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ P❆❈✲❇❆▼❉P ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ❛ ❜r♦❛❞❡r ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r✐♦rs
t❤❛♥ ❋❉▼s ✐s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ ❜♦❧t✬s ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❤❡r❡
str✉❝t✉r❡❞ ♣r✐♦rs ❛r❡ t❤❡ r✉❧❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ P❛✐♥t✴P♦❧✐s❤ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ ♣r✐♦r t❤❛t ✉s❡s ♦♥❧② ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❙❚❘■P
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦✉t❝♦♠❡ ❛s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♠❜✐❣✉✐t②✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ paint(X) ❛❝t✐♦♥ ♠❛② ♣❛✐♥t✱ ♣❛✐♥t ❛♥❞ s❝r❛t❝❤ ♦r ❞♦ ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳ ■❢ t❤✐s ❛❝t✐♦♥
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ♣❛✐♥t❡❞ ❛♥❞ ✉♥s❝r❛t❝❤❡❞ ♦❜❥❡❝t✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ♣❛✐♥t❡❞ ❛♥❞ ✉♥s❝r❛t❝❤❡❞
♦❜❥❡❝t✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥♥♦t ❦♥♦✇ ✐❢ ♥♦t❤✐♥❣ ✇❛s ❞♦♥❡ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ♦r ✐❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✇❛s r❡♣❛✐♥t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡①♣❧♦✐t ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙❚❘■P❙ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ❍②♣❡r❞✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✮ t❤❛t s✉♣♣♦rt t❤✐s t②♣❡
♦❢ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✉♣❞❛t❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ P❛✐♥t✴P♦❧✐s❤ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❘▲
♣r♦❜❧❡♠ ✭P❖❘▲✮✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ P❖▼❉Ps✳ ❯♥❞❡r
t❤✐s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡ st❛t❡ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡
♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t❤r♦✉❣❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❤❡t❤❡r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ♦r ♥♦t ❢♦r ❛ P❖❘▲ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡
♠♦❞✐✜❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦❧t ✇✐t❤ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ♣❛rt✐❛❧❧②
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❇❘▲ ✭❘♦ss ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❧✐❦❡
P❛✐♥t✴P♦❧✐s❤✮ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❆♥♦t❤❡r ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ ❜♦❧t✬s ✐❞❡❛ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s st❛t❡ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ♥♦t ♦♥❧② s♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ▼❉Ps✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❞❡✜♥✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❇❛②❡s
❇♦♦st ✐♥ t❤❡s❡ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❯♥❞❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❇♦♦st ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡✱ s♦ t❡st✐♥❣
❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❛s ❜♦❧t s✉❣❣❡st✮ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s
❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ♦♥❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✜♥❞ ♦♣t✐♠✐st✐❝
❧♦❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❆❆▼❉P✳

❯♥❞❡r ❞✐s❝r❡t❡ ❜✉t ❧❛r❣❡ st❛t❡ s♣❛❝❡s✱ ❜♦❧t ❝♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ st❛t❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜♦♦st✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ s❝❛❧❡ ✉♣ t♦ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❛♠♣❧✐♥❣



✶✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ▲♦❝❛❧ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s

st❛t❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ s✉❝❤
❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ str✐❝t❧② ♦♣t✐♠✐st✐❝ ♣r♦♣❡rt②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛②❜❡ ❛ ♣r♦❜❛❜❧②
♦♣t✐♠✐st✐❝ ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❛s ✐♥ ❜♦ss✳ ❘❡❣❛r❞❧❡ss t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡❞✲❜❛s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❜♦❧t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡❛❧✲✇♦r❧❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳



❈❤❛♣t❡r ✼

❖♣t✐♠❛❧❧② ▲❡❛r♥✐♥❣ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ▼♦❞❡❧s

❈♦♥t❡♥ts
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✏▼❛♥ ❝❛♥ ❧❡❛r♥ ♥♦t❤✐♥❣ ❡①❝❡♣t ❜② ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳✑
✖ ❈❧❛✉❞❡ ❇❡r♥❛r❞

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥
▼❉P ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✖✐❢ ✐t ❡①✐sts ❛t ❛❧❧✖❝❛♥ ❜❡ ❛ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t❛s❦ ✐♥ s♦♠❡ ❞♦♠❛✐♥s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ❜❛t❝❤ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ ❛ ✜rst
st❛❣❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❣♦♦❞ ❛❝t✐♦♥s ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞
❛❢t❡r✇❛r❞s✱ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❡❛r♥ r❡✇❛r❞s ✭➇✐♠➩❡❦ ❛♥❞ ❇❛rt♦✱ ✷✵✵✻✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡
❛r❡ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♦r ♥♦t ❞❡✜♥❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ♠♦❞❡❧s ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦r ♠♦❞❡❧ r❡✜♥❡♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ♦♥❧② t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤ t❛s❦ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ▼❉P ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦♥❧✐♥❡✱
✉♥❞❡r ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡st str❛t❡❣②
♠✉st ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❈❤❛♣t❡rs ✹✱ ✺ ❛♥❞ ✻✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ♠❛❝❤✐♥❡r② ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣
♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛st ❛s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ r❡✇❛r❞s t❤❛t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ♦✈❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ s♠❛rt ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s t❤r♦✉❣❤ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡
✐♥tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮✱ t❤❡ ❜❡st t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❞♦♥❡ ✐s t♦ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧❧② s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❇❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✶✶✶



✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❖♣t✐♠❛❧❧② ▲❡❛r♥✐♥❣ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ▼♦❞❡❧s

✼✳✶ ▼❉P ▼♦❞❡❧ ▲❡❛r♥✐♥❣

▲❡❛r♥✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ▼❉P ♠♦❞❡❧s ✐s ❛♥ ❡❛s② t❛s❦ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ✐s ❣✐✈❡♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r
t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛s ❈❤❛♣t❡r ✷✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❛❝t✐✈❡❧② ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ r❛✐s❡s ❛
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣♦❧✐❝② t❤❛t ❡①♣❧♦r❡s ♦♣t✐♠❛❧❧② ❛♥ ▼❉P ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛❝q✉✐r❡ t❤❡ ❜❡st ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ▼❉P ▼♦❞❡❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✭▼▼▲✮ t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣♦❧✐❝② ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧❧② ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ▼❉P✱ ✇❤❡r❡ t②♣✐❝❛❧❧②✱ ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝ st❛t❡s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ s✐♥❝❡ ♦♥❡ ❤❛s t♦ r❡❛s♦♥ ♦♥ ❛♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❛t s❛♠❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♥❧② ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ❡①♣❧♦r❡❞ t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡✇ ✇♦r❦s ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛❜♦✉t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❉②♥❛♠✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦s ✭❉❇◆s✮ ❢♦r
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❢❛❝t♦r❡❞ ▼❉Ps ✭❏♦♥ss♦♥ ❛♥❞ ❇❛rt♦✱ ✷✵✵✼✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛❝t✐✈❡❧② ❧❡❛r♥✐♥❣
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
♣r♦♣❡r❧②✳ ❆❧s♦✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ▼▼▲ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❝t✐✈❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ▼❉P ♣r❡✈❡♥t ❢r♦♠ q✉❡r②✐♥❣ ❛♥② s❛♠♣❧❡ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ❧✐❦❡ ✐♥ ✭❑❛♣♦♦r ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼✮✳

✼✳✶✳✶ ▼▼▲ ❛s ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ Pr♦❜❧❡♠

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦❧✐❝②✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ s❡tt✐♥❣
✇✐t❤ ❋❉▼s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ b ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ❥♦✐♥t ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s✳

❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝②✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❛s❦ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛st ❛s ❛ ❇❘▲ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ r❡✇❛r❞s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❇❘▲ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt r❡✇❛r❞s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ b✳ ❋♦r t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦
t❤❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

VH(b, s) = max
a

[
∑

s′

Pr(S′ = s′|S = s,A = a,B = b)(ρ(b, a,b′) + VH−1(b
′, s′))

]

, ✭✼✳✶✮

✇✐t❤ b′ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❜❡❧✐❡❢ ❛❢t❡r t❤❡ ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡ ✇✐t❤ (s, a, s′)✱ ❛♥❞ ρ(b, a,b′) = ρ(s, a, s′,b) t❤❡ ✐♠♠❡✲
❞✐❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛❝t✐✈❡❧② ❧❡❛r♥✐♥❣ ▼❉P ♠♦❞❡❧s
❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❨❡t✱ ❛s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❇❘▲✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ s♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

✼✳✶✳✷ ❉❡r✐✈❡❞ ❘❡✇❛r❞s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❊q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ✐♠♠❡❞✐❛t❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
■❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛s ❛ r❡✇❛r❞ ✐♥ t❤❡
✜♥❛❧ st❡♣✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡✇❛r❞s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ③❡r♦ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ st❡♣s✳ ❨❡t✱ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢♦r❝❡s t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❡❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ♥♦♥✲③❡r♦ r❡✇❛r❞s✱ ✇❤✐❝❤ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧②
❡①♣❡♥s✐✈❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❤♦r✐③♦♥s✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ r❡✇❛r❞s ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❜② ✉s✐♥❣ r❡✇❛r❞ s❤❛♣✐♥❣✳ ❆s
r❡✇❛r❞s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ (s, a, s′) ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡❧✐❡❢✲♣❛r❛♠❡t❡r φ✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✉♣❞❛t❡
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡❧✐❡❢ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❜❡❧✐❡❢✳
❚❤✐s ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ r❡✇❛r❞ s❤❛♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✖❤❡r❡ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✖✐♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ r❡✇❛r❞s ❢♦r ❡❛❝❤ st❡♣✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦❧✐❝② ✭◆❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮✳



✼✳✶✳ ▼❉P ▼♦❞❡❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✶✶✸

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶ ✭❉❡r✐✈❡❞ ❘❡✇❛r❞s✮✳ ▲❡t D(bt,b0) ❜❡ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✲
t❡r✐♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❢t❡r t ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡s s✉❝❤ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❛♠♦✉♥ts t♦ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ❤❡r❡✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ r❡✇❛r❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

ρ(s, a, s′,bt) = D(bt+1,b0)−D(bt,b0),

✇❤❡r❡ bt+1 ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❢t❡r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ (s, a, s′) ❢r♦♠ bt✳

■♥ s♦♠❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❡q✉❛❧✐t②✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ r❡✇❛r❞s ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

ρ(s, a, s′,bt) = D(bt,bt+1), ✭✼✳✷✮

r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐♦r✳
P❧❡❛s❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡ ♦♥❧② ♠♦❞✐✜❡s ♦♥❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r ♣❡r ✉♣❞❛t❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❋❉▼

♣r✐♦r✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ♣❡r ✉♣❞❛t❡✳
❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛❢t❡r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

✼✳✶✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈r✐t❡r✐❛

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s
✐s ♥♦t ❛ tr✐✈✐❛❧ t❛s❦✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛ ♣r✐♦r✐ ❜❡st ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤r❡❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐❛
✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✿ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ t❤❡
❡♥tr♦♣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ❞✐st❛♥❝❡✳

❱❛r✐❛♥❝❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡

❚❤❡ ✜rst ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t❤❛t ❧♦✇✲✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡
t❤❛♥ ❤✐❣❤✲✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥❡s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡tr✐❝ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧s✿ ✐t ✐s ❛ ❤❡❛✈✐❧② s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ |S|2|A| × |S|2|A|✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❆✲
♦♣t✐♠❛❧✐t② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✭❋❡❞♦r♦✈✱ ✶✾✼✷✮✱ ❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✭t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡
♠❛tr✐①✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♠❡tr✐❝✳

❯s✐♥❣ ❋❉▼s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

σ2
i (φ) =

φ(i)(‖φ‖1 − φ(i))
‖φ‖21(‖φ‖1 + 1)

. ✭✼✳✸✮

❚❤❡♥✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

DV (bt,b0) =
∑

s,a

∑

s′

(σ2
s′(φ

(0)
s,a)− σ2

s′(φ
(t)
s,a)).

❊♥tr♦♣② ❉✐✛❡r❡♥❝❡

❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② ♦❢ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs
φ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

H(φ) = log(B(φ)) + (‖φ‖1 −N)ψ(‖φ‖1)−
N∑

j=1

(φj − 1)ψ(φj),

✇❤❡r❡ B(·) ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ N ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r φ✱ ❛♥❞ ψ(·) ✐s t❤❡
❞✐❣❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✸✶✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❋❉▼ ♣r✐♦r ♦✈❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡❛❝❤ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ❡♥tr♦♣② s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

✸✶✳ ❚❤❡ ❞✐❣❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳



✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❖♣t✐♠❛❧❧② ▲❡❛r♥✐♥❣ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ▼♦❞❡❧s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✳ ❚❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ❛ ❋❉▼ ♠♦❞❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ T ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs φ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡
❡♥tr♦♣② ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r ✈❛r✐❛❜❧❡✿ H(φ) =

∑

s,a

H(φs,a)✳

Pr♦♦❢✳

H(φ) = −
∫

Pr(M = µ|φ) log(Pr(M = µ|φ))dµ

= −
∫

∆

∫

∆

. . .

∫

∆
︸ ︷︷ ︸

|S|×|A|

(
∏

s,a

Pr(Ms,a = µs,a|φs,a)
)


∑

ŝ,â

log(Pr(Mŝ,â = µŝ,â|φŝ,â))





(
∏

s̄,ā

dµs̄,ā

)

= −
∑

ŝ,â

∫

∆

Pr(Mŝ,â = µŝ,â|φŝ,â) log(Pr(Mŝ,â = µŝ,â|φŝ,â))dµŝ,â

∫

∆

∫

∆

. . .

∫

∆
︸ ︷︷ ︸

|S|×|A|−1

∏

s 6=ŝ,a 6=â

[Pr(Ms,a = µs,a|φs,a)dµs,a]

= −
∑

ŝ,â

∫

∆

Pr(Mŝ,â = µŝ,â|φŝ,â) log(Pr(Mŝ,â = µŝ,â|φŝ,â))dµŝ,â

=
∑

s,a

H(φs,a).

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❜❡❧✐❡❢ bt ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② φ(t) ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡s✱
❛♥❞ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐♦r φ(0) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

DH(bt,b0) = H(φ(0))−H(φ(t)).

❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ❉✐st❛♥❝❡

❚❤❡ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛tt❡♠♣t t♦ q✉❛♥t✐❢② ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥✲
t❛✐♥s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ♦♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❜♦✉t t❤❡ ❑▲✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r t❤❡ ❋✐s❤❡r ■♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ▼❛tr✐① ❛s s❡♠✐✲♠❡❛s✉r❡s ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ ✭❘❛✉❜❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✱
t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❛r❡ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧
❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ ❢♦r s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ ❈❤❡r♥♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ ✸✷ ✐s ❛ ♠❡❛♥s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs φ ❛♥❞ φ′✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❈❤❡r♥♦✛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Cλ(φ, φ
′) = − log

(∫

X

Pr(X = x|φ)λPr(X = x|φ′)1−λdx

)

,

✇✐t❤ λ ∈ [0, 1]✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ❈❤❡r♥♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

Cλ(φ, φ
′) = − log

(
B(λφ+ (1− λ)φ′)
B(φ)λB(φ′)1−λ

)

.

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ s✉♠s ♦❢ log Γ(·) ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭❘❛✉❜❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ λ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s
❢♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r Γ(·) ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐❢ λ = 1/2 t❤❡♥ t❤❡ ❈❤❡r♥♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✸✸✱

✸✷✳ ❚❤❡ ❈❤❡r♥♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦♣❡r ❞✐st❛♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳
✸✸✳ ❚❤❡ ❈❤❡r♥♦✛ ✏❞✐st❛♥❝❡✑ ✇✐t❤ λ = 1/2 ✐s ❛❝t✉❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛ ♣r♦♣❡r

❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡✳



✼✳✶✳ ▼❉P ▼♦❞❡❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✶✶✺

✇✐t❤ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t Γ(n+1/2) ❤❛s ❛ ❦♥♦✇♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❡♥tr♦♣②✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❈❤❡r♥♦✛
❞✐st❛♥❝❡ ✭❛♥❞ ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥ t❤❡ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ❞✐st❛♥❝❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❧s♦ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢♦r ❋❉▼s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✷✳ ❚❤❡ ❈❤❡r♥♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❋❉▼ ❜❡❧✐❡❢s b ❛♥❞ b′ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs φ ❛♥❞ φ′✱
✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡r♥♦✛ ❞✐st❛♥❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r ✈❛r✐❛❜❧❡✿ Cλ(φ, φ

′) =
∑

s,a

Cλ(φs,a, φ
′
s,a)✳

Pr♦♦❢✳

Cλ(φ, φ
′) = − log

(∫

Pr(µ|φ)λPr(µ|φ′)1−λdµ

)

= − log








∫

∆

∫

∆

. . .

∫

∆
︸ ︷︷ ︸

|S|×|A|

∏

s,a

[
Pr(µs,a|φs,a)λPr(µs,a|φ′s,a)1−λdµs,a

]








= − log

(
∏

s,a

[∫

∆

Pr(µs,a|φs,a)λPr(µs,a|φ′s,a)1−λdµs,a

])

=
∑

s,a

Cλ(φs,a, φ
′
s,a).

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ bt ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② φt ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t ❇❛②❡s
✉♣❞❛t❡s ❛♥❞ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐♦r b0✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

DB(bt,b0) =
∑

s,a

C1/2(φ
(t)
s,a, φ

(0)
s,a).

❚❤✐s ❧❛st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♠❡tr✐❝ ♦❢ t❤❡ ❢❛✐r♥❡ss ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✳ ■❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❜✐❛s❡❞ t♦ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛rts ♦❢ ✐t✱ t❤❡♥ t❤❡ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
r❡st ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❧♦✇ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤✐s
❝r✐t❡r✐♦♥ ♣r❡❢❡rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧ r❛t❤❡r t❤❛♥ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛rts ♦❢ ✐t✳

✼✳✶✳✹ ❋r♦♠ ❈r✐t❡r✐❛ t♦ ❘❡✇❛r❞s

❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✸ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❡q✉❛❧✐t②✱ s♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✼✳✷
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s tr✉❡
❢♦r t❤❡ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✼✳✷ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐s
♥♦t ♣r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❢t❡r s♦♠❡ tr✐✈✐❛❧ ❛❧❣❡❜r❛ ✭❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✮✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ ❇❤❛t✲
t❛❝❤❛r②②❛ ✐♥st❛♥t r❡✇❛r❞s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ t❤❡ ❤❡❧♣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s x = φs,a(s

′)
❛♥❞ y = ‖φs,a‖1 ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ r❡✇❛r❞s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ z = ‖φs,a‖22 ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡✇❛r❞✳ ❚❤✉s✿

ρV (s, a, s
′,b) =

1

y + 1
− z

y2(y + 1)
− y2 + 2y − z − 2x

(y + 1)2(y + 2)
,

ρH(s, a, s′,b) = log
(y

x

)

+
|S|
y
−

y
∑

j=x

1

j
,

ρB(s, a, s
′,b) = log

(
Γ(x)
√
x

Γ(x+ 1/2)

)

− log

(
Γ(y)
√
y

Γ(y + 1/2)

)

.

❆❧s♦✱ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❜♦♥✉s ♦❢ ❜❡❜ ✭❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t r❡✇❛r❞ ♦♥❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡



✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❖♣t✐♠❛❧❧② ▲❡❛r♥✐♥❣ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ▼♦❞❡❧s

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ✐s s✐♠♣❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ρS(s, a, s
′,b) =

1

‖φs,a‖1
=

1

y
.

❚❤✐s r❡✇❛r❞ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡✱ ❜✉t ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛ ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥

DS(bt,b0) =
∑

s,a

(ψ(‖φ(t)s,a‖)− ψ(‖φ(0)s,a‖)),

✇❤✐❝❤ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛
❞✐st❛♥❝❡✳

❆ ❦❡② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ r❡✇❛r❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s t❤❛t t❤❡② t❡♥❞ t♦ ③❡r♦ ❢♦r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❜❡❧✐❡❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❛t t❤✐s st❛❣❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st t✇♦ r❡✇❛r❞s ρB ❛♥❞ ρS ❛r❡
❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst t✇♦ ρV ❛♥❞ ρH ❝❛♥
❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❜✉t t❤❡✐r ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ ③❡r♦ ✐♥
t❤❡ ❧✐♠✐t✳

✼✳✷ ❙♦❧✈✐♥❣ ❇❘▲ ✇✐t❤ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❘❡✇❛r❞s

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ ✇♦r❦
✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❡❡t❧❡ ✉s❡s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ r❡✇❛r❞s ❛r❡ s❝❛❧❛r ❢❛❝t♦rs ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✳ ■♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ r❡✇❛r❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ♦✛✲❧✐♥❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳

P❧❡❛s❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✹✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡st
♦♥❧✐♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❇❘▲✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ▼❉P ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦r✱
✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t❡r❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s ✉♣❞❛t❡✳

❋♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❡①♣❧♦✐t ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

VH(b, s) = max
a

[
∑

s′

Pr(S′ = s′|S = s,A = a,b) (ρ(s, a, s′,b) + VH−1(b, s
′))

]

,

✇❤❡r❡ t❤❡ ▼❉P t♦ s♦❧✈❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ T (s, a, s′) = φs,a(s
′)/‖φs,a‖ ❛♥❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

R(s, a, s′) = ρ(s, a, s′,b)✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦✇ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✷✱
s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ▼❉P ✇✐❧❧ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✖♥♦r ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✖♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
❜✉t ♦♥❧② ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❡❧✐❡❢
t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ✇❡❛❦✱ ❛♥❞ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❢❛✐r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤❡r❡ ❛❧❧ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐rs ❛r❡ ✈✐s✐t❡❞
✐♥✜♥✐t❡❧② ♦❢t❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳

✼✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

✼✳✸✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❡t✉♣

❚❤r❡❡ s♠❛❧❧ ▼❉P ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞✱ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❇❘▲ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✿ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝
❇❛♥❞✐t ♣r♦❜❧❡♠ ✭●✐tt✐♥s✱ ✶✾✼✾✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❈❤❛✐♥ ❛♥❞ ▲♦♦♣ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❙tr❡♥s✱ ✷✵✵✵✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❜❧❡♠✱
s❡✈❡r❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ t❡st❡❞✱ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛r❝s t♦ t❡st t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✇✐t❤♦✉t t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮✳ ■♥ t❤❡ ✷✲st❛t❡ ❇❛♥❞✐t ▼❉P ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✮✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ a ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣✉❧❧✐♥❣
♦♥❡ ❛r♠✱ ❛♥❞ b ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣✉❧❧✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❙t❛t❡ s1 r❡♣r❡s❡♥ts ✇✐♥♥✐♥❣✱ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ s2 ♠❡❛♥s
❧♦s✐♥❣✳ ❚❤✐s ▼❉P ❤❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛r♠s ✭✉♥❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡ ❛❣❡♥t✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
✉♥❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✿ Pr(a) = 0.8 ❛♥❞ Pr(b) = 0.7✳



✼✳✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✶✼

✭❛✮ ❇❛♥❞✐t ✭❜✮ ❈❤❛✐♥

a,b

a,b

a,b a,b

s1 s2

b
aa a a a

b

b

b

b

r:1.0r:0.2

s1 s2 s3 s4 s5

✭❝✮ ▲♦♦♣

a

a
a

a

a,b
b

b

a,b

b

b

a,b

a,b
a,b

s1

s2

s3

s4
s5

s6

s7

s8
s9

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ▼❉P ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭✇✐t❤♦✉t tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮✳ ■♥ ✭❛✮ t❤❡ ✷✲❛r♠❡❞
❜❛♥❞✐t ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮✱ ✐♥ ✭❜✮ t❤❡ ✺✲st❛t❡ ❝❤❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✮ ❛♥❞ ✐♥ ✭❝✮ t❤❡ ❧♦♦♣
♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ✭❙tr❡♥s✱ ✷✵✵✵✮✳

■♥ t❤❡ ✺✲st❛t❡ ❈❤❛✐♥ ▼❉P ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✮✱ ❡✈❡r② st❛t❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ st❛t❡ s1 ❜② t❛❦✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ b
❛♥❞ ❡✈❡r② st❛t❡ si ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ si+1 ✇✐t❤ ❛❝t✐♦♥ a✱ ❡①❝❡♣t st❛t❡ s5 t❤❛t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
✐ts❡❧❢✳ ■♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ✏s❧✐♣✑ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.2✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ ❛❝t✐♦♥ ❛s ✐♥t❡♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❛s❡ ✇❛s ❛❧s♦ t❡st❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❧✐♣♣✐♥❣ ✐s
③❡r♦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♠✐①❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❧✐♣♣✐♥❣ ✐s ③❡r♦ ❢♦r ❛❝t✐♦♥ b✱ ❜✉t
0.5 ❢♦r ❛❝t✐♦♥ a✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s t♦ ❛rr✐✈❡ ✏❜② ❧✉❝❦✑ t♦ t❤❡ st❛t❡s ❛t t❤❡ r✐❣❤t
♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥✳

❚❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ✐s ❛ ✾✲st❛t❡ ▲♦♦♣ ▼❉P ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t✇♦ ❧♦♦♣s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✺✳ ❚❛❦✐♥❣
❛❝t✐♦♥ a r❡♣❡❛t❡❞❧② ❝❛✉s❡s tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❧♦♦♣✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❛❦✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ b r❡♣❡❛t❡❞❧② ❝❛✉s❡s t❤❡
tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❧♦♦♣✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ b ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r✐❣❤t ❧♦♦♣ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❛❦✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ a✱ ❜✉t t❛❦✐♥❣
❛❝t✐♦♥ a ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❧♦♦♣ ❝❛✉s❡s ❛ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ s1✳ ❆❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ t❤❛t ✐t st❛rts ❛t st❛t❡ s1 ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐♦r✳ ❖t❤❡r ♣r✐♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✖s✉❝❤ ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♦r str✉❝t✉r❡❞
♣r✐♦rs✖❜✉t ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦♥❧② t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❋♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❡①♣❧♦✐t✱ t✇♦ ♦t❤❡r ♣♦❧✐❝✐❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❛♥❞
❣r❡❡❞② ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣♦❧✐❝② ❝❤♦♦s❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ❛ r❛♥❞♦♠ ❛❝t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❣r❡❡❞② ♣♦❧✐❝② s❡❧❡❝ts t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡st ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ r❡✇❛r❞✳

❚❤❡ t❤r❡❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡✇❛r❞s ❢♦r ❡①♣❧♦✐t ❛♥❞ ❣r❡❡❞② ❛r❡
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ r❡✇❛r❞s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✷ ρV ✱ ρH ❛♥❞ ρB ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t r❡✇❛r❞ ρS ✇❛s t❡st❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❋♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ▼❉Ps ✇✐t❤✐♥ ❡①♣❧♦✐t✱ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ ✇❛s tr✉♥✲
❝❛t❡❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h = min(2|S|, H)✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✇❛s ♠❛❞❡ t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤
r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ❣r❡❡❞②✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡r h ♣r♦✈✐❞❡s ❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ▼❡❛♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ✶✵✵ tr✐❛❧s ✈❡rs✉s t✐♠❡ st❡♣s✱ ❢♦r t❤❡ ❈❤❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❧♦t✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ✭✐♥ ❜❧✉❡ ∗✮✱ t❤❡ ❣r❡❡❞②
str❛t❡❣② ✭✐♥ ❣r❡❡♥ ×✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ r❡✇❛r❞ ✭✐♥ r❡❞ +✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡
st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t r❡✇❛r❞ ✭✐♥ ♠❛❣❡♥t❛ �✮ ❛r❡ s❤♦✇♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ▼❡❛♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ✶✵✵ tr✐❛❧s ✈❡rs✉s t✐♠❡ st❡♣s✱ ❢♦r t❤❡ ❇❛♥❞✐t✱ ❈❤❛✐♥ ❛♥❞ ▲♦♦♣ ♣r♦❜❧❡♠s✱
❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❧♦t✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ✭✐♥ ❜❧✉❡✮✱ t❤❡ ❣r❡❡❞② str❛t❡❣②
✭✐♥ ❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ r❡✇❛r❞ ✭✐♥ r❡❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t r❡✇❛r❞
✭✐♥ ♠❛❣❡♥t❛✮ ❛r❡ s❤♦✇♥✳

✼✳✸✳✷ ❘❡s✉❧ts

❆❧❧ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ✇❡r❡ t❡st❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✶✵✵ t♦ ✶✵✵✵ st❡♣s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ✶✵✵ tr✐❛❧s ♣❧♦tt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✾✺✪
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r t❤❡ ❈❤❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❇❛♥❞✐t
❛♥❞ ▲♦♦♣ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❈❤❛✐♥ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s
♥❡❡❞❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❡❡❞② ♣♦❧✐❝② ❜❡❤❛✈❡s
✈❡r② ♣♦♦r❧② ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ str❛t❡❣② ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛rr✐✈❡ t♦ s♦♠❡ st❛t❡s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❛♥❞♦♠
str❛t❡❣② ❜❡❤❛✈❡s ❢❛✐r❧② ✇❡❧❧✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣✐❡s ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤✐s s✐♠♣❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡
❝r✐t❡r✐❛✿ ❢♦r ❛ ❞❡s✐r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✱ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ st❡♣s ♠♦r❡ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡
s❛♠❡ r❡s✉❧ts✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r r❛♥❞♦♠ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠✳

❆♥ ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t r❡✇❛r❞ ❜❡❤❛✈❡s s✐♠✐❧❛r❧② ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❞❡r✐✈❡❞ r❡✇❛r❞s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ r❡✇❛r❞s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝❤❡❛♣
r❡✇❛r❞ ✇✐t❤ ♥♦ ♠✉❝❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦ss✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝r♦ss✲❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r t❤❡ r❡✇❛r❞s ❛♥❞
❝r✐t❡r✐❛ s❤♦✇s t❤❛t ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ❜❡❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r❧② ✇❡❧❧ ❢♦r ❛❧❧ ❝r✐t❡r✐❛✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✐t ❝❛♥ s❡❡♥ t❤❛t ❣r❡❡❞② ✐s t❤❡ ♦♥❧② str❛t❡❣② ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡rs ♣r❡s❡♥t ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ st❡♣s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡



✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❖♣t✐♠❛❧❧② ▲❡❛r♥✐♥❣ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ▼♦❞❡❧s

❈❤❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♣r♦❞✉❝❡s r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ♠♦r❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ ▲♦♦♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
❜✉t ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳

❋♦r t❤❡ ❇❛♥❞✐t ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ♠✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❡
s❛♠❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ❢♦r ❡①♣❧♦r✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
▼❉P ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❢❛✐r❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣♦❧✐❝②✳

❖♥ t❤❡ ▲♦♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❈❤❛✐♥✿ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s
♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ t✇♦ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❨❡t✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ r❛♥❞♦♠

❛r❡ ♠✐❧❞❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛✐♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇❛② ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛❝t✐✈❡❧② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛
st♦❝❤❛st✐❝ ▼❉P ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❜② ❝❛st✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ❇❘▲ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s✳

✼✳✹✳✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤r❡❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ❡♠✲
♣❧♦②❡❞✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ t❤❡ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱
❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ r❡✇❛r❞s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✖t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t✖
✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦♥ ♥♦r♠❛❧ ❇❘▲✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✖✐♥ t❤❡♦r②✖❛❧❧♦✇s
s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♣t✐♠❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s
t♦ ✉s✐♥❣ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s ❡①♣❧♦✐t✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s s✐♠♣❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
♣r♦❞✉❝❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s r❛♥❞♦♠❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❡①♣❧♦r✐♥❣
✉♥❦♥♦✇♥ ▼❉P ♠♦❞❡❧s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡r✐✈❡❞
r❡✇❛r❞s ✭❛t ❧❡❛st ❢♦r ❡①♣❧♦✐t✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts❀ t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t ❜❡❤❛✈❡s ♥❡❛r❧② ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ r❡✇❛r❞s✳

✼✳✺ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❧❡❛✈❡s s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣
t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ▼❉P ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ❇❘▲✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛ ♠✐❣❤t ❤❡❧♣ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ r❡✇❛r❞
s❤❛♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ r❡✇❛r❞s✳ ❆❧s♦✱ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞
❢♦r ♥♦r♠❛❧ ❇❘▲ ❝♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛s t❤❡② ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❡❧✐❡❢✲
❧♦♦❦❛❤❡❛❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠②♦♣✐❝ ♣♦❧✐❝✐❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡✱ ♦r ♠❛②❜❡ s♦♠❡ ♦t❤❡r
♠②♦♣✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳

❆ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s t♦ ❡♥❝♦❞❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛s ❛ str✉❝t✉r❡❞ ♣r✐♦r✱ s✉❝❤ ❛s ✇✐t❤ ❉❇◆s ✐♥ ✭❏♦♥ss♦♥
❛♥❞ ❇❛rt♦✱ ✷✵✵✼✮✱ ♦r ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r t②✐♥❣ ✐♥ ✭P♦✉♣❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② s♣❡❡❞ ✉♣
t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✉s❡ ♦❢ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠❛❥♦r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❆❞❛♣t✐♥❣ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s ❜♦❧t ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✻✮ t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ s❝❡✲
♥❛r✐♦ ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✱ r❡q✉✐r✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡①♣❧♦✐t✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡s❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❜❡✐♥❣ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳

❖♥❡ ❧❛st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t♦ P❖▼❉P ▼♦❞❡❧ ▲❡❛r♥✐♥❣✳
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ▼▼▲✱ ❛ P❖▼❉P ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ❛♥❞ t❤❡ ❇❛②❡s✲
❆❞❛♣t✐✈❡ P❖▼❉P ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭❘♦ss ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐s ❡♥t❛♥❣❧❡❞✿ ✐t ❝❛rr✐❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ s♠❛rt ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳



❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s

❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❤❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
❣❛t❤❡r✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ P❖▼❉Ps ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❘▲ ♣r♦❜✲
❧❡♠s ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲ ✐♥ ❈❤❛♣✲
t❡r ✻✳ ❚❤❡ t♦♣✐❝s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❤❡r❡ ✇❡r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t♦ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t♦♣✐❝✱ ❛ ♣r♦♣❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♥♦✈❡❧ ❛♥❞ ✐♥s✐❣❤t❢✉❧
r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♣t❡r✬s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡s❡ ❝❤❛♣t❡rs✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❛t
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t♦ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ❜r✐❡❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✱ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥tr✐❜✉t❡s
t♦ ❛♥s✇❡r✐♥❣ t❤❡ q✉❡st✐♦♥s ❛s❦❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳

✶ ❍♦✇ t♦ r❡♣r❡s❡♥t✱ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡❧❞
❜② ❛♥ ❛❣❡♥t❄

❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡st✐♦♥ s❡❡♠s ❣❡♥❡r❛❧❧② s♦❧✈❡❞✳ ❈❤❛♣t❡r ✷ s❤♦✇s ❤♦✇ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ✉♣❞❛t❡ ✐t ✭❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡✮ ✉s✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈✐❡✇ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡
q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦✉t ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✼ ❜② ✉s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♦✈❡r
t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ r❡❛❧✐t②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇✐t❤✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❛❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❜❡✐♥❣ ❛❧✇❛②s s✉❜❥❡❝t t♦ s♦♠❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ③♦♦❧♦❣② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡
t❤❛♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♣r✐♦rs ❢♦r ❇❘▲ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✱ ✇❤❡r❡ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❋❉▼ ♣r✐♦rs s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢
❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❜✉t ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s st❛t❡ s♣❛❝❡s✱ ♦r ❢♦r ❤❡❛✈✐❧② str✉❝t✉r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❚❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❡❧✐❡❢ ✐♥ P❖▼❉Ps✳
❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ tr✐❡❞ t♦ ❜❡ ❛s ❣❡♥❡r✐❝ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ s♦♠❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❧✐♠✐ts✳ ❨❡t✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡
♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❧♦♦s❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❛t✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦s❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❣❛♥t ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❞❡r✐✈❛✲
t✐♦♥ ✐♥ ✭❙❤❛♥♥♦♥✱ ✶✾✹✽✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡♥tr♦♣② ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t ❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦t❤❡r ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ s✐♠✐❧❛r ♠❡❛s✉r❡s ✭❛♥❞ s❡♠✐✲
♠❡❛s✉r❡s✮ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ s✐♠✐❧❛r ❛①✐♦♠s ♦r ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❘é♥②✐ ❡♥tr♦♣②✱ t❤❡ ❑▲✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱
t❤❡ ❈❤❡r♥♦✛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♠❡❛s✉r❡ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
✉s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❧♦❣✲
❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡s ❧✐❦❡ ❡♥tr♦♣② ❛r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦♥✲❝❧♦s❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②
s❤♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❈❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✼ t❤❛t s✐♠♣❧❡r ✭t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② r❡❧❛t❡❞✮ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤♦✉t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦ss✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡✇❛r❞ ❢♦r
ρP❖▼❉Ps ♦r t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t r❡✇❛r❞ ❢♦r ▼▼▲✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐s s✉r❡❧② ♥♦♥✲tr✉❡
❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ♥❡❡❞ ❛ ✈❡r② ✜♥❡✲❣r❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t ♠♦st ❧✐❦❡❧② ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥

✶✷✶



✶✷✷ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s

♥❛✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s ❧✐❦❡ r❛♥❞♦♠ ♣♦❧✐❝✐❡s ♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣r❡❡❞② ♦♥❡s✳
❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ✐♥ t❤✐s ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❛ P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡①

α✲❍ö❧❞❡r✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✼✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡s❡ ❧♦❣✲❜❛s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s
❝❛♥ ❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳

✷ ■s ✭✐♠♣❧✐❝✐t✮ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛ s♦❧✈❡❞ ✐ss✉❡ ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s❄

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❢♦✉♥❞ ❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✉♥❞❡r
✉♥❝❡rt❛✐♥t② s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐s ❛ s♦❧✈❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✉❝❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❛t❤❡rs ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♦
❛s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡t✉r♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡❛❞s
t♦ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s
♦❢t❡♥ ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ P❇ s♦❧✈❡rs ♠✉st ❝♦❧❧❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❜❡❧✐❡❢✲
♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘▲✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
♦❢t❡♥ r❡❧② ♦♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢♦r♠s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱
❈❤❛♣t❡r ✻ ♦✛❡rs ❛ ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇❛②❡s ❇♦♦st ✐❞❡❛✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✐s
st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❞❡r♣✐♥♥✐♥❣s ♦❢ ❤♦✇ t❤✐s ♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ r❡✇❛r❞s ♠✐❣❤t ❤❡❧♣ ❞❡✈❡❧♦♣ s♠❛rt❡r
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ❤✐♥ts ❛❜♦✉t t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✻✱
✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✸ ■s ✭❡①♣❧✐❝✐t✮ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ❜② ✐ts❡❧❢❄

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡s ♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣✱ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✭❈❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✼✮✳ ❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❝♦♥✜r♠s✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✐♥s♣❡❝✲
t✐♦♥✱ t❤❛t ❜♦t❤ ♣✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❡s ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛r❡ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
t❤❡② ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦♣❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② s♦❧✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡♦r②✳ ❆❧s♦✱
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡ ✇❡r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❥✉st✐✜❡❞✱ s♦ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❢✉t✉r❡
♦r ❛❞✲❤♦❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠❛② ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t✱ ❛s ✐t ♦✛❡rs ❛ ♣r♦♣❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥❛✐✈❡✖②❡t ✈❛st❧② ✉s❡❞✖t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐❦❡ r❛♥❞♦♠ ♦r ♠②♦♣✐❝
str❛t❡❣✐❡s✳

❘❡s❡❛r❝❤ ❉✐r❡❝t✐♦♥s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐t
♦♣❡♥s s♣❡❝✐✜❝ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ t❛❝❦❧❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ r❡s❡❛r❝❤✳

❙❤♦rt✲t❡r♠ ❉✐r❡❝t✐♦♥s

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❛t❤❡r
t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ρP❖▼❉Ps t♦ ❢❛❝t♦r❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ▼❖▼❉Ps
♠❛② ❤❡❧♣ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♥❞✉❝t ♠♦r❡ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✳



✶✷✸

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ❞②♥❛♠✐❝ η ❜♦♥✉s❡s ❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ t✐❣❤t❡r ♦♣t✐♠✐s♠✳ ❆❧s♦✱
❡①t❡♥❞✐♥❣ ❜♦❧t t♦ ♦t❤❡r ♣r✐♦r ❢❛♠✐❧✐❡s ❧✐❦❡ ❍②♣❡r❞✐r✐❝❤❧❡ts ♠❛② ❤❡❧♣ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❧♦❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ P❖❘▲ ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥❈❤❛♣t❡r ✼ ✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❜♦❧t✱ ❢♦r ▼▼▲✳ ❆❧s♦✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣
t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✬s ✐❞❡❛s t♦ P❖▼❉P ▼♦❞❡❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡❞ ♣r✐♦rs ✐s s✉❣❣❡st❡❞✳

▲♦♥❣✲t❡r♠ ❉✐r❡❝t✐♦♥s

❚❤❡ ρP❖▼❉P ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♣r❡s❡♥ts ❛ ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t♦ s♦❧✈❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜✉t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ✉s✉❛❧ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✉♥❞❡r ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t② ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡r♣✐♥♥✐♥❣s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ♠❛② ❤❡❧♣ t♦
❝♦♥str✉❝t ♥❡✇ P❖▼❉P s♦❧✈❡rs ❜② ❡✣❝✐❡♥t❧② ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❧♦❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❢♦r ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ s♠❛❧❧
❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ♦♥❧② ❢❡✇ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡s❡
r❡s✉❧ts t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ❧❛r❣❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ ✇❤❡r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
❛♥❞ ❝r✉❝✐❛❧✳ ❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❜♦❧t ❛r❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ q✉❛❧✐t✐❡s ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① r❡❛❧✲
✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙♦✱ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❧❡ s❝❛❧✐♥❣ ✉♣ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t❤❛t ♥❡❡❞s
❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤✳

❚❤❡ ▼❉P ▼♦❞❡❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❥✉st✐✜❡❞ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲t❤❡♦r❡t✐❝
♠❡❛s✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t s✐♠♣❧❡ r❡✇❛r❞s ♠❛② ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦
❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ρP❖▼❉Ps✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐♥ ▼▼▲
❛♥❞ ❇❘▲ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ s♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
♣r❡s❡♥t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ▼▼▲ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❜❡tt❡r ❇❘▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤r♦✉❣❤ s♠❛rt
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣✳



✶✷✹ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

▼❛✉r✐❝✐♦ ❆r❛②❛✲▲ó♣❡③✱ ❖❧✐✈✐❡r ❇✉✛❡t✱ ❱✐♥❝❡♥t ❚❤♦♠❛s✱ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✳ ❆ P❖▼❉P ❡①t❡♥s✐♦♥
✇✐t❤ ❜❡❧✐❡❢✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✇❛r❞s✳ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ◆❡✉r❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❙②st❡♠s ✷✸ ✭◆■P❙✮✱
✷✵✶✵❛✳

▼❛✉r✐❝✐♦ ❆r❛②❛✲▲ó♣❡③✱ ❱✐♥❝❡♥t ❚❤♦♠❛s✱ ❖❧✐✈✐❡r ❇✉✛❡t✱ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✳ ❆ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t
▼❖▼❉Ps✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✷♥❞ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚♦♦❧s ✇✐t❤ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥✲
t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭■❈❚❆■✮✱ ✷✵✶✵❜✳

▼❛✉r✐❝✐♦ ❆r❛②❛✲▲ó♣❡③✱ ❱✐♥❝❡♥t ❚❤♦♠❛s✱ ❖❧✐✈✐❡r ❇✉✛❡t✱ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✳ ❉❡s P❖▼❉Ps ❛✈❡❝
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ✈✐s✐❜❧❡s✳ ■♥ ❆❝t❡s ❞❡s ❝✐♥q✉✐è♠❡s ❥♦✉r♥é❡s ❢r❛♥❝♦♣❤♦♥❡s ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞é❝✐s✐♦♥✱
❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✉✐t❡ ❞❡ s②stè♠❡s ✭❏❋P❉❆✮✱ ✷✵✶✵❝✳

▼❛✉r✐❝✐♦ ❆r❛②❛✲▲ó♣❡③✱ ❖❧✐✈✐❡r ❇✉✛❡t✱ ❱✐♥❝❡♥t ❚❤♦♠❛s✱ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✳ ❆❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ▼❉P
♠♦❞❡❧s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✾t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣ ✭❊❲❘▲✮✱ ✷✵✶✶❛✳

▼❛✉r✐❝✐♦ ❆r❛②❛✲▲ó♣❡③✱ ❱✐♥❝❡♥t ❚❤♦♠❛s✱ ❖❧✐✈✐❡r ❇✉✛❡t✱ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❞❡s P❖▼❉P ❛✈❡❝ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡✳ ■♥ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡
❞✬❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✷✵✶✶✱ ▼❛② ✷✵✶✶❜✳ ❬❇❡st P❛♣❡r ❆✇❛r❞❪✳

▼❛✉r✐❝✐♦ ❆r❛②❛✲▲ó♣❡③✱ ❱✐♥❝❡♥t ❚❤♦♠❛s✱ ❖❧✐✈✐❡r ❇✉✛❡t✱ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✳ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛❝t✐❢
❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❉P✳ ■♥ ❆❝t❡s ❞❡s s✐①è♠❡s ❥♦✉r♥é❡s ❢r❛♥❝♦♣❤♦♥❡s ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
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✖ ❈❤❛r❧❡s ❍❡r♠✐t❡✳

❆✳✶ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❉❡❢❡rr❡❞ Pr♦♦❢s

❆✳✶✳✶ ❙t❛♥❞✲❛❧♦♥❡ Pr♦♦❢ ♦❢ κ ❈♦♥✈❡①✐t②

▲❡♠♠❛ ❆✳✶✳✶✳ ▲❡t w ∈ Rn ❛♥❞ f : Rn 7→ R ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■❢ κ(w) = ‖w‖1f(
w

‖w‖1
)✱ t❤❡♥ κ(w) ✐s

❛❧s♦ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ❆s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✲❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡①✐t② ♣r❡s❡r✈✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦✈❡ t❤❛t κ ✐s ❝♦♥✈❡①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ♦♥❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t②
♦❢ f ✿

κ(αx+ (1− α)y) = ‖αx+ (1− α)y‖1f(
αx+ (1− α)y
‖αx+ (1− α)y‖1

)

= ‖αx+ (1− α)y‖1f(
α‖x‖1

‖αx+ (1− α)y‖1
· x

‖x‖1
+

(1− α)‖y‖1
‖αx+ (1− α)y‖1

· y

‖y‖1
)

≤ ‖αx+ (1− α)y‖1(
α‖x‖1

‖αx+ (1− α)y‖1
f(

x

‖x‖1
) +

(1− α)‖y‖1
‖αx+ (1− α)y‖1

f(
y

‖y‖1
))

= α‖x‖1f(
x

‖x‖1
) + (1− α)‖y‖1f(

y

‖y‖1
)

= ακ(x) + (1− α)κ(y).

✶✸✼
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❆✳✶✳✷ α✲❍ö❧❞❡r✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ▲✐♣❝❤✐t③✐❛♥ ✐♥ ∆η

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✸✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ❝♦♥✈❡① α✲❍ö❧❞❡r✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
▲✐♣❝❤✐t③✐❛♥ ✇❤❡♥ ❛ ♠❛r❣✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✸✳ ▲❡t η > 0 ❛♥❞ f ❜❡ ❛♥ α✲❍ö❧❞❡r ✭✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t Kα✮✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠
∆ t♦ R✱ f ❜❡✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ ∆o ✭t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ∆✮✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ b ∈ ∆η✱ ‖∇f(b)‖1 ≤
Kαη

α−1✳
❇❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✸✱ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

▲❡♠♠❛ ❆✳✶✳✷✳ ▲❡t xa, xb ∈ R ✭xa < xb✮✱ ❛♥❞ η ∈ (0, xb−xa) ❜❡ t❤r❡❡ s❝❛❧❛rs✳ ▲❡t ❛❧s♦ f ❜❡ ❛ α✲❍ö❧❞❡r
✭✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t Kα✮✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ [xa, xb] t♦ R✱ f ❜❡✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ♦♥
(xa, xb)✳ ❚❤❡♥ f ✐s Kαη

α✲▲✐♣s❝❤✐t③ ♦♥ [xa + η, xb − η]✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛♥② x ∈ [xa + η, xb] ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❆✳✶ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮✿

f ′(x) ≥ f ′(xa + η) ✭❇② ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ f✮

≥ f(xa + η)− f(xa)
η

✭❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✮

≥ −|f(xa + η)− f(xa)|
η

≥ −Kαη
α−1 ✭❇❡❝❛✉s❡ f ✐s α✲❍ö❧❞❡r✮✳

xxa xb

ηη f ′(x)

f ′(xa + η)

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ❆✳✶✳✷

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ❛♥② x ∈ [xa, xb − η]✱

f ′(x) ≤ f ′(xb − η)

≤ f(xb)− f(xb − η)
η

≤ |f(xb)− f(xb − η)|
η

≤ Kαη
α−1.

❚❤✉s✱ ❢♦r ❛♥② x ∈ [xa+η, xb−η]✱ |f ′(x)| ≤ Kαη
α−1✱ s♦ t❤❛t f ✐s Kαη

α−1✲▲✐♣s❝❤✐t③ ♦♥ [xa+η, xb−η]✳

◆♦✇ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣❡rt② ❡①t❡♥❞s t♦ ❛♥ n✲s✐♠♣❧❡① ✭✉s✐♥❣ ❛♥② ♥♦r♠✮✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✸✳ ▲❡t b ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ∆η ❛♥❞ ❧❡t u ❜❡ ❛ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ∆✳ ❆s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ❆✳✷✱ t❤❡ ❧✐♥❡ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ b ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❜② u ✐♥t❡rs❡❝ts ∆ ♦♥ t❤❡
❝❧♦s❡❞ s❡❣♠❡♥t Su = [b + xau, b + xbu] ✭xa < 0 < xb✮✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ gu ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ [xa, xb]
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∆

∆η

b

u

b+ xau

b+ xbu

η

η

η

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✸

t♦ R s✉❝❤ t❤❛t gu : x 7→ f(b + xu)✳ gu ✐s t❤❡♥ ❛ α✲❍ö❧❞❡r ✭✇✐t❤ s❛♠❡ ❝♦♥st❛♥t✮✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ [xa, xb] t♦ R✱ gu ❜❡✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ♦♥ (xa, xb)✳

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡ ✭✐♥ ❛♥② ♥♦r♠✮ ❜❡t✇❡❡♥ ∆η ❛♥❞ bd(∆) ✭t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ∆✮ ✐s
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② η✳ ✸✹ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ∆η ✇✐t❤ Su ✐s t❤✉s ❛ s❡❣♠❡♥t S′

u ⊆ [b+(xa+η)u, b+(xb−η)u]✳
❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ❆✳✶✳✷ t♦ gu ✐♥ [xa + η, xb − η]✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ gu ❛t ♣♦✐♥t 0 ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ f ❛t b ❛❧♦♥❣ u✮ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✭✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✮ ❜② Kαη

α−1✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞✐♥❣
❢♦r ❛♥② u✱ t❤❡♥

∀b ∈ ∆η, ‖∇f(b)‖ ≤ Kαη
α−1.

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧❡♠♠❛s ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ f ✐s ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✸ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♥♦r♠✲✶ ❢♦r t❤❡ ✉s❡s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❜✉t ❛♥② p✲♥♦r♠
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❆✳✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✿ P❆❈✲❇❆▼❉P ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❜❡❜

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ❜❡❜ ✐s P❆❈✲❇❆▼❉P✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ✭❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣✱
✷✵✵✾✮ t♦ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥s✳

❆✳✷✳✶ ▼❛✐♥ ❘❡s✉❧t

▲❡♠♠❛ ✹ ♦❢ ✭❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣✱ ✷✵✵✾✮ st❛t❡ t❤❛t ✐❢ β ≥ 2H2✱ t❤❡ ❜❡❜ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❧✇❛②s ♦♣t✐♠✐st✐❝
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥❞✐s❝♦✉♥t❡❞ r❡✇❛r❞ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ r❡✇❛r❞ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s♠ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❢♦r β ≥ 2H(1− γH)/(1− γ)✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r β = 2H2 ≥ 2H(1− γH)/(1− γ) t❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✷✳✶ ✭❜❡❜ ✐s P❆❈✲❇❆▼❉P✮✳ ▲❡t At ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❜❡❜ ❛t t✐♠❡ t ✇✐t❤
β = 2H2✳ ▲❡t ❛❧s♦ st ❛♥❞ bt ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t❡ ❛♥❞ ❜❡❧✐❡❢ ❛t t❤❛t t✐♠❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t
❧❡❛st 1− δ✱ ❜❡❜ ✐s ǫ✲❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ♣♦❧✐❝②

VAt(st,bt) ≥ V∗(st,bt)− ǫ

❢♦r ❛❧❧ ❜✉t Õ
( |S||A|β2

ǫ2(1− γ)2
)

= Õ

( |S||A|H4

ǫ2(1− γ)2
)

t✐♠❡ st❡♣s✳

✸✹✳ ■♥ p✲♥♦r♠✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ∆η ❛♥❞ bd(∆) ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts (η,
1− η

n− 1
, . . . ,

1− η

n− 1
) ❛♥❞

(0,
1

n− 1
, . . . ,

1

n− 1
)✱ ✐✳❡✳✱ d(∆η , bd(∆)) = (ηp + (n− 1)

ηp

(n− 1)p
)1/p = η(1 +

1

(n− 1)p−1
)1/p ≥ η✳
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❆✳✷✳✷ ❜❡❜ ▼✐①❡❞ ❇♦✉♥❞

▲❡t Ṽ
At

H (st,bt) ❜❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❜ ♣♦❧✐❝② At ❛t t✐♠❡ t ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐①❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ R̃(s, a, s′) = R̂(s, a, s′,bt) t❤❡ r❡✇❛r❞ ✇✐t❤ ❜♦♥✉s✱ ❛♥❞ T̃ (s, a, s′) = T (s, a, s′,bt) t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ bt✳

▲❡♠♠❛ ❆✳✷✳✷ ✭❜❡❜ ▼✐①❡❞ ❇♦✉♥❞✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜❡❜ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐①❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❜❡❜✱ At✱ ✇✐t❤ β = 2H2 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❜②

V ❜❡❜

H (st,bt)− Ṽ
At

H (st,bt) ≤
2β(1− γH)

m(1− γ) . ✭❆✳✶✮

✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦✉♥t ❢♦r ❛ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐r t♦ ❜❡ ✐♥ K✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✻✳✸✳✸✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛♥t✐t② ∆i✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆i+1

❤❛s t✇♦ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ (s, a) /∈ K✱ ❛♥❞✱ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
▲❡♠♠❛ ✻✳✸✳✸✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

∆
(/∈K)
i+1 ≤ γ∆i.

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ (s, a) ∈ K✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ r❡✇❛r❞s ❞✐✛❡r✱

∆
(∈K)
i+1 = V ❜❡❜

i+1 (s,bt)− Ṽ
At

i+1(s,b)

=
∑

s′

T (s, a, s′,bt)(R̂(s, a, s
′,bt) + γV ❜❡❜

i (s,bt))−
∑

s′

T (s, a, s′,b)(R(s, a, s′) + γṼAt

i (s,b′))

≤
∑

s′

T (s, a, s′,bt)

(

R̂(s, a, s′,bt) + γV ❜❡❜

i (s,bt)−R(s, a, s′)− γṼAt

i (s,b′)

)

+
∑

s′

|T (s, a, s′,bt)− T (s, a, s′,b)| (R(s, a, s′) + γṼAt

i (s,b′))

≤
∑

s′

[

T (s, a, s′,bt)

(

β

1 + ‖φ(t)s,a‖
+ γ∆i

)

+
(1− γi)
(1− γ)

∑

s′

|T (s, a, s′,bt)− T (s, a, s′,b)|
]

≤ β

(1 + ‖φ(t)s,a‖)
+ γ∆i +

2H(1− γi)
(1− γ)(1 + ‖φ(t)s,a‖)

≤ 2β

m
+ γ∆i.

❍❡r❡✱ t❤❡ t❤✐r❞ st❡♣ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②

∑

x

p(x)f(x)−
∑

q(x)g(x) ≤
∑

x

p(x)(f(x)− g(x)) +
∑

x

|p(x)− q(x)|g(x),

✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ✐❢ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ R̂ ❛♥❞
∆i ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t t❡r♠✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R(s, a, s′) + γṼAt

i (s,b′)✳ ❚❤❡
✜❢t❤ st❡♣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸ ♦❢ ✭❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣✱ ✷✵✵✾✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
′∑

s

|T (s, a, s′,bt)− T (s, a, s′,b)| ≤
2H

(1 + ‖φ(t)s,a‖)
✳ ❚❤❡ ❧❛st st❡♣ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝ts t❤❛t (1−γi)/(1−γ) ≤

H✱ ❛♥❞ t❤❛t 1+ ‖φ(t)s,a‖ ≥ m ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐rs ❛r❡ ✐♥ K✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡r✲

❡♥❝❡ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i+ 1 ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✿ ∆i+1 = max(∆
(/∈K)
i+1 ,∆

(∈K)
i+1 ) =

2β

m
+ γ∆i✳

❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ r❡♣❡❛t❡❞❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡ st❡♣ ∆0 = 0✱ ❜❡❝❛✉s❡ V ❜❡❜

0 (s,bt) = Ṽ
At

0 (s,b) = 0✱
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳
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❆✳✷✳✸ ❚❤❡♦r❡♠ Pr♦♦❢

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❧❡♠♠❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✷✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❜❡❜ ✐s P❆❈✲❇❆▼❉P ✐♥ t❤❡
❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❝❛s❡ ✭✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ st♦♣ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❜❡❧✐❡❢s ❛s ✐♥ ✭❑♦❧t❡r
❛♥❞ ◆❣✱ ✷✵✵✾✮✮✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✷✳✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭▲❡♠♠❛ ✻✳✸✳✷✮ ✇✐t❤ At t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ❜❡❜ ❛t t✐♠❡ t✱ ❛♥❞ Ṽ ❛ ♠✐①❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❜❡❜✬s ✉♣❞❛t❡ ✇❤❡♥ (s, a) /∈ K✳ ❆s ❜❡❜✬s ❜♦♥✉s ✐s
❛❧✇❛②s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ R̃max = 2β ✭> 1 + β✮ ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ▲❡♠♠❛ ❆✳✷✳✷ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
❤♦r✐③♦♥ H✱ s♦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤✐s r❡s✉❧t ✜rst ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠♠❛t✐♦♥✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❢❛❝ts✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r❡✇❛r❞s✱ ✐t
❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

VAt(st,bt) ≥ V
At

H (st,bt)

≥ Ṽ
At

H (st,bt)−
2β(1− γH)

(1− γ) Pr(AK)

≥ V ❜❡❜

H (st,bt)−
2β(1− γH)

m(1− γ) −
2β(1− γH)

(1− γ) Pr(AK)

≥ V∗
H(st,bt)−

2β(1− γH)

m(1− γ) −
2β(1− γH)

(1− γ) Pr(AK)

≥ V∗(st,bt)−
2β(1− γH)

m(1− γ) −
2β(1− γH)

(1− γ) Pr(AK)− γH

(1− γ)

✇❤❡r❡ t❤❡ ✸rd st❡♣ ✐s ❞✉❡ t♦ ▲❡♠♠❛ ❆✳✷✳✷ ✭❛❝❝✉r❛❝②✮✱ t❤❡ ✹th st❡♣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✹ ♦❢ ✭❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣✱ ✷✵✵✾✮
✭♦♣t✐♠✐s♠✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st st❡♣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✷ ♦❢ ✭❑❡❛r♥s ❛♥❞ ❙✐♥❣❤✱ ✶✾✾✽✮ ✭❡rr♦r ❜♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✜♥✐t❡ ❛♥❞
✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ✸✺✳

❍❡r❡✱ t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ V∗(st,bt) ❛♥❞ VAt(st,bt) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ H,β,m ❛♥❞ γ✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

Pr(AK)✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
γH

(1− γ) =
ǫ

2
❛♥❞ ✜① m =

8β

ǫ(1− γ) ✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ❢♦r Pr(AK)✳ ❋✐rst s✉♣♣♦s❡ t❤❛t Pr(AK) >
1

m
=
ǫ(1− γ)

8β
✱ t❤❡♥ ❜② t❤❡

❍♦❡✛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞s ✭❱❛❧✐❛♥t✱ ✶✾✽✹✮✱ t❤✐s ♦❝❝✉rs ✐♥ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥

O

( |S||A|m
Pr(AK)

log
|S||A|
δ

)

= O

( |S||A|β2

ǫ2(1− γ)2 log
|S||A|
δ

)

t✐♠❡ st❡♣s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− δ✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❛t ♥❡❣❧❡❝ts ❧♦❣❛r✐t❤♠s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ ❡✈❡♥t AK

♦❝❝✉rs ♠♦r❡ t❤❛♥ |S||A|m t✐♠❡s✱ t❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ♣❛✐rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✸✻ ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❡♥t ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r

❡s❝❛♣❡ ❢r♦♠ K ❛♥②♠♦r❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ Pr(AK) ≤ 1

m
✱ ✇❤❡r❡

VAt(st,bt) ≥ V∗(st,bt)−
2ǫ(1− γH)

8
− 2ǫ(1− γH)

8
− ǫ

2

≥ V∗(st,bt)−
ǫ

4
− ǫ

4
− ǫ

2
= V∗(st,bt)− ǫ

✇❤✐❝❤ ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡♦r❡♠✳

✸✺✳ ▲❡♠♠❛ ✷ ♦❢ ✭❑❡❛r♥s ❛♥❞ ❙✐♥❣❤✱ ✶✾✾✽✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ♥♦r♠❛❧ ▼❉Ps✱ ❜✉t ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② t♦ ❇❆▼❉Ps ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✲
✇❛r❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✳
✸✻✳ ❍❡r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧r❡❛❞② ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s♦ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ t✐❣❤t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳
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❆✳✸ ❈❤❛♣t❡r ✼✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❘❡✇❛r❞ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ r❡✇❛r❞s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✹ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛ ρ(s, a, s′,b) ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ❋❉▼ ♣r✐♦rs✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✜♥❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❤❡❧♣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s x = φs,a(s

′)✱ y = ‖φs,a‖1 ❛♥❞ z = ‖φs,a‖22✱ ✇❤❡r❡ φ ✐s t❤❡ ❋❉▼
♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ❢♦r b ❛♥❞ (s, a, s′) ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❆✳✸✳✶ ❚❤❡ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱

ρV (s, a, s
′,bt) = DV (bt,bt+1)

=
∑

ŝ,â

∑

ŝ′

(σ2
ŝ′(φŝ,â)− σ2

ŝ′(φ
′
ŝ,â)).

❆s ❢♦r ❋❉▼s✱ φ′ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ φ′ ♦♥❧② ✐♥ t❤❛t φ′s,a(s
′) = φs,a(s

′) + 1✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ tr✐✈✐❛❧❧②
s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦

ρV (s, a, s
′,bt) =

∑

ŝ′

(σ2
ŝ′(φs,a)− σ2

ŝ′(φ
′
s,a)),

❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r ❛❧❧ ŝ 6= s ❛♥❞ â 6= a✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ φ′ŝ,â = φ′ŝ,â✳
◆♦✇ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✼✳✸✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

ρV (s, a, s
′,bt) =

∑

ŝ′

(
φs,a(ŝ

′)(‖φs,a‖1 − φs,a(ŝ′))
‖φs,a‖21(‖φs,a‖1 + 1)

− φ′s,a(ŝ
′)(‖φ′s,a‖1 − φ′(ŝ′))

‖φ′s,a‖21(‖φ′s,a‖1 + 1)

)

=
‖φs,a‖21 − ‖φs,a‖22
‖φs,a‖21(‖φs,a‖1 + 1)

− ‖φ′s,a‖21 − ‖φ′s,a‖22
‖φ′s,a‖21(‖φ′s,a‖1 + 1)

=
‖φs,a‖21 − ‖φs,a‖22
‖φs,a‖21(‖φs,a‖1 + 1)

− (‖φ′s,a‖1 + 1)2 − (‖φ′s,a‖22 − φs,a(s′)2 + (φs,a(s
′) + 1)2)

(‖φs,a‖1 + 1)2(‖φ′s,a‖1 + 2)
.

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤❡❧♣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ρV (s, a, s
′,bt) =

y2 − z
y2(y + 1)

− (y + 1)2 − (z − x2 + (x+ 1)2)

(y + 1)2(y + 2)

=
1

(y + 1)
− z

y2(y + 1)
− y2 + 2y + 1− z + x2 − x2 − 2x− 1

(y + 1)2(y + 2)

=
1

(y + 1)
− z

y2(y + 1)
− y2 + 2y − z − 2x

(y + 1)2(y + 2)
.

❆✳✸✳✷ ❚❤❡ ❊♥tr♦♣② ❉✐✛❡r❡♥❝❡

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♥tr♦♣②
❞✐✛❡r❡♥❝❡

ρH(s, a, s′,bt) = DH(bt,bt+1)

=
∑

ŝ,â

(
H(φŝ,â)−H(φ′ŝ,â)

)

= H(φs,a)−H(φ′s,a).



❆✳✸✳ ❈❤❛♣t❡r ✼✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❘❡✇❛r❞ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥s ✶✹✸

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ H✱ B(·) ❛♥❞ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t ψ(x+1) =
1

x
+ψ(x)✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥

❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ρH(s, a, s′,bt) = log(B(φs,a) + (‖φs,a‖1 − |S|)ψ(‖φs,a‖1)−
∑

ŝ′

(φs,a(ŝ
′)− 1)ψ(φs,a(ŝ

′))

. log(B(φ′s,a))− (‖φ′s,a‖1 − |S|)ψ(‖φ′s,a‖1) +
∑

ŝ′

(φ′s,a(ŝ
′)− 1)ψ(φ′s,a(ŝ

′))

= log

(∏

ŝ′ Γ(φs,a(ŝ
′)

Γ(‖φs,a‖1)

)

+ (‖φs,a‖1 − |S|)ψ(‖φs,a‖1)−
∑

ŝ′

(φs,a(ŝ
′)− 1)ψ(φs,a(ŝ

′))

− log

(∏

ŝ′ Γ(φ
′
s,a(ŝ

′)

Γ(‖φ′s,a‖1)

)

− (‖φ′s,a‖1 − |S|)ψ(‖φ′s,a‖1) +
∑

ŝ′

(φ′s,a(ŝ
′)− 1)ψ(φ′s,a(ŝ

′))

= log

(∏

ŝ′ Γ(φs,a(ŝ
′))

Γ(‖φs,a‖1)
· Γ(‖φ′s,a‖1)
∏

ŝ′ Γ(φ
′
s,a(ŝ

′))

)

+

(

(‖φs,a‖1 − |S|)ψ(‖φs,a‖1)− (‖φ′s,a‖1 − |S|)ψ(‖φ′s,a‖1)
)

+

(
∑

ŝ′

(φ′s,a(ŝ
′)− 1)ψ(φ′s,a(ŝ

′))− (φs,a(ŝ
′)− 1)ψ(φs,a(ŝ

′))

)

= log

( ‖φs,a‖1
φs,a(s′)

)

+

(

−ψ(‖φs,a‖1)− 1 +
|S|
‖φs,a‖1

− 1

‖φs,a‖1

)

+

(

1 + ψ(φs,a(ŝ
′))

)

.

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤❡❧♣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ρH(s, a, s′,bt) = log
(y

x

)

− ψ(y) + |S|
y
− 1

y
+ ψ(x)

= log
(y

x

)

+
|S|
y
−

y
∑

j=x

1

j
.

❚❤✐s ❧❛st st❡♣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❣❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ψ(x) = −γ +
x−1∑

j=1

1

j
✱ ✇❤❡r❡ γ ✐s t❤❡ ❊✉❧❡r✲▼❛s❝❤❡r♦♥✐ ❝♦♥st❛♥t✳



✶✹✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ Pr♦♦❢s

❆✳✸✳✸ ❚❤❡ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ❉✐st❛♥❝❡

❋♦r t❤❡ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ r❡✇❛r❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❈❤❡r♥♦✛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❇❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ●❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ρB(s, a, s
′,bt) = DB(bt,bt+1)

=
∑

ŝ,â

C1/2(φŝ,â, φ
′
ŝ,â

= C1/2(φs,a, φ
′
s,a) +

∑

ŝ 6=s,â 6=a

C1/2(φŝ,â, φŝ,â)

= − log

(

B(1/2φs,a + 1/2φ′s,a)

B(φs,a)
1/2B(φ′s,a)

1/2

)

+

✘
✘
✘
✘
✘
✘

✘
✘

✘
✘
✘∑

ŝ 6=s,â 6=a

− log

(
B(φs,a)

B(φs,a)

)

= − log

(∏

ŝ′ Γ(φs,a(ŝ
′) + 1/2I(ŝ′, s′))

Γ(‖φs,a‖+ 1/2)
·
(

Γ(‖φs,a‖)
∏

ŝ′ Γ(φs,a(ŝ
′))

) 1

2

·
(

Γ(‖φs,a‖+ 1)
∏

ŝ′ Γ(φs,a(ŝ
′) + I(ŝ′, s′))

) 1

2

)

= − log

(

Γ(φs,a(s
′) + 1/2)

Γ(‖φs,a‖+ 1/2)Γ(φs,a(s′))
·
(
Γ(‖φs,a‖)

1

) 1

2

·
(
Γ(‖φs,a‖+ 1)Γ(φs,a(s

′))

Γ(φs,a(s′) + 1)

) 1

2

)

.

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤❡❧♣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ρB(s, a, s
′,bt) = − log

(

Γ(x+ 1/2)

Γ(y + 1/2)Γ(x)
·
(
Γ(y)

1

) 1

2

·
(
Γ(y + 1)Γ(x)

Γ(x+ 1)

) 1

2

)

= − log

(

Γ(x+ 1/2)

Γ(y + 1/2)Γ(x)
·
(
Γ(y)

1

) 1

2

·
(
Γ(y + 1)Γ(x)

Γ(x+ 1)

) 1

2

)

= log

(
Γ(x)
√
x

Γ(x+ 1/2)

)

− log

(
Γ(y)
√
y

Γ(y + 1/2)

)

.
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❇✳✺✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

❇✳✺✳✷ Pr♦♣r✐étés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

❇✳✺✳✸ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

❇✳✺✳✹ ❘❡♠❛rq✉❡s ❡t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

❇✳✻ ❆♣♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

❇✳✻✳✶ ❈r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

❇✳✻✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

❇✳✻✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

❇✳✻✳✹ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

❇✳✻✳✺ ❚r❛✈❛✉① ❢✉t✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

❇✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

❇✳✶✶ ❉✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✏❘✐❡♥ ❞❡ ❜❡❛✉ ♥❡ ♣❡✉t s❡ rés✉♠❡r✳✑ ✖ P❛✉❧ ❱❛❧ér②

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ rés✉♠é ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ❞✉ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ t❤ès❡ ❞❡ ▼❛✉r✐❝✐♦ ❆❘❆❨❆✲▲❖P❊❩ ✐♥t✐✲
t✉❧é ✿ ✏◆❡❛r✲❖♣t✐♠❛❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s✑✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
✏❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r❡sq✉❡ ♦♣t✐♠❛✉① ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ à ❞❡s ✜♥s ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✑✳

✶✹✺



✶✹✻ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉

❇✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s
❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❖♥ ② ❛❞♦♣t❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✱ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ér✐q✉❡s
♣♦✉r ❛✉t♦♠❛t✐s❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛❜♦r❞és ✐❝✐ ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❥❡✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t
❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ét❛♥t ✐♥❝❡rt❛✐♥❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✭❧❡ ❤❛s❛r❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝❡tt❡ é✈♦❧✉t✐♦♥✮ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ♥✬❛✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱
q✉✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ q✉❛♥t à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ✭❧❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ s♦♥t ❧✐♠✐tés✮✳

❉❡ t❡❧s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ s♦♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❢♦r♠❛❧✐sés ❝♦♠♠❡
❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥s ✭▼❉P✮ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭P❖▼❉P✮✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ♠❛❧ ❝♦♥♥✉ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✮✱ ♦♥ ✈❛ ♣❛r❧❡r ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡
ré❡❧✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❡ss❛✐✲❡rr❡✉r✳

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ✉s✉❡❧s r❡q✉✐èr❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s ❞✬❛❣✐r
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❛❝q✉ér✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❈✬❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ✿

✕ ❞❛♥s ❧❡s P❖▼❉P✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❝t✐♦♥s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞✬❡♥ ❛♣♣r❡♥❞r❡ ♣❧✉s s✉r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥
❝♦✉r❛♥t❡ ♣♦✉r✱ ❡♥s✉✐t❡✱ ♠✐❡✉① ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ s②stè♠❡✱ ❡t

✕ ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥❝❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣r♦♠✐s
❡♥tr❡ ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦♠❡tt❡✉s❡ ✭❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡✮ ❡t ❡✛❡❝t✉❡r
✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ q✉✐ ❛♣♣♦rt❡r❛ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❡①♣❧♦r❡r ♣♦✉r ❛❝q✉ér✐r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✮✳

▲❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s✉r ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✮ ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ♠♦②❡♥
❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❡st ♣❧✉tôt ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬ét❛t ❞✬✉♥ s②stè♠❡✳

❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡ ♣rés❡♥t tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ s✬❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssé ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♦ù ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✜♥ ❡♥ s♦✐✳ ❈❡❧❛ ❛ ❛♠❡♥é à ❛❜♦r❞❡r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❝♦♠♠❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s P❖▼❉P ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❄ ✭❝❡ q✉✐ ❛ ❛♠❡♥é à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ρP❖▼❉P✮ ❡t q✉❡❧s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♠♣❧♦②❡r ♣♦✉r rés♦✉❞r❡
❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❄

✕ ♣❡✉t✲♦♥ ❞é✜♥✐r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t s♦✐t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❄
❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛✱ ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❛ ❛♠❡♥é ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❜❛②és✐❡♥
❛✈❡❝ ♠♦❞è❧❡ ✭❇❘▲✮ ❀

✕ ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❇❘▲ q✉✐ s♦♥t ✏♦♣t✐♠✐st❡s ❢❛❝❡ à ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥✑✱ ❡st✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥
é❝r✐r❡ ✉♥ q✉✐ s♦✐t ✏♦♣t✐♠✐st❡ à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✑✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞✉ s②stè♠❡ ❄ ✭❝❡ q✉✐ ❛ ❛♠❡♥é à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇❖▲❚✮ q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❄

❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ✭❡t s♦♥ rés✉♠é✮ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞✬❛❜♦r❞ ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ✷✲✸ ✭s❡❝t✐♦♥ ❇✳✷✮ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ▼❉P ❡t P❖▼❉P✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✭s❡❝t✐♦♥ ❇✳✸✮ q✉✐ s✉✐t
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ρP❖▼❉P ❡t ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉s✉❡❧s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❱✐❡♥t
❛❧♦rs ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ✭s❡❝t✐♦♥ ❇✳✹✮ s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✱ ❧❡q✉❡❧ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✉t✐❧❡s
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ✭s❡❝t✐♦♥ ❇✳✺✮ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇❖▲❚ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ✭s❡❝t✐♦♥ ❇✳✻✮ s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❛❝t✐❢ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳

❇✳✷ Pr✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

▲❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❧♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧✬é✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✮ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✭❧❡ ♠♦❞è❧❡✮✳ ▲❡s tr❛✈❛✉①
❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✐✛èr❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❢❛✐t❡s ✿ s②stè♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♦✉ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱
♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té t♦t❛❧❡ ♦✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✏♣r❡♥❡✉rs ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✑ ✭❝♦❧❧❛❜♦r❛♥t ♦✉ ♥♦♥✮✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ♦✉ ❡♥✲❧✐❣♥❡✳✳✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✐❝✐ ❧❡ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ♦❜✲
s❡r✈❛❜✐❧✐té t♦t❛❧❡ q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥s
t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭▼❉P ❡t P❖▼❉P✮✳



❇✳✷✳ Pr✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✶✹✼

St−1 St

At

rt

St+1

rt+1

At+1

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶ ✕ ❯♥❡ ✈✉❡ ❡♥ ✸ ét❛♣❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥✳

❇✳✷✳✶ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥s

❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ✭▼❉P✮ ✭P✉t❡r♠❛♥✱ ✶✾✾✹✮ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ t✉♣❧❡ 〈S,A, T, r, s0〉
❞é❝r✐✈❛♥t ✿

✕ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ à ❝♦♥trô❧❡r ❀
✕ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞❡s ❛❝t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❀
✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ T (s, a, s′) ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t❡r ❞❡ ❧✬ét❛t s ✈❡rs ❧✬ét❛t s′

q✉❛♥❞ ❧✬❛❝t✐♦♥ a ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ✭T (s, a, s′) = Pr(St+1 = s′|St = s,At+1 = a)✮ ❀
✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ r(s, a, s′) ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ r❡ç✉❡ q✉❛♥❞ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s

a−→ s′ ❛
❧✐❡✉ ❀ ❡t

✕ ✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ s0 ∈ S✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ❇✳✶ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❡♥ ♥❡

r❡♣rés❡♥t❛♥t q✉❡ ✸ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳
❯♥ t❡❧ ♣r♦❝❡ss✉s ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s q✉❛♥t à s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥

❢✉t✉r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐t❡s s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ét❛ts ❡t ❛❝t✐♦♥s ♣❛ssé❡s ❞✉ ♠♦♠❡♥t q✉❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❡st
❝♦♥♥✉ ✿

Pr(St+1|St, At+1, St−1, At, · · · , S0) = Pr(St+1|St, At+1).

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡r♠❡ttr❛ ✐❝✐ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s s❛♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞✉ ♣❛ssé✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ r❡♠❛rq✉❡r✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✬❡st ✉♥ ▼❉P ♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡ ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t q✉❡❧

♣r♦❜❧è♠❡ ✐❧ ❢❛✉t rés♦✉❞r❡✳ ❖♥ ❛ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝r✐tèr❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r
✭♦✉ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été à s❛t✐s❢❛✐r❡✮✳ ❆ ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ t♦t❛❧
❞é❝♦♠♣té✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ π ✕❞♦♥t ♦♥ ♣ré❝✐s❡r❛ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✕
♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ✿

Eπ
H

[
H∑

t=0

γtRt|S0 = s0

]

,

♦ù γ ∈ [0; 1] ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ tr❛❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ❞é✈❛❧♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❢✉t✉r❡s✱ H ∈ 0..∞
❡st ❧✬❤♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧ ✕é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐✕ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡t Rt ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛
ré❝♦♠♣❡♥s❡ r❡ç✉❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t✳ ❙✐ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r γ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❥✉st✐✜é ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥
γ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 1 ❡st s♦✉✈❡♥t ✐♠♣♦sé✱ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ♣❛r ❧❛ ♥é❝❡ss✐té q✉❡
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ✭❧❡ r❡t♦✉r✮ ♥❡ ❞✐✈❡r❣❡ ♣❛s✳

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❝❡❧✉✐ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❛r❢♦✐s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■❧ r❡st❡ t♦✉t❡❢♦✐s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣ré❢ér❛❜❧❡
❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ✈♦✐r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥t
❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s
t❡♠♣♦r❡❧s ✜♥✐s✳

❍♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧ ✜♥✐

❆ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐✱ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ à ♣r❡♥❞r❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t s ♣❡✉t ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✉ t❡♠♣s r❡st❛♥t
✭❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ n✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❢✉t✉r❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♥❡ s❡r♦♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s q✉❡ s✬✐❧ r❡st❡



✶✹✽ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉

s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡s ❛tt❡✐♥❞r❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❞é✜♥✐r ✐❝✐ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ π : S × N→ A✳ ✸✼ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ♦♥ é❝r✐r❛ πn(s) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ π(s, n)✳

▲✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ r❡t♦✉r s✐ ❧✬♦♥ s✉✐t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π s✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ n à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t s ❡st ❛♣♣❡❧é❡
✈❛❧❡✉r ✿

V π
n (s) = Eπ

[
n∑

t=0

γtRt

∣
∣
∣
∣
∣
S0 = s

]

,

= Eπ

[
n∑

t=0

γtr(St, πn−t(St), St+1)

∣
∣
∣
∣
∣
S0 = s

]

.

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ré❝✉rr❡♥t❡✱ ❡t ❡①♣❧✐❝✐t❡r s♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ✿

V π
0 (s) = 0

∀n > 0, V π
n (s) = Eπ

[
n∑

t=0

γtr(St, πn−t(St), St+1)

∣
∣
∣
∣
∣
S0 = s

]

,

= Eπ

[

r(S0, πn(S0), S1) +

n∑

t=1

γtr(St, πn−t(St), St+1)

∣
∣
∣
∣
∣
S0 = s

]

,

= Eπ

[
r(S0, πn(S0), S1) + γV π

n−1(S1)
∣
∣S0 = s

]
,

=
∑

s′∈S

T (s, πn(s), s
′)
[
r(s, πn(S0), s

′) + γV π
n−1(s

′)
]
.

❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ V π
n ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ V π

n−1 ❞é✜♥✐t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣♦✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ✿

V π
n = BπV π

n−1.

P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π✱ ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✿

Qπ
0 (s, a) = 0

∀n > 0, Qπ
n(s, a) =

∑

s′∈S

T (s, a, s′)
[
r(s, πn(s), s

′) + γV π
n−1(s

′)
]
,

❞✬♦ù V π
n (s) = Qπ

n(s, π(s)).

▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ✭❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✹✮ ❞✬❛♣rès
❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t s à ❤♦r✐③♦♥ n s✐ ❡❧❧❡ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡
✐♥st❛♥t❛♥é❡✱ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t s✉✐✈❛♥t ✭❡t ❞♦♥❝ à ❤♦r✐③♦♥ n−1✮✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t V ∗

n (s) ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t s ❡t ♣♦✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ n✱ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✬é❝r✐t ✿

V ∗
n (s) = max

a∈A

∑

s′∈S

T (s, a, s′)
[
r(s, a, s′) + γV ∗

n−1(s
′)
]

= max
a∈A

Q∗
n(s, a),

♦ù Q∗
n(s, a) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té

❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ✿

V ∗
n = B∗V ∗

n−1.

❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ré❝✉rr❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❣♦✉r♠❛♥❞❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐♦♥ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ✿

π∗
n(s) ∈ argmax

a∈A
Q∗

n(s, a).

✸✼✳ ■❧ ❡st ❞é♠♦♥tré q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ✐❝✐✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s st♦❝❤❛s✲
t✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛ss♦❝✐❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ét❛t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s✳



❇✳✷✳ Pr✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✶✹✾

❍♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧ ✐♥✜♥✐

▲✬❤♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧ ✐♥✜♥✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧ ✜♥✐ q✉❛♥❞
❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝r♦ît✳ ◗✉❛♥❞ γ < 1✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈❛❧❡✉r ✭❞✬❛❝t✐♦♥✮ t❡♥❞ ❛❧♦rs ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ V ∗

∞ ✭Q∗
∞✮ à

❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π∗
∞✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭♦♥ ♦♠❡ttr❛ s♦✉✈❡♥t

❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❤♦r✐③♦♥✮✳
V ∗
∞ ♣❡✉t êtr❡ ❛✉ss✐ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✿

∀s ∈ S, V (s) = max
a∈A

∑

s′∈S

T (s, a, s′) [r(s, a, s′) + γV (s′)] .

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ γ s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ 1 ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ✭❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✱ ♦✉
♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡✮ s♦♥t ❝♦♥tr❛❝t❛♥ts✱ ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ à ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✱ ❡t
q✉✬✉♥ t❡❧ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❧✐♠✐t❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✐tér❛♥t ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✭❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ♦✉ ❱■✮ ❝♦♥s✐st❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t à ✐tér❡r ❧✬♦♣ér❛✲
t❡✉r ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt s♦✐t ❛tt❡✐♥t✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞✐t
s②♥❝❤r♦♥❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡s à t♦✉s ❧❡s ét❛ts s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡
✐tér❛t✐♦♥✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✿ ■tér❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✭s②♥❝❤r♦♥❡✮ ✭❱■✮
■♥♣✉t✿ T ✱ R✱ γ✱ s0✱ V0
❖✉t♣✉t✿ V̂ ∗

✶ n← 1❀
✷ t❛♥t q✉❡ V ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♥✈❡r❣é ❢❛✐r❡
✸ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s ∈ S ❢❛✐r❡
✹ V ∗

n (s)← B(V ∗
n−1, s)❀

✺ ✜♥
✻ n← n+ 1❀
✼ ✜♥

❯♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✉t✐❧✐s❛♥t t♦✉t❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞ès q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ❡t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡
à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❝♦♥s✐st❡ à ♥✬✉t✐❧✐s❡r q✉✬✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs V (·) ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ s✉r
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ✭❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❱■ ♦✉ ❆❱■✮ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✿ ■tér❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ✭❆❱■✮
■♥♣✉t✿ T ✱ R✱ γ✱ s0✱ V0
❖✉t♣✉t✿ V ∗

✶ V ← V0❀
✷ t❛♥t q✉❡ V ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♥✈❡r❣é ❢❛✐r❡
✸ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s ∈ S ❢❛✐r❡
✹ V (s)← B(V, s)❀
✺ ✜♥

✻ ✜♥

❯♥ ❝r✐tèr❡ ❝♦✉r❛♥t ❡st ❞❡ s✬❛rrêt❡r ❞ès q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ‖V ∗
n − V ∗

n−1‖∞ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡
ǫ

1− γ2 ♣♦✉r ǫ > 0 ❞♦♥♥é✱ ❝❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ✿

‖V ∗ − Vn‖∞ = max
s∈S
|V ∗(s)− Vn(s)|

≤ ǫ.
❖♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ q✉❡✱ s✐ ❝❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥✬❡①♣❧♦✐t❡♥t ♣❛s ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✱ ❞✬❛✉tr❡s

❧❡ ❢♦♥t ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és✳

❇✳✷✳✷ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s

❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ♥✬❡st ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦✲
❞é❧✐s❡r ❝❡✉①✲❝✐ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ▼❉P ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭P❖▼❉P✮ ✭➴strö♠✱ ✶✾✻✺❀ ❙✐❣❛✉❞ ❛♥❞ ❇✉✛❡t✱



✶✺✵ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉

✷✵✶✵✮✱ ❞é✜♥✐s ♣❛r ✉♥ ✉♣❧❡t 〈S,A,Z, T, O, r,b0〉✱ ♦ù ✿
✕ S✱ A✱ T ❡t r s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ▼❉P ❀
✕ Z ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❀
✕ O ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❡r❝❡✈♦✐r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ z q✉❛♥❞ ✉♥❡
❛❝t✐♦♥ a ❛♠è♥❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t s′ ✿ O(s′, a, z) = Pr(Zt = z|St = s′, At = a) ❀ ❡t

✕ b0 ∈ ∆ ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ✕❛♣♣❡❧é❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭♦✉
❜❡❧✐❡❢✮✕ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✉r ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳

❉❛♥s ✉♥ P❖▼❉P✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ♣✉✐sq✉❡
❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ r❡ç✉❡ ✕♦✉
❞❡s N ❞❡r♥✐èr❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❡t ❛❝t✐♦♥s✮✕ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐r❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s s♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐té✳ ■❧ ❢❛✉t ✐❞é❛❧❡♠❡♥t
♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛ssé❡s✱ ♦✉ ❞✬✉♥❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡✳

▲❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❝♦✉r❛♥t❡ bt ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s à ❧✬✐♥st❛♥t t✮ ❡st ✉♥❡ t❡❧❧❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ✭❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ s❛✉❢ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✮ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥
P❖▼❉P✳ ❙❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ❡t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉✐ ❧✬❛ s✉✐✈✐❡ ❡st
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❇❛②❡s ✿

ba,z(s′) ∝ Pr(z|a, s′)
∑

s∈S

Pr(s′|a, s)b(s).

❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t r❛♠❡♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ P❖▼❉P ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ▼❉P ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧

✕ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ∆ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞✉ P❖▼❉P ❞❡ ❞é♣❛rt ❀
✕ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ❀
✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ τ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ T ❡t O ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ b ✈✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
❡t ✿

τ(b, a,b′) =
∑

z∈Z

I(b,ba,z)




∑

s,s′∈S

Pr(z|s′, a)Pr(s′|s, a)Pr(s)





=
∑

z∈Z

I(b,ba,z)




∑

s,s′∈S

O(s′, a, z)T (s, a, s′)b(s)



 ,

♦ù δ(·, ·) ❡st ❧❡ ❞❡❧t❛ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❀ ❡t
✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ρ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ r ♣❛r ✿

ρ(b, a,b′) =
∑

s,s′∈S

b(s)b′(s′)r(s, a, s′).

◆♦t❡ ✕ ❉♦ré♥❛✈❛♥t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❧❛r✐✜❡r ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❡t s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ❞❡s
ré❝♦♠♣❡♥s❡s r(s, a) ❡t ρ(b, a) ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ r(s, a, s′) ❡t ρ(b, a,b′)✮✳

❖♥ s✬❡st ❞♦♥❝✱ ❡♥ t❤é♦r✐❡✱ r❛♠❡♥é ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ P❖▼❉P à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ▼❉P✱ à ❝❡❝✐ ♣rès q✉❡ ❧❡
▼❉P ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ✭❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡✮ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s s♦✉✈❡♥t ✐♥✜♥✐✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡
❝r♦②❛♥❝❡ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉ à |S| − 1 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡❝♦✉r✐r ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉s✉❡❧s
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣r❡♠✐èr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✐♥❝❧✉❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

✕ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ❢✉t✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡♣✉✐s b0 ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s à ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ q✉❛♥❞ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ❀

✕ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s à ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ❞é❝✐❞❡r ❞❡ at à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t
s✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✮ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❀ ♦✉

✕ ❞✐s❝rét✐s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛✲

❧❡✉r ✭❙♠❛❧❧✇♦♦❞ ❛♥❞ ❙♦♥❞✐❦✱ ✶✾✼✸❀ ❙♦♥❞✐❦✱ ✶✾✼✽✮ ✿ ♣♦✉r t♦✉t ❤♦r✐③♦♥ h ≥ 0✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ∗
h

❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✭P❲▲❈ ♣♦✉r P✐❡❝❡✇✐s❡✲▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ❈♦♥✈❡①✮✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st
✐♠♠é❞✐❛t❡ ♣♦✉r h = 0 ♣✉✐sq✉❡ V ∗

0 (b) = 0 ♣♦✉r t♦✉t b✱ ❡t s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r h > 1 ♣❛r❝❡ q✉❡



❇✳✷✳ Pr✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✶✺✶

 0  1

v
a
lu

e

b

(a)

 0  1

v
a
lu

e
b

(b)

 0  1

v
a
lu

e

b

(c)

❋✐❣✉r❡ ❇✳✷ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ Γ✲s❡t ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α✮ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s ✉♥ ✶✲s✐♠♣❧❡① ❛✈❡❝ ✭❛✮ ❡t s❛♥s ✭❜✮ ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s s✉♣❡r✢✉s✳ ✭❝✮ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳
■❝✐✱ ✭❜✮ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ ❞❡ ✭❝✮✳

✕ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs max✱ + ❡t × ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té✱ ❡t
✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ b✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❛✉ss✐
❝♦♥✈❡①❡✱ ♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳

■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧ ❞✬é❝r✐r❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ✈❡❝t❡✉r α q✉✐ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✭❛✐♥s✐ q✉✬à ✉♥❡
❛❝t✐♦♥✮✱ ❡t ♦♥ é❝r✐t ✿

V ∗
h (b) = max

α∈Γh

b⊤α.

▲❛ ✜❣✉r❡ ❇✳✷ ✭❛✮ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ❇✳✷ ✭❝✮✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❞ér✐✈❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡①❛❝t à ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐✱ ❡t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥
❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s à ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✳

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬α✲✈❡❝t❡✉rs ❝r♦ît ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ✭❙❤❛♥✐
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① s♦♥t s✉♣❡r✢✉s✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❛ss♦❝✐és
s♦♥t ❞♦♠✐♥és ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❇✳✷ ✭❜✮✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é❜❛rr❛ss❡r ✭é❧❛❣✉❡r✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γh ❞❡s α✲✈❡❝t❡✉rs ❞♦♠✐♥és✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡
à ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s t❡❧s q✉❡ ❇❛t❝❤ ❊♥✉♠❡r❛t✐♦♥
✭▼♦♥❛❤❛♥✱ ✶✾✽✷✮ ❡t ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ Pr✉♥✐♥❣ ✭■P✮ ✭❈❛ss❛♥❞r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮✳

❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✭❙❤❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ✈❛ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❡♥ é❧❛❣✉❛♥t ❛✉ss✐ ♥♦♠❜r❡
❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ♥♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥és✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛✈❡❝
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞✬α✲✈❡❝t❡✉rs✱ ✐❞❡♥t✐✜és à ❞❡s ✏♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s✑ ✭❜❡❧✐❡❢ ♣♦✐♥ts✮ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ∆✳ ❯♥
♣♦✐♥t ❝❧❡❢ ❞❛♥s ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❖♥
❝✐t❡r❛ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ P❇❱■ ✭P✐♥❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ P❊❘❙❊❯❙ ✭❙♣❛❛♥
❛♥❞ ❱❧❛ss✐s✱ ✷✵✵✺✮ ❡t ❍❙❱■✷ ✭❙♠✐t❤ ❛♥❞ ❙✐♠♠♦♥s✱ ✷✵✵✺✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s ré❝❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❋❙❱■ ✭❙❤❛♥✐
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✱ ❙❆❘❙❖P ✭❑✉r♥✐❛✇❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❡t ●❛♣▼✐♥ ✭P♦✉♣❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①❛❝ts ✭❛✈❡❝ é❧❛❣❛❣❡ ❞✉ str✐❝t ♥é❝❡ss❛✐r❡✮ ♥❡ s❡ s❡r✈❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts s❡ s❡r✈❡♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts ✉t✐❧❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♠♠❡♥t✳

◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ▼❉P ♦✉ ❞❡ P❖▼❉P✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❡♥t✳
◆♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✬❡st ❝♦♥❝❡♥tré❡ s✉r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡s✱ s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s tr❛✈❛✉① q✉✐
s✉✐✈❡♥t ✈♦♥t r❡♣♦s❡r✳



✶✺✷ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉
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❋✐❣✉r❡ ❇✳✸ ✕ ❘é❝♦♠♣❡♥s❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ✶✲s✐♠♣❧❡① ✿ ✭❛✮ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬ét❛t✱ ✭❜✮
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❑▲✱ ✭❝✮ ♥♦r♠❡ L∞ ❡t ✭❞✮ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✳

❇✳✸ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s

▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥s✱ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ s♦♥t
❢❛✐ts ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧✬ét❛t ❞✬✉♥ s②stè♠❡✱ ❧✉✐ ❢❛✐r❡ ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ét❛t ❜✉t ♦✉ ❧❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
ré❣✐♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦✉s ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❡✉t
êtr❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬❛❝q✉ér✐r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛❝❤é❡✳ ❈✬❡st ❡♥ ♣r❛✲
t✐q✉❡ à ❝❡❧❛ q✉❡ s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡s✐❣♥✮✱
❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❛❝t✐❢s ♦✉ ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❛❝t✐❢✳ ✸✽ ▼❛✐s✱ s❛✉❢ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❢♦r♠✉❧és ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s P❖▼❉P✱ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡
❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✱ ♣❛s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ✭❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡✮✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ❛♠❡♥é à ♣r♦♣♦s❡r
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ❧❡s ρP❖▼❉P✱ ❡t à ét✉❞✐❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳

❇✳✸✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥

❉❛♥s ✉♥ P❖▼❉P✱ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ r ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ét❛t s ❡t ❛❝t✐♦♥ a ❝♦✉r❛♥ts✱ ❧❡ ❜❡❧✐❡❢ ▼❉P ✐♥❞✉✐t ✈♦②❛♥t
s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ρ ✕❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥✕ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ s✉r
❧❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❉❛♥s ♥♦s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s q✉❡ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ s♦✐t t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❛❝❝ès✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
ρ q✉✐ s❡r❛ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ P❖▼❉P ✕❛♣♣❡❧é ρP❖▼❉P✕ q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❜❡❧✐❡❢ ▼❉P ✐♥❞✉✐t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❇✳✸ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ρ ♣♦ss✐❜❧❡s ❞é✜♥✐❡s ✐❝✐ s✉r
✉♥ ✶✲s✐♠♣❧❡①✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♥❡ ❢❛✐t q✉✬ét❡♥❞r❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s P❖▼❉P✳ ❚♦✉t P❖▼❉P
♣❡✉t êtr❡ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ré✲é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ρP❖▼❉P✳

❉❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✱ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❞♦✐t ♠❡s✉r❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■❧ ♣❡✉t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ s✬❛❣✐r ❞❡ ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ✭H(b) =

∑

s∈S

−b(s) log(b(s))✮✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡

❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❈❤❡r♥♦✛✳ ■❧ ② ❛ t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ s❝é♥❛r✐♦s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ t❡❧s
q✉❡ ✿

❞✐❛❣♥♦st✐❝ ✿ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❛❝q✉ér✐r
❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛❝❤é❡ st❛t✐q✉❡✱ ❡t ❝❡ ❥✉sq✉✬à t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ✭s♦✉✈❡♥t ✈♦❧♦♥t❛✐r❡✮ ❞✉
♣r♦❝❡ss✉s ❀ s❡✉❧❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉ ✜♥❛❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❀ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♣❡✉t
êtr❡ ♥✉❧❧❡ ✭♦✉ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝♦ût ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✮ ❧❡ r❡st❡ ❞✉ t❡♠♣s ❀

s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ✿ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ q✉❛❧✐té
❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❀ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧✐é❡ à

✸✽✳ ❙✐ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ✉♥❡ ✜♥ ❡♥ s♦✐✱ ✐❧ ❡st ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡ ♣♦s❡r ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳



❇✳✸✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✶✺✸

inf
inf

c1 c2

0 1
belief

c1 c2

0 1
belief

c3 c4

❋✐❣✉r❡ ❇✳✹ ✕ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ♠❛✐s ❝♦♥✈❡①❡✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱ ❧❛ ♣❡♥t❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
s✬é❧♦✐❣♥❛♥t ❞✉ ❜♦r❞✳

❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❀

❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❞❡ s♦✐✮✱ ✉♥❡ ❡♥t✐té ♠♦❜✐❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡s♣❛❝❡ ❞♦✐t
s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❥✉sq✉✬à s❛✈♦✐r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❜✐❡♥ ♦ù ❡❧❧❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❀ ✐❝✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛❝❤é❡ ❡st ♥♦♥ s❡✉❧❡✲
♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❡♥ ♣❧✉s ❝♦♥trô❧é❡ ❀ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✱ ❝✬❡st s✉rt♦✉t
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ♦♣t✐♠✐s❡r✳

■❧ r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐s✳

❇✳✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❇✳✷✳✷ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ P❖▼❉P ❞♦♥♥é ❡t ✉♥
❤♦r✐③♦♥ h✱ V ∗

h ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t ❝♦♥✈❡①❡ ✭P❲▲❈✮✱ ❝❡ q✉✐ r❡♣♦s❛✐t s✉r ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
ρ ✐♥❞✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ r✳ ❖r ρ ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❧✉s ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ρP❖▼❉P✱ ❝❡ q✉✐ r❡♠❡t ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ét❛❜❧✐s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ρ ♥✬❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t P❲▲❈✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❞✬❡♠❜❧é❡ ✐♥✈❛❧✐❞❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ V ∗

h ✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ♦♥ ♠♦♥tr❡ très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡✱ s✐ ρ ❡st P❲▲❈✱ V ∗
h ❡st P❲▲❈

♣♦✉r t♦✉t h✳
❘❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡s ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❞❡ V ∗

h ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❢❡r♠é❡ ♥✬❡st ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ρ ❞♦✐t
êtr❡ ❝♦♥✈❡①❡ ✭❝✬❡st s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❛s✮ ❡t q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ V ∗

h ∗ ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ V ∗

h ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ P❲▲❈ ❛♠è♥❡ ❞♦♥❝ à s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ρ✱ ❡t ❞♦♥❝ V ∗

h ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s P❲▲❈✳
❇♦r♥❡r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ✭❛✉ ♠♦✐♥s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✮ ❡t ❞❡

❣r❛❞✐❡♥t ❜♦r♥é ❡st ❛✐sé✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦♥t ✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t ♥♦♥ ❜♦r♥é✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ✭♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛
❞ér✐✈é❡ ❞❡ f(x) = x log(x/c) t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ q✉❛♥❞ x t❡♥❞ ✈❡rs 0✮✱ ❡t t❡❧ q✉✬✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❇✳✹
✭♣❛rt✐❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮✳ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ♣❛r ❝♦♥tr❡ α✲❤ö❧❞❡r✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ✉♥ α ∈ [0; 1) ❞♦♥♥é✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ Kα > 0 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t b,b′✱

|ρ(b)− ρ(b′)| ≤ Kα‖b− b′‖α1 .

❯♥ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t t❤é♦r✐q✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ P❲▲❈ ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ α✲❤ö❧❞❡r✐❡♥♥❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ B ❞❡ ♣♦✐♥ts é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥és ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ✸✾

✸✾✳ ❉❡♥s✐té ❞❡ B ✿ δB = min
b∈∆

max
b′∈B

‖b− b
′‖1✳



✶✺✹ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉

❚❤❡♦r❡♠ ❇✳✸✳✶✳ ❙♦✐t ρ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❝♦♥✈❡①❡ s✉r ∆✱ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s ∆o ✭❧✬✐♥tér✐❡✉r
❞❡ ∆✮✱ ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ α✲❍ö❧❞❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Kα✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ρB ❡st
♠❛❥♦ré❡ ♣❛r CδB

α✱ ♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s❝❛❧❛✐r❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ α✳

❈❡ rés✉❧t❛t s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ♥✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts q✉❡ s✬✐❧s s♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
❞❡s ❜♦r❞s ❞❡ ∆✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❇✳✹✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❜♦r♥❡r ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❡①❛❝t❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ❇✳✸✳✷✳ ❙♦✐t V̄h ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ P❲▲❈ ρB(b)✱ ❡t
s♦✐t V ∗

h ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✱ t♦✉t❡s ❞❡✉① ♣r✐s❡s ♣♦✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ h✳ ▲✬❡rr❡✉r ❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r

‖V̄h − V ∗
h ‖∞ ≤

CδB
α

1− γ .

❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ét❡♥❞r❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é
P❇❱■✳

❚❤❡♦r❡♠ ❇✳✸✳✸✳ ❙♦✐t V̂h ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ P❲▲❈ ❞❡ ρ ❡t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❇❱■✱ ❡t s♦✐t V ∗

h ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✱ t♦✉t❡s ❞❡✉① ♣r✐s❡s ♣♦✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ h✳ ▲✬❡rr❡✉r
❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r

‖V̂h − V ∗
h ‖∞ ≤

(Rmax −Rmin + CδB
α)δB + CδB

α

1− γ .

❈❡s rés✉❧t❛ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s ρP❖▼❉P à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❧❡sq✉❡❧s
♦♥t ♣r♦✉✈é ❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té ♣♦✉r ❧❡s P❖▼❉P✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
Q✲▼❉P✮ ♣❡r❞❡♥t ❧❡✉r ✐♥térêt✳

❇✳✸✳✸ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❉❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦❜t❡♥✉s ♦♥t été ❝♦♥❞✉✐t❡s s✉r ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✐❧❧✉strés ♣❛r ❧❛
✜❣✉r❡ ❇✳✺ ✿ ❈❛♠❡r❛ ❈❧❡❛♥ ✭❞❛♥s tr♦✐s ✈❛r✐❛♥t❡s ✿ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✱ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❡t ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✮ ❡t ❘♦❝❦ ❉✐❛❣♥♦s✐s
✭♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❘♦❝❦ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✭❙♠✐t❤ ❛♥❞ ❙✐♠♠♦♥s✱ ✷✵✵✹✮✮✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♦♥t
été ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭❛✈❡❝ ✉♥
s❡✉❧ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❡♥ ❡ss❛②❛♥t tr♦✐s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✮
❛✈❡❝ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠②♦♣❡s ❡t ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♣r✐s❡s ❛✉ ❤❛s❛r❞✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❣é♥é✲
r❛❧❡♠❡♥t ♣ré❢ér❛❜❧❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ s✐ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡♥s❡
❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ✏❧✐♥é❛✐r❡✑ s✐ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡✳

❇✳✸✳✹ ❚r❛✈❛✉① ❢✉t✉rs

❯♥ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ❧✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ρ✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ❢❛✐t ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ V ✳ ❈❡❧❛ ❛♠è♥❡r❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❡♠♣❧♦②❡r
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ✈✐s❛♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❆✉ss✐✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♠♣❧♦②és✱ ✐❧ ♣❛r❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥s✐❞érés✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t s♦♥t ✈✐s✐❜❧❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❝❛❝❤é❡s✱
❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ▼❉P à ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♠✐①t❡ ✭❆r❛②❛✲▲ó♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜❝❀ ❖♥❣ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✾✮✳

❊♥✜♥✱ ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t ❞✬❡♥❝♦r❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ❝♦ûts✱ ❡t ét✉❞✐❡r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬❡✛❡t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ η q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡s
P❖▼❉P ❝❧❛ss✐q✉❡s à ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳



❇✳✹✳ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✶✺✺
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ❇✳✺ ✕ ✭❛✮ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❈❛♠❡r❛✲❝❧❡❛♥ à ✹ ③♦♥❡s✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ❝✐❜❧❡
♣❡✉t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❡♥ ❛✈❛♥ç❛♥t ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ à ❧✬❛✉tr❡✱ ❡t ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❞♦✐t tr♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ❝✐❜❧❡✱ ♠❛✐s ❡♥ ❛②❛♥t
❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♥❡tt♦②❡r ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t s❛ ❧❡♥t✐❧❧❡✳ ✭❜✮ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❘♦❝❦ ❉✐❛❣♥♦s✐s
❛✈❡❝ ✺ ♣✐❡rr❡s ❡t ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❝ôté ✼✳ ▲❡s ♣✐❡rr❡s ❥❛✉♥❡s s♦♥t ❧❡s ✏❜♦♥♥❡s✑ ♣✐❡rr❡s ✭❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✮ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s s♦♥t ❧❡s ✏♠❛✉✈❛✐s❡s✑ ♣✐❡rr❡s ✭s❛♥s ✈❛❧❡✉r s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✮✱ ♠❛✐s ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♣✐❡rr❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✳ ◆♦t♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✱ ✉♥❡ ✏❜♦♥♥❡✑ ♣✐❡rr❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉✬✉♥❡ ✏♠❛✉✈❛✐s❡✑ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡r t♦✉t❡s✱ ❡t ♥♦♥ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r
s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ✏❜♦♥♥❡s✑ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❘♦❝❦ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ♦r✐❣✐♥❛❧✳

❇✳✹ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t

▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❢❛✐t ❥✉sq✉✬✐❝✐✱ à ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐✲
♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉✳
■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❛❝q✉ér✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
ré❝♦♠♣❡♥s❡✮ ❡♥ ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❡♥ ✉♥ s❡♥s ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ♣❛r ❡ss❛✐✲❡rr❡✉r✳ ▼❛✐s ✐❧
♥✬❡st ♣❛s q✉❡st✐♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡✱ ❡t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s
✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡t ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡✉① ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❝♦♥❝♦♠✐t❛♥t❡s✳ ▲✬❛❣❡♥t ❛ ❞♦♥❝
à ❣ér❡r à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❧❡ ❞✐❧❡♠♠❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✲❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❤♦✐s✐r ❡♥tr❡ ❛❣✐r ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r
❧❡ s②stè♠❡ ✭❡t ❛❝q✉ér✐r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✮ ❡t ❛❣✐r ♣♦✉r ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛❝q✉✐s❡s✳

❇✳✹✳✶ ❈❛s ❛✈❡❝ ♠♦❞è❧❡ ❜❛②és✐❡♥

❖♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r ✐❝✐ ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡♥t ❧❡ ✈r❛✐ ♠♦❞è❧❡
µ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s M ✭❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✮✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❞✬✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✮ ❜❛②és✐❡♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ ♠❛✐♥t✐❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❝❤❛q✉❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ét❛♥t ❡①♣❧♦✐té❡ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r s✐♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡
❇❛②❡s✳ ❖♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❜❛②és✐❡♥ ✭❛✈❡❝ ♠♦❞è❧❡✮ ♦✉ ❇❘▲
✭✭♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞✮ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣✮✱ ❡t ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ M ❛✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❊♥
♦✉tr❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

❇✳✹✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ✈❛ s✉♣♣♦s❡r ✐❝✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❝♦♥♥✉❡✳ ❈♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❡♥✲
s❡♠❜❧❡s ❞✬ét❛ts ❡t ❞✬❛❝t✐♦♥s ✜♥✐s✱ ♦♥ ✈❛ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ✭❝❛té❣♦r✐❡❧❧❡✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ét❛t✲❛❝t✐♦♥✳

▲❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❇❘▲ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♠❛✐♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s
|S| × |A| ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❖♥ ✈❛ t②♣✐q✉❡♠❡♥t tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛
♠✐s❡ à ❥♦✉r ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r t♦✉t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥♦✉s ❢❛✐t r❡st❡r ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ ✉♥



✶✺✻ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉

❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❛ï✈❡ ❡st ❞✬❡♠♣❧♦②❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t
♣❛r ❝♦✉♣❧❡ ét❛t✲❛❝t✐♦♥ ✭❢❛❝t♦r✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ |S| · |A| ♠♦❞è❧❡s ❧♦❝❛✉①✮✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t θs,a ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝♦✉♣❧❡ (s, a)✱ ❡t φs,as′ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s a−→ s′✱ ♦♥ ❛ ✿

E [Pr(s′|s, a)|b] = E [θs,as′ |b] =
φs,as′

‖φs,a‖1
.

❊t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ φs,as′ q✉❛♥❞ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s a−→ s′ ❛ ❧✐❡✉✳
❉✬❛✉tr❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t t♦✉t❡❢♦✐s ♣ré❢ér❛❜❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥❤é✲

r❡♥t❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

❇✳✹✳✸ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

▲❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❇❘▲ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ❉✉✛ ✭✷✵✵✷✮❀ ❉✐♠✐tr❛❦❛❦✐s
✭✷✵✵✽✮ ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✹✳✶✳ ❙♦✐t φ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉ ▼❉P✱ t❡❧s q✉❡
Pr(M) = Pφ✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ V ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ❡st ❛❧♦rs ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r
ét❛♥t ❞♦♥♥és ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s φ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✿

Vπ(s, φ) = EM [V π
M (s)|φ] =

∫

µ∈M

V π
µ (s)Pφ(µ)dµ.

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❜✐❡♥
❞é✜♥✐✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ♥❡ ❞✐s♣♦s❡♥t ♣❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❡
❞✐❧❡♠♠❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✲❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❇❘▲ r❡q✉✐❡rt ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✭✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✮ s✉r
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

❚♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇❘▲ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ P❖▼❉P ✭♦✉ ✉♥ ❇❛②❡s✲❆❞❛♣t✐✈❡ ▼❉P✮ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts ❡st ❛✉❣♠❡♥té ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛❝❤é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❖♥
♣❡✉t ♠❡s✉r❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❇❘▲ ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ♦❜t❡♥✉ ❡st ✐♥✜♥✐✳ ▲❡ ❜❡❧✐❡❢ ▼❉P
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ✐♥✜♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧✱ ❝❡ q✉✐ ❡①❝❧✉t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♣♦✉r P❖▼❉P ✉s✉❡❧s✳

❇✳✹✳✹ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r tr♦✐s ❣r❛♥❞s t②♣❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❇❘▲ ✿

❜❡❧✐❡❢✲❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ✿ ❝❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❤❡r❝❤❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t à tr❛✐t❡r ❧❡ ✈r❛✐ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ♣♦sé ✭P♦✉♣❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❉✐♠✐tr❛❦❛❦✐s✱ ✷✵✵✽✮✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❀

✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ✿ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡✛❡❝t✉❡♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❝♦✉r❛♥t❡ ❀ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ str❛té❣✐❡s ǫ✲❣♦✉r♠❛♥❞❡s ✭✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❡st ♣r✐s❡ ❛✉
❤❛s❛r❞ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ǫ ∈ (0; 1]✮ ❀

♦♣t✐♠✐st✐❝ ✿ ✐❝✐ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ s✉✐t ❧✬✐❞é❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t êtr❡ ♦♣t✐♠✐st❡ ❢❛❝❡ à ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❝✐t❡ à ré❞✉✐r❡
❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❇r❛❢♠❛♥ ❛♥❞ ❚❡♥♥❡♥❤♦❧t③✱ ✷✵✵✸❀ ❑♦❧t❡r ❛♥❞ ◆❣✱ ✷✵✵✾❀ ❙♦r❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀
❆s♠✉t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳

❜❡❜ ❡t ❜♦ss

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♦♣t✐♠✐st❡ ❡st ❜❡❜ ✭❇❛②❡s✐❛♥ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❇♦♥✉s✮✳ ❉❛♥s ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ à ❝❤❛q✉❡
✐♥st❛♥t ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ✉♥ ▼❉P ❡st rés♦❧✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❝♦✉r❛♥t✱ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡
♠♦②❡♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❛✉❣♠❡♥té ❞✬✉♥ ❜♦♥✉s ✐♥❝✐t❛♥t à ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✿

r′(s, a) = r(s, a) +
β

1 + n(s, a)
,



❇✳✺✳ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ▲♦❝❛❧❡s ❖♣t✐♠✐st❡s ✶✺✼

♦ù β > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❡t n(s, a) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ a ❞❛♥s ❧✬ét❛t s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛
q✉❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❝✬❡st à tr❛✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡
q✉❡ ❜❡❜ ❡st ♦♣t✐♠✐st❡✳

❯♥ s❡❝♦♥❞ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❜♦ss ✭❇❡st ❖❢ ❙❛♠♣❧❡❞ ❙❡t✮✳ ■❝✐ ❛✉ss✐✱ ✉♥ ▼❉P ❡st rés♦❧✉ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ▼❛✐s ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛♥t m ♠♦❞è❧❡s ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❡t ❡♥
❞ér✐✈❛♥t ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦♣t✐♠✐st❡✳

❇✳✹✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝ts ✭P❆❈✮

❆ ❞é❢❛✉t ❞✬êtr❡ ♦♣t✐♠❛✉①✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡r❛✐t q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❡♠♣❧♦✐❡ s♦✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ❝♦rr❡❝ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ǫ > 0 ❞♦♥♥é✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S✱

V ∗
T (s)− V A

T (s) < ǫ,

♦ù V ∗
T ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ré❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭✐♥❝♦♥♥✉❡✮ T ✱ ❡t V A

T ❡st ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❣❛r❛♥t✐❡ t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s ✿
❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝
❞❡♠❛♥❞❡r à ❝❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té s♦✐t ✈r❛✐❡ t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s s❛✉❢ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❜♦r♥é ❞✬✐♥st❛♥ts✳ ▲à
❡♥❝♦r❡✱ ✐❧ s✉✣t q✉❡ ❧❡ ❤❛s❛r❞ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s tr♦♠♣❡✉s❡ ♣♦✉r q✉❡✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t
❧❛ ❜♦r♥❡✱ ❡❧❧❡ s♦✐t ❞é♣❛ssé❡✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ r❡q✉ér✐r q✉❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ s♦✐t ❣❛r❛♥t✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à 1− δ ✭♣♦✉r δ ∈ [0; 1)✮✱ ❝❡ q✉✐ ❛♠è♥❡ à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ❡st P❆❈✲▼❉P s✐✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à 1− δ✱ ✐❧ ❣é♥èr❡
✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ǫ✲♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t s❛✉❢ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

❯♥ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été P❆❈✲▼❉P ❡st ❞❡ r❡♣♦s❡r s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✏✐❞é❛❧❡✑ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❯♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st ❞❡ s❡ ré❢ér❡r à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❜❛②és✐❡♥♥❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❆❈✲❇❆▼❉P ✭♣♦✉r ❇❛②❡s✲❆❞❛♣t✐✈❡ ▼❉P✮ ♦✉ q✉❛s✐✲❜❛②és✐❡♥ ✭♥❡❛r✲❇❛②❡s✐❛♥✮✳

❇✳✺ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ▲♦❝❛❧❡s ❖♣t✐♠✐st❡s

❖♥ ♣❡✉t ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♣t✐♠✐st❡s ♣♦✉r ❧❡ ❇❘▲ s❡❧♦♥ ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✿
✕ ❝♦♠♠❡♥t s❡ tr❛❞✉✐t ❝❡t ♦♣t✐♠✐s♠❡ ❄ ❞❛♥s ❜❡❜✱ ❝✬❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ q✉✐ ❡st ♦♣t✐♠✐st❡ ❀
❞❛♥s ❜♦ss✱ ❝✬❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❡st ♦♣t✐♠✐st❡ ❀

✕ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st✲❡❧❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♦✉ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❄ ❞❛♥s ❜❡❜✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡st ❣é♥éré❡
❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❀ ❞❛♥s ❜♦ss✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♦♣t✐♠✐st❡ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳

▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐✱ ❝♦♠♠❡ ❜♦ss✱ tr❛❞✉✐t ❧✬♦♣t✐♠✐s♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❜❡❜✱ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡
✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❝✬❡st ❧à q✉❡ rés✐❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ▲❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✱ ❧✉✐✱ ♣❡r♠❡t ✉♥ ✏♠❡✐❧❧❡✉r
❝♦♥trô❧❡✑ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❇✳✺✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé

❈♦♠♠❡ ❜❡❜ ❡t ❜♦ss✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé rés♦✉t ✉♥ ▼❉P à ❤♦r✐③♦♥ H ✭♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré
❡st à ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✮ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❧téré❡✱ ♠❛✐s
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ♦♣t✐♠✐st❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
♠♦②❡♥♥❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡
ét❛t✲❛❝t✐♦♥ (s, a) ✭s✉♣♣♦sés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✮✱ q✉❡❧ ♣r♦❝❤❛✐♥ ét❛t σ s❡r❛✐t ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✈♦r❛❜❧❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à
❛✉❣♠❡♥t❡r s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
▼❉P ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧

✕ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❡st ❛✉❣♠❡♥té✱ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ α ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ❡t ✉♥ ♣r♦❝❤❛✐♥ ét❛t σ✱ ❡t



✶✺✽ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉

✕ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s
α=(a,σ)−−−−−→ s′ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

T (s, (a, σ), s′) =







φs,as′ + η

‖φs,a‖1
+ η s✐ σ = s′,

φs,as′

‖φs,a‖1
+ η s✐ σ 6= s′,

♦ù η > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳
❊♥ rés✉♠é✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❞ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❡♥ ét❛♥t ♦♣t✐♠✐st❡ q✉❛♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧♦❝❛❧

✭♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ét❛t✲❛❝t✐♦♥✮✱ ❞✬♦ù ❧✬❛❝r♦♥②♠❡ ❜♦❧t ♣♦✉r ✏❇❛②❡s✐❛♥ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ▲♦❝❛❧ ❚r❛♥s✐t✐♦♥✑✳ ❖♥
♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ η ❞❡ ❜♦❧t ❡st ❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ β ❞❡ ❜❡❜✱ ♠ê♠❡ s✐ ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥✳

❈❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉♣♣♦s❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ré❡❧ à ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐ ❡t✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ η ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✜♥✐✱
✐❧ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉ss✐ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ✈r❛✐ ♠♦❞è❧❡✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ q✉❡ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t
♦♣t✐♠✐st❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ré❡❧ ✜♥✐ H✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♠♣❧♦②❡r ✉♥ ❜♦♥✉s é❣❛❧ ❛✉ t❡♠♣s
r❡st❛♥t ✭η = H✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬êtr❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐st❡✳

❇✳✺✳✷ Pr♦♣r✐étés

❙❛♥s ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞é♠♦♥tré❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t❤é♦r✐q✉❡
❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s♦♥t q✉❡ ✿

✕ ❜❡❜ ❡st P❆❈✲❇❆▼❉P ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐ ✭❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été ❛②❛♥t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
été ét❛❜❧✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐✮ ❀

✕ ❜♦❧t ❡st P❆❈✲❇❆▼❉P ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐ ❀ ❡t
✕ ❜♦❧t ♣♦✉r ❤♦r✐③♦♥ ré❡❧ ✜♥✐ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐st❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ❇✳✺✳✶ ✭❜❡❜ ❡st P❆❈✲❇❆▼❉P✮✳ ◆♦t♦♥s At ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❜❡❜ ❛✉ t❡♠♣s t ❛✈❡❝ β =
2H2✳ ❙♦✐❡♥t ❛✉ss✐ st ❡t bt ❧❡s ét❛t ❡t ❝r♦②❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❆❧♦rs✱ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❛✉ ♠♦✐♥s 1− δ✱ ❜❡❜ ❡st ǫ✲♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

VAt(st,bt) ≥ V∗(st,bt)− ǫ

♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s s❛✉❢ Õ
( |S||A|β2

ǫ2(1− γ)2
)

= Õ

( |S||A|H4

ǫ2(1− γ)2
)

✳

❚❤❡♦r❡♠ ❇✳✺✳✷ ✭❜♦❧t ❡st P❆❈✲❇❆▼❉P✮✳ ◆♦t♦♥s At ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❜♦❧t ❛✉ t❡♠♣s t ❛✈❡❝
η = H✳ ❙♦✐❡♥t ❛✉ss✐ st ❡t bt ❧❡s ét❛t ❡t ❝r♦②❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❆❧♦rs✱ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❛✉ ♠♦✐♥s 1− δ✱ ❜♦❧t ❡st ǫ✲♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

VAt(st,bt) ≥ V∗(st,bt)− ǫ

♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s s❛✉❢ Õ
( |S||A|η2
ǫ2(1− γ)2

)

= Õ

( |S||A|H2

ǫ2(1− γ)2
)

✳

❇✳✺✳✸ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❜❡❜ ❡t ❜♦❧t ✭♣r✐s ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ré❡❧ ✐♥✜♥✐✮ ♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡s r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ η ❡t β ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✭❧✐é à ❧✬❤♦r✐③♦♥ ✜❝t✐❢ H✱ ❧❡q✉❡❧ ❞é♣❡♥❞ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞❡ ǫ ❡t γ✮✳

▲❡s ét✉❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥❞✉✐t❡s ♦♥t t♦✉t❡❢♦✐s ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡
❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉r ❧❡s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❛❜♦r❞és ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ❇✳✻✮✱ s✐ ❜❡❜ ❛tt❡✐♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✱ ❝✬❡st s✉r ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ β très
ré❞✉✐t❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❜♦❧t ❛ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts s✉r ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡✳ ❙✉r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❧
❝♦♥♥✉✱ ✐❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬❡♠♣❧♦②❡r ❜♦❧t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r η q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❊t s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
r❡ss❡♠❜❧❛♥t à ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞é❥à r❡♥❝♦♥trés✱ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ❝❤♦✐s✐r ❜❡❜ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r β ❛②❛♥t ❞é❥à ❢❛✐t
s❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ❈❡❝✐ ❞✐t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β s✬❛✈èr❡ r♦❜✉st❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♦♥t ❛✉ss✐ ♠♦♥tré q✉✬❡①♣❧♦✐t✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ très s✐♠♣❧❡ s❛♥s ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱
♣❡✉t s✬❛✈ér❡r très ❡✣❝❛❝❡ s✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s✳



❇✳✻✳ ❆♣♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✶✺✾

b
aa a a a

b

b

b

b

r:1.0r:0.2

s1 s2 s3 s4 s5

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ❇✳✻ ✕ ✭❛✮ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ à ✺ ét❛ts ✭s❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✮✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ a ❢❛✐t
❛✈❛♥❝❡r ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ b ❢❛✐t r❡t♦✉r♥❡r à ❧✬ét❛t ❞❡ ❞é♣❛rt s1✳ ✭❜✮ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❙❚❘■P❙ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ P❛✐♥t✴P♦❧✐s❤ ✭❨♦✉♥❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ ✭❝✮ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛r❜❧❡ ▼❛③❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❞♦✐t ❛♣♣r❡♥❞r❡
à tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ ❧❛❜②r✐♥t❤❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts s♦♥t ✐♥❝❡rt❛✐♥s✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à
✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❛♥❞ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳

❇✳✺✳✹ ❘❡♠❛rq✉❡s ❡t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

❜♦❧t ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦♣t✐♠✐st❡ s✐♠♣❧❡✱ ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ à ét✉❞✐❡r✱ ❡t P❆❈✲❇❆▼❉P✳ ❉❡s ♣✐st❡s ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❝♦♥s✐st❡r❛✐❡♥t à ét❡♥❞r❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ à ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡①♣❧♦✐t❛♥t
♠✐❡✉① ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡♥❝♦♥trés✱ ❡t à ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ q✉✐ ❧❡ r❡♥❞ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ ✭à ❞❡s
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✮ q✉❡ ❜❡❜✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞é❧✐❝❛t ❡st ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r✲
❝❡♠❡♥t✳ ▲✬✉s❛❣❡ ❡st ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱

✕ q✉✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❛❧♦rs q✉✬♦♥ ✈♦✉❞r❛✐t ❥✉st❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s♦✐t r♦❜✉st❡
à ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡t

✕ q✉✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✭♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♦♣t✐♠✐sé✮ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s
s✉♣♣♦sé ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ré❣❧❡r à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳

❇✳✻ ❆♣♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

▲❡s ρP❖▼❉P ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♥✬❡st ♣❛s ✭✉♥✐q✉❡♠❡♥t✮
❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬ét❛t ❞✬✉♥ s②stè♠❡✱ ♠❛✐s ✭❛✉ss✐✮ ❞✬❛❝q✉ér✐r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉rr❛✐t ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❛✉ ♠✐❡✉①
❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ♠❛✐s ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡
❝♦♥❞✉✐t ❡♥ ✉♥ s❡♥s à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① s✉❥❡ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ét✉❞✐és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿ ❧❡s ρP❖▼❉P ❡t
❧❡ ❇❘▲✳

▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✮ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❞♦♥❝ ❛✈❛♥t t♦✉t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭♠❛✐s ❛✉ss✐ ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧✮✳ ■❧
❢❛✉t ❛❧♦rs tr❛❞✉✐r❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡✱ ❡t ❡♥✜♥ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t é✈♦q✉❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts✳

❇✳✻✳✶ ❈r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦ûts ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❛❝t✐♦♥s✱ ❡t q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ f(θ)✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ ♦✉ ✐♥❞é✜♥✐✱ ❝✬❡st ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉♥❡ ❢♦✐s
✉♥ ét❛t t❡r♠✐♥❛❧ ❛tt❡✐♥t q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✿ f(θterm)✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦✲



✶✻✵ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉

r✐t❤♠❡ A ❡①♣❧♦r❡ ✐♥✜♥✐♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ét❛t✲❛❝t✐♦♥ ✿

lim
T→∞

EA

[

1

T

T∑

t=1

f(θt)

]

= fmax.

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❝r✐tèr❡ q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥
♦♣t✐♠✐s❛♥t

E

[
∞∑

t=1

γtf(θt)

]

.

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f q✉✐ s❡r✈✐r❛ ❞❡ ❝r✐tèr❡✱ ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t
♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧✱ ♦✉ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ❡♥tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡✱ ❞❛♥s
❝❡s tr♦✐s ❝❛s✱ f(θt) ♠❡s✉r❡ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ D(θ0, θt) ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✳

❇✳✻✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡

❉❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ✐❧ s✉✣t ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❞♦♥♥❡r à ❧✬✐♥st❛♥t t ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ é❣❛❧❡ à
ρ(s, a, s′, θt) = D(θ0, θt+1) ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❝❤♦✐s✐✳
❈❛❧❝✉❧ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❄

❉❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ ♦✉ ✐♥❞é✜♥✐✱ ♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡r q✉❡ ❧✬ét❛t t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
♣r❛t✐q✉❡s ✿ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❛✉ ♣❧✉s tôt✳ ❯♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❢❛ç♦♥♥❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ◆❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❡♥ é❝r✐✈❛♥t ρ(s, a, s′, θt) = D(θt+1, θ0)−D(θt, θ0)✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ✈ér✐✜❡♥t
❧✬é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ρ(s, a, s′, θt) = D(θt+1, θt)✱ q✉❛♥t✐té s♦✉✈❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s
❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ■❝✐✱ ♦♥ ✈❛ ❛❜✉s✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡
❡st t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é❡✳

❇✳✻✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡

▲❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛❝t✐❢ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é q✉❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t
❜❛②és✐❡♥ ❛✈❡❝ ♠♦❞è❧❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦✈♦q✉❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♥❡ ✈✐s❡ ❞❡
t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ q✉✬à ❢❛✐r❡ ❡①♣❧♦r❡r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ très s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①♣❧♦✐t✱
❧❡q✉❡❧✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ r❡♣♦s❡ s♦♥ ❝❤♦✐① ❞✬❛❝t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠♦②❡♥
❝♦✉r❛♥t✳

❊t❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞ér✐✈é ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❜❛②és✐❡♥✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞✬❛✉ss✐ ❡♥✈✐s❛❣❡r
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❞✐és à ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐❝✐ ❜♦❧t✳

❇✳✻✳✹ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❉❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t été ❝♦♥❞✉✐t❡s s✉r tr♦✐s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✕❇❛♥❞✐t✱ ❈❤❛✐♥ ❡t ▲♦♦♣✕
✐❧❧✉strés ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❇✳✼✱ ❞❛♥s ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♣♦✉r ❈❤❛✐♥✳ ❡①♣❧♦✐t ❡t ❜♦❧t
♦♥t ❛✐♥s✐ été ❝♦♠♣❛rés à ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ❣♦✉r♠❛♥❞✱ ❡t ❝❡✱ ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s
❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣♦✉r♠❛♥❞ ❡st ❧❡ ♣✐r❡✱ ♣❛r❢♦✐s ❞❡ ❧♦✐♥✱ ét❛♥t ❣é♥ér❛✲
❧❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❡①♣❧♦✐t ❡t ❜♦❧t✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡st ❜✐❡♥ ♠♦✐♥s ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❇❛♥❞✐t✱ ❝❡ q✉✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝té❡ ❞❡
❝❡ ▼❉P✳



❇✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✻✶

✭❛✮ ❇❛♥❞✐t ✭❜✮ ❈❤❛✐♥

a,b

a,b

a,b a,b

s1 s2

b
aa a a a

b

b

b

b

r:1.0r:0.2

s1 s2 s3 s4 s5

✭❝✮ ▲♦♦♣

a

a
a

a

a,b
b

b

a,b

b

b

a,b

a,b
a,b

s1

s2

s3

s4
s5

s6

s7

s8
s9

❋✐❣✉r❡ ❇✳✼ ✕ ▼♦❞è❧❡s ❞❡s ▼❉P ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭s❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✮✳
❉❛♥s ✭❛✮ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜❛♥❞✐t à ✷ ❜r❛s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮✱ ❞❛♥s ✭❜✮ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ à ✺ ét❛ts
✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✮ ❡t ❞❛♥s ✭❝✮ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ✭❙tr❡♥s✱ ✷✵✵✵✮✳

❇✳✻✳✺ ❚r❛✈❛✉① ❢✉t✉rs

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣✐st❡ à ❡①♣❧♦r❡r ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ très s✐♠♣❧❡✱ ♠❛✐s ❡✣❝❛❝❡✱ ❝r✐tèr❡ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥
❝♦✉♥t ❡t ❧❡s tr♦✐s ❝r✐tèr❡s ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❡t ♣❡✉ ❝♦ût❡✉s❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣✐st❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❛ ♣r✐♦r✐ t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s ❉❇◆ ❞❛♥s ✭❏♦♥ss♦♥ ❛♥❞ ❇❛rt♦✱ ✷✵✵✼✮✱ ♦✉ ❡♥ ❧✐❛♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
✭P♦✉♣❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❈❡❧❛ ❛❝❝é❧ér❡r❛✐t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ✉s❛❣❡
❜✐❡♥ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t ❝❡✱ s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳

❇✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ r❛♣♣♦rté❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❛ ❡①❛♠✐♥é ♣❧✉s✐❡✉rs ❛s♣❡❝ts ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s
séq✉❡♥t✐❡❧s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❡s P❖▼❉P ❛✈❡❝ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ❡t ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐st❡ ♣♦✉r ❧✬❆✴❘ ❜❛②és✐❡♥ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❡s s✉❥❡ts tr❛✐tés ✐❝✐ ♦♥t été
❝♦♥✜♥és à ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❝❡rt❛✐♥s t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝❡tt❡
❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❛ été ♣rés❡♥té❡ s♦✉s ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❡t ❞❡s ét✉❞❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♦♥t été ❝♦♥❞✉✐t❡s✱ ♠❡♥❛♥t à ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥♦✉✈❡❛✉① ❡t ✐♥str✉❝t✐❢s q✉✐ s♦♥t rés✉♠és
❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❉❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs ♦♥t ❛✉ss✐ été ♣rés❡♥tés ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s
❝❤❛♣✐tr❡s✱ ❞é❝r✐✈❛♥t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✱ ❞❡s ♥÷✉❞s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❢✉t✉r❡s
q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛ s✉✐✈r❡ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❜rè✈❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❡✉r ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♠♦♥tr❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡
❝♦♥tr✐❜✉❡ à ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① q✉❡st✐♦♥s ♣♦sé❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳



✶✻✷ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉

❇✳✽ ❈♦♠♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r✱ ♠❡s✉r❡r ❡t ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞ét❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t ❄

❆ ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t rés♦❧✉❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♠♦♥tr❡
❝♦♠♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ❡t ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ✭❡t
❞é❝✐❞❡r✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ✈✉❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❡t ❞❡ ♠❡ttr❡
à ❥♦✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ é♣✐sté♠✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st
tr❛✐té❡ ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✼ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✳

P♦✉rt❛♥t ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥ ré❛❧✐té✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦✲
r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s
ét❛♥t t♦✉❥♦✉rs s✉❥❡ts à ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ③♦♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥✬❡st r✐❡♥ ❞❡ ♣❧✉s q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r ❧✬❆✴❘ ❜❛②és✐❡♥ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✱
♦ù ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♣r✐♦rs ❋❉▼ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♠❛✐s ♥✬❡st
♣❛s ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛t ❝♦♥t✐♥✉s ♦✉ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t str✉❝t✉rés✳ ▲❡ ♠ê♠❡
t②♣❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞♦✐t êtr❡ ❢❛✐t q✉❛♥❞ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬ét❛t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡s P❖▼❉P✳
❈❡tt❡ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❛ ❡ss❛②é ❞✬êtr❡ ❛✉ss✐ ❣é♥ér✐q✉❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❞❡s ❧✐♠✐t❡s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
ét❡♥❞r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ❡t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t
✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❢✉t✉r ♣♦ss✐❜❧❡✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ é❧é✲
❣❛♥t❡ ❞❡ ✭❙❤❛♥♥♦♥✱ ✶✾✹✽✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠❡s✉r❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞és✐ré❡s
♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❞✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✭❡t s❡♠✐✲♠❡s✉r❡s✮
s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬❛①✐♦♠❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♦✉ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❘é♥②✐ ❡♥tr♦♣②✱ ❧❛
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❡r♥♦✛ ♦✉ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✐s❤❡r✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ♠❡✲
s✉r❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞é♣❡♥❞r❛ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡✱ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à
❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ❡st ❝♦♠♣❧✐q✉é ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s s♦♥t r❛r❡♠❡♥t
❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❧♦s❡✳ ❯♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r
❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t à tr❛✈❡rs ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✼ q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ✭♠❛✐s ❧✐é❡s t❤é♦✲
r✐q✉❡♠❡♥t✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ρP❖▼❉P ♦✉ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡
st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛❝t✐❢ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜✐❧✐té ♥❡ ✈❛✉t sûr❡✲
♠❡♥t ♣❛s ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ très ✜♥❡✱ ♠❛✐s ❢♦✉r♥✐r❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡
♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ♥❛ï✈❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♦✉ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❣♦✉r♠❛♥❞❡s
❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❯♥ rés✉❧t❛t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
P❲▲❈ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ α✲❤ö❧❞❡r✐❡♥♥❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✼✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡
♣ré❝✐s✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❜♦r♥é❡✳ ❈❡tt❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞é♣❛ss❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡t ♣♦✉rr❛✐t êtr❡
✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❇✳✾ ▲❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ✭✐♠♣❧✐❝✐t❡✮ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st✲❡❧❧❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ré✲
s♦❧✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❄

▲❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ tr♦✉✈é❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ rés♦❧✉ ♣❛r❝❡
q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✐♥❝♦r♣♦ré❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ r❡t♦✉r ❡s♣éré✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡
✐♥s♦❧✉❜❧❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♥❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t r❡q✉✐s❡ ♣❛r
❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♣♣r♦❝❤é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦❧❧❡❝t❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡



❇✳✶✶✳ ❉✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✶✻✸

✐♥❢♦r♠❛t✐❢s✱ ❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à ❝♦❧❧❡❝t❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❆✴❘ ❜❛②és✐❡♥✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❛♣♣r♦❝❤és r❡♣♦s❡♥t s♦✉✈❡♥t s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ♦✛r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛sé❡
s✉r ❧✬✐❞é❡ ❞✬✉♥ ✏❝♦✉♣ ❞❡ ♣♦✉❝❡✑ ❜❛②és✐❡♥✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝♦r♣♦ré❡ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡st❡
✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❡✉t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦✉t ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ♣♦✉r✲
r❛✐t ❛✐❞❡r à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛♣♣r♦❝❤és ♣❧✉s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts✳ ❈❡tt❡ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s
é❧é♠❡♥ts à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✻✱ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ ❞✐s❝✉t❡ ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❡✳

❇✳✶✵ ▲❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ✭❡①♣❧✐❝✐t❡✮ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st✲❡❧❧❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❄

▼❛❧❣ré ❧❡s ❛✈❛♥❝é❡s s✉r ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❝❡tt❡ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✲
♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✼✮✳ ❈❡tt❡ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❝♦♥✜r♠❡✱ ❡♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t
❞❡s tr❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs✱ q✉✬❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣✉rs q✉❡ ❝❡✉① s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉①
❝♦ûts s♦♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❡t ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s♦♥t ❝♦rr❡❝ts ❡t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉✬✐❧s s♦♥t ❞ér✐✈és ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣r♦♣r❡✱ ❡t ❞♦♥❝
rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡✳ ❆✉ss✐✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡s ✐❝✐ ♦♥t été ❥✉st✐✜é❡
t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ s♦rt❡ q✉❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢✉t✉r❡s✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛❞✲❤♦❝✱
♣❡✉✈❡♥t ❧❡s ❞é♣❛ss❡r✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ r❡st❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♦✛r❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ♣r♦♣r❡ ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥❛ï✈❡s ✕♠❛✐s ❧❛r❣❡♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡s✕ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♦✉
♠②♦♣❡s✳

❇✳✶✶ ❉✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ rés✉♠❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ♠♦♥tr❛♥t
q✉✬❡❧❧❡ ♦✉✈r❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐té❡s à ❝♦✉rt t❡r♠❡✱ ❡t ❞❡s q✉❡st✐♦♥s
♣❧✉s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳

❉✐r❡❝t✐♦♥s à ❝♦✉rt t❡r♠❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✐❧ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❧✉tôt q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❊t❡♥❞r❡ ❧❡s ρP❖▼❉P à ❞❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❢❛❝t♦r✐sé❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ▼❖▼❉P ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❛✐❞❡r à ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞❡ ♠❡♥❡r ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ❝♦ûts ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r
❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ✐❧ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❜♦♥✉s η ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦♣t✐♠✐s♠❡ ♣❧✉s
✜♥✳ ❆✉ss✐✱ ét❡♥❞r❡ ❜♦❧t à ❞✬❛✉tr❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♣r✐♦rs t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤②♣❡r❞✐r✐❝❤❧❡t ♣♦✉rr❛✐t
❛✐❞❡r à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉ré❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣r♦♣♦sés ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s
❧♦❝❛❧❡s ♦♣t✐♠✐st❡s ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❆✴❘ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ✐❧ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❧✉s é❧❛❜♦rés✱ t❡❧s q✉❡ ❜♦❧t✱ ♣♦✉r ❧❡
▼▼▲✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ s✉❣❣éré ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ✐❞é❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s P❖▼❉P ❡t ❞❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❧✉s str✉❝t✉ré❡s✳

❉✐r❡❝t✐♦♥s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡

▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ρP❖▼❉P ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♠❛✐s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥
✉s✉❡❧s s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ r❡st❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡✳ ❈♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♣♦✉rr❛✐t ❛✐❞❡r à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s♦❧✈❡✉rs ❞❡ P❖▼❉P ❡♥ ❝♦❧❧❡❝t❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✳



✶✻✹ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉

▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ♦♣t✐♠✐st❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦❧❧❡❝t❡r ❞❡ ❧✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡ ♣❡t✐ts ❞♦♠❛✐♥❡s ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❡✉ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
ré❡❧❧❡s ✈♦♥t ♥é❝❡ss✐t❡r ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛t ♦✉ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❧❛r❣❡s ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉s✱ ❞❛♥s
❧❡sq✉❡❧s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥❞r❛ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❝r✉❝✐❛❧❡✳ ▲❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❡t ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❜♦❧t s♦♥t
❞❡s q✉❛❧✐tés ❞és✐r❛❜❧❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❯♥ ❞é✜ ✐♥tér❡ss❛♥t ❡t q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡
❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❢✉t✉r❡s ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❡♥ ♣❛ss❛♥t à ❧✬é❝❤❡❧❧❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❉P ❛ été ❞é✜♥✐ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❥✉st✐✜é❡s ❡t ❢♦r♠❡❧❧❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❞❡s
ré❝♦♠♣❡♥s❡s s✐♠♣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ρP❖▼❉P✱ ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ▼▼▲ ❡t ❧✬❆✴❘ ❜❛②és✐❡♥ r❡st❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡✱ ❞❡ s♦rt❡
q✉❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♠❡♥❡r ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t à ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s
♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ▼▼▲✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❇❘▲ à tr❛✈❡rs ✉♥❡
❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡✳



❘és✉♠é

▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ▼❉P✱ ❝♦♠♠❡ s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✱ s❡rt t②♣✐q✉❡♠❡♥t à ❝♦♥trô❧❡r ❧✬ét❛t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é✲
❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡t ❞❡ s❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❢❛✐t ❢❛❝❡ à ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✱ s❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❡✉t
❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❛❝q✉ér✐r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✭✶✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡✱
♦✉ ✭✷✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡ q✉✬✉♥ ♠♦②❡♥
♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡s❝♦♠♣té❡✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✜♥ ❡♥ s♦✐✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛❜♦r❞ à s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
❞❡s P❖▼❉P ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t à ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡
❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❛❧♦rs ét❡♥❞✉❡ à ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❛♥t à
❛♣♣r❡♥❞r❡ ❛❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❜❛②és✐❡♥✱ ❧❡q✉❡❧ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ♦♣t✐♠✐st❡s ♣♦✉r r❡❝✉❡✐❧❧✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡ t♦✉t ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡s❝♦♠♣té❡✳

●râ❝❡ à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❛♥t✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❞❡s ét✉❞❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞é♠♦♥tr❡
q✉❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡✱ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s s♦♥t ♣r❡sq✉❡
♦♣t✐♠❛❧❡s✱ ❡t q✉❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ♦✉ ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
❆✉✲❞❡❧à ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝r❡ts✱ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦✉✈r❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ✭✶✮ à ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡t ✭✷✮ à
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s très ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① tr❛✐t❛♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

▼♦ts✲❝❧és✿ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦♣t✐♠✐st❡s✱ P❖▼❉P✱ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❜❛②és✐❡♥✱
❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥ ▼❉P✱ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♠♦❞è❧❡s ❜❛②és✐❡♥s

❆❜str❛❝t

❚❤❡ ▼❉P ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛❣❡♥t ❛♥❞ ✐ts
♣♦❧✐❝②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦♥❢r♦♥ts ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐ts ♣♦❧✐❝② ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛❝t✐♦♥s t♦ ❣❛t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
s✉❝❤ ❛s ✐♥ ✭✶✮ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ st❛t❡ ❝❛s❡✱ ♦r ✐♥ ✭✷✮ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛ ♠❡❛♥s t♦ ❜❡tt❡r ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡✱ s♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐s ♦♥❧② ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡t✉r♥✳

❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s t♦ st✉❞② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ ❛❝q✉✐r✐♥❣
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡♥❞ ✐♥ ✐ts❡❧❢✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐t ✜rst ❝♦✈❡rs t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ P❖▼❉P ❢♦r♠❛❧✐s♠
t♦ ♠♦❞❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ✉s❡ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞
t♦ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❛❝t✐✈❡❧② ❧❡❛r♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆❧s♦✱ t❤✐s
❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥♦✈❡❧ ❇❛②❡s✐❛♥ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✉s❡s ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❧♦❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦
❡✣❝✐❡♥t❧② ❣❛t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡t✉r♥✳

❚❤r♦✉❣❤ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❝ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② s♦❧✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡♦r②✱ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞
t❤❛t t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♦✛❡r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♦r ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡s❡ s♣❡❝✐✜❝ r❡s✉❧ts✱
t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ♣❛✈❡s t❤❡ ✇❛② ✭✶✮ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧
♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ❢♦r ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❜♦❞② ♦❢ ✇♦r❦ ❛❜♦✉t s②st❡♠ st❛t❡ ❝♦♥tr♦❧
t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲●❛t❤❡r✐♥❣✱ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s✱ P❖▼❉P✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ▼❉P
▼♦❞❡❧ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧s
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