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INTRODUCTION

En 1821 Thomas Johann Seebeck travaillait sur la relation entre chaleur et électricité. Il

mit en contact deux fils de cuivre et de bismuth et montra qu’on observait un champ ma-

gnétique lorsque l’une des deux jonctions était chaude. Il venait de découvrir l’effet thermo-

électrique, bien qu’il n’ait pas immédiatement reconnu qu’un courant électrique était généré

par la différence de température des jonctions. Actuellement on énonce l’effet thermoélec-

trique ainsi : dans un matériaux, en l’absence de courant électrique, s’il existe un gradient

de température ~∇T , un champ électrique ~E proportionnel à ~∇T est créé : ~E = S~∇T . Le

coefficient de proportionnalité est le coefficient Seebeck S.

Une dizaine d’années plus tard, en 1834, Jean Charles Peltier découvrit l’effet inverse. Lors-

qu’un courant traverse la jonction de deux matériaux maintenus à température constante,

de la chaleur est émise ou absorbée à cette jonction. Pour un matériau donné, en l’absence

de gradient de température, on définit le coefficient Peltier comme la constante de propor-

tionnalité entre les courants électriques et thermiques, ~j et ~jQ : ~jQ = Π~j.

Ces deux effets reflètent évidemment le couplage des courants électriques et thermiques ; dans

un matériau les particules qui transportent la charge électrique transportent également de la

chaleur. Ce n’est qu’en 1851 que William Thomson, qui devint Lord Kelvin en 1892, réalisa

la synthèse des phénomènes thermoélectriques à partir d’arguments thermodynamiques.

Si un courant électrique traverse un matériau dans lequel il existe un gradient de tempéra-

ture des échanges de chaleur ont lieu avec l’extérieur. Une partie de la chaleur est dissipée

irréversiblement par le matériau ; c’est l’effet Joule. En revanche il existe des échanges ré-

versibles de chaleur dont l’amplitude est donnée par le produit du gradient de température

avec le courant électrique. La constante de proportionnalité est le coefficient Thomson µ. En

termes actuels
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Fig. 1 – Générateur thermoélectrique

dQ

dt
= ρj2 − µ~j · ~∇T

En réalisant le bilan thermodynamique d’un circuit constitué de deux conducteurs différents,

notés 1 et 2, et d’une capacité, Thomson parvint finalement à faire le lien entre les trois effets

thermoélectriques discutés précédemment,

S1 − S2 =
Π1 − Π2

T

µ1 − µ2 = T
d(S1 − S2)

dT

Ces relations ont été établies sur des bases rigoureuses seulement à la suite des travaux de

Lars Onsager sur la régression des fluctuations.

Dès les premières années suivant la découverte de Seebeck les physiciens comprirent que le

lien entre chaleur et électricité pouvait être utilisé pour mesurer précisément des différences

de températures (thermocouples), mais également pour produire de l’électricité. Par exemple

Ohm utilisa une thermopile pour établir la relation qui porte son nom.
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Aujourd’hui la génération d’électricité s’effectue à partir de dispositifs dont le fonctionne-

ment est représenté sur la figure 1. Le rendement r de ces générateurs dépend bien sûr des

matériaux utilisés dans les zones 1 et 2. À partir d’un bilan thermodynamique, on peut

montrer que r est maximum quand

(S1 − S2)
2

[(κ1
σ1

)1/2 + (κ2
σ2

)1/2]2
(1)

est maximum. κ1 est la conductivité thermique du matériau dans la région 1, σ1 sa conduc-

tivité et S1 son coefficient Seebeck. Le rendement d’un générateur est donc déterminé pour

un couple de matériaux. Cependant, pour caractériser l’efficacité d’un matériaux dans un

générateur on définit sa figure de mérite Z,

Z =
S2σ

κ
(2)

Une approche pragmatique pour maximiser (1) consiste a chercher un couple de matériaux

ou chacun d’eux a un fort Z, mais des pouvoirs thermoélectriques de signes opposés.

Lorsque l’on regarde Z comme une fonction du nombre de porteurs de charges, on voit que

ce sont les semiconducteurs qui permettent d’obtenir les plus fortes valeurs. De plus il est

facile d’obtenir des signes différents pour le coefficient Seebeck des matériaux 1 et 2 car en

général S est positif pour les semiconducteurs de type p et négatif pour ceux de type n.

Ces dispositifs ont conduit à diverses applications. Par exemples les modules thermoélec-

triques permettent de refroidir les circuits électroniques et les RTG (Radioisotope Thermoe-

lectric Generator) sont utilisés comme source d’électricité dans les environnements hostiles.

Plus simplement des dispositifs thermoélectriques sont utilisés pour tirer avantage des éner-

gies perdues dans les process industriels. Cependant, pour envisager des applications quo-

tidiennes les dispositifs thermoélectriques doivent atteindre de meilleurs rendements. Pour

y parvenir deux solutions sont possibles. L’une est de modifier la géométrie des dispositifs,

l’autre est de chercher des matériaux avec de meilleures valeurs de Z. C’est dans cette ligne

que s’inscrit ce travail.

L’équation 2 peut se réécrire

ZT =
S2

L

κe

κe + κL
≡ k

S2

L
(3)
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car κ = κe + κL. κL est la conductivité thermique de réseau et κe la conductivité thermique

électronique qui peut s’exprimer à partir du facteur de Lorenz L = κe

Tσ .

Écrit de cette façon il est clair que le facteur de mérite est donné par le rapport S2/L mo-

dulé par la fraction électronique, k, de la conductivité thermique totale. Plus la conductivité

thermique de réseau est faible, plus k est proche de 1. C’est dans les semiconducteurs pos-

sédant une structure cristallographique compliquée que cette condition est la mieux réalisée

comme le suggère le concept de Phonon Glass-Electron Crystal introduit par Slack [59]. Les

bons matériaux thermoélectriques sont donc des semiconducteurs à grande maille ayant un

rapport S2/L élevé.

On peut alors envisager la stratégie suivante pour chercher de nouveaux matériaux thermo-

électriques. Sur des considérations uniquement cristallographiques on sélectionne des maté-

riaux où la conductivité thermique de réseau est supposée faible. Puis parmi ces matériaux

on ne mesure que ceux pour lesquels le rapport S2/L est grand. Évidemment cela suppose

que l’on puisse évaluer approximativement ce rapport.

Dans ce travail nous montrons que cela est possible à partir de calculs de structure élec-

tronique et d’hypothèses extrêmement simples. Nous obtenons des résultats au moins semi-

quantitatifs avec une procédure dont le coût de calcul est faible. La recherche de matériaux

thermoélectriques à partir d’une approche theoretical design est donc envisageable. Évidem-

ment ces calculs permettent également de mieux comprendre les résultats expérimentaux

difficiles à appréhender. Nous le montrerons tout au long de ce travail.

Le premier chapitre contient quelques rappels sur la méthode de calcul de la structure élec-

tronique et sur la définition des coefficients de transport à partir de l’équation de Boltzmann.

Le chapitre suivant concerne l’implémentation d’un module de calcul de ces coefficients. Pour

ce placer dans un esprit de design théorique il doit être facilement utilisable avec différent

codes de calcul de structure électronique. Ainsi les méthodes numériques utilisées doivent

être indépendantes de la base de fonctions employée. A cette fin nous proposons d’utiliser

les propriétés d’analycité des bandes d’énergie en appliquant une technique de dérivation

spectrale qui tire partie de cette régularité.

Dans un second temps l’implémentation du module et les hypothèses de calcul sont validées

en calculant les tenseurs thermoélectrique et Hall du sodium et ceux du zinc où on s’intéresse
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particulièrement à l’anisotropie.

Les deux chapitres suivants (chapitres 5 et 6) sont consacrés à des applications de la méthode

de calcul. Au chapitre 5 nous calculons le tenseur thermoélectrique des métaux hexagonaux

Ti3SiC2, Ti3GeC2, Ti3AlC2. En particulier, on donne une explication de l’origine de la valeur

(quasi-) nulle mesurée pour le pouvoir thermoélectrique de Ti3SiC2. Au chapitre 6 on s’inté-

resse aux matériaux étudiés pour leurs applications en thermoélectricité : les demi-Heusler

et les skutterudites. Pour les demi-Heusler on explique l’origine controversée des très grandes

valeurs du pouvoir thermoélectrique rapportées dans des alliages de type Ni(Ti,Zr,Hf)Sn.

Les skutterudites CoSb3 sont le dernier exemple de calcul de transport traité dans la thèse.

Tous les coefficients de transport sont calculés et confrontés aux résultats expérimentaux.

Nous avons choisi ces composés car ce sont de très loin les plus étudiés en thermoélectricité.

Il est donc intéressant de disposer d’une description complète qui permette de discuter les

interprétations habituelles des résultats expérimentaux.

Pour finir, au chapitre 7, nous présentons un travail effectué avec Pavel Novák sur l’approxi-

mation de l’échange exact pour les systèmes fortement corrélés qui sont mal décrit par la

méthode de la densité locale.
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Chapitre 1

LE CALCUL DE LA STRUCTURE ÉLECTRONIQUE ET

L’ÉQUATION DE BOLTZMANN

1.1 La théorie de la fonctionnelle de la densité : une approche du problème à

N corps

1.1.1 Position du problème

On peut voir un solide comme formé de noyaux et d’électrons provenant des atomes qui

le constituent. Son hamiltonien est donc

Ĥ = −~
2

2

∑

i

∇2
~Ri

Mi
− ~

2

2

∑

i

∇2
~ri

m
− 1

4πε0

∑

ij

e2Zi

|~Ri − ~rj |

+
1

8πε0

∑

i 6=j

e2

|~ri − ~rj |
+

1

8πε0

∑

i6=j

e2ZiZj

|~Ri − ~Rj |

~ri représente la position des électrons de charge −e et de masse m. ~Ri est la position des

noyaux de charge ponctuelle eZi.

Les noyaux sont beaucoup plus lourds, et donc beaucoup plus lents, que les électrons ; ils

peuvent être considérés comme fixes. C’est l’approximation de Born-Oppenheimer. Dans ce

cas le premier terme du hamiltonien disparaît puisqu’il représente l’énergie cinétique des

noyaux. Finalement on doit seulement résoudre le problème représenté par

Ĥ = −~
2

2

∑

i

∇2
~ri

m
− 1

4πε0

∑

ij

e2Zi

|~Ri − ~rj |
+

1

8πε0

∑

i6=j

e2ZiZj

|~Ri − ~Rj |

+
1

8πε0

∑

i6=j

e2

|~ri − ~rj |

≡ T̂ + V̂ + V̂ee

qui est un problème à N corps pour les électrons seuls. L’avant dernier terme est une constante

qui représente l’interaction de Coulomb entre les noyaux. Il doit cependant être conservé
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lorsqu’on optimise la géométrie de la structure en minimisant l’énergie relativement aux

paramètres ~Ri.

1.1.2 Théorie de la fonctionnelle de la densité

Résoudre l’équation de Schrödinger avec le hamiltonien Ĥ pour un système de l’ordre

de 1023 électrons est évidemment hors de porté. On doit alors utiliser des méthodes ap-

proximatives. Il est raisonnable de penser que les meilleures approximations seront celles

qui permettent de reproduire le plus exactement les quantités physiques contenant le plus

d’informations. La théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) offre ainsi des perspectives

intéressantes puisque, en principe, elle permet d’obtenir la densité électronique et l’énergie

totale du système exactement.

Elle repose sur deux théorèmes dus à Hohenberg et Kohn [31].

Théorème 1 : Il existe une correspondance biunivoque entre la densité de l’état fonda-

mental du système, ρ0(~r), et le potentiel extérieur V (~r). Ainsi, la valeur moyenne d’une

observable Ô est une fonctionnelle unique de la densité ρ0(~r) :

< Ψ|Ô|Ψ >= O[ρ0] (1.1)

On a

E = E[ρ0] =< Ψ|T̂ + V̂ee|Ψ > +

∫

d3rρ0(~r)V (~r) (1.2)

Donc < Ψ|T̂ + V̂ee|Ψ > est également une fonctionnelle de la densité :

< Ψ|T̂ + V̂ee|Ψ >= F [ρ0(~r)] (1.3)

De plus on remarque que cette fonctionnelle est universelle pour les systèmes électroniques.

Théorème 2 : Si on considère la densité comme une variable ρ(~r) dans E[ρ], alors

E[ρ0(~r)] = min
{ρ}

E[ρ] (1.4)

1.1.3 Les équations de Kohn et Sham

En 1965 Kohn et Sham (KS) proposent une méthode pratique permettant d’utiliser la

théorie de la fonctionnelle de la densité. Tout d’abord ils supposent qu’il existe un système
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(fictif) d’électrons indépendants (les électrons de Kohn et Sham) ayant la densité ρ0(~r) dans

son état fondamental. Puis ils montrent que pour qu’il en soit ainsi, ces électrons doivent

être plongés dans un potentiel extérieur (effectif) Veff (~r), tel que

Veff (~r) = V (~r) +
e2

4πε0

∫

d3r′
ρ0(~r′)

|~r − ~r′|
+

δExc

δρ0(~r′)
(1.5)

Dans cette expression Exc = Exc[ρ0] est l’énergie d’échange-corrélation définie par

Exc[ρ] = F [ρ] − e2

8πε0

∫

d3r′
ρ(~r′)ρ(~r)

|~r − ~r′|
− T0[ρ] (1.6)

T0[ρ] est l’énergie cinétique des électrons de Kohn Sham et le second terme le terme électro-

statique de Hartree.

Pour calculer la densité électronique ρ0(~r) et l’énergie E, ils ont ainsi remplacé le problème

de départ,

(E)







ĤΨj = EjΨj

ρ0(~r) =
∫

d3r2 . . . d3rN |Ψ0(~r, ~r2, . . . , ~rN )|2

par le problème plus simple

(E′)







ĤKSϕj(~r) = εjϕj(~r) ⇐⇒ (− ~
2

2m∇2 + Veff (~r))ϕj(~r) = εjϕj(~r)

ρ0(~r) =
∑N

j=1 |ϕj(~r)|2

Le problème (E’) est plus simple que le problème (E) car on a à résoudre une équation de

Schrödinger à une seule particule. En revanche il faut procéder de façon auto-cohérente car

Veff (~r) dépend de ρ0(~r) qui est calculé à partir des solutions ϕj(~r) du problème. Le cycle de

self consistance est montré sur la figure 1.1. Dans la pratique, pour résoudre les équations

de Kohn Sham (E’) on doit connaître Veff (~r) et donc également Exc[ρ] d’après l’équation

1.5.

Dans l’approche de Kohn Sham toute la complexité du problème à N corps est rejetée dans

Exc qui contient les effets des interactions électron-électron au delà du terme de Hartree.

La forme explicite de Exc comme fonctionnelle de la densité n’est pas connue ; on doit

donc recourir aux approximations. La plus simple consiste à supposer que Exc[ρ] est une

fonctionnelle locale de la densité (LDA), i.e.

ELDA
xc [ρ] =

∫

d3rρ(~r)eLDA
xc (ρ(~r)) (1.7)
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Fig. 1.1 – Cycle de self consistance pour le calcul de la structure électronique

La fonction eLDA
xc est alors la densité d’énergie d’échange et de corrélations d’un gaz d’élec-

trons homogène de densité ρ. Elle peut ainsi être obtenue à partir du modèle du jelium

qui est connu numériquement [14]. Par construction cette approximation est d’autant plus

précise que la densité ρ(~r) varie lentement.

Une généralisation naturelle de cette approximation est obtenue en écrivant que la densité

d’énergie d’échange-corrélation ne dépend pas seulement de la densité locale, mais aussi de

son gradient :

EGGA
xc [ρ] =

∫

d3rρ(~r)eGGA
xc (ρ(~r),∇ρ(~r)) (1.8)

C’est l’approximation du gradient généralisé (GGA). Cette approximation devrait être moins

critique que la LDA dans les systèmes où la densité électronique ne varie pas lentement. Elle

sera donc utilisée pour chacun des calculs présentés dans la suite.

Notons que l’approximation de la GGA est moins universelle que la LDA dans le sens où

il existe une définition unique de eLDA
xc . En revanche, il existe plusieurs façons d’inclure le

gradient de la densité [28]. Dans ce travail, on a systématiquement préféré la formulation de
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Perdew Burke et Ernzerhof[49] dont la construction est transparente et libre de paramètres.

1.1.4 L’équation de Sham Schluter et la DFT

Telle qu’elle a été présentée dans le paragraphe précédent, la DFT est une approche du

problème à N corps qui permet d’obtenir exactement la densité de l’état fondamental et

l’énergie totale du système. On a recours aux approximations seulement pour déterminer

Exc.

Cette approche soulève au moins deux questions :

• Comment relier les approximations du potentiel d’échange-corrélation V LDA,GGA
xc aux

approches plus traditionnelles du problème à N corps réalisées à partir de la méthode des

fonctions de Green et de self énergies modèles [30] ?

• Si E et ρ0(~r) peuvent en principe être déterminés exactement dans le cadre de la DFT,

qu’en est-il des autres quantités comme par exemple la densité d’états, ou mieux la fonction

spectrale ?

La réponse à la première question est donnée par l’équation de Sham Schluter [55]. Celle-ci

permet en principe de déterminer le potentiel d’échange-corrélation correspondant à une

approximation donnée de la self énergie.

Considérons l’équation de Dyson pour les fonctions de Green causales :

G(~r, ~r′, ω)−GKS(~r, ~r′, ω) =

∫

d3r1

∫

d3r2GKS(~r, ~r′, ω){Σ(~r1, ~r2, ω)−δ(~r1−~r2)Vxc(~r1)}G(~r2, ~r
′, ω)

(1.9)

G(~r, ~r′, ω) est la fonction de green du système et GKS(~r, ~r′, ω) la fonction de Green des

électrons de Kohn Sham.

Si on applique
∫

dω
2π eiω0+ à cette équation, et que l’on prend la limite ~r′ −→ ~r, on a alors,

ρ0(~r)−ρ0,KS(~r) =

∫

d3r1

∫

d3r2

∫

dω

2π
eiω0+GKS(~r, ~r1, ω){Σ(~r1, ~r2, ω)−δ(~r1−~r2)Vxc(~r1)}G(~r2, ~r, ω)

(1.10)

Le premier terme est nul car, dans l’état fondamental, les électrons de Kohn Sham ont même

densité que le système réel. Ainsi on obtient,
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Vxc(~r) =

∫

d3r1

∫

d3r2

∫

d3r3

∫

dω

2π
GKS(~r3, ~r1, ω)Σ(~r1, ~r2, ω)G(~r2, ~r3, ω)χ−1(~r, ~r3)

(1.11)

avec

χ(~r, ~r′) =

∫

dω

2π
GKS(~r, ~r′, ω)G(~r′, ~r, ω) (1.12)

et
∫

d3r0χ
−1(~r0, ~r1)χ(~r2, ~r0) = δ(~r2, ~r1) (1.13)

Connaissant Σ(~r, ~r′, ω) on peut donc en principe déterminer Vxc(~r).

Considérons maintenant la seconde question. Il est clair que c’est l’intégration de l’équation

de Dyson sur les fréquences qui a permit d’obtenir l’équation 1.11. Les informations concer-

nant le spectre d’énergie sont donc seulement contenues de façon moyenne dans Vxc(~r). Ainsi

a priori il n’y a pas de raisons de penser que le système réel et les électrons de Kohn Sham

aient des densités d’états semblables. Cependant l’expérience montre qu’elles sont souvent

proches. On peut certainement expliquer cela par l’écrantage important de l’interaction de

Coulomb.

Dans la suite les relations de dispersion des électrons de Kohn Sham sont utilisées pour calcu-

ler les propriétés de transport. Ainsi il est nécessaire que le spectre d’énergie des électrons de

Kohn Sham soit une bonne approximation du spectre réel au voisinage du niveau de Fermi.

Cela peut en partie être justifié à partir de la théorie des liquides de Fermi car les états de

faible excitation y sont représentés par des fermions libres ; ici on fait donc l’hypothèse que

ces fermions libres sont les électrons de Kohn Sham.

1.2 Le calcul de la structure électronique en pratique : La méthode LAPW

Au chapitre précédent on a ramené le problème à N corps à un problème plus simple

nécessitant la résolution de (E’),

(E′)







ĤKSϕnk(~r) = εnkϕnk(~r)

ρ0(~r) =
∑

nk |f(εnk)ϕnk(~r)|2
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Dans la suite on considérera seulement des systèmes périodiques. On a donc remplacé l’indice

j par un indice de bande n, et un vecteur ~k 1 appartenant à la première zone de Brillouin

car la théorie de Bloch s’applique. f(εnk) est l’occupation du niveau d’énergie εnk.

Pour trouver une solution self consistante à ce système il faut d’abord résoudre l’équation

aux valeurs propres ĤKSϕnk = εnkϕnk. Cela peut être réalisé en développant les ϕnk sur

une base de fonctions connues, par exemple les φi,

ϕnk =
∑

i

cnk
i φi

L’équation précédente est alors transformée en un problème matriciel,


















. . . · · · · · ·

· · · < φj |ĤKS |φi > −εnk < φj |φi > · · ·

· · · · · · . . .





































...

cnk
i

...



















=



















...

0

...



















Dans la suite on notera cette équation (M1).

En utilisant le théorème de Bloch on peut écrire

ϕnk(~r) =
∑

~G

cnk(~G)ei(~k+ ~G)~r (1.14)

ou ~G est un vecteur du réseau réciproque. Dans cette équation on a pris pour fonctions de

base les ondes planes.

Dans la pratique les ϕnk(~r) oscillent rapidement à proximité des noyaux, et donc il faut un

grand nombre d’ondes planes pour représenter correctement ces oscillations. Le nombre de

fonctions de base devient ainsi trop grand pour être traité numériquement. Plusieurs tech-

niques ont été développées pour résoudre cette difficulté. Les méthodes de pseudopotentiel

où on remplace le potentiel réel par un potentiel fictif à proximité des atomes, ou encore la

méthode des ondes planes augmentées (APW). Dans cette approche les fonctions de base

sont bien des ondes planes loin des noyaux, comme dans l’équation 1.14, mais elles sont rem-

placées par des fonctions atomiques dans des sphères dessinées autour de chaque atome. Ces

1noté simplement k
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fonctions atomiques doivent en principe mieux décrire les oscillations des fonctions d’ondes

au voisinage des atomes et donc limitent la taille de la base.

Spécifiquement les APW sont définies ainsi,

φ
~k
~G
(~r, E) =







1√
V

ei(~k+~G)~r ~r ∈ I
∑

lm Aα,~k+ ~G
lm uα

l (|~r − ~rα|, E)Ylm(~r−̂~rα) ~r ∈ Sα

ou Sα est la sphère de rayon Rα autour de l’atome α, et I la zone interstitielle. Les uα
l sont

les solutions à l’énergie E de l’équation radiale de Schrödinger pour un atome libre, et les

paramètres A sont déterminés par continuité de φ
~k
~G
(~r, E) sur les sphères Sα.

Le paramètre E peut être quelconque, mais pour décrire correctement les changements des

fonctions d’onde avec l’énergie on doit choisir E = εnk. Le problème (E’) devient donc non

linéaire et on ne peut plus obtenir les énergies à partir d’une seule diagonalisation. Ceci est

bien sûr un inconvénient pour la méthode. L’idée consiste alors à linéariser les uα
l autour

d’une énergie choisie Eα (voir Eq. 1.15). Les fonctions de base sont alors indépendantes de

l’énergie et on peut ainsi déterminer les énergies à partir d’un problème aux valeurs propres

classique.

uα
l (|~r − ~rα|, E) = uα

l (|~r − ~rα|, Eα
l ) + (E − Eα

l )
∂uα

l

∂E

∣

∣

E=Eα
l

+ o(E − Eα)2 (1.15)

L’équation précédente suggère donc d’utiliser des fonctions de base définies de la façon sui-

vante :

φ
~k
~G
(~r, E) =







1√
V

ei(~k+ ~G)~r ~r ∈ I
∑

lm[Aα,~k+ ~G
lm uα

l (|~r − ~rα|, Eα
l ) + Bα,~k+ ~G

lm
∂uα

l

∂E (|~r − ~rα|, Eα
l )]Ylm(~r−̂~rα) ~r ∈ Sα

Ce sont les fonctions LAPW (Linearized Augmented Plane Waves). Elles sont implémentées

dans le programme Wien2k [8] qui est utilisé dans ce travail pour calculer les structures

électroniques. Les coefficients A et B sont déterminés en imposant la continuité de la fonction

et de sa dérivée sur Sα.

En utilisant ces fonctions on peut calculer les éléments de matrice du hamiltonien,

< φ
~k
~G
|ĤKS |φ~k

~G′
>, ainsi que ceux de la matrice de recouvrement < φ

~k
~G
|φ~k

~G′
>, et donc

résoudre le problème aux valeurs propres donnant les εnk et les ϕnk (Eq. M1). Le détail de

la construction de ces matrices est donné dans [56] et n’est pas reproduit ici.
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Évidemment, en linéarisant les uα
l autour des énergies Eα

l on fait le choix d’un intervalle

d’énergie ou la composante de caractère l autour de l’atome α sera décrite avec précision.

Lorsque les états de valence de caractère l ne proviennent que d’un seul nombre quantique

principale il est facile de choisir Eα
l : on le place au barycentre des énergies. En revanche

lorsque l’on a des états de semi-coeur 2 ne se trouvant pas suffisamment loin du niveau de

Fermi pour être négligés, on ne sait plus très bien comment procéder pour choisir Eα
l . La

solution consiste alors à ajouter à la base une orbitale localisée (LO) pour décrire ces états

de semi-coeur :

φlm,LO
α (~r) =



















0 ~r ∈ I

{Aα,LO
lm uα

l (|~r − ~rα|, Eα
l ) + Bα,LO

lm
∂uα

l

∂E (|~r − ~rα|, Eα
l )

+Cα,LO
lm uα

l (|~r − ~rα|, Eα,2
l )}Ylm(~r−̂~rα) ~r ∈ Sα

Eα,2
l est choisit dans la zone d’énergie des états de semi-cœur. Les coefficients A, B, et C

sont déterminés en normant la fonction d’onde et en imposant qu’elle soit nulle, ainsi que sa

dérivée, sur Sα.

1.3 La méthode APW+lo

La procédure précédente n’est pas la seule permettant de retrouver un problème aux

valeurs propres.

Considérons à nouveau les APW et évaluons les aux énergies Eα
l :

φ
~k
~G
(~r) =







1√
V

ei(~k+ ~G)~r ~r ∈ I
∑

lm Aα,~k+~G
lm uα

l (|~r − ~rα|, Eα
l )Ylm(~r−̂~rα) ~r ∈ Sα

Ces fonctions ne sont pas suffisantes pour décrire correctement les fonctions propres ϕnk(~r)

lorsque l’on s’éloigne des Eα
l . La méthode LAPW pallie à cet inconvénient en ajoutant un

terme d’ordre supérieur aux fonctions radiales (Eq. 1.15) mais au prix d’un coefficient sup-

plémentaire, B qui est déterminé en imposant la continuité de la dérivée des LAPW sur Sα.

Cette condition supplémentaire nécessite d’accroître la taille de la base LAPW par rapport

2c.a.d. des états de même nombre quantique principal que des états de valence
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à la méthode APW.

Une solution alternative permettant d’augmenter la flexibilité de la base est d’ajouter de

nouvelles fonctions. Comme le handicap des fonctions 1.3 provient du trop faible intervalle

d’énergie correctement décrit par uα
l (|~r − ~rα|, Eα

l ) on va ajouter à la base des fonctions de

type atomique (notées lo) qui décrivent correctement un plus large intervalle d’énergie au-

tour des Eα
l . Les orbitales locales φlm,lo

α (~r) introduites par Sjöstedt et al. [58] remplissent

ces conditions :

φlm,lo
α (~r) =







0 ~r ∈ I

{Aα,lo
lm uα

l (|~r − ~rα|, Eα
l ) + Bα,lo

lm
∂uα

l

∂E (|~r − ~rα|, Eα
l )}Ylm(~r−̂~rα) ~r ∈ Sα

Les coefficients A et B sont déterminés par normation, et par l’annulation de la fonction

sur Sα. Lorsque ces fonctions sont utilisées dans la base, via l’introduction d’ondes planes

fictives φ
~k
~G0

, on constate qu’en général, pour obtenir des résultats identiques, la taille de la

base est inférieure à celle utilisée dans la méthode LAPW.

Ceci est plus spécialement vrai pour les états difficilement décris par les fonctions LAPW,

comme par exemple les états d ou f . La condition d’une dérivée continue sur Sα détruit la

forme atomique des fonctions de base et ce n’est qu’une augmentation de Gmax qui donne à

la base suffisamment de flexibilité pour décrire ces états3.

En revanche la méthode LAPW est bien adaptée aux états s et p. Dans ce cas l’utilisation

des APW+lo n’est pas nécessaire, et devient même plus coûteuse : on ajoute 2l+1 orbitales

à la base sans réduire de façon significative le Gmax.

La méthode la plus efficace consiste donc à utiliser des fonctions LAPW pour des états rela-

tivement délocalisés, et des APW+lo pour des états localisés. C’est cette stratégie qui sera

utilisée dans la suite.

3en théorie le nombre des φ
~k
~G

est infini, mais en pratique seule les fonctions avec G < Gmax sont incluses
dans la base.
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1.4 Équation de Boltzmann

1.4.1 Coefficients cinétiques

Considérons un système matériel où il existe localement des flux ~Ji d’énergie et de ma-

tière. On dit alors que le système est le siège de phénomènes de transport. Mais quelles

sont les forces ~Fi qui donnent lieu à ces flux ? C’est la thermodynamique des processus ir-

réversibles qui permet de répondre à cette question. En particulier, on montre que la source

d’entropie locale s’écrit

σS(~r) =
∑

i

~∇Fi(~r) · ~Ji

ou ~Ji est le flux associé à la grandeur thermodynamique Xi et Fi(~r) = δS
δxi(~r)

avec xi(~r) la

densité de la grandeur Xi au point ~r. Les Fi(~r) sont les paramètres intensifs locaux.

Ainsi ce sont les forces généralisées ~Fi = ~∇Fi qui donnent lieu aux flux ~Ji ramenant le

système vers l’équilibre :

~Ji = f( ~F1, ~F2, ~F3, ...)

Si les forces sont nulles, les flux le sont également. Donc, en développant la fonction f en

série de Taylor, à l’ordre le plus bas on a

~Ji =
∑

j

¯̄Lij
~Fj

ou les ¯̄Lij sont des tenseurs de rang 2. Ce sont les coefficients cinétiques. Ils décrivent la

réponse du système aux forces ~Fj lorsque l’on se limite à une approximation linéaire. Ce

sera le cas dans tout ce travail.

Pour faire le lien avec les effets thermoélectriques présentés dans l’introduction nous nous

intéressons maintenant à un système où il existe des flux de particules, ~JN , et de chaleur

~JQ = T ~JS = T (
1

T
~JE + (−µ

T
+

eφ

T
)) ~JN (1.16)
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Comme on a,

dS =
1

T
dE − µ

T
dN +

eφ

T
dN (1.17)

on obtient (si µ est indépendant de ~r)

σS = ~JE · ~∇(
1

T
) + ~JN · ~∇(

eφ − µ

T
) (1.18)

= ~JQ · ~∇(
1

T
) +

1

T
~JN · ~∇(eφ) (1.19)

Les forces associées aux flux ~JQ et ~JN sont donc respectivement ~∇( 1
T ) et 1

T
~JN ·~∇(eφ) = − e

T
~E.

Donc si ~J est la densité de courant ~J = −e ~JN , on a






~J = e2

T
¯̄L11

~E − e ¯̄L12
~∇( 1

T ) = ¯̄
L11

~E + ¯̄
L12(− ~∇T

T )

~JQ = − e
T

¯̄L21
~E + ¯̄L22

~∇( 1
T ) = ¯̄

L21
~E + ¯̄

L22(− ~∇T
T )

(1.20)

avec ¯̄
Lij = (−e)(4−i−j)

T
¯̄Lij

En utilisant ces relations avec des conditions aux limites particulières, on peut relier les

coefficients ¯̄
Lij aux coefficients de transport introduis dans l’introduction :

• le tenseur de conductivité ¯̄σ est définit par ~J = ¯̄σ ~E dans les conditions (~∇T = 0,

~B = 0). Donc

¯̄σ = ¯̄
L11 (1.21)

• le coefficient Seebeck ¯̄S est définit par ~E = ¯̄S~∇T dans les conditions ( ~J = 0, ~B = 0).

Donc

¯̄S =
1

T
¯̄

L
−1
11

¯̄
L12 (1.22)

• la conductivité thermique χ est définie par ~J = −χ~∇T dans les conditions ( ~J = 0, ~B =

0). Donc

¯̄χ =
1

T
( ¯̄
L22 − ¯̄

L21
¯̄

L
−1
11

¯̄
L12) (1.23)

Lorsque l’on applique un champ magnétique sur le système on peut également définir le

tenseur de Hall. Pour un système isotrope avec le champ magnétique appliqué le long de
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l’axe z, il est donné par RH =
ρyx

B avec ¯̄ρ = ¯̄σ−1. Le tenseur de conductivité dépend alors

de ~B,

¯̄σ( ~B) = ¯̄
L11( ~B) (1.24)

Les mesures sont effectuées avec un gradient de température nul.

Dans le cas général l’expression du tenseur de Hall est plus compliquée. Cette discussion est

repoussée jusqu’aux chapitres 3.

1.4.2 Approche du problème

Dans le paragraphe précédent on a relié les coefficients cinétiques { ¯̄
Lij} aux coefficients

de transport {¯̄σ, ¯̄S, ¯̄χ, ¯̄RH}. Comme les équations 1.20 sont des équations phénoménologiques

elles sont insuffisantes pour déterminer les ¯̄
Lij . Il est alors nécessaire de choisir un modèle

microscopique de la réponse du système.

Les équations 1.20 étant linéaires, le moyen le plus satisfaisant semble de se placer dans le

cadre de la réponse linéaire et d’utiliser les formules de Kubo. On exprime ainsi les coeffi-

cients cinétiques à partir des fonctions de corrélations entre les courants électriques et de

chaleur. Le calcul de ces fonctions de corrélations est en général extrêmement difficile car

elles contiennent toute la complexité du problème : une bonne description des interactions

électron-électron, électron-impureté, électron-phonon, ... est ainsi nécessaire.

Du point de vue pratique, force est de constater qu’il est extrêmement difficile d’aller au

delà de la DFT tout en gardant le coût du calcul suffisamment faible. Nous sommes donc

amené à décrire la réponse des électrons de Kohn Sham plutôt que celle du système réel :

~J ≃ ~JKS et ~JQ ≃ ~JKS
Q (1.25)

ou ~JKS et ~JKS
Q sont les courants des électrons de Kohn Sham. Ils seront simplement noté ~J

et ~JQ dans la suite.

Les formules de Kubo nécessitent de connaître le spectre de phonons, le potentiel des impu-

retés, et du point de vue numérique les fonctions de Green et de vertex. En théorie cela est

réalisable, mais le coût du calcul sera nécessairement élevé, et la méthode difficilement indé-
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pendante de la technique utilisée pour le calcul de la structure de bandes. Pour respecter les

objectifs énoncés dans l’introduction nous allons donc nous tourner vers une approche plus

empirique, mais aussi beaucoup plus simple : l’équation de Boltzmann dans l’approximation

du temps de relaxation.

1.4.3 Équation de Boltzmann

Dans l’approche classique[77, 9] pour écrire l’équation de Boltzmann, on considère la

fonction de distribution f de l’espace des phases à 1 particule. Puis on se place à une échelle

suffisamment grande pour que les inhomogénéités dues à la structure atomique s’effacent, et

suffisamment petite pour que les variations des forces extérieures soient faibles.

Alors, si les électrons ne subissent pas de chocs, leur nombre dans l’élément de volume

dΩ = d3rd3p se conserve, et en utilisant le théorème de Liouville on obtient

f(~r, ~p, t) = f(~r +
~p

m
dt, ~p + ~Fdt, t + dt) (1.26)

Si on prend compte la diffusion des électrons par les phonons, les impuretés, ..., cette dé-

monstration est incorrecte car pendant dt un certain nombre d’électrons entrent et sortent

de dΩ. On tient compte de cela en écrivant :

∂f

∂t
f(~r, ~p, t)

∣

∣

∣

coll
dt + f(~r, ~p, t) = f(~r +

~p

m
dt, ~p + ~Fdt, t + dt) (1.27)

ou ∂f
∂t f(~r, ~p, t)

∣

∣

∣

coll
dt est le terme qui décrit les collisions dans et hors de dΩ. L’équation 1.27

peut également s’écrire

∂f

∂t
+

∂f

∂~r
· ~v +

∂f

∂~p
· ~F =

∂f

∂t

∣

∣

∣

coll
(1.28)

C’est l’équation de Boltzmann. Cette démonstration est bien sûre très empirique. On consi-

dère f à la fois comme une fonction de ~r et de ~p, tandis que pour obtenir une forme explicite

du terme de collision une description quantique est nécessaire. Ainsi les approximations réa-

lisées et leurs limites de validité ne peuvent pas clairement être distinguées. On discutera

cette approche en relation avec les résultats exacts [34] à la fin du chapitre.
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1.4.4 L’approximation du temps de relaxation

Si on choisit l’équation de Boltzmann pour décrire la réponse du système aux champs

extérieurs, le calcul des coefficients nécessite la résolution de cette équation. Ceci est évi-

demment compliqué dans le cas général. La première simplification provient du fait que pour

la plupart des mesures on peut considérer que le système est dans un régime stationnaire.

Ainsi le premier terme de l’équation 1.28 disparaît.

Le terme de collision contient les informations concernant la diffusion des électrons. Globa-

lement les collisions ont pour effet de ramener le système vers un équilibre locale. Cet état

est donc localement représenté par une distribution qui est la fonction de Fermi Dirac :

f(~r, ~p, t) −→ f0(~r, εp) =
1

1 + e
εp−µ(~r)

kBT (~r)

(1.29)

Le moyen le plus simple de décrire cette relaxation est de supposer que le nombre de parti-

cules dans chaque élément de volume, fdΩ relaxe vers f0dΩ selon un processus de Poisson

de paramètre τ(~r, ~p). On a alors

(f(t + dt) − f0) = (f(t) − f0)(1 − dt

τ(~r, ~p)
) (1.30)

Ainsi dt
τ(~r,~p) représente la probabilité qu’un électron subisse une collision pendant dt.

A partir de 1.30 on a

df = −f − f0

τ(~r, ~p)
dt (1.31)

d’ou
∂f

∂t

∣

∣

∣

coll
= −f − f0

τ(~r, ~p)
(1.32)

Évidemment supposer que la relaxation du système suit un processus de Poisson signifie

que la fonction de distribution ne dépend pas de la configuration du système à des instants

antérieurs, ou en d’autres termes que toute l’information est perdue dans les collisions.

Pour qu’elle soit cohérente avec le reste de la théorie, cette approximation réduit le domaine

d’application de l’équation de Boltzmann. En particulier l’approximation des champs faibles

est nécessaire [33]. Cependant ce n’est pas une contrainte supplémentaire car nous nous
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sommes placé dans le cadre d’une théorie de réponse linéaire en écrivant les équations phé-

noménologiques du paragraphe 1.4.1. De plus sur des bases physique, on comprend aisément

que plus la température est élevée, plus le nombre de collisions est grand, et plus on approche

une relaxation de type Poisson.

Formellement on peut montrer [9] que l’on peut définir un temps de relaxation quand la

variation de l’énergie d’un électron dans une collision est petite devant kBT , ∆ε ≪ kBT ,

c’est à dire :

- dans la limite des hautes températures (kBT ≫ kBΘD) lorsque l’on considère la diffu-

sion des électrons par les phonons.

- lorsque l’on considère la diffusion des électrons par des impuretés statiques.

1.4.5 Solution de l’équation de Boltzmann sans champ magnétique

A partir des équations 1.28 et 1.32, on obtient l’équation de Boltzmann que l’on doit

résoudre

∂f

∂~r
· ~v +

∂f

∂~p
· ~F = −f − f0

τ(~r, ~p)
(1.33)

Les électrons de Kohn Sham voient un potentiel périodique, ils sont donc repérés par un

indice de bande et un vecteur d’onde ~k. En nous plaçant dans une approximation semi-

classique, la dynamique des électrons est donnée par

~
d~k

dt
= −e[ ~E + ~v × ~B] = ~F (1.34)

Bande par bande, l’équation 1.35 devient

~vn
~k
· ∂fn

∂T
~∇T +

1

~

∂fn

∂~k
· (−e[ ~E + ~v × ~B]) = −fn − f0

τ(~k)
(1.35)

car fn ne dépend de ~r qu’à travers T. On suppose τ indépendant de ~r.

Si on compare aux situations expérimentales décrites dans le paragraphe 1.4.1, on voit qu’il

est nécessaire de résoudre cette équation seulement dans deux cas simples, ~B = 0 et ~∇T = 0.

Lorsque le champ magnétique est nul, on obtient [77, 62] les expressions suivantes pour les
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densités de courant électrique et thermique.

~J =
1

V

∑

nk

e2 ∂f0

∂µ
{τ(~k)~vn

~k
· ~E}~vn

~k
+

1

V

∑

nk

−e(εn
~k
− µ)

∂f0

∂µ
{τ(~k)~vn

~k
· (−

~∇T

T
)}~vn

~k
(1.36)

~JQ =
1

V

∑

nk

−e(εn
~k
−µ)

∂f0

∂µ
{τ(~k)~vn

~k
· ~E}~vn

~k
+

1

V

∑

nk

(εn
~k
−µ)2

∂f0

∂µ
{τ(~k)~vn

~k
· (−

~∇T

T
)}~vn

~k
(1.37)

Dans ces expressions des quantités de la forme {~x · ~y}~z apparaissent.

On peut réécrire {~x · ~y}~z = (~x ⊗ ~z) · ~y, donc

~J =
1

V

∑

nk

e2 ∂f0

∂µ
{τ(~k)~vn

~k
⊗ ~vn

~k
} · ~E +

1

V

∑

nk

−e(εn
~k
− µ)

∂f0

∂µ
{τ(~k)~vn

~k
⊗ ~vn

~k
} · (−

~∇T

T
) (1.38)

~JQ =
1

V

∑

nk

−e(εn
~k
− µ)

∂f0

∂µ
{τ(~k)~vn

~k
⊗ ~vn

~k
} · ~E +

1

V

∑

nk

(εn
~k
− µ)2

∂f0

∂µ
{τ(~k)~vn

~k
⊗ ~vn

~k
} · (−

~∇T

T
)

(1.39)

La solution de l’équation de Boltzmann d’un système isotherme sous champ magnétique est

repoussée jusqu’au chapitre 3 où elle sera présentée conjointement au calcul du tenseur de

Hall dans les systèmes anisotropes.

1.4.6 Quelques formes simples de temps de relaxation

Il est possible de relier le temps de relaxation à un modèle microscopique de diffusion. En

effet si on note Wn(~k,~k′) la probabilité de transition, par unité de temps, de n~k vers n′~k′, on a

∂fn

∂t

∣

∣

∣

coll
=

∑

k′n′

fn′

k′ (1 − fn
k )Wn′n(~k′,~k) − fn

k (1 − fn′

k′ )Wnn′(~k,~k′) (1.40)

et donc avec l’équation 1.32 on obtient

1

τ(~k)
= −

∑

~k′n′

fn′

~k′
− fn

~k

fn
~k
− f0(εn

~k
)
Wnn′(~k,~k′) (1.41)

C’est la probabilité de transition Wn(~k,~k′) qui contient le détail des mécanismes de diffusion

des électrons. Puisque ces mécanismes ne sont pas calculés dans la suite de ce travail, afin

de conserver un coût de calcul raisonnable, nous devons utiliser des modèles pour décrire la

relaxation du système.
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Le plus simple consiste à supposer que le temps de relaxation est constant. Ainsi quelque soit

leur moment ~k, tous les électrons relaxent vers f0(ε
n
~k
) pendant le même temps caractéristique

τ . Lorsque les électrons sont libres, ε~k
∝ |~k|2, on peut montrer que le temps de relaxation

constant est solution de l’équation de Boltzmann (pour des collisions élastiques)[44]. Ainsi

il doit également être une bonne approximation lorsque les surfaces de Fermi sont voisines

d’une sphère, comme par exemple dans les semiconducteurs faiblement dopés où elles sont

ellipsoïdale.

Une autre approximation extrêmement simple consiste à décrire la relaxation du système

non pas à partir de τ(~k), mais à partir du libre parcours moyen des électrons, ~Λn
~k

= τ(~k)~vn
~k

;

et de supposer que celui-ci est constant. Ainsi τ(~k) ∝ 1
|∇εn

~k
| . C’est une approche cinétique

de la diffusion ; on écrit simplement qu’en moyenne les électrons parcours la même distance

entre deux diffusions. On ne précise pas la nature des centres diffuseurs ; ils peuvent corres-

pondre aux impuretés, ou encore aux phonons. Il semble raisonnable de supposer que l’on

se rapproche de ce comportement lorsque la diffusion est incohérente et dominée par les

impuretés.

Il existe un troisième modèle de diffusion permettant de décrire les systèmes possédant des

états localisés autour de Ef . Si on note d ces états, et s les autres, plus délocalisés, on a

gd(Ef ) ≫ gs(Ef ). Ainsi la diffusion s’effectue plutôt vers les états d qui sont plus nombreux

que les états s. Si on néglige les corrections de vertex, pour des diffusions élastiques, l’équa-

tion 1.41 devient

1

τ(~k)
=

∑

n′∈d

∫

εn′
~k′

=εn
~k

dS~k′

|∇εn′

~k′
|Wnn′(~k,~k′) (1.42)

Comme les états d sont localisés, les probabilités de transition sont approximativement in-

dépendantes des vecteurs de Bloch ~k et ~k′, ce qui permet de sortir Wnn′(~k,~k′) de l’intégrale.

On obtient finalement

1

τ(ε)
∝ gd(ε) (1.43)

C’est l’approximation de Mott du temps de relaxation [44].
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1.4.7 Discussion

Les coefficients cinétiques obtenus précédemment peuvent s’écrire de manière plus sys-

tématique :

¯̄
Lij =

∫

dε
∂f0

∂µ

(ε − µ

−e

)i+j−2 ¯̄σ(ε) (1.44)

avec

¯̄σ(ε) =
e2

V

∑

nk

{τ(~k)~vn
~k
⊗ ~vn

~k
}δ(ε − εn

~k
) (1.45)

On appelle ¯̄σ(ε) la fonction de transport du système.

Si l’on considère des électrons indépendants (DFT) le système est décrit par un hamiltonien

ayant la forme suivante (si on se limite à une seule bande [34]) :

Ĥ =
∑

k

εkc
+
k ck +

∑

q

V imp(q)ρimp(q)ρ(q) +
∑

qλ

wλ(q)Qλ(q)ρ(q) (1.46)

Le premier terme correspond à l’énergie de bande, le second représente l’interaction avec les

impuretés, et le dernier décrit l’interaction électron-phonon.

Lorsqu’on utilise l’approximation adiabatique pour les phonons, Joson et Mahan [34] ont

montré que l’on peut calculer exactement les coefficients cinétiques en appliquant les formules

de Kubo à cet hamiltonien. Leur forme fonctionnelle est la même que celle de l’équation 1.45,

mais dans ce cas ¯̄σ(ε) est donné par

¯̄σ(ε) =
e2

~

2πV

∑

k

{ℑGk(ε − i0+)

ℑΣk(ε − i0+)
~Υk(ε+ i0+, ε− i0+)−ℜ(Gk(ε− i0+)2~Υk(ε− i0+, ε− i0+))}~vk

(1.47)

ou le vecteur ~Υk est définit par

~Υk(ip + iω, ip)Gk(ip + iω)Gk(ip) =
∑

k′

~vk′Gkk′(ip + iω)Gk′k(ip) (1.48)

On remarque que si on néglige les corrections de vertex, Gk′k = δk′kGk, et dans la limite des

grands temps de vie 4, ℑΣ −→ 0, on obtient

¯̄σ(ε) =
e2

~

2πV

∑

k

~vk~vk
Zk

ℑΣk(ε − i0+)
δ(ε − εk −ℜΣk(εk − i0+)) (1.49)

4diffusion faible par les phonons, ou impuretés voisines de la matière, ou encore faible concentration
d’impuretés
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ou εk est telle que εk − εk −ℜΣk(εk − i0+)) = 0 et Z−1
k = 1 − ∂ℜΣk(εk−i0+))

∂ε .

Ainsi utiliser l’expression de la fonction de transport obtenue à partir de l’équation de

Boltzmann dans l’approximation du temps de relaxation revient à négliger la modification

ℜΣk(εk − i0+)) des niveau électroniques causée par les impuretés ou les phonons. Certaines

études sur des systèmes désordonnés5 [12] ont tentées de tenir compte de cette modification

mais les auteurs utilisent 1
~
∇k(εkℜΣk(εk − i0+)) plutôt que la vitesse des électrons de l’ha-

miltonien non perturbé.

Grâce à la dérivé de la fonction de Fermi, l’intégrale dans l’expression 1.45 ne donne que des

contributions significatives que dans une zone kBT autour de µ. Ainsi notre approche sera

satisfaisante si on à ¯̄σK ∼ ¯̄σ dans cette zone. Par exemple ce n’est pas le cas lorsque l’on

introduit des états dans le gap d’un semiconducteur, mais comme on le verra dans la suite

c’est une bonne approximation dans de nombreux autres cas.

5les calculs y sont éffectués dans l’approximation du CPA
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Chapitre 2

LE CALCUL NUMÉRIQUE DES COEFFICIENTS DE ONSAGER

Lors du chapitre précédent on a vu que les coefficients de Onsager s’obtiennent comme

les premiers moments de la fonction de transport ¯̄σ(ε).

C’est cette quantité qui contient toute l’information relative au transport, son évaluation

numérique doit donc être de bonne qualité. Le but de ce chapitre est d’expliciter les mé-

thodes utilisées dans cette évaluation.

Dans la théorie de Boltzmann du transport ¯̄σ(ε) est explicitement donné par

¯̄σ(ε) =
e2

V

∑

nk

{τ(~k)~vn
~k
⊗ ~vn

~k
}δ(ε − εn

~k
) (2.1)

Comme les énergies εn
~k

sont connues à l’issue d’un calcul de structure électronique, pour

évaluer la fonction de transport, il reste à calculer les vitesses ~vn
~k

= 1
~
~∇kε

n
~k

et à sommer sur

les points ~k de la première zone de Brillouin. Cela sera détaillé dans les paragraphes suivant

mais nous allons d’abord rappeler quelques définitions.

2.1 Définitions et notations

Considérons un cristal et notons {~Ri} les vecteurs qui engendrent le réseau primitif du

cristal (figure 2.2).

Le réseau réciproque du cristal est engendré par les vecteurs définis par :

~G1 = 2π
~R2×~R3

(~R1, ~R2, ~R3)
~G2 = 2π

~R3×~R1

(~R1, ~R2, ~R3)
~G3 = 2π

~R1×~R2

(~R1, ~R2, ~R3)

On note {~ei} les vecteur normés associés, ~ei =
~Gi

‖ ~Gi‖
et {~ei} la base duale. Par exemple on a

~e1 =
~e2 × ~e3

(~e1, ~e2, ~e3)
(2.2)
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X x x x x x x x

X x x x x x x x

X x x x x x x x

X x x x x x x x
R2

R1
G1

G2

R2

G1

G2

R1

e2

e1

Réseau direct

Zoom sur les vecteurs:

Fig. 2.1 – Les différents systèmes de vecteurs

les autres ~ei étant obtenus par permutation circulaire.

Notons également que ~ei · ~ej = δj
i , et le tenseur métrique est défini par gij = ~ei · ~ej .

2.2 Intégration dans l’espace réciproque : la méthode des tétraèdres

A partir de la formule 2.1 on voit que pour évaluer la fonction de transport il est né-

cessaire de réaliser une somme dans l’espace réciproque pour les points ~k se trouvant dans

une cellule de volume égale à celui de la première zone de Brillouin. Les vecteurs ~k ont pour

expression

~k =
∑

i

ni

Ni

~Gi (2.3)

où les ni sont des entiers quelconques, et Ni des entiers de l’ordre de N1/3 ou N = N1N2N3

est le nombre de cellules primitives dans le cristal. C’est donc un nombre extrêmement grand.
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À l’issue d’un calcul de structure électronique on ne connaît pas les εn
~k

pour tous ces points

~k, mais seulement pour quelques uns d’entre eux, les ~ki, choisis a priori pour échantillonner

le mieux possible la cellule considérée pour effectuer l’intégration. Notons C cette cellule.

Si l’échantillonnage de C était satisfaisant on pourrait remplacer la somme sur les ~k par une

somme sur les ~ki en affectant le même poids ω à chacun des ~ki, c.a.d.
∑

k −→ ω
∑

ki
.

Cependant le bruit introduit par l’échantillonnage peut être important ce qui limitera la

qualité de ¯̄σ(ε), et rendra le calcul des coefficients de transport difficile (voir chapitre 4).

Comme N est grand, les points ~k forment un quasi continuum, ce qui permet de changer la

somme de l’équation 2.1 en une intégrale,
∑

k −→ V
(2π)3

∫

d3k, et de calculer cette intégrale

par une méthode d’analyse numérique appropriée. Pour réaliser ce genre de calcul la tech-

nique la plus répandue en physique du solide est la méthode des tétraèdres[41]. Elle fut au

départ utilisée pour le calcul des densités d’états mais est directement transférable à notre

problème.

La distribution de Dirac dans 2.1 permet de transformer l’intégrale de volume en une inté-

grale de surface,

¯̄σ(ε) =
e2

(2π)3

∑

n

∫

C

d3k{τ(~k)~vn
~k
⊗ ~vn

~k
}δ(ε − εn

~k
) (2.4)

=
e2

(2π)3

∑

n

∫

du

∫

εn
~k
=u

dSu

|~∇εn
~k
|
{τ(~k)~vn

~k
⊗ ~vn

~k
}δ(ε − εn

~k
) (2.5)

=
e2

(2π)3

∑

n

∫

ε

dS

|~∇εn
~k
|
{τ(~k)~vn

~k
⊗ ~vn

~k
}δ(ε − εn

~k
) (2.6)

= { e2

(2π)3

∑

n

∫

ε

dS

|~∇εn
~k
|
(τ(~k)~vn

~k
)i(~v

n
~k
)j}~ei ⊗ ~ej (2.7)

¯̄σ(ε) ≡ σj
i (ε)~e

i ⊗ ~ej (2.8)

Ainsi pour connaître ¯̄σ(ε) on doit calculer les composantes σj
i (ε) que l’on peut mettre sous

la forme

I(ε) =

∫

dS

|~∇εn
~k
|
A(~k) (2.9)
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Fig. 2.2 – Définition des tétraèdres [11, 41]

avec

A(~k) =
e2

(2π)3
(τ(~k)~vn

~k
)i(~v

n
~k
)j (2.10)

Considérons les ~ki repartis de façon homogène dans la cellule C . On obtient alors une parti-

tion de C en parallélépipèdes. Un parallélépipède peut ensuite être décomposé en 6 tétraèdres

comme sur la figure 2.2. On a ainsi une partition de C en 6N1N2N3 tétraèdres avec Nj le

nombre de segments sur le vecteur ~Gj .

On peut donc réécrire l’intégrale 2.9 comme une somme d’intégrales sur les portions de la

surface εn
~k

= ε contenues dans chaque tétraèdre,

I(ε) =
∑

tétraèdres

∫

tetraèdre

ε=εn
~k

dS

|~∇εn
~k
|
A(~k) (2.11)

≡
∑

tetraèdres

Itetra(ε) (2.12)

L’approximation consiste alors à calculer les Itetra(ε) à partir d’une interpolation linéaire de

l’intégrande dans le tétraèdre considéré. Ceci a deux avantages. Le premier est que l’interpo-
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lant est déterminé seulement à partir des valeurs de l’intégrande aux sommets du tétraèdre,

c.a.d. de ce qui est connu à l’issue du calcul de structure électronique. On obtient ainsi une

fonction d’interpolation qui est continue à travers la cellule C . Le second avantage est que

l’intégration de la fonction d’interpolation est effectuée analytiquement (voir annexe A et

référence [41]).

2.3 Dérivation dans l’espace réciproque : une méthode de collocation spectrale

Nous venons de voir que la méthode des tétraèdres permet d’évaluer la somme
∑

k de

l’équation 2.1 à partir des valeurs de τ(~k)~vn
~k
⊗ ~vn

~k
en chacun des points ~ki. Il reste donc à

calculer les vitesses ~vn
~k

= 1
~
∇kε

n
~k

en ces points. Ceci est en fait un problème numérique de

calcul des dérivées. C’est à dire, connaissant la fonction sur un ensemble discret de points ~ki,

on doit obtenir ses dérivées en ces mêmes points. Il existe 3 techniques principales permettant

de réaliser ce type d’opérations. Les méthodes de différences finies, la méthode des éléments

finis, et les méthodes spectrales[67]. Les méthodes de différences finies ont l’avantage de

la simplicité mais leurs propriétés de convergence sont faibles, et seraient donc coûteuses

en temps de calcul. Si h est l’élément de discrétisation ce sont typiquement des méthodes

O(h−2). La méthode des éléments finis est elle très lourde à mettre en place. Nous allons donc

envisager les méthodes de différentiation spectrales qui ont l’avantage d’avoir des vitesses de

convergence extrêmement rapides, quelques fois mêmes exponentielles quand les fonctions

sont suffisamment régulières. C’est le cas des bandes d’énergies qui sont analytiques sauf

peut être aux points de dégénérescences essentielles.

2.3.1 Différentiation spectrale en dimension 1 : la fonction d’interpolation

Le problème est le suivant. Une fonction périodique f(k), de période L, est connue

seulement aux points ki de l’interval (0, L) :

ki = i
L

N
(2.13)
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avec i = 1, 2, ..., N , et on veut calculer sa dérivée en ces points : vi ≡ f ′(ki).

Notons fi = f(ki) et h = L
N .

Les méthodes de collocation définissent une fonction d’interpolation ω(k) telle que ω(ki) = fi

et identifient sa dérivée à celle de f(k) aux points ki, c.a.d.,

vi = ω′(ki) (2.14)

Bien entendu la qualité de cette approximation repose sur la qualité de la fonction d’interpo-

lation ω(k). Comme il existe une infinité de fonctions ω(k) telles que la condition ω(ki) = fi

puissent être satisfaite quelque soit i ∈ 1, 2, ..., N ce sont les caractéristiques physiques des

fonctions à interpoler qui doivent nous guider dans le choix de ω(k). Dans notre cas ce sont

les bandes d’énergie εn(~k) que nous devons interpoler.

A partir de considérations générales, nous savons que ces fonctions sont analytiques par-

tout sauf aux points de dégénérescences essentielles[33]. Cette régularité et la périodicité des

εn(~k) suggère l’utilisation de série de Fourier, dont la convergence est d’autant plus rapide

que les fonctions sont régulières.

Notons {f̂p} la transformée de Fourier discrète de la fonction numérique {fi}.

{f̂p} = F{fi} ⇐⇒ f̂p = h

N
∑

i=1

e−i 2π
Nh

pkifi , p ∈ I (2.15)

avec

I =







p = −N
2 + 1, ..., N

2 si N est pair

p = −N−1
2 , ..., N−1

2 si N est impair

On a également la transformée de Fourier discrète inverse

{fi} = I {f̂p} ⇐⇒ fi =
1

L

∑

p∈I

ei 2π
Nh

pki f̂p , i = 1, 2, ..., N (2.16)

Ainsi I {F{fi}} = {fi}.
Lorsque N est pair l’intervalle I n’est pas symétrique ce qui peut poser des difficultés nu-

mériques. Par exemple on ne peut pas traiter le cas f(k) = cos(πNk/L) exactement car le

terme p = N/2 de la somme introduit une exponentielle complexe dont la partie imaginaire
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n’est pas compensée. C’est une difficulté sérieuse car on a introduit une composante imagi-

naire à la fonction à interpoler qui est réelle par hypothèse. On peut corriger cela en écrivant

fi de façon différente :

fi =
1

L

N/2
∑

p=−N/2+1

ei 2π
Nh

pki f̂p (2.17)

=
1

L

p=N/2−1
∑

p=−N/2+1

ei 2π
Nh

pki f̂p +
1

L
ei 2π

Nh
N
2

ki f̂N/2 (2.18)

puis si on pose f̂N
2

= f̂−N
2

,

fi =
1

L

p=N/2−1
∑

p=−N/2+1

ei 2π
Nh

pki f̂p +
1

2L
ei 2π

Nh
N
2

ki f̂N/2 +
1

2L
e−i 2π

Nh
N
2

ki f̂−N/2 (2.19)

≡ 1

L

⌣
∑

p∈I

ei 2π
Nh

pki f̂p (2.20)

A la dernière ligne on a introduit la notation
∑⌣

p∈I , qui lorsque N est impair est identique

à
∑

p∈I , mais lorsque N est pair signifie que l’on diminue de 1 la borne inférieure de I en lui

affectant le poids 1/2, ainsi qu’à sa borne supérieure.

On remarque également que le support de {f̂p} est à la fois discret et borné car le support

de {fi} est respectivement borné et discret. Ainsi {f̂p} contient la même information que

{fi}.
Maintenant si la somme au second membre de l’équation 2.20 est évaluée pour tout k ∈ (0, L),

et plus seulement pour {k = ki, i = 1, ..., N} on obtient une fonction

ω(k) =
1

L

⌣
∑

p∈I

ei 2π
Nh

pkf̂p ∀k ∈ (0, L) (2.21)

telle que ω(ki) = fi.

La fonction ω(k) est donc une fonction d’interpolation de {fi}. La technique de différentia-

tion spectrale identifie alors la dérivée de ω(k) en ki aux vi que l’on cherche à déterminer :

vi = ω′(ki) , i = 1, 2, ..., N (2.22)
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Ensuite en écrivant explicitement l’expression de la fonction ω(k) on peut obtenir vi en fonc-

tion des fi.

On a

ω(k) =
1

L

⌣
∑

p∈I

ei 2π
Nh

pkf̂p (2.23)

=
1

L

⌣
∑

p∈I

ei 2π
Nh

pkh
N

∑

i=1

e−i 2π
Nh

pkifi (2.24)

ω(k) =
h

L

N
∑

i=1

fi{
⌣

∑

p∈I

ei 2π
Nh

p(k−ki)} (2.25)

or

{
⌣

∑

p∈I

ei 2π
Nh

p(k−ki) =











∑

N
2
−1

−N
2

+1
ei 2π

Nh
p(k−ki) + 1

2ei 2π
Nh

N
2

(k−ki) 1
2e−i 2π

Nh
N
2

(k−ki) si N est pair
∑

N−1
2

−N−1
2

ei 2π
Nh

p(k−ki) si N est impair
(2.26)

=











cos π(k−ki)
Nh

sin
π(k−ki)

h

sin
π(k−ki)

Nh

si N est pair

sin
π(k−ki)

h

sin
π(k−ki)

Nh

si N est impair
(2.27)

Ainsi, on peut écrire

ω(k) =

N
∑

i=1

fiS(k − ki) (2.28)

avec

S(x) =
h

L







cos πx
Nh

sin πx
h

sin πx
Nh

si N est pair
sin πx

h

sin πx
Nh

si N est impair
(2.29)

(2.30)

On voit a posteriori que l’on obtient une fonction d’interpolation réelle ce qui justifie notre

réécriture de fi selon l’équation 2.20.

À l’annexe B on discute les raisons de la convergence extrêmement rapide de cette méthode.

En particulier on explique que c’est une méthode d’ordre infini alors que les méthodes de

différences finies sont généralement d’ordre 2.
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2.3.2 Différentiation spectrale en dimension 1 : la matrice de différentiation

Dans le paragraphe précédent on a obtenu une expression explicite de la fonction d’inter-

polation ω(k). Ceci nous permet alors d’obtenir les dérivées vi aux points ki en les identifiant

aux dérivées de la fonction ω(k) :

vi = ω′(ki) (2.31)

vi =
N

∑

j=1

fjS
′(ki − kj) (2.32)

or on a

S′(x) =
h

L











− π
Nh sin πx

h + cos πx
Nh

π
h

cos πx
h

sin πx
Nh

− π
Nh

sin πx
h

cos πx
Nh

sin2 πx
Nh

si N est pair
π
h

cos πx
h

sin πx
Nh

− π
Nh

sin πx
h

cos πx
Nh

sin2 πx
Nh

si N est impair
(2.33)

(2.34)

comme ki − kj = h(i − j), on obtient

S′(ki − kj) =
h

L











π
h (−1)(i−j) cot π(i−j)

N si i 6= j 0 sinon (N pair)

π
h (−1)(i−j) 1

sin
π(i−j)

N

sii 6= j 0 sinon (N impair)
(2.35)

(2.36)

Si on définit Dij = S′(ki − kj) pour i, j = 1, ..., N , l’équation 2.32 devient

vi =

N
∑

j=1

Dijfj i=1, ..., N (2.37)

Ces équations peuvent également s’écrire sous forme matricielle en définissant la matrice ¯̄D

de composantes Dij , ainsi que les vecteurs ~v = {vi}i=1,...,N et ~f = {fi}i=1,...,N . On écrit alors

~v = ¯̄D ~f (2.38)

La dérivée d’une fonction f s’obtient donc par simple multiplication matricielle. Plus géné-

ralement, la dérivée nième s’obtient par n applications de la matrice ¯̄D sur le vecteur ~f .
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Fig. 2.3 – Cellule de l’espace réciproque. Les points de G sont représentés de couleurs
différentes pour différentes valeurs de kz. Les traits en pointillés relient, suivant kz, les
points de même coordonnées kx et ky

2.3.3 Différentiation spectrale en dimension 3

Dans les paragraphes précédent on a établit la mise en oeuvre et les propriétés de conver-

gence de la technique en dimension 1. La méthode doit maintenant être généralisée au cas

tridimensionnel pour être appliquée aux relations de dispersion εn(~k) = εn(kx, ky, kz). Le

problème numérique est donc le suivant : la fonction f(~k) = f(kx, ky, kz) est connue seule-

ment aux points ~ki = (ki)
j~ej = i

‖ ~Gj‖
Nj

~ej ou Nj est le nombre de segments obtenus par

discrétisation de ~Gj . On veut calculer le gradient de f(~k) en ces points :

∇kf(~k) =
∂(~k)

∂kj
~ej = vj~e

j = vj~ej (2.39)

Rappelons qu’il convient de distinguer les composantes covariantes des composantes contra-

variantes car en général (~e1, ~e2, ~e3) n’est pas orthogonal.

De la même façon qu’au paragraphe 2.3.2 on a obtenu une approximation de la dérivée ~v de

la fonction f(k) aux points ki par application de la matrice ¯̄D sur le vecteur ~f , ~f = ¯̄D~v, ici

on va chercher à écrire une approximation des composantes du gradient de f sous la forme

¯̄Dj
~f .

~f est un vecteur formé de l’ensemble des f(~ki) où les ~ki sont les points de la grille représen-

tée sur la figure 2.3. Pour cela le plus simple est d’appliquer la méthode de différentiation

spectrale indépendamment à chacune des composantes.

Afin d’obtenir une expression explicite pour les matrices ¯̄Dj il est nécessaire de préciser

i) quelles composantes du gradient vont être calculées (covariantes ou contravariantes)
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ii) la numérotation des points ~ki permettant de construire le vecteur ~f .

On verra dans la suite que ce sont les composantes covariantes de ∇kf que l’on obtient les

plus facilement car les vj sont aussi les dérivées normales le long des vecteurs ~ej : vj = ~ej ·∇kf .

Il reste a fixer la numérotation des ~ki. Lorsque l’on représente les valeurs prisent par la fonc-

tion f(~k) sur la grille G par un vecteur ~f de longueur N1N2N3 on réalise une application

M de G = {α = 1, ...,N1, β = 1, ...,N2, γ = 1, ...,N3} vers (1, ...,N1N2N3) :

M : G 7−→ (1, ...,N1N2N3)

M (α, β, γ) = i
(2.40)

L’application M doit être bijective mais sa forme explicite est quelconque. On peut donc

choisir une expression qui facilitera l’implémentation numérique des ¯̄Dj .

Prenons

i = M (α, β, γ) = γ + (β − 1)N3 + (α − 1)N2N3 (2.41)

le vecteur ~f peut alors être représenté par

~f =













































































f(1, 1, 1)

f(1, 1, 2)

...
f(1, 1, N3)

f(1, 2, 1)

...
f(1, 2, N3)

...

...

...

...

...

...
f(N1,N2, 1)

...
f(N1, N2, N3)












































































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On obtient alors facilement la matrice approximant la dérivée covariante dans la direction

~e3.

En effet si on applique la matrice de différentiation spectrale unidimensionnelle ¯̄D dans la

direction ~e3 (voir figure 2.3). On obtient,

¯̄D3 =



















¯̄D(N3, N3)
¯̄D(N3, N3)

· · ·
· · ·

· · ·
¯̄D(N3, N3)



















Cette matrice peut également s’écrire

¯̄D3 = ¯̄I(N1, N1) ⊗ ¯̄I(N2, N2) ⊗ ¯̄D(N3, N3) (2.42)

De la même façon que pour ¯̄D3, en appliquant la matrice ¯̄D3 le long des axes ~e2 et ~e1, on

obtient ¯̄D2 et ¯̄D2 :

¯̄D2 = ¯̄I(N1, N1) ⊗ ¯̄D(N2,N2) ⊗ ¯̄I(N3, N3) (2.43)

¯̄D1 = ¯̄D(N1, N1) ⊗ ¯̄I(N2,N2) ⊗ ¯̄I(N3, N3) (2.44)

Ainsi on obtient une approximation des composantes ~vi covariantes du gradient,


















~v1 ≃ ¯̄D1
~f

~v2 ≃ ¯̄D2
~f

~v3 ≃ ¯̄D3
~f

(2.45)

(2.46)

en utilisant les expressions précédentes pour les matrices ¯̄Dj .

C’est cette méthode qui sera mise en oeuvre pour le calcul des vitesses apparaissant dans

les fonctions de transport. Notons également que les formes 2.42, 2.43 ,2.44 obtenues pour

les matrices ¯̄Dj sont particulièrement intéressantes du point de vue pratique. En effet il

n’est pas nécessaire de stocker les grandes matrices ¯̄Dj , de taille N1N2N3 mais seulement

les matrices ¯̄D(Nj , Nj), de taille beaucoup plus modeste, ce qui élimine les problèmes de
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mémoire. Sans cette simplification il aurait probablement été difficile de réaliser les calculs

présentés dans la suite1.

1les calculs de transport ont été réalisé sur des PC pentium 3 GHz et 2 Go de RAM
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Chapitre 3

CALCUL DU TENSEUR DE HALL

3.1 Le libre parcours moyen et la fonction de transport magnétique

Dans les chapitres précédents on a exprimé les coefficients de Onsager à partir de la

fonction de transport ¯̄σ(ε) puis explicité les méthodes numériques permettant de la calculer.

Ce bref chapitre étend cette discussion au cas où le système est isotherme et soumis à un

champ magnétique ~B, et ainsi nous permet d’obtenir le tenseur de Hall ¯̄RH .

Nous allons donc repartir de l’équation 1.35 avec ~∇T = 0 et chercher une solution de la forme

fn − f0 ≡ fn
1 = e ~E · ~Λn(~k)

∂f0

∂ε
(3.1)

où ~Λn(~k) = Λn,s(~k)~es, le libre parcours moyen des électrons, est à déterminer. n est l’indice

de bande.

Mais avant de résoudre cette équation on peut obtenir a priori la forme du tenseur de

conductivité, qui cette fois dépend du champ ~B. En effet on a :

~j =
1

V

∑

kn

−e~vn
k fn (3.2)

= − e

V

∑

kn

~vn
k fn

1 (3.3)

= −e2

V

∑

kn

~vn
k

~E · ~Λn(~k)
∂f0

∂ε
(3.4)

~j = −e2

V

∑

kn

{~Λn(~k) ⊗ ~vn
k

∂f0

∂ε
} · ~E (3.5)

(3.6)
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On obtient donc le tenseur de conductivité ¯̄σ,

¯̄σ =

∫

dε
∂f0

∂µ
¯̄σB(ε) (3.7)

où la fonction de transport magnétique ¯̄σB(ε) est définit par

¯̄σB(ε) =
e2

V

∑

kn

{~Λn(~k) ⊗ ~vn
k}δ(ε − εn(~k) (3.8)

=
e2

(2π)3

∑

n

∫

dS

|~∇εn(~k)|
{~Λn(~k) ⊗ ~vn

k} (3.9)

On remarque donc qu’à nouveau la conductivité est le moment d’ordre zéro d’une fonction

de transport.

Résolvons maintenant l’équation 1.35 dans les conditions décrites précédemment. En in-

troduisant 3.1 dans cette équation on obtient

− e

τ
~E · ~Λn(~k)

∂f0

∂ε
= − e

~

∂f0

∂ε
~E · ~∇kε

n(~k) − e2

~

∂f0

∂ε
(~vn

k ) × ~B) · ~∇k( ~E · ~Λn(~k)) (3.10)

et comme (~vn
k × ~B) · ~∇k( ~E · ~Λn(~k)) = ~E · [(~vn

k × ~B) · ~∇kΛ
n,s(~k)]~es

on a finalement

~Λn(~k) =
τ

~

~∇kε
n(~k) +

τe

~
[(~vn

k × ~B) · ~∇kΛ
n,s(~k)]~es (3.11)

En projetant sur ~es on obtient

Λn,s(~k) =
τ

~
∂iε

n(~k)gis +
τe

~
[(~vn

k × ~B) · ~∇kΛ
n,s(~k)], avec s = 1, 2, 3 (3.12)

Puis comme ~er × ~es = (~e1, ~e2, ~e3)εrst~e
t on a finalement

Λn,s(~k) =
τ

~
∂i(ε

n(~k))gis +
τe

~2
(~e1, ~e2, ~e3)∂t(ε

n(~k))Bu∂l(Λ
n,s(~k))gtigujgklεijk (3.13)

On a donc obtenu un système d’équations pour Λn,s (s=1,2,3) qui peut être résolu par ité-

rations.

L’avantage de cette formulation, dont la forme peut paraître un peu compliquée, est qu’elle
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fait apparaître les dérivées covariantes ∂i = ∂
∂ki dont on a vu qu’une approximation nu-

mérique est obtenue par application des matrices ¯̄Dj sur le vecteur ~f . Ainsi, on obtient

l’approximation numérique du libre parcours moyen en écrivant cette équation dans le lan-

gage du paragraphe 2.3.3.

Notons ~εn et ~Λn,s les vecteurs représentant respectivement les fonctions εn(~k) et Λn,s(~k) sur

la grille G et obtenus avec la numérotation 2.41. On a alors

~Λn,s =
τ

~
gis ¯̄Di~ε

n +
τe

~2
(~e1, ~e2, ~e3)g

tigujgklεijkBu
¯̄Dt~ε

n ¯̄Dl(~Λ
n,s) (3.14)

La fonction de transport magnétique (Eq 3.9), et finalement le tenseur de conductivité, est

ensuite calculé par la méthode des tétraèdres présentée dans le chapitre précédent.

Le détail de l’implémentation de cette méthode est donné dans l’annexe C, ainsi que l’orga-

nigramme de la procédure de calcul.

3.1.1 Le tenseur de Hall

Lorsque l’on applique un champ magnétique ~B sur un échantillon parcouru par un cou-

rant ~j, un champ électrique est créé dans la direction perpendiculaire à ~B et ~j pour maintenir

le courant nul dans cette direction. Ce champ électrique est le champ de Hall.

Habituellement on définit le coefficient Hall, R, en écrivant que ce champ est proportionnel

à j et B. ceci est évidemment valide seulement dans la limite des champs faibles.

Par exemple, si le courant est appliqué dans la direction x, jx, et le champ magnétique dans

la direction z, Bz, on obtient un champ de Hall dans la direction y,

Ey = RzzjxBz (3.15)

Plus généralement,

Ej = RkkjiBk (3.16)

et les coefficients Rij définissent alors le tenseur de Hall.

En fait cette formulation n’est pas pratique pour calculer Rij à partir de l’équation de Boltz-
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mann et du tenseur de conductivité ¯̄σ( ~B).

Considérons plutôt les relations

~j = ¯̄σ( ~B) ~E (3.17)

~E = ¯̄ρ( ~B)~j (3.18)

et décomposons ¯̄σ( ~B) et ¯̄ρ( ~B) en parties symétriques et anti-symétriques :

~j = ¯̄σs( ~B) ~E + ¯̄σa( ~B) ~E (3.19)

~E = ¯̄ρs( ~B)~j + ¯̄ρa( ~B)~j (3.20)

En dimension 3 l’action d’un tenseur anti-symétrique peut être représenté par un produit

vectoriel. On définit alors les vecteurs ~s( ~B) et ~r( ~B) tels que

~j = ¯̄σs( ~B) ~E + ~s( ~B) × ~E (3.21)

~E = ¯̄ρs( ~B)~j + ~r( ~B) ×~j (3.22)

Les tenseurs ¯̄σ( ~B) et ¯̄ρ( ~B) doivent satisfaire aux relations de réciprocité de Onsager qui

sont une conséquence de l’invariance du système par renversement du temps :

¯̄σij( ~B) = ¯̄σji(− ~B) (3.23)

¯̄ρij( ~B) = ¯̄ρji(− ~B) (3.24)

On obtient alors facilement que la partie symétrique des tenseurs ¯̄σ( ~B) et ¯̄ρ( ~B) est une

fonction paire de ~B et la partie anti-symétrique une fonction impaire. Par exemple pour le

tenseur de résistivité

¯̄ρs,ij(− ~B) =
1

2
[¯̄ρij(− ~B) + ¯̄ρji(− ~B)] =

1

2
[¯̄ρji( ~B) + ¯̄ρij( ~B)] = ¯̄ρs,ij( ~B) (3.25)

¯̄ρa,ij(− ~B) =
1

2
[¯̄ρij(− ~B) − ¯̄ρji(− ~B)] =

1

2
[¯̄ρji( ~B) − ¯̄ρij( ~B)] = − ¯̄ρa,ij( ~B) (3.26)
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Ainsi, si on développe les tenseurs ¯̄σ( ~B) et ¯̄ρ( ~B) en puissances de B, on obtient pour les

parties symétriques et anti-symétriques, à l’ordre le plus bas,

σij( ~B) = σij(0) + O(B2) et si( ~B) =
∑

j

SijBj + O(B3) (3.27)

ρij( ~B) = ρij(0) + O(B2) et ri( ~B) =
∑

j

RijBj + O(B3) (3.28)

(3.29)

Par définition, ¯̄R = [Rij ] est le tenseur de Hall.

Finalement les équations 3.21 et 3.22 s’écrivent

~j = ¯̄σs(0) ~E + ( ¯̄S ~B) × ~E + O(B2) (3.30)

~E = ¯̄ρs( ~B)~j + ( ¯̄R ~B) ×~j + O(B2) (3.31)

Maintenant si on note ¯̄
AS et ¯̄

AR les tenseurs anti-symétriques associés aux vecteurs ¯̄S ~B et

¯̄R ~B1, on a

~j = ¯̄σs(0) ~E + ¯̄
AS

~E + O(B2) (3.32)

~E = ¯̄ρs( ~B)~j + ¯̄
AR

~j + O(B2) (3.33)

d’où l’on tire

¯̄
AR = −¯̄σs(0)−1 ¯̄

AS ¯̄σs(0)−1 (3.34)

Cette démarche un peu laborieuse a un intérêt. Elle nous permet d’exprimer le tenseur anti-

symétrique associé à ¯̄R ~B à partir d’une approximation des parties symétriques (¯̄σs(0)) et

anti-symétriques ( ¯̄
AS), c’est à dire à partir de quantités qui peuvent numériquement être

calculées (à partir des équations 3.9 et 3.14 ).

L’autre avantage est que l’équation 3.34 est indépendante du système de coordonnées choisi

et permet donc un calcul automatique des coefficients de Hall lorsque l’on a choisi la direc-

tion de ~B. Ce doit être le cas pour que l’utilisation du programme de calcul des coefficients

1qui sont les approximations à l’ordre B des tenseurs ¯̄σa et ¯̄ρa
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de transport reste simple dans les systèmes cristallin non orthogonaux.

Afin de réaliser un calcul pratique de ¯̄R il reste à préciser l’approximation de ~Λn(~k), obtenue

à partir de l’équation 3.13 (ou 3.14), que l’on doit choisir. C’est l’approximation qui donne

une partie symétrique de ¯̄R indépendante de ~B et une partie anti-symétrique d’ordre B. On

voit facilement que l’on obtient cela en itérant une seule fois l’équation 3.13 :

Λn,s(~k) =
τ

~
∂i(ε

n(~k))gis +
τe

~2
(~e1, ~e2, ~e3)∂t(ε

n(~k))Bu∂l(
τ

~
∂w(εn(~k))gws)gtigujgklεijk (3.35)

Il est bien sûr possible d’obtenir des effets d’ordre supérieur comme la magnétoresistance

en réalisant plusieurs itérations, mais numériquement il est probablement beaucoup plus

efficace d’inverser directement l’équation 3.14 qui est de la forme Λ = P + QΛ. De plus, on

remarque qu’au premier ordre en B, cette formule ce réduit aux formules de Ziman [77] dans

le cas des composés cubiques.
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Chapitre 4

APPLICATION À DEUX MÉTAUX SIMPLES : SODIUM ET ZINC

Nous appliquons les méthodes décrites au chapitre précédent pour calculer le pouvoir

thermoélectrique et le coefficient Hall du sodium et du zinc [19].

Nous considérons le Sodium afin de détailler l’utilisation du programme dans un cas simple,

puis pour valider son implémentation en comparant les résultats obtenus à ceux du modèle

des électrons libres.

Nous nous intéressons ensuite au zinc et discutons l’approximation du temps de relaxation

formulée au chapitre 1.

4.1 Le test du sodium : comparaison avec le modèle des électrons libres

Lorsque le hamiltonien du système est celui des électrons libres on peut calculer exacte-

ment les coefficients de transport. En effet si ε(~k) = ~
2k2

2m et τ = Cte, on a

σ(ε) =
e2τ

3π2m
(
2mε

~2
)3/2 (4.1)

et donc

σ =
e2τk3

F

3π2m
(4.2)

S =
π2k2

Bm

(−e)~2k2
F

T (4.3)

RH =
3π2

(−e)k3
F

(4.4)

Le sodium cubique centré est décrit avec une très bonne approximation par le modèle des

électrons libres. Sa surface de Fermi est très voisine d’une sphère et on a kcalcul
F = 0.62ΓH =

0.622π
a = 0.9082Å−1 alors que le modèle des électrons libres donne kF = (3π2n)1/3 = 0.9088
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Fig. 4.1 – Pouvoir thermoélectrique (a) et coefficient Hall (a) du Sodium calculés avec
100000 points dans la première zone de Brillouin. Ces calculs sont comparés avec le modèle
des électrons libres.

Å−1. On peut donc comparer directement les résultats obtenus à partir des équations des

chapitres précédents et de la structure de bandes du Sodium à ceux des électrons libres. Ces

calculs sont montrés figure 4.1 ; il est clair que l’accord est excellent.

Le potentiel chimique µ = µ(T ) qui apparaît dans l’ équation 1.44 est déterminé pour

chaque température à partir du nombre d’électrons n,

n =

∫ µ

dεf0(ε)g(ε) (4.5)

g(ε) est la densité d’états et f0(ε) la fonction de Fermi-Dirac. De plus, pour calculer les

intégrales 1.44, la fonction de transport obtenue par la méthode des tétraèdres est interpolée

par morceaux en utilisant des polynômes d’Hermite. Elle est ensuite recalculée sur une grille

plus fine avant d’être intégrée par la méthode des trapèzes. Cette partie du calcul est réalisée

en post-traitement sous Matlab afin de faciliter la présentation graphique des résultats.

On procède de la façon suivante pour calculer le coefficient Hall. La fonction de transport

magnétique 3.9, 3.11 est calculée en plaçant le champ magnétique le long du vecteur ~a de

la maille cubique. On obtient alors la conductivité 3.6 en intégrant la fonction de transport

comme précédemment. Ensuite on utilise l’équation 3.34 pour obtenir ¯̄
AR qui est le tenseur

antisymétrique associé à ¯̄R ~B. Sous forme matricielle, si on se place dans le repère interna-
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tional de cristallographie 1 on a

¯̄R ~B =











R11 0 0

0 R11 0

0 0 R11





















B

0

0











=⇒ AR =











0 0 0

0 0 −BR11

0 BR11 0











(4.6)

Il suffit donc de lire la matrice 1
B

¯̄
AR pour connaître RH = R11.

Bien que le Sodium ait une structure cubique, ce calcul nous permet également de tester la

conformité de l’implémentation vis à vis de la symétrie. En effet, le calcul de la structure

électronique n’est pas effectué dans la maille cubique mais dans la cellule primitive rombo-

hèdrique. La cellule C de l’espace réciproque introduite au chapitre 2 est donc également

rombohèdrique.

4.2 Le zinc hcp

4.2.1 Pouvoir thermoélectrique du zinc

Dans la suite nous souhaitons calculer le pouvoir thermoélectrique du zinc hexagonal

compact. Sa densité d’états, calculée à partir du programme Wien2k2, est représentée figure

4.2a. On distingue facilement le pic d du reste des états qui sont principalement de symétrie

s. On peut donc schématiser la densité d’états à partir d’une bande s et d’une bande d . Le

niveau de Fermi est situé dans la bande s car les niveaux d sont complètement remplis. Dans

cette région les pentes de la densité d’états et de la fonction de transport sont faibles comme

on peut le vérifier à partir de la figure 4.2b. La courbe en bleu correspond à la fonction de

transport dans le plan de base, et celle en rouge le long de l’axe c. On a utilisé un temps de

relaxation constant pour le calcul de ¯̄σ(ε).

D’après les équations 1.44,1.45 et 1.22, si on utilise le développement de Sommerfeld, on

obtient que ¯̄S est proportionnel à la pente de ¯̄σ(ε) au niveau de Fermi. Ainsi, le pouvoir

thermoélectrique de Zn est faible pour chacune de ses composantes, et celles-ci ont même

signe.

1dans ce cas c’est simplement le repère de la maille cubique

2dans ce travail toutes les structures électroniques sont calculées à partir du programme Wien2k [8]
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Fig. 4.2 – Densité d’états (a) et fonction de transport (b) de Zn

Du point de vue numérique, la faible pente de ¯̄σ(ε) complique l’évaluation de ¯̄S. En effet

d’après 1.22 pour obtenir ¯̄S il est nécessaire de calculer L12 qui est un moment d’ordre 1 de

¯̄σ(ε) :

¯̄
L12 =

∫

dε
∂f0

∂µ

(ε − µ

−e

)

¯̄σ(ε) (4.7)

Dans cette équation l’intégrande change de signe à ε = µ car ¯̄σ(ε) et ∂f0

∂µ sont des fonctions

positives. L12 est la différence de deux quantités, correspondant à ε > µ et ε < µ, et sa valeur

est largement déterminée par le comportement de ¯̄σ(ε) au voisinage de Ef . Si la pente de

¯̄σ(ε) est faible la différence de ces quantités est petite et le calcul de L12 devient sensible aux

incertitudes numériques pesant sur ¯̄σ(ε). Par exemple si on calcul ¯̄S pour différent nombres

de points dans la première zone de Brillouin, 400000 ne sont pas suffisant pour converger.

Il est numériquement préférable de ramener le calcul à celui de l’intégrale d’une quantité

définie positive. Comme on a l’identité
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Fig. 4.3 – Convergence du tenseur thermoélectrique à T=300 K

(ε − µ)
∂f0

∂µ
= T

∂f0

∂T
(4.8)

on obtient

¯̄
L12 =

T

−e

d

dT

∫

dεf0(ε)¯̄σ(ε) (4.9)

L’intégrande est maintenant définit positif. La fonction à intégrer ne tend plus vers 0 en

−∞ ; il semble qu’on ne puisse plus borner le domaine d’intégration pour calculer l’intégrale

numériquement. Cependant comme c’est la variation de cette intégrale avec la température

qui nous intéresse, et que la fonction de Fermi-Dirac tend rapidement vers 1 en dessous de µ

on peut restreindre l’intégration à quelques eV en dessous de µ. Les courbes de convergence

obtenues pour ¯̄S(T = 300K) en utilisant cette méthode sont montrées figure 4.3. Les courbes

en pointillés indiquent les composantes de ¯̄S en fonction du nombre de points dans la pre-

mière zone de Brillouin alors que les courbes en trait plein montrent la convergence de la

moyenne cumulée de ¯̄S. On voit nettement que la composante du pouvoir thermoélectrique

le long de l’axe c converge beaucoup plus facilement que la composante dans le plan de base.

On comprend cela en représentant la surface de Fermi de Zn dans la cellule C (figure 4.4).
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Fig. 4.4 – Les trois nappes de la surface de Fermi du zinc représentée dans la cellule C
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Fig. 4.5 – Pouvoir théorique (a) et expérimental [52] (b) du zinc

Les vitesses des électrons, normales à la surface de Fermi, varient plus lentement le long de

l’axe c que dans le plan de base.

On a représenté la variation de ¯̄S avec la température sur la figure 4.5a et les résultats

expérimentaux se trouvent figure 4.5b. Les courbes expérimentales sont très différentes des

résultats théoriques aux très basses températures. Dans cette région le pouvoir thermoélec-

trique comporte une contribution supplémentaire à celle donnée par l’équation 1.22. En effet

jusqu’à présent on a considéré le système des phonons en quasi-équilibre ; il n’intervient

que via la diffusion des électrons par les phonons. Cette description est assez correcte aux

hautes température où les interactions phonon-phonon, phonon-impureté, .... maintiennent

le système des phonons à l’équilibre. En revanche aux basses températures les interactions

phonon-phonon sont réduites et les phonons peuvent se retrouver hors d’équilibre. Le flux

des phonons va alors entraîner les électrons, via l’interaction électron-phonon, vers les zones

froides. Un champ électrique est ainsi crée et une contribution supplémentaire au pouvoir
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thermoélectrique apparaît ; c’est le pouvoir thermoélectrique de phonon-drag. Ce phénomène

n’est pas pris en compte dans notre approche, et donc nous ne pouvons pas décrire les bosses

observées expérimentalement autour de 30 K. Lorsque la température augmente la contribu-

tion de phonon-drag disparaît (exponentiellement [9, 5]) car le système des phonons retourne

à l’équilibre. C’est donc au comportement asymptotique à haute température que l’on doit

comparer nos résultats (traits en pointillés sur la figure 4.5b). Dans ce cas on trouve que

l’accord est très bon. On a ainsi montré que lorsque la température est suffisamment grande,

un temps de relaxation constant conduit à une description raisonnable du pouvoir thermo-

électrique.

Mais ce temps de relaxation, constant, est-il isotrope ? En d’autre termes, la relaxation du

système est-elle décrite par le tenseur

¯̄τ =











τxx τxy τxz

τyx τyy τyz

τzx τzy τzz











(4.10)

ou par le scalaire τ . En fait, on ne peut pas répondre à cette question en discutant les ré-

sultats obtenus pour le pouvoir thermoélectrique.

Le temps de relaxation introduit au chapitre 1 est une approximation qui décrit la relaxation

du système d’électrons selon un processus de Poisson. Il peut être préférable d’approximer

le terme de collisions de l’équation 1.28 de la façon suivante. Si Wnn′(~k,~k′) est la probabilité

d’une transition de n~k vers n′~k′ ce terme s’écrit :

∂fn

∂t

∣

∣

∣

coll
=

∑

n′~k′

fn′

~k′ (1 − fn
~k
)Wn′n(~k′,~k) − fn

~k
(1 − fn′

~k′ )Wnn′(~k,~k′)

=
∑

n′~k′

(fn′

1 (~k′) − fn
1 (~k))Wnn′(~k,~k′)

= e
∂f0

∂ε
~E ·

∑

n′~k′

(~Λn′
(~k′) − ~Λn(~k))Wnn′(~k,~k′)
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L’approximation du temps de relaxation consiste alors à écrire

∑

n′~k′

(~Λn′
(~k′) − ~Λn(~k))Wnn′(~k,~k′) = −¯̄τ−1(~k)~Λn(~k) (4.11)

On introduit ainsi un temps de relaxation tensoriel.

Si on ce place dans le repère ou ¯̄S est diagonal, alors pour un temps de relaxation constant,

ses composantes sont données par

Sii =
1

−e

τii
d

dT

∫

dεf0(ε)
∑

nk{~vn
~k
⊗ ~vn

~k
}iiδ(ε − εn

~k
)

τii

∫

dε∂f0

∂µ

∑

nk{~vn
~k
⊗ ~vn

~k
}iiδ(ε − εn

~k
)

(4.12)

On voit que le pouvoir thermoélectrique est indépendant du temps de relaxation lorsque

celui-ci est constant, indépendamment de son caractère scalaire ou tensoriel.

Ce n’est pas le cas de la conductivité qui peut s’écrire

¯̄σ = ¯̄τ

∫

dε
∂f0

∂µ

∑

nk

{~vn
~k
⊗ ~vn

~k
}δ(ε − εn

~k
) (4.13)

De plus son rapport d’anisotropie est définit par

ασ =
σxx

σzz
=

τxx

τzz

∫

dε∂f0

∂µ

∑

nk{~vn
x(~k)~vn

x(~k)}δ(ε − εn
~k
)

∫

dε∂f0

∂µ

∑

nk{~vn
z (~k)~vn

z (~k)}δ(ε − εn
~k
)
≡ τxx

τzz

ζxx

ζzz
(4.14)

Ainsi en comparant le second terme du membre de droite, ζxx

ζzz
, à la valeur mesurée de σxx

σzz

nous pouvons conclure sur anisotropie de ¯̄τ . Ces grandeurs sont représentées en fonction de

la température sur la figure 4.6. On en déduit que au dessus de 100 K, l’anisotropie du temps

de relaxation est sensiblement constante et vaut τxx

τzz
∼ 1.42. Ainsi la très faible anisotropie

observée expérimentalement sur la conductivité, σxx

σzz
= 1.04, provient de la compensation

entre l’anisotropie de la surface de Fermi3 et de celle du temps de relaxation qui est liée à

l’anisotropie du spectre des phonons. Ces résultats sont en bon accord avec ceux suggérés

dans [15] à partir d’un modèle à deux ondes.

On voit aussi que l’approximation du temps de relaxation constant n’est plus valable au

dessous de T ∼ 100K pour le calcul de l’anisotropie de σ. On peut noter néanmoins que

3exprimée à travers ζxx

ζzz
=

R

dε
∂f0

∂µ

P

nk{~vn
x (~k)~vn

x (~k)}δ(ε−εn
~k

)
R

dε
∂f0

∂µ

P

nk{~vn
z (~k)~vn

z (~k)}δ(ε−εn
~k

)
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Fig. 4.6 – Facteur ζxx

ζzz
et anisotropie expérimentale de la conductivité du zinc (d’après [52])

cette température est très inférieure à θD ∼ 300K. Ceci correspond également aux résultats

obtenus par Tomlinson en résolvant l’équation de Boltzmann à partir de la méthode varia-

tionnelle [66]

4.2.2 Calcul du tenseur de Hall

Les résultats précédents semblent indiquer que la relaxation du système est correctement

décrite par un temps de relaxation constant mais anisotrope. Cependant la réversibilité

des équations microscopiques induit certaines contraintes sur la relaxation du système vers

l’équilibre. Elles s’expriment à travers les relations de réciprocité de Onsager. En particulier,

au chapitre précédent ces relations nous ont permis de montrer que le terme d’ordre O(B)

du tenseur ¯̄σ( ~B) est un tenseur anti-symétrique ¯̄
AS . L’existence d’un temps de relaxation

tensoriel est-elle compatible avec cette contrainte ? En fait à partir des équations 3.9 et

3.11 on peut facilement montrer que non (voir paragraphe 4.2.3). Le temps de relaxation

tensoriel introduit pour décrire la conductivité est un moyen pratique de rendre compte de

l’anisotropie du spectre de phonon, mais il est incompatible avec la réversibilité des équa-
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tions microscopiques si un champ magnétique est appliqué sur le système.

Dans la suite nous allons donc utiliser un temps de relaxation constant, scalaire, pour cal-

culer le tenseur de Hall ¯̄R du zinc. Dans ce cas on remarque à partir de l’équation 3.34 que

¯̄R est indépendant de τ car ¯̄
AS est proportionnel à τ2 et ¯̄σs(0) à τ .

Puisque ¯̄R est un tenseur, il a la symétrie du cristal. Ainsi dans le repère propre du cristal

il prend la forme

¯̄R =











R1 0 0

0 R1 0

0 0 R2











(4.15)

et compte seulement deux coefficients indépendants. A partir de l’équation 3.34 on peut

facilement obtenir R1 en plaçant ~B le long de l’axe x et R2 en plaçant ~B le long de l’axe z :

- si ~B =











B

0

0











alors

1

B
¯̄

AR =











0 0 0

0 0 −R1

0 R1 0











= − 1

B
¯̄σs(0)−1 ¯̄

AS ¯̄σs(0)−1 (4.16)

- si ~B =











0

0

B











alors

1

B
¯̄

AR =











0 −R2 0

R2 0 0

0 0 0











= − 1

B
¯̄σs(0)−1 ¯̄

AS ¯̄σs(0)−1 (4.17)

Les résultats de ces calculs, à T=300 K, sont montrés sur la figure 4.7 en fonction du nombre

de points N utilisés pour échantillonner la première zone de Brillouin. Sur la partie (a) de

la figure on voit que la convergence est beaucoup plus difficile pour R2 que pour R1. Pour

déterminer la limite de ces quantités quand N devient grand, on a tracé la moyenne cumulée

des Ri en fonction de 1/N sur la partie (b) de la figure. Les points calculés sont dispersés

autour d’une droite moyenne dont l’ordonnée à l’origine représente la limite asymptotique
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Fig. 4.7 – Coefficient Hall en fonction du nombre N de points dans la première zone de
Brillouin (a) et en fonction de 1/N (b)

des Ri. On obtient

R1 = −0.39 10−10m3/C R2 = 1.5 10−10m3/C (4.18)

Les valeurs expérimentales de ces coefficients sont [42, 39, 72]

−0.33 10−10m3/C ≤ R1 ≤ −0.14 10−10m3/C 1.3 10−10m3/C ≤ R2 ≤ 2.5 10−10m3/C

(4.19)

Ainsi l’utilisation d’un temps de relaxation isotrope constant permet de déterminer le tenseur

de Hall avec une bonne précision. Les différences avec les valeurs expérimentales peuvent

provenir de cette simplification, mais également de notre procédure d’extrapolation pour

N −→ ∞.

4.2.3 Discussion sur le temps de relaxation

Nous terminons ce chapitre par une discussion des contraintes imposées par les relations

de réciprocité d’Onsager sur le temps de relaxation lorsqu’un champ magnétique est appliqué

sur le système. En particulier nous allons montrer que

i) si le temps de relaxation est scalaire , τ = τ(~k), toutes les fonctions de ~k satisfont les

relations de réciprocité. Il n’existe donc pas de contraintes supplémentaires.
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ii) si le temps de relaxation est constant il est également scalaire.

Pour cela considérons l’équation 3.11 du libre parcours moyen4 pour un temps de relaxation

quelconque ¯̄τ(~k) :

~Λk = ¯̄τ~vk +
e

~
¯̄τ [(~vk × ~B) · ~∇k(¯̄τ~vk)

s]~es (4.20)

Si on se place dans le repère qui diagonalise ¯̄σs, les composantes du libre parcours moyen

sont données par

Λi = τijvj +
e

~
τis[εαβγvβBγ∂α(τspvp)] (4.21)

Ainsi, en utilisant l’équation 3.6 on obtient l’expression des composantes du tenseur ¯̄
AS

introduit au paragraphe 3.1.1.

(AS)ij = − e3

(2π)3~

∫

d3kτis[εαβγvβBγ∂α(τspvp)]vj
∂f0

∂ε
(4.22)

Puisque ¯̄
AS est un tenseur anti-symétrique, le temps de relaxation doit satisfaire à l’équation

suivante

(AS)ij + (AS)ji = 0 ⇐⇒
∫

d3kεαβγvβBγ∂α(τspvp)(τisvj + τjsvi)
∂f0

∂ε
= 0 (4.23)

Dans cette expression les τij sont des fonctions de ~k. En pratique le temps de relaxation est

rarement décrit par un tenseur dépendant de ~k ; soit on utilise un scalaire dépendant de ~k,

τij = τ(~k)δij , soit un tenseur constant. Considérons chacun de ces cas.

• Cas 1 : τij = τδij avec τ = τ(~k)

L’équation 4.23 devient

∫

d3kεαβγvβBγδsp∂α(τvp)(δisτvj + δjsτvi)
∂f0

∂ε
= 0 (4.24)

En intégrant par parties le terme proportionnel à vi, on obtient

∫

d3k∂α(εαβγvβBγ
∂f0

∂ε
)τ2vjvi = 0 (4.25)

4on néglige l’indice de bande pour le reste de la discussion
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L’intégrale du membre de gauche est nulle quelque soit la fonction τ(~k) car εαβγ∂αvβ = 0.

Ainsi tous les temps de relaxation scalaire sont compatibles avec les relations de réciprocités

d’Onsager.

•Cas 2 :τij(~k) = τij = τiiδij

La seconde égalité résulte de l’équation 4.13. ¯̄τ est alors un tenseur ; il est donc diagonal

dans le système d’axes qui diagonalise ¯̄σs.

Dans ce cas l’équation 4.23 s’écrit

∫

d3kεαβγvβBγδspτpp(∂αvp)(δisτiivj + δjsτjjvi)
∂f0

∂ε
= 0 (4.26)

En intégrant par parties le terme proportionnel à vi, on obtient

(τ2
ii − τ2

jj)

∫

d3kεαβγvβBγvj(∂αvi)
∂f0

∂ε
= 0 (4.27)

L’intégrale est non nulle en générale, donc

τ2
ii = τ2

jj ∀i, j = 1, 2, 3 (4.28)

Un temps de relaxation constant est donc nécessairement scalaire.

Ainsi, lorsqu’un champ magnétique est appliqué sur le système, l’approximation du temps

de relaxation ne comporte plus qu’un paramètre 5, ce qui réduit sa flexibilité. Cependant

les calculs du paragraphe précédent ont montré que cette approximation demeure suffisante

pour obtenir des résultats en bon accord avec l’expérience.

5au lieu de deux pour les hexagonaux en champ nul
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Chapitre 5

LE POUVOIR THERMOÉLECTRIQUE DES PHASES MAX

Dans ce chapitre nous étudions l’anisotropie du pouvoir thermoélectrique des phases

MAX [18, 17], qui comme le zinc, sont des métaux hexagonaux. En particulier on montrera

que la valeur du pouvoir thermoélectrique mesuré sur des échantillons polycristallins peut,

en valeur absolue, être très inférieure à celles des composantes .

5.1 Le cas de Ti3SiC2

Ti3SiC2 est un carbure ternaire qui a récemment retenu l’attention par des propriétés à

mi chemin entre les métaux et les céramiques. Il a un point de fusion élevé, un module de

Young élevé, et une dureté Vickers faible. Ces propriétés ainsi qu’une bonne conductivité

électrique et thermique, et également de bonnes propriétés d’usinage, font de lui un candidat

pour de nombreuses applications.

Ti3SiC2 a également des propriétés électroniques assez singulières. En particulier son pouvoir

thermoélectrique est quasiment nul sur une large plage de températures. Les raisons de

ce comportement ne sont pas claires et font l’objet de ce paragraphe. Ce comportement

particulier pourrait avoir un intérêt pratique. En effet, on peut envisager d’utiliser Ti3SiC2

comme zéro dans les mesures de pouvoir thermoélectrique.

5.1.1 Cristallographie et structure électronique

Ti3SiC2 cristallise dans la structure hexagonale avec le groupe d’espace P63/mmc. Les

paramètres de maille expérimentaux sont a=b=5.793 a.u. et c=33.315 a.u.. Il y a deux atomes

de titane inéquivalents, que nous appelons Ti(1) et Ti(2), aux positions 2a et 4f(z = 0.365)

respectivement. Les atomes de carbone se trouvent aux positions 4f avec z = 0.572, et les
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atomes de silicium aux positions 2b. Cette structure est représentée sur la figure 5.15 avec

d’autres phases MAX. Elle y est notée 312.

La structure électronique de ce composé a été calculée et sa géométrie optimisée avec 1000

points dans la première zone de Brillouin. On trouve les valeurs d’équilibre suivantes :

a = 5.785 a.u. (5.1)

c = 33.936 a.u. (5.2)

zC = 0.57203 (5.3)

zTi(2) = 0.37083 (5.4)

La taille des sphères de muffin-tin utilisées pour ce calcul ainsi que les énergies de linéarisation

des APW+lo ajoutées à la base sont montrées dans le tableau 5.1.

Les densités d’états totale et partielles sont représentées sur les figures 5.2 et 5.3. On observe

Rα(a.u.) Eα
l=0(Ry) Eα

l=1(Ry) Eα
l=2 (Ry)

Ti(1) 1.85 -4.35 ; 0.30 -2.58 ; 0.30 0.30

Si 2.4 0.30 -6.69 ; 0.30 -

C 1.85 -0.78 ; 0.30 0.30 -

Ti(2) 1.85 -4.35 ; 0.30 -2.58 ; 0.30 0.30

Fig. 5.1 – Paramètres du calcul. Les énergies de linéarisation concernent des APW+lo.

que les états les plus bas en énergie proviennent des états s des atomes de carbone. Plus

haut en énergie on trouve un réseau métallique qui résulte d’une hybridation de type (C

p)-(Si p)-(Ti d). Au niveau de Fermi on a presque exclusivement les états d de Ti(2) ; avec

bien sûr une forte contribution de la partie interstitielle (figure 5.3). La structure de bande

est représentée sur la figure 5.19 et sera discutée avec celles d’autres phases MAX dans la

suite.
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Fig. 5.4 – Mesures expérimentales du pouvoir thermoélectrique [73]

5.1.2 Calcul du pouvoir thermoélectrique et discussion

Le pouvoir thermoélectrique de Ti3SiC2 a récemment été mesuré par Yoo et al.[73], et

les valeurs obtenues indiquent qu’il est presque nul entre 250K et 700K. Ces résultats sont

surprenants car au voisinage du niveau de Fermi on trouve principalement des états d du

titane et pour le titane pur le comportement du pouvoir thermoélectrique est très différent

(voir figure 5.4). Nous allons donc calculer le tenseur thermoélectrique de Ti3SiC2 pour com-

prendre ce comportement particulier.

Puisque ce sont les états d du titane qui se trouvent autour de Ef on peut faire l’approxima-

tion de Mott pour le temps de relaxation (voir chapitre 1). Dans cette approche on suppose

que le temps de relaxation est inversement proportionnel à la densité d’états g(ε),

τ(ε) =
Cte

g(ε)
(5.5)

Cette approximation fut à l’origine proposé par Mott [44] pour expliquer la "faible" conduc-

tivité des métaux de transitions et est reprise dans [10] pour expliquer l’allure du pouvoir

thermoélectrique du titane pur. Elle repose principalement sur l’hypothèse de collisions élas-

tiques avec une matrice de transition constante et traduit la situation physique suivante :
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Fig. 5.5 – Pouvoir thermoélectrique théorique

les électrons "s" conduisent le courant mais diffusent majoritairement vers les états "d" sous

l’actions des centres diffuseurs. Ainsi cette approximation ne dépend pas d’une spécificité

du titane autre que de trouver des niveaux d autour de Ef et peut donc légitimement être

étendue à notre cas 1.

Le résultat du calcul de ¯̄S avec 100000 points dans la première zone de Brillouin est montré

figure 5.5. L’équation 4.5 est utilisée avec n=48n pour déterminer le potentiel chimique.

Cependant on a légèrement ajusté le niveau de Fermi (< 2mRy) pour reproduire au mieux

les résultats expérimentaux. Cet écart peut être du à d’éventuels défauts [6] dans Ti3SiC2

ou plus simplement résulter des imprécisions du calcul.

Sur la figure 5.5, Sxx = Syy sont les composantes du tenseur thermoélectrique dans le plan

de base, alors que Szz est la composante de long de l’axe c. Il est clair que ces composantes

sont de signes opposés, et que, en valeur absolue, Sz est environ deux fois plus grand que

Sxx. Seulement les mesures sont effectuées sur des polycristaux, et c’est donc à un tenseur

1on devrait logiquement considérer que τ est inversement proportionnel à la densité des états d, gd(ε), et
pas à la densité totale g(ε). Mais comme autour de Ef ,gd(ε) ∼ g(ε) on ne commet qu’une petite erreur.
Rappelons qu’il n’est pas facile de calculer gd(ε) avec une méthode de muffin-tin, car beaucoup d’états se
trouvent dans la zone interstielle, et que cela repose sur le choix d’une base atomique
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thermoélectrique moyen, < S >, qu’il faut les comparer. Si les crystallites n’ont pas d’orien-

tation préférentielle, on a < S >= 1
3Tr ¯̄S. C’est la courbe représentée en noir sur la figure

5.5. On constate que l’on obtient un pourvoir thermoélectrique moyen quasiment nul sur

tout l’intervalle de température considéré, ce qui est en parfait accord avec les résultats ex-

périmentaux. L’origine de la très faible valeur du pouvoir thermoélectrique est maintenant

claire. Elle provient d’une compensation presque parfaite entre les composantes du plan de

base et de l’axe c du tenseur thermoélectrique.

Le calcul permet également d’élucider l’origine microscopique de ce comportement. Notons

i = x, y, z les coordonnées dans le repère où le pouvoir thermoélectrique est diagonal. Alors,

en utilisant l’équation 1.22 dans l’approximation métallique 2, on obtient l’expression sui-

vante pour les composantes du tenseur thermoélectrique :

Sii ∝ − σ̇(µ)

σ(µ)
=

ġ(µ)

g(µ)
− ζ̇(µ)

ζ(µ)
(5.6)

Les points "̇" indiquent une dérivée par rapport à l’énergie, et le tenseur ¯̄ζ est définit par

¯̄ζ(ε) =
∑

nk

~vn
~k
⊗ ~vn

~k
δ(ε − εn

~k
) (5.7)

Le premier terme apporte une contribution isotrope au tenseur thermoélectrique (la même

pour toute les composantes), alors que le second contient toute l’anisotropie. Ce genre de

décomposition peut être effectuée à chaque fois que l’on considère des diffusions élastiques.

Dans notre cas le potentiel chimique tombe dans un extremum de la densité d’états. Ainsi

c’est le second terme qui domine et on peut observer un comportement anisotrope. Dans le

titane pur la situation est différente car le potentiel chimique se trouve dans une région où la

densité d’états est rapidement croissante (Fig 5.6). Ainsi le premier terme domine le second

et réduit l’anisotropie possible. Les compensations entre composantes ne peuvent donc pas

être aussi importantes que pour Ti3SiC2.

Pour une discussion qualitative du pouvoir thermoélectrique de Ti3SiC2 la remarque précé-

dente nous permet de considérer seulement le second terme − ζ̇
ζ de l’équation 5.6. Les figures

5.8 et 5.9 montrent la décomposition bande par bande de ¯̄ζ dans le plan de base et le long

2f(ε) = θ(µ − ε) − π2

6
(kBT )2δ′(ε − µ)
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Fig. 5.6 – Densité d’états du Titane pur

de l’axe c. Les bandes sont numérotées à partir de la figure 5.7 où leur caractère atomique

est mis en évidence.

Le long de l’axe c la bande 56 donne le signe négatif, alors que la bande 55 domine les

contributions dans le plan de base. On voit sur les figures 5.8 et 5.9 qu’au niveau de Fermi

d’autres bandes contribuent mais leur rôle n’est pas capital. Leurs surfaces de Fermi sont

représentées sur la figure 5.10.

Les surfaces de Fermi des bandes 55 et 56 sont représentées figure 5.11. Pour la bande 56

la surface de Fermi est très plate et située autour du plan z = c∗/2. Comme les vitesses des

électrons sont normales à la surface de Fermi, elles sont principalement dirigées suivant la

direction c. On comprend donc mieux le rôle important que cette bande a pour le tenseur

¯̄ζ dans la direction c et sa faible contribution dans le plan de base. Au contraire, pour la

bande 55, les normales à la surface de Fermi ont des composantes importantes dans le plan

de base et ainsi apportent une contribution importante à ζxx.

Pour finir ce paragraphe, regardons les surfaces d’isodensité de fonctions d’ondes situées au

niveau de Fermi pour chacune des bandes 55 et 56. Nous avons choisis les fonctions cor-

respondants aux points A et B sur la figure 5.12. Bien entendu nous avons vérifié que ces

fonctions sont représentatives des autres états situés sur la surface de Fermi. Les surfaces

d’isodensité |ϕnk(~r)|2 = 0.12 électrons/ sont montrées figures 5.13 et 5.14. Il est clair que

pour la fonction d’onde ϕnk=A l’hybridation (Ti(2))-(Si) est beaucoup plus prononcée que
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Fig. 5.7 – Structure de bandes de Ti3SiC2 autour de Ef .
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Fig. 5.10 – Surfaces de Fermi des bandes 51 à 54

Fig. 5.11 – Surfaces de Fermi des bandes 55 et 56
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Fig. 5.12 – Définition des points A et B

Fig. 5.13 – Surfaces d’isodensité |ϕnk=A(~r)|2 = 0.12 électrons/Å

Fig. 5.14 – Surfaces d’isodensité |ϕnk=B(~r)|2 = 0.12 électrons/Å
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Fig. 5.15 – Les phases MAX 211, 312, 413 (voir ref. [48])

pour la fonction ϕnk=A. Donc pour la bande 55 les les électrons auront tendance à favoriser

un mouvement dans les couches Ti(2))-(Si)- Ti(2)) ainsi obtenues. D’autre part la fonction

ϕnk=B révèle une hybridation entre les atomes de Carbone et de Titane. Le mouvement dans

le plan de base ne sera donc pas favorisé.

5.2 Les autres phases MAX-312 : Ti3GeC2 et Ti3AlC2

Ti3SiC2 appartient à une famille de matériaux plus vaste, les phases MAX. Ces matériaux

partagent avec Ti3SiC2 les propriétés physiques décrites précédemment comme par exemple

une faible dureté Vickers et une bonne usinabilité, et ont donc un intérêt technologique.

La dénomination "MAX" provient de la composition chimique de ces matériaux qui peut

être écrite Mn+1AXn avec n=1,2,3 et ou M est un métal de transition du début de série,

A un élément p et X=C ou N. D’un point de vue cristallographique on peut décrire ces

composés comme des couches d’atomes A intercalées avec les couches d’octaèdres de carbure

ou nitrure binaire (Fig.5.15). Ces phases sont toutes hexagonales avec des valeurs plutôt

grandes pour le rapport c/a. Typiquement c/a ∼ 3, 6, 8 pour n=1,2,3. Il est donc probable

que cette anisotropie ait des conséquences sur les propriétés macroscopiques. Ainsi Barsoum

et El-Raghy ont montré que la réponse mécanique est extrêmement particulière et consiste

de mouvements collectifs de dislocations dans le plan de base et aboutit à un mécanisme par
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crans [74]. Depuis ce mécanisme a été identifié dans de nombreux autres composés et semble

être général pour les composés avec un rapport c/a suffisamment grand.

Comme on l’a vu dans le paragraphe précédent le comportement du pouvoir thermoélec-

trique est également inhabituel. Le but de ce paragraphe est d’étendre l’étude menée sur

Ti3SiC2 aux autres phases MAX-312, Ti3GeC2 et Ti3AlC2, afin de comprendre les différences

observées expérimentalement.

5.2.1 Structure électronique

La formule chimique des phases MAX-312 peut s’écrire Ti3AC2 avec A=Al,Si,Ge, et leur

structure cristallographique est la même que celle de Ti3SiC2 décrite précédemment. Les

atomes A occupent donc les positions 2b. De plus les coordonnées zC et zTi(2) des atomes

de carbone et de Ti(2) sont les seuls paramètres libres de la structure avec les paramètres

de maille a et c.

Les structures électroniques de Ti3AlC2 et Ti3GeC2 ont été calculées et leurs géométries

optimisées. Les paramètres utilisés dans ces calculs sont regroupés dans les tableaux 5.16 et

5.17

Pour optimiser la géométrie de ces structures3 on utilise la procédure suivante4. Tout d’abord

Rα(a.u.) Eα
l=0(Ry) Eα

l=1(Ry) Eα
l=2 (Ry)

Ti(1) 1.85 -4.35 ; 0.30 -2.58 ; 0.30 0.30

Ge 2.4 0.30 0.30 -1.82 ; 0.30

C 1.85 -0.78 ; 0.30 0.30 -

Ti(2) 1.85 -4.35 ; 0.30 -2.58 ; 0.30 0.30

Fig. 5.16 – Paramètres du calcul de Ti3GeC2. Les énergies de linéarisation concernent des
APW+lo.

on choisi une série de volumes, puis pour chacun de ces volumes ont fait plusieurs calculs

3ces calculs ont été effectués par G. Hug

4la même a été utilisée pour Ti3SiC2
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Rα(a.u.) Eα
l=0(Ry) Eα

l=1(Ry) Eα
l=2 (Ry)

Ti(1) 1.9 -4.35 ; 0.30 -2.58 ; 0.30 0.30

Al 2.4 0.30 -4.80 ; 0.30 -

C 1.85 -0.78 ; 0.30 0.30 -

Ti(2) 1.9 -4.35 ; 0.30 -2.58 ; 0.30 0.30

Fig. 5.17 – Paramètres du calcul de Ti3AlC2. Les énergies de linéarisation concernent des
APW+lo.

correspondant à différentes valeurs du paramètre c/a. A chaque calcul le paramètre z est

optimisé. Ainsi, pour chaque volume on obtient une courbe représentant l’énergie en fonction

de c/a. Cette courbe est ensuite approximée par une fonction polynomial pour trouver le mi-

nimum de l’énergie. En collectant les valeurs de l’énergie ainsi obtenues pour chaque volume,

on obtient une courbe représentant l’énergie en fonction du volume pour laquelle tous les

autres paramètres sont optimisés. L’équation d’état de Birch-Murnaghan [7] est finalement

utilisée pour obtenir la structure d’équilibre. Le résultat de ces calculs est montré dans le

tableau 5.1. Clairement, nos résultats sont en bon accord avec les valeurs expérimentales et

ceux obtenus par Zhou et al. [75] qui utilise une méthode de pseudopotentiel.

Par exemple nous confirmons l’augmentation du rapport c/a selon la séquence Ti3GeC2,

Ti3SiC2, Ti3AlC2. Ce la peut être corrélé a l’augmentation de la taille des atomes A[75]. La

distance d(Ti(2)-C) augmente dans l’ordre inverse.

Les structures électroniques obtenues avec les géométries optimisées sont montrées figure

5.19 et 5.18. Les densités d’états de Ti3GeC2 et Ti3AlC2 sont assez proches de celles de

Ti3SiC2 décrites dans le paragraphe précédent. Aux basses énergies on a les états s du car-

bone, puis à partir de -6 eV on trouve des bandes provenant des hybridations (Ti3d)-(C2p)

et (Ti(2)3d)-(Ap). Pour Ti3AlC2 la liaison Ti(1)-M et plus proche de Ef et beaucoup moins

forte que dans le cas de Ti3GeC2 et Ti3SiC2. Cette fois encore les états au voisinage de Ef

proviennent des atomes Ti(2).

Intéressons nous à la structure de bande 5.19 et plus particulièrement à la direction AH. Si



71

Tab. 5.1 – Paramètres de maille et positions atomiques pour Ti3SiC2,Ti3GeC2 et Ti3AlC2.
d(Ti(2)-C) est la distance entre les atomes C et Ti(2).

a(Å) c/a zC zTi(2) d(Ti(2)-C)

Ti3AlC2

present work 3.082 6.052 0.5693 0.1274 2.081

Ref [75] 3.0720 6.098 0.5701 0.1290 2.088

experimental 3.0753 6.041 0.5640 0.1280 2.136

Ti3SiC2

present work 3.0603 5.8660 0.5720 0.1342 2.0901

Ref [75] 3.0705 5.755 0.5741 0.1370 2.0924

experimental 3.068 5.759 0.5675 0.135 2.1354

Ti3GeC2

present work 3.0992 5.774 0.5718 0.1325 2.0932

Ref [75] 3.0823 5.746 0.5737 0.1361 2.0948

experimental 3.077 5.770 - - -
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Fig. 5.18 – Densité d’états de Ti3SiC2,Ti3GeC2 et Ti3AlC2
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on néglige la dégénérescence des bandes pour la discussion, on voit que trois bandes coupent

Ef pour Ti3GeC2 et Ti3SiC2 et seulement deux pour Ti3AlC2. En fait, Ti3GeC2 et Ti3SiC2

sont isoélectroniques alors que Ti3AlC2 compte 1 électron de moins, ce qui abaisse Ef et

ainsi supprime l’intersection d’une bande avec Ef . Nous allons voir dans le prochain para-

graphe que cela est à l’origine des différences observées pour le pouvoir thermoélectrique de

ces composés.

5.2.2 Pouvoir thermoélectrique

Le tenseur thermoélectrique est calculé selon la procédure habituelle (Eqs. 1.22, 1.45,

1.44). Une nouvelle fois nous utilisons l’approximation de Mott pour le temps de relaxation

car la situation est la même que pour Ti3SiC2 où elle s’est révélée suffisante : les états au

voisinage de Ef proviennent majoritairement des orbitales d des atomes de titane. Rappe-

lons que la constante Cte qui apparaît dans l’équation 5.5 n’intervient pas car le pouvoir

thermoélectrique est exprimé comme le rapport de coefficients de Onsager ( équation 1.22),

et donc que le calcul est libre de paramètres.

Le résultat de ces calculs est montré sur les figures 5.20 et 5.21. Sur la figure 5.20 le tenseur

thermoélectrique est décomposé le long de l’axe c et dans le plan de base. Sa valeur moyenne

< S >= 1
3Tr ¯̄S est également représentée. Si on compare le pouvoir thermoélectrique de

Ti3AlC2 à ceux de Ti3SiC2 et Ti3GeC2 on voit que celui-ci est très différent. On a vu dans le

paragraphe précédent que pour Ti3SiC2 la composante du tenseur thermoélectrique suivant

c est négative alors qu’elle est positive dans le plan de base. C’est également le cas pour

Ti3GeC2, mais cette fois on obtient pas une valeur presque nulle pour le pouvoir thermo-

électrique moyen. Pour Ti3SiC2 la compensation quasi-parfaite entre les composantes de ¯̄S

provient d’un rapport accidentel de ≃ 1/2 entre Sxx = Syy et Szz ; elle n’est plus parfaite

pour Ti3GeC2 car on a plus ce rapport 1/2.

La situation est différente pour Ti3AlC2 car toutes les composantes de ¯̄S ont même signe (>0)

sur une large gamme de températures et donc les effets de compensation dans la moyenne

< S > disparaissent. On explique ainsi le comportement différent du pouvoir thermoélec-

trique de Ti3AlC2 figure 5.21. On voit également sur cette figure que les calculs reproduisent
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les valeurs expérimentales avec un bon accord pour chacun des composés. On obtient ainsi

une description cohérente et unifiée du pouvoir thermoélectrique des phases MAX-312. Ce

bon accord avec l’expérience est également une justification a posteriori de l’approximation

de Mott pour le temps de relaxation. De plus on remarque que les calculs reproduisent bien

les résultats expérimentaux même aux basses températures, ce qui semble montrer l’absence

de phonon drag.

Avant de discuter l’origine microscopique de cette différence de comportement du pouvoir

thermoélectrique de Ti3AlC2 notons un point important. Pour Ti3AlC2 le potentiel chi-

mique est déterminé à partir de l’équation 4.5 en fonction du nombre d’électron. En fait il

y a 46 électrons de valence dans Ti3AlC2, mais suivant Barsoum et al. [6] la composition

chimique réelle est Ti3Al1.1C1.8 qui ne comporte que 45 électrons. Nous avons alors considéré

ce nombre comme un paramètre et ajusté sa valeur pour reproduire au mieux les mesures.

Nous obtenons n = 45.300 un résultat qui montre bien un déficit électronique par rapport
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(a)

(b)

(c)

Fig. 5.22 – Surfaces de Fermi de a) Ti3SiC2, b) Ti3GeC2 and c) Ti3AlC2

à la stoechiométrie, mais qui est supérieur à celui donné par Barsoum. Sur la figure 5.18 le

niveau de Fermi obtenu avec 46 est représenté en pointillés.

Comme pour Ti3SiC2 une meilleure compréhension de l’origine microscopique de ces com-

portements peut être obtenue en considérant les surfaces de Fermi de ces composées. Elles

sont représentées dans la première zone de Brillouin 5 sur la figure 5.22 .

Chacune des surfaces de Fermi contient, autour de la direction ΓA des tubes concentriques

de section hexagonale. Pour Ti3SiC2 et Ti3GeC2 des portions de surfaces supplémentaires

apparaissent autour de la direction HK. Elles correspondent aux bandes doublement dégé-

nérées dans la direction AH qui sont manquantes pour Ti3AlC2. Ces bandes étaient notées

55 et 56 pour Ti3SiC2 dans le paragraphe précédent. Par exemple la bande 56 correspond aux

5Notons que dans le paragraphe précédent on avait représenté les surfaces de Fermi de chaque bande une
à une, et dans la cellule C , pour mettre leur rôle en évidence.
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parties vertes très plate sur la figure 5.22a. On voit que des contributions similaires existent

pour Ti3GeC2 et pas pour Ti3AlC2. Les parties transversales autour de HK proviennent

de la bande 55 pour Ti3SiC2. Elles sont également présentes pour Ti3GeC2, au contraire de

Ti3AlC2. On a vu que ces portions de la surface de Fermi sont responsables du signe négatif

de Szz et positif de Sxx. Comme elles n’existent pas pour Ti3AlC2 les composantes de ¯̄S n’ont

plus des signes opposés. Le phénomène de compensation lors du calcul de < S > disparaît ce

qui explique l’allure différente du pouvoir thermoélectrique de Ti3AlC2 par rapport à ceux

de Ti3SiC2 et Ti3GeC2.
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Chapitre 6

MATÉRIAUX THERMOÉLECTRIQUES

Dans ce chapitre nous nous s’intéressons à des matériaux étudiés pour leurs applications

en thermoélectricité, les demi-Heusler et les Skutterudites.

En particulier dans le cas des demi-Heusler nous étudions[21] les composés de formule géné-

rale Ni(Ti,Zr,Hf)Sn qui font l’objet d’une attention particulière depuis l’article de Sakurada

et Shutoh [53] qui obtiennent de très fortes valeurs pour le facteur de mérite (1.5 à 700

K). Nous discutons en détails leurs structures électroniques. Ensuite nous calculons leurs

tenseurs thermoélectriques ce qui nous permet de conclure sur l’origine des grandes valeurs

de ¯̄S observées pour certains de ces matériaux.

Dans un second temps nous considérons les Skutterudites à base de cobalt et d’antimoine

[20]. Ce sont les matériaux les plus étudiés en thermoélectricité, et ils sont déjà utilisés dans

les applications [27]. Une étude complète de leurs propriétés de transport est présentée.

6.1 Les demi-Heusler de formule générale Ni(Ti,Zr,Hf)Sn

Les demi-Heusler sont des matériaux étudiés pour de nombreuses propriétés physiques,

comme le magnétisme [50], le ferromagnétisme de composés demi-métalliques [25] et éga-

lement les effets de mémoire de forme [76]. Puisque la plupart des demi-Heusler avec 18

électrons de valence sont des semiconducteurs à faible gap [63], ils sont aussi étudiés pour

la génération de thermo-électricité. Comme on l’a vu dans l’introduction le rendement d’un

matériau thermoélectrique est caractérisé par la figure de mérite ZT = TS2σ/κ. Ainsi pour

être efficace d’un point de vue technologique, le facteur de puissance S2σ doit être maximal,

et la conductivité thermique κ aussi faible que possible. Malheureusement ce n’est pas le

cas des demi-Heusler où la conductivité thermique est en générale importante (jusqu’à 10

W/mK), et le facteur de puissance pas suffisamment grand (∼1W/mK).
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Récemment des demi-Heusler avec une forte valeur du pouvoir thermoélectrique ont cepen-

dant été rapportés. Ce sont des composés de formule générale Ni(Ti,Zr,Hf)Sn obtenus à

partir du composé voisin NiTiSn ou l’on a substitué des atomes de titane par des atomes de

Zr et/ou Hf. Curieusement le pouvoir thermoélectrique de ces composés (−300µV/K) est

très supérieur (en valeur absolue) à celui des composés parents NiTiSn et NiHfSn ( de l’ordre

de −150µV/K). Dans ce paragraphe nous proposons d’expliquer ce phénomène à partir de

la variation du nombre de porteurs de charges.

Notons que ces substitutions réduisent également la conductivité thermique grâce à la fluc-

tuation des masses atomiques, qui augmente la diffusion des phonons.

6.1.1 Cristallographie et structure électronique

Les demi-Heusler non dopés comme NiTiSn et NiHfSn ont une structure cubique et cris-

tallisent dans le groupe d’espace F 4̄3m. Leurs paramètres de maille expérimentaux sont

respectivement a=11.187 a.u et a=11.463 a.u.. Les atomes de nickel occupent les positions

4a, les atomes d’étain les positions 4c et les atomes de titane ou hafnium les positions 4d.

Parmi tous les composés de formule Ni(Ti,Zr,Hf)Sn, NiTi0.5Hf0.5Sn est celui qui présente

un désordre maximum. Nous allons donc étudier ce cas plus particulièrement car c’est lui

qui est susceptible de montrer les plus fortes variations du pouvoir thermoélectrique par

rapport à NiTiSn et NiHfSn. A priori cela pourrait être le cas car les orbitales d des atomes

de Ti ou/et Hf ont un rôle prépondérant dans le schéma de liaison de ces composés et sont

de nature assez différente bien que les composés soient isoélectroniques. Comme on va le

voir par la suite, elles sont responsables de l’ouverture du gap qui fait de ces composés des

semiconducteurs. Il est donc important de décrire précisément la structure électronique de

NiTi0.5Hf0.5Sn pour détecter d’éventuelles particularités qui conduiraient à l’augmentation

de ¯̄S rapportée dans [53].

Lorsque l’on substitue des atomes de titane par des atomes de Zr ou Hf on perd la symétrie

cubique et les atomes de Zr et/ou Hf vont se répartir dans le cristal plus ou moins aléatoire-

ment sur les sites du titane. On peut donc envisager deux situations extrêmes i) les atomes
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Fig. 6.1 – Maille cubique (noir) et tétraédrique (jaune). Les atomes hachurés appartiennent
aux plans (101) et (112) (voir texte)

de Hf se répartissent sur les sites de Ti de façon complètement aléatoire et on a deux atomes

de Hf par maille seulement en moyenne ii) on a exactement deux atomes de Hf par maille

et NiTi0.5Hf0.5Sn devient alors un composé parfaitement ordonné.

L’analyse effectuée dans [32] ne permet pas de conclure sur l’une ou l’autre ce ces situations.

Composés parfaitement ordonnés

On ne considère dans ce paragraphe que les composés NiTi0.5Hf0.5Sn parfaitement ordon-

nés et dont une maille est représentée en jaune sur la figure 6.1. Bien que les demi-Heusler

NiTiSn et NiHfSn soit de symétrie cubique et de groupe d’espace F 4̄3m (maille noire sur la

figure 6.1), notre composé modèle a une structure tétraédrique et son groupe d’espace est

P 4̄m2.

La structure électronique de ce composé a été calculée et sa géométrie optimisée. Les calculs

ont été effectués avec 1000 points dans la première zone de Brillouin. De plus on a utilisé

la relation c =
√

2a pour optimiser sa structure. c est le paramètre de la maille cubique
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Tab. 6.1 – Paramètres du calcul du composé NiTi0.5Hf0.5Sn ordonné . Les énergies de linéa-
risation concernent des APW+lo.

Rα(a.u.) Eα
l=0(Ry) Eα

l=1(Ry) Eα
l=2 (Ry) Eα

l=3 (Ry)

Ni 2.2 0.30 -4.96 ; 0.30 0.30 -

Ti 2.2 -4.35 ;0.30 -2.58 ; 0.30 0.30 -

Hf 2.2 -4.60 ; 0.30 -2.16 ; 0.30 0.30 -0.85 ; 0.30

Sn(1) et Sn(2) 2.2 0.30 0.30 -1.56 ; 0.30 -

Tab. 6.2 – Paramètre de maille et valeur du gap Eg pour NiTiSn, NiHfSn et NiTi0.5Hf0.5Sn.

c(a.u.) c(a.u.) c(a.u.) Eg (eV)

ce travail Ref. [40] experimental [24, 40]

NiTiSn 11.271 11.261 11.187 0.45

NiHfSn 11.589 11.572 11.463 0.39

NiTi0.5Hf0.5Sn 11.452 - - 0.46

ou de façon équivalente le paramètre c de la maille tétraédrique. a est le paramètre de la

maille tétraédrique dans le plan de base. Les autres paramètres du calcul sont résumés dans

le tableau 6.1.

A l’équilibre on trouve c =11.452 a.u.. Cette valeur peut être comparée aux paramètres

de maille de NiTiSn et NiHfSn à partir du tableau 6.2. On voit que les résultats sont en bon

accord avec les valeurs expérimentales (de l’ordre de 1 % d’erreur) et les petites différences

avec la référence [40] sont dues à des choix différents pour les rayons des sphères de muffin-

tin. On remarque également que NiTi0.5Hf0.5Sn obéit approximativement à la loi de Vegard

ce qui indique des changements continus lors de la substitution de Ti par Hf.

Les densités d’états1 et les relations de dispersions sont représentées sur les figures 6.2 et

1une explication détaillée de la structure électronique de NiTiSn peut également être trouvée dans les
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Fig. 6.2 – Densités d’états de NiTiSn, NiHfSn et NiTi0.5Hf0.5Sn.

6.3 pour NiTiSn, NiHfSn et NiTi0.5Hf0.5Sn. A première vue les densités d’états des trois

composés sont assez similaires. Les états s des atomes de Sn sont situés environ 0.6 Ry en

dessous de Ef . Puis au niveau de Fermi on trouve un gap ouvert par l’hybridation des états

d de Ni avec les états d de Ti ou Hf. Au dessous de Ef les états d proviennent essentiellement

des états Ni-d alors que les états au dessus de Ef sont principalement dus aux états Ti-d ou

Hf-d.

La seule différence importante entre ces composés est la position du pic d’états d au dessus

de Ef . Dans NiTiSn et NiTi0.5Hf0.5Sn les états d de Ti ou Hf se trouvent environ 0.09 Ry

au dessus du gap alors que les états d de Hf sont à 0.15 Ry au dessus de Ef dans NiHfSn.

Ceci est probablement à l’origine du plus faible gap de NiHfSn. Ce résultat peut facilement

s’expliquer en remarquant que les orbitales d sont beaucoup plus localisées pour Hf que

pour Ti. Pour s’en assurer on a représenté figure 6.4 les courbes d’isodensité dans un plan

références . [24, 64, 40]
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Fig. 6.3 – Relations de dispersion pour NiTiSn, NiHfSn and NiTi0.5Hf0.5Sn.

contenant les mêmes positions cristallographique dans les structures cubiques (plan 101) et

tétraédriques (plan 112) ( voir figure 6.1). Dans chaque cas on vérifie bien que l’hybridation

est plus forte entre Ni et Ti qu’entre Ni et Hf. On explique ainsi la réduction du gap de

NiHfSn car les états du bord de la bande de conduction sont toujours de type Ni-d.

Lorsque l’on observe la structure de bandes de NiTi0.5Hf0.5Sn sur la figure 6.3, on peut être

surpris d’obtenir un gap direct alors que le gap est indirect dans les demi-Heusler cubiques

NiTiSn et NiHfSn. Cela est simplement dû au repliement des bandes lorsque l’on passe de

la maille cubique à la maille tétraédrique : le vecteur ΓX du réseau cubique appartient au

réseau réciproque de la structure tétragonale. Bien sur cette différence n’apparaît pas sur les

densités d’états.

Composés complètement désordonnés

Considérons maintenant les composés de formule chimique NiTi0.5Hf0.5Sn où la substitu-

tion des atomes de titane par des atomes de hafnium est totalement aléatoire ; ces composés

sont donc complètement désordonnés.

Pour calculer la structure électronique de ces composés on doit se placer dans l’approxima-



84

Fig. 6.4 – Courbes d’isodensité de NiTiSn, NiHfSn et NiTi0.5Hf0.5Sn. (en e/a.u.3)

tion du CPA (Coherent Potential Approximation) et ainsi utiliser la méthode des fonctions

de Green. Ces calculs ne sont pas possibles à partir du code Wien2k. A la place, nous avons

utilisé un code basé sur la méthode de Korringa-Kohn-Rostocker (KKR) permettant de trai-

ter les alliages via l’approximation du CPA [65, 35, 3].

Les densités d’états des composés de formule chimique NiTi1−xHfxSn, avec x=0.0, 0.25, 0.5,

0.75, 1, ont été calculées. Elles sont extrêmement proches de celles présentées figure 6.3 et

ne sont donc pas reproduites. En revanche, sur la figure 6.5 ont montre un zoom de ces den-

sités d’états sur l’intervalle d’énergie intervenant dans le calcul du tenseur thermoélectrique

présenté au paragraphe suivant. Ce zoom est également effectué pour les densités d’états

(L)APW du paragraphe précédent (figure 6.6).

On voit sur la figure 6.5 que la densité d’états diminue continûment lorsque l’on aug-

mente la concentration de Hf de 0 à 1. Ce comportement est typique d’un cristal virtuel.

Une tendance similaire est observée sur les densités d’états obtenues en (L)APW à partir des

composés ordonnés (figure 6.6). Ces résultats indiquent donc que les propriétés électroniques

de NiTi0.5Hf0.5Sn sont largement indépendantes de la manière dont il est décrit (composé

ordonné ou désordonné). Ceci permet de choisir la structure des bandes (L)APW pour cal-

culer les propriétés de transport.
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Tab. 6.3 – Valeurs expérimentales du pouvoir thermoélectrique (à 300 K) et concentration
de porteurs. nH est donné par maille de Ni2A2Sn2, A = Ti, Zr or Hf.

S (µV/K) nH Ref.

NiTiSn -142 [32]

NiTiSn -270 0.00083 [23]

NiTiSn -318 [36]

NiZrSn -167 0.021 [69]

NiZrSn -171 0.0103 [69]

NiZrSn -210 0.0024 [69]

NiZrSn -176 [32]

NiZrSn -520 4.7 10−5 [2]

NiHfSn -124 [32]

NiTi0.5Hf0.5Sn -281 [32]

NiTi0.5Hf0.5Sn -250 [36]

NiTi0.5(Zr0.5Hf0.5)0.5Sn -325 [53]

6.1.2 Calcul du pouvoir thermoélectrique

Aucun des calculs du paragraphe précédent n’a révélé de particularités dans la structure

électronique susceptible de provoquer une augmentation brutale du pouvoir thermoélec-

trique. Il semble donc que l’explication des résultats de la référence [53] soit ailleurs. Ceci

sera confirmé par le calcul direct de ¯̄S présenté dans la suite.

Lorsque l’on regarde les mesures de pouvoir thermoélectrique (tableau 6.3) on observe

une grande disparité dans les valeurs, même pour des composés ayant nominalement une

composition chimique identique. Dans [69], Uher et al. suggèrent que la valeur mesurée du

pouvoir thermoélectrique dépend de façon significative de la manière dont le composé a

été produit. Par exemple, quand le temps de recuit augmente, la fraction de phase secon-

daire, très probablement métallique, diminue ce qui conduit à une augmentation du pouvoir

thermoélectrique. On peut donc suspecter que les différences de valeurs du pouvoir ther-
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moélectrique entre NiTiSn et NiTi0.5Hf0.5Sn sont dues à des préparations différentes. Mais

l’origine microscopique de la variation de S n’est pas claire. Doit-on l’attribuer à un pou-

voir thermoélectrique moyen obtenu à partir d’un mélange de phases ordonnées, ou bien a

un changement brutal des mécanismes de diffusion, ou plus simplement à une variation du

nombre d’électrons de conduction ? Dans les composés réels ces mécanismes sont bien sûr

reliés, mais pour l’optimisation du pouvoir thermoélectrique des composés de cette famille

il est intéressant de connaître l’aspect le plus significatif.

Dans ce but, nous avons calculé le tenseur thermoélectrique de NiTiSn, NiTi0.5Hf0.5Sn et

NiHfSn en fonction du nombre n d’électrons de conduction. Nous avons également considéré

NiZrSn car les résultats expérimentaux concernant ce composé sont nombreux. La procédure

suivante a été utilisée : on calcul le pouvoir thermoélectrique à partir des équations 1.22,

1.45 et 1.44 avec 10000 points dans la première zone de Brillouin, puis le potentiel chimique

est obtenu à partir de l’équation 4.5 pour chaque valeur de n.

Pour réaliser ces calculs on utilise la structure électronique des composés parfaits NiTiSn,

PO NiTi0.5Hf0.5Sn, NiHfSn et NiZrSn qui sont des semiconducteurs2, puis on fait une ap-

proximation de bande rigide : la variation de n est obtenue simplement en déplaçant le

potentiel chimique dans la bande de conduction.

Les résultats de ces calculs sont représentés dans la figure 6.7, à T=300 K, avec les me-

sures expérimentales disponibles. Notons que comme le composé ordonné NiTi0.5Hf0.5Sn a

une symétrie tétragonale, son pouvoir thermoélectrique est un tenseur3. Cependant le calcul

montre que les composantes du plan de base et le long de l’axe c ont des valeurs extrême-

ment proches, et donc c’est leur valeur moyenne qui est représentée sur la figure 6.7. On

peut également considérer que ce résultat nous autorise a posteriori à calculer ¯̄S à partir du

modèle tétragonal de NiTi0.5Hf0.5Sn.

Deux approximations différentes ont été utilisées pour le temps de relaxation :

- un temps de relaxation constant, τnk = Cte. Dans ce cas ¯̄S est indépendant de τnk.

- un libre parcours moyen constant, Λnk = |~vnk|τnk = Cte. Cela correspond à une approche

2et ont donc zéro électron dans la bande de conduction

3alors que c’est un scalaire pour les autres composés qui ont une symétrie cubique
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Fig. 6.7 – Pouvoir thermoélectrique théorique et expérimental à température ambiante.
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cinétique de la diffusion (voir chapitre 1).

Les résultats obtenus avec ces deux approximations sont représentés sur la figure 6.7. L’aire

en bleu foncé représente les résultats obtenus avec Λnk = Cte. La limite supérieure corres-

pond à NiHfSn et la limite inférieure à NiTiSn. L’aire en bleu clair montre les résultats

obtenus avec τnk = Cte, et de nouveau la limite supérieure correspond à NiHfSn et la limite

inférieure à NiTiSn. Remarquons que les résultats obtenus pour NiZrSn sont presque iden-

tiques à ceux de NiTiSn (Λnk = Cte) et que la courbe de NiTi0.5Hf0.5Sn est peu supérieure

à celle de NiTiSn. Ainsi dans chacune des deux approximations du temps de relaxation, les

courbes de NiTi0.5Hf0.5Sn et NiZrSn appartiennent à un fuseau bordé par les courbes de

NiHfSn et NiTiSn. On obtient finalement des résultats conformes à ceux obtenus à partir de

considérations élémentaires : les états d du titane sont plus proches de Ef que les états d du

hafnium. La pente de la densité d’états au voisinage de Ef est donc plus faible dans le cas

du hafnium que dans le cas du titane, et le pouvoir thermoélectrique également (en valeur

absolue).

L’observation importante que l’on peut faire à partir de la figure 6.7b est que le pouvoir ther-

moélectrique expérimental dépend fortement de la concentration n des porteurs de charges.

Ces variations sont bien reproduites par nos calculs, beaucoup mieux que par la formule des

électrons libres. Cela montre que n doit être considéré comme le facteur important lors de

l’optimisation du pouvoir thermoélectrique des demi-Heusler. En effet la variation de S en

fonction de n seul reproduit assez correctement la variation expérimentale de S.

On peut également conclure que le détail des mécanismes de diffusion des électrons a une

importance secondaire. Cela s’explique en remarquant que le pouvoir thermoélectrique est

le rapport de deux coefficients de Onsager et qu’il y a des compensations entre les temps de

relaxation apparaissant au numérateur et au dénominateur.

Ces résultats nous permettent de comprendre les valeurs inhabituelles du pouvoir thermo-

électrique de Ni(Ti,Hf)Sn et Ni(Ti,Zr,Hf)Sn rapportées dans les références [32, 53]. En fait

nos calculs suggèrent que c’est la concentration de porteurs qui est à l’origine de ces valeurs

élevées, comme cela est le cas pour les composés de NiTiSn produits dans [23]. Finalement

des fortes valeurs du pouvoir thermoélectrique sont obtenues dans les composés où il y a

peu de phases secondaires, car celles-ci sont métalliques, et augmentent la concentration des
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Fig. 6.8 – Maille d’une Skutterudite remplie. Les atomes d’antimoine sont en blanc. Les
atomes de cobalt, en bleu, sont à l’intérieur des octaèdres. Les atomes insérés, en rouge, sont
au centre de la maille.

porteurs.

6.2 Les skutterudites CoSb3

Les Skutterudites au cobalt et à l’antimoine appartiennent à une famille de composés

couramment étudiés pour leurs propriétés thermoélectriques et sont déjà utilisés dans la

pratique[27]. Ces composés cristallisent dans le groupe d’espace Im3 avec les atomes de co-

balt et d’antimoine respectivement aux positions 8c et 24g. On voit sur la figure 6.8 que l’on

peut décrire cette structure à partir d’octaèdres de CoSb6 connectés par leurs sommets. Une

seconde description est possible à partir d’un réseau cubique d’atomes de cobalt contenant

des carrés d’antimoine [68].

La conductivité et le pouvoir thermoélectrique des Skutterudites sont suffisamment grands

pour obtenir un facteur de puissance σS2 favorable aux applications. En revanche leur

conductivité thermique κ est trop forte. De nombreuses tentatives ont été entreprises pour

diminuer κ. La plupart s’appuient sur le concept de Phonon Glass-Electron Crystal proposé
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par Slack [59]. L’idée est d’insérer des atomes dans les grandes cavités de la structure (po-

sition 2a). Cela a été réalisé avec des terres rares [46, 43], avec Ba ou Ca [22, 26, 51]. Les

atomes ainsi insérés peuvent alors être vus comme des oscilateurs de Einstein qui diffusent

les phonons du réseau. On obtient ainsi une importante diminution de la conductivité ther-

mique [46].

Des dopages par substitution sur le site du cobalt ou de l’antimoine ont également été envi-

sagés. La conductivité thermique est réduite, mais dans ce cas le mécanisme de diffusion est

différent [71]. Il est causé par la fluctuation des masses atomiques.

Ces dopages sont souvent effectués avec des atomes qui ont des numéros atomiques proches

de ceux du matériau pur pour assurer la stabilité chimique. Dans ce cas il est raisonnable de

décrire la structure électronique de ces composés dans une approximation de bandes rigides.

Cela peut également être une bonne approximation au voisinage du niveau de Fermi lorsque

l’on insert des terres rares dans les cavités car les états f sont loin de Ef et leur hybridation

avec les autres bandes est faible.

La validité de ces approximations est vérifiée au paragraphe suivant. Puis, dans un second

temps elles sont utilisées pour calculer le pouvoir thermoélectrique, la conductivité, le coef-

ficient de Hall et le facteur de Lorenz de ces matériaux. Les méthodes couramment utilisées

pour interpréter les résultats expérimentaux4 sont discutées parallèlement. Nous concluons

sur leur validité.

6.2.1 Structure électronique et approximation des bandes rigides

La structure électronique de CoSb3 a été calculée en utilisant 2000 points dans la pre-

mière zone de Brillouin et on a utilisé les mêmes rayons pour les sphères de muffin-tin des

atomes de cobalt et d’antimoine, R=2.35 a.u.. Les valeurs des énergies de linéarisation sont

montrées dans le tableau 6.4.

La densité d’états et la structure de bandes que nous obtenons sont représentées figures

6.9 et 6.10. CoSb3 est donc un semiconducteur avec un gap d’environ 0.14 eV. Le gap est

ouvert par l’hybridation des orbitales p des atomes d’Antimoine qui forment les carrés décris

4essentiellement basées sur l’électron libre
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Tab. 6.4 – Paramètres du calcul de CoSb3. Les énergies de linéarisation concernent des
APW+lo.

Eα
l=0(Ry) Eα

l=1(Ry) Eα
l=2 (Ry)

Co 0.30 -4.57 ; 0.30 0.30

Sb 0.30 0.30 -2.11 ;0.30
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Fig. 6.9 – Structure de bandes de CoSb3 autour de Ef .

dans [68]. Le pic situé à environ 0.4 Ry provient des orbitales d du Cobalt, et plus bas en

énergie on trouve les états s de Sb. Puisqu’il provient de l’hybridation des orbitales Sb-p, la

valeur Eg du gap dépend fortement de la position relative des atomes d’Antimoine. Ceci et

l’utilisation de fonctionnelles d’échange-corrélation différentes explique les valeurs différentes

de Eg rapportées dans la littérature [57, 60, 37] : Eg=0.05, 0.118, 0.22 eV. Pour notre calcul

nous avons utilisé le paramètre de maille et les positions atomiques expérimentales de la

référence [70] : a = 9.0385 et (0, u, v) pour Sb(24g) avec u = 0.3351 et v = 0.1602. Lorsque

l’on compare les différents calculs, on s’aperçoit que la forme des bandes change très peu ;

elles sont simplement déplacées verticalement. Au paragraphe suivant cela nous permettra

de tester l’influence des valeurs différentes de Eg sur les propriétés de transport.

Notons que l’on a négligé le couplage spin-orbit dans nos calculs. Il a été pris en compte
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Fig. 6.10 – Densités d’états de CoSb3.

par Singh et Pickett dans des calculs sur IrSb3 qui est un composé cristallographiquement

équivalent. Ils ont montré que son effet est faible. Cela a été confirmé par Koga et al. [37]

pour le CoSb3. Au point Γ les bandes sont déplacées de 23meV. Ces faibles valeurs pourraient

néanmoins avoir des conséquences sur les propriétés de transport aux très faibles concentra-

tions de porteurs et aux très basses températures, mais ces cas ne sont pas ceux envisagés

dans la suite.

Nous allons maintenant discuter de l’approximation des bandes rigides utilisée dans le pa-

ragraphe suivant pour calculer les coefficients de transport. Comme cela a été mentionné

dans le paragraphe concernant les demi-Heusler, dans l’approximation des bandes rigides,

nous tenons compte de la variation du nombre de porteurs de charges simplement en dé-

plaçant le potentiel chimique autour de Ef , sans tenir compte de son origine physique ni

des modifications de la structure électronique du matériau parfait. Pour les demi-Heusler la

variation du nombre de porteurs de charges provient de la présence de phases secondaires.

Ici une variation du nombre de porteurs de charges est volontairement introduite par dopage

du matériau parfait CoSb3 (bien que la présence de phases secondaires ne soit pas exclue).

Comme les propriétés de transport ne dépendent que des états électroniques situés au voisi-
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nage de Ef , l’approximation des bandes rigides sera raisonnable si la structure électronique

de CoSb3 n’est pas changé par le dopage au voisinage de Ef . Nous allons vérifier cela pour

les deux cas considérés.

Tout d’abord considérons la substitution des atomes de cobalt par du fer ou du nickel. La

structure électronique de ces composés est calculée dans l’approximation du CPA à partir

d’un code KKR [65, 35, 3]. On obtient les densités d’états présentées sur la figures 6.11. On

voit effectivement qu’ elles varient très peu autour de Ef .

Considérons maintenant des Skutterudites CoSb3 dopées avec des atomes de néodyme. Ils

s’insèrent dans les grandes cavités de la structure (figure 6.8). Pour des composés contenant

des éléments f on ne peut pas espérer que l’approximation du GGA donne des résultats

raisonnables. Ainsi la structure électronique de NdCo4Sb12 a été calculée dans le cadre du

LDA+U, en utilisant la méthode proposée par Anisimov et al. (voir chapitre 7). Sur la figure

6.12 on présente la densité d’états obtenue avec U=0.4 Ry et J=0.07 Ry. Les mêmes valeurs

ont été utilisées pour le praséodyme dans la référence [29]. On obtient Nd dans un état 3+,

avec les états f ↑ situés loin au dessus du gap. Pour les états ↓ il y a deux groupes de bandes

séparés de 0.45 Ry. Les bandes les plus hautes en énergie se trouvent 0.07 Ry au dessus de

Ef alors que les autres sont beaucoup plus loin en dessous de Ef . Des calculs similaires ont

été effectués avec U=0.3 ; 0.5 ; 0.6 Ry. Les conclusions sont identiques : dans chaque cas les

bandes se trouvent loin de Ef . Donc, si on suppose que cela reste le cas pour des Skutte-

rudites partiellement remplies, NdxCo4Sb12 (x<1), l’approximation des bandes rigides sera

une approximation raisonnable car la densité d’états est très peu modifiée au voisinage de

Ef .

Dans les paragraphes suivant nous allons présenter les résultats des calculs des coefficients

de transport effectués dans cette approximation. La première zone de Brillouin est échan-

tillonnée avec 30000 points. On obtient des résultats très voisins déjà avec 10000 points.

Sauf indication contraire, on a utilisé un temps de relaxation constant. S, RH et L sont

indépendant de ce paramètre car ils s’expriment par des rapports de coefficients de Onsager.
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Fig. 6.11 – Skutterudites CoSb3 dopées sur le site du Co.La ligne pleine correspond à la
densité d’états totale et la ligne en pointillés et pour l’atome dopant. Les calculs sont effectués
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Fig. 6.12 – Densité d’états de NdCo4Sb12. La densité d’états totale, par spin, est représentée
en bleu. Les états f sont en vert

6.2.2 Calcul du coefficient Hall

Intéressons nous d’abord au tenseur de Hall. Comme les Skutterudites ont une symétrie

cubique, ce tenseur est réduit à un scalaire, RH , qui dans l’approximation des électrons libres

est donné par

Rlibre
H =

1

nq
(6.1)

ou q = ±e est la charge des porteur et n leur nombre par unité de volume.

Cette formule peut-elle être utilisée, au moins en première approximation, pour les Skutte-

rudites CoSb3 ? On peut répondre à cette question en calculant le nombre de Hall,

nH ≡ 1

−eRH
≡ α(n)n (6.2)

comme fonction de n. L’écart à la courbe nH = ±n représentera alors l’écart à la formule

des électrons libres5. Celui-ci est mesuré à partir de la fonction α(n) dont il faut regarder la

déviation par rapport à ±1.

5le signe + est pour un dopage de type trou(p) et le signe - de type électron (n)
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La procédure du calcul est la suivante : pour chaque valeur de n on calcule le potentiel

chimique à partir de l’équation 4.5 ; on obtient ensuite RH à partir de l’équation 3.34. Fina-

lement nH est calculé en utilisant 6.2.

On obtient les courbes représentées figure 6.13. Que le dopage soit de type p ou n, aux

très faibles concentrations de porteurs, les surfaces d’énergie constante, εn(~k) = ε, sont

approximativement ellipsoidales et centrées en Γ. Le nombre de Hall nH est proche de la

concentration de porteurs n car la fonction α(n) mesure la courbure moyenne de la surface

de Fermi (voir [9]).

Pour des forts dopages de type p les surfaces d’énergie constante demeurent approximative-

ment ellipsoidales. Cela est illustré sur la figure 6.14a pour n = 0.01 trous et Ef ∼ 0.519 Ry.

La pente de la courbe de nH est donc également proche de 1 (α = +1.1 dans nos calculs).

D’autre part, pour la bande de conduction, on peut distinguer deux pentes différentes sur la

figure 6.13 (région B et D). Pour n < 0.06 la pente vaut α = −1.1 alors que α ∼ −1.6 pour

n > 0.08. Pour les concentrations intermédiaires, région C, α dépend de n.
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La figure 6.9 montre que le niveau de Fermi coupe trois bandes dans l’intervalle de concen-

tration considéré figure 6.13 (Ef ≃ 0.56 Ry). Deux de ces bandes ont des surfaces d’énergie

constante qui restent approximativement ellipsoidales sur toute la gamme de concentration

envisagée. La surface d’énergie constante correspondant à la troisième bande est représentée

figure 6.14(b-d) pour n ∼ 0.01, n ∼ 0.06 et n ∼ 0.09 électrons par maille. On voit clairement

le changement de topologie responsable du changement de pente observé figure 6.13. Sur

la partie c de la figure, la courbure moyenne des poches qui composent la surface de Fermi

n’est pas très importante ce qui explique que α reste proche de 1. Quand on augmente la

concentration des porteurs (électrons), ces poches se connectent entre elles. Ce changement

de topologie paraît être responsable de la variation de α dans la région C (entre n = 0.06 et

n = 0.08).

Notons que dans nos calculs on a négligé la dépendance de τ avec l’énergie, mais on peut

montrer [9] que cette contribution est faible. Nos conclusions sont donc inchangées : α est

proche de 1.

6.2.3 Le facteur de Lorenz

Les relations de dispersion vont maintenant être utilisées pour calculer le facteur de Lo-

renz L. Mais auparavant nous allons nous intéresser à la fonction de transport σ(ε).

Pour un semiconducteur fortement dopé le potentiel chimique se trouve situé loin à l’in-

térieur de la bande de valence (ou de conduction). Puisque (−∂f0

∂ε ) est une fonction non

négligeable seulement autour de µ, les intégrales 1.44 peuvent être calculées en utilisant

σ(ǫ) = aµ(ε − µ) + bµ

Dans l’approximation métallique, on obtient donc les expressions suivantes pour les coeffi-

cients de Onsager :
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Fig. 6.14 – Surfaces de Fermi pour différentes concentrations de porteur (voir figure 6.14).
La figure A correspond à n ∼ 0.01 trous et EF ∼ 0.519Ry. Pour les figures B, C et D on a
n ∼ 0.01, 0.06 et 0.09 électrons et EF ∼ 0.5570, 0.5591 et 0.5595Ry.
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L11 = bµ (6.3)

L12 =
π2

3
(kBT )2aµ (6.4)

L22 =
π2

3
(kBT )2bµ (6.5)

Lorsque le potentiel chimique se trouve dans le gap, l’approximation métallique n’est plus

valide, mais dans ce cas la fonction de Fermi Dirac peut être remplacée par une distribution

de Maxwell-Boltzmann. Puisque les intégrales 1.44 sont dominées par les contributions de

bord de bandes, elles peuvent être calculées en utilisant

σ(ε) =







a1(ε +
εg

2 ) si ε < − εg

2

a2(ε − εg

2 ) si ε >
εg

2

et on trouve alors

Lij =
a2

βi+j−1
e−β(

εg
2
−µ)

{

(β(
εg

2
− µ))i+j−1

− (i + j − 2)!(β(
εg

2
− µ) − (i + j − 1))

× ei+j−1(β(
εg

2
− µ))

}

+
a1(−1)i+j−1

βi+j−1
e−β(

εg
2

+µ)
{

(β(
εg

2
− µ))i+j−1

− (i + j − 2)!(β(
εg

2
+ µ) − (i + j − 1))

× ei+j−1(β(
εg

2
+ µ))

}

(6.6)

ou eν(x) =
∑ν−1

k=0
xk

k! .

Ces expressions peuvent être utilisées pour calculer le facteur de Lorenz L,

L ≡ κe

Tσ
=

1

T

L22 − L21(L11)
−1L12

L11
(6.7)

Si on utilise la fonction de transport définie par la figure 6.15a, on obtient la courbe 6.15b

pour le facteur de Lorenz représenté comme fonction du potentiel chimique µ. Pour les fort
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Fig. 6.15 – La fonction de transport (a) Le facteur de Lorenz (b) à 300 K

dopages où le potentiel chimique se trouve très à l’intérieur des bandes de valence ou de

conduction, L tend vers sa valeur métallique L0 = π2k2
B/3e2. Cependant aux dopages inter-

médiaires L est inférieur à L0. Il passe par un minimum avant de devenir supérieur à L aux

faibles concentrations.

Ce comportement (L 6= L0) peut avoir des conséquences sur l’évaluation de la conductivité

thermique de réseau. En effet, le facteur de Lorenz est généralement utilisé pour séparer les

contributions électroniques κe et de réseau κL de la conductivité thermique κ = κe +κL. En

appliquant la loi de Wiedemann-Franz, L = L0, on a κe = L0σT et donc on peut extraire

la contribution électronique κe à partir des mesures de conductivité. Comme on a vu sur la

figure 6.15 que L peut être très différent de L0 cette procédure peut mener à de mauvaises

estimations de la conductivité thermique électronique, et donc aussi de la conductivité ther-

mique de réseau κL = κ − L0σT . σ et κ sont déterminées expérimentalement.

Pour avoir une idée quantitative des différences possibles entre L et L0 dans les Skutte-

rudites CoSb3, nous avons calculé le facteur de Lorenz (6.7) à partir de l’équation 1.44,

et de la fonction de transport du CoSb3 (figure 6.16). Le résultat de ce calcul est montré

figure 6.18. On voit que le facteur de Lorenz peut être très inférieur à L0 pour les dopages

rencontrés expérimentalement (tableau 6.5). Ainsi en utilisant la valeur métallique L0 dans

l’estimation de κL, la contribution de la conductivité thermique électronique κe est sures-
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Fig. 6.16 – Densité d’états et fonction de transport du CoSb3

timée. Nos calculs permettent d’améliorer la qualité des estimations de κL. Notons que les

erreurs commises en utilisant L0 à la place de L amènent quelque fois à des conclusions

surprenantes, comme par exemple des conductivités thermiques de réseau négatives ! Nos

calculs expliquent simplement ces aberrations : L < L0 pour les concentrations de porteurs

envisagées.

6.2.4 Pouvoir thermoélectrique et résistivité

Pour terminer notre discussion sur les skutterudites nous allons présenter des calculs de

pouvoir thermoélectrique et de conductivité puis les comparer directement aux mesures ex-

périmentales. Le pouvoir thermoélectrique est indépendant du temps de relaxation lorsque

l’on suppose τ constant. Une comparaison directe, sans paramètres ajustables, est donc pos-

sible. En revanche la conductivité dépend (linéairement) du temps de relaxation. Ainsi τ

doit être ajusté aux résultats expérimentaux.

Nous souhaitons calculer le pourvoir thermoélectrique et la conductivité des composés énu-

mérés dans le tableau 6.5. Les quatre premiers correspondent à des dopages obtenus par
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Fig. 6.17 – Facteur de Lorenz à 300 K (les valeurs négatives sont pour les trous et les valeurs
positives pour les électrons)

Tab. 6.5 – Compositions nominals et nombre de Hall nH expérimental. n est la concentration
de porteur obtenue à partir de n = 1

α(n)nH .

Nominal composition nH n

T l0.1Co4Sb12 0.023 0.0209

La0.05Co4Sb12 0.0631 0.0574

Ce0.1Co4Sb12 0.1036 0.0909

Nd0.05Co4Sb12 0.0096 0.0087

Ni0.01Co0.99Sb3 0.04 0.0384

Fe0.01Co0.99Sb3 0.04 0.0364(*)

CoSb3 - 0.001

(*) dopage p
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insertion dans les cavités 2a de la structure. Les deux suivants sont des dopages par sub-

stitution d’atomes de nickel ou fer à des atomes de cobalt. Le dernier cas, noté CoSb3,

correspond au composé non dopé. Celui-ci contient cependant des porteurs de charges pro-

venant d’une synthèse imparfaite du matériau. Elles sont représentées par une concentration

de porteurs n = 0.001, choisie pour reproduire la courbe expérimentale.

On obtient le pouvoir thermoélectrique et la conductivité à partir des équations 1.22, 1.44,

et 1.21. Le potentiel chimique est déterminé en résolvant l’équation 4.5 pour n donné. Ce-

pendant la quantité expérimentalement connue pour ces matériaux est le nombre de Hall

nH , mais on peut retrouver la valeur de n correspondante à partir de l’équation 6.2,

n =
1

α(n)
nH (6.8)

La fonction α(n) est connue (figure 6.13). Les valeurs de n sont données avec nH dans le

tableau 6.5 pour chacun des matériaux considérés.

Le résultat de ces calculs est montré figure 6.18 ou on a représenté S en fonction de la tem-

pérature. Les courbes expérimentales sont montrées figure 6.19. On remarque que l’accord

entre les courbes théoriques et expérimentales est bon dans tous les cas. La seule différence

notable concerne les Skutterudites CoSb3 dopées au Fer. Sur la courbe expérimentale on

voit un cran vers 600 K qui n’apparaît pas sur la courbe théorique. D’autres mesures sur

des Skutterudites dopées au Fer n’ont pas révélées cette discontinuité ; celle-ci résulte vrai-

semblablement d’un changement de la technique de mesure à cette température.

On remarque dans le tableau 6.5 que les valeurs de n sont très différentes de celles obtenues

en utilisant la formule chimique nominale des composés. Par exemple les composés au lan-

thane et au néodyme ont la même concentration de porteurs si on utilise la formule chimique

nominale. Expérimentalement ce n’est pas le cas, ils ont des n très différents. Cela indique

la présence de phases secondaires. Dans le calcul il est indispensable d’utiliser les valeurs de

n obtenues à partir de la grandeur mesurée nH . On introduit ainsi, certes de façon moyenne,

des informations sur le matériau réel. Notons que cette procédure est également un test de

la cohérence globale des calculs effectués sur les Skutterudites car on utilise des résultats du

calcul de l’effet Hall pour calculer le pouvoir thermoélectrique.

Pour finir notre discussion sur le pouvoir thermoélectrique, nous présentons les résultats
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Fig. 6.18 – Pouvoir thermoélectrique calculé. L’insertion montre les concentration nominales
[54, 43, 45, 38, 68].
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Fig. 6.19 – Pouvoir thermoélectrique expérimental [54, 43, 45, 38, 68]
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Fig. 6.20 – Pouvoir thermoélectrique calculé. Les courbes en bleu reproduisent trois de
celles calculées figure 6.18 avec un temps de relaxation constant( respectivement Fe, La
et CoSb3). Dans la figure en bas, la courbe rouge en traits interrompus court montre ces
pouvoir thermoélectrique calculés avec τk = λ0/|∇E(k)|. La figure en haut compare les
pouvoirs thermoélectriques calculés avec un petit gap de 0.05 eV (en vert) et un grand gap
de 0.22 eV (en rouge)

obtenus avec une approximation différente du temps de relaxation ou une valeur différente

du gap Eg. Cela permet de tester la sensibilité de S sur ces quantités. Les résultats de ces

calculs sont montrés sur la figure 6.20.

Sur la partie haute de la figure on a représenté S avec la valeur des gap obtenus par Singh

et Pickett [57], Eg = 0.05 eV et par Sofo et Mahan [60] Eg = 0.22 eV. Pour obtenir ces

valeurs de gap on a simplement décalé les bandes de conduction ("scissors operator" [4]).

Les différences avec le calcul effectué en utilisant notre valeur de Eg apparaissent aux très

faibles dopages (noté CoSb3 sur les figures 6.18 et 6.21), et se réduisent à un décalage en

température. En effet, aux plus fortes concentrations (en fait les seules intéressantes du point

de vue pratique) les différences sont faibles car le composé est presque métallique et la valeur

précise de Eg n’est plus importante.

Sur la partie basse de la figure 6.20, on montre les résultats obtenus avec un temps de
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Fig. 6.21 – Résistivités calculés. Les temps de relaxation sont exprimés en 10−14s

relaxation dépendant de k,

τn(~k) =
Cte

|∇kεn(~k)|
(6.9)

C’est l’expression du temps de relaxation dans l’approximation cinétique de la diffusion si on

suppose que le libre parcours moyen est constant (voir chapitre 1). Ici encore les différences

avec le calcul effectué avec τ = Cte ne sont significatives qu’aux très faibles dopages.

Des calculs similaires ont été effectués pour la résistivité ρ. Les courbes expérimentales sont

représentées figure 6.22, et le résultat des calculs (avec τ = Cte et Eg = 0.14eV ) est montré

figure 6.21. Les valeurs des temps de relaxation utilisés sont indiquées dans la légende de

cette figure ; ils sont tous de l’ordre de 10−14 secondes. L’accord entre les valeurs calculées

et expérimentales est assez bon bien que la dépendance de τ avec la température6 ne soit

pas prise en compte dans nos calculs.

6provenant de la diffusion avec les phonons
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Chapitre 7

APPROXIMATION DE L’ÉCHANGE EXACT

Nous terminons ce travail par un chapitre d’ouverture sur les systèmes fortement corrélés

[47].

La précision des calculs de transport présentés dans les chapitres précédents dépend de

la qualité des structures électroniques utilisées pour décrire les matériaux. Cependant les

méthodes standard employées jusqu’ici, comme la GGA, ne s’appliquent pas, ou mal, aux

matériaux contenant des métaux de transition de fin de série ou des éléments f , alors que

ceux-ci semblent intéressant du point de vue thermoélectrique. En effet, lorsque le matériau

contient des atomes avec des états très localisés on peut obtenir des pics très étroits, d’ori-

gine atomique, dans la densité d’états, ou encore des résonances dans la fonction spectrale,

liés à des effets à N corps tel que l’effet Kondo. Puisque le pouvoir thermoélectrique est

proportionnel à la pente de la fonction de transport à Ef , ces deux mécanismes peuvent lui

permettre d’atteindre de très fortes valeurs.

Il serait donc utile de disposer d’une méthode appropriée pour le calcul de la structure élec-

tronique de ces matériaux. Cette méthode doit être libre de paramètres, et le coût du calcul

du même ordre de grandeur que celui d’un calcul GGA pour rester dans un esprit de design

théorique.

Le but de ce chapitre est de présenter un schéma de calcul répondant à ces objectifs lorsque

l’on se borne à décrire les corrélations statiques. Par exemple les phénomènes dynamiques

comme l’effet Kondo sont exclus pour le moment. Les premiers résultats obtenus sont en-

courageants. Il est cependant nécessaire d’acquérir une meilleure expérience sur le domaine

d’applicabilité de la méthode avant de l’appliquer au calcul des coefficients de transport.

L’initiative et la plus grande partie de ce développement appartiennent à P. Novák. Ce cha-

pitre est organisé de la façon suivante. Dans une première partie on résume les motivations

pour aller au delà de la GGA ainsi ainsi que l’origine physique des approximations utili-
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sées dans notre approche. Puis pour expliciter les détails de l’implementation on inclut en

seconde partie la publication à laquelle ce travail à donné lieu.

7.1 Approche de l’échange exact à partir du LDA+U

Si on utilise une méthode à un électron avec un potentiel indépendant des orbitales

pour décrire des matériaux contenant des atomes ayant des orbitales d (ou f) partiellement

remplies on obtient une bande d partiellement remplie autour de Ef . En réalité lorsque les

électrons sont très localisés il existe deux sous bandes1 séparées par une énergie de l’ordre

de U , l’interaction Coulombienne moyenne écrantée.

La méthode de Hartree-Fock multi-orbitales rend compte de ce phénomène. En particulier

l’erreur de self-interaction, inhérente aux méthodes à un électron ne distinguant pas les or-

bitales, est corrigée. Cette erreur est d’autant plus grande que les électrons sont localisés.

Le gros désavantage de la méthode Hartree-Fock est que l’intéraction de Coulomb entre les

électrons n’est pas suffisamment écrantée. Par exemple, une conséquence extrême est que en

Hartree-Fock les électrons libres ont des vitesses infinies sur la surface de Fermi. Divers mé-

thodes ont été proposées pour décrire cet écrantage comme par exemple le GW ; cependant

ces méthodes sont en générales applicables seulement aux systèmes ou les corrélations restes

modérées.

Pour décrire les systèmes fortement corrélés, au niveau d’un champ moyen statique, la mé-

thode la plus répendue est le LDA+U[1] ; dans ce cas l’écrantage n’est pas explicitement dé-

crit et on utilise des paramètres empiriques pour en tenir compte. On distingue les orbitales

non-corrélées des orbitales corrélées (d ou f) pour lesquelles l’énergie d’échange corrélations

de la LDA est remplacée par l’énergie d’interaction EU du modèle de Hubbard traité en

champ moyen. Explicitement, si on note EDC l’énergie d’échange-corrélations des électrons

du sous espace d traité dans l’approximation de la LDA, on a

E = ELDA[ρ] − EDC [n̂σ] + EU [n̂σ] (7.1)

1les bandes de Hubbard
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Fig. 7.1 – Self-energie de Hartree-Fock

E est l’énergie totale de notre modèle, et n̂σ est la matrice densité dans le sous-espace d.

Une approche équivalente est de partir de l’équation des quasi-particules,

Hσ
LDAψσ(~r) +

∫

d3r′Σσ(~r, ~r′, Eσ)ψσ(~r′) = Eσψσ(~r) (7.2)

et de ne retenir pour la self-énergie que les diagrammes de Hartree et de Fock dans le sous

espace d (voir figure 7.1) :

−iΣHF
σ,m′,m = −i

∑

m1,m2,σ1

(〈m′m1|Vee|mm2〉 − δσσ1〈m′m1|Vee|m2m〉)nσ
m1m2

(7.3)

Comme l’équation des quasi-particules est écrite par rapport au hamiltonien de la LDA, on

doit soustraire à la self-énergie de Hartree-Fock la partie déjà traitée dans Hσ
LDA.

Pour un atome traité en LDA, on a

nσ
mm′ = δmm′nσ

m
∑

σ nσ
m

∑

mσ nσ
m

∼ 1

2l + 1
∑

σ nσ
m

∑

mσ nσ
m − 1

∼ 1

2l
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et donc la self-énergie précédente se réduit à

V DC
σ,m′,m = δmm′(U − J)(nσ − 1

2
) + δmm′Unσ̄ (7.4)

avec

U =
1

(2l + 1)2

∑

m1m2

〈m1m2|Vee|m1m2〉

U − J =
1

2l(2l + 1)

∑

m1m2

{〈m1m2|Vee|m1m2〉 − 〈m1m2|Vee|m2m1〉}

Finalement on obtient

Σσ(~r, ~r′, Eσ) =
∑

mm′

φm′(~r′)Σσ
m′mφm(~r) (7.5)

avec

Σσ
m′m =

∑

m1,m2,σ1

(〈m′m1|Vee|mm2〉 − δσσ1〈m′m1|Vee|m2m〉)nσ
m1m2

(7.6)

− δmm′(U − J)(nσ − 1

2
) − δmm′Unσ̄ (7.7)

On a noté φm les orbitales d.

Dans la limite atomique, si Vee est le potentiel de Coulomb, les éléments de matrice 〈m1m3|Vee|m2m4〉
peuvent s’exprimer à partir des intégrales de Slater Fk,

〈m1m3|Vee|m2m4〉 =
∑

k

ak(m1,m2,m3,m4)Fk (7.8)

avec

ak =
4π

2k + 1

k
∑

q=−k

〈lm1|Ykq|lm2〉〈lm3|Y ∗
kq|lm4〉

Fk =

∫

dr1r
2
1

∫

dr2r
2
2

rk
<

rk
>

|χ(r1)|2|χ(r2)|2
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χ(r) est la partie radiale des orbitales φm qui engendrent le sous-espace des états corrélés.

Comme en réalité le potentiel Vee correspond à l’intéraction de Coulomb écrantée, il n’est

pas connu. La philosophie du LDA+U consiste alors à choisir des valeurs pour U et J et

de les utilisées pour paramétrer les intégrales de Slater. C’est cette méthode, implémentée

dans le programme Wien2k par P. Novák, qui a été utilisée au chapitre 6 pour calculer la

structure électronique de NdCo4Sb12.

7.2 Approximation de l’échange exact

Nous proposons une approche différente ou les interactions électron-électron dans le sous

espace d sont décrites à partir de la méthode de Hartree-Fock ; on utilise pour Vee le potentiel

de Coulomb nu.

Cela revient à appliquer la méthode LDA+U en abandonnant le premier terme de l’équation

7.3, car il est contenu exactement dans HLDA lorsque Vee est le potentiel de Coulomb, et à

évaluer le terme d’échange en calculant directement les intégrales de Slater (équation 7.9).

Dans ce cas pour V DC on prend simplement

V DC
m′m =

∫

d3rφ∗
m′(~r)V LDA

xc (ρd)φm(~r) (7.9)

La precision de la méthode dépend du choix des orbitales φm, et ainsi de la fonction radiale

χ(r) utilisée pour calculer les intégrales de Slater. Nous avons utilisé les fonction ul, u̇l, ...,

qui apparaissent naturellement dans la méthode (L)APW (voir chapitre 1). La méthode de

Hartree-Fock est donc utilisée à l’intérieur des muffin-tin du (L)APW, la DFT habituelle

étant conservée dans l’espace intersticiel. On peut voir cela comme l’utilisation d’une fonc-

tionnelle composite, dépendant des orbitales à l’intérieur des muffin-tin. Les φm sont bâties

sur les solutions de l’équation radiale de Schrödinger (et leurs dérivées) ; et donc elles évo-

luent pendant le calcul. Cela signifie que l’interaction de Coulomb entre les électrons d est

écrantée par les autres électrons pendant la self-consistance. L’approximation de Hartree-

Fock, quand elle est restreinte à un sous-espace, est donc plus raisonnable que lorsqu’elle est

appliquée globalement au solide. Les exemples discutés au paragraphe suivant confirment
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cette tendance bien que l’écrantage soit encore insuffisant. Les meilleurs résultats sont ob-

tenus pour les terres rares. On comprend facilement cela en remarquant que notre approche

corrige l’erreur de self-interaction qui est l’inconvénient majeur des méthodes semilocales

lorsque l’on traite ces composés.

Ainsi la méthode que nous proposons est libre de paramètres, mais semble applicable à une

catégorie de matériaux plus restreinte que le LDA+U. Elle introduit en particulier une dé-

pendance supplémentaire au rayon du muffin-tin. Elle est plus satisfaisante pour les états f ,

pratiquement localisés à l’intérieur de ce muffin-tin, que pour les états d.

7.3 Implémentation et exemples de calculs
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CONCLUSION

Notre travail sur les propriétés électroniques des matériaux thermoélectriques nous a

conduit à implementer un module de calcul des propriétés de transport. Celui-ci peut être

utilisé à l’issue d’un calcul de structure électronique, indépendamment de la méthode utili-

sée pour obtenir cette structure électronique. Les différents exemples traités dans cette thèse

montrent clairement que des hypothèses très simples sur la forme du temps de relaxation

donnent des résultats en bon accord avec l’expérience. Cela signifie que S, RH , et L sont re-

lativement indépendant du détail des mécanismes de diffusion aux températures envisagées.

C’est une circonstance heureuse qui permet d’envisager l’utilisation systématique de calcul

au coût modeste dans la recherche de nouveaux matériaux thermoélectriques.

On a montré l’importance d’un calcul direct des grandeurs mesurées, et pas seulement ce-

lui des densités d’états, en applicant la méthode aux phases MAX-312 ainsi qu’aux demi-

Heusler. Pour les demi-Heusler le calcul a mis en évidence le rôle prépondérant de la micro-

structure et des phases secondaires sur les valeurs mesurées du pouvoir thermoélectrique.

Ce sont elles qui déterminent le nombre de porteurs de charges, qui lui même conditionne

le pouvoir thermoélectrique. L’étude des phases MAX a montré que l’anisotropie du tenseur

thermoélectrique peut avoir un rôle décisif pour les pouvoirs thermoélectriques mesurés sur

des échantillons polycristallins. Par exemple pour Ti3SiC2 les composantes de ¯̄S sont de

signes opposés et beaucoup plus grandes que la valeur moyenne mesurée qui résulte de leur

compensation. On peut évidemment se demander s’il est possible d’augmenter le pouvoir

thermoélectrique d’un matériau ayant cette propriété en donnant une orientation préféren-

tielle aux cristallites d’un échantillon polycristallin. Des mesures récentes sur des films de

Ti3SiC2 semblent indiquer que oui. Des études semblables sont envisagées sur les phases de

Chevrel [16].

La précision et la rapidité du calcul des coefficients de transport dépendent essentiellement

de la technique utilisée pour le calcul des vitesses. Avec ce travail on a montré que la tech-
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nique de différentiation spectrale donne de bons résultats. Nous envisageons d’étendre son

utilisation au calcul d’intégrales multiples dans l’espace réciproque, qui se rencontrent fré-

quemment en physique du solide.

Le travail réalisé sur l’échange exact est seulement un premier pas vers le calcul des pro-

priétés de transport des systèmes fortement corrélés qui pourraient être de bons matériaux

thermoélectriques à basse température. Mais la procédure demande davantage de tests, et

la prise en compte des phénomènes dynamiques est nécessaire pour les matériaux de type

Kondo. Ce travail est en cours.



127

BIBLIOGRAPHIE

[1] V. I. Anisimov, F. Aryasetiawan, and A. I. Lichtenstein. J. Phys : Condens. Matter,

9 :767, 1997.

[2] E. Arushanov, W. Kaferand K. Fess, Ch. Kloc, K. Friemelt, and E. Bucher. phys. stat.

sol., 177 :511, 2000.

[3] A. Bansil, S. Kaprzyk, P. E. Mijnarends, and J. Tobola. Phys. Rev. B, 60 :13396, 1999.

[4] G. Baraff and M. Schluter. Phys. Rev. B, 30 :3460, 1984.

[5] R. D. Barnard. Thermoelectricity in metals and alloys. Halsted Press, 1972.

[6] M. W. Barsoum, H.-I. Yoo, I. K. Polushina, V. Yu. Rud’, Yu. V. Rud’, , and T. El-Raghy.

Phys. Rev. B, 62 :10 194, 2000.

[7] Francis Birch. Phys. Rev., 71 :809, 1947.

[8] P. Blaha, K. Schwarz, G. K. H. Madsen, D. Kvasnicka, and J. Luitz. WIEN2k An

Augmented Plane Wave + Local Orbitals Program for Calculating Crystal Properties.

Karlheinz Schwarz, Techn. Universität Wien, Austria, 2001. ISBN 3-9501031-1-2.

[9] F. J. Blatt. Physics of Electronic Conduction in Solids. McGraw-Hill, 1968.

[10] F. J. Blatt, P. A. Schroeder, C. L. Folies, and D. Greig. Thermoelectric power of metals.

Plenum Press, 1976.

[11] P. E. Blöchl, O. Jepsen, and O. K. Andersen. Phys. Rev. B, 49 :16223, 1993.

[12] W. H. Butler and G. M. Stocks. Phys. Rev. B, 29 :4217, 1983.

[13] C. Canuto, M. Y. Hussaini, A. Quarteroni, and T. A. Zang. Spectral Methods in Fluid

Dynamics. Springer-Verlag, 1988.

[14] D. M. Ceperley and B. J. Alder. Phys. Rev. Lett., 45 :566, 1980.

[15] W.-C. Chan and H. B. Huntington. Phys. Rev. B, 12 :5441, 1975.

[16] L. Chaput, F. Gascoin, B. Malaman, V. Da Ros, P. Pécheur, and H. Scherrer. in

preparation.



128

[17] L. Chaput, G. Hug, P. Pécheur, and H. Scherrer. Phys. Rev. B. submitted.

[18] L. Chaput, G. Hug, P. Pécheur, and H. Scherrer. Phys. Rev. B, 71 :121104, 2005.

[19] L. Chaput, P. Pécheur, and H. Scherrer. in preparation.

[20] L. Chaput, P. Pécheur, J. Tobola, and H. Scherrer. Phys. Rev. B, 72 :085126, 2005.

[21] L. Chaput, J. Tobola, P. Pécheur, and H. Scherrer. Phys. Rev. B, 73 :045121, 2006.

[22] L. D. Chen, T. Kawahara, X. F. Tang, T. Goto, T. Hirai, J. S. Dyck, W. Chen, and

C. Uher. J. Appl. Phys., 90 :1864, 2001.

[23] B. A. Cook, J. L. Harringa, Z. S. Tan, and W. A. Jesser. 15th International Conference

on Thermoelectrics, 1996.
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Annexe A

MÉTHODE DES TÉTRAÈDRES

À l’intérieur d’un tétraèdre de sommets ~k0,~k1,~k2,~k3, on peut écrire que les fonctions

d’interpolation sont

εn(~k) = ε0 +~b · ~k

A(~k) = a0 + ~a · ~k

De plus, si on prend ~k0 comme origine, on a εn(~k0) = ε0 et A(~k0) = a0.

Posons ~b =
∑

i βi~zi et ~a =
∑

i αi~zi avec ~zi · ~kj = δij , alors on obtient

εn(~ki) = ε0 + βi

A(~ki) = a0 + αi

et ainsi

~b =
∑

i

(εn
~ki
− ε0)~zi

~a =
∑

i

(A(~ki) − a0)~zi

Le calcul de Itetra(ε) est alors facile. On a

Itetra(ε) =

∫

tetraèdre

ε=εn
~k

dS

|~∇εn
~k
|
A(~k)

=

∫

tetraèdre

ε=εn
~k

dS

|~b|
a0 +

∫

tetraèdre

ε=εn
~k

dS

|~b|
~a · ~k

= a0i0(ε) + ~a ·~i1(ε)
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avec i0(ε) = |~b|−1
∫

tetraèdre

ε=εn
~k

dS = |~b|−1f(ε) et ~i1(ε) = |~b|−1
∫

tetraèdre

ε=εn
~k

dS~k = |~b|−1f(ε)~S(ε).

Pour exprimer ~i1(ε) on a défini

~S(ε) =

∫

tetraèdre

ε=εn
~k

dS~k

∫

tetraèdre

ε=εn
~k

dS

Il est clair que f(ε) représente l’aire de la surface définie par l’intersection du plan εn
~k

= ε

avec le tétraèdre et ~S(ε) est le centre de gravité de cette surface. On peut donc obtenir les

expressions de f(ε) et ~S(ε) en fonction de la valeur de εn
~k

et A(~k) aux sommets du tétraèdre

par un exercice simple de géométrie. On trouve ([41])

f(ε) =



















f0(ε) si ε0 < ε < ε1

f0(ε) − f1(ε) si ε1 < ε < ε2

f3(ε) si ε2 < ε < ε3

avec

f0(ε) =
v|b|
2

(ε − ε0)
2

(ε1 − ε0)(ε2 − ε0)(ε3 − ε0)
(A.1)

f1(ε) =
v|b|
2

(ε − ε1)
2

(ε1 − ε0)(ε2 − ε1)(ε3 − ε1)
(A.2)

f3(ε) =
v|b|
2

(ε − ε3)
2

(ε3 − ε0)(ε3 − ε1)(ε3 − ε2)
(A.3)

et

~S(ε) =



















~s0(ε) si ε0 < ε < ε1

~s0(ε)f0(ε)−~s1(ε)f1(ε)
f0(ε)−f1(ε) si ε1 < ε < ε2

~s3(ε) si ε2 < ε < ε3

avec

~si(ε) = ~ki +
ε − εi

3

3
∑

j 6=i

~kj − ~ki

εj − εi
(A.4)



134

Annexe B

QUELQUES RÉSULTATS SUR LA CONVERGENCE DE LA

MÉTHODE DE DIFFÉRENTIATION SPECTRALE

B.1 Une méthode d’ordre infini

Au paragraphe 2.3 on a obtenu la fonction d’interpolation unidimensionnel ω(k) et mon-

tré comment elle pouvait être mise en oeuvre pour obtenir une valeur approximative des

dérivés vi. On justifie ici l’utilisation de cette méthode dans le cas des bandes d’énergie, et

plus généralement dans le cas des fonctions suffisamment régulières.

Lorsque l’on écrit la fonction d’interpolation comme

ω(k) =
1

L

⌣
∑

p∈I

ei 2π
Nh

pkf̂p, f̂p = h

N
∑

i=1

e−i 2π
Nh

pkifi (B.1)

on fait 2 types d’erreurs. Elles peuvent être observées en écrivant la représentation de f en

série de Fourier :

f(k) =
1

L

+∞
∑

p=−∞
ei 2π

Nh
pkf̃p, f̃(p) =

∫ L

0
dke−i 2π

Nh
pkf(k) (B.2)

Si on compare ces équations aux équations B.1 on voit d’une part que la sommation
∑+∞

p=−∞

est remplacée par une somme finie
∑⌣

p∈I . On commet ainsi une erreur de troncature. De plus

les coefficients f̃p sont remplacés par les f̂p. Ils peuvent être vu comme une approximation

de f̃(p) provenant de la discrétisation de l’intervalle (0, L). L’intégrale dans B.2 est alors

évaluée par la méthode des trapèzes. Ceci entraîne des erreurs d’aliasing.

On va maintenant montrer comment ces erreurs se comportent lorsque la fonction f(k) est

très régulière (typiquement le cas des bandes d’énergie). Pour cela rappelons d’abord que
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Fig. B.1 – Transformée de Fourier et transformée de Fourier discrete

f̂p = h
N

∑

i=1

e−i 2π
Nh

pki
1

L

+∞
∑

p1=−∞
ei 2π

Nh
p1ki f̃(p1) (B.3)

=

+∞
∑

p1=−∞
f̃(p1)

h

Nh

N
∑

i=1

ei 2π
Nh

ki(p1−p) (B.4)

=
+∞
∑

j=−∞
f̃(p + j

L

h
) (B.5)

C’est la formule de sommation de Poisson, ou bien la formule dite d’aliasing. Elle exprime le

fait que f̃(p) et f̂p sont diffèrentes parce que f̂p contient également des répliques des trans-

formées centrées à l’extérieur de la fenêtre principale I (voir figure B.1)

Cela s’illustre facilement en remarquant que sur le support discret ki = hi on ne peut pas

distinguer sinπx et sin 10πx si on choisi h = 2
9 (voir figure B.2)

C’est ce type d’erreur qui est introduit par la discrétisation de l’intervalle (0, L).

Maintenant si on utilise B.5 pour réécrire f(k) et ω(k), on a

f(k) = {
⌣

∑

p∈I

+
⌣

∑

p/∈I

1

L
f̃(p)ei 2π

L
pk} (B.6)

ω(k) =

⌣
∑

p∈I

1

L
f̃(p)ei 2π

L
pk +

⌣
∑

p∈I

∑

j 6=0

1

L
f̃(p + j

L

h
)ei 2π

L
pk (B.7)

d’ou

f(k) − ω(k) = −
⌣

∑

p∈I

∑

j 6=0

1

L
f̃(p + j

L

h
)ei 2π

L
pk +

⌣
∑

p/∈I

1

L
f̃(p)ei 2π

L
pk (B.8)

Le premier terme à droite représente l’erreur d’aliasing et le second terme l’erreur de tron-

cature.
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Fig. B.2 – Les fonctions sinπx et sin 10πx

Comme au final c’est par la qualité de la dérivée de la fonction d’interpolation que nous

sommes intéressé, il est naturel de regarder la convergence de cette quantité vis à vis des

normes de Sobolev ‖ . ‖Hm(0,L).

Par définition,

‖ f ‖Hm(0,L)=
(

m
∑

z=0

‖ dzf

dkz
‖L2(0,L)

) 1
2 (B.9)

La dérivée est prise au sens des distributions périodiques.

Ainsi,

‖ f(k) − ω(k) ‖Hl(0,L)≤‖
⌣

∑

p/∈I

1

L
f̃(p)ei 2π

L
pk ‖Hl(0,L) + ‖

⌣
∑

p∈I

∑

j 6=0

1

L
f̃(p + j

L

h
)ei 2π

L
pk ‖Hl(0,L)

(B.10)

Comme on a (voir paragraphe B.2 et B.3)

• ‖
⌣

∑

p/∈I

1

L
f̃(p)ei 2π

L
pk ‖Hl(0,L) =

(

l
∑

j=0

∫ L

0
dk|d

jf

dkj

⌣
∑

p/∈I

1

L
f̃(p)ei 2π

L
pk|2

) 1
2

≤ C1N
l−m ‖ dmf

dkm
‖L2(0,L) ∀m ≥ 1 et 0 ≤ l ≤ m
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• ‖
⌣

∑

p∈I

∑

j 6=0

1

L
f̃(p + j

L

h
)ei 2π

L
pk ‖Hl(0,L) =

(

l
∑

α=0

∫ L

0
dk|d

αf

dkα

⌣
∑

p∈I

∑

j 6=0

1

L
f̃(p + j

L

h
)ei 2π

L
pk|2

) 1
2

≤ C2N
l−m ‖ dmf

dkm
‖L2(0,L) ∀m ≥ 1 et 0 ≤ l ≤ m

on obtient

‖ f(k) − ω(k) ‖Hl(0,L)≤ CN l−m ‖ dmf

dkm
‖L2(0,L) (B.11)

On a supposé que f(k) est une fonction telle que l’on puisse différencier sa série de Fourier

terme à terme m fois, la convergence étant prise au sens de la norme quadratique. En ma-

thématiques on note Hm
p (0, L) l’ensemble de ces fonctions.

Cette dernière égalité nous permet alors d’évaluer la qualité de la dérivée de la fonction

d’interpolation. En effet on obtient

‖ dlf

dkl
− dlω

dkl
‖L2(0,L)≤ CN l−m ‖ dmf

dkm
‖L2(0,L) (B.12)

avec 0 ≤ l ≤ m, ∀m ≥ 1 et ∀f ∈ Hm
p (0, L).

Cette inégalité signifie que, au sens de la norme quadratique, dlω
dkl converge vers dlf

dkl plus

vite que toute puissance de 1
N . Selon la terminologie habituelle l’ordre de précision de la

méthode est donc infini. En fait si la fonction est analytique, on peut même montrer que

la convergence n’est plus polynômial, mais devient exponentielle [13, 61]. Rappelons qu’en

générale les méthodes de différences finies sont d’ordre 2.

Du point de vu pratique la norme du maximum est plus appropriée que la norme quadratique

pour tester la convergence de la méthode. A partir des inégalités de Sobolev et de Berstein,

l’inégalité précédente devient

max
i

| dlf

dkl
(ki) −

dlω

dkl
(ki) |≤ CN l−m+1/2 ‖ dmf

dkm
‖L2(0,L) (B.13)

Les conclusions précédentes sur la convergence de la méthode s’appliquent donc également

avec la norme du maximum.

Cette méthode de différentiation semble donc beaucoup plus efficace que les méthodes lo-

cales comme les différence finies.
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B.2 Première Inégalité

Par définition, on a

‖
⌣

∑

p/∈I

1

L
f̃(p)ei 2π

L
pk ‖Hl(0,L) =

(

l
∑

j=0

∫ L

0
dk|d

jf

dkj

⌣
∑

p/∈I

1

L
f̃(p)ei 2π

L
pk|2

) 1
2

=
(

l
∑

j=0

∫ L

0
dk|

⌣
∑

p/∈I

(i
2π

L
p)j 1

L
f̃(p)ei 2π

L
pk|2

) 1
2

=
(

l
∑

j=0

∫ L

0
dk

1

L2

⌣
∑

pp′ /∈I

(i
2π

L
p)j(−i

2π

L
p′)j f̃(p)f̃∗(p′)ei 2π

L
(p−p′)k

) 1
2

=
(

l
∑

j=0

1

L

⌣
∑

p/∈I

(
2π

L
p)2j |f̃(p)|2

) 1
2

=
( 1

L

⌣
∑

p/∈I

1 − |2π
L p|2(l+1)

1 − |2π
L p|2

|f̃(p)|2
) 1

2

≤
( 1

L

⌣
∑

p/∈I

(1 + |2π

L
p|2l)f̃(p)|2

) 1
2

≤ C1

( 1

L

⌣
∑

p/∈I

|2π

L
p|2m−2(m−l)f̃(p)|2

) 1
2

≤ C2N
l−m

( 1

L

⌣
∑

p/∈I

|2π

L
p|2mf̃(p)|2

) 1
2

et donc

‖
⌣

∑

p/∈I

1

L
f̃(p)ei 2π

L
pk ‖Hl(0,L)≤ CN l−m ‖ dmf

dkm
‖L2(0,L)
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B.3 Deuxième Inégalité

‖
⌣

∑

p∈I

∑

j 6=0

1

L
f̃(p + j

L

h
)ei 2π

L
pk ‖Hl(0,L) =

(

l
∑

α=0

∫ L

0
dk|d

αf

dkα

⌣
∑

p∈I

∑

j 6=0

1

L
f̃(p + j

L

h
)ei 2π

L
pk|2

) 1
2

=
(

l
∑

α=0

∫ L

0
dk|

⌣
∑

p∈I

∑

j 6=0

(i
2π

L
p)α 1

L
f̃(p + j

L

h
)ei 2π

L
pk|2

) 1
2

≤ C1N
l
(

∫ L

0
dk|

⌣
∑

p∈I

∑

j 6=0

1

L
f̃(p + j

L

h
)ei 2π

L
pk|2

) 1
2

≤ C2N
l
(

⌣
∑

p∈I

|
∑

j 6=0

f̃(p + j
L

h
)|2

) 1
2

or

|
∑

j 6=0

f̃(p + j
L

h
)|2 = |

∑

j 6=0

f̃(p + j
L

h
)|p + j

L

h
|m|p + j

L

h
|−m|2

≤
∑

j 6=0

|f̃(p + j
L

h
)|2|p + j

L

h
|2m

∑

j 6=0

|p + j
L

h
|−2m

donc

‖
⌣

∑

p∈I

∑

j 6=0

1

L
f̃(p + j

L

h
)ei 2π

L
pk ‖Hl(0,L) ≤ C3N

l−m
(

⌣
∑

p∈I
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Annexe C

DÉTAILS DE LA PROCÉDURE DE CALCUL

C.1 Les fichiers de données

A la fin d’un calcul de structure électronique, on connaît pour un point

M(i, j, k) = (i
‖~G1‖
N1

, j
‖~G2‖
N2

, k
‖~G3‖
N3

)

son numéro, défini d’une façon arbitraire par le programme, et le numéro du point irréduc-

tible équivalent. Ceci est écrit dans le fichier "case.pointeur" sous forme d’un tableau à 4

colonnes :

Puis pour chacun des 6NxNyNz tétraèdres on connaît également le numéro de ses 4 som-

numéro i j k numéro du point irréductible équivalent
...

...
...

...
...

Fig. C.1 – case.pointeur

mets. Ces informations sont contenues dans le fichier "case.smtetra" sous forme d’un tableau

à 7 colonnes :

K1 K2 IND numéro sommet 1 numéro sommet 2 numéro sommet 3 numéro sommet 4
...

...
...

...
...

...
...

Fig. C.2 – case.smtetra
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K1, K2 et IND représentent la position du tétraèdre suivant les axes kx, ky, kz respective-

ment.

Quatre autres fichiers sont nécessaires pour l’exécution du programme de calcul de la fonc-

tion de transport :

- case.irenergie

- case.correspondance

- case.donnee

- case.donbis

case.irenergie

Le premier, "case.irenergie" contient les valeurs propres εn(~kI) aux Nirr points irréductibles

~kI , I = 1...Nirr. Dans la suite on dira que I est le nom du point ~kI .

Le format du fichier est le suivant :

numéro de bande nom du point ~kI εn(~kI)
...

...
...

Fig. C.3 – case.irenergie

case.correspondance

Ce fichier permet de retrouver le numéro d’un vecteur irréductible lorsque l’on connaît son

nom I :

nom du point irréductible numéro du point irréductible
...

...

Fig. C.4 – case.correspondance
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case.donnee

Ce fichier contient les informations sur la structure cristallographique du composé considéré,

ainsi que sur la grille de points ~ki utilisée pour échantillonner la première zone de Brillouin.

Voici les informations contenues dans le fichier

R1(1), R1(2), R1(3)

R2(1), R2(2), R2(3)

R3(1), R1(2), R1(3)

G1(1), G2(1), G3(1)

G1(2), G2(2), G3(2)

G1(3), G2(3), G3(3)

(Nx + 1)(Ny + 1)(Nz + 1), Nx, Ny, Nz, Nirr

case.donbis

Ce fichier contient le "nombre de bandes". Le nombre de points sur lequel la fonction

¯̄σ(ε) est calculée y est inscrit pendant l’exécution du programme "magneticc.f".

C.2 Définition des tétraèdres

Les tétraèdres ont été définis à partir de la figure 2.2 dans le chapitre 2. On connaît

donc le numéro des sommets formant ces tétraèdres. Comme on l’a dit précédemment cette

information est contenue dans le fichier "case.smtetra".

Le calcul des dérivées par la méthode de collocation spectrale nécessite de connaître l’index

de chacun de ces sommets (voir chapitre 2). Le calcul de cet index est réalisé en utilisant les

tableaux C.1 et C.2 : on lit ligne par ligne le tableau C.2. Ainsi la ième ligne de ce tableau

donne le numéro des sommets du ième tétraèdre. Ensuite on utilise le tableau C.1 pour ré-

cupérer les (i,j,k) de chacun des sommets. L’index de chacun des sommets est alors obtenu

en utilisant

index = k + (j − 1)Nz + (i − 1)NyNz (C.1)
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Cette procédure est implémentée dans le programme "sommettetra.f" et le résultat est écrit

dans le fichier "case.sommet" sous la forme de la figure C.5

Les fichiers nécessaires à l’exécution de ce programme sont : "case.pointeur", "case.smtetra"

numéro du tétraèdre index sommet 1 index sommet 2 index sommet 3 index sommet 4
...

...
...

...
...

Fig. C.5 – case.sommet

et "case.donnee".

C.3 Calcul de la fonction de transport

C’est le programme "magneticc.f" qui calcul les fonctions de transport ¯̄σ(ε) ou ¯̄σB(ε).

À l’issue du calcul elles sont stockées dans le fichier "case.sigmaB" sous forme d’un tableau

(voir C.6).

énergie σ11 σ12 · · · σ33 DOS
...

...
...

...
...

...

Fig. C.6 – case.sigmaB

Pour cela on doit d’abord former le vecteur ~f (voir chapitre 2). A l’issue du calcul de struc-

ture de bandes, on connaît les énergies aux points irréductibles ~kI avec I = 1...Nirr. (fichier

case.irenergie). Pour mettre en correspondance le nom et le numéro des points irréductibles

on utilise alors le fichier "case.correspondance".

Ensuite, en parcourant le tableau C.1, on peut former ~f : à chaque ligne on calcule index,

puis en utilisant le fichier "case.correspondance" on trouve le nom du point irréductible cor-

respondant à la dernière colonne du tableau C.1. Son énergie est alors connue à partir de
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Calcul des bandes d’énergie )(kn

Output: case.pointeur, case.smtetra, case.irenergie,
case.correspondance, case.donnee, case.donbis

sommettetra.f

Input: case.pointeur, case.smtetra, case.donnee

Output: case.sommet

magneticc.f

Input: case.pointeur, case.smtetra, case.irenergie,

case.sommet, case.correspondance,
case.donnee, case.donbis

Output: case.sigmaB

Input: case.sigmaB

Calcul des coefficients de Onsager 

Lij comme fonctions de la temprature
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Fig. C.7 – Méthode de calcul

"case.irenergie". On obtient ainsi ~f : ~f(index) = εn(~kI)

La fonction de transport est alors obtenue en suivant la méthode décrite dans le chapitre 2 :

1) on calcule les vitesses des électrons en appliquant les matrices

¯̄Dj à ~f :

¯̄D3 = ¯̄I(N1, N1) ⊗ ¯̄I(N2, N2) ⊗ ¯̄D(N3, N3) (C.2)

¯̄D2 = ¯̄I(N1, N1) ⊗ ¯̄D(N2, N2) ⊗ ¯̄I(N3, N3) (C.3)

¯̄D1 = ¯̄D(N1, N1) ⊗ ¯̄I(N2, N2) ⊗ ¯̄I(N3, N3) (C.4)

2) on calcule Λn
k ⊗ vn

k (index)

3) on parcours le tableau C.5. Chaque ligne définit un tétraèdre dont on connaît l’index des

sommets et ainsi également l’énergie et Λn
k ⊗ vn

k sur ces sommets. On peut donc appliquer

la méthode du chapitre 2 pour calculer Itetra(ε), et également I(ε) =
∑

tetraèdres
Itetra(ε) en

sommant sur tous les tétraèdres.

L’ensemble de la méthode est résumée sur la figure C.7.



Résumé

Un module de calcul des coefficients de transport a été implementé, puis appliqué à différents

systèmes tels que le zinc pur, les phases MAX 312, les demi-Heusler, ou les Skutterudites.

Dans ce travail nous montrons en particulier que des approximations simples pour les pro-

cessus de diffusion suffisent à évaluer ces coefficients avec une précision raisonnable. Ainsi le

coût de calcul reste suffisamment modeste pour envisager l’utilisation de ces calculs dans la

recherche de nouveaux matériaux thermoélectriques. De plus nous montrons que le calcul des

vitesses des électrons par la technique de différentiation spectrale donne de bons résultats

ce qui accélère encore le calcul.

Nous terminons ce travail par un chapitre sur l’approximation de l’échange exact pour le

calcul de la structure électronique des systèmes fortement corrélés.

Calculation of transport properties for thermoelectric compounds

Abstract

A module for the calculation of transport properties has been implemented and applied to

several compounds such as the elemental zinc, the MAX phases, the half-Heusler and the

Skutterudites compounds.

In this work we show that very simple hypothesis on the scattering mechanisms allow to

calculate these coefficients quite accurately. These calculations remains therefore cheap and

accurate enough to be used for the search of new thermoelectric materials. Moreover we show

that electrons velocities can be calculated quite efficiently using the spectral differentiation

method, what speed up the calculation. Finally, in the last chapter the exact exchange ap-

proximation is presented to calculate the electronic structure of strongly correlated systems.

key words: electronic structure calculations, thermoelectric power, Hall effect, Lorenz num-

ber, spectral differentiation, zinc, MAX phases, half-Heusler, Skutterudites
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