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Introduction

Je n’ai pas besoin de m'occuper de ce que je ferai
plus tard. Je devais faire ce que j'ai fait. Je n'ai pas
besoin de découvrir quelles choses je découvrirai
plus tard. Dans la nouvelle science, chaque chose

vient a son tour, telle est son excellence.

(Lautréamont, Poésies 1)

Le présent ouvrage étudie I'analyse de la complexité des programmes par interpréta-
tions sémantiques; c’est-a-dire le contréle des ressources utilisées par des programmes
a ’aide d’un outil spécifique, les interprétations sémantiques. Dans cette introduction,
nous cherchons & motiver 'objet d’une telle étude en partant de la notion tres générale
de « besoins humains », puisque le controle des ressources s’inscrit dans une volonté
de satisfaire efficacement un besoin. Nous présenterons la notion de ressources infor-
matiques qui permet de satisfaire tous les besoins humains liés a 1'utilisation de ’outil
informatique. Nous introduirons ensuite la théorie de la complexité qui permet la mise
en place d’une étude formelle des ressources informatiques. Puis, nous plongerons un
peu plus dans les détails en dressant un éventail des différentes méthodes permettant
de controler les ressources d’un programme. Enfin, nous présenterons notre démarche
sur I'étude des ressources a 'aide d’interprétations sémantiques en donnant une trame
narrative a laquelle le lecteur pourra se référer.

Les besoins humains :

La notion de besoin résulte de l'interaction entre un individu et son environnement.
Les sociologues ont pris '’habitude de classifier les besoins humains en deux catégories
principales :

— Les besoins primaires ou physiologiques qui représentent les besoins indispensables

a la survie de 'Homme comme la respiration ou encore la reproduction de I’espece.
— Les besoins secondaires ou matériels qui rassemblent tous les besoins qui ne sont
pas indispensables a la survie de ’'Homme comme la programmation ou la recherche

du minimum d’une fonction.
Cette classification reste cependant tres subjective, et, est donc sujette a controverses
puisqu’elle dépend fortement du contexte économique et social des individus. En carica-
turant légerement, on peut considérer que l'acces a un ordinateur est en passe de devenir
un besoin primaire dans les sociétés occidentales tandis qu’il représente un besoin secon-
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daire pour les indiens Pataxo ou les pygmées Mbuti.
Le psychologue américain Abraham Maslow a affiné cette hiérarchie des besoins dans
un diagramme pyramidal présenté dans la figure suivante :

| accomplissement personnel |

| estime de soi |

| estime des autres |

| amour, appartenance |

[ sécurité |

| physiologique |

Pyramide des besoins de Maslow

D’apres lui, 'Homme cherche & satisfaire prioritairement les besoins d’un niveau infé-
rieur de la pyramide avant de s’intéresser aux niveaux supérieurs. De bas en haut de la
pyramide, on trouve :

— Les besoins physiologiques qui correspondent au maintien des fonctions vitales ap-
pelé aussi homéostasie. Claude Bernard la définit comme étant « 1’ équilibre dyna-
mique qui nous maintient en vie ».

— Le besoin de sécurité qui correspond a la nécessité pour 'individu d’assurer son
intégrité physique et son intégrité morale.

— Le besoin d’appartenance qui s’inscrit dans la volonté de I'individu de communiquer
et d’appartenir a un groupe social.

— Les besoins d’estime qui correspondent a une nécessité d’étre respecté, de se respec-
ter et de respecter les autres. On peut constater que ’estime des autres I’emporte
en général sur 'estime de soi.

— Enfin, le dernier besoin est un besoin d’auto-réalisation qui se traduit par un gout de
I’apprentissage et la volonté de participer a des activités totalement désintéressées.

Les besoins qui se cachent derriere 'usage de 'outil informatique sont, pour la plupart,
des besoins d’appartenance et de sécurité. Ils correspondent globalement aux utilisations
personnelle et professionnelle de I'informatique. Le développement des technologies de la
communication et de I'information et en particulier d’Internet, a la fin du siecle dernier,
est révélateur d’une tentative de satisfaction du besoin d’appartenance. Les internautes
ont pu communiquer par mail ou partager leurs opinions sur les forums et autres sites
de chat. Derriere leurs buts premiers, les blogs et les communautés de développement de
logiciels (on peut penser a sourceforge.net) ou de jeux en ligne cachent une réelle volonté
d’afficher son appartenance a un groupe social. Le besoin de sécurité en Informatique est,
quant a lui, intimement lié a la mise en application des outils informatiques a 1’échelle
industrielle. Par exemple, I'utilisateur veut éviter qu'un logiciel embarqué bogue par
manque d’espace mémoire. Il veut éviter toute intrusion d’un utilisateur anonyme dans
une base de données confidentielle ou, encore, il veut crypter un message a envoyer afin



de ne pas étre espionné. Ce besoin de sécurité est en passe de devenir un enjeu majeur
dans nos sociétés puisqu’il s’étend désormais aux utilisations personnelle et familiale de
Pordinateur : Aujourd’hui, la grande majorité des ordinateurs vendus dans le commerce
est équipée d’un antivirus qui permet de se prémunir d’éventuelles attaques du monde
extérieur.

Les ressources informatiques :

La notion de besoin est étroitement liée a celle de ressource. En économie, la ressource
correspond aux « moyens matériels dont dispose un pays, une région, une collectivité ».
Ainsi, les ressources représentent les moyens qui vont permettre la satisfaction du be-
soin. Cependant, la notion de ressource est plus restrictive que celle de besoin puis-
qu’elle dénote en plus la finitude des moyens dont on dispose. Car les ressources sont
limitées, et 'Homme se doit de les exploiter convenablement pour satisfaire ses besoins
et ainsi produire de la valeur. En informatique, les ressources représentent « ’ensemble
des moyens dont dispose un ordinateur pour exécuter un ou plusieurs programmes ».
Les ressources informatiques sont diverses et dépendent en général du matériel et de
ses limites physiques. L’informatique théorique a modélisé I’ensemble de ces contraintes
physiques comme des ressources de temps et d’espace. Ces deux ressources schématisent
toutes les restrictions matérielles a 1’échelle humaine. La ressource en temps va cor-
respondre a ’exécution en temps fini d’'un programme. Par exemple, un utilisateur va
vouloir que son programme termine en lui retournant un résultat en un temps plus ou
moins raisonnable. Cependant, elle n’est pas toujours pertinente. Par exemple, un sys-
teme d’exploitation va s’exécuter en continu apres que I'ordinateur a été mis sous tension
et il serait dommageable qu’il s’arréte au bout d’un temps donné puisqu’il doit prendre
en charge le bon fonctionnement de tous les autres programmes. De ce point de vue la,
les ressources en espace sont beaucoup plus intéressantes que les ressources en temps
puisque leur pertinence ne dépend pas du type de programme considéré. L’ordinateur
dispose de supports de mémorisation, comme le disque dur et la mémoire vive, et leur
capacité de stockage est physiquement limitée. Ainsi il sera nécessaire de controler la
mémoire de certaines applications afin d’éviter des bogues ou des attaques. Par exemple,
si 'on integre un logiciel embarqué dans une automobile, quelle garantie possede-t-on
sur le fait que le logiciel ne dépassera pas la quantité mémoire maximale disponible lors
de son exécution. De telles problématiques sont primordiales dans des domaines a forts
enjeux stratégiques et financiers, comme ’aérospatial et I’armement, mais elles tendent
aussi a le devenir dans notre quotidien. Que faire si ma voiture ne répond plus ou si mon
téléphone portable bogue apres le téléchargement et I’exécution d’un jeu Java?

La théorie de la complexité :

La théorie de la complexité a été introduite afin de proposer un cadre formel permet-
tant de répondre a ce type de questions. Elle correspond a I’étude de la difficulté des
problémes informatiques en utilisant une notion de mesure de complexité [Blu67] et se
doit de :
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— définir clairement cette notion de mesure de complexité qui va permettre de quan-
tifier les ressources a maitriser.

— permettre le calcul de la complexité d’un programme relativement a la mesure de
complexité en considération.

— étudier la complexité des programmes indépendamment du modele de calcul en
considération ; c’est-a-dire indépendamment de la machine utilisée pour effectuer
les calculs.

Car la richesse de I'informatique est intimement liée a la diversité des machines et des
modeles de calcul a disposition. En général, la théorie de la complexité utilise les machines
de Turing [Tur36] comme modele fondamental. Les ouvrages suivants [Jon97, Pap94]
comparent d’autres modeles aux machines de Turing tout en donnant une vision tres
détaillée de la théorie de la complexité. Les machines de Turing demeurent néanmoins le
modele de calcul le plus populaire pour des raisons scientifiques et historiques et seront
décrites en détail en section 1.2. En substance, elles sont constituées de un ou plusieurs
rubans' permettant de mémoriser les symboles d’un alphabet donné dans différentes
cases mémoire et d'un état permettant de modéliser I’état courant de la machine. Une
étape du calcul correspond a un changement d’état courant et a I’écriture d’un nouveau
symbole, parfois identique, dans une case de chaque ruban. La complexité en temps
d’un calcul est défini comme le nombre d’écritures d’'un symbole durant un calcul tandis
que la complexité en espace correspond au nombre maximal de cases mémoire utilisé
pendant le calcul. Il est d’usage d’utiliser différentes classes de fonctions, par exemple
I’ensemble des fonctions polynomiales ou ’ensemble des fonctions exponentielles, afin
de hiérarchiser la complexité de différents problemes dans ce que 'on nomme classe de
complexité. Par probléeme, on sous-entend probléeme de décision ; ¢’est-a-dire une question
mathématique que 'on peut résoudre en répondant par l'affirmative ou par la négative.
L’ensemble des problemes pouvant étre résolus par une Machine de Turing possédant
une complexité en temps bornée par un polynome en les entrées est appelé PTIME tandis
que I’ensemble des problemes pouvant étre résolus par une Machine de Turing possédant
une complexité en espace bornée par un polyndéme en les entrées est appelé PSPACE. La
diversité des classes de complexité étudiées dans la littérature est impressionnante. Elle
dépend des différentes notions de mesure de complexité établies et de la multitude de
modeles de calcul existants. Le calcul quantique est un exemple de modele de calcul plus
ésotérique que la simple Machine de Turing. Par ailleurs, les machines de Turing peuvent
étre étendues au non-déterminisme ou a des modeles randomisés. Le non-déterminisme
correspond a la possibilité pour la machine d’effectuer un choix a chaque étape du calcul.
La machine calcule un probléme de maniére non-déterministe si au moins une suite de
choix permet de résoudre le probleme. On définit de maniere analogue les classes NPTIME
et NPSPACE pour les machines de Turing non-déterministes. Ces différentes classes de
problemes permettent ’obtention d’une hiérarchie de problemes :

PTtiME C NPTIME C PSPACE = NPSPACE

1 . N . c s 2 . N
Le calcul d’une machine a plusieurs rubans difféere beaucoup du calcul effectué par une machine a un

seul ruban.



Cette hiérarchie peut évidemment étre affinée afin d’obtenir des classes de complexité
plus petites ou plus grandes [Pap94], par exemple, en utilisant des machines de Turing
alternantes. Elle permet aussi de dresser un comparatif entre le pouvoir de calcul de
différents modeles de calcul. Des problemes particulierement intéressants de la théorie
de la complexité, appelés problemes de séparation, consistent a déterminer si, pour deux
classes de complexité A et B données, on peut démontrer que A C B. Un tel résultat
démontre que les problemes de la classe A sont strictement « plus faciles » que les pro-
blemes de la classe B. De nombreux problemes de séparation sont encore ouverts comme
le fameux PTIME =’ NPTIME pour ne citer que lui. Les problemes de décision étant
relativement limités, on étend la notion de classe de complexité a la notion de probleme
en général (ou de fonctions), définissant de la sorte des classes de complexité telles que
FPTIME, ’ensemble des fonctions calculables par par une Machine de Turing possédant
une complexité en temps bornée par un polynoéme en les entrées. On a l'inclusion évi-
dente suivante PTIME C FPTIME puisque tout probleme de décision est une fonction
particuliere. Etant donné un modele de calcul raisonnable, on appelle caractérisation
d’une classe de complexité A une restriction d’un modele de calcul de sorte qu’une fonc-
tion est calculée dans A si et seulement si elle est calculée par la restriction du modele
de calcul. Parmi les plus célebres, citons les travaux de Cobham [Cob62] qui caracté-
risent FPTIME & 'aide d’une algebre de fonctions. On dit alors que la caractérisation est
machine-indépendante puisqu’elle ne dépend pas d’'un modele de calcul mais d’une al-
gebre de fonctions. Soient F un ensemble de fonctions et O un ensemble d’opérations, une
algebre de fonctions se définit comme étant le plus petit ensemble contenant les fonctions
initiales de F' et stable par les opérations de O. On la note [F; O]. Cobham a démontré

que lalgebre de fonctions [O, So, S1, W;?, #; COMP, BRN| caractérise exactement FPTIME,

o 0 : N — N est la fonction constante vérifiant Vy € N, 0(y) =0, S; : N — N est la
fonction successeur vérifiant Vy € N, S;(y) = 2xy+i, 775? est la j-iéme projection d’un k-
uplet vérifiant ﬂf(yl, . Yk) = yj et # est la fonction vérifiant Vz,y € N, a#y = 2lzlx [yl
et ou les opérations COMP et BRN sont définies respectivement par :

COMP(g,h)(y1, -, k) = g(h1 (Y1, Yk), - B (Y1, -+, Uk))
BRN(g g1, ho, h1,£)(0,y) = go(y)
BRN(g, g1, ho, h1, k)( g1(y)
BRN(g, g1, ho, h1, k)(So(z ho(z,y, BRN(gy, g1, ho, b1, k) (z,y))
1( hy (
k)

L,
)

)

BRN(g()aglthvhl) )( z y7BRN(gO)g17h07h17k)( 7y))
avec BRN(g, g;, ho, hi,

Y)
y) =
Y)
), y)
y) < k(z,y)

(z,

Etudes de la complexité des programmes :

Ce précédent résultat peut étre vu comme la pierre angulaire de nos travaux. S’il a le
mérite de définir une base solide pour I’étude de la complexité des programmes, il limite
en pratique ’étude des programmes puisqu’il requiert la connaissance préalable d’une
borne supérieure sur les ressources utilisées, en ’occurrence la borne k dans le schéma de
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récurrence BRN. En d’autres termes, on désire que I'analyse effectuée soit décidable afin
que l'on puisse 'automatiser. Une esquisse de réponse a cet inconvénient est apportée
par les différents types d’analyse statique de la complexité des programmes. L’analyse
statique de la complexité d’un programme permet d’étudier un programme avant son
exécution et de garantir des propriétés sur les ressources qu’il va utiliser pendant son
exécution. Afin d’éviter tout recours & une borne supérieure comme dans les travaux
présentés ci-dessus, des caractérisations syntactiques des classes de complexité appelées
analyses prédicatives de la récurrence ont été proposées comme la safe recursion [BC92],
comme dans le lambda-calcul [LM93] ou comme le data tiering [Lei94]. Le principe fon-
damental de ces caractérisations est de remplacer la borne supérieure sur les fonctions
calculées par des schémas de récurrence plus restrictifs. Cette restriction établit une hié-
rarchie entre les fonctions et porte sur les arguments des appels récursifs qui ne peuvent
plus étre utilisés comme arguments de récurrence d’une fonction de niveau inférieur.
De telles caractérisations sont tres élégantes mais possedent l'inconvénient d’avoir une
faible intensionnalité, c’est-a-dire de caractériser un nombre assez faible d’algorithmes
naturels. La notion d’intensionnalité sera détaillée plus amplement dans I'introduction
du chapitre I. Les travaux suivants permettent de combler en partie cette lacune tout en
restant décidables :

— Des études descendant de la Logique Linéaire de Girard [Gir87] fournissent diffé-
rentes caractérisations de PTIME, par Girard et al. [Laf04, Gir98, GSS92|, par Baillot
et Mogbil [BM04] ou par Gaboardi et Ronchi Della Rocca [GRDRO07], en utilisant
des logiques ou des regles de typage restreintes.

— Dans [Hof00], Hofmann a introduit un type de ressource atomique et utilise un
systeme de types linéaires. Leur combinaison permet de controler les ressources des
programmes a l’ordre supérieur.

— Les travaux de Fagin [Fag73], Jones [Jon00], Goerdt [Goe92], Gurevich [Gur83]
et Sazonov [Saz80] permettent de caractériser différentes classes de complexité et
d’étudier la complexité des programmes a 'aide de modeles finis. Nous conseillons
vivement au lecteur intéressé par ce domaine de recherche de lire 'ouvrage sui-
vant [Imm99].

— Une autre approche concerne ’étude des langages impératifs soit a ’aide de restric-
tions sur les boucles [Nig98, Nig00, KN04] par Niggl et al., soit a4 I’aide de conditions
restrictives sur une algebre de matrices [NW06, KJ06].

— Enfin la derniere approche concerne I’étude des programmes a 'aide d’interpréta-
tions et, en particulier, de quasi-interprétations et de sup-interprétations. La no-
tion de quasi-interprétation a été introduite par Bonfante [Bon00], Marion [Mar00,
Mar03] et Marion-Moyen [MMOO] et s’inspire de la notion d’interprétation poly-
nomiale utilisée par Lankford [Lan79] pour prouver la terminaison de systémes de
réécriture. La notion de sup-interprétation est une généralisation de la notion de
quasi-interprétation introduite dans [MP06b, MP07c] qui peut étre étendue a des
langages de programmation autres que les seuls langages fonctionnels.



Contributions :

L’usage de ces interprétations et, en particulier, des interprétations a valeur sur des
polynomes pour controler les ressources en temps et en espace est ’objet principal de
cette these. La suite de ce travail sera donc focalisée sur les différents résultats obtenus
lors de I’étude de ces outils :

1. Le chapitre I traite de la notion de quasi-interprétation et fournit pour la premiere
fois une vue d’ensemble des différents résultats obtenus dans ce domaine de re-
cherche. La quasi-interprétation est une interprétation sémantique définie sur les
programmes fonctionnels au premier ordre et qui associe une fonction a chaque
symbole d’un programme. Ces fonctions se doivent de vérifier certaines condi-
tions spécifiques, comme les propriétés sous-terme et de monotonie, afin d’obtenir
une borne correcte sur les ressources utilisées et la quasi-interprétation doit véri-
fier des inégalités relatives au programme considéré. Apres avoir redéfini la syn-
taxe et la sémantique des programmes considérés, la notion de quasi-interprétation
est introduite dans la premiere section (I.1). La deuxiéme section (I.2) introduit
les premiers résultats fondamentaux sur les quasi-interprétations. A savoir, des
bornes sur la taille des valeurs calculées par un programme utilisant des quasi-
interprétations ainsi que des caractérisations des ensembles de fonctions calculables
en espace et en temps polynomiaux. La section 1.3 traite d’un probleme crucial
abordé dans [BMMPO05, Péc05] concernant les quasi-interprétations : la synthese.
Il consiste a déterminer si un programme admet ou non une quasi-interprétation
et se révele indispensable dans une perspective d’automatisation de cette étude.
On démontre que ce probleme est décidable sur des ensembles de fonctions don-
nés. La grande complexité de ce probleme pour des classes restreintes de fonctions
polynomiales nous pousse a étudier la modularité des quasi-interprétations dans la
section I.4. La modularité consiste a découper un programme en sous-programines
afin de diminuer la complexité de la synthese de quasi-interprétations. Ce probleme
a été traité dans [BMPO07]. On démontre qu’en plus de diminuer la complexité de la
synthese, on arrive a étudier la complexité d’un plus grand nombre d’algorithmes.
Enfin, dans la section 1.5 de ce chapitre, nous mentionnons d’autres langages de
programmation auxquels les quasi-interprétations ont été étendues.

2. Le chapitre II étudie la notion de sup-interprétation, introduite dans [MPOGb,
MPO07¢], qui généralise celle de quasi-interprétation. L’introduction des sup-inter-
prétations a été motivée par une volonté de capturer un plus grand nombre d’algo-
rithmes que ne le permettait 1’'usage des quasi-interprétations. La section I1.1 définit
brievement les sup-interprétations en ajoutant au langage une notion d’opérateurs
qui correspond a des opérations primitives du langages. La section II.2 introduit
différents criteres permettant d’analyser la complexité des programmes du pre-
mier ordre, dont, en particulier, le critére quasi-amical introduit dans [MP06a].
Il est démontré dans la section I1.3 que la notion de sup-interprétation généra-
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lise strictement la notion de quasi-interprétation. De plus, on montre qu’elle peut
étre appliquée efficacement a différents criteres de terminaison comme les paires de
dépendance ou le size-change principle. Enfin, on s’intéresse au pouvoir de carac-
térisation des sup-interprétations dans la section I1.4 en généralisant des résultats
de [BMPO6]. L’outil étant plus performant que les quasi-interprétations, il permet
d’étudier des classes de complexité plus petites que FPTIME et FPSPACE comme
les NC*. Enfin, la section IL.5 s’intéresse elle-aussi au probléme de la synthése
pour les sup-interprétations. Ce probleme est encore plus compliqué pour les sup-
interprétations que pour les quasi-interprétations. Nonobstant cette difficulté, on y
démontre que 1'on peut obtenir des heuristiques efficaces, proposées dans [MPO7b],
permettant de synthétiser des sup-interprétations.

. Pour finir, le chapitre III étend la notion de sup-interprétation a des langages

orientés objet et impératifs [MPO07al(si I'on restreint le langage objet en consi-
dération), justifiant ainsi la pertinence des notions d’interprétation considérées.
Nous commencons par décrire la syntaxe et la sémantique du langage objet consi-
déré en section III.1. Puis, nous étendons les sup-interprétations et toutes les no-
tions qui en découlent a ce type de programme dans la section III.2. Dans la
section II1.3, nous définissons un critere permettant de controler les ressources des
programmes orientés-objet a l'aide des sup-interprétations. Nous démontrons que
les programmes vérifiant ce critere calculent des objets dont la taille reste bornée
polynomialement en la taille des entrées. Puis, nous étendons ce critere aux mé-
thodes dans la section II1.4 de maniere a obtenir des heuristiques pour synthétiser
les sup-interprétations des méthodes. Enfin, dans la section III.5 nous montrons
que les sup-interprétations permettent a nouveau de caractériser les classes de
complexité polynomiales a l'aide des programmes orientés-objet.



| Les quasi-interprétations

L'intelligence [...] repose moins sur I'espoir, qui
nous soutient dans les moments de détresse, que
sur les pronostics plus siirs qu'elle tire d'une juste
estimation des ressources dont on dispose.

(Thucydide, La guerre du Péloponése)

Dans cette section, nous allons introduire la notion de quasi-interprétation [Mar03,
Moy03, MMO00, BMMO01, BMMO7] ainsi que toutes les propriétés et tous les résultats
qui en découlent. Une quasi-interprétation est un outil permettant ’analyse statique de
la complexité des programmes fonctionnels au premier ordre. Ce type d’étude revét une
importance particuliere pour de nombreuses applications comme les technologies em-
barquées telles que les cartes a puces ou la téléphonie mobile et se révele d'un intérét
prépondérant dans le domaine de la sécurité informatique. De nombreuses autres ap-
proches essaient de résoudre le méme type de problématique comme le monitoring qui
consiste a étudier ’évolution d’un systeme en temps réel. Cependant, le monitoring ne
permet pas I'obtention de I’espace mémoire nécessaire & un programme avant son exécu-
tion. Une approche complémentaire repose sur une génération de tests. On obtient ainsi
des bornes inférieures sur la mémoire requise par un programme, sans que jamais aucune
indication ne soit donnée sur une éventuelle borne supérieure. Notre approche s’inscrit
dans une visée différente. Nous cherchons a controler les ressources en fournissant et
en vérifiant des certificats. Un certificat doit garantir que les ressources nécessaires a
I’'exécution d’un code compilé seront suffisantes. En d’autres termes, le programme doit
étre certifié « sans dépassement de mémoire » avant exécution.

Les travaux sur les quasi-interprétations s’inspirent, d’une part, de la notion d’inter-
prétation polynomiale introduite dans [MN70, Lan79] afin de prouver la terminaison
des programmes et, d’autre part, de précédents travaux sur la complexité implicite des
programmes comme la safe recursion [BC92], le lambda-calcul [LM93] ou le data tiering
[Lei94]. Cependant, les quasi-interprétations capturent plus d’algorithmes naturels que
ces précédents travaux basés sur des schémas de récurrence restrictifs. On dit alors que
les quasi-interprétations possedent une plus grande intensionnalité.

L’intensionnalité est un concept de logique et de linguistique qui découle des travaux
de Frege [Fre92] et qui s’oppose & 'extensionnalité. Frege distingue les notions de « sens »
et de « dénotation ». La dénotation est I’objet désigné par un signe ou une expression,
c’est-a-dire ’objet auquel on fait référence, tandis que le sens représente la maniere dont
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I’objet est spécifié. Le sens est donc le mode de déclaration de la dénotation. Ces deux
notions sont reprises de maniere relative dans la théorie de la philosophie du langage
de Carnap [Car56] pour désigner l'extension et l'intension. Ainsi, si I'on considere 'ex-
pression « un informaticien », son intension est le concept d’informaticien ainsi que ses
propriétés tandis que son extension est I’ensemble de tous les informaticiens. Ce genre
d’analyse se généralise aux propositions. La proposition « Bill croit que son butineur est
bogué » n’est pas équivalente a « Bill croit que son navigateur est bogué » pour peu que
Bill ignore que les mots « butineur » et « navigateur » désignent le méme objet. Ces
propositions, de méme que la majorité des propositions dans une langue naturelle, sont
donc intensionnelles : leur valeur de vérité est fonction de leur dénotation mais aussi de
Iinterprétation que ’on en fait, et donc de leur sens. Ces notions se généralisent aisément
aux langages de programmation en considérant que l'intension correspond a ’algorithme
tandis que l'extension correspond a la fonction calculée par I'algorithme. Les études
suivantes [Jon00, Mar00, Hof02, Nigd8, Ben01], bien qu’elles ne le mentionnent pas tou-
jours explicitement, ont largement contribué a bien distinguer les notions d’intension et
d’extension en informatique. Par exemple, les algorithmes de tri par insertion, de tri
par fusion et de tri rapide (Quicksort) présentés dans [CLR90] calculent tous la méme
fonction et sont donc extensionnellement équivalents. En revanche, les algorithmes leur
correspondant different. Leur intension n’est donc pas la méme.

La pertinence d’un outil d’analyse de la complexité d’un programme sera donc jugée
a 'aune de sa complétude intensionnelle, c’est-a-dire de la quantité d’algorithmes « na-
turels » qu’il capture. De ce point de vue, la quasi-interprétation représente un outil
trés performant. En effet, comme nous ’avons fait remarquer au paragraphe précédent,
I'intensionnalité dépend directement de l'interprétation que 'on fait d’une expression
donnée. Il résulte de cette remarque que les quasi-interprétations sont intensionnelle-
ment plus puissantes que les approches sus-mentionnées. En particulier, des approches
basées sur des schémas de récurrence sont toutes d’ordre syntaxique tandis que les quasi-
interprétations combinent élégamment analyses syntaxique et sémantique.

L’article [BMMO7] fournit une introduction détaillée aux quasi-interprétations. Une
quasi-interprétation est une assignation d’une fonction monotone et ayant la propriété
sous-terme (Cf. définition 1.13) & l’ensemble des symboles apparaissant dans un pro-
gramme. Ces assignations vérifient des systemes d’inégalités qui fournissent une borne
supérieure sur la taille des calculs effectués par les symboles d’un programme. En outre, la
combinaison des quasi-interprétations et d’ordres de terminaison récursifs sur les chemins
(Recursive Path Orderings ou RPO) [KL80, Der82] permet de caractériser différentes
classes de complexité telles que la classe des fonctions calculables en temps polynomial
ou, encore, la classe des fonctions calculables en espace polynomial. Les principales ca-
ractéristiques des quasi-interprétations sont les suivantes :

1. L’analyse de programme par quasi-interprétation capture une tres grande classe
d’algorithmes, dont les algorithmes qui ont une longueur de dérivation exponentielle
mais dont la fonction dénotée peut étre calculée en temps polynomial & 'aide de
techniques de programmation dynamique [MMO00].

2. La notion de quasi-interprétation est suffisamment souple pour pouvoir étre éten-
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due & d’autres langages. Il a été demontré dans [ACGDZJ04, DZGO05] que la véri-
fication des ressources s’étend au bytecode en commencant par compiler un pro-
gramme fonctionnel du premier ordre qui admet une quasi-interprétation. Enfin,
la notion de quasi-interprétation a aussi été étendue a la programmation réactive

dans [ADZ04].

. Dans [BMMP05, BMMO07], il a été démontré que la syntheése de quasi-interprétation
introduite dans [Ama05], qui consiste & trouver une quasi-interprétation pour un
programme donné, est décidable en temps exponentiel pour peu que 1’on considere
des max-polynomes, c’est-a-dire une algebre de polynémes munis de l'opération
max, de degré borné sur les nombres réels. Ainsi, la notion de quasi-interprétation
se révele automatisable lorsque 'on considere que son codomaine est un ensemble
de polynémes sur les réels. Le choix des nombres réels est d’autant plus intéres-
sant qu’il existe des programmes n’admettant que des quasi-interprétations avec au
moins un coefficient irrationnel. Enfin, lorsque 'on restreint notre étude a des pe-
tites classes de polynomes a valeur sur les réels, on peut démontrer que le probleme
de la synthese est NP-complet [Ama05, BMMPO05].

. La modularité des quasi-interprétations a été étudiée dans [BMP07]. La problé-
matique est de diviser un programme et de s’intéresser aux sous-programmes ainsi
obtenus. Si les deux sous-programmes admettent une quasi-interprétation, on peut
se demander quelles sont les propriétés que nous pouvons en déduire pour le pro-
gramme initial. Par exemple, la quasi-interprétation est-elle modulaire : Le pro-
gramme principal admet-il, lui aussi, une quasi-interprétation ? Il a été démontré
que les quasi-interprétations sont modulaires dans le cas particulier d’'une union
disjointe lorsqu’aucun symbole n’est partagé par les deux sous-programmes. En re-
vanche, les quasi-interprétations ne sont pas modulaires si on divise le programme
de maniere arbitraire. Cependant, dans le cas d’une union a constructeurs partagés
(constructor-sharing), o seuls les symboles de constructeur sont partagés entre les
deux sous-programmes, on peut tout de méme en déduire une borne polynomiale.
Et, dans le cas d’une union hiérarchique, lorsque certains symboles de constructeur
d’un sous-programme sont des symboles de fonction de I'autre sous-programme,
on peut en déduire une borne polynomiale sous certaines restrictions d’ordre syn-
taxique. De tels résultats augmentent l’intensionnalité de I'outil, puisque I'on peut
désormais analyser des algorithmes pour lesquelles la méthode initiale des quasi-
interprétation échouait. Ces algorithmes sont pour la plupart des algorithmes de
codage et de décodage d’un alphabet vers un autre. Le principal intérét d’un décou-
page en sous-programme réside donc dans la possibilité de diminuer la complexité
de la synthese de quasi-interprétations en utilisant des techniques dites « diviser
pour régner ».

. Enfin, il est possible d’appliquer les quasi-interprétations a des programmes d’ordre
supérieur en utilisant des techniques de défonctionnalisation. Tout programme a
I’ordre supérieur est spécialisé, dans un premier temps, en un programme au pre-
mier ordre extensionnellement équivalent, puis, dans un deuxiéme temps, on ap-
plique nos outils d’analyse au programme ainsi obtenu.
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I Les quasi-interprétations

1.1 Définitions

.1.1 Syntaxe des programmes fonctionnels au premier ordre

Nous décrivons ici la syntaxe d’un langage de programmation générique au premier
ordre. Le vocabulaire ¥ = (Var, Cns, Fct) se compose de trois ensembles disjoints de
symboles qui représentent respectivement I’ensemble des variables, I’ensemble des sym-
boles de constructeur et ’ensemble des symboles de fonction. L’arité d’un symbole est le
nombre de ses arguments. Un programme p de notre langage se compose d’une séquence

de définitions def, - - -, def,, qui décrivent des symboles de fonction et qui sont définies
par la grammaire de la figure I.1. Nous utiliserons parfois la notation ( Var, Cns, Fct, R)
ou R = {def,---,def,,} afin de désigner un tel programme p.

Définition > def 1= f(wy, - ,x,) = €'

Expression 3 e n= x|cler, - ,en) | fler, -+ ,en)

| Case 1,--- ,x, of by — e'...pf — €f

Motif 2 p 2= x| c(pr, - ,pn)

ou x,x1,...,Tn € Var sont des variables, ¢ € Cns est un symbole de constructeur,

f € Fct est un symbole de fonction et p; est une séquence de n motifs. La notation €
désigne toute séquence d’expressions eq,...,¢e,, lorsque n est clairement déterminé par

le contexte.

FiG. I.1: Syntaxe d’un programme p

L’opérateur Case est un symbole dont le role est de permettre le filtrage de motifs
et dont l'usage est strictement limité & une position « outermost ». On ne trouve donc
ce symbole qu’a la racine d’une expression. En d’autres termes, une expression e/ ou
e; ne contient aucun Case dans la grammaire de la figure 1.1. Cette restriction n’est
pas drastique puisqu’un programme ne la vérifiant pas, c’est-a-dire contenant un Case
imbriqué, peut étre transformé en temps linéaire en un programme de taille équivalente
qui la satisfait.

Une variable du corps ef d’une définition est soit une variable apparaissant dans la
liste des attributs x1,--- ,xz, de la définition de f, lorsque 'opérateur Case n’est pas
utilisé, soit une variable apparaissant dans un motif. Lorsque 'opérateur Case apparait
dans une expression, on suppose que les motifs ne se chevauchent pas et que les variables
de ces motifs sont utilisées de maniere linéaire. De telles restrictions garantissent que les
programmes considérés sont confluents [Hue80]. Les programmes ainsi définis sont tres
proches des systémes de réécriture étudiés dans [KK, BN98, DJ90, Klo92] et peuvent
étre transformés de maniere linéaire en systemes de réécriture en éliminant ’opérateur
Case.
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1.1.2 Sémantique des programmes fonctionnels au premier ordre

Le domaine de calcul d’'un programme p est l'ensemble V* = V U {Err} ou len-
semble des valeurs V représente l'algebre de termes constructeurs 7 (Cns), défini par
T(Cns) v :=0b|blvy, - ,v,) avec b € Cns, et Err est un symbole sémantique d’arité
nulle retourné comme sortie par un programme lorsqu’une erreur advient, comme lors-
qu’aucune définition ne peut étre appliquée.

Une substitution ¢ est une fonction partielle de Var dans V. L’application d’une sub-
stitution o a une expression e est notée eo. Etant données une substitution o et une
expression e, la signification du jugement ec | w est la suivante : ’expression ec s’évalue
en la valeur w appartenant a V*. Si aucune définition n’est applicable, alors une erreur
survient et ec | Err.

Notre langage possede une sémantique d’appel par valeur définie comme étant la clo-
ture des regles de la figure 1.2.

tllwl...t lw
- i c € Cns et Vi,w; # Err

c(t, + ,tn) | c(wr, - ,wy)

eluw do, i : po=u eolw

Case et u # Err
CaseTof py —e1...pp —ep | w

er lwi...en lw, f(xy, - ,2,)=¢" efo|w

ou x;o = w; # Err et w # Err
f(elv"' 7671) lw

FiG. 1.2: Sémantique par appel par valeur d’'un programme p

Définition I.1. Un symbole de fonction £ d’arité n appartenant a un programme p cal-
cule une fonction partielle [£] : V" — V* définie par : Pour tout v; € V, [£] (v, -+ ,vp) =

w si et seulement si £(vy, -+ ,vy) | w.

On généralise la notation [—] aux termes clos, c’est-a-dire aux expressions sans va-
riable. Etant donné un terme clos ¢, on note [t] = u si et seulement si ¢ | w.
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Exemple 1 (Division). Considérons le programme suivant qui calcule la division :

minus(z,y) = Case z,y of
0,z—0
S(z),0 — S(z)
S(u),S(v) — minus(u,v)
q(z,y) = Case z,y of
0,S(z) — 0
S(2),S(u) — S(q(minus(z,u), S(u)))

En utilisant la notation n pour représenter S(...S(0)...), nous obtenons :
—_———
n fois S

[a](n,m) = [n/m] for m >0

Définition 1.2 (Contexte). Un contexte est une expression C[o1,--- , o] contenant une
unique occurrence de chaque o; ou les symboles o; sont de nouvelles variables qui n’ap-

paraissent pas dans Y. La substitution de chaque ©; par une expression d; est notée

Cldy,--- ,d,].

Exemple 2. Dans le programme de l'exemple 1, la substitution de ¢ par minus(z,u) dans
le contexte Clo] = S(q(e, S(u))) est égale a4 Clminus(z,u)] = S(q(minus(z,u),S(u))).

Définition 1.3 (Expression activée). Supposons qu’un programme p posséde une défini-
tion de la forme £(z1,--- ,x,) = ef. Une expression d est activée par £(p1,--- ,pn), ot
les p; sont des motifs, s’il existe un contexte a un trou C[o] tel que :
— Si e est une expression compositionnelle (i.e. ot l'opérateur Case n’apparait pas),
alors ef = C[d], et, on a py =1 ...pn = Tp.
~ Sinon, ef = Case x1,--- ,x, of G — e'... @ — €', il existe une position j telle
que ¢/ = C[d]. Dans ce dernier cas, p; correspond au i-éme élément de la séquence

qj, pouri € {1,...,n}.

Exemple 3. L’expression q(minus(z,u),S(u)) est activée par q(S(z),S(u)) dans l'ex-
emple 1.

Cette définition est utilisée afin de controler le flot de données pendant un calcul. En
effet, une expression est activée par f(pi,---,p,) lorsque 'on a un appel de la forme
f(vy,---,vy) et que chaque v; est filtré par le motif p;.

Définition I.4 (Expression maximale). Une expression d activée par £(p1,--- ,pn) est

mazximale s’il n’y a aucun contexte Clo] # o, tel que l'expression Cld] soit activée par

f(pb e 7pn)
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Exemple 4. Dans l'exemple 1, l’expression S(q(minus(z,u),S(u))) est une expression

mazimale activée par q(S(z),S(u)).

1.1.3 Précédence

Etant donné un programme, nous définissons une précédence sur les symboles de
fonction. Cette précédence sera utilisée tout au long de cette étude.

Définition 1.5 (Précédence). Etant donné un programme (Var, Cns, Fct, R), une pré-
cédence > pep sur les symboles de fonction découle de la notion d’expression activée. En
effet, posons £ >pq g s’il existe une séquence d’expressions € et une séquence de motifs
D telles que g(e) est activée par £(p). La cloture réflexive et transitive de > . est aussi
notée > pet. A présent, nous définissons £ =g g st £ >per g €t g > et £ sont vérifiées.
Enfin, £ >pe g si £ >pe g est vérifiée et g >per £ n'est pas vérifiée.

Intuitivement, £ >p.; g signifie que le symbole de fonction £ appelle le symbole de

fonction g au cours d’une exécution du programme et £ ~p, g signifie que f et g
s’appellent de maniere récursive.

1.1.4 Arbre des appels

Désormais, nous allons définir la notion d’arbre des appels (ou call-tree) d’un pro-
gramme. Un arbre des appels est un arbre dont les noeuds correspondent aux appels de
fonctions effectués durant une exécution du programme.

Un état est un n-uplet (f,uy,--- ,u,) ou f représente un symbole de fonction d’arité
n et uy,...,u, sont des valeurs. Etant donnés deux états, m1 = (£f,uy, - ,up) et 93 =
(g,v1,++ ,uk), et une expression Clg(ey, - ,ex)] activée par f(p1, -+ ,pn), il y a une

transition entre les deux états 11 et 12, notée 1y ~~ 19, s’il existe une substitution o telle
que :

1. pjo=u;pouri=1,...,n

2. et [ejo] =vj pour j=1,...,k.
L’ensemble des transitions apparaissant durant l'exécution d’un programme constitue
un arbre, dont les noeuds sont les états, et que I'on appelle arbre des appels de £ pour
les valeurs wuy, ..., up si (f,u1, - ,u,) est sa racine. La notion d’état est confondue avec
celle de stack frame puisqu’elle contient un appel de fonction ainsi que les valeurs qui lui
sont passées comme arguments. Un arbre des appels de racine (f,uq,- - ,u,) représente
tous les stack frames qui seront empilés sur la pile pendant le calcul de f(ug, ..., uy,).

o1 . . * s . ~ , . oy
Nous utiliserons parfois la notation ~» pour désigner la cloture réflexive et transitive de

~~ et la notation > pour désigner la cloture transitive de ~-.

Exemple 5. Un arbre des appels correspondant au programme de l'exemple 1 est fourni
dans la figure 1.5.
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< a,5(5(5(8(0)))), 5(8(0)) >

v

< minus, S(S(S(0))),S(0) > < 4,8(S(S(0))),S(S(0)) >

v v

< minus, S(S(0)),0 > < minus, S(0),0 > < q,0,S(S(0)) >

v

< minus, 0,0 >

F1a. 1.3: Arbre des appels correspondant & I’évaluation de q(S(S(S(S(0)))),S(S(0)))

1.1.5 Assignations partielles

Définition 1.6. Etant donné un ensemble K, une assignation I est une application par-
tielle de domaine dom(I) inclus dans le vocabulaire X3 qui associe une fonction partielle
I(b) de K™ dans K a chaque symbole b d’arité n appartenant au domaine dom(I). Afin de
simplifier le présent discours, nous supposerons désormais qu’une assignation partielle
est toujours définie pour les symboles de constructeur (i.e. Cns C dom(I)).

Une assignation I est définie sur une expression e si chaque symbole de CnsU Fct
apparaissant dans lexpression e appartient au domaine dom(I). Si Uassignation I est
définie sur une expression e ayant m wvariables alors [’assignation partielle de e par
rapport a I, que nous notons I*(e), est l’extension canonique de l’assignation I. Elle

dénote une fonction de K™ dans K et est définie comme suit :

1. Si z; appartient a Var, alors I*(z;) = X; avec X1, ..., Xy, une séquence de nou-

velles variables a valeur dans K.

2. Si b est un symbole d’arité nulle, alors I*(b) = I(b).

8. St b est un symbole d’arité n > 0 et si e, - ,en, sont des expressions, alors
I*(bler, -+ ,en)) =I(b)(I*(e1),...,I*(en))
Si € est une séquence d’expressions ey, -- e alors I*(€) = I*(e1),..., " (ex).
Etant donné un contexte Cloy,--- <], I*(C) est défini comme la fonction de Kt — K
qui satisfait, pour toute séquence d’expressions ey,--- ,e;, I*(C)(6*(e1),...,0%(e))) =
I*(Cler, - ,er]).
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Définition 1.7. Etant donné un monoide (K,+), Uensemble Max-Plus {K} est défini
comme étant la cloture par composition de l’ensemble des fonctions constantes dans K,
des projections et des opérations max, +. Une assignation I est dite maz-plus dans K si

pour tout symbole b appartenant a dom(I), I(b) est une fonction de Max-Plus {K}.

Définition 1.8. Etant donné un semi-anneau (K, +, x), l’ensemble Max-Poly {K} est
défini comme étant la cloture par composition de l’ensemble des fonctions constantes
dans K, des projections et des opérations max, +, x. Une assignation I est dite max-
polynomiale dans K si pour tout symbole b appartenant a dom(I), I(b) est une fonction
de Max-Poly {K}.

Définition 1.9 (Assignation polynomiale). Une assignation partielle I est polynomiale

si pour tout symbole b appartenant a dom(I), 1(b) est une fonction de Max-poly {R*}.

Définition I.10 (Assignation additive). L’assignation I d’un symbole de constructeur

c d’arité n est additive si :

n
I(c)(Xl,--',Xn):ZXi—i-ac ot o > 1 lorsque n > 0
=1
I(c)=0 sinon.

Si Uassignation de chaque symbole de constructeur d’arité strictement positive est addi-

tive alors l’assignation est additive.

Définition 1.11. La taille d’une expression e, notée |e|, est définie par |e| = 0 si e est
un symbole d’arité nulle et |b(ey, ... en)| =1+, |ei| si e =b(ei,...,e,) avec n > 0.
Lemme 1.12. Etant donnée une assignation additive I, il existe une constante a telle
que pour toute valeur v de V*, les inégalités suivantes sont satisfaites :

o] < T*(v) < @ x[v]

Démonstration. Posons o = maxXee ons(Bc) ou la constante . est choisie comme étant
égale a la constante o, de la définition 1.10, si ¢ est d’arité strictement positive, et comme
étant égale a I*(c) dans le cas contraire. Les inégalités sont obtenues directement par

induction sur la taille d’une valeur. O

1.1.6 Quasi-interprétations

Définition 1.13. Etant donné un programme P, une quasi-interprétation est une assi-
gnation totale (—) (i.e. définie pour chaque symbole du programme) qui est monotone et
possede la propriété sous-terme. En d’autres termes, pour tout symbole b d’arité n, on

a
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-vie{l,...,n}, X; >Y; = (O)(X1, -, Xpn) > (O)(Y1,---,Y,) (Monotonie)

-vie{l,...,n},(O)(..., X4, ...) > X; (Sous-terme)
De plus, cette assignation doit vérifier pour toute expression maximale e activée par

f(p1, -, pn) -

(P15 pn))* = (e)”

Une quasi-interprétation est dite polynomiale ou additive si l’assignation correspondante

est polynomiale, respectivement, additive.

Exemple 6. Le programme suivant calcule un logarithme en base deux :

half(x) = Case x of 0 — 0
S(0)—0
S(S(y)) — S(half(y))
log(xz) = Case z of 0 — 0
S(0) — 0
S(S(y)) — S(Log(S(half(y)))

1l admet la quasi-interprétation additive et polynomiale suivante :

=

0) =0
(S)(X) =X +1
(Log)(X) = (half)(X) = X

En effet, on vérifie aisément que cette assignation est monotone, sous-terme et additive.

1l reste a vérifier les inégalités pour chaque expression activée :
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(half(S(S(y)))* =Y +2
>Y +1
= (S(half(y)))*
(1og(0))" =0
> (o)
(Log(S(0)))" =1
> (0)
(Log(S(SW)* =Y +2
> (S(Log(S(half(y)))))*

1.1 Définitions

Exemple 7. Le programme suivant correspond a l’algorithme du tri par insertion sur

des entiers unaires :

if(x,y, z) = Case z,vy, z of True,v,w — v
False,v,w — w

le(z,y) = Case z,y of 0,S(v) — True

w,0 — False

insert(z,y) = Case z,y of u,nil — c(u,nil)

u,c(v,l) — if(le(u,v), c(u, c(v,l)), c(v, insert(u,l))

sort(z) = Case z of nil — nil

c(u,l) — insert(u, sort(l))

1l admet la quasi-interprétation additive et polynomiale suivante :

(0) = (nil) = (True) = (False) =0
(if)(X,Y, Z) = max(X,Y, Z)
(<)X, Y) = max(X, )
S(X)=X+1
(c)(X,Y) = (insert)(X,Y)=X+Y +1
(sort)(X) =X

11 suffit de vérifier que les inégalités des quasi-interprétations sont bien satisfaites.
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1.2 Propriétés des quasi-interprétations

Nous commencerons par donner quelques rappels de complexité sur les Machines de
Turing [Tur36]. Puis, nous démontrons une série de lemmes utilisés afin de prouver le
lemme fondamental. Ce lemme peut étre interprété de la maniere suivante « Tout pro-
gramme admettant une quasi-interprétation additive et polynomiale possede une borne
supérieure polynomiale sur la taille des valeurs qu’il calcule en fonction de la taille de
ses entrées ». Combiné a des ordres récursifs sur les chemins, ce lemme va permettre de
caractériser la classe FPTIME des fonctions calculables en temps polynomial ainsi que la

classe FPSPACE des fonctions calculables en espace polynomial.

1.2.1 Machines de Turing et classes de complexité polynomiales

Nous rappelons brievement les notions de fonctions calculables en temps polynomial
et en espace polynomial en introduisant le modele de calcul discret qu’est la Machine de
Turing. Pour plus d’informations sur les Machines de Turing, nous invitons le lecteur a
consulter 'ouvrage suivant [Sip96] ainsi que la référence historique [Tur36]. Une Machine
de Turing est constituée d’un alphabet, d'un ou plusieurs rubans infinis, de tétes de
lecture et d’écriture ainsi que d’un dispositif de controle. Au début d’un calcul, 'entrée
est placée sur le premier ruban tandis que tous les autres rubans sont vierges. L’un de
ces rubans est appelé ruban de sortie. La téte de lecture transmet le symbole en cours de
lecture sur le ruban au dispositif de controle qui choisit alors les opérations a effectuer.
Ces opérations consistent & écrire un nouveau symbole en lieu et place du symbole qui
est en cours de lecture ou encore a déplacer, si nécessaire, la téte de lecture sur la gauche
ou sur la droite du ruban. Enfin, le dispositif de controle peut choisir d’accéder a un état
particulier qui indique la fin du calcul. Dans cette configuration, les symboles stockés sur
le ruban de sortie correspondent au calcul de la machine. On dit alors que la machine

s’arréte. Cette description se traduit formellement par :

Définition 1.14 (Machine de Turing). Une Machine de Turing est un sextuplet

(Q7 27 F? 67 qi, Qf)

Q, %, T" sont des ensembles finis qui représentent respectivement les états du dispositif
de contréle, 'alphabet d’entrée et ’alphabet de travail. On a ¥ U {B} C T, ot B est un
symbole blanc n’appartenant pas a 3.

— 0§ est une fonction de transition de Q X I' dans Q x I' x {G, D,0} qui a l’état en

cours et a un symbole en cours de lecture associe un nouvel état, un symbole a écrire
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1.2 Propriétés des quasi-interprétations

ainsi qu’un déplacement sur le ruban (G code un déplacement a gauche, D code un
déplacement a droite et 0 indique qu’il n’y a aucun déplcament) .
— q; est l’état initial.

— qy est I’état final.

Définition I.15 (Configuration). Une configuration d’une Machine de Turing a k ru-
bans est donnée par le k + 1 uplet (q, wi#v1, ... wpH#Hvg) ot q est I'état en cours, # est
un symbole spécial n’appartenant pas a alphabet de travail et les w; correspondent aux
symboles du i-éme ruban situés a gauche de la téte de lecture tandis que les v; corres-
pondent aux symboles du i-éme ruban situés a droite de la téte de lecture en incluant le
symbole en cours de lecture. La taille |C| d’une configuration C' = (q, w1#v1, . . . wipH#vg)
est définie comme le nombre mazximal de symboles contenus sur ['un des rubans, i.e.
|C| = max;c gy gy ([vil + |wil), ot la taille d’'un mot |w| est définie comme étant égale au

nombre de symboles de l’alphabet le composant.

Définition I.16 (Turing calculabilité). Une fonction £ de X* dans T est Turing calcu-
lable s’il existe une Machine de Turing (Q,%,T',0,q;,qf) qui s’arréte sur Uentrée s € X*
si et seulement si £(s) est définie, et dans ce cas, la valeur £(s) est stockée sur le ruban de
sortie,.i.e. il existe t configurations Cy,--- ,C} telles que C1 = (q;, €#S,€,...,€) — ... —
Cy = (qf, w1 #v1, . .. wpHvg), ou € représente le mot vide, ot — désigne une application

de la fonction de transition 0 et ot w;v; = £(s) si le i-éme ruban est le ruban de sortie.

Définition 1.17 (FPTIME). Une fonction totale £ de ¥* dans T est calculable en temps
polynomial s’il existe un polynome P et une Machine de Turing M tels que, pour tout s €
¥*, M calcule £(s) en utilisant un nombre de configurations t borné par P(|s|). FPTIME
est défini comme ['union des ensembles de fonctions calculables en temps polynomial

pour tout polynome P.

Définition 1.18 (FPSPACE). Une fonction totale £ de ¥* dans T'* est calculable en
espace polynomial s’il existe un polynome P et une Machine de Turing M tels que, pour
tout s € ¥*, M calcule £(s) en utilisant des configurations dont la taille est bornée par
P(|s|) ; ¢’est-a-dire pour chaque configuration C on a |C| < P(|s|). FPSPACE est défini
comme l'union des ensembles de fonctions calculables en espace polynomial pour tout

polynéme P.

1.2.2 Lemme fondamental

Soit p un programme admettant une quasi-interprétation, on commence par montrer
que toute valeur u calculée a partir d’un terme clos ¢ posseéde une quasi-interprétation

inférieure a celle de t.
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Proposition 1.19. Soit p un programme admettant une quasi-interprétation (—), alors

pour tout terme clos t tel quet | u, on a :
(™ = (u)”

Démonstration. On montre ce résultat par induction sur la longueur de 1’évaluation.

Supposons que le terme clos e soit de la forme b(ey, -+ ,e,). Par hypothese d’induction
(H.I.), si e; | u; alors (e;)* > (u;)*. De plus, supposons que b(ui,- - ,uy,) | u alors, par
hypothese d’induction, on a (b(uy,- - ,u,))* > (u)*. Ainsi, on obtient :
le)* = (bler, -+ ,en))* Puisque e = b(ey, -+ ,ep)

= () ((er), .-, (en)”) Par définition de (—)*

> (B) ((ua) ™, - - -, (un)™) Par H.I.et monotonie

= (b(ug, - ,up))” Par définition de (—)*

> (u)* Par H.I.

O
Puis, on montre, comme dans [BMMO01, BMMO07, MMO0], que la quasi-interprétation

borne la taille des valeurs calculées :

Proposition 1.20. Soit p un programme admettant une quasi-interprétation additive

(—), alors pour tout terme clos t tel que t | u, on a :
()* > |ul

Démonstration. Ce résultat s’obtient directement en combinant le lemme [.12 et la pro-
position I1.19. O
En particulier, on obtient le résultat suivant lorsque l'on considere un symbole de

fonction ainsi qu’une quasi-interprétation additive :

Corollaire 1.21. Etant donné un programme p admettant une quasi-interprétation ad-
ditive (—|), pour tout symbole de fonction £ de p et pour toutes valeurs vy,--- ,v, € V,

si [£(vi,- -+ ,vn)] est défini, i.e. [£(v1,--- ,v,)] €V, alors on a :

(ED(a)™, - - (on)™) = |[£ (01, - -+ va)]]

Lemme 1.22. Etant donné un programme p admettant une quasi-interprétation additive
et polynomiale (=), alors pour tout symbole de fonction £, il existe un polynome Py tel
que, pour toutes valeurs vy, -+ ,v, € V, si [£(vy, -+ ,v,)] est défini, i.e. [£(vy,--- ,v,)] €

V, alors on a :

Pr(max(|vi],...; [va])) = [[£(v1, -+ on)]|

24



1.2 Propriétés des quasi-interprétations

Démonstration. On définit le polynome R¢ par Rs(X) = (f)(a x X,...,a x X) avec «

la constante du lemme 1.12. On obtient alors :

Re(masx(fur]...[oal)) = (£)(0 x mae (i) ... x max (o))
> () (e x |vr], ..., X |vy) Monotonie de (£]
> () (Qua)*s - -+, (va)™) Lemme 1.12
> [[£(v1, -+ on)]| Corollaire 1.21

R; est une fonction de Max-Poly {R*}. On peut donc aisément trouver un polynome
P qui la borne. O

Ce résultat se généralise aux expressions dans le « lemme fondamental ».

Lemme 1.23 (Lemme fondamental). Soit p un programme admettant une quasi-inter-
prétation polynomiale et additive (—), il existe un polynéme P tel que pour toute expres-
sion t ayant n variables x1,--- ,xy et pour toute substitution o vérifiant x;0 = v;, on

ait :
[Ito]] < P (max [u])
oty P1(X) = P(X) et P*T1(X) = P(P*(X)).

Démonstration. Etant donné un symbole de constructeur ¢ d’arité n > 0, on définit
P.(X) comme étant égal & n x X + 1. Si n = 0 alors on pose Pe(X) = 0. Etant donné
un symbole de fonction £, P est le polynéme associé a £ défini dans le lemme 1.22.
A présent, soit P = > b Cnsuret Fb), nous allons montrer ce résultat par induction sur
la structure d’une expression e = b(ey, - ,ep). A cet effet, supposons par hypothese

d’induction (H.I.) que pour tout j, |[t;o]| < P%!(max;—; , [v]), on obtient :

o]l = [B(feso] - [endD)]]
< By(max(|[eia]], ..., |[enc]])) Lemme 1.22
< P(max(|[era]],-- -, [[enc]l)) Définition de P
< Plmax(P!"|(ma [, ... P! (ma [u)))  HLL

< P\t|(mlax vi]) Propriété sous-terme de P
=1..n

O
Par la suite, la borne de complexité ainsi fournie dépendra uniquement de la taille
des entrées puisque le terme ¢ est fixé. Le lemme 1.23 et la propriété sous-terme des

quasi-interprétations impliquent que chaque appel intermédiaire effectué pendant un
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calcul est évalué sur des valeurs dont la taille est bornée polynomialement par la taille
des entrées. De tels résultats auraient pu étre obtenus a l'aide d’interprétations polyno-
miales [Lan79, MN70]. Cependant, contrairement aux interprétations polynomiales, la
quasi-interprétation ne fournit plus aucune garantie sur la terminaison des programmes.
Ceci nous motive a étudier la combinaison des quasi-interprétations avec des ordres de

terminaison.

1.2.3 Ordres récursifs sur les chemins

Etant donnés un programme p et une précédence (quasi-ordre) >z sur les symboles
de fonction et sa cloture transitive, que nous noterons aussi >r par abus de langage,
nous utiliserons la notation £ ~x g si et seulement si £ >r g et g > £ ainsi que la
notation £ >x g si et seulement si on a £ > g mais pas g > £. On associe a chaque
symbole de fonction f un statut st(f) a valeur dans {p,l} qui vérifie si £ ~z g alors
st(f) = st(g). Le statut indique comment comparer les appels récursifs d’un programme.
Lorsque st(f) = p, le statut de £ est appelé statut produit. Dans ce cas de figure, les
arguments d’un appel récursif sont comparés avec I’extension produit de <. Sinon, le

statut est lexicographique.

Remarque 1. Par la suite, il est nécessaire de bien distinguer la précédence > g de
la définition 1.5, qui désigne une précédence particuliere fixée par les définitions d’un

programme, de la précédence >r qui désigne une précédence quelconque.

Définition 1.24. L’extension produit <P et Uextension lexicographique <! d’un ordre <
se définissent de la maniére suivante :
— FEztension produit : {my,--- ,mi} <P {ni, - ,ni} si et seulement si (i) Vi <
k,m; = n; et (it) 3j < k tel que m; < n;.
— Estension lexicographique : {mq,--- ,my}y <! {ny,--- ,n;} si et seulement si 3j tel

que Vi < j, m; 2 n; et m; < n;

Définition 1.25. Etant donnés une précédence > et un statut st, on définit ’ordre
récursif sur les chemins <rp, @ l'aide des régles de la figure 1.25. Un programme est
ordonné par <.po §’il existe une précédence >F et un statut st tels que pour toute ex-

pression v activée par l, on ait | =po 7.
Théoréme 1.26 ([Der82, KL80]). Un programme ordonné par <, termine.

Les ordres récursifs sur les chemins (RPO) ont été initialement introduits pour per-

mettre de démontrer la terminaison de programmes de maniere automatique. En effet, il
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{t17"' 7tn} —<£p0 {Ul,"' 7u7’b} cc CT],S
c(ty, s tn) =rpo c(ug, - ,up

u==t; oru=< t;
‘ o be CnsU Fet

U <rpo b(,tl,)

Vi u; < f(ty,---,t
i oo £ ) ce Cns, feFet
C(ula"' ,Um) =rpo f(tlv"' atn)
Vi w; <ppo £(t1,-- 1t f>rg
i o £( o) g, f e Fct
g(u17"' 7um) =rpo f(tla"' 7tn)
{ur, - un} '<f~;;(of) {1, s ta} ft~rg Vi wi <rpo £(t1, - 5 tn) g.f € Fet

g(ul,"' aun) =rpo f(tlv"' atn)

F1G. I.4: Définition de <,p,

a été démontré dans [KN85] que le probléme consistant & déterminer si un programme est
ordonné par RPO est NP-complet. Cependant, cette technique est désormais supplantée
par d’autres techniques d’analyse de la terminaison des programmes comme les paires
de dépendance [AGO0] qui sont plus facilement automatisables. Les ordres récursifs sur
les chemins démontrent tout de méme la terminaison d’un grand nombre d’algorithmes
naturels et peuvent étre utilisés afin d’étudier la complexité des programmes. L’ordre
produit que nous avons introduit ci-dessus est un cas particulier d’un ordre plus général

sur les multi-ensembles défini par :

Définition 1.27. L’extension multi-ensemble <" d’un ordre < est définie par N =
{s1,-+ ,sp} <" {r1,- ,rm} =M s’il existe i € {1,k} tel que {r,,..., i} < si, avec
Tiys-oos iy, C M, et que M —{ri,...,ri, } "™ N —{s;}.

Ces ordres nous permettent d’obtenir les résultats suivants :

Théoréme 1.28 ([Hof92]). L’ensemble des fonctions calculées par un programme or-
donné par <,p, avec statut multi-ensemble est exactement l’ensemble des fonctions pri-

matives récursives.

Théoréme 1.29 ([Wei95]). L’ensemble des fonctions calculées par un programme or-

donné par <,po avec statut lexicographique est exactement [’ensemble des fonctions mul-
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tiples récursives.

1.2.4 Une caractérisation de FPTIME

Combinés a des quasi-interprétations polynomiales et additives, les ordres récursifs

sur les chemins permettent de caractériser ’ensemble des fonctions calculables en temps

polynomial.

Théoréme 1.30 ([MMO0]). L’ensemble des fonctions calculées par des programmes ad-

mettant une quasi-interprétation polynomiale et additive et ordonnés par <,p, ou chaque

symbole a un statut produit est exactement ’ensemble des fonctions calculables en temps

polynomial.

Démonstration. La preuve est entierement écrite dans [BMMO7]. Nous en donnons ici

les principaux ingrédients.
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— Nous commencons par montrer que toute fonction calculée par un programme ad-

mettant une quasi-interprétation polynomiale et additive et ordonné par <,,, ol
chaque symbole a un statut produit est inclus dans I’ensemble des fonctions cal-
culables en temps polynomial. L’ordre <,,, avec un statut produit, implique que
chaque appel récursif de la forme f(vy,--- ,vy,), avec £ un symbole de fonction et
des valeurs v;, sera effectué sur des sous-termes des v;. Nous pouvons facilement

démontrer la propriété suivante
- p R = R p -
T
(Ul, 71}71) <rpo (U’lv 7un) (‘1}1’, ,’Un|) < (‘ul,a 7|un|) (Il)

Il résulte de ceci que I'on a au plus max]* ; (|v;|) appels récursifs consécutifs a 'exécu-
tion de £(vy, -+ ,vy). En utilisant des techniques de memoization a la Jones [Jon97],
qui consistent a stocker dans un cache toutes les valeurs intermédiaires calculées, on
définit un interpréteur d’appel par valeur en figure 1.5. La mémoization correspond
a des techniques de programmation dynamique. Si Pappel f(v1, - - ,v,) retourne la
valeur v alors on ajoute le 2-uplet (£f(vy,---,vy),v) au cache. Si au cours de I'éva-
luation du programme, un nouvel appel de la forme f(vy,--- ,v,) est effectué, alors
on regarde dans le cache si la valeur correspondante a déja été calculée. Dans le cas
contraire, on continue ’évaluation en ajoutant la nouvelle valeur obtenue dans le
cache. Il reste donc a montrer que la taille du cache est bien bornée polynomialement
par la taille des entrées. Ce résultat découle du lemme 1.23 combiné a I'inégalité I.1.
La complétude est démontrée dans le théoreme 1.35 en utilisant des machines a

registres (Register Machine ou RM).
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o =w c € Cns R,O"—<Ci_1,ti>—>(ci,wi>
(Variable) (Cons)
R0 (C,z) — (C,w) R, (Co,c(t1, - ,tn)) = (Cn,c(w1,- -+ ,wn))

feFet Ryob{(Ci_1,t;) — (Ci,w;) (£f(wi, - ,wn),w) € Cp

(LectureCache)
R ot (Co,£(t1,+ ,tn)) = (Cn,w)

R0+ (Ci—1,t;) — (Ci,w;) £(T)=CaseTof p—e pio’ =w; R,0'F(Cn,e) — (C,w)
(Push)

R,ot (Co,£(t1, - ,tn)) = (C U (f(w1, -+ ,wn),w),w)

Fic. 1.5: Evaluation d’un programme a l’aide d’un interpréteur avec cache

Nous commencons par donner la définition d’une RM :

Définition 1.31 (RM). Une RM est un modéle de calcul sur l’algébre des mots binaires
{0,1}" qui se compose :

— D’un ensemble fini d’états S = {s1,--- , sk} incluant un état de départ BEGIN.

— D’un ensemble fini de registres Il = {my,- -+ ,mm} stockant des valeurs dans {0,1}".
Le dernier registre m,, est appelé registre de sortie.

— D’une fonction de transition com associant & chaque état l'une des commandes sui-
vantes Succ(m = i(n),s’), pour i = 0,1, Pred(m = p(w),s’), Branch(m, s, s") et
End.

Une configuration d’une RM est définie par un couple (s,F') ou s est I’état en cours
d’exécution et F' est une fonction qui a chaque registre m; associe une valeur w; de
{0,1}*. Par la suite, étant donnés un registre w de 11 et une valeur w € {0,1}*, on
utilisera la notation F {m «— w} pour signifier que la valeur de m est mise a jour a la

valeur w dans F.
A présent, nous définissons la sémantique d’une telle machine :

Définition 1.32. La sémantique d’une RM est donnée par une fonction partielle eval
de N x S x ({0,1}*)™ dans {0,1}" définie par :

— eval(0,s, F) = L.

~ Si com(s) = Succ(m =i(m),s'), eval(t + 1,s, F) = eval(t,s', F {m «— i(F(m))}).

~ Si com(s) = Pred(m = p(n),s'), eval(t + 1,s, F) = eval(t,s', F {rm — p(F(n))})

avec p(i(w)) = w pouri =0, 1.
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— Si com(s) = Branch(w, s',s") alors eval(t+ 1,s, F) = eval(t,r, F) avec r = s si
F(r) =0(w) etr =5" si F(7) = 1(w).
)

— Si com(s) = End alors eval(t +1,s, F) = F(my).

On définit désormais la notion de calculabilité pour une RM :

Définition 1.33. Etant donnée une fonction T de N dans N, on dit qu’une fonction ¢
de ({0,1}")" dans {0,1}" est calculée par une RM en temps T s’il existe une RM a m

registres avec m > n telle que :
P(wy, - wa) € ({0,1}7)", eval(T(max(|wi])), BEGIN, F) = ¢(wy, -~ ,wn)
1=

avec Vi€ {1,...,n}, F(m)=w; etVic{n+1,...,m}, F(m)=c¢.
Une fonction ¢ est calculée par une RM en temps polynomial s’il existe un polynéme
P et une RM M tels que M calcule ¢ en temps P.

D’apres [Pap94], on sait qu'une Machine de Turing peut étre simulée en temps linéaire

par une RM :

Théoreme 1.34. Une fonction ¢ est calculable en temps polynomial si et seulement si

elle est calculée par une RM en temps polynomial.

Nous allons donc démontrer que toute fonction calculée par une RM en temps poly-
nomial peut étre simulée par un programme de notre langage terminant par <, avec

un statut produit et admettant une quasi-interprétation polynomiale et additive.

Théoréme 1.35 ([MMO00]). Supposons que la fonction ¢ de {0,1}* dans {0,1}* est cal-
culée par une RM en temps polynomial T', alors elle peut étre calculée par un programme
ordonné par <,p, avec statut produit et admettant une quasi-interprétation polynomiale
et additive.

Démonstration. On présente le programme calculant ¢’ qui utilise un constructeur c

pour encoder les états :

step(z) = Case z of c(s, 71, -+ , 7)) — (s, m1,...,i(7)), ..., mm)
Si com(s) = Suce(r; = i(r}), s')
(8,1, ooy i(m))y ooy mm) — (s, m1, oo Ty o)

Si com(s) = Pred(r; = p(m;), s’)
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c(s,m1,...,0(m)), ..., mm) — c(s',mp, - )

Si com(s) = Branch(r;, s', s”)
c(s,m1, .., 1(mj), ..oy mm) — (8" w1, )

Si com(s) = Branch(r;j, s, s”)
c(s,m,...,0(mj), ..., Tm) — Ty

Si com(s) = End

i(x) —i(z), pouri=0,1
On acheve I’évaluation par la définition suivante :

eval(z,y) = Case z,y of €,z — 2

S(t),z — step(eval(t, z))

Ce programme termine bien par <,,, avec statut produit. De plus, il admet la quasi-
interprétation polynomiale et additive (—|) définie par (e)) = 0, (S)(X)=(0)(X)=(1)(X) =
X+1, (S, X1, Xm) =S+ D01, Xi +1, (step)(X) = X + 1 et (eval)(X,Y) =
X + Y. Nous laissons le lecteur vérifier que tout polynéme T peut étre calculé a I'aide
d’un programme sur les entiers unaires (codés a ’aide du symbole de constructeur S)

admettant une quasi-interprétation polynomiale et additive. O

1.2.5 Une caractérisation de FPSPACE

A présent, nous donnons une caractérisation des fonctions calculables en espace poly-
nomial a l'aide de quasi-interprétations polynomiales et additives et de ’ordre de termi-

naison ~po.

Théoréme 1.36 ([BMMO1]). L’ensemble des fonctions calculées par des programmes
admettant une quasi-interprétation polynomiale et additive et ordonnés par <p, est

exactement [’ensemble des fonctions calculables en espace polynomial.

Démonstration. La preuve présentée ci-dessous provient de [BMMO7].
— Nous commencons par montrer que toute fonction calculée par un programme ad-
mettant une quasi-interprétation polynomiale et additive et ordonné par <, est
inclus dans I’ensemble des fonctions calculables en espace polynomial. L’ordre <o,

implique la propriété suivante :

(1)1,~'- ,Un) -<§"p0 (ul"" ’un) = (’1)1|,' o 7|Un|) <l (|’LL1|, 7‘””’)
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Il résulte de ceci que 'on a au plus [[7;(|vi]) appels récursifs lors de exécution
de f(v1,--+ ,vy). Puisque le nombre de symboles de fonction est fixé par la taille
du programme, en appliquant le lemme 1.23, on obtient que la taille de chaque
branche du call-tree est bornée polynomialement par la taille des entrées. En utili-
sant une stratégie d’évaluation qui consiste en un parcours en profondeur de ’arbre
des appels, on obtient que tout programme ordonné par <;,, admettant une inter-
prétation polynomiale et additive correspond a une fonction pouvant étre calculée
par une Machine de Turing en espace polynomial.
— La réciproque est démontrée dans le théoreme 1.41.
O

Nous commencons par donner la définition d’'une PRM (Parallel Register Machine) :

Définition 1.37 (PRM). Une PRM est un modéle de calcul sur l’algébre des mots bi-
naires qui se compose d’une RM a laquelle on ajoute les commandes Forkpy,(s',s”)
et Forkpax(s',s"). Une configuration d’une PRM est définie de maniére analogue d la

configuration d’une RM.
A présent, nous définissons la sémantique d’une telle machine :

Définition 1.38. La sémantique d’une PRM est donnée par une fonction partielle eval
de N x S x ({0,1}*)™ dans {0,1}" définie dans la définition 1.32 et étendue auz com-
mandes Forky;, et Fork,.x de la maniére suivante :
— eval(t+1,s,F) =miny(eval(t,s', F),eval(t,s”, F)), si com(s) = Forkpyn(s',s”)
— eval(t+1,s, F) = maxy(eval(t,s', F),eval(t,s”, F)), si com(s) = Forkpax(s',s”)

ot les opérations miny et maxy sont définies sur les mots binaires par :

miny(e,w) =€ maxy(€e, w) = w

ming(w,€) =€ maxy(w, €) = w
ming(0(wr), 1(w2)) = 0(w) mas(0(uwr), 1(w2)) = ()
ming(1(w1), 0(w2)) = () masxi(1(wr), 0(w2)) = 1(wr)
miny(i(wi),i(ws2)) = i(miny(wy, ws)) maxy(i(wy),i(ws)) = i(maxy(wy, ws))

On définit désormais la notion de calculabilité pour une PRM :

Définition 1.39. Etant donnée une fonction T de N dans N, on dit qu’une fonction ¢
de ({0,1}")"™ dans {0,1}" est calculée par une PRM en temps T s’il existe une PRM a

m registres, avec m > n telle que :

V(wi, -, wy) € ({0,1})", eval(T(mEmfc(|wiy)),BEc_nv, F) = ¢(wi, - ,wy)
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avec Vi € {1,...,n}, F(m)=w; etVi e {n+1,...,m}, F(m)=c¢
Une fonction ¢ est calculée par une PRM en temps polynomial s’il existe un polynome
P et une PRM M tels que M calcule ¢ en temps P.

D’apres [Pap94], on sait qu’il existe une relation entre le temps de cacul d’'une PRM

et I’espace de calcul d’une Machine de Turing :

Théoréme 1.40. Une fonction ¢ est calculable en espace polynomial si et seulement st

elle est calculée par une PRM en temps polynomial.

Nous allons donc démontrer que toute fonction calculée par une PRM en temps po-
lynomial peut étre simulée par un programme de notre langage terminant par <,p, et

admettant une quasi-interprétation polynomiale et additive.

Théoréme 1.41 ([BMMO1]). Supposons que la fonction ¢ de {0,1}" dans {0,1}"
calculée par une PRM en temps polynomial T', alors elle peut étre calculée par un pro-

gramme ordonné par <rp, et admettant une quasi-interprétation polynomiale et additive.

Démonstration. On présente le programme calculant ¢’ :

eval(z,y,x1, - ,xy,) = Case x,y,x1, - , Ty Of
S(t), s, 71, T — eval(t,s’,mp, ..., i(m), ..., Tm)

Si com(s) = Suce(r; = i(mj), s')
(

S(t), 8,71, .., 1(75)y .o, T — eval(t,s', Ty, ..., Ty, )
Si com(s) = Pred(r; = p(m;),s’)
S(t), 8,71y, 0(m)), ..., mm — eval(t,s,m, -, mm)

Si com(s) = Branch(r;j,s’, s”)
S(t), 8,71, .., (7)), ..., mm — eval(t, s’ m, -, my)
Si com(s) = Branch(r;j, s', s”)
S(t),s, 71, ..., Tm — mazy(eval(t,s’ m, -+, mn),eval(t,s’ m, - ,mm))

Si com(s) = Forkyax(s’, s”)
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S(t), 8,71, ..., Tm — miny(eval(t,s’ m, -+ my),eval(t, s’ m, - ,mm))
Si com(s) = Forkpin(s', s")
S(t),s,m1,...,0(m)), ..., Tm — T
Si com(s) = End
€,8, Mye--yTm — L

f(t,x) = eval(t,BEGIN, z,¢,...,¢€)

D’abord, constatons que mazy et miny peuvent étre calculés par un programme ordonné
par <p, et admettant une quasi-interprétation additive et polynomiale. En effet, il suffit
de substituer le symbole — au symbole = dans les regles de la définition 1.38, puis, de
choisir (e) = 0, (0)(X) = (1)(X) = X +1 et (miny)(X,Y) = (mazy)(X,Y) = max(X,Y)
tout en vérifiant que ce programme est bien ordonné par <;,,. Le programme décrit
ci-dessus termine bien par <;,,. De plus, il admet la quasi-interprétation polynomiale
et additive (—) étendue par (S)(X) = X + 1, (eval)(Z,5, X1, -, Xm) = Z+ S5 +
Yot Xi+1, (£)(Z, X) = Z+ T+ m. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que tout
polynéme T' peut étre calculé a 'aide d’un programme sur les entiers unaires (codés a
l’aide du symbole de constructeur S) admettant une quasi-interprétation polynomiale et
additive. O

1.3 Synthése de quasi-interprétations

La synthese de quasi-interprétations est un probléme incontournable dans une pers-
pective d’application pratique des quasi-interprétations. Ce probleme a été introduit par
Amadio dans [Ama05]. Il s’agit de trouver une quasi-interprétation pour un programme
donné. Un algorithme synthétisant des quasi-interprétations permettrait d’automatiser
I’analyse statique des ressources d’un programme. On conjecture que ce probleme est
indécidable en général et qu’il le demeure si 'on se restreint a des polynémes de degré
borné et a coefficients sur les rationnels ou sur les entiers. Cependant, il peut étre inté-
ressant de définir de plus petites classes d’assignations pour lesquelles il sera plus aisé
de déterminer si un programme admet une quasi-interprétation.

Utilisant les résultats de [BMMPO05], nous nous intéressons a la syntheése de quasi-
interprétations sur I’ensemble des réels positifs R*. Plusieurs motivations expliquent un
tel choix. Tout d’abord, on peut montrer qu’il existe des programmes n’admettant que
des quasi-interprétations possédant au moins un coefficient irrationnel, bien qu’ils soient

extrémement rares en pratique. Ensuite, on démontre que le probleme de la synthése est

34



1.3 Synthese de quasi-interprétations

décidable en temps exponentiel sur la classe Max-Poly {R*} des assignations de degrés
bornés. Ce résultat est une conséquence du théoreme de Tarski [Tar51]. En général, la
procédure d’élimination des quantificateurs a une complexité doublement exponentielle
en le nombre d’alternances entre les blocs de quantificateurs existentiels et universels
d’une formule du premier ordre. La complexité de notre probleéme s’avere étre exponen-
tielle car il ne posseéde qu'une unique alternance. Enfin, la classe des quasi-interprétations
Max-Poly {R"} permet de capturer un grand nombre d’algorithmes naturels en pra-
tique.

La complexité de la procédure de syntheése sur Max-Poly {R™} nous incite aussi
a considérer de plus petites classes de fonctions. C’est dans cette optique qu’Ama-
dio [Ama05] a considéré des assignations dans Max-Plus {N}. Amadio a établi que
le probleme de la synthese de quasi-interprétation est NPTiME-difficile pour les assigna-
tions Max-Plus {N} de degrés bornés - les différentes notions de degré considérées sont
explicitées dans cette section - et NPTIME-complet pour les assignations Max-Plus-
multilinéaires, c’est-a-dire les assignations Max-Plus {0,1} de degré borné. On dé-
montre que le probleme de la syntheése demeure NPTIME-difficile sur Max-Plus {R"}
si 'on considere des assignations de degrés bornés. On aurait pu espérer un meilleur
résultat en faisant une analogie avec la programmation linéaire qui est PTIME-compléte
sur RT et NPTIME-complete sur N. Ce résultat s’inspire de la démonstration de NP-
difficulté proposée par Amadio & ceci pres que les coefficients de la quasi-interprétation
sont & valeur sur RT au lieu de N, engendrant ainsi des problémes de codage. En effet,
des propriétés du type « si x+y < 1 alors soit x = 1 et y = 0 soit I'inverse », sont valables
sur N mais ne le sont plus sur R™. Il est donc nécessaire de coder les programmes d’'une
maniere différente. Ceci étant, nous démontrerons que le probleme de la vérification, qui
consiste a vérifier qu’une assignation donnée est une quasi-interprétation, s’effectue en

temps polynomial.
1.3.1 Définition

Le probleme de la synthese se définit comme suit :

Définition 1.42 (Probleme de la synthese). Etant donné un programme p, existe-t-il

une assignation (—) qui est une quasi-interprétation pour p ?

Nous conjecturons que ce probleme est indécidable en général. Il est donc nécessaire de
restreindre notre étude a différentes classes de fonctions. Dans cette section, nous nous
intéresserons aux classes Max-Plus et Max-Poly définies dans la section 1.1.5. Com-

mengons par démontrer qu’il existe des quasi-interprétations irrationnelles bien qu’elles
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soient relativement rares en pratique.

Définition 1.43. Une quasi-interprétation de Max-Poly {R} est irrationnelle si au

moins 'un de ses coefficients est irrationnel, i.e. appartient a R — Q.

Proposition 1.44. II existe des programmes admettant des quasi-interprétations addi-

tives qui sont toutes irrationnelles sur Max-Poly {R}.

Démonstration. Nous allons construire définition par définition un programme de ma-
niere a forcer sa quasi-interprétation (—) € Max-Poly {R} a posséder un coefficient

irrationnel. La définition
id(y) = Case y of a(x) — a(id(id(x)))

force le symbole de fonction id & posséder une quasi-interprétation (id)(X) = X. On
considere un nouveau symbole de fonction g d’arité deux ainsi qu’un symbole de construc-
teur 0 d’arité nulle vérifiant (0) = O sans perte de généralité. On ajoute la définition

suivante :
id(y) = Case y of 0 — g(0,0)

On obtient I'inégalité ci-dessous :

0> (g)(0,0)

On considére un nouveau symbole de constructeur b vérifiant (b)(X) = X + k avec une

constante k£ > 1 :
id(y) = Case y of b(z) — g(b(0), x)
La quasi-interprétation doit vérifier :
X+ k= (g)(k, X)

Il en découle que (g) (X,Y") est de degré au plus 1 en Y. Sinon, pour Y choisi suffisamment
grand, 'inégalité ci-dessus n’est plus vérifiée. Par conséquent, il existe un ensemble I et
des fonctions R; et S; de Max-Poly telles que (g)(X,Y) = max;er(Ri(X) x Y +.5;(X)).
En outre, on a (g))(0,0) = max;c;(Si(0)) = 0. A présent, nous ajoutons les définitions

suivantes :
id(y) = Case y of b'(0) — g(0,S(0))
S(S(0)) — g(0,g(0,5(0)))
g(z,y) = Case z,y of 0, S(O) — b’(0)
,b’(0) — S(8(0))

—

—
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Supposons que (S)(X) = a + X et que (b')(X) = k' + X avec a, k' > 1. Toutes ces
définitions nous donnent :
K > mz%IX(Ri(O)) X «
1€

2xa> mzilx(Ri(O))Q X
S

) > L/
HiIgIX(RZ(O)) Xa>k

I?gX(Ri(O)) xk'>2xa«

La deuxiéme inégalité nous garantit que 2 > max;e(R;(0))? puisque a > 1. On déduit
de la premiere et de la troisieme inégalités que k' = max;c7(R;(0)) X a. En substituant
k' dans la derniére inégalité, on obtient max;c;(R;(0))? x @ > 2 X « et, par conséquent,
max;c7(R;(0))? > 2. Finalement, max;e;(R;(0)) = v/2 et le programme n’admet que des
quasi-interprétations irrationnelles puisqu’il admet, en particulier, la quasi-interprétation

suivante :

1.3.2 Décidabilité du probleme de la synthése sur Max-Poly {R*}

Dans cette section, nous allons montrer que la recherche de quasi-interprétations sur
les réels est décidable. Ce résultat est une conséquence du théoreme de Tarski [Tar51].
Commencons par normaliser la représentation des fonctions utilisées dans Max-Poly

afin de simplifier notre étude.

Proposition 1.45 (Normalisation). Toute fonction @ de Max-Poly peut s’écrire sous

la forme :
Q(Xl,...,Xn) :maX(Pl(Xl,...,Xn),...,Pk(Xl,...,Xn))

ot les P; sont des polynomes.
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Nous définissons désormais deux notions de degré. La premiere, appelée x-degré, cor-
respond a la puissance d’un polynoéme tandis que la seconde, appelée max-degré, corres-

pond a l'arité de la fonction max.

Définition 1.46 (Degrés). Soit Q une fonction de Max-Poly d’arité n. On dit que le
max-degré de Q estk si Q(X1,...,X,) = max(P(X1,...,Xn), ..., Pe(X1,...,Xy)). Le
X -degré de @) se définit comme étant le degré mazimal des polynomes Py,..., Py ot le

degré d’un polynome XilX;'Q...Xf;" est égal a Z?Zl ij.

Définition 1.47. On dira d’une assignation Max-Poly qu’elle appartient a la classe
(k,d)-Max-Poly si son x-degré et son max-degré sont bornés respectivement par les

constantes d et k.

Théoréme 1.48 ([BMMPO05]). Etant données deux constantes k et d, le probléme de la
synthése pour des assignations de (k,d)-Max-Poly est décidable en temps exponentiel

en la taille du programme.

Démonstration. Considérons un programme (Var, Cns, Fct,R). Nous allons démontrer
que le probleme de la synthese dans (k,d)-Max-Poly se réduit a la satisfaisabilité d’une

formule du premier ordre.

Définition 1.49. Etant donné un symbole £ d’arité n, son assignation de max-degré k

et de x-degré d est de la forme :
(£)(X1,...,X,) = max(P[f, 1](X1,..., X)), ..., P[£, kl(X1,..., X,))
ot P[£,i] sont des polynomes de x-degré au plus d. En d’autres termes,
Pl£,i)(X1, ..., Xn) = Y alf i, j1,. .., ] XT" x -+ x XJn

avec 1 < i <k et 3301 (je) < d et ou les a[f,i, j1,. .., jn] sont de nouvelles variables

représentant les coefficients multiplicatifs des polynomes.

Définition I.50 (Codage de la propriété sous-terme). Soit £ un symbole d’arité n, la

propriété sous-terme peut étre exprimée par la formule suivante :

sig] = A Sie.d)

j=1

avee S[f,j] =VX1,..., X, > 0: /2, P£,d(X1,...,Xn) > X
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Définition I.51 (Codage de la propriété de monotonie). Soit £ un symbole d’arité n,

la propriété de monotonie peut étre exprimée par :

M) =VX1,...,Xn :VO<Y; < X1,...,0 <Y, < X, :
Aotk Vietp PIE (X1, .., X0) > PIE,GI(V, ..., V)

Définition 1.52 (Codage de la propriété d’additivité). Soit ¢ un symbole de construc-

teur. On exprime 'additivité de [’assignation correspondante par la formule suivante :

Clc] = alc,1,0,...,0] >1 A
Asj—1ale. g1, gn) =1 A
Nsjs1ale, 1,1, gn] =0 A
/\i=2..k,j1,...,jn ale,i, ji, ..., jn] =0

Proposition 1.53. Etant données une assignation (—) de max-degré k et de x-degré d

*

et une expression t de taille m, le max-degré de (t)* est au plus k™ et son x-degré est

borné par d™.

Démonstration. Par induction sur la taille du terme ¢.

Les propositions 1.45 et 1.53 montre que les polynémes P[f,i] peuvent étre étendus

aux expressions. On écrit alors :
*(X1,..., Xn) = max(P[t, 1)(X1,..., Xn),..., P[t, K] (X1,..., Xp))

avec k' < kltl et avec le x-degré de t borné par dlfl, si Passignation en considération est

de max-degré k et de x-degré d.

Définition I.54 (Codage des quasi-interprétations). Considérons une assignation (—)
de Max-Poly d’un programme p de max-degré k. Pour chaque expression mazximale r

activée par 1, on définit :

Rl —r=VYXy,...X,>20: \ \/ PlLil(X1,...,Xp) > Plr,jl(X1,...,Xp)
j=1.li=1.n

avec n < Kl et 1 < kIl (cf. proposition 1.53).

Proposition 1.55. Etant donné un programme p admettant une quasi-interprétation

(—), la formule du premier ordre R[l — r| est valide si et seulement si (I)* > (r)*.
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En utilisant les définitions 1.50, 1.51, 1.52 et 1.54, on introduit la formule du premier

ordre! suivante :

F[(Var, Cns, Fct, R)] =  pensuFet,1<i<k,0<j1,....jn<d QD &5 1, - - Jn] :
/\CGCns C[C] A
/\gGFct(S[g] AMlgl) A

/\l expression maximale activée par r

R[l — 7]

En prenant garde a renommer toutes les variables dans les différentes inégalités, on
peut skolemizer une telle formule. On obtient alors une nouvelle formule avec une alter-
nance d’un bloc de quantificateurs existentiels, représentant les coefficients multiplicatifs
des polynomes, et d’un bloc de quantificateurs universels représentant les variables. Nous
utilisons alors un théoreme d’élimination des quantificateurs sur les réels [HRS90] repo-
sant sur les résultats de Tarski et prouvant notre résultat de décidabilité. Notons que ce
théoreme est une amélioration d’un résultat de Collins [Col75] qui avait démontré qu’'une

telle procédure a une complexité doublement exponentielle en le nombre de variables.

Théoréme 1.56 ([HRS90]). Soit un K un anneau intégre inclus dans un corps réel
clos R. Soit ¢ une formule de taille L du langage des corps ordonnés a paramétres
dans K supposée sous forme prénexe avec m blocs de quantificateurs ot apparaissent
s polynéomes en n variables a coefficient dans K dont la somme des degrés totaux (X-
degré) est inférieure ou égale a D. Il existe un algorithme de complexité séquentielle

O(L)D”O(m) qui calcule une formule sans quantificateurs équivalente a ¢.

Puisque 'on considere les coefficients multiplicatifs alf, i, ji, ..., Jn] comme étant des
variables, les nouveaux coefficients multiplicatifs sont tous égaux a 1. On choisit alors
I’anneau integre K comme étant égal a R. Supposons que ¢ soit la forme prénexe de
F[(Var, Cns, Fct,R)], on sait par hypothese que le x-degré des polynomes est borné par
une constante d et que le max-degré est borné par une constante k. Par conséquent,
D < d x L. Le nombre m d’alternances entre les blocs de quantificateurs dans ¢ étant
égal & 1, il nous reste a trouver des bornes sur L et sur n qui représentent respectivement
la taille de la formule et le nombre de variables. Remarquons que trouver une borne sur
L revient a trouver une borne sur le nombre d’inégalités dans ¢. Soient ¢ 'arité maximale
d’un symbole de fonction, A le cardinal de ’ensemble CnsU Fct et « la taille maximale
d’une définition.

— La définition 1.50 introduit au plus A x i X k inégalités et ajoute au plus A x i

variables universelles.

'n étant ’arité maximale d’un symbole.
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— La définition I.51 introduit au plus A x k2 inégalités et ajoute au plus 2 x A nouvelles
variables universelles.

— La définition 1.52 introduit au plus A x k x %! inégalités et n’ajoute aucune nouvelle
variable universelle. En effet, on a # {(j1, ..., jn)| Doy ji < d} < ndtl ot # est une
fonction calculant le cardinal d’un ensemble.

— La définition [.54 introduit au plus A x k% inégalités et ajoute au plus A x ¢ nouvelles
variables universelles.

— La derniere formule n’introduit aucune inégalité et ajoute au plus A x k x 4+

variables existentielles.

Finalement, si P est la taille du programme, on a L = O(A x (i x k 4+ k> + k x it +

k%)= O(P x k*'), pour k choisi suffisamment grand, et n = O(A x (4i + k x i%*1)) =

O(P*2). Ainsi, puisque D < d x L, en appliquant le théoréme 1.56, on peut éliminer les

quantificateurs au cours d’une procédure dont la complexité est en O(P x k¥') x (O(P x

kPyow HHow. Puisque ’élimination des quantificateurs consiste en 1’élimination des

variables, cette procédure rend un résultat au probléeme de la synthese, s’il en existe

un. O
Le théoréme ci-dessus nous fournit une procédure dont la complexité dépend de la taille

du programme, du x-degré et du max-degré afin de trouver une quasi-interprétation pour

un programme donné. Par conséquent, si ’on s’intéresse a des classes de polynémes dont
les x-degré et max-degré sont fixés, on obtient une procédure de syntheése de quasi-

interprétations exponentielle en la taille du programme.

1.3.3 Synthese de quasi-interprétations Max-Plus

Dans cette section, nous allons considérer une sous-classe de Max-Poly, la classe
Max-Plus étudiée par Amadio dans [Ama05]. La complexité de la procédure de synthese

décrite dans la section précédente motive amplement une telle restriction.

Définition 1.57. On définit le +-degré d’un polynéme comme étant son plus grand

coefficient multiplicatif. Si un polynoéme de X -degré | s’écrit sous la forme

a(il,"',in) X Xll X ... X Xn
1+...+in =k
k<l

alors son +-degré est égal a max i =k (O‘(il,---,z’n))-
k<l
Définition 1.58. On dira d’une assignation Max-Plus qu’elle appartient a la classe

(k,d)-Max-Plus si le +-degré de chacun de ses polynomes est borné la constante d et
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I Les quasi-interprétations

son max-degré est borné par la constant k.

Théoréme 1.59 ([Ama05]). Le probléme de la synthése de quasi-interprétation est
NPTIME-difficile sur des assignations (k,d)-Max-Plus {N}.

Théoréme 1.60 ([Ama05]). Le probléme de la synthése de quasi-interprétation est

NPTIME-complet sur des assignations Max-Plus {0, 1}.

A présent, nous démontrons que le probleme de la synthese de quasi-interprétation est
NPTiME-difficile pour des assignations Max-Plus sur l’ensemble des réels positifs RT

de +-degré et de max-degré bornés.

Théoréme 1.61 ([Péc05]). Le probleme de la synthése de quasi-interprétation est un
probléeme difficile de NPTIME sur des assignations (k,d)-Max-Plus {R"}.

Démonstration. La preuve de NPTIME-difficulté est démontrée par le théoreme 1.65.
Elle s’inspire largement de celle d’Amadio qui réduit un probleme de satisfaction d’une
formule 3-CNF ou 3-Forme Normale Conjonctive qui correspond a des disjonctions de
conjonctions de 3 littéraux, en un probléme de la synthese pour un programme. Cepen-
dant, les deux preuves different pour des raisons techniques : La preuve d’Amadio utilise
des propriétés de ’ensemble des entiers naturels qui ne sont plus valables sur les réels. Par
exemple, la propriété suivante est utilisée dans la preuve d’Amadio : > ; a; =1 = (3
tel que a; = 1 et Vk # j o = 0). Notre preuve ajoute de nouvelles définitions afin de
compenser la perte de telles propriétés sur les réels. O

De plus, nous démontrerons dans le Théoreme 1.66, qu’étant donnée une assigna-
tion (k,d)-Max-Plus {R"}, on peut vérifier en temps polynomial qu’elle est une quasi-

interprétation et nous en déduisons que :

Théoréme 1.62. Le probléme de la synthése de quasi-interprétation est un probleme

complet de NPTIME sur des assignations (k,d)-Max-Plus {N}.

Démonstration. La NPTIME-difficulté a été démontrée dans le théoreme 1.59. On montre
dans le théoreme 1.66, qu’étant donnée une assignation candidate, on peut vérifier qu’elle
est une quasi-interprétation en temps polynomial (si les variables sont & valeur sur R). Il
reste a constater que la taille de toute solution est bornée polynomialement par la taille
de 'entrée, puisque ses degrés sont bornés par k et d. ]

Dans ce qui suit, toute assignation de Max-Plus {R"} sera écrite sous la forme
ma.XZ‘e[(Z?:1 a; ;X + a;), a l'aide de la proposition 1.45, la taille de I’ensemble I étant

bornée par le max-degré et les constantes «; j, a; de RT étant bornées par le +-degré.
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NPtime-difficulté

Proposition 1.63. Etant donnée une assignation maxiel(zyzl a;; X X+ a;) dun

symbole d’arité n, on a :
Pour tout j < n, il ewiste i € I tel que a;; > 1

Démonstration. Cette propriété est une conséquence directe de la propriétés sous-terme.
O

Proposition 1.64. Etant donné un programme p possédant un symbole de fonction £ et
admettant une quasi-interprétation (—|), on peut ajouter des définitions au programme

de sorte a ce que l'une des deux conditions suivantes soit vérifiée :
1. (£)(X1,...,Xp) = max(Xq,...,Xp)
2. (E)(X1,..., Xn) = maxier (327 iy x Xj), quels que soient les av ;.

Démonstration. On commence par démontrer la premiere inégalité. Supposons que f

soit un symbole de fonction possédant une quasi-interprétation de la forme :

n
(£ (X1, -+, Xn) = f{g}?((zg g X Xj 4 ai)
‘7:

Considérons la définition suivante :
er = f£(x1,. .., @) = £(E(@1, . )y £, 1)) =€)

Une quasi-interprétation de cette définition doit vérifier (e;)* > (e})*. Cette condition
implique que (eq)* > maXiGI’((Z?:l @; ;) % (e1)* +a;). Par conséquent, pour tout i € I,
Z?Zl a; ; < 1. Grace a la proposition .63, on a pour tout [, une constante £ pour laquelle
ag,; > 1. Combiné a 'inégalité précédente, ceci implique que ay,; = 0 pour tout 7 # [.

La quasi-interprétation de £ s’écrit donc :
n
(]:f[)()(17 e ,Xn) = maX(Xl + gy, - - , Xn +ag,, méalx(z Qg 5 X Xj + CLZ))
K]
j=1
n / . . . .
avec » i jaij < let I =1 —{i, - in}. Pour X choisi suffisamment grand, on a
(£)(X,0,...,0) = X + a;,, avec a;, > 0. En particulier, cette définition implique que :
£)(X,0,...,0) = X +a;,
> (£)((£)(X,0,...,0),...,(£f)(X,0,...,0))
> (E)(X + aiyy ..., X +aiy)
>X+2x Qi
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et ainsi a;, = 0. On peut obtenir les mémes résultats pour toute constante a;, . De sorte,

que la quasi-interprétation peut s’écrire :

n
(£)(X1, -, Xp) = max(Xq, ..., Xn, r?éalx(z; i x X;+a;))

avec Z _, ;5 < 1. Nous ajoutons la définition suivante au programme :

f(y) = Case gy of d(z1, 0),...,d(zy,, 0) — £(d(x1,£(0,...0)),...d(z,,£(0,...,0)))

Notons ey = £(d(z1,0),...d(z,, 0)) et ey = £(d(z1,£(0,...0)),...d(z,,£(0,...,0))).
(—) doit vérifier :

(e2)” = r?ealx am (X +a ) + a;)

> 1Ti1€a]x Z i) X (X +a + max(ak)) + a;)

= (lea)”
avec (d)(X,Y) = X +Y +a? et pour les valeurs particulieres X; = ... = X,, = X. Soit
I Tindice pour lequel max;e I(Z;-lzl ;. j) est atteint. Pour X choisi suffisamment grand
et puisque Z?:1 apj =1leta =0,onaX+ a® > X + a® + maxyer(ag). Ce qui est
équivalent a ax = 0, Vk € I. Finalement, on obtient :
() (X1, , Xn) = max(max(X1, ..., Xp), max;er (D7 i x Xj)) avec 37 a5 < 1.
Puisque VX1, ...,VX, € RT max(Xy,...,X,) > max;er (374 ;X X;) on obtient :
(]fD(Xl, te ;Xn) = max(Xl, ce ,Xn)
Soit g un symbole de fonction dont la quasi-interprétation vérifie (g)(X1,---,Xn) =

max;e I(Z?ZI a; j X Xj+a;). Pour prouver la condition 2 de cette proposition, on ajoute

encore une autre regle :
h(z) = Case zx of c(z1,...,z,) — ¢(g(0,...,0),0,...,0)

avec h un symbole de fonction tel que (h)(X) = X (Une telle fonction existe d’apres
les définitions précédentes). L’assignation correspondante doit vérifier a© + Z?Zl X; >

a® + maxger(ag) , ce qui est équivalent & ap = 0, Vk € I. Ainsi, (g)(X1, -+, Xp) =

max;e 1(2?21 «;jX;) et la condition 2 est démontrée. O
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Remarque 2. On peut forcer I’égalité des coefficients additifs des symboles de construc-

teur en ajoutant les définitions suivantes :

h(x) = Case z of ¢(z,0,...,0) — d(z,0,...,0)
h(z) = Case z of d(z,0,...,0) — c(z,0,...,0)

Théoreme 1.65. Le probleme de la synthéese de quasi-interprétation est NPTIME-difficile
pour des assignations (k,d)-Max-Plus {R*}.

Démonstration. D’aprés la proposition 1.64, on peut forcer un symbole de fonction f

d’arité deux a avoir une quasi-interprétation de la forme suivante :
(£) (X1, X2) = max;er(as1 x X1+ a;2 x X2)

Dans toute cette preuve, nous considererons que les symboles de constructeur ont tous
le méme coefficient additif £ dans leurs assignations respectives et on définit a;; comme
étant égal & max;er(cy,;), pour j € {1,2}, et o comme étant égal & max;er(oy1 + i 2).

Ces trois constantes vérifient a; + as > a. Maintenant, ajoutons la définition suivante :
f(:I},y) = Case z,y of d(xlv 0),d(5627 0) - d(f(.’l}h 0)7 f(val))

Pour des valeurs vérifiant X7 = X5, on obtient que o x (X1 + k) > k + (a1 + a2) x Xj.
Et, par conséquent, pour X choisi suffisamment grand, o = a3 4+ as. Il résulte de ceci

que :
(£) (X1, X2) = o x X1+ a2 x Xy

puisqu’il existe j € I tel que a1 = a1 et a2 = az. Ce qui implique que VX1, X2 €
RY, Vi eI aji1 x X1+ aj2x Xy > a;1 x X1+ a;2 x Xo. Nous allons démontrer que
I’on peut ajouter des définitions au symbole f afin de contraindre oy et ao a vérifier la

condition ci-dessous :
(041:1/\a2:2)\/(a1:2/\042:1)

En vertu de la condition sous-terme, a1, g > 1. On ajoute alors les définitions suivantes :

f(x,y) = Case z,y of c(z1),c(x2) — c(c(c(0)))
h(z) = Case z of c(c(c(x))) — £(c(0),c(0))

On en déduit que a1 + as = 3. En ajoutant :

h(c(c(x))) — £(£(0,¢(0)), 0)
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on vérifie que 2 X k+x > a1 X ag X k avec h un symbole de fonction vérifiant (h)(X) = X.
En d’autres termes, 2 > a1 X ag. Puisque, a; = 3 — g, on veut vérifier cette inégalité
oz% —3xXa;+2>0avec 2> a; > 1. Les seules solutions de 'inégalité précédente sont
(a1 =1 ANag =2)V (a1 = 2A az = 1). Il nous reste alors a encoder la satisfaisabilité
d’'une formule d’un probléeme 3-SAT sous forme 3-CNF en un probleme de synthese.
Dans ce but, nous associons a chaque littéral x; apparaissant dans une formule 3-CNF
¢ une fonction £; telle que (£;)(X1, X2) = af x X7 +ab x Xo. Le tableau de la figure 1.6
résume les différentes valeurs prises par la quasi-interprétation (f;) en fonction de ses

coefficients et de ses arguments d’entrée :

Coefficients de (£;) : | Arguments : | Quasi-interprétation calculée :
(a1, o) (21, 22)
(1,2) (c(0), 0) k
(1,2) (0,c(0)) 2xk
(2,1) (c(0),0) 2xk
(2,1) (0,c(0)) k

F1G. 1.6: Tableau récapitulatif des valeurs de la quasi-interprétation (f;)

On va supposer que la constante k (respectivement 2 x k) permet de coder la valeur
de vérité True (respectivement False). Si un littéral correspond a la valeur de vérité
True (respectivement False) alors on va coder cette information en faisant en sorte que
le symbole de fonction correspondant f; ait une quasi-interprétation égale a X7 + 2 x Xo
(respectivement 2 X X7 + X3). Soit une disjonction D extraite d’une formule ¢, il y a
deux cas de figure a prendre en considération :

— Si le premier littéral de D est z;, on associe les arguments (c(0), 0) au symbole
de fonction f;. Dans ce cas, on a (f;(c(0),0))* = a1 x k. Il en résulte que (£;)
correspondra a la valeur de vérité True si et seulement si a; = 1. C’est a dire, si et
seulement si (£;) (X7, X2) = X1 4+ 2 x Xo.

— Si le premier littéral de D est —x;, on associe les arguments (0, c(0)) au symbole
de fonction f;. Dans ce cas, on a (f;(c(0),0))* = ag x k. Il en résulte que (£;)
correspondra a la valeur de vérité True si et seulement si ag = 1. C’est a dire, si et
seulement si (£;) (X, X2) =2 x X; + Xo.

Utilisons la notation arg(z, D) pour représenter les arguments du symbole de fonction

encodant x dans la disjonction D :
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(c(0), 0) si x apparait dans D

arg(x, D) = {

(0,¢(0)) si —x apparait dans D

(f(arg(xz,D)))* est égal & k si (f)) correspond a la valeur de vérité True et si x
apparait dans D ou si (f)) correspond a la valeur de vérité False et si —x apparait dans
D. (f(arg(xz,D)))* est égal & 2 x k si (f|) correspond a la valeur de vérité True et si —x
apparait dans D ou si (f) correspond a la valeur de vérité False et si x apparait dans D.
Il ne nous reste plus qu’a encoder les disjonctions. Dans cette optique, nous introduisons

un symbole de fonction s,, d’arité n dont la quasi-interprétation vérifie :
(]SnD(Xl’... 7Xn):O[]_ XX1—|—...+anXXn

Une telle quasi-interprétation est obtenue en ajoutant les définitions suivantes au pro-

gramme :
h(z) = Case z of c(z) — c(s,(0,...,0,2,0,...0)

avec xr apparaissant a la i-eme position dans le membre droit de la définition pour
i = l..n. Finalement, on associe la définition suivante a toutes disjonctions D de la

formule ¢ contenant les littéraux x;, =; et xy :
h(z) = Case z of c(c(c(c(c(z))))) — s3(fi(arg(xi, D), f(arg(z;, D), fr(arg(xy, D))
Sa quasi-interprétation vérifie :
5xk+ X > (ti(arg(wi, D))" + (£5(arg(z;, D))" + (fx(arg(zr, D))

Cette inégalité force au moins I'une des quasi-interprétations de symbole de fonction
a avoir la valeur k (ce qui correspond & la valeur de vérité True). Nous codons de la
sorte chacune des disjonctions de la formule ¢. Puisque nous avons encodé tout probleme
3-CNF en un probléme de synthese de quasi-interprétation sur Max-Plus {R"} et que
la satisfaction d’une formule 3-CNF est un probleme NPTIME-difficile, nous obtenons le

résultat escompté. O

Vérification et NPtime-complétude

Puisque le probleme est NPTIME-difficile, nous nous intéresserons au probleme de la
vérification qui consiste & contréler qu'une assignation est bien une quasi-interprétation.
Nous allons démontrer que ce probleme appartient & PTIME. De plus, on peut mon-
trer qu’il le demeure si ’on considere des assignations de max-degré d et de +-degré
k bornés polynomialement par la taille du programme. Cette condition n’est pas trop
restrictive puisque la majorité des programmes admettant une quasi-interprétation dans
Max-Plus {R"} la vérifie.
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Théoréme 1.66 (Vérification). Supposons que l’on dispose d’un programme p et d’une
assignation (—|) dans Max-Plus {R1}, on peut vérifier en temps polynomial en le max-

degré d et en le +-degré si (—) est une quasi-interprétation pour p.

Démonstration. Etant donnés un programme p et une assignation (—). Soit A la taille
maximale d’'une expression apparaissant dans le membre droit d’une définition. A est
bornée par la taille du programme. Pour toute définition de la forme f(z1,---,x,) =
Case z1, -,z of p1,...,pn — e, on peut calculer (f(p1,...,pn))* et (€)* polynomia-
lement relativement & A et & d. Par conséquent, il reste a vérifier que 'inégalité de la
quasi-interprétation est vérifiée. Le nombre total de telles inégalités est borné par le
nombre de définitions, et, est donc polynomialement borné par la taille du programme.

Dans la suite de cette preuve, on note :

() (X1, Xp) = maxier (o) iy X Xj + a;)
(e)* = maxyer, (3°7L Bry < Xj + by)

{X1,..., X} étant Pensemble des variables & valeur dans R et correspondant & 1’en-
semble {1, ...,z } des variables apparaissant dans f(p1, ..., p,). Par définition du max-
degré et d’apres la proposition 1.53, on a #I < d and #L < dll < d* Le probleme de la
vérification consiste a prouver que l'inégalité suivante est vérifiée :

max;er(d_7_1 @ X (p)* + ai) > maxger (372 Br,j X X + by)

Si r est le nombre de définitions dans le programme, on élimine 'opérateur max dans le
membre droit de I'inégalité. Puisque L < d*, on obtient au plus r x d* inégalités de la

forme :

max;er(D7_y @i X (pi)* +ai) > 3700 Brj x Xj + b

Il nous reste a prouver que cette inégalité se vérifie en temps polynomial. Elle est satisfaite

dans RY si, a contrario, il n’existe pas de valeurs de X1, ..., X,, dans R telles que :

max;er (Y71 @i X (pi)* + ai) <3271 Brj X Xj + bk

On obtient donc au plus r x d4 systemes d’inégalités :

{Z}Ll g X (pi)* 4 a < 3270 Bry x Xj+ by, i € I}

Puisque #1 < d, la taille de tout systéme est bornée par d. On peut alors résoudre chaque
systeme en temps polynomial en d a ’aide de la programmation linéaire et trouver une
solution, s’il en existe une. Dans ce cas, 1’assignation n’est pas une quasi-interprétation.

En itérant au plus r x d? cette résolution de systémes, on démontre que le probleme
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de vérification se résoud en temps polynomial pour des assignations de +-degré borné

polynomialement en la taille du programme et en le max-degré. O

1.4 Modularité des quasi-interprétations

Etant donné un opérateur d’union U sur les programmes, on dit qu’une propriété P

sur les programmes est modulaire relativement a U si la proposition suivante est vérifiée :

Vpy, P2, P(p1UP2) < P(py) A P(py)

ou étant donné un programme p et une propriété P sur les programmes, P(p) signifie
que le programme p vérifie la propriété P.

L’enjeu de la modularité pour les Systeémes de réécriture a été introduit par Toyama
dans [Toy87a]. Aujourd’hui, cette approche est classique lorsqu’il s’agit de résoudre des
problemes comme la confluence [Toy87b], la terminaison K092, Grad2] ou la complé-
tude [Klo92] en divisant le probleme en différentes sous-parties. Le lecteur intéressé
devrait consulter les références suivantes Middeldorp [Mid90], Klop [Klo92] et, plus ré-
cemment, Ohlebusch [Ohl02] afin d’avoir une vision d’ensemble du probleme. Dans ces
différentes sources, la modularité est étudiée relativement a la maniere dont les pro-
grammes sont divisés. Trois principaux types de décomposition d’un programme sont
considérés. Le premier est ['union disjointe lorsque le programme est divisé en deux
sous-programmes qui n’ont aucun symbole en partage. Le deuxieme type est ['union d
constructeurs partagés dans laquelle les fonctions définies dans chaque sous-programme
peuvent partager des symboles de constructeur. Enfin, le dernier cas considéré est ["'union
hiérarchique, ou les symboles de constructeur de I’'un des sous-programmes sont des sym-
boles de fonction de I'autre sous-programme. Les différents types d’unions sont présentés
a la figure 1.7. Nous présentons dans cette section les résultats obtenus dans [BMPO07]
permettant d’améliorer I'intensionnalité et la synthese des quasi-interprétations a l'aide

de la modularité.

Vers plus d’intensionnalité

On démontre que les quasi-interprétations sont modulaires dans le cas d’une union
disjointe. En revanche, elles ne le sont pas dans les deux autres cas. Cependant, il est
toujours possible de les utiliser afin de prédire une borne supérieure sur les ressources
utilisées dans le cas d’une union a constructeurs partagés. En outre, apres avoir posé
quelques restrictions syntactiques, on montre que I'on peut aussi dériver une borne su-

périeure dans le cas d’'une union hiérarchique. Une conséquence directe de ces résultats est
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que l'on peut analyser les ressources d’un plus grand nombre d’algorithmes. On obtient
ainsi des caractérisations des ensembles des fonctions calculables en temps polynomial

et en espace polynomial qui possedent une plus grande complétude intensionnelle.

La modularité permet d’améliorer la synthése de quasi-interprétations

Dans la section précédente, nous avons démontré que le probleme de la synthese de
quasi-interprétation, pour un programme ayant n variables, possede une complexité en
temps de l'ordre de O(2""), avec a une constante, pour peu que I’on consideére des quasi-
interprétations polynomiales de degrés plus petits qu’une constante arbitrairement fixée.
D’un coté on a une procédure tres générale, d’un autre coté cette procédure a un cotit
tres élevé. Le probleme de la modularité des quasi-interprétations est donc un enjeu
majeur des lors que 'on considere des stratégies de type « diviser pour régner » afin
de rechercher des quasi-interprétations. Si I’on parvient a diviser un programme ayant
n variables en k sous-programmes ayant n; variables pour j variant de 1 a k, alors la
complexité du probleme de la synthese décroit de 921 m)” a Z?:l 2" | avec o une
constante fixée. De tels résultats permettent d’améliorer le logiciel CROCUS, disponible
a l'adresse suivante http://libresource.inria.fr//projects/crocus, que nous dé-

veloppons actuellement et qui trouve des quasi-interprétations a 1’aide d’heuristiques.

ONOEENOROREN®

OO @ 6B

Union disjointe Union a constructeurs partagés Union hiérarchique

F1a. 1.7: Unions de deux programmes ( Vary, Cnsy, Fcty, Ry) et (Varg, Cnsy, Fcty, Ro)

1.4.1 Union disjointe

Deux programmes ( Vary, Cnsy, Fety, Ry) et (Vara, Cnsa, Fety, Ro) sont disjoints si :
Fcty N Fcty = COnsy N Cnsy = Fety N Cnsy = Feta N Cnsy = 0

L’union disjointe de deux programmes ( Vary, Cnsi, Fcty, Ry) et (Vars, Cnsy, Fcta, Ro)
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disjoints est définie comme étant le programme suivant :

(Vary, Cnsy, Fcty, Ry) L—Ij(Varg, Chnsy, Fcty, Ro) = (Vary U Vary, Cns; U Cnsy, Fety U Fety, Ry U Ry)

Kurihara et Ohuchi [KO92] ont démontré que la terminaison est modulaire dans le cas

de l'union disjointe. Nous en déduisons le résultat suivant :

Proposition 1.67. La propriété d’étre ordonné par <,p, est modulaire relativement a
Punion disjointe. En particulier, supposons que (Vary, Cnsy, Fcty, Ry) est un programme
ordonné par <rp, avec un statut st; et que (Vary, Cnsy, Fety, Ra) est un programme or-
donné par <,po avec un statut sty. Supposons que les programmes (Vary, Cnsy, Fcty, Ry)
et (Vary, Cnse, Fcty, Ra) sont disjoints, alors (Vary, Cnsy, Fety, Ry) W{ Vary, Cnsa, Fcty, Ry)

est ordonné par <,p, avec un statut st défini par :
st(f) = st;(£) f € Fet; ie{l,2}

Ainsi, si deux programmes sont ordonnés par <,,,, o chaque symbole de fonction
a un statut produit, la proposition ci-dessus garantit que leur union disjointe est aussi
ordonnée par <,p, ou chaque symbole a un statut produit.

A présent, nous nous intéressons au probleme de la modularité des quasi-interpréta-

tions relativement a une union disjointe.

Proposition 1.68. La propriété d’avoir une quasi-interprétation est modulaire relative-
ment a l'union disjointe. En d’autres termes, étant donnés deux programmes disjoints
Py et Py, les programmes p, et p, admettent une quasi-interprétation si et seulement si

P, Py admet une quasi-interprétation.

Démonstration. Etant donnés deux programmes p; et po, si p; 4 p» a une quasi-inter-
prétation (—), alors (—|) est aussi une quasi-interprétation de p; et de p,. Réciproque-
ment, supposons que p; admette une quasi-interprétation (—|); et que p, admette une
quasi-interprétation (—)2. Puisque les ensembles de symboles de fonction et de symboles
de constructeur de chaque sous-programme sont disjoints deux a deux, pour tout sym-
bole b € Cns; U Fet;, on définit (b)p 1yp, = (b)i- Nous laissons le lecteur vérifier que
lassignation (]—Dp1 ¥ p, ainsi définie est une quasi-interprétation pour p, ¥ ps- O

Dans la preuve qui précede, on peut remarquer que la quasi-interprétation (]—[)p1 WP,

est additive si et seulement si (—); et (—)2 sont additives. De sorte que :

Corollaire 1.69. La propriété d’avoir une quasi-interprétation additive est modulaire

relativement a 'union disjointe.
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Ce résultat, quoi qu’évident, nous donne une stratégie intéressante pour diminuer la
complexité du probleme de la syntheése de quasi-interprétations. Cette stratégie consiste
a diviser un programme en sous-programmes ayant des ensembles de symboles disjoints,
puis a itérer cette division autant que faire se peut. Si nous parvenons a diviser un
programme en unions disjointes de & sous-programmes ayant n; variables pour j de 1
a k, alors la complexité de la synthese de quasi-interprétation décroit de 2(Z§=1nj)a a

k o o
>_j=12", pour une constante arbitraire a.

1.4.2 Union a constructeurs partagés

Deux programmes (Vary, Cnsy, Fcty, Ry) et (Varg, Cnsy, Fety, Re) ont des construc-

teurs partagés si :
Fcti N Fety = Fety N Cnsg = Feto N Cns; =0

En d’autres termes, deux programmes ont des constructeurs partagés si leurs seuls sym-
boles partagés sont des symboles de constructeur. L’union a constructeurs partagés de
deux programmes ( Vary, Cnsy, Fcty, Ry) et (Vara, Cnsa, Fcty, Re) possédant des construc-
teurs partagés est définie comme le programme suivant :

(Vary, Cnsy, Fety, Ry) |_|<Var2, Cnsy, Fcta, Ry) = (Vary U Varyg, Cnsy U Cnsy, Fety U Feta, Ry U Ry)

La sémantique d’un tel programme est bien définie puisque la confluence est modulaire

pour l'union & constructeurs partagés de systémes de réécriture linéaires gauche [Rao95].

Proposition 1.70 (Modularité de <,p,). Supposons que p; et py soient deux pro-
grammes ordonnés par <,p, alors p;||py est aussi ordonné par <,p,, avec le méme

statut.

Nous allons démontrer un résultat négatif concernant la modularité des quasi-interpré-

tations dans le cas d’une union a constructeurs partagés :

Proposition 1.71. La propriété d’avoir une quasi-interprétation additive n’est pas mo-

dulaire relativement a 'union a constructeurs partagés.

Démonstration. Nous démontrons cette proposition a l'aide d’un contre-exemple. A
cet effet, considérons deux programmes p, et p;. Les deux ensembles de symboles
de constructeur correspondant Cnsy et Cns; sont choisis comme étant égaux & {a, b},
Fety = {fo} et Fect; = {£1}. Enfin, les définitions des deux programmes sont les sui-

vantes :
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fo(y) = Case y of a(z) — fo(fo(x))

()
b(z) — a(a(fo(z)))
f1(y) = Case y of b(x) — £1(£f1(x))
()

— b(b(£1(x)))

Py et p; admettent les quasi-interprétations additives (—)o and (—); définies par :

x

al\r

@)o(X) =X +1 [ (X) = X 49
(bho(X) =X +2 (b)1(X) =X +1
(£oo(X) =X (f1):1(X) =X

Nous allons raisonner par 1’absurde en démontrant que p, | | p; n’admet pas de quasi-
interprétation additive. Supposons qu’il admette la quasi-interprétation additive (—).
Puisque (—) est additive, on supposera que (a)(X) = X + ka et que (b)(X) = X + kp,
avec ka, kp > 1. Afin de simplifier la preuve, supposons que le polynéme (fo) s’écrive
sans utiliser 'opération max. Pour la premiere définition de pg, la quasi-interprétation

(fo) doit vérifier I'inégalité suivante :

(£o) (X + ka) = (£o) ((£o) (X))

A présent, supposons que (fo) (X) s’écrive de la forme a X%+ Q(X), avec @ un polynéme
de degré strictement inférieur a d et avec une constante o # 0. On constate que (fo) (X +
ka) se réécrit en un polynome de la forme aX? + R(X), avec R un polynéme de degré
strictement inférieur & d, et que (£o) ((£0) (X)) est égal & un polynome de la forme a2 X4 +
S(X), ot S est un polynéme de degré strictement inférieur & d2. Pour des valeurs de X
choisies suffisamment grandes, 'inégalité ci-dessus implique que d > d?, ce qui implique
que la constante d est égale a 1. Maintenant, nous comparons les coefficients de plus
haut degré de ces polynomes et on obtient, o > . Ainsi, la constante « est, elle aussi,
égale & 1 et, nous en concluons que (£o)(X) = X + k. Par symétrie, le méme résultat est
valable pour la quasi-interprétation de £; qui s’écrit alors (£1)(X) = X + &'.

Les deux dernieres définitions du programme impliquent les inégalités suivantes :

kp + k> 2ka+k
ko + K > 2kp + K

Par conséquent, k; = kp = 0, ce qui contredit le fait que ka, kp > 1. Pour conclure,
I'union a constructeurs partagés des deux programmes n’admet pas de quasi-interpréta-
tion. ]
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Exemple 8 (Codage et décodage). Considérons le programme p = p; | | py obtenu par

union a constructeurs partagés des programmes py et py définis ci-dessous :

codey(z) = Case z of 0(z) — 1(codey(x))
nil — nil
shuffle;(z,w) = Case z,w of 1(x),1(y) — 1(1(shuffle;(z,y)))
1(x),0(y) — 1(shuffle;(z,code1(0(y))))
nil, y — code (y)

codeg(z) = Case z of 1(x) — £(0(0(codeq(x))))
nil — nil
f(z) = Case z of 0(0(z)) — 0(x)
shuffleg(z,w) = Case z,w of 0(x),0(y) — 0(0(shuffleg(z,y)))
0(z),1(y) — O(shuffleg(x, codeo(1(y))))
nil, y — codeg(y)

Les deuz symboles de fonction codeg et codey calculent des fonctions réciproques sur les
mots binaires {0,1}". En effet, on a [codeg(codes)(0"(nil))] = 0"(nil) et inversement.
De plus, les programmes p; et py admettent les quasi-interprétations respectives (—)1 et

(=)o définies par :

1 =0 (nil)y =0
0)1(X) =X+1 (0)2(X) =X+1
(1 (X) =X+1 (1)2(X) =X+2
(code1)1(X) = (codeq)2(X) =
(]Shufflell) (X, Y) =X+Y (]Shuffle()[) (X, Y) =X+Y
(£)2(X) = X

Raisonnons par l’absurde en supposant que p, | | p; admet une quasi-interprétation addi-
tive (—) telle que (1)(X) = X + k1 et (0)(X) = X + ko, avec k1,ko > 1. Les définitions
de shuffleg et de shuffley de la forme :

shuffle;(i(x),j(y)) — i(shuffle;(x, code;(j(y))))avec 3,5 € {0,1}, i+j=1

forcent la quasi-interprétation de codeq et celle de codey a étre au plus égales a X + d
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pour une constante d arbitraire. En effet, par définition des quasi-interprétations, on a :

(shuffle;(i(z),j(y))) = (shuffles)(X + ki Y +kj)
> (i(shuffle;(x, code;i(j(y)))))
— ki+ (shuffle) (X, (codei) (Y + kj))

1l en résulte que le programme n’admet pas de quasi-interprétation additive et polyno-
miale (shuffle;) si (code;)(X) est supérieur a X + d, avec une constante d fizée. Les

premiéres définitions de p, et de py fournissent les inégalités suivantes :

(code1(0(x))) = X +d+ ko > X +d+ k1 = (1(coder(x))) Pour p,
(codeo(1(x))) = X +d+ k1 > (£(0(0(codeg(x))))) Pour p,
>X4+d+2xkg Sous-terme

La combinaison des deux inégalités implique que kg > 2 X ko, ce qui est incompatible
avec la contrainte kg > 1. Ainsi, p n‘admet aucune quasi-interprétation. Finalement, il
nous reste a remarquer que les deuxr sous-programmes terminent par <rp, avec un statut

lexicographique.

Cependant, les bornes de complexité demeurent polynomiales méme si I'union a con-
structeurs partagés n’admet pas de quasi-interprétation. Nous commencgons par établir

que le lemme fondamental 1.23 est encore valide :

Théoréeme 1.72. Etant donnés deuzx programmes p, = (Vary, Cnsy, Fety, Ry) et py =
(Varg, Cnsy, Fcta, Ro) admettant des quasi-interprétations additives, il existe un poly-
nome P tel que pour toute expression t de p;| | ps ayant n variables x1,--- ,z,, et pour

toute substitution o vérifiant r;o0 = v;, on ait :
[te]| < P (max [vi])
i=1..n

Démonstration. La preuve est une conséquence directe du lemme 1.23. Observons tout
d’abord qu’il n’y a aucun appel entre deux programmes p; et p, d’une union a construc-
teurs partagés p; | | ps- Le lemme fondamental est valide pour chacun des programmes p;
et py avec des polynomes respectifs Py et Py. Définissons P = max(P;, P»). Pour toute
séquence de valeurs vy,--- ,v, € T(Cns; U Cnsy), Pexpression f(vy,- - ,v,)—0, avec
f € Fctj, est évaluée en utilisant uniquement des définitions de (Var;, Cns;, Fet;, R;).

On applique donc le lemme fondamental 1.23, obtenant 1'inégalité suivante :

o] < Py(macx [v) < P(max [o])
i=1..n i=1..n
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11 suffit désormais de terminer la preuve par une induction structurelle sur un terme ¢. Le
cas t = x est trivial. Pour t = g(ty1,--- , ¢,), on combine I'inégalité précédente avec le fait

que la composition de deux fonctions de Max-Poly reste polynomialement bornée. [

Puisque <,p, est modulaire dans le cas d’une union a constructeurs partagés, le théo-

reme [.72 implique que :

Corollaire 1.73 (TEMPS et ESPACE pour l'union & constructeurs partagés).

— L’ensemble des fonctions calculées par une union a constructeurs partagés de deux
programmes additifs ordonnés par <,,, ou chaque symbole de fonction possede un
statut produit est exactement l’ensemble des fonctions calculables en temps polyno-
mial.

— L’ensemble des fonctions calculées par une union a constructeurs partagés de deux
programmes additifs ordonnés par <rp, est evactement l’ensemble des fonctions cal-

culables en espace polynomial.

Le théoreme 1.72 permet d’analyser plus de programmes comme le contre-exemple
fournit dans 'exemple 8. En effet, il existe de nombreux algorithmes basés sur des pro-
cédures de codage et de décodage qui n’étaient pas capturés par le théoreme 1.36 et qui
sont désormais capturés en divisant le programme en deux sous-programimes a construc-
teurs partagés. Tout programme peut étre partagé entre une union a constructeurs par-
tagés de lui-méme et d’un programme sans symbole de fonction mais avec le méme
ensemble de symboles de constructeur. La caractérisation en espace établie ci-dessus
est donc intensionnellement plus puissante que la caractérisation du théoreme 1.36. La
stratégie évoquée dans la section précédente pour la synthese de quasi-interprétation se
trouve elle-méme améliorée puisque 'union disjointe de deux programmes n’est finale-
ment qu'un cas particulier d’union a constructeurs partagés. On peut donc synthétiser
les quasi-interprétations de maniere plus flexible en divisant un programme donné en
une union a constructeurs partagés de deux sous-programmes, puis itérer cette division

autant que possible.

1.4.3 Union hiérarchique

Deux programmes ( Vary, Cnsy, Fcty, Ry) et { Varg, Cnsy, Fcla, Ro) sont hiérarchiques si

Fcty N Fety = Feto N Cnsy = () et Cnsy N Cnsy # 0 et Fety N Cnsg # ()
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ou les symboles de Fct; n’apparaissent pas dans les motifs de Rs. L’union hiérarchique

de deux programmes hiérarchiques se définit comme le programme suivant :

(Vary, Cnsy, Fety, Ry) < (Varg, Cnsy, Fcta, Ro)
= (Vary U Vary, Cnsy U Cnsy — Fety, Fety U Fela, Ry U Ry)

Tout d’abord, remarquons que 'opérateur d’union hiérarchique < n’est plus un opéra-
teur commutatif contrairement a ceux des unions disjointes ou a constructeurs partagés.
En effet, le programme (Vare, Cnsy, Fcly, Ro) appelle des symboles de fonction du pro-
gramme (Vary, Cnsi, Fcty, R1) et la réciproque n’est pas vrai. Autrement dit, 'union
hiérarchique de deux programmes p; < py correspond a un programme p, qui peut
charger et exécuter des librairies de p;.

L’hypothese que les motifs de Ry sont a valeur sur les symboles de Cnsy — Fet; implique
qu’il n’existe aucune paire critique. En conséquence, la confluence est une propriété
modulaire des unions hiérarchiques considérées et la sémantique de nos programmes est

ainsi clairement définie.

Proposition 1.74 (Modularité de <,,,). Soient (Var, Cnsi, Fcti, R1) un programme
ordonné par <.p, avec le statut sty et la précédence >r, et (Vary, Cnsa, Fcta, Ra) un
programme ordonné par <,p, avec le statut sty et la précédence >x,, alors le programme
(Vary, Cnsy, Fety, Ry) < (Vary, Cnsy, Fcty, Ry) est ordonné par <,p, avec un statut st et

une précédence =r,uF, définis par :

st(£) = st;(£) f e Fet; i€{1,2}
g XFuF £ sig =<7 T i€{1,2}
g <rur, £ sif e Fcty et g€ Fcty N Cnsy

Puisque 'union a constructeurs partagés est un cas particulier d’union hiérarchique

(en choisissant Fct; N Cnse = (), nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 1.75. La propriété d’admetire une quasi-interprétation additive n’est pas

modulaire relativement a l'union hiérarchique.

De plus, contrairement & I'union a constructeurs partagés, le lemme fondamental n’est

plus valide dans le cas d’une union hiérarchique. Voici un contre-exemple :

Exemple 9. Les programmes p; :

double(y) = Case y of S(z) — S(S(double(x)))
0—0
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et py -
exp(y) = Case y of S(x) — double(exp(x))
0 — S(0)

sont ordonnés par <rp, avec un statut produit et admettent les quasi-interprétations

additives suivantes :

(0)r =0 0)2 =0
(S)hi(X) =X+1 (S)2(X) = (double)s(X) =X +1
(double);(X) =2xX (exp)a(X) =X +1

double peut étre assimilé a un symbole de constructeur dont la quasi-interprétation est
additive dans py alors qu’il représente un symbole de fonction dont la quasi-interprétation
est affine dans p;. Cependant l'union hiérarchique de ces deux programmes calcule une
fonction exponentielle. Cette exponentielle provient des différents types de polynémes

attribués au symbole double.

Des a présent, nous allons établir des restrictions de maniere & préserver le lemme
fondamental. Afin d’éviter le contre-exemple ci-dessus, nous posons des restrictions sur
la forme des polynoémes admissibles pour les quasi-interprétations de symboles partagés
dans un critére de préservation. Ce critere a été introduit dans [BMPO7], ou il est appelé
Kind-preserving, et s’inspire de la distinction faite dans [BCMT99] entre des polynémes
qu’ils soient linéaires, affines ou autres.

Dans cette optique, on définit un polynome honnéte comme étant un polynoéme au
sens strict (c’est-a-dire sans 1'usage de 'opération max) et dont les coefficients sont tous
supérieurs ou égaux & 1. Par extension, une quasi-interprétation (—|) est dite honnéte
si (b) est honnéte pour tout symbole b. Les polynomes honnétes sont trés utilisés en
pratique a cause de la propriété sous-terme.

Etant donnés n variables X1, -+, X, et n entiers naturels aq,--- ,a,, on définit un
monodme m comme étant un polynéme d’un seul terme pouvant s’écrire m(Xy, -, X)) =
X x ... x X2 ou il existe au moins une valeur de j telle que a; # 0. Etant donnés
un monoéme m et un polynéme P, on définit la relation « m est un monéme de P »de
la maniere suivante : m C P si et seulement si P = Z§:1 aj X mj, avec des constantes
a; et des monémes m; distincts deux & deux, et s'il existe i € {1,k} tel que m; = m
et a; # 0. Dans ce cas, le coefficient a;, noté coef p(m), est défini comme le coefficient

multiplicatif associé a m dans P.

Définition 1.76. Considérons (Vary, Cnsy, Fcty, R1) < (Vary, Cnsg, Feto, Ro) Uunion hié-
rarchique de deux programmes possédant des quasi-interprétations respectives (—)1 et

(—)2. On dit que (—)1 et (—)2 sont préservatrices si Vb € Cnsa N Fcty :
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1. (b)1 et (b)2 sont des polynémes honnétes.

2. Ym, m C (b)1 & m C (b)2

3. Vm, coefy),(m) =1 < coefy), (m) =1
Deuz quasi-interprétations (—|)1 et (—|)2 sont additivement préservatrices si les deux
conditions ci-dessous sont remplies :

— (b)1 est additive pour tout b € Cnsy,
— (b)2 est additive pour tout b € Cnsy — Fcty.

Remarquons que (b)2 n’est pas nécessairement additive pour les symboles b € Cnsy N
F Ctl .

Exemple 10. Les quasi-interprétations (—))1 et (—)2 de 'exemple 9 ne sont pas préser-
vatrices puisque l’on a (double);(X) =2 x X et (double)y(X) =X + 1.

Par conséquent, une restriction naturelle pour préserver le lemme fondamental pourrait
étre de forcer les quasi-interprétations d’une union hiérarchique a étre additivement
préservatrices. Cependant, une telle restriction n’est pas suffisante comme l'illustre le

contre-exemple ci-dessous :

Exemple 11. On considére les programmes p, et p, :

g(t) =S(S(t)) f(u,v,w) = Case u,v,w of S(x),0,t — f(z,t,t)
‘T’S(Z)vt - f(m,z,g(t))
0,0,t —t

Leur union hiérarchique p; < py calcule une fonction exponentielle. En utilisant la

notation n pour S(...S(0)...), on a [£f](n,m,p) = 3" x (2 x m + p).
———— =

n fois S
P, et py sont ordonnés par <,p, avec un statut lexicographique et admettent les quasi-

interprétations additivement préservatrices suivantes :

(Shi(X) =X+1 (Sh2(X) = (gh2(X) =X +1
(g)1(X) =X+2 (£)2(X,Y, Z)

Dans ce contre-exemple, (f)2 n’est pas un polynéme honnéte puisque f n’est pas un
symbole partagé. Le probleme de ce contre-exemple est directement lié au fait que le
nombre d’alternances entre des définitions des deux programmes utilisées durant 1’éva-
luation dépend directement de la taille des entrées. Ainsi, un critere suffisant permettant

de surmonter cet inconvénient est de borner ce nombre d’alternances par une constante.
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Dans cette perspective, nous allons définir des restrictions syntactiques sur les pro-
grammes considérés en utilisant la notion de programme plat (ou flat program) intro-
duite par Dershowitz dans [Der94], ou elle était utilisée afin d’assurer la modularité de

la complétude de 'union hiérarchique.

Définition 1.77. L’union hiérarchique (Vary, Cns, Fcty, R1) < (Vary, Cnsa, Fcty, Ra)

est dite stratifiée si :

— Pour toute expression e activée par £(p1,--- ,pn) dans Ry, on a : Pour tout sous-
terme g(e1, -+ ,epn) de e vérifiant g ~pe, £, aucun symbole de fonction de Cnsy N
Fcty n’apparait dans les arguments ey, -+ ,e, de g.

— Le programme (Vary, Cnsq, Fcty, Ro) est plat : Pour toute expression e activée par
f(p1, -+ ,pn) de Ry, e ne posséde pas de symboles de fonction imbriqués. C’est a
dire, e est une expression sans aucune composition de symboles de fonction dans
FCtg.

Les exemples développés en section 1.5.3 sont stratifiés et montrent que cette restric-
tion capture tout de méme un grand nombre d’algorithmes. Cependant, le programme
de 'exemple 11 n’est pas une union stratifiée puisque la fonction g appartenant au
programme p; est utilisé en tant qu’argument d’une définition de g qui appartient au

programme py.

Définition I.78 (Alternances). Considérons l'union hiérarchique de deux programmes
(Vary, Cnsy, Fety, R1) < (Vara, Cnsa, Fcta, Ry) et une expression t. On dit que t est
évaluée en utilisant k alternances entre les définitions de Ry et celles de Ro s’il existe

des expressions uy, - -+ ,Ug, V1, -,V telles que :
* * * *
t—ouU1—101 ... —2UR—1Vk

\ * , . ) . . . .
ou v est une forme normale et —; dénote la relation de réécriture induite par les défi-

nitions de R;.

On commence par établir quune union stratifiée peut étre évaluée suivant une stratégie

d’évaluation particuliere en utilisant un nombre constant d’alternances :

Lemme 1.79. Considérons l'union stratifiée p; < py de p; = (Vary, Cnsy, Fcty, Ry) et
de py = (Vary, Cnsy, Fcty, Ro). Pour tout symbole de fonction £ d’arité n et pour toute
séquence de valeurs vy,--- ,vp, £(vy, - ,v,) peut étre évalué en utilisant un nombre
constant d’alternances entre les définitions de Ry et celles de Ro, i.e. le nombre d’alter-

nance ne dépend pas des v;.
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Démonstration. Etant donné un programme (Var, Cns, Fct, R), on définit d’abord un

rang sur les symboles de fonction de Fct a valeur sur les entiers naturels N qui satisfait :

rkpe(f) =0 si Ag € Fct, tel que £ >pe g
rkp(f) = max (rkpe(g)) + 1 siVg e Fct, £ >pa g

geFct
rkFct(f) = rkFct(g) sif ~peg

Nous allons démontrer ce lemme en utilisant une stratégie d’évaluation particuliere.
Puisque la confluence est une propriété modulaire de I'union hiérarchique des pro-
grammes considérés, comme nous ’avons mentionné en début de section, on peut évaluer
un programme d’une telle maniere.

— Si f € Fety alors il n’y a aucune alternance et le résultat en découle directement.

- A présent, si £ € Fcto, nous allons démontrer par induction sur le rang qu’un
symbole de fonction £ de Fcty de rang k peut étre évalué en utilisant au plus k + 1
alternances :

— Si rkpe, (£) = 0 alors tout symbole de fonction g apparaissant dans le membre
droit d’une définition du symbole £ est un symbole de fonction équivalent pour
la précédence >p.y,. Par définition de l'union stratifiée, I’évaluation de f peut
étre effectuée en utilisant seulement des définitions de Rs. On évalue dans un
premier temps tous ces appels récursifs. Ala fin, soit une erreur advient, soit on
obtient une valeur dans 7 (Cns; U Cnsy). Puisque tous les symboles de fonction
de Fcty ont été évalués, on finit par évaluer les symboles de fonction de Fety
en appliquant seulement des définitions dans R;. Finalement, I’évaluation a été
effectuée en utilisant une unique alternance.

— Supposons que si rkpe,(g) < n, alors I’évaluation de g(uy,--- ,ug) puisse étre
effectuée en utilisant au plus n + 1 alternances et considérons le symbole de fonc-
tion £ tel que rkpey, (f) = n+ 1. Puisque 'union est stratifiée, tout appel récursif
de la forme h(vy,- - ,vy) avec vy, -+ , vy, valeurs et h ~py, £ peut étre calculé
en utilisant uniquement des définitions de Ry. Le fait que le programme p, soit
plat garantit que les symboles de fonction de Fcty ne sont pas composés lors
des appels récursifs. En effet, une composition de symboles de fonction de Fcty
apparaissant lors d’un appel récursif peut engendrer un nombre non borné d’alter-
nances. Nous pouvons donc évaluer tout appel récursif d’un symbole de fonction h
tel que h =gy, £ en utilisant uniquement des définitions de Ry. Il reste alors a éva-
luer les symboles de fonction de rang strictement inférieur a n + 1. On commence
par évaluer leur arguments. Puisque le programme est plat, cette évaluation est

effectuée en utilisant uniquement des définitions de R;, de telle sorte que nous
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créons une alternance. On applique 'hypothése d’induction, ajoutant n + 1 al-
ternances supplémentaires, en évaluant tous ces symboles en parallele, ce qui est
possible puisqu’il n’y a aucune composition, et en éliminant tous les symboles de
fonction restant dans Fcty. Il ne reste ensuite que des symboles de fonction dans
Fct; que I'on évalue en utilisant uniquement des définitions de R;. Cette dernieére
évaluation n’ajoute aucune alternance supplémentaire. Finalement, le symbole de
fonction de rang n+ 1 est évalué a ’aide de n + 2 alternances entre les définitions
de p; et celles de ps.

La notion de rang introduite étant bornée par la taille du programme, on obtient le

résultat requis. O

Définition 1.80 (Extension). Etant donnée Uunion hiérarchique de deux programmes p,
et py possédant des quasi-interprétations respectives (—)1 et (—|)2, on définit l’extension
de la quasi-interprétation (—)1 (resp. (—)2), que nous notons aussi (—)1 (resp. (—))2),
par Vb € CnsyUFety\(CnsyUFcty) (resp. CnsiUFct\(CnsaUFety)) (B)1 =ges (D)2 (resp.
(OD2 =aer (B)1)-

Les extensions de (—)1 et de (—|)2 sont définies sur toute expression de p; <K Po.
De plus, si (—)1 et (—)2 sont des quasi-interprétations additivement préservatrices alors

leurs extensions le sont aussi.

Lemme 1.81. Soit ['union hiérarchique de deux programmes p; < py admettant des
quasi-interprétations préservatrices (—|)1 et (—)2, alors il existe deux polynomes P et R

tels que pour toute expression w de p; <K py, les extensions de (—)1 et (—)2 satisfont :

(w)y < P((w)3)
(w)z < R((w)7)

Démonstration. On démontre ce résultat en construisant le polynéme P, le résultat en
découle par symétrie de la condition sur les quasi-interprétations préservatrices pour les
extensions de (—); et de (—|)2. Définissons @ comme le plus petit coefficient multiplicatif
strictement plus grand que 1 des polynomes (b2 (si un tel coefficient n’existe pas, alors
la définition 1.76 implique que les quasi-interprétations sont identiques) et définissons 3
comme étant le plus grand coefficient multiplicatif et additif des polynomes (b);, pour
tout symbole b. A présent, on définit quatre assignations (—)a, (—Da=1, (—)g €t (—)s=1
par :

— (—)a est définie & partir de (—)2 en remplagant tout coefficient multiplicatif distinct

de 1 par « et tout coefficient additif par 1.
— (—)a=1 est définie & partir de (—), en remplacant tout coefficient multiplicatif dis-

tinct de 1 par 1.
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— (—]p est définie & partir de (—)1 en remplagant tout coefficient multiplicatif et additif
distinct de 1 par 3.
— (=)p=1 est définie a partir de (—)g en remplacant tout coefficient multiplicatif et
additif distinct de 1 par 1.
Intuitivement, (—|)o et (—)g représentent respectivement une borne inférieure de (—)2 et
une borne supérieure de (—[);. On peut démontrer par induction structurelle que pour

toute expression w, on a :

(w)f, < (w)3 Par définition de (—)} (1.2)
(w)i < (w3 Par définition de (—)j (1.3)
(w)p=y = (w)i—y Condition 2 de la définition 1.76 (1.4)

Dans la suite de cette preuve, nous allons procéder a un changement de point de vue en
considérant « et § comme des variables. Pour toute expression w, (w)y et (w)j peuvent
alors étre vus comme des polynémes en « et, respectivement, en (; et ceci méme si le
degré de ces polynomes peut dépendre de la taille de ’expression w. Supposons que (]wl)jg
est un polynoéme de degré d en (. Puisque 8 > 1, par définition d’un polynéme honnéte,
pour tout k < d, 5% < 3%. Si on écrit (]ng sous la forme suivante Z?:l ~vi3t, avec des

constantes ;, on obtient :

d
(why =D vp (L5)
=1

d
<O _w)xp Puisque 3 > 1 (1.6)
=1
= (w)hoy x B Par définition de (—)}_, (L.7)
= (w)i—; x 3% D’aprés Uinégalité 1.4 (1.8)

On définit p comme étant le plus grand degré d’un polynéme (b); et e comme le degré
de (w)? en a. On va montrer par induction sur la structure d’une expression w que e ,d
et p sont liés par I'inégalité suivante d < p x e+ 1 :

— Siw est un symbole d’arité 0, (w); =1 et (w)j < 8. Par conséquent, d =1et e =0

et 'inégalité est satisfaite.

— Supposons que w = h(t1, - , 1) avec d; le degré de (t;)7; et e; le degré de (t;)7. Par
hypothese d’induction, on a d; < p X e; + 1. Maintenant supposons que ’écriture de
th)/’g(Xl7 -+, Xp,) se développe en Zjlgdl...jngdnﬁ X X{l...X%". Soient (i1,: -+ ,in)
les indices dans le polynome (h)} pour lesquels le degré est atteint d = 7, dji;+1
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(ils ne sont pas uniques mais il existe au moins un tel couple).
n n n
d<Y (pxej+1)ij+1=pY ejxij+ Y ij+1 ParHL
J=1 j=1 j=1

n n
SpZejXij—i—p—l—lsz(Zejxij—i—l)—i—l Par définition de p
Jj=1 j=1

<pxe+1 Par définition de e

La combinaison de ce résultat et de 'inégalité 1.8 nous donne :
(W) < (whioy x B7H = (uizy x B(BP) (1.9)

On choisit un entier z tel que o > [P et on définit le polynéome P par P(X) =
Bx X*t1 L’entier z existe puisque o > 1 et le polynéme P ne dépend pas de I’expression
w mais des coefficients des quasi-interprétations.

Il reste alors a vérifier que (w)] < P((w)3) :

(w)y < (whiy x B(BP)" D’apres 1.9
< (w)g, x B(BP)° Puisque a > 1
< (w)i x B(a®)¢ = (w]);, x B(a®)® Par définition de z
< (wha x B((wha)?) = P((wy) Puisque o < (w),
< P((w)3) D’apres 1.2

O]

Théoréme 1.82. Etant donnés deux programmes p; = (Vary, Cnsy, Fety, R1) et py =
(Varg, Cnsy, Fcty, Ro) admettant des quasi-interprétations additivement préservatrices
(—)1 et (—)2 et leur union stratifiée p; < p,, le lemme fondamental est vérifié : I
existe un polynome P tel que pour toute expression t de p; K py possédant n variables

T1, -+, Ty et pour toute substitution o vérifiant r;0 = v;, on a :
[to]| < P (max [v;])
i=1..n
Démonstration. La preuve repose sur les deux lemmes précédents. On utilise une induc-

tion structurelle sur une expression t.

(i) Le cas de base se présente lorsque t = £(z1,...,x)) avec des variables z;. On utilise
alors la stratégie d’évaluation décrite dans le lemme 1.79. Le calcul s’effectue donc
en utilisant au plus ¢ alternances : f(vy, - ,v,) = wgimuliqwl ... Lguliqwg,

la constante ¢ étant bornée par la taille du programme.
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Désormais, nous montrons par induction sur I'entier m < [ qu’il existe un polynéme
S tel que (wp)7 < S™(P((wo)s)) (I.LH.). Le cas ot m = 0 est trivial. Définissons
S = Ro P avec P et R les polynomes du lemme 1.81. On vérifie alors que :

(w13 < R(Gumsa)}) Lemme L81
< R((um+1)7) Proposition 1.19
< R(P((um+1)3)) Lemme 1.81
< R(P((wm)3)) Proposition 1.19
< S(5™(P((wo)2))) Par H.I
= S"HL(P((wo)3))

En appliquant le lemme fondamental a ps, on obtient un polynéme 7' qui vérifie

(wo)3 < T'(max;=1.n |vi]). De sorte que :

Jwel < (we)3 < S(P(T(max |vi])))

i=1l..n

(ii) L’induction découle de I'inégalité ci-dessus par composition des polynomes.

Exemple 12. Soit le programme p, défini par :

double(y) = Case y of S(z) — S(S(double(x)))
0—0
add(u,v) = Case u,v of S(x),y — S(add(z,y))
0,y —y

et le programme p, défini ci-dessous :

sq(y) = Case y of S(z) — S(add(sq(z),double(z)))
0—0

Leur union hiérarchique p; < py = (Var, Cns, Fct,R) calcule le carré d’un nombre
unaire donné en entrée. Pour la précédence >pey, on a sq >pq {add, double}. De plus,
le programme py est plat puisqu’il n’y a aucune composition de symboles de fonction dans
ses définitions. Par conséquent, p; < py est une union stratifiée, puisque ’argument du

seul appel récursif sq(x) est une variable. p; et p, sont tous les deux ordonnés par <rpo
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avec un statut produit. On définit les quasi-interprétations (—)1 et (—)2 par :

(lol)l =0 (]0[)2 =0
S)1(X) =X+1 (S)2(X) =X+1
(double);(X) =2xX (double)2(X) =2x X
(add)1(X,Y) =X+Y (add)2(X,Y) =X+4+Y +1
(sq)2(X) =2x X?

(—)1 et (—)2 sont des quasi-interprétations additivement préservatrices de sorte que le
programme p; <K Py calcule des valeurs dont la taille est bornée polynomialement par la
taille des entrées.

De plus, la division du programme peut étre itérée sur p, en utilisant le découpage
donné en trait pointillé qui sépare les définitions des symboles de fonction add et double,

engendrant ainst une union & constructeurs partagés.

Corollaire 1.83 (TEMPS et ESPACE pour 'union hiérarchique ).  L’ensemble des fonc-

tions calculées par une union hiérarchique de deuzx programmes p; et py telle que

1. p; < p, est une union stratifiée,

2. p, et py admettent des quasi-interprétations additivement préservatrices (—|)1 et
(]_DQ:

3. py et py sont ordonnées par <,po et chaque symbole de fonction a un statut produsit,

est exactement l’ensemble des fonctions calculables en temps polynomial.

De plus, si la condition (3) est remplacée par : p, et py sont ordonnés par <,p, alors

on caractérise exactement la classe des fonctions calculables en espace polynomial.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence du lemme fondamental de la proposi-
tion 1.82 et de I'ordre <, avec statut produit. O

Nous avons ainsi établi une nouvelle décomposition des programmes, appelée union
stratifiée, qui garantit que le lemme fondamental demeure correct. Une telle décompo-
sition est une condition nécessaire afin de préserver la borne polynomiale, comme nous
I’avons illustré dans les différents contre-exemples qui précedent. Ainsi, on obtient une
nouvelle maniere de diviser les programmes, encore plus flexibles que les précédentes,
dans une perspective de synthese de quasi-interprétation. La complexité temporelle des
heuristiques de recherche de quasi-interprétations se trouve donc considérablement amé-

liorée.
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.5 Application a d’autres langages de programmation

Dans cette section, nous montrons brievement que ’analyse des programmes par quasi-
interprétation peut étre étendue a d’autres types de langage. En particulier, on montrera
que les quasi-interprétations ont déja été adaptées a des problémes de vérification de
bytecode dans [ACGDZJ04]. Puis, nous nous intéressons & une adaptation des quasi-
interprétations au controle des ressources dans le cadre d’un langage synchrone utilisant
des threads coopératifs développée dans [ADZ04]. Enfin, on vérifiera que les résultats
obtenus pour la modularité hiérarchique en section 1.4 permettent d’élargir notre étude

a l'ordre supérieur en utilisant des techniques d’élimination de ’ordre supérieur.

1.5.1 Application a la vérification de bytecode

Dans [ACGDZJ04], Amadio et al. adaptent 1’étude des quasi-interprétations a la véri-
fication des ressources d’un bytecode. A cet effet, ils considérent un langage fonctionnel
au premier ordre standard similaire au langage décrit en section I.1.1 et y ajoutent des
types inductifs. Puis, ils définissent une évaluation par appel par valeur similaire a celle
présentée en figure 1.2. Dans cette étude, on suppose que les quasi-interprétations ainsi
que les types sont fournis comme des annotations des programmes. Une notion de ma-
chine virtuelle composée de six instructions de base est alors définie. Ces six instructions
sont les suivantes :

— load %, qui charge dans la pile la ¢-eme valeur de la pile,

— build ¢ n qui construit et ajoute la valeur c(vq, - - - ,vy,) dans la pile, siles vy, , v,

sont les n valeurs situées en haut de la pile au moment ou 'instruction est exécutée,

— branch c j qui exécute l'instruction j si la valeur située en haut de la pile est de la

forme c(vy,- -+ ,vp),

— stop qui arréte ’exécution,

— call g n qui appelle la fonction g sur les n valeurs situées en haut de la pile,

— et return n qui retourne la valeur calculée par un symbole de fonction f d’arité n.
Le but de cette étude est de déterminer les vérifications d’usage a effectuer pour garantir
des bornes en espace et des preuves de terminaison au niveau du bytecode en utilisant les

quasi-interprétations fournies avec le programme initial. Elle s’effectue en trois étapes :

1. On vérifie d’abord que les configurations de la machine virtuelle sont bien typées

relativement aux types donnés en annotation,

2. Puis, on effectue une vérification sur leur forme et, en particulier, sur le type de

symbole de constructeur contenu en haut de pile,
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3. Enfin, On effectue une vérification sur la taille des valeurs a ’aide des annotations

de quasi-interprétations.

Si les programmes compilés passent avec succes ces trois étapes d’analyse alors on obtient
que la taille de toute valeur stockée dans la pile est bornée polynomialement par la taille
des entrées. En outre, 'analyse est étendue & des interprétations polynomiales [MN70,
Lan79] afin d’obtenir une vérification de la terminaison de la machine virtuelle. Cette

étude a été améliorée dans [DZGO05] en utilisant des récurrences terminales.

1.6.2 Application a des systemes de threads concurrents et interactifs

Dans [ADZ04], une analyse statique de systémes de threads interactifs et concurrents
utilisant les quasi-interprétations est proposée. Les threads sont coopératifs et leur in-
teraction est basée sur un modele synchrone. En d’autres termes, un thread en cours
d’exécution ne peut pas étre préempté a moins qu’il décide lui-méme de rendre la main
et 'exécution est découpée en instants. Un instant dure aussi longtemps qu’un thread
peut continuer a s’exécuter. Lorsque tous les threads sont stoppés ou sont en attente
d’un nouvel instant, le programme passe a I'instant suivant. Le langage en considération
s’inspire d’un langage fonctionnel au premier ordre avec des types inductifs auquel on
ajoute des comportements (Behaviours). Un comportement peut étre retourné par une
fonction. Cependant, au lieu de retourner un résultat, le comportement peut produire
un effet de bord en changeant des valeurs contenues dans des registres globaux et peut
changer 'ordre d’exécution dans le programme du thread qui lui correspond. La syntaxe
des expressions est identique a celle décrite en section 1.1.1 tandis que les différents types
de comportement sont décrits ci-dessous :

— stop termine 'exécution du thread considéré,

— yield.b passe la main au programme. Lorsque le controle revient sur ce thread dans

le méme instant, ce dernier reprend l’exécution du comportement b,

— e, ou e est une expression, change instantanément le comportement du thread,

— next.e, ou e est une expression, change le comportement du thread au début de
I'instant suivant,

— r:=e.b, ou r est un registre global et e est une expression, assigne la valeur de e a
r puis exécute le comportement b,

— match r with p;y — b1 | ... | pp — b | [x] — e attend jusqu’a ce que la valeur
de r puisse étre unifiée avec celle de p; et rend le controle au programme dans la
négative. Si a la fin d’un instant, aucune unification n’a eu lieu alors ec est exécuté,
avec ¢ une substitution telle que xo = v et avec v la valeur contenue dans le registre

r.
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Un symbole de fonction f de ce langage est décrit par une suite de regles de la forme
£(p1) = b1,...,£(Py) = by, ou les by, sont des comportements. On conserve I’hypotheése que
les motifs sont linéaires et ne se chevauchent pas. Une restriction sur les programmes est
alors posée en effectuant une analyse de leur flot de controle. Cette analyse garantit qu'un
registre peut étre lu au plus une fois en ’espace d’un instant (Read Once Condition). La
notion de quasi-interprétation est alors étendue aux registres globaux puis est vérifiée
sur un systeme de contraintes générées pour tous les comportements ne correspondant
pas a un changement d’instant. L’analyse ainsi effectuée garantit I’obtention d’une borne
sur la taille des valeurs calculées a la fin d’un instant par la taille des valeurs au début
de l'instant. Cette étude a été étendue dans [Dab07] sur des programmes réactifs afin
de garantir une borne sur la taille des valeurs calculées polynomiale en la taille du

programme initial & la fin d’un instant quelconque.

1.5.3 Application a des programmes d’ordre supérieur

Dans cette section, nous essayons d’étendre ’analyse de programme par quasi-interpré-
tation & des programmes fonctionnels & 'ordre supérieur. Afin d’effectuer une telle ana-
lyse deux approches différentes sont envisageables. D’une part, on pourrait essayer de
considérer des assignations a 'ordre supérieur. Cette approche, quoi que prometteuse,
semble cependant difficilement automatisable puisqu’elle consiste a synthétiser des assi-
gnations a 'ordre supérieur. D’autre part, on peut transformer tout programme a ’ordre
supérieur en un programme équivalent au premier ordre a ’aide de techniques de défonc-
tionnalisation introduites par Reynolds [Rey98]. La défonctionnalisation d’un programme
se compose de deux étapes. En premier lieu, un symbole de constructeur est substitué
a chaque déclaration de symbole de fonction a ’ordre supérieur. Dans un deuxieme,
chaque application d’'un symbole de fonction est éliminé en introduisant un nouveau
symbole de fonction pour 'application. Nous invitons le lecteur intéressé par un tel sujet
a lire le mémoire d’habilitation de Danvy [Dan06] qui étudie la défonctionnalisation et
le Continuation-Passing Style et donne de nombreuses références. Nous constatons avec
intérét que les techniques d’élimination de ’ordre supérieur transforment les programmes
a 'ordre supérieur en une union hiérarchique de programmes, puisque ’application d’une
fonction est remplacée par 'application d’un symbole de constructeur. Il est donc envi-
sageable d’appliquer les résultats obtenus en section 1.4 a de tels programmes obtenant
ainsi des caractérisations a ’ordre supérieur des ensembles des fonctions calculables en
temps polynomial et des fonctions calculables en espace polynomial.

Nous allons montrer comment utiliser la modularité des quasi-interprétations afin de

controler les ressources des programmes a lordre supérieur en utilisant les résultats
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de [BMPO7]. Notre objectif est plus de donner un apergu du type d’analyse applicable
sur des programmes a ’ordre supérieur que de répertorier les différentes techniques de
défonctionnalisation existantes. Nous allons donner les points-clé de cette étude sans
chercher a formaliser la syntaxe des programmes a 'ordre supérieur de maniere précise.

Nous faisons donc le choix d’illustrer notre approche par de nombreux exemples.

Exemple 13. Supposons que g est défini par un programme qs. Considérons p, le pro-

gramme a l’ordre supérieur suivant :

fold(Az.f(z),nil) — 0
fold(Az.f(z),c(y,l)) — f(fold(Ax.f(x),1))
h(l) — fold(A\z.g(z),l) pour g défini dans g
h(l) itére g de sorte que [h(l)] = [g"(0)] ou n est le nombre d’éléments dans la liste [.
A partir de p, nous obtenons P par défonctionnalisation :
fold(nil) —
q = fold(c(y,1)) — append(cy, fold(l)) avec co un nouveau constructeur

n(l) — fold(l)
&= {append(co,2) - g()

On peut donc assigner des quasi-interprétations aux programmes d’ordre supérieur en
considérant leur transformation au premier ordre. En effet, ’exemple ci-dessus illustre le
fait que le programme défonctionnalisé p est divisé en trois parties : les programmes q; et
d, et un programme qs qui calcule la fonction correspondant au symbole g. Remarquons
que 'union hiérarchique q, < q; est stratifiée (Cf. définition 1.77). De plus, elle admet

la quasi-interprétation additivement préservatrice suivante :

(£old)1 (X) = (m)1(X) = X (gh2(X) = X +1
(e)1(X,Y) =X +Y +1 (coda =0
(001 = (o)1 = (il =0 (append)s(X,Y) = X +Y +1

(append); (X, Y)=X+Y +1
Les résultats sur la modularité des quasi-interprétations établis en section 1.4.3 nous
permettent de donner une condition suffisante sur la quasi-interprétation du symbole g
définie dans q3 afin de garantir que les calculs demeurent polynomialement bornés en la
taille des entrées. En effet, la proposition 1.82 implique que (g)s doit étre additivement
préservatrice. C’est a dire que (g)3(X) = (g)2(X)+a = X +a+1 pour une constante o

donnée. Remarquons que (g)2 est forcée par (append)s et que (append)s est forcée par

(append);.
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Exemple 14. Etant donné le programme p suivant, qui visite une liste I donnée en

entrée en utilisant le continuation passing style :

visit(nil, \z.f(z),y) — £(y)
visit(c(z,1), \v.£(z),y) — visit(l, \z.g,(£(2)),v)
h(l) — visit(l, Az.gy(z),0)

ot g, et g; sont des symboles de fonction définis dans un programme g3 donné qui
admet une quasi-interprétation additive (—)3. On a [b(l)] = [g}(gy(0))] ot n est le

nombre d’éléments dans la liste [. On obtient alors p par défonctionnalistation :

visit(nil, k,y) — append(k, )
g, = | visit(c(z,1),k,y) — visit(l,c1(k),y)
h(l) — visit(l, cg, 0) avec cq, ¢1 symboles de constructeur
%_{ append(co, ) — go(x)
append(c; (k), z) — g, (append(k;, x))

L’union hiérarchique gy < g, est stratifiée et admet les quasi-interprétations additi-

vement préservatrices suivantes :

visit)(X) = (h)1(X) =X +1

d 1 g1)2(X) = (goh2(X) = X +1
(c)1(X,Y) = ()i (X,Y) =X +Y +1

(

(a

)

ClDQ( ) X +1

0D2 = (]C()DQ =0
ppend)s(X,Y)=X+Y +1

(

(

0)1 = (co)1 = (nil); =0 (
ppend) (X, Y)=X+Y +1 (Y
A présent, supposons que nous disposions de deuz quasi-interprétations (go)s et (g1)3,
qui sont deux certificats pour les symboles g, et g, par rapport au programme gqs. La
proposition 1.82 nous assure que le calcul reste polynomial si les quasi-interprétations des
symboles g, et g, sont additivement préservatrices. En d’autres termes, (gg)3(X) = X+a

et (g1)3(X) = X + 5 avec a et 5 des constantes données.

Une approche modulaire permet donc de prédire si on peut appliquer de maniere sure
et efficace une fonction dans un programme a ’ordre supérieur. Elle nous permet aussi

d’obtenir les caractérisations suivantes :

Théoréme 1.84 (Modularité des programmes & l'ordre supérieur). L’ensemble des
fonctions calculées par un programme a ’ordre supérieur p tel que sa défonctionnalisation

D est définie par union hiérarchique p; < py de deux programmes p; et py qui satisfont :

1. p; < py est une union stratifiée,
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2. p, et py admettent des quasi-interprétations additivement préservatrices (—|)1 et
(]_D27
3. py et py sont ordonnés par <,p, et chaque symbole de fonction a un statut produit,

est exactement l’ensemble des fonctions calculables en temps polynomial.
De plus, si la condition (3) est remplacée par : p, et py sont ordonnés par <,p, alors

on caractérise exactement la classe des fonctions calculables en espace polynomial.

1.6 Conclusion

La diversité des algorithmes capturés, la décidabilité du probléme de la synthese pour
des polynomes a valeur sur les réels et a degrés bornés ainsi que ’application des quasi-
interprétations a des langages aussi divers que ceux mentionnés dans la précédente section
justifient pleinement I'intérét que I'on peut porter & une telle méthode d’analyse statique
par interprétation sémantique.

Cependant, cette méthode possede quelques lacunes. L’analyse des quasi-interpréta-
tions échoue sur certains algorithmes naturels tels que le tri rapide (Quicksort) ou encore
la division. Ce phénomeéne est, en majeure partie, di a la propriété sous-terme .13 des
assignations considérées dans la définition des quasi-interprétations. De plus, il nous faut
fournir une analyse plus flexible permettant a la fois d’analyser les ressources d’un plus
grand nombre d’algorithmes, d’améliorer ’étude des programmes réactifs et d’analyser
les ressources utilisées par des programmes impératifs ou orientés objet. C’est dans cette
optique que nous introduirons la notion de sup-interprétation d’un langage fonctionnel
au premier ordre dans le chapitre II, puis, que nous adapterons cet outil a un langage

orienté objet dans le chapitre III.
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Il n'existe pas qu'un seul monde, lui dis-je, celui
que VouS VOyez Ou que Vous Croyez voir ou que
vous imaginez voir ou que vous voulez bien voir,
ce monde que touchent les aveugles, qu’entendent
les amputés, que reniflent les sourds, ce monde de
choses et de forces, de solidités et d'illusions, ce
monde de vie et de mort, de naissances et de des-
tructions, ce monde ou nous buvons, au milieu du-
quel nous avons coutume de nous endormir. Il en
existe au moins un autre a ma connaissance : ce-
lui des nombres et des figures, des identités et des
fonctions, des opérations et des groupes, des en-
sembles et des espaces.

(R. Queneau, Odile)

Ce chapitre améliore ’analyse statique de la complexité des programmes du premier
ordre effectuée au chapitre I. Il met en évidence la notion de sup-interprétation introduite
dans [MPO6b, MP07c]. Une sup-interprétation est un outil qui fournit une borne supé-
rieure sur la taille des sorties d’une fonction. Plus précisément, une sup-interprétation
est une assignation partielle qui fait correspondre une fonction de domaine et codomaine
inclus dans I’ensemble des réels & une partie des symboles d’un programme. La fonction
assignée fournit directement une borne sur la taille des valeurs calculées par le symbole
correspondant.

Cette notion de sup-interprétation est utilisée dans un critere, dénommé critere quasi-
amical, qui garantit que la taille des valeurs calculées par un programme le vérifiant est
bornée polynomialement par la taille de ses entrées. L’intérét pratique d’un tel critere
est de fournir, avant exécution, la quantité de ressources, par exemple, ’espace mémoire,
qu’un programme nécessitera pendant son exécution.

La notion de sup-interprétation a donc été introduite pour répondre a ce type de

besoin. Elle s’inspire fortement de :
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— La notion de quasi-interprétation étudiée dans le chapitre précédent et développée

par Bonfante, Marion et Moyen dans différents articles [BMMO1, BMMO07, MMOO0,
Mar03]. Comme nous l’avons vu dans la section 1.2, une quasi-interprétation four-
nit, tout comme une sup-interprétation, une borne supérieure sur la taille des sorties
d’une fonction par analyse statique de programmes fonctionnels au premier ordre.
Un programmeur connaissant la quasi-interprétation d’un programme peut donc
aisément trouver une borne sur la taille de chaque stack frame. Mais 'intérét prin-
cipal des sup-interprétations est de capturer une classe strictement plus large d’al-
gorithmes que les quasi-interprétations. Elles ont donc une plus grande complétude
intensionnelle. Cette caractéristique est intrinsequement liée a ’absence de la pro-
priété sous-terme (Cf. définition 1.13) pour les sup-interprétations. En effet, cette
propriété génere parfois des des bornes supérieures beaucoup trop larges et engendre
ainsi une perte de flexibilité dans la recherche de quasi-interprétation. Ainsi, les sup-
interprétations fournissent une plus grande flexibilité dans I’étude des algorithmes
que les quasi-interprétations. Afin d’illustrer ce propos, nous verrons dans ce cha-
pitre que des programmes naturels calculant le logarithme ou la division admettent

une sup-interprétation et n’ont aucune quasi-interprétation.

— La méthode des paires de dépendance développée par Arts and Giesl dans [AG00].

Cette méthode fut initialement introduite pour prouver la terminaison des systemes
de réécriture de termes de manieére automatique. Les sup-interprétations s’inspirent
fortement des paires de dépendance a travers la notion de fraternité introduite
en I1.1.2.

— Le size-change principle (ou SCP) de Jones et al. [LJBAO1], une autre méthode

permettant de prouver la terminaison des programmes. En effet, la relation entre
la terminaison d’un programme et sa complexité computationnelle est forte puisque
pour prouver la terminaison d’un programme et pour trouver des bornes de com-
plexité sur ses calculs, il faut contréler les arguments des fonctions apparaissant lors

d’un appel récursif.

Apres avoir introduit la notion de sup-interprétation, nous développerons trois critéres

pour borner les ressources que nous décrivons brievement :
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1. Le premier critere, appelé critere quasi-amical, permet d’agrandir en pratique la
classe des programmes capturés par un ancien critere, nommément le critere ami-
cal, introduit dans [MPOGb]. Par exemple, il permet de capturer des programmes
récursifs sur des structures d’arbre alors que le critere amical échoue sur ce type
d’algorithme. De plus, il permet de capturer strictement plus d’algorithmes que les

quasi-interprétations puisque toute quasi-interprétation est quasi-amicale. L’ob-



jectif de ce critére est de fournir une borne polynomiale sur la taille des valeurs

calculées pendant l’exécution d’un programme.

2. Le deuxieme critere est appelé critere quasi-amical a appels récursifs bornés. Il
permet de prendre en compte des programmes ne terminant pas. Ce second critere
fournit, lui aussi, une borne polynomiale sur la taille des valeurs calculées ainsi
que sur la taille des stack frames empilés durant ’exécution du programme cor-
respondant. En particulier, il permet I’étude de programmes sur des structures de
données infinies, comme les streams, en vérifiant que chaque étape du calcul est

bornée polynomialement.

3. Finalement, le dernier critere quasi-amical modulo projection a été introduit pour
étudier les programmes utilisant des opérations de destruction ou de projection. En
particulier, nous capturons, grace a ce nouveau critere, de nombreux algorithmes
basés sur des techniques de programmation de type « diviser pour régner », algo-
rithmes dont la complexité n’était capturée ni par le critére quasi-amical, ni par

aucune autre méthode & notre connaissance.

Puis, nous comparons la notion de sup-interprétation avec :

— La notion de quasi-interprétation. Premierement, nous montrerons que toute quasi-
interprétation est une sup-interprétation particuliere. Il en découle que nous obte-
nons des heuristiques permettant de synthétiser des sup-interprétations. Ces heu-
ristiques permettent de trouver la sup-interprétation d’un programme en cherchant
une quasi-interprétation du programme. Une autre conséquence est que toutes les
caractérisations de classes de complexité obtenues en section 1.2 peuvent étre éten-
dues aux sup-interprétations. Enfin, il est donc envisageable d’appliquer les sup-
interprétations, tout comme les quasi-interprétations, a d’autres langages byte-
code [ACGDZJ04], a lordre supérieur ou synchrones avec des threads coopéra-
tifs [ADZ04].

— La méthode des paires de dépendance. Nous développons un critere de terminaison
grace a cette notion de paire de dépendance. Ce critere de terminaison utilise des
polynomes sur les entiers naturels de maniere a préserver le fait que le préordre
utilisé par les paires de dépendance soit bien-fondé. Combiné au critere quasi-amical,
il permet de caractériser de maniere différente ’ensemble des fonctions calculables
en espace polynomial.

— Le size-change principle (SCP) afin d’obtenir un autre criteére de terminaison. Les
programmes dont la terminaison est capturée par le SCP sont aussi capturés par
cette méthode mais la réciproque est fausse.

Nous présenterons une caractérisation des classes de complexité NC* qui représentent les
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classes de fonctions calculables par des circuits de profondeur logarithmique et de taille
polynomiale. La caractérisation de la classe ALogTime a été présentée dans [BMPOG]
et nous généralisons ce résultat aux classes NC¥. De telles caractérisations dépendent
fortement de 'utilisation des sup-interprétations, puisque ’absence de condition sous-
terme sur les sup-interprétations nous permet facilement de borner logarithmiquement
les appels récursifs d’'un programme tandis que les quasi-interprétations ne permettent
pas une telle approche.

Enfin, nous terminerons ce chapitre en proposant un critére utilisant des assignations
polynomiales sans la propriété sous-terme et s’inspirant de la méthode des paires de
dépendance qui permet de synthétiser des sup-interprétations n’ayant pas la propriété

sous-terme.

11.1 Définitions

11.1.1 Adjonction d’opérateurs

Nous enrichissons ici la syntaxe du langage de programmation fonctionnel au pre-
mier ordre décrit dans la section I.1.1 & 'aide de symboles d’opérateur. Un opérateur
correspondra a une opération primitive incluse par défaut dans le langage étudié. Le vo-
cabulaire ¥ = (Var, Cns, Op, Fct) se compose désormais de quatre ensembles disjoints de
symboles qui représentent respectivement I’ensemble des variables, ’ensemble des sym-
boles de constructeur, I’ensemble des symboles d’opérateur et ’ensemble des symboles
de fonction. Un programme p de notre langage se compose d’une séquence de définitions
def{,--- ,def,, qui décrivent des symboles de fonction et qui sont caractérisées par la

grammaire de la figure I.1 ou les expressions sont désormais définies par :

Expression>e == x|c(er, - ,en) | opler,---,en) | e, -+ ,en)
| Case z1,--- ,x, of oy — e ... P — €f
ou x,x1, ..., Ty sont des variables, ¢ € Cns est un symbole de constructeur, op € Op est

un symbole d’opérateur, £ € Fct est un symbole de fonction et p; est une séquence de n

motifs.

Fia. II.1: Syntaxe des expressions avec opérateurs

Les restrictions sur le langage sont les mémes qu’en section [.1.1. Le domaine de calcul

d’un programme p est toujours l’ensemble V* = V U {Err} ou V représente 1'algebre
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de termes constructeurs 7 (Cns), défini par 7(Cns) > v == b | b(vy,--- ,v,), et Err
est un symbole sémantique d’arité nulle retourné comme sortie par un programme si
une erreur advient. Chaque symbole d’opérateur op d’arité n est interprété par une
fonction Jop] de V™ dans V*. Les opérateurs sont essentiellement des fonctions partielles,
comme les destructeurs, ou des fonctions caractéristiques de prédicats, comme =. Le
symbole d’opérateur hd, qui calcule la téte d’une liste, illustre I'utilité du symbole Err
en satisfaisant la condition suivante [hd](nil) = Err lorsque nil est la liste vide.

Notre langage possede la méme sémantique d’appel par valeur définie dans la figure 1.2

enrichie de la regle suivante :

tllwl...tnlwn

op € Op et Vi,w; # Err
Op(tla"' 7tn) l H:Op]](wla"' 7wn)

Fic. I1.2: Sémantique par appel par valeur d’un opérateur

La sémantique d’une expression reste inchangée, i.e. étant donnée une expression sans

variable, on note [t] = u si et seulement si ¢ | u.

11.1.2 Fraternités

Dans cette section, nous définissons la notion syntaxique de fraternité inspirée par les
deux techniques de terminaison que sont les paires de dépendance [AGO0] et le Size-
change principle de [LJBAO1]. La fraternité est une notion clé utilisée dans différents

criteres afin de contrdler la taille des arguments des appels récursifs.
Définition II.1 (Fraternité). Dans un programme p, l’expression Clg,(€1),...,g,(€r)]
activée par £(p1,--- ,pp) est une fraternité si :

1. Clg,(€1),...,8,(€r)] est une expression mazimale (Cf. définition 1.4).

2. Pour touti e {l,...,r}, g ~pc L.

3. Pour tout symbole de fonction h apparaissant dans le contexte C[o1,--- , o], on a

f >pc h.

Une fraternité correspond a un ou plusieurs appels récursifs puisqu’elle fait intervenir

des symboles de fonction équivalents pour la précédence > pcy.
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Exemple 15. Le programme de l'exemple 1 :

minus(z,y) = Case z,y of
0,z—0
S(z),0 — S(z)
S(u),S(v) — minus(u,v)
q(z,y) = Case z,y of
0,S(z) — 0
S(z),S(u) — S(q(minus(z,u), S(u)))

admet deux fraternités qui sont minus(u,v) et S(q(minus(z,u),S(u))). Elles sont respec-

tivement activées par minus(S(u), S(v)) et q(S(z), S(u)).

Définition II.2. Une fraternité Clg,(€e1),...,g,(€r)] activée par £(p1,--- ,pn) est dans
sa forme canonique si tout symbole de fonction h apparaissant dans C[o1,--- o], on
a £ >pe h. Dans la suite de ce chapitre, chaque fois que mous aurons recours a une
fraternité Clg,(€1),...,g,(€)], nous supposerons au préalable qu’elle est dans sa forme

canonique.

11.1.3 Assignations partielles

Définition I1.3. Une assignation I est une application partielle de domaine dom(I)
inclus dans le vocabulaire X qui associe une fonction partielle I1(b) de (RT)™ dans RT a
chaque symbole b d’arité n appartenant au domaine dom(I). Afin de simplifier le présent
discours, nous supposerons désormais qu’une assignation partielle est toujours définie
pour les symboles de constructeur et d’opérateur (i.e. CnsU Op C dom(I)).

Une assignation I est définie sur une expression e si chaque symbole de CnsU OpU Fct
apparaissant dans Uexpression e appartient au domaine dom(I). Si l'assignation I est
définie sur une expression e ayant k variables alors ’assignation partielle de e par rapport
a I, que nous notons I*(e), est l’extension canonique de l’assignation I. Elle dénote une
fonction de (RT)* dans R et est définie comme suit :

1. Six; appartient a Var, alors I*(x;) = X; avec X1, ..., Xk une séquence de nouvelles

variables o valeur dans RT.
2. Si b est un symbole d’arité nulle, alors I*(b) = I(b).

3. Si b est un symbole d’arité n > 0 et si e1, - ,e, sont des expressions, alors
I*(ber, -+ en)) = I(b)(I*(e1), - .-, I"(en))
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Si € est une séquence d’expressions ey, -+ , €y alors I*(€) = I*(e1),...,I"(em).

Etant donné un contexte Cloy,--- o], I*(C) est défini comme la fonction de (RT)! —
RT qui satisfait, pour toute séquence d’expression ey,--- ey, I*(C)(0*(e1),...,0%(¢)) =
I*(Clet, - ,er])-

Les notions d’assignations polynomiale et additive restent identiques a celles du cha-

pitre I. Par conséquent, le lemme suivant est toujours valide :

Lemme I1.4. Etant donnée une assignation additive I, il existe une constante « telle

que pour toute valeur v de V*, les inégalités suivantes sont satisfaites :
] < T*(v) < ax o]

Démonstration. Cf. la preuve du lemme 1.12. O

1.1.4 Sup-interprétations

Définition I1.5. Une sup-interprétation est une assignation 6 (Cf. définition I1.3) qui

vérifie les trois conditions suivantes :

1. L’assignation 6 est monotone. C’est a dire, pour tout symbole b € dom(6), la
fonction 0(b) satisfait :

Vi = 1,...,TL Xi ZY;@H(())(Xl, 7Xn> 26(b>(Y17 7Y’Vl>

2. Pour toute valeur v, la sup-interprétation de v est supérieure ou égale a la taille

dewv :
Yo eV, 0%(v) > |y

3. Pour tout symbole b € dom(0) d’arité n et pour toutes valeurs vy,...,v, de V, si
[o(v1,...,v,)] € V*, alors

0" (b(viy...,vn)) = 0" ([b(v1,...,v0)])
Une expression e admet une sup-interprétation 6 si 6 est une assignation définie sur e.

La sup-interprétation d’une expression e par rapport a 0 est notée 0*(e).

Intuitivement, une sup-interprétation est une interprétation particuliere d’un pro-
gramme. Au lieu de retourner la dénotation du programme, la sup-interprétation fournit
une borne supérieure sur la taille des sorties des fonctions dénotées par le programme.

Il est intéressant de constater qu’une sup-interprétation est une mesure de complexité
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A la Blum [Blu67]. En effet, la restriction d’une sup-interprétation’ aux entiers naturels
vérifie les deux axiomes définissant une mesure de complexité. A savoir :
— Etant donné un programme p de symbole de fonction principale £, 6(f) est définie
sur les entrées 6*(v) si et seulement si £(v) termine.
— Etant donnés le nombre n, les entrées U et un programme p de symbole de fonction
principale £, le probleme de décision ¢(f,7,n) qui retourne 1 si 6(£)(0*(v)) = n et
0 dans le cas contraire est décidable.
Exemple 16. Le programme de l’exemple 1 admet une sup-interprétation polynomiale

définie par :

Exemple 17. Considérons le programme qui calcule [’exponentielle :

exp(x) = Case z of
0 — S(0)
S(y) — double(exp(y))
double(z) = Case x of
0—0
S(y) — S(S(double(y)))
En prenant 6(0) = 0, (S)(X) = X + 1, 0(double)(X) = 2X et O(exp)(X) = 2%, on
définit une sup-interprétation des symboles de fonction double et exp. Notons que la sup-
interprétation de exp n’est pas polynomiale. Les trois conditions de la définition 11.5 se
vérifient aisément. Par ezemple, en notant n = S(...S(0)...), on vérifiera que 0*(n) = n

n fois S
et que 0*(double(n)) > 6*([double](n)) puisque :

0" (double(n)) = f(double)(6*(n)) =2 x 0" (n) =2 xn
0" ([double](n)) = 0*(2 x ) = 2 x n

Lemme I1.6. Etant donnée une expression e sans variable admettant une sup-interpré-

tation 0, si [e] € V*, alors Uinégalité suivante est vérifiée :

0" ([e]) < 67(e)

Lot O(£)(9* (D)) n’est pas défini si £(T) ne termine pas.
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Démonstration. La preuve repose sur une induction structurelle sur les expressions. Le
cas de base est une conséquence directe de la propriété suivante : Vo € V, [v] = v.

Etant donnée une expression e = b(ey, - ,e,) admettant une sup-interprétation 6.
Nous évaluons e a ’aide d’'un appel par valeur. Nous pouvons faire usage d’une telle
évaluation puisque les programmes considérés sont confluents. Supposons, par hypotheése
d’induction (HI), que 0*(e;) > 6*([e;]). On vérifie que :

0*(e) = 0(b)(0"(e1),...,0" (en)) Par définition de 6*
> 0(b)(0*([ex])s -, 0" ([en])) Définition I1.5 de la condition 1 et (HI)
= 60" (b([e1], -, [en])) Par définition de 6*
> 0" ([b]([e], ---, [en])) Définition II.5 de la condition 3
= 6" ([el)

Etant donnée une expression e, on définit ||e|| par :

Ilell| si [e] € V*

sinon

llell =
De sorte qu’il est désormais possible de considérer des programmes non terminants de

maniere élégante :

Corollaire I1.7. Supposons que e soit une expression sans variable et admettant une

sup-interprétation 0. Alors l'inégalité suivante est vérifiée :
lell < 6%(e)
Démonstration. Le cas ou [e] ¢ V* est trivial. A présent, supposons que [e] € V*.

0*(e) > 6*([e]) Lemme I1.6
> e Condition 2 de la définition I1.5

1.L1.5 Poids

Désormais, définissons la notion de poids permettant le controle de la taille des ar-
guments d’un appel récursif. Le poids est une assignation partielle ayant la propriété

sous-terme. La notion de poids est donc tres proche de la notion de quasi-interprétation.
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Définition I1.8. Un poids w est une assignation partielle a valeur sur Fct. Etant donné
un symbole de fonction £ d’arité n, le poids lui associe une fonction totale ws de (RT)™
dans R qui vérifie :

1. ws est monotone :
Vi=1,...,n, X;>2Yi=ws(..., X;,...) >we(....Y;,...)
2. ws posséde la propriété sous-terme :

Vi=1,...,n, VX; €ERT we(..., X;,...) > X;

1.2 Criteres permettant le controle des ressources en espace

Comme nous 'avons mentionné dans 'introduction de cette section, nous allons in-
troduire différents critéres combinant des sup-interprétations et des poids polynomiaux.
Ces criteres permettent de borner la taille des valeurs calculées par un programme poly-
nomialement en la taille des entrées. Le critere principal, appelé quasi-amical, est inspiré
par un ancien criteére, le critere amical, introduit dans [MPOG6b]. Cependant, le critere
quasi-amical capture plus d’algorithmes. Par exemple, une récurrence sur une structure
d’arbre de la forme f(x) = Case z of txt' — £(¢)«£(t’) est quasi-amicale mais n’est pas
capturée par le critere amical. Nous cherchons ici & garantir une forte intensionnalité tout
en simplifiant au maximum notre discours afin d’éviter toute technicité superflue. C’est
pour cette raison que nous n’étudierons pas cet ancien critere. Enfin, les deux derniers
criteres présentés dans cette section s’inspirent du critere quasi-amical et ont été déve-
loppés afin de capturer deux catégories d’algorithmes. La premiere catégorie concerne
les algorithmes non-terminants dont, en particulier, les algorithmes sur les structures
de données infinies. Nous montrerons que 'on peut tout de méme garantir des bornes
polynomiales sur la taille de chaque stack frame. La seconde catégorie est constituée
d’algorithmes basés sur des techniques de programmation dites « diviser pour régner ».
Par exemple, on réussit a capturer l’algorithme du tri rapide (Quick-sort) a I’aide d’un

tel critere.

11.2.1 Critére quasi-amical

Définition I1.9. Un programme p est quasi-amical si et seulement s’il existe une sup-
interprétation polynomiale et additive 0 et un poids polynomial w tels que pour toute

fraternité de la forme Clg,(€1),...,g,.(er)], activée par £(p1,--- ,pn), on ait :

we (07 (p1), -+, 0" (pn)) = 07(C)(wg, (07 (1)), - - -, wg, (67 (er)))
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Remarque 3. Ce critére n’est pas pertinent lorsque [’on considére la composition de
fonctions équivalentes pour la précédence >pq, comme Uillustre la définition suivante
f(x) = £(£(x)). Afin de vérifier le critére quasi-amical, il nous faut trouver un poids

polynomial ws et une sup-interprétation polynomiale 6(£) vérifiant :

we(X) = we(0(£)(X))

Ce qui signifie que nous connaissons déja une borne sur les calculs effectués par le symbole
de fonction £, dans la mesure ou nous connaissons sa sup-interprétation. Le critére
perd donc tout son intérét dans une telle configuration. Cette restriction ne représente
pas un inconvénient majeur pour deuxr raisons principales. La premiére étant que de
tels programmes ne sont pas naturels du point de vue d’un programmeur. La seconde
veut qu’en pratique des programmes de ce type calculent des fonctions plus complexes
que les polynomes, comme la fonction d’Ackermann dans 'exemple 18, et tombent, par

conséquent, en dehors du champ de notre étude.

Exemple 18 (Fonction d’Ackermann [Ack28]).

A(z,y) = Case x,y of 0,z — S(z)

Pour vérifier le critéere quasi-amical, on doit trouver un poids et une sup-interprétation
polynomiale vérifiant wa(0*(S(2)), 0" (S(w))) > wa(6*(2),6*(A(S(2)), 0" (w))). Ce qui si-
gnifie que nous devons trouver 6(4) afin de vérifier le critére quasi-amical et de trouver

une borne sur les calculs effectués par le programme. Le critére perd donc tout son intérét.

Théoreme 11.10. Supposons que le programme p soit quasi-amical, alors pour tout
symbole de fonction £ d’arité n dans p, il existe un polynome P: tel que pour toute

séquence de valeurs vy, ...,v,, on ait :
[£(v1;- -, vn)[| < Pe(max(|va], ..., vn]))

Démonstration. Supposons que le programme p soit quasi-amical et que [£](vy,- -+, vp)
soit défini, i.e. le calcul termine sur les entrées v, --- , Up.

Commengons par assigner a chaque motif p une fonction P,(X) de Max-Poly a une
variable X :

— si p est une variable alors P,(X) = X

— sip=c(p1, - ,pn) alors Py(X) =n x max;=1., (P, (X)) +1
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Par construction, nous obtenons pour toute substitution o satisfaisant z;0 = v;, avec x;

une variable apparaissant dans le motif p :

84

Py(max(|vi], -, |vn])) = [po| = [lpo]] (IL.1)

A présent, nous allons démontrer ce théoréme par induction sur la précédence > g

— Si le symbole de fonction f est défini sans fraternité, alors on a f(x1,- - ,x,) =

Case x1,--- ,x, of ﬁ — e1.. ﬁ — e avec £ >pq, g pour tous les symboles de
fonction g € e;, j € {1,...,l}. Supposons par hypothese d’induction, que nous
ayons déja défini une borne supérieure polynomiale sur le calcul des symboles de
fonction g. Si e; = h(di,---,dp), nous définissons inductivement une borne su-
périeure sur la taille des calculs de e; par P, (X) = Pa(maxj—1.m Py, (X)), puis,
nous posons P:(X) = maxj_ ;(F;(X)). Par construction, nous obtenons que
Pe(max;—1_p |vi]) > ||£(v1,- -+ ,vp)| en combinant I'hypothese d’induction et le cas
de base contenu dans 'inéquation (II.1).

A présent, supposons que le symbole de fonction f soit défini par des fraternités. Soit
E Tensemble de toutes les expressions maximales activées par f(pi,- - ,p,) pour
une séquence de motifs pi,--- ,p, quelconque et qui ne sont pas des fraternités.
Pour toute expression e € E, on commence par définir le polynéme P., comme
dans le paragraphe précédent, puis, on définit le polynome Pr» par Pe~(X) =
maxXecpg(Pe(X)). Pour tout symbole de fonction g ~p; £, nous définissons Py de
maniere identique. Enfin, on définit un nouveau polynoéme monotone :

Q:(X) = max (Py- (X))

g petf

Intuitivement, ce dernier polynome représente une borne supérieure sur la taille de
toute valeur calculée lors d’un appel de fonction quittant une récurrence, c’est-a-
dire, une définition de symbole de fonction qui appelle d’autres symboles de fonction
strictement plus petits pour la précédence > p;.
En combinant les inégalités du critere quasi-amical, nous allons établir que si, étant
données des valeurs vy, --- ,vn, £(v1, -+ ,v,)—=C*[g, (W), ..., 8, (Tr)] avec g, ~ret
. Rret 8 ~Fet £, C* un contexte correspondant a la composition de différents
contextes de fraternité et — la relation de réduction induite par les définitions du

programme, alors :

we(0"(v1), - 0% (va)) = 0%(C*)(wg, (0" (D)), ... .o, (0°(W)))  (I12)

Ce résultat est établi par induction sur le nombre k£ d’étapes de réduction corres-

pondant a I’évaluation des symboles de fonction équivalents & f. Si k = 1, alors
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on obtient le résultat en combinant le critére quasi-amical avec le lemme I1.5 et le
fait que les poids soient monotones. A présent, supposons que le résultat soit vérifié
pour k > 1, c’est-a-dire pour une réduction de la forme f(ﬁ)gE[g1 (€1),...,8,.(er)].
De plus, supposons que m = uj, pour tout j € {1,...,7r}. On obtient alors que
f(@)gE[gl (@1), ..., g, (ur)] puisque I'évaluation des expressions e; n’implique aucun
symbole de fonction équivalent a f pour la précédence > g, (cf. Remarque 18). Sup-
posons, respectivement a notre stratégie d’évaluation, que la réduction suivante soit
de la forme g (uﬁ-)LD[hl(dl), ..yhy(d)] avec Dlhy(dy), . .., by (dp)] une fraternité
et avec h; ~p. g; pour tout i € {1,...,m}, de telle sorte que nous puissions appli-

quer le critere quasi-amical. Par monotonie des sup-interprétations, nous obtenons :
we (0" (v1), -+ 0" (vn)) = 07 (E)(wg, (6°(€1)), - - -, wg, (0°(er)))  Par HL
> 0% (E)(wg, (0" (W1)), - .. ,wg, (0"(Wr)))  Lemme I1.6
> 0%(C*) (we, (0%(b1)), . . . ,we, (6%(bs)))  Définition I1.9

0
0

Wg 1
w€1

pour peu que f(vq, - - ,vn)kL1 CH[£1(b1), ..., Es(bs)] avec s =r+m—1, C¥[oq, ... o]
= E[o1,...,0j-1,D[¢j, ..., %j4m—1],%j4m, . - -, Os] €t ol les £;(b;) sont égaux a g;(u;),
hi jy1(dizj—1) ou g;yq_p,(Uit1—m) suivant que i soit dans I’ intervalle {1,...,j — 1},

dans l'intervalle {j,...,j +m — 1} ou dans l'intervalle {j +m, ..., s}.

Ce critere demeure valide dans le cas ol les appels g;(w;) correspondent a des appels
de fonction qui quittent un appel récursif (i.e. des appels de fonction faisant appel
a des définitions n’impliquant que des symboles de fonction strictement plus petits
pour la précédence). Puisque nous considérons une valeur définie (i.e. une évaluation
qui termine), de tels appels existent.

Définissons P(X) = a x Q¢(max(X)) avec « la constante du lemme I1.4. Pour tout

ie{l,...,r}, g;(w) termine et nous constatons que :
P(0*(w;)) > P(|u) Condition 3 de la définition II.5
> a % |[g;](w@)] Par construction de Qs
> 0*([g;](w)) Lemme I1.4
Par conséquent, si £(vy,--- ,v,)—C*[g, (@), ..., g, ()] alors :

0*(C*)(P(0" (1)), - .., P(0"(ur)))
> 60*(C*) (0" ([g:] (@), - -, 0" ([g,](@r))) Par monotonie de 6*(C*)
> |I£(v1, - o0l Corollaire I1.7

Il nous reste & démontrer qu’il existe une fonction Ry € Max-poly {R*} telle
que R¢(0*(0)) > 0*(C*)(P(0*(uq)),. .., P(6*(u;))). L’inégalité (I1.2) implique que
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6*(C*)(01,- -+ ,0p) est polynomiale en ¢; puisque 6*(C*) est borné par un polynéme
dépendant de we(6*(v1),- - ,0%(vy,)) indépendamment de la longueur de dérivation.
Nous appliquons encore le lemme II.4 et obtenons que [|f(v1,---,vy,)|| est borné
polynomialement par P{(max |v;|) = Re(a X maxj—1._n(|vi]))-
Pour conclure, V£ € Fct, P{ € Max-poly {R"}, et nous pouvons aisément trouver un
polynome P tel que VX Pr(X) > P{(X). O

Corollaire I1.11. Soit p un programme quasi-amical qui termine sur toutes ses entrées,
alors pour tout symbole de fonction £ d’arité n dans p, il existe un polynéme Ps tel que

pour toute séquence de valeurs vi, -« , vy, -
H[f]](vlv T ’Un)’ < Pf(maX(M“L SRR ’URD)

Exemple 19. On peut montrer que le programme décrit dans ’exemple 1 est quasi-

amical en choisissant :

0(S)(X) =X +1 wg(X,Y) =X+Y
O(minus)(X,Y) =X Wminus (X,)Y) =X+Y

En effet, on vérifie aisément les conditions du critére quasi-amical :

Whninus (07 (S(v)),0%(S(u))) =U +V +2
>V+U
= wpinus (07 (v), 0% (u))
a0 (8(2)),0°(S(w)) = U + Z +2
= 0"(S)(wq (0" (minus(z,u)), 0" (S(u))))

Exemple 20 (Pgced). Le programme suivant calcule le plus grand commun diviseur :

minus(z,y) = Case z,y of
0,z—0
S(z),0 — S(z)
S(u),S(v) — minus(u,v)
if(z,y, z) = Case z,y, z of
True, u,v — u

False,u,v — v
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gcd(z,y) = Case z,y of
0,z — =z
S(z),0 — S(z)
S(u),S(v) — if(le(u,v), gcd(minus(v, u), S(u)), gcd(minus(u, v), S(v)))

le est un opérateur spécifique qui, étant données deux entrées n et m, retourne la valeur
True (respectivement False) si la représentation unaire de n est plus petite (strictement
plus grande) que celle de m. Par conséquent, 6(1e)(X,Y) = 0 définit bien une sup-
interprétation du symbole le pour peu que l’on suppose que 6(True) = §(False) = 0.

Ce programme posséde deux fraternités :

minus(u,v)
et
if(le(u,v), gcd(minus (v, u),S(u)), gcd(minus(u,v), S(v)))

La premiére dépend du symbole de fonction minus et nous laissons le lecteur vérifier
qu’elle satisfait le critére quasi-amical. La deuxiéme est activée par gcd(S(u),S(v)). En
choisissant 0(S)(X) = X + 1, 0(if)(X,Y,Z) = max(Y,Z) et O(minus)(X,Y) = X
comme sup-interprétations des symboles S, if et minus, il nous reste a vérifier qu’il

existe un poids polynomial w tel que :

0(if)(0(le)(U, V), O(minus)((V, U),H(S)(U)),wgcd(e(minus)(U, V),S(V))) =
max(wgcd(V, U+1), wgcd(U, V+1))

wged(U + 1,V +1) = wgcq(0(S)(U), 6(S)(V)) =

Il suffit de choisir wgeq(X,Y) = X +Y et Uinégalité ci-dessus se réécrit en :
U+V+2>2V+U+1

Il en résulte que le programme est quasi-amical, et, nous pouvons donc appliquer le
théoréme I1.10.

Exemple 21 (Codage de Huffman). Le programme suivant correspond a l'algorithme
des codes de Huffman décrit dans [BW8S]. Le domaine de calcul est bati a partir de deuz
symboles de constructeur pour les arbres, ¢ pour les noeuds et tip pour les feuilles, et
de trois symboles de constructeur 0, 1 et nil d’arité 0 permettant d’encoder les mots bi-
naires. Un mot binaire sera encodé de la maniére suivante c¢(1,c(0,nil)) et correspondra

a un chemin relatif a un arbre donné. O correspond au fils gauche d’un noeud tandis que
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1 correspond a son fils droit. Nous commencons par la présentation de la fonction de dé-
codage qui, pour un arbre t et un chemin p donnés, retourne le mot dans t correspondant

au parcours du chemin p :

decode(t,p) = trace(t,t,p)
trace(x,y, z) = Case z,y, z of
t,t',nil — nil

t,c ,p) — c(Tip(z), trace(t,t,

Tip(z),t2),c(0,p
t1, Tip(z)),c(1,p
(

(

)

t,c(c ,¢(0,p) — trace(t,c(t1,t2

(
t,c( (
(c(t1,t2),c(t3,t4)),c(0
t,c(c(ty, ta), c(t3, ta)), c(

(
) — c(Tip(x), trace(t, t,
(
,C (

1,p) — trace(t,c(ts,ty

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que le critére quasi-amical est vérifié en choi-
sissant la sup-interprétation polynomiale et le poids polynomial suivants O(Tip)(X) =
X+1L0c)X,Y)=X4+Y+1 et wgrace(X,Y,Z) =max(X,Y) x Z+max(X,Y)+ Z.

A présent, intéressons nous a la fonction de codage qui rend comme résultat le chemin

dans Uarbre t correspondant a une liste de caractéres p donnée en entrée :

codes(t,p) = Case t,p of

t,nil — nil

t,c(z,y) — c(code(t, x), codes(t,y))
code(u,v) = Case u,v of

Tip(x),y — if(z=y,nil, Err)

c(t1,t2),y — if(member(y,t1),c(0, code(t1,y)),

if (member(y, t2), c(1, code(ta,y)), Err))

member(u,v) = Case u,v of

z, Tip(y) — if(zx=y, True, False)

x,c(t1,ta) — or(member(z,t;), member(x,t2))
if(u,v,w) = Case u,v,w of

True,x,y — x

False,z,y — y

Nous avons utilisé deux symboles d’opérateur dans ce programme. =, qui teste si deux
caracteres sont égauz, et or, qui calcule la disjonction logique. Puisque ces symboles ne

retournent que des valeurs booléennes qui ont pour taille 0, nous pouvons leur attribuer
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la sup-interprétation suivante (=)(X,Y) = 0(or)(X,Y) = 0. Le symbole de fonction if
est quasi-amical puisqu’il ne fait intervenir aucun appel récursif, et donc aucune frater-
nité, nous définissons sa sup-interprétation comme étant 0(if)(X,Y, Z) = max(X,Y, Z).
Le symbole de fonction member calcule, lui aussi, des valeurs booléennes et nous pou-
vons définir f(member)(X,Y) = 0 comme étant sa sup-interprétation. A présent, posons
0(c)(X,Y) = X+Y +1 de telle sorte que la quasi-interprétation considérée soit additive.
En choisissant weoge (X, Y) = X +Y, nous pouvons vérifier que code est quasi-amical.
Puis, en choisissant weoges(X,Y) = (X +1) x (Y 4+ 1) et O(code)(T, X) =T puisque
lexpression code(t,z) calcule le chemin de x dans l'arbre t, nous vérifions aussi que

codes est quasi-amical :

Weodes (07 (1), 0% (c(z,y)))

(T+1)x (X+Y +2)
(T+1)x (Y +1)+T+1
0(c)(0" (code(t, ), weodes (07 (£), 07 ()))

\Y

1l nous reste a étudier le programme qui construit ’arbre de Huffman. Etant donnée
une liste de paires encodant un caractére et une densité, le programme commence par
construire une liste de feuilles représentant les paires a l’aide du symbole de constructeur
Tip (Dans le cas présent, le symbole de constructeur Tip a une arité 2 afin de pouvoir
coder les caractéres et les densités). Ensuite, algorithme fusionne les arbres de plus
petite densité dans un nouvel arbre dont la densité est la somme des densités de ses
noeuds. Finalement, le programme ordonne les arbres par densité croissante et s’appelle
de maniére récursive jusqu’a ce qu’il ne reste plus qu’un seul arbre, l’arbre d’Huffman.
Ce programme est décrit par Ualgorithme suivant ot nous supposerons que la liste des

noeuds, donnée en entrée, est déja triée par densité croissante :

single(u) = Case u of
nil — True
c(p, nil) — True
c(p,c(q,1)) — False
head(u) = Case u of

c(p,q) = p
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weight(u) = Case u of

Tip(z,w) - w

c(ty,te) — add(weight(t;),weight(ta))
tiping(u) = Case u of

nil — nil

c((z,w),p) — c(Tip((z,w)), tiping(p))

insert(u,v) = Case u,v of

p, nil — ¢(p, nil)

prc(a,r) — if (le(ueight(p), weight(q)), c(p, c(g, 1)), clg, insert(p,)))
combine(u) = Case u of

p — if(single(p),head(p), combine(p))

c(p,c(q,1)) — insert(c(p,q),1)
build(p) = combine(tiping(p))

On vérifiera que le programme est quasi-amical en prenant :

Weombine (X) = Wtiping(X) = Wyeight (X) =X el wingert(X,Y) =X +Y
f(weight)(X) = f(head)(X) = X, 0(add)(X,Y) =X +Y et f(single)(X) =0

Exemple 22. Le programme de l’exemple 17 n’est pas quasi-amical. En effet, la sup-
interprétation de double doit étre plus grande que 2 x X et, si l’on veut vérifier le critére

quasi-amical, il faut trouver un poids polynomial wexp tel que :
Wexp (X + 1) > O(double)(Wexp(X)) > 2 X Wexp(X)

ce qui est clairement impossible.

11.2.2 Critére pour les programmes non-terminants

Nous introduisons ici un nouveau critere afin de renforcer le résultat du théoreme I1.10.
Ce critere garantit que, méme en cas de non terminaison du programme, la taille de
toutes les valeurs intermédiaires calculées et, par conséquent, la taille de tout stack
frame est bornée polynomialement par la taille des entrées. L’objectif d’un tel critére
est de permettre le controle de la taille des sorties d’un programme potentiellement
non terminant. En outre, il va permettre de considérer des programmes sur des types
de données infinies comme les streams. On pourrait donc envisager de ’étendre a la

programmation réactive comme dans [ADZ04].
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Définition I1.12 (Appels récursifs bornés). Un programme p posséde des appels récur-
sifs bornés si et seulement s’il admet une sup-interprétation polynomiale et additive 0 et
un poids polynomial w tels que pour toute fraternité de la forme Clg,(e1), ...,g,.(&)],

activée par £(p1,--- ,ppn), on ait :

we(07(p1), -+, 0" (pn)) = max (wg, (67(e0)))

7
Notons que le critere a appels récursifs bornés est indépendant du critere quasi-amical

de la section précédente comme l'illustrent les exemples qui suivent :

Exemple 23.

half(t) = Case t of
S(S(x)) — S(half(z))
S(0) — 0
0—0

f(x) = half(f(double(x)))

ot double est la fonction décrite dans l'exemple 17. La taille des arguments de £ est dou-
blée a chaque application de la derniére définition. Cependant, en prenant f(half)(X) =
X/2, O(double)(X) =2 x X et we(X) = X, on peut vérifier que le critére quasi-amical
est satisfait, alors que le programme n’est pas a appels récursifs bornés. En effet, il fau-

drait trouver un poids polynomial ws vérifiant we(X) > we(2 x X), ce qui est impossible.

Exemple 24. Le programme de l’exemple 9 :

double(y) = Case y of S(x) — S(S(double(x)))
0—0
exp(y) = Case y of S(x) — double(exp(x))
0 — S(0)

est a appels récursifs bornés mais n’est pas quasi-amical. En effet, un programme calcu-
lant une fonction exponentielle ne saurait vérifier le critere quasi-amical. En revanche,
en prenant (S)(X) = X +1 et wexp(X) = X, on vérifie aisément que wexp(0*(S(x))) >
Wesp (07 (7).

Lemme I1.13. Si un programme & appels récursifs bornés a un arbre des appels conte-

*
nant une branche de la forme (£,v1,-++ ,vp) ~ (g U1, ,Um) avec £ Xpy g alors :

we (07 (v1), -+, 07 (vn)) = wg(07 (un), -, 07 (um))
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Démonstration. Nous montrons ce résultat par induction sur le nombre k d’états de la

branche :
- Sik =1, (f,u1,--+ ,vn) ~ (g, u1, - ,up) alors il existe une définition contenant
une fraternité C[...,g(e1, - ,em),...], activée par £(p1,--- ,pn) avec £ Rpy g, et il

existe une substitution o telle que p;o = v; et [e;0]] = u;. En combinant la condition
du critere a appels récursifs bornés, la monotonie des poids et le lemme I1.6, on
obtient :

we (0" (v1), -+ 0% (vn)) 2 wg(07(e10), -+, 0% (emo)) = we(0%(ur), -+, 0% (um))
— Supposons, par hypotheése d’induction, que si (f,v1,--- ,vp) R (h, v}, -+, vl) avec

f~pishetl <k, alorson a

we (0 (vr),- - 07 (vn)) = (87 (0)), -+ 0% () (HLL)

T

Maintenant considérons la branche suivante de 'arbre des appels de longueur &+ 1,

avec g Rpet £ :

k

(£, 01, 0n) > (B, 0p, -, 0) ~ (gun, o, U)
we (0% (v1), -+, 0%(vn)) > wn(0*(v)), -+ ,0%(v))) Par H.I.
> wg(0 (u1),- -+, 0" (um)) Par H.I.

O]

Théoréme I1.14. Etant donné un programme P quasi-amical a appels récursifs bornés.

Pour tout symbole de fonction £ de p, il existe un polynéme R tel que, pour tout état

(g, ut, ++ ,Um) de larbre d’appel de racine (£,v1,- - ,v,), on ait :
max ([ui]) < Re(max([on], .., [vn]))
i=1..m
méme si £(vy,...,v,) ne termine pas.
Démonstration. Etant donné un arbre des appels de racine (f, vy, ,v,) correspondant

a une exécution d’'un programme p. On définit le niveau d’un symbole de fonction par
1v(f) =ger 0, si £ est la fonction correspondant & la racine de arbre des appels. Si h ~p.
g alors 1v(h) =ger 1v(g). Pour tout g tel que g >pe h, 1v(h) =ger maxgs . n(1v(g)) +
1. Il est important de constater que le niveau est borné par la taille du programme
puisqu’il dépend du nombre de symboles de fonction. On étend la notion de niveau aux

états de l'arbre des appels : Le niveau d’un état est le niveau du symbole de fonction
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correspondant. Le niveau d’un arbre des appels est le plus haut niveau d’un symbole
de fonction apparaissant dans un des états de I'arbre. A présent, nous supposerons que
I’arbre des appels considéré dans cette preuve est de niveau . Nous allons construire
le polynéme R par induction sur le niveau. Soit (g, u1,- - ,up) un état de 'arbre des
appels,

— Si 1v(g) = 0 alors £ ~py g Posons Rp(X) = we(a x X,...,a x X), a étant la

constante du lemme I1.4. On vérifie que :

Ry( max (lvj])) > we(6*(v1),---,0%(vn)) Lemme 11.4
j=l.n

> wg(0(u1),- - ,0"(u))  Lemme I1.13

> max (0" (ui)) Condition 2 de la définition II.8
7=1..m
> max (ui]) Condition 3 de la définition I1.5
=1..m
— Silv({(g,u1, - ,um)) = k+1. Supposons que nous ayons déja construit un polynoéme
R;. pour le niveau k. En considérant la branche de I'arbre des appels allant de
(f,u1, -+ ,un) & (g, u1,- -+ ,Unp), on sait qu'il existe deux états (h,v,---,v)) et
(h?,uf,- - ,u;) de niveau respectif k et k + 1 vérifiant :
<f,’01,--- 7vn> j') <hvviv"' an> ~ <h,au/1a"' ,u;> j') <gvula"' aum>
0 k k+1 k+1
En outre, il existe une substitution o et une définition de la forme h(zq, - ,2;) =
Case z1,--- ,z; of p1,--- ,p; — Clh’(e1,--- ,¢;)] telles que pio = v} et [e;0] = u.

Le programme étant quasi-amical, en appliquant le théoreme I1.10, on peut trouver

un polynéme P, vérifiant P, (max;—1 ;(|v}|)) > max;—1._;(|u}|). On pose :

Quaef(X) = max P, (X)

avec S(X) = wp)(X,...,X) et « la constante du lemme I1.4. Intuitivement, S’jef
représente une borne supérieure polynomiale sur la taille des valeurs dans les états
de niveau inférieur ou égal a k + 1 dans la branche considérée de I’arbre des appels.

Par Hypothese d’Induction (H.L.), Ry, doit vérifier Ry (max;=1 , |v;|) > max;—y ; [v}].

93



II Les sup-interprétations

On déduit de ceci que :

Sief( max [vi]) = S(a X Quer(Ri( max [ui])))

> S(a % Qdef(m?)‘% [vi])) H.I. et monotonie de @ gef
1=1..

> S(milx(oz x |uf])) Par définition de Q gef
i=1..j

> S(m?x(e*(u;))) Lemme 11.4
i=1..j

> wpe (07 (uy), -+, 0% (u})) Par monotonie du poids

> we (0" (u1),- -+, 0" (um)) Lemme I1.13

> max (|u;]) Définition I1.8

1=1..m

Maintenant, il nous faut construire une borne polynomiale sur toutes les valeurs des
états de niveau inférieur ou égal a k + 1 et pas seulement ceux de la branche de
I’arbre d’appel considérée ci-dessus. A cet effet, soit E} 'ensemble des définitions de
la forme h(zi,---,2;) = Case xy,---,x;0f p1,---,pp — Clh’(e1,---,e;)], h et h’
ayant pour niveau respectif £ et k£ + 1. Comme dans le précédent cas de figure, on
définit les polynomes Q) gef et Sljef pour toute définition def € Ej. Il reste a définir
Rp11(X) = maxgerep, (S (X))

Par construction, Ry représente un borne polynomiale sur la taille des valeurs conte-
nues dans des états de niveau inférieur ou égal a k + 1. On choisit alors R comme étant
le polynome qui vérifie R¢(X) > R,(X) avec 7y le niveau du programme, R correspond
alors a la borne désirée sur toute valeur contenue dans un état de l'arbre d’appel. 11
est nécessaire de souligner qu’un tel polynéme R: existe puisque R, est une fonction de
Max-poly {R}, le nombre de compositions de polynomes restant borné a chaque étape

de la preuve par ~, et v étant lui-méme borné par la taille du programme. O

Exemple 25 (Streams). Comme nous l’avons fait remarquer dans l'introduction de cette
section, le théoreme I1.14 trouve tout son intérét lorsqu’il est appliqué a des programmes
ne terminant pas. En particulier, il reste valide pour une classe de programmes incluant
des streams. Dans cette optique, nous introduisons des données de type stream a notre
langage de programmation a l'aide d’un symbole binaire de constructeur « :: ». Dans
un stream h :: t, h est appelé la téte du stream et t est sa queue. On suppose qu’une

sémantique sur les streams est définie de maniére classique en utilisant une évaluation
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paresseuse sur les streams [FM0O3].

add(x,y) = Case z,y of
S(u),v — S(add(u,v))
0,v —wv

addstream(z,y) = Case x,y of u :: [,v :: I’ — add(u,v) :: addstream(l,l)

Ce programme, qui fusionne deuzr streams, est quasi-amical & appels récursifs bornés
en prenant (add)(X,Y) = X 4+ Y, 6% (x =) = X + L+ 1, waaa(X,Y) = X + Y et
waddstream(X,Y) =X +Y :

— La condition du critére quasi-amicale est satisfaite :

Waaa (0% (S(u)), 0 (v))=U+V +1
> U+V +1=0(8)(waaa(0"(u),07(v)))
Waddstream(@ (w = 1),0%(v =) =U+V +L+L +2
>L+L4+U+V+1
— 06:) (0" (3dd(1,v)), wagastrean(® (D, (1))

— La condition du critére a appels récursifs bornés est, elle aussi, satisfaite :

Waaa(0*(S(u)),0"(v)) =U+V +1
> U+ V = waaa (0" (u), 0% (v))
Waddstream (0" (v 1),0"(v 1) =U+V + L+ L +2
> L+ L' = wagdstrean(?" (1), 0°(1'))

Ainsi, le théoréme 1.1/ peut étre appliqué. Ceci étant, il serait inutile de considérer le
stream dans son entier comme étant une entrée, puisque la taille d’un stream est non
bornée. Pour palier a ce probléme, on choisit les entrées comme étant un nombre restreint
de tétes de stream, nombre fixé par la syntaxe du programme. De la méme maniére, tout

programme d’application sur les streams de la forme :
f(x) =Case z of z:: 1 — g(z) :: £(I)

est quasi-amical a appels récursifs bornés du moment que le symbole g représente un
programme quasi-amical. Le théoreme 11.14 s’applique donc encore. De plus, pour tous
ces programmes nous savons que les valeurs calculées dans le stream de sortie (i.e. dans
les tétes situées dans le membre droit d’une définition) ont une taille bornée polynomia-

lement par la taille de quelques tétes d’entrée, dont le nombre est fixé par la taille du
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programme, puisque les calculs impliquent uniquement des symboles de fonction quasi-
amicauz o valeur sur des données finies (sinon certaines parties du programme ne sont
jamais évaluées, et dans ce cas, une borne sur leurs calculs est inutile). Pour finir, nous
présentons un exemple de programme ne vérifiant pas le critére quasi-amical a appels

récursifs bornés :
f(x)=Casexzof z::1l — f(z:z::1)

Ce programme ne remplit pas les conditions du critére puisqu’il empile infiniment des
tétes de stream sur son argument de récurrence, calculant de cette maniére une valeur
de taille non bornée. Pour vérifier le critére, en supposant que 0(::)(X,Y) =X +Y +1,

il nous faudrait trouver un poids polynomial ws vérifiant :
we(Z+L+1)>ws(2xZ+L+2)

Ce qui est clairement impossible.

11.2.3 Critére pour les algorithmes de type « diviser pour régner »

Lorsque 'on cherche a controler la taille des valeurs calculées par un appel récursif,
il arrive que 1’on soit obligé de connaitre une borne supérieure précise sur la taille des
arguments de la récurrence pour étre capable de la controler. Cependant, 1'obtention
d’une précision raisonnable peut s’avérer étre une tache particulierement ténue pour peu
qu’un programme utilise des opérations spécifiques de destruction sur les arguments de

ses appels récursifs, comme l'illustre ’exemple qui suit :
Exemple 26 (Identité).
f(x) = Case = of

I — c(hd(l),£(t1(1)))

nil — nil
Ce programme calcule la fonction identité sur les listes en utilisant des opérateurs des-
tructeurs tl et hd. Ces deux destructeurs calculent respectivement la queue et la téte
d’une liste | donnée en entrée. Malheureusement, leurs sup-interprétations 0(tl)(L) et
O(hd)(L) doivent étre au moins égales a L afin de borner la taille des valeurs calculées.

Si nous cherchons a vérifier le critére quasi-amical en prenant 0(c)(X,Y) =X +Y +k,

avec k une constante supérieure ou égale a 1, alors on obtient :
we(L) > L+ k+ws(L)

1l en découle que le programme n’est pas quasi-amical.
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Ce probleme résulte du fait que 6(hd)(L) et 0(t1)(L) soient considérées comme des
fonctions de L, générant ainsi une borne supérieur trop large. Dans le cas présent, ’opé-
ration de destruction oblige la sup-interprétation & étre sous-terme (i.e. #(hd)(L) > L),
ce qui s’avere étre un inconvénient intensionnel rédhibitoire. Historiquement, les sup-
interprétations ont été introduites afin d’éviter d’avoir recours & la propriété sous-terme
qui était le principal inconvénient des quasi-interprétations. Ce sujet sera débattu plus
largement dans la section 11.3.1 et nous invitons le lecteur intéressé a s’y reporter directe-
ment. Dans cette section, nous essayons d’endiguer ce probléme, de maniere syntaxique,
en remplacgant la sup-interprétation d’'un symbole de destructeur par des nouvelles va-

riables qui satisfont un systéme de contraintes.

Définition I1.15 (Projecteur). Un symbole de fonction df est appelé le i-éme projecteur

relatif au symbole de constructeur c s’il est défini par :
d; () = Case z of c(e1, - ,e,) — €

Remarque 4. La notion de projecteur introduite ci-dessus est tres restrictive d’un point
de vue syntazique. Cependant, elle a le mérite de proposer une approche simple permet-
tant de traiter ce type de probléme. On pourrait envisager d’ajouter a un programme des
opérateurs destructeurs beaucoup plus sophistiqués. On augmente alors considérablement
le nombre de programmes capturés mais, en contrepartie, on augmente aussi l'indécida-
bilité de la méthode, puisque trouver la sup-interprétation de tels symboles peut s’avérer
extrémement difficile, voire impossible. Ceci étant, une autre approche raisonnable peut
étre de considérer les opérateurs comme des opérations de base du langage, fournies avec

un certificat, leur sup-interprétation.

La sup-interprétation d’un projecteur d;?(e) est alors définie comme étant une nouvelle

variable.

Définition I1.16 (Sup-interprétation de projecteur). Etant donné un projecteur d]‘?, une
expression e et une sup-interprétation 0, l’extension canonique 0% de 0 définie sur une

expression d;(e) est modifiée comme suit :
0" (&(0)) =aer X'
ot Xz est une nouvelle variable.
J

Pour tout programme, en présence de projecteurs, on génere alors un ensemble de

contraintes :
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S:=0

n
Pour toute expression dj(e) de p avec dj projecteur, S:=SU Z 55_ +1<6%)
j=1

Fia. I1.3: Génération de contraintes sur les projecteurs

Définition II.17 (Contraintes sur les projecteurs). Soit p un programme, on génére

l’ensemble S des contraintes sur les projecteurs dans la figure I1.5.

Ces inégalités correspondent a des contraintes sur les sup-interprétations d’expressions

ayant été projetées. En pratique, ces contraintes sont toujours satisfaites pour des sup-

interprétations additives. En effet, supposons que e = c(ey,--- ,e,). On a :
0%(e) = 0(c)(0"(e1), -+ ,0"(en))
= 0(c)(6"(d1(e), ..., d5(e)))
= Q(C)(ng, R g%)

Par conséquent, les contraintes sur les projecteurs sont de la forme Z?Zl e +1 <
J

0(c)( der -+ Xge) et sont toujours vérifiées puisque 0(c)(o1,- -+ ,0n) = Y iy 0i+k avec

k>1.

Définition II.18 (Quasi-amical modulo projection). Etant donnés un programme p et
S l’ensemble de ses contraintes sur les projecteurs, p est quasi-amical modulo projection
s’il existe une sup-interprétation polynomiale et additive 0 et un poids polynomial w tels

que « S implique que p est quasi-amical ».

Exemple 27. Considérons le programme suivant qui renverse une liste donnée en en-

trée :

reverse(l) = rev(l, nil)

rev(l,a) = if(I=nil, a,rev(tl(l), c(hd(l),a)))
Le systéme de contraintes sur les projecteurs généré est le suivant :
q— {th(z) 4 xhd®) 4 < L)}

Ce programme posséde une seule fraternité rev(tl(l),c(hd(l),a)). De sorte que le critére

quasi-amical engendre l'inégalité qui suit :

Wrev(La A) > Wrev(th(l), A+ th(l) + k‘)
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ou k est une constante additive associé au symbole de constructeur de listes c. En choi-
sissant k =1 et wrer(X,Y) = X + Y, on obtient :

L+A>Xx10 4 xhdd) 4441

Finalement, S implique que p est quasi-amical et le programme est quasi-amical modulo

projection.

Exemple 28. Le programme de l'exemple 26 est quasi-amical modulo projection. En
effet, il est suffisant de prendre we(X) = X et 0(c)(X,Y) =X +Y + 1 pour le prouver.

Théoreme I1.19. Soit p un programme quasi-amical modulo projection. Pour tout sym-
bole de fonction £ d’arité n de p, il existe un polynome Pr qui vérifie pour toute séquence

de valeurs vy,..., vy,
||f('U1, s 71}”)” < Pf(max(]’uﬂ, ceey |UTL|))

Démonstration. Le systeme S est toujours satisfait, comme nous ’avons fait observer
ci-dessus. La satisfaction de la proposition « S implique que p est quasi-amical »est donc

équivalente a la satisfaction de la proposition « p est quasi-amical ». O

Exemple 29 (Quicksort). Le programme suivant calcule l’algorithme Quicksort en uti-
lisant un symbole de fonction intermédiaire order. Etant donnés un nombre unaire n et
une liste [, ce symbole calcule une paire pair(u,v) de deux listes u et v qui représentent
respectivement les éléments de la liste d’entrée | inférieurs ou égaux a n et les éléments

de l strictement plus grands que n.

append(z,y) = Case z,y of
nil, u —
c(n,v),u — c(n,append(v,u))
p,(z) = Case z of pair(pi,p2) — p1
po(z) = Case x of pair(p1,p2) — p2
order(w,x,y,z) = Case w, z,y, z of
n,c(m,l),u,v — if(le(m,n), order(n,l,c(m,u),v), order(n,l, u,c(m,v))
n,nil, u, v — pair(u,v)
gs(z) = Case z of
nil — nil

c(n,u) — append(qs(p; (order(n,u,nil, nil))), c(n, gs(py(order(n, u, nil, nil))))
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append est un programme quasi-amical pour peu que l’on prenne 6(c)(X,Y) = X+Y +1,
0(S)(X) = X + 1 et wappend(X,Y) = X + Y. Puisque p, et py sont des projecteurs,

l’ensemble S des contraintes de projecteurs est égal a :

{X;rder(n,u,nil,nil) + Xorder(n,u,nil,nil) +1< 0*(order(n, u, nil, Illl))}
1 P2

De plus, en posant O(order)(W, XY, Z) =X +Y +Z+1, S se réécrit en :
d ( K b ‘17 ‘1) d ( K b ‘17 ‘1)
{Xglr er(n,u,nii,ni _"_ XIC));' er(n,u,nii,ni S U}

En choisissant 0(if)(X,Y, Z) = max(Y, Z) et O(append)(X,Y) = X +Y, il nous reste

a démontrer que :
worder (N, M + L+ 1,U, V) > Worder (N, L, M + U + 1, V)
> worder(Na LUV + M+ 1)
2
wgs (N +U + 1) > qus (X}cj)?der(n,u,nil,nil)) +N+1
i=1
afin de prouver que le programme est quasi-amical. En choisissant wqs(X) = X et
WorderW, X, Y, Z) =W + X + Y + Z, le systéme d’inégalités ci-dessus se réécrit en :
(N+M+L+UHVHI>N+MAL+U+V +1,
order(n,u,nil,nil) order(n,u,nil,nil)
N—l—U—I—lZmax(Xpl n,u,nil,ni ’Xp2 n,u,nil ni )’

N+U+1> Xglrder(n,u,nil,nil) + X;)Qrder(n,u,nil,nil) +N+1 }

order(n,u,nil,nil) order(n,u,nil,nil)}

qui est €gal a {U > Xp, + Xbp,

gramme est quasi-amical modulo projection.

=S, de telle sorte que le pro-

11.3 Application aux travaux précédents

11.3.1 Comparaison avec les quasi-interprétations

Une quasi-interprétation (Cf. définition 1.13), tout comme une sup-interprétation, re-
présente une assignation qui fournit une borne supérieure sur la taille des valeurs cal-
culées par un programme. Les deux notions sont donc utilisées afin d’analyser les pro-
grammes fonctionnels du premier ordre de maniere statique. Cependant, elles different
pour deux principales raisons. La premiere étant qu’une quasi-interprétation est défi-
nie pour tout symbole d’un programme donné. La deuxieme repose sur la propriété

sous-terme introduite en 1.1.6 dont sont dotées les quasi-interprétations. En effet, les
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sup-interprétations sont monotones mais rien ne les oblige a étre sous terme. En parti-
culier, la sup-interprétation 6 du symbole de fonction minus de ’exemple 1 pourra étre
choisie comme étant égale & f(minus)(X,Y) = X, puisque la fonction calculée par minus
retourne en sortie une valeur dont la taille n’excede jamais celle de son premier argument
d’entrée, tandis que la quasi-interprétation (minus)(X,Y) sera, dans le meilleur des cas,
choisie comme étant égale & max(X,Y"). Une telle différence de granularité engendre une
intensionnalité plus forte des sup-interprétations par rapport aux quasi-interprétations.
Intuitivement, plus la borne supérieure fournie par nos outils tend vers la taille exacte
des valeurs calculées, plus le nombre d’algorithmes capturés par des méthodes formelles

utilisant ’outil en question augmente.

Théoreme 11.20. Toute quasi-interprétation additive est une sup-interprétation.

Démonstration. La proposition 1.21, implique que la condition 3 de la définition II.5
est respectée tandis que ’additivité garantit la validité du lemme I1.4 et, par consé-
quent, permet de vérifier la condition 2 de la définition I1.5. La définition 1.13 des quasi-
interprétations impose que ’assignation correspondante soit monotone. Par conséquent,
la condition 1 de la définition I1.5 est, elle aussi, vérifiée. 0

Une conséquence particulierement intéressante de ce théoréeme concerne le probleme de
la synthese, introduit en section 1.3 pour les quasi-interprétations, et qui consiste a trou-
ver une sup-interprétation pour un programme donné. Ce probleme est crucial a partir
du moment ou nous cherchons a automatiser ’analyse de la complexité des programmes.
Comme nous 'avons démontré dans la section 1.3, la synthese de quasi-interprétations
est décidable pour peu que l'on considere des polyndémes a degré borné sur les réels.
Puisque toute quasi-interprétation additive est une sup-interprétation, on obtient des
heuristiques pour la synthese de sup-interprétations en utilisant des algorithmes per-
mettant de synthétiser des quasi-interprétations, comme celui décrit dans [Ama05]. La
synthese de sup-interprétations est un probléme tres difficile, indécidable en général,
puisque connaitre une sup-interprétation pour tout programme revient a déterminer si
le programme termine o pas. Une étude de la synthese des quasi-interprétations passe
donc obligatoirement par une restriction a certaines classes de fonctions, comme dans les
résultats de la section 1.3 sur la synthese de quasi-interprétations. Enfin, il est intéres-
sant de constater que ’étude de la synthese de sup-interprétations pour des programmes
ne respectant pas la propriété de sous-terme reste, pour l'instant, un probleme encore

ouvert qui sera traité en section IL.5.

Théoreme I1.21. Tout programme admettant une quasi-interprétation polynomiale est

quasi-amical.
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Démonstration. Le théoréme précédent établit que toute quasi-interprétation définit une
sup-interprétation. Il reste a constater que toute quasi-interprétation définit un poids,

puisqu’une quasi-interprétation est sous-terme et monotone. ]

Proposition I1.22. ]I existe des programmes quasi-amicaux n’admettant pas de quasi-

interprétation polynomiale.

Démonstration. Le programme de division de ’exemple 1 est quasi-amical mais n’admet
pas de quasi-interprétation. En effet, supposons qu’il admette une quasi-interprétation

additive (—|). La derniere définition doit vérifier :

(a(S(w),S(v)))* = (a)(U + k,V + k) avec k constante
> (S(q(minus(u,v),S(v))))* Par Dfn de (—)
>k + (o) (max(U, V),V + k) Propriété sous-terme
> (a)(U+k,V +k) En prenant V> U +1

Par conséquent, nous obtenons une contradiction et q n’admet pas de quasi-interpréta-
tion. ]

De nombreux autres algorithmes « naturels » calculant des fonctions polynomiales
n’admettent pas de quasi-interprétation. C’est le cas des algorithmes calculant le plus
grand commun diviseur et le Quicksort décrits dans les exemples 20 et 29. Nous donnons

ici un nouvel exemple d’un tel programme :
Exemple 30 (Logarithme).

half(z) = Case = of
0—0
S(0) —0
S(S(y)) — S(half(y))
log(z) = Case z of
0—0
S(0)—0
S(S(y)) — S(log(hal£(S(S(»))))

Si le programme admet une quasi-interprétation additive (—|) alors elle doit vérifier pour
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la derniere regle :

(Log(S(S(y)))*

(Log)(2 x k+Y)
>k + (Log)((half)(2 x k+Y))
kE+ (Log)(2x k+Y)

v

avec (S)(X) =X + k et k > 1. Le programme n’admet donc pas de quasi-interprétation
additive.

Le théoreme I1.21 a une autre conséquence importante. Toutes les caractérisations va-
lables dans la section 1.2 le sont aussi des lors que 'on considere des sup-interprétations
quasi-amicales. On obtient donc de nouvelles caractérisations de la classe des fonctions
calculables en temps polynomial et de la classe des fonctions calculables en espace poly-
nomial a ’aide des sup-interprétations. Parmi ces caractérisations, citons plus particu-

lierement :

Théoreme 11.23.

— L’ensemble des fonctions calculées par un programme quasi-amical admettant une
sup-interprétation et ordonné par <,p, ot chaque symbole de fonction a un statut
produit est exactement ’ensemble des fonctions calculables en temps polynomial.

— L’ensemble des fonctions calculées par un programme quasi-amical admettant une
sup-interprétation et ordonné par <,p, est exactement l’ensemble des fonctions cal-

culables en espace polynomial.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe des théoremes I1.10 et 11.20. [

11.3.2 Application aux paires de dépendance

Nous allons deés & présent définir la notion de paire de dépendance utilisée dans [AGO0]
afin de prouver la terminaison des programmes de maniere automatique. Cette notion
permet de définir un critere de terminaison général intensionnellement tres puissant. Ce
critere est complet, c’est-a-dire qu’il permet de démontrer la terminaison de tous les
programmes qui terminent, et il est, par conséquent, indécidable. Il est donc nécessaire
de spécifier des applications d’un tel critere. Une application intéressante réside dans
la combinaison de ce critere de terminaison avec la notion de sup-interprétation. Nous
obtenons ainsi un critere efficace qui nous permet, de surcroit, d’obtenir une nouvelle

caractérisation de la classe des fonctions calculables en espace polynomial.

Définition I1.24. Etant donné un programme p, une paire de dépendance est un couple

(£(p1,-++ ,pn),gler, - s em))
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tel que g(e1, - ,em) est activé par £(p1,--- ,pn). On définit le graphe des paires de
dépendance par :
— Les noeuds sont les paires de dépendance.
— Soient v = (£1(p1,--- ,pn), f2(e1,- - ,em)) et v = (£3(q1, - ,qx),fa(dr,--- ,dp)),
deuz paires de dépendance, une aréte relie u a v si 9 = f3.
Un cycle de paires de dépendance est défini comme étant un cycle du graphe des paires
de dépendance. Par la suite, on dira qu’une paire de dépendance u est impliquée dans

un cycle si u appartient a ce cycle dans le graphe des paires de dépendance.

Remarque 5. Une fraternité C[f1(e1),...,fn(€n)] activée par £(p1,- - ,pn) correspond
an paires de dépendance (£(p1,--- ,pn), £i(€)) qui sont toutes impliquées dans au moins

un cycle du graphe des paires de dependance.
Nous rappelons ici quelques notions de base sur les quasi-ordres :

Définition II.25 (Quasi-ordre). Etant donnée une relation binaire > sur les expres-
sioms, > est un quasi-ordre si elle vérifie les propriétés suivantes :

- Vx, x >z (Réflexivité)

- Vz,y,z, (x>yAy>z)= (x> z) (Transitivité)
A tout quasi-ordre >, on associe une relation d’ordre stricte > définie comme étant
sa restriction auz couples d’éléments distincts. En d’autres termes, la relation > est

transitive et irréflexive.

Définition I1.26 (Quasi-ordre monotone). Etant donné un quasi-ordre > sur les expres-
sions, > est un quasi-ordre monotone s’il vérifie la propriété suivante pour tout symbole

b d’arité n :
\V/Z'E{l,...,n}, 67;Zdi:>b(€1,"' ,en) Zb(dl, ,dn)

Définition I1.27 (Quasi-ordre clos par substitution). Etant donné un quasi-ordre > sur
les expressions, > est clos par substitution s’il vérifie la propriété suivante pour toute
substitution o :

e>d=eoc>do

Définition I1.28 (Quasi-ordre bien-fondé). Etant donnés un quasi-ordre > sur les ex-
pressions et sa relation stricte >, > est bien-fondé (ou noethérien) s’il n’existe pas de

suite infinie (Tn)nen d’expressions vérifiant Vn € N, x, > Tpiq
Le théoreme suivant est da a Arts et Giesl [AG00] :

Théoreme I1.29. Un programme p termine s’il existe un quasi-ordre bien-fondé mono-

tone et clos par substitution >4, tel que :
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1. Pour toute expression mazximale e activée par £(p), £(P) >q.0. €
2. Pour toute paire de dépendance (s,t), s >4, t

3. Pour tout cycle dans le graphe des paires de dépendance, il existe une paire de

dépendance (s,t) vérifiant s >4, t

De nombreux outils démontrant la terminaison des programmes, dont entre autres
AProVE [GSKTO06], CIME [CMMUO03] et TTT [HMO04], utilisent des applications de
cette méthode. Car, le critere est intrinsequement indécidable ; il suffit de s’en convaincre
en prenant le quasi-ordre >,, comme étant la relation de réécriture induite par les
regles d’évaluation du programme. Ainsi, la méthode est complete puisqu’elle permet
de démontrer la terminaison de n’importe quel programme. L’indécidabilité de la ter-
minaison implique donc 'indécidabilité du critere. Il est donc nécessaire de spécialiser
le quasi-ordre de maniere a obtenir une application des paires de dépendance et une
spécification du théoreme présenté ci-dessus. Dans ce qui suit, nous allons utiliser les

sup-interprétations et le critere quasi-amical afin de dériver une telle application.

Définition II1.30 (Appels récursifs strictement bornés). Un programme p a des ap-
pels récursifs strictement bornés s’il admet une sup-interprétation 6 et un poids w dans
Mazx-Poly{N} tels que :

— p a des appels récursifs bornés,

— Pour tout cycle du graphe des paires de dépendance, il existe une paire de dépendance

de la forme <f(p1, e apn)7 g(elv e 7em)> telle que
we(07(p1), -+ 0" (pn)) > wg(0"(€1), -+ .07 (em))
Théoreme I1.31. Un programme qui a des appels récursifs strictement bornés termine.

Démonstration. Remarquons d’abord que le lemme I1.13 est toujours valable lorsque 1’on
considere un programme avec des appels récursifs strictement bornés; la seule différence
résidant dans I’inégalité stricte. En appliquant le lemme I1.13, pour deux états successifs
(f,u1, -+ ,u,) et (£,v1, -+ ,v,) de 'arbre des appels impliquant le méme symbole de

fonction, on obtient :
wf(a*(ul)v T 79*(“”) > wf(e*(vl)7 T 70*(Un))

Comme les assignations considérées sont dans Max-poly {N}, la condition sur les appels
strictement bornés implique que tout cycle de paires de dépendance décroit le poids d’au
moins 1. En conséquence, il n’y a pas de boucle infinie durant I’exécution du programme

puisque le nombre d’occurrences de chaque cycle commengant par £(py,--- ,p,)o, pour
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une substitution o donnée, est borné par ws(0*(p10),...,60%*(ppo)). Donc le programme

termine. 0

Remarque 6. Ce théoreme peut aussi étre appliqué a des sup-interprétations non po-
lynomiales. Dans un tel cas de figure, il suffit de considérer des fonctions sur les entiers

naturels afin de préserver les propriétés de bonne-fondaison.

Pour terminer cette sous-section, nous allons étudier la combinaison de la méthode
des paires de dépendance avec des sup-interprétations polynomiales sur les entiers na-
turels, obtenant ainsi une nouvelle caractérisation des fonctions calculables en espace

polynomial.

Lemme I1.32. Etant donné un programme quasi-amical a appels récursifs strictement
bornés, la taille de chaque branche de l’arbre des appels est bornée polynomialement par
la taille des entrées, ou la taille d’une branche est définie comme étant la somme des
tailles de tous ses états et ou la taille des entrées est définie comme étant la taille des

valeurs contenues dans la racine de l’arbre des appels.

Démonstration. Le théoreme I1.14 implique que la taille de toute valeur d’'un état de
I’arbre des appels est bornée polynomialement par la taille des entrées. En d’autres
termes, il existe un polynome R tel que pour tout état (g,vi,---,vx) de larbre des

appels de racine (f,uy, - ,uy), on ait :
Vi€ (L. k) ol < B(max (ju;))
j=l.n

Il en résulte que la taille de tout état est borné par Q(maxj—i , |u;j|) avec Q(X) =
m x R(X) et m larité maximale d’un symbole du programme. Dans la preuve du théo-
reme 11.31, nous avons démontré que tout cycle, dont le premier état est (g, vy, - , k),
possede au plus wg(6*(v1),- -+ ,60%(vk)) occurrences (ce nombre étant borné par wg(ar x
lvi], ..., X |vg]) d’apres le lemme I1.4). Il résulte de ceci que tout cycle dont le premier
état est (g, v1,- -+ ,vg) a au plus wg(a X Q(maxj—1. ., |uj|),...,a x Q(maxj—1.,|u;|)) oc-
currences. A présent, posons w(X) = maxge pet(wWg(a X Q(X),...,ax Q(X))) lorsque wg
est explicitement défini pour un symbole de fonction g donné. Soit A le nombre maximal
de cycles dans le programme (le nombre A est considéré comme étant une constante puis-
qu’il dépend uniquement de la taille du programme). Nous savons que le nombre d’états
dans une branche de premier état (f,uy,- - ,up) est borné par A x w(max;—i ,(|u;)).
Pour conclure, Axw(max;j—1_(|u;|)) X Q(max;j—1.n(|u;|)) est le polynéme requis bornant

la taille de chaque branche de ’arbre des appels. ]
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Théoreme I11.33. L’ensemble des fonctions calculées par des programmes quasi-amicaux
a appels récursifs strictement bornés est exactement [’ensemble des fonctions calculables

en espace polynomial.

Démonstration. D’apres le lemme 11.32, nous savons que la taille de chaque branche
et de chaque état de I'arbre des appels est bornée polynomialement par la taille des
entrées. L’évaluation du programme correspond a un parcours en profondeur de ’arbre
des appels. Il résulte de ceci que ’ensemble des fonctions calculées par des programmes
quasi-amicaux a appels récursifs strictement bornés est inclus dans PSPACE. La preuve
de complétude est inspirée par la preuve de la caractérisation contenue dans [BMMO07]
et présentée dans le théoreme 1.36 de la section 1.2.5. Elle utilise des machines a registres
paralleles (Parallel Register Machines ou PRM). Savitch [Sav70] et Chandra, Kozen et
Stockmeyer [CKS81] ont démontré que 1’ensemble des fonctions calculées par une PRM
en temps polynomial correspond exactement a ’ensemble des fonctions calculable par
une Machine de Turing en espace polynomial. Nous laissons le soin au lecteur de vérifier
que le programme donné dans la preuve du théoreme 1.36 et qui simule les PRM par
un programme de notre langage est bien quasi-amical & appels récursifs strictement

bornés. O

Remarque 7. Cette caractérisation est intensionnellement plus forte que la caracté-
risation donnée dans le théoréeme 1.36. En effet, de nombreux programmes naturels ne
terminant pas l'extension lexicographique d’un ordre récursif sur les chemins (RPO)
possédent sont quasi-amicaux & appels récursifs strictement bornés. En particulier, le
programme calculant le plus grand commun diviseur de l'exemple 20 ne termine par
RPO mais on peut démontrer qu’il est a appel récursifs strictement bornés en prenant
la sup-interprétation suivante 6(0) = 0, 0(S)(X) = X + 1, O(minus)(X,Y) = X et en
choisissant le poids wgeq(X,Y) = X +Y.

11.3.3 Application au size-change principle

Le size-change principle (ou SCP) introduit par Jones et al. [LJBAOL] est un critere
permettant de montrer la terminaison de programmes fonctionnels en vérifiant q’un
programme donné ne possede pas de flot d’exécution infini. Puisque la condition sur
les appels récursifs strictement bornés essaie de controler ensemble les arguments d’un
appel récursif, elle est, en un sens, plus proche de la méthode des paires de dépendance
que de celle du SCP. Cette méthode a été adaptée dans des travaux plus récents [AKO03,
Ave06] & des programmes impératifs. Pour une comparaison détaillée entre le SCP et les

paires de dépendance, nous invitons le lecteur a consulter la référence suivante [TGO03].
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G :minus — minus
!
T

1
y=y

Fia. 11.4: SCP graphe du programme minus

Adoptant la méme philosophie que dans la précédente section, nous allons appliquer
les sup-interprétations au SCP afin de prouver la terminaison d’un plus grand nombre

d’algorithmes.

Définition I1.34 (SCP graphes et multi-chemins). Etant donnés >u.f0. UN quasi-ordre
bien-fondé et sa cloture réflexive >, 1.,., un programme p et deuzx symboles de fonction £
et g de p, d’arités respectives n et m, tels que 'expression g(dy,--- ,dm) est activée par
f(p1,-+- ,pn), les di,--+ ,dy, représentant des expressions et les pi,--- ,p, des motifs,
un SCP graphe de £ vers g est un graphe bipartite, noté G : £ — g, des arguments
X1, , %y de £ vers les arguments yi, -+ ,Ym de g ot :

— Les noeuds sont les arguments 1, ,Tn, Y1, ,Ym-

— Il y a une aréte de x; vers y; si et seulement si p; >, f.0. dj.

— De plus, si p; >y.10. dj, alors Uaréte est étiquetée par |.
Un SCP multi-chemin est une séquence potentiellement infinie G1,Gs ... de SCP graphes
vérifiant pour tout i, G; est un SCP graphe de £; vers £;41 et Giy1 est un SCP graphe
de f;41 vers f;1o. Intuitivement, un multi-chemin correspond a des appels successifs
de fonctions pouvant advenir lors de ’exécution d’un programme. Un thread d’un SCP
multi-chemin est défini comme étant une chemin d’arétes connectées les unes auxr autres
dans le SCP multi-chemin.

Constatons d’abord que, pour un programme donné, il existe seulement un nombre
fini de SCP graphes.

Exemple 31. Définisson >, 1, comme étant une relation d’ordre stricte bien-fondée
sur la taille des valeurs, i.e. u >y 1o v si et seulement si u,v € V et [u| > |v|, alors
le symbole de fonction minus de [’exemple 1 posséde un seul SCP graphe défini par :

G,...,G est un SCP multi-chemin. ximc, ceey sz est un thread de ce multi-chemin.
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Théoréme I1.35 ( [LIBAOL]). Un programme p termine si tout SCP multi-chemin

infini posséde un thread avec un nombre infini d’arétes étiquetées par |.
A présent, nous allons combiner ce théoreme et la notion de sup-interprétation.

Définition I1.36 (0§ SCP graphes). Etant donnés un programme p et une sup-interpréta-
tion 0, un 0-SCP graphe, noté Gy : £ — g, est un SCP graphe G : £ — g dont Uordre
bien-fondé sur les expressions >, 1, est défini par :

— € >y fo d siet seulement si 0*(e) > 0*(d)

— € >y fo d siet seulement si 0% (e) > 0 (d)
Un 0-SCP multi-chemin est une séquence potentiellement infinie Gé,G%, ... de 8-SCP
graphes.

Théoréme I1.37. Etant donnée une sup-interprétation 8 dont le codomaine est inclus
dans ’ensemble des fonctions de N dans N, un programme p termine si tout 6-SCP

multi-chemin infini posséde un thread avec une infinité d’arétes étiquetées par | .

Démonstration. La propriété de bonne-fondaison considérée dans le théoreme 11.35 est
remplacée par le fait qu’une sup-interprétation d’une expression close est un entier na-
turel. Ainsi, une aréte 0*(pl-)i>0*(ej) du 6-SCP graphe G de £ vers £, correspond
a l'activation d’une expression fyyi(e1,- - ,en,) par fx(p1, -+ ,pn). Par définition de |,
9*(pi)i>6*(ej) si et seulement si 6*(p;) > 0*(ej). Comme nous travaillons sur ’ensemble
des entiers naturels, cette inégalité stricte correspond a une décroissance d’une constante
fixée. Par hypothese, tout multi-chemin infini posseéde au moins un thread avec une in-
finité d’arétes de ce type et, par conséquent, le programme termine. O

Ce théoreme s’inspire du size-change principle. Cependant, il ne correspond pas uni-
quement a une instance du théoreme 11.35. En effet, Jones et al. considerent des ordres
bien-fondés sur les valeurs tandis que le théoreme I1.37 permet de traiter une expression
quelconque pour peu que 'on connaisse sa sup-interprétation. Ainsi, notre critére dé-
montre la terminaison d’un plus grand nombre d’algorithmes et d’augmenter fortement

I'intensionnalité du size-change principle comme le démontre I’exemple qui suit :

Exemple 32. En choisissant une sup-interprétation 6 vérifiant @(minus)(X,Y) = X et
0(S)(X) = X + 1, le programme q de l’exemple 1 posséde trois 0-SCP graphes définis
par : Les 0-SCP multi-chemins infinis commencant par un appel du symbole de fonction
q sont tous de la forme Gg*,GQ*, Gé* ou G* est la notation utilisée pour représenter
un nombre potentiellement infini d’occurrences de G. Cependant, ils contiennent tous
un thread de la forme (uLu)*,uim,(mim)* avec un nombre infini d’arétes étiquetées

par |. La méthode initiale du size-change principle ne fonctionne pas sur ce programme
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G} : minus — minus G% :q — minus Gy:q—q
1 ! !
T U=z u—u
! !
Y=y vy V=0

FiG. I1.5: -SCP graphe du programme q

car seules les valeurs peuvent étre comparées. On ne peut donc pas montrer que l’appel
récursif du symbole de fonction q, de la forme S(q(minus(z,u),S(u))), décroit puisque

l’on ne peut pas comparer le symbole de fonction minus avec des valeurs.

1.4 Une caractérisation des classes de complexité NC*

11.4.1 Rappels sur ALogTime, NC* et NC

Dans cette section, nous utiliserons la notation log(n) pour désigner [logy(n +1)], la
notation |z | pour représenter le plus grand entier inférieur ou égal & z et la notation
[x] pour représenter le plus petit entier supérieur ou égal a x.

Nous présentons la notion de Machine de Turing Alternante a acces aléatoire (Random
Access Alternating Turing Machine ou ATM) introduite par Chandra et al. [CKS81] et
étudiée par [Ruz81]. Les ATM sont le modele de calcul de base utilisé pour caractériser les
petites classes de complexité paralleles. Une ATM est une Machine de Turing particuliere
possédant des rubans d’entrée, dont ’acces est aléatoire et en lecture seule, ainsi que des
rubans de travail. Aucun ruban de sortie n’est spécifié car la machine rend un seul bit en
sortie. L’acces aléatoire signifie que I’on peut accéder directement & une valeur contenue
sur le ruban d’entrée en spécifiant son adresse. On distingue les états d’'une ATM en trois
catégories principales : les états conjonctifs, les états disjonctifs et les états de lecture.
Une configuration d’'une ATM & n rubans est un n + l-uplet de la forme (g, €1,...,€,)
oll ¢ représente 1’état de la machine et ¢; € {0,1}" représente le contenu du i-éme ruban.

Le calcul d’'une ATM s’effectue en deux étapes successives. La premieére correspond
au déploiement d’un arbre T' de configurations indépendant des entrées. La deuxieme
étape consiste a évaluer le calcul en utilisant I’arbre des configurations 1" par rapport
aux entrées. Etant donnée une fonction F : {0,1}* — {0,1}*, Fy; est définie comme la
fonction qui au couple binaire (z,u) associe i-eme bit de F'(x) si u est la représentation
binaire de l'entier i. La fonction F est dite calculable bit par bit en temps O(log®(n)) et
en espace O(log(n)) si la fonction Fpyy : {0,1}* x {0,1}* — {0, 1} est calculable par une
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ATM en temps O(logk(n)) et en espace O(log(n)), ol n est la taille de Pentrée. Dans
le cas particulier ou la constante k est égale a 1, la fonction F' est dite calculable bit
par bit dans A LogTime. D’apres les travaux de Cook [Coo85], on dit qu’une fonction ¢ :
{0,1}* — {0,1}* est calculée par une ATM en temps O(log*(n)) et en espace O(log(n))
(dans ALogTime si k = 1) si ¢ est calculable bit par bit en temps O(log®(n)) et en espace
O(log(n)) (bit par bit dans ALogTime si k = 1) et ¢ est bornée polynomialement, i.e.
|p(z)| = |z|°M) ot la taille |w| d’un mot w est définie comme étant son nombre de bits.

A présent, nous allons introduire la notion de circuit. Un circuit C), est un graphe
orienté acyclique construit & partir de portes (ou noeuds) d’entrée et de sortie ainsi que
de portes booléennes 0, 1, And, Or et Not. Chaque porte booléenne a un degré d’entrée
inférieur ou égal a deux et un degré de sortie égal & un. Les portes d’entrées ont un
degré d’entrée égal a zéro et les portes de sortie ont un degré de sortie égal a zéro.
Nous considererons des circuits a n portes d’entrée et a4 g(n) portes de sortie ou g est
une fonction satisfaisant g(n) = O(n®) avec ¢ une constant supérieure ou égale a 1. Un
circuit C,, calcule une fonction f, : {0,1}" — {0,1}9"). Nous cherchons & considérer des
fonctions de {0,1}* — {0,1}* et, par conséquent, il nous faut définir la notion de famille
de circuits. Une famille de circuits est une suite de circuits C' = (C), )nen, calculant une
famille de fonctions finies (f,)nen & valeur sur {0,1}*. On dit qu'une fonction f est
calculée par une famille de circuits (C),)pen si la restriction de f & des entrées de taille
n est calculée par C,. Autrement dit, f est calculée par la famille de circuits (Cy,)nen
calculant les fonctions finies (fy)nen si pour tout mot w € {0,1}*, f(w) = fi,(w). La
complexité d’un circuit dépend de sa profondeur, qui correspond au plus long chemin
reliant une porte d’entrée a une porte de sortie, et de sa taille, le nombre de portes
le constituant. Cependant, la notion de famille de circuit doit étre combinée avec une
notion d’uniformité. L’uniformité est une restriction de la notion de famille de circuit
a une notion cohérente ne permettant pas d’effectuer des calculs indécidables comme le

montre la preuve de la proposition ci-dessous :

Proposition I1.38 ([Pap94]). Il existe des langages indécidables reconnus par une fa-

mille de circuits de taille polynomiale.

Démonstration. Soit L un langage indécidable de {0,1}". On définit le langage L' comme
étant la langage contenant des mots binaires de la forme 1" lorsque I’écriture binaire de
lentier n appartient a L. Il résulte de cette construction que L’ est aussi indécidable. L’
est reconnu par la famille polynomiale de circuits (C),),en définie par :
— Si 1" € L' alors on définit C,, sur les entrées x1,--- ,x, et la sortie y par y =
x1 And (9 And (... And x,))
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— Sinon C}, est défini sur les entrées x1,--- ,x, et la sortie y par y = 0.

Cette famille de circuits de taille polynomiale reconnait bien le langage L' qui est indé-
cidable. O

Dans cette optique différentes restrictions appelées conditions d’uniformité ont été
introduites. Une condition d’uniformité garantit 1’existence d’une procédure qui, étant
donné le nombre n, peut produire une description du circuit C,,.

Une des premieres conditions d’uniformité introduite, appelée log-space uniformité, fut
de supposer, qu’étant donnée une entrée de taille n, une Machine de Turing peut générer
le circuit C,, correspondant en espace logarithmique en n. D’autres criteres d’uniformité
ont par la suite été établis comme 1’Up-uniformité [Bor77] ou I'Upc-uniformité [BC80].
D’autres conditions d’uniformité ont aussi été étudiées dans [BIS90]. Dans cette section,

nous utiliserons la notion d’Ug«-uniformité introduite par [Ruz81] et définie ci-dessous :

Définition IL.39. Etant donnée une famille de circuits C = (Cy)n de tailles et de
profondeurs respectives (|Cyp|)n et (h(Cp))n, le langage étendu des connexions Lpc est
un ensemble de quadruplets (n,g,p,y) ou la porte indiquée par le chemin p de taille
Ip| <log(|Cy|) en partant de la porte numérotée g est de type y dans le circuit Cy,. C' est

Ug=-uniforme s’il existe une ATM reconnaissant Lgc en temps O(h(Cy,)) et en espace

O(log(|Cnl))-

A présent, nous allons définir les classes de complexité paralleles les plus communé-
ment étudiées. La classe NC' (« Nick’s Class ») est la classe des probléemes pouvant étre
résolus tres rapidement avec un nombre raisonnable de processeurs ou, plus précisément,
la classe des problemes calculables en temps poly-logarithmique en la taille de ’entrée
avec un nombre polynomial de processeurs. Formellement, NC' est définie comme étant
la classe des fonctions calculables par une famille de circuits Ug+-uniforme de taille bor-
née par O(n?), pour une constante d donnée, et de profondeur bornée par O(log’ (n))
pour une constante j quelconque. La classe NC' est ensuite découpée en sous-classes, ap-
pelées NC¥ et définies comme étant les classes de fonctions calculables par une famille
de circuits Ug+-uniforme de taille bornée par O(n?), pour une constante d donnée, et
de profondeur bornée par O(log®(n)) pour k fixé. La classe NC peut aussi étre définie
comme étant I'union des classes NC¥, NC = UpenNC*. La motivation premiére pour
introduire de telles classes est la recherche de résultats de séparation. Pour [BIS90], NC
est la frontiére ou nous commencons a obtenir des résultats de séparation intéressants.
NC' contient I'addition binaire, la soustraction, la somme préfixe d’opérateurs associa-
tifs. Buss [Bus87] a démontré que I’évaluation de formules Booléennes est un probléeme
complet pour NC. De nombreux autres problemes naturels appartiennent aux différents

niveaux de la hiérarchie NC*. En particulier, le probleme d’accessibilité dans un graphe
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ou la recherche d’une forét couvrante minimum d’un graphe sont des problemes de NC?.

On obtient les inclusions de classes suivantes :
AC’C NC'CFLCNC?C...C NC*C NC*¥!C...C NC C FPTIME

ou FL est la classe des fonctions calculables par une Machine de Turing déterministe en
espace logarithmique et AC? est la classe des fonctions calculables par un circuit de taille
polynomiale, de profondeur constante avec des portes d’arité non-bornée. Les inclusions
ACY C NC! et NCI C NC*! sont évidentes tandis qu’une preuve de NC! C FL est
disponible dans [Coo85].

Comme le signale Cook dans [Coo85], la notion d’Ug=-uniformité est la plus commu-
nément utilisée pour la raison qu’elle est la plus faible notion d’uniformité pour laquelle

le théoreme suivant a été démontré :

Théoréme I1.40 (Ruzzo [Ruz8l]). Pour tout k > 1, une fonction ¢ : {0,1}* —
{0,1}* est calculable dans NC* si et seulement si ¢ est calculée par une ATM en temps
O(log®(n)) et en espace O(log(n)).

En particulier :

Théoréme 11.41. Une fonction ¢ : {0,1}* — {0,1}* est dans NC! si et seulement si

elle est calculée dans ALogTime.

Résultats obtenus

Désormais, nous allons établir une caractérisation des classes de complexité NC* en
utilisant la notion de sup-interprétation. A cet effet, nous définissons une restriction sur
les programmes considérés et nous démontrons que cette restriction permet de carac-
tériser les fonctions calculables dans ALogTime, ¢’est-a-dire NC, ainsi que dans NC*
pour tout k& € N et NC. La caractérisation de NC? a été établie dans [BMPOG] et
est, a notre connaissance, la premiere caractérisation d’une petite classe de complexité
parallele a ’aide d’un systeme de réécriture bien que 1’on puisse trouver de nombreuses
références bibliographiques fournissant des caractérisations de A LogTime a I’aide de mo-
deles de calcul différents, comme les ATM ou encore les algebres de fonctions. Compton
et Laflamme [CL90] en ont donné une caractérisation basée sur des fonctions finies.
Cependant, rares sont les caractérisations pour lesquelles ’analyse statique est envisa-
geable. Bloch [Blo94] a donné une caractérisation de ALogTime en utilisant un schéma
de récurrence ramifié de type « diviser pour régner ». Leivant et Marion [LMO0] ont éta-
bli une caractérisation basée sur le principe de récurrence ramifiée qui est restreint une

structure de données spécifique, les arbres binaires bien équilibrés. Clote [Clo95] a donné
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une caractérisation des NC¥ basée sur un schéma de récurrence borné. Enfin, des carac-
térisations de NC sont aussi fournies dans [Lei98, BKMOOG6]. Toutes ces caractérisations
ont cependant un inconvénient majeur : Elles reposent sur des conditions syntaxiques
peu expressives et possedent donc une intensionnalité limitée ; peu d’algorithmes natu-
rels sont capturés. Les caractérisations présentées dans cette section essaient d’apporter

une réponse a ce probléeme.

11.4.2 Programmes arborescents et sympathiques
Programmes arborescents

Nous commengons par définir un nouveau type d’assignation, la notion de poids faible.
Lorsque 'on s’intéresse aux petites classes de complexité parallele, les outils de notre
étude se doivent de posséder une granularité tres fine. De ce point de vue, la condition
sous-terme sur les poids est beaucoup trop restrictive. Nous définissons donc le poids
faible, un poids sans propriété sous-terme utilisé afin de controler le nombre d’appels

récursifs successifs :

Définition I1.42. Un poids faible w est une assignation partielle de domaine Fct, l’en-
semble des symboles de fonction. A un symbole de fonction donné £ d’arité n, elle assigne

une fonction totale et monotone wg de (RT)" dans RT.

Définition 11.43. Un programme p est arborescent si et seulement s’il existe une sup-
interprétation polynomiale et additive 0, un poids faible polynomial w et une constante
K > 1 tels que pour toute fraternité Clg,(t1), ..., g, (t)] activée par £(p1,--- ,pn) et pour
toute substitution o, les conditions suivantes sont satisfaites :

- we(0*(p10),...,0%(pro)) > 1

- wi(0*(p10), ..., 0% (pno)) > K X wg, (0*(tio)) V1I<i<r

— et il n'existe pas de symbole de fonction h € €; tel que h ~py £

La constante K est appelée coefficient arborescent de p.

Remarque 8. Contrairement aux résultats obtenus pour des programmes quasi-amicaut,
le fait de considérer des poids faibles, c’est-a-dire des poids sans la propriété sous-terme,
ne garantit plus aucun controle sur la taille des valeurs calculées par un programme ar-
borescent. Em revanche, ce critére nous garantit des bornes logarithmiques sur le nombre
d’appels récursifs successifs pouvant étre appelés par le programme, comme nous le dé-

montrerons dans le corollaire 11.45.

Exemple 33. Nous proposons ici un exemple de programme arborescent calculant la

somme préfize. Un tel programme est un exemple typique de calcul pouvant étre effectué
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efficacement et de maniére paralléle par des circuits. D’abord, supposons que () est une
opération associative binaire sur un ensemble A. La somme préfize d’une liste [x1, . .., Zy)
de n éléments de A, est notée ©1 () ... () xy. Les listes a valeur dans 'ensemble A sont

définies de maniére classique par :
List(A) =[] ]| [A,List(A)]

Supposons aussi que nous disposions de deux opérateurs Left et Right, dont le réle est

de diviser une liste en deux parties :

[Left]([]) =] [Left]([z1,. .., zn]) = [z1,..., 2|2 |]
[Right]([]) =[] [Right]([z1,...,2,]) = [xL%JJrla -
en utilisant la notion [x1,...,x,] en lieu et place de [x1, [z, ..., z,]]. La somme préfize

d’une liste se calcule de la maniére suivante :

sum(z) = Case z of [z] — =

[,y, L] — sum(Left([x,y, L])) @ sum(Right([z,y, L]))

en utilisant une notation infixe pour l'opérateur (). Remarquons que le motif [x,y, L]
permet de capturer une liste de longueur au moins égale & deut.

Les symboles de constructeur et d’opérateur admettent la sup-interprétation suivante :

() =0 (X, L)=X+L+1

O(Left)(N) = [ ]  O(Right)(N) =[]

La taille d’une liste étant égale au nombre d’éléments qui la composent, on peut vérifier
que pour toute liste L, on a |L| < 0(L). On pourrait aussi vérifier les inégalités suivantes
|[Left](1)| < O(Left)(6*(1)) et |[Right]()| < 6(Right)(6*(1)) pour toute liste l. De tout
ceci, il résulte que sum est un programme arborescent en prenant wsyn(L) = L et K = %
pour L > 2.

Nous allons démontrer qu’'un programme arborescent termine et possede une borne

sur la longueur de ses dérivations au cours d’un appel récursif.

Théoréme I1.44. Etant donné un programme arborescent p, le programme p termine.
En d’autres termes, pour tout symbole de fonction £ et pour toute séquence de valeurs

Uty Uy appartenant o V, [£](u1,--- ,u,) appartient a V*.
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Démonstration. Etant donné un programme arborescent p. Nous allons démontrer ce
résultat par induction sur la précédence >p.:. Soit £ un symbole de fonction d’arité n,
supposons par hypothese d’induction que pour tout g tel que £ > g et pour toute sé-
quence de valeur @ € V, on ait [g] (@) € V*. A présent, nous allons considérer I’évaluation
de f pour n valeurs vy, -+ ,v, € V. Deux possibilités s’offrent & nous :

— Soit une regle du type f(x1,---,x,) = Case x1,--+ ,x, of p1,--+ ,p, — € est ap-
pliquée, avec £ >py g pour tout symbole de fonction g apparaissant dans e. Dans
ce cas, il existe une substitution o telle que poc = v et en appliquant I’hypothese
d’induction sur la structure de e, on obtient que [£f](u1,- - ,u,) appartient a V*.

— Soit on a une fraternité dans e, i.e. e = Clg;(€1),...,g,. ()], avec g, Rpet ... Rret
g, ~rct £ et on vérifie d’apres le critere arborescent I1.43 les conditions suivantes :
- we(0*(pro),...,0%(pno)) > 1
— we(0*(p10),...,0%(pn0)) > K X wg, (0*(tio)) V1<i<r
La derniere condition combinée au lemme 1.6 et & la monotonie des poids faibles,

nous donne l'inégalité suivante :

we (07 (p10), ..., 0" (pno)) = K X wg, (07 ([tio]))

Par conséquent, le i-eme appel en profondeur dans ’arbre des appels d’une fonction

g équivalente a f sur des arguments v, nous donne 'inégalité suivante :
we(0*(p10),...,0%(ppo)) > K* x we(0*(0))

La premiere condition, nous garantit un seuil d’arrét pour le nombre de divisions
possibles par la constante K > 1. Il résulte de ceci que 'on a au plus log ;- (we (6" (w)))
appels récursifs pour la branche en considération. Puisque le programme est sym-
pathique, cette condition est valable pour toute branche d’appels récursifs (en effet,
on vérifie que we (6*(p10),...,0"(ppo)) > K x wg (0*(t;0)) pour tout i < r) et, par
conséquent, le programme termine.

O

Corollaire I1.45. Etant donné un programme arborescent p et un arbre des appels
correspondant a une exécution de p, alors toute branche de l’arbre des appels, dont les
états correspondent a des symboles de fonction équivalents pour la précédence >pq: et
dont le premier état est (g,v1,--- ,vk), a une longueur (un nombre d’états) bornée par

a x log(wg(0*(v))) avec o constante.

Démonstration. Dans la démonstration du théoreme précédent, nous avons vu que la

longueur d’une telle branche correspondant a des fonctions équivalentes du programmes
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était bornée par logy (wg(6*(7))), si (g, v1,- - - ,vk) est le premier état de cette branche.
Il nous reste & utiliser 'identité logy(z) = iif{ g; et l'inégalité logy(z) < log(z) pour

obtenir le résultat désiré. ]

Programmes sympathiques

Nous introduisons ici la notion de programme sympathique. Un programme sympa-
thique est un programme dont les symboles de fonction et d’opérateur utilisés dans le
contexte et dans les arguments des appels récursifs de toute fraternité possedent une
sup-interprétation bornée de maniere affine par la taille des entrées. L’intuition derriere

un tel critére est de borner la puissance de calcul des appels récursifs du programme.

Définition I11.46. Un programme p est sympathique si et seulement s’il existe une
sup-interprétation additive et polynomiale 0 telle que, pour toute fraternité de la forme
Clg,(t1),...,g,(tr)] activée par £(p1,--- ,pn) et pour tout symbole de fonction et d’opé-

rateur b apparaissant dans C ou dans les t;, il existe des constantes o, f € RT vérifiant :

n
OB) (X1, Xp) > i x Xi+ 3
i=1
Remarque 9. L’intuition derriére un tel critére est de restreindre la puissance de calcul
des programmes considérés. En effet, s’il borne logarithmiquement la profondeur des
récurrences dans l’arbre des appels, le critére arborescent ne borne en aucune maniere

la taille des calculs effectués, comme lillustre ’ezemple suivant :

f(z,y) = Case z,y of u,v — f(half(u),sq(v))

0,v—wv

ot [half(S™(0))] = SI"/2(0) et [sq(S™(0))] = S™(0). En prenant 6(half)(X) = X/2,
K =2 et we(X,Y) = X, on démontre que le programme est arborescent. Cependant,
log(n)

on a [£(S™(0),S8™(0))] = s(m?) (0) = gm? st (0). Or, nous cherchons a borner

polynomialement la taille des valeurs calculées.

La combinaison des propriétés arborescente et sympathique d’'un programme implique
que la taille des valeurs calculées est bornée polynomialement par la taille des entrées.
Nous donnons l'intuition qui se cache derriere un tel résultat. Le critere sympathique
impose que toutes les fonctions utilisées dans les appels récursifs soient bornées par une
fonction affine. Le corollaire 11.45 nous garantit qu’un programme arborescent possede
au plus un nombre logarithmique d’appels récursifs. La composition d’un nombre loga-

rithmique de fonction affines retourne une valeur dont la taille est au plus polynomiale.
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Lemme I1.47. Etant donnée une sup-interprétation 0 telle que le programme p soit
arborescent et sympathique, il existe un polynome P tel que pour tout séquence de valeurs

Ui, -+ , Uy et pour tout symbole de fonction £ on ait :
EED e, )] < Pmas (Ju)

Démonstration. Etant donné un programme sympathique et arborescent et un symbole
de fonction £. On suppose, par hypothese d’induction qu’il existe un polynome P tel que
pour tout symbole de fonction g d’arité m satisfaisant £ > g et pour toute séquence
de valeurs uy, -, um on a |[g](u1, -, um)| < P(max;=1_m(|uil)).

Supposons, sans perte de généralité, que £ n’a pas de symbole équivalent autre que
lui méme. Définissons R(X) = P'(X) oti [ est la profondeur maximale d’une expression
e, pour toute expression e activée par £(p) n’étant pas une fraternité, et ou PF dénote k
compositions du polynome P. Intuitivement, R est une borne supérieure sur les calculs
qui quittent un appel récursifs de £. Si a est la constante du lemme I1.4, ax R est donc une
« sup-interprétation partielle » de £, c’est-a-dire que a x R fournit une sup-interprétation
de f dans le cas ou la définition appliquée ne correspond pas & un appel récursif. En
effet, soit v1,--- , v, une séquence de valeurs telle qu’il existe une substitution o et une
expression e activée par £(p) n’étant pas une fraternité et vérifiant po = vy,--- , v, et

eo] = u, on observe que :
[eo] = u, q

ax R(0*(v)) > a x R(|v]) Par monotonie de R
> a X |ul Par définition de R
> 0% (u) = 0*([ea]) D’apres le lemme 11.4

Le programme étant sympathique, on peut montrer, par induction sur la structure
d’une expression, que les arguments et les contextes ont des calculs bornés par une
fonction de la forme a X m+b, oli a et b sont des constantes et m est la taille des entrées.
En appliquant le corollaire 11.45, on sait que le nombre d’appels récursifs successifs de
f est borné par d x log(m), pour une constante d fixée. Par conséquent, les fonctions
calculées par la composition des contextes et des arguments d’une fraternité sont bornées
par Q(m) = m(@xlog2(@)+1) 4 g5 (m(dxlogz2(a))) 4~ avec 3 et y des constantes ne dépendant
que de a et de b. Finalement, on définit P'(X) = Q(a X R(a x Q(X))) + P(X), avec «
la constante du lemme I1.4.

Considérons la stratégie d’évaluation suivante :

*

flug, - un)=ClEED), ..., £@m)] =[] (u1, -, un)
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oll = est la relation d’évaluation induite par les définitions du programme et les £ (€5) sont
des expressions dont ’évaluation n’appelle plus que des symboles de fonctions strictement
plus petits que £ pour la précédence > .. Une telle réduction est possible puisque nous
avons supposé qu’il n’existait aucun symbole équivalent a f et puisque les programmes
considérés sont confluents et terminent d’apres le théoreme I11.44.

Par construction, on obtient :

€] (ury - un)| < OF([£](ur, -+ s un)) Lemme I1.7
< 0*(Clf(e1),...,f(em)]) Lemme I1.6
=0"(C)[0(£)(0%(e1)), ..., 0(£)(0" (Em))] Définition IL.5
= 0" (O)[a x R(0*(e1)), ..., a x R(0*(em))] Définition de R
< 0" (O)fa x R(a x |[ex]]), ..., x R(a X |[én]])] Lemme I1.4
< Q(a x R(a x Q(x zgl?};(’u")))) Définition de @
<P

et le nouveau max-polynome P’ ainsi défini est donc une borne supérieure sur la taille

des valeurs calculées. O

Lemme I1.48. Etant donné un programme arborescent et sympathique p et un arbre
des appels de racine (f,uy,--- ,uy) correspondant a une exécution de p sur les entrées
UL,y Up, alors la profondeur de l'arbre des appels est bornée par v x log(we(6*(w)))

avec vy constante.

Démonstration. D’apres le lemme 11.45, on sait que la profondeur d’une branche d’états
correspondant a des fonctions équivalentes est bornée par 3 x log(wg(0* (v1), ..., 0*(vk))),
avec 3 une constante, si (g, vy, -+, vg) est le premier état de la branche. Les lemmes 11.47
et 1.4 impliquent que la profondeur d’une branche d’états correspondant a des fonctions
équivalentes est bornée par 3 x log(wg(a x P([@]))), si (f,u1, -+ ,uy) est la racine de
I’arbre des appels, « est la constante du lemme I1.4 et P est le polynome du lemme 11.47.
Le nombre de classes d’équivalence pour la précédence ~p.; étant borné par la taille du
programme, on obtient le résultat désiré, pour une constante v choisie suffisamment

grande mais indépendante des entrées. O

11.4.3 Caractérisations de ALogTime, NC* et NC

Dans cette section, nous donnons une caractérisation des fonctions calculables dans
NC* en utilisant les définitions de [Ruz81]. Il nous faut d’abord définir ce que nous

entendons par fonction calculable dans NC* lorsque nous considérons des programmes
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de notre langage. On code les éléments de V* par une fonction code : V* — {0,1}*
calculable dans NC' et faisant correspondre & tout symbole de constructeur un circuit
Ug+-uniforme de taille polynomiale et de profondeur logarithmique. Etant donnés une

fonction ¢ : V" — V calculée par un programme et un codage code, on leur associe une

fonction ¢ : {0,1}* — {0,1}* définie par code(¢(@)) = ¢(code(Tw)) pour toute valeur
uw € V. Une fonction ¢ de V est calculée dans NC* relativement & code si et seulement si
 est calculable par une famille Ug-+-uniforme de circuits dans NC*.

A présent, il nous faut restreindre les opérateurs utilisés :

Définition 11.49. Un programme p a des k-opérateurs s’il existe un codage code tel que
tout symbole d’opérateur de Op est calculé par une famille de circuits Ug~-uniforme de

taille polynomiale et de profondeur logF relativement d code (C’est a dire NC’k).

Remarque 10. Les 0-opérateurs sont aussi appelés opérateurs plats (ou flat operator)
dans [BMPO6].

Exemple 34. L’opérateur if défini par [if](u,ug,u1) = [u;] suivant que [u] = 0(€) ou
1(€), avec €, 0 et 1 des symboles de constructeur d’arités respectives 0,1 et 1 permettant
de coder les mots binaires, est un 0-opérateur car le branchement peut étre aisément codé

par un circuit de taille polynomiale et de profondeur constante.

Il nous faut maintenant définir un rang afin de distinguer les différents niveaux de la
hiérarchie NC* :

Définition I1.50. Le rang d’un symbole b, rk(b), et le rang d’un symbole b relativement
a une expression e, V(b,e), sont des fonctions a valeur dans N et définies par induction
sur la précédence >pet :

— Si b est une variable ou un symbole de constructeur alors rk(b) = 0.

— Si b est un k-opérateur alors rk(b) = k.

- 51 b est un symbole de fonction alors on définit son rang relativement a une expres-

sion par :
- SiVgee, b>py g alors V(b,e) = maxyee(rk(b'))
~ Sinone=1"V(ey,--- ,ey) et si:

—b>pa V' alors V(b,e) = max(rk(t') + 1,V(b,e1),..., V(b ep))
—b=pa V' alors V(b,e) = max(V(b,e1),...,V(b,e)) +1
— Enfin, on définit le rang d’un symbole de fonction b par :
- rk(b) = max(V(b, e)) pour toute expression e et pour tous motifs D tels que e est

une expression mazimale activée par b(p)
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Le rang d’un programme est défini comme étant le plus haut rang d’un symbole du pro-
gramme. Le rang d’un état de l’arbre des appels est le rang du symbole de fonction
correspondant a cet état. Le rang d’un arbre des appels est le plus haut rang d’un de ses

états.

Exemple 35. Les opérateurs Left et Right sont des 0-opérateurs car calculables par
un circuit de profondeur constante. Supposons que l'opérateur () soit, lui aussi, un 0-
opérateur, alors le programme de 'exemple 33 est de rang 1. En effet, le symbole de

fonction sum est définie par une fraternité utilisant uniquement des symboles de rang 0.

Théoreme IL.51. Une fonction ¢ a valeur dans V* est calculée par un programme

sympathique et arborescent de rang k > 1 si et seulement si ¢ est calculée dans NC*.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe des lemmes I1.54 et 11.60. [

Nous déduisons de ce résultat les caractérisations de ALogTime et de NC' :

Corollaire I1.52. Une fonction ¢ a valeur dans V* est calculée par un programme

sympathique et arborescent de rang 1 si et seulement si ¢ est calculée dans ALogTime.

Corollaire I1.53. Une fonction ¢ a valeur dans V* est calculée par un programme

sympathique et arborescent si et seulement si ¢ est calculée dans NC.

Remarque 11. La caractérisation de ALogTime a été introduite dans [BMPOG]. La
complétude y était démontrée de maniere différente en wutilisant une caractérisation

de [LMO00]. Ici, nous démontrons la complétude en utilisant la caractérisation de [Clo89].

Evaluation des programmes arborescents et sympathiques de rang k par des circuits

Nous présentons une implémentation des programmes par des familles uniformes de
circuits. D’une part, nous avons établi une borne logarithmique sur la longueur de 1’éva-
luation dans le lemme I1.48 et nous avons démontré que la taille des valeurs calculées
était bornée polynomialement en la taille des entrées I11.47. D’autre part, nous allons
construire le circuit Ug=-uniforme de taille polynomiale et de profondeur logarithmique

qui calcule un programme arborescent et sympathique de rang k.

Lemme I1.54. Etant donnée une fonction ¢ : V" — V définie par un programme
arborescent et sympathique p de rang k, il existe une famille de circuits Ug«-uniforme

de taille polynomiale et de profondeur logk qui calcule gg

Démonstration. Etant donnée une borne supérieure m sur la taille des entrées, nous
allons construire le circuit C,,, correspondant a m par induction sur le rang des symboles

de fonction dans p.
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Soit f un symbole de fonction défini par un ensemble de ¢ définitions de la forme
f(x1, - ,z,) = Case x1,--- , 2, of p1,--+ ,p, — €;. Comme p est un programme or-
thogonal, les motifs contenus dans ces définitions ne se chevauchent pas. A partir des
entrées, on construit un circuit discriminant qui va sélectionner la bonne définition de
f & appliquer. Ce circuit est basé sur les différents codages des motifs et est défini par
composition de sélecteurs (basés sur un circuit de type if then else) et de destructeurs

calculés par des circuits de profondeur constante et de taille polynomiale.

Si f est de rang 0, alors les calculs de £ n’impliquent que des symboles de constructeur
et des 0-opérateurs, puisqu’aucune récurrence n’est autorisée. Par conséquent, le circuit
correspondant est de profondeur constante et de taille polynomiale puisque le nombre
d’opérateurs et de symboles de constructeur utilisé est borné par la taille du programme,

donc par une constante.

A présent, supposons que f soit de rang k et que tout symbole de fonction g de rang
j inférieur a k tel que £ >p. g est calculé par une famille de circuits de profondeur
log’ et de taille polynomiale. Il nous faut considérer deux cas de figure qui dépendent
de la structure de e;, lorsque £ est défini par une définition de la forme f£(x1,- -, x,) =

Case 1, -+ ,zp of p1,--- ,pp — €.

Le premier cas a considérer est lorsque e; est construit a partir de symboles de fonction
dont le rang est strictement inférieur au rang k& de f£. Par hypothese d’induction, une

k=1 calcule les

famille de circuits de taille polynomiale et de profondeur au plus log
symboles de fonctions dans e;. On conclut en composant ces circuits avec le circuit
discriminant. Le circuit obtenu est toujours de taille polynomiale et de profondeur bornée
par log”.

Le second cas de figure advient lorsque e; = Clg,(51),...,8,(57)] est une fraternité

activée par £(p1, -+, pn).

Supposons que le contexte Clog, ..., o] soit construit a partir de symboles de fonction
de rang strictement inférieur a k. Par hypothése d’induction, on a donc un circuit de
profondeur logk*1 et de taille polynomiale pour calculer C[oq,...,¢,]. De méme, on a
un circuit de profondeur logh~! et de taille polynomiale pour calculer les (57)j=1,....r-
Le circuit calculant la fraternité e; est construit en composant les entrées du circuit
qui correspond a Clo,...,o,] avec les circuits qui correspondent aux (5j);=1,.. ,. Le
lemme I1.48 nous garantit que la profondeur d’une telle composition est bornée par
d x log(m) avec d une constante fixée et m la taille de l'entrée. On obtient donc un
arbre de sous-circuits de profondeur logarithmique. Le nombre de sous-circuits est donc
polynomial. Pour s’en convaincre, il suffit de compter le nombre de noeuds contenu dans

un arbre de profondeur logarithmique.
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II.4 Une caractérisation des classes de complexité NC*

Supposons que le contexte comprenne des symboles de fonction de rang égal a k.
Ceci signifie que le rang des symboles ne composant pas les g, 'emporte strictement
sur le rang des symboles composant les g; dans I'appel récursif. Comme ces symboles
ne sont pas composés, on les calcule en parallele par un circuit de profondeur au plus
logk en appliquant I’hypothese d’induction. Cette induction peut bien étre appliquée
puisque ces symboles sont strictement plus petits pour la précédence. Nous n’ajoutons
ainsi aucune complexité supérieure & log® dans la profondeur des circuits considérés.
Pendant ce temps, on suit le méme raisonnement que ci-dessus pour les autres symboles
du circuits qui possede un rang strictement inférieur a k. Le circuit final a donc une
profondeur log® et une taille polynomiale.

Enfin, le lemme I1.47 nous dit que la taille de chaque sous-circuit est bornée polyno-
mialement en la taille des entrées. A fortiori, la nombre de portes d’entrée et de sortie de
chaque sous-circuit est bornée polynomialement. Le nombre de sous-circuits étant poly-
nomial, on obtient un circuit de taille polynomiale. Nous concluons en faisant remarquer
que I’on compose au plus d x log(m) sous-circuits qui, par hypotheése d’induction ont une
profondeur log®~!, obtenant ainsi un circuit de profondeur au plus O(log¥). La condition
d’Upg«-uniformité est facile a vérifier puisque le langage étendu des connexions est basé
sur le programme p, qui est fixé, ainsi que sur les bornes supérieures fournies par les
lemmes I1.48 et 11.47.

O

Simulation des fonctions calculables dans NC*

Il nous reste & démontrer qu’une fonction de NC* peut étre calculée par un programme
arborescent et sympathique de rang k. Dans cette optique, nous considererons la caracté-
risation de [Clo89] plutét que d’utiliser directement des Machines de Turing Alternantes
(ATM). Nous procédons de cette maniere pour deux raisons principales. La premiere est
I’obtention d’une preuve simplifiée, car 'utilisation d’ATM nécessiterait un codage minu-
tieux et tres technique. La deuxiéme est encouragée par les liens ténus qui existent entre
les schémas de récurrence utilisés dans 1’étude de la complexité implicite des programmes
et le langage de programmation fonctionnelle utilisé dans notre approche.

Dans [Clo89], la caractérisation des NC* est basée sur deux schémas de récurrence a
la Cobham [Cob62] appelés « Concatenation Recursion on Notation »(CRN) et « Weak
bounded Recursion on Notation »(WBRN) définis sur 1’algebre des fonctions des entiers
naturels vers les entiers naturels en considérant les fonctions initiales suivantes zero(z) =
0, s0(z) = 2%, 51(x) = 2x+1, TP (21, , Tn) = Ty, 2] = [logy(z+1)], z#y = 2lvxlel
et bit(z,i) = [2/2'] mod 2.
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Une fonction £ est définie par CRN a partir des fonctions g, hg and hy si Vn € N, Vzx €
N, hij(n,z) <letona:

f(SO(n)vx) = Sho(n,z)(f(nvx)) if n7é 0

F(0,2) = g(z)
F(so(n),z) = ho(n,z,F(n,x)) if n# 0
F(s1(n),z) =hi(n,z,F(n,x))
£(n,x) = F(|nl, )
Vn e N, Vo € N, £f(n,z) <r(n,x)

and(0) =0 or(0) =0

and(1) =0 or(l)=1

and(so(so(z))) = so(and(z)) or(so(so())) = so(or(z))
and(so(s1(x))) = so(and(z)) or(so(s1(z))) = s1(or(z))
and(s1(s0(#))) = so(and(z)) or(s1(so(r))) = s1(or(z))
and(s1(51(2))) = 51 (and()) or(s1(51(2))) = s1(07())
contract(z) = or(and(x))

tree(x) = si|z| <4 alors x mod 2 sinon tree(contract(z))

Définition I1.56. Le Rang de Clote Crk d’une fonction est défini de la maniére sui-
vante :

— Le rang Crk de la fonction tree et des fonctions initiales est 0.

- Si £ est définie par composition de £1,--- ,£, alors :

Crk(f) = max(Crk(£f1),...,Crk(£,))
— Si f est définie par CRN a partir de hg, hy et g alors :
Crk(f) = max(Crk(hyp), Crk(h;), Crk(g))
— Enfin, si £ est définie par WBRN a partir de hg, hi, g et r alors :
Crk(f) = max(1 + Crk(hg), 1 + Crk(h;), Crk(g), Crk(r))
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Définition I1.57. L’algébre N est définie comme la classe des fonctions contenant les
fonctions initiales, la fonction tree et close par CRN, par W BRN et par composition.

Ny, est la sous-classe de N des fonctions £ de rang Crk(f) inférieur ou égal a k.

Théoréeme I1.58 (Clote [Clo89]).
Vk >0, N = NCFH!

Nous allons utiliser ce résultat afin de démontrer la complétude de notre caractérisa-
tion. En premier lieu, nous simulons les fonctions initiales par des 1-opérateurs. Cette
simulation peut étre effectuée sans probleme puisque les fonctions initiales sont toutes
dans la classe AC? qui est incluse dans NC. Il reste & vérifier que 'on peut simuler la
fonction tree par un symbole de fonction correspondant a un programme arborescent
et sympathique de rang 1 & valeur sur les mots binaires W = {0,1}", ou les bits 0 et 1
sont représentés a l'aide d’un codage code par les symboles de constructeur 0 et 1 et
ou le mot vide est codé par le symbole d’arité nulle €. Dans la suite de cette section,
étant donnée une fonction £ définie dans I’algebre de Clote, f représente le symbole de

fonction de notre langage simulant f, c’est-a-dire V@z € W, code(£f (7)) = £(code()).

Lemme I1.59. La fonction tree peut étre simulée par un programme arborescent et

sympathique tree de rang 1 sur les mots binaires W.

Démonstration. Supposons que la fonction log soit simulée par le 1-opérateur 1(;g et
que les fonctions and et or soient simulées par des 0-opérateurs and et or. Remarquons
qu’une telle simulation est facile puisque ces fonctions calculent la conjonction ainsi que
la disjonction des bits deux & deux tandis que la fonction log peut étre calculée par un
programme arborescent et sympathique de rang 1. Nous omettons ce programme avec
comme objectif de simplifier la preuve.

On définit la fonction g par g(y) = Case y of i(j(z)) — or(and(i(j(z))) en suppo-
sant que les sup-interprétations des symboles de constructeur sont additives et égales a
0(1)(X) =X +1,vi,j € {0,1} et O(¢) = 0. Une telle sup-interprétation a pour propriété
que la sup-interprétation d’un mot est égale a sa taille, puisque tout symbole d’arité
strictement positive ajoute 1 a la valeur de la sup-interprétation. Les symboles d’opé-
rateur or et and retournent [n/2] bits de sortie si n bits sont donnés en entrée. Par
conséquent, la composition or(and) de ces deux fonctions retourne [[n/2]/2] bits en
sortie si n bits lui sont fournis en entrée. Remarquons que le symbole de fonction g peut
seulement étre appliqué pour n > 2 puisque le motif définissant g est de taille supérieure

ou égale & deux. Puisque Vn > 2, [[n/2]/2] < n/2, on peut choisir la sup-interprétation
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de g comme étant égale a 0(g)(X) = X/2. Il nous reste a définir le symbole de fonction

tree simulant la fonction tree :
tree(y) = Case y of i(z) — if (test(log(i(x))), mods(i(z)), tree(g(i(z)))) i< {0,1}

ou test est un 0-opérateur qui, sur une entrée y, teste si la taille de y est strictement
inférieure a 4 et ou mods est un 0-opérateur qui rend le dernier bit d’un mot donné en
entrée.

En choisissant wy,,¢(X) = X, on peut d’abord montrer que le programme est arbo-

rescent :

wtfee(g*(i(x))) = wtrAee(X + 1)
=X+1
— K X Wy (67 (g(1(2)))) avec K=2

De plus, en prenant 0(if)(X,Y, Z) = max(Y, Z), 0(test)(X) = 1 et f(moda)(X) = 1,
on vérifie aisément que le programme est sympathique. tree est défini par la fraternité
e = Clg(i(x))] on le contexte C[o] est égal & if(test(log(i(x))), moda(i(z)), tree(c)). Il

en résulte, par définition du rang, que :

rk(tree) = V(tree,if (test(log(i(x))), mods(i(z)), tree(g(i(z)))))
= max(rk(if) + 1, V(tree, test(log(i(z)))), V(tree,mods(i(z))), V(tree,
eree(g(i(x))))
— max(1, rk(test), rk(log), rk(i), rk(mody), V(tree, g(i(z))) + 1)
= max(1,rk(g) + 1)
=max(1,0+1)=1

et nous obtenons le résultat énoncé. O

Lemme I1.60. Une fonction ¢ de Ny est calculable par un programme arborescent et

sympathique p de rang au plus k + 1.

Démonstration. Nous essayons de simuler toutes les fonctions de IN; par des programmes
arborescents et sympathiques de rang k + 1 & valeur sur les mots binaires W = {0,1}".
Les fonctions initiales ainsi que la fonction tree peuvent étre simulées par des pro-
grammes arborescents et sympathique de rang au plus 1 comme nous ’avons démontré
dans le lemme I1.59.
Etant donnée une fonction f définie par CRN & partir des fonctions g, hg et hy. Par

hypotheése d’induction, supposons que nous ayons déja défini les programmes g, hg et hy
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qui calculent ces fonctions. On simule le schéma CRN par le programme suivant pour
i,j,i’ €{0,1}:

f(n,z) = rev(conc(h(n,z,n)), rev(g(z)))
h(u) = Case u of i(j((n))),=,i'(n) — C[(a(Fh(j(n)), z,n),h(Sh(j(n)),z,Sh(j(n))))]
i(c), 2, j(n) — if(hj(n, 2),0(c), 1(c))

avec Clog,09] = if (hy (n/, z), 0(conc(o1,02)), 1(conc(o1,02))) et oit Fh(z) et Sh(z) sont
des 0-opérateurs calculant les |x/2| premiers bits et, respectivement, les [x/2] derniers
bits de x. Tous ces opérateurs sont facilement calculables : Ce sont bien des 0-opérateurs
car il a été démontré dans [Blo94] qu’ils sont calculables dans NC?. conc représente un
0-opérateur qui calcule la concaténation de deux mots tandis que rev est un 0-opérateur
qui renverse un mot.

Nous allons expliquer brievement le calcul effectué par ce programme. Le symbole de
fonction f sert juste & initialiser le calcul en lancant la récurrence a I’aide de I’appel
du symbole de fonction h, puis, concateéne le résultat du calcul de la récurrence avec le
résultat retourné par la fonction de base g. L’opérateur rev est utilisé car les calculs
sont toujours codés modulo le sens de lecture des mots. Le symbole de fonction h simule
le schéma CRN. Cependant, au lieu d’étre appelé linéairement sur I'entrée, il s’exécute
de maniere dichotomique en divisant les données en deux et effectue, a chaque pas,
une concaténation des résultats retournés. Tandis que le premier argument de h sert a
effectuer la division des données en deux, le troisieme argument sert a stocker ’entrée
sur laquelle le programme travaille.

En prenant (Fh)(X) = | X/2] ,0(Sh)(X) = [X/2], 0(1)(X) = 6(j)(X) = X+1, pour

i,j =0,1 et wy(N, X, N') = N, on peut montrer que le programme est arborescent :
wn (07 (i(3(n))), 0(x), 07 (¥'(n))) = N +2
> K x [(N+1)/2] avec K=2
= K xwn(07(Sh(j(n))), 0(x), 0" (Sh(j(n))))
> K x wn(07(Fh(j(n))),0(x),0"(n"))

En prenant 0(if)(X,Y, Z) = max(Y, Z), 6(h;)(N, X) = 1, puisque h; ne renvoie qu’un
seul bit en sortie, et #(conc)(X,Y) = X + Y, on démontre que le programme est sym-
pathique :

9*((:[01702]) = 0(01) + 0(02) +1
(Fh)(N) <6(Sh)(N) < N
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Par définition du rang de Clote, on sait que :
Crk(f) = max(Crk(hg), Crk(hy), Crk(g)) = k

Par hypothese d’induction, hg,h; et g peuvent étre calculées par des programmes arbo-
rescents et sympathiques g, hg et h; de rangs bornés respectivement par k + 1. Nous

calculons le rang du programme f :

rk(f) = V(£, rev(conc(h(n,z,n)), rev(g(z))))
= max(rk(h), rk(g), rk(rev), rk(conc))
< max(rk(g), V(n, C[(a(Fh(j(n)), z, '), A(Sh(i(n)), , Sh(j(n))))])
< max(rk(g), rk(h;), max(rk(Fh),rk(Sh),rk(O),rk(l),rk(if),rk(conc)) +1)
=max(k+1,0+1)
=k+1=0Crk(f) +1

et obtenons le résultat requis.

Maintenant, supposons que la fonction f soit définie par WBRN a partir des fonctions
g, hg, hy et r. Par hypothese d’induction, supposons que nous ayons déja défini les
programmes correspondants dont les symboles de fonctions sont respectivement g, ho,
hy et . En outre, nous supposerons que les h; vérifient pour touts mots binaires r, u, z, t
[hi](r,u,2,t) < r. On va simuler le schéma de récurrence WBRN par le programme

suivant, pour i,j € {0,1} :

f(n,z) = F(n, z,#(n, z),log(n))
F(u) = Case u of i(n),z,r,j(u) — if(test(u),
hy(r,u, z, F(Fh(n), z,r,u)),
ho(r, u, z, F(Fh(n), z,r,u)))

e, z,r,u— g(x)

ou test(u) est un O-opérateur qui retourne O(e) si le dernier bit de u est 1 et 1(e)
autrement. De plus remarquons que tous les opérateurs utilisés ci-dessus sont de rang
inférieur ou égal a 1.

On constate que la taille de la valeur calculée par les fonctions h; est toujours inférieure
a la taille de 'argument d’entrée r, par définition du schéma WBRN, et on peut donc
choisir la sup-interprétation suivante 0(h;)(R,N,X,T) = R et (0)(X) = 0(1)(X) =

X + 1, puisque la sup-interprétation d’un mot est égale a sa taille.
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Afin de donner une intuition au lecteur, nous expliquons ici le role des différents
arguments n, z, r, v du symbole de fonction F :
— n est argument sur lequel a lieu la récurrence. Sa taille est divisée par deux a chaque
appel récursif et permet ainsi de borner le nombre d’appels récursifs successifs par
un logarithme.

— x représente les autres arguments utilisés dans le schéma de récurrence WBRN.

r est utilisé comme un emplacement mémoire qui stocke la borne supérieure fournie

par la fonction r lorsque le programme est exécuté pour la premiere fois.

u est utilisé comme un registre stockant la valeur du logarithme de n.
En prenant wg(N, X, R,U) = N et (Fh)(/N) = [ IN/2], on démontre que le programme

est arborescent :

wr (07 (i(n)), 0(x), 0(r), 07 (3(u)) = N +1
> K x |[N/2| avec K=2
= K x wp(6*(Fh(n)),0(x),0(r),0(u))

Puis, on montre qu’il est sympathique :

0*(n;)(R,N,X,T) =R
O(Fh)(N) < N

Il nous reste a vérifier qu’une fonction f définie dans I'algebre de Clote et vérifiant
Crk(f) = k peut étre simulée par un programme arborescent et sympathique p de
rang rk(p) < k + 1. Supposons que f est défini par WBRN a partir des fonctions
ho,hy,g et r de rangs de Clote respectifs Crk kyng, kn, , kg et kr. Par définition de Crk,
on a Crk(f) = max(ky, kg, max(kp,, kn,) + 1). Par hypothese d’induction, ces fonctions
peuvent étre simulées par des programmes arborescents et sympathiques hg,hy, g et ¥
de rangs bornés respectivement par kn, + 1,kn, + 1,kg + 1 et kx + 1. En partant du

programme décrit ci-dessus, on dérive :

A

rk(f) < max(rk(r), rk(F))

max (ky + 1, max(rk(g), V(F, test(u)), max(rk(hg), rk(hy)) + 1))
<max(kyr +1,kg + 1,1, kng + 2, kn, +2)

= Crk(f) +1

et nous obtenons le résultat requis. O
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1.5 Synthese de sup-interprétations

11.L5.1 Synthése avec propriété sous-terme

Le critére quasi-amical défini en section I1.2.1 permet d’obtenir des heuristiques afin
de synthétiser des sup-interprétations. En effet, si 'on possede une sup-interprétation
des symboles de constructeur et que 1’on vérifie le critére pour les plus petits symboles
de fonction pour la précédence > p., alors on arrive a synthétiser un poids pour chacun
de ces symboles de fonction. Le poids est une sup-interprétation du symbole de fonction
modulo quelques compositions de polynomes. En itérant le procédé sur la précedence, on
arrive ainsi a synthétiser des sup-interprétations pour tout symbole de fonction. Malheu-
reusement, le poids se doit de posséder la propriété sous-terme et ’on en revient ainsi a
synthétiser des quasi-interprétations afin de trouver une sup-interprétation. Il nous faut
donc trouver des heuristiques plus performantes permettant de trouver des fonctions

sans la propriétés sous-terme.

11.5.2 Syntheése sans propriété sous-terme

Dans cette section, nous allons réutiliser la notion de paire de dépendance et la notion
d’assignation polynomiale afin de dériver un critere développé dans [MPO7b] et permet-
tant la synthese de sup-interprétations. Une assignation vérifiant ce critere sera appelée
interprétation d’espace polynomial et nous fournira une sup-interprétation, ne satisfai-
sant pas obligatoirement la propriété sous-terme. Nous éliminons la propriété sous-terme
en la remplacant par un quasi-ordre >3 sur les polynémes inspiré par [Luc05]. En uti-
lisant a nouveau les résultats sur la synthése de quasi-interprétation obtenus dans la
section 1.3, on obtient que ce critere est décidable et nous obtenons, par conséquent, des

heuristiques afin de trouver une sup-interprétation pour un programme donné.

Définition IL.61 ([Luc05]). Etant donnée une constante 3 > 0, on définit la relation
d’ordre stricte > a valeur dans R par :

—x>gy siet seulement six > B+y

Définition I1.62 (Interprétation d’espace polynomial). Un programme p admet une
interprétation d’espace polynomial s’il existe une assignation additive, monotone et po-
lynomiale (—|) qui vérifie :

— Pour toute expression mazximale e activée par £(p1,--+ ,pn), (£(P1,- - ,pn))* = (€)*.

— Pour toute paire de dépendance (s,t), (s)* > (t)*

— Pour tout cycle dans le graphe des paires de dépendance, il existe une paire de

dépendance (s,t) impliquée dans le cycle et telle que (s)* >g (t)*
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Exemple 36. Le programme de l’exemple 30 admet linterprétation d’espace polynomial

suivante :
o) =0 (S)(X) =X+1
(half)(X) = X/2 (Log)(X) =X

En effet, pour chaque régle, on vérifie que :

(half(0))* =0 > 0 = (0)"*
(half(S(0)))* = 1/2 > 0 = (0)*
(half(S(S(y))* = (Y +2)/2 =2 Y/2+1 = (S(half(y)))"
(Log(0))* =0> 0= (0)*
(Log(S(0)))* =1 > 0= (0)*
(Log(S(S(W)))" =Y +2=2+Y/2 = (S(Llog(half(S(S(y))))))"

De plus, en choisissant 3 = 1, pour toute paire de dépendance, on a :

*

half(S(S(y)))))"

(half(S(S(y))))* = Y/2+ 1 >3 Y/2 = (half(y)
(Log(S(S())* =Y +2 >5 1+ Y/2 = (1og
[Log(S(S(y)))* =Y +2 > Y/2 = (half(y))"

)
(

Remarquons que les inégalités correspondant aux cycles dans le graphe des paires de

dépendance sont strictes.

Tout d’abord, constatons qu'un programme dont le graphe des paires de dépendance

admet une interprétation d’espace polynomial termine :

Théoréme I1.63. Supposons que p soit un programme dont le graphe des paires de
dépendance admet une interprétation d’espace polynomial (—), alors le programme p

termine.

Démonstration. Ce résultat est une application directe des paires de dépendance en
définissant le quasi-ordre s >,, ¢ sur les termes comme étant égal a (s)* > (t)*. Par
définition d’une interprétation d’espace polynomial, le critere de terminaison des paires
de dépendance introduit en section 11.3.2 est vérifié. Il reste a voir que le quasi-ordre
considéré est monotone, bien-fondé et clos par substitution. Il est bien-fondé puisque
I'inégalité stricte >4 garantit une décroissance d’au moins une constante 3 > 0 fixée a
I’avance a chaque application d’un appel récursif. Il est clos par substitution et monotone
par définition des assignations. O

On montre que la taille des valeurs calculées reste bornée polynomialement :
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Proposition I1.64. Etant donné un programme p qui admet une interprétation d’espace
polynomial (—), alors pour tout expression t et pour toute substitution o telles que to | u,

(o)™ = (u)”

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe de la proposition 1.19. O
A présent, nous démontrons qu’une interprétation d’espace polynomial fournit une

sup-interprétation polynomiale.

Théoréeme 11.65. Toute interprétation d’espace polynomial est une sup-interprétation.

Démonstration. D’apres la proposition 1.19, pour toute interprétation d’espace polyno-
mial, on a (f(vy, -+ ,v,))* > ([£(v1, - ,vn)])*. Puisque l'interprétation d’espace po-
lynomial est une assignation additive, le lemme I1.4 implique que pour toute valeur v,
(v)* > |v|. Finalement, il nous reste & vérifier que toute interprétation d’espace polyno-
mial est constituée d’assignations monotones. O

Une conséquence directe de ce théoreme est 'obtention d’une procédure afin de calculer
des sup-interprétations polynomiales non sous-terme. En effet, si 'on arrive a trouver
une interprétation d’espace polynomial alors on obtient une sup-interprétation. De plus,
cette procédure est décidable, pour peu que la constante G soit fixée et que le degré des
polynomes soient bornés, puisqu’elle ne consiste qu’en un systeme d’inégalités a valeur

sur les réels similaires & celle de la section I.3.

11.6 Conclusion

La sup-interprétation constitue une évolution importante dans I’étude des interpré-
tations sémantiques des programmes puisqu’elle permet d’étudier la complexité d’un
grand nombre d’algorithmes. En particulier, la sup-interprétation est un outil plus puis-
sant que la quasi-interprétation puisqu’il analyse un nombre strictement plus grand de
programmes. De plus, elle permet aussi, comme nous ’avons vu, de caractériser les
classes de complexité polynomiales avec une plus grande complétude intensionnelle. La
sup-interprétation s’avere étre un outil plus fin qui permet de caractériser des petites
classes de complexité paralleles. Enfin, nous avons montré que ’on pouvait synthéti-
ser des sup-interprétations en utilisant les quasi-interprétations ou des interprétation
d’espace polynomial.

Les sup-interprétations offrent un avantage supplémentaire en terme de flexibilité par

rapport au langage étudié. En effet, elles permettent de considérer des opérateurs ; c¢’est-
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a-dire des opérations primitives. Cette particularité nous encourage & adapter Ioutil a

des langages de programmation orientés objet.
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Il Extension des sup-interprétations a un
langage orienté objet

Quand il y a plus de vingt ans,
nous jouions avec fievre au premier ping-pong électronique,
pensions-nous une seconde que nous serions ridicules
aux yeux de la nouvelle génération,
pitoyables pour la génération suivante et misérables pour celle d’aprés?
Mais la fierté d'avoir été les premiers Homo Electronicus
ne nous sera jamais enlevée.
Pionniers nous flimes, et pionniers nous resterons.
Nous avons su ou se dessinait |'Avenir.
Une humanité ol tous les hommes regardent enfin
dans la méme direction,

celle de leur écran d'ordinateur.

(Lewis Trondheim, Ordinateur mon ami)

Comme nous 'avons vu dans les deux précédents chapitres, une sup-interprétation est
un outil introduit afin d’étudier la complexité implicite des langages de programmation
fonctionnels au premier ordre. Une sup-interprétation fournit une borne supérieure sur
la taille des calculs effectués par un symbole de fonction. En outre, elle permet de consi-
dérer un langage fonctionnel incluant des opérateurs. Les opérateurs sont des opérations
primitives du langage dont la description est fournie par le créateur du langage. Etant
donnés un opérateur et sa sup-interprétation, cette derniere garantit que le calcul sera
effectué par 'opérateur en utilisant une quantité de ressources fixée a I’avance. Si 1’ob-
tention de tels certificats est une propriété indécidable en général, elle permet néanmoins
de considérer des opérations dont le calcul n’est pas déterminé par le programmeur en
personne mais plutot par les spécifications du langage. Cette flexibilité supplémentaire

nous suggere fortement d’adapter un tel outil & des langages de programmation de plus
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haut niveau comme des langages impératifs ou orientés objet qui sont construits & partir
de telles opérations primitives. La programmation impérative pouvant étre considérée
comme un cas particulier de programmation objet, nous choisissons d’étudier cette der-
niere catégorie de langages de programmation. Cette étude sera effectuée en essayant

d’aborder les points suivants :

— Tout d’abord, nous voulons effectuer une analyse statique des programmes en uti-
lisant une adaptation des sup-interprétations qui permette d’obtenir des certificats
garantissant ’espace mémoire nécessaire a la bonne exécution d’un programme.

— Ensuite, nous cherchons a caractériser les ensembles des fonctions calculables en
temps polynomial et en espace polynomial a ’aide du langage de programmation
orienté-objet considéré.

— Enfin, nous cherchons a garantir la viabilité d’une telle étude en obtenant des heu-

ristiques permettant de calculer les sup-interprétations d’un programme donné.

Nous allons essayer de répondre a toutes ces questions en élargissant la notion de sup-
interprétation a un fragment de langage de programmation orienté objet incluant 'usage
de méthodes non récursives. Notre langage est trés proche des langages formels orientés
objet étudiés dans [IPWO01, AC96]. Cependant, puisque nous considérons des assigna-
tions, il est plus proche dans l'esprit d’'un fragment du langage de programmation Java
dont la sémantique opérationnelle est étudiée dans [DE99]. L’adjonction d’assignations
dans un tel langage, c’est-a-dire la possibilité d’écrire dans des variables globales entraine
irrémédiablement des effets de bords et rend 1’étude de la complexité des programme plus
ténue. C’est pour cette raison que nous chercherons au maximum a simplifier la syntaxe
de notre langage. Dans ’ensemble, la syntaxe de notre langage est une restriction de la
syntaxe du langage proposé dans [DE99] auquel nous ajoutons les constructions impé-

ratives while et loop.

Cette étude est grandement inspirée des récents travaux sur la complexité des pro-
grammes impératifs, et en particulier, des travaux de Niggl et Wunderlich [NW06] et de
Jones et Kristiansen [KJ06]. Contrairement & ces travaux fondateurs, nous travaillons
sur une algebre de polyndmes en lieu et place d’une algebre de matrices. Un tel choix est
dicté par au moins deux raisons. Premierement, I'usage des polynémes donne une intui-
tion plus claire sur les conditions de décroissances et de terminaison, et, permet d’éviter
de nombreux aspects techniques et peu intuitifs sur les matrices. Deuxiemement, les po-
lynémes permettent de traiter facilement les appels de méthode tandis que les matrices

rendent leur considération difficile.

Dans ce chapitre, apres avoir introduit la syntaxe et la sémantique de notre langage,

nous allons définir la notion de sup-interprétation d’un programme orienté objet. Puis,
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nous introduirons un nouveau critere, le critére fraternel, qui garantit que tout pro-
gramme fraternel calcule des objets dont la taille est bornée polynomialement par la
taille des objets en entrée, méme lorsque le programme est défini avec des applications
de méthodes. Nous étendrons ce critere aux méthodes de maniere a obtenir des heu-
ristiques pour synthétiser des sup-interprétations. Enfin, dans deux dernieres sections,
nous donnerons des caractérisations de I'’ensemble des fonctions calculables en temps
polynomial et de I'ensemble des fonctions calculables en espace polynomial a ’aide de

programmes orientés-objet.

I1l.1 Programmation orientée objet

I1.1.1 Syntaxe des programmes

Nous considérons des programmes orientés objet. Un programme se compose d’une
séquence de classes, incluant une classe principale main, qui sont définies & 1’aide d’iden-
tifiants de classe appartenant a I’ensemble Class. Dans la suite de ce chapitre, nous ne
ferons plus de distinction entre une classe et son identifiant. Les identifiants de classe
fournissent différents codages des données tels que les nombres unaires, en utilisant I’iden-
tifiant S pour une classe possédant un seul attribut et 'identifiant € pour une classe sans
aucun attribut, ou bien encore tels que les nombres binaires, en utilisant les identifiants
de classe 1 et 0 a un attribut et I'identifiant €. Une classe C € Class se compose d’'une sé-
quence de déclarations d’attribut et d’une séquence de déclarations de méthode. La classe
principale main se compose seulement de déclarations d’attribut et d’'une commande, i.e.
elle ne possede pas de déclaration de méthode. Un attribut X est une variable globale ap-
partenant a un ensemble fini Var et les déclarations d’attribut sont de la forme var X;.
Une déclaration de méthode consiste en un identifiant de méthode £ appartenant a l’en-
semble Fct, une séquence d’arguments xi,--- ,Z,, appelés parametres et appartenant
a P, et une commande Cm. Elle s’écrit sous la forme f(x1,---,2,){Cm; return X;},
ou l'attribut X correspond a l’objet retourné par la méthode. Afin d’éviter tout confu-
sion entre les attributs, c’est-a-dire les variables globales, et les parametres, les variables
locales, nous utiliserons des lettres majuscules X, Y, Z et respectivement des lettres mi-
nuscules x, ¥y, z pour les représenter. Une commande est soit une commande « skip »,
soit une assignation d’une valeur a un attribut X := e, soit une séquence de commandes
Cmy; Cmo, soit une commande loop, soit une commande while, soit une conditionnelle.
Une expression est soit un parametre x, soit un attribut X, soit une application d’un
opérateur op(ey, - ,ey), soit la création d’un nouvel objet en utilisant le constructeur

new , soit une application de méthode de la forme X.f(ey,--- ,e,) avec £ € Fct. Len-
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semble des symboles d’opérateur op € Op rassemble toutes les opérations primitives du

langage. La syntaxe précise du langage est résumée par la grammaire de la figure I11.1.1.

Attributs 5 A u=var X; |var X;A
Expressions e == z | X |op(e1,---,en) | X.f(e1, - ,en) | new Cler, - ,en)
Commandes 5Cm == skip | X :=e | Cmy;Cmy
| if e then Cm; else Cmy | loop X {Cm} | while e {Cm}
Méthodes 5M  u=f(x1, -+ ,zy){Cm; return X;}
Classes 5C ==Class C{A; My;...; My;}
main = Class main{A ; Cm}

Fia. II1.1: Syntaxe des classes

Comme dans les chapitres I et 11, nous utiliserons la notation € pour représenter une

séquence d’expressions eq, - - - , ey, lorsque n est explicitement déterminé par le contexte.

A présent, nous ajoutons les restrictions syntaxiques suivantes a notre langage :
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Tous les attributs apparaissant dans les méthodes d’une classe de C doivent ap-
partenir aux attributs de cette classe. Tous les parameétres apparaissant dans une
commande Cm d’une méthode f(x1, -+ ,2,) {Cm ; return X;} doivent appartenir a
la liste de parametres x1,- -« , Ty.

On suppose que les attributs et les méthodes de deux classes distinctes sont distincts
deux a deux.

Pour toute expression e d'un programme, on suppose que les symboles de fonction
f € Fct apparaissent uniquement a la racine d’une expression e. Cette restriction
permet de traiter les effets de bord plus simplement. Elle n’est pas tres restric-
tive puisque tout programme peut étre transformé efficacement en un programme
équivalent qui la satisfait, en ajoutant des nouveaux attributs pour les calculs in-
termédiaires.

On définit un quasi-ordre >p. sur les symboles de fonction de Fct. En effet, on
pose f > g si la méthode définissant f est de la forme £(Z) {Cm ; return X;} et
qu'une assignation de la forme Y := Z.g(€) apparait dans Cm. On définit la cloture
réflexive et transitive de >, que nous noterons aussi >pet. £ >per g si £ >per g et
g >rct £ n'est pas valide. Intuitivement, £ > g g signifie que g ne peut pas appeler
f pendant son exécution. On suppose que, pour tous symboles de fonction £, g € Fct

tels que £ >pey g, on ait £ >pe g, i.e. il n’y a pas de récurrence dans le programme.
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— Le programme ne peut pas écrire dans 'attribut X pendant I'exécution d’une com-
mande loop X {Cm}. Ceci signifie qu’une assignation de la forme X := e n’apparait
ni dans la commande Cm ni dans aucune commande Cm; d’une méthode de la forme

£(Z) {Cm; ; return Y;} appliquée lors de 'évaluation de Cm.
Exemple 37. Voici un exemple de programme de notre langage :

Class Coord{var X; var Y,
move(x,y) {X := add(X,z);Y := add(Y,y) ; return X;}
getX() {skip ; return X;}

Class main{var W; var U; var V; Var Z;
V :=new Coord(W,U);
Z := Vmove(W, W);
U = V.getX();

ot add est un opérateur qui calcule les additions unaire et binaire en fonction des objets
qui lui sont donnés comme arguments. La classe Coord représente les coordonnées de
position d’une personne. Elle posséde deux méthodes move, qui permet de déplacer la
personne, et getX, qui permet d’obtenir l’abscisse de la personne. Le programme principal
commence par créer une nouvelle personne V := new Coord(W,U); puis la déplace
Z := Vmove(W,W); avant de calculer son abscisse U := V.getX();.

Exemple 38. Voici un exemple de programme utilisant la commande loop et calculant

la concaténation de deux listes :

Class main {var X;; var Xo; var Y;
Y = Xj;
loop Y {X3 :=new c(hd(X;), Xs); Xy :=t1(X1)}
Class c{var H; var T} }

Ce programme utilise l’identifiant de classe ¢ pour coder les listes et deux opérateurs hd

et tl qui calculent respectivement la téte et la queue d’une liste donnée en entrée.
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111.1.2 Sémantique

Le domaine de calcul est 'ensemble des objets décrit dans [IPWO1] et est défini in-

ductivement par :
Objects 3 v ::=new C(vy, -+ ,v,) C € Class

Etant donné un programme ayant n attributs Xi,---, X,, un objet v; est stocké dans
chaque X; a tout instant a ’aide d’'un magasin. Un magasin ¢ consiste en une application
des attributs de Var vers les objets de Objects. La notion de magasin correspond a celle
de substitution des chapitre précédents. Etant donné un magasin o et un attribut X, la
notation o {X <« wu} signifie que l'objet stocké dans X est remplacé par 'objet u dans
o. BEtant donnés une expression e et un magasin o, on utilise la notation (e, o) | (u,o’)
lorsque I’expression e s’évalue en u et lorsque le magasin o est remplacé par le magasin o’
pendant cette évaluation. Etant donnée une commande Cm, on utilise la notation (Cm, o) |
(0"}, si o est remplacé par o’ durant Pexécution de Cm. Etant donné un programme p de

classe principale Class main {A;Cm} et un magasin o, p calcule un magasin ¢’ défini
par (Cm, o) | (o).

— X € Var
(X,0) | (Xo,0)

Vie{l,...,n} (e;,0) ] (u;,0o)

O
(op(er,— en) ) L (lopl(uns o)+ T

Xo=newC(w) ClassC{...var V;...£(Z){Cm; returnY;};...}
Vilei, o) | (u;, o) (Cm[z/u), 0 {V —v}) | (o)
(X.f(e),0) | (Yo', o)
Vie{l,...,n} {e;0) | (u;,0)

f e Fet

C € Class

<new C(ela"' 7€n)ag> l <C(u1;"' ,un),0'>

Fig. II1.2: Sémantique opérationnelle des expressions

La sémantique opérationnelle de notre langage est définie en figures I11.2 et 1I1.3 et
s’inspire de la sémantique opérationnelle du fragment de Java étudié dans [DE99]. Elle
est plus proche de la sémantique de [DE99] que de celle de [IPWO01] car nous utilisons

des assignations de la forme X := e et, par conséquent, des effets de bord sont présents
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(e,o) | (u,0")
(X :=¢) | (0 {X < u})

(skip,0) | (o)
(Cmi,0) | {0') (Cmg,0”) | (0”)
(Cmy; Cmy, 0) | (o)
(e,0) | (new 1(),0), (new 0(),0) ou (newc(...),0)

avec ¢ #1,0
(if e then Cmy else Cmg, o) | (Cmy,0),(Cmg,0) ou (skip,o)

(Xi,0) | (vi,0)
(Loop X;{Cm},o) | <Cm‘”i|,a

et Cm" = skip

> avec Cm" = Cm;Cm"~

(e,0) | (new 1(),0) ou (u,o)

si u # new 1()
(while e{Cm},0) | (Cm;while X {Cm},0) ou (skip,o)

Fig. II1.3: Sémantique opérationnelle des commandes

lors de I’exécution de nos programmes. Notre sémantique opérationnelle n’utilise pas de
références puisqu’elles sont implicites en Java et que nous ne cherchons pas a controler
les buffer-overflow dus a un éventuel manque de mémoire dans le tas. Pour une analyse
statique de tels problémes utilisant les interprétations abstraites [CC77], nous invitons le
lecteur & lire les papiers de [Min06, CCF*05]. Un opérateur op d’arité n est évalué sans

aucun effet de bord et calcule une fonction partielle [op] de Objects™ dans Objects.

Si £ est définie par une méthode de la forme £(Z) {Cm ; return Y} alors, étant donné
un magasin o, 'évaluation de X.f(u) est effectuée en commencant par évaluer son corps
Cm[Z /@], ou [Z/u] dénote la substitution de chaque parametre x; par I'objet u;, dans le
contexte d’un objet X o, puis, en retournant la valeur stockée dans 'attribut Y corres-
pondant a l'objet Xo. Lors d’une application de méthode X.f(u) les expressions u se

comportent comme des parametres passés par valeur.

La commande skip ne fait rien. La commande X := e assigne ’objet calculé par e a
Pattribut X. La commande X := new C(eq, - - , €,,) commence par évaluer les expressions
€1, ,ey en les objets vy, -+ ,v,, puis, crée un nouvel objet new C(vy,- -+ ,v,) qu'elle
assigne a I’attribut X dans le magasin o. L’exécution de Cmj; Cmo correspond a ’exécution
séquentielle des commandes Cm; et Cmo. La conditionnelle if b then Cm; else Cmo exé-

cute la commande Cmj, la commande Cmy ou la commande skip suivant que l'expression
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b soit respectivement évaluée en les ojets new 1(), new 0() ou en tout autre objet.

Définition III.1. La taille |v| d’un objet v est définie comme le nombre d’identifiants de
classe ayant un nombre strictement positif d’attributs dans v, i.e. |lnew C(vy,--- ,vp)| =
> j=1lvi| +1 et [new C()| = 0.

La commande loop X {Cm} exécute |v]| fois la commande Cm si v est 'objet stocké dans
X, i.e. Xo = v. Finalement, la commande while b{Cm} est évaluée & Cm;while b{Cm};,
si Pévaluation de b est égale a 'objet new 1(), et est évaluée a skip dans tous les autres

cas.

Exemple 39. Considérons le programme de [’exemple 37. Pour tout magasin o tel que

Uoc=u,Vo=v,Wo=w et Zo==z,o0na:

(new Coord(W,U),o) | (new Coord(w,u),o)
(V :=new Coord(W,U),o) | (c{V < new Coord(w,u)})

De plus, si Vo =new Coord(w,u) alors :

(VgetX(),0) | (w,0)
(U = V.getX(),o) | (c{U «— w})

Exemple 40. Considérons le programme de ’exemple 38. Pour tout magasin o tel que
X10 =new c(new True(),new c(new True(),new False())) et
Xoo = new c(new False(),new False()), et en omettant le symbole new pour faciliter

la lecture, on a :

(Y :=X1,0) | (0{Y < c(True(), c(True(), False()))})
(Loop Y {X3 :=c(hd(Xy), Xo; X1 :=t1(X1)},0) | (0 {X1 < False(), Xo «—
c(False(), c(True(), c(True(), c(False(), False()))))})

1.2 Sup-interprétations et poids

111.2.1 Assignations

Définition II1.2. Etant donné l'ensemble des opérateurs Op, l'assignation I de Op est
une fonction totale qui associe une fonction I(op) : (RT)™ —— RY a chaque symbole
d’opérateur d’arité m.

Etant donné un symbole de fonction £ € Fct d’arité m, l'assignation de £, notée I(£),
est une fonction de (RT)™+! dans RT.
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Etant donné un identifiant de classe C correspondant a une classe possédant n attributs,
Iassignation de C, notée I(C), est une fonction de (RT)" dans RT.

Etant donnée une classe C, une assignation I de la classe C est ['union des assignations
de symboles de fonction appartenant a un domaine dom(I) C Fect, correspondant a un
sous-ensemble des méthodes de la classe C, et de l’assignation de l’identifiant de classe
C.

Etant donné un programme p, l’assignation I de p est l'union des assignations de
chaque classe C de Class et de l’assignation de l’ensemble Op.

L’assignation d’un programme I est définie sur une expression e si chaque symbole de
OpU FctU Class apparaissant dans e appartient a dom(I). Supposons que l’assignation
1 soit définie sur une expression e, l’assignation partielle de e relativement a I, que nous

notons I*(e) est l'extension canonique de l’assignation I définie comme suit :
1. Sio est dans VarUP, alors I*(¢) = 0O, avec O une nouvelle variable a valeur dans
RT,
2. Si op est un symbole d’opérateur de Op d’arité m et si les ey, - ,en sont des

expressions, alors, on a :
I"(op(e1, - ,em)) = I(op)(I*(e1), ..., I (em))

3. Si C est un identifiant de classe de Class ayant m attributs et si les e1, -+ ,em

sont des expressions, alors, on a :
I"(new C(ey, - ,em)) =1(C)(I"(e1),..., I (em))

4. Si £ € Fct est un symbole d’arité m et siles ey, -+ , ey sont des expressions, alors,

I*(X£er, - em)) = IE) I (e1), ..., T*(em), I* (X))

Tout comme dans les chapitres I et 11, si € est une séquence d’expressions e1,--- ,€g, ON

utilisera parfois la notation I*(€) = I*(e1),...,[*(e).

Commencons par remarquer que 'assignation I*(e) d’une expression e ayant m para-
metres x1, - - - , Ty, et apparaissant dans une classe C ayant n attributs dénote une fonction
de (RT)"*™ — R*. Nous utiliserons donc la notation I*(e)(ay, - ,an,b1, -+ ,by) pour
signifier que chaque I*(X;) est remplacé par la valeur a; € Rt et que chaque I*(z;) est
remplacé par la valeur b; € Rt dans I*(e).

A présent, la notion d’assignation additive change légérement puisque nous avons

changé de domaine de calcul. Cependant, si ’on considere que tout identifiant de classe
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est un symbole de constructeur alors cette notion est similaire a celles des chapitres I

et II.

Définition II1.3. L’assignation d’un identifiant de classe C € Class ayant m attributs

est additive s7 :

m
I(C)(o1,--- 7<>m):Z<>i+aC ot ag > 1 lorsque m > 0
i=1
I(C)=0 sinon.

Si Uassignation de chaque identifiant de classe possédant un nombre strictement positif

d’attributs est additive alors l’assignation du programme est additive.

Lemme IIL.4. Etant donné un programme p admettant une assignation additive I, il
existe une constante a telle que pour tout objet v € Objects, les inégalités suivantes

soient satisfaites :
] < I*(v) < a x |v]
Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe du lemme 1.12. Il suffit d’adapter

la preuve aux objets. O

111.2.2 Sup-interprétations

Définition IIL.5. Etant donné un programme P, une sup-interprétation est une assi-

gnation 0 de p qui vérifie :

1. L’assignation 0 est monotone. C’est a dire, pour tout symbole b € dom(0), la
fonction 6(b) satisfait :

Vi, i > b = 0(B)(...,00...) = 00)(.... 0l .. )

2. Pour tout objet v € Object, 6*(v) > |v|

3. — Pour tout symbole d’opérateur op, pour toute séquence d’objets U, et pour tout

magasin o si (op(v),0) — (u,o) alors :
0(op)(0”(v)) = 0" (u)

— Pour tout symbole de fonction £ € dom(6) d’arité m, pour toute séquence d’objets

v € Objects et pour tout magasin o si (X;.£(v),0) | (u,0’) alors :

0(£)(0*(v), 0" (X;0)) > max(0*(u), 0*(X;0))
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Exemple 41. Supposons que l'opérateur add de l’exemple 37 soit défini sur une classe
d’entiers unaires utilisant les identifiants de classe S et € d’arités respectives 1 et 0. Le

programme admet la sup-interprétation polynomiale et additive suivante :

O(move)(z,y,

)—x+y+o
0(getX)(0) =
0(add)(o1,02) = (Coord)(o1,02) = o1 + 09 + 1
O(new S)(0)=o+1
) =

f(new €

En effet, ces fonctions sont toutes monotones. Pour tout entier unaire (new S)v(e€), nous
laissons au lecteur le soin de vérifier que 0*((new S)V(¢)) = |(new S)¥(€)| = v. De plus,
la condition 3 de la définition I11.5 est elle-aussi vérifie. En particulier, en utilisant
les notations S = new S, € = new ¢(), Coord = new Coord, S"*1(e) = S(S"(¢)) et

S%(e) = €, pour tout tout magasin o, si (Y.getX(),o) | (w,o) alors :

0*(getX)(0*(Yo)) =0"(Yo) Par définition 6(getX)
= §*(Coord(w, z)) Par définition de de getX
=60"(w)+6%(2) +1 Par définition de 6(Coord)

> max(0*(w),0*(Yo))

Exemple 42. Considérons le programme de ’ezemple 38. Ce programme admet la sup-
interprétation polynomiale et additive suivante 6(c)(o1,02) = o1 + o2 + 1, 6(hd)(0) =
O(tl)(¢) = o et (True) = O(False) = 0. En effet, on vérifie aisément les conditions 1
et 2 de la définition 111.5. De plus, on a pour tout tout magasin o si (hd(new c(ui,u2)),0) |

(uy, o), alors :

0*(hd) (0" (new c(u1,u2))) = 6*(new c(uy,usz)) Par définition 6(hd)
=60"(uy) + 0" (u2) + 1 Par définition de 6(c)
> 0" (u1)

Lemme II1.6. Etant donné un programme p admettant une sup-interprétation 0 définie
sur une expression e ayant m parametres T et apparaissant dans une classe C possédant
n attributs Xy, -+, Xy, alors, pour toute séquence de m objets u, 0*(e[T/u)) dénote une
fonction de (RT)™ dans RT qui satisfait :

Pour tout magasin o, si (e[T/u],o) | (v,0’) alors

0" (e[z/T]) (07 (X10), ..., 0" (Xn0)) > 0 (v)
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De plus, sie = X;.f(e1, -+ ,epn), on a :
0* (el /a]) (0" (X10), ... 0" (Xpo)) > 6" (i)

Démonstration. Supposons que la classe C possede n attributs et une sup-interprétation
f. Nous allons démontrer ce lemme par induction structurelle sur une expression e telle
que (e[z/u],o) | (v,0’). Supposons qu'un symbole de fonction apparaisse dans e, i.e.
e = Xj.f(er, - ,em) avec £ € Fct. Les restrictions syntactiques de la section III.1
impliquent qu’aucun symbole de fonction n’apparait dans les eq, - - - , e,,,. Par conséquent,
il n’y a aucun effet de bord pendant 1’évaluation des arguments de la fonction. En d’autres
termes, (e;[Z/ul], o) | (u;, o), pour un objet u; donné.

En utilisant la notation Xo = Xjo,...,X,0, supposons, par Hypothese d’Induction,

que nous ayons :
0" (eilz/u]) (07 (X)) = 07 (u;)

Par conséquent :

0" (e[z/ul)(0"(X0))

= 0(£) (0" (ex[z /7)), ..., 0" (en[T/1]), 0%(X:)) (0" (X o)) Par Définition
= 0(£) (0" (ex[z /1)) (0" (X)), ..., 0% (en[T/u]) (0" (X0)),0%(X;0)) Par Application
> 0(f)(uro, -+, umo, 0" (X;0)) Par H.I.

> max(6*(v), 0" (X;0”)) Définition I11.5

Les cas de figure ot e = new C(€) ou bien e = op(€) se démontrent de maniere identique.

O]

Exemple 43. Considérons l’expression V.move(W, W) du programme de ’exemple 37.
Cette expression ne fait intervenir aucun parameétre. Comme le programme admet la sup-
interprétation additive et polynomiale suivante 6(add)(o1,02) = 01+ 02, 0(S)(0) =0+ 1
et B(e) = 0, O(move)(01,092,03) = 01 + 02 + ©3 et #(Coord)(o1,02) = o1 + 02 + 1, en
utilisant les notations S = new S, € = new €() et Coord = new Coord et pour tout

magasin o satisfaisant :
Uo =u,Vo =mnew Coord(S“(e¢),S"%(¢)), Wo = SY(¢), Zo = =
ainst que :

(Vmove(W, W), ) | (S“1%¥(€),0 {V « Coord(S“*"(¢), """ (e)) })
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on a .

0*(V.move(Wo, Wa)) (60" (u), 6% (Coord(S™ (¢)), 6% (S“*(¢)), 6% (S (), 2)))
= O(move) (0" (Wo),0*(Wo),0*(Coord(S* (¢),S*2(¢))))
=0"(Wo)+ 0" (Wo) + 0% (Coord(S™ (¢),S"?(¢)))
=0"(SY(e)) + 07 (S“(e)) + 6" (S" (¢)) + 07 (S“2(¢)) + 1
=2Xw+u +us+1
> max(w + u1,2 X w+uy +uz + 1)
= max(0*(S“ 7% (€)), 0* (Coord(S* T (€), S“2 1% (¢))))

111.2.3 Poids

La notion de poids permet le controle de la taille des objets stockés par les attributs
durant I’exécution d’une commande loop ou d’une commande while. Une poids consiste
simplement en une fonction partielle a valeur sur les commandes. Les poids vont dépendre
fortement de la forme des commandes considérées de sorte qu’il est nécessaire d’effectuer
une distinction entre les commandes. Dans cette optique, on définit la relation d’ordre
partiel C sur les commandes par Cmy C Cm si :

— Cm = Cmy,

— Cm = loop X {...;Cmy;...} et Cmy C Cmy,

— ou Cm = while e{...;Cmg;...} et Cmj C Cmy.
et sa cloture réflexive et transitive, que nous noterons aussi T, ainsi que la relation

d’ordre stricte, notée [, définie par Cm C Cm; si et seulement si Cm C Cm; et Cm # Cmjy.

Définition II1.7. Une commande Cm est dite :

— externe s’il n’existe pas de commande Cmy telle que Cm C Cmy. Une commande externe
correspond a une boucle loop ou while non imbriquée.

— minimum s’il n’y a pas de commandes Cmy et Cmo et d’expression e telles que Cm =
Cmi;Cmo ou Cm = if e then Cm; else Cms.

— de type while si elle est externe et minimum et sl existe une commande Cmy =
while e{Cmy} telle que Cmj C Cm.

— de type loop si elle est externe et minimum, s’il existe une commande Cmi de la

forme loop X {Cmo} telle que Cmy C Cm et si elle n'est pas de type while.

Exemple 44. Nous illustrons les différentes notions introduites ci-dessus par ’exemple
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sutvant :

Class main{
Cm; : loop X {
Cmp : while(Y >0){Cmg: Y =Y —1; }

X =X+1;
Cms :
Cmy : loop X{Y =Y +1;};

ot les Cm; sont des labels utilisés afin de désigner les commandes.

La commande Cmy est externe mais n’est pas minimum. Les commandes Cmy et Cmy sont
externes et minimums, et les commandes Cmy et Cmg ne sont pas externes puisqu’elles
sont toutes contenues dans une commande loop. La commande Cm; est de type while,

puisqu’elle contient une commande while. Finalement, seule la commande Cmy est de

type loop.
Définition II1.8. Etant donné un programme P possédant une classe principale de n
attributs, le poids d’une commande w est une fonction partielle qui assigne a :
~ chaque commande Cm de type loop, une fonction totale wey de (RT)" ! dans RT
— chaque commande Cm de type while, une fonction totale wey de (RT)™ dans RT
qui satisfont :
1. wen est monotone Vi, ©o; > o, = wen(. .., 04y ...) > wen(- .., 9%, . ..)
2. wey posséde la propriété sous-terme Vi, ¥o; € RT wen(...,04,...) > 0

Un poids w est polynomial si chaque wey est une fonction de Max-Poly {R™}.

I11.3 Critere fraternel

111.3.1 Définition

Le critere fraternel fournit des contraintes sur les poids et les sup-interprétations afin
de borner la taille des objets calculés par le programme par un polynoéme en la taille des

entrées.

Définition II1.9. Un programme ayant une classe principale a n attributs X1, -- , X,
est fraternel s’il existe une sup-interprétation polynomiale et additive 0 et un poids po-

lynomial w tels que 6(X;) = <; et :
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1. Pour toute commande Cm de type loop de la classe principale, on a :

Pour toute expression e = X;.f(e1, - ,en) apparaissant dans Cm :
wen(T 4+ 1,01, ,0p) > wen(T,01,...,05-1,0"(€)(3), 041, - - -, 0n)
Pour toute commande X; := e C Cm, on a :
wen(T + 1,01, ,0n) 2> wen(T, 01, ..., 0i-1,07(€) (), @41, - - - s On)

avec T une nouvelle variable.

2. Pour toute commande Cn de type while de la classe principale, on a :

Pour toute expression e = X;.f(e1,- - ,em) apparaissant dans Cm :
wen (01, ,0n) > wen(01, .-+, 05-1,07(€)(9), 041, -+ -, 0n)
Pour toute commande X; := e C Cm, on a :
wem (01, + ,0n) = wen(©1, - -+, 0i-1,07(€) (%), 0it1, - - - 0n)

Intuitivement, la premiere condition garantit que la taille des objets stockés dans
les attributs demeure bornée polynomialement. La nouvelle variable 7' peut étre vue
comme un facteur temporel qui permet de prendre en compte le nombre d’itérations
dans une commande loop. Ce nombre est borné polynomialement par la taille des objets
stockés dans les attributs par définition de la sémantique d’une boucle loop. La seconde
condition sur les commandes de type while est semblable a ceci pres que le facteur
temporel n’apparait plus. Ce phénomene est directement lié au fait que ’'on n’ait aucune

information sur la terminaison d’une commande de type while.

Exemple 45. Le programme de l'exemple 37 est fraternel puisqu’il admet une sup-

interprétation polynomiale 6 et qu’il n’a aucune commande de type loop ou de type while.

Exemple 46. Le programme de l’exemple 38 est fraternel s’il admet une sup-interpréta-
tion 6 et un poids w polynomiaux vérifiant les inégalités ci-dessous pour ['unique com-
mande de type loop Cm = loop Y {X3 :=new c(hd(X;), X9); X1 :=tl(X1)} -
wen(T 4 1,0%(X1),0%(X2),0"(Y)) > wen(T, 07 (X1),0%(new c(hd(Xy), X3),0"(Y)))
wen (T4 1,07(X1), 07(X2), 0°(Y)) = wen(T, 0% (t1(X1)), 0%(X2), 67(Y))
En prenant 6(c)(o1,02) = o1 + 02 + 1, (hd)(¢) = 0(tl)(¢) = o, on obtient :

wea(T + 1,0°(X1), 07 (X2), 0°(Y)) > wea(T, 0*(X1), 1 + 6% (X1) + 0%(Xa), 0%(Y)))
wealT + 1,6%(X1), 0% (X2), 07(Y)) > weal(T, 07 (X1), 67 (X2), 6%(Y))

~—
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Finalement, en prenant wen(T, X,Y,Z) =T x (X +1)+Y + Z, on vérifie les inégalités

ci-dessus et le programme est donc fraternel.

Exemple 47. Considérons le programme suivant sur les entiers unaires :

Class main{
var Xi;
var Xo;
var X3;
loop Xi{ X3:=add(X;, Xo); };

}

ot add est un symbole d’opérateur calculant l’addition unasire.
Cm = loop X;{X3:=add(Xs, X2)} est la seule commande type loop. En appliquant le
critere fraternel, il nous faut trouver un poids polynomial wey et une sup-interprétation

polynomiale 0 tels que :
wen(T 4+ 1,0(X1),0(X2),0(X3)) > wen(T,0(X1),0(X2), 0" (add (X3, X2)))

avec T une nouwvelle variable.
Puisque 6(add)(o1,02) = o1 + ©2 est une sup-interprétation du symbole d’opérateur
add, linégalité précédente est satisfaite en prenant wey(T,01,02,03) =T X 03 4+ ©1 + 09

et on démontre ainsi que le programme est fraternel.

111.3.2 Propriétés des programmes fraternels

Lemme II1.10. Etant donné un programme fraternel p de classe principale de la forme
Class main {A;Cm} possédant n attributs X1, -+, X,, pour toute commande externe

Cmy C Cm, il existe un polynome P tel que pour tout magasin o si (Cm,o) | (¢’) alors :
P(IX101......|Xu0]) > max (| Xi0')

Démonstration. On commence par attribuer une fonction Py, de Max-Poly a chaque

commande externe et minimum Cn :

— Si Cm = skip alors on pose Pey(¢1, -+ ,¢pn) = max(o;).

— SiCm= X :=e (ounew e) alors on choisit Pop(¢1, - ,0n) = max(8*(e)(a x ), a x
01,7+, X o) avec « la constante du lemme I11.4.

— Si Cm = loop X {Cm;} alors Pey(o1, -+ ,9n) = wen(R(01, -+ ,0n),a X 3) avec «

la constante du lemme II1.4 et R un polynome bornant le nombre d’assignations
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effectuées durant I'exécution d’une commande de type loop. Un tel nombre est
clairement polynomial en la taille des entrées et peut étre calculé par analyse statique
des programmes.
— Si Cm =while e{Cm;} alors on prend Pey(o1,- -+ ,0pn) = wen(@ X 01, ;a0 X Op).
Puis, on étend cette assignation aux commandes externes :
~ Si Cm = Cmy;Cmyp alors Pen(S) = Qemy (Qeny (Maxieqr,. 03 (i), ot Qen(©) est défini
comme étant égal a Pey(o, ..., ).

— SiCm=if e then Cm; else Cmy alors

Pen(9) = max(Qea, (_max  (0)), Qemy (,_max  (0;)))

1,...n i€{1,....,n}

I nous reste & vérifier que pour toute commande externe Cm si (Cm, o) | (o) alors on
a Pon(|X10],...,|Xnol) > max;—1 n(]X;0’|). On commence par le démontrer pour les
commandes externes et minimums. Ce résultat est évident dans le cas ol Cm = skip. A

présent, en utilisant la notation Xo = Xjo,..., X0 :
~ SiCm= X;:=¢ (ounew e)etsi(e,o) ] (v,0),le lemme II1.6 garantit que :

Q(0"(X0)) = max(0"(Xo), 0" (e) (0" (X0)))

est une borne supérieure sur max(6*(v), 6*(Xo')) puisqu’il n’y a pas de parametre

dans l'expression e. En appliquant le lemme I11.4, on obtient que :

Pen(|X0]) = Q(ar x | Xo|)
(

> Q(0"(X0))
> max(0*(v), 0*(Xo"))
> max(|X10'|,...,|Xn0'])

— Si Cm = loop X {Cmj}, en combinant le lemme IIL.6 et le critere fraternel pour les
commandes de type loop, on obtient que pour toute commande X := e dans le champ
d’une itération loop, si (X := e, o) | (0') alors wen(T+1,0%(X0)) > wea(T, 0*(X0)).
Par conséquent, en supposant que le nombre des assignations apparaissant pendant
I'exécution d’une telle commande est borné par R(|Xi0]l,...,|X,0]), on en déduit
que wen(R(|X10],...,|Xnal),0*(X0)) est une borne supérieure sur wey(0, 0*(X o)

lorsque (loop X {Cm;},o) | (¢/). La combinaison de la propriété sous-terme et du
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lemme II1.4 nous donne :
wen(R(| X10], ..., | Xno|),a x |ﬁ\) > ow(R(|ﬁ]),9*(ﬁ))
wen(0,0%(X 7))
en(0, [ X0'])

X;o'
ze?il,a)fn}(’ ZO—D

Y

> w

A\

— Si Cm = while e{Cm;} alors on applique le raisonnement précédent, sans le facteur
temporel T
Puis on continue & démontrer ce résultat sur les commandes externes. Supposons, par

Hypothese d’Induction, que nous ayons déja démontré que la commande Cm possede

un polynéme Pey(o1,--- ,0,) vérifiant si (Cm,o) | (o/) alors Pey(|Xi0l,...,|Xno|) >
max(|X10'|,...,]|X,0']). On a :
Qcm(max(’X10‘7 SRR ’XnU‘» > Pcm(|X10—’7 R ‘XTLO—’)
> max(|X10'|,...,|Xn0'])

— Si Cm = Cmyp;Cmg et (Cm, o) | (o) alors il existe un magasin o” tel que (Cmy, o) | (o”)
et (Cmg,0”) | (¢’). Par Hypothese d’Induction, on a :
Qcn, (max(| X10], ..., | X,0])) > max(|X10”|,...,|Xn0"])
Qcn, (max(|X10”|, ..., | Xn0"])) > max(|X10|,..., | Xno'|)

et, par monotonie des polynémes Q¢ (Ces polynoémes sont monotones puisqu’ils
sont définis a 'aide de sup-interprétations monotones en utilisant uniquement des

fonctions monotones), on obtient :
Pen(max(|X10l, ..., | X,0])) > max(|X10'|,...,|X,0'])

— Le dernier cas de figure ou Cm = if e then Cm; else Cmy se traite de maniere
identique.
On a donc construit une fonction P, de Max-Poly pour toute commande externe Cm

et il est aisé de trouver un polynéme P vérifiant P(o1,--+ ,0n) > Pen(01,- -+ ,0n). O

Théoréme II1.11. Etant donné un programme fraternel p de classe principale de la
forme Class main {A;Cm} possédant n attributs Xi,--- , X, il existe un polynéme P tel

que pour tout magasin o si (Cm,c) | (o) alors
P(|Xiol,...,[Xno]) = max (|X;0"])

Démonstration. D’apres le lemme I11.10, toute commande externe de la classe principale
d’un programme fraternel a un calcul dont la taille est bornée par un polynome. Il suffit

de constater que la commande Cm d’une classe principale est une commande externe. [
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111.4 Syntheése de sup-interprétations

Le critere fraternel permet d’étudier la complexité d’'un trés grand nombre de pro-
grammes. Cependant, pour pouvoir étre appliqué, il requiert la connaissance d’une borne
supérieure, la sup-interprétation, sur les calculs effectués par certaines méthodes. Par
conséquent, il est important de pouvoir développer un critéere sur les méthodes d’une

classe afin de construire une sup-interprétation de ces méthodes.

111.4.1 Poids d’'une méthode

Définition II1.12. Une méthode de la forme £(Z) {Cm ; return X;} est dite :
— laborieuse s’il existe une commande de type while Cm; telle que Cm; C Cm

— élégante dans le cas contraire.

Définition I11.13 (Poids d’une méthode). Etant donnée une classe C possédant n attri-
buts, le poids wp d’une méthode D de la classe C est une fonction totale wp de (RT)"+m+1
dans RT, si D est une méthode élégante, et une fonction totale wp de (RT)" ™™ dans RY,
si D est une méthode laborieuse, qui satisfait wp est monotone et posséde la propriété
sous-terme (Cf. Définition I11.8). Un poids wp est dit polynomial si wp est une fonction
de Max-Poly {R*}.

111.4.2 Méthodes fraternelles

Définition II1.14. Etant donnée une classe C de n attributs X = X1, , X, une
méthode D de C et la forme £(T){Cm ; return X;;} est fraternelle s’il existe une sup-
interprétation polynomiale et additive 0 et un poids de méthode polynomial wp tels que
0(X;) =04, O(x) =0y et :

1. Si D est élégante, on a :

Pour toute expression e = X;.f(e1, - ,em) apparaissant dans Cm :
wp(T' +1,0,3) > wp(T, 0,01, ...,05-1,0%(e)(0,9), 0541, ... ,%n)
Pour toute commande X; := e C Cm, on a :
wp(T 4 1,0,3) > wp(T, 0,01, . ..,0i-1,0"(€)(0,3), 041, - - - ,On)

avec T une nouvelle variable.
2. Si D est laborieuse, on a :

Pour toute expression e = X;.f(e1, - ,em) apparaissant dans Cm :

wp(ﬁ, 5) > wD(ﬁ, Oly e v o551, 9*(6)(5, 5), Cjtly - - ,<>n)
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Pour toute commande X; := e C Cm, on a :

wp(0,3) > wp(0,©1,...,9-1,0%(€)(0,3),i+1,- - - ,%n)
Théoréeme II1.15. Etant données une classe C de n attributs X et une méthode frater-
nelle D = £(Z) {Cm ; return X;;} de C de sup-interprétation 6 telle que 0(X;) = o; et
O(xr) = Ok, 'une des deux propriétés suivantes est vérifiée :
— Soit D est laborieuse et wp(0,3) est une sup-interprétation de f.
— Soit D est élégante et si R(S) est une borne supérieure sur le nombre d’assignations
apparaissant pendant ’exécution de Cm alors wp(R(S),T,0) est une sup-interpréta-
tion de f.

Démonstration. La preuve est identique a celle du théoréme II1.11. La seule différence
étant que les parametres peuvent apparaitre dans les expressions. Le résultat en découle
puisque la propriété sous-terme de wp, Vj € {1,...,n}, permet 'obtention d’une borne
supérieure sur la taille de I'objet stocké en X;. O

La restriction imposant qu'une commande loop X {Cm} ne puisse pas écrire dans
Pattribut X implique que le polynéme R(3) peut étre calculé par analyse statique d’un
programme et que, par conséquent, le critere sur les méthodes fraternelles donne des
heuristiques permettant de trouver la sup-interprétation d’une classe. En effet, si nous
arrivons a trouver un poids polynomial pour toute méthode d’une classe alors nous

obtenons une sup-interprétation de la méthode.

Exemple 48. Considérons la méthode de l’exemple 37 :
D =move(z,y){X = add(X, z);Y := add(Y,y) ; return X;}

Si lon considére que la méthode add correspond a l’addition unaire, on peut choisir
sa sup-interprétation comme étant 0(add)(e1,02) = o1 + ©2. Afin de vérifier que cette

méthode est fraternelle, il nous faut trouver un poids polynomial wp satisfaisant :

WD(T + 17 Dla DQa o1, 02) Z WD(Tv Dla DQ, 0*(add(<>13 Dl))7<>2)
(.UD(T + 1,0¢, 092,01, 02) > wD(T, Uq, o, 01, 9*(add(<>2, Dg)))
avec O(X) = Oy, O(Y) = Og, O(x) = o1 et O(y) = 2. Puisque 0*(add(X,x)) =
0(add)(0(x),0(X)) = 0(z) + 6(X) = Oy + o1, il nous faut vérifier les inégalités sui-
vantes :
WD(T + ]-7 D17 EI27 01702) Z CUD(T, D17 D27 Dl + <1, 02)
wD(T + 17 Ui, D27<>1)<>2) > CUD(T, Uy, U, 01,02 + 02)
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En prenant wp(T,01,02,01,02) = max(T x Op + ¢1,T x Oz + ©2), on démontre que
cette méthode est fraternelle. Nous savons qu’au plus deux assignations sont exécutées
dans la commande de la méthode. Par conséquent, R(¢1, -+ ,0n) = 2 et, d’aprés le
théoréeme I11.15, on obtient que max(2 x 01 + ¢1,2 X Oz + ©2) est une sup-interprétation

de move.

I11.5 Caractérisations de classes de complexité

111.5.1 Une caractérisation de FPspace

Dans cette section, nous donnons une caractérisation de I’ensemble des fonctions calcu-
lables en espace polynomial a I’aide du critere fraternel. Le critere fraternel nous garantit
que la taille d’un magasin demeure bornée polynomialement par la taille des entrées du-
rant un calcul mais ne donne aucune information sur la terminaison des programmes
orientés-objet. Par conséquent, nous allons restreindre notre étude a des programmes
terminants et utilisant des symboles d’opérateur op dont la fonction calculée correspon-
dante [op] est calculable par une Machine de Turing en espace polynomial.

Nous restreignons les calculs autorisés pour les symboles d’opérateur en nous inspirant
de la terminologie de [NWO06] :

Définition II1.16. Un symbole d’opérateur op de Op est admissible en espace si [op]

peut étre simulé par une Machine de Turing en espace polynomial.

Théoréme II1.17. L’ensemble des fonctions calculées par des programmes fraternels qui
terminent et possédant des symboles d’opérateur admissibles en espace est exactement

l’ensemble des fonctions calculables en espace polynomial.

Démonstration. Nous commencons par montrer que l’ensemble des fonctions calculées
par des programmes fraternels qui terminent et possédant des symboles d’opérateur
admissibles en espace est inclus dans FPSPACE. Supposons que (Cm,c) | (¢’). Une
telle évaluation existe puisque le programme termine. D’apres le théoreme III1.11, il
existe un polynome @ tel que pour toute commande Cm; T Cm, si (Cmj, o) | (p) alors
Q(|X10l,...,|Xno|) > max;—1 (| Xip|). De sorte que le programme calcule un nombre
fini de magasins distincts dont la taille est bornée polynomialement par la taille des
entrées, ou la taille d’'un magasin est la somme des tailles de tous les objets qui y sont
stockés. Puisqu’un magasin peut étre vu comme une configuration d’une Machine de
Turing, le calcul d'un tel programme peut étre simulé par une Machine de Turing en

espace polynomial.
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Réciproquement, supposons que nous disposions d’une Machine de Turing a un ruban
et n états sur un alphabet 3 calculant en espace borné par un polynéme P. On commence
par ajouter a notre programme un attribut X dans lequel on calcule le polynéme P a
I’aide de commandes loop imbriquées sur un alphabet unaire. Nous simulons chaque
symbole de I’alphabet par un identifiant de classe distinct. Le ruban est codé par deux
attributs Y7 et Ys qui représentent la partie située a gauche de la téte de lecture et la
partie située a droite de la téte de lecture. Nous supposerons que le premier symbole sur
la partie droite du ruban correspond a la position courante de la téte de lecture. Puisque
la taille de 'objet stocké dans X est une borne supérieure sur ’espace utilisé pendant
un calcul de la Machine de Turing, pour chacun des deux attributs du ruban, nous
ajoutons la commande suivante Y; := X. Cette commande permet d’initialiser chacun
des objets en lui attribuant I’espace maximal autorisé. Chaque état est codé par une
classe distincte. La classe des rubans possede une méthode t.transition(s) qui, étant
donné un état s en entrée, retourne un état, écrit un nouveau symbole sur le ruban ¢
et change la position courante de la téte de lecture relativement au mouvement a son
mouvement dans la Machine de Turing. Cette méthode permet de simuler les transitions
d’une Machine de Turing. Nous choisissons la sup-interprétation de tout identifiant de
classe C € Class comme étant additive et de la forme 0(C)(o1,- -+ ,0n) = D7 05 + 1.
La méthode transition n’augmente pas la taille du ruban puisqu’elle se contente de
réécrire les symboles. Par conséquent, on peut choisir sa sup-interprétation comme étant
égale & O(transition)(7,S) = T. Pour finir, on représente la Machine de Turing par
une classe principale de trois attributs 71, S et X. L’attribut 77 contient ’objet qui code
le ruban, S correspond a l’objet codant 1’état courant et X stocke I'objet dont la taille
correspond a la simulation du polynéme P décrite ci-dessus. Le programme simulant la

machine s’écrit sous la forme suivante :
Cm = while S # new q¢(){...; S :=Ti.transition(S);...}

ou l'expression S # new qy() vérifie que I'état courant est différent de I'identifiant de
classe gy qui code I’état final de la machine. Cette commande est de type while de sorte

qu’il nous faut trouver un poids polynomial satisfaisant :

wen(0(T1),0(X),0(S)) > wen(0* (11 .transition(S)), 8(X), 0(S))
= wen(0(T1),0(X),0(S))

wen(0(T1),0(X),0(S)) > wen(0(T1),0(X), 0" (Th.transition(S)))
= wen(0(T1), 0(X), 6(T1))
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En prenant wey(¢1, 02, 03) = max(¢1,02,¢3), on obtient que le programme est fraternel.
O

111.5.2 Une caractérisation de FPtime

Dans cette section, nous proposons une caractérisation de I’ensemble des fonctions cal-
culables en temps polynomial en utilisant le critére fraternel. Puisque le critere fraternel
ne donne aucune indication sur la terminaison des programmes orientés-objet, il nous

faut restreindre de maniere drastique la puissance de calcul des programmes considérés :

Définition II1.18. Un programme p est strictement fraternel s’il est fraternel et qu’il

ne posséde aucune commande de type while et aucune méthode laborieuse.

Lemme I11.19. Un programme strictement fraternel termine et son exécution corres-

pond a un nombre d’assignations borné polynomialement en la taille des entrées.

Démonstration. Une commande externe qui n’est pas de type while termine et son exé-
cution correspond a I’exécution d’un nombre d’assignations borné polynomialement en la
taille des entrées, puisqu’une commande de type loop est exécutée un nombre polynomial
de fois.

Nous posons des restrictions sur les calculs autorisés pour les symboles d’opérateur :

Définition II1.20. Un symbole d’opérateur op de Op est admissible en temps si [op]

peut étre simulé par une Machine de Turing en temps polynomial.

Théoréme II1.21. L’ensemble des fonctions calculées par des programmes strictement
fraternels et admettant des symboles d’opérateur admissibles en temps est exactement

l’ensemble des fonctions calculables en temps polynomial.

Démonstration. On commence par montrer que I’ensemble des fonctions calculées par des
programmes strictement fraternels est inclus dans FPTIME. Supposons que (Cm, o) | (o).
Une telle évaluation existe puisque le programme termine d’apres le lemme I11.19. De
plus, ce lemme nous garantit que le nombre n des assignations est borné par P(|Xol),
avec P un polynome donné. D’apres le théoreme III.11, il existe un polynoéme @ tel
que pour toute commande Cm; T Cm si (Cmy,o) | (p) alors Q(|Xi0l,...,|Xno|) >
max;—1. (] X;p|). De sorte que le programme calcule un nombre polynomial de magasins
distincts stockant des objets dont les tailles sont toutes bornées polynomialement par la
taille des entrées. Finalement, un magasin peut étre vu comme une configuration d’une
Machine de Turing et le calcul peut étre simulé par une Machine de Turing en temps

polynomial.
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Réciproquement, supposons que nous disposions d’une Machine de Turing a un ruban
et n états calculant sur un alphabet 3 et s’exécutant en temps borné par un polynéme
P. Nous commengons par ajouter a notre programme un attribut X dans lequel on
calcule le polynome P a l'aide de commandes loop imbriquées. Nous simulons chaque
symbole de I'alphabet par un identifiant de classe distinct. Le ruban est codé par deux
attributs qui représentent les parties du ruban a gauche et a droite de la téte de lec-
ture, la position courante de la téte de lecture correspondant au premier symbole sto-
cké dans l'attribut représentant la partie droite du ruban. De plus, on code chaque
état par un identifiant de classe distinct. La classe des rubans posseéde une méthode
t.transition(s) qui, pour un état s donné en entrée, retourne un état, écrit un nouveau
symbole sur le ruban ¢ et change la position courante de la téte de lecture relativement
au mouvement de la téte de lecture dans la Machine de Turing correspondante. Cette
méthode permet de simuler les transitions d’une Machine de Turing. On choisit la sup-
interprétation de tout identifiant de classe C € Class comme étant additive de la forme
O(C)(o1,- -+ ,0n) = Z;L:1 ¢; + 1. La méthode transition augmente la taille d’un ruban
d’au plus un symbole. Par conséquent, on peut choisir sa sup-interprétation comme étant
égale & f(transition)(7,S) =T+1. A présent, on représente la Machine de Turing par
une classe principale possédant trois attributs 77, X et S. L’attribut 77 contient 1’ob-
jet qui code le ruban, S correspond a ’objet qui représente ’état courant et X stocke
un objet dont la taille correspond & la simulation du polynéome P décrite ci-dessus. Le

programme simulant la machine a la forme suivante :
Cm = loop X {...;5 :=T).transition(S);...}

Cette commande est de type loop de sorte qu’il nous faut trouver un poids polynomial

vérifiant :

wen(T + 1,0(T1),0(X),0(5)) > wen(T, 0" (T .transition(S)), 0(X), 0(S))
= wen(T,0(T1) + 1,0(X), 6(S))
et

wen(T 4+ 1,0(11),60(X),0(5)) > wen(T,0(171),6(X),0" (11 .transition(S)))
= WCm(Tv H(Tl)a G(X)a G(Tl) + 1)

Le programme est donc strictement fraternel en choisissant wey (7,77, X,S) = T +
max(71, X, S). O
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111.6 Conclusion

Nous avons ainsi obtenu une extension de nos outils a des langages orientés-objet.
On constate que 'outil s’adapte correctement a différents langages de programmation,
prenant en compte des phénomenes nouveaux comme les effets de bord pour les langages
objet. Une conséquence de cette flexibilité est que, quelque soit le langage en considéra-
tion, les critéres de polynomialité ainsi que les caractérisations des classes de complexité
polynomiales sont tres similaires. Les travaux contenus dans ce chapitre sont les plus ré-
cents et sont tres certainement perfectibles. Par exemple, on aurait pu prendre en compte
la notion de super-classe. De plus, on pourrait essayer de les adapter a des langages objet
plus évolués, par exemple, a des langages incluant des traits [LS07]. Cependant, ils ont le
mérite de donner une premiere approche simple et cohérente de I’étude de la complexité
des programmes objets. Il va de soi que les résultats obtenus peuvent étre étendus sans
grande difficulté & un langage plus évolué. Par exemple, la notion d’héritage peut étre

assimilée a des classes partageant des sup-interprétations identiques.
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Conclusion

Our progress as a nation can be no swifter than
our progress in education. The human mind is our

fundamental resource.

(J.F. Kennedy)

Dans ce document, nous avons essayé de donner une vue d’ensemble des travaux effec-
tués concernant le controle des ressources a l'aide d’interprétations sémantiques a valeur
sur des fonctions max-polynomiales. Aprés avoir introduit les quasi-interprétations, nous
avons étudié les différentes propriétés et caractérisations obtenues a ’aide de cette no-
tion. Nous avons étudié le probleme de la synthése de cet outil, puis, nous avons abordé
la question de sa modularité. Apres avoir mentionné différentes extensions a des langages
de programmation réactif, bytecode ou d’ordre supérieur, nous avons introduit la sup-
interprétation. Cette notion généralise la quasi-interprétation et a été adaptée dans des
criteres de controle des ressources afin d’étudier la complexité d'un plus grand nombre
d’algorithmes comme les algorithmes sur les streams ou les algorithmes de type « diviser
pour régner ». Elle a aussi été combinée a différents criteres de terminaison comme les
ordres RPO, les paires de dépendance ou le size-change principle. En outre, apres avoir
caractérisé des petites classes de complexité paralleles, nous avons donné quelques heu-
ristiques permettant de synthétiser des sup-interprétations sans la propriété sous-terme,
c’est-a-dire des sup-interprétations qui ne sont pas des quasi-interprétations. Enfin, dans
un dernier chapitre, nous avons adapté les sup-interprétations a des langages orientés-
objet, obtenant ainsi différents critéres pour controler les ressources d’un programme et
de ses méthodes.

Ces travaux menent & de nombreuses autres pistes de recherche. En particulier, il serait
intéressant d’étudier les propositions suivantes :

— Etendre l'étude des langages objet effectuée a un langage plus général incluant

I’héritage, des pointeurs ou, encore, des fonctions récursives.
— Etudier les relations entre les interprétations abstraites et les sup-interprétations.

En effet, de nombreuses techniques de controle de propriétés des langages impé-
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ratifs de la famille du C utilisent les interprétations abstraites. En pratique, les
interprétations abstraites utilisent des domaines de polyedres et des intervalles afin
de borner les valeurs contenues dans une variable au cours de ’exécution d’un pro-
gramme. Puisque la connaissance d’une sup-interprétation nous donne un intervalle
de confiance dans lequel une valeur oscille au cours de ’exécution d’un programme,
il semble donc que les deux notions sont tres proches. Une étude comparative serait
donc nécessaire.

Améliorer la synthese de quasi-interprétations et de sup-interprétations. En pra-
tique, un logiciel appelé CROCUS, disponible & l’adresse http://libresource.
inria.fr//projects/crocus, permet déja de synthétiser des quasi-interprétations.
Afin de valoriser cette étude, il semble nécessaire d’améliorer les performances de
ce logiciel en trouvant des heuristiques plus rapides pour la synthese de quasi-
interprétations, puis, en étendant son application aux sup-interprétations.

Essayer d’étendre la sup-interprétation a la programmation réactive de maniere élé-
gante. En effet, la sup-interprétation a été étendue a des programmes incluant des
données infinies comme des streams. De tels programmes s’apparentent fortement
a des programmes réactifs, puisque les programmes réactifs maintiennent une in-
teraction permanente avec leur environnement, ce qui nous incite donc a essayer
d’adapter notre étude a ce paradigme de programmation.

Comparer ou combiner notre approche avec les différentes autres approches de la
communauté ICC citées dans I'introduction. En particulier, la combinaison d’une
variante des sup-interprétations et de la logique linéaire semble envisageable. En
effet, la notion de poids dans les preuves [Laf04] semble similaire a la notion d’inter-
prétation polynomiale. Il serait donc intéressant de voir si les restrictions logiques
de la logique linéaire peuvent étre remplacée par des systemes de contraintes sur les

preuves.


http://libresource.inria.fr//projects/crocus
http://libresource.inria.fr//projects/crocus
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INGCouUuiiiG

Il existe de nombreuses approches développées par la communauté Implicit Computational
Complexity (ICC) permettant d’analyser les ressources nécessaires a la bonne exécution des
algorithmes. Dans cette these, nous nous intéressons plus particulierement au controle des res-
sources & ’aide d’interprétations sémantiques. Apres avoir rappelé brievement la notion de quasi-
interprétation ainsi que les différentes propriétés et caractérisations qui en découlent, nous pré-
sentons les différentes avancées obtenues dans 1’étude de cet outil : nous étudions le probleme
de la syntheése qui consiste a trouver une quasi-interprétation pour un programme donné, puis,
nous abordons la question de la modularité des quasi-interprétations. La modularité permet de
diminuer la complexité de la procédure de synthese et de capturer un plus grand nombre d’algo-
rithmes. Aprés avoir mentionné différentes extensions des quasi-interprétations & des langages de
programmation réactif, bytecode ou d’ordre supérieur, nous introduisons la sup-interprétation.
Cette notion généralise la quasi-interprétation et est utilisée dans des critéres de controle des res-
sources afin d’étudier la complexité d’'un plus grand nombre d’algorithmes dont des algorithmes
sur des données infinies ou des algorithmes de type « diviser pour régner ». Nous combinons cette
notion a différents critéres de terminaison comme les ordres RPO, les paires de dépendance ou
le size-change principle et nous la comparons & la notion de quasi-interprétation. En outre, apres
avoir caractérisé des petites classes de complexité paralleles, nous donnons quelques heuristiques
permettant de synthétiser des sup-interprétations sans la propriété sous-terme, c’est a dire des
sup-interprétations qui ne sont pas des quasi-interprétations. Enfin, dans un dernier chapitre,
nous adaptons les sup-interprétations a des langages orientés-objet, obtenant ainsi différents

criteres pour controler les ressources d’un programme objet et de ses méthodes.

Mots clefs : complexité implicite, analyse statique, controle des ressources, inter-

prétations

Abstract

There are several approaches developed by the Implicit Computational Complexity (ICC) com-
munity which try to analyze and control program resources. In this document, we focus our study
on the resource control with the help of semantics interpretations. After introducing the notion
of quasi-interpretation together with its distinct properties and characterizations, we show the
results obtained in the study of such a tool: We study the synthesis problem which consists in
finding a quasi-interpretation for a given program and we tackle the issue of quasi-interpretation
modularity. Modularity allows to decrease the complexity of the synthesis procedure and to
capture more algorithms. We present several extensions of quasi-interpretations to reactive pro-
gramming, bytecode verification or higher-order programming. Afterwards, we introduce the
notion of sup-interpretation. This notion strictly generalizes the one of quasi-interpretation and
is used in distinct criteria in order to control the resources of more algorithms, including algo-
rithms over infinite data and algorithms using a « divide and conquer » strategy. We combine
sup-interpretations with distinct termination criteria, such as RPO orderings, dependency pairs
or size-change principle, and we compare them to the notion of quasi-interpretation. Using the
notion of sup-interpretation, we characterize small parallel complexity classes. We provide some
heuristics for the sup-interpretation synthesis: we manage to synthesize sup-interpretations with-
out the subterm property, that is, sup-interpretations which are not quasi-interpretations. Fi-
nally, we extend sup-interpretations to object-oriented programs, thus obtaining distinct criteria

for resource control of object-oriented programs and their methods.

Keywords: implicit computational complexity, static analysis, resource control, in-

terpretations
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