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Résumé

On s’intéresse dans cette thése a la PGD (Proper Generalized Decomposition), 'une des mé-
thodes de réduction de modéles qui consiste a chercher, & priori, la solution d’une équation
aux dérivées partielles sous forme de variables séparées. Ce travail est formé de cinq chapitres
dans lesquels on vise a étendre la PGD aux espaces fractionnaires et aux espaces des fonc-
tions a variation bornée et a donner des interprétations théoriques de cette méthode pour
une classe de problémes elliptiques et paraboliques. Dans le premier chapitre, on fait un bref
apercu sur la littérature puis on présente les notions et outils mathématiques utilisés dans le
corps de la thése. Dans le second chapitre, la convergence des suites des directions alternées
(AM) pour une classe de problémes variationnels elliptiques est étudiée. Sous une condition
de non-orthogonalité uniforme entre les itérés et le terme source, on montre que ces suites
sont en général bornées et compactes. Alors, si en particulier la suite (AM) converge faible-
ment alors elle converge fortement et la limite serait la solution du probléme de minimisation
alternée. Dans le troisiéme chapitre, on introduit la notion des dérivées fractionnaires au sens
de Riemann-Liouville puis on considére un probléme variationnel qui est une généralisation
d’ordre fractionnaire de I’équation de Poisson. En se basant sur la nature quadratique et la
décomposabilité de ’énergie associée, on démontre que la suite PGD progressive converge
fortement vers la solution faible de ce probléme. Dans le quatriéme chapitre, on profite de la
structure tensorielle des espaces BV par rapport a la topologie faible étoile pour définir les
suites PGD dans ce type d’espaces. La convergence de telle suite reste une question ouverte.
Le dernier chapitre est consacré a I’équation de la chaleur d—dimensionnelle, ot on discrétise
en temps puis a chaque pas de temps on cherche la solution de I’équation elliptique en utili-
sant la PGD. On montre alors que la fonction affine par morceaux en temps obtenue a partir
des solutions construites en utilisant la PGD converge vers la solution faible de 1’équation.

Mots-clés : PGD, tenseurs élémentaires, minimisation alternée, dérivée de Riemann-Liouville,
espace fractionnaire, variation bornée.
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Abstract

In this thesis, we are interested in the PGD (Proper Generalized Decomposition), one of
the reduced order models which consists in searching, a priori, the solution of a partial dif-
ferential equation in a separated form. This work is composed of five chapters in which
we aim to extend the PGD to the fractional spaces and the spaces of functions of bounded
variation and to give theoretical interpretations of this method for a class of elliptic and
parabolic problems. In the first chapter, we give a brief review of the litterature and then we
introduce the mathematical notions and tools used in this work. In the second chapter, the
convergence of rank-one alternating minimisation AM algorithms for a class of variational
linear elliptic equations is studied. We show that rank-one AM sequences are in general
bounded in the ambient Hilbert space and are compact if a uniform non-orthogonality con-
dition between iterates and the reaction term is fulfilled. In particular, if a rank-one (AM)
sequence is weakly convergent then it converges strongly and the common limit is a solution
of the alternating minimization problem. In the third chapter, we introduce the notion of
fractional derivatives in the sense of Riemann-Liouville and then we consider a variational
problem which is a generalization of fractional order of the Poisson equation. Basing on
the quadratic nature and the decomposability of the associated energy, we prove that the
progressive PGD sequence converges strongly towards the weak solution of this problem. In
the fourth chapter, we benefit from tensorial structure of the spaces BV with respect to the
weak-star topology to define the PGD sequences in this type of spaces. The convergence of
this sequence remains an open question. The last chapter is devoted to the d-dimensional
heat equation, we discretize in time and then at each time step one seeks the solution of the
elliptic equation using the PGD. Then, we show that the piecewise linear function in time
obtained from the solutions constructed using the PGD converges to the weak solution of
the equation.

Keywords: PGD, rank-one tensor, alternating minimisation, Riemann-Liouville derivative,
fractional space, bounded variation.
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Introduction

De nos jours, les simulations numériques, utilisées surtout pour la prédiction et la prise de
décision, ou tout simplement pour une meilleure compréhension des phénomeénes physiques,
occupent une place trés importante dans de nombreuses branches des sciences de 'ingénieur
et des techniques de la communication et de 'information.

Toutefois, afin de donner une représentation exacte du monde réel, on a besoin d’intro-
duire un grand nombre de paramétres dans les modéles mathématiques impliquées dans la
simulation, puis d’utiliser une discrétisation assez fine dans le monde numérique, pour s’as-
surer que la solution numérique est une bonne approximation de la solution exacte. Ce qui
peut conduire a des quantités de calcul tres écrasantes. Dans certains cas, et surtout lorsque
la dimension de I'espace est suffisamment grande, les méthodes standards seront impossibles
a implémenter. Ainsi, la mémoire de l'ordinateur nécessaire lors de la simulation sera com-
parable avec le nombre total d’atomes dans 'univers [29]. Ce phénoméne est communément
connu sous le nom "curse of dimensionality".

Afin d'illustrer le probléme, on considére une équation aux dérivées partielles (EDP) définie
dans un espace de dimension d ayant une solution w(zy,--- ,z4). On définit une base de
discrétisation Viy, avec N degré de liberté pour chacune des variables (N € N*) par :

VN = VeCt{hEll)(xl) o hg;i)(xd), 1 S 7;17 T 7id S N}?

tel que pour tout 1 < j < d, (hl(j )) (<< st une famille de NV fonctions dépendant uniquement
de la variable z;. La méthode de Galerkin standard consiste a chercher une représentation
de la solution de 'EDP de la forme suivante :

UN<1717 T 7$d) = Z iy g h2(11) ($1) T hgj) (l‘d)a (1)

1<iy,ig<N

et a calculer les N réels (i, ... i,)1<i,. iy<n- Par conséquence, la complexité du probléme
croit exponentiellement avec la croissance de la dimension d, ce qui cause clairement un
problématique en termes de calcul lorsque d est suffisamment grand.

Afin de remédier & ce probléme, plusieurs approches ont été récemment proposées. Citons a
titre d’exemples : "sparse grids" [99], "tensor formats" [55], "adaptive polynomial approxi-
mations" [33], et les méthodes de réduction de modeéles. Parmi ces approches, on se limite
dans cette these a la réduction de modéle qui consiste & construire une base réduite de taille
bien inférieure au nombre de degrés de liberté du probléme, puis & projeter le probléme sur
cette base réduite afin d’obtenir un systéme d’équations ayant un nombre d’inconnus trés
petit relativement a celui obtenu par une discrétisation classique. La maniére de la construc-
tion de la base réduite est celle qui différencie une méthode d’une autre. Il est possible de
distinguer deux familles des méthodes de réduction de modéles : celles dites "a-postériori"
qui nécessitent une connaissance préalable de la solution, citons par exemple : la POD (Pro-
per Orthogonal Decomposition) introduite dans [69] dans le contexte de la turbulence, puis
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utilisée dans [16, 20, 17, 21], 506, B, B, 4, 67], la CVT (Central Voronoi Tesselations) qui a
été utilisé avec succes dans [38, 40, 39, 24] et la méthode de troncature équilibrée introduite
par Moore [74] puis développée par d’autres auteurs dans [13, [14] 54, 92] ; et celles dites
"a-priori" qui ne nécessitent aucune information sur la solution : on cite ici la méthode de
réduction & priori (APR) qui a été développée par Ryckelnyck [83] 84] dans le cadre des
problémes thermomécaniques puis appliquée aux problémes d’éléments de frontiére et aux
problémes d’élasticité non-linéaire [85], [12], elle a été aussi utilisée pour résoudre les équa-
tions de transfert et les équations de Navier-Stocks [98] 97, [96] et pour la modélisation de la
propagation des fissures [57]. Une autre méthode de réduction de modéles a-priori, c’est celle
qu’on va traiter dans ce travail, est la PGD (Proper Generalized Decomposition) développée
dans [9, 10} 62] et qui consiste & chercher la solution d’un probléme sous forme de variables
séparées. Ainsi, une représentation séparée d’une solution est donnée par

Um(l'l, T 7xd> = ZR}({L’Q Koo X de(xd%
i=1

ou Rg est une fonction dépendant uniquement de la variable x; pour tout i = 1,--- ,d,
j=1,---,m. Au contraire a la méthode utilisée dans , si on discrétise maintenant les

fonctions de base R{ , en prenant N degré de liberté pour chacune des variables, alors le
nombre total d’inconnus sera m x N X d, ce qui signifie que la complexité croit linéairment
avec la dimension et parsuite on pourrait traiter d’une maniére trés efficace des problémes
définies dans des espaces de haute dimension.

Organisation de cette thése

Cette these est composée de cing chapitres qui peuvent étre résumés comme suit :

Résumé du chapitre [1I| "Etat de Part et préliminaires"

Dans ce chapitre, on fait d’abord un apercu général sur la méthode PGD : ses domaines
d’applications, ses définitions et les travaux théoriques existants. Puis, afin d’avoir une thése
"self-contained" on présente toutes les définitions ainsi que les outils généraux nécessaires
pour comprendre ce tarvail. Finalement, on décrit la méthode PGD dans le cadre de I’équa-
tion de Poisson 2D en présentant les deux aspects algorithmique et théorique.

Résumé du chapitre |2 : "Convergence des algorithmes de minimisation alternée
effectués dans la PGD variationnelle"

La résolution numérique des équations aux dérivées partielles en utilisant des représenta-
tions tensorielles de la solution est I'un des traitements numériques les plus efficaces pour les
problémes définis dans des espaces de haute dimension. L’étape principale de telles méthodes
consiste a calculer le meilleur tenseur élémentaire afin d’enrichir I’approximation tensorielle
itérative. Pour les problémes variationnels, cette étape pourrait étre effectuée en utilisant
une méthode de minimisation alternée, mais la convergence de tels techniques présente un
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véritable défi entre les chercheurs. On étudie alors dans ce chapitre la convergence des suites
des directions alternées pour une classe de problémes variationnels elliptiques. On commence
par le traitement de ’équation de la chaleur puis on passe & un cas de diffusion plus général.
En imposant une condtion de non-orthoonalité uniforme entre les itérés et le terme source, on
montre que ces suites sont compactes. En particulier si toute la suite des directions alternées
converge faiblement alors elle converge fortement et la limite serait la solution du probléme
de minimisation alternée.

Résumé du chapitre [3| "La PGD pour une classe de problémes aux dérivées frac-
tionnaires"

Une équation différentielle est dite fractionnaire si elle contient un opérateur d’ordre non
entier. Elle est dite de plus d’ordre fractionnaire si cet opérateur admet le plus grand ordre
dans I'équation. L’équation de diffusion est par exemple d’ordre 2 mais on peut considérer
une équation analogue d’ordre 2s (0 < s < 1) ou le laplacien est remplacé par le "laplacien
fractionnaire". Ce type d’EDP avec des ordres de dérivation non entiers ont été validés par
plusieurs études expérimentales et théoriques pour des problémes de transport de polluants
en milieu aquiféres, pour des problémes d’origine biologique ou électromagnétique ott un
phénomeéne d’anomalie de diffusion intervient.

L’étude des équations fractionnaires est difficile : d'une part, les opérateurs d’ordre fraction-
naire sont non locaux, i.e. la valeur de la dérivée fractionnaire d’une fonction en un point
dépend de la valeur de la fonction dans tout le domaine, d’autre part, les opérateurs de trace
n’admettent pas un sens dans les espaces de Sobolev fractionnaires d’ordre s < %

Vu le grand intérét du domaine fractionnaire, on vise dans ce chapitre a étendre la PGD a
ce type de problémes et essayer de dégager des résulats de convergence théoriques.

On rappelle d’abord les notions des espaces de Sobolev fractionnaires et des opérateurs
d’ordre fractionnaires au sens de Riemann-liouville et les propriétés les plus importantes qui
nous permettent de se lancer dans ce travail. Puis, on considére le probléme aux limites
suivant :

d
Y (REGRL ARLR )l = f inQ,
k=1

(2)
u = 0 on 0,

ou Q = Oy x---xQy, Q; =]ag, b[ est un ouvert non vide borné dans R pour tout k = 1,--- ,d,
(€x)k=1, 4 est la base canonique de R?, 1 < s < 3 et f est une fontion donnée dans L?(£2).
Re, et RZ,, désignent la dérivée d’ordre s au sens de Riemann-Liouville dans la direction
e, et e, respectivement. On démontre alors que la suite PGD progressive associée a ce
probléme est bien définie et que cette suite PGD converge fortement vers la solution faible du
probléme, en se basant sur la nature quadratique et la décomposabilité de ’énergie associée
a ce probléme.

Résumé du chapitre [4] "La méthode PGD dans le cadre des espaces des fonctions
a variation bornée"
On vise dans ce chapitre a étudier 'existence et la convergence des suites PGD dans

4
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le cadre des espaces BV. Ce type d’espaces n’admet pas une structure tensorielle pour la
topologie forte, mais on montre qu’il admet une structure tensorielle pour la topologie faible
étoile. On arrive alors & définir une suite PGD pour des problémes de minimisation d’une
énergie convexe mais non différentiable définis dans les espaces BV, mais c’est trés difficile
de trouver des résultats de convergence théoriques, On donne alors un contre-exemple pour
affirmer que I’étude de la convergence dans ce cadre ne se fait pas comme dans le cas des
problémes différentiables.

Résumé du chapitre [5| "Interprétation théorique de la PGD dans le cadre de
I’équation de la chaleur"
On considére dans ce chapitre I’équation de la chaleur suivante :

%(m,t) — Au(z,t) = f(z,1) pour tout (z,t) € Q x (0,77,
t

) = pour tout (z,t) € 0Q x (0,77, (3)
u(0,2) :=uy(z) € L*(Q),

définie sur un domaine ouvert de R? ayant la forme suivante :
Q=0 X XQd,

ol les €2; sont des ouverts bornés de R et on s’intéresse a la PGD incrémentale pour résoudre
cette équation. Cette approche consiste a discrétiser en temps 1’équation de la chaleur puis
a chercher la solution de ’équation elliptique & chaque pas de temps en utilisant la méthode
PGD.

On montre alors que la solution affine par morceaux en temps définie a travers les solutions
des équations elliptiques a chaque pas de temps converge vers la solution faible de 1’équation
de la chaleur. L’étude de la convergence de la suite PGD vers la solution du probléeme, en
utilisant I'approche non incrémentale, sera I'une des perspectives de cette thése.
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CHAPITRE 1 : Etat de 'art et Préliminaires

1.1 Littérature

La PGD est une famille des méthodes, trés récente. Le premier article sur la PGD a été
publié en 2006 par Ammar et al. [9] et le premier livre sur cette méthode a été réalisé par
Chinesta et al. en 2013 — 2014 [31].

La représentation séparée de la solution n’est pas spécifique pour la PGD. Une telle décom-
position a été proposée depuis les années 80 par Pierre Ladevéze dans sa méthode LATIN
(Large Time Incremental method) [59, [60], ou il a considéré une sépration espace-temps :

u(z,t) ~ ZXl(w) x T;(t),
i=1
ce qui fait de la PGD une généralisation de la méthode LATIN de Ladevéze. Plusieurs
améliorations sur la méthode LATIN ont été réalisées par le groupe de Ladevéze avant
I'introduction de la PGD [61] [78] [62]. Ce type de représentation a été aussi largement employé
dans la chimie quantique. Ainsi, les approches de Hartree-Fock et Post-Hartree-Fock utilisent
des approximations sous forme séparée de la fonction d’onde pour I’équation de Schrodinger
[26]. La POD (Décomposition Propre Orthogonale) est une méthode qui utilise également
une représentation séparée de la solution.

1.1.1 Domaines d’application de la PGD

La PGD est utilisée dans plusieurs domaines et travaux de recherches. On cite ici quelques
applications a titre indicatif. Pourtant, on peut se référer au travail de Chinesta et al. [32]
en 2011 et les articles [29, B0] pour savoir plus de détails concernant les applications de la
PGD et les différentes challenges.

PGD pour les problémes multidimensionnels

La premiére application sur la PGD était sur I’'équation de Fokker-Planck définie en haute
dimension dans le cadre de la théorie cinétique afin de traiter des problémes de description
des fluides complexes [9, [10], ot dans ce cas, le nombre d’inconnus utilisés pour résoudre
I'équation de Fokker-Planck est égale a 10° au lieu de 10° pour la résolution classique.
La PGD est aussi appliquée a 1’équation de Schrodinger en chimie quantique [§], aux mo-
deéles financiers pour les prix des options avec un nombre élevé de facteurs de risque [45] et
pour résoudre I’équation maitresse multidimensionnelle [28] qui conduit & des applications
intéressantes dans les systémes biologiques.

PGD pour séparer ’espace physique
La PGD est encore utilisée efficacement pour obtenir les solutions des problémes définies
dans des espaces de dimension modérée. On cite par exemple les travaux de Dumon [41] ou
il a considéré les équations de Navier Stockes définies dans un domaine cubique en dimension
3; 'espace alors est traité comme trois espaces unidimensionnels et parsuite la décomposi-
tion dans le domaine cubique sera tres efficace.
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La séparation des variables a été étendue a des domaines non cubiques par Gonzalez [52],
ou l'approximation de la solution par la PGD est cherchée de la forme suivante :

m

um(xla’ o )xd) - 'lU(I'l,' t ,Id)Z.F']l(xl) Xoee X F}d(‘rd)v

=1

avec w : £2* — R est une fonction vérifiant : w(@y, 5 wa) >0, S? (21, ) € Ql
w(£17"'>$d)207 si (xlj...7xd)€Q\Q’

ou 2" est le plus petit cube contenant €.

Parfois des décomopositions incomplétes sont utilisées. Ainsi, pour les problémes définis
dans des géométries sous forme des plaques, la PGD est prouvée d’étre trés fructueuse dans
[22]. La représentation séparée suivante a été alors considérée :

m

=1

La surface de la plaque est définie dans le plan (x,y) et peut avoir des géométries complexes
et la coordonnée z est associée a I’épaisseur de la plaque. Une telle représentation permet la
résolution des problémes 3D avec une complexité 2D.

PGD pour les problémes paramétriques

L’une des applications de la PGD les plus intéressantes et populaires pour les sciences de
I'ingénieur est la résolution des modeéles paramétriques. L’idée ici est que les paramétres
(par exemple le nombre de Reynold dans les probléms d’écoulement, la conductivité ther-
mique dans ’équation de la chaleur - - - ) seront considérés comme des extra-variables, ce qui
augmente la dimension du probléme. Ainsi, étant donné un probléme défini dans un espace
de dimension modérée avec des paramétres (i, --- , 3,, une approximation d’ordre J de la
solution sera cherchée sous la forme suivante :

J
j=1

De cette maniére, (8, - -, §,) appartient & un rectangle de dimension p, ce qui constitue un
domaine naturel pour 'application de la PGD. Notons que les conditions aux limites et aux
bords peuvent étre aussi considérées comme des variables supplémentaires.

Ce type de probléme paramétrique a été traité par exemple dans les calculs d’homogénéisa-
tion linéaire et non linéaire par Lamari [64], 63] qui a considéré la températaure macroscopique
et son évolution temporelle ainsi que la conductivité thermique comme des avariables supplé-
mentaires. Dans [22, 1], les paramétres des matériaux sont les coordonnées supplémentaires
et dans [81] la solution générale de I’équation de la chaleur a été calculé pour une large
gamme des valeurs de la conductivité thermique qui a été considéré comme une variable
supplémentaire.



CHAPITRE 1 : Etat de 'art et Préliminaires

PGD pour la simulation en temps réel

Apreés la recherche de la solution d’un probléme a 'aide de la PGD, en considérant les param-
pétres comme des variables supplémentaires, on pourrait traiter facilement et a postériori
des problémes d’identification inverse et d’optimisation. Ainsi, ces taches seront effectuées
comme étant des opérations de post-traitement agissant sur la solution générale calculée une
fois pour toute par la méthode PGD (calcul offline). On pourrait alors déduire la solution
pour différentes valeurs des paramétres instantanément (calcul online). Parmi les applica-
tions traitées on cite [49, [66] dans le cadre des problémes d’optimisation du procédé et de
forme et [22, 0] ou cette étape est utilisée pour les téléphones portables.

Le probléme d’identification inverse a été couplé avec des stratégies de controle dans le
contexte de la DDDAS [50].

Concernant les simulations chirurgicales, une haute fréquence est indispensable pour un bon
fonctionnement des simulateurs, alors le temps de calcul doit étre instantanné. Les résultats
issus des conférences ot la PGD est testée sur ce type de probléme semblent encourageants.

PGD pour les problémes stochastiques
La PGD a montré ses capacités dans la résolution des problémes stochastiques. C’était
un concept proposé par Nouy [75] et nommé "Generalized Spectral Decomposition" ou les
variables stochastiques sont séparées des variables déterministes. La solution u d’un probléme
stochastique est alors recherchée sous la forme suivante

u =~ iAiFi,

i=1

oll les \; sont des coefficients aléatoires et les F; sont des fonctions déterministes. On cite
dans ce cadre le travail de Tamellini et al. [93] pour la recherche de la solution des équations
de Navier-Stockes stochastiques stationnaires, dans lequel le nombre de Reynolds et le terme
force ont été considérés comme des variables aléatoires. Dans [75] [76], Nouy a appliqué la
méthode pour résoudre des problémes stochastiques linéaires, et I’a étendue & un plus grand
nombre d’équations stochastiques. Finalement, les auteurs de [79] ont proposé une extension
pour résoudre des équations stochastiques non-linéaires.

1.1.2 Travaux théoriques

La convergence de la méthode PGD est la question qui nous intéresse le plus dans cette
thése. Cette question a été d’abord traitée par Le Bris et al. [65] ou la PGD progressive est
comparée aux algorithmes gloutons. Plus particuliérement, les auteurs ont démontré que la
version variationnelle de la PGD, basée sur la minimisation de 1’énergie associée a 1’équation
de Poisson converge vers la solution du probléme. Ce travail a été étendue par Cances et al.
[27] au cas plus général des problémes elliptiques non linéaires auto-adjoints, définis dans
des espaces de Hilbert tensoriels, et par Falco et Nouy [48] dans le cas des espaces de Banach
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tensoriels. Dans [47], les auteurs ont introduit une généralisation du Théoréme d’Ekart et
Young ce qui leur permet de démontrer la convergence de la PGD pour certains problémes
définis dans des espaces de Hilbert tensoriels. Dans [7], Ammar et al. ont démontré que la
solution obtenue par la PGD pour une classe des systémes linéaires converge vers la solution
du modéle complet. D’autres avancements théoriques ont été élaborées; on cite le travail de
Nouy [77] qui a exprimé la PGD comme un pseudo probléme aux valeurs propres, ce qui, a
son tour, conduit a différentes définitions de la PGD.

1.1.3 Définitions de la méthode PGD

Il existe dans la littérature plusieurs définitions de la PGD ; citons les définitions classiques
basées sur l'orthogonalité de Galerkin [9] [10] [78], celles basées sur la minimisation résiduelle
[78, [62], introduites surtout pour les problémes non symétriques afin d’améliorer la robutesse
de la méthode, et une nouvelle définition basée sur un critére de Petrov-Galerkin introduite
par Nouy [77] dans le cadre des problémes d’évolution afin d’améliorer la précision de I’ap-
proximation PGD. Dans cette nouvelle définition 1'orthogonalité du résidu est imposé par
rapport a un autre ensemble des fonctions temporelles et spatiales qui sont les solutions d'un
probléme adjoint. Le lecteur intéressé peut se référer a [77] ou les différentes définitions de
la PGD sont détaillées.

Dans la suite de ce travail, on va considérer la PGD progressive de Galerkin qui est la plus
simple dans 'implémentation. Nous détaillons alors la PGD progressive de Galerkin dans
le cas d’un probléme multidimensionnel. Les variables peuvent étre des variables spatiales,
temporelles ou des paramétres du probléme.

On considére le probléme faible suivant : Trouver u € V() tel que
a(u,u*) = L(u*), Vu*e€V(Q),

olt 1= x -+ x Qg est un ouvert cartésien de RY, a(-,-) est une forme bilinéaire, L(-)
est une forme linéaire et V' (§2) est un espace fonctionnel approprié avec des conditions de
Dirichlet homogénes.

La PGD consiste a chercher u sous la forme séparée suivante :

m d
~ _ } : i
u(l’l,"‘ 7'Id>Num<x1"” 7'rd) - Rj(mj)7
i=1 j=1
ol les "meilleurs" tenseurs élémentaires Ry (1) X - - - X R)(z4), pour tout j = 1,--- ,m seront

cherchés d’une maniére itérative, de facon a vérifier I'orthogonalité de Galerkin. Ces meilleurs
tenseurs élémentaires sont appelés les "modes" de la PGD.

Enrichissement de la base

11
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m—1

d
Supposons qu’a 'ordre m — 1, t,,_1 = Z H R; (x;) est connu. La solution a 'ordre m est
=1 j=1

alors cherchée sous la forme suivante

-1

3

L1 &) + ] Ry ()

=1 j=1 j=

ou les R}” sont & priori inconnus.
On calcule les R", j = 1,--- ,d, en exigeant que I'approximation enrichissée satisfait 1’or-
thogonalité de Galerkin. En d’autres termes,

a(tum,u) = L(u"), Vu* e V,(Q),

ot V,(Q2) C V() est un espace approximatif de V'(9), i.e. les R}* doivent satisfaire I'équation
suivante :

a(HRT(@),u*) = L(u") — a(um-1,u"), Vu" € V,(Q). (1.1)

Pour tout ¢ = 1,--- ,d, on définit la fonction
d
Qi = R () [T B ()
j=1
J#i

ou R (x;) est une fonction test dépendant de la variable z;. On injecte QF dans (1.1)), on
obtient alors un systéme non linéaire en R}, j = 1,--- ,d. Un algorithme de point fixe sera
utilisé afin de résoudre ce systéme.

Critére d’arrét

On continue I'enrichissement de la base associée a la solution de la méme maniére jusqu’a la
satisfaction d’un certain critére d’arrét.

Pour les problémes ayant une solution exacte u., connue, on arréte lorsque :

U — ey ||

[|tee ||

Pour les problémes n’ayant pas une solution exacte connue, on choisit comme critére d’arrét :

lA@ — 11 _
T2

pour une certaine norme appropriée, avec € est assez petit déja indiqué par l'utilisateur et

Alu) = f

est I’équation d’Euler-Lagrange associé au probléme variationnel.

12



1.1 Littérature

1.1.4 Des conditions aux bords de type Dirichlet non homogénes

Dans la section précédente, on a considéré les problémes avec des conditions de Dirichlet
homogeénes. Ceci se traduit explicitement en imposant que les conditions aux bords soient
nulles sur chacune des modes de la PGD. Les conditions non-Dirichlet comme celles de
Neumann ou Robin ne constituent pas un probléme a implémenter car elles ne sont pas
imposées explicitement. Ce type de problémes est traité d’abord par Gonzélez et al [52]
qui proposent une méthode appelée "transfinite interpolation" pour construire une fonction
satisfaisant les conditions aux bords et qui peut étre utilisée pour remplacer le probléme
original par un autre avec des conditions de Dirichlet homogénes.

Dans cete section, on introduit la notion d’interpolation transfinie sur un rectangle puis
on décrit comment cette fonction peut étre utilisée pour imposer des conditions de Dirichlet

non-homogeénes. Notons que cette notion peut étre généralisée a des orthotopes de dimension
d.

Interpolation transfinie sur un rectangle On considére le domaine rectangulaire § :=
[a1,b1] x [a1,by] avec les valeurs aux bords fi(z), fo(z), f(y) et fi(y) comme l'indique
la figure [I.1.4] En utilisant U'interpolation transfinie, on pourrait construire une fonction
continue W (x,y), vérifiant ces conditions aux bords. D’aprés [53], W est de la forme

—1

W(Ly) B (bl - al)(bz )

) [(az ) (b — )P + (2 — )y — az)f(0)
+ (b1 — 2)(ba — y) fi{ar) + (b1 — 2)(y — a2) f}(a1)
1

+ m ((bl —x)f3(y) + (x — CLl)fQ(ZU))
L
(by — az)

(1.2)

(b= 05800+ (- ) fl(a)).

FIGURE 1.1 : Domaine rectangulaire

fi=)
by

f5(y) Q f_g’(y)

ay lﬂ(r) by
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Puisque W est imposée d’étre continue, alors on peut supposer que les valeurs aux bords
coincident sur les sommets du domaine 2. Autrement dit, on a

fza(az) = f?(al)a f2a(b2) = fg(bz)a fg(b2) = ff(bl)a fé’(ag) = ff(bl)-

De cette maniére, la fonction d’interpolation W est simplement dérivable et les valeurs de
W aux bords de €2 peuvent étre facilement évaluées. Par exemple,

Wiab) = @~ a)fl(b) + (b~ ) f(a)]
+ e [ = D)0 + e —a)fi)] + A
= @

Maintenant, si on considére le probléme suivant

Du=f sur  Q =|ay, by[x]az, bs],
u=g#0 sur 01,

ol D est un opérateur différentiel, alors en faisant le changement des variables suivant
vi=u—W,
ou W est la fonction d’interpolation transfinie vérifiant
W=g sur 09,
on obtient le probléme suivant

Dv=f+DW sur Q=ay,b] X [az,bs],
v=20 sur 0.

C’est un probléme avec des conditions de Dirichlet homogénes qui peut étre résolu de la
méme facon que la section précédente afin de chercher v.

L’algorithme qu’on vient de détailler est appliqué en pratique. Mais pour démontrer la
convergence de la PGD progressive, on a besoin de traiter cette méthode comme étant un
algorithme glouton, c.a.d de transformer le probléme & un probléme de minimisation, ou a
chaque itération, on cherche le "meilleur" tenseur élémentaire en minimisant une certaine
quantité. Le dictionnaire de I'algorithme sera 1’ensemble des tenseurs élémentaires.

Dans la section suivante, on rappelle tous les outils nécessaires pour présenter la PGD
comme un algorithme glouton.
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1.2 Préliminaires et définitions

1.2.1 Espaces tensoriels de Banach

Définition 1.1. (Espace tensoriel algébrique)
Soit d un entier > 1 et (Wi, | - l;),_, ., est une famille d’espaces de Banach W; munis

chacun d’une norme || - ||;. On définit 'espace tensoriel algébrique W par

d
W= QWi = vect {wV @ @uw?: w® € Vi, k=1,.--d},

k=1
ou a désigne la nature algébrique du produit tensoriel.

La représentation de Tucker d’un élément w € W est donnée par
d .
(4)
w = ¢ @ wy;, 1.3
ou I = Iy X -+ x Iq est 'ensemble des multi-indices tel que I; = {1,--- ,7;}, r; < dim (W),
¢ € R, et les wl(]] ) € W; sont orthonormales et linéairement indépendantes. La taille des

données est déterminée par les nombres r; rassemblés dans r = (ry,--- ,74). Pour r fixé,
I'ensemble des tenseurs représentés par (|1.3)) est défini par 7,.(W) :=

d
{w € W : il existe des sous espaces U; C W; tel que dim (U;) =r; et w e U := G®Uj} :

J=1

Dans la suite, 'ensemble des tenseurs élémentaires de rang 1 sera noté M;(W), c.a.d

2

d . .
Ml(W) = 7217...71)<W) = { et wl, w' € Wz}

On peut définir encore M,, (W) tel que
M, (W) = { Y am, me Ml(W)}.
i=1

Définition 1.2 (Espace de Banach tensoriel). On dit que W), est un espace de Banach

tensoriel s’il existe un espace tensoriel algébrique W muni de la norme || - ||, tel que
d — Il
Wi = 11 QWi = . QW)
=1 =1
En d’autres termes, W est la complétude de W par rapport a la norme || - ||. Notons que

st W) est un espace de Hilbert alors on dit que W), est un espace tensoriel de Hilbert.

On remarque que M; (W) est dense dans W), de plus 7,(W) est aussi dense dans W), pour
tout r = (r1, -+ ,rq) tel que r; > 1, j=1,--- ,d, car My(W) C T.(W).
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Dans le lemme suivant, on démontre que D(f2), 'ensemble des fonctions de classe C*(2)
et a support compact dans €2, est un espace de Banach tensoriel.

Lemme 1.1. (Voir [102, Lemme 3.1.1, page 44]) Si Q := Q1 x Qs 0t Qy, Qo sont des ouverts
respectifs de R™ et R™, K =R ou C alors D(21,K), @ D(Qs,K) est dense dans D(Q,K).

Preuve. Soit ® € D(Q), K). Le prolongement de ® par zéro en dehors de ) sera encore noté
®. On définie la fonction p sur R comme suit

p: R — R

h exp (t21_1) si|t] < 1,
b {0 si |t > 1,

ou h € R* tel que / p(t)dt = 1. Soit g la fonction définie sur R™ x R"2 par
R

g: RM" xR"™” — R
(z,y) = g(z,y) = p(|z]) - p(lyl)-

Pour tout € > 0, on pose g.(x,y) = }ng(x/e, y/€) alors le support de g, est inclus dans
B(0,¢), la boule de centre Ognixgne et de rayon e. Pour tout & € N*| on introduit la fonction
®,. défine par

O R xR” — R
@) o) = @rgplay) = [ SEngsls - &y - n)dsdy
Rn71Tn2

- / Oz =&y — n)ga(&,n)dEdn.

Rn1+n2

D’abord, il existe un compact K C € x €, tel que supp(®) C K et supp(®;) C K pour
tout k € N*. En effet, si K est le support de ® dans €2 alors il existe s > 0 tel que

Yu € Ky, Yo € 99, ona |u—v|gn+ns > S.

Soit ky € N* tel que k—lo < 5. Donc pour tout k > ko, on a

supp(gi/k) C B(0,s/2) et supp(®;) C Ky + B(0,s/2) C €.

11 suffit alors de prendre K = K/ + B(O, g)

De plus, en utilisant le Théoréme de dérivation des intégrales dépendant de paramétres,
®; est une fonction de classe C*°(R™*"2 R) et on a pour tout (x,y) € R™™2 pour tous

multi-indices (I1,---,1,) € Nt et (I1,---,1;,,) € N2,
157) - (1)
H 1 © H_l/ [(Dk]($’,y) =
()\:1 8x>\A n=1 ay;

(1.4)

LS "2 ol
/ (Ha l)\> o (H—l/>[<1>(x—fS,y—n)]gl/k(é,n)dédn-
Rratne \ (o Oy n

pn=1 ayﬂ
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La suite (®y)ren+ approche la fonction @ uniformément sur tout compact K de R™*"2
d’aprés la continuité uniforme de ® sur tout compact de R™*"2 et les propriétés de la
fonction g¢. Il suffit en effet de remarquer que

sup [ — @y < sup |P(2,y) — P(x — &,y — 1) ></ g1/k(&,m) dédn
K (zy)EK, |(EmII<S lEml<e

2B / guul€,m) dedn
1€m)|>

s
K

< sup (2, y) — ®(x — &y — 1)

(zy)eK, [lEmII<E

2Bl / g€, m) dedn
H(E,n)IIZ%

et de choisir § assez grand, puis une fois ¢ fixé, k suffisamment grand pour que la somme des
deux termes figurant dans le membre de droite de (1.5) soit majorée par e arbitraire.

En remplagant dans ® par n’importe laquelle de ses dérivées partielles & un ordre
arbitraire et en utilisant , on constate que la suite (CIJk) converge vers ¢ dans

keN*

DO, K). :

Finalement, le fait que ® € D(Q) et g1/ € C°(h)a Q C®(22) nous permet de conclure que
(Pr)ren+ est une suite dans D(24), @ D(22) qui converge vers ® dans D(12). O

1.2.2 Minimisation d’une fonctionnelle sur un espace de Banach

Dans cette section on désigne par V' espace de Banach réflexif muni d’une norme || - || et
J : V' — R une fonction donnée. On considére le probléme de minimisation suivant :

J(u) = %lj\r/[l J(v), (1.6)

ou M est une partie inclus dans V.

Définition 1.3. J est coercive si et seulement si

lim J(u) = 4o0.

[l —+o0
En d’autres termes, J est coercive si
Je>0 tel que J(u) > cllul/*

Définition 1.4. Soit (v,), une suite dans V. On dit que (v,), converge faiblement vers v,
et on note v, — vV St :

lim (v, ) = (v,)  pour tout ¢ € V',

n—oo

ou V' désigne l’espace topologique dual de V' et (-,-) : V' x V' — R est le paire de dualité.
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Définition 1.5. On dit que M est faiblement fermé dans V' si pour toute suite (vy,), C M
telle que v,, = v dans'V on a :v € M.

Définition 1.6. On dit que J est faiblement semi-continue inférieurement (f.s.c.i) (resp.
faiblement continue) dans M C V' si pour toute suite (vy,), C M tel que v, — v dans M, on
a:

J(v) < liminf J(vy,) (resp. J(v) = lim J(v,)).

n—oo n—oo

Définition 1.7. La fonction J est dite convexe si pour tout t € [0,1] et u, v €V on a
Jtu+ (1 —t)v) <tJ(u)+ (1 —1t)J(v). (1.7)

J est dite strictement conveze si le signe < dans est remplacé par un signe < pour tout
u#v eV et pour tout t €]0,1].

Proposition 1.1. Si J est convexe et semi-continue inférieurement alors J est faiblement
semi-continue inférieurement.

Théoréme 1.1. Si M est faiblement fermé dans V' et J est coercive et faiblement semi-
continue inférieurement dans M alors le probléme de minimisation @ admet au moins
une solution.

Preuve. Soit a = in]\f4 J(v) et (v,), C M une suite minimisante de J. La coercivité de J
ve

implique que (v,), est bornée dans I'espace réflexif, alors (v, ), admet une sous-suite (v, )i
qui converge faiblement vers un élément v € V. Puisque M est faiblement fermé, v € M. Le
fait que J est f.s.c.i donne :

J(v) <liminf J(v,, ) = a.

n—oo

D’out J(u) = a et u est une solution du probléme de minimisation. O
Lemme 1.2. Supposons que J vérifie les conditions suivantes :
1. J est Fréchet différentiable.

2. J est elliptique, i.e. il existe a« > 0 et s > 1 tel que pour tout v, w €'V, on a :

(J'(v) = J'(w),v —w) > aflv —w|*.

Alors :

a) Pour tout v, w €V, on a :

T(0) — J(w) > (J'(w), v — w) + %Hv — .

b) J est strictement convexe, bornée inférieurement et coercive.
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Preuve. (Voir [48, Lemme 3|) Pour tout v, w € V', on a

J(0) = J(w) = /O%J(ert(v—w))dt:/o(J'(w+t(v—w)),v—w>dt

_ <J’(w),v—w>+/o w4+t — ), v — w) dt

> (o=t [ Sl —w)l

= (J'(w),v—w) + llv —wl*.
Alors pour tout v € V on a
! a S ! o S
J(v) 2 J(0) +(J(0),v) + —[ol|* 2 J(O) = |7 (O)[[[v]] + oI,

ce qui donne la coerivité et le fait que .J est bornée inférieurement.
La convexité stricte découle du fait que pour v # w on a :

J(v) — J(w) > (J'(w),v — w).

g

Dans la suite, on considére un espace de Banach tensoriel W), une fonctionnelle .J vérifiant
les conditions du Théoréme et une partie M; C W), faiblement fermé, tels que :

1. 0 e ./\/ll,
2. vect(M;) est dense dans W),
3. VA e R, Vv e My, onalve M.

Lemme 1.3. Pour tout v € W), 'ensemble v + M; = {v +w/ w e /\/ll} est faiblement
fermé dans V). De plus, le probleme de minimisation

| J
Jomin T (w),

admet une solution.

Preuve. Soit (2,), C v+ .M, une suite convergente vers z dans V). On a z, = v +w, — z
ou (wy), C My, alors w, — z — v et puisque M; est faiblement fermé dans Vi alors
z—v € M et parsuite z € v+ M;. L’existence d'une solution du probléme de minimisation
résulte du Théoréme [L11 O
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Lemme 1.4. Soit 2 = Qq X -+ X Qy, un produit d’ouverts bornés dans R. Pour tout k =
L, d, (ul)nenest une suite de L*(Q) tel que

ul  —  uyg dans L*(Q).
n—+o00

Alors

d d
®uy — @ ug dans D'(Q).
k=1 " n—+00 k=1

Preuve. Par abus de simplicité, on se limite au cas d = 2. Il suffit alors de démontrer que
/ (u’f@ug—m@m) ~pdx — 0 VeeDQ).
(9] n o
En effet,

/(u’f@ug—ul@uz)«pdx = /(U?®US—U?®U2)W9€+/(“?@9“2—“1@“2)“”‘”
Q Q

Q
= / u’f/ (u;‘ —u2)g0d:c2dx1 +/ uz/ (u’f —ul) - pdridrs.
Q1 Qo Q2 Q1

Or la fonction h,, : z; — (ug — uz)cpdxg est dans D(Q;) (d’aprés le Théoréme de
Qo
dérivation sous le signe intégral). De plus, d’aprés le Théoréme de convergence dominée de

Lebesgue, on a
h, — 0 dans LQ(Ql).

n—o0

Alors,

/ u’f/ (US—UQ)QOCZ[L'QCZ$1
(951 Qo

< [lefllzzin Vanl 22

— 0. ((u})n converge faiblement donc bornée).
n—oo

De méme on montre que

/ u2/ (u? - ul) ~pdrydry — 0.
Qs o n—oo
O

Lemme 1.5. Pour tout p €]1,+o00] et Q =y x --- x Qq, un produit d’ouverts bornés dans

d
R, l’espace M, (Q®LP(QJ-)> est faiblement fermé dans LP($2).
j=1
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1.2 Préliminaires et définitions

&-

Il
—

Preuve. Soit (v,)nen+ une suite dans M, (@ LP(Q;)) qui converge faiblement vers v €

J

®g

LP(Q2). Le but est de démontrer que v € M, (@ LP(€2;)). La suite (v,)nen- est bornée dans

7=1

d . .
LP(2). On a pour tout n € N*, v, = vy, ot v{) € Lr(Q;) pour tout j = 1,---,d. On
j=1
distingue deux cas :
1) si pour tout j € {1,--- ,d— 1} on a |[v’ |zr(;) # Oq;, on pose
G) o TT (100
I P | (e
[0 | 2o () j=1
On peut remarquer que pour tout j = 1,--- ,d — 1, la suite (177(5))71 est bornée dans
LP(€;). D’autre part, on a
d d
| & 39100y = H vy = [T 109 Neety = ollesy
Alors la suite (v,gd))n est aussi bornée dans L?(£24). Donc pour chaque j =1,--- ,d on

peut extraire une sous suite (vﬁi,f) , qui converge faiblement vers ') € LP(;). Parsuite

d _ d . )
® Y — @0 dans D'(Q),
et alors
d
L’unicité de la limite implique que v = ® o) e My (oQLP(Q;)).
Jj=1 j=1
2) s'ilexiste j =1,--- ,d —1 tel que ||U£Lj)||LP(Qj) = 0, alors on pose

20 = & 50

j=1 j=1
ot oY) = Oq, pour tout j = 1,---,d. Alors les suites (07) sont bornées dans LP(£2;)
pour tout j = 1,--- ,d. On procéde de la méme fagon que dans le premier cas pour

conclure.

g
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1.2.3 PGD progressive - Algorithme glouton

On considére le probléme de minimisation de J sur W), suivant :

J(u) = min J(v). (1.8)

veW)

On définit (u,,)m, la suite PGD associée a la solution w du probléme de minimisation (|1.8])
comme suit :

1. Initialisation : ug = 0.

2. Choisir un pas de descente z,, tel que z,, := argmin J(u,,_1 + 2).
zEMy

3. On distingue trois stratégies afin d’enrichir la suite PGD et construire parsuite u,, :

Stratégie (c) (sans mise a jour) : Uy, = Up—1 + Zm.
Stratégie (1)

— Construire d’abord un sous-espace fermé inclus dans W et contenant w,,_;+
Zm- Ce sous-espace sera noté U(uy,—1 + Zp).

— Au contraire de la stratégie (¢), on minimise cette fois sur U(u,, 1 + 2,) et
on choisit u,, de telle sorte qu’elle soit la solution du probléme suivant :

Uy = argmin J(u).
WEU (Um—1+Zm)

Stratégie (1)

— Construire un sous-espace fermé, noté U(Z,,), inclus dans W) et contenant

Zm.-

— Choisir Z,, := argmin J(uy,—1 + 2).
2€U(Zm)

— Uy = Up—1 + Zm.-

Les résultats de convergence de la suite PGD définie comme étant un algorithme glouton
persistent en particulier lorsqu’on cherche I'unique solution du probléeme :

chercher u € V tel que Yv € V| a(u,v) = (v),
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1.2 Préliminaires et définitions

ou V est un espace de Hilbert, a est une forme bilinéaire, symétrique et coercive sur V' x V'
et | est une forme linéaire continue sur V. Dans ce cas, la solution du probléme faible est
équivalent a la solution du probléme de minimisation de I’énergie

J(v) = %a(’u,v) — i(w).

Néanmoins, la tache n’est pas clair lorsque la solution du probléme faible ne peut pas étre
définie comme une solution d’un probléme de minimisation.

Lemme 1.6. Si J vérifie les conditions du lemme et u* satisfait

J(u*) = min J(u* + 2),

Alors u* est la solution de (@
Preuve. Pour tout ¢t > 0 et z € My, on a
J(u*) < J(u* +tz),

alors

J(u* +tz) — J(u*)

J' (u*) - z = lim

Z 0 Vze Ml.
10

D’aprés la condition 3) sur M, on peut conclure que
JW)-z=0 Vze M.
La densité de M; dans W) et la continuité de J’ implique que
J(W) - w=0 Ywe W,
ce qui termine la preuve. U

Proposition 1.2. Si J vérifie les deux conditions du lemme et u € W, est la solution
de (1.8) alors la suite réele (J(up))men= est décroissante en m, i.e.

J(um) < J(Um—1), pour tout m > 1.

0l (U )men+ est la suite PGD associée a u en suivant la stratégie (c).
De plus, s’il existe m tel que J(uy,) = J(upm_1) alors u,, 1 est la solution de @

Preuve. Par définition, on a
J(um) = (U1 + Zm) < J(Um—1 +2), V2 € My,

En particulier, 0 € My alors J(uy,) < J(tpm—1).
Si J(up) = J(tup—1) alors

J(Um—1) = zrél/gtll J(Um—1 + 2).

D’apres le lemme [1.6] on déduit que u,,_1 est la solution de (L.8§).
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CHAPITRE 1 : Etat de 'art et Préliminaires

1.3 La PGD appliquée a I’équation de Poisson

Dans cette section on se limite a I'une des cas les plus simples possibles : 'application de
la méthode PGD progressive de Galerkin pour résoudre I’équation de Poisson définie dans
un domaine cartésien de R2. On considére alors le probléme suivant :

—Au = f sur (),
{ u = 0 sur 0. (1.9)
ou ) := ; x s est un produit d’ouverts bornés dans R et f une fonction donnée dans

L2(9).
La méthode PGD consiste & chercher la solution de ’équation de Poisson sous la forme

séparée suivante :
[e.e]
x,y) = ZXZ(x) XY,
i=1

ol les X; et Y; sont des fonctions dépendant uniquement de la variable x et y respectivement.
Alors une approximation d’ordre m de u est définie par :

un(,y) = Y Xi(x) x Yi(y).

i=1

La formulation variationnelle de 1’équation de Poisson est donnée par :

—//Au‘u*:/ f-u*, Yu* € Hy(9Q).
Q1 J Qo Q1 J Qo

Supposons qu’a 'ordre m — 1, u,,_1 est déja connu. Cherchons alors X, et Y,, en suivant la
méthode PGD progressive de Galerkin. Celle-ci consiste a résoudre le probléme non linéaire
suivant :

// (Up) - X* @Y, dedy = / [ X" ®Y,drdy ¥V X*e Hj(Qy),
Q1 J Qo Q1 J Qo

A(ty,) X @Y dxdy = [ X, @Y dedy VY*e€ H ().

Q1 J Qs Q1 J Qo
Ce systéme est équivalent a :

QQ Q2

—/ A(Xy ® V) - Xodr = /(f+Aum1).dex.
Ql Q1

(1.10)
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1.3 La PGD appliquée a I’équation de Poisson

Ou en d’autres termes

—([Zl(xm)Q)Ym”+ (/Ql(Xm’)Q)Ym :/Ql(f+Aum_1) - X dx
_< / 2<ym>2)xm"+ ( / 2<ymf>2)xm -/ (4 Au) iy

Les X,, et Y,, seront cherchés d’une maniére itérative. On utilise alors I'indice ¢ pour dési-
gner une itéarion particuliere du schéma du point fixe utilisé. On considére la stratégie des
directions alternées. On démarre par un Yy arbitraire, alors X! sera calculé a partir de Y%
puis Y, & partir de X . Alors le schéma considéré est le suivant :

_ i+1\2 il i+17\2 i Lyl
(/91<Xm v +(/Ql<Xm v [+ ) X o

(o) (o) = [0 due) vt
Qo Qo 192

Les itéartions s’arrétent lorsqu’on arrive a un point fixe, & une tolérence 0 pres (déja fixé par
'utilisateur), i.e.

(1.11)

(1.12)

X @Y, - X, @V,
1, © YLl
ol la norme utilisée en pratique sera la norme L?(Q2). On note alors X, et Y,, les limites de
(X7 ) et (Y))); respectivement.

< 9.

Critére d’arrét

Le processus d’enrichissement de la base s’arréte quand une mesure appropriée de 'erreur
devient assez petit. Parmi les estimateurs d’erreur on peut choisir le résidu R(m) obtenu en
remplacant I'approximation u,, dans I’équation de Poisson :

R(m) =Y (X Y+ X;® Y) - f.
i=1
On définit alors Perreur par la norme L? du résidu, i.e. £(m) = |[|[R(m)||pz.

Afin d’exprimer la PGD associée a 1’équation de Poisson comme étant un algorithme
glouton, on introduit ’énergie J définie sur H}(2) comme suit :

1
s =5 [ 1Vutep)Pdedy— [ fayute.y) drdy. (113
Q Q
Il est facile de vérifier que J est de classe C1(H}(Q2),R), avec :

J(u)-v= /QVu(x,y) -Vou(z,y)dedy — /Q f(z,y)v(x,y) dedy pour tout v € H&(Q)
(1.14)
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CHAPITRE 1 : Etat de 'art et Préliminaires

De plus, J est strictement convexe, minorée et coercive. En outre, si u est une solution faible
de ([1.9), alors J'(u) = 0. En d’autres termes, si u est une solution faible de (1.9)) alors u est
une solution du probléme de minimisation suivant :

J(u) = inf J(v). (1.15)

vEHI(Q)

Afin d’exprimer la PGD comme un probléme de minimisation, il est nécessaire de montrer
que lespace H}(Q) admet une structure tensorielle et que ’ensemble des tenseurs élémen-
taires est faiblement fermé dans HJ(£2). On donne alors quelques propositions et lemmes
concernant la structure de I’espace en dimension d > 1, puis on se limite a la dimension 2

afin d’exprimer la PGD associée a I’équation ((1.9)).

Proposition 1.3. Soit Q := Qq X -+ X Qg, un produit cartésien d’ouverts bornés dans R.
On a
i H§ ()
Hy () = o Q) Hi (%)
k=1

1

Preuve. Soit u € H}(Q) := D(Q)H (Q), alors il existe une suite (u,), C D() telle que

u, — u dans H'(Q2) et alors wu, — u dans H(Q). (1.16)
n—o0

n—oo

D’autre part, il est bien connu que

y D(©)
D(Q> —a ®D(Qk) ’
k=1
d d
alors pour tout entier n, il existe une suite (¢7), C & D(Q) C & Hy () telle que

k=1 k=1

@ — u, dans D(Q) et par conséquent ¢! — wu, dans Hg(Q). (1.17)
m—o0 m—00

Alors, pour n € N,
INi(n) €N tel que Vp > Ni(n) on a |u, — ullgrq) < 1/2mH,

en particulier,
[ un, ) = ll ) < 1/2°H
De la méme facon,
IN,(n) € N such that Vm > Ny(n) on a || — uny ()l 2 ) < 1/2m+,

D’ou, pour v, := @%;EZ;, on obtient

v — UHH(}(Q) < lon — UNl(n)HHg(Q) + lumm) — UHHol(Q)
< max(1l,¢)/2" — 0.
n—oo

ce qui termine la preuve. U
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1.3 La PGD appliquée a I’équation de Poisson

Lemme 1.7. Soit Q) := €y x -+ X Q4. Pour toute famille de fonctions mesurables wy :

d
Q. — R, k=1,---.d, telle que @ w # 0, on a
=1

®wk € Hl(Q) — wgi € H&(Qk), pour tout k =1,--- ,d.

]_

d d
Preuve. Si ®@w;, € H}(Q) avec @ wy # 0 alors il est clair que Wk|po, = 0, pour tout
<

k=1
k=1,---.,d. De plus, on a
4 d
0<|| 2 wi| oy = 1T k20

alors wy, € L?*() pour tout k = 1,--- ,d. En outre,

4 d d
V(8 w0l ey = D_ il 2,y T T i lle2ce)
=
d
donc w), € L*(€2,) pour tout k=1,--- ,d, car 0 < H |w;llL2(q;) < 400

J=1
ik
d
Réciproquement, si w, € Hg(€2,) alors il est facile de vérifier que @y, = 0, de plus
j=1

d
Hv(jgwk)HLz Z w2 o H ;]| 2@,y < oo,

Jsﬁk

d
donc ® wy, € H} (). O

j=1
d d
Proposition 1.4. Soit Q :=Q; x --- x Q4. On a Ml(a®H01(Qk)) = { ® wy : wy €

k=1
k=1

H) (Qk)} est faiblement fermé dans H}(Q).

d
Preuve. Soit (2, )neny C My (a & H(Q )) qui converge faiblement vers z dans H}(Q2). Or

(@) (-G
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d d
et My (a X LQ(Qk)) est faiblement fermé dans L?(Q) alors z € M, (a X LQ(Qk)). Ainsi,
k=1 k=1

d
il existe 2z, € L), k = 1,--- ,d, tel que z = ® 2z, € HL(Q). D’aprés le lemme ,
k=1
d
2 € HY (), pour tout k =1,--- ,d et parsuite z € M, (a QR Hi () |- O

k=1
Proposition 1.5. Le probleme de minimisation
inf J(u+ 2),
d
zeMl(uk@l H (%))

admet au moins une solution.

Ainsi, on pourrait construire la suite PGD associée a 1’équation de Poisson (|1.9) comme
suit :

Initialisation : ug = 0 dans Hy(Q)

(M) Enrichissement : z,, := arg min J(Up-1 +2), ¥Ym >1,
zeEMq (H&(Ql)a® H&(Qz))
Progression : w,, ‘= U1 + 2Zm-

Afin d’exprimer le lien entre la minimisation de 'énergie J et la stratégie de directions
alternées définie par (1.12), on considére la fonctionnelle J : HY(€) x HE(Qy) — R définie
par :

J(X,Y)=Ju+XaY),
ot u € H(Q) est fixé.
Proposition 1.6. La fonctionnelle J est de classe C* (H§ () x Hj(Q:),R).
Proposition 1.7. Le probleme

inf J(X,Y), (1.18)
(X,Y)€H; () x Hg (22)

possede au moins une solution.
Preuve. Il est facile de vérifier que le probléme ([1.18)) est équivalent a

inf Ju+X®Y),
xeYeM (HY ()o@ HY(Q2)

qui est & son tour équivalent a

inf J(2).
wr My (HY(0)a @ HE(Q2) )

le résultat découle ainsi du lemme [1.3l O
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1.3 La PGD appliquée a I’équation de Poisson

Proposition 1.8. Si ()A(,}A/) est une solution de , alors X est une solution faible du
probléeme aux limites :

~AY)X"(z) + BY)X(z) = /Q[f(x,y)ﬂLAU(x,y)]?(y)dy

~ (1.19)
‘Xlan1 0
avec
AT) = [ Fwldy et BO) = [ TPy
Q2 QZ
et Y est une solution faible du probleme aux limites
O )+ DET) = [ (o) + duta,y)] Xia) da a0
Y|as72 =
avec
C(X) = / (X (2)?dz et DY) / (X' (x)]? da,
Ql Q1
R =0
Preuve. ()?, }A/) est une solution de (|1.5)) implique que VJ~()A(, }/}) =0,ca.d
0J o =
SR =0

Pour tout p € H} () et t>0ona

J(X +1tp,Y) = Ju+(X+tp)@Y)

= %/|V(u+(X+tgo)®Y )P — /fu+(X+tso>®Y}
- %/QW(?H—X@Y /f [u+X Y]+ /\V (p@Y)+

+t/QV(u+X®Y)V(go®Y)—t/ﬂf[go@Y],

D’ou

“(X,Y) o= V(u+X®?)V(¢®?)—/f[go®? =
Q
Ainsi,
du I o I o A2 u Yl Y o V12 %
—dRY +IX' @Y+ — oY +pXaY?| - [ flpeY]=0
o \ Oz dy Q
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Parsuite

A [ )R @) de 1 B) / ) S de = / | so(m>[f<x,y>?<y>dy] di

- /Q 30/(9”){ o, %(M) Y(y) dy: dz

ou ~, |
- /Q1 so(w)[ o, a—y(x,y) Y'(y) dy_ dx.

N 0J ~ ~
Alors X est une solution faible du probleme ((1.19)). En utilisant le fait que 8_Y<X YY)

= (),
on peut démontrer de la méme facon que Y est une solution faible de 1’ Il

1.4 Théorémes utilisés dans la thése

Théoréme 1.2 (Théoréme de Banach-Steinhaus). (Voir [253, Théoréme I1.1]) Soit E un
espace de Banach et F' un espace vectoriel normé. Si H C L(E, F) alors

soit (|| f||) fen est bornée,
soit il existe x € E tel que supsepn| f(z)| = oo.

Définition 1.8. Soit X un espace de Hausdorff compact et Y un espace métrique muni
d’une distance d. On désigne par C(X,Y) Uespace des fonctions continues de X dan'Y. On
dit que F C C(X,Y) est équicontinue si pour tout x € X et € > 0, il existe un voisinage V,
de x tel que

VyeV,, VfeF: d(f(y), f(z)) <e

I est dite simplement relativement compact si pour tout x € X, [’ensemble {f(x)7 f e
F} est relativement compact dans'Y.

Théoréme 1.3 (Arzela-Ascoli). (Voir [89]) Soit X un espace de Hausdorff compact et Y un
espace métrique. Si on munit C(X,Y') par la norme uniforme, alors une partie F* C C(X,Y)
est relativement compacte ssi

1. F est équicontinue,
2. F est simplement relativement compacte.

En particulier, une partie F' C C(X,R), fermée bornée, est relativement compacte si elle est
équicontinue.
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CHAPITRE 2 : La convergence de I'algorithme de minimisation alternée

2.1 Introduction

La résolution numérique des équations aux dérivées partielles en utilisant des représenta-
tions tensorielles de la solution est I'un des traitements numériques les plus efficaces pour
les problémes définis dans des espaces de haute dimension. L’étape principale de ces mé-
thodes consiste a calculer itérativement le meilleur tenseur élémentaire afin d’enrichir 1’ap-
proximation tensorielle. Parmi ces méthodes, la PGD progressive fournit une approximation
d—dimensionnelle sous la forme séparée suivante

U(ﬂjl,l’Q, Ce 7Id) ~ Zu](gl)(xd) > U](f)(xQ) NEE u](gd)(md)

oules zy, k € {1,2,---m}, sont de dimension modérée. Cette approximation serait construite
sans aucune information a priori de la solution wu.

Dans le cadre des problémes variationnels, I’étape du calcul du meilleur tenseur élémentaire
serait faite en utilisant des algorithmes de minimisation alternée. La convergence de tels
techniques présente un véritable défi et, & notre connaissance, cette question n’a pas encore
été étudiée dans le cadre de la PGD. Cependant, dans le cadre des espaces euclidiens, un
théoéme de convergence locale pour les approximations tensorielles canoniques de rang faible
a été abordée par Uschmajew [95] et la convergence des algorithmes des moindres carrés
alternées utilisées pour les représentations tensorielles a été prouvé dans [43].

On étudie alors dans ce chapitre la convergence des suites des directions alternées pour une
classe de problémes variationnels elliptiques, dans le cadre d’espaces de Hilbert. Sous une
condition de "non-orthogonalité uniforme", on montre que ces suites sont en général bornées
et compactes. En particulier, si la suite des directions alternées converge faiblement alors
elle converge fortement et la limite serait la solution du probléme de minimisation alternée.

2.1.1 Espaces de Hilbert Tensoriel et PGD variationnelle

Cette section traite des problémes de minimisation de fonctionnelles convexes définies dans
des espaces de Hilbert tensoriel. La structure tensorielle des espaces de Hilbert permet de
minimiser d’'une maniére progressive via les méthodes de réduction dimensionnelle. Pour la
commodité du lecteur, nous reprenons briévement les grandes lignes de la PGD variationnelle.

On considére une famille finie des espaces de Hilbert réels (Vi .|| - ||x)1<k<a, 00 d > 2 est un
entier. L’espace tensoriel algébrique de Hilbert engendré par la famille (Vi , || - ||x)1<k<d, €t
noté

d
V=@V,
k=1
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2.1 Introduction

d

est I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des tenseurs élémentaires v = ® Vg, avec
k=1
vg € V. Le suffixe "a" dans ", Q" revient a la nature "algébrique" du produit tensoriel, i.e,

V:{Zvy)®v§j)®~~®v2j) : meN*etv,(cj)erpourtoutk:1,2,~-,d}. (2.1)

J=1

On dit que V|| est un espace de Hilbert tensoriel s’il existe un espace tensoriel algébrique V'
et une norme || - || sur V' tel que Vj. soit le complété de V' pour la norme || - ||, i.e.

—— 1

Vi =@V
k=1

Dans la suite, le cone des tenseurs élémentaires dans V' sera noté Mi(V), i.e.
M(V) = {vl®02®---®vd vy €Vpfork=1,2,--- ,d}. (2.2)
Alors 'espace engendré par M; (V) est V' qui est & son tour une partie dense dans V/ ;.

Maintenant, on considére une fonctionnelle J : V| — R, ou V|, est un espace tensoriel
de Hilbert et on s’intéresse au probléme de minimisation suivant

Jut () (2.3)

ou J satisfait les hypothéses suivantes

(Hy) Jest différentiable,
(Hy) J est coercive,
(Hs) J est strictement convexe.

En appliquant les arguments standards du calcul variationnel, on montre que le probléme
(2.3) admet une solution unique u € V||, et que cette solution est un point critique de J,
c.a.d J'(u) = 0. Pour définir la méthode PGD, on suppose de plus que

(Hy) M;(V)est faiblement fermé dans Vj.,

Notons que pour tout u € V', le probléme de minimisation

inf J 24
ol T+ ) 24

admet au moins une solution, sous les hypothéses (H;)—(H,). La possibilité d’avoir plusieurs
solutions du probléme (2.4)) revient a la non-convexité de My (V).

La méthode PGD progressive associée au probléme ([2.3) consiste & construire une suite
(U )men C V' comme suit
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CHAPITRE 2 : La convergence de I'algorithme de minimisation alternée

() Initialisation : ug := 0.

(77) Direction de descente : choisir z,, € argmin J (-1 + 2).
zeMy (V)

(73i) Progression : Uy, := Upm_1 + Zm-

Dans la suite, nous nous concentrerons sur 1’étape clé (ii) qui consiste a calculer la direction

de descente optimale Zz,, € argmin J(u,,—1 + 2).
zeM (V)

2.2 Minimisation alternée pour une direction de descente
optimale

Dans cette section, on décrit une procédure numérique largement utilisée pour trouver une
direction possible de descente optimale

Zm € argmin J (tup,—1 + 2), (2.5)
zeM1 (V)

a la m-éme itération de la PGD. Il est facile de vérifier que

arg min J(up,—1 + 2) = {0} <= u,;,—1 est la solution du Probléme ([2.3)).

z€R1(V)

Pour cela, on suppose dans la suite que J'(u,,—1) # 0.

On introduit maintenant ’application "produit tensoriel"

T: VixVox---xVy — M(V)

('Ul,'UQ,"',Ud) — U1®U2®"’®Ud,
et la fonctionnelle
I o VixVox---xV; — R
(v1,v2, -+ ,vq) = = J(Up—1 + T(v1,02,- - ,va))

L’application T est clairement différentiable et on a

d
T’ (v1,v2, -+ ,04) - (01, P2, - - - ,SDd):Z [Ul®“'®vk1®90k®0k+1®"'®0d .

Alors le Probléme ([2.5)) se réécrit comme suit

Zm = (21,22, ,2a) € arg min Ton(01, 02, -+, v4). (2.6)
(U177-)27"',Ud)€V1 ><V2><"'><Vd
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2.2 Minimisation alternée pour une direction de descente optimale

Arrétons-nous un instant sur 'avantage de la formulation (2.6 au lieu de (2.5)). D’une part,
dans I'ensemble M (V') n’est pas convexe mais la fonctionnelle J : 2z +— J(up—1 + 2)
est strictement convexe alors que dans I’ensemble Vi x V5 x --+ x Vj est convexe mais
la fonctionnelle .J,,, n’est pas convexe. D’autre part, il est important de remarquer que dans
, la fonctionnelle .J,, est strictement convexe par rapport a chaque variable v, k =
1, 2,---,d. Donc le calcul de la direction de descente optimal Z,, dans sera effectué par
minimisation alternée via .

Notons que la condition d’optimalité du Probléme en (21,22, ,2q) est donnée par le
systéme non linéaire suivant

0Jm - ~

—(Z1,29, "+ ,24) =0, ke{l,2, -, d}, (2.7)
82k
ol E représente la dérivée partielle dans la direction de Vj, pour tout k& € {1, 2, --- , d}.
2k
Plus précisément, une direction de descente optimale (21, 23, - - - , zq) du Probléme (2.6) doit
satisfaire : pour tout k € {1, 2, --- , d} et tout ¢ € V;, on a
OJm , -

6’7<21,227 o 20) 0 = J (U1 F AR5 ®2) (A® R 1 QPR 21 Q- - ®2g) = 0.
k

Un algorithme de minimisation alternée pour résoudre le Probléme (2.7) pourrait étre ré-
sumé comme suit

i. INITIALISATION : Fixer (2{,--- 20 |) € Vi x Vo x -V
ii. CALCUL DE 2z
29 est l'unique solution de 1’équation, ou la variable est v :
0Jm
0 .0 0
azd(la 2 7d17)
ii. ETANT DONNEE LA n-éme ITRATION (27,25, ,2), ON CALCULE LA (n + 1)-éme
ITERATION (21 20+t .. 20+ 1) ITERATIVEMENT COMME SUIT
Pour toutk € {1,2,--- ,d}, 2*" est I'unique solution de I'équation, oit I'inconnu est v :
0Jm
1 n+l +1 _
Oz (ZIL 723 " 722—171}731?-1-17"' ’Zg) =0
k

TABLEAU 1 : ALGORITHME DE MINIMISATION ALTERNEE

Dans la suite, on désigne par AM la méthode ou 'algorithme des directions alternées et
par (AM) la suite ((z{l, 2 ,zg))neN générée par cette méthode.

Remarque 2.1. [ est important de noter ici que s’il existe k € {1,2,--- ,d}, tel que l'unique

solution de

0J,
n+1l _n+1 n+1 n ny\ __
— (2 g 20, 2, 5 2g) =0
c%k
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CHAPITRE 2 : La convergence de I'algorithme de minimisation alternée

soit zéro, alors Jo(z1, -+ 5 26-1,0, ka1, o+ 5 24) = J (Um—1), pour tout (z1, -+, 2k—1, Zkt1, " "+, 2d) €
Vixeo o X Vg X Vg X+ X V. Alors aucune équation n’est disponible pour mettre a jour

la composante Zp1 afin de calculer 27| . Dans cette situation, la méthode de minimisation
alternée décrite ci-dessus s’arréte. Ceci suggére la définition suivante :

Définition 2.1. La suite (AM) définie dans le Tableau 1 est bien-définie, si
2 Q2 @ @2y #0, pour tout n € N.

Lemme 2.1 (Bornitude de la suite (AM)). Si la suite (AM) est bien-définie alors la suite
(2 )nen est bornée dans Vi, pour tout k =1,--- ,d.

Preuve. On fixe d’abord (29,29, ,29 ;) € V4 x V3 x -+ V,_; pour initialiser I’algorithme
et on suppose que toutes les itérations 2] ® 2§ ®@- - -® 2} # 0, avec n € N. D’une part, comme
la fonctionnelle J, est strictement convexe par rapport a chacune de ses d variables, soit zJ
I'unique solution de I’équation, ayant comme variable v :

0Jp,
Oz d( ? Zg, 722—17’0):0'

La stricte convexité partielle de J,, implique que pour tout n € N

1
Jm(z?vzgazgv"' 723) > Jm ( i ngzga"' 723)
1 1
> Jm ( i Zg+ 731?7"' >Z¢TiL)
> ()
Alors, la suite (Jm(z’f, 20 zg))n oy est strictement décroissante. D’autre part, on sait que
J (et par conséquence J,,) est bornée inférieurement sur Vi, alors (Jp (27, 23, -+, 2)) N
est convergente. Or J,,, est coercive sur Vi* x V5 x -« x VI ou V¥ := V;\{0y} pour tout k =
1,--+,d (d’apres la coercivité de J) et la suite (AM) est bien définie alors ((z], 25 - - - zg))neN

est bornée dans V; x V5 x .-+ X Vj, ce qui termine la preuve.

2.3 Convergence de la méthode de minimisation alternée

La convergence de 'algorithme AM est une question trés difficile & traiter dans le cas
variationnel général. Pour cela, on se limite au cas ou Vi = Hg(Q X -+ x Qq) et la
fonctionnelle J est définie par

/Vu r) Vu(x dx—/f

ot Q = Oy X --- x Qy, M est une matrice définie et contintiment différentiable sur Q
et f € L*(Q). Dans la suite, pour tout k& € {1,---,d}, on désigne par Q; un domaine
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2.3 Convergence de la méthode de minimisation alternée

borné de R™ ot n; est un entier non nul. Parsuite Q est un domaine borné de RV, avec
N:i=ni+nyg+-+nag

D’abord, on donne un résultat de compacité de (AM) dans le cas de 1'équation de Pois-
son puis on généralise aux cas des problémes de diffusion ou le coefficient de diffusion est
une matrice M := (m;;)1<i<aq telle les m;; soient continiiment différentiables sur €.

Dans la suite, pour tout k& € {1,2,--- ,d}, on pose wy, = Q5 X -+ X Q1 X Qpyq X -+ X Qg et
dwy == dxy -+ - drg_1drgiq - - - drg. On désigne par Vi, divy and Ay le gradient, la divergence
et le laplacien dans la direction de ) et par V,, le gradient dans le domaine wy.
2.3.1 Compacité de (AM) dans le cas de I’équation de Poisson

On considére le probléme suivant

—Au = feL*Q) dans,
(2.8)
u = 0 sur 0f),

ou lénergie associée J est définie sur H}(Q) par

J(u) :%/Q|Vu(:z:)|2dx—/gf(x)u(x) dzx. (2.9)

On considére la suite (AM) associée a I'énergie (2.9)) et définie par le Tableau 1 avec le terme

d’initialisation (2{,---,2J ;). La fonction 2] est la solution de 1’équation en v
oJ,
a_zi:(zgvzga 722—17’0) = 0. (210)

Par un clacul direct, on montre que ’équation (2.10)) est équivalent a

—aJ A+ B0 = f§ dansQy

v = 0 surodfy
ou
d—1
ag = JTIl%0, (2.11)
i=1
d—1 d—1
2
Bi = Z [ Hvizz‘OHLQ(Qi) X H HZ;‘)”%?(QJ-)}» (2.12)
i=1 i=1
i#i
et .
fa(za) =/ (f + A1) X & 27 dwa, (2.13)
wq J=
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CHAPITRE 2 : La convergence de I'algorithme de minimisation alternée

De plus, il est important de remarquer que Au,, 1 est dans L*(§2), pour tout entier positif
m. En effet, pour m = 1, 'approximation initiale uy = 0, alors dans ce cas on obtient en
utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le théoréme de Fubini que

d—1
g = | fx @12;? dwq € L*() (2.14)
]:

Wd

et par conséquence Az) € L?*(€)y). Le méme argument implique que Az{ € L*(Qy), Az €
L*(Qy),- -+, Azl € L?(Qy) et parsuite A (2 ® 24 ® -+ - ® 2}) € L*(Q), i.e., Auy € L*(Q). De
méme, on peut le vérifier pour tout entier m > 0. D’ot1, on peut supposer par la suite que

(f + Aupm_y) € L* ().

Théoréme 2.1. Soient la (m — 1)—eéme approvimation u, 1 € HL () et le terme d’initia-

-1
lisation (29,29, ,29 ,) € HH&(QZ) tel que la condition de non-orthogonalité
i=1
-1
/ (f+Aup 1) X @zjdwg # 0 (2.15)
wq Jj=1

soit satisfaite. Alors la suite (AM) associée au Probleme (2.8) est bien-définie.

-1
Preuve. Soit (2{,29,---,29 |) € HH&(QZ) tel que
i=1

d—1
/ (f + AUm—l) X ]Q:Z)IZ;-) dwg # 0.
wy

D’abord, on rappelle que zJ est la solution de I'équation en v

0J,,
a—zd(z?,zg,--- ,22_1,1)) =0, (2.16)

qui consiste au probléme aux limites suivant

—aY A+ v = fIz4) dansQy

v = 0 sur 0y

ot af, B9 and f9(x4) sont donnés par (2.11)), (2.12)) et (2.13)), respectivement.

Onaz ®z2 @ ®2)#0. En effet, il est clair que 23 # 0, alors
2 2 d
04 [[Va 28l oy + 89 % 200 e = /Q<Aum_1 +)x Ede 20
Mais

d d
/(Aum_l + f) x '®1Z? dr #0 — / (f + Auyq) X ‘®2z§.) dw; # 0,
Q J= w1 J=
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2.3 Convergence de la méthode de minimisation alternée

alors, z{ # 0. De la méme fagon,

d
o1 % [[Vazt o, + 81 % [l 2, = /Q (Atyy + f) % [zi ® g;?] da # 0.

Donc,
1o 2 0
/(Aum1+f) x |51 ® ®22 dz #£0,
Q Jj=3
ce qui implique que zi # 0, de méme 2! # 0, i € {1,2,--- d}. En utilisant les mémes argu-
ments, on montre que la suite (AM) est bien-définie. O

Le fait que la suite (AM) est bien-définie implique que ||2}||r2@,) > 0, Vn € Net Vi €
{1,2,---,d}. Mais pour démontrer la compacité de (AM), il faut que cette suite soit loin de
I'origine. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.2. Si la suite (2}}), ., déja définie satisfait la condition suivante

neN

Ja>0 tel que ||z |2 > @, VneNet Yk € {1,2,---,d} (2.17)

alors (2}!), .. est compacte dans Hg(Qy) pour tout k € {1,2,--- ,d}.

N

Preuve. On a déja démontré que (z}), est bornée dans H () pour tout k € {1,--- ,d}.

Soit maintenant k € {1,---,d} et n € N*. On peut vérifier par un calcul direct que z} est
I'unique solution de 1’équation suivante

—ap Apv+ Bro = fire L*(y) dans
v = 0 sur 0
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CHAPITRE 2 : La convergence de I'algorithme de minimisation alternée

avec
d
ay = H ||C?H%2(Qi)v
iZk
d d
= 3 |16 By < TT 167
iZh ik
n d n
fk: (xk> = <f + A1, j§1<j >H*1(wk),Hé(wk)
ik
Wi ].:1
i#k
d - 1 d 1 n
- <f(x),j<§)1§] )L2(wy) T Z Ak(Zk)/ j@lz] - ¢ dwy
£k =1 O Gk
i d i d n
—zk/ Vs © 2| - Vi, | @ ¢ dwg |
ok Tk Tk
ou
m—1
Upp—q = Z 2i®---@24,  (21,---,2}) est la solution du Probléme 1) a l'étape précédente 7,
i=1
et

2 osiie{l,. k—1},

= (2.18)
270 st ie{k+1,--,d}

(2

On introduit maintenant les espaces

munis de la norme de H}(£2) et on définit les opérateurs A} et By sur Sj, comme suit
u — —ap Agu
u — Bpu.
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2.3 Convergence de la méthode de minimisation alternée

Il est connu que A7} est un isomorphisme de Sy, vers L?(£2;) et son inverse (A?)~! est continu.
D’autre part, puisque 8 > 0, pour tout k et n, on déduit facilement que A} + B} est un
isomorphisme de Sy, vers L?(£2;) et son inverse (A} + By)~! est continu. De plus, la solution
de (A} + B)u = f* dans Hj (L) satisfait I'identité suivante

% [Vetly 8% il = [ o) utn o
k

alors o
k n
||U||H3(Qk) < mﬂfk ||L2(Qk)a

ot Cy est la constante de Sobolev dans I'injection continue H}(Qy) C L?(2) et a est la
constante apparaissant dans (2.17). On conclut qu’il existe C' > 0 tel que

ull g < C,

d
d

puisque ® (' est uniformément bornée dans H H(€2;). On obtient alors que la suite
Jj=1 e
J#k J=1j#k

des opérateurs ((Ap + Bi)~') _ est uniformément bornée dans L£(L*(€%),Sy).

Les suites (a};)neN et (51?)%1\1 sont bornées dans R, alors il existe a; > 0 et 8 > 0 tels que,
& une sous-suite pres, on a

ap — Qg, P — Bk, quand n — +oo.

D’ou en définissant

Ay @ Sy — L*(g)

u > —ag Ag (u),
By S, — L*()

U _Bk u,

on a, a une sous-suite pres, les convergences suivantes

A} — Aj; simplement

n——+oo

By — By simplement.

n——4o00

De plus, on a
(A} + B,?)_1 — (A + By )_1 simplement.

n—-+00

En effet, il suffit d’écrire

1

(Ar+ B — (A4 + B = (A4 +Bp) ((Ak +By) — (A7 + B;})) (Ap + By) ",
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CHAPITRE 2 : La convergence de I'algorithme de minimisation alternée

puis utiliser les convergences simples de A7, By et la continuité de (A} + Bj') !, De nouveau,
d
d
la suite jglgb est uniformément bornée dans H H{(£2;), alors (& une sous-suite prés) elle
itk =Lk
d
converge fortement dans H L?(€);) et parsuite (f)nen converge fortement dans L2(€2,).
=1k
D’o, il existe fp € L?(Q) telle que, a une sous-suite prés, on a

fir — fr dans L2(Qk).

n—-+o00

D’ot, on conclut qu’il existe une sous-suite telle que
n n\ 1 ¢n -1
En effet,

| Cap+ B = (A B) T

< ||eap+ Byt - )

Hg (Q) HE (%)

O I R Sl

H ()

— 0 quand n — oo.

en utilisant le fait que H (A7 + BZ)_l(f,? - fk)H <O = frllzn)- O

H ()

Corollaire 2.1. Sous les mémes conditions du théoréme précédent, si toute la suite (AM) converge
faiblement vers z := (21, ,zq) dans H}(Q1) x -+ x H}(Qy) tel que 2z, # Op1 () Vk=1,---.,d
alors (AM) converge fortement vers z dans H} (1) x - -+ x HE(Qq). De plus, z est un point critique
de l’énergie Jp,.

Preuve. D’aprés le Théoréme (21),cn est compacte dans H}(€;) pour tout k € {1,---,d}.
Donc, si zj, est une valeur d’adhérence forte de (z}}), . alors 2, est égale a la limite faible z; (unicité
des limites). Alors (z]!), ., converge fortement vers zj, dans H{(€2) comme ayant une unique valeur
d’adhérence forte. Parsuite la suite (AM) converge fortement vers z dans HJ (1) x -+ x H}(Qq).
De plus, le fait que .J,;,/ soit continue dans Hg(Q1) x -+ x H}(€,) implique

9J n+1 n+1 _n+1 _n n 9J
827:(Z1+ 7“'7Zki_l’zk+ ’szFl,.“’zd)n%!oo aZZ(zlv"'azd)7 Vk’E{l,,d}
D’ou,
O0Jm
GIm ... =0, Vked{l - d.
8Zk (zla azd) s G{, s }
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2.3 Convergence de la méthode de minimisation alternée

2.3.2 Compacité dans un cas général de diffusion
On considére dans cette section le probléme de diffusion suivant

P) {—div(M(:J;)Vu(:z:)) = f dans (, (2.20)

U = 0 sur 01,

ou f € L*(Q) et M := (m;j)1<i j<a est une matrice réelle diagonale de taille d x d. On suppose que
M est définie positive et my; := m; € C*(Q,R) pour tout i € {1,--- ,d}. Alors il existe 0 < v; < §;
tels que

i Sml,c‘)lml S(Su Vi € {1, ,d}

L’énergie associée au Probléeme (P) est définie pour tout u € HE(Q2) par

1

) = o /Q [M(x)V(u(:c))] YV (u(z)) dz — /Q F@)u(z) d

; (2.21)
= 1 m;\x U[Bz.f— r)u\xr)axr
-2;/9 (@) Vi) o= [ fayute) de

On peut vérifier simplement que J est elliptique et 2—Fréchet différentiable. Alors J est strictement
convexe, coercive et bornée inférieurement. Ainsi le probléme de minimisation

argmin J (ty,—1 + z) (2.22)
2EMy

admet au moins une solution qui serait cherchée par minimisation alternée. De plus, comme dans
la section précédente, on peut vérifier que

divg (a}Vium—1) € L?(Q), pour tout k € {1,2,---,d},

ce qui est équivalent a
f+div(M Vu,_1) € L*(Q).

Théoréme 2.3. Soit la (m — 1)—éme approximation um,—1 € HE(Q) et le terme d’initialisation

d—1
(29,29,---,29 ) € H H () tel que la condition de non orthogonalité
i=1

/ (f(x) + div(M(x)Vm—1(x))) x j(%izjo dwg # 0 (2.23)

soit satisfaite. Alors la suite (AM) associée au Probleme est bien-définie.

Preuve. La preuve se fait de la méme maniére que la section précédente. O

Théoréme 2.4. Si la suite (AM) associée au Probléme vérifie la propriété suivante
Ja>0,VneNet Vk e {1,2,--- ,d} on allz;|lr2(q,) > o (2.24)

alors la suite (2}), ., est compacte dans Hg () pour tout k € {1,2,--- ,d}.

neN
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CHAPITRE 2 : La convergence de I'algorithme de minimisation alternée

Preuve. Soit k € {1,---,d} et n € N*. Un calcul direct montre que 2z} est I'unique solution de
I’équation suivante

—divg (afViu) +blu = e H1(Qg) in

ou ay, by et fI' sont définies sur € par

d
ap(xr) = m(z) [ [ (2 () dew,
R 7
d d
) = 3 [ mi@Vig @l [T () a) dn
A
i) = [ (Fa) + e (M () Tt (1) &G e,

J#k
avec (j est définie exactement comme avant. On définit maintenant les opérateurs Fy’ et G comme

suit
Fro: Sy — L)

u +— —Viap -Viu—a} Apu = —divy (a} Viu),
GZ DSy — LQ(Qk)

u > bu.

On peut vérifier facilement que (a}})nen et (b7 )nen sont uniformément bornées et équicontinues sur
C'(Qp) et CO(Qy) resp. (en utilisant la condition (2.24)) et la régularité de m;), alors en appliquant
le Théoréme d’Arzela-Ascoli, on déduit que (a?),en est compacte dans C1(Qy) et (bY)nen est com-
pacte dans C°(€);,). Parsuite, il existe @, € C*(Q), b, € C°() tel que, & une sous-suite prés, on
a

ay — Gy, dans C(Qy) (2.25)
by — be,  dans C°(Qy). (2.26)
D’otu, on définissant
Fp : Sy — L)
u +— —Viag -Viu—apApu=—divg (apViu)
Gr : Sy — L*)
u — byu,
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2.3 Convergence de la méthode de minimisation alternée

on a, & une sous-suite prés, les convergences simples suivantes

F' — F
k n—-+o0o ks

n—-+o0o

En effet, si u € Sy alors

H(Fﬁ—Fk)UHiz(Qk) - /Q |div((af; — ay) V)| day
k

= /Q‘Vk(aZ—ak)-Vku+(ag—ak)Aku‘2dxk.
k

donc en appliquant (2.25) on obtient

. n 2 _
i I = Foullz g, =0
La derniére convergence simple est directe. Or F}" est un isomorphisme de Sy vers L?(£);) et son
inerse (F,?)_]L est continue. D’autre part, puisque b} > 0 sur €, pour tout k et n, on déduit
facilement que FJ' + G7 est un isomorphisme de Sy, vers L?(Q) et son inverse (FJ* + G7)~! est
continu. De plus, la solution de (FJ* + GR)u = f* dans H} () satisfait I'identité suivante

/aZ|Vku|2 da:k+/ T /fg(xk)u(xk)d:ck,
Q Q Q

alors

C n
[l 72, < ank l22(04)5

oud = migzl my(zy) > 0, Cy, est la constante de Sobolev dans I'injection continue Hg (Qx) C L?(Q)
EIAS A

et a est la constante apparaissant dans (2.24]). On conclut qu’il existe C' > 0 telle que

[ull g0y < C,
d d
puisque ® (7 est uniformément bornée dans H H}(9;). On déduit parsuite que (AR + B,?)*l)n
=1
2 =1k
est uniformément bornée dans £(L?(€2),Sk), et par conséquence on a

(F,?-l—GZ)_l — (F/C—I—Gk)_l (simplement).

—+00

d

d
Or la suite ® (7" est uniformément bornée dans H H&(Qj), alors, & une sous-suite prés, cette
2
Tk i=1j#k
d
suite converge fortement dans H L*(Q;) et parsuite (f")nen converge fortement dans L2(Qy).
J=Lj#k

45



CHAPITRE 2 : La convergence de I'algorithme de minimisation alternée

Do il existe fr € L?(£)) tel que, & une sous-suite prés,

i —  fr dans L?(Q).

n—-+o0o

Et parsuite, on conclut que
(FP+ G — (Fu+Gy) ™ fi dans H ().
n—4o0o
O

Finalement, on énonce le méme résultat de convergence si la suite (AM) (bornée dans H}(€2)) admet
une unique valeur d’adhérence faible.

Corollaire 2.2. Sous les mémes conditions du Théoréme si toute la suite (AM) converge
faiblement vers z := (21, ,2q) dans HE(Q1) x -+ x HE(Qq) tel que z # Opio, YE=1,---.d,
alors (AM) converge fortement vers z dans H} (1) X -+ x H}(Q4). De plus, z est un point critique
de l’énergie Jp, associée au probléme .

Preuve. La preuve est exactement la méme de la section précédente. O

Remarque 2.2. Les résultats ci-dessus se généralisent aux cas des probléemes de diffusion ou la
matrice de diffusion M vérifie les propriétés suivantes

o M := (M;)i<i<q est une matrice diagonale par blocs
o M; = (m§il)€)1§j7k§ni est symétrique définie positive

. mgl,)g € CYQ,R) pour tout j,k € {1,--- ,n;}.
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CHAPITRE 3 : La PGD pour une classe de problémes aux dérivées fractionnaires

3.1 Introduction

3.1.1 Histoire

La théorie de dérivation fractionnaire est apparue a la fin du 1 siécle : I’époque du dévelop-
pement (par Newton et Leibniz) des fondements du calcul différentiel et intégral. En particulier,
Leibniz a introduit le symbole Z;—Z pour désigner la dérivée d’ordre n d’une fonction f par rapport
a une variable x. Dans une lettre & L’Hépital datée du 30 Septembre 1695, Leibniz a intérrogé si la
notion des dérivées d’ordres entiers pourrait étre généralisée a des dérivées non entiéres. L’Hopital
était assez curieux par cette question et il a répondu par une autre question : "Que signifie ;Z—Z: si
n = %?" Par les mots de Leibniz : "Il y a de 'apparence qu’on tirera un jour des conséquences
bien utiles de ces paradoxes, car il n’y a gueres de paradoxes sans utilité", la naissance du calcul

fractionnaire est été annoncée.

7éme

Apreés la premiére inquisition de L’Hopital et Leibniz, le calcul fractionnaire a été principalement
une branche d’étude réservée aux meilleurs esprits en mathématiques. Une liste de mathématiciens
qui ont fournit des contributions importantes au calcul fractionnaire inclut : Laplace, Fourier, Abel,
Liouville, Riemann, Holmegren, Grunwald, Letnikov, Laurent, Nekrassov, Krug, Hadamard, Hea-
viside, Widder, Riez ... Récemment, ce domaine a été aussi objet des conférences spécialisées. La
premiére conférence a été organisée par B. Ross a 'université de New Haven en Juin 1974 et la
premiére monographie a été publiée par K.B.Oldham et J. Spanier en 1974 aprés une collaboration
commune, commentée en 1968.

3.1.2 Domaines d’applications des équations fractionnaires

Une équation différentielle est dite fractionnaire si elle contient un opérateur d’ordre réel. Elle est
dite d’ordre fractionnaire si cet opérateur est celui qui admet le plus grand ordre de dérivation dans
I’équation. Notre intérét par les opérateurs fractionnaires provient du nombre d’applications des
modéles fractionnels dans le monde réel. On cite dans ce qui suit quelques domaines d’applications
mais le lecteur peut se référer a [72] et [25, Introduction| pour plus d’informations.

Le phénomeéme de diffusion anormale est I'une des applications les plus intéressantes. Cette diffusion

peut étre modélisée par

ou
= 4 (=AY =
at+( ) Fu =0,

ou le Laplacien usuel d’ordre 2 est remplacé par le Laplacien fractionnel d’ordre o défini par
(=8)*?u = FH{g|* Ful,

otta € (1,2), F et F~1 désignent la transformée de Fourier et sa transformée inverse respectivement.
La diffusion dans les tissues cardiaques est qualfiée d’étre anormale, elle est de plus anisotropique
car la diffusion le long des fibres du tissu se passe avec une vitesse différente que celle a travers
les fibres. La diffusion fractionnaire a été utilisée aussi pour décrire la diffusion micro-échelle lors
du revétment de la paroi cellulaire des plantes [94]. En biologie cellulaire, la diffusion anormale a
été mesurée dans la récupération de fluorescence aprés photoblanchiment [86] et dans 1’adhésion
cellulaire neuronale [91].

Dans le domaine des recources en eaux, les modéles fractionnels ont été utilisés pour décrire le
transport chimique des contaminents dans les aquiféres hétérogenes [I], 19, 42, [18] [82].
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3.2 Espaces de Sobolev Fractionnaires et Dérivation Fractionnaire

Dans le domanine financier, ces modeéles ont été utilisés pour décrire la relation entre les processus
stochastiques "heavy-tailed" et certains mécanismes d’évaluation des prix [87].

Les modéles fractionnaires en temps ont été développés pour des types simples d’équations chimiques
de réaction-diffusion [103].

3.1.3 Contribution a la PGD

Concernant la résolution numérique des équations aux dérivées fractionnaires, plusieurs approches
ont été considérées : Meerchaert et Tadjern ont utilisé des approximations de type différences finies
[71], dans [?, [44] [10T] des approxiamtions de type éléments finis ont été utilisées et dans [68] Liu et
Turner ont utilisé la méthode des volumes finis. Cependant, ces approches admettent des limitations
en termes d’efficacité computationnelle lorsqu’on traite des problémes multidimensionnels.

La réduction drastique du nombre d’inconnus via les méthodes de réduction de modéles de type
PGD a permis la résolution numérique de certains problémes qui étaient hors de portée numéri-
quement auparavant. Ceci est comme on a déja marqué dans l'introduction de cette thése di au
caractére linéaire de la complexité algorithmique de ces méthodes au contraire de la complexité
exponentielle comme il est le cas pour les méthodes classiques.

On vise alors dans ce chapitre a étendre la méthode PGD aux espaces fractionnaires afin de traiter

numériquement des problémes aux dérivées fractionnaires, en diminuant le cotlit nécessaire en termes
du temps de calcul et de stockage dans I'ordinateur.

3.2 Espaces de Sobolev Fractionnaires et Dérivation Frac-
tionnaire

Pour la commodité du lecteur, on rappelle dans cette section quelques définitions et résultats de
base sur les espaces et les opérateurs fractionnaires ot on a considéré les notations de [70, [100].

3.2.1 Espaces de Sobolev Fractionnaires

Soit  une partie non vide de R, o1 d est un entier > 2. Siu : € — R est suffisamment réguliére
pour qu’elles existent alors on note les dérivées partielles de u par

ous = (s1, -+ ,8q) est un multi-indice, i.e., un d-uplet des entiers positifs. Ainsi, I’ordre de la dérivée
partielle O°u est 'entier |s| = s1 + -+ + s4.

Afin de définir les espaces de Sobolev d’ordres fractionnaires p €]0, 1] sur 2, on définit la semi-

norme de Slobodeckii par
1/2
|ul = u(y)l* dz dy /
S OxQ |95 - y|2“+d .
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CHAPITRE 3 : La PGD pour une classe de problémes aux dérivées fractionnaires

Définition 3.1. Soit s =r + p > 0, ot r est la partie entieére de s, on définit ’espace de Sobolev
W2(Q) par

W2(Q) == {u e W"*(Q) : [dul,o < +oo pour tout j multi-indice tel que |j| =1},
ot WT2(Q) est l’espace de Sobolev classique défini par
Wr3(Q) == {u € L*(Q) : due L*(Q) pour tout j multi-indice tel que |j| <r}.

Muni de la norme 12

2 12
lullwezoy = | lulmzgy + S 107ul2g |
ljl=r
'espace W*2(Q) est un espace de Hilbert, équipé du produit scalaire suivant

— (0 s [P u(z) = Pu(y)] [9v(z) = Po(y)]
o dwea(a) = (v hwra) + ||Z //QXQ |z — y[Hts |z — y|tte da dy.

On introduit maintenant une seconde famille d’espaces de Sobolev, plus adaptée, comme cadre
fonctionnel, aux opérateurs différentiels de Riemann-Liouville, et qu'on montrera plus tard son
équivalence avec la premiére famille.

Définition 3.2. On définit lespace de Schwartz, espace des fonctions de classe C®° sur R%
décroissance rapide o linfini, par

S(RY) := {gp € C®(RY) : sup |2°0%p(z)| < +oo, pour tout multi-indice s et,@}.
z€R4
Théoréme 3.1. La transformée de Fourier F définie sur l’espace de Schwartz par

F: SRYH — SRY
1

—i&-x
W /l;d U(w) (& d$

1

u — Flu] : E— Flu](§) :=

est linéaire et séquentiellement continue. L’inverse de F noté F—
Fourier adjointe F* définie par

n’est autre que la transformée de

Fol] € FLul() = (Q;)d - /R () e do.

Par la densité de S(R?) dans L?(R9), la transformée de Fourier peut étre uniquement prolongée a
une isométrie de L?(R9) :

ull L2ray = 1F[u] |22 ey = 177 [u] [| 2 (ma)-

Définition 3.3. Soit s €]0,+o0[, le potentiel de Bessel d’ordre s, I°, est un opérateur linéaire
continue de S(R?) — S(RY), définie par

1

Tu(x) := e /Rd(l +1£12)%%0(€) e de,  pour tout x € RY,

ot u est la transformée de Fourier de w.
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3.2 Espaces de Sobolev Fractionnaires et Dérivation Fractionnaire

De cette maniére, on a
FITu)(€) = (1 + [¢1)*a(&).
11 est facile de vérifier que pour tout ¢, s € R :

7% = opérateur identité

Iert — Iszt’ (Is)fl — 75,

De plus, on a

(Tu, U>L2(Rd) = (u, ISU>L2(Rd).

Définition 3.4. On définit sur RY lespace de Sobolev d’ordre s,
H*(RY) := {u e S*(RY) : TPu e LQ(Rd)},
et on équipe cet espace par le produit scalaire

<u , U >H5(Rd) = (Isu ,ZS’U >L2(Rd)

et la norme induite suivante

HUHHS(Rd) =/ (u,u >Hs(Rd) = HISUHH(Rd)-

Notons que le potentiel de Bessel 75 : H*(R?) — L?*(R%) est une isométrie :
ey = [ 1+ g2 €)1 de.
Rd
Définition 3.5. Soit Q un ouvert non vide de R, on définit
H*(Q) == {U!Q cUe€ HS(IRd)}.
L’espace H*(Q2) est muni de la norme quotient suivante
|w]l frs () = inf {||U||H5(Rd) : Ul, = u}, pour tout s > 0.

Il est bien connu que si  est un domaine Lipschitzien borné alors H*(Q) = W*2(Q), ou W*2(Q)
est comme définie ci-dessus.

On définit maintenant un autre espace de Sobolev sur {2

H*(2)

H{(Q) :=D(Q) , la fermeture de D(Q2) dans H*(Q2).

En appliquant les résultats classiques concernant les opérateurs trace dans les espaces fractionnaires,
et un résultat retrouvé dans [34, [36], on trouve la caractérisation suivante de H§(£2) pour un domaine
borné de Lipschitz €2

H5(Q) si0<s<1/2,

Hg(Q) =
{uEHS(Q) : u|6Q:0} si 1/2<s<3/2,
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CHAPITRE 3 : La PGD pour une classe de problémes aux dérivées fractionnaires

ou 0f) désigne le bord de €2. Une autre caractérisation importante de H{(€2), qui nous permet de
prolonger par zéro en dehors de €2 les fonctions de H(f2) afin d’avoir des fonctions de H*(RY) est

sil/2 <s<3/2 alors HS(Q):{UEHS(Q) : ﬂEHS(]Rd)},

ol U est le prolongement par zéro de u sur R¢ \ Q. Cette derniére caractérisation nous permet par
conséquence d’utiliser les outils de Fourier. On a alors

||U||H5(Q) = HaHHS(Rd)'

Si aucune confusion est susceptible de se produire dans la suite, la fonction @ sera simplement
notée par u. La norme || - HHS(Q) sera notée par || - ||.

A cette étape, on montre que 'espace H{(2) admet une structure tensorielle :

Proposition 3.1. Pour tout s €]1, 3[, on a

P Hg ()
HS(9) = o QHG (%)
k=1
. 7o () . . .
Preuve. Soit u € H§(S2) := D(Q?) , alors il existe une suite (uy), C D(Q) telle que
Un — U in H°(Q2) et alors  wuy, —u dans HF(9). (3.1)
D’autre part, on sait que
4 D(Q)
D) = @D(U)
k=1
d d
alors pour tout entier n, il existe une suite (¢}})m C o« @ D(U) C o Q H() telle que
k=1 k=1
o, — Un dans D(§2) et par conséquence ¢, — Un dans H([]S]H(Q), (3.2)

ou [s] est la partie entiére de s.

Maintenant, soit n € N, alors
INi(n) € N tel que Vp > Ni(n)on a [lup — ul|gsq) < 1/27+

en particulier,
lun, () — wll sy < 1/27F

De la méme maniére,

INy(n) €N tel que Vm > Ny(n) on a || — UN, (n) < 1/2"L

Hés]+1 (Q)

o2



3.2 Espaces de Sobolev Fractionnaires et Dérivation Fractionnaire

Alors, pour v, := cp%; EZ;, on aura

lon = ullgs@) < llon = unymllmg @) + luw, m) — vllmg@)
< allon = unyll e g + lumey = el [70]
< max(l,¢)/2" — 0.
n—oo
ce qui termine la preuve. U

3.2.2 Opérateurs différentiels de Riemann-Liouville

11 existe plusieurs définitions de la dérivée fractionnaire. On cite la dérivée fractionnaire au sens de
Griinwald-Letnikov, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et la dérivée fractionnaire
au sens de Caputo. Pourtant, on s’intéresse dans cette thése & la dérivation au sens de Riemann-
Liouville [73], 80, [58].

On commence alors par introduire la notion des opérateurs fractionnaires pour des fonctions
unidimensionnelles puis on généralise aux dimensions plus élevées. On suppose d’abord qu’on opére
sur des fonctions de classe C* définies sur un interval réel puis on montre (dans le cas général )
que la dérivation fractionnaire pourra étre étendue aux espaces fractionnaires.

Opérateurs fractionnaires a gauche au sens de Riemann-Liouville

D’abord, on va rappeler les fonctions Gamma et Béta qui jouent un role trés important dans le
calcul fractionnaire.

Définition 3.6. La fonction Gamma est une généralisation de la fonction factorielle, elle est définie
par

[(x) = /000 e t*7ldt, Ve R%.
La fonction Gamma satisfait les deux propriétés suivantes
I'(n)=(n-1)!, VneZi;
Ixz+1)=2a'(z), Yz>0.

Définition 3.7. La fonction Béta est définie par
1
B(z,y) :== / 21— 7)Y, Vo >0,y > 0.
0

La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante

['(2)T'(y)

Bl = vy
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CHAPITRE 3 : La PGD pour une classe de problémes aux dérivées fractionnaires

L’intégral & gauche d’ordre n (n € N*) d’une fonction u suffissammment réguliére sur un interval
réel ]a, b[ est défini comme étant la solution du probléme aux bords suivant

{f(n)(x) = U(JZ‘), Vo G}a,b[, (33)

fD@) = 0, i=0,---,n—1.

Afin de donner une généralisation de la forme de la solution de (3.3), on écrit d’abord la solution
pour n = 1 comme suit

ol on a intégré entre a et = et appliqué la condition initiale f(a) = 0. Similairement, pour n = 2,
on intégre deux fois les deux membres de f?) () = u(z), afin d’obtenir

/ax/atu(s)dsdt:/:/atf@)(s)dsdt:f(x)‘

En changeant ’ordre d’intégration, on obtient

£(2) :/j/:u(s) dtds:/az(x—s)u(s)ds.

En répétant ce processus pour n € N* arbitraire, on peut trouver que la solution de (3.3) est donnée

par
(@) :/: // w(s)dsdsy 1 -+ ds1 :/: (”in__s):)!lu(s) ds.

Une généralisation de cette forme de la solution pour un ordre de dérivation non entier est donnée
par

Définition 3.8 (Intégral fractionnaire a gauche au sens de Riemann-Liouville). Soit u une fonction
réelle définie sur un interval |a,b] et o > 0. Alors l'intégral fractionnaire a gauche de u, d’ordre o
au sens de Riemann-Liouville est définie par

La dérivée fractionnaire correspondante sera alors définie par une composition d’un opérateur dif-
férentiel ordinaire et un opérateur d’intégration fractionnaire.

Définition 3.9 (Dérivée fractionnaire a gauche au sens de Riemann-Liouville). Soit u une fonction

réelle définie sur un interval |a,b| et p > 0. Alors la dérivée fractionnaire a gauche de u, d’ordre p
au sens de Riemann-Liouville est définie par

/4 4 T (e g o—1
DE) ) = 5 oDy ou(o) = 57 [T ) as,

ot £ est le plus petit entier plus grand ou égal a p (0 —1 < p <{) eto=4L— p.
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3.2 Espaces de Sobolev Fractionnaires et Dérivation Fractionnaire

Opérateurs fractionnaires a droite au sens de Riemann-Liouville

L’intégral & droite d’ordre n (n € N*) d’une fonction u suffisamment régulier sur un interval réel
Ja, b[ est défini comme étant la solution du probléme aux bords suivant

{(_1)nf(n)(g;) = u(x), Vz€la,b| (3.4)

F@(b) =0, i=0,---,n—1.

Afin de donner une généralisation de la forme de la solution de (3.4), on écrit d’abord la solution
pour n = 1 comme suit

ol on a intégré entre = et b et appliqué la condition : f(b) = 0. Similairement, pour n = 2, on
intégre deux fois les deux membres de f)(z) = u(z) afin d’obtenir

/:/tbu(S) dsdt = /:/tbf@)(s) dsdt = ().

En changeant ’ordre d’intégration, on obtient

f(x):/:/:u(s) dtds:/:(s—a:)u(s)ds.

En répétant ce processus pour n € N* arbitraire, on peut trouver que la solution de (3.4]) est donnée

o f(‘””):/:/:m/sil u(s) ds dsn_1 -+ dslz/: %“(S)d&

Une généralisation de cette forme de la solution pour un ordre de dérivation non entier est donnée
par

Définition 3.10 (Intégral fractionnaire a droite au sens de Riemann-Liouville). Soit u une fonction
réelle définie sur un interval la,b[ et o > 0. Alors l'intégral fractionnaire & droite de u, d’ordre o au
sens de Riemann-Liouville est définie par

s—x)

Dy (u)(x) == /z (F(a)u(s) ds.

La dérivée fractionnaire correspondante sera alors définie par une composition d’un opérateur dif-
férentiel ordinaire et un opérateur d’intégration fractionnaire.

Définition 3.11 (Dérivée fractionnaire a droite au sens de Riemann-Liouville). Soit u une fonction
réelle définie sur un interval Ja,b[ et p > 0. Alors la dérivée fractionnaire & droite de u, d’ordre
au sens de Riemann-Liouwville est définie par

/4 0 b s — 1)~
DY) @) = (1 (D) = (0 [T s,

dz? dx’

ot £ est le plus petit entier plus grand ou égal a4 p (0 —1 < p <{) eto=4L{— p.
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CHAPITRE 3 : La PGD pour une classe de problémes aux dérivées fractionnaires

Proposition 3.2 (Propriétés d’inverse et de composition). Pour tout u,v >0 on a
1) oDz" oDV u(x) = (D" M u(z),
2) o DY oDy u(z) = u(z),
8) +Dy " e Dy P u(x) = oDy u(x),

4) +Dj} « Dy u(z) = u(z).

Preuve.
1) Dt uDvu(z) = W / “(z = gy / (t — 5)"~Lu(s) ds dt
— 1 Iu s ¢ T — -1 — s v—1 s
= warer ), W) [ e e s
e !
= —— (:U—s)“+”_1u(s)/ (1—7)“_17”_1d7ds
P(:U’)F(V)/a
B [ (changement de V;riable T = ((;:‘i)))
= z — )P lu(s) ds
= Tt e

2)  En utilisant 1) on obtient

3 dl B B /4
oDl o D u(z) = — o DY gan Hu(x) = dzt @

= Dy u(x) = u(z),

ol £ est le plus petit entier plus grand que pu.
On démontre de la méme fagon les propriétés des opérateurs fractionnaires a droite.

Proposition 3.3. Les intégrales fractionnaires a gauche et a droite au sens de Riemann-Liouville

sont adjoints dans L*(]a,b]). i.e

{ oDy w, ’U>L2(Q) =(w, ;D,"v >L2(Q), Vi > 0.

O

Preuve. 1l suffit décrire la définition de l'intégrale de Riemann-Liouville & gauche et de changer

Pordre d’intégration. En effet,

(aDi"w, v) o) = /;(/(lx(x;(i?)u_lw(s)ds)v(a:)dx

- /abw(s)</sb 7@ ;(Z))“l v(x) dx) ds

= (w, D" >L2(Q)'
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3.2 Espaces de Sobolev Fractionnaires et Dérivation Fractionnaire

Opérateurs fractionnaires de Riemann-Liouville en dimension d

Dans la suite, la base canonique de R? sera notée par (eq,es,--- ,eq) et les points de  seront
notés par x = (x1,x2, - ,xq). Motivé par le cadre de la PGD, on se limite aux domaines bornés
de Lipschitz de la forme

Q=01 x Qo X+ xQq,

ou ; =|ag, bi[ est un ouvert réel non vide et a = (aq, ag, -+ ,aq), b = (b1, be, -+ ,byg) sont des points
de R?. De plus, afin de traiter des problémes variationnels dans un cadre fonctionnel convenable
(résultats de trace et bonnes caractérisations des espaces de Sobolev fractionnaires) on suppose
désormais que 1/2 < s < 3/2.

Définition 3.12. Soit u € C5°(2) et s un paramétre réel > 0. Le s-éme intégrale de Riemann-
Liouville de w dans la direction e, pour k=1, 2,--- ,d, est défini par

1
Rg:[u] (x) := m /ak (zg — t)sflu(xl, Cee T, b, Ty, , Ty dE

Le s-éme intégrale de Riemann-Liouville de u dans la direction —ey, est défini par

- 1 [ _
R—e, [u](z) = Tia / (t —xp)? 1u(m1, e Xp—1, b, X1, Ty di.
X

k

Les dérivées d’ordre s de Riemann-Liouville de u dans les directions e et —ey sont définies respec-
tivement par

Ra, (o) =y (RE o))
et

R, [ul(x) = —1£a—z R L u)(x)) ,
J@) = (-1 (RE ()

ou £ est l'unique entier satisfaisant £ —1 < s < /£.

Siu € C(RY), on définit similairement

1 Tk _
Rg:[u](ﬂ?) = P(S) / <3:'k _t)S 1U($1,"‘ 7xk‘*17t7xk‘+17”' 7'%.7’7,) dt
1 e
= F(S)/ ts_ ’U,(ﬂfl,"' 7l‘k—17xk7t7xk‘+17”' ,.In)dt
0

et R, [u] est définie de la méme fagon.
Ces intégrals sont bien définies, car u est bornée et a support compact dans € (resp. dans ]Rd).
Lemme 3.1 (Propriété du semi-groupe). Pour tout s, >0 on a

RoSRtu =Ry " u, Vue C(RY).

€
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CHAPITRE 3 : La PGD pour une classe de problémes aux dérivées fractionnaires

Preuve.
RI5RH _ L e T t dtd
o ey u(7) = T(s)T (1) /0+ Y /0+ ulw = (Vo) dtdv
_ ; s—1 _ -1 o
- F(s)F(M)/o Y /0 (€ - vy ulw — ten) dedv

N +Ooux— e gstl — )ty
= TorG ), e [ e e

ou on a utilisé le changement de variables £ =t + v et changé l'ordre d’intégration. De plus, si on
pose « :=v/&, alors

3 1
[rrte-vrtar = [ agrie - g eda
0 0 1
gstu—l 11— a)* Lda

0
= IR (s, ).

D’ou Bls.p0) oo
R Rel'ulz) = 7“3;’&) /O+ u(z — geg )¢ de
_ 1 * s+pu—1 o
= F(s-l-,u)/o £TH u(x fek) d€
= R;j*“u

O

Lemme 3.2. Pour tout u € H*(R?) et s 6]2 , 2[ la transformée de Fourier de la s-me dérivée de
Riemann-Liouville de u dans la direction ey satisfait

F(Re, [u])(€) = (ik)* F (u)(£)- (3.5)
De méme, on a
F(RZ e, [u])(§) = (—i&k)*F (u)(S)- (3.6)
De plus, pour tout u € H*(Q),
(RS, (0] RE g, [u]) 12 = cos(m )| RS, ] [y (3.7)

Preuve. On rappelle d’abord un résultat standard concernant la fonction Gamma :

R

Vs€l0,1[, ona : lim t5 e dt =i T () (3.8)
R*)+OO 0

Démontrons d’abord (3.5) pour u € C§°(R?)). Par un simple changement de variable (¢ = z — t),
on peut réécrire

1 o0 1
= t* — tey) dt.
0s) /0 u(x — tey)

On distingue deux cas :
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3.2 Espaces de Sobolev Fractionnaires et Dérivation Fractionnaire

Casl:%<s<1.

F(RGiu])(€) = r(ls) /R de*”'f < RliE;O /O Rtslu(x—tek)dt) de,

1

R
— : —ix-£4s—1 .
T(s) RllB(l)o/Rd/o e t* tu(x — tey) dt dx,

ou la derniére inégalité découle du Théoréme de convergence dominée. Si supp(u) C B(0, p),
pour p > 0, alors on a supp(u(- — teg)) C B(0,p+ R) pour tout ¢ € [0, R], alors

R
. RS
/ / le~® 5~ Ly (2 — tey,)| dt dx < ||ul|oo meas(B(0, p 4+ R)) -~ <%
R Jo

D’aprés le Théoréme de Fubini, on obtient

F(ReEu])(&) = SIS RtH ( /R demfu(x—tek)dx> dt

F(S) R—o0 0

-~ R
— U(f) lim tsflef’i(ek-f)t dt
F(S) R—o0 0

_ u(é.) lim ts—le—szt dt
F(S) R—o0 0

—8 ~ R
_ Ek U(f) lim / tsflefit dt
0

F(S) R—o0

= (i) F (u)(§),
ou la derniére inégalité provient de (3.8]). D’o1,

0

oxy,

FRS, [u])(€) = f{ (Rg;l[u])] ©

= (i&)F R ul](©)
= (i&)(i&k)* " F(u)(€)
= (&) " F(u)(§)-
Cas2:1<s< %
On utilise la propriété de semi-groupe (Lemme
RO RZP =R for an 0 and
e Re, = Rey , ya>0and g >0,

avec a« = 1 et S = s — 1, ce qui donne le résultat.
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CHAPITRE 3 : La PGD pour une classe de problémes aux dérivées fractionnaires

L’opérateur linéaire R _est continue de (C{)’O(Rd), I HHS(Rd)> dans (Cgo(Rd), I HL2(Rd)>, en effet,

IRE, [ulllL2eay = IF (R, [ul) [l 22 ma)
= [1G&)° ullp2(ra)

HUHHS(]Rd)‘

IN

Par densité, le s-éme opérateur différentiel de Riemann-Liouville Rg peut étre prolongé d’une fagon
unique & un opérateur linéaire continue de H*(R?) dans L?(R%), pour tout k =1, 2,--- ,d.
Maintenant, soit u € H*(R?) alors il existe une suite (¢,,), C C§°(RY) telle que @, — u in H*(R%).
Alors,

1(1€k)°F (u) = FREJuD || o ey < 1060)° (F () = Fon)) || 2y
+ [ F(Re, [onl) = FRE T 12 gy -

D’autre part,

1€6)* (F(w) = Fen) || pomay = 108)*F(u = @n)ll 2y
< Jlavierr? Fu— e,
= |lu — @nllgs@ey — 0 quand n — 400
et
IF(RE, Ten]) = FRE D) | pmay = IF(RE on] = RE, [u) ]| 12y
= HRZk [‘Pn] - Rzk [U]HL2(R(1)
<

ln — ull s ey — 0 quand n — +o0

On déduit alors que (3.5) est vrai pour tout v € H*(R?) et s €]3, 3.

Pour démontrer la derniére proposition, on rappelle ’observation suivante

e ™ (—it)s  ift >0,
(it)s = vt € R, (3.9)
ems(—it)s  ift <0,

et la propriété de la transformée de Fourier

/vw:/ 70, (3.10)
R4 R4

ou z désigne le conjugué du nombre complexe z.

Soit s €]%, 3[ et u € H*((2), alors

(R, [l R o, )12 [ty Fae) x Cig) e de
- f (i60) F(@)(©) x (—i&n) F@)(©) de
20}
" j (i60)° F(@)(€) x (—i&) F@)(E) de.
{e.<0}
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3.2 Espaces de Sobolev Fractionnaires et Dérivation Fractionnaire

ou le prolongement de u par zéro en dehors de € est encore noté u. En utilisant (3.9, on peut
réécrire

(RE[u), R2 o [u]) oy = €™ /{5k>0}|<i§k>5f<ﬁ><£>\2d§ + e A£k<o}!(i£k)sf(ﬂ)(€)\2d£

= isin(ms) (/{£k>0}\(igk)5f(a)(§)\ dé — /{gk@}!(z’&) F(@)(6)] d€>
+ cos(ms) [ |60 F@)©) de

Finalement, puisque F(u)(—¢) = F(u)(§), on a

i&) ' F )2 — i 2
/{ﬁkSO}ka) F@r e /{5k>0} ék F(u)(§)]” dg,
et parsuite,

(R [l R, >L2 = (Re, [, R, [ ]>L2(Rd)

= cos(m) [ |FR @O de

= cos(ws)/Rd Re, [l (€) ’
= cos(ﬂs)/Q‘RZk[u](f) ’

ce qui termine la preuve. U
Lemme 3.3. Pour tout u, v € H§(Q) et s €]5, 3, on a

(Re, [u], ’U>L2( = (u, R%,,| ]>L2(Q)
pour tout k=1, 2,--- ,d.

Preuve. Soit ¢, ¢ € C5°(€2), on désigne par ¢ et 1Z les prolongements de ¢ et 1) par zéro en dehors
de Q. Alors pour tout p > 0, on a

<,R(;:L[‘P] ) w>L2(Q) = <R;:[ﬂ ) ¢>L2(Rd)
+o0 -
= F(llu/Rd </0 t“_lgz(xl,-~- y X1, T — by Tpy 1, - - ,xn)dt> Y(x)dz
1 oo ~
= W) /d/ A G(w1, T 1, T — B T, ) V() dE da
/ Re Jo B
= F(/l)/o /Rd t# go(x)w(xl,-‘- Tp—1, Tk + b, X1, -+, Tp) dxdt

= < R*gk[¢]>L2(Rd):< *ek >L2

ol on a utilisé deux simples changements de variables et le Théoréme de Fubini pour changer I’ordre
d’intégration. Or on sait que

~—

RS, lel(z) = j (Re (=)

61



CHAPITRE 3 : La PGD pour une classe de problémes aux dérivées fractionnaires

ou £ est I'unique entier satisfaisant £ — 1 < s < ¢, alors

<R'S3k [90] ) Q’Z)>L2(Q) = 387;;39 /R’ZZZ[SO] ) Q’Z)>L2(Q)
= ( ) <RS f ) &EZ ¢>L2
= (D, RELLZ, r ) 120

= <(p, 2 Rs_ef; ¥]) 12(9) (Théoréme de dérivation sous le signe intégral)

= (¢, R, ]>L2(Q)
Maintenant, pour tout u, v € H*(Q) il existe (¢n)nen, (¥n)nen dans C§°(Q) tel que

Pn —2 u €t Y, — ¢ dans H{(Q).

n—oo

Or Rg, et R?,, sont deux application linéaires continues de H*(2) dans L?(€), alors

% e
(Re, [l “>L2(Q) = hm <Rek @n W>L2(Q)
= hm <‘Pna ,ek [wn]>L2(Q)
= <“ Rs_ek DLQ(Q)

d

3.3 Probléme variationnel et convergence de la méthode
PGD

On rappelle qu’on se limite aux domaines bornés de Lipschitz de la forme
Q:fllXQQX-"XQd,

ou §; =]ag, by [ est un ouvert non vide borné dans R et a = (a1,a2,--- ,aq), b = (b1,ba,- - ,bg) sont
des points donnés de R,

On considére ’équation aux dérivées fractionnaires avec des conditions aux bords homogénes

suivante
d

Z‘I SRS FRER ] = f dansQ, (3.11)
u = 0 sur 09,

olt (ex)=1,.. 4 est la base canonique de R% et 1 < s < 3, avec f est une fontion donnée dans L*().

Définition 3.13. Une fonction u € H§(QY) est dite solution faible de St

d

Z/ (Re, [ul() Re, [v](2) + R, [ul(z) R, [v] dw—/f dx, Vv e Hj().

k=1
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3.3 Probléme variationnel et convergence de la méthode PGD

La fonction d’Euler-Lagrange correspondante au Probléme (3.11f) sur H{(2) est donnée par

TiH®) — R
T S A (AT By e (612

Il est clair que les solutions faibles de sont les points critiques de la fonctionnelle J.
Lemme 3.4. La fonctionnelle J est de classe C2(H§(Q),R) et 2-elliptic, i.e.

Jde >0, Vu,ve Hy(Q) : (J'(u)—J(v), u— VY E-s(Q),Hy (@) = ¢llu— vl?,
ou

v—Z/ R, [](0) + R, ful@) R o (e da = [ fo.

Parsuite, J est strictement convezre, bornée inférieurement et coercive.

Preuve. Pour démontrer que J est de classe C2(H§(2),R), on va montrer que J admet une dérivée
d’ordre 2 au sens de Gateaux qui est continue sur H§(£2). Pour tout u, v € H5(2) et t > 0, on a

J(u+tv) = Z/[ L+ t0])? 4 (R, Ju+ t]) ] /fu—i—tv
- 22 [ R + (R ) + 2[R, 1) + (R 6]+

2t[RE, [u] RE, [v] + RE, [u] R%, [v } /fu—i—tv

= +t2/[ 0]+ R U] RE | }—t/fzw—te

Donc la dérivée de Gateaux de J existe et on a

d
"(u) 0= Re, [ul(@) R, [v](z) + R, [ul(2) R, [v](x)) d — | fo.
A J

I est facile de vérifier que J' est continue sur Hg(2). Alors J € C*(H§(f2)). De plus, on a
d 2
(J'(u) = J'(v), u=v)g=s@)mz0) = Z/Q (Re,[v = u)(@))” + (R, [v - u](2))” da
k=1
d
s 2 s 2
= 3 [ IFRe = @) @) + [FR o o = ul(e)(w) du
k:1d 2
_ 2Z/Rd il ¥ F (v — ) () ()| dw
k=1

c/ | F (v — () (w)|* duw
]Rd

AV

v

cllv— u”%{g(g)»
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CHAPITRE 3 : La PGD pour une classe de problémes aux dérivées fractionnaires

Maintenant, pour tout u, v, w € H3(2) on a

d
Pty w = 32 [ (RE 0] RE o) + R o o) R ) e [ o
d
= J'(U)'w+t2/ (Re, [W)(@) R, [w](@) + R, [v](z) R g, [w](2)) de,
i=1 7%
done ” L J(ut ) w = J(u) - w
J"(u) - (v,w) = 1;{(1)1 .

- Z/Q(Rzk[”]@RZk[ w](z) + RE o, [0](2) RE ¢, [w](x)) da.

I est clair que J” est continue. Parsuite J € C2(H§(2),R).
On déduit alors que J est strictement convexe, bornée inférieurement et coercive. O

En appliquant les méthodes directes dans le calcul des variations, on peut déduire que le probléme
de minimisation

inf J 3.13
oo (v) (3.13)

admet une solution unique.

Lemme 3.5. Pour toute famille up : Qp — R, 1 < k < d, des fonctions mesurables telle que

d
QR up #0, on a
k=1

d
Q) ur € Hj(Q) < wp € H (), VE=1,---d.

Preuve. Soit u, € H§(Q4), 1 < k < d, une famille donnée des fonctions mesurables. Il est clair que
d d

Qukl,q =0 et Qui € L?(Q). De plus, en prolongeant uy, par zéro en dehors de Q, 1 < k < d,

k=1 k=1

on obtient
2s d 2 _ 25| &
LiE s mors = [ e |8, 7o
< o [ (6 TTIF@ @R dé - dea
R 5 k=1
= c12< /R 68251 F (ure) (€0) |7 € % / | (us) (&) \%)

< —+00.

i=1,1#£k

d
Alors, @ui € Hj(Q).
k=1
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3.3 Probléme variationnel et convergence de la méthode PGD

d
Réciproquement, soit (uy)1<k<q une famille donnée de fonctions mesurables telle que @ u, € Hj(Q2)
k=1
d
et @ uy # 0. Il est facile de vérifier que uk]mk =0, pour tout k € {1,--- ,d}. De plus, puisque
k=1

d d
0 < || u = ] lullzz(e,) < +o0
k=1 L2(Q) k=1
alors up € L%(Q4), pour tout k € {1,---,d}. D’autre part, en prolongeant encore une fois uy, par

zéro en dehors de €, 1 < k < d, on obtient

d d
d
/ €121 F( @ w) ()P dE = 62/ O 1) TT 1F ) (&) dé -+ déq
Rd k=1 Rd 1 Pt}
d d
= o [laPrmerax T [ 1FwePas)
k=1 \/R i=1,ik R
d
> o [laPIF)@Pdox [T Ty, Yhe (L)
R i=1,i#k
d
le fait que 0 < H “UkH%Q(Qk)<+OO nous permet de conclure. O
i=1,ik

d
Proposition 3.4. M; <a ®H§’(Qk)) est faiblement fermé dans H§(2).
k=1

d
Preuve. Soit (z,), une suite dans M, <a QR Hj (Qk)) qui converge vers z faiblement dans Hj(€2).
k=1

D’une part, il est clair que
d d
M1<a ®H§(Qk)) c My ( ®L2(Qk)>
k=1 k=1

d
D’autre part, on sait que M1 (o @ L?(2)) est faiblement fermé dans L?(€2) (voir Chapitre Lemme
k=1

k=1

d
D’ou, d’aprés Lemme z € (Q®H§(Qk)> O
k=1

Comme une conséquence de cette proposition, on a le corollaire suivant

d d
, ce qui implique que z € M1(a®L2(Qk)), alors z = ® 2, avec 2, € L?(), k =1,---d.
k=1

Corollaire 3.1. Le probléme de minimisation

inf J(u+v) (3.14)

d

veMl(ak§1Hg(Qk))

admet au moins une solution pour tout u € H§(SY) fizé.
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CHAPITRE 3 : La PGD pour une classe de problémes aux dérivées fractionnaires

3.3.1 PGD et sa convergence

Lemme 3.6. Siu € H{(Q) satisfait
d
Jw) < J(u+z), YzeM (a®H§(Qk)>
k=1

alors u est l'unique solution faible de .

d

Preuve. Soit z € M, (a ®H§(Qk)> et la fonction g : R — R définie par g(t) = J(u+tz). Il est
k=1

clair que la fonction g est différentiable sur R et atteint son minimum global en 0. En conséquence,

d
g'(0) = J'(u) - (2) = 0 et la linéarité de J'(u) implique que J'(u) = 0 sur o Q) H(£2). Finalement
k=1
d
la densité de , @ Hj(Q) dans Hi(2) permet de conclure. O
k=1

On va considérer la méthode PGD en adoptant la stratégie (¢) afin de construire progressivement
une approximation de la solution du Probléme (3.11)) :
( (¢) Initialisation : ug := 0 dans H§(2).

(1) Direction de descente : z, := arg min J(Um—1+2),Vm>1:

2EM, (a éHg(Qk)>
k=1

[ (423) Mise a jour : up, = Um—1 + 2m, ¥Ym > 1.

On note que la PGD progressive (¢) est la méthode la plus utilisée grace a sa simplicité dans
I'implémentation.

On démontre dans la suite que toute suite PGD de type (M) est convergente dans H(€2).

d
Théoréme 3.2. La suite (Um)men C o Q HS (L), définie par (M), converge faiblement dans Hj ()
k=1
vers l'unique solution faible de .

Preuve. Soit (um)men C HF(Q2) une suite PGD définie par (M). Il est clair que la suite réelle
(J(um))men est décroissante, bornée inférieurement et par conséquence convergente dans R, on
note ¢ sa limite. La coercivité de J implique que (uy,)men est bornée dans H{(€2).

Afin de montrer que (uy,)m, converge faiblement dans H{(2), on montre que (), admet une
unique valeur d’adhérence par rapport a la topologie faible de H{(€2).

Soit u € H{(€2) une valeur d’adhérence de (uy,)n, par rapport a la topologie faible de H(2) et
(U, )n, une sous-suite de (U, ), convergeant faiblement vers u.

Comme u,,, — u dans H{() alors u,y,, +2z — u+z, pour tout z € Hj(€2). Par conséquence, on aura
k| F (U, + 2) — [&|*F(u + 2) dans L*(Q), pour tout z € H§(Q) et k € {1, 2, -+ ,d}. D’autre
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3.3 Probléme variationnel et convergence de la méthode PGD

part, si les prolongements de u et u,, par zéro en dehors de €2 conservent les mémes notations u et
Uy, alors on aura

1€k 1°F (m,, = w)lI2(q)

1€k 1°F (tn,, + 2) — 1€ F (w4 2) 172
1€k]° F (wm,, + 212y + €I F (u + 2) 720 —
2 (|&k " F (um, + 2)» &kI°F (u + 2)) 120

en utilisant le fait que |[€x|5F (um,, + 2) — [€x|*F(u + 2) dans L?(£2), on obtient

1€kl F (um,, — w72y = 1" F (um,, + 2)72(q) = €I F(u + 2)[[ 720y + 0n(D), (3.15)

et par conséquence,

IR, [m, = ulllZ2gay = RS, [tm, + 222 (gay = IRE, [+ 2]l|72gay + 0n(1). (3.16)
De la méme maniére, on obtient
IR o ey, — 12 gty = IR [ty + 22 gy — IR oy [+ 2|22 gay +0n(D).  (317)

On déduit alors la décomposition suivante

I (U, —u) = J(tUm, +2) — J(u+ z) + o,(1), Vz € Hj(Q). (3.18)
D’autre part,
d
I (Umpir) < J(Umps1) < J(um, +2), Yz E M <a®H§(Qk)) (3.19)
k=1

Finalement, on obtient

J (U —u)+J(w) = J(Um,. ) +0n(l), en mettant z =0 dans (3.18))

d
< J(um, +2) +on(l), V2 € My <G®H8(Qk)>, d’apres (3.19
k=1

— Jtm, — )+ T+ 2) +on(1), by BI).

En utilisant le fait que J(um,, ., —u) et J(ty,, —u) ont la méme limite £ — J(u) quand n — 400,
on obtient

d
Ju) < J(u+z), Yze M <G®H§(Qk)>.

k=1
Le lemma implique que u est 'unique solution de (3.11f). D’ou, la suite (ty,)men admet une
unique valeur d’adhérence par rapport a la topologie faible de H{(2), et parsuite elle converge
faiblement vers 'unique solution du Probléme (3.11]). U

Corollaire 3.2. Avec les mémes conditions du Théoréeme[3.9, on a

lim J'(upm)-2=0, Vze H;Q).

m——+00

Preuve. 1l suffit d’écrire 'expression de J'(u,,) - z et utiliser la convergence faible de (up,)m vers

I'unique solution de (3.11])). O
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CHAPITRE 3 : La PGD pour une classe de problémes aux dérivées fractionnaires

On donne maintenant quelques lemmes techniques afin de démontrer la convergence forte de la
suite PGD donnée par le schéma (M).

Lemme 3.7. La suite des directions de descente successives zy, définie par (M) associée a la suite
PGD (up,)m satisfait

+oo
D lzl? < oo,
k=1
En particulier, lm zp, =0 dans H{(2).
m—r+00

Preuve. Remarquons d’abord que
J () + 2 = 0, ¥Ym € N. (3.20)

En effet, pour tout t € R, on a J(um +t 2m) = J(um—1 + (L +t)zm) > J(um), ce qui nous permet
de conclure.
Maintenant, on introduit la partie quadratique de J défine sur H§(2) par

J(u) == J(u) — J'(0) - u.
Alors, B
J(u) - w=Ju) w+J(0)- w,
x H§(2) par @ (u,w) — J'(u) - w est bilinéaire et symétrique. Donc

um) “Umpm—1 by "

ot la forme définie sur H{(2)
(

= J'(um) tm-1+ J(0) - upm—1
(
(

J (Um) - U, !

<

N

=N

e

m—l) “Um—1 + J/(O) “Um—1 + f(zm) cUm—1

! um—l) “Um—1 + f(um—l) *Zm

|
<

m—1
= Zj(u]).zﬂ_l, caruozoand T(O):O
j=1

<

<

= Z J'(z) - zj, d’apreés la bilinéarité de (u, w) — J'(u) - w

Alors, on obtient

m
T ()t = =T (0) -t — Y T (2) - 24 (3.21)
k—
Puisque J'(z1,) - 2 > ¢1 ||z1]|2, pour tout k et J' () - tm < ¢2 ||um]|2, pour tout m, on déduit que

m
D Nzl < +oo,
k=1
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3.3 Probléme variationnel et convergence de la méthode PGD

en particulier, l_1>r£ |zm|l = 0. O
m oo

Lemme 3.8. Soit (um)men une suite PGD associée au Probléme , alors il existe C' > 0 tel
que
[T (tm-1) - 2| < Cllzmll[|2]],

pour tout z € My <a
(M).

d
Hg(Q@) , 0l 2, est la direction de descente a litération m > 1, définie par
k=1

Preuve. D’abord, on remarque que J' : H§(2) — H *(2) est Lipschitzienne. D’autre part, la
convexité de J entraine que
J (-1 + 2) - (2 — 2) < J(Um—1+ 2m) — J (Um—1 + 2) <0,

donc
J (-1 +2) - 2m < T (Um—1 + 2) - 2. (3.22)

—J (um-1)-z = (J(um-1+2)—J (um-1)) 2= J (um-1+2) -2
< COlz||* = J'(um—1 +2) - 2, car J Lipschitzienne
< Cllzl® = J'(um-1+2) - 2, (dapres (3.22))
= CHzH2 — (J’(um_1 +2) — J (um—1 + zm)) - Zm,
< O (Il + 12 = zmll 2mll)
< O (112 + Nzl zmll + lzml?) -

D’ou, en remplagant z par + z H|277H dans la derniére inégalité, on obtient
z
| T (um—1) - 2| < 3C||2ml| [I2]]- O

Lemme 3.9. Avec les mémes notations du Théoréemel3.3, on a

lim  J (wp) - tum =0
m—+00

et la suite (U )m donnée par le schéma (M) converge vers la solution de (3.11)).

Preuve. En utilisnt (3.21)), on obtient
m ~
J (um) - um = —J(0) -y, — Z J (2x) - 2k
k=1

+o0o
Puisque Z J'(2p) 2p < +ooet lim J'(0)-uy = J'(0)-4, ot U est la limite faible de (um,)men (et

m——+00
k=1

en méme temps 'unique solution de (3.11]) d’apres Théoréme, alors la suite réelle (J'(um) - Um),,
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CHAPITRE 3 : La PGD pour une classe de problémes aux dérivées fractionnaires

est convergente. D’autre part, on a

m

T (um) - um| < Z T (um) - 2|
k=1
m
< 3 Jemalllal <Lemme
k=1
m 1/2
< C(m |\zm+1||2)1/2 (Z szH?) (inégalité de Holder)
k=1
/ +o00 1/2
1/2
< O((m+1) zmeal?) <Z||Zk||2>
k=1
+oo
Finalement, comme ZHZkH2 < +oo alors il existe une sous-suite (2, ), de (zm)m telle que
k=1

lim my, || 2m, ||* = 0. Parsuite
k—+o0

mLHJIrloo J’(um) Htm = kgrfoo J’(umk) “ Uy, = 0.
En appliquant le fait que
U — u dans W,

J (um) -t — 0 quand m — 400,
et les formules de décomposition et , on déduit que
J (U — 1) - (U —u) =0 quand m — +oo0.
Par conséquence,
J0) « (tm — w) + J (tm — ) - (m —u) — 0 quand m — +oo.

ce qui termine la preuve. Il

3.4 Calcul des modes PGD

On se limite dans cette section au cas d = 2. On désigne par x et y la premiére et la deuxiéme
variable (resp.). Notre probléme sera alors

2
> (RERE, +RER )] = f dans Q,
k=1

(3.23)
u = 0 sur 09,

avec les mémes conditions de la section précédente. La solution sera cherchée sous la forme suivante

[e.e]
=Y Xp® Y,

m=1
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3.4 Calcul des modes PGD

ou les X,, et Y,, dépendend uniquement de la variable z et y respectivement.

Supposons qu’a 'ordre m — 1, 4,1 est connu. Afin de chercher u,, := wm_1 + zm o0 2z, est la
solution du probléme de minimisation suivant

£ T(y, 3.24
zélhl (Um—1 + 2), (3.24)

on considére Papplication J,, : Hi (1) x H}(Q2) — R définie par
In(X,Y) = J(tm_1 + X @ Y).

alors le probleme (3.24)) est équivalent au probléme de minimisation

inf Jm(X,Y),
(X,Y)€HG (0n)x Hg (2)
0Jm o o
XY 0
~ -~ (9X( )
Donc si (X,Y) est une solution de (3.24) alors on a :
0JIm o o
Y.YV)=
Sy ¥ Y)=0.
Cherchons alors la dérivée de Jp, : Soit p € H§(21), et t > 0 on a

In(X +to,Y)=Ju+ (X +1tp)®Y)

|
S~
[y
<
&
=

= Jn(X,Y) +€(t?) —t /Qf (p®Y)+

tZ/Q[Rik[um_lJrX@Y]-RS (R Y]+ R, [um1+ X Y] - R: [@@Y]}

—ey

Alors
aJXY —2 Ry X®Y]-RE Y]+ R? X®Y]-R? Y
ax XY e = ) | Rl + X@ Y] R [p@ Y]+ R, [un1 + X @] R [p 0 Y]
—/f(cp@Y).
Q
Or

/ [Rf;l [Um—1+ X QY] RS [pRY]
Q

[ ¥ [ Refonl R (el dedy + [ v2ay [ R XIRS [ do
Qg N Q 931

= / Y [ R R [um—1]-pdxdy —i—/ Y2dy [ R RE X pda
QQ 91 Q2 Q1
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CHAPITRE 3 : La PGD pour une classe de problémes aux dérivées fractionnaires

et
/ |:Rs_e1 [um—l +X® Y] : Rs—el [90 ® Y]
Q
:/ Y R o [um—1] - R% ¢ ] da dy+/ Y?dy R [ XIRE o, [¢] dx
QQ Ql QQ Ql
= / Y [ ReREe [um-1]-pdz dy+/ y? dy/ Re,Re, [X] - pdx
Qo 951 Qo Q1
De méme,
/Q {R ot + X © Y] R, [p© Y]
2
_ / o [ R [um iR, Y] dy du + / [R [Y]] dy [ Xpda
91 QQ Q2 Q1
et

[ [Refunr + X0 Y] RE [0 V]
Q

2
= / o | Rig[um-1]R%,[Y]dydx +/ [Rs_eQ [Y]} dy | Xedx
951 Q2 Q2 951
D’ou, si ()/(\' ,f/) est une solution de 1} alors X est une solution faible du probléme aux bords
suivant
17 0 | R R X1+ R REX]) 4 | [ REITE 4R, [Py X =
2

~

_ / [RR + RR] 1] -V dy — / [RR L RSRS ] (1] - ¥ dy
QQ Q2

+ fi; dy
Qo

(3.25)
De méme on peut démontrer que Y est une solution faible du probléme aux limites suivant
IR ) | R&RE 1]+ RE RG] 4 | [ RE[RE 4 R, (%7 d] v =
1

~

_/ [RZQRS_eQ—l—RS_eQRSeQ] [um_l].)?dx—/ [Rs_elel —i—RZle_el][um_l] - X dz
Ql Q1

+ f)? dx
1971

(3.26)
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3.4 Calcul des modes PGD

On peut alors suivre une stratégie des directions alternées afin de résoudre le probléme non linéaire

{(B.29), (3.26)}.
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Chapitre 4

La méthode PGD dans le cadre des
espaces des fonctions a variation bornée
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CHAPITRE 4 : La méthode PGD dans le cadre des espaces des fonctions a variation bornée

4.1 Introduction

Les fonctions & variation bornée BV, introduites en 1881 par Camille Jordan, occupe une place
assez importante dans le calcul des variations. Dés leur introduction, ces fonctions étaient un outil
puissant pour résoudre certains problémes mathématiques et étudier de nombreux phénomeénes tel
que la segmentation en traitement d’images, les fractures, les transitions de phases, les problémes
de discontinuités libres tel que la théorie des cristaux liquides, le probléme des surfaces minimales...

On vise alors dans ce chapitre a étudier 'existence et la convergence des suites PGD dans le cadre
des espaces des fonctions & variation bornée BV, en profitant de la structure tensorielle par rapport
a la topologie faible étoile de ce type d’espaces.

4.2 Rappels généraux

N

Avant de rappeler les définitions et propriétés basiques des espaces des fonctions & variation
bornée, on rappelle d’abord quelques notions et propriétés de la théorie des mesures |6l [15].

4.2.1 Rappels sur la théorie des mesures
Définition 4.1. Soit X un ensemble non vide et A C P(X).

1. On dit que A est une algébre ssi

o [’ensemble vide & € A,
e pour tout E1, Eo € A on a Ey|JE2 € A et X\E; € A.

2. A est dite une c—algébre si elle est stable par union dénombrable.

Si (X,7) est un espace topologique, on note B(X) la tribue borélienne sur X : la plus petite
o—algébre contenant les ouverts de X.

Soit maintenant un ensemble X non vide et A une o—algébre sur X.
Définition 4.2. Soit y: A — [0,+00]. On dit que p est une mesure positive ssi

o u(2) =0,
e 1 est o— additive, c.a.d pour toute suite (Eyp)pen d’éléments de A deuz a deuz disjoints on a
o [e.@]
N( U En> = ZN(En)
n=0 n=0
p est dite bornée si pu(X) < 00.
Définition 4.3. Soit m > 1. On dit que p : A — R™ est une mesure ssi

d /’L(Q) = Ogrm,
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4.2 Rappels généraux

e pour toute suite (Ey)pen d’éléments de A deux a deuz disjoints on a
oo [e.e]
H< LJ-E%> :ZZE:U(E%)
n=0 n=0

Sim =1 alors p est une mesure réelle ou signée et si m > 1 alors p est dite mesure vectorielle.
On définit la variation totale d’une mesure vectorielle 4 comme suit
oo oo
|u|(E) = sup {Z |W(Ey)];  tel que E, € A sont 2 & 2 disjoints, £ = U En}
n=0 n=0
La variation totale |u| d’une mesure p est & son tour une mesure bornée.

Définition 4.4. Une mesure sur R™ est dite de Radon si elle est finie sur chaque compact K dans
R™. L’espace des mesures bornées, réelles ou vectorielles, de Radon sur Q est noté M(Q).

On dit qu’une suite de mesures (y)neny C M(Q) converge faiblement vers p € M(2) et on note
Ly, — p ssi

/cpdun — | edu, Yo e Ch(Q,R),
9] n—o0 [¢)

ou Cp(2,R) est la fermeture, pour la norme sup, de 'espace des fonctions continues et a support
compact dans €.

Définition 4.5. Soit u une mesure positive. On dit que E C X est p—négligeable ssi il existe F € A
tel que E C F et u(F)=0.

Dans la suite on va supposer que X = R, d est un entier > 1 et A = B(RY).

Définition 4.6. Soit u une mesure positive sur R? et v une mesure vectorielle sur R%. On dit que
v est absolument continue par rapport a p (v < ) ssi

w(E)=0= |v|(E) =0.

Si et v sont deux mesures positives alors elles sont dites mutuellement singulieres (u L v) s’
existe E C R? tel que
d
H(RN\E) = v(E) = 0.

Si p et v sont réelles ou vectorielles alors elles sont dites mutuellement singuliéres ssi |u| et |v] le
sont.

Théoréme 4.1 (Décomposition de Lebesgue). Soit i une mesure positive bornée sur (R4, B(R?))
et v une mesure vectorielle sur (Rd, B(Rd)). Alors il existe deur mesures uniques Vg et vs telles que

V="Vge+Vs, O0UVge Ll €t vs L p.

Vqe €t Vg seront la partie absolument continue et la partie singuliére de v respectivement. De plus,
il existe un unique h € L*(R%, u), qui est connu sous le nom "dérivée de Radon-Nikodym", tel que

Vae(A) = /A hdp YA e BRY).
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CHAPITRE 4 : La méthode PGD dans le cadre des espaces des fonctions a variation bornée

Définition 4.7. (Mesure de Hausdorff) La k-dimensionnelle mesure de Hausdorff sur R? est définie
par

HF(A) = %ii% HE(A)  pour tout A C R,

telle que pour tout § > 0
. > diam C; \ *
HE(A) = inf ;wk <2 J) ,
j:

ot wy, est le volume de la boule unité dans RF et Uinfimum est considéré sur tous les ensembles

dénombrables Cy,Cy, -+ de R? tels que diam C; < § et AC | C.
j=1

Théoréme 4.2. (Cas ou k=d) On a
HUA) = LYA),  pour tout A C RY

ot L est la mesure de Lebesque d-dimensionnelle sur RY,

4.2.2 Fonctions a variation bornée dans R

Soit u une fonction définie sur un interval |a, b[C R.

Définition 4.8. La variation totale de u est définie par

No
VT'(u) = SUPZ Ju(ziy1) — u(zs)l,
7 =0

ot le supremum est considéré sur l’ensemble des subdivisions o = {xg,x1, -+ ,xN,} de |a,b], telle
quea=x0 <z <---<zxN, =b.

Si u est différentiable et sa dérivée est intégrable au sens de Riemann alors

b
VIG) = [ 17| s

Définition 4.9. La fonction u est dite a variation bornée ssi sa variation totale VT (u) est finie.
L’ensemble des fonctions a variation bornée sur |a,b| est noté BV (]a,b[).

Lemme 4.1. Une fonction u définie sur un interval C R est a variation bornée ssi elle est la
différence de deux fonctions croissantes.

Lemme 4.2. L’ensemble de points de discontinuité d’une fonction a wvariation bornée dans un
intervalle réel est au plus dénombrable.
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4.2.3 Fonctions a variation bornée dans R?

Soit € un ouvert borné de R?. On désigne par (C{ (Q))d I’ensemble des fonctions continues a
valeurs dans R? et & support compact inclus dans 2. Alors pour tout ¢ := (1, ,¢q) € (CJ (Q))d,
on définit la norme ||¢||s par

d
lplloo == sup | Y @?(x).
ze \ ;]
Définition 4.10. On définit BV (Q2), 'ensemble des fonctions & variation bornée dans 2 par

BV(Q) = {u € LY(Q) tel que VT (u) < +OO},
avec
VTG =sup{ [ wdin(e)dss o = (or.eo- oa) € CHOY, Il < 1},
ot C}(Q)4 I’ensemble des fonctions de classe C*(Q)? et a support compact inclus dans Q.
Une définition équivalente de 'espace BV (2) est la suivante

Définition 4.11. L’espace BV (S)) est défini comme étant l'ensemble des fonctions L'(Q) telles
que la dérivée au sens des distributions est représentée par une mesure de Radon finie Du =
(Diu,--- ,Dgu) dans Q. c.a.d

o Ox; Q

Pour tout u € BV (Q), la variation totale de la mesure Du notée |Du|(f2) est égale & VT'(u).

La variation totale |Du|(€2) est une semi-norme de BV (2). En effet, on a clairement pour tout
u,v € BV(Q) et « € R

L [D(u+0)[(2) < [Du|(Q) + [ Dv[(2),
2. |D(au)| = |af[Du|(€).

Nous pourrions utiliser pour la semi-norme la notation suivante
v = [ 1Dul
Q

L’espace <BV(Q), Il - HBV(Q)) est un espace de Banach avec

lullBv) = llullLi@) + lulsv(e), v e BV(Q).

Exemple 4.1. Pour tout u € WH1(Q), la dérivée au sens des distributions Du existe et appartient
a LY(Q). Donc pour tout ¢ € CH(Q,R?) tel que |||l < 1, on a

/udiv(g&)dazz—/Du-«pdwﬁ/|Du|<<>o.
Q Q Q
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Donc

whl(Q) c BV(Q).

Comme 2 est borné alors

Wl?(Q) c BV(Q), V1 <p<oo.

De plus, siu € WHP(Q), 1 < p < oo, alors on a

/|Du|:/ |Vu| dz,
Q Q

ou Vu désigne le gradient généralisé de u.

Exemple 4.2. Un exemple important a considérer est le cas ou u = x4, la fonction caractéristique
d’un sous ensemble A de R%. Dans ce cas,

/ |Du|=sup{ [ din(e)dzs g e chiay" ||90||oo§1},
0 A

est appelé le périmetre de A par rapport a Q et est noté Perq(A). Si de plus OA est suffisamment
régulier alors on peut démontrer que cette définition correspond a la notation du périmétre (d = 2)
ou d’aire (d = 3) classique.

On résume maintenant les propriétés principales de BV (£2). On suppose que le bord de € est
suffisamment régulier.

1. Semi-continuité inférieure :
Soit (un)nen C BV () telle que u, — u dans L}(Q2). Alors u € BV (Q) et
n—o0

/|Du Sliminf/ | Dy |
Q n—oo Q

2. Trace :
L’opérateur trace
tr: BV(Q) — LY(0Q,HIY)
u — ulpn

est linéaire continue pour la topologie forte de BV (). Ici, H?~! est la mesure (d—1)—dimensionnelle
de Hausdorff.

3. Topologie faible—x sur BV (Q) :
Classiquement, on travaille avec la topologie faible—x des espaces BV, car la topologie forte
ne posséde pas de bonnes propriétés de compacité.
On dit que’une suite (uy,)nen converge vers u pour la topologie faible—x et on note :

Uy, = u

ssi
u, — udans L'(Q) et Du, — Du dans M(Q).

n—o0
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4. Compacité :
Toute suite bornée (uy)nen C BV (Q) est relativement compacte dans LP(€)) pour tout 1 <
p< 4= 1,d22, c.a.d

d
I(un, Jren telle que u,, — wdans LP(2) V1 <p< PR d>2.

n—o0

De plus, il existe une sous-suite de (up)nen qui converge dans BV () pour sa topologie
faible—x. .
L’espace BV (2) s’injecte d'une facon continue dans L*(€2) si d = 1 et dans L1 (§2) si d > 2.

5. Décomposition :
Siu € BV(Q) alors on peut montrer que Du peut étre décomposé en une somme d’une mesure
réguliére et d’'une mesure singuliére

Du = Vudz + Dsu

ott Vu € LY(Q) est la dérivée de Radon-Nikodym par rapport & la mesure de lebesgue et Dgu L
dz. Dans [6], Ambrossio a démontré que la partie singuliére de Du peut étre décomposée en
une partie de "saut" 7, et une partie de "Cantor" . On introduit alors la notion de la
limite supérieure approchée et la limite inférieure approchée afin de définir les deux parties
de Dgsu. Pour tout x € €2, on définit

— B
u"(x) = inf {t € R; lim do({u > t}dﬂ (z,7)) = 0},
r—0 r

= (z) = inf {t €. ll_ff(l) dz({u <t} N B(z,71)) _ 0}’

rd

oit B(z,r) désigne la boule de centre x et rayon r dans R?.

On dit que x € © est un point de Lebesgue ssi

P—%]Bl‘r\/gw —uly)ldy = 0.

En ces points, la fonction est approximativement continue (u(z) = u™(z) = u™(z)). Notons
que si u € L*(Q) alors presque tout les points de 2 sont des points de Lebesgue.

Pour les autres points, on définit I’ensemble de saut S, comme étant le complémentaire
de I’ensemble des points de Lebesgue pour la mesure de Hausdorff H%~!

Sy = {x €Q; ut(x) > u_(x)}.

S, est rectifiable et une normale n, () peut étre définie H¥!—p.p 2 € Q. Donc D,, se réécrit
de la fagon suivante

Du = Vudzx + (ut — u_)nu’Hfl*l + Cl.

Ici, Jy = (ut —u )nuHij ! est la partie de saut et C,, est la partie cantor de D,u, ot Cy, est
diffuse, i.e. Cy{z} =0 et C L dv. D'ott la variation totale de Du sera

|Du\(Q):/ |Du|:/ \Vu|d:z+/ |u+—u|de1+/ 1Cll.
Q Q Su O\Sy,

81



CHAPITRE 4 : La méthode PGD dans le cadre des espaces des fonctions a variation bornée

6. Décomposition de Lebesgue et fonctions convexes :
Soit @ : R — R une fonction paire, croissante, convexe et linéaire a 'infini et soit & la
fonction de récession de ¢ définie par

®°(z) := lim CI)(SZ).

§—00 S

Pour tout u € BV (Q2), on a

/Q<I>(\Du|)((2):/Q<I>(|Vu)(x)d:1:—|—<1>°°(1) / u+—u—|de—1+<1><><>(1)/Q Ol

\Su

Il est facile de remarquer qu’on retrouve la variation totale de u dans le cas ou ®(s) := s. Le
résultat le plus important dans ce cadre est que la fonctionnelle : w — [ ®(|Dul) est s.c.i
Q

pour la topologie faible—x de BV (2).

4.3 Structure tensorielle des espaces BV

On se limite dans cette section aux domaines de R de frontiére lipschitzienne ayant la forme
suivante

Q:=0Q; x -+ x Qy,
ou , est un ouvert borné de R™ pour tout k € {1,---,d} avec an =N

Lemme 4.3. Soit ug une fonction mesurable sur Qy pour tout k =1,--- ,d. Alors,

d
® ug € BV(Q2)  ssi up € BV (Q) pour tout k € {1,--- ,d}.

k=1
Preuve. Soit u; € BV () pour tout k =1,--- ,d. On distingue alors deux cas :
e Cas1:ilexiste k € {1,---,d} tel que up = 0, dans ce cas la proposition est évidement vraie.

o Cas 2 : ug # 0 pour tout k € {1,--- ,d} :

d
Il est facile de vérifier que ® ug, € L'(2) en utilisant le Théoréme de Fubini. Soit maintenant g €
k=1

CL(Q,RY) avec g = (g1, , ga) et ||glloo < 1. Sion désigne par wy := QX+ - X Qg1 XYy X+ - xQy
et dwy, :=dx; - - - dxg_1dxK41 - - - dzg, On aura alors

d
‘/ ®ukdlv Z
Qk k=

h(zr) ::/ ( & u> () .
iZk
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4.3 Structure tensorielle des espaces BV

avec

d
|hi(zr)] < H luillL1(q,), pour tout k=1, d.
ik
En utilisant le Théoréme de dérivation sous le signe intégral, on peut vérifier que hy, € C}(Q, R)
pour tout £ =1,--- ,d. De plus, on a

p 1
[Ti=1 llwill 21y
i#£k

<1, V€ Q.

Alors, pour tout k, on a

d /
hi (o
‘ | wworidn) = Tl = | mxk)‘( LG )dxk
O, i1 Qy, [Ti=1 lwill 21 o)
ik itk
d
< Tl - / |Dug| < +o0.
i=1 Q,
ik

/|D ®uk\<+oo

d
Réciproquement, si 0 # ® uy € BV () alors pour tout i = 1,--- ,d, u; € BV (€;). En effet,
k=1

d d
/‘D( ® up)| = sup / ® ug div(yp) dx
Q k=1 @EC&(Q,Rd) Q k=1
llelloo<1

WV,
W@&

sup /®ukdlv( -+, 0, gok,(), ,O)dw
k=1
©=(0, 0®90k77 ,0) “
<Pk€C (Qm )

|&,ell o<

v

sup |:/ ul(xl (Pz 551 dl’l H/ Uk: -Tk: Pk 5Uk) dwk:|

orECE(Q,R)
lorlloo<1 k;éz

d
= sup /Q wi(w:)pi(xi) dwi- [ sup /Q ug () pr(y) dzy,
) i ) Qe

0 €CH (4R k=1 0rECH(Qr,R
lillo<1 k#i  leklleo<1

d

- / Dl - T el -
Q; k=1
ki
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d
Si ®@up € BV(Q) = 0 alors il existe & € {1,---,d} tel que uxy = 0, alors u;, € BV (). De
k=1

plus, on peut trouver une infinité des représentants de u; qui appartiennent a BV (£2;) pour tout
ie{l,---,d},i#k. a

Dans ce qui suit, on montre que I'espace BV (€2) n’admet pas une structure tensorielle par rapport
a sa topologie forte. En d’autres termes, on va démontrer la proposition suivante

d
Proposition 4.1. L’espace tensoriel algébrique , Q BV () n'est pas en général dense dans BV (Q)
k=1
par rapport a sa topologie forte.

Preuve. On rappelle ici la preuve de Schmidt [88], qui se limite & la dimension 2 et montre qu’il
d
existe une fonction dans BV (§2) qui ne peut pas étre approchée par des fonctions de , & BV ()
k=1

au sens forte de BV (Q).
Soit Q1 = Qy :=]0,1[ et A := {(z,y) € % x Q2/z > y}. Si on considére la fonction caractéristique
KA, On a

/ Dral = V2,
(9]

()

alors k4 € BV(2), pourtant x ¢ BV(Ql)a®BV(Qg)BV . En effet, soit

h=Y X;®Y; € BV(2)a (X) BV (),
=1

pour tout ¢ = 1,--- ,n, les X;, Y; admettent des ensembles de discontinuité au plus dénombrable
dans ]0, 1] (comme étant des fonctions & variations bornées en dimension 1). Alors ’ensemble de
discontinuités de h est inclus dans 'union au plus dénombrable des droites paralléles a 'axe des x
et I'axe des y. D’ou

/ D(sa — 1) > V3,
Q

et parsuite h ne peut pas étre proche de x dans BV (Q2). O

Maintenant on va introduire quelques outils afin de donner un contre-exemple en dimension d.
Pour cela, on suppose dans cette partie que 2; est un ouvert borné de R pour tout £k =1,---d et
(e1,e2, -+ ,eg) est la base canonique de RY.

On définit 'ensemble SI et espace TBV () comme suit

ST .= {ac €S,/ Fie{l,-- d}: v (x) :j:ei},

y BV ()
TBV(Q) := o X)BV ()

k=1

ou v, (x) est le vecteur normal a S, au point z
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4.3 Structure tensorielle des espaces BV

d
Lemme 4.4. Siu € ,&@ BV () alors S, = SE.
k=1

d .
Preuve. Soit u € , Q BV (). Alors 3m € N* et (u},)1<i<m C BV () pour tout k = 1,--- ,d
k=1

tels que
m . .
i=1
Or pour tout k =1,--- ,d, il existe f,i, g}'c définis et monotones sur €2 telles que

u}czf,i—f,i Vi=1,---,m.

u}c admet au plus un nombre dénombrable de discontinuités dans 25 implique que u admet au plus
un nombre dénombrable de discontinuités dans 2 avec

v (z) € {te1, -, *eq},

pour tous les points de S,. Dot € SI pour tout = € S, et parsuite S, = S U

Théoréme 4.3. Soit u € BV (Q) et v e TBV(Q) alors

/\D(u—v)] 2/ lut — u”|dHIL
0 Su\ST

d
Preuve. Pour tout v € TBV (), il existe (vn)nen C o @ BV (Q) telle que
k=1

v, — v dans BV (Q).

n—o0

Il est clair que S,\S! C S,_,,, alors

U — v u—vp)T — (u—wvy)” d—1
AL n>>/Su\$g|< W) = (= o) |

+

Puisque v, est continue sur S,\S. alors (u—v,)* — (u—v,)” =uT —u~ pour tout =z € S,\SL.

D’ou
/ ID(u— )] > / ot — R,
Q Su\ST

u

/]D(u—v)|2/ lut —u” | dHE
Q Su\ST

et parsuite

Corollaire 4.1. [ existe une suite (uy)neny C BV () telle que

inf |D(u, —v)| — 4o0.
veETBV n—00

En particulier, BV () n’admet pas une structure tensorielle.
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CHAPITRE 4 : La méthode PGD dans le cadre des espaces des fonctions a variation bornée

Preuve. Soit Q; =]0,7[, Q4 =] — 2,2[ et pour tout i € {2,--- ,d — 1}, supposons que §; =|a;, b;|
tel que a;, b; € R avec b; > a;. Posons
Up @ U X X Qy — R
B [ 1 sixzg>sin(nz),
T=(@,2a) > un(r) = { 0 sinon.

On a pour tout v € TBV (Q),
d—1
/ |D(un —v)| >2n x H(b’ —a;) — +oo quand n — +oo.
@ i=1

d

On a déja montré que BV () n’est pas un espace de Banach tensoriel pour la topolgie induite
de la norme. Cependant on peut montrer que BV () admet une structure tensorielle par rapport
a sa topologie faible—x.

d
Proposition 4.2. , @ WH1(Qy.) est dense dans WHL(Q) par rapport a la topolgie forte de W1 (€).
k=1

Preuve. Soit u € W1(Q). Il existe un opérateur d’extension P : W11 (Q) — WHL(RYN), tel que
Pu=u ppx€Q, |[Pullyrigyy < clullwrig).

Or on sait que
1,1 N
WhLRY) = D(RN)W ® ),

alors il existe une suite (,)neny C D(RY) telle que

¢on — Pu  dans WHH(RY),

n—oo

D’autre part, on a
y D(RY)
«QD(R) =D(R"),
k=1
d
alors pour tout n € N*, il existe une suite (¢ )men C o @ D(R) telle que
k=1

©™ — ¢, dans D(RY).

m—o0
Soit maintenant n € N* alors
INi(n) €N tel que Vp > Ni(n), [[¢p — Pullwiigyy < 1/27+

En particulier,
H‘PNl(n) - PuHWLl(RN) < 1/2"“.
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4.3 Structure tensorielle des espaces BV

De plus,
INz(n) € N tel que Vm > Na(n), ([0, m) — Pnm)llpey) < 1/2mH,

Soit vy, := cp]NVfEZ;, on a

lvn = Pullpria@myy < [lvn — ony ) lwia@yy + [lon () — Pullwraws)

< cllvn — oo o) + llenm — Pullwise, (rr-HW1,1<RN>Sc\-HD(M)

< max(l,¢)/2" — 0.

n—oo

d . d
Alors (””kz)neN est une suite dans Q@ D(Q) C « @ WH(Q) qui converge vers u dans Wh1(Q).
k=1 k=1
0

Théoréme 4.4 (De la Vallé Poussin). (Voir [0, Théoréme 1.59] ) Soit X un espace localement
compact et séparé. Si (ux)ken est une suite des mesures de Radon définies sur X telle que

sup {|pk|(X) : k € N} < +o0,
alors (p)ken admet une sous suite qui converge par rapport a la topologie faible de M(X).

Proposition 4.3. (Voir [6, Proposition 3.13]) Une suite (wy)nen de BV () converge vers w €
BV (Q) pour la topologie faible—x de BV (Q2) si et seulement si

w, — w dans L'(Q) et sup/ | Dwy,| < +00.
n JQ

n—oo

Preuve. Soit (wy)nen C BV () telle que

w, — w dans L'(Q) et sup/ | Dwy,| < +o0.
n JQ

n—o0

D’abord,

/ | Dw| < liminf/ | Dwy,| < +o0,

donc w € BV (Q). Alors tout revient a vérifier que Dw,, — Dw, c.a.d

/qun — [ uDw Vue Cy(Q).
Q

n—o0 Q

D’aprés le Théoréme (Dwp)nen est relativement compacte pour la topologie faible—x, il suffit
alors de démontrer que tout point limite p de (Dwy, ) coincide avec Du.
En passant a la limite dans

/ Wy, div(p)dz = —/ ¢ dDwy,  pour tout ¢ € Cy(Q),
Q Q

on obtient
/ w div(p)dr = —/ @ d.
Q Q
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D’ot p = Dw.

D’autre part, si w, — w dans BV (2) pour la topologie faible—x, c.a.d

n—oo

w, — w dans L'(Q) et / uDw, — [ uDw Yue Cy),
Q

n—o0 n—oo 0

alors ((Dwn, u>)n cny st borné Yu € Cp(£2). Donc d’aprés le Théoréme de Banach-Steinhaus, on a

sup/ | Dwy,| < +00.
n JQ
O
d
Théoréme 4.5. , @Q BV () est dense dans BV (2) par rapport & la topologie faible—x de BV ().
k=1
d
BV (Qy) telle que
=1

Preuve. Il faut démontrer que pour tout w € BV (Q), il existe (z)nen C o
k

2z, — w dans L1(Q),

n—oo

/ uDz, — [ uDw pour tout u € Cy(Q).
Q

n—o0 0

Soit w € BV (£2). On sait d’aprés [51, Théoréme 1.17 | qu’il existe une suite (wy)nen € WHH(Q) (et
meéme (wy)neny C C° N BV (Q)) telle que

w, — w dans L'(Q) et |Dw,| ::/ |Vwy|de — |Dw|.

Or on a
7 Wlﬁl(Q)
WhH(Q) = QW ()
k=1
d
donc pour chaque n, il existe z, € a®W1’1(Qk) telle que
k=1

1
|2 — wn”Wl»l(Q) < on’
D’ott I'inégalité triangulaire entraine
n— o0

2, — wdans L'(Q) et | Dz, :—/ |V 2y |da — | Dw,
[¢) n—oo

en particulier, d’aprés la proposition précédente : (z,)nen converge vers w pour la topologie faible—x

de BV (9). O
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4.4 Ensemble faiblement fermé dans BV (€2)

4.4 Ensemble faiblement fermé dans BV ({))

On s’intéresse maintenant & I’ensemble des tenseurs élémentaires de 1’espace tensoriel algébrique

d
o @ BV (Qy), noté Ry et défini par
k=1

d

d

R1 = Ml(a®BV(Qk)) = {k@?l ug : up € BV(Q), k=1,--- ’d}'
k=1 B

Afin de définir une suite PGD, d’une maniére progressive, associée & un probléme approprié défini
dans BV (), on montre que R est faiblement fermé dans BV () par rapport a sa topologie
faible—x,

Définition 4.12. Si V; est un espace de Banach muni d’une norme || -|;, 7 =1,---,d, alors pour
d
tout v e V := ,QVj, on définit la norme ||.||v par
j=1

(1) ?Deg... (d)
ol ;:sup{‘“@ L L O]
Hj:l [t ”3

| - |l est dite la norme injective sur V.

:07é¢<f>evg*,13j5d}.

[l
d
Proposition 4.4. (Voir [/6, Proposition 4.3]) Soit V|| :=a@V; un espace de Banach tensoriel
j=1

muni d’une norme vérifiant
d
-l S 1 1] sur o)V
j=1

Alors pour tout multi-indice v = (r1,--- ,rq), Uensemble T, (V') est faiblement fermé, ou
d
T-(V) = qv eV il existe des sous-espaces U; C Vj tels que dim(U;) =r; et v e U :=, ®Uj ,
j=1
Proposition 4.5. (Voir [35, Chapitrel, Section 7]) Soit X un espace de Banach muni de la norme
|- ||x. Soit I CR®, s >1 et u une mesure finie sur I. On considére l’espace de Bochner LL,(I; X),
1 < p < o0, défini par

210 = {15 X+ [ o)l duto) < .

lels, = ( [ 1@l du(w)>; |

On introduit maintenant l’espace tensoriel Vy. =X LA(I). Pour tout 1 < p < oo,
Illlap [l-lla, “H

LE(I; X) peut étre identifié a Vila, - De plus, la norme I-lla, satisfait ||.||v < |I-lla, sur X « @ Li(I),

1<p<oo.

et muni de la norme suivante
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CHAPITRE 4 : La méthode PGD dans le cadre des espaces des fonctions a variation bornée

Corollaire 4.2. Pour tout 1 < p < oo, T.(X o @ LL(I)) est faiblement fermé dans L}, (I; X).

d
Corollaire 4.3. M; (a ®L1(Qk)> est faiblement fermé dans L' ().
k=1

Preuve. Pour tout k = 1,--- ,d, M, (Ll(wk)a®L1(Qk)> est faiblement fermé dans L'(f2), ot

wg =0 X oo X Qg1 X Qg X -+ x Qg Alors

M,y <a(§Ll(Qk)) = IﬁMl <L1(Wk)a (09 Ll(Qk)>

est faiblement fermé dans L(€2). O
Proposition 4.6. R est faiblement fermé par rapport a la topologie faible—x de BV () .

Preuve. Soient (z,), C R1 et z € BV (Q) tels que z, =* z dans BV (Q2). On a

d d

«Q)BV (%) € o QL ().

k=1 k=1
d

k=1

d
Or M, (a Ll(Qk)> est faiblement fermé dans L'(Q), alors z € M <a Ll(Qk)>. Donc il existe
=1

k
d
2z € LY (), k=1,---,d, tels que z = ® 2. D’oil, en utilisant Lemme on déduit que z € R;.
k=1
O

4.5 PGD pour un probléme bien défini dans BV ()

On s’intéresse dans cette section aux problémes de minimisation d’une fonctionnelle J définie sur

BV (Q) par
J(u) = N(u) + /Q Dul,

ot N est une fonction équivalente a la norme || - ||z2(q). On considére par exemple le probléme de
restauration des images, qui consiste a retrouver 'image originale u & partir d’une image dégradée
f, ce qui ameéne & minimiser dans BV (Q2) ’énergie J suivante

1
Iw) = 51 = Kulfoy + [ 1Dl
ott K : L2(Q) — L*(Q) est un opérateur linéaire continue, avec R -1 # 0 et f € L*(Q).

Un résultat classique (voir par exemple [I5, Théoréme 3.3.2]) implique que le probléme ligr‘l/f(ﬂ) J(v)
ve

admet une solution unique u € BV ().

Proposition 4.7. Soit w € BV (Q). Le probléme inf J(u+ z) admet au moins une solution.

ZER1
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4.5 PGD pour un probléme bien défini dans BV ()

Preuve. Le probléme inf J(u + z) est équivalent au probléme inf J(v). Il est facile de vérifier
zZER1 vEU+R1

que le probléme u + Ry est faiblement fermé dans BV (€2) pour sa topologie faible—x. En effet, soit
(wp)n C Ry telle que u + w,, —* w dans BV (), alors w,, —=* w — u et puisque R est faiblement
fermé dans BV () pour sa topologie faible—x alors w — u € R;. Parsuite, w € u + R.

Soit maintenant (wy,), une suite minimisante de J sur v + R1. Puisque J est coercive, on a

n inf :
J(w ) njgo ve}urJerlj(v)

alors (wy)n est bornée dans BV (Q2). Donc il existe une sous-suite (wy, )i et w € BV () telles que
Wy, =" w dans BV(Q).
Parsuite, w € u 4+ R1. On conclut alors que w est une solution du probléme en utilisant

J(w) < liminf J(wy,, ) = lim J(wp,)= inf J(v).

n—-+oo n—+00 vEU+R1
O
4.5.1 Construction de la suite PGD
Soit u la solution du probléme
J(u)= min J(v). (4.1)

veEBV(Q)
On peut définir d’une maniére progressive une suite PGD (uy, ), associée a u sur Ry comme suit
(¢) Initialisation : ug := 0,

(73) Choisir z,, := argmin J(um,—1 + 2),
zZER1

(7i7) Progression : Uy, := Um—1 + Zm.
On vient de démontrer que la PGD est bien définie d’un point de vue théorique dans le cadre des

espaces BV (€2), mais la question la plus importante est :
La suite (uy,)n, converge-t-elle vers la solution du probléme de minimsation (4.1)) 7

Malheureusement, on n’a pas une réponse définitive a cette question, ce qui est di & la non différen-
tiabilité de ’énergie. Pourtant, on peut affirmer d’aprés ’exemple suivant que la convergence d’une
suite PGD associée & la minimisation d’une fonctionnelle convexe mais non différentiable ne se fait
pas en général de la méme facon que pour les fonctions différentiables.

Remarque 4.1. Soit f une fonction convere définie sur un espace de Banach tensoriel X et
S cC X||H tel que

1. SC X avec 0 € S,
2. pour tout u € S, on a Au € S, pour tout A € R,

3. vect(S) est dense dans X|.|.
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S1 0 minimise f sur S alors 0 ne minimise pas nécessairement f sur X .
Exemple. On considére la fonction f définie par

f: R — R
(@,y) — |yl —=.

Il est clair que f est convexe. De plus, pour tout d = (dy,ds) € R? on a

o f(t(dy, dg))

/
f(0,0)'d - 10 n
gy ltda2] —t
tl0 t
= |do| — dy.

Soit uy := (1,2), uz := (0,—2). On a
£(0,0)-u3 >0 et f(0,0) ug > 0.

On choisit maintenant S := vect{u; } Uvect{us}. Il est facile de vérifier que S vérifie les conditions
de la remarque. De plus,
f(0,0)-z2>0 pour tout ze€S.

Alors (0,0) est le minimiseur de f dans S mais
£1(0,0) - (u1 +u2) <0,

alors f’((O, 0)) # 0, et parsuite (0,0) n’est pas un minimiseur de f dans R2. O
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Chapitre 5

Etude théorique de la convergence de la
méthode PGD dans le cadre de
I’équation de la chaleur
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CHAPITRE 5 : La PGD dans le cadre de I’équation de la chaleur

On désigne dans ce chapitre par C([0,T]; L?(€2)) l'espace des fonctions continues sur [0,7] &
valeurs dans L%().

5.1 Introduction
Soit d un entier > 1, f € C([0,T]; L?(Q)), g € L*(Q) et Qr = (0,T] x Q, avec T > 0 et

Q= x - x Q4 est un produit cartésien d’ouverts bornés dans R. On considére 1’équation de la
chaleur suivante

@(x,t) — Au(z,t) = f(z,t) pour tout (z,t) € Qp,

=0 pour tout (z,t) € 92 x (0,77, (5.1)

Il existe trois maniéres pour utiliser la PGD afin de résoudre le Probléme d’évolution (/5.1))

e La premiére consiste en une décomposition spatio-temporelle :
u(w, t) =Y Fi(x)F(t).
i

La difficulté dans cette méthode provient de la nécessité de résoudre des matrices de grande
taille afin de déterminer les fonctions spatiales F?.

e La seconde, dite non incrémentale, consiste a faire une décomposition sur toutes les variables
y compris le temps :

w(@y, - xa,t) = Fi (1) x - x Fi (q) x Fi(t).
%

La solution est cherchée alors & chaque étape sur ’ensemble du domaine temporel.

e La derniére, dite incrémentale, consiste a effectuer la séparation, & chaque pas de temps,
uniquement sur les variables spatiales :

ub(ay, - wq) =Y Fhi(zy) x -+ x Fii(za).
7

Bien que la PGD non incrémentale semble étre la meilleur en termes de diminution du temps de
calcul (CPU), la PGD incrémentale serait capable, en pratique, de résoudre des problémes avec des
degrés de liberté spatiaux plus élevés.

On considére alors dans ce chapitre 'approche incrémentale. L’objectif sera de démontrer que
la solution numérique obtenue en considérant cette approche converge vers la solution faible de
I’équation de la chaleur.
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5.2 Stratégie suivie

ou K € N* tel

T
D’abord, on discrétise en temps le Probléme 1} avec un pas de temps dt = T

que K > T et on considére le schéma implicite suivant

n

— Ay = yn e {0, K — 1}, (5.2)

n+1

u — U

dt
ou
u" :=wu(ty,-) avec t,:=ndt pour tout n € {0,--- K —1}.

Ensuite, on construit (a chaque pas de temps) 1'unique solution de I’équation elliptique en utilisant
la méthode PGD. On utilise & chaque étape les mémes arguments utilisés dans Chapitre |3 pour
démontrer que la suite PGD obtenue par minimisation, & chaque étape d’enrichissement sur l’en-
semble des tenseurs élémentaires, converge vers la solution du probléme variationnel. Finalement,
I’approximation continue en temps de la solution faible de sera obtenue par une fonction affine
par morceaux en temps.

Plus pratiquement, on fixe un € > 0, la solution sera construite comme suit : Etant donnée uyg,
on commence a chercher v!, qui sera la solution de

ol — dt Avt = dtf + .

En suivant une stratégie des directions alternées, on obtient une approximation de v' dans L?(12),

L cad

qui sera notée v,,,

Imy € N*/Vm > my, ||v}, — UIHLQ(Q) <e
On considére alors le terme v}, , et on cherche la solution v? de I'équation suivante
v? — dt Av? = dt f* —l—v,lnl.
En utilisant encore une fois une stratégie des directions alternées, on aura
Imgy € N*/ Ym > my, ||v2, — 'U2HL2(Q) <e.

Similairement, on peut vérifier qu'il existe une approximation de v"*! dans L2(Q) ou v™*! est la
solution de
o — dt Av™H = de (5.3)

mp)
c.a.d

Imp41 € N/ Vm > my 1, ||U?nJrl - UHHHLQ(Q) Se

On considére maintenant la fonction affine par morceaux en temps V% définie sur [0, 7] par

t—1tn, dt — (t —ty
Vit z) = (C#)U,?{:}rl(a:) + <(dt)>v%n(m), pour t € (tn,tnt1], n € {0, - K — 1},

vh, =g, V0, x) = up(x).

(5.4)
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On définit de la méme maniére la fonction affine par morceaux en temps U% par

t—t, dt — (t —t,
Udt(t,:v) = <dt>u"+1(m) + <(dt>>u"(:v), pour tout t € (tn,tnt+1], n € {0, -, K},

U0, 2) := uo(x).
(5.5)

Le but de ce travail est alors de démontrer que la fonction affine par morceaux V¥ approche la
solution faible de ’équation ({5.1)). Autrement dit, on va démontrer la proposition suivante

Proposition 5.1. La fonction V4 converge fortement dans L*(0,T; L2(Q)) vers la solution faible
de l’équation de la chaleur (5.1)) lorsque dt — 0.

Il est facile de remarquer qu’il suffit de démontrer les deux lemmes et afin de démontrer
cette proposition.

Lemme 5.1. V% — U% converge fortement vers zéro dans L*(0,T, L*(Q)) quand dt — 0.

Lemme 5.2. U% converge fortement dans L*(0,T; L?(S2)) vers la solution faible de quand
dt — 0.

5.3 Probléme variationnel et convergence de la PGD

Dans cette section, on montre qu’a chaque pas de temps, la suite PGD assoociée a la solution

vt de (5.3) converge vers v™t1.

Définition 5.1. Une fonction v" ! € HE(Q) est dite une solution faible du Probléme 581
/Q (" o+ dtVe" T Vp)de = dt/Qf"Jrl pdr + /Q”?nn pdr, Y€ HH(Q).

La fonction d’Euler-Lagrange correspondante au Probléme ((5.3)) sur H&(Q) est donnée par
JU: H}(Q) — R
1 dt
v — J”(v):/ ]v|2+/ ‘VUIQ—dt/fU—/vﬁan (5.6)

2 Ja 2 Ja Q Q

De cette maniére, les solutions faibles de (5.3)) sont simplement les points critiques de ’énergie J".

Lemme 5.3. L’énergie J" est de classe Cl(Hol(Q),R) et elliptique dans le sens suivant

e >0, Vw, v e HHQ) : <<J")/(w) —(J(v), w— 1}>H71(Q)7Hé(9) > c|lw— UH%%(Q),

avec

(J") (v) - o= / (vp + dtVoVe)dz — dt/ i ode — / vy, pd.
Q Q Q

D’on J" est strictement convexe, bornée inférieurement et coercive.
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5.3 Probléme variationnel et convergence de la PGD

Preuve. Pour tout v, ¢ € H}(Q) et § > 0, on a
J'"(v+0p) = /‘v—i—é ‘ /‘Vv—l—écp —dt/f"“v—k&p) /vﬁ@ (v+09)
= J"v +5/v<p+5dt/VvVg0 5dt/fg0 5/ L@+ de(0

Alors la dérivée au sens de Gateaux (J")' de J" existe. De plus, il est facile de vérifier que (J™)
est lindaire et continue, alors J" est de classe C'(H}(Q2),R). La condition d’ellipticité peut étre
facilement vérifiée.

On peut conclure alors que J™ est strictement convexe, bornée inférieurement et coercive. O

En appliquant les méthodes directes du calcul des variations, le probléme de minimisation

inf  J"(v) (5.7)
veHL(Q)

admet une solution unique v"™*1.

d d
On note M; := My <a ®H&(Qk)> = { ® ug, ug € H&(Qk)}, I’ensemble des tenseurs élémen-
k=1 k=1

k=1
dans H}(Q), alors on peut déduire le corollaire suivant

d
taires associé a , @ Hg (). D’aprés Lemme [1.5/du chapitre |1} M est une partie faiblement fermé

Corollaire 5.1. Pour tout v € H}(S2), le probleme de minimisation

inf J"(v+ z) (5.8)

zEMy

admet au moins une solution.
Lemme 5.4. Siv € H}(Q) satisfait

J"v) < J"(v+2), VzeM;
alors v est l'unique solution faible de .

Preuve. Soit z € Mj et soit ¢ : R — R une fonction définie par g(t) = J"(v + tz). Il est
clair que g est différentiable sur R et atteint son minimum global en 0. Par conséquence ¢'(0) =

d
(JV)(v) - (2) = 0 et la linéarité de J™(v) implique que (J™)'(v) = 0 sur , @ H (). Finalement la
k=1

d
densité de , ® Hi (%) dans H{ (Q) nous permet de conclure. O
k=1

Dans la suite, on considére la méthode PGD en suivant la stratégie (¢) pour construire une
approximation progressive de la solution du probéme ([3.13))

(i) Initialisation : vj ! := 0 dans HJ(€).

= argmin J" (0" +2), Vm > 1 :

(M) (13) Direction de descente : z)-
zEM1

(i77) Mise a jour : v = o™ 4 2nH m > 1.

97



CHAPITRE 5 : La PGD dans le cadre de I’équation de la chaleur

On démontre maintenant que toute suite PGD définie par (M) est convergente dans H(€2).
Notons que la norme || - || 1 (o) sera notée dans la suite par | - ||.

m

HE(Q) vers l'unique solution faible de .
Preuve. Soit (v nen C HE(2) une suite PGD défine par (M). 1l est clair la suite réelle

m
(J”(v;}jl))m oy est décroissante, bornée inférieurement alors elle est convergente dans R vers une

d
Théoréme 5.1. La suite (V%) ey C o @ HE (), définie par (M), converge faiblement dans
k=1

limite ¢"*1. La coercivité de J" implique que (v/5!),en est bornée dans HE(€2).

Afin de démontrer que (v%™)en converge faiblement dans H{ (), on démontre que (v%),,en
admet une unique valeur d’adhérence pour la topologie faible de HS(Q)

Soit v € Hi () une valeur d’adhérence de (v/%51),,en par rapport a la topologie faible de H}(€2) et
(vt ) ke une sous-suite de (v);™!)men convergente faiblement vers .

Comme u,, — v dans H& (Q) alors vfntl + 2z — v+ z, pour tout z € H&(Q) Par conséquence, on

obtient

lom! = vllZa@) = llvme! = 2022y + v = 2ll72(q) — 20! — 2,0 = 2),
donc
val - U”i?(ﬂ) = HU:LnJ,:l - ZH%Q(Q) — |l — ZH%Q(Q) +on(1). (5.9)
Similairement,
+1 2 _ +1 2 2
|Vt — Vv||L2(Q) = ||Vt — VzHLQ(Q) —||Vv - VzHLQ(Q) + op(1). (5.10)

On déduit alors la décomposition suivante
JH (ot —v) = JM(uptt + 2) = J"(v + 2) + on(1), V2 € Hy(Q). (5.11)
D’autre part, on a

J (o ) < J"(Uﬁil +1) < J”(vﬁﬁzl +2), Vze M. (5.12)

mME+41

Finalement, on obtient

J"(Uﬁ;il —v)+J"v) = J”(vfn:il) +0k(1), prendre z =0 dans 1)
< J"(v,’,ﬁ;l +2) +op(1), Vz € My, dapres (5.12)

= J"(Uﬁl‘:l —u)+ J"(u+z)+or(l), dapres .
En utilisant le fait que J"(vm,,, —v) et J™(vm, —v) admettent la méme limite £"*! — J"(v) quand
k — +oo, on obtient :

Jw) < J"(v+z), Vze M.

Lemmeimplique que v est I'unique solution faible v de ([5.7). D’ott, (v )men admet une unique
valeur d’adhérence pour la topologie faible de Hg (), et parsuite (vy,)men converge faiblement vers

I'unique solution du Probléme (5.7)). O
Corollaire 5.2. Sous les mémes conditions du Théoréme on a

lim (J") (v 2=0, Vze HY}D).

m——+00

Preuve. Il suffit d’écrire simplement I'expression de (J")’(v%"!) -z et d’utiliser la convergence faible

de (Um)men vers I'unique solution de (5.7)). O
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5.3 Probléme variationnel et convergence de la PGD

On donne maintenant quelques lemmes techniques qui nous aident & démontrer la convergence
forte de la suite PGD donnée par le schéma (M).

Lemme 5.5. La suite des directions de descente (2771),,en définie par (M) pour la suite PGD

m
(V) en satisfait

+o00
S llz P < oo

k=1
En particulier, lim 2z =0 dans H}(Q).
m——+00
Preuve. On remarque d’abord que
(J™) (™) 2t =0, ¥m e N, (5.13)

En effet, pour tout ¢t € R, on a J™(vliH! 4 ¢ 221y = JP(u™HY + (1 4+ 1)20H) > J7(ulbt), ce qui
donne le résultat.
Maintenant, on introduit la partie quadratique de J™ définie sur H&(Q) par

J () == J"(v) — (J")(0) - v.
Alors, N
(") (0) - w = (J")'(v) - w + (J")(0) - w,
et la forme définie sur H}(Q) x HE(Q) par : (v,w) (J™)(v) - w est bilinéaire et symétrique. On
a alors

(T (or) ol = ()Y () L dlapres (5.13)
= IR o+ () (0) ot

= (I (o) o+ (I(0) o+ (T () - o

= (I (o) ot (T (o) -2t

m—1
- nH ?if, car ug = 0 et (J")'(0) =0
]:1
= J") 2 z;-”l, car (u,w) — (J")'(u) - w est bilinéaire
1<i<j<m
_ 1 Jn / n+1 n+1 % Jn n+1 n+1
= 5 ) (v - Z( ) (27) - 2
k=1 m
= Slomen - e - S
2
k=1
Parsuite, on obtient
m
(™ (o) - vt = (I (0) - vt = (T () (5.14)
k=1
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CHAPITRE 5 : La PGD dans le cadre de I’équation de la chaleur

Puisque (J™) (2 "H) > H,Z"HH2 pour tout k et (J") (v - v < o |lontL|2) pour tout
m, on déduit que

m
Dol < oo,
k=1

iculi li ntl =, O
en particulier, m |z =0
Lemme 5.6. Soit (v%™),en une suite PGD associée au Probléme , alors il existe C > 0 tel

que
(T (o) - 2| < Cllzp =11,

pour tout z € My, ou 2%t est la direction de descente a l'itération m > 1, définie par (M).

Preuve. Dune part, on remarque que (J") : HE(Q) — H1(Q) est Lipschitzienne. D’autre
part, la convexité de J™ implique que

(Jn)/( n+1 +z) ( n+l )S Jn( n+1 +2n+1) Jn( n+1 —|—Z) 0
donc

(T (gt +2) 2 < (T (o +2) - 2 (5.15)

(I (o) 2 = (I oy +2) = (I () -2 = (I (o +2) -2

Um—1

< Ollz)? = (I (L +2) -2, car (J™) est Lipschitzienne
< Cllz)? = (I (gt +2) - 2, (dapres (5.15))

= Cllel? = (I (v, +2) = (I (ot + 200) - 20t

< O (=l + 11z = 25l

< C (=P + 2l =+ 2t ) -

I ”HH

(™) (o) - 2] < 3Clan I 21l- 0

Do, en remplagant z par + 2 dans les inégalités précédentes, on obtient

Lemme 5.7. Avec les mémes notations du Théoréme on a

: n\/(,n+ly ont+l
i () (05 o =0

et la suite PGD (v71),,en donnée par le schéma (M) converge vers la solution du Probleme .

m
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5.3 Probléme variationnel et convergence de la PGD

Preuve. En utilisant ((5.14)), on obtient

m
(T () - ot = = (I (0) ot = (T (57 2
k=1
+o0
Puisque Z TV (Y 2 < oo et Tim (J)(0) - ot = (J™)(0) - T, o § est la solution
m——+00
k=1
faible de (v%"1),.en (et en méme temps I'unique solution de (3.13) d’aprés Théoréme , alors la
suite réelle ((J™)'(vst!) - vfnﬂ)meN est convergente. D’autre part, on a

‘(Jn) ( n+1) n-‘rl{

NE

[CARRCHR RN

k=1
m
< O Nl <1emma
k=1
1/2
< C(m|L )Y (Zn ”+1\|2> (Inégalité de Holder)
1/2
1/2
< C(m+1)|=z5517) (Z HZ"H||2>
+oo
Finalement, comme Z |27 < 400 alors il existe une sous-suite (z nt), de (25 ) men tel que
k=1

lim my HZ"HHQ =0
—+00

D’ou,
lim (J")(vm) - vm = lim (J") (V) - Um, = 0.

m—+00 k—+o0

En appliquant le fait que

vt — o™t dans W

(IR e — 0

m——4oo
et les décompositions ([5.9)) et (5.10)), on déduit que

(J™) (ot — ot L (et gty .

m——+oo

Par conséquence, on aura

(Jn)/(o) . (v?n+1 - Un+1) + (jn)/(v;@n+1 o Un+1) . (’U:Ln+1 - vn+1) — 0,

m——+oo

ce qui termine la preuve. O
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CHAPITRE 5 : La PGD dans le cadre de I’équation de la chaleur

5.4 Calcul des modes PGD a chaque pas de temps

La méthode PGD sera décrite dans cette section dans le cadre de ’équation de la chaleur 2D,
pourtant on pourrait généraliser aux dimensions d > 3.

A chaque pas de temps n + 1, la solution v"*! de I’équation (5.3) est cherchée sous la forme
séparée suivante

V@, y) = X () x Y (y).
=1

ou les X i”“ et Yi”+1 sont des fonctions dépendantes uniquement des variables x et y respectivement.
Alors une approximation d’ordre m de v"*! est donnée par

m

v (@ y) =) X ) < Y (y).
i=1

Supposons qu’a l'ordre m — 1, v} est déja connu et cherchons X! et Y"1, Afin de simplifier

les notations on note dans cette section X, := X et Y, := Y,*+1.
On considére la fonctionnelle J7 : HE(91) x HE(Q2) — R définie par :
JHX,Y) = J (U1 + X QY).

On peut remarquer que Jo est strictement convexe par rapport & la variable X et par rapport a la
variable Y mais J,,, n’est pas convexe par rapport a (X,Y).

Jm est bornée inférieurement alors le probléme

inf  J"(X,Y), 5.16
xemlo m(X,Y) (5.16)

admet une solution unique X pour tout Y € H{(2). De méme le probléme

inf  J"(X,Y), 5.17
verto m(X,Y) (5.17)

posséde une solution unique Y pour tout X € H}(€2;). Notons que la solution de l) vérifie

aJn
8X (X7Y) *07

alors X est une solution faible du probléme aux limites suivant

_ 2\ 72 2y n+1 n _ ,n+ n—1
<dt/92(y) )X + (dt/92(Y) +/92(Y) )X /Q2 <dtf + v, vm1+Avm1>Y.

Xy, =0.
(5.18)
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5.4 Calcul des modes PGD a chaque pas de temps

De méme, si Y est la solution de |j alors Y est une solution faible du probléme aux limites
suivant

—<dt/ (X)2>17”+ (dt/ (X')? +/ (X)2>1? = / (dt Frt ol — ot +Au;};11>X.
Ql Ql Ql Q1
Y|BQ2 = 0.
(5.19)
On cherche maintenant (X,,,Y,,) tel que

(Xm,Ym) € arg min Jh(X,Y),
(X,Y)eH () xHL (Q2)

alors X,, et Y,, vérifient les conditions suivantes

0 ™ 0 ™ _
87XJm(Xm’Ym) =0, a—me(Xm,Ym) =0.

Donc (X, Y;,) est une solution du probléme non linéaire suivant

—(dt/gl(Xm)2>Ym”+ (dt/gl(Xm/)2 +/91(Xm)2>ym

Xm = 07

loe,

Ym =0.

lo2,
(5.20)

On utilise un algorithme de point fixe pour chercher X,, et Y,,. On utilise alors I'indice ¢ pour

désigner une itération particuliére du schéma du point fixe utilisé.

On considére la stratégie des directions alternées : on démarre par un X0, arbitraire, alors Y,i! sera

calculé & partir de X!, puis X:F! a partir de Y,2F! (en respectant les conditions aux bords) selon le
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CHAPITRE 5 : La PGD dans le cadre de I’équation de la chaleur

schéma numérique suivant

—<dt / 1(X;)2>Y7g+1”+ (dt i o) /| I(X;n)2>ygj1

:/ (dtf”+1+v" o™l Ay )X:;L.
V51

—<dt/ (Y;L+1)2>X7ir-l&-1”+ <dt/ (Yril+1’)2_|_/ (er"l-l—l)Q)X;iT-li—l
Qo Qo Q2

:/ <dtfn+1 _|_Un n+1 —I—AU )YZ—H,
Q2

Les itéartions s’arrétent lorsqu’on arrive a un point fixe, & une tolérence 0 prés (déja fixé par
'utilisateur). On note alors X,, et Y, les limites de (X},); et (Y,},); respectivement. Le processus
d’enrichissement de la base s’arréte lorsque la norme L?(Q) de X, ® Y;, sera trés petit.

5.5 Preuve du Lemme [5.1]

r 2
/ /\th—Udt| da ds
0 Q

IN

IN

IN

IN

tn+1

tn

<8 - tn) ot (@) — (@)

2

N (W) (" (2) — " ()| duds

K-1 trt1 s
5 [

K—-1
dt Z H/Ugltrlkl -
n=0

K-1
2dt Y |t

K-1
i Y ([, -

n=0

4dt Z Hv?ntil -
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+<dt_(;t_tn)> lop (@) — u"(x)|2d:v ds

“nHH;(Q) + v, — “nH;(Q)

S

N s

K-1
anrlHEQ(Q) + 4dt Z H”nH _“nHHi?(Q)
n=0



5.5 Preuve du Lemme

D’une part, on a

Mn+1

K-1
dt Z HU”H —v"""lHQLQ(Q) < edtK =¢€T.
n=0

D’autre part, v™1! et "+ sont respectivement les solutions des problémes suivants

oV g AT = dtfn-i-l 4

My
un+1 — dt Aun+1 _ dtfnJrl +um.

Donc en retranchant ces deux équations on obtient

(I —dtA) (" — ™ =0 — "

Mn
D’ou
o™ — U”“Hm(sz) < e llvm, — v llr2@),
avec 1
= (I -dtA) V| = —— <1
c=||( )l T di

oll —A1 < 0 est la plus grande valeur propre associée a 'opérateur laplacien.

Par récurrence sur n, on peut démontrer que pour tout n=1,--- ,K — 1, on a
- €
n+1 n+1 i
v —u 200 < € c < . 5.21
H iz € €3¢ < = (5.21)
i=

En effet, la proposition est évidemment vraie pour la premiére itération. Supposons alors que (|5.21))
est vraie jusqu’a I'ordre n et vérifions qu’elle reste vraie & 'ordre n+ 1. On a

[0t — w2y < el — u"|f2q) < ¢ <vann — V" 2(q) + [[v" — U"HL2(Q)>

n—1 ‘ no
< c(e+ch) :ech.
i=1 i=1

Alors

K-1 K-1

+1 +1
dt Z [0 = HL?(Q) < edt Z 1_¢
n=0 n=0
1 eT (1 + Aldt)
= edtK =,
CERET T @ N

11 suffit alors de prendre € de l'ordre de dt? pour obtenir le résultat. O

Remarque 5.1. On remarque que V¥ s’approche de U dans L*(0,T; L*(Q)) a condition d’une
relation entre le pas de temps dt et Uerreur issue de la troncature a un certain ordre de la suite
PGD associée a Uéquation elliptique a chaque pas de temps. Ce résultat semble étre raisonnable et
pourrait étre comparé a la condition CFL lors de la résolution numérique d’une EDP par la méthode
des différences finies.
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5.6 Preuve du Lemme 5.2

Avant de commencer la preuve qui sera divisée en trois étapes, on lance quelques injections et
une proposition qui donne une conservation de la condition initiale.

Lemme 5.8 (Lemme d’Aubin [90]). Pour tout T' > 0, on définit l'espace E comme suit
E = {g € L*(0,T; H'(Q)) and g; € L*(0,T; H—l(Q))},

muni de la norme Hilbertienne suivante
1
2 2 2
Jwlle = <Hw||L2(o,T;H1(Q)) + ”wt”L2(0,T;H—1(Q))>
L’injection
E — L?(0,T;L*(Q)) est compacte.
De plus, Uinjection E — C([0,T]; L*(Q)) est continue.

Définition 5.2. (Voir [37, Définition 4.8]) Soit (vy)nen une suite des fonctions faiblement continues
de [0,T) vers L?(Q)). On dit que (vp)nen converge vers une fonction v : [0,T] — L*(Q) dans
C([0,T7]; L*(Q2) — w) ssi pour tout ¢ € L*(2), la suite des fonctions (hyn)nen converge uniformément
sur [0,T] vers h quand n — +00, ot

ho: [0,7] — R
t = (1), @) 2
et
h: [0,T] — R
t o — (W)@

De plus, v est nécessairement un élément de C([0,T); L*(2) — w).

Proposition 5.2. (Voir [37, Proposition 4.9]) Soit (vn)nen une suite des fonctions mesurables
réelles définies sur [0,T] x Q. Supposons qu’il existe ¢ > 1 et R > 0 tel que pour tout n € N,

sup an('7t)”L2(Q) <R, HatvnHLq(O,T,LZ(Q)) <R.
te[0,7)

Alors (v,)nen est relativement compacte dans C([0,T]; L2(Q) — w).

Proposition 5.3 (Condition initiale [2]). Si (gm)men € C([0,T]; L%(Q)) est une suite telle que
1. (8tgm)m€N est uniformément bornée dans LI(0,T; L?(Q)) avec 1 < q < oo,
2. Gmy_y — 9o dans L3(9).

Alors il existe une fonction g € C([0,T]; L*(Q) — w) telle que

gm =79 dans C([0,T); L*(Q) —w) et gli=o = go dans L*(Q).

106



5.6 Preuve du Lemme

Preuve. Pour tout s <t € (0,7), on a

Jon(®) = M2y = | [ et dn

L2()
t
/ 102 ()| 20
q—1

=1 -1
< (t—=5s) < ||OgmllLao,rsr2) < (E—5) @ C,

IN

ot on a utilisé dans la deuxiéme ligne I'inégalité de Holder et le fait que (9rgm )men est uniformément
bornée dans L4(0,T; L?(£2)). D’aprés la proposition précédente, on peut déduire qu'il existe g €
C([0,T]; L*(Q)) telle que

gm — g dans C([0,T]; L*(Q) — w).

m——+00

Parsuite, pour tout t € [0,7], on a

gm(t) — g(t) dans L*(Q).

m—-+00

Or g, (0) converge fortement vers go dans L?(€2) alors g(0) = go par unicité de la limite. O

Estimation de la solution :

La solution faible u™*! de (5.2)) satisfait 'estimation suivante

(1= dt)[[u" 72 () + 2dt (VU [y < dt "M [Z2 () + 0" lI72(q). (5.22)

qui est obtenue en multipliant (5.2)) par v € H () et intégrant sur 2, puis choisissant v = v et
utilisant l'inégalité de Young.

Step 1 : Borne supérieure sur VU et U%

Pour tout n € {0,--- , K — 1} et ¢t € (ty,tpt1] on a

VU (t,z) = <t;:”> Vurt (@) + (dt S tn))Vu”(x),

alors 9
9 t—t, " dt — (t —ty) nl|2
HVUdtHLQ(Q)§2< a ) IVu +1HL2(9)+2<dt> 1V lzcoy:
ce qui donne

tnt
IO o < 200 (905 gy 1902 )
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Donc
K=1 ..
[ 1o s = X [ IO g
n—OKi1 , ,
< 200 3 (96 g + 1967 g
=0 K-1
<

2dt HVUOHiQ(Q) +4dt Z Hv“nHH?ﬂ(Q)'
n=0

ds < C ( C est une constante générique indépendante de

On conclut alors que / HVU dt H L2(Q

dt), en utilisant le fait que dt < 1 afin de majorer dt HVUOHiQ(Q) et en utilisant 'estimation (|5.22]).

En effet, on a

n=0 (1= dt) a2 — 02y < —2dt [Vl 2y + dt |20
n=1 (L= dt) 2y — By < —2dt [Vu2(Zaqy +dt 2] 220
n=K -2 (1- ) Bag — 0522 < —2dt [VuR 20 + dt [ X2
n=K-1: (1-d)llu|Zag — 5 Eag < —2dtqu||L2 T dt £ 20

Donc en additionnant ces derniéres inégalités on obtient

HukH%Q(Q) - HUOH%Q(Q) —dt Z Hu”+1”%2(g) < —2dt Z Hvun-HH%Q(Q) +dt Z an—HH%?(Q)
Parsuite on aura
K-1
2dt Z ||Vun+1||%2(§2) + HukH%2 < ||'UJO||L2 + dt Z ||un+1HL +dt Z ||fn+1HL
n=0

Or la suite (u™),en est uniformément bornée dans L?(Q), i.e. il existe ¢ > 0 tel que

[u*][2) < ¢

alors
K-1 E-1 .4
it 3 gy < X [ I ads
n=0 n=0 “tn
< T
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D’autre part,

K1 K-l ot
N ey < X [ s
n=0 n=0 "
T 2
</ <sup ||f<t,->uLz<m) ds
0 te[0,717]
< 7|7l
= HfHC([o,T],L2(Q))’

ce qui nous permet de déduire alors la bornétude de VUG dans L?(0, T; L%(12)).
T
En utilisant 1'inégalité de Poincarré on pourrait obtenir une borne supérieure sur / HU dtHiQ @
0

Dot il existe U € L2(0,T; H} (Q)) tel que

U% — U faiblement dans L*(0,T; HE () quand dt — 0.

Step 2 : borne supérieure sur Utdt

On a:
&t un+1 — "
Uf(t,x) = — pour tout t € (tn,tnt1), n € {0, -+, K — 1},
Alors
T2 = [l dt||2
Lo s = 30 [ 0 e
n=0 n
= KZ:l/th i ds.
= N )
Or
K-1 tnt1 un—l—l —un 2 K-1 tn+1
= ; n+1 n+1|2
n=0 /tn dt g nz:o/t s (o) + £ s
= 2 2
< 20 Y (v ey + 1 o))
n=0
K1 ) ,
< 200 Y (96 gy + 17 e )
n=0

on procéde alors de la méme facon que la premiére étape pour montrer que cette derniére quantité est
bornée. D’ott (Uf) 4 est bornée dans L2(0,T; H~(Q)) et parsuite il existe W € L?(0,T; H~(Q))
tel que

U — W faiblement dans L?(0,T; H1(Q)) quand dt — 0.
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Puisque Ut — Uy quand dt — 0 dans D'(Qr), alors W = U,.

Step 3 : Passage a la limite quand dt — 0

D’aprés les deux étapes précédentes et le Lemme on déduit qu’il existe une fonction U €
{g € L*(0,T; H'(Q)), g € L*(0,T; H1(Q))} telle que

U — U  faiblement dans L2(0,T; HI(Q)) quand dt — 0,
Ut — U, faiblement dans L?(0,7; H~1(Q2)) quand dt — 0,
U — U fortement dans L2(0,T; L*(Q2)) quand dt — 0,

avec U € C([0,T]; L*(€2)). De plus, on a

Udt = U fortement dans C(0,7T; L?(Q)) avec U(0,z) = ug(z).
%

On pose maintenant
P (t,2) := Vu"(x) pour tout t € (tn, tni1].

Puisque
T K-1 o, K-1
/0 1P| 20y = > /t IVa" T2y = dt Y IVa" |20 < C,
n=0 v """ n=0

on peut déduire qu’il existe P € L?(0,T; L?(£2)) telle que
P% — P faiblement dans L*(0,T; L*(Q2)) quand dt — 0.

Reste & démontrer que P%* — VU dans D'(Q7) quand dt — 0, afin de montrer que la limite faible
de (P™)g4 dans L2(0,T; L?(2)) est égale & VU. Pour tout ¢ € D(27), on a

T K-1 tn+l K-1 tn+1
/ /Pdt(p: Z/ /vunJrl(p _ _Z/ /unJrleO
o Jo = . Ja . Jo

K- tn+l
= _ Z /t /Q UMV + (u™ —U*)Vy].

Or

dt — (t — t,
+1 _ Udt _ (dt )(unJrl _ un) — Qn’dt(t)Utdt, Vi E]tn,tn+1],

ot ™4 (t) ;= dt — (t — t,,). alors

/DT/QP% = —/OT/Q[Udther@dt(t)Uf“(W)V@]
- _/OT/Q [Udtvw—/OT/QU{”(t,x)Hdt(t)Vgo,

ot 0% (t) := 0™ pour tout t € (t,,t,41]. Alors en posant X = L%(0,T; L?(£2)) on obtient

T
lim / / Py = — / UV — lim <Utdt(t ), 0%Ve) / VU,
Q 0

dt—0 0
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5.6 Preuve du Lemme

car % — 0 quand dt — 0.

Alors notre systéme discrétisé peut étre écrit comme suit
U = div(P%) 4+ F%  dans D'(Qr), (5.23)
ot % est, définie sur (0, 7] par
F(t)(-) = f(tnt1,-) pour tout t € (t,,tnt1], n € {0,--- , K — 1}

Il est facile de vérifier que F% converge vers f dans D'(Qr). D’oit en multipliant (5.23) par une
fonction test ¢ et intégrant sur {7, puis en passant & la limite quand dt — 0, on conclut que U est
une solution faible de (5.1)). O
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