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Résumé

On s’intéresse dans cette thèse à la PGD (Proper Generalized Decomposition), l’une des mé-
thodes de réduction de modèles qui consiste à chercher, à priori, la solution d’une équation
aux dérivées partielles sous forme de variables séparées. Ce travail est formé de cinq chapitres
dans lesquels on vise à étendre la PGD aux espaces fractionnaires et aux espaces des fonc-
tions à variation bornée et à donner des interprétations théoriques de cette méthode pour
une classe de problèmes elliptiques et paraboliques. Dans le premier chapitre, on fait un bref
aperçu sur la littérature puis on présente les notions et outils mathématiques utilisés dans le
corps de la thèse. Dans le second chapitre, la convergence des suites des directions alternées
(AM) pour une classe de problèmes variationnels elliptiques est étudiée. Sous une condition
de non-orthogonalité uniforme entre les itérés et le terme source, on montre que ces suites
sont en général bornées et compactes. Alors, si en particulier la suite (AM) converge faible-
ment alors elle converge fortement et la limite serait la solution du problème de minimisation
alternée. Dans le troisième chapitre, on introduit la notion des dérivées fractionnaires au sens
de Riemann-Liouville puis on considère un problème variationnel qui est une généralisation
d’ordre fractionnaire de l’équation de Poisson. En se basant sur la nature quadratique et la
décomposabilité de l’énergie associée, on démontre que la suite PGD progressive converge
fortement vers la solution faible de ce problème. Dans le quatrième chapitre, on profite de la
structure tensorielle des espaces BV par rapport à la topologie faible étoile pour définir les
suites PGD dans ce type d’espaces. La convergence de telle suite reste une question ouverte.
Le dernier chapitre est consacré à l’équation de la chaleur d−dimensionnelle, où on discrétise
en temps puis à chaque pas de temps on cherche la solution de l’équation elliptique en utili-
sant la PGD. On montre alors que la fonction affine par morceaux en temps obtenue à partir
des solutions construites en utilisant la PGD converge vers la solution faible de l’équation.

Mots-clés : PGD, tenseurs élémentaires, minimisation alternée, dérivée de Riemann-Liouville,
espace fractionnaire, variation bornée.
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Abstract

In this thesis, we are interested in the PGD (Proper Generalized Decomposition), one of
the reduced order models which consists in searching, a priori, the solution of a partial dif-
ferential equation in a separated form. This work is composed of five chapters in which
we aim to extend the PGD to the fractional spaces and the spaces of functions of bounded
variation and to give theoretical interpretations of this method for a class of elliptic and
parabolic problems. In the first chapter, we give a brief review of the litterature and then we
introduce the mathematical notions and tools used in this work. In the second chapter, the
convergence of rank-one alternating minimisation AM algorithms for a class of variational
linear elliptic equations is studied. We show that rank-one AM sequences are in general
bounded in the ambient Hilbert space and are compact if a uniform non-orthogonality con-
dition between iterates and the reaction term is fulfilled. In particular, if a rank-one (AM)
sequence is weakly convergent then it converges strongly and the common limit is a solution
of the alternating minimization problem. In the third chapter, we introduce the notion of
fractional derivatives in the sense of Riemann-Liouville and then we consider a variational
problem which is a generalization of fractional order of the Poisson equation. Basing on
the quadratic nature and the decomposability of the associated energy, we prove that the
progressive PGD sequence converges strongly towards the weak solution of this problem. In
the fourth chapter, we benefit from tensorial structure of the spaces BV with respect to the
weak-star topology to define the PGD sequences in this type of spaces. The convergence of
this sequence remains an open question. The last chapter is devoted to the d-dimensional
heat equation, we discretize in time and then at each time step one seeks the solution of the
elliptic equation using the PGD. Then, we show that the piecewise linear function in time
obtained from the solutions constructed using the PGD converges to the weak solution of
the equation.

Keywords: PGD, rank-one tensor, alternating minimisation, Riemann-Liouville derivative,
fractional space, bounded variation.
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Introduction
De nos jours, les simulations numériques, utilisées surtout pour la prédiction et la prise de

décision, ou tout simplement pour une meilleure compréhension des phénomènes physiques,
occupent une place très importante dans de nombreuses branches des sciences de l’ingénieur
et des techniques de la communication et de l’information.

Toutefois, afin de donner une représentation exacte du monde réel, on a besoin d’intro-
duire un grand nombre de paramètres dans les modèles mathématiques impliquées dans la
simulation, puis d’utiliser une discrétisation assez fine dans le monde numérique, pour s’as-
surer que la solution numérique est une bonne approximation de la solution exacte. Ce qui
peut conduire à des quantités de calcul très écrasantes. Dans certains cas, et surtout lorsque
la dimension de l’espace est suffisamment grande, les méthodes standards seront impossibles
à implémenter. Ainsi, la mémoire de l’ordinateur nécessaire lors de la simulation sera com-
parable avec le nombre total d’atomes dans l’univers [29]. Ce phénomène est communément
connu sous le nom "curse of dimensionality".
Afin d’illustrer le problème, on considère une équation aux dérivées partielles (EDP) définie
dans un espace de dimension d ayant une solution u(x1, · · · , xd). On définit une base de
discrétisation VN , avec N degré de liberté pour chacune des variables (N ∈ N∗) par :

VN := vect
{
h

(1)
i1

(
x1) · · ·h(d)

id

(
xd), 1 ≤ i1, · · · , id ≤ N

}
,

tel que pour tout 1 ≤ j ≤ d,
(
h

(j)
ij

)
1≤i≤N est une famille deN fonctions dépendant uniquement

de la variable xj. La méthode de Galerkin standard consiste à chercher une représentation
de la solution de l’EDP de la forme suivante :

uN(x1, · · · , xd) =
∑

1≤i1,··· ,id≤N

λi1,··· ,id h
(1)
i1

(
x1) · · ·h(d)

id

(
xd), (1)

et à calculer les Nd réels (λi1,··· ,id)1≤i1,··· ,id≤N . Par conséquence, la complexité du problème
croît exponentiellement avec la croissance de la dimension d, ce qui cause clairement un
problématique en termes de calcul lorsque d est suffisamment grand.

Afin de remédier à ce problème, plusieurs approches ont été récemment proposées. Citons à
titre d’exemples : "sparse grids" [99], "tensor formats" [55], "adaptive polynomial approxi-
mations" [33], et les méthodes de réduction de modèles. Parmi ces approches, on se limite
dans cette thèse à la réduction de modèle qui consiste à construire une base réduite de taille
bien inférieure au nombre de degrés de liberté du problème, puis à projeter le problème sur
cette base réduite afin d’obtenir un système d’équations ayant un nombre d’inconnus très
petit relativement à celui obtenu par une discrétisation classique. La manière de la construc-
tion de la base réduite est celle qui différencie une méthode d’une autre. Il est possible de
distinguer deux familles des méthodes de réduction de modèles : celles dites "a-postériori"
qui nécessitent une connaissance préalable de la solution, citons par exemple : la POD (Pro-
per Orthogonal Decomposition) introduite dans [69] dans le contexte de la turbulence, puis

2



TABLE DES MATIÈRES

utilisée dans [16, 20, 17, 21, 56, 5, 3, 4, 67], la CVT (Central Voronoi Tesselations) qui a
été utilisé avec succès dans [38, 40, 39, 24] et la méthode de troncature équilibrée introduite
par Moore [74] puis développée par d’autres auteurs dans [13, 14, 54, 92] ; et celles dites
"a-priori" qui ne nécessitent aucune information sur la solution : on cite ici la méthode de
réduction à priori (APR) qui a été développée par Ryckelnyck [83, 84] dans le cadre des
problèmes thermomécaniques puis appliquée aux problèmes d’éléments de frontière et aux
problèmes d’élasticité non-linéaire [85, 12], elle a été aussi utilisée pour résoudre les équa-
tions de transfert et les équations de Navier-Stocks [98, 97, 96] et pour la modélisation de la
propagation des fissures [57]. Une autre méthode de réduction de modèles a-priori, c’est celle
qu’on va traiter dans ce travail, est la PGD (Proper Generalized Decomposition) développée
dans [9, 10, 62] et qui consiste à chercher la solution d’un problème sous forme de variables
séparées. Ainsi, une représentation séparée d’une solution est donnée par

um(x1, · · · , xd) :=
m∑
i=1

R1
i (x1)× · · · ×Rd

i (xd),

où Rj
i est une fonction dépendant uniquement de la variable xj pour tout i = 1, · · · , d,

j = 1, · · · ,m. Au contraire à la méthode utilisée dans (1), si on discrétise maintenant les
fonctions de base Rj

i , en prenant N degré de liberté pour chacune des variables, alors le
nombre total d’inconnus sera m×N × d, ce qui signifie que la complexité croît linéairment
avec la dimension et parsuite on pourrait traiter d’une manière très efficace des problèmes
définies dans des espaces de haute dimension.

Organisation de cette thèse

Cette thèse est composée de cinq chapitres qui peuvent être résumés comme suit :

Résumé du chapitre 1 "Etat de l’art et préliminaires"
Dans ce chapitre, on fait d’abord un aperçu général sur la méthode PGD : ses domaines

d’applications, ses définitions et les travaux théoriques existants. Puis, afin d’avoir une thèse
"self-contained" on présente toutes les définitions ainsi que les outils généraux nécessaires
pour comprendre ce tarvail. Finalement, on décrit la méthode PGD dans le cadre de l’équa-
tion de Poisson 2D en présentant les deux aspects algorithmique et théorique.

Résumé du chapitre 2 : "Convergence des algorithmes de minimisation alternée
effectués dans la PGD variationnelle"
La résolution numérique des équations aux dérivées partielles en utilisant des représenta-

tions tensorielles de la solution est l’un des traitements numériques les plus efficaces pour les
problèmes définis dans des espaces de haute dimension. L’étape principale de telles méthodes
consiste à calculer le meilleur tenseur élémentaire afin d’enrichir l’approximation tensorielle
itérative. Pour les problèmes variationnels, cette étape pourrait être effectuée en utilisant
une méthode de minimisation alternée, mais la convergence de tels techniques présente un

3
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véritable défi entre les chercheurs. On étudie alors dans ce chapitre la convergence des suites
des directions alternées pour une classe de problèmes variationnels elliptiques. On commence
par le traitement de l’équation de la chaleur puis on passe à un cas de diffusion plus général.
En imposant une condtion de non-orthoonalité uniforme entre les itérés et le terme source, on
montre que ces suites sont compactes. En particulier si toute la suite des directions alternées
converge faiblement alors elle converge fortement et la limite serait la solution du problème
de minimisation alternée.

Résumé du chapitre 3 "La PGD pour une classe de problèmes aux dérivées frac-
tionnaires"
Une équation différentielle est dite fractionnaire si elle contient un opérateur d’ordre non

entier. Elle est dite de plus d’ordre fractionnaire si cet opérateur admet le plus grand ordre
dans l’équation. L’équation de diffusion est par exemple d’ordre 2 mais on peut considérer
une équation analogue d’ordre 2s (0 < s < 1) où le laplacien est remplacé par le "laplacien
fractionnaire". Ce type d’EDP avec des ordres de dérivation non entiers ont été validés par
plusieurs études expérimentales et théoriques pour des problèmes de transport de polluants
en milieu aquifères, pour des problèmes d’origine biologique ou électromagnétique où un
phénomène d’anomalie de diffusion intervient.
L’étude des équations fractionnaires est difficile : d’une part, les opérateurs d’ordre fraction-
naire sont non locaux, i.e. la valeur de la dérivée fractionnaire d’une fonction en un point
dépend de la valeur de la fonction dans tout le domaine, d’autre part, les opérateurs de trace
n’admettent pas un sens dans les espaces de Sobolev fractionnaires d’ordre s ≤ 1

2
.

Vu le grand intérêt du domaine fractionnaire, on vise dans ce chapitre à étendre la PGD à
ce type de problèmes et essayer de dégager des résulats de convergence théoriques.
On rappelle d’abord les notions des espaces de Sobolev fractionnaires et des opérateurs
d’ordre fractionnaires au sens de Riemann-liouville et les propriétés les plus importantes qui
nous permettent de se lancer dans ce travail. Puis, on considère le problème aux limites
suivant : 

d∑
k=1

(
Rs
−ekR

s
ek

+Rs
ek
Rs
−ek

)
[u] = f in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

(2)

où Ω = Ω1×· · ·×Ωd, Ωi =]ak, bk[ est un ouvert non vide borné dans R pour tout k = 1, · · · , d,
(ek)k=1,··· ,d est la base canonique de Rd, 1

2
< s < 3

2
, et f est une fontion donnée dans L2(Ω).

Rs
ek

et Rs
−ek désignent la dérivée d’ordre s au sens de Riemann-Liouville dans la direction

ek et ek respectivement. On démontre alors que la suite PGD progressive associée à ce
problème est bien définie et que cette suite PGD converge fortement vers la solution faible du
problème, en se basant sur la nature quadratique et la décomposabilité de l’énergie associée
à ce problème.

Résumé du chapitre 4 "La méthode PGD dans le cadre des espaces des fonctions
à variation bornée"
On vise dans ce chapitre à étudier l’existence et la convergence des suites PGD dans

4
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le cadre des espaces BV . Ce type d’espaces n’admet pas une structure tensorielle pour la
topologie forte, mais on montre qu’il admet une structure tensorielle pour la topologie faible
étoile. On arrive alors à définir une suite PGD pour des problèmes de minimisation d’une
énergie convexe mais non différentiable définis dans les espaces BV , mais c’est très difficile
de trouver des résultats de convergence théoriques, On donne alors un contre-exemple pour
affirmer que l’étude de la convergence dans ce cadre ne se fait pas comme dans le cas des
problèmes différentiables.

Résumé du chapitre 5 "Interprétation théorique de la PGD dans le cadre de
l’équation de la chaleur"
On considère dans ce chapitre l’équation de la chaleur suivante :

∂u

∂t
(x, t)−∆u(x, t) = f(x, t) pour tout (x, t) ∈ Ω× (0, T ],

u(x, t) = 0 pour tout (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ],
u(0, x) := u0(x) ∈ L2(Ω),

(3)

définie sur un domaine ouvert de Rd ayant la forme suivante :

Ω := Ω1 × · · · × Ωd,

où les Ωi sont des ouverts bornés de R et on s’intéresse à la PGD incrémentale pour résoudre
cette équation. Cette approche consiste à discrétiser en temps l’équation de la chaleur puis
à chercher la solution de l’équation elliptique à chaque pas de temps en utilisant la méthode
PGD.
On montre alors que la solution affine par morceaux en temps définie à travers les solutions
des équations elliptiques à chaque pas de temps converge vers la solution faible de l’équation
de la chaleur. L’étude de la convergence de la suite PGD vers la solution du problème, en
utilisant l’approche non incrémentale, sera l’une des perspectives de cette thèse.
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Chapitre 1 : Etat de l’art et Préliminaires

1.1 Littérature
La PGD est une famille des méthodes, très récente. Le premier article sur la PGD a été

publié en 2006 par Ammar et al. [9] et le premier livre sur cette méthode a été réalisé par
Chinesta et al. en 2013− 2014 [31].

La représentation séparée de la solution n’est pas spécifique pour la PGD. Une telle décom-
position a été proposée depuis les années 80 par Pierre Ladevèze dans sa méthode LATIN
(Large Time Incremental method) [59, 60], où il a considéré une sépration espace-temps :

u(x, t) ≈
m∑
i=1

Xi(x)× Ti(t),

ce qui fait de la PGD une généralisation de la méthode LATIN de Ladevèze. Plusieurs
améliorations sur la méthode LATIN ont été réalisées par le groupe de Ladevèze avant
l’introduction de la PGD [61, 78, 62]. Ce type de représentation a été aussi largement employé
dans la chimie quantique. Ainsi, les approches de Hartree-Fock et Post-Hartree-Fock utilisent
des approximations sous forme séparée de la fonction d’onde pour l’équation de Schrödinger
[26]. La POD (Décomposition Propre Orthogonale) est une méthode qui utilise également
une représentation séparée de la solution.

1.1.1 Domaines d’application de la PGD

La PGD est utilisée dans plusieurs domaines et travaux de recherches. On cite ici quelques
applications à titre indicatif. Pourtant, on peut se référer au travail de Chinesta et al. [32]
en 2011 et les articles [29, 30] pour savoir plus de détails concernant les applications de la
PGD et les différentes challenges.

PGD pour les problèmes multidimensionnels
La première application sur la PGD était sur l’équation de Fokker-Planck définie en haute
dimension dans le cadre de la théorie cinétique afin de traiter des problèmes de description
des fluides complexes [9, 10], où dans ce cas, le nombre d’inconnus utilisés pour résoudre
l’équation de Fokker-Planck est égale à 105 au lieu de 1040 pour la résolution classique.
La PGD est aussi appliquée à l’équation de Schrödinger en chimie quantique [8], aux mo-
dèles financiers pour les prix des options avec un nombre élevé de facteurs de risque [45] et
pour résoudre l’équation maîtresse multidimensionnelle [28] qui conduit à des applications
intéressantes dans les systèmes biologiques.

PGD pour séparer l’espace physique
La PGD est encore utilisée efficacement pour obtenir les solutions des problèmes définies
dans des espaces de dimension modérée. On cite par exemple les travaux de Dumon [41] où
il a considéré les équations de Navier Stockes définies dans un domaine cubique en dimension
3 ; l’espace alors est traité comme trois espaces unidimensionnels et parsuite la décomposi-
tion dans le domaine cubique sera très efficace.
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1.1 Littérature

La séparation des variables a été étendue à des domaines non cubiques par Gonzalez [52],
où l’approximation de la solution par la PGD est cherchée de la forme suivante :

um(x1, · · · , xd) = w(x1, · · · , xd)
m∑
j=1

F 1
j (x1)× · · · × F d

j (xd),

avec w : Ω? −→ R est une fonction vérifiant :
{
w(x1, · · · , xd) > 0, si (x1, · · · , xd) ∈ Ω,
w(x1, · · · , xd) = 0, si (x1, · · · , xd) ∈ Ω?\Ω,

où Ω? est le plus petit cube contenant Ω.

Parfois des décomopositions incomplètes sont utilisées. Ainsi, pour les problèmes définis
dans des géométries sous forme des plaques, la PGD est prouvée d’être très fructueuse dans
[22]. La représentation séparée suivante a été alors considérée :

u(x, y, z) =
m∑
i=1

Xi(x, y) · Zi(z).

La surface de la plaque est définie dans le plan (x, y) et peut avoir des géométries complexes
et la coordonnée z est associée à l’épaisseur de la plaque. Une telle représentation permet la
résolution des problèmes 3D avec une complexité 2D.

PGD pour les problèmes paramétriques
L’une des applications de la PGD les plus intéressantes et populaires pour les sciences de
l’ingénieur est la résolution des modèles paramétriques. L’idée ici est que les paramètres
(par exemple le nombre de Reynold dans les problèms d’écoulement, la conductivité ther-
mique dans l’équation de la chaleur · · · ) seront considérés comme des extra-variables, ce qui
augmente la dimension du problème. Ainsi, étant donné un problème défini dans un espace
de dimension modérée avec des paramètres β1, · · · , βp, une approximation d’ordre J de la
solution sera cherchée sous la forme suivante :

u(x; β1, · · · , βp) ≈
J∑
j=1

Xj(x)Ψ1
j(β1)× · · · ×Ψp

j(βp).

De cette manière, (β1, · · · , βp) appartient à un rectangle de dimension p, ce qui constitue un
domaine naturel pour l’application de la PGD. Notons que les conditions aux limites et aux
bords peuvent être aussi considérées comme des variables supplémentaires.
Ce type de problème paramétrique a été traité par exemple dans les calculs d’homogénéisa-
tion linéaire et non linéaire par Lamari [64, 63] qui a considéré la températaure macroscopique
et son évolution temporelle ainsi que la conductivité thermique comme des avariables supplé-
mentaires. Dans [22, 11], les paramètres des matériaux sont les coordonnées supplémentaires
et dans [81] la solution générale de l’équation de la chaleur a été calculé pour une large
gamme des valeurs de la conductivité thermique qui a été considéré comme une variable
supplémentaire.
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PGD pour la simulation en temps réel
Après la recherche de la solution d’un problème à l’aide de la PGD, en considérant les param-
pètres comme des variables supplémentaires, on pourrait traiter facilement et à postériori
des problèmes d’identification inverse et d’optimisation. Ainsi, ces tâches seront effectuées
comme étant des opérations de post-traitement agissant sur la solution générale calculée une
fois pour toute par la méthode PGD (calcul offline). On pourrait alors déduire la solution
pour différentes valeurs des paramètres instantanément (calcul online). Parmi les applica-
tions traitées on cite [49, 66] dans le cadre des problèmes d’optimisation du procédé et de
forme et [22, 50] où cette étape est utilisée pour les téléphones portables.

Le problème d’identification inverse a été couplé avec des stratégies de contrôle dans le
contexte de la DDDAS [50].

Concernant les simulations chirurgicales, une haute fréquence est indispensable pour un bon
fonctionnement des simulateurs, alors le temps de calcul doit être instantanné. Les résultats
issus des conférences où la PGD est testée sur ce type de problème semblent encourageants.

PGD pour les problèmes stochastiques
La PGD a montré ses capacités dans la résolution des problèmes stochastiques. C’était
un concept proposé par Nouy [75] et nommé "Generalized Spectral Decomposition" où les
variables stochastiques sont séparées des variables déterministes. La solution u d’un problème
stochastique est alors recherchée sous la forme suivante

u ≈
m∑
i=1

λiFi,

où les λi sont des coefficients aléatoires et les Fi sont des fonctions déterministes. On cite
dans ce cadre le travail de Tamellini et al. [93] pour la recherche de la solution des équations
de Navier-Stockes stochastiques stationnaires, dans lequel le nombre de Reynolds et le terme
force ont été considérés comme des variables aléatoires. Dans [75, 76], Nouy a appliqué la
méthode pour résoudre des problèmes stochastiques linéaires, et l’a étendue à un plus grand
nombre d’équations stochastiques. Finalement, les auteurs de [79] ont proposé une extension
pour résoudre des équations stochastiques non-linéaires.

1.1.2 Travaux théoriques

La convergence de la méthode PGD est la question qui nous intéresse le plus dans cette
thèse. Cette question a été d’abord traitée par Le Bris et al. [65] où la PGD progressive est
comparée aux algorithmes gloutons. Plus particulièrement, les auteurs ont démontré que la
version variationnelle de la PGD, basée sur la minimisation de l’énergie associée à l’équation
de Poisson converge vers la solution du problème. Ce travail a été étendue par Cancès et al.
[27] au cas plus général des problèmes elliptiques non linéaires auto-adjoints, définis dans
des espaces de Hilbert tensoriels, et par Falcó et Nouy [48] dans le cas des espaces de Banach
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1.1 Littérature

tensoriels. Dans [47], les auteurs ont introduit une généralisation du Théorème d’Ekart et
Young ce qui leur permet de démontrer la convergence de la PGD pour certains problèmes
définis dans des espaces de Hilbert tensoriels. Dans [7], Ammar et al. ont démontré que la
solution obtenue par la PGD pour une classe des systèmes linéaires converge vers la solution
du modèle complet. D’autres avancements théoriques ont été élaborées ; on cite le travail de
Nouy [77] qui a exprimé la PGD comme un pseudo problème aux valeurs propres, ce qui, à
son tour, conduit à différentes définitions de la PGD.

1.1.3 Définitions de la méthode PGD

Il existe dans la littérature plusieurs définitions de la PGD ; citons les définitions classiques
basées sur l’orthogonalité de Galerkin [9, 10, 78], celles basées sur la minimisation résiduelle
[78, 62], introduites surtout pour les problèmes non symétriques afin d’améliorer la robutesse
de la méthode, et une nouvelle définition basée sur un critère de Petrov-Galerkin introduite
par Nouy [77] dans le cadre des problèmes d’évolution afin d’améliorer la précision de l’ap-
proximation PGD. Dans cette nouvelle définition l’orthogonalité du résidu est imposé par
rapport à un autre ensemble des fonctions temporelles et spatiales qui sont les solutions d’un
problème adjoint. Le lecteur intéressé peut se référer à [77] où les différentes définitions de
la PGD sont détaillées.

Dans la suite de ce travail, on va considérer la PGD progressive de Galerkin qui est la plus
simple dans l’implémentation. Nous détaillons alors la PGD progressive de Galerkin dans
le cas d’un problème multidimensionnel. Les variables peuvent être des variables spatiales,
temporelles ou des paramètres du problème.

On considère le problème faible suivant : Trouver u ∈ V (Ω) tel que

a(u, u∗) = L(u∗), ∀u∗ ∈ V (Ω),

où Ω := Ω1 × · · · × Ωd est un ouvert cartésien de Rd, a(·, ·) est une forme bilinéaire, L(·)
est une forme linéaire et V (Ω) est un espace fonctionnel approprié avec des conditions de
Dirichlet homogènes.
La PGD consiste à chercher u sous la forme séparée suivante :

u(x1, · · · , xd) ≈ um(x1, · · · , xd) =
m∑
i=1

d∏
j=1

Ri
j(xj),

où les "meilleurs" tenseurs élémentaires Rj
1(x1)×· · ·×Rj

d(xd), pour tout j = 1, · · · ,m seront
cherchés d’une manière itérative, de façon à vérifier l’orthogonalité de Galerkin. Ces meilleurs
tenseurs élémentaires sont appelés les "modes" de la PGD.

Enrichissement de la base
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Supposons qu’à l’ordre m− 1, um−1 =
m−1∑
i=1

d∏
j=1

Ri
j(xj) est connu. La solution à l’ordre m est

alors cherchée sous la forme suivante

um =
m−1∑
i=1

d∏
j=1

Ri
j(xj) +

d∏
j=1

Rm
j (xj)

où les Rm
j sont à priori inconnus.

On calcule les Rm
j , j = 1, · · · , d, en exigeant que l’approximation enrichissée satisfait l’or-

thogonalité de Galerkin. En d’autres termes,

a(um, u
∗) = L(u∗), ∀u∗ ∈ Vm(Ω),

où Vm(Ω) ⊂ V (Ω) est un espace approximatif de V (Ω), i.e. lesRm
j doivent satisfaire l’équation

suivante :

a

( d∏
j=1

Rm
j (xj), u

∗
)

= L(u∗)− a(um−1, u
∗), ∀u∗ ∈ Vm(Ω). (1.1)

Pour tout i = 1, · · · , d, on définit la fonction

Q∗i := Rm
i
∗(xi)

d∏
j=1
j 6=i

Rm
j (xj)

où Rm
i
∗(xi) est une fonction test dépendant de la variable xi. On injecte Q∗i dans (1.1), on

obtient alors un système non linéaire en Rm
j , j = 1, · · · , d. Un algorithme de point fixe sera

utilisé afin de résoudre ce système.

Critère d’arrêt
On continue l’enrichissement de la base associée à la solution de la même manière jusqu’à la
satisfaction d’un certain critère d’arrêt.
Pour les problèmes ayant une solution exacte uex connue, on arrête lorsque :

‖u− uex‖
‖uex‖

< ε.

Pour les problèmes n’ayant pas une solution exacte connue, on choisit comme critère d’arrêt :

‖A(u)− f‖
‖f‖

< ε,

pour une certaine norme appropriée, avec ε est assez petit déjà indiqué par l’utilisateur et

A(u) = f

est l’équation d’Euler-Lagrange associé au problème variationnel.
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1.1.4 Des conditions aux bords de type Dirichlet non homogènes

Dans la section précédente, on a considéré les problèmes avec des conditions de Dirichlet
homogènes. Ceci se traduit explicitement en imposant que les conditions aux bords soient
nulles sur chacune des modes de la PGD. Les conditions non-Dirichlet comme celles de
Neumann ou Robin ne constituent pas un problème à implémenter car elles ne sont pas
imposées explicitement. Ce type de problèmes est traité d’abord par González et al [52]
qui proposent une méthode appelée "transfinite interpolation" pour construire une fonction
satisfaisant les conditions aux bords et qui peut être utilisée pour remplacer le problème
original par un autre avec des conditions de Dirichlet homogènes.

Dans cete section, on introduit la notion d’interpolation transfinie sur un rectangle puis
on décrit comment cette fonction peut être utilisée pour imposer des conditions de Dirichlet
non-homogènes. Notons que cette notion peut être généralisée à des orthotopes de dimension
d.

Interpolation transfinie sur un rectangle On considère le domaine rectangulaire Ω :=
[a1, b1] × [a1, b2] avec les valeurs aux bords fa1 (x), f b1(x), fa2 (y) et f b2(y) comme l’indique
la figure 1.1.4. En utilisant l’interpolation transfinie, on pourrait construire une fonction
continue W (x, y), vérifiant ces conditions aux bords. D’après [53], W est de la forme

W (x, y) =
−1

(b1 − a1)(b2 − a2)

[
(x− a1)(b2 − y)fa1 (b1) + (x− a1)(y − a2)f b1(b1)

+ (b1 − x)(b2 − y)fa1 (a1) + (b1 − x)(y − a2)f b1(a1)

]
+

1

(b1 − a1)

(
(b1 − x)fa2 (y) + (x− a1)f b2(y)

)

+
1

(b2 − a2)

(
(b2 − y)fa2 (y) + (y − a2)f b1(x)

)
.

(1.2)

Figure 1.1 : Domaine rectangulaire
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Puisque W est imposée d’être continue, alors on peut supposer que les valeurs aux bords
coïncident sur les sommets du domaine Ω. Autrement dit, on a

fa2 (a2) = fa1 (a1), fa2 (b2) = f b2(b2), f b2(b2) = f b1(b1), f b2(a2) = fa1 (b1).

De cette manière, la fonction d’interpolation W est simplement dérivable et les valeurs de
W aux bords de Ω peuvent être facilement évaluées. Par exemple,

W (x, b2) =
−1

b1 − a1

[
(x− a1)f b1(b1) + (b1 − x)f b1(a1)

]
+

1

(b1 − a1)

[
(b1 − x)fa2 (b2) + (x− a1)f b2(b2)

]
+ f b1(x)

= f b1(x).

Maintenant, si on considère le problème suivant{
Du = f sur Ω =]a1, b1[×]a2, b2[,
u = g 6= 0 sur ∂Ω,

où D est un opérateur différentiel, alors en faisant le changement des variables suivant

v := u−W,

où W est la fonction d’interpolation transfinie vérifiant

W = g sur ∂Ω,

on obtient le problème suivant{
Dv = f +DW sur Ω = [a1, b1]× [a2, b2],
v = 0 sur ∂Ω.

C’est un problème avec des conditions de Dirichlet homogènes qui peut être résolu de la
même façon que la section précédente afin de chercher v.

L’algorithme qu’on vient de détailler est appliqué en pratique. Mais pour démontrer la
convergence de la PGD progressive, on a besoin de traiter cette méthode comme étant un
algorithme glouton, c.à.d de transformer le problème à un problème de minimisation, où à
chaque itération, on cherche le "meilleur" tenseur élémentaire en minimisant une certaine
quantité. Le dictionnaire de l’algorithme sera l’ensemble des tenseurs élémentaires.

Dans la section suivante, on rappelle tous les outils nécessaires pour présenter la PGD
comme un algorithme glouton.
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1.2 Préliminaires et définitions

1.2.1 Espaces tensoriels de Banach

Définition 1.1. (Espace tensoriel algébrique)
Soit d un entier > 1 et

(
Wi, ‖ · ‖i

)
i=1,··· ,d est une famille d’espaces de Banach Wi munis

chacun d’une norme ‖ · ‖i. On définit l’espace tensoriel algébrique W par

W := a

d⊗
k=1

Wk := vect
{
w(1) ⊗ · · · ⊗ w(d) : w(k) ∈ Vk, k = 1, · · · d

}
,

où a désigne la nature algébrique du produit tensoriel.

La représentation de Tucker d’un élément w ∈ W est donnée par

w =
∑
i∈I

ci
d
⊗
j=1

w
(j)
ij
, (1.3)

où I = I1×· · ·× Id est l’ensemble des multi-indices tel que Ij = {1, · · · , rj}, rj ≤ dim (Wj),
ci ∈ R, et les w(j)

ij
∈ Wj sont orthonormales et linéairement indépendantes. La taille des

données est déterminée par les nombres rj rassemblés dans r = (r1, · · · , rd). Pour r fixé,
l’ensemble des tenseurs représentés par (1.3) est défini par Tr(W ) :=

{
w ∈ W : il existe des sous espaces Uj ⊂ Wj tel que dim (Uj) = rj et w ∈ U := a

d⊗
j=1

Uj

}
.

Dans la suite, l’ensemble des tenseurs élémentaires de rang 1 sera notéM1(W ), c.à.d

M1(W ) := T(1,··· ,1)(W ) =

{
d
⊗
i=1

wi, wi ∈ Wi

}
On peut définir encoreMn(W ) tel que

Mn(W ) :=

{ n∑
i=1

zi, zi ∈M1(W )

}
.

Définition 1.2 (Espace de Banach tensoriel). On dit que W‖·‖ est un espace de Banach
tensoriel s’il existe un espace tensoriel algébrique W muni de la norme ‖ · ‖, tel que

W‖·‖ := ‖·‖

d⊗
j=1

Wj = a

d⊗
j=1

Wj

‖·‖

.

En d’autres termes, W‖·‖ est la complétude de W par rapport à la norme ‖ · ‖. Notons que
si W‖·‖ est un espace de Hilbert alors on dit que W‖·‖ est un espace tensoriel de Hilbert.

On remarque queM1(W ) est dense dansW‖·‖, de plus Tr(W ) est aussi dense dansW‖·‖ pour
tout r = (r1, · · · , rd) tel que rj ≥ 1, j = 1, · · · , d, carM1(W ) ⊂ Tr(W ).
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Dans le lemme suivant, on démontre que D(Ω), l’ensemble des fonctions de classe C∞(Ω)
et à support compact dans Ω, est un espace de Banach tensoriel.

Lemme 1.1. (Voir [102, Lemme 3.1.1, page 44]) Si Ω := Ω1×Ω2 où Ω1, Ω2 sont des ouverts
respectifs de Rn1 et Rn2, K = R ou C alors D(Ω1,K)a

⊗
D(Ω2,K) est dense dans D(Ω,K).

Preuve. Soit Φ ∈ D(Ω,K). Le prolongement de Φ par zéro en dehors de Ω sera encore noté
Φ. On définie la fonction ρ sur R comme suit

ρ : R −→ R

t 7−→
{
h exp

(
1

t2−1

)
si |t| < 1,

0 si |t| ≥ 1,

où h ∈ R∗ tel que
∫
R
ρ(t) dt = 1. Soit g la fonction définie sur Rn1 × Rn2 par

g : Rn1 × Rn2 −→ R
(x, y) 7−→ g(x, y) := ρ(|x|) · ρ(|y|).

Pour tout ε > 0, on pose gε(x, y) := 1
εn
g(x/ε, y/ε) alors le support de gε est inclus dans

B(0, ε), la boule de centre 0Rn1×Rn2 et de rayon ε. Pour tout k ∈ N∗, on introduit la fonction
Φk défine par

Φk : Rn1 × Rn2 −→ R

(x, y) 7−→ Φk(x, y) := [Φ ∗ g1/k](x, y) =

∫
Rn1+n2

Φ(ξ, η)g1/k(x− ξ, y − η)dξdη

=

∫
Rn1+n2

Φ(x− ξ, y − η)g1/k(ξ, η)dξdη.

D’abord, il existe un compact K ⊂ Ω1 × Ω2 tel que supp(Φ) ⊂ K et supp(Φk) ⊂ K pour
tout k ∈ N∗. En effet, si K1 est le support de Φ dans Ω alors il existe s > 0 tel que

∀u ∈ K1, ∀v ∈ ∂Ω, on a ‖u− v‖Rn1+n2 ≥ s.

Soit k0 ∈ N∗ tel que 1
k0
≤ s

2
. Donc pour tout k ≥ k0, on a

supp(g1/k) ⊂ B
(
0, s/2

)
et supp(Φk) ⊂ K1 +B

(
0, s/2

)
⊂ Ω.

Il suffit alors de prendre K = K1 +B
(
0, s

2

)
.

De plus, en utilisant le Théorème de dérivation des intégrales dépendant de paramètres,
Φk est une fonction de classe C∞(Rn1+n2 ,R) et on a pour tout (x, y) ∈ Rn1+n2 , pour tous
multi-indices (l1, · · · , ln) ∈ Nn1 et (l′1, · · · , l′n2

) ∈ Nn2 ,( n1∏
λ=1

∂lλ

∂xlλλ

)
◦
( n2∏
µ=1

∂l
′
µ

∂y
l′µ
µ

)
[Φk](x, y) =

∫
Rn1+n2

( n1∏
λ=1

∂lλ

∂xlλλ

)
◦
( n2∏
µ=1

∂l
′
µ

∂y
l′µ
µ

)
[Φ(x− ξ, y − η)]g1/k(ξ, η) dξdη.

(1.4)
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La suite (Φk)k∈N∗ approche la fonction Φ uniformément sur tout compact K de Rn1+n2 ,
d’après la continuité uniforme de Φ sur tout compact de Rn1+n2 et les propriétés de la
fonction g. Il suffit en effet de remarquer que

sup
K
|Φ− Φk| ≤ sup

(x,y)∈K, ‖(ξ,η)‖≤ δ
k

|Φ(x, y)− Φ(x− ξ, y − η)| ×
∫
‖(ξ,η)‖≤ δ

k

g1/k(ξ, η) dξdη

+ 2 ‖Φ‖∞
∫
‖(ξ,η)‖≥ δ

k

g1/k(ξ, η) dξdη

≤ sup
(x,y)∈K, ‖(ξ,η)‖≤ δ

k

|Φ(x, y)− Φ(x− ξ, y − η)|

+ 2 ‖Φ‖∞
∫
‖(ξ,η)‖≥ δ

k

g1/k(ξ, η) dξdη

(1.5)

et de choisir δ assez grand, puis une fois δ fixé, k suffisamment grand pour que la somme des
deux termes figurant dans le membre de droite de (1.5) soit majorée par ε arbitraire.
En remplaçant dans (1.5) Φ par n’importe laquelle de ses dérivées partielles à un ordre
arbitraire et en utilisant (1.4), on constate que la suite

(
Φk

)
k∈N∗ converge vers Φ dans

D(Ω,K).
Finalement, le fait que Φ ∈ D(Ω) et g1/k ∈ C∞(Ω1)a

⊗
C∞(Ω2) nous permet de conclure que

(Φk)k∈N∗ est une suite dans D(Ω1)a
⊗
D(Ω2) qui converge vers Φ dans D(Ω). �

1.2.2 Minimisation d’une fonctionnelle sur un espace de Banach

Dans cette section on désigne par V espace de Banach réflexif muni d’une norme ‖ · ‖ et
J : V → R une fonction donnée. On considère le problème de minimisation suivant :

J(u) = min
v∈M

J(v), (1.6)

où M est une partie inclus dans V .

Définition 1.3. J est coercive si et seulement si

lim
‖u‖→+∞

J(u) = +∞.

En d’autres termes, J est coercive si

∃c > 0 tel que J(u) ≥ c ‖u‖2.

Définition 1.4. Soit (vn)n une suite dans V . On dit que (vn)n converge faiblement vers v,
et on note vn ⇀ v si :

lim
n→∞
〈vn, ϕ〉 = 〈v, ϕ〉 pour tout ϕ ∈ V ′,

où V ′ désigne l’espace topologique dual de V et 〈·, ·〉 : V ′ × V → R est le paire de dualité.
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Chapitre 1 : Etat de l’art et Préliminaires

Définition 1.5. On dit que M est faiblement fermé dans V si pour toute suite (vn)n ⊂ M
telle que vn ⇀ v dans V on a : v ∈M .

Définition 1.6. On dit que J est faiblement semi-continue inférieurement (f.s.c.i) (resp.
faiblement continue) dans M ⊂ V si pour toute suite (vn)n ⊂M tel que vn ⇀ v dans M , on
a :

J(v) ≤ lim inf
n→∞

J(vm) (resp. J(v) = lim
n→∞

J(vn)).

Définition 1.7. La fonction J est dite convexe si pour tout t ∈ [0, 1] et u, v ∈ V on a

J(tu+ (1− t)v) ≤ tJ(u) + (1− t)J(v). (1.7)

J est dite strictement convexe si le signe ≤ dans (1.7) est remplacé par un signe < pour tout
u 6= v ∈ V et pour tout t ∈]0, 1[.

Proposition 1.1. Si J est convexe et semi-continue inférieurement alors J est faiblement
semi-continue inférieurement.

Théorème 1.1. Si M est faiblement fermé dans V et J est coercive et faiblement semi-
continue inférieurement dans M alors le problème de minimisation (1.6) admet au moins
une solution.

Preuve. Soit α = inf
v∈M

J(v) et (vn)n ⊂ M une suite minimisante de J . La coercivité de J

implique que (vn)n est bornée dans l’espace réflexif, alors (vn)n admet une sous-suite (vnk)k
qui converge faiblement vers un élément v ∈ V . Puisque M est faiblement fermé, v ∈M . Le
fait que J est f.s.c.i donne :

J(v) ≤ lim inf
n→∞

J(vnk) = α.

D’où J(u) = α et u est une solution du problème de minimisation. �

Lemme 1.2. Supposons que J vérifie les conditions suivantes :

1. J est Fréchet différentiable.

2. J est elliptique, i.e. il existe α > 0 et s > 1 tel que pour tout v, w ∈ V , on a :

〈J ′(v)− J ′(w), v − w〉 ≥ α ‖v − w‖s.

Alors :

a) Pour tout v, w ∈ V , on a :

J(v)− J(w) ≥ 〈J ′(w), v − w〉+
α

s
‖v − w‖s.

b) J est strictement convexe, bornée inférieurement et coercive.
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1.2 Préliminaires et définitions

Preuve. (Voir [48, Lemme 3]) Pour tout v, w ∈ V , on a

J(v)− J(w) =

∫ 1

0

d

dt
J(w + t(v − w)) dt =

∫ 1

0

〈J ′(w + t(v − w)), v − w〉 dt

= 〈J ′(w), v − w〉+

∫ 1

0

〈J ′(w + t(v − w)), v − w〉 dt

≥ 〈J ′(w), v − w〉+

∫ 1

0

α

t
‖t(v − w)‖s dt

= 〈J ′(w), v − w〉+ α
s
‖v − w‖s.

Alors pour tout v ∈ V on a

J(v) ≥ J(0) + 〈J ′(0), v〉+
α

s
‖v‖s ≥ J(0)− ‖J ′(0)‖‖v‖+

α

s
‖v‖s,

ce qui donne la coerivité et le fait que J est bornée inférieurement.
La convexité stricte découle du fait que pour v 6= w on a :

J(v)− J(w) > 〈J ′(w), v − w〉.

�

Dans la suite, on considère un espace de Banach tensorielW‖·‖, une fonctionnelle J vérifiant
les conditions du Théorème 1.1 et une partieM1 ⊂ W‖·‖, faiblement fermé, tels que :

1. 0 ∈M1,

2. vect(M1) est dense dans W‖·‖,

3. ∀λ ∈ R, ∀v ∈M1, on a λv ∈M1.

Lemme 1.3. Pour tout v ∈ W‖·‖, l’ensemble v +M1 :=
{
v + w/ w ∈ M1

}
est faiblement

fermé dans V‖·‖. De plus, le problème de minimisation

min
w∈v+M1

J(w),

admet une solution.

Preuve. Soit (zn)n ⊂ v+M1 une suite convergente vers z dans V‖·‖. On a zn = v+wn ⇀ z
où (wn)n ⊂ M1, alors wn ⇀ z − v et puisque M1 est faiblement fermé dans V‖·‖ alors
z−v ∈M1 et parsuite z ∈ v+M1. L’existence d’une solution du problème de minimisation
résulte du Théorème 1.1. �
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Lemme 1.4. Soit Ω = Ω1 × · · · × Ωd, un produit d’ouverts bornés dans R. Pour tout k =
1, · · · , d, (unk)n∈Nest une suite de L2(Ωk) tel que

unk ⇀
n→+∞

uk dans L2(Ωk).

Alors
d
⊗
k=1

unk −→
n→+∞

d
⊗
k=1

uk dans D′(Ω).

Preuve. Par abus de simplicité, on se limite au cas d = 2. Il suffit alors de démontrer que∫
Ω

(
un1 ⊗ un2 − u1 ⊗ u2

)
· ϕdx −→

n→∞
0 ∀ ϕ ∈ D(Ω).

En effet,∫
Ω

(
un1 ⊗ un2 − u1 ⊗ u2

)
· ϕdx =

∫
Ω

(
un1 ⊗ un2 − un1 ⊗ u2

)
ϕdx+

∫
Ω

(
un1 ⊗ u2 − u1 ⊗ u2

)
· ϕdx

=

∫
Ω1

un1

∫
Ω2

(
un2 − u2

)
ϕdx2dx1 +

∫
Ω2

u2

∫
Ω1

(
un1 − u1

)
· ϕdx1dx2.

Or la fonction hn : x1 −→
∫

Ω2

(
un2 − u2

)
ϕdx2 est dans D(Ω1) (d’après le Théorème de

dérivation sous le signe intégral). De plus, d’après le Théorème de convergence dominée de
Lebesgue, on a

hn −→
n→∞

0 dans L2(Ω1).

Alors,∣∣∣∣ ∫
Ω1

un1

∫
Ω2

(
un2 − u2

)
ϕdx2dx1

∣∣∣∣ ≤ ‖un1‖L2(Ω1)‖hn‖L2(Ω1)

−→
n→∞

0.
(
(un1 )n converge faiblement donc bornée

)
.

De même on montre que ∫
Ω2

u2

∫
Ω1

(
un1 − u1

)
· ϕdx1dx2 −→

n→∞
0.

�

Lemme 1.5. Pour tout p ∈]1,+∞[ et Ω = Ω1 × · · · × Ωd, un produit d’ouverts bornés dans

R, l’espaceM1

(
a

d⊗
j=1

Lp(Ωj)

)
est faiblement fermé dans Lp(Ω).
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1.2 Préliminaires et définitions

Preuve. Soit (vn)n∈N∗ une suite dans M1

(
a

d⊗
j=1

Lp(Ωj)
)
qui converge faiblement vers v ∈

Lp(Ω). Le but est de démontrer que v ∈M1

(
a

d⊗
j=1

Lp(Ωj)
)
. La suite (vn)n∈N∗ est bornée dans

Lp(Ω). On a pour tout n ∈ N∗, vn =
d
⊗
j=1
v

(j)
n , où v

(j)
n ∈ Lp(Ωj) pour tout j = 1, · · · , d. On

distingue deux cas :

1) si pour tout j ∈ {1, · · · , d− 1} on a ‖v(j)
n ‖Lp(Ωj) 6= 0Ωj , on pose

ṽ
(j)
n :=

v
(j)
n

‖v(j)
n ‖Lp(Ωj)

, ṽ(d)
n :=

d−1∏
j=1

‖v(j)
n ‖Lp(Ωj) · vdn

On peut remarquer que pour tout j = 1, · · · , d − 1, la suite (ṽ
(j)
n )n est bornée dans

Lp(Ωj). D’autre part, on a

∥∥ d
⊗
j=1

ṽ(j)
n

∥∥
Lp(Ω)

=
d∏
j=1

‖ṽ(j)
n ‖Lp(Ωj) =

d∏
j=1

‖v(j)
n ‖Lp(Ωj) = ‖v‖Lp(Ω).

Alors la suite (v
(d)
n )n est aussi bornée dans Lp(Ωd). Donc pour chaque j = 1, · · · , d on

peut extraire une sous suite (ṽ
(j)
nk )k qui converge faiblement vers v(j) ∈ Lp(Ωj). Parsuite

d
⊗
j=1
ṽ(j)
n −→

d
⊗
j=1
v(j) dans D′(Ω),

et alors
d
⊗
j=1
v(j)
n −→

d
⊗
j=1
v(j) dans D′(Ω)

L’unicité de la limite implique que v =
d
⊗
j=1
v(j) ∈M1

(
a

d⊗
j=1

Lp(Ωj)
)
.

2) s’il existe j = 1, · · · , d− 1 tel que ‖v(j)
n ‖Lp(Ωj) = 0, alors on pose

d
⊗
j=1
v(j) =

d
⊗
j=1
ṽ(j),

où ṽ
(j)
n = 0Ωj pour tout j = 1, · · · , d. Alors les suites (ṽjn) sont bornées dans Lp(Ωj)

pour tout j = 1, · · · , d. On procède de la même façon que dans le premier cas pour
conclure.

�
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1.2.3 PGD progressive - Algorithme glouton

On considère le problème de minimisation de J sur W‖·‖ suivant :

J(u) = min
v∈W‖·‖

J(v). (1.8)

On définit (um)m, la suite PGD associée à la solution u du problème de minimisation (1.8)
comme suit :

1. Initialisation : u0 = 0.

2. Choisir un pas de descente ẑm tel que ẑm := arg min
z∈M1

J(um−1 + z).

3. On distingue trois stratégies afin d’enrichir la suite PGD et construire parsuite um :

Stratégie (c) (sans mise à jour) : um = um−1 + ẑm.

Stratégie (l)

– Construire d’abord un sous-espace fermé inclus dansW‖·‖ et contenant um−1+
ẑm. Ce sous-espace sera noté U(um−1 + ẑm).

– Au contraire de la stratégie (c), on minimise cette fois sur U(um−1 + ẑm) et
on choisit um de telle sorte qu’elle soit la solution du problème suivant :

um := arg min
u∈U(um−1+ẑm)

J(u).

Stratégie (r)

– Construire un sous-espace fermé, noté U(ẑm), inclus dans W‖·‖ et contenant
ẑm.

– Choisir z̃m := arg min
z∈U(ẑm)

J(um−1 + z).

– um := um−1 + z̃m.

Les résultats de convergence de la suite PGD définie comme étant un algorithme glouton
persistent en particulier lorsqu’on cherche l’unique solution du problème :

chercher u ∈ V tel que ∀v ∈ V, a(u, v) = l(v),
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1.2 Préliminaires et définitions

où V est un espace de Hilbert, a est une forme bilinéaire, symétrique et coercive sur V × V
et l est une forme linéaire continue sur V . Dans ce cas, la solution du problème faible est
équivalent à la solution du problème de minimisation de l’énergie

J(v) :=
1

2
a(v, v)− l(v).

Néanmoins, la tâche n’est pas clair lorsque la solution du problème faible ne peut pas être
définie comme une solution d’un problème de minimisation.

Lemme 1.6. Si J vérifie les conditions du lemme 1.2 et u∗ satisfait

J(u∗) = min
z∈M1

J(u∗ + z),

Alors u∗ est la solution de (1.8).

Preuve. Pour tout t > 0 et z ∈M1, on a

J(u∗) ≤ J(u∗ + tz),

alors
J ′(u∗) · z = lim

t↓0

J(u∗ + tz)− J(u∗)

t
≥ 0 ∀z ∈M1.

D’après la condition 3) surM1, on peut conclure que

J ′(u∗) · z = 0 ∀z ∈M1.

La densité deM1 dans W‖·‖ et la continuité de J ′ implique que

J ′(u∗) · w = 0 ∀w ∈ W‖·‖,

ce qui termine la preuve. �

Proposition 1.2. Si J vérifie les deux conditions du lemme 1.2 et u ∈ W‖·‖ est la solution
de (1.8) alors la suite réele (J(um))m∈N∗ est décroissante en m, i.e.

J(um) ≤ J(um−1), pour tout m ≥ 1.

où (um)m∈N∗ est la suite PGD associée à u en suivant la stratégie (c).
De plus, s’il existe m tel que J(um) = J(um−1) alors um−1 est la solution de (1.8).

Preuve. Par définition, on a

J(um) = J(um−1 + ẑm) ≤ J(um−1 + z), ∀z ∈M1,

En particulier, 0 ∈M1 alors J(um) ≤ J(um−1).
Si J(um) = J(um−1) alors

J(um−1) = min
z∈M1

J(um−1 + z).

D’après le lemme 1.6, on déduit que um−1 est la solution de (1.8).
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1.3 La PGD appliquée à l’équation de Poisson

Dans cette section on se limite à l’une des cas les plus simples possibles : l’application de
la méthode PGD progressive de Galerkin pour résoudre l’équation de Poisson définie dans
un domaine cartésien de R2. On considère alors le problème suivant :{

−∆u = f sur Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

(1.9)

où Ω := Ω1 × Ω2 est un produit d’ouverts bornés dans R et f une fonction donnée dans
L2(Ω).

La méthode PGD consiste à chercher la solution de l’équation de Poisson sous la forme
séparée suivante :

u(x, y) =
∞∑
i=1

Xi(x)× Yi(y).

où les Xi et Yi sont des fonctions dépendant uniquement de la variable x et y respectivement.
Alors une approximation d’ordre m de u est définie par :

um(x, y) :=
m∑
i=1

Xi(x)× Yi(y).

La formulation variationnelle de l’équation de Poisson est donnée par :

−
∫

Ω1

∫
Ω2

∆u · u∗ =

∫
Ω1

∫
Ω2

f · u∗, ∀u∗ ∈ H1
0 (Ω).

Supposons qu’à l’ordre m− 1, um−1 est déjà connu. Cherchons alors Xm et Ym en suivant la
méthode PGD progressive de Galerkin. Celle-ci consiste à résoudre le problème non linéaire
suivant :

−
∫

Ω1

∫
Ω2

∆(um) ·X∗ ⊗ Ym dx dy =

∫
Ω1

∫
Ω2

f ·X∗ ⊗ Ym dx dy ∀ X∗ ∈ H1
0 (Ω1),

−
∫

Ω1

∫
Ω2

∆(um) ·Xm ⊗ Y ∗ dx dy =

∫
Ω1

∫
Ω2

f ·Xm ⊗ Y ∗ dx dy ∀ Y ∗ ∈ H1
0 (Ω2).

Ce système est équivalent à :
−
∫

Ω2

∆(Xm ⊗ Ym) · Ym dy =

∫
Ω2

(f + ∆um−1) · Ym dy,

−
∫

Ω1

∆(Xm ⊗ Ym) ·Xm dx =

∫
Ω1

(f + ∆um−1) ·Xm dx.
(1.10)
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Ou en d’autres termes
−
(∫

Ω1

(Xm)2

)
Ym
′′ +

(∫
Ω1

(Xm
′)2

)
Ym =

∫
Ω1

(f + ∆um−1) ·Xm dx

−
(∫

Ω2

(Ym)2

)
Xm

′′ +

(∫
Ω2

(Ym
′)2

)
Xm =

∫
Ω2

(f + ∆um−1) · Ym dy

(1.11)

Les Xm et Ym seront cherchés d’une manière itérative. On utilise alors l’indice i pour dési-
gner une itéarion particulière du schéma du point fixe utilisé. On considère la stratégie des
directions alternées. On démarre par un Y 0

1 arbitraire, alors X i+1
m sera calculé à partir de Y i

m

puis Y i+1
m à partir de X i+1

m . Alors le schéma considéré est le suivant :
−
(∫

Ω1

(X i+1
m )2

)
Y i
m

′′
+

(∫
Ω1

(X i+1
m

′
)2

)
Y i
m =

∫
Ω1

(f + ∆um−1) ·X i+1
m dx

−
(∫

Ω2

(Y i+1
m )2

)
X i+1
m

′′
+

(∫
Ω2

(Y i+1
m

′
)2

)
X i+1
m =

∫
Ω2

(f + ∆um−1) · Y i+1
m dy

(1.12)

Les itéartions s’arrêtent lorsqu’on arrive à un point fixe, à une tolérence δ près (déjà fixé par
l’utilisateur), i.e.

‖X i+1
m ⊗ Y i+1

m −X i
m ⊗ Y i

m‖
‖X i

m ⊗ Y i
m‖

< δ.

où la norme utilisée en pratique sera la norme L2(Ω). On note alors Xm et Ym les limites de
(X i

m)i et (Y i
m)i respectivement.

Critère d’arrêt
Le processus d’enrichissement de la base s’arrête quand une mesure appropriée de l’erreur
devient assez petit. Parmi les estimateurs d’erreur on peut choisir le résidu R(m) obtenu en
remplaçant l’approximation um dans l’équation de Poisson :

R(m) =
m∑
i=1

(
Xi
′′ ⊗ Yi +Xi ⊗ Yi′′

)
− f.

On définit alors l’erreur par la norme L2 du résidu, i.e. E(m) = ‖R(m)‖L2 .

Afin d’exprimer la PGD associée à l’équation de Poisson comme étant un algorithme
glouton, on introduit l’énergie J définie sur H1

0 (Ω) comme suit :

J(u) :=
1

2

∫
Ω

|∇u(x, y)|2 dx dy −
∫

Ω

f(x, y)u(x, y) dx dy. (1.13)

Il est facile de vérifier que J est de classe C1(H1
0 (Ω),R), avec :

J ′(u) · v =

∫
Ω

∇u(x, y) · ∇v(x, y) dx dy −
∫

Ω

f(x, y)v(x, y) dx dy pour tout v ∈ H1
0 (Ω).

(1.14)
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De plus, J est strictement convexe, minorée et coercive. En outre, si u est une solution faible
de (1.9), alors J ′(u) = 0. En d’autres termes, si u est une solution faible de (1.9) alors u est
une solution du problème de minimisation suivant :

J(u) = inf
v∈H1

0 (Ω)
J(v). (1.15)

Afin d’exprimer la PGD comme un problème de minimisation, il est nécessaire de montrer
que l’espace H1

0 (Ω) admet une structure tensorielle et que l’ensemble des tenseurs élémen-
taires est faiblement fermé dans H1

0 (Ω). On donne alors quelques propositions et lemmes
concernant la structure de l’espace en dimension d > 1, puis on se limite à la dimension 2
afin d’exprimer la PGD associée à l’équation (1.9).

Proposition 1.3. Soit Ω := Ω1 × · · · × Ωd, un produit cartésien d’ouverts bornés dans R.
On a

H1
0 (Ω) = a

d⊗
k=1

H1
0 (Ωk)

H1
0 (Ω)

.

Preuve. Soit u ∈ H1
0 (Ω) := D(Ω)

H1(Ω)
, alors il existe une suite (un)n ⊂ D(Ω) telle que

un −→
n→∞

u dans H1(Ω) et alors un −→
n→∞

u dans H1
0 (Ω). (1.16)

D’autre part, il est bien connu que

D(Ω) = a

d⊗
k=1

D(Ωk)

D(Ω)

,

alors pour tout entier n, il existe une suite (ϕnm)m ⊂ a

d⊗
k=1

D(Ωk) ⊂ a

d⊗
k=1

H1
0 (Ωk) telle que

ϕnm −→
m→∞

un dans D(Ω) et par conséquent ϕnm −→
m→∞

un dans H1
0 (Ω). (1.17)

Alors, pour n ∈ N,

∃N1(n) ∈ N tel que ∀p ≥ N1(n) on a ‖up − u‖H1
0 (Ω) ≤ 1/2n+1,

en particulier,
‖uN1(n) − u‖H1

0 (Ω) ≤ 1/2n+1.

De la même façon,

∃N2(n) ∈ N such that ∀m ≥ N2(n) on a ‖ϕN1(n)
m − uN1(n)‖H1

0 (Ω) ≤ 1/2n+1.

D’où, pour vn := ϕ
N1(n)
N2(n), on obtient

‖vn − u‖H1
0 (Ω) ≤ ‖vn − uN1(n)‖H1

0 (Ω) + ‖uN1(n) − u‖H1
0 (Ω)

≤ max(1, c1)/2n −→
n→∞

0.

ce qui termine la preuve. �
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Lemme 1.7. Soit Ω := Ω1 × · · · × Ωd. Pour toute famille de fonctions mesurables wk :

Ωk −→ R, k = 1, · · · , d, telle que
d
⊗
j=1
wk 6= 0, on a

d
⊗
j=1
wk ∈ H1

0 (Ω)⇐⇒ wk ∈ H1
0 (Ωk), pour tout k = 1, · · · , d.

Preuve. Si
d
⊗
j=1
wk ∈ H1

0 (Ω) avec
d⊗

k=1

wk 6= 0 alors il est clair que wk |∂Ωk
= 0, pour tout

k = 1, · · · , d. De plus, on a

0 <
∥∥ d
⊗
j=1

wk
∥∥
L2(Ω)

=
d∏

k=1

‖wk‖L2(Ωk)

alors wk ∈ L2(Ωk) pour tout k = 1, · · · , d. En outre,

∥∥∇(
d
⊗
j=1
wk)
∥∥
L2(Ω)

=
d∑

k=1

∥∥w′k∥∥L2(Ωk)

d∏
j=1
j 6=k

‖wj‖L2(Ωj),

donc w′k ∈ L2(Ωk) pour tout k = 1, · · · , d, car 0 <
d∏
j=1
j 6=k

‖wj‖L2(Ωj) < +∞

Réciproquement, si wk ∈ H1
0 (Ωk) alors il est facile de vérifier que

d⊗
j=1

wk |∂Ω
= 0, de plus

∥∥∇(
d
⊗
j=1
wk)
∥∥
L2(Ω)

=
d∑

k=1

∥∥w′k∥∥L2(Ωk)

d∏
j=1
j 6=k

‖wj‖L2(Ωj) <∞,

donc
d
⊗
j=1
wk ∈ H1

0 (Ω). �

Proposition 1.4. Soit Ω := Ω1 × · · · × Ωd. On a M1

(
a

d⊗
k=1

H1
0 (Ωk)

)
:=

{
d
⊗
k=1

wk : wk ∈

H1
0 (Ωk)

}
est faiblement fermé dans H1

0 (Ω).

Preuve. Soit (zn)n∈N ⊂M1

(
a

d⊗
k=1

H1
0 (Ωk)

)
qui converge faiblement vers z dans H1

0 (Ω). Or
on a

M1

(
a

d⊗
k=1

H1
0 (Ωk)

)
⊂M1

(
a

d⊗
k=1

L2(Ωk)

)
,
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etM1

(
a

d⊗
k=1

L2(Ωk)

)
est faiblement fermé dans L2(Ω) alors z ∈M1

(
a

d⊗
k=1

L2(Ωk)

)
. Ainsi,

il existe zk ∈ L2(Ωk), k = 1, · · · , d, tel que z =
d
⊗
k=1

zk ∈ H1
0 (Ω). D’après le lemme 1.7,

zk ∈ H1
0 (Ωk), pour tout k = 1, · · · , d et parsuite z ∈M1

(
a

d⊗
k=1

H1
0 (Ωk)

)
. �

Proposition 1.5. Le problème de minimisation

inf
z∈M1

(
a

d⊗
k=1

H1
0 (Ωk)

) J(u+ z),

admet au moins une solution.

Ainsi, on pourrait construire la suite PGD associée à l’équation de Poisson (1.9) comme
suit :

(M)


Initialisation : u0 = 0 dans H1

0 (Ω)

Enrichissement : zm := arg min
z∈M1

(
H1

0 (Ω1) a
⊗

H1
0 (Ω2)

) J(um−1 + z), ∀m ≥ 1,

Progression : um := um−1 + zm.

Afin d’exprimer le lien entre la minimisation de l’énergie J et la stratégie de directions
alternées définie par (1.12), on considère la fonctionnelle J̃ : H1

0 (Ω1)×H1
0 (Ω2) −→ R définie

par :
J̃(X, Y ) := J(u+X ⊗ Y ),

où u ∈ H1
0 (Ω) est fixé.

Proposition 1.6. La fonctionnelle J̃ est de classe C1
(
H1

0 (Ω1)×H1
0 (Ω2),R

)
.

Proposition 1.7. Le problème

inf
(X,Y )∈H1

0 (Ω1)×H1
0 (Ω2)

J̃(X, Y ), (1.18)

possède au moins une solution.

Preuve. Il est facile de vérifier que le problème (1.18) est équivalent à

inf
X⊗Y ∈M1

(
H1

0 (Ω1)a
⊗
H1

0 (Ω2)
) J(u+X ⊗ Y ),

qui est à son tour équivalent à

inf
u+M1

(
H1

0 (Ω1)a
⊗
H1

0 (Ω2)
) J(z).

le résultat découle ainsi du lemme 1.3. �
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1.3 La PGD appliquée à l’équation de Poisson

Proposition 1.8. Si (X̂, Ŷ ) est une solution de (1.18), alors X̂ est une solution faible du
problème aux limites : −A(Ŷ )X̂ ′′(x) +B(Ŷ )X̂(x) =

∫
Ω2

[f(x, y) + ∆u(x, y)] Ŷ (y) dy

X̂|∂Ω1
= 0.

(1.19)

avec

A(Ŷ ) =

∫
Ω2

[Ŷ (y)]2 dy et B(Ŷ ) =

∫
Ω2

[Ŷ ′(y)]2 dy,

et Ŷ est une solution faible du problème aux limites −C(X̂)Ŷ ′′(y) +D(X̂)Ŷ (y) =

∫
Ω1

[f(x, y) + ∆u(x, y)] X̂(x) dx

Ŷ|∂Ω2
= 0.

(1.20)

avec

C(X̂) =

∫
Ω1

[X̂(x)]2 dx et D(Ŷ ) =

∫
Ω1

[X̂ ′(x)]2 dx,

Preuve. (X̂, Ŷ ) est une solution de (1.5) implique que∇J̃(X̂, Ŷ ) = 0, c.à. d


∂J̃

∂X
(X̂, Ŷ ) = 0,

∂J̃

∂Y
(X̂, Ŷ ) = 0.

Pour tout ϕ ∈ H1
0 (Ω1) et t > 0 on a

J̃(X + tϕ, Y ) = J(u+ (X + tϕ)⊗ Y )

=
1

2

∫
Ω

|∇(u+ (X + tϕ)⊗ Y )|2 −
∫

Ω

f [u+ (X + tϕ)⊗ Y ]

=
1

2

∫
Ω

|∇(u+X ⊗ Y )|2 −
∫

Ω

f [u+X ⊗ Y ] +
t2

2

∫
Ω

|∇(ϕ⊗ Y )|2+

+ t

∫
Ω

∇(u+X ⊗ Y )∇(ϕ⊗ Y )− t
∫

Ω

f [ϕ⊗ Y ],

D’où
∂J̃

∂X
(X̂, Ŷ ) · ϕ =

∫
Ω

∇(u+ X̂ ⊗ Ŷ )∇(ϕ⊗ Ŷ )−
∫

Ω

f [ϕ⊗ Ŷ ] = 0.

Ainsi, ∫
Ω

(
∂u

∂x
ϕ′ ⊗ Ŷ + ϕ′X̂ ′ ⊗ Ŷ 2 +

∂u

∂y
ϕ⊗ Ŷ ′ + ϕX̂ ⊗ Ŷ ′2

)
−
∫

Ω

f [ϕ⊗ Ŷ ] = 0
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Parsuite

A(Ŷ )

∫
Ω1

ϕ′(x)X̂ ′(x) dx+B(Ŷ )

∫
Ω1

ϕ(x)X̂(x) dx =

∫
Ω1

ϕ(x)

[
f(x, y)Ŷ (y) dy

]
dx

−
∫

Ω1

ϕ′(x)

[ ∫
Ω2

∂u

∂x
(x, y) Ŷ (y) dy

]
dx

−
∫

Ω1

ϕ(x)

[ ∫
Ω2

∂u

∂y
(x, y) Ŷ ′(y) dy

]
dx.

Alors X̂ est une solution faible du problème (1.19). En utilisant le fait que
∂J̃

∂Y
(X̂, Ŷ ) = 0,

on peut démontrer de la même façon que Ŷ est une solution faible de (1.20). �

1.4 Théorèmes utilisés dans la thèse
Théorème 1.2 (Théorème de Banach-Steinhaus). (Voir [23, Théorème II.1]) Soit E un
espace de Banach et F un espace vectoriel normé. Si H ⊂ L(E,F ) alors

soit (‖f‖)f∈H est bornée,

soit il existe x ∈ E tel que supf∈H‖f(x)‖ =∞.

Définition 1.8. Soit X un espace de Hausdorff compact et Y un espace métrique muni
d’une distance d. On désigne par C(X, Y ) l’espace des fonctions continues de X dan Y . On
dit que F ⊂ C(X, Y ) est équicontinue si pour tout x ∈ X et ε > 0, il existe un voisinage Vx
de x tel que

∀y ∈ Vx, ∀f ∈ F : d
(
f(y), f(x)

)
< ε.

F est dite simplement relativement compact si pour tout x ∈ X, l’ensemble
{
f(x); f ∈

F
}
est relativement compact dans Y.

Théorème 1.3 (Arzelà-Ascoli). (Voir [89]) Soit X un espace de Hausdorff compact et Y un
espace métrique. Si on munit C(X, Y ) par la norme uniforme, alors une partie F ⊂ C(X, Y )
est relativement compacte ssi

1. F est équicontinue,

2. F est simplement relativement compacte.

En particulier, une partie F ⊂ C(X,R), fermée bornée, est relativement compacte si elle est
équicontinue.
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Chapitre 2 : La convergence de l’algorithme de minimisation alternée

2.1 Introduction

La résolution numérique des équations aux dérivées partielles en utilisant des représenta-
tions tensorielles de la solution est l’un des traitements numériques les plus efficaces pour
les problèmes définis dans des espaces de haute dimension. L’étape principale de ces mé-
thodes consiste à calculer itérativement le meilleur tenseur élémentaire afin d’enrichir l’ap-
proximation tensorielle. Parmi ces méthodes, la PGD progressive fournit une approximation
d−dimensionnelle sous la forme séparée suivante

u(x1, x2, · · · , xd) '
m∑
k=1

u
(1)
k (x1)× u(2)

k (x2)× · · ·u(d)
k (xd)

où les xk, k ∈ {1, 2, · · ·m}, sont de dimension modérée. Cette approximation serait construite
sans aucune information a priori de la solution u.
Dans le cadre des problèmes variationnels, l’étape du calcul du meilleur tenseur élémentaire
serait faite en utilisant des algorithmes de minimisation alternée. La convergence de tels
techniques présente un véritable défi et, à notre connaissance, cette question n’a pas encore
été étudiée dans le cadre de la PGD. Cependant, dans le cadre des espaces euclidiens, un
théoème de convergence locale pour les approximations tensorielles canoniques de rang faible
a été abordée par Uschmajew [95] et la convergence des algorithmes des moindres carrés
alternées utilisées pour les représentations tensorielles a été prouvé dans [43].
On étudie alors dans ce chapitre la convergence des suites des directions alternées pour une
classe de problèmes variationnels elliptiques, dans le cadre d’espaces de Hilbert. Sous une
condition de "non-orthogonalité uniforme", on montre que ces suites sont en général bornées
et compactes. En particulier, si la suite des directions alternées converge faiblement alors
elle converge fortement et la limite serait la solution du problème de minimisation alternée.

2.1.1 Espaces de Hilbert Tensoriel et PGD variationnelle

Cette section traite des problèmes de minimisation de fonctionnelles convexes définies dans
des espaces de Hilbert tensoriel. La structure tensorielle des espaces de Hilbert permet de
minimiser d’une manière progressive via les méthodes de réduction dimensionnelle. Pour la
commodité du lecteur, nous reprenons brièvement les grandes lignes de la PGD variationnelle.

On considère une famille finie des espaces de Hilbert réels (Vk , ‖ · ‖k)1≤k≤d, où d ≥ 2 est un
entier. L’espace tensoriel algébrique de Hilbert engendré par la famille (Vk , ‖ · ‖k)1≤k≤d, et
noté

V := a

d⊗
k=1

Vk,
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2.1 Introduction

est l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des tenseurs élémentaires v =
d⊗

k=1

vk, avec

vk ∈ Vk. Le suffixe "a" dans "a
⊗

" revient à la nature "algébrique" du produit tensoriel, i.e,

V =

{
m∑
j=1

v
(j)
1 ⊗ v

(j)
2 ⊗ · · · ⊗ v

(j)
d : m ∈ N∗ et v(j)

k ∈ Vk pour tout k = 1, 2, · · · , d

}
. (2.1)

On dit que V‖·‖ est un espace de Hilbert tensoriel s’il existe un espace tensoriel algébrique V
et une norme ‖ · ‖ sur V tel que V‖·‖ soit le complété de V pour la norme ‖ · ‖, i.e.

V‖·‖ = a

d⊗
k=1

Vk

‖·‖

.

Dans la suite, le cône des tenseurs élémentaires dans V sera notéM1(V ), i.e.

M1(V ) =

{
v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vd : vk ∈ Vk for k = 1, 2, · · · , d

}
. (2.2)

Alors l’espace engendré parM1(V ) est V qui est à son tour une partie dense dans V‖·‖.

Maintenant, on considère une fonctionnelle J : V‖·‖ −→ R, où V‖·‖ est un espace tensoriel
de Hilbert et on s’intéresse au problème de minimisation suivant

inf
u∈V‖·‖

J(u), (2.3)

où J satisfait les hypothèses suivantes

(H1) J est différentiable,
(H2) J est coercive,
(H3) J est strictement convexe.

En appliquant les arguments standards du calcul variationnel, on montre que le problème
(2.3) admet une solution unique û ∈ V‖·‖, et que cette solution est un point critique de J ,
c.à.d J ′(û) = 0. Pour définir la méthode PGD, on suppose de plus que

(H4) M1(V ) est faiblement fermé dansV‖·‖,

Notons que pour tout u ∈ V , le problème de minimisation

inf
z∈M1(V )

J(u+ z) (2.4)

admet au moins une solution, sous les hypothèses (H1)−(H4). La possibilité d’avoir plusieurs
solutions du problème (2.4) revient à la non-convexité deM1(V ).

La méthode PGD progressive associée au problème (2.3) consiste à construire une suite
(um)m∈N ⊂ V comme suit
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(i) Initialisation : u0 := 0.

(ii) Direction de descente : choisir ẑm ∈ arg min
z∈M1(V )

J(um−1 + z).

(iii) Progression : um := um−1 + ẑm.

Dans la suite, nous nous concentrerons sur l’étape clé (ii) qui consiste à calculer la direction
de descente optimale ẑm ∈ arg min

z∈M1(V )

J(um−1 + z).

2.2 Minimisation alternée pour une direction de descente
optimale

Dans cette section, on décrit une procédure numérique largement utilisée pour trouver une
direction possible de descente optimale

ẑm ∈ arg min
z∈M1(V )

J(um−1 + z), (2.5)

à la m-ème itération de la PGD. Il est facile de vérifier que

arg min
z∈R1(V )

J(um−1 + z) = {0} ⇐⇒ um−1 est la solution du Problème (2.3).

Pour cela, on suppose dans la suite que J ′(um−1) 6= 0.

On introduit maintenant l’application "produit tensoriel"

T : V1 × V2 × · · · × Vd −→ M1(V )

(v1, v2, · · · , vd) 7−→ v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vd,

et la fonctionnelle

Jm : V1 × V2 × · · · × Vd −→ R

(v1, v2, · · · , vd) 7−→ = J(um−1 + T(v1, v2, · · · , vd))

L’application T est clairement différentiable et on a

T′(v1, v2, · · · , vd) · (ϕ1, ϕ2, · · · , ϕd) =
d∑

k=1

[
v1 ⊗ · · · ⊗ vk−1 ⊗ ϕk ⊗ vk+1 ⊗ · · · ⊗ vd

]
.

Alors le Problème (2.5) se réécrit comme suit

ẑm := (ẑ1, ẑ2, · · · , ẑd) ∈ arg min
(v1,v2,··· ,vd)∈V1×V2×···×Vd

Jm(v1, v2, · · · , vd). (2.6)

34



2.2 Minimisation alternée pour une direction de descente optimale

Arrêtons-nous un instant sur l’avantage de la formulation (2.6) au lieu de (2.5). D’une part,
dans (2.5) l’ensembleM1(V ) n’est pas convexe mais la fonctionnelle J : z 7→ J(um−1 + z)
est strictement convexe alors que dans (2.6) l’ensemble V1 × V2 × · · · × Vd est convexe mais
la fonctionnelle Jm n’est pas convexe. D’autre part, il est important de remarquer que dans
(2.6), la fonctionnelle Jm est strictement convexe par rapport à chaque variable vk, k =
1, 2, · · · , d. Donc le calcul de la direction de descente optimal ẑm dans (2.5) sera effectué par
minimisation alternée via (2.6).
Notons que la condition d’optimalité du Problème (2.6) en (ẑ1, ẑ2, · · · , ẑd) est donnée par le
système non linéaire suivant

∂Jm
∂zk

(ẑ1, ẑ2, · · · , ẑd) = 0, k ∈ {1, 2, · · · , d}, (2.7)

où
∂

∂zk
représente la dérivée partielle dans la direction de Vk pour tout k ∈ {1, 2, · · · , d}.

Plus précisément, une direction de descente optimale (ẑ1, ẑ2, · · · , ẑd) du Problème (2.6) doit
satisfaire : pour tout k ∈ {1, 2, · · · , d} et tout ϕ ∈ Vk on a

∂Jm
∂zk

(ẑ1, ẑ2, · · · , ẑd) ·ϕ = J ′(um−1 + ẑ1⊗ ẑ2⊗· · ·⊗ ẑd) ·(ẑ1⊗· · ·⊗ ẑk−1⊗ϕ⊗ ẑk+1⊗· · ·⊗ ẑd) = 0.

Un algorithme de minimisation alternée pour résoudre le Problème (2.7) pourrait être ré-
sumé comme suit

i. Initialisation : Fixer (z0
1 , · · · , z0

d−1) ∈ V1 × V2 × · · ·Vd−1

ii. calcul de z0
d

z0
d est l’unique solution de l’équation, où la variable est v :

∂Jm
∂zd

(z0
1 , z

0
2 , · · · , z0

d−1, v) = 0

iii. Etant donnée la n-ème itŕation (zn1 , z
n
2 , · · · , znd ), on calcule la (n+ 1)-ème

itération (zn+1
1 , zn+1

2 , · · · , zn+1
d ) itérativement comme suit

Pour tout k ∈ {1, 2, · · · , d}, zn+1
k est l’unique solution de l’équation, où l’inconnu est v :

∂Jm
∂zk

(zn+1
1 , zn+1

2 , · · · , zn+1
k−1 , v, z

n
k+1, · · · , znd ) = 0

Tableau 1 : Algorithme de Minimisation Alternée

Dans la suite, on désigne par AM la méthode ou l’algorithme des directions alternées et
par (AM) la suite

((
zn1 , z

n
2 , · · · , znd

))
n∈N générée par cette méthode.

Remarque 2.1. Il est important de noter ici que s’il existe k ∈ {1, 2, · · · , d}, tel que l’unique
solution de

∂Jm
∂vk

(zn+1
1 , zn+1

2 , · · · , zn+1
k−1 , v, z

n
k+1, · · · , znd ) = 0
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soit zéro, alors Jm(z1, · · · , zk−1, 0, zk+1, · · · , zd) = J(um−1), pour tout (z1, · · · , zk−1, zk+1, · · · , zd) ∈
V1× · · · × Vk−1× Vk+1× · · · × Vd. Alors, aucune équation n’est disponible pour mettre à jour
la composante znk+1 afin de calculer zn+1

k+1 . Dans cette situation, la méthode de minimisation
alternée décrite ci-dessus s’arrête. Ceci suggère la définition suivante :

Définition 2.1. La suite (AM) définie dans le Tableau 1 est bien-définie, si

zn1 ⊗ zn2 ⊗ · · · ⊗ znd 6= 0, pour tout n ∈ N.

Lemme 2.1 (Bornitude de la suite (AM)). Si la suite (AM) est bien-définie alors la suite
(znk )n∈N est bornée dans Vk pour tout k = 1, · · · , d.

Preuve. On fixe d’abord (z0
1 , z

0
2 , · · · , z0

d−1) ∈ V1 × V2 × · · ·Vd−1 pour initialiser l’algorithme
et on suppose que toutes les itérations zn1 ⊗zn2 ⊗· · ·⊗znd 6= 0, avec n ∈ N. D’une part, comme
la fonctionnelle Jm est strictement convexe par rapport à chacune de ses d variables, soit z0

d

l’unique solution de l’équation, ayant comme variable v :

∂Jm
∂zd

(z0
1 , z

0
2 , · · · , z0

d−1, v) = 0.

La stricte convexité partielle de Jm implique que pour tout n ∈ N

Jm(zn1 , z
n
2 , z

n
3 , · · · , znd ) > Jm(zn+1

1 , zn2 , z
n
3 , · · · , znd )

> Jm(zn+1
1 , zn+1

2 , zn3 , · · · , znd )
...
> Jm(zn+1

1 , zn+1
2 , zn+1

3 , · · · , zn+1
d )

Alors, la suite
(
Jm(zn1 , z

n
2 , · · · , znd )

)
n∈N est strictement décroissante. D’autre part, on sait que

J (et par conséquence Jm) est bornée inférieurement sur V‖·‖, alors
(
Jm(zn1 , z

n
2 , · · · , znd )

)
n∈N

est convergente. Or Jm est coercive sur V ∗1 ×V ∗2 ×· · ·×V ∗d , où V ∗k := Vk\{0V } pour tout k =
1, · · · , d (d’après la coercivité de J) et la suite (AM) est bien définie alors

(
(zn1 , z

n
2 · · · , znd )

)
n∈N

est bornée dans V1 × V2 × · · · × Vd, ce qui termine la preuve. �

2.3 Convergence de la méthode de minimisation alternée
La convergence de l’algorithme AM est une question très difficile à traiter dans le cas

variationnel général. Pour cela, on se limite au cas où V‖·‖ = H1
0 (Ω1 × · · · × Ωd) et la

fonctionnelle J est définie par

J(u) =
1

2

∫
Ω

∇u(x) ·M(x)∇u(x) dx−
∫

Ω

f(x)u(x) dx,

où Ω = Ω1 × · · · × Ωd, M est une matrice définie et continûment différentiable sur Ω
et f ∈ L2(Ω). Dans la suite, pour tout k ∈ {1, · · · , d}, on désigne par Ωk un domaine
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borné de Rnk où nk est un entier non nul. Parsuite Ω est un domaine borné de RN , avec
N := n1 + n2 + · · ·+ nd.

D’abord, on donne un résultat de compacité de (AM) dans le cas de l’équation de Pois-
son puis on généralise aux cas des problèmes de diffusion où le coefficient de diffusion est
une matrice M := (mij)1≤i≤d telle les mii soient continûment différentiables sur Ω.

Dans la suite, pour tout k ∈ {1, 2, · · · , d}, on pose ωk = Ω1×· · ·×Ωk−1×Ωk+1×· · ·×Ωd et
dωk := dx1 · · · dxk−1dxk+1 · · · dxd. On désigne par ∇k, divk and ∆k le gradient, la divergence
et le laplacien dans la direction de Ωk et par ∇wk le gradient dans le domaine ωk.

2.3.1 Compacité de (AM) dans le cas de l’équation de Poisson

On considère le problème suivant
−∆u = f ∈ L2(Ω) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(2.8)

où l’énergie associée J est définie sur H1
0 (Ω) par

J(u) :=
1

2

∫
Ω

|∇u(x)|2 dx−
∫

Ω

f(x)u(x) dx. (2.9)

On considère la suite (AM) associée à l’énergie (2.9) et définie par le Tableau 1 avec le terme
d’initialisation (z0

1 , · · · , z0
d−1). La fonction z0

d est la solution de l’équation en v

∂Jm
∂zd

(z0
1 , z

0
2 , · · · , z0

d−1, v) = 0. (2.10)

Par un clacul direct, on montre que l’équation (2.10) est équivalent à
−α0

d ∆dv + β0
d v = f 0

d dans Ωd

v = 0 sur ∂Ωd

où

α0
d =

d−1∏
i=1

‖z0
i ‖2

L2(Ωi)
, (2.11)

β0
d =

d−1∑
i=1

[ ∥∥∇iz
0
i

∥∥2

L2(Ωi)
×

d−1∏
j=1
j 6=i

‖z0
j ‖2

L2(Ωj)

]
, (2.12)

et
f 0
d (xd) =

∫
ωd

(f + ∆um−1)×
d−1
⊗
j=1
z0
j dωd. (2.13)
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De plus, il est important de remarquer que ∆um−1 est dans L2(Ω), pour tout entier positif
m. En effet, pour m = 1, l’approximation initiale u0 = 0, alors dans ce cas on obtient en
utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le théorème de Fubini que

f 0
d (xd) =

∫
ωd

f ×
d−1
⊗
j=1
z0
j dωd ∈ L2(Ωd) (2.14)

et par conséquence ∆z0
d ∈ L2(Ωd). Le même argument implique que ∆z1

1 ∈ L2(Ω1), ∆z1
2 ∈

L2(Ω2), · · · ,∆z1
d ∈ L2(Ωd) et parsuite ∆ (z1

1 ⊗ z1
2 ⊗ · · · ⊗ z1

d) ∈ L2(Ω), i.e., ∆u1 ∈ L2(Ω). De
même, on peut le vérifier pour tout entier m > 0. D’où, on peut supposer par la suite que
(f + ∆um−1) ∈ L2(Ω).

Théorème 2.1. Soient la (m− 1)−ème approximation um−1 ∈ H1
0 (Ω) et le terme d’initia-

lisation (z0
1 , z

0
2 , · · · , z0

d−1) ∈
d−1∏
i=1

H1
0 (Ωi) tel que la condition de non-orthogonalité

∫
ωd

(f + ∆um−1)×
d−1
⊗
j=1
z0
j dωd 6= 0 (2.15)

soit satisfaite. Alors la suite (AM) associée au Problème (2.8) est bien-définie.

Preuve. Soit (z0
1 , z

0
2 , · · · , z0

d−1) ∈
d−1∏
i=1

H1
0 (Ωi) tel que

∫
ωd

(f + ∆um−1)×
d−1
⊗
j=1
z0
j dwd 6= 0.

D’abord, on rappelle que z0
d est la solution de l’équation en v

∂Jm
∂zd

(z0
1 , z

0
2 , · · · , z0

d−1, v) = 0, (2.16)

qui consiste au problème aux limites suivant
−α0

d ∆dv + β0
d v = f 0

d (xd) dans Ωd

v = 0 sur ∂Ωd

où α0
d, β0

d and f 0
d (xd) sont donnés par (2.11), (2.12) et (2.13), respectivement.

On a z1
1 ⊗ z1

2 ⊗ · · · ⊗ z1
d 6= 0. En effet, il est clair que z0

d 6= 0, alors

α0
d ×

∥∥∇d z
0
d

∥∥2

L2(Ωd)
+ β0

d ×
∥∥z0

d

∥∥2

L2(Ωd)
=

∫
Ω

(∆um−1 + f)×
d
⊗
j=1
z0
j dx 6= 0.

Mais ∫
Ω

(∆um−1 + f)×
d
⊗
j=1
z0
j dx 6= 0 =⇒

∫
ω1

(f + ∆um−1)×
d
⊗
j=2
z0
j dω1 6= 0,
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alors, z1
1 6= 0. De la même façon,

α1
1 ×

∥∥∇d z
1
1

∥∥2

L2(Ω1)
+ β1

1 ×
∥∥z1

1

∥∥2

L2(Ω1)
=

∫
Ω

(∆um−1 + f)×
[
z1

1 ⊗
d
⊗
j=2
z0
j

]
dx 6= 0.

Donc,

∫
Ω

(∆um−1 + f)×
[
z1

1 ⊗
d
⊗
j=3
z0
j

]
dx 6= 0,

ce qui implique que z1
2 6= 0, de même z1

i 6= 0, i ∈ {1, 2, · · · d}. En utilisant les mêmes argu-
ments, on montre que la suite (AM) est bien-définie. �

Le fait que la suite (AM) est bien-définie implique que ‖znk‖L2(Ωk) > 0, ∀n ∈ N et ∀ k ∈
{1, 2, · · · , d}. Mais pour démontrer la compacité de (AM), il faut que cette suite soit loin de
l’origine. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Théorème 2.2. Si la suite (znk )
n∈N déjà définie satisfait la condition suivante

∃α > 0 tel que ‖znk‖L2(Ωk) ≥ α, ∀n ∈ N et ∀ k ∈ {1, 2, · · · , d} (2.17)

alors (znk )
n∈N est compacte dans H1

0 (Ωk) pour tout k ∈ {1, 2, · · · , d}.

Preuve. On a déjà démontré que (znk )n est bornée dans H1
0 (Ωk) pour tout k ∈ {1, · · · , d}.

Soit maintenant k ∈ {1, · · · , d} et n ∈ N∗. On peut vérifier par un calcul direct que znk est
l’unique solution de l’équation suivante


−αnk ∆kv + βnk v = fnk ∈ L2(Ωk) dans Ωk

v = 0 sur ∂Ωk
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avec

αnk :=
d∏
i=1
i 6=k

‖ζni ‖2
L2(Ωi)

,

βnk :=
d∑
i=1
i 6=k

[
‖ζni

′‖2
L2(Ωi)

×
d∏
j=1

j 6=i,j 6=k

‖ζnj ‖2
L2(Ωj)

]
,

fnk (xk) :=
〈
f + ∆um−1 ,

d
⊗
j=1
j 6=k

ζnj
〉
H−1(ωk),H1

0 (ωk)

=

∫
wk

(f + ∆um−1) ·
d
⊗
j=1
j 6=k

ζnj dwk

= 〈f(x),
d
⊗
j=1
j 6=k

ζnj 〉L2(ωk) +
m∑
i=1

∆k(z
i
k)

∫
wk

d
⊗
j=1
j 6=k

zij · ζnj dwk

−zik
∫
ωk

∇wk

[
d
⊗
j=1
j 6=k

zij

]
· ∇wk

[
d
⊗
j=1
j 6=k

ζnj

]
dωk

 ,
où

um−1 :=
m−1∑
i=1

zi1⊗· · ·⊗zid, (zi1, · · · , zid) est la solution du Problème (2.7) à l’étape précédente i,

et

ζni =


zni si i ∈ {1, · · · , k − 1},

zn−1
i si i ∈ {k + 1, · · · , d}.

(2.18)

On introduit maintenant les espaces

Sk = {u ∈ H1
0 (Ωk) : ∆k u ∈ L2(Ωk)}, (2.19)

munis de la norme de H1
0 (Ωk) et on définit les opérateurs Ank et Bn

k sur Sk comme suit

Ank : Sk −→ L2(Ωk)

u 7−→ −αnk ∆ku

Bn
k : Sk −→ L2(Ωk)

u 7−→ βnk u.
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Il est connu que Ank est un isomorphisme de Sk vers L2(Ωk) et son inverse (Ank)−1 est continu.
D’autre part, puisque βnk > 0, pour tout k et n, on déduit facilement que Ank + Bn

k est un
isomorphisme de Sk vers L2(Ωk) et son inverse (Ank +Bn

k )−1 est continu. De plus, la solution
de (Ank +Bn

k )u = fnk dans H1
0 (Ωk) satisfait l’identité suivante

αnk ×
∥∥∇k u

∥∥2

L2(Ωk)
+ βnk ×

∥∥u∥∥2

L2(Ωk)
=

∫
Ωk

fnk (xk)u(xk) dxk,

alors
‖u‖H1

0 (Ωk) ≤
Ck

α2(d−1)
‖fnk ‖L2(Ωk),

où Ck est la constante de Sobolev dans l’injection continue H1
0 (Ωk) ⊂ L2(Ωk) et α est la

constante apparaîssant dans (2.17). On conclut qu’il existe C ≥ 0 tel que

‖u‖H1
0 (Ωk) ≤ C,

puisque
d
⊗
j=1
j 6=k

ζnj est uniformément bornée dans
d∏

j=1,j 6=k

H1
0 (Ωj). On obtient alors que la suite

des opérateurs
(
(Ank +Bn

k )−1
)
n∈N est uniformément bornée dans L(L2(Ωk),Sk).

Les suites
(
αnk
)
n∈N et

(
βnk
)
n∈N sont bornées dans R, alors il existe α̂k > 0 et β̂k > 0 tels que,

à une sous-suite près, on a

αnk −→ α̂k, βnk −→ β̂k, quand n→ +∞.

D’où en définissant
Ak : Sk −→ L2(Ωk)

u 7−→ −α̂k ∆k (u),

Bk : Sk −→ L2(Ωk)

u 7−→ −β̂k u,
on a, à une sous-suite près, les convergences suivantes

Ank −→
n→+∞

Ak simplement

Bn
k −→

n→+∞
Bk simplement.

De plus, on a (
Ank +Bn

k

)−1 −→
n→+∞

(
Ak +Bk

)−1 simplement.

En effet, il suffit d’écrire(
Ank +Bn

k

)−1 −
(
Ak +Bk

)−1
=
(
Ank +Bn

k

)−1
((
Ak +Bk

)
−
(
Ank +Bn

k

))(
Ak +Bk

)−1
,
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puis utiliser les convergences simples de Ank , Bn
k et la continuité de

(
Ank +Bn

k

)−1. De nouveau,

la suite
d
⊗
j=1
j 6=k

ζnj est uniformément bornée dans
d∏

j=1,j 6=k

H1
0 (Ωj), alors (à une sous-suite près) elle

converge fortement dans
d∏

j=1,j 6=k

L2(Ωj) et parsuite (fnk )n∈N converge fortement dans L2(Ωk).

D’où, il existe fk ∈ L2(Ωk) telle que, à une sous-suite près, on a

fnk −→
n→+∞

fk dans L2(Ωk).

D’où, on conclut qu’il existe une sous-suite telle que(
Ank +Bn

k

)−1
fnk −→

n→+∞

(
Ak +Bk

)−1
fk dans H1

0 (Ωk).

En effet,∥∥∥(Ank +Bn
k

)−1
fnk −

(
Ak +Bk

)−1
fk

∥∥∥
H1

0 (Ωk)
≤

∥∥∥(Ank +Bn
k

)−1
(fnk − fk)

∥∥∥
H1

0 (Ωk)

+

∥∥∥∥[(Ank +Bn
k

)−1 −
(
Ak +Bk

)−1
]
fk

∥∥∥∥
H1

0 (Ωk)

−→ 0 quand n→∞.

en utilisant le fait que
∥∥∥(Ank +Bn

k

)−1
(fnk − fk)

∥∥∥
H1

0 (Ωk)
≤ C ‖fnk − fk‖L2(Ωk). �

Corollaire 2.1. Sous les mêmes conditions du théorème précédent, si toute la suite (AM) converge
faiblement vers z := (z1, · · · , zd) dans H1

0 (Ω1) × · · · ×H1
0 (Ωd) tel que zk 6= 0H1

0 (Ωk) ∀k = 1, · · · , d
alors (AM) converge fortement vers z dans H1

0 (Ω1)× · · ·×H1
0 (Ωd). De plus, z est un point critique

de l’énergie Jm.

Preuve. D’après le Théorème 2.2, (znk )
n∈N est compacte dans H1

0 (Ωk) pour tout k ∈ {1, · · · , d}.
Donc, si ẑk est une valeur d’adhérence forte de (znk )

n∈N alors ẑk est égale à la limite faible zk (unicité
des limites). Alors (znk )

n∈N converge fortement vers zk dans H1
0 (Ω) comme ayant une unique valeur

d’adhérence forte. Parsuite la suite (AM) converge fortement vers z dans H1
0 (Ω1) × · · · ×H1

0 (Ωd).
De plus, le fait que Jm′ soit continue dans H1

0 (Ω1)× · · · ×H1
0 (Ωd) implique

∂Jm
∂zk

(zn+1
1 , · · · , zn+1

k−1 , z
n+1
k , znk+1, · · · , znd ) −→

n→+∞

∂Jm
∂zk

(z1, · · · , zd), ∀k ∈ {1, · · · , d}.

D’où,
∂Jm
∂zk

(z1, · · · , zd) = 0, ∀k ∈ {1, · · · , d}.

�

42



2.3 Convergence de la méthode de minimisation alternée

2.3.2 Compacité dans un cas général de diffusion
On considère dans cette section le problème de diffusion suivant

(P )

{
−div (M(x)∇u(x)) = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(2.20)

où f ∈ L2(Ω) et M := (mi,j)1≤i,j≤d est une matrice réelle diagonale de taille d× d. On suppose que
M est définie positive et mii := mi ∈ C1(Ω,R) pour tout i ∈ {1, · · · , d}. Alors il existe 0 < γi ≤ δi
tels que

γi ≤ mi, ∂imi ≤ δi, ∀i ∈ {1, · · · , d}.

L’énergie associée au Problème (P ) est définie pour tout u ∈ H1
0 (Ω) par

J(u) :=
1

2

∫
Ω

[
M(x)∇(u(x))

]
· ∇(u(x)) dx−

∫
Ω
f(x)u(x) dx

=
1

2

d∑
i=1

∫
Ω
mi(x)|∇ku(x)|2 dx−

∫
Ω
f(x)u(x) dx.

(2.21)

On peut vérifier simplement que J est elliptique et 2−Fréchet différentiable. Alors J est strictement
convexe, coercive et bornée inférieurement. Ainsi le problème de minimisation

arg min
z∈M1

J(um−1 + z) (2.22)

admet au moins une solution qui serait cherchée par minimisation alternée. De plus, comme dans
la section précédente, on peut vérifier que

divk (ank∇kum−1) ∈ L2(Ωk), pour tout k ∈ {1, 2, · · · , d},

ce qui est équivalent à
f + div(M ∇um−1) ∈ L2(Ω).

Théorème 2.3. Soit la (m − 1)−ème approximation um−1 ∈ H1
0 (Ω) et le terme d’initialisation

(z0
1 , z

0
2 , · · · , z0

d−1) ∈
d−1∏
i=1

H1
0 (Ωi) tel que la condition de non orthogonalité

∫
ωd

(f(x) + div(M(x)∇um−1(x)))×
d−1
⊗
j=1

z0
j dωd 6= 0 (2.23)

soit satisfaite. Alors la suite (AM) associée au Problème (2.20) est bien-définie.

Preuve. La preuve se fait de la même manière que la section précédente. �

Théorème 2.4. Si la suite (AM) associée au Problème (2.20) vérifie la propriété suivante

∃α > 0, ∀n ∈ N et ∀ k ∈ {1, 2, · · · , d} on a ‖znk ‖L2(Ωk) ≥ α, (2.24)

alors la suite (znk )
n∈N est compacte dans H1

0 (Ωk) pour tout k ∈ {1, 2, · · · , d}.
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Preuve. Soit k ∈ {1, · · · , d} et n ∈ N∗. Un calcul direct montre que znk est l’unique solution de
l’équation suivante 

−divk (ank∇ku) + bnku = fnk ∈ H−1(Ωk) in Ωk

u = 0 on ∂Ωk

où ank , b
n
k et fnk sont définies sur Ωk par

ank(xk) =

∫
ωk

mk(x)

d∏
j=1
j 6=k

(ζnj )2(xj) dωk,

bnk(xk) =
d∑
i=1
i 6=k

∫
ωk

mi(x)|∇iζni (xi)|2
d∏
j=1
j 6=i,k

(ζnj )2(xj) dωk,

fnk (xk) =

∫
ωk

(f(x) + div(M(x)∇um−1(x)))×
d
⊗
j=1
j 6=k

ζnj dωk.

avec ζnk est définie exactement comme avant. On définit maintenant les opérateurs Fnk et Gnk comme
suit

Fnk : Sk −→ L2(Ωk)

u 7−→ −∇k ank · ∇k u− ank ∆k u = −divk (ank∇ku),

Gnk : Sk −→ L2(Ωk)

u 7−→ bnk u.

On peut vérifier facilement que (ank)n∈N et (bnk)n∈N sont uniformément bornées et équicontinues sur
C1(Ωk) et C0(Ωk) resp. (en utilisant la condition (2.24) et la régularité de mi), alors en appliquant
le Théorème d’Arzelà-Ascoli, on déduit que (ank)n∈N est compacte dans C1(Ωk) et (bnk)n∈N est com-
pacte dans C0(Ωk). Parsuite, il existe âk ∈ C1(Ωk), b̂k ∈ C0(Ωk) tel que, à une sous-suite près, on
a

ank −→n→∞ âk, dans C1(Ωk) (2.25)

bnk −→n→∞ b̂k, dans C0(Ωk). (2.26)

D’où, on définissant

Fk : Sk −→ L2(Ωk)

u 7−→ −∇k ak · ∇k u− ak ∆k u = −divk (âk∇k u)

Gk : Sk −→ L2(Ωk)

u 7−→ b̂k u,
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on a, à une sous-suite près, les convergences simples suivantes

Fnk −→
n→+∞

Fk,

Gnk −→
n→+∞

Gk.

En effet, si u ∈ Sk alors∥∥(Fnk − Fk)u
∥∥2

L2(Ωk)
=

∫
Ωk

∣∣div((ank − ak)∇u)
∣∣2 dxk

=

∫
Ωk

∣∣∇k (ank − ak) · ∇k u+ (ank − ak) ∆k u
∣∣2 dxk.

donc en appliquant (2.25) on obtient

lim
n→+∞

∥∥(Fnk − Fk)u
∥∥2

L2(Ωk)
= 0.

La dernière convergence simple est directe. Or Fnk est un isomorphisme de Sk vers L2(Ωk) et son
inerse (Fnk )−1 est continue. D’autre part, puisque bnk > 0 sur Ωk, pour tout k et n, on déduit
facilement que Fnk + Gnk est un isomorphisme de Sk vers L2(Ωk) et son inverse (Fnk + Gnk)−1 est
continu. De plus, la solution de (Fnk +Gnk)u = fnk dans H1

0 (Ωk) satisfait l’identité suivante∫
Ωk

ank |∇ku|
2 dxk +

∫
Ωk

bnk |u|
2 dxk =

∫
Ωk

fnk (xk)u(xk) dxk,

alors
‖u‖H1

0 (Ωk) ≤
Ck

δα2(d−1)
‖fnk ‖L2(Ωk),

où δ = min
xk∈Ωk

mk(xk) > 0, Ck est la constante de Sobolev dans l’injection continue H1
0 (Ωk) ⊂ L2(Ωk)

et α est la constante apparaîssant dans (2.24). On conclut qu’il existe C ≥ 0 telle que

‖u‖H1
0 (Ωk) ≤ C,

puisque
d
⊗
j=1
j 6=k

ζnj est uniformément bornée dans
d∏

j=1,j 6=k
H1

0 (Ωj). On déduit parsuite que
(
(Ank +Bn

k )−1
)
n

est uniformément bornée dans L(L2(Ωk),Sk), et par conséquence on a(
Fnk +Gnk

)−1 −→
n→+∞

(
Fk +Gk

)−1
(simplement).

Or la suite
d
⊗
j=1
j 6=k

ζnj est uniformément bornée dans
d∏

j=1,j 6=k
H1

0 (Ωj), alors, à une sous-suite près, cette

suite converge fortement dans
d∏

j=1,j 6=k
L2(Ωj) et parsuite (fnk )n∈N converge fortement dans L2(Ωk).
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D’où il existe fk ∈ L2(Ωk) tel que, à une sous-suite près,

fnk −→
n→+∞

fk dans L2(Ωk).

Et parsuite, on conclut que(
Fnk +Gnk

)−1
fnk −→

n→+∞

(
Fk +Gk

)−1
fk dans H1

0 (Ωk).

�

Finalement, on énonce le même résultat de convergence si la suite (AM) (bornée dans H1
0 (Ω)) admet

une unique valeur d’adhérence faible.

Corollaire 2.2. Sous les mêmes conditions du Théorème 2.4, si toute la suite (AM) converge
faiblement vers z := (z1, · · · , zd) dans H1

0 (Ω1) × · · · ×H1
0 (Ωd) tel que zk 6= 0H1

0 (Ωk) ∀k = 1, · · · , d,
alors (AM) converge fortement vers z dans H1

0 (Ω1)× · · ·×H1
0 (Ωd). De plus, z est un point critique

de l’énergie Jm associée au problème (2.22).

Preuve. La preuve est exactement la même de la section précédente. �

Remarque 2.2. Les résultats ci-dessus se généralisent aux cas des problèmes de diffusion où la
matrice de diffusion M vérifie les propriétés suivantes

• M := (Mi)1≤i≤d est une matrice diagonale par blocs

• Mi := (m
(i)
j,k)1≤j,k≤ni est symétrique définie positive

• m(i)
j,k ∈ C

1(Ω,R) pour tout j, k ∈ {1, · · · , ni}.
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Chapitre 3

La PGD pour une classe de problèmes
aux dérivées fractionnaires
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Chapitre 3 : La PGD pour une classe de problèmes aux dérivées fractionnaires

3.1 Introduction

3.1.1 Histoire
La théorie de dérivation fractionnaire est apparue à la fin du 17ème siècle : l’époque du dévelop-

pement (par Newton et Leibniz) des fondements du calcul différentiel et intégral. En particulier,
Leibniz a introduit le symbole dnf

dxn pour désigner la dérivée d’ordre n d’une fonction f par rapport
à une variable x. Dans une lettre à L’Hôpital datée du 30 Septembre 1695, Leibniz a intérrogé si la
notion des dérivées d’ordres entiers pourrait être généralisée à des dérivées non entières. L’Hôpital
était assez curieux par cette question et il a répondu par une autre question : "Que signifie dnf

dxn si
n = 1

2 ?" Par les mots de Leibniz : "Il y a de l’apparence qu’on tirera un jour des conséquences
bien utiles de ces paradoxes, car il n’y a gueres de paradoxes sans utilité", la naissance du calcul
fractionnaire est été annoncée.

Après la première inquisition de L’Hôpital et Leibniz, le calcul fractionnaire a été principalement
une branche d’étude réservée aux meilleurs esprits en mathématiques. Une liste de mathématiciens
qui ont fournit des contributions importantes au calcul fractionnaire inclut : Laplace, Fourier, Abel,
Liouville, Riemann, Holmegren, Grunwald, Letnikov, Laurent, Nekrassov, Krug, Hadamard, Hea-
viside, Widder, Riez ... Récemment, ce domaine a été aussi objet des conférences spécialisées. La
première conférence a été organisée par B. Ross à l’université de New Haven en Juin 1974 et la
première monographie a été publiée par K.B.Oldham et J. Spanier en 1974 après une collaboration
commune, commentée en 1968.

3.1.2 Domaines d’applications des équations fractionnaires
Une équation différentielle est dite fractionnaire si elle contient un opérateur d’ordre réel. Elle est

dite d’ordre fractionnaire si cet opérateur est celui qui admet le plus grand ordre de dérivation dans
l’équation. Notre intérêt par les opérateurs fractionnaires provient du nombre d’applications des
modèles fractionnels dans le monde réel. On cite dans ce qui suit quelques domaines d’applications
mais le lecteur peut se référer à [72] et [25, Introduction] pour plus d’informations.
Le phénomème de diffusion anormale est l’une des applications les plus intéressantes. Cette diffusion
peut être modélisée par

∂u

∂t
+ (−∆)α/2u = 0,

où le Laplacien usuel d’ordre 2 est remplacé par le Laplacien fractionnel d’ordre α défini par

(−∆)α/2u = F−1
[
|ξ|αFu

]
,

où α ∈ (1, 2), F et F−1 désignent la transformée de Fourier et sa transformée inverse respectivement.
La diffusion dans les tissues cardiaques est qualfiée d’être anormale, elle est de plus anisotropique
car la diffusion le long des fibres du tissu se passe avec une vitesse différente que celle à travers
les fibres. La diffusion fractionnaire a été utilisée aussi pour décrire la diffusion micro-échelle lors
du revêtment de la paroi cellulaire des plantes [94]. En biologie cellulaire, la diffusion anormale a
été mesurée dans la récupération de fluorescence après photoblanchiment [86] et dans l’adhésion
cellulaire neuronale [91].
Dans le domaine des recources en eaux, les modèles fractionnels ont été utilisés pour décrire le
transport chimique des contaminents dans les aquifères hétérogènes [1, 19, 42, 18, 82].

48



3.2 Espaces de Sobolev Fractionnaires et Dérivation Fractionnaire

Dans le domanine financier, ces modèles ont été utilisés pour décrire la relation entre les processus
stochastiques "heavy-tailed" et certains mécanismes d’évaluation des prix [87].
Les modèles fractionnaires en temps ont été développés pour des types simples d’équations chimiques
de réaction-diffusion [103].

3.1.3 Contribution à la PGD
Concernant la résolution numérique des équations aux dérivées fractionnaires, plusieurs approches

ont été considérées : Meerchaert et Tadjern ont utilisé des approximations de type différences finies
[71], dans [?, 44, 101] des approxiamtions de type éléments finis ont été utilisées et dans [68] Liu et
Turner ont utilisé la méthode des volumes finis. Cependant, ces approches admettent des limitations
en termes d’efficacité computationnelle lorsqu’on traite des problèmes multidimensionnels.

La réduction drastique du nombre d’inconnus via les méthodes de réduction de modèles de type
PGD a permis la résolution numérique de certains problèmes qui étaient hors de portée numéri-
quement auparavant. Ceci est comme on a déjà marqué dans l’introduction de cette thèse dû au
caractère linéaire de la complexité algorithmique de ces méthodes au contraire de la complexité
exponentielle comme il est le cas pour les méthodes classiques.

On vise alors dans ce chapitre à étendre la méthode PGD aux espaces fractionnaires afin de traiter
numériquement des problèmes aux dérivées fractionnaires, en diminuant le coût nécessaire en termes
du temps de calcul et de stockage dans l’ordinateur.

3.2 Espaces de Sobolev Fractionnaires et Dérivation Frac-
tionnaire

Pour la commodité du lecteur, on rappelle dans cette section quelques définitions et résultats de
base sur les espaces et les opérateurs fractionnaires où on a considéré les notations de [70, 100].

3.2.1 Espaces de Sobolev Fractionnaires
Soit Ω une partie non vide de Rd, où d est un entier ≥ 2. Si u : Ω→ R est suffisamment régulière

pour qu’elles existent alors on note les dérivées partielles de u par

∂su(x) =

(
∂

∂x1

)s1
· · ·
(

∂

∂xd

)sd
u(x),

où s = (s1, · · · , sd) est un multi-indice, i.e., un d-uplet des entiers positifs. Ainsi, l’ordre de la dérivée
partielle ∂su est l’entier |s| = s1 + · · ·+ sd.

Afin de définir les espaces de Sobolev d’ordres fractionnaires µ ∈]0, 1[ sur Ω, on définit la semi-
norme de Slobodeckii par

|u|µ,Ω :=

(∫∫
Ω×Ω

|u(x)− u(y)|2

|x− y|2µ+d
dx dy

)1/2

.
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Chapitre 3 : La PGD pour une classe de problèmes aux dérivées fractionnaires

Définition 3.1. Soit s = r + µ > 0, où r est la partie entière de s, on définit l’espace de Sobolev
W s,2(Ω) par

W s,2(Ω) :=
{
u ∈W r,2(Ω) : |∂ju|µ,Ω < +∞ pour tout j multi-indice tel que |j| = r

}
,

où W r,2(Ω) est l’espace de Sobolev classique défini par

W r,2(Ω) :=
{
u ∈ L2(Ω) : ∂ju ∈ L2(Ω) pour tout j multi-indice tel que |j| ≤ r

}
.

Muni de la norme

‖u‖W s,2(Ω) :=

‖u‖2W r,2(Ω) +
∑
|j|=r

|∂ju|2µ,Ω

1/2

,

l’espace W s,2(Ω) est un espace de Hilbert, équipé du produit scalaire suivant

〈u , v 〉W s,2(Ω) := 〈u , v 〉W r,2(Ω) +
∑
|j|=r

∫∫
Ω×Ω

[∂ju(x)− ∂ju(y)]

|x− y|µ+ d
2

[∂jv(x)− ∂jv(y)]

|x− y|µ+ d
2

dx dy.

On introduit maintenant une seconde famille d’espaces de Sobolev, plus adaptée, comme cadre
fonctionnel, aux opérateurs différentiels de Riemann-Liouville, et qu’on montrera plus tard son
équivalence avec la première famille.

Définition 3.2. On définit l’espace de Schwartz, espace des fonctions de classe C∞ sur Rd à
décroissance rapide à l’infini, par

S(Rd) :=

{
ϕ ∈ C∞(Rd) : sup

x∈Rd
|xs∂βϕ(x)| < +∞, pour tout multi-indice s et β

}
.

Théorème 3.1. La transformée de Fourier F définie sur l’espace de Schwartz par

F : S(Rd) −→ S(Rd)

u 7−→ F [u] : ξ 7−→ F [u](ξ) :=
1

(2π)d/2

∫
Rd
u(x) e−iξ·x dx

est linéaire et séquentiellement continue. L’inverse de F noté F−1 n’est autre que la transformée de
Fourier adjointe F∗ définie par

F∗[u] : ξ 7−→ F∗[u](ξ) :=
1

(2π)d/2

∫
Rd
u(x) eiξ·x dx.

Par la densité de S(Rd) dans L2(Rd), la transformée de Fourier peut être uniquement prolongée à
une isométrie de L2(Rd) :

‖u‖L2(Rd) = ‖F [u] ‖L2(Rd) = ‖F∗[u] ‖L2(Rd).

Définition 3.3. Soit s ∈]0,+∞[, le potentiel de Bessel d’ordre s, Is, est un opérateur linéaire
continue de S(Rd) −→ S(Rd), définie par

Isu(x) :=
1

(2π)d/2

∫
Rd

(1 + |ξ|2)s/2û(ξ) eiξ·x dξ, pour tout x ∈ Rd,

où û est la transformée de Fourier de u.
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De cette manière, on a
F [Isu](ξ) = (1 + |ξ|2)s/2û(ξ).

Il est facile de vérifier que pour tout t, s ∈ R :

I0 = opérateur identité

Is+t = IsIt, (Is)−1 = I−s.

De plus, on a 〈
Isu , v

〉
L2(Rd)

=
〈
u , Isv

〉
L2(Rd)

.

Définition 3.4. On définit sur Rd l’espace de Sobolev d’ordre s,

Hs(Rd) :=

{
u ∈ S∗(Rd) : Isu ∈ L2(Rd)

}
,

et on équipe cet espace par le produit scalaire

〈u , v 〉Hs(Rd) := 〈Isu , Isv 〉L2(Rd)

et la norme induite suivante

‖u‖Hs(Rd) :=
√
〈u , u 〉Hs(Rd) = ‖Isu‖L2(Rd).

Notons que le potentiel de Bessel Is : Hs(Rd) −→ L2(Rd) est une isométrie :

‖u‖2Hs(Rd) =

∫
Rd

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2 dξ.

Définition 3.5. Soit Ω un ouvert non vide de Rd, on définit

Hs(Ω) :=

{
U |Ω : U ∈ Hs(Rd)

}
.

L’espace Hs(Ω) est muni de la norme quotient suivante

‖u‖Hs(Ω) := inf

{
‖U‖Hs(Rd) : U |Ω = u

}
, pour tout s > 0.

Il est bien connu que si Ω est un domaine Lipschitzien borné alors Hs(Ω) = W s,2(Ω), où W s,2(Ω)
est comme définie ci-dessus.

On définit maintenant un autre espace de Sobolev sur Ω

Hs
0(Ω) := D(Ω)

Hs(Ω)
, la fermeture de D(Ω) dans Hs(Ω).

En appliquant les résultats classiques concernant les opérateurs trace dans les espaces fractionnaires,
et un résultat retrouvé dans [34, 36], on trouve la caractérisation suivante deHs

0(Ω) pour un domaine
borné de Lipschitz Ω

Hs
0(Ω) =


Hs(Ω) si 0 < s ≤ 1/2,{
u ∈ Hs(Ω) : u|

∂Ω
= 0

}
si 1/2 < s < 3/2,
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Chapitre 3 : La PGD pour une classe de problèmes aux dérivées fractionnaires

où ∂Ω désigne le bord de Ω. Une autre caractérisation importante de Hs
0(Ω), qui nous permet de

prolonger par zéro en dehors de Ω les fonctions de Hs
0(Ω) afin d’avoir des fonctions de Hs(Rd) est

si 1/2 < s < 3/2 alors Hs
0(Ω) =

{
u ∈ Hs(Ω) : ũ ∈ Hs(Rd)

}
,

où ũ est le prolongement par zéro de u sur Rd \ Ω. Cette dernière caractérisation nous permet par
conséquence d’utiliser les outils de Fourier. On a alors

‖u‖Hs
0(Ω) = ‖ũ‖Hs(Rd).

Si aucune confusion est susceptible de se produire dans la suite, la fonction ũ sera simplement
notée par u. La norme ‖ · ‖Hs

0(Ω) sera notée par ‖ · ‖.

A cette étape, on montre que l’espace Hs
0(Ω) admet une structure tensorielle :

Proposition 3.1. Pour tout s ∈]1
2 ,

3
2 [, on a

Hs
0(Ω) = a

d⊗
k=1

Hs
0(Ωk)

Hs
0(Ω)

.

Preuve. Soit u ∈ Hs
0(Ω) := D(Ω)

Hs(Ω)
, alors il existe une suite (un)n ⊂ D(Ω) telle que

un −→
n→∞

u in Hs(Ω) et alors un −→
n→∞

u dans Hs
0(Ω). (3.1)

D’autre part, on sait que

D(Ω) = a

d⊗
k=1

D(Ωk)

D(Ω)

,

alors pour tout entier n, il existe une suite (ϕnm)m ⊂ a

d⊗
k=1

D(Ωk) ⊂ a

d⊗
k=1

Hs
0(Ωk) telle que

ϕnm −→m→∞
un dans D(Ω) et par conséquence ϕnm −→m→∞

un dans H [s]+1
0 (Ω), (3.2)

où [s] est la partie entière de s.

Maintenant, soit n ∈ N, alors

∃N1(n) ∈ N tel que ∀p ≥ N1(n) on a ‖up − u‖Hs
0(Ω) ≤ 1/2n+1,

en particulier,
‖uN1(n) − u‖Hs

0(Ω) ≤ 1/2n+1.

De la même manière,

∃N2(n) ∈ N tel que ∀m ≥ N2(n) on a ‖ϕN1(n)
m − uN1(n)‖H[s]+1

0 (Ω)
≤ 1/2n+1.
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Alors, pour vn := ϕ
N1(n)
N2(n), on aura

‖vn − u‖Hs
0(Ω) ≤ ‖vn − uN1(n)‖Hs

0(Ω) + ‖uN1(n) − u‖Hs
0(Ω)

≤ c1 ‖vn − uN1(n)‖H[s]+1
0 (Ω)

+ ‖uN1(n) − u‖Hs
0(Ω) [70]

≤ max(1, c1)/2n −→
n→∞

0.

ce qui termine la preuve. �

3.2.2 Opérateurs différentiels de Riemann-Liouville
Il existe plusieurs définitions de la dérivée fractionnaire. On cite la dérivée fractionnaire au sens de

Grünwald-Letnikov, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et la dérivée fractionnaire
au sens de Caputo. Pourtant, on s’intéresse dans cette thèse à la dérivation au sens de Riemann-
Liouville [73, 80, 58].

On commence alors par introduire la notion des opérateurs fractionnaires pour des fonctions
unidimensionnelles puis on généralise aux dimensions plus élevées. On suppose d’abord qu’on opère
sur des fonctions de classe C∞ définies sur un interval réel puis on montre (dans le cas général )
que la dérivation fractionnaire pourra être étendue aux espaces fractionnaires.

Opérateurs fractionnaires à gauche au sens de Riemann-Liouville

D’abord, on va rappeler les fonctions Gamma et Bêta qui jouent un rôle très important dans le
calcul fractionnaire.

Définition 3.6. La fonction Gamma est une généralisation de la fonction factorielle, elle est définie
par

Γ(x) =

∫ ∞
0

e−ttx−1dt, ∀x ∈ R?+.

La fonction Gamma satisfait les deux propriétés suivantes

Γ(n) = (n− 1)!, ∀n ∈ Z?+;

Γ(x+ 1) = xΓ(x), ∀x > 0.

Définition 3.7. La fonction Bêta est définie par

B(x, y) :=

∫ 1

0
τx−1(1− τ)y−1 dτ, ∀x > 0, y > 0.

La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation suivante

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.
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L’intégral à gauche d’ordre n (n ∈ N∗) d’une fonction u suffisammment régulière sur un interval
réel ]a, b[ est défini comme étant la solution du problème aux bords suivant{

f (n)(x) = u(x), ∀x ∈]a, b[,

f (i)(a) = 0, i = 0, · · · , n− 1.
(3.3)

Afin de donner une généralisation de la forme de la solution de (3.3), on écrit d’abord la solution
pour n = 1 comme suit

f(x) =

∫ x

a
u(t) dt,

où on a intégré entre a et x et appliqué la condition initiale f(a) = 0. Similairement, pour n = 2,
on intègre deux fois les deux membres de f (2)(x) = u(x), afin d’obtenir∫ x

a

∫ t

a
u(s) ds dt =

∫ x

a

∫ t

a
f (2)(s) ds dt = f(x).

En changeant l’ordre d’intégration, on obtient

f(x) =

∫ x

a

∫ x

s
u(s) dt ds =

∫ x

a
(x− s)u(s)ds.

En répétant ce processus pour n ∈ N∗ arbitraire, on peut trouver que la solution de (3.3) est donnée
par

f(x) =

∫ x

a

∫ s1

a
· · ·
∫ sn−1

a
u(s) ds dsn−1 · · · ds1 =

∫ x

a

(x− s)n−1

(n− 1)!
u(s) ds.

Une généralisation de cette forme de la solution pour un ordre de dérivation non entier est donnée
par

Définition 3.8 (Intégral fractionnaire à gauche au sens de Riemann-Liouville). Soit u une fonction
réelle définie sur un interval ]a, b[ et σ > 0. Alors l’intégral fractionnaire à gauche de u, d’ordre σ
au sens de Riemann-Liouville est définie par

aD
−σ
x (u)(x) :=

∫ x

a

(x− s)σ−1

Γ(σ)
u(s) ds.

La dérivée fractionnaire correspondante sera alors définie par une composition d’un opérateur dif-
férentiel ordinaire et un opérateur d’intégration fractionnaire.

Définition 3.9 (Dérivée fractionnaire à gauche au sens de Riemann-Liouville). Soit u une fonction
réelle définie sur un interval ]a, b[ et µ > 0. Alors la dérivée fractionnaire à gauche de u, d’ordre µ
au sens de Riemann-Liouville est définie par

aD
µ
x(u)(x) :=

d`

dx`
(
aD
−σ
x u(x)

)
=

d`

dx`

∫ x

a

(x− s)σ−1

Γ(σ)
u(s) ds,

où ` est le plus petit entier plus grand ou égal à µ (`− 1 ≤ µ ≤ `) et σ = `− µ.
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Opérateurs fractionnaires à droite au sens de Riemann-Liouville

L’intégral à droite d’ordre n (n ∈ N∗) d’une fonction u suffisamment régulier sur un interval réel
]a, b[ est défini comme étant la solution du problème aux bords suivant{

(−1)nf (n)(x) = u(x), ∀x ∈]a, b[,

f (i)(b) = 0, i = 0, · · · , n− 1.
(3.4)

Afin de donner une généralisation de la forme de la solution de (3.4), on écrit d’abord la solution
pour n = 1 comme suit

f(x) =

∫ b

x
u(t) dt,

où on a intégré entre x et b et appliqué la condition : f(b) = 0. Similairement, pour n = 2, on
intègre deux fois les deux membres de f (2)(x) = u(x) afin d’obtenir∫ b

x

∫ b

t
u(s) ds dt =

∫ b

x

∫ b

t
f (2)(s) ds dt = f(x).

En changeant l’ordre d’intégration, on obtient

f(x) =

∫ b

x

∫ s

x
u(s) dt ds =

∫ b

x
(s− x)u(s)ds.

En répétant ce processus pour n ∈ N∗ arbitraire, on peut trouver que la solution de (3.4) est donnée
par

f(x) =

∫ b

x

∫ b

s1

· · ·
∫ b

sn−1

u(s) ds dsn−1 · · · ds1 =

∫ b

x

(s− x)n−1

(n− 1)!
u(s) ds.

Une généralisation de cette forme de la solution pour un ordre de dérivation non entier est donnée
par

Définition 3.10 (Intégral fractionnaire à droite au sens de Riemann-Liouville). Soit u une fonction
réelle définie sur un interval ]a, b[ et σ > 0. Alors l’intégral fractionnaire à droite de u, d’ordre σ au
sens de Riemann-Liouville est définie par

xD
−σ
b (u)(x) :=

∫ x

a

(s− x)σ−1

Γ(σ)
u(s) ds.

La dérivée fractionnaire correspondante sera alors définie par une composition d’un opérateur dif-
férentiel ordinaire et un opérateur d’intégration fractionnaire.

Définition 3.11 (Dérivée fractionnaire à droite au sens de Riemann-Liouville). Soit u une fonction
réelle définie sur un interval ]a, b[ et µ > 0. Alors la dérivée fractionnaire à droite de u, d’ordre µ
au sens de Riemann-Liouville est définie par

xD
µ
b (u)(x) := (−1)`

d`

dx`
(
xD
−σ
b u(x)

)
= (−1)`

d`

dx`

∫ b

x

(s− x)σ−1

Γ(σ)
u(s) ds,

où ` est le plus petit entier plus grand ou égal à µ (`− 1 ≤ µ ≤ `) et σ = `− µ.
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Proposition 3.2 (Propriétés d’inverse et de composition). Pour tout µ, ν > 0 on a

1) aD
−µ
x aD

−ν
x u(x) = aD

−µ−ν
x u(x),

2) aD
µ
x aD

−µ
x u(x) = u(x),

3) xD
−µ
b xD

−ν
b u(x) = xD

−µ−ν
b u(x),

4) xD
µ
b xD

−µ
b u(x) = u(x).

Preuve.

1) aD
−µ
x aD

−ν
x u(x) =

1

Γ(µ)Γ(ν)

∫ x

a
(x− t)µ−1

∫ t

a
(t− s)ν−1u(s) ds dt

=
1

Γ(µ)Γ(ν)

∫ x

a
u(s)

∫ x

s
(x− t)µ−1(t− s)ν−1 ds dt

=
1

Γ(µ)Γ(ν)

∫ x

a
(x− s)µ+ν−1u(s)

∫ 1

0
(1− τ)µ−1τν−1dτ ds(

changement de variable τ = (t−s)
(x−s)

)
=

B(µ, ν)

Γ(µ)Γ(ν)

∫ x

a
(x− s)µ+ν−1u(s) ds

= aD
−µ−ν
x u(x).

2) En utilisant 1) on obtient

aD
µ
x aD

−µ
x u(x) =

d`

dx`
aD

µ−`
x aD

−µ
x u(x) =

d`

dx`
aD
−`
x u(x) = u(x),

où ` est le plus petit entier plus grand que µ.
On démontre de la même façon les propriétés des opérateurs fractionnaires à droite. �

Proposition 3.3. Les intégrales fractionnaires à gauche et à droite au sens de Riemann-Liouville
sont adjoints dans L2(]a, b[). i.e〈

aD
−µ
x w , v

〉
L2(Ω)

=
〈
w , xD

−µ
b v

〉
L2(Ω)

, ∀µ > 0.

Preuve. Il suffit décrire la définition de l’intégrale de Riemann-Liouville à gauche et de changer
l’ordre d’intégration. En effet,

〈
aD
−µ
x w , v

〉
L2(Ω)

=

∫ b

a

(∫ x

a

(x− s)µ−1

Γ(µ)
w(s) ds

)
v(x) dx

=

∫ b

a
w(s)

(∫ b

s

(x− s)µ−1

Γ(µ)
v(x) dx

)
ds

=
〈
w , xD

−µ
b v

〉
L2(Ω)

.
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Opérateurs fractionnaires de Riemann-Liouville en dimension d

Dans la suite, la base canonique de Rd sera notée par (e1, e2, · · · , ed) et les points de Ω seront
notés par x = (x1, x2, · · · , xd). Motivé par le cadre de la PGD, on se limite aux domaines bornés
de Lipschitz de la forme

Ω = Ω1 × Ω2 × · · · × Ωd,

où Ωi =]ak, bk[ est un ouvert réel non vide et a = (a1, a2, · · · , ad), b = (b1, b2, · · · , bd) sont des points
de Rd. De plus, afin de traiter des problèmes variationnels dans un cadre fonctionnel convenable
(résultats de trace et bonnes caractérisations des espaces de Sobolev fractionnaires) on suppose
désormais que 1/2 < s < 3/2.

Définition 3.12. Soit u ∈ C∞0 (Ω) et s un paramètre réel > 0. Le s-ème intégrale de Riemann-
Liouville de u dans la direction ek, pour k = 1, 2, · · · , d, est défini par

R−sek
[u](x) :=

1

Γ(s)

∫ xk

ak

(xk − t)s−1u(x1, · · · , xk−1, t, xk+1, · · · , xn) dt.

Le s-ème intégrale de Riemann-Liouville de u dans la direction −ek est défini par

R−s−ek [u](x) :=
1

Γ(s)

∫ bk

xk

(t− xk)s−1u(x1, · · · , xk−1, t, xk+1, · · · , xn) dt.

Les dérivées d’ordre s de Riemann-Liouville de u dans les directions ek et −ek sont définies respec-
tivement par

Rsek [u](x) :=
∂`

∂x`k

(
Rs−`ek

[u](x)
)
,

et

Rs−ek [u](x) := (−1)`
∂`

∂x`k

(
Rs−`−ek [u](x)

)
,

où ` est l’unique entier satisfaisant `− 1 < s ≤ `.

Si u ∈ C∞0 (Rd), on définit similairement

R−sek
[u](x) :=

1

Γ(s)

∫ xk

−∞
(xk − t)s−1u(x1, · · · , xk−1, t, xk+1, · · · , xn) dt

=
1

Γ(s)

∫ +∞

0
ts−1u(x1, · · · , xk−1, xk − t, xk+1, · · · , xn) dt.

et Rsek [u] est définie de la même façon.

Ces intégrals sont bien définies, car u est bornée et à support compact dans Ω (resp. dans Rd).

Lemme 3.1 (Propriété du semi-groupe). Pour tout s, µ > 0 on a

R−sek
R−µek

u = R−s−µek
u, ∀u ∈ C∞0 (Rd).
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Chapitre 3 : La PGD pour une classe de problèmes aux dérivées fractionnaires

Preuve.

R−sek
R−µek u(x) =

1

Γ(s)Γ(µ)

∫ +∞

0
νs−1

∫ +∞

0
tµ−1u

(
x− (t+ ν)ek

)
dt dν

=
1

Γ(s)Γ(µ)

∫ +∞

0
νs−1

∫ +∞

0
(ξ − ν)µ−1u

(
x− ξek

)
dξ dν

=
1

Γ(s)Γ(µ)

∫ +∞

0
u
(
x− ξek

) ∫ ξ

0
νs−1(ξ − ν)µ−1 dν dξ

où on a utilisé le changement de variables ξ = t + ν et changé l’ordre d’intégration. De plus, si on
pose α := ν/ξ, alors ∫ ξ

0
νs−1(ξ − ν)µ−1 dν =

∫ 1

0
(αξ)s−1(ξ − αξ)µ−1ξ dα

= ξs+µ−1

∫ 1

0
αs−1(1− α)µ−1 dα

= ξs+µ−1B(s, µ).

D’où

R−sek
R−µek u(x) =

B(s, µ)

Γ(s)Γ(µ)

∫ +∞

0
u
(
x− ξek

)
ξs+µ−1 dξ

=
1

Γ(s+ µ)

∫ +∞

0
ξs+µ−1u

(
x− ξek

)
dξ

= R−s−µek u.

�

Lemme 3.2. Pour tout u ∈ Hs(Rd) et s ∈]1
2 ,

3
2 [, la transformée de Fourier de la s-ème dérivée de

Riemann-Liouville de u dans la direction ek satisfait

F(Rsek [u])(ξ) = (iξk)
sF(u)(ξ). (3.5)

De même, on a
F(Rs−ek [u])(ξ) = (−iξk)sF(u)(ξ). (3.6)

De plus, pour tout u ∈ Hs(Ω),〈
Rsek [u],Rs−ek [u]

〉
L2(Ω)

= cos(π s)‖Rsek [u] ‖2L2(Ω). (3.7)

Preuve. On rappelle d’abord un résultat standard concernant la fonction Gamma :

∀ s ∈]0, 1[, on a : lim
R→+∞

∫ R

0
ts−1e−it dt = i−sΓ(t) (3.8)

Démontrons d’abord (3.5) pour u ∈ C∞0 (Rd)). Par un simple changement de variable (t′ = x − t),
on peut réécrire

R−sek
[u](x) =

1

Γ(s)

∫ ∞
0

ts−1u(x− tek) dt.

On distingue deux cas :
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Cas 1 : 1
2 < s < 1.

F(R−sek
[u])(ξ) =

1

Γ(s)

∫
Rd
e−ix·ξ

(
lim
R→∞

∫ R

0
ts−1u(x− tek) dt

)
dx,

=
1

Γ(s)
lim
R→∞

∫
Rd

∫ R

0
e−ix·ξts−1u(x− tek) dt dx,

où la dernière inégalité découle du Théorème de convergence dominée. Si supp(u) ⊂ B(0, ρ),
pour ρ > 0, alors on a supp(u(· − tek)) ⊂ B(0, ρ+R) pour tout t ∈ [0, R], alors∫

Rd

∫ R

0
|e−ix·ξts−1u(x− tek)| dt dx ≤ ‖u‖∞meas(B(0, ρ+R))

Rs

s
<∞.

D’après le Théorème de Fubini, on obtient

F(R−sek
[u])(ξ) =

1

Γ(s)
lim
R→∞

∫ R

0
ts−1

(∫
Rd
e−ix·ξu(x− tek) dx

)
dt

=
û(ξ)

Γ(s)
lim
R→∞

∫ R

0
ts−1e−i(ek·ξ)t dt

=
û(ξ)

Γ(s)
lim
R→∞

∫ R

0
ts−1e−iξkt dt

=
ξ−sk û(ξ)

Γ(s)
lim
R→∞

∫ R

0
ts−1e−it dt

= (iξk)
−sF(u)(ξ),

où la dernière inégalité provient de (3.8). D’où,

F(Rsek [u])(ξ) = F
[
∂

∂xk

(
Rs−1

ek
[u]
)]

(ξ)

= (iξk)F
[
Rs−1

ek
[u]
]
(ξ)

= (iξk)(iξk)
s−1F(u)(ξ)

= (iξk)
sF(u)(ξ).

Cas 2 : 1 < s < 3
2 .

On utilise la propriété de semi-groupe (Lemme 3.1)

R−αek
R−βek

= R−(α+β)
ek , for any α > 0 and β > 0,

avec α = 1 et β = s− 1, ce qui donne le résultat.
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L’opérateur linéaire Rsek est continue de
(
C∞0 (Rd), ‖ ‖Hs(Rd)

)
dans

(
C∞0 (Rd), ‖ ‖L2(Rd)

)
, en effet,

‖Rsek [u]‖L2(Rd) = ‖F
(
Rsek [u]

)
‖L2(Rd)

= ‖ (i ξk)
s û‖L2(Rd)

≤ ‖u‖Hs(Rd).

Par densité, le s-ème opérateur différentiel de Riemann-Liouville Rsek peut être prolongé d’une façon
unique à un opérateur linéaire continue de Hs(Rd) dans L2(Rd), pour tout k = 1, 2, · · · , d.
Maintenant, soit u ∈ Hs(Rd) alors il existe une suite (ϕn)n ⊂ C∞0 (Rd) telle que ϕn −→ u in Hs(Rd).
Alors,∥∥(iξk)

sF(u)−F(Rsek [u])
∥∥
L2(Rd)

≤
∥∥(iξk)

s
(
F(u)−F(ϕn)

)∥∥
L2(Rd)

+
∥∥F(Rsek [ϕn])−F(Rsek [u])

∥∥
L2(Rd)

.

D’autre part,∥∥(iξk)
s
(
F(u)−F(ϕn)

)∥∥
L2(Rd)

= ‖(iξk)sF(u− ϕn)‖L2(Rd)

≤
∥∥∥(1 + |ξ|2)s/2F(u− ϕn)

∥∥∥
L2(Rd)

= ‖u− ϕn‖Hs(Rd) −→ 0 quand n −→ +∞

et ∥∥F(Rsek [ϕn])−F(Rsek [u])
∥∥
L2(Rd)

=
∥∥F(Rsek [ϕn]−Rsek [u])

∥∥
L2(Rd)

=
∥∥Rsek [ϕn]−Rsek [u]

∥∥
L2(Rd)

≤ ‖ϕn − u‖Hs(Rd) −→ 0 quand n −→ +∞

On déduit alors que (3.5) est vrai pour tout u ∈ Hs(Rd) et s ∈]1
2 ,

3
2 [.

Pour démontrer la dernière proposition, on rappelle l’observation suivante

(i t)s =


e−iπs(−i t)s if t ≥ 0,

eiπs(−i t)s if t < 0,

∀t ∈ R, (3.9)

et la propriété de la transformée de Fourier∫
Rd
v w =

∫
Rd
v̂ ŵ, (3.10)

où z désigne le conjugué du nombre complexe z.

Soit s ∈]1
2 ,

3
2 [ et u ∈ Hs(Ω), alors〈
Rsek [u],Rs−ek [u]

〉
L2(Ω)

(3.10)
=

∫
Rd

(iξk)
sF(ũ)(ξ)× (−iξk)sF(ũ)(ξ) dξ

=

∫{
ξk≥0

}(iξk)sF(ũ)(ξ)× (−iξk)sF(ũ)(ξ) dξ

+

∫{
ξk≤0

}(iξk)sF(ũ)(ξ)× (−iξk)sF(ũ)(ξ) dξ,
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où le prolongement de u par zéro en dehors de Ω est encore noté u. En utilisant (3.9), on peut
réécrire〈
Rsek [u],Rs−ek [u]

〉
L2(Ω)

= eiπs
∫{

ξk≥0
}|(iξk)sF(ũ)(ξ)|2 dξ + e−iπs

∫{
ξk≤0

}|(iξk)sF(ũ)(ξ)|2 dξ

= i sin(πs)

(∫{
ξk≥0

}|(iξk)sF(ũ)(ξ)|2 dξ −
∫{

ξk≤0
}|(iξk)sF(ũ)(ξ)|2 dξ

)
+ cos(πs)

∫
Rd
|(iξk)sF(ũ)(ξ)|2 dξ.

Finalement, puisque F(ũ)(−ξ) = F(ũ)(ξ), on a∫{
ξk≤0

}|(iξk)sF(ũ)(ξ)|2 dξ =

∫{
ξk≥0

}|(iξk)sF(ũ)(ξ)|2 dξ,

et parsuite, 〈
Rsek [u],Rs−ek [u]

〉
L2(Ω)

=
〈
Rsek [ũ],Rs−ek [ũ]

〉
L2(Rd)

= cos(πs)

∫
Rd

∣∣F(Rsek [ũ])(ξ)
∣∣2 dξ

= cos(πs)

∫
Rd

∣∣Rsek [ũ](ξ)
∣∣2 dξ

= cos(πs)

∫
Ω

∣∣Rsek [u](ξ)
∣∣2 dξ

ce qui termine la preuve. �

Lemme 3.3. Pour tout u, v ∈ Hs
0(Ω) et s ∈]1

2 ,
3
2 [, on a〈

Rsek [u] , v
〉
L2(Ω)

=
〈
u , Rs−ek [v]

〉
L2(Ω)

,

pour tout k = 1, 2, · · · , d.

Preuve. Soit ϕ, ψ ∈ C∞0 (Ω), on désigne par ϕ̃ et ψ̃ les prolongements de ϕ et ψ par zéro en dehors
de Ω. Alors pour tout µ > 0, on a〈
R−µek [ϕ] , ψ

〉
L2(Ω)

=
〈
R−µek [ϕ̃] , ψ̃

〉
L2(Rd)

=
1

Γ(µ)

∫
Rd

(∫ +∞

0
tµ−1ϕ̃(x1, · · · , xk−1, xk − t, xk+1, · · · , xn) dt

)
ψ̃(x) dx

=
1

Γ(µ)

∫
Rd

∫ +∞

0
tµ−1ϕ̃(x1, · · · , xk−1, xk − t, xk+1, · · · , xn) ψ̃(x) dt dx

=
1

Γ(µ)

∫ +∞

0

∫
Rd
tµ−1ϕ̃(x) ψ̃(x1, · · · , xk−1, xk + t, xk+1, · · · , xn) dx dt

=
〈
ϕ̃ , R−µ−ek [ψ̃]

〉
L2(Rd)

=
〈
ϕ , R−µ−ek [ψ]

〉
L2(Ω)

,

où on a utilisé deux simples changements de variables et le Théorème de Fubini pour changer l’ordre
d’intégration. Or on sait que

Rsek [ϕ](x) :=
∂`

∂x`k

(
Rs−`ek

[ϕ](x)
)
,

61



Chapitre 3 : La PGD pour une classe de problèmes aux dérivées fractionnaires

où ` est l’unique entier satisfaisant `− 1 < s ≤ `, alors〈
Rsek [ϕ] , ψ

〉
L2(Ω)

=
〈
∂`

∂x`k
Rs−`ek

[ϕ] , ψ
〉
L2(Ω)

= (−1)l
〈
Rs−`ek

[ϕ] , ∂`

∂x`k
ψ
〉
L2(Ω)

= (−1)l
〈
ϕ , Rs−`−ek [ ∂

`

∂x`k
ψ]
〉
L2(Ω)

= (−1)l
〈
ϕ , ∂`

∂x`k
Rs−`−ek [ψ]

〉
L2(Ω)

(Théorème de dérivation sous le signe intégral)

=
〈
ϕ , Rs−ek [ψ]

〉
L2(Ω)

.

Maintenant, pour tout u, v ∈ Hs(Ω) il existe (ϕn)n∈N, (ψn)n∈N dans C∞0 (Ω) tel que

ϕn −→
n→∞

u et ψn −→
n→∞

ψ dans Hs
0(Ω).

Or Rsek et Rs−ek sont deux application linéaires continues de Hs(Ω) dans L2(Ω), alors〈
Rsek [u] , v

〉
L2(Ω)

= lim
n→∞

〈
Rsek [ϕn] , ψn

〉
L2(Ω)

= lim
n→∞

〈
ϕn , Rs−ek [ψn]

〉
L2(Ω)

=
〈
u , Rs−ek [v]

〉
L2(Ω)

.

�

3.3 Problème variationnel et convergence de la méthode
PGD

On rappelle qu’on se limite aux domaines bornés de Lipschitz de la forme

Ω = Ω1 × Ω2 × · · · × Ωd,

où Ωi =]ak, bk[ est un ouvert non vide borné dans R et a = (a1, a2, · · · , ad), b = (b1, b2, · · · , bd) sont
des points donnés de Rd.

On considère l’équation aux dérivées fractionnaires avec des conditions aux bords homogènes
suivante 

d∑
k=1

(
Rs−ekR

s
ek

+RsekR
s
−ek
)
[u] = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

(3.11)

où (ek)k=1,··· ,d est la base canonique de Rd et 1
2 < s < 3

2 , avec f est une fontion donnée dans L2(Ω).

Définition 3.13. Une fonction u ∈ Hs
0(Ω) est dite solution faible de (3.11) si

d∑
k=1

∫
Ω

(
Rsek [u](x)Rsek [v](x) +Rs−ek [u](x)Rs−ek [v](x)

)
dx =

∫
Ω
f(x) v(x) dx, ∀ v ∈ Hs

0(Ω).
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La fonction d’Euler-Lagrange correspondante au Problème (3.11) sur Hs
0(Ω) est donnée par

J : Hs
0(Ω) −→ R

u 7−→ 1

2

d∑
k=1

∫
Ω

[(
Rsek [u]

)2
+
(
Rs−ek [u]

)2]− ∫
Ω
f u,

(3.12)

Il est clair que les solutions faibles de (3.11) sont les points critiques de la fonctionnelle J .

Lemme 3.4. La fonctionnelle J est de classe C2(Hs
0(Ω),R) et 2-elliptic, i.e.

∃c > 0, ∀u, v ∈ Hs
0(Ω) : 〈J ′(u)− J ′(v) , u− v〉H−s(Ω),Hs

0(Ω) ≥ c ‖u− v‖2,

où

J ′(u) · v =
d∑

k=1

∫
Ω

(
Rsek [u](x)Rsek [v](x) +Rs−ek [u](x)Rs−ek [v](x)

)
dx−

∫
Ω
f v.

Parsuite, J est strictement convexe, bornée inférieurement et coercive.

Preuve. Pour démontrer que J est de classe C2(Hs
0(Ω),R), on va montrer que J admet une dérivée

d’ordre 2 au sens de Gâteaux qui est continue sur Hs
0(Ω). Pour tout u, v ∈ Hs

0(Ω) et t > 0, on a

J(u+ tv) =
1

2

d∑
k=1

∫
Ω

[(
Rsek [u+ tv]

)2
+
(
Rs−ek [u+ tv]

)2]− ∫
Ω
f(u+ tv)

=
1

2

d∑
k=1

∫
Ω

[(
Rsek [u]

)2
+
(
Rs−ek [u]

)2
+ t2

[(
Rsek [v]

)2
+
(
Rs−ek [v]

)2]
+

2 t
[
Rsek [u]Rsek [v] +Rs−ek [u]Rs−ek [v]

]]
−
∫

Ω
f(u+ tv)

= J(u) + t
d∑

k=1

∫
Ω

[
Rsek [u]Rsek [v] +Rs−ek [u]Rs−ek [v]

]
− t
∫

Ω
fv + t ε(t).

Donc la dérivée de Gâteaux de J existe et on a

J ′(u) · v =
d∑

k=1

∫
Ω

(
Rsek [u](x)Rsek [v](x) +Rs−ek [u](x)Rs−ek [v](x)

)
dx−

∫
Ω
f v.

Il est facile de vérifier que J ′ est continue sur Hs
0(Ω). Alors J ∈ C1(Hs

0(Ω)). De plus, on a

〈J ′(u)− J ′(v) , u− v〉H−s(Ω),Hs
0(Ω) =

d∑
k=1

∫
Ω

(
Rsek [v − u](x)

)2
+
(
Rs−ek [v − u](x)

)2
dx

=

d∑
k=1

∫
Rd

∣∣F(Rsek [v − u](x))(w)
∣∣2 +

∣∣F(Rs−ek [v − u](x))(w)
∣∣2 dw

= 2

d∑
k=1

∫
Rd
|wi|2s

∣∣F(v − u)(x)(w)
∣∣2 dw

≥ c

∫
Rd
|w|2s

∣∣F(v − u)(x)(w)
∣∣2 dw

≥ c ‖v − u‖2Hs
0(Ω),
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Maintenant, pour tout u, v, w ∈ Hs
0(Ω) on a

J ′(u+ tv) · w =
d∑
i=1

∫
Ω

(
Rsek [u+ tv](x)Rsek [w](x) +Rs−ek [u+ tv](x)Rs−ek [w](x)

)
dx−

∫
Ω
f w

= J ′(u) · w + t

d∑
i=1

∫
Ω

(
Rsek [v](x)Rsek [w](x) +Rs−ek [v](x)Rs−ek [w](x)

)
dx,

donc

J ′′(u) · (v, w) := lim
t↓0

J ′(u+ tv) · w − J ′(u) · w
t

=
d∑
i=1

∫
Ω

(
Rsek [v](x)Rsek [w](x) +Rs−ek [v](x)Rs−ek [w](x)

)
dx.

Il est clair que J ′′ est continue. Parsuite J ∈ C2(Hs
0(Ω),R).

On déduit alors que J est strictement convexe, bornée inférieurement et coercive. �

En appliquant les méthodes directes dans le calcul des variations, on peut déduire que le problème
de minimisation

inf
v ∈Hs

0(Ω)
J(v) (3.13)

admet une solution unique.

Lemme 3.5. Pour toute famille uk : Ωk −→ R, 1 ≤ k ≤ d, des fonctions mesurables telle que
d⊗

k=1

uk 6= 0, on a

d⊗
k=1

uk ∈ Hs
0(Ω) ⇐⇒ uk ∈ Hs

0(Ωk), ∀ k = 1, · · · d.

Preuve. Soit uk ∈ Hs
0(Ωk), 1 ≤ k ≤ d, une famille donnée des fonctions mesurables. Il est clair que

d⊗
k=1

uk|∂Ω
= 0 et

d⊗
k=1

uk ∈ L2(Ω). De plus, en prolongeant uk par zéro en dehors de Ωk, 1 ≤ k ≤ d,

on obtient∫
Rd
|ξ|2s|F(

d
⊗
k=1

uk)(ξ)|2 dξ =

∫
Rd
|ξ|2s

∣∣ d
⊗
k=1
F(uk)(ξ)

∣∣2 dξ
≤ c1

∫
Rd

( d∑
k=1

|ξk|2s
) d∏
k=1

|F(uk)(ξk)|2 dξ1 · · · dξd

= c1

d∑
k=1

(∫
R
|ξk|2s|F(uk)(ξk)|2 dξk ×

d∏
i=1,i 6=k

∫
R
|F(ui)(ξi)|2 dξi

)
< +∞.

Alors,
d⊗

k=1

uk ∈ Hs
0(Ω).
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Réciproquement, soit (uk)1≤k≤d une famille donnée de fonctions mesurables telle que
d⊗

k=1

uk ∈ Hs
0(Ω)

et
d⊗

k=1

uk 6= 0. Il est facile de vérifier que uk|∂Ωk
= 0, pour tout k ∈ {1, · · · , d}. De plus, puisque

0 <

∥∥∥∥∥
d⊗

k=1

uk

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

=
d∏

k=1

‖uk‖L2(Ωk) < +∞

alors uk ∈ L2(Ωk), pour tout k ∈ {1, · · · , d}. D’autre part, en prolongeant encore une fois uk par
zéro en dehors de Ωk, 1 ≤ k ≤ d, on obtient∫

Rd
|ξ|2s|F(

d
⊗
k=1

uk)(ξ)|2 dξ ≥ c2

∫
Rd

( d∑
k=1

|ξk|2s
) d∏
k=1

|F(uk)(ξk)|2 dξ1 · · · dξd

= c2

d∑
k=1

(∫
R
|ξk|2s|F(uk)(ξk)|2 dξk ×

d∏
i=1,i 6=k

∫
R
|F(ui)(ξi)|2 dξi

)

≥ c2

∫
R
|ξk|2s|F(uk)(ξk)|2 dξk ×

d∏
i=1,i 6=k

‖uk‖2L2(Ωk), ∀ k ∈ {1, · · · , d},

le fait que 0 <
d∏

i=1,i 6=k
‖uk‖2L2(Ωk) < +∞ nous permet de conclure. �

Proposition 3.4. M1

(
a

d⊗
k=1

Hs
0(Ωk)

)
est faiblement fermé dans Hs

0(Ω).

Preuve. Soit (zn)n une suite dansM1

(
a

d⊗
k=1

Hs
0(Ωk)

)
qui converge vers z faiblement dans Hs

0(Ω).

D’une part, il est clair que

M1

(
a

d⊗
k=1

Hs
0(Ωk)

)
⊂M1

(
a

d⊗
k=1

L2(Ωk)

)

D’autre part, on sait queM1

(
a

d⊗
k=1

L2(Ωk)
)
est faiblement fermé dans L2(Ω) (voir Chapitre 1, Lemme

1.5), ce qui implique que z ∈ M1

(
a

d⊗
k=1

L2(Ωk)
)
, alors z =

d
⊗
k=1

zk avec zk ∈ L2(Ωk), k = 1, · · · d.

D’où, d’après Lemme 3.5, z ∈
(
a

d⊗
k=1

Hs
0(Ωk)

)
. �

Comme une conséquence de cette proposition, on a le corollaire suivant

Corollaire 3.1. Le problème de minimisation

inf

v ∈M1

(
a

d⊗
k=1

Hs
0(Ωk)

)J(u+ v) (3.14)

admet au moins une solution pour tout u ∈ Hs
0(Ω) fixé.
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3.3.1 PGD et sa convergence
Lemme 3.6. Si u ∈ Hs

0(Ω) satisfait

J(u) ≤ J(u+ z), ∀z ∈M1

(
a

d⊗
k=1

Hs
0(Ωk)

)

alors u est l’unique solution faible de (3.11).

Preuve. Soit z ∈M1

(
a

d⊗
k=1

Hs
0(Ωk)

)
et la fonction g : R −→ R définie par g(t) = J(u+ t z). Il est

clair que la fonction g est différentiable sur R et atteint son minimum global en 0. En conséquence,

g′(0) = J ′(u) · (z) = 0 et la linéarité de J ′(u) implique que J ′(u) = 0 sur a
d⊗

k=1

Hs
0(Ωk). Finalement

la densité de a

d⊗
k=1

Hs
0(Ωk) dans Hs

0(Ω) permet de conclure. �

On va considérer la méthode PGD en adoptant la stratégie (c) afin de construire progressivement
une approximation de la solution du Problème (3.11) :

(M)



(i) Initialisation : u0 := 0 dans Hs
0(Ω).

(ii) Direction de descente : zm := arg min

z∈M1

(
a

d⊗
k=1

Hs
0(Ωk)

) J(um−1 + z), ∀m ≥ 1 :

(iii) Mise à jour : um = um−1 + zm, ∀m ≥ 1.

On note que la PGD progressive (c) est la méthode la plus utilisée grâce à sa simplicité dans
l’implémentation.

On démontre dans la suite que toute suite PGD de type (M) est convergente dans Hs
0(Ω).

Théorème 3.2. La suite (um)m∈N ⊂ a

d⊗
k=1

Hs
0(Ωk), définie par (M), converge faiblement dans Hs

0(Ω)

vers l’unique solution faible de (3.11).

Preuve. Soit (um)m∈N ⊂ Hs
0(Ω) une suite PGD définie par (M). Il est clair que la suite réelle

(J(um))m∈N est décroissante, bornée inférieurement et par conséquence convergente dans R, on
note ` sa limite. La coercivité de J implique que (um)m∈N est bornée dans Hs

0(Ω).
Afin de montrer que (um)m converge faiblement dans Hs

0(Ω), on montre que (um)m admet une
unique valeur d’adhérence par rapport à la topologie faible de Hs

0(Ω).
Soit u ∈ Hs

0(Ω) une valeur d’adhérence de (um)m par rapport à la topologie faible de Hs
0(Ω) et

(umn)n une sous-suite de (um)m convergeant faiblement vers u.
Comme umn ⇀ u dans Hs

0(Ω) alors umn+z ⇀ u+z, pour tout z ∈ Hs
0(Ω). Par conséquence, on aura

|ξk|sF(umn + z) ⇀ |ξk|sF(u + z) dans L2(Ω), pour tout z ∈ Hs
0(Ω) et k ∈ {1, 2, · · · , d}. D’autre
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part, si les prolongements de u et um par zéro en dehors de Ω conservent les mêmes notations u et
um, alors on aura

‖|ξk|sF(umn − u)‖2L2(Ω) = ‖|ξk|sF(umn + z)− |ξk|sF(u+ z)‖2L2(Ω)

= ‖|ξk|sF(umn + z)‖2L2(Ω) + ‖|ξk|sF(u+ z)‖2L2(Ω) −
2 〈|ξk|sF(umn + z) , |ξk|sF(u+ z)〉L2(Ω)

en utilisant le fait que |ξk|sF(umn + z) ⇀ |ξk|sF(u+ z) dans L2(Ω), on obtient

‖|ξk|sF(umn − u)‖2L2(Ω) = ‖|ξk|sF(umn + z)‖2L2(Ω) − ‖|ξk|
sF(u+ z)‖2L2(Ω) + on(1), (3.15)

et par conséquence,

‖Rsek [umn − u]‖2L2(Rd) = ‖Rsek [umn + z]‖2L2(Rd) − ‖R
s
ek

[u+ z]‖2L2(Rd) + on(1). (3.16)

De la même manière, on obtient

‖Rs−ek [umn − u]‖2L2(Rd) = ‖Rs−ek [umn + z]‖2L2(Rd) − ‖R
s
−ek [u+ z]‖2L2(Rd) + on(1). (3.17)

On déduit alors la décomposition suivante

J(umn − u) = J(umn + z)− J(u+ z) + on(1), ∀ z ∈ Hs
0(Ω). (3.18)

D’autre part,

J(umn+1) ≤ J(umn+1) ≤ J(umn + z), ∀ z ∈M1

(
a

d⊗
k=1

Hs
0(Ωk)

)
. (3.19)

Finalement, on obtient

J(umn+1 − u) + J(u) = J(umn+1) + on(1), en mettant z = 0 dans (3.18)

≤ J(umn + z) + on(1), ∀ z ∈M1

(
a

d⊗
k=1

Hs
0(Ωk)

)
, d’après (3.19)

= J(umn − u) + J(u+ z) + on(1), by (3.18).

En utilisant le fait que J(umn+1 − u) et J(umn − u) ont la même limite `− J(u) quand n → +∞,
on obtient

J(u) ≤ J(u+ z), ∀ z ∈M1

(
a

d⊗
k=1

Hs
0(Ωk)

)
.

Le lemma 3.6 implique que u est l’unique solution de (3.11). D’où, la suite (um)m∈N admet une
unique valeur d’adhérence par rapport à la topologie faible de Hs

0(Ω), et parsuite elle converge
faiblement vers l’unique solution du Problème (3.11). �

Corollaire 3.2. Avec les mêmes conditions du Théorème 3.2, on a

lim
m→+∞

J ′(um) · z = 0, ∀ z ∈ Hs
0(Ω).

Preuve. Il suffit d’écrire l’expression de J ′(um) · z et utiliser la convergence faible de (um)m vers
l’unique solution de (3.11). �
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On donne maintenant quelques lemmes techniques afin de démontrer la convergence forte de la
suite PGD donnée par le schéma (M).

Lemme 3.7. La suite des directions de descente successives zm définie par (M) associée à la suite
PGD (um)m satisfait

+∞∑
k=1

‖zk‖2 < +∞,

En particulier, lim
m→+∞

zm = 0 dans Hs
0(Ω).

Preuve. Remarquons d’abord que

J ′(um) · zm = 0, ∀m ∈ N. (3.20)

En effet, pour tout t ∈ R, on a J(um + t zm) = J(um−1 + (1 + t)zm) ≥ J(um), ce qui nous permet
de conclure.
Maintenant, on introduit la partie quadratique de J défine sur Hs

0(Ω) par

J̃(u) := J(u)− J ′(0) · u.

Alors,
J ′(u) · w = J̃ ′(u) · w + J ′(0) · w,

où la forme définie sur Hs
0(Ω)×Hs

0(Ω) par : (u,w) 7→ J̃ ′(u) · w est bilinéaire et symétrique. Donc

J ′(um) · um = J ′(um) · um−1 by (3.20)

= J̃ ′(um) · um−1 + J ′(0) · um−1

= J̃ ′(um−1) · um−1 + J ′(0) · um−1 + J̃ ′(zm) · um−1

= J ′(um−1) · um−1 + J̃ ′(um−1) · zm
...

=

m−1∑
j=1

J̃ ′(uj) · zj+1, car u0 = 0 and J̃ ′(0) = 0

=
∑

1≤i<j≤m
J̃ ′(zi) · zj , d’après la bilinéarité de (u,w)→ J̃ ′(u) · w

=
1

2

(
J̃ ′(um) · um −

m∑
k=1

J̃ ′(zk) · zk

)

=
1

2

(
J ′(um) · um − J ′(0) · um −

m∑
k=1

J̃ ′(zk) · zk

)
.

Alors, on obtient

J ′(um) · um = −J ′(0) · um −
m∑
k=1

J̃ ′(zk) · zk· (3.21)

Puisque J̃ ′(zk) · zk ≥ c1 ‖zk‖2, pour tout k et J ′(um) · um ≤ c2 ‖um‖2, pour tout m, on déduit que
m∑
k=1

‖zk‖2 < +∞,
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en particulier, lim
m→+∞

‖zm‖ = 0. �

Lemme 3.8. Soit (um)m∈N une suite PGD associée au Problème (3.11), alors il existe C > 0 tel
que

|J ′(um−1) · z| ≤ C‖zm‖ ‖z‖,

pour tout z ∈M1

(
a

d⊗
k=1

Hs
0(Ωk)

)
, où zm est la direction de descente à l’itération m ≥ 1, définie par

(M).

Preuve. D’abord, on remarque que J ′ : Hs
0(Ω) −→ H−s(Ω) est Lipschitzienne. D’autre part, la

convexité de J entraîne que

J ′(um−1 + z) · (zm − z) ≤ J(um−1 + zm)− J(um−1 + z) ≤ 0,

donc
J ′(um−1 + z) · zm ≤ J ′(um−1 + z) · z. (3.22)

−J ′(um−1) · z =
(
J ′(um−1 + z)− J ′(um−1)

)
· z − J ′(um−1 + z) · z

≤ C‖z‖2 − J ′(um−1 + z) · z, car J Lipschitzienne
≤ C‖z‖2 − J ′(um−1 + z) · zm, (d’après (3.22))

= C‖z‖2 −
(
J ′(um−1 + z)− J ′(um−1 + zm)

)
· zm

≤ C
(
‖z‖2 + ‖z − zm‖ ‖zm‖

)
≤ C

(
‖z‖2 + ‖z‖ ‖zm‖+ ‖zm‖2

)
.

D’où, en remplaçant z par ± z ‖zm‖
‖z‖

dans la dernière inégalité, on obtient

|J ′(um−1) · z| ≤ 3C‖zm‖ ‖z‖. �

Lemme 3.9. Avec les mêmes notations du Théorème 3.2, on a

lim
m→+∞

J ′(um) · um = 0

et la suite (um)m donnée par le schéma (M) converge vers la solution de (3.11).

Preuve. En utilisnt (3.21), on obtient

J ′(um) · um = −J ′(0) · um −
m∑
k=1

J̃ ′(zk) · zk.

Puisque
+∞∑
k=1

J̃ ′(zk) ·zk < +∞ et lim
m→+∞

J ′(0) ·um = J ′(0) · û, où û est la limite faible de (um)m∈N (et

en même temps l’unique solution de (3.11) d’après Théorème 3.2), alors la suite réelle (J ′(um) · um)m
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est convergente. D’autre part, on a

|J ′(um) · um| ≤
m∑
k=1

|J ′(um) · zk|

≤ C
m∑
k=1

‖zm+1‖ ‖zk‖ (Lemme 3.8)

≤ C
(
m ‖zm+1‖2

)1/2 ( m∑
k=1

‖zk‖2
)1/2

(inégalité de Hölder)

≤ C
(
(m+ 1) ‖zm+1‖2

)1/2 (+∞∑
k=1

‖zk‖2
)1/2

Finalement, comme
+∞∑
k=1

‖zk‖2 < +∞ alors il existe une sous-suite (zmk)
k
de (zm)m telle que

lim
k→+∞

mk ‖zmk‖
2 = 0. Parsuite

lim
m→+∞

J ′(um) · um = lim
k→+∞

J ′(umk) · umk = 0.

En appliquant le fait que 
um ⇀ u dansW‖·‖,

J ′(um) · um → 0 quand m→ +∞,

et les formules de décomposition (3.16) et (3.17), on déduit que

J ′(um − u) · (um − u)→ 0 quand m→ +∞.

Par conséquence,

J ′(0) · (um − u) + J̃ ′(um − u) · (um − u)→ 0 quand m→ +∞.

ce qui termine la preuve. �

3.4 Calcul des modes PGD
On se limite dans cette section au cas d = 2. On désigne par x et y la première et la deuxième
variable (resp.). Notre problème sera alors

2∑
k=1

(
Rs−ekR

s
ek

+RsekR
s
−ek
)
[u] = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

(3.23)

avec les mêmes conditions de la section précédente. La solution sera cherchée sous la forme suivante

u =

∞∑
m=1

Xm ⊗ Ym,
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où les Xm et Ym dépendend uniquement de la variable x et y respectivement.
Supposons qu’à l’ordre m − 1, um−1 est connu. Afin de chercher um := um−1 + zm où zm est la
solution du problème de minimisation suivant

inf
z∈M1

J(um−1 + z), (3.24)

on considère l’application Jm : H1
0 (Ω1)×H1

0 (Ω2) −→ R définie par

Jm(X,Y ) := J(um−1 +X ⊗ Y ).

alors le problème (3.24) est équivalent au problème de minimisation

inf
(X,Y )∈H1

0 (Ω1)×H1
0 (Ω2)

Jm(X,Y ),

Donc si (X̂, Ŷ ) est une solution de (3.24) alors on a :


∂Jm
∂X

(X̂, Ŷ ) = 0,

∂Jm
∂X

(Ŷ , Ŷ ) = 0.

Cherchons alors la dérivée de Jm : Soit ϕ ∈ Hs
0(Ω1), et t > 0 on a

Jm(X + tϕ, Y ) = J(u+ (X + tϕ)⊗ Y )

=
1

2

2∑
k=1

∫
Ω

[(
Rsek [um−1 + (X + tϕ)⊗ Y ]

)2
+
(
Rs−ek [um−1 + (X + tϕ)⊗ Y ]

)2]
−
∫

Ω
f (t ϕ⊗ Y )

= Jm(X,Y ) + ε(t2)− t
∫

Ω
f
(
ϕ⊗ Y

)
+

t

2∑
k=1

∫
Ω

[
Rsek [um−1 +X ⊗ Y ] · Rsek [ϕ⊗ Y ] +Rs−ek [um−1 +X ⊗ Y ] · Rs−ek [ϕ⊗ Y ]

]
.

Alors

∂Jm
∂X

(X,Y ) · ϕ =
2∑

k=1

∫
Ω

[
Rsek [um−1 +X ⊗ Y ] · Rsek [ϕ⊗ Y ] +Rs−ek [um−1 +X ⊗ Y ] · Rs−ek [ϕ⊗ Y ]

]
−
∫

Ω
f
(
ϕ⊗ Y

)
.

Or ∫
Ω

[
Rse1

[um−1 +X ⊗ Y ] · Rse1
[ϕ⊗ Y ]

=

∫
Ω2

Y

∫
Ω1

Rse1
[um−1] · Rse1

[ϕ] dx dy +

∫
Ω2

Y 2 dy

∫
Ω1

Rse1
[X]Rse1

[ϕ] dx

=

∫
Ω2

Y

∫
Ω1

Rs−e1
Rse1

[um−1] · ϕdx dy +

∫
Ω2

Y 2 dy

∫
Ω1

Rs−e1
Rse1

[X] · ϕdx
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et ∫
Ω

[
Rs−e1

[um−1 +X ⊗ Y ] · Rs−e1
[ϕ⊗ Y ]

=

∫
Ω2

Y

∫
Ω1

Rs−e1
[um−1] · Rs−e1

[ϕ] dx dy +

∫
Ω2

Y 2 dy

∫
Ω1

Rs−e1
[X]Rs−e1

[ϕ] dx

=

∫
Ω2

Y

∫
Ω1

Rse1
Rs−e1

[um−1] · ϕdx dy +

∫
Ω2

Y 2 dy

∫
Ω1

Rse1
Rs−e1

[X] · ϕdx

De même, ∫
Ω

[
Rse2

[um−1 +X ⊗ Y ] · Rse2
[ϕ⊗ Y ]

=

∫
Ω1

ϕ

∫
Ω2

Rse2
[um−1]Rse2

[Y ] dy dx+

∫
Ω2

[
Rse2

[Y ]

]2

dy

∫
Ω1

Xϕdx

et ∫
Ω

[
Rse2

[um−1 +X ⊗ Y ] · Rse2
[ϕ⊗ Y ]

=

∫
Ω1

ϕ

∫
Ω2

Rs−e2
[um−1]Rs−e2

[Y ] dy dx+

∫
Ω2

[
Rs−e2

[Y ]

]2

dy

∫
Ω1

Xϕdx

D’où, si (X̂, Ŷ ) est une solution de (3.24) alors X̂ est une solution faible du problème aux bords
suivant

‖Ŷ ‖2L2(Ω2)

[
Rse1
Rs−e1

[X] +Rs−e1
Rse1

[X]

]
+

[ ∫
Ω2

Rse2
[Ŷ ]2 +Rs−e2

[Ŷ ]2 dy

]
X =

−
∫

Ω2

[
Rse1
Rs−e1

+Rs−e1
Rse1

]
[um−1] · Ŷ dy −

∫
Ω2

[
Rs−e2

Rse2
+Rse2

Rs−e2

]
[um−1] · Ŷ dy

+

∫
Ω2

fŶ dy

X(a) = X(b) = 0.
(3.25)

De même on peut démontrer que Ŷ est une solution faible du problème aux limites suivant

‖X̂‖2L2(Ω1)

[
Rse2
Rs−e2

[Y ] +Rs−e2
Rse2

[Y ]

]
+

[ ∫
Ω1

Rse1
[X̂]2 +Rs−e1

[X̂]2 dx

]
Y =

−
∫

Ω1

[
Rse2
Rs−e2

+Rs−e2
Rse2

]
[um−1] · X̂ dx−

∫
Ω1

[
Rs−e1

Rse1
+Rse1

Rs−e1

]
[um−1] · X̂ dx

+

∫
Ω1

fX̂ dx

Y (c) = Y (d) = 0.
(3.26)

72



3.4 Calcul des modes PGD

On peut alors suivre une stratégie des directions alternées afin de résoudre le problème non linéaire
{(3.25), (3.26)}.
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Chapitre 4

La méthode PGD dans le cadre des
espaces des fonctions à variation bornée
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Chapitre 4 : La méthode PGD dans le cadre des espaces des fonctions à variation bornée

4.1 Introduction
Les fonctions à variation bornée BV , introduites en 1881 par Camille Jordan, occupe une place

assez importante dans le calcul des variations. Dès leur introduction, ces fonctions étaient un outil
puissant pour résoudre certains problèmes mathématiques et étudier de nombreux phénomènes tel
que la segmentation en traitement d’images, les fractures, les transitions de phases, les problèmes
de discontinuités libres tel que la théorie des cristaux liquides, le problème des surfaces minimales...

On vise alors dans ce chapitre à étudier l’existence et la convergence des suites PGD dans le cadre
des espaces des fonctions à variation bornée BV , en profitant de la structure tensorielle par rapport
à la topologie faible étoile de ce type d’espaces.

4.2 Rappels généraux
Avant de rappeler les définitions et propriétés basiques des espaces des fonctions à variation

bornée, on rappelle d’abord quelques notions et propriétés de la théorie des mesures [6, 15].

4.2.1 Rappels sur la théorie des mesures
Définition 4.1. Soit X un ensemble non vide et A ⊂ P(X ).

1. On dit que A est une algèbre ssi

• l’ensemble vide ∅ ∈ A,

• pour tout E1, E2 ∈ A on a E1
⋃
E2 ∈ A et X\E1 ∈ A.

2. A est dite une σ−algèbre si elle est stable par union dénombrable.

Si (X, T ) est un espace topologique, on note B(X) la tribue borélienne sur X : la plus petite
σ−algèbre contenant les ouverts de X.

Soit maintenant un ensemble X non vide et A une σ−algèbre sur X.

Définition 4.2. Soit µ : A −→ [0,+∞]. On dit que µ est une mesure positive ssi

• µ(∅) = 0,

• µ est σ− additive, c.à.d pour toute suite (En)n∈N d’éléments de A deux à deux disjoints on a

µ

( ∞⋃
n=0

En

)
=

∞∑
n=0

µ(En).

µ est dite bornée si µ(X) <∞.

Définition 4.3. Soit m ≥ 1. On dit que µ : A −→ Rm est une mesure ssi

• µ(∅) = 0Rm ,
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• pour toute suite (En)n∈N d’éléments de A deux à deux disjoints on a

µ

( ∞⋃
n=0

En

)
=
∞∑
n=0

µ(En).

Si m = 1 alors µ est une mesure réelle ou signée et si m > 1 alors µ est dite mesure vectorielle.

On définit la variation totale d’une mesure vectorielle µ comme suit

|µ|(E) = sup

{ ∞∑
n=0

|µ(En)|; tel que En ∈ A sont 2 à 2 disjoints, E =

∞⋃
n=0

En

}
.

La variation totale |µ| d’une mesure µ est à son tour une mesure bornée.

Définition 4.4. Une mesure sur Rm est dite de Radon si elle est finie sur chaque compact K dans
Rm. L’espace des mesures bornées, réelles ou vectorielles, de Radon sur Ω est notéM(Ω).

On dit qu’une suite de mesures (µn)n∈N ⊂ M(Ω) converge faiblement vers µ ∈ M(Ω) et on note
µn ⇀ µ ssi ∫

Ω
ϕdµn −→

n→∞

∫
Ω
ϕdµ, ∀ϕ ∈ C0(Ω,R),

où C0(Ω,R) est la fermeture, pour la norme sup, de l’espace des fonctions continues et à support
compact dans Ω.

Définition 4.5. Soit µ une mesure positive. On dit que E ⊂ X est µ−négligeable ssi il existe F ∈ A
tel que E ⊂ F et µ(F ) = 0.

Dans la suite on va supposer que X = Rd, d est un entier ≥ 1 et A = B(Rd).

Définition 4.6. Soit µ une mesure positive sur Rd et ν une mesure vectorielle sur Rd. On dit que
ν est absolument continue par rapport à µ (ν � µ) ssi

µ(E) = 0 =⇒ |ν|(E) = 0.

Si µ et ν sont deux mesures positives alors elles sont dites mutuellement singulières (µ ⊥ ν) s’il
existe E ⊂ Rd tel que

µ(Rd\E) = ν(E) = 0.

Si µ et ν sont réelles ou vectorielles alors elles sont dites mutuellement singulières ssi |µ| et |ν| le
sont.

Théorème 4.1 (Décomposition de Lebesgue). Soit µ une mesure positive bornée sur
(
Rd,B(Rd)

)
et ν une mesure vectorielle sur

(
Rd,B(Rd)

)
. Alors il existe deux mesures uniques νac et νs telles que

ν = νac + νs, où νac � µ et νs ⊥ µ.

νac et νs seront la partie absolument continue et la partie singulière de ν respectivement. De plus,
il existe un unique h ∈ L1(Rd, µ), qui est connu sous le nom "dérivée de Radon-Nikodym", tel que

νac(A) =

∫
A
h dµ ∀A ∈ B(Rd).
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Définition 4.7. (Mesure de Hausdorff) La k-dimensionnelle mesure de Hausdorff sur Rd est définie
par

Hk(A) = lim
δ→0
Hkδ (A) pour tout A ⊂ Rd,

telle que pour tout δ > 0

Hkδ (A) = inf


∞∑
j=1

wk

(
diamCj

2

)k ,

où wk est le volume de la boule unité dans Rk et l’infimum est considéré sur tous les ensembles

dénombrables C1, C2, · · · de Rd tels que diamCj < δ et A ⊂
∞⋃
j=1

Cj.

Théorème 4.2. (Cas où k = d) On a

Hd(A) = Ld(A), pour tout A ⊂ Rd

où Ld est la mesure de Lebesgue d-dimensionnelle sur Rd.

4.2.2 Fonctions à variation bornée dans R
Soit u une fonction définie sur un interval ]a, b[⊂ R.

Définition 4.8. La variation totale de u est définie par

V T (u) = sup
σ

Nσ∑
i=0

|u(xi+1)− u(xi)|,

où le supremum est considéré sur l’ensemble des subdivisions σ = {x0, x1, · · · , xNσ} de ]a, b[, telle
que a = x0 < x1 < · · · < xNσ = b.

Si u est différentiable et sa dérivée est intégrable au sens de Riemann alors

V T (u) =

∫ b

a
|f ′(x)| dx.

Définition 4.9. La fonction u est dite à variation bornée ssi sa variation totale V T (u) est finie.
L’ensemble des fonctions à variation bornée sur ]a, b[ est noté BV (]a, b[).

Lemme 4.1. Une fonction u définie sur un interval ⊂ R est à variation bornée ssi elle est la
différence de deux fonctions croissantes.

Lemme 4.2. L’ensemble de points de discontinuité d’une fonction à variation bornée dans un
intervalle réel est au plus dénombrable.

78
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4.2.3 Fonctions à variation bornée dans Rd

Soit Ω un ouvert borné de Rd. On désigne par
(
C0

0 (Ω)
)d l’ensemble des fonctions continues à

valeurs dans Rd et à support compact inclus dans Ω. Alors pour tout ϕ := (ϕ1, · · · , ϕd) ∈
(
C0

0 (Ω)
)d,

on définit la norme ‖ϕ‖∞ par

‖ϕ‖∞ := sup
x∈Ω

√√√√ d∑
i=1

ϕ2
i (x).

Définition 4.10. On définit BV (Ω), l’ensemble des fonctions à variation bornée dans Ω par

BV (Ω) =

{
u ∈ L1(Ω) tel que V T (u) < +∞

}
,

avec
V T (u) := sup

{∫
Ω
u div (ϕ) dx; ϕ = (ϕ1, · · · , ϕd) ∈ C1

0 (Ω)d, ‖ϕ‖∞ ≤ 1

}
,

où C1
0 (Ω)d l’ensemble des fonctions de classe C1(Ω)d et à support compact inclus dans Ω.

Une définition équivalente de l’espace BV (Ω) est la suivante

Définition 4.11. L’espace BV (Ω) est défini comme étant l’ensemble des fonctions L1(Ω) telles
que la dérivée au sens des distributions est représentée par une mesure de Radon finie Du =
(D1u, · · · , Ddu) dans Ω. c.à.d∫

Ω
u
∂ϕ

∂xj
dx = −

∫
Ω
ϕd(Dju), ∀ϕ ∈ C1

0 (Ω,R), j = 1, · · · , N.

Pour tout u ∈ BV (Ω), la variation totale de la mesure Du notée |Du|(Ω) est égale à V T (u).

La variation totale |Du|(Ω) est une semi-norme de BV (Ω). En effet, on a clairement pour tout
u, v ∈ BV (Ω) et α ∈ R

1. |D(u+ v)|(Ω) ≤ |Du|(Ω) + |Dv|(Ω),

2. |D(αu)| = |α||Du|(Ω).

Nous pourrions utiliser pour la semi-norme la notation suivante

|u|BV (Ω) =

∫
Ω
|Du|.

L’espace
(
BV (Ω), ‖ · ‖BV (Ω)

)
est un espace de Banach avec

‖u‖BV (Ω) = ‖u‖L1(Ω) + |u|BV (Ω), u ∈ BV (Ω).

Exemple 4.1. Pour tout u ∈W 1,1(Ω), la dérivée au sens des distributions Du existe et appartient
à L1(Ω). Donc pour tout ϕ ∈ C1

c (Ω,Rd) tel que ‖ϕ‖∞ ≤ 1, on a∫
Ω
u div (ϕ) dx = −

∫
Ω
Du · ϕdx ≤

∫
Ω
|Du| <∞.
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Donc
W 1,1(Ω) ⊂ BV (Ω).

Comme Ω est borné alors
W 1,p(Ω) ⊂ BV (Ω), ∀1 ≤ p ≤ ∞.

De plus, si u ∈W 1,p(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, alors on a∫
Ω
|Du| =

∫
Ω
|∇u| dx,

où ∇u désigne le gradient généralisé de u.

Exemple 4.2. Un exemple important à considérer est le cas où u = χA, la fonction caractéristique
d’un sous ensemble A de Rd. Dans ce cas,∫

Ω
|Du| = sup

{∫
A
div (ϕ) dx; ϕ ∈ C1

0 (Ω)d, ‖ϕ‖∞ ≤ 1

}
,

est appelé le périmètre de A par rapport à Ω et est noté PerΩ(A). Si de plus ∂A est suffisamment
régulier alors on peut démontrer que cette définition correspond à la notation du périmètre (d = 2)
ou d’aire (d = 3) classique.

On résume maintenant les propriétés principales de BV (Ω). On suppose que le bord de Ω est
suffisamment régulier.

1. Semi-continuité inférieure :
Soit (un)n∈N ⊂ BV (Ω) telle que un −→

n→∞
u dans L1(Ω). Alors u ∈ BV (Ω) et∫

Ω
|Du| ≤ lim inf

n→∞

∫
Ω
|Dun|.

2. Trace :
L’opérateur trace

tr : BV (Ω) −→ L1(∂Ω,Hd−1)
u 7−→ u|∂Ω

est linéaire continue pour la topologie forte deBV (Ω). Ici,Hd−1 est la mesure (d−1)−dimensionnelle
de Hausdorff.

3. Topologie faible−∗ sur BV (Ω) :
Classiquement, on travaille avec la topologie faible−∗ des espaces BV , car la topologie forte
ne possède pas de bonnes propriétés de compacité.
On dit que’une suite (un)n∈N converge vers u pour la topologie faible−∗ et on note :

un ⇀
∗ u

ssi
un −→

n→∞
u dans L1(Ω) et Dun ⇀ Du dansM(Ω).
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4. Compacité :
Toute suite bornée (un)n∈N ⊂ BV (Ω) est relativement compacte dans Lp(Ω) pour tout 1 ≤
p ≤ d

d−1 , d ≥ 2, c.à.d

∃(unk)k∈N telle que unk −→n→∞ u dans Lp(Ω) ∀1 ≤ p ≤ d

d− 1
, d ≥ 2.

De plus, il existe une sous-suite de (un)n∈N qui converge dans BV (Ω) pour sa topologie
faible−∗.
L’espace BV (Ω) s’injecte d’une façon continue dans L∞(Ω) si d = 1 et dans L

d
d−1 (Ω) si d ≥ 2.

5. Décomposition :
Si u ∈ BV (Ω) alors on peut montrer que Du peut être décomposé en une somme d’une mesure
régulière et d’une mesure singulière

Du = ∇udx+Dsu

où∇u ∈ L1(Ω) est la dérivée de Radon-Nikodym par rapport à la mesure de lebesgue etDsu ⊥
dx. Dans [6], Ambrossio a démontré que la partie singulière de Du peut être décomposée en
une partie de "saut" Ju et une partie de "Cantor" Cu. On introduit alors la notion de la
limite supérieure approchée et la limite inférieure approchée afin de définir les deux parties
de Dsu. Pour tout x ∈ Ω, on définit

u+(x) = inf

{
t ∈ R; lim

r→0

dx({u > t} ∩B(x, r))

rd
= 0

}
,

u−(x) = inf

{
t ∈ R; lim

r→0

dx({u < t} ∩B(x, r))

rd
= 0

}
,

où B(x, r) désigne la boule de centre x et rayon r dans Rd.

On dit que x ∈ Ω est un point de Lebesgue ssi

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|u(x)− u(y)| dy = 0.

En ces points, la fonction est approximativement continue
(
u(x) = u+(x) = u−(x)

)
. Notons

que si u ∈ L1(Ω) alors presque tout les points de Ω sont des points de Lebesgue.

Pour les autres points, on définit l’ensemble de saut Su comme étant le complémentaire
de l’ensemble des points de Lebesgue pour la mesure de Hausdorff Hd−1

Su :=

{
x ∈ Ω; u+(x) > u−(x)

}
.

Su est rectifiable et une normale nu(x) peut être définie Hd−1−p.p x ∈ Ω. Donc Du se réécrit
de la façon suivante

Du = ∇udx+ (u+ − u−)nuHd−1
|Su

+ Cu.

Ici, Ju := (u+−u−)nuHd−1
|Su

est la partie de saut et Cu est la partie cantor de Dsu, où Cu est
diffuse, i.e. Cu{x} = 0 et Cu ⊥ dx. D’où la variation totale de Du sera

|Du|(Ω) =

∫
Ω
|Du| =

∫
Ω
|∇u| dx+

∫
Su

|u+ − u−| dHd−1 +

∫
Ω\Su

|Cu|.
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6. Décomposition de Lebesgue et fonctions convexes :
Soit Φ : R −→ R+ une fonction paire, croissante, convexe et linéaire à l’infini et soit Φ∞ la
fonction de récession de Φ définie par

Φ∞(z) := lim
s→∞

Φ(sz)

s
.

Pour tout u ∈ BV (Ω), on a∫
Ω

Φ(|Du|)(Ω) =

∫
Ω

Φ(|∇u|)(x) dx+ Φ∞(1)

∫
Su

|u+ − u−| dHd−1 + Φ∞(1)

∫
Ω\Su

|Cu|.

Il est facile de remarquer qu’on retrouve la variation totale de u dans le cas où Φ(s) := s. Le

résultat le plus important dans ce cadre est que la fonctionnelle : u −→
∫

Ω
Φ(|Du|) est s.c.i

pour la topologie faible−∗ de BV (Ω).

4.3 Structure tensorielle des espaces BV
On se limite dans cette section aux domaines de RN de frontière lipschitzienne ayant la forme

suivante
Ω := Ω1 × · · · × Ωd,

où Ωk est un ouvert borné de Rnk pour tout k ∈ {1, · · · , d} avec
d∑

k=1

nk = N .

Lemme 4.3. Soit uk une fonction mesurable sur Ωk pour tout k = 1, · · · , d. Alors,

d
⊗
k=1

uk ∈ BV (Ω) ssi uk ∈ BV (Ωk) pour tout k ∈ {1, · · · , d}.

Preuve. Soit uk ∈ BV (Ωk) pour tout k = 1, · · · , d. On distingue alors deux cas :

• Cas 1 : il existe k ∈ {1, · · · , d} tel que uk = 0, dans ce cas la proposition est évidement vraie.

• Cas 2 : uk 6= 0 pour tout k ∈ {1, · · · , d} :

Il est facile de vérifier que
d
⊗
k=1

uk ∈ L1(Ω) en utilisant le Théorème de Fubini. Soit maintenant g ∈

C1
0 (Ω,Rd) avec g = (g1, · · · , gd) et ‖g‖∞ ≤ 1. Si on désigne par ωk := Ω1×· · ·×Ωk−1×Ωk+1×· · ·×Ωd

et dωk := dx1 · · · dxk−1dxk+1 · · · dxd, on aura alors∣∣∣∣ ∫
Ω

d
⊗
k=1

uk div (g) dx

∣∣∣∣ ≤ d∑
k=1

∣∣∣∣ ∫
Ωk

uk(xk)h
′
k(xk) dxk

∣∣∣∣,
où

hk(xk) :=

∫
ωk

(
d
⊗
i=1
i 6=k

ui

)
gk(x) dωk.
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avec

|hk(xk)| ≤
d∏
i=1
i 6=k

‖ui‖L1(Ωi), pour tout k = 1, · · · , d.

En utilisant le Théorème de dérivation sous le signe intégral, on peut vérifier que hk ∈ C1
0 (Ωk,R)

pour tout k = 1, · · · , d. De plus, on a∣∣∣∣ hk(xk)∏d
i=1
i 6=k
‖ui‖L1(Ωi)

∣∣∣∣ ≤ 1, ∀xk ∈ Ωk.

Alors, pour tout k, on a∣∣∣∣ ∫
Ωk

uk(xk)h
′
k(xk) dxk

∣∣∣∣ =

d∏
i=1
i 6=k

‖ui‖L1(Ωi) ×
∫

Ωk

uk(xk) ·
(

hk(xk)∏d
i=1
i 6=k
‖ui‖L1(Ωi)

)′
dxk

≤
d∏
i=1
i 6=k

‖ui‖L1(Ωi) ·
∫

Ωk

|Duk| < +∞.

D’où ∫
Ω
|D(

d
⊗
k=1

uk)| < +∞.

Réciproquement, si 0 6=
d
⊗
k=1

uk ∈ BV (Ω) alors pour tout i = 1, · · · , d, ui ∈ BV (Ωi). En effet,

∫
Ω

∣∣D( d
⊗
k=1

uk
)∣∣ = sup

ϕ∈C1
0 (Ω,Rd)

‖ϕ‖∞≤1

∫
Ω

d
⊗
k=1

uk div(ϕ) dx

≥ sup

ϕ=(0,··· ,0,
d
⊗
k=1

ϕk,0,··· ,0)

ϕk∈C1
0 (Ωk,R)∥∥ d

⊗
k=1

ϕk

∥∥
∞
≤1

∫
Ω

d
⊗
k=1

uk div
(
0, · · · , 0,

d
⊗
k=1

ϕk, 0, · · · , 0
)
dx

≥ sup
ϕk∈C1

0 (Ωk,R)
‖ϕk‖∞≤1

[ ∫
Ωi

ui(xi)ϕ
′
i(xi) dxi ·

d∏
k=1
k 6=i

∫
Ωk

uk(xk)ϕk(xk) dxk

]

= sup
ϕi∈C1

0 (Ωi,R)
‖ϕi‖∞≤1

∫
Ωi

ui(xi)ϕ
′
i(xi) dxi ·

d∏
k=1
k 6=i

sup
ϕk∈C1

0 (Ωk,R)
‖ϕk‖∞≤1

∫
Ωk

uk(xk)ϕk(xk) dxk

=

∫
Ωi

|Dui| ·
d∏

k=1
k 6=i

‖uk‖L1(Ωk).
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Si
d
⊗
k=1

uk ∈ BV (Ω) = 0 alors il existe k ∈ {1, · · · , d} tel que uk = 0, alors uk ∈ BV (Ωk). De

plus, on peut trouver une infinité des représentants de ui qui appartiennent à BV (Ωi) pour tout
i ∈ {1, · · · , d}, i 6= k. �

Dans ce qui suit, on montre que l’espace BV (Ω) n’admet pas une structure tensorielle par rapport
à sa topologie forte. En d’autres termes, on va démontrer la proposition suivante

Proposition 4.1. L’espace tensoriel algébrique a
d⊗

k=1

BV (Ωk) n’est pas en général dense dans BV (Ω)

par rapport à sa topologie forte.

Preuve. On rappelle ici la preuve de Schmidt [88], qui se limite à la dimension 2 et montre qu’il

existe une fonction dans BV (Ω) qui ne peut pas être approchée par des fonctions de a

d⊗
k=1

BV (Ωk)

au sens forte de BV (Ω).
Soit Ω1 = Ω2 :=]0, 1[ et A :=

{
(x, y) ∈ Ω1 ×Ω2/ x ≥ y

}
. Si on considère la fonction caractéristique

κA, on a ∫
Ω
|DκA| =

√
2,

alors κA ∈ BV (Ω), pourtant κ /∈ BV (Ω1)a
⊗
BV (Ω2)

BV (Ω)
. En effet, soit

h =
n∑
i=1

Xi ⊗ Yi ∈ BV (Ω1)a
⊗

BV (Ω2),

pour tout i = 1, · · · , n, les Xi, Yi admettent des ensembles de discontinuité au plus dénombrable
dans ]0, 1[ (comme étant des fonctions à variations bornées en dimension 1). Alors l’ensemble de
discontinuités de h est inclus dans l’union au plus dénombrable des droites parallèles à l’axe des x
et l’axe des y. D’où ∫

Ω
|D(κA − h)| ≥

√
2,

et parsuite h ne peut pas être proche de κ dans BV (Ω). �

Maintenant on va introduire quelques outils afin de donner un contre-exemple en dimension d.
Pour cela, on suppose dans cette partie que Ωk est un ouvert borné de R pour tout k = 1, · · · d et
(e1, e2, · · · , ed) est la base canonique de Rd.

On définit l’ensemble STu et l’espace TBV (Ω) comme suit

STu :=

{
x ∈ Su / ∃i ∈ {1, · · · , d} : νu(x) = ± ei

}
,

TBV (Ω) := a

d⊗
k=1

BV (Ωk)

BV (Ω)

.

où νu(x) est le vecteur normal à Su au point x
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Lemme 4.4. Si u ∈ a

d⊗
k=1

BV (Ωk) alors Su = STu .

Preuve. Soit u ∈ a

d⊗
k=1

BV (Ωk). Alors ∃m ∈ N∗ et (uik)1≤i≤m ⊂ BV (Ωk) pour tout k = 1, · · · , d

tels que

u =
m∑
i=1

ui1 ⊗ · · · ⊗ uid.

Or pour tout k = 1, · · · , d, il existe f ik, gik définis et monotones sur Ωk telles que

uik = f ik − f ik ∀i = 1, · · · ,m.

uik admet au plus un nombre dénombrable de discontinuités dans Ωk implique que u admet au plus
un nombre dénombrable de discontinuités dans Ω avec

νu(x) ∈ {±e1, · · · ,±ed},

pour tous les points de Su. D’où x ∈ STu pour tout x ∈ Su et parsuite Su = STu . �

Théorème 4.3. Soit u ∈ BV (Ω) et v ∈ TBV (Ω) alors∫
Ω
|D(u− v)| ≥

∫
Su\STu

|u+ − u−|dHd−1.

Preuve. Pour tout v ∈ TBV (Ω), il existe (vn)n∈N ⊂ a

d⊗
k=1

BV (Ωk) telle que

vn −→
n→∞

v dans BV (Ω).

Il est clair que Su\STu ⊂ Su−vn , alors∫
Ω
|D(u− vn)| ≥

∫
Su\STu

∣∣(u− vn)+ − (u− vn)−
∣∣dHd−1.

Puisque vn est continue sur Su\STu alors (u− vn)+− (u− vn)− = u+−u− pour tout x ∈ Su\STu .
D’où ∫

Ω
|D(u− vn)| ≥

∫
Su\STu

|u+ − u−| dHd−1,

et parsuite ∫
Ω
|D(u− v)| ≥

∫
Su\STu

|u+ − u−| dHd−1.

�

Corollaire 4.1. Il existe une suite (un)n∈N ⊂ BV (Ω) telle que

inf
v∈TBV

|D(un − v)| −→
n→∞

+∞.

En particulier, BV (Ω) n’admet pas une structure tensorielle.
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Preuve. Soit Ω1 =]0, π[, Ωd =] − 2, 2[ et pour tout i ∈ {2, · · · , d − 1}, supposons que Ωi =]ai, bi[
tel que ai, bi ∈ R avec bi > ai. Posons

un : Ω1 × · · · × Ωd −→ R

x = (x1, · · · , xd) −→ un(x) =

{
1 si xd ≥ sin(nx1),
0 sinon.

On a pour tout v ∈ TBV (Ω),

∫
Ω
|D(un − v)| ≥ 2n×

d−1∏
i=1

(bi − ai) −→ +∞ quand n→ +∞.

�

On a déjà montré que BV (Ω) n’est pas un espace de Banach tensoriel pour la topolgie induite
de la norme. Cependant on peut montrer que BV (Ω) admet une structure tensorielle par rapport
à sa topologie faible−∗.

Proposition 4.2. a
d⊗

k=1

W 1,1(Ωk) est dense dans W 1,1(Ω) par rapport à la topolgie forte de W 1,1(Ω).

Preuve. Soit u ∈W 1,1(Ω). Il existe un opérateur d’extension P : W 1,1(Ω) −→W 1,1(RN ), tel que

Pu = u p.p x ∈ Ω, ‖Pu‖W 1,1(RN ) ≤ c ‖u‖W 1,1(Ω).

Or on sait que

W 1,1(RN ) = D(RN )
W 1,1(RN )

,

alors il existe une suite (ϕn)n∈N ⊂ D(RN ) telle que

ϕn −→
n→∞

Pu dans W 1,1(RN ).

D’autre part, on a

a

d⊗
k=1

D(R)

D(RN )

= D(RN ),

alors pour tout n ∈ N∗, il existe une suite (ϕmn )m∈N ⊂ a

d⊗
k=1

D(R) telle que

ϕmn −→m→∞
ϕn dans D(RN ).

Soit maintenant n ∈ N∗, alors

∃N1(n) ∈ N tel que ∀p ≥ N1(n), ‖ϕp − Pu‖W 1,1(RN ) ≤ 1/2n+1.

En particulier,
‖ϕN1(n) − Pu‖W 1,1(RN ) ≤ 1/2n+1.
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De plus,
∃N2(n) ∈ N tel que ∀m ≥ N2(n), ‖ϕmN1(n) − ϕN1(n)‖D(RN ) ≤ 1/2n+1.

Soit vn := ϕ
N2(n)
N1(n), on a

‖vn − Pu‖W 1,1(RN ) ≤ ‖vn − ϕN1(n)‖W 1,1(RN ) + ‖ϕN1(n) − Pu‖W 1,1(RN )

≤ c ‖vn − ϕN1(n)‖D(RN ) + ‖ϕN1(n) − Pu‖W 1,1(RN )

(
‖ · ‖W 1,1(RN ) ≤ c ‖ · ‖D(RN )

)
≤ max(1, c)/2n −→

n→∞
0.

Alors
(
vn|Ω

)
n∈N est une suite dans a

d⊗
k=1

D(Ωk) ⊂ a

d⊗
k=1

W 1,1(Ωk) qui converge vers u dans W 1,1(Ω).

�

Théorème 4.4 (De la Vallé Poussin). (Voir [6, Théorème 1.59] ) Soit X un espace localement
compact et séparé. Si (µk)k∈N est une suite des mesures de Radon définies sur X telle que

sup
{
|µk|(X) : k ∈ N

}
< +∞,

alors (µk)k∈N admet une sous suite qui converge par rapport à la topologie faible deM(X).

Proposition 4.3. (Voir [6, Proposition 3.13]) Une suite (wn)n∈N de BV (Ω) converge vers w ∈
BV (Ω) pour la topologie faible−∗ de BV (Ω) si et seulement si

wn −→
n→∞

w dans L1(Ω) et sup
n

∫
Ω
|Dwn| < +∞.

Preuve. Soit (wn)n∈N ⊂ BV (Ω) telle que

wn −→
n→∞

w dans L1(Ω) et sup
n

∫
Ω
|Dwn| < +∞.

D’abord, ∫
Ω
|Dw| ≤ lim inf

n→+∞

∫
Ω
|Dwn| < +∞,

donc w ∈ BV (Ω). Alors tout revient à vérifier que Dwn ⇀ Dw, c.à.d∫
Ω
u Dwn −→

n→∞

∫
Ω
u Dw ∀u ∈ C0(Ω).

D’après le Théorème 4.4, (Dwn)n∈N est relativement compacte pour la topologie faible−∗, il suffit
alors de démontrer que tout point limite µ de (Dwnk) coïncide avec Du.
En passant à la limite dans∫

Ω
wnk div(ϕ)dx = −

∫
Ω
ϕ dDwnk pour tout ϕ ∈ C0(Ω),

on obtient ∫
Ω
w div(ϕ)dx = −

∫
Ω
ϕ dµ.
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D’où µ = Dw.

D’autre part, si wn −→
n→∞

w dans BV (Ω) pour la topologie faible−∗, c.à.d

wn −→
n→∞

w dans L1(Ω) et
∫

Ω
u Dwn −→

n→∞

∫
Ω
u Dw ∀u ∈ C0(Ω),

alors
(
〈Dwn, u〉

)
n∈N est borné ∀u ∈ C0(Ω). Donc d’après le Théorème de Banach-Steinhaus, on a

sup
n

∫
Ω
|Dwn| < +∞.

�

Théorème 4.5. a
d⊗

k=1

BV (Ωk) est dense dans BV (Ω) par rapport à la topologie faible−∗ de BV (Ω).

Preuve. Il faut démontrer que pour tout w ∈ BV (Ω), il existe (zn)n∈N ⊂ a

d⊗
k=1

BV (Ωk) telle que


zn −→

n→∞
w dans L1(Ω),

∫
Ω
uDzn −→

n→∞

∫
Ω
uDw pour tout u ∈ C0(Ω).

Soit w ∈ BV (Ω). On sait d’après [51, Théorème 1.17 ] qu’il existe une suite (wn)n∈N ⊂W 1,1(Ω) (et
même (wn)n∈N ⊂ C∞ ∩BV (Ω)) telle que

wn −→
n→∞

w dans L1(Ω) et |Dwn| :=
∫

Ω
|∇wn|dx −→

n→∞
|Dw|.

Or on a

W 1,1(Ω) = a

d⊗
k=1

W 1,1(Ωk)

W 1,1(Ω)

,

donc pour chaque n, il existe zn ∈ a

d⊗
k=1

W 1,1(Ωk) telle que

‖zn − wn‖W 1,1(Ω) ≤
1

2n
,

D’où l’inégalité triangulaire entraîne

zn −→
n→∞

w dans L1(Ω) et |Dzn| :=
∫

Ω
|∇zn|dx −→

n→∞
|Dw|,

en particulier, d’après la proposition précédente : (zn)n∈N converge vers w pour la topologie faible−∗
de BV (Ω). �
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4.4 Ensemble faiblement fermé dans BV (Ω)

On s’intéresse maintenant à l’ensemble des tenseurs élémentaires de l’espace tensoriel algébrique

a

d⊗
k=1

BV (Ωk), noté R1 et défini par

R1 :=M1

(
a

d⊗
k=1

BV (Ωk)

)
:=

{
d
⊗
k=1

uk : uk ∈ BV (Ωk), k = 1, · · · , d
}
.

Afin de définir une suite PGD, d’une manière progressive, associée à un problème approprié défini
dans BV (Ω), on montre que R1 est faiblement fermé dans BV (Ω) par rapport à sa topologie
faible−∗,

Définition 4.12. Si Vj est un espace de Banach muni d’une norme ‖ · ‖j, j = 1, · · · , d, alors pour

tout v ∈ V := a

d⊗
j=1

Vj, on définit la norme ‖.‖∨ par

‖v‖∨ := sup

{
|(ϕ(1) ⊗ ϕ(2) ⊗ · · · ⊗ ϕ(d))(v)|∏d

j=1 ‖ϕ(j)‖∗j
: 0 6= ϕ(j) ∈ V ∗j , 1 ≤ j ≤ d

}
.

‖ · ‖∨ est dite la norme injective sur V .

Proposition 4.4. (Voir [46, Proposition 4.3]) Soit V‖.‖ := a

d⊗
j=1

Vj

‖·‖

un espace de Banach tensoriel

muni d’une norme vérifiant

‖ · ‖∨ . ‖ · ‖ sur a

d⊗
j=1

Vj .

Alors pour tout multi-indice r = (r1, · · · , rd), l’ensemble Tr(V ) est faiblement fermé, où

Tr(V ) :=

v ∈ V : il existe des sous-espaces Uj ⊂ Vj tels que dim(Uj) = rj et v ∈ U :=a

d⊗
j=1

Uj

 ,

Proposition 4.5. (Voir [35, Chapitre1, Section 7]) Soit X un espace de Banach muni de la norme
‖ · ‖X . Soit I ⊂ Rs, s ≥ 1 et µ une mesure finie sur I. On considère l’espace de Bochner Lpµ(I;X),
1 ≤ p <∞, défini par

Lpµ(I;X) =

{
v : I → X :

∫
I
‖v(x)‖pX dµ(x) <∞

}
,

et muni de la norme suivante

‖v‖∆p =

(∫
I
‖v(x)‖pX dµ(x)

) 1
p

.

On introduit maintenant l’espace tensoriel V‖.‖∆p = X
⊗
‖.‖∆p

Lpµ(I). Pour tout 1 ≤ p < ∞,
Lpµ(I;X) peut être identifié à V‖.‖∆p . De plus, la norme ‖.‖∆p satisfait ‖.‖∨ . ‖.‖∆p sur X a

⊗
Lpµ(I),

1 ≤ p <∞.
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Corollaire 4.2. Pour tout 1 ≤ p <∞, Tr(X a
⊗

Lpµ(I)) est faiblement fermé dans Lpµ(I;X).

Corollaire 4.3. M1

(
a

d⊗
k=1

L1(Ωk)

)
est faiblement fermé dans L1(Ω).

Preuve. Pour tout k = 1, · · · , d, M1

(
L1(ωk)a

⊗
L1(Ωk)

)
est faiblement fermé dans L1(Ω), où

ωk := Ω1 × · · · × Ωk−1 × Ωk+1 × · · · × Ωd. Alors

M1

(
a

d⊗
k=1

L1(Ωk)

)
=

d⋂
k=1

M1

(
L1(ωk)a

⊗
L1(Ωk)

)
est faiblement fermé dans L1(Ω). �

Proposition 4.6. R1 est faiblement fermé par rapport à la topologie faible−∗ de BV (Ω) .

Preuve. Soient (zn)n ⊂ R1 et z ∈ BV (Ω) tels que zn ⇀∗ z dans BV (Ω). On a

a

d⊗
k=1

BV (Ωk) ⊂ a

d⊗
k=1

L1(Ωk).

OrM1

(
a

d⊗
k=1

L1(Ωk)

)
est faiblement fermé dans L1(Ω), alors z ∈M1

(
a

d⊗
k=1

L1(Ωk)

)
. Donc il existe

zk ∈ L1(Ωk), k = 1, · · · , d, tels que z =
d
⊗
k=1

zk. D’où, en utilisant Lemme 4.3, on déduit que z ∈ R1.

�

4.5 PGD pour un problème bien défini dans BV (Ω)

On s’intéresse dans cette section aux problèmes de minimisation d’une fonctionnelle J définie sur
BV (Ω) par

J(u) = N(u) +

∫
Ω
|Du|,

où N est une fonction équivalente à la norme ‖ · ‖L2(Ω). On considère par exemple le problème de
restauration des images, qui consiste à retrouver l’image originale u à partir d’une image dégradée
f , ce qui amène à minimiser dans BV (Ω) l’énergie J suivante

J(u) =
1

2
‖f −Ku‖2L2(Ω) +

∫
Ω
|Du|,

où K : L2(Ω) −→ L2(Ω) est un opérateur linéaire continue, avec R · 1 6= 0 et f ∈ L2(Ω).

Un résultat classique (voir par exemple [15, Théorème 3.3.2]) implique que le problème inf
v∈BV (Ω)

J(v)

admet une solution unique u ∈ BV (Ω).

Proposition 4.7. Soit u ∈ BV (Ω). Le problème inf
z∈R1

J(u+ z) admet au moins une solution.
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Preuve. Le problème inf
z∈R1

J(u+ z) est équivalent au problème inf
v∈u+R1

J(v). Il est facile de vérifier

que le problème u+R1 est faiblement fermé dans BV (Ω) pour sa topologie faible−∗. En effet, soit
(wn)n ⊂ R1 telle que u+ wn ⇀

∗ w dans BV (Ω), alors wn ⇀∗ w − u et puisque R1 est faiblement
fermé dans BV (Ω) pour sa topologie faible−∗ alors w − u ∈ R1. Parsuite, w ∈ u+R1.
Soit maintenant (wn)n une suite minimisante de J sur u+R1. Puisque J est coercive, on a

J(wn) −→
n→∞

inf
v∈u+R1

J(v),

alors (wn)n est bornée dans BV (Ω). Donc il existe une sous-suite (wnk)k et w ∈ BV (Ω) telles que

wnk ⇀
∗ w dans BV (Ω).

Parsuite, w ∈ u+R1. On conclut alors que w est une solution du problème en utilisant

J(w) ≤ lim inf
n→+∞

J(wnk) = lim
n→+∞

J(wnk) = inf
v∈u+R1

J(v).

�

4.5.1 Construction de la suite PGD
Soit u la solution du problème

J(u) = min
v∈BV (Ω)

J(v). (4.1)

On peut définir d’une manière progressive une suite PGD (um)m associée à u sur R1 comme suit

(i) Initialisation : u0 := 0,

(ii) Choisir ẑm := arg min
z∈R1

J(um−1 + z),

(iii) Progression : um := um−1 + ẑm.

On vient de démontrer que la PGD est bien définie d’un point de vue théorique dans le cadre des
espaces BV (Ω), mais la question la plus importante est :
La suite (um)m converge-t-elle vers la solution du problème de minimsation (4.1) ?

Malheureusement, on n’a pas une réponse définitive à cette question, ce qui est dû à la non différen-
tiabilité de l’énergie. Pourtant, on peut affirmer d’après l’exemple suivant que la convergence d’une
suite PGD associée à la minimisation d’une fonctionnelle convexe mais non différentiable ne se fait
pas en général de la même façon que pour les fonctions différentiables.

Remarque 4.1. Soit f une fonction convexe définie sur un espace de Banach tensoriel X‖·‖ et
S ⊂ X‖·‖ tel que

1. S ⊂ X avec 0 ∈ S,

2. pour tout u ∈ S, on a λu ∈ S, pour tout λ ∈ R,

3. vect(S) est dense dans X‖·‖.

91



Chapitre 4 : La méthode PGD dans le cadre des espaces des fonctions à variation bornée

Si 0 minimise f sur S alors 0 ne minimise pas nécessairement f sur X‖·‖.

Exemple. On considère la fonction f définie par

f : R2 −→ R
(x, y) 7−→ |y| − x.

Il est clair que f est convexe. De plus, pour tout d = (d1, d2) ∈ R2 on a

f ′(0, 0) · d = lim
t↓0

f
(
t(d1, d2)

)
t

= lim
t↓0

|td2| − td1

t
= |d2| − d1.

Soit u1 := (1, 2), u2 := (0,−2). On a

f ′(0, 0) · u1 > 0 et f ′(0, 0) · u2 > 0.

On choisit maintenant S := vect{u1} ∪ vect{u2}. Il est facile de vérifier que S vérifie les conditions
de la remarque. De plus,

f ′(0, 0) · z > 0 pour tout z ∈ S.

Alors (0, 0) est le minimiseur de f dans S mais

f ′(0, 0) · (u1 + u2) < 0,

alors f ′
(
(0, 0)

)
6= 0, et parsuite (0, 0) n’est pas un minimiseur de f dans R2. �
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Chapitre 5 : La PGD dans le cadre de l’équation de la chaleur

On désigne dans ce chapitre par C([0, T ];L2(Ω)) l’espace des fonctions continues sur [0, T ] à
valeurs dans L2(Ω).

5.1 Introduction
Soit d un entier > 1, f ∈ C([0, T ];L2(Ω)), g ∈ L2(Ω) et ΩT := (0, T ] × Ω, avec T > 0 et

Ω := Ω1 × · · · ×Ωd est un produit cartésien d’ouverts bornés dans R. On considère l’équation de la
chaleur suivante

∂u

∂t
(x, t)−∆u(x, t) = f(x, t) pour tout (x, t) ∈ ΩT ,

u(x, t) = 0 pour tout (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ],
u(0, x) := u0(x) = g(x).

(5.1)

Il existe trois manières pour utiliser la PGD afin de résoudre le Problème d’évolution (5.1)

• La première consiste en une décomposition spatio-temporelle :

u(x, t) =
∑
i

F ix(x)F it (t).

La difficulté dans cette méthode provient de la nécessité de résoudre des matrices de grande
taille afin de déterminer les fonctions spatiales F ix.

• La seconde, dite non incrémentale, consiste à faire une décomposition sur toutes les variables
y compris le temps :

u(x1, · · · , xd, t) =
∑
i

F ix1
(x1)× · · · × F ixd(xd)× F

i
t (t).

La solution est cherchée alors à chaque étape sur l’ensemble du domaine temporel.

• La dernière, dite incrémentale, consiste à effectuer la séparation, à chaque pas de temps,
uniquement sur les variables spatiales :

ut(x1, · · · , xd) =
∑
i

F t,ix1
(x1)× · · · × F t,ixd (xd).

Bien que la PGD non incrémentale semble être la meilleur en termes de diminution du temps de
calcul (CPU), la PGD incrémentale serait capable, en pratique, de résoudre des problèmes avec des
degrés de liberté spatiaux plus élevés.

On considère alors dans ce chapitre l’approche incrémentale. L’objectif sera de démontrer que
la solution numérique obtenue en considérant cette approche converge vers la solution faible de
l’équation de la chaleur.
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5.2 Stratégie suivie

D’abord, on discrétise en temps le Problème (5.1), avec un pas de temps dt =
T

K
, où K ∈ N∗ tel

que K > T et on considère le schéma implicite suivant

un+1 − un

dt
−∆un+1 = fn+1, ∀n ∈ {0, · · ·K − 1}, (5.2)

où
un := u(tn, ·) avec tn := ndt pour tout n ∈ {0, · · ·K − 1}.

Ensuite, on construit (à chaque pas de temps) l’unique solution de l’équation elliptique en utilisant
la méthode PGD. On utilise à chaque étape les mêmes arguments utilisés dans Chapitre 3 pour
démontrer que la suite PGD obtenue par minimisation, à chaque étape d’enrichissement sur l’en-
semble des tenseurs élémentaires, converge vers la solution du problème variationnel. Finalement,
l’approximation continue en temps de la solution faible de (5.1) sera obtenue par une fonction affine
par morceaux en temps.

Plus pratiquement, on fixe un ε > 0, la solution sera construite comme suit : Etant donnée u0,
on commence à chercher v1, qui sera la solution de

v1 − dt∆v1 = dtf1 + u0.

En suivant une stratégie des directions alternées, on obtient une approximation de v1 dans L2(Ω),
qui sera notée v1

m, c.à.d

∃m1 ∈ N∗/ ∀m ≥ m1, ‖v1
m − v1‖L2(Ω) ≤ ε.

On considère alors le terme v1
m1

et on cherche la solution v2 de l’équation suivante

v2 − dt∆v2 = dtf2 + v1
m1
.

En utilisant encore une fois une stratégie des directions alternées, on aura

∃m2 ∈ N∗/ ∀m ≥ m2, ‖v2
m − v2‖L2(Ω) ≤ ε.

Similairement, on peut vérifier qu’il existe une approximation de vn+1 dans L2(Ω) où vn+1 est la
solution de

vn+1 − dt∆vn+1 = dtfn+1 + vnmn , (5.3)

c.à.d
∃mn+1 ∈ N∗/ ∀m ≥ mn+1, ‖vn+1

m − vn+1‖L2(Ω) ≤ ε.

On considère maintenant la fonction affine par morceaux en temps V dt définie sur [0, T ] par

V dt(t, x) :=

(
t− tn
dt

)
vn+1
mn+1

(x) +

(
dt− (t− tn)

dt

)
vnmn(x), pour t ∈ (tn, tn+1], n ∈ {0, · · ·K − 1},

v0
m0

:= u0, V dt(0, x) := u0(x).
(5.4)
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On définit de la même manière la fonction affine par morceaux en temps Udt par

Udt(t, x) :=

(
t− tn
dt

)
un+1(x) +

(
dt− (t− tn)

dt

)
un(x), pour tout t ∈ (tn, tn+1], n ∈ {0, · · · ,K},

Udt(0, x) := u0(x).
(5.5)

Le but de ce travail est alors de démontrer que la fonction affine par morceaux V dt approche la
solution faible de l’équation (5.1). Autrement dit, on va démontrer la proposition suivante

Proposition 5.1. La fonction V dt converge fortement dans L2(0, T ;L2(Ω)) vers la solution faible
de l’équation de la chaleur (5.1) lorsque dt→ 0.

Il est facile de remarquer qu’il suffit de démontrer les deux lemmes 5.1 et 5.2 afin de démontrer
cette proposition.

Lemme 5.1. V dt − Udt converge fortement vers zéro dans L2(0, T, L2(Ω)) quand dt→ 0.

Lemme 5.2. Udt converge fortement dans L2(0, T ;L2(Ω)) vers la solution faible de (5.1) quand
dt→ 0.

5.3 Problème variationnel et convergence de la PGD
Dans cette section, on montre qu’à chaque pas de temps, la suite PGD assoociée à la solution

vn+1 de (5.3) converge vers vn+1.

Définition 5.1. Une fonction vn+1 ∈ H1
0 (Ω) est dite une solution faible du Problème (5.3) ssi∫

Ω

(
vn+1 · ϕ+ dt∇vn+1 · ∇ϕ

)
dx = dt

∫
Ω
fn+1 ϕdx+

∫
Ω
vnmn ϕdx, ∀ϕ ∈ H1

0 (Ω).

La fonction d’Euler-Lagrange correspondante au Problème (5.3) sur H1
0 (Ω) est donnée par

Jn : H1
0 (Ω) −→ R

v 7−→ Jn(v) =
1

2

∫
Ω
|v|2 +

dt

2

∫
Ω

∣∣∇v∣∣2 − dt ∫
Ω
fv −

∫
Ω
vnmnv

(5.6)

De cette manière, les solutions faibles de (5.3) sont simplement les points critiques de l’énergie Jn.

Lemme 5.3. L’énergie Jn est de classe C1(H1
0 (Ω),R) et elliptique dans le sens suivant

∃ c > 0, ∀w, v ∈ H1
0 (Ω) :

〈
(Jn)′(w)− (Jn)′(v) , w − v

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
≥ c ‖w − v‖2H1

0 (Ω),

avec
(Jn)′(v) · ϕ =

∫
Ω

(
vϕ+ dt∇v∇ϕ

)
dx− dt

∫
Ω
fn+1 ϕdx−

∫
Ω
vnmn ϕdx.

D’où Jn est strictement convexe, bornée inférieurement et coercive.
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Preuve. Pour tout v, ϕ ∈ H1
0 (Ω) et δ > 0, on a

Jn(v + δϕ) =
1

2

∫
Ω

∣∣v + δϕ
∣∣2 +

dt

2

∫
Ω

∣∣∇(v + δϕ)
∣∣2 − dt∫

Ω
fn+1(v + δϕ)−

∫
Ω
vnmn(v + δϕ)

= Jn(v) + δ

∫
Ω
vϕ+ δ dt

∫
Ω
∇v∇ϕ− δ dt

∫
Ω
fϕ− δ

∫
Ω
vnmnϕ+ δε(δ),

Alors la dérivée au sens de Gâteaux (Jn)′ de Jn existe. De plus, il est facile de vérifier que (Jn)′

est linéaire et continue, alors Jn est de classe C1(H1
0 (Ω),R). La condition d’ellipticité peut être

facilement vérifiée.
On peut conclure alors que Jn est strictement convexe, bornée inférieurement et coercive. �

En appliquant les méthodes directes du calcul des variations, le problème de minimisation

inf
v ∈H1

0 (Ω)
Jn(v) (5.7)

admet une solution unique vn+1.

On noteM1 :=M1

(
a

d⊗
k=1

H1
0 (Ωk)

)
:=

{
d
⊗
k=1

uk, uk ∈ H1
0 (Ωk)

}
, l’ensemble des tenseurs élémen-

taires associé à a

d⊗
k=1

H1
0 (Ωk). D’après Lemme 1.5 du chapitre 1,M1 est une partie faiblement fermé

dans H1
0 (Ω), alors on peut déduire le corollaire suivant

Corollaire 5.1. Pour tout v ∈ H1
0 (Ω), le problème de minimisation

inf
z ∈M1

Jn(v + z) (5.8)

admet au moins une solution.

Lemme 5.4. Si v ∈ H1
0 (Ω) satisfait

Jn(v) ≤ Jn(v + z), ∀z ∈M1

alors v est l’unique solution faible de (5.7).

Preuve. Soit z ∈ M1 et soit g : R −→ R une fonction définie par g(t) = Jn(v + t z). Il est
clair que g est différentiable sur R et atteint son minimum global en 0. Par conséquence g′(0) =

(Jn)′(v) · (z) = 0 et la linéarité de Jn(v) implique que (Jn)′(v) = 0 sur a
d⊗

k=1

H1
0 (Ωk). Finalement la

densité de a

d⊗
k=1

H1
0 (Ωk) dans H1

0 (Ω) nous permet de conclure. �

Dans la suite, on considère la méthode PGD en suivant la stratégie (c) pour construire une
approximation progressive de la solution du probème (3.13)

(M)



(i) Initialisation : vn+1
0 := 0 dans H1

0 (Ω).

(ii) Direction de descente : zn+1
m := arg min

z∈M1

Jn(vn+1
m−1 + z), ∀m ≥ 1 :

(iii) Mise à jour : vn+1
m = vn+1

m−1 + zn+1
m , ∀m ≥ 1.
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On démontre maintenant que toute suite PGD définie par (M) est convergente dans H1
0 (Ω).

Notons que la norme ‖ · ‖H1
0 (Ω) sera notée dans la suite par ‖ · ‖.

Théorème 5.1. La suite (vn+1
m )m∈N ⊂ a

d⊗
k=1

H1
0 (Ωk), définie par (M), converge faiblement dans

H1
0 (Ω) vers l’unique solution faible de (5.7).

Preuve. Soit (vn+1
m )m∈N ⊂ H1

0 (Ω) une suite PGD défine par (M). Il est clair la suite réelle(
Jn(vn+1

m )
)
m∈N est décroissante, bornée inférieurement alors elle est convergente dans R vers une

limite `n+1. La coercivité de Jn implique que (vn+1
m )m∈N est bornée dans H1

0 (Ω).
Afin de démontrer que (vn+1

m )m∈N converge faiblement dans H1
0 (Ω), on démontre que (vn+1

m )m∈N
admet une unique valeur d’adhérence pour la topologie faible de H1

0 (Ω).
Soit v ∈ H1

0 (Ω) une valeur d’adhérence de (vn+1
m )m∈N par rapport à la topologie faible de H1

0 (Ω) et
(vn+1
mk

)k∈N une sous-suite de (vn+1
m )m∈N convergente faiblement vers v.

Comme umk ⇀ v dans H1
0 (Ω) alors vn+1

mk
+ z ⇀ v + z, pour tout z ∈ H1

0 (Ω). Par conséquence, on
obtient

‖vn+1
mk
− v‖2L2(Ω) = ‖vn+1

mk
− z‖2L2(Ω) + ‖v − z‖2L2(Ω) − 2〈vn+1

mk
− z, v − z〉,

donc
‖vn+1
mk
− v‖2L2(Ω) = ‖vn+1

mk
− z‖2L2(Ω) − ‖v − z‖

2
L2(Ω) + on(1). (5.9)

Similairement,∥∥∇vn+1
mk
−∇v

∥∥2

L2(Ω)
=
∥∥∇vn+1

mk
−∇z

∥∥2

L2(Ω)
−
∥∥∇v −∇z∥∥2

L2(Ω)
+ on(1). (5.10)

On déduit alors la décomposition suivante

Jn(vn+1
mk
− v) = Jn(vn+1

mk
+ z)− Jn(v + z) + on(1), ∀ z ∈ H1

0 (Ω). (5.11)

D’autre part, on a

Jn(vn+1
mk+1

) ≤ Jn(vn+1
mk

+ 1) ≤ Jn(vn+1
mk

+ z), ∀ z ∈M1. (5.12)

Finalement, on obtient

Jn(vn+1
mk+1

− v) + Jn(v) = Jn(vn+1
mk+1

) + ok(1), prendre z = 0 dans (5.11)

≤ Jn(vn+1
mk

+ z) + ok(1), ∀ z ∈M1, d’après (5.12)

= Jn(vn+1
mk
− u) + Jn(u+ z) + ok(1), d’après (5.11).

En utilisant le fait que Jn(vmk+1
− v) et Jn(vmk − v) admettent la même limite `n+1−Jn(v) quand

k → +∞, on obtient :
Jn(v) ≤ Jn(v + z), ∀ z ∈M1.

Lemme 5.4 implique que v est l’unique solution faible vn+1 de (5.7). D’où, (vm)m∈N admet une unique
valeur d’adhérence pour la topologie faible de H1

0 (Ω), et parsuite (vm)m∈N converge faiblement vers
l’unique solution du Problème (5.7). �

Corollaire 5.2. Sous les mêmes conditions du Théorème 5.1, on a

lim
m→+∞

(Jn)′(vn+1
m ) · z = 0, ∀ z ∈ H1

0 (Ω).

Preuve. Il suffit d’écrire simplement l’expression de (Jn)′(vn+1
m ) ·z et d’utiliser la convergence faible

de (um)m∈N vers l’unique solution de (5.7). �
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On donne maintenant quelques lemmes techniques qui nous aident à démontrer la convergence
forte de la suite PGD donnée par le schéma (M).

Lemme 5.5. La suite des directions de descente (zn+1
m )m∈N définie par (M) pour la suite PGD

(vn+1
m )m∈N satisfait

+∞∑
k=1

‖zn+1
k ‖2 < +∞.

En particulier, lim
m→+∞

zn+1
m = 0 dans H1

0 (Ω).

Preuve. On remarque d’abord que

(Jn)′(vn+1
m ) · zn+1

m = 0, ∀m ∈ N. (5.13)

En effet, pour tout t ∈ R, on a Jn(vn+1
m + t zn+1

m ) = Jn(vn+1
m−1 + (1 + t)zn+1

m ) ≥ Jn(vn+1
m ), ce qui

donne le résultat.
Maintenant, on introduit la partie quadratique de Jn définie sur H1

0 (Ω) par

J̃n(v) := Jn(v)− (Jn)′(0) · v.

Alors,
(Jn)′(v) · w = (J̃n)′(v) · w + (Jn)′(0) · w,

et la forme définie sur H1
0 (Ω) ×H1

0 (Ω) par : (v, w) 7→ (J̃n)′(v) · w est bilinéaire et symétrique. On
a alors

(Jn)′(vn+1
m ) · vn+1

m = (Jn)′(vn+1
m ) · vn+1

m−1 d’après (5.13)

= (J̃n)′(vn+1
m ) · vn+1

m−1 + (Jn)′(0) · vn+1
m−1

= (J̃n)′(vn+1
m−1) · vn+1

m−1 + (Jn)′(0) · vn+1
m−1 + (J̃n)′(zn+1

m ) · vn+1
m−1

= (Jn)′(vn+1
m−1) · vn+1

m−1 + (J̃n)′(vn+1
m−1) · zn+1

m

...

=

m−1∑
j=1

(J̃n)′(vn+1
j ) · zn+1

j+1 , car u0 = 0 et (J̃n)′(0) = 0

=
∑

1≤i<j≤m
(J̃n)′(zn+1

i ) · zn+1
j , car (u,w)→ (J̃n)′(u) · w est bilinéaire

=
1

2

[
(J̃n)′(vn+1

m ) · vn+1
m −

m∑
k=1

(J̃n)′(zn+1
k ) · zn+1

k

]
=

1

2

[
(Jn)′(vn+1

m ) · vn+1
m − (Jn)′(0) · vn+1

m −
m∑
k=1

(J̃n)′(zn+1
k ) · zn+1

k

]
.

Parsuite, on obtient

(Jn)′(vn+1
m ) · vn+1

m = −(Jn)′(0) · vn+1
m −

m∑
k=1

(J̃n)′(zn+1
k ) · zn+1

k · (5.14)
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Puisque (J̃n)′(zn+1
k ) · zn+1

k ≥ c1 ‖zn+1
k ‖2, pour tout k et (Jn)′(vn+1

m ) · vn+1
m ≤ c2 ‖vn+1

m ‖2, pour tout
m, on déduit que

m∑
k=1

‖zn+1
k ‖2 < +∞,

en particulier, lim
m→+∞

‖zn+1
m ‖ = 0. �

Lemme 5.6. Soit (vn+1
m )m∈N une suite PGD associée au Problème (3.13), alors il existe C > 0 tel

que
|(Jn)′(vn+1

m−1) · z| ≤ C‖zn+1
m ‖ ‖z‖,

pour tout z ∈M1, où zn+1
m est la direction de descente à l’itération m ≥ 1, définie par (M).

Preuve. D’une part, on remarque que (Jn)′ : H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω) est Lipschitzienne. D’autre

part, la convexité de Jn implique que

(Jn)′(vn+1
m−1 + z) · (zn+1

m − z) ≤ Jn(vn+1
m−1 + zn+1

m )− Jn(vn+1
m−1 + z) ≤ 0,

donc
(Jn)′(vn+1

m−1 + z) · zn+1
m ≤ (Jn)′(vn+1

m−1 + z) · z. (5.15)

−(Jn)′(vn+1
m−1) · z =

(
(Jn)′(vn+1

m−1 + z)− (Jn)′(vn+1
m−1)

)
· z − (Jn)′(vn+1

m−1 + z) · z

≤ C‖z‖2 − (Jn)′(vn+1
m−1 + z) · z, car (Jn)′ est Lipschitzienne

≤ C‖z‖2 − (Jn)′(vn+1
m−1 + z) · zn+1

m , (d’après (5.15))

= C‖z‖2 −
(
(Jn)′(vn+1

m−1 + z)− (Jn)′(vn+1
m−1 + zn+1

m )
)
· zn+1
m

≤ C
(
‖z‖2 + ‖z − zn+1

m ‖ ‖zn+1
m ‖

)
≤ C

(
‖z‖2 + ‖z‖ ‖zn+1

m ‖+ ‖zn+1
m ‖2

)
.

D’où, en remplaçant z par ± z ‖z
n+1
m ‖
‖z‖

dans les inégalités précédentes, on obtient

|(Jn)′(vn+1
m−1) · z| ≤ 3C‖zn+1

m ‖ ‖z‖. �

Lemme 5.7. Avec les mêmes notations du Théorème 5.1, on a

lim
m→+∞

(Jn)′(vn+1
m ) · vn+1

m = 0

et la suite PGD (vn+1
m )m∈N donnée par le schéma (M) converge vers la solution du Problème (5.7).
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Preuve. En utilisant (5.14), on obtient

(Jn)′(vn+1
m ) · vn+1

m = −(Jn)′(0) · vn+1
m −

m∑
k=1

(J̃n)′(zn+1
k ) · zn+1

k .

Puisque
+∞∑
k=1

(J̃n)′(zn+1
k ) · zn+1

k < +∞ et lim
m→+∞

(Jn)′(0) · vn+1
m = (Jn)′(0) · v̂, où v̂ est la solution

faible de (vn+1
m )m∈N (et en même temps l’unique solution de (3.13) d’après Théorème 5.1), alors la

suite réelle
(
(Jn)′(vn+1

m ) · vn+1
m

)
m∈N est convergente. D’autre part, on a

∣∣(Jn)′(vn+1
m ) · vn+1

m

∣∣ ≤ m∑
k=1

∣∣(Jn)′(vn+1
m ) · zn+1

k

∣∣
≤ C

m∑
k=1

‖zn+1
m+1‖ ‖z

n+1
k ‖ (lemma 5.6)

≤ C
(
m ‖zn+1

m+1‖
2
)1/2 ( m∑

k=1

‖zn+1
k ‖2

)1/2

(Inégalité de Hölder)

≤ C
(
(m+ 1) ‖zn+1

m+1‖
2
)1/2 (+∞∑

k=1

‖zn+1
k ‖2

)1/2

Finalement, comme
+∞∑
k=1

‖zn+1
k ‖2 < +∞ alors il existe une sous-suite (zn+1

mk
)
k
de (zn+1

m )m∈N tel que

lim
k→+∞

mk ‖zn+1
mk
‖2 = 0.

D’où,
lim

m→+∞
(Jn)′(vm) · vm = lim

k→+∞
(Jn)′(vmk) · vmk = 0.

En appliquant le fait que
vn+1
m ⇀ vn+1 dans W‖·‖

(Jn)′(vn+1
m ) · vn+1

m −→
m→+∞

0

et les décompositions (5.9) et (5.10), on déduit que

(Jn)′(vn+1
m − vn+1) · (vn+1

m − vn+1) −→
m→+∞

0.

Par conséquence, on aura

(Jn)′(0) · (vn+1
m − vn+1) + (J̃n)′(vn+1

m − vn+1) · (vn+1
m − vn+1) −→

m→+∞
0,

ce qui termine la preuve. �
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5.4 Calcul des modes PGD à chaque pas de temps
La méthode PGD sera décrite dans cette section dans le cadre de l’équation de la chaleur 2D,

pourtant on pourrait généraliser aux dimensions d ≥ 3.

A chaque pas de temps n + 1, la solution vn+1 de l’équation (5.3) est cherchée sous la forme
séparée suivante

vn+1(x, y) =

∞∑
i=1

Xn+1
i (x)× Y n+1

i (y).

où les Xn+1
i et Y n+1

i sont des fonctions dépendantes uniquement des variables x et y respectivement.
Alors une approximation d’ordre m de vn+1 est donnée par

vn+1
m (x, y) :=

m∑
i=1

Xn+1
i (x)× Y n+1

i (y).

Supposons qu’à l’ordre m − 1, vn+1
m−1 est déjà connu et cherchons Xn+1

m et Y n+1
m . Afin de simplifier

les notations on note dans cette section Xm := Xn+1
m et Ym := Y n+1

m .

On considère la fonctionnelle J̃nm : H1
0 (Ω1)×H1

0 (Ω2) −→ R définie par :

J̃nm(X,Y ) := Jn(um−1 +X ⊗ Y ).

On peut remarquer que J̃m est strictement convexe par rapport à la variable X et par rapport à la
variable Y mais J̃m n’est pas convexe par rapport à (X,Y ).

J̃m est bornée inférieurement alors le problème

inf
X∈H1(Ω1)

J̃nm(X,Y ), (5.16)

admet une solution unique X̂ pour tout Y ∈ H1
0 (Ω2). De même le problème

inf
Y ∈H1(Ω2)

J̃nm(X,Y ), (5.17)

possède une solution unique Ŷ pour tout X ∈ H1
0 (Ω1). Notons que la solution de (5.16) vérifie

∂J̃nm
∂X

(X̂, Y ) = 0,

alors X̂ est une solution faible du problème aux limites suivant
−
(
dt

∫
Ω2

(Y )2

)
X̂ ′′ +

(
dt

∫
Ω2

(Y ′)2 +

∫
Ω2

(Y )2

)
X̂ =

∫
Ω2

(
dt fn+1 + vnmn − v

n+1
m−1 + ∆vn−1

m−1

)
Y.

X̂|∂Ω1
= 0.

(5.18)
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De même, si Ŷ est la solution de (5.17) alors Ŷ est une solution faible du problème aux limites
suivant


−
(
dt

∫
Ω1

(X)2

)
Ŷ ′′ +

(
dt

∫
Ω1

(X ′)2 +

∫
Ω1

(X)2

)
Ŷ =

∫
Ω1

(
dt fn+1 + vnmn − v

n+1
m−1 + ∆vn−1

m−1

)
X.

Ŷ|∂Ω2
= 0.

(5.19)
On cherche maintenant (Xm, Ym) tel que

(Xm, Ym) ∈ arg min
(X,Y )∈H1

0 (Ω1)×H1
0 (Ω2)

J̃nm(X,Y ),

alors Xm et Ym vérifient les conditions suivantes

∂

∂X
J̃nm(Xm, Ym) = 0,

∂

∂Y
J̃nm(Xm, Ym) = 0.

Donc (Xm, Ym) est une solution du problème non linéaire suivant



−
(
dt

∫
Ω1

(Xm)2

)
Ym
′′ +

(
dt

∫
Ω1

(Xm
′)2 +

∫
Ω1

(Xm)2

)
Ym

=

∫
Ω1

(
dt fn+1 + vnmn − v

n+1
m−1 + ∆vn−1

m−1

)
Xm.

−
(
dt

∫
Ω2

(Ym)2

)
Xm

′′ +

(
dt

∫
Ω2

(Ym
′)2 +

∫
Ω2

(Ym)2

)
Xm

=

∫
Ω2

(
dt fn+1 + vnmn − v

n+1
m−1 + ∆vn−1

m−1

)
Ym,

Xm|∂Ω1
= 0,

Ym|∂Ω2
= 0.

(5.20)
On utilise un algorithme de point fixe pour chercher Xm et Ym. On utilise alors l’indice i pour
désigner une itération particulière du schéma du point fixe utilisé.
On considère la stratégie des directions alternées : on démarre par un X0

m arbitraire, alors Y i+1
m sera

calculé à partir de Xi
m puis Xi+1

m à partir de Y i+1
m (en respectant les conditions aux bords) selon le
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schéma numérique suivant

−
(
dt

∫
Ω1

(Xi
m)2

)
Y i+1
m
′′

+

(
dt

∫
Ω1

(Xi
m
′
)2 +

∫
Ω1

(Xi
m)2

)
Y i+1
m

=

∫
Ω1

(
dt fn+1 + vnmn − v

n+1
m−1 + ∆vn−1

m−1

)
Xi
m.

−
(
dt

∫
Ω2

(Y i+1
m )2

)
Xi+1
m
′′

+

(
dt

∫
Ω2

(Y i+1
m
′
)2 +

∫
Ω2

(Y i+1
m )2

)
Xi+1
m

=

∫
Ω2

(
dt fn+1 + vnmn − v

n+1
m−1 + ∆vn−1

m−1

)
Y i+1
m .

Les itéartions s’arrêtent lorsqu’on arrive à un point fixe, à une tolérence δ près (déjà fixé par
l’utilisateur). On note alors Xm et Ym les limites de (Xi

m)i et (Y i
m)i respectivement. Le processus

d’enrichissement de la base s’arrête lorsque la norme L2(Ω) de Xm ⊗ Ym sera très petit.

5.5 Preuve du Lemme 5.1∫ T

0

∫
Ω

∣∣V dt − Udt
∣∣2dx ds =

K−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∫
Ω

∣∣∣∣(s− tndt

)(
vn+1
mn+1

(x)− un+1(x)
)

+

(
dt− (s− tn)

dt

)(
vn(x)− un(x)

)∣∣∣∣2dx ds
≤ 2

K−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∫
Ω

(
s− tn
dt

)2∣∣vn+1
mn+1

(x)− un+1(x)
∣∣2

+

(
dt− (s− tn)

dt

)2∣∣vnmn(x)− un(x)
∣∣2 dx ds

≤ dt

K−1∑
n=0

∥∥vn+1
mn+1

− un+1
∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥vnmn − un∥∥2

L2(Ω)

≤ 2 dt

K−1∑
n=0

∥∥vn+1
mn+1

− un+1
∥∥2

L2(Ω)

≤ 4 dt

K−1∑
n=0

(∥∥vn+1
mn+1

− vn+1
∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥vn+1 − un+1

∥∥2

L2(Ω)

)

= 4 dt
K−1∑
n=0

∥∥vn+1
mn+1

− vn+1
∥∥2

L2(Ω)
+ 4 dt

K−1∑
n=0

∥∥vn+1 − un+1
∥∥2

L2(Ω)
,
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D’une part, on a

dt

K−1∑
n=0

∥∥vn+1
mn+1

− vn+1
∥∥2

L2(Ω)
≤ ε dtK = ε T.

D’autre part, vn+1 et un+1 sont respectivement les solutions des problèmes suivants

vn+1 − dt∆vn+1 = dtfn+1 + vnmn ,

un+1 − dt∆un+1 = dtfn+1 + un.

Donc en retranchant ces deux équations on obtient

(I − dt∆)(vn+1 − un+1) = vnmn − u
n.

D’où
‖vn+1 − un+1‖L2(Ω) ≤ c ‖vnmn − u

n‖L2(Ω),

avec
c = ‖(I − dt∆)−1‖ =

1

1 + λ1 dt
< 1

où −λ1 < 0 est la plus grande valeur propre associée à l’opérateur laplacien.

Par récurrence sur n, on peut démontrer que pour tout n = 1, · · · ,K − 1, on a

‖vn+1 − un+1‖L2(Ω) ≤ ε
n∑
i=1

ci ≤ ε

1− c
. (5.21)

En effet, la proposition est évidemment vraie pour la première itération. Supposons alors que (5.21)
est vraie jusqu’à l’ordre n et vérifions qu’elle reste vraie à l’ordre n+ 1. On a

‖vn+1 − un+1‖L2(Ω) ≤ c ‖vnmn − u
n‖L2(Ω) ≤ c

(
‖vnmn − v

n‖L2(Ω) + ‖vn − un‖L2(Ω)

)
≤ c (ε+

n−1∑
i=1

ci) = ε
n∑
i=1

ci.

Alors

dt

K−1∑
n=0

∥∥vn+1 − un+1
∥∥
L2(Ω)

≤ ε dt

K−1∑
n=0

1

1− c

= ε dtK
1

1− c
=
ε T

dt

(1 + λ1dt)

λ1
.

Il suffit alors de prendre ε de l’ordre de dt2 pour obtenir le résultat. �

Remarque 5.1. On remarque que V dt s’approche de Udt dans L2(0, T ;L2(Ω)) à condition d’une
relation entre le pas de temps dt et l’erreur issue de la troncature à un certain ordre de la suite
PGD associée à l’équation elliptique à chaque pas de temps. Ce résultat semble être raisonnable et
pourrait être comparé à la condition CFL lors de la résolution numérique d’une EDP par la méthode
des différences finies.
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5.6 Preuve du Lemme 5.2
Avant de commencer la preuve qui sera divisée en trois étapes, on lance quelques injections et

une proposition qui donne une conservation de la condition initiale.

Lemme 5.8 (Lemme d’Aubin [90]). Pour tout T > 0, on définit l’espace E comme suit

E :=

{
g ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) and gt ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))

}
,

muni de la norme Hilbertienne suivante

‖w‖E =

(
‖w‖2L2(0,T ;H1(Ω)) + ‖wt‖2L2(0,T ;H−1(Ω))

) 1
2

.

L’injection
E ↪→ L2(0, T ;L2(Ω)) est compacte.

De plus, l’injection E ↪→ C([0, T ];L2(Ω)) est continue.

Définition 5.2. (Voir [37, Définition 4.8]) Soit (vn)n∈N une suite des fonctions faiblement continues
de [0, T ] vers L2(Ω). On dit que (vn)n∈N converge vers une fonction v : [0, T ] −→ L2(Ω) dans
C
(
[0, T ];L2(Ω)−w

)
ssi pour tout ϕ ∈ L2(Ω), la suite des fonctions (hn)n∈N converge uniformément

sur [0, T ] vers h quand n→ +∞, où

hn : [0, T ] −→ R
t 7−→ 〈vn(t), ϕ〉L2(Ω),

et
h : [0, T ] −→ R

t 7−→ 〈v(t), ϕ〉L2(Ω).

De plus, v est nécessairement un élément de C([0, T ];L2(Ω)− w).

Proposition 5.2. (Voir [37, Proposition 4.9]) Soit (vn)n∈N une suite des fonctions mesurables
réelles définies sur [0, T ]× Ω. Supposons qu’il existe q > 1 et R > 0 tel que pour tout n ∈ N,

sup
t∈[0,T ]

‖vn(·, t)‖L2(Ω) ≤ R, ‖∂tvn‖Lq(0,T,L2(Ω)) ≤ R.

Alors (vn)n∈N est relativement compacte dans C([0, T ];L2(Ω)− w).

Proposition 5.3 (Condition initiale [2]). Si (gm)m∈N ∈ C([0, T ];L2(Ω)) est une suite telle que

1.
(
∂tgm

)
m∈N est uniformément bornée dans Lq(0, T ;L2(Ω)) avec 1 < q ≤ ∞,

2. gm|t=0
−→ g0 dans L2(Ω).

Alors il existe une fonction g ∈ C([0, T ];L2(Ω)− w) telle que

gm −→
m→+∞

g dans C([0, T ];L2(Ω)− w) et g|t=0 = g0 dans L2(Ω).
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Preuve. Pour tout s < t ∈ (0, T ), on a

‖gm(t)− gm(s)‖L2(Ω) =

∥∥∥∥∫ t

s
∂τgm(τ) dτ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤
∫ t

s
‖∂τgm(τ)‖L2(Ω) dτ

≤ (t− s)
q−1
q ‖∂tgm‖Lq(0,T ;L2(Ω)) ≤ (t− s)

q−1
q C,

où on a utilisé dans la deuxième ligne l’inégalité de Hölder et le fait que (∂tgm)m∈N est uniformément
bornée dans Lq(0, T ;L2(Ω)). D’après la proposition précédente, on peut déduire qu’il existe g ∈
C([0, T ];L2(Ω)) telle que

gm −→
m→+∞

g dans C([0, T ];L2(Ω)− w).

Parsuite, pour tout t ∈ [0, T ], on a

gm(t) ⇀
m→+∞

g(t) dans L2(Ω).

Or gm(0) converge fortement vers g0 dans L2(Ω) alors g(0) = g0 par unicité de la limite. �

Estimation de la solution :

La solution faible un+1 de (5.2) satisfait l’estimation suivante

(1− dt)‖un+1‖2L2(Ω) + 2 dt ‖∇un+1‖2L2(Ω) ≤ dt ‖f
n+1‖2L2(Ω) + ‖un‖2L2(Ω), (5.22)

qui est obtenue en multipliant (5.2) par v ∈ H1
0 (Ω) et intégrant sur Ω, puis choisissant v = un+1 et

utilisant l’inégalité de Young.

Step 1 : Borne supérieure sur ∇Udt et Udt

Pour tout n ∈ {0, · · · ,K − 1} et t ∈ (tn, tn+1] on a

∇Udt(t, x) =

(
t− tn
dt

)
∇un+1(x) +

(
dt− (t− tn)

dt

)
∇un(x),

alors ∥∥∇Udt∥∥2

L2(Ω)
≤ 2

(
t− tn
dt

)2∥∥∇un+1
∥∥2

L2(Ω)
+ 2

(
dt− (t− tn)

dt

)2∥∥∇un∥∥2

L2(Ω)
,

ce qui donne ∫ tn+1

tn

∥∥∇Udt(s, ·)∥∥2

L2(Ω)
ds ≤ 2 dt

(∥∥∇un+1
∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥∇un∥∥2

L2(Ω)

)
.
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Donc ∫ T

0

∥∥∇Udt(s, ·)∥∥2

L2(Ω)
ds =

K−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∥∥∇Udt(s, ·)∥∥2

L2(Ω)
ds

≤ 2 dt
K−1∑
n=0

(∥∥∇un+1
∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥∇un∥∥2

L2(Ω)

)
≤ 2 dt

∥∥∇u0

∥∥2

L2(Ω)
+ 4 dt

K−1∑
n=0

∥∥∇un+1
∥∥2

L2(Ω)
.

On conclut alors que
∫ T

0

∥∥∇Udt(s, ·)∥∥2

L2(Ω)
ds ≤ C ( C est une constante générique indépendante de

dt), en utilisant le fait que dt < 1 afin de majorer dt
∥∥∇u0

∥∥2

L2(Ω)
et en utilisant l’estimation (5.22).

En effet, on a

n = 0 : (1− dt)‖u1‖2L2(Ω) − ‖u
0‖2L2(Ω) ≤ −2dt ‖∇u1‖2L2(Ω) + dt ‖f1‖L2(Ω)

n = 1 : (1− dt)‖u2‖2L2(Ω) − ‖u
1‖2L2(Ω) ≤ −2dt ‖∇u2‖2L2(Ω) + dt ‖f2‖L2(Ω)

...

n = K − 2 : (1− dt)‖uk−1‖2L2(Ω) − ‖u
K−2‖2L2(Ω) ≤ −2dt ‖∇uK−1‖2L2(Ω) + dt ‖fK−1‖L2(Ω)

n = K − 1 : (1− dt)‖uk‖2L2(Ω) − ‖u
K−1‖2L2(Ω) ≤ −2dt ‖∇uK‖2L2(Ω) + dt ‖fK‖L2(Ω).

Donc en additionnant ces dernières inégalités on obtient

‖uk‖2L2(Ω) − ‖u
0‖2L2(Ω) − dt

K−1∑
n=0

‖un+1‖2L2(Ω) ≤ −2 dt
K−1∑
n=0

‖∇un+1‖2L2(Ω) + dt
K−1∑
n=0

‖fn+1‖2L2(Ω).

Parsuite on aura

2 dt
K−1∑
n=0

‖∇un+1‖2L2(Ω) + ‖uk‖2L2(Ω) ≤ ‖u
0‖2L2(Ω) + dt

K−1∑
n=0

‖un+1‖2L2(Ω) + dt
K−1∑
n=0

‖fn+1‖2L2(Ω).

Or la suite (un)n∈N est uniformément bornée dans L2(Ω), i.e. il existe c > 0 tel que

‖un‖L2(Ω) ≤ c,

alors

dt

K−1∑
n=0

‖un+1‖2L2(Ω) ≤
K−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

‖un+1‖L2(Ω)ds

≤ c T.
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D’autre part,

dt

K−1∑
n=0

‖fn+1‖2L2(Ω) ≤
K−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

‖fn+1‖2L2(Ω)ds

≤
∫ T

0

(
sup
t∈[0,T ]

‖f(t, ·)‖L2(Ω)

)2

ds

≤ T
∥∥f∥∥2

C([0,T ],L2(Ω))
,

ce qui nous permet de déduire alors la bornétude de ∇Udtdt dans L2(0, T ;L2(Ω)).

En utilisant l’inégalité de Poincarré on pourrait obtenir une borne supérieure sur
∫ T

0

∥∥Udt∥∥2

L2(Ω)
.

D’où, il existe U ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) tel que

Udt −→ U faiblement dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)) quand dt→ 0.

Step 2 : borne supérieure sur Udtt

On a :

Udtt (t, x) =
un+1 − un

dt
, pour tout t ∈ (tn, tn+1), n ∈ {0, · · · ,K − 1},

Alors ∫ T

0

∥∥Udtt ∥∥2

H−1(Ω)
ds =

K−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∥∥Udtt ∥∥2

H−1(Ω)
ds

=
K−1∑
n=1

∫ tn+1

tn

∥∥∥∥un+1 − un

dt

∥∥∥∥2

H−1(Ω)

ds.

Or

K−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∥∥∥∥un+1 − un

dt

∥∥∥∥2

H−1(Ω)

=
K−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∥∥div(∇un+1
)

+ fn+1
∥∥2

H−1(Ω)

≤ 2 dt
K−1∑
n=0

(∥∥div(∇un+1
)∥∥2

H−1(Ω)
+
∥∥fn+1

∥∥2

H−1(Ω)

)

≤ 2 dt
K−1∑
n=0

(∥∥∇un+1
∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥fn+1

∥∥2

L2(Ω)

)
,

on procède alors de la même façon que la première étape pour montrer que cette dernière quantité est
bornée. D’où (Udtt )dt est bornée dans L2(0, T ;H−1(Ω)) et parsuite il existe W ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))
tel que

Udtt −→W faiblement dans L2(0, T ;H−1(Ω)) quand dt→ 0.
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Puisque Udtt → Ut quand dt→ 0 dans D′(ΩT ), alors W = Ut.

Step 3 : Passage à la limite quand dt→ 0

D’après les deux étapes précédentes et le Lemme 5.8, on déduit qu’il existe une fonction U ∈{
g ∈ L2(0, T ;H1(Ω)), gt ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))

}
telle que

Udt −→ U faiblement dans L2(0, T ;H1(Ω)) quand dt→ 0,
Udtt −→ Ut faiblement dans L2(0, T ;H−1(Ω)) quand dt→ 0,
Udt −→ U fortement dans L2(0, T ;L2(Ω)) quand dt→ 0,

avec U ∈ C([0, T ];L2(Ω)). De plus, on a

Udt −→
dt→0

U fortement dans C(0, T ;L2(Ω)) avec U(0, x) = u0(x).

On pose maintenant
P dt(t, x) := ∇un+1(x) pour tout t ∈ (tn, tn+1].

Puisque ∫ T

0
‖P dt‖2L2(Ω) =

K−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

‖∇un+1‖2L2(Ω) = dt

K−1∑
n=0

‖∇un+1‖L2(Ω) ≤ C,

on peut déduire qu’il existe P ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) telle que

P dt −→ P faiblement dans L2(0, T ;L2(Ω)) quand dt→ 0.

Reste à démontrer que P dt −→ ∇U dans D′(ΩT ) quand dt→ 0, afin de montrer que la limite faible
de (P dt)dt dans L2(0, T ;L2(Ω)) est égale à ∇U . Pour tout ϕ ∈ D(ΩT ), on a∫ T

0

∫
Ω
P dtϕ =

K−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∫
Ω
∇un+1ϕ = −

K−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∫
Ω
un+1∇ϕ

= −
K−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∫
Ω

[
Udt∇ϕ+ (un+1 − Udt)∇ϕ

]
.

Or
un+1 − Udt =

dt− (t− tn)

dt
(un+1 − un) = θn,dt(t)Udtt , ∀t ∈]tn, tn+1],

où θn,dt(t) := dt− (t− tn). alors∫ T

0

∫
Ω
P dtϕ = −

∫ T

0

∫
Ω

[
Udt∇ϕ+ θdt(t)Udtt (t, x)∇ϕ

]
= −

∫ T

0

∫
Ω

[
Udt∇ϕ−

∫ T

0

∫
Ω
Udtt (t, x)θdt(t)∇ϕ,

où θdt(t) := θn,dt pour tout t ∈ (tn, tn+1]. Alors en posant X = L2(0, T ;L2(Ω)) on obtient

lim
dt→0

∫ T

0

∫
Ω
P dtϕ = −

∫ T

0
U∇ϕ− lim

dt→0

〈
Udtt (t, x), θdt∇ϕ

〉
X

=

∫ T

0
∇Uϕ,
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5.6 Preuve du Lemme 5.2

car θdt −→ 0 quand dt→ 0.

Alors notre système discrétisé (5.2) peut être écrit comme suit

Udtt = div(P dt) + F dt dans D′(ΩT ), (5.23)

où F dt est définie sur (0, T ] par

F (t)(·) = f(tn+1, ·) pour tout t ∈ (tn, tn+1], n ∈ {0, · · · ,K − 1}

Il est facile de vérifier que F dt converge vers f dans D′(ΩT ). D’où en multipliant (5.23) par une
fonction test ϕ et intégrant sur ΩT , puis en passant à la limite quand dt→ 0, on conclut que U est
une solution faible de (5.1). �
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