
HAL Id: tel-01753800
https://theses.hal.science/tel-01753800v1

Submitted on 29 Mar 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Réduction de dimension de sac de mots visuels grâce à
l’analyse formelle de concepts

Ngoc Bich Dao

To cite this version:
Ngoc Bich Dao. Réduction de dimension de sac de mots visuels grâce à l’analyse formelle de concepts.
Traitement des images [eess.IV]. Université de La Rochelle, 2017. Français. �NNT : 2017LAROS010�.
�tel-01753800�

https://theses.hal.science/tel-01753800v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


UNIVERSITÉ DE LA ROCHELLE

ÉCOLE DOCTORALE S2IM
LABORATOIRE : L3I

THÈSE présentée par :

Ngo. c Bích ÐÀO

soutenue le : 23 juin 2017
pour obtenir le grade de : Docteur de l’université de La Rochelle

Discipline : Informatique et Applications

Réduction de dimension de sac de mots visuels grâce à
l’Analyse Formelle de Concepts.

RAPPORTEURS Marianne HUCHARD Professeur, LIRMM, Université de Montpellier
Engelbert MEPHU-NGUIFO Professeur, LIMOS, Université Blaise Pascal

EXAMINATEURS Frédéric PRECIOSO Professeur, I3S, Université Nice Sophia-Antipolis
Nicolas PASQUIET Maître de conférences, I3S, Université de Nice Sophia-Antipolis
Nathalie GIRARD Maître de conférences, IRISA, ISTIC, Université Rennes 1
David PICARD Maître de conférences, ETIS, École ENSEA

DIRECTION Karell BERTET Maître de conférences HDR, L3i, Université de La Rochelle
Arnaud REVEL Professeur, L3i, Université de La Rochelle





Thèse réalisée au Laboratoire Informatique, Image, Interaction
Faculté des Sciences et Technologies
Université de La Rochelle
Avenue Michel Crépeau
17042 La Rochelle cedex 01

Tél : +33 5 46 45 82 62
Fax : +33 5 46 45 82 42

Web : http ://l3i.univ-larochelle.fr

Sous la direction de Karell BERTET karell.bertet@univ-lr.fr

Co-encadrement Arnaud REVEL arnaud.revel@univ-lr.fr

Financement Programme Erasmus Mundus MOVER

3





Résumé

La réduction des informations redondantes et/ou non-pertinentes dans la description
de données est une étape importante dans plusieurs domaines scientifiques comme les
statistiques, la vision par ordinateur, la fouille de données ou l’apprentissage automatique.
Dans ce manuscrit, nous abordons la réduction de la taille des signatures des images par
une méthode issue de l’Analyse Formelle de Concepts (AFC), qui repose sur la structure du
treillis des concepts et la théorie des treillis. Les modèles de sac de mots visuels consistent
à décrire une image sous forme d’un ensemble de mots visuels obtenus par clustering. La
réduction de la taille des signatures des images consiste donc à sélectionner certains de ces
mots visuels. Dans cette thèse, nous proposons deux algorithmes de sélection d’attributs
(mots visuels) qui sont utilisables pour l’apprentissage supervisé ou non.
Le premier algorithme, RedAttSansPerte, ne retient que les attributs qui correspondent

aux irréductibles du treillis. En effet, le théorème fondamental de la théorie des treillis
garantit que la structure du treillis des concepts est maintenue en ne conservant que les
irréductibles. Notre algorithme utilise un graphe d’attributs, le graphe de précédence,
où deux attributs sont en relation lorsque les ensembles d’objets à qui ils appartiennent
sont inclus l’un dans l’autre. Nous montrons par des expérimentations que la réduction
par l’algorithme RedAttsSansPerte permet de diminuer le nombre d’attributs tout en
conservant de bonnes performances de classification.
Le deuxième algorithme, RedAttsFloue, est une extension de l’algorithme RedAtts-

SansPerte. Il repose sur une version approximative du graphe de précédence. Il s’agit de
supprimer les attributs selon le même principe que l’algorithme précédent, mais en utili-
sant ce graphe flou. Un seuil de flexibilité élevé du graphe flou entraîne mécaniquement
une perte d’information et de ce fait une baisse de performance de la classification. Nous
montrons par des expérimentations que la réduction par l’algorithme RedAttsFloue per-
met de diminuer davantage l’ensemble des attributs sans diminuer de manière significative
les performances de classification.

Mots clés : réduction de dimension, sélection d’attributs, treillis, irréductible, analyse
formelle de concepts, modèle de sac de mots visuels, graphe de précédence, graphe
de précédence flou, méthode algébrique, logique floue.
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Dimension reduction
on bag of visual words

with Formal Concept Analysis.





Abstract

In several scientific fields such as statistics, computer vision and machine learning,
redundant and/or irrelevant information reduction in the data description (dimension
reduction) is an important step. This process contains two different categories: feature
extraction and feature selection, of which feature selection in unsupervised learning is
hitherto an open question. In this manuscript, we discussed about feature selection on
image datasets using the Formal Concept Analysis (FCA), with focus on lattice structure
and lattice theory. The images in a dataset were described as a set of visual words by the
bag of visual words model. Two algorithms were proposed in this thesis to select relevant
features and they can be used in both unsupervised learning and supervised learning.
The first algorithm was the RedAttSansPerte, which based on lattice structure and

lattice theory, to ensure its ability to remove redundant features using the precedence
graph. The formal definition of precedence graph was given in this thesis. We also
demonstrated their properties and the relationship between this graph and the AC-poset.
Results from experiments indicated that the RedAttsSansPerte algorithm reduced the size
of feature set while maintaining their performance against the evaluation by classification.
Secondly, the RedAttsFloue algorithm, an extension of the RedAttsSansPerte algo-

rithm, was also proposed. This extension used the fuzzy precedence graph. The formal
definition and the properties of this graph were demonstrated in this manuscript. The
RedAttsFloue algorithm removed redundant and irrelevant features while retaining rele-
vant information according to the flexibility threshold of the fuzzy precedence graph. The
quality of relevant information was evaluated by the classification. The RedAttsFloue
algorithm is suggested to be more robust than the RedAttsSansPerte algorithm in terms
of reduction.

Keywords: dimension reduction, feature selection, lattice, irreducible, formal concept
analysis, bag of visual words model, precedence graph, fuzzy precedence graph,
algebraic method, fuzzy logic.
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Introduction générale

Cadre général
L’agrégation de données en vue de leur analyse est une activité essentielle dans les do-

maines scientifique. La diversité des domaines scientifiques produit des données très hété-
rogènes en termes de type et d’informations portées. De nombreux projets ont été menés
au sein de notre laboratoire 1 pour extraire des éléments sémantiques à partir d’images pro-
venant d’horizons différents, comme par exemple les images de lettrines [Coustaty 2011],
les documents manuscrits [Prum 2013], les images naturelles [Awad 2015], les planches de
bandes dessinées [Guerin 2013, Rigaud 2015], les documents numériques [Eskenazi 2017].
En ce qui nous concerne, nos travaux se focalisent principalement sur l’analyse de données
visuelles, extraites d’images.
Le modèle de sac de mots visuels est une des approches qui consiste à construire

une description d’image aussi appelée signature d’image. La figure 1 illustre une partie
du processus de représentation d’une image sous forme d’un sac de mots visuels. Cette
approche a été proposée par Sivic en 2003 [J. Sivic 2003]. Elle s’appuie sur le modèle
de sac de mots du domaine du traitement des documents textuels. Ce modèle original
a été proposé en 1975 [Salton 1975]. La description des images par les sacs de mot visuels
permet surtout, par cette signature, de les caractériser puis les classifier ou les regrouper
les unes par rapport aux autres. L’objectif plus global est d’accomplir l’identification et la
reconnaissance d’images. Lewis [Lewis 1992] et Wolf [Wolf 2005] montrent que le modèle
de sac de mots dans le contexte de traitement de texte ne contient que 5% d’informations
pertinentes pour la classification et/ou le regroupement de documents textuels. Nous
nous sommes ainsi demandé ce qu’il en était pour les mots visuels, et en particulier
s’il est possible d’en réduire la taille des sacs de mots visuels tout en conservant leur
capacité de description. Dans leur version classique, les sacs de mots visuels d’images
sont des vecteurs de fréquences des mots visuels. Ils se présentent sous forme tabulaire
(voir la figure 2), chaque mot visuel étant un groupe (cluster) de caractéristiques. Ces
caractéristiques sont les informations contenues dans l’image, par exemple la couleur, le
contour, la forme, etc. Dans la base d’images, la comparaison entre images consiste alors

1. Laboratoire L3i, université de La Rochelle.
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Figure 1: Illustration schématique présentant de manière générale la chaîne de traite-
ment à partir d’une base d’images afin d’obtenir les sacs de mots visuels ré-
duits en trois étapes : l’extraction de signature des images, le pré-traitement de
données discrètes à données binaires, la réduction de dimension des signatures
des images.

à comparer leurs vecteurs de mots visuels. La taille importante du vecteur de mots visuels
rend les traitements difficiles lorsque le modèle de sac de mots visuels est appliqué aux
grandes bases d’images que l’on rencontre de nos jours. Par exemple, la base VOC2012
contient 22500 images naturelles des différents objets. Chaque image peut être représentée
par un vecteur de 3000 mots visuels 2. Dans cette thèse, nous cherchons à réduire la taille
de ces vecteurs en utilisant une méthode de réduction de dimension du vecteur de mots
visuels.
De nombreux travaux sur la réduction de dimension existent dans plusieurs do-

maines scientifiques comme les statistiques, la vision par ordinateur ou l’apprentissage
automatique. Elle peut être vue comme la réduction des informations redondantes et/ou
non-pertinentes dans la description de données. De nombreuses méthodes de réduction de
dimension sont proposées dans la littérature, en fonction du type de méthode (i.e. sta-
tistiques, probabilistes, logiques ou algébriques) mais aussi de l’approche utilisée pour le
choix des attributs (i.e. extraction ou sélection), ou du type d’attributs analysés (i.e. at-
tributs qualitatifs/symboliques ou attributs quantitatifs/numériques). Ces méthodes sont
détaillées dans le chapitre 1 du manuscrit. En général, nous pouvons les classer en deux
approches :
– les méthodes d’extraction d’attributs transforment l’ensemble d’attributs ini-

2. http ://host.robots.ox.ac.uk/pascal/VOC/voc2012/

2



  

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 

  

8 1 0 2 0 1 7 

 

2 9 1 3 8 0 0 

 

2 0 1 9 0 1 0 

 

1 4 8 1 0 9 1 

I
m

a
g

e
s
 

Mots visuels 

Figure 2: Illustration présentant de manière générale la représentation des images sous
forme de sacs de mots visuels. Les images sont prises à partir de la base
d’images CALTECH256 [Griffin 2007].

tiaux en un ensemble réduit de nouveaux attributs représentatifs.
– les méthodes de sélection d’attributs choisissent un sous-ensemble d’attributs
initiaux.

Les termes mot visuel ou attribut sont utilisés de manière équivalente et sans distinction
dans ce manuscrit. Les méthodes d’extraction d’attributs sont très efficaces en termes de
réduction du nombre d’attributs. Cependant, Fukunaga montre que ces méthodes sont
plutôt utiles pour compresser les données, mais peu adaptées pour catégoriser ou re-
grouper les données [Fukunaga 1990]. De plus, dans certains domaines, il est préférable
de garder les attributs originaux pour leurs propriétés (i.e. dans le domaine de la bio-
informatique, plus spécifiquement la sélection génétique liée à l’expression génomique).
Les méthodes de sélection d’attributs ont donc été choisies pour traiter ce cas et ont
été bien étudiées dans le cadre de l’apprentissage automatique [Ruck 1990, Battiti 1994,
Kwak 2002, Peng 2005, Romero 2008, Bolón-Canedo 2014]. Cependant, elles sont souvent
guidées par les performances expérimentales (i.e. la précision de la classification) et la vé-
rité terrain 3. En d’autres termes, ces méthodes sont couramment utilisées dans le cadre
de l’apprentissage supervisé. Dans le cadre de l’apprentissage non supervisé, où la vérité
terrain est manquante, la question de l’évaluation du résultat de la réduction se pose.
La plupart des méthodes de réduction de dimension de la littérature s’appuient sur des
statistiques, des probabilités, et très peu sur des mesures algébriques ou logiques.

3. La vérité terrain correspond au fait de savoir associer une étiquette à une donnée. En d’autres
termes, l’information de la classe d’un élément dans les données est connue.
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L’analyse formelle de concepts (AFC) [Ganter 1999] a été appliquée dans des
domaines comme l’analyse de données ou la fouille de données. Ces applications ont po-
pularisé la structure de treillis des concepts qui est une approche logique/algébrique. Le
treillis des concepts se construit à partir d’un tableau de données binaires (images × mots
visuels) appelé contexte (objets × attributs).
Un treillis des concepts est un graphe où chaque nœud est appelé concept formel,

qui contient un ensemble maximal d’objets et leurs attributs communs. Deux concepts
formels sont reliés par une relation d’inclusion entre objets et d’inclusion inverse entre
attributs, appelée relation de spécialisation/généralisation. Dans le cas le plus pessimiste,
ce graphe peut avoir une taille exponentielle. La montée rapide en puissance de calcul des
ordinateurs ainsi que la démocratisation de ces puissances de nos jours nous permet de
développer des applications utilisant ce type de graphes.
Le treillis des concepts a été utilisé dans le cadre de l’extraction des caractéristiques

[Nguifo 1998] en générant les attributs numériques à partir des attributs binaires. Il a été
appliqué aussi dans une étape d’une méthode de sélection d’attributs [Grissa 2016] 4. Ce-
pendant, à notre connaissance au commencement de cette thèse, il n’a jamais été appliqué
comme une méthode de sélection des attributs. Pourtant, il semble posséder des proprié-
tés intéressantes pour son exploitation dans ce domaine. En 2014, Ikeda et Yamamoto
[Ikeda 2014] ont appliqué l’Analyse Formelle de Concepts pour la prédiction des classes
dans la base de test simultanément à la sélection des attributs locaux.
La structure de treillis a fait l’objet d’une recherche théorique abondante dès la fin

du 19ème siècle. Le premier ouvrage de référence sur la théorie des treillis en donne une
définition algébrique à partir des opérations de borne inférieure et de borne supérieure
dans le livre de Birkhoff de 1940 [Birkhoff 1940]. Ensuite, en 1970, Barbut et Monjardet
introduisent le terme de treillis de Galois 5 en le décrivant de manière structurelle sous
la forme d’un graphe [Barbut 1970]. Dans ce graphe, l’auteur fait la distinction entre les
éléments ne correspondant pas à une borne supérieure (sup-irréductible) ou une borne
inférieure (inf-irréductible). Les éléments irréductibles sont rassemblés sous forme d’une
table binaire, la table des irréductibles, les sup-irréductibles en lignes et les inf-irréductibles
en colonnes. Dans leur livre, Barbut et Monjardet présentent le résultat fondamental de
la théorie des treillis qui établit que tout treillis fini est isomorphe au treillis de Galois
de sa table des irréductibles [Barbut 1970]. Cette table décrit la structure du treillis et
permet sa reconstruction. Elle est minimale pour cette propriété. Cette propriété permet
de réduire le nombre d’attributs en gardant les informations pertinentes pour distinguer
les objets au sein des concepts.
La structure du treillis et les combinaisons objets/attributs sont maintenues en ne

conservant que les attributs correspondant aux inf-irréductibles. Il s’agit d’une réduction

4. Il a été appliqué dans la stratégie de recherche des sous-ensembles possibles de l’approche par
encapsulation pour sélectionner un sous-ensemble des attributs.

5. Le treillis de Galois est aussi appelé treillis des concepts.
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logique. Dans ce manuscrit, nous proposons un algorithme de réduction qui repose sur ce
principe de sélection des attributs irréductibles. Dans ce manuscrit, nous nous intéressons
à la réduction d’attributs sur le modèle de sac de mots visuels des bases d’images.

Objectifs
L’objectif de cette thèse est de proposer et d’évaluer une méthode de réduction de di-

mension pour réduire le nombre des attributs (mots visuels) tout en gardant leur capacité
de distinguer les images. Pour cela, nous nous focaliserons sur :
– la réduction des attributs en gardant les inf-irréductibles du treillis, qui repose sur le
théorème fondamental de la théorie des treillis [Barbut 1970], et qui utilise le graphe
de précédence pour réaliser la réduction. Cet algorithme est expérimenté sur plusieurs
bases de données d’images ;

– la réduction des attributs en supprimant les attributs irréductibles “similaires”, qui
repose sur une extension approximative du graphe de précédence, utilisé de façon
similaire à l’algorithme précédent. Cet algorithme de réduction floue réduit les attri-
buts en acceptant une baisse de performances par rapport à l’algorithme de réduction
précédent, en expérimentant cet algorithme sur une base du domaine de sélection des
attributs.

Organisation de la thèse

Ce manuscrit comprend deux parties distinctes, intitulées “État de l’art” et “Réduction
de dimension”.

La première partie “État de l’art” sert à introduire de manière générale le cadre de cette
thèse et le domaine de recherche de la réduction de dimension.

Le chapitre 1 présente, au travers d’une étude bibliographique, les méthodes de
réduction de dimension. Nous présentons d’abord les différents types de données en
positionnant les données binaires que nous traitons dans cette thèse. Nous détaillons les
méthodes pertinentes de la littérature. Nous concluons par un tableau comparatif de
ces méthodes en fonction de leur type (i.e. statistique ou logique), du type de données
d’entrées (i.e. continue ou discrète), du type d’apprentissage (i.e. supervisé ou non) et du
type de réduction (i.e. sélection ou extraction).

Le chapitre 2 porte sur le formalisme et les notions relatives à l’AFC utiles à
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Introduction générale

la compréhension de ce manuscrit. Tout d’abord, nous rappelons la base de la théorie des
treillis à travers leurs définitions, plus particulièrement celles des treillis des concepts, aussi
appelés treillis de Galois. Nous introduisons les éléments irréductibles et le théorème de
Barbut [Barbut 1970] qui établit que tout treillis fini est isomorphe au treillis de Galois
de sa table des irréductibles. Ce théorème prouve que la structure du treillis ne change pas
en ne gardant que les attributs “irréductibles” du contexte. Nous introduisons aussi les
sous-hiérarchies de Galois (l’AOC-poset et l’AC-poset) qui sont les sous-ordres du treillis
de Galois. Enfin, nous introduisons la notion de système de fermeture et son treillis des
fermés qui nous permettent d’étendre l’utilisation de l’algorithme RedAttsSansPerte d’un
contexte à un système de fermeture quelconque.

Le chapitre 3 présente le modèle de sac de mots visuels. Nous commençons
par présenter la chaîne de traitement classique pour obtenir les sacs de mots visuels à
partir des images. Puis nous détaillons les phases de construction que sont l’extraction
des attributs, la construction du dictionnaire de la base et l’encodage du sac de mots
visuels pour chaque image. Enfin, nous présentons les algorithmes que nous avons utilisés
dans cette thèse pour obtenir les sacs de mots visuels.

La seconde partie “Réduction de dimension” présente nos différentes contributions.

Le chapitre 4 est une présentation des algorithmes de réduction. Tout d’abord,
nous donnons la définition du graphe de précédence où deux attributs sont en relation si
les ensembles d’objets qui les contiennent sont inclus l’un dans l’autre. Ce graphe d’at-
tributs est proche de l’AC-poset. Puis, nous présentons notre algorithme de réduction
d’attributs, RedAttsSansPerte, qui ne garde que les attributs qui correspondent à des
inf-irréductibles du treillis des concepts. Cet algorithme utilise le graphe de précédence
et comprend trois étapes : clarification, standardisation et réduction. Puis, nous propo-
sons l’algorithme de réduction, RedAttsFloue, qui repose sur le même principe, mais
en utilisant une extension floue du graphe de précédence. Cet algorithme est une exten-
sion de l’algorithme RedAttsSansPerte. Il s’agit de supprimer les attributs irréductibles
“similaires” tout en conservant une grande partie des informations pertinentes pour la clas-
sification selon un “seuil de flexibilité” qui permet de construire le graphe de précédence
flou. Les propriétés de ce graphe permettent un traitement en cinq étapes : clarification,
standardisation, réduction, réduction floue et clarification floue.

Le chapitre 5 présente les protocoles expérimentaux mis en place pour évaluer
quantitativement et qualitativement la capacité de réduction des deux algorithmes Re-
dAttsSansPerte et RedAttsFloue. Nous analysons le comportement de nos algorithmes
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sur différents ensembles de données : des bases de données d’images et une base du do-
maine de sélection des attributs. Les expérimentations montrent que la réduction par
l’algorithme RedAttsSansPerte, permet de diminuer la taille de l’ensemble des at-
tributs tout en conservant la performance de classification. Nous montrons par des
expérimentations qu’avec un bon seuil de flexibilité, l’algorithme RedAttsFloue ré-
duit davantage d’attributs que l’algorithme RedAttsSansPerte tout en gardant
de bonnes performances de classification (i.e. F-mesure). Cependant, un seuil de flexibilité
plus élevé entraine mécaniquement une perte d’information et par la même l’occasion une
baisse possible de performance de la classification.

En conclusion, nous rappelons les objectifs et les solutions proposées, ainsi que les perspec-
tives d’amélioration de l’algorithme de réduction des attributs s’appuyant sur la théorie
de treillis.
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Chapitre 1

Etat de l’art sur la réduction de
dimension
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1.1 Introduction

L’analyse de données est un vaste domaine dont l’un des buts est de chercher à donner un
sens à des données. Il est possible de représenter des données par des vecteurs d’attributs,
où le nombre d’éléments composant un vecteur est appelé dimension du vecteur. Lors
du traitement de données de grandes dimensions, plusieurs raisons incitent à réduire la
dimension de ces données. Par exemple, la réduction de dimension peut potentiellement
augmenter la précision de la classification/regroupement, améliorer la visualisation et la

11



Chapitre 1 Etat de l’art sur la réduction de dimension

compréhension des données, diminuer les temps de calcul et le stockage. Elle permet
aussi d’éviter le problème “Large p Small n” [West 2003] : “Large p Small n” est un défi
connu dans le domaine statistique où certains algorithmes statistiques ne peuvent pas
fonctionner correctement quand le nombre d’attributs p est trop grand par rapport au
nombre d’objets n. Néanmoins, au cours des vingt dernières années, les procédures ont
été développées ou adaptées pour fournir des résultats pratiques pour répondre à ce défi.
Les auteurs de [Johnstone 2009] fournissent un article de synthèse sur ce sujet.

En fonction du domaine d’application, l’objectif de la réduction de dimension n’est pas le
même mais cette étape est communément nécessaire dans la mise en place de l’application.
En effet, dans la communauté statistique, les approches visent à réduire la dimension de
telle sorte que la représentation soit aussi fidèle que possible aux données originales.
En apprentissage automatique, en reconnaissance de motifs ou en bioinformatique, la
réduction de dimension est utilisée comme une étape de pré-traitement des données afin
d’augmenter la compréhension des données et les performances de classification ou de
clustering.

Les méthodes peuvent se distinguer de deux manières :
– le moyen de faire la réduction (i.e. la nature des méthodes permet leur utilisation
dans la sélection ou l’extraction d’attributs.) ;

– l’application à un type d’apprentissage particulier (i.e. la nature des méthodes permet
d’application dans le cas supervisé ou le cas non-supervisé.).

Dimension 
reduction

Feature 
extraction

Feature 
selection

Feature 
transformation

Feature 
generation

Figure 1.1: Illustration schématique présentant de manière générale la réduction de di-
mension.

Les approches de réduction de dimension peuvent se différencier selon qu’on cherche
une extraction des attributs ou une sélection.
Extraction : On parle d’extraction des attributs lorsque l’ensemble des attributs

transformés est plus petit que l’ensemble initial d’attributs. L’extraction est une
sous-catégorie de la transformation. L’idée principale des méthodes de transfor-
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mation est de transformer l’ensemble initial des attributs en un nouvel ensemble
d’attributs. Ce nouvel ensemble d’attributs conservant au mieux l’information ori-
ginale. Si ce nouvel ensemble d’attributs est plus grand que l’ensemble original, la
méthode est appelée méthode de génération des attributs.

Sélection : Les méthodes de sélection des attributs se proposent de choisir un sous-
ensemble d’attributs à partir de l’ensemble original de telle façon que ce sous-
ensemble contienne les informations essentielles pour représenter les objets. Dans le
domaine de l’apprentissage automatique, l’objectif est de choisir un sous-ensemble
d’attributs pour catégoriser/regrouper les objets. L’approche de sélection des attri-
buts est préférable dans les domaines où les attributs originels (non transformées)
sont nécessaires afin de maintenir les propriétés physiques des attributs.

Dans la communauté de l’apprentissage automatique, ces méthodes de réduction de
dimension peuvent aussi se répartir en deux catégories : celles qui s’appliquent dans le
cas de l’apprentissage supervisé et celles qui s’appliquent dans le cas de l’apprentissage
non supervisé.
Supervisé : L’apprentissage supervisé a pour objectif de catégoriser des objets dans

des classes où le nombre de classes et la classe de chaque objet est connue a priori.
Non supervisé : L’objectif de l’apprentissage non supervisé est de regrouper des

objets dans des clusters selon leur similarité de telle façon que les objets d’un cluster
donné se ressemblent plus que les objets de clusters différents.

Au cours de ces dernières décennies, l’étude des méthodes d’extraction d’attributs en
général a énormément progressé [Hotelling 1933, Fisher 1936, Friedman 1974]. L’approche
de la sélection d’attributs dans le cas de l’apprentissage supervisé est bien étudiée aussi
[Quinlan 1986, Kass 1980, Hall 1997]. Par contre, dans le cas non supervisé, il reste encore
de grands enjeux malgré de multiple propositions [Dy 2004, Hong 2008, Li 2008].

Ce chapitre commence par un rappel sur les différents types de données. Nous expose-
rons ensuite des travaux récents sur la réduction de dimension qui se distinguent par les
deux critères présentés en amont.

1.2 Types des données

Dans cette section, nous nous intéresserons aux différents types de données de base. Elles
peuvent être qualitatives, quantitatives et textuelles (dans certains cas particuliers).
Les données qualitatives (ou catégorielles) peuvent être nominales ou ordonnées. Les
données quantitatives (ou numériques) peuvent être continues ou discrètes.
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Les données qualitatives sont des données dont l’ensemble des valeurs est fini. Si
elles ne sont pas ordonnées (nous ne pouvons pas les comparer par une relation d’ordre
>. Exemple : homme, femme.) alors elles sont dites nominales. Les données ordinales
peuvent être rangées dans la famille des données discrètes et traitées comme elles (e.g.
vieux, jeune, adolescence).

Les données quantitatives sont des données sur lesquelles nous pouvons effectuer des
opérations arithmétiques. De plus elles sont ordonnées. Les données continues sont les
données dont l’ensemble des valeurs est un sous-ensemble infini de l’ensemble R des réels
(e.g. le salaire). Les données discrètes sont des données dont l’ensemble des valeurs est
un sous-ensemble fini ou infini de l’ensemble N des entiers naturels (e.g. le nombre de
chiens).

Les données textuelles sont des données qui sont écrites en langage naturel telle une
lettre, un résumé, etc.

En informatique, il existe aussi les données binaires. Les données binaires sont des
données qui ne peuvent prendre que deux valeurs (e.g. 0 ou 1, aou b, oui ou non, O ou N,
etc.). C’est un cas particulier de données discrètes.

Dans le cas de données non binaires (i.e. données qualitatives, données textuelles, don-
nées continues), un pré-traitement permet d’obtenir des données binaires. La transforma-
tion de données non binaires en données binaires entraine un certain nombre de consé-
quences. Par exemple, pour des données quantitatives, le processus obligatoire de trans-
cription des modalités d’un attribut en plusieurs attributs (chaque modalité devient un
attribut) augmente le nombre final d’attributs. Avec des données numériques (continues
ou discrètes), il est possible de construire des intervalles, disjoints ou non, qui deviennent
des attributs. Par conséquent, cette action mène à une perte d’informations.

1.3 Approche par extraction d’attributs

Nous présentons dans cette section quelques méthodes connues d’extraction des attri-
buts. Nous les distinguons naturellement par l’application dans l’apprentissage supervisé
ou l’apprentissage non supervisé.

En général, les méthodes qui peuvent s’appliquer dans le cas non supervisé peuvent s’ap-
pliquer directement dans le cas supervisé sans aucun problème. Cependant, l’opération
inverse n’est pas toujours possible. En d’autres termes, l’apprentissage supervisé fournit
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une vérité terrain 1 tandis que l’apprentissage non supervisé n’a pas cette information. Par
conséquent, les méthodes qui nécessitent la présence de la vérité terrain peuvent s’appli-
quer immédiatement dans l’apprentissage supervisé mais ne peuvent pas être appliquée
entièrement dans le cas non supervisé. Les modifications de ces méthodes sont nécessaires
voire parfois impossible.

Par exemple, la méthode d’Analyse en Composantes Principales (ACP) est appliquée
dans le cadre de l’apprentissage non supervisé et la méthode d’Analyse Discriminante Li-
néaire (ADL) est appliquée dans le cadre de l’apprentissage supervisé. Ces deux méthodes
seront présentées en aval dans la sous-section 1.3.2 et la sous-section 1.3.1 respectivement.
En général, l’ACP ne considère que la structure globale des données, tandis que l’ADL
utilise la vérité terrain (i.e. elle maximise la distance entre les classes à l’aide des infor-
mations de classes de la vérité terrain.). Par conséquent, l’ADL ne peut pas fonctionner
correctement sans la vérité terrain.

Le lecteur qui ne serait pas familier avec les notions abordées dans les sous-sections
suivante peut passer à l’annexe C où sont abordées certaines notions du domaine des
statistiques et des mathématiques telles que l’indépendance statistique, la distribution
gaussienne, etc.

1.3.1 Application au cas de l’apprentissage supervisé

Les méthodes d’extraction d’attributs qui ne fonctionnent que dans le cas d’apprentis-
sage supervisé sont assez rare. Nous présentons ci-dessous une méthode qui n’est applicable
que dans le cas d’apprentissage supervisé.

Analyse Discriminante Linéaire (ADL) - Linear Discriminant Analysis (LDA)

L’ADL [Fisher 1936] est une généralisation du discriminant linéaire de Fisher. Cette
méthode est utilisée dans les domaines des statistiques, de la reconnaissance de formes et
de l’apprentissage automatique (machine learning). L’ADL est une méthode supervisée
linéaire de transformation d’attributs. Elle tient compte des étiquettes de classes. La
génération de l’ADL pour un problème de classification à k classes est la projection de
n dimensions à (k − 1) dimensions (n est le nombre des dimensions originales, n � k).
L’idée principale est de découvrir une transformation qui maximise la séparation entre les

1. La vérité terrain correspond aux données avec des étiquettes. Autrement dit, l’information de classe
d’un objet est connue.
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classes et minimise la séparation entre les éléments d’une classe :

argmax(w
TSBw

wTSww
) (1.3.1)

où,
– Sw = ∑k

i=1 Si la somme des matrices de dispersion des k classes.
– Si = ∑

x∈Ci
(x−mi)(x−mi)T la matrice 2 de dispersion de la classe i.

– SB = 1
k

∑k
i=1(mi −m)(mi −m)T la matrice de dispersion entre k classes.

– mi = 1
Ni

∑
x∈Ci

x la moyenne de la classe Ci.
– m est la moyenne globale.

La solution est donc constituée des (k-1) vecteurs propres de S−1
w SB.

Les variantes de l’ADL prennent en compte des transformations non linéaires utilisant
l’astuce du noyau [Schölkopf 2002]. Nous pouvons citer par exemple les approches : Lo-
cal Fisher Discriminant Analysis (LFDA) [Sugiyama 2006] ou Generalized Discriminant
Analysis (GDA) [Baudat 2000].

L’ADL est liée à l’Analyse en Composantes Principales (ACP) en ce qu’elle cherche des
combinaisons linéaires des attributs qui expliquent le mieux les données [Martinez 2001].
Cependant, l’ADL tente explicitement de modéliser la différence entre les classes de don-
nées. D’autre part, l’ACP ne prend pas en compte la différence entre les classes, elle est
utilisée dans le cas non supervisé.

1.3.2 Application au cas de l’apprentissage non supervisé

Nous présentons ci-dessous quelques méthodes d’extraction d’attributs dont leur nature
permet de les appliquer dans le cas d’apprentissage non supervisé.

1.3.2.1 Analyse en Composantes Principales (ACP)

L’ACP [Hotelling 1933] peut être utilisé comme une méthode de réduction de dimen-
sion linéaire. L’ACP a été inventée en 1901 par Karl Pearson comme une alternative de la
théorème de l’axe principal dans la mécanique [Pearson 1901]. En 1933 Harold Hotelling
a développé indépendamment ce concept et l’a nommé analyse en composantes princi-
pales. Dans plusieurs domaines, l’ACP est également connue sous divers noms : Analyse
Sémantique Latente (ASL), Décomposition en Valeurs Singulières (DVS), décomposition

2. i.e. within class scatter matrix.
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spectrale, transformation de Karhunen–Loève (KLT), transformation de Hotelling, décom-
position orthogonale aux valeurs propres (Empirical Orthogonal Function - EOF). L’ACP
cherche les composantes indépendantes expliquant au mieux la variance des données. Les
composantes principales sont les combinaisons linéaires orthogonales des attributs d’ori-
gine ayant les plus grandes variances.

En supposant que les données contiennent n observations décrites par p attributs. Nous
pouvons les représenter par une matrice Xp×n où chaque colonne représente une observa-
tion.

L’idée principale de l’ACP tourne autour de la matrice de variance-covariance à p lignes
et p colonnes

Σ = 1
n
XXT (1.3.2)

où la diagonale de la matrice Σ représente la variance de chaque attribut, et le reste de la
matrice Σ représente la covariance entre les paires d’attributs correspondantes. X est la
matrice de p observations et n attributs normalisés dont la moyenne de chaque attribut
est égale à zéro et l’écart-type de cet attribut est égal à 1.

Selon le théorème de décomposition d’une matrice en éléments propres, la matrice de
covariance Σ de la taille p× p peut être décomposée sous la forme :

Σ = WΛW−1 (1.3.3)

où Λ est la matrice diagonale des valeurs propres ordonnées λ1 � ... � λp,

W est la matrice orthogonale dont la jème colonne est le vecteur propre qui correspond
à la matrice Σ,

et W−1 est la matrice inverse de la matrice W .

Mardia et al. [Mardia 1979] montrent que les composantes principales sont les lignes de
la matrice Sp×n où

Sp×n = W−1X (1.3.4)
Les auteurs de [Mardia 1979] prouvent que les k premiers vecteurs propres donnent la
plus petite déviation moyenne quadratique (mean square deviation) de X 3 parmi tous les
sous-espaces de dimension k 4.

Dans certains cas, les extensions de l’ACP à des cas non linéaires sont intéressantes
comme l’ACP avec noyau [Schölkopf 1997] qui s’appuie sur l’astuce du noyau [Schölkopf 2002]

3. La taille de X est p× n.
4. k est le nombre des composantes principales retenues.
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ou réseau de l’ACP non linéaire [Fodor 2002] qui extrait les composantes principales à
partir d’un réseau de neurones à cinq couches. Une autre méthode d’ordre supérieur qui
cherche les projections linéaires, ne nécessitant pas qu’elles soient orthogonales entre elles,
est l’Analyse en Composantes Indépendantes (ACI) [Comon 1994]. L’ACI est proche de
la notion d’ACP. En effet, la première cherche des attributs indépendants tandis que la
seconde recherche les attributs non corrélés.

L’ACP est aussi utilisée comme une méthode de sélection des attributs dans [Mardia 1979].

1.3.2.2 Poursuite de Projection (PP)

La méthode Poursuite de Projection (PP) est une méthode de transformation linéaire
[Friedman 1974]. L’objectif de cette méthode est de chercher les projections “intéressantes”
afin d’optimiser un indice de projection. Cette méthode peut servir à l’estimation de la
densité, la régression, plus spécifiquement la réduction de dimension quand le but est la
visualiser de données. Les projections déterminées permettent de dévoiler la plupart des
détails de la structure de données (i.e. au sens de l’indice précédemment mentionné). La
recherche d’une nouvelle projection se fait de manière itérative. Pour chaque projection
trouvée, les données sont réduites en supprimant les composantes suivant cette projection.
Puis l’étape de recherche d’une projection est répétée avec le résidu.

Le problème théorique principal de cette méthode, est la définition de l’indice de pro-
jection servant à définir “l’intérêt” d’une direction. Cet indice peut être une mesure non-
gaussienne 5, ou une mesure gaussienne 6. Si une mesure gaussienne est utilisée comme
indice, sous réserve que les projections soient orthogonales, la méthode PP est similaire à
la méthode ACP.

La première mise en œuvre réussie de cette méthode avec pour objectif le regroupement
de données est présentée dans le travail de Friedman et Tukey [Friedman 1974]. Plusieurs
scientifiques ont proposé des indices de projection possibles : des mesures s’appuyant sur
l’entropie différentielle [Huber 1985, Jones 1987], des mesures s’appuyant sur la norme L2
pondérée entre la densité de données projetées et la densité de la distribution gaussienne
[Friedman 1987, Cook 1993], des mesures s’appuyant sur l’approximation de l’entropie
[Hyvärinen 1997]. Ces indices étant le résultat d’une fonction d’ordre supérieure, ils per-
mettent à la méthode de Poursuite de Projection d’exploiter les données dans le cas d’une
distribution non gaussienne. Cependant, cette méthode demande un temps de calcul élevé.

5. i.e. c’est une mesure d’ordre supérieur au deuxième ordre d’information. Cette mesure est utilisée
pour les données avec une distribution non gaussienne.

6. Une mesure gaussienne détermine l’information de deuxième ordre. Elle est utilisée pour les données
ayant une distribution normale, aussi appelée distribution gaussienne.
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1.3.2.3 Analyse en Composantes Indépendantes (ACI)

L’Analyse en Composantes Indépendantes est une méthode de transformation linéaire
ou non-linéaire. L’idée générale de l’ACI est de considérer pour un vecteur aléatoire x,
la recherche des projections linéaires s = Wx telles que les composantes si soient aussi
près que possible de l’indépendance statistique, au sens de la maximisation d’une fonc-
tion f(s1, ..., sm) qui mesure l’indépendance. Ces projections ne nécessitant pas d’être
orthogonales entre elles. Le premier but de l’ACI n’est pas la réduction de dimension. En
effet, il existe des versions de l’ACI où le nombre de composantes indépendantes est plus
grand que le nombre de variables initiales [Hyvarinen 1999]. Par exemple, les auteurs de
[Olshausen 1996, Bell 1997, Oja 2014] utilisent l’ACI pour extraire les attributs à partir
des images naturelles.

L’ACI peut être considérée comme une généralisation du concept de l’ACP et du PP.

En effet, l’ACI cherche des variables indépendantes statistiquement or l’ACP cherche
les variables non-corrélées. L’indépendance statistique implique 7 la non-corrélation, mais
l’inverse n’est pas vérifié. Autrement dit, la condition de l’indépendance statistique est plus
stricte que la condition de la non-corrélation. Cependant, il existe un cas particulier où
l’indépendance statistique et la non-corrélation sont équivalents. C’est quand les variables
aléatoires y1, y2, ..., ym ont une distribution jointe de gaussienne (cf. [Comon 1994]). Dans
ce cas, l’ACI peut être considérée comme équivalente à l’ACP.

Par ailleurs, le modèle de l’ACI non bruitée définit l’ACI d’un vecteur aléatoire de
m-dimensions x comme l’estimation des composantes si d’un vecteur s = (s1, ..., sk)T
et d’une matrice A de la taille m × k tel que x = As. Les composantes si sont aussi
indépendantes que possibles, selon la définition de l’indépendance. Avec cette définition,
l’ACI non bruitée est similaire à PP, dont la définition de l’indice de projection correspond
à la définition de l’indépendance dans l’ACI.

1.3.2.4 Analyse en facteurs booléens (Boolean Factor Analysis)

La méthode d’analyse en facteurs booléens (AFB) est la décomposition / factorisation
d’une matrice booléenne M de taille n×m en deux matrices booléennes F et B de taille
n × k et k ×m respectivement telles que la taille de la factorisation k est minimisée et
telles que M = F ◦B, où ◦ est le produit booléen des matrices binaires défini par :

(F ◦B)ij =
k∨
l=1

Ail ∧Blj, (1.3.5)

7. Voir l’annexe C.4.
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où ∨ est la disjonction logique et ∧ est la conjonction logique.

La décomposition booléenne de la matrice M en deux matrices F et B correspond à
la découverte d’un facteur minimisé de taille k servant à expliquer les données qui sont
représentées par M . Ce facteur qui est appelé le facteur optimal est le but de la réduc-
tion de dimension. Le problème de la décomposition booléenne est NP-complet, ainsi
pour l’approximation M ≈ F ◦ B, c’est pourquoi plusieurs heuristiques ont été propo-
sées pour minimiser la recherche du facteur optimal booléen de taille k [Koyutürk 2003,
Lu 2008, Miettinen 2010, Belohlavek 2010, Lu 2011]. Par exemple, l’algorithme proposé
par [Belohlavek 2010] utilise les concepts formels 8 comme les facteurs pour l’extraction
d’attributs à partir de données binaires dans le cas de l’apprentissage non supervisé. C’est
une des méthodes qui s’appuient sur l’approche logique/algébrique et non sur l’approche
statistique.

1.4 Approche par sélection d’attributs

Dans le domaine de l’apprentissage automatique, les méthodes de sélection d’attri-
buts n’ont pas été utilisées uniquement pour réduire le nombre d’attributs mais aussi
pour mieux comprendre la structure de données afin d’améliorer la catégorisation (clas-
sification) ou le regroupement (clustering) des données. Dans la présentation, nous les
distinguons par leur nature d’application dans le cas de l’apprentissage supervisé (pour
la classification) ou dans le cas de l’apprentissage non supervisé (pour le regroupement).

Dans le cas supervisé, certaines méthodes de sélection des attributs sont guidées par
la vérité terrain. Cela permet d’avoir un objectif précis et d’attendre de bons résultats
[Ruck 1990, Battiti 1994, Kwak 2002, Peng 2005, Romero 2008, Bolón-Canedo 2014]. Les
méthodes de sélection des attributs connues dans le cas supervisé sont catégorisées et
présentées dans la section 1.4.1.

Dans le cas non supervisé, la sélection des attributs a pour objectif de trouver un sous-
ensemble d’attributs sans l’aide de la vérité terrain. Ce sous-ensemble doit grouper au
“mieux” les objets similaires. Cependant, la définition de “mieux” est floue sans informa-
tion complémentaire.

Par exemple, si nous utilisons le critère : les performances de regroupement de l’en-
semble d’attributs original et d’un sous-ensemble d’attributs sélectionnés sont identiques,
alors ce critère est flou sans vérité terrain. En effet, les performances de regroupement

8. La définition d’un concept formel d’un treillis des concepts est présentée en section 2.2.1 du chapitre
2.
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de l’ensemble d’attributs original peuvent ne pas être les meilleures à cause du bruit qui
existe dans la représentation et perturbe l’algorithme de regroupement. Nous devons par
conséquent choisir un sous-ensemble d’attributs dont les performances de regroupement
sont supérieures ou égales à l’ensemble des attributs initiaux. Cependant, il peut y avoir
plusieurs sous-ensembles d’attributs ayant ces propriétés en fonction de l’algorithme de
regroupement utilisé. Dans ce cas, quel sous-ensemble faut-il choisir ?

Ou bien nous utilisons le critère : “le sous-ensemble d’attributs choisi doit minimiser
la similarité entre les objets dans le même groupe et maximiser la différence entre
les objets dans des groupes différents”. Le défi avec ce critère est le même : différents
sous-ensembles d’attributs choisis peuvent mener à différents regroupements qui satisfont
cette condition. Par conséquent, lequel choisir ?

Ces questions ont été soulevées et étudiées dans plusieurs travaux [Dy 2004, Wolf 2005,
Chandrashekar 2014]. Nous présenterons les méthodes qui essaient d’y répondre dans la
section 1.4.2.

Auparavant, nous présentons quelques méthodes appliquées dans le cas d’apprentissage
supervisé dans la section 1.4.1.

1.4.1 Application au cas de l’apprentissage supervisé

Dans le cas supervisé, en fonction de la relation entre le critère de sélection d’attributs et
l’algorithme d’apprentissage, nous pouvons distinguer trois approches : le filtrage (filter),
l’encapsulation (wrapper) et l’intégration (embedded).

L’approche par filtrage choisit les attributs pertinents indépendamment de l’algo-
rithme d’apprentissage. En revanche, la technique par encapsulation profite de l’ef-
ficacité de l’algorithme d’apprentissage. En effet, la fonction d’évaluation de l’approche
par filtrage est habituellement la mesure de données intrinsèques, tandis que l’approche
par encapsulation utilise le taux d’erreur de la classification ou la performance de la
classification pour évaluer l’efficacité des attributs.

L’indépendance de l’approche par filtrage par rapport à l’algorithme d’apprentissage
est aussi son inconvénient. En effet, la pertinence des attributs est communément défi-
nie à partir de la performance de la classification de l’algorithme d’apprentissage. Dans
l’apprentissage supervisé, cette performance est fiable grâce à la vérité terrain.

Le choix de l’approche par encapsulation est motivé par la disparition de l’inconvénient
rencontré dans l’approche par filtrage. Cependant, l’approche par encapsulation est criti-
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Figure 1.2: Les trois approches de sélection des attributs : approche par filtrage, ap-
proche par encapsulation et approche par intégration.

quée du fait de son important temps de calcul : elle doit chercher la meilleure solution dans
un espace exponentiel 9. De plus, elle peut potentiellement entraîner du surapprentissage 10

comme le montre la publication de [Loughrey 2004].

Afin de réduire le temps de calcul nécessaire à la re-classification 11 des différents sous-
ensembles d’attributs dans l’approche par encapsulation, l’approche par intégration
incorpore le processus de sélection des attributs dans la construction du modèle de clas-
sification. Les méthodes qui combinent l’approche par filtrage et l’approche par encap-
sulation sont aussi appelées approches par intégration étant données les améliorations
prometteuses en termes d’erreur en classification.

La figure 1.2 illustre le fonctionnement de ces trois approches. Nous présentons dans
les sous-sections en aval quelques méthodes de sélection des attributs pour chacune de ces
trois approches.

9. Tester tous les sous-ensembles d’attributs possibles afin de trouver le meilleur sous-ensemble d’at-
tributs.
10. Une méthode est dite en surapprentissage quand elle perd son pouvoir de prédiction sur de nouveaux

échantillons du fait d’avoir trop appris sur l’ensemble de données. Cette notion s’appelle overfitting en
anglais.
11. Classifier à nouveau.
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1.4.1.1 Approche par filtrage

Le concept principal de l’approche par filtrage est de choisir les attributs les plus perti-
nents en utilisant deux paramètres : un ou plusieurs critères de filtrage 12 combinés à une
politique de filtrage.

1.4.1.1.1 Critères de filtrage

Dans les paragraphes suivants, nous montrons quelques filtrages de mesures populaires.
Ces filtrages de mesures utilisent le tableau de contingence, en considérant les attributs
indépendants entre eux. Un tableau de contingence peut être construit à partir d’une
classe c et d’un attribut f comme présenté dans le tableau 1.1.

cP cN

v1 n1P (µ1P ) n1N (µ1N) n1
... ... ...
vi niP (µiP ) niN (µiN) ni
... ... ...
vr nrP (µrP ) nrN (µrN) nr

nP nN n

Table 1.1: Le tableau de contingence permettant d’obtenir la dépendance entre la classe
c {cP , cN} et l’attribut f {v1,.., vr}.

Ce tableau présente la relation entre la classe c et l’attribut f . Les valeurs possibles de
la classe c sont positive cP ou négative cN . Les valeurs possibles de l’attribut f sont v1,
v2, ..., vr.

nij est le nombre d’occurrences de l’attribut f valant vi pour la classe c valant cj (où
j = {P,N}).

ni = niP +niN est le nombre total d’occurrences de l’attribut f valant vi dans la classe
c.

nP = ∑r
i=1 niP est le nombre total d’occurrences de l’attribut f dans la classe c valant

cP .

12. En d’autres termes : des stratégies de filtrage.
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nN = ∑r
i=1 niN est le nombre total d’occurrences de l’attribut f dans la classe c valant

cN .

n = nP + nN est le nombre total d’occurrences de l’attribut f dans la classe c. En
d’autres termes, n est le nombre total d’occurrences traités dans le tableau.

µiP = ninP

n
est la valeur attendue dans le cas où les données ont été uniformément

distribuées.

µiN = ninN

n
est la valeur attendue dans le cas où les données ont été uniformément

distribuées.

Filtre 1. Gain d’information (Information Gain - IG)

L’utilisation du Gain d’Information a été proposée par Hunt, Marin et Stone en 1966
[Hunt 1966]. Cette technique mesure la diminution de l’entropie lorsqu’un attribut f
est donné ou non [Forman 2003]. IG et les mesures similaires comme : index de Gini
[Breiman 1984] et la mesure de distance [Lopez de Mantaras 1989] considèrent que ces
attributs sont indépendants et par conséquent qu’ils ne sont pas utilisés dans les domaines
où les attributs ont une forte dépendance [Kononenko 1994]. L’équation 1.4.1 représente
la relation entre l’attribut f et la classe c, où Dv est un sous-ensemble de l’ensemble
d’apprentissage D et l’attribut f a la valeur vi.

IG(D, c, f) = Entropy(D, c)−
r∑
i=1

|Dvi
|

|D|
Entropy(Dvi

, c) (1.4.1)

L’entropie, qui dépend de la classe, est définie de la manière suivante avec des notations
présentées dans le tableau 1.1 pour la classification binaire :

Entropy(D, c) = −
r∑
i=1

(
niP
ni

log2
niP
ni

+ niN
ni

log2
niN
ni

)
(1.4.2)

Filtre 2. Information Mutuelle (Mutual Information)

La mesure de l’IM de référence [Vergara 2014] mesure la dépendance statistique entre
un attribut f et une classe c dans un ensemble de données d’images comme présenté
ci-dessous :

I(f, c) = log Pr (f ∧ c)
Pr (f)× Pr (c) ≈ log A×N

(A+ C)× (A+B) (1.4.3)
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où A est le nombre d’occurrences simultanées de l’attribut f et de la classe c ;
B est le nombre d’occurrences de l’attribut f sans la classe c ;
C est le nombre d’occurrences de la classe c sans l’attribut f ;
N est le nombre total d’images.

Quand les attributs sont indépendants sous l’hypothèse nulle, l’information mutuelle
(empirique) du tableau de contingence est calculée comme suit :

n · I =
∑
i,j

nijln
n · nij
ni · nj

=
∑
i,j

nijln(nij)−
∑
i

niln(ni)−
∑
j

njln(nj) + nln(n) (1.4.4)

où i = {1..r} et j = {P,N}.

Quand un attribut apparaît rarement dans une image, il prend une valeur faible. A
l’inverse un attribut qui apparaît couramment dans une image prendra une valeur plus
élevée. En effet, la valeur de l’information mutuelle d’un attribut dépend du nombre de
ses occurrences dans une image. Pourtant, l’importance d’un attribut dans une image ne
dépend pas forcément du nombre de fois où il apparaît dans l’image. Par exemple, dans
un document de texte, le mot (attribut) “de” apparaît communément, et le mot “bateau”
n’apparaît pas si communément que le mot “de”. Toutefois, le mot “bateau” sert à distin-
guer ce document d’un autre document qui parle de la “voiture” par exemple. Par consé-
quent, le façon de calculer l’IM est aussi son point faible. Les auteurs de [Novovičová 2004]
ont proposé une IM amélioré qui prend en compte l’information mutuelle entre chaque
paire d’attributs.

Filtre 3. Mesure de χ2 (Chi-Squared measure)

La mesure du χ2 a été utilisée afin de calculer la relation entre une classe c et un attribut
f avec un nombre k de degrés de liberté suivant :

X2(c, f) =
k∑
i=1

(
(niP − µiP )2

µiP
+ (niN − µiN)2

µiN

)
(1.4.5)

Le nombre k de degrés de liberté est égal au nombre de colonnes du tableau de contin-
gence moins une multiplié par le nombre de lignes du tableau de contingence moins une,
soit : k = (2− 1) ∗ (r − 1).

Le but du test χ2 est de déterminer si la valeur observée du χ2 correspond à l’apparition
fréquente d’un attribut f et d’une classe c ou à l’apparition rare d’un attribut f et d’une
classe c.
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Filtre 4. Odds Ratio (OR) [van Rijsbergen 1981]

L’OR, également appelé rapport des chances, rapport des cotes ou risque relatif rappro-
ché [Bernard 1987], se définit comme le rapport de la cote 13 de la classe cP sur celle de la
classe cN pour une valeur vi d’un attribut f . Nous pouvons présenter cette mesure selon
les notations présentées dans le tableau 1.1 en considérant qu’un attribut f a seulement
2 valeurs : la valeur positive v1 et la valeur négative v2.

OR(D, c+, f) = n1Pn2N

n1Nn2P
(1.4.6)

Dans le cas où un attribut ne s’apparente pas à la classe, une petite valeur fixe est
assignée à cet attribut afin que la mesure puisse continuer de fonctionner.

1.4.1.1.2 Politique de filtrage

Après qu’un critère ait été choisi pour filtrer les attributs, une politique de filtrage est
nécessaire. Plusieurs politiques peuvent être envisagées. Voici quelques exemples :
– Choisir n attribut à partir de m attributs en fonction de leur résultat sur le critère
de filtrage (ex : choisir 50 attributs à partir de 100 attributs initiaux).

– Choisir tous les attributs qui ont une valeur de critère de filtrage supérieure à un
seuil T.

Quelques variations de l’approche par filtrage sont listées en aval :
– Fast Correlation Based Filtering (FCBF) [Yu 2003],
– Correlation based Feature Selection (CFS) [Hall 1997],
– Mutual Information for Feature Selection (MIFS) [Battiti 1994],
– Multivalued Oblivious Decision Tree Feature Selection (MOD Tree)
[Rakotomalala 2002].

Un des inconvénients de l’approche par filtrage est qu’elle traite les attributs de façon
isolée, en conséquence, la redondance et la dépendance des attributs sont ignorées. Par
exemple, les valeurs du critère de filtrage de deux attributs sont toutes les deux hautes
de sorte qu’un attribut peut être redondant quand l’autre attribut a déjà été choisi.

Un attribut peut avoir une valeur du critère de filtrage faible mais en le combinant avec
un autre, ces attributs combinés sont efficaces pour catégoriser les objets. Kohavi et John

13. Il s’agit de la cote des parieurs, par exemple la cote d’un cheval : un cheval avec la cote de 3 contre
1 a une chance sur 4 de gagner.
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[Kohavi 1997] montrent des exemples concrets pour ces cas et distinguent la différence
entre la pertinence et l’optimalité d’un attribut. [Novovičová 2004] propose une nouvelle
approche par filtrage, plus complexe mais plus efficace, qui utilise l’Information Mutuelle
pour calculer la valeur des groupes d’attributs plutôt que des attributs isolés.

1.4.1.2 Approches par encapsulation (Wrapper)

Les approches par encapsulation profitent de performances de l’algorithme de classifica-
tion afin de choisir les meilleurs attributs. Par conséquent, les performances de la méthode
de sélection d’attributs dépend de l’efficacité de la méthode de classification. L’approche
par encapsulation a deux paramètres importants : la stratégie de recherche et l’algorithme
de classification. Nous ne rentrerons pas plus en détails sur les algorithmes de classifica-
tion car cela s’écarte du cadre initial de cette thèse. En revanche, le lecteur peut se référer
aux références [Lotte 2007, Aggarwal 2012, Aggarwal 2014] pour plus de précisions.

L’idée de base de l’approche par encapsulation est la vérification de tous les sous-
ensembles d’attributs possibles. De fait, elle est coûteuse en terme de calculs, par dé-
finition. Pour réduire ce coût, des stratégies de recherche de sous-ensembles d’attributs
ont été proposées. Plusieurs stratégies ont été étudiées dans [Dash 1997, Kohavi 1997,
Gutierrez-Osuna 2002]. Nous présentons quelques stratégies reconnues dans la commu-
nauté dans la sous-section en aval.

1.4.1.2.1 Stratégie de recherche

Dans cette partie, nous présentons cinq stratégies de recherche, qui permettent au
lecteur de percevoir la diversité de ces approches :

Stratégie 1. Recherche de séparation et évaluation progressive (branch and bound search)

Cette méthode a été proposée la première fois par Land et Doig en 1960 pour résoudre
un problème d’optimisation discrète [Land 1960]. Elle a été appliquée pour la sélection
des attributs par Narendra [Narendra 1977].

L’algorithme commence par former la racine d’un arbre à partir de l’ensemble de tous
les attributs. Chaque branche de cet arbre est un sous-ensemble d’attributs. Chaque sous-
ensemble d’attributs est considéré comme une solution. L’algorithme explore uniquement
les branches de cet arbre lorsque leurs valeurs par la fonction f est au dessus d’une borne
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déterminée. Cette borne est la meilleure valeur de la fonction f parmi les solutions vérifiées
jusqu’à présent. La fonction f est une fonction d’évaluation qui satisfait la propriété de
monotonie. En d’autres termes, un sous-ensemble d’attributs A ne peut pas produire
une valeur de la fonction f qui soit supérieure à la valeur de la fonction f d’un sous-
ensemble d’attributs B si B contient A (A ⊂ B). Pour lutter contre la limite d’une fonction
d’évaluation monotone, Foroutan et Sklansky ont introduit la recherche de séparation et
d’évaluation progressive monotone approximative [Foroutan 1987].

Stratégie 2. Recherche séquentielle en avant ou arrière (sequential forward ou backward)

Cette approche est assez simple et facile à utiliser. Plusieurs versions de cette approche
ont été proposées :

1. Sélection en avant (Forward Selection, FS) [Whitney 1971] La recherche sé-
quentielle de sélection en avant commence par un ensemble vide. Le processus itératif
commence par ajouter le premier attribut dans une liste classée par ordre décrois-
sant, puis évalue cet attribut en terme de performances de classification en utilisant
la validation croisée. Ensuite, il prend le deuxième attribut et le réévalue. Il répète
l’opération jusqu’à ce qu’il n’y ait plus d’amélioration des performances. Cette ap-
proche a la propriété d’imbrication de sous-ensembles 14 entre les sous-ensembles
d’attributs à chaque étape.

2. Élimination arrière (Backward Elimination, BE) [Marill 1963] La recherche
séquentielle d’élimination arrière commence avec l’intégralité de l’ensemble des attri-
buts dans une liste classée par ordre croissant. L’algorithme calcule les performances
de la classification de cet ensemble d’attributs. Le processus itératif commence par
calculer les performances de la classification de l’ensemble des attributs sans l’attri-
but qui a la plus faible note. Puis il compare les performances de la classification
avant et après avoir enlevé cet attribut. Si l’amélioration ne baisse pas de façon signi-
ficative, il supprime cet attribut. L’action est répétée jusqu’à ce qu’une diminution
significative apparaisse. Pour éviter le problème de surapprentissage (overfitting),
l’algorithme peut appliquer la validation croisée pour calculer les performances de
classification. Cette approche a aussi la propriété d’imbrication de sous-ensembles
entre les sous-ensembles d’attributs à chaque étape. Elle est coûteuse en terme de
mémoire car l’intégralité des attribut doit être traité.

3. Plus l moins r (plus-l-minus-r) [Stearns 1976] L’approche plus l moins r est
une approche suboptimale qui empêche l’imbrication des sous-ensembles, le point
faible de FS et BE. Cette approche commence par vérifier les valeurs l et r. Si

14. Le sous-ensemble d’attributs obtenu après n étapes contient le sous-ensemble d’attributs obtenu
après (n− 1) étapes. Cette propriété s’appelle “nested subset property” en anglais.
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l > r, l’algorithme commence à partir de l’ensemble d’attributs vide. Le processus
de sélection de l attributs et d’élimination de r attributs est répété jusqu’à ce que
la fonction objective /fonction d’évaluation, n’augmente plus. Si l < r, l’algorithme
commence à partir de l’ensemble d’attributs complet et le processus d’élimination
de r attributs et de sélection de l attributs est répété jusqu’à l’apparition d’une
diminution significative des performances de classification. Le principal inconvénient
de cette approche est le manque d’une théorie pour prédire les valeurs de l et r pour
obtenir le sous-ensemble optimal.

4. Sélection flottante (Floating selection) [Pudil 1994] Plutôt que de fixer les va-
leurs de l et de r, cette approche permet de déterminer ces valeurs à partir des
données. La sélection séquentielle flottante avant (Sequential Floating Forward Se-
lection SFFS) et l’élimination séquentielle flottante arrière (sequential floating ba-
ckward sélection SFBS) sont deux variantes de cette approche.

5. Recherche bidirectionnelle (Bi-directional search) [Pohl 1971] La recherche
bidirectionnelle est une implémentation parallèle de FS et BE. Afin de garantir que
FS et BE convergent vers la même solution, les attributs qui sont déjà sélectionnés
par FS ne sont pas éliminés par BE et les attributs qui sont déjà éliminés par BE
ne sont pas sélectionnés par FS.

Stratégie 3. Recherche glouton du meilleur d’abord (greedy best-first search)

Avec cette stratégie, chaque sous-ensemble d’attributs possible est considéré comme
un nœud dans un graphe. L’objectif de l’algorithme est de parcourir ce graphe en dé-
veloppant le nœud le plus prometteur parmi tous les nœuds qui ont été générés jusqu’à
présent et qui n’ont pas encore été développés. Les nœuds les plus prometteurs sont dé-
terminés selon une règle spécifique. Par exemple, Xu [Lei Xu 1988] propose de chercher
le sous-ensemble optimal d’attributs en cherchant le chemin optimal (optimal path sear-
ching problem) dans un graphe orienté pondéré (weighted directional graph). Plusieurs
versions plus sophistiquées de la recherche glouton du meilleur d’abord ont été proposées :
[Pearl 1982, Aine 2007, Furcy 2005]. Cette stratégie obtient le résultat optimal global et
prend moins de temps que la stratégie de séparation et d’évaluation progressive.

Stratégie 4. Recherche en faisceau (beam search)

Le terme “recherche en faisceau” a été proposé par Raj Reddy [Reddy 1977]. La re-
cherche du meilleur d’abord (best-first search) ou la recherche en profondeur (breadth-first
search) ont besoin de beaucoup de mémoire. La recherche en faisceau est une version amé-
liorée les besoins en mémoire de la recherche en faisceau du meilleur d’abord (best-first
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beam search) [Rich 2014] ou de la recherche en faisceau de parcours en largeur (breadth-
first beam search) [Bisiani 1987]. Elle utilise une file d’attente bornée pour limiter la taille
de la recherche.

Stratégie 5. Recherche avec génération aléatoire

Cette approche ajoute le hasard dans sa procédure de recherche pour échapper aux
minima locaux. Quelques méthodes proposent d’utiliser la génération aléatoire : l’algo-
rithme génétique, le recuit simulé, RGSS [Doak 1992], RMHC-PF1 [Skalak 1994], LVW
[Liu 1996], etc. Nous présentons ci-dessous les deux méthodes les plus connues dans la
communauté.

1. Algorithme génétique (Genetic search) La recherche génétique est inspirée
de l’évolution de la nature. Chaque sous-ensemble d’attributs est considéré comme
un chromosome. L’algorithme manipule un ensemble fini de chromosomes qui s’ap-
pelle population. Les chromosomes peuvent subir des croisements et des mutations.
Le processus d’optimisation est effectué au cours des cycles qui s’appellent géné-
rations/reproduction. Au cours de chaque génération, un ensemble de nouveaux
chromosomes est créé par croisement, mutation et évaluation. Seul l’ensemble des
meilleurs chromosomes est retenu par l’évaluation de la fonction de fitness pour
le prochain cycle de reproduction. Les mutations permettent d’éviter de tomber
dans des minimaux locaux. Plusieurs auteurs ont exploré l’algorithme génétique
pour la sélection des attributs comme [Siedlecki 1989, Leardi 1992, Vafaie 1993,
Punch 1993, Yang 1998, Leardi 2000, Frohlich 2003, Oh 2004, Loughrey 2004].

2. Recuit simulé (Simulated Annealing) Le recuit simulé est une technique pro-
babiliste pour l’approximation de l’optimum global d’une fonction de critère qui
a été proposée par Metropolis [Metropolis 1953] et popularisée par Kirkpatrick
[Kirkpatrick 1983]. Le recuit simulé emprunte son intuition fondamentale à la mé-
tallurgie. Un sous-ensemble d’attributs est considéré comme une molécule. Les mo-
lécules dans un métal cristallisent progressivement à un état de faible énergie quand
leur température diminue lentement. Tous les grains de cristaux finiront par at-
teindre l’état d’énergie le plus bas tant que le métal est chauffé à une température
initiale suffisamment élevée, et la vitesse de refroidissement est assez lente. La mé-
thode de recuit simulé peut être contrôlée au moyen des paramètres du processus
de refroidissement : la méthode de refroidissement, la vitesse de refroidissement et
les conditions pour terminer le processus. Le recuit simulé peut échapper aux op-
tima locaux et converger vers l’optimum global sous certaines conditions grâce au
processus de refroidissement [Anily 1987, Cruz 1998]. Ci-dessous quelques applica-
tions de cette approche dans la sélection des attributs : [Sutter 1995, Debuse 1997,
Meiri 2006, Lin 2008].
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La combinaison d’une stratégie de recherche avec une méthode de classification per-
met de créer un grand nombre de méthodes de sélection d’attributs : [Siedlecki 1988],
[Langley 1994], [Skalak 1994], [Rich Caruana 1994], [Maron 1994], [Moore 1994], [Fong 1995],
[Moninder Singh 1995], [Aha 1996], [Bekkerman 2003].

1.4.1.3 Approches par intégration (embedded)

L’approche par intégration incorpore le processus de sélection des attributs dans la
construction du modèle de catégorisation (classification). Par exemple, dans la construc-
tion de l’arbre de décision, les critères comme l’entropie, le gain d’information ou le Chi-
carré 15 ont été utilisés afin de séparer les nœuds dans l’arbre. Le processus de séparation
des nœuds est aussi un processus de sélection des attributs.

La combinaison entre un critère de sélection et une méthode par encapsulation, ou
la combinaison entre une stratégie de recherche et un classifieur sont aussi placées dans
cette catégorie. En effet, les auteurs de [Ding 2005, Peng 2005] proposent la combinaison
entre le critère MRMR 16 et une méthode par encapsulation. Les auteurs de [Battiti 1994]
proposent, quant à eux, la combinaison entre la stratégie de recherche glouton et le clas-
sifieur par réseaux de neurones. Mundra et Rajapakse incorporent le critère MRMR dans
la procédure de catégorisation des attributs du classifieur SVM-RFE pour sélectionner les
attributs pertinents en bio-informatique [Mundra 2010].

En outre, il existe des méthodes de sélection d’attributs qui calculent la pondération
des attributs dans l’étape de construction du modèle de classification. Par exemple, les
méthodes en aval utilisent la classification s’appuyant sur la Machine à Vecteur de Sup-
port (SVM) ou sur les réseaux de neurones pour construire le modèle de classification.
Différentes approches sont utilisées pour calculer la pondération des attributs :

– SVM-RFE (Support Vector Machine Recursive Feature Elimination)
[Guyon 2002],

– EFS-SVM (Embedded Feature Selection-Support Vector Machine)
[Archibald 2007],

– TFNN (three-layer feedforward neural network)[Setiono 1997],
– SBS-MLPs (Sequential Backward Selection - Multi-Layer Perceptrons)
[Romero 2008].

15. L’algorithme Iterative Dichotomiser 3 (ID3) [Quinlan 1986] utilise l’entropie ou le gain d’informa-
tion, et l’algorithme CHAID [Kass 1980] utilise le χ2 pour construire l’arbre de décision.
16. Minimum Redundancy - Maximum Relevance, maximiser la pertinence et minimiser la redondance.

Une méthode s’appuie sur l’Information Mutuelle.
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Nous vous présentons ci-dessous quelques méthodes de sélection des attributs par inté-
gration.

1.4.1.3.1 Iterative Dichotomiser 3 (ID3)

Quinlan propose l’algorithme ID3 [Quinlan 1986] pour effectuer la classification super-
visée. ID3 construit un arbre récursif de décision. Cet arbre sert à classer de nouveaux
objets. Plus les données pour l’apprentissage sont variées et nombreuses et plus la classi-
fication de nouveaux cas sera fiable.

L’algorithme commence avec l’ensemble des attributs A comme nœud racine. A chaque
étape de la récursion, il calcule soit l’entropie H(A) (équation 1.4.7) soit le gain d’in-
formation IG(a) (équation 1.4.8) de tous les attributs restants de l’ensemble A pour la
branche en cours. Ensuite, l’attribut qui a la valeur d’entropie la plus petite (gain d’in-
formation la plus grande) est choisi et l’ensemble A est divisé par l’attribut choisi pour
obtenir les sous-ensembles d’attributs restants. L’algorithme continue à explorer récur-
sivement chaque sous-ensemble en ne tenant plus compte que des attributs choisis aux
étapes précédentes. L’opération de division d’un sous-ensemble s’arrête lorsque l’une des
conditions suivantes est remplie :
– Tous les attributs dans le sous-ensemble appartiennent à la même classe et le nœud
devient ainsi une feuille avec l’étiquette de la classe des objets.

– Tous les attributs ont été choisis mais les objets de ce sous-ensemble appartiennent à
plusieurs classes différentes. Dans ce cas, le nœud devient une feuille avec l’étiquette
de la classe la plus courante des objets.

– Il n’existe aucun objet dans le sous-ensemble. Autrement dit, aucun objet dans l’en-
semble de référence ne correspond à une valeur spécifique de l’attribut sélectionné.
Dans ce cas, le nœud devient une feuille avec l’étiquette de la classe la plus courante
des objets de l’ensemble de référence.

L’entropie H(A) est la mesure de la quantité d’incertitude des données de A :

H(A) = −
∑
x∈X

p(x) log2 p(x) (1.4.7)

où,
– A est l’ensemble des attributs pour lequel l’entropie est en cours de calcul (change à
chaque itération de l’algorithme).

– X est l’ensemble des classes de A.
– p(x) est la probabilité qu’un objet appartienne à la classe x dans l’ensemble A.
Le gain d’information IG(a,A) est la différence d’entropie mesurée à partir des valeurs

d’entropie de l’ensemble A obtenues avant et après la division par l’attribut a. Autrement
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dit, c’est la diminution de l’incertitude des données de A sur l’attribut a quand l’ensemble
A est divisé par l’attribut a.

IG(a,A) = H(A)−
∑
t∈T

p(t)H(t) (1.4.8)

où,
– H(A) est l’entropie de l’ensemble A.
– T est les sous-ensembles qui ont été créés à partir de l’ensemble A par l’attribut a
tel que A = ⋃

t∈T t.
– p(t) est la proportion du nombre d’objets dans le sous-ensemble t par rapport au
nombre d’objets dans l’ensemble A.

– H(t) est l’entropie du sous-ensemble t.

1.4.1.3.2 C4.5

L’approche utilisant le gain d’information est biaisée par les attributs ayant un grand
nombre de valeurs de sortie. Quinlan a proposé une extension de l’algorithme ID3 qui
s’appelle l’algorithme C4.5 [Quinlan 1993]. Pour ce faire, il construit un arbre de décision
à partir d’un ensemble de données d’apprentissage de la même manière que l’algorithme
ID3 en utilisant le gain d’information normalisé (entropie relative normalisé) (normalized
information gain, information gain ratio). Ce gain d’information normalisé est calculé
comme suit :

IGR(a,A) = IG(a,A)
SI(a,D) (1.4.9)

où,
– IG(a) est le gain d’information de l’attribut a.
– SI(a,D) est les informations potentielles générées en divisant l’ensemble de données
A en v partitions correspondant à v valeurs de sortie (outcomes) de l’attribut a.

SI(a,D) = −
v∑
j=1

Aj
A
× log2( |Aj|

A
) (1.4.10)

1.4.1.3.3 CHAID (CHi-squared Automatic Interaction Detector)

CHAID a été proposée par Kass en 1980 [Kass 1980]. C’est l’une des plus anciennes
méthodes de classification utilisant des arbres de décision. CHAID construit un arbre non
binaire à partir de l’ensemble des données. A chaque étape de la récursion, il s’appuie
sur le test du χ2 pour déterminer la meilleure répartition suivante (the best next split).
La sélection des attributs est effectuée en même temps que la construction de l’arbre.
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Cependant, l’ensemble des données utilisées pour CHAID doit être suffisamment grand
pour rendre l’analyse fiable parce qu’il utilise la segmentation multiple 17.

Nous avons présenté plus haut quelques méthodes de sélection des attributs qui sont
applicables dans l’apprentissage supervisé. Certains chercheurs proposent de choisir un
sous-ensemble d’attributs pour chaque classe afin d’optimiser la capacité de classifier des
algorithmes de classification [Skalak 1994, Kononenko 1994, Frigui 2004].

1.4.2 Application au cas de l’apprentissage non supervisé

Dans cette sous-section, les techniques sont catégorisées de la même manière que dans
la partie supervisée (trois approches) : filtre , encapsulation et intégration. Cependant,
la distinction entre ces catégories dans les méthodes appliquées dans l’apprentissage non
supervisé est moins nette que celle dans les méthodes appliquées dans l’apprentissage
supervisé. En particulier la différence est moins nette entre l’approche par encapsulation
et l’approche par intégration. En effet, les deux approches par encapsulation et par inté-
gration choisissent les sous-ensembles d’attributs grâce à un algorithme de regroupement
(clustering algorithm) quand l’approche par filtrage est indépendante de la méthode de re-
groupement. Cependant, l’approche par encapsulation profite de l’efficacité de l’algorithme
de regroupement (clustering) pour choisir les attributs pertinents quand l’approche par in-
tégration incorpore le processus de sélection des attributs pertinents dans la construction
du modèle de données pour le regroupement.

Dans les deux applications que sont l’apprentissage supervisé et l’apprentissage non
supervisé, la définition d’attribut pertinent est une question récurrente au sein de la
communauté [Kohavi 1997, Blum 1997, Guyon 2003]. Typiquement, dans le processus de
sélection des attributs, un ou plusieurs critères seront à définir pour évaluer la qualité des
sous-ensembles d’attributs possibles. La pertinence des attributs est l’objectif de la défini-
tion de ces critères. Par exemple, les auteurs de [Kohavi 1997] proposent une définition de
la pertinence d’un attribut et montrent les exemples de la relation entre la pertinence
et l’optimum de l’attribut pour l’objectif de bien distinguer les groupes. La pertinence
des attributs peut être déterminée en évaluant les performances du regroupement ou en
mesurant la distance, l’entropie ou la dépendance des données.

L’approche par encapsulation est la dénomination lorsque les performances du regrou-
pement sont utilisées pour définir la pertinence des attributs. Par exemple, les auteurs

17. La segmentation multiple d’une population est la séparation de cette population en groupes homo-
gènes et distincts par plusieurs critères significatifs (pertinent, mesurable et accessible).
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de [Dy 2004] proposent de chercher le nombre de clusters en fonction du sous-ensemble
d’attributs. Les auteurs de [Hong 2008] proposent une méthode de sélection des attributs
telle que la solution de regroupement du sous-ensemble des attributs choisis est la plus
similaire à celle qui est obtenue par l’algorithme de regroupement d’ensembles 18. Un al-
gorithme de regroupement d’ensembles est une combinaison de plusieurs algorithmes de
regroupement afin d’obtenir un meilleur regroupement par rapport à un algorithme seul.

La plupart des algorithmes proposés dans l’approche par intégration s’appuient sur
le calcul de la pondération des attributs qui sont intégrés dans la construction du re-
groupement pour chercher le sous-ensemble des attributs optimaux. Autrement dit, les
auteurs proposent de calculer la pondération des attributs en même temps que le regrou-
pement afin de déterminer les attributs pertinents qui aident le regroupement. Par consé-
quent, chaque approche par intégration est spécifique à un algorithme d’apprentissage
donné. En revanche, il existe plusieurs façons de faire le calcul de pondération s’appuyant
sur plusieurs algorithmes de regroupement [Minsky 1969, Widrow 1960, Rumelhart 1986,
Littlestone 1988].

En général, avec l’approche par encapsulation, un sous-ensemble d’attributs pertinents
est trouvé pour tous les clusters. Toutefois, les propriétés intrinsèques locales des don-
nées 19 comptent au cours du regroupement [Li 2008]. Les auteurs de [Li 2008] ont pro-
posé un algorithme de sélection des attributs localisés pour le regroupement qui cherche
les sous-ensembles d’attributs optimaux pour chaque cluster. Cependant, cette approche
n’est pas extensible pour les données de grande dimension.

Nous présentons ensuite quelques méthodes de sélection d’attributs selon les trois ca-
tégories : l’approche par filtrage, par encapsulation et par intégration.

1.4.2.1 Approches par filtrage

L’approche par filtrage choisit les attributs pertinents indépendamment de l’algorithme
d’apprentissage.

18. L’algorithme de regroupement d’ensembles utilise plusieurs algorithmes de regroupement afin d’ob-
tenir le meilleur résultat de prédiction de la regroupement. Il s’appelle “ensemble learning algorithm”
dans le cas d’apprentissage supervisé ; et il s’appelle “consensus clustering” ou “clustering ensembles” en
anglais.
19. En anglais : local intrinsic properties of data.
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1.4.2.1.1 Laplacian Score (LS) [He 2005]

LS est une méthode de sélection d’attributs qui peut être utilisée à la fois dans le cas
supervisé et le cas non supervisé. Elle s’appuie fondamentalement sur les algorithmes
Laplacian Eigenmaps [Belkin 2001], Locality Preserving Projection [He 2004] et Spectral
Graph [Chung 1997].

L’algorithme calcule la valeur du Laplacian Score de la rème attribut Lr de la façon
suivante :

Lr = f̃r
T
Lf̃r

f̃r
T
Df̃r

(1.4.11)

où

fri est la valeur de l’attribut rème de l’objet ième (r = 1 .. n ; i = 1 .. m)

fr = [fr1, fr2, ..., frm]T

D = diag(S1)

1 = [1, ..., 1]T

f̃r = fr − f̃r
T
D1

1TD1 1

S est la matrice pondérée du graphe qui modélise la structure locale de l’espace de
données,

La matrice L = D−S est aussi appelée le Laplacien du graphe (Laplacian of graph G).

Parallèlement, l’algorithme construit un graphe pondéré G avec les arêtes reliant les
nœuds à proximité les uns aux autres. Sij évalue la similarité entre le ième nœud et le jème

nœud. Un bon attribut est choisi en minimisant la fonction suivante :

Lr =
∑
ij(fri − frj)2Sij
V ar(fr)

(1.4.12)

où V ar(fr) est la variance estimée du r-ème attribut. Quand V ar(fr) = f̃r
T
If̃r =

1
n
(fr−µ1)T (fr−µ1) avec I est la matrice identité, µ est la moyenne de fri, i = {1, ..., n}.
V ar(fr) devient la “standard variance”[He 2005].
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He, Cai et Niyogi a montré l’efficacité de cette méthode en sélectionnant les attributs
pertinents. Les meilleures performances du regroupement sont obtenues avec un nombre
d’attributs inférieur à 200. Le nombre d’attributs en entrée est 1024 attributs. Mais étant
donné qu’elle choisit les attributs selon leur pouvoir de préservation de la localisation,
cela conduit à la possibilité de redondance des attributs.

1.4.2.2 Approches par encapsulation (Wrapper)

L’approche par encapsulation profite de l’efficacité de l’algorithme d’apprentissage pour
évaluer l’efficacité des attributs.

1.4.2.2.1 COBWEB & Category Utility (COBWEB & CU) [Devaney 1997]

Cette méthode est un mélange entre la technique d’encapsulation et la technique de
filtrage car elle utilise l’algorithme d’apprentissage afin de guider la sélection des attri-
buts, mais la fonction d’évaluation calcule la propriété intrinsèque des données plutôt
que la capacité prédictive. Elle utilise la fonction d’évaluation appelée Category Utility
[Gluck 1985], le système de clustering AICC (Attribute-Incremental Concept Creator) et
s’appuie sur le système COBWEB [Fisher 1987].

COBWEB représente les concepts probabilistes dans une structure arborescente hié-
rarchique utilisant une fonction d’évaluation pour les attributs symboliques. Les au-
teurs de [Devaney 1997] remplacent cette fonction d’évaluation par l’algorithme CLASSIT
[Gennari 1989] afin de traiter les variables continues. Dans une tentative d’amélioration
de l’efficacité de la recherche de sous-ensembles, le système AICC a été utilisée à la place
du système COBWEB.

1.4.2.2.2 Feature Subset Selection using Expectation-Maximization clustering
(FSS&EM)

Dy et Brodley [Dy 2000] présentent une approche de sélection des attributs par encapsu-
lation utilisant l’algorithme de clustering espérance-maximisation (Expectation-Maximization
clustering, EM). Cet algorithme de clustering est une application de l’algorithme espérance-
maximisation (Expectation-Maximization algorithm) [Stigler 2007] afin d’estimer les pa-
ramètres du maximum de vraisemblance d’un modèle de mélanges gaussien.

Le nombre de clusters k dans l’algorithme de clustering EM dépend du sous-ensemble
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d’attributs sélectionnés. Les auteurs utilisent une méthode de pénalisation. Un terme de
pénalité est nécessaire pour éviter d’obtenir un cas où chaque objet est considéré comme un
cluster car l’estimation du maximum de vraisemblance augmente en fonction du nombre
de clusters utilisés. Cette méthode contient deux parties : la méthode de Bouman et al.
[Bouman 2005] pour fusionner les clusters et le terme de pénalité pour le critère “log-
likelihood” : Bayesian Information Criterion (BIC) [Schwarz 1978]. La nouvelle fonction
objective est :

F (k,Φ) = log(f(X|Φ))− 1
2L log(Nd) (1.4.13)

où log(f(X|Φ)) est la valeur de “log-likelihood" des données observées X compte tenu des
paramètres Φ, L est le nombre de paramètres libres dans Φ, N est le nombre d’objets
et d est le nombre d’attributs dans le sous-ensemble. L et Φ varient en fonction de k.
La méthode de Bouman commence avec un grand nombre de clusters k = Kmax. Puis ce
nombre est décrémenté séquentiellement jusqu’à ce qu’il ne reste qu’un seul cluster. La
valeur k est sélectionnée pour optimiser la fonction objective.

Dans cette approche, les auteurs utilisent aussi la “stratégie de recherche séquentielle
avant” et deux critères d’évaluation de sous-ensembles : “Scatter Separability criterion”
[Fukunaga 1990] et “Maximum de Vraisemblance” (Maximum Likelihood criterion). Ces
deux critères d’évaluation ont des hypothèses, biais et limites différentes. En effet, “Scatter
Separability criterion” préfère un sous-ensemble d’attributs dont les centres des clusters
sont éloignés quand “Maximum Likelihood criterion” préfère un sous-ensemble d’attributs
dont les clusters se conforment au modèle de Gaussien. Dans un article plus récent, ils
ont proposé un schéma de normalisation des valeurs de critère “cross-projection” qui est
en mesure d’éliminer ces biais [Dy 2004].

1.4.2.2.3 Random Cluster Ensemble (RCE)

L’algorithme RCE se concentre sur l’estimation de l’importance des attributs afin de
choisir les attributs pertinents. Elghazel et Aussem présentent une extension du para-
digme des forêts aléatoires pour les données non étiquetées conduisant à la sélection des
attributs dans le cas d’apprentissage non supervisé [Elghazel 2010]. Cette extension s’ap-
pelle Random Cluster Ensembles car elle combine les résultats de plusieurs regroupements
(clusterings) dans une partition de données unique sans l’accès aux attributs originaux.

RCE utilise la stratégie “BAGGING” (Bootstrap AGGregatING) [Breiman 1996] pour
choisir un nouvel ensemble d’apprentissage avec remplacement à partir de l’ensemble de
données original. En parallèle, RCE utilise la stratégie “random subspace” [Ho 1998] pour
sélectionner aléatoirement un sous-ensemble d’attributs à partir de tout l’ensemble des at-
tributs. Une solution de regroupement (clustering) est ensuite obtenue grâce à l’exécution
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d’un algorithme de regroupement sur le sous-ensemble d’attributs sélectionné avec l’en-
semble d’apprentissage choisi. La même étape est répétée r fois jusqu’à ce qu’un ensemble
de clusters soit obtenu.

Les auteurs de RCE utilisent la technique dite “evidence accumulation” [Fred 2005]
pour construire une matrice de co-association qui représente la similarité entre les modèles
(patterns) en prenant les co-occurrences de paires de modèles dans le même cluster. Le
regroupement final 20 est obtenu en exécutant l’algorithme traditionnel de regroupement
ascendant hiérarchique 21 de la distance moyenne (UPGMA - Unweighted Pair Group
Method with Arithmetic mean) sur cette matrice de co-association.

Une fois que le regroupement final est terminé, les attributs pertinents locaux dans
chaque groupe final sont choisis grâce à l’aide de l’estimation “out-of-bag” (out-of-bag
estimates) [Breiman 2001]. Autrement dit, l’estimation “out-of-bag” calcule la pertinence
des attributs 22. Ensuite, la sélection des attributs pertinents est effectuée par un test
d’hypothèse statistique appelé “Scree test” [Cattell 1966]. Le test de “scree” consiste en
la sélection des attributs ayant une valeur de seuil appelée “scree”. Le “scree” correspond
au point où le ralentissement maximal de la courbe se produit [Cattell 1966].

1.4.2.3 Approches par intégration (embedded)

On rappelle qu’une approche est dite embarquée lorsqu’elle intègre le processus de
sélection des attributs dans la construction du modèle de classification.

1.4.2.3.1 W-k-means

Le calcul de pondération d’attributs dans le processus de regroupement K-moyennes a
été proposé en 1984 par DeSarbo [DeSarbo 1984]. Les auteurs de [Huang 2005] propose
un algorithme de K-moyennes qui calcule la pondération d’attributs automatiquement.

A chaque itération de l’algorithme W-k-moyennes, la pondération de chaque attribut
s’appuie sur la variance de la distance mesurée à l’intérieur du groupe (intra-cluster,
within cluster distance). Cette pondération est utilisée pour aider à déterminer à quel
groupe l’attribut appartiendra à l’itération suivante. La pondération optimale de chaque
attribut est déterminée quand l’algorithme converge. Autrement dit, elle est déterminée

20. consensus clustering
21. En anglais : Traditional average-link hierarchical agglomerative algorithm.
22. c.f. Voir [Elghazel 2010] pour plus de détails.

39



Chapitre 1 Etat de l’art sur la réduction de dimension

quand la fonction-objectif (objective function) est minimisée (voir [Huang 2005] pour plus
de détails).

1.4.2.3.2 Discrimination d’attributs et regroupement simultanés (Simultaneous
clustering and attribute discrimination, SCAD)

Les auteurs de [Frigui 2004] proposent une approche qui s’appuie sur le calcul de pondé-
ration d’attributs pour représenter la pertinence des attributs. Cette approche effectue le
calcul de pondération d’attribut et le regroupement simultanément. Sa nature fait qu’elle
est applicable à l’apprentissage non supervisé et aussi applicable à l’apprentissage super-
visé. De plus, dans le cas supervisé, elle peut sélectionner un sous-ensemble d’attributs
pertinents pour chaque catégorie.

A partir de l’approche SCAD, Frigui et Nasraoui proposent deux algorithmes SCAD1 et
SCAD2 qui cherchent à atteindre le même objectif. Cependant, ils minimisent différentes
fonctions-objectif (objective function). Dans leurs expérimentations, l’algorithme SCAD2
est meilleur que l’algorithme SCAD1 en terme de distinction des attributs pertinents et
des attributs non pertinents. Nous invitons les lecteurs à se référer à l’article de Frigui et
Nasraoui (c.f. [Frigui 2004]) pour plus de détails.

Un des points faibles de l’approche SCAD est que le nombre de groupes doit être déter-
miné à l’avance (information a priori). Néanmoins, les auteurs ont proposé une extension
pour déterminer le nombre de groupes en utilisant une technique de clustering d’agglo-
mération compétitive (AC) [Frigui 1997]. L’algorithme de regroupement d’agglomération
compétitive 23 commence par répartir l’ensemble de données en un grand nombre de petits
clusters. Lorsque l’algorithme progresse, les clusters adjacents se disputent les points de
données, et les clusters qui perdent dans la compétition disparaissent progressivement.
L’algorithme AC minimise la fonction-objectif suivante

JA(B,U ;X) =
C∑
i=1

N∑
j=1

(uij)2d2
ij − α

C∑
i=1

 N∑
j=1

uij

2

(1.4.14)

sous réserve des contraintes :

uij ∈ [0, 1]∀i; 0 <
N∑
j=1

uij < N∀i, j;
C∑
i=1

uij = 1∀j. (1.4.15)

où

23. Competitive agglomeration clustering algorithm en anglais.
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1.4 Approche par sélection d’attributs

U = [uij] est la matrice contrainte floue de C partitions de la taille C × N . uij est le
degré d’appartenance d’un point xj dans le cluster βi.

X = {xj|j = 1, ..., N} est un ensemble de N vecteurs d’attributs dans un espace
d’attributs n-dimensionnel.

B = (β1, ..., βC) représente un C-uplet 24 de prototypes. Chaque prototype décrit un
cluster dans l’ensemble de C clusters. Le nombre de clusters C est mis à jour de façon
dynamique dans l’équation 1.4.14.

d2
ij représente la distance d’un point xj au prototype βi.

α est un paramètre d’ajustement. La valeur de α doit être initialement petite pour
encourager la formation de petits clusters. Ensuite, elle devrait être augmentée graduel-
lement pour favoriser l’agglomération. Après quelques itérations, lorsque le nombre de
clusters devient proche de l’optimum, la valeur de α devrait à nouveau décroître lente-
ment pour permettre à l’algorithme de converger [Frigui 2004].

Dans la fonction-objectif 1.4.14, le premier terme contrôle la forme et la taille des
clusters et favorise les partitions en de nombreux clusters, tandis que le second terme
pénalise les solutions ayant un grand nombre de clusters et encourage l’agglomération de
clusters. Lorsque les deux termes sont combinés et α est choisie d’une manière correcte, la
partition finale minimisera la somme des distances intra-cluster 25, tout en partitionnant
les données dans le plus petit nombre possible de clusters.

Un autre point faible de l’approche SCAD est qu’elle ne prend pas en compte la corré-
lation entre les attributs et qu’elle n’est pas robuste au bruit.

1.4.2.3.3 Approche Q-alpha

Les auteurs de [Wolf 2005] présentent une approche algébrique à pondération d’at-
tributs servant à sélectionner les attributs pertinents. Cette approche utilise l’algorithme
d’apprentissage comme prédicteur pour guider la sélection des attributs tout en évitant les
calculs coûteux associés à l’approche par encapsulation. En effet, elle utilise des propriétés
spectrales 26 de la matrice d’affinité des noyaux de clusters 27 pour guider la recherche des

24. En mathématiques, un C-uplet ou C-uple est une collection ordonnée de C objets (C est un entier
naturel), appelés “composantes” / “éléments” / “termes” du C-uplet.
25. Minimiser l’inertie intra-classe pour obtenir des clusters/grappes les plus homogènes possibles.
26. Les propriétés spectrales d’une matrice sont les propriétés qui s’appuient sur le spectre de cette

matrice.
27. Un noyau d’un cluster est le centre de ce cluster.
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attributs pertinents. En d’autres termes, la recherche d’un sous-ensemble d’attributs est
effectuée par l’optimisation des propriétés spectrales désirées, plutôt que par des cycles
explicites d’apprentissage et de prédiction comme dans l’approche par encapsulation.

La définition de la pertinence d’un attribut est liée à la qualité du regroupement des
données dans les clusters. En d’autres termes, Wolf et al. mesurent la qualité d’un sous-
ensemble potentiel d’attributs en terme de cohérence de regroupement des k premiers
clusters. Dans ce contexte, les auteurs de [Wolf 2005] ont proposé l’algorithme Q-α : la
cohérence de regroupement est représentée par les valeurs propres de la matrice standard
d’affinité 28 et celles de la matrice Laplacienne. L’approche algébrique servant à pondérer
les attributs s’appuie sur la maximisation de la fonction d’optimisation :

max
Q,α

trace(QTATαAαQ) (1.4.16)

où ∑n
i=1 α

2
i = 1, QTQ = I 29.

La matrice orthonormale Q de taille q × k et le vecteur de poids α = (α1, ..., αn)T sont
déterminés au point maximum de la fonction d’optimisation.

M est la matrice d’entrée de taille n× q tel que les lignes sont mT
1 , ...,m

T
n .

Aα est la matrice d’affinité Aα = ∑n
i=1 αimim

T
i .

Wolf et Shashua ont proposé aussi la méthode Q-α noyau en utilisant les méthodes
à noyau avec une fonction noyau Q-α. Nous invitons les lecteurs à se référer à la page
1871-1872 de l’article [Wolf 2005] pour plus de précisions sur cette fonction.

Nous avons présenté en amont quelques méthodes de sélection d’attributs qui sont ap-
plicables à l’apprentissage non supervisé. Les chercheurs ont pensé à combiner les deux
approches : la sélection et l’extraction des attributs. Par exemple, les auteurs de [Gu 2011]
proposent d’intégrer le score de Fisher dans l’Analyse Discriminant Linéaire (ADL). L’ob-
jectif de cette approche est de chercher un sous-ensemble d’attributs à partir des attributs
originaux et ensuite de transformer ce sous-ensemble en un ensemble de nouveaux attri-
buts en utilisant l’ADL. Cette approche est appelée Linear Discriminant Dimensionality
Reduction (LDDR).

28. Une matrice d’affinité A est une matrice qui contient des valeurs où une valeur Aij est calculée
par une mesure servant à déterminer la distance ou la similarité entre le point i en ligne et le point j en
colonne. c.f. Annexe C.3.
29. I est la matrice identité / unité. Une matrice identité est une matrice carée avec des 1 sur la

diagonale et des 0 partout ailleurs.
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1.5 Conclusion

Le choix de méthode de réduction de dimension dépend de deux facteurs : le domaine
d’application et le contexte.Par exemple, dans le domaine statistique, les méthodes d’ex-
traction d’attributs sont mentionnées sous le nom de la réduction de dimension 30. Les
domaines comme l’apprentissage automatique ou la reconnaissance de formes utilisent
les deux types de méthode d’extraction et de sélection en fonction des besoins. Malgré
des techniques d’extraction d’attributs mieux adaptées pour compresser les données au
lieu de catégoriser les données 31, certains domaines d’application (par exemple : l’appren-
tissage automatique ou la reconnaissance de formes) utilisent les méthodes d’extraction
d’attributs pour leur capacité à réduire la dimension. Néanmoins, le domaine d’appli-
cation de bio-informatique (plus spécifiquement la sélection génétique lié à l’expression
génomique) a besoin de conserver les propriétés qui sont dans les attributs originaux de
sorte que les méthodes de sélection des attributs sont utilisées. D’ailleurs, les auteurs
de [Kambhatla 1997, Ghahramani 1997, Mishra 2011] proposent d’utiliser les méthodes
d’extraction pour sélectionner les attributs. Ou plus récemment, les auteurs de [Tan 2014]
proposent d’utiliser les méthodes d’extraction sur les données d’expression génétique.

Le deuxième facteur est le contexte d’utilisation de la méthode de réduction de di-
mension : à savoir si celle ci est utilisée dans le cas d’apprentissage supervisé ou d’ap-
prentissage non supervisé. Dans le cas supervisé, les algorithmes cherchent les attributs
pertinents pour bien distinguer/catégoriser les différentes classes à l’aide des étiquettes 32.
En revanche, dans le cas non supervisé, sans les étiquettes (information a priori), les
algorithmes visent à trouver les attributs pertinents afin de mieux distinguer les clusters.

Le tableau 1.2 synthétise dix-sept méthodes de réduction reconnues dans la communauté
selon quatre propriétés :
– le type de méthode (i.e. statistique 33 ou logique 34.) ;
– le type de données d’entrées (i.e. continues ou discrètes.) ;
– l’application à quel type d’apprentissage (i.e. la nature des méthodes permet leur
application dans le cas supervisé ou non-supervisé.) ;

– le moyen de faire la réduction (i.e. la nature des méthodes permet leur utilisation
dans la sélection ou l’extraction des attributs.).

30. En anglais : dimensionality reduction, dimension reduction.
31. Exemple illustratif de [Fukunaga 1990] est présenté dans la figure 1.3.
32. La vérité terrain. “Groundtruth” en anglais.
33. c.f. La section C.2.1 de l’annexe C.
34. c.f. La section C.2.2 de l’annexe C.
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y

x

Figure 1.3: L’ACP est parfois un discriminateur pauvre. Cette figure est issue du travail
de [Fukunaga 1990]. Dans cet exemple, les points carrés oranges et les points
ronds bleus représentent deux groupes différents dans un espace de deux
dimension x et y. Pour passer de deux dimensions à une dimension, l’ACP
choisit la projection qui a la variance la plus haute de sorte que la dimension
choisie soit l’axe a. Cependant, l’axe a n’est pas un bon discriminant entre
deux groupes. Pour distinguer ces deux groupes, l’axe b est mieux que l’axe
a.

Nos méthodes de réduction de dimension sont deux des méthodes logiques/ algébriques
qui peuvent supprimer les attributs redondants. Le détail de nos méthodes est présenté
dans le chapitre 4. Le chapitre 2 présente les notions et la théorie mathématique sur
lesquelles nous nous appuyons afin d’introduire ces méthodes.
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Method Extraction/
Selection
(E/S)

Supervised/
Unsupervi-

sed
(S/U)

Statistics/
Logic
(S/L)

Input features

LDA [Fisher 1936] E S S continuous
PCA

[Hotelling 1933]
/FA/PP/ICA

E U S continuous

BFA
[Belohlavek 2010]

E U L discrete (binary)

FCBF [Yu 2003] S S S discrete
CFS [Hall 1999] S S S discrete

MIFS
[Battiti 1994]

S S S discrete

MOD Tree
[Rakotomalala 2002]

S S S discrete

reliefF Filtering
[Kononenko 1994]

S S S continuous/discrete

Laplacian Score
(LS) [He 2005]

S U S discrete

CU&COBWEB
[Devaney 1997]

S U S discrete

FSS&EM
[Dy 2004]

S U S continuous

The Q-alpha
approach
[Wolf 2005]

S U S continuous

RCE
[Elghazel 2013]

S U S continuous

SCAD
[Frigui 2004]

S U S continuous

Table 1.2: Synthèse des méthodes de réduction de dimension selon quatre propriétés : la
nature de ces méthodes, le cadre d’application de ces méthodes, le type de la
méthode et le type de données d’entrée de ces méthodes.
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Points clés

Positionnement

o Nous avons précisé les notations que nous utilisons dans ce manuscrit.
o Nous avons rappelé les types de données et précisé ceux que nous utilisons.
o Les méthodes de réduction de dimension les plus connues ont été mises en avant

et différenciés.
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Chapitre 2

Analyse Formelle de Concepts
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2.1 Introduction

L’Analyse Formelle de Concepts est une méthode de représentation des connaissances
qui définit le treillis des concepts à partir d’un contexte. Cette méthode est utilisée en
informatique depuis des années 90. Le terme de treillis des concepts a été introduit en 1982
par Wille [Wille 1982]. Cette notion a été apportée depuis 1970 par Barbut [Barbut 1970]
sous le nom treillis de Galois par référence au terme correspondance de Galois, qui lui-
même a été introduit en 1944 par Ore [Ore 1944]. Le premier ouvrage de référence sur
la théorie des treillis est le livre de Birkhoff de 1940 [Birkhoff 1940]. Dans un treillis,
des éléments particuliers, appelés éléments irréductibles, se distinguent des autres. Les
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sup-irréductibles ne correspondent pas à une borne supérieure. Les inf-irréductibles ne
correspondent pas à une borne inférieure. La table des irréductibles est construite à partir
des sup-irréductibles en ligne et des inf-irréductibles en colonne. Selon le théorème de
Barbut [Barbut 1970], ne conserver que les irréductibles suffit à maintenir la structure
du treillis (i.e. les différents combinaisons maximales d’objets possédant des attributs en
commun). Ce sont les éléments de base de la théorie des treillis.

En outre, la notion d’opérateur de fermeture a été étudié en 1910 par Moore [Moore 1910].
Il est aussi appelé “hull operators” en anglais afin d’éviter la confusion avec la notion
d’opérateur de fermeture qui a été étudiée en topologie. La relation entre l’opérateur de
fermeture et la correspondance de Galois sera abordée dans le présent chapitre.

La sous-hiérarchie de Galois a été introduite en génie logiciel par Godin et al. [Godin 1993]
pour la reconstruction d’une hiérarchie de classes. Cette notion a été introduite sous le nom
d’AOC-poset (Attribute/Object Concept poset) par Ganter et Wille [Ganter 1999]. Notez
que [Ganter 1999] utilise la relation flèche 1 pour caractériser la relation entre les concepts
d’objets et les concepts d’attributs, mais sans faire référence à la sous-hiérarchie de Galois.
La sous-hiérarchie de Galois est le sous-ordre du treillis de Galois simplifié qui est défini
par Leblanc [Leblanc 2000]. Ce chapitre illustre les relations entre une sous-hiérarchie de
Galois (AOC-poset) et une sous-hiérarchie sur l’ensemble des attributs (AC-poset), ainsi
que les relations entre un contexte et un système de fermeture, un treillis des concepts et
un treillis des fermés.

Ces notions seront présentées dans la section 2.2 et la discussion à ce sujet est dans la
section 2.3.

2.2 Notions

Dans cette section, nous présentons formellement les éléments : le contexte formel, le
treillis de Galois, l’élément irréductible d’un treillis, le concept d’objet/attribut, l’AOC-
poset, le système de fermeture, le treillis des fermés et les relations entre eux qui conso-
lident la réduction des attributs d’un contexte sans perte d’information.

1. La définition de la relation flèche se trouve dans [Ganter 1999].
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2.2.1 Contexte formel et treillis des concepts / treillis de Galois

αβ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a x x x x α(a) = {1, 3, 5, 8}
b x x x x x x α(b) = {1, 2, 3, 6, 7, 8}
c x x x x x x α(c) = {1, 2, 3, 6, 7, 8}
d x x x x x x x α(d) = {1, 2, 3, 5, 6, 7, 8}
e x x x x x x α(e) = {1, 2, 3, 6, 7, 8}
f x x x x x x x α(f) = {1, 2, 3, 5, 6, 7, 8}
g x x x x x α(g) = {1, 2, 3, 7, 8}
h x x x x x x α(h) = {2, 3, 5, 6, 7, 8}
i x x x x α(i) = {2, 4, 8, 9}
j x x x x α(j) = {2, 4, 8, 9}

β(1) = {a, b, c, d, e, f, g}
β(2) = {b, c, d, e, f, g, h, i, j}

β(3) = {a, b, c, d, e, f, g, h}
β(4) = {i, j}

β(5) = {a, d, f, h}
β(6) = {b, c, d, e, f, h}

β(7) = {b, c, d, e, f, g, h}
β(8) = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j}

β(9) = {i, j}

Table 2.1: Contexte formel.

Définition 2.2.1 (Contexte). Un contexte formel C = (O,A, R) est une table bi-
naire, qui se compose d’un ensemble d’objets O, d’un ensemble d’attributs A et d’une
relation binaire R entre O et A . Le contexte C pourra être noté C = (O,A, (α, β)) où
(α, β) est une correspondance de Galois qui se compose de deux fonctions α et β :

α(X) = {a ∈ A | oRa pour tout o ∈ X}, X ⊆ O.

β(Y ) = {o ∈ O | oRa pour tout a ∈ Y }, Y ⊆ A.

α est une fonction isotone. i.e. elle satisfait la propriété :

x 6 y implique α(x) 6 α(y)

β est une fonction antitone. i.e. elle satisfait la propriété :

x 6 y implique β(x) > β(y)
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Exemple : La table 2.1 montre le contexte formel qui servira de fil d’ariane aux différentes
structures présentées dans ce chapitre.

Le treillis des concepts est un graphe construit à partir d’un contexte. Un concept est
un nœud de ce graphe qui contient un ensemble maximum d’objets et leurs attributs
communs. Plus formellement, un concept se définit par :

Définition 2.2.2 (Concept). Un concept (X, Y ) du contexte (O,A, (α, β)) est défini par

X ⊆ O, Y ⊆ A,

α(X) = Y, β(Y ) = X

où X est appelé l’extension du concept (X, Y ), et Y est appelé l’intension du concept
(X, Y ).

Exemple : Soit X = {a, b, c, d, e, f, g, h}, Y = {1, 3, 8}. Nous avons :

α(X) = {1, 3, 8} = Y et β(Y ) = {a, b, c, d, e, f, g, h} = X.

Nous en déduisons que ({a, b, c, d, e, f, g, h}, {1, 3, 8}) est un concept du contexte 2.1.

Définition 2.2.3 (Treillis des concepts/Treillis de Galois). Le treillis des concepts du
contexte (O,A, (α, β)) est un couple L = (C,6) où C est l’ensemble des concepts du
contexte et 6 est une relation d’ordre partiel sur C définie, pour deux concepts (X1, Y1), (X2, Y2) ∈
C, par :

(X1, Y1) 6 (X2, Y2)⇔ X1 ⊆ X2 ⇔ Y1 ⊇ Y2

Exemple : Le treillis des concepts du contexte de la table 2.1 est présenté dans la figure
2.1 par son diagramme de Hasse (i.e. sans les arcs de transitivité et de réflexivité qui s’en
déduisent).

Un treillis des concepts est une structure qui possède les propriétés algébriques de
treillis :

Définition 2.2.4 (Treillis algébrique / Lattice). Un treillis est un couple L = (S,6) où :

1. 6 est une relation d’ordre sur l’ensemble S, i.e. une relation binaire R qui vérifie
les propriétés suivantes :
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[abcdefghij]
[8]

[df]
[1235678]

[abcdefgh]
[38]

[abcdefg]
[138]

[bcdefg]
[12378]

[ij]
[489]

[]
[123456789]

[bcdef]
[123678]

[bcdefghij]
[28]

[bcdefgh]
[2378]

[bcdefh]
[678]

[dfh]
[235678]

Figure 2.1: Treillis des concepts correspondant au contexte 2.1.

réflexivité : pour tout x ∈ S, on a xRx
anti-symétrie : pour tous x, y ∈ S, xRy et yRx impliquent x = y

transitivité : pour tous x, y, z ∈ S, xRy et yRz impliquent xRz
2. toute paire d’éléments x, y de S admet à la fois une borne supérieure et une borne

inférieure :
x ∨ y : la borne supérieure de x et y (join / supremum), est l’unique élément

minimal (plus petit élément) de l’ensemble des successeurs (ou majorants) de
x et y (ensemble des éléments z ∈ S tels que z ≥ x et z ≥ y).

x ∧ y : la borne inférieure de x et y (meet / infimum), est l’unique élément
maximal (plus grand élément) de l’ensemble des prédécesseurs (ou minorants)
de x et y (ensemble des éléments z ∈ S tels que z ≤ x et z ≤ y).

Dans un treillis, les éléments irréductibles sont définis de la manière suivante :

Définition 2.2.5 (Élément irréductible d’un treillis). Un élément x ∈ S d’un treillis
L = (S,6) est supremum-irréductible (join-irréductible / ∨- irréductible) s’il
n’est pas la borne supérieure d’un sous-ensemble Ex qui ne le contient pas :

x = ∨Ex implique x ∈ Ex
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L’ensemble des supremum-irréductibles sera noté J .

Un élément x ∈ S est infimum-irréductible (meet-irréductible / ∧- irréduc-
tible) s’il n’est pas la borne inférieure d’un sous-ensemble Ex qui ne le contient pas :

x = ∧Ex implique x ∈ Ex

L’ensemble des infimum-irréductibles sera noté M .

Les sup-irréductibles se caractérisent par un seul arc entrant et les inf-irréductibles ont
un seul arc sortant dans le diagramme de Hasse du treillis.

Extraction

[abcdefghij]
[8]

[df]
[1235678]

[abcdefgh]
[38]

[abcdefg]
[138]
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Figure 2.2: Table des irréductibles du treillis des concepts du contexte 2.1. Les infimum-
irréductibles de ce treillis des concepts sont entourés en pointillés rouges et
les supremum-irréductibles de ce treillis des concepts sont remplis en points
bleus.

Exemple : Les irréductibles du treillis des concepts du contexte 2.1 sont présentés dans la
figure 2.2 où les infimum-irréductibles sont entourés en pointillés rouges et les supremum-
irréductibles sont remplis en points bleus.

Définition 2.2.6 (Table des irréductibles). La table des irréductibles d’un treillis (S,6)
est un triplet (J,M,R) qui se compose des supremum-irréductibles j ∈ J en ligne, des
infimum-irréductibles m ∈ M en colonne et d’une relation binaire R où jRm si j 6 m
dans le treillis.
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Exemple : La table des irréductibles du treillis des concepts correspondant au contexte
2.1 est présentée dans la figure 2.2 avec les supremum-irréductibles : C, E, F, I, J, K et
les infimum-irréductibles : A, B, C, D, F, I.

Dans un treillis des concepts, on distingue des concepts particuliers tels que les concept
d’objet et les concept d’attribut :

Définition 2.2.7 (Concept d’objet et Concept d’attribut). Dans un treillis des concepts
du contexte (O,A, (α, β)) :

Pour chaque objet o ⊆ O, le concept d’objet (Xo, Yo) est la borne inférieure de
l’ensemble des concepts qui contiennent l’objet o :

∀(Xi, Yi) tel que o ∈ Xi, nous avons (Xo, Yo) 6 (Xi, Yi).

Pour chaque attribut a ⊆ A, le concept d’attribut (Xa, Ya) est la borne supérieure de
l’ensemble des concepts qui contiennent l’attribut a :

∀(Xi, Yi) tel que a ∈ Yi, nous avons (Xa, Ya) > (Xi, Yi).

Exemple : Le concept ({bcdefg}, {12378}) est un concept d’objet qui introduit l’objet g.
Le concept ({abcdefgh}, {38}) est un concept d’attribut qui introduit l’attribut 3.

Remarque : Un inf-irréductible est un concept d’attribut et un sup-irréductible est un
concept d’objet.

Le théorème fondamental de la théorie des treillis établit que la table des irréductibles
est suffisante à sa reconstruction :

Théorème 2.2.1 ([Barbut 1970]). Tout treillis est isomorphe au treillis des concepts de
sa table des irréductibles.

La réduction d’un contexte est la conservation des éléments irréductibles (objets
irréductibles et attributs irréductibles) dans le contexte. Un élément sup-irréductible du
treillis est le concept d’objet du treillis des concepts. Un concept d’objet peut être le
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concept d’objet d’un objet ou de plusieurs objets. Nous avons besoin de ne conserver qu’un
seul objet pour conserver l’élément sup-irréductible du treillis des concepts. Cet objet est
un objet irréductible. De manière similaire, un élément inf-irréductible du treillis est
le concept d’attribut du treillis des concepts. Un concept d’attribut peut être le concept
d’attribut d’un attribut ou de plusieurs attributs. Un seul attribut conservé suffit pour
conserver l’élément inf-irréductible du treillis des concepts. Cet attribut est un attribut
irréductible. Un objet dont le concept d’objet n’est pas un élément irréductible du treillis
est un objet réductible. Un objet dont le concept d’objet est un élément irréductible
du treillis peut être un objet réductible s’il existe un autre objet dont le concept d’objet
est identique. De manière similaire, un attribut dont le concept d’attribut n’est pas un
élément irréductible du treillis est un attribut réductible. Un attribut dont le concept
d’attribut est un élément irréductible du treillis peut être un attribut réductible s’il existe
un autre attribut dont le concept d’attribut est identique. La réduction d’un contexte
consiste donc à sélectionner les concepts d’objet et les concepts d’attribut qui sont aussi
irréductibles. Le contexte réduit est obtenu après la réduction du contexte.

Le contexte réduit correspond à la table des irréductibles : les objets irréduc-
tibles et les attributs irréductibles du contexte réduit correspondent respectivement aux
supremum-irréductibles et aux infimum-irréductibles de la table des irréductibles (i.e. voir
la figure 2.3.). L’ensemble des éléments irréductibles est le sous-ensemble des concepts
d’objet et des concepts d’attribut. Le treillis des concepts construit à partir de cette table
est isomorphe au treillis des concepts du contexte initial et au treillis des concepts du
contexte réduit comme présenté dans la figure 2.3.

Le théorème de Barbut (Théorème 2.2.1) implique que les irréductibles suffisent pour
représenter la structure du treillis (l’association entre les objets et les attributs). En effet,
le treillis des concepts obtenu à partir du contexte initial est isomorphe au treillis des
concepts construit à partir de la table des irréductibles. Ce qui signifie qu’une réduction
du contexte initial au contexte réduit maintient la description des données par leurs
correspondances maximales objets-attributs sous forme de concepts. Autrement dit, les
relations entre les concepts du treillis sont conservées à travers la réduction des objets et
attributs réductibles du treillis.

Chaque concept (X, Y ) du treillis initial correspond au concept correspondant (X ′, Y ′)
du treillis des concepts du contexte réduit (i.e. X ′ = X ∧ J , Y ′ = Y ∧ M). Nous en
déduisons que la relation entre les objets X peut s’exprimer à travers les attributs Y ′
après réduction sur l’ensemble des attributs.
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Exemple : A partir du contexte initial 2.1, les objets réductibles et les attributs réductibles
sont déterminés comme suit :
Attribut 7 L’attribut 7 est réductible car son concept d’attribut ([bcdefgh], [2378]) n’est

pas un élément irréductible du treillis des concepts 2.1. Quand l’attribut 7 a été éli-
miné de l’ensemble des attributs, les concepts qui le contiennent continuent d’exister
dans le treillis des concepts du contexte réduit (i.e. le treillis en bas à droite de la
figure 2.3.).

Attribut 8 L’attribut 8 est réductible car son concept d’attribut ([abcdefghij], [8]) n’est
pas un élément irréductible du treillis des concepts 2.1. De manière similaire, l’attri-
but 8 a été supprimé de tous les concepts qui le contiennent du treillis des concepts
du contexte initial.

Attribut 9 L’attribut 9 est réductible car son concept d’attribut ([ij], [489]) est aussi le
concept d’attribut de l’attribut 4. Nous ne gardons que le premier attribut dans
l’ensemble des attributs 4, 9 et supprimons l’attribut 9.

Objets c et e Les objets c et e sont réductibles car ils ont le même concept d’objet
[bcdef ], [123678] que l’objet b. Le premier objet dans l’ensemble des objets b, c, e
a été préservé en tant qu’élément représentatif et les autres ont été supprimés.
Quand les objets c et e ont été éliminés de l’ensemble des objets, les concepts qui les
contiennent existent toujours dans le treillis des concepts du contexte réduit (i.e. le
treillis en bas à droite de la figure 2.3.).

Objet f De manière similaire, l’objet f est réductible car le concept [df ], [1235678] est le
concept d’objet de l’objet d et de l’objet f .

Objet j De manière similaire, l’objet j est réductible car le concept [ij], [489] est le
concept d’objet de l’objet i et de l’objet j.

Le contexte réduit du contexte 2.1 (où les objets réductibles c, e, f, j et les attributs ré-
ductibles 7, 8, 9 sont éliminés) est présenté en haut à droite de la figure 2.3. Cette figure
illustre la relation entre le contexte 2.1, son treillis des concepts et son contexte réduit.
Elle illustre ainsi la relation entre des objets irréductibles et des attributs irréductibles du
contexte réduit avec les sup-irréductibles et les inf-irréductibles de la table des irréduc-
tibles.

La réduction d’un contexte est le calcul des irréductibles du treillis. Les éléments irré-
ductibles sont les concepts d’objets ou les concepts d’attributs, nous introduisons l’AOC-
poset (la sous-hiérarchie de Galois) dans la section suivante. Notre objectif est de réduire
les attributs qui représentent les images sans perte d’information qui serve à bien distin-
guer les images. En d’autres termes, nous sommes intéressés par la réduction des attributs
dans un contexte (i.e. calcul des inf-irréductibles). Cette réduction a pour but d’obtenir
un contexte attributs-réduits en gardant les informations de la relation entre les objets
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Figure 2.3: Illustration du théorème de Barbut en 1970.

dans le contexte initial. En effet, nous cherchons les inf-irréductibles qui sont des concepts
d’attribut. La notion de l’AC-poset, sous-ordre de l’AOC-poset, est définie aussi dans la
section suivante.

2.2.2 Sous-hiérarchie de Galois (AOC-poset) et AC-poset

Dans la littérature, la sous-hiérarchie de Galois (AOC-poset) est le sous-ordre du treillis
des concepts réduit aux concepts d’objet et aux concepts d’attribut.

Définition 2.2.8 (Sous-hiérarchie de Galois/AOC-poset/Pruned concept hierarchy). La
sous-hiérarchie de Galois d’un treillis des concepts L = (C,6) est le sous-ordre de ce
treillis contenant l’ensemble de ses concepts d’objets et de ses concepts d’attributs.

Définition 2.2.9 (AC-poset/OC-poset). L’AC-poset (L’OC-poset) d’un treillis des concepts
L = (C,6) est le sous-ordre de ce treillis contenant l’ensemble des concepts d’attributs CA
(des concepts d’objets CO respectivement).

Par définition, l’AC-poset (l’OC-poset) d’un treillis des concepts est sous-ordre de
l’AOC-poset.
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Figure 2.4: Sous-hiérarchie de Galois correspondant au treillis des concepts du contexte
2.1.
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Figure 2.5: Sous-hiérarchie de Galois et l’OC-poset, l’AC-poset correspondant au
contexte 2.1.

Exemple : La figure 2.5 illustre l’AOC-poset, l’OC-poset et l’AC-poset du treillis des
concepts du contexte 2.1. La figure 2.6 illustre l’AOC-poset, l’OC-poset et l’AC-poset du
treillis des concepts du contexte 2.1 réduit.
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Les inf-irréductibles du treillis des concepts appartiennent à l’AC-poset du contexte
initial et à l’AC-poset du contexte réduit. En effet, dans notre exemple, les inf-irréductibles
du treillis des concepts (les nœuds sont entourés en pointillé rouge du treillis des concepts
dans la figure 2.3) se trouvent dans l’AC-poset du contexte initial (le graphe à droite de
la figure 2.5) et dans l’AC-poset du contexte réduit (le graphe à droite de la figure 2.6).
Ces concepts d’attribut s’appellent les concepts d’attributs irréductibles. L’AC-poset du
contexte réduit (le graphe à droite de la figure 2.6) ne contient que les concepts d’attribut
irréductibles. De manière similaire, l’OC-poset du contexte réduit (le graphe à gauche de
la figure 2.6) ne contient que les concepts d’objet irréductibles.
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du contexte 2.1 réduit

Sous-hiérarchie de l’ensemble des attributs 
(AC-poset)

du contexte 2.1 réduit
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d
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5

g
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Figure 2.6: Sous-hiérarchie de Galois et l’OC-poset, l’AC-poset correspondant au
contexte 2.1 réduit.

2.2.3 Système de fermeture et treillis des fermés

Dans cette section, nous définissons le système de fermeture et son treillis des fermés.

Définition 2.2.10 (Système de fermeture/Closure system). Un système de fermeture
(ϕ, S) est défini par un opérateur de fermeture ϕ sur un ensemble fini S.

Définition 2.2.11 (Opérateur de fermeture/Closure operator). Un opérateur de ferme-
ture est une fonction ϕ définie sur un ensemble fini S satisfaisant les trois propriétés
suivantes :
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- extensive : X ⊆ ϕ(X) où X ⊆ S.
- croissante : X ⊆ Y ⇒ ϕ(X) ⊆ ϕ(Y ) où X, Y ⊆ S.
- idempotente : ϕ(ϕ(X)) = ϕ(X) où X ⊆ S.

Définition 2.2.12 (Treillis des fermés/Closure lattice). Un treillis des fermés du système
de fermeture (ϕ, S) est l’ensemble F , ordonné par inclusion ⊆, de tous les sous-ensembles
fermés de l’ensemble S. Un sous-ensemble X ⊆ S est appelé fermé si ϕ(X) = X. Un
fermé est appelé aussi une fermeture.

Nous ne rentrons pas plus en détails sur le système de fermeture et les notions le
concernant car cela s’écarte du cadre initial de cette thèse. En revanche, nous invitons les
lecteurs à se référer à la synthèse de Caspard et Monjardet [Caspard 2003] pour plus de
précisions.

La composition α ◦ β du contexte (O,A, (α, β)) est monotone 2 et idempotente. Nous
avons aussi la propriété x 6 α(β(x)), ∀x ∈ A. Par conséquent, la composition α ◦ β est
un opérateur de fermeture. Un contexte (O,A, (α, β)) se décompose en deux systèmes de
fermeture : le premier, (α ◦ β,A) défini par un ensemble d’attributs A, avec α ◦ β comme
opérateur de fermeture ; le deuxième, (β ◦ α,O) défini par un ensemble d’objets O, avec
β ◦ α comme opérateur de fermeture.

Tout treillis des concepts se décompose en deux treillis des fermés : le treillis des fermés
sur l’ensemble des objets et le treillis des fermés sur l’ensemble des attributs. Et la relation
entre les concepts (X, Y ), (X2, Y2) est conservée dans la relation entre les fermés Y , Y2
car (X, Y ) 6 (X2, Y2)⇔ X ⊆ X2 ⇔ Y ⊇ Y2.

Exemple : Dans la figure 2.7, le treillis des fermés correspondant au système de ferme-
ture de l’ensemble des attributs du contexte 2.1 est présenté à droite, et le treillis des
fermés correspondant au système de fermeture de l’ensemble des objets du contexte 2.1
est présenté à gauche. Clairement, le treillis des concepts et ses treillis des fermés sont
isomorphes (i.e. la figure 2.7).

Une réduction du système de fermeture s’exprime par la notion de système de fermeture
réduit.

Propriété 2.2.1 (Système de fermeture réduit). Deux systèmes de fermeture sont équi-
valents quand leurs treillis des fermés sont isomorphes. Birkhoff [Birkhoff 1940] et Barbut

2. Monotone signifie soit croissante soit décroissante.
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Figure 2.7: Treillis des concepts et treillis des fermés correspondant au contexte 2.1.

[Barbut 1970] établissent qu’un système de fermeture est réduit quand, pour chaque x ∈ S,
la fermeture ϕ(x) est un join-irréductible dans le treillis des fermés, c.-à-d. :

∀Ex ⊆ S tel que x 6∈ Ex, ϕ(x) 6= ϕ(Ex) (2.2.1)

Remarque : Le treillis des fermés du système de fermeture réduit est appelé un treillis des
fermés réduit ou un treillis des fermés des irréductibles.

Les élément irréductibles d’un treillis sont définis dans la définition 2.2.5 en amont.
Cette définition est applicable pour un treillis des fermés.

Dans cette partie, pour simplifier la lecture, nous emploierons le terme “treillis des
fermés” pour parler de “treillis des fermés sur l’ensemble des attributs”.

Dans la section 2.2.1, nous avons présenté l’isomorphisme entre le treillis des concepts
d’un contexte et le treillis des concepts de son contexte réduit. Cet isomorphisme s’étend
naturellement aux treillis des fermés des irréductibles. Le treillis des concepts est iso-
morphe au treillis des fermés et au treillis des fermés réduit. Par conséquent, chaque
concept (X, Y ) correspond au concept irréductible (X ∧ O, Y ∧ A) et au fermé irréduc-
tible Y ′ = Y ∧A. La relation entre les objets X dans le concept (X, Y ) qui est représentée
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Figure 2.8: Application du théorème 2.2.1 sur le treillis des concepts et le treillis des
fermés réduits correspondant au contexte 2.1.

par les attributs Y est conservée dans le fermé irréductible correspondant Y ′. En d’autres
termes, la réduction sur l’ensemble des attributs est faite sans perte d’information perti-
nente 3. La figure 2.8 illustre l’isomorphisme entre le treillis des concepts et le treillis des
fermés du contexte 2.1.

3. L’information servant à distinguer les objets.
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2.3 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons introduit les définitions et les propriétés des notions uti-
lisées dans le domaine de l’Analyse Formelle de Concepts. A partir d’un contexte, un
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Figure 2.9: Synthèse : le treillis des concepts, les treillis des fermés, l’AOC-poset et l’AC-
poset, l’OC-poset correspondant au contexte 2.1.

treillis de Galois, qui représente toutes les associations maximales entre les objets et les
attributs, peut être construit. De plus, le théorème 2.2.1 de [Barbut 1970] nous permet
d’introduire la réduction d’attributs sans perte d’information décrivant les relations entre
les objets et les attributs.
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2.3 Discussion

En effet, ne conserver que les objets et attributs correspondant aux éléments irréduc-
tibles du treillis n’a aucun effet sur la structure du treillis 4, les différentes associations
entre les objets et les attributs sont conservées. Un contexte peut se décomposer en deux
systèmes de fermetures : système de fermeture sur l’ensemble des objets et système de
fermeture sur l’ensemble des attributs. A partir d’un système de fermeture, un treillis
des fermés peut être construit. Autrement dit, un treillis de Galois se décompose en deux
treillis des fermés (voir la figure 2.9). La figure 2.9 illustre aussi l’OC-poset et l’AC-poset
correspond à l’AOC-poset du contexte initial. Le treillis des concepts et le treillis des fer-
més du contexte 2.1 sont présentés côte à côte en haut de la figure 2.10. Et les treillis du
contexte 2.1 attributs-réduits sont présentés en bas de la figure 2.10. Cette figure illustre
ainsi l’AC-poset de l’ensemble initial d’attributs et de l’ensemble réduit d’attributs du
contexte 2.1.
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Figure 2.10: Synthèse : le treillis des concepts, le treillis des fermés et l’AC-poset corres-
pondant au contexte 2.1 et au contexte attributs-réduits.

4. Le treillis avant et le treillis après réduction sont isomorphes.
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Chapitre 2 Analyse Formelle de Concepts

Nous sommes intéressés par la réduction des attributs aux inf-irréductibles. Une telle
réduction permet de conserver les informations pertinentes qui distinguent les objets.
Cependant, la réduction d’un contexte est appliquée sur l’ensemble des objets et l’ensemble
des attributs. La réduction d’un système de fermeture peut être appliquée seulement sur
l’ensemble des objets ou sur l’ensemble des attributs. L’approche la plus simple pour
faire la réduction serait de construire le treillis des concepts ou le treillis des fermés puis
d’en extraire ses inf-irréductibles. Cependant, en théorie, la construction de ces treillis est
exponentielle dans le pire des cas selon la taille du contexte.

Pour éviter de construire ces treillis, nous nous proposons de construire un graphe de
précédence, proche de l’AC-poset, défini sur l’ensemble des attributs. La définition et
l’utilisation de ce graphe pour réduire les attributs est détaillée dans la section 4.3 du
chapitre 4.

Dans le but d’améliorer la réduction en acceptant une légère perte d’information, le
graphe de précédence a l’avantage d’être étendu au cas flou. Nous avons proposé un
algorithme de réduction correspondant. Cet algorithme est présenté dans la section 4.4
du chapitre 4.
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Points clés

Points clés

Positionnement

o Nous avons présenté les notations importantes de la théorie des treillis avant de
nous intéresser plus précisément aux treillis et sous-hiérarchies de Galois ainsi
qu’au système de fermeture.

Contributions

o Nous avons précisé les notations que nous utilisons dans ce manuscrit afin d’ob-
tenir la réduction des attributs s’appuyant sur le treillis de Galois et le système
de fermeture.
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Chapitre 3

Modèle de sac de mots visuels
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3.1 Introduction

Le modèle de sac de mots est une représentation de documents textuels qui est
utilisée couramment dans les domaines du traitement du langage naturel, et de la re-
cherche d’information [Salton 1975]. La notion de sac de mots a été introduite en 1954
[Harris 1954] dans le contexte de la linguistique. Dans ce modèle, un document de texte
est représenté sous forme d’un ensemble (aussi appelé “sac”) de fréquences d’occurrence de
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Chapitre 3 Modèle de sac de mots visuels

1.Extraction

Images Keypoints
Description of
keypoints

Dictionary

Bags of
visual words

Clustering

Detecting Descripting Encoding

3.Encodage

2.Construction

Figure 3.1: Approche classique permettant de construire le modèle de sac de mots vi-
suels.

mots. Ces mots sont prédéterminés et l’ensemble de ces mots s’appelle un dictionnaire ou
un vocabulaire. Un sac de mots permet de représenter et de catégoriser chaque document.

Ce principe a également été adopté et appliqué pour faire de la reconnaissance d’objets
dans une vidéo par Sivic et al. [J. Sivic 2003]. Il a aussi été utilisé pour la représenta-
tion d’images dans plusieurs domaines comme la vision par ordinateur et l’apprentissage
automatique : par exemple dans des applications liées à la recherche d’images par le
contenu [Maillot 2006], la classification de la scène [Rasiwasia 2008], la reconnaissance
d’objets [J. Sivic 2003, Bosch 2006]. Contrairement au traitement du texte, où les mots
sont des vrais mots au sens littéral du terme, ici les mots visuels sont des clusters de
caractéristiques locales. Il y a plusieurs dénominations comme sac de mots visuels
[Zhang 2011, Chatfield 2011], sac de visterms [Maillot 2006, Quelhas 2007], sac de ca-
ractéristiques [Jiang 2007, Cao 2010], ou sac de points d’intérêts [Bolovinou 2012].

La figure 3.1 représente une chaîne de traitement classique permettant d’obtenir un
modèle de sac de mots visuels, composée des étapes suivantes :

1. Extraction des caractéristiques d’images : cette étape est en charge de détecter et
de décrire les caractéristiques dans une image. Classiquement, la détection identifie
les caractéristiques locales qui s’appellent les points d’intérêts. Comme son nom
l’indique, la description décrit chaque point d’intérêt en un descripteur local (un
ensemble de valeurs).

68



3.2 Extraction des caractéristiques d’images

2. Construction d’un dictionnaire des mots visuels à l’aide d’une méthode de clus-
tering afin de regrouper les caractéristiques (i.e. descripteurs locaux) qui se res-
semblent au sein d’un même cluster. Un cluster représente un mot visuel. Un
dictionnaire est l’ensemble des mots visuels qui existent dans le lot d’images de la
base de données.

3. Encodage des caractéristiques d’une image dans un descripteur d’images (sac de
mots visuels). Cette étape crée un vecteur de mots visuels qui représente l’image. Ce
vecteur s’appuie sur la quantification des descripteurs locaux dans le dictionnaire
des mots visuels. Le sac de mots visuels et le dictionnaire des mots visuels 1

sont appelés aussi respectivement codevector et codebook.

Afin d’améliorer le modèle de sac de mots visuels, plusieurs suggestions ont été propo-
sées : au lieu de quantifier les descripteurs locaux dans un seul cluster (hard-assignment),
les auteurs de [Farquhar 2005, Philbin 2008, Van Gemert 2010] ont proposés un enco-
dage “doux” (soft-assignment), pour lequel un descripteur local peut être représenté dans
plusieurs clusters. Les auteurs de [Lazebnik 2006, Zhou 2010] proposent par ailleurs l’in-
tégration de la position des descripteurs locaux dans les images dans le modèle de sac de
mots visuels en utilisant une représentation spatiale pyramidale.

Dans ce chapitre, nous présentons le schéma classique que nous avons utilisé dans le
chapitre 5.

3.2 Extraction des caractéristiques d’images

Dans le domaine du traitement d’images, l’extraction des caractéristiques vise à repré-
senter l’essentiel de l’information portée par une image sous une forme réduite (vecteur de
valeurs caractéristiques). Avant manipulation, les pré-traitements classiques permettent
d’enlever le bruit, de changer la taille, de convertir l’espace de couleurs, etc.

Nous pouvons distinguer les caractéristiques globales et les caractéristiques locales. Les
caractéristiques globales s’appuient sur les propriétés telles que la couleur, la texture ou
la forme sur la totalité de l’image. Ces informations peuvent être extraites de l’image
considérée dans son intégralité en utilisant les approches suivantes :

1. Aussi appelé le vocabulaire des mots visuels.
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Chapitre 3 Modèle de sac de mots visuels

– L’histogramme de couleurs [van de Sande 2010], le moment de couleurs [Stricker 1995,
Mindru 2004] pour la couleur ;

– Les matrices de co-occurrences en niveaux de gris [Haralick 1973], les filtres de Ga-
bor [Weldon 1996], l’histogramme local de Fourier (Local Fourier Histogram - LFH)
[Zhou 2001] pour la texture ;

– L’espace de courbure multi-échelle (Curvature Scale Space - CSS) [Mokhtarian 1998],
les descripteurs de Fourier [Zahn 1972], les moments d’image [Hu 1962, Khotanzad 1990]
pour la forme...

Les caractéristiques locales sont calculées en un nombre réduit de pixels par rapport à
l’image entière, par exemple autour de points ou de régions d’intérêt. Afin de déterminer
ces caractéristiques, deux phases de traitement sont utilisées : la détection et la description.
Ces points/régions peuvent être détectés grâce à des :
– détecteur de coins (corner) (Harris [Harris 1988], FAST [Rosten 2006]), Curvature
Scale Space [Mokhtarian 1998] ;

– détecteur de contours (edge) (Prewitt [Prewitt 1970], Canny [Canny 1986], Sobel
[Boyle 1988]) ;

– détecteur de régions (blob) (Laplacian de Gaussian (LoG) [Lindeberg 1993], Dif-
férence de Gaussians (DoG) [Lowe 2004], determinant de Hessian (DoH) [Bay 2008]).

Une fois que les points/régions d’intérêts ont été détectés, un algorithme de description
sera utilisé afin de décrire chaque point/région d’intérêt. Différents types d’algorithmes
de description peuvent être utilisés : l’histogramme des orientations, l’histogramme de
couleurs ou les dérivées partielles d’ordre N (N-jets). La nature des méthodes SIFT
[Lowe 2004] ou SURF [Bay 2008] leur permet de s’appliquer dans les deux phases de
détection et de description.

Nous détaillons ensuite les méthodes utilisées lors des expérimentations du chapitre 5
de ce manuscrit.

3.2.1 Scale-Invariant Feature Transform (SIFT)

La méthode SIFT a été proposée par Lowe [Lowe 2004] et contient quatre étapes prin-
cipales :
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3.2 Extraction des caractéristiques d’images

3.2.1.1 Détection des extrema dans l’espace des échelles

Le Laplacien de Gaussiennes (LoG) détermine les extrema locaux en fonction de l’échelle
et la localisation à l’aide du paramètre d’échelle σ et des coordonnées cartésiennes x et
y. Ces extrema locaux sont des points d’intérêts potentiels. Le LoG est le résultat de la
convolution d’une image I par un filtre gaussien G de paramètre σ qui est calculée selon
l’équation suivante :

L(x, y, σ) = G(x, y, σ) ∗ I(x, y), (3.2.1)

où

G(x, y, σ) = 1
2πσ2 e

−(x2+y2)/2σ2
. (3.2.2)

Le LoG est coûteux en temps de calcul, c’est pourquoi l’algorithme SIFT calcule la Dif-
férence de Gaussiennes (DoG), qui est l’approximation du LoG. La DoG est définie par :

D(x, y, σ) = L(x, y, kσ)− L(x, y, σ) (3.2.3)

où k est une constante de l’algorithme. L’erreur entre DoG et LoG est proche de 0 quand
k approche 1. La DoG d’une image est calculée entre deux images avec différents niveaux
de flou (blurring) (i.e. σ et kσ).

Dans son article, Lowe a utilisé les valeurs des paramètres suivantes : σ = 1.6 et k =
√

2,
4 octaves 2 et 5 niveaux d’échelle (5 images floues) pour chaque octave. Le calcul de la
DoG est répété pour chaque paire d’images floues dans une octave et pour chaque octave
dans la pyramide de gaussiennes (i.e. la colonne à gauche de la figure 3.2). L’ensemble
des images de la DoG construit la pyramide des différences de gaussiennes (DoG) (i.e. la
colonne à droite de la figure 3.2).

Une fois que ces DoG sont calculées, les extrema locaux de l’image initiale sont recher-
chés à travers les échelles et spatialement dans l’image des DoG. Pour ce faire, un pixel
est comparé avec ses 8 voisins dans la même image, et avec les 9 pixels à la même position
dans l’image de l’échelle suivante ainsi qu’avec les 9 pixels à la même position dans l’image
de l’échelle précédente (i.e. voir la figure 3.3). Si ce pixel est un extremum local, alors il
est un point d’intérêt potentiel.

2. Un niveau donné - une octave par analogie avec la musique.
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Chapitre 3 Modèle de sac de mots visuels

k2σ

k3σ

σ

kσ

k4σ

Figure 3.2: Pour chaque octave de l’espace d’échelle, la convolution de l’image par un
filtre gaussien de paramètre σ est répétée et produit des images filtrées par
une gaussienne qui sont présentées à gauche. Les images filtrées par une
gaussienne côte à côte sont soustraites comme dans l’équation 3.2.1.1 pour
produire l’image de DoG à droite. A chaque octave, l’image filtrée par une
gaussienne est sous échantillonnée d’un facteur 2, et le processus est répété
jusqu’au traitement de toutes les octaves. Cette figure est issue de la figure
de l’article de Lowe [Lowe 2004].

3.2.1.2 Localisation des points d’intérêt

L’étape de détection des extrema détecte un nombre important de points d’intérêts
potentiels, dont les points proches sont instables pour les petites perturbations de l’image.
De plus, la localisation des points qui sont aux octaves supérieures de la pyramide (i.e.
de résolution plus faible) est approximative.
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3.2 Extraction des caractéristiques d’images

Figure 3.3: Comparaison d’un pixel (marqué avec X) avec ses 26 voisins (marqué avec
des cercles) dans une zone de 3 échelles × 3 espaces servant à détecter les
maximums et les minimums locaux. Cette figure est issue du travail de Lowe
[Lowe 2004].

Pour préciser la position des points d’intérêts (i.e. x, y et σ), Lowe utilise le dévelop-
pement en série de Taylor D(x, y, σ) à l’ordre deux de la fonction DoG, en prenant les
coordonnées du point d’intérêt potentiel comme origine. La valeur de la fonction en ce
point 3, D(x̂), est calculée de la manière suivante :

D(x̂) = D + 1
2
∂DT

∂x
x̂ (3.2.4)

où x = (x, y, σ)T est le delta (offset) par rapport à ce point, et x̂ est la localisation de ce
point. Le point d’intérêt potentiel est éliminé si l’intensité 4 de ce point est inférieure à
0.03 (une constante de la méthode proposée par Lowe).

La DoG considère un nombre important de points potentiels au niveau des contours.
De ce fait, ces points sont instables et très sensibles au bruit. Un point instable situé sur
un contour a une large courbure principale sur le contour et une faible courbure principale

3. extremum.
4. Aussi appelé le contraste. C’est la valeur de |D(x̂)|.
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Chapitre 3 Modèle de sac de mots visuels

dans la direction perpendiculaire. Lowe utilise la matrice Hessienne 2×2 H pour calculer
les courbures principales. Les valeurs propres de H sont proportionnelles aux courbures
principales de D. Si elle est détectée comme un contour (i.e. une valeur propre est plus
grande que l’autre), autrement dit, quand le ratio entre les 2 valeurs propres est plus grand
qu’un seuil, alors ce point potentiel est rejeté. Ce seuil est un paramètre de la méthode
fixé à 10 dans le travail de Lowe.

H =
[
Dxx Dxy

Dxy Dyy

]
. (3.2.5)

3.2.1.3 Affectation d’orientation

Gradient orientations
of neighbors of a keypoint

Orientation histogram

𝜋

Figure 3.4: Histogramme d’orientations avec 36 boîtes contenant 360°(2π). Cette figure
est inspirée du travail de Lowe [Lowe 2004].

Cette étape permet d’obtenir l’invariance du point d’intérêt à la rotation de l’image.
Autrement dit, les mêmes descriptions doivent être obtenues à partir d’une même image,
quelle que soit l’orientation de l’image. Afin d’atteindre cet objectif, il faut calculer la
magnitude des gradients et l’orientation des voisinages du point d’intérêt (x0, y0, σ0) en
question. L’échelle du point d’intérêt σ0 a été utilisée pour choisir la transformée Gaus-
sienne L de l’image. De ce fait, tous les calculs se font sur cette image de manière invariante
à l’échelle. Pour chaque voisin L(x, y), à l’échelle σ0, la magnitude du gradient m(x, y) et
d’orientation θ(x, y) sont calculées comme suit :

m(x, y) =
√

(L(x+ 1, y)− L(x− 1, y))2 + (L(x, y + 1)− L(x, y − 1))2 (3.2.6)

θ(x, y) = tan−1 L(x, y + 1)− L(x, y − 1)
L(x+ 1, y)− L(x− 1, y) (3.2.7)

Un histogramme d’orientation contenant 36 boîtes correspondant à 360°d’orientation est
formé à partir des orientations du gradient des voisins dans le voisinage du point d’intérêt
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3.2 Extraction des caractéristiques d’images

en question. Chaque voisin ajoute dans l’histogramme la valeur de la magnitude du gra-
dient et une fenêtre circulaire gaussienne avec le paramètre σ = 1.5 × σ0. Chaque boîte
correspond à une orientation couvrant 10°d’angle. Toutes les orientations dominantes 5

qui atteignent 80% de la valeur de l’orientation dominante maximale sont choisies 6 pour
créer des points d’intérêts. Ils ont la même valeur de localisation et d’échelle, mais diffé-
rentes orientations. Ils sont définis donc par quatre paramètres (x, y, σ, θ). Ces nouveaux
points d’intérêts contribuent à une meilleure stabilité lors de la comparaison des images.

3.2.1.4 Description des points d’intérêt

Pour chaque point d’intérêt, un voisinage de 16×16 pixels (valeur optimale fixée par
défaut) autour de celui-ci est considéré. Cette zone est divisée en 16 sous-blocs de taille
4×4. Pour chaque sous-bloc, un histogramme d’orientation de 8 boîtes est crée. Ce qui
donne un descripteur SIFT composé de 128 valeurs (4×4×8).

Image gradients Orientation histogram Keypoint descriptor

Figure 3.5: Un descripteur de points d’intérêt est créé en calculant la magnitude du
gradient et l’orientation des voisins autour de la position du point d’intérêt,
comme présenté à gauche. La fenêtre circulaire Gaussienne est représentée
par le cercle bleu superposé. Les valeurs de l’orientation du gradient et la
fenêtre circulaire gaussienne des voisins dans une sous-région de la taille 4×4
sont cumulées dans un histogramme d’orientation représenté au milieu. Cette
figure illustre un ensemble de descripteurs de point d’intérêt de taille 2×2 (4
sous-régions) à partir d’un ensemble de 8×8 voisins. Dans son article, Lowe
utilise un ensemble de descripteurs de taille 4×4 à partir d’un ensemble de
16×16 voisins. Cette figure est inspirée du travail de Lowe [Lowe 2004].

5. Les boîtes les plus grandes dans l’histogramme.
6. i.e. les boîtes avec un cercle rouge dans la figure 3.4.
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Chapitre 3 Modèle de sac de mots visuels

La figure 3.5 illustre à gauche une région de 8×8 voisins 7 autour d’un point d’intérêt et
un ensemble de descripteurs de taille 2×2 à droite, tandis que Lowe considère un voisinage
de 16×16 voisins autour d’un point d’intérêt servant à créer un ensemble de descripteurs
de taille 4×4. Tout d’abord, SIFT calcule la magnitude du gradient et l’orientation de
chaque voisin dans l’ensemble des 8×8 voisins. Le cercle bleu superposé à la matrice est la
fenêtre circulaire Gaussienne pour 4 sous-régions de taille 4×4. Dans chaque sous-région,
les valeurs de magnitude du gradient ayant une direction proche sont additionnées dans
l’histogramme d’orientation correspondant, présenté au milieu et à droite.

Comme l’indique son nom, SIFT est une méthode d’extraction de caractéristiques qui
n’est pas affectée par l’échelle de l’image. De plus, l’étape Affectation d’orientation fait
qu’elle est insensible à la rotation de l’image. Lowe montre que SIFT est stable indépen-
damment de la localisation, de l’échelle ou de l’orientation, et ce pour différents niveaux
de bruit dans l’image [Lowe 2004].

3.2.2 Color Moment Invariants (CMI)

L’information de couleur dans les images s’avère très utile dans le domaine de la
recherche d’images par le contenu [Swain 1991, Gevers 1996]. L’histogramme de cou-
leurs est souvent utilisé afin de représenter la distribution de la couleur dans l’image
[van de Sande 2010]. Cependant, l’histogramme de couleurs (et même le moment de cou-
leur de Stricker et Orengo [Stricker 1995]) n’exploitent pas l’aménagement de l’espace
couleur (i.e. RGB, Lab, YUV.). De ce fait, certaines informations essentielles peuvent
être perdues. Mindru [Mindru 2004] définit une méthode utilisant des moments de cou-
leur incluant l’information spatiale qui s’appelle les moments généralisés de couleurs 8. En
supposant que l’image est définie dans l’espace de couleur RVB, alors le moment généralisé
de couleur Mabc

pq est défini par :

Mabc
pq =

∫ ∫
xpyq[R(x, y)]a[V (x, y)]b[B(x, y)]cdxdy (3.2.8)

Mabc
pq est un moment d’ordre p + q et de degré a + b + c. R(x, y), V (x, y), B(x, y) sont

respectivement la valeur de R, V,B du pixel à la position (x, y) de l’image. Dans le cas
de l’utilisation d’un autre espace de couleur, les moments peuvent être calculés d’une

7. Échantillons.
8. Ces moments s’appellent “generalized color moments” en anglais.
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3.2 Extraction des caractéristiques d’images

manière semblable. Ces moments peuvent être créés en fonction de la combinaison de
deux paramètres : l’ordre et le degré. Par exemple, avec les moments au premier ordre
Mabc

00 , Mabc
10 , Mabc

01 et les moments au deuxième degré M000
pq , M100

pq , M010
pq , M001

pq , M110
pq ,

M011
pq , M101

pq , M200
pq , M020

pq , M020
pq , il existe 30 combinaisons possibles. Avec des valeurs

différentes d’ordre et de degré, en multipliant les possibilités de combinaison, un grand
nombre de moments peuvent être créés. En outre, plus la valeur de l’ordre ou du degré
est élevée, plus le moment a une faible résistance au bruit. Par conséquence, Mindru
et al. proposent de n’utiliser que les moments au premier ordre et au second degré. On
peut ensuite utiliser la bonne combinaison 9 de moments et la normaliser pour contrer
les changements photométriques. Ces combinaisons s’appellent les moments invariants de
couleur [Mindru 2004].

Les moments invariants de couleur peuvent être classifiés en fonction de trois para-
mètres : l’ordre, le degré et le nombre de bandes de couleur des moments concernés. Il
faut noter que le moment d’ordre 0 ne contient pas les informations spatiales, alors que le
moment de degré 0 ne contient pas les informations photométriques. Le moment d’ordre
0 est invariant en rotation tandis que les ordres supérieurs ne le sont pas. Dans l’ensemble
des moments, les moments d’ordre le plus bas qui fournissent les invariants ont été ajou-
tés, et ensuite l’ordre est augmenté afin d’élargir l’ensemble des invariants en fonction
du besoin. En fonction du type de transformation photométrique (i.e. transformation
de déformation et de diagonale, transformation d’échelle et de décalage, transformation
linéaire suivie d’une translation), la séparation des bandes de couleur est possible. En
outre, 2-bandes invariantes sont générées à partir d’1-bande invariante en l’appliquant à
chacune des deux bandes de couleur. De manière similaire, la même propriété est vraie
pour 2-bandes invariantes, qui fait partie de 3-bandes invariantes. Mindru et al. ont mon-
tré les invariants dans les cas de déformations géométriques/photométriques. Pour plus
de détails sur les moments invariants de couleur dans chaque cas, voir [Mindru 2004].

3.2.3 Détecteur de Harris-Laplace

Le détecteur de Harris-Laplace [Mikolajczyk 2001] est invariant à l’échelle et est robuste
à la transformation sans changement de point de vue (i.e. le décalage ou la transformation
linéaire suivie d’une translation. Il se compose de deux étapes :
– La détection de points à différentes échelles en combinant la trace et le déterminant

9. Mindru et al. montrent les approches permettent de choisir les bonnes combinaisons dans
[Mindru 2004], page 9 - 14.
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Chapitre 3 Modèle de sac de mots visuels

de la matrice des moments du deuxième ordre.
– La sélection itérative de l’échelle et de l’emplacement jusqu’à la convergence vers le
même point d’intérêt.

Dans un premier temps, le détecteur de Harris et Stephens [Harris 1988] est utilisé pour dé-
terminer la localisation des points d’intérêts à chaque échelle de l’image. Dans un deuxième
temps, le point d’intérêt sélectionné est déterminé en s’appuyant sur la sélection d’échelle
tel que proposé par [Lindeberg 1993, Lindeberg 1998]. En général, pour chaque point d’in-
térêt choisi dans l’étape précédente, un algorithme itératif est appliqué afin de détecter
la localisation et l’échelle du point d’intérêt. Les points d’intérêts sont rejetés dans le cas
où le résultat du Laplacien de Gaussienne ne possède aucun extremum, ou dans le cas où
ce résultat est inférieur à un seuil [Mikolajczyk 2004].

3.3 Construction d’un dictionnaire des mots visuels

Chaque descripteur de point d’intérêt peut être considéré comme un mot visuel. Néan-
moins, le nombre de mots visuels est trop important et rend difficile les traitements sur cet
ensemble (i.e. le temps de calcul, ou la précision du résultat obtenu). De plus, le nombre
de points d’intérêts est différent pour chaque image. Certaines méthodes de classification
ou de regroupement requièrent des vecteurs 10 de dimension fixe comme entrée. De ce fait,
l’utilisation de vecteurs de taille différente pour ces méthodes est impossible. Pour ces
raisons, l’idée de regrouper les descripteurs locaux des points d’intérêts dans des groupes
dont la structure interne peut être négligée ou paramétrée apporte une solution. Une mé-
thode de regroupement est donc utilisée pour regrouper les descripteurs dans des régions
informatives dont les structures internes sont distantes entre elles. Chaque région corres-
pond à un cluster et est appelée un mot visuel. L’ensemble des mots visuels s’appelle
un dictionnaire ou un vocabulaire visuel.

Une des méthodes les plus utilisées pour construire le dictionnaire (vocabulaire) est
la méthode de regroupement K-moyennes (K-means) car cette méthode permet de fixer
la taille du dictionnaire désiré. La méthode de regroupement K-moyennes classique ne
garantit ni l’optimum global, ni un temps de calcul polynomial [Arthur 2009]. Étant donné
un ensemble x1, ..., xN ∈ RD de N descripteurs, K-means cherche K vecteurs µ1, ..., µK ∈
RD et la distance entre chaque descripteur et les clusters µi, q1, ..., qN ∈ {1, ..., K} telle
que l’erreur d’approximation cumulée ∑N

i=1 ‖xi − µqi
‖2 soit minimisée. Avec l’utilisation

d’heuristiques telles que l’algorithme de Lloyd [Lloyd 1982], la méthode K-moyennes est

10. L’ensemble de mots visuels d’une image est le vecteur de mots visuels.
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mots visuels)

assez facile à mettre en œuvre et à appliquer. Elle cherche les meilleures moyennes de
groupes (clusters) µk = avg{xi : qi = k} et elle cherche aussi le meilleur groupe donnant
la plus petite distance entre le descripteur et les groupes qki = argmink‖xi − µk‖

2. Pour
les grandes bases de données, une version approximée de la version de Lloyd (Approximate
Nearest Neighbour algorithm - ANN) est proposée par Muja [Muja 2009].

Perronnin et al. [Perronnin 2010] proposent une autre méthode de regroupement, le
Gaussian Mixture Model clustering (GMM), pour construire le dictionnaire des mots
visuels. Le calcul de la distance entre les descripteurs locaux et les groupes s’appuie alors
sur la densité de probabilité de x.

3.4 Encodage des caractéristiques d’une image dans un
descripteur d’images (sac de mots visuels)

Cette étape encode les descripteurs locaux dans un sac de mots visuels pour la création
d’une signature de l’image. L’approche la plus simple est de quantifier la fréquence des
descripteurs locaux dans un histogramme. Plusieurs chercheurs ont proposé différents
types d’encodage qui permettent de construire le dictionnaire d’une manière souple :
par exemple l’encodage de Fisher (Fisher encoding) [Perronnin 2010], le kernel codebook
encoding [Van Gemert 2008], le super-vector encoding [Zhou 2010], le locality-constrained
linear encoding [Wang 2010] dans le but d’améliorer le modèle par sac de mots visuels.

L’encodage de l’histogramme commence par le calcul de la distance entre un descripteur
local et les groupes par une mesure de distance. La distance la plus courte permet de
sélectionner le groupe auquel le descripteur de points d’intérêt appartient. L’histogramme
de l’ensemble des descripteurs de points d’intérêts est un vecteur non-négatif 11 fhist ∈ RK .
La librairie OpenCV [Itseez 2015] propose l’encodage FLANN-based (Fast Library for
Approximate Nearest Neighbors) 12 qui contient une collection d’algorithmes optimisés
pour la recherche rapide du plus proche voisin dans les grandes bases de données.

11. Un vecteur non-négatif est un vecteur dont les valeurs sont positives ou nul.
12. http ://docs.opencv.org/3.0-beta/doc/py_tutorials/py_feature2d/py_matcher/py

_matcher.html#flann-based-matcher
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques méthodes utilisées dans le schéma clas-
sique. Dans la suite de ce manuscrit, nous utilisons une chaîne de traitement pour laquelle
nous n’avons pas d’application spécifique (e.g. la reconnaissance de visage). Nous n’avons
ainsi pas de demande spécifique concernant les méthodes de détection, de description, de
regroupement et d’encodage. Nous choisissons donc la méthode SIFT [Lowe 2004] pour
la détection et la description, la méthode K-moyennes [Lloyd 1982] pour le regroupement
et la méthode FLANN-based [Itseez 2014, Muja 2013] pour l’encodage comme présenté
dans la figure 5.16 du chapitre 5. La capacité de la méthode SIFT pour trouver des points
d’intérêts qui sont invariants à la localisation, la rotation, le changement d’échelle et la
robustesse aux transformations affines (distorsions) ainsi qu’aux changements de lumi-
nosité en font un bon choix pour notre expérimentation dans cette section. La méthode
de regroupement K-moyennes a été choisie car elle permet de fixer la taille du diction-
naire désiré en fixant le nombre de clusters. L’encodage FLANN-based a été choisi car il
est optimisé pour les grandes bases de données et des dimensions élevées de l’espace de
caractéristiques.
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Points clés

Points clés

Positionnement

o Nous avons décrit la chaîne de traitement permettant d’obtenir les sacs de mots
visuels, de manière traditionnelle ainsi qu’avec des approches plus nouvelles.

o Nous avons présenté les méthodes liées à l’obtention des sacs de mots visuels.
Ces méthodes sont utilisées au chapitre 5.
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Réduction de dimension

« Sometimes the questions are
complicated and the answers are
simple. » "

(Dr. Seuss)





Chapitre 4
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4.1 Introduction

L’intérêt de la réduction de dimension en analyse d’images est de réduire au maximum
le nombre d’attributs (la dimension) tout en gardant le maximum d’informations perti-
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nentes contenues dans les attributs avec plusieurs buts possibles, par exemple pour séparer
les observations (objets/images) dans le cadre d’une classification ou d’un regroupement
(clustering). Dans la littérature sur le traitement d’images, il existe des méthodes de ré-
duction de dimensions statistiques ou probabilistes ; certaines d’entre elles sont présentées
dans le chapitre 1. Néanmoins, à notre connaissance, très peu de méthodes algébriques
ont été utilisées pour réduire le nombre d’attributs.

Nous proposons d’étudier une méthode algébrique de l’AFC et d’évaluer la possibilité
d’appliquer cette méthode au domaine du traitement d’images. Cette réduction exploite
la propriété d’isomorphisme entre le treillis des concepts d’une matrice de données ob-
jet/attribut (un contexte) avant et après réduction des attributs. L’ensemble des objets
dans les concepts n’est pas modifié par la réduction des attributs. En d’autres termes,
les correspondances entre ces objets et les attributs ne changent pas après application de
ce traitement de réduction. Nous supposons que la classification ou le regroupement ne
devraient pas en être trop affectés.

Nous décrivons dans la section 4.3 l’algorithme de réduction d’attributs s’appuyant sur
le graphe de précédence qui s’appelle RedAttsSansPerte. La section 4.4 présente l’exten-
sion de cet algorithme au cas flou, en utilisant le graphe de précédence flou. Ces algo-
rithmes peuvent aussi s’appliquer dans le cas de réduction d’images en utilisant la fonction
monotone α de la correspondance de Galois. Néanmoins, ces algorithmes ne s’appliquent
que pour les données binaires. En conséquent, la section 4.2 introduit les méthodes de
normalisation et binarisation utilisées afin d’obtenir des données binaires.

4.2 Normalisation et binarisation

Plusieurs types de données existent dans la littérature (section 1.2 du chapitre 1). Le mo-
dèle de sac de mots visuels, avec un “hard-assignment” 1, utilise des données quantitatives
discrètes. L’algorithme de réduction nécessite des données binaires. Un pré-traitement de
normalisation et de binarisation est donc nécessaire. Il s’agit de transformer les données
Mnm en contexte (O,A, (α, β)) où Mnm est la matrice de données avec n images et m
attributs (i = [1, n], j = [1,m]), O est l’ensemble des images et A est l’ensemble des
attributs. La table 4.1 illustre d’une transformation possible de Mnm en (O,A, (α, β)).

1. Un “hard-assignment” est le fait qu’un descripteur local soit assigné pour un seul cluster.
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a1 aj am

img1 1 50 0

imgi 10 vij 7

imgn 99 5 2

(a) Données initiales Mnm.

α/β
A

a1 aj am

img1 x x

O imgi x

imgn x x x

(b) Contexte (O,A, (α, β)).

Table 4.1: Illustration d’une transformation de Mnm en (O,A, (α, β)).

4.2.1 Normalisation

Nous avons des données quantitatives discrètes. Nous voulons obtenir des données bi-
naires. Pour faciliter la binarisation, la normalisation des données est nécessaire. Son but
est de recaler l’ensemble des valeurs dans un nouvel intervalle de données, par exemple
[a-b]. Pour chaque valeur vij ∈ Mnm d’un attribut aj (aj ∈ A) prise par une image imgi
(imgi ∈ O), vij est transformée en v′

ij selon la formule :

v
′

ij = vij(b− a)
f

+ a (4.2.1)

où f est un paramètre qui change en fonction du type de normalisation.

Le tableau 4.2 donne un exemple de données initiales. Les tableaux 4.3, 4.4, 4.5 illustrent
le résultat après application de différents types de normalisation.

4.2.1.1 Normalisation par ligne (max)

Dans ce travail, nous voulons représenter une relation entre les valeurs normalisées des
attributs dans une même image. Ce type de normalisation est appelée NormLigneMax.
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a1 a2 a3 a4 a5 a6

img1 1 50 5 0 0 0

img2 10 9 1 8 5 0

img3 99 5 10 1 2 0

img4 7 0 0 0 7 0

Table 4.2: Données initiales.

Pour l’exemple présenté en table 4.2, le résultat de cette normalisation se retrouve dans
la table 4.3. Nous utilisons l’intervalle [0,1] et f est la valeur maximum des attributs
dans une imgi (une ligne) : max

j=[1,m]
(vij). Par conséquent, il n’existe pas réellement de

relation entre les valeurs normalisées des images de même attribut. Dans le cas où nous
voulons ajouter des images dans l’ensemble des données au cours du traitement, il n’est pas
nécessaire de recalculer toutes les valeurs normalisées. Cependant, les valeurs normalisées
ne représentent pas l’échelle de rapport du même attribut entre les images dans l’ensemble
de données.

v
′

ij = vij(b− a)
max
j=[1,m]

(vij)
+ a (4.2.2)

a1 a2 a3 a4 a5 a6

img1 0.02 1 0.10 0 0 0

img2 1 0.9 0.1 0.8 0.5 0

img3 1 0.05 0.10 0.01 0.02 0

img4 1 0 0 0 1 0

Table 4.3: Après normalisation par NormLigneMax.
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4.2.1.2 Normalisation par colonne

Dans ce type de normalisation, nous voulons représenter une relation entre les valeurs
normalisées des images d’un même attribut. Il est appelé NormColonne avec f la valeur
maximale de la fréquence pour chaque attribut aj dans l’ensemble de données : max

i=[1,n]
(vij).

Avec cette approche, la correspondance entre les images dans la base de données est prise
en compte. Pour l’exemple présenté en table 4.2, le résultat de cette normalisation se
retrouve dans la table 4.4. L’inconvénient majeur est qu’à chaque insertion d’une nouvelle
image dans l’ensemble de données, les valeurs normalisées doivent être recalculées.

v
′

ij = vij(b− a)
max
i=[1,n]

(vij)
+ a (4.2.3)

a1 a2 a3 a4 a5 a6

img1 0.01 1 0.50 0 0 0

img2 0.10 0.18 0.10 1 0.71 0

img3 1 0.10 1 0.13 0.29 0

img4 0.07 0 0 0 1 0

Table 4.4: Après normalisation par NormColonne.

4.2.1.3 Normalisation par ligne (somme)

Nous proposons la normalisation NormLigneSomme qui calcule le ratio entre la fré-
quence d’un attribut et la somme des fréquences des attributs contenus dans une image
(i.e. une ligne.). La formule est écrit de la manière suivante :

v
′

ij = vij(b− a)∑m
j=1 vij

+ a (4.2.4)
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La normalisation NormLigneSomme apporte une relation entre tous les attributs dans
une image alors que la normalisation NormLigneMax produit le ratio entre chaque at-
tribut et la valeur maximale des attributs dans une image. NormLigneSomme fournit
donc un point de vue plus global de la relation entre les attributs dans une image que la
normalisation NormLigneMax. Pour l’exemple présenté en table 4.2, le résultat de cette
normalisation se retrouve dans la table 4.5.

a1 a2 a3 a4 a5 a6

img1 0.02 0.89 0.09 0 0 0

img2 0.30 0.27 0.03 0.24 0.15 0

img3 0.85 0.04 0.08 0.01 0.02 0

img4 0.5 0 0 0 0.5 0

Table 4.5: Après normalisation par NormLigneSomme.

Conclusion

Nous avons commencé par l’utilisation de la normalisation NormLigneMax et NormCo-
lonne sur plusieurs ensembles de données différents. Nous avons remarqué que la relation
entre les attributs dans une image est plus importante pour effectuer la réduction des
attributs que la relation entre les valeurs d’un attribut de plusieurs images. Ensuite, afin
de représenter au mieux la relation entre tous les attributs dans une image, nous avons
utilisé la normalisation NormLigneSomme.

4.2.2 Binarisation

Une fois les données normalisées, nous pouvons réaliser la binarisation. Cette phase
de binarisation se paramètre en fonction d’une fonction de binarisation. Dans le cas le
plus simple, cette fonction peut être un seuil de binarisation θ. Avec ce seuil, les données
binaires peuvent être obtenues par la formule :
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a1 a2 a3 a4 a5 a6

img1 0.02 0.89 0.09 0 0 0

img2 0.30 0.27 0.03 0.24 0.15 0

img3 0.85 0.04 0.08 0.01 0.02 0

img4 0.5 0 0 0 0.5 0

(a) Après normalisation par ligne somme.

a1 a2 a3 a4 a5 a6

img1 1 1 1 0 0 0

img2 1 1 1 1 1 0

img3 1 1 1 1 1 0

img4 1 0 0 0 1 0

(b) Après binarisation avec le seuil = 0
.

Table 4.6: Illustration pour la binarisation.

T [i, j] =
1 si vi,j > θ

0 si vi,j < θ
(4.2.5)

L’exemple de binarisation est présenté dans le tableau 4.6.

4.3 Réduction exacte des attributs

4.3.1 Introduction

Comme nous l’avons expliqué en début de ce manuscrit, nous nous intéressons à la
réduction des attributs et particulièrement à la notion de contexte attributs-réduits car
il s’agit du plus petit ensemble d’attributs garantissant la même structure de treillis de
concepts (voir la section 2.2.1 du chapitre 2). Le contexte attributs-réduits contient les
attributs irréductibles, qui correspondent aux infimum-irréductibles du treillis de concepts
(cf. chapitre 2). En conséquence, la réduction des attributs consiste à calculer les infimum-
irréductibles du treillis de concepts.
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Une approche naïve pour atteindre ce but est de générer l’ensemble des concepts et/ou
son treillis de concepts ou l’ensemble des fermés de (α◦β,A), puis d’en extraire ses irréduc-
tibles. Les versions originales des algorithmes de [Bordat 1986, Godin 1995, Lindig 2000,
Nourine 1999] génèrent l’ensemble des concepts et son treillis en même temps. Les algo-
rithmes de [Ganter 1984, Fu 2004, Krajca 2008, Andrews 2009] ne génèrent que l’ensemble
des concepts. Il suffit ensuite d’ordonner ces concepts pour obtenir le treillis. En général,
cette approche est chronophage : les algorithmes de génération d’un treillis des concepts
sont exponentiels en fonction de la taille du contexte dans le scénario le plus pessimiste
car le nombre de concepts peut être exponentiel. Par exemple, l’algorithme NextClosure
proposé par Ganter en 1984 [Ganter 1984] calcule tous les concepts à partir d’un contexte
avec une complexité en O(|O|, |A|, |C|) où O est l’ensemble des objets, A est l’ensemble
des attributs et C est l’ensemble des concepts formels. Afin d’améliorer le volume de mé-
moire utilisé dans cet algorithme, Baklouti a proposé une nouvelle version de complexité
O(|O|2, |A|, |C|) [Baklouti 2005]. L’algorithme de Bordat de 1986 [Bordat 1986] et l’algo-
rithme de Lindig [Lindig 2000] construisent le diagramme de Hasse du treillis des concepts
en calculant récursivement les successeurs immédiats d’un concept, à partir du bottom
du treillis. Ces deux algorithmes ont une complexité en O(|O|, |A|2, |C|). L’algorithme de
[Vychodil 2008] génère le treillis des fermés. Cependant, le coût de génération d’un treillis
des fermés est similaire au coût de génération d’un treillis des concepts.

Il est possible de déterminer les attributs irréductibles, sans calculer le treillis, en cal-
culant la fermeture α◦β de chaque attribut, puis en testant si cette fermeture est irréduc-
tible ou non. Par exemple, l’algorithme Co-closure utilise la décomposition récursive pour
calculer l’ensemble des inf-irréductibles [Colomb 2011], Gély quant à lui, utilise un algo-
rithme générique de type diviser pour régner (generic divide and conquer algorithm) pour
générer l’ensemble des irréductibles du contexte formel [Gély 2005]. Nous pouvons aussi
déterminer les attributs-irréductibles à partir de la sous-hiérarchie de Galois du contexte.
Les algorithmes de génération des sous-hiérarchies de Galois (AOC-poset) comme ARES
[Dicky 1995], CERES [Leblanc 2000], PLUTON [Berry 2005], HERMES [Berry 2014] gé-
nèrent l’ensemble des concepts d’objets et des concepts d’attributs et la sous-hiérarchie
de Galois (AOC-poset 2). Ces algorithmes ont un coût plus faible que le coût de géné-
ration d’un treillis des concepts car le nombre de fermetures à calculer correspond au
nombre d’objets et d’attributs du contexte. Pour déterminer les infimum-irréductibles du
treillis des concepts à partir de son contexte initial, nous proposons de calculer la ferme-
ture de chaque attribut du contexte initial, puis de construire le graphe de précédence
[Bertet 2012] qui est proche de l’AC-poset 3. L’algorithme de réduction supprime les at-
tributs qui ne correspondent pas aux éléments irréductibles, le graphe de précédence ainsi

2. L’AOC-poset est définie dans la définition 2.2.8 du chapitre 2.
3. La similarité entre ces deux graphes a été présentée dans la sous-section 4.3.2.
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obtenu ne contient que les infimum-irréductibles. Ce graphe est l’AC-poset 4 du contexte
attributs-réduits. Il est ainsi le sous-ordre de l’AC-poset du contexte initial. La définition
et les propriétés du graphe de précédence sont présentées dans la sous-section suivante.

4.3.2 Graphe de précédence

Le graphe de précédence se définit pour un système de fermeture de la manière suivante :

α/β 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a x x x x
b x x x x x x
c x x x x x x
d x x x x x x x
e x x x x x x
f x x x x x x x
g x x x x x
h x x x x x x
i x x x x
j x x x x

Table 4.7: Contexte formel (exemple 2.1 du chapitre 2).

Définition 4.3.1 (graphe de précédence d’un système de fermeture). Le graphe de pré-
cédence du système de fermeture (ϕ, S) est un graphe orienté G(S,E). Il se compose
de l’ensemble fini des sommets S et de l’ensemble des arcs E qui satisfait la condition
suivante :

∀x, y ∈ S,∃(x, y) ∈ E ssi ϕ(x) ⊆ ϕ(y) (4.3.1)

Propriété 4.3.1. Pour un contexte C = (O,A, (α, β)), nous avons un système de ferme-
ture (ϕ,A) où la fermeture ϕ = α ◦ β. Par conséquent, le graphe de précédence G(A, E)
vérifie ∀(X, Y ) ∈ A2, ϕ(X) ⊆ ϕ(Y )⇔ β(X) ⊇ β(Y )

Démonstration. Soit le contexte C = (O,A, (α, β)) qui contient les concepts
(α(β(X)), β(X)), (α(β(Y )), β(Y )) où X, Y ∈ A.

4. L’AC-poset est définie dans la définition 2.2.9 du chapitre 2.
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Reprenons la relation entre deux concepts (α(β(X)), β(X)) et (α(β(Y )), β(Y )) :

(α(β(X)), β(X)) 6 (α(β(Y )), β(Y ))⇔ α(β(X)) ⊆ α(β(Y ))⇔ β(X) ⊇ β(Y )

On déduit que ϕ(X) ⊆ ϕ(Y )⇔ β(X) ⊇ β(Y ).

Le coût de calcul d’une fermeture est important : pour calculer une fermeture α◦β sur un
contexte (O,A, (α, β)), nous devons appliquer la fonction α et la fonction β d’où un coût
en O(|A| ∗ |O|). Dans notre contexte, le nombre d’objets est communément plus grand
que le nombre d’attributs 5. D’après la propriété 4.3.1, nous pouvons obtenir le graphe de
précédence G(A, E) en utilisant la fonction β au lieu d’utiliser la fermeture d’où un coût
en O(|A|. Le graphe de précédence d’un contexte se redéfinit alors par :

Définition 4.3.2 (graphe de précédence d’un contexte). Pour un contexte C = (O,A, (α, β)),
le graphe de précédence G(A, EA) est un graphe orienté du système de fermeture (α◦β,A)
sur l’ensemble des attributs A où l’ensemble des arcs EA satisfait la condition suivante :

∀x, y ∈ A,∃(x, y) ∈ EA ssi β(x) ⊇ β(y) (4.3.2)

Exemple : Avec le système de fermeture (α ◦ β,A) du contexte 4.7, nous avons

ϕ(3) = α(β(3)) = {3, 8}, β(3) = {a, b, c, d, e, f, g, h}
ϕ(5) = α(β(5)) = {3, 5, 8}, β(5) = {a, d, f, h}
ϕ(3) ⊂ ϕ(5)⇔ β(3) ⊃ β(5)⇒ Il existe un arc (3, 5) ∈ E.

A noter qu’il est aussi possible de construire le graphe de précédence sur l’ensemble des
objets G(O, EO) à partir du système de fermeture (β◦α,O) du contexte C = (O,A, (α, β))
pour réduire les objets aux sup-irréductibles du treillis des concepts. La relation entre les
sommets du graphe de précédence dans ce cas-ci est alors équivalent à α(x) ⊆ α(y).
Dans le cas où l’on s’intéresse à la réduction d’objets, nous pouvons aussi construire le
graphe de précédence sur l’ensemble des objets G(O, EO) à partir du système de fermeture
(β ◦ α,O) du contexte C = (O,A, (α, β)) avec la condition α(x) ⊇ α(y). Par exemple,
avec le système de fermeture (β ◦ α,O) du contexte 4.7, nous avons

ϕ(b) = β(α(b)) = {b, c, d, e, f}, α(b) = {1, 2, 3, 6, 7, 8}
ϕ(g) = β(α(g)) = {b, c, d, e, f, g}, α(g) = {1, 2, 3, 7, 8}
ϕ(b) ⊂ ϕ(g)⇔ α(b) ⊃ α(g)⇒ Il existe un arc (b, g) ∈ E.

5. i.e. le tableau 5.2 du chapitre 5.
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Figure 4.1: Sous-hiérarchie de Galois et les graphes de précédences correspondant au
contexte 4.7 (contexte 2.1 du chapitre 2).

La figure 4.1 montre le lien entre les graphes de précédence GA(A, EA), GO(O, EO) et
la sous-hiérarchie de Galois du contexte 4.7. Nous intéressons à la réduction des attributs,
par conséquent, nous ne parlons que du graphe de précédence GA(A, EA) sur l’ensemble
des attributs A du contexte C = (O,A, (α, β)) dans le reste de ce chapitre. Toutes les
propriétés du graphe de précédence GA(A, EA) sont applicables symétriquement sur le
graphe de précédence GO(O, EO).

Propriété 4.3.2. La relation binaire sur l’ensemble des sommets A du graphe de précé-
dence GA(A, EA) vérifie les propriétés suivantes :
- Réflexivité : ∀x ∈ A, on a xRx.
- Transitivité : ∀(x, y, z) ∈ A3, xRy et yRz impliquent xRz.

Soit x ∈ A, y ∈ A tel que (x, y) ∈ E ; Px et Py sont respectivement l’ensemble des
prédécesseurs de sommet x et de sommet y ; Sx et Sy sont respectivement l’ensemble des
successeurs de sommet x et de sommet y. Nous avons les propriétés suivantes :

Propriété 4.3.3. 

x ∈ Py
y ∈ Sx

Px ⊆ Py

Sy ⊆ Sx

(4.3.3)
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Propriété 4.3.4. Deux attributs x et y sont dits équivalents si les deux arcs (x, y) et
(y, x) existent. Dans ce cas : {

Px = Py

Sy = Sx
(4.3.4)

Propriété 4.3.5. Dans le graphe de précédence G(A, E), l’ensemble des attributs équi-
valents forme une clique 6.

Définition 4.3.3 (Graphe de précédence simplifié). Le graphe de précédence simplifié
Gs(A′, EA) est le graphe de précédence GA(A, EA) où chaque clique est remplacée par un
seul élément représentatif.

Propriété 4.3.6. La relation binaire sur l’ensemble des sommets A′ du graphe de précé-
dence simplifié Gs(A′, EA) vérifie les propriétés suivantes :
- Réflexivité : ∀x ∈ A, on a xRx.
- Transitivité : ∀(x, y, z) ∈ A3, xRy et yRz impliquent xRz.
- Anti-symétrie : ∀(x, y) ∈ A2, xRy et yRx impliquent x = y.

C’est donc une relation d’ordre.

Propriété 4.3.7. Le graphe de précédence simplifié Gs(A′, EA) est isomorphe à l’AC-
poset. 7

Noter que le graphe de précédence simplifié Gs(A′, EA) correspond au quotient de la
relation d’équivalence entre les attributs.

A partir de l’ensemble des attributs du contexte initial, nous voulons obtenir l’ensemble
des attributs irréductibles. Le contexte initial contient les attributs irréductibles et les at-
tributs réductibles. Lorsque le contexte est un contexte attributs-réduits, il ne contient
que les attributs irréductibles. Le graphe de précédence du contexte initial est défini sur
l’ensemble des attributs initiaux alors que le graphe de précédence du contexte d’attributs-
réduits est défini sur l’ensemble des attributs irréductibles 8. Lorsque le contexte est
attributs-réduits, son graphe de précédence est son AC-poset. Ces deux graphes sont iso-
morphes au sous-ordre des infimum-irréductibles du treillis des concepts. Par conséquent,
nous cherchons à obtenir l’AC-poset du contexte attributs-réduits à partir du graphe
de précédence du contexte initial. Autrement dit, nous voulons supprimer les attributs
réductibles du contexte initial.

6. Rappelons qu’une clique est un ensemble de sommets Cs tels que ∀x, y ∈ Cs, il existe un arc
reliant x et y.

7. i.e. la figure 4.2.
8. Un attribut irréductible est un élément infimum-irréductible du treillis des concepts.
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Diagramme de Hasse 
de l’AC-poset du contexte 4.5.

Graphe de précédence simplifié
de l’ensemble des attributs du contexte 4.5.
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Diagramme de Hasse
du graphe de précédence simplifié

de l’ensemble des attributs du contexte 4.5.

Figure 4.2: Isomorphisme entre l’AC-poset et le graphe de précédence sur l’ensemble des
attributs correspondant au contexte 4.7 (contexte 2.1 du chapitre 2).

4.3.3 Algorithme RedAttsSansPerte

La figure 4.3 montre le treillis des concepts du contexte 2.1 et le treillis des concepts
du contexte attributs-réduits du contexte 2.1. Le théorème 2.2.1 du chapitre 2 établit
la propriété d’isomorphisme 9 entre ces deux treillis des concepts. La réduction aux inf-
irréductibles permet donc de conserver la description de données et de supprimer les
attributs redondants.

L’algorithme RedAttsSansPerte (algorithme 1) [Dao 2014] que nous proposons dans
cette section considère trois cas, trois étapes selon la taille de l’ensemble des attributs
équivalents Ex pour chaque attribut réductible x ∈ A. Ex est un sous-ensemble des
attributs (Ex ⊆ A) correspondant à chaque attribut réductible x ∈ A tel que β(Ex) =
β(x).

L’entrée de l’algorithme est un contexte (O,A, (α, β)). Cet algorithme est composé de
la construction du graphe de précédence et trois étapes de réduction selon la cardinalité
de l’ensemble des attributs équivalents Ex. La première étape, la clarification (|Ex| = 1),
est présentée en sous-section 4.3.3.1. La seconde étape, la standardisation (|Ex| = 0), est

9. La définition d’isomorphisme du graphe dans l’annexe C.1.
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β

α 1 2 3 4 5 6 7 8 9

a x x x

b x x x x x x

c x x x x x x

d x x x x x x x

e x x x x x x

f x x x x x x x

g x x x x x

h x x x x x x

i x x x x

j x x x x

O
b

je
ts

Attributs

Treillis des concepts
du contexte 2.1

Contexte 2.1

Contexte 2.1 attribut-réduit

Isomorphisme

Réduction 
d’attributs

β

α 1 2 3 4 5 6

a x x

b x x x x

c x x x x

d x x x x x

e x x x x

f x x x x x

g x x x

h x x x x

i x x

j x x

Attributs

O
bj

et
s

Treillis des concepts
du contexte 2.1 attribut-réduit

[abcdefghij]
[8]

[df]
[1235678]

[abcdefgh]
[38]
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[138]

[bcdefg]
[12378]

[ij]
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[]
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[bcdef]
[123678]
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Figure 4.3: La relation entre un contexte, son treillis des concepts et son contexte
attributs-réduits.
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Figure 4.4: Graphe de précédences GA(A, EA) correspondant au contexte 4.7.
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présentée en sous-section 4.3.3.2. La dernière étape, la réduction (|Ex| > 1), est présentée
en sous-section 4.3.3.3. La sortie de l’algorithme est l’ensemble des attributs réductibles
X ⊂ A et l’ensemble des attributs équivalents Ex pour chaque attribut réductible x ∈ X.

4.3.3.1 Clarification exacte

Lorsqu’il existe un attribut x tel qu’il existe un ensemble Ex avec |Ex| = 1, ceci signifie
que x est équivalent à un attribut y, avec Ex = {y}. x et y sont des attributs identiques
dans le contexte (être présenter dans les même objets), et n’apporte pas d’information
supplémentaire lors du traitement de classification ou regroupement d’objets.

Dans le treillis des concepts (ou le treillis des fermés), un concept (ou un fermé) conte-
nant x contient aussi y et vice versa (∧(α ◦ β)(x) = ∧(α ◦ β)(y)). La suppression d’un de
ces attributs ne modifie donc pas la structure du treillis.

Dans le graphe de précédence, des sommets équivalents appartiennent à la même clique
Cclq car β(x) = β(y). Il peut exister plusieurs attributs équivalents qui correspondant
donc à une clique du graphe. Chaque sommet 10 d’une clique peut être utilisé comme
attribut représentatif des autres sommets. La réduction des attributs redondants revient
à déterminer les cliques et à éliminer les sommets de chaque clique sauf un élément
représentatif. Cependant, la recherche des cliques dans un graphe est un problème NP-
complet. Le graphe de précédence a la propriété de transitivité et ses cliques sont donc ses
Composantes Fortement Connexes (CFC). Cette propriété nous permet de chercher les
CFC du graphe au lieu de chercher les cliques. Nous en gardons alors un arbitrairement et
supprimons les autres. Pour simplifier l’algorithme, nous supprimons x du graphe (ajout
de x dans l’ensemble des attributs réductibles X) et nous ajoutons l’élément représentatif
y dans l’ensemble des attributs équivalents Ex.

Après cette étape, le graphe de précédence devient acyclique. Il correspond au graphe
de précédence simplifié et il est isomorphe à l’AC-poset.

Il serait aussi possible de vérifier si β(x) = β(y) pour chaque nœud x et y simultanément
à la construction du graphe de précédence. Mais dans ce cas, la complexité est O(|A|2)
plutôt que O(|A|) comme lorsque l’on utilise CFC.

10. Un sommet représente un attribut.
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Exemple : Dans le contexte 4.7, les attributs 4 et 9 appartiennent à la même clique étant
donné β(4) = β(9) = {i, j}. L’attribut 9 est supprimé. L’attribut 4 est conservé comme
attribut représentatif.

4.3.3.2 Standardisation exacte (|Ex| = 0)

Lorsqu’il existe un attribut x tel que |Ex| = 0. Ceci signifie que Ex = ∅ et x est équi-
valent à ∅. Dans le contexte formel, ceci signifie que cet attribut appartient à tous les
objets. Il n’y a donc pas d’intérêt à le conserver puisqu’il n’est pas un facteur de différen-
ciation entre les objets et alors son élimination n’influence pas la capacité à catégoriser
ou regrouper les objets selon leurs attributs.

Dans le treillis, cet attribut apparaîtra dans tous les concepts (ou fermés) (∧(α◦β)(x) =
∧(α ◦ β)(∅)) et de ce fait, la suppression de cet attribut ne change pas la structure du
treillis.

Dans le graphe de précédence, lors de l’étape de clarification, nous avons déjà réduit à
une occurrence les attributs d’une même clique. L’attribut x (s’il existe) correspond à la
seule source du graphe de précédence (la source du graphe étant le sommet n’ayant que
les arcs sortants). En effet, si le graphe possède une seule source x, ceci implique que pour
tout y ∈ A, nous avons β(y) strictement inclus dans β(x) qui contient tous les objets et
β(x) = β(∅). Nous ajoutons x à X, et ∅ à Ex.

Exemple : Dans le contexte 4.7, β(8) = β(∅) = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j}. L’ensemble β de
tous les autres attributs est strictement inclus dans β(8) comme nous le montrons dans
la figure 4.4. En conclusion, l’attribut 8 est la seule source du graphe de précédence et il
est ajouté à X.

4.3.3.3 Réduction exacte (|Ex| > 1)

Lorsqu’il existe un attribut x tel qu’il existe Ex avec |Ex| > 1, ceci signifie que x est
équivalent à la conjonction des attributs de Ex = {x1, x2, ..., xn}, n > 1. Dans un contexte
formel, l’extension de l’attribut x est égale à l’intersection des extensions des autres at-
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x Px(|Px| > 1) β(x) β(Px) β(x) = β(Px)?
Réduction ?

7 2,3 b,c,d,e,f,g,h b,c,d,e,f,g,h oui

6 2,3,7 b,c,d,e,f,h b,c,d,e,f,g,h non

Table 4.8: Exemple pour la réduction d’attributs avec le graphe de précédence exact 4.4
(étape de réduction).

tributs x1, x2, ..., xn, n > 1. Par conséquent, l’attribut x ne contient pas d’information
supplémentaire qui aide au regroupement des objets et nous pouvons donc le supprimer.

Dans le treillis des concepts (ou des fermés), l’ensemble des attributs équivalents Ex et
l’attribut x apparaissent toujours ensemble dans les concepts (les fermés) (∧(α ◦ β)(x) =
∧(α ◦ β)(Ex)). Les treillis des fermés avant et après réduction des attributs réductibles
sont ainsi isomorphes [Barbut 1970].

Dans le graphe de précédence, l’attribut réductible x qui est équivalent à plusieurs
autres attributs est un nœud du graphe qui satisfait la condition β(x) = β(Px) où Px
est l’ensemble des prédécesseurs immédiats de x. En conséquence, nous devons vérifier
pour l’ensemble des prédécesseurs immédiats Px de chaque attribut x ∈ A s’il satisfait
les conditions |Px| > 1 et β(Px) = β(x). Si Px satisfait ces conditions, x est un attribut
réductible. Nous ajoutons alors x dans l’ensemble des attributs réductibles X et Px est
ajouté à l’ensemble des attributs équivalents Ex.

Exemple : Dans le contexte 4.7, nous avons β(7) = β(2, 3) où les sommets 2, 3 sont les pré-
décesseurs immédiats du sommet 7. L’attribut 7 est ainsi ajouté à l’ensemble des attributs
réductibles X et l’ensemble {2, 3} est ajouté à l’ensemble des attributs équivalents Ex. Le
tableau 4.8 montre tous les couples (x,Ex) existant dans notre exemple et la satisfaction
de la condition permettant de supprimer l’attribut.

Finalement, l’algorithme RedAttsSansPerte complet s’écrit dans l’algorithme 1.
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Algorithme 1 : Algorithme de réduction des attributs utilisant le graphe de précé-
dence.
Name : RedAttsSansPerte.
Input : un contexte (O,A, (α, β))
Output : L’ensemble X ⊂ A des éléments réductibles, et l’ensemble Ex des éléments

équivalents pour chaque x ∈ X
initialiser les ensembles X = ∅, Ex = ∅;
initialiser un graphe G(A, E) avec A ensemble des sommets;
\\ Construction du graphe de précédence;
foreach (x, y) ∈ A× A do

if β(y) ⊆ β(x) then ajouter l’arc (x, y) dans E;
end
\\ Étape (1) : Clarification;
calculer l’ensemble CFC des composantes fortement connexes de G;
foreach C ∈ CFC do

choisir y ∈ C;
foreach x ∈ C tel que x 6= y do

ajouter x dans X avec Ex = {y} ; supprimer x à partir du graphe G;
end

end
soit src l’ensemble des sources du graphe G;
\\ Étape (2) : Standardisation;
if |src| = 1 et β(src) = β(∅) then

ajouter src dans X avec Ex = {∅} ; supprimer src à partir du graphe G;
end
\\ Étape (3) : Réduction;
foreach x ∈ G do

soit Px l’ensemble des prédécesseurs immédiats x dans le graphe G;
if |Px| > 1 et β(x) = β(Px) then

ajouter x dans X avec Ex = Px ; supprimer x à partir du graphe G;
end

end
return X et Ex;

4.3.3.3.1 Complexité de l’algorithme 1

La complexité de l’algorithme 1 se décompose suivant les étapes de l’algorithme :
construction du graphe de précédence, clarification, standardisation, réduction.
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La complexité de la construction du graphe de précédence inclut le coût d’une génération
de fonction monotone β(x) pour chaque sommet x : cβ = O(|A|∗|O|). Ensuite, ces valeurs
sont comparées en |A|2 ∗ log |A| pour le calcul des arcs du graphe. Ainsi le coût de calcul
total de cette étape est O(|A|2∗(|O|+log |A|)). L’ensemble des prédécesseurs et l’ensemble
des successeurs de chaque attribut sont des informations secondaires qui sont stockées à
cette étape afin d’éviter de refaire le calcul dans les étapes ultérieures.

Le coût de la clarification est O(|A|+ |E|). La standardisation parcourt une seule fois
tous les sommets du graphe en O(|A|). La complexité de la réduction est O(|A|2 ∗ |O|).

En conséquence, l’estimation de la complexité de l’algorithme 1 est O(|A|2 ∗ (|O|+
log |A|) + |E|).

4.3.3.3.2 Extension à un système de fermeture

L’algorithmeRedAttsSansPerte (algorithme 1) que nous proposons est un algorithme
qui peut s’étendre à tous les systèmes de fermeture (ϕ, S). Les modifications à faire sont :
– Changement d’entrée de l’algorithme : un système de fermeture (ϕ, S) au lieu d’un
contexte (O,A, (α, β)).

– Construction du graphe : pour construire le graphe de précédence, il faut utiliser la
fermeture ϕ au lieu de la fonction monotone β.

– Complexité de l’algorithme : la complexité sera calculée en fonction de cϕ où cϕ est le
coût d’une génération de fermeture ϕ du système de fermeture (ϕ, S). La complexité
de l’algorithme 1 pour le système de fermeture (ϕ, S) est O(|S|cϕ+ |S|2 log |S|+ |E|).

Nous retrouvons l’application de l’algorithme générique sur un contexte avec le système
de fermeture (α ◦ β,A) ou le système de fermeture (β ◦ α,O).

4.4 Réduction floue des attributs

L’algorithme de réduction RedAttsSansPerte exploite l’isomorphisme du treillis des
concepts avant et après réduction pour une réduction sans perte d’information, et des
taux de classification similaires dans les deux cas (voir la sous-section 5.2.2 du chapitre
5). Cependant, l’obtention d’un taux de réduction significatif n’est pas garanti par ce
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Chapitre 4 Réduction de dimension

traitement car il dépend de la base de données utilisée. L’analyse des facteurs influençant
la réduction est détaillée dans le chapitre 5.

Dans le but d’améliorer la réduction des attributs en autorisant une baisse acceptable
de la précision des traitements à suivre (i.e. classification, clustering), nous proposons une
extension floue de notre algorithme : l’algorithme de réduction RedAttsFloue. Alors que
l’algorithme RedAttsSansPerte supprime des attributs réductibles, l’algorithme RedAtts-
Floue supprime des attributs irréductibles qui n’apportent pas beaucoup d’information
complémentaire, où l’information complémentaire apportée est définie par la similarité
entre les extensions de ces attributs 11. Cet algorithme flou repose sur une extension du
graphe de précédence qui permet d’introduire cette notion de similarité entre attributs.

4.4.1 Graphe de précédence flou

8

3

1

9

2

7

6

5

4

0.1

0.1

0.2

0.125

Figure 4.5: Graphe de précédence flou G̃A(A, ẼA) avec δ = 0.2 correspondant au
contexte 4.7 (contexte 2.1 du chapitre 2).

Définition 4.4.1 (Graphe de précédence flou d’un contexte (O,A, (α, β))). Le graphe de
précédence flou G̃ = (A, f) d’un contexte (O,A, (α, β)) est un graphe orienté flou avec la

11. Une extension d’un attribut est le nombre d’objets qui le partagent.
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4.4 Réduction floue des attributs

fonction de flexibilité f définie par :

f :A×A 7−→ [0, 1]

(x, y) 7−→ f(x, y) = |β(y)\β(x)|
|β(x) ∪ β(y)|

(4.4.1)

f reflète la perte d’information du graphe de précédence flou. En effet, f mesure de
combien l’extension de y (β(y)) n’est pas contenue dans l’extension de x (β(x)), ce qui
permet la relaxation de la contrainte d’inclusion de la définition 4.3.2. Quand nous consi-
dérons le graphe de précédence flou avec tous les arcs où f(x, y) 6 1, nous avons un
graphe complet avec 100% de perte d’information. Par ailleurs, lorsque nous limitons le
graphe aux arcs où f(x, y) = 0, nous retrouvons la relation d’inclusion entre les sommets
de ce graphe car |β(y)\β(x)| = 0. Ce graphe correspond alors au graphe de précédence
dans le cas exact avec 0% de perte d’informations.

En pratique, le graphe de précédence flou est limité par le seuil de flexibilité δ où la
valeur de la fonction de flexibilité f est inférieure ou égale au seuil δ. Nous noterons
le graphe de précédence flou G̃ = (A, f, δ). Ce graphe flou peut aussi se définir par
G̃ = (A, Ẽ, f) où Ẽ est l’ensemble des arcs du graphe de précédence flou. Les arcs du
graphe de précédence flou où f(x, y) = 0 sont appelés les arcs exacts. Les arcs du graphe
de précédence flou où f(x, y) > 0 sont appelés les arcs flous. L’ensemble des prédécesseurs
du sommet y est noté P̃y. L’ensemble des successeurs du sommet x est noté S̃x.

Exemple : La figure 4.5 montre le graphe de précédence flou du système de fermeture
(α ◦ β,A) du contexte 4.7 avec un seuil de flexibilité δ = 0.15 où les arcs flous sont en
pointillés avec la valeur de f et les arcs exacts sont pleins et sans valeur de f (car la
valeur de f d’un arc exact est toujours égale à zero). Par exemple, l’arc de l’attribut 2
vers l’attribut 6 est un arc exact car

f(2, 6) = |β(6)\β(2)|
|β(2) ∪ β(6)| = |{b, c, d, e, f, h}\{b, c, d, e, f, g, h, i, j}|

|{b, c, d, e, f, g, h, i, j} ∪ {b, c, d, e, f, h}|
= 0

9 = 0.

On vérifie bien que β(6) ⊂ β(2). L’arc de l’attribut 2 vers l’attribut 3 est un arc flou avec
la valeur de f est égale à 0.1 :

f(2, 3) = |β(3)\β(2)|
|β(2) ∪ β(3)| = |{a, b, c, d, e, f, g, h}\{b, c, d, e, f, g, h, i, j}|

|{b, c, d, e, f, g, h, i, j} ∪ {a, b, c, d, e, f, g, h}|
= 1

10 = 0.1.
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Propriété 4.4.1. L’équation de la fonction f peut se reécrire :

f(x, y) = |β(y)\β(x)|
|β(x) ∪ β(y)| = |(β(y) ∪ β(x))\β(x)|

|β(x) ∪ β(y)|

= |β(y) ∪ β(x)| − |β(x)|
|β(x) ∪ β(y)| puisque β(x) ⊆ β(y) ∪ β(x)

= 1− |β(x)|
|β(x) ∪ β(y)|

(4.4.2)

Le graphe de précédence exact est transitif car il est défini par la relation d’inclusion.
Cette propriété n’est pas maintenue dans le graphe de précédence flou. Par exemple, dans
la figure 4.5, avec un seuil de flexibilité δ = 0.15, il y a un arc flou de l’attribut 6 vers
attribut 7 (f(6, 7) = 0.14) et un arc flou de l’attribut 7 vers l’attribut 3 (f(7, 3) = 0.125)
mais l’arc flou de l’attribut 6 vers l’attribut 3 n’existe pas car le degré de flou f(6, 3) de
cet arc est 0.25. Cependant, nous avons des propriétés de pseudo-transitivité intéressantes
que nous exploitons dans la réduction à la sous-section 4.4.2.1.

Propriété 4.4.2. Dans un graphe de précédence flou G̃ = (A, f, δ), nous avons :

∀(x, y) ∈ A2, δ > f(x, y) > 0⇒
Px ⊆ P̃y

Sy ⊆ S̃x
(4.4.3)

Démonstration.

Montrons que Px ⊆ P̃y est vrai.

Soit un arc du sommet x vers le sommet y tel que 0 6 f(x, y) 6 δ

0 6
|β(y)\β(x)|
|β(x) ∪ β(y)| 6 δ (1)

Soit a ∈ Px alors il y a un arc de a vers x, et β(x) ⊆ β(a). On déduit :
⇔ \β(x) ⊇ \β(a)
⇔ β(y)\β(x) ⊇ β(y)\β(a)
⇔ |β(y)\β(x)| > |β(y)\β(a)| (2)
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On déduit également de β(x) ⊆ β(a) : β(x) ∪ β(y) ⊆ β(a) ∪ β(y)
⇒ 0 6 |β(x) ∪ β(y)| 6 |β(a) ∪ β(y)|

⇒ 1
|β(x) ∪ β(y)| >

1
|β(a) ∪ β(y)| > 0 (3)

Puisque (2) et (3) ⇒ |β(y)\β(x)|
|β(x) ∪ β(y)| >

|β(y)\β(a)|
|β(a) ∪ β(y)| > 0 (4)

Puisque (1) et (4) ⇒ δ >
|β(y)\β(a)|
|β(a) ∪ β(y)| > 0 (5)

On en déduit donc qu’il y a un arc de a vers y dans G̃ = (A, f, δ). Et donc que a ∈ P̃y.
Ce qui nous permet de conclure que Px ⊆ P̃y.

Montrons que Sy ⊆ S̃x est vrai.

Soit un arc du sommet x au sommet y tel que 0 6 f(x, y) 6 δ

Avec la propriété 4.4.1, on a 0 6 1− |β(x)|
|β(x) ∪ β(y)| 6 δ (1)

Soit a ∈ Sy alors il y a un arc de y vers a tel que fya = 0, donc on a β(a) ⊆ β(y)
⇒ β(a) ∪ β(x) ⊆ β(y) ∪ β(x)
⇒ |β(a) ∪ β(x)| 6 |β(y) ∪ β(x)|

⇒ −1
|β(a) ∪ β(x)| 6

−1
|β(y) ∪ β(x)|

⇒ −|β(x)|
|β(a) ∪ β(x)| 6

−|β(x)|
|β(y) ∪ β(x)|

⇒ 0 6 1− |β(x)|
|β(a) ∪ β(x)| 6 1− |β(x)|

|β(y) ∪ β(x)| (2)

Puisque (1) et (2) ⇒ 0 6 1− |β(x)|
|β(a) ∪ β(x)| 6 δ (3)

On en déduit donc qu’il y a un arc de x vers a. Et donc que a ∈ S̃x. Ce qui nous permet
de conclure que Sy ⊆ S̃x.

Propriété 4.4.3. Dans un graphe de précédence flou G̃ = (A, f, δ), nous avons :

∀(x, y) ∈ A2, f(x, y) = 0⇒
 P̃x ⊆ P̃y

S̃y ⊆ S̃x
(4.4.4)

Démonstration.
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Montrons que P̃x ⊆ P̃y est vrai.

Soit a ∈ P̃x alors il y a un arc de a vers x tel que 0 6 f(a, x) 6 δ

Avec la propriété 4.4.1, on a 0 6 1− |β(a)|
|β(x) ∪ β(a)| 6 δ (1)

Soit un arc du sommet x vers le sommet y tel que f(x, y) = 0⇒ β(y) ⊆ β(x)
⇒ β(y) ∪ β(a) ⊆ β(x) ∪ β(a)
⇒ |β(y) ∪ β(a)| 6 |β(x) ∪ β(a)| (2)

⇒ −1
|β(y) ∪ β(a)| 6

−1
|β(x) ∪ β(a)|

⇒ −|β(a)|
|β(y) ∪ β(a)| 6

−|β(a)|
|β(x) ∪ β(a)|

⇒ 1− |β(a)|
|β(y) ∪ β(a)| 6 1− |β(a)|

|β(x) ∪ β(a)| (2)

Puisque (1) et (2)⇒ 0 6 1− |β(a)|
|β(a) ∪ β(y)| 6 δ (3)

On en déduit donc qu’il y a un arc de a vers y. Et donc que a ∈ P̃y. Ce qui nous permet
de conclure que P̃x ⊆ P̃y.

Montrons que S̃y ⊆ S̃x est vrai.

Soit a ∈ S̃y alors il y a un arc de y vers a, donc 0 6 f(a, y) 6 δ

⇒ 0 6
|β(a)\β(y)|
|β(y) ∪ β(a)| 6 δ (1)

Soit un arc de sommet x vers sommet y tel que f(x, y) = 0⇒ β(y) ⊆ β(x)
⇔ \β(y) ⊇ \β(x)
⇔ β(a)\β(y) ⊇ β(a)\β(x)
⇔ |β(a)\β(y)| > |β(a)\β(x)| (2)
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β(y) ⊆ β(x) ⇒ β(y) ∪ β(a) ⊆ β(x) ∪ β(a)
⇒ 0 6 |β(y) ∪ β(a)| 6 |β(x) ∪ β(a)|

⇒ 1
|β(y) ∪ β(a)| >

1
|β(x) ∪ β(a)| > 0 (3)

Puisque (2) et (3) ⇒ |β(a)\β(y)|
|β(y) ∪ β(a)| >

|β(a)\β(x)|
|β(x) ∪ β(a)| > 0 (4)

Puisque (1) et (4) ⇒ δ >
|β(a)\β(x)|
|β(x) ∪ β(a)| > 0 (5)

On en déduit donc qu’il y a un arc de x vers a. Et donc que a ∈ S̃x. Ce qui nous permet
de conclure que S̃y ⊆ S̃x.

4.4.2 Algorithme RedAttsfloue

L’algorithme RedAttsSansPerte ne s’étend pas directement au cas flou. Une adaptation
des traitements des étapes de clarification et de réduction est nécessaire. En revanche,
l’étape de standardisation flou est dispensable car elle ne dépend pas des arcs flous mais
seulement des sources du graphe de précédence flou.

4.4.2.1 Clarification floue

Rappelons que dans le cas exact, la clarification consiste à remplacer chaque clique 12

du graphe par un unique représentant. Plus précisément, nous avons Px = Py et Sx = Sy
lorsque x et y sont équivalents (β(x) = β(y)) (Propriété 4.3.4 dans la sous-section 4.3.2).
Cette propriété est une conséquence directe du fait que le graphe exact est une relation
transitive.

Dans le cas flou, si la transitivité était maintenue, cette notion d’équivalence deviendrait
P̃x = P̃y et S̃x = S̃y lorsqu’il existe un arc de x vers y et un arc de y vers x. Cependant,
la propriété de transitivité n’est pas maintenue dans le cas flou. Il s’agit alors de vérifier
que la suppression d’un des deux sommets permet de conserver la connexion entre son
voisinage immédiat et l’autre sommet. Cette connexion assure au minimum la transitivité

12. Une clique contient un ensemble de sommets C tel que ∀x, y ∈ C, il existe un arc reliant x et y.
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entre les voisinages immédiats d’un sommet et l’autre sommet. En d’autres termes, il
s’agit de vérifier l’existence d’une telle “pseudo-transitivité”, l’existence d’arcs entre
un sommet x et les prédécesseurs et successeurs immédiats d’un sommet y ou vice versa,
pour supprimer l’attribut qui rapporte peu d’information complémentaire.

Dans le cas où les deux arcs (x, y) et (y, x) sont exacts, P̃x = P̃y et S̃x = S̃y car la
transitivité entre eux deux est maintenue. Un traitement adapté est nécessaire dans les
deux autres cas :

- L’arc (x, y) est exact et l’arc (y, x) est flou. (section 4.4.2.1.1)
- Les arcs (x, y) et (y, x) sont flous. (section 4.4.2.1.2)
Dans ces deux cas, il s’agit de déterminer si un des deux attributs peut être supprimé

tout en maintenant la connexion entre l’autre attribut et le voisinage immédiat de l’attri-
but supprimé (i.e. assouplir l’égalité à une inclusion entre P̃x ⊆ P̃y et S̃x ⊆ S̃y ou P̃y ⊆ P̃x
et S̃y ⊆ S̃x). Lorsque les deux attributs peuvent être supprimés (c’est-à-dire P̃x = P̃y et
S̃x = S̃y), nous supprimerons celui qui a la valeur de flexibilité maximum

max(γx, γy) (4.4.5)

Où γx est la valeur de flexibilité d’un sommet x, calculée par la formule suivante qui prend
en compte les valeurs de flexibilité des successeurs et prédécesseurs de x et y :

γx = Σsy∈Sy

py∈Py
(f(x, sy) + f(py, x)) (4.4.6)

4.4.2.1.1 Le cas où l’arc (x,y) est exact et l’arc (y,x) est flou

L’arc (x, y) est exact, donc, par la propriété 4.4.3, nous avons P̃x ⊆ P̃y et S̃y ⊆ S̃x. La
figure 4.6 illustre toutes les relations possibles entre x et y et leurs prédécesseurs et leurs
successeurs.

Afin de déterminer si un des deux attributs peut être supprimé, nous devons vérifier si
P̃y ⊆ P̃x ou S̃x ⊆ S̃y. Quatre situations peuvent se produire :
a) P̃y ⊆ P̃x et S̃x ⊆ S̃y. Dans ce cas, il existe des arcs flous entre x et les prédécesseurs
(successeurs) de y et réciproquement. Autrement dit, les deux attributs x, y sont
équivalents dans le cas flou. Nous pouvons donc éliminer un des deux. Nous calculons
la valeur de flexibilité de chaque sommet par la formule 4.4.6 et supprimons celui qui
a la valeur maximum (c.f. figure 4.7a).

b) P̃y ⊆ P̃x et S̃x 6⊆ S̃y. Dans ce cas, tous les arcs flous entre x et les prédécesseurs
(successeurs) de y existent et il manque au moins un des arcs flous entre y et les
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Edge with f = 0.

Edge with f > 0 and f ≤ δ.
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Figure 4.6: Relations entre le sommet x et le sommet y, leurs prédécesseurs et leurs
successeurs.

prédécesseurs (successeurs) de x. Dans ce cas, x est donc conservé et y est supprimé
afin de conserver la relation entre x et les prédécesseurs (successeurs) de y (c.f. figure
4.7b).

c) P̃y 6⊆ P̃x et S̃x ⊆ S̃y. C’est le cas dual du précédent. Dans ce cas, y est donc
conservé et x est supprimé (c.f. figure 4.7c).

d) P̃y 6⊆ P̃x et S̃x 6⊆ S̃y. Dans ce cas, il n’existe pas de relation entre x et les prédé-
cesseurs (successeurs) de y et vice versa et les deux sommets x et y sont conservés
(c.f. figure 4.7d).

4.4.2.1.2 Le cas où les arcs (x,y) et (y,x) sont flous

Lorsque les deux arcs (x, y) et (y, x) sont flous, par la propriété 4.4.2 nous avons Px ⊆ P̃y,
Sy ⊆ S̃x et Py ⊆ P̃x, Sx ⊆ S̃y. La figure 4.8 illustre toutes les relations possibles entre x
et y, leurs prédécesseurs et leurs successeurs. Afin de vérifier l’équivalence entre ces deux
sommets x et y, nous devons vérifier si P̃x = P̃y et S̃x = S̃y. Les situations suivantes
peuvent se produire :

a) P̃y = P̃x et S̃x = S̃y. Dans ce cas, les deux sommets x et y sont équivalents. Nous
supprimons le sommet qui a la valeur maximale max(γx, γy). Où γx (resp. γy) est la
valeur de flexibilité du sommet x (resp. y) (formule 4.4.6) (c.f. figure 4.9a).

b) P̃x ⊆ P̃y et S̃x ⊆ S̃y. Dans ce cas, le sommet x est supprimé et le sommet y est
conservé afin de retenir la relation entre y et les prédécesseurs flous et successeurs
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(a) P̃y ⊆ P̃x et S̃x ⊆ S̃y.
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(b) P̃y ⊆ P̃x et S̃x 6⊆ S̃y.
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(c) P̃y 6⊆ P̃x et S̃x ⊆ S̃y.
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(d) P̃y 6⊆ P̃x et S̃x 6⊆ S̃y.

Figure 4.7: Relations entre le sommet x et le sommet y, leurs prédécesseurs et leurs
successeurs.

flous de x (c.f. figure 4.9b).
c) P̃y ⊆ P̃x et S̃y ⊆ S̃x. Dans ce cas, le sommet y est supprimé et le sommet x est
conservé afin de retenir la relation entre x et les prédécesseurs flous et successeurs
flous de y (c.f. figure 4.9c).

d) Toutes les autres situations. Dans ce cas, les sommets x et y ne sont pas équi-
valents dans le cas flou selon la définition présentée et ne sont donc pas supprimés
(c.f. figure 4.9d).

Afin de vérifier la transitivité locale entre deux sommets x et y tel que les arcs (x, y) et
(y, x) existent, nous proposons l’algorithme VerifTransLocale (Algorithme 2). L’entrée
de cet algorithme est un graphe de précédence flou G̃(A, f, δ). La sortie est l’ensemble
Xt ⊂ A des éléments supprimés, et l’ensemble Etx des éléments équivalents pour chaque
x ∈ Xt. Pour chaque arc (y, x) du graphe :
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Figure 4.8: Relations entre le sommet x et le sommet y, leurs prédécesseurs et leurs
successeurs.

– si (x, y) existe et la propriété de transitivité est conservée (P̃x = P̃y et S̃x = S̃y) :
alors nous supprimons l’attribut qui possède la valeur de flexibilité maximum.

– si (x, y) existe et est exact (f(x, y) = 0) : alors nous vérifions si les prédécesseurs de
x sont les prédécesseurs de y et alors nous supprimons x. S’il s’agit du cas dual, si
les successeurs de y sont les successeurs de x alors nous supprimons y.

– si (x, y) existe et est flou (f(x, y) > 0) : alors nous vérifions si les prédécesseurs et
les successeurs de x sont les prédécesseurs et les successeurs de y. Si cette contrainte
est vérifiée alors nous pouvons supprimer x en gardant la transitivité locale entre y
et les prédécesseurs, les successeurs de x. De façon similaire, nous supprimons y si
Py ⊆ Px et Sy ⊆ Sx.

4.4.2.2 Réduction floue

Plusieurs approches sont possibles pour effectuer la réduction avec le graphe de précé-
dence flou. Compte tenu de la formulation avec l’opérateur de fermeture, nous pourrions
essayer de vérifier si β(x) = β(P̃x). Une autre possibilité serait de vérifier si f(P̃x, x) 6 δ.
Cependant, ces approches peuvent être inappropriées car elles appliquent la fonction
de flexibilité à un ensemble P̃x qui est déjà flou. Nous avons donc décidé de vérifier si
f(Px, x) 6 δ. Ceci est cohérent avec le fait que nous acceptons la même flexibilité sur
β(x) et β(Px) comme nous l’avons fait lors de la construction du graphe de précédence
flou.
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(a) P̃y = P̃x et S̃x = S̃y.

fh

0.1

0.2

0.15

x

c

f

g

0.1

0.2
y

h

0.1

0.1

0.2

0.15

x

c

f

g

0.1

0.2
y

h

0.1

0.1

0.2

0.15

x

c

f

g

0.1

0.2
y

h

0.1

(b) P̃x ⊆ P̃y et S̃x ⊆ S̃y.
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(c) P̃y ⊆ P̃x et S̃y ⊆ S̃x.
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(d) Autres situations.

Figure 4.9: Relations entre les sommets x et y, leurs prédécesseurs et leurs successeurs.

Notons que cette approche a l’avantage de ne pas utiliser les arcs flous et par conséquent
nous pouvons effectuer cette étape avant l’ajout des arcs flous, et ainsi réduire le nombre
de sommets concernés par le calcul.
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Algorithme 2 : Vérification de la propriété de pseudo-transitivité entre chaque paire
de sommets dans un graphe de précédence flou.
Name : VerifTransLocale().
Input : un graphe de précédence flou G̃(A, f, δ).
Output : l’ensemble Xt ⊂ A des éléments réductibles, et l’ensemble Etx des

éléments équivalents pour chaque x ∈ Xt.
begin

Initialiser Xt = ∅, Etx = ∅;
foreach (y, x), δ > f(y, x) > 0 do

Initialiser red = null, eq = null;
if ∃(x, y) et x, y /∈ Xt then

Calculer P̃x, P̃y, S̃x, S̃y;
if P̃x = P̃y et S̃x = S̃y then

Calculer |P̃x|, |P̃y|, |S̃x|, |S̃y|, γx et γy;
if γx > γy then

red = x ; eq = y ;
else

red = y ; eq = x ;
end

else
if f(x, y) = 0 then

if P̃y ⊆ P̃x then red = y ; eq = x;
if S̃x ⊆ S̃y then red = x ; eq = y;

else
if P̃x ⊆ P̃y et S̃x ⊆ S̃y then red = x ; eq = y;
if P̃y ⊆ P̃x et S̃y ⊆ S̃x then red = y ; eq = x;

end
end

end
Ajouter red dans Xt avec Etx = {eq};
Supprimer red du graphe G̃;

end
return Xt et l’ensemble Etx ;

end
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4.4.2.3 Algorithme RedAttsFloue

L’algorithme RedAttsFloue [Dao 2016] proposé dans cette section (Algorithme 4) est
un algorithme de réduction de dimension qui prend en entrée un contexte (O,A, (α, β)).
La sortie de l’algorithme est l’ensemble des attributs supprimés X ⊂ A et l’ensemble des
attributs équivalents Ex pour chaque attribut supprimé x ∈ X.

Cet algorithme est une extension de l’algorithme RedAttsSansPerte. Il se compose des
étapes de construction du graphe de précédence (exact et flou - algorithme 3) et de
cinq étapes : Les trois premières étapes (clarification, standardisation et réduction) sont
les étapes de l’algorithme RedAttsSansPerte. Ensuite, le graphe de précédence flou est
construit. Les deux dernières étapes sont la réduction floue et la clarification floue. Dans
la dernière étape, nous vérifions la propriété de transitivité locale grâce à l’algorithme
VerifTransLocale (algorithme 2).

Étape 1 : Clarification exacte. L’étape 1 de la section 4.3.
Étape 2 : Standardisation exacte. L’étape 2 de la section 4.3.
Étape 3 : Réduction exacte. L’étape 3 de la section 4.3.
Étape 4 : Réduction floue. Pour chaque sommet x, nous vérifions si f(Px, x) 6 δ avec

Px l’ensemble des prédécesseurs de x. Si c’est le cas, alors x est ajouté dans X et
Px est ajouté dans Ex.

Étape 5 : Clarification floue. Nous utilisons l’algorithme 2 pour vérifier la propriété de
pseudo-transitivité entre chaque paire de sommets du graphe de précédence flou
G̃(A, f, δ).

Exemple : Dans le contexte 4.7 de ce chapitre (le contexte 2.1 du chapitre 2) :
Étape 1 : L’attribut 4 et 9 appartiennent à la même clique étant donné que β(4) =

β(9) = {i, j} donc nous supprimons l’attribut 9.
Étape 2 : Nous avons β(8) = β(∅) = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j}. Par conséquent, l’attribut

8 est supprimé.
Étape 3 : Nous avons β(7) = β(2, 3) où les sommets 2, 3 sont les prédécesseurs immédiats

du sommet 7. Nous supprimons donc l’attribut 7.
Étape 4 : Avec un seuil de flexibilité δ = 0.2 nous avons

f(P6, 6) = |β(6)\β(2, 3, 7)|
|β(6) ∪ β(2, 3, 7)| = | − 1|

|7| = 0.14 6 δ.
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Par conséquent, l’attribut 6 est supprimé.
Étape 5 : Avec un seuil de flexibilité δ = 0.2, nous avons la liste des arcs flous ordonnés

en ordre croissant selon leur valeur de flexibilité

{f(2, 1), f(2, 3), f(1, 3), f(7, 3), f(6, 7), f(3, 2)}.

Nous vérifions :
– l’arc flou (2, 1) : il n’existe pas d’arc (1, 2), la condition de l’algorithme 2 n’est
pas satisfaite donc pas de suppression.

– l’arc flou (2, 3) : il existe un arc flou (3, 2). Nous avons P̃2 = {2, 3, 8}, P̃3 =
{1, 2, 3, 7, 8}, S̃2 = {1, 2, 3, 4, 6, 7, 9}, S̃3 = {1, 2, 3, 5, 6, 7}. P̃2 ⊆ P̃3 et S̃2 6⊆ S̃3
donc nous ne pouvons pas supprimer l’attribut 2. De manière similaire, nous ne
pouvons pas supprimer l’attribut 3.

– l’arc flou (1, 3) : il existe un arc exact (3, 1). Nous avons P̃1 = {1, 2, 3, 8}, P̃3 =
{1, 2, 3, 7, 8}, S̃1 = {3, 6}, S̃3 = {1, 2, 3, 5, 6, 7}. Nous avons P̃1 ⊂ P̃3 donc nous
supprimons l’attribut 1.

– l’arc flou (6, 7) : il existe un arc exact de l’attribut 7 à l’attribut 6. Nous avons
P̃6 = {1, 2, 3, 6, 7, 8}, P̃7 = {2, 3, 6, 7, 8}, S̃6 = {6, 7}, S̃7 = {3, 6, 7}. P̃6 6⊆ P̃7 et
S̃7 6⊆ S̃6, la condition de l’algorithme 2 n’est pas satisfaite donc pas de suppression.

– l’arc flou (7, 3) : il existe un arc exact de l’attribut 3 à l’attribut 7. Nous avons
P̃3 = {1, 2, 3, 7, 8}, P̃7 = {2, 3, 6, 7, 8}, S̃3 = {1, 2, 3, 5, 6, 7}, S̃7 = {3, 6, 7}. P̃7 6⊆
P̃3 et S̃3 6⊆ S̃7, la condition de l’algorithme 2 n’est pas satisfaite donc pas de
suppression.

Algorithme 3 : Construction d’un graphe de précédence flou.
Name : ConstrGraFlou().
Input : un contexte (O,A, (α, β)) et un seuil de flexibilité δ.
Output : un graphe de précédence flou G̃(A, Ẽ, f).
begin

initialiser un graphe G̃(A, Ẽ, f) avec A l’ensemble des sommets;
initialiser Ẽ = ∅;
foreach (x, y) ∈ A×A tel que x 6= y do

Calculer f(x, y);
if f(x, y) 6 δ then

Ajouter l’arc (x, y) dans Ẽ ;
end

end
return G̃(A, Ẽ, f);

end
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Algorithme 4 : Algorithme de réduction des sommets dans un graphe de précédence
flou.
Name : RedAttsFloue().
Input : le contexte (O,A, (α, β)) avec un seuil de flexibilité δ.
Output : l’ensemble X ⊂ A des éléments réductibles, et l’ensemble Ex des éléments

équivalents pour chaque x ∈ X.
Initialiser X = ∅, Ex = ∅;
Construire le graphe de précédence exact G(V,E);
\\ Étape (1) : Clarification;
Calculer l’ensemble CFC des composantes fortement connexes de G;
foreach C ∈ CFC do

Choisir y ∈ C;
foreach x ∈ C telle que x 6= y do

Ajouter x dans X avec Ex = {y} ; Supprimer x du graphe G ;
end

end
\\ Étape (2) : Standardisation;
Soit s l’ensemble des sources du graphe G;
if |s| = 1 et β(s) = β(∅) then

Ajouter s dans X avec Es = ∅ ; Supprimer s du graphe G ;
end
\\ Étape (3) : Réduction;
foreach x ∈ G do

Soit Px l’ensemble des prédécesseurs immédiats de x dans le graphe G;
if |Px| > 1 et β(x) = β(Px) then

Ajouter x dans X avec Ex = Px ; Supprimer x du graphe G ;
end

end
\\ Étape (4) : Réduction floue;
foreach x ∈ G do

Calculer Px l’ensemble des prédécesseurs immédiats x dans le graphe G;
if |Px| 6= 1 et f(Px, x) 6 δ then

Ajouter x dans X avec Ex = Px ; Supprimer x du graphe G ;
end

end
\\ Étape (5) : Standardisation floue;
G̃(A, f, δ) = constrGraFlou((O,A, (α, β)), δ);
(Xt, Etx) = verify_localTransitivity(G̃(A, f, δ));
Ajouter Xt dans X;
Ajouter Etx dans Ex;
return X et l’ensemble Ex;
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L’approche de réduction présentée dans l’algorithme 4 est une extension de l’algorithme
1. Nous pouvons, en termes de réduction, obtenir des résultats équivalents au cas exact,
voire supérieurs dans certains cas.

4.4.2.3.1 Complexité de l’algorithme RedAttsFloue (algorithme 4)

La complexité algorithmique de l’algorithme 4 se décompose selon les étapes suivantes :
construction du graphe de précédence exact, clarification, standardisation, réduction, ré-
duction floue, construction du graphe de précédence flou et clarification floue.

Le coût de la construction du graphe de précédence exact, de la clarification, de la
standardisation et de la réduction est le même que dans le cas exact puisque l’algorithme
est le même. La complexité de l’algorithme 4 est donc égale à la complexité de l’algorithme
1 plus le coût de la réduction floue, de la construction du graphe de précédence flou et de
la clarification floue.

La complexité de l’algorithme 1 est O((|A|2 ∗ (|O|+ log |A|)) + |E|).

Ensuite, la complexité de la réduction floue est O(|A|2 ∗ (|O|).

La complexité de la génération du graphe de précédence flou inclut le calcul de la
flexibilité O(|A|2 ∗ |O|2) pour chaque paire d’attributs, d’où une complexité totale de
cette étape de O(|A|2 ∗ (|A|2 ∗ |O|2)) = O(|A|4 ∗ |O|2). Cependant, la valeur de la fonction
β de chaque attribut a été calculée lors de l’étape de construction du graphe de précédence
exact. Avec une bonne implémentation de l’algorithme, en sauvegardant ces valeurs de β
de tous les attributs, le calcul de la flexibilité pour chaque paire d’attributs est O(|A|).
Nous pouvons obtenir un coût plus faible pour cette étape : O(|A|3).

Enfin, le coût pour vérifier la pseudo-transitivité entre les sommets dans le graphe de
précédence flou est O(|Ẽ|) (Ẽ est l’ensemble des arcs avec δ > f > 0 du graphe G̃(A, f, δ)),
alors la complexité de l’étape de clarification floue (algorithme 2) est O(|Ẽ|).

Finalement, la complexité de l’algorithme 4 est O((|A|2 ∗ (|O| + log |A| + |A|)) +
|E|+ |Ẽ|).
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4.5 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons d’abord présenté les pré-traitements nécessaires afin d’ob-
tenir les données binaires.

Ensuite, la définition formelle du graphe de précédence et ses propriétés ont été présen-
tées dans la sous-section 4.3.2. Par ailleurs, nous avons montré le lien existant entre ce
graphe et l’AC-poset, plus précisément ces deux graphes sont isomorphes quand le graphe
de précédence est acyclique.

Puis, nous avons présenté l’algorithme de réduction des attributs RedAttsSansPerte qui
garde les attributs irréductibles. Cet algorithme repose sur le théorème fondamental de la
théorie des treillis qui stipule que les attributs irréductibles garantissent le maintien de la
structure de treillis des concepts, et donc des correspondances maximum d’objets et leurs
attributs communs. Il n’y a donc pas de perte d’information. Les attributs “réductibles”
sont déterminés à partir du graphe de précédence entre attributs en trois étapes : clari-
fication, standardisation et réduction. Il s’agit là d’une méthode de sélection d’attributs
par filtrage et applicable dans le cas de l’apprentissage non supervisé. Elle n’utilise pas le
résultat de classification ou clustering comme certaines autres méthodes de sélection des
attributs (c.f. l’approche par encapsulation ou l’approche par embarquement du chapitre
1).

Cependant, l’obtention d’un taux de réduction significatif dépend des données. Dans
le but d’améliorer la réduction des attributs, nous proposons une extension floue de l’al-
gorithme existant. L’algorithme RedAttsFloue va supprimer des attributs irréductibles
qui apportent peu d’informations complémentaires. Il repose sur une extension floue du
graphe de précédence qui met en relation des attributs “similaires” selon un seuil de flexi-
bilité δ de ce graphe. Nous avons présenté sa définition formelle et ses propriétés dans la
sous-section 4.4.1. Cet algorithme (sous-section 4.4.2.3) apporte un taux de réduction plus
élevé que l’algorithme original avec cependant une perte d’information. Le niveau de perte
d’information dépend du seuil de flexibilité δ. Les expérimentations de ces algorithmes
sont présentées dans le chapitre suivant (chapitre 5).
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Points clés

Positionnement

o Nous avons rappelé les méthodes de pré-traitement afin d’obtenir le contexte
formel à partir de données numériques.

o Après avoir défini formellement le graphe de précédence, nous avons présenté
ses propriétés et ses liens avec une sous-ordre de sous-hiérarchie de Galois (AC-
poset).

o Nous avons présenté l’algorithme RedAttsSansPerte qui utilise le graphe de pré-
cédence comme outil.

o Après avoir défini formellement le graphe de précédence flou, nous avons pro-
posé une extension de l’algorithme de réduction (l’algorithme RedAttsFloue) qui
utilise le graphe de précédence flou comme outil.

Contributions

o Nous avons présenté le lien entre le graphe de précédence et l’AC-poset.
o Nous avons défini formellement le graphe de précédence flou et ses propriétés

concernant la transitivité.
o Nous avons proposé l’extension de l’algorithme de réduction (l’algorithme Re-

dAttsFloue), qui est une méthode de sélection d’attributs par filtrage.
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Chapitre 5

Expérimentations et évaluations
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5.1 Contexte

Ce chapitre 5 se propose d’évaluer les performances des algorithmes présentés dans le
chapitre 4 et, plus particulièrement, de poser la question de leur pertinence pour une
utilisation dans le domaine de la reconnaissance d’images par le contenu (CBIR - Content
Based Image Retrieval).
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Deux études seront menées pour évaluer les apports des deux contributions majeures
de cette thèse :
– Dans un premier temps (section 5.2), nous étudierons l’efficacité de l’algorithme de
réduction exacte RedAttsSansPerte 1 sur différentes bases de données, incluant des
bases d’images et une base du domaine de la sélection de caractéristiques : NIPS 2003
[Guyon 2003].

– Dans un deuxième temps (section 5.3), pour améliorer la capacité de réduction, nous
étudierons l’efficacité de l’algorithme de réduction floue RedAttsFloue 2 sur la base
NIPS 2003.

5.1.1 Méthode d’évaluation

Detection
Description
Clustering

Normalization
Binarization

Dimension reduction
using Galois lattice

Bags of visual words

Reduced
bags of visual words

Preprocessing

Creation of
model of
bag of visual words

Image
dataset

Dimension reduction algorithms

Classification

Performance

Performance

train

Qualitative
evaluation

test

train

test

Quantitative
evaluation

Figure 5.1: Chaîne de traitement finale réalisée par nos algorithmes en partant de la
base d’images et en allant vers le sac de mots visuels réduit.

La figure 5.1 présente la chaîne de traitement finale réalisée par nos algorithmes en
partant de la base d’images et en allant vers le sac de mots visuels réduit. Deux approches
sont utilisées pour évaluer le résultat obtenu :
Quantitativement : en comparant le nombre d’attributs réduits par rapport au nombre

d’attributs originaux.
Qualitativement : en comparant les performances de classification sur l’ensemble de don-

nées original et sur l’ensemble de données réduit.

Cela revient en fait à répondre aux deux questions suivantes :
– Est-ce que l’algorithme réduit effectivement le nombre d’attributs ?

1. Cet algorithme est présenté dans la section 4.3 du chapitre 4.
2. Cet algorithme est présenté dans la section 4.4 du chapitre 4.
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– Avec un ensemble d’attributs moins important après l’étape de réduction d’attri-
buts, la classification utilisant cet ensemble d’attributs garde t-elle les mêmes perfor-
mances ?

Pour répondre à ces questions, nous proposons dans un premier temps de comparer
le nombre d’attributs avant et après avoir appliqué nos deux méthodes de réduction en
utilisant la mesure Fraction d’Attributs réduits (FA - rapport du nombre d’attributs après
réduction sur le nombre d’attributs avant la réduction). Nous proposons aussi de comparer
la FA après chaque étape de réduction. L’algorithme RedAttsSansPerte comprend trois
étapes : (1) clarification, (2) standardisation et (3) réduction. L’algorithme RedAttsFloue
contient cinq étapes : (1) clarification, (2) standardisation, (3) réduction, (4) réduction
floue, (5) clarification floue.

FAij =
∆Nattij

NattIniti

avec ∆Nattij
= NattIniti −NattInitj (5.1.1)

Où ∆Nattij
est le nombre d’attributs réduits entre l’étape i et l’étape j−1 tel que i < j ;

NattIniti est le nombre d’attributs avant la réduction par l’étape i de l’algorithme ; NattInitj

est le nombre d’attributs avant la réduction par l’étape j de l’algorithme. Autrement dit,
NattInitj est le nombre d’attributs après la réduction par l’étape j − 1 de l’algorithme.

Binarisation Clarification Standardization Reduction

NattInit0

NattInit1 NattInit2 NattInit3

Reduced
bags of visual words

Bags of visual words

NattInit4

Figure 5.2: Chaîne de traitement finale réalisée par l’algorithme RedAttsSansPerte en
partant du sac de mots visuels et en allant vers le sac réduit de mots visuels.

Par exemple :
– La Fraction d’Attributs réduits par l’étape Clarification de l’algorithme RedAtts-
SansPerte est FA12 = NattInit1−NattInit2

NattInit1
(cf. figure 5.2).

– La FA de l’algorithme RedAttsSansPerte est FA14 = NattInit1−NattInit4
NattInit1

.
A la fin de l’étape de binarisation, certains attributs peuvent être nuls pour toutes

les observations. Par conséquent, la valeur de FA d’un algorithme (RedAttsSansPerte
ou RedAttsFloue) correspond à la proportion entre le nombre d’attributs réduits par
l’algorithme et le nombre d’attributs non nuls après la binarisation.
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Dans un deuxième temps, pour répondre à la deuxième question, nous nous proposons de
comparer les performances de classification sur les bases de données avant et après avoir
appliqué notre méthode de réduction. Il existe plusieurs mesures des performances de clas-
sification. Certains se calculent à partir de la matrice de confusion tels que les métriques
de : F-mesure (F-score), précision, Balanced Error Rate (BER). Le détail de chaque mé-
trique est présenté dans l’annexe A.1. Dans le cas où la classification est équilibrée 3,
une des mesures présentées ci-dessus suffit pour représenter le résultat de classification
car ces mesures s’appuient sur l’hypothèse que le nombre d’objets dans chaque classe est
équivalent.

5.1.2 Description des données

Cette section décrit les différents ensembles de données utilisés pour les expérimenta-
tions.

5.1.2.1 Caltech-256

La base Caltech-256 4 contient 30607 images réparties en 257 classes. 256 de ces classes
sont associées à des objets naturels et artificiels présentés dans de bonnes conditions
d’éclairage, de "pose", d’arrière-plan, de résolution [Griffin 2007]. La dernière classe de
cette base est une classe spéciale, appelée "clutter", permettant de tester le rejet de
l’arrière-plan. Le nombre d’images minimum par classe est de 80. Cette base est l’un des
jeux de données les plus utilisés dans la communauté de reconnaissance et de détection
d’objets.

5.1.2.2 Pascal (VOC)

La base PASCAL 5 est une base de données créée à l’origine pour la compétition "The
PASCAL Visual Object Classes (VOC) challenge" [Everingham 2012]. Cette base est de-

3. Le nombre d’images dans chaque classe est équivalent.
4. http ://www.vision.caltech.edu/Image_Datasets/Caltech256/
5. http ://host.robots.ox.ac.uk/pascal/VOC/
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Figure 5.3: Base de données CALTECH256.

venue l’une des références dans la communauté de l’apprentissage automatique, plus pré-
cisément dans le domaine de la reconnaissance et de la détection d’objets visuels. Plusieurs
compétitions VOC ont été organisées par le passé. Pour notre part, nous utilisons la ver-
sion de 2012 dont la description détaillée est présentée dans [Everingham 2012]. La base
VOC2012 contient 22500 images. Chaque image est annotée avec un ou plusieurs labels,
correspondant à 20 classes d’objets telles que l’avion, le chat, le vélo, le bateau, la chaise,
etc.

5.1.2.3 MIR flickr

Flickr est un site web de partage de photographies et de vidéos gratuites. Les photos
mises en ligne sur ce site sont très variées en terme de qualité et de droit d’auteur. Les
images de la base MIR Flickr sont sélectionnées en fonction de leurs droits d’auteur, leur
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Figure 5.4: Base de données VOC2012.

capacité à représenter un domaine donné, et aussi de la qualité visuelle de la photographie.
En particulier, cette base est dédiée à l’amélioration de la recherche d’images à partir
d’annotations manuelles et de méta-données au format EXIF (Exchangable image file
format). Les thèmes généraux associés à ces photos sont le ciel, la mer, le lac, les personnes,
la vie des plantes, des arbres, les animaux, les transports, etc. La base de données MIR
Flickr [Huiskes 2008] que nous avons utilisée est la version de 2008 avec 25000 images sous
licence de droit d’auteur Creative Commons, téléchargée sur le site web Flickr 6.

128



5.1 Contexte

Figure 5.5: Base de données MIR fmickr.

5.1.2.4 COREL

La base COREL-5k est une base d’images standard qui contient 5000 images issues
de 50 "Corel Stock Photo CDs” [Duygulu 2002]. Chaque CD inclut 100 images du même
thème. Chaque image a été annotée avec des mots-clés (de 1 à 5) tels que montagne,
piscine, tigre, fumée, etc. Globalement, il existe 371 mot-clés. Cette base est utilisée dans
le domaine de l’annotation sémantique, de l’indexation et de la recherche d’images par le
contenu.

6. https ://www.flickr.com/

129



Chapitre 5 Expérimentations et évaluations

Figure 5.6: Base de données COREL.

5.1.2.5 NIPS2003

NIPS2003 est un workshop organisé en 2003 pour mettre en compétition les méthodes
de sélection de caractéristiques. Ce workshop a permis de constituer cinq jeux de don-
nées : Arcene, Gisette, Dexter, Dorothea et Madelon, qui viennent de différents domaines
avec différentes propriétés. Le tableau 5.1 donne, sous forme synthétique, les informations
essentielles sur ces jeux de données. Les "probes" sont des attributs supplémentaires brui-
tés ajoutés aux données pour vérifier la performance de l’algorithme de réduction. Les
ensembles de données qui ne sont pas binaires, sont préalablement quantifiés entre 0 et
999. Chaque ensemble de données ne contient que deux classes. Dans notre contexte, nous
traitons les trois ensembles de données : Arcene, Gisette, Dexter car ils sont représentés
sous forme d’histogramme, comme les sacs de mots visuels.

Arcene est une base dont les données sont constituées des spectres de masses obtenus
par la technique SELDI (Surface-Enhanced Laser Desorption / Ionization - une méthode
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utilisée en médecine). Les attributs ne sont pas des images, mais constituent des histo-
grammes obtenus à partir de données réelles utilisées en médecine.

Gisette est un sous-ensemble de la base MNIST [LeCun 1998]. Gisette contient des
images en noir et blanc des chiffres manuscrits 4 et 9.

Dexter est un sous-ensemble du benchmark de catégorisation de textes de Reuters
[Lewis 1997]. Reuters utilise un modèle à base de sacs de mots [Salton 1975] pour repré-
senter les données.

Dorothea est un ensemble de données concernant la recherche de médicaments. L’en-
semble de données originales vient du laboratoire DuPont Pharmaceuticals Research et du
KDD (Knowledge Discovery in Data Mining) Cup 2001. Cette base est une base binaire.
Le détail des attributs n’a pas été fourni pour éviter l’influence d’une connaissance de la
nature des caractéristiques a priori sur le processus de sélection.

Madelon est une base synthétique contenant 5 attributs informatifs et 15 attributs
redondants. Les attributs redondants n’ayant aucune puissance prédictive. L’ordre des
attributs a été randomisé. Les exemples sont séparés en deux classes aléatoirement cor-
respondant aux étiquettes +1 et -1.

La description plus détaillée de cette base est disponible dans le rapport de Guyon
[Guyon 2003].

Ensemble
de

données

Type de
données

Nombre
d’objets

Nombre
d’attri-
buts

Nombre de
probes

Arcene dense integer 900 10000 3000
Gisette dense integer 13500 5000 2500
Dexter sparse integer 2600 20000 10053

Dorothea sparse binary 19500 100000 50000
Madelon dense integer 4400 500 480

Table 5.1: Tableau de synthèse représentant les jeux des données de la base NIPS 2003.
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5.2 Evaluation de l’algorithme RedAttsSansPerte

Dans cette section, l’objectif est de vérifier si la réduction des mots visuels est effective
en appliquant l’algorithme de réduction RedAttsSansPerte du chapitre 4. Nous avons
calculé la réduction de dimension avec cet algorithme sur plusieurs jeux de données. Nous
évaluons les résultats quantitativement dans la sous-section 5.2.1 et qualitativement dans
la sous-section 5.2.2.

5.2.1 Point de vue quantitatif

A partir des images, les deux étapes suivantes (cf. figure 5.7) sont nécessaires avant
appliquer l’algorithme de réduction des mots visuels :
(1) Création du sac de mots visuels.
(2) Normalisation et binarisation (Pre-processing).
Afin d’analyser l’influence de ces étapes sur la capacité de réduction de l’algorithme

RedAttsSansPerte, nous divisons la discussion en trois parties :
– La sous-section 5.2.1.1 décrit la capacité de réduction de cet algorithme sur plusieurs
bases de données (point de vue global de la réduction).

– La sous-section 5.2.1.2 décrit la capacité de réduction de cet algorithme sur une même
base de données en fonction des méthodes de normalisation utilisées (influence de la
normalisation).

– La sous-section 5.2.1.3 décrit la capacité de réduction de cet algorithme sur une même
base de données en fonction des méthodes de construction des sacs de mots visuels
(influence de la détection, de la description et du clustering).

5.2.1.1 Réduction par l’algorithme RedAttsSansPerte

Dans cette partie, nous avons testé l’algorithme RedAttsSansPerte sur les huit bases
suivantes : VOC 2005, COREL, mirFlick, VOC 2012, CALTECH256, Arcène, Gisette,
Dexter.

132



5.2 Evaluation de l’algorithme RedAttsSansPerte
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Figure 5.7: Chaîne de traitement réalisée par nos algorithmes en partant de la base
d’images et en allant vers le sac réduit de mots visuels.

Le tableau 5.2 montre les cinq premières bases de données images et les méthodes
utilisées afin d’obtenir les sacs de mots visuels 12. Ces sacs de mots visuels ne sont pas
normalisés. De ce fait, nous appliquons la normalisation NormLigneMax 13 sur ces sacs
de mots visuels 14. Les trois derniers ensembles de données (Arcene, Dexter, Gisette) sont
des histogrammes déjà normalisés.

7. Le détecteur Harris-Laplace pour l’extraction des contours et le détecteur Laplacien de Gaussiennes
pour la détection des blobs.

8. SIFT (Scale-Invariant Feature Transform) [Lowe 1999].
9. K-moyennes [Lloyd 1982] a été implémenté dans la librairie OpenCV.
10. Harris-Laplace [Mikolajczyk 2004].
11. CMI (Color Moment Invariants) [Mindru 2004].
12. Les sacs de mots visuels de la base VOC2005 et la base COREL sont les signatures précalculées issues

de travaux de Dounia AWAD et Nhu Van NGUYEN au sein du laboratoire L3i. Les sacs de mots visuels
de la base VOC2012 et la base MIR flickr sont les signatures précalculées issues de travaux de Syntyche
GBEHOUNOU au sein du laboratoire XLIM-SIC. Les sacs de mots visuels de la base CALTECH256 sont
issus de nos travaux pendant la thèse.
13. Cette méthode est présentée dans la sous-section 4.2.1 du chapitre 4.
14. La raison de ce choix est présentée dans la section 4.2.1 du chapitre 4.
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Database Images
nb

Features
nb Detector Descriptor Dictionary of

visual words
Dataset 1
(PASCAL
VOC 2005)

1354 262
Harris-

Laplace and
Laplacian 7

SIFT 8 K-means 9

PASCAL
(VOC 2012) 17124 4096 Harris-

Laplace 10 CMI 11
Random

selection of all
key points

MIR flickr 24991 4096 Harris-
Laplace CMI

Random
selection of all
key points

COREL 4998 500 SIFT 8 SIFT 8 K-means 9

CALTECH
256 30607 500 SIFT 8 SIFT 8 K-means 9

Table 5.2: Ensembles de données et méthodes utilisées pour obtenir les sacs de mots
visuels. 12

Étant donné que l’algorithme RedAttsSansPerte nécessite des données binaires en en-
trée, nous utilisons un seuil de binarisation que nous faisons varier entre [0, 1] avec un
intervalle de 0.1 pour étudier l’influence de ce paramètre. Nous voulons aussi étudier s’il
est possible d’obtenir un seuil de binarisation optimal automatiquement.

Les figures 5.8, 5.9, 5.10 montrent le comportement global de l’algorithme de réduction
RedAttsSansPerte en fonction du seuil de binarisation sur les huit bases de données. Nous
distinguons la capacité de réduction de notre algorithme et la capacité de réduction due
au seuil de binarisation.

Analyse

Tout d’abord, nous pouvons observer que, quels que soient la base et le seuil, des attri-
buts sont supprimés par l’algorithme de réduction. Pour autant, cette réduction n’est pas
uniforme et dépend de la base. Cependant, la courbe de réduction de chaque histogramme
a la même forme. En effet, un seuil de binarisation plus élevé entraîne mécaniquement
une réduction d’attributs plus importante.
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Figure 5.8: Rapport entre le nombre d’attributs réduits (obtenus par l’application d’un
seuil binaire et par l’application de l’algorithme RedAttsSansPerte) et le
nombre d’attributs initiaux sur trois bases de données : VOC2005, CAL-
TECH256 et COREL5k.

Par ailleurs, nous observons que la réduction d’attributs se fait dans sept bases sur huit :
Les réductions sur les bases VOC2005, COREL, VOC2012, MIRflickr, Arcene, Dexter,
Gisette sont au maximum respectivement de 1.6%, 5%, 11%, 10.5%, 26%, 33%, 41% des
attributs réduits par rapport au nombre d’attributs initiaux. Comme nous pouvons le

remarquer, et comme nous l’envisagions, le taux de réduction varie en fonction du seuil de

135



Chapitre 5 Expérimentations et évaluations

Figure 5.9: Rapport entre le nombre d’attributs réduits (obtenus par l’application d’un
seuil binaire et par l’application de l’algorithme RedAttsSansPerte) et le
nombre d’attributs initiaux sur deux bases de données : VOC2012 et MIR-
flickr25000.

binarisation. Cependant, pour les trois bases CALTECH256, COREL et VOC2005, le taux
de réduction (FA) maximum ne dépasse pas 5% des attributs alors que pour MIRflickr
et VOC2012 la réduction est d’environ 11% des attributs. Le taux de réduction dépend
donc des données.

Ces comportements peuvent s’expliquer par le fait que différentes méthodes ont été
utilisées pour obtenir ces sacs de mots visuels. En effet, les mots visuels des bases VOC2012
et MIRflickr sont obtenus en utilisant une sélection aléatoire des attributs alors que les
mots visuels des bases CALTECH256, COREL ou VOC2005 sont obtenus en utilisant un
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Figure 5.10: Rapport entre le nombre d’attributs réduits (obtenus par l’application d’un
seuil binaire et par l’application de l’algorithme RedAttsSansPerte) et le
nombre d’attributs initiaux sur trois bases de données : Arcene, Dexter,
Gisette. La ligne pointillée est le ratio du nombre des bruits ajoutés sur le
nombre des attributs initiaux.

algorithme de clustering comme l’algorithme K-moyennes. La corrélation entre les mots
visuels des bases VOC2012 et MIRflickr est ainsi plus faible que les mots visuels des
bases CALTECH256, COREL ou VOC2005. Par conséquent, le pourcentage de réduction
d’attributs de MIRflickr et VOC2012 dans le meilleur des cas est de 10 - 11% au lieu de
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5% sur la base COREL ou 1.6% sur la base VOC2005.

Les propriétés de l’ensemble de données sont aussi un facteur qui influence le taux de
réduction d’attributs. En effet, concernant les ensembles CALTECH256 et COREL, la
même procédure est utilisée pour obtenir les sacs de mots visuels. Pourtant, le taux de
réduction d’attributs maximum de COREL est d’environ 5% alors qu’il est de 0% pour
CALTECH256.

Le nombre d’attributs réduits par l’algorithme de réduction RedAttsSansPerte n’est pas
uniforme vis à vis de l’augmentation du seuil de binarisation. Notre algorithme comprend
trois étapes : clarification, standardisation et réduction. Afin d’analyser le comporte-
ment de cet algorithme et la contribution de chaque étape de l’algorithme, nous étudions
l’évolution du rapport d’attributs supprimés (FA) pour chaque étape de l’algorithme de
réduction RedAttsSansPerte (cf. sous-section 5.1.1). Nous rappelons ces calculs :

FAclarification = FA12 = NattInit1 −NattInit2

NattInit1

; (5.2.1)

FAstandardisation = FA23 = NattInit2 −NattInit3

NattInit2

; (5.2.2)

FAreduction = FA34 = NattInit3 −NattInit4

NattInit3

; (5.2.3)

Les figures 5.11, 5.12, 5.13 illustrent la fraction d’attributs réduits à chaque étape en
fonction du seuil de binarisation sur huit bases de données. Les valeurs de FA1, FA2, FA3
sont calculées comme présenté dans les équations 5.2.1, 5.2.2 et 5.2.3 en amont.

La courbe FA1 dans les trois figures 5.11, 5.12 et 5.13 illustre le ratio d’attributs réduits
par l’étape clarification 15. Dans cette étape, nous cherchons les attributs qui sont équiva-
lents dans une même clique du graphe de précédence. Nous gardons un seul représentant et
supprimons le reste des attributs dans cette clique. Dans les ensembles de données Arcene
et Dexter, le nombre des attributs qui sont équivalents est plus important que celui dans
l’ensemble de données Gisette. Avec la base Arcene et la base VOC2005, nous remarquons
que plus le seuil de binarisation augmente, plus le nombre d’attributs réduits par l’étape
de clarification augmente. Cela indique que, avec un seuil binaire approprié, ces attributs
sont associés aux mêmes objets et donc équivalents et seront supprimés par l’étape de
clarification. Nous pouvons expliquer de la même manière, la réduction par l’étape de

15. Étape 1.
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Figure 5.11: Rapport entre le nombre d’attributs réduits et le nombre d’attributs ini-
tiaux avec FA1, la courbe rouge (trait plein), FA2, la courbe bleue (trait
tiret), et FA3, la courbe vert (trait points et tirets alternés).

clarification dans les ensembles de données VOC2012, MIRflickr et Dexter. Dans la base
Gisette, le nombre des valeurs qui sont inférieures à 0.9 est faible. La binarisation ne
réduit presque rien. Par conséquent, l’influence du seuil de binarisation sur la quantité
d’attributs équivalents est insignifiante.

L’étape de standardisation 16 de l’algorithme RedAttsSansPerte ne réduit rien pour les
huit bases CALTECH256, VOC2005, COREL, VOC2012, MIRflickr, Arcene, Dexter et
Gisette car il n’existe pas d’attribut commun à tous les objets dans ces trois bases.

16. Étape 2.
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Figure 5.12: Rapport entre le nombre d’attributs réduits et le nombre d’attributs ini-
tiaux avec FA1, la courbe rouge (trait plein), FA2, la courbe bleu (trait
tiret), et FA3, la courbe vert (trait points et tirets alternés).

L’étape de réduction 17 de l’algorithme RedAttsSansPerte réduit des attributs qui sont
associés aux mêmes objets qu’un ensemble d’attributs Nous remarquons une chute de la
quantité d’attributs réduits par l’étape 3 dans l’ensemble de données Gisette à partir du
seuil de binarisation 0.3. Cette chute vient du fait que des attributs permettant d’identifier
une équivalence Ex ont été supprimés avec le seuil de binarisation supérieur ou égal à 0.3.
Ce qui signifie que des attributs redondants dans ce troisième cas ne sont pas supprimés.
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Figure 5.13: Rapport entre le nombre d’attributs réduits et le nombre d’attributs ini-
tiaux avec FA12, la courbe rouge (trait plein), FA23, la courbe bleu (trait
tiret), et FA34, la courbe vert (trait points et tirets alternés).

Difficultés liés à la détermination d’un seuil binaire optimal

Étant donné que le seuil de binarisation influence la capacité de réduction des mots
visuels, nous voulons déterminer automatiquement le seuil binaire qui soit le meilleur
compromis entre le nombre d’attributs réduits et le nombre d’images non correctement
représentées (i.e. mal classifiées). Par conséquent, ce compromis s’exprime comme le croi-
sement entre la courbe représentant le nombre d’attributs réduits et celle représentant les

17. Étape 3.
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Figure 5.14: Croisements entre le nombre d’attributs réduits (la courbe bleu, trait tiret)
et le nombre d’images réduites (la courbe rouge, trai plein) en fonction du
seuil de binarisation dans le cas d’une normalisation par ligne ou d’une
normalisation par colonne.

images non représentées. Ce point d’intersection nous permet d’obtenir le seuil binaire
automatiquement.

Comme le montre la figure 5.14, le croisement attendu n’est pas toujours possible.
Ce comportement est normal car plus le seuil binaire augmente, plus les matrices ob-
jets/attributs deviennent creuses 18. Il n’existe donc pas de certitude qu’un tel croisement
existe. Le résultat dépend en pratique de l’ensemble de données et n’est donc pas adapté
au calcul d’un seuil optimal.

18. La plupart des valeurs sont nulles.

142



5.2 Evaluation de l’algorithme RedAttsSansPerte

Conclusion

Bien que l’algorithme RedAttsSansPerte soit sensible aux données, nous avons obtenu
une réduction intéressante sur les ensembles de données COREL5k, VOC2005, MIRfli-
ckr25000, VOC2012, Arcene, Dexter, Gisette. Cependant, sur la base CALTECH256, nous
n’obtenons pas de réduction. Nous émettons l’hypothèse que la méthode de normalisation
peut influencer la capacité de réduction de l’algorithme. Nous vérifions cette hypothèse
dans la sous-section suivante.

5.2.1.2 Effets de l’étape de normalisation sur la réduction

La question que nous avons envisagée est la suivante : dans quelle mesure la méthode
de normalisation influence la capacité de réduction de dimension de l’algorithme RedAtts-
SansPerte ?

Nous avons testé trois méthodes différentes de normalisation sur la base de données
CALTECH256. Nous ne réduisons rien avec la normalisation NormLigneMax et NormCo-
lonneMax, mais une réduction a été obtenue avec la normalisation NormLigneSomme 19(cf.
figure 5.15).

Avec la normalisation NormLigneSomme, une légère réduction d’attributs (maximum
19.7%) apparait dans l’intervalle [0.1,0.4] du seuil de binarisation (figure 5.15). Cela
montre bien que l’algorithme de réduction est sensible à la méthode de normalisation
des données.

5.2.1.3 Effet de l’étape de création des sacs de mots visuels sur la réduction

Nous avons montré l’efficacité de la réduction d’attributs de l’algorithme RedAttsSans-
Perte sur différentes bases de données dans la sous-section 5.2.1.1. Nous avons montré
aussi la sensibilité de la construction des sacs de mots visuels à l’étape de normalisation,
et notamment l’effet de cette étape sur la réduction.

19. La normalisation NormLigneSomme est présentée dans la sous-section 4.2.1.3 du chapitre 4.

143



Chapitre 5 Expérimentations et évaluations

Figure 5.15: Fraction d’Attributs réduits par l’algorithme RedAttsSansPerte sur le sac
de 500 mots visuels de la base de données CALTECH256 en fonction du
type de normalisation.

Vu la sensibilité de la réduction aux méthodes de construction des sacs de mots visuels,
nous avons émis les hypothèses suivantes :
– Différentes méthodes de détection, de description et de clustering produisent diffé-
rents sacs de mots visuels et peuvent entrainer différentes capacités de réduction
d’attributs.

– Le nombre de mots visuels initiaux influence la capacité de réduction d’attributs.
Nous allons mettre en évidence ces hypothèses dans cette sous-section.

Cette partie illustre la réduction des mots visuels issus d’une base d’images, en utili-
sant différents détecteurs, descripteurs, méthodes de regroupement et système d’encodage
pour obtenir les sacs de mots visuels. Comme présenté dans la figure 5.16, ces étapes sont
nécessaires pour construire un sac de mots visuels. En fonction de l’objectif du traitement
d’images (e.g. la reconnaissance de visage, la reconnaissance de personne), les méthodes
utilisées dans chaque étape ne sont pas les mêmes. Par exemple, des méthodes de détection
qui prennent en compte des caractéristiques spécifiques du visage (e.g. la distance entre
deux yeux et la bouche sur un visage) ont été développées pour la reconnaissance de visage
(e.g. [Rowley 1998, Viola 2004]). Et les méthodes de détection développées pour la recon-
naissance de personnes prennent en compte des caractéristiques spécifiques de la personne
(e.g. le rapport largeur/hauteur d’une personne) comme [Salas 2011, Rodriguez 2011].
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Figure 5.16: Chaîne de traitement classique permettant d’obtenir le modèle de sac de
mots visuels. Les méthodes utilisées sont SIFT, SIFT, K-means et FLANN-
based pour les étapes de détection, description, clustering et encodage res-
pectivement.

L’objectif de cette sous-section est de vérifier l’hypothèse selon laquelle les différentes
méthodes de détection, de description et de regroupement ainsi que leurs paramètres
peuvent influencer la capacité de réduction.

Nous considérons les sacs de mots visuels obtenus sur la base VOC2012 par Syntyche
GBEHOUNOU 20. Le dictionnaire a été construit avec la méthode de détection Harris-
Laplace [Mikolajczyk 2004], la méthode de description CMI (Color Moment Invariants)
[Mindru 2004] et les mots visuels ont été choisis aléatoirement.

Nous construisons un deuxième dictionnaire de mots visuels avec différentes méthodes
sur cette même base afin de comparer ces deux sacs de mots visuels. Nous choisissons la
méthode SIFT [Lowe 2004] pour la détection et la description, la méthode K-moyennes
[Lloyd 1982] pour le regroupement et la méthode FLANN-based [Itseez 2014, Muja 2013]
pour l’encodage comme présenté dans la figure 5.16. La notation est SIFT+SIFT+K-
moyennes. Les raisons sont discutées dans la conclusion du chapitre 3.

La figure 5.17 illustre les différentes capacités de réduction d’attributs sur deux sacs
de mots visuels différents pour la même base de données. Nous pouvons observer que
sur la même base, les méthodes de calcul du dictionnaire (détection, description et re-
groupement) influencent la réduction. En effet, avec les sacs de mots visuels obtenus par
les méthodes “Harris-Laplace+CMI+aléatoire”, nous obtenons une réduction d’attributs
importante. Alors qu’elle n’est pas significative avec les sacs de mots visuels obtenus par

20. Membre du laboratoire XLIM-SIC en 2013.
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Figure 5.17: Différents capacités de réduction d’attributs de l’algorithme RedAttsSans-
Perte sur la base de données VOC2012 avec différentes méthodes de
construction du sac de mots visuels.

les méthodes “SIFT+SIFT+K-moyennes”. L’hypothèse à l’origine de cette sous-section
est donc validée. Par conséquent, les méthodes de construction d’un sac de mots visuels
influencent la capacité de réduction de notre algorithme.

Lors de la création du sac de mots visuels, beaucoup de paramètres ont un impact sur
les sacs de mots visuels obtenus. Ces sacs, qui représentent des images, sont appelés le
contexte 21. Ce contexte est l’entrée de la méthode de réduction d’attributs RedAttsSans-
Perte. De ce fait, la capacité de réduction de l’algorithme proposé est changée en fonction
du contexte d’entrée. Un des paramètres qui changent les caractéristiques du sac de mots
visuels est la taille de ce sac. Nous testons sur un seul ensemble de données avec plusieurs
tailles de sacs de mots visuels.

L’hypothèse est que le sac initial de mots visuels est trop petit pour représenter toutes
les informations pertinentes dans les images. Par conséquent, ce sac ne contient pas d’in-
formation redondante qui pourrait être réduite.

21. La définition 2.2.1 du chapitre 2.
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Nous avons expérimenté cette hypothèse en utilisant les deux premiers types de norma-
lisation, dix seuils de binarisation et les paramètres des méthodes d’extraction d’attributs
par défaut afin d’obtenir trois dictionnaires de mots visuels de tailles différentes : 500,
1000 et 5000 mots visuels. La base de données utilisée est CALTECH256. Cependant,
nous n’avons pas obtenu de réduction du nombre d’attributs. Selon [Hou 2010], la taille
optimale du dictionnaire des mots visuels servant à représenter une base d’images est
entre 16157 et 64009. Par conséquent, les dictionnaires que nous avons testés sont trop
petits pour représenter toutes les informations pertinentes qui sont contenues dans les
images. Ainsi, ces dictionnaires ne contiennent pas d’information redondante qui pourrait
être réduite. Pour des raisons matérielles, nous n’avons pas eu l’opportunité de tester avec
des tailles plus grandes.

5.2.2 Point de vue qualitatif

Dans cette sous-section, nous évaluons qualitativement l’algorithme RedAttsSansPerte.
Premièrement, nous vérifions l’hypothèse selon laquelle les mots visuels peuvent être ré-
duits mais restent suffisamment représentatifs pour permettre d’effectuer une bonne clas-
sification des catégories présentes dans les différentes bases de données. Deuxièmement,
nous évaluons la qualité du sac de mots visuels réduits par rapport au sac de mots visuels
initial en utilisant la F-mesure.

5.2.2.1 Réduction par classe

Nous présentons ci-dessous le protocole expérimental, sa mise en œuvre et les résultats
de la réduction de dimension par classe sur les bases VOC 2005 et CALTECH256.

Comme nous l’avons remarqué dans la figure 5.8, la réduction par l’algorithme RedAtts-
SansPerte n’est pas significative sur la base VOC2005 (1.6% d’attributs dans le meilleur
des cas), et nous n’observons pas de réduction sur la base CALTECH256, lorsque nous
considérons l’ensemble des catégories. Dans le cas où nous appliquons l’algorithme de ré-
duction sur chaque classe, le nombre d’attributs est réduit et ce d’autant plus que le seuil
de binarisation est élevé. Par exemple, avec un seuil binaire de 0.9, le nombre d’attributs
retenus pour la classe Persons de la base VOC2005 est de 58 après réduction à comparer
aux 262 attributs initiaux. Par contre, si nous considérons l’ensemble des classes, il n’y a
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Attributs restants sur les 262 initiaux

Seuil de
binarisation Persons Moto Cars Bike

Ensemble
des 4
classes

0.0 262 262 262 261 262
0.1 261 262 262 261 262
0.2 253 261 261 260 262
0.3 227 260 259 253 262
0.4 193 250 255 230 262
0.5 157 235 245 193 262
0.6 116 202 232 158 262
0.7 86 170 212 127 262
0.8 68 134 173 94 262
0.9 58 103 148 78 262

Table 5.3: Nombre d’attributs restants (sur les 262 attributs initiaux) après réduction
par catégorie pour la base VOC 2005 - dataset 1, en fonction du seuil de
binarisation. La dernière colonne donne le nombre d’attributs subsistant si on
considère l’ensemble des 4 classes. Dans ce cas, on ne peut pas supprimer un
attribut s’il est utilisé pour catégoriser des classes. De ce fait, il faut prendre
l’union de tous les attributs.

pas de réduction.

Cette expérimentation montre que l’algorithme RedAttsSansPerte peut difficilement
s’appliquer dans le domaine de recherche d’images par le contenu comme une méthode de
réduction de dimension. Cependant, il peut être appliqué au niveau de l’étape d’indexation
des images pour choisir un sous-ensemble des attributs pertinents qui représentent une
classe. Ce sous-ensemble servira à construire l’index pour les images qui appartiennent à
cette classe.
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Attributs restants sur les 1000 initiaux

Seuil de
binarisation C1 C57 Moyenne C200 C256

Ensemble
des 256
classes

0.0 944 904 929.96 994 996 1000
0.1 926 899 909.90 978 994 1000
0.2 817 819 833.28 909 983 1000
0.3 652 693 713.52 705 941 1000
0.4 452 501 491.14 408 830 1000
0.5 317 391 388.66 267 691 1000
0.6 143 203 197.23 177 354 1000
0.7 101 138 118.91 100 193 999
0.8 89 125 103.36 87 123 999
0.9 86 123 98.37 79 102 1000

Table 5.4: Nombre d’attributs restant (sur les 1000 attributs initiaux) après réduction
par catégorie pour la base CALTECH256, en fonction du seuil de binarisation.
La dernière colonne donne le nombre des attributs subsistant pour l’union des
attributs restants des 256 catégories. La réduction se fait sur le sac normalisé
de mots visuels par la normalisation NormLigneMax.

5.2.2.2 Évaluation par la F-mesure

En fonction du seuil de binarisation

Notre objectif est d’évaluer les capacités de l’algorithme RedAttsSansPerte à réduire les
attributs en conservant des informations pertinentes. La figure 5.18 illustre les résultats
de la F-mesure sur l’ensemble des attributs retenus et l’ensemble des attributs initiaux en
fonction du seuil de binarisation et de la valeur de la Fraction d’Attributs réduits (FA)
par cet algorithme par rapport au nombre d’attributs initiaux.

Avec l’ensemble de données Arcène, les valeurs de la F-mesure après l’application de
l’algorithme RedAttsSansPerte sont presque égales à celles avant réduction. La Fraction
d’Attributs réduits (FA) avec la base Arcène se situe entre 13% et 68%. Avec le seuil de
binarisation à 0.6, l’algorithme réduit à 43% le nombre d’attributs en ayant une valeur
de la F-mesure supérieure à celle avant la réduction. De la même manière, l’algorithme
RedAttsSansPerte améliore légèrement les performances de classification avec des seuils
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Figure 5.18: Comparaison du résultat de F-mesure sur les données avant et après l’ap-
plication de l’algorithme de réduction RedAttsSansPerte. La courbe est la
Fraction d’Attributs réduits (FA) de l’algorithme RedAttsSansPerte.

de binarisation égaux à 0.3 et 0.9.

Dans l’ensemble de données Gisette, les valeurs de la F-mesure après l’application de
l’algorithme avec des seuils de binarisation de 0.0, 0.1, 0.2 sont plus faibles (0.08) que celles
avant réduction quand l’algorithme réduit d’environ 40% le nombre d’attributs. A partir
du seuil 0.3, les valeurs de la FA de l’algorithme sont autour de 10%mais les valeurs de la F-
mesure après réduction sont supérieures ou égales à celles avant réduction. La diminution
de la FA de l’algorithme sur cette base en fonction du seuil de binarisation est liée surtout
à l’étape 3 de celui-ci. Cette analyse est présentée dans la section 5.2.1.1. Rappelons que
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des attributs permettant d’identifier une équivalence Ex ont été supprimés lorsque le seuil
de binarisation est supérieur ou égal à 0.3. Des attributs x qui sont équivalents à Ex ne
sont donc pas supprimés par l’algorithme et donc le nombre d’attributs réduits diminue.

Sur l’ensemble de données Dexter, les données sont peu nombreuses, le contexte ne
contient que 0.5% de valeurs non nulles. Dexter est donc une base de données contenant
peu d’information, et la réduction est plus difficile pour des telles données. Quand le seuil
de binarisation augmente, le nombre d’attributs avant la réduction diminue et les valeurs
de la F-mesure chutent aussi. Cependant, ces valeurs après réduction sont approximati-
vement égales à celles avant réduction.

5.3 Evaluation de l’algorithme RedAttsFloue

Dans cette section, nous évaluons l’algorithme RedAttsFloue (section 4.4 du chapitre 4)
de la même manière (quantitativement et qualitativement), que dans la partie 5.2. Nous
expérimentons cet algorithme sur trois bases de données : Arcene, Dexter et Gisette.

5.3.1 Point de vue quantitatif

Comme nous l’avons présenté dans la section 4.4 du chapitre 4, un des paramètres les
plus importants de l’algorithme RedAttsFloue est le seuil de flexibilité.

5.3.1.1 Seuil de flexibilité fixe

La proportion d’attributs réduits par l’algorithme RedAttsFloue avec un seuil de flexi-
bilité δ = 0.1 en fonction du seuil de binarisation sur les trois ensembles de données
Arcene, Gisette et Dexter est présenté dans la figure 5.19. La courbe de la proportion
d’attributs réduits de l’algorithme RedAttsFloue a une forme similaire à celle de l’algo-
rithme RedAttsSansPerte. De plus, pour la plupart des seuils de binarisation le nombre
d’attributs réduits par l’algorithme RedAttsFloue, comme attendu, est supérieur à celui
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Figure 5.19: Proportion d’attributs réduits de l’algorithme de réduction RedAttsFloue et
proportion d’attributs réduits par seuil de binarisation sur l’ensemble initial
d’attributs des trois ensembles de données Arcene, Dexter et Gisette.

obtenu avec l’algorithme RedAttsSansPerte. Nous comparons les résultats de classification
sur les données réduites par chacun des algorithmes dans la sous-section 5.3.2.

L’algorithme RedAttsFloue contient cinq étapes de réduction. La capacité de réduction
des trois premières étapes ne dépend pas du seuil de flexibilité. Autrement dit, le rapport
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Figure 5.20: Fraction d’Attributs réduits (FA) de deux dernières étapes de l’algorithme
RedAttsFloue avec le seuil de flexibilité est égal à 0.1 : FA4, l’étape de la
réduction floue, FA5, l’étape de la clarification floue.

d’attributs supprimés pour les trois première étapes (FA1, FA2, FA3) est identique pour
les deux algorithmes.

Afin d’analyser le comportement de l’algorithme RedAttsFloue, nous utilisons la frac-
tion d’attributs supprimés pour les deux étapes réduction floue et clarification floue (sous-
section 5.1.1) :

FAreductionF loue = FA45 = NattInit4 −NattInit5

NattInit4

; (5.3.1)
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FAclarificationF loue = FA56 = NattInit5 −NattInit6

NattInit5

; (5.3.2)

La figure 5.20 illustre, pour les trois ensembles de données, le comportement des deux
étapes floues de l’algorithme en fonction du seuil de binarisation. Les ensembles de données
Arcène et Gisette ont plus d’attributs similaires que Dexter. Ces comportements peuvent
provenir de la densité de données : Arcène a environ 50% d’attributs non nuls, Gisette en
a environ 13% et Dexter n’en a que 0.5%.

5.3.1.2 Variation du seuil de flexibilité

L’algorithmeRedAttsFlou a été appliqué sur les trois bases Arcène, Dexter et Gisette.
Nous faisons varier le seuil de flexibilité entre 0.1 et 0.9 avec un pas de 0.1. Les résultats
de réduction sur la base Dexter à partir du seuil de flexibilité 0.3 ne sont pas disponibles
(voir le tableau 5.5) car le graphe flou demande plus de mémoire que la configuration que
nous avons utilisée (4GB de RAM).

FA45
Seuil de flexibilité

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Seuil de 0.0 0.0006 0.0036 nd 22 nd nd nd nd nd nd

binarisation 0.1 0 0.0021 0.0063 0.0333 nd nd nd nd nd

Table 5.5: Fraction d’Attributs réduits par les deux étapes 4 et 5 de l’algorithme Re-
dAttsFloue sur la base Dexter avec des seuils de binarisation égaux à 0.0 et
0.1.

Les courbes de la figure 5.21 illustrent la fraction d’attributs réduits par les deux étapes
réduction floue et clarification floue sur la base de données Arcene en fonction du seuil de
flexibilité. Comme nous pouvons le remarquer dans cette figure, un seuil de flexibilité plus
élevé entraine la plupart du temps un gain en taux d’attributs réduits. Cependant, quand
la perte d’information est trop importante, la fraction d’attributs réduits n’augmente plus.
Nous observons le même comportement sur les trois bases de données. Nous montrons
en annexe B les six tableaux B.1, B.2, B.3, B.4, B.5, B.6 qui présentent les valeurs de
FA4, FA5 de l’algorithme RedAttsFloue en fonction du seuil de flexibilité et du seuil de
binarisation sur les trois ensembles de données Arcene, Dexter et Gisette.

22. non disponible.
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Figure 5.21: Fraction d’Attributs réduits des deux étapes floues de l’algorithme de ré-
duction RedAttsFloue sur l’ensemble de données Arcene en fonction du
seuil de binarisation [0, 0.8] et du seuil de flexibilité [0.1, 0.9].

La figure 5.22 illustre la variation des valeurs de FA4, FA5 en fonction du seuil de
flexibilité avec un seuil de binarisation choisi. Dans les trois bases de données, un seuil de
flexibilité plus élevé entraine une réduction plus importante par chaque étape, ce qui est
conforme à l’utilisation attendue de la flexibilité (section 4.4 du chapitre 4).

5.3.2 Point de vue qualitatif

Le résultat de la F-mesure appliquée après l’algorithme RedAttsFloue varie en fonction
du seuil de flexibilité, ce qui n’est pas le cas de l’algorithme RedAttsSansPerte. Un seuil
de flexibilité plus élevé entraine mécaniquement une perte d’information et par la même
occasion une baisse des performances en classification. Nous remarquons un accroissement
de la valeur de la F-mesure de 0.44 à 0.56 avec un seuil de flexibilité compris entre 0.7
et 0.8 sur la base Arcene. Cela ne signifie pas que le classifieur a effectué une meilleure
classification des données avec un seuil de flexibilité fixé à 0.8 qu’avec un seuil de flexibilité
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Figure 5.22: Rapport entre le nombre d’attributs réduits et le nombre d’attributs ini-
tiaux par l’algorithme RedAttsFloue (où le seuil de binarisation est égal à
0) en fonction du seuil de flexibilité : FA45, l’étape de la réduction floue,
FA56, l’étape de la clarification flou.

fixé à 0.7. Ce phénomène se produit car le nombre d’objets de la classe 1 et celui de la
classe 2 sont respectivement de 44 et de 56 dans le sous-ensemble de validation de la base
Arcene. Lorsque le classifieur catégorise l’intégralité des objets dans une seule classe, la
valeur de la F-mesure est égale à 0.44 ou 0.56. Le changement de cette valeur s’effectue
en fonction de la classe qui a été choisie, et non pas de la capacité de classification du
classifieur.

Avec la base de données Arcene, les valeurs de la F-mesure avant et après l’application
de l’algorithme RedAttsSansPerte sont similaires. La Fraction d’Attributs réduits (FA)
se situe entre 13% et 68% en fonction du seuil de binarisation. Celles de l’algorithme
RedAttsFloue sont similaires à celles de l’algorithme RedAttsSansPerte avec FA entre
47% et 74%. Avec le seuil de binarisation à 0.6, les deux algorithmes réduisent de 43% à
59% le nombre d’attributs en ayant une valeur de la F-mesure supérieure à celle avant la
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Figure 5.23: Comparaison du résultat de FA et de F-mesure sur les données au seuil de
binarisation 0.0 de deux algorithmes de réduction : RedAttsSansPerte et
RedAttsFloue en fonction du seuil de flexibilité.

réduction. De même, l’algorithme RedAttsSansPerte améliore légèrement les performances
de classification avec des seuils de binarisation égaux à 0.3 et 0.9 quand l’algorithme
RedAttsFloue l’améliore avec des seuils de binarisation égaux à 0.0, 0.4 et 0.7.

Pour la base Gisette, l’algorithme RedAttsFloue produit un résultat identique à celui
de l’algorithme RedAttsSansPerte avec les seuils binaires inférieurs ou égaux à 0.2. Malgré
la suppression des attributs permettant d’identifier une équivalence Ex lorsque le seuil de
binarisation est supérieur ou égal à 0.3, l’algorithme RedAttsFloue réussit à supprimer
des attributs x équivalents aux Ex. La Fraction d’Attributs réduits de l’algorithme Re-
dAttsFloue maintient donc sa performance quand celle de l’algorithme RedAttsSansPerte
a considérablement diminué. Ce cas montre la robustesse de l’algorithme RedAttsFloue.
Comme nous l’avons analysé, des attributs qui ont été supprimés par l’étape de bina-
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risation sont inclus dans l’ensemble équivalent Ex pour déterminer plusieurs attributs
redondants x dans le contexte initial. L’algorithme RedAttsFloue a été capable de réduire
la plupart de ces attributs redondants sans l’aide de l’intégralité de Ex. Au contraire, sans
l’intégralité de Ex, l’algorithme RedAttsSansPerte n’arrive pas à supprimer les attributs
redondants. C’est pourquoi avec les seuils de binarisation au-dessus de 0.2, l’algorithme
de réduction RedAttsFloue réduit de trois à quatre fois plus le nombre d’attributs que
l’algorithme RedAttsSansPerte. Cependant, les valeurs de la F-mesure de l’algorithme Re-
dAttsFloue diminue. Ces résultats sont cohérents avec ceux que nous attendions puisque
le seuil de flexibilité (la perte d’information correspondant) de l’algorithme RedAttsFloue
est aussi réduit.

Sur l’ensemble de données Dexter, l’algorithme RedAttsFloue a le même comportement
que l’algorithme RedAttsSansPerte. Étant donné que les données sont peu nombreuses,
le contexte ne contient que 0.5% de valeurs non nulles. Par conséquent, deux attributs
quelconques sont susceptibles de ne pas être égaux et ne seront pas supprimés sans un
seuil élevé de flexibilité. Au contraire avec le cas de la réduction sur l’ensemble de données
Gisette, la chute de la FA n’est pas en corrélation avec une perte des attributs en fonction
du seuil de binarisation. Les attributs obtenus après la binarisation ne sont simplement
pas réductibles sans une perte d’information élevée. Dexter est une base de données creuse
(sparse data). La réduction est plus difficile pour des telles données.

En général, l’algorithme RedAttsFloue est plus efficace que l’algorithme RedAttsSans-
Perte car il réduit plus d’attributs tout en maintenant de bonnes performances de classi-
fication dans la plupart des cas. Il montre la stabilité des performance lorsque les données
varient.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mené des expérimentations permettant de mettre en avant
les capacités de réduction d’attributs redondants de l’algorithme RedAttsSansPerte appli-
qué aux signatures d’images en considérant l’ensemble des signatures comme un contexte
formel. Nous avons testé notre algorithme de réduction sur plusieurs bases d’images. Nous
avons aussi expérimenté la capacité de réduction des attributs de l’algorithme RedAtts-
Floue (l’extension de l’algorithme RedAttsSansPerte) sur trois bases de données.

158



5.4 Conclusion

Nous avons analysé le comportement de ces algorithmes d’un point de vue quantitatif
et d’un point de vue qualitatif. Les résultats montrent que l’algorithme RedAttsFloue
surpasse l’algorithme RedAttsSansPerte en terme de performances de réduction. L’algo-
rithme RedAttsFloue entraine toutefois une perte d’information due à l’utilisation d’un
seuil de flexibilité qui étend la similarité entre attributs. En fonction de la valeur de ce
seuil de flexibilité, la quantité d’attributs réduits varie.

159



Chapitre 5 Expérimentations et évaluations

Points clés

Positionnement

o A partir de la chaîne de traitement présentée en figure 5.1, nous avons exploré
différentes possibilités pour effectuer la réduction du contexte formel.

o Nous avons évalué l’algorithme RedAttsSansPerte et l’algorithme RedAttsFloue
avec le point de vue quantitatif et qualitatif.

Contributions

o Nous avons mené des expérimentations permettant de mettre en avant que l’algo-
rithme de réduction s’appuyant sur la théorie des treillis peut réduire les attributs
redondants dans un contexte formel.

o Nous avons mené des expérimentations permettant d’analyser le comportement
de l’algorithme de réduction RedAttsFloue sur les contextes formels.

o Nous montrons que l’algorithme de réduction RedAttsFloue est plus efficace en
termes de réduction d’attributs que l’algorithme de réduction RedAttsSansPerte
car il accepte une perte d’information, tout en ayant d’une complexité moindre
due à une structure moins complexe du graphe de précédence flou.
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Rappel des objectifs

Les travaux exposés dans ce manuscrit sont tournés vers la réduction de dimension
appliquée au domaine de l’image, et plus particulièrement à la sélection d’un sous-ensemble
d’attributs efficaces pour la catégorisation et le regroupement de données numériques. En
effet, avec la croissance exponentielle des volumes de données de nos jours, il est plus que
nécessaire de réduire leur taille et donc leur dimension.

La première contribution est un algorithme de réduction qui repose sur la structure de
treillis. Après l’avoir introduit, nous avons observé sa capacité de réduction d’attributs
appliquée au domaine de l’image et plus particulièrement à des images décrites par des
mots visuels.

La seconde proposition est une extension floue de cet algorithme pour une plus grande
capacité de réduction tout en acceptant une perte d’information. En général, cette perte
d’information réduit les performances de classification de données, mais dans certains cas
comme présentés dans chapitre 5, cet algorithme est plus efficace que l’algorithme exact
en terme de réduction d’attributs et de performances de classification.
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Bilan des travaux effectués

Nous avons commencé par développer un algorithme de réduction de dimension (Re-
dAttsSansPerte) qui s’appuie sur la structure de treillis.

Le chapitre 2 présente les éléments de la théorie des treillis dont nous avons besoin :
le contexte, le treillis des concepts, le système de fermeture et le treillis de fermés. Il
présente aussi le théorème fondamental qui stipule que la structure du treillis des concepts
ne change pas (i.e. il est isomorphe à celui construit lorsque seuls les irréductibles sont
conservés dans le contexte), ce qui signifie que les corrélations entre les données sont
conservées. Notre algorithme RedAttsSansPerte repose sur ce théorème, à savoir qu’il ne
conserve que les attributs “irréductibles”.

Concernant la mise en œuvre de l’algorithme, nous avons utilisé le graphe de précédence
où les nœuds correspondent aux attributs. Nous avons montré le lien entre ce graphe
de précédence et la sous-hiérarchie de Galois (AC-poset) dans le chapitre 4. Quelques
expérimentations menées dans le chapitre 5 montrent que l’algorithme RedAttsSansPerte
semble prometteur. Nous avons mené aussi des expérimentations permettant de mettre
en avant l’instabilité de l’algorithme de réduction en fonction des méthodes que nous
appliquons dans les étapes en amont de la chaîne de traitement afin d’obtenir les sacs de
mots visuels.

La théorie sur laquelle nous nous sommes appuyés garantit que nous conservons un
ensemble minimal d’attributs pour maintenir les descriptions des objets. En revanche,
l’obtention d’un taux de réduction significatif n’est lui pas garanti. C’est pourquoi nous
avons proposé une approche de réduction floue, algorithme RedAttsFloue, qui permet un
taux de réduction plus important qu’avec l’algorithme RedAttsSansPerte au prix d’une
perte d’information. Cette approche introduit le graphe de précédence flou où des attributs
“similaires” sont reliés entre eux, la similarité dépendant d’un seuil de flexibilité. Nous
avons donné une définition formelle du graphe de précédence flou et nous avons démontré
ses propriétés. Cet algorithme est une extension de l’algorithme initial où sont supprimés
les attributs réductibles et aussi les attributs “similaires”, donc considérés comme appor-
tant peu d’information aux traitements en aval de la chaîne, tels que la catégorisation ou
le regroupement de données.
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Apports, limites et perspectives

Contributions

Les méthodes de réduction présentées dans cette thèse possèdent les avantages suivants :
– Les algorithmes de réduction peuvent s’intégrer à un traitement supervisé ou non
supervisé.

– L’algorithme RedAttsSansPerte propose une réduction exacte des attributs qui per-
met une réduction sans perte d’informations car la structure du treillis est maintenue
et la taille de l’ensemble d’attributs obtenu est minimale pour cette propriété.

– La réduction est réalisée dans un temps polynomial en utilisant le graphe de précé-
dence.

– Ce graphe est utilisé pour une extension au cas flou, avec un gain au niveau du taux
de réduction d’attributs.

Néanmoins, nos algorithmes ont certaines limites.

Limites

Premièrement, la nécessité de binariser les données initiales fait perdre de l’information.

Deuxièmement, bien que nous puissions garantir que la réduction des attributs ne
change pas la structure du treillis des concepts avec l’algorithme RedAttsSansPerte, nous
ne garantissons pas l’obtention d’un taux de réduction significatif.

Troisièmement, l’algorithme RedAttsFloue, en utilisant la notion de graphe flou, ap-
porte un taux de réduction plus élevé que l’algorithme RedAttsSansPerte mais a pour
principale contrainte une perte d’information. Cette perte d’information entraîne une
baisse de performances de classification (i.e. l’évaluation des méthodes par la classifica-
tion). Toutefois, il existe des cas où la quantité d’attributs réduits est importante (i.e.
avec un seuil de binarisation 0.5, la valeur de la Fraction d’Attributs réduits est 0.058%
par l’algorithme RedAttsSansPerte contre 0.28% par l’algorithme RedAttsFloue) et la
baisse de performances est faible (i.e. avec un seuil de binarisation 0.5, la valeur de la
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Conclusions et perspectives

F-mesure est 0.905 avec les données obtenues par l’algorithme RedAttsSansPerte contre
0.890 avec les données obtenues par l’algorithme RedAttsFloue). En somme, en fonction
de l’application, le choix entre ces deux algorithmes peut varier.

Perspectives

Les algorithmes que nous avons proposés prennent des données binaires en entrée, ce-
pendant les données extraites d’images sont le plus souvent des données numériques. La
transformation de données discrètes en données binaires s’appelle la binarisation (un cas
particulier de la discrétisation). Le résultat de l’algorithme de réduction de dimension
dépend de l’étape de discrétisation des attributs. En fonction de la table binaire obtenue
après cette étape, nous n’obtenons pas le même treillis et ainsi les mêmes résultats de
réduction d’attributs. Les différentes approches de discrétisation se catégorisent en deux
types : discrétisation globale et discrétisation locale. Cependant, la discrétisation des at-
tributs augmente le nombre des attributs, ce qui permet de bien représenter les données.
Dans le cadre de nos expérimentations, où l’objectif est de réduire la taille de l’ensemble
des attributs, nous ne voulons pas augmenter le nombre d’attributs avant de faire la ré-
duction. C’est pour cela que nous avons utilisé une binarisation classique. Cette technique
peut être catégorisée en discrétisation globale car elle utilise une seule condition (le seuil)
pour binariser toutes les données.

Une des pistes d’amélioration possibles est la discrétisation locale [Girard 2009]. Un des
points forts de notre algorithme de réduction est sa capacité de réduction dans les deux
cas de l’apprentissage supervisé et non supervisé. Cependant, la discrétisation locale de
Girard dépend de l’étiquetage 23 et de ce fait n’est applicable que dans le cas supervisé. Il
existe des critères de discrétisation non supervisés [Kaytoue 2011] qui s’appuient sur les
structures de patrons. Une autre alternative serait la génération des treillis directement
à partir de données numériques (i.e. sans binarisation) en construisant des intervalles de
valeurs des attributs, par exemple comme l’a réalisé [Polaillon 1998]. Cependant, cette
dernière proposition n’est, à première vue, pas très attractive puisque notre objectif tend
à la réduction du nombre des attributs, or, en construisant des intervalles, le nombre
des attributs va augmenter. Une possibilité est que le nombre d’attributs réduits par
l’algorithme de réduction soit supérieur au nombre d’attributs créés par la discrétisation.
Cette hypothèse est intéressante mais reste à vérifier.

23. C’est la vérité terrain.
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Une autre piste d’amélioration possible serait l’application de la logique floue directe-
ment à la théorie de treillis. Cependant, la théorie de la réduction dans le cadre flou pos-
sède des verrous scientifiques dont plusieurs pistes possibles sont en cours d’exploitation
[Belohlavek 1999, Burusco 2000, Yahia 2001, Jaoua 2002, Krajci 2003, Georgescu 2004,
Medina 2013]. Parmi elles, les auteurs de [Burusco 2000] définissent le concept flou en
utilisant l’opérateur d’implication. Les auteurs de [Belohlavek 1999] définissent le treillis
des concepts flou sur la structure générale. Le treillis flou que Belohlavek propose possède
presque toutes les propriétés du treillis des concepts classiques. Cependant, dans le cadre
flou, la réduction du treillis est un problème plus complexe, essentiellement parce qu’il y
a deux opérations génératrices impliquées : l’intersection, qui est la seule opération im-
pliquée dans le cas binaire, et le décalage, qui est dégénéré dans le cas binaire. En 2013,
Belohlavek présente ses premiers résultats concernant ce problème [Belohlavek 2013].

En outre, l’algorithme RedAttsSansPerte peut être utilisé comme une méthode d’évalua-
tion de la pertinence des méthodes d’extraction des mots visuels utilisés sur un ensemble
de données. Autrement dit, il peut servir à évaluer la qualité des signatures des images.
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Annexe A

A.1 Mesures de la performance de classification

Prediction outcome Total
p n

A
ct
ua

l
va
lu
e p’ TP

(True Positive)
FN

(False Negative)
P’

n’ FP
(False Positive)

TN
(True Negative)

N’

Total P N

Table A.1: Matrice de confusion.

A.1.1 F-mesure (F-score)

F = 2× précision× rappel
précision+ rappel

(A.1)
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Annexe A

où
précision = TP

TP + FP
(A.2)

rappel = TP

TP + FN
(A.3)

A.1.2 Balanced Error Rate (BER)

BER est la moyenne des erreurs de chaque classe.

BER = 0.5 ∗ ( FN

TP + FN
+ FP

FP + TN
) (A.4)
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Annexe B

B.1 Résultat de réduction de l’algorithme RedAttsFloue

Arcene Seuil de flexibilité
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.0 0.2680 0.3650 0.4487 0.5579 0.6627 0.7586 0.8651 0.9301 0.9696
0.1 0.3115 0.3964 0.4513 0.4983 0.5332 0.5689 0.6145 0.6749 0.8201
0.2 0.3224 0.4229 0.4786 0.5232 0.5715 0.6142 0.6482 0.6943 0.7606

Seuil 0.3 0.3115 0.4501 0.5239 0.5768 0.6072 0.6352 0.66049 0.6942 0.7350
de 0.4 0.2981 0.4584 0.5255 0.5728 0.6056 0.6322 0.6566 0.6816 0.7092

bina- 0.5 0.2526 0.4277 0.5218 0.5767 0.6098 0.6333 0.6524 0.6725 0.6960
risation 0.6 0.1902 0.3633 0.4771 0.5399 0.5891 0.63450 0.6604 0.6859 0.6961

0.7 0.1494 0.3333 0.4559 0.5096 0.6054 0.6552 0.6782 0.6897 0.6973
0.8 0.2420 0.4268 0.5478 0.6943 0.7452 0.7516 0.7643 0.7643 0.7771
0.9 0.1515 0.4242 0.5152 0.6061 0.6364 0.6364 0.6667 0.6667 0.6667

Table B.1: Fraction d’Attributs réduits par l’étape 4 (réduction floue) de l’algorithme
RedAttsFloue sur l’ensemble de données Arcene en fonction du seuil de flexi-
bilité et du seuil de binarisation.
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Arcene Seuil de flexibilité
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0 0.1765 0.3413 0.4705 0.6611 0.9681 0.9957 0.9992 0.9967 0.9925
0.1 0.1205 0.2265 0.2618 0.2634 0.8615 0.9914 0.9978 0.9969 0.9961
0.2 0.1253 0.2429 0.3261 0.3944 0.8311 0.9888 0.9969 0.9986 0.9991

Seuil 0.3 0.1361 0.2943 0.3938 0.4916 0.8695 0.9926 0.993 0.9978 0.9987
de 0.4 0.1446 0.317 0.4287 0.5834 0.8931 0.983 0.9924 0.9967 0.9982

bina- 0.5 0.1224 0.2998 0.439 0.5535 0.8571 0.9691 0.985 0.992 0.9971
risation 0.6 0.1132 0.24 0.3799 0.5018 0.8223 0.9535 0.98 0.9838 0.9944

0.7 0.1126 0.2471 0.3592 0.5313 0.7767 0.9111 0.9643 0.963 0.9747
0.8 0.1261 0.2556 0.3944 0.5417 0.8 0.8974 0.8919 0.9189 0.9714
0.9 0.0714 0.1579 0.25 0.5385 0.75 0.75 0.7273 0.8182 0.9091

Table B.2: Fraction d’Attributs réduits par l’étape 5 (clarification floue) de l’algorithme
RedAttsFloue sur l’ensemble de données Arcene en fonction du seuil de flexi-
bilité et du seuil de binarisation.

Dexter Seuil de flexibilité
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0 0.0006 0.0031 nd nd nd nd nd nd nd
0.1 0 0.0015 0.0043 0.0158 nd nd nd nd nd
0.2 0 0.001 0.0038 0.0205 0.0534 0.0576 0.0729 0.0881 0.0996

Seuil 0.3 0 0 0 0.006 0.0836 0.0836 0.1131 0.1338 0.1496
de 0.4 0 0 0 0.0025 0.0353 0.0359 0.0422 0.0472 0.051

bina- 0.5 0 0 0 0 0.0043 0.0043 0.0051 0.0068 0.0068
risation 0.6 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0.7 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.8 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.9 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Table B.3: Fraction d’Attributs réduits par l’étape 4 (réduction floue) de l’algorithme
RedAttsFloue sur l’ensemble de données Dexter en fonction du seuil de flexi-
bilité et du seuil de binarisation.
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B.1 Résultat de réduction de l’algorithme RedAttsFloue

Dexter Seuil de flexibilité
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0 0 0.0005 nd nd nd nd nd nd nd
0.1 0 0.0006 0.002 0.0178 nd nd nd nd nd
0.2 0 0.0033 0.0129 0.0895 0.8742 0.9909 0.9938 0.9979 0.9989

Seuil 0.3 0 0.0027 0.0153 0.0687 0.9118 0.9577 0.9858 0.9981 0.9987
de 0.4 0 0.0013 0.0063 0.0354 0.908 0.9301 0.9671 0.9974 0.9987

bina- 0.5 0 0 0.0009 0.0103 0.9408 0.9528 0.9811 0.9974 0.9983
risation 0.6 0 0 0 0.0015 0.9793 0.9896 0.9896 0.997 0.997

0.7 0 0 0 0 0.9799 0.9833 0.9866 0.9933 0.9933
0.8 0 0 0 0 0.9623 0.9717 0.9717 0.9811 0.9906
0.9 0 0 0 0 0.7778 0.7778 0.7778 0.7778 0.8889

Table B.4: Fraction d’Attributs réduits par l’étape 5 (clarification floue) de l’algorithme
RedAttsFloue sur l’ensemble de données Dexter en fonction du seuil de flexi-
bilité et du seuil de binarisation.

Gisette Seuil de flexibilité
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0 0 0 0 0 0 0 0 0.3449 0.3606
0.1 0 0 0 0 0 0 0 0.3453 0.3561
0.2 0 0 0 0 0 0 0.0003 0.0014 0.0024

Seuil 0.3 0.0158 0 0 0 0 0 0.0003 0.0014 0.0024
de 0.4 0.0205 0.0534 0.0576 0.0729 0.0881 0.0996 0.0003 0.0014 0.0024

bina- 0.5 0.006 0.0836 0.0836 0.1131 0.1338 0.1496 0.3398 0.3411 0.3418
risation 0.6 0.0025 0.0353 0.0359 0.0422 0.0472 0.051 0.3581 0.3658 0.3664

0.7 0 0.0043 0.0043 0.0051 0.0068 0.0068 0.2364 0.3626 0.3709
0.8 0 0 0 0 0 0 0.2936 0.3646 0.3689
0.9 0 0 0 0 0 0 0.3174 0.365 0.3663

Table B.5: Fraction d’Attributs réduits par l’étape 4 (réduction floue) de l’algorithme
RedAttsFloue sur l’ensemble de données Gisette en fonction du seuil de flexi-
bilité et du seuil de binarisation.
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Gisette Seuil de flexibilité
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0 0 0 0.9623 0.9717 0.9717 0.9811 0.9906 0.0003 0.0083
0.1 0 0 0.7778 0.7778 0.7778 0.7778 0.8889 0.0007 0.0056
0.2 0 0 0 0 0 0 0 0.0169 0.0542

Seuil 0.3 0.0178 0 0 0 0 0 0 0.0169 0.0542
de 0.4 0.0895 0.8742 0.9909 0.9938 0.9979 0.9989 0 0.0169 0.0542

bina- 0.5 0.0687 0.9118 0.9577 0.9858 0.9981 0.9987 0.002 0.0165 0.055
risation 0.6 0.0354 0.908 0.9301 0.9671 0.9974 0.9987 0.0003 0.0179 0.0547

0.7 0.0103 0.9408 0.9528 0.9811 0.9974 0.9983 0 0.0167 0.0555
0.8 0.0015 0.9793 0.9896 0.9896 0.997 0.997 0 0.0152 0.049
0.9 0 0.9799 0.9833 0.9866 0.9933 0.9933 0 0.0106 0.0439

Table B.6: Fraction d’Attributs réduits par l’étape 5 (clarification floue) de l’algorithme
RedAttsFloue sur l’ensemble de données Gisette en fonction du seuil de flexi-
bilité et du seuil de binarisation.
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Annexe C

C.1 Isomorphisme de graphes

Dans le cadre de la théorie des graphes, un isomorphisme de graphes f entre les
graphes G et H est une bijection entre les sommets de G et ceux de H, telle qu’une paire
de sommets {u, v} de G est une arête de G si et seulement si {f(u), f(v)} est une arête
de H.

C.2 Catégorisation des méthodes de réduction de
dimension

C.2.1 Méthode statistique

Dans ce manuscrit, une méthode est catégorisée comme une méthode statistique lors-
qu’elle utilise une fonction statistique pour décrire des données. Par exemple, la moyenne,
le médiane, l’écart-type, etc.
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Annexe C

C.2.2 Méthode logique

Dans ce manuscrit, une méthode logique fait référence à une méthode algébrique. Et une
méthode algébrique fait référence à une méthode de résolution d’une équation impliquant
deux ou plusieurs variables dans lesquelles l’une des variables est exprimée en fonction
d’une des autres variables.

C.3 Matrice d’affinité (Affinity matrix)

Une matrice d’affinité A est une matrice qui contient des valeurs où une valeur Aij est
calculée par une mesure pour déterminer la distance ou la similarité entre les points i et j
où i ∈ I, I est l’ensemble d’éléments en ligne I de la matrice A et j ∈ J , J est l’ensemble
d’éléments en colonne J de la matrice A. La contrainte du choix d’une mesure de similarité
que nous pouvons utiliser pour calculer la matrice d’affinité reste floue. Néanmoins, une
mesure de similarité est choisie en fonction de la distribution de données dans l’espace de
Hilbert sur laquelle la matrice d’affinité agit.

C.4 Indépendance statistique (Statistical independence)

Notons les variables aléatoires y1, y2, ..., ym avec la fonction de densité jointe de ces
variables f(y1, y2, ...ym). Pour simplifier, supposons que la valeur moyenne de ces variables
soit nulle. Les variables yi sont (mutuellement) indépendantes si la fonction de densité
peut être factorisée [Athanasios Papoulis 1991] :

f(y1, y2, ...ym) = f1(y1)f2(y2)...fm(ym)

où fi(yi) est la densité marginale de yi. Pour différencier cette forme de l’indépendance avec
les autres notions de l’indépendance, par exemple l’indépendance linéaire, cette propriété
est appelé l’indépendance statistique.

L’indépendance statistique doit être distinguer avec la non-corrélation. La non-corrélation
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C.5 Distribution gaussienne

entre deux variables yi, yj est définie comme suit :

E{yiyj} − E{yi}E{yj} = 0, pour i 6= j.

L’indépendance est plus forte que la non-corrélation. En effet, si les variables yi, yj sont
indépendantes, nous avons :

E{g1(yi)g2(yj)} − E{g1(yi)}E{g2(yj)} = 0, pour i 6= j

pour toutes les fonctions g1, g2 [Athanasios Papoulis 1991]. Ces fonctions doivent être
mesurables : gi : (X,X )↔ (Y,Y) où (X,X ) et (Y,Y) sont les espaces mesurables, X, Y
sont des ensembles d’éléments avec leurs tribus 1 X , Y respectivement.

C.5 Distribution gaussienne

En théorie des probabilités et en statistique, la loi gaussienne (aussi appelée la loi
normale) est l’une des lois de probabilité pour modéliser des phénomènes naturels issus
de plusieurs événements aléatoires. La densité de probabilité de la loi gaussienne est la
distribution gaussienne (également appelée fonction de masse de la loi normale).

1. σ − algèbre
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Réduction de dimension sur le modèle de sac de mots visuels
à l’aide de Analyse Formelle de Concept.

Résumé : La réduction des informations redondantes et/ou non-pertinentes dans la description de données est
une étape importante dans plusieurs domaines scientifiques comme les statistiques, la vision par ordinateur, la
fouille de données ou l’apprentissage automatique. Dans ce manuscrit, nous abordons la réduction de la taille des
signatures des images par une méthode issue de l’Analyse Formelle de Concepts (AFC), qui repose sur la structure
du treillis des concepts et la théorie des treillis. Les modèles de sac de mots visuels consistent à décrire une
image sous forme d’un ensemble de mots visuels obtenus par clustering. La réduction de la taille des signatures
des images consiste donc à sélectionner certains de ces mots visuels. Dans cette thèse, nous proposons deux
algorithmes de sélection d’attributs (mots visuels) qui sont utilisables pour l’apprentissage supervisé ou non. Le
premier algorithme, RedAttSansPerte, ne retient que les attributs qui correspondent aux irréductibles du treillis.
En effet, le théorème fondamental de la théorie des treillis garantit que la structure du treillis des concepts est
maintenue en ne conservant que les irréductibles. Notre algorithme utilise un graphe d’attributs, le graphe de
précédence, où deux attributs sont en relation lorsque les ensembles d’objets à qui ils appartiennent sont inclus
l’un dans l’autre. Nous montrons par des expérimentations que la réduction par l’algorithme RedAttsSansPerte
permet de diminuer le nombre d’attributs tout en conservant de bonnes performances de classification. Le
deuxième algorithme, RedAttsFloue, est une extension de l’algorithme RedAttsSansPerte. Il repose sur une
version approximative du graphe de précédence. Il s’agit de supprimer les attributs selon le même principe que
l’algorithme précédent, mais en utilisant ce graphe flou. Un seuil de flexibilité élevé du graphe flou entraîne
mécaniquement une perte d’information et de ce fait une baisse de performance de la classification. Nous
montrons par des expérimentations que la réduction par l’algorithme RedAttsFloue permet de diminuer davantage
l’ensemble des attributs sans diminuer de manière significative les performances de classification.

Mots clés : réduction de dimension, sélection d’attributs, treillis, irréductible, analyse formelle de concepts, modèle
de sac de mots visuels, graphe de précédence, graphe de précédence flou, méthode algébrique, logique floue.

Dimension reduction on bag of visual words
with Formal Concept Analysis.

Abstract:
In several scientific fields such as statistics, computer vision and machine learning, redundant and/or irrelevant
information reduction in the data description (dimension reduction) is an important step. This process contains two
different categories : feature extraction and feature selection, of which feature selection in unsupervised learning
is hitherto an open question. In this manuscript, we discussed about feature selection on image datasets using the
Formal Concept Analysis (FCA), with focus on lattice structure and lattice theory. The images in a dataset were
described as a set of visual words by the bag of visual words model. Two algorithms were proposed in this thesis
to select relevant features and they can be used in both unsupervised learning and supervised learning. The first
algorithm was the RedAttSansPerte, which based on lattice structure and lattice theory, to ensure its ability to
remove redundant features using the precedence graph. The formal definition of precedence graph was given in
this thesis. We also demonstrated their properties and the relationship between this graph and the AC-poset. Results
from experiments indicated that the RedAttsSansPerte algorithm reduced the size of feature set while maintaining
their performance against the evaluation by classification.
Secondly, the RedAttsFloue algorithm, an extension of the RedAttsSansPerte algorithm, was also proposed.
This extension used the fuzzy precedence graph. The formal definition and the properties of this graph were
demonstrated in this manuscript. The RedAttsFloue algorithm removed redundant and irrelevant features while
retaining relevant information according to the flexibility threshold of the fuzzy precedence graph. The quality
of relevant information was evaluated by the classification. The RedAttsFloue algorithm is suggested to be more
robust than the RedAttsSansPerte algorithm in terms of reduction.

Keywords: dimension reduction, feature selection, lattice, irreducible, formal concept analysis, bag of visual words
model, precedence graph, fuzzy precedence graph, algebraic method, fuzzy logic.
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