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Introduction générale

Dans cette these, nous abordons le probleme de 'identification de populations de systémes dyna-
miques et son application en biologie cellulaire. L’objectif de ces identifications est souvent de caracté-
riser l'efficacité et/ou la toxicité de nouveaux médicaments. Dans ce contexte applicatif, les nouvelles
technologies de mesure permettent désormais d’enregistrer les réponses temporelles de cultures cellu-
laires sur lesquelles plusieurs centaines d’expériences différentes sont menées en parallele ( High- Content
Screening). Chaque culture peut étre vue comme un systéme dynamique avec ses variables d’entrée-
sortie. Les variables d’entrée sont décomposées en deux catégories : les signaux d’excitation du type
impulsions, échelons, ou autres représentant par exemple I'ajout d’une dose d’un médicament, et des
co-variables de nature qualitative comme le type de molécules ou le type de cellules. Pour réaliser ces
tests, une premiere approche est de répéter une étape d’identification autant de fois (I) qu’il y a de
systémes (cultures cellulaires) a caractériser. Cette approche a un inconvénient majeur : elle dégrade
fortement la puissance statistique des tests. Dans ce contexte ou les signaux d’excitation ne respectent
pas les conditions requises pour assurer une bonne identifiabilité pratique, nous verrons que la prise en
compte des répétitions permet d’améliorer le conditionnement du probléme d’estimation. Pour cela,
nous intégrerons des effets mixtes au sein des structures de modeles boite-noire.

Jusqu’a présent il n’existait aucune approche d’identification similaire dans la communauté au-
tomaticienne. L’objectif de la these est de développer des structures de modeles dynamiques a effets
mixtes et de proposer une méthode d’estimation adaptée.

Nous utilisons des représentations hiérarchiques composées de deux étages : un modele externe
de type ARX, OE, BJ ... régulierement utilisé en identification de systémes dynamiques [1] pour
caractériser la dynamique des mesures et un modele interne décrivant la distribution des parametres
individuels par un modele a effets fixes couramment utilisés en statistiques pour la modélisation des
effets de variables qualitatives.

Dans ce document, nous développons une méthode d’estimation des parametres de population du
modele fondée sur la maximisation de la vraisemblance des données completes et son implantation
repose sur l'algorithme d’optimisation EM ou son adaptation stochastique SAEM [2]. La méthode
d’estimation de la matrice d’information de Fisher associée est également adaptée et permet la mise
en ceuvre d’un test statistique (test de Wald) sur les hyperparametres.

Outre des résultats de simulation permettant de confirmer I'intérét de cette approche par rapport
a des identifications répétées, trois applications a des données d’essais in wvitro viennent confirmer
I’applicabilité et les avantages de cette méthode d’analyse.

C’est un sujet de these interdisciplinaire en lien avec ’automatique, le traitement de signal et les
statistiques dans un domaine d’application biologique. Pour cette raison, le premier chapitre rappelle
les éléments fondamentaux de lidentification des systemes et le second chapitre en fait de méme sur
les modeles a effets mixtes. Mes premieres contributions méthodologiques commencent au chapitre 3
avec l'identification de modele ARX a effets mixtes. Ensuite j’ai étendu ma méthode a des structures
de modele plus générique comme celle de Box-Jenkins. Avant de conclure, le chapitre 5 étudie la
pertinence de cette méthode en pratique par des applications sur trois cas d’étude réels.

Personnellement, j’ai écrit ce manuscrit comme si j’avais pu me le donner 3 ans plus tot. J’ai
construit ce document de maniere la plus pédagogique possible afin que le statisticien puisse com-
prendre les méthodes 'identification de systéme, mais aussi pour que ’automaticien puisse découvrir
et comprendre 'intérét des modeles a effets mixtes.
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Chapitre 1

Identification de systeme
Modeles individuels

1.1 Introduction

La modélisation, au sens large du terme, est une discipline commune a toutes les sciences, depuis
les sciences physiques jusqu’aux sciences humaines en passant par les sciences économiques. Elle vise
a concevoir des représentations simplifiées décrivant le comportement d’un processus pour des raisons
multiples : mieux comprendre son fonctionnement, prédire un phénomene, contréler un comportement,
détecter un évenement, améliorer sa conception, etc. En automatique et traitement du signal, ces
représentations abstraites prennent souvent la forme d’équations mathématiques et pour obtenir ces
modeles il y a deux alternatives possibles : soit identifier un modeéle de comportement, soit construire
un modele de connaissance a partir des lois connues de la physique et de la chimie.

De par la complexité des systemes biologiques auxquels nous nous intéressons, ’obtention d’un
modele théorique, aussi appelé modele de type boite-blanche®, n’est pas toujours possible et, lorsque
c’est le cas, estimation des parameétres le constituant pose régulierement des problémes d’identifiabi-
lité [3,4], notamment en raison d’un nombre trop élevé de parameétres.

Une alternative consiste alors a déterminer des modeles de type boite-noire encore appelés modeles
de comportement. Ce type de modele est constitué d’un ensemble de relations mathématiques mettant
en évidence les relations de cause a effet entre les différentes variables d’entrée et les variables de sortie.
Ces relations permettent de reproduire au mieur le comportement dynamique? du systéme dans un
domaine d’évolution donné, sans se préoccuper de la signification physique éventuelle des parameétres
dont il dépend [5]. Par analogie, I’étre humain utilise le méme procédé dans son apprentissage. Par
exemple, pour apprendre a piloter une moto, nous n’avons pas besoin de comprendre le fonctionnement
du moteur, nous avons seulement besoin de savoir que l'accélérateur permet d’augmenter la vitesse de
rotation du moteur, et que 'embrayage permet de transmettre cette rotation a la roue arriere, le tout
sans avoir mentionné les mots cylindre, piston, vilebrequin, etc.

Une modélisation intermédiaire est possible. En effet, les modeéles boites-noires prennent une valeur
plus importante lorsque qu’ils sont associés a des connaissances a priori permettant une interprétation
physique des phénomenes étudiés. Dans ce cas, on parle alors de modeles boites-grises, car toutes les
connaissances a priori sur le systeme sont utilisées pour choisir la structure, 'ordre du modele et
imposer des contraintes sur les parametres.

Modélisation = Modele de connaissance —— boite-blanche

Identification = Modeéle de comportement —— poite-noire

1. On devrait plutot parler de boite-transparente, dans la mesure ou 'on connait les mécanismes internes du fonction-
nement du systéme, mais c’est souvent 'appellation boite-blanche qui est utilisée par opposition a la boite-noire associée
a la modélisation comportementale entrée-sortie.

2. On parle de systéeme dynamique lorsque sa sortie dépend des variables externes mais aussi de son propre passé.

3



Chapitre 1. Identification de systéme Modeéles individuels

u(t) y(t)

t Systeme t

f7(?) N _&. t

FIGURE 1.1 — Probléme d’identification, u(t) et y(t) sont connus, la représentation mathématique du
systeme est inconnue. On cherche a trouver une fonction qui va mimer le comportement du systéme
de sorte que la sortie du modele ¢ soit la plus proche possible de y.

Probléme d’identification. L’identification d’un systéme est a la fois une démarche et un ensemble
de techniques permettant d’estimer ces modeles de représentation. En 1962, Zadeh [6] en a proposé
la définition suivante : « [’identification d’un systéme dynamique consiste d déterminer, sur la base
de la connaissance de ses entrées-sorties, un modéle appartenant a une classe déterminée, dont le
comportement est équivalent au systeme étudié ».

Soient u(t) et y(t) deux signaux d’entrée-sortie liés par la relation suivante :

y(t) =f (u(t)v t 9) : (1'1)

Le probléeme d’identification consiste a trouver une représentation mathématique du systéme, c’est-a-
dire une fonction f(.) et les parameétres 6 associés, permettant de vérifier I'’équation (1.1). Ce probléme
est illustré par la figure 1.1. L’identification de systémes est une instance de probléme inverse. Les
problémes inverses s’opposent aux problémes directes dans lesquels u(t) et f(.) sont connus et I'objectif
est de simuler y(¢). Dans un probleme inverse, on cherche a déterminer u(t) et/ou f(.), connaissant
y(t). C’est le cas par exemple en déconvolution et en identification de systémes. La fonction f(.) peut
étre linéaire ou non-linéaire par rapport aux parametres 6. Dans ce mémoire, on s’intéresse uniquement
aux fonctions linéaires.

La démarche générale pour résoudre un probléeme d’identification fait intervenir 3 entités de bases :

e un jeu de données;
e des structures de modele candidates ;
e une regle d’ajustement et d’évaluation des modeles.

La figure 1.2 montre comment ces trois entités s’inscrivent dans un processus itératif. Pour mieux
présenter et développer notre sujet d’investigation, il est indispensable de revenir brievement sur
chacun de ces éléments constitutifs.

Ce chapitre est organisé comme suit. Aprés un bref historique sur 'identification des systémes,
les différentes représentations mathématiques des systémes dynamiques sont présentées. Nous verrons
ensuite comment le bruit peut intervenir sur la réponse du systeme en présentant les différentes struc-
tures de modele. Le paragraphe 1.6 est consacré a la construction d’'un estimateur pour finalement
se focaliser sur I'estimateur des moindres carrés linéaire et non-linéaire associé a la minimisation de
lerreur de prédiction. En section 1.7 nous verrons les trois niveaux d’identifiabilité et les facteurs
pouvant influencer la résolution de ce probleme inverse. Enfin, nous verrons 'importance de la plani-
fication d’expériences afin d’assurer la qualité des données expérimentales au regard de 1'objectif de
la modélisation.
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FIGURE 1.2 — Processus itératif de I'identification de systeme
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1.2 Historique

Un rappel historique sur ’évolution de I'identification des systémes dynamiques a été proposé par
M. Gevers en 2006 [7]. Cette discipline s’est construite en se nourrissant de travaux réalisés dans des
secteurs connexes comme les statistiques et I’économétrie, et plus précisément a partir des méthodes
développées pour analyser et modéliser les séries temporelles. Bien que les besoins motivant le dévelop-
pement des méthodes d’identification concernent un large spectre d’applications, ¢’est en automatique
que l’identification a connu un développement méthodologique depuis les années 1960 pour répondre
aux attentes liées au controle des systemes dynamiques. Auparavant, les connaissances sur le com-
portement des systemes étaient décrites par des représentations graphiques comme les diagrammes de
Bode, les lieux de Nyquist ou ceux de Black-Nichols. Le concept de commande des systemes fondée
sur des modeles paramétriques va connaitre un nouvel essor dans les années 60 avec les travaux de Ho
et Kalman en introduisant la représentation d’état utilisée pour la conception de lois de commande
optimale [8,9]. Leurs travaux vont notamment introduire la théorie de la réalisation permettant de
construire une représentation d’état a partir des échantillons de la réponse impulsionnelle des systéemes
étudiés. L’année 1965 peut étre considérée comme la date de naissance officielle de I'identification avec
un autre article fondateur proposé par K. J. Astrom et T. Bohlin [10,11] a Vorigine de I’école suédoise
qui a fortement contribué au développement de cette discipline. En 1970, un autre ouvrage majeur
est celui de Box et Jenkins qui propose une procédure générale de 'identification des systémes [12].
Un an plus tard, K. J. Astrém et P. Eykhoff [13] proposent une revue de 'identification des systémes
dans laquelle ils rappellent les fondamentaux de cette discipline comme le choix de la structure de
modele, celui des signaux d’excitation et celui du critére d’estimation des parametres du modele. Ils y
présentent les bases des principales méthodes d’estimation comme celles fondées sur 'erreur de sortie
et sur 'erreur généralisée qui sera appelée plus tard « erreur de prédiction » [1,14]. Astrom et Eykhoff
introduisent également la méthode du maximum de vraisemblance pour ’estimation des parametres
de modeles auto-régressifs ARX et ARMAX. Un peu plus tard, la théorie déterministe de la réalisation
de Ho et Kalman sera étendue par P. Faure et H. Akaike en 1970 et 1974 a la modélisation de processus
stochastiques stationnaires [15,16]. C’est cette voie qui sera ensuite reprise par W. E. Larimore [17]
pour développer la premiere méthode dite des sous-espaces permettant d’identifier une représentation
d’état directement a partir des données d’entrée-sortie.

Dans le milieu des années 1970, la méthode de l'erreur de prédiction va officiellement appa-
raitre [14, 18] pour connaitre un essor plus important dans les années 80 avec 'ouvrage de L. Ljung [1]
associé a une boite a outils Matlab (System Identification Toolboz) qui, avec le développement de
I'informatique, va populariser son approche. C’est a cette époque que le probleme de 'identification
de systémes en boucle fermée connait un nouveau développement [19,20]. Vont ensuite s’en suivre
plusieurs axes de développement comme ceux sur la planification d’expériences [21], Iidentification
directe de systemes multivariés [22], I'identifiabilité structurelle des modeles [3], I'identification de mo-
deles boites-grises [23], I'estimation de l'incertitude pour la commande robuste [24], I'identification de
modeles & temps continu & partir de données échantillonnées [25,26] et 'identification dans le domaine
fréquentiel [27], etc. Toutefois a notre connaissance, depuis la naissance de cette discipline, le probléeme
de l'identification simultanée de populations de systémes dynamiques n’a jamais été entreprise.

1.3 Notations

ke{0,1,..., K —1} : indice de temps discretisé. On a t(k) = kT, ou t la variable
indépendante du temps continu et T, est la période d’échan-
tillonnage.
u€RE ¢ vecteur des entrées du systéme, avec u(k) la valeur de I’en-
trée a l'instant k.
y € RE : vecteur des sorties du systéme.
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e e RE

Na, Np, N, N, N f

e(k) est une variable aléatoire distribuée identiquement et
indépendamment pour chaque instant k, centré sur O et de
variance o2. On I'appelle aussi le BCBG : bruit centré blanc
gaussien.

sortie du modele ; on écrira parfois ﬁ(é) pour mettre en évi-
dence sa dépendance des parametres du modele.

erreur de sortie.

gradient de 'erreur de prédiction a l'instant k.

polynoémes de la structure générale de modele.
opérateur retard.
nombres de parametres des polynémes A(q),B(q),C(q),D(q)

et F(q).
N=ns+mnp+n.+nqg+ny+1 nombre total de parametres dans la structure générale.
6 e RN contient tous les parametres des polynomes a estimer.
© : regroupe l'ensemble des parameétres a estimer (ceux de la
partie déterministe et de la partie stochastique du modéle)

soit © = {0,02}.

1.4 Représentation des systeémes

Modéle linéaire a temps discret a parameétres concentrés et constants. Dans le cadre de
cette these, les signaux d’entrée-sortie u(k) et y(k) des systémes a identifier sont échantillonnés et
quantifiés par des systemes numériques d’acquisition de données avec une période d’échantillonnage
T. supposée constante et k € {0,..., K — 1} désigne la variable indépendante du temps discret. Les
systemes a identifier sont représentés par des structures de modele a temps discret. Méme si les
parametres ne sont pas directement interprétables, ils peuvent étre utilisés pour caractériser, tester et
comparer les pharmacocinétiques?® et les pharmacodynamies* de molécules pharmaceutiques. On se
limite aussi au cas des systémes linéaires invariants (SLI) qui peuvent étre décrits par des équations
aux différences ordinaires a coefficients constants et on se restreint aux systémes a une seule entrée et
une seule sortie, également appelés systemes SISO (Single-Input-Single-Output).

Identification en boucle ouverte de systémes monovariés. L’entrée du systéme est supposée
étre connue parfaitement et le systeme est étudié en boucle ouverte. L’ordre du modele est également
supposé connu, et sa recherche ne fera pas partie de ces travaux. Ces systémes peuvent étre repré-
sentés de plusieurs facons parmi lesquelles on peut citer les représentations non-paramétriques et les
representations paramétriques.

1.4.1 Représentation non-paramétrique

La représentation non-paramétrique ® la plus utilisée est la réponse impulsionnelle (R.I) du systéme.
En effet, une fois accessible, on peut prédire la sortie du systéme en réaction a une entrée quelconque
en calculant le produit de convolution entre ce signal d’entrée et la R.I. Pour les systémes causaux, la

3. Ce que le corps fait du médicament, typiquement on étudie le déplacement et I’élimination d’un médicament dans
le corps.

4. Ce que le médicament fait au corps. Par exemple, ’étude du taux du sucre dans le sang apres injection d’insuline
est une étude de pharmacodynamie.

5. La représentation non paramétrique contient en fait une infinité de parametres, on ’appelle non-paramétrique car
il s’agit d’un signal que 1’on ne cherche pas a résumer par une représentation paramétrique parcimonieuse.
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sortie y(k) s’écrit :

+00
y(k) = h(k) *u(k) = > h(i)u(k — ). (1.2)
=0

Cette représentation peut étre facilement exploitée dans le cadre des systémes représentés par des
filtres a réponse impulsionnelle finie (RIF). Cependant, pour les systémes & réponse impulsionnelle
infinie (RII), on ne peut obtenir que des approximations de la R.I. Ainsi, cette représentation n’est

pas souvent utilisée en identification de systemes, méme s’il est parfois possible d’approcher un filtre
RII par un filtre RIF d’ordre élevé.

1.4.2 Représentation paramétrique

1.4.2.1 Equation aux différences

Une premieére forme de représentation a temps discret des systemes SLI est fondée sur les équations
aux différences. L’avantage de cette représentation est que les mesures passées de la sortie y sont
disponibles et les seules inconnues sont les parameétres : 6 = [ay, ..., an,, by, ..., bnb]T,

y(k) =ary(k — 1) + ... + an,y(k — ng) + bou(k —d) + ... + by, u(k —d — ny), (1.3)

ou d correspond au nombre d’échantillons de retard de la sortie par rapport a ’entrée, avec d > 1.
On remarque que y s’exprime linéairement par rapport a ses parametres. En version matricielle nous
avons :

y =00 (1.4)

ou ® est la matrice formée des signaux d’entrées-sorties retardés, voir section 1.5.7.

1.4.2.2 Fonction de transfert

La fonction de transfert est tres utilisée en automatique; elle permet de représenter un systéme
sous la forme d’un filtre défini par :

y(k:) - _dbO + blq_l 4+ ...+ ban_nb

=27 1.
Gl9) u(k) 77 +a1qg7 + ...+ ap,qg e’ (1.5)

ou d représente le retard systématique de 'action de I'entrée sur la sortie. Il est parfois plus intéressant
de factoriser les polynémes du numérateur et du dénominateur, de sorte a faire ressortir explicitement
les racines des polynémes :

C dine—ny . (@ = 21)(q = 22)--(q — zn,)
Gla) =1 R = o) = p2)la —pn)’ 0

ou Ky = by est le gain de 'entrée, z, sont les zéros, et p, sont les poles du systeéme. Tous ces parametres
caractérisent completement le systéme.

Chaque monome (¢ — z,) du numérateur représente un filtre RIF auquel est associée une réponse
impulsionnelle simple d’une longueur de deux échantillons. Dans le cas ou z, est un complexe alors,
puisque les coefficients du polynéme B(q) sont réels, il est nécessairement accompagné de son complexe
conjugué, et la R.I du filtre RIF correspondant a une longueur de trois échantillons. La figure 1.3
représente ce lien entre zéros et R.I.

De la méme maniére, chaque monome (g — p,,) du dénominateur représente un filtre RII auquel est
associée une R.I du premier ordre oscillante et/ou & décroissance exponentielle. Dans le cas ol p,, est un
complexe alors, puisque les coefficients du polyndéme A(q) sont réels, il est nécessairement accompagné
de son complexe conjugué, et la réponse impulsionnelle du filtre RII est oscillante. Lorsque le pole a sa
partie réelle négative, la R.I change de signe a chaque échantillon. Les poles doivent rester a I'intérieur
du cercle unité pour garantir la stabilité du systéme, dans le cas contraire les exponentielles amorties
deviennent des exponentielles divergentes. La figure 1.4 représente ce lien entre poles et R.I.

Enfin, la réponse impulsionnelle du systéme est le produit de convolution de toutes les réponses
de ces filtres multiplié par Kg et retardé de —d + n, — np échantillons.
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—0.71 l \)—0.5 Jr ¢>

FIGURE 1.3 — Lieu des zéros sur le cercle unité. Lien entre la position d’un zéro sur le cercle
unité et la réponse impulsionnelle (R.I) engendrée. A noter que les zéros peuvent étre & Pextérieur du
cercle. La R.I d’un zéro réel correspond & un 1 suivi de 'opposé du zéro {1, z,} , et pour un couple
de complexes conjugués la R.I est {1,2cos(zy), |2]?}

1.4.2.3 Représentation d’état

Dans un modele d’état linéaire, des variables dites « d’état » sont introduites, représentant la
mémoire du systeme, ainsi il est possible de prédire y(k + 1) uniquement en ayant connaissance de ce
qu’il s’est passé a l'instant k :

y(k) = Ca(k)+ Du(k) ° (1.7)

{ a(k+1) = Az(k) + Bu(k)

)
ot A € R"™™ B € R (C € RWw*" D € R"™*™ gont des matrices et x(k) est un vecteur qui
a pour longueur n l'ordre du systeme, n, étant le nombre d’entrées et n, le nombre de sorties.
Cette représentation est pratique pour mettre en évidence les couplages entre les différentes variables.
Toutefois, il y a non unicité des matrices pour représenter le méme systéme. Une infinité de réalisation
d’état est possible et plusieurs paramétrisations canoniques existent. Par exemple, la forme diagonale
impose que A soit diagonale ou diagonale par bloc s’il y a présence de pole complexes conjugués. La
forme compagne impose a B d’étre un vecteur unitaire, etc. Un autre avantage de cette représentation
est la facilité qu’elle offre pour traiter les systémes multi-variables (MIMO : Multiple-Input Multiple-
Output).

1.4.3 Relation entre les représentations

Puisque toutes ces représentations sont capables de décrire le méme systeme, il est possible de
passer de l'une & 'autre moyennant quelques transformations. La figure 1.5 représente ces différents
liens.
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FIGURE 1.4 — Lieu des pdles sur le cercle unité. Lien entre la position d’un pdle sur le cercle unité
et la réponse impulsionnelle (R.I) engendrée. A noter que les poles sur le cercle unité sont a la limite
de la stabilité et que ceux qui sortent du cercle unité sont instables.
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Représentation d’état Fonction de transfert
Réalisation

FIGURE 1.5 — Les différents liens entre les représentations
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1.5 Structures de modeéle et bruit

1.5.1 Le bruit

Bruits de mesure, erreurs résiduelles, erreurs de modélisation, facteur de nuisance, perturbations,
incertitudes, etc. : tous ces facteurs sont autant de raisons qui justifient quun modele n’est qu’une
approximation d’un systéme réel. "Tous les modéles sont faux mais certain sont utiles’, disait George
Box. On peut aussi citer la phrase de Paul Valérie : "Tout ce qui est simple est fauzx, tout ce qui ne
l’est pas est inutilisable". 11 est surprenant que ce soit un littéraire qui ait aussi bien décrit la difficulté
a laquelle doit faire face le mathématicien. Au moment de définir le modeéle, il est donc important de
spécifier la structure stochastique représentant la partie inexpliquée de la réponse que nous résumerons
sous le nom de bruit.

Le bruit est représenté par processus composé de variables aléatoires (v.a). Une v.a est comple-
tement définie par sa densité de probabilité que l'on se contente souvent de résumer par ses deux
premiers moments statistiques : ’espérance et la variance. En particulier, I’espérance de la v.a est
supposée nulle® pour des raisons d’identifiabilité et la variance est un parameétre & estimer. Il n’est
donc pas nécessaire de connaitre la distribution de la v.a pour obtenir une estimée de 6. Toutefois, des
lors que I'on souhaite obtenir une solution optimale et des intervalles de confiances sur les parametres
estimés, il devient nécessaire d’établir des hypotheses sur la distribution du bruit, voir chapitre 2.

1.5.2 La vraie structure de modéle

L’introduction du modele "vrai', et des parametres "vrais" du systeme est une hypothése invérifiable
en pratique. Grace a elle nous pouvons exprimer la réponse mesurée du systéme sous la forme suivante :

y(k) = f(y(k = 1), u(k),q"", b0) + gle(k),q~", bo), (1.8)

ou f(.,.,.,00) et g(.,.,00) sont des fonctions définissant la vraie structure de modele, et 6y sont les
parametres vrais du systéme. e(k) est distribuée identiquement et indépendamment pour chaque k,
centré sur 0 et de variance o2 ; on I'appelle alors bruit blanc 7. L’indépendance de e(k) par rapport a
u(k) pour tout k est aussi nécessaire, voir section 1.6.2.1. De cette maniere lorsque l’estimée 0 tend
vers 6y, alors § tends vers y, et les résidus (k) tendent vers e(k).

1.5.3 Analyse des résidus

La partie stochastique n’étant pas mesurée, il est impossible de comparer (k) avec e(k). Par
contre, on connait les propriétés de e(k), la validation du modele revient alors a analyser les résidus :

5(ka 0) = g_l(y(k) - f(y(k - 1)7u(k)7q_17 H)a 0)7 (1'9)

ou €(k,0) est une estimation de e(k). On appelle aussi ¢ le résidu ou encore lerreur de prédiction.
Etant données les propriétés supposées sur e, lorsqu’une qu’une estimée 0 de 0 est disponible, I’analyse
des résidus va consister & tester au minimum la nullité de I'espérance de e(k, §) et celle de la fonction
d’autocorrélation R. . (T, é) de € pour des décalages T non nuls et celle de la fonction d’intercorrélation

R. ,(7,0) entre € et u, avec :

| K-l
R..(7,0) = — e(k,0)e(k —T,6) (1.10)
’ N
k=0
| k=1
R y(1,0) = — e(k,0)u(k — 1), (1.11)
7 N k=0

6. Si l'espérance de la variable n’est pas égale a zéros alors on a affaire & une erreur systématique. Dans ce cas,
le statisticien n’a d’autre choix que de la noyer dans ’estimée de 6 pour des raisons d’identifiabilité. Les méthodes
statistiques sont inefficaces pour détecter les erreurs systématiques sauf si I'on connait la valeur de 6 ou que l'on a a
disposition des échantillons de mesure d’un autre appareil certifié sans erreurs systématiques. L’objectif de I’étude serait
alors de tester 'outils de mesure.

7. L’appellation « bruit blanc » provient du fait que sa densité spectrale de puissance est constante en tout point
fréquentiel, tout comme le spectre de la lumiére blanche.
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FI1GURE 1.6 — Trois graphiques illustrant les résultats types d’une analyse des résidus issus d’une bonne
identification

A

dans le cas ou € et u sont de moyenne nulle. Pour un bon modele on s’attend donc & avoir R, .(7,6) et
R -(7,0) proches de 0 pour tout 7 sauf R..(0,0) = 62 (figure 1.6). En pratique, des tests statistiques
existent pour vérifier ces trois hypotheses.

Dans le cadre des systémes dynamiques, le bruit blanc peut intervenir a plusieurs niveaux, et
chaque cas caractérise une structure de modele différente.

1.5.4 Modele ARX

La structure de modele ARX (Auto-Regressive with eXogenous input) repose sur I’équation aux
différences suivante :

y(k) = —ary(k — 1) — ... —an,y(k —ng) + bou(k —d) + ... + by, u(k — np — d) + e(k) (1.12)

et peut étre décrite graphiquement par I’action de deux filtres en série comme indiqué sur la figure 1.7.

e(k)
u(k w(k /L
(k) Bla) ()v

y(k)

E‘H
g

FIGURE 1.7 — Diagramme en blocs représentant la structure ARX sous forme de filtres

Dans la structure de modele ARX, le bruit blanc est filtré par le polynéme 1/A(q). L’équation
aux différences permet de mettre en évidence que la sortie du systéme s’exprime linéairement par
rapport aux variables d’entrée et de sortie passées. C’est 'avantage de la structure ARX. Il existe une
solution explicite de I'estimation des parametres fondée sur la minimisation de 1’énergie de ’erreur de
prédiction par la méthode des moindres carrés linéaires, voir section 1.6.2.1. On peut aussi écrire le
modele sous forme matricielle :

y=®0+e, (1.13)

ou y et e sont la concaténation des échantillons y(k) et e(k) pour k € {0,..., K —ny}, & =[P4, Pp]
comme décrit en (1.19) et (1.20), 6 = [a1,. .., an,, bo, - - -, bn, |  est le vecteur des parametres du modele.
Néanmoins, au regard de la représentation graphique, la faiblesse du modele est mise en évidence. En
effet, on remarque que la partie dynamique du modeéle arrive en fin de chaine, résultant en un bruit
filtré ayant la méme dynamique que le systeme. Cette hypothese de modélisation est peu réaliste en
pratique.

1.5.5 Modele OE
La structure de modele OE (Output Error) repose sur I’équation aux différences suivante :
y(k) == fiy(k = 1) — ... = fo,y(k —ng) + bou(k — d) + ... + bp,u(k — ny — d)
+e(k) + fie(k = 1) + ... + fa.e(k — ny), (1.14)
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1.5. Structures de modéle et bruit

ou encore le systéeme d’équations suivant :

(1.15)

{ w(k) =—firwlk—1)— ...~ fo,w(k —ny) +bou(k — d) + ... + by, u(k —ny — d)
y(k) = w(k) + e(k) ’

et peut étre décrite graphiquement par le diagramme de la figure 1.8.

g
—~
=y
~
®
—~
=
=
-
~

u(k)

oei

(g
(9)

|
\

!

FIGURE 1.8 — Diagramme en blocs représentant la structure OE sous forme de filtres

Le modele OE est le modele de bruit le plus simple, il s’agit d’un bruit blanc qui vient s’ajou-
ter a la sortie du systéme. La représentation graphique et le systéme d’équations (1.15) mettent en
avant cette indépendance entre la dynamique du systéme et le bruit. Toutefois c¢’est I’équation aux
différences (1.14) qui met en avant la difficulté d’estimation des parameétres. En effet, les valeurs de
e aux instants k — 1,...,k — n. étant inconnues, il n’y a pas de formulation linéaire du probléme
d’estimation des parametres et nécessite I'utilisation d’algorithmes d’optimisation itératifs souvent
sensibles a D'initialisation et pouvant souffrir de problémes de convergence vers des minima locaux,
voir section 1.6.2.2.

1.5.6 Modele BJ

La structure de modeéle BJ, nommée ainsi en I’honneur des deux statisticiens Box & Jenkins, repose
sur ’équation aux différences suivante :

S
—~
By
~—
|

=—fiw(k = 1) — ... = fo,w(k —ng) + bou(k — d) + ... + by, u(k — ny — d)
v(k) =—-div(lk—1)—..—dpvlk —ng) +e(k)+crelk—1)+ ...+ cpe(k —ne) (1.16)
y(k) = w(k) + (k)

et peut étre décrite par la diagramme représenté en figure 1.9.

Le(k)

C(q)
(9)

v(k)

uB g | wk) o uk)
F(q) ~

FI1GURE 1.9 — Diagramme en bloc représentant la structure BJ sous forme de filtres

Le modele de Box & Jenkins se veut d’étre la description des systémes dynamiques la plus compléte
avec un bruit indépendant du systéme mais coloré v(k). La coloration du bruit blanc e(k) est réalisée

par le filtre La encore, le choix d’un tel modele augmente le nombre de parameétres a estimer et
doit étre Jubtﬂ%e face & un modele plus simple de type OE.

1.5.7 Unification de la représentation boite-noire

Dans son souhait de rassembler toutes les méthodes d’identification de systéme, L. Ljung a géné-
ralisé ’ensemble de ces modeles dans son ouvrage [1]. Le systéme d’équations (1.17) et la figure 1.10
permettent de décrire tous les modeles précédemment cités.
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w(k) =—fiwlk—1)—..— fo,w(k —ny) +bou(k — d) + ... + by, u(k —ny — d)
v(k) =—-divlk—1)—..—dpvlk —ng) +elk)+celk—1)+..+cpe(k—ne) . (1.17)
y(k) =—-ary(k—1)— ... —an,y(k — ng) + w(k) + v(k)
Le(k)
Clg)
(9)
(k) w [ (k)
BAY % O ﬁ EANA

FIGURE 1.10 — Unification des modeles boite-noires utilisées en automatique

Il est aussi possible d’écrire ce modele matriciellement :
y=®(0)0 + e, (1.18)

ot ®(0) dépend des parametres a estimer, il est formé par des sous-matrices concaténées suivant les co-
lonnes [®4; Pp; P (6); Pp(0); Pr(6)]. P4 contient les colonnes associées aux parametres du polynome
A(q) et de méme pour les autres polyndmes :

<I>A:{yq’1 yg .. yq*”“} (1.19)
Dy = :uq_d ug~t=d .. uq_”b_d} (1.20)
Do (f) = :6(9)(]_1 02 ... g(e)q—nc} (1.21)
@D(H):{U(G)q’1 v(@0)g2 ... ’U(Q)q*”d} (1.22)
Or(0) = [w(@)g™" wO)g 2 .. w(O)g . (1.23)

ol y est le vecteur de sortie, yg~! est sa version retardée d’une unité de temps, et 6 est un vecteur conte-

nant tous les coefficients des polynoémes A(q), B(q),C(q), D(q), F(q) : 0 = [a1, ..., any, b1, by, 7.
Les matrices ® 4 et g qui sont les seules a intervenir dans le modeles ARX sont indépendantes de 6.
(@) correspond a l'erreur de prédiction décrite dans la section suivante, de méme v et w sont estimés
a partir de la connaissance de u, € et d’un jeu de parametres 6.

1.6 Estimation des parametres

1.6.1 Erreur de prédiction

Connaissant les polynémes A(q), B(q),C(q), D(q), F(q), L. Ljung montre dans [1] qu’il est possible
d’estimer la sortie du systéme (1.17) & l'instant k par :

D(q)B(q) D(q)A(q)
Cla)Fg) "W T - () [ (1.24)

11 est facile de constater d’apres la figure 1.10 que cette estimation n’est autre que le signal y(k) auquel
on soustrait 'estimation de e(k), c’est-a-dire l’erreur de prédiction a un pas ¢ définie par :

:lj(k,@) =

e(k,0) = 9(k,0) —y(k) (1.25)
_ DW@)B(),  D@Al)
- C(q)F(q) (k) C'(q) y(k)’ (1.26)

Lorsque 6 est égal a 6y, les parametres du vrai systéme, alors e(k, ) = e(k). Par la suite, on notera
() le vecteur des e(k, ) concaténés selon la dimension temporelle k.
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1.6. Estimation des paramétres

1.6.1.1 Filtrage de ’erreur de prédiction

Suivant I'objectif de modélisation, il est possible de concevoir un filtre L(g) permettant une pondé-
ration fréquencielle de I'erreur de prédiction pour pouvoir focaliser ’estimation sur une zone spectrale
particuliére. Les perturbations hautes-fréquences, ou encore les dérives basses-fréquences peuvent étre
supprimées en choisissant judicieusement ce filtre. Toutefois, c’est un degré de liberté a manipuler avec
précaution et on se restreindra ici & L(q) = 1.

1.6.1.2 Fonction de cofit

Pour minimiser 'erreur de prédiction, différents criteres peuvent étre utilisés avec pour objectif
de pénaliser les grandes erreurs de prédiction. La encore, il est possible de choisir parmi plusieurs
fonctions de cofits notées C. Les cotits classiquement utilisés sont représentés en figure 1.11 et sont
définis par :

e Colit absolu
C(e(9) = lle(O)ll, (1.27)
Cette fonction pénalise les erreurs de prédiction de fagon proportionnelle a leur distance a 0.

e Colit quadratique
C(e(9)) = |l(8)]13, (1.28)

En comparaison avec la fonction de cotit absolu, celle-ci pénalise plus faiblement les erreurs de pré-
dictions proches de 0 mais elle est plus sévere avec les erreurs de grande amplitude. Sa minimisation
revient a minimiser I’énergie de 'erreur.

e Cofit tout-ou-rien

C<5(9>):{(1) ; |\||i((€;))|y|\§f§ : (1.29)

la fonction tout ou rien ne pénalise pas les erreurs en dessous de § puis donne le méme coilit aux

valeurs supérieures ou égales au seuil.

Parmi ces trois possibilités, le choix le plus utilisé est celui du cotit quadratique qui est plus
pratique, a la fois, du point de vue de l'interprétation que celui de I'optimisation (le colit absolu n’est
pas différentiable en 0 et le cotit tout-ou-rien n’est pas continu). Le colit quadratique est la pénalisation
utilisée par le critére des moindres carrés.

A A A

C C C

=(0) =(0) =(9)

—6 o

N
7

F1GURE 1.11 — Les fonctions de cotit classiques. de gauche a droite, le coiit absolu, le coiit quadratique
et le colit tout-ou-rien

1.6.2 Algorithme des moindres carrés

La méthode des moindres carrés est un classique de ’estimation de parameétres en traitement de
données. Inventée au début du XIXeme siecle simultanément par Legendre et Gauss, cette méthode
d’estimation a ’avantage d’étre fondée sur le probléeme direct sans nécessiter d’hypothese sur la dis-
tribution du bruit, & part qu’il est centré sur 0, i.e E(e(k)) = 0, et non corrélé, i.e R(e(k),e(k’)) =
0,Vk # k'. L objectif de la méthode est de minimiser I’énergie de I’erreur :

oMC = arg min £(6)]]3. (1.30)
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Chapitre 1. Identification de systéme Modeéles individuels

1.6.2.1 Les moindres carrés linéaires

Lorsque le modele peut s’écrire de maniére linéaire par rapport aux parametres comme dans le cas

du modele ARX :
y=®0+e, (1.31)

ou y est le vecteur des mesures de sortie, 0 = [ay, ..., ap,, bo, ..., bnb]T est le vecteur des parametres, ®
est une matrice formée des mesures d’entrée-sortie retardées (cf. section 1.5.7) et e est le vecteur de
bruit centré sur zéro et non corrélé. L’erreur de prédiction est alors donnée par : £(0) =y — ®6.

Pour minimiser I’énergie de l’erreur, on doit calculer le gradient g et le Hessien H du critere
suivant :

TIO0) = LIe)I3 = 5y — #6) (s — 6). (1:32)
soit :
g= 8‘]1\;;(9) = @7 (y — ®Y) (1.33)
B 82JMC(0) B
=~ = ol (1.34)

La matrice symétrique @7 ® est définie positive si ® est une matrice de rang plein colonne. Dans ce
cas, le minimum unique est obtenu pour g = 0 soit :

M€ = (@Td) 1Ty, (1.35)

Exemple académique Lorsque l’on cherche la pente a d’un modele linéaire sans bruit y(k) = ax(k),
il suffit de prendre un échantillon :

k
= i%k% avec x(k) # 0. (1.36)
Si la mesure est entachée de bruit :
y(k) = ax(k) + e(k), (1.37)
on peut chercher a minimiser I’énergie de l'erreur :
e(k)? = (y(k) — ax(k))* (1.38)
de(k)?

A — 20k (k) — ax (k) (1.39)
mais ne pouvant faire mieux avec un seul échantillon on trouve a nouveau a = % Lorsque plusieurs
mesures sont disponibles pour k = 0,..., K—1 (K > 1), il est possible d’écrire le modele comme (1.31)
en posant :

o=z (1.40)
0 =a. (1.41)
La solution unique est alors donnée par :
. _aly
Interprétation géométrique En minimisant le critere JMC on obtient :
3T (y — @) = 0, (1.43)

ce qui signifie que le vecteur des résidus e(f) = (y — ®f) est orthogonal & D'espace généré par les
colonnes de ®, et que pour tout autre vecteur 6 le produit scalaire ($6)7(y — ®0) = 0, ce qui signifie
que les vecteurs sont orthogonaux. On peut donc en déduire par le théoréeme de Pythagore que (y— <I>§)
est le vecteur le plus petit de tous les vecteurs (y — ®0) possibles. En d’autres termes, il n’existe pas de
vecteur @0 appartenant a I’espace ® plus proche de y que ne l'est ®f comme le montre la figure 1.12
pour le cas a deux dimensions.
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1.6. Estimation des paramétres
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FIGURE 1.12 — Interprétation géométrique des moindres carrés

1.6.2.2 Les moindres carrés non-linéaires

Lorsque le modeéle ne s’exprime pas de facon linéaire par rapport aux parametres, il n’est plus
possible d’obtenir une solution explicite au critere des moindres carrés. Soit

y=f(0)+e, (1.44)

ot f(.) est une fonction non linéaire des parametres 6. Des méthodes d’optimisation itératives sont
alors utilisées pour minimiser le critére des moindres carrés (1.32). En général § est mis a jour selon
la relation :

o6+ = 9) 4 0d®) (1.45)

ot d®) est une direction de descente basée sur information contenue dans JMC(0()) et a est un pas
déterminé de sorte qu'une descente suffisante soit obtenue a chaque itération. Différentes méthodes
existent alors pour choisir cette direction, les principales sont rappelées ci-dessous et pour plus de
précisions sur ce sujet le lecteur est invité a lire 'ouvrage d’E. Walter en 2015 [28].

e Algorithme du gradient
On choisit d©® la direction de la plus profonde descente au point courant :

d®) = —g(6®), (1.46)

ou le gradient du critére des moindres carrés g(f) dans le cas non-linéaire s’écrit :

T
9(0) = ;W (1.47)
= —(0)"e(0), (1.48)

avec 1(f) la matrice jacobienne de f(#). Cette méthode permet de converger rapidement vers un
minimum mais elle donne de pietres performances proche de la solution.

e Algorithme de Newton
On choisit d®) dans la direction de Newton :

d®) = —H(6")"g(6")), (1.49)
ou H(0) est le hessien du critere :

u(6)T=(0)

T
H(0) = |9(0)" 4(0) — 50 (1.50)
Cet algorithme est tres efficace. En particulier, on montre que si la matrice hessienne est définie
positive et que l’algorithme est correctement initialisé, alors la convergence est quadratique. En
revanche, cette méthode peut étre tres cotiteuse en calcul puisque H (6) doit étre calculé puis inversé

a chaque itération.
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Chapitre 1. Identification de systéme Modeéles individuels

e Algorithme de Gauss-Newton

A la croisée des chemins entre la méthode du gradient et celle de Newton et dans I'objectif d’amé-
liorer les performances calculatoires de la méthode de Newton, la méthode de Gauss-Newton a
été développée avec l'idée principale que la partie —%g(e(s)) de H(0) est proche de zéro aux
environs de la solution car € — 0 et qu’elle n’est pas tres importante loin de la solution. Ainsi la
direction de descente devient :

d) = ~[p(0)Tw(0 )] g (0"), (1.51)

Ainsi seul le gradient ¢(#) doit étre calculé a chaque itération.

Enfin & propos de «, en général il est laissé a 1 pour toutes les itérations. Toutefois il est possible
que les parameétres 6t augmentent la valeur du critére (1.32) si « est trop grand, si c’est le cas
alors a peut étre ajusté de sorte a assurer la diminution du critére a chacune des itérations. Dans ce
cas la méthode de Gauss-Newton devient la méthode de Gauss-Newton amorti.

1.6.3 Calcul du gradient

Pour le modele boite-noire généralisé (1.17), le calcul de 9 (0) s’obtient par filtrage des colonnes
de ®. Pour faciliter la lecture, I'introduction de notations est nécessaire, par exemple les colonnes de
1 (0) associées aux parametres du filtre A(q) seront notées 14 (). Les résultats des calculs donnés ici
sont tirés de [1, p. 330].

Ya(l) = —28% (1.52)
Yp(0) = —C(l;)(l%% (1.53)
0e(0) = = 0el0) (1.54)
Up(0) = ~ 50 (0) (1.55)
0r(6) = G\ (), (1.56)

e Cas ARX
Si on cherche a identifier les paramétres du modele ARX par moindres carrés non-linéaires, on a
C(q) = D(q) = F(q) =1 et &4 et ®p sont les seules matrices non vides. Ainsi 1(f) = ®. De ce
fait,

d® =[] [@Taw(s))] (1.57)
= [00] " [y] — [00] " [0T 20| (1.58)
=M€ _g(), (1.59)

Si av est égal & 1, alors dés la premiére itération on a : 1) = 90 4 gMC _ () ce qui correspond
a l'estimée des moindres carrés linéaires.

e Cas OE

Pour le modele OE, C(q) = D(q) = 1 et ®p et ®p sont non vides. On obtient donc directement
1 (0) en filtrant ® par le filtre ﬁ

() = — . (1.60)
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1.7. Identifiabilités

1.7 Identifiabilités

On trouve dans la littérature un certain nombre de terminologies associées a I’identifiabilité avec
parfois des définitions équivalentes portant des noms différents et, inversement, des définitions diffé-
rentes portant le méme nom [29]. Dans [4], S. Dobre a analysé une série de notations et de définitions
afin de les classer en espérant une meilleure compréhension de cette notion. Nous reprenons ici en guise
de rappel les principaux éléments de cette classification. Comme précisé précédemment, ’estimation
des parametres d’'un modele est une classe de probleme inverse et les facteurs pouvant influencer la
qualité de cette inversion sont :

e la complexité de la structure;

e les signaux d’entrée, les conditions initiales et les instants de mesure (planification expérimentale,
voir section suivante) ;

e lestimateur (fonction de colit, méthode d’optimisation, etc.) ;

e le bruit de sortie.

Des 1970 plusieurs définitions de 'identifiabilité ont été formulées, en fonction de ces différents
facteurs d’impact :

e dans [30], lidentifiabilité est présentée comme un probléme d’unicité de solution dans un cadre
idéalisé dépendant seulement de la structure du modeéle (signaux non-bruités, signal d’entrée et
période d’échantillonnage librement choisis) ;

e dans [31,32] le signal d’entrée n’est plus idéal et I'identifiabilité est présentée comme la discernabilité
des variables de sortie;

e dans [33,34] I'identifiabilité inclut le choix de l'estimateur et se définit par I’existence d’un optimum
global ou local;

e enfin dans [35,36], I'identifiabilité prend en compte les erreurs sur les données et devient ’étude de
la convergence en probabilité de ’estimateur.

A ces notions s’ajoute le type d’analyse qui peut étre soit qualitative, « le modéle est ou n’est pas
identifiable », soit quantitative via un degré d’identifiabilité. Enfin, il faut ajouter le caractere local ou
globale de I’analyse. Dans sa theése [4], S. Dobre retient trois classes d’identifiabilité : I'identifiabilité
a priori , identifiabilité a posteriori, et 'identifiabilité pratique. Le qualificatif a priori /a posteriori
précise si I'analyse est effectuée avant ou apres expérience.

1.7.1 Identifiabilité a priori

L’identifiabilité a priori revient a tester I'existence et I'unicité du probleme inverse en ne consi-
dérant que la structure du modele, indépendamment de toute expérience. C’est un cadre idéal dans
lequel on recherche s’il existe une solution unique (identifiabilité globale) ou un nombre fini de solu-
tions (identifiabilité locale) & I’estimation des parametres. Par conséquent, 1’étude de I'identifiabilité a
priori revient a tester 'existence et 'unicité du vecteur des parametres, c’est-a-dire les deux premieres
conditions pour que le probleme d’estimation soit bien—posé au sens de HADAMARD. Notons que cette
notion est voisine de ’observabilité qui exprime ’existence et I'unicité du vecteur d’état correspondant
a un comportement entrée—sortie donné [37].

L’objectif de 'identifiabilité a priori est de vérifier que deux vecteurs de parameétres différents
n’entrainent pas le méme comportement entrée—sortie, ce qui se traduit par :

J(u,z0) € Ux R™ tq ym(t,u,0) = ym(t,u,0) VteT, (1.61)

=

0 0", (1.62)

ou 6* et # appartiennent a I’ensemble des parametres admissibles a priori. Cette étude se réalise dans
le cadre théorique (idéal) suivant [38] :
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1. le systeme et le modele ont des structures identiques (pas d’erreur de caractérisation) ;
2. les signaux d’entrée—sortie sont non bruités;

3. lentrée a appliquer et les instants de mesure peuvent étre choisis librement (ce qui sous—entend
qu’ils sont indépendants des parametres et des autres variables).

Le concept d’identifiabilité a priori a été traité des le début des années 1970 selon différentes dé-
finitions [30, 32, 33]. Ces définitions et d’autres plus récentes, ainsi que des comparaisons, peuvent
étre trouvées dans 'état de l'art de NGUYEN [39], Pouvrage édité par WALTER [40] et la these de
NOIRET [41].

1.7.2 Identifiabilité a posteriori

Une fois Iidentifiabilité a priori de la structure démontrée, il est alors important de vérifier que la
condition d’unicité de la solution du probléme inverse (estimation) est toujours vérifiée a posteriori,
c.a.d. avec les données entrée—sortie disponibles. La différence entre les cadres d’étude des identifiabili-
tés a priori et a posteriori concerne les entrées, les conditions initiales et les instants de mesure : ils ne
sont plus libres mais imposés. Cette situation se produit lorsque les expériences ne sont pas possibles
ou pas autorisées, ou lorsqu’on utilise des informations archivées dans des bases de données [38,42,43].
Ce fut notamment le cas dans [44] ou 'objectif était d’identifier des biefs de riviéres & partir de données
de production archivées par un systeme de supervision. Le cadre de l'identifiabilité a posteriori est
donc le suivant :

1. le systeme et le modele ont des structures identiques (pas d’erreur de caractérisation) ;
2. les signaux d’entrée—sortie sont non bruités;

3. les entrées, les conditions initiales et les instants de mesure {¢},_, j_; sont imposés (conditions
expérimentales).

Cette étude est donc toujours réalisée dans un cadre théorique, méme si celui—ci n’est plus idéal. La
structure est a posteriori globalement identifiable en 0* € P si :

pour u(ty) et xg donnés, VO € P, Vi, ke {0,...,K —1} ona
ym(th, u, 20, 0) = yrm(t, u, 20, 0%) == 0=10"

1.7.3 Identifiabilité pratique

L’identifiabilité pratique est complémentaire a I'identifiabilité a priori et proche de I'identifiabilité
a posteriori, avec pour seule différence la présence d’incertitude sur les sorties mesurées y (tx) décrite
par un aléa e(ty) ajouté a la réponse du modele, y,, (tx, 0, u),

Y (tk) = Ym (tk, 0, u) +e (tk) .
A noter que dans notre cas ym correspond a §(k,0) donné dans le cadre de I’erreur de prédiction par
I’équation (1.24).
Le cadre d’étude de I'identifiabilité pratique est le suivant :
1. le systeme et le modele ont des structures identiques (pas d’erreur de caractérisation) ;
2. les données disponibles sont bruitées et le terme d’erreur vérifie 'hypotheése d’homoscédasticité
i.3.d.
suivante {e (tx)}, <~ N (0,02) ;
3. les entrées, les conditions initiales et les instants de mesure sont imposées (conditions expérimen-
tales).

Tenant compte du cadre stochastique du probleme, la définition 1.7.2 de I'identifiabilité n’est plus
valable et nous devons nous placer dans un cadre probabiliste. Nous verrons dans le chapitre 2, que
la distribution des parametres avec la méthode du maximum de vraisemblance est donnée par :

OMV T2 N(09, T, 1(00)). (1.63)
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ot les différents © sont composés de leur {6, ag} respectifs et Z, correspond a la matrice d’information
de Fisher du modele. Dans la section 2.4.2.3, nous verrons le lien qui existe entre les moindres carrés
et I'estimateur du maximum de vraisemblance pour le modele Gaussien. Cela nous permet de donner
la matrice d’information de Fisher pour le modele linéaire comme étant :

I, = o> (@ch)_l (1.64)

lorsque ® est déterministe comme c’est le cas pour la structure ARX car u(k) et y(k) sont connus, ou
bien pour les autres structure de modele :

T, = -y [—az (@(9)%(9))_1] (1.65)

Parmi les conditions répondant a la question « est-ce que le modéle est identifiable ¢ », il y a
inversibilité de la matrice ®7® ou l'existence de l'espérance dans 1’équation (1.65). Pour assurer
une bonne identifiabilité il faut alors que ® soit de rang plein (ce qui revient a dire que la période
d’échantillonnage est adaptée a la dynamique du modeéle pour que les signaux formant les colonnes de
® évoluent suffisamment d’un échantillon a I’autre) et il faut que la puissance du bruit soit faible. En ce
sens, 'identifiabilité a posteriori est une condition nécessaire mais non suffisante pour I’identifiabilité
pratique.

1.8 Planification d’expériences

La notion de planification d’expériences émane initialement du secteur des statistiques et son
origine historique est liée aux travaux de R. A. Fisher et de ses applications en agronomie [45]. Ses
motivations étaient :

e d’éliminer autant que possible les variations naturelles des réponses étudiées;

e d’empécher autant que possible les effets de variables cachées conduisant a des confusions dans les
conclusions des études expérimentales ;

e de détecter les relations de cause a effet avec le minimum d’effort (expériences) nécessaire.

Son approche reposait sur trois modes d’action : la randomisation, la reproduction des essais et
le controle des erreurs expérimentales. La notion de plans d’expériences est en réalité une technique
d’identification de systéme a la différence que les modeles utilisés sont algébriques et non pas dyna-
miques. Les plan d’expérience sont utilisés dans différentes applications :

e le criblage de facteurs critiques;

e l'analyse des effets et des interactions entre facteurs;

I’optimisation de réponses;

I'optimisation de mélanges;

I’estimation optimale de parametres;

ou encore l'analyse de sensibilité et de robustesse en simulation numérique.

Le probleme de la planification d’expériences consiste a positionner des points dans un espace
multidimensionnel, celui des facteurs d’entrée, de maniere & répondre au mieux, au sens d’un critere
prédéfini, aux objectifs précédents. Par conséquent, pour chaque type d’application il y a des plans
d’expériences spécifiques. La littérature dans ce domaine est tres vaste au point qu’il est difficile d’en
résumer les ouvrages fondamentaux. Toutefois, quelques ouvrages ont retenu notre attention comme
celui de G. E. P. Box et N. R. Draper [46] sur une nouvelle approche du probléeme mais également
celui de G. A. Lewis, D. Mathieu et R. Phan-Tan-Luu sur les applications pharmaceutiques des plans
d’expériences [47], les ouvrages pédagogiques de J. Goupy [48,49] et enfin celui de A. Saltelli et al. sur
les plans d’expériences simulées [50].

Plusieurs travaux ont été consacrés a l’extrapolation de la planification d’expériences au cas des
systémes dynamiques [51-54]. Le lien entre planification d’expériences et identifiabilité pratique est
notamment souligné dans [55-58].
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En dépit des nombreux travaux menés dans ces deux communautés, nous ne trouvons pas de
références d’études portant sur la problématique conjointe du choix des entrées (facteurs et signaux
d’excitation) lors de l'identification de populations de systémes dynamiques en présence de cofacteurs
qualitatifs. Cette absence de travaux sur cet axe précis conforte la méthodologie développée dans cette
these.

1.9 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le probleme d’identification de systémes dynamiques li-
néaires de type boite noire ainsi que les différentes structures de modeles couramment utilisées. Nous
avons également présenté la méthode des moindres carrés appliquée a la minimisation de l'erreur de
prédiction. Lors de la discussion sur les facteurs agissant sur le degré d’identifiabilité d’un modele, on
a vu qu’il est nécessaire d’avoir une matrice de régression bien conditionnée. Pour cela, sans donner
de grandeurs quantitatives, on sait qu’il faut avoir un signal d’entrée avec un spectre fréquentiel suffi-
samment riche, un bruit de mesure de faible puissance et une fréquence d’échantillonnage bien choisie.
Or les contraintes que 1’on trouve en biologie semblent s’opposer a ces conditions. En effet, le signal
d’entrée est souvent décrit par des échelons représentants les instants d’ajout de médicaments. De
plus, les mesures étant généralement indirectes et a ’échelle de la cellule, elles sont souvent entachées
d’erreurs importantes. Enfin, les phénomeénes étudiées sont souvent un enchainement de dynamiques
rapides suivies de dynamiques lentes et la fréquence d’échantillonnage n’est pas toujours maitrisable.

Face a ce probleme les bio-statisticiens ont développés de nouvelles techniques de modélisation et
M. Lavielle dans son papier intitulé « What do we mean by identifiability in mized effects models 7 » [59]
montre que les modeles a effets mixtes, par la prise en compte de toute I'information disponible dans
les reproductions d’expériences, permettent une régularisation des problemes d’identification.

Le chapitre suivant constitue une introduction aux méthodes statistiques et aux modeles a effets
mixtes.
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Chapitre 2

Modeles a effets mixtes
Modeles de population

2.1 Introduction

Il est risqué de vouloir donner une définition a la statistique. Maurice Kendall, statisticien bri-
tannique de renom, disait [60] : « Parmi les thémes d propos desquels les statisticiens ne sont pas
d’accord, se trouve la définition de leur science ». Néanmoins, 'objet qui réunit tous les statisticiens
est la mesure (I'observation). En effet, il n’y a pas de statistiques sans mesure, et toutes les disciplines
des mathématiques manipulant des mesures font appel a la statistique.

« La motion fondamentale en statistique est celle de groupe ou d’ensemble d’objets équivalents que
l’on appelle population. Ce terme hérité des premiéres applications de la statistique qui concernaient
la démographie est employé pour désigner toute collection d’objects a étudier ayant des propriétés
communes. Ces objects sont appelés des individus ou unités statistiques. La statistique traite des
propriétés des populations plus que de celles des individus particuliers ». Ce paragraphe
est extrait de la premiere page de 'ouvrage de Gilbert Saporta, Probabilités, analyse des données et
statistique [61].

Contrairement au recensement qui étudie I’ensemble de la population, la récolte de données est
souvent réalisée par sondage, aussi intitulé échantillonnage, ou seule une partie de la population,
appelée échantillon, est étudiée. Le but est de faire de l'inférence, c’est-a-dire, d’étendre les propriétés
constatées sur I’échantillon a la population. Dans cette démarche, les outils probabilistes jouent un réle
primordiale. La statistique est liée aux probabilités quasi-exclusivement dans cette branche, appelée
statistique inférentielle. Il existe une autre branche principale, appelée statistique exploratoire, qui se
passe de probabilité et ou les objectifs sont, entre autres, la visualisation des données, la classification
et la réduction de dimension. Les deux branches se rejoignent lorsque, par exemple, apres une phase
exploratoire, une hypothése émerge et nécessite d’étre validée ou infirmée par une analyse inférentielle.

Longtemps cloitrée a des mesures ponctuelles, la statistique s’est construite sur cette base ou
chaque mesure correspond a l'entité d’intérét. Avec I’avenement des nouvelles technologies de mesures
et I’accroissement des puissances de calcul, les mesures ponctuelles laissent place a des données de plus
grandes dimensions telles que des cinétiques d’évolution, appelées aussi données longitudinales par les
statisticiens et signaux dans la communauté automaticienne.

Les méthodes statistiques ne sont pas toujours directement applicables a des signaux notamment
en raison de ’hypothése d’indépendance des observations successives qui n’est pas respectée et aussi
parce que le signal mesuré n’est pas toujours la grandeur d’intérét principale. On s’intéresse plutot
a des parametres définissant la dynamique d’évolution des observations. Pour établir le lien entre les
deux, une solution méthodologique repose sur I'utilisation de modeles statistiques a effets mixtes.

Ce chapitre est dédié a ce type de modele. Aprés un bref historique, je vais décrire le modele
linéaire simple afin de I’étudier d’un point de vue statistique et de fournir les notions nécessaires a la
compréhension des modeéles a effets mixtes qui feront ’object de la section suivante.
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2.2 Historique

Les principales avancées sur 'estimation des modeles a effets mixtes peuvent étre retrouvées dans
plusieurs références [14,62,63]. La premiére utilisation de modeles & effets aléatoires remonte & 1861
avec les travaux de Airy en astronomie. Jusqu’alors les modeles étaient des modeles a effets fixes et
les méthodes d’estimation associées étaient fondées sur la technique des moindres carrés. Les mesures
étant réalisées toutes les nuits, Airy a introduit un effet aléatoire pour prendre en compte 'effet nuit.
Cet effet, causé par les conditions atmosphériques et les conditions d’expérience, est une nuisance qu’il
voulait séparer de sa mesure d’intérét. Une avancée majeure sur les modeles a effets mixtes réside
dans les travaux de Fisher en 1925. Il a notamment introduit ’analyse de la variance (ANOVA),
méthode qui consiste a séparer la variance expliquée de la variance résiduelle. Cette méthode est
particulierement efficace dans le cas d’un plan d’expériences équilibré, ou chaque groupe contient le
méme nombre d’individus. Toutefois, lorsque des données sont manquantes ou lorsque le plan est
déséquilibré, la méthode n’est plus directe, et il existe différents moyens pour calculer les éléments de
variance. Henderson (1953) [64] propose trois méthodes pour calculer les parameétres de variance dans
le cas de plans déséquilibrés sans pour autant préciser un critere permettant de choisir la méthode
la plus appropriée selon le contexte expérimental. Beaucoup de travaux ont été développés par la
suite pour répondre a cette question mais toujours dans des cas particuliers. Toutefois, cette méthode
nécessite une maitrise parfaite du plan d’expériences et demeure sensible aux données manquantes.

La méthode du maximum de vraisemblance connait un essor important avec l'avenement des
ordinateurs. On peut trouver les détails de la méthode dans les travaux de Hartley et Rao (1967)
[65]. Elle répond parfaitement au probléme des données manquantes, notamment grace a I’algorithme
Espérance-Maximisation [66]. La méthode du maximum de vraisemblance est connue pour sa capacité
a fournir une bonne estimation des parametres lorsque la quantité de données utilisées est élevée,
mais on sait également qu’elle a tendance & sous-évaluer les composantes de variance. Thompson
(1962) [67] propose de maximiser la partie de la vraisemblance invariante aux effets fixes. Il introduit
ainsi la méthode du maximum de vraisemblance restreint (REML). Les parameétres de variance fournis
par REML sont équivalents a ceux utilisés pour TANOVA dans le cas gaussien avec un plan équilibré
en ce sens qu’il prenne en compte la perte de degrés de liberté due a 'estimation des effets fixes. Il
existe bien stir d’autres méthodes pour estimer les parameétres d’un modele a effets mixtes, comme
par exemple MINQUE (minimum-norm quadratic unbiaised equation) [68]. Cette méthode est aussi
performante que REML mais avec un cofit de calcul plus élevé [63]. C’est pourquoi les méthodes basée
sur maximum de vraisemblance sont celles qui restent les plus utilisées.

2.3 Notations

Les notations utilisées dans ce chapitre sont en partie calquées sur celle de Lavielle [69].

e Lorsque cela est possible, 'indexation des variables se fera par des lettres minuscules. La lettre
majuscule associée caractérisera le nombre d’éléments dans la liste. Exemple, ¢ est l'indice des
individus, il peut varier de 1 a [ ;

e on note y; le vecteur d’observations sur le i-eme individu ou bien sur le i-éme systeme, et y
I’ensemble des jeux de données pour les I individus : y = [y1, y2, ..., ys]. La lettre en gras indique
que 'on parle des données de toute la population ;

e on notera py et py les distributions respectives de y,0; pyjg est la distribution de y sachant 6;
et py ¢ est la distribution conjointe de y et 6. Toutefois, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité et pour
simplifier la notation, on pourra utiliser p sans préciser I'indice. Par exemple, p,(y) est équivalent

ap(y);

e on utilise la barre verticale (|) pour définir les distributions conditionnelles. Par exemple, p(y;|6;)
est la distribution de y; sachant 6; ;

e on utilise le point virgule (;) pour séparer les variables aléatoires des parameétres et variables
déterministes. Par exemple, p(y; ©) est la distribution de y paramétrée en O ;

e on utilise la virgule (,) pour séparer les variables de méme type.
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Ainsi on écrira les densités de probabilité de cette maniere :

p(variables aléatoires inconnues | variables aléatoires connues ; variables non-aléatoires) (2.1)

2.4 La structure de modeéle linéaire

Commencons par introduire les outils nécessaires a la compréhension et a ’estimation des para-
metres d’un modele a effets mixtes particulier : le modele linéaire. Supposons que l'on a a disposition
deux variables x et y liées par une relation de cause a effet modélisée par le modele linéaire suivant :

yi=p+ Yo, +w,Vi=1,...,1 (2.2)

ou y; est la 7eme observation a expliquer et x; est la variable explicative associée. x; peut étre aléatoire
ou déterministe mais comme tout le travail d’estimation s’effectue conditionnellement & x, on utilisera
les mémes méthodes dans les deux cas. Toutefois il existe quelques différences subtiles notamment au
niveau du vocabulaire. Par exemple, si x; est déterministe, on ne parle pas de corrélation entre x et y.

Dans une démarche de statistique inférentielle, w; doit étre décrit par sa densité de probabilité. La
distribution la plus utilisée en ’absence d’information a priori est la distribution gaussienne centrée
et de variance w?. On suppose en outre que la séquence {w;}/_; est indépendante et identiquement
distribuée (i.i.d.). Cette condition est généralement difficile & vérifier puisque les w; ne sont mesurés
que par l'intermédiaire de y;. Ils seront estimés par les résidus du modele et on pourra réaliser a
posteriori des tests d’indépendance et de normalité des résidus. On peut alors écrire dans le cas du
modele linéaire :

yi ~ N (p+ Taj, w?), (2.3)
ou encore si x; est la réalisation d’une variable aléatoire :

yilwi ~ N (p+ Tai,w?). (2.4)

2.4.1 La loi normale
On connait la distribution gaussienne d'une variable aléatoire y ~ N (11, w?) comme étant :

1 L (z—p)?
py(x) 27‘(’0.)26 ? (2.5)

La distribution gaussienne, ou plus exactement de Laplace-Gauss®, est une loi étudiée par P.-S.
de Laplace (1749-1827) et C. F. Gauss (1777-1855). K. Pearson a ensuite introduit I'appellation de
« loi normale » car elle est bien adaptée a la modélisation des phénomenes naturels issus de plusieurs
événements aléatoires?. Bien que I'on puisse trouver les prémisses de la loi normale dans les travaux
sur les jeux de dé ou de pile-ou-face, de Galilée, Bernouilli et De Moivre, c’est a la fin du XVIIleme
siecle que Laplace et Gauss trouvent indépendamment et & quelques années d’intervalles ’expression
de la loi normale; le premier en reprenant les travaux de Bernoulli sur le jeu de pile-ou-face et le
second dans le cadre de calculs en astronomie.

Le raisonnement de Gauss L’approche de Gauss est intéressante car elle permet de trouver
I’équation de la loi normale pour caractériser les erreurs obtenues sur différentes observations d’une
méme grandeur. Il suppose que I mesures (y1, y2, ..., yr) d’'une méme grandeur p sont entachées d’une
erreur :

i = 1t (26)

8. On trouvera parfois LG(.,.) & la place de N(.,.)
9. https://fr.wikipedia.org/wiki/Histoire_de_la_loi_normale
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Il fait ensuite I’hypothese que les w; sont i.i.d. De par cette indépendance, la distribution des erreurs
est décrite par :

p(wi, wa, ..., wr) = p(wy)p(ws)...p(wr). (2.7)
Selon Gauss, les deux affirmations suivantes devraient étre vraies simultanément :
1. le meilleur estimateur de p devrait étre la moyenne des y; notée ¥ ;
2. lorsque l'on connait les y;, alors u devrait maximiser la densité p(wy, wa, ..., wr).

En quelques sorte, il exprime le fait que y devrait maximiser la vraisemblance des données. Je
trouve cela tres intéressant qu’il fasse le raisonnement inverse de ce que ’on a ’habitude de faire. En
général, on part de la loi normale pour extraire les parametres les plus vraisemblables. Tandis que
dans cette démarche il impose ce qu’il pense étre la valeur la plus vraisemblable de u, soit y, et il
cherche la densité de w;.

Il impose ensuite que p doit étre réguliere et il pose [ = In(p) :

Wwy, wa, .;wr) =1y — p) +1(y2 — p) + ..+ Uyr — p)- (2.8)
Ainsi en maximisant la log-vraisemblance de p pour I = 2, on obtient :
ol(y1 — Ol(ya — 0 — 0 —
@] | OlMe—w| _ ., 9, (yl y2> L9 (yz yl) o, (2.9)
ou L= ou y=3 ou 2 ou 2

d’ou il déduit que % est une fonction impaire, et donc que [ est une fonction paire. De la méme

maniere lorsque I = 3 et que 3% est une fonction impaire :

oy —p)| | Olge—p)| | Oy =] _
I n=y O n=y I n=y
9 2y1y2y3> 0 <2y2y1y3> 0 <y1+y22y3>
Ty (T2 9 (22T s O (T2 T A 2.1
:>8u ( 3 + ou 3 ou 3 (2.10)

Il en déduit que :

Ol(u)  Ol(v)  Ol(u+w)
R (2.11)

Par conséquent, 81%’;“ ) est une fonction linéaire en y; — i, done I(y—p) est de la forme 3", a(y; —u)? +b.

On obtient finalement que p a la forme Ae2i W=m* On retrouve ainsi la forme de « cloche » de la

loi normale avec a = =15 et € = A\ = ——L— avec w? la variance de w;.
202 V2rw? ¢

2.4.2 Maximum de vraisemblance

L’estimateur du maximum de vraisemblance doit sa popularité au fait qu’il fournit une estimation
avec de bonnes propriétés asymptotiques.

2.4.2.1 Formulation de ’estimateur du maximum de vraisemblance

Pour obtenir la solution maximisant la fonction de vraisemblance, on procede selon les étapes
décrites ci-dessous.

Description du modéele direct

1. On définit la structure de modele censé décrire les variations des observations :
y = F(B) ow. (212

ou F désigne une fonction paramétrique, 6 le vecteur des parametres, y; celui des mesures sur le
i-eme individus et ¢ est un opérateur décrivant comment l'influence du bruit w; sur la variable
mesurée est prise en compte. Cet opérateur peut étre une l’addition, une multiplication ou encore
toute autre relation décrivant I'impact du bruit sur les mesures. F et ¢ sont choisis par connaissance
empirique ou par hypothese sur I'objet d’étude.
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2. On choisit la densité de probabilité du bruit :

Pw(W[bw). (2.13)

Détermination de la distribution des données a partir du modele direct et de la distri-
bution du bruit

py(y;©,F), (2.14)
ot © = {0,604}

Obtention de la fonction de vraisemblance A partir du jeu de données disponible y, il est alors
possible d’obtenir la fonction de vraisemblance en considérant les y comme connus, du moins une de
leurs réalisations possibles, et les parametres ©® comme libres :

A
Ly(0) = py(y;0,F) (2.15)
A noter que Ly n’est pas une densité de probabilité mais bien une fonction. D’une certaine facon, la
rupture entre probabilité et statistique se fait ici.
Estimation au sens du maximum de vraisemblance Une estimation de © au sens du maximum
de vraisemblance correspond au jeu de parametres qui maximise la fonction de vraisemblance :

OMY — arg max Ly (0) (2.16)

Le plus souvent, on maximise la log-vraisemblance ly(6). En effet, la fonction logarithme étant mono-
tone strictement croissante, maximiser la log-vraisemblance revient a maximiser la vraisemblance des
données mais permet souvent la simplification des calculs dans le cas de distributions exponentielles.

2.4.2.2 Information de Fisher

L’information de Fisher est donnée par la matrice :

: (2.17)
©=0¢

2
7,(60) = Eypo [(a%logpyw)) ]

ou O est la valeur « vraie » de ©. Il est possible de décomposer 1’équation précédente comme suit :

2
0
@@0> + vary|g ((9@ logpy(.V\@)>

La dérivée partielle de la log-vraisemblance par rapport a © est appelée score. Sous des conditions
générales de régularité, la fonction log-vraisemblance a un maximum en ©g, et donc I'espérance du
score est nulle. Ainsi I'information de Fisher correspond & la variance du score. On montre que, sous
certaines conditions de régularité, il est possible de donner la distribution asymptotique de oMV [70] :

(2.18)

7,(00) = (Ey|@ [ logpy (510)]

©=09

OMV T2 N(09, T, 1(00)). (2.19)

On peut alors affirmer, avec des réserves, que la matrice de variance-covariance des parametres estimés
est égale a l'inverse de la matrice d’information de Fisher. Parmi les propriétés de 'estimateur du
maximum de vraisemblance que 'on ne donne pas ici (voir par exemple [61]), celle-ci va permettre
notamment de donner des intervalles de confiance des parametres estimés et de réaliser des tests
statistiques.

Par ailleurs, on montre également que lorsque le domaine de définition de y ne dépend pas de ©
— c’est notamment le cas pour les densités appartenant a la classe exponentielle — 'information de
Fisher peut s’écrire sous la forme [61] :

2

)
Zy(©0) = — Eyje [8@2 log py (y|©) (2.20)

©=0¢
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Cette expression met en évidence que l'information de Fisher correspond a I’espérance de la courbure
de la fonction log-vraisemblance étudiée. Plus la fonction de vraisemblance sera piquée en Qg plus
notre modele sera informatif sur ce parametre et donc il sera facilement identifiable. De plus, on peut
déceler un lien étroit entre information de Fisher et 1’entropie (de Shannon). En effet I'entropie de
Shannon, qui est une mesure du désordre, est définie par :

H(y) = = [ pylog(py) = ~Ey(log(py)). (221)

Ce lien est bien connu en théorie de l'information, il fait notamment intervenir I’entropie relative (la
divergence de Kullback-Leibler). On trouvera plus de détails sur ce lien dans [71]. Mais l'idée & retenir
est que l'information de Fisher représente bien 'information que le modele fourni sur O

En pratique, on ne connait pas Zy(0g) car elle dépend de ©¢. Cependant, en utilisant le lemme de
Slutsky [72], on peut donner la convergence en loi suivante :

OMV XX A(©, T, 1 (OMV)). (2.22)

2.4.2.3 Cas de la loi normale

En reprenant 'exemple du modele linéaire (2.2), il est possible de donner la densité de probabilité
du probleme direct :

p(y;0) = H \/2;7 exp (—2312(% — - Tmi)2> (2.23)

= (2mw?) 1 exp <_2w?

(y — o0) T (y — @9)) , (2.24)

avec ® = [1,x],0 = [u, T]T et © = [#7,w?]T. D’olt I'on tire I’expression de la log-vraisemblance :

_ I D oelw?) — (v — o0) (v —
1y(8) = — log(2m) — S log(w?) — 5 5(y — 90)" (y — @0), (2.25)
dont les composantes du gradient sont :
Oly(®) 1 .7
0ly(©) 1 1 T
=——+—(y—©@ — 00). 2.2
O 202 + 2t (y — @0)" (y — 0) (2.27)

Les estimées au sens du maximum de vraisemblance correspondent au points stationnaires du gradient :

oy (©)
— 2.2
59 (2.28)
soit :
MY = (oTo) taTy, (2.29)
. 1 N R
WMV = sy - M (y — @MV, (2.30)

On remarque que oMV correspond a l’estimée au sens des moindres carrés gMC présentée au para-
graphe 1.6.2.1. En effet, 'estimateur des moindres carrés, tout comme 'estimateur du maximum de
vraisemblance, est non-biaisé et a variance minimale pour les parametres 6 lorsque ’on se place dans le
cadre d’un modele linéaire, avec une matrice ® déterministe, et un bruit blanc additif. Ceci correspond
exactement a notre modele (2.2). Toutefois, la méthode du maximum de vraisemblance nécessite une
hypothese supplémentaire qui n’est pas requise pour les moindres carrés. Il faut connaitre la densité de
probabilité du bruit, alors qu’il suffisait qu’il soit centré et décorrélé dans le cadre des moindres carrés.
Cette hypothese supplémentaire, qui est difficile a vérifier, permet d’utiliser les outils probabilistes

pour inférer sur les parametres. En particulier, elle permet d’obtenir les intervalles de confiance sur
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les parameétres ou bien sur les prédictions. Lorsqu’on résout un probléeme au sens des moindres carrés,
on n’est pas capable de donner une telle information. Pour pouvoir donner les intervalles de confiance,
on se ramene souvent au cas ou le bruit est gaussien, ce qui revient finalement a utiliser la méthode
du maximum de vraisemblance.

Pour inférer sur les parametres, il est nécessaire d’obtenir la distribution de oMV .
AMV —1/aAMV
(SR N(@o,Iy (©™Y)). (2.31)
Il faut donc calculer la matrice d’information de Fisher :
821,(©) 821y, (©)
a —E y —E y
n,OW) = | ) Sl (232
- ( w200 ) B ( O(w?)? ) 0=6MV
avec :
’ly(0) oTe
¥(©) _ (2.33)
062 w?
821y(@) 1 1 T
— L= — — (y—® -0 2.34
B(w2)? 2 b (y — 20)" (y — ©0) (2.34)
a2ly(@) L o7
— L =——0 — ®0). 2.35
dron ~ At V20 (235)
En passant a ’espérance on obtient les coefficients de la matrice d’information de Fisher :
. TP 0
Z,(e0MV) = w?g” I (2.36)
2004 MV
On en déduit la distribution de 'estimateur du maximum de vraisemblance :
R ~2 MV (PT(I) —1 0
S B B S A A (2.37)
w 0 20.)]

Ici on mesure I'importance du choix de ® qui va directement impacter la variance de ’estimateur.
Il est parfois possible de conditionner la matrice ®7'® en maitrisant les plans d’expériences. Il est
aussi possible de la conditionner numériquement en centrant et en normalisant les colones de ® de
sorte que tous les parametres aient la méme sensibilité numérique. Par exemple, c’est ce que I'on
fait en identification de systémes lorsqu’on retire la valeur nominale du point de fonctionnement du
systeme. La variance du bruit est souvent non-maitrisable est va, comme on peut s’y attendre, dégrader
la précision des estimations. Enfin, le nombre d’observations I qui entre directement en jeu dans la
variance de &?MV doit étre le plus grand possible pour réduire I'incertitude sur les parameétres estimés.

2.4.3 Maximum de vraisemblance restreinte '
2.4.3.1 Probléme de maximum de vraisemblance

L’estimation au sens du maximum de vraisemblance posséde de bonnes propriétés asymptotiques.
Mais ce n’est plus nécessairement le cas lorsque I est plus petit ou un biais apparait sur ’estimation
de la variance. Ce bias est dii notamment au fait que la méthode du maximum de vraisemblance ne
prend pas en compte la perte de degrés de liberté. Le nombre de degrés de liberté est égal au nombre
d’observations moins le nombre de relations entre ces observations. Une fois les parametres moyens
estimés, le nombre de degrés de liberté est réduit pour I'estimation des parametres de variance. Pour
illustrer ce propos, prenons le cas d’'une constante noyée dans du bruit :

yiNN(/’[/7w2)7i:]‘7"'7I

10. On trouve souvent le terme resteint au masculin, c’est pourtant bien la vraisemblance qui est restreinte
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ol p est la valeur de cette constante et w? la variance du bruit, tout deux inconnus. Il est possible
d’écrire la log-vraisemblance :

I
1
U, w?ly) = 1n(27r) +In(w’) + 7= Z
En maximisant cette équation par rapport & u et w? on obtient :
1 J
S(MV) _ ; Sy
n=1
11
QQ(MV) i Z(yl o ﬂ(MV))2
Or la variance empirique est définie par :
11
Sixe

Comme p n’est pas disponible, on peut alors étudier 'impact résultant de son remplacement par

ﬂ(MV) .

1< X 1< 1< ) 1<,
= 70 =AY+ L S — 42| 5 Yo ACY) 7 SO — )
=1 =1 =1 =1
=0

11

= @O 4 237 — ), (2:38)
i=1

ici on remarque que la variance @*MV) est biaisé vers le bas. C’est notamment ce type de résultat

qui est utilisé dans certains plans d’expériences pour calculer la taille de chaque échantillon (ici I)
permettant de détecter une taille d’effet donnée. Malheureusement lorsque les expériences ont déja été
réalisées sans planification adaptée, il faut pouvoir réduire ce biais.

2.4.3.2 Correction du biais

En prenant 'espérance de la quantité (2.38) et en utilisant I'identité E(X?) = E(X)? + var(X), on
obtient :

2
1< 1<
wQZL@(MV)-i- Z E(IZ%—M> +var<IZyi—u>
i=1 i=1 i=1
=0
Finalement, on a :
w2 — QQ(MV) + ,
ce qui correspond & :
I
2 _ (MV)
Y TIo1 ’
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d’ot l'on tire 'expression de la variance lorsqu’on ne connait pas y :

avec I = %Zle y;. 1l s’agit de I'expression de la variance empirique couramment utilisée qui prend
en compte la perte de degrés de liberté.

2.4.3.3 Maximum de vraisemblance restreinte, approche par projection

Le biais provient du fait qu’on utilise les parametres liés a ’espérance pour estimer les parameétres
liés a la variance. Pour éliminer ce biais systématique, le maximum de vraisemblance restreinte [67]
sépare 'estimation des deux entités. Les parametres liés a la moyenne sont toujours identifiés de la
méme maniére que précédemment, et au contraire les parameétres liés a la variance le sont non plus
a partir de y mais a partir de y*, le résultat de la projection de y sur un espace indépendant des
composantes de moyenne. Par exemple pour un modele défini par : y = XT 4w ou y est un vecteur de
I mesures et w ~ N(0, ), on cherche une matrice non nulle P de sorte que y* = PTy et E(PTy) = 0.
y* = PTy est appelé erreur de contraste. A noter que toute matrice P de rang plein respectant
PTX =0 est utilisable. Un candidat souvent utilisé est H = (I — X (X7 X)~1X7). Toutefois, H n’est
pas toujours de rang plein. On peut trouver au plus I — N vecteurs linéairement indépendants, ou N
est la dimension de Y. On pendra I — N colones de H pour construire P :

y* = Py ~ N(0, PTQP). (2.39)

Ainsi on est capable d’obtenir une estimation non-biaisée de Q [67].

2.4.3.4 Maximum de vraisemblance restreinte, approche bayésienne

Il est courant en estimation de parler de « valeurs vraies ponctuelles » des parametres a estimer.
Dans le cadre de notre exemple de la constante noyée dans du bruit, y = u+ w, pu est supposé étre une
valeur ponctuelle. La modélisation bayésienne differe de ce point de vue en associant a p une densité de
probabilité. Sans connaissance a priori, on ne peut donner qu'une distribution plate de pu, c’est-a-dire
pw~ N(0,T) avec I~! — 0. Les estimés du maximum de vraissemblance restreinte sont alors obtenues
par maximisation de la vraisemblance des données completes dont on prend I’espérance sur la variable
cachée. Ici la variable caché correspond a p tandis que les données complétes sont {y, u}. En d’autres
termes :

GPREML) — g max [Eu (lyju(uﬂ)’ y)] (2.40)

Dans le calcul de I'espérance de la vraisemblance des données complétes, on a besoin des quantités
E(uly) et E(u?|y) = E(uly)? + var(u|y) que Pon peut calculer en utilisant les résultats classiques sur
les lois normales multivariées et la distribution marginale de y et p :

= P ) =

ou 1 € R est un vecteur unitaire, et T € R’*! est la matrice identité.
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On obtient alors :

E(uly) =0+ T17(ar1? + w? -y

1
- w2F*1+IZy

rard Z i (2.42)

var(uly) =T — FlT(lflT + HwQ)_llf

w2

T 2T T

w2

_ . 2.43
r-tso I ( )

2

On va alors maximiser cette vraisemblance par rapport a w®, ce qui nous donne les resultats suivants :

pREML) _ poav) 1 Z% (2.44)

I 1 < 2
~2(REML) _ ~2(MV) _ _ A(REML)
w =7 % 1_1;1<yZ i ) (2.45)

L’approche bayésienne permet de donner une justification probabiliste aux estimées du maximum
de vraisemblance restreinte. Notons qu’asymptotiquement G2REML) ot 02(MV) gont équivalents. Cette

approche est également utilisée dans le cadre des modeéles a effets mixtes.

2.4.4 Modeles a effets fixes et Analyse de la Variance (ANOVA)

L’analyse de la variance est une méthode de test qui a été développée sur la méme structure de
modele linéaire que celle définie en (2.2) avec pour unique différence la nature des variables explicatives
qui ne sont plus quantitatives comme en régression classique mais qualitatives ou catégorielles. De ce
fait, le modele devient un modele & effets fixes et on qualifie souvent les variables d’entrée de « facteurs »
pour souligner ce changement de nature et chaque facteur peut prendre différentes valeurs appelées
« niveaux » ou « modalités ». Le probleme d’estimation consiste alors a évaluer des sauts de moyenne
de la variable de sortie (ou réponse) lorsque les facteurs changent de modalités. Des tests statistiques
spécifiques sont ensuite réalisés pour déterminer si ces sauts sont significatifs ou pas vis-a-vis de la
variance résiduelle.

Pour réaliser des calculs sur ces facteurs qualitatifs, nous avons besoin de les coder. Par exemple,
considérons un facteur de traitement 7" & trois niveaux (I" € {11,T>,73}) et une série d’expériences
dans laquelle nous reproduisons deux fois chaque modalité dans un ordre aléatoire. On définit alors U
la matrice des expériences constituée de six valeurs de traitement comme indiqué dans (2.46). Cette
matrice U n’a d’intérét que pour l'interprétation, pour le traitement statistique, nous avons besoin
de C : la matrice équivalente en variables codées. L’exemple ci-dessous présente le codage disjonctif
complet [73] :

[T ] 1 00
15 010
T‘1 codage 1 0 0

U= = (C= , 2.46
T3 déc;age 001 ( )
T3 0 0 1
|75 | 10 1 0]

ou C est composé de valeurs binaires. La valeur 0 et 1 du coefficient C; ; indiquent respectivement
I'absence et la présence de la modalité j du facteur T' (donc T}) dans I'expérience numérotée i. En ce
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sens, si on note T; la variable codée de la i-ieme modalité de T', le codage disjonctif complet implique
que C; = 17, ou 17, est la fonction indicatrice de la modalité T;.

La structure de modele linéaire a variable qualitative integre généralement un terme constant p et
sa formulation matricielle devient :

y=[10Cl0+w (2.47)

ou 1 est un vecteur de 1 et 6 = [u, 01,02, 03] est le vecteur des parametres & estimer. Toutefois, on
s’apercoit rapidement que cette structure n’est pas identifiable en raison d’une surparamétrisation
du modele. En effet, les colonnes de la matrice [1 C] sont colinéaires car la somme des colonnes de
C' est égale au vecteur 1. De ce fait, chaque facteur a [ niveaux ne possede que | — 1 parametres
(effets) identifiables. Afin, d’obtenir une matrice de régression de rang plein et résoudre ce probléme
d’identifiabilité structurelle, il existe différentes solutions de codages réduits. Chaque codage fixe dé-
libérément un des parametres du modele a I'aide d’une équation de contrainte. En fonction du choix
de cette équation de contrainte, I'interprétation des parametres sera différente. En revanche, ’analyse
de la variance reste invariante au type de codage. Fixer un des parameétres revient aussi a éliminer
une variable codée de I’équation et par conséquent une colonne de [1 C]. Le parametre associé a la
variable codée éliminée pourra étre obtenu a partir des autres parametres estimés et de I’équation de
contrainte. Nous présentons ici deux techniques.

Codage de Free-Wilson Le codage Free-Wilson impose que tous les parametres (effets) associés
aux modalités d’un facteur aient une somme nulle. Dans notre exemple, cela revient a dire que :

01+ 05 + 63 =0. (2.48)

Cette équation de contrainte revient a imposer que le terme constant de 1’équation, u, soit égal a la
réponse moyenne totale . Ainsi on étudie le modele : y —y = CO+ w. Chaque parametre 0; représente
donc un effet relatif de la modalité T; par rapport a la réponse moyenne 7. Le vecteur unité a été
supprimé de I’équation.

Codage par référence d’état Ce codage impose une modalité de référence a chaque facteur. Pro-
céder de la sorte revient a fixer a zéro (; = 0) le parameétre associé & la modalité de référence choisie.
La colonne correspondant a la variable codée associée a cette modalité est éliminée de 1’équation. On
aboutit alors a une structure de modele dans laquelle les nouveaux parametres identifiables sont des
fonctions de contraste des anciens parametres. Ainsi l'interprétation des parametres dans 8 va changer
car on estime alors des effets relatifs par rapport a une modalité de référence arbitraire. Dans notre
exemple, en choisissant la modalité 77 comme référence, notre nouvelle structure de modele apres
codage réduit devient

1 0 0]
110 y
1
y = 18‘1) 0 +w. (2.49)
1 01 0
110

Ici i/ est la réponse moyenne lorsque le facteur est fixé a la modalité de référence (77) alors que 65 et
0% sont les effets relatifs moyens des deuxiéme et troisieme modalités par rapport & la réponse moyenne
de référence.

Dans le cas ou plusieurs facteurs sont testés, il est d’usage que C soit la concaténation suivant
les colonnes des différentes sous-matrices codées associées a chaque facteur. On utilisera ici une autre
méthode de concaténation des variables binaires qui sera plus pratique pour la suite du mémoire. Cette
technique consiste a regrouper les modalités de facteurs d’'un méme groupe au lieu de les regrouper
par facteur comme précédemment.
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Une fois la matrice des facteurs codés constituée, I'estimateur AV = (CTC)~1CTy fournit une
solution sans biais et a variance minimale. On peut étudier si I’estimation est précise en utilisant les
résultats précédents sur I'information de Fisher, c’est-a-dire en étudiant la matrice : &MV (CTC)~1L.
Mais jusque la aucune information ne répond a la question : « Est-ce que mon modele explique bien
le comportement de mes données? ». En d’autre termes, « Est-ce que les facteurs que j’ai choisi sont
les responsables de la variabilité de mes mesures? ».

C’est & ce moment que ’ANOVA entre en jeu. Pour répondre & ces questions Fisher utilise 'identité
quadratique suivante :

Do =) = (i — Cif)* + D(Cif —)”. (2:50)

% )

La somme des carré des écarts a la moyenne est décomposée comme étant la somme des carrés des
écarts des observations a la moyenne de leur groupe plus la somme des carrés des écarts des moyennes
des groupes & la moyenne globale. A noter que cette décomposition est un résultat d’algébre linéaire et
est donc vraie quelque soit les distributions des variables aléatoires. En utilisant cette fois-ci 'hypothese
gausienne sur la distribution de w, on peut donner la distribution des éléments de la décomposition :

Z(yi — Cif)? ~x*(I - G) (2.51)
D (Cif—7)* ~ X (G —1), (2.52)

)

ou G correspond au nombre de groupes. De plus on sait, grace au théoreme de Cochran, que le rapport
de deux variables aléatoires indépendantes, distribuées chacune selon une loi du x? et ajustées par
leurs nombres de degrés de liberté, suit une loi de Fisher. De ce fait, sous 'hypotheése Hy ou les C;6
sont égaux pour tout ¢ on a :
Sk F(G-1,I1-CG 2.53
52" (G-1,1-G) (2.53)

ou F est la loi de Fisher-Snedecor et S% et 512% sont respectivement la variance expliquée par le modele
et la variance résiduelle (inexpliquée). Ces variances empiriques sont définies par :

2 _ 1 0 _ =\2
Se=ga_1 % (Ci0 —7y) (2.54)
1
S% = — E@- (yi — Cif)%. (2.55)

Plus ce rapport sera grand plus on pourra affirmer avec certitude que notre modele explique bien les
données.

La figure 2.1 tente de représenter la procédure d’analyse de la variance dans le cas d’un seul facteur
a quatre niveaux et met en évidence ’objectif principal lorsque 1’on utilise une ANOVA qui est d’avoir
S?E le plus grand possible devant S}%. Si S est grand devant Sy alors le facteur et les niveaux semblent
étre capable d’expliquer la variance initiale S2.

s .. . . N . . S2 .
Différentes limitations existent a cette analyse de variance, avec notamment le fait que <% ne suit

R
pas une loi de Fisher-Snedecor s’il n’y a pas exactement le méme nombre d’individus dans chaque
groupe.

Les confusions avec TANOVA [’ANOVA recouvre un ensemble de techniques de test d’invali-
dation de modeéle comme présentées. Ce n’est pas une méthode d’estimation, ni méme un modele. On
trouve souvent dans la littérature « le modele ANOVA » ou pire des comparaisons du type « les mo-
deles ANOVA vs les modeles a effets mixtes ». Or il est tout a fait possible d’appliquer une analyse de la
variance a un modele a effets mixtes. Ces multiples confusions viennent compliquer la compréhension
des modeles a effets mixtes.
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S? analogue a var(y)

\ l |
52 analogue a var(E(y|T)) N 52 |

équivalent & @2MV

analogue a
var(y|T) équivalent & w?

FIGURE 2.1 — ANOVA, explication de la variance grace a des covariables

2.5 Les modéles a effets mixtes

Les approches par populations et les modeles a effets mixtes ont connu un grand essor dans les
années 1970 avec notamment la création du logiciel NONMEM ! permettant I'estimation des para-
metres de ces modeles. Trois sources de variabilité sont prises en compte, la premiére est déterministe
tandis que les deux suivantes sont stochastiques.

1. Les effets fixes tentent d’expliquer I'impact des covariables sur la sortie. En effet, en réponse a un
méme traitement, chaque individu répond différemment en pratique. Il y a les écarts expliqués par
les caractéristiques phénotypiques de chaque individu tel que le sexe, I’age pour les étres humains
ou bien la lignée cellulaire pour les études in wvitro. Ces informations sont représentées par des
covariables permettant de regrouper les individus de méme phénotype.

. La variabilité inter-individus décrit comment les parametres des individus d’'un méme phéno-
type peuvent varier. Bien qu’ils proviennent d’un méme groupe, les parametres individuels different
des parametres moyens du groupe. Il subsiste une partie inexpliquée considérée comme aléatoire
car nous sommes tous différents. Toutefois, lorsque des mesures sont répétées sur un méme sujet,
la seule variabilité exprimée par les données correspond a la variabilité intra-individu.

. La variabilité intra-individu correspond au bruit comme présenté au chapitre 1. C’est la diffé-
rence entre la sortie du modele et les données réelles. Un modele est une abstraction mathématique
du processus réel qui tente d’approcher au mieux le comportement du systéme étudié. L’erreur entre
les deux est représentée par une variable aléatoire distribuée selon une loi dont les parametres sont
a estimer.

11. http://www.iconplc.com/innovation/nonmem/
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Ainsi les parameétres individuels expliqués par des covariables sont appelés des « effets fixes »,
tandis que la partie non expliquée au sein d’un groupe est appelée « effet aléatoire » ou « variabilité
inter-individus » alors que la partie non expliquée sur les répétitions d’'un méme sujet est appelée
« variabilité intra-individu » ou « bruit ». Ensemble, les effets fixes et les effets aléatoires et le bruit
forment les effets mixtes et sont a l'origine de la communauté des approches par population.

La représentation classique des modeles & effets mixtes linéaires est introduite dans [74]. Elle est
donnée par :

Yij = XY + Zyw; + €ij (2.56)

ou X; est la matrice d’expériences combinée avec les covariables de I’individu 4, T correspond aux effets
fixes. Z; est la matrice d’expérience associée aux effets aléatoires w;. e;; est I'erreur de prédiction décrite
précédemment pour la répétition j sur l'individu i. Les distributions des effets aléatoires w; et des
résidus e; permettent de caractériser entierement le modele. Ainsi dans le cas normal :

w; ~ N(0,9) (2.57)
et la distribution marginale de y; est :
yij ~ N(X; Y, 278 +%)). (2.59)

2.5.1 Modeles a effets mixtes et modeles hiérarchiques

Les modeéles hiérarchiques ou multi-niveaux sont des modeles dont les parameétres varient a plus
d’un niveau et peuvent représenter des modeles a effets mixtes. Considérons par exemple un modele
hiérarchique & deux niveaux défini par :

Yij = Zibi +eij
0; =GCiY +w;
w;  ~N(0,9Q)

eij ~N(0,%;).

(2.60)

Le niveau supérieur décrit le comportement des observations par un modeéle linéaire dont 6; est le vec-
teur des parametres individuels. Ce dernier est décrit a un niveau inférieur par un modele & effets fixes
dans lequel C; T caractérise les sauts de moyenne engendrés par les covariables et w; représente la varia-
bilité inter-individus. En combinant les deux premiéres équations, il est possible de reconstruire (2.56)
en posant X; = Z,;C;.

Il est également possible de faire disparaitre w; en écrivant le modeéle sous la forme :

Yij = Zibi +eij
0~ NCT,9) (2.61)
eij ~ N(O, Ei)

ou encore de faire disparaitre e;; :

{yzj@' ~ N(Zi0:, %) (2.62)

0;  ~N(CT,Q)

Cette représentation fait apparaitre explicitement la distribution des parametres individuels py, ainsi
que le modele individuel des mesures p,g. Il est intéressant de remarquer que lorsque (2 est diagonale,
puisque Cj est une matrice de covariables formée de 1 et de 0, alors ’étage des parametres individuels
correspond & la formulation (2.49). Cette imbrication définit un modele de population (cf. figure 2.2).
Au sein de la hiérarchie, il est possible d’avoir des variantes comme celles données dans les paragraphes
suivants.

36



2.5. Les modéles a effets mixtes

C;

Distribution individuel

0;

Distribution des mesures ——

FIGURE 2.2 — Représentation hiérarchique d’'un modeéle de population dans lequel on distingue les
distributions des parametres individuels et des mesures

2.5.1.1 Modélisations des observations

Dans le cadre de cette thése, nous nous intéresserons principalement a des réponses temporelles,
et donc l'indice de répétition j disparailt au profit de l'indice temporel k. La distribution de ces
observations peut étre normale, indépendante et identiquement distribuée :

Yi(k)|0; ~ N (f(k,0:),02). (2.63)

I1 est possible d’avoir une corrélation entre les réalisations du bruit, se traduisant par une matrice de
variance-covariance plus complexe :

yl(k)‘el ~ N(f(k7ei)7g(kv 92')03), (2'64)

ou g(k,0;) traduit le comportement de lerreur. Il est peut étre proportionnel a f(k,6;); on parle
alors d’un bruit hétéroscédastique, en opposition au bruit homoscédastique présenté a ’équation pré-
cédente. On peut aussi avoir un comportement affine, (a + bf(k,0;))e;(k) ou encore un comportement
autorégressif ou e;(k) n’est pas distribué de maniére indépendante aux instants successifs. Il est aussi
tout a fait possible que y; représente des données de comptage ou autres et dans ce cas on pourra
utiliser pour y; une loi binomiale, une loi de Poisson, ou une autre loi a spécifier.

De plus, f(k,6;) peut étre une fonction linéaire ou non-linéaire de 6; et k. Par exemple, on pourra
avoir un modele de croissance linéaire du type :

f(k,0;) = a; + bik (2.65)

ot 6; = [a;, b;]", ou un modele de croissance plus complexe, comme le modele de Gompertz, qui prend
en compte une phase de saturation :

f(k,0i) = bi exp(—log(bi) exp(—aik)). (2.66)

Dans ce cas, on a toujours 0; = [a;, b;]7 mais f(.) n’est plus une fonction linéaire.

2.5.1.2 Modélisation des parameétres individuels

Le modele des observations précédent est toujours donné avec le vecteur des parametres indivi-
duels 6; connu. Puisque nous travaillons avec une approche par population, on va supposer que les
0; proviennent d’une densité de probabilité py. Cette derniere est décrite ici par un modele aux ef-
fets fixes. Par 'introduction de cofacteurs, ce modele permet de décrire des lois multi-modales. Sa
matrice de variance-covariance ) peut étre non-diagonale traduisant alors une corrélation entre les
parameétres individuels. La corrélation entre les parameétres individuels n’est pas entre les individus,
ils sont indépendants les uns des autres mais entre les parametres d’'un méme sujet. Par exemple,
si les parametres individuels correspondent a la taille et au poids d’un individu, il est probablement
intéressant de choisir {2 non diagonale pour prendre en compte la corrélation entre ces deux grandeurs.
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"
Modeles des observations A

FI1GURE 2.3 — Représentation hiérarchique des modeles a effets mixtes avec des parametres individuels
non-gaussiens

De plus, le vecteur des parameétres individuels n’est pas nécessairement gaussien. En effet, on
peut choisir de coder d’autres informations telle que la positivité des coefficients, ou encore le fait
qu’ils prennent leurs valeurs entre 0 et 1. Une possibilité est d’utiliser des fonctions permettant de
transformer une loi normale en une loi satisfaisant ces contraintes, comme illustré en figure 2.3.

Par exemple, les parameétres peuvent étre distribués selon une loi log-normale :

log(@i) ~ N(CZT, Q), (2.67)

qu’il est encore possible d’écrire :
zi ~ N(C; T, Q) (2.68)
0; = exp(z;). (2.69)

Dans ce cas, la positivité des parametres est garantie. Par ailleurs, lorsque les parametres prennent
leurs valeurs dans l'intervalle [0, 1], il est possible d’utiliser la fonction logit-normale définie par :

logit(6;) = log (1215 ) ~ MGT,) (2.70)

et on peut écrire :
5~ NG, Q) (2.71)
! (2.72)

TI1F exp(—z;)

Plusieurs fonctions permettent de coder d’autres informations. A noter que le choix d’une telle trans-
formation est justifié par les contraintes que I’on souhaite imposer aux parametres. Le but n’est pas
de décrire parfaitement la distribution des parametres [69].

2.5.2 Maximum de vraisemblance

Pour identifier les parametres des modeles a effets mixtes avec la méthode du maximum de vrai-
semblance, on doit faire face & un nouveau probléme. En effet, comme le montre les figures 2.2-2.3, le
modele fait intervenir une nouvelle variable ; (et z; le cas échéant) qui n’est pas mesurée. Seuls C;
et y; sont a notre disposition. Il s’agit d’un probléme de variables cachées. Si les 0; étaient mesurés le
probleme serait simple, il s’agirait de résoudre un probleme d’estimation analogue a celui d’un modele
a effets fixes, c’est-a-dire un modele affine avec des variables explicatives qualitatives. Toutefois, dans
le cas des modeles hiérarchiques, I'objectif est trouver les distributions des parametres individuels a
partir des signaux de mesures. Il y a donc un étage caché puisque seuls les C; et y; sont & notre
disposition.
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2.5.2.1 Algorithme EM

L’algorithme Espérance-Maximisation (EM) est un algorithme itératif tres utilisé pour estimer
des parameétres par maximum de vraisemblance quand certaines données sont non-observées. L’idée
consiste a remplacer les données non-observées par leurs espérances conditionnelles pour ensuite itérer
entre espérance et maximisation. Etant donné le vecteur des données complétes y© = {y, 0}, le vecteur
des données observés et cachées étant respectivement y et 6, il est possible d’utiliser la formule de
Bayes pour écrire :

Do,y = Py|oPo- (2.73)

Dempster et al. [66] ont prouvé qu'il était possible de maximiser pgy pour maximiser py (pgy étant
souvent plus facilement maximisable que py). Toutefois, puisque § n’est pas observé, py, ne peut pas
étre évalué directement pour étre maximisé. L’algorithme EM approche alors 6 par son espérance
conditionnellement & y. L’espérance est prise en utilisant ©®) : le jeu d’hyper-paramétres du modéle
a 'itération s de 'algorithme. L’agorithme EM itere sur deux étapes :

1. Espérance : puisque les #; ne sont pas mesurés, ils sont estimés par leur espérance en prenant en
compte toutes les informations disponibles. En effet, les données y étant connues, il est possible
d’en extraire une information sur les 6; plus précise que leur espérance marginale :

r =E(0ily; C;, 0. (2.74)
La densité de probabilité de 6;|y est donnée par la formule de Bayes :

Do;ly = | .

Py

(2.75)

Ces distributions dépendent des parametres © du modele que 'on cherche & estimer, d’abord
initialisées par 'utilisateur, elles sont mises a jour dans 1’étape de maximisation.

2. Maximisation : cette étape correspond a la maximisation de la vraisemblance des données com-
pletes en remplacant 6; par son espérance calculée a 1’étape précédente.

06+ = arg mgx(lg7y(@;r, y)). (2.76)

1l est alors possible d’utiliser le nouveau jeu de paramétres O+ pour recalculer I'étape d’espé-
rance.

On montre que chaque itération de l'algorithme EM augmente la vraisemblance des données [66].
Les deux étapes sont répétées alternativement jusqu’a ce que © n’évolue plus suffisamment, figure 2.4.
Pour un exemple simple d’introduction a l’algorithme EM, le lecteur pourra se référer a [75].

QL+l — arg maxe (le,y(@; r,y))

MAXIMISATION

FI1GURE 2.4 — Algorithme EM
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Exemple : mélange de deux gaussiennes En guise d’illustration du fonctionnement de 1’algo-
rithme EM, prenons I'exemple de tirage aléatoire issue de deux gaussiennes. Celles-ci different par
leur moyenne et leur variance. Dans 1’échantillon de mesure, seules les valeurs des réalisations sont
connues. Aucune information n’est donnée sur la gaussienne qui a généré la variable ni méme sur la

proportion de réalisations a attribuer a chacune d’entre elles. Ce modele peut se traduire sous la forme
hiérarchique suivante :

{yi ~ N1 = O, [0 1= 6:]v) (2.77)
0; ~ B()\)

ou 6; € {0,1} suit une loi de Bernoulli telle que A = Pr(6; = 1) et y; est la réalisation d’une loi normale
de moyenne m; et de variance vy lorsque 6; = 1 et de moyenne mo et de variance vy lorsque 6; = 0.
On pose m = [my, ma]” et v = [v1,v2]”. Le vecteur des paramétres & estimer est © = [\, m”, v’]7.

Classe de chaque échantillon
BEED AS3EIDOCHD @ ( () CIBUNTC el

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Données

_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ;
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
20‘\ Histogramme des données
10}
0
-2 0 2 12 14

FIGURE 2.5 — Données de simulation pour le modele hiérarchique Bernoulli-Gauss (2.77) avec m =
8,0/, v =1[2,1]T et A= 0.6, I = 500.

Les 0, n’étant pas observés, on ne peut pas maximiser directement la vraisemblance du modele.
On utilise alors I'algorithme EM. L’espérance de 0; est donnée par le théoreme des Bayes :

Pr(6; = 1;0)p(yl0; = 1;0)

E(0ily; ©) = Pr(0; = 1ly; ©) = p(y:©) (2.78)
— Ap(ylb; = 1;0)
~ \p(yl0; = 1;0) + (1 — Np(ylo; = 0;0) (2.79)
_ Ag1(y; ©)
T2 (y:0) + (1 - Nga(v: ) (2.80)

ou gy, est la densité de probabilité gaussienne centrée sur m,, et de variance vy, n € {1,2}. Les y; étant
indépendants, on a aussi : E(0;|y; ©) = E(6;]y;; ©). L’étape de maximisation travaille sur la densité
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. 25‘\ Densités de probabilités estimées

FIGURE 2.6 — Résultat pour le modele hiérarchique Bernoulli-Gauss (2.77) avec m = [8,0]7, v = [2,1]7,
A =0.6 et I = 500.

des données completes, décomposable comme suit :

p(y,0) = p(yl0; m, v)p(6; A), (2.81)

il est alors possible de maximiser les deux densités indépendamment car les paramétres de © sont
scindés dans les deux densités :

= H Ai(1 — a0 (2.82)
p(yl6; m,v) H91 y:0) - gay; ©)' . (2.83)
Itération | A | mi | mo | U1 | ) |
0 0.5000 | 5.0000 | 0.0000 | 1.0000 | 1.0000
1 0.6403 | 7.9639 | -0.0303 | 2.1765 | 0.9255
2 0.6367 | 7.9941 | -0.0055 | 2.0221 | 0.9810
3 0.6364 | 7.9971 | -0.0027 | 2.0078 | 0.9879
4 0.6363 | 7.9973 | -0.0025 | 2.0067 | 0.9885
5 0.6363 | 7.9973 | -0.0025 | 2.0066 | 0.9885
6 0.6363 | 7.9973 | -0.0025 | 2.0066 | 0.9885
| Vrais parametres | 0.6360 | 8 | 0 | 2 | 1 |

TABLE 2.1 — Convergence de I'algorithme EM sur I'exemple de simulation
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A Convergence

0 10 20 30 40 50 60
itérations

FIGURE 2.7 — Convergence de 'algorithme EM pour le modeéle hiérarchique Bernoulli-Gauss (2.77)
avecm = [8,0]7, v =1[2,1]7, A = 0.6 et I = 500.

Les fonctions de vraisemblance sont alors :
lo(A) = Z [0;log(A) + (1 — 0;) log(1 — A)] (2.84)

lyjp(m ZH log(g1) —6;)log(g2). (2.85)

En dérivant par rapport au parametres d’intéréts, on obtient :

Alp(N) _ 0; 1-0;

SA =2 [T o 14}
Lyg(m’v) =2 &(yi —my)

m1 ? 'Ul
Al 9(m,v)
8ly|(99’r(ng ) = ZZ 1}2 ( m2) (286)
m,v i

e =Si— 27,1 7 (yi — 1)’
Alyo(m,v) 1 9;

ylgvz =2 21)2 203 Ly — m2)2,

ce qui donne pour I’étape de maximisation :

N
A= I
ml _ Zz szz
>0
. (1 =0;)y;
5 > 0i(ys — 1n)?
b >0
by = >i(1 = 0;)(yi — 1h)?
>oi(1=0;) '
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Itération A mi ™Mo U1 ) ‘
0 0.5000 | 5.0000 | 0.0000 | 1.0000 | 1.0000
1 0.4048 | 3.8159 | 0.6106 | 0.9814 | 1.4129
998 0.7919 | 2.5333 | -0.4717 | 2.6736 | 0.5205
999 0.7920 | 2.5331 | -0.4719 | 2.6738 | 0.5203
1000 0.7920 | 2.5329 | -0.4721 | 2.6740 | 0.5201
’ Valeur de simulation | 0.6360 3 0 2 1

TABLE 2.2 — Convergence de l'algorithme EM dans le cas d'un exemple de simulation intriqué

Il( %St alors possible d’itérer entre les équations (2.80) et (2.87) en donnant un jeu de parametre initial
60,

Ainsi, pour illustrer le fonctionnement de I’algorithme, un jeu de données de 500 points de mesure
(I =500) a été simulé sous Matlab, avec A = 0.6, m = [8,0]”,v = [2,1]7, donc © = [0.6,8,0,2,1]. La
figure 2.5 présente ce jeu de données. La table 2.1 montre les résultats obtenus sur huit itérations avec
00 = [0.5,5,0,1,1] et la figure 2.6 montre la distribution finale. On remarque que les parametres
sont bien estimés en peu d’itérations (cf. figure 2.7). Il est intéressant de noter que ’algorithme ne
fonctionne pas si on initialise ©(?) de sorte que g1 soit égale & go. Dans ce cas l’algorithme n’est pas
capable de faire basculer les parametres d’un c6té ou de 'autre.

Il est aussi possible d’avoir des cas plus difficiles & traiter. Par exemple, si on rapproche les deux
gaussiennes 'une de lautre avec © = [0.6,3,0,2, 1], il sera plus difficile de savoir quelle gaussienne
a produit tel échantillon. En effet, quand on se place dans ce cas, 'algorithme ne converge pas aussi
facilement et on remarque sur la table 2.2 qu’au bout de 1000 itérations ’algorithme n’a pas encore
convergé. Les figures 2.8-2.9 mettent en évidence la difficulté a séparer les deux gaussiennes. On
remarque néanmoins que les estimées expliquent relativement bien les données. En fait, quand les
gaussiennes sont tres proches, I'incertitude sur la valeur des parametres est plus importante et cette
incertitude accrue peut étre expliquée par la matrice d’information de Fisher.

2.5.2.2 Calcul de la matrice d’information de Fisher

L’algorithme EM n’étant pas une méthode de descente, il ne fournit pas directement la possibilité
de d’accéder a la matrice d’information de Fisher associées aux données observées. Par ailleurs, la
vraisemblance des données completes étant plus facilement « maximisable » que celle des données
observées, utiliser le vecteur des données completes permet de simplifier les calculs pour atteindre un
maximum local. Toutefois, I'information contenue dans les données completes est supérieure a celle
des données observées. Louis [76] applique le principe d’information manquante de Orchard et al. [77]
et aboutit au résultat qui stipule que 'information observée est égale a l'information totale moins
I'information manquante. Autrement dit :

Ty =Ty — Ty, (2.88)

ot Zy g est I'information de Fisher des données completes en remplacant 6 par E(fy; ©), c’est-a-dire :
82
Iy,@ = _EG\y PYav) logpyﬂ(y’e; @) ) (289)
00
tandis que Zy est 'information de Fisher des données manquantes :
0
Ty = covgly Fre) logpyo(y,0;0)|, (2.90)

Exemple : mélange de deux gaussiennes (suite) La matrice d’information des données com-
pletes peut étre obtenue comme suit :
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0.3}

FIGURE 2.8 — Données de simulation pour le

Densités de probabilités estimées

3,0], v=[2,1], p= 0.6 et I = 500.

soit :

Iyp =D _ By
7

02lg(\

o\2
62Iy|9(m,v)
om7
leyw(m,v)
3m22
82ly o(m,v)
31)%
32ly|9(m,v)
81)%
32ly|9(m,v)
omiv
32ly|9(m,v)
8m2c’)v2

- %[ + i)
==
= -5
=2 %? - %(yi —mi)?
= i%i - 1;39' (yi — ma)?

— ¥ B (yi — ma)
1

-2 %(% — ma)

0 0 0

0 6: yfu?m) 0
1-6; 0 (1-05) (yi—m2)

Vo ) v%

o seprog

1 1
(1-0:)(yi—m2) 0 (1-0:)(yi—m2)® _ 1-6;

1)22 2’02

21)2E |

(2.91)

(2.92)

Pour obtenir I'expression de I'information manquante, il faut calculer la variance du gradient de
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FIGURE 2.9 — Convergence de l'algorithme EM pour le modéle hiérarchique Bernoulli-Gauss (2.77)

avec m = [3,0], v = [2,1] et p = 0.6 et T = 500.

la log-vraisemblance, soit :

I@ = COV9|y

Olg(N) ]

oA

Aly|o(m,v)

omy

y]0(m,v)

B
Ol

y|0(m,v)

Aly|o(m,v)

Ovg

avec la variance de #; conditionnellement & y; donnée par :

AL = N)g1(y; ©)g2(y; ©)

(2.93)

vargy =

[Ag1(y; ©) + (1 = N)ga(y; ©)12

(2.94)

Les calculs étant lourds, ils sont donnés en annexe B pour faciliter la lecture. En utilisant ces résultats

sur les simulations, on obtient finalement :
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5 [0.6,8,0,2,1] [0.6,3,0,2,1]
2160.62 0 0 0 0 3036.18 0 0 0 0
0 15855 0 -0 0 0 14810 0 —0 0
Ty 0 0 18395 0 0 0 0 199.94 0 0
0 -0 0 3951 0 0 —0 0 2769 0
0 0 0 0  93.04 0 0 0 0  192.28
21.21 —14.43 —10.43 2028 —9.77 122332 —217.11 —47.70 86.39 1.10
—14.43 995  6.82 —14.21 6.16 —217.11 40.86 —3.51 —17.85 —2.90
Ty ~10.43 6.82 567 —9.13  5.79 —47.70  —3.51 6345 956  13.88
20.28 —1421 -9.13 20.67 —7.87 86.39 —17.85 9.56  8.86  1.82
-9.77 616 579 —7.87 6.45 1.10 —2.90 13.88  1.82  34.36
2139.41 14.43 10.43 —20.28 9.77 1812.85 217.11 47.70 —86.39 —1.10
14.43 14860 —6.82 14.21 —6.16 217.11 107.24 351  17.85  2.90
7y 1043 —6.82 17828 9.13 —5.79 4770 351 13649 -9.56 —13.88
—20.28 14.21 9.13  18.84  7.87 —86.39 17.85 —9.56 18.83 —1.82
977  —6.16 —579 7.87  86.59 ~1.10 290 —13.88 —1.82 157.92
0 -0 -0 0 —0 0 -00L 0 002 0
—0 001 0 -001 0 —0.01 004 -0 —0.08 -0
covy -0 0 001 -0 0 0 —-0 001 001 0
0 -001 -0 0.06 —0.01 0.02 —0.08 0.01 0.22 0.01
-0 0 0 —0.01 001 0 -0 0 0.01 001
0.6363 = 0.0429 0.7921 & 0.0970
7.9973 & 0.1696 2.5328 & 0.3872
6 —0.0025 + 0.1504 —0.4724 £ 0.1760
2.0066 + 0.4944 2.6742 + 0.9231
0.9885 & 0.2179 0.5199 & 0.1585

On peut alors remarquer que lorsque que les deux gaussiennes se rapprochent c’est principalement
I'information des données manquantes qui augmente. Ceci implique une plus grande incertitude autour
des parametres estimés.

2.6 Discussion

Dans le but de présenter les outils nécessaires a la compréhension des modeles a effets mixtes,
nous somimes revenus sur un modele linéaire simple afin de le décrire d’un point de vue statistique. La
méthode du maximum de vraisemblance a été présentée et nous avons vu que sa solution se rapproche
de la méthode des moindres carrés dans le cas gaussien. La grande diférence entre ces deux méthodes
vient des hypothéses sur le bruit. Alors qu’il doit étre seulement centré et i.i.d pour la méthode des
moindres carrés, la méthode du maximum de vraisemblance requiert la distribution de probabilité du
bruit. C’est dans le cas gaussien centré et i.i.d que les deux méthodes fournissent les mémes estimées.
Lorsque I'on peut faire cette hypothese, il est intéressant d’utiliser le maximum de vraisemblance pour
pouvoir faire de I'inférence et donner des intervalles de confiances sur les estimées ou les prédictions.
Cette méthode possede de bonnes propriétés asymptotiques mais nous avons vu que, lorsque le nombre
d’observations est trop faible, les estimées des parameétres de variances sont biaisées. A cela, la méthode
du maximum de vraisemblance restreinte permet de prendre en compte la perte de degrés de liberté
induite par ’estimation des parameétres d’espérance. Nous avons présenté l'approche par projection et
I’approche bayésienne qui permettent toutes les deux d’obtenir ces estimées.

Pour terminer sur la structure de modele linéaire nous avons présenté les modeles a effets fixes qui
n’est autre qu’un modele linéaire a variables de régression qualitatives. Dans ce cas, il est important
d’avoir des répétitions pour chaque niveau de chaque facteur. La validation du modele s’effectue par
analyse de la variance.

Enfin nous avons présenté les modeles a effets mixtes et leur représentation hiérarchique. Ces
modeles sont intéressants lorsque 'on a une mesure indirecte de notre grandeur d’intérét, appelée
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variable cachée, sur laquelle on souhaite faire de 'inférence. Cette représentation permet de manipuler
deux modeles simples imbriqués ayant chacun une signification physique : un modele externe qui
représente la distribution des mesures et dont les parameétres sont notre grandeur d’intérét, et un
modele interne qui représente la distribution des parameétres individuels qui va nous permettre de
faire de 'inférence.

Les deux prochains chapitres vont introduire des effets mixtes dans des modeles d’identification de
systemes boites noires. Le chapitre 3 est dédié au cas particulier de la structure ARX et le chapitre 4
étendra la méthode a tous les modeles boites noires de I'identification des systémes.
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Modéles de population
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Chapitre 3

Identification de populations de
systemes dynamiques représentés par
une structure ARX a effets mixtes

3.1 Introduction

L’identification de systemes dynamiques est déja utilisée dans le domaine de la biologie avec suc-
ceés [78-80] lorsque les conditions expérimentales le permettent. Comme indiqué en section 1.8, la
précision des modeéles dynamiques obtenus par des méthodes d’identification dépend étroitement de la
richesse d’information contenue dans les données et par conséquent de la capacité du signal d’excita-
tion & stimuler le systéme étudié. Malheureusement, en biologie, les signaux d’excitation sont souvent
limités a des échelons ou des impulsions de Kronecker pour des questions de faisabilité technique. Ces si-
gnaux peuvent poser des problemes d’identifiabilité a posteriori et pratique et engendrer d’importantes
incertitudes sur les parametres estimés. Ce facteur cumulé a la variabilité biologique inter-individus
peut rapidement empécher de détecter les effets de nouvelles molécules en phase d’évaluation précli-
nique. Si le choix du signal d’entrée n’est pas toujours un degré de liberté pour 'expérimentateur
il lui reste tout de méme la possibilité de reproduire plusieurs fois les expériences. L’idée est donc
in fine d’améliorer le conditionnement du probleme d’estimation et plus exactement d’augmenter la
puissance statistique en exploitant toutes les données issues des expériences menées sur un échantillon
de sujets. Le probleme est donc de développer des modeles de populations dans le cadre de I’identifica-
tion de systémes biologiques dynamiques. L’objectif est d’étendre la notion de modeles hiérarchiques
aux modeles dynamiques utilisés en automatique. Le modele des mesures est un modele polynomial
d’entrée-sortie, de type ARX, ARMAX, OE, etc., et le modéle des paramétres individuels serait une
distribution de probabilité comme la loi normale, log-normale, logit-normale, etc. Ce dernier modele
va permettre de représenter les parametres individuels et de regrouper les parametres et cogaussiens
additionnels liés & un groupe d’individus dans un modele parcimonieux. Dans ce chapitre, la variabilité
intra-groupe sera représentée par la plus simple des distributions : une loi gaussienne,

0; ~ N (T, Q). (3.1)

Plus 2 sera de norme faible, plus les parametres individuels d’un méme groupe seront rapprochés. Il
est aussi possible d’ajouter des covariables ou cofacteurs, qui sont d’autres sources de variation connues
comme, par exemple, le type de médicament :

0; ~ N(C;Y, Q). (3.2)

Dans ce cas, la matrice T change de dimensions et devient, en utilisant le codage par référence
d’état 2.4.4, la concaténation des parametres du groupe de référence 6, avec les écarts 3 induits par
les covariables. T et ) sont les parametres de population. En ajoutant cet étage, on crée un modele
hiérarchique, qui modifie le schéma classique de I'identification. En effet, ici chaque individu, chaque
jeu de mesure, contribue & la « bonne » '? identification des parameétres de toute la population Y.

12. Au sens de amélioration du conditionnement du probléme d’estimation associé.
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Récemment M. Lavielle, [59], a publié un article sur l'identifiabilité des modeles a effets mixtes dans
lequel il montre que l'introduction d’'un modele de population permet dans certains cas de rendre
identifiable un systéeme d’équations qui ne 1’était pas au niveau individuel. Il donne plusieurs exemples
concernant les identifiabilités a priori, a posteriori et pratique.

La figure 3.1 montre 'adaptation du concept de modele hiérarchique au cas d’une structure de
modele ARX pour l'identification de populations de systémes dynamiques. Dans la littérature des
modeles a effets mixtes, quelques contributions ont utilisé des structures AR ou ARMA pour leur
modele de bruit en imposant une structure particuliere a leur matrice de variance-covariance [81,82].
Toutefois, a notre connaissance, la seule publication introduisant une partie autoregressive dans le
modele de régression (partie déterministe) est celui proposé par ’équipe de Funatogawa en 2008, [83].
IIs ont proposé une structure hybride en ajoutant une partie autorégressive a un modele a effets mixtes.
Pour autant, on ne peut pas parler rigoureusement d’'un modele dynamique a effets mixtes puisque les
parametres de la partie autorégressive ne sont pas décrits par une densité de probabilité.

A noter que si chaque individu était parfaitement identifiable, il suffirait d’estimer les paramétres
des individus indépendamment les uns des autres pour déterminer, dans un deuxieme temps, la dis-
tribution empirique de ’ensemble des parametres. Dans ce cas, il ne serait pas nécessaire de coder a
priort une distribution des parametres individuels, et au contraire il vaux mieux ne pas en donner car
I’algorithme va chercher a identifier des parametres respectant cette forme de distribution et cela risque
de biaiser les résultats. Cette stratégie a toutefois un défaut majeur. En effet, la partie stochastique
(i.e la variance du bruit ¢2) de chaque individu sera déterminée & partir d’une réalisation différente
du bruit. Elle nécessite d’identifier pour chaque individu un o2 différent. Ce qui aurait pour effet
d’augmenter inutilement le nombre de parameétres a estimer car les expériences sont souvent réalisées
dans le méme contexte. On peut faire ’hypothese que le bruit de mesure est de méme puissance pour
chaque individu. Dans ’approche par modeéles hiérarchiques, le regroupement des parametres indivi-
duels dans un modele de distribution des parametres peut étre vue comme une fagon de régulariser le
probléeme d’estimation et constitue une solution potentielle au probleme de conditionnement lorsque
les signaux d’entrée-sortie sont faiblement informatifs. Pour décrire la distribution des parametres,
la loi gaussienne est raisonnable car elle favorise les groupements des parametres et elle a 'avantage
d’étre facile a manipuler car elle est symétrique définie sur R. De plus, elle fait partie de la famille des
distributions exponentielles, ce qui est intéressant pour les calculs. Nous verrons plus tard, qu’il est
possible d’utiliser des transformations de la loi normale pour coder des informations a priori comme
par exemple, la positivité des parameétres.

ui(k) ARX yi(k)

FI1GURE 3.1 — Représentation hiérarchique de la structure ARX & effets mixtes

Ce chapitre est organisé comme suit. Apres un bref complément de notation, je présente la structure
d’un modele ARX hiérarchique dans la section 3.3. Je propose ensuite une méthode d’estimation maxi-
misant la vraisemblance basée sur ’algorithme EM. L’incertitude sur les parametres est déterminée en
section 3.5 a partir de la matrice d’information de Fisher. Pour évaluer les performances des solutions
proposées, des résultats de simulation de Monte-Carlo sont présentés et discutés en section 3.6.
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3.2. Complément de notation

3.2 Complément de notation

Les entités u;(k),yi(k) et C; (i = 1,...,I) représentent les entrées, les sorties et les cofacteurs
du sujet 4, respectivement. Elles constituent les données (connues) du probléme. Les {6;}/_; sont des
variables cachées et les parametres d’intérét sont © = {T,Q,Ug}, o2 étant la variance du bruit de
sortie.

Une des difficultés dans la manipulation des modeles hiérarchiques est liée a la lisibilité et la
compréhension des notations utilisées. C’est pourquoi cette section vient compléter les notations pré-
cédentes en illustrant les structures de données utilisées dans les figures 3.2-3.4. Ces notations seront
utilisées dans ce chapitre et dans les suivants.

Dynamique temporelle

y1 =[n(0) yi(1) ... yu(k) ... yu(K—-1)7F

yi =[wi(0) w(1) ... yi(k) ... y(K -1

Echantillonnage de population

yr =[yr(0) yr(1) ... yr(k) ... yr(K—1)F

-

FIGURE 3.2 — Structure des données et notations des signaux de sortie

Dynamique temporelle

u = [ua(0) wa(1) ... wa(k) ... wi(K—1)7

wp = [u(0) wi(l) ... wi(k) ... w(K—1)7

ur = [wr(0) wr(l) .o.oug(k) oow(K = 1))

-

Echantillonnage de population

A,

FIGURE 3.3 — Structure des données et notations des signaux d’entrée
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Dimension de ’espace des parameétres

g
g 0
= I
2,
8 91 :[al,l a271 fnf,l]T
[}
<
<] .
5 T
= 0; =la1i a2i - fogil
2
?;6
5 0r =lanr azg oo fapal”
=
A,

FIGURE 3.4 — Structure des données et notations des parametres individuels

3.3 Modele ARX hiérarchique

3.3.1 Définition du modeéle

Comme a la section 2.5.2, on décompose la distribution des données compleétes grace a la formule
de Bayes :

Po.y = Dy|oPo, (3.3)

ou pyjg est la distribution des mesures, tandis que py correspond a la distribution des parametres
individuels.

3.3.1.1 Distribution des mesures

L’avantage de la structure ARX est qu’elle est linéaire en les parametres (cf. section 1.5.4). Cette
propriété permet d’obtenir une solution analytique au critére d’estimation des moindres carrés. Dans
le cadre d’un modele a effets mixtes, cette linéarité nous permet d’exprimer simplement la distribution
des données completes (i.e. {y,0}).

La partie basse de la hiérarchie, correspondant donc au modele des mesures, est une structure
ARX d’ordres ng, ny et ng comme d’écrit dans la section 1.5.4. Pour le i-iéme systéme & identifier, elle
satisfait 1’équation suivante :

Ai(@)yi(k) = Bi(q)ui(k) + ei(k)

oui = 1,....1I, ui(k) et y;(k) sont les signaux d’entrée-sortie aux instants k = 0,..., K — 1 et [
est le nombre d’individus de I’échantillon. Un individu pourra correspondre dans les essais in vitro a
une culture cellulaire, dans les essais in vivo a un animal ou & un patient dans les essais cliniques.
Chaque individu est percu ici comme un systeme dynamique dont on veut approcher le comportement
entrée-sortie par un modele ARX.

L’équation d’une structure de modeéle ARX s’exprime linéairement en utilisant la matrice ®; =
[®4,; ®p ;] comme présentée en section 1.5.7 et en utilisant les données de I'individu i :

yi = 90, + e, (3.4)

ott §; pour le modele ARX s’écrit : 0; = [a1,...,anyi,b1is---,bn, )" . La partie stochastique étant
toujours décrite par un bruit blanc gaussien, e;(k) ~ AN(0,02). Une autre représentation du méme
systéme est la représentation probabiliste du modele qui peut étre écrit de la maniere suivante :

yil0; ~ N(®:6;,02). (3.5)
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3.3.1.2 Distribution des parameétres individuels

Une fois la partie basse de la hiérarchie définie, il convient de décrire la distribution des parametres
individuels. C’est cette distribution qui va nous permettre notamment d’étudier la proximité des
individus dans l’espace des parametres. Pour ce faire, on modélise les parametres individuels comme
étant les réalisations d’une variable aléatoire gaussienne multivariée :

0; ~ N(C;Y, Q) (3.6)

ou T contient les hyperparametres des effets fixes associés aux cofacteurs codés dans C;. Ce sont
ces cofacteurs, par exemple le sexe, le poids, etc., qui peuvent expliquer une partie des variabilités de
comportement entre les individus. La matrice de variance-covariance semi-définie positive {2 représente
la puissance des effets aléatoires et permet d’expliquer la variabilité inter-individu au sein d’un méme
groupe (avec des valeurs identiques des cofacteurs). Plus les valeurs de sa diagonale sont petites et
plus les parametres sont rapprochés.

Il est possible d’en déduire la distribution marginale des données puisqu’en ’absence de réalisation
de 0;, y; est distribué comme suit :

yi ~ N (0,07, 2,007 + 52). (3.7)
On retrouve les parametres a estimer :
0 =(T,Q,0%), (3.8)

qui ne sont pas indicés par ¢ car ce sont des parameétres de population.
Enfin il est possible de donner la distribution marginale des données complétes comme étant une
loi gaussienne multivariée :

Yi q)lClT V; (I)zQ 0'2
=10 | ~N|| T |, |08F Q o0 (3.9)
€; 0 o2 0 o2

avec V; = ®;Q07 + o2,

3.4 Estimateur du maximum de vraisemblance

Puisque le modeéle est décrit par une densité de probabilité, il est possible d’estimer les parameétres
au sens du maximum de vraisemblance.

Approche marginale Pour estimer les paraméetres du modele, il est possible d’utiliser uniquement
des données observés et donc de maximiser I’équation (3.7), dans ce cas on regarde les effets aléatoires
comme une source de variabilité supplémentaire s’ajoutant au bruit de mesure. A Tinstar des modéles
qui ne comportent que des effets fixes, I’'objectif est d’avoir une bonne estimation de ces effets. La
différence est que I'on va modéliser plus de sources de variation afin d’avoir une meilleure estimation
des effets fixes.

La log-vraisemblance de la distribution marginale est donnée par :
1 1 1 Tere1
(L, V)=>" —5 log(2m) = S log|Vi| = 5 (i = @GV (yi — 2iCY) (3.10)

En dérivant par rapport a T et V;, on obtient :

ly (T, _ _
{lyérv) =y iclolvily, — lofelvte,0i s

0 , — — _
BTl = v — SV (g — G ) (s — G 1)V
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d’ou 'on tire par maximisation :
N -1
T= (Zi q’?CiTVflCi‘I’i) (Zi (I)zTC;TVi_lyl)

; (3.12)
Vi = (yi — Ci®; 1) (y; — C;®; 1)L

Encore une fois T et V; sont couplés, T dépend de V; et V; dépend de Y. Il est donc nécessaire d’estimer
ces parametres avec un algorithme itératif comme ’algorithme EM. On est alors capable d’en tirer
une estimation des parametres Y et V;. L’approche marginale des modeéles a effets mixtes considere les
effets aléatoires comme une source de variabilité supplémentaire, ajoutée a la composante résiduelle.
L’estimation se focalise sur les effets fixes Y. Cependant, il n’y a aucune information sur la répartition
des variances au sein des parametres 2 et o2. Pour cette raison, aucune interprétation au sens de la
hiérarchie n’est possible. L’approche marginale découle de I'approche jointe mais n’est aucunement
équivalente, [84]. En effet, 'approche marginale assure la positivité des V; sans pour autant assurer la
positivité de ses composantes €2 et o2. Ils existent des méthodes qui dérivent directement par rapport
au parameétres et o2 mais avec ce méme probléme de non équivalence qui peut alors conduire & des
variances négatives.

Approche jointe L’approche jointe, quant a elle, est équivalente au modele hiérarchique, mais fait
intervenir la variable cachée #;. En supposant que tous les sujets soient indépendants, la distribution
marginale peut s’écrire :

—+00

p(y; ) :[ p(y,0;0)do
+oo
= H/_ p(yi, 0:;©)do;

“+o00
“TI [ plwil6ss©,)(65: ©0)d:. (3.13)

L’idée maintenant est de maximiser p(y;|0;; ©,)p(6;; ©g) pour maximiser p(y;; ©). Avec cette représen-
tation, © peut étre scindé en deux parties : ©, = [02] et Oy = [T, ), car la distribution des 6; est
indépendante de la distribution de y;|0;. Ainsi la log-vraisemblance du modeéle des données completes

peut étre séparée en deux par I, ¢(0) = l,9(0y) + lp(Og) avec :
19(09) = 3, —log(27) — Llog [ — 1(6; — C;1)TQ1(6; — C;Y)
Lyp(©y) = > —5 log(2m) — 5 log(o?) — ﬁ(yz’ — ®0,)7 (y; — ©ib;)

Le probléeme est donc séparable mais nécessite #; dans les deux vraisemblances. Pour contourner cet
obstacle, nous allons utiliser ’algorithme EM pour estimer les parameétres du modeéle.

(3.14)

3.4.1 Algorithme EM

En maximisant la fonction de vraisemblance de 6;, on obtient :

-1
Y= (Z ciTszlci) Y clate; (3.15)

1

Q= 7 > (G = 0;)(CiY — 0;)T (3.16)

i

et la vraisemblance de y;|0; conduit & :

1
~D 2
0 = %71 XZ: llyi — ®ibi] |5 (3.17)

ou || - ||2 est la norme euclidienne d'un vecteur et ¢ € {1, ..., I} désigne I'individu. Puisque les 6; sont
inconnus on utilise ’algorithme EM pour remplacer 6; par sa meilleure estimation possible, soit son
espérance conditionnelle sachant y et ©~1 Iestimation de © au pas précédent, s étant le numéro de
I'itération.
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3.4.2 FEtape d’espérance (E)

En utilisant la distribution marginale des données complétes (3.9), il est possible d’extraire les
espérances et variances conditionnelles nécessaires en appliquant le résultat suivant sur les distributions
conditionnelles des lois normales multivariées :

lij ~N ([Zj , [Ki éj) = 29|71 ~ N (2 + Var ViTH (m1 — 1), Voo — Var Vi ' Vaa).  (3.18)
On peut remarquer que le fait d’ajouter la connaissance sur x; permet d’apporter de 'information sur
22, notamment la moyenne est décalée de I’écart entre x1 et 1 pondéré par la matrice des coefficients
Vo1 Vﬁl. De plus, cela permet de diminuer la variance. En effet par le biais de la corrélation entre les
deux variables, connaitre x1 permet d’avoir une information sur zs et donc de réduire son incertitude.

Définissons le vecteur des données compleétes, yi(c) = [y; 0;]7, correspondant & la concaténation
du signal de sortie et du vecteur 0; considéré comme étant la variable cachée. Puisque le vecteur des

données completes est normalement distribué, nous avons :

Y= <9> N ([ ok S R T S (3.19)

avec V; = <I>Z~Q<I>1T + 2. Ainsi, on a :
E(6;]yi; ©) = C;T + Q0T V. H(y; — ,C;Y) (3.20)
var(6;]yi; ©) = Q — QeI V19,0, (3.21)

Par conséquent, a chaque itération s, les statistiques nécessaires a la maximisation de la vraisemblance
sont t1; et to;, définies comme suit :

s) A Al(s
1) = B(0;]y;; 6©)

— O 4+ Q(s)q);r‘yi(s)—l(yi _ (I,ZCZ.Y(S)) (3.22)
157 = var(6ify;; ©1)
—O6) _ Q(S)@?Vi(s)_l@iﬁ@ (3.23)

3.4.3 Etape de maximisation (M)

Dans cette étape, nous utilisons (3.15), (3.16) et (3.17) dans lesquels nous remplagons les variables

cachées par leurs statistiques tg‘? et tgsg précédemment estimées dans I’étape de calcul de I'espérance :

-1

s+1) — <Z CiTQ(s)—ICi> ZCZ,TQ@—Itfg (3.24)
Al(s 1 N (s S (s S S

O+ — 7 Z ((Cﬂf( i (CTE — T +t§7?) (3.25)
~2(s 1 S S

o = 27 3 (I - 2t + T2 ) (3.26)

ot Tr(+) est la trace d’'une matrice. On peut initialiser YO et 62(0) par des valeurs issues d’une phase
d’identification sur un individu, ainsi que Q@ avec des valeurs arbitraires raisonnables. En présence
de covariables, la partie basse de T correspondant aux effets de groupes est initialisée a 0.

3.5 Calcul de l’incertitude sur les parametres

3.5.1 Matrice d’information de Fisher

On sait que dans le cas gaussien, I'estimateur du maximum de vraisemblance atteint la borne de
Cramér-Rao, la limite inférieure de la variance sur les parametres estimés. La borne de Cramér-Rao
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est 'inverse de la matrice d’information de Fisher. Si nous maximisons la vraisemblance p(y; ©), la
matrice d’information de Fisher s’écrit comme suit :

7,(8) = ~Fy |0 logp(y: ©)] (3.27)

Cependant, dans le but de préserver 'organisation hiérarchique du modéle, nous avons maximisé
p(y,0; ©) avec l'algorithme EM. Dans ce cas, comme présenté en section 2.5.2.2, T. A. Louis a proposé
dans [76] une méthode de calcul de la matrice d’information de Fisher des données mesurées & partir
du vecteur des données completes. L’idée est que 'information des données disponibles est égale a
I'information des données completes moins I'information manquante :

7,(0) = 7,0(0) — Iy, (©). (3.28)
Ainsi en utilisant ce principe de I'information manquante, I'information sur log p(y; ©) peut s’écrire :
7,(0) = —Eyjy |03 log(p(y, 6; ©))] — varg), 06 log(p(y, 05 ©))] . (3.29)

Les dérivées partielles dg log(p(y, 0;©)) et 92 log(p(y,0;©)) ont des formes analytiques mais le
calcul de leur espérance et de leur variance requiert celui de moments statistiques d’ordres supérieurs
de 6;. Une fois la matrice d’information de Fisher obtenue, on peut calculer son inverse et ainsi obtenir
les erreurs-types minimales ou (S.E. pour Standard Error) en prenant la racine carrée des termes
diagonaux.

3.5.2 Calcul de la matrice d’information de Fisher

Comme décrit ci-dessus, I'information sur les données complétes est : Z,, 4(0) = —E [93 log(p(y, 6; ©))],
ou l'espérance est prise selon f|y. La log-vraisemblance peut étre décomposée comme suit :

log(p(y,60;©)) ZIOg (yi,0:0))

= ZlOg p(yil0:; ©4)p(0;; Op))

= lo, +loy; (3.30)
avec :
1 1
lo, = ZZ [—log (27) = 5 log(0?) — 5 (i(k) _Qi,kei)2:| (3.31)
=% [_ log(27) — ~log(w?) — —— (0 — C; T)Q} (3.32)
9 2% % i,n in . .
La dérivation par rapport aux parameétres donne :
8[@ 1
302 = ZZ { 202 (Z/z(k) - (I)i,kei)Q] (3.33)
dle T
aye - Z > |:wzCi,n(9i,n - Ci,nT):| (3.34)
8l@0 o 1 . ' 9
8w2 Z [ 2w2 2wn (el,n Cz,nT) ] (3.35)
dle 1 1
aazzy = ZZ [204 - E(yi(k) - (I)i,kei)z] (3.36)
€ 7 k e e
82l@ 1 T
3T29 - ZZ [_W%Ci,nci,n] (3.37)
82l@ 1 1 9
aw%g = Z [2(‘)7% - E(@}n - Cz,nT) ] (338)
62l@9 1 7
OTow2 ; [_W%Cz n(Oin — Ci,nr)} (3.39)
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La matrice d’information compléte est obtenue en appliquant ’espérance mathématique :

-82l@y_ 1 1 ,
Bl | = zzjzk: {Q@cg T o0 (B(ei(k)?) + Var(ez’(k‘)))] (3.40)
_6219 | 1 T
E _ 8T20_ = z@:zﬂ: {_W%Ci,nci,n] (3.41)
_62l@9_ 1 1 )
E | 9w2? | - ; [M s ((E(Hzn) —Cin Y1)+ Var(eivn))} (3.42)
82l@9 1 1 T
E [arw%_ = i [_%Ci,n(E(e'L,n) - CmT)] y (343)
d’ou :
toRd)
|:8o'§2 0 0
9%l 92l
Z,9(0) =— |0 E|2%| E B”I‘é)@;?t} (3.44)
&l 9le
0 E|sroz| E 8w§)3] :

Pour l'information manquante, il est nécessaire de calculer la matrice de variance-covariance du
gradient de la log-vraisembance. Pour ce faire, on utilise la fonction génératrice des moments de la loi
gaussienne multivariée (cf. annexe A). Les éléments de cette matrice s’écrivent :

. {%ljﬁ} . [Z 3 {_2}‘2 + Q;L(yi(k) - @,Wﬁz”

408

ol

[0 _ v lz AT Ci’”T)H

-YEY [% ' cov (0im, O50) on%] (3.46)
[ZZ@S | g‘i@e}  cov [Z [—2(1% + 2{1%(01»,” - C,,nT)Q] > [— 2:721/ + 2%/(01,”, - Cm/T)QH
= m > [cov (0,0 = Cin1)2) s cov (0 — Cin)?))]

= 44% Z [2 COV(HZ'JZ, gi,n/)Q +4 COV(QZ',”, Hi,n’) (E(sz) — Cz’nT) (E(@z’n/) - Ci,n/T)} (3.47)
WpW -, =

dle, Ol 1 1
V|: a»ci)\ea 8(,?72:] = CoVv [ZZ |: CznT :| 7;; [_%+w(ez,n’_02,n’T)2]]
= Z Z Z [WCZ” (¢0)Y ((92771 — Ciynﬂr), (91'7”/ — Ci,n’T)2>]

~ X TS | O 2o ) 0) - Co )| 648)

Z Z Z [2cov(ei(k), e:(K))? + d.cov(ei(k), ei (k) E(e; (k) E (e (k) | (3.45)

kK
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Chapitre 3. Identification de structure ARX a effets miztes

PR T —
-Ty zk: [QU;J% 02, cov (01, ei(k:)z)}
_ Z zn: ; [%gwg CT 2cov (01, e4(k) E<ei(k))] (3.49)
POH) [4031% [cov (810 — Cin )2, ez-<k)2)H

B [401w4 [20v (8, €4(k))? + 4 cov(B . e4(k)E(ei (k) (E(6; ) — CMT)H . (3.50)
i n k e*n

ce qui donne finalement :

dle, dle, dlo, dlo, Ole,
var o2 COV |57 > o2 ¢ w2’ Oo2
dle, Olo, 1T dlo, Ao, azog
Zpy(©) = |cov [ oY > Bo? } r [ oY ] COV | BT » Bt (3.51)
T T
cov [Py Do, dle, dle, dle, 8[99
Ow2 ? o2 QT ) Qw2 w2 8w

Le calcul est certes lourd mais il est valable pour tous les modéles ARX quel que soit 'ordre.

3.5.3 Tests statistiques

Comme indiqué dans [85], une fois que les erreurs-types sont estimées, nous pouvons tester la
pertinence de certains effets fixes ou aléatoires. Dans le cas des effets fixes, les tests s’appliquent
a n’importe quel parametre 3, partie basse de T relative aux covariables. Chaque test se présente
classiquement sous la forme d’une hypotheése nulle Hy : {f = 0} et d’une hypothése alternative
H; : {p # 0}. Par exemple, la statistique utilisée dans le test de Wald s’écrit :

32
Sw = 7 (3.52)
S.E(B)*

Cette derniere suit une distribution du x? & un degré de liberté sous Hg. Par conséquent, si Sy >
x3(1 — a) alors nous pouvons rejeter I’hypothése nulle avec un risque de premiére espéce . Dans les
résultats présentés dans le paragraphe suivant, aucun risque « n’est choisi a priori, nous avons préféré
afficher la probabilité critique, souvent appelée p-valeur, associée au risque de rejeter a tort Hy.
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3.6. Evaluation des performances

Time
F1GURE 3.5 — Un exemple de données de simulation. Le signal d’entrée est indiqué en vert, les variables
de sortie du groupe 1 en bleu et les réponses du groupe 2 en orange.

3.6 Evaluation des performances

3.6.1 Protocole expérimental

L’objectif des expériences numériques simulées dans cette section est d’évaluer les performances
de la méthode d’identification développée et de vérifier la sensibilité et la spécificité des tests associés.
Dans ce but, nous comparons les résultats de notre méthode d’identification de populations de systémes
dynamiques représentés par une structure ARX & effets mixtes a ceux issus d’une approche classique
ou l'identification est d’abord réalisée individuellement sur tous les sujets avant d’appliquer des tests
d’homogénéité sur les groupes de parameétres estimés. Sur la phase d’identification, nous comparons
la précision de deux méthodes (approche de population wvs approche individuelle répétée) et plus
exactement les erreurs-types sur les parametres estimés par les deux méthodes.

Les ordres des modeles ARX simulés sont : n, = 2, n, = 1, et ng = 1 conduisant & :
yi(k) = —aryi(k — 1) — ag,iyi(k — 2) + boui(k — 1) + ei(k).

On pose 0; = [a1; az,; bo,i]T. Ces parametres sont distribués selon une loi normale de moyenne C; Y et
de matrice de variance-covariance ). Soit w? = ("%21,17 wgz,wao) le vecteur des éléments diagonaux de
Q. Nous avons fixé wgl = 0.001, w,f’? = 0.001, et "Jl?,o = 0.01 ce qui correspond respectivement a des
coefficients de variation de 5%, 31%, et 10% sur les parameétres de référence correspondants. e;(k) est
une séquence aléatoire additive dont les éléments sont indépendants et identiquement distribués selon
une loi gaussienne centrée et de variance o2 = 0.001. Cette valeur correspond & un rapport signal
sur bruit de 45dB. Nous considérons deux groupes de sujets (n, = 2). Les parametres du groupe
de référence sont centrés sur les valeurs nominales suivantes : a1 e = 0.7; a2ef = 0.1; by rep = 1
enregistrés dans 0,.¢. Les parametres du second groupe ont des valeurs décalées du ceux du groupe de
référence : a1 g = —0.2; a4 = 0.1; byy = 0.2 stockés dans ;. Donc T = [QZ;f, Hg]T

La sélection des groupes est codée dans la matrice C; par codage de référence d’état comme présenté
en section 2.4.4 :

100000 100100
Civg=10 1.0 0 0 0[,Ciy,=10 100 10
001000 001001
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Chapitre 3. Identification de structure ARX a effets miztes

TABLE 3.1 — Résultats d’estimation sur les données simulées présentées a la figure 3.5. S.E désigne
lerreur-type et R.S.E 'erreur-type relative.

Parameétres | Valeur de simulation | Valeur estimée | S.E | R.S.E (%) | p-valeur
a1, ref 0.7000 0.6758 0.0195 3
a2, ref 0.1000 0.0866 0.0187 22
T b1 ref 1.0000 1.0792 0.0276 3
ai.g -0.2000 -0.1614 0.0266 16 1.34e-09
asg 0.1000 0.1243 0.0254 20 1.02e-06
b1,q 0.2000 0.1986 0.0390 20 3.57e-07
0.001 0.0011 0.0007 67
w? 0.001 0.0009 0.0007 73
0.01 0.0028 0.0017 61
o2 0.001 0.0010 0.0001 9

Une impulsion de Kronecker est appliquée a l'instant & = 5 a tous les sujets étudiés. Le nombre
d’instants de mesure par sujet est fixé & K = 30 et les simulations ont été réalisées avec une période
d’échantillonnage constante.

3.6.2 Résultats et discussion

Un jeu de donnée est représenté sur la figure 3.5 et les résultats associés sont présentés dans
le tableau 3.1. Ce tableau présente les résultats de notre méthode comparativement aux valeurs des
parametres du modele de simulation (valeurs « vraies »). Nous remarquons que les éléments de Y et de
o2 sont bien estimés avec de faibles valeurs de S.E. L’incertitude sur les éléments de w? est plus grande
que pour les parametres précédents (voir les valeurs de RSE notamment). Ceci est dii au fait que nous
disposons de moins d’information dans les données concernant ces parametres. En effet alors que o2
est estimé & partir de K - I réalisations de e;(k), les parametres associés a w? sont obtenus '3 & partir de
seulement I réalisations de #;. En examinant les valeurs des probabilités critiques sur les parametres
d’écart contenus dans 6,, puisque ces valeurs sont toutes tres inférieures au seuil traditionnel de 5%,
on peut rejeter sans risque significatif les hypotheses nulles. Cela signifie que notre méthode a permis
de détecter des écarts significatifs sur tous les parametres et que 'amplitude de ces écarts correspond
A ceux imposés au départ dans le protocole de simulation. A ce stade, notre méthode répond donc
correctement au probléme posé mais il reste & examiner ses avantages par rapport a une approche

traditionnelle.

Pour réaliser cette comparaison, nous avons utilisé deux critéres : le biais relatif et I'erreur effi-
cace (relative root mean square error) entre les estimations issues des deux méthodes et les valeurs
du simulateur. Deux cas ont été testés, la premiere avec I = 10, et la seconde avec I = 100 dans le
but d’évaluer I'impact du nombre d’individus. Dans les deux cas, le nombre de sujets est le méme
dans chaque groupe. Les tableaux 3.2 et 3.3 montrent respectivement les biais relatifs et les erreurs
efficaces 1 obtenus sur 1000 jeux de données avec I = 10 et I = 100. Les colonnes ARX correspondent
aux résultats obtenus en identifiant chaque sujet indépendamment des autres. L’algorithme d’estima-
tion utilisé est celui implanté dans la boite a outils « System Identification » de Matlab. Les colonnes
EM correspondent aux résultats obtenus avec la méthode de population développée dans cette these
et présentée dans les sections précédentes de ce chapitre.

Nous observons que les deux méthodes ont des résultats équivalents en matiére de biais sur les
estimations de T et que ces valeurs sont acceptables. En outre 'augmentation du nombre d’individus
permet de réduire sensiblement le biais avec la méthode EM mais ne semble pas affecter ou peu les
résultats de la méthode ARX. En examinant le biais relatif sur la variance intra-groupe w?, on s’apercoit
du bénéfice de I'approche hiérarchique. Le biais sur la variance estimée par I’approche individuelle est

13. Notons que e;(k) et 6; ne sont pas mesurés, c’est leur moyenne sachant y qui est sont calculées.
14. écart vis-a-vis des « vraies » valeurs des parametres du simulateur.
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TABLE 3.2 — Biais relatif (%) calculé sur 1000 jeux de données avec I = 10 et I = 100 en utilisant une
méthode d’identification ARX classique et la méthode de population fondée sur un modele ARX avec
effets mixtes

Biais (%)
Parameétres I =10 I =100
ARX EM ARX EM
arre | -0.072 | 0.034 | -0.133 | -0.053
azref | -1.700 | -0.602 | -1.397 | -0.145
v | Durg | -0.049 | -0.051 | 0.028 | 0.023
aig 0.183 0.411 | 0.001 | 0.135
asg 0.607 | 0.479 | 0.267 | 0.056
b1 g 0.495 0.528 | -0.089 | -0.086
107.146 | -14.609 | 81.041 | -5.117
w? 101.495 | -15.940 | 81.276 | -4.134
12.540 | -3.566 | 9.768 | -0.420
o2 -10.540 | -2.648 | -10.492 | -2.295

TABLE 3.3 — Erreur efficace (%) calculée sur 1000 jeux de données avec I = 10 et I = 100 en utilisant
une méthode d’identification ARX classique et la méthode de population fondée sur un modele ARX
avec effets mixtes

RMSE (%)
Parametres I=10 I =100
ARX EM | ARX | EM
arrer | 1961 | 1.931 | 0.619 | 0.604
asper | 14.202 | 14.072 | 4.534 | 4.293
" bires | 1.345 | 1.346 | 0.454 | 0.454
aig 8774 | 8710 | 2.709 | 2.682
asg | 19.736 | 19.443 | 5.660 | 5.624
bi g 14.072 | 14.326 | 3.264 | 3.260
156.820 | 69.766 | 84.583 | 17.572
w? 148.959 | 64.564 | 84.985 | 18.530
30.453 | 26.168 | 11.712 | 6.308
o2 11.082 | 4.347 | 10.542 | 2.520
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Chapitre 3. Identification de structure ARX a effets miztes

entre 4 et 20 fois supérieur a celui obtenu avec la nouvelle méthode. Ceci se traduit par le fait que pour
certains individus, les parametres qui lui sont associés sont loins de ceux du groupe. Ceci est d’autant
plus vrai que le niveau d’identifiabilité du modele de mesure est bas, puisqu’il y aura la présence de
nombreux minima locaux. L’avantage de I’approche par population est de grouper les parametres et
ainsi d’utiliser au mieux toute 'information des sujets disponibles. Néanmoins, nous observons un
biais négatif systématique avec cette méthode sur les parameétres de variance. Cette sous-estimation
est un probleme bien connu de ces approches de modélisation de population di a ’estimation de €2
qui nécessite T et & la méthode du maximum de vraisemblance qui ne prend pas en compte les degrés
de liberté perdus par 'estimation des effets fixes. Pour tenter d’obtenir une estimation plus précise
de Q, la méthode du maximum de vraisemblance restreinte peut étre utilisée [67] comme présenté en
section 2.4.3.

A partir des observations sur les valeurs de lerreur efficace (RMSE), il apparait que les deux
méthodes ont des incertitudes équivalentes sur les résultats méme si la méthode EM ’emporte sur
la méthode ARX classique. Ici aussi, la différence entre les deux méthodes se fait surtout sentir sur
'estimation de w? ot 'approche EM est bien plus performante.

3.6.3 Validation des estimées fournies par la matrice d’information de Fisher

Nous allons valider le calcul de la matrice d’information de Fisher en suivant la procédure de
validation des S.E et donc des estimées fournies par la matrice d’information de Fisher décrite dans [85].
On compare la variabilité des simulations avec 'incertitude sur les parameétres. Lorsque 1'on génére
un jeu de paramétres par simulation, méme en connaissance des 6;, on ne retrouve pas Y = 6;, ni
Q = var(0;). Il faudrait générer une infinité de données pour que ceci soit possible.

La variabilité des simulations est utilisée pour calculer I'incertitude des parametres de simulation.
En calculant cette variabilité sur 1000 simulations on peut obtenir la « vraie » valeur de 'incertitude.
L’incertitude de simulation est homogene a l'incertitude autour des estimés. Nous allons donc comparer
ces deux grandeurs.

La figure 3.6 montre les histogrammes de 1000 erreurs-types estimées par ’algorithme EM pour
chaque parametres comparées aux « vraies » S.F. Pour tous les parametres, les estimées sont proches
des vraies valeurs mais elles demeurent sur-estimées ce qui est tout a fait normal puisque on n’a pas
acces au 0;, de ce fait leur estimation augmente l'incertitude sur les hyperparametres. Ceci est plus
visible sur les parametres du dénominateur : aq ref, @2 ref, a1,9, a2,g, w? i, ng. Ce résultat s’explique par
le fait que le bruit e;(k) a un impact beaucoup plus important sur ces parametres car, dans le cas
ARX, le bruit a la méme dynamique que le systéeme.

Il peut étre intéressant de refaire la simulation avec un bruit plus faible. La figure 3.7 montre les
résultats correspondant & o2 = 0.0001. On observe alors que l'estimation de I'erreur-type est centrée
sur la valeur réelle, sauf pour o2.

Notons que dans le cas de la méthode ARX classique, ces valeurs de S.E ne sont pas disponibles,
rendant ainsi impossible la mise en ceuvre de test de Wald. Toutefois d’autres tests d’homogénéité
d’échantillons peuvent étre appliqués, voir section 4.7.
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FIGURE 3.6 — Histogrammes des S.E estimés (%) sur tous les parameétres pour 1000 simulations réalisées

avec I = 100 sujets. La ligne rouge correspond a ’erreur-type « vraie ».
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FIGURE 3.7 — Histogrammes des S.E estimés (%) sur tous les parametres pour 1000 simulations réalisées
avec I = 100 sujets et un bruit faible, 02 = 0.0001. La ligne rouge correspond & l'erreur-type « vraie ».
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3.7 Discussion

Dans le but de prendre en compte la variabilité inter-individuelle au sein d’une population de
systemes dynamiques, nous avons proposé une nouvelle méthode d’identification basée sur une repré-
sentation hiérarchique d’un modele a effets mixtes utilisant une structure ARX pour modele externe.
Une méthode d’estimation des parametres fondée sur un algorithme EM a été proposée et implantée
dans Matlab. Une évaluation et une comparaison des performances sur un exemple de simulation a
permis de souligner les avantages de notre solution. Nous montrons clairement que cette approche
réduit significativement les erreurs d’estimation en termes de biais et de variance.

En conclusion, la méthode EM-ARX a démontré ses capacités a détecter de véritables effets de
cofacteurs. Cette méthode est particulierement utile dans un contexte expérimental ol plusieurs essais
sont disponibles. Toutefois, il faut mentionner que l'identification classique d’un modele ARX ne
nécessite pas la connaissance de la distribution du bruit. L’approche proposée ici requiert de faire une
hypothese sur cette distribution mais permet de faire de I'inférence sur les parametres de population.

Dans le prochain chapitre, nous allons présenter ’extension de notre approche a d’autres structures
de modeles dynamiques.
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Chapitre 4

Identification de populations de
systemes dynamiques représentés par
une structure Box-Jenkins a effets
mixtes

4.1 Introduction

L’avantage de la structure ARX est que la sortie du modele s’exprime linéairement par rapport
aux parametres par lintermédiaire de la matrice ®;, permettant I’écriture du modele hiérarchique
suivant :

{.%\91‘ ~ N(®;0;,02) (41)

0; ~ N(C;Y,Q),

dans lequel ®; est uniquement composée de signaux connus d’entrées-sorties, bien que y; soit une
variable aléatoire nous connaissons sa réalisation. Or seule la structure ARX est formée de cette
maniere. En effet, seuls les polynémes A(q) et B(q) ont des régresseurs parfaitement connus nécessaires
a l'estimation de leurs parametres, ®4; est formée des valeurs passées de y; tandis que ®p; est
formé de u; ainsi que de son passé. Toutes les autres structures font intervenir au moins un des
polynémes C(q), D(q) ou F(q) ainsi que leurs matrices respectives ®c;(6;), ®pi(0;) et ®p;(6;), voir
section 1.5.7. Il devient alors impossible d’exprimer 6;|y; linéairement de y; comme c’était le cas dans
(4.1). Par conséquent, il devient compliqué de connaitre 1’expression analytique de la distribution de
0;|yi, nécessaire dans ’étape d’espérance de I'algorithme EM. Comme nous avons besoin d’effectuer les
calculs sur la distribution réelle des données, voir annexe C, nous allons utiliser des outils statistiques
capables de générer des variables aléatoires issues de distributions complexes. Ces méthodes nécessitent
de grandes connaissances sur les algorithmes stochastiques, les méthodes de Monte-Carlo, etc, [69].
Leur mise en ceuvre nécessite de leur accorder un nouveau chapitre.

Dans ce chapitre, nous allons redéfinir le modele hiérarchique pour I’ensemble des structures boites-
noires associées a la méthode de minimisation de l’erreur de prédiction, méthode d’identification de
systémes dynamiques linéaires proposée par L. Ljung en 1987 [1], voir section 1.6. Ensuite, nous
verrons comment résoudre le probleme en adaptant ’algorithme EM et en introduisant les méthodes
de simulation de distribution a densités complexes telles que la méthode de rejet et I'algorithme de
Metropolis-Hastings. Puis, nous aborderons ’approximation stochastique et nous re-visiterons I’'étape
de maximisation dans le cadre de I'algorithme SAEM en introduisant les statistiques suffisantes et
la méthode du recuit simulé. Nous verrons que l'utilisation de la représentation zéro, pole, gain est
avantageuse par rapport a la représentation polynomiale dans une démarche de tests statistiques.
Nous verrons comment calculer I'incertitude autour des estimées en utilisant l’algorithme SAEM.
Enfin nous présenterons deux simulations qui vont permettre de valider ’algorithme en comparaison
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avec 'algorithme EM d’une part et d’évaluer ses performances pour la comparaison de groupes d’autre
part.

4.2 Structure de modeéle Box-Jenkins hiérarchique

4.2.1 Définition du modele
Une fois de plus on décompose la distribution des données completes grace a la formule de Bayes
(2.5.2) :
Poy = Py|o Do (4.2)
Pyjo €tant la distribution des mesures tandis que py correspond a la distribution des parametres indi-
viduels.
4.2.1.1 Distribution des mesures

Ici, les entités u;(k), yi(k) et C; sont connues au moment de l'estimation, les 6; sont des variables
cachées et les parameétres d’intérét sont {Y, €, 02} oil 02 est la variance du bruit de sortie.

ez(k:)
Ci(q)
D;(q)
v; (k)
u; (k) Bi(q) w; (k) A 1 yi (k)
Fi(q) 4 Ai(q)

FIGURE 4.1 — Structure de modele boite-noire unifiée proposée par L. Ljung dans sa méthode PEM
pour I'individu 1.

Comme en section 1.5.7, pour décrire les mesures, nous utilisons une structure de modeéle boite-
noire unifiée, représentée a la figure 4.1. La prédiction de y(k) pour le systéme i s’exprime comme
suit :

.~ Di(g)Bilg) ~ Di(9)Ai(9)
WM = Gor T T T aw

ot chacun des polyndmes est peuplé par les composantes de 6;. Puisque y; = ®;(0;)0; + e; ou e; ~
N(0,02), alors y;|6; suit une loi normale de moyenne §; et de variance o2. Toutefois, comme les 6; sont
aussi des variables aléatoires et qu’elles n’interviennent pas de maniére triviale sur g;, notamment
a cause du caractere dynamique du systéme, il devient impossible de caractériser la distribution
marginale de ¢;. Nous avons vu en introduction que cela complique 'obtention de la distribution
de 6;|y; nécessaire a 'utilisation de I'algorithme EM. Nous verrons comment contourner ce probléme
en utilisant I'algorithme SAEM.

vi(k), (4.3)

4.2.1.2 Distribution des parameétres individuels

La distribution des parametres individuels n’est pas affectée par la nouvelle distribution des me-
sures, il est donc toujours possible d’écrire la distribution des données individuelles comme étant une
loi normale :

0; ~ N (CiY, Q) (4.4)
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ou T contient les hyper-parametres des effets fixes associés aux cofacteurs codés dans C; et ) représente
la variance de ces parameétres. Cette fois-ci, nous allons voir que I'algorithme SAEM nous permet coder
des connaissances a priori sur les parametres, comme leur positivité par exemple, ou encore un domaine
de définition réduit. Pour ce faire on pourra ajouter un étage de transformation des données issues
de la loi normale. Comme présenté en section 2.5, la fonction h(-) va transformer les données de sorte
qu’elles suivent une loi log-normale avec h(-) = exp(-), logit-normale avec h(-) = He%p(_.), etc. Au
final, la structure du modele hiérarchique est représentée a la figure 4.2.

Uj; Yi

Yi ~ N(g(el)a Ug)

FIGURE 4.2 — Représentation hiérarchique des modeles a effets mixtes pour des structures de modeles
dynamiques. La fonction h permet de coder des connaissances a priori sur les parametres, comme leur
positivité par exemple, ou encore un domaine de définition réduit tout en continuant a travailler avec
des variables gaussiennes z; pour la facilité et la généralisation des calculs.

4.3 Estimateur du maximum de vraisemblance

Bien que les distributions nécessaires soient difficiles a obtenir, on utilise tout de méme la méthode
du maximum de vraisemblance pour estimer les parametres.

4.3.1 Algorithme SAEM

Rappelons que I’étape d’Espérance de I'algorithme EM nécessite la connaissance de la distribution
de 6;]y ou du moins son espérance. Comme il n’existe pas d’expression explicite de ’espérance a
cause de la relation non-linéaire entre les observations y et les parametres €, nous allons utiliser
des algorithmes d’échantillonnage permettant d’estimer cette espérance empiriquement. Ainsi, I’étape
Ezpectation (E) devient Stochastic Approzimation Ezpectation (SAE) [86].

4.3.2 Etape SAE : approximation de I’espérance par simulation indirecte de loi

Il existe plusieurs méthodes pour simuler une loi indirectement. Par exemple, la méthode de rejet
ou encore l'algorithme Metropolis-Hastings que I'on va maintenant briévement décrire.

4.3.2.1 Meéthode de rejet

La méthode de rejet permet de simuler indirectement une variable aléatoire de distribution incon-
nue en utilisant une autre loi que 1’on sait simuler. Pour cela il faut satisfaire deux hypotheses :

e on dispose d’une loi g que 'on sait simuler;

o il existe ¢ > 1 tel que f(z) < cg(x), Vz.
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non

FIGURE 4.3 — Algorithme de la méthode de rejet

On pose alors :

ha) = L1000 € [0,1] (4.5)

Ainsi, on génere selon la loi g une variable aléatoire y que I'on 'accepte avec une probabilité h(y).
De cette maniére, les y acceptés seront des échantillons distribués selon f. La figure 4.3 représente le
fonctionnement de cet algorithme.

Remarque Plus c est proche de 1, plus g(z) est proche de f(x) et plus lalgorithme est rapide.

4.3.2.2 Algorithme de Metropolis-Hastings

La méthode de rejet fonctionne bien dans le cas uni-dimensionnel, mais lorsque 1'on cherche a
simuler un vecteur, comme c’est le cas pour 6; ou encore z; cette méthode doit faire face au fléau de la
dimension, ce qui a pour effet d’avoir énormément d’échantillons rejetés et peu d’acceptés, ’algorithme
devient lent voire inefficace. On utilise alors une méthode moins directe de type simulations de Monte-
Carlo par chaines de Markov (MCMC) comme ’algorithme Metropolis-Hasting (MH) qui a 'avantage
d’étre le moins contraignant des algorithmes de sa catégorie, comme nous allons le voir.

L’algorithme MH peut simuler des échantillons d’une quelconque distribution de probabilité P(x)
a condition de pouvoir calculer une fonction f(z) proportionnelle & P. Le fait que f(z) ait seulement
besoin d’étre proportionnel & P(z) rend cet algorithme attractif car trés souvent on connait la densité
de probabilité a une constante de normalisation pres qui est tres difficile & calculer. C’est notamment
notre cas avec la distribution que 'on cherche a simuler :

1oy — Pwil6i)p(0:)
p(0ilyi) = o)

(4.6)
Nous connaissons les densités p(y;|0;) et p(6;) qui sont facilement calculables, mais la densité p(y;)
correspond justement a celle que ’on est incapable de connaitre et qui nous empéche d’accéder a celle
de p(0;]y;). L’algorithme MH va nous permettre de contourner cette difficulté en ne faisant intervenir
que le rapport de vraisemblance suivant :

: (4.7)
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(s)

ott 6; est un candidat pour remplacer le 0,”" déja en place. 6; est issu d’une distribution instrumentale
q(éilﬁgs)) que P'on sait facilement simuler. On remarque que la quantité p(y;) disparait du rapport de
vraisemblance car il ne dépend pas de 0;.

Le critére d’acceptation devient alors :

o = min (0.7 10:)p(w:10)p(0) 1). 4.8
<< 0:10)p(il6y (0 )

Typiquement si 6; améliore ce nouveau rapport de vraisemblance alors on I'accepte, sinon on I'accepte
avec une probabilité qui diminue avec le rapport de vraisemblance. Ainsi en initialisant 6(©) avec
des valeurs quelconques, au bout d’un certain nombre d’iterations, la chaine de Markov simulera des
échantillons de la loi ciblée. Puisque les premiers échantillons simulés ne refletent pas cette distribution
il est d’usage de créer une période de burn-out. Les réalisations utilisées sont celles qui sont générées
apres cette période.

Dans I'algorithme SAEM, on utilise généralement trois densités instrumentales :

1. q(l)(§i|9§s)) = p(éi), le critére d’acceptation devient

o = min M 1) : 4.9
<p<yi|9§”>’ ’ )

2. ¢ (6; n|0 ) est la fonction gaussienne centrée sur 9( %) avec une variance v, ajustée au cours des
itérations pour obtenir un taux d’acceptation de 0.3, les 0; »n évoluent un par un;

(s)

3. ¢®)(6; l,|0 ) est la fonction gaussienne centrée sur 6,° avec une matrice de variance diagonale V'
b
ajustée au cours des itérations pour obtenir un taux d’acceptation de 0.3, ici les 6; , forment un
sous-ensemble de 6; choisi aléatoirement a chaque itération. Le critére d’acceptation devient :

a:mm< <yz|e>p< 7:)
(4:]6)p(6)

1) , (4.10)

Pour le réglage de V' et v, on utilise la méme stratégie que MONOLIX & savoir :

0 =1 4+ 0.4(77Y —0.3)), (4.11)
ou T(gs_l) est le taux d’acceptation a ’étape s — 1.

Avec cet algorithme, on est a présent en mesure de simuler des échantillons distribués selon p(6;|y;).
Utiliser directement un échantillon de l'algorithme MH pour remplacer 1’étape d’espérance donne
lalgorithme Stochastic EM (SEM). Toutefois ce n’est pas suffisant pour I’étape d’espérance car, comme
son nom l'indique, on a besoin d’'une moyenne estimée a partir de plusieurs échantillons de la loi
p(0i]y;). C'est la stratégie utilisée par I'algorithme Markov-Chain EM (MCEM). Cet algorithme a un
inconvénient majeur : son temps de calcul. En effet, pour avoir une bonne estimation de ’espérance,
il faut générer plusieurs échantillons et comme 'algorithme EM est itératif, la version MCEM est tres
gourmande en calcul. Au contraire, la méthode SEM est rapide mais se comporte comme une marche
aléatoire autour de la solution. Une solution consiste a combiner séquentiellement ces deux algorithmes
pour obtenir une estimation dans un temps acceptable. Par ailleurs, I'algorithme SAEM opte pour
une autre stratégie grace a ’approximation stochastique.

4.3.2.3 Approximation stochastique

Au lieu d’approcher ’étape d’espérance par une approximation fondée sur une simulation de Monte-
Carlo d’un large jeu de parametres 6; a chaque itération comme le fait 'algorithme MCEM, I’algorithme
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A A

S

P 11112

FIGURE 4.4 — A gauche le comportement du filtre pour p proche de 1, faible mémoire, & droite pour
p proche de 0, forte mémoire

SAEM remplace cette étape d’espérance par une seule simulation de 6; en introduisant un facteur
d’oubli p qui va permettre de régler la mémoire de ’algorithme.

S = 59 4 p(§) — g9y, (4.12)

ou S est une des statistiques suffisantes nécessaires a la maximisation qui seront précisées dans la
section suivante. L’algorithme SAEM sans mémoire (p = 1) correspond a l’algorithme SEM ; en langant
I’algorithme, il se rapproche rapidement de la solution mais il se comporte comme une marche aléatoire
autour de celle-ci. En réduisant p vers 0, on augmente alors la mémoire du systeéme a chaque itération
jusqu’a convergence.

On peut reformuler I’équation (4.12) sous la forme d’une fonction de transfert d’un filtre numé-
rique :

+) P &)
S o 1)q715 : (4.13)

Son gain statique est unitaire '° et, de ce fait, si S ne varie pas alors S converge asymptotiquement
vers S. De plus, ce filtre est stable si 0 < p < 1. Sur le plan transitoire, si p = 1 alors SG1 = §()
il n’y a pas de filtrage et donc aucune mémoire du passé du systeme alors que lorsque p — 0 on
obtient SGTY = §6) e systéme ne prend plus en compte les nouvelles entrées S(). Entre ces deux
valeurs limites de p on va jouer sur Iimportance que 1’on souhaite donner aux nouvelles réalisations
par rapport aux anciennes. A linitialisation nous ne souhaitons pas retenir le passé car on est loin de
la solution donc p = 1. A la fin nous souhaitons conserver beaucoup d’information sur le passé et donc
p— 0.

La figure 4.4 illustre le comportement du filtre en fonction de p. En général, on choisit p = 1
pendant la premiére partie de l'estimation, par exemple sur 500 itérations, puis on le fait décroitre
selon 1/s.

4.3.3 Etape M de maximisation

L’étape de maximisation reste trés proche de celle 'algorithme EM vue au chapitre précédent.
Toutefois, nous allons introduire les statistiques suffisantes nécessaires a ’étape d’espérance.
En maximisant la fonction de vraisemblance par rapport a 6;, on a toujours :

-1

T= (Z CZTQ‘lCz) > clae (4.14)

> (G = 6:)(CiT — 6;)" (4.15)

7

0=

~ =

et celle de y;|0; conduit a :

ZZ (yi(k) — ik, 0:))* (4.16)

15. Le gain statique s’obtient grace au théoréme de la valeur finale, en remplacant ¢ par 1
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avec comme introduit dans le chapitre 1 :

i, 0) = g o ) + [1 - 2DLD . (4.17)
Les statistiques suffisantes sont :
Sy =3, CcFa1e;
— TO—1¢".
gz ; gz(%*ﬂ? —ZZ)(CiT —60;)" (“18)
Su =35 Yilwi(k) — 9i(k, 6:))?
En utilisant ces statistiques, ’étape de maximisation devient :
T =55 (4.19)
Q= %53 (4.20)
62 = %54 (4.21)

4.3.3.1 Recuit simulé

Le recuit simulé est une méthode empirique proposée par Kirkpatrick [87] qui a pour objectif de
minimiser les chances de tomber dans un extremum local. Lorsque 'on atteint un maximum local
les parametres de variances vont rapidement diminuer. L’algorithme SAEM cherche a simuler des
échantillons probables autour de la solution en cours. Ainsi, lorsque la variance décroit rapidement,
la probabilité de simuler des échantillons proches du maximum global sera fortement réduite compro-
mettant les chances d’atteindre ce maximum. L’idée du recuit simuler est justement d’empécher les
parametres de variance de chuter trop rapidement en introduisant un parameétre de température '©.
Sans rentrer plus dans les détails, implanter le recuit simulé revient a choisir une valeur initiale im-
portante pour les parameétres de variance €2 et o2 puis de les mettre & jour suivant les régles suivantes

pendant les premiéres itérations de SAEM :

Q6+ = max(m Q) 1.53) (4.22)
o2 = max (1502, 284), (4.23)

ou 71 et T sont des coefficients permettant de ralentir la descente de la variance. Cela a pour effet
d’augmenter les chances d’atteindre le maximum global. Enfin I'algorithme SAEM, itére entre chacune
des étapes : Metropolis-Hastings, Approximation stochastique et Maximisation. Le diagramme de la
figure 4.5 représente les différentes étapes de l'algorithme.

16. Pour plus de détail sur ce parameétre de température, le lecteur est invité a lire ’ouvrage de Marc Lavielle [69]
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sans mémoire (p = 1) avec mémoire (p — 0)
|

T“““L““““Jﬁ“““ s Approximation
Stochastique

_‘ “““ Jr ““““ -— — — — — — — — Maximisation

Initialisatior}

) , Approche de la solution Approche libre de la solution.
des , .. . . Convergence presque-sure
hyper- ! en évitant les minima Comportement de type marche aléatoire vers la solution
,@mamawﬁmm” locaux autour de la solution

FI1GURE 4.5 — Diagramme des étapes de l'algorithme SAEM
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4.4 Représentation zéro, pdle, gain pour les modeles a effets mixtes

Suite a la section 1.4 dans laquelle sont décrites les différentes représentations des systémes dyna-
miques linéaires, nous pouvons décrire la réponse d’un systéeme par :

(k) = B(g) (k) Clg)
A(q)F(q) A(q)D(q)
Cette équation correspond au diagramme des modeles boites-noires présenté a la figure 1.10. Chaque
polynoéme, A(q), B(q),C(q),D(q) et F(q) est composé d’'un nombre de parametres correspondant a
lordre de celui-ci. Seul B(q) différe des autres car il integre le gain sur lentrée du systéme ainsi que
le retard entrée-sortie :

e(k), (4.24)

Il est important de noter que tous les parameétres d’un polyndéme ne sont pas indépendants. En
effet la forme développée d’un polynoéme est une combinaison des parameétres (les racines) composant
la forme factorisée et dans I'objectif de réaliser des tests statistiques sur les variations des parametres,
il est préférable d’avoir des parametres décorrélés pour faciliter I'interprétation des résultats 1.4.2.2.

Cette méthode présente plusieurs avantages, notamment elle permet a 'utilisateur de coder des
connaissances a priori sur les parametres. Par exemple, s’il sait que son systéme est stable, il peut
forcer tous les parametres de F'(q), D(q) et A(q) a étre dans le cercle unité. De plus, s’il ne discerne pas
d’alternance du signe du signal de réponse, alors il peut préciser que les poles du systéme soient dans
la partie droite du cercle unité, voir section 1.4.2.2. Par-contre, cela implique une connaissance sur les
phénomeénes oscillatoires du systeme. En effet, les pdles complexes allant par paire, il est nécessaire
de coder cette information au moment du choix de la structure de modele. Une solution consiste a
contraindre le p6le d’étre dans le cercle unité en imposant a son module d’étre compris entre 0 et 1 et
de ne pas avoir d’alternance de signe en imposant son argument a étre compris entre [—7, 7.

Au final, on code un parameétre par racine des polynémes A(q), B(q), C(q), D(q) et F(q), plus un
parametre correspondant au gain du systéme car B(q) peut s’écrire en factorisant par by de sorte a
faire ressortir explicitement le gain sur I’entrée et les racines du polyndéme. Ceci ne change finalement
pas le nombre total de parameétres du modéle. A noter que pour les méthodes d’estimation présentées
au chapitre 1, 'estimation se fait nécessairement sous la forme développée et la forme factorisée est
finalement obtenue apres estimation mais il est alors impossible d’imposer aux racines une quelconque
position par rapport au cercle unité.

Dans le cadre de I’algorithme SAEM, les étapes principales sont les suivantes :

1. simulation d’échantillons gaussiens z; pour chaque parametre individuel en utilisant les parametres
de population actuels T, Q) et az(s) ;

2. 0; = h(z). Transformation par la fonction A(-) des échantillons pour qu'ils correspondent aux
intervalles de définitions connus a priori;

3. développement des polynomes A(q), B(q), C(q), D(q), F(q) pour reconstruction des filtres et de g.

Toutes ces étapes sont réalisées au sein de l'algorithme de Metropolis-Hastings.

4.5 Calcul de l'incertitude sur les estimations

4.5.1 Matrice d’information de Fisher

Comme présenté en section 3.5, en utilisant le principe d’information manquante, I’information de
Fisher sur log p(y; ©) peut s’écrire :

7,(©) = ~Eygjy |03 log(p(y, 0;©))] — vargy, [96 log(p(y, 0;0))] . (4.30)
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Les dérivées partielles g log(p(y,6; ©)) et 93 log(p(y, 0; ©)) ont des formes analytiques mais ce n’est
pas le cas pour leur espérance et leur variance a cause de la relation non-linéaire entre y; et 6;. Il est
possible de décomposer la variance comme suit :

varg|y [Oe log(p(y, 0; ©))] =Eq|y [8@ log(p(y, 0; ©)0e log(p(y, 0; 9)T))}
— Egjy (9o log(p(y,0;©))) Eg|y (9e log(p(y, 0;0)))" . (4.31)

La matrice d’information de Fisher est alors composée d’espérances conditionnelles qui ne peuvent
pas étre calculées de maniére analytique. Mais on peut les estimer grace a ’algorithme de Metropolis-
Hastings. En effet, on peut approcher les espérances par :

1 L
= = delog(p(y,0";©)) (4.32)
L =1
1 L
= = > 33 log(p(y,0";©)) (4.33)
L =1
1 L
M = 23 9o log(p(y, 8V; ©))de log(p(y, 0; ©)) " (4.34)
=1

apres simulation d’un grand nombre L de parametres ;. On obtient alors une approximation de la
matrice d’information de Fisher Z,(O) par :

7,(0) = =My — M3 + My M{ . (4.35)
Une fois cette matrice obtenue, on peut calculer son inverse et ainsi obtenir les erreurs-types minimales
ou Standard-Errors (S.E) en prenant la racine carrée des termes diagonaux.
4.5.2 Calcul des dérivées de la log-vraisemblance

Les dérivées nécessaires au calcul de la matrice d’information de Fisher sont identiques a celles
présentées en section 3.5.2. Elles sont rappelées ici pour simplifier la lecture :

%ljy = Z Z [ 2(17 (yi(k) — (I)i,kei)ﬂ (4.36)
881% - Z zn: L,chnwm - Ci,nT>] (4.37)
gi(j; - Z {%2 + in (0im — CinT)? } (4.38)
DS TR
8624629 =22 [OJ%CZnCi,n} (4.40)
ZZSS = Z {2:% - %(Hi,n - Ci,n’r)ﬂ (4.41)
g’?i% - Z {—éc{n(ei,n - Ci,nT)] : (4.42)

4.6 Comparaison des performances des algorithmes EM et SAEM

Nous avons montré dans le chapitre 3 que l'algorithme EM donne de bons résultats avec une
structure ARX a effets mixtes. Le but de ce paragraphe est de comparer les algorithmes EM et SAEM
sur un méme jeu de donnée simulé en utilisant cette structure de modele. En effet, 'unification des
modeles boites-noires permet aussi de travailler avec une structure de modele ARX dans laquelle seuls
les polynémes A(q), et B(q) sont a identifier.
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Simulation ARX

Time
FIGURE 4.6 — Données de simulation du modele ARX. Le signal d’entrée correspondant est une im-
pulsion de Kronecker en 0.

TABLE 4.1 — Résultats d’estimation sur les données simulées présentées en figure 4.6 avec les algo-
rithmes EM et SAEM.

EM SAEM
Parameétres || Estimée | S.E | R.S.E (%) || Estimée | S.E | R.S.E (%)
v | e 0.7496 0.0210 3 0.7499 | 0.0220 3
b1 ref 2.9213 | 0.01299 4 2.9232 | 0.1321 )
02 0.0040 | 0.0020 49 0.0041 | 0.0022 53
0.1600 0.0755 47 0.1608 | 0.0728 45
o2 0.0089 0.0009 11 0.0092 | 0.0009 10

4.6.1 Protocole expérimental

L’objectif de cette expérience est de vérifier que 'algorithme SAEM pour une structure ARX donne
des résultats similaires a ceux de ’algorithme EM pour cette méme structure et pour le méme jeu de
données. Dans cette experience on simule un jeu de 10 individus suivant un modele simple donné par :

k) = < Eiafui(k S 1)+ () (4.43)
a; ~ N(0.7,0.005)
bi ~ N (3,0.1)

e:(k) ~ N(0,0.01)

Les données sont représentées en figure 4.6.

4.6.2 Résultats et discussion

Les parametres sont tous initialisés a 1. La figure 4.7 montre la convergence de l'algorithme. On
peut facilement voir 'effet de la méthode de recuit-simulé sur les parametres de variance. On peut
aussi remarquer l'effet de 'approximation stochastique, h est a 1 jusqu’a s = 500, une fois proche de
la solution, I’algorithme se comporte comme une marche aléatoire, ensuite Ao — 0 ce qui augmente
la mémoire du systeme et permet de mieux converger. Les résultats obtenus a la fin des itérations
sont présentés sur le tableau 4.1. On peut alors apprécier la ressemblance entre les résultats des deux
algorithmes, aussi bien sur les parametres du systéeme que sur leur incertitude, ce qui valide ’algorithme
SAEM et son implantation réalisée sur MATLAB au cours de cette thése tant pour I'estimation des
parametres que pour 'estimation de la matrice d’information de Fisher.
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4.7 Evaluation des performances de l’algorithme SAEM pour la
comparaison de groupes

4.7.1 Protocole expérimental

L’objectif de cette expérience est de montrer que pour un méme jeu de données, il est possible
qu’une identification sur chaque individu sans prise en compte de la notion de population ne permette
pas de détecter une difference avérée parmi deux groupes alors que 'utilisation de modeles a effets
mixtes et 'algorithme SAEM vont permettre de la mettre en évidence. Afin de s’assurer du respect des
hypotheses de distribution asymptotique, nous allons simuler deux groupes G et G2 en augmentant
le nombre d’individus par groupe (30 individus chacun). Les modeéles sont donnés par :

(k) = e = 1)+ k) (1.44)
b~ N(3,0.1)
¢ ~N(-0.9,0.1)
d; ~ N(0.7,0.01) si i © Gy
d; ~ N(0.5,0.01) si i © Gy
fi ~N(0.5,0.01)
ei(k) ~ N(0,0.25)

Les données sont représentées a la figure 4.8.

La premiere approche utilisée repose dans un premier temps sur ’application itérative de la mé-
thode d’identification PEM 7 aux réponses de chaque individu issu des deux groupes & comparer.
L’identification est donc répétée 60 fois et permet d’obtenir deux jeux de 30 vecteurs de parametres a
comparer. Dans une seconde étape, un test de Student est appliqué entre les deux jeux de parameétres
pour détecter des potentiels écarts de moyenne sur chaque parametre de la structure BJ. La statistique
t du test de Student est calculée de la maniére suivante :

PO L Sl (4.45)

(7, + )87

avec mq et mo les moyennes respectives des groupes GG1 et G9 de parameétres. De méme, I; et I sont
les nombres d’individus de chaque groupe. S? est la variance empirique partagée définie par :

(I —1)S2, + (I — 1)53’2

2
= d 4.4

avec S,%J et 5’372 les variances empiriques des groupes G et Ga. Ici, on fait ’hypothese que la méme
variance est partagée par les deux groupes et que la distribution des parametres suit une loi normale.
Ces hypothéses sont prises en compte dans la formulation du modele a effets mixtes, mais pour
I’identification classique avec la fonction BJ de MATLAB, ces hypotheses ne sont pas imposées par la
structure, il est donc possible qu’elles soient violées. Toutefois, nous avons choisi un nombre d’individus
respectant le théoréeme centrale limite (i.e I; > 30 et Ia > 30) afin de ne pas volontairement mettre a
mal la méthode classique. La statistique ¢ suit une loi normale centrée réduite.

4.7.2 Résultats et discussion

Les résultats d’estimation issus des deux méthodes sont présentés dans le tableau 4.2.

On peut directement remarquer que le parametre du polynéme D(g) n’est pas bien estimé avec
la méthode BJ de MATLAB, c’est un parametre qui est difficile a trouver car il appartient au modele
de bruit, car on ne connait le bruit que par ses deux premiers moments statistiques, voire moins

17. Prediction Error Method [1], en utilisant la fonction BJ de MATLAB.
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Chapitre 4. Identification de structure Box-Jenkins d effets mixtes

Simulation BJ
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F1GURE 4.8 — Données de simulation du modele BJ avec deux groupes distincts en bleu et orange. La
courbe en couleur magenta est le signal d’entrée.

que ¢a puisque la variance est aussi un parametre a estimer. On peut comparer qualitativement les
différentes valeurs estimées pour tous les individus a la figure 4.9. On remarque clairement une plus
petite dispersion des estimations obtenues par la méthode SAEM sur la structure BJ a effets mixtes
comparativement aux résultats de la méthode traditionnelle. Une conséquence directe de ce résultat
est une puissance statistique accrue des tests sur les parametres estimés avec la méthode SAEM. En
effet, on peut désormais rejeter I’hypothese nulle (absence de différence entre les parametres d; ¢, et
di,G,) avec une probabilité critique de 1.3156 - 1076 alors qu’auparavant avec la méthode usuelle cette
méme probabilité était de 0.3251. Ce résultat souligne 'avantage pratique de I’approche d’identification
par effets mixtes de pouvoir utiliser toute I'information disponible sur tous les individus et non pas
individus par individus.

Parametres Valeur de simulation | Valeur estimée par BJ | Valeur estimée par SAEM
b1 3 2.8619 2.9533
T c1 -0.7 -0.8169 -0.7696
di,q, 0.7 0.4197 0.6865
h 0.5 0.4917 0.4820
B | dig, —dig, -0.2 -0.0862 -0.1744
0.1 0.2649 0.1309
2 0.1 0.1434 0.0489
0.01 0.1133 0.0386
0.01 0.0189 0.0110

TABLE 4.2 — Résultats d’estimation obtenus par les deux méthodes d’identification appliquées & une
structure de modele BJ & partir de données simulées.
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FIGURE 4.9 — Parameétres estimés par les méthodes d’erreur de prédiction classique, fonction BJ sous
MATLAB, a gauche et SAEM sur la méme structure en y intégrant des effets mixtes a droite.

4.8 Validations qualitatives

Une série de figures illustrent les résultats de simulation fondés sur les données de ’exemple pré-
cédent.

4.8.1 Espérance des groupes

Une fois une estimation de T = {Gﬁf, BT} obtenue, il est possible de tracer I'espérance de chacun
des groupes en combinant les 0,. et les 3. L'objectif de ce tracé est de valider qualitativement la
structure du modele et de voir les différences entre les groupes sur la partie déterministe du modele :
A(q), B(q) et F(q). Par conséquent, les réalisations de e;(k) sont mises a zéros, sa valeur la plus
probable. Le modeéle simulé est alors :

A~

. _ B(q, 0rer) w
Gi(k) = (0 o) A, o) i(k). (4.47)

Sur la figure 4.10, on peut ainsi remarquer que la structure de modéle semble étre bien choisie.
On ne remarque aucune différence entre les deux groupes. Ceci est normal car nous avons choisi
délibérément dans la méthode d’identification a effets mixtes que la covariable C' n’agisse que sur le
pole de D(q), dont son impact n’est pas mesuré ici.

4.8.2 Les modéles individuels

Il est aussi possible de valider qualitativement les estimations individuelles. Il existe une multitude
d’informations a vérifier.

e La prédiction individuelle au sens (4.17). Plus précisément il s’agit de :

_ Dilg)Bi(a) _ Di(9)Ai(a)
~ Ci(q)Fi(q) (R + [1 Ci(q)

Cette prédiction doit étre la plus proche possible de y;.

3i(k,6;) } (k). (4.48)

e La prédiction individuelle en utilisant les parameétres du groupe. Cela signifie que 1’on va
simuler le modele du groupe en utilisant I’entrée et la réalisation du bruit de I'individu ¢

Ai roupe kaere +C’L
Piroupe s b + CiB) = G ) G0

(k) + {1 _ ] i (). (4.49)

81
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Modeéle de population
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FIGURE 4.10 — Affichage des modeles de groupes avec e;(k) mis & 0 de sorte & pouvoir valider quali-
tativement la structure du modele vis-a-vis des signaux de mesure et de voir les différences entre les
groupes.

Cette prédiction va permettre de juger si 'individu en particulier est un individu qui se détache
de son groupe ou non. ¥; Groupe(k; Oref + Ci3) doit rester plutoét proche de y;. Cela peut varier en
fonction de la norme de € et de I'important du modele de bruit dans ’adéquation du modele aux
données.

e La prédiction individuelle sans réalisation du bruit. il s’agit d’utiliser les parametres indi-
viduelles en mettant la composante de bruit a zéro.

Bi(q)
FA " (450
Ce tracé permet de discerner si la structure déterministe est bien a 'origine du comportement
principal de la réponse ou si au contraire la partie stochastique absorbe toute 'information. Dans
ce cas, une des hypotheses est que la structure de modele choisie n’est pas adaptée aux données.

Qi,Sans bruit(ka 01) =

e La prédiction du groupe. Cette fois-ci on utilise les parametres du groupe et seulement ’entrée
individuelle. Il est important d’utiliser I’entrée individuelle car elle peut étre différente entre les
individus.

Bi(q)

Fi(q)Ai(q)

Ce tracé permet de mesurer le positionnement des données individuelles y; par rapport aux données
de son groupe dans un cas parfait ou le bruit est mis & zéro.

gi,Groupe,Sans bruit,(ka eref + Czﬁ) = uz(k) (451)

La figure 4.11 présente ces résultats pour six individus de ’exemple précédent. On peut souligner
que le modele individuel suit fidelement les données, celui sans bruit colle bien a la forme générale des
données mais il existe une réelle différence entre les individus au sein d’'un méme groupe car les lignes
en pointillé bleu sont parfois éloignées des vertes.
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FIGURE 4.11 — Représentation des différents modeles individuels.

4.8.3 Prédictions vs observations

Il existe deux types de prédictions intéressantes a comparer aux observations.

e Les prédictions individuelles, 9;(k,0;), avec I'objectif d’avoir les prédictions individuelles les
plus proches possibles des observations et donc le plus proche possible de la premiere bissectrice
comme indiqué a la figure 4.12.

e Les prédictions individuelles de groupe, §; croupe(k, Orer + Cif3), I'objectif est d’avoir les pré-
dictions individuelles de groupe centrées par rapport aux observations. Ceci revient a vérifier que
les nuages de points sont bien centrés sur la bissectrice 4.13. Dans le cas opposé, cela signifie que
le modele ne capte pas toute la complexité des données.

4.8.4 Poles, zéros et gain

Il est aussi possible d’étudier les variabilités d’autres macro-parametres comme les poles, zéros
et gain des fonctions de transfert, classiquement utilisés en automatique pour analyser les systémes
dynamiques, voir 1.4.2.2. Sur notre exemple, figure 4.14, nous observons que les racines de C(q) sont
sur la partie gauche du cercle unité correspondant a un comportement de type intégrateur sur la
composante de bruit. Tous les poles sont a I'intérieur du cercle unité mais les racines de D(q) sont plus
proches de I'extrémité du cercle pour le groupe rouge que pour le groupe bleu. Cela signifie que ’on va
avoir une mémoire plus importante du bruit passé. C’est effectivement la différence que 'on retrouve
sur les données, figure 4.10, puisqu’on observe que les courbes rouges sont beaucoup plus affectées par
le bruit que les courbes bleues.
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Prédictions individuelles vs observations
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FIGURE 4.12 — Prédictions individuelles vs observations.

4.8.5 Distribution des parameétres

Enfin, il est intéressant de regarder la distribution des parametres et de comparer 8 avec 6 + (8
pour pouvoir apprécier visuellement s’il existe ou non une différence significative entre les parametres
des groupes. Dans notre exemple, la covariable sur 63, correspondant au pole de D(q), provoque un
décalage de ce parametre vers la gauche de maniere significative.
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F1GURE 4.13 — Prédictions de population vs observations.
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FIGURE 4.14 — Lieu des poles et des zéros (haut) et diagramme du gain (bas).
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FIGURE 4.15 — Distribution de 65 et positionnement de la covariable associée.
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Chapitre 4. Identification de structure Boz-Jenkins a effets miztes

4.9 Discussion

Bien que la distribution de 6;|y; soit difficile & obtenir pour les structures de modele autres que
ARX, les outils statistiques de simulation de densités complexes telles que les méthodes MCMC per-
mettent d’obtenir des statistiques suffisantes pour ’estimation des hyper-parametres au sein de ’algo-
rithme SAEM. Le fait que ce soit un algorithme itératif rend le probléme d’estimation chronophage.
La stratégie de 'approximation stochastique permet de réduire le temps d’estimation et d’obtenir un
algorithme fonctionnel et utilisable dans le cadre de I'identification de modeles a effet mixtes. Ici, nous
avons utilisé cette solution algorithmique pour permettre 'identification de modeles boites noires a
effets mixtes de population de systémes. Les résultats de simulation confirment I'intérét de cette ap-
proche comparativement a une identification usuelle et répétée en matiere de précision et de puissance
statistique des tests sur les parametres. Cette approche peut aussi étre utilisée pour détecter des écarts
sur des caractéristiques classiques en automatique comme le gain, les poles et les zéros du modele,
au lieu des coefficients des polynémes afin d’avoir des parameétres les plus indépendants possibles les
uns des autres. Nous avons validé I'implementation au travers un exemple et montré encore une fois
I'interét d’utiliser de tels modeles a deux niveaux dans une démarche de test statistiques.
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Chapitre 5

Applications a trois cas d’études

5.1 Analyse GAP-FRAP

5.1.1 Introduction

Développée dans les années 70, la technique du recouvrement de fluorescence apreés photoblanchi-
ment (Fluorescence Recovery After Photobleaching, FRAP) est basée sur 'augmentation progressive
de l'intensité de fluorescence dans une zone photoblanchie apres illumination par une source LASER.
Cette augmentation correspond a l'arrivée graduelle de molécules fluorescentes dans la zone ciblée [88].
Cette méthode, largement utilisée, est principalement dédiée a I’étude de la mobilité de constituants
fluorescents (comme les protéines fluorescentes chimériques) dans la membrane cellulaire et le cy-
toplasme a une échelle microscopique [89]. Des méthodes exhaustives d’analyse du FRAP ont été
présentées par Carrero et al. [90]. Des modeles a diffusion pour l'utilisation de microscope a fluores-
cence par balayage ou non ont déja été proposés dans la littérature [91,92] et des modeles & deux ou
trois dimensions ont été développés pour des applications de microscopie confocale a balayage [93,94].
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FIGURE 5.1 — Tllustration du transfert de molécules fluorescentes par GJIC. (ROI : Region of Interest)

Le Gap-FRAP élargit la technique du FRAP pour étudier la fonctionnalité des canaux de commu-
nication intercellulaire par jonction Gap (Gap Junctional Intercellular Communication, GJIC) dans
un contexte in vitro, [95], d’aprés un protocole expérimental illustré a la figure 5.1. Dans le cas du
Gap-FRAP, la taille, les propriétés chimiques et biophysiques des molécules fluorescentes définissent
la capacité de communication qui permettent de quantifier cette fonctionnalité. La plupart des cellules
des organismes multicellulaires possedent des GJIC. Il s’agit en fait de la forme la plus courante de
contact entre le cytoplasme de cellules adjacentes. Chaque jonction Gap est constituée de douze sous-
unités protéiniques appelées connexines (Cx). La famille des connexines est composée de 21 types
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Chapitre 5. Applications a trois cas d’études

de protéines classées suivant leur poids moléculaire [96]. On suppose que les GJIC ont une grande
importance dans les phénomenes de régulation du développement, de différenciation et de croissance
des cellules.

Jusqu’a maintenant, différents modeles mathématiques de FRAP ont été utilisés dans un large
spectre d’études biologiques [90]. Ils sont quasiment tous basés sur différents types d’équations de
réaction-diffusion [97-101]. Dans le cadre de la these de J.-B. Tylcz [102], il a été proposé pour
la premiere fois d’utiliser des techniques d’identification de modeéles dynamiques appliquées a des
données de Gap-FRAP dans le but de discriminer la fonctionnalité des canaux de communication
intercellulaire par jonction Gap de deux lignées de cellules cancéreuses. L’identification reposait sur
un modele boite-noire a temps continu a deux parametres et avait montré des résultats satisfaisants.
Plus précisément, les résultats d’estimation avaient montré des différences significatives entre les gains
statiques des fonctions de transfert pour les deux lignées testées. Dans ce but des tests de Student
avait été utilisés et appliqués sur les jeux de parameétres estimés pour les deux groupes de cellules.
Toutefois, le faible nombre de reproduction de ces expériences peut rapidement limiter la puissance
statistique de ces tests. Notre objectif est donc d’évaluer la pertinence des méthodes d’identification
de population appliquées a ce cas d’étude.

5.1.2 Expérimentation in vitro

Deux lignées cellulaires de carcinomes humains (téte et cou) ont été utilisées. La premieére (KB)
exprime les connexines (lignée positive) alors que la deuxiéme (FaDu) ne les exprime pas (lignée
négative). De plus, chaque lignée a été testée en culture in vitro monocouche et sphéroide. Chaque
combinaison a été répétée six fois.

5.1.3 Lignées cellulaires, culture monocouche et sphéroide

Le matériel nécessaire aux cultures cellulaires a été acheté chez Costar (Dutscher, Brumath,
France). Les milieux de culture ainsi que les additifs ont été obtenus chez Life Technologies (Gibco BRL,
Cergy-Pontoise, France), sauf pour le sérum foetal de veau (FCS) pris chez Costar. La calcéine-AM a
été obtenue chez Sigma (St. Quentin Fallavier, France). L’anti-Cx43 ainsi que I’anticorps polyclonal
de lapin (71-0500) ont été fournis par les laboratoires Zymed (Clinisciences, Montrouge, France). Le
sérum d’immunoglobuline chévre anti lapin conjugué a l'isothiocyanate de fluorescéine (FITC) a été
acheté chez BD Biosciences (Le Pont de Claix, France). Tous les autres produits chimiques ont été
achetés chez Sigma et sont de grade biologie moléculaire.

Les cellules de FaDu et KB, des carcinomes de la téte et du cou humains, ont été obtenus par le
Professeur A. Hanauske par le biais du programme d’échange EORTC Preclinical Therapeutic Models
Group. Les cellules cancéreuses se sont développées dans des flacons de culture tissulaire de 75 cm? avec
un complément de RPMI 1640 avec 9 % de FCS, 1 % de Glutamine et 1 % de pénicilline/streptomycine
dans une atmosphére maintenue & 37°C et 5 % de CO2.

Les sphéroides (voir figure 5.2) ont été ensemencés avec 5x 10* cellules cancéreuses dans des flacons
tissulaires de 75 cm? préalablement enduits avec de I'agarose & 1 %. Aprés trois jours, les agrégats
ont été transférés dans des flacons spinner de 250 mL (Integra Biosciences, Cergy-Pontoise, France)
contenant 100 mL de médium de culture. Les flacons ont ensuite été placés sur un plateau magnétique
(Integra Biosciences, Cergy-Pontoise, France) réglé a 75 tours par minutes dans une atmosphere hu-
midifiée & 37°C et 5 % de CO2. Le médium de culture des sphéroides a été changé tous les deux jours.
Lorsque les sphéroides ont atteint 500 pm de diametre elles ont été utilisées pour les expériences.

5.1.3.1 Gap-Fluorescence Recovery After Photobleaching (Gap-FRAP)

Pour les cultures en monocouche, les lignées cellulaires ont été placées dans des plaques 8 puits a
une concentration de 3 x 10% cellules/mL 72 heures avant de réaliser les expériences. Les cellules ont
été maintenues 30 minutes a 37°C avec 0.5 pM de calcéine AM. Comme décrit par Wartenberg et al.,
I'incorporation de la calcéine AM dans les sphéroides a été améliorée par une incubation froide [103].
Pour les sphéroides, les cultures ont été placées a 4°C pendant deux heures avec 0.5 pM de calcéine
AM puis rincées et incubées a 37°C pendant 30 minutes. Les sphéroides ont été observées dans des
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plaques 4 puits. Le FRAP a été réalisé sur des régions d’intérét de 50 pm de diameétre dans des zones
confluentes pour les cultures 2D et sur des bords proliférants pour les sphéroides. Pour ce faire, un
microscope confocal & balayage LASER constitué d’un microscope inversé équipé d’une source LASER
argon émettant a 488 nm a été utilisé.

Le signal d’intensité de fluorescence a été mesuré entre 500 et 560 nm (par le biais d’un filtre
passe-bande d’émission) avec un objectif 10X (0.3 NA & sec). La puissance de sortie du LASER a
été ajustée pour une période de pré-blanchiment de 30 secondes puis répétée 15 fois afin d’obtenir
un photoblanchiment suffisant pour pouvoir observer un recouvrement de la fluorescence sans pour
autant causer de dommage visible. Les mesures de FRAP ont été réalisées pendant 900 secondes avec
une prise d’images toutes les 15 secondes.

FIGURE 5.2 — (a) Image de fluorescence par microscopie confocale d’une section de sphéroide (5 pm
d’épaisseur) de cellules KB chargé avec 0.5 pM de calcéine AM et (b) observation macroscopique d’un
sphéroide entier de FaDu

5.1.4 Caractérisation du Gap-FRAP par identification de populations

Dans ce paragraphe, nous allons appliquer la méthode d’identification de populations de systémes
dynamiques développée dans les deux chapitres précédents. L’ensemble de la procédure de traitement
des données comprend la planification d’expériences in vitro, le traitement d’images et de données,
I'identification d’un modele ARX/BJ a effets mixtes et pour finir une analyse statistique des résultats,
comme décrit a la figure 5.3.

5.1.4.1 Prétraitement des données

Comme montré a la figure 5.4, la variable d’entrée u(k) a été choisie comme étant un signal échelon
déclenché par la fin de la phase de photoblanchiment (il s’agit d’un signal binaire complémentaire du
signal LASER utilisé pour le photoblanchiment de la zone ROI). Elle décrit la période pendant laquelle
le FRAP se produit, il s’agit d’une variable tout-ou-rien.

Pour chaque expérience, une zone de référence a été choisie en bordure du champs du microscope
afin de prendre en compte la photodégradation induite par les acquisitions d’images successives ainsi
que I’élimination naturelle du fluorophore. L’intensité de fluorescence moyenne est mesurée dans cette
zone et est considérée comme le signal de référence y,.r(k). Puisque cette zone de référence n’est
pas affectée par le blanchiment LASER, le rapport décrit par (5.1) nous permet de corriger le si-
gnal afin d’éliminer les changements parasites dans l'intensité de fluorescence, dus principalement au
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Expériences in vitro
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modele

Structure de modéle fixée
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FIGURE 5.3 — Processus de discrimination, de ’expérimentation in vitro aux résultats finaux.
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FIGURE 5.4 — Description entrée/sortie du phénomene de Gap-FRAP

photoblanchiment induit par I’exposition du champs entier & la source lumineuse d’excitation, [104].

o) = yro1(k) — yro1(0™)
Yref (k)
ou y(k) correspond a la valeur moyenne et normalisée de l'intensité de fluorescence dans la région

d’intérét et yror(k) est 'intensité de fluorescence moyenne a l'intérieur du ROI. L’argument 0 définit
Iinstant juste apres la phase de photoblanchiment. Les données sont présentées en figure 5.5.

(5.1)

5.1.4.2 Identification ARX a effets mixtes

Dans un premier temps, la structure de modele choisie est un ARX du premier ordre, définie sur
I'individu 7 par :
()10 = ¢~ Kot (k) + ———e(k) (52)
Yi i = q ———U —e .
4 7 z(q_ai) (q_ai) ;
K; étant le gain sur I'entrée et a1 ; le pole du systéme. On cherche a examiner I'influence de deux
covariables sur ces deux parametres. La premiere covariable est le changement de lignées cellulaires
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(KB wvs FADU) et la seconde le mode de culture cellulaire (2D : monocouche vs 3D : sphéroide).
Précisons que ces deux covariables sont indépendantes 'une de 'autre. La distribution des parametres
individuels est considérée comme Gausienne d’espérance C; Y. La partie supérieure de YT est composée
des parametres du groupe de référence K. et a. Le groupe de référence a une lignée cellulaire de
type FADU cultivée en monocouche (2D). Viennent ensuite se concaténer en dessous des parametres
de référence les parameétres reflétant l'effet du changement de lignée cellulaire ainsi que l'effet du
changement de type de culture :

_01_ [ Kref 1
B2 Qref
B1 0KkB
T = = 5.3
B2 dakp (5:3)
B3 0 KspPHERO
| B4 | 6aSPHERO |

Comme nous avons deux covariables a deux modalités, la matrice C; possede 3 blocs de deux
colonnes. Le premier correspond au groupe de référence. Pour le désigner, C; s’écrit :

100000
Ci_[o 1 0000]‘ (54)

Les deux autres blocs correspondent respectivement au codage des effets de la lignée et du mode de
culture. Par exemple, pour le groupe KB en culture sphéroide, C; devient :

101010
Ci_lo 1010 1]‘ (5:5)

Pour rappel, le nombre de lignes de C; correspond au nombre de parameétres du modele ARX poten-
tiellement affectés par les covariables. Apres estimation avec l'algorithme EM on obtient les résultats
présentés a la table 5.1. Pour le groupe de référence on a en moyenne un faible gain sur I’entrée et un
pole proche de 1 ce qui signifie que la réponse a un échelon sera une montée trés douce avant de tendre
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Parametres | Valeur estimée S.E R.S.E (%) | p-valeur
01 0.0083 0.0007 9
02 0.9299 0.0075 1
1 51 -0.0079 0.0010 12 2.25e-16
B2 0.0615 0.0103 17 2.05e-09
B3 -0.0007 0.0009 123 0.417
B4 0.0014 0.0095 682 0.883
2 3.706e-06 1.212e-06 33
0.00039 0.000159 41
o2 6.12e-07 2.64e-08 4

TABLE 5.1 — Identification du modele (5.2) sur les données Gap-FRAP

vers un plateau. Au regard des parametres 5, il est clair que 51 et B2 sont différents de zéros alors
qu’aucune différence significative n’a été détectée pour les parametres B3 et (4. Cela confirme que la
lignée cellulaire a un impact significatif sur la réponse. En revanche il n’en est rien pour le mode de
culture (2D wvs 3D).

Aux résultats du test statistique s’ajoutent les analyses qualitatives en commengant par ’observa-
tion des réponses moyennes de groupes présentées a la figure 5.6. On remarque notamment aucun écart
de réponse (réponses verte et rouge) du changement du mode de culture pour la lignée FADU mais un
écart important pour celles (courbes cyan et magenta) de la lignée KB. Une question se pose alors :
est-ce une interaction lignée-culture a intégrer dans notre structure de modele ou un biais d’estima-
tion dii & une structure ARX inadaptée aux données disponibles ? Sur la figure 5.7 on peut remarquer
que les répartitions du gain et du pdle sont séparables en deux catégories : cyan-magenta (KB) d'un
coté et vert-rouge de l'autre coté (FADU). Cela confirme la différence connue de fonctionnalité des
jonctions communicantes entre les deux lignées. Toutefois au sein d’une méme lignée, il est difficile
de discriminer ’effet du mode de culture. On peut effectuer la méme remarque sur les distributions
marginales présentées & la figure 5.8 ot on observe tres clairement des intervalles de confiance & 95%
(en vert) de effet du changement de lignée éloignés de la distribution estimée du groupe de référence
et ceci pour les deux parametres du modele. En revanche, les intervalles de confiance a 95% (en rouge)
de l'effet du changement de mode de culture sont presque centrés sur la distribution estimée du groupe
de référence, représentée en bleu. Ainsi on peut conclure que la lignée cellulaire influence trés pro-
bablement la réponse alors que le type de culture ne semble pas étre un facteur significatif dans les
études de type Gap-FRAP, sous réserve d’une possible interaction avec le type de lignée. Pour vérifier
ce dernier point, dans le prochain paragraphe, nous allons changer de structure de modele et comparer
les résultats obtenus.
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Espérances estimées des groupes
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FIGURE 5.6 — Réponses moyennes de chaque groupe obtenues avec une structure ARX

Représentation sur le cercle unité
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FIGURE 5.7 — Lieu des pdles et diagramme du gain des modeles ARX identifiés
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5.1.4.3 Identification BJ a effets mixtes

L’inconvénient de la structure ARX est qu’elle sous-entend que les parties déterministe et stochas-
tique du modele partagent la méme dynamique représentée par le polynéme A(q). Afin de s’abstraire
de cette hypothese, il est possible d’utiliser deux filtres indépendants D(q) et F'(q). Dans ce cas, le
modele des mesures pour un individu 4 devient :

1 1
-1
yik)l0i = ¢ Ki——=u(k) + ——~
e “(q— fi) (¢ — di)
Cette nouvelle structure posséde désormais trois parametres au lieu de deux auparavant. Le nouveau
vecteur des parametres de population T est augmenté comme suit :

e(k). (5.6)

61 Kref

92 fref

03 dref

b1 0KkB

T= |5 = O fkB . (5.7)

B3 ddkB

B4 0 KspPHERO

Bs d fSPHERO
136/ | ddspHERO |

Les nouveaux résultats fournis par ’algorithme SAEM sont présentés dans le tableau 5.2.

Nous retrouvons globalement les mémes résultats a savoir un effet significatif de la lignée cellulaire
mais pas d’influence notable du mode de culture. En revanche, la nouvelle structure permet de répondre
a notre interrogation concernant une différence de réponse moyenne observée précédemment entre les
deux modes de culture (2D/3D) de la lignée KB. Désormais, cette différence n’est quasiment plus
visible comme on peut le constater a la figure 5.10. Il s’agissait donc bien d’un biais de structure et
non pas d’un effet d’interaction entre les deux facteurs.

Outre ces principales remarques, on observe aussi sur les figures 5.11 et 5.12 une séparation bien
plus importante entre les poles de F'(q) correspondant aux deux types de lignées que pour I'étude
précédente. Les poles de KB sont proches de 0 ce qui signifie que la partie déterministe du systéme a
peu de mémoire de son passé. Il est aussi intéressant de remarquer que les poles de la partie stochastique
sont a l'extérieur du cercle unité. Cela signifie qu'une part importante des données est inexpliquée.
Cette dérive est plus forte pour la lignée FADU que KB et semble étre en rapport avec 'amplitude
des réponses. Ceci est peut étre di a une erreur de modélisation du bruit, qui n’est peut-étre pas
additif mais multiplicatif par exemple. En tous cas, pour la lignée KB, c’est la partie stochastique qui
explique tout le comportement des données, figure 5.13, tandis que pour la lignée FADU, la partie
déterministe explique une grande partie de la variabilité des réponses.

5.1.5 Discussion

Nous avons utilisé deux types de modeles dynamiques de population pour décrire et analyser
des données Gap-FRAP. Le premier repose sur une structure ARX a effets mixtes et le second sur
une structure Box-Jenkins a effets mixtes. Les deux confirment globalement les résultats attendus
notamment sur l'influence de la lignée. En revanche le mode de culture n’est pas significativement
influent. Sur le plan des méthodes, 'approche fondée sur le modele BJ-EM montre des résultats plus
discriminants alors que le modele ARX-EM peut présenter des biais d’estimation et conduire & des
conclusions confuses.
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TABLE 5.2 — Résultats d’estimation de la méthode SAEM appliquée a la structure (5.6) a effets mixtes.

Parametres | Valeur estimée S.E R.S.E (%) | p-valeur
01 0.0092 0.0009 10
0y 0.9082 0.0113 1
053 1.0364 0.0052 1
51 -0.0084 0.0012 15 1.38e-11

T B2 -0.9514 0.0252 3 0
B3 -0.0209 0.0065 31 0.00134
Ba -0.0008 0.0012 154 0.515
Bs -0.0024 0.0150 617 0.871
B -0.0017 0.0074 440 0.82

5.922e-06 2.021e-06 34
w? 0.000802 0.000293 37
9.32e-05 7.18e-05 7
o2 3.68e-07 1.58¢e-08 4
095 Espérances estimées des groupes
— FADU MONO
KB MONO
FADU SPHERO
02l | ——XKB SPHERO
0.15 |-
SN
>

0.05

-0.05 ! ! ! ! ! I
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FIGURE 5.10 — Réponses moyennes de chaque groupe obtenues avec une structure BJ-EM
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Representation sur le cercle unité
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FIGURE 5.11 — Représentation des poles et des gains des modeles BJ-EM
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FIGURE 5.12 — Distribution des parametres de T pour une structure ARX. En bleu, distribution

estimée du groupe de référence (FADU-2D). En rouge : la moyenne et 'intervalle d’incertitude & 95%
du groupe 3D ainsi que la moyenne et l'intervalle d’incertitude & 95% du groupe KB.
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5.2. Analyse de la contractilité de cardiomyocytes

5.2 Analyse de la contractilité de cardiomyocytes

5.2.1 Introduction

Les nouvelles technologies de mesure in vitro sans marquage permettent un enregistrement de
Iactivité temporelle des cellules et notamment leurs réponses en contact avec des composés phar-
maceutiques dans le cadre du développement pré-clinique de nouveaux médicaments. Une de ces
technologies repose sur la mesure de 'impédance cellulaire. Au fond de puits de culture sont placées
des électrodes, le courant électrique passe entre elles grace aux ions contenus dans le milieu de culture.
Lorsque des cellules viennent adhérer au fond du puits, elles s’opposent au passage du courant. En
mesurant les variations temporelles de cette impédance, il est possible d’avoir une mesure indirecte de
trois phénomeénes cellulaires conjugués. En effet, la variation d’impédance peut étre le résultat d’une
augmentation du nombre de cellules (prolifération), de leur force d’adhesion au substrat (étalement
des cellules sur la surface) ou/et de leur taille (gonflement cellulaire). En pratique, la mesure fournie
par les constructeurs est une transformation de I'impédance mesurée en une grandeur intitulée indice
cellulaire. La relation précisant cette transformation est généralement tres difficile a obtenir de la part
des constructeurs. En utilisant 'impédancemétrie sur des cellules cardiaques (plus exactement cardio-
myocytes), avec une fréquence d’échantillonnage suffisante il est possible d’observer les contractions
cellulaire. Ces contractions sont soit spontanées soit provoquées par un train d’impulsions électriques
au niveau des électrodes. Les enregistrements sont effectués par fenétre de 20 secondes, figure 5.14,
répétées en générale toutes les 5 minutes pendant une semaine sur des plaques de culture pouvant
contenir jusqu’a 384 puits.

Indice cellulaire (U.A)

| | | | | | | 1 | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Time (s)

FIGURE 5.14 — Une fenétre d’enregistrement par impédancemétrie de la contractilité de cardiomyo-
cytes.

Chaque fenétre peut contenir des formes de battement qui different selon différents parametres
[105,106]. Une analyse manuelle de chaque enregistrement reviendrait & traiter pres de 140 000 jeux
de données par semaine pour une plaque de 96 puits. Pour réduire cette dimension, il est possible de
résumer chaque enregistrement par les cinq parametres suivants :

e fréquence : la fréquence moyenne de battement exprimée en (bpm : battements par minute) ;

amplitude : amplitude pic-a-pic moyenne des battements sur la fenétre d’enregistrement ;

e forme : score caractérisent la symétrie horizontale moyenne des battements ;

tendance : la valeur moyenne de 'indice cellulaire sur la fenétre d’enregistrement ;

irrégularité : score indiquant si le battement est régulier ou non au sein de la fenétre.

Dans cette étude on s’intéresse plus particulierement a la variation de I’amplitude sur ’ensemble
des enregistrements de la semaine d’expérience. Apres I'ajout d’un médicament, il y a un changement
transitoire de ce parametre alors que sur le contréle il n’existe pas. La question est de savoir si
ce changement est dii aux médicaments testés ou bien s’il est le résultat de la manipulation de la
plaque par le biologiste. La technique d’administration est la méme quelque soit la concentration du
médicament. Donc s’il existe une différence entre deux concentrations, alors il s’agit d’une réaction
transitoire des cellules au médicament.

Les données sont présentées a la figure 5.15 apres normalisation par soustraction de la moyenne
du controle. On peut remarquer une différence entre les deux groupes, sans pouvoir affirmer si elle est
statistiquement significative.
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05 Evolution de I'amplitude des fenétres
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FIGURE 5.15 — Données d’amplitude normalisées de la contractilité des cardiomyocytes mesurée par
impédancemétrie suite a I’administration d’un médicament avec deux concentrations différentes. En
rouge : quatre puits avec une concentration du composé avec une concentration de 10 mM et en bleu
avec une concentration de 30nM. U désigne le signal d’administration du composé dans les puits.

5.2.2 Modélisation et estimation

Le modele des mesures choisi pour répondre a cette question est de la forme :

q— bl,i
(g — fri)(q— f2:)

yi(k)6; = ¢ ' K; u(k) + e(k), (5:8)

ce qui correspond & un modele OE d’ordre 2 et un zéro. Le vecteur des parametres de population
associé est de la forme :

91 blref_
92 fl,ref
93 f2,ref

- 04 _ Kref

T = 8| = | oby (5.9)

65 o f1
B3 dfa
Pa] [ OK ]

La covariable utilisée est la concentration du médicament avec deux modalités : 10 et 30 nM, sachant
que la valeur de référence est la concentration la plus faible. Comme nous avons deux covariables a
une modalité, la matrice C; possede 2 blocs de quatres colonnes. Le premier correspond au groupe
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TABLE 5.3 — Résultats d’estimation de 'algorithme SAEM sur une structure OE appliquée aux don-
nées d’amplitude de l'activité de cellules cardiaques soumises & deux concentrations d’un composé
pharmaceutique.

Parametres | Valeur estimée S.E R.S.E (%) | p-valeur
01 1.0780 0.0090 1
0 0.4600 0.0175 4
03 0.9427 0.0124 1
T 04 -0.7596 0.0546 7
51 -0.0568 0.0127 22 7.8e-06
B2 0.2243 0.0205 9 6.91e-28
B3 -0.0287 0.0176 61 0.104
Ba 0.0244 0.0761 312 0.748
0.0003212 0.0001622 51
2 0.000687 0.000376 55
0.00061 0 0
0.0111 0.00452 41
o2 0.0136 0.00103 8

avec une concentration de 10mM. Pour le désigner, C; s’écrit :

0 0
0 0
0 ol (5.10)
0 0

(5.11)

o O o=

0

L’estimation par 'intermédiaire de 'algorithme SAEM donne les résultats présentés a la table 5.3

La figure 5.16 permet de valider la structure de modele choisie. Il en va de méme avec les figures 5.17
de comparaison des prédictions avec les observations. En effet, les prédictions individuelles sont bien
localisées sur la premiere bissectrice. On observe également que les prédictions des modeles de groupe
engendrent deux nuages de points bien centrés sur la bissectrice.

Puisque I'entrée est codée par un échelon unitaire quelque soit la concentration de médicament,
on pourrait penser qu’augmenter la concentration du médicament testé implique une variation du
gain sur l'entrée. Pourtant, aprés analyse des résultats du tableau 5.3 et de la figure 5.18, aucune
différence n’a été détectée sur le parameétre gain entre les deux groupes. Il faut souligner aussi que K
est le parametre le plus variant d’un individu a l'autre, ce qui peut expliquer sa non détection. On
observe également que 'amplitude apres administration du médicament est finalement supérieure a
I’amplitude avant I’ajout. Nous avons remarqué ceci plusieurs fois, ce phénomeéne est expliqué par les
biologistes comme le résultat d’un processus de défense des cellules, qui sous le stress, vont battre plus
fortement.

En revanche, au numérateur c’est le zéro de B(q) qui est détecté comme significativement différent.
Il est estimé comme étant supérieur & 1 pour tous les individus. C’est ce parameétre, en plus du gain
négatif, qui va permettre de créer cette réponse d’un systéme & phase non minimale. b; permet de
quantifier ce phénomene qui apparait de maniere plus accentuée pour le groupe 10nM que pour celui
de 30nM.

A propos des deux péles du polynéme F'(q), figure 5.19, ils sont tous a Uintérieur du cercle unité.
On remarque que le pdle proche de 1 n’est pas détecté comme étant significativement different pour les
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FIGURE 5.16 — Tracés individuels des prédictions par une structure OE

deux groupes alors que 'autre pdle est tres significativement différent. La constante de temps rapide
pour les deux groupes différe tandis que la constante lente ne differe pas. Cela se traduit par un temps
de réponse a 'ajout du médicament plus rapide pour la concentration 10 nM que pour le groupe a
30 nM. Tous ces phénomenes sont clairement perceptibles sur les réponses moyennes présentées a la
figure 5.20.

5.2.3 Discussion

Dans cette étude, une structure de modele OE a effets mixtes a été mise en oeuvre et a permis
de mettre en évidence des effets significatifs de la concentration d’un médicament sur des variations
transitoires de l'amplitude des battements de cardiomyocytes. Cette application souligne l'intérét
d’utiliser des modeles dynamiques pour pouvoir détecter des variations significatives sur des phéno-
menes transitoires rapides. Une fois cette détection réalisée, leur interprétation nécessite l’expertise
d’un électrophysiologiste cardiaque.
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Prédictions individuelles vs observations

Prédictions de groupes vs observations
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FIGURE 5.18 — Distribution des parametres de T pour une structure OE. En bleu, distribution estimée

du groupe de référence (10nM). En rouge : la moyenne et l'intervalle d’incertitude & 95% du groupe
30nM. a : dby, b:df1,c:0fs,d: 0K
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Représentation sur le cercle unité
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FIGURE 5.19 — Lieu des poles et des zéros des modeles OE identifiés



5.2. Analyse de la contractilité de cardiomyocytes
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F1GURE 5.20 — Réponses moyennes de chaque groupe obtenues avec une structure OE
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5.3 Croissance tumorale

5.3.1 Introduction

Dans cette nouvelle application, nous allons tester ’applicabilité des méthodes d’identification de
populations de systémes dynamiques a la planification d’expériences a réponses fonctionnelles. Le
contexte expérimental est celui d’essais sur des souris de laboratoire de deux composés pharmaceu-
tiques pour évaluer 'efficacité anti-cancéreuse d’une virothérapie dans le cadre d’une collaboration
avec lentreprise Transgene 8. Les deux facteurs thérapeutiques & tester sont :

e un virus oncolytique : TG6002 administré selon quatre modalités de concentration : (0, dose 1,
dose 2 et dose 3) par ordre de quantité injectée ;

e un promédicament : 5-FC utilisé en deux modalités : absence/présence.

Le plan d’expériences utilisé est un plan factoriel complet, présenté au tableau 5.4, réproduit sur 13
souris pour chacune des huit conditions d’expériences.

Groupe TG6002 5-FC

1 0 avec
2 0 sans
3 dose 1 avec
4 dose 1 sans
5 dose 2 avec
6 dose 2 sans
7 dose 3  avec
8 dose 3 sans

TABLE 5.4 — Plan factoriel complet appliqué pour tester deux facteurs thérapeutiques utilisés dans
une virothérapie anti-cancéreuse.

Les 104 cinétiques de réponse du diametre des tumeurs mesurées sont présentées a la figure 5.21.
Classiquement, les biologistes ont I'habitude de résumer ces réponses par deux statistiques ponc-
tuelles [107] :

e le retard de croissance (temps de quadruplement tumoral en jours) ;
e ct le volume tumoral relatif (tumeur traitée/tumeur non traitée).

Par ponctuelle, nous entendons des valeurs caractérisant des évenements locaux plutét que la
globalité de la réponse. Pour remédier a ce manque de caractérisation de la réponse, plusieurs modeles
ont été proposés [108-110]. Ces derniers peuvent étre utilisés conjointement avec des effets mixtes
pour évaluer 'impact des deux facteurs sur chaque parametre du modele choisi. C’est cette stratégie
qui a été mise en oeuvre avec succes dans [111,112]. Toutefois, on peut également décrire ces réponses
comme les valeurs d’une variable de sortie d’un systéme, la mesure serait le diameétre de la tumeur
et la variable d’entrée serait un échelon associé a instant d’administration de deux composés. Ce cas
d’étude est donc compatible avec les méthodes d’identification développées dans cette theése. Les deux
facteurs présentés précédemment seront nos deux covariables impliquées dans une structure de modele
Box-Jenkins dans laquelle seuls les polynémes F' et D ont été utilisés.

5.3.2 Modélisation et estimation des croissances tumorales

Dans cette application, nous avons choisi volontairement un modele simpliste pour tenter de capter
I'information principale. La structure de modele choisie pour répondre a cette question est de la forme :

1
q—d;

yi(k)|0; = ¢ ' K; u(k) + e(k). (5.12)

1
q—fi

18. https://www.transgene.fr/?lang=fr
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Données de croissance tumorale sur souries
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1500
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FIGURE 5.21 — Données de croissance tumorale sur 104 souris et 8 traitements différents

Le choix d’introduire un pole sur le polynéme D(q) est important pour justifier qu’au sein d’un méme
groupe les réponses peuvent étre tres différentes. On peut s’attendre & avoir ce parametre proche de 1,
ce qui va permettre des divergences des individus par rapport a ’espérance de son groupe. Le vecteur
des parametres de population associé est de la forme :

91 Kref

02 fref

93 dTef

61 6Kdose 1

/82 6fdose 1

53 5ddose 1

/84 5Kdose 2

T=|05|= 0 fdose 2 . (5.13)

/86 5ddose 2

57 5Kdose 3

58 5fdose 3

/89 5ddose 3
/810 (5Kavec 5-FC
P11 5favec 5-FC
_/812_ L ddayec 5-FC i

Les souris de référence n’ont regu aucun traitement, les autres groupes ont au moins recu un virus
oncolytique ou un promédicament. L’estimation par I'intermédiaire de ’algorithme SAEM donne les
résultats présentés a la table 5.5. Avant d’aller plus loin dans ’analyse des résultats, on peut s’arréter
sur la figure 5.23 qui met en évidence que la structure de modele ne permet pas de capter toute la
complexité des données car les nuages sont relativement épais. Toutefois, on observe aussi que les
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TABLE 5.5 — Résultats d’estimation de ’algorithme SAEM sur une structure BJ appliquée aux données
de réponses tumorales de souris soumises a différents traitements de virothérapie.

Parameétres | Valeur estimée S.E R.S.E (%) | p-valeur
01 166.5933 15.7933 9
0o 1.1251 0.0315 3
03 0.8047 0.0680 8
51 -18.0917 23.9720 133 0.45
B2 0.0312 0.0609 195 0.608
B3 0.1149 0.1417 123 0.418
B4 18.3888 19.0052 103 0.333
T Bs -0.0622 0.0425 68 0.144
Be -0.0350 0.2553 730 0.891
B7 88.7086 33.9990 38 0.00908
Bs -0.2984 0.0448 15 2.72e-11
Bo 0.0835 0.0856 103 0.33
B1o -12.8796 13.9063 108 0.354
B11 -0.0755 0.0283 37 0.00761
P2 0.1282 0.0966 75 0.185
3540 0 0
w? 0.0172 0.00486 28
0.0942 0.0248 26
o2 5.36e+04 3.12e+03 6

prédictions de chaque groupe sont centrées sur la bissectrice mettant en évidence que la réponse du
modele de groupe est elle-méme bien centrée sur les données de ses individus. Au regard des valeurs
estimées sur le groupe de référence, on remarque que le pole de la partie déterministe du modele
est supérieur a 1, ce qui traduit une instabilité dans le modele moyen de ce groupe. Ce résultat est
cohérent avec la réalité car la premiere partie de la croissance tumorale normale s’apparente a une
progression exponentielle. Les covariables « dose 3 de TG6002 » et « présence de 5-FC » permettent a
elles seules de stabiliser le systeme. L’effet est plus fort pour la « dose 3 » avec une valeur de -0.2984 ce
qui ramene le pdle f centré sur 0.8267. Il est possible de combiner les deux covariables pour augmenter
I’effet. Les autres doses n’ont pas d’effet détecté comme significativement différent de 0. En revanche,
aucune des covariables n’a d’effet significatif sur le pdle de la partie stochastique d. Cette information
est intéressante car elle nous informe que le modele de bruit est relativement le méme pour tous les
groupes. C’est bien la partie déterministe du modele qui capte I'effet des covariables. On retrouve les
mémes informations sur la figure 5.22 qui illustre les réponses des parties déterministes associées a
chaque groupe.

5.3.3 Discussion

Dans cette nouvelle étude sur des données de croissance tumorale de souris, nous avons utilisé un
modele a effets mixtes avec une structure simpliste face a la complexité des données. L’introduction
d’un modele de bruit avec mémoire en introduisant un péle sur le polynéme D(q) a permis de s’abstraire
de la grande variabilité intra-groupe en autorisant quelques dérives. Avec cette structure BJ a effets
mixtes, nous avons pu détecter et caractériser les effets des deux covariables thérapeutiques. Plus
précisément, les résultats montrent que le meilleur traitement consiste a associer la troisieme dose pour
le virus en plus du promédicament. Cette application confirme l'intérét pratique de notre méthode
dans le cadre d’analyse de plan d’expériences a réponses fonctionnelles.
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FI1GURE 5.22 — Réponses moyennes des groupes
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FIGURE 5.23 — Prédictions vs observations sur les données de croissance tumorale. A gauche : prédic-
tions des réponses individuelles et a droite : celles des réponses moyenne de groupe.
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Conclusions générales et perspectives

L’émergence de nouvelles biotechnologies a permis ces dix dernieres années de mesurer 'acti-
vité temporelle de systémes biologiques a [’échelle cellulaire. L’acces a ces données ouvre de nou-
velles perspectives pour caractériser, comparer, prédire et diagnostiquer des éveénements biologiques
en pharmacologie et médecine. Elle ouvre également un nouveau champ d’application des techniques
d’identification de systémes car une culture cellulaire est un processus dynamique avec ses propres
entrées-sorties.

Une autre conséquence des progres technologiques est 'automatisation des analyses biologiques
donnant lieu aux études dites « a moyen et haut débits ». Ces études posent un nouveau probleme
générique : celui de lidentification de populations de systémes dynamiques. Comparativement aux
problemes habituellement rencontrés en automatique, celui-ci est caractérisé par quatre différences
principales :

e alors qu’en automatique les objectifs sont plus souvent liés au contrdle ou au diagnostique des sys-
temes, 'application des modeles biologiques que nous cherchons a déterminer est la caractérisation
et la comparaison des effets biologiques de composés pharmaceutiques ;

e dans ce domaine d’application, l'identifiabilité pratique n’est pas toujours assurée en raison des
contraintes expérimentales limitant les degrés de liberté sur le protocole d’expérimentation ;

e dans le contexte des analyses a haut débit, on est souvent amené a identifier un grand nombre de
systémes testés simultanément ;

e en plus des variables d’entrées usuelles, il s’agit de tester les effets de covariables qualitatives
associées le plus souvent au type de cellules, de milieu ou de molécules.

Pour répondre a ce nouveau challenge, cette these propose une nouvelle méthode d’identifica-
tion de systémes biologiques intégrant des effets mixtes représentés par des structures de modeles a
deux niveaux. Le niveau supérieur correspondant au modele de mesure est constitué de structures de
modeles dynamiques couramment utilisées en identification de systemes dynamiques. Il s’agit de struc-
tures polynomiales de type ARX, ARMAX, OE, BJ, etc. utilisées notamment dans la méthode PEM
(Prediction Error Method) [1]. Dans ces modeéles, les relations entre les parametres et les covariables
qualitatives sont représentées au niveau inférieur par un modele des parametres individuels fondé sur
des structures linéaire a effets fixes. Le terme d’effets fixes est associé a des covariables qualitatives
dont il faut caractériser les influences sur les réponses par 'intermédiaire de mesures indirectes de leurs
effets en les séparant des autres sources de variabilité sans intérét vis-a-vis des objectifs de 1’étude.

Pour estimer les parametres de ces structures de modeles a deux niveaux, nous avons développé
des méthodes d’estimation fondées sur le maximum de vraisemblance et dont la mise en oeuvre repose
sur une adaptation de l'algorithme SAEM [69]. Nous avons d’abord établi la preuve de concept sur
la base d’une structure ARX a effets mixtes puis nous avons généralisé I'approche a des structures
polynomiales plus complexes comme celle de Box Jenkins. Outre I'estimation des parameétres, nous
avons résolu le probleme de la détermination de la matrice d’information de Fisher nécessaire d’une
part & la description de 'incertitude sur les parametres et d’autre part a la méthode de test appliquée
aux variations des parametres associés aux covariables qualitatives. Notons également que ’estimateur
développé permet de prendre en compte des distributions non Gaussiennes pour les variables aléatoires
du modele et des connaissances a prior: sur les parametres comme leur positivité ou leur appartenance
a un interval réduit de valeur.

Des études de simulation ont été mises en oeuvre pour évaluer les performances des méthodes
d’identification développées et les comparer aux méthodes traditionnelles. Les résultats montrent une
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puissance statistique nettement accrue avec les modeles a deux niveaux. Deux explications peuvent
étre avancées pour expliquer ces résultats. La premiere est la réduction du nombre de parameétres a
estimer dans la partie stochastique du modele dynamique. En effet, I’approche traditionnelle consiste
a répéter une étape d’identification autant de fois (Ng) qu'il y a de systémes (puits de culture) a
caractériser. Cette approche a un inconvénient majeur : elle estime autant de fois des parametres qui
n’ont pas lieu de changer d’un modele a un autre car tous les systéemes sont testés en méme temps dans
le méme contexte expérimental. Quand on sait que Ng peut prendre des valeurs allant de quelques
centaines a quelques milliers, on se rend compte plus facilement de I'intérét a éviter cet accroissement
inutile du nombre de parameétres a estimer en vue d’augmenter le nombre de degrés de liberté dans
la phase d’estimation. Ce dernier peut également étre élevé en élargissant le nombre de données
disponibles. L’avantage d’utiliser des structures a effets mixtes permet de regrouper I’ensemble des
données collectées sur tous les puits en une seule phase d’estimation alors qu’'une approche classique
utilise les données d’entrée-sortie de chaque puits séparément dans des identifications répétées.

Une autre contribution de mon travail fut 'application et 1’évaluation des performances des mé-
thodes d’identification développées dans trois cas d’études en biologie cellulaire et animale. Le premier
exemple concerne 'analyse d’effets dans des études de recouvrement de fluorescence apres photoblan-
chiment, la seconde application analyse les variations d’amplitude de battements de cardiomyocytes
en contact avec des composés pharmaceutiques dont on veut estimer in fine les risques de cardiotoxi-
cité, et la derniere application est réalisée sur des réponses animales d’un traitement anti-cancéreux.
Dans ces trois applications, les résultats soulignent l'intérét, ’efficacité et la pertinence de ’approche
développée. Par le biais de ces applications, nous montrons aussi que ces méthodes constituent une
solution au probleéme des plans d’expériences & réponses fonctionnelles.

Les différents résultats ont été présentés dans deux conférences internationales IEEE/IFAC :
EMBC’2015 [113] & World IFAC [114], trois conférences en statistiques et calcul numérique : PA-
GE’2016 [115], SAC-ACM’2016 [116] & SMB’2017 [112,117], et deux conférences internationales dans
les secteurs de la biomédecine et de la pharmacologie : CinC’2017 [118] & SPS’2017 [119-122]. A
cela on peut ajouter une conférence nationale & comité de lecture GRETSI [123] et une autre en
chimiométrie [124]. Ces travaux ont permis d’initier plusieurs collaborations : notamment avec L.
Guo (NIH/NCI, USA), F. Atienzar, A. Delaunois et J.-P. Valentin (UCB Biopharma, B), B. Bastien
(Transgene, F), P. Voiriot et A. Durand-Salmon (CardiaBase, F), M. Beckler et L Doerr (Nanion, D).
Enfin un article a été soumis en 2017 au journal : Biomedical Signal Processing & Control [125].

Dans les perspectives a court-terme, nous souhaitons mettre en ceuvre et perfectionner ces méthodes
en électrophysiologie cardiaque et en optogénétique. Sur un plan méthodologique, la méthode proposée
a l'inconvénient de reposer sur une structure paramétrée qui doit permettre de représenter toutes les
formes de réponse du systeme étudié. Cette contrainte est donc relativement forte et une alternative
de développement a plus long terme serait d’étudier des approches sans modele tout en préservant le
caractere parcimonieux des analyses.
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Annexe A

Fonctions génératrices des moments

A.1 Fonction génératrices des moments

La fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire (v.a.) est définie comme suit :

Mx(t) = E(e),t € R (A1)
= /—:o ep(x)dx (A.2)

ot X est une variable aléatoire et f(x) sa densité de probabilité. Cette fonction, si elle existe, permet
d’obtenir les différents moments associés a la v.a. X. Ainsi, le moment d’ordre k£ est défini comme
suit :

O M (t)

ok = E(X") (A.3)

t=0

A.1.1 Exemple de la loi exponentielle
Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle :
p(x) = Ae™ Yz > 0. (A.4)

On sait que la moyenne et la variance de X sont 1/\ et 1/\?, respectivement. La fonction génératrice
de moments s’écrit dans ce cas :

+0o0
Mx(t) :/ em)\e_)‘z]l{o,Jroo}dx (A5)
—00
“+oo
= / Aelt=N7 gy (A.6)
0
_ |: 1 (t—=N)z oo (A 7)
=AMy )\e 7 .
pour t < A
My(t) = o (A5)
TN '

La moyenne peut étre obtenue de la fagon suivante :

E(X) = 3]‘452 ®) t:O (A.9)
A
(A =1)2 R
1
S (A11)
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De méme pour la variance :

var(X) = E(X?) — E(X)? (A.12)
_ 32]‘;;;@) - % (A.13)
-5 Q_At)g - % (A.14)
_ % - % (A.15)
_ % (A.16)

A.1.2 Fonction caractéristique d’une variable aléatoire

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire est la transformée de Fourier de sa densité de
probabilité a un facteur —27 pres.

ox(t)=E {eitx} = /fo(x)eitJU dz. (A.17)

De part sa construction, elle est fortement liée a la fonction génératrice des moments. Evaluée en zéro,
les dérivations successives de cette fonction permettent, de la méme maniére, d’obtenir les différents
moments de la v.a. L’avantage réside dans le fait que la somme de v.a s’étudie par la somme des
fonctions caractéristiques alors qu’il s’agit d’une convolution des densités de probabilités.

A.2 Cas de la loi normale bivariée

Soit un couple de variables aléatoires distribuées comme suit :
X 1 o2 o2
Y |oxx x| (A.18)
H2] 9%y Oyvy
La fonction génératrice des moments de cette loi est :
+ = |t ¢ . A.19
MQ] 2 [ ! 2] [ag(y o3y | |ta (A-19)

Grace a cette fonction, et en l'utilisant comme précédemment, il est facile de trouver des résultats
importants pour le calcul de I'information de Fisher pour un modéle ARX a effets-mixtes :

MX’y(tl, tg) = exp <[t1 tg}

() = (A.20)
E(XY) = ppz +oky (A.22)
E(X?Y) = pips + 205y + 0% x 2 (A.23)
E(X?Y?) = pipus + 40Xy ppe + ok xpis + opy il + 20%y +0xx0vy- (A.24)
En utilisant var(Z) = E(Z?) — E(Z)? on trouve :
cov(X,Y) = 0%y (A.25)
cov(X2Y) = 20%y 11 (A.26)
cov(X2Y?) = 20%y + 40%y p1 o (A.27)
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Annexe B

Annexe a ’exemple 2.5.2.1

B.1 Me¢élange de deux gaussiennes (suite)

La matrice d’information des données complétes pour une loi de Bernoulli-Gauss peut étre obtenue
comme suit :

a2l9()‘) _ 0; 1-6;
o2 == {,\7 + (1-X)2
32ly|9(m,v) . 0;
om? - ZZ v
Plyplmy) s~ 1-6;
om2 - (T
9%lyjp(m,v) 0 0 2
Y ) J— i 3 .
B 2 0? @(yz —my) (B.1)
9?%ly10(m,v) 9, 0.
|0 ) . 1-6; 0; 2
yaT =2 22 03 (yi —m2)
9?ly19(m,v) )
|6 ’ _ 91
W ——Zi@(yi—ml)
9?ly19(m,v) 9,
|6 s _ 1-6; i
W ——Zz‘?(%—mﬂ
soit :
ro; 1-6; .
SvinE =02 0 0 0 0
0 % 0 Gi(yivgml) 0
1-0; (1=0;)(y;—m2)
vaa = ZEely O 0 v2 0 9 U%
i 0 Gi(yi;ml) 0 9i(yi*m13 —0;v1 0
h 207
0 0 (1-0;)(y;—m2) 0 (1=04) (yi=m2)> = (1—=0;)v2
02 203
L 2 2 J

(B.2)

Pour obtenir 'expression de I'information manquante, il faut calculer la variance du gradient de
la log-vraisemblance, soit :

[ Olg(A\) T
)
Oy |o(m.v)
om

ol 0(m,v

Ty = covgly | g | . (B.3)

Ay |9 (mv)
vy

Alylo(m,v)
Ovg

avec la variance de #; conditionnellement & y; donnée par :

A1 =Nai(y; ©)g2(y; ©)
[Ag1(y:0) + (1 — N)g2(y: ©)] (B.4)

Varg‘y =
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On a:
olg(N)\ 0; 1= 01\ Var9|y(0 )
var0|y( N > = vary|y (;[)\ 1_)&) _Z[)\2(1—)\) (B 5)
Oly19(m,v) vargy (6;)
vatoy < y'aml ) =2 1'% (i —m1)” (B.6)
Oly1p(m,v) vargy (0;)
|0 _ 0
varg|y < y@mg ) = Xl: v}%, (y; — ma)? (B.7)
Oly19(m,v) 1 yi —my)? 2
VaI‘9|y < ylavl ) - Zvareb’(ez) ( TUl ( 2,0% 1) (B 8)
Olyjp(m,v) 1 i —m2)?\’
varg|y < ylavz ) = Zvarmy(ei) <—2v2 ( 202 2) (B.9)
al@(A) aly|9(7n? U) - 92 - A 91 4
Yi —m
= Zvarﬂy(@i)i)\(l — )\)17)1 (Bll)
alg()\) alyw(m, U) . [ 91 - A :| 1-— 91 '
oy ( o om ) T\ sa )y ) (B12)
i — M
-3 Var9|y(9i)ﬁ (B.13)
8l9()\) ol |9(m,v) 92 - A 9, 91
Ovoly ( T on = covy | 2 [M} Do T 503 Wi ma)? (B.14)
_ , 1 1 (g m)?
= Ei:varmy(@z))\(l Y ( 50, + 721}% (B.15)
dlg(N) Olyjp(m,v) 0; — A 1-6;, 1-6;
cove|y ( gg\ )7 Y|98U2 ) = covgy (Z [)\(1 — )\)} ,Z— 209 + 21}% (yi — m2)2> (B.16)
_ , 1 1 (yi—m)?
= ;vargb,(el) YEESY ( 50, + T (B.17)
ol m,v ol (m7 U) 92 1-— 9@
COVyly < y8|f7(117 ), ygm2 ) = COVyly (Z a(yl - ml),z v (yi — m2)> (B.18)
; — MM i — 1
= vargy (6) y ;if}; 2) (B.19)
alyw(m,v) Bly|9(m,v) _ 0 9 5
COVyly < omy Jo; = Covy|y XZ: " —my), 2?}1 21}1 —my) (B.20)
—my 1 (yi — ml)2
- Zva@ly (‘201 + T (B.21)
Olylgmw) Olypp(m,v)\ 0 1—0;, 1—6 ,
COVyly ( omy 90, = CoVy|y ; a(yz - m1),; - 50s + 202 (y; —ma) (B.22)
—my (1 (g ma)?
= Zval"9|y " ( % + 721]% (B.23)
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B.1. Mélange de deux gaussiennes (suite)

ANio(ma) Olylg(m,v 1—6; 0; 0;
COVgly < yolmy) 1ol )) = COVg|y (Z (yi —ma), > =5+ 55 (yi — m1)2> (B.24)

Omao ovy ~ U2 201 20§
yi—ma (1 (yi—m)’
= Zval’gb,(ei) s <_21}1 + T (B25)
Olylo(m,v) Olyjp(m, v) 196, 1-6, 1—6, ,
COVy|y < Oma ) vy = COVyy XZ: s (yl - m2)7 zﬁ: - 209 + 22)% (yz - m2)
(B.26)
Yi —mo 1 (yi—ma)?
= Zvarmy(ei) " (—21}2 + W (B.27)
aly|0(m,v) aly|0(7nv U) 0; 0; 2 1-—6; 1-—6; 2
CoVyly < o, Ovo = COVy|y ; 727,01 + 271)%(3/1 —mq) a; - 209 + 2,0% (yi —ma2)
(B.28)
1 (yi —ma)? 1 (yi —mp)?
= o) —— + ———" —_ = =)
zi:val”my( ) ( 201 t 21)% 2v9 + 212%
(B.29)

121



Annexe B. Annexe d l'exemple 2.5.2.1
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Annexe C

Distribution des données completes
pour un modele OE a effets-mixtes

Apres le développement d’un algorithme EM pour identifier les parametres d’'un modele ARX a
effets-mixtes, j’ai cherché a transposer cette démarche au modele OE. Malheureusement, le calcul
analytique de l’espérance dans 1’étape de E n’est pas trivial, ce qui m’a conduit a considérer des
algorithmes stochastiques pour échantillonner des densités complexes. Pour illustrer ce propos, prenons
un exemple trés simple : un modele OE d’ordre 1 défini par la relation :

1
i(k) = ——F——
(k) 11— frig!

= wz(k) + e,,(k:) (02)

u(k —1) + ei(k) (C.1)

Il est toujours possible de donner les distributions permettant d’accéder a la distribution des données
completes :

p(Yi, 0i;©) = p(yi|0i; ©)p(0i; ©) (C.3)
Yil0i;© ~ N(®(6;)6;,07) (C.4)
6::© ~ N(T,9), (C.5)

0; étant uniquement composé de f1 ;, et donc T contient uniquement 1’espérance de f; et {2 sa variance.
Dans ce cas la principale différence avec la structure ARX est que ® n’est pas connu parfaitement, mais
fait intervenir des signaux reconstruits par I'intermédiaire des parametres estimés. En ’occurence, ici

1 q*

P = [wiqfl] avec w;q - = ru(k — 1). Mais ceci n’est pas un probléme puisqu’il s’agit de la

T—fr.q-

distribution de y; sachant 6, de{ 1(’:(;1 fait ’écriture de la vraisemblance reste la méme en replacant ® par
®(0) et 'étape de maximisation ne change donc pas. Par contre, pour ce qui est de I’étape d’espérance
et du calcul de E(0;|y;), Iécriture de la distribution p(6;|y;) devient compliquée voire impossible. En
effet, s’il est possible de calculer la distribution de 6;|y; étant donné les distributions marginales de 6;
et y; lorsque celle-ci sont Gausiennes et que le lien entre ces deux quantités est linéaire, il n’en est pas

de méme lorsque, comme nous, ce lien n’est plus linéaire. En reprenant ’exemple, on a :

k
= frawi(0) + Y f15 tulk —n). (C.7)
n=1

Comme f; suit une loi normale, w;(k) est une variable aléatoire de distribution complexe. On peut
évidemment chercher a simplifier le probléme, par exemple en choisissant un signal d’excitation simple
w(0) =0, u(0) =1 et u(k) = 0,Vk # 0. On obtient dans ce cas :

wi(k) = f; u(0) (C8)

11 est alors possible d’obtenir la moyenne et la variance de w;(k) mais la distribution requiert un calcul
d’intégrale complexe méme pour ce modele volontairement simplifié. Cette approche fondée sur la
reconstruction de w;(k) nécessite un grande force de calcul et elle est non réutilisable.
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Anneze C. Distribution des données complétes pour un modéle OF d effets-miztes

On peut également chercher la distribution de y;(k) sans faire appel a w;(k). Pour notre exemple
on peux écrire :
yi(k) = fray(k — 1) +u(k — 1) + ei(k) — fried(k —1). (C.9)

Hormis le fait que y;(k) soit une suite, le produit des variables aléatoires normales fi;e(k — 1) est un
frein & d’autres développements.
On peut essayer d’approcher la distribution de y;(k) par une loi normale de moyenne et de variance :

E(yi(k)[63, yi(k — 1)) = fiyi(k — 1) + u(k — 1) (C.10)
var(yi (k)[0;, yi(k — 1)) = (1+ f{ +w}, )o? (C.11)
ou wj%l est le parametre de 2 associé a la variance de fi.

Lorsque 'on implante I’algorithme de cette fagon, les résultats perdent leur précision lorsque la
variance du bruit augmente, et lorsque le signal d’excitation est trop monotone, figure C.1.

15 20 25 30 35 40 45 50
Temps (s) itérations

(a) Les données de simulations en réponse & un échelon (b) Estimation de T

A A
10°

10! £

F— - - - - - - ———— .

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
itérations itérations

(c) Estimation de © (d) Estimation de o2

FiGure C.1 — Estimation des parametres d’un systeme OE simple en utilisant ’approximation de la
loi de 6;|y par une loi normale dont 'espérance et la variance et décrite par (C.10) et (C.11)

On ne peut donc pas se permettre d’utiliser une telle approximation, il est nécessaire d’effectuer les
calculs sur la distribution réelle des données. On va alors utiliser des outils statistiques pour générer
des variables aléatoires issues de distributions complexes, ces méthodes nécessitent de grandes connais-
sances sur les algorithmes stochastiques, les méthodes de Monte-Carlo, etc.. Et leur implementation
est tres intriquée d’ou la nécessité d’accorder un nouveau chapitre pour les structures autres qu’ARX.
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Résumé

L’identification de systemes dynamiques est une approche de modélisation fondée uniquement sur la
connaissance des signaux d’entrée et de sortie de plus en plus utilisée en biologie. Dans ce méme domaine
d’application, des plans d’expériences sont souvent appliqués pour tester les effets de facteurs qualitatifs
sur la réponse et chaque expérience est répétée plusieurs fois pour estimer la reproductibilité des résultats.
Dans un objectif d’inférence, il est important de prendre en compte dans la procédure de modélisation les
variabilités expliquées (effets fixes) et inexpliquées (effets aléatoires) entre les réponses individuelles. Une
solution consiste a utiliser des modeles a effets mixtes mais jusqu’a présent il n’existe aucune approche
similaire dans la communauté automaticienne de l’identification de systemes. L’objectif de la these est
de combler ce manque grace a 'utilisation de structures de modele hiérarchiques introduisant des effets
mixtes au sein des représentations polynomiales boites noires de systémes dynamiques linéaires. Une nouvelle
méthode d’estimation des parametres adaptée aussi bien a des structures simples comme ARX qu’a des
structures plus complétes comme celle de Box-Jenkins est développée. Une solution au calcul de la matrice
d’information de Fisher est également proposée. Finalement, une application a trois cas d’étude en biologie
a permis de valider I'interét pratique de 'approche d’identification de populations de systémes dynamiques.

Mots-clés: Identification de systémes, systemes dynamiques, effets mixtes, modeles hiérarchiques, biologie

Abstract

System identification is a data-driven input-output modeling approach more and more used in biology
and biomedicine. In this application context, methods of experimental design are often used to test effects
of qualitative factors on the response and each assay is always replicated to estimate the reproducibility of
outcomes. The inference of the modeling conclusions to the whole population requires to account within the
modeling procedure for the explained variability (fixed effects) and the unexplained variabilities (random
effects) between the individual responses. One solution consists in using mixed effects models but up to
now no similar approach exists in the system identification literature. The objective of this thesis is to
fill this gap by using hierarchical model structures introducing mixed effects within polynomial black-box
representations of linear dynamical systems. A new method is developed to estimate parameters of model
structures such as ARX or Box-Jenkins. A solution is also proposed to compute the Fisher’s matrix. Finally,
three application studies are carried out and emphasize the practical relevance of the proposed approach to
identify populations of dynamical systems.

Keywords: System identification, dynamical systems, mixed effects, hierarchical models, biology






	Table des figures
	Introduction générale
	Identification de système  Modèles individuels
	Introduction
	Historique
	Notations
	Représentation des systèmes
	Représentation non-paramétrique
	Représentation paramétrique
	Équation aux différences
	Fonction de transfert
	Représentation d'état

	Relation entre les représentations

	Structures de modèle et bruit
	Le bruit
	La vraie structure de modèle
	Analyse des résidus
	Modèle ARX
	Modèle OE
	Modèle BJ
	Unification de la représentation boîte-noire

	Estimation des paramètres
	Erreur de prédiction
	Filtrage de l'erreur de prédiction
	Fonction de coût

	Algorithme des moindres carrés
	Les moindres carrés linéaires
	Les moindres carrés non-linéaires

	Calcul du gradient

	Identifiabilités
	Identifiabilité a priori
	Identifiabilité a posteriori
	Identifiabilité pratique

	Planification d'expériences
	Discussion

	Modèles à effets mixtes  Modèles de population
	Introduction
	Historique
	Notations
	La structure de modèle linéaire
	La loi normale
	Maximum de vraisemblance
	Formulation de l'estimateur du maximum de vraisemblance
	Information de Fisher
	Cas de la loi normale

	Maximum de vraisemblance restreinte
	Problème de maximum de vraisemblance
	Correction du biais
	Maximum de vraisemblance restreinte, approche par projection
	Maximum de vraisemblance restreinte, approche bayésienne

	Modèles à effets fixes et Analyse de la Variance (ANOVA)

	Les modèles à effets mixtes
	Modèles à effets mixtes et modèles hiérarchiques
	Modélisations des observations
	Modélisation des paramètres individuels

	Maximum de vraisemblance
	Algorithme EM
	Calcul de la matrice d'information de Fisher


	Discussion

	Identification de structure ARX à effets mixtes
	Introduction
	Complément de notation
	Modèle ARX hiérarchique 
	Définition du modèle
	Distribution des mesures
	Distribution des paramètres individuels


	Estimateur du maximum de vraisemblance 
	Algorithme EM
	Étape d'espérance (E)
	Étape de maximisation (M)

	Calcul de l'incertitude sur les paramètres
	Matrice d'information de Fisher
	Calcul de la matrice d'information de Fisher
	Tests statistiques

	Évaluation des performances
	Protocole expérimental
	Résultats et discussion
	Validation des estimées fournies par la matrice d'information de Fisher

	Discussion

	Identification de structure Box-Jenkins à effets mixtes
	Introduction
	Structure de modèle Box-Jenkins hiérarchique 
	Définition du modèle
	Distribution des mesures
	Distribution des paramètres individuels


	Estimateur du maximum de vraisemblance 
	Algorithme SAEM
	Étape SAE: approximation de l'espérance par simulation indirecte de loi
	Méthode de rejet
	Algorithme de Metropolis-Hastings
	Approximation stochastique

	Étape M de maximisation
	Recuit simulé


	Représentation zéro, pôle, gain pour les modèles à effets mixtes
	Calcul de l'incertitude sur les estimations
	Matrice d'information de Fisher
	Calcul des dérivées de la log-vraisemblance

	Comparaison des performances des algorithmes EM et SAEM
	Protocole expérimental
	Résultats et discussion

	Évaluation des performances de l'algorithme SAEM pour la comparaison de groupes
	Protocole expérimental
	Résultats et discussion

	Validations qualitatives
	Espérance des groupes
	Les modèles individuels
	Prédictions vs observations
	Pôles, zéros et gain
	Distribution des paramètres

	Discussion

	Applications à trois cas d'études
	Analyse GAP-FRAP
	Introduction
	Expérimentation in vitro
	Lignées cellulaires, culture monocouche et sphéroïde
	Gap-Fluorescence Recovery After Photobleaching (Gap-FRAP)

	Caractérisation du Gap-FRAP par identification de populations
	Prétraitement des données
	Identification ARX à effets mixtes
	Identification BJ à effets mixtes

	Discussion
	Analyse de la contractilité de cardiomyocytes
	Introduction
	Modélisation et estimation
	Discussion

	Croissance tumorale
	Introduction
	Modélisation et estimation des croissances tumorales
	Discussion


	Conclusions générales et perspectives
	Annexes

	Fonctions génératrices des moments
	Fonction génératrices des moments
	Exemple de la loi exponentielle
	Fonction caractéristique d'une variable aléatoire
	Cas de la loi normale bivariée
	Annexe à l'exemple 2.5.2.1
	Mélange de deux gaussiennes (suite)
	Distribution des données complètes pour un modèle OE à effets-mixtes
	Bibliographie






