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Résumé

Cette these, réalisée au sein du projet SINAPS@ (Séisme et Installation Nucléaire : Améliorer et
Pérenniser la Sureté), a pour objectif de développer un nouvel élément fini poutre capable de modéliser
le comportement d’une structure en béton armé jusqu’a la rupture.

Pour prendre en compte 'influence des contraintes de cisaillement, la théorie de Timoshenko a été
choisie et formulée dans une approche de poutre multifibres. Ainsi, la section est divisée en fibres qui
peuvent étre modélisées par des matériaux différents. La nouvelle formulation, récemment développée
par (Caillerie, et al., 2015) a été adoptée. Cette formulation est libre de blocage en cisaillement et ses
fonctions de forme sont indépendantes des paramétres matériau car elle utilise des fonctions de forme
d’ordre plus élevé pour interpoler les champs de déplacement transversal et de rotation (en introduisant
a lélément fini des degrés de liberté internes).

Dans ce travail de thése cette nouvelle formulation est tout d’abord comparée avec d’autres formu-
lations éléments finis (Bitar, et al., 2016) et validée par des calculs linéaires et non linéaires. De plus,
un enrichissement cinématique du champ de déplacement axial pour cette formulation est proposé afin
d’améliorer sa capacité a reproduire l'interaction entre I'effort axial de I’élément et le moment de flexion.

Afin de modéliser le comportement complet de la structure et de prendre en compte 'effet de la fis-
suration, la méthode des éléments finis intégrés (E-FEM) est ensuite utilisée. Cette méthode consiste a
enrichir la cinématique en introduisant une variable de discontinuité de déplacement au sein de la section
(ou au sein des fibres) ayant pour role de décrire une ouverture dans le matériau pour le cas d’une fissure
ou encore le comportement adoucissant d’une rotule plastique. Cette technique est d’abord appliquée
au niveau de la section puis au niveau des fibres de la section, afin d’y incorporer le couplage entre un
modéle de comportement continu et un modéle de comportement cohésif liant un saut de déplacement
a une force de traction. Cet enrichissement cinématique du champ de déplacement permet a la fois de
rendre les réponses globales des structures plus objectives mais aussi de fournir des informations locales
comme 'endommagement et/ou ouverture de fissures.

Le fonctionnement et Uefficacité des modéles proposés sont finalement validés par des études numé-
riques ainsi que par la comparaison avec des résultats expérimentaux.
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Abstract

This thesis aims to develop a new finite beam element to simulate the behavior of reinforced concrete
structures till failure. In order to take into consideration the shear stress, the Timoshenko theory has
been chosen in the framework of the multifiber approach. The section is divided into fibers which can
be modeled using different materials. Furthermore, a new finite element formulation recently proposed
by Caillerie et al. 2015 has been adopted. This formulation uses cubic shape functions for the transverse
displacements and quadratic functions for the rotations with additional internal node. This results to a
finite element free of shear locking and to shape functions independent of the material properties. In the
first part of this work, this new formulation has been compared with other finite element formulations
in Bitar et al. 2016 and has been validated for linear and non-linear calculations. Furthermore, shape
functions of order three are proposed for the axial displacements of this formulation in order to improve
its ability to reproduce the interaction between the axial force of the element and the flexure moment.

In order to model the complete behavior of the structure, the embedded finite element (E-FEM) me-
thod is adopted. The kinematic of the structure is enhanced by introducing a displacement discontinuity
variable within the section (or within the fibers). The discontinuity variable can describe a material ope-
ning for the case of a crack or a softening behavior for the case of a plastic hinge. The material behavior
at the discontinuity is characterized by a cohesive law linking the axial stress and the displacement jump
by a linear relation, which allows capturing the released fracture energy. The kinematic enhancement of
the displacement field helps in limiting the mesh dependency of the global response and provides local
information such as damage and/or opening of cracks.

The performance and the efficiency of the proposed models are finally validated by numerical studies
and by comparison with experimental results.

This work was supported by National Agency of Research (ANR) following the RSNR 2012 call for
projects on future investments post-Fukoshima [SINAPS@ ANR-11-RSNR-0022].
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte général

Les dégats causés par le séisme et le tsunami de 2011 sur la cote Pacifique du Tohoku au Ja-
pon ont incité la communauté scientifique internationale a investir plus de ressources dans des études
visant a renforcer la sécurité des ouvrages face a de telles catastrophes. En France, I’Agence Natio-
nale de la Recherche (ANR) a lancé un appel a projets suite a l'accident nucléaire de Fukushima
pour la recherche en sureté nucléaire et en radioprotection. Dans le cadre des Projets d’Investisse-
ment d’Avenir (PTA), un projet intitulé Séisme et Installations Nucléaires, Améliorer et Pérenniser
la Stareté (SINAPSQ, [SINAPS@, 2013]|) a été déposé, projet qui vise, comme indiqué sur son site
http://www.institut-seism.fr/projets/sinaps/, & explorer les incertitudes inhérentes : aux bases
de données, & la connaissance des processus physiques, aux méthodes utilisées a chaque étape de 1’éva-
luation de l'aléa sismique et de la vulnérabilité des structures et des composantes nucléaires.

Il y a une nécessité de comprendre d’ott viennent les marges sismiques et de mieux les maitriser
dans le but d’augmenter la durée des vies des sites de production d’énergie. Le projet SINAPSQ@ a
deux objectifs principaux : définir une démarche d’identification des incertitudes sur les données mais
aussi sur les étapes de ’évaluation du risque sismique en se focalisant sur les pays a faible sismicité ; de
porter un regard critique sur les approches de modélisation et de simulation retenues dans le domaine
du génie parasismique. Ce projet d’envergure comprend 12 théses de doctorat et 19 années de Post-doc
et il integre les incertitudes a tous les niveaux, de l’aléa aux incertitudes des données matériaux et des
modeéles pour évaluer la vulnérabilité des ouvrages.

Le projet SINAPS@ s’articule en six volets illustrés dans la figure 1.1 : le premier volet consiste
a analyser les méthodes d’évaluation de l'aléa sismique au regard des connaissances de la sismicité et
des processus physiques dans une zone & sismicité modérée et aussi & fournir une description de ’aléa
sismique adaptée aux besoins de 'ingénierie des ouvrages. Le deuxiéme volet concerne le couplage des
modéles de sources et d’ISS (Interaction-Sol-Structure) pour mieux quantifier I’aléa au niveau de la
fondation. Le troisiéme volet a pour objectif d’étudier la réponse sismique des ouvrages afin d’améliorer
les modeéles de structures des plus complexes aux plus simples (dans le cadre d’études probabilistes). Le
quatriéme volet se focalise principalement sur I’évaluation du risque sismique en bénéficiant du retour
des volets 1 et 3. Le volet cinq porte sur 'interaction entre les batiments par le biais des compagnes
expérimentales.

La présente thése, financée par le projet SINAPSQ, s’inscrit dans le troisiéme volet intitulé "Compor-
tement de Structures et Equipements". Plus spécifiquement, elle concerne le développement d’un nouvel
élément fini poutre capable de simuler le comportement d’une structure jusqu’a la rupture avec un coit
de calcul acceptable. Ce nouvel outil numérique pourra répondre aux besoins pratiques de I'ingénierie et
des bureaux d’étude nationaux dans les procédures de conception des ouvrages en génie civil. Le travail
a été effectué au sein de I'institut de Recherche en Génie Civil et Mécanique (GeM) de I'Ecole Centrale
de Nantes.


http://www.institut-seism.fr/projets/sinaps/
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FIGURE 1.1 — Les six volets du projet [SINAPS@, 2013|

1.2 Contexte scientifique

En statique ou en dynamique, une fois dépassée leur capacité a se déformer élastiquement les maté-
riaux entrent dans le domaine non-linéaire. Les observations in situ montrent que les non-linéarités ont
tendance a se localiser dans certaines parties des ouvrages du génie civil, appelées communément “ro-
tules plastiques". Les déformations se localisent dans ces zones et les contraintes se trouvent fortement
diminuées (comportement adoucissant des matériaux), ce qui peut entrainer la ruine partielle ou totale
de la structure.

Parmi les différentes approches utilisées pour modéliser ce comportement, deux méthodes sont d’in-
térét dans ce travail de these :

— L’approche macroscopique ou des éléments finis 2D ou 3D avec les lois de comportement en
contraintes - déformations sont adoptés. Pour des structures en béton armé, cette approche est
capable de décrire I'initiation et sous certaines conditions la propagation des fissures, le glissement
acier/béton, l'inter-verrouillage des granulats. L’approche nécessite souvent des temps de calcul
importants, puisque elle conduit & des maillages ayant un grand nombre de degrés de liberté.

— L’approche globale, basée sur des modeéles de type poutres, plaques et coques ou des hypothéses
cinématiques sont adoptées afin de réduire le nombre nécessaire de degrés de liberté et diminuer
ainsi le temps de calcul.

Plus spécifiquement, la modélisation par éléments poutres suit généralement deux grandes théories
basées sur des hypotheéses cinématiques : les sections restant planes et perpendiculaires a la ligne moyenne
(la ligne qui joint les centres de gravité des sections) de la poutre (Bernoulli), les sections restant planes
mais pas nécessairement perpendiculaires a la ligne moyenne (Timoshenko). Les éléments finis poutres
sont formulés en déplacements ou en forces et les non-linéarités le long de la poutre sont prises en compte
par une approche concentrée ou distribuée; les non-linéarités dans la section sont modélisées par une
approche généralisée ou multifibres.

Le modéle développé dans cette thése de doctorat s’inscrit dans le cadre d’'une modélisation par
éléments finis poutres Timosheko formulés en déplacement, selon une approche distribuée (chapitre
4) et mulitifibres (chapitres 5 et 6). Les arguments nécessaires pour justifier ces choix sont présentés
dans le chapitre suivant élaborant 1'état de 'art des éléments poutres (chapitre 2). Afin de simuler le



comportement jusqu’a la ruine, la méthode d’enrichissement cinématique (discontinuités de déplace-
ment) est adoptée. Plus spécifiquement, le nouvel élément fini poutre développé repose sur trois axes
fondamentaux :

1. L’utilisation d’une formulation élément fini poutre Timoshenko en déplacements introduite par
[Caillerie et al., 2015]. Cette formulation utilise des fonctions de forme d’ordre élevé pour inter-
poler les champs de déplacement transversal et de rotation, en introduisant des degrés de liberté
internes ; la performance de cet nouvel élément est étudiée dans le chapitre 3 et dans [Bitar et al.,
2016].

2. L’adoption d’une approche généralisée (dont le principe est de définir des relations généralisées
entre les forces et les déformations de la section) et une approche multifibres (la section est divisée
en fibres, chacune ayant sa loi de comportement).

3. L’utilisation de la méthode des éléments finis intégrés (E-FEM) au niveau de la section et au
niveau des fibres de la section, pour assurer le couplage entre un modéle de comportement continu
et un modeéle de comportement cohésif (lien entre un saut de déplacement et une force de traction).
Cette méthode introduit une variable de discontinuité au sein de I’élément ou au sein des fibres
ayant pour role de décrire le comportement jusqu’a la ruine.

1.3 Plan de la thése

Le chapitre 2 présente un bref état de ’art sur les éléments poutres, centré plus spécifiquement sur
les objectifs de ce travail de thése de doctorat. Les différentes modélisations longitudinales, les approches
concentrées et distribuées ainsi que les deux types de formulations éléments finis & base de forces et de
déplacements sont abordés. Ensuite, les principes de la théorie des poutres de Bernoulli et de Timoshenko
sont passées en revue. L’accent est mis sur la théorie de Timoshenko sur laquelle les modéles développés
dans cette thése se sont fondés. La modélisation de la section par les approches généralisées et multifibres
est décrite. Quelques exemples de la littérature motivant ’utilisation des poutres Timoshenko multifibres
sont aussi donnés. Enfin, le chapitre se termine sur quelques mots concernant la modélisation éléments
finis et le code utilisé dans cette thése.

Dans le chapitre 3, trois formulations en déplacements des éléments poutre Timoshenko multifibres
sont présentées. Les formulations différent par le choix des fonctions qui interpolent les champs de
déplacements et de rotation. La formulation variationnelle est décrite conduisant & la construction des
matrices de rigidité et de masse et de vecteur des forces nodales. Ensuite, des comparaisons entre les
trois formulations poutres sont faites en utilisant des lois de comportement sous différentes conditions
de chargement statique. Les avantages et les inconvénients de chaque formulation sont mis en évidence.
Le cas des interactions non linéaires entre 'effort axial et le moment de flexion est étudié en détail et de
nouvelles fonctions de forme pour le déplacement axial sont proposées afin d’améliorer la performance
de 1’élément.

Un premier modéle poutre, capable de tenir compte du comportement adoucissant lors de ’appa-
rition des fissures est proposé dans le chapitre 4. Le modéle s’inscrit dans le cadre d’une approche
généralisée. Un travail d’enrichissement cinématique du champ des déplacements généralisés est mené
afin de construire un modéle macroscopique capable de modéliser le comportement global d’une structure
jusqu’a la rupture.

Le chapitre 5 est consacré au développement d’un élément poutre Timoshenko multifibres dont
I'enrichissement se fait cette fois-ci au niveau des fibres. Ainsi, chaque fibre est considérée comme un
élément barre dont le champ de déplacement axial est enrichi par une variable de discontinuité. Cette
variable fournit une information sur I’état local du matériau dans la fibre, ce qui permet une modélisation
simplifiée de la fissuration dans la section de la poutre.

Le principe d’un autre modéle proposé dans le chapitre 6 est d’enrichir les fibres par plus qu’une
seule discontinuité au niveau des points d’intégration. Les détails analytiques et numériques sont ainsi
abordés et le chapitre se termine par des applications numériques et des comparaisons avec des résultats
expérimentaux pour valider 'efficacité du modéle proposé. Le manuscrit se termine par des conclusions
générales et des perspectives.






Chapitre 2

Quelques notions sur les poutres



Sommaire

2.1 Introduction

2.2 Théories des poutres . . . . . . . o v v v i i ittt e e e e e e e e e e e e e
2.2.1 Théorie de Bernoulli . . . . . . . ... ... ... ..
2.2.2 Théorie de Timoshenko . . . . . . . . . . .. . ... ... .. ... ... ...

2.2.2.1 Coefficient de correction de cisaillement . . . . . . .. ... ... ..

2.3 Différentes formulations des éléments finis poutres . . . . ... ... ...
2.3.1 Interpolation en forces . . . . . . . . ... L
2.3.2 Interpolation en déplacements . . . . . . . .. ... Lo

2.4 Modélisation longitudinale . . . . . . . . . . .. 0 0 e e e e

2.4.1 Approche concentrée
2.4.2  Approche distribuée

2.5 Modélisation delasection . . ... ... ... ... . 00 00000
2.5.1 Approche généralisée . . . . . . . ..o
2.5.2 Approche multifibres . . . . . . ..o

2.6 Conclusion

© © 00 N

10
10
11
11
11
11
12
12
12
14




2.1 Introduction

La théorie des poutres est une simplification de la théorie de 1’élasticité. Un élément poutre est
un élément structurel dont une des dimensions est bien plus grande devant les deux autres. Afin de
simplifier les équations différentes hypothéses cinématiques sont adoptées ; on peut distinguer la théorie
de Bernoulli qui considére qu'une section plane reste plane et normale & la ligne moyenne, la théorie
de Timoshenko qui considére qu’'une section plane reste plane et des théories d’ordre supérieur qui
considérent qu’une section plane peut se voiler. Les éléments finis poutres sont formulés en déplacements
ou en forces et on peut distinguer deux niveaux de modélisation, une modélisation longitudinale et une
modélisation transversale. Les non-linéarités le long de la poutre sont prises en compte par une approche
concentrée ou une approche distribuée, alors que les non-linéarités dans la section sont modélisées par
une approche généralisée ou une approche multifibres. Ces notions sont explicitées schématiquement a
la figure 2.1 et détaillées ci-dessous.

Théorie de Bernoullie

|

Hypothese cinématique

|

Théorie de Timoshenko

—>| Modélisation transversale

Approche multifibres ‘

| |

Modélisation de la section

Approche généralisée ‘

Poutre

Formulation a base de déplacement

|

|

Approche distribuée |

Formulation & base de force

—)l Modélisation longitudinale

Approche concentrée

|

FIGURE 2.1 — Terminologie utilisée pour la modélisation des structures poutres

2.2 Theéories des poutres

La poutre considérée a une longueur L et une section S (figure 2.2). Soit G(X,Y") le centre de gravité
de la section. La ligne moyenne est la ligne qui joint les centres de gravité de toutes les sections de la
poutre. Soit P(z,y) un point sur la section (la présentation est faite ci-dessous pour une poutre 2D).
On suppose que G, et G, sont les axes d’inertie principale. On exprime le déplacement U = (Ug,vy)

de P en fonction du déplacement généralisé de la section en G : U = (U, V). On peut écrire la forme
vectoriel suivant (torseur de déplacement) :
— =
it =Us+ B AGP (2.1)

% P . .
© ., représente la rotation de la section.
La projection de (2.1) sur les axes x et y donne naissance a deux composantes du déplacement :

e (z,y) =Us(z) — yO:(2)

0,(2,9) =V, () (22)
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FIGURE 2.2 — Element poutre

FIGURE 2.3 — Déplacements dans la section

Dans la suite, on va formuler le probléme en élasticité linéaire avec les hypothéses cinématiques
d’Euler-Bernoulli et de Timoshenko en appliquant le principe des travaux virtuels. La présentation est
faite en 2D avec ’hypothése de petites perturbations (petits déplacements, petites déformations). La
cinématique au point P est écrite donc au travers de la relation suivante :

1
ﬁzgwﬁ+vﬁw (2.3)

Les deux hypothéses cinématiques adoptées par les théories de Bernoulli et de Timoshenko sont
explicitées ci-dessous.

2.2.1 Théorie de Bernoulli

Les origines de cette théorie datent de XVIII siécle. C’est la premiére théorie traitant les poutres
en considérant que la section plane reste plane et perpendiculaire a la ligne moyenne aprés déforma-
tion. Autrement dit, la rotation généralisée de la section O, vaut la dérivée du déplacement généralisé
transversal V, par rapport a x. Le champ de déformations obtenu est :

en(wy) = 28 7 (1) — 4O (a)
oz
(09) = 22+ 9% _1(0) — ©.(2) = 0 24
fYIyxvyfay 81‘7?4:8 2\T) =

Une des conséquences de ’hypothése cinématique de la théorie de Bernoulli est donc que les déformations
de cisaillement sont nulles. Par conséquent, les contraintes de cisaillement ne peuvent pas étre prises en
compte. Ceci limite le domaine de 'utilisation de la théorie Bernoulli aux poutres élancées. En effet,
dans le cas des poutres courtes 'effet de cisaillement est important et ne peut pas étre négligé.



2.2.2 Théorie de Timoshenko

La théorie de Timoshenko considére que les sections planes reste planes aprés la déformation (pas
nécessairement perpendiculaires & I’axe moyen), voir figure 2.4. Cette théorie introduit donc une liberté
de rotation a la section, appelé angle de distorsion, qui permet de calculer la déformation de cisaillement.

FIGURE 2.4 — Cinématique de la poutre, théorie de Timoshenko

Le champ des déformations s’écrit :

Ougy
Dun | B0y, (2.5)

’ny(xay): 82{ + 61‘ :Uy(x)_(az(x)zﬁy#o

La théorie de Timoshenko permet par conséquent de calculer une déformation de cisaillement constante
le long de la section. Ceci n’est évidemment pas conforme avec la distribution parabolique qu’on trouve
selon la théorie d’élasticité et ne respecte pas les conditions aux limites. Pour améliorer la performance de
Papproche, un coefficient de correction de cisaillement est donc introduit pour le calcul des contraintes
( [Cowper, 1966], [Klaus-Jurgen Bathe, 1996], [Dong et al., 2010], [Zhao, 2015]).

2.2.2.1 Coefficient de correction de cisaillement

Prenons une poutre de section rectangulaire soumise a une force de cisaillement T comme exemple.

La contrainte de cisaillement o, se calcule analytiquement en faisant I’équilibre d’un élément de volume

de la poutre. Cet équilibre fait alors apparaitre le moment statique a I’abscisse. L’équation du moment
statique le long de 'ordonnée de la section a une forme parabolique.

T 3T 2

_ TS 3T, v

Ogy = Z b(y) = g( - hg) (26)

Cette expression donne des valeurs nulles aux extrémes (y = :I:%)7 or la théorie de Timoshenko
suppose des valeurs non nulles mais constantes (0, = %)

y Théorique Sans correction

74

ouy =7 =G
FIGURE 2.5 — Contrainte de cisaillement : théorique (a gauche), sans correction (a droite) [ICAB, 1991]

Différentes propositions existent pour le coefficient de correction de cisaillement. Reissner a proposé
de déduire ce coefficient en assurant une équivalence énergétique entre I’énergie interne de déformation



associée a la distribution réelle de la contrainte de cisaillement U; et ’énergie de déformation associée
au modele de Timoshenko Us, [Klaus-Jurgen Bathe, 1996] :

U, = U
1, 1 T,
—02dS= | —(=)%dS*
/S 2G " /S 2 5 (2.7)
T2
2,8 =—
/;Umy S*

avec k = 5 le coefficient de correction. On trouve :

T2
T 5 [y02,dS

Pour une section rectangulaire, le coefficient de correction de cisaillement de Reissner vaut k = 5/6.

Cowper a proposé une autre méthode pour trouver le coefficient de correction en fonction du coef-
ficient de poisson v [Cowper, 1966]. Sa méthode consiste a calculer k & partir du probléme d’élasticité
tridimensionnelle d’une poutre console. Pour une section rectangulaire pleine, il trouve :

b 10(1 +v)

12+ 11y

Une discussion détaillée concernant les coeflicients de cisaillement peut étre consultée dans le travail

de [Dong et al., 2010] ou encore dans la thése de [Zhao, 2015] qui a développé un modéle de poutre

Timoshenko pour les structures élancées possédant une section hétérogéne en utilisant la méthode d’ho-
mogénéisation asymptotique.

k (2.8)

(2.9)

2.3 Différentes formulations des éléments finis poutres

Deux formulations sont typiquement utilisées pour construire un modéle élément fini poutre de
cinématique Bernoulli ou Timoshenko pour des calculs non linéaires :

2.3.1 Interpolation en forces

Dans ce type d’élément poutre, les forces internes sont exprimées en fonction des forces nodales par le
biais des fonctions d’interpolation. Cette formulation permet une description adéquate de la distribution
des forces le long de I’élément, puisque quel que soit le comportement du matériau la distribution
des forces internes satisfait 1’équilibre [Taucer et al., 1991]. L’inconvénient de cette approche est la
relative complexité de son implémentation dans le cadre d’un code élément finis classiquement formulé
en déplacements; l'interpolation & base de forces ne respecte pas la compatibilité cinématique entre
les éléments mais seulement la compatibilité statique. [Ciampi and Carlesimo, 1986] sont les premiers
a proposer un chemin d’implémentation numérique pour ce type d’élément. [Spacone and Filippou,
1996], [Spacone et al., 1996a] ont présenté un élément poutre a base de forces avec un algorithme stable,
capable de décrire le comportement non linéaire d’une structure poutre-colonne en béton armé sous des
sollicitations cycliques. Les auteurs ont également utilisé I’approche multifibres pour la discrétization de
la section afin de reproduire le couplage entre I'effort axial et le moment de flexion et ont démontré son
efficaciteé.

Les premiers éléments finis poutres & base de forces ont été formulés dans le cadre du principe
des travaux virtuels, en utilisant le champ des contraintes comme champ indépendant. Ceci s’est avéré
problématique lors de 'implémentation numérique, c¢’est pourquoi des formulations mixtes ont été ensuite
introduites. Le principe des formulations mixtes est d’utiliser deux champs indépendants ou plus. Par
exemple, la formulation mixte de Hellinger-Reissner posséde deux champs indépendants (le déplacement
et la contrainte) [Souza and Magalhaes, 2000], [Hjelmstad and Taciroglu, 2005], la formulation mixte de
Hu-Washizu utilise trois champs indépendants (le déplacement, la déformation et la contrainte), [Taylor
et al., 2003], [Saritas and Filippou, 2009], [Saritas and Soydas, 2012], [Soydas and Saritas, 2013].
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2.3.2 Interpolation en déplacements

Ce type de formulation est plus classique (voir chapitre 3 pour plus de détails). Le champ de dépla-
cement est interpolé le long de ’élément par le biais des fonctions de forme en fonction des déplacements
nodaux. Le principal avantage de cette formulation et d’assurer la compatibilité cinématique entre les
éléments. En effet, il suffit de choisir des fonctions de forme de sorte que leurs coefficients reproduisent les
valeurs des déplacements nodaux de I’élément. Contrairement aux éléments formulés en forces, I’équilibre
statique n’est pas assurée au niveau local (au niveau de 1’élément).

2.4 Modélisation longitudinale

Les non-linéarités sont introduites dans chaque élément poutre selon deux approches : soit concentrées
aux extrémités (approche concentrée, lumped approach) soit distribuées le long de 1’élément (approche
distribuée).

A N /:\- A ~
: iLy
L: L L
| |
n
'L,
Vo Vo v ¥

Distributed Inelasticity Distributed Inelasticity Lumped Plasticity
Displacement-based formualtion Force-based formualtion Element

W Node e Integration Point

FIGURE 2.6 — Non-linéaritées le long des éléments finis poutres (illustration inspirée de [Huang, 2012])

2.4.1 Approche concentrée

Cette approche est une approche simplifiée qui permet de diminuer dans certains cas le temps
de calcul (par exemple dans le cas des portiques en béton armé ou le comportement non-linéaire se
trouve souvent concentré aux extrémités des poteaux et des poutres). Le premier élément basé sur
cette approche a été proposé par [Clough and Johnston, 1966]. Il consiste a utiliser deux éléments en
paralléle, le premier se comportant élastiquement et I’autre dans le domaine non-linéaire. Des éléments
plus efficaces ont été ensuite introduits : [Giberson, 1967], [Clough and Benuska, 1967], [Takeda et al.,
1970], [Otani, 1974], [Banon et al., 1981], [Taucer et al., 1991], [Fajfar et al., 2006] et [Dolsek, 2010].
Les limitations de cette approche ont été étudiées les années quatre-vingt par [Charney and Bertero,
1982], [Bertero et al., 1984].

2.4.2 Approche distribuée

Une description plus exacte est I'approche distribuée ou le comportement non linéaire des poutres
est cette fois-ci distribué le long de 1’élément et non plus localisé aux extrémités. De plus, la non-
linéarité peut prendre effet & n’importe quelle section située a I'intérieur de I’élément. Par conséquent,
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le comportement de I’élément est désormais obtenu par l'intégration des réponses d’un nombre limité
de sections situées aux points d’intégration pondérées par un certain poids selon le schéma d’intégration
utilisé. Un des premiers éléments & non-linéarité distribuée est celui introduit par [Soleimani et al., 1979].

2.5 Modélisation de la section

Deux modélisations de la section sont souvent utilisées : 'approche généralisée et 'approche multi-
fibres.

2.5.1 Approche généralisée

L’approche généralisée consiste & modéliser la section avec une seule loi décrivant le comportement
de la section méme si elle est constituée de plusieurs matériaux. Cette loi généralisée prend la forme
d’une relation forces - déplacements.

Un des avantages de cette approche est la simplification et la rapidité du calcul. En effet, la mé-
thode permet d’avoir des résultats globaux (a Iéchelle de la structure) sans descendre a 1’échelle du
matériau. Néanmoins, la calibration de ses paramétres reste trés délicate, surtout pour des chargements
multi-directionnels ot des essais expérimentaux sont nécessaires. De plus, ’approche généralisée néglige
les phénomeénes locaux (endommagement, plastification, fissuration. .. ), ce qui ne permet pas d’identi-
fier précisément les causes de non-linéarité ou encore de la rupture et limite fortement sa capacité de
prédiction.

Plusieurs auteurs ont proposé des éléments poutres basés sur I'approche généralisée [Rasheed and
Dinno, 1994], [Royer-Carfagni, 2001] et [Kwak and Kim, 2010], [Dujc et al., 2010], [Pham et al., 2010],
[Juki¢ et al., 2012|, [Bui et al., 2014]. Dans cette catégorie, on peut également intégrer le concept
de macro-élément introduit en géotechnique par [Nova and Montrasio, 1991]. Ce concept consiste a
considérer les non-linéarités de sol et de la fondation d’une maniére globale en un seul point. Il a été
étendu pour la modélisation de liaisons d’éléments structuraux, comme par exemple les liaisons poteaux
poutres [Fléjou, 1993], 'analyse sismique des portiques en béton armé [Davenne, 1998|, des structures
en bois [Richard et al., 1999] ou aussi pour ’étude d’interaction sol-structure [Grange, 2008].

Le chapitre 4 de ce mémoire est centré autour de I’approche généralisée appliquée aux poutres. On
s’'intéresse plus particuliérement a la modélisation des éléments structuraux en béton armé avec une loi
généralisée capable de reproduire le comportement jusqu’a la ruine.

2.5.2 Approche multifibres

L’idée de cette approche est de diviser la section en plusieurs “fibres" ayant chacune une relation de
comportement locale (en contraintes - déformations). On peut trouver cette idée dans le livre de [Owen
and Hinton, 1980b], suivi par les travaux de [Chan, 1983], [Scordelis, 1984], [Izzuddin, 1990], [Guedes
et al., 1994], [Spacone and Filippou, 1996|, [Kotronis and Mazars, 2005], [Kotronis et al., 2005].

L’approche multifibres s’est avérée d’'une grande efficacité en génie civil. On peut mentionner par
exemple 'analyse non linéaire des poutres ou des murs porteurs en béton armé [Kotronis and Mazars,
2005], [Kotronis et al., 2005], [Ile et al., 2008], [Grange et al., 2008], les problémes d’Interaction Sol
Structure [Grange et al., 2011], I’étude des interactions de U'effort axial avec le moment de flexion [Chan,
1983], [Scordelis, 1984], [Kotronis et al., 2005], [Spacone and Limkatanyu, 2000], [Pinho and Elnashai,
2000], les sections soumises a la flexion au cisaillement ou encore a la torsion [Mazars et al., 2006],
le renforcement des poteaux confinés [Desprez et al., 2013], la modélisation des éléments structuraux
renforcés ayant des sections géométriques arbitraires ou des sections creuses [Desprez et al., 2015],
Pévaluation de la vulnérabilité des ouvrages en béton armé [Desprez et al., 2015]...

Loin de vouloir étre exhaustif, on montre ci-aprés quelques exemples de 'utilisation des poutres
mutlti-fibres afin de démontrer leur capacité d’appréhender le comportement non-linéaire global et local
des structures en béton armé.

Benchmark NEES /UCSD : En 2006, le comportement sismique d’une structure en béton armé de
7 étages a été étudié expérimentalement dans le cadre d’un partenariat entre I’Université de Californie
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de San Diego, ’Association de Ciment Portland de Skokie et le consortium Américain NEESinc. La
structure a été construite a 1’échelle 1 sur une table sismique de haute performance (masse embarquable
400 tonnes) située proche de I'Université de Californie & San Diego (pour plus d’informations sur les
détails expérimentaux voir [Restrepo, 2006]). Des études dynamiques non linéaires “en aveugle” par une
discrétisation de la structure a ’aide d’éléments poutres multifibres Timoshenko et 'utilisation de lois
d’endommagement pour le béton et de plasticité pour 'acier sont présentées dans [Grange et al., 2008].
La comparaison a montré que la stratégie de modélisation adoptée est capable de reproduire le compor-
tement expérimental de la structure en termes de déplacement et de distribution de I’endommagement,
voir figures (2.8).

FIGURE 2.7 — Benchmark NEES/UCSD |Grange et al., 200§]

Damage traction state in webwall (level 1)

-4 --Measured lateral disp EQ1
- Measured lateral disp EQ2

Measured lateral disp EQ3
~® - Measured lateral disp EQ4
=4 Predicted lateral disp EQ1
=8 Predicted lateral disp EQ2
== Predicted lateral disp EQ3
=®—Predicted lateral disp EQ4

T T T

0,000 0,100 0,200 0,300 0,400 0,500
Lateral Displacement (m) 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Height (m)

(a) Résultats globaux de la structure en termes de déplacement (b) Exemple des résultats locaux de la struc-
ture en termes de distibution de I’endomma-
gement

FIGURE 2.8 — Validation des résultats numériques globaux et locaux issus de la stratégie de modélisation
multifibres avec les résultats expérimentaux [Grange et al., 2008].

Viaduc - Ispra, Italy : On présente ci-dessous un autre exemple, la modélisation d’un Viaduc & trois
colonnes avec des poutres multifibres Timoshenko (2.9). Le viaduc a été testé pseudo-dynamiquement
au laboratoire ELSA de la Communauté Européenne (JRC Ispra, Italie, [Pinto, 1996]). Dans [Grange
et al., 2011, les trois colonnes ont été modélisées avec des éléments poutres Timoshenko multifibres en
béton armé alors que le tablier avec des poutres élastiques. Les auteurs ont également pris en compte
I'Interaction de Sol avec la Structure en introduisant des macro-éléments a la base des trois colonnes.
Les résultats numériques sont en accord avec les résultats expérimentaux malgré le faible nombre de
degrés de liberté utilisé, voir (2.9b) et (2.9¢).
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(b) Reésultats globaux : comparaison entre les (c) Résultats locaux : distribution de
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séisme fort.

FIGURE 2.9 — Validation des résultats numériques globaux et locaux issus de la stratégie de modélisation
multifibres avec les résultats expérimentaux pour une structure Viaduc [Grange et al., 2011].

Hoétel de ville de Grenoble : Un dernier exemple illustré ci-dessous concerne la modélisation de
I’Hotel de Ville de Grenoble. L’utilisation des éléments poutres Timoshenko multifibres conduit a un
nombre réduit de degrés de liberté ce qui réduit considérablement le temps de calcul nécéssaire [Desprez
et al., 2015]. La comparaison des résultats numériques avec les mesures de bruit ambiant montre que le
modéle proposé réussi a reproduire les modes propres du batiment. La modélisation du comportement
non-linéaire a permis d’identifier les zones du batiment a renforcer mais également d’optimiser la solution
de renforcement adoptée [Desprez et al., 2015].

Dans la suite, on se concentre sur des éléments finis poutres Timoshenko, formulés
en déplacements, avec une approche distribuée et une modélisation de la section
généralisée (chapitre 4) ou multifibres (chapitre 5).

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a passé briévement en revue quelques notions et la terminologie souvent uti-
lisées pour les éléments poutres. Les hypothéses cinématiques principales ainsi que différents types de
disrétisation ont été abordés. Le chapitre suivant fournit plus de détails sur différentes formulations
éléments finis poutres Timoshenko existantes ainsi qu'une étude sur leur performance. Une amélioration
sera enfin proposée pour le couplage effort normal - moment.
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FIGURE 2.10 — Validation des résultats numériques globaux et locaux issus de la stratégie de modélisation
multifibres avec les résultats in-situ de I’hotel de ville de Grenoble [Desprez et al., 2015].
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Chapitre 3

Comparaison des formulations poutres
Timoshenko
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3.1 Introduction

Dans le but de choisir la formulation éléments finis & utiliser pour la suite du travail, ce chapitre
présente une comparaison de trois formulations éléments finis poutres Timoshenko de la littérature
formulées en déplacements. Ces trois formulations différent par le choix des fonctions qui interpolent les
champs de déplacement et de rotation.

La premiére formulation - nommée ici FLI (Full-Linear-Independent) - adopte des fonctions li-
néaires et des interpolations indépendantes pour le champ de déplacement transversal et le champ de
rotation, [Pegon, 1994] et [Guedes et al., 1994]. Le faible degré de ces polynomes et le fait qu’ils sont
indépendants induit le probléme de blocage par cisaillement, [Stolarski and Belytschko, 1983], [de Goyet,
1989], [Crisfield, 1991], [Ibrahimbegovi¢ and Frey, 1993]. Une des méthodes pour s’affranchir de ce pro-
bléme numérique est de calculer approximativement les déformations de cisaillement, comme proposé
dans [Donea and Lamain, 1987] et adopté par [Pegon, 1994] et [Guedes et al., 1994]. La seconde formu-
lation - nommeée ici FCQM (Full-Cubic-Quadratic-Material) - adopte des fonctions de forme d’ordre
élevé, trois pour le déplacement transversal et deux pour la rotation. Avec cette formulation les dépla-
cements et les rotations sont interdépendants et le probléme de blocage par cisaillement n’existe plus.
Cependant, la particularité de cette formulation est que les fonctions de forme dépendent des propriétés
du matériau. Son utilisation pour des calculs non linéaires s’avére donc problématique. La troisiéme
formulation, - nommée FCQ (Full-Qubic-Quadratic) - proposée récemment par [Caillerie et al., 2015],
posséde un noeud interne, ce qui permet d’utiliser des fonctions d’interpolation d’ordre trois pour le
déplacement transversal et deux pour la rotation. La formulation conduit & un élément exempte de blo-
cage par cisaillement possédant des fonctions de forme indépendantes des caractéristiques matériau. En
effet, les auteurs [Caillerie et al., 2015] ont montré que la formulation FCQM est un cas particulier de
la nouvelle formulation FCQ. D’autres articles de référence sur les éléments finis poutres Timoshenko
sont [Nickel and Secor, 1972], [Thomas and Abbas, 1975] et [Tessler and Dong, 1981]. Une partie des
résultats de ce chapitre a été publiée dans [Bitar et al., 2016].

Le chapitre est organisé de la maniére suivante : en premier lieu, les équations de la théorie des
poutres Timoshenko ainsi que la forme générale des champs de déplacements et de déformations est
rappelée. Puis, dans le cadre d’une discrétisation multifibres de la section, la formulation variationnelle
est décrite conduisant & la construction de la matrice de rigidité et de vecteur des forces nodales.
Les équations spécifiques pour les formulations FLI, FCQM et FCQ sont fournies et le blocage par
cisaillement est illustré par le biais d’une analyse aux valeurs propres. Par ailleurs, les matrices de masse
des trois formulations sont également développées afin d’étudier le comportement dynamique. Enfin,
la performance de chaque formulation est étudiée en considérant des cas tests avec un comportement
élastique ou élasto-plastique sous différents chargements statiques. Le cas des interactions non linéaires
entre l'effort axial et le moment de flexion est étudié en détail et de nouvelles fonctions de forme d’ordre
trois pour le déplacement axial sont proposées afin d’améliorer la performance de 1’élément FCQ.

3.2 Différentes formulations éléments finis poutre Timoshenko

3.2.1 Introduction

La formulation éléments finis adoptée ici est une formulation en déplacements (voir paragraphe
2.3.2). On considére une structure poutre linéique de longueur I discrétisée en n éléments finis poutres
de longueur L. composées (au minimum) de 2 noeuds ¢ et j. Chaque noeud posséde trois degrés de
liberté : un déplacement axial U, un déplacement transversal V,, et une rotation ©,. Les déplacements
aux noeuds des éléments sont les inconnues du probléme. Dans la suite de ce mémoire, les matrices et
les vecteurs sont écrits en caractére gras.
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FIGURE 3.1 — Elément fini poutre & 2 noeuds

Dans un élément fini e, le champ des déplacements généralisés est approximé par :
U(a,1) = N(2)d. () (3.1)

avec N(x) la matrice contenant les fonctions d’interpolation et d' (t) le vecteur des déplacements nodaux
de I’élément e dans le repére local (index ). Afin d’écrire le vecteur local d' (t) dans le repére globale
d?(t), il suffit de le multiplier par I'inverse de la matrice de rotation R, définie ci-dessous (avec ¢ Pangle
entre les repéres local et global, voir figure 3.2) :

cos¢p sing 0 0 0 0
—sing cos¢p O 0 0 0
0 0 1 0 0 0
R. = 0 0 0 cos¢ sing O (3.2)
0 0 0 —sing cos¢p O
0 0 0 0 0 1
En d’autres termes,
d,(t) = R.dl(t) (3.3)
avec
(3.4)
et
(3.5)

1

U xr\i
Ui
\&

FI1GURE 3.2 — Transformation de 1’échelle locale a 1’échelle globale

Les degrés de libertés nodaux d? de I’élément e sont liés aux déplacements globaux de la structure
poutre d-(t) par le biais d’une matrice de location Z, tel que :

d?(t) = Zedsir (2) (3.6)

avec

de(t)=[ U}, U), ©% Uy U ©% ... U8 U ©9, ]

yn

ou zi,yi, zi (i = 1...n) représentent les coordonnées des points. En combinant (3.3) et (3.6), il devient :
U(z,t) = N(z) ReZedsr (1) (3.7)
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3.2.2 Formulation variationnelle

3.2.2.1 Introduction

L’écriture variationnelle permet de développer des méthodes d’analyse numérique. Plus spécifique-
ment, la méthode des éléments finis sera utilisée pour déterminer des solutions approchées du probléme
intial. La formulation variationnelle peut étre obtenue de plusieurs fagons : soit par le principe de conser-
vation de la quantité de mouvement, soit par le principe des travaux virtuels [Ibrahimbegovi¢, 2006].
Nous choisissons ici le principe des travaux virtuels qui exprime la forme faible de I'équilibre. Cette for-
mulation faible est considérée comme une formulation variationelle puisqu’elle exprime la stationnarité
d’une fonctionnelle [Bonnet and Frangi, 2007].

Considérons une structure poutre Timoshenko multifibres de longueur L discrétisée en n éléments
finis poutres e = [z;; x;] de longueur L. = x; — z; ayant ¢ et j comme noeuds externes. On note f(z,y)
la fibre d’ordonnée y de la section S(z) située a 'abscisse x. Dans un premier temps, on se place dans
le cadre de la statique, en petites déformations, en élasticité linéaire. Les relations de comportement du
matériau constituant chaque fibre prennent la forme suivante :

om(m,y) :Ef(x,y)sw(x,y)

Tay(T,Y) =kG (2, Y)Vay (2, y) (3.8)

avec Ey(z,y) et Gy(x,y) le module de Young et le module de cisaillement respectivement. k est le
coefficient de correction du cisaillement (voir paragraphe 2.2.2.1). Dans ce qui suit et pour des raisons
de clarté les dépendances en x et y sont omises ainsi que les indices pour les axes locaux, globaux. Le
principe des travaux virtuels pour une poutre Timoshenko multifibres est présentée ci-dessous.

3.2.2.2 Principe des travaux virtuels

Les déplacements virtuels forment des variations des déplacements réels cinématiquement admissibles
(i.e. nulles ou les conditions aux limites sont appliquées). Dans la suite, les déplacements virtuels sont
interpolés par le biais des mémes fonctions de forme que les déplacements réels (méthode de Galerkin).
Ainsi, les déformations virtuelles peuvent se déduire simplement des déplacements virtuels aux noeuds.

Le travail virtuel pour une structure poutre Timoshenko de longueur ¥ s’écrit [Pegon, 1994], [Guedes
et al., 1994] :

19
/ /(65L0’1 + 5’}/13/le)de3) — Wegterne = 0 (39)
0JS

avec 0c, et 07,y les déformations virtuelles calculées & partir des déplacements virtuels et Wegterne le
travail des actions mécaniques extérieurs.
En combinant (2.5) et(3.9) on obtient :

L
/0 /S(é(Ug’E —y0.)o, + (0U, — 00.)TpydSdr — Wezternat = 0 (3.10)

avec 0U, le déplacement axial virtuel, §V,, le déplacement transversal virtuel et 6O la rotation virtuelle.
Par ailleurs, les définitions suivantes sont adoptées pour les forces généralisées :

Effort normal Effort tranchant Moment de flexion (3.11)
En introduisant (3.11) dans (3.10), on a :
Lood d d
/0 (FI%(SUJC + Fy%(%’y + MzaéQz)dx — Wepternal = 0 (3.12)
avec 3, I'angle de distorsion moyen de la section
p,= —e.=v,-e. (3.13)
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3.2.2.3 Matrices de rigidité

La loi de comportement (élasticité linéaire) prend la forme :
Og | Ef 0 Ex
Sl el 524
Par ailleurs, les expressions (2.5),(3.14) et (3.11) donnent :
dUu, o,
F, = / 0,dS = / Efe,dS = / E( -y )dS = / E¢dSU,, — / EydSeO),
s s s dx dx s s

F, :/szdS:/kGf%de:/kGf(ﬁy)dS:/kGdeﬁy
S S S S

du, do®
MZz—/yadez—/yEfedeZ—/yEf( Ty Z)dSz—/EfdeU;—l—/EnydS@’z
s s s dzx dx s s
(3.15)
Par conséquent, le vecteur des forces généralisées Fg a la forme suivante :
FI fSEde 0 —fSEfde U; U;
F, | = 0 fs kGfdS 0 By | =Ks. | By (3.16)
M, —fs ErydS 0 fs Epy?dS o, o,
——
FS KS

avec U., By, ©. les déformations généralisées et Kg la matrice représentant la rigidité de la section,
indépendante de la position de I’axe neutre [Guedes et al., 1994].
Enfin, en considérant (3.12) et (3.16), le principe des travaux virtuels s’écrit :

L
/ s[UL B, ©Ks[U, B, ©.]" dr—wesrerna =0 (3.17)
0
Le vecteur des déplacements généralisés est donné par :
U, N N3t Ni N N N§ 0.
Vy| =Ny Ny Ny NS Ng Ng sz (3.18)
o.| |nv N2 Nt N0 oN¢ Ng||Ue
Vi
N @zj
——
de

ot d. est le vecteur contenant les déplacements nodaux de I’élément e et N la matrice des fonctions de
forme dépendant de 2 (* pour les déplacements et ¢ pour les rotations). Les déformations généralisées
sont calculées comme :

U, U, Bf Bs B B B B gyi_ B* gy?
By|=|Uy—©:|=|B] By By B Bl Bi|| "= B~ (3.19)
CA e Bf BS Bf By Bf B§ sz B" VZ

B © o

zj zj

avec B la matrice contenant les dérivées par rapport a x des fonctions de forme N (¢ pour le axial, ¥
pour le cisaillement et ® pour les rotations).

L’introduction de (3.19) dans le principe des travaux virtuels (3.17) donne les expressions de la
matrice de rigidité K. de ’élément e :

L.
K. = / B KBdx (3.20)
0
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L’assemblage donne la matrice de rigidité totale de la structure poutre :
n L,
Ky = A1 / BTKsBdx (3.21)
e=tJo
L’extension des équations précédentes en 3D est simple et suit les mémes étapes [Guedes et al., 1994].

3.2.2.4 Vecteurs de forces

Comme mentionné précédemment, le vecteur des forces généralisées Fg de la section a la forme
suivante :

F, o
Fs=|F, | =Ks. |8, (3.22)
M, o

avec UL, By, ©', les déeformations généralisées et Kg la matrice représentant la rigidité de la section (voir
(3.16)).
Le vecteur des forces internes de 1’élément est :

L.
Finte = / B Fgdx (3.23)
0
Apreés assemblage on obtient le vecteur total des forces internes, pour toute la structure poutre :
n L.
Fonior = A / B Fsdz (3.24)
e=+Jo

Pour un chargement externe transversal distribué p(z) (figure (3.3)), le vecteur des forces externes
est évalué en utilisant également le principe des travaux virtuels.

] p(x)

yi Le

,
/ 7

FIGURE 3.3 — Un élément fini poutre e soumis & un chargement vertical distribué p(x)

Le travail externe virtuel (3.17) pour un seul élément e prend la forme suivante :
L. L. Le
Weaternal,e = / §Vy(2)p(a)de = / §(N"d.) " p(z)da = 6d] / N""p(z)da = 6L Feyre (3.25)
0 0 0

avec N*" = [N}y Ny Ny Ny NZ Ng.
Le vecteur des forces externes de 1’élément devient :

L. L.
Feate = / N*Tp(z)dz = / [Ny Ny Ny Ny Ny N p(x)da (3.26)
0 0

Avant de poursuivre avec la comparaison des formulations éléments finis poutre Timohsenko de la
littérature (voir section 3.2.4), la matrice de rigidité analytique d’une poutre Timoshenko homogéne
élastique est présentée dans la section 3.2.3.
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3.2.3 Matrice de rigidité analytique

Le développement de la matrice de rigidité analytique d’une poutre Timoshenko présenté ci-dessous
suit Particle de [Caillerie et al., 2015]. Supposons qu’'une poutre Timoshenko de longueur L est soumise
a un chargement vertical réparti p et & un moment réparti m (voir figure (3.4a)).

p,m
M, _ M. +dM,
/! \
Fyi ij Fl%‘ii HFI +dF,
p, M ’
L N NN NSRRI /.7 \ /
S = P +dF
F, = v oy y
" E,G,8.k,I,L Fa da
(a) Poutre Timoshenko (b) Equilibre d’une tranche de

la poutre de longueur dz

FIGURE 3.4 — (a) Poutre Timoshenko de longueur L soumise & un chargement vertical réparti p et un
moment réparti m, (b) équilibre d’une tranche de la poutre

On rappelle les expressions des forces généralisées (3.15) :

F, = ESU,.,
F, =kGS(U, - ©,) (3.27)
M, = —-FEI0,
Les équations d’équilibre pour une longueur infinitésimale da de la poutre (figure (3.4b)) sont :
dF,
=0
dx
dF,
—24+p=0 (3.28)
dz
dM,
i Fy,+m=0

Les équations d’équilibre (3.28) peuvent aussi s’obtenir par le principe des travaux virtuels (3.9). En
effet, il suffit de remplacer les équations (3.27) dans (3.9) et de réaliser une intégration par partie.
Les conditions aux limites de la poutre sont :

U =L)=Us; = Vyle=L)=V, = O.la=L)=0, '
F,(x=L)=F,; ' Fyzx=L)=F,; = M,(x=L)=DM,; '
On introduit les définitions [Caillerie et al., 2015] :
po(z) = p(z)
¢ mo(z) = m(z)
pi(z) = / po(t)dt ’ @
o my(z) = mo(t)dt
pie) = [ ma . 331
o ma(z) = my (t)dt
ps(x) = / pa(t)dt e
o ms(x) = ma(t)dt
pa(x) = / p3(t)dt ’
0
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Intégrons les équations d’équilibre (3.28) en prenant en compte les relations (3.29), (3.30) et (3.31) :

FI(-T) = Fy; :ij
Fy(x) = —pi(z) — Fy; (3.32)
Mz(x) = 7$Fyi — M, — ml(x) - p2($)

Maintenant, si on remplace ces derniéres expressions dans (3.27) on trouve les expressions analytiques
des champs de déplacement :

ES
T x3 x? 1 1
e TR ML — 20,4+ Vi — ——po+ — (—mg — .
Vol@) = [=35q + /T + app Mer = 70= + Voi = pogpe + r(oms = pa) (3.33)
1 2 1
0.(z) = ﬁ[—?in —aM]+ 0. + ﬁ[mQ — ps]

Il ne reste qu’a utiliser les conditions aux limites (3.29) pour chercher les expressions des forces
nodales. La matrice de rigidité analytique K, d’une poutre Timoshenko élastique homogéne prend
finalement la forme :

Fyi 0 @OZ —#a 0 —MOZ —@O[ Vyi
M| _ | 0 886 ksGLoymI o kst wsoLg | | \al
Fo | |52 0 0 2 0 U Us;j 330
Fy; —%a %a 0 %a @a Vi
M.; 0 kg BCL,_EL kCGq  EBSCGLG 4 EI1 ]O
Kon
avec
-1 (3.35)
LR G |

3.2.4 Différents formulations éléments finis poutre Timoshenko

3.2.4.1 Full-Linear-Independent (FLI)

Dans cette premiére formulation, les fonctions de forme N qui sont utilisées pour interpoler le champ
des déplacements généralisés sont considérées linéaires et indépendantes [Pegon, 1994, [Guedes et al.,
1994] :

Uzi
U, Ny 0 0 Ny 0 0 0.
Vyl=10 Ny 0 0 N O UZZ-’ (3.36)
@ZOONP?OONgi?
7
O.;
Nf:N;:Ngzl—Li
avec , ¢ (3.37)
N = N¢ = N¢ =1
Le champ des déformations généralisées prend la forme suivante (voir équation (2.4)) :
U:ci
U L 0 0 £ 0 o0 gyi
£ I e L1 (359
e’ 0 0o -+ 0 0 * i
Z oy,
O.;
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L’expression de 3, dans I’équation (3.38) se trouve en éliminant les termes linéaires dans les fonctions
de forme N et N¢ afin de s’affranchir de blocage par cisaillement, comme proposé par [Donea and
Lamain, 1987].

Les matrices de rigidité de la section et de 1'élément sont calculées a partir des équations (3.20)
et (3.16). Pour le cas d’une section constituée d’un seul matériau, la matrice de rigidité de 1’élément,
obtenue avec (3.20), s’écrit :

r ES ES .
S 0 0 e 0 0
0 kSG kSG 0 _ kSG kSG
kLSG EI 2kSGL kLSeG EI | kSGL
K -| Y = ot/ 0 -nE e (3.39)
e~ | _ES 0 0 ES 0 0 ) .
L. L.
0 __kSG __kSG 0 kSG __kSG
kSLG BI | %SGL ﬁ%e EI |, RSGL
L 0 2 I 7 0 T2 L.t 71

avec F le module de Young, G le module de cisaillement, I le moment quadratique et S la surface
de la section. A partir de (3.26), le vecteur des forces externes de 1'élément soumis & un chargement
transversal distribué p(z) qui a la forme d’un polynéme d’ordre n (p(x) = gz™, voir figure 3.3, s’écrit :

0
1
n+1
Fewte = L 0
' (n+1)(n+2) 0
n+1
0

(3.40)

3.2.4.2 Full-Cubic-Quadratic-Material (FCQM)

Dans cette formulation proposée par [Friedman and Kosmatka, 1993], les fonctions de forme de type
Lagrange sont d’ordre cubique pour le déplacement transversal et quadratique pour le champ de rotation.
Les auteurs ont choisi des polynémes d’interpolation interdépendants en assurant qu’ils satisfassent les
deux équations différentielles (3.41) de la théorie de Timoshenko [Timoshenko, 1921].

9 (Y,
8$((9:1:—’_@z> —07
2

0?0.  kGS <avy+62) o

022  EI oz

En effet, la premiére équation est satisfaite si I’ordre des polyndmes d’interpolation associés a V,, est
choisi un ordre plus élevé que celui des polynomes associés a ©,. [Friedman and Kosmatka, 1993] ont
déterminé les coefficients de ces polynomes en les exigeant a satisfaire les deux équations (3.41), ce
qui les a conduit & proposer un élément fini poutre a deux noeuds dont les coefficients dépendent des
propriétés matériau. L’élément ne présente pas le probléme du blocage par cisaillement.

Les champs de déplacements et de déformations généralisés sont :

(3.41)

Ua;i
v,] [N 0 0 Nf 0 0 gy
Vyl =10 Ny Ny 0 Ny Ng||o* (3.42)
G 0o N NY o NI N ¥
Vyj
0.,
Uxi
AN 0 0 o 0 0 v
ONJ ONZ ON? ONg 1)
gg =10 22 —QNS) T;_GN:? 0 T;_QNE? 9z —eNé’ U, (3.43)
ON. ON. ON, ON, €
# 0 8:02 613 0 8:1:5 816 Vyj
0.;
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avec les fonctions de formes suivantes :

Ny =1-—
Ni= Li
1
Ny = () =3P = () + 1)
Le
Ny = Rl - @4 P+ 1+ D)
VA SV AN
) () — 6l ) »
L. 3.
N = Tl - = DU - S
o__ 6 T (T
N = gl - ()
1
N = g B = (4 o) () + 140
6
N = ol - ()
1
§= B @9 )]
ou ¢ est le rapport entre la rigidité de flexion et la rigidité de cisaillement de la poutre tel que :
o= 2 B, 2.1 )(1+4+v), avecv le coefficient de poisson. (3.45)

fg(kGA)_fg(ﬂ

Pour le cas d’un matériau élastique et d’un chargement transversal distribué p(z) qui a la forme d’un
polynome d’ordre n (p(z) = gz™), la matrice de rigidité de I’élément et le vecteur des forces externes
s’écrivent :

r ES 0 0 _ES 0 0 .y
LOe 12E1 6EI1 OLe __12EI 6ET
(1+¢)L3 (1+¢)L2 (1+4)L2 (1+¢)L2
0 6EL_ (4+¢)E1 0 _ GBI (2-¢)EIL
K.= | ps (HS)LE (1+6¢>)Le Bs (1J(r)¢>)Le (1+6¢)Le (3.46)
OLe __12EI __6EI LOe 12E1 __6EI
(A+¢)L3 (1+¢)L2 (1+4)L2 (1+¢)L2
0 6E1 (2-¢)EI 0 __BEI (4+9)ET
L (1+¢)L2 (1+¢)Le (1+¢)L2 (1+¢)Le |
0
6n + 12 + ¢(n? + Tn + 12)
gLt Le(n+1)[2+ £(n+4)]
F = —= 2 3.47
ext,e (1 i ¢)(D) 0 ( )

(n+1)[(n+2)(n+6)+ ¢(n+3)(n+4)]
—Le(n+1)[n+2+ 2(n+4)

En comparant la matrice de rigidité de 1’élément (3.46) avec celle issue du calcul analytique (3.34),
on remarque qu’elles sont identiques. En d’autres termes, un seul élément FCQM fournit les valeurs
exactes des déplacements nodaux en élasticité pour n’importe quel type de chargement [Friedman and
Kosmatka, 1993], [Caillerie et al., 2015]. Néanmoins, 'utilisation de ce type d’élément n’est pas adaptée
pour des calculs non linéaires, comme ses fonctions de forme dépendent des propriétés matériau.

3.2.4.3 Full-Qubic-Quadratic (FCQ)

Cette formulation repose sur le nouvel élément fini poutre Timoshenko proposé par [Caillerie et al.,
2015]. Des fonctions cubiques sont utilisées pour interpoler le champ de déplacement transversal et
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quadratiques pour le champ de rotation. Le nouvel élément est libre de blocage par cisaillement et utilise
trois degrés de liberté supplémentaires positionnés en un noeud interne au milieu de 1’élément. De plus,
les auteurs ont montré que la formulation FCQM peut étre dérivée de 1’élément FCQ ; ainsi un seul
élément FCQ est capable de fournir les déplacements nodaux exacts pour n’importe quel chargement
appliqué sur une poutre homogeéne élastique.

Le champ des déplacements nodaux prend la forme suivante :

do = [Usi Vi 0. AV A6y AVZ Uy Vy 64]7, (3.48)

avec AVylk, ABy et AVka les degrés de liberté associés au noeud interne k. Ces trois degrés de liberté
additionnels n’ont pas un sens physique particulier. En effet, ils ont un réle mathématique de compléter
la construction d’une base des polyndmes cubiques [Caillerie et al., 2015].

Le champ des déplacements généralisés s’écrit ainsi :

F UL T
Vi
@zi
U, Ny 0 0 0 0 0 Ny O 0 AVylk
Vyl=10 Ny 0O Ny O Ng 0 N 0 AOy |, (3.49)
©] [0 0 N O N 0O 0 0 N§|[|AVZ
Usj
Vij
[ ©25
x
Nt =1- =
x
Ny ==
4 Le
x x
NY =(1---)%(1+2—
y=(1- £ P+2p)
x x
Ny =2(1 — =)?
P =21- 1)
N v T \2 T
ou ¢ Ng *’Q(Li) (1- fe) (3.50)
T x
NY =(=)*(3 -2
§ = PE-21)
x T
NY=(1-=)1-3=—
$=(1- )1 -37)
x
Ny =1-(1-2-)2
$=1-(1-2)
x x
N =—(=)2-3—
¢ = - ()e-31)
Par conséquent, le champ des déformations généralisées s’écrit :
F U
‘/yi
ONY ONY 0=
U = 0 0 0o 0o 0o ZE 0o 0]|av}
ONY 9 ONY 9 ONY ON? 9
= 0 2 —N. L —Ng S 0 2 —N, AOg | . 3.51
gg oz azvgg oa 8N§8 oz oz aNng AV§ (3.51)
z 0 0 o 0 o 0 0 0 o yk
Us;
Vi
[ Oz |

Dans le cas d’'une poutre constituée avec un matériau élastique homogéne, la matrice de rigidité de
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lélément et le vecteur des forces externes pour un polynome d’ordre p(z) = g™ deviennent :

e 0 0 0 0 0 —LS 0 0
Oe 6kGS _kGS kGS 4kGS kGS O"‘ _6kGS _kGS
5L, 10 5L, 5 5L, 5L
0 _kés 2kGL.S | ABI  _4kGS _kGL.S _ 4Bl EGS 0 kGS 2EI _ kGL.S
10 15 L. 15 15 L. 15 10 L. 30
0 EGS T 4kGS 8kGS 2kG S _2kGS 0 _kGS s
5L, 15 15 L, 15 15 L 5L
0 4kGS  _kGL.S 4Bl 2kGS  8kGL.S | 16EI 2GS 0 4k&S _kGL.S 4AEI
5 15 L. 15 15 3L, 15 5 15 Le
0 kGS kGS _2kGS 2kG S 8kGS 0 _kGS T4KkGS
s 5L 15 15 L, 15 15 L, < 5 Le 5
L 0 0 0 0 0 L 0 0
Oe _6kGS kGS kGS _4kGS _kGS 06 6kGS kGS
5L 10 . 5 5L, 5L, 10
0 _kGS 2EI  kGL.S kG S _kGL.,S 4EI _4kGS 0 EGS 2kGL.S | AEI
10 Le 30 15 15 L. 15 10 15 L.
(3.52)
_ 0 -
6(n+2)
0
qLTH-l 4(TL+1)
Fepte = 16_) 0 , (3.53)
—2(n+1)(n+2)
0
(n+1)(n+2)(n+6)
0

avec

D=n+1n+2)(n+3)(n+4).

L’introduction des degrés de liberté internes conduit & une matrice de dimension 9 x 9 au lieu de 6 x 6
et a un vecteur de dimension 9 x 1. Pour utiliser cet élément dans un code élément fini, on peut calculer
ces degrés de liberté internes selon deux méthodes : soit ils sont traités comme des degrés de liberté
classiques, ils sont donc renvoyés au solveur global du code, ou alors, ils sont calculés au niveau local a
Iéchelle de 1'élément en utilisant la méthode de condensation statique (voir [Caillerie et al., 2015] pour
plus de détails et pour les expressions analytiques de la matrice de rigidité et du vecteur des forces
condensés).

3.2.5 Blocage par cisaillement

Le blocage par cisaillement est un probléme numérique que ’on rencontre dans plusieurs types des
éléments finis, comme par exemple les éléments finis poutres Timoshenko. Par exemple, l'interpolation
du champ des déplacements et des rotations avec des fonctions linéaires, comme dans le cas de 1’élément
FLI, conduit & une surestimation de la rigidité des poutres élancées si les termes linéaires ne sont pas
éliminés dans le calcul des déformations [Donea and Lamain, 1987], voir également [Crisfield, 1991],
[Ibrahimbegovié¢ and Frey, 1993], [Reddy, 1997], [Yunhua, 1998, [Mukherjee et al., 2001], [Ceresa et al.,
2009], [Beirao da Veiga et al., 2012].

Une fagon d’illustrer le blocage par cisaillement est de faire une analyse aux valeurs propres de la
matrice de rigidité analytique et des matrices de rigidité élémentaires des trois formulations Timoshenko.
Ces valeurs propres correspondent aux modes axiale, de cisaillement et de flexion et sont résumées dans
le tableau (3.1).
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Valeurs propres | Augiale  Acisaillement  Aflewion
Analytique % %(4 + L?)a QLLI
FLI (sans modif) % %(4 + L?) 2ELL
FLI (modifiée) % %(4 +L2) 2[]2[
FoaMm - mCER L
FCQ S GRS

TABLE 3.1 — Comparaison des valeurs propres des matrices de rigidité

ol
1 1
o= T = kG L.
1+ ka%LI 1+ %5 (F)?

Remarque : la formulation FLI (sans modif) correspond au calcul exact des déformations et la
formulation FLI (modifiée) au calcul des déformations en éliminant les termes linéaires [Donea and
Lamain, 1987], [Pegon, 1994], [Guedes et al., 1994]. La matrice de rigidité condensée [Caillerie et al.,
2015] est utilisée pour le calcul des valeurs propres pour 1’élément FCQ.

On voit clairement la dépendance de coeffiecient o au rapport %, avec H 1’épaisseur de la poutre.
Ainsi :
L, 1 kG L. .,
our — —o00o=>—=1+—(—)" —
pour — 00 = — + Z ( H) 00

En se référant au tableau (3.1), on note que la valeur propre correspondant au mode de flexion pour
lélément FLI (sans modif) est multiplié par le rapport i Par conséquent, lorsque le rapport entre
la longueur et I’épaisseur de la poutre est grand, la rigidité de flexion est surestimée. La formulation
FLI (modifiée) fait disparaitre le rapport é et par conséquent 1’élément ne présente pas le probléme du
blocage par cisaillement.

D’autres solutions existent dans la littérature pour s’affranchir du blocage par cisaillement. On peut
par exemple utilisée la méthode d’enrichissement, telle que proposée par [Ibrahimbegovi¢ and Wilson,
1991a], qui permet de retrouver les mémes expressions modifiées pour le calcul des déformations avec
celles proposées par [Donea and Lamain, 1987], ou 'utilisation des fonctions d’interpolation d’ordre
supérieur nécessitant I’addition de degrés de liberté supplémentaires [Ibrahimbegovi¢ and Frey, 1993].
Ceci est le cas de I’élément FLQ. Les valeurs propres des matrices de rigidité des formulations FCQM
et FCQ coincident avec les valeurs propres de la matrice de rigidité analytique, puisque les matrices
sont cette-fois identiques. Par conséquent, les formulations FCQM et FCQ sont libres de blocage par
cisaillement.

3.2.6 Matrices de masse

Afin d’étudier la réponse dynamique des différentes formulations poutres, on présente ci-dessous leurs
matrices de masse. Le principe des travaux virtuels permet d’introduire les termes inertiels. Soit du,
et 0V, les variations de déplacements virtuels axial et transversal respectivement et p la densité. Le
travail di aux termes inertiels prend la forme (en utilisant les équations (2.2) et en négligeant les termes
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rotationels), voir aussi [Pegon, 1994], [Guedes et al., 1994] :

Le
Wi :/ / pPOUL T, + SV, Uy dSdx
0o Js

Le
. / / (5T, — y30.)(U — y©.) + 6V, V,)dSdx
0 S

Le 1 U;,j 0 0
:/ /p([an 0 s0.] 0|1 0 o]+ sv, o|t]0 1 0|V,|)dSd
0o Js —y 6, 0 0
Le 1 0 —y] [U, 00 0][0
:/ /p [6U, 0 0. )10 0 O0[|O0|+[0 6V, 0] |0 1 0| |V,|)dSdx
o Js -y 0 y?| |6, 00 0/]0
Le 1 0 ) Um
= / / ploU, o0V, 66.] |0 1 0] |V,|dSdz
0 8 -y 0 y*] [6.
Le 1 0 -y .
- / / p[IN@)6d]" [0 1 0 {N(x)d@] dSdx
0 S -y 0 2
Le 1 0 ) .
=5d? / / pN(z)T'| 0 1 0 | N(z)dSdzd.
0 5 —y 0y
(3.54)
De cette derniére équation, la matrice de masse de 1’élément prend la forme suivante :
Le 1 0 —y
Mez/ /N(x)Tp 0 1 0 |[N(z)dSdx
0 Js —y 0 ¥
Le [ pdS 0 — [sypdS (3.55)
= N(z)T" 0 [s pdS 0 N(z)dx
0 —[sypdS 0 Jsy?pdS
M
avec M est la matrice de masse de la section. Pour une section homogéne, elle vaut
pS 0 0
M;,=10 pS 0 (3.56)
0 0 pl
Les matrices de masse des trois formulations Timoshenko sont présentées ci-dessous.
3.2.6.1 Matrice de masse de la formulation FLI
En utilisant 'expression (3.55) et les fonctions de forme (3.37) la matrice de masse devient :
[ LSe 0 Lfe g 0 |
LS L.S
0 7 0 0 &7 0
0 0 ILee g 0  LlLer
M, = L.Sp 0 8 L.Sp 0 8 (357)
6 3
0 Lfe o 0 L2 9
0 0 L 0 LLer




3.2.6.2 Matrice de masse de la formulation FCQM

En utilisant ’expression (3.55) et les fonctions de forme (3.44) la matrice de masse devient :

avec

o 0 0 0 0 0
0 m me 0 mg —my
M_ﬂ 0 mg ms 0 my —mg
““A+e2|0 0 0 0 0 0
0 mg my 0 my —mg
0 —mgy —-mg 0 —mo ms
13 76 ¢* 612
M=ttt
iy 11 1l¢ ¢? ( 1 ¢)r2)
27910 T 120 T 24 Tl10 27120
9 3¢ ¢ 612
e TR T - 7
13 3¢ ¢* 1 ¢or?
my <EO+470+Q7(17075)L72) e
1 o ¢ 2 ¢ ¢t o,
S A e I I LR
ms =G5 T o0 T1a0 5 e T3 e
L6 1 ¢ o,
S A AR L A L )
me =0t 60 "0 TG0t e 62

avec r = \/% le rayon de giration de la section droite.

3.2.6.3 Matrice de masse de la formulation FCQ

(3.58)

(3.59)

En utilisant ’expression (3.55) et les fonctions de forme (3.50) la matrice de masse devient :

3.3 Comparaison des formulations FLI, FCQM et FCQ

0 0 0 0 0
13L.Sp 0 11L.Sp 0 _13L.Sp
35 105 210
0 21 L.p 0 _ILc.p 0
1 1
11L. Sp 05 4L Sp 05 L.Sp
105 IL 105 SIL 35
0 ILep 0 8ILcp 0
15 15
_13L.Sp 0 _L.Sp 0 4L.Sp
210 35 105
0 0 0 0 0
9L, Sp 0 13L. Sp 0 _11L.Sp
70 210 105
0 _ILcp 0 _ILc.p 0
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3.3.1 Solution analytique

Afin d’étudier la performance de chaque formulation, le probléme présenté dans la figure (3.5) est
étudié. Il s’agit d’'une poutre Timoshenko homogéne encastrée d’un coté et libre de 'autre. La poutre
a une longueur L. Elle est soumise & une force transversale F, a l'extrémité libre (z =L) et a une
force transversale répartie de forme polynomiale p(z) = gz™. Pour ce cas de chargement, les solutions
analytiques de déplacement transversal ainsi que de la rotation prennent la forme suivante (pour plus
de détails voir [Caillerie et al., 2015]) :
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p(z) =qz" !
Yy e ’ ...........................
% ______________________________ nye)z
; ______________________
A I, i

FIGURE 3.5 — Poutre encastrée soumise a une force transversale répartie (polynomiale) et une force
transversale ponctuelle a son extrémité

F, 2 an+2 anH 2 q
_ _9 _ — .61
©: = opr 17 xHEI[nJrzx 2t 1) (it Dt 2)nt3) (3:61)
- Fy, [2% 5] Fa N q . Znt2
2ET | 3 kEGS = kGS(n+1) n+2
q Ln+2 ) Ln+1 3 $n+4 (362)
Bl {2(%2)"@ T e 1)(n+2)(n+3)(n+4)}

L’intégration numérique des équations doit se faire d’abord au niveau de la section (pour le calcul
des intégrales de section) puis le long de 1’élément (pour les intégrales le long de ’abscisse de I’élément).
Chaque section est discrétisée en 64 fibres de type élément fini triangulaire & 6 noeuds (7'6) ayant trois
points d’intégration de Gauss. Avec ce type d’élément, la rigidité de la section et les vecteurs forces
de la section sont intégrés exactement pour le cas des matériaux ayant un comportement élastique
linéaire [Bitar, 2013|. En effet, la composante fs Ey?dS de la matrice de rigidité de la section (3.16)
nécessite au moins trois points d’intégration de Gauss étant donné que les fonctions d’interpolation de
Pélément T'6 sont d’ordre 2. On aurait pu utiliser qu’un seul élément T6 par section (équivaut a 3 fibres
bien placées dans la hauteur) et intégrer de maniére exacte. Cependant, pour applications béton armé
montrée plus loin dans le manuscrit, il faut discrétiser la section avec un grand nombre de fibres afin de
capter correctement 1’évolution de 'endommagement. L’intégration numérique de I’équation (3.20) le
long de l'axe = de la poutre est réalisée en utilisant un point de Gauss pour FLI, deux pour FCQM car
les composantes de la matrice B (3.42) sont linéaires et trois pour la formulation FCQ car les dérivées
des fonctions d’interpolation du champ de déplacement vertical sont quadratiques (3.51) et donc une

intégration numérique exacte de fOLF‘ BT KgBdzx (3.20) nécessite au moins trois points de Gauss.
———

O(4)

3 Gauss points T6 elment

FIGURE 3.6 — Distribution des points de Gauss dans une section

33



Différents simulations ont été réalisées afin d’évaluer la performance des différentes formulations. Les
résultats sont résumés dans le tableau suivant :

3.3.2 Poutre Timoshenko élastique encastrée soumise & un déplacement transversal.
3.3.3 Poutre Timoshenko élastique encastrée soumise a une force transversale polynomiale p(x) = ga™.
3.3.4 Poutre Timoshenko élasto-plastique encastrée soumise a un déplacement transversal.

3.3.5 Poutre Timoshenko élasto-plastique simple soumise & une force axiale et une rotation.

Remarque : Les fonctions de forme de la formulation FCQM dépendent des propriétés du matériau
(3.44),(3.45). Par conséquent, la performance de cet élément peut étre imprévisible dans le cas des
calculs non linéaires [Caillerie et al., 2015]. C’est pour cette raison que la formulation FCQM n’est
testée ci-dessous que pour des cas élastiques.

3.3.2 Poutre élastique encastrée soumise a un déplacement transversal

Les caractéristiques géométriques de la structure et les propriétés du matériau sont données dans la
figure (3.7) et le tableau (3.2).

<

~<

ANNNNNNAN

FIGURE 3.7 — Poutre encastrée

Géométrie Propriétés du matériau

L 1.53m Module de Young E  210GPa
b 0.25m Coefficient de poisson v 0.3

d 0.25m Facteur de correction de cisaillement & %

TABLE 3.2 — Poutre encastrée - caractéristiques géométriques et propriétés du matériau

Un déplacement vy, est appliqué en = L. L’expression analytique de la force de cisaillement F} en
x = 0 est donnée par (voir équation (3.62) en prenant ¢ =0et z =1) :

Ur,

Pyt = = i (3.63)
3EI ' kGS
et le moment correspondant est :
M =1 x F/™ (3.64)

La comparaison des réponses de trois formulations est donnée dans les tableaux (3.3) et (3.4). ne; est le
nombre des éléments finis poutres multifibres utilisés dans la discrétisation et Rg(F,) lerreur relative
sur la force de cisaillement définie par :

ana num
Fy — Fy

Ri(Fy) = |-
Yy

| (3.65)

avec F"™ la valeur de la force issue du calcul numérique.
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neg  vr(m) Fy(KN) M, (KNm) Rg(F,)

Analytique 1 0.1 5609.1 8581.9 -

FLI 1 0.1 7428.3 11365.3 32%
FCQM 1 0.1 5609.1 8581.9 0%
FCQ 1 0.1 5609.1 8581.9 0%

TABLE 3.3 — Poutre élastique encastrée soumise & un déplacement transversal - Résultats des trois
formulations en considérant un seul élément poutre multifibres Timoshenko

ne Fy(KN) M.(KNm) Rp(F,) | na  F,(KN) M.(KNm) Rgp (F,)
4 5696.3 8715.3 1.5% 20 5612.2 8587.2 0.053%
8  5630.6 86149  0.37% | 31 5610.5 85841  0.025%
16 5614.5 8590.1  0.087% | 51  5609.6 858273  0.009%

TABLE 3.4 — Poutre élastique encastrée soumise & un déplacement transversal - Résultats de la formu-
lation FLI en considérant n.; éléments poutres multifibres Timoshenko

Un seul élément FCQM ou FCQ est suffisant pour reproduire la solution exacte a I'extrémité en
termes de forces et de moments. En ce qui concerne la formulation FLI, une erreur relative Rg(Fy) de
32% apparait (voir tableau (3.3)). Cette erreur est due au fait que les fonctions de forme qui interpolent
le déplacement transversal et la rotation sont linéaires alors que les solutions analytiques de © et Vj
sont des polyndmes quadratique et cubique respectivement (voir équations (3.61), (3.62) en considérant
g = 0). En augmentant le nombre d’éléments, la précision de la formulation FLI s’améliore rapidement
(voir tableau (3.4)).

3.3.3 Poutre élastique encastrée soumise a une force transversale polyno-
miale p(x) = ga”

Un chargement transversal réparti polynomial de forme p(xz) = gz™ (avec ¢ = 20 et n = 2 pour
Papplication numérique) est appliqué a la poutre de Pexemple précédent. Le déplacement transversal
et la rotation & 'extrémité libre de la poutre pour les trois formulations et pour différentes tailles de
maillages sont donnés dans les tableaux (3.5) et (3.6). Les valeurs analytiques sont calculées avec (3.61)
et (3.62) en considérant Fy =0, ¢ = —20 et n = 2, voir aussi [Caillerie et al., 2015].

F,(KN) M.(KNm) v(10-3) 6(1073) Rg(6)

Analytique 23.9 27.4 -0.2776  -0.2453 —
FLI 23.9 27.4 -0.2411  -0.3066  25%
FCQM 23.9 27.4 -0.2776  -0.2453 0%
FCQ 23.9 27.4 -0.2776  -0.2453 0%
TABLE 3.5 — Poutre élastique encastrée soumise a une force transversale polynomiale p(x) = —ga™ (avec

g = 20 et n = 2). Résultats des trois formulations en considérant un seul élément poutre multifibres
Timoshenko

Comme précédemment, un seul élément FCQM ou FCQ donne les solutions exactes. Comme les
fonctions de forme de la formulation FLI sont linéaires, un seul élément FLI conduit & une erreur relative
en rotation R (©) de 25% (définie d’une maniére similaire & (3.65)). La précision de la formulation FLI
s’améliore rapidement en augmentant le nombre des éléments poutres : 'erreur relative baisse de 25%
pour un seul élément & 1.7% pour quatre éléments, voir tableau (3.6).
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Nel 0(1073) RE(’U) 9(1073) RE(Q)
1 -0.2411  13.15% -0.3066 25%

4 -0.2744  1.15%  -0.2495 1.7%
8 -0.2768  0.29%  -0.2464 0.45%
16 -0.2774 0.07 % -0.2456 0.12%

TABLE 3.6 — Poutre élastique encastrée soumise a une force transversale polynomiale p(x) = qz™ (avec
g = 20 et n = 2). Resultats de la formulation FLI en considérant n.; éléments poutres multifibres
Timoshenko

3.3.4 Poutre élasto-plastique encastrée soumise a un déplacement transver-
sal

Pour cet exemple, un matériau élastique parfaitement plastique est considéré. Seule la compo-
sante axiale de la contrainte o, peut entrer en plasticité, aucune interaction n’est considérée entre
les contraintes normales et les contraintes de cisaillement. La contrainte limite d’élasticité f, est prise
égale a 450 MPa. Les autres paramétres sont fournis dans le tableau (3.2).

Le moment plastique est :

bd>
My =Wy fy = Tfy (3.66)

et la force de cisaillement plastique :
= % (3.67)
Ces deux valeurs sont obtenues en considérant que toutes les fibres dans la section sont plastifiées. Ce
comportement représente un état asymptotique de la section. En réalité, il ne peut pas étre atteint avec
les conditions cinématiques de la section plane, puisque la contrainte axiale au niveau de ’axe neutre
est égale & zéro et par conséquent les fibres correspondantes ne peuvent plus plastifier. Par ailleurs, le
coefficient de correction de cisaillement est pris égal & k = 5/6 et le cisaillement est considéré élastique.
La poutre encastrée est soumise & un déplacement imposé transversal vy, & Uextrémité libre (z = L.).
La comparaison des performances des deux formulations FLI et FCQ pour différentes discrétisations
est résumée dans les tableaux (3.7) et (3.8). Comme précédemment, un seul élément FLI ne donne pas
de bons résultats. La discrétisation avec plus d’éléments améliore considérablement sa performance. Les
résultats sont meilleurs avec la formulation FCQ qui donne la plus petite erreur pour le méme nombre
d’éléments n.; (tableau (3.8)).

ne wvr(m) F,(KN) M,(KNm) Rg(F,)

Analytical 1 0.1 1148.9 1757.8 —
FLI 1 0.1 2263 3462 97%
FCQ 1 0.1 1581 2417 37.6 %

TABLE 3.7 — Poutre élasto-plastique encastrée soumise & un déplacement transversal - Résultats des
formulations en considérant un seul élément poutre multifibres Timoshenko

FLI FCQ
ne | Fy(KN) M,(KNm) Rg(F,) | F,(KN) M.(KNm) Rg(F,)
4 | 1312 2006 14% 1236 1889 7.7%
8 1225 1872 7% 1191 1819 4.1%
16 | 1186 1811 3.2% 1169 1785 1.7%

TABLE 3.8 — Poutre élasto-plastique encastrée soumise & un déplacement transversal - Résultats des
deux formulations en considérant n.; éléments poutres multifibres Timoshenko
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FIGURE 3.8 — Poutre élasto-plastique encastrée soumise & un déplacement transversal - Les diagrammes
du moment le long de la poutre pour les deux formulations en considérant ne; éléments poutres Timo-
shenko multifibres
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FIGURE 3.9 — Poutre élasto-plastique encastrée soumise a un déplacement transversal - force de ci-
saillement Vs. déplacement transversal pour les deux formulations en considérant n.; éléments poutres
Timoshenko multifibres

Les graphes (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) et (3.12) sont obtenues & partir de valeurs nodales extrapolées
a partir des points d’intégration de Gauss. La figure (3.8) représente le diagramme du moment le long de
la poutre pour les deux formulations FLI et FCQ en fonction du nombre d’éléments. Les valeurs nodales
du moment sont tracées et reliées par des lignes droites. On peut remarquer qu’avec ’augmentation du
nombre des éléments poutres utilisés, les diagrammes de moment coincident. La méme analyse peut étre
faite pour la figure (3.9) représentant le diagramme de force de cisaillement en fonction du déplacement
transversal pour les deux formulations FLI et FCQ et pour quatre discrétisations différentes.
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FIGURE 3.10 — Poutre élasto-plastique encastrée soumise a un déplacement transversal - déformation
axiale dans une fibre extréme Vs. longueur de la poutre
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FIGURE 3.11 — Poutre élasto-plastique encastrée soumise & un déplacement transversal - rotation de la
section Vs. longueur de la poutre

Afin d’illustrer la dépendance de la réponse & la taille du maillage qui apparait lors d’utilisation d’une
loi de comportement qui ne posséde pas de longueur interne (voir par exemple [Armero and Ehrlich,
2004]), la déformation axiale e, (2.5) dans une des fibres extrémes de la section ainsi que la rotation de
la section O, (3.18) le long de la poutre sont tracées respectivement sur les figures (3.10) et (3.11). Les
deux formulations FLI et FCQ avec deux discrétisations différentes (ne; = 2 et ne; = 16) sont étudiées.
Dans tous les cas, une rotule plastique, dépendante de la taille de ’élément et concentrée dans le premier
élément de la poutre multifibres apparait. Le chapitre suivant détaille ce probléme et adresse plusieurs
méthodes de régularisation.

Le probléme de dépendance au maillage n’apparait pas avec une loi élasto-plastique avec un écrouis-
sage positif. Iexemple précédent est revisité en utilisant un module d’écrouissage positif Ky = 20 MPa.
Les résultats sont illustrés dans la figure (3.12) : la solution n’est plus localisée dans le premier élément.
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FIGURE 3.12 — Poutre élasto-plastique (avec un écrouissage positif) encastrée soumise a un déplacement
transversal - rotation de la section Vs. longueur de la poutre

3.3.5 Poutre élasto-plastique simple soumise a une force axiale et une rota-
tion

L’objectif de cet exemple est d’étudier la capacité des formulations poutres Timoshenko multifibres a
reproduire 'interaction entre la force normale et le moment de flexion (voir [Casaux and Ibrahimbegovic,
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2011] and [Casaux, 2003]). L’interaction entre ces deux forces peut conduire & une rupture prématurée
de la structure.

On considére la poutre de la figure (3.13) constituée d’un matériau élasto-plastique parfait. Les
caractéristiques géométriques de la poutre et les propriétés du matériau sont données dans le tableau
(3.9). Dans un premier temps, une force horizontale est appliquée a lextrémité droite de la poutre
jusqu’a une valeur maximale F),,,. Ensuite, I'effort horizontal est maintenu constant et une rotation 6
croissante est imposée a ’extrémité gauche de la poutre.

C]

F=Fnax
> @
~ ~N ™
§ %
Node1 @ @ 3 Node 2 Node 3
Element 1 Element 2
‘ 0.8m * 1.2m 7
FIGURE 3.13 — Poutre a deux appuis
Longueur L 2m Section S 0.2m x 0.2m
Module de Young E  200000MPa Module d’écrouissage K 1%
Limite élastique  f, 500MPa Facteur de correction de cisaillement & 5/6

TABLE 3.9 — Poutre a deux appuis - Géométrie et propriétés du matériau

La poutre est discrétisée en deux éléments de longueur L.y = 0.8m et L.y = 1.2m, figure (3.13).
Trois points d’intégration de Gauss sont utilisés pour l'intégration numérique le long de chaque élément
fini poutre afin de comparer la réponse de la section dans trois positions différentes. Chaque section est
divisée en 16 fibres. La valeur maximale de la force axiale est prise égale a F,q, = 19 MN, voir figure
(3.14b). L’évolution de la rotation € est représentée dans la figure (3.14a). La figure (3.15) représente
I’évolution de l'effort normal dans les trois sections S1, S2 et S3 du premier élément, ces trois sections
étant situées aux positions des points d’intégration. Les performances des formulations FLI et FCQ
sont étudiées ci-aprés.

Remarque : Un seul point de Gauss est nécessaire pour 'intégration de 1’élément FLI. Cependant et
pour cet exemple, trois points d’intégration sont utilisés afin de pouvoir comparer les résultats issus des
deux formulations FLI et FCQ dans les mémes sections.

3.3.5.1 Analyse et interprétation du couplage N-M

D’aprés les équations d’équilibre (3.28) dﬁf = 0 et par conséquent la force axiale F) doit rester

constante le long de 1’élément poutre. Les résultats numériques de la formulation FLI reproduisent
correctement la réponse analytique (voir figure (3.15a)). Les résultats ne sont pas satisfaisants pour la
formulation FCQ (voir figure (3.15b)).

Pour comprendre la source du probléme, il faut étudier ’expression numérique de la force normale
(3.15) :

Fu(z) = /S B dSU(z) — /S E,ydSe).(z) (3.68)

La formulation FLI utilise des fonctions linéaires pour le champ de déplacement axial U, (z) et le champ
de rotation O, (x) (voir (3.37)). Ce choix conduit a des valeurs constantes pour les dérivées U/ (z) et
O’ (x). Par conséquent, la force axiale numérique le long de I’élément est constante, en accord avec le
résultat analytique. Dés lors que les fonctions utilisées sont d’ordre supérieure, ce qui est le cas pour
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FIGURE 3.15 — Poutre élasto-plastique encastrée soumise a une force axiale et une rotation -Evolution
de Deffort normal aux trois sections S1, S2 et S3 du premier élément pour les deux formulations FLI et

FCQ

FCQ (fonctions quadratiques pour le champs des rotations et linéaires pour le déplacement axial), les
résultats peuvent ne plus étre satisfaisants. L’expression de ©’,(z) peut étre obtenue au moyen d’une
simple dérivation de l'expression de ©,(z) (3.51) :

0 0 0
o (z) = ON; 0., + ONs AO; + N 0.;
2 3x 4 2x 2 3z ’
= Z(*Q + fe)@zi + fe(l - Z)A@Z - fe(l - fe)@z]

Cette derniére expression montre que O’ (z) est linéaire le long de I’élément alors que des valeurs
constantes sont toujours obtenues pour les dérivées U, (z). Par conséquent, selon (3.69) et comme le
montre la figure (3.15b), la force axiale obtenue avec la formulation FCQ n’est plus constante. On
note que pour la deuxiéme section située au milieu de I'élément (z = L2) (figure (3.15b)), I'évolution
de Deffort normal est similaire a celle de la formulation FLI (figure (3.15a)). En effet, pour z = %
Pexpression (3.69) donne

L. L,
Ollr=5)=5(0:-0:)=  OL(a) (3.70)
pour FCQ pour FLI voir (3.38)
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Ce probléme dans la reproduction du couplage effort normal - moment de flexion est également
observable lors d’utilisation de I’élément FCQ dans une approche multifibres avec un comportement non
linéaire. Dans ce cas, Dintégrale — |, s EyydS dans (3.16) peut étre différente de zéro dit au mouvement
de ’axe neutre qui peut ne plus coincider avec ’axe moyen de la section.

Une autre facon de comprendre le probléme numérique de 'interaction effort normal - moment de
flexion est d’étudier les équations analytiques. Le cas général d’une poutre multifibres est ci-dessous
étudié. La relation de comportement est écrite comme suit :

O'w(l',yf) = f(gac) :Mt(xayf) : Ew(xayf)
=M (z,yy) - (U (2) — y,O%(x))

avec My(z, yr) le module tangent correspondant & la fibre d’ordonnée y; de la section située a la position
x. L’expression de I'effort normal généralisé est la somme des contraintes dans la section, soit :

(3.71)

F, = / ou(z,yp)dS = / My(z,yy)dS - U, (x) — / yrMy(z,yp)dS - O (x) (3.72)
S s s
La dérivée de 'effort axial donne :
or, do, . do, Oey o do, 0, , B 0oy ” ”
ox  Jg Ox 5= g O0cp Ox  Jg Ocy ax(Uﬂf y©:)ds _/S Oes (Uz —y®L)ds (3.73)
Or d’apres (3.71) :
0oy
=M, .74
65;5 ts (3 7 )

par suite

OF, _ "ol
5 = [z - yelas
_ (/ MtdS) U - (/ y~MtdS> Y (3.75)
S S

Pour des fonctions d’interpolation linéaires du champ de déplacement axial U, les dérivées secondes
U sont nulles et I’expression de 8;; = ge limite par conséquent au deuxiéme terme de 'équation (3.75) qui
dépend de ©’. Ce terme a une valeur constante si les fonctions d’interpolation de ©, sont quadratiques

et par conséquent I’équilibre peut ne pas étre respectée, (3.76).

‘9;;” _ (/Sy - Mtds) .07 (3.76)

Plus spécifiquement, dans le cas d’une section homogéne avec un comportement élastique linéaire,
ot les modules tangents M, des fibres n’évoluent pas au cours de temps/chargement, ’axe neutre de la
poutre passe par [’axe moyen de la section. Ainsi, le terme f 5 Y-M;dS s’annule a son tour. Par conséquent,
un effort normal constant par élément est obtenu conformément & 1’équation d’équilibre et le probléme
numérique du couplage entre l'effort normal et le moment de flexion n’apparait pas. Par contre, si la
section est hétérogéne, méme si le comportement reste élastique linéaire, f Y- MdS est différent de
zéro. Ainsi I'effort normal n’est plus constant le long de I’élément. Enfin, pour un comportement non
linéaire, différents niveaux de non linéarité peuvent se développer pour les fibres d’une méme section.
Autrement dit, les modules tangentes M;(x,ys) ne sont plus les mémes et par conséquent une valeur
non nulle de 8;; z gpparait violant la condition d’équilibre.

Il est clair que le probléme de ’élément FCQ vient de fait que sa formulation initiale adopte des
fonctions de forme linéaires pour le champ de déplacement axial et des fonctions d’ordre quadratique pour
le champ de rotation. Dans cette configuration, I’élément FCQ est incapable de reproduire le couplage
effort normal - moment, pourtant un des points forts de 'approche multifibres [Casaux, 2003], [Davenne
et al., 2003], [Jehel, 2009]. Une nouvelle formulation, présentée ci-dessous, permet de palier définitivement
ce probléme.
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3.3.5.2 Solutions pour la prise en compte du couplage N-M
Premiére solution

Plusieurs solutions existent pour améliorer la performance de ’élément FCQ, la plus simple étant
de discrétiser avec plus d’éléments. Ce choix ne résout pas définitivement le probléme mais améliore les
résultats (voir figure (3.16)) tout en conduisant & une augmentation de temps de calcul.
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FIGURE 3.16 — Poutre élasto-plastique encastrée soumise a une force axiale et une rotation - Evolution
de D’effort normal aux trois sections du premier élément en considérant ne; éléments FCQ

Deuxiéme solution

Un deuxiéme choix est d’avoir recours aux méthodes d’enrichissement de la cinématique. Plus spé-
cifiquement le champ axial peut étre enrichi, comme dans les travaux de thése de [Casaux, 2003] qui
a adopté cette méthode pour résoudre le probléme d’interaction effort normal - moment de flexion
dans une poutre multifibres de cinématique Bernoulli (o, comme pour 1’élément FCQ, les fonctions de
forme interpolant le champ de rotation étaient quadratiques et le champ de déplacement axial linéaires).
Comme les rotations de 1’élément FCQ sont interpolées par des fonctions de forme quadratiques, des
fonctions de formes d’ordre élevé doivent étre également adoptées pour interpoler le déplacement axial,
calibrées de cette facon afin d’annuler le terme aaf; L,

Une variable d’enrichissement élémentaire, notée «., et une fonction N, (z) le long de 1’élément

FCQ sont adoptées pour 'enrichissement du champ axial U,. Ceci conduit & :

Ul = Nl(2)a. (3.77)

La nouvelle expression de s’écrit :

OF: _ (/ MtdS> N (2) e — </ y~MtdS> .o (3.78)
81‘ s S

Le probléme se résume & la recherche de la variable a. qui assure une valeur zéro de %Fx £ pour toute

position z de I’élément. Numériquement, on doit faire des itérations (locales) au niveau d’élément, selon
I’algorithme de Newton Raphson, dont le but est de déterminer la racine a, de I’équation 88{; z A chaque
itération, une redistribution des contraintes dans les fibres est effectuée a partir de la valeur de aic"
mise & jour. Les tests numériques ont montré que ’ordre de la fonction d’enrichissement doit étre égale
au nombre des points d’intégration nécessaire (trois dans le cas de 1'élément FCQ) pour assurer une
intégration numérique exacte.

Quatre fonctions de formes cubiques sont proposées pour 'interpolation du champ de déplacement
axial de I’élément FCQ, ce qui nécessite I’addition de deux degrés de liberté supplémentaires internes.
Effectivement, quatre polyndémes linéaires indépendants sont nécessaires pour former une base pour les

polynomes de degré trois, voir aussi [Caillerie et al., 2015]. Plusieurs choix sont évidemment possibles.

a ET
ox
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FIGURE 3.17 — Illustration des nouvelles fonctions de forme pour le déplacement axial de ’élément FCQ

Dans la suite, les coefficients des polynémes de degré trois sont choisis de telle sorte & obtenir des valeurs
unitaires & 0, L./3,2L./3 et L., voir figure (3.17). Les polynomes sont donnés ci-dessous :

Umi
AUw
Uz
avec
9 «x T 11 x 9 «x 9 x T
Ny=—(—)P4+9(=)2 - =241 Ny = —(—)P2 - Z(=)2 4+ =
. Q(Le) + (Le) 2 Le+ I 2(Le) 2(Le) +Le
27 «x 45 =« T 27 x T 9
NL 2ty 222 < N2 — 2t gty 2

AU}, et AU?, sont les degrés de liberté internes supplémentaires qui peuvent étre résolus a I'échelle
globale ou au niveau de I’élément en utilisant la méthode de condensation statique.

La figure (3.18) illustre la réponse de la nouvelle formulation de 1’élément FCQ pour l'exemple
de la figure (3.13). Deux éléments poutres sont utilisés pour la discrétisation. La nouvelle formulation
reproduit correctement l'interaction entre I’effort normal et le moment de flexion, conduisant a un effort
axial constant.

3.3.6 Reéponse dynamique

Afin de comparer la réponse dynamique des différentes formulations poutre, I'essai de la thése
de [Corn, 1998] est utilisé ci-dessous. Une poutre homogéne de section circulaire pleine, de longueur
L = 257.8mm et de diamétre D = 89.9mm est considérée. Le matériau constituant la poutre est du
Dural (AU4G) de masse volumique p = 2700kg.m~3, de module d’élasticité E = 7.2 x 1010Pa et de
coefficient de Poisson v = 0.3. Les conditions aux limites sont libre-libre telles que les deux extrémités
de la poutre sont supposées libres.

La poutre a été instrumentée comme suit : quatre pastilles piézo-électriques ont été placées sur une
génératrice et deux accélérométres piézo-électriques sur les sections terminales. Le but de cette expérience
est de mesurer les modes propres de la poutre. On souhaite comparer les résultats expérimentaux avec
les modes propres calculés avec les différentes formulations poutres Timoshenko étudiées.
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FIGURE 3.18 — Poutre élasto-plastique encastrée soumise a une force axiale et une rotation - évolution
de D’effort normal aux trois sections du premier élément pour la nouvelle formulation de I’élément FCQ
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FIGURE 3.19 — Test pour mesurer les valeurs propres d’une poutre avec des conditions libre-libre, [Corn,
1998]

Pour ce faire, la poutre est discrétisée en 100 éléments poutres éléments finis. Puis les fréquences
propres sont calculées en résolvant le probléme aux valeurs propres suivant :

(Kpoutre - szpoutre)Upoutre - 0 (380)

La résolution de (3.80) nécessite de calculer les valeurs des pulsations propres w en résolvant 1’équation
suivante :

det(Kpoutre - w2Mpoutre) =0 (3.81)

Enfin, les fréquences propres sont calculées comme :

w;
fi= o (3.82)

Les fréquences propres calculées pour les six premiers modes de flexion pour les éléments FLI, FCQM
et FCQ ainsi que les erreurs relatives par rapport aux mesures expérimentales sont présentées dans le

tableau suivant :
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Mode Expérience FLI FCQM FCQ
m feap Hz)  fpp (Hz) erreur (%) fer (Hz) erreur (%) fer (Hz) erreur (%)

1 4957 4936 0.42 4935 0.44 4953 0.44
2 10542 10471 0.67 10468 0.7 10467 0.71
3 16476 16388 0.53 16382 0.57 16378 0.59
4 20514 20694 0.88 20690 0.86 20684 0.83
5 24439 25022 2.39 25019 2.37 25007 2.32
6 24679 25190 2.07 25186 2.05 25174 2.01

TABLE 3.10 — Fréquences propres de la poutre expérimentales et numériques

L’erreur relative est calculée selon la formule suivante :

fEF - femp

% 100 (3.83)
feF

erreur (%) =

Les fréquences propres obtenues sont quasiment les mémes. Les trois formulations éléments finis poutres
Timoshenko étudiées ont donc un comportement similaire et reproduisent de fagon satisfaisante les
modes propres méme d’ordre supérieur (erreur < 3%).

3.4 Conclusions

Trois formulations poutres Timoshenko (multifibres) ont été présentées dans ce chapitre : la formula-
tion FLI basée sur des fonctions de forme linéaires, la formulation FCQM avec des fonctions de forme
de degré plus élevé dépendant des propriétés du matériau et la formulation FCQ avec des fonctions de
forme de degré plus élevé ayant un noeud interne additionnel.

Une illustration par calcul des valeurs propres de la matrice de rigidité a permis de montrer que les
deux formulations d’ordre supérieur FCQM et FCQ sont libres de blocage par cisaillement alors que la
formulation FLI nécessite un traitement particulier pour s’affranchir du probléme. La comparaison entre
ces trois formulations a travers des exemples numériques a également montré que FLI ne donne pas de
résultats exacts si un seul élément poutre est utilisé. Les résultats s’améliorent néanmoins rapidement en
utilisant un maillage plus fin. La formulation FCQM ne convient pas pour les calculs non linéaires mais
sa performance est excellente pour les calculs linéaires élastiques. Enfin, la formulation FCQ donne les
meilleurs résultats avec un minimum des éléments finis. Un enrichissement cinématique du champ de
déplacement axial de I’élément FCQ est proposé afin d’améliorer sa capacité a reproduire I'interaction
entre 'effort axial et le moment de flexion. Enfin, le calcul des valeurs propres d’une poutre obtenues
avec les trois formulations donne sensiblement le méme résultat.
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Chapitre 4

Formulation EF enrichie, déplacements
généralisés
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4.1 Introduction

La modélisation du comportement des structures en béton armé doit permettre de prendre en compte
les différents phénoménes non linéaires avant pic, pic et post pic. Ce chapitre est dédié au développement
d’un élément poutre enrichi pour tenir compte du comportement adoucissant lors de 'apparition des
fissures.

Les premiéres tentatives pour modéliser le comportement des structures jusqu’a la rupture sont fon-
dées sur des modéles de comportement sans longueur caractéristique, possédant une phase d’écrouissage
et une phase d’adoucissement et s’inscrivant dans le cadre de la théorie de la mécanique des milieux conti-
nus. La modélisation de la phase d’adoucissement avec ce type de modéles se heurte a certaines difficultés
et produit des résultats inexactes. En effet, du point de vue physique, pendant la phase d’adoucissement
les déformations se concentrent dans les zones les plus fragiles de la structure, en formant ce qu’on
appelle des zones de localisation. Du point de vue numérique, la modélisation objective (indépendante
de la discrétisation spatiale) de ces zones de localisation des déformations n’est pas évidente. Ainsi, les
résultats des modeéles classiques, sans longueur caractéristique, présentent une forte dépendance parasite
a la taille du maillage éléments finis.

Une des méthodes pour palier (régulariser) ce probléme est la méthode d’enrichissement cinéma-
tique et plus particuliérement la méthode des éléments finis intégrés. Cette méthode permet de coupler
un modéle de comportement continu avec un modéle cohésif. L’idée principale est d’enrichir le champ
de déplacement par une variable de discontinuité. Cette variable peut représenter un saut de déplace-
ment pour un matériau quasi fragile comme le béton ou encore une rotule plastique pour un matériau
ductile comme D’acier. Le modeéle cohésif est utilisé pour reproduire le comportement au niveau de la
discontinuité. Par conséquent, 1’énergie dissipée par le processus d’ouverture est capturée et elle est
indépendante de la taille de I’élément fini. D’ou la capacité de la méthode a limiter la dépendance au
maillage durant le processus d’adoucissement. En résumé, I'intérét de la méthode d’enrichissement est
double : elle limite la dépendance au maillage et permet de modéliser le processus d’ouverture d’une
fissure.

Dans la suite de chapitre une approche généralisée est considérée, o la section n’est pas utilisée
avec des fibres mais avec une seule loi généralisée. L’enrichissement cinématique se fait donc au niveau
des champs de déplacements généralisés (l’enrichissement dans le cadre de 'approche multifibres est
présenté dans le chapitre 5). La localisation des déformations est tout d’abord illustrée d’un point de
vue physique. Les difficultés de la modélisation de la zone de localisation, qui se manifestent par une
dépendance pathologique au maillage éléments finis, sont ensuite évoquées. Les méthodes de régula-
risation sont passées en revue afin de détailler par la suite la méthode d’enrichissement cinématique,
et particuliérement ’enrichissement du champ de déplacement par une discontinuité forte. Différentes
applications de cette méthode pour les structures en génie civil sont mentionnées et les aspects théo-
riques et numériques de I'enrichissement au moyen d’une discontinuité forte sont présentés en détail :
formulation variationnelle, modéle de comportement et algorithme de résolution. Le chapitre se termine
par des illustrations numériques.

4.2 Localisation des déformations

4.2.1 Le phénoméne de la localisation des déformations

La localisation des déformations est un phénomeéne qui apparait dans le matériau, avant la rupture,
a Pendroit ou il y a des défauts [Brancherie, 2003]. Elle peut prendre différentes formes : bande de
cisaillement pour les matériaux granulaires tels que les sables [Vardoulakis et al., 1978], [Vardoulakis,
1983] ou les poudres ainsi que pour les matériaux métalliques ayant un comportement élasto-plastique
adoucissant [Rice, 1976]; ou encore sous la forme d’une bande de localisation pour le cas des maté-
riaux quasi-fragiles comme le béton [Bazant, 1976], [Mazars, 1986] et les roches [Wawersik and Brace,
1971], [Read and Hegemier, 1985]. Plus particuliérement pour le béton, le phénomeéne de localisation en
compression n’est pas le méme que celui en traction [Coleman and Spacone, 2001] puisque le matériau
a un comportement dissymétrique. En compression, le comportement est plus ductile et la rupture se
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fait par micro-fissuration diffuse précurseur d’une forte localisation des déformations dans des bandes
alignées avec la direction de compression (figure 4.1a). En traction, la rupture est brutale et qualifiée
de fragile. Elle est caractérisée par le développement de nombreuses micro-fissures dont la coalescence
donne naissance a une macro-fissure perpendiculaire a la direction de traction (figure 4.1b).

(a) Compression test (b) Tension test
N — o — P —— !
104 Crack ol‘)e‘uj‘u‘g‘ ‘fi‘nm] 0.5 5105 Crack obe‘u.lll‘lé‘f?‘nm] 0.02

FIGURE 4.1 — Rupture du béton en compression et en traction [Roubin, 2013]

Une réponse adoucissante est définie comme la phase durant laquelle les contraintes (forces au niveau
d’une structure) diminuent tandis que les déformations (déplacements) continuent & augmenter, figure
(4.2).

Force

A

Ecrouissage Adoucissement

Déplacement

FI1GURE 4.2 — Comportement adoucissant d’une structure

Le choix de la loi de comportement décrivant le matériau constituant la structure est crucial afin
d’obtenir une modélisation satisfaisante du comportement adoucissant. Selon plusieurs auteurs, par
exemple [Armero, 1999, [Armero and Ehrlich, 2004, la cause des problémes vient de ’absence d’une
longueur caractéristique dans la formulation de la loi de comportement, qui a pour réle de définir une
zone finie dans laquelle le matériau dissipe ’énergie durant sa phase adoucissante. Du point de vue
mathématique, 'absence de cette longueur caractéristique conduit & un probléme mal posé. En effet, le
caractére hyperbolique de 1'équation régissant le probléme est perdu [Armero and Ehrlich, 2004], ce qui
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provoque une dépendance pathologique au maillage éléments finis. Les analyses numériques montrent
que la modélisation de la rupture se fait finalement sans dissipation d’énergie [Bazant and Belytschko,
1985]. Cette dépendance pathologique au maillage éléments finis est illustrée ci dessous.

4.2.2 TIllustration de la dépendance pathologique au maillage

Pour illustrer la dépendance au maillage de la réponse adoucissante, on considére une barre homogéne
dont le comportement du matériau repose sur une loi élastique adoucissante comme en figure (4.3).

Contrainte

| >

€
e €
Déformation

FIGURE 4.3 — Loi élastique adoucissante

La barre est encastrée d’un c6té et soumise & un déplacement axial imposé u du coté libre. Elle est
discrétisée en 3 éléments, figure (4.4).

E
3

(1) (2) (3)

FIGURE 4.4 — Barre en traction discrétisée en trois éléments

Au fur et & mesure de 'augmentation du chargement, I’état de contrainte dans toute la barre est
le méme. Dés lors que ’état de contrainte atteint sa valeur maximale o., le matériau se comporte de
deux fagons : soit la contrainte diminue mais la déformation continue & augmenter de maniére a ce que
le matériau entre dans sa phase d’adoucissement (chemin 2 sur la figure (4.5)), soit la contrainte et la
déformation diminuent si bien que le matériau se décharge élastiquement (chemin 1 sur la figure (4.5)).
Cela représente un mode de bifurcation : le probléme ne posséde plus une solution unique.

Point de bifurcation

oL
e
780

Contrainte

.

€
e
Déformation

FIGURE 4.5 — Point de bifurcation

En réalité, la structure n’est pas parfaitement homogéne mais il existe toujours des endroits avec
des défauts. Prenons le cas o c’est le premier élément de la figure (4.4), proche de l'encastrement, qui
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présente ce défaut (limite élastique plus faible par rapport aux autres éléments). Plusieurs simulations
sont faites avec différents nombre d’éléments. Les résultats sont illustrés sur la figure ci-dessous.

Effort Normal

—n=20

—n=10

—~n=5
n=2

Déplacement axial

\.

FIGURE 4.6 — Influence du maillage

La figure (4.6) montre que la réponse globale (effort normal en fonction de déplacement axial imposé)
de la barre dépend du nombre d’éléments utilisés. La réponse n’est pas objective vis & vis du maillage
car la quantité d’énergie dissipée, représentée par la surface sous la courbe est proportionnelle a la taille
des éléments. Pour un nombre infini d’éléments ’énergie dissipée sera nulle, ce qui évidemment n’est
pas réaliste. Il est donc primordial de trouver une solution pour palier cette dépendance pathologique
au maillage.

Remarque : Le probléme de la dépendance au maillage illustré ci-dessus est aussi bien observé
dans les formulations éléments finis poutres en forces qu’en déplacements. La différence est que pour la
formulation éléments finis en forces la localisation se fait au niveau d’un seul point d’intégration et non
plus au niveau d’un seul élément [Coleman and Spacone, 2001].

4.2.3 Les limiteurs de localisation

Plusieurs approches sont proposées dans la littérature pour modéliser correctement la localisation
des déformations. Parmi les travaux les plus anciens on trouve [Lasry and Belytschko, 1988] et [De Borst
et al., 1993]. [Jirasek, 2002b] présente une vue d’ensemble sur ces méthodes. Plus récemment, 'ouvrage
de [Ibrahimbegovié¢, 2006] donne également une revue assez exhaustive.

La notion des limiteurs de localisation est utilisée dans la littérature pour faire référence aux diffé-
rentes approches visant a surmonter les problémes qui accompagnent la modélisation de la localisation
des déformations. En général, les limiteurs de localisation sont divisés en deux groupes : les approches
discrétes et les approches continues. Dans la suite, différentes méthodes de régularisation sont présentées
ainsi que leurs avantages et inconvénients.

4.2.3.1 Approches discrétes

L’une des caractéristiques de ces approches est qu’elles supposent deux modéles de comportement
qui fonctionnent simultanément : un modéle continu (contraintes en fonction de déformations) associé
au matériau hors zone de localisation, et un modeéle discret (contraintes en fonction de déplacements)
associé au matériau dans la zone de localisation [Dvorkin et al., 1990]. La localisation ne peut prendre
place qu’entre deux éléments finis. Les approches discrétes ne nécessitent pas un maillage trés fin mais
par contre la défaillance localisée ne peut se produire que dans des emplacements prédéterminés. Un
remaillage est souvent nécessaire pour pouvoir suivre la propagation de la fissure. Parmi ces approches,
on trouve les modeles a fissures discrétes (discrete crack models) [Cervenka and Saouma, 1995].

4.2.3.2 Approches continues

Ces approches conservent I’hypothése de continuité du milieu ce qui permet de définir, partout et
tout le temps, des déformations et donc des lois de comportement qui relient les contraintes avec les
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déformations. Selon le type de limiteur de localisation choisi on peut les diviser en plusieurs catégories
commentées ci dessous.

4.2.3.2.1 Limiteurs locaux

Une de premiéres solutions pour s’affranchir de la dépendance pathologique au maillage est 'approche
énergétique introduite par [Hillerborg et al., 1976]. L’idée est de construire une loi de comportement
ayant une sorte de longueur caractéristique prenant en compte la taille de I’élément fini utilisé. Plus
spécifiquement, le module d’adoucissement de la loi est dépendant de la taille des éléments finis, ce qui
nécessite de calibrer la loi afin de respecter la quantité d’énergie dissipée entre éléments. Néanmoins, le
probléme reste toujours mal posé du point de vue mathématique et la méthode régularise les résultats
au niveau global mais pas au niveau local.

Une autre méthode de régularisation est d’introduire un parameétre de viscosité [Needleman, 1988].
La performance du modéle est améliorée mais la dépendance au maillage n’est pas définitivement résolue
mais juste déplacée dans le temps.

4.2.3.2.2 Limiteurs non locaux

Ces approches introduisent des limiteurs non locaux dans la formulation : I’état de déformation
dans un point de Gauss est calculé en introduisant une zone d’influence du voisinage et donc a partir
d’une longueur caractéristique [Pijaudier-Cabot and Bazant, 1987] et [Bazant and Pijaudier-Cabot,
1988], [Jirasek, 1998].

Modéle non local d’endommagement Dans [Pijaudier-Cabot and BaZant, 1987], [Bazant and
Pijaudier-Cabot, 1988], les auteurs présentent un modéle d’endommagement continu non local, tel que la
déformation élastique garde son caractére local, alors que les paramétres qui causent la dégradation du
matériau, ou encore qui décrivent le processus d’adoucissement, soient les variables d’endommagement,
perdent leur caractére local. Autrement dit, la valeur de 'endommagement & un point appartenant au
volume du matériau ne dépend plus de I’état du matériau & ce point uniquement mais plutét de ’état
du matériau de ce point ainsi que de son voisinage. Ce dernier est défini en fonction d’une longueur
caractéristique qui est considérée comme un paramétre du matériau. On cherche désormais des valeurs
moyennes pour ’endommagement et non plus des valeurs ponctuelles.

Modéle non local plastique De méme dans [Bazant and Lin, 1988], les auteurs régularisent les
incohérences associées a la phase d’adoucissement en rendant la déformation plastique non locale et
en gardant la déformation élastique avec un caractére locale. Les déformations plastiques sont traitées
par I'intermédiaire d’un opérateur de moyenne spatiale, de sorte qu’une longueur caractéristique est
introduite dans le modéle caractérisant la taille de ’hétérogénéité du matériau.

Les approches non locales régularisent le probléme d’un point de vue mathématique [Pietruszczak
and Mroz, 1981] et les résultats sont objectifs au niveau global et au niveau local. Dans son livre [Ibra-
himbegovié, 2006], Ibrahimbegovic résume les inconvénients de 1'utilisation des approches non locale. Le
premier est la difficulté d’intégrer une approche non locale dans un code élément fini standard, ou I'on
doit faire communiquer tous les éléments dans un rayon égal a la longueur caractéristique, ce qui est
assez couteux en termes de temps de calcul. De plus, la définition de la longueur caractéristique n’est
pas toujours aisée.

Modéles a gradient Les modeéles a gradient sont introduits par [Triantafyllidis and Aifantis,
1986], [Miithlhaus and Alfantis, 1991]. Le principe est de définir une variable donnée (e.g. déformation)
par sa valeur locale et ses gradients en appliquant le développement de Taylor mais en négligeant les
termes d’ordre supérieur (supérieur a 2). Ces modéles sont divisés en deux groupes : le gradient explicite
et le gradient implicite [Peerlings et al., 1996a], [Peerlings et al., 1996b], [Askes, 2000]. Pour le premier,
la variable non locale est exprimée explicitement en fonction des gradients du déplacement, alors que
pour le second, la variable non locale est écrite implicitement en fonction des gradients de déplacement.
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La différence entre les deux modeles est discutée dans [De Borst et al., 1993], [Askes, 2000], [Askes and
Sluys, 2002] pour 'endommagement & gradient et dans [Coleman and Hodgdon, 1985], [Miihlhaus and
Alfantis, 1991], [Pamin et al., 1999] pour la plasticité a gradient.

4.2.3.2.3 Milieux a micro-structure

Une autre famille des approches continues repose sur les milieux & micro-structure. Contrairement
aux approches non locales précédentes, la micro-structure ici est décrite d’une maniére explicite. Une
description supplémentaire de la cinématique de la micro-structure est ajoutée a la description du milieu
continu. [Germain, 1973| présente un cadre général de la formulation des milieux & micro-structure en
utilisant le principe des puissances virtuelles. L’introduction de termes supplémentaires pour la descrip-
tion cinématique implique la présence d’une longueur interne dans le modéle.

Modeéle Cosserat Ce modéle est basé sur le travail des fréres Cosserat [Cosserat and Cosserat,
1909]. Le principe est d’ajouter un degré de liberté supplémentaire de rotation en chaque point matériel
d’une maniére indépendante des déplacements. Le degré de liberté additionnel permet de décrire les
mouvements de rotation des grains dans la bande de localisation. Ces modéles nécessitent I'introduction
des paramétres supplémentaires dans la formulation parmi lesquelles une longueur caractéristique, ce
qui permet de régulariser le probléme. D’aprés [Ibrahimbegovi¢, 2006], ces modéles ne sont pas adaptés
4 la modélisation de probléme de localisation en mode I, mais seulement a la modélisation de bandes de
cisaillement (localisation en mode II) .

Modéle de second gradient Le modéle de second gradient [Chambon et al., 1998] a été développé
initialement avec des lois plastiques pour s’affranchir des problémes de modélisation de la localisation
dans les bandes de cisaillement pour les sols. [Li, 2011] et [Li et al., 2011] ont utilisé le modéle pour le
cas de matériaux fragiles et [Jouan, 2014] pour la modélisation de la localisation dans des structures en
béton avec des lois de la mécanique de I’endommagement. Le principe de ce modéle est de considérer un
milieu & micro-structure avec une cinématique plus riche en introduisant des degrés de liberté supplémen-
taires. Cela nécessite de définir des lois de comportement premier et second gradient. La difficulté avec
le modéle de second gradient est que la signification physique des paramétre matériaux de la loi second
gradient n’étant pas bien établi. Les travaux de [Jouan, 2014 donne une bonne illustration de ce modéle.

Les modéles précédents offrent une objectivité par rapport & la taille du maillage, toutefois, ils
nécessitent une discrétisation fine de la zone de localisation. De plus, puisque la largeur de cette zone est
généralement petite par rapport aux dimensions de la structure, le cotit de calcul devient vite important
pour les applications des structures a grande échelle [Mosler, 2004].

4.2.3.3 Approches enrichies par discontinuités

Cette famille de modéles propose un enrichissement cinématique par introduction des discontinuités
et elle sera adoptée pour les développements numériques dans ce travail de thése.

L’approche respecte les deux critéres d’efficacité mentionnés par [Belytschko et al., 1988] : assurer
une objectivité vis & vis du maillage et tenir compte du caractére multi-échelle du probléme étudié. Le
principe de la méthode d’enrichissement est d’incorporer la cinématique associée a la petite échelle au
niveau du matériau a la cinématique associée a la grande échelle au niveau de la structure. L’idée est
d’introduire une discontinuité de taille nulle dans les équations cinématiques, et donc de supposer que
la localisation des déformations se fait dans cette discontinuité. Le comportement du matériau dans
cette zone de taille nulle (la discontinuité) est modélisé par le biais d’une loi cohésive. Cette derniére
permet de définir un mécanisme dissipatif qui permet, & son tour, de capturer la méme quantité d’énergie
dissipée quelque soit la taille de I’élément fini. Par conséquent, le modéle s’affranchit de la dépendance
pathologique au maillage.

L’enrichissement cinématique peut étre défini comme une amélioration du modéle en y ajoutant
de nouvelles variables décrivant les phénoménes qui ne peuvent pas étre décrits par le modéle initial.
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L’enrichissement est qualifié¢ de cinématique parce qu’il affecte les champs cinématiques de déformation
ou encore de déplacement.

Dans [Lotfi and Shing, 1995], [Oliver, 1995], cette méthode d’enrichissement est présentée comme

un compromis entre les approches discrétes (4.2.3.1) et les approches continues (4.2.3.2). La famille des
approches continues nécessite un maillage fin, puisqu’elle doit décrire n’importe quelle partie du maté-
riau, malgré sa taille et sa position dans la structure, ce qui lui permet de déclencher et de positionner
automatiquement la localisation, avec toutefois un coiit de calcul assez élevé. Cette famille souffre du
verrouillage de la contrainte (stress locking) puisque la description cinématique des discontinuités autour
des macro fissures est inadéquate [Wells and Sluys, 2000], [Jirasek, 2000].
D’un autre coté, les approches discrétes n’engendrent pas de probléme concernant la finesse du maillage,
puisque la zone de localisation est limitée dans un seul point ot 'on introduit un mécanisme dissipatif.
Par contre, la défaillance localisée ne peut se produire que dans des emplacements prédéterminés [Jukic,
2013]. Par conséquent, la famille de méthodes d’enrichissement, consistant a incorporer une disconti-
nuité au sein des éléments finis, est construite de telle maniére & regrouper les avantages des approches
continues et discrétes sans en avoir certains inconvénients.

/

e

(a) Discréte

(b) Continue

(c) Discontinuité faible

X

(d) Discontinuité forte

X

FIGURE 4.7 — Les différentes approches de régularisation (inspirée de [Jirasek, 2002b])

La figure (4.7) illustre les trois approches a travers l'allure du champ de déplacement et celui de
déformation par élément, [Jirdsek, 2002b|. Pour l'approche discréte (4.7a), les champs cinématiques le
long de I'élément fini sont continus puisque le modéle discret est modélisé par le biais d’un élément
d’interface et non pas au sein de ’élément fini. Au contraire, les autres approches présentent des champs
cinématiques particulieres. La figure (4.7b) montre que le champ de déplacement est continument déri-
vable et le champ de déformation correspondant continu, d’ou I'approche est qualifiée de continue. Par
contre, pour les approches enrichies, une discontinuité apparait dans le champs de déformation (4.7c)
ou de déplacement (4.7d). La différence entre ces deux types de discontinuité est ’'object de la section
suivante.

4.3 Enrichissement cinématique par une discontinuité

L’enrichissement cinématique consiste & introduire une variable de discontinuité dans la formulation.
Selon [Jirdsek and Belytschko, 2002], la modélisation de la discontinuité peut étre classée en deux
catégories : les modeéles de discontinuité explicites et les modéles de discontinuités implicites. La premiére
catégorie fait introduire une variable de discontinuité dans le champ cinématique de déplacement, ce qui
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produit une singularité dans le champ de déformation (voir figure (4.7d)). Cette discontinuité est dite
forte. Pour la deuxiéme catégorie, la discontinuité est introduite dans le champ de déformation ainsi la
continuité du champ de déplacement est conservée. Par ailleurs, le champ de déplacement est de classe
C° (voir figure (4.7¢)) et la discontinuité dans ce cas est dite faible.

Dans une étude comparative [Jirasek, 2000], 'auteur présente un cadre mathématique unifié et basé
sur le principe variationnel de Hu-Washizu pour illustrer les différents types de discontinuités. Cette
étude méne & trois différentes méthodes d’enrichissement :

1. Statically Optimal Symmetric (SOS) : seul le champ de déformations est enrichi, on parle d’une
discontinuité faible. Cette méthode conduit & des éléments finis qui vérifient la condition de
continuité du vecteur traction sur la discontinuité mais ne peuvent pas représenter proprement
les cinématiques de discontinuité.

2. Kinematically Optimal Symmetric (KO0S) : ici c’est le champ de déplacement qui est enrichi.
Cette méthode donne les mémes équations d’équilibre que celles obtenues avec la méthode SOS.
La différence réside au niveau de la construction des fonctions d’enrichissement. Contrairement
a la méthode SOS, la méthode KOS respecte la compatibilité entre les champs de déplacements
et les champs de déformations sans nécessairement assurer la continuité du vecteur traction sur
la discontinuité.

3. Statically and Kinematically Optimal Nonsymmetric (SKON) : cette méthode présente un com-
promis entre les méthodes SOS et KOS. Elle représente proprement & la fois la statique et la
cinématique : la condition de continuité du vecteur traction au travers de la discontinuité est
assurée et la cinématique de discontinuités est bien reflétée. Par contre la formulation linéarisée
issue de cette méthode est en général dissymétrique.

L’annexe B donne plus de détails sur ces méthodes.

4.3.1 Discontinuité faible

Les premiers travaux sur des modéles a discontinuités faibles remontent aux années quatre vingt
[Pietruszczak and Mroz, 1981], [Ortiz et al., 1987]. Ce type de discontinuité est utilisé dans le cas ou le
champ de déformation réel posséde une discontinuité alors que le champ de déplacement reste continu.
La discontinuité faible est initialement développée pour modéliser la localisation de déformations. Il faut
noter que le travail d’ [Ortiz et al., 1987] permet d’introduire une seule discontinuité faible par élément.
Néanmoins, la modélisation d’une bande de localisation nécessite I'ajout d’une autre discontinuité dans
I’élément voisin, ce qui rend la modélisation entiére d’une bande de localisation par cette méthode
dépendante a la finesse de maillage. C’est pourquoi [Belytschko et al., 1988] ont développé un élément
capable de contenir une bande de cisaillement. L.’idée est simplement d’introduire deux discontinuités
faibles par élément, ce qui permet d’avoir une bande de localisation au sein d’un seul élément définie
par les deux discontinuités faibles. Par conséquent, la modélisation de la bande devient indépendante
a la taille du maillage (sachant qu'une condition nécessaire concernant la taille minimale de I’élément
doit étre considérée : la taille de I’élément doit étre plus grande de la largeur de la bande).

La discontinuité faible peut aussi étre utilisée pour modéliser les interfaces dans un milieu hétérogéne
constitué de deux matériaux différents ou encore d’un seul matériau avec des trous. Dans ce type de
probléme, un champ de déformation continu est incapable de prendre en compte ’hétérogénéité du
milieu. L’introduction d’une discontinuité dans le champ des déformations peut rendre la modélisation
possible. Par exemple dans [Benkemoun, 2010], 'auteur modélise des éléments bi-phasiques constitués
de deux matériaux ayant des propriétés différentes : agrégats et mortier. Par conséquent, les champs
de déformations doivent contenir des sauts finis, c’est pourquoi le choix est fait d’enrichir les champs
de déformations continues par des discontinuités faibles. [Roubin et al., 2015] utilise les deux types de
discontinuités, faible et forte, pour modéliser la rupture d’'un matériau hétérogéne.

4.3.2 Discontinuité forte

Une fissuration est une ouverture représentée par un saut de déplacement. Par conséquent, sa modéli-
sation par le biais d’une discontinuité faible n’est pas satisfaisante, une discontinuité doit étre introduite
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(a) Deux éléments de Ortiz ayant (b) Un élément de Be-
chacun une seule discontinuité faible lytschko ayant deux
discontinuités faibles

FIGURE 4.8 — Modéles a discontinuités faibles [Jirasek, 2000]

dans le champs de déplacements. Par ailleurs, la valeur de ce saut peut étre interprétée comme 1’ouver-
ture de la fissure. Un autre intérét de l'utilisation d’une discontinuité forte est, selon [Simo et al., 1993],
sa capacité a capturer la dissipation d’énergie durant le processus d’adoucissement du matériau. Cela
permet d’améliorer I’objectivité de la modélisation vis & vis du maillage.

La présence d’une discontinuité dans le champ de déplacement conduit & un champ de déformation
singulier, ce qui nécessite un traitement particulier. Le traitement de la singularité peut étre réalisé selon
deux approches :

— une approche continue : [Simo et al., 1993], [Armero and Garikipati, 1996], [Oliver, 1996], [Oli-
ver, 2000], [Oliver et al., 2002] [Brancherie, 2003]. Les auteurs supposent que la présence d’une
discontinuité dans le champ de déplacement est compatible avec la loi de comportement. Par
conséquent, ils proposent une méthode intégrant le champ de déformation singulier dans le cadre
de la formulation thermodynamique de la loi continue sans violer les conditions de compatibilité.
En effet, il faut que toutes les variables de la formulation restent bornées afin de garder un sens
physique, ce qui nécessite la suppression des parties singuliéres. Pour cela, certaines variables
(la contrainte, le taux de contrainte, le multiplicateur de Lagrange, la déformation plastique, le
module d’écrouissage) doivent se décomposer a leur tour en deux parties, une partie réguliére et
une partie singuliére. Cela permet une auto-simplification des parties singuliéres entre elles dans
les différentes variables bornées. Deux lois de comportement sont par conséquent considérées, une
pour la partie continue et une pour la discontinuité. Ces deux modéles fonctionnent en paralléle,
en respectant les conditions de compatibilité de la singularité dans le champ de déformation avec
la formulation continue.

— une approche discréte : [Wells and Sluys, 2001], [Oliver et al., 2002]. La discontinuité est gérée
par une loi cohésive reliant une variable de traction a un saut de déplacement. Le comportement
du matériau a la discontinuité est modélisé par le biais d’une loi discréte [Ibrahimbegovié and
Brancherie, 2003] qui controle la dissipation de 1’énergie pendant ’adoucissement. Les conditions
de compatibilité entre le champ de déformation singulier et la formulation continue sont donc
abandonnées. Cette approche sera retenue dans la suite du mémoire. Elle sera développée dans
la section concernant le modéle cohésif (4.7.2).

Depuis les années quatre-vingt dix, la littérature est riche de travaux basés sur la discontinuité
forte [Oliver, 1995], [Mosler, 2004], [Mosler, 2005], [Oliver et al., 2012]. Une vue d’ensemble des techniques
d’approximation pour la résolution des discontinuités fortes est donnée dans [Jirasek, 2002a]. La logique
consiste & étendre la méthode des éléments finis pour pouvoir modéliser les discontinuités introduites. La
section suivante présente les différentes méthodes numériques d’implémentation de ces discontinuités.

4.3.3 Méthodes d’implémentation numérique des discontinuités

En ce concerne I'implémentation numérique des discontinuités fortes, la méthode des éléments finis
classique (FEM) montre certaines limites. En effet, le maillage de la structure doit étre obligatoirement
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aligné avec les discontinuités (voir figure (4.9a)). De plus, il doit étre raffiné dans les zones a grands
gradients. Ainsi, le maillage doit étre mis & jour tout au long de la propagation de la fissuration, ce
qui n’est pas numériquement aisé. Pour ces raisons, la méthode FEM classique n’est pas habituellement
retenue pour ce type de modélisation.
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(a) Maillage avec FEM classique (b) Maillage avec X-FEM/E-FEM

FIGURE 4.9 — Tllustration du maillage avec les différentes méthodes éléments finis [Belytschko et al.,
2009]

Plusieurs méthodes ont été développées dans la littérature pour prendre en compte de fagon efficace
les discontinuités. Le principe est d’enrichir la méthode des éléments finis classique par de nouveaux
degrés de liberté pour porter les discontinuités et rendre le maillage indépendant de leur présence. Avec
ces nouvelles méthodes un maillage fin n’est par conséquent plus nécessaire et la propagation de la
fissuration ne nécessite plus a remailler le domaine. Les degrés de liberté supplémentaires peuvent étre
portés soit par les noeuds des éléments, comme c’est le cas pour la méthodes des éléments finis étendus
(X-FEM), soit intégrés au sein de 1’élément comme c’est le cas pour la méthode des éléments finis
intégrés (E-FEM). Ces différentes méthodes ont déja trouvées plusieurs applications dans le domaine du
génie civil. On peut mentionner par exemple :

— la nucléation et la propagation d’une ou de plusieurs fissures [Daux et al., 2000], [Budyn et al.,
2004/,

— les trous et les inclusions dans les matériaux [Remmers et al., 2003],

— les interfaces entre les matériaux [Benkemoun et al., 2012], [Roubin et al., 2015].

Les sections suivantes présentent briévement les deux méthodes X-FEM et E-FEM.

4.3.3.1 Eléments finis étendus (X-FEM)

La méthode des éléments finis étendus (eXtended Finite Element Method X-FEM), développée en
1999 par [Moés et al., 1999], [Belytschko and Black, 1999], [Dolbow et al., 2001], [Belytschko et al., 2001],
est basée sur la méthode de la partition de 'unité PUM [Melenk and Babuskab, 1996]. La méthode X-
FEM a été initialement employée avec les modéles de Grifith dans le cadre de la mécanique linéaire de la
rupture et ensuite pour la résolution des problémes présentant des surfaces de discontinuité, des modeéles
cohésifs [Wells and Sluys, 2001], [Cazes, 2010] ou des lois de comportement de la mécanique des milieux
continus. Son principal avantage est qu’elle permet la modélisation de la fissuration sans la nécessité de
remailler la structure. En effet, des fonctions de forme discontinues sont ajoutées a la formulation des
éléments finis. Par ailleurs, la fissuration peut traverser un élément en le coupant en deux et les variables
des discontinuités sont incorporées dans le maillage au niveau des noeuds d’éléments fissurés.

Pour illustrer cette méthode, un domaine Q) maillé et subdivisé en plusieurs sous-domaines (éléments)
est considéré dans la figure (4.10). Plusieurs éléments sont supposés étre traversés par une fissure. Le
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champ de déplacement s’écrit de la maniére suivante :

4
u(z) = > Ni(z)a; + Y Nj(x)H(x)b; + > Ni(z) (Z F(r, 9)c§€> (4.1)
=1

iel jeJ keK

partie continue enrichissement Heaviside enrichissement asymptotique

avec a;, b; et ¢ des fonctions de combinaison des déplacements nodaux, I I'ensemble de tous les noeuds
du domaine, J l’ensemble des noeuds entourés par des cercles (figure (4.10)), K Pensemble des noeuds
entourés par des carrés (figure (4.10)), N(z) les fonctions d’interpolation continues classiques, H(z) la
fonction de Heaviside représentant le saut du déplacement et F'(r,6) une fonction prenant plusieurs
expressions selon 'orientation de la pointe de la fissure. Elle est définie par

Fl(r,0) = [rsin(g) , reos(§) , rsin(§)sin(0) , /rcos(§)sin(6)] (4.2)

avec (r, ) les coordonnées polaires locales de la pointe de la fissure. En fait, les développeurs de cette
méthode séparent entre les noeuds d’éléments coupés entiérement par la fissure (les noeuds entourés par
des cercles) et ceux des éléments partiellement coupés (les noeuds entourés par des carrés), c’est a dire,
les éléments dans lesquels se trouve la pointe de la fissure, voir figure (4.10).

FIGURE 4.10 — Le domaine 2 divisé en éléments [Moés et al., 1999]

La méthode des éléments finis peut étre retrouvée comme un cas particulier de la méthode X-FEM,
en supprimant les termes d’enrichissement dans ’expression (4.1).

Dans la méme logique, la méthode des éléments finis généralisés (G-FEM) [Strouboulis et al., 2000]
est également fondé sur le concept de la partition de I'unité. Contrairement & la méthode X-FEM qui
utilise la partition de I'unité au sens local pour la modélisation de la fissuration, la méthode G-FEM
utilise la partition de l'unité dans le sens global, au niveau de la structure. [Belytschko et al., 2009]
présente une vue d’ensemble de ces deux méthodes X-FEM et G-FEM et montre les similitudes.

4.3.3.2 Eléments finis intégrés (E-FEM)

La méthode des éléments finis intégrés (Embedded Finite Element Method E-FEM), initialement
développée par [Dvorkin et al., 1990] pour la modélisation de la localisation des déformations, est basée
sur le Mized Assumed Strain Approach [Simo and Rifai, 1990], et plus particuliérement, sur la méthode
des modes incompatibles. Les éléments peuvent étre traversés par la fissure comme c’est le cas pour les
éléments finis étendus. Par contre, les variables d’enrichissement sont considérées comme des variables
élémentaires et non plus nodales. Cela conduit & deux types d’équations d’équilibre, un au niveau global
a ’échelle de la structure et un au niveau local a ’échelle de ’élément. Les variables d’enrichissement sont
résolues & I’échelle locale par condensation statique et par conséquent la résolution globale & 1’échelle
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de la structure reste la méme comme dans le cas de la méthode des éléments finis classiques (sans
enrichissement). Du point de vue numérique, avantage de la méthode E-FEM est qu’elle peut étre
implémentée facilement dans un code élément fini sans modification de son architecture.

Le champ de déplacement enrichi s’écrit :

U(z) = N(2)d(t) + M(2)d.(t) (4.3)

ott d.(t) est le vecteur des déplacements nodaux, d.(t) les degrés de liberté supplémentaires associés aux
éléments enrichis, N(z) la matrice des fonctions de forme habituelles et M(x) la matrice des fonctions
d’enrichissement.

[Oliver et al., 2006] ont réalisé une étude comparative entre les deux méthodes d’implémentation des
discontinuités X-FEM et E-FEM. Les deux méthodes ont été implémentées dans le méme code éléments
finis pour assurer la fiabilité de la comparaison. L’étude montre que les deux méthodes fournissent des
résultats similaires en termes de qualité et de quantité pour un maillage assez fin. Or pour les mailles
grossiéres, E-FEM a présenté, en général, une précision plus grande, tandis que le taux de convergence
avec la raffinement du maillage est légérement supérieur pour X-FEM. Du point de vue de calcul, la
modélisation d’une simple fissure avec X-FEM nécessite un cotit de calcul supérieur que la E-FEM. Par
ailleurs et pour de multiples fissures, le coiit de calcul de E-FEM reste constant, alors que le cotit associé
a X-FEM augmente linéairement avec le nombre de fissures.

La figure (4.11) illustre la principale différence entre les deux méthodes en ce qui concerne le support
des variables d’enrichissement : les éléments pour E-FEM et les noeuds pour X-FEM.

X-FEM

o n® S e enriching d.o.f. S

nodes +

support of the enriching modes
FIGURE 4.11 — Enrichissement élémentaire (a) et nodal (b) [Oliver et al., 2006]

Dans le cadre ce mémoire, on se focalise sur la méthode des éléments finis intégrés E-FEM.

4.3.4 E-FEM : quelques travaux antérieurs

Elements finis Parmi les premiers travaux basés sur les principes de la méthode E-FEM on trouve
les articles de [Ibrahimbegovié et al., 1990], [Ibrahimbegovi¢ and Wilson, 1991b], [Ibrahimbegovié¢ and
Wilson, 1991a], dont le but est de palier le probléme de blocage par cisaillement. En effet, le champ
de déplacement des éléments finis est enrichi de fagon a pouvoir reproduire la déformation sous flexion
pure.

La méthode E-FEM a été également utilisée pour modéliser des zones a forte localisation, par exemple
des zones de fissuration pour le béton ou des bandes de cisaillement pour les métaux et les sols. [Jirasek
and Zimmermann, 2001] ont développé un élément fini triangulaire avec une discontinuité de déplace-
ment intégré pour décrire la fissuration dans le béton. L’introduction d’une discontinuité forte nécessite
d’ajouter une loi traction-séparation pour modéliser le comportement du matériau a la discontinuité.
Cette loi est formulée dans le cadre de la théorie d’endommagement en prenant en compte les effets de
fermeture des fissures mais aussi le frottement sur leurs faces.
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[Linder and Armero, 2007] ont proposé un élément fini quadratique comprenant des interpolations
linéaires pour les sauts de déplacement, ce qui a apporté une amélioration par rapport aux interpolations
constantes. En outre, 1’élément proposé est capable de reproduire toutes les modes de déformations et
par conséquent il ne présente pas de probléme de verrouillage.

[Ibrahimbegovi¢ et al., 2010] ont présenté un modéle pour la modélisation des structures en béton
armé capable a reproduire le comportement de béton et de ’acier. Le modéle prend en compte la création
des fissures dans le béton en utilisant la méthode E-FEM ainsi que le phénomeéne de glissement entre
I’acier et le béton avec la méthode X-FEM.

[Cuvilliez et al., 2012] et [Cuvilliez, 2012] utilisent la méthode d’enrichissement cinématique pour
assurer le passage d’un modéle d’endommagement continu (régularisé par une approche non locale) a
un modéle de fissuration cohésif dans le cadre d’une rupture quasi-fragile. Les auteurs ont eu recours a
la méthode E-FEM pour introduire une description cinématique du processus de fissuration.

Enfin, [Richard et al., 2016] et [Kishta, 2016] ont développé un modéle numérique capable de représen-
ter explicitement la fissuration des éléments de structures en béton armé. Un modéle d’endommagement
anisotrope fondé sur des fissures orientées est utilisé pour caractériser le réseau de fissures anisotrope. La
cinématique du modéle est enrichie par un saut de déplacement de maniére a représenter explicitement le
développement de fissures. Le modéle est validé sur des structures en béton présentant des mécanismes
de ruine en mode I et mode mixte.

Elements poutres Plus spécifiquement pour des éléments finis poutres, plusieurs auteurs ont
proposé d’en enrichir la cinématique en rajoutant des discontinuités, voir par exemple [Armero and
Ehrlich, 2004], [Ehrlich and Armero, 2005], [Armero and Ehrlich, 2006], [Dujc et al., 2010], [Pham et al.,
2010], [Pham et al., 2012], [Juki¢ et al., 2012], [Bui et al., 2014], [Juki¢ et al., 2014].

Dans le cadre d’une approche généralisée, [Armero and Ehrlich, 2004] ont effectué une analyse de la
rupture des modeéles poutres Timoshenko ayant un comportement élasto-plastique. Afin de reproduire
la rupture des structures métalliques, les auteurs ont introduit une discontinuité forte dans le champ de
rotation et ils ont adopté une loi dissipative cohésive (moment-saut de rotation).

Toujours dans le cadre d’une approche généralisée, [Ehrlich and Armero, 2005] ont enrichi les trois
composantes du champ de déplacement (axiale, transversale et de rotation). Trois mécanismes dissipatifs
ont été par conséquent introduits par le biais de trois modéles cohésifs. Une analyse des valeurs propres
a été réalisée afin d’étudier I'influence du choix des fonctions interpolant les discontinuités sur le blocage
par cisaillement. Les auteurs ont montré que des fonctions d’enrichissement d’ordre élevé sont nécessaires
pour éviter ce verrouillage numérique.

[Armero and Ehrlich, 2006] ont étudié les poutres de cinématique Bernoulli. Deux enrichissements
ont été proposés : le premier pour le champ de déplacement axial et le deuxiéme pour le champ de
rotation. Les auteurs ont montré que le choix des fonctions interpolant les discontinuités est crucial
pour obtenir des résultats précis.

[Dujc et al., 2010] ont appliqué la méthode pour modéliser la rupture des portiques. Pour cela, ils ont
combiné un modéle poutre Bernoulli enrichi et un modéle coque. Le modéle poutre Bernoulli proposé
differe de celui de [Armero and Ehrlich, 2006], seulement la composante de rotation étant enrichie.

[Pham et al., 2010] et [Pham et al., 2012] ont proposé un modéle similaire dans le cadre de la théorie
de Timoshenko pour des structures en béton armé. Une étude multi-échelle a été menée afin d’identifier
les paramétres du modéle généralisé. Pour cela, une poutre Timoshenko multifibres a été enrichie au
niveau des fibres. Ce modéle plus complexe, leur a permis de décrire la rupture en flexion et d’en tirer
les parameétres nécessaires pour le développement d’un modéle généralisé. A la suite de ce travail, [Juki¢
et al., 2012] ont développé un élément fini poutre Bernoulli avec un comportement élasto-plastique
bi-linéaire associé au comportement de flexion. Ici, seul le champ de rotation a été enrichi.

Un an plus tard, [Bui et al., 2014] ont présenté un nouvel élément fini poutre Timoshenko, en suivant
la méme idée que [Pham et al., 2010], afin de modéliser le comportement jusqu’a la rupture d’une
structure portique en béton armé. La nouveauté de leur travail réside dans la considération de deux
modes de rupture : le premier est un mode de cisaillement et le deuxiéme un mode de flexion. Dans ces
travaux, les deux champs (axial et de rotation) ont dii étre enrichis.

Enfin, dans [Juki¢ et al., 2014], un élément poutre multifibres Timoshenko a été enrichi (déplace-
ment axial), avec cette fois-ci l'utilisation d’une loi de comportement élasto-plastique pour lacier et
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d’endommagement pour le béton. Les fibres d’acier et les fibres en béton ont été enrichies par deux
discontinuités différentes. L’acier est associé & une loi cohésive dans le cadre de la plasticité et le béton
a une loi cohésive dans le cadre de ma théorie d’endommagement. Ce modéle est capable de décrire le
comportement d’une structure en béton armé jusqu’a la rupture.

Le tableau (4.1) résume les différents modeéles poutres présentés briévement ci-dessus.

Le chapitre 4 de manuscrit est dédié a I’enrichissement dans le cadre d’une approche généralisée,
alors que les chapitres 5 et 6 a 'enrichissement des fibres. L’objectif final de cette thése est de proposer
des modéles poutres capables de reproduire le comportement des structures en béton armé jusqu’a la
rupture.

Modéles des poutres enrichies Description

) . * Poutre métallique
[Armero and Ehrlich, 2004] * Cinématique de Timoshenko (FLI)

* Enrichissement du champ de rotation généralisé

* Poutre métallique

* Cinématique de Timoshenko (FLI)

* Enrichissement de trois composantes du champ de déplacement généralisé
+ Analyse de blocage en cisaillement

[Ehrlich and Armero, 2005]

* Poutre métallique
* Cinématique de Bernoulli
[Armero and Ehrlich, 2006] * Enrichissement du champ de déplacement axial généralisé
* Enrichissement du champ de rotation généralisé
* Analyse de blocage en contrainte

* Poutre métallique
[Dujc et al., 2010] * Cinématique de Bernoulli
* Enrichissement du champ de rotation généralisé

* Poutre en béton armé
[Pham et al., 2010] * Cinématique de Timoshenko (FLI)
* Enrichissement du champ de rotation généralisé

* Poutre en béton armé (analyse multi-échelle)

* Cinématique de Timoshenko (FLI)

* Enrichissement du champ de rotation généralisé

x Enrichissement du champ axial au niveau de la fibre

[Pham et al., 2012]

* Poutre en béton armé
[Jukié et al., 2012] * Cinématique de Bernoulli
* Enrichissement du champ de rotation généralisé

* Poutre en béton armé (analyse multi-échelle)

* Cinématique de Timoshenko (FLI)

* Enrichissement du champ de déplacement transversal généralisé
* Enrichissement du champ de rotation généralisé

[Bui et al., 2014]

* Poutre en béton armé
[Jukié et al., 2014] * Cinématique de Timoshenko (FLI)
+ Enrichissement du champ axial au niveau de la fibre

* Poutre en béton armé
Nouveau modéle (chapitre 4) * Cinématique de Timoshenko (FCQ)
* Enrichissement du champ de rotation généralisé

* Poutre en béton armé
Nouveaux modéles (chapitres 5 et 6) x Cinématique de Timoshenko (FCQ)
x Enrichissement du champ axial au niveau de la fibre

TABLE 4.1 — Différents modéles de poutres enrichies
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4.4 Barre enrichie

Afin d’introduire la formulation mathématique des modéles enrichis, un probléme plus simple d’une
structure de type barre est d’abord considéré ci-dessous. La barre est discrétisée en n éléments finis dont
un seul comporte une discontinuité, figure (4.12). Le champ de déplacement dans cet élément (dont les
noeuds aux extrémités sont ¢ et j) est enrichi avec un terme supplémentaire associé a la discontinuité
tel que :

Uz, t) = Uz, t) + Hy, (2)U(t) (4.4)

avec H,,(x) la fonction Heaviside définie par :

1, z>=z
m4@={0 e (45)

U(z,t) le champ de déplacement régulier qui ne prend pas en compte la présence de la discontinuité et
U(t) la discontinuité de déplacement positionnée & I’abscisse 4.

T(t)
—

Lold

i

............................................................... > Tg

FIGURE 4.12 — Elément fini barre contenant une discontinuité ﬁ

La présence d’une discontinuité au sein d’un élément peut violer la continuité du champ de déplace-
ments entre les éléments finis. Afin de conserver la continuité de ce champ, il faut assurer la continuité
des déplacement nodaux. Pour cela, le champ de déplacement (4.4) est réécrit sous la forme suivante :

U(x,t) = d(w,t) + [Ha, () — (2)] T (1) (4.6)

avec

d(z,t) = U(z,t) + p(2)U(t) = N(2)d(t) = [Ni(z) M@ﬂﬁﬁq (4.7)

ou N(z) la matrice des fonctions de forme et d.(t) le vecteur des déplacements nodaux prenant en

compte la présence de la discontinuité. Par ailleurs, avant l'insertion de la discontinuité, on a U(t) =
0, donc d(z,t) = U(x,t). La relation entre les deux variables d(x,t) et U(x,t) est discutée dans le
paragraphe suivant. De plus, ¢(z) est une fonction supplémentaire ayant pour role d’assurer la continuité
du déplacement aux noeuds entre les éléments :

au noeud i = U(z;,t) =d(z4,t) + [Hy, (2;) — p(x;)]U(t) = d(xi,t) + [0 — o(2;)]U(¢)

—= (4.8)
au noeud j = Ul(z;,t) =d(xj,t) + [Hy,(x;) — o(z)]U(t) = d(zj,t) + [1 — o(z;)]U(t)

Ain d’assurer la compatibilité du déplacement aux noeuds entre les éléments, deux conditions doivent
étre satisfaites :

Pour que il faut que

Remarque : les variables surmontées par un tiret correspondent aux champs conti-
nus alors que celles surmontées par deux tirets correspondent a la discontinuité.
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Le champ de déformation est obtenu par une simple dérivation du champ de déplacement par rapport
a ’abscisse z. Cela donne :

ewt) = gAdxt)}y + FZ{-e@}U) + F{Hey(2)}U()
= B@d(t) + G@U®t)  +  u@) T
W) el) (4.10)
H:—/
5 €
avec d,,(x) la fonction Dirac au point x4, B(x) = %, G(z) = —g—f(m), ¢ la partie réguliere de la

déformation et  la partie singuliére.

Il reste & définir la fonction ¢(z). Cela nécessite une bonne compréhension de la cinématique de la
discontinuité [Armero and Ehrlich, 2006]. En effet, la rupture totale de 1’élément fini barre est atteinte
lorsqu’il n y a plus de transfert d’effort & travers la discontinuité. Autrement dit, dés lors que la valeur
de la contrainte & la discontinuité est zéro. Dans ce cas, le déchargement est total et la déformation
réguliére s’annule partout dans I’élément. Cette idée permet de bien choisir les fonctions d’interpolation
de la discontinuité. Il suffit en effet d’identifier les relations entre les degrés de liberté d’un élément fini
dans son état de rupture final pour en déduire la cinématique de la discontinuité [Armero and Ehrlich,
2006]. Ceci est P'objectif de la section suivante.

4.4.1 Cinématique de la discontinuité

Afin de définir la cinématique de la discontinuité, une barre homogéne constituée d’un matériau ayant
une relation de comportement de la forme o = f(€) est considérée. La barre est encastrée a l'extrémité
gauche et soumise & une sollicitation de traction sous la forme d’un déplacement imposé & l'extrémité
droite. La longueur initiale de la barre est Ly. L’évolution du comportement de la barre au fur et a
mesure du chargement est détaillée ci-dessous. La barre est modélisée avec un seul élément fini avec i
et j les noeuds aux extrémités. Ainsi, d; et d; sont les déplacements nodaux totaux (4.7). U; et Uj sont
les déplacements nodaux réguliers dus aux déformations dans les zones continues.

AU =0

]
11

Ly

FIGURE 4.13 — Etat initial de la barre

L’état initial de la barre est illustré par la figure (4.13). Une fois le chargement appliqué, la barre
résiste en emmagasinant de I'énergie de déformation élastique. La barre commence d’abord a s’allonger

sans violer la continuité du matériau. t4 est Uinstant ot la discontinuité U(t) sera intégrée au sein de la
barre a la position x4. Dans cette premiere phase ¢ < t4, la discontinuité n’est toujours pas introduite

et U(t) = 0. La longueur de la barre allongée s’écrit donc :
L(t) =Lo+ AU(t) =Lo+ é(xj,t)Lo =Ly —‘r‘g(fﬂj,t)Lo (411)
Par ailleurs, la déformation est le rapport entre I'allongement de la barre et sa longueur initiale, d’ou

légalité AU(t) =2(z;,t)Lo utilisée dans I’équation (4.11).

Jusqu’a cet instant, le matériau conserve sa continuité en tout point, par conséquent U (z,t) = d(x,t)
(4.12). Les déplacements nodaux s’écrivent :

di(t) = Ui(t)
dj(t) =T,

Ui(to)

_ B (4.12)
(t) =U,;(to) + Lo
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Lo+ %LO

FIGURE 4.14 — Etat déformé de la barre avant ouverture de la discontinuité

Deés lors que la contrainte dans la barre atteint sa valeur limite o4 a l'instant ¢4, la discontinuité est
introduite. Le matériau au niveau de la discontinuité se comporte selon un modéle de comportement
différent a celui de la partie continue. Il s’agit d’'un modéle cohésif rigide-linéaire de la forme :

C(t) = oq+ SU(t), (4.13)

avec C(t) la contrainte cohésive a la discontinuité, o4 la contrainte limite du matériau avant Pouverture
de la discontinuité, S le module d’adoucissement (négatif par définition) et U le saut de déplacement.

Ainsi, I'allongement de la barre est désormais une résultante du saut de déplacement a la discontinuité
et de la déformation dans le matériau continu. La longueur de la barre s’écrit donc :

L(t > tg) = Lo + &(x;,t)Lo = Lo + &(z,t) Lo + G(x;) T (t) Lo (4.14)

Les déplacements nodaux totaux (d; et d;) et les déplacement nodaux réguliers (U; et U;) ne sont plus
les mémes. Ils valent :

U;(t) =U;(to)
(t) =U;

U;(t) (to) +&(zj,t) Lo ° {

e
71

Lo+ %Lo +T

FIGURE 4.15 — Etat déformé de la barre aprés ouverture de la discontinuité

Or, selon les équations d’équilibre de la barre, la contrainte axiale doit rester la méme partout dans
I’élément que ce soit a la discontinuité ou en dehors de la discontinuité. En conséquence, le matériau en
dehors de la discontinuité entre en déchargement pour conserver I’équilibre avec la valeur de la contrainte
cohésive. Une fois le matériau totalement déchargé a ¢t = ty, la contrainte dans la barre disparait et la
déformation &(x,t) tend également vers zéro. La discontinuité s’ouvre complétement et la barre est
cassée. Cet état est nommeé état de déformation nulle (zero hinge mode). La longueur de la barre a ¢
vaut donc :

L(t = tg) = Lo + G(x;)U(ts) (4.16)

avec ﬁ(tf) = —%¢ d’aprés l'expression (4.13) de la contrainte cohésive C réduite & zéro a t = ty. Enfin,
les déplacements nodaux réguliers et totaux sont :

B _ (4.17)
(tr) = Uj(to) + Ulty)



AU

Lo+ ﬁ(tf)

FIGURE 4.16 — Etat final de la barre aprés ouverture compléte de la discontinuité

D’aprés cet état final, on peut tirer la relation suivante :
= + Ut
Lij (ty) d;(to) 1| Ults)

de(t;) = de(to) + DyU(ty)

(4.18)

avec Dy une matrice définissant la cinématique de la discontinuité. En introduisant les équations de
la cinématique (4.18) dans lexpression de la déformation réguliére £ (4.10) et en imposant que 1'élé-
ment fini reproduise un état de déformation nulle (é(x,t¢) = 0), on déduit I'expression de la fonction
d’interpolation G(z) [Ehrlich and Armero, 2005] de la maniére suivante :

E(w,ty) = B(z) d.(ty) + G(2)Ul(ty)

0 = B@)[dote) + DyU(ty)] + G)U(ty)
B B (4.19)

0 = B(z)d(to) + B(x)DyU(ty) + G(z)U(ty)

0 = 0 + B@)DU(t;) + Gx)U(ty)

avec B(x)d(tp) = 0 (déformation d'un corps rigide). La fonction d’interpolation G(x) est déterminée
finalement par I'expression suivante :
G(z) = —B(z)Dy (4.20)

et par conséquent, p(x) peut étre obtenue par une simple intégration.

La cinématique de la discontinuité développée ci-dessus est présentée dans un contexte général, quel
que soit le comportement du matériau (o = f(€)). Par conséquent, cette analyse est valable quelque soit
le modéle utilisé pour le matériau hors de la discontinuité.

La méme approche est suivie ci-dessous pour une poutre enrichie de cinématique Timoshenko.

4.5 Poutre Timoshenko enrichie

Dans ce qui suit, une structure de type poutre est discrétisée en n éléments finis poutres. Le champ
de déplacement généralisé Ug de la section S est composé de trois composantes : axiale U,,, transversale
Vy et de rotation ©,. Ce champ est enrichi, d’'une maniére générale, selon les trois composantes, par

trois variables de discontinuités U, V,,©,. Ainsi, il s’écrit :

Uy (2,t) =T (2, 1) + Ug(x, ) = N*(2)d (t) + M*(2)d(t)
Us(z,t) = Us(a,t) + Us(@,t) = { Vy(2,t) =V, (@, 1) + Vy(2,t) = N°(@2)de(t) + M"(z)d.(t) (4.21)
0. (x,1) =0.(x,1) + O () = N (2)d, () + M ()d.(t)



avec N, N" et N? les fonctions de forme des trois composantes et d. le vecteur des déplacements
nodaux défini par :

d [Uu Vi Oz Uz Vi, @zj]T pour la formulation FLI (4.22)
O\ [Un Vi 0. AV A6 AVY U, Vi 6.,]" pour la formulation FCQ

MY, M" et M? sont les matrices des fonctions de forme d’enrichissement et ﬁe le vecteur qui porte
les trois variables d’enrichissement défini tel que :

- — 1T
d.-[7, v, & (4.23)

En général, les variables d’enrichissement ne sont pas nécessairement découplées. Par conséquent, la
matrice des fonctions d’enrichissement s’écrit :

My My Mgl |My M, Mgl fHp o 00
M= My My My|=|M, M, Mg|+| 0 H 0 (4.24)
My My My M, My M. 0 0 HY
M(z) M(x)

avec H}  les fonctions Heaviside (voir équation (4.5)). Le champ de déformation est obtenu par dériva-
tion :

g(x,t) = %Um(x,t)
es(e,t) = { y(a 1) = a%x@(x,t) _0.(2,1) . (4.25)
K(z,t) = %QZ(x’t)

avec €g(z,t) le vecteur du champ de déformation généralisé de la section S(z).

e(x,t), v(x,t) et k(z,t) sont les trois composantes de déformation axiale, de cisaillement et de flexion.
Par ailleurs, e5(x,t) est décomposé en une partie standard €g(z) et une autre partie enrichie £g(z) selon
l'équation (4.26). B

(1) = BE(0)do(t) + GE()d (1)

es(x,t) = S y(z,t) = B (2)do(t) + G (2)d.(t) » (4.26)
k(z,t) = B*(2)d.(t) + G*(2)d.(t)

avec B (z), B”(x) et B"(z) les dérivées des fonctions de forme standards pour les trois composantes de
déformation. Gi(z), G (z) et GI(x) sont les dérivées des fonctions de forme d’enrichissement pour les
trois composantes de déformation enrichies.

noGra Gia]l G Gp Grs] oy, 000

G, () = G:,l Gz,z G:,B = 92,1 QE’Q gg,g +10 9, (9) (4.27)
o Gra Gisl |G, G, G, 0 0 4,
G (2)=2M(z) G (2)=2M(z)

avec 5; , les fonctions Dirac et G, la matrice contenant les fonctions Dirac. La matrice G, sera déterminée
dans la section suivante.
L’expression (4.26) peut étre réécrite sous la forme matricielle suivante :

es(2,t) = B(2)do(t) + Gr(2)de(t) + Gy (2)d.(t) (4.28)

Es(z,t) Eo(x,t)

avec B et G, les matrices contenant respectivement les fonctions d’interpolation des champs de défor-
mations standard et enrichie.
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4.5.1 Détermination de la matrice G,

La cinématique des discontinuités pour la poutre Timoshenko est déterminée selon la méme méthodo-
logie que la section (4.4.1) pour I’élément barre. La figure (4.17) illustre les trois types de discontinuités.

F >Td

L

FIGURE 4.17 — Cinématique des discontinuités d’une poutre

Comme pour I’élément barre, ces relations cinématiques sont cherchées a I'état final de la poutre,
lorsque les déformations s’annulent dans les zones continues. Les déplacements nodaux a 1’état final

s’écrivent donc :
B _ B _ B _ (4.29)
Upj =Uszj + Uz Vi =Vyj +Vy  0;;=0;;+6;

D’apreés la figure (4.17), on tire les relations suivantes :

=

vi =Vyi + 240, + (Le — 24)0; (4.30)
zj :ézi = @zi

@l <l

Les relations (4.29) et (4.30) donnent :

Vyj :Vyl + @ziLe + ﬁy + (Le - xd)gz (431)
0., =0., + 0.

Ainsi, a partir de (4.31), les expressions des sauts de déplacements sont déduites par la relation (4.32) :

:Uazj — Uy
Viyj = Vyi
ezj - ®zz

x

- xd@zi - (Le - xd)@zj (432)

ol =l <

y:
=

A Tétat final, les discontinuités vont générer un mouvement de corps rigide, donc les déformations
réguliéres doivent étre nulles. Par conséquent, les trois composantes de €g valent zéro :

Es(z,t) = B(x)de(t) + G(z)de(t) = { 5(x



En introduisant 'équation (4.32) dans (4.33), les expressions de G.., G, et G peuvent étre déterminées
grace aux conditions £g(x,t) = 0 en fonction des expressions des fonctions B, B” et B". Par conséquent,
les fonctions d’enrichissement G, changent selon le choix de la formulation élément fini.

4.5.1.1 Elément FLI enrichi

Pour le cas d’une formulation Timoshenko de type FLI (voir équation (3.37)) dont les champs sont
interpolés avec des fonctions linéaires et découplées, le champ de déformation régulier a ’état final (apres
les ouvertures totales des discontinuités) s’écrit :

: :Li(ij U+ G (@)du(t) = 0

~ 1 X x —y =

V=7 Vos = Vi) = (1= )8z = -0z + G (2)de(t) = 0 (4.34)
R :Li(@zj ~0.) + G (x)de(t) = 0

®

A partir de ces équations et des relations (4.29) on peut déduire :

—E

G Goo Gos -z 0 0

_ . ) Le
G, (z) = le g@ Gyl =] 0 —& —(1+==) (4.35)
Gr,l GT‘,Q Gr,3 0 0 _i

Cette derniére expression montre un couplage entre la composante transversale et de rotation des va-
riables de discontinuité dans le calcul de la déformation de cisaillement. [Ehrlich and Armero, 2005] ont
montré que ce couplage permet de surmonter le probléme de blocage par contrainte (stress locking). Ce
probléme se manifeste numériquement par une dépendance pathologique de la réponse au maillage. Les
auteurs ont réalisé une étude aux valeurs propres avec laquelle ils ont prouvé que ce couplage permet
d’éviter tous les modes d’énergie nulle. Le fait d’enrichir chaque champ par une variable indépendante
non couplée ne suffit pas pour détecter tous les modes d’énergie, d’ot1 'origine du blocage par contrainte.

4.5.1.2 Elément FCQ enrichi pour la rotation

La formulation FCQ utilise des fonctions d’interpolation d’ordre supérieur et ne présente pas le
probléme de blocage par cisaillement (voir chapitre 3). De ce fait, les champs de déplacements peuvent
étre enrichis par des variables de discontinuités non couplées entre elles.

B L
i

Ugi Vyi Gzi AV;}C A@zk AV;k Uz]' Vy]‘ G)zj
L
k J

FIGURE 4.18 — Elément FCQ

Remarque : 1l convient ici de mentionner que le probléme analysé dans ce chapitre
concerne uniquement ’enrichissement du champ de rotation. L’enrichissement du
champ de déplacement transversal ne sera pas traité (voir par exemple [Ehrlich and
Armero, 2005], [Bui et al., 2014]).

Selon (4.21), le champ de rotation enrichi s’écrit de la maniére suivante :

0. (z,t) = N?(2)d. (t)+ M’ (2)d,(t)
& 0,(z,t) = N(2)d. () + M (2)0.(t) (4.36)
& 0. (z,1) = N°(2)d. (t)+ [Hfjd + Mo(2)] ©.(t)



ot NY(z) est définie dans (3.50). Il reste a déterminer la fonction Mg(ac) La méthode utilisée précédem-
ment pour déterminer les fonctions d’enrichissement associées a la formulation FLI ne permet pas de
déterminer les fonctions d’enrichissement pour la formulation FCQ & cause de la présence d’un degré
de liberté interne dans cette derniére. Ainsi une autre méthode inspirée du travail de [Juki¢, 2013] est
proposée ci-dessous.

L’idée principale de la méthode est que 'enrichissement ne doit pas affecter les valeurs de rotation
aux trois noeuds de 1’élément FCQ. Or la valeur A©,.(t) ne représente pas la rotation en x = % En
effet, en utilisant (3.50), on trouve :

L 1
@Z(g,t) = AO(t) — 1 [0.:(t) + 0,;(t)] (4.37)
Par conséquent, une petite modification doit étre réalisée sur ’écriture de 'interpolation du champ de

rotation en introduisant au lieu de ABG,;(t) un autre degré de liberté. Ce nouveau degré de liberté est
défini selon (4.37). Le champ de rotation s’interpole désormais de la fagon suivante :

0.(z,t) =N2(2)0,; + NS (2)0,; + N (2) A6

CNY(2)0.: + ()0, + NE(z) (@zk +Neum ve., <t>]>

4
1 1
= (Ng(x) + 4Ng(x)> 0. + (Ng(a:) - 4Ng(a:)) 0.; + N (x)0.4 (4.38)
= N2 (2)©.; +  N(2)O.; +  N&(2)0.
= Y Nl.e.
a=t,j,k
avec les trois nouvelles fonctions d’interpolation :
1 R
N (z) = NS (x) + ZNg(gg) =l-—+75
NO.(2) = NO(@) + SN0(2) = — & 122 (4.39)
o () = 6(@"‘1 s(x)—_z"‘ 7z .
4 4a?
N{.(z) = N (x) = T 12

Ces nouvelles fonctions de forme (4.39) sont associées aux trois valeurs de rotations nodales situées a
r=0,z=Letx= % Par ailleurs, ces fonctions vérifient les conditions classiques qui doivent étre
respectées par les fonctions de forme [Zienkiewicz and Taylor, 2000] tels que :

NS(0)=1 |, Ng*(ﬁ)zo , Ni(L)=0
NE(0)=0 |, Ng*(?)zo , NS(L)=1 (4.40)
NL.(0)=0 , N&(3)=1 , N&L(L)=0
ainsi que
> Nl =1 (4.41)
a=1t,j,k
O ABL(t) # 0.(%,1) O, O.; 0.4(t) = 0.(£,1) O
: T T > * :

FIGURE 4.19 — Elément FCQ modifié

Une illustration des anciennes et de nouvelles fonctions d’interpolation est donnée en figures (4.20a)
et (4.20b).
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(a) Les fonctions initiales (b) Les fonctions modifiées

FIGURE 4.20 — Les fonctions de formes de la rotation pour la formulation FCQ

La nouvelle expression du champ de rotation enrichie s’écrit :
0.(x,t) = N%.(2)0.; + NL.(2)0.; + NI (2)0.; + [H9 + Ma(2)] ©.(1) (4.42)

Comme pour le cas de la barre enrichie (4.8) et (4.9), la présence de la discontinuité au sein de
I’élément poutre ne doit pas affecter la compatibilité entre les éléments. Les valeurs de déplacements
nodaux aux points ¢ et j ne doivent donc se trouvées affectées. D’aprés (4.42), les conditions suivantes

doivent étre respectées :
Powrz =0 : ©.(0,t)=0.; = My(0) =0 s
Pourz=L : ©O.(L,t)=0,, = Mg(L) =-1 .

Or, dés lors que I’élément FCQ posséde un troisiéme degré de liberté interne porté par un noeud
situé au milieu de ’élément (z = %)7 deux cas doivent étre étudiés selon la position de la discontinuité

xd(xdgéouxd>%):

L —0 L
I sia:d§§:>Mg(§):—1
©:(5:1) =0 = (4.44)
2 . L —0,L
sizg> - = M3(=)=0
2 2
Parmi les fonctions qui veérifient les conditions (4.43) et (4.44), le plus simple est de proposer :
L
Y — (Né(z) + N.(z)) pour x4 < 5
M(z) = (4.45)
0 L
—Ng.(x) pour  zg> o

Ensuite, la courbure k(z,t) est déduite par une simple dérivation du champ de rotation enrichie
(4.36) tel que :

Kz, t) = B“<x>d6<t>+cf<xﬁi<t>
K(z,t) = B (2)d. (t)+G5 5(2)0. (1) (4.46)

Ae,t) = B (@)d.(O)+ |Gra(e) + 62, ©.(0)
- 7 (x
avec G, 3(z) = 81\/{3%;(').
Par conséquent, on obtient :
4 3 L
—(B§.(z) + B+ (z)) = - pour z4< =
ral L2 L 2
r3(T) = i 1 7 (4.47)
—Bf.(x) = 7 + T powr zg>7



Il faut vérifier si ce choix de 6:,3 (x) est compatible avec I’état de déformation nulle (k(z,t) = 0)
aprés louverture compléte de la discontinuité (figure (4.21)).

Pour x4 < % :

(@, 1) = BX(2)de(t)+Gpa(@)8(t) = B (2)02: )+ Bg. (7). (1) + BE. (2)0.4— [ Bg. (x) — BE. ()] ©.(1)

48)

= @l

L'introduction de I'expression de O (4.32) donne :
R(x,t) = B3 (2)0:i(t) + Bg. ()02 (t) + Bg- (2)O:x(t) — [Bg-(x) — Bg- ()] (O:zk(t) — (1)) (4.49)

Or, a I’état final, la discontinuité va générer un mouvement de corps rigide qui apparait sur une partie
de l’élément & gauche ou a droite de la discontinuité (selon que x4 > L/2 ou< L/2). Pour x4 < L/2,
cela implique O, = ©,; (figure (4.21a)). En conséquence :

R(z,t) = (Bs(z) + B (z) + BE.(2))0,;(t) = 0, (4.50)

=0 voir (4.41)

avec (B4 (z) + B§. (z) + B§. (x) = 0) une hypothése de base associée a la construction des fonctions de
forme de la formulation FCQ (voir équation (4.41)).

Si on répéte la méme procédure pour le cas ou g4 > %, en utilisant cette fois O, = O,; (figure
(4.21Db)), on trouve d’une maniére similaire que K(x,?) = 0. Donc les expressions (4.47) vérifient 1’état
de déformation nulle.

L/2

L/2 Zd

(a) Cas x4 < % avec O, = O (b) Cas x4 > é avec O, = O,

FIGURE 4.21 — Etat de déformation final de la poutre enrichie

La position de la discontinuité peut étre déterminée & partir de la distribution de la force le long
de ’élément. La discontinuité nait a 'endroit 24 ou la force (le moment de flexion) atteint sa valeur
ultime. Or comme les fonctions d’interpolation du champ de rotation sont quadratiques, la courbure est
linéaire. Par conséquent, les courbures maximales apparaissent aux extrémités de 1’élément & = = 0 et
a x = L. De plus, pour toute loi (de flexion) monotone non adoucissante décrivant le comportement
du matériau, les valeurs maximales de la contrainte (moment de flexion) coincident avec celles de la
déformation (la courbure). Par conséquent, la discontinuité apparait & une des deux extrémités de
l’élément. Pour le cas ou la déformation (la courbure) est constante le long de I’élément (flexion pure
par exemple), 'expression de la déformation doit étre constante, et par conséquent les formes linéaires
de la fonction d’enrichissement 6:73(1') (4.47) ne sont plus appropriées [Juki¢, 2013]. C’est pourquoi une

fonction constante est supposée, telle que é:’:;(:r) = f%. La discontinuité peut apparaitre & n’importe

quelle position dans 1’élément, donc on choisit z4 = %

Finalement la fonction d’enrichissement é:ﬁ (z) pour la formulation FCQ enrichie pour la rotation
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prend la forme suivante selon la position x4 de la discontinuité :

4z 3 0
— - our 4=
721 P d
— 4 1
G, a(z) = Lx + 7 pour L (4.51)
1 L
e our 4= —
r P 173

4.6 Formulation variationnelle

Pour un probléme d’une poutre discrétisée en n éléments e, le principe des travaux virtuels s’écrit :

Z{ znt ewt} =0 (452)

Le travail des efforts internes d’un élément poutre e de longueur L¢ vaut :

Wﬁnt - 665 (LL', t>TFS (.’IJ, t)d.’l? (453)
Le

avec ¢ le symbol des variables virtuelles, eg(x,t) le vecteur des déformations généralisées de la section,
Fs(z,t) le vecteur des forces généralisées de la section

Fs(z,t) = | F,(z,1) (4.54)

et Fy(x,t), Fy(z,t) et M,(x,t), Veffort axial, Ueffort de cisaillement et le moment fléchissant dans la sec-
tion S(z) respectivement. Les variables (réguliéres) virtuelles des déplacements et des déformations sont
interpolées avec les mémes fonctions de forme que les variables réelles. Par contre, une différente matrice
des fonctions de forme notée G, () peut étre utilisée pour les variables de discontinuités virtuelles. Cette
fonction G, (x) joue le méme role que la fonction G, (x) associée aux variables de discontinuités réelles.
Ce point est abordé ci-dessous et dans la section 4.6.1.

L’introduction de Pexpression enrichie du vecteur des déformations généralisées (4.28) dans (4.53)
donne :

we, = / K (B(m)de(t) +Gy(2)d. (t))T Fs(z,t)dz

=0d. ()T / B(z)” Fs(z,t)dz + 6d.(t)” | Gy(2) Fg(x,t)dx (4.55)

Le

=0de(t)" Ffy p(t) +0de(t) 5, (1)

avec Fy,, p(t) et F§,; o(t) les forces internes nodales élémentaires.
Ainsi, I'introduction des expressions élémentaires dans 'équation du principe des travaux virtuels (4.52)
permet d’obtenir 1’équilibre de la structure sous la forme suivante :

> {04t FLy (1) + 04 (8) F (1) — 6d(D)TFE,, (6) ) =0

e

> {0 ()T (Bl 5(1) = Fepe(D) +0d. () Fip (0) ] = 0

€

(4.56)

FC?H:H

0der (1) (Fini 5 (1) — F2, (1)

1nth)7O



avec 7 le nombre d’éléments dont au moins une discontinuité du vecteur d est active. Par ailleurs,
Péquilibre doit étre respecté pour tous les déplacements virtuels dd g, (t) ainsi que pour tout saut virtuel

élémentaire d.(t). Par conséquent, on obtient le systéme suivant :

| Rls()-Fli0 =0 W)
Veel,2,...,1n: int.c(t) =0

La premiére équation de ce systéme représente I’équilibre global de la structure, avec Fff; (1) et F2(¢)
respectivement les efforts internes et externes au niveau de la structure. La dimension de ces vecteurs
est égale au nombre de degrés de liberté par noeud (c’est & dire 3 dans le plan) multiplié par le nombre
total des noeuds. Les autres équations représentent ’équilibre local élémentaire au niveau de chaque saut
de déplacement généralisé (axial, transversal et de rotation). Ainsi, pour un élément donné, si les trois
composantes de discontinuités sont activées, trois équations d’équilibre locales concernant cet élément
doivent étre respecter. Par ailleurs, I'expression de Fj; (t) peut étre développée en tenant compte

de la décomposition de la matrice G, (z) en deux parties (G, (z) et Ev(x)) dans la méme logique de
léquation (4.27). Cela donne :

)= [ Gy(@) Fs(z,t)d / T 1+ Gy(2)")Fs(z, t)dx
Le
— T rad T
—/ o(@) Fg(z, t)dr + G, (z) Fg(x,t)dx
Le
:/ TFS (z,t)dx + Fg(xq,t) =0
avec

800
(@) Fs(x, t)dz — / 0" o 0 | Fs(a,)do = F(ra,t).
“lo o o,

Qll

J.

Par conséquent

G, (2)"Fs(x,t)dr = —Fg(zq,t) = —Cg(t)

LE
(4.58)
avec Cg(t) le vecteur des forces cohésives élémentaires défini par
C.(t) Fp(xg,t)
Cg(t) = Cy(t) = Fy(l‘d,t) = Fs(xd,t) (459)
Cz (t) M, (Z‘d, t)
et —€ —E& —=€
o Sv,l gv,Q Gv,3
Gy(z) = Gz,l GZ,Q 63,3 (4.60)

— K —K —K

G'u,l Gv,2 GU,S
En général, pour un méme élément, les trois composantes de discontinuités sont introduites au méme
endroit (z% = zY = 29). Donc il reste & déterminer les fonctions G, (z), ce qui fait 'objectif de la section
suivante.

4.6.1 Détermination des fonctions G,

Dans la plupart des cas, G, () est considérée égale a G.(z) utilisée pour I'interpolation des variables
de discontinuités réelles. Afin de vérifier si ¢’est aussi le cas pour ce modele, il faut vérifier 'égalité (4.59)
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entre la force de cohésion a la discontinuité Cg(t) et les forces généralisées Fg(x4,t) & la position de la
discontinuité. On rappelle que le modéle étudié ici concerne ’enrichissement du champ de rotation pour
la formulation FCQ.

Dés lors que le moment prend une forme linéaire comme expliqué dans la section précédente, il suit
I’expression analytique suivante :

M,(x,t) =azx+ 3 (4.61)
avec « et 3 des constantes.
Pour le cas ott x4 = 0, on a é:’?,(x) = 2% — 3 (voir (4.51)). L’introduction de cette derniére dans

lexpression de C,(t) donne :

g Lz 3 5L
C.(t) = —/0 G () M. (2, t)dr = —A (L2 _ L> (02 + 6) dr = 20— 25 # 5 = M.(0,1) (462)

:é:.a (z)

Par conséquent, pour z4 = 0, 'expression de 5:73(33) doit prendre une autre forme que celle de
-k o . ” a1 s 2 N 3 2 2 .
G, 3(z) afin de respecter la condition d’équilibre précédente. De maniére générale, pour déterminer

i ., N . . . . , N « .
GU,3(33) associée a une discontinuité située a r = x4, on va supposer qu’elle prenne une forme linéaire
telle que :

-k

G,3(x) =ar+b (4.63)

avec a et b constantes a déterminer par identification avec I’égalité C,(t) = M, (xq,t).
On a:

Ca(t) = — /OL T 4 (2) M, (a t)de = — /OL (az +b) (az + B) dz = a (—aL3 _ bL2> 48 <—aI; - bL)

3 2
(4.64)
et
M, (z4,t) = axq + (4.65)
Par ailleurs, 1’égalité entre les deux équations (4.64) et (4.65) donne
L3 L? L?
arg+pf=al—-a——-b— | +p|—a— —bL (4.66)
3 2 2
La procédure d’identification entre les deux cotés de I’équation (4.66) donne :
6 12
72 73t
L L (4.67)
b=— Z + ﬁl’d
Par conséquent, la fonction d’enrichissement 65_’3 (x) associée a xq est :
—k 6 12 4 6
G () = (L - L) ety o, (4.68)

Finalement, la fonction d’enrichissement 5573(@ de la discontinuité de rotation virtuelle prend dif-
férentes formes selon la position de la discontinuité x4, dans 1’élément :

6730 — é our x4=0
72 T P d=
—K 6£C 2
G,3(r) = Iz + T bowr zg= L (4.69)
1 L
_ = r -z
i pour x4 5
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4.6.2 Patch test

Une vérification supplémentaire est nécessaire pour valider le choix de la fonction 5;3 (z). En effet,
la méthode d’enrichissement avec des discontinuités intégrées ressemble & la méthode des modes incom-
patibles. D’une maniére similaire a cette méthode, la fonction d’enrichissement doit vérifier le Patch
test [Taylor et al., 1986]. Ce test a, initialement proposé par [Irons and Razzaque, 1972], traduit une
condition de convergence lors du raffinement de maillage. En effet, un grand nombre d’éléments conduit
& avoir des petits éléments et donc des déformations et des contraintes élémentaires qui avoisinent des
valeurs constantes. Ce test garantie donc la capacité a représenter un état de contrainte constante par
élément [Ibrahimbegovié, 2006]. L’application du Patch test exige que le travail virtuel supplémentaire
associé a l’enrichissement doit étre nul pour le cas ot le moment de flexion est constant le long de
I’élément :

08 (1) Fiyc(t) = 0
50.(t)7T / G2 5(2) M, (z,t)dz = 0
Lc

rappelons que M. est constant par élément = 60, ()" M, (x,t) / Gy 3(x)dr =0 (4.70)
N— ———— ] e
£0

= G, 3(r)dr =0
Le

L’introduction des deux composantes réguliére et singuliére de G'; 3(z) donne :
— =K —
/ (Cra(2) + Gogle)) da = / (Ca(a) + 62, ) da =0 (4.71)
Par conséquent, la condition pour passer le Patch test pour cet exemple d’enrichissement s’écrit :

/ G 5(z)de = -1 (4.72)

Les expressions de 55,3 (x) trouvées dans (4.69) vérifient bien la condition de compatibilité et donc
le patch test (4.72).

4.7 Modéles de comportement continu et cohésif

Une approche généralisée est ci dessous considérée (pour une approche multifibres voir les chapitres
5 et 6) ou les forces généralisées (effort normal, tranchant et moment de flexion) sont exprimées respec-
tivement en fonction des déformations généralisées (déformation axiale, de cisaillement et courbure). Le
comportement de la section est géré par un modéle généralisé qui est formulé dans le cadre des matériaux
standards généralisés [Halphen and Son, 1975].

Dans la suite, les trois composantes de la section sont considérées découplées. Chaque composante a
donc sa propre loi de comportement qui peut étre linéaire ou non linéaire selon I'application souhaitée.
Les lois non linéaires (continues) généralisées adoptées sont des lois élasto-plastiques. La formulation
thermodynamique des modéles continu et cohésif associé & la discontinuité est présentée dans la section
ci dessous.

Remarque : Les variables associées au modéle continu sont surmontées par une
barre alors que les variables du modéle cohésif par une double barre. Aucune barre
n’est utilisée pour les variables associées au couplage des deux modéles.
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4.7.1 Modéle continu

Le développement d’une loi généralisée dans le cadre de la plasticité est similaire & celle d’une loi
de comportement en contrainte-déformation. Commengons tout d’abord par la définition des variables
d’état généralisées. Ces derniéres se divisent en des variables observables et des variables internes. Pour
le cas simple d’'un modéle plastique avec écrouissage isotrope, deux variables internes existent : la
déformation plastique généralisée 2P et la variable d’écrouissage généralisée £. La premiére hypothése
est la partition des déformations en une composante élastique et une autre plastique [Borja, 2013] :

g(x,t) = &%(x,t) + P (x,t) (4.73)

ou &(z,t) représente la déformation axiale généralisée (axiale, de cisaillement ou la courbure) continue
pour la section (et pas une déformation locale, ponctuelle, au niveau du matériau).

4.7.1.1 Energie libre

Le comportement élastique et le comportement d’écrouissage sont supposés découplés [Borja, 2013],
ce qui permet de séparer I'expression de I’énergie libre généralisée ¥ en un terme élastique et un terme
d’écrouissage de la facon suivante :

1 1. -
T(E,6) = S BE) + HHE (4.74)
avec F le module de Young et H le module d’écrouissage.

4.7.1.2 Surface de charge

Pour un modéle & écrouissage positif, la surface de charge ¢ s’exprime en fonction des composantes
du tenseur de contraintes (forces généralisées) et dépend de ’état d’écrouissage (variables internes).
Pour le cas simplifié¢ étudié ici d’'une composante F' (qui peut étre 'effort normal, effort tranchant ou
le moment de flexion) non couplée avec les autres composantes généralisées, la surface de charge est un
scalaire et s’écrit comme :

o(F,q) = |F| - (o, — 7), (4.75)
avec oy la limite élastique et g la force thermodynamique (voir plus bas). La valeur de ¢ est toujours

négative en élasticité. Une fois la limite élastique o, dépassée, le matériau entre dans le domaine plas-
tique. Par conséquent, les valeurs internes associées & la plasticité s’activent et commencent & évoluer.

4.7.1.3 Dissipation plastique
La dissipation mécanique s’écrit :

D= [FTé ~ (e, E)] dQ (4.76)
Q
ou () est la dérivée par rapport au temps.
L’hypothése de partition des déformations (4.73), 'expression de Iénergie libre (4.74) et 1'équation
de la dissipation (4.76) donnent :

- _ _8@ T-€ T;p_@i
D_/Q{(F TE 4 FTE - }dQ (4.77)

Pour un processus élastique ol les variables internes de plasticité n’évoluent pas, la dissipation est
supposée nulle. En conséquence, la premiére équation constitutive est obtenue telle que :

F

ov
— = F = EE&° 4.
75 0= 3 (4.78)

avec F le module élastique.
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La variable g est définie par similitude. Cette variable joue le réle d’une force thermodynamique et
s’écrit :
0T o

j=--— =—— = —HE, 4.79
oE oE (4.79)
La derniére équation représente donc I’équation constitutive additionnelle. Les équations constitutives
restent valables durant le processus plastique. Par conséquent, la dissipation mécanique n’est autre que
la dissipation plastique D" definie par :

D= / [FTEP +§Z} o (4.80)
Q

4.7.1.4 Evolution des variables internes

La connaissance du potentiel de dissipation permet de déduire les lois d’évolution des variables
internes. Dans ce mémoire, I’hypothése de plasticité associée est considérée et la fonction du potentiel
déterminant la direction de ’écoulement plastique dans ’espace des forces généralisées est la méme que
la fonction de la surface de charge.

Pour déterminer les équations d’évolution des variables internes, le principe de la dissipation plastique
maximale est nécessaire. Ce principe annonce que parmi toutes les variables admissibles (F,q) qui
satisfont le critére limite ¢(F,q) < 0, les valeurs acceptables sont celles qui maximisent la dissipation
plastique :

(F,q) = arg{ mazx [Dp(F*,q*)]} = arg { min [—Dp(F*,q*)]} (4.81)

G(F*,3*)=0 ¢(F*,q*)=0

Le probléme de maximisation peut étre vu comme un probléme de minimisation en multipliant par (—1).
Une méthode de minimisation sous contrainte au moyen des multiplicateurs de Lagrange est utilisée. La
fonction de Lagrange L est définie par :

L(F,q,%) = —D"(F,q) + 7¢(F,q) (4.82)

avec 7 le multiplicateur de Lagrange. D’oil, selon la méthode de Lagrange, les équations d’évolution
s’écrivent :

67L:o:>_ép+ﬁ%:Oéép:ﬁaf—SZgn(FW

OF oF 9 (4.83)
6Z_ = 785_ *_485_7 .
87@—0:> €+7876_0:>§_786_v

4.7.1.5 Conditions de cohérence et de Kuhn-Tucker

La condition de Kuhn-Tucker et la condition de cohérence sont utilisées [Borja, 2013]. Elles se tra-
duisent par :

Pour un pas plastique, I'incrément du multiplicateur de Lagrange 4 doit étre positif non nul, donc
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le taux de la surface de charge ¢ doit étre nul.

99
"o
_dgor  daog
COF ot 9g Ot
38 TRy ) 87 =
=P pE-)-2LH .
sl E ) 9 3 (4.85)
0 . 09 . 99 0. b
=P ps PRy 2 PP
oF =~ or"oF 9 'oq
06 .. [0 .00 0 06
=P EE 4|2 pl L Pl
or° " 7V\ar"aor T 93" g
Par conséquent,
96 e
= 83719; = (4.86)
or For + 571 5
La substitution de cette derniére expression (4.86) dans F' (4.78) donne :
Ez 4 =0
o 9% 1709
F= B Yo . 450 (4.87)

0¢ 1 9d | 9¢ 1799

Pour I'expression spécifique de la surface de charge ¢ de léquation (4.75), 'expression de F pour
4 > 0 s’écrit donc de la maniére suivante :

F= E (4.88)

4.7.2 Modéle cohésif

Le travail de [Dugdale, 1960] suivi par celui de [Barenblatt, 1962] sont les premiers travaux concernant
le développement des modéles cohésifs, modeéles qui lient une contrainte & un saut de déplacement. Ces
modeéles constituent une approche intermédiaire entre I'approche discontinue de la mécanique linéaire
de la rupture et la mécanique des milieux continus et ils sont considérés comme une amélioration de
la théorie de Griffith [Griffith, 1921] dés lors qu’ils permettent de modéliser 'initiation de fissures dans
un matériau sain (voir par exemple [Cazes, 2010], [Cuvilliez, 2013]). Une premiére amélioration de ces
modéles a été réalisée par [Hillerborg et al., 1976] en introduisant le concept d’énergie de rupture ainsi
que la contrainte critique au dela de laquelle la fissure est supposée se propager.

La transition entre le modéle continu et le modéle cohésif se fait lorsqu’un critére, souvent basé sur
létat de contraintes, est vérifie. Dés lors que la valeur de contrainte (de force dans notre cas) a un
endroit donné dépasse une valeur critique o,,, la discontinuité et sa loi de comportement cohésive y sont
activées. Plusieurs lois cohésives existent dans la littérature selon la nature du matériau utilisé et le type
de chargement envisagé, [Cazes, 2010], [Cuvilliez, 2013].

Dans la suite de ce manuscrit, le modéle cohésif adopté est cencé décrire le comportement du matériau
au niveau de la discontinuité de rotation, il doit donc lier le moment de cohésion & un saut de rotation
O. Dans le cadre générale, on utilise C' et U pour noter respectivement la force (moment) de cohésion
et le saut correspondant. Le modéle cohésif est supposé avoir une forme rigide-linéaire telle que :

C =SU + oy, (4.89)

avec S (négatif) le module d’adoucissement. Afin de compléter la construction du modeéle cohésif, les
paramétres o, et S sont choisis en se basant sur des études expérimentales [Vecchio and Collins, 1986],
[Vecchio and Collins, 1988] ou a travers des méthodes d’identification multi-échelles [Pham et al., 2010],
[Pham et al., 2012].
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4.7.2.1 Energie libre

La définition de I’énergie libre de Helmholtz aprés ’activation du modéle cohésif ne change pas. Il
n’y a pas d’énergie élastique ou réversible liée a I’adoucissement.

4.7.2.2 Surface de rupture

La discontinuité représente une zone cohésive d’épaisseur nulle. Le critére d’activation de la discon-
tinuité au sein d’un élément fini est déterminé par la surface de rupture. Cette surface est basée dans
le cas du modéle développé dans ce chapitre sur I'état de contrainte. Par conséquent, la zone cohésive
d’épaisseur nulle est introduite a I’endroit x4 de I’élément fini ol la contrainte dépasse une valeur critique
oy- La surface de rupture s’écrit en fonction de la force de cohésion C' :

3(C,T) = |C| — (04 + ST) <0 (4.90)

4.7.2.3 Dissipation a la discontinuité

D’aprés le second principe de la thermodynamique, la dissipation totale est :

d _ = . - .
Dot :/ FTe - \P(e,f,f)} dr avec € =E+E=E+0,,
Q

dt
)l

_ / _FTé—ﬁ(éef)} dz + / FT5,,dzUdx
Q- Q

Sl

FT(+6,, ﬁ) - \;[l(é'e,ﬁ)} dx avec/ Op,dr =1 =
Q

(4.91)

:/Q {FTE* - ﬁ(ée@} do + QTE

D

D

D est la dissipation associée & la partie continue et D est la dissipation associée a la discontinuité.
Par ailleurs, la dissipation totale s’écrit :

D' =D+D= / [FTép + qﬂ dz+CTT (4.92)
Q

Apres activation de la discontinuité au sein de ’élément, on fait I’hypothése que le matériau cesse
de plastifier hors de la discontinuité. En effet, les modéles développés dans le cadre des méthodes a
discontinuité fortes ne s’appliquent qu’a une certaine classe de structures pour lesquelles les phénoménes
de dissipation hors bande de localisation restent négligeables devant ceux ayant lieu dans les bandes de
localisation [Brancherie, 2003|. Par conséquent, la dissipation est supposée se développer uniquement
dans la zone cohésive telle que :

Dt =D (4.93)

4.7.2.4 Evolution des variables internes

Parmi les variables internes admissibles qui vérifient le critére de rupture, ce sont celles qui maxi-
misent la dissipation cohésive qui sont choisies. Par conséquent, comme pour la formulation élasto-
plastique continue, un probléme d’optimisation sous contrainte est résolu grace au multiplicateur de

Lagrange. La fonction de Lagrange L est définie avec le multiplicateur de Lagrange 7 comme suit :

IG)=-D+7

=] = (4.94)
=— {CTU] +7¢
Les équations d’évolution des variables internes sont telles que :
oL = ;(‘ﬁ = - = -
°C U+ 50 U +7sign(C) =0 = U = 7sign(C) (4.95)
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4.7.2.5 Conditions de cohérence et de Kuhn-Tucker

Afin de trouver I’équation d’évolution du multiplicateur de Lagrange %, la condition de Kuhn-Tucker
et la condition de cohérence sont utilisées. Elles sont telles que :

=0 |, 6=0 (4.96)

<
=2l
=2l

>0 <0

=2l

) )

Quand le mécanisme d’adoucissement est actif, le multiplicateur ? est strictement positif. Ainsi, afin de

vérifier la condition de cohérence § E =0, il faut que E soit nul. Cela donne d’aprés les équations (4.90),
(4.95) et (27) :

6 =|C| - SU
N - 1,. 1. .
=0=|C|-SU =7 = glCl = gCsign(C) (4.97)
=0=|C| - S%sign(C’)

4.8 Implémentation numérique

Apreés avoir présenté les éléments clés de la formulation variationnelle et les lois continue et discréte,
il est important de détailler 'implémentation numérique de 1’élément poutre Timoshenko avec des lois
généralisées et la prise en compte des discontinuités.

4.8.1 Linéarisation des équations d’équilibre

Les deux équations d’équilibre (4.98) doivent étre vérifiées pour chaque pas de calcul.

str str
. t)y—F_.(t) =0
B znt,B( ) e:vt( ) (498)
Veel,2,....,n: F, ot)=0

Les équations (4.98) sont en général non linéaires. Afin de résoudre ces équations par la méthode
de Newton-Raphson, ces équations doivent étre linéarisées. Cette linéarisation conduit & résoudre un
systéme matriciel linéaire.

Supposons que toutes les variables du probléme sont connues au pas de temps t. Le but est donc de
trouver ces variables au pas de temps suivant ¢t + 1. Le résidu R est défini par :

Nelm

R(dyr, di, da, ..., dg) = Fiif 5(t) = Fili(t) = A {Finis —Flu) (4.99)

ext - o—1

avec

OR "R (OF
A (%)

g‘;:” - 0d. (4.100)
—_ = y Veen
od, od.

avec d. et d. respectivement les vecteurs de déplacements nodaux élémentaires continus et disconti-
nus. Dans ce paragraphe, on présente le cas général tel que chaque élément poutre peut avoir trois
discontinuités, chacune selon une composante différente.

La linéarisation de 1’équation (4.99) est réalisée au moyen d’un calcul itératif dont U'indice est k pour
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aboutir & I’équilibre globale de la structure. Cela donne :

(k+1) ‘(k) oR (k) (k+1) = oR (k) — (k+1)
t+1 1 T dd.er t+1Ads” t+1 * 2imt {ade t-HAde t+1 }
(k) " OFS, 5 () (k+1) = |oFe, g1 = G+
= |t+1 + eé‘l od, ‘1:4-1'Ade t+1 + i od ’t+1' eliy1
~— €
Kgs Kgc
(4.101)
Or d’aprés la définition de Ff,,; 5 (voir équation (4.55)), on peut écrire :
2) 0 OFs
Kpp = —== = B(z)"Fs(z,t)dz | = [ B(z)" t)d
BB od. od. ( Le (@) Fs(z,t) x) Le () od. (2, t)da
OF g O€g
= B(x)T 4.102
Le (l‘) aés (x7 t) ade (x)dl‘ ( )
OF
= [ B(2)"=E(2,t)B(z)da
Le 865’
et
OF¢, ) OF
Kpc = %’B = — (/ B(J:)TFs(at,t)dx> = B(a:)T?S(x,t)dx
od, od. e Le od.
F .
_ / B(2)" X5 (21 %5 (n)da (4.103)
. O&g od,
OF —
:/ B(2)" X5 (2, 0)G, ()
e 865

Note : En ce qui concerne la relation de comportement du modéle continu, le
vecteur des contraintes Fg(x,t) est écrit en fonction de la partie continue €g(x, t)
du vecteur de déformation eg(z, t) (voir équation (4.28)). En effet, le terme singulier
€s(z,t) de la déformation est consacré au modeéle cohésif.

Par conséquent, I’équation (4.101) peut étre reformulée dans une forme matricielle telle que :

"\ (k1) P '
k) [Ade (k) . NG
é { [KBB KBG]t+1 |:Ade:| - } - _R‘t—&-l - — él ( int,B Fewt)‘t-‘rl (4104)

De méme, la deuxiéme équation de (4.98) (qualifiée comme locale) est linéarisée en utilisant I'indice
| pour les itérations correspondantes.
Cette étape est faite & un incrément de déplacement fixe Ad, au pas de temps ¢t + 1 et a 'itération

k:
Gy 0 ope (O |® ope, | = (@D
int,G = Fint,G‘ + #@G ’ Ade 141 + #G ’ Ade =0
o I C W _ ) (4.105)
- Fi.o| + Kos| Ad,, + Kool Ad -0

€

Par ailleurs, d’aprés 'expression de ¥,

¢« dans (4.58), on peut écrire :

. 8F?m:,G . 0 ~ T _ red 70Fs
Kop = od. ~ od ( . G,(z) Fs(x,t)dx> —/LE G, () ad, (z,t)dx

_ . 0Fg,  0&g il
_ ves .106
| G G @i (@106

_ / Go()" S (4 B(2)da
Le

Ogg
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et

Koo = —otG _g ( Gv(x)TFs(x,t)dx> + gcs(t)
od. od, Le od.
:/ @)™ S (4, e + 2 cs(t)
. gge 5 od. (4.107)
:/ G ()" 28 (2 %58 (e + Loty
Le 555 e e

Dés lors qu’on suppose en générale le cas des discontinuités indépendantes ﬁz, ﬁy et 6,3 pour
chaque composante du champ de déplacement, la dérivée du vecteur des forces cohésives par rapport
aux discontinuités —2-Cg(t) peut étre développée en utilisant I'équation (4.59) :

od,
& 0 0
0 oU. ac
—=Cst)=] 0 = 0 (4.108)
dde 0 0 2
00,

Les valeurs des dérivées de la matrice précédente sont déterminées en fonction des modéles cohésifs
utilisés. Par exemple, pour le cas d'un modéle cohésif linéaire comme développé dans la section 4.7.2,
cette dérivée vaut le module d’adoucissement S du modéle :

oc, 0 (sﬁ)
U, U,

=9 (4.109)

Enfin, assemblage des équations locales (4.105) de tous les éléments donne :

Nelm

Ad(k)
(k) e
141 {[KGB KGG]t 1

—(I+1)
Ad

€

e=

o
— —Fiuol,., (4.110)
t+1

Les deux équations (4.104) et (4.110) peuvent étre écrites dans un seul systéme comme :

RX Kss Kpe © rad, —(Fines — Fegr) *)
d _ |7 WFints ~ Fea (4.111)
e=1 KGB KGG t+1 Ade —Lint,G t+1

(k+1)

t+1

Le dernier systéme peut étre résolu en réalisant une condensation statique au niveau de 1’élément.
Cette technique permet de résoudre les variables d’enrichissement au niveau local [Wilson, 1974]. En
fait, apres la convergence des variables internes des discontinuités, la valeur de Fy,; ;|t+1 vaut zéro. Le
systéme s’écrit alors :

nX {KBB KBG](Z) {Ade}
e=1 | |[Kep Kae], , |Ad,

(k+1) _ e R ni (k)
— |: (Fint,B Fezt):| } (4112)

t+1 0 t+1

La deuxiéme équation de systéme donne :
= 7(k+1)

[KGBW) Ad. + KGG|(l)Ade} -

et donc

= (k+1 — k+1
Ad MY = KLY Kap|V Ad. 7Y

(4.113)
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L’utilisation de cette derniére expression dans la premiére équation du systéme (4.112) donne

Kpp|® A do|{iT" + Kool V(Ko " Kol Ado)[TY = —(Ffup — Fooli"
par suite
(KBB|(U - KBG|(Z) K5é|(l) KGB‘(Z))Ade‘tJrl = (ant B Fzzt) Eﬁﬁl_l)

co'ndl()

(4.114)

avec K¢, 4 la matrice de rigidité condensée. L’architecture du code et le nombre de degrés de liberté
sont conservés au moyen de cette approche locale/globale.

Ensuite, les valeurs élémentaires des forces internes nodales et des matrices de rigidité sont renvoyées
au code afin d’assembler toutes les contributions élémentaires. Puis, le vecteur de forces internes de
R(k-‘rl)

la structure FmtB est introduit dans I'équation du résidu Ry}~ (4.99). Si Rgi"{l) tend vers zéro,

Iincrément de temps suivant est déclenché. Sinon, la simulation reste au méme pas de temps, et une
autre itération £ 4 2 est faite. Un petit incrément de déplacement (5Adik;21 (4.115) est & ajouté a

Iincrément de déplacement précédent Ad;tfl) pour le méme pas de temps t + 1 :

k42 k (k41
oadl?) = (Rﬁﬁl)) K\t (4.115)

avec Kglfl'l) la matrice de rigidité globale aprés I’assemblage de différentes contributions élémentaires.

Le nouveau incrément de déplacement est :

AdlY) = Z sadl) (4.116)

Les mémes étapes de calcul sont réitérées en passant sur chaque élément jusqu’au moment ot les deux
équations d’équilibre (locale a ’échelle de 1’élément et globale a I’échelle de la structure) sont vérifiées.
Une fois I’équilibre atteinte, une mise a jour de toutes les variables internes ainsi que du vecteur de
déplacement de la structure est réalisée comme suit :

(kconv) (kcon'v)

Aot = dg i1 HAdg (4.117)

avec k™" le numéro de l'itération de convergence. L’ensemble des étapes de résolution a I’échelle de
lélément est illustré en figure (4.22).
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Etapes
si discontinuité
désactivée

4a

Section

Fsq, Fsg,

acti

trial_ L <~nc T .
Co'= 5. Y61 GT - Fag, “wpG

ial . —
=05 — (0u-T) <

oni
Répéter les étapes
1b-2b-3-5

. L
Kpp =5

Kep =

ol

> B"Ks-G-ulpe)

G Ks-B-w(pe) Koc= 5 > G"Ks-G-ulpe)+S

1 pe=1

L

g Yo,
| K.=Kpp—Kpe- Kpl- Ko

4.8.2 Calcul a I’échelle de 1’élément

FIGURE 4.22 — Algorithme de 1’élément

Etapes
si discontinuité
activée

(i)

Les variables élémentaires (force et rigidité) sont évaluées a partir d’un calcul au niveau de I’élément.
Ce calcul consiste a déterminer 1’évolution des variables internes associées au modéle continu (7,£) au
niveau de chaque point d’intégration, ainsi que 1’évolution des variables associées au modéle cohésif

(d) au niveau de 1’élément. En fait, les deux groupes de variables internes (pour les modéles continus
et cohésifs) ne peuvent pas évoluer simultanément. Soit le modeéle continu fonctionne et seulement ses
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variables internes évoluent, soit le modéle cohésif s’active et le matériau hors discontinuité situé sur les
points d’intégration subit un déchargement élastique. Pour chaque probléme on peut définir :

Trouver B _
{dt+1 Et+1 §f+1 §ip1 dt+1}’
sachant que
{dt e & & Et}

sont connues.

La procédure de résolution peut prendre deux chemins différents selon I’état de la discontinuité. Tant
que la discontinuité n’est pas activée, seulement les variables correspondantes a la loi élasto-plastique
évoluent (chemin I (4.23)). Dés lors que la limite ultime (la limite & partir de laquelle la discontinuité
s’active) est atteinte, les roles entre les variables standards et les variables additionnelles s’inversent, de
sorte que les variables d’enrichissement commencent & évoluer et les variables plastiques et d’écrouissage
sont gelées, gardant ainsi les derniéres valeurs atteintes avant ce nouvel état (chemin IT (4.24)). Quelque
soit le chemin considéré, la résolution est fondée sur lalgorithme classique de Retour-Radial [Simo
and Hughes, 1999]. Dans les sections qui suivent, les détails d’implémentation sont développés. Les
algorithmes développés sont basés sur les travaux de [Dujc et al., 2010] et [Juki¢, 2013].

4.8.2.1 Evolution des variables plastiques

Le schéma d’intégration temporel s’écrit de la facon suivante :
Ax
—
Tnal =Tp + AtZp iy (4.118)
Tty =VTp41 + (1 —v)zy; v € [0,1]

Pour v = 1, un schéma d’intégration type Euler arriére implicite (backward Euler method) est adopté et
retenu pour la suite.

AEt

[é‘?t Ef Et] = = >[€t+1 gf—H EH_I]
dt+1:dt

FIGURE 4.23 — Etats initial et final pour le premier chemin I

Afin d’initier le calcul, une solution élastique nommeée prédicteur élastique est supposée :

gp,i&m‘al _ gp

t+1 -t

o (4.119)
—trial =
§t+1 =&

A partir de ces valeurs, la force et la variable d’écrouissage (stress-like) sont calculées telles que :

trial __ — (k—1) 0 —p,trial
FI7 =Es {5 <de,t+1 ade,t-s-l — &1

(4.120)
—tri —trial
tﬁfﬁi” =—H¢&
Ceci permet de calculer ¢ comme :
—trial ; i
Gpp1 = | = (0 =71 <0 (4.121)
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Si la derniére équation est vérifiée alors le pas est élastique et les variables plastique et d’écrouissage
gardent les mémes valeurs qu’au pas de temps précédent :

—p _ =p,trial

€41 = €41

-= - —trial

€t+1 - gt—‘rl (4 122)
trial

Ft+1 = Ft:jla

—= __ —trial

Qi1 = diy1

—trial

Si létat de contrainte dépasse la limite élastique (¢
sont, actualisées :

> 0), alors le pas est plastique et les variables

Ely1 =En + 7t+15i9n(FtT1al)a
§er1 = 8&n T Ver1s (4.123)

Fipr = F{P =7, Essign(Fip),

avec 7,1 le multiplicateur plastique calculé pour @, 41 =0 A noter que pour résoudre ¢, 11 =0,1a
propriété suivante est utilisée
sign(F1) = sign(FTeh) (4.124)

Cette derniére propriété est tirée de ’équation (4.123) en faisant simplement une petite modification
de la forme. Cela donne :

|Fyy1|sign(Fry1) = |FIT sign(FEY) — 5y g Essign(Frgq)

= . trial| .; trial (4125)
(| Fi1] + Vo1 Bs)sign(Fep1) = |[F1 [sign(FT")
Comme par définition 7, ,; > 0, la derniére équation (4.125) donne :
sign(F11) = sign(FTeh (4.126)
ainsi que
|Ft+1‘ = ‘Fttflal - 7t+1Es (4.127)
Par conséquent, on a :
Gp1 = |Fryal = (0 = Gyy1) =0
= | ttflal — Ve Es — (Uy - giriﬂ + H7t+1) =0
= |FI = (0 — T55Y) ~F i1 (o + H) =0 (4.128)
—trial _
= Prp1 Vi1 (Es + H) =0
Finalement, la valeur de multiplicateur plastique 7, est trouvée comme suit :
—trial
AT S (4.129)

Aprés le calcul de ces variables internes et de la force généralisée des sections situées aux points
d’intégration, le critére d’activation de la discontinuité au sein de I’élément doit étre vérifié. Pour ce

faire, la valeur de la surface de rupture E(CM, ﬁt+1) doit étre calculée. La valeur de la force de cohésion
est calculée d’aprés I’équation (4.58) de la maniére suivante :

npg
L

L
Cey1 = _/0 éf(x)FH-l (x)dz = D) Zéf(xpg)FH—l(xm)w(xpg) (4.130)
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avec npg le nombre de points d’intégration le long de 1'élément poutre et w(z,y) le poids de pondéra-
tion associé au point d’intégration zp4. Si d(Ciy1,U41) < 0, le calcul continue sans activation de la

discontinuité. Au contraire, si ¢(Csy1,Uy11) > 0, la discontinuité est activée. Par conséquent, toutes les
valeurs mises & jour des variables internes associées au modéle continu dans cette itération ne doivent
pas étre considérées et le calcul est refait en suivant le chemin II expliqué dans le paragraphe suivant.
Les étapes d’intégration numérique de ce modéle sont récapitulées dans A.3.

4.8.2.2 Evolution des variables cohésives

Ce chemin de résolution est suivi quand la discontinuité est active. Dans ce cas, il n’y a que les
variables internes associées au modeéle cohésif qui évoluent. Les autres variables plastiques conservent les
mémes valeurs qu’au pas du temps précédent. Le matériau hors discontinuité subit ainsi un déchargement
élastique.

[& Et} - [€t+1 §t+l}

-  _ =p
11 = &

gt—&—l - Et

FIGURE 4.24 — Etats initial et final pour le deuxiéme chemin II

Le calcul commence en faisant I’hypothése d’un prédicteur élastique tel que :

=trial =

dyy =dy (4.131)
La valeur du prédicteur de la force de cohésion Cfffl = Fy11(zq) au niveau de la discontinuité située
en x4 est déterminée numériquement au moyen des points d’intégrations x,, selon ’équation (4.58) :

ot = — i G, (z)FfT (z)dw
v (4.132)

L =T 7
D) Z G, (xpg)FttJrlal (Tpg)w(Tpg),
Pg

avec
—=trial

ria k— al =
Ftt-‘rl l(xpg) = Ey(2pg) (B(mpg)dg,t+11) + G(2pg)diy — 5?) . (4.133)

—trial
Ensuite la fonction de charge ¢, ,; doit étre évaluée afin de vérifier si la discontinuité est activée ou

non :
—trial

. —trial
Ger1 = |CET!| = (0w + Sdyyy ) <0, (4.134)

Si cette équation est vérifiée alors la discontinuité n’est pas active et les variables correspondantes
conservent les valeurs prédites :

—=trial

drpr = d
= Tl (4.135)
Cri1 = CHY!
. :trlal . . . . . . . .
Si ¢, 1 > 0 alors la discontinuité est active. Les nouvelles valeurs admissibles des variables associées
au modéle cohésif sont calculées en utilisant le chemin d’Euler arriére.

di 1 = d(t) + Asign(CLriet) (4.136)
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La nouvelle valeur de la force de cohésion au pas ¢t + 1 s’écrit :

Ciy1=— . Gy(2)Fyy1(x)de
=/ Go(z) E (B(gc)dt+1 4+ G(a) i — g{;) dz
— / Go(e) B (B +Gla)d(e) — ) da - [ G.(@) PG
C’tf‘fl‘” E.,

par conséquent,

Cpy1 =CH — B, AFsign(CLieh)

(4.137)
Il reste a trouver le multiplicateur A%. Son expression peut étre résumé par I’équation (4.138) :
—=trial
B f”l si |Sdy| < oy,
AT = —GEZ +5 (4.138)
Ctma —
| L 6 S| = oy,
Finalement, le module tangent est :
pas défini si A5 =0
ac = =
S si AY > 0 et |Sdiq1| < oy (4.139)
dd tH1

0si AF >0 et |Sgt+1| =0y

Une fois la discontinuité activée pour un pas de temps donné, elle reste active pour tous les pas de
temps suivants. L’ensemble de cette résolution est illustré en figure (4.25).

ouUl =(i)  =trial,(i)
2 dyyy = dygg

Boucle sur les points d'intgration Voo
Boucle sur les points d'intgration
trial, (i)

A7 (wpg) Return Af(tlil (pg)
el = o ; i Mapping ;
dt+1 =d; §+1 . )(pr) > Cttjrllﬂl'(l)(md) > @tjrlla ' <0 1 I °© E(tqu(‘,l’,"-’])

: Algorithm
ptrial.(i) i
1 (ng) Ff(,:)A(IPg)

N

=trial, (i)

NG Ay =degy +A$(igi9”(cxjfl’(i))
Remarques | o
rial, (i 8
Ae 1+1 a )(wpg) = B(xpg)Ade,t+1 x
=(4) =)
Aet 1(Tpg) = B(xpg)Ade t+1 + Gr(zpg) Ady 4 Pre1 = 0

1 Aat+1 _ A’Y S’Lg (Ctrzal (l))

FIGURE 4.25 — Algorithme de discontinuité au niveau de ’élément

Les étapes d’intégration numérique de ce modéle sont récapitulées dans A.4.
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4.9 Applications numériques

4.9.1 Poutre en traction simple

Afin de valider I'implémentation numérique, une poutre encastrée a I'extrémité gauche soumise &
un déplacement axial & 'extrémité droite est modélisée ci dessous. Un comportement élastique linéaire
couplé a un modéle cohésif rigide-linéaire est adopté. Seule la composante axiale est enrichie dans ce
cas.

] AU,
j n=2

n=4

n=238

n =16

FIGURE 4.26 — Poutre encastrée soumise a un effort de traction

La formulation FCQ est utilisée pour la discrétisation spatiale. Les caractéristiques mécaniques et
géométriques du probléme sont les suivantes :

Caractéristiques de la poutre Variable Valeur  Unité

Longueur de la poutre L 1 m

Module élastique ES 4000 kN

Force limite Oy = 0Oy 100 kN
Module cohésif S -2000  kN.m™!

TABLE 4.2 — Caractéristiques mécaniques et géométriques

Quatre calculs sont réalisés avec un nombre n d’éléments différent (n = 2,4, 8 et 16), I'objectif étant
d’étudier le probléme de dépendance au maillage. La figure (4.27) représente les réponses globales en
fonction du nombre d’éléments. Toutes les courbes ont une partie croissante jusqu’a ce que la force
axiale atteigne la limite f = o, suivie par une partie décroissante ot I’activation des discontinuités au
sein des éléments finis poutres Timoshenko prend place. Pour un nombre d’éléments finis poutres plus
important, un plus grand nombre de discontinuités s’active et par conséquent ’énergie dissipée est plus
importante. La force axiale prend sa valeur maximale en méme temps pour toutes les discrétisations.

Un défaut est ensuite introduit au premier élément FCQ & gauche afin d’assurer 'activation d’une
seule discontinuité au sein de la structure (¢¢=! = 95kN.m au lieu de 100kN). Cela se traduit par
une méme réponse globale quelque soit le nombre d’éléments finis poutre FCQ utilisés, voir figure
(4.28). En effet, une fois que la discontinuité est active, les autres éléments se déchargent élastiquement

sans dissipation d’énergie, ce qui limite la dissipation & une seule discontinuité. La réponse est alors
indépendante du maillage.

4.9.2 Poutre en flexion pure

Afin de valider ’activation de la discontinuité en rotation, une poutre encastrée de longueur L = 2.5m
avec une rotation imposée a l'extrémité libre est considérée dans la figure (4.29).

La formulation FCQ est utilisée pour la discrétisation spatiale en utilisant différents nombres d’élé-
ments (n = 1,4,6 et 12). Le comportement du matériau est illustré en figure (4.30). La discontinuité est
considérée au milieu de chaque I'élément (en x4 = L/2) puisque le moment de flexion pour cet exemple
est constant le long de 1’élément.

Comme pour 'exemple précédent, dans un premier temps tous les éléments FCQ ont les mémes
caractéristiques. La réponse en fonction du nombre d’éléments est représentée en figure (4.31).
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FIGURE 4.27 — Poutre élastique cohésive encastrée soumise & un déplacement axial - Réponse globale

en fonction du nombre d’éléments (force axiale en fonction du déplacement imposé) en utilisant des

éléments FCQ ayant la méme contrainte o, .
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FIGURE 4.28 — Poutre élastique cohésive encastrée soumise & un déplacement axial - Réponse globale en
fonction du nombre d’éléments (force axiale en fonction du déplacement imposé) en imposant un défaut

au premier élément FCQ (c¢=! = 95kN au lieu de 100kN
) ae.

FIGURE 4.29 — Poutre encastrée soumise & une rotation

Dans un deuxiéme calcul, un défaut est introduit au premier élément FCQ & gauche en diminuant
son moment & rupture M=! & 272kN.m au lieu de 274kN.m. Cela donne les résultats illustrés en figure

En ce qui concerne la dépendance au maillage, on obtient des résultats similaires a ceux de ’exemple
précédent. En effet, sans défaut, I'énergie dissipée est directement proportionnelle au nombre d’éléments

(4.32).
utilisés. En revanche, le fait d’imposer un défaut au premier élément limite le nombre de discontinuités

activées a une seule discontinuité au sein de ’élément le plus faible.
d’un des points d’intégration ainsi que le comportement du matériau au niveau de la discontinuité.

Les figures (4.33) et (4.34) illustrent respectivement le comportement continu du matériau au niveau
Ces deux figures permettent de voir ce qui se passe au niveau local. Le comportement du matériau
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FIGURE 4.30 — Modéle de comportement élasto-plastique avec discontinuité pour le moment de flexion
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FIGURE 4.31 — Poutre élasto-plastique cohésive encastrée soumise a une rotation imposée - Réponse
globale en fonction du nombre d’éléments (moment fléchissant en fonction de la rotation imposée) en

utilisant des éléments FCQ ayant le méme moment de rupture M,

hors discontinuité évolue suivant le chemin I de la figure (4.23) jusqu’au moment de l'activation de la
discontinuité. A ce moment, le matériau hors discontinuité se décharge de maniére élastique (voir figure
(4.33) afin de respecter I’équilibre local avec le modéle cohésif au niveau de la discontinuité (voir figure

(4.34).
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FIGURE 4.32 — Poutre élasto-plastique cohésive encastrée soumise & une rotation imposée - Réponse
globale en fonction du nombre d’éléments (moment fléchissant en fonction de la rotation imposée) en
imposant un défaut au premier élément FCQ (M, = 272kN.m au lieu de 274kN.m).
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FIGURE 4.33 — Poutre élasto-plastique cohésive encastrée soumise & une rotation imposée discrétisée

avec un seul élément FCQ - Comportement du matériau au niveau d’un point d’intégration hors de la
discontinuité
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FIGURE 4.34 — Poutre élasto-plastique cohésive encastrée soumise & une rotation imposée discrétisée
avec un seul élément FCQ - Comportement cohésif du matériau au niveau de la discontinuité
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4.9.3 Portique a double niveau en béton armé

Le but de cette application est de montrer la performance des éléments FCQ et FLI enrichis pour la
modélisation d’un portique & double niveau en béton armé. La structure considérée est celle testée ex-
périmentalement & échelle 1 par [Vecchio and Emara, 1992]. Le comportement adoucissant expérimental
de la réponse globale de la structure n’étant pas connu, la validation des modéles ne va se faire que sur
la partie croissante de la courbe effort-déplacement.

Les détails géométriques de portique sont donnés en figure (4.35). Deux sections différentes sont
utilisées en fonction que 'on considére les poutres ou les poteaux (voir figure (4.35) sections A et B).

700 kN Top Storey 700 kN
Beam
4 #20
] A ~f300}--
R . SECTION A
ba i i w10
f.| @ 125 mm
1600 I 1’
First Storey = 8. 8.8 | 4 #20
North Beam 30— . —
Column A i B
— ) 7550\ 75 ‘
4600 iﬁ 30 20 20 30
L
A .—— 460 _—.-i
{ 4 #20 4 #20
1800 H All dimensions :g\’_ P e iz
; in mm 50 F. Y ot
T b+ #10
120 ‘§l g @125 mm
rm il s Tiel T
400 20— =—1.18 3 N
- 20“—'- SECTION B
— 900 —}400] 3100 1400F— 900 —| 800 | —I)I )[-— az0 ___U tI_
\
| 5700 | 2070 2 20

FIGURE 4.35 — Géométrie du portique & double niveau en béton [Vecchio and Emara, 1992]

Deux modéles généralisés décrivant le comportement des deux sections doivent étre proposés. Afin
d’identifier les paramétres de ces modeles, ’analyse multi-échelle (multifibres, voir également chapitres
5 et 6) de [Pham et al., 2010], [Pham et al., 2012] et [Juki¢, 2013] peut étre utilisée. Le principe de cette
analyse proposée par les auteurs mentionnés est de considérer pour chaque section une poutre encastrée
discrétisée avec un seul élément. La poutre est par ailleurs modélisée avec un modéle multifibres dont les
champs des déplacements axiaux au niveau des fibres sont enrichis (voir chapitres 5, 6 pour la description
de ce modeéle). Cela permet de déterminer le modéle généralisé de la section & partir des modeéles de
comportements utilisés pour le béton et I’acier au niveau des fibres.

Dans un premier temps, un calcul est réalisé en imposant un déplacement axial a I’extrémité libre. Ce
calcul permet de déterminer le module élastique de la composante axiale FES. Ensuite, un autre calcul
est réalisé en imposant cette fois une rotation, ce qui permet d’identifier les paramétres du modéle
généralisé pour la flexion EI. Enfin, la valeur élastique du module de cisaillement peut étre estimée
en accord avec les valeurs des modules ES et EI. La description des variables et leurs valeurs sont
regroupées respectivement dans les tableaux (4.3) et (4.4) :

La modélisation de ce portique a déja été réalisée par des éléments poutres généralisées dans [Pham
et al., 2012] dans le cadre de la théorie de Timoshenko (élément FLI) et dans [Juki¢, 2013] dans le cadre
de la théorie de Bernoulli.

Dans notre étude, la discrétisation spatiale consiste & diviser chaque poteau en 2 éléments finis et
chaque poutre en 4 éléments finis (voir figure (4.36)). Afin de comparer leurs performances, deux types
d’éléments poutres enrichis sont utilisés, ’élément FCQ et I’élément FLI. Les composantes normales et
de cisaillement sont considérées linéaires élastiques telles que :

F,=ESe, F,=kGSp, (4.140)
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Variable Description

M, Moment de flexion lors d’apparition de la premiére fissure dans les fibres en béton
M, Moment de flexion au-dela de laquelle les fibres en acier entrent en plasticité
M, Moment ultime
EI Module de flexion
H, Premier module d’écrouissage
H, Deuxiéme module d’écrouissage
S Module d’adoucissement du modéle généralisé cohésif

TABLE 4.3 — Description des variables du modéle généralisé de la section

Paramétre Poteaux Poutres  Unité

M, 100 30 kN.m
M, 245 150 kN.m
M, 295 185 kN.m
EI 45760 45760  kN.m?
H, 12450 11190  kN.m?
H, 195 137 kN.m?

S —2410  —1310 kN.m

TABLE 4.4 — Paramétres de la section des poteaux et des poutres [Jukié¢, 2013]

avec ES = 3432000kN et kGS = 1000000kN. Le modéle de comportement généralisé utilisé est le méme
avec celui de lapplication précédente (voir figure (4.30)).

La comparaison entre les résultats expérimentaux et numériques pour les deux formulations est
présentée dans les figures (4.37) et (4.38). Pour le méme nombre d’éléments, la performance de la
formulation FCQ enrichie s’avére supérieure.

500r

—FCQ NE=16
—FLI NE=16
400+ ==-Expérimental

300

200

Force F (kN)

- 1 1 |
100 0.5 L 1 15
Déplacement axial imposé (m)

FIGURE 4.37 — Résultats globaux numériques et expérimentaux : comparaison des formulations FCQ
et FLI
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FI1GURE 4.36 — Discrétisation du portique avec des éléments finis FCQ ou FLI

4001

w
o
<

.........................

Force F (kN)

= N N w
a1 o u o
e

-
o
<

—FCQ NE=16

=—FLI NE=16
==-Expérimental

Il Il T I

L L L
0.02 0.04 0.06 .08 0.1 0.12 0.14 0.16
Déplacement axial imposé (m)

a1
<

OO

FIGURE 4.38 — Résultats globaux numériques et expérimentaux : comparaison des formulations FCQ
et FLI (zoom entre 0 et 0.16m de déplacement imposé)

La figure (4.39) illustre le développement des discontinuités (qu’on peut assimiler a la notion de
rotules plastiques de ’'Eurocode 8) dans le portique. Les premiéres discontinuités apparaissent aux
supports du portique dans les extrémités inférieures des poteaux (éléments 1 et 12, figure (4.39a)) aprés
un déplacement horizontal imposé de 0.095m correspondant a une force F' = 163kN. Ensuite, deux
autres discontinuités apparaissent aux deux extrémités des poutres (13 et 16) du premier étage pour
un déplacement horizontal imposé de 0.155m correspondant a une force de F' = 155kN (4.39b). Enfin,
deux derniéres discontinuités se développent aux extrémités des poutres supérieures (5 et 8) lorsque le
déplacement horizontal imposé vaut 0.165m avec une force correspondante F' = 152kN (4.39c¢). La figure
(4.40) illustre 'apparition des discontinuités sur la réponse globale de la structure. Les positions 1, 2 et 3
en figure (4.40) représentent respectivement l’apparition des discontinuités aux extrémités inférieurs des
poteaux (1 et 12) (figure (4.39a)), aux extrémités des poutres intermédiaires (13 et 16) (figure (4.39b))
et aux extrémités des poutres supérieures (5 et 8) (figure (4.39¢)). Les trois autres positions 4, 5 et 6
représentent I'état de la structure quand les discontinuités s’ouvrent totalement, autrement dit lorsque
les efforts cohésifs tendent vers zéro dans le méme ordre que précédemment : aux supports, puis dans
les poutres intermédiaires et enfin dans les poutres supérieures.
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FIGURE 4.39 — Développement des discontinuités (rotules plastiques) dans le portique, formulation FCQ
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FIGURE 4.40 — Développement des discontinuités (rotules plastiques) dans le portique en fonction de la
réponse globale, formulation FCQ

La modélisation du portique par des éléments poutres FCQ ou FLI enrichies montre leur efficacité
a reproduire les résultats expérimentaux tant au niveau global que local. La dégradation de la structure
peut étre décrite et suivie par le développement progressif des discontinuités au sein des éléments. Pour
le méme nombre d’éléments, la performance de la formulation FCQ enrichie s’avére supérieure.

Ce type de modélisation s’appuyant sur des éléments généralisés enrichis est un outil numérique
efficace et rapide pour la modélisation des grandes structures du génie civil. Il permet d’avoir accés au
comportement global mais également aux endroits de dégradations localisées conduisant finalement & la
rupture de la structure.

4.10 Conclusion

Dans ce chapitre, un modéle de poutre est proposé pour modéliser rapidement le comportement des
structures jusqu’a la rupture. Le modéle développé s’inscrit dans le cadre des approches généralisées. Le
comportement de la section est décrit par une loi généralisée qui peut étre construit par le biais d’une
analyse multi-échelle.
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Le phénoméne de localisation est d’abord décrit en évoquant les difficultés numériques rencontrées.
Une bréve revue sur les méthodes permettant une modélisation objective de la localisation est présentée.
Ensuite, I’état d’art de la méthode d’enrichissement cinématique choisie comme limiteur de localisation
est développé. Les méthodes d’implémentation des discontinuités sont présentées en se focalisant sur
la méthode des éléments finis intégrés. Les discontinuités sont incorporées au sein des éléments et les
modes supplémentaires sont résolus numériquement au niveau de chaque élément enrichi par la méthode
de condensation statique.

La cinématique de la discontinuité est ensuite décrite d’'une maniére détaillée pour le cas d’une barre
en traction et puis pour un probléme poutre de type FCQ. Le champ de rotation est enrichi avec
une discontinuité de rotation et les fonctions de d’enrichissement sont construites selon des étapes bien
définies afin de respecter les conditions nécessaires.

Le matériau généralisé constituant la poutre enrichie a deux comportements différents : un com-
portement élasto-plastique pour décrire la partie continue et un comportement cohésif pour décrire le
matériau au niveau de la discontinuité. Le développement thermodynamique est évoqué ainsi que les
procédures d’implémentation numérique.

Le chapitre se termine avec des applications numériques et des comparaison avec des résultats expé-
rimentaux qui valident le fonctionnement et ’efficacité du modéle développé. Le modéle, tout en restant
rapide, réussi a prédire le comportement global des structures en donnant une idée sur les endroits dans
lesquelles les déformations se localisent pour former des discontinuités.

Le modéle développé dans ce chapitre présente néanmoins plusieurs limites. En effet, avec ce type
de modéle il n’est pas possible de suivre ’évolution de la non linéarité dans la section puisque cette
derniére est décrite par un modeéle généralisé. De plus, l'utilisateur ne peut pas suivre 1’évolution de
I’endommagement dans le béton et la plastification dans I’acier. Pour répondre a ces besoins, un modéle
plus sophistiqué est proposé dans le chapitre suivant. L’approche généralisée de la section est remplacée
par une approche multifibres ot I'enrichissement cinématique est désormais appliqué au niveau des
fibres.
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Chapitre 5

Formulation EF enrichie pour
I’approche multifibres
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5.1 Introduction

Le chapitre précédent a exposé ’enrichissement dans le cadre d’une approche généralisée des efforts
des sections. Le champ de rotation généralisé a été enrichi par une variable de discontinuité pour décrire
la rupture d’une poutre en flexion. Dans ce chapitre, I’approche multifibres est adoptée. Cette approche
permet de discrétiser la section et de gérer les non linéarités au niveau de chaque fibre de la section.
Le passage de I’échelle de la section & I’échelle de la fibre impose de passer de trois degrés de liberté
généralisés sur la section & deux degrés de liberté sur chaque fibre. En effet, le déplacement de chaque fibre
d’une poutre Timoshenko est piloté par une composante axiale et une ou deux composantes transversales
(dans le cadre d’une formulation 2D ou 3D respectivement).

Seulement la composante axiale du déplacement au niveau de la fibre est ci-dessous enrichie par
une variable de discontinuité. Cette variable est directement liée & ’ouverture d’une fissure. Le principe
est par conséquent d’associer & chaque fibre une loi uni-axiale linéaire ou non linéaire pour décrire le
matériau dans son état continu et une loi cohésive afin de modéliser le comportement au niveau de la
discontinuité. Dés lors que les forces de traction au niveau de la discontinuité s’annulent, la fibre se
rompt. La rupture locale d’une fibre ne conduit pas a la rupture totale de la section. La rupture de la
structure peut par conséquent étre suivie par le développement progressif des discontinuités des fibres.

5.2 Travaux antérieurs

5.2.1 Elements poutres multifibres

Les derniéres vingt ans, plusieurs éléments finis poutres multifibres ont été développés et implémentés
dans les codes éléments finis. Un des premiers manuscrits qui fait référence a 'idée de discrétiser la
section d’une poutre en "fibres" est le livre de [Owen and Hinton, 1980al, suivi par les travaux de [Chan,
1983], [Scordelis, 1984], [Izzuddin, 1990] et [Spacone et al., 1996b]. Les poutres multifibres ont déja
montré leur efficacité pour différentes applications de génie civil : analyse non linéaire des poutres
ou des voiles avec des sections non homogénes (par exemple en béton armé) [Kotronis and Mazars,
2005|, [Kotronis et al., 2005], [Ile et al., 2008], [Grange et al., 2008], des sections arbitraires ou creuses
[Grange et al., 2011], [Desprez et al., 2015] soumises a la flexion, cisaillement ou torsion [Mazars et al.,
2006], interactions axial et de flexion [Chan, 1983], [Scordelis, 1984], [Izzuddin, 1990], [Spacone and
Limkatanyu, 2000], [Pinho and Elnashai, 2000], interactions Sol Structure [Grange et al., 2011], études
de vulnérabilité [Desprez et al., 2015] et modélisation des structures renforcées par des tissus de fibres
de carbone [Desprez et al., 2013].

Les poutres multifibres de cinématique Euler-Bernoulli multi-fiber beams sont utilisées pour les cas
ou les effets de cisaillement sont négligeables [Spacone and Limkatanyu, 2000|. Par contre, elles n’arrivent
pas a reproduire les interactions entre les forces axiales, les forces de cisaillement et les moments. C’est
pour cette raison que des poutres multifibres de cinématique Timoshenko ont été développées par [Ranzo
and Petrangeli, 1988], [Petrangeli et al., 1999], [Kotronis and Mazars, 2005], [Mazars et al., 2006], [Marini
and Spacone, 2006], [Bairan Garcia and Mari Bernat, 2006], [Navarro Gregori et al., 2007], [Sc’ulac et al.,
2014], [Juki¢ et al., 2014], [Caillerie et al., 2015].

Concernant la loi de comportement (continue) utilisée, plusieurs choix existent dans la littérature :
modeles basés sur la mécanique de ’endommagement [Kotronis and Mazars, 2005], de plasticité [Dujc
et al., 2010]), modeles qui couplent endommagement et plasticité [Ibrahimbegovié¢ et al., 2007]), modéles
simplifiés pour la prise en compte de confinement dans des poteaux [Desprez et al., 2013]) ou des
approches basées sur la "modified compression field theory" introduite par [Vecchio and Collins, 1986]
et [Vecchio and Collins, 1988].

Pour des fortes sollicitations, la distribution non linéaire du cisaillement peut conduire au non respect
de 'hypothése de planéité des sections, hypothése adoptée par la théorie des poutres de Timoshenko,
ce qui provoque le gauchissement des sections (figure (5.1). Pour cela, [Dubé, 1997] propose d’enrichir
le champ de déplacement par un profil de gauchissement. Ce profil est calculé par la résolution d’un
probléme local au niveau de la section, profil qui est ensuite supposé constant au cours du calcul.
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FIGURE 5.1 — Gauchissement de la section plane

[Mazars et al., 2006] ont montré I'importance de ce type d’enrichissement cinématique pour mo-
déliser également le phénoméne de torsion. Dans leur travaux, la cinématique de la section multifibres
d’une poutre Timoshenko est enrichie par une fonction de gauchissement en torsion calculée a partir
de la résolution d’un probléme local. [Capdevielle et al., 2016] proposent d’actualiser la fonction de
gauchissement de torsion pendant le calcul et obtient des résultats trés satisfaisants en comparaison
avec des résultats expérimentaux. Enfin, dans le cadre du projet SINAPS@Q, des travaux sont également
en cours pour la prise en compte de 'effet des armatures transversales dans les sections en béton armé
(thése en cours de N. Khoder, Sols, Solides, Structures, Risques 3SR (UGA)/SMS-ID (INSA de Lyon)).

5.2.2 Localisation des déformations et poutres multifibres

Un modéle classique de poutre multifibres ne permet pas de bien reproduire la localisation de défor-
mations. Pour cela, des auteurs ont proposé de remplacer la partie de la poutre dans laquelle la concen-
tration de déformations est attendue par un maillage volumique. Cela nécessite d’imposer correctement
les conditions aux limites afin de conserver la compatibilité avec les éléments poutres voisins [Monaghan
et al., 1998]. Les auteurs proposent une équivalence énergétique entre le travail effectué au niveau des
noeuds de l'interface du volume et le travail effectué au niveau du seul noeud de I’élément poutre.

Une autre méthode, moins coiiteuse en terme de temps de calcul, est de conserver I’approche mul-
tifibres dans tous les éléments en modifiant la partie post-pic du comportement des matériaux définis
au niveau des fibres [Giry, 2011]. L’idée principale est de calculer d’abord 1’énergie dissipée par le dé-
veloppement d’une zone de localisation avec une modélisation éléments finis tridimensionnelle et de
supposer qu’elle est égale & I’énergie dissipée par la modélisation multifibres. Ceci permet d’en déduire
une estimation de 'ouverture de fissure dans une fibre. Cette estimation est obtenue en définissant un
outil de passage d’une information continue dans 1’élément multifibres & une information discréte.

Plus proche de 'enrichissement cinématique adopté dans cette thése, [Pham et al., 2012] ont déve-
loppé un modéle de poutre Timoshenko multifibres en enrichissant le champ de déplacement axial au
niveau des fibres. Ce modéle a été concu dans le but d’identifier les paramétres d’un modéle de compor-
tement généralisé de la section d’une poutre (voir également section 4.9.3). Un autre modeéle de poutre
multifibres enrichie appliqué aux structures en béton armé est celui de [Jukic¢ et al., 2014]. Les champs
de déplacements dans les fibres sont enrichis par des variables de discontinuités pour décrire la rupture
locale de chaque matériau. Le béton est modélisé avec un modéle d’endommagement unidimensionnel
couplé & un modele cohésif (partie adoucissante) pour décrire le comportement au niveau de la disconti-
nuité. L’acier est modélisé avec un modéle élasto-plastique unidimensionnel couplé & un modéle cohésif
(partie adoucissante) pour décrire la formation d’une rotule plastique au niveau de la discontinuité. Les
fibres sont considérées comme des éléments finis barres. Dans leur modéle, les champs de déplacements
sont interpolés par des fonctions linéaires.

La formulation enrichie pour ’approche multifibres proposée dans les chapitres 5 et 6 suit une
logique similaire (approche multifibres, introduction des discontinuités) mais cette fois-ci étendue a
la nouvelle formualtion élément fini poutre Timoshenko FCQ ayant des fonctions de forme d’ordre
supérieur. L’avantage de ce type de modélisation poutre multifibres enrichie porte sur son efficacité, sa
simplicité, le faible coiit de calcul par rapport aux modéles tridimensionnels tout en assurant 1’obtention
des informations globales et locales sur le comportement des structures en génie civil jusqu’a la ruine.

Les sections suivantes présentent la formulation d’une poutre multifibres et la facon d’introduire les
variables de discontinuité pour I'enrichissement des fibres. Ensuite, la formulation variationnelle de la
poutre multifibres enrichie est présentée dans le cadre du principe des travaux virtuels, ce qui permet
d’obtenir les équations d’équilibre. Un paragraphe spécifique est consacré a la détermination des fonc-
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tions d’enrichissement correspondantes. La formulation thermodynamique du modeéle d’endommagement
utilisé pour décrire le comportement du béton est présentée ainsi que le modéle cohésif. Le chapitre 5
se termine avec les procédures de linéarisation et d’implémentation numérique et la validation avec des
simulations numériques.

5.3 Formulation poutre multifibres

La figure (5.2) illustre le concept d’une poutre multifibres e. On note L. sa longueur et i et j les
noeuds aux extrémités.

Ui UIJ
Vyi Vij
@zi \ ®zj

L..

FIGURE 5.2 — Illustration du concept de "approche poutre multifibres

A Tinstant ¢, les déplacements généralisés d’une section située a I’abscisse 2 de 1’élément poutre e
sont (formulation 2D) :
[Ux(x,t) Vy(z,t) @z(x,t)] (5.1)

A partir de 'hypothése de la planéité des sections, les déplacements au niveau de chaque fibre peuvent
étre déduits de (5.1) de la fagon suivante :

Uy (z,y,t) =Uz(x,t) — yO,(2,1)

vy (,y,t) =V, (z,t) (5.2)

11 convient ici de mentionner que deux formulations ((a) et (b)) éléments finis de la poutre multifibres
sont possibles. Ces deux formulations sont illustrées par I’équation (5.7) et la figure (5.3).

La premiére formulation (chemin (a) de I’équation (5.7)) consiste a chercher le vecteur des déplace-
ments axiaux d¢(y,t) aux extrémités de chaque fibre f d’ordonnée y en gardant I’hypothése de sections
planes (5.2). Cela donne :

astwn = ] = |0~ verd) >3

La fibre est considérée comme un probléme barre 1D. Par conséquent, le champ de déplacement axial
uz (2, y,t) le long de la fibre est interpolé par des fonctions de forme Ny (z) telles que :

ug(2,y,t) = N*(2)de(t) — yN’(2)de(t) = Ny (z)dy(y, ) (5.4)

avec, comme mentionné dans le chapitre 4, d. le vecteur des déplacements nodaux défini par :

5.5
[Um Vyi O AVylk AO ;. AVylk Uzj Vi @Zj} pour la formulation FCQ (5:5)

4 { [Um- Vi ©.i Uz Vi @Zj} pour la formulation FLI
. =
De ce fait, le probléme élément poutre multifibres est transformé en une combinaison de problémes des
éléments barres 1D. Ce chemin constitue une formulation standard de la poutre multifibres utilisée dans
la littérature.

La deuxiéme formulation éléments finis de la poutre multifibres (chemin (b) de ’équation (5.7)),
consiste a interpoler les champs de déplacements généralisés par le biais des fonctions de forme respectives
a la formulation poutre adoptée. Ensuite, le déplacement axial le long de chaque fibre est déterminé en
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respectant I’hypothése de sections planes, équation (5.2). Dans ce cas, le champ de déplacement n’est
plus interpolé le long de chaque fibre, mais le long de I’axe de ’élément poutre.

e (2, 1) = N (2)do (1) — yN? (2)d (t) = (N“(x) f yNe(x)) d.(t) = Ny(z,p)d.(t)  (5.6)

Il convient de remarquer que 'utilisation de la formulation FLI avec le chemin (b) (équation (5.6))
conduit & la méme formulation obtenue avec le chemin (a) (équation (5.4)). Ceci n'est pas toujours
aisé pour des formulations éléments finis d’ordre élevé, comme c’est le cas de 1’élément FCQ. L’ordre
élevé des fonctions de forme (3.2.4.3) de la formulation FCQ fait que la deuxiéme méthode (chemin (b),
équation (5.6)) ne peut pas étre utilsée, & moins que les nouvelles fonctions de forme (4.5.1.2) proposées
dans le chapitre précédent soient adoptées. En effet, le remplacement du degré de liberté interne par la
valeur de la rotation au milieu de 'élément (voir équation (4.38)) FCQ permet de discrétiser le champ
de déplacement axial au niveau de la fibre selon I’équation (5.4). Dans ce cas, les deux équations (5.4)
et (5.6) sont équivalentes.

Il est important de faire la différence entre ces deux méthodes équivalentes (chemin (a) et (b)) de
la formulation d’une poutre FCQ multifibres pour deux raisons. Premiérement, le chemin (a) permet
d’écrire le champ de déplacement axial au niveau de la fibre selon I'équation (5.4). Les fibres sont
considérées comme des barres a trois noeuds. Cela permet de définir la cinématique de la discontinuité et
donc les fonctions d’enrichissement correspondantes. La détermination de ces fonctions est détaillée dans
la section (5.3.3). Deuxiémement, l'utilisation de 1’équation (5.6) issue du chemin (b) facilite 1’écriture
de la formulation variationnelle ainsi que la procédure d’implémentation numérique (voir section (5.5))
et la construction de la matrice de rigidité élémentaire.

V(1)

U,i(t)
O.i(t) | 1a wvyi(y,t) | 22
a= =5
‘/yj (t) Uyj (y7 t)
©2(t) ug(z,y,t) 3 ex(z,y,t) 4 0u(z,y,t) 5 Friver(y) F,
z\Ly Y, z\L, Y, z\L, Y, fivber\Yy) _6.  Le
Usi(t) vy(@, Y1) T Yay(Ty,t) T Tay(@yst) T Kriver(y) T Ke
‘@/W((tt)) 1b Us(w,t)
b= Vy(z,t) p 7
Ufj (t) e, (x t) 2b
Vyj(t)
©2;(t)
(5.7)
( ) g’z’v’l; Uy (2, y,t)
Ui (Y5 t ug(7,y,t Uz (Y, 1 (@, 1) ———> , Jf”l.,
v,,éu‘t)) - Ivy(.’t,;l‘) D — L'yjé;/:l; O.(x l)r v(@ 9.0
L el A !

(a) Chemin a

LRy

[N oS ~ LN LN
' ey 1 S S ) S 1
1 T f— . \ e 5
| Y T T T
LU (1) H } i g
V() L L 3 axenou

B T " N

] i z- !

H ) ]

H ]

(b) Chemin b

FIGURE 5.3 — Deux formulations éléments finis poutres muliti-fibres
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5.3.1 Enrichissement cinématique des fibres

L’enrichissement cinématique intervient directement a la premiére équation (5.2). La composante
axiale du déplacement de la fibre est enrichie par un terme supplémentaire de la maniére suivante :

Uz (2,Y, 1) = Uy (w,y, 1) + He,(2)U (y, 1) (5.8)

avec H,, (x) la fonction Heaviside définie dans I’équation (4.5), @, (x,y,t) le champ de déplacement
standard de la fibre sans discontinuité et u,(y,t) la discontinuité de déplacement positionnée & ’abscisse
x4 de la fibre d’ordonnée y. Par ailleurs, le champ de déplacement enrichi peut étre écrit, d’'une maniére
similaire & I’équation (4.6), de la fagon suivante :

Uz (T, y, t) = dy(z,y,t) + [Hyy () — d(x)] Uy (y, 1), (5.9)

avec dg(x,y,t) le déplacement axial au niveau de la fibre (voir équation (5.10)). L’objectif derriére
Pajout de d,(z,y,t) est d’assurer une continuité du déplacement au niveau des fibres aux noeuds entre
les éléments. Ce déplacement est défini comme suit :

dx(x’y7t) :ﬂx(x,y,t) + d)(x)ﬁx(y,t), (510)

tel que ¢(z) respecte les conditions définies dans le chapitre 4, équations (4.8) et (4.9). Par ailleurs,
chaque fibre enrichie peut étre considérée comme un probléme d’une barre 1D enrichie. Donc, I’analyse
faite dans le chapitre 4, équation (4.4) concernant la discontinuité dans une barre peut étre utilisée.
Ainsi, la dérivation par rapport a ’abscisse & donne la déformation dans la fibre sous la forme suivante :

ex(T,y,t) = %{dw(xvyvt)} + %{_(ﬁ(‘r)}im(y?t} + ,:%{Hmd(x)}im(y?t)
= &yt o+ G@uyt) + Gu,(r) Tly,t) (5.11)
—
éflf(x7 y’t) gl‘(x’y7 t)

Par ailleurs, la partie continue du champ de déformation le long d’une fibre s’écrit, en utilisant (3.19),
de la fagon suivante :

E(z,y,t) = 681{; (z,t) — yaf% (z,t)
= B(z)d(t) — yB"(x)d.(t)
= [B(z) — yB"(z)]de(?) (5.12)

B/ (z,y)d.(t)

avec d.(t) le vecteur des déplacements nodaux de 'élément poutre et BY (,y) les fonctions d’interpo-
lation de la déformation axiale le long de la fibre d’ordonnée y tels que :

do ()" = [Usi(t) Vyilt) ©ui(t) AV(t) AOu(t) AVS() Uwt) Viy(t) ©451)]  (5.13)
et
B/ (z,y) = [Bi(z) 0 —yBj(x) 0 —yBg(z) 0 Bi(x) 0 —yBg(x)]. (5.14)

Finalement, la déformation axiale au niveau de la fibre y est écrite en fonction des déplacements nodaux
de I’élément d.(t) et des fonctions de formes Bf(z,y). La déformation totale discrétisée s’écrit sous la
forme suivante :

ea(w,y,t) = BY (2,9)de(t) + Gr(@)Taly, £) + 0, ()T (y, 1) (5.15)

G (55)51 (y,t)

5.3.2 Formulation variationnelle

Aprés Denrichissement cinématique des fibres, les expressions des champs de déformation virtuelle
sont introduites dans le principe des travaux virtuels. Les champs de déplacements virtuels sont in-
terpolés avec les mémes fonctions de formes que celles de déplacements réels. Par contre, les fonctions
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d’enrichissement G,, associées a la discontinuité virtuelle ne sont pas nécessairement les mémes que G,
associées a la discontinuité réelle. Ceci afin de respecter 1’équilibre entre la partie discontinue et la partie
continue dans la fibre, ainsi que pour vérifier le Patch test comme illustré ci-aprés dans la section 5.3.3.

Selon la méme procédure que celle de chapitre 4 concernant l’enrichissement généralisé, le travail
interne de chaque fibre s’écrit :

Wz];t y7 / (5835 l‘ y,t) O'a;(.l’ Y, )+6’me($ y,t) T:vy(-%' y,t )de
— T -
= /Qf ) (Bf(a:,y)d(t) + G@(l‘)ﬂx(y,t)> oo(z,y,t) + 8 (B (2)d.(t)) Tmy(x,y,t)de

:/Qf <5de(t)T B (z,y) B(2)]" {Ux(w,y,t)] +Mf(y’t)Gv(m)T%(m?y’t)) 40!

Try (ac, Y, t)

—5d.(t)T /Q f B (z,y) B(2)]" {f;&i?ﬂ A9 + 6T, (y, t)T /Q f Go(z) o (2,y,1)dQ

F{nt B(y t) Fifnt,G(yvt)
=6d.()TFL,, 5(y,t) + 8T (3, ) Fl, o (y,1)
(5.16)

Le travail interne élémentaire peut étre simplement trouvé en faisant la somme des travaux internes
au niveau de chaque fibre :

nfib
znt E : 'Lnt
nflb

o Z (6d znt B( ) + 5um(y7 ) Fi{Lt,G(y7 t))

o (5.17)

—(Sd Z ant B y7 + Zéur yv 'mt G(yv )

=od, (t)Tant,B + Z Ot (y, t z];t c(y:t)

avec Ty le nombre des fibres fissurées par élément. Finalement, le travail interne total de la structure
est donc :

Wﬁrf;( ) = Z 5d€(t)Tant,B + Z 5u$ y’ zlfmﬁ G(ya t)

€

(5.18)
n
:5dstr(t) ;rt; s(t) + Z Z 0z (y, 1) mt ¢y 1)
avec 1 le nombre d’éléments ayant au moins une fibre fissurée.
L’introduction de la derniére expression dans le principe du travail virtuel donne :
Wint (1) — WSII( )=0
(5.19)

Sd (8 (B5ir 5 (1) — Fbi(#) +ZZM u ) Fly o0, t) =0

L’équilibre de la structure doit étre respecté pour tous les déplacements virtuels ddg,.(t) ainsi que
pour tout saut de déplacement virtuel au niveau d’une fibre du, (y, t). Cela permet de déduire le systéme
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d’équations suivant :

exrt

Vee {1,2,....7} et Vfe{l.2,....7p(e)} : Fl,o(y,t)=0

Filn () —F(t) =0
t.5(t) (t) (5.20)

La premiére équation de ce systéme représente 1’équilibre globale de la structure. Les autres équations
représentent ’équilibre local au niveau de chaque fibre ayant une discontinuité active. Le nombre de ces
équations vaut :

n
Nequirocar — Z ﬁf (e), (5.21)

avec Tiy(e) le nombre de fibres fissurées pour I'élément e. Ces derniéres équations peuvent étre résolues
localement au niveau de la fibre. L’expression de Fif

n

+.c(y,t) peut étre développée pour donner :

Flc®t) = | Gu(2)To(z,y,t)d0f = / (GCo(@)T + Go(a)T)o(a, y, t)dQ
Qr Qf

:/ év(x)Ta(x,y,t)deJr/ Go(z)To(x,y,t)dQ
Q7

Qf
I8

/ Co(2) oy, 1)d0S = / b2 (@)o (2, y,)dQY = 0(2a,y, 1)
Qr Qf

Q)

o(@) o(2,y,t)dQ + o(2q,y,t) =0

avec

donc

/Qf Go(x)To(x,y,t)dY = —o(zq,y,t) = —CY (1)
(5.22)

avec C/(t) la contrainte de cohésion au sein de la fibre fissurée.

5.3.3 Détermination des fonctions d’enrichissement G, et G,

Afin de déterminer les deux fonctions d’enrichissement de la discontinuité réelle et virtuelle, une
méthodologie semblable a celle utilisée dans le chapitre 4 est suivie. En accord avec [Armero and Ehr-
lich, 2006], G, sont les fonctions d’enrichissement de la variable de discontinuité réelle, opérateur de
compatibilité et G, les fonctions d’enrichissement de la variable de discontinuité virtuelle, opérateur
d’équilibre.

5.3.3.1 Opérateur de compatibilité G,

Deux conditions sont & respecter pour déterminer 1’opérateur de compatibilité. Premiérement, la
présence d’une discontinuité au sein d’une fibre ne doit pas affecter les déplacements nodaux de ’élément.
Cela est assuré par 'introduction de la fonction ¢(x) dans (5.9). Deuxiémement, la fibre fissurée doit
permettre un état de déformation nulle aprés I'ouverture totale de la discontinuité au sein de la fibre.
Cela se traduit analytiquement par une valeur nulle de la partie continue €, de la déformation axial de
la fibre, équation (5.11).

D’aprés I’équation (5.2) et la nouvelle interpolation du champ de rotation proposée dans le chapitre
précédent (4.38), le champ de déplacement axial dans les fibres s’écrit :

do(2,y,t) = Up(2,1) —yO.(2,t) = > NY(@)Uaa(t) =y Y N (2)0.4(t) (5.23)

a=i,j a=i,jk

107



L’introduction des fonctions d’interpolation du champ de déplacement généralisé axial (3.50) et celles
modifiés du champ de rotation généralisé (4.39) dans 'équation (5.23), ainsi que 'ajout et le retrait du
terme 2 N{. (z) deux fois, donnent :

Ao,y 1) = (NP (2) = NG (@) ) Uns(t) + (N2 (2) = SNE(2) ) Ung(8) + = N2 (2) (Uni(t) + Uss (1))
2 2 2
—y (N (2)0.:(t) + NI (2)0;(t) + N (2)0.(t)  (5.24)

i J

Or, on peut remarquer que :

u x
Nt (x)=1- T
" x
Ni(z) = T )
3z 22° N{(z) — =Nf.(z) = N ()
Ne(e)=1-TF+ b = ; (5.25)
) . 22 N} (x) - §N9* () = NJQ* (x)
dr  4a?
Ni(2)=— - —
@) =T -1z

Par conséquent,

l,31) = NE) (Us) = 90.4(0) + N () (Uss0) ~ 1050) + ML (o) (502 s
(5.26)
Cette équation peut étre réduite a ’expression suivante :
dy(x,y,t) = Z Nia(@)uga(y,t) = Ny(z)ds(y,t) (5.27)
a=t,j,k
avec ds(y,t) le vecteur des déplacements nodaux au niveau de la fibre défini par :
Uzi(Yt) = Uz — YO,  pour x =0,
df(y,t) = uxj(th) = Uzj - y@Z] pour r = L7 (528)
Ugi + Uy L
Uk (Y, 1) = 7—5 L _ 90, pour x = 3

et Ny (z) la matrice des fonctions d’interpolation du champ de déplacement axial au niveau de la fibre
définie par :
Ny(z) = [Nyi(x) Nyj(w) Nyx(z)] (5.29)

Ces fonctions prennent les mémes expressions que NY. (x) telles que :

Nyi(x) = N&(z) . Npjla)=Nl(z) . Npsle) = N () (5.30)

Par conséquent, la fibre est considérée comme une barre a trois noeuds (voir figure (5.4)).

Uai (Y, 1) Ui (Y, 1) Ugj (Y, 1)
= = n

o[t~
|~

FIGURE 5.4 — Une fibre & trois noeuds

L’enrichissement du champ de déplacement axial se fait toujours de la méme fagon que celle écrite
dans ’équation (5.9). Comme l'équation (5.27) ressemble & l'expression du champ de rotation (4.38)
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interpolé dans le chapitre précédent, la méme méthodologie d’enrichissement est utilisée. Il faut donc
considérer deux situations selon la position z4 de la discontinuité : x4 < % et xg > % La similitude
entre le champ de déplacement axial enrichi ici et le champ de rotation enrichi dans 4.5.1.2 du chapitre
4 permet d’utiliser les mémes fonctions d’enrichissement (4.45) pour la discontinuité telles que :

L
~ (Np@) + Nyelw)) powr <
4(x) 2 (5:31)
— (Nyi(x)) pour g > 3
Par ailleurs, le champ de déformation axial peut étre facilement déduit selon (5.11) :
Eo(x,y,t) = By(2)ds(y,t) + Gr(2)a(y, 1) (5.32)
avec
4r 3
27T pour x4=0
— 0¢(x) dr 1
Goz)=-_20) _ ) 4, 1 _ 5.33
() o 12 + I pour x4=1L ( )
1 _L
I pour 4=

Ces expressions vérifient les conditions pour la détermination de 'opérateur de compatibilité comme
montré dans la section (4.5.1.2). La position de la discontinuité est déterminée selon la distribution de
la contrainte le long de la fibre. La discontinuité doit étre automatiquement introduite & la position
x4 de la fibre ou la contrainte axiale atteint sa valeur maximale. Comme les fonctions d’interpolation
(5.30) sont quadratiques, la déformation axiale le long de la fibre est linéaire. Par conséquent, elle
devient maximale aux extrémités de la fibre & £ = 0 ou x4 = L. Puisque les modéles de comportement
continus associés aux fibres sont monotones non adoucissants, les positions ou la contrainte prend sa
valeur maximale coincident avec celles de la déformation. Par conséquent, la discontinuité prend place
a une des extrémités de la fibre. Enfin, pour le cas ou la contrainte est constante le long de la fibre,
I'enrichissement se fait par une fonction constante et la discontinuité est arbitrairement introduite au
milieu de la fibre (voir également la section (4.5.1.2)).

5.3.3.2 Opérateur d’équilibre G,

En ce qui concerne la fonction G,,, deux conditions sont aussi a respecter. Elle doit d'une part respec-
ter 'équation d’équilibre (5.22) et d’autre part respecter le Patch test (4.6.2). Puisque 'enrichissement
du champ de déplacement axial de la fibre est similaire & ’enrichissement du champ de rotation pour
Papproche généralisée, les équations trouvées (4.69) dans le chapitre 4 sont ci-dessous réutilisées :

6z 4 0

[ — r =

72~ 7 Powr

6 2

G,(x) = —L—a; + T L (5.34)
1
—= our xg=—

r P 173

5.4 Modéles de comportement continu et cohésif

5.4.1 Modéle d’endommagement pour le comportement axial des fibres en
béton

5.4.1.1 Modéle continu

Le béton a un comportement fragile en traction et ductile en compression. Les essais expérimentaux
montrent qu’en traction un réseau de micro-fissures se développe perpendiculairement & la direction
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d’extension pour conduire finalement a la rupture compléte [Mazars, 1986]. En compression par contre,
la rupture se fait par micro-fissuration diffuse, précurseur de la localisation des déformations dans des
bandes alignées avec la direction de compression (voir figure (4.1)). Dans le cadre d’une modélisation
poutre multifibres, les fibres sont considérées comme des barres, et le modéle d’endommagement utilisé
ci dessous est unidimensionnel.

La réponse du béton est initialement élastique jusqu’a une certaine limite & partir de laquelle le maté-
riau commence a s’endommager. L’endommagement engendre une réduction du module élastique (5.5).
Une variable d’endommagement, notée d, est définie pour représenter le taux d’endommagement. Cette
variable représente le rapport entre la section endommagée et la section totale d’'un VER (Volume Elé-
mentaire Représentatif) [Lemaitre and Chaboche, 1990]. Par conséquent, une contrainte effective, notée
o€, peut étre définie en fonction de la contrainte de Cauchy usuel o et de la variable d’endommagement

de la fagon suivante :
o

e _ 5.35
of =1 (5.35)
La relation de comportement du béton dans le cadre d’un modéle élasto-endommageable s’écrit :
0°=F¢ = o=FE(1-d) (5.36)
Contrainte
A
N
\p@ \“X\\\
Q)\ \\,6

»

Déformation

FIGURE 5.5 — Modéle d’endommagement uniaxial

Les modéles d’endommagement utilisent le plus souvent une mesure de la déformation pour piloter
I'endommagement [Mazars, 1986], [Simo and Ju, 1987al, [Simo and Ju, 1987b], [Borderie, 1991], [Jirasek,
2004], [Desprez et al., 2013], [Mazars et al., 2014]. Dans notre cas, puisque le code et l'algorithme
d’implémentation de la discontinuité sont basés sur un critére en contraintes, le choix a été fait d’utiliser
le modéle d’endommagement, développé dans [Ibrahimbegovié, 2006] et [Jukic et al., 2014], dont le seuil
de 'endommagement est géré par la contrainte. L’origine de ce modéle remonte au travail de [Ortiz,
1985].

Dans ces travaux, [Ortiz, 1985] introduit une variable interne d’endommagement appelée complai-
sance et notée D, telle que la relation de comportement soit de la forme suivante :

— — 1
€= Do avec D € [E’OO] (5.37)

L’avantage de cette approche par rapport aux approches classiques des modéles d’endommagement est
qu’elle permet de définir une surface de charge (surface seuil) en fonction de la contrainte :

¢ = o] — (oby —q) <O (5.38)

avec oy, la valeur limite d’élasticité du béton définie par

t (5.39)

c L2
- Opy €N compression
by — .
oy, €n traction
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et ¢ une force thermodynamique associée au mécanisme d’écrouissage du béton endommagé qui gére
I’évolution de la surface de charge. Elle est définie par :

Hy  en compression

q§=—Hy avec H,= { (5.40)

H} en traction

H, est le module d’écrouissage d’endommagement défini positif. € est la variable interne qui controle
I’écrouissage du béton endommagé. L’endommagement commence dés lors que la valeur de la surface
seuil (5.38) s’annule. Pour plus de détails sur la formulation thermodynamique de ce modéle, le lecteur
est renvoyé a l'ouvrage de [Ibrahimbegovi¢, 2006]. Dans la suite, seulement les éléments nécessaires pour
la compréhension sont présentés sans entrer dans les détails de la formulation.

Energie libre et dissipation
L’énergie libre pour ce modéle s’écrit de la fagon suivante :
- 1 =—1_ 1=
U(D,8) = 57D 'z + JEME (5.41)
La dissipation énergétique D, par endommagement s’écrit :
Eb :/ O’é - ﬁdQ
Q
. —1. 1_D —
:/ o€ — (D 1§— iijgg'i_ Hbgg)dQ
Q . D (5.42)
= / ~(D 'e)D(D ') - HyELd
Q2
1 = k)
:/ —oDo +g&dQ > 0
a2

Evolution des variables internes

Apreés avoir défini I’énergie interne et la dissipation énergétique correspondante, les équations d’évo-
lution des variables internes sont déterminées & partir du principe de la dissipation maximale. Parmi
toutes les contraintes admissibles, celles qui maximisent la dissipation sont choisies. Cela se traduit
mathématiquement par :

$(o*,g*)=0 $(0*,3*)=0

(0,9) = arg{ mazx [Db(a*,q*}} = arg{ min [Db(o*,q*]} (5.43)

A partir de cette derniére expression et d’'une méthode de minimisation sous contraintes, les équations
d’évolution sont obtenues de la fagon suivante :

Dy, 52 - 424200)
& (5.44)
g_;aqﬁ _

=2

avec 7 le multiplicateur de Lagrange.

Conditions de cohérence et de Kuhn-Tucker

Afin de compléter le développement, les conditions de Kuhn-Tucker ainsi que la condition de cohé-
rence sont utilisées :

>0 <0  A6=0 Fo=0



Par ailleurs, a l'instar de la plasticité, le processus d’endommagement est actif des lors que 7 est positif,
par conséquent, la valeur de ¢ doit nécessairement étre nulle pour respecter la condition de cohérence,
ce qui permet d’en déduire ’expression de 7 telle que :
. ——1
. sign(o)D
"= (5.45)
D  + H,
Finalement, le taux de contrainte en fonction du taux de déformation s’écrit :

— 1. .

D g pour =0
6= D 'H, . . (5.46)
—5——¢pour >0
D + H,

5.4.1.2 Modéle cohésif

Un modéle cohésif est adopté pour décrire le comportement du béton au niveau de la discontinuité.
Le critére d’activation de la discontinuité est formulé en contrainte. Par conséquent, une surface de
rupture ¢ permettant de connaitre le moment & partir duquel le comportement du béton passe du
modéle d’endommagement au modéle cohésif est adoptée, qui prend la forme suivante :

o(t) = |C* ()] = (o0 — (1)) (5.47)

avec C7 () la contrainte cohésive calculée par I’équation (5.22), o4, la contrainte ultime de béton définie
par :
(5.48)

t

c .
- Oy, €N compression
bu — .
oy, e€n traction

et g la force thermodynamique associée au mécanisme d’adoucissement du modéle cohésif. Elle est définie
par :

c 2
Sy = —;béc en compression
q=—5Sp¢ avec S, = . g (5.49)
o
St =~ en traction
b 2GY

avec Sp le module d’adoucissement défini négatif. G§ et G} sont respectivement les énergies de fissuration

du béton en compression et en traction, £ est la variable interne du modéle cohésif ayant comme role de
controler 'adoucissement.
Le comportement cohésif est défini par la relation suivante :

a(t) = D(H)C’ (1) (5.50)

avec D la variable de complaisance du modéle cohésif. Cette variable augmente progressivement avec
louverture u(t) dans le béton fissuré. Une illustration du modeéle est présentée dans la figure (5.6)

gl

»
>

FIGURE 5.6 — Modéle cohésif

112



D’aprés cette figure, on a :
Cf(t) = Spu(t) + opu (5.51)
Energie libre et dissipation au niveau de la discontinuité

L’énergie libre associée au modéle est écrite comme :

-1

T(E) = %f T+ %Sb? (5.52)

Finalement, ’énergie libre de Helmholtz aprés activation du modéle cohésif est la somme de I’énergie
libre associée au modéle continu (5.41) et celle associée au modeéle cohésif (5.52) telle que :

U(D,£,6) = U(D,E) + U(E)d,,(x), (5.53)

La dissipation d’énergie totale s’écrit donc comme :
Dict = / o¢ — Wdf
Q

- / oF —WdQ + CIT — T, (5.54)
Q S———

= D
Dy b

Par conséquent, la dissipation au niveau de la discontinuité est :

D, =Clu-1l,,

D (5.55)
S0 MDD W+

1 = =
= 5OfDCf + g€

De fagon similaire au chapitre précédent, aprés activation de la discontinuité au sein de la fibre, le
béton hors discontinuité dans la méme fibre est considéré avoir cessé de s’endommager. Par conséquent,
la dissipation se fait uniquement dans la zone cohésive telle que :

Dt = D, (5.56)

Evolution des variables internes

Parmi les variables internes admissibles qui vérifient le critére de rupture, celles qui maximisent
la dissipation sont choisies. Un nouveau probléme d’optimisation doit étre résolu. La méme procédure
suivie pour la formulation de la loi cohésive du chapitre précédent est utilisée. La fonction de Lagrange

L est définie avec le multiplicateur de Lagrange 7 telle que :

L(@7) =~ Dy +70

1= = = (5.57)
=— [QC-fDC-f +q§} +75¢
Ensuite les équations d’évolution des variables internes associées au modéle cohésif sont :
oL = _~sign(Cf
- (5.58)
oL = .
—==0=¢(=%
dq



L’équation d’évolution de la variable de discontinuité peut étre déduite en dérivant I’équation (5.51) par
rapport au temps de la maniére suivante :

¢ =Su=tu=C (5.59)
De plus, la surface de de rupture (5.47) donne :
6=1CT~ (00— =0
= C'sign(CT) = opy — G
dérivons % a t = Cf = —Fsign(C), (5.60)
utilisons (5.49) = C/ = Sbgsign(Cf),
utilisons (5.58) = ¢/ = S,7sign(C')
Ainsi, I'introduction de I’équation (5.60) dans (5.59) donne :

7 = ysign(CY) (5.61)

Conditions de cohérence et de Kuhn-Tucker

Afin de déterminer le multiplicateur de Lagrange %, les conditions de cohérence et de Kuhn-Tucker
sont & nouveau utilisées.

6 =0 (5.62)

=2l

¥>0 , $<0 , 36=0 ,

Si le mécanisme d’adoucissement est actif, le multiplicateur ﬁ est positif et non nul, ce qui nécessite que

E soit nulle afin de vérifier la condition de cohérence ﬁ E = 0. Par conséquent, la valeur de ﬁ est cherchée
en dérivant équation (5.47) de la fagon suivante :

= . 0g = - 1 .
b= Clsign(C’) + ! E=0=75= S—Cfsign(cf) (5.63)
0 b
NS
=—5,
Finalement, la force de cohésion est-telle que :
=——1_ -
D u pour ¥ =0
cl = (Obw, + Sbg)sign(Cf) pour § >0et q<op (5.64)
0 pour ﬁ >0 = opy

5.4.2 Modéle élasto-plastique pour le comportement axial des fibres en acier

Un modéle élasto-plastique est utilisé pour décrire le comportement axial des fibres en acier. Le
développement de ce modéle est celui présenté au chapitre précédent (voir section 4.7).

Remarque : Les deux matériaux, béton et acier, sont considérés comme ayant un modéle élastique
linéaire pour décrire leurs comportements en cisaillement (5.65). Ainsi,

Y, t) = G Y, t G = . .
7(@91) Wy, 8) avee ) G, module de cisaillement pour la fibre y en acier

(5.65)

{Gcb module de cisaillement pour la fibre y en béton
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R

(k+1)

t+1

5.5 Implémentation numérique

5.5.1 Linéarisation des équations d’équilibre

Les équations d’équilibre, généralement non linéaires, doivent étre linéarisées par rapport aux va-
riables d*'" et %, . Pour cela, la méme procédure suivie dans la section (4.8) du chapitre 4 est utilisée.
L’algorithme de Newton Raphson est utilisé. Une discrétisation incrémentale du chargement est appli-
quée. La structure est discrétisée spatialement en n éléments poutres avec une section divisée en ny
fibres. Si au pseudo-pas de temps t toutes les variables du probléme sont déterminées, 'objectif est
d’évaluer ces variables au pseudo-pas de temps suivant ¢t + 1. Pour cela, le résidu est défini comme la
différence entre les forces internes et les forces externes sur toute la structure. A 1’équilibre, celui-ci doit
étre "nul" (vérifier un critére) a la fin de chaque pas de temps.

Nelm
R(dStrviw(yivt)v""iw(y?’t)v"wix( %fvt)) = Fffl:,B( ) Fg;( ) = éél {ant,B 7F:xt}’ (566)

avec

OR "R (OFhp
- A (%)

str 8d
" OR OF¢ (5.67)
int,B = =
— = Ve e {1,2,...,n} et Vfe{l,2,...,n¢(e)}
auiﬂ (y;a t) aum (yfa t) f
La linéarisation de I’équation du résidu (5.66) donne :
(k) (k) (k+1) (k) (k+1)
_ oR str o e) R = (e
- ‘t+1 + adstr t+1Ad t+1 + ZP 1 Z {8uz(y;,t) ‘t+1AuI(yf’t)‘t+1 }
(k) " oFe, 5 | (k+1) oF/ (k) (k+1)
= nt, : "f<e —mtB | AT
R‘t+1 + =1 ad, ‘t-i—l Ade t+1 + Ze 1 Z ﬁx(y;,t) ‘t-{-l Auw(y;,t) ‘t+1
Kgpp

Kpa,

(5.68)
avec Kpp(t) la matrice de rigidité classique élémentaire définie par la somme des matrices de rigidité
Kgg,(y,t) de chaque fibre f d’ordonnée y & I'instant ¢ telle que :

Kpp(t Z Kgp, (y,1) (5.69)

Comme la matrice de rigidité Kpp,(y,t) d'une fibre f est issue de la dérivée du vecteur force interne
de la fibre f par rapport au vecteur déplacement élémentaire d., on a :

OF/ )
f _ int,B _ f T f
KBB(:’J?t) 8d6 ade < Q,fB (.’E,y) O—I(xay)dﬂ )
Jo Oo

= f r-7e f— f 7Y% f
. B’ (z,y) ad, (z,y,t)dQ2 . B/ (z,y) 9z, (z,y )6d (z,y,t)dQ

= / B (2,)" 2% (2, y, ()B! (2, )2
Qf 3%

(5.70)
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et :

Ko, 1) = om0 ([, ® o)
f ? aUx(yf7 ) 3@5 of 9 x )
= B (xvy) ?(.’E,y,t)dQ = B (.’E,y) ~ (xvyvt) — (.’E,y,t)dQ
Qf Oty Qf 0, 0ty
doy —
:/ BY (z,)7 27" (., )G, (2)d!
Qf Ex
(5.71)
Sous forme matricielle, cela donne :
Ad, (k+1)
. Aty (yi,t) N
A" (k) _ (k) K . o o |®
A [KBB Kpa, Kpg, .. KBG%f@ . . = —R‘tﬂ =- 4 {( B — Fewt)‘tﬂ}
Auw(yff(e) t) i1
(5.72)
Pour le moment, la premiére équation d’équilibre a caractére global du systéme (5.20) a été linéarisée.
En ce qui concerne la linéarisation des autres équations (locales), on obtient Vf € {1,2,...,7is(e)} et
Ve € {1,2,...,1} :
(1+1) O f O (k) i @) (1+1)
f _ f aFlnt annt = e _
Fi"t’G’ Fi"t’G’ T o G’ el aum(yfi)‘ Au“ﬂ(yf’t)‘ =0
f O O] (k) o _ (I+1)
Fint,G’ + I<GfB ‘ €let1 + KGJ"Gf ’ Aux (yjec’ t)| =0
(5.73)
Par conséquent, sous forme matricielle, on a :
Nelm
(k) Ad™ ;o |®@
eé‘l {[KGfB KGfo]t—i-l [Au (y© et)(lJrl) = *Fint,G’tH (5.74)
CASON t+1
avec
004 7 s
KGfB = va( )65 ((E Y, )B (xvy)dQ
« 5 ’ - (5.75)
— o —
K = [ Gy(z) = (z,y,t)G,(x)dQ + —= A7
6161 = || Gule) G2 )G (a)a0! + S
ot Af est I'aire de la section de la fibre.
Cette procédure de linéarisation de 1’équation d’équilibre locale est répétée pour toutes les fibres f
fissurées de I’élément e. L’assemblage de toutes les équations obtenues sous forme matricielle donne :
1 (k r e e \1(k
Kgp Kpe, Kpa, - KBG%f(C) *) Ad, (531) —( int.B Feot) *)
Ka, B Ka,c, 0 ... 0 AT (yfa t) 7Fint,G
Nelm = e 2
KGQB 0 KG2G*2 - 0 Aul (yQa t) o _Fint,G
e=1 . . . . - .
. . . . -
_KGﬁf(e)B 0 0 e KGWf( )an(e) t+1 Auz(yﬁf(e) ) t+1 L 7FZTLJ; ,G Jdt4+1
(5.76)

Finalement, un systéme d’équations matriciel au niveau de I'élément de dimension (7s(e) 4+ 1) x
(mg(e) + 1) est obtenu. Les variables de discontinuités axiales dans les fibres peuvent étre résolues
localement au niveau de chaque élément sans la nécessité de les renvoyer a la résolution globale (ceci
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Nelm

e=1

est un avantage par rapport a la méthode X-FEM). Cela permet de limiter le cotit de calcul matriciel,
puisque le nombre degrés de liberté a résoudre globalement a ’échelle de la structure est le méme que
sans enrichissement. Les degrés de liberté supplémentaires de discontinuités sont condensés statiquement
[Wilson, 1974] au niveau de chaque fibre fissurée et non pas au niveau de I’élément comme c¢’était le cas
au chapitre précédent. Afin de simplifier le probléme, les discontinuités des fibres d’'un méme élément
sont supposées découplées. Une fois les équilibres locaux vérifiés, on a :

- 4 (k
Ksp Kpa, Kpa, .. KBGWW) " _Ade ey —(Fint,5 — Feat) ®
Ka, B Ka,a, 0 R 0 Agz(y167 t) 0
Ka,B 0 Ka,a, - 0 A, (y§7 t) _ 0
Ko o5 0 0 Ko 6n] Auﬁ(yf RaI] 0 -
(5.77)

Hormis la premiére ligne, les relations suivantes sont déduites d’aprés chaque ligne de ce systéme :

Vf S 1,2,...,%]0(6)

KGfBlt-i—lAd |tf€i-J1r1) + KGfo|t+1AU;I;( 1) glrlﬂ) —0 (5.78)
On peut alors en déduire que :
Vfel,2,...,nz(e)
A, (y§ )§’_ﬁ1) _ Kéfo KGfB|t+1 Ad, |z§]f1r1) (5.79)

Remplacons la derniére expression de Aix(y?,t)h_i_l dans la premiére équation du systéme matriciel
convergé (5.77). On obtient alors :

nys(e)
k?+1 k}+1 e e k
KBB|t+1Ad ‘t E KBGf(_KGfo KGfB)|t+1 Ad. |§+1 - (Fint7B Feot) 7£+)1 (5.80)
I

Par conséquent, le systéme d’équations (5.77) se transforme en une seule équation avec la matrice de
rigidité élémentaire condensée K¢, telle que :

ng(e)
— (k k+1 e k
Kpp - E KBGf Kaflef KGfB t+)1Ad |§+J{ )= —(F5 int,B Feut) £+)1 (5.81)
f

Ke

cond

5.5.2 Intégration des modéles de comportement continu et cohésif au niveau
de la fibre

5.5.2.1 Evolution des variables d’endommagement

La méthode d’Euler arriére implicite est considérée pour le schéma d’intégration de modéle de com-
portement. On part d’un état de contrainte connu & un instant ¢, et on cherche le nouvel état de
contrainte a l'instant ¢ + 1 tel que

R — AEt — —
e Dy & oy — — [et+1 Dip1 &pn 014 (5.82)
U1 = Ut
Et+1 =&,
DtJrl - Et



La résolution se fait selon ’algorithme de retour radial [Simo and Hughes, 1999]. Une prédiction élastique
est tout d’abord faite en considérant que I’évolution est purement élastique. Par conséquent, les variables
internes de la partie d’endommagement sont gelées.

—trial —

Dt+1 - Dt

—trial - (583>
ft+1 = ft

Cet état permet d’évaluer les valeurs prédites de la contrainte et de la force thermodynamique g telles
que :

trial :ﬁfl,trial

Ott1 t+1  Et41 (5.84)

—trial wtrial ’
=— Hy¢

41 bSt+1

Ensuite, ces derniéres valeurs sont introduites dans 1’équation de la surface de charge pour donner :

—trial

& = o = (og — @Y (5.85)

. —trial .. . . .
Si la valeur obtenue de (btma est positive, la prédiction élastique est correcte et les valeurs des variables
a létat t + 1 prennent les valeurs prédites. Sinon, une correction doit étre mise en place de la fagon
suivante :

i1 =& + Vo1

= - Vet1
Dijy1=Di+ ————r 5.86
T Signlo (586)

. _ 7_1 . .

Ot41 = Ufrfl = Vi1 Dy szgn(afffl)
Il reste a déterminer la valeur du multiplicateur 7, ,;. Ceci peut étre réalisé en introduisant les
expressions (5.86) dans I'équation de la surface de charge ¢, 11 qui doit étre nulle. Par conséquent, on

trouve :
$trial
7t+1 = % (5-87)
Dt + Hy

Cette procédure doit étre réalisée sur chaque point d’intégration de chaque fibre. Dés lors que I'état
de contrainte d'une fibre donnée est déterminé, la surface de rupture ¢ (5.47) doit étre vérifice. Cela
permet de savoir si la discontinuité sera introduite ou pas. Il faut donc déterminer la valeur de la

contrainte de cohésion th 41 définie par 'équation d’équilibre locale au niveau de la fibre (5.22) de la
maniére suivante :

npg
L

Otf—&-l == év(z)atfﬂ(@dﬁf == Zév(%g)ggﬂ(xm)w@pg) (5.88)
pg

ar 2
avec npg le nombre de points d’intégration le long de la fibre f et w(x,4) les poids de pondération associés
aux points d’intégration. Si &(C’tf +1,5{ 4+1) <0, le calcul se poursuit sans activation de la discontinuité.
Si a(th _H,ﬁf +1) > 0 la discontinuité est introduite, toutes les valeurs mises a jour des variables internes
associées au modeéle continu dans la derniére itération sont rejetées et le calcul est refait en gelant
les variables internes associées au modéle d’endommagement continu et faisant cette fois les variables
internes associées au modéle cohésif. Cette procédure fait 'objectif de la section ci-dessous.

Les étapes d’intégration numérique de ce modéle sont récapitulées dans A.5.

5.5.2.2 Evolution des variables cohésives

Pour une fibre f fissurée, il faut trouver le nouvel état du matériau au niveau de la discontinuité au
pas de temps t + 1. Les variables internes du modéle continu sont supposées gelées, donc :

Dy =Dy et &y =& (5.89)
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Le probléme & résoudre est résumé avec le schéma suivant :

Aey

D & m) —— i & Tn (5.90)
t+1 = t
Et-ﬁ-lzgt

Le calcul commence par une prédiction élastique. Ainsi, les valeurs des variables internes du modéle
cohésif sont supposées constantes :

—test — —test

—test

D,y =Dy et &, =& et Ty =Dy C’tf_’:fSt (5.91)

Il reste alors a déterminer la valeur de C’tfff st Ce calcul s’opére en utilisant 1’équation (5.22), comme

suit :
Cfﬂfest _ éT testdQ
t+1 = 0. OpppQatf
f

—— | @D Vatan,
Qs

- [ ¢'piY [dem +éj§ff] Q)

a, (5.92)
_ —T—(—-1) f == T fitest
— G, D, Bldi11 + G Dy Ct+1 de
Qf
:*/ éfbiil)deHMle 7/ éfﬁiil)érdﬂfftcz—ﬁ“
Qy s
cf Dm
De ce fait :
of
th-;_tlest — 70: (593)
1 + Dth

Ensuite la valeur prédite de la force de cohésion est introduite dans ’expression de la surface de rupture
telle que :

—trial

,test —test
Py = |th+1es | = (0w — ‘It+1) (5.94)
avec Eij_sf la valeur prédite de force de cohésion définie par :

—test —test

Q1 = _S§t+1 (5'95)

—trial
Si la valeur de ¢,,; est plus petite ou égale & zéro, alors la prédiction élastique est correcte, et les
—trial
valeurs des variables a ¢ + 1 prennent les valeurs prédites. Si ¢, ,; est positive, une correction sur les

prédictions doit étre effectuée. Pour cela, le multiplicateur de Lagrange A% doit étre calculé. 1l est évalié
a partir de I’équation de la surface de rupture ¢, 41 = 0. La nouvelle expression de la force de cohésion

s’écrit :
Cl., =) — DT (5.96)
Par ailleurs, d’aprés I’équation (5.61) on peut déduire :

Tpy1 = [T + AF] sign(CL,) (5.97)
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Ensuite, I'expression de la force de cohésion th 41 (5.96) en fonction de A est introduite dans Et 1 =0
pour donner :

i1 :|th+1‘ — (ou+5&41)
0 =C{,,5ign(Cl,,) = (0w + SE;41)

0 =C{ sign( t+1) Dy, [@ + AF] — (04 + SE,) — SAY (5.98)
0 =C{sign(C{,,) = D,u,Dy(00 + SE,) — D,y AY — (04, + SE,) — SAY
0 =C{sign(C{,,) — (DyDy + 1)(0 + S&) — AF(Dyy + )
Par conséquent,
— Dp+S cf , -
Ay —= = —0 szgn(th_H) — (0w +S¢,)
D,D:+1 DD +1
= -D + S es —~
Ay = CIT* — (0w + 5&,) (5.99)
Dth +1
- D,+S —trial
AYy——— = ¢t+1
D,,D; +1

Le multiplicateur de Lagrange est déterminé par :

—trial [) Dt +1
AN = _ 5.100
Y= ¢ t+1 Dm + S ( )

avec sign(Cf, ;) = sign(CL}'y*") et T = D¢/ =Dy(0, + SE,).

A partir de ce point, les autres variables sont déterminées de la maniére suivante :
S =&+ A5 (5.101)
th+1 (0w + SftH)szgn(C’tH) a partir de ¢, , =0 (5.102)
_ cy—cof
Tpy1 = % a partir de (5.96) (5.103)
Dy = - (5.104)
Cita

Dans le cas ou la surface de rupture devient nulle, c’est a dire que I'expression o, — g, est égale a
zéro dans 'équation (5.47) (¢, = 0), la force de cohésion prend une valeur nulle (th+1 = 0). Par
conséquent, le saut de déplacement final est calculé a partir de I’équation (5.96) comme :

<
U1 = Dim —+ U (5105)

Les étapes d’intégration numérique de ce modéle sont récapitulées dans A.6.
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5.6 Applications numériques

5.6.1 Poutre multifibres en flexion avec une loi de comportement élastique-
cohésive a seuils symétriques en traction et compression

La structure considérée est une poutre encastrée d’un coté et libre de l'autre, figure (5.7). Elle a une
longueur L = 2.5m. Un déplacement transversal U, est imposé du coté libre. La structure est discrétisée
par des poutres multifibres FLI et FCQ. Dans un premier temps, les fibres ne sont pas enrichies et le
matériau est supposé élastique adoucissant (voir figure (5.8a)) avec des seuils symétriques en traction et
compression. Dans un second temps, les fibres sont enrichies. Le matériau est alors modélisé au moyen
d’un modéle élastique linéaire couplé a un modeéle cohésif linéaire (voir figure (5.8b)). Les propriétés
matériaux sont récapitulées dans le tableau (5.1).

3 %
E

FIGURE 5.7 — Poutre encastrée soumise & un déplacement transversal imposé

O- O- Oxd = 0
A A A
> > £ > U
(a) Modeéle élastique adoucis- (b) Modele élastique couplé & un modéle cohésif
sant

FIGURE 5.8 — Modéles de comportement (mémes seuils en traction et en compression)

Propriété Symbole Valeur
Module de Young E 4 x 107 kNm—2
Coefficient de Poisson v 0.2
Module d’adoucissement S —8 x 10° kNm~3
Contrainte limite Ou 5000 kNm™2

TABLE 5.1 — Propriétés matériau

La performance des éléments FLI et FCQ en fonction du nombre d’éléments NE est comparée
dans les figures (5.9)(a), (b), (c) et (d) (résultats globaux, moment fléchissant - déplacement transversal
imposé).

Les figures (5.9)(a), (b), (c) et (d) illustrent effet de la finesse du maillage sur la réponse globale
de la structure avant et aprés 'enrichissement des fibres. Sans enrichissement, les résultats des éléments
FLI et FCQ dépendent de la discrétisation, figures (5.9a) et (5.9b). Les figures (5.9a) et (5.9¢) montrent
que l'enrichissement des fibres des éléments FLI a limité la dépendance au maillage sans néanmoins la
faire disparaitre, méme en utilisant 5 ou 10 éléments. En effet, la partie adoucissante de la réponse
globale garde la méme allure et ne dépend plus du nombre d’éléments finis poutres utilisés. Néanmoins,
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FLI multi-fibre sans enrichissement

\
&
<

]
4
<

Moment fléchissant
Lo
N oW oA g O
S S S o o

|
N
1)

=)

L L L L
0 -001 -0.02 -0.03 -0.04 -0.05

. . . . .
. -0.06 -0.07 -0.08 -0.09 -0.1
Déplacement transversal imposé

(a) Réponses globales de la poutre multifibres FLI sans en-
richissement en fonction du nombre d’éléments

FLI multi-fibre avec enrichissement

Moment fléchissant
S
S

I I I I I I I I I ,
0 -0.01 -0.02 -0.03 -0.04 -0.05 -0.06 -0.07 -0.08 -0.09 -0.1
Déplacement transversal imposé

(c) Réponses globales de la poutre multifibres FLI avec en-

FCQ multi-fibre sans enrichissement

Moment fléchissant

L L L L L
0 -0.01 -0.02 -0.03, -0.04 -0.05 -0.06

. . . .
- . 6 -0,07 -0.08 -0.09 -0.1
Déplacement transversal imposé

(b) Réponses globales de la poutre multifibres FCQ sans
enrichissement en fonction du nombre d’éléments

FCQ multi-fibre avec enrichissement

Moment fléchissant
A
2

. I I I . I I I I .
0 -0.01 -0.02 -0.03 -0.04 -0.05 -0.06 -0.07 -0.08 -0.09 -0.1
Déplacement transversal imposé

(d) Réponses globales de la poutre multifibres FCQ avec

richissement en fonction du nombre d’éléments enrichissement en fonction du nombre d’éléments

FIGURE 5.9 — Résultats globaux en fonction du nombre d’éléments (moment fléchissant en fonction du
déplacement imposé) pour les deux poutres multifibres FLI et FCQ sans et avec enrichissement

la valeur du moment ultime reste dépendante du maillage. Les figures (5.9b) et (5.9d) montrent bien
que D’enrichissement des fibres de la poutre FCQ rend la réponse identique pour une discrétisation avec
5 et 10 éléments.

Les figures (5.10) et (5.11) montrent respectivement I’évolution de la réponse globale de la structure
discrétisée avec des éléments FLI et FCQ en fonction du nombre d’éléments sans et avec enrichisse-
ment. Les réponses des poutres multifibres enrichies FLI et FCQ sont superposées en figure (5.12). La
comparaison illustre clairement la meilleur performance de la poutre multifibres FCQ enrichie. Avec
deux éléments finis (figure (5.12a)), la poutre FCQ multifibres enrichie est capable de prédire la bonne
réponse alors que pour le modéle poutre FLI enrichie au moins 10 éléments sont nécessaires.
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Sans enrichissement|
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i 0.0 006 -0, 004 006 -0, 004 006 008 -0.1
Déplacement transversal imposé Déplacement transversal imposé Déplacement transversal imposé

(a) Réponses gloables de la poutre mul- (b) Réponses gloables de la poutre mul- (c) Réponses gloables de la poutre mul-
tifibres FLI en utilisant 2 éléments finis tifibres FLI en utilisant 5 éléments finis tifibres FLI en utilisant 10 éléments fi-
sans et avec ’enrichissement sans et avec ’enrichissement nis sans et avec ’enrichissement

FIGURE 5.10 — Comparaison des résultats globaux en fonction du nombre d’éléments d’une poutre
multifibres en flexion avec une loi de comportement élastique-cohésive & seuils symétriques en traction
et compression discrétisée avec la formulation FLI sans et avec enrichissement.
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—-0.02 -0.04 -0.06  -0.08 -0.02 -0.04 -0.06  -0.08
Déplacement transversal imposé Déplacement transversal imposé

(a) Réponses gloables de la poutre mul- (b) Réponses gloables de la poutre mul- (c) Réponses gloables de la poutre mul-
tifibres FCQ en utilisant 2 éléments fi- tifibres FCQ en utilisant 5 éléments fi- tifibres FCQ en utilisant 10 éléments
nis sans et avec l’enrichissement nis sans et avec l’enrichissement finis sans et avec ’enrichissement

FIGURE 5.11 — Comparaison des résultats globaux en fonction du nombre d’éléments d’une poutre
multifibres en flexion avec une loi de comportement élastique-cohésive & seuils symétriques en traction
et compression discrétisée avec la formulation FCQ sans et avec enrichissement.
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-0.02 -0.04 -0.06 -0, 0.08 -0.1
Déplacement transversal imposé

-0.02 -0.04 -0.06 ~ -0.08 -0.02, -0.04 -0.06 -0,
Déplacement transversal imposé Déplacement transversal imposé

(a) Réponses gloables des poutres mul- (b) Réponses gloables des poutres mul- (c) Réponses gloables des poutres mul-
tifibres FLI et FCQ enrichies en utili- tifibres FLI et FCQ enrichies en utili- tifibres FLI et FCQ enrichies en utili-
sant 2 éléments finis sant 5 éléments finis sant 10 éléments finis

FIGURE 5.12 — Comparaison des résultats globaux en fonction du nombre d’éléments d’une poutre
multifibres en flexion avec une loi de comportement élastique-cohésive & seuils symétriques en traction
et compression discrétisée avec la formulation FLI ou FCQ enrichie.
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Analyse locale au niveau d’une fibre

L’effet de la finesse du maillage sur la position et la valeur du saut de déplacement des discontinuités
est étudiée ci dessous. Les figures (5.13),(5.14) montrent la distribution des discontinuités au niveau de
la fibre supérieure en fonction du nombre d’éléments NE poutres utilisé pour les deux formumations
FLI et FCQ.

3 _3 -3 -3
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§,15 515 515 §,15
€ * < < €
[ Q i [}
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(a) NE=2 (b) NE=5 (c) NE=10 (d) NE=40

FI1GURE 5.13 — Distribution du saut de déplacement le long de la fibre supérieur, formulation FLI
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FIGURE 5.14 — Distribution du saut de déplacement le long de la fibre supérieur, formulation FCQ

Les étoiles bleues sur les figures représentent les positions des discontinuités. Les lignes roses repré-
sentent les éléments et les valeurs associées des sauts de déplacement aux discontinuités. Dans le cas des
éléements FLI (figure (5.13)), les discontinuités sont introduites au milieu des éléments car les efforts
sont constants par élément dans cette formulation. Pour les éléments FCQ (figure (5.14)) les efforts
sont linéaires, les discontinuités apparaissent donc aux extrémités de I’élément (voir section 4.5.1.2 du
chapitre 4). Pour le cas étudié ici avec la formulation FCQ), les discontinuités sont introduites a x4 = 0
au sein des fibres fissurées. Pour les deux formulations, plus de discontinuités sont activées dés que le
nombre d’éléments augmente, mais leurs valeurs sont négligeables par rapport a la valeur de la discon-
tinuité localisée dans le premier élément. Un autre avantage de ’enrichissement FCQ est que quel que
soit le nombre d’éléments utilisés, la discontinuité principale (celle dont la valeur est la plus importante)
se situe juste & droite de ’encastrement dans le premier élément. Cela est di a 'utilisation des fonctions
d’enrichissement linéaires permettant d’activer la discontinuité a I’endroit de 1’élément ou la contrainte
est la plus élevée.
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5.6.2 Poutre multifibres en flexion avec une loi de comportement élastique-
cohésive a seuils non-symétriques en traction et compression

L’exemple de la section précédente 5.6.1 est re-visité, cette fois en considérant des éléments FCQ et
un matériau qui n’a pas pas le méme comportement en traction et en compression. Plus spécifiquement,
les limites de contrainte a la rupture en compression o, et en traction oy, ne sont pas identiques. La
figure (5.15) illustre ce type de comportement.

Traction of
A

Otu

A
4

» » U, >0

Uy <0 <

Ocu

\/
Compression

\J
of

FIGURE 5.15 — Modéles de comportement (différents seuils en traction et en compression)

Propriété Symbole Valeur
Module de Young E 4 x 107 kNm—2
Coefficient de Poisson v 0.2
Contrainte limite en traction Otu 4000 kNm 2
Contrainte limite en compression Ocu 40000 kNm ™2
Module d’adoucissement en traction Sy —5 x 10° kNm—3
Module d’adoucissement en compression Se —5 % 10° kNm—3

TABLE 5.2 — Propriétés matériau

Un premier calcul est réalisé sans enrichissement, voir figure (5.16). Ensuite, figure (5.17), la poutre

est enrichie en utilisant les fonctions d’enrichissement linéaires G,(z) et G,(x) déterminées dans la
section (5.3.3). On appelle FCQ (GL), (L de linéaire) les simulations réalisées avec ce type d’enrichis-
sement.
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FIGURE 5.16 — Réponse globale d’'une poutre multifibres de Timoshenko au moyen d’un modéle de
comportement élastique adoucissant non cohésif (sans enrichissement), différents seuils en traction et en
compression, formulation FCQ

NE=2

Moment fléchissant
=
a
o

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6
Déplacement transversal imposé

FIGURE 5.17 — Réponse globale d’une poutre multifibres de Timoshenko enrichie avec des fonctions
d’enrichissement linéaires, différents seuils en traction et en compression, formulation FCQ (GL)

Comme précédemment (voir figure (5.9b)), la figure (5.16) montre que la réponse de la poutre
sans enrichissement dépend du nombre d’éléments. Avec enrichissement, la dépendance au maillage est
fortement limitée (voir figure (5.17)). Néanmoins, les valeurs ultimes du moment sont surestimées par
rapport & ’ordre de grandeur que nous devions avoir.

Afin de comprendre 'origine de cette surestimation, I’état du matériau au niveau de la fibre numéro 1
(voir figure (5.18)) du premier élément est étudié ci-dessous. Cette fibre se situe dans la partie supérieure
de la section comme illustré en figure (5.18). Du fait que la poutre est encastrée et soumise a un
déplacement transversal vers le bas & 'extrémité libre, la fibre étudiée se trouve en traction. La force
cohésive au niveau de la discontinuité, ainsi que les contraintes au niveau des points d’intégration le
long de cette fibre sont illustrées sur la figure (5.19).

D’apres la figure (5.19), les contraintes dans la fibre 1 du premier élément augmentent en raffinant
le maillage. Ceci est di au fait que le premier élément change de taille et les contraintes s’y concentrent
pour des maillages plus raffinés. Par ailleurs, les trois sections du premier élément ne se situent pas aux
mémes endroits, cela dépend de la taille du maillage (voir figure (5.20)).

Un autre probléme apparait aussi. Les valeurs de contraintes en traction aux points d’intégration
dépassent significativement la valeur de contrainte a la rupture en traction oy, = 4000, ce qui n’est
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FIGURE 5.18 — Analyse de 1’état de la fibre 1 de la section multifibres
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FIGURE 5.19 — Les contraintes dans la fibre 1 de 1’élément 1 en utilisant des fonctions d’enrichissement
linéaires, différents seuils en traction et en compression, formulation FCQ (GL)
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FIGURE 5.20 — La position de I’élément 1 en fonction du maillage

évidemment pas acceptable. L’origine de ce probléme est que la surface de rupture, équation (5.47),
est vérifiée une seule fois au niveau de I’élément et non pas a chaque point d’intégration. La contrainte
cohésive est calculée & partir d’'une moyenne pondérée des contraintes le long de la fibre par le biais de
la fonction d’enrichissement G,, comme montre ’équation (5.88).

Afin de voir explicitement ce qui se passe & I'intérieur de la fibre, I'intégration numérique de I’équation
(5.88) est exprimée en fonction des trois points d’intégration de Gauss de la formulation FCQ et de
leurs poids correspondants. La discontinuité dans la fibre 1 est introduite & x4 = 0 donc ’expression de
G, (z) prend la forme 5z — % d’aprés ’équation (5.34). Par conséquent, 'expression numérique de la

contrainte cohésive s’écrit :

npg
Cliy = Gulwpg)oly (wpg)w(apg)
> (5.106)

= (0923304 5, + 0.44440, .. — 0.367704 s )
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oll Tpg et wx,g sont les positions et les poids des trois points d’intégration de Gauss tels que :

Tpglref = [_\/% 0 \/3/75] donc  Zpglere = [%(1 —/3/5) % %(1"‘ \/3/75)} (5.107)

et
w(xpg):[5/9 8/9 5/9] (5.108)

D’aprés ’équation de la surface de rupture, la force de cohésion doit vérifier

=f
c! <o+ S
| t+1| = t bt§t+1 (5.109)

=f
10.92330; 1, + 0.44440, ., — 0.36770, 15| < Our + Speéyq

Cela montre que les contraintes hors discontinuité ne respectent pas forcement la surface de rupture. C’est
seulement leur moyenne pondérée, équation (5.109) qui doit étre vérifiée. La contrainte hors discontinuité
n’a pas une valeur limite et peut évoluer au dela de o,; = 4000 comme illustré dans la figure (5.19).

Ce type de probléme n’apparait pas pour la formulation FLI dont la contrainte est constante tout au
long de la fibre (1 point de Gauss) et vaut la force de cohésion au niveau discontinuité (C¥ = o, ). De
plus, ce probléme n’apparait pas lors d’utilisation d’un modéle de comportement symétrique (o,: = 0yc)
comme dans le cas de la premiére application présentée dans la section (5.6.1), car au moment ou la
discontinuité au niveau de la fibre supérieure s’active par traction, une autre discontinuité s’active simul-
tanément au niveau de la fibre inférieure par compression. L’équilibre de la section est donc respectée
sans que les contraintes aux points d’intégration (hors discontinuité) poursuivent leur augmentation.
Pour le cas d’un matériau non symétrique (o, # oyc), les contraintes aux points d’intégration (hors
discontinuité) dans la fibre tendue ayant une discontinuité active poursuivent leur augmentation afin de
respecter I’équilibre de la section. En effet, les fibres en traction continuent & augmenter pour suivre
I’évolution des contraintes en compression qui ont une valeur limite o, supérieure a ;.

Solutions proposées

Deux solutions sont proposées pour s’affranchir de probléme. La premiére consiste & remplacer les
fonctions d’enrichissement linéaires de la formulation FCQ par des fonctions constantes (G (z) = —1
et G.(z) = —%), comme celles de la formulation FLI. La deuxiéme solution, plus robuste, consiste
d’introduire plusieurs discontinuités dans une fibre, positionnées aux points d’intégration. Cette solution

sera étudiée en détail dans le dernier chapitre (chapitre 6) de ce manuscrit.

On appelle ci-dessous FCQ (GC) (C de constante) les simulations réalisées avec 1'élément FCQ
dont les fonctions d’enrichissement sont constantes. Dans ce cas, la contrainte cohésive devient égale a
la valeur moyenne des contraintes le long de la fibre telle que :

cfty=— [ Gi(x)o(x,t)dy = %/ o(x,t)d (5.110)

Qy Qf

Les résultats globaux et locaux de cette simulation sont illustrés en figures (5.21) et (5.22). La contrainte
cohésive dans ce cas est égale a la contrainte au point d’intégration du milieu (x = %) Or pour un nombre
élevé d’éléments (NE = 10 ), les contraintes aux points d’intégration d’une méme fibre convergent vers
une méme valeur. Par ailleurs, la contrainte cohésive C7(t) n’est autre que la contrainte constante hors

discontinuité. En effet, 1'utilisation de G, (z) = —% lorsque la contrainte est constante le long de la fibre
donne :
_ 1 1
)= - [ G w)olw )ae, = / L o(a,0)d0; = a(m,t)/ Lao; —o@t) zeln,I] (5.111)
Qy o, L o, L
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FIGURE 5.21 — Réponse globale d’une poutre multifibres de Timoshenko enrichie au moyen des fonctions
d’enrichissement constantes, différents seuils en traction et en compression, formulation FCQ (GC)
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FIGURE 5.22 — Les contraintes dans la fibre 1 de 1’élément 1 en utilisant des fonctions d’enrichissement
constantes, différents seuils en traction et en compression, formulation FCQ (GC)

La performance donc de ’élément FCQ enrichi, se trouve significativement ameéliorée.

5.6.3 Poutre en béton armé en flexion

Cette derniére application consiste & modéliser une structure poutre en béton armé encastrée et
soumise & un déplacement vertical vers le bas V. Cette structure a été modélisée par [Juki¢, 2013]
avec la formulation FLI multifibres enrichie. L’objectif est de comparer la performance de la poutre
multifibres enrichie FCQ (GC) (avec des fonctions d’enrichissement constantes) et la formulation FLI.

Les détails de la structure sont illustrées sur les figures (5.23a) et (5.23b). Les propriétés des matériaux
sont récapitulées dans les tableaux (5.3) pour le béton et (5.4) pour les armatures d’acier. La section de
la poutre est discrétisée en 20 fibres (18 en béton et 2 en acier). Trois calculs ont été réalisés avec un
nombre différent d’éléments (NE= 2, 5 et 10).
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FIGURE 5.23 — Structure poutre en béton armé encastrée soumise & un déplacement transversal imposé
[Jukié¢, 2013]

Propriétés du béton Symbole Valeur
Module de Young by 40 x 10 kNm—2
Coefficient de Poisson p 0.2
Contrainte ultime en traction Obtu 4000 kNm ™2
Contrainte élastique en compression Obey 40820 kNm ™2
Contrainte ultime en compression Obeu 44902 kNm—2
Module d’écrouissage en compression Hy, 2 x 10% kNm~2
Module d’adoucissement en traction Spt —0.8 x 108 kNm—3
Module d’adoucissement en compression She —5.2 x 105 kNm—3

TABLE 5.3 — Propriétés du béton

Propriétés d’acier Symbole Valeur
Module de Young E, 200 x 10% kNm—2
Coefficient de Poisson Vg, 0.3
Contrainte limite élastique Oay 400000 kNm 2
Contrainte ultime Oau 500000 kNm~2
Module d’écrouissage H, 10 x 105 kNm~2
Module d’adoucissement S, —30 x 10% kNm—3

TABLE 5.4 — Propriétés des armatures

Les fibres du béton sont modélisées selon le modéle d’endommagement présenté dans la section
5.4.1. Les aciers sont modélisés avec un modéle élasto-plastique (voir paragraphe 4.7.1). Les deux lois
de comportement sont couplés & des modéles cohésifs pour décrire le comportement des matériaux au
niveau des discontinuités.

La réponse de la poutre FCQ (GC) multifibres enrichie par le biais des fonctions d’enrichissement
constantes est comparée a celle du modéle multifibres enrichi FLI. Les résultats globaux sont illustrés
dans la figure (5.24).

Les réponses globales des deux formulations sont clairement dépendantes du maillage. Or, dans les
deux applications prédécentes, présentées dans les sections 5.6.1 et 5.6.2, la dépendance au maillage
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FIGURE 5.24 — Réponses globales de la poutre en béton armé avec les deux formulations enrichies FLI
et FCQ (GC) en fonction du nombre d’éléments NE

était beaucoup moins prononcée. Ceci parce que les modéles continus ne présentaient pas une partie non
linéaire. Afin de confirmer ce point de vue, la quantité d’énergie dissipée est ci-dessous calculée pour la
formulation FCQ (GC).

Le calcul de Iénergie dissipée est réalisé a l'aide des expressions (4.92) et (5.54) développées res-
pectivement pour les modéles élasto-plastique et d’endommagement. Si on considére un modéle élasto-
plastique couplé & un modéle cohésif, la dissipation énergétique totale s’écrit de la facon suivante :

D=D+D (5.112)

avec D la quantité d’énergie dissipée par le modéle continu telle que :

t .
D :/ / aép +a§) dQdt
Q
t Tbezm "f
/ / o + q§> dQ pdt
Q

e=1 f=1

(5.113)

(5.114)

:Z Z 3" (c @ -] +3[6 - €]

t=1 e=1 f=1

Pour calculer approximativement les deux expressions de 1’énergie dissipée, on utilise la formule des
rectangles pour l'intégration temporelle et 'intégration de Gauss pour l'intégration spatiale le long des
éléments (le but ici n’étant pas de calculer les valeurs exactes de ’énergie dissipée mais plutdt d’avoir
une idée sur la dépendance vis & vis du nombre d’éléments finis utilisés). Le calcul est réalisé pour le
modéle de poutre multifibres enrichi FCQ (GC) dont les fonctions d’enrichissement sont constantes.
Les valeurs des énergies calculées sont récapitulées dans le tableau (5.5).
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el

D D
NE=2 4.993 x 103 8.604 x 10® 1.360 x 10*

NE=5 1.993 x 10® 8.674 x 10*> 1.067 x 10*
NE=10 1.003 x 10° 8.753 x 10*  0.976 x 10*

TABLE 5.5 — Les quantités des énergies dissipées dans les modéles continu et cohésif pour la formulation
FCQ (GC) enrichie avec des fonctions d’enrichissement constantes

Le tableau (5.5) permet de démontrer que la quantité d’énergie dissipée dans la phase cohésive pour
les trois maillages est quasi la méme (autour de 8.65 x 103) alors que la quantité d’énergie dissipée dans
le modéle continu varie en fonction du nombre d’éléments NE. Il est claire que ’enrichissement rend
la quantité d’énergie dissipée dans la phase adoucissante indépendante du nombre et de la taille des
éléments finis.

Pour comprendre davantage ce qui se passe, la distribution des discontinuités le long de la fibre en
béton située dans la partie supérieure de la section pour différents nombres d’éléments NE est montrée
dans la figure (5.25). Les points rouges représentent les positions des discontinuités et leurs valeurs. La
discontinuité située dans le premier élément domine clairement le comportement, voir (5.25a), (5.25b)
et (5.25¢). La figure (5.26) montre la distribution de la déformation axiale qui se localise également dans
le premier élément de la fibre dés lors qu’il contient la discontinuité principale.
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FIGURE 5.25 — Distribution des discontinuités le long de la fibre supérieure (béton) pour la formulation
FCQ (GC) enrichie avec des fonctions d’enrichissement constantes a I’état final
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FIGURE 5.26 — Distribution de la déformation axiale le long de la fibre supérieure (béton) pour la
formulation FCQ (GC) enrichie avec des fonctions d’enrichissement constantes a 1’é¢tat final

Enfin, méme si 'introduction des discontinuités améliore la performance (surtout pour la partie dis-

continue), la régularisation définitive du probléme nécessite 1'utilisation d’un modéle continu & longueur
caractéristique.

5.7 Conclusions

Un modéle de poutre multifibres enrichi a été proposé dans ce chapitre. Ce modéle s’inscrit dans le
cadre de la formulation FCQ. La composante axiale du déplacement au niveau de la fibre est enrichie
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par une variable de discontinuité. Cette derniére est introduite automatiquement au sein de la fibre
selon 1’état des contraintes aux points d’intégration. Le comportement du matériau au niveau de la
discontinuité est géré par des modéles cohésifs linéaires et la contrainte cohésive est déterminée a partir
d’une moyenne pondérée des contraintes le long de la fibre au moyen de I'opérateur d’équilibre G,,. La
cinématique de la discontinuité est étudiée afin de déterminer I'opérateur de compatibilité G, associé
aux discontinuités. La formulation variationnelle, les modéles de comportement utilisés pour représenter
le béton et 'acier ainsi que les étapes de 'implémentation numériques sont abordées. Le chapitre se
termine avec des illustrations numériques permettant d’évaluer la performance du modéle.

Le modéle FCQ enrichi avec des fonctions constantes a un comportement similaire & celui du modéle
FLI pour le cas des matériaux avec des seuils différents en traction et en compression. Dans le chapitre
suivant, une nouvelle formulation est proposée en introduisant des surfaces de rupture indépendantes
a chaque point d’intégration. Ce modéle permettra de mieux exploiter les avantages de la formulation
FCQ.
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Chapitre 6

Enrichissement des fibres aux points
d’intégration
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6.1 Introduction

Dans le chapitre 5, le modéle multifibres enrichi est basé sur la formulation FCQ et contient une
seule discontinuité par fibre. Cependant, 1'utilisation de fonctions d’enrichissement linéaires s’est avérée
conduire & une surestimation de la réponse globale. Afin de palier ce probléme, une des solutions proposée
est de remplacer les fonctions d’enrichissement linéaires par des fonctions constantes. Cela a permis
d’obtenir des performances similaires & celles de la formulation FLI.

La précision de calcul des contraintes au niveau de la fibre peut encore s’améliorer. En effet, avec
I'utilisation des fonctions d’enrichissement constantes et une discontinuité par fibre, les contraintes aux
points d’intégration peuvent dépasser les valeurs limites puisque la surface de rupture est associée a ’état
de la fibre toute entiére et non pas a I’état au niveau de chaque point d’intégration. D’ou I’idée d’associer
& chaque point d’intégration sa propre surface de rupture, d’introduire donc plusieurs discontinuités dans
une fibre, chacune portée par un point de Gauss.

Dans ce chapitre, les nouveaux champs de déplacement et de déformation enrichis ainsi que les fonc-
tions d’enrichissement correspondantes & chaque discontinuité sont détaillés. Ceci permet de formuler
les équations d’équilibres aprés ’écriture de la formulation variationnelle et des lois de comportement.
L’implémentation numérique de ce modéle aprés la linéarisation des équations d’équilibre ainsi que I’'in-
tégration des lois de comportement sont détaillées. Le chapitre se termine avec illustrations numériques
afin de démontrer la performance de la nouvelle approche.

6.2 Cinématique des discontinuités

Afin de prendre en compte plusieurs discontinuités au sein d’une fibre, le champ de déplacement
axial enrichi au niveau de la fibre doit s’écrire sous la forme suivante :

npg

un(e,8) = dao ) + 3 ([Ho(@) = 600 2 0:0) 6.)

d=1

avec npg le nombre des points d’intégration, H,,(x) la fonction Heaviside définie avec 1'équation (4.5),
(@ (z) des fonctions associées a chaque discontinuité d permettant de respecter les conditions de compa-

tibilité entre les éléments et iid) (y,t) les variables gérant les discontinuités de déplacement. Deux points
d’intégration de Gauss suffisent pour obtenir une intégration exacte des forces axiales au niveau de la
fibre si les fonctions d’interpolation du champ de déformation sont linéaires, équation (5.12). Chaque
fibre est donc considérée comme une barre a 3 noeuds avec 2 points d’intégration et une discontinuitié
par point d’intégration, voir figure 6.1.

® L @ >

(a) Barre a 3 noeuds

@ Noeud

m Point d'intégration

a (1)

o

(b) 2 points d’intégration, une discontinuité par point d’intégration

FIGURE 6.1
Par conséquent, les coordonnées des points d’intégrations utilisées sont :
1 1 1\L 1\L
xpg|ref - [_% %} = xpg|ele - (1 - ﬁ)i (1 + %)5 (62)
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et les poids d’intégration associés sont :
Wpg = [1 1] (6.3)

Le champ de déformation est directement dérivé du champ de déplacement axial dans la fibre de la
maniére suivante :

npg

ol 1) = A (el }+Z( (-0 0@} 7" 7t>+§g{sz<x>}u;@<y,t>) (6.4)

Pour simplifier ’écriture, la somme sur les points d’intégration de la partie discontinue du champ
est remplacée par une écriture vectorielle telle que U, (y,t) est le vecteur portant les discontinuités par
fibre de la fagon suivante (voir figure (6.1)) :

—(1)
Ty, 1) = [Z@)Eziﬂ (6.5)

G, (z) est le vecteur des fonctions d’enrichissement associées respectivement a chaque discontinuité tel
que :

G0 = @) &) (6.6)
avec 5
A v 9 [ ()
¢ @) = = {6 @)} (6.7)
Par conséquent, le champ de déformation enrichi s’écrit :
ex(z,y,t) = B(z)u,(t) + GT(z)ﬁx(y, t) + 0,0, (y,t) (6.8)
——
Ex(z,y,t) ?I(Z,y,t)

avec 0, la matrice diagonale des fonctions Dirac associées aux positions des discontinuités telle que :

53(,;1) T 0
0, = [ 0( ) 55}2)@)] (6.9)

La détermination des fonctions d’enrichissement éﬁd) se fait de la méme fagon que celle proposée
dans les chapitres 4 et 5. L’introduction des discontinuités dans le champ de déplacement ne doit pas
influencer les déplacements nodaux afin de conserver la compatibilité entre les éléments. Il convient de
rappeler qu'un élément barre & trois noeuds est utilisé. Par conséquent, les conditions suivantes doivent
étre respectées :

Condition 1 :

npg npg

w0y ) = s =3 ([Hea@) = 6D 0] 7 0) =0 =3 (Jo- 6 0] 7" (4.0)) = 0
d

donc  Vvde[1,2] ¢@0)=0

(6.10)
Condition 2 :
wrLont) =15 =Y ([Hea(D) - 690 T000) 0= Y- ([1 - 690 7.0)) =0
d=1 d=1
donc  Vde[1,2] ¢D(L)=1
(6.11)
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Condition 3 :

npg L]~ )
<[1 _ ¢(d)(2)] u,, (y,t)) =0sizy=x1

L npg I L1 >
wlgt) ==Y ([ - 69|00 0= o
d=1

,_.
N
r

(an)
|

A8
&
2o | b

)] ui.‘i)(y,t)) =0sizqg=122
d—

L L
donc pour 1, ¢5(d)(§) =1 et pour zg, ¢(d)(§) =0
(6.12)

D’aprés les conditions (6.10), (6.11) et (6.12) et de maniére similaire qu’aux paragraphes 4.5.1.2 et
5.3.3, les fonctions d’enrichissement ¢(4) (z) correspondantes a chaque discontinuité peuvent étre définies
de la méme fagon que les équations (5.31) telles que :

L
oW (x) =Nyj(z) + Npp(z) puisque z; < 3

. (6.13)
¢ (x) =Nyj(z) puisque x5 > 3
Par conséquent, les dérivées de ces fonctions donnent :
—(1 4 3
Gy () = — (Ba() + By(a)) = 57— =
L= L 6.14
—(2) 4 1 (6.14)
G, (z) =— Ba(x) = Nk + I

Les valeurs de 'équation (6.14) aux deux points d’intégration, équation (6.2), sont récapitulées dans le
tableau ci-dessous :

X T2
M
¢ @ | -41-2) [ 41+ Z)
2
G @) | L-1+2) [ -1-3)

TABLE 6.1 — Valeurs des fonctions d’enrichissement G.(r) aux deux points d’intégration

D’aprés le tableau (6.1), les valeurs de éﬁl)(xg) et 652) (z1) ne sont pas nulles ce qui indique que
les états de déformations aux points d’intégration sont couplés. En effet, la présence d’une disconti-
nuité au niveau du premier point d’intégration influence I’état de I'autre discontinuité au second point
d’intégration. Cela rend I'implémentation numérique un peu plus complexe comme illustré ci-apreés.

6.3 Formulation variationnelle

Afin d’écrire la formulation variationnelle, ’expression de la déformation est introduite dans le prin-
cipe des travaux virtuels. Le travail au niveau d’une fibre est tout d’abord déterminé. La seule différence
par rapport aux chapitres précédents est que les variables scalaires associées a 'unique discontinuité sont
maintenant remplacées par des variables vectorielles prenant en compte les différentes discontinuités.
Par conséquent :

Wi (y,t) =/ ex(T, Y, ) 00 (2, Y1) + 6Vay (2,9, 1) 7uy (2, y, £)dQ7
Qf

=0d(t)"F], 5(y,t) + 00, (y, ) FL, o (y,t)

(6.15)

139



Le travail interne effectué dans un élément poutre multifibres est écrit de la fagon suivante :

nfib

znt § 1nt

(6.16)
=0d(t)" Ff 5 Zéuw v 1) Fl, a(u.)
Enfin, le travail interne effectué dans toute la structure est évalué tel que :
nele
Wzsnt;‘,r Z MLt
% = (6.17)
=5d(t)" P () + Y Y oWy, ) Fy 6 (0, 1)
e f
L’introduction de la derniére expression dans le principe des travaux virtuels donne :
Wi (t) = Wi (t) =0
nons (6.18)

sa(t)y T (Bsh 5 () — Fo(t) +Zzaum y )Rl o(y.t) =0

L’équilibre de la structure doit étre respecté pour tous les déplacements virtuels 6d(¢)%'" ainsi que
pour tout saut de déplacement virtuel 6u, (y,t) au niveau des fibres. Cela permet de déduire le systéme
d’équations suivant :

Fip(t) —Fh (1) =0

ext

Vee {1,2,.... 0} et Vfe{1,2,....7(e)} : Fl,o(y,t)=0

Le développement de ’expression F{nt’G(y,t) avec la décomposition habituelle de G, (z) = G, (z) +
G, (z) donne :

Floc@t)= | Gy(2)o(z,y,1)d0f =/ (Go(@)" + Gu(2)")o(x,y,t)dQ!

Qf QFf

B / G, () o(z,y,t)dY + o (xq,y,t) = 0
Qr

avec

/ G (@) o(m,y, ) = [ 8(x)o(e,y,)dQ = o (x4, ,1)
Qf Qf

Ce qui donne
/ év(x)TJ(xﬂyat)de = 7U(xday7t) = 7Cf(y>t)
Qf
(6.20)

avec C/ (y,t) le vecteur des contraintes cohésives au niveau des discontinuités d’une méme fibre tel que :

CH M (y, t)]

C/(y,t) = |:Cf @) (y, 1) (6.21)
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Il reste maintenant & déterminer les fonctions G, (z). De la méme maniére que pour le modéle du
chapitre 5, les fonctions GE] )(x) obtenues sont fonctions de la position z4 de la discontinuité telles que :
Tz a%d|® + =24 — — (6.22)

Cette expression est déterminée par une formule générale en fonction de la position z4. En effet, on

G (2, 2q) = [ L. ]

. . . —(d - .
suppose une fonction linéaire pour GSJ )(:r) de la forme ax + b et une autre forme aussi linéaire pour la
contrainte o(z) = ax+ . Ensuite, on cherche les coefficients a et b par une procédure d’identification de
. —(d . . ..
fagon a assurer 'égalité |, GE) )(x)Ta(a?, y,t)dQ) = —o(x4,y,t) au niveau des discontinuités en x = 4.
Pour le modéle développé ici, les discontinuités sont introduites au niveau des points d’intégration. Cela
a déja été traité dans la section 4.6.1.

6.4 Modéles de comportement

Les modéles continus - élastique, élasto-plastique ou d’endommagement - développés dans les cha-
pitres 4 et 5 sont ici adoptées sans aucune modification. En revanche, quelques modifications doivent
étre faites concernant les modéles cohésifs, puisqu’ils sont désormais associés aux points d’intégration et
non plus & la fibre toute entiére.

La contrainte cohésive s’écrit de la facon suivante :

CH @ (y 1) = — / G ()70 (2, y,1)dY = o(24,,1) (6.23)
Qf

Or puisque les discontinuités (d) se produisent aux points d’intégration (pg), la contrainte cohésive
CF(P9) (y, 1) est égale a la contrainte continue o (xy,y,t).

CH@D (y 1) = o (g, y, t) (6.24)

=(pg)
Par ailleurs, le critére d’activation de la discontinuité est défini par la surface de rupture ¢ — (t) tel

que :
=(prg)

o (t) =|o(Tpg, ¥, V)| — (0w — TUTpg, 1)) (6.25)
avec o, la contrainte ultime qui peut étre différente en compression et en traction (voir équation (5.48)),
et g(xpg,t) la force thermodynamique associée au mécanisme d’adoucissement du modéle cohésif au
niveau de la discontinuité introduite en x,,. Cette force est définie par :

q(zpg,t) = —=SE(zpg,t) (6.26)

o S est le module d’adoucissement défini négatif, et g(xp,,t) la variable interne du modeéle cohésif
associé au point x,g4.

Le comportement de la discontinuité en x,, est donc géré par un modeéle cohésif semblable & celui
de la figure (5.6) qui prend la forme suivante :

CH®9 (y 1) = 0(2pg,y, 1) = Sﬁ(pg)(t) + 0oy (6.27)

L’énergie libre associée au modéle cohésif prend la méme forme que dans l’équation (5.52). L’énergie
libre totale d’une fibre ayant plusieurs discontinuités s’écrit désormais de la maniére suivante :

W(t) = V(t) + 6, (L) (6.28)
avec 0, la matrice des fonctions Dirac définie par 1'équation (6.9) et E(t) le vecteur des énergies libres
associées aux discontinuités défini par :

B —(1)
T(t) = | ¥, (6.29)

T (t)
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Nelm

e=1

=1 = , - . . o . ) .
ou W et U  sont les énergies libres associées aux deux discontinuités. Les expressions des énergies

sont fonction du temps ainsi que des autres variables internes comme dans le modéle de comportement
utilisé (voir équation (5.52)).

En ce qui concerne la dissipation au niveau de la discontinuité, les variables scalaires correspondantes
a la discontinuité des équations (4.91) et (5.54) sont remplacées par des variables vectorielles pour prendre
en compte les différentes discontinuités introduites dans la fibre. En utilisant I’équation de la déformation
(6.8) ainsi que expression de ’énergie libre totale (6.28), la dissipation totale pour le modeéle d’une fibre
a plusieurs discontinuités prend la forme suivante :

D™ (y, ) :/Q {a(m,y,t)ém - \If] dQ

o(z,y,t)Es — Z@ a0 (6.30)

Par ailleurs, la dissipation aux discontinuités s’écrit :

dQ)

_ )
D:/ U(sc,y,t)a—zlll
Q

d=1
- (6.31)

=C' (y,t)" 0, (y,t) — 6, ¥
—ch Wy £, 7@ =0 1) =), o

x

Enfin, concernant les équations d’évolution des variables internes, le lecteur peut se reporter a la
section 4.7.2 pour le modéle cohésif associé au modéle élasto-plastique ou bien & la section 5.4.1.2 pour
le modéle cohésif associé au modéle d’endommagement.

6.5 Implémentation numérique

6.5.1 Linéarisation des équations d’équilibre

De fagon similaire que dans la section 5.5, la linéarisation des équations d’équilibres (6.19) permet
de définir le systéme suivant :

Kgp KBG1 KBGz s KBG%f(e) 7Ade _(ant B an:t)
Ka, B Kg.q, 0 - 0 Agz (yf, t) 0
KGQB 0 KG2G2 ce 0 A, (yS, t) _ 0
Ko (B 0 0 o Kan 62 ) " Auw(y%f(e), t) i 0 1
(6.32)
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avec

Kpp(t) = if: Kps, (1,1) (6.33)

f=1
Ko, () = [ B (0)" 57 0,008 (0, )d) (639
Kog, (n0) = [ B (0.0)" 52 (0,0 G (a)a0! (6.35)
Keyn(nt) = | G 52 (a8 o )0 (6.36)
Koo, )= [ Gue)” 22 oGt + 90 a9 (6.37)

ott Af est la surface de la fibre. G, () est le vecteur des fonctions d’enrichissement associées aux variables
virtuelles défini par :

(1)
P T _ Gv (LE)
v() Gf)(x)] (6.38)

G, () est le vecteur des fonctions d’enrichissement associées aux variables réelles défini par :

G, (z) = [éi” @) G (x)] (6.39)

Enfin, C7 est la matrice des contrainte cohésives telle que :

acL).f oCc ). f

oct | Tmm e s
8ﬁ ] = 80(5)’f ac(g),f = 0 5(2) (640)
* T o7

ot §(D est le module d’adoucissement pour les modéles cohésifs définis aux points d’intégration. La
différence entre le systéme (6.32) obtenu pour le nouveau modéle par rapport au systéme (5.77) proposé
dans le chapitre 5 est que les variables K¢, g, (y,t) et AU, (y§,t) prennent respectivement une forme
matricielle et vectorielle lorsque les deux discontinuités d’une méme fibre sont activées en méme temps.
La présence de deux discontinuités par fibre implique également des changements dans l'intégra-
tion numérique des modéles cohésifs. Dans la suite, les différents chemins d’intégration correspondants
respectivement aux modéles continus élastique, élasto-plastique et d’endommagement sont abordés.

6.5.2 Intégration du modéle cohésif associé & un modéle continu élasto-
plastique

Tout d’abord une prédiction élastique est effectué. Les contraintes cohésives C’it’r(ll Jirial o Cf;(f )strial

s’écrivent de la maniére suivante :

,(1),trial —(1) strial ,trial
clip et == | Gt @aef = ol @) (6.41)

"4 (2 ria ria
clipt = [ @D @oli @y = ol (a2) (6.42)

Rappel : Les fonctions d’enrichissement Gq(fi)(x) sont déterminées de maniére & ce que la contrainte
cohésive CF(4) soit égale & la contrainte o(x4) issue du modeéle continu au niveau de la discontinuité,
voir équation (6.22).

Comme dans I’équation (4.133), le prédicteur élastique de la contrainte continue o’tf_ff ial (xpg) pour

un comportement élasto-plastique s’écrit de la maniére suivante :

Utfjrtlrml(xpg) = Eg{ffial(xpg) =F Bf(fpg’ y)de 41 +§r(xpg)ﬁt - gﬂ (6.43)
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Le développement de la derniére expression pour les deux points d’intégration donne (sachant que la
fibre est constituée d’un seul matériau donc le module de Young est le méme partout (E(z) = E)) :

£,(1),trial trial
Ct+1 =0t41 (z1)

=B (e} (x1) — €} (21))

—(1 —tria —(2 —tria (644)

—BB! (21,9)de.rp1 + G ()rny (21) + GO (a1 )iy () — 8 (1))
—(1 _ —(2 _

—E(B! (21, 9)de.ip1 + G (@1)Tr(21) + G (1) () — 8 (1))

rial ria
Ot =gtrial (z,)
—B(ele () — ¥ (w5))
o ' (6.45)

—B(B (22, y)de 11 + G (a)Tis (1) + GO (wa)Tris (12) — €7 (1))
—B(B (22, y)de 11 + Go (22)i (1) + G () aa (w2) — 8 (22))

Ces deux expressions des contraintes doivent ensuite étre introduites dans les deux surfaces de rupture
=f,(1),trial =f,(2),trial —=f,trial

11 et ¢, du vecteur ¢, afin de vérifier si 'une ou les deux discontinuités sont activées.
Cela donne :
—f,trial #,trial —f trial
b1 =1CH" - (O'u ~ Qi1 )
—£,(1),trial J(1),tri —£,(2),trial
f,(1),tria |Cf()trml‘7 0u7qf() ria
1 _ t+1 t+1 (6.46)
=f,(1),trial | — Cf (2),trial =f,(2),trial :
1 | t+1 | = (0w — di+1

Selon les valeurs obtenues pour les surfaces de rupture, plusieurs situations peuvent avoir lieu, (voir
tableau (6.2)).

Cas 1 gfjr(ll),trial <0 et g{jr(f),trial <

Cas 2 gf_ﬁ),mal >0 et g{if)ymal <0
Cas3 gy <ot S0
Cas 4 @Z::) et >0 et thif””al >0

TABLE 6.2 — Différents cas pour les deux surfaces de rupture

Pour le cas 1, les prédictions élastiques sont correctes et donc aucune discontinuité n’est introduite
dans la fibre. Pour les cas 2 et 3, une seule discontinuité doit étre introduite dans la fibre. Par conséquent,
les variables internes associées a cette discontinuité doivent étre évaluées afin de recalculer les nouveaux
états de déformations et de contraintes aux points d’intégration en prenant en compte cette fois la valeur
de la discontinuité active. Enfin, pour le cas 4, les deux discontinuités sont introduites dans la fibre et
donc toutes leurs variables internes doivent étre calculées. Par la suite, I'implémentation numérique des
modeéles cohésifs et de leurs évolutions lorsque les discontinuités sont actives sont détaillées.

6.5.2.1 Deux discontinuités actives par fibre

Les deux discontinuités sont actives aux points d’intégration de la fibre. Chaque surface de rupture
a un multiplicateur de Lagrange indépendant, 7(x1) pour x; et J(x2) pour x2. Les évolutions des deux
modeles cohésifs sont indépendantes. Par conséquent, et de maniére similaire aux équations (4.136),
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l'utilisation du chemin d’Euler arriére permet d’écrire :

T (1) = Te(a1) + A5 (1)sign(CL) (6.47)

et

U1 (22) = () + A (w2)sign(CLP ) (6.48)

Afin de simplifier 'écriture, on utilise dans la suite s(xq) = sign(C’f_;_(ll)’tT'wl) et s(z2) = sign(C’tf_;_(f)’mal).

Par conséquent, les nouvelles valeurs des contraintes aux points d’intégration sont données par :

Y =041 (1)
=E(g4q1(x1) — €} (1))
=E(B/ (1, y)der41 + ag)(ﬂcl)iﬂrl(ﬂﬁl) + 65«2)(I1)5t+1($2) — e (1)) (6.49)
—otril (1) + BG (1) ATi(an) + EG (1) Ai(a)
—olil (21) + G (21) A5 (21)s(21) + EGL (1) A5 (2) 5(x2)

CLY =or41(a2)
=E(er41(22) — & (22))

=E(B/ (22,y)de 41 + 651)($2>it+1(331> + 552)(562)5#1(302) — e (z2)) (6.50)
—otmiol (1) + EGV (20) ATi(w1) + EG (w9) ATi(2)
—olritl(0g) + EGL (w3) A (1) (1) + EGL (w3) A (w2)s(w2)

Ces deux derniéres expressions peuvent étre reformulées sous forme matricielle telle que :
(1) (2
EG, ' (x1)s(z1) EGf

[otH(xl)]:[aml(xl)% : i;( )s(22) [Mm)} (6.51)

z1
orr(e2)] ol @2)] BN (12)s(a1)  ECY (w2)s(az) | [AV(72)

Le probléme revient donc & déterminer les valeurs des multiplicateurs de Lagrange A%(x1) et Ay(z3).
Pour cela, la derniére équation matricielle des contraintes (6.51) doit étre introduite dans les surfaces
de ruptures qui doivent étre nulles. On obtient ainsi :

[@H(m] _ ['“t“(”“)'} . {ou —qm(ml)} (6.52)

Gpi1(72) o1 (z2)] Ou— Gop1(22)

- - B L s B W03

ot

{aiffl(xos(m)} _ [ou —qt@nﬂ N

oiriol (z5)s(x2) ou — qy(T2

=[] - o @) [ EE @) -5 G s a7te)
O 1T | [EC (wo)s(an)s(a)  EGD(ws) — 5 | [AF(w2)

Par conséquent, les multiplicateurs de Lagrange sont déterminés de la fagon suivante :

[Av(xl)} _

= = T t+1 \T1
Aﬁ(l‘g) —trial (653)

GV (25)s(a1)s(ws)  EGY (w2) — S Gus1 (02)

Eéf"l)(ml) -8 Eé(z) ($1)8(x2)5(x1)] -1 gtrial(
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D’aprés I’équation (6.53), le calcul des multiplicateurs de Lagrange est interdépendant. Ceci est impor-
tant & noter pour la programmation. La derniére étape consiste a faire évoluer les variables internes
selon les équations (6.47) et (6.48).

6.5.2.2 Rupture compléte au niveau des deux discontinuités

Pour le cas o les deux discontinuités s’ouvrent complétement, les deux surfaces de rupture deviennent
nulles (04, — G441 (2pg) = 0) et les discontinuités n’assurent plus le transfert des efforts. Par conséquent,
les contraintes cohésives prennent des valeurs nulles telles que :

Ut—i—l(ml) o 0
0111\ T2 - 0
()] [5G st BGY @s >[A+v§ ;] {o] (o5
0t+_1 X r \T1)8(T1 r (X1)8(T2 2 T _
< Lm%@)}* EG (w3)s(1)  EGY (ws)s(2) [M(xz)] M
Par conséquent :
AFen] _ (B @se) EGP )s(@)]  [ofil )
{Av(m)} T EGY (22)s(z1)  EGY (w)s(a0) Li‘f%m)] (6.55)

6.5.2.3 Rupture compléte au niveau d’une seule discontinuité

Il peut arriver qu’une des deux discontinuités cesse de transférer les efforts tandis que I'autre discon-
tinuité reste active. Dans ce cas, une seule contrainte cohésive s’annule alors que 'autre discontinuité
poursuit son propre processus d’ouverture. Les systémes d’équations trouvées dans la section précédente
sont alors modifiés. Deux équations sont & taiter dans ce cas, la premiére issue de ’état de la discon-
tinuité complétement ouverte ( oyq(z1) = 0) et la deuxiéme de la surface de rupture ¢, (z2) = 0
associée a 'autre discontinuité qui est toujours en fonctionnement. Cela donne le systéme suivant :

O't+1(SC1) = 0
= 6.56
{¢t+1($2) =0 ( :

La premiére équation de ce systéme est la premiére équation du systéme (6.54), alors que la deuxiéme
équation est celle obtenue par le systéme (6.52). La combinaison de ces deux équations produit le systéme
suivant : ‘

H [aw{”(m) EC Y (21)s(x1)  EGD(x1)s(as) {A’y(ml)} 6.57)

= | =trial . - =
ECM (22)s(z1)s(z2)  EG(w5) — S | AT (2)

0 ¢t+1 (z2)

Par conséquent :

[M(wl)] = (6.58)

)] _ [ ECPs)  ECD )s(e)] [l )
Ay(z2)

—(1) —(2) —trial
EG, (z2)s(r1)s(z2) EG,  (z2) =S Byi1 (72)

Les étapes d’intégration numérique de ce modéle sont récapitulées dans A.7.

N

6.5.3 Intégration du modéle cohésif associé & un modéle continu d’endom-
magement

Dans cette section, la procédure de l'intégration des modéles cohésifs associés aux modéles d’en-
dommagement pour la fibre & plusieurs discontinuités est détaillée. L’évolution des variables internes
correspondantes & chaque discontinuité est indépendante. Néanmoins, le calcul des déformations et de
contraintes ainsi que le calcul des multiplicateurs de Lagrange correspondants sont couplés. Par consé-
quent, les équations illustrant 1’évolution des variables cohésives (voir section 5.5.2.2 du chapitre 5) sont
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ici utilisées pour chaque discontinuité. Les mémes variables et notations avec celles du chapitre 5 sont
donc utilisées.

La partlcularlte de modéle d’endommagement réside dans le fait que les valeurs tests des sauts de

déplacement (uH_1 (1) et ut::fl(:cg)) aux discontinuités a ¢ + 1 ne valent pas celles (u;(z1) et Tz (w2))

du pas de temps précédent. En effet,

—trial - =trial f,(1)trial 5§ trial D — 77

Upyy (z1) = Dy (:zrl)Ct+1 = Dy(z )Ut+1 (z1) # Di(w1)oe(z1) = Ut (21) (6.59)
—trial —trial ria - T bl 7 .
Ty (@2) = Doy (22)CLT = Dy(wa) 01! (2) # Di(wa)on(w2) = Tu(w2)

Cette remarque est importante pour une bonne implémentation numérique du modéle. La premiére
étape de calcul est de faire une prédiction élastique des contraintes de la fagon suivante :

fi(1),trial trial
Cit = 0t41 (z1)

Dy (x1)er 1! (1)
—1

_ 1 —tria —(2 —tria
=D, (@) (B (@1, 9)dei1 + G @)@ (@1) + G @) T2 (22)
=

—1 1 = —(2 =
=D, ' (21) (B (w1, 9)de 1 + G, (@) i)l ) + Gy (1) Delwa) ol (22))

Cette équation peut étre reformulée de la fagon suivante :

——1

(D @@, (@1) Dular) 1) ottt (@) + (D, (@G, (@1) Dil2) ) o155 (22) = =D, (w1)B (21, )1

(6.60)

La méme procédure est alors appliquée pour l'autre point d’intégration pour obtenir :

1 1

(D (@2)G," (@) Dilan) ) otfis () + (D;
(6.61)

Les deux derniéres équations peuvent étre combinées dans un seul systéme :

D, '(#1)G, (2)Di(a1) ~ 1 Dy ' (21)Gy (1) Di(2) [oml(xl)}: D, (21)B (1, 9)de. 1
D, ()8 (22)D(a > D, ()8 (22)Di(a) 1] 105 w2)] T |5, (02)B (0, p) s
(6.62)

Ainsi, les valeurs de prédictions élastiques sont déterminées par :

-1

)
o' @2)] T | D, )G (e)Delr) D (e2)C (22) D

[Uﬁi’fl(fcl)]:[l?t (@)@ (@) Du(er) =1 D} (#1)Gy (1) D) 1 [—Dt {(@1)BY (21,9)de i
(z2)

(6.63)
Ce systéme d’équations montre que les prédictions élastiques des états de contraintes aux deux points
d’intégration sont couplés (dépendent des états des deux discontinuités).

L’étape suivante consiste & introduire les valeurs calculées des contraintes dans les expressions des
—trial —trial
surfaces de rupture ¢, 1 (z1) et ¢, 41 (22) :

—trial
Grp1 (@1)| _ Pafffl(a:l)q B {Uu qt(xl)}
giifl(xz) ot (@a)l]  |ow —Qula2)] (6.64)

Le vecteur des contraintes trouvées ci-dessus (6.63) est ensuite introduit dans la derniére expression
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Dy (22)BY (29, y)de 111

(22)G,” (22) Di(2) = 1) 017! (w2) = =D, ' (02)B (@2, 1)1
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%ﬁfi@l) :[ D, (@)@ (@) Dy(w) —1 D, 1(xl)GS)(Il)Dt(xz)S(xl)S(@)}_1
e D, (22)G (@2)Di(wr)s(a1)s(ws) Dy (w2)GL (w2) Dalaa) — 1

—1
y Dt1(I1)Bf(1:1,y)de,t+15($1)] _ [atgﬂ (6.65)

-D, (1"2)Bf(1'2, Z/)de,t+15(I2)

La méme situation que celle de la section 6.5.2 est retrouvée avec les cas du tableau (6.2) explicités ci
dessous.

6.5.3.1 Deux discontinuités actives par fibre
=trial =trial
Pour ce traité, les deux surfaces de rupture (¢, (z1) et ¢, (22)) sont positives. Les variables
internes associées aux modéles continus d’endommagement sont ainsi gelées. Les variables internes asso-
ciées aux modéles cohésifs doivent étre calculées. Les expressions des contraintes aux points d’intégration
a t+ 1 s’écrivent de la fagon suivante :

—1
orr1(z1) = Dy~ (21)er41(21)
1

=D, (1) (B (01, 9)detr + G, (@) (21) + G, (01T (02))

— _ — _ 6.66
=D, (@) (B (@1.9)desr + G, (1) [Dilw)on(ar) + A1) s(a) o0
+G,7 (1) [Dul@a)on(ws) + A (w2)] s(22) )
o1 (w2) = Dy (w2)er41(w2)
=D, () (Bf(fﬁza e + G (@)t (o) + G (xz)itﬂ(x?))
(6.67)

=D, (22) (B (z2.0)de o1 + G (22) [Deln)on(n) + A5(a0)| 1)
+ G, (w2) D)o (wa) + AF(w2)] s(a2))

Ces deux équations sont reformulées en un systéme tel que :

(o] _ [Dt 1<x1>Bf<x1,y>de,t+1] . lDt (2@, (@)D,
D

or1(z2)| | Dy (02)BY (22, 0)de s 1| | Dy (2)G (0 1) D; N (22)G ) (w2) Dyla)s(ws) | Lot(@2)
D, ()G ()s(@1) Dy (21)Gy (w1)s(z2) | [ATF (1)
+[ a, D, (@G (w)s(2) s (00

Afin de déterminer les multiplicateurs de Lagrange (A%(z1
(6.68) dans les surfaces de rupture :

gt+1($1)20 ot 41 (1)) _ Uu—§t+1(x1) — 0
Fenle) =0 el - = 8m] = L) (009
Cela donne :
lDt 1<x1>Bf<:c1,y)de,ms(zl)]+[ D, @)@ @)Di@) D, 1<x1>G§2)<x1>2t<z2>s<x2>s(x1>] {at(m]
D, (@2)B (w2,9)deias(@e)| Dy (@2)Gy () Dolan)s(an)s(ws) Dy (@2)Gy (w2) Dilaa) or(2)
D@ @) D@06 @)s()s(an) [Avm)} [ouqxxl)}_[smun}:{o]
D, (22)G" () 5(1 )5 (x2) D, (22)C (a2) AF(x2)| |ow—T(x2)]  [SAF(22)] ~ |0




Comme

ou — qy(x1) = o4 (71)

0 — Ty(w2) = o1 (2) (6.70)

I'utilisation de cette notation dans les équations développées des surfaces de rupture permet d’écrire :

[Dt1(951)Bf(x1,y)de7t+1s(x1)] _’_[ D, (xl)G(l ( )Bt(ml) -1 D, (m})ér (J%)ft(l'g s(x2)s ml)l |:O‘t(al‘1):|
D,

D, ' (22)BY (w0, y)deip15(z2) | | D) (@2)G " (@2)Di(a1)s(xr)s(wa) Dy (a2
ﬂ D, @G, @) =8 D, (e)G (@
(x

D; (22) G () s(a1)s

2) D, (22)G

T

Cette derniére équation est reformulée de la fagon suivante :

Il)Bf(ivla y)de ¢ +15(x1)
I2)Bf($2’ y)de,t+15($2)

r

D, )G (@) =S8 D, ' (@)G (w1)s(x2)s(1) AF(z1)] _ [0
L)t )G (2)s(en)s(ra) D Mwa)TD (ag) — 8 {sz)} = H (6.71)

De I'équation (6 71) on peut remarquer que les deux premiers termes sont les expressions des surface

tri rial
de rupture (¢t 41 (w1) et ¢t 41 (1)) issues de la prédiction élastique multipliées par un facteur de (—1).
Cela permet d’avoir une expression plus simple telle que

Geas (21) :l D, (21)G (@) Dy(ar1) — 1 521@@“( 1)Dy(22)s <x2>s(x1>r
D

o @)| D @G @) Di(e)s(@)s(xa) Dy (22)Gr (@) Dila) — 1

[ D @)@ @) -5 D; @) (@1)s(ws)s(a1)
D,

D, )G (e)s(an)s(en) Dy (@2)CP () - S

]

Les multiplicateurs de Lagrange sont ensuite calculés :
[Awm}_[ D, )G m) =8 Dy ()G (@
'@2)G @2)s(e)s(@2) Dy (@2)G)
l C@)e N @)Dia) ~1 D (#)GL <x1>Dt<m2>s<x2>s<x1>] Fin (@] (5mm)
——1 —(1) —_ —(2) = —trial .
D, (IQ)GT (22)Dy(w1)s(x1)s(x2) D, (22)G, " (w2)Di(x2) — 1 Griq (22)

Une fois les multiplicateurs de Lagrange déterminés, les variables internes associées aux modéles cohésifs
sont mises & jour d’une maniére similaire aux équations (5.101).

6.5.3.2 Rupture compléte au niveau des deux discontinuités

Lorsque les deux discontinuités s’ouvrent complétement et empéchent le transfert des efforts, les
contraintes cohésives prennent des valeurs nulles :

{Z:iglﬂ - [8} (6.73)
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Ce qui donne :

:cl)ft(xg)s
1 =

D, (x)B (e1,y)dessr |, [D, ' (@1)C
D, (12)Bf(132,y)de,t+1 D,

29)Dy¢(x2)s

Par conséquent,

[Afy(xl)} L [Dt <x;g§§

Ao (z1)s(a1) D, 1<x1>G£2><x1>s<x2>]‘1x ([D j(m)Bf(xl,y)dem]
A7 () D, (122G, (2)s(21) Dy (22)G (w2)s(z2) D, (22)B (22, 9)de.ri1
1, =), = =1, =), =
n 27:1(3’31)97(1)($1)£t(1‘1)5(1‘1) D1($1)GT2)(x1)Dt(x2)s(a:2)1 [ot(m)]) (6.74)
D, '(22)G,” (22)Di(w1)s(21) D, (22)G, (w2)De(w)s(w2)] L7(72)

6.5.3.3 Rupture compléte au niveau d’une seule discontinuité

De maniére similaire que dans la section 6.5.2.3, il peut arriver qu’une des deux discontinuités cesse
de transférer les efforts tandis que ’autre discontinuité continue & le faire. Le systéme suivant résulte de

cette situation :
Ut+1(331) =
_ (6.75)

¢t+1 (z2) =0

Le développement de la premiére équation donne :

o

Dy o)B (@1, p)deris + D) (o) G (@) Dian)sen) Dy 1<x1>652)<x1>ﬁ<x2>s<x2>} [

1

+ [0, @)@ @n)star) D, @n)EL

La deuxiéme équation du systéme (6.75) devient :

-1

D, (x2)BY (21, y)de r415(22) + [ﬁt_l

(@206 w2 Bilesta)s(ra) D )0 o) Diten) — 1] 5]

1 —=—1

+ [0 @)@ (w2)s(21)s(@2) Dy (@2)C () — S [ﬁzglﬂ =0 (6.77)

Les deux équations développées ci-dessous s’écrivent comme :

(@) Di(a)s(x) Dy <x1>Gf><x1>Dt<a:2>s<x2>] {ot(m)]
(z

-1 oi(x2)

[ D, (1)B (1, y)de. 11 D« D,
Dy 2)Di(x1)s(z1)s(z2) Dy (22)G,” (22)Dy(w2) — 1

)G
D (22)B (w2, y)derp15(2) | | D, (a)T"
1

+l1 @ V@) D @G ()s(r)
D, (e2)C a)s(a)s(ez) Dy (w2 G () - 8

Les multiplicateurs de Lagrange sont donc calculés :

[Av(m)}[ D, ()G, (21)s(21) Dt_l(x1)G£2)(x1)s(m2)]1X<[ E;l(m)Bf(ml,y)de,m 1
3 D,

D, '(2)G (w)s(x1)s(x2) D, (22)G (w3) — S D, ' (22)B7 (w5, y)de s 15(22)

(

D, ' (21)G" (21)Dy (a1)s(x D, (21)G (1) Dy (w2)s(x2) | [ou(x

%_1 @)6,"@)Di(a)s@) D, (@)Cp () (2)(_)H HD ©79)
D; ' (@2)G, (22)Da1)s(w1)s(22) - D (22)Gy” (22) D) — 1

Les étapes d’intégration numérique de ce modéle sont récapitulées dans A.8.
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6.6 Applications numériques

Afin de valider le fonctionnement du nouveau modéle proposé dans ce chapitre et d’analyser sa
performance par rapport aux modéles multifibres enrichis du chapitre 5, deux applications numériques
sont, ci-dessous réalisées. La premiére consiste & étudier la structure poutre en béton armé en flexion
du chapitre précédent (section 5.6.3). La deuxiéme concerne la modélisation d’un portique testé expéri-
mentalement par [Cranston, 1965] et numériquement par [Saje et al., 2005] et [Juki¢, 2013].

6.6.1 Poutre en béton armé en flexion

Il s’agit de la poutre déja étudiée dans la section 5.6.3. Cette fois-ci, la poutre est modélisée avec le
nouveau modeéle poutre multifibres présenté dans ce chapitre (nommé FCQ (PI), PI de points d’inté-
gration) et la réponse est comparée avec celle du modeéle poutre multifibres avec une seule discontinuité
par fibre interpolée par des fonctions d’enrichissement constantes (FCQ (GC)). Dans un premier temps,
les propriétés matériaux des tableaux (5.3) et (5.4) sont adoptés. Trois calculs sont réalisés en fonction
du nombre d’éléments finis (NE=2, 5 et 10). Les résultats sont illustrés sur la figure (6.2). La figure
(6.2)(a) est identique a la figure (5.24)(b), elle est reportée ici pour faciliter la lecture.

NE=2 NE=2
300r NE=5 NE=5
—NE=10 —NE=10

Moment de flexion

B=oR N
a
o

Moment de flexion

O0 0.05 0.1 0.15 ) 0.2 0.25 O0 0.05 0.1 0.15 . 0.2 0.25
Déplacement transversal imposé Déplacement transversal imposé

(a) Formulation FCQ (GC) (b) Formulation FCQ (PI)

FIGURE 6.2 — Réponses globales de la poutre en béton armé avec les deux formulations enrichies FCQ
(GC) et FCQ (PI) en fonction du nombre d’éléments NE

Les figures (6.3) montrent plus clairement les différences entre les résultats issus des formulations

FCQ (GC) et FCQ (PI).

350y

FCQ-GC|
300 —FCQ-PI 300

—FCQ-PI 300 —FCO-PI

5 5 £
2250 £ 250 3
% 200 3 200 @200
3 K] 3
jé 150| g 150| H
S100 S 100 § 100

o
o
N
]
IS

0.05, 0.1 0.15 0.2 0.25
Déplacement transversal imposée

0.05 0.1 0.15 02
Déplacement transversal imposé

(a) NE=2 (b) NE=5 (c) NE=10

005 0.1 0.15 02
Déplacement transversal imposé

FIGURE 6.3 — Réponses globales de la poutre en béton armé avec les deux formulations enrichies (FCQ
(GC) et FCQ (PI)) pour NE=2, 5 et 10 éléments

Les deux modéles donnent des résultats différents di & un écart entre les quantités d’énergies dissipées
au niveau des discontinuités. Ceci est expliqué ci-dessous :

Si les valeurs des modules d’adoucissement (Sy;, Spe et S, dans les tableaux (5.3), (5.4)) de la formu-
lation FCQ (PI) sont multipliées par un facteur 2, les résultats des deux formulations sont similaires,
voir figure (6.4). Cela peut s’expliquer en analysant les quantités d’énergies dissipées au niveau des dis-
continuités. L’énergie dissipée dans la structure durant la phase d’adoucissement se fait spécifiquement
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au travers des modéles cohésifs, elle dépend par conséquent de la forme du modéle cohésif utilisé. Dans
ce manuscrit, les modeles cohésifs ont une forme linéaire (voir figure (5.6)). Par conséquent, la quantité
d’énergie dissipée peut étre calculée de la maniére suivante :

2
W = _ u 6.80
d 250 ( )

avec o, la contrainte limite & la rupture et Sy < 0 le module d’adoucissement. L’introduction de deux
discontinuités par fibre permet de dissiper deux fois la quantité E(gd) telle que :

o? o2 o?

Efibre _ E(l) E(Q) - __v v _ _"u .81
d T T (050

De ce fait, la multiplication de la valeur du module d’adoucissement Sy par un facteur de 2 (S = 2S5))
permet d’obtenir la méme quantité d’énergie dissipée que lorsqu’une seule discontinuité est considérée
(modeéle FCQ (GQC)) et les deux modeles donnent des résultats similaires :

2 2
phitre = %u . %u 6.82
d S QSO ( )

N [~Fcq-cd 300 —FCQ-GC| 300 —FCQ-GC|
FCQ-PI T FCQ-PI f FCQ-PI
200 ;

Moment de flexion
N
s}
S

Moment de flexion
Moment de flexion

. — —
% 0.05 0.1 015 0.2 % 0.05 0.1 015 0.2 % 0.05_ 0.1 015 02 0.25
Déplacement transversal imposé Déplacement transversal imposé Déplacement transversal imposé

(a) NE=2 (b) NE=5 (c) NE=10

FIGURE 6.4 — Réponses globales de la poutre en béton armé avec les deux formulations enrichies (FCQ
(GC) et FCQ (PI)) pour NE=2, 5 et 10 éléments. Les modules d’adoucissement des tableaux (5.3) et
(5.4) sont doublés pour la formulation FCQ (PI)

6.6.2 Portique en béton armé

Cette derniére application concerne la modélisation d’un portique en béton armé testé expérimen-
talement par [Cranston, 1965] et modélisé par plusieurs auteurs dont [Bazant et al., 1987], [Saje et al.,
2005] et [Juki¢ et al., 2014]|. La géométrie du portique est illustrée en figure (6.5). La symétrie de la
structure et de chargement permettent de considérer la moitié de portique pour la modélisation. Les
sections d’éléments ont une forme rectangulaire de hauteur ~ = 0.1524 m et de largeur b = 0.1016 m.
La valeur de I’enrobage de béton en fibre supérieure et inférieure vaut 0.014 m. Les éléments poutres
du portique présentent différentes pourcentages d’acier par section comme le montre la figure (6.5). Les
propriétés mécaniques des matériaux sont récapitulées dans les tableaux (6.3) et (6.4).
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FIGURE 6.5 — Portique en béton armé testé par Cranston [Juki¢, 2013]

Propriétés du béton Symbole Valeur
Module de Young Ey 31.5 x 10% kNm—2
Coefficient de Poisson Vp 0.2
Contrainte ultime en traction Obtu 950 kNm 2
Limite élastique en compression Tbey 14600 kNm 2
Contrainte ultime en compression Obew 36500 kNm~2
Module d’écrouissage en compression Hy. 29 x 105 kNm—2
Module d’adoucissement en compression Shi —40 x 10% kNm—3
Module d’adoucissement en traction She —11 x 10% kNm~—3

TABLE 6.3 — Propriétés du béton

Propriétés d’acier Symbole Valeur
Module de Young E, 200 x 10% kNm—2
Coefficient de Poisson Vg 0.3
Limite élastique Oay 293000 kNm 2
Contrainte ultime Oau 310000 kNm~2
Module d’écrouissage H, 5.02 x 105 kNm—2
Module d’adoucissement Sa —42 x 108 kNm—3

TABLE 6.4 — Propriétés des armatures

Le portique est modélisé ci-dessous avec des éléments FCQ (PI). Il est discrétisé en seulement 5
éléments finis : deux éléments pour le poteau et trois éléments pour la poutre (voir figure (6.6)). La
loi d’endommagement pour le béton et la loi de plasticité pour les armatures présentées précédemment
sont adoptées. La réponse globale du modéle est illustrée en figure (6.7). Elle est comparée a différents
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résultats de la littérature [Cranston, 1965], [Bazant et al., 1987] et [Juki¢ et al., 2014].

"ly
- = - = .E $G3,1) SG3.1) S(4,1) S(4.1) $(5,1)5(5,1)
) > 3) (4) 5)
522)
2 ]
@ ) . — ]
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o)
=
wn
| ] h
£
3
3
E
f(19
(1) S(1,2) : f((zog
(1) . \
S(1,1) b

FIGURE 6.6 — Maillage du portique en béton armé

25
20~
=
=15
o}
(¢}
2 10F - -
S Rés. Num. [Jukic 2013] (NE=104)
Rés. Exp. [Cranston 1965]
5r —Rés. Num. [Bazant et al. 1987]
—Rés. Num. FCQ-PI (NE=5)
O0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

Déplacement imposé transversal [m]

FIGURE 6.7 — Réponse globale du portique en béton armé, résultats expérimentaux et numériques

D’apreés la figure (6.7), la réponse obtenue est comparable aux résultats expérimentaux de [Cranston,
1965] ainsi qu’aux résultats numériques de [Bazant et al., 1987]. Les résultats de [Jukié et al., 2014] sont
issus d’un modéle multifibres enrichi dans le cadre de la formulation FLI. Ces résultats (en rose sur la
figure (6.7)) ne sont pas satisfaisants pour les déplacements qui varient entre 0.02 m et 0.05 m méme
en utilisant 104 éléments. Le modéle FCQ (PI) par contre est capable avec seulement 5 éléments de
donner des résultats trés satisfaisants.

Afin d’analyser ce qui se passe localement au niveau des fibres et de voir comment cela influence
la réponse globale, les résultats du modéle FCQ (PI) sont isolés sur la figure (6.8). Les coordonnées
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FIGURE 6.8 — Analyse de la réponse globale du modéle FCQ (PI)

Point 0 A B (@ D E F G
vy (m) 0 0.0084 0.01504 0.01904 0.02208 0.0272 0.0432 0.0546
F, (kN) 0 15.93 20.49 21.71 22.51 21.98 19.17 16.12

TABLE 6.5 — Les coordonnées des points verts sur la figure (6.8)

en force/déplacement des poins mentionnés sur la figure (6.8) sont récapitulées dans le tableau (6.5).
Chacun de ces points marque un phénoméne local qui peut étre observé sur la réponse globale de la
structure. Plus spécifiquement : Le point A marque un changement de pente sur la figure (6.8). Ce
changement est lié au début de la phase d’écrouissage de la fibre d’acier inférieure dans 1’élément 5
(voir figure (6.9¢)). Le point B (déplacement transversal de 0.01504 m) correspond a la méme fibre
quand celle-ci atteint sa contrainte ultime (310MPa), voir figure (6.9¢). Le point C désigne le début de
lécrouissage de la fibre d’acier supérieure en section 2 de la fibre en acier supérieure (S(2,2)/f(2), figure
(6.6)) de ’élément 2 (figure (6.9a)). Le point D correspond a I’ I’écrouissage de la section 1 (S(3,1), figure
(6.6)) de la fibre d’acier supérieure (f(2), figure (6.6)) de ’élément 3. Les points E et F représentent le
début d’écrouissage des fibres supérieures en acier f(2) des sections S(2,1) et S(3,2) des éléments 2 et
3 respectivement. Enfin, le point G indique le pas temps ou les fibres en acier supérieurs des sections
S(2,2) et S(3,1) des éléments 2 et 3 atteignent leurs valeurs ultimes (o5, = 310MPa).

D’aprés cette analyse, le comportement des fibres en acier domine la réponse globale du portique.
D’un autre coté, les discontinuités dans les fibres de béton se sont activées dés le début du chargement.
Pourtant, leurs présences ne semblent pas influencer explicitement ’allure de la réponse globale. Ceci est
di au fait que la quantité d’énergie dissipée dans ces discontinuités est négligeable devant celle dissipée
dans les discontinuités des fibres en acier.

Cette étude montre la capacité de la formulation FCQ (PI) a reproduire des résultats expérimentaux
mais aussi & suivre I’évolution des non-linéarités tant au niveau global que local (approche multi-échelle).

6.7 Conclusions

Dans ce chapitre, un nouveau modéle multifibres enrichi basé sur la formulation FCQ a été proposé.
La nouveauté de modéle réside dans sa capacité a introduire plusieurs discontinuités au niveau des points
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FIGURE 6.9 — Evolution des contraintes dans les fibres des éléments FCQ (PI)

d’intégration. Cette nouvelle formulation assure le respect des valeurs limites des contraintes le long des
fibres, respect qui n’est pas garanti par le modeéle proposé dans le chapitre 5.

La procédure d’implémentation numérique a été détaillée pour deux modéles de comportement non
linéaires (élasto-plastique et endommagement), utiles pour modéliser des structures en béton armé. Deux
études numériques ont été menées. La premiére montre la capacité du modéle a simuler le comportement
non-linéaire d’une poutre en béton armé tant au niveau global que local. La deuxiéme étude concerne la
modélisation d’un portique en béton armé et démontre la capacité du modéle a reproduire des résultats
expérimentaux avec une bonne précision mais aussi & suivre le développement des non-linéarités au sein
la structure.
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Chapitre 7

Conclusions et perspectives

Bilan général

Ce travail de thése avait pour objectif de proposer un nouvel élément fini poutre capable de simuler
le comportement d’une structure jusqu’a la rupture. Cet objectif a été réalisé et présenté en plusieurs
étapes afin de clairement justifier les différents choix retenus.

Apreés une introduction du cadre général de travail au chapitre 1, attention dans le chapitre 2 est
portée sur les hypothéses cinématiques ainsi que sur les différents types de discrétisation des éléments
poutres. La formulation élément fini poutre Timoshenko en déplacements proposée par [Caillerie et al.,
2015] (appelée dans le manuscrit FCQ) est retenue. Des fonctions cubiques sont utilisées pour interpoler
le champ de déplacement transversal et quadratiques pour le champ de rotation. Cette formulation est
libre de blocage par cisaillement et utilise trois degrés de liberté supplémentaires portés par un nceud
interne positionné au milieu de 1’élément. La performance de cette formulation élément fini par rapport a
d’autres formulations de la littérature est étudiée dans le chapitre 3 avec des exemples de calculs linéaires
et non linéaires. Une amélioration de la modélisation de I'interaction entre l'effort axial et le moment de
flexion de I’élément FCQ multifibres est enfin proposée, amélioration qui consiste & un enrichissement
cinématique du champ de déplacement axial par des fonctions cubiques.

Dans le chapitre 4 le phénoméne de localisation des déformations est décrit en évoquant les difficultés
numériques rencontrées. Une bréve revue des méthodes permettant une modélisation objective de la
localisation est présentée suivie par ’état de l'art de la méthode d’enrichissement cinématique choisie
comme limiteur de localisation. Le choix dans ce manuscrit porte sur I'introduction des discontinuités
dans le champs de déplacement. Un premier modéle poutre est proposé dans le cadre d’une approche
généralisée dont le principe est de définir des relations entre les efforts et les déformations généralisés de la
section. L’enrichissement cinématique du champ de déplacement dans le cadre d’une approche généralisée
permet de construire un modéle poutre a ’échelle macro capable de modéliser le comportement global
des structures jusqu’a la rupture.

Un nouveau modéle poutre multifibre est ensuite proposé dans le chapitre 5 appliqué aux structures
en béton armé. L’enrichissement cinématique est introduit désormais au niveau des fibres et les champs
de déplacements sont enrichis par des variables de discontinuités décrivant la rupture locale de chaque
matériau. Le béton est modélisé avec un modele unidimensionnel d’endommagement couplé a un modele
cohesif (endommagement adoucissant) pour décrire le comportement du béton au niveau de la disconti-
nuité. L’acier est modélisé avec un modéle élasto-plastique unidimensionnel couplé & un modéle cohésif
(plasticité adoucissante) pour décrire la formation d’une rotule plastique au niveau de la discontinuité.
L’avantage de ce type de modélisation multifibres enrichies porte sur sa simplicité et son faible cotit de
calcul par rapport aux modéles éléments finis tridimensionnels tout en assurant I’obtention d’informa-
tions globales et locales sur le comportement des structures en génie civil. Afin de ne pas surestimer
les contraintes aux points de Gauss, une premiére solution proposée consiste a utiliser des fonctions
d’enrichissement constantes.

Enfin et afin de mieux profiter de la formulation FCQ, une autre solution consiste & enrichir les
fibres par plusieurs discontinuités de fagon automatique au niveau des points d’intégration. Ce nouveau
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modéle est décrit en détail dans le chapitre 6. Plusieurs résultats numériques et des comparaisons
avec des résultats de la littérature démontrent la capacité de cette approche novatrice a reproduire le
comportement global et local d’une structure jusqu’a la rupture.

Perspectives

Plusieurs perspectives s’ouvent suite & ce travail de thése. Tout d’abord et en ce qui concerne le
modéle généralisé, un enrichissement & plusieurs composantes (axiale, transversale et en rotation) est
possible. Un couplage peut également étre envisagé entre les différentes discontinuités. Une analyse
similaire a été déja réalisée par [Ehrlich and Armero, 2005] dans le cadre de la formulation FLI. Les
auteurs ont montré I'importance de coupler les fonctions d’enrichissement pour remédier au probléme de
blocage par cisaillement. Or, dans le cadre de la formulation FCQ le probléme de blocage est déja réglé
par le choix des fonctions d’interpolation d’ordre élevé. L’étude de couplage des différentes composantes
et des discontinuités dans le cadre de la formulation FCQ peut étre intéressante pour la construction des
diagrammes d’interaction pour des éléments de structures en béton armé. L’étude des interactions dans
des assemblages (par exemple pouteau-poutre) semble aussi étre une autre perspective a développer.

Dans le cadre du modéle enrichi multifibres, on peut imaginer un enrichissement de la composante
transversale du champ de déplacement au niveau de la fibre afin d’étudier des problémes de torsion ou
de cisaillement. Par ailleurs, le couplage entre les discontinuités axiale et transversale peut étre utile
pour construire des modéles de comportement bidimensionnels au niveau des fibres. Les performances des
modeéles enrichis devraient également étre étudiées pour le cas des chargements cycliques et dynamiques.
Pour cela, il faudrait utiliser des lois de comportement qui prennent en considération ’ouverture et la
fermeture des fissures.

Une autre piste serait d’utiliser un modéle de comportement continu régularisé couplé & un modéle
de comportement cohésif, de maniére similaire aux travaux de [Cuvilliez et al., 2012], afin d’avoir un
modéle qui peut simuler correctement la localisation des déformations.

Enfin, le développement d'un modéle général de poutre multifibres enrichi qui peut prendre en
compte plusieurs phénomeénes de rupture des poutres en béton armé pourrait étre un objectif ambitieux
mais envisageable. Ce modéle devrait regrouper les aspects présentés dans le présent manuscript, les
travaux concernant le gauchissement des sections sous l'effet du cisaillement [Capdevielle et al., 2016]
et la modélisation des armatures transversales (thése en cours de N. Khoder (2015-2018), Laboratoire
Sols, Solides, Structures, Risques 3SR (UGA)/SMS-ID (INSA de Lyon), ANR SINAPS@).
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Annexe A

Code Matlab

A.1 Introduction

Il convient de dire quelques mots sur le code éléments finis avec le quel les analyses, les dévelop-
pements et les applications ont été effectués. Ce code, développé initialement par Nathan Benkemoun
dans Matlab, utilise dans sa version d’origine des éléments finis classiques 2D. Il permet de faire des
calculs non-linéaires et il est inspiré des travaux de [Bonnet and Frangi, 2007]. Dans ce travail, objectif
était d’y introduire tous les algorithmes nécessaires afin d’intégrer des éléments finis poutres (classiques
ou multifibres). L’algorithme de Newmark a été également intégré pour la réalisation des études dyna-
miques. Le langage de Matlab offre un moyen simple pour développer et valider 'efficacité des modéles
ainsi que des lois de comportement avant de les implémenter dans des codes éléments finis compilés. Cet
outil permet de suivre facilement I’évolution du calcul a toutes les étapes permettant ainsi un accés aisé
a toutes les variables décrivant le comportement de la structure étudiée.

Le principe de calcul est fondé sur deux discrétisations, une spatiale et une temporelle. En effet,
la réponse d’une structure est évaluée sur plusieurs pas de temps discrets. Les équations d’équilibre
doivent étre respectées pour chaque pas de temps (ou pseudo-temps pour un calcul statique sans effet de
vitesses). Ainsi, le caractére non-linéaire des équations nécessite I'utilisation d’une méthode numérique
particuliére, la méthode de Newton-Raphson. La solution est cherchée, pour un pas de temps, en plusieurs
itérations k, afin d’assurer I’équilibre tout au long du calcul. Concernant la discrétisation spatiale, la
structure est divisée en n éléments finis (poutres dans le cas de ce manuscript). Les matrices de rigidité
élémentaires ainsi que les vecteurs des forces internes nodales sont évalués en passant au niveau de chaque
élément par le biais d’une boucle. Ces matrices/vecteurs dépendent directement du type de la formulation
élément fini poutre utilisé mais aussi du choix des lois de comportement. Plusieurs méthodes d’intégration
numériques peuvent étre utilisées, comme par exemple la méthode d’intégration de Gauss. A chaque
point d’intégration, le calcul des nouvelles valeurs des variables internes de la loi de comportement sont
recherchées. L’algorithme de retour radial est adopté pour intégrer les modéles de comportement non
linéaires et de déterminer 1’état de contrainte de la section. Puis, une intégration le long de I’élément
poutre est réalisée pour trouver la rigidité élémentaire et les forces nodales élémentaires. A la fin de
chaque pas de temps, une procédure d’assemblage a lieu afin de vérifier I’équation d’équilibre globale.
Si I’équilibre n’est vérifiée, une nouvelle itération k dans le méme pas temps est nécessaire. Dans le cas
contraire, la simulation poursuit le calcul en passant au pas de temps suivant.

A.2 Structure du code

Comme tous les codes éléments finis, le code est composé de trois grandes parties : la premiére
concerne la définition du probléme (géométrie, maillage, type d’éléments, conditions aux limites, type
de chargement et propriétés des matériaux ainsi que les lois de comportement) ; la deuxiéme porte sur le
traitement et la résolution du probléme en termes d’évolution des variables (déplacements, déformations,
contraintes, efforts aux nceuds. . . ) ; et la troisiéme partie concerne le post-traitement, 'interprétation et
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la visualisation des résultats.

A.2.1 Données du probléme

Tout d’abord, le probléme & résoudre doit étre défini. La géométrie et le maillage de la structure
peuvent étre réalisés selon deux méthodes : (1) en utilisant le logiciel libre GMSH [Geuzaine and
Remacle, 2009]. Ce dernier est entre autres un mailleur éléments finis 1D/2D/3D. Son objectif est
de fournir un moyen rapide, léger et facile pour effectuer le maillage avec des entrées paramétriques
permettant une visualisation avancée. Il s’articule autour de quatre modules : la géométrie, le maillage,
le solveur et le post-traitement. (2) En utilisant un code développé dans Matlab, avec lequel 1'utilisateur
définit la géométrie et le maillage d’une structure poutre/portique, en précisant les coordonnées de
principaux noeuds ainsi que la connectivité.

Ensuite, le probléme est décrit dans un fichier de type .inp dans lequel on définit : le nom du
fichier correspondant a la géométrie, le fichier du maillage du type (.msh), le type de calcul a réaliser
(statique, cyclique ou dynamique), le type d’éléments finis a utiliser (1D/2D), la formulation éléments
finis choisie, les lois de comportement et leurs parameétres, le type d’intégration numérique (méthode
de Gauss/méthode de Gauss Labatto) et le type d’enrichissement cinématique. Enfin, les conditions
aux limites telles que les degrés de liberté imposés nuls et non nuls ou encore les forces imposées sont
également définies dans le fichier d’entrée.

A.2.2 Algorithme de résolution de Newton-Raphson

Le code éléments finis est dédié a réaliser des analyses non-linéaires. Pour cela, ’algorithme de Newton
Raphson est adopté. En effet, le calcul est divisé en plusieurs pas de temps permettant la linéarisation
des équations d’équilibre. Le principe est de séparer les degrés de liberté du probléme en des valeurs
connues (Up) et des valeurs inconnues (Ur). Les valeurs connues sont celles imposées nulles ou non
nulles, alors que les autres sont les valeurs & déterminer par le calcul. Dans un premier temps, le code
évalue la matrice de rigidité élastique globale (K9) en assemblant les matrices de rigidités élastiques
élémentaires avant toute réaction de la structure aux chargements appliqués. Cela permet de démarrer
le calcul par une prédiction élastique. Aprés le passage sur tous les éléments constituant la structure,
léquilibre global est vérifié par la valeur du résidu (R) représentant la différence entre les efforts externes
(Feat) appliqués et les efforts internes (Fj,;) développés au sein du matériau de la structure. Si la valeur
du résidu est inférieure & un certain critére de tolérance (|R| < ), on passe au pas du temps suivant
(t +1); sinon, on reste dans le méme pas de temps (¢), en faisant une nouvelle itération k (k + 1).
Par conséquent, la rigidité de la structure (K,) ainsi que les nouveaux efforts internes sont a nouveau
évalués. Parfois, le calcul de la matrice de raideur tangente qui représente la rigidité dégradée de la
structure n’est pas aisé, provoque des instabilités numériques et des problémes de convergences. Dans
ce cas, on peut toujours continuer le calcul avec la matrice de raideur élastique ou modifiée, ce qui
nécessite de réaliser plus d’itérations pour arriver a la convergence (figure (A.1)). Une fois le calcul
convergé, une mise a jour des variables historiques est réalisée et les résultats intéressants sont stoqués
pour le post-traitement (par exemple les déplacements aux noeuds).

La procédure de linéarisation des équations d’équilibre ainsi que la procédure des calculs numériques
a D’échelle de I'élément et de la structure sont abordées en détail dans le manuscrit. Des illustrations
simplifiées des différents algorithmes sont présentées dans la section A.3. Les notations suivantes sont
utilisées :

— e : élément

— ¢ : global

— t : pas de temps

— k : itération

— l’indice L : degré de liberté libre a déterminer

— l’indice D : degré de liberté imposé

— U : vecteur déplacement

— F,;; : efforts externes

— Fjp : efforts internes
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— Fp : forces nodales équivalentes aux déplacements imposés

— Fyg : efforts de la section
— K : matrice de rigidité

A.2.3 Post traitement

Le code posséde une partie post-traitement permettant de visualiser n’importe quelle variable du

probléme, par exemple la déformée de la poutre, la réponse des sections situées aux points d’intégration,
I’évolution de non-linéarité dans les sections, les contraintes et les déformations dans les fibres, les

comportements cohésifs aux discontinuités etc.

oA
S
-
Fea:t (t)
E‘:/ E &= avec
AUL(t)= S 6AUL(t)iter
iter
et
A iter _ K9 itery—1 iter
ic;tnv (t _ 1) / ) UL(t) ( (t) ) R(t)
/
N
® Déplacement

AUL(t)

FIGURE A.1 — Méthode de Newton Raphson (illustration avec matrice de rigidité élastique)
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A.3 Les différents algorithmes

A.3.1 Algorithme général du code

L Kbk = K;O) (Calcul initial de la matrice de rigidité élastique)
2. Boucle de temps t =1t + 1.

—1,ke —1,ke N p P
(a) RYF = Fl,, , — F;nt,g;kc — FAg’kCAt (ot ke est le numéro d’itération de convergence du

pas précédent)
(b) AUtD’g =Up (At
(c) Boucle tant que |R| <¢, avec k =k +1
. t,k tk — -
i AUy = AUy, — ino(KF 1) R
AU
. tk _ L,
ii. AUS" = [AU}SZ
iii. Boucle sur les éléments e = ¢+ 1
A. Intégration des modéles de comportement.

t,k t,k
t,k __ KLL,e KLD,e
B. KY
: e Kt,k Kt,k:
DL,e DD.e

. ok
tk T otk _ int,L,e
C. Fint,e - fO B FS dr = Fth
int,D,e
D. F&" = K1p..U
. D,e — *LD,eYD,e
iv. Assemblage
Nelm
tk _ t,k
A K= AKE,
Nelm
tk t.k
B. 5t = A RS
Nelm
tk . tk
C. Fint,L,g - éél Fint,L,e
tk _ ot t,k
V. Rg - Fewt,g - Fz‘nt,g
(d) U} = U~ + AUL (mise a jour de I'incrément)

F1cURE A.2 — Algorithme général du code

174



A.3.2 Algorithme d’intégration du modéle de comportement continu élasto-
plastique

1. Boucle sur les points d’intégration de ’élément

(a) Prédictions élastiques

—p,trial —p

L&Y, =¢%

.. —=trial
i &1 =&
=i,(k—1)
trial _ (k=1) = o —p trial
i, Ffrel = { (de it de i €it1

—trial —trial

iv. i1 = *H5t+1
—trial
! —trial
V. Gy = [FEE — (0 — Qtilf )<0
. T . —trial
(b) Correction des prédictions (si ¢

—trial
i = t+1
- VYt+1 = E.4H

ii. &, =2 + 7, sign(F)

1ii. gt-&-l = gn + Vi1

iv. Fppq = Fttf'l“l — Y1 Essign(Fipq)
2. Cpp1=— fo v (@) Figa(z)de = ang Gv (Tpg) Fei1(zpg)w(@pg)
3. ¢t+1 = |Cit1] — o

4. Pour le cas ou E(Ctﬂjtﬂ) >0
e Rejeter les valeurs évoluées des variables internes associées au modéle continu.
e Intégration du modéle cohésif associé (A.4)

> 0)

FIGURE A.3 — Intégration du modéle de comportement continu élasto-plastique (voir 4.8.2.1)
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A.3.3 Algorithme d’intégration du modéle de comportement cohésif associé
au modéle élasto-plastique

1. Prédictions élastiques

—trial =
(a) dyyy =dy
—trial =
(b) t+1 =&

=trial =
(©) Q1 =7
2. Boucle sur les points d’intégration de I’élément

ric ke —trial .
o PN l(xpg) = Es(2pg) <B(ng)d(e t+1 T G(xpg)dtﬂ - Eg)

3. Cfffl = _5 nng (xpg)Fttizial(xpg)w(xpg)

trial ;
o trial —trial
4oy =0T — (0w —Tp )
. .. | =trial
5. Correction des prédictions (si ¢;,,; > 0)

=trial

= ¢
szﬁslqt<0u

)
b) des1 = dy + AFsign(CHyieh)
) _

(d) Crp1 = CI — En Aysign(C")
6. Rupture compléte au niveau de la discontinuité (si Eij_sf > oy)
(a) Et+1 =
Icft:flal
(b) AY = =&
(c) Ct+1 =0
)

(d ftﬂ et dt+1 mémes ci-dessus.

FIGURE A.4 — Intégration du modele de comportement cohésif associé au modéle élasto-plastique (voir
4.8.2.2)
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A.3.4 Algorithme d’intégration du modéle de comportement continu d’en-
dommagement

1. Boucle sur les points d’intégration de ’élément

(a) Prédictions élastiques

—trial

i. D" =D,
ii. ji:lfl = Et
iii. otriel = D, 5 e,
iv. gt = —HE
v G = ol = oy — ai)

—trial

(b) Correction des prédictions (si ¢, > 0)
—trial
i. ﬁt-ﬁ-l = ﬁ
ii. gt+1 = gt + V41

D) -7 Vit1
i Depr = Dy + G

. ) =1 . .
iv. o1 = ol = 5,,, D, sign(oli)
f o _LNWYA !
2. Cipy=—3 pg Gv(mpg)awl(xpg)w(xpg)
3. ¢p= Cif+1

4. Pour le cas ot1 ¢ > 0
e Rejeter les valeurs évoluées des variables internes associées au modéle continu.
e Intégration du modéle cohésif associé (A.6).

FIGURE A.5 — Intégration du modéle de comportement continu d’endommagement (voir 5.5.2.1)
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A.3.5 Algorithme d’intégration du modéle de comportement cohésif associé
au modéle d’endommagement

1. Prédictions élastiques
—test —
t+1 — Dy
—test =
ft+1 = ft

)
)
) —test
)

7 fitest
Uy = Dy Ct+1

—T—(—1
(d) ¢f =~ Jo, G, Dy B dyy1dy
f.test _ C({
(e) Citi = 14D, D,
—test —test
(f) Tip1 = =984

—=trial
= test —test
(8) @1 = ICLT™] = (00 = TY)
=trial
2. Correction des prédictions (si ¢;,; > 0)

—trial

() AY =Gy, DpDitt
(b) €41 =& +AF
(c) Cf\y = (0u+ S, 1)sign(CL, )
(@) T = S5
)

3. Rupture compléte au niveau de la discontinuité (si Eij_slt > oy)

—test
(a‘> q::l = Oy

(b) ¢/, =0
= cf | =
(C) ut+1 = ﬁ + (7

FIGURE A.6 — Intégration du modeéle de comportement cohésif associé au modéle d’endommagement
(voir 5.5.2.2)
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A.3.6 Algorithme d’intégration du modéle de comportement cohésif associé
au modéle élasto-plastique pour le modéle a plusieurs discontinuités
par fibre

1. Prédictions élastiques

ria —(1 = 2l =
(a) LD = BB (21, 9)de i1 + Gy (20)Ta(a1) + Gy (20)Ta(w2) — € (1))
ria —(1 = —(2 =
(b) CL! = BB (22, 9)de 11 + Gy (w2)T (1) + G (2) T (2) — € ()
=f,(1),trial 1),trial =f,(2),trial
(c) bit1 |th+(1) ! | — (Uu — Gt )
:f,(2),t’l‘ial 2) trial —f,(2),trial
@ G =ICEP ) = (o =T )
=f,(1),tr =f,(2),trial
2. Deux discontinuités actives par fibre (¢t+1 et 91 > 0)

(a) A5(z1) et A§(z2) & partir de 'équation (6 53)

(b) Trg1 (1) = Tr(w1) + AF(w1)sign(CL P

(€) Tpyr (w2) = T (w2) + AT (wa)sign(CL )

(d) &1 (@) = &y (1) + AF(21)

(€) &1 (x2) = & (22) + AT(x2)

(£) CLP = otrigh(e)) + EG. (21) AT (21)s(x1) + EG, (1) AT () s(x2)

(8) CLP = gtrinl(z,) + EG. (02) AF(w1)s(x1) + EG (02) A (w2)s ()

3. Rupture compléte au niveau des deux discontinuités (qt+1) il o, et ﬁfff)’trial >

o)

(a) A5(z1) et A§(z2) & partir de I'équation (6.55)

() cfi =0et i =0

(¢) &p1(m1), &gy (@2), Upgr (1) et Uppq(z2) comme ci-dessus.

4. Rupture compléte au niveau d’une seule discontinuité
(a) AF(z1) et A5(z2) (voir équation (6.58))

FIGURE A.7 — Intégration du modeéle de comportement cohésif associé au modéle élasto-plastique pour
le modéle a plusieurs discontinuités par fibre (voir 6.5.2)
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A.3.7 Algorithme d’intégration du modéle de comportement cohésif associé
au modéle d’endommagement pour le modéle a plusieurs discontinui-

tés par fibre

1. Prédictions élastiques
(a) ofniel(zq) et o} (z2) (voir équation (6.63))
—=trial —=trial
(b) ¢y (w1) et ¢,y (x2) (voir équation (6.64))
—trial

—trial
2. Deux discontinuités actives par fibre (¢, ; (z1) > 0et ¢, | (z2) > 0)
(a) AF(z1) et A5(z2) (voir équation (6.72))
(

orr1(x1) et opp1(x2) (voir équation (6.68))

)
(€) Eqr(ar) = &lar) + AF(z1)
(d) Eqala2) = &la2) + AF(22)
(©) Tmas(@1) = Diler) (0 + SEu(e1))
(1) Tmas(@1) = Dilwr) (o + SE,(@2))
(8) Tr1(21) = (Umae(x1) + AF(21))sign (0141 (21))
() Tet1(22) = (Umas(22) + AY(22))sign(ori1(z2))

: ﬁ — (EMGT(IQ+A§(11))

i) Dea(ar) TutSE, 1 (21)

: f — (imaz(IZZ)‘FA?(Q‘?))

(1) Diga(z2) ot 52 (o)

N . . . e . =f(1),trial =f,(2),trial
3. Rupture compléte au niveau des deux discontinuités (g; >0y et @ >

Ou)

(a) AF(z1) et A5(z2) (voir équation (6.74))

(b) Ut-{-l(l'l) =0et at+1(x2) =0

(¢) &q(21), Eq1(m2), Wppr (w1) et Ugpy (z2) comme ci-dessus.
4. Rupture compléte au niveau d’une seule discontinuité

(a) AF(z1) et A§(z2) (voir équation (6.79))

FIGURE A.8 — Intégration du modéle de comportement cohésif associé au modéle d’endommagement
pour le modéle & plusieurs discontinuités par fibre (voir 6.5.3)
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Annexe B

Classification des discontinuités selon
Jirasek

Dans [Jirasek, 2000], 'auteur présente un cadre mathématique unifié et basé sur le principe variation-
nel de Hu-Washizu pour illustrer les différents types de discontinuités. Le principe est de considérer trois
champs de déplacement u, de déformation e et de contrainte o complétement arbitraires et mutuellement
indépendants. Ces trois champs sont définis dans un domaine V' dont le bord est divisé en deux parties
Sy et S, tel que les caractéres prescrits ,, et ; signifient le déplacement et la traction respectivement.
L’équation variationnelle gouvernant ce systéme s’exprime par 1’égalité variationnelle suivante :

/ 6T (e)adV + 6 / ol (Ou —)dV = / sulbdV + / sultdS (B.1)
\4 \4 \4 St

Cette équation est valable pour toutes les variations admissibles, du, de et do. Notons que (¢) est la
contrainte issue de la déformation € a travers une relation de comportement. 9 est 'opérateur cinéma-
tique qui transforme les déplacements en déformations, b est la force volumique et ¢ la force surfacique
de traction.

Les trois champs sont discrétisées indépendamment, ils sont interpolés en utilisant des fonctions de
forme selon les équations suivantes :

u=Nd+ N.d.
e=Bd+ Ge (B.2)
oc=Ss

avec N la matrice contenant les fonctions d’interpolation des champs de déplacements et B la matrice
regroupant les fonctions d’interpolation des champs de déformations (0N = B). N et G sont respecti-
vement les matrices contenant les termes d’enrichissement pour les déplacements et les déformations. S
est la matrice des fonctions d’interpolation des champs de contraintes. Enfin, d, d., e et s sont les vec-
teurs portant respectivement les déplacements nodaux, les déplacements additionnels, les déformations
additionnelles et les contraintes additionnelles.

Les équations d’interpolation (B.2) sont introduites dans 1’équation (B.1) en sachant que O(Nd) =
Bd. Par conséquent, en tenant compte du fait que les variables (dd, dd., de, ds) sont indépendantes et
en supposant que le chargement est appliqué en dehors de la région ou la cinématique est enrichie, on
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obtient les équations discrétisées suivantes :
/ B75(Bd + Ge)dV = f..,
1%

/ GT5(Bd + Ge)dV — / GT Sdvs =0
|4 1%

(B.3)
/ s”B.dvd, — / STGdve =0
S \%
/ B'Sdvs =0
avec f.z; le vecteur des forces externes :
£ = / NTbav + [ NTtds (B.4)
\% St

et B, la matrice des dérivées des fonctions d’interpolation de déplacements telle que 9(N.d) = B.d.
En tenant compte que :

& =Dé = D(Bd + Geé) (B.5)

avec D = % la matrice tangente anélastique, les équations du systéme (B.3) sont différenciées par
rapport au temps pour fournir le systéme matriciel suivant :

J,B'DBav [, B'DGdV 0 0 d fout

J, G'DBaV [, G'DGdV -G'S 0 el _ |0 (B.6)
0 -s'G 0 S"™B.||s| |0 ‘
0 0 B!'s 0 d. 0

A partir du systéme matriciel (B.6) et selon le choix d’enrichissement, trois types d’enrichissement
peuvent étre développés.

B.1 Types d’enrichissement

Statically Optimal Symmetric (SOS)

Le champ de déplacement est supposé continu sans enrichissement. Autrement dit, les termes addi-
tionnels (N.d.) sont supprimés et par conséquent seulement le champ de déformation est enrichi. Ainsi,
les termes correspondants a d., N, et B, disparaissent de la formulation. Par ailleurs, afin de vérifier le
patch test (vérifier si I’élément est capable de reproduire un champ constant de contrainte) la matrice
des fonctions d’interpolation de contrainte S doit étre égale & la matrice identité I. Par conséquent, la
matrice d’interpolation des déformations enrichies G doit vérifier la condition suivante :

/ GdV =0 (B.7)
14
L’ensemble de systéme (B.6) se réduit a :
[, B'DBav [, B'DGaV] [d] _ [f.u (B.5)
[y G'DBdV [, G'DGdV] [¢] | 0 ‘

Cette technique permet d’assurer, tout le long de la surface de discontinuité, la continuité des tractions
sous forme faible. C’est pourquoi la méthode est dite statique (Statically). De plus, puisque la matrice
D est symétrique, le systéme a résoudre (B.8) est symétrique.
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Kinematically Optimal Symmetric (KOS)

Contrairement a la premiére technique, ’enrichissement n’affecte que le champ de déplacement pour
la technique notée KOS. Par conséquent e = d. et G = N, = B.. Une compatibilité entre les champs
de déplacements et les champs de déformations est donc obtenue. C’est pourquoi, la technique est dite
cinématique (Kinematically). Enfin, un systéme similaire & celui de la technique (SOS) est obtenu :

[, B'DBav [, BTDGdV] [d] _ {fmt] (B.9)

[, G'DBdV [, G'DGdV] [é 0

La différence entre (SOS) et (KOS) consiste a la méthode de construction de la fonction G : & partir de
léquation (B.7) pour la méthode (SOS) et en supposant que G = B, pour la méthode (KOS).

Statically and Kinematically Optimal Symmetric (SKOS)

Cette troisiéme technique présente un compromis entre les deux premiéres techniques [Simo and
Oliver, 1994]. En effet, elle suppose que G = B, dans 'interpolation des déformations tandis que GT,
dans la deuxiéme équation du systéme (B.3), est remplacée par G* qui est différent de B, mais qui
vérifie ’équation (B.7). Le systéme se réduit alors a :

. T . .
fv B DBdV fv B DGdV d _ fort (B.10)
fv G*'DBdJV fV G*'DGdV | | e 0

La force de cette technique est de représenter proprement la statique et la cinématique, c’est pourquoi
elle est dite statique et cinématique (Statically and Kinematically). Par conséquent, le systéme obtenu
(B.10) n’est plus symétrique méme si D est toujours symétrique.
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Modeling the failure of reinforced concrete structures using
generalized and multifiber finite elements beams

Résumé

Cette thése, réalisée dans le cadre du projet national
SINAPS@, a pour objectif de développer des éléments
finis poutres généralisées et multifibres capables de
modéliser le comportement d’une structure en béton
armé jusqu’a la rupture. La formulation poutre élément
fini Timoshenko introduite par (Caillerie, et al., 2015) est
choisie comme point de départ. Cette formulation est
libre de blocage en cisaillement et utilise des fonctions
de forme d'ordre élevé pour interpoler les champs de
déplacement transversal et de rotation. La formulation de
(Caillerie et al., 2015) est tout d’abord comparée avec
d’autres formulations éléments finis poutres existantes
dans la littérature et validée par des calculs linéaires et
non linéaires. Un enrichissement cinématique du champ
de déplacement axial est proposé pour améliorer la
capacité de l'élément a reproduire linteraction entre
I'effort axial et le moment de flexion.

Afin de modéliser le comportement jusqu’a la rupture, la
méthode des éléments finis intégrés est ensuite adoptée.
Cette méthode consiste a enrichir la cinématique en
introduisant une variable de discontinuité de
déplacement pour reproduire la fissure. La technique est
d’abord appliquée au niveau de la section puis au niveau
des fibres et deux nouvelles formulations, une poutre
Timoshenko généralisée et une poutre Timoshenko
multifibres sont proposees. L’enrichissement
cinématique du champ de déplacement permet a la fois
de rendre la réponse globale d’'une structure objective
mais également de modéliser son comportement jusqu’a
la rupture. La performance des nouveaux €léments est
validée par des études numériqgues et par des
comparaisons avec des résultats expérimentaux.

Mots-clés

Poutre ; Eléments finis ; Timoshenko ; Multifibres ;
Béton armé ; Enrichissement ; Discontinuité ; E-
FEM ; Fissuration ; Rupture

Abstract

This thesis, carried out within the framework of the
French national project SINAPS@, aims to develop
generalized and multifiber finite beam elements to
simulate the behavior of reinforced concrete structures till
failure. The Timoshenko finite element beam formulation
introduced by (Caillerie, et al., 2015) is chosen as the
starting point. This formulation is free of shear locking
and uses high order shape functions to interpolate the
transversal displacement and rotation fields. The
formulation of (Caillerie et al., 2015) is first compared
with other finite element beam formulations existing in
the literature and validated for linear and non-linear
calculations. A kinematic enhancement of the axial
displacement field is proposed in order to improve the
element’s ability to reproduce the interaction between the
axial force and flexural moment.

In order to model the behavior of a structure till failure,
the embedded finite element method is adopted. This
method consists in enhancing the kinematics by
introducing a displacement discontinuity variable to
reproduce the crack. The enhancement is first applied at
the section level and then at the fiber level and thus two
new formulations, a generalized Timoshenko beam and
a multifiber Timoshenko beam, are proposed. The
enhancement of the displacement field provides
objective global responses and the ability to reproduce
the structural behavior till failure. The performance of the
new elements is validated by numerical studies and
comparisons with experimental results.

Key Words

Beam ; Finite Element ; Timoshenko ; Multifiber ;
Reinforced Concrete ; Enhancement ; Discontinuity ;
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