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Résumé

L’imagerie par résonance magnétique de diffusion (IRMd) est une technique non-invasive
permettant d’accéder à l’information structurelle des tissus biologiques à travers l’étude
du mouvement de diffusion des molécules d’eau dans les tissus. Ses applications sont
nombreuses en neurologie, en particulier pour le diagnostic de certaines anomalies
cérébrales et pour l’étude de la matière blanche du cerveau. Cependant, en raison
du mouvement cardiaque, l’utilisation de cette technique pour accéder à l’architecture
du cœur humain in vivo représente un grand défi. Le mouvement cardiaque a été iden-
tifié comme une des sources majeures de perte du signal mesuré en IRM de diffusion.
A cause de la sensibilité au mouvement, il est difficile d’évaluer dans quelle mesure les
caractéristiques de diffusion obtenues à partir de l’IRM de diffusion reflètent les pro-
priétés réelles des tissus cardiaques. Dans ce cadre, la modélisation et la simulation
numérique du signal d’IRM de diffusion offrent une approche alternative pour aborder
le problème.

L’objectif de cette thèse est d’étudier numériquement l’influence du mouvement
cardiaque sur les images de diffusion et de s’intéresser à la question d’atténuation de
l’effet du mouvement cardiaque sur le signal d’IRM de diffusion. Le premier chapitre
de cette thèse est consacré à l’introduction du principe physique du phénomène de
résonance magnétique nucléaire (RMN) et des techniques de reconstruction d’images
en IRM. Le deuxième chapitre présente le principe de l’IRM de diffusion et résume
l’état de l’art des différents modèles proposés dans la littérature pour modéliser le sig-
nal d’IRM de diffusion. Dans le troisième chapitre un modèle modifié de l’équation
de Bloch-Torrey dans un domaine qui se déforme au cours du temps est introduit et
étudié. Ce modèle représente une généralisation de l’équation de Bloch-Torrey utilisée
pour modéliser le signal d’IRM de diffusion dans le cas sans mouvement. Dans le qua-
trième chapitre, l’influence du mouvement cardiaque sur le signal d’IRM de diffusion est
étudiée numériquement en utilisant le modèle de Bloch-Torrey modifié et un champ de
mouvement analytique imitant une déformation réaliste du coeur. L’étude numérique
présentée, permet de quantifier l’effet du mouvement sur la mesure de diffusion en
fonction du type de la séquence de codage de diffusion utilisée. Les résultats obtenus
permettent de classer les séquences de codage de diffusion en terme de sensibilité au
mouvement cardiaque et d’identifier pour chaque séquence une fenêtre temporelle par
rapport au cycle cardiaque dans laquelle l’influence du mouvement est réduite. Enfin,
dans le cinquième chapitre, une méthode de correction de mouvement est présentée
afin minimiser l’effet du mouvement cardiaque sur les images de diffusion. Cette méth-
ode s’appuie sur un développement singulier du modèle de Bloch-Torrey modifié pour
obtenir un modèle asymptotique d’équation différentielle ordinaire qui donne une re-
lation entre la vraie diffusion et la diffusion reconstruite en présence de mouvement.
Cette relation est ensuite utilisée pour résoudre le problème inverse de récupération
puis correction de la diffusion influencée par le mouvement cardiaque.

i
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Mots-clés : Imagerie par résonance magnétique de diffusion, équations de Bloch-
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Abstract

Diffusion magnetic resonance imaging (dMRI) is a non-invasive technique allowing ac-
cess to the structural information of the biological tissues through the study of the
diffusion motion of water molecules in tissues. Its applications are numerous in neu-
rology, especially for the diagnosis of certain brain abnormalities, and for the study
of the human cerebral white matter. However, due to the cardiac motion, the use of
this technique to study the architecture of the in vivo human heart represents a great
challenge. Cardiac motion has been identified as a major source of signal loss. Because
of the sensitivity to motion, it is difficult to assess to what extent the diffusion char-
acteristics obtained from diffusion MRI reflect the real properties of the cardiac tissue.
In this context, modelling and numerical simulation of the diffusion MRI signal offer
an alternative approach to address the problem.

The objective of this thesis is to study numerically the influence of cardiac motion
on the diffusion images and to focus on the issue of attenuation of the cardiac motion
effect on the diffusion MRI signal. The first chapter of this thesis is devoted to the
introduction of the physical principle of nuclear magnetic resonance (NMR) and image
reconstruction techniques in MRI. The second chapter presents the principle of diffusion
MRI and summarizes the state of the art of the various models proposed in the litera-
ture to model the diffusion MRI signal. In the third chapter a modified model of the
Bloch-Torrey equation in a domain that deforms over time is introduced and studied.
This model represents a generalization of the Bloch-Torrey equation used to model the
diffusion MRI signal in the case of static organs. In the fourth chapter, the influence
of cardiac motion on the diffusion MRI signal is investigated numerically by using the
modified Bloch-Torrey equation and an analytical motion model mimicking a realistic
deformation of the heart. The numerical study reported here, can quantify the effect
of motion on the diffusion measurement depending on the type of the diffusion coding
sequence. The results obtained allow us to classify the diffusion encoding sequences in
terms of sensitivity to the cardiac motion and identify for each sequence a temporal
window in the cardiac cycle in which the influence of motion is reduced. Finally, in the
fifth chapter, a motion correction method is presented to minimize the effect of cardiac
motion on the diffusion images. This method is based on a singular development of
the modified Bloch-Torrey model in order to obtain an asymptotic model of ordinary
differential equation that gives a relationship between the true diffusion and the diffu-
sion reconstructed in the presence of motion. This relationship is then used to solve
the inverse problem of recovery and correction of the diffusion influenced by the cardiac
motion.

Keywords: Diffusion magnetic resonance imaging, Bloch-Torrey equations, finite
element method, cardiac diffusion imaging, diffusion encoding sequences, motion cor-
rection.
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Introduction générale

Le travail de cette thèse est consacré à la modélisation du signal d’imagerie par réso-
nance magnétique de diffusion dans le coeur humain à l’aide d’un modèle modifié des
équations de Bloch-Torrey.

Les maladies cardiovasculaires sont un large groupe de pathologies cardiaques qui
peuvent affecter profondément le corps tout entier, menaçant les autres organes par l’in-
termédiaire du système de circulation sanguine. Dans ce contexte, il est très important
d’améliorer les techniques de diagnostic clinique afin d’avoir une bonne compréhension
de la relation entre les maladies cardiaques, la structure tissulaire et le fonctionnement
du coeur. Aujourd’hui, l’avènement de l’imagerie par résonance magnétique (IRM) per-
met le développement d’une exploration morphologique et fonctionnelle des organes de
manière non invasive. Cette technique d’imagerie est devenue maintenant une modalité
principale dans le diagnostic, la prévention et le suivi des maladies cardiaques.

La fonction essentielle du muscle cardiaque est d’être une pompe assurant la distri-
bution du sang oxygéné à l’ensemble des artères et tissus de l’organisme. L’éjection du
sang est un ensemble de contraction et de raccourcissement du muscle cardiaque dû à
l’entrecroisement des fibres qui le constituent. Cela montre que le fonctionnement du
coeur est fondamentalement lié à son architecture fibreuse. L’organisation spatiale des
fibres du muscle myocardique apparaît comme une propriété fondamentale du cœur.
L’imagerie par résonance magnétique de diffusion ([1], [2]), qui comprend l’imagerie du
tenseur de diffusion (DTI) [3], est une technique en plein développement, permettant
de fournir un moyen non invasif unique et prometteur pour étudier une telle orga-
nisation tridimensionnelle et comprendre la relation entre la fonction et la structure
du myocarde. Plus précisément, l’imagerie de diffusion s’intéresse à l’étude des micro-
mouvements aléatoires des molécules d’eau dans les tissus. Elle utilise ce que nous
appelons "séquences de codage de diffusion". Ces séquences sont constituées de gra-
dients de champ magnétique, appelés gradients de diffusion, et qui servent à mesurer la
distribution de probabilité de la diffusion des molécules d’eau à l’intérieur du voxel. Or,
selon leur nature, les milieux présentent des propriétés de diffusion différentes. Dans le
cas du coeur, les fibres musculaires s’organisent en un réseau orienté, ce qui facilite la
diffusion des molécules d’eau dans une direction parallèle au réseau des fibres plutôt que

1
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

dans la direction perpendiculaire. Cette diffusion privilégiée dans une direction, carac-
térise la direction principale de la diffusion des molécules d’eau, et offre la possibilité de
reconstruire les trajectoires tri dimensionnelle des faisceaux de fibres cardiaques grâce
à un procédé appelé Tractographie [4].

L’IRM de diffusion a été largement utilisée sur les organes statiques, y compris le
cerveau humain ([5], [6], [7]). Cependant, quelques études ont été réalisées sur le cœur,
et la plupart d’entre elles se concentraient sur l’imagerie ex vivo ([4], [8]). L’application
de l’IRM de diffusion au coeur in vivo est très difficile en raison de son mouvement
rapide et potentiellement irrégulier, lors des acquisitions. Les artéfacts de mouvement
sont particulièrement gênants en IRM de diffusion. Le mouvement des tissus induit une
atténuation du signal mesuré en IRM qui peut dégrader considérablement la qualité
d’estimation de la diffusion. Le mouvement global du coeur est un mélange complexe
de mouvement cardiaque associé à son cycle de pompage et de mouvement respiratoire
qui entraîne une torsion supplémentaire. L’estimation précise du mouvement cardiaque
représente un défi en raison de la complexité et la variabilité des structures cardiaques.
De nombreuses méthodes ont été proposées pour l’estimation du mouvement cardiaque.
La modalité la plus courante est l’IRM de marquage tissulaire (Tagging), qui a été in-
troduite dans [9]. Cette méthode consiste à tatouer certaines régions du cœur avec
une méthode de saturation spatiale qui a pour effet d’imposer un motif géométrique en
forme de lignes arrangées parallèlement et verticalement. Ces lignes peuvent être assem-
blées afin de former une grille rectangulaire qui se déforme avec le tissu. Ces marquages
sont ensuite suivis lors d’une acquisition IRM dynamique standard afin de quantifier la
déformation myocardique régionale au cours du cycle cardiaque. L’encodage de déplace-
ment avec échos simulés (DENSE) est une autre technique d’estimation de mouvement
utilisée en IRM cardiaque [10]. DENSE permet d’obtenir le champ de déplacement à
partir des images de phase du signal mesuré.

Pour compenser la perte de signal induite par le mouvement cardiaque, une première
tentative d’acquérir des images de diffusion du coeur humain in vivo a été réalisée en
utilisant une séquence de codage de diffusion appelée STEAM (Stimulated Echo Acqui-
sition Mode) [11]. Cette séquence présente l’avantage de pouvoir utiliser des gradients de
champ magnétique de courte durée pour mesurer la diffusion, mais elle nécessite deux
cycles cardiaques consécutifs pour pouvoir l’appliquer. A cause de cela, la séquence
STEAM est influencée par la déformation cardiaque qui se répète de manière cyclique
pendant l’acquisition [12]. Pour s’affranchir de l’effet de la déformation cardiaque, il a
été proposé dans [13] d’appliquer cette séquence à des moments bien précis du cycle
cardiaque où l’influence de la déformation sur la diffusion est négligeable. Une approche
alternative utilisant une technique d’écho de spin (SE) a été proposée dans [14] afin de
mesurer la diffusion en un seul cycle cardiaque. Mais le signal mesuré par ce type de
séquences est sensible au déphasage dû au mouvement cardiaque.

2
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Le signal mesuré en IRM de diffusion est décrit par la densité d’aimantation des
molécules d’eau qui peut être modélisée par une équation aux dérivées partielles (EDP)
dite de Bloch-Torrey [15]. Cette équation permet de fournir une description mathéma-
tique du phénomène de diffusion dans le domaine de résonance magnétique nucléaire
(RMN). L’EDP de Bloch-Torrey a été élaborée en utilisant l’équation de Bloch [16] et
l’équation de diffusion. L’équation de Bloch décrit l’évolution de l’aimantation macro-
scopique sous l’influence d’un champ magnétique en l’absence de l’effet de diffusion.
Dans des organes statiques, tels que le cerveau humain, plusieurs approches ont été
proposées dans la littérature pour modéliser le signal de diffusion à partir de l’équa-
tion de Bloch-Torrey. Ces différentes approches offrent la possibilité de comprendre le
lien entre le signal de diffusion et la structure géométrique des tissus biologiques. Par
exemple, des modèles analytiques ([17], [18]) et numériques ([19], [20], [21]) de la solu-
tion de l’équation de Bloch-Torrey ont été introduits sous des hypothèses simplifiées sur
la géométrie des domaines dans lesquels le processus de diffusion a lieu. Récemment,
un modèle multi-compartiments pour l’équation de Bloch-Torrey à été développé dans
[22] au sein d’une géométrie plus complexe et sous des conditions expérimentales plus
réalistes. Cependant, très peu de travaux ont étudié l’influence de mouvement physio-
logique sur le signal mesuré en IRM de diffusion. Citons par exemple [23], où l’équation
de Bloch-Torrey a été exprimée en coordonnées curvilignes généralisées afin de décrire
le comportement de l’aimantation dans le cœur pendant sa déformation au cours du
cycle cardiaque et des formules de changement de base ont été utilisées pour prendre
en compte l’effet du mouvement sur le tenseur de diffusion.

Dans cette thèse nous nous intéressons à l’étude numérique de l’influence du mou-
vement cardiaque sur les images de diffusion reconstruites au cours du cycle cardiaque.
Pour ce faire, l’idée consiste d’abord à modifier l’EDP de Bloch-Torrey afin de prendre
en compte le mouvement du coeur dans le calcul de l’aimantation macroscopique. Puis
à partir du modèle obtenu, le signal d’IRM de diffusion est simulé en répétant les cal-
culs avec un déclenchement décalé dans le temps pour pouvoir reconstruire à la fin des
images de diffusion à des moments différents du cycle cardiaque. Nous nous intéressons
ensuite à la question d’atténuation de l’effet du mouvement cardiaque sur le signal de
diffusion, et cela par deux approches différentes. L’une consiste à simuler et implémen-
ter les séquences de codage de diffusion proposées dans la littérature et de les classer
en terme de leur capacité à réduire l’influence du mouvement par rapport à la position
d’acquisition dans le cycle cardiaque. L’autre s’appuie sur une méthode de correction
des images de diffusion reconstruites en présence du mouvement, en utilisant un modèle
asymptotique obtenu par une perturbation singulière de l’équation de Bloch-Torrey mo-
difiée.

Cette thèse est organisée de la façon suivante. Dans le premier chapitre nous expo-
sons le principe physique de la résonance magnétique nucléaire (RMN) et les méthodes
de reconstruction d’images en IRM conventionnelle. En particulier, nous nous intéres-
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

sons à la description du signal de RMN obtenu par l’équation de Bloch qui décrit les
phénomènes de relaxation de l’aimantation macroscopique en présence d’un champ ma-
gnétique. Nous présentons également la notion de l’espace de Fourier en IRM, ainsi que
quelques séquences d’acquisition qui permettent de localiser la source du signal RMN
dans l’espace. Le deuxième chapitre présente le principe de l’IRM de diffusion et ré-
sume l’état de l’art des différents modèles proposés dans la littérature pour modéliser
le signal d’IRM de diffusion. Nous donnons les outils mathématiques qui permettent
de décrire l’évolution du signal de diffusion, et cela avec deux approches, probabiliste
et déterministe. L’une est décrite par le propagateur de diffusion et l’autre par l’EDP
de Bloch-Torrey. Afin de pouvoir comprendre le comportement de l’aimantation et du
signal d’IRM de diffusion en présence de mouvement physiologique, nous établissons,
dans le troisième chapitre, un modèle modifié de l’équation de Bloch-Torrey. Ce modèle
est obtenu en écrivant l’EDP de Bloch-Torrey dans un domaine qui se déforme au cours
du temps selon les lois de la mécanique des milieux continus. Ensuite, nous étudions
numériquement le comportement du signal de diffusion en présence de mouvements
simples afin de valider de modèle obtenu. Dans le quatrième chapitre, nous étudions
numériquement l’influence du mouvement cardiaque sur le signal d’IRM de diffusion
en utilisant le modèle de Bloch-Torrey modifié et un champ de mouvement analytique
imitant une déformation réaliste du coeur. Il s’agit d’évaluer la capacité des séquences
de codages de diffusion proposées dans la littérature à réduire la perte de signal due
au mouvement et d’identifier les périodes dans le cycle cardiaque pendant lesquelles
le signal de diffusion n’est pas influencé par le mouvement cardiaque. Enfin, dans le
cinquième chapitre, nous proposons une méthode de correction des images de diffusion
obtenues à n’importe quel moment du cycle cardiaque. Cette méthode est établie à
partir d’une technique de perturbation singulière basée sur une analyse de grandeur des
coefficients du modèle de Bloch-Torrey modifié. La perturbation singulière de l’équa-
tion de Bloch-Torrey modifiée permet d’obtenir un modèle asymptotique d’équation
différentielle ordinaire (EDO) qui conserve la trace du tenseur de diffusion. Le modèle
obtenu est facile à inverser pour résoudre le problème inverse de récupération puis cor-
rection de la diffusion reconstruite en présence du mouvement. A l’aide de ce modèle,
nous déduisons une relation entre la vraie diffusion et la diffusion influencée par le mou-
vement qui sera ensuite utilisée pour corriger les images de diffusion reconstruites en
présence de mouvement.
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Chapitre 1

Imagerie par résonance magnétique

1.1 Introduction

L’imagerie par Résonance Magnétique (IRM) est une technique d’imagerie médicale
non invasive qui permet d’accéder aux différentes parties du corps, et d’analyser de ma-
nière très fine la structure des tissus biologiques. Ses champs d’application sont larges,
elle est utilisée dans l’exploration des pathologies cérébrales, cardiaques, vasculaires,...
Un scanner IRM fournit une image représentant la distribution spatiale de certains
paramètres physiques mesurés comme par exemple, la densité de protons, les temps de
relaxation, les mouvements moléculaires, etc. Les images obtenues proviennent de la
mesure de signaux de résonance magnétique nucléaire (RMN).

D’un point de vue physique, l’IRM est basée sur le phénomène de la RMN qui a été
observé par F. Bloch [24] et E. Purcell [25] en 1946. Les techniques d’analyse par RMN
ont connu ensuite de nombreuses avancées qui préfigurent l’IRM médicale, citons par
exemple : en 1973, la notion d’imagerie par résonance magnétique basée sur la technique
de reconstruction d’images tomographiques par rayons X, a été proposée par P. Lau-
terbur [26]. En 1975, Richard R. Ernst [27] a introduit l’utilisation de la transformée de
Fourier pour reconstruire des images IRM à partir de signal RMN mesuré. En 1977, P.
Lauterbur et P. Mansfield ont présenté les premières images de corps humain obtenues
par IRM.

Ce chapitre présente les principes de base de l’imagerie par résonance magnétique qui
consiste en l’observation de la Résonance Magnétique Nucléaire du noyau d’hydrogène
H1. Nous pourrons nous référer à [28] pour plus de détails sur la découverte historique du
phénomène de résonance magnétique nucléaire et à [29] pour une description détaillée du
phénomène physique de la RMN. Le chapitre est organisé comme suit. Dans la deuxième
section nous exposons le principe physique de la résonance magnétique nucléaire sur
lequel repose toute acquisition d’IRM. Nous nous intéressons dans la troisième section
à l’obtention du signal modélisé par l’équation de Bloch, qui sera par la suite le signal
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CHAPITRE 1. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE

de référence utilisé dans la reconstruction des images IRM. La quatrième section est
consacrée à la localisation spatiale du signal RMN en 3D à l’aide de séquences de
codage spatial constituées de gradients de champ magnétiques appliqués dans les trois
directions de l’espace. Nous exposons dans la cinquième section quelques exemples de
séquences d’acquisition en 2D qui permettent de localiser la source du signal RMN dans
le plan et ainsi, de reconstruire les images IRM. La dernière section expose la méthode
d’obtention d’images dont le contraste est influencé par certains paramètres physiques
de tissus, tels que les temps de relaxation et la densité de proton. Les caractéristiques des
structures anatomiques sont alors visualisées et différenciées en fonction des paramètres
de séquences d’acquisition utilisées.

1.2 Principe physique de l’IRM

1.2.1 Magnétisme nucléaire

Le corps humain est composé à environ 78% de molécules d’eau H2O et à fortiori
majoritairement d’atomes d’hydrogène H1 [30]. Ces atomes d’hydrogène possèdent un
spin qui est une caractéristique de la particule, au même titre que sa masse et sa
charge électrique. Le spin peut être interprété en première approximation comme la
rotation de la particule autour d’un axe [31], auquel on associe un moment magnétique
de spin ce qui conduit la molécule à être paramagnétique [32]. On peut représenter le
comportement d’un proton par son moment magnétique de spin µ. La RMN consiste
à étudier l’aimantation d’un élément lorqu’on le place dans un champ magnétique.
En l’absence de champ magnétique, les spins des protons sont orientés de manière
totalement aléatoire, en tout sens (Fig. 1.1(a)), et la somme des vecteurs d’aimantation
élémentaire, qui représente le moment magnétique macroscopique M =

∑
µ est nulle.

La machine IRM crée un champ magnétique B0 fort et homogène (de l’ordre de 1.5 à 3
Tesla), appliqué par convention dans la direction z : B0 = (0, 0, B0)t. Sous l’action de ce
champ magnétique, les spins s’alignent soit dans le même sens que B0 soit dans le sens
opposé (Fig. 1.1(b)), et suivent un mouvement de rotation (appelé précession) autour
de l’axe de B0 (Fig. 1.1(c)) avec un certain angle auquel est associé une fréquence,
nommée fréquence de Larmor [33] :

ω0 = γB0,

où γ est le rapport gyromagnétique de l’atome d’hydrogène tel que γ
2π

= 42.58MHz/Tesla
([34]).
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1.2. PRINCIPE PHYSIQUE DE L’IRM

4.1. PHYSICS OF NMR, MRI AND DIFFUSION MRI 45

gyromagnetic ratio is 42.6 MHz ·T−1, and therefore for a clinical 3 T scanner, the

Larmor frequency is 127.6 MHz.

(a) At rest (b) Under a RF excitation

Figure 4.2: Net magnetization in presence of a strong magnetic field.

At resting state, the spins do not rotate in phase, and the transverse contribu-

tions of spins tends to cancel each other. The resulting magnetization, also known

as the net magnetization, M, is aligned with the magnetic field B0 (see Fig. 4.2).

However, when excited by a radio signal tuned at the Larmor frequency, material-

ized by a transverse magnetic field B1, they begin to rotate in phase. As a result,

the net magnetization rotates at the same frequency, and begins to precess away

from the B0 axis (see Fig. 4.2). The angle of rotation θ is known as the flip angle,

and depends on the duration and the shape of the radio frequency pulse.

4.1.2 From NMR to MRI

As already stated, the Larmor frequency ω0 depends on the strength of the magnetic

field. Hence by applying a magnetic field gradient, it is possible to encode the spatial

position of spins. Therefore, the position of the excited tissue from which the signal

originated can be deduced from the frequency. By changing the orientation of the

gradient, as in the simplified acquisition sequence sketched on Fig. 4.3, it is possible

to reconstruct a 3D image of the brain. This technique was first proposed in 1950

for one dimensional MRI [Carr, 2004], and has been extended later on to produce

3D images Lauterbur [1973].

4.1.3 Signal attenuation in presence of spin motion

As seen in Chapter 3, water molecules undergo a spontaneous motion due to thermal

energy. It is possible to quantify the spin motion using magnetic field gradients.

The first acquisition sequence dedicated to the measurement of spin motion is due

to Stejskal and Tanner [1965], sketched on Fig. 4.4.

The application of a magnetic field gradient before the 180◦ RF pulse introduces

a phase shift to the spins. If the spins had remained still during the time interval ∆,

te
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Figure 1.1 – (a) Spins avant l’application du champ B0. (b) Spins après l’application de B0. (c)
Précession d’un spin autour de B0. (d) Vecteur de magnétisation macroscopique M en présence de
B0.

L’orientation parallèle des spins dans le sens de B0 correspond à un niveau d’énergie
faible, donc plus de spins seront dans ce sens plutôt que dans le sens opposé à B0. Cela
crée un vecteur d’aimantation macroscopique M =

∑
µ non nul qui possède la même

direction et le même sens que B0. A l’équilibre, l’aimantation M est longitudinale, et
orientée suivant la direction du champ B0 qui l’a créé [35], ce qui conduit à la non
production de composante macroscopique transversale (Fig. 1.1(d)).

1.2.2 Excitation et relaxation

A l’équilibre, il n’est pas possible de mesurer directement le vecteur M car il est in-
finiment petit par rapport à B0. L’idée générale sur laquelle est basée l’IRM consiste
à exciter le vecteur d’aimantation M pour l’amener hors d’état d’équilibre, puis ob-
server le retour à ce même état appelé également relaxation. Pour exciter le vecteur
M , il suffit d’appliquer, temporairement, un champ magnétique supplémentaire BRF

créé par les antennes d’émission d’ondes radiofréquences. Le champ BRF est un champ
oscillant de pulsation ω, d’orientation perpendiculaire à B0, appelé onde (ou impulsion)
radiofréquence (RF). Avant l’impulsion RF, l’aimantation totale se trouve sous sa forme
longitudinale M = (0, 0,Mz0) (Fig. 1.2).

Si la pulsation ω est égale à la fréquence de Larmor ω0, les spins sont alors excités à
leur propre fréquence et entrent en résonance, et l’aimantation M d’un échantillon de
ces spins va basculer d’un angle θ par rapport à l’axe du champ B0 (Fig. 1.2). L’im-
pulsion RF éloigne le vecteur M de sa position initiale, et on observe une diminution
de la composante macroscopique longitudinale Mz et apparition d’une composante ma-
croscopique transversale Mxy. L’angle θ, appelé angle de basculement, est directement
proportionnel à l’amplitude et à la durée de l’impulsion RF. L’onde RF est d’intensité
relativement faible et n’est appliquée que pendant des périodes très courtes (de quelques
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CHAPITRE 1. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE
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Figure 1.2 – A gauche, l’état d’équilibre du vecteurM . A droite, excitation par onde radiofréquence.

millisecondes (ms)), de sorte que M soit basculé d’un angle θ = 90o (ou θ = 180o) : on
parle alors d’impulsion RF d’excitation (ou d’inversion).

Lorsqu’on arrête d’appliquer l’onde RF, l’excitation s’arrête. L’aimantation va alors
retourner à l’équilibre pendant ce qu’on appelle phase de relaxation. Ce retour à l’équi-
libre correspond à l’émission d’une onde qu’on enregistre et qui constitue le signal RMN.
Ce signal représente le retour à zéro de l’aimantation transversale : c’est le signal de
Décroissance d’Induction Libre (Free Induction Decay FID).

Le phénomène de relaxation est caractérisé par deux constantes de temps T1 et T2.
Celles-ci correspondent respectivement aux relaxations des composantes longitudinale
Mz et transversale Mxy. La constante de temps T1 correspond au temps que met Mz

pour revenir à 63% de sa valeur initiale et dépend directement du tissu. La relaxation T1

provient des interactions entre les spins et leur environnement moléculaire, on l’appelle
aussi relaxation spin-réseau, elle correspond au retour au niveau de basse énergie (état
parallèle au champ B0) des spins excités. Cette relaxation T1, appelée aussi relaxation
longitudinale, est traduite par une croissance progressive de Mz suivant une loi expo-
nentielle vers sa valeur d’équilibre Mz0 (Fig. 1.3(a)). Le temps T1 est de l’ordre de la
centaine de millisecondes.

La constante de temps T2, correspond au temps que met Mxy pour arriver à 37%
de sa valeur initiale. La relaxation T2 est due au déphasage des spins : le déphasage est
lié aux interactions des spins entre eux qui résulte en une perte de cohérence de phase
des spins, c’est pourquoi elle est appelée relaxation spin-spin. Lorsque la relaxation
transverse est purement liée aux interactions spin-spin dans le milieu, on parle de vrai
T2, ou tout simplement de T2. Mais en réalité la perte de cohérence de phase provient
aussi en partie des inhomogénéités locales de champ magnétique : le temps de relaxation
observé est alors appelé T ∗2 . La relaxation T2, appelée aussi relaxation transversale, est
de l’ordre de la dizaine de millisecondes. Elle est traduite à son tour par une chute de
Mxy selon une loi exponentielle décroissante (Fig. 1.3(b)).
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1.3. MODÈLES MATHÉMATIQUES

(a) (b)

Figure 1.3 – Evolution de l’aimantation pendant la phase de relaxation. (a) Relaxation longitu-
dinale. (b) Relaxation transversale.

1.3 Modèles mathématiques
Dans cette section nous allons donner une description mathématique des phénomènes
de précession, de résonance et de relaxation, qui viennent d’être évoqués dans la section
précédente.

1.3.1 Interaction avec le champ statique et l’onde radiofréquence

La résonance magnétique nucléaire est un phénomène qui dépend de la structure interne
du noyau de l’atome. Le noyau possède un moment angulaire total S et un moment
magnétique total µ qui sont reliés par le rapport gyromagnétique γ :

µ = γS.

Selon les lois de la mécanique classique, l’application d’un champ magnétique statique
externeB, crée une interaction avec le moment magnétique µ. Cette interaction entraîne
l’apparition d’un couple de moment Γ défini par :

Γ = µ×B.

Γ étant le moment de la force exercée par le champ magnétique B sur le noyau ato-
mique. Afin de comprendre l’effet de ce couple, nous appliquons le théorème du moment
angulaire qui relie la variation en temps du moment angulaire S avec le couple Γ [36] :

dS

dt
= Γ.

En multipliant par γ :
dµ

dt
= γ

dS

dt
= γµ×B.
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CHAPITRE 1. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE

A l’échelle macroscopique, on introduit le vecteur d’aimantation M = (Mx,My,Mz)
t

défini comme étant la somme vectorielle des moments magnétiques individuels M =∑
µ par unité de volume. On obtient pour M l’équation :

dM

dt
= γM ×B. (1.1)

Dans le cas où B représente le champ magnétique statique B0 = (0, 0, B0)t, l’équation
(1.1) se simplifie en :

dM

dt
=

 0 ω0 0
−ω0 0 0

0 0 0

M

avec la fréquence de Larmor ω0 = γB0. Cela donne pour la composante longitudinale
Mz :

dMz

dt
= 0,

et pour les composantes transversales Mxy = Mx + iMy :

dMxy

dt
= −iω0Mxy.

La solution de ces équations correspond à un mouvement de précession de la magnéti-
sation M autour du champ magnétique B0 à la fréquence de Larmor ω0. Le vecteur M
décrit donc un cône autour de l’axe de B0. Il possède une composante longitudinaleMz

constante et une composante transversale Mxy qui décrit un cercle au cours du temps
(Fig. 1.4).

z

B
0

M

Mxy
ω

0

Mz

x

y

Figure 1.4 – Mouvement de précession de M autour de B0 à la fréquence ω0.

Pour observer la résonance, il faut fournir une énergie permettant aux noyaux de
passer de l’état d’équilibre à l’état excité. Cette énergie est fournie par un second champ
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1.3. MODÈLES MATHÉMATIQUES

magnétique oscillant BRF (onde RF) appliqué dans le plan orthogonal à B0 pendant
une durée limitée très courte. Il y aura alors une création d’aimantation dans le plan
transversal.

En plus du champ statique B0, considérons une onde RF de polarisation circulaire,
de fréquence ω, et qui tourne dans le même sens que la précession de l’aimantation M :

BRF (t) = Brf (cos(ωt),− sin(ωt), 0)t.

où Brf représente l’amplitude de BRF . L’aimantation M subit maintenant l’action de
la résultante :

B(t) = B0 + BRF (t) = (Brf cos(ωt),−Brf sin(ωt), B0)t.

L’équation (1.1) peut s’écrire sous la forme :

dM

dt
=

 0 ω0 γBrf sin(ωt)
−ω0 0 γBrf cos(ωt)

−γBrf sin(ωt) −γBrf cos(ωt) 0

M. (1.2)

L’effet d’onde RF peut être analysé plus efficacement dans un référentiel tournant, c’est-
à-dire, un système de coordonnées (x′, y′, z) qui tourne autour de l’axe z à la fréquence
ω de l’onde RF. Soit :

Mrot =

 Mx′

My′

Mz


le vecteur d’aimantation vu dans le repère tournant. Il est relié avec l’aimantation M
observée dans le repère fixe par :

M = Rz(ωt)Mrot,

où

Rz(ωt) =

 cos(ωt) sin(ωt) 0
− sin(ωt) cos(ωt) 0

0 0 1


est une matrice de rotation d’angle ωt autour de l’axe z. Dans le repère tournant,
l’équation (1.2) devient :

dMrot

dt
=

 0 ω0 − ω 0
−(ω0 − ω) 0 γBrf

0 −γBrf 0

Mrot. (1.3)

Lorsque la fréquence ω de l’onde RF est égale à la fréquence de Larmor ω0, les spins
entrent en résonance et passent du niveau de basse énergie (état parallèle à B0) à un
niveau d’énergie supérieur. Dans ce cas, l’équation (1.3) s’écrit :

dMrot

dt
=

 0 0 0
0 0 γBrf

0 −γBrf 0

Mrot. (1.4)
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CHAPITRE 1. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE

A l’état d’équilibre, Mrot(0) = (0, 0,Mz0)t. La solution de (1.4) est alors :

Mrot(t) =

 0
Mz0 sin(θ(t))
Mz0 cos(θ(t))


avec

θ(t) = γBrf t.

Lorsque l’impulsion RF est appliquée pendant une durée τ , l’aimantation M est
basculée de sa position d’équilibre d’un angle θ(τ) = γBrfτ (angle de basculement).
Pour changer l’angle de basculement, on change soit la durée de l’impulsion τ soit
l’amplitude Brf . Par exemple, pour passer d’un angle de basculement de 90o à 180o, il
faut doubler soit la durée de l’impulsion RF soit l’amplitude Brf . Les impulsions les
plus utilisées en IRM sont les impulsions 90o et 180o.

La figure 1.5 présente le mouvement de l’aimantation pendant l’application d’une
onde RF à la fréquence de résonance ω0 dans un référentiel tournant à la fréquence ω0.
Notons que dans ce repère, tout se passe comme si le champ statique B0 était absent,
et le champ Brf était constant.

B
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1
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Figure 1.5 – Effet d’une onde RF sur l’aimantationM dans un repère tournant (x′, y′, z). A gauche,
à l’état d’équilibre. Au milieu, impulsion FR de 90o. A droite, impulsion de 180o.

1.3.2 Relaxation et équations de Bloch

La relaxation du système intervient à l’arrêt de l’impulsion RF. L’évolution de l’aiman-
tation après avoir subi l’impulsion RF est décrite par des équations dites de Bloch. Le
moment magnétique macroscopique M = (Mx,My,Mz)

t soumis à un champ magné-
tique B évolue au cours du temps selon les équations de Bloch [24] :

dtM = γM ×B−

 Mx/T2

My/T2

(Mz −Mz0)/T1

 . (1.5)
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1.3. MODÈLES MATHÉMATIQUES

Le premier terme du second membre décrit le mouvement du moment magnétique M
dans un champ magnétique B (le champ B comprend les différents champs magnétiques
appliqués : B0, gradients de champ magnétique G,...). Le deuxième terme traduit la
relaxation de M selon les constantes de temps T1 et T2. Ici, M0z désigne l’intensité de
l’aimantation à l’équilibre provenant du champ principal B0, et qui est proportionnelle
à la densité de protons dans le tissu. Dans le cas où le champ B représente le champ
statique B0, l’équation (1.5) donne :

dtM =

 −1/T2 ω0 0
−ω0 −1/T2 0

0 0 −1/T1

M +

 0
0

Mz0/T1

 . (1.6)

La condition initiale est la valeur de l’aimantation juste après l’arrêt de l’impulsion de
90o : M(0) = (Mx(0),My(0), 0)t. Alors la solution de (1.6) donne pour la composante
complexe transversale Mxy = Mx + iMy :

Mxy(t) = Mxy(0) exp(−t/T2) exp(−iω0t)

et pour la composante longitudinale :

Mz(t) = Mz0(1− exp(−t/T1)).

Ainsi, les composantes transversales tendent à disparaître avec la constante de temps
T2, tandis que la composante longitudinale tend vers sa valeur d’équilibre M0z (Fig.
1.6).

0 50 100 150 200 250 300 350 400
−Mz0

0

Mz0

Temps (ms)

 

 

Mx

My

Mz

(a) (b)

Figure 1.6 – Comportement du vecteur d’aimantation M (a) et de ses composantes pendant la
relaxation (b).
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CHAPITRE 1. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE

1.4 Localisation spatiale du signal RMN
Suite à ce que nous avons dit dans les sections précédentes, nous savons qu’en plaçant
un objet dans un champ magnétique externe B0, puis en le stimulant avec un autre
champ magnétique oscillant BRF , on peut induire un signal détectable sous forme d’une
onde (signal d’induction libre (FID)). Ce signal RMN est l’association des composantes
Mx et My qui ne sont que les composantes de l’aimantation complexe transversale Mxy

mesurées pendant la phase de relaxation. Le signal RMN provenant d’un volume V
d’un objet imagé est donné par [37] :

Sr(t) :=

∫
V

Mxy(r, t)dr

(r = (x, y, z)t est le vecteur de position spatiale). Ce signal est un signal délocalisé qui
ne contient pas d’information spatiale et provient de toute la partie de l’échantillon
excité. L’objectif, dans le cadre de l’imagerie, est de localiser les signaux reçus en fonc-
tion de leur position spatiale en trois dimensions (3D). La capacité de distinction de
ces signaux est par conséquent nécessaire. Pour ce faire, il y a en l’occurrence deux
étapes permettant la localisation spatiale des signaux : l’excitation sélective et l’enco-
dage spatial en deux dimensions (2D), qui reposent sur l’application de trois gradients
de champ magnétique (exprimés en mT/m). Un gradient Gz pour l’excitation sélective
et deux autres gradients Gy et Gx pour le codage en 2D, et qui sont appliqués dans
les directions z, y et x, respectivement. Ces gradients superposent au champ statique
homogène B0 une composante de champ magnétique orientée dans la même direction
que le champ statique mais dont l’amplitude varie linéairement dans la direction du
gradient appliqué. Ainsi on obtient un champ magnétique total qui peut s’écrire :

B = B0 + (0, 0, xGx + yGy + zGz)
t.

La figure 1.7 présente un exemple d’application d’un gradient constant Gx dans la di-
rection x en présence d’un champ statique B0.

14

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI120/these.pdf 
© [I. Mekkaoui], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



1.4. LOCALISATION SPATIALE DU SIGNAL RMN
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Figure 1.7 – A gauche, champ magnétique principal B0 appliqué dans la direction z. A droite,
gradient de champ magnétique Gx appliqué dans la direction x, et ajouté à B0. L’intensité du champ
total varie de façon linéaire suivant l’axe d’application du gradient ( l’axe x).

1.4.1 Excitation sélective

Cette étape permet de sélectionner une coupe à l’intérieur d’un volume d’intérêt ([38],
[39]). A cet effet, on a besoin d’un gradient de champ magnétique appelé gradient de
sélection de coupe Gz et d’une impulsion RF de bande passante limitée. Par convention,
c’est la direction z qui représente la direction de sélection de coupe. Pour une position
z0, la fréquence de Larmor des spins nucléaires situés dans cette position est donnée
par :

ω(z0) = γ(B0 + z0Gz).

Ainsi la zone qui va être excitée va être définie comme étant la zone centrée en z0,
perpendiculaire à l’axe z. Nous verrons plus tard que cette zone va être excitée selon
le profil d’excitation qui correspond à la transformée de Fourier de l’impulsion RF.
L’application d’un gradient Gz en présence d’une impulsion RF permet de générer une
aimantation transversale dans une tranche de l’échantillon sans perturber l’aimanta-
tion du volume extérieur à cette région. Le signal RMN ne proviendra alors que de la
tranche excitée (Fig. 1.8(a)), on parle alors de l’excitation sélective. L’épaisseur ∆z de
la coupe sélectionnée (Fig. 1.8(b)) dépend de l’intensité du gradient Gz et de la bande
de fréquence ∆f de l’impulsion disponible dans la machine IRM selon la relation :

∆z =
2π∆f

γGz

.
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CHAPITRE 1. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE

(a) (b)

Figure 1.8 – (a) Sélection de coupe dans un volume par une impulsion sélective RF, couplée à un
gradient de champ magnétique Gz. (b) Epaisseur de la coupe ∆z en fonction de Gz et de la bande de
fréquence ∆f .

En présence d’un champ statique B0, appliquons, simultanément, un gradient Gz

constant et une impulsion RF de fréquence ω0 :

BRF (t) = Brf (t)(cos(ω0t),− sin(ω0t), 0)
t

où Brf est l’enveloppe de l’impulsion, qui est supposée une fonction réelle et symétrique.
Alors le champ total B prend la forme :

B(z, t) = (Brf (t) cos(ω0t),−Brf (t) sin(ω0t), B0 + zGz)
t,

et l’équation (1.1) s’écrit :

dtM = γ




0 B0 + zGz Brf (t) sin(ω0t)
−(B0 + zGz) 0 Brf (t) cos(ω0t)

−Brf (t) sin(ω0t) −Brf (t) cos(ω0t) 0


M. (1.7)

avec M(0) = (0, 0,Mz0)
t. Comme dans la section 1.3.1, on réécrit l’équation (1.7) dans

un repère tournant autour de B0 à la fréquence ω0. L’aimantation Mrot vue dans ce
repère vérifie :




dtMx′

dtMy′

dtMz


 = γ




0 zGz 0
−zGz 0 Brf (t)
0 −Brf (t) 0







Mx′

My′

Mz


 . (1.8)

avec Mrot(0) = (0, 0,Mz0)
t. Afin de simplifier la résolution de l’équation (1.8), nous

supposons dans un premier temps que l’angle de basculement θ < 30o, alors dtMz(t) � 0
et Mz(t) � Mz0. Les équations obtenues pour Mx′ et My′ peuvent être combinées en
prenant : M+ = Mx′ + iMy′ . On obtient l’équation :

dtM+ = −iγzGzM+ + iγBrf (t)Mz0
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1.4. LOCALISATION SPATIALE DU SIGNAL RMN

qui a pour solution :

M+(z, t) = iMz0 exp(−iγzGzt)

∫ t

0

exp(iγzGzs)Brf (s)ds.

Si Brf est appliquée de t = 0 à τ , alors à t = τ ,

M+(z, τ) = iMz0 exp(−iγzGzτ)

∫ τ

0

exp(iγzGzs)Brf (s)ds

= iMz0 exp(−iγzGzτ/2)

∫ τ/2

−τ/2
exp(iγzGzt

′)Brf (t
′ + τ/2)dt′, t′ = s− τ/2. (1.9)

L’intégrale correspond à la transformée de Fourier en 1D de l’enveloppe de l’impulsion
RF. L’équation (1.9) indique que l’aimantation transversale M+ est proportionnelle à
l’amplitude du spectre de l’impulsion RF en z. De plus, si nous voulons exciter une
tranche rectangulaire, nous aurons besoin d’un spectre rectangulaire. En général les
impulsions utilisées pour sélectionner une tranche sont plutôt des sinus cardinaux, qui
ont des transformées de Fourier qui se rapprochent d’un profil rectangulaire (Fig. 1.9).
Ce sont des d’impulsions qui permettent d’obtenir une excitation mieux localisée dans
l’espace.

0 2 4 6 8

x 10
−4

−1

0

1

2

3

4

5
x 10

−5

Temps

A
m

pl
itu

de

−4 −2 0 2 4

x 10
4

0

1

2

x 10
−4

Fréquence

A
m

pl
itu

de

(a)
(b)

Figure 1.9 – Impulsion RF d’enveloppe sinc (a) et sa transforée de Fourier (b).

Deuxièmement, elle indique que le déphasage à la coupure de l’impulsion est égal
à γzGzτ/2. Ce déphasage, dépendant de la position en z, est susceptible d’évoluer ul-
térieurement d’une manière qui dépend des gradients qui peuvent être appliqués. La
forme même du déphasage suggère que si le gradient est inversé dès la fin de l’impulsion
et appliqué pendant une durée τ/2 (Fig. 1.10), on obtiendra l’annulation de la phase
due à l’application de Gz.
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CHAPITRE 1. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE

Figure 1.10 – Rephasage de l’aimantation transversale par réversion de gradient. Le gradient de
rephasage est d’aire égale à la moitié de celle du gradient de sélection.

On peut donc écrire après la réversion de gradient, pour tout t > 3τ/2 :

M+(z, t) = iMz0F1D{Brf (t
′ + τ/2)}|f=−zGz(γ/2π),−τ/2 ≤ t′ ≤ τ/2. (1.10)

La figure 1.11 montre l’effet d’une impulsion RF de 30o d’enveloppe sinc, appliquée
dans la direction x du repère tournant, sur les aimantations Mx′ , My′ et Mz qui sont
présentées en fonction de la position sur l’axe des z, sans et avec réversion de gradient.
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Figure 1.11 – Composantes Mx′ , My′ et Mz obtenues avec une impulsion de 30o de type sinc. (a)
Déphasage des aimantations immédiatement après la fin de l’impulsion (sans réversion du gradient). (b)
Rephasage des aimantations après réversion du gradient. La composante M ′

x est très faible, indiquant
que le profil d’excitation est rectangulaire.

Bien sûr, l’équation (1.10) ne s’applique que pour des angles de basculement θ < 30o,
et certainement pas pour 90o, par exemple. Pour des angles θ > 30o, la méthode la plus
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1.4. LOCALISATION SPATIALE DU SIGNAL RMN

directe est de chercher une solution numérique de l’équation (1.8). Le déphasage à l’issue
d’une impulsion de 90o n’est pas tout à fait égal à celui prédit par l’équation (1.10). Si
la compensation du gradient était parfaite, la composante Mx′ serait nulle. La figure
1.12 montre qu’en effet, avec une impulsion sinc de 90o, la minimisation de Mx′ est
obtenue pour un temps un peu supérieur à τ/2.
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Figure 1.12 – Profil d’excitation avec une impulsion sélective sinc de 90o appliquée dans la direction
x du repère tournant. (a) Aimantations immédiatement après la fin de l’impulsion. (b) Aimantation
après réversion du gradient Gz : la composante Mx′ est calculée pour différentes durées d’application
du gradient de réversion : 0.5τ , 0.51τ , 0.52τ , où τ est la durée de l’impulsion. Les composantes My′

et Mz sont très peu affectées par de faibles modifications de la durée de réversion du gradient, et sont
représentées pour la seule durée 0.5τ .

1.4.2 Encodage spatial en deux dimensions

Une fois qu’une partie de l’objet a été excitée par l’impulsion sélective, l’information
spatiale peut être encodée dans le signal durant la relaxation. Le codage du signal dans
le plan transversal xoy repose sur l’application de deux gradients de champ magnétique
Gx et Gy dans les directions x et y.

On s’intéresse maintenant à l’évolution de l’aimantation M pendant la relaxation,
et en présence des gradients Gx et Gy. Dans ce cas, le champ magnétique résultant est
donné par :

B(x, t) = (0, 0, B0 + x ·G(t))t,

avec x = (x, y)t, et G = (Gx, Gy)
t. On décompose l’équation de Bloch (1.5) en deux :

une composante longitudinale Mz et une composante complexe transversale Mxy, on
obtient le système :

dtMxy = −
( 1

T2

+ iγ
(
B0 + x ·G(t)

))
Mxy

dtMz = −(Mz −Mz0)/T1,
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CHAPITRE 1. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE

qui a pour solution

Mxy(r, t) = Mxy(r, 0) exp(−t/T2) exp(−iω0t) exp
(
− iγx ·

∫ t

0

G(t′)dt′
)

Mz(r, t) = Mz(r, 0) exp(−t/T1) +
(
1− exp(−t/T1)

)
Mz0. (1.11)

La composante transverse de l’aimantation génère un signal RMN donné par :

Sr(t) :=

∫
r

Mxy(r, t)dr

= exp(−iω0t)

∫
r

Mxy(r, 0) exp(−t/T2) exp
(
− iγx ·

∫ t

0

G(t′)dt′
)
dr.

Nous effectuons ensuite une démodulation en fréquence par ω0 du signal reçu pour
former un signal en bande de base, c’est-à-dire que la fréquence de Larmor ω0 est
éliminée pour ne garder que les déphasages supplémentaires liés au codage spatial. La
démodulation est équivalente à la multiplication de Sr(t) par exp(iω0t). On obtient le
signal en bande de base 1 :

S(t) := Sr(t) exp(iω0t)

=

∫
r

Mxy(r, 0) exp(−t/T2) exp
(
− iγx ·

∫ t

0

G(t′)dt′
)
dr

=

∫
x

[ ∫
z

Mxy(r, 0) exp(−t/T2)dz
]

exp
(
− iγx ·

∫ t

0

G(t′)dt′
)
dx.

On définit par m, l’intégrale sur une coupe d’épaisseur ∆z et de centre z0 :

m(x, t) :=

∫ z0+∆z/2

z0−∆z/2

Mxy(r, 0) exp(−t/T2)dz.

Ainsi, on obtient l’expression générale du signal provenant d’une tranche sélectionnée :

S(t) =

∫
x

m(x, t) exp
(
− iγx ·

∫ t

0

G(t′)dt′
)
dx. (1.12)

Notons par :

kx(t) =
γ

2π

∫ t

0

Gx(t
′)dt′, ky(t) =

γ

2π

∫ t

0

Gy(t
′)dt′,

le vecteur k = (kx, ky)
t est appelé vecteur des fréquences spatiales. Les coordonnées

kx et ky construisent ce que nous appelons "espace k" ou "espace de Fourier" (espace
fréquentiel). L’expression du signal (1.12) devient :

S(t) =

∫
x

∫
y

m(x, y, t) exp(−2iπ(xkx(t) + yky(t)))dydx. (1.13)

1Le signal Sr correspond au repère fixe, et le signal S correspond au repère tournant autour de
l’axe z à la fréquence ω0.
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1.5. PRINCIPE DE FORMATION DE L’IMAGE EN IRM

Le signal S fournit des informations sur la distribution de la magnétisation m qui re-
présente l’image que l’on cherche à établir. L’objectif consiste à échantillonner le signal,
c’est-à-dire, trouver l’ensemble approprié de signaux {S(t)} qui permet l’inversion de
l’équation (1.13) pour déterminer m.

1.5 Principe de formation de l’image en IRM
Le signal RMN obtenu est stocké dans l’espace k puis traité de façon numérique pour
constituer l’image en 2D. Différentes techniques d’acquisition permettent de créer cet
espace k plus ou moins rapidement, en fonction des besoins (cliniques par exemple). On
parle alors de stratégies de remplissage de l’espace k, le mode d’acquisition cartésien
est le plus répandu mais il existe d’autres modes de balayage de l’espace k, comme
par exemple, l’acquisition radiale, l’écho planar imaging (EPI) et l’acquisition en spi-
rale2 (Fig. 1.13). De façon générale, les gradients utilisés décrivent, à chaque temps de
répétition TR (le TR est l’intervalle de temps entre deux impulsions RF d’excitation
successives), une trajectoire dans l’espace k [41]. Chacun de ces modes d’acquisition
présente des artéfacts spécifiques.

• Balayage cartésien : l’espace k en (a) et la séquence d’acquisition en (b).

• Balayage radial : l’espace k en (a) et la séquence d’acquisition en (b).

2L’EPI et l’acquisition en spirale sont utilisées en imagerie rapide. Elles permettent le remplissage
de l’intégralité l’espace k en un seul temps de répétition TR.
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CHAPITRE 1. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE

• Séquence d’acquisition de type EPI (b), et la trajectoire parcourue dans l’espace k (a).

• Espace k pour une acquisition spirale en (a), (b) séquence de gradients sinusoïdaux pour générer la
trajectoire de l’espace k en (a).

Figure 1.13 – Quelques types de séquences utilisées en IRM pour la formation d’images. Figures
extraites de [40].

Parmi ces différents modes d’acquisition de l’espace k, nous allons en présenter deux
dans cette section : cartésien et radial, ainsi que les séquences d’acquisition d’images
associées à chacun de ces modes.

1.5.1 Techniques de reconstruction en mode cartésien

Le signal obtenu (1.13) correspond à l’expression de la transformée de Fourier bidimen-
sionnelle des aimantations locales m :

S(t) = F [m](kx(t), ky(t)). (1.14)

Le module de la transformée de Fourier bidimensionnelle inverse de S va nous per-
mettre de visualiser les aimantations à chaque position et d’obtenir une image IRM.
La formation de l’image consiste à échantillonner de manière cartésienne l’espace k,
c’est-à-dire, le parcourir à l’aide de gradients de champ magnétique, tout en mesurant
l’amplitude et la phase du signal. On constitue ainsi, une grille de mesures rectan-
gulaire du signal en fonction de différentes fréquences spatiales échantillonnées. Cette
image discrète qui représente l’objet dans l’espace de Fourier est ensuite transformée à
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1.5. PRINCIPE DE FORMATION DE L’IMAGE EN IRM

l’aide d’une transformée de Fourier discrète inverse en 2D. Cela permet de convertir ces
données fréquentielles en des informations spatiales pour donner une image interpré-
table dans le domaine spatial [42]. La représentation d’une séquence d’acquisition par la
trajectoire parcourue dans l’espace k permet d’illustrer facilement son fonctionnement
[43].

Séquences d’acquisition

Pour former une image en IRM, on utilise différents types de séquences d’IRM [41].
Ces dernières sont des séries d’impulsions RF, d’applications de gradients faites à des
instants bien précis, et de lecture du signal. La classification des séquences d’IRM
est complexe et ne cesse de s’agrandir avec les avancées de la technique. Néanmoins
on distingue deux grandes familles de séquences : les séquences d’écho de spin et les
séquences d’écho de gradient, les autres séquences étant généralement des variantes ou
des combinaisons de ces deux séquences de base. Dans le paragraphe suivant, nous nous
intéresserons à la séquence d’écho de gradient, nous donnerons un diagramme séquentiel
présentant les différents gradients utilisés dans cette séquence, et un schéma présentant
le parcours décrit dans l’espace k au cours de l’acquisition.

La séquence d’écho de gradient est caractérisée par l’application d’un gradient bi-
polaire Gx dans la direction x (appelée direction de codage en fréquence) (Fig. 1.14).

RF

t

τ

2τ

TE=2τ

Gx

Figure 1.14 – Séquence d’écho de gradient.

Maintenant, on définit la phase du signal provenant de l’application des gradients
par :

φ(x, t) = γx ·
∫ t

0

G(t′)dt′,

et considérons le gradient donné par la figure 1.14. De t = 0 à τ un premier lobe est
appliqué pour déphaser l’aimantation transversale. A t = τ on acquiert une phase non
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CHAPITRE 1. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE

nulle :
φ(x, τ) = −γx ·

∫ τ

0

G(t′)dt′.

Un second gradient de même amplitude et de polarité inverse est appliqué à t = τ
permet un rephasage des spins. A t = 2τ , les spins sont complètement rephasés et la
phase accumulée à cet instant est nulle (Fig. 1.15) :

φ(x, 2τ) = −γx ·
∫ τ

0

G(t′)dt′ + γx ·
∫ 2τ

τ

G(t′)dt′ = 0.

Une remontée du signal sous forme de ce qu’on appelle un écho est alors observée à
l’instant t = 2τ (Fig. 1.15). Ainsi, on appelle temps d’écho (TE) le délai entre l’impulsion
RF d’excitation et le pic de signal correspondant à la mise en phase des spins. Notons
que l’acquisition du signal se fait pendant un intervalle de temps de centre TE, et
pour cela, le second gradient a au moins une durée double du premier pour permettre
d’échantillonner le signal de part et d’autre de l’écho.

0 2 4 6 8 10 12 14
−10

−5

0

5

10

Temps

0 2 4 6 8 10 12 14
−0.5

0

0.5

1

Temps t=2τt=τ

−x
0

x
0

S

φ

Figure 1.15 – Comportement de la phase accumulée en deux positions différentes : x = x0 et
x = −x0, pendant l’application de la séquence d’écho de gradient (en haut). Signal simulé montrant
un écho à TE = 2τ (en bas).

Nous donnons maintenant une description plus détaillée de la séquence d’écho de
gradient. La séquence EG est une séquence d’imagerie très simple qui consiste en une
unique impulsion radiofréquence. Sur la figure 1.16(a), on peut remarquer que la sé-
quence commence par la sélection de coupe en appliquant simultanément un gradient
Gz avec l’impulsion RF. L’acquisition du signal se fait autour de t = TE simultanément
avec l’application du gradient de codage en fréquence Gx (le lobe positif). Le gradient
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1.5. PRINCIPE DE FORMATION DE L’IMAGE EN IRM

de codage de phase Gy est un gradient incrémentable et va donc prendre des valeurs
différentes à chaque temps de répétition TR de la séquence, chaque valeur d’incrément
va impliquer un déplacement différent dans l’espace k.

Sur la figure 1.16(b) le parcours de l’espace k est représenté durant l’application de
la séquence EG. A t = t0, le parcours commence de l’origine kx = ky = 0. Entre les
instants t1 et t2, la trajectoire effectuée lors de l’application simultanée d’un gradient de
codage en phase et d’un gradient négatif de codage en fréquence est vers le bas à gauche.
Le déplacement effectué pendant l’application d’un gradient Gx entre les instants t1 et
t2 est vers la droite en remplissant une ligne de l’espace k. Ce gradient est appliqué
lors de l’acquisition, l’information est obtenue pour l’ensemble des points de l’espace k
qui sont balayés durant l’application de ce gradient. Pour remplir toutes les lignes de
l’espace k, cette procédure est répétée à chaque temps de répétition TR en utilisant
différentes valeurs du gradient de codage de phase Gy avant chaque étape d’acquisition
(Fig. 1.16.(c)).

RF

Excitation
sélective

Gx

k
x

k
y

t
0

t
1

t
2

t
1

t
2

τ

τ

τ

Direction de 
codage en 
phase

Direction de
 codage en 
fréquence

Gy

t

RF

TE

TR

Gz

(2)
(1)

(2)
(1)

t
0

(a) (b)

(c)

Figure 1.16 – Illustration d’une séquence de type écho de gradient. (a) Déroulement de la séquence
d’acquisition : la lecture de l’écho se fait entre les instants t1 et t2. (b) Trajectoires parcourues dans
l’espace k durant deux répétitions de la séquence EG. (c) Echos placés dans l’espace k selon kx et ky :
chaque ligne représente un signal obtenu à partir de l’équation (1.14) entre les instants t1 et t2 pour
une certaine valeur du gradient Gy.
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CHAPITRE 1. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE

Résolution spatiale

En IRM, l’acquisition se fait par un processus séquentiel discret. On sait que l’acquisi-
tion de l’espace k sous forme d’une matrice de taille Nx×Ny permettra de reconstruire
une image de même dimension à l’aide d’une transformée de Fourier en 2D (Fig. 1.17(a)).
Les relations suivantes expliquent le lien entre les coordonnées de l’espace k et la taille
du champ de vue (Field Of View (FOV)) dans l’espace réel :

FOVx = Nx∆x =
1

∆kx
, FOVy = Ny∆y =

1

∆ky

avec ∆x×∆y est la dimension de pixels, et (∆kx,∆ky) est la variation de position dans
l’espace k entre chaque pas de codage en fréquence et en phase (écartement des colonnes
et des lignes dans l’espace k). On peut voir avec ces relations, qu’il existe une relation
inversement proportionnelle entre les deux espaces réel et réciproque. La position (kx,
ky) dans l’espace k dépend de l’amplitude et de la durée d’application des gradients :

kx(t) =
γ

2π

∫ t

0

Gx(t
′)dt′, ky(t) =

γ

2π

∫ t

0

Gy(t
′)dt′,

Ainsi, la variation de position ∆kx dans la direction du codage en fréquence dépend de
l’amplitude maximale gx du gradient et de ∆t. Le long de la direction du codage en
phase, la variation de position ∆ky dépend de la variation d’intensité du gradient de
codage en phase ∆gy et de la durée d’encodage τy. Les valeurs maximales de kx et ky
dépendent des amplitudes maximales des gradients Gx et Gy (Fig. 1.17(b)). On obtient
ainsi les relations qui relient entre l’espace k et les différents paramètres de la séquence :

∆kx =
γ

2π
gx∆t, ∆ky =

γ

2π
τy∆gy

kxmax =
γ

2π
gx
τx
2
, kymax =

γ

2π
gyτy

τx = Nx∆t, gy =
1

2
τy∆gy.

La résolution spatiale dépend de l’effet maximal du gradient utilisé : plus le gradient de
phase ou de fréquence est intense ou appliqué longtemps, meilleure sera la résolution
spatiale dans la direction concernée :

∆x =
1

2kxmax
, ∆y =

1

2kymay
.
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Figure 1.17 – Schéma illustrant le lien entre : (a) le domaine spatial (l’image) et le domaine
fréquentiel (l’espace k), et (b) les paramètres d’une séquence de type écho de gradient utilisée pour
une acquisition par transformée de Fourier en 2D.

Exemple 1.1
Nous illustrons par cet exemple la technique de reconstruction d’images par transformée
de Fourier. L’équation de Bloch est résolue sur un domaine 2D sous forme d’un anneau,
en appliquant une séquence d’imagerie de type écho de gradient (Fig. 1.16(a)). L’aiman-
tation initiale M0 est égale à 1, et le temps de relaxation transversale est T2 = 60ms.
Les paramètres de la séquence sont ∆t=0.1ms, gx = 13mT/m, τx = 9ms, τy = τx/2,
l’amplitude du gradient de codage en phase Gy varie entre l’amplitude maximale gy qui
est égale à gx et -gy avec un pas ∆gy = 0.29mT/m. Le lien entre le domaine fréquentiel
et le domaine spatial est donné par les relations introduites ci-dessus. Ainsi, les valeurs
des paramètres de la séquence sont choisies de sorte que ces relations soient toutes véri-
fiées. Considérons un champ de vue plus grand que le diamètre extérieur de l’anneau :
FOVx = FOVy = 1.8cm, et une taille Nx × Ny = 90 × 90 pour l’image à reconstruire.
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Figure 1.18 – (a) Module des données stockées dans l’espace k. (b) Image obtenue après une
transformée de Fourier inverse en 2D de l’image (a).

Les données brutes sont stockées de façon discrète dans l’espace k selon la relation :

F [m](kx, ky) =
∑
x

∑
y

m(x, y) exp(−2iπ(xkx + yky)).

et forment donc une matrice de taille 90× 90, où chaque ligne représente l’écho acquis
pendant la lecture du signal pour une valeur spécifique de l’amplitude du gradient Gy,
c’est-à-dire, la solution de l’équation de Bloch est recalculée pour chaque valeur du
gradient Gy. Le module de ces données est représenté sur la figure 1.18 (a), et la figure
1.18 (b) montre l’image reconstruite après une transformée de Fourier inverse en 2D
des données de l’espace k.

1.5.2 Techniques de reconstruction en mode radial

Nous avons vu dans la section 1.5.1 que la séquence d’écho de gradient est basée sur
un échantillonnage rectiligne de l’espace k. Les points échantillonnés sont placés dans
une grille rectangulaire. Cela reflète la capacité de pouvoir utiliser une transformée de
Fourier pour une telle stratégie d’échantillonnage. Le problème majeur de l’acquisition
de données par trajectoires cartésiennes est que la région centrale de l’espace k, où la
majorité des informations est stockée, est recouverte par une faible proportion de don-
nées. La technique de projection reconstruction [44] basée sur des trajectoires radiales
représente une autre option. Chaque ligne de ces trajectoires passe par le centre du
plan de Fourier. Cette information peut servir à la correction du mouvement en IRM
dynamique. Les trajectoires radiales imposent cependant des modes de reconstruction
particuliers de l’image (rétroprojection filtrée, interpolation sur grilles rectilignes,...)

28

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI120/these.pdf 
© [I. Mekkaoui], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



1.5. PRINCIPE DE FORMATION DE L’IMAGE EN IRM

La technique de projection reconstruction a été introduite par Lauterbur dans la
première démonstration d’images par résonance magnétique [26]. Cette méthode est
similaire à la reconstruction d’images tomographiques par rayons X. L’imagerie tomo-
graphique permet d’acquérir un ensemble d’images par rotation d’un demi tour ou d’un
tour complet autour de l’objet. Chacune de ces images est appelée projection. L’image
est ensuite reconstruite par rétroprojection des projections individuelles. Les données
de projections sont en général filtrées avant la reconstruction.

Acquisition radiale

En imagerie radiale, on n’acquiert pas des lignes parallèles de l’espace k mais une sé-
rie de projections radiales de l’objet imagé selon différents angles (Fig. 1.19(b)). Des
gradients obliques sont appliqués dans les directions x et y en incrémentant l’angle de
projection en chaque répétition (Fig. 1.19(a)).

t
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Gx
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sélective

RF

t
0

t
1

t
2

t
0

t
2

t
1

(b)(a)

Figure 1.19 – (a) Chronogramme d’une séquence écho de gradient radiale : un lobe négatif précède
le lobe positif. La lecture du signal se fait durant l’application du lobe positif (gradient de lecture). (b)
Schéma d’acquisition du plan de Fourier en géométrie radiale.

La trajectoire de l’espace k de cette séquence est un ensemble de lignes radiales com-
mençant de l’origine de l’espace k pour chaque excitation. Elle se déplace d’abord vers
la gauche, se retourne lorsque le gradient s’inverse, se déplace vers la droite, passe de
nouveau par l’origine, et continue de se déplacer vers la droite. Le signal est enregistré
pendant l’application du lobe positif, entre les instants t1 et t2. Notons que l’intervalle
[t1, t2] doit être centré en TE pour permettre l’échantillonnage du signal de part et
d’autre de l’écho. D’où l’information provenant des deux quadrants est obtenue pour
chaque lecture, et ainsi la rotation peut se faire sur seulement 180o pour remplir l’espace
k. L’amplitude des deux gradients est modifiée pour acquérir, pour chaque angle diffé-
rent, une ligne de l’espace k. Ce mode d’acquisition présente l’avantage d’échantillonner
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CHAPITRE 1. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE

naturellement de façon plus dense le centre de l’espace k, où se trouve la plus grande
partie du signal. Cependant, le sous échantillonnage de la périphérie de l’espace k est
source d’artéfacts de repliement.

Au lieu de ne faire varier que le gradient de codage de phase Gy (comme dans les
techniques basées sur un balayage cartésien), supposons que les deux gradients Gy et Gx

varient en même temps. Les données sont codées en fréquence selon un angle arbitraire
θ par rapport à l’axe des x. L’intensité globale des gradients G et l’angle θ sont donnés
par :

G =
√

(G2
x +G2

y) et θ = arctan
(Gy

Gx

)
(1.15)

de telle sorte que :
Gx = G cos θ et Gy = G sin θ. (1.16)

Des équations analogues à (1.15) et à (1.16) sont obtenues pour les coordonnées de
l’espace k :

k =
√

(k2
x + k2

y) et θ = arctan
(ky
kx

)
(1.17)

de telle sorte que :
kx = k cos θ et ky = k sin θ. (1.18)

Alors le signal (1.13) peut s’écrire sous la forme :

S(t) =

∫
x

∫
y

m(x, y, t)e−2iπk(t)(x cos θ+y sin θ)dydx. (1.19)

Maintenant, supposons que les axes du système de coordonnées (xoy) tournent d’un
angle 0 ≤ θ < π, pour former un nouveau système de coordonnées (ros) (Fig. (1.20)).

Les nouvelles coordonnées (r, s) sont liées aux coordonnées (x, y) par :

(x, y) = (r cos θ − s sin θ, r sin θ + s cos θ).

Ainsi, l’expression (1.19) peut se réécrire comme suit :

S(t) =

∫
r

∫
s

m(r cos θ − s sin θ, r sin θ + s cos θ, t)e−2iπk(t)rdsdr,

=

∫
r

[ ∫
s

m(r cos θ − s sin θ, r sin θ + s cos θ, t)ds
]
e−2iπk(t)rdr.

L’intégrale

R[m](r, θ) =

∫
s

m(r cos θ − s sin θ, r sin θ + s cos θ, t)ds (1.20)
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x
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θ

θ

s=−xsinθ+ycosθ

r=xcosθ+ysinθ

Figure 1.20 – Présentation du nouveau repère (ros).

représente la transformée de Radon (ou la projection pθ(r)) de m calculée le long de la
ligne spécifiée par l’angle θ, et m est la fonction à reconstruire en tout point de l’espace.
Pour cela il faut disposer d’un certain nombre de mesures. Les mesures accessibles four-
nissent une information de type projection. Le principe de l’acquisition de ces mesures
est illustré par la figure 1.21.

Figure 1.21 – Principe de projection : la mesure pθ(r) correspond à l’intégrale de la fonction à
reconstruire m le long d’une droite orthogonale à l’axe r.

Les axes x et y sont les axes du repère cartésien de la coupe de l’objet imagé, et
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CHAPITRE 1. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE

donc de l’image à reconstruire. Les axes r et s sont liés à la direction d’application
des gradients : xGx + yGy = Gr. Le gradient G est appliqué le long d’une direction
arbitraire r spécifiée par l’angle θ ([45]). Une mesure le long de la direction s fournit
une suite de points de données (valeurs de projections) sur la droite r d’angle θ. En
chaque point de cette droite, la valeur mesurée pθ(r) correspond à l’intégrale de m le
long d’une droite parallèle à l’axe s selon l’équation (1.20). En faisant varier θ entre 0
et π, on acquiert des projections tout autour de l’objet.

Enfin, l’expression du signal devient :

S(t) =

∫
r

R[m](r, θ)e−2iπk(t)rdr

= F [R[m](r, θ)](k(t)) (1.21)

avec

k(t) =
γ

2π

∫ t

0

G(t′)dt′. (1.22)

On déduit que le signal S correspond à la transformée de Fourier en 1D de la transformée
de Radon (ou de la projection) de m calculée le long des lignes spécifiées par θ.

Les données acquises de façon radiale sont à l’origine reconstruites par transformée
de radon inverse [46] ou par rétroprojection filtrée, à l’instar des techniques tomogra-
phiques. Il existe également d’autres méthodes consistant à utiliser les algorithmes de
transformée de Fourier : l’approche typique de reconstruction de l’ensemble de données
acquises à partir des trajectoires radiales, consiste à premièrement interpoler ces don-
nées sur une grille cartésienne et ensuite appliquer une transformée de Fourier inverse
en 2D pour la reconstruction.

Résolution spatiale

Lors de la mesure des signaux RMN, on acquiert les données sous forme de lignes
radiales. Différents points de ces lignes peuvent être échantillonnés en coordonnées
polaires au cours du temps ([47], [48]). Dans ce paragraphe, nous allons donner diverses
formules nécessaires pour l’analyse des données recueillies lors du balayage radial de
l’espace k.

Considérons la séquence écho de gradient radiale donnée par la figure 1.19(a). Re-
marquons qu’il est possible, en utilisant des lobes bipolaires, de couvrir les deux moitiés
positive et négative de chaque ligne de l’espace k pour un angle fixé θ. Ainsi, l’intervalle
de θ peut être limité à 180o. Afin de couvrir l’intégralité de l’espace k, la fréquence k
est prise entre :

−kmax ≤ k ≤ kmax

avec kmax = γ
4π
gτ , g et τ représentent l’amplitude et la durée d’application du gradient

G (Fig. 1.22(c)). La couverture angulaire est également limitée pour un nombre fini
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1.5. PRINCIPE DE FORMATION DE L’IMAGE EN IRM

d’angles. Pour Nθ directions différentes de gradient, on a

Nθ∆θ = π.

Dans l’espace k, les tailles des pas dans les directions radiale et angulaire, ∆kr et ∆kθ,
illustrées à la figure 1.22(b), sont données par :

∆kθ = k∆θ ≤ kmax∆θ

et pour éviter les artéfacts de repliement, le pas angulaire maximal doit vérifier :

max(∆kθ) = kmax∆θ = 1/L

où L est le champ de vu (FOV) dans les deux directions. De même, le pas radial ∆kr
doit vérifier :

∆kr = 1/L.

De la relation (1.22), nous avons :

∆kr =
γ

2π
g∆t

ainsi, le pas de temps le long de la direction de gradients (Fig. 1.22(c)) est limité à :

∆t =
2π∆kr
γg

≤ 2π

γgL
.

La taille du champ de vu est :
L = Nr∆r

avec Nr est le nombre de pas dans la direction radiale (Nr × Nr est la dimension de
l’image), et ∆r est la taille du pas dans la direction radiale (∆r ×∆r est la dimension
des pixels). Le nombre minimal d’échantillons nécessaires dans la direction radiale est :

Nr =
2kmax
∆kr

≥ 2kmaxL

et la résolution spatiale ∆r est donnée par :

∆r =
1

2kmax
.

Ainsi, la durée d’application de gradient de lecture (lobe positif, voir Fig. 1.22(c)) doit
vérifier :

τ = Nr∆t.
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Figure 1.22 – Schéma illustrant le lien entre : (a) l’image, (b) l’espace k, et (c) les paramètres de
la séquence d’acquisition.

34

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI120/these.pdf 
© [I. Mekkaoui], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



1.5. PRINCIPE DE FORMATION DE L’IMAGE EN IRM

Exemple 1.2
Nous présentons un exemple simple sur la reconstruction d’images par transformée de
Radon. Comme dans l’exemple 1.1, l’équation de Bloch est résolue sur un domaine
en 2D sous forme d’un anneau. Le temps de relaxation transversale est T2 = 60ms,
et l’aimantation initiale M0 est égale à 1. Une séquence d’imagerie de type écho de
gradient est appliquée (Fig. 1.19(a)). Les paramètres de la séquence sont ∆t=0.1ms,
G = 13mT/m, τ = 9ms. L’angle de rotation θ est varié entre 0 et π avec un pas
∆θ = π/Nθ où Nθ = 141 est le nombre de directions d’application de gradients. Le lien
entre le domaine fréquentiel et le domaine spatial est donné par les relations introduites
ci-dessus. Ainsi, les valeurs des paramètres de la séquence sont choisies de sorte que ces
relations soient toutes vérifiées. Le champ de vue dans les deux directions est plus grand
que le diamètre extérieur de l’anneau : L = 1.8cm. La taille de l’image à reconstruire
est Nr×Nr = 90× 90. Les données brutes sont stockées de façon discrète dans l’espace
k et forment une matrice de taille Nr ×Nθ, où chaque colonne représente l’écho acquis
pendant la lecture du signal pour une valeur spécifique de l’angle θ. C’est-à-dire, la
solution de l’équation de Bloch est recalculée pour chaque amplitude des gradients Gx

et Gy qui sont en fonction de θ (Eq. 1.16). Le module de ces données est représenté sur
la figure 1.23 (a). La figure 1.23 (b) montre la transformée de Fourier inverse en 1D de
(a), et (c) est l’image reconstruite après une transformée de Radon inverse de (b).
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Figure 1.23 – (a) Données brutes stockées dans l’espace k pour chaque angle de rotation θ. (b)
Projections obtenues après une transformée de Fourier inverse en 1D de (a). (c) Image obtenue après
une transformée de Radon inverse de (b).
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CHAPITRE 1. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE

1.6 Contraste en IRM

Le contraste d’une image IRM est la différence de l’intensité de signaux que l’on peut
observer d’un tissu à l’autre, ce qui rend ces tissus distinguables. C’est donc l’informa-
tion même que contient l’image. On peut obtenir un grand nombre de contrastes qui
permettent de visualiser différentes caractéristiques des tissus. Ces contrastes sont sen-
sibles au type d’atomes étudiés ainsi qu’à leur densité, leurs propriétés de relaxation et
leurs mouvements. Typiquement, on peut réaliser des contrastes sensibles à la densité
de protons, aux temps de relaxation T1 et T2, au flux sanguin, ou à la diffusion des
molécules d’eau.

On rappelle que le temps d’écho TE est la durée entre l’impulsion RF 90o d’excita-
tion et le pic du signal, et le temps de répétition TR est la durée entre deux impulsions
d’excitation successives. En modifiant les paramètres TE et TR, on peut visualiser un
contraste représentatif d’une variation de T1 ou de T2. Les tissus ayant des temps T1 et
T2 différents (voir le tableau 1.1) peuvent renvoyer des signaux différents si l’on arrive
à mettre en évidence ces différences de temps.

Tissu T1(ms) à B0 = 1.5T T1(ms) à B0 = 0.5T T2(ms)
Muscle cardiaque 870 580 57

Graisse 260 210 84
Matière blanche 790 540 92
Matière grise 920 660 101

Table 1.1 – Temps de relaxation de différents tissus. Le temps de relaxation T1 est plus long au
champs magnétiques B0 plus élevés, tandis que la relaxation T2 est indépendante de B0. Source :
Bottomley et al. [49].

Plus le TR est long (supérieur à 1800ms à B0 = 1.5T), plus on a Mz qui tend vers
Mz0, rendant alors les tissus difficiles à se différencier car les aimantations longitudinales
auront eu le temps de revenir en position d’équilibre au moment de la nouvelle excita-
tion. Avec un TR court (inférieur à 600ms à B0 = 1.5T), on va mettre en évidence les
différences entre les tissus. Dans le cas d’un TE court (inférieur à 50ms à B0 = 1.5T),
on ne peut pas différencier les tissus en fonction de leurs T2 car les aimantations trans-
versales n’auront pas eu le temps de se différencier. Les différences de T2 étant plus
discriminantes si le TE est long (supérieur à 60ms à B0 = 1.5T).

En utilisant un TR court et un TE court (pour neutraliser les différences de T2),
on obtient un contraste d’image dite pondérée en T1. Les tissus qui ont un T1 rapide
apparaîtront plus clairs tandis que ceux qui ont un T1 long apparaîtront plus foncés.

En utilisant un TR long (pour neutraliser les différences de T1) et un TE long,
on obtient un contraste d’image dite pondérée en T2. Les tissus ayant un T2 rapide
apparaîtront plus foncés tandis que ceux ayant un T2 lent apparaîtront plus clairs.

Si l’image n’est pondérée ni en T1 ni en T2 (TR long et TE court), les tissus sont alors
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1.6. CONTRASTE EN IRM

différenciés en densité de protons. On obtient un contraste d’image dite pondérée en
densité de protons. La figure 1.24 représente un exemple d’images cérébrales pondérées
en T1, T2 et en densité de protons.

Figure 1.24 – Images du cerveau pondérées en : T1 (à gauche), densité de protons (au milieu) et
T2 (à droite). Source : [50].
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Chapitre 2

Imagerie par résonance magnétique de
diffusion

2.1 Introduction

L’IRM de diffusion est une technique d’imagerie non invasive inventée dans les années
1980 [1]. Cette modalité d’imagerie permet d’étudier les mouvements des molécules
d’eau dans le corps humain dans chaque direction de l’espace. Sous l’effet de l’agita-
tion thermique, les molécules d’eau diffusent de manière aléatoire selon un mouvement
Brownien. Le déplacement des molécules d’eau est contraint par la présence de tissus
biologiques. Le fait de pouvoir caractériser la diffusion des molécules d’eau, apporte
des informations sur la nature, l’orientation, la microstructure des tissus biologiques
sous-jacents, à une résolution plus fine que ce que l’on obtient en IRM conventionnelle.
L’IRM de diffusion est devenue maintenant un outil largement utilisé en clinique et
en recherche pour caractériser la structure des tissus biologiques, en particulier pour
le diagnostic de certaines anomalies cérébrales comme c’est le cas lors d’un accident
vasculaire cérébral (AVC) [51], et pour l’étude de la matière blanche du cerveau [52].
Cette technique est maintenant utilisée sur des organes mobiles tels que le cœur humain
afin de pouvoir reconstruire les trajectoires des faisceaux de fibres cardiaques [53].

Après la découverte initiale du phénomène de la RMN par Bloch [16] et Purcell [54],
Hahn a publié son article [55] dans lequel il a noté que le mouvement thermique aléa-
toire des spins permettrait de réduire l’amplitude du signal observé lorsqu’un champ
magnétique constant est appliqué durant l’expérience. Cependant, des limitations expé-
rimentales sont apparues avec l’utilisation de gradient de champ magnétique constant.
Stejskal et Tanner, dans leur article [56] sur l’expérience de diffusion des spins, ont
proposé de remplacer le gradient constant utilisé dans l’expérience de Hahn par une
séquence de gradient de champ magnétique dépendant du temps (Pulsed Gradient Spin
Echo (PGSE)). Carr et Purcell [57] ont développé un ensemble d’équations liant l’at-
ténuation du signal aux déplacements aléatoires des spins. Une approche alternative
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CHAPITRE 2. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE DE DIFFUSION

a été proposée par Torrey [15] qui a élaboré une description mathématique du phéno-
mène de diffusion en RMN basée sur l’équation de diffusion et l’équation de Bloch [16],
pour donner l’équation de Bloch-Torrey. Peu de temps après la première description
de l’imagerie de diffusion par Taylor et Bushell [58], LeBihan a obtenu les premières
images de diffusion du corps entier ([59], [60]). L’application clinique de l’imagerie de
diffusion est devenue importante lorsque Moseley [61] a rapporté que l’imagerie de dif-
fusion peut détecter les tissus ischémiques quelques minutes après un AVC. Dans les
années suivantes, l’imagerie de diffusion a été largement utilisée dans le diagnostic de
certaines anomalies cérébrales. Dans un milieu restreint comme les tissus biologiques,
la diffusion est anisotrope et ne peut pas être représentée par un simple coefficient
de diffusion. L’imagerie de l’anisotropie de la diffusion est apparue avec l’introduction
du formalisme du tenseur de diffusion par Basser [3] : c’est la technique d’Imagerie
du Tenseur de Diffusion (Diffusion Tensor Imaging (DTI)). La DTI est basée sur un
modèle probabiliste gaussien pour décrire la diffusion des molécules d’eau. Cependant,
le fait de la représenter par une loi gaussienne, empêche de décrire des configurations
complexes, comme le croisement des fibres à l’intérieur du voxel. D’autres modèles ont
été développés, comme par exemple, les modèles à Haute Résolution Angulaire (High
Angular Resolution Diffusion Imaging (HARDI)) [62] et l’Imagerie du Spectre de Diffu-
sion (Diffusion Spectrum Imaging (DSI)) [63], pour gérer ce type de problèmes. Mais la
plupart de ces modèles sont coûteux en temps d’acquisition et impliquent des schémas
de reconstruction complexes.

Dans ce chapitre nous présentons quelques modèles mathématiques proposés dans
la littérature pour modéliser le signal d’IRM de diffusion. La deuxième section ex-
pose le principe d’obtention du signal de diffusion par deux approches différentes. Une
approche probabiliste reposant sur la mesure du mouvement aléatoire des molécules
d’eau, et une approche déterministe permettant de modéliser le signal de diffusion à
l’aide de l’EDP de Bloch-Torrey. Ensuite l’acquisition des images pondérées en diffu-
sion à partir du signal mesuré et l’extraction des paramètres de diffusion, tels que le
coefficient de diffusion et le tenseur de diffusion apparents, sont décrites. Dans la troi-
sième section nous introduisons les modèles proposés pour calculer le signal d’IRM de
diffusion dans les tissus biologiques au niveau du voxel. Ces modèles permettent de
comprendre l’influence des caractéristiques biologiques sur le signal de diffusion. Un
premier modèle proposé est celui de Kärger [65]. Ce modèle a été formulé de manière
heuristique à la base de résultats expérimentaux, pour modéliser le signal à partir d’un
système d’équations différentielles ordinaires. Ce système d’équations décrit l’évolution
en temps de la concentration des molécules d’eau dans le voxel. Le signal d’IRM de dif-
fusion peut être également modélisé par l’équation de Bloch-Torrey dans des domaines
hétérogènes contenant un compartiment extra-cellulaire dans lequel des compartiments
intra-cellulaires sont répartis [66]. Ce modèle fournit une représentation plus réaliste
du signal d’IRM de diffusion pour des structures géométriques plus complexes des tis-
sus biologiques. Un autre modèle d’équations différentielles ordinaires a été récemment
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2.2. PRINCIPE DE L’IRM DE DIFFUSION

formulé à partir de l’équation de Bloch-Torrey multi-compartiments en utilisant une
théorie d’homogénéisation périodique [67]. Ce modèle a été proposé afin de pouvoir
l’utiliser dans l’estimation des paramètres physiologiques qui caractérisent les tissus
biologiques.

2.2 Principe de l’IRM de diffusion
La diffusion est un phénomène microscopique résultant de l’agitation thermique des
atomes qui se déplacent de façon aléatoire et entrent en collision avec d’autres atomes
de manière chaotique. On note par r0, r ∈ R3 la position de l’atome aux instants 0
et t, respectivement, et par R = r − r0 le vecteur du déplacement de l’atome. La
relation d’Einstein [64] décrit le lien entre le coefficient de diffusion D et la moyenne
quadratique de la distance R parcourue par l’atome en trois dimension, pendant un
temps de diffusion TD :

D =
1

6TD

〈
RtR

〉
. (2.1)

La relation (2.1) décrit une diffusion isotrope pour laquelle l’orientation du déplacement
des atomes se fait équiprobablement dans toutes les directions de l’espace. Dans un
milieu restreint, comme les tissus biologiques, les molécules d’eau ont tendance à se
déplacer dans une ou des directions privilégiées, on dit que la diffusion est anisotrope.
Le coefficient de diffusion D se généralise en un tenseur de diffusion d’ordre deux D qui
est donné par une matrice 3× 3 symétrique et définie positive :

D =

 Dxx Dxy Dxz

Dyx Dyy Dyz

Dzx Dzy Dzz

 ,

où Dxx est le coefficient de diffusion des molécules d’eau selon l’axe x du repère et Dxy

est la corrélation entre la diffusion suivant les axes x et y, etc.
D’où, la relation d’Einstein peut se réécrire :

D =
1

6TD

〈
RRt

〉
.

La possibilité d’utiliser la Résonance Magnétique Nucléaire (RMN) pour mesurer la
diffusion des molécules d’eau en solution a été décrite par Hahn [55] en utilisant un
gradient de champ magnétique constant durant l’expérience. Cependant, avec ce type
de gradients, des limitations expérimentales sont apparues. En effet, pour pouvoir me-
surer les petites valeurs de diffusion, l’intensité du gradient et la largeur de la bande
passante du système de détection doivent être augmentées. Avec des récepteurs de large
bande passante, le niveau de bruit augmente également, et la puissance du générateur
d’impulsions devrait être augmentée afin de maintenir l’amplitude de l’onde RF supé-
rieure à la largeur de la bande passante. Afin de résoudre le problème d’augmentation
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CHAPITRE 2. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE DE DIFFUSION

de l’amplitude du gradient sans devoir augmenter la bande passante, une expérience
d’écho de spin à gradients de champs pulsés (Pulsed Gradient Spin Echo (PGSE)) (voir
Fig. 2.1) a été effectuée par Stejskal et Tanner [56]. Dans cette expérience, l’amplitude
du gradient est considérablement réduite pendant les périodes d’application de l’impul-
sion RF et aussi au moment de l’enregistrement du signal. Cela permet de réduire les
exigences sur l’amplitude de l’impulsion et de fournir un signal plus large.

under normal physiological conditions [see, for example,

(3,5,6)].
! Molecules residing inside elongated cells, like axons and dend-

rites, will experience ‘guided’ diffusion that is practically Gaus-

sian along the principal orientation axis of these cells and

substantially restricted in the perpendicular directions.
! Molecules residing inside non-elongated cells will experience

restricted diffusion in all directions.
! Depending on molecular species and cell types, cellular mem-

branes might be considered either permeable or impermeable

to molecular diffusion during time D of the MR experiment.

For example, myelinated axonal membranes are practically

impermeable to water and other metabolites. In other cells, like

astrocytes, membranes are populated by aquaporins that

greatly facilitate water transfer between intracellular and extra-

cellular spaces (by orders of magnitude) (7,8). The predominant

CNS aquaporin family, aquaporin-4, has been found to be

almost exclusively expressed in astrocytes (9).

A number of attempts have been made to incorporate
these effects into theories of diffusion in biological tissues [see,
for example, (10–21)]. While a comprehensive theory of diffusion
in such a complicated environment remains under development,
with contributions from many laboratories, in this review we will
discuss how some of the abovementioned effects are reflected in
the diffusion weighted MR signal.

STEJSKAL-TANNER EXPERIMENT

Most MR methods for measuring molecular displacement rely on
a Stejskal-Tanner pulsed gradient (PG) experiment (22) with
bipolar diffusion-sensitizing magnetic field gradient pulses. Here,
the first gradient pulse, with a duration d, encodes initial positions
of nuclei through their MR signal phase and the second pulse,
applied after time delay D (usually called diffusion time), decodes
the final positions of these nuclei. The encoding and decoding
gradient pulses shown in Figure 1 have either opposite polarity or
are separated by a 1808 refocusing RF pulse. From the point of
view of the diffusion-attenuated MR signal, both sequences are
identical (the difference becomes important when analyzing the
influence of background gradients). For simplicity, all equations

below are derived for the case of diffusion-sensitizing gradients
of opposite polarity; however, all the final results are applicable
for both cases.
In the case of sufficiently short gradient pulses, when mole-

cular diffusion during time d can be ignored, each molecule
accumulates phase only at two points of its trajectory: at its initial
position r0 at time t¼ 0, ’0 ¼ gGr0d, and at its final position r at
time t¼ T¼D, ’T ¼ #gGrd. Here G is the field gradient and g is
the nuclear gyromagnetic ratio. The net MR signal after the
bipolar gradient pulse can be written as:

S ¼ S0 $
ZZ

V

dr dr0 rðr0ÞPðr; r0; DÞ exp #igGðr# r0Þd½ ( (1)

where rðr0Þ is an initial spin density (usually, rðr0Þ is homo-
geneous, rðr0Þ ¼ 1=V); Pðr; r0; DÞ is a diffusion propagator
describing the probability for a molecule to move from point r0 to
point r during diffusion time D, S0 is the MR signal amplitude
without diffusion sensitizing gradients and integration is over all
the initial and final positions of molecules in the system’s volume
V. The diffusion propagator Pðr; r0; DÞ is a solution to the
diffusion equation,

@P

@t
¼ Dr2P (2)

(D is the diffusion coefficient) with the initial condition
Pðr; r0; 0Þ ¼ dðr# r0Þ, where dðr# r0Þ is the Dirac delta function,
and with specific boundary conditions. Clearly, greater molecule
displacement during diffusion time D leads to a larger phase
difference ð’T # ’0Þ and stronger decay of the MR signal, Eq. [1].
Hence, the MR signal decay in the Stejskal-Tanner PG experiment
is a measure of nuclear displacement.
For an arbitrary pulse gradient waveform G(t) applied over a

total time T, the phase accumulated by a molecule moving along
a given trajectory r ¼ rðtÞ can be written as:

’ðTÞ ¼ g

ZT

0

dtGðtÞrðtÞ: (3)

It is important to emphasize that the phase in Eq. [3] is
determined not only by the initial and final positions of the
molecule (as in the case of narrow pulses) but by all the points
along the full displacement trajectory. To obtain the net diffusion
attenuated MR signal, contributions of individual molecules
should be averaged over all initial positions and possible
trajectories (23):

S ¼ S0 exp #i’ðTÞð Þh i: (4)

The expression in Eq [4] for the signal can also be presented in
the form first proposed in (24):

S ¼ S0 $
Z1

#1

d’ Pð’Þ exp #i ’ð Þ (5)

where P(w) is a distribution function for the phases in Eq.[4].
Another approach for calculating the MR signal is based on the

Bloch-Torrey equation (25):

@mðr; tÞ
@t

¼ Dr2mðr; tÞ þ igbzðr; tÞmðr; tÞ;

mðr; 0Þ ¼ r0ðrÞ
(6)

Figure 1. Two versions of Stejskal-Tanner pulse sequence employed to
sensitize the MR signal to molecular diffusion. Characteristic parameters
of the waveform are the gradient amplitude G, the diffusion time D and
the pulse width d. The encoding (first) and decoding (second) gradient
pulses have either opposite polarity (upper diagram) or are separated by a
1808 refocusing RF pulse (lower diagram).
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Figure 2.1 – Deux versions de la séquence d’impulsion de Stejskal-Tanner utilisée pour sensibiliser
le signal à la diffusion moléculaire. Les paramètres caractéristiques de la séquence sont l’amplitude des
gradients g, le temps de diffusion ∆ et la durée d’application de gradient δ. Les gradients de codage
(le premier) et de décodage (le second) ont soit une polarité opposée (schéma en haut) ou sont séparés
par une impulsion RF 180o de refocalisation (schéma en bas).

Comme le montre la figure 2.1, après une impulsion d’excitation 90o, un gradient
de champ pulsé de durée δ et d’amplitude g est appliqué pendant la première période
de l’expérience. Ce gradient introduit un déphasage de l’aimantation globale lié à un
codage spatial de la phase des spins en fonction de leur position le long de l’axe d’appli-
cation du gradient. L’impulsion 180o de refocalisation renverse la précession des spins,
un second gradient, identique au premier, inverse le codage spatial des phases avant
l’enregistrement du signal. Si les spins sont stationnaires durant le temps de diffusion
∆ qui sépare les deux gradients, alors le codage et le décodage spatial des phases se
compensent, et le signal est maximum avec une amplitude seulement gouvernée par la
relaxation T2. Toutefois, les molécules en solution subissent des mouvements browniens
de diffusion et la position des spins le long de l’axe de gradient change pendant la durée
∆, entraînant un décalage des phases codées et décodées par les deux gradients (Fig.
2.2).
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Figure 2.2 – Distribution de la phase des spins durant l’application de la séquence PGSE. (a) Au
temps t = 0, après l’impulsion 90o. (b) Après l’application du premier gradient. (c) Après l’impulsion
de 180o. (d) Après l’application du second gradient, à l’instant T = δ + ∆.

Ce déphasage est détecté et mesuré par l’atténuation de l’intensité du signal résul-
tant. Étant donné que l’atténuation du signal est liée à la diffusion, par la mesure de
cette atténuation, il est possible de mesurer le coefficient de diffusion dans la direction
de gradient. Notons que les gradients de codage et de décodage de la figure 2.1 ont soit
une polarité opposée ou sont séparés par une impulsion RF 180o de refocalisation. Du
point de vue du signal RMN atténué par la diffusion, les deux séquences sont identiques.

2.2.1 Approche probabiliste

On note par r(t) la position d’un spin à l’instant t. La phase accumulée à l’instant
T = ∆ + δ durant l’application de gradient de diffusion est :

φ(T ) = γ

∫ T

0

r(t) ·G(t)dt

= γ

∫ δ

0

r(t) ·G(t)dt− γ
∫ δ+∆

∆

r(t) ·G(t)dt.

Afin de simplifier les calculs, il est fréquent dans la littérature d’étudier la diffusion dans
le cadre d’impulsions étroites de gradients (NPA pour Narrow Pulse Approximation),
c-à-d, δ � ∆, ce qui implique que les spins sont statiques durant l’application du
gradient. La position du spin est notée r0 durant l’application du premier gradient, et
r durant le second. La phase accumulée est alors :

φ = γδg · (r0 − r),

et g est l’amplitude de G. Si les spins n’avaient pas diffusé durant la période ∆, alors
le déphasage φ se serait annulé. En d’autres termes, la quantité de déphasage est pro-
portionnelle au déplacement r − r0. Le signal de diffusion provenant d’un voxel V est
donné par [68] :

S(G,∆) := S0

∫
V

∫
V

ρ(r0)P (r, r0,∆) exp(−iφ)dr0dr

= S0

∫
V

∫
V

ρ(r0)P (r, r0,∆) exp(iγδg · (r− r0))dr0dr (2.2)
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CHAPITRE 2. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE DE DIFFUSION

où ρ(r0) est la densité initiale de spins telle que
∫
V
ρ(r0)dr0 = 1, P (r, r0,∆) est le

propagateur de diffusion décrivant la probabilité de déplacement d’un spin de sa position
initiale r0 à la position r durant le temps de diffusion ∆, S0 est le signal obtenu sans
application de gradients de diffusion, et l’intégration est sur toutes les positions initiales
et finales des spins dans V .

Propagateur de diffusion. Comme le mouvement des spins est aléatoire, il est
convenable de le décrire par le propagateur P (r, r0, t) qui donne la probabilité de trouver
une particule à la position r à l’instant t sachant qu’elle était en r0 à l’instant 0. Le
propagateur de diffusion P (r, r0, t) satisfait l’équation de diffusion :

∂tP (r, r0, t) = D4rP (r, r0, t)

P (r, r0, 0) = δ(r− r0) (2.3)

où D est le coefficient de diffusion et δ(r − r0) est la masse de Dirac. Dans le cas où
le milieu peut être considéré infini, c-à-d P → 0 quand r0 → ∞, la diffusion est dite
libre ou gaussienne. Dans ce cas la solution de l’équation de diffusion est donnée par le
propagateur gaussien :

P (r, r0, t) =
1

(4πDt)3/2
exp(−|r− r0|2/4Dt)

P (r, r0, 0) = δ(r− r0), (2.4)

Dans le cas unidimensionnel, le propagateur P s’écrit :

P (r, r0, t) =
1

(4πDt)1/2
exp(−(r − r0)2/4Dt)

P (r, r0, 0) = δ(r − r0), (2.5)

et le signal RMN (2.2) peut être calculé :

S = S0

∫
V

∫
V

ρ(r0)P (r0 +R, r0,∆)eiγδgRdRdr0, avec R = r − r0

= S0

∫
V

ρ(r0)

∫
V

1

(4πD∆)1/2
e−(R2/4D∆)eiγδgRdRdr0

= S0 exp(−γ2δ2g2∆D).

Cela implique que :

ln
( S
S0

)
= −γ2δ2g2∆D. (2.6)

On note b = γ2δ2G2∆, le coefficient b est appelé facteur de pondération en diffusion.
Ce coefficient permet de lier la diffusion au signal RMN mesuré.
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2.2. PRINCIPE DE L’IRM DE DIFFUSION

Le propagateur gaussien est défini pour une diffusion isotrope par un coefficient D.
Cela peut être généralisé dans le cas de diffusion anisotrope en introduisant un tenseur
de diffusion de second ordre D dans l’équation (2.3) on obtient :

P (r0 + R, r0, t) =
1

(|D|(4πt)3)1/2
exp(−RtD−1R/4t)

P (r0 + R, r0, 0) = δ(R), (2.7)

où R = r− r0, et le symbole | · | désigne le déterminant. Le signal (2.2) donne :

S = S0

∫
R

∫
R
ρ(r0)P (r0 + R, r0,∆)eiγδg·RdRdr0

= S0

∫
R
ρ(r0)

∫
R

1

(|D|(4πt)3)1/2
e−R

tD−1R/4∆eiγδg·RdRdr0

= S0 exp(−γ2δ2∆gtDg)

= S0 exp(−tr(γ2δ2∆ggtD)). (2.8)

On introduit la matrice B = γ2δ2∆ggt [69] qui représente une généralisation du facteur
b obtenu dans le cas isotrope. L’imagerie du tenseur de diffusion (DTI), fournit, non
seulement un cadre pour la description de l’anisotropie de la diffusion, mais également
un lien entre le signal (2.8) et le tenseur D en utilisant la formulation du propagateur
gaussien (2.7). La simplicité de la diffusion gaussienne à la fois en termes de modèle et
de temps d’acquisition font de la DTI l’approche privilégiée en IRM de diffusion. La
décomposition et l’interprétation géométrique facile de la matrice D joue également en
sa faveur.

Relation de Fourier. A cause des effets de restriction géométrique dans les tissus
biologiques, le propagateur de diffusion mesuré n’est en général pas gaussien, ce qui
complexifie grandement la modélisation de la diffusion. De nombreuses analyses ont
été développées visant à identifier les liens entre la géométrie du milieu et les caracté-
ristiques non-gaussiennes mesurées [70]. En IRM de diffusion, la résolution d’un voxel
ne permet pas d’observer la diffusion d’un seul atome, ce qui conduit à modéliser la
diffusion associée à un voxel par le propagateur moyen (Ensemble Average Propaga-
tor (EAP)), qui est défini par l’intégrale spatiale du propagateur pour l’ensemble des
atomes dans ce voxel :

P (R, t) =

∫
V

P (r0 + R, r0, t)ρ(r0)dr0. (2.9)

Ce qui est important n’est pas la position initiale et finale de l’atome, mais le déplace-
ment R entre les deux positions dans la direction du gradient. P (R, t) est la probabilité
qu’une molécule en position initiale quelconque se déplace par une distance R durant
un temps t. Notons que dans le cas de diffusion gaussienne, le propagateur moyen se
ramène à l’expression du propagateur d’une seule particule, c-à-d, P (R, t) = P (r, r0, t).

45

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI120/these.pdf 
© [I. Mekkaoui], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE 2. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE DE DIFFUSION

En utilisant la relation (2.9) du propagateur moyen, l’équation du signal (2.2) peut
se réécrire sous forme d’une transformée de Fourier inverse du propagateur moyen par
rapport au vecteur de déplacement des spins R :

S(q,∆) = S0

∫
V

P (R,∆)eiγδg·RdR

= S0

∫
V

P (R,∆)ei2πq·RdR

= S0F−1[P (R,∆)](q) (2.10)

avec
q =

γ

2π
δg

est le vecteur de fréquences spatiales qui forment ce qu’on appelle "espace q".
Le signal (2.10) peut être également interprété comme la fonction caractéristique du
déplacement R. Une telle fonction caractéristique est usuellement développée en une
fonction génératrice des cumulants κn. Cela permet d’écrire le logarithme du signal
en fonction des coefficients κn [71]. Pour simplifier les notations, on considère le cas
unidimensionnel :

ln
( S
S0

)
= ln

〈
eiγδgR

〉
=

∞∑
n=1

κn
(iγδg)n

n!
(2.11)

où les cumulants κn sont définis selon [72] de la manière suivante :

κ1 =
〈
R
〉

κ2 =
〈
R2
〉
−
〈
R
〉2

κ3 =
〈
R3
〉
− 3
〈
R2
〉〈
R
〉

+ 2
〈
R
〉3

κ4 =
〈
R4
〉
− 4
〈
R3
〉〈
R2
〉2 − 3

〈
R2
〉2

+ 12
〈
R2
〉〈
R
〉2 − 6

〈
R
〉4
.

...

Pour un mouvement purement diffusif le propagateur moyen est une fonction paire
et donc les cumulants d’ordre impair dans l’équation (2.11) disparaissent et le signal
résultant est une fonction réelle. Remarquons que dans le cas d’un propagateur gaussien
(Eq. (2.5)), κ1 et κ2 représentent la moyenne et la variance de R, donc de l’équation
(2.5) on a : κ1 = 0, κ2 = 2Dt, et les cumulants d’ordre supérieur à 2 sont nuls. Le signal
(2.11) est le même obtenu dans l’équation (2.6) :

ln
( S
S0

)
= −κ2

(γδg)2

2

= −γ2δ2g2∆D

= −bD (2.12)
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2.2. PRINCIPE DE L’IRM DE DIFFUSION

En raison des effets de restriction géométrique dans les tissus biologiques, la diffusion
mesurée dévie en général du comportement gaussien. La fonction des cumulants permet
de quantifier cette déviation de la diffusion. Par exemple en tronquant l’expression du
signal après le quatrième cumulant :

ln
( S
S0

)
= −κ2

(γδg)2

2
+ κ4

(γδg)4

4!
,

en introduisant le coefficient d’aplatissement (le kurtosis) :

K =
κ4

κ2

2

(2.13)

et substituant la valeur de κ2 dans (2.13) :

κ4 = Kκ2
2 = 4KD2∆2,

on obtient :
ln
( S
S0

)
= −bD +

1

6
b2D2K.

Il est donc possible d’estimer le coefficient K afin d’avoir une indication sur la dévia-
tion de la diffusion du comportement gaussien. Cette approche est appelée Imagerie du
Kurtosis de Diffusion (DKI) ([70], [73]).

Cependant, le développement du signal de diffusion en cumulants a un rayon de
convergence fini. Cela signifie que la convergence de la série (2.11) n’est pas assurée
pour de larges valeurs de γδg et diverge dans de nombreux cas pratiques [74].

En pratique, à partir du signal mesuré, une transformée de Fourier discrète en trois
dimensions est utilisée pour calculer le propagateur de diffusion P :

P (R,∆) =
1

S0

∫
V

S(q,∆)e−i2πq·Rdq

=
1

S0

F [S(q,∆)](R). (2.14)

Ce propagateur caractérise la diffusion moyenne locale dans un voxel. L’imagerie du
spectre de diffusion (DSI) est basée sur la mesure de P à partir de la relation (2.14)
qui nécessite l’acquisition du signal à partir d’un échantillonnage de l’espace q [68].
Bien que La DSI soit une technique intéressante car elle ne nécessite pas de modèle
de diffusion à priori connu, deux problèmes majeures limitent son application en cli-
nique : elle requiert un temps d’acquisition très long pour l’échantillonnage de l’espace
q et nécessite des gradients de champ magnétique très élevés pour explorer l’espace du
propagateur de manière suffisamment complète ([63]).
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CHAPITRE 2. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE DE DIFFUSION

L’approche probabiliste est basée sur l’hypothèse d’impulsion étroites de gradient
de diffusion, c-à-d, que le temps δ est négligeable devant le temps de diffusion ∆, ce qui
n’est pas le cas en pratique. Donc la diffusion ne peut plus être négligeable durant le
temps d’application de gradient. Ceci est le cas des scanner IRM dans lesquels l’intensité
maximale de gradient est généralement limitée, et donc de longues durées d’application
de gradient sont nécessaires afin de produire un effet observable de la diffusion. Pour
s’affranchir de cette limitation, nous introduisons l’équation de Bloch-Torrey qui permet
de modéliser le signal de diffusion pour n’importe quelle forme de séquence et sans
aucune restriction sur la durée de gradient.

2.2.2 Approche déterministe et équations de Bloch-Torrey

Dans un repère tournant et en l’absence d’onde radiofréquence, l’équation de Bloch
décrivant l’aimantation transversale Mxy = Mx + iMy en présence de gradients de
codage spatial Gim est donnée par :

dtMxy = −iγGim(t) · r−Mxy/T2

où r = (x, y, z) est la position spatiale des spins. Afin de prendre en compte l’effet de
la diffusion moléculaire, l’équation de Bloch a été modifiée pour donner l’équation de
Bloch-Torrey [15] :

∂tMxy = −iγ(Gim(t) + Gdif (t)) · rMxy −Mxy/T2 + div(D(r)∇Mxy)

où D représente le tenseur de diffusion intrinsèque et Gdif sont les gradients de diffusion
utilisés pour sensibiliser le signal à la diffusion. Dans toute la suite nous négligeons les
gradients du codage spatial Gim et ne considérons que les gradients de diffusion Gdif

qui seront notés par G. Donc l’équation de Bloch-Torrey s’écrit :

∂tMxy = −iγG(t) · rMxy −Mxy/T2 + div(D(r)∇Mxy). (2.15)

Le gradient G est choisi afin que
∫ TE

0
G(t)dt = 0 où TE = δ + ∆ est le temps d’écho.

Diffusion homogène

• Sous l’hypothèse que le déplacement des molécules d’eau est caractérisé par une
diffusion isotrope et homogène D, dans [75] une solution explicite de l’équation
(2.15) a été obtenue en utilisant la transformée de Fourier en 1D où r = r et
G = G :

M̂xy(k, t) =

∫ ∞
−∞

Mxy(r, t)e−ikrdr.

Si l’effet de la relaxation T2 est négligé, M̂xy vérifie l’équation :

∂tM̂xy(k, t) = γG(t)∂kM̂xy(k, t)−Dk2M̂xy(k, t). (2.16)
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2.2. PRINCIPE DE L’IRM DE DIFFUSION

Pour résoudre l’équation (2.16), on utilise la transformation :

J(k, t) = M̂xy(k, t) exp
(
−D

∫ t

0

(
k + γ

∫ t

t′
G(s)ds

)2

dt′
)
. (2.17)

On obtient pour J(k, t) l’équation :

∂tJ(k, t) = γG(t)∂kJ(k, t)

qui peut être résolue par la méthode des caractéristiques. Alors :

J(k, t) = J(k + γ

∫ t

0

G(t′)dt′, 0).

A partir de la transformation (2.17), une solution de l’équation (2.16) est obtenue :

M̂xy(k, t) = M̂xy

(
k + γ

∫ t

0

G(s)ds, 0
)

exp
(
−D

∫ t

0

(
k + γ

∫ t

t′
G(s)ds

)2

dt′
)
,

et le signal RMN est donné dans [75] par :

S(t) =

∫ ∞
−∞

Mxy(r, t)dr = lim
k→0

M̂xy(k, t)

= M̂xy

(
γ

∫ t

0

G(s)ds, 0
)

exp
(
−D

∫ t

0

(
γ

∫ t

t′
G(s)ds

)2

dt′
)
. (2.18)

Dans le cas où la condition initiale de Mxy est donnée par la fonction de Dirac,
le signal au temps de l’écho TE est :

S(TE) = exp(−bD) (2.19)

où le facteur de pondération en diffusion b est donné par :

b = γ2

∫ TE

0

(∫ TE

t′
G(s)ds

)2

dt′

= γ2

∫ TE

0

(∫ TE

0

G(s)ds−
∫ t′

0

G(s)ds
)2

dt′

= γ2

∫ TE

0

(∫ t′

0

G(s)ds
)2

dt′.

Dans le cas où le gradient de diffusion est donné par la figure 2.1, la fonction G(t)
s’écrit sous la forme :

G(t) = g(H(t)−H(t− δ)−H(t−∆) +H(t− δ −∆)), (2.20)
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CHAPITRE 2. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE DE DIFFUSION

où H(t) = δ(t ≥ 0) est la fonction Heaviside. En remplaçant (2.20) dans (2.24),
on obtient :

b = γ2δ2g2(∆− δ/3),

qui est le même facteur de pondération obtenu dans (2.6) et (2.12) quand δ → 0,
c-à-d, sous la condition que le gradient de diffusion est appliqué pendant une du-
rée très courte.

La même solution peut être obtenue en 1D, toujours sous l’hypothèse de diffusion
isotrope et homogène, en utilisant la séparation des variables introduite dans [15] :

Mxy(r, t) = m(t) exp
(
− iγr

∫ t

0

G(t′)dt′
)
. (2.21)

Substituons l’expression (2.21) dans l’équation (2.15) et notons :

A(t) = γ

∫ t

0

G(t′)dt′,

on trouve :

m(t) = M0 exp(−t/T2) exp
(
−D

∫ t

0

A(t′)2dt′
)
,

donc

Mxy(r, t) = M0 exp(−t/T2) exp(−irA(t)) exp
(
−D

∫ t

0

A(t′)2dt′
)
, (2.22)

où M0 est l’aimantation à l’instant t = 0, qui est supposée constante. Au temps
TE, l’atténuation du signal due à la diffusion est donnée par le rapport entre
l’aimantation calculée avec gradients de diffusion et celle calculée sans gradients
de diffusion. C’est la relation d’atténuation de Stejskal-Tanner [56] :

S(b)

S0

=
Mxy(r, TE)

Mxy(r, TE)|G=0

= exp(−bD), (2.23)

avec :

b =

∫ TE

0

A(t′)2dt′

= γ2

∫ TE

0

(∫ t′

0

G(s)ds
)2

dt′, (2.24)

et S0 = M0 exp(−TE/T2) est le signal IRM pondéré en T2 obtenu sans gradients
de diffusion, c-à-d, avec b = 0, et qui sert d’image de normalisation. Pour mesurer
le coefficient de diffusion, un minimum de deux acquisitions est requis S et S0.
En prenant simplement le logarithme du signal normalisé, on trouve :

D = −1

b
ln
( S
S0

)
.
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2.2. PRINCIPE DE L’IRM DE DIFFUSION

• Dans le cas de diffusion anisotrope, le coefficient de diffusion D est remplacé par
un tenseur de diffusion D. La transformation (2.21) se réécrit :

Mxy(r, t) = m(t) exp
(
− iγr ·

∫ t

0

G(t′)dt′
)
,

et on trouve pour m l’expression :

m(t) = M0 exp(−t/T2) exp
(
−
∫ t

0

A(t′)tDA(t′)dt′
)
,

avec

A(t) = γ

∫ t

0

G(t′)dt′,

et donc l’aimantation Mxy obtenue est :

Mxy(r, t) = M0 exp(−t/T2) exp(−ir ·A(t)) exp
(
−
∫ t

0

A(t′)tDA(t′)dt′
)
. (2.25)

Ainsi, en utilisant l’expression (2.25), on peut obtenir une formule d’atténuation
de signal similaire à la description scalaire de la relation (2.23) :

S

S0

= exp
(
−
∫ TE

0

A(t′)tDA(t′)dt′
)

= exp(−tr(BD)) (2.26)

et B est la matrice donnée par [3] :

B =

∫ TE

0

A(t′)A(t′)tdt′. (2.27)

Contrairement au coefficient de diffusion scalaire, la caractérisation de la diffu-
sion locale par un tenseur d’ordre deux D permet de capturer une dépendance
angulaire de la diffusion. En pratique, le tenseur de diffusion est une matrice 3x3
symétrique définie positive, on a donc six coefficients à calculer. Concrètement,
il est nécessaire d’acquérir un signal S0 pondérée en T2, et au moins six autres
signaux en appliquant les gradients de diffusion (gradients verts sur la figure 2.3)
dans des directions non-colinéaires . Néanmoins, on peut augmenter le nombre de
directions de gradients de diffusion lors de l’acquisition afin d’améliorer la qualité
de l’estimateur et réduire la sensibilité au bruit de mesure.
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CHAPITRE 2. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE DE DIFFUSION

Figure 2.3 – Séquence de diffusion PGSE (en vert) combinée à une séquence d’imagerie convention-
nelle d’écho de gradient (en gris). Les gradients de diffusion sont appliqués dans les trois directions de
l’espace. Ils sont généralement mis en marche dans seulement une ou deux directions en même temps.

A partir de la relation (2.26), le système linéaire de n ≥ 6 mesures peut être
représenté sous forme matricielle :

− ln(S1/S0)
− ln(S2/S0)
− ln(S3/S0)

...
− ln(Sn/S0)

 =


b1
xx 2b1

xy 2b1
xz b1

yy 2b1
yz b1

zz

b2
xx 2b2

xy 2b2
xz b2

yy 2b2
yz b2

zz

b3
xx 2b3

xy 2b3
xz b3

yy 2b3
yz b3

zz
...

...
...

...
...

...
bnxx 2bnxy 2bnxz bnyy 2bnyz bnzz




Dxx

Dxy

Dxz

Dyy

Dyz

Dzz


Y = HX. (2.28)

Dans le système linéaire de l’équation (2.28), H est une matrice d’encodage conte-
nant les directions de mesure (matrice injective), bxx, bxy, bxz,... représentent les
coefficients de la matriceB,X est un vecteur spécifiant les six éléments uniques du
tenseur D et Y est le vecteur contenant la perte logarithmique du signal de diffu-
sion. Une méthode des moindres carrés peut être utilisée pour résoudre l’équation
(2.28). L’estimateur de moindres carrés pour le tenseur de diffusion D est donné
par :

X = (HtH)−1HtY. (2.29)

Diffusion non homogène

Dans les tissus biologiques la diffusion est inhomogène. Dans ce cas l’équation de Bloch-
Torrey (2.15) n’a pas de solution explicite. La méthode la plus directe est de chercher
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2.2. PRINCIPE DE L’IRM DE DIFFUSION

une solution numérique de l’équation pour calculer le signal RMN qui est donné par
l’intégrale de Mxy sur le voxel V à l’instant t = TE :

S(b) =

∫

V

Mxy(r, TE)dr. (2.30)

Le coefficient diffusion mesuré dans une direction spécifique de gradient est calculé par
un ajustement exponentiel du signal normalisé S(b)

S0
pour chaque voxel sur une gamme

de valeurs du facteur b :
ADC := −1

b
ln
(S(b)

S0

)
, (2.31)

ce coefficient est appelé coefficient de diffusion apparent (Apparent Diffusion Coefficient
(ADC)), il donne une estimation de la diffusion moyenne des molécules d’eau dans
le voxel. L’ADC est un coefficient important en IRMd, il reflète les caractéristiques
microscopiques des tissus biologiques à l’échelle macroscopique (voir la section 2.3), et
représente le contraste mesuré en imagerie pondérée en diffusion (Diffusion Weighted
Imaging (DWI)). Chaque pixel de l’image est décrit par l’amplitude du signal :

S(b) := S0 exp(−bADC).

Ainsi, on peut reconstruire une carte de la diffusivité (carte d’ADC) selon la direction
dans laquelle le gradient a été appliqué. L’intérêt de l’imagerie de l’ADC s’est développé
à partir des années 1990 lorsque des études cliniques ont mis en évidence l’efficacité de
cette technique dans la détection précoce de l’AVC [58]. En effet, les zones affectées lors
de l’AVC montrent une diminution d’ADC, ce qui implique que ces zones apparaissent
plus claires sur l’image pondérée en diffusion (DWI) par rapport à des tissus sains
même lorsque d’autres modalités d’images (pondérées en T1, T2 par exemple) sont
apparemment normales (Fig. 2.4).

Figure 2.4 – Comparaison de différentes modalités d’IRM dans le cas d’un AVC ischémique, 2
heures après le début des symptômes. (a) Pondération en T1. (b) Pondération en densité de protons.
(c) Pondération en T2. (d) Pondération en diffusion. Les images (a-c) sont normales. L’image (d) révèle
une hyper-intensité due à un blocage d’une artère cérébrale. Source : [76].

Diverses études ont pourtant fait l’observation que l’image pondérée en diffusion
(DWI) subit de grandes variations de luminosité suivant la direction d’application du

53

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI120/these.pdf 
© [I. Mekkaoui], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE 2. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE DE DIFFUSION

gradient de diffusion [77]. Ce contraste, dépendant de l’orientation, est généré par l’ani-
sotropie de la diffusion. La technique d’imagerie du tenseur de diffusion (DTI) est basée
sur le calcul d’un tenseur de diffusion apparent DA en chaque pixel de l’image pour ca-
ractériser l’anisotropie de l’ADC. Les coefficients de ce tenseur sont calculés de la même
manière décrite précédemment pour le calcul des coefficients du tenseur intrinsèque D
(Eqs. (2.28), (2.29)), tout en précisant que le signal dans l’équation (2.23) est obtenu
par un ajustement exponentiel sur les valeurs de B :

S

S0

:= exp(−tr(BDA)).

Représentation graphique. Le tenseur de diffusion mesuré est diagonalisable, ce
qui permet de se ramener à trois directions de diffusion orthogonales v1, v2, v3, qui
représentent les vecteurs propres avec les valeurs propres λ1, λ2, λ3 (listées en ordre
décroissant) qui caractérisent la diffusivité associée à chacune des trois directions or-
thogonales. Le système de valeurs propres du tenseur de diffusion peut être interprété
graphiquement comme la surface d’un ellipsoïde avec le demi-grand axe orienté dans
la direction principale v1 et les demi-petit axes orientés dans les directions v2 et v3.
Les longueurs des axes de cette interprétation ellipsoïdale sont données par les valeurs
propres correspondantes, avec une longueur de demi-grand axe λ1 et des demi-petit axes
de longueurs λ2 et λ3 (Fig. 2.5(a)). En cas de diffusion purement isotrope, l’ellipsoïde
de diffusion prend une forme sphérique, avec λ1 = λ2 = λ3. Il y a également deux cas
extrêmes de diffusion anisotrope physiquement réalisables : diffusion anisotrope linéaire
avec λ1 � λ2 ≈ λ3, et diffusion anisotrope planaire avec λ1 ≈ λ2 � λ3 (Fig. 2.5(b)).

(a) (b)

Figure 2.5 – (a) Interprétation graphique d’un tenseur de diffusion sous forme d’un ellipsoïde.
Représentation des directions de diffusion et des angles d’orientation des vecteurs propres. (b) Exemples
de tenseurs de diffusion dans les cas a isotrope, b linéaire, et c planaire.

Les images de diffusion peuvent être visualisées par des ellipsoïdes. Le tenseur de
diffusion est représenté en chaque voxel par un ellipsoïde correspondant à la surface de
niveau de la densité de probabilité de présence d’une particule ayant diffusé pendant
un temps fini depuis le centre du voxel. Différentes méthodes ont été proposées pour
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2.2. PRINCIPE DE L’IRM DE DIFFUSION

représenter le tenseur de diffusion. La représentation par carte de couleurs [78] est la
plus utilisée. En effet, en associant une couleur à chacune des trois directions de l’espace
(le rouge pour la direction gauche-droite (l’axe x), le vert pour la direction antérieur-
postérieur (l’axe y), le bleu pour la direction supérieur-inférieur (l’axe z)), on peut créer
une cartographie des faisceaux de fibres indiquant leurs positions, directions et aniso-
tropies. On peut aussi adopter une visualisation par champ de vecteurs. Dans ce cas,
le tenseur de diffusion est représenté en chaque voxel par le vecteur propre du tenseur
associé à la plus grande valeur propre. La figure 2.6 montre un exemple de visualisation
par un champ de tenseurs en (a) et par un champ de vecteurs en (b) superposés à une
image anatomique d’un cerveau humain.

(a) (b)

Figure 2.6 – Représentation de l’anisotropie de diffusion dans le cerveau humain. (a) Visualisation
par un champ de tenseurs. Les couleurs indiquent l’orientation du vecteur propre principal de chaque
tenseur. (b) Visualisation par un champ de vecteurs. L’orientation principale de diffusion est représentée
par une ligne jaune pour chaque pixel. Source : [79].

Mesures scalaires de diffusion. Il existe également une variété d’indices scalaires
basés sur les mesures tensorielles qui résume les attributs de diffusion dans un voxel et
permet la construction d’images donnant une vue d’ensemble de la diffusion en chaque
voxel. Contrairement aux images de diffusion DWI, ces images scalaires sont indépen-
dantes de l’orientation de l’acquisition (elles ne changent pas quand les orientations des
gradients de diffusion subissent une rotation), elles sont donc utiles pour tirer des infor-
mations quantitatives du tenseur de diffusion. Un exemple d’une telle mesure scalaire
est la diffusivité moyenne (Mean diffusivity (MD)) du tenseur de diffusion qui mesure
l’importance de la diffusion des molécules d’eau dans le voxel :

MD =
1

3
(λ1 + λ2 + λ3).

L’indice de l’anisotropie fractionnelle (Fractional Anisotropy (FA)) est une mesure qui
permet d’estimer la déviation de la direction de diffusion par rapport au cas d’une
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CHAPITRE 2. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE DE DIFFUSION

diffusion purement isotrope et reflète le degré de l’alignement des structures cellulaires
dans les faisceaux de fibres :

FA =

√
3

2

√
(λ1 −MD)2 + (λ2 −MD)2 + (λ3 −MD)2

(λ2
1 + λ2

2 + λ2
3)

.

Si les valeurs propres sont égales dans toutes les directions, alors la FA = 0 (milieu
isotrope). Si au contraire, les fibres sont fortement orientées dans une direction alors
le FA s’approche de 1 (milieu anisotrope) car une valeur propre sera beaucoup plus
grande que les autres. Le FA est l’indice d’anisotropie le plus utilisé dans la littérature
car il est relativement peu sensible au bruit en comparaison avec d’autres indices [80].

2.3 Modèles de diffusion dans les tissus biologiques
Les tissus biologiques diffèrent largement des milieux infinis et homogènes. Chaque voxel
contient une variété de compartiments intra-cellulaires et extra-cellulaires de différentes
propriétés biologiques, et séparés par des membranes cellulaires. Le mouvement des mo-
lécules d’eau dans les tissus biologiques n’est pas libre. Il est entravé par la présence des
cellules dans l’espace extra-cellulaire et restreint à l’intérieur des cellules. En fonction
de la perméabilité cellulaire, l’échange et le transport entre les compartiments intra et
extra-cellulaires doit être également pris en compte (Fig. 2.7).

Figure 2.7 – Dans les tissus biologiques, les obstacles modifient le processus de diffusion libre.
La diffusion des molécules peut être limitée dans des espaces restreints (A), comme les cellules. La
diffusion peut également être entravée par des obstacles qui entrainent des mouvements tortueux (B).
L’échange entre les compartiments ralentit également les déplacements moléculaires (C).

A cause des restrictions géométriques, le mouvement de diffusion est un processus
dépendant du temps, et l’observation de la restriction est liée aux paramètres expéri-
mentaux. La séquence PGSE est sensible au déplacement moyen durant le temps de
mesure de la diffusion∆. Lorsque le temps∆ est très court, les molécules d’eau n’ont pas
suffisamment de temps pour atteindre les barrières des cellules, alors elles se comportent
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2.3. MODÈLES DE DIFFUSION DANS LES TISSUS BIOLOGIQUES

comme si elles se diffusaient librement, et le signal mesuré au temps de l’écho est gou-
verné par le vrai coefficient de diffusion D. Lorsque le temps de diffusion ∆ augmente,
la majorité des molécules vont atteindre les frontières des cellules et leur déplacement
déviera de son comportement observé dans un milieu libre. La distance de diffusion
calculée par la relation d’Einstein (Eq. (2.1)) pour une diffusion libre l =

√
2DdTD (d

est la dimension de l’espace) dévie du comportement linéaire par rapport à
√
TD lorsque

la distance de diffusion est plus grande que la taille caractéristique du compartiment
restreint. L’effet de la restriction géométrique va alors apparaître dans le signal RMN
lorsque les distances moyennes de diffusion sont du même ordre que la longueur carac-
téristique du milieu restreint. Le signal mesuré dépendra du coefficient de perméabilité
cellulaire, de la forme des volumes restreints (sphérique, cylindrique, planaire,...) et des
paramètres expérimentaux (type de gradient, temps de diffusion ∆,...). Ainsi, il n’existe
pas d’expression analytique unique du signal d’IRMd pour décrire toutes ces différentes
configurations.

Les tissus biologiques sont composés de cellules aux dimensions proches du micro-
mètre, taille bien inférieure à la résolution spatiale de l’IRMd qui est de l’ordre de 1mm3.
Chaque voxel contient une quantité de cellules de tailles et de formes variables séparées
par des membranes qui perturbent le mouvement des molécules d’eau et donc le signal
de diffusion associé. En d’autres termes, le signal d’IRM mesuré dans le voxel, reflète
les caractéristiques moyennes de la structure microscopique à l’échelle macroscopique.
Ainsi, un coefficient de diffusion apparent (ADC) ou un tenseur de diffusion apparent
(DA) peuvent être calculés en chaque pixel de l’image à partir d’un modèle mathé-
matique d’atténuation du signal observé. Comme plusieurs paramètres physiologiques
peuvent influencer la valeur de l’ADC, le développement de modèles mathématiques
de la diffusion de l’eau est nécessaire pour évaluer l’impact de chaque paramètre sur
l’ADC. Dans le cas de diffusion libre, le signal de diffusion décroit exponentiellement
avec le facteur b, et est caractérisé par la diffusion intrinsèqueD. Cependant, la diffusion
dans les tissus biologiques n’est pas libre, l’eau interagit avec les membranes cellulaires,
les macromolécules, et d’autres contenus cellulaires et extra-cellulaires entraînant une
déviation de l’atténuation du signal de diffusion du comportement mono-exponentiel
observé dans le cas de diffusion libre, et l’ADC mesuré est en général plus petit que
la diffusion intrinsèque D. Dans [81], un modèle de calcul de diffusion au sein d’une
géométrie de cellules cubiques régulièrement espacées en tenant compte du temps de
diffusion ∆ et de certains paramètres de tissus, tels que, la fraction volumique intra-
cellulaire, la perméabilité de membrane, et le coefficient de diffusion intra-cellulaire,
a été introduit. Ce modèle montre que l’influence des paramètres du tissu sur l’ADC
dépend du temps de diffusion. A de courts temps de diffusion, l’ADC dépend de la diffu-
sivité intra-cellulaire, il a tendance à augmenter lorsqu’elle augmente. Cependant, à de
temps de diffusion plus longs, l’ADC est relativement indépendant de la diffusion intra-
cellulaire, et très sensible aux variations de la fraction volumique intra-cellulaire : il
diminue avec l’augmentation de la fraction volumique intra-cellulaire (celle-ci peut aug-
menter avec le gonflement cellulaire). La perméabilité a également un effet sur l’ADC :
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CHAPITRE 2. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE DE DIFFUSION

il diminue lorsque la membrane de la cellule devient moins perméable, et cet effet est
plus important lorsque le temps de diffusion est long. L’augmentation de la perméabilité
réduit l’effet de la restriction de la membrane, et par conséquent, augmente l’ADC à des
valeurs compatibles avec la limite d’échange rapide (comme le cas de diffusion libre).
L’ADC regroupe toutes ces interactions en un seul coefficient de diffusion apparent qui
peut être calculé par un ajustement exponentiel du signal d’atténuation de diffusion
sur une gamme spécifique de valeurs de b, typiquement entre 0 et 1000s/mm2. D’autres
modèles d’ajustement bi et tri-exponentiels ont été proposés afin de pouvoir extraire
des informations supplémentaires sur les caractéristiques des tissus ([82], [83]). Plusieurs
modèles mathématiques ont été développés pour décrire explicitement le signal de diffu-
sion en termes de propriétés physiques des tissus. Par exemple, sous la condition étroite
de gradients, et en utilisant le formalisme du propagateur de diffusion, d’expressions
analytiques du signal de diffusion ont été introduites dans le cas de diffusion entre deux
plaques parallèles imperméables, dans une sphère et un cylindre imperméables ([84],
[85]). Ces modèles analytiques ont été utilisés pour décrire la diffusion à l’intérieur de
cellules imperméables et ne tiennent pas en compte la diffusion dans l’espace extra-
cellulaire ou l’échange entre les compartiments intra et extra-cellulaires. Afin de bien
comprendre l’influence de ces caractéristiques biologiques sur le signal de diffusion, un
modèle mathématique dit de Kärger a été formulé [65]. Ce modèle suppose que la diffu-
sion est gaussienne dans les compartiments et que l’échange des molécules d’eau entre
eux est faible. Ces hypothèses permettent la formulation d’un système d’équations dif-
férentielles ordinaires couplées décrivant l’évolution dans le temps des signaux dans les
différents compartiments. Le signal d’IRMd du modèle de Kärger est la somme des si-
gnaux de tous les compartiments. Le modèle de Kärger est valable sous l’hypothèse que
la durée de gradient de diffusion est courte par rapport au temps de diffusion (δ � ∆).
Afin de vérifier les approches théoriques ci-dessus ou pour calculer le signal d’IRMd
dans des structures plus complexes, il y a eu un recours à des modèles numériques,
comme par exemple, la méthode de Monte Carlo [86] qui permet de simuler le mouve-
ment Brownien des molécules d’eau dans un domaine de structure supposée connue à
priori, et calculer le signal de diffusion en fonction du déplacement des molécules d’eau
dans différentes directions. Cette méthode est coûteuse en temps car la simulation de la
diffusion est faite pour un nombre très grand de molécules d’eau afin de pouvoir révéler
de manière précise les informations structurelles du milieu. Les méthodes des différences
finies et des éléments finis ont été également utilisées pour modéliser le signal de dif-
fusion à partir de la solution du modèle de Bloch-Torrey à compartiments multiples
([87], [20], [66], [21], [22]). L’équation de Bloch-Torrey fournit une représentation plus
réaliste du signal d’IRMd pour des structures géométriques plus complexes des tissus
biologiques.

La résolution spatiale en IRM de diffusion est de l’ordre de 1mm3, ce qui signifie
que dans chaque pixel de l’image, les caractéristiques moyennes de la diffusion dans un
voxel sont présentées. Pour modéliser le signal d’IRMd dans un voxel, l’aimantation à

58

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI120/these.pdf 
© [I. Mekkaoui], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



2.3. MODÈLES DE DIFFUSION DANS LES TISSUS BIOLOGIQUES

l’intérieur de ce voxel et son intégrale au temps de l’écho doivent être calculées. Si on
suppose que le voxel contient un environnement cellulaire qui ne varie pas beaucoup, un
domaine de simulation plus petit peut être utilisé et est considéré comme une portion
représentative du tissu dans le voxel.

2.3.1 Equation de Bloch-Torrey à compartiments multiples

L’aimantation des molécules d’eau dans les tissus biologiques peut être modélisée par
l’EDP de Bloch-Torrey à compartiments multiples ([66],[22]). Cette équation est une
généralisation de l’équation de Bloch-Torrey [15] à des domaines hétérogènes. Le do-
maine de calcul dans lequel cette équation sera résolue est C = [−L/2, L/2]d ⊂ Rd

(typiquement d=2 ou d=3), il représente une portion représentative du voxel contenant
un compartiment extra-cellulaire Ωe et N compartiments intra-cellulaires (des cellules)
(Ωj)j=1,...,N où Ωj ∩ Ωi = ∅ pour j 6= i. On associe au compartiment Ωe une diffusion
intrinsèque extra-cellulaire De et à chaque compartiment Ωj une diffusion intrinsèque
intra-cellulaire Dj. La réunion de tous ces compartiments donne C =

⋃
l={{e},{1...,N}}Ωl.

Le domaine C est supposé répété périodiquement dans l’ensemble du voxel dans toutes
les directions de l’espace. Les membranes cellulaires sont approchées par des conditions
aux interfaces entre les cellules et l’espace extra-cellulaire. L’interface entre Ωl et Ωk

est Γlk = Ωl ∩ Ωk. Dans le cas où il n’est pas nécessaire de distinguer entre les dif-
férents contenus de C, toutes les cellules sont regroupées dans un seul compartiment
intra-cellulaire noté Ωi et toutes les membranes dans un seul compartiment Ωm.

En négligeant l’effet de la relaxation T2, l’aimantation transversale M l(r, t) dans le
compartiment Ωl vérifie l’équation de Bloch-Torrey :

∂tM
l(r, t)− div(Dl∇M l(r, t)) + iγG(t) · rM l(r, t) = 0, r ∈ Ωl, ∀l. (2.32)

On ajoute à l’équation (2.32) des conditions d’interface entre chaque paire de compar-
timents Ωl et Ωk. La condition de continuité de flux est donnée par :

Dl∇M l(r, t) · nl(r) = −Dk∇Mk(r, t) · nk(r), r ∈ Γlk, ∀l, k, (2.33)

où nl et nk sont les vecteurs normaux à Ωl et à Ωk en r, respectivement, alors nl = −nk.
La condition qui intègre la perméabilité κlk à travers l’interface Γlk est :

Dl∇M l(r, t) · nl(r) = κlk(M l(r, t)−Mk(r, t)), r ∈ Γlk, ∀l, k, (l 6= k). (2.34)

Si la perméabilité est la même dans toutes les interfaces, elle sera notée κ. Lorsque la
perméabilité κlk =∞, l’équation (2.34) se réduit à une condition de continuité :

M l(r, t) = Mk(r, t).

La condition initiale de (2.32) est :

M l(r, 0) = M l
0(r), r ∈ Ωl, ∀l (2.35)
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où M l
0(r) est la densité initiale de magnétisation dans Ωl. Comme le domaine de calcul

C est répété périodiquement, la magnétisation sur le bord de C peut être exprimée
par des conditions aux limites pseudo-périodiques [87]. En effet, pour simplifier, on
considère le cas 1D (les cas 2D et 3D peuvent être obtenus de la même manière). Soient
ra et rb deux points tels que rb = ra+L où L est la longueur de C. A partir des relations
(2.2) et (2.30) l’aimantation M peut être exprimée par le propagateur de diffusion :

M(rb, t) =

∫ L/2

−L/2
ρ(r0)P (rb, r0, t) exp(−iφ(t))dr0

=

∫ L/2

−L/2
ρ(r0)P (rb, r0, t) exp

(
− iγ

∫ t

0

rb(t
′)G(t′)dt′

)
dr0.

Comme tout gradient G(t) peut être considéré comme une série de gradients (gi)i=0,...,n

appliqués pendant de courtes durées 4t, alors l’aimantation M(rb, t) s’écrit :

M(rb, t) =

∫ L/2

−L/2

∫ L/2

−L/2
· · ·
∫ L/2

−L/2
ρ(r0)P (r1, r0,4t) exp(−iγr0g04t)P (r2, r1,4t)

exp(−iγr1g14t) · · ·P (rb, rn,4t) exp(−iγrngn4t)dr0dr1 · · · drn.

Le fait de supposer que la structure est périodique donne :

P (r, r′, t) = P (r + L, r′ + L, t), ρ(r) = ρ(r + L),

et chaque point ri peut s’écrire ri = r′i + L, alors M(rb, t) devient :

M(rb, t) = exp
(
−iγ4tL

n∑
i=0

gi

)∫ L/2

−L/2

∫ L/2

−L/2
· · ·
∫ L/2

−L/2
ρ(r′0)P (r′1, r

′
0,4t) exp(−iγr′0g04t)

P (r′2, r
′
1,4t) exp(−iγr′1g14t) · · ·P (ra, r

′
n,4t) exp(−iγr′ngn4t)dr′0dr′1 · · · dr′n

= exp
(
− iγL4t

n∑
i=0

gi

)
M(ra, t).

On obtient :

M(rb, t) = exp
(
− iγL

∫ t

0

G(t′)dt′
)
M(ra, t).

Cette expression montre que les aimantations en rb et ra sont liées par la phase qui ne
dépend que de la distance L entre ces deux points et de l’intégrale du gradient appliqué.
Elle peut est utilisée pour exprimer les conditions aux limites sur ∂C dans toutes les
directions de l’espace :

M(r, t)|rj=L/2 = M(r, t)|rj=−L/2 exp
(
− iγL

∫ t

0

Gj(t
′)dt′

)
, j = 1, ..., d, (2.36)
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2.3. MODÈLES DE DIFFUSION DANS LES TISSUS BIOLOGIQUES

∂rjM(r, t)|rj=L/2 = ∂rjM(r, t)|rj=−L/2 exp
(
− iγL

∫ t

0

Gj(t
′)dt′

)
, j = 1, ..., d. (2.37)

L’équation multi-compartiments de Bloch-Torrey à résoudre est donc l’EDP (2.32) avec
les conditions d’interface ((2.33), (2.34)), les conditions au bord ((2.36), (2.37)) et la
condition initiale (2.35). Le signal d’IMRd mesuré dans C au temps de l’écho provient
de tous les compartiments considérés :

S(b) =
∑

l={{e},{1...,N}}

∫
Ωl

M l(r, TE)dr.

Le domaine C est supposé être répété périodiquement dans le voxel, il est donc suffisant
de calculer l’aimantation seulement dans C parce que le signal normalisé est le même
que si l’aimantation est mesurée dans tout le voxel. En général, le temps TE est fixé,
tandis que le gradient G est varié en amplitude ou en direction pour obtenir le signal
pour différentes valeurs de b, et l’ADC peut être calculé par un ajustement exponentiel
du signal normalisé (Eq. (2.31)).

Transformation de l’équation de Bloch-Torrey

Une transformation de l’équation de Bloch-Torrey a été introduite dans [20] en modifiant
l’expression (2.21) de la façon suivante :

M(r, t) = m(r, t) exp
(
− iγr ·

∫ t

0

G(t′)dt′
)
, (2.38)

pour permettre de s’affranchir des limitations imposées sur la valeur du pas de temps
utilisé dans les simulations numériques quand la solutionM devient fortement oscillante
à cause du terme γr · G(t) qui est relativement grand. Ainsi, l’équation (2.15) est
modifiée de sorte que le terme γr ·G(t), donnant la variation de la phase, n’apparaisse
plus dans l’équation à résoudre pour la fonction m. En substituant l’expression (2.38)
dans l’équation (2.15) et multipliant l’équation résultante par le terme :

exp(ir ·A(t)) où A(t) = γ

∫ t

0

G(t′)dt′,

on obtient :

∂tm− exp(ir ·A)div(D∇(m exp(−ir ·A))) +
1

T2

m = 0. (2.39)

Nous avons :

div(D∇(m exp(−ir·A))) = exp(−ir·A)
[
div(D∇m)−2i(DA)·∇m−DA·Am−i(∇tD)Am

]
(2.40)
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CHAPITRE 2. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE DE DIFFUSION

où ∇t est la transposée de l’opérateur gradient ∇. En substituant l’expression (2.40)
dans l’équation (2.39), une équation pour m peut être obtenue :

∂tm− div(D(r)∇m) + c1 · ∇m+ c2m = 0, (2.41)

avec

c1(r, t) = 2iD(r)A(t), c2(r, t) = D(r)A(t) ·A(t) + i(∇tD(r))A(t) +
1

T2

.

Une autre spécificité de la transformation (2.38) est qu’elle permet de simplifier les
conditions aux limites pseudo-périodiques imposées sur ∂C pour M et les transformer
en des conditions périodiques classiques pour la fonction m ([20], [22]).

2.3.2 Tenseur de diffusion homogénéisé

En raison de la complexité intrinsèque du tissu biologique qui est considéré comme un
milieu très hétérogène, il est souvent commode de le traiter comme un milieu homogène
pour obtenir une approximation macroscopique des propriétés microscopiques du milieu
qui agissent au travers de leurs caractéristiques moyennées. Dans un milieu hétérogène,
la distance de diffusion des molécules d’eau peut varier sur une échelle de longueur
beaucoup plus grande que l’échelle de longueur caractéristique de la microstructure du
milieu. Le domaine représentatif C est supposé répété périodiquement plusieurs fois
dans les trois directions de l’espace pour couvrir l’ensemble du voxel. Si la taille de C
est très petite par rapport à celle du voxel, nous pouvons faire l’approximation que C
est répété une infinité de fois dans les trois directions de l’espace. Dans cette situation,
la théorie de l’homogénéisation des structures périodiques [88] peut être utilisée pour
obtenir un tenseur de diffusion homogénéisé (ou effectif ) DH pour décrire le compor-
tement moyen de la diffusion lorsque le temps de diffusion est long. Comme toutes les
molécules d’eau dans V ne voient que des copies de C, et la taille caractéristique de
C est petite par rapport à la distance de diffusion, le tenseur de diffusion homogénéisé
DH peut être calculé à partir des solutions de d EDPs de Laplace, wi(r), i = 1, ..., d,
dans C [22] :

DH
i,j =

∫
C

D(r)∇wi(r) · ejdr, i, j = 1, ..., d, (2.42)

où (ej)j=1,...,d est la base canonique de Rd, et wi est la solution de :

div(D(r)∇wi(r)) = 0, r ∈ ∪lΩl,

avec les mêmes conditions d’interface (2.33) et (2.34) de l’équation de Bloch-Torrey, et
des conditions aux limites sur ∂C :

wi(r)|rj=L/2 = wi(r)|rj=−L/2 + δi,jL, j = 1, ..., d,

∂rjwi(r)|rj=L/2 = ∂rjwi(r)|rj=−L/2, j = 1, ..., d,
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2.3. MODÈLES DE DIFFUSION DANS LES TISSUS BIOLOGIQUES

où δi,j = 1 si i = j, et 0 sinon.
Dans [22], il a été montré numériquement que l’ADC calculé par l’équation de Bloch-

Torrey à compartiments multiples, dans une direction spécifique de gradient de diffu-
sion, tend vers gtDHg

‖g‖2 lorsque le temps de diffusion ∆ devient très long, et que cette
convergence est rapide si la perméabilité entre les compartiment est faible.

2.3.3 Equation de Kärger

Dans le modèle de Kärger [65], une description macroscopique de la diffusion dans
les compartiments intra-cellulaire Ωi et extra-cellulaire Ωe est formulée en utilisant un
système de deux EDP des concentrations de l’eau ui(r, t) et ue(r, t) dans les comparti-
ments intra et extra-cellulaires. Ce système régit la diffusion et l’échange de l’eau entre
les compartiments :

∂tu
i(r, t) = div(Di∇ui(r, t))− 1

τ i
ui(r, t) +

1

τ e
ue(r, t), (2.43)

∂tu
e(r, t) = div(De∇ue(r, t))− 1

τ e
ue(r, t) +

1

τ i
ui(r, t). (2.44)

Le modèle de Kärger suppose que la diffusion est gaussienne. Les premiers termes des
membres à droite des équations (2.43) et (2.44) décrivent la diffusion dans les compar-
timents Ωi et Ωe par des coefficients de diffusion effectifs (homogénéisés) intra-cellulaire
Di et extra-cellulaire De obtenus par homogénéisation en utilisant la relation (2.42) (où
l’intégrale dans (2.42) se calcule sur Ωi et Ωe pour obtenir Di et De). L’échange entre
les compartiments est pris en compte par les deux autres termes. Les paramètres τ i et
τ e sont les temps passés par la molécule d’eau dans les compartiments Ωi et Ωe, c-à-d,
les temps de séjour intra-cellulaire et extra-cellulaire. Les EDPs (2.43) et (2.44) sont
soumises aux conditions initiales :

ui(r, 0) = ρiδ̄(r), ue(r, 0) = ρeδ̄(r) (2.45)

où δ̄ est la distribution de Dirac et ρi (resp. ρe) est le nombre de molécules dans le
compartiment Ωi (resp. Ωe). Pour conserver la masse on a la condition :

ρiτ e = ρeτ i

Si la densité des molécules d’eau est la même dans les deux compartiments, alors :

ρe

ρi
=
ve

vi
=
τ e

τ i

où vi et ve sont les fractions volumiques définies par :

vi :=
|Ωi|
|C| , ve :=

|Ωe|
|C| ,
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CHAPITRE 2. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE DE DIFFUSION

avec |C|, |Ωi|, |Ωe| sont les volumes de C, Ωi, Ωe.
Une estimation du temps de séjour intra-cellulaire τ i en fonction des paramètres phy-
siques du milieu a été donnée dans [89] par :

τ i :=
|Ωi|
κA

, (2.46)

où κ est la perméabilité de la membrane entre les espaces intra et extra-cellulaires et A
est la surface du compartiment intra-cellulaire. Le temps τ e peut être calculé par :

τ e = τ i
ve

vi
.

Dans le modèle de Kärger, le signal Sl(g, t) provenant du compartiment Ωl sous la
condition d’impulsion étroite de gradient δ � ∆ a la forme suivante :

Sl(G, t) =

∫
r∈R3

exp(iγδG · r)ul(r, t)dr, l = i, e

où ul est la solution du problème ((2.43), (2.44), (2.45)). En multipliant les équations
(2.43) et (2.44) par exp(iγδg · r), prenant l’intégrale sur r et appliquant l’identité de
Green, le modèle de Kärger à deux compartiments est décrit par les équations :

dtS
i(g, t) = −Diγ2‖g‖2δ2Si(g, t)− 1

τ i
Si(g, t) +

1

τ e
Se(g, t), (2.47)

dtS
e(g, t) = −γ2De‖g‖2δ2Se(g, t)− 1

τ e
Se(g, t) +

1

τ i
Si(g, t), (2.48)

avec les conditions initiales :

Si(g, 0) = vi, Se(g, 0) = ve. (2.49)

La solution des équations ((2.47)–(2.49)) est :

Si(g, t) = vin exp(−γ2δ2‖g‖2tDin),

Se(g, t) = vex exp(−γ2δ2‖g‖2tDex).

Le signal d’IMRd total est la somme des signaux Si et Se à l’instant t = ∆ :

S(g,∆) = Si(g,∆) + Se(g,∆)

= vin exp(−bDin) + vex exp(−bDex)

où b = γ2δ2‖g‖2∆ est la valeur du facteur b sous la condition δ � ∆. Les coefficients de
diffusion apparentsDex,Dex et les fractions volumiques vin, vex sont liés aux paramètres
du modèles par les relations :

Dex,in =
1

2

[
De +Di +

1

(γδ‖g‖)2

( 1

τ e
+

1

τ i
)]

± 1

2

[(
Di −De +

1

(γδ‖g‖)2

( 1

τ e
− 1

τ i
))2

+
4

(γδ‖g‖)4τ eτ i

]1/2

,
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2.3. MODÈLES DE DIFFUSION DANS LES TISSUS BIOLOGIQUES

vex =
veDe + viDi −Din

Dex −Din
,

vin = 1− vex.
Le modèle Kärger intègre des paramètres macroscopiques qui représentent des quan-
tités moyennes sur le voxel, tels que les coefficients de diffusion effectifs, les fractions
volumiques cellulaires, et les temps de séjour. La diffusion effective est supposée gaus-
sienne dans les compartiments intra et extra-cellulaires, la perméabilité de l’eau entre
eux est faible, et la durée de gradient de diffusion est courte par rapport au temps de
diffusion (δ � ∆). Le signal du modèle de Kärger est résolu analytiquement, ce qui
donne une expression explicite du signal d’IRMd en fonction des paramètres du modèle.
Cette représentation explicite peut alors être utilisée pour la résolution de problèmes
inverses liés à l’estimation des paramètres du modèle.

Une étude numérique dans [90] a montré qu’à des temps de diffusion ∆ plus longs
et à faible perméabilité, le signal d’IRMd obtenu par le modèle de Kägrer est proche
de celui obtenu par le modèle de Bloch-Torrey à compartiments multiples.

Le modèle de Kärger est inapplicable si la condition δ � ∆ n’est pas vérifiée.
En pratique, il n’est pas possible de vérifier cette condition en raison de limitations
matérielles. Récemment, un nouveau modèle macroscopique d’équations différentielles
ordinaires (ODEs) [67] a été formulé à partir de l’EDP de Bloch-Torrey dans différents
sous-domaines spatiaux séparés par des membranes cellulaires à faible perméabilité, et
en utilisant la théorie de l’homogénéisation périodique. Notons que ce nouveau modèle
homogénéisé ne nécessite pas la condition δ � ∆ et a la même forme que le modèle
Kärger lorsque la durée des gradients de diffusion δ tend vers zéro.

2.3.4 Modèle macroscopique d’EDO

La dérivation du modèle d’EDO macroscopique à partir de l’EDP de Bloch-Torrey (Eqs.
(2.32)–(2.35)) utilise la théorie de l’homogénéisation périodique, où le voxel est supposé
constitué de copies périodiques d’un volume représentatif C de taille moyenne ε qui re-
présente la période et qui est supposée petite par rapport à la taille du voxel. La nature
du modèle homogénéisé dépend de l’échelle choisie pour la perméabilité par rapport à
la périodicité. L’échelle a été choisie pour donner un modèle d’équation différentielle
proche du modèle de Kärger. Le système d’EDO obtenu décrit l’évolution temporelle de
l’aimantation dans les compartiments intra et extra-cellulaires. Comme le modèle Kär-
ger, le signal IRMd est obtenu après la résolution du système d’EDOs. Les coefficients
de ce nouveau modèle sont en fonction du temps et ne sont pas constants comme ceux
du modèle de Kärger. L’avantage de ce modèle est qu’il ne suppose pas que δ � ∆.
Les impulsions de gradient peuvent être de longues durées et peuvent avoir de formes
arbitraires.
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CHAPITRE 2. IMAGERIE PAR RÉSONANCE MAGNÉTIQUE DE DIFFUSION

La forme finale du modèle d’EDO dans les compartiment intra et extra-cellulaires
obtenue dans [67] est :

dtS
i
EDO(g, t) = −c(t)Diγ2‖g‖2SiEDO(g, t)− 1

τ i
SiEDO(g, t) +

1

τ e
SeEDO(g, t), (2.50)

dtS
e
EDO(g, t) = −c(t)Deγ2‖g‖2SeEDO(g, t)− 1

τ e
SeEDO(g, t) +

1

τ i
SiEDO(g, t), (2.51)

comme dans le modèle de Kärger, la diffusion est supposée gaussienne. Les coefficients de
diffusion homogénéisés Di et De sont obtenus par homogénéisation en utilisant l’équa-
tion (2.42) pour les compartiments intra et extra-cellulaires. Les temps τ i et τ e sont les
mêmes que dans le modèle de Kärger. La fonction c(t) := (

∫ t
0
f(t′)dt′)2 et f est le profil

temporel de la séquence de gradient. Pour la séquence PGSE, f est :

f(t) =


1 si t0 < t ≤ t0 + δ,
−1 si t0 + ∆ < t ≤ t0 + δ + ∆,
0 sinon,

et c est :

c(t) =


(t− t0)2 si t0 < t ≤ t0 + δ,

δ2 si t0 + δ < t ≤ t0 + ∆,
(t− t0 −∆− δ)2 si t0 + ∆ < t ≤ t0 + ∆ + δ.

Sous la condition δ � ∆, on peut remarquer que la fonction c donne le coefficient δ2

du modèle de Kärger.

Notons que la dérivation du modèle d’EDO est seulement rigoureuse pour de faibles
valeurs de perméabilité de telle sorte que l’équation (2.46) soit vérifiée. La validité du
modèle d’ODE introduit dans [67] n’est pas garantie si la relation (2.46) n’est pas vé-
rifiée.

Le système d’EDO est soumis aux conditions initiales suivantes :

SiEDO(g, 0) = vi, SeEDO(g, 0) = ve. (2.52)

Le signal total d’IRMd pour le modèle d’EDO est la somme des signaux SiEDO et SeEDO
à l’instant t = TE :

S(g, TE) = SiEDO(g, TE) + SeEDO(g, TE).

Dans [91], il a été montré numériquement qu’à faibles valeurs de perméabilité, le signal
du modèle d’EDO est plus proche de celui du modèle de Bloch-Torrey lorsque le temps
de diffusion est long. En revanche, à perméabilité élevée, les deux signaux s’écartent,
ce qui confirme que le modèle d’EDO est applicable seulement à faible perméabilité.
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Il a été également montré que lorsque l’hypothèse δ � ∆ n’est pas vérifiée, le modèle
d’EDO offre bien une meilleure approximation du signal d’EDP de Bloch-Torrey que le
modèle de Kärger.

Les modèles macroscopiques de Kärger et d’EDO peuvent être utiles à la compré-
hension de la relation entre la microstructure des tissus et le signal macroscopique
d’IRMd qui regroupe des informations structurelles moyennées sur tout le voxel. La
déduction de la microstructure à partir du signal mesuré est un problème inverse lié
à l’estimation des paramètres du modèle macroscopique. Un problème des moindres
carrés associé à l’estimation des paramètres du modèle de Kärger et du modèle d’EDO,
lorsque le signal de référence est obtenu en résolvant l’EDP de Bloch-Torrey, a été
étudié numériquement dans [92]. Afin d’analyser la qualité de l’estimation, le signal
synthétique généré par l’EDP de Bloch-Torrey a été perturbé par l’ajout d’un bruit.
Cette procédure modélise la façon dont le signal expérimental devient bruité. Le signal
a été ensuite ajusté à l’aide des modèles macroscopiques de Kärger et d’EDO. Par la
minimisation du problème des moindres carrés, les paramètres du modèle tels que la
fraction volumique cellulaire, les temps de séjour et les coefficients de diffusion effectifs
ont été estimés. L’étude numérique a montré que la qualité d’estimation des paramètres
dépend du degré d’allongement de la structure cellulaire par rapport à la direction de
gradient, et que certains paramètres peuvent toujours être estimés avec assez de préci-
sion comme le coefficient de diffusion effectif extra-cellulaire et la fraction volumique,
même en présence de bruit, tandis que d’autres paramètres restent inaccessibles comme
le temps de séjour qui est lié à la perméabilité de la membrane et au rapport surface sur
volume des compartiments. Pour toutes les géométries des cellules étudiées dans [92],
le modèle d’EDO a fourni des estimations plus précises que le modèle de Kärger. Le
principal avantage du modèle d’EDO par rapport au modèle de Kärger est le fait qu’il
a été dérivé de l’équation Bloch-Torrey à compartiments multiples. Il reste donc lié à
la microstructure et peut potentiellement être utilisé pour révéler les caractéristiques
structurelles des tissus biologiques.
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Chapitre 3

Equations de Bloch-Torrey dans un
domaine déformé

3.1 Introduction

Le signal mesuré en imagerie par résonance magnétique de diffusion peut être modélisé
par l’équation de Bloch-Torrey. Plusieurs approches ont été proposées pour résoudre
cette équation afin de bien comprendre le comportement du signal de diffusion. Dans
les organes statiques, tels que le cerveau humain, de nombreux modèles analytiques
([17], [18]) et numériques ([19], [20], [21]) de la solution de l’équation de Bloch-Torrey
ont été développés sous des hypothèses simplifiées sur la géométrie des domaines, ou
dans des géométries complexes sous des conditions expérimentales plus réalistes [22].
Mais, très peu de travaux ont étudié l’influence du mouvement et de la déformation de
l’organe, tels que le cœur, sur le signal de diffusion. Par exemple, dans [23], l’équation
de Bloch-Torrey a été exprimée en coordonnées curvilignes généralisées afin de décrire
le comportement de l’aimantation dans le cœur battant, et des formules de changement
de base ont été utilisées pour prendre en compte l’effet de mouvement sur le tenseur de
diffusion.

Dans ce chapitre nous allons introduire une nouvelle équation basée sur l’EDP de
Bloch-Torrey qui permet d’étudier le comportement de l’aimantation et du signal d’IRM
de diffusion dans le cas où l’objet est en mouvement. Le modèle mathématique obtenu,
prend en compte les déformations selon les lois de la mécanique des milieux continus.
Dans la deuxième section, nous écrivons l’EDP de Bloch-Torrey dans un domaine qui
se déforme au cours du temps selon un champ de déformation connu et suffisamment
régulier, puis nous tirons une équation équivalente dans le domaine initial, qui va être
l’équation de Bloch-Torrey modifiée. Ensuite, une transformation de cette équation est
donnée afin de réduire les oscillations dues aux hautes fréquences. Un résultat d’exis-
tence et d’unicité de solution d’EDPs paraboliques à coefficients complexes est rappelé
puis appliqué à l’équation de Bloch-Torrey modifiée dans la troisième section. Dans la
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quatrième section, l’EDP de Bloch-Torrey est réécrite sous forme vectorielle en fonction
des parties réelle et imaginaire de l’aimantation, afin de pouvoir appliquer la théorie
des ensembles invariants qui peut être vue comme une sorte de principe du maximum
pour les systèmes d’EDPs. Une approximation numérique par éléments finis de l’EDP
de Bloch-Torrey modifiée est donnée dans la cinquième section. La dernière section est
consacrée à l’étude numérique de l’influence de différents types de mouvement comme la
translation, la rotation, la contraction et la dilatation, sur l’aimantation et la diffusion
simulées.

3.2 Modèle mathématique

3.2.1 Dérivation de l’équation de Bloch-Torrey modifiée

Soit V ⊂ Rd, où d est la dimension de l’espace (typiquement d=2 où 3), un domaine
élémentaire noté V (0) à l’instant t0 = 0, se déformant pour devenir V (t) à l’instant t.
Nous introduisons la déformation ϕ qui est une fonction régulière dépendant du temps
et de l’espace :

ϕ : (0, T )× V (0) → V (t)

(t,x) 7→ ϕ(t,x) = X

avec T > 0, et supposons que pour chaque point x, la courbe t 7→ ϕ(t,x) vérifie le
système suivant :

∂tϕ(t,x) = v(ϕ(t,x))

ϕ(t0,x) = x

pour un champ de vitesse v : Rd → Rd connu. Alors un domaine initial Ω(0) ⊂ Rd se
transforme en fonction du temps en :

Ω(t) = {X = ϕ(t,x),x ∈ Ω(0), t ∈ (0, T )}.
Dans cette section les notations suivantes seront utilisées pour décrire le mouvement en
coordonnées Lagrangienne et Eulérienne :

Définition 3.1 Si pour un temps T > 0, une fonction f est définie dans le domaine
déformé Ω(t) :

f : ∪t∈(0,T ){Ω(t)× {t}} → R
(X, t) 7→ f(X, t)

alors on définit la fonction f̄ dans le domaine initial Ω(0) comme suit :

f̄ : Ω(0)× (0, T ) → R
f̄(x, t) 7→ f(ϕ(t,x), t).
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On note parM(X, t) l’aimantation au pointX à l’instant t. L’intégrale
∫
V (t)

M(X, t)dX

est la densité d’aimantation dans le volume V (t) à l’instant t. Alors la variation de M
dans V (t) est donnée par :

d

dt

∫
V (t)

M(X, t)dX.

On cherche à calculer la densité d’aimantation traversant le bord du domaine entre les
instants t0 et t. Ce calcul fait intervenir le flux de diffusion J à travers le bord de V (t),
qui est supposé de la forme :

J(X, t) = −D(X)∇XM(X, t),

oùD(X) est le tenseur de diffusion enX. Ce flux est caractérisé par le fait que pour tout
élément de surface dS(X) centré en X et orienté par le vecteur unitaire extérieur nX
normal à dS(X) au point X, la densité d’aimantation traversant dS(X) dans l’intervalle
[t, t+dt] est égale à J(X, t) ·nXdS(X)dt. Il résulte que pour tout t ∈ (0, T ) et pour tout
V (t), la variation en temps de l’aimantation dans le domaine V (t) est égale au flux à
travers le bord de ce domaine :

d

dt

∫
V (t)

M(X, t)dX = −
∫
∂V (t)

J(X, t) · nXdS(X)

=

∫
∂V (t)

D(X)∇XM(X, t) · nXdS(X).

En utilisant le théorème de divergence, on obtient l’équation suivante qui traduit la
conservation locale de l’aimantation dans le domaine déformé V (t) :

d

dt

∫
V (t)

M(X, t)dX =

∫
V (t)

divX(D(X)∇XM(X, t))dX. (3.1)

Proposition 3.1 Si l’aimantation M vérifie l’équation (3.1) dans le domaine V (t),
alors elle satisfait les équations équivalentes suivantes décrivant l’aimantation dans les
configurations déformée et initiale :

∂tM(X, t)− divX(D(X)∇XM(X, t)) + divX(M(X, t)v(X)) = 0, X ∈ Ω(t), t > 0
(3.2)

∂tM(x, t)− div
(
F−1(t,x)D(x)F−t(t,x)∇M(x, t)

)
+ divX(v)(x, t)M(x, t)

−
[
F−1(t,x)D(x)F−t(t,x)∇

(∫ t

0

divX(v)(x, s)ds
)]
·∇M(x, t) = 0, x ∈ Ω(0), t > 0,

(3.3)

où F est la Jacobienne de ϕ par rapport à x : F(t,x) = Dϕ(t,x), et F−t est la transposée
de F−1.
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Preuve. Par le théorème de transport de Reynolds on a :

d

dt

∫
V (t)

M(X, t)dX =

∫
V (t)

(∂tM(X, t) + divX(M(X, t)v(X)))dX.

Par identification avec l’équation (3.1) on trouve :∫
V (t)

(∂tM(X, t) + divX(M(X, t)v(X)))dX =

∫
V (t)

divX(D(X)∇XM(X, t))dX.

L’équation (3.2) est obtenue pour tout volume arbitraire V (t).
Pour trouver l’équation (3.3), l’équation (3.1) sera exprimée dans le domaine V (0).

Le changement de géométrie est pris en compte dans les intégrales à travers le détermi-
nant |F(t,x)| de la matrice Jacobienne de la déformation ϕ. En utilisant les formules
de changement de variables pour le gradient et la divergence [93] :

∇Xf(X) = F−t∇f̄(x) où F−t = (F−1)t,

et
divX(f(X)) =

1

|F|div(|F|F−1f̄(x)),

et la formule de Liouville-Jacobi :

∂t|F(t,x)| = tr(Dv)(ϕ(t,x))|F(t,x)| = div(v)(ϕ(t,x))|F(t,x)|,

|F(t,x)| = exp
(∫ t

0

div(v)(ϕ(s,x))ds
)
,

le second membre de (3.1) donne :∫
V (t)

divX(D(X)∇XM(X, t))dX

=

∫
V (0)

1

|F(t,x)|div
(
|F(t,x)|F−1(t,x)D(x)F−t(t,x)∇M(x, t)

)
|F(t,x)|dx

=

∫
V (0)

|F(t,x)|div
(
F−1(t,x)D(x)F−t(t,x)∇M(x, t)

)
dx

+

∫
V (0)

[∇|F(t,x)|] · [F−1(t,x)D(x)F−t(t,x)∇M(x, t)]dx

=

∫
V (0)

div
(
F−1(t,x)D(x)F−t(t,x)∇M(x, t)

)
|F(t,x)|dx

+

∫
V (0)

[
∇
(∫ t

0

div(v)(x, s)ds
)]
·
[
F−1(t,x)D(x)F−t(t,x)∇M(x, t)

]
|F(t,x)|dx.

(3.4)
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Maintenant, en appliquant la formule de changement de variables pour les intégrales et
la formule de Liouville-Jacobi, le premier membre de l’équation (3.1) donne :

d

dt

∫
V (t)

M(X, t)dX =
d

dt

∫
V (0)

M(x, t)|F(t,x)|dx

=

∫
V (0)

|F(t,x)|∂tM(x, t)dx +

∫
V (0)

M(x, t)∂t|F(t,x)|dx

=

∫
V (0)

∂tM(x, t)|F(t,x)|dx +

∫
V (0)

M(x, t)div(v)(x, t)|F(t,x)|dx.

(3.5)

En combinant les équations (3.4) et (3.5), on obtient d’après l’équation (3.1) que :∫
V (0)

(
∂tM(x, t) + div(v)(x, t)M(x, t)

)
|F(t,x)|dx

=

∫
V (0)

div
(
F−1(t,x)D(x)F−t(t,x)∇M(x, t)

)
|F(t,x)|dx

+

∫
V (0)

[
F−1(t,x)D(x)F−t(t,x)∇

(∫ t

0

div(v)(x, s)ds
)]
· ∇M(x, t)|F(t,x)|dx.

Ce qui est vrai ∀ V (0) :

∂tM(x, t)− div
(
F−1(t,x)D(x)F−t(t,x)∇M(x, t)

)
−
[
F−1(t,x)D(x)F−t(t,x)∇

(∫ t

0

div(v)(x, s)ds
)]
·∇M(x, t)+div(v)(x, t)M(x, t) = 0.

(3.6)

D’où l’équation (3.3). �

L’équation (3.6) permet de prendre en compte l’effet du mouvement dans l’équation
de Bloch-Torrey (2.15). Notons que le terme de fréquence γx · G(t) dans (2.15) se
transforme en γϕ(t,x) ·G(t). Alors l’équation de Bloch-Torrey modifiée, s’écrit sous la
forme :

∂tMxy − div(F−1DF−t∇Mxy) + h · ∇Mxy +
(
iγϕ ·G +

1

T2

+ div(v)
)
Mxy = 0 (3.7)

avec

h(x, t) = −F−1DF−t∇
(∫ t

0

div(v)(x, s)ds
)
.
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3.2.2 Transformation de l’équation de Bloch-Torrey modifiée

On utilise la même transformation pour l’aimantation transversaleMxy que celle utilisée
dans l’expression dans (2.38) pour l’aimantation exprimée dans le cas sans mouvement.
On écrit :

Mxy(x, t) = m(x, t) exp
(
− iγ

∫ t

0

ϕ(x, t′) ·G(t′)dt′
)
. (3.8)

En substituant (3.8) dans (3.7) et en multipliant l’équation résultante par le terme :

exp
(
iγ

∫ t

0

ϕ(x, t′) ·G(t′)dt′
)
,

on obtient :

∂tm−exp(iΦ)div
(
K∇(m exp(−iΦ)

)
+exp(iΦ)h ·∇(m exp(−iΦ))+(

1

T2

+div(v))m = 0,

(3.9)
avec le nouveau tenseur de diffusion :

K = F−1DF−t,

et la nouvelle phase :

Φ(x, t) = γ

∫ t

0

ϕ(x, t′) ·G(t′)dt′. (3.10)

Nous avons :
exp(iΦ)h · ∇(m exp(−iΦ)) = h · ∇m− imh · ∇Φ, (3.11)

et

exp(iΦ)div(K∇(m exp(−iΦ))

= eiΦdiv
(
e−iΦK

(
∂x1m− im∂x1Φ, ∂x2m− im∂x2Φ, ∂x3m− im∂x3Φ

)t)
= eiΦ

[
∂x1

(
e−iΦ

3∑
i=1

K1i[∂xim− im∂xiΦ]
)

+ ∂x2

(
e−iΦ

3∑
i=1

K2i[∂xim− im∂xiΦ]
)

+ ∂x3

(
e−iΦ

3∑
i=1

K3i[∂xim− im∂xiΦ]
)]

(les Kij, i, j = 1, ..., 3 sont les coefficients de la matrice K)

=
3∑

j,i=1

∂xj(Kji∂xim)−
3∑

i,j=1

Kij(∂xiΦ)(∂xjΦ)m− 2i
3∑

j,i=1

Kji∂xiΦ∂xjm

− i
( 3∑
j=1

∂xjΦ
3∑
i=1

∂xiKij

)
m− i

( 3∑
i,j=1

Kij∂xixjΦ
)
m

= div(K∇m)−K∇Φ · ∇Φm− 2i(K∇Φ) · ∇m− i(∇tK)∇Φm− iK : (D∇Φ)m (3.12)
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où xi et xj sont les coordonées spatiales (x, y, z), D∇Φ est la matrice Jacobienne de
∇Φ(x, t), et K : (D∇Φ) est le produit scalaire des matrices K et D∇Φ. En remplaçant
les relations (3.11) et (3.12) dans l’équation (3.9), l’équation obtenue pour m est alors :

∂tm− div(K∇m) + c1 · ∇m+ c2m = 0 (3.13)

où
c1(x, t) = h(x, t) + 2iK(x, t)∇Φ(x, t), (3.14)

et

c2(x, t) =
1

T2

+ div(v) + K∇Φ · ∇Φ + i
(
K : (D∇Φ)− h · ∇Φ + (∇tK)∇Φ

)
. (3.15)

3.3 Existence et unicité
Dans cette section un résultat d’existence et d’unicité de solutions des EDP paraboliques
à coefficients complexes est rappelé. Soit Ω un ouvert lipschitzien borné de Rd, de
frontière notée ∂Ω, T > 0 un réel fixé, et Q un domaine espace-temps défini par Q =
Ω × [0, T ]. On note par ∂Q = ∂Ω × [0, T ] sa frontière. Soient V ⊂ H deux espaces de
Hilbert séparables tels que l’injection de V dans H soit continue et que V soit dense
dans H. On identifie H à son dual H ′, et on note V ′ le dual de V , alors H peut être
identifié à un sous-espace de V ′ : V ⊂ H ⊂ V ′. Si f ∈ V ′ et v ∈ V ,

〈
f, v
〉
désigne leur

produit de dualité. Pour t ∈ [0, T ], soit a(t;u, v) : V × V → C une forme sesquilinéaire
définie par :

a(t;u, v) =
〈
L(t)u, v

〉
; L(t)u ∈ V ′; L(t) ∈ L(V, V ′)

et vérifie les propriétés suivantes :

• (p1) ∀u, v ∈ V , la fonction t 7→ a(t;u, v) est mesurable,

• (p2) (coercivité) il existe des constantes α > 0 et σ ∈ R telles que :

α‖v‖2
V ≤ Re a(t; v, v) + σ‖v‖2

H , ∀v ∈ V, ∀t ∈ [0, T ].

• (p3) (continuité) il existe une constante c > 0 telle que :

|a(t;u, v)| ≤ c‖u‖V ‖v‖V ,∀t ∈ [0, T ],∀u, v ∈ V,

Nous considérons le problème faible suivant :
Trouver u ∈ W (V ) tel que〈
∂tu, v

〉
+ a(t;u, v) =

〈
f(t), v

〉
p.p. t ∈ [0, T ], ∀v ∈ V,

u(0) = u0,
(3.16)

où u0 ∈ H, et W (V ) = {v : [0, T ]→ V ; v ∈ L2([0, T ];V ); ∂tv ∈ L2([0, T ];V ′)}.
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Théorème 3.1 (J.L. Lions). Si les conditions (p1)—(p3) sont vérifiées, alors le pro-
blème (3.16) admet une solution unique.

Preuve. Voir [94]. �

Maintenant, le théorème 3.1 est utilisé pour monter l’existence et l’unicité d’une
solution faible à l’équation de Bloch-Torrey modifiée. On associe à l’équation (3.7) une
condition initiale et une condition de Neumann homogène au bord du domaine Ω :

∂tM − div(K∇M) + h · ∇M + CM = 0 dans Q,
K∇M · nx = 0 sur ∂Q,
M = m0 sur Ω× {0},

(3.17)

avec m0 ∈ L2(Ω,C), nx est le vecteur unitaire extérieur normal à ∂Ω au point x, et

C(x, t) = iγϕ(x, t) ·G(t) +
1

T2

+ div(v)(x, t).

Prenons V = H1(Ω,C), et H = L2(Ω,C). Pour chaque t ∈ [0, T ], on note par L
l’opérateur différentiel du second ordre donné par :

LM = −div(K(x, t)∇M) + h(x, t) · ∇M + C(x, t)M, (3.18)

avec K(x, t) = (Kij(x, t))1≤i,j≤d et h(x, t) = (hi(x, t))1≤i≤d. La fonction de déformation
ϕ est supposée de classe C2(Q,R)d. Nous rappelons que le tenseur K est donné par
F−1DF−t, où F est la jacobienne de la déformation ϕ que nous pouvons écrire en
fonction du déplacement u. Nous obtenons alors F := I + Du. Afin de garantir la
positivité de K nous supposons que la déformation ϕ est petite, c-à-d, ‖Du‖ est petit
devant 1. Cela permet de satisfaire l’hypothèse d’ellipticité suivante pour l’opérateur
L :

∃δ > 0 tel que ∀ξ ∈ Cd, Re K(x, t)ξ · ξ ≥ δ|ξ|2 p.p. , x ∈ Ω, t ∈ [0, T ],

et hi, C ∈ L∞(Q,C). Afin de formuler le problème (3.17) dans un sens faible, nous nous
donnons une fonction test v dans l’espace V muni du produit scalaire :

(u, v)V =

∫
Ω

(∇u · ∇v + uv)dx

et de la norme induite :
‖u‖2

V =

∫
Ω

(|∇u|2 + |u|2)dx.

En multipliant (3.17) par v, en intégrant par parties sur Ω, et en utilisant la formule
de Green, on obtient : 〈

∂tM(t), v
〉

+ a(t;M, v) = 0, ∀t ∈ [0, T ],
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où la forme sesquilinéaire a est donnée par :

a(t;M, v) =

∫
Ω

(K(x, t)∇M(t) · ∇v + h(x, t) · ∇M(t)v + C(x, t)M(t)v)dx, ∀t ∈ [0, T ].

Une formulation faible du problème (3.17) est obtenue :
Trouver M ∈ W (V ) tel que〈
∂tM(t), v

〉
+ a(t;M, v) = 0, ∀v ∈ V, p.p. t ∈ [0, T ],

M(x, 0) = m0.
(3.19)

Théorème 3.2 Si l’opérateur L donné par l’expression (3.18) est elliptique et que les
coefficients hi, i = 1, ..., d, et C sont dans L∞(Q,C), et Kij est dans L∞(Q,R), alors le
problème (3.19) admet une solution unique.

Preuve. Il est clair que ∀M, v ∈ V , la fonction t 7→ a(t;M, v) est mesurable. En
utilisant l’ellipticité de L, nous avons :

δ

∫
Ω

|∇v|2dx ≤ Re a(t; v, v)− Re
∫

Ω

(h · ∇vv + C|v|2)dx

≤ Re a(t; v, v) + ‖|h|‖L∞(Q)

∫
Ω

|∇v||v|dx + ‖C‖L∞(Q)

∫
Ω

|v|2dx. (3.20)

En utilisant l’inégalité de Young avec ε > 0, on observe :∫
Ω

|∇v||v|dx ≤ ε

∫
Ω

|∇v|2dx +
1

4ε

∫
Ω

|v|2dx.

On insère cette estimation dans (3.20) :

δ

∫
Ω

|∇v|2dx ≤ Re a(t; v, v) + ‖|h|‖L∞
∫

Ω

(ε|∇v|2 +
1

4ε
|v|2)dx + ‖C‖L∞

∫
Ω

|v|2dx.

Choisissons un ε > 0 vérifiant δ − ε‖|h|‖L∞ > 0. Alors :

(δ − ε‖|h|‖L∞)

∫
Ω

|∇v|2dx ≤ Re a(t; v, v) + (
1

4ε
‖|h|‖L∞ + ‖C‖L∞)

∫
Ω

|v|2dx.

Il vient :

(δ − ε‖|h|‖L∞)‖v‖2
V ≤ Re a(t; v, v) +

( 1

4ε
‖|h|‖L∞ + ‖C‖L∞ + δ − ε‖|h|‖L∞

)
‖v‖2

H .

Donc, il existe des constantes σ = 1
4ε
‖|h|‖L∞ + ‖C‖L∞ + δ − ε‖|h|‖L∞ ,

et α = δ − ε‖|h|‖L∞ telles que la forme a soit coercive.
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DE BLOCH-TORREY DANS UN DOMAINE
DÉFORMÉ

Montrons maintenant que a est continue,

|a(t;M, v)| ≤
∫

Ω

(|K∇M ||∇v|+ |h||∇M ||v|+ |C||M ||v|)dx,

on pose C1 = max{‖‖K‖2‖L∞(Q), ‖C‖L∞(Q)} < ∞, et C2 = ‖|h|‖L∞(Q) < ∞. En vertu
de |K∇M | ≤ ‖K‖2|∇M |, nous avons :

|a(t;M, v)| ≤ C1

∫
Ω

(|∇M ||∇v|+ |M ||v|)dx + C2

∫
Ω

|∇M ||v|dx.

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

|a(t;M, v)| ≤ C1

∫
Ω

(|∇M |2 + |M |2)1/2(|∇v|2 + |v|2)1/2dx

+ C2

(∫
Ω

|∇M |2dx
)1/2(∫

Ω

|v|2
)1/2

dx

≤ C1

(∫
Ω

|M |2 + |∇M |2dx
)1/2(∫

Ω

|v|2 + |∇v|2dx
)1/2

+ C2‖M‖V ‖v‖H
≤ (C1 + C2)‖M‖V ‖v‖V , p.p. t ∈ [0, T ].

Donc il existe une constante c = C1 +C2 telle que la forme a soit continue. Alors par le
théorème 3.1, nous déduisons que le problème (3.19) admet un solution unique. �

3.4 Principe du maximum

Nous considérons le système parabolique suivant avec une condition de Neumann ho-
mogène au bord :

∂tuk −
d∑

i,j=1

aij(x, t)
∂2uk
∂xi∂xj

+
d∑
i=1

bi(x, t)
∂uk
∂xi

= fk(x, t,u) dans Q = Ω× [0, T ]

∂nuk = 0 sur ∂Q
uk = u0

k sur Ω× {0}

(3.21)

avec k = 1, ..., n, u = (uk)1≤k≤n, et u0 = (u0
k)1≤k≤n. La matrice (aij)i,j est supposée

réelle symétrique et positive, les coefficients bi sont à valeurs réelles, f = (fk)1≤k≤n est
à valeurs dans Rn.

Soit S un convexe fermé de Rn. On dit que S est un ensemble invariant pour le
système (3.21) s’il vérifie la propriété suivante : si la condition initiale u0(x) est dans
S pour tout x ∈ Ω, alors la solution u(x, t) est aussi dans S pour tout t ∈ [0, T ] et
tout x ∈ Ω. L’invariance de S peut être considérée comme une sorte de "principe du
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3.4. PRINCIPE DU MAXIMUM

maximum" pour les systèmes d’EDPs paraboliques [95].

Le résultat suivant montre que sous certaines conditions sur f , un convexe S est un
ensemble invariant pour le système (3.21) ([95], [96]) :

Théorème 3.3 Soit u une solution à (3.21), S un convexe fermé de Rn, et f satisfait
les conditions :

i) il existe une fonction ω ≥ 0 avec ω(0+) = 0 telle que :

|f(x, t,u)− f(x, t,u?)| ≤ ω(t, |u− u?|), u? ∈ ∂S,u /∈ S,

ii) pour tout u? ∈ ∂S et tout vecteur normal extérieur p(u?), on a :

p(u?) · f(x, t,u?) ≤ 0

pour tout (x, t) ∈ Q.
Si u0(x) ∈ S pour tout x ∈ Ω, alors u(x, t) ∈ S pour t ∈ [0, T ] et x ∈ Ω.

Nous allons maintenant appliquer le théorème précédent à notre modèle mathématique.
Reprenons l’équation de Bloch-Torrey modifiée (3.17) :

∂tMxy − div(K(x, t)∇Mxy) + h(x, t) · ∇Mxy + C(x, t)Mxy = 0 dans Q
K∇Mxy · nx = 0 sur ∂Ω× [0, T ]

Mxy = m0 sur Ω× {0}.(3.22)
La fonctionm0 ∈ L2(Ω,C), la matriceK, et les coefficients h(x, t) et C(x, t) sont donnés
par :

K(x, t) = F−1(x, t)D(x)F−t(x, t),

h(x, t) = −F−1DF−t∇
(∫ t

0

div(v)(x, s)ds
)
,

C(x, t) =
1

T2

+ div(v)(x, t) + iγϕ(x, t) ·G(t).

Remarquons que les coefficients Kij, hi de la matrice K(x, t) et du vecteur h(x, t) sont à
valeurs réelles, et la solutionMxy := Mx+iMy, qui représente l’aimantation transversale
complexe, la condition initiale m0, et le coefficient C, sont tous à valeurs complexes.
Nous écrivons le problème (3.22) sous forme vectorielle en fonction des parties réelle et
imaginaire des fonctions Mxy, C et m0, nous obtenons le système :

∂tMx − div(K∇Mx) + h · ∇Mx = −Re(C)Mx + Im(C)My dans Q
∂tMy − div(K∇My) + h · ∇My = −Re(C)My − Im(C)Mx dans Q

K∇Mx · nx = K∇My · nx = 0 sur ∂Ω× [0, T ] (3.23)
Mx = Re(m0) sur Ω× {0}
My = Re(m0) sur Ω× {0}.
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DE BLOCH-TORREY DANS UN DOMAINE
DÉFORMÉ

Considérons l’ensemble :

S = {(Mx,My) : |Mxy| ≤ max
x∈Ω
|m0(x)|}. (3.24)

Définissons le champ de vecteurs f par :

f(x, t, (Mx,My)) =

(
−Re(C(x, t))Mx + Im(C(x, t))My

−Re(C(x, t))My − Im(C(x, t))Mx

)
,

et supposons que Re(C) > 0. Il est clair que ∀x ∈ Ω, la condition initiale m0(x) ∈ S.
Soient M = (Mx,My) et M? = (M?

x ,M
?
y ) ∈ ∂S. Nous montrons maintenant que f

vérifie les conditions du théorème 3.3 :

|f(x, t,M)− f(x, t,M?)| =
∣∣∣ ( −Re(C(x, t))(Mx −M?

x) + Im(C(x, t))(My −M?
y )

−Re(C(x, t))(My −M?
y )− Im(C(x, t))(Mx −M?

x)

) ∣∣∣
= |M−M?||C(x, t)|
≤ ω(t, |M−M?|),

il existe une fonction ω(t, |M−M?|) = |M−M?|max
x∈Ω
|C(x, t)|.

Soit p(M?) un vecteur normal extérieur à ∂S au point M?, nous avons :

p(M?) · f(x, t,M?) =
1

max
x∈Ω
|m0(x)|

(
M?

x

M?
y

)
·
(
−Re(C(x, t))M?

x + Im(C(x, t))M?
y

−Re(C(x, t))M?
y − Im(C(x, t))M?

x

)
= −Re(C(x, t)) max

x∈Ω
|m0(x)|

≤ 0.

Nous déduisons, en utilisant le théorème 3.3, que M(x, t) ∈ S pour tout x ∈ Ω et tout
t ∈ [0, T ]. Donc le disque S est un ensemble invariant pour le système (3.23).

3.5 Approximation par éléments finis

Pour trouver une solution numérique de l’équation de Bloch-Torrey modifiée (3.17),
nous cherchons une solution m de l’équation (3.13), puis avec l’expression (3.8) nous
déduisons la solution du système (3.17). Remarquons que les fonctions Mxy et m ont la
même condition initiale m0, et à partir de la condition au bord pour Mxy dans (3.17)
et de l’expression (3.8), nous déduisons une condition au bord du domaine Ω pour m.
Le système obtenu pour m est le suivant :

∂tm− div(K∇m) + c1 · ∇m+ c2m = 0 dans Q,
K∇m(x, t) · nx = iK∇Φ(x, t) · nxm(x, t) sur ∂Q,

m = m0 sur Ω× {0},
(3.25)
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3.5. APPROXIMATION PAR ÉLÉMENTS FINIS

Une formulation faible de (3.25) peut s’écrire sous la forme :

d

dt

∫
Ω

mvdx +

∫
Ω

K∇m · ∇vdx +

∫
Ω

c1 · (∇m)vdx +

∫
Ω

c2mvdx

−i
∫
∂Ω

K∇Φ(x, t) · nxmvds(x) = 0. (3.26)

où v ∈ H1(Ω,R) est une fonction test. Nous allons donner une approximation numé-
rique du système (3.25) par une méthode d’éléments finis de Lagrange en 2D. Pour cela,
on définit un maillage du domaine Ω de R2, grâce auquel on va introduire un espace
d’approximation Vh qui est un sous-espace de V de dimension finie. Pour discrétiser le
domaine Ω, nous choisissons un maillage triangulaire Th, où l’indice h désigne la taille
maximale des mailles. L’espace d’approximation Vh est l’ensemble des fonctions conti-
nues sur Ω et qui sont polynômiales sur chaque triangle K du maillage. En choisissant
une approximation par polynômes de degré inférieur ou égal à 1, on a :

Vh = {v continue sur Ω, v|K ∈ P1 pour tout K ∈ Th}.

Cet espace admet des fonctions de base (ϕj)j qui prennent la valeur 1 au noeud xj et
0 aux autres noeuds xk du maillage. Cherchons maintenant la solution du problème
approché :

Trouver mh ∈ C1([0, T ], Vh) tel que :
d

dt

∫
Ω

mhvhdx +

∫
Ω

K∇mh · ∇vhdx +

∫
Ω

c1 · (∇mh)vhdx

+

∫
Ω

c2mhvhdx +

∫
∂Ω

c3mhvhds(x) = 0 p.p. t ∈ [0, T ], ∀vh ∈ Vh
mh(0) = m0h

(3.27)

où m0h ∈ Vh est une approximation de m0, et c3(x, t) = −iK(x, t)∇Φ(x, t) · nx. La
fonction inconnue mh est discrétisée sous la forme :

mh(x, t) =
N∑
j=1

mj(t)ϕj(x), t > 0,

où mj est la valeur de la solution mh au noeud xj, et N est le nombre total de noeuds
du domaine discrétisé. On pose vh = ϕi, la formulation faible dans (3.27) donne :

N∑
j=1

[
dtmj(t)

∫
Ω

ϕjϕidx +mj(t)
(∫

Ω

K∇ϕj · ∇ϕidx +

∫
Ω

c1 · (∇ϕj)ϕidx

+

∫
Ω

c2ϕjϕidx +

∫
∂Ω

c3ϕjϕids(x)
)]

= 0, (3.28)
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pour i = 1, . . . , N . Considérons m(t) = (mi(t))1≤i≤N . Pour t ∈ [0, T ], on introduit les
matrices :

Mij =

∫
Ω

ϕjϕidx,

Sij(t) =

∫
Ω

K(x, t)∇ϕj · ∇ϕidx,

Kij(t) =

∫
Ω

c1(x, t) · (∇ϕj)ϕidx,

Hij(t) =

∫
Ω

c2(x, t)ϕjϕidx,

Rij(t) =

∫
∂Ω

c3(x, t)ϕjϕids(x),

pour i, j = 1, . . . , N . La formulation faible (3.28) peut être écrite sous forme matricielle :

M d

dt
m(t) +A(t)m(t) = 0, t > 0, (3.29)

avec
A(t) = S(t) +K(t) +H(t) +R(t),

et la condition initiale m(0) est donnée. Pour résoudre l’EDO (3.29), on utilise un
schéma de discrétisation en temps. On peut choisir par exemple le θ-schéma avec θ ∈
[0, 1] un paramètre donné. L’intervalle [0, T ] est subdivisé en nT ∈ N sous-intervalles de
même longueur ∆t := T/nT . On pose tn = n∆t pour 0 ≤ n ≤ nT . Le terme d

dt
m(t) est

approché par la différence finie 1
∆t

(mn+1−mn). Nous obtenons donc la suite (mn)0≤n≤nT

qui vérifie :

1

∆t
M(mn+1 −mn) + θAn+1mn+1 + (1− θ)Anmn = 0, (3.30)

avecAn = A(n∆t) etm0 = m(0) est donné. Dans les simulations numériques présentées
aux sections 3.6, 4.4 et 5.5, un schéma d’Euler implicit (θ = 1) est choisi pour la
discrétisation en temps. Dans ce cas, l’équation (3.30) donne :

1

∆t
M(mn+1 −mn) +An+1mn+1 = 0

qui peut être résolue à chaque pas de temps n pour trouver la solution m.

3.6 Résultats numériques
Nous présentons dans cette section quelques simulations numériques de la solution de
l’équation de Bloch-Torrey en présence de différents types de mouvement. Nous com-
mençons d’abord par le cas sans mouvement, en prenant une fonction de déformation
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3.6. RÉSULTATS NUMÉRIQUES

ϕ égale à l’identité dans (3.17). L’équation obtenue est ensuite résolue numériquement
par éléments finis (comme indiqué à la section 3.5) sur un domaine discrétisé Ω (Fig.
3.1(a)). Considérons une condition initiale donnée par la figure 3.1(b).

(a) (b)

Figure 3.1 – (a) Maillage triangulaire du domaine Ω. (b) La condition initiale m0.

Le temps de relaxation transversale est T2 = 60ms. La diffusion est supposée homo-
gène et isotrope D = 2.5×10−3mm2/s. La séquence de diffusion présentée à la figure 3.2
(les gradients de diffusion sont en noir) est appliquée dans la direction x. Les paramètres
de la séquence sont : l’amplitude G = 60mT/m, le temps de diffusion ∆ = 22.5ms, la
durée d’application de gradients δ = 9.1ms, le temps d’écho TE = 46ms. Cela donne
un facteur de pondération en diffusion (Eq. (2.24)) égal à b = 415s/mm2.
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Figure 3.2 – Gradient de diffusion (PGSE) appliqué dans la direction x (en noir) combiné à une
séquence de gradient de codage spatial (en gris).

Sur la figure 3.3, l’ensemble S invariant donné par l’Eq. (3.24) est représenté avec
la trajectoire au cours du temps du vecteur d’aimantation M = (Mx,My).
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Figure 3.3 – Trajectoire de l’aimantation Mxy, et l’ensemble invariant S délimité par la valeur
maximale de la condition initiale.

Les images de résonance magnétique sont ensuite reconstruites en appliquant, après
la séquence de diffusion, une séquence d’imagerie d’écho de gradient. Cette séquence
est décrite dans la section 1.5.1. Les gradients de codage spatial sont montrés en gris
sur la figure 3.2. Le signal RMN, qui représente l’intégrale spatiale de l’aimantation
complexe Mxy pendant la lecture, est stocké dans l’espace k sous forme d’une matrice
de taille 128× 128. Le champ de vue est FOVx×FOVy = 30× 30mm2. Les paramètres
de la séquence d’imagerie sont choisis de sorte que les relations introduites dans la
section 1.5.1 soient vérifiées. Les images de RM sont obtenues en calculant le module
de la transformée de Fourier inverse en 2D des signaux stockés dans l’espace k. Les
résultats sont donnés sur la figure 3.4 dans les cas sans gradients de diffusion en (a) et
avec gradients de diffusion en (b). La figure 3.4(c) montre l’image de diffusion (ADC)
obtenue en calculant le logarithme du rapport de ces deux images divisé par le facteur
b (Eq. (2.31)).

Comme on peut le remarquer, la condition initiale n’a pas d’influence sur l’image
de diffusion reconstruite. Cela nous permet de prendre dans les simulations suivantes,
une condition initiale égale à 1.
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Figure 3.4 – Images de RM obtenues sans gradient de diffusion en (a), et avec gradient de diffusion
en (b). Image de diffusion (c).

Considérons maintenant une diffusion isotrope non homogène donnée sur la figure
3.5, et utilisons les mêmes valeurs des paramètres de l’exemple précédent pour calculer
Mxy.

Figure 3.5 – Coefficient de diffusion D.

La phase de l’aimantation Mxy est représentée avec le champ de vecteurs M(x, t) =
(Mx(x, t),My(x, t)) sur la figure 3.6, à des instants différents pendant l’application de
la séquence de diffusion. Remarquons qu’en l’absence de mouvement, les vecteurs d’ai-
mantations reviennent à leur état initial et le déphasage est nul après l’application de
la séquence de diffusion.
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Figure 3.6 – Phase à l’instant initial (a). A un instant pendant l’application du premier gradient
de diffusion en (b) et du deuxième gradient en (c). Juste après l’application du deuxième gradient de
diffusion (d).

De la même manière décrite dans l’exemple précédent, les images d’aimantation et
de la diffusion sont représentées sur la figure 3.7, et l’image de la phase est obtenue
en calculant l’argument de la transformée de Fourier inverse en 2D des signaux stockés
dans l’espace k.
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Figure 3.7 – Reconstruction d’images dans le cas sans mouvement. Images de RM obtenues sans
gradient de diffusion en (a) et avec gradient de diffusion en (b). (c) Image de la phase. (d) Image de
diffusion reconstruite à partir des images (a) et (b).

Supposons maintenant que la fonction de déformation est donnée par une translation
de vitesse constante : ϕ(x, t) = x+vt. Dans ce cas l’équation de Bloch-Torrey modifiée
s’écrit :

∂tMxy(x, t)− div(D(x)∇Mxy(x, t)) +
( 1

T2

+ iγ(x + vt) ·G(t)
)
Mxy(x, t) = 0,

où la translation n’a pas d’effet sur le coefficient de diffusion tandis qu’elle modifie le
terme d’ordre zéro de l’équation. Le comportement de la phase exprimée par les com-
posantes Mx et My de l’aimantation Mxy, est donné sur la figure 3.8, à des instants
différents durant l’application de la séquence de gradient de diffusion.
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Figure 3.8 – Phase à l’instant initial (a). Pendant l’application du premier gradient de diffusion en
(b) et du deuxième gradient en (c). Juste après l’application du deuxième gradient de diffusion (d).

Remarquons que le déphasage accumulé à la fin n’est pas nul, et comme le gradient
de diffusion est appliqué dans la direction x, la phase accumulée s’écrit en fonction de
la vitesse de translation :

Φ(x,∆ + δ) = γ

∫ ∆+δ

0

(x+ vt′)Gx(t
′)dt′ = γδ∆vG.

Les images du module, de la phase, et de la diffusion sont montrées sur la figure 3.9.
L’effet d’une translation sur la transformée de Fourier est introduit par un décalage de
phase dans l’espace k qui se traduit par une translation de l’image dans le domaine
spatial tandis que le module du signal et la diffusion reconstruite restent inchangés.
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Figure 3.9 – Reconstruction d’images dans le cas d’un mouvement de translation. Images du module
obtenues sans gradient de diffusion en (a) et avec gradient de diffusion en (b). (c) Image de la phase.
(d) Image de diffusion reconstruite à partir des images (a) et (b).

Si la fonction ϕ est donnée par une rotation ϕ(x, t) = Rx avec :

R =

(
cos θ(t) − sin θ(t)
sin θ(t) cos θ(t)

)
l’équation de Bloch-Torrey devient :

∂tMxy(x, t)− div(R−1D(x)R∇Mxy(x, t)) +
( 1

T2

+ iγϕ(x, t) ·G(t)
)
Mxy(x, t) = 0,

La distribution de la phase est donnée par la figure 3.10. Les images du module, de la
phase et de la diffusion sont montrées sur la figure 3.11. Le déphasage lié à la rotation
se traduit par une rotation de l’espace k. Une propriété de la transformée de Fourier
indique que cela conduit à une rotation du même angle de l’image dans le domaine
spatial, tout en préservant le module du signal. Par conséquent, la rotation n’a pas
d’effet sur la valeur de la diffusion reconstruite car la nouvelle matrice de diffusion est
une matrice semblable à D.

90

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI120/these.pdf 
© [I. Mekkaoui], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



3.6. RÉSULTATS NUMÉRIQUES

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

(a)
−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

(b)

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

(c)
−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

(d)

Figure 3.10 – Phase à l’instant initial (a). Pendant l’application du premier gradient de diffusion
en (b) et du deuxième gradient en (c). Juste après l’application du deuxième gradient de diffusion (d).
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Figure 3.11 – Reconstruction d’images dans le cas d’un mouvement de rotation. Images du module
obtenues sans gradient de diffusion en (a) et avec gradient de diffusion en (b). (c) Image de la phase.
(d) Image de diffusion reconstruite à partir des images (a) et (b).

Considérons une déformation qui transforme le domaine Ω en une ellipse aplatie :

ϕ(x, t) =

(
a1(t) 0

0 a2(t)

)
x,

avec
a1(t) = 1 + 0.9 sin(πt/4TE), a2(t) = 1− 0.3 sin(πt/4TE).

Dans ce cas la diffusion dans l’équation de Bloch-Torrey est modifiée par la déformation :

K(x, t) = (Dϕ(t))−1D(x)(Dϕ(t))−t, Dϕ(t) =

(
a1(t) 0

0 a2(t)

)
La solution Mxy est calculée en l’absence de gradient de codage spatial, et la phase

est représentée sur la figure 3.12 par les aimantations Mx et My au cours du temps.
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Figure 3.12 – Phase à l’instant initial (a). Pendant l’application du premier gradient de diffusion
en (b) et du deuxième gradient en (c). Après l’application du deuxième gradient de diffusion (d).

Puis en appliquant les gradients de codage spatial, les images du module, de la
phase, et de la diffusion sont reconstruites (Fig. 3.13). Notons que le gradient de dif-
fusion est toujours appliqué dans la direction x. Le mouvement dans cette direction
est une dilatation. Lorsque l’objet est dilaté durant l’application de gradients de diffu-
sion, la dilatation augmente le signal d’atténuation en diffusion par rapport au cas sans
mouvement comme si le gradient de diffusion appliqué était d’amplitude faible. Cela
conduit à une sous-estimation de la diffusion en comparaison avec la diffusion qui peut
être obtenue en l’absence de cet effet (Fig. 3.13(e)).
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Figure 3.13 – Reconstruction d’images dans le cas d’une dilatation. Images du module obtenues
sans gradient de diffusion en (a) et avec gradient de diffusion en (b). (c) Image de la phase. (d) Image
de diffusion reconstruite à partir des images (a) et (b). (e) Le coefficient de diffusion D présenté dans
la configuration déformée.

Si la déformation ϕ transforme le domaine Ω en une ellipse allongée :

ϕ(x, t) =

(
a2(t) 0

0 a1(t)

)
x,

le mouvement dans la direction de gradient de diffusion est une contraction. La solution
Mxy est calculée en l’absence de gradient de codage spatial, et la phase est représentée
sur la figure 3.14 par les aimantations Mx et My au cours du temps. Les images du
module, de la phase, et de la diffusion sont reconstruites (Fig. 3.15), en appliquant
les gradient de codage spatial. Lorsque l’objet est compressé durant l’application de
gradients de diffusion, la contraction diminue le signal d’atténuation en diffusion par
rapport au cas sans mouvement comme si le gradient de diffusion appliqué était d’ampli-
tude plus forte. Par conséquent, la diffusion reconstruite est sur-estimée en comparaison
avec celle qui peut être obtenue en l’absence de cet effet (Fig. 3.15(e)).
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Figure 3.14 – Phase à l’instant initial (a). Pendant l’application du premier gradient de diffusion
en (b) et du deuxième gradient en (c). Après l’application du deuxième gradient de diffusion (d).
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Figure 3.15 – Reconstruction d’images dans le cas d’une contraction. Images du module obtenues
sans gradient de diffusion en (a) et avec gradient de diffusion en (b). (c) Image de la phase. (d) Image
de diffusion reconstruite à partir des images (a) et (b). (e) Le vai coefficient de diffusion représenté
dans la configuration déformée.

L’effet de la contraction et de la dilatation sur la diffusion reconstruite avec les si-
mulations numériques présentées dans cette section, a été démontré expérimentalement
dans [12] en utilisant un fantôme en gélatine soumis à une expansion et une contraction
cyclique. Lorsque le matériau est dilaté le long de la direction du gradient de diffusion,
la dilatation affaiblit le codage de la diffusion conduisant à une sur-estimation du signal
de diffusion. A l’inverse, lorsque le matériau est compressé, la contraction induit une
perte du signal de diffusion.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons introduit une nouvelle équation basée sur l’EDP de Bloch-
Torrey, pour décrire l’aimantation et la diffusion dans un objet qui se déforme en fonc-
tion du temps. Le modèle mathématique est obtenu par la modification de l’équation
de Bloch-Torrey originelle de la façon suivante : le tenseur de diffusion est affecté par la
matrice jacobienne de la déformation, un terme d’advection comportant la divergence
de la vitesse de la déformation est ajouté, et un terme de divergence de la vitesse est
ajouté aux termes d’ordre zéro de l’équation. La phase de l’équation de Bloch-Torrey

96

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI120/these.pdf 
© [I. Mekkaoui], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés
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est également modifiée en fonction du mouvement. Des tests numériques ont été ef-
fectués en utilisant des mouvements simples, afin de valider le modèle mathématique
développé. Les simulations numériques présentées montrent qu’un mouvement rigide de
type translation ou rotation dans la direction d’application de gradient de diffusion, a
un effet sur la phase du signal qui conduit à une translation ou une rotation de l’image
elle même, mais n’affecte pas le module du signal et la diffusion reconstruite. Par contre,
une déformation de type dilatation ou contraction induit un déphasage dans la direc-
tion d’application de gradient de diffusion et un changement d’amplitude du signal qui
augmente dans le cas de dilatation ou diminue dans le cas de contraction conduisant à
une sous-estimation ou sur-estimation de la diffusion reconstruite.

Ce modèle mathématique présenté ici peut être utilisé dans le domaine de l’IRM
de diffusion pour modéliser le signal de diffusion dans les organes qui se déforment au
cours du temps tels que le coeur humain. Cela permettrait d’expliquer le lien entre le
signal de diffusion, le mouvement du coeur et sa structure tissulaire que ce soit dans
des situations saines ou pathologiques.
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Chapitre 4

Application à l’IRM cardiaque de
diffusion

4.1 Introduction

L’imagerie par résonance magnétique de diffusion joue un rôle très important dans
l’étude de la structure microscopique des tissus biologiques. Cette technique a été ap-
pliquée avec succès à des organes statiques comme le cerveau humain. Cependant, ces
applications sur des organes mobiles tels que le cœur, sont toutefois moins fréquentes
compte tenu des difficultés imposées par le mouvement rapide et potentiellement irrégu-
lier du cœur qui nécessite des modifications à la conception des séquences de gradients
utilisées pour mesurer la diffusion. Les artéfacts de mouvement sont particulièrement
gênants en IRM de diffusion, puisque l’atténuation du signal due à la diffusion des mo-
lécules d’eau est beaucoup plus petite que la perte de signal due au déphasage induit
par d’autres types de mouvements des tissus qui peuvent dégrader considérablement
l’estimation de la diffusion. L’imagerie cardiaque de diffusion permet la connaissance
de l’architecture des fibres cardiaques qui devrait donner une meilleure compréhension
de la fonction cardiaque [4] à la fois dans des situations pathologiques et saines, mais
elle reste une tâche difficile qui conduit souvent à des niveaux de bruits élevés et une
précision limitée.

Le but de ce chapitre est d’étudier numériquement l’influence du mouvement car-
diaque sur le signal mesuré en IRM de diffusion. Tout d’abord, nous faisons dans la
deuxième section une description globale de l’anatomie et du fonctionnement du cœur.
Dans la troisième section nous introduisons un simulateur d’images cardiaques basé sur
un modèle de déformation analytique spatio-temporelle, imitant une déformation réa-
liste du cœur. La quatrième section est consacrée à l’étude numérique de la relation entre
le signal de diffusion et le mouvement cardiaque, à l’aide de l’équation de Bloch-Torrey
modifiée introduite dans le chapitre précédent et du champ de déformation analytique.
Cette étude est réalisée pour plusieurs séquences de codage de diffusion qui ont été
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proposées dans l’état actuel de la littérature pour aborder la sensibilité du signal de
diffusion au mouvement cardiaque. Enfin, dans la dernière section, les résultats numé-
riques obtenus sont analysés et comparés avec les données expérimentales disponibles
dans la littérature.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont été obtenus dans le cadre d’une colla-
boration avec l’équipe MRI and Optics : Methods and Systems (Pierre Croisille, Kévin
Moulin et Magalie Viallon) du laboratoire CREATIS, et ont donné lieu à une publica-
tion au journal Physics in Medicine and Biology [97].

4.2 Physiologie et mouvement du cœur
Le but de cette section n’est pas d’être exhaustif, mais de fournir suffisamment d’élé-
ments pour une bonne compréhension du reste de ce chapitre. Pour une étude plus
approfondie du fonctionnement et de la physiologie cardiaque, on pourra se référer à
un des nombreux ouvrages spécialisés ([98], [99], [100]).

Description de l’anatomie et de la structure du cœur

Le cœur est un organe contractile de forme conique de l’appareil circulatoire. Son poids
varie entre 250g et 350g. Le cœur est constitué de quatre cavités : deux oreillettes
gauche et droite et deux ventricules gauche et droit. Les deux parties gauche et droite
sont fonctionnellement et anatomiquement différentes. La première s’occupe de la petite
circulation sanguine (circulation pulmonaire), et la seconde prend en charge la grande
circulation (circulation générale). La pointe du cœur est appelée apex et la partie supé-
rieure est appelée base. L’axe apex-base est appelé grand axe. Le plan perpendiculaire à
ce dernier est appelé petit-axe. Le cœur est un organe musculaire tapissé en dedans par
l’endocarde qui constitue la couche interne du cœur. Sa surface externe est recouverte
par l’épicarde. Le reste de l’épaisseur est constitué d’un tissu musculaire, le myocarde
qui contient des cellules musculaires contractiles appelées myocytes, ou fibres muscu-
laires, de forme très allongée correspondant à des cylindres (Fig. 4.1). Elles mesurent
généralement de 10µm à 20 µm en diamètre et de 80µm à 100 µm en longueur [101]. Les
fibres myocardiques sont organisées de façon complexe autour de la cavité ventriculaire :
les fibres des couches internes et externes ont une orientation longitudinale, et celles de
la couche centrale ont plutôt une orientation circonférentielle. Cette organisation varie
de la base à l’apex pour permettre la torsion du cœur pour une meilleure efficacité de
l’éjection du sang. L’observation des fibres dans le myocarde permet de détecter les dé-
fauts de structure à l’échelle microscopique et d’anticiper les complications qui peuvent
intervenir à l’échelle macroscopique.
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Figure 4.1 – Représentation schématique de l’architecture des fibres cardiaque. Source [102].

Fonctionnement du cœur

L’organisation des fibres cardiaques à travers le cœur joue un rôle déterminant dans la
déformation cardiaque. Les directions des fibres forment un réseau tridimensionnel qui
permet au cœur de se déformer de manière complexe au cours du cycle cardiaque. Chez
un adulte sain, le cycle cardiaque dure environ 800ms au repos, soit 75 battements par
minute. Il se décompose en deux phases : la diastole et la systole. La diastole couvre
environ deux tiers du cycle cardiaque et correspond au remplissage des ventricules du
sang provenant des oreillettes. En fin de diastole, la contraction des oreillettes contribue
à la fin du remplissage des ventricules. La systole, qui couvre environ un tiers du cycle
cardiaque, correspond à la contraction des ventricules. La pression intra-ventriculaire
augmente fortement afin de permettre au sang d’être éjecté dans le système artériel.
Durant la systole, les deux ventricules se vident dans leurs artères respectives. La télé-
diastole correspond à la fin de la diastole, c’est-à-dire, au relâchement maximum du
ventricule gauche, juste avant le début de la contraction des ventricules. La télé-systole
correspond à la fin de la contraction des ventricules, c’est-à-dire, à la contraction maxi-
male, juste avant le relâchement du muscle. Le fonctionnement du muscle cardiaque se
répète périodiquement et automatiquement. Le cycle cardiaque résulte de la production
d’une activité électrique répétitive entraînant une contraction cardiaque. L’activité élec-
trique du cœur peut être enregistrée en plaçant des électrodes sur la surface du corps.
Les différentes phases du cycle cardiaque peuvent alors être repérées par rapport à
un signal électrique enregistré via un examen appelé électrocardiogramme (ECG). La
forme générale de l’ECG présente un ensemble d’ondes caractéristiques correspondant
à des phases bien déterminées du cycle cardiaque et se caractérise par un rythme ré-
gulier avec un intervalle R-R constant entre deux ondes R successives qui marquent le
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début de la systole (Fig. 4.2). Dans notre contexte, nous allons nous servir de l’ECG
pour renseigner en temps réel de la reconstruction d’images à des phases distinctes du
cycle cardiaque. L’ECG permettra aussi de déclencher les acquisitions et de trier les
informations en fonction de moments précis du cycle cardiaque.

Figure 4.2 – Schéma montrant la corrélation entre la pression ventriculaire et l’activité électrique
du cœur mesurée par l’électrocardiogramme (ECG) au cours du cycle cardiaque.

Comme la plupart des recherches ont été menées sur le ventricule gauche (LV) en
raison de son rôle majeur dans l’expulsion du sang vers tous les organes du corps,
nous nous concentrons dans cette partie sur l’étude des paramètres quantitatifs de
déformation myocardique régionale, en particulier celle du ventricule gauche, tels que
les champs de déplacement et de déformation.

Mouvement cardiaque

Le mouvement du cœur est extrêmement complexe du fait de l’hétérogénéité des tis-
sus qui le composent. Cependant, il est possible de donner une description globale et
simplifiée des principaux mouvements du ventricule gauche d’un cœur sain. La fonction
du myocarde est caractérisée par un épaississement et un amincissement de la paroi
myocardique au cours du cycle cardiaque. En diastole, le remplissage ventriculaire s’ac-
compagne d’un relâchement des fibres en diamètre et en longueur, et en systole, le
mouvement du ventricule gauche peut être simplifiée en trois déformations :

• un épaississement radial correspondant à la contraction du myocarde vers le centre
de la cavité cardiaque en coupe petit axe. La contraction radiale a des amplitudes
différentes au niveau de la paroi. Le mouvement dans la zone endocardique est
d’amplitude plus grande que dans la zone épicardique,
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4.2. PHYSIOLOGIE ET MOUVEMENT DU CŒUR

• un raccourcissement longitudinal le long du grand axe lié à une contraction des
fibres qui aboutissent au rapprochement du plan basal et de l’apex,

• un raccourcissement circonférentiel de la paroi myocardique qui correspond à une
rotation autour du grand axe base-apex. Celle-ci n’est pas uniforme sur l’ensemble
du ventricule gauche, si elle s’effectue dans un sens dans le plan basal, elle s’ef-
fectue en sens inverse dans le plan apical entraînant une torsion du cœur autour
du grand axe.

Ces mouvements sont représentés sur la Figure 4.3, auxquels il faut ajouter une trans-
lation et une rotation rigides.

Figure 4.3 – Représentation schématique des ventricules gauche et droit, avec les directions prin-
cipales du mouvement myocardique durant la systole. Figure issue de [103] et modifiée.

L’évaluation de la fonction myocardique régionale du ventricule gauche nécessite
la définition d’un système de coordonnées de référence. Le système de coordonnées
radiale, circonférentielle, et longitudinale (Fig.4.3) est largement utilisé en raison de
son adéquation avec la géométrie du ventricule gauche. Les coordonnées des points
dans le myocarde durant le mouvement du cœur sont liées au champ de déplacement.
En notant par x la position d’un point à l’instant initial t0 dans la configuration de
référence qui correspond à l’état du cœur en télé-diastole et par X sa position à un
instant t > t0, on a :

X(t) = x+ u(t,x) := ϕ(t,x)

où u désigne le déplacement et ϕ est la déformation cardiaque. L’état géométrique
du cœur pendant sa déformation est caractérisé par le tenseur des déformations de
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CHAPITRE 4. APPLICATION À L’IRM CARDIAQUE DE DIFFUSION

Green-Lagrange :

E :=
1

2
(FtF− I)

avec F := Dϕ est la Jacobienne de ϕ et I est le tenseur identité.

Un indicateur important pour le diagnostic de la fonction cardiaque est représenté
par un paramètre appelé strain myocardique, qui peut être calculé à partir du tenseur
des déformations E. Ce paramètre physique sans unité représentant la déformation du
myocarde par rapport à sa forme originelle le long d’une direction arbitraire donnée. Il
est défini dans une direction arbitraire d par [104] :

Ed := dtEd. (4.1)

Le strain reflète la direction et les variations spatiales du déplacement. Il est souvent
exprimé en pourcentage de modification par rapport aux dimensions initiales de l’objet.
Il est représenté par une valeur positive lorsque la distance mesurée entre les points
augmente, et par une valeur négative lorsque la distance diminue. En 3D, on distingue
trois types de strain myocardique : radial (Er), circonférentiel (Ec) et longitudinal (El)
selon les directions de la déformation myocardique (Fig. 4.3), où la direction d dans
l’expression (4.1) est remplacée par r, c, l, respectivement.

1. Strain radial : exprime le degré d’épaississement des parois myocardiques du ven-
tricule gauche. Il est positif dans toutes les régions du myocarde, et est plus élevé
à l’endocarde qu’à l’épicarde.

2. Strain cirfonférentiel : correspond à une diminution du périmètre du ventricule
gauche en systole. Il est représenté par une valeur négative, et est plus fort à
l’endocarde qu’à l’épicarde.

3. Strain longitudinal : exprime le degré de raccourcissement des fibres myocardiques
de la base vers l’apex, en systole. Il est donné par une valeur négative.

La valeur de chaque strain calculé en télé-systole correspond à la valeur maximale
de la déformation dans une direction spécifique. La variation temporelle de la défor-
mation au cours du cycle cardiaque est donnée par la dérivée temporelle du strain. La
figure 4.4 montre les courbes de strain radial et circonférentiel et de sa vitesse (A, B),
et les courbes régionales de strain radial et circonférentiel (C, D) calculées pour les six
secteurs indiqués par des lignes pointillés sur la sous-figure (E) qui représente une image
d’une coupe médiane petit-axe du ventricule gauche acquise en systole, d’un volontaire
sain, à laquelle le champ de déplacement est superposé en (F).
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4.2. PHYSIOLOGIE ET MOUVEMENT DU CŒUR

(E) (F)

Figure 4.4 – (A) Strain radial et circonférentiel calculés sur tout le myocarde d’un volontaire
sain. (B) Vitesse de strain radial et circonférentiel. Strain local, radial en (C) et circonférentiel en
(D) obtenus pour chaque segment de la coupe petit-axe du ventricule gauche (E). (F) Champ de
déplacement superposé à l’image (E). Source [97]
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CHAPITRE 4. APPLICATION À L’IRM CARDIAQUE DE DIFFUSION

4.3 Modèle analytique en 2D du mouvement cardiaque
Pour étudier l’effet du mouvement cardiaque sur le signal mesuré en IRM de diffusion,
nous utilisons un simulateur d’images cardiaques en 2D introduit dans [105]. Ce simu-
lateur est basé sur un modèle spatio-temporel de déformation analytique. Il peut être
appliqué sur une image cardiaque réelle d’une coupe petit-axe du cœur, après avoir ini-
tialisé le modèle à la phase télé-diastolique et choisi les deux cercles concentriques qui
définissent la zone d’action du modèle, c’est-à-dire, la zone myocardique, pour générer à
partir d’elle une séquence synthétique d’images IRM du cœur battant. Les images ainsi
obtenues ressemblent à une séquence IRM réelle et peuvent être utilisées pour contrôler
la dynamique du cœur (Fig. 4.5).

Figure 4.5 – Deux images IRM en télé-diastole (à gauche) et en télé-systole (à droite) générées par
le simulateur d’images introduit dans [105]. Images issues de [106].

Les cartes de déplacement et les tenseurs de déformation au cours du cycle car-
diaque sont calculés à partir du modèle analytique et sont donc parfaitement connus.
Cela permet de produire des informations de vérité terrain avec lesquelles des mesures
expérimentales peuvent être comparées. Ce simulateur constitue un compromis entre
les modèles physiologiques du cœur battant et la simulation d’images par résonance
magnétique (RM). Bien qu’il soit vrai que le mouvement cardiaque réel est tridimen-
sionnel et que les structures anatomiques pourraient disparaître si une seule tranche en
2D est considérée, le modèle a été inspiré de l’analyse du mouvement cardiaque in vivo
et donc assez réaliste pour une première évaluation quantitative.

La déformation du cœur est contrôlée, au cours du cycle cardiaque, par la fonction
temporelle S donnée par :

S(t) =

{
1
2
(1− cos( πt

Ts
)) si 0 ≤ t ≤ Ts

1
2
(1− cos(π(t−Ts−Td)

Td
)) si Ts < t < Ts + Td,

où Ts et Td représentent les temps de systole et de diastole, respectivement. La durée
de la systole couvre un tiers du cycle cardiaque et celle de la diastole couvre deux tiers
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4.3. MODÈLE ANALYTIQUE EN 2D DU MOUVEMENT CARDIAQUE

(Fig. 4.6).
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Figure 4.6 – Comportement de la fonction S au cours d’un cycle cardiaque. Ts = 333ms, Td =
667ms.

La forme initiale d’une coupe médiane petit-axe du ventricule gauche (Fig. 4.4(E))
peut être approchée en 2D par un anneau de rayon extérieur Rext et de rayon intérieur
Rint. On note par (R0, θ0) les coordonnées polaires à l’instant initial t0 d’un point c0

de l’anneau Ω = [Rint, Rext] × [0, 2π] qui correspond à l’état du cœur à la phase télé-
diastolique, et par (R(t), θ(t)) ∈ Ωt les coordonnées du point dans l’anneau Ωt qui
se déforme au cours du cycle cardiaque. La déformation ϕ est définie en coordonnées
polaires par :

ϕ : [0, T ]× Ω → Ωt

(t, c0) 7→ ϕ(t, c0) = ct

avec

ct = ϕ(t, (R0, θ0)) =

{
R(t) =

(
R2

0−R2
int

λ(t)
g(θ0) +Rint(θ0, t)

2
)1/2

θ(t) = θ0 + ψ(t, R0) + χ(t).

La variation d’épaississement de la paroi au cours du temps est donnée par :

λ(t) = 1− 0.2S(t).

La contraction radiale est décrite par :

Rint(θ0, t) = Rint − (Rint −Rmin)g(θ0)S(t),

avec
g(θ0) = 1 + 0.1(cos(θ0 + 3π/4) + 1),

et Rmin = Rint − 5(Rext −Rint)/6 est le rayon intérieur minimal en systole.
La fonction :

ψ(t, R0) = −(0.2π/180)S(t)R0
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CHAPITRE 4. APPLICATION À L’IRM CARDIAQUE DE DIFFUSION

représente la rotation de chaque point dans le myocarde au cours du cycle cardiaque,
et la rotation rigide sur l’ensemble du myocarde est donnée par :

χ(t) = (10π/180)S(t).

En coordonnées cartésiennes la déformation s’écrit :

ϕ(t, (x, y)) =

(
Trx(t)
Try(t)

)
+

(
exp(kell(t)) 0

0 exp(−kell(t))

)(
R(t) cos θ(t)
R(t) sin θ(t)

)
, (4.2)

où kell = 0.03S(t) est un terme d’elliptisation, et Trx et Try sont des translations rigides
au cours du temps, selon les directions x et y.

La figure 4.7 montre le champ de déplacement du myocarde aux instants 50, 150,
350, 650, 900ms après la télé-diastole, calculé à partir du champ de déformation ϕ (Eq.
4.2).
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Figure 4.7 – Champ de déplacement calculé à des instants différents du cycle cardiaque : (a) début
du cycle cardiaque. (b) mi-systole. (c) télé-systole. (d) mi-diastole. (e) télé-diastole.

La figure 4.8 montre l’amplitude des strains radial et circonférentiel au cours du
cycle cardiaque. Le strain radial est positif dans toutes les régions du myocarde, et
le strain circonférentiel est négatif. L’amplitude des strains est plus élevée aux zones
endocardiques qu’aux zones épicardiques. Les courbes du strain radial et circonférentiel
ainsi que sa vitesse sont calculés sur l’ensemble du myocarde et représentées sur la figure
4.9.

108

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI120/these.pdf 
© [I. Mekkaoui], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



4.4. EVALUATION DE L’INFLUENCE DU MOUVEMENT CARDIAQUE SUR LE
SIGNAL D’IRM DE DIFFUSION

Figure 4.8 – Strains radial (en haut) et circonférentiel (en bas) calculés aux mêmes instants que
sur la figure 4.7.
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Figure 4.9 – Strains (à gauche) et vitesses de strain (à droite) radial (en rouge) et circonférentiel
(en bleu) calculés sur l’ensemble du myocarde au cours du cycle cardiaque.

4.4 Evaluation de l’influence du mouvement cardiaque
sur le signal d’IRM de diffusion

Etant donné que l’atténuation du signal mesuré en IRMd est liée à la diffusion, il est
possible de calculer le coefficient de diffusion, au temps de l’écho, à partir de cette atté-
nuation, en utilisant l’expression (2.31). Cependant, en IRM cardiaque de diffusion, le
signal de diffusion est influencé par le mouvement physiologique du cœur pendant l’ap-
plication des gradients de diffusion, et donc la relation (2.31) ne donne plus l’ADC qui
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reflète la structure biologique du tissu, mais un coefficient de diffusion observé affecté
par le mouvement. Plusieurs techniques d’acquisition d’images pondérées en diffusion
ont été proposées dans la littérature pour aborder la sensibilité du signal de diffusion au
mouvement cardiaque. En pratique les séquences utilisées pour le codage de diffusion
sont synchronisées à l’ECG (Fig. 4.2). Cela sert à déclencher des acquisitions qui seront
réalisées à des phases bien déterminées du cycle cardiaque. Le délai de déclenchement
(Tigger Delay (TD)) correspond à la période comprise entre l’onde R de l’ECG et la
première impulsion RF de la séquence. La synchronisation offre la possibilité de recons-
truire plusieurs séries d’images à des phases distinctes du cycle cardiaque en faisant
varier le délai de déclenchement TD, et permet de définir une fenêtre d’acquisition op-
timale qui doit être la plus courte possible pour minimiser l’influence du mouvement sur
les données acquises. Les séquences de diffusion en IRM cardiaque peuvent être classées
en deux catégories : séquences basées sur la technique d’écho de spin (Spin Echo SE)
et séquences basées sur l’écho stimulé (Stimulated Echo Acquisition Mode (STEAM)).

Afin d’étudier la relation entre le signal de diffusion et le mouvement cardiaque,
nous proposons, dans ce qui suit, de simuler des images de diffusion à des instants
différents du cycle cardiaque, pour différents types de séquences de diffusion, à l’aide
de l’équation de Bloch-Torrey modifiée (3.17) et du champ de mouvement cardiaque
introduit dans la section 4.3. Pour ce faire, nous résolvons, par la méthode des éléments
finis (Section 3.5), l’équation (3.25) sur le domaine Ω (Fig. 4.10) pour différents types
de gradients de diffusion.

Figure 4.10 – Maillage triangulaire de l’anneau Ω.

Ensuite, en utilisant la relation (3.8), nous déduisons la solution de l’équation de
Bloch-Torrey (3.17). Une condition initiale constante m(x, 0) = 1 est considérée. Le
temps de relaxation transversale est égal à T2 = 60ms. La diffusion est supposée homo-
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SIGNAL D’IRM DE DIFFUSION

gène et isotrope D = 2.5×10−3mm2/s. Chaque séquence de diffusion est appliquée dans
la direction x. Par souci de simplicité, les gradients de codage spatial sont négligés. Les
paramètres de chaque séquence sont ajustés afin de donner le même facteur de pondé-
ration en diffusion b = 450s/mm2 (Eq. (2.24)). La durée du cycle cardiaque simulé est
1000ms, le temps de déclenchement TD est pris entre 0 et 950ms, et la position de la
séquence de diffusion dans le cycle cardiaque varie en fonction du TD.

4.4.1 Séquences de diffusion d’écho de spin

La relation entre le signal enregistré en IRM et le mouvement peut être décrite par
l’évolution temporelle de la phase qui résulte de l’interaction entre le gradient de champ
magnétique appliqué et la position des points en espace :

ϕ(t) = γ

∫ t

0

G(t′)X(t′)dt′

où G(t) est le gradient appliqué et X(t) est la trajectoire d’un point en mouvement. En
utilisant un développement de Taylor de la trajectoire X(t) :

X(t) =
∑
n≥0

tn

n!
X(n)

∣∣∣
t0=0

on obtient :
ϕ(t) = γ(x0m0(t) + v0m1(t) +

1

2
a0m2(t) + ...)

avec x0, v0, a0, représentent la position, la vitesse, et l’accélération à l’instant initial
t0 = 0, respectivement, et les moments mn sont définis par :

mn(t) =

∫ t

0

t′
n
G(t′)dt′, n ≥ 0.

Il est possible de concevoir des séquences de gradients qui sont capables d’éliminer le
déphasage dû à la position, la vitesse, l’accélération, et aux autres termes d’ordre su-
périeur. Une approche générale de compensation de mouvement par la conception de
séquences de gradients annulant les moments mn a été décrite en [107]. Notons que si
une séquence est capable d’éliminer un moment d’ordre n, alors par construction elle
est capable de compenser les moments d’ordre inférieur à n.

1) L’imagerie de diffusion en utilisant la séquence d’écho de spin monopolaire in-
troduite par Stejskal et Tanner [56] (appelée aussi PGSE) est la première séquence de
diffusion proposée pour mesurer la diffusion de l’eau. La figure 4.11 représente le dia-
gramme de la séquence et les trois premiers moments correspondants. Comme on peut
le voir, cette séquence ne permet pas d’éliminer les moments d’ordre supérieur à zéro.

111

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI120/these.pdf 
© [I. Mekkaoui], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE 4. APPLICATION À L’IRM CARDIAQUE DE DIFFUSION

0 10 20 30 40 50 60 70
−10

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

10

echo

180
o

90
o

ECG

TD
δ

∆

G

TE/2TE/2

0 5 10 15 20 25
−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8
x 10

−3

Temps (ms)

m
0

−0.08

−0.06

−0.04

−0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

m
1

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

m
2

Figure 4.11 – (Haut) La séquence écho de spin monopolaire. (Bas) Les moments m0, m1, m2.

En pratique, elle est considérée impraticable en imagerie cardiaque de diffusion à cause
de sa sensibilité au mouvement du cœur.

La figure 4.12 montre les images obtenues au temps de l’écho du module de l’aiman-
tation donné par le rapport :

S(x)

S0(x)
:=
∣∣∣ Mxy(x, TE)

Mxy(x, TE)|G=0

∣∣∣,
les images de la phase et de l’ADC calculé par la relation (2.31), en appliquant la sé-
quence SE monopolaire avec δ = 8ms, ∆ = 18ms, et G = 80mT/m, TE = 27ms, à sept
instants différents du cycle cardiaque : 50, 150, 350, 500, 650, 800, 950ms. La représen-
tation graphique est faite sur la configuration déformée afin de montrer les résultats en
fonction du mouvement cardiaque.
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SIGNAL D’IRM DE DIFFUSION

Figure 4.12 – (Haut) Images de module. (Milieu) Images de phase. (Bas) Images d’ADC.

2) Dans la séquence d’écho de spin monopolaire le mouvement cardiaque évolue de
manière irréversible lors de l’application des gradients de diffusion. L’effet du mouve-
ment se traduit par un déphasage supplémentaire dû à une compensation imparfaite
des gradients. Cela conduit à un contraste variable de diffusion et souvent une perte de
signal dans les parties de l’image où le mouvement cardiaque est plus fort. Pour réduire
le déphasage dû au mouvement cardiaque, une approche plus simple a été proposée dans
[14] consiste à remplacer les gradients monopolaires de la séquence SE monopolaire par
des gradients bipolaires (Fig. 4.13).
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Figure 4.13 – La séquence écho de spin bipolaire et les moments m0, m1, et m2 correspondants.

Cette configuration de gradients permet de compenser la vitesse du mouvement,
mais le temps d’écho est plus long que celui de la séquence monopolaire pour le même
facteur de pondération b. Cette approche est réalisable sur des systèmes cliniques avec
des gradients d’amplitude supérieure à 80mT/m.

La figure 4.14 montre les images du module, de la phase et de l’ADC obtenues au
temps de l’écho pour sept valeurs différentes du temps de déclenchement TD, en utili-
sant la séquence d’écho de spin bipolaire, avec les paramètres δ = 9ms, TE = 39ms, et
G = 80.5mT/m.

114

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI120/these.pdf 
© [I. Mekkaoui], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



4.4. EVALUATION DE L’INFLUENCE DU MOUVEMENT CARDIAQUE SUR LE
SIGNAL D’IRM DE DIFFUSION

Figure 4.14 – (Haut) Images de module. (Milieu) Images de phase. (Bas) Images d’ADC.

3) Des études récentes ([108], [109]) ont montré que la sensibilité résiduelle au mou-
vement peut être réduite en utilisant la séquence d’écho de spin AMC (Accelaration
Motion Compensation) qui permet de compenser le moment d’ordre deux, c’est-à-dire,
l’accélération du mouvement (Fig. 4.15). Cependant, cette séquence nécessite l’appli-
cation de gradients de diffusion pendant une longue durée, et cela augmente le temps
d’écho en comparaison avec la séquence SE bipolaire, pour la même valeur du facteur
b.
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Figure 4.15 – (Haut) La séquence AMC. (Bas) La compensation des moments m0, m0, m2.

Les images du module, de la phase et de l’ADC obtenues au temps de l’écho en
appliquant la séquence AMC avec les paramètres δ1 = 7ms, δ2 = 14ms, ∆ = 4δ1,
TE = 50ms et G = 78.5mT/m, sont représentées sur la figure 4.16 pour sept phases
différentes du cycle cardiaque.

116

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI120/these.pdf 
© [I. Mekkaoui], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



4.4. EVALUATION DE L’INFLUENCE DU MOUVEMENT CARDIAQUE SUR LE
SIGNAL D’IRM DE DIFFUSION

Figure 4.16 – (Haut) Images de module. (Milieu) Images de phase. (Bas) Images d’ADC.

4.4.2 Séquences de diffusion d’écho stimulé

1) Pour éliminer le déphasage dû au mouvement cardiaque, une approche utilisant
l’écho stimulé (STEAM) a été proposée dans la littérature [11]. La séquence STEAM
monopolaire est historiquement la première séquence proposée pour mesurer la diffusion
en IRM cardiaque de diffusion. L’idée consiste à diviser la séquence SE monopolaire
(Fig. 4.11) en deux parties et remplacer l’impulsion RF de 180o par deux impulsions RF
de 90o qui vont être appliquées dans deux cycles cardiaques successifs (Fig. 4.17 (a)).
Pour pouvoir utiliser la séquence, le rythme cardiaque doit être régulier et le mouvement
est exactement périodique pendant deux battements cardiaques consécutifs. Les temps
de déclenchement TD entre l’onde R de l’ECG et les première et troisième impulsions
d’excitation de 90o doivent être identiques, et les impulsions sont toutes les deux suivies
par des gradients monopolaires de codage et de décodage de diffusion, et doivent être
appliqués exactement au même moment dans deux cycles cardiaques successifs ([12],
[13]). Le temps de diffusion ∆ est égal à la durée d’un cycle cardiaque. Une durée égale à
TE/2 sépare entre la première et la deuxième impulsion RF de 90o, et entre la troisième
impulsion RF et l’écho. Après l’application de la deuxième impulsion, l’aimantation est
basculée sur le plan longitudinal. Elle est stockée et protégée dans ce plan au cours
d’une période assez longue appelée temps de mixage (Mixing Time) TM := ∆−TE/2,
et l’atténuation du signal pendant le temps TM est gouvernée par le temps de relaxation
longitudinale T1 au lieu de la relaxation transversale T2. L’application de la troisième
impulsion RF bascule l’aimantation sur le plan transversal où elle peut être détectée.
Le gradient de décodage est placé au même moment que le gradient de codage afin
de fixer la position du cœur et compenser les deux termes de phase qui sont égaux en
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CHAPITRE 4. APPLICATION À L’IRM CARDIAQUE DE DIFFUSION

amplitude et opposés en signe. Un petit et très bref gradient de diffusion est nécessaire
pour obtenir une valeur suffisante du facteur de pondération en diffusion b, avec un
temps d’écho TE relativement court.
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Figure 4.17 – Diagramme de la séquence STEAM monopolaire (a) et son intégrale en temps (b).

Les images du module, de la phase et de l’ADC obtenues au temps de l’écho, en
utilisant la séquence STEAM monopolaire avec les paramètres ∆ = 1000ms, δ = 1ms,
TE = 6ms, TM = 997ms, G = 79.5mT/m, et T1 = 740ms, pour sept valeurs différentes
du temps de déclenchement TD, sont représentées sur la figure 4.18.
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4.4. EVALUATION DE L’INFLUENCE DU MOUVEMENT CARDIAQUE SUR LE
SIGNAL D’IRM DE DIFFUSION

Figure 4.18 – (Haut) Images de module. (Milieu) Images de phase. (Bas) Images d’ADC.

Bien que l’utilisation de la séquence STEAM monopolaire soit une bonne idée en
ce qui concerne sa capacité d’éliminer l’atténuation du signal due au déphasage, un
nouveau problème se pose. Il a été constaté que cette séquence est influencée par le
strain produit par la déformation cardiaque [12]. En effet, le temps de diffusion ∆ dans
les séquences SE est court, et l’effet du strain est négligeable. Cependant, l’approche
STEAM nécessite un long ∆ qui est égal à la durée d’un cycle cardiaque complet, et
au cours de ce temps, l’impact de la déformation est important et ne peut pas être
négligé. L’application du premier gradient crée une distribution spatiale de la phase
qui reste non nulle pendant tout le cycle cardiaque (Fig. 4.17 (b)), et qui est de plus
soumise à une expansion et une contraction cyclique. Ainsi, le codage de la diffusion
persiste pendant tout le cycle cardiaque qui intervient entre les gradients de codage et
de décodage, jusqu’à ce que le second gradient soit appliqué. L’évolution du signal est
donc soumise aux effets de la diffusion et de l’histoire du strain. La diffusion cardiaque
mesurée avec la séquence STEAM monopolaire se mélange avec les effets du strain car-
diaque et donne une diffusion observée qui est en général différente de celle qui aurait
été observée si le cœur était resté stationnaire. Une façon d’éviter l’effet du strain est
d’appliquer la séquence à des moments bien précis du cycle cardiaque où l’effet du strain
est minimum. Ces moments sont appelés sweet spots et sont généralement situés à la
mi-systole et la mi-diastole [13].

2) Même si la mesure de diffusion aux sweet spots évite l’effet du strain, elle limite la
capacité de mesurer la diffusion myocardique aux différents points du cycle cardiaque
autres que les sweet spots. Pour s’affranchir de cette limitation, une autre méthode
d’écho stimulé insensible au mouvement cardiaque et à l’effet du strain a été proposée
dans [110]. Cette méthode utilise, au lieu de gradients monopolaires, des gradients
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CHAPITRE 4. APPLICATION À L’IRM CARDIAQUE DE DIFFUSION

de diffusion bipolaires qui sont appliqués à des phases identiques dans deux cycles
cardiaques consécutifs (Fig. 4.19 (a)). Le codage de diffusion par la séquence STEAM
bipolaire est généré par des gradients bipolaires qui sont appliqués pendant une période
courte par rapport à la durée du mouvement cardiaque. Cela rend le codage insensible
au strain qui se produit pendant le cycle cardiaque qui intervient entre les gradients
bipolaires de codage et de décodage (Fig. 4.19 (b)). Cette séquence a été signalée comme
étant insensible au strain et au mouvement du cœur, et permet l’encodage de la diffusion
à tout moment du cycle cardiaque, comme si le cœur avait été immobilisé au moment
de l’acquisition [110]. Mais pour pouvoir atteindre une valeur adéquate du facteur de
pondération b, le temps d’écho doit être significativement long.
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Figure 4.19 – La séquence STEAM bipolaire (a). L’intégrale des gradients en temps (b).

La figure 4.20 représente les images du module, de la phase et de l’ADC obte-
nues au temps de l’écho en appliquant la séquence STEAM bipolaire avec δ = 9ms,
G = 80.5mT/m, TE = 40ms, TM = 800ms, et T1 = 740ms, pour sept valeurs diffé-
rentes du temps de déclenchement TD.
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4.4. EVALUATION DE L’INFLUENCE DU MOUVEMENT CARDIAQUE SUR LE
SIGNAL D’IRM DE DIFFUSION

Figure 4.20 – (Haut) Images de module. (Milieu) Images de phase. (Bas) Images d’ADC.

Les signaux de diffusion normalisés ainsi que l’erreur en ADC calculés sur tout le
domaine Ω, sont représentés sur la figure 4.21.
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Figure 4.21 – (a) Signal normalisé. (b) Erreur relative commise en ADC.
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CHAPITRE 4. APPLICATION À L’IRM CARDIAQUE DE DIFFUSION

4.5 Discussion
L’étude numérique présentée dans ce chapitre confirme que la diffusion du myocarde,
non affectée par le strain, peut être identifiée pour la séquence STEAM monopolaire à
deux points dans le cycle cardiaque appelés sweet spots qui correspondent à des mo-
ments où le strain se rapproche de sa moyenne temporelle durant le cycle cardiaque,
c’est-à-dire, aux phases mi-systolique et mi-diastolique (Fig. 4.22).
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Figure 4.22 – La courbe de strain radial calculé à partir de la déformation analytique donnée
dans la section 4.3. Deux sweet spots sont définis par la condition que le strain est égal à sa moyenne
temporelle durant le cycle cardiaque. Ces points sont localisés à environ 160ms et 660ms après le début
du cycle cardiaque.

Ce résultat a été démontré expérimentalement par Tseng et al. [13] où l’effet de la
déformation myocardique sur la mesure de diffusion est supposé à peu près linéaire et
les courbes de strain, au cours du cycle cardiaque, dans toutes les régions du myocarde
sont synchrones. Néanmoins, le strain est un paramètre local de la mécanique du myo-
carde et peut différer d’un segment à l’autre (Fig. 4.4), ce qui implique qu’en pratique,
les sweet-spots n’existent pas de manière globale pour l’ensemble du myocarde, et par
conséquent l’effet de strain ne peut être corrigé de façon globale.

La séquence STEAM bipolaire proposée dans [110] est une autre technique insensible
au strain. Les résultats expérimentaux présentés dans [110] ont montré que la méthode
bipolaire était en accord avec les résultats obtenus aux sweet spots par la séquence
STEAM monopolaire et qu’elle était capable de mesurer la diffusion du myocarde avec
précision à tout moment du cycle cardiaque, comme si le cœur était stationnaire au mo-
ment de l’acquisition. Les résultats de simulations présentés ici, montrent un accord avec
les études expérimentales introduites dans [110], et confirment que, théoriquement, la
séquence STEAM bipolaire est la meilleure méthode dans le sens où elle fournit actuel-
lement la mesure de diffusion la plus précise, avec une influence réduite du mouvement
et du strain cardiaque. Néanmoins, en pratique, elle souffre de très faible rapport signal
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sur bruit (SNR) en raison de son long TE qui la pénalise profondément, et explique pro-
bablement sa faible popularité. Notons que pour pouvoir utiliser les séquences STEAM,
le mouvement est supposé exactement périodique durant deux cycles cardiaques consé-
cutifs. Cette hypothèse est souvent valable chez les sujets sains et peut ne pas être
vérifiée chez les patients dont la fréquence cardiaque est variable.

Pour les autres séquences qui utilisent l’écho de spin (SE), une erreur minimale
sur la mesure de diffusion a été obtenue aux phases télé-systolique (∼350ms) et télé-
diastolique (∼950ms) qui sont différentes des sweet spots mentionnés précédemment.
Ces moments sont appelés phases de repos et correspondent aux moments où le cœur
est presque statique et la vitesse de la déformation est à peu près nulle (Fig. 4.9). Par
conséquent, si la diffusion est codée à ces phases, l’effet du mouvement cardiaque sur la
diffusion observée est négligeable, car, selon la relation (3.10), le déphasage accumulé
qui induit une perte de signal devient minimal. En pratique, la position des séquences
SE dans le cycle cardiaque doit être limitée aux phases cardiaques où le cœur est à peu
près statique. Dans [111], il a été démontré expérimentalement qu’il existe une fenêtre
télé-systolique courte et une fenêtre télé-diastolique plus longue dans lesquelles la perte
de signal est minimale et la diffusion mesurée peut ne pas être influencée par le mou-
vement cardiaque (Fig. 4.23).

Figure 4.23 – (Haut) Quantification du mouvement cardiaque sur le signal d’IRMd. (Bas) Images
pondérées en diffusion d’une coupe petit-axe de ventricule gauche d’un volontaire sain acquises à des
moments du cycle cardiaque qui correspondent au signal présenté en haut. Source [111].
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CHAPITRE 4. APPLICATION À L’IRM CARDIAQUE DE DIFFUSION

Parmi les schémas de diffusion SE testés, les simulations numériques ont montré
que la sensibilité au mouvement cardiaque peut être réduite en utilisant la séquence
de diffusion AMC qui compense l’accélération du mouvement. Des études récentes sur
la séquence AMC ([108], [109], [112]) ont confirmé expérimentalement qu’il est pos-
sible d’effectuer l’imagerie cardiaque de diffusion à la fois en systole et en diastole (Fig.
4.24). Cette méthode présente donc une alternative intéressante aux approches basées
sur l’écho stimulé pour l’imagerie de diffusion in vivo du cœur sur les systèmes d’IRM
modernes avec des gradients de haute performance.

Figure 4.24 – Images pondérées en diffusion obtenues en utilisant la séquence de Stejskal-Tanner
d’écho de spin monopolaire (A), la séquence bipolaire SE (B), et l’AMC (C), à des phases différentes
du cycle cardiaque (de 100 à 800ms avec un pas de 100ms). Pour chaque sous-figure, la colonne gauche
montre des images non pondérées en diffusion (b = 0s/mm2) et les trois colonnes à droite montrent des
images pondérées en diffusion avec b = 400s/mm2 où chaque séquence est appliquée dans les directions
x, y, z, respectivement. Source [112].

En IRM cardiaque de diffusion, deux sources d’erreur peuvent influencer la mesure
de diffusion, en fonction du type de séquence. Une source d’erreur dépend du strain
myocardique et donc de la position d’acquisition par rapport au cycle cardiaque. Cela
conduira à une erreur dans la diffusion lorsque la séquence STEAM monopolaire est
utilisée. Les résultats numériques obtenus montrent qu’en systole, l’ADC est surestimé,
ce qui est en accord avec les résultats expérimentaux obtenus par Stoeck et al. [113]
qui a démontré la nécessité de correction de strain en comparant les données acquises
en systole et en diastole avec les résultats obtenus au sweet spot systolique. Une autre
source d’erreur vient du déphasage dû au mouvement qui pourrait affecter le signal
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conduisant à un ADC surestimé. Si les séquences STEAM démontrent une insensibilité
vers cette source d’erreur, toutes les autres séquences SE sont plus ou moins affectées
par cet effet en fonction de la forme de la séquence.

Notons que la diffusion gaussienne isotrope considérée dans les simulations numé-
riques est probablement irréaliste dans les tissus biologiques, et des modèles de diffusion
non gaussienne et plus réalistes pourraient être utilisés afin de prendre en compte les
structures géométriques complexes du tissu biologique et fournir plus d’informations sur
son organisation au niveau microscopique (voir Section 2.3). Le modèle de Bloch-Torrey
modifié, introduit ici, a permis de prendre en compte l’effet du mouvement cardiaque
sur la diffusion, à l’échelle macroscopique. Pour bien comprendre la sensibilité du si-
gnal de diffusion au mouvement du cœur, des modèles de diffusivité plus complexes
doivent probablement être pris en considération [22]. De plus, les modèles macrosco-
piques simples de la déformation myocardique fournis par les techniques de Tagging
[114] ou DENSE [115] sont peu susceptibles de donner une description complète de la
mécanique du cœur en raison de la nature intrinsèquement plus complexe du myocarde
à l’échelle microscopique. Dans un cadre plus réaliste, une modélisation multi-échelle
plus élaborée semble avoir un réel intérêt pour comprendre plus précisément l’influence
de la déformation sur la diffusion dans le myocarde à l’échelle microscopique.

4.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la modélisation du signal d’IRM de
diffusion à l’aide de l’équation de Bloch-Torrey modifiée pour quantifier l’effet du mou-
vement cardiaque sur la diffusion calculée. Deux techniques de codage de diffusion ont
été comparées en utilisant un champ de déformation analytique macroscopique de la
paroi du ventricule gauche. Les résultats obtenus permettent de classer les techniques
en terme de robustesse vers un mouvement donné, et montrent que le type de la sé-
quence de diffusion a une influence sur le signal de diffusion calculé au cours du cycle
cardiaque. Le modèle numérique présenté peut identifier l’existence de deux moments
dans le cycle cardiaque, où la diffusion n’est pas affectée par la déformation du coeur
et par le déphasage dû au mouvement. Ces points dépendent du type de la séquence de
codage de diffusion. Les simulations montrent également que la sensibilité au mouve-
ment peut être réduite en utilisant soit une séquence de diffusion SE avec compensation
d’accélération (AMC) ou une séquence STEAM de gradients de diffusion monopolaire.
Ce modèle serait donc utile pour identifier et prévoir le meilleur schéma de codage
de diffusion pour une acquisition spécifique en systole ou en diastole en présence d’un
mouvement réaliste du coeur.
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Chapitre 5

Modèle asymptotique pour l’équation
de Bloch-Torrey avec mouvement

5.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre 4 que l’IRM cardiaque de diffusion peut être réalisée
en utilisant des séquences stimulées (STEAM) de codage de diffusion ([12], [13], [110],
[116]) ou des séquences de type écho de spin (SE) ([14], [108], [109]). Ces séquences
sont plus ou moins sensibles au mouvement et à la déformation cardiaque. Les sources
d’erreur de mesure de la diffusion dépendent du type de la séquence utilisée et de la
position d’acquisition par rapport au cycle cardiaque. Une première source d’erreur
vient du déphasage causé par le mouvement cardiaque pendant l’application des gra-
dients de diffusion. Les séquences SE montrent une sensibilité à cette source d’erreur
qui peut être minimisée en utilisant des séquences de gradients de diffusion conçues
pour compenser les moments d’ordre élevé du mouvement, telle que la séquence AMC
qui permet de compenser l’accélération du mouvement. Une deuxième source d’erreur
dépend du strain myocardique qui se répète de manière cyclique pendant l’application
des séquences STEAM monopolaires. Pour éliminer l’effet du strain, la séquence peut
être appliquée aux sweet spots qui correspondent en général aux phases mi-systolique
et mi-diastolique du cycle cardiaque. Cependant, cela empêche les acquisitions aux
autres moments du cycle cardiaque. Les résultats expérimentaux présentés dans [113]
ont démontré la nécessité de correction de la diffusion en comparant les images acquises
aux différents moments du cycle cardiaque avec celles obtenues au sweet spot systolique.

L’objectif de ce chapitre est de proposer une méthode de correction de diffusion
observée à n’importe quel moment du cycle cardiaque. Cette méthode est basée sur
une technique de perturbation singulière de la solution de l’équation de Bloch-Torrey
modifiée introduite dans le chapitre 3. Il s’agit d’établir un modèle d’EDP perturbé
qui, à la limite, se simplifie en un modèle d’équation différentielle ordinaire (EDO) qui
conserve la trace du tenseur de diffusion. Ce modèle simplifié est plus facile à inverser
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CHAPITRE 5. MODÈLE ASYMPTOTIQUE POUR L’ÉQUATION DE
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pour résoudre le problème inverse de récupération puis correction du coefficient de dif-
fusion, à partir du signal d’IRM de diffusion calculé en présence de mouvement avec
l’EDP de Bloch-Torrey. Dans la deuxième section, nous présentons le modèle asympto-
tique obtenu par une méthode de perturbation singulière. La dérivation de ce modèle
est basée sur un argument de mise à l’échelle pour la phase et le tenseur de diffusion.
Dans la troisième section nous donnons un résultat de convergence de la solution du
problème perturbé vers la solution du modèle d’EDO. A l’aide de ce modèle asymp-
totique, nous déduisons dans la quatrième section, une relation entre la vraie diffusion
et la diffusion observée en présence de mouvement. En supposant que le champ de dé-
formation est connu, cette relation est ensuite utilisée dans la cinquième section pour
corriger la diffusion observée et reconstruire une diffusion qui n’est pas influencée par
le mouvement.

5.2 Modèle mathématique

5.2.1 Dérivation du modèle perturbé

Nous allons établir un modèle mathématique à l’aide d’une méthode de perturbation
singulière pour l’aimantation macroscopique transversale Mxy modélisée par l’EDP de
Bloch-Torrey (3.7). En raison des hautes fréquences présentes dans le modèle de Bloch-
Torrey, la dérivation de ce nouveau modèle sera faite à partir de l’aimantation m,
solution de l’équation (3.13). Nous rappelons que l’équation (3.13) a été obtenue après
une démodulation de fréquence de l’aimantation Mxy (voir Section 3.2.2). Nous repre-
nons l’équation (3.13), et par souci de simplicité de l’étude théorique présentée dans la
section suivante, on associe à (3.13) une condition de Dirichlet homogène au bord du
domaine Ω : 

∂tm− div(K∇m) + c1 · ∇m+ c2m = 0 dans Q,
m = 0 sur ∂Q,
m = m0 sur Ω× {0},

(5.1)

oùm0 est une condition initiale. Les coefficients c1 et c2 sont données par les expressions
(3.14) et (3.15) qui sont :

c1(x, t) = h(x, t) + 2iK(x, t)∇Φ(x, t) avec h = K∇
(∫ t

0

div(v)(x, s)ds
)
,

c2(x, t) =
1

T2

+ div(v) + K∇Φ · ∇Φ + i
(
K : (D∇Φ)− h · ∇Φ + (∇tK)∇Φ

)
,

et K est donnée par :
K = F−1DF−t,

avec D le tenseur de diffusion et F = Dϕ est la matrice jacobienne de la déformation.
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La dérivation du modèle perturbé est basée sur une analyse d’ordre de grandeur
de la diffusion D et du gradient de la phase ∇Φ présents dans les coefficients du pro-
blème (5.1). Dans les tissus biologiques, la diffusion D est en général de l’ordre de
10−3mm2/s, soit 10−8cm2/ms [84]. La phase Φ dans le cas avec mouvement est donnée
par l’expression (3.10) qui est :

Φ(x, t) = γ

∫ t

0

ϕ(x, t′) ·G(t′)dt′,

où G est la séquence de gradient de diffusion et ϕ est la déformation myocardique
observée à l’échelle macroscopique. La constante γ est le rapport gyromagnétique de
l’atome d’hydrogène qui vérifie γ

2π
= 42.58MHz/Tesla, et qui vaut donc 2.67513×105rad

ms−1Tesla−1. En utilisant le mouvement cardiaque synthétique introduit dans la section
4.3, nous calculons l’évolution de la norme au carré de ∇Φ(x, t) à des instants différents
du cycle cardiaque. Les résultats sont montrés sur la figure 5.1.

(a) (b) (c)

(d) (e)

Figure 5.1 – La norme au carré de ∇Φ(x, t) calculée à plusieurs instants du cycle cardiaque : (a)
TD=50ms, (b) TD=200ms, (c) TD=350ms, (d) TD=600ms, (e) TD=900ms.

Nous remarquons d’après cette figure que la quantité ‖∇Φ(x, t)‖2
2 est de l’ordre

de 106. Nous pouvons donc choisir un paramètre petit strictement positif ε qui est de
l’ordre de 10−4, et considérer D = ε2D̃ et ∇Φ = 1

ε
∇̃Φ. Alors le problème (5.1) peut
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être transformé en le problème suivant, où sa solution sera notée mε : ∂tmε − div(ε2K̃∇mε) + εc̃1 · ∇mε + (εC̃2 + C3)mε = 0 dans Q,
mε = 0 sur ∂Q,
mε = m0 sur Ω× {0},

(5.2)

avec K = ε2K̃ et les coefficients c̃1, C̃2, et C3 sont donnés par :

c̃1 = εh̃ + 2iK̃∇̃Φ ; h̃ = K̃∇
(∫ t

0

div(v)(x, s)ds
)
.

C̃2 = i(K̃ : (D∇̃Φ)− h̃ · ∇̃Φ +∇tK̃∇̃Φ)

C3 =
1

T2

+ div(v) + K̃∇̃Φ · ∇̃Φ

=
1

T2

+ div(v) + K∇Φ · ∇Φ.

Maintenant, on se donne comme à la section 3.3 deux espaces de Hilbert séparables
V et H avec V ⊂ H et V dense dans H. Dans ce chapitre, on prend V = H1

0 (Ω,C),
H = L2(Ω,C). Pour chaque t ∈ [0, T ], on note par Lε l’opérateur différentiel donné
par :

Lεu = −div(ε2K̃∇u) + εc̃1 · ∇u+ (εC̃2 + C3)u

où les composantes de c̃1, et les coefficients K̃ij, C̃2, C3 sont dans L∞(Q). L’opérateur
Lε, ε > 0 est supposé elliptique dans le sens où :

∃δ(ε) > 0, δ(ε)→ 0 avec ε, tel que ∀ξ ∈ Cd,Re ε2K̃ξ·ξ ≥ δ(ε)|ξ|2 p.p., x ∈ Ω, t ∈ [0, T ].

En multipliant le problème aux limites (5.2) par une fonction test v ∈ V , en intégrant
par parties sur Ω et en utilisant la formule de Green, une formulation faible de ce
problème est obtenue :

Trouver mε ∈ W (V ) tel que〈
∂tmε(t), v

〉
+ a(t; ε;mε, v) = 0, ∀v ∈ V, p.p. t ∈ [0, T ],

mε(x, 0) = m0,
(5.3)

où m0 ∈ H et W (V ) est l’espace défini par :

W (V ) = {v : [0, T ]→ V ; v ∈ L2([0, T ];V ); ∂tv ∈ L2([0, T ];V ′)}
et a(t; ε;mε, v) : V × V → C, ε > 0, est une famille de formes sesquilinéaires définie
par :

a(t; ε;mε, v) =
〈
Lε(t)mε, v

〉
=

∫
Ω

(ε2K̃∇mε · ∇v + εc̃1 · ∇mεv + (εC̃2 + C3)mεv)dx.
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5.2. MODÈLE MATHÉMATIQUE

Lemme 5.1 La forme a associée à l’opérateur Lε est coercive s’il existe α(ε) > 0,
σ(ε) ∈ R, et α(ε)→ 0, σ(ε)→ σ, lorsque ε→ 0, vérifiant :

α(ε)‖v‖2
V ≤ Rea(t; ε; v, v) + σ(ε)‖v‖2

H , ∀t ∈ [0, T ],∀u, v ∈ V.

Preuve. En utilisant l’ellipticité de Lε, on a :

δ(ε)

∫
Ω

|∇v|2dx ≤ Re a(t; ε, v, v)− Re
∫

Ω

(εc̃1 · ∇vv + (εC̃2 + C3)|v|2)dx

≤ Re a(t; ε; v, v) + ε‖|c̃1|‖L∞(Q)

∫
Ω

|∇v||v|dx

+ (ε‖C̃2‖L∞(Q) + ‖C3‖L∞(Q))

∫
Ω

|v|2dx

≤ Re a(t; ε; v, v) + ε‖|c̃1|‖L∞(Q)

∫
Ω

|∇v||v|dx

+ (ε‖C̃2‖L∞(Q) + ‖C3‖L∞(Q))

∫
Ω

|v|2dx.

En utilisant l’inégalité de Young avec ε > 0, on obtient :

(δ(ε)− εε‖|c̃1|‖L∞)

∫
Ω

|∇v|2dx ≤ Re a(t; ε; v, v)

+ (
ε

4ε
‖|c̃1|‖L∞ + ε‖C̃2‖L∞ + ‖C3‖L∞)

∫
Ω

|v|2dx.

On ajoute (δ(ε)− εε‖|c̃1|‖L∞)
∫

Ω
|v|2dx à chaque membre de l’inégalité, il vient :

α(ε)‖v‖2
V ≤ Re a(t; ε; v, v) + σ(ε)‖v‖2

H

avec
σ(ε) = δ(ε) + (

ε

4ε
− εε)‖|c̃1|‖L∞ + ε‖C̃2‖L∞ + ‖C3‖L∞ (5.4)

et
α(ε) = δ(ε)− εε‖|c̃1|‖L∞

où ε est choisi tel que ∃α > 0 vérifiant 0 < ε2α < α(ε). On a α(ε) tend vers 0 et σ(ε)
tend vers σ = ‖C3‖L∞(Q) lorsque ε tend vers 0. �

5.2.2 Dérivation du modèle asymptotique

Nous étudions maintenant le comportement asymptotique de la solution mε du pro-
blème (5.2), lorsque ε tend vers 0. Nous écrivons cette solution sous forme d’une série
asymptotique avec ε :

mε = m0 + εm1 + · · ·
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Nous remplaçons cette approximation dans la formulation faible (5.3), puis identifions
formellement les termes de même puissance de ε. Nous allons nous intéresser au premier
terme m0 de la série. Alors la formulation faible suivante peut être obtenue pour m0 :

Trouver m0 ∈ L2([0, T ], H)〈
∂tm0(t), v

〉
+
∫

Ω
C3m0vdx = 0, ∀v ∈ V p.p. t ∈ [0, T ],

m0(0) = m0.
(5.5)

5.3 Résultat de convergence

Un résultat de convergence de mε vers m0 lorsque ε tend vers zéro est donné par le
théorème suivant :

Théorème 5.1 Si l’opérateur Lε, ε > 0 est elliptique et si c̃1 ∈ C1(Q,C)d, alors la
solution mε du problème perturbé (5.3) converge faiblement dans L2([0, T ], H) vers m0

solution de (5.5). De plus,
√
α(ε)mε converge faiblement vers 0 dans L2([0, T ], H), et

∂tmε converge faiblement dans L2([0, T ], V ′) vers ∂tm0, lorsque ε tend vers 0.

Preuve. Nous avons :〈
∂tmε(t), v

〉
+ a(ε; t;mε(t), v) = 0, pour v ∈ V.

Prenons v = mε, on obtient :

1

2

d

dt
‖mε‖2

H + Rea(ε; t;mε(t),mε(t)) = 0.

D’après le lemme 5.1, nous avons que la forme a est coercive. Alors :

d

dt
‖mε(t)‖2

H + 2α(ε)‖mε(t)‖2
V ≤ 2σ(ε)‖mε(t)‖2

H . (5.6)

Cela implique :
‖mε(t)‖H ≤ exp(σ(ε)t)‖m0‖H . (5.7)

D’après (5.4) nous avons : ∃ε0 tel que ∀ε < ε0, σ(ε) ≤ 2‖C3‖L∞(Q). Par intégration
entre 0 et T de (5.7), on obtient l’estimation :

‖mε‖L2([0,T ],H) ≤ C‖m0‖H ,

avec C une constante indépendante de ε. On en déduit que la fonction mε est bornée
dans L2((0, T ), H) indépendamment de ε.

En remplaçant l’inégalité (5.7) dans (5.6) puis en intégrant entre 0 et T , on trouve :

‖mε(T )‖2
H + 2α(ε)‖mε‖2

L2([0,T ],V ) ≤ exp(2σ(ε)T )‖m0‖2
H
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Alors :
‖
√
α(ε)mε‖L2([0,T ];V ) ≤ C ′‖m0‖H , (5.8)

avec C ′ une constante indépendante de ε. Donc
√
α(ε)mε est bornée dans L2([0, T ];V ),

et de même pour la fonction εmε puisque on a ε2α < α(ε).
Montrons maintenant que ∂tmε est bornée dans L2([0, T ], V ′). On a :

|
〈
∂tmε(t), v

〉
| ≤ |a(t; ε;mε, v)|

≤ ε2‖‖K̃‖2‖L∞(Q)

∫
Ω

|∇mε||∇v|dx + ε‖|c̃1|‖L∞(Q)

∫
Ω

|∇mε||v|dx

+ (ε‖C̃2‖L∞(Q) + ‖C3‖L∞(Q))

∫
Ω

|mε||v|dx

≤
(
ε‖‖K̃‖2‖L∞‖εmε‖V + ‖|c̃1|‖L∞‖εmε‖V + ‖C̃2‖L∞‖εmε‖V

+ ‖C3‖L∞‖mε‖H
)
‖v‖V .

Comme 0 < ε ≤ 1, alors :

‖∂tmε‖V ′ := sup
v∈V,‖v‖≤1

|
〈
∂tmε(t), v

〉
| ≤

(
‖‖K̃‖2‖L∞ + ‖|c̃1|‖L∞ + ‖C̃2‖L∞

)
‖εmε‖V

+ ‖C3‖L∞‖mε‖H .

Puis par intégration entre 0 et T , et en utilisant le fait que ‖εmε‖L2([0,T ],V ) et ‖mε‖L2([0,T ],H)

sont bornées, on obtient :

‖∂tmε‖L2([0,T ],V ′) ≤ C ′′‖m0‖H ,

où C ′′ est une constante indépendante de ε, et on en déduit que la fonction ∂tmε est
bornée dans L2([0, T ], V ′).

Cela implique la possibilité d’extraire une sous-suite de mε qui converge faiblement
dans L2([0, T ], H) vers une fonction u1 ∈ L2([0, T ], H), et une sous-suite de

√
α(ε)mε

convergeant faiblement vers une fonction u2 dans L2([0, T ], V ). Grâce au résultat de
compacité de l’injection canonique de V dans H (Théorème de Rellich-Kondrachov), la
convergence de

√
α(ε)mε vers u2 est dans L2([0, T ], H). Comme la convergence de mε

vers u1 est dans L2([0, T ], H), et α(ε) tend vers 0 avec ε, nous avons que
√
α(ε)mε tend

vers 0 dans L2([0, T ], H). Par unicité de la limite, il vient u2 = 0. De même, nous avons
la convergence faible de ∂tmε dans L2([0, T ], V ′) vers une fonction u3. Par la continuité
de dérivation dans l’espace des distributions D′(Q), ∂tmε converge faiblement vers ∂tu1

dans L2([0, T ], V ′). Utilisons ces convergences faibles pour passer à la limite lorsque ε
tend vers 0. La formulation faible (5.3) s’écrit :

〈
∂tmε(t), v

〉
+

∫
Ω

(ε2K̃∇mε · ∇v + εc̃1 · ∇mεv + (εC̃2 + C3)mεv)dx = 0.

133

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI120/these.pdf 
© [I. Mekkaoui], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE 5. MODÈLE ASYMPTOTIQUE POUR L’ÉQUATION DE
BLOCH-TORREY AVEC MOUVEMENT

Pour montrer que le deuxième terme tend vers zéro on utilise que le fait que ε∇mε

est borné dans L2([0, T ], H). Pour le troisième terme on intègre par parties ce qui est
possible car c̃1 ∈ C1(Q,C)d, puis on utilise le fait que mε est borné dans L2([0, T ], H)
pour montrer qu’il tend vers zéro. Finalement, nous obtenons le problème :{ 〈

∂tu1(t), v
〉

+
∫

Ω
C3u1vdx = 0, ∀v ∈ V p.p. t ∈ [0, T ],

u1(x, 0) = m0,

où u1(x, 0) a un sens puisque nous avons u1, ∂tu1 ∈ L2([0, T ], V ′), alors u1 ∈ C0([0, T ], V ′).
En le comparant au problème (5.5), nous avons u1 = m0. D’où la convergence faible de
mε vers m0 dans L2([0, T ], H), et de ∂tmε vers ∂tm0 dans L2([0, T ], V ′). �

5.4 Formule de correction de diffusion

De la formulation (5.5), nous avons que m0 satisfait :

dtm0(x, t) = −C3(x, t)m0(x, t)

avec m0(x, 0) = m0(x). Ce modèle asymptotique d’EDO possède la solution suivante :

m0(x, t) = m0(x) exp(−t/T2) exp
(
−
∫ t

0

∇Φ(x, t′)tK(x, t′)∇Φ(x, t′)dt′
)
×

exp
(
−
∫ t

0

div(v)(x, t′)
)
.

En utilisant l’expression (3.8) qui lie l’aimantations m avec Mxy :

Mxy(x, t) = m0(x, t) exp
(
− iγ

∫ t

0

ϕ(x, t′) ·G(t′)dt′
)
,

un modèle asymptotique pour la solution de l’équation de Bloch-Torrey (3.17) peut être
obtenu :

Mxy(x, t) = m0(x) exp(−t/T2) exp
(∫ t

0

div(v)(x, t′)
)

exp(−iΦ(x, t′)dt′)×

exp
(
−
∫ t

0

∇Φ(x, t′)tK(x, t′)∇Φ(x, t′)dt′
)
. (5.9)

L’atténuation due à la diffusion en présence de mouvement est calculée au temps de
l’écho par le rapport :∣∣∣ Mxy(x, TE)

Mxy(x, TE)|G=0

∣∣∣ = exp
(
−
∫ TE

0

∇Φ(x, t′)tK(x, t′)∇Φ(x, t′)dt′
)
.
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Il vient :

ln
(∣∣∣ Mxy(x, TE)

Mxy(x, TE)|G=0

∣∣∣) = −
∫ TE

0

(∇Φ(x, t′))tK(x, t′)∇Φ(x, t′)dt′ (5.10)

:= −B : Dobs(x)

où B est la matrice de pondération en diffusion donnée par l’expression (2.27), et Dobs

est un tenseur de diffusion observé. Pour estimer Dobs on suit la même méthode décrite
à la Section 2.2.2.

De la relation (5.10), nous avons :∫ TE

0

(∇Φ(x, t′))tK(x, t′)∇Φ(x, t′)dt′ =

∫ TE

0

(∇Φ(x, t′))tF(x, t′)−1D(x)F−t(x, t′)∇Φ(x, t′)dt′

:=

∫ TE

0

w(x, t′)tD(x)w(x, t′)dt′

avec w(x, t) = F−t(x, t)∇Φ(x, t). Alors, nous pouvons en déduire une relation entre le
signal de diffusion observée et la vraie diffusion :(∫ TE

0

w(x, t′)w(x, t′)tdt′
)

: D(x) = − ln
(∣∣∣ Mxy(x, TE)

Mxy(x, TE)|G=0

∣∣∣) (5.11)

Pour trouver les six coefficients du tenseur D, les gradients de diffusion sont appliqués
dans six directions différentes de l’espace. Un gradient est appliqué à chaque fois dans
les directions x, y, z, pour estimer Dxx, Dyy, Dzz, respectivement, puis deux gradients
appliqués en même temps dans les directions xy, xz, yz, pour estimer Dxy, Dxz, Dyz,
respectivement. Le système de six mesures obtenues à partir de la relation (5.11), peut
être représenté sous la forme matricielle suivante :


E1

E2

E3

...
E6

 =


T 1
xx 2T 1

xy 2T 1
xz T 1

yy 2T 1
yz T 1

zz

T 2
xx 2T 2

xy 2T 2
xz T 2

yy 2T 2
yz T 2

zz

T 3
xx 2T 3

xy 2T 3
xz T 3

yy 2T 3
yz T 3

zz
...

...
...

...
...

...
T 6
xx 2T 6

xy 2T 6
xz T 6

yy 2T 6
yz T 6

zz




Dxx

Dxy

Dxz

Dyy

Dyz

Dzz

 (5.12)

où Txx, Txy, Txz,... représentent les coefficients de la matrice :

T :=

∫ TE

0

w(x, t′)w(x, t′)tdt′,

et Ei correspond à la perte logarithmique du signal de diffusion pour chaque i = 1, ..., 6.
Le système (5.12) peut être écrit sous la forme : E = RX, où la matrice R contient les
coefficients de T pour les six directions de mesure, et X est un vecteur contenant les
coefficients du tenseur D, qui peut être calculé selon la relation :

X = R−1E.
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5.5 Résultats numériques

Nous allons présenter dans cette section quelques simulations numériques montrant la
possibilité de corriger la diffusion observée à l’aide de la procédure décrite à la section
5.4.

Nous comparons d’abord le signal obtenu avec le modèle asymptotique (5.9) à celui
obtenu par le modèle d’EDP de Bloch-Torrey. Le signal normalisé d’IRM de diffusion
calculé au temps de l’écho sur l’ensemble du domaine Ω est donné par :

Sn :=
|
∫

Ω
Mxy(x, TE)dx|

|
∫

Ω
Mxy(x, TE)|G=0dx|

La figure 5.2 présente les résultats obtenus en calculant les signaux de diffusion pour
différentes valeurs d’amplitude du gradient de diffusion appliqué (et donc pour diffé-
rentes valeurs du facteur de pondération b), en systole à TD=200ms et en diastole à
TD=750ms. Nous pouvons voir que le modèle asymptotique d’EDO fournit une bonne
approximation du modèle de Bloch-Torrey originel.
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Figure 5.2 – Signal normalisé calculé pour différentes valeur du facteur b. (a) En systole, à
TD=200ms. (b) En diastole, à TD=750ms.

Dans la section 3.6, nous avons étudié l’influence de mouvements de type dilatation
et contraction dans la direction d’application du gradient de diffusion, sur la diffusion
reconstruite (voir Fig. 3.13, et Fig. 3.15). Nous avons vu que la contraction conduisait
à une sur-estimation et la dilatation à une sous-estimation de la diffusion. En connais-
sant le champ de mouvement, nous pouvons corriger les images de diffusion observée.
Nous gardons les mêmes paramètres de simulation utilisés dans la section 3.6. Pour la
séquence de diffusion (Fig. 3.2), nous avons pris G = 60mT/m, ∆ = 22.5ms, δ = 9.1ms,
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TE = 46ms, et b = 415s/mm2. Pour le codage spatial, nous avons utilisé une sé-
quence d’écho de gradient classique. Le champ de vue est 30 × 30mm2. La résolution
spatiale dx × dy est d’environ 0.23 × 0.23mm2. Les images sont ensuite reconstruites
par transformée de Fourier inverse des signaux stockés dans l’espace k, comme nous
l’avons expliqué dans la section 1.5.1. Sur la figure 5.3(b), nous présentons la diffusion
reconstruite après correction de la diffusion observée (Fig. 5.3(a)), et qui semble proche
de la vraie diffusion (Fig. 5.3(c)). De même pour le cas de contraction, les résultats sont
montrés sur la figure 5.4.
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Figure 5.3 – Reconstruction d’images de diffusion en présence d’un mouvement de dilatation dans la
direction x du gradient de diffusion. (a) Diffusion observée. (b) Diffusion reconstruite après correction.
(c) La vraie diffusion.
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Figure 5.4 – Reconstruction d’images de diffusion en présence d’un mouvement de contraction
dans la direction x du gradient de diffusion. (a) Diffusion observée. (b) Diffusion reconstruite après
correction. (c) La vraie diffusion.

Nous avons vu dans la section 4.4.2 que l’évolution du signal est influencée par
l’histoire du strain au cours du cycle cardiaque lorsqu’une séquence de diffusion STEAM
monopolaire est utilisée. Cela résulte en une diffusion observée différente de celle qui
aurait été obtenue si le cœur était resté immobile. Les résultats numériques obtenus (Fig.
4.18), ont montré la nécessité de correction de la diffusion en comparant les images
obtenues en systole et en diastole avec celles obtenues aux sweet spots où l’effet du
strain est minimum. Nous rappelons qu’une diffusion homogène isotrope égale à 2.5×
10−8cm2/ms a été utilisée dans les calculs de la section 4.4.2. Nous gardons les mêmes
paramètres de simulation utilisés dans la section 4.4.2. Pour la séquence de diffusion
STEAM monopolaire (Fig. 4.17), les paramètres étaient : ∆ = 1000ms, δ = 1ms,
TE=6ms, TM=997ms, G = 79.5mT/m, et b = 450s/mm2. Nous appliquons après la
séquence de codage de diffusion, une séquence de gradients de codage spatial de type
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écho de gradient classique. Afin d’échantillonner de façon plus dense le centre de l’espace
k, où se trouve la plus grande partie du signal, nous choisissons un mode d’acquisition
de type radial, comme nous l’avons expliqué dans la section 1.5.2. Le champ de vue
est 70 × 70mm2. La résolution spatiale dx × dy est d’environ 0.54 × 0.54mm2. Les
paramètres de la séquence d’imagerie sont choisis de sorte qu’ils vérifient les relations
présentées dans la section 1.5.2. Les images sont ensuite reconstruites à partir des
signaux calculés. Les figures 5.5 et 5.6 présentent les images de diffusion observées et
corrigées, reconstruites à des instants différents en systole et en diastole.
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Figure 5.5 – Cartes d’ADC obtenues en systole. 1ère ligne : Images obtenues à TD=0ms : avant
correction (à gauche), après correction (à droite). 2ème ligne : à TD=100ms : avant correction (à
gauche), après correction (à droite). 3ème ligne : en télé-systole : avant correction (à gauche), après
correction (à droite).
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Figure 5.6 – Cartes d’ADC obtenues en diastole. 1ère ligne : Images obtenues à TD=750ms :
avant correction (à gauche), après correction (à droite). 2ème ligne : à TD=900ms : avant correction
(à gauche), après correction (à droite).

Nous testons maintenant un cas de diffusion isotrope non homogène. Le coefficient
de diffusion considéré est présenté sur la figure 5.7. Les images du module de signal
et de la diffusion, reconstruites au sweet spot systolique, sont montrées sur la figure
5.8. Ces images sont considérées comme images de référence puisqu’elles ne sont pas
influencées par le strain cardiaque. Les figures 5.9 et 5.10 présentent les résultats de
reconstruction de diffusion observée et corrigée en systole et en diastole, à TD égal à
250ms et 850ms, respectivement. Nous remarquons que la diffusion corrigée obtenue en
systole et en diastole est proche de celle obtenue au sweet spot systolique.
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Figure 5.7 – Coefficient de diffusion.
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Figure 5.8 – Images construites au sweet spot systolique. (a) Image pondérée en diffusion. (b)
Image de diffusion.
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Figure 5.9 – Images construites à TD=250ms. (a)–(c) Gradients de diffusion appliqués dans la
direction x : (a) Image pondérée en diffusion. (b) Diffusion observée. (c) Diffusion obtenue après
correction. (d)–(f) Gradients de diffusion appliqués dans la direction y : (d) Image pondérée en diffusion.
(e) Diffusion observée. (f) Diffusion obtenue après correction.
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Figure 5.10 – Images construites à TD=850ms. (a)–(c) Gradients de diffusion appliqués dans
la direction x : (a) Image pondérée en diffusion. (b) Diffusion observée. (c) Diffusion obtenue après
correction. (d)–(f) Gradients de diffusion appliqués dans la direction y : (d) Image pondérée en diffusion.
(e) Diffusion observée. (f) Diffusion obtenue après correction.
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Nous calculons l’ADC moyen observé qui représente la moyenne des cartes d’ADC
observé obtenues en appliquant la séquence de gradient de diffusion dans les directions
x et y, en systole (Fig. 5.9 (b) et (e)) et en diastole (Fig. 5.10 (b) et (e)). Les images
d’ADC moyen observé et corrigé obtenues en systole et en diastole sont montrées sur les
figures 5.11(a)-(b) et 5.12(a)-(b), respectivement. Nous calculons ensuite l’erreur entre
l’ADC moyen observé et corrigé. Les résultats sont représentés sur les figures 5.11(c) et
5.12(c) en systole et en diastole, respectivement. Nous remarquons que l’erreur commise
sur l’ADC moyen en systole est plus élevée que celle commise en diastole. Dans [113], la
validité de correction de la diffusion observée, lorsqu’une séquence STEAM est utilisée,
a été vérifiée expérimentalement en comparant les données acquises en systole et en
diastole à celles obtenues au sweet spots. Bien qu’aucune différence majeure n’a été
observée entre les données acquises en diastole sans correction de strain et les données
obtenues au sweet spot, une différence significative a été observée entre les données
acquises en systole sans correction et celles acquises au sweet spots.
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Figure 5.11 – Cartes d’ADC obtenues à TD=250ms. (a) ADC moyen observé. (b) ADC moyen
corrigé. (c) Erreur entre les cartes (a) et (b).
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Figure 5.12 – Cartes d’ADC obtenues à TD=850ms. (a) ADC moyen observé. (b) ADC moyen
corrigé. (c) Erreur entre les cartes (a) et (b).

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi un modèle d’EDO approché pour l’aimantation
transversale d’un corps en mouvement, modélisée par l’EDP de Bloch-Torrey modifiée.
Ce modèle a été obtenu en utilisant une méthode de perturbation singulière pour l’équa-
tion de Bloch-Torrey modifiée. Sur la base d’une échelle particulière des coefficients de
l’équation de Bloch-Torrey, le modèle d’EDO approché, reproduit les mêmes résultats
que ceux obtenus avec le modèle de Bloch-Torrey originel. L’avantage de la formulation
de ce modèle pour le signal d’IRM de diffusion est que les informations sur la diffusion
mesurée en présence d’un mouvement, supposé connu, peuvent être obtenues en résol-
vant le problème inverse de récupération puis correction de diffusion. Cela permettra
ainsi de retrouver le tenseur exact de diffusion. Nous avons effectué des simulations
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numériques du problème inverse pour étudier la faisabilité du modèle proposé et valider
la méthode de correction de la diffusion, à partir du signal d’IRM de diffusion calculé en
utilisant le modèle d’EDO déduit de l’EDP de Bloch-Torrey modifiée. Ce modèle a été
appliqué à l’IRM cardiaque de diffusion pour corriger des images de diffusion simulées
à des moments différents du cycle cardiaque. Les images obtenues avec correction de
mouvement cardiaque, en systole et en diastole, sont proches de celles obtenues au sweet
spots où l’influence du mouvement est négligeable sur la diffusion, lorsqu’une séquence
STEAM est utilisée. Mentionnons que la méthode de correction est valide à n’importe
quel moment du cycle cardiaque, puisqu’elle repose sur une expression mathématique
faisant apparaître explicitement l’influence du mouvement dans le calcul des coefficients
du tenseur de diffusion. Une perspective de ce travail est de pouvoir effectuer les mêmes
calculs sur des cas de mouvements cardiaques réels. Une première difficulté à résoudre
consiste à pouvoir utiliser les données caractérisant la déformation cardiaque obtenue
à partir de l’IRM de marquage tissulaire (Tagging) ou d’une méthode d’encodage de
déplacement avec échos stimulés (DENSE).
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Conclusion et perspectives

Conclusion

Dans cette thèse nous nous sommes intéressés à la modélisation et la simulation
numérique du signal et des images d’IRM diffusion en imagerie cardiaque.

Dans le troisième chapitre, nous avons introduit et étudié un modèle modifié de
l’équation de Bloch-Torrey permettant de décrire l’évolution du signal d’IRM de diffu-
sion en présence de mouvement physiologique. Ce modèle a été établi selon les lois de
la mécanique des milieux continus. L’hypothèse de petites déformations a été faite afin
de garantir le caractère bien posé du problème. Des tests numériques ont été effectués
en présence de mouvements simples afin de valider le modèle mathématique proposé.

Ensuite, dans le quatrième chapitre, nous avons quantifié à l’aide de simulations
numériques, l’effet du mouvement cardiaque sur le signal et les images de diffusion. Le
travail présenté dans ce chapitre a été effectué dans le cadre d’une collaboration avec
Magalie Viallon, Kévin Moulin et Pierre Croisille de l’équipe MRI and Optics : Me-
thods and Systems du laboratoire CREATIS. L’objectif était de modéliser le signal et
les images de diffusion à partir de l’aimantation macroscopique décrite par le modèle de
Bloch-Torrey modifié. Les calculs ont été effectués pour différentes formes de gradients
de codage de diffusion utilisées dans la pratique et en présence d’un champ de défor-
mation analytique macroscopique en 2D de la paroi du ventricule gauche. Nous nous
sommes intéressés à la comparaison de deux types de séquences de codage de diffusion.
Le premier est l’écho de spin (SE) et le deuxième est l’écho stimulé (STEAM). L’étude
numérique effectuée a permis de classer les séquences en terme de robustesse vers le
modèle du mouvement cardiaque utilisé et de montrer que le signal de diffusion calculé
au cours du cycle cardiaque est influencé par le type de séquence de diffusion utilisée.
Deux moments ont été identifiés dans le cycle cardiaque, où le signal et l’image de
diffusion ne sont pas affectés par la déformation du coeur et le déphasage dû au mou-
vement cardiaque. Ces points dépendent du type de la séquence de codage de diffusion.
Pour la séquence STEAM, le signal de diffusion n’est pas affecté par la déformation
cardiaque en deux points dans le cycle cardiaque appelés sweet spots qui correspondent
aux phases mi-systolique et mi-diastolique. A ces moments, la déformation cyclique du
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coeur se rapproche de sa moyenne temporelle calculée durant le cycle cardiaque tout
entier. Pour les séquences SE, ces deux points correspondent aux moments où le cœur
est presque statique et le déphasage dû au mouvement est presque nul. Ces moments
sont appelés phases de repos et sont identifiés en télé-systole et télé-diastole. Les simula-
tions numériques ont également montré que la sensibilité de la diffusion au mouvement
peut être minimisée en utilisant une séquence de diffusion SE avec compensation de
l’accélération du mouvement (AMC). Cependant, pour la séquence STEAM, une cor-
rection après l’acquisition des images est nécessaire lorsque la séquence est appliquée à
des moments du cycle cardiaque autres que les sweet spots.

Enfin dans le cinquième chapitre, nous avons proposé une méthode de correction
des images de diffusion obtenues à n’importe quel moment du cycle cardiaque. Pour ce
faire, une technique de perturbation singulière pour l’EDP de Bloch-Torrey modifiée a
été utilisée afin d’établir un modèle d’EDO simplifié décrivant l’aimantation macrosco-
pique transversale. La dérivation de cette équation s’est basée sur un argument de mise
à l’échelle pour la phase du signal et le tenseur de diffusion. Nous avons montré que le
modèle d’EDO obtenu, pouvait reproduire les mêmes résultats que ceux obtenus avec le
modèle de Bloch-Torrey originel. Cela nous a permis d’en déduire une relation entre la
vraie diffusion et la diffusion observée en présence de mouvement. Cette relation a été
utilisée pour résoudre le problème inverse de récupération puis correction de la diffusion
observée et reconstruire une diffusion qui n’est pas influencée par le mouvement. Ce mo-
dèle a été appliqué à l’IRM cardiaque de diffusion pour corriger des images de diffusion
simulées à des instants différents du cycle cardiaque. Cette méthode de correction de
mouvement est valide à n’importe quel moment du cycle cardiaque, puisqu’elle repose
sur une expression mathématique faisant apparaître explicitement l’effet du mouvement
dans le calcul de la vraie diffusion. Nous avons effectué des simulations numériques des
images de diffusion en appliquant une séquence STEAM avec gradients de diffusion
monopolaires. Les résultats trouvés ont montré que les images de diffusion obtenues
avec correction de déformation cardiaque, en systole et en diastole, étaient proches de
celles obtenues au sweet spots où l’influence de la déformation cardiaque est négligeable
sur la diffusion.

Perspectives

L’étude numérique présentée dans cette thèse a été effectuée en s’appuyant sur un
modèle modifié de l’EDP de Bloch-Torrey. Le modèle de Bloch-Torrey permet de simu-
ler le processus d’IRM de diffusion tout entier, y compris les impulsions RF d’excitation,
le codage spatial, l’échantillonnage du signal, les propriétés de l’objet virtuel analysé,
la conception des séquences de codage de diffusion, et la reconstruction des images
pondérées en diffusion. Ce modèle est donc capable de générer des images de diffusion
plus réalistes qui pourraient être utilisées comme images de référence pour évaluer les
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algorithmes de traitement d’images, ou pour optimiser le choix des paramètres de sé-
quences d’IRM.

Le modèle de Bloch-Torrey modifié serait également utile pour identifier et prévoir
le meilleur schéma de codage de diffusion pour une acquisition spécifique en systole ou
en diastole en présence d’une déformation réaliste du coeur et en prenant en compte
l’effet du mouvement cardiaque longitudinal à travers le plan de sélection de coupe. Une
première difficulté à résoudre consiste à pouvoir utiliser les données caractérisant la dé-
formation cardiaque obtenue à partir de l’IRM de marquage tissulaire (Tagging) ou de
la méthode d’encodage de déplacement avec échos stimulés (DENSE). Une autre pers-
pective de ce travail serait également de fournir une aide à la conception de séquences
de gradients de diffusion afin de bien analyser la diffusion dans le coeur humain in vivo.

Dans le dernier chapitre nous avons proposé une méthode de correction des images
de diffusion afin de minimiser l’influence du mouvement cardiaque. Nous avons supposé
que la déformation du coeur est donnée par un mouvement analytique parfaitement
connu à l’avance. Bien que les résultats obtenus semblent convaincants, il serait intéres-
sant de tester cette méthode en présence d’un mouvement réaliste du coeur et d’évaluer
sa stabilité envers les erreurs qui peuvent se produire pendant la mesure du mouvement
cardiaque. Cela permettrait de justifier l’intérêt potentiel de l’application de cette mé-
thode en post-traitement des images de diffusion acquises en pratique.

Dans notre étude numérique, nous avons considéré une diffusion isotrope en chaque
pixel de l’image. Cette représentation de la diffusion n’est en général pas réaliste dans
les tissus biologiques. Afin de mieux comprendre la relation entre le mouvement car-
diaque et les propriétés des images pondérées en diffusion, nous envisageons d’intégrer
dans le modèle de Bloch-Torrey modifié des données ex vivo de champs de tenseurs de
diffusion acquis par IRM du tenseur de diffusion. Ces données représentent de manière
indirecte l’orientation et la direction principale des fibres en tout point du myocarde.
Une combinaison avec un mouvement cardiaque issu, par exemple, d’une technique
d’IRM de marquage in vivo permettrait de modéliser des images d’IRM de diffusion
des fibres cardiaques in vivo et d’évaluer la variation de diffusivité moyenne (MD) et
d’anisotropie fractionnelle (FA) en fonction de l’architecture des fibres durant le cycle
cardiaque.

Dans ce travail de thèse, la structure microscopique des tissus cardiaques a été né-
gligée et le domaine spatial modélisant le myocarde a été supposé homogène et sans
obstacles. Dans un cadre plus réaliste, des sous-compartiments avec des conditions aux
interfaces pourraient être intégrés dans le domaine spatial pour modéliser la géomé-
trie des cellules cardiaques (les myocytes) et ainsi fournir une architecture virtuelle des
faisceaux de fibres cardiaques. Une telle géométrie permettrait d’étudier l’influence des
paramètres des séquences de codage de diffusion (comme le temps de diffusion, l’ampli-
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tude et la durée de gradient) sur le signal et les images d’IRM de diffusion, et d’expliquer
le lien entre la structure microscopique des tissus et les propriétés macroscopiques des
images de diffusion (voir par exemple [90] dans le cas d’organes immobiles tels que le
cerveau). Cependant, dans le cas du coeur battant étudié dans cette thèse, la modéli-
sation des images de diffusion a été effectuée à l’échelle macroscopique, c’est à dire à
l’échelle d’observation de la déformation du coeur, et cela en raison de la faible résolu-
tion spatiale des images cardiaques acquises par les techniques disponibles d’estimation
du mouvement cardiaque telles que Tagging ou DENSE et ainsi de leur l’incapacité
de fournir des informations sur la variation de la structure tissulaire au cours du cycle
cardiaque à l’échelle microscopique des compartiments cellulaires. Ces techniques d’es-
timation de mouvement sont peu susceptibles de donner une description complète de
la mécanique du cœur en raison de la nature intrinsèquement plus complexe du myo-
carde à l’échelle microscopique. Une modélisation multi-échelle plus élaborée semble
avoir un réel intérêt pour comprendre plus précisément l’influence de la déformation
sur la diffusion au niveau des compartiments cellulaires à l’échelle microscopique. Mais
pour l’instant, il n’est pas facile d’expliquer la variation de la microstructure du myo-
carde notamment avec le mouvement. Il semble qu’il y ait une réorientation des plans
d’ensembles de myocytes au cours du cycle cardiaque, mais il n’est pas connu de ma-
nière plus précise comment ces compartiments peuvent varier et se réorganiser avec le
mouvement cardiaque.
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