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Abstract

La simulation directe des ondes de souffle générées par une explosion maitrisée, ou acci-
dentelle, est un probléme délicat du fait des différentes échelles spatiales en jeu. De plus, en
environnement réel (topographie, zone urbaine, ...), I'onde de souffle interagit avec les obs-
tacles géométriques en se réfléchissant, se diffractant et se recombinant. La forme du front
devient complexe, rendant difficile voire impossible une estimation a priori des effets des ex-
plosions. Ce travail de theése contribue a la mise au point d’'une méthode de calcul rapide des
ondes de souffle en présence d’obstacles. Il repose sur des modeles hyperboliques simplifiés de
propagation d’ondes de choc extraits de la littérature, ol seul le front incident est modélisé.
Ceci permet une réduction significative du coiit des simulations : les 5 équations d’Euler 3D
sont réduites a un probleme 2D a 2 équations. L’analyse du probléme de Riemann met en
évidence I'absence de solution de ces modeles lors de la diffraction sur un coin convexe dans
certaines configurations fréquemment rencontrées en pratique. L’extension des modeles aux
ordres supérieurs ne permet pas de corriger ce défaut. Nous levons cette limitation au travers
d’une modification ad hoc. L’effet de souffle consécutif & une explosion est ensuite introduit a
partir d’une loi expérimentale pression/distance. Du point de vue numérique, un algorithme
Lagrangien conservatif de suivi de front est développé en 2D. Les tests montrent que ce nou-
veau modele se compare favorablement & I’expérience, avec une réduction de plusieurs ordres de
grandeur du temps de calcul en comparaison des méthodes de résolution directe des équations
d’Euler.

Mots clés : ondes de choc, ondes de souffle, méthode de calcul rapide, modele simplifié, Geo-
metrical Shock Dynamics, modéle Cinématique.

Title : Contribution to the development of a fast running method for blast waves propaga-
tion in presence of obstacles.

The direct numerical simulation of blast waves (accidental or industrial explosions) is a
challenging task due to the wide range of spatial and temporal scales involved. Moreover, in a
real environment (topography, urban area ...), the blast wave interacts with the geometrical
obstacles resulting in reflection, diffraction and waves recombination phenomena. The shape of
the front becomes complex, which limits the efficiency of simple empirical methods. This thesis
aims at contributing to the development of a fast running method for blast waves propagation
in presence of obstacles. This is achieved through the use of simplified hyperbolic models for
shock waves propagation such as Geometrical Shock Dynamics (GSD) or Kinematic models.
These models describe only the leading shock front. This leads to a drastic reduction of the
computational cost, from the 5 Euler equations in 3D to a 2D problem with 2 equations. Howe-
ver, the study of the Riemann problem shows that a solution of these models does not always
exist in the case of the diffraction over a convex corner. We propose an ad-hoc extension of GSD
in order to remove this limitation. The blast effects are also recovered through an empirical
law available in free field. From a numerical point of view, a 2D conservative Lagrangian al-
gorithm has been implemented and validated. First comparisons with experimental data show
the good behaviour of this new model at nearly free computational cost compared to direct
Euler methods.

Keywords : shock waves, blast waves, fast running method, simplified model, Geometrical Shock
Dynamics, Kinematic model.
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Ce travail de thése trouve son origine dans la volonté du CEA (Commissariat & 'Energie
Atomique et aux Energies Alternatives) de mettre au point une méthode de calcul rapide de la
propagation des ondes de souffle aériennes en interaction avec des géométries complexes. L’idée
est d’avoir une estimation rapide, mais néanmoins fiable, de I'effet d’une explosion en présence
d’une topographie ou en environnement urbain. Les applications possibles sont nombreuses,
notamment pour la prévention des accidents industriels, la définition de modeles de source
pour les codes de propagation acoustique, ou encore le calcul de chargement sur une structure.
Le probleme est toutefois complexe car il faut gérer a la fois le caractére fini de 1’énergie de
la source et l'interaction d’'un front de choc mobile avec son environnement. La figure 1.1
illustre la phase de diffraction, instationnaire, d’'une onde de choc plane avec un cylindre.
On y voit la réflexion du choc incident sur la face avant de 1’obstacle, et le choc principal,
apres passage du cylindre, garder les stigmates de cette rencontre. Ce phénomene se retrouve
lors de Dinteraction d’une onde de souffle avec la géométrie de son environnement. A titre
d’exemple, sont présentées, en figure 1.2, deux images du front de choc suite a ’explosion, en
laboratoire, d’'une charge explosive au-dessus d’un sol rigide. L’onde incidente, sphérique cette
fois, se réfléchit tout d’abord de maniére assez naturelle sur le sol, puis un choc supplémentaire,
appelé front de Mach (ou Mach stem en anglais) apparait. Ce choc, qui fait le lien entre la
paroi, le front incident, et le front réfléchi, est similaire a celui observé apres le passage du
cylindre sur la figure 1.1. La méthode rapide a mettre au point devra ainsi étre en mesure de
restituer ces phénomeénes complexes de diffraction qui modifient la vitesse du choc et donc son
intensité.

Nos travaux s’inscrivent dans la continuité des actions initiées par Y. Noumir lors de son
post-doctorat (2011-2013), et par A. Sarrazin lors de son année de césure de 'ENPC (2013-
2014). Le premier s’est intéressé a la compréhension d’un modele simplifié de propagation de
chocs et & la mise au point d’un algorithme de résolution de type level-set [85]. Le second a
travaillé sur Poptimisation de I’algorithme et son extension aux ondes de souffle [104]. A la suite
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CHAPITRE 1. CONTEXTE DE L’ETUDE

F1GURE 1.1 — Diffraction d’une onde de choc se déplacant de la gauche vers la droite a nombre
de Mach 2.23 autour d’un cylindre en conduite. Image, d’aprés [66], obtenue par interférométrie
holographique.

secondary leading shock front
shock

F1GURE 1.2 — Réflexion d’une onde de souffle sur une surface plane suite a I’explosion d’une
charge de 10 mg d’AgNO; & 3 cm au-dessus du sol. Image d’apres [67]. A gauche, & 62 ps, la
réflexion est réguliére. A droite, & 120 ps, un front de Mach est présent.




1.1. PREVENTION DES RISQUES EXPLOSIFS

de ces études, deux limitations sont apparues : I’algorithme n’est pas conservatif et le modele
mathématique présente un défaut lors des détentes. Cette these vise a lever ces défauts.

1.1 Prévention des risques explosifs

La sécurité des biens et des personnes est un enjeu capital de nos sociétés modernes. Nous
avons tous en mémoire les images de 1'accident de 1'usine AZF de Toulouse survenu en 2001 : 31
morts dont plusieurs a plus de 400 m du foyer, prés de 2500 blessés jusqu’a plusieurs kilometres,
et des dégats matériels considérables [82]. La figure 1.3 de droite trace les iso-niveaux de
surpression reconstruits par V'INERIS & partir des dommages observés [36]. Ces courbes ne
sont pas circulaires : 'environnement local a fortement affecté la propagation de 'onde de
souffle. Suite a cette catastrophe, la législation sur la prévention des risques industriels a été
renforcée [2]. Parmi les mesures engagées par les instances de la sécurité industrielle, on notera :

» La réduction du danger & la source (nouvelles normes pour la construction de sites sen-
sibles et modernisation des sites existants) ;

» La maitrise de I'urbanisation par la mise en place d’'un Plan de Prévention des Risques
Technologiques (PPRT) pour limiter ’exposition accidentelle de la population (¢f. Fig. 1.4) ;

» La mise en place de barrieres de protection;

» L’information préventive des populations et I'organisation des secours.

FIGURE 1.3 — A gauche, photographie du site industriel de 'usine AZF aprés explosion du 21
septembre 2001, d’apres [82]. A droite, niveaux de surpression, en mbar, estimés par 'INERIS
a partir des dommages observés [36].

Concernant le risque explosif, sur lequel se focalise cette these, la législation francaise définit
les zones d’effet des explosions en fonction du maximum local de surpression statique, cf.
table 1.1 et figures 1.4 et 1.5. Ce pic de surpression est ensuite traduit en distance d’effet au
travers d’abaques champ libre (i.e. cas idéalisé en absence de tout obstacle) le plus souvent.
A titre d’exemple, pour 1 kg de TNT !, soit une sphére d’environ 5 cm de rayon, la fin de
la derniére zone est a 44 m du centre de la charge. La différence d’ordre de grandeur de ces
échelles spatiales rend extrémement cotiteuse la simulation 3D directe des ondes de souffle en
configuration réelle, ce qui explique l'utilisation d’abaques en pratique. Pour aller plus loin,
des méthodes alternatives doivent étre développées afin de fournir une estimation rapide, mais
fiable, de ces zones d’effet.

1. TNT : Trinitrotoluéne, C7 Hs N3Og.
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raphie : aléas technologiques face
aux enjeux

PPRT de fictive sous bois (SO0 et PAK)
Carte des aléas des effets de surpression

Echelle des
Aléas croissants

T Jalba

de Presse — 3 mars 2011 ‘1,”}}(:

FIGURE 1.4 — Exemple de zonage PPRT autour d’un site industriel fictif [133].
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FIGURE 1.5 — Evolution du maximum de surpression et des seuils d’effets de la surpression
pour une charge de TNT. Figure issue de [41].

1.2 Phénoménologie des ondes de souffle

Une explosion est caractérisée par la libération soudaine d’une quantité finie d’énergie [9].
La détente des produits de détonation conduit a la création d’une onde de choc se propageant
dans le milieu ambiant. Apreés une certaine distance, la forme temporelle typique du profil de
pression mesuré en un point de I'espace est présentée en figure 1.6. A un instant ¢,, appelé temps
d’arrivée, 'onde de choc atteint le point d’observation. Le choc incident est alors caractérisé
par le pic de surpression APT. Ce pic s’atténue rapidement avec le temps pour revenir a la
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1.2. PHENOMENOLOGIE DES ONDES DE SOUFFLE

Zone 71 72 73 74 75
Surpression
maximale (bar) 0.430 0.200 0.140 0.050 0.020
Nombre de Mach
du choc 1.170 1.082 1.058 1.021 1.008
Dégats Ruines Effet | Graves Légers Bris
observables domino de vitre
Conséquences Blessures mortelles Tres Graves | Significatives | Effets indirects
sur 'Homme (> 50% des cas) graves par bris de verre
Distance champ libre
pour 1 kg de TNT <4m <6m | <8m <18 m <44 m

TABLE 1.1 — Zones de dégats engendrés par I’explosion de 1 kg de TNT en champ libre (sans
obstacle) d’apres [2] et [9]. Le nombre de Mach du choc est calculé a 'aide de la relation de
Rankine-Hugoniot (1.7b).

valeur de la pression ambiante, pg, sur une durée caractéristique ¢+ appelée durée de la phase
positive. A l'issue de la phase positive, la pression continue de chuter & des valeurs inférieures a
la pression ambiante puis croit de nouveau pour retrouver la valeur de repos pg, et ainsi de suite
avec des variations d’amplitudes de plus en plus faibles. La phase de dépression, caractérisée
par le minimum de dépression AP~ et 'impulsion négative I, est appelée phase négative.

P(t) A

positive
AP* impulse I™
negative
impulse I~
Po ‘ >
AP- 1a W t
AR R d o= 1
A » !
positive negative
phase phase

FIGURE 1.6 — Evolution temporelle de la pression en un point de Pespace en champ libre
(absence de tout obstacle) d’apres [64].

D’un point de vue spatial, 'onde de choc initiale est rapidement rattrapée par les détentes
arrieres qui affaiblissent son intensité, en plus de I’expansion géométrique. Pour une source
ponctuelle en configuration idéalisée (i.e. sans obstacle), un régime auto-semblable s’établit
théoriquement au voisinage de la source ou le choc est fort, conduisant & une décroissance
rapide du pic de surpression avec la distance [76, 128] :

Apt 1
20 X 7"7, (11)

ou r est la distance au centre de la charge, et d = 1 en symétrie plane, d = 2 en symétrie
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CHAPITRE 1. CONTEXTE DE L’ETUDE

cylindrique et d = 3 en symétrie sphérique. En champ lointain, I'intensité du choc atteint un
régime acoustique et le profil de pression, schématisé en figure 1.6, dégénere en une onde en
N pour laquelle les phases positives et négatives ont un poids similaire. On montre alors, en
suivant la théorie de I'acoustique non-linéaire [50], que la surpression décroit comme :

r—1/2 pour d =1,
Ap™
x
Po

r3/4 pour d = 2, (1.2)

r~n(r)~/2  pour d = 3.

A la décroissance géométrique en r—(@=1/2 agsociée A la conservation de l’énergie, s’ajoute
) )

une décroissance supplémentaire due aux effets non-linéaires (r’l/ 4 en symétrie cylindrique et
ln(r)*l/ 2 en symétrie sphérique). La transition entre le régime de choc fort, prés de la source,
et le régime de choc faible, loin de celle-ci, n’est pas établie analytiquement. Des simulations
numériques [94], ou des formules empiriques décrites plus loin, rendent compte de cette phase
intermédiaire.

La similitude de Hopkinson [64] introduit un facteur d’échelle important pour 1’étude des
ondes de souffle. Comme illustré en figure 1.7, un observateur situé a une distance d du centre
d’une source explosive sphérique, de rayon ry et d’énergie F, sera soumis a une onde de choc
d’amplitudes de phases positive et négative APT et AP~ , de durées t1 et ¢, et d’impulsions I+
et I~. La similitude de Hopkinson indique qu’un observateur placé a une distance kd du centre
d’une source de rayon krg, d’énergie k3E, sera soumis & une onde de choc de mémes amplitudes
AP et AP~ , mais avec des temps d’arrivée et d’application, et donc des impulsions, multipliés
par le facteur d’échelle k. En pratique, la distance au centre de la charge, r, est ainsi souvent
rapportée & la masse d’équivalent TNT de I'explosif, W (en kg). Le facteur d’échelle W1/3
permet de définir la distance réduite Z = 7575

N

Scalel

E

Ro APt I

-
. R
d AP~ X W
- 1

- ——-7----

ety - 1
Scalek 0N
I3
kR, AP K+
©) + "
| 1 |
—_— I >
d 2P~ N
-r--rtvoTr- 1

WKty Lt ]
FIGURE 1.7 — Présentation du principe de la similitude de Hopkinson [64].

Dans le cas d’une charge gazeuse, la distance réduite s’exprime en fonction de I’énergie, E
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1.2. PHENOMENOLOGIE DES ONDES DE SOUFFLE

en MJ, dégagée par la combustion (par exemple pour CpH, + no,02) [69] :

r

(1.3)

On se raméne a une masse d’explosif en équivalent TNT a l’aide de 1’énergie massique Epnr =
4.520 MJ /kg [9], de sorte que les expressions de Z et A sont liées :

Z=E}3 A
tt+
Le pic de surpression AP et 'impulsion positive 1T = [(P(t) — po)dt, ot P(t) est le
ta

profil temporel de pression, sont les principaux facteurs qui caractérisent le chargement exercé
sur une structure. La phase négative est rarement considérée en pratique. Le profil de pression
schématisé en figure 1.6 est bien estimé par ’équation modifiée de Friedlander [9] :

t—1 _t—ta
P(t)=APT (1— H“)e 7 4+ pg pourt, <t<t,+t, (1.4)
ol 6 est un temps caractéristique. Les valeurs des parameétres t,, AP, et 6 sont tabulées pour
une charge sphérique de 1kg de TNT dans [64]. Diverses formules analytiques, fonction de
Z =1r/W3 (en m/kg!'/3), ont également été proposées. On citera notamment les lois dites de
Kinney [64] :

APT s L+ () (1.5a)
P GE) (1 (R)) (14 ()
t+ 1+ (ﬁ)10
—— =980 (1.5b)
W (0 (%)) (1 (2) ) V1 (&)
v 1+ (%)

La loi (1.5a) fournit une approximation de I’évolution de la surpression maximale au passage
du choc en champ libre. On notera, du fait du caractere non ponctuel de la source chimique,
que le comportement en champ proche est fini, différent de la décroissance en 72 attendue
théoriquement (1.1). De plus, la surpression du choc décroit en r~! en champ lointain contre
7~ n(r)~'/2 pour une onde acoustique (1.2). La loi empirique de Needham [83], appliquée &
un explosif chimique, décrit correctement ces comportements asymptotiques, avec un raccord
intermédiaire assez proche de la loi de Kinney, cf. figure 1.8. Cette loi s’exprime comme

3.04 x 105 1.13 x 10° 7.9 x 10*
= + +

Y3 Y2 ’
Y\/ln (4.31/54 + 3exp (_ Y, 4.31/54/3))

APT

(1.6)

onY =r/2W)/3 = Z/21/3,

A titre illustratif, les experts [36] ont estimé que ’énergie dégagée lors de explosion de
l'usine AZF est comprise entre 20 t et 40 t d’équivalent TNT. En supposant une énergie
moyenne de 30 t au sol, soit le double par effet miroir, les niveaux de pression définis a la
table 1.1 sont retranscrits sous forme de cercles concentriques sur la figure 1.9. La zone Z5,

9
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1000
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FIGURE 1.8 — Evolution de la surpression du choc en champ libre pour Pexplosion d’un kilo-
gramme de TNT selon les lois empiriques de Kinney (1.5a) et Needham (1.6).

.. 7Isobares déguites
des estimatipns
par exceés des

derted
=%,

FIGURE 1.9 — Application & l'accident de I'usine AZF de la notion de zone d’effet définie au
tableau 1.1. Superposition des zones relevées a celles attendues en champ libre pour une source
hypothétique de 30 t de TNT au sol. Les niveaux de pression sont en mbar.
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1.3. INTERACTION D’UNE ONDE DE CHOC AVEC UNE STRUCTURE

marquant la fin de la zone de bris de vitre, est globalement bien restituée, mais la zone champ
proche relevée présente une forte anisotropie liée vraissemblablement a I’environnement local.
Cet exemple montre les limites de 'approche par abaques. Posséder une méthode de calcul
rapide, et fiable, des effets des ondes de souffle en champ proche permettrait de mieux répondre
aux exigences de la réglementation sur la prévention des risques industriels. Avant cela, revenons
aux fondamentaux.

1.3 Interaction d’une onde de choc avec une structure

L’interaction d’une onde de choc avec un élément géométrique, ou structure, supposé infini-
ment rigide, est un probléme complexe qui dépend de plusieurs parametres tels que 'intensité
de 'onde, 'angle d’incidence, et la forme de la structure entre autres [15]. Plusieurs phénomeénes
physiques peuvent alors coexister : diffraction, recombinaison d’ondes, et réflexion (réguliére
ou non) sur la paroi, c¢f. figure 1.10. Des ondes réfléchies apparaissent également, conduisant &
Ienregistrement potentiel de plusieurs pics de pression en un point de I’espace. Une synthése
de ces phénomenes est présentée dans cette section.

\\\

diffraction
du choc incident

\\\
recombinaison
derriére I'obstacle
réflexion ////

FIGURE 1.10 — Schéma de principe de l'interaction d’une onde de choc avec un obstacle. Illus-
tration des phénomenes de réflexion, de diffraction, et de recombinaison.
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CHAPITRE 1. CONTEXTE DE L’ETUDE

Relations de saut au travers d’un choc

Comme illustré en section précédente, 'onde de choc générée par une explosion se propage
dans ’air en faisant varier brutalement 2 les propriétés du milieu amont. Cela se traduit mathé-
matiquement par une discontinuité entre deux états : I’état initial de 'atmosphere indexé par 1
(état en amont du choc) et ’état aval indexé par 2 (¢f. Fig. 1.11). Ces états ne sont toutefois pas

Etat 1: étatinitial Etat2 : état aval
{amont)
ug,p. T oy Uz, P2, T, o

&
<

M~

u : vitesse matérielle
p : masse volumique
p : pression

T: température

FIGURE 1.11 — Représentation des états amont et aval lors du déplacement d’une onde de choc
monodimensionnelle, repeére lié au choc.

quelconques, ils sont reliés au travers des relations de Rankine-Hugoniot. Celles-ci traduisent la
conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de ’énergie au travers du choc. Dans
le cas d’un écoulement monodimensionnel, adiabatique, non visqueux, les variations de vitesse
du fluide u, de masse volumique p, et de pression p s’expriment, relativement a la vitesse du
choc, comme [142] :

u ;o (v — L)MZ +2

N N At S 1.7a
ur - p2 (v + 1) M} (1.72)

P2 _ 2yMP 41—+
P1 y+1
Le nombre de Mach du choc, M; > 1, est défini comme le rapport de la vitesse du choc a
celle du son dans le milieu ambiant, ¢;. Dans le repere lié au choc, on a M, = Z—ll Le saut de
pression au travers du choc, ps — p1, définit I'intensité de celui-ci.
Dans le cas des ondes de souflle, on peut tracer le nombre de Mach du choc en utilisant
la loi empirique de Needham (1.6) par exemple, cf. figure 1.12; et constater que la vitesse du
front décroit tres rapidement avec la distance.

(1.7b)

Phénomeénes de réflexion

L’interaction d’une onde de choc avec une surface rigide résulte en une réflexion non triviale,
comme illustré en figure 1.13.

L’intensité du choc réfléchi dépend de I'intensité de ’onde incidente et de son angle avec la
paroi. En pratique, la pression réfléchie, p,, est souvent donnée via le coefficient de réflexion,
C,, défini comme le rapport de la surpression réfléchie a la surpression incidente :

DPr —P1
p2—p1’
p1 étant la pression atmosphérique et po la pression a ’arriere du choc incident. Des abaques

graphiques, comme celui issu de la référence TM5-1300 [3], permettent d’estimer rapidement
ce coefficient, cf. figure 1.14.

C, =

2. Nous ne discuterons pas de ’épaisseur physique du choc. Pour les applications visées, 'hypothese de
surface de discontinuité est suffisante.
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FIGURE 1.12 — Nombre de Mach du choc calculé a partir de la loi de Needham (1.6) lors de
I’explosion d’une charge sphérique de TNT en champ libre.

Réflexion de Mach Réflexion réguliere
B = Bum(M;)

B < Bum (M)

choc incident

choc réfléchi
point triple
front de Mach

F1GURE 1.13 — Schéma de principe de I'interaction d’un choc fort sphérique avec le sol. Réflexion
réguliere et réflexion de Mach.
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FIGURE 1.14 — Coefficients de réflexion, issus de [3], d’un choc plan sur une surface plane en
fonction de 'angle d’incidence () pour différentes valeurs de la surpression incidente.

On notera tout d’abord qu’en choc fort, lors de I'interaction a incidence normale, i.e. 5 = 0°,
le coefficient de réflexion est supérieur & huit 2. Ces abaques tiennent ainsi compte des effets de
haute température sur . Toutefois, le niveau de pression a considérer pour les ondes de souffle
étant rapidement assez faible, inférieur a 0.43 bar d’apres la table 1.1, on pourra supposer que
~v = 1.4 dans le cadre de cette these. En choc faible, on retrouve un coefficient intuitif de deux.
On notera également qu’a mesure que ’angle d’incidence augmente, le coefficient de réflexion
diminue puis reforme un pic : la réflexion n’est plus réguliere, un front de Mach se forme. Enfin,
pour 8 = 90°, le choc glisse le long de la paroi et C, = 1.

La transition d’une réflexion réguliére a non réguliere a été étudiée par de nombreux auteurs.
Von Neumann s’est intéressé théoriquement & ce sujet dés 1943 [135]. Le diagramme de Ben-
Dor [15], figure 1.15 issue de [41], présente les différents régimes répertoriés.

L’appartenance a I'un de ces régimes dépend de la vitesse incidente du choc (le nombre de
Mach incident M;) et de son angle d’incidence 8 (angle entre la normale au choc incident et la
tangente & la paroi). Selon la valeur de ces parameétres, deux types de réflexion sont observés
(¢f. Fig. 1.13). La réflexion réguliere (RR) correspond & une réflexion spéculaire mais avec des
angles d’incidence et de réflexion non égaux en général. Lorsque ’angle d’incidence est plus
grand qu’un angle limite f5;,,, dépendant de I'intensité incidente de ’onde, le choc réfléchi n’est
plus attaché a la paroi. On parle alors de réflexion irréguliére (RI) ou non réguliére. Dans ce cas,
une troisiéme onde apparait, le front de Mach, joignant la paroi et les chocs incident /réfléchi
en un point dit triple. L’angle de transition entre ces deux régimes de réflexion peut étre estimé
théoriquement en fonction du nombre de Mach incident, M;. Cet aspect est détaillé en annexe
B. La formulation empirique établie par Kinney [64] permet d’estimer rapidement cet angle de
transition :

1.75
Blim = m + 39.

En figure 1.16 sont tracés les angles de transition théorique et empirique entre une réflexion
réguliere et une une réflexion irréguliére. Pour un nombre de Mach incident approchant 'unité

3. La surpression réfléchie est en effet donnée par p, — p1 = 2(p2 — p1) + (v + 1)g ou q est la pression
Cno’rmal — By—Dpo2+(v+1)p1
T

G —DpaF (71 qui tend vers huit en choc fort en

dynamique. Apreés calcul on obtient ainsi
supposant que v = 1.4.
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Fonction du critére de
Réflexion réguliere stabilité Réflexion irréguliere

Réflexion normale Réflexion oblique

Fonction de I'angle d’incidence

Réflexion de Mach Hors de 'étude :

Réflexion de Von

Neuman / Réflexion de
Guderley / Réflexion
Vasilev

Fonction de la trajectoire du point triple

Réflexion de Mach directe Réflexion de Mach stationnaire Réflexion de Mach inverse

Transition vers une réflexion réguliére

Simple réflexion de Mach

Propagation d’un pied de Mach
Transition vers une réflexion de Mach

Transition entre une réflexion
réguliere et une réflexion de Mach

Double Réflexion de Mach

Présence de deux pieds de Mach
FIGURE 1.15 — Diagramme des différents régimes de réflexions selon Ben-Dor [15]. La figure
est issue de [41].

(limite du choc faible), 'angle d’incidence de transition entre ces deux régimes se rapproche de
90° et la réflexion est réguliere dans la plupart des cas. Lorsque 'intensité du choc augmente,
cet angle limite diminue rapidement et tend vers 40° environ. Cette transition d’un régime
a lautre a été observée expérimentalement autour de l'angle de transition théorique Biim,.
L’expérience montre toutefois que la réflexion réguliere peut persister au-dela de cet angle en
raison des forces visqueuses [11].

La réflexion de Mach est caractérisée par un front localement perpendiculaire & la paroi,
relié aux chocs incident et réfléchi par un point singulier, appelé point triple. Le front de Mach,
ou pied de Mach (nommé ainsi aprés sa premiére observation expérimentale par Ernst Mach
en 1878 [78]), peut étre vu comme la fusion des ondes incidente et réfléchie ce qui génére une
amplification du pic de surpression, cf. figure 1.14. Suivant la trajectoire du point triple, on
distingue trois régimes de réflexion de Mach :

e la réflexion de Mach directe, lorsque le point triple s’éloigne de la paroi. La réflexion est
dite simple réflexion de Mach lorsqu’un seul front de Mach est présent. Dans le cas d’une
double réflexion de Mach [14], un second pied de Mach se forme & ’arriére du premier.
Ce type de réflexion n’est pas étudié dans le cadre de cette theése. La transition entre
réflexion de Mach simple et réflexion de Mach double est représentée en figure 1.16 a
titre indicatif;

e la réflexion de Mach stationnaire, lorsque la trajectoire du point triple est parallele a la
paroi;

e la réflexion de Mach inverse, lorsque le point triple tend & se rapprocher de la paroi. Dans
ce cas, on retrouve une réflexion réguliére au moment ou le point triple atteint la surface.

Pour un choc d’intensité faible (M; proche de l'unité), le front de Mach est courbé et la
transition entre le pied de Mach et le choc incident est continue. Il s’agit de la réflexion de von
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FIGURE 1.16 — Transition d’une réflexion réguliere (RR) a une réflexion irréguliere (RI), et
transition entre une simple réflexion de Mach et une double réflexion de Mach. Les courbes
pointillées noires délimitent les régimes de simple et double réflexion de Mach et proviennent
de données expérimentales [11].

Neumann [14], qui n’est également pas traitée dans ce travail.

Pour un choc sphérique suffisamment fort, une réflexion irréguliére peut ainsi apparaitre
au-dela d’une certaine distance. Prenons le cas d’une charge explosive se trouvant a une hau-
teur HOB (Height Of Burst en anglais) au-dessus d’un sol plat, ¢f. Fig. 1.17. L’onde de choc
interagit d’abord de maniére normale (perpendiculaire) & la surface, puis angle d’interaction
B augmente jusqu’a atteindre environ 40°. La réflexion devient alors non réguliere a partir
de la distance x,,. Des abaques permettent d’estimer cette distance de transition, ainsi que

HTP(x}

[

FIGURE 1.17 — Représentation schématique de la réflexion de ’onde de souffle sphérique sur le
sol.

la hauteur du point triple, HTP pour Height of Triple Point, en fonction de la hauteur de la
charge et de la distance a la source x. Parmi ces abaques, la formule issue de [81] et adaptée
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1.3. INTERACTION D’UNE ONDE DE CHOC AVEC UNE STRUCTURE

au cas des explosifs chimiques, est retenue. La distance normalisée (en m/kg!'/3) de formation
du front de Mach est définie par

_ SHOB*®

T = s +2.09 - SHOB® ", (1.8)

ou SHOB est la hauteur de la charge, en metres, rapportée a la masse de ’explosif W en kg
de TNT : SHOB = 100/21/3 HOB/W1/3. La hauteur physique du point triple, en metres, est
donnée par la formule :

2

2 100z 2 x Yz

5.98 x 10~5 - SHOB? 4 3.8 x 103 - SHOB + 0.766°

HTP(z) = W'/3 (1.9)
avec h = 0.9z, — 3.6-SHOB. Pour z suffisamment grand, le point triple évolue linéairement
avec la distance.

Phénomeénes de diffraction

Lorsqu’un choc se diffracte sur un coin concave, i.e. une rampe de compression, un front de
Mach peut apparaitre au voisinage de la paroi, de maniere similaire au cas précédent. Pour le
cas d’un coin convexe, le choc voit son intensité diminuer de par le volume de gaz qu’il entraine.
L’écoulement & 'arriere du front devient complexe : un tourbillon apparait au niveau du coin
et un faisceau de détente se met en place, affectant le choc pendant sa propagation [11]. La
figure 1.18 présente une image issue d’un cas mixte ot un choc plan interagit d’abord avec
une rampe de compression, puis le front de Mach se détend au passage d’un coin a 90°. Le
tourbillon de coin interagit alors avec la ligne de glissement issue du point triple.

FI1GURE 1.18 — Interaction d’une onde de choc plane & nombre de Mach 2.25, se déplagant de
la gauche vers la droite, avec une rampe de compression/détente. Image d’apres [65].

Pour le cas élémentaire d’un choc plan se diffractant autour d’un coin, la théorie de Ligh-
thill [75], basée sur les équations linéarisées de la dynamique des gaz, décrit correctement le
phénomene de diffraction pour un choc faible et un angle de rampe petit (< 7°) [22, 91, 48].
Cette théorie ameéne notamment a la conclusion que la diffraction du choc peut étre considérée
comme un processus auto-similaire sous I’hypothése que les effets de viscosité soient négli-
geables. De plus, suffisamment loin du coin, ’écoulement a ’arriere du choc suit localement la
paroi et la forme du front de choc diffracté est convexe. Dans la limite des chocs tres faibles,
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CHAPITRE 1. CONTEXTE DE L’ETUDE

(a) (b)
FIGURE 1.19 — Interaction d’une onde de choc plane, se déplacant de la gauche vers la droite,
sur une rampe convexe. Images, issues de [119], obtenues par photographie Schlieren. Fig. (a) :
Le nombre de Mach incident est de 1.03, le choc dégénére en un cercle sonique. Fig. (b) : Le
nombre de Mach incident est de 3.95, un point d’inflexion apparait au niveau de la paroi.

le front dégénere en un cercle sonique (cf. Fig. 1.19(a)). Toutefois, pour un nombre de Mach
et un angle de déviation suffisamment importants, I'interaction de I’écoulement a ’arriere du
choc avec la paroi peut conduire & un décollement de la couche limite [11] et & 'apparition
d’un nouveau point triple sur le front, comme présenté en figure 1.19(b). Bazhenova et al. [11]
et Skews [120, 119] ont montré que ce phénomeéne est observable pour un nombre de Mach
incident supérieur a 3.5 et un angle de déviation compris entre 65° et 120°. Cet aspect, plutot
relatifs aux forts nombres de Mach, ne sera pas pris en compte dans le cadre de cette these.

Interaction choc-choc

Lors de la diffraction d’un choc sur un obstacle, le front incident peut se séparer en plu-
sieurs parties qui vont se rencontrer & ’arriere de 'obstacle. L’interaction de fronts mobiles,
d’intensités et de formes différentes, est un probléme complexe peu étudié dans la littérature
a notre connaissance [14]. L’approche Geometrical Shock Dynamics [144], présentée plus loin,
offre toutefois des éléments de réponse quant aux ondes se propageant sur la surface résultante.
Le cas des chocs stationnaires a été plus largement investigué du fait des applications pratiques.
C’est le cas notamment pour les écoulements hypersoniques, ot il a été montré que l'interaction
d’un choc extérieur sur le choc détaché autour d’un corps, peut conduire localement a une tres
forte élévation (d’un ordre de grandeur environ) du niveau de pression et du flux de chaleur & la
paroi. Edney [40] a décrit six types de motifs résultant de I'interférence de chocs. L’interaction
la plus néfaste pour la paroi, dite de type IV, est illustrée en figure 1.20. Pour les applications
visées dans le cadre de cette theése, ou les nombres de Mach sont rapidement faibles, ces effets
post-choc ne sont pas prédominants.

1.4 Synthese des méthodes de calcul rapide existantes

La modélisation de la propagation des ondes de souffle est un théme de recherche actif
depuis plusieurs décennies qui a donné lieu a de nombreux modeles, souvent empiriques. Pour
tout point d’intérét de I’espace, la méthode idéale devrait traiter la diffraction des ondes autour
d’obstacles géométriques quelconques et fournir une estimation précise du pic de surpression
(cf. table 1.1) en un temps de calcul réduit. De plus, comme nous visons & terme 'application
a des géométries complexes, il faudrait qu’elle soit applicable au 3D. La résolution directe des
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1.4. SYNTHESE DES METHODES DE CALCUL RAPIDE EXISTANTES

Sonic line

Contact discontinuity

M>1

Supersonic
jet

FIGURE 1.20 — Représentation schématique de linteraction de type IV de chocs. Image
d’apres [86].

équations d’Euler, bien que précise, ne répond évidemment pas a ces objectifs en termes de
temps et de moyens de calculs. L’utilisation d’approches alternatives, idéalement basées sur
des modeles mathématiques simplifiés par des considérations physiques, semble indispensable.
Cette section passe en revue les principales voies identifiées dans la littérature.

Utilisation des abaques champ libre et tables de réflexion

L’utilisation d’abaques champ libre, telles que les formules de Kinney ou Needham présen-
tées en section 1.2 et couplées aux coefficients de réflexion de la figure 1.14, permet de traiter
Iinteraction de 'onde de souffle avec une géométrie simple en 2D. Si l'information tirée est
slirement pertinente pour les cas en compression, la prise en compte de la détente par un coin
est rarement abordée. De maniére similaire & la définition des coefficients de réflexion, 1'utili-
sation d’expériences élémentaires de diffraction d’un choc plan autour d’un coin [120] pourrait
étre utile pour définir ces coefficients de détente. Toutefois, la prise en compte d’obstacles de
forme quelconque, et des réflexions multiples qui surviennent en zone urbaine par exemple, ne
semble pas triviale.

Méthode des chemins déployés

Pour des cas de complexité intermédiaire, la méthode dite des chemins déployés est parfois
employée [42, 83]. A titre d’exemple, Needham [83] utilise le principe du lancé de rayon pour
déterminer le chemin géométrique le plus court entre le point d’explosion et un point d’intérét.
L’auteur applique ensuite des abaques champ libre pour déterminer les caractéristiques de
I’onde de souffle, avec pour donnée d’entrée la distance en ligne brisée depuis le centre de la
charge. La méthode prend en compte la réflexion sur des surfaces rigides via des sources fictives
supplémentaires, images de la source principale par rapport & la paroi considérée. De ce fait,
la méthode devient vite inexploitable en pratique. De plus, elle est basée sur une superposition
non-linéaire empirique des champs pour des temps d’arrivée différents, ce qui est discutable
lors de réflexions multiples.
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CHAPITRE 1. CONTEXTE DE L’ETUDE

Méthode des chemins déployés par plan

Dans le cadre du projet FLASH (Fast Lethality Assessment for Structures and Humans)
développé au CEA Gramat [70], une nouvelle méthode empirique basée sur le principe des che-
mins déployés a été testée en environnement urbain. L’idée est de considérer un ensemble de
problémes plans par tranche ou par coupe, de discrétiser ces plans par une grille cartésienne, et
de calculer le plus court trajet entre la source et un point d’intérét a ’aide d’un algorithme de
Dijkstra [38]. En présence d’obstacles, cette distance est modifiée a 1’aide de coefficients d’am-
plification et d’atténuation. Les principales caractéristiques de l'onde de souffle (surpression,
temps d’arrivée, impulsion positive et durée de la phase positive) sont finalement calculées a
I’aide d’abaques champ libre. La méthode semble donner de bons résultats pour des problémes
élémentaires, mais reste limitée a des batiments parallélépipédiques.

Méthode “gros grain”-réseau de neurones

Afin d’aller au-deld des approches par abaques, Flood [43] propose de résoudre le systéme
des équations d’Euler sur maillage grossier. La méthode est basée sur une décomposition des
éléments géométriques en formes élémentaires (cube, sphére, cylindre ...) négligeant les détails
géométriques. Ce modele simplifié est corrigé par un réseau de neurones ayant été alimenté
au préalable par des simulations directes détaillées. Peu de détails pratiques existent sur cette
approche qui semble ne pas avoir été menée a son terme. Signalons de plus que la propagation
en champ lointain pourrait s’avérer délicate compte tenu de la diffusion numérique importante
sur maillage grossier.

1.5 Modeéles d’évolution de front

La plupart des méthodes de calcul rapide des ondes de souffle sont basées sur le concept de
chemin déployé ce qui limite leur champ d’application. La mise au point d’'une méthode générale
devrait selon nous s’appuyer sur un modele mathématique d’évolution de front contraint par
des considérations physiques. Parmi les modeles applicables aux ondes de choc soutenues, on
pourra citer les théories Geometrical Shock Dynamics et Cinématique, qui seront détaillés dans
ce rapport. Un bref apercu de 1’état de I'art des différentes approches est présenté en figure 1.25.

Modele “Geometrical Shock Dynamics” de Whitham

La théorie “Geometrical Shock Dynamics” (GSD) a été énoncée en 1957 par Whitham [138,
140] dans le but de prédire les effets de 'environnement géométrique sur la propagation d’un
front de choc. Le front y est découpé en un ensemble de tubes de rayon (i.e. courbes orthogo-
nales au trajet), de section élémentaire A, évoluant a la vitesse locale M. A partir des équations
d’Euler, Whitham établit une relation, dite relation A-M, entre la variation du nombre de Mach
du choc, M, et la variation de la section d’un tube de rayon. Bien que développé plutét dans
un esprit de choc fort, de nombreux travaux, dont ceux de Baskar et Prasad [10], montrent
que le modele de Whitham donne d’assez bons résultats méme lorsque le choc est plus faible.
A titre illustratif, la figure 1.21 présente le front de choc obtenu avec le modele GSD lors
de linteraction d’un choc plan & M = 2.81 avec un cylindre. On notera que la position des
points triples est restituée avec une bonne précision par les “choc-chocs”, correspondant aux
discontinuités sur le front dans le modele de Whitham.

Le modele GSD néglige 'effet de I’écoulement post-choc, ce qui permet de réduire la dimen-
sion du probléme, mais limite son application aux chocs soutenus. Le caractére fini de ’énergie
de la source n’est pas pris en compte. Parmi les pistes envisageables pour palier ce défaut, on
citera les travaux de Best [20] ot 'hétérogénéité de ’écoulement derriére le choc est modélisée
au travers d’une équation supplémentaire.
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FIGURE 1.21 — Image d’aprés [144]. Diffraction d’un choc plan & nombre de Mach incident
2.81 sur un cylindre. Positions successives du front de choc obtenu avec le modele GSD (lignes
verticales) et comparaison avec les résultats expérimentaux (symboles).

Signalons que le modele GSD a inspiré d’autres théories, notamment pour calculer rapide-
ment le dépot d’énergie lors de la détonation d’un explosif, théorie “Detonation Shock Dyna-
mics” (DSD) [13, 126, 8], ou encore pour aller au-dela des approches classiques de 'acoustique
géométrique [10, 95]. On pourra aussi citer [46] qui étudie le systéme de Whitham dans un
cadre relativiste, [58] qui analyse le comportement de 'onde réfléchie sur un axe de symétrie,
et l'article de Zakeri [147] qui se penche sur la modélisation de la fonction A.

Du point de vue numérique, la résolution du modele de Whitham se congoit comme la
solution d’une équation d’évolution de la position du front couplée a une équation de transport
portant sur le champ de vitesse locale. L’éventail des méthodes numériques de propagation de
front est tres large. Que ce soient pour des problématiques issues de la mécanique des fluides,
du traitement d’images, ou liées aux ondes sismiques, de nombreux travaux ont conduit au dé-
veloppement de méthodes performantes. Une classification grossiere distingue deux approches
principales en fonction de la nature du maillage utilisé : les méthodes Lagrangiennes (discréti-
sation explicite du front mobile) et les méthodes Eulériennes (reconstruction implicite du front
sur maillage fixe).

Les méthodes Lagrangiennes, de type Front Tracking, sont les plus naturelles. Elles per-
mettent un acceés assez aisé aux propriétés géométriques locales du front de choc (normale,
courbure moyenne) intervenant dans le modéle de Whitham, mais elles sont fastidieuses a
mettre en ceuvre sur des géométries complexes en 2D et plus encore en 3D. On pourra citer le
travail de Henshaw et al. [56] concernant la mise au point d’un tel algorithme et son application
a la propagation dans des conduits en 2D. Avec un algorithme similaire, Besset [18] s’intéresse
a la propagation d’ondes de choc divergentes dans I’atmosphere, ce qui est assez proche de
notre objectif.

Les méthodes Eulériennes permettent de masquer cette complexité, notamment lors de
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Iinteraction de fronts, au prix d’'une augmentation de la dimension du probléme. La méthode
de level-set, introduite en 1988 par Osher et Sethian [88], est la plus connue. Elle a été utilisée
dans de nombreux domaines scientifiques, ce qui a permis d’améliorer sa précision et d’accélérer
les calculs. On pourra consulter [87] et [114] pour plus de détails. L’approche Eulérienne a
également été utilisée par Aslam et al. pour résoudre aussi bien le modeéle de Whitham [6]
que le modele donné par la théorie DSD [7]. Ces auteurs utilisent la méthode de level-set
pour capturer la position du choc, couplée a 1’équation de transport donnant le nombre de
Mach du front. Dans la lignée de ce travail, Yoo et Stewart [146] utilisent le méme couplage
mais avec une méthode accélérée et traitant des géométries 3D complexes. Il convient aussi de
mentionner les travaux adoptant un autre point de vue, ou le modele de Whitham est écrit
sous la forme d’un systeme hyperbolique stationnaire. Ce systeme a d’abord été résolu par
des méthodes de différences finies [24, 108], puis par des schémas de type Godunov [109]. A
titre d’exemple, Schwendeman [110] étudie le cas de chocs 3D convergents. Citons également le
travail de Noumir et al. [85] ot une extension de I'approche Fast-Marching [114] au modéle GSD
est proposée afin d’accélérer la résolution du probléme, sans satisfaire toutefois la condition
de conservativité. Cette erreur conduit a une sous-estimation de la position des points triples,
comme présenté en figure 1.22.
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FIGURE 1.22 — A gauche, simulation numérique de la diffraction d’un choc plan & nombre de
Mach 2.81 sur un cylindre avec la méthode Fast-Marching de Noumir et al. [85] : cartes du
nombre de Mach M et positions successives du front. A droite, comparaison des lieux du point
triple avec les résultats expérimentaux de Bryson [144] et la méthode level-set d’Aslam [7].

Modele Cinématique

Une approche alternative au modele de Whitham, dite Cinématique, a été proposée par
Wright [145] en 1975. Elle consiste & assimiler Ponde de choc & une surface singuliére. Ce
point de vue mathématique permet de définir des relations de compatibilité au niveau du
front, et de donner une description intrinseque au mouvement de la surface. Le modele a été
étudié en détail pour un gaz parfait par Sharma & Radha en 1994 [116], et étendu au cas
des gaz réels par Pandey & Sharma en 2009 [92]. L’analyse de ce modele se limite toutefois
a des considérations essentiellement théoriques. Quelques cas numériques ont été traités en
symétrie radiale [116, 115, 5, 116, 92], pour le probléme du piston en choc faible [96], et en
deux dimensions d’espace pour un choc faible expansif [63, 10, 96]. Signalons également qu’en
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1988, Srinivasan et Prasad [97] ont développé une description cinématique d’une onde de choc
en utilisant la théorie des fonctions généralisées de Maslov [80]. Cette approche, plus complexe,
s’avere en réalité équivalente a approche de Sharma & Radha [116].

1.6 Objectif et démarche de 1’étude

L’objectif de ce travail de these est de mettre au point une méthode de calcul rapide de
propagation des ondes de souffle en présence d’obstacles. Au vu des éléments de sécurité pyro-
technique rappelés, cette méthode doit décrire avec une bonne précision le niveau de surpression
du choc. Ce saut de pression est lié a la vitesse du front, lui méme dépendant de I’historique de
Iinteraction du choc avec son environnement géométrique. Afin d’aller au-dela des approches
empiriques de type “chemins déployés”, nous utiliserons un modele simplifié de propagation
d’une onde de choc capable de décrire les phénomenes de diffraction, de recombinaison d’ondes
et de réflexions irréguliéres. Ce modele doit suivre un cahier des charges précis :

1. Rapidité : par la réduction de la dimension du probleme;

2. Précision : par comparaison systématique avec des données expérimentales ou des résul-
tats de simulation des équations d’Euler;;

3. Robustesse : en prenant en compte des géométries potentiellement complexes ;
4. Simplicité de mise en ceuvre.

En suivant les travaux antérieurs de I’équipe [85, 104], nous choisissons de séparer le pro-
bléeme de propagation du front de choc de celui de la modélisation du caracteére fini de la
source. De plus, afin de prouver le concept de 'approche, nous ne considérerons ici que le
premier passage du front, cf. figure 1.23. La prise en compte des réflexions post-choc, i.e. pro-
bleme des temps d’arrivée multiples, pourra étre considérée ultérieurement, une fois le modele
physico-numérique mis au point.

incident
shock wave

reflected
shock wave

, triple
.7 — point
Mach
stem

F1GURE 1.23 — Représentation schématique de 'interaction d’une onde de souffle avec le sol.
A droite : choc & passage multiple (onde réfléchie). A gauche : modele simplifié ne prenant en
compte que le premier passage du choc.

\

Compte tenu du cahier des charges établi, 'approche GSD de Whitham est tout naturel-
lement considérée. Ce modele, en se concentrant sur le premier passage du choc, permet la
réduction de la dimension du probléme (des équations d’Euler 3D/5 équations & un systéme
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2D constitué de 2 voire 3 équations). De multiples études ont prouvé la capacité du modele
GSD a estimer correctement la propagation d’une onde de choc dite soutenue (pas de détente
arriere) [143, 105, 25, 18]. Dans ce cas, 1’évolution du front dépend essentiellement de sa varia-
tion locale de géométrie. Ce modele n’est toutefois pas parfait. Il présente un défaut d’existence
de solution pour certains problemes de détente, notamment en choc faible. Il s’agit la d’une
limitation sévere que nous léverons dans le cadre de ce travail. Afin d’illustrer cette patholo-
gie, signalons que la solution du probleme de la diffraction d’un choc plan a nombre de Mach
My = 1.1 sur une rampe d’angle —90° existe seulement pour un angle de déviation supérieur a
—48.991° environ avec le modeéle GSD, cf. figure 1.24. Cette limitation est problématique pour
la modélisation des ondes de souffle puisque I'intensité du choc décroit rapidement.
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F1GURE 1.24 — Diffraction d’un choc plan a nombre de Mach 1.1 sur un diedre & —90°. Solution
obtenue avec le modele GSD. Cette solution existe uniquement jusqu’a un angle de déviation
de —48.991°.

Notre contribution vise donc, dans un premier temps, a étudier des modeles simplifiés al-
ternatifs au modele GSD. Parmi les pistes envisagées, le modele Cinématique semble étre un
candidat intéressant. Le modele retenu, valable pour un choc soutenu, est ensuite étendu aux
ondes de souffle en prenant en compte le caractére d’énergie finie de la source. Du point de vue
numérique, afin d’éviter tout probléme de conservativité observé par [85, 104], nous privilégions
l'utilisation de ’algorithme Lagrangien dans le cadre de cette these. L’aspect conservatif est
essentiel pour obtenir la bonne hauteur du point triple notamment. Un algorithme est ainsi
développé en deux dimensions d’espace afin de résoudre le modele dans des configurations va-
riées. Cet algorithme est précis, conservatif, robuste, et rapide. Le code prend en compte les
interactions choc/structure ce qui autorise de nombreuses études de validation.

Ce mémoire de these s’articule autour de trois parties.

La premiére partie est consacrée a ’analyse et au développement de modeles simplifiés de
propagation d’une onde de choc soutenue. Aprés un rappel de la description mathématique
d’une onde de choc au chapitre 2, socle de ces méthodes, 1’état de I’art complet du modele
GSD est effectué au chapitre 3. Le chapitre 4 présente ensuite de manieére détaillée un modele
alternatif au modele GSD : le modele Cinématique. Bien que la dérivation de ces deux mo-
deles soit différente, leur équivalence structurale est prouvée, permettant une analyse et une
comparaison détaillée de ces deux approches dans la deuxiéme partie.

La deuxiéme partie de ce manuscrit est consacrée a 'aspect applicatif des méthodes. L’ou-
til numérique développé dans le cadre de cette these, permettant la résolution des modeles
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GSD et Cinématique, est décrit au chapitre 5. Une comparaison détaillée des modeles GSD et
Cinématique s’en suit au chapitre 6. Nous proposons finalement une modification ad hoc des
modeles au chapitre 7 afin de lever les limitations sous-jacentes aux méthodes.

Dans la troisiéme partie, les modeles GSD et Cinématique sont étendus a la prise en compte
de I’écoulement arriere, aspect essentiel pour la modélisation des ondes de souffle. L’extension
proposée au chapitre 8 conduit & une méthode simple, rapide et efficace. Dans un souci de com-
plétude, le chapitre 9 est consacré aux extensions théoriques des modeles GSD et Cinématique
permettant une modélisation a priori plus rigoureuse de leffet de I’écoulement arriére. Seront
notamment abordées les difficultés théorique et numérique d’une telle extension.

Pour finir, la conclusion dresse le bilan de nos contributions et propose de nouvelles pistes
de recherche.

1.7 Contributions propres

Comme dit précédemment, ce travail de these s’inscrit dans un projet du CEA. Mes contri-
butions propres sont :

e L[’extension du modele Cinématique, existant pour un gaz de van der Waals, a un milieu
hétérogene et en mouvement. Le chapitre 4 décrit cette extension a ’ordre 0 de tronca-
ture du systéme, i.e. sans prise en compte de ’écoulement arriére au choc. Cette derniére
est effectuée au chapitre 9 pour un milieu homogeéne et au repos, et en annexe G dans
le cadre général ;

e La démonstration formelle et générale au chapitre 4 de 1’équivalence structurale de ce
modele avec le modele GSD ;

e [’étude du modele Cinématique en deux dimensions d’espace ainsi que sa comparaison
avec le modele GSD, traitées au chapitre 6 ;

e L’extension ad hoc de ces deux approches a I’écoulement transversal effectuée au chapitre
7;

e La finalisation de I'extension aux ondes de souffle, initiée par I’équipe, et I’application de
la méthode sur des cas d’intéréts. Cette étude est menée au chapitre 8;

e L’amélioration de l’algorithme Lagrangien conservatif proposé par Henshaw et al. [56], qui
permet une intégration aisée des modifications des modeles ainsi que de leurs extensions
aux milieux hétérogenes. Cet algorithme est présenté au chapitre 5.

La figure 1.25 résume ’ensemble de ces contributions. Celles-ci completent 1’état de l'art exis-
tant pour la modélisation simplifiée de la propagation d’une onde de choc.

Pour finir, ce travail a été valorisé au travers des communications suivantes :
x International Symposium on Shock Waves (ISSW), juillet 2017, Nagoya, Japon, [101];
* Military Aspects of Blast and Shock (MABS), septembre 2016, Halifax, Canada, [99];
* European Fluid Mechanics Conference (EFMC), septembre 2016, Seville, Espagne ;
* International Symposium on Nonlinear Acoustics (ISNA), juillet 2015, Lyon, [98];

et d’un article publié dans la revue Shock Waves [100].
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Premiere partie

Modeles simplifiés pour la
propagation d’une onde de choc
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Chapitre 2

Rappels sur les ondes de choc

Sommaire
2.1 Les équationsd’Euler . . . .. ... ... ... 000000, 32
2.2 Relations de Rankine-Hugoniot . . . . . ... ... ... ...... 34
2.3 Vision level-set du front dechoc . .. ... ... ... ....... 39

Ce chapitre rappelle quelques notions de base concernant les ondes de choc dans les gaz
et introduit les notations nécessaires a la suite de 1’étude. Le point de vue choisi ici repose
principalement sur les ouvrages [33, 144, 16].

Nous considérons la propagation d’une onde de choc assimilée a une surface d’épaisseur nulle
(surface singuliere), se déplacant & la vitesse V dans un milieu Q ¢ R? non-uniforme poten-
tiellement en mouvement (cf. Fig. 2.1). Ce milieu est constitué d’air, assimilé & un gaz parfait,
pour lequel les parametres thermodynamiques, a savoir la pression p, la masse volumique p et
la température T, obéissent a I’équation d’état :

L, (2.1)

p
ou r est la constante spécifique de lair égale a 287.058 J/kg/K.

L’état a lavant du choc (état amont) est caractérisé par 1’état initial de 'atmosphere : la
pression pg, la masse volumique pg, la température Ty et le champ de vitesse du fluide 7. Le
milieu amont est supposé stationnaire, ce qui revient a considérer le cas des chocs a passage
unique !. Le cas général dépasse le cadre de cette thése. Cet état de référence est modifié au
passage du choc. On note p_, p_, T et ¥_ les parametres du fluide juste apres le passage du
front (état aval), ou la grandeur ¥_ est définie par

(o (fsh(t)a t) = lim w(f’ t)v

[[Z—Z_, [|—0

pour une quantité physique 1 quelconque, et avec T, (t) la position du choc & l'instant ¢. Les
parametres thermodynamiques en amont du choc sont indexés par + et sont définis par
lim 1/10 (f),

1/)+(3?Sh(t)at)7 Lo
[|—0

Hx_zsh

ou 1y désigne la quantité physique de I’état initial stationnaire de 'atmosphere. Le saut de 1
au travers du choc sera noté dans la suite [¢)] = ¥_ — 4.

1. Pas de retour en arriére du front, tout point de I’espace n’est intercepté qu’une fois.
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r(t)

FIGURE 2.1 — Schéma de la propagation d’un choc dans un milieu potentiellement en mouve-
ment. Le choc est matérialisé par la surface mathématique I'(¢) et divise le milieu en deux : le
milieu en amont du choc, caractérisé par 1’état initial de ’atmosphere (py, p4, U+), et le milieu
aval perturbé par le passage du choc (p_, p_, ¥_). La surface de choc se propage dans le milieu
amont & la vitesse locale V. Celle-ci se décompose en une vitesse normale, U7, et une vitesse
tangentielle dépendant de ’écoulement amont : P - .

2.1 Les équations d’Euler

Soit ¥V un volume élémentaire arbitraire de la région occupée par le fluide, de surface S et
de vecteur normal extérieur N. Les effets visqueux et les transferts thermiques sont supposés
négligeables. En présence d’une force extérieure par unité de masse j?, les bilans de masse, de
quantité de mouvement et d’énergie totale sur V se traduisent par les équations d’Euler [4] :

% pdV + / p7- NdS =0 (2.2a)
% S

d - .

T /pvidVJr/ (pvl-v . N+pNi> ds = /pfidV pour i =1,2,3 (2.2b)
% S %

%/pEdV—i—/(pE—f—p)ﬁ'-]\_de:/pf~17dV. (2.2¢)
% S \%

Le champ de vitesse du fluide, 1’énergie interne du systeme et son énergie totale par unité de
—12
masse sont respectivement notés ¥, € et £ = ¢ + % Les équations (2.2) sont vérifiées pour
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tout volume élémentaire V. Elles se réécrivent sous la forme conservative locale :

Op o
n +div (p?) =0 (2.3a)
opv) . (L L =\
WJFdW (pv®v+pfd> =pf (2.3b)
O(pE -

(gt ) +div ((pE +p)0) = pf - 7, (2.3¢)

apres utilisation du théoréme de la divergence. L’équation d’état du fluide (2.1) permet de
fermer le systeme.
D’apres les lois de Joule, ’énergie interne € et ’enthalpie h = € + % du fluide ne dépendent
que de la température :
de = CydT et dh=CpdT, (2.4)

avec Cy et C'p les capacités thermiques isochore et isobare du fluide. Ces grandeurs sont reliées
I'une a autre par la relation de Mayer :

o= (), (5,

ayant utilisé 1’équation d’état du fluide (2.1). On en déduit, en introduisant le rapport de
chaleurs spécifiques v = %,

Cy = " et Cp= T .
v—1 v—1

(2.5)

En pratique v = 1.4 pour 'air, ce qui implique que les capacités thermiques sont constantes.
Apres intégration de (2.4) et utilisation des relations (2.5) et (2.1), ’énergie interne et ’enthal-
pie s’expriment simplement comme

e=—L et n=—L_ (2.6)

(y=1p (y=1p
Il peut étre utile de suivre une particule fluide dans son mouvement. Introduisons pour cela

la dérivée Lagrangienne :
D o _ =
Dt ot +7-V,
qui traduit I’évolution temporelle d'un champ porté par une particule fluide dans son mouve-
ment. Les bilans de masse, de quantité de mouvement et d’énergie se réécrivent alors sous la

forme non conservative suivante [4] :

D

ﬁf + pdiv (7) = 0 (2.72)
D¥_ _$py f (2.7b)

Py = VP EP :
DE .

Au cours d’une transformation quelconque d’un systéme fermé, le premier principe de la
thermodynamique stipule que la variation d’énergie interne est égale a la quantité d’énergie
échangée par transfert thermique 6@ et par travail mécanique W :

de = 6Q + oW.
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L’entropie s du systéme par unité de masse est définie par ds = % Puisque seules les forces
de pression sont en jeu, le travail mécanique est déterminé par §W = —pd (%) Il vient donc :
1
de=Tds—pd |- ]. (2.8)
P

La combinaison (2.7c)-v-(2.7b), suivie de 'injection de I’équation (2.7a), meéne & :

Ainsi, d’aprés le premier principe de la thermodynamique (2.8), 'entropie reste constante
suivant la particule fluide :
T— =0.
Dt

Selon le principe de I’état local associé, suivant lequel la loi d’état reliant les quantités ther-
modynamiques entre elles, par exemple p = p(p, s), reste valable pour le fluide en écoulement,
il vient alors immédiatement :

Dy Do _

= 2.
Dt Dt 0, (2.9)

avec ¢ la célérité du son dans lair :

En injectant (2.1) et (2.5) dans (2.4), la variation d’énergie interne s’exprime également
comme

1 P 1
de = dp + d () 2.10)
(y=Dp " =1 \p (
Ce qui donne
1 P <1)
Tds = dp + d( =), 2.11
(v=1)p y—-1 \p @11)

par la relation (2.8). Cette expression permet de définir la célérité du son dans air en fonction
dey,petp:

2 _ P
=12 (2.12)
p
Puisque T = % = m, on trouve de plus I’expression de I'entropie :
s=0Cpln (L) +cste (2.13)
\4 p,y ) .

en intégrant (2.11) sous ’hypothése que 7 est constant.

2.2 Relations de Rankine-Hugoniot

Nous rappelons ici les relations de Rankine-Hugoniot traduisant la conservation de masse,
de quantité de mouvement et d’énergie au travers du choc. Ces relations découlent de la for-
mulation intégrale des équations d’Euler (2.2).

L’écoulement transverse au choc n’admettant pas de discontinuité au travers de celui-ci, le
saut d'une quantité physique est porté par la direction normale au choc 7. Il suffit alors de
dériver les relations de Rankine-Hugoniot pour un choc plan de vitesse U. Dans ces conditions,
la vitesse v du fluide est la projection du vecteur ¢ dans la direction 7, v = U - 7.
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Selon la direction 7, les relations de saut s’écrivent [142] :

=U [p] + [pv] =0
=U [pv] + [pv? + p] =0 (2.14)
—~U[pE]+[(pE+p)v] = 0,

2 . . . . . .
avec E' = & + €. En introduisant v = U — v, la vitesse du choc relative au fluide, ces relations
se réécrivent

[pu] =0
2 _ =
[p + pu puU] 0 (2.15)
u? P U? 9
[pu <2+e+p) +pu = (p+ pu )U} = 0.
Apres simplification, on obtient :
[pu] =0
2 _
[p+ pu’] =0 (2.16)
2
(5] - o
2 p
soit encore :
p-u— = P4U+
2 _ 2
p- +p_U7 = D+ +p+u+ (217)
u? _ u?
Y -y
2 p— 2 P+

Dans le cas particulier du gaz parfait, I’énergie interne et la pression se réexpriment sous
la forme
c ; B pc?
-1 T PT
d’apres (2.6) et (2.12). On définit les nombres de Mach des vitesses relatives en amont et en
aval du choc :

(2.18)

)

ot Uz o, e Uz (2.19)
cy cy c_ c_

En posant X = p;’ Y = < et en utilisant (2.18), les relations de saut (2.17) s’expriment

+ C+
apres calcul selon :
XYpu=M (2.20a)
XY? 4 /XY?2% =14 yM? (2.20b)
(v = DpY? +2Y?% = (y —1)M? + 2. (2.20c)

L’opération 2X x (2.20b)-X?%x(2.20c), combinée & (2.20a), montre que la quantité X est racine
du polynoéme du second degré suivant :

(v =1)M*+2) X* —2(14+yM?*) X + (y+ 1) M> =0.
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Les deux racines sont :

(y+1)M?

X]_:l et XQZW

La solution triviale X = 1 est exclue (dans ce cas il n’y aurait pas de choc), il en résulte que

p- (v +1)M?
Xziz 3 s
pr (=DM -1)+y+1

et les autres relations en découlent

2 2+ (y-1)M? R (y—=1D(M?>=1)+~v+1
29M? + 11—+~ cy (v + DM

On en déduit également & partir de (2.20a) les expressions :

U M (DM -1 4y 41
Ct X (’Y+1)M ’
N L el B
cy cy  cq v+1)M  cp

02

De méme, puisque p = p—, le rapport de pression au travers du choc vérifie :
v

MYy 2
b 2 o T (2 -1) 41 (2.21)
P+ H y+1

A partir de 'équation d’état du gaz (2.1), le rapport de température au travers du choc est
donné par :
- 2y +1-9)2+(y-1)M?)

T (v +1)2M?

Enfin, d’apres (2.13), le saut d’entropie au travers du choc est défini par :

so sy (7211(1\42 ~1) +1> +7In ((7— 1)((345 1—);};7“)

(VDM =)+~ +1
24 (y—-1)M?

i ( ) (2.22)

En vertu du second principe de la thermodynamique, I'entropie d’un systéme ne peut
qu’augmenter au cours du temps :
S_ >S54

Puisque 'entropie au travers du choc (2.22) est une fonction croissante de M et est positive
pour M > 1 (c¢f. Fig. 2.2), le choc est nécessairement supersonique relativement & 1’écoulement
amont et subsonique relativement & 1’écoulement aval (cf. Fig. 2.3(a)) :

(M>1 et 0<p<l|

Il en résulte en particulier que les valeurs de la masse volumique, de la pression et de la
température augmentent au travers du choc (c¢f. Fig. 2.3(b)).
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Remarque 2.1

D’apres la figure 2.3(a), on note que 1 — u ~ M — 1 pour les faibles nombres de Mach
(M ~1).

0.45

/
0.35 /
| /

N\

o
[\S]
[8)]

Saut d’entropie

o
N o
[$)] N

\

0.05
~
___——

1 1.5 2 25 3
M

FIGURE 2.2 — Saut d’entropie au travers d’un choc droit en fonction du nombre de Mach du
choc (cf. eq. (2.22)).

1 T 10
— um —_ o, 4
—-—-- Droite 2-M g =" p/p 7/
- TT .
0.9 ) T,
\ s /7
\ oo
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0.8 : 7
‘.\ R4
\_\ 6 ,4'
0.7 . R
\’\ 5 “/
A\ ’1’
06 N N 4 Rd /
,\v \ 3 . 7 _—
0.5 \: — Vs — -
. \ ] _ / =
\ 2 o i —
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0.4 - 1 ==

1 15 2 25 3 1 1.5 2 25 3

M M

FIGURE 2.3 — Fig. (a) : Nombre de Mach derriére le choc en fonction du nombre de Mach
amont. Fig. (b) : Rapports de masse volumique, de pression et de température au travers d’un
choc droit en fonction du nombre de Mach M du choc.

Le rapport de pression au travers du choc (2.21) définit une relation univoque entre ¢ = p[—’j
et le nombre de Mach du choc :
v+1
M=,/1+4—-C. 2.23
+ 5 (2.23)

La surpression adimensionnée du choc, (, caractérise I'intensité de choc. Pour un choc faible,
¢ est proche de 0 et M proche de 1. Au contraire, le choc est d’intensité forte si ( > 1, ou de
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maniere équivalente M > 1.

En dimension supérieure, le saut du vecteur vitesse ¢ de I’écoulement est dirigé selon la
normale au choc. Les relations de Rankine-Hugoniot s’écrivent ainsi :

2+ (y— )M
h= 2yM?2 41—y

P— 2y

— = (M*-1)+1

P+ v+l

e (oD 1)+t (2.24)
Ct (v+uM

p- (y+1)M?

pr (Y= D(M2-1)+7y+1

o 2AM2-1), @,

o (oM e

Dans ce cas, les nombres de Mach des vitesses relatives en amont et en aval du choc sont

définies par

U—-vy-1 U—-v_-7n

" et op=—— (2.25)
Cy Cc_

M =

avec U la vitesse normale du front de choc.

Les expressions (2.24) peuvent s’écrire en fonction de ¢ = % (M2 —1) :
P il ChliDS co—co _ (=DCHL
p— — P+ 2¢ U — U4 ¢ _

= s = n.
P+ 27+ (v = 1)¢ Ct 71+ B¢

De méme, le saut d’entropie (2.22) s’exprime en fonction de la surpression adimensionnée
comme :

[s] _ T v+1 y—-1
C\/—ln(l—i—@)—l—?yln(l—i—%() 'yln<<1+ o C) <1+ 2y C))

Pour des chocs faibles (¢ ~ 0), le saut des quantités thermodynamiques est proportionnel

ac:

+1 c -1
MY 2 Do C N )
Y Cy 2y
o] _ ¢ v (
- 9 - n)
P+ T c+ 7

tandis que le saut d’entropie est proportionnel & ¢3 :

s_—s+_(7—1)(272—57+1) 5 A
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Dans ce cas, il est raisonnable de négliger les changements d’entropie.
Dans la limite des chocs forts (¢ > 1), les relations de Rankine-Hugoniot deviennent :

v—1 c_
~ _ —_— A~ —1
% o o (y—=1)¢
p- _y+1 [7]

2¢
— o~y ——— 1.
p+ -1 ct Y(y+1)

La célérité du son et la vitesse du fluide a I'avant du choc, ¢4 et ¥y, sont alors négligeables
comparées aux valeurs a l'arriére du choc dans cette approximation. En revanche, la compres-
sion est finie quelle que soit I'intensité du choc. Pour un gaz parfait et un rapport de chaleurs

spécifiques de 1.4, le facteur de compression, Z—’, est au maximum de 6. De méme, le nombre
de Mach aval du choc est borné : p ~ 0.378.

2.3 Vision level-set du front de choc

La définition mathématique d’un front de choc mobile, i.e. comme objet manipulable, est
aisée & travers le formalisme level-set [87]. A linstant ¢, la surface de choc est définie comme
la ligne de niveau zéro d’une fonction scalaire ® dite “level-set” (ou de niveau) :

I(t) = {Z € Q/B(Z,t) = 0}. (2.26)

La fonction ® est supposée réguliere sur 2 et V® non nul au niveau du choc. La surface de
choc est par conséquent continue et dérivable au moins par morceaux. On note 7 le vecteur
normal unitaire de I'(¢) orienté dans le sens de propagation du choc, défini par

Vo

Ve 2.27
o) (2.27)

ﬁ:

Pour établir I’équation vérifiée par la fonction ®, on définit les rayons comme étant les courbes
intégrales de la vitesse du front de choc V, i.e.

=V (Z(t),1). (2.28)

En dérivant 'équation ®(Z,t) = 0 le long des rayons, il vient alors :

o> L -
S TV ve=o. (2.29)

Etant donné (2.27), il est aisé de vérifier que la vitesse normale du choc, U = V - i1, vérifie la

relation
1550]

- Vol

(2.30)

ou 0; désigne la dérivée partielle par rapport au temps.
Le choc n’est pas une surface matérielle. Par conséquent, son mouvement intrinséque n’est
induit que par sa vitesse normale :
v, = Uf.

La composante tangentielle de sa vitesse provient de ’écoulement amont :

AR R
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ou P = (I — 7 ® 7i) est Popérateur de projection sur le plan tangent au choc. La vitesse du choc
V', dans le repere du laboratoire, s’écrit alors :

V = Wil + 7y, (2.31)
ou Wg, cf. figure 2.1, est la vitesse locale du choc relativement a 1’écoulement amont :

Ws=U— 0, - . (2.32)

Remarque 2.2

Le nombre de Mach s’exprime M = I;Lf d’apres (2.25).

Le vecteur normal au choc (2.27), ainsi que la vitesse du choc (2.30) et (2.31) sont des
quantités définies localement au niveau du front, i.e. en (Z,t) = (Zsp(¢),t). Il est toutefois
possible de les définir sur 2 tout entier. Soit

We = {(#,) € @ x RT tel que |0(, )] < e et [VO(7,)| £ 0},

pour € > 0, 'ensemble des voisinages du choc pour tous les instants t. Il existe une fonction
plateau P définie sur 2 x RT infiniment dérivable, et & support compact K dans W, telle que

PEt)=1lsr KCOCW, et P t)=0surO ,

avec O un ouvert de 2, et O son complémentaire dans Q. Les relations (2.27) et (2.30) sont
ainsi étendues sur €2 par les formulations :

" VO(Z,t) . . 0, 0(7,t) .
T, t) = —= P2, t et U(T,t)=————"=P(Z,t). 2.33
(71 [VO(Z, )| 0 1) IVO(Z, )| (1) (239

De méme, on définit 'extension de la vitesse du choc (2.31) par :

— — —,

V(7 1) = (u(f, t) — 7,(2) - N (@, t)) N(T,t) + T4 (7), (2.34)

étant donné que le champ de vitesse initial 5 est connu sur . Il est alors aisé de vérifier que
I’on retrouve les définitions locales du vecteur normal et de la vitesse du choc :

—,

N (Zan(t), 1) = 71 (Zan(t)) ,

U (T (1), 1) = U (Zan () et V(Zen(t), 1) = V (Zen (1)) -

La relation (2.34) autorise de plus & étendre la définition de T, & €2 tout entier :

WO _ (2., (2.35)

—

avec X : Rt — Q. Il en résulte en particulier : X (Zo4(t), 1) = Fon(t).
Remarque 2.3

Les extensions (2.33)-(2.34) montrent que les quantités 7@, U et V sont définies de maniére
unique au niveau du choc. Elles n’admettent par conséquent pas de discontinuité au travers
de celui-ci. De surcroit, ces extensions autorisent a effectuer la dérivation de 77, U et V au
voisinage du choc (un ouvert de K) : on assimile alors ces quantités & leurs extensions le
temps du calcul.
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Soit ¢ : @ x Rt — R? une quantité physique quelconque 2. Il peut s’agir par exemple de
la pression p a valeurs dans RT ou du champ de vitesse ¥ & valeur dans R?. On suppose que
le choc est a passage unique, ce qui induit une relation univoque entre le temps d’arrivée du
choc tg, et la position de celui-ci, &4, :

tsn (Zsn(t)) = t. (2.36)

Soient 1, et 1, les valeurs de la quantité 1 suivant I’évolution temporelle et 1’évolution spatiale
du choc respectivement :

Ue(t) = ¢ (Zsn(t), 1) et () = ¢ (2, tn(T)) -

L’évolution temporelle de ¥ suivant le mouvement du choc est alors donnée par

diy(t)  0v dZsn(t) <=
= = 2 (Za (1), 1) + — (1), ). 2.37
1 En (Zsn(t),t) + T Vo (Zsn(t), 1) (2.37)
Sa variation spatiale est déterminée par
= . 0 . = . = . .
Vo () = aif (@, Lon (2)) Vton (&) + VO (7, ton (). (2.38)
En dérivant la relation (2.36) par rapport au temps, il vient immédiatement :
= - dZsp (t)
Vit sh(t)) - =1
n(@an(t) - —g
Ainsi, en contractant (2.38) avec dg;"' , on trouve naturellement le changement de variable entre

évolution temporelle et variation spatiale de ¢ suivant le choc :
dyp(t) _ dZsp (1)

dt dt
En particulier dans le cas 1D, cette expression s’écrit :

dq/}t (t) dzsh(t) dwx

= : . 2.40

En pratique, puisqu’aucune ambiguité n’est a priori possible, nous ne ferons aucune dis-
tinction entre ¢ et 1, dans la relation (2.37) :

Ay _ 0y | di.,

dt ot dt
De méme, aucune distinction ne sera faite entre ¢, et 1, dans (2.40) :

Ay dag(t) dy

Vo (Zon). (2.39)

Vi (2.41)

dt dt dz’

Dans ce dernier cas (cas 1D), les dérivées temporelle et spatiale suivant le choc sont simplement
définies par :

dy oY , oY dy Oy 1 oy

— = _—+a,t)— et —=_—+- —.

dt 0Ot Ox de  Ox  al,(t) Ot
En revanche, une attention particuliére sera apporté au changement de variable (2.39), comme
en section 4.5 par exemple.

(2.42)

2. En théorie, ¥ est un tenseur d’ordre quelconque mais nous nous restreignons ici a 'ordre 0 ou 1 (fonction

scalaire ou champ vectoriel). Dans le cas ou 1; est un vecteur, 615 est un tenseur d’ordre 2 dont les composantes
sont o
(¥9), -5
i Om

. L = . 8 . o

En conséquence, E - Vi est un vecteur dont la j-ieme composante vaut Ela—i)] avec la convention de l’indice
i

muet répété pour une somme.
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Chapitre 3

Le modeéle Geometrical Shock
Dynamics de Whitham
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En 1957, Whitham proposa un modele simplifié pour la propagation d’une onde de choc
a passage unique dans l'air [138, 140, 143]. Ce modele, appelé Geometrical Shock Dynamics
(GSD), est inspiré de 'optique géométrique. Il est basé sur une vision géométrique de la pro-
pagation du premier passage du choc. Dans cette approche, le front de choc est décomposé en
tubes de rayon élémentaires. Chaque tube de rayon est ensuite assimilé a une tuyere a paroi
rigide de section faiblement variable A. L’étude générale de propagation d’une onde de choc
en deux ou trois dimensions est ainsi réduite & un probleme de propagation d’un ensemble
de chocs droits en tuyere. Sous I’hypotheése que l'influence des ondes voyageant a l’arriere du
choc et qui le rattrapent (effets arriére) est négligeable, I'intensité du choc M est finalement
reliée a l'aire A du tube par une relation différentielle. La simplicité et 1’élégance de la théorie
de Whitham évite ainsi le calcul coliteux de tout 1’écoulement. Le modele a été initialement
développé pour un milieu uniforme et au repos par Whitham. Il a ensuite été étendu a un
milieu potentiellement en mouvement en 1968 [141]. Collins & Chen [31] en 1971, puis Ca-
therasoo & Sturtevant [25] en 1983, ont ensuite entrepris de développer le modéle pour un
milieu amont non-uniforme. Une synthese complete du modele GSD et de ses extensions est
disponible dans [53].

Le modele GSD est un bon compromis entre simplification du probléeme de propagation
d’une onde de choc (passage de 3D/5 équations pour les équations d’Euler (2.3) & 2D /2 équa-
tions) et précision des résultats. Il a été étudié par de nombreux auteurs pour des géométries
élémentaires [143, 120] ou plus complexes [121, 56, 106, 105], pour des chocs convergents [111],
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pour la propagation dans l'atmosphére [18], ou encore en prenant en compte les inhomogé-
néités du milieu [25, 107]. Il a prouvé sa capacité a estimer correctement le premier passage
d’un choc soutenu, c’est-a-dire un choc sans effets arriére. D’autres auteurs ont proposé des
modifications afin d’améliorer la précision du modele pour des problémes tels que la trans-
mission de bruit [134], les explosions sous-marines [20, 21, 19], ou la diffraction sur un diédre
convexe [12, 91].

Ce chapitre est consacré au développement du modele GSD. Dans la premiere section,
notre attention s’est portée sur la propagation d’une onde de choc dans un milieu uniforme
et au repos, configuration pour laquelle ’état de 'art est bien établi. Afin de prendre en
compte les éventuelles inhomogénéités du milieu ainsi que la réflexion de 'onde de choc sur
une paroi, la dérivation du modele est détaillée pour un milieu non-uniforme et potentiellement
en mouvement dans la seconde partie. Le modele GSD étant assez peu connu, ce chapitre se
veut didactique.

3.1 Modele Geometrical Shock Dynamics (GSD)

Le modele GSD est constitué d’équations dites géométriques décomposant 1’évolution du
front en tubes de rayon élémentaires auxquelles s’ajoute une relation pilotant la cinétique du
choc. Cette derniére, appelée relation A — M, décrit comment 'intensité locale du choc évolue
en fonction de sa courbure locale. Elle est développée en détail dans la premiere sous-section.
Les relations géométriques décrivant 1’évolution des positions successives du choc ainsi que
I’écoulement dans les tubes de rayon sont présentées dans la deuxiéme sous-section. Les sous-
sections suivantes sont consacrées a I’étude du probléme en champ libre et en deux dimensions
d’espace. Enfin, dans la derniére partie, une analyse détaillée du probleme de Riemann illustre
les capacités de ’approche de Whitham.

3.1.1 Relation A — M pour la propagation d’un choc dans une tuyere

Lorsqu’un choc de vitesse U = c¢; M se propage dans un tube a section faiblement variable,
son intensité (caractérisée par le nombre de Mach M) évolue avec l'aire A de ce tube. Sous
I’hypothése d’un milieu amont homogeéne (p4 = po et py+ = po) et au repos (v4 = 0), Whitham
a obtenu une relation simple entre M et A en utilisant ce qu’il nomma la régle de la carac-
téristique [139]. Chester [27] et Chisnell [29] ont obtenu de maniére indépendante cette méme
relation, c’est pourquoi elle est également qualifiée de relation CCW en référence a ces trois
auteurs. Cette section détaille les calculs menant a la relation A — M en utilisant la régle de
la caractéristique.

Dans le cas d’un tube de section lentement variable, c¢’est-a-dire tel que I’écoulement trans-
versal est négligeable, les équations d’Euler peuvent étre réécrites sous une formulation quasi-
unidimensionnelle, de variable spatiale r, en les moyennant sur une section A(r). On établit
alors les équations traduisant, respectivement, la conservation de la masse, de la quantité de
mouvement (écrite ici pour la vitesse) et de ’énergie (écrite ici pour la pression). En présence
d’une force extérieure par unité de masse f, on obtient [33] :

A'(r)
= .1
Orp + vO.p + pO,v + pv a0 0 (3.1a)
O +v0,v + pflﬁrp =f (3.1b)
Oip + v0,p — ¢ (Orp + v0yp) = 0, (3.1¢c)

ou p, v, p sont respectivement la masse volumique, la vitesse et la pression du fluide, ¢ est la
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. \
tube \ \
! \
shock : \ U
_ —_—t | _
1 |
I I {Or)
Ag ! ] A(n)
! /
I’ !
/

FIGURE 3.1 — Schéma de la propagation d’un choc plan dans un tube de section variable A(r)
d’axe (Or).

vitesse du son dans le milieu fluide, et A’ est la dérivée de A par rapport a r. Les dérivées
partielles par rapport a r et ¢t sont notées respectivement 9J, et 0;.

Eemarque 3.1

Dans le cas out A(r) o< 79! (d = 2 en symétrie cylindrique, d = 3 en symétrie sphérique), le
systéme (3.1) correspond & la réécriture des équations d’Euler 1D en coordonnées polaires.

Le systeme (3.1) est hyperbolique de valeurs propres {v — ¢, v, v+ c}, et s’écrit sous la forme
caractéristique :

d d A dr(¢

£+pc£+p02v /(;ﬂ) =+pcf sur CT: S(t) =v+c

dp dv 5 A'(r) _dr(t)

R — . = — 3.2
il + pcv A pcf sur C & v—c (3.2)
dp  ,dp _ . dr@®

Qi c i 0 sur S : T .

Les combinaisons linéaires (3.1c)+pc(3.1b)+c?(3.1a) aboutissent aux deux premiéres équations,
tandis que la derniére relation est une réécriture de (3.1c). Puisque le milieu dans lequel le choc
évolue est uniforme, aucune force extérieure n’est considérée dans la suite : f = 0.

L’équation sur la caractéristique CT (3.2) peut étre écrite sous la forme équivalente sui-
vante :

2 /
pctv A'(r)
p+ pe v+U+CA(T)+U+C(tp+pCtv) (3.3)
Cette relation est ensuite appliquée immédiatement & ’aval du choc. En posant d, = % =

or + % (cf. relation (2.42)) la dérivée spatiale suivant le choc, il vient :

ill’((:)) N (7;:;;)_ (drp +pcd,v) + (2;;)_ <(v jc)_ — é) (Op + ped)_ = 0.

(3.4)
Les relations de Rankine-Hugoniot (2.24) sont maintenant utilisées pour introduire le nombre
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de Mach. En dérivant par rapport a r les relations

p— 29M? + 11—~ (3.5)
pr y+1 '
v— 2(M? —1) (3.6)
cy  My+1)’ '
avec py et cy constants, et étant donné que 03_ = %, on obtient :
dp_ :4p+ciM% (3.7)
dr vy+1 dr '
dv_  2cy 1\ dM
— = 14— —. 3.7b
dr  y+1 ( M2> dr (3.7b)
En multipliant les relations
p— (vt 1)M? (3.8)
o -DMTT2 |
e (=DM 42 (3.9)
ce  (y+D)Mp .
on peut vérifier que
M
p_c_ = p+c+7. (3.10)
Les relations (3.7), combinées & cette derniere, donnent alors :
2p+03_M 1 1
d,p— dpv_ = ——T— 2+ — 1+ — | | M'(r). A1
Pt (o) = P (2 (14 5 ) ) ') (3.11)
De la méme maniere, on utilise les relations (3.6), (3.9) et (3.10), ainsi que p? = %
— 2 .
(soit M? = %), pour obtenir :
2(M? —1)(2yM? + 1 —7)
2 _ 3
(pete) . = poc A= DO
2(M? — 1) ( (y—1)M?% + 2)
v+c = c 1+ ,
o = i U ape )
donnant ainsi apres calcul :
v+ec B (v+Dp 1+ 2u(M? — 1)
pcv ) _ o 2ppcd (M2 1) 24+ (y—-1)M?
) ) . L1 (3.12)
U T e 2u(M?—1) \
(o) M (1 + (7171)M2+2)

La derniére relation est obtenue en rappelant que par définition U = ¢, M. On utilise également
la relation
M? -1 1 1—p?

(Y—DMZ+2 ~+1 2

(3.13)
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permettant en particulier de déduire le comportement en choc faible de p: 1 —p ~ M —1 (cf.
Fig. 2.3(a)). En combinant les équations (3.4), (3.11), (3.12) et (3.13), on trouve finalement
apres simplification

A/(r) M 2 1_/142 1 / B

Alr) P (H T+l u ) (1+2N+Z\42)M (r) + R(t,r) =0, (3.14)
avec B (Orp + pcdyv) _ (D — 1)
R(t,r) _f(M)T et f(M)= A =D

La fonction R modélise 'influence du champ immédiatement derriere le choc sur celui-ci (effets
arriere). Elle est en particulier nulle pour un choc uniforme pour lequel le champ est stationnaire
en arriere du choc.

11

Remarquons que 0 < i < 1 et que la fonction f(M) est bornée pour M > 1: f(M) — —1=

pour M — let f(M) ~ —% pour M > 1. Si on suppose que les dérivées temporelles
de p et v restent bornées juste derriere le choc, alors la fonction R tend vers 0 quand M tend
vers I'infini. Ainsi, sous I’hypothese de choc fort, les effets arriére peuvent étre négligés dans la
relation A — M (3.14), aboutissant ainsi & :

+ M'(r) =0, (3.15)

ou la fonction \ est définie par :

21— p? 1
A(M)=<1+7+1 u”)<1+2M+MQ>,

avec 1 le nombre de Mach en aval du choc :

2
u(M) = W
YM? 41—~

Le modele GSD est donc a priori un modele valable principalement en choc fort, et éga-
lement pour un choc uniforme pour lequel il n’y a pas d’effets arriere. Néanmoins, lors de
la propagation du choc, tout changement d’intensité du front (interaction avec une paroi par
exemple) génére des perturbations voyageant a 'arriere de celui-ci en direction opposée. Ces
perturbations se propagent potentiellement dans un milieu non-uniforme, interagissent en-
semble et donnent naissance a de nouvelles perturbations dont une partie tend a rattraper
le choc et a le perturber. Ces perturbations, appelées effets arriére, sont contenues dans le
terme (O¢p + pcoyv)_ de la relation (3.14). Les effets arriere influent sur le changement de
I'intensité du choc, sur sa forme ainsi que sur sa direction. Chisnell a analysé en détail 1'effet
de ces ondes arriéres sur le choc [29]. Il en a déduit que effet combiné des différents types
de perturbations sur le front de choc mobile est faible, permettant ainsi de négliger les effets
arriére en premiere approximation. Whitham justifie cette approximation en supposant que le
choc est suffisamment fort pour les négliger dans I’équation (3.14). Une extension aux effets
arriere de la relation A — M a été développée par Best [20]. Leur influence sera discutée dans
la derniere partie de cette these.

Remarque 3.2

L’équation (3.15) montre que les variations de section induisent des variations de vitesse de
propagation du choc : un rétrécissement du tube de rayon induit une accélération de ’onde
de choc alors qu’un élargissement du tube de rayon induit une décélération. Cette équation
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montre également que Daire, A, peut étre considérée comme adimensionnelle, ce que nous
supposons pour la suite.

La fonction A est monotone pour M appartenant a Uintervalle [1,400]. Ses valeurs varient
peu, de 4 en choc faible a environ 5.074 en choc fort :

lim A(M) = 4
M—1
et
. 2 2y
lim AM)=Ao=1+4+—+/—— ~5.074323 pour v = 1.4.
M —+00 vy v—1

Son allure est tracée en figure 3.2.

5.2
A,=5.074323
S /’f
4.8 e

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
M

FIGURE 3.2 — Tracé de la fonction A(M) du modele GSD pour v = 1.4.

L’équation (3.15) induit une relation fonctionnelle entre I’aire de la tuyere et le nombre de
Mach du choc :

dA | MAM)
ot ap oM =0, (3.16)
soit
AQM) T mA(m)
mA(m
_ _ 1
A exp " 1dm , (3.17)
Mo

avec Ag et My les valeurs initiales de 'aire du tube et du nombre de Mach. Il n’existe a priori
pas de solution analytique de l'expression (3.17) pour un choc d’intensité quelconque, mais des
solutions sont disponibles dans la limite des chocs faibles (M — 1) et des chocs forts (M > 1).
On trouve

AM) (Mo -1\
1(4 ) _ < ]\40 . ) pour les chocs faibles (3.18)
0 —
et N
A(M Mo "~
f4 ) = (]\40) pour les chocs forts. (3.19)
0
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D’autres fermetures A— M ont été étudiées dans le passé, comme [134] pour la transmission
de perturbations le long d’ondes de choc, [91] ou un terme de viscosité est pris en compte, ou
encore [20] dans lequel 'auteur introduit les effets arriére. Notre étude se limite & la formulation
A — M classique (3.16) dans ce chapitre.

3.1.2 Dérivation du modele d’évolution du front de choc

Dans cette section, nous dérivons les équations d’évolution du front de choc. Nous faisons
I’hypothese d’une onde de choc & passage unique se déplagant dans un gaz uniforme et au repos.
Sous ces hypotheéses, on peut définir la fonction level-set ® (c¢f. section 2.3) comme étant :

O(Z,t) = a@) — et =0, (3.20)
et la vitesse du choc (2.31) n’est induite que par sa vitesse normale :
V = Uil = Wsil.

La normale au choc (2.27) est alors définie par la relation

i = é;. (3.21)
Sous ces considérations, la relation (2.30) donne 1’équation eikonale :
M(Z)|Va (Z)| = 1. (3.22)
a=cste
] IA_ - —
shock—____-izME__ o
raytube—::__ _____ T
Bt iaiuials by o
3~ -~

FIGURE 3.3 — Schéma de la décomposition de la propagation du front en tubes de rayon dans
le modeéle GSD. Les lignes noires correspondent aux positions successives du choc (o = cste),
et les lignes pointillées bleues représentent les rayons. Deux rayons délimitent un tube de rayon
d’aire A.

Le modele GSD consiste en une décomposition de la propagation du front de choc en
tubes de rayon élémentaires d’aire infinitésimale A dans lesquels I’écoulement transversal est
négligé (cf. Fig. 3.3). L’écoulement dans les tubes de rayon se traduit mathématiquement par

la formulation : .
= 7

- =] =0. 3.23

v (%) (323)

Cette relation est une conséquence du théoreme de la divergence. En effet, soit W un
volume élémentaire de tube de rayon délimité par deux instants successifs du choc (¢f. Fig. 3.3
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de droite). On note S7 et Sy les aires obtenues par intersection du tube de rayon avec le choc
a ces deux instants, et S la surface transversale du tube. Par le théoreme de la divergence, il

vient :
. (i ii-N
A2 ) aw = d
/V <A> w / 1 S,
w

S1+S2+S

ot N est la normale extérieure & W. Or 7+ N est nul sur S, vaut +1 sur Sy et -1 sur S, donnant

ainsi
= 7 ds ds
/V~ <A> dW—/j - I (3.24)
S2 Sl

w

Puisque A est une aire infinitésimale, nous avons A =~ S; :

ds 1

— =1

175 ds ,
Si Sz‘

et donc le membre de droite de (3.24) tend vers 0 lorsque le diametre du tube tend vers 0, d’ou

- (7
/V-(A> dW = 0.
w

Cette égalité étant vérifiée quel que soit le volume W, I’équation (3.23) en découle.

Remarque 3.3

La relation (3.23) s’écrit également

VA
A b)

div (77) = (3.25)
ot 'on rappelle que div (77) donne la courbure locale du front. Les variations locales de la
forme du front (recombinaison d’onde, ou présence d’un obstacle par exemple) auront donc
un effet sur A et donc M au travers de la relation A — M.

Chaque tube de rayon est ensuite assimilé & une tuyére 1D et la relation A — M (3.16),
reliant la géométrie locale du choc (courbure) & sa vitesse (nombre de Mach), ferme le systéme
(3.22)-(3.23). Le modele GSD de Whitham s’écrit donc :

M|Va| = 1
(M
dA  MA(M) B
AT =0

ayant injecté les relations (3.21) et (3.22) dans (3.23).

Remarque 3.4

Puisque o = ¢4 t, on parle de o comme temps d’arrivée par abus de langage.
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3.1. MODELE GEOMETRICAL SHOCK DYNAMICS (GSD)

Remarque 3.5

Dauns le cas de 'acoustique géométrique [93], M ~ 1, la position du front d’onde est décrite
indépendamment de ’amplitude du champ :

. 1
[Val|=1 et div (AVa> =0,

ou 'amplitude du champ M — 1 varie comme ﬁ. Les rayons sont tracés de maniere indé-
pendante de I’amplitude et sont des droites en milieu homogene. Ils peuvent donc se croiser
et conduire a une amplitude A nulle : c’est ce que 1'on appelle une caustique. Dans le théo-
rie acoustique, les caustiques sont traitées par la prise en compte des effets de diffraction
décrits par la théorie des catastrophes [17]. Pour les chocs faibles, la théorie acoustique peut
étre complétée en incluant les non-linéarités au premier ordre [130, 79]. Les caustiques sont
évitées dans le modele GSD car lorsque A tend vers 0, M tend vers l'infini ce qui dévie les
rayons. La relation d’amplitude de 'acoustique géométrique correspond au comportement
limite du modele GSD en choc faible :

A (My—1)\?

i (i)
En revanche, la relation A — M est valable pour ’ensemble du signal de pression, et non uni-
quement pour le premier passage du choc. Dans le cas faiblement non-linéaire [137, 32, 112],
la relation A — M est remplacée par une équation de type Burgers décrivant ’évolution
non-linéaire de la forme d’onde le long de chaque rayon. Enfin, dans la théorie des rayons
faiblement non-linéaire [10, 96], la relation A — M est quasi-identique & I’acoustique géomé-
trique, a un coefficient exponentiellement petit pres. Cependant, I’équation eikonale dépend
elle de "amplitude du choc. Ceci permet d’éviter 1a encore les singularités de ’acoustique

géométrique quand A tend vers 0, mais tout comme le modele GSD la théorie est valable
seulement pour le premier passage du choc.

3.1.3 Solutions a symétrie radiale

La validation du modele GSD discret nécessite le développement de solutions de référence.
Pour cela, on se place ici en géométrie radiale. La solution du systéme d’équations (3.26) ne
dépend alors que de la variable r = || & — Zy||, ou Z; est le centre de symétrie. Le vecteur normal

¥ — i

au front de choc est 7 = =
2 — %ol

et la courbure moyenne s’écrit

T4 _do
Adr  r 7

ou d est la dimension de l'espace (d = 1 en symétrie plane, d = 2 en symétrie cylindrique, et
d = 3 en symétrie sphérique). Le systéme d’équations (3.26) se réduit alors &

= e (3.27a)
dM(r) M3(r)—1 d—1
& MEANM@) T (3:27b)
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La solution de ce systéme s’exprime comme

M(r) =My —(d—1) Mdf (3.28a)
a(r) = ap + / ﬁdz, (3.28b)

ou rp > 0 est la position initiale du choc au temps ag = c4tg et d’intensité M.

Remarque 3.6 (Cas particuliers)

Dans le cas ou la fonction A = Ag ou \g est une constante strictement positive, une solution
analytique de (3.28a) est donnée par :

2(d—1)

M2:1+(M02—1)(T—0> %o
"

Toutefois, il n’y a pas d’expression immédiate pour la fonction «, sauf dans certains cas
particuliers. Par exemple, pour \o =d — 1, on a :

[NIC

Oé(’l“) = (7“2 =+ (Mg — 1)7“(2)) — Myro + ap.

Dans son livre [143], Whitham considére le modele dans la limite des chocs forts

M(r)  d-1

M AooT

0ol Ao =~ 5.0743 est la limite de la fonction A quand M tend vers I'infini. Dans ce cas, le nombre
de Mach s’écrit simplement

d—

A

M(r) = Mo (%0)7} (3.29)

et le temps d’arrivée du choc s’exprime comme

Whitham considere également le cas limite des chocs faibles :

M(r)  d—1

= - 3.31
M-1 2r ( )
qui donne la solution analytique :
NS
2
M(r) =1+ (Mo —1) (fo) : (3.32)
T
A ce stade, il est intéressant de noter que la surpression du choc, % = % (M2 —1),
vérifie : »
(T—O) ’ pour M ~ 1 et r>rg
W)\
Pt b\ 26
(—0) = pour M > 1 et r ~ 0.
r
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3.1. MODELE GEOMETRICAL SHOCK DYNAMICS (GSD)

En choc faible, on retrouve la décroissance géométrique en 7~/2 en deux dimensions et en r~!

en trois dimensions pour une onde divergente. Ces formes sont également données par les théo-
ries de I'acoustique géométrique linéaire et faiblement non-linéaire pour un choc soutenu. En
revanche, dans le cas d’un choc plus réaliste (avec effets arriére), la décroissance est différente,
par exemple en 73/ pour une onde en N en deux dimensions.

En choc fort, la décroissance de [p] est proportionelle a

P2 Ao g 0394142 oy § = 2, (3.33)

et
P Ao ng 0TI oy 4 = 3. (3.34)

Ces valeurs sont tres différentes d’une onde de souffle en champ proche, i.e. du cas d’un choc
fort divergent auto-semblable ot I’écoulement arriére est non-uniforme fortement variable. Dans
ce cas, l'intensité du choc décroit comme 7=2 en deux dimensions [76] et 7—3 en trois dimen-
sions [128]. En revanche, les lois de décroissance données par le modéle GSD (3.33)-(3.34) sont
tres proches de celles de la solution auto-semblable de Guderley [49] établie pour un choc fort

(M > 1) convergent. Le comportement de la solution est alors en 7~0-394588 § deux dimensions
et 70788728 3 trois dimensions.

3.1.4 Etude du modéle en deux dimensions

Nous nous proposons dans cette section de dériver le modele GSD en deux dimensions
d’espace et d’en étudier les propriétés.

a=cste
shock——
ray tube——1 IA
ray —fp— — — —— — — — ] LA E——
coMn
—
f=cste fm — — — ] —_—d1
e _] ——4
-~

Y

L.

FIGURE 3.4 — Schéma de la propagation d’une onde de choc en deux dimensions. Les lignes
noires et pointillées bleues représentent les positions successives du choc et les rayons. Elles
correspondent aux coordonnées « et [ respectivement. A est I’aire du tube de rayon délimité
par deux rayons, et 6 est 'angle orienté entre le rayon et 'axe (Ox).

Ecriture du modéle dans la base locale au choc. Les équations en deux dimensions
sont établies sur la base d’un systéme de coordonnées curvilignes orthogonales («,/3). Ce sys-
teme découle des positions successives du front et de sa décomposition en rayons qui sont les
trajectoires orthogonales au choc. Il est représenté schématiquement en figure 3.4.

Les positions du choc sont données par les courbes a=cste, et les rayons sont représentés
par les courbes S=cste. Puisque la position du choc dépend du temps, « et t sont reliés par
« = cqt, ce qui est cohérent avec la relation level-set (3.20) définie dans le cadre général. La
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distance infinitésimale séparant le choc entre les instants « et a + da est Mda. Les rayons
découpent le front de choc en tubes de rayon élémentaires d’aire A. La distance infinitésimale
séparant deux rayons de coordonnées (3 et S + df est alors AdS.

FIGURE 3.5 — Fig. (a) : Variations géométriques élémentaires dans la théorie GSD. Fig. (b) :
Relations entre les coordonnées dans la base locale et la base cartésienne au voisinage d’un
point P.

Considérons le quadrilatere curviligne PQRS de la figure 3.5(a) dont les sommets ont pour
coordonnées (a, 8), (a+da, ), (a+da, +dB) et (a, B+dB). Soit 8 = 6 («, 8) 'angle orienté
entre I’axe des abscisses et le rayon de coordonnée /3. Puisque PS et QR ont une longueur de
AdB et (A+ Anda) 6 respectivement, et que la distance entre eux est Mda, le changement
dans l'inclinaison du rayon de P a S est donné par

QR-PS 1 0A

59|PS = PQ = Mafaéﬁ,

d’ou
00 1 0A
— = — . 3.35
08 M Oda ( )
Puisque la base associée aux coordonnées («, 3) est orthogonale, une deuxiéme équation s’ob-

tient par un argument similaire :
00 1 0M
Remarque 3.7

L’abscisse curviligne le long du choc, s, s’exprime comme ds = Adg.

Le systéme (3.35)-(3.36) est complété par la relation A— M (3.16), en assimilant les tubes de
rayon a des tuyeres de section faiblement variable, i.e. en négligeant I’écoulement transversal.
En linjectant dans (3.35)-(3.36), le modele GSD se réduit dans la base locale du choc en un
systéme de deux équations & deux inconnues :

0 _AM)IM _

00 1 oM
90 05 95 =" (3.37b)
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Ce systéme est hyperbolique sous la condition A’(M) < 0, vérifiée ici d’apres (3.16) dés que
A(M) est positif. Des ondes non-linéaires de vitesse caractéristique u(M), relatives aux co-
ordonnées («, ), se développent ainsi sur la surface de choc :

-M 1 M2z -1

wM) =\ Zanaan ~ aan\ Ao (3:38)

Ces ondes traduisent le caractere non instantané des modifications de géométrie, et donc d’in-
tensité du front.

En effectuant les combinaisons linéaires (3.37b)+u(M)(3.37a), le systéme (3.37) s’écrit sous
la forme caractéristique :

am a5 _

- + . =
do + e 0 surCT: 1 +u(M)
(3.39)
dM _dg
dQ—A——O sur C~ : 0= u(M),
donnant ainsi les invariants de Riemann :
0 + w(M) = cste sur CF, (3.40)

ou

M M
Ny T St

Eemarque 3.8
A(M)

M2—1" M—1
est bien définie pour tout M > 1. Cette fonction est de plus croissante sur [1, 0o puisque
Iintégrant est positif.

Comme lorsque M — 1, il est facile de vérifier que la fonction M — w(M)

Remarque 3.9

L’étude du modele s’effectue pour une relation A — M a priori quelconque, tant que la
condition A’(M) < 0 est vérifiée.

Changement de base. Dans le voisinage d’un point P, la base locale au choc et la base
cartésienne sont liées par les relations suivantes (voir Fig. 3.5(b)) :

Mda = cos Odx + sin 6dy
(3.41)
AdS = —sinfdx + cosfdy.
D’autre part, puisque a = a(z,y) et = S(z,y), les différentielles totales de v et 8 s’écrivent :
Ja O
da = —d —d
@ ox v oz Y
(3.42)
op op
dg = —d —dy.
p or T oz Y
D’oti en identifiant (3.42) avec (3.41), on obtient :
8704 _ cosf @ _ sin@
or M ’ oy M
(3.43)
%__sinﬁ 0B _ cosf
or A ’ oy A
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CHAPITRE 3. LE MODELE GEOMETRICAL SHOCK DYNAMICS DE WHITHAM

ainsi que
ox ox .
a—a—MCOSG , %——Asmé’
(3.44)
oy . dy
%7Msm9 , 95 Acosf.

Ecriture du modeéle dans la base cartésienne. Le passage de la base locale liée aux
coordonnées («, 3) a la base canonique associée aux coordonnées (z,y) est direct a I'aide des
relations (3.43). Le systéme (3.37) s’écrit alors sous la forme conservative suivante :

0 (sinf 0 (cosf

(5)-4()-

0 (cosb 0 (sinf

8 (a0, o (sn0) _, o
oLt 9

Par (3.43), 'équation (3.45a) est équivalente & . Ces relations donnent égale-

Oydzr  dxdy
ment 1’équation eikonale (3.22), ainsi que lexpression du vecteur normal unitaire au choc
(3.21), puisque 7 = (cosf,sin0)" en deux dimensions. Enfin, la relation (3.45b) est identique
a I’équation bilan sur les tubes de rayon (3.23).
Ayant remarqué que
9y  Oydp
dy 9o = 9B da
dz ~ Oz 0xdB’
9a " 9fda

les caractéristiques (3.39) s’écrivent dans la base cartésienne :

df £+ ﬂ =0sur C™: dz = tan(9 + l/), (346)
avec
Au 1 [M?2-1
tan(v) = — = — .

Choc-choc. Lorsque les caractéristiques C~ ou CT se croisent, le systéme (3.37) développe
un choc sur le front, appelé choc-choc par Whitham. Ce choc-choc correspond au point triple
lors de la formation d’un front de Mach. Il s’agit d’une discontinuité sur I'intensité du choc M
et sa direction 6. Les relations de saut correspondantes peuvent étre déduites des équations sous
forme conservative (3.45). Nous choisissons ici de les dériver géométriquement, par préservation
des distances, comme 'avait proposé initialement Whitham.

Considérons une discontinuité sur le choc a deux instants successifs séparant deux états
constants (M, 61) et (Ma, 02) comme schématisé en figure 3.6. On note Aa et AS les différences
sur les coordonnées « et 3 respectivement. Puisque la base locale est orthogonale, I'invariance
de la distance PR parcourue par le choc-choc implique :

(MyA)? 4 (A1A8)% = (MyAa)® + (AA8)2.

Il vient donc :

AB\® M2 -— M2
2 _ ) 1
¢ = (Aa) A3 — A3 (347)
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a atAa

FIGURE 3.6 — Variations géométriques élémentaires pour un choc-choc dans la théorie GSD. Le
choc-choc sépare les états (M, 601), (Ma,02). La ligne rouge représente sa trajectoire, d’angle
orienté x par rapport a laxe (Ox).

en notant C' la vitesse adimensionnée du choc-choc. Il s’agit de la version discrete de la vitesse
des ondes (3.38) :

My + M M
c? — _ 2+ Ma =1 pour M, —s M.

ﬁ;:ﬁl (A2 + Ay) A'(My1)A(My)

Soit x I’angle orienté entre la trajectoire du choc-choc et I'axe des abscisses. A partir de la
figure 3.6, il est aisé de déduire les relations :

A —— A —
10 _ tan (SRP) =tan(x —601) , 20 _ tan (QPR) = tan(x — 62), (3.48)
1 2
L = tan (RPS) = tan (T — (x— 0)) (3.49)
A C 2 ’
et?
AC M,

B N tan(aP\R)—i-tan(}?P\kS') M JFAC
0= () = @Ry () 1 2
1 M2

En simplifiant cette relation puis en injectant (3.47), on obtient :

A1A202 + M1M2 o A2M2 + A1M1

ot0:=00) = G AN, —Aady) © C(AT— AZ) (3:50
Substituant (3.47) dans (3.48) et (3.50), il vient finalement :
(Gi) =) (- (3))
My A1
tan(92 — 91) = AQ Mg o , (351)
Ay My

tan(z)+tan(y)

1. Rappelons les formules trigonométriques cot(z) = ﬁ =tan(z — 3) et tan(z +y) = T—tan(@) tan(y) *
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A [M2— M2 .
tan(x — 6;) = Mm7 pouri=1ou?2. (3.52)

Puisque le modele GSD est hyperbolique, I’étude du probleme de Riemann est essentielle
en vue de la validation physique du modele. De plus, les solutions obtenues serviront de base
a la validation du schéma numérique. Cette étude est entiérement menée en deux dimensions
dans [71, 85]. Les auteurs réécrivent le modeéle sous la forme d’un p-systéme pour lequel la
résolution complete du probléeme de Riemann est connue.

Le probléme de Riemann associé au modele GSD est équivalent au probleme de la diffraction
d’un choc plan sur un diédre convexe (cas continu) et concave (apparition d’un choc-choc)
comme 'explique Whitham [144]. Cette étude est effectuée dans la prochaine sous-section.

3.1.5 Application 2D : diffraction d’un choc plan sur une paroi

Cette section est consacrée a des applications spécifiques de la théorie de Whitham : la
diffraction d’un choc plan se déplacant le long d’un mur. Le mur est une condition aux limites
de valeur 0 = 6,,. Il s’agit d’un rayon (5 = 0) dans la théorie de Whitham, impliquant que le
choc lui est localement orthogonal.

initial shock ———— M1
>

initialshock ————

B=0

FIGURE 3.7 — Schéma de la diffraction d’un choc plan sur un mur convexe a gauche et concave
a droite.

Initialement, le mur est rectiligne et le choc lui est perpendiculaire et plan (6y = 0), d’in-
tensité initiale Mj. La position du choc juste avant que le mur ne change d’inclinaison définit
le lieu out @ = 0. Le probléme est schématisé en figure 3.7 pour un mur convexe (6, < 0) ou
concave (6, > 0).

Tant qu’il n’y a pas apparition de discontinuité (choc-choc), la solution du probléme est
une onde simple. En effet, les caractéristiques C'~ intersectent la région {« = 0; 8 > 0}, dans
laquelle § = 6y = 0 et M = Mj. L’invariant de Riemann sur la C~ (3.40) est alors constant
partout :

0 —w(M)=—-w(Myp). (3.53)

En particulier, le nombre de Mach au niveau du mur, M,,, se calcule directement grace a la
relation :

w(My) = 0y + w(My), (3.54)

puisque 6,, et My sont connus. On notera que M, est constant, indépendant de «.

Lorsque le mur est concave (6, > 0) comme en figure 3.7 de droite, les rayons ainsi que
les caractéristiques tendent & se croiser, et une onde compressive se forme sur le front de
choc. Comme 0 < 0 < 6, il vient immédiatement & partir de (3.53) : w(M) > w(My). Cela
implique que M > My > 1 puisque la fonction M — w(M) est croissante. Par conséquent, le
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25
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FIGURE 3.8 — Nombre de Mach My minimal en fonction de 6,, (en degré) pour avoir existence
de la solution du probléme de la diffraction d’un choc plan sur un mur convexe d’angle 6,
(relation (3.55)). Si les données (6,,, Moy) du probléme appartiennent a la région située sous la
courbe, alors il n’y a pas de solution au probleme.

' |
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R e o |
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0 ! O = -48.991 I
\ 1.06 i
-0.2 \ . / ! /
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0 02 04 06 038 1 1.2 -45 —g?deg) 1 |
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Ficure 3.9 — Diffraction d'un choc plan a nombre de Mach 1.1 sur un diédre a —90°. La
solution est une onde de détente. Elle n’existe plus pour § < —48.991°. Fig. (a) : Position du
choc au temps « = 1. Fig. (b) : Distribution du nombre de Mach sur le front en fonction de
I’angle orienté des rayons 6.

nombre de Mach sur le front de choc augmente jusqu’a la formation potentielle d’un choc-choc
en temps fini. Inversement, pour un mur convexe (cf. Fig. 3.7 de gauche), les rayons et les
caractéristiques divergent. Une onde expansive se crée sur le front, diminuant le nombre de
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Mach du choc incident & la paroi. Dans ce cas, pour 6,, < 0 donné, il n’y a pas de solution pour
A(m)

m2—1

M
un choc trop faible. En effet, I'intégrale [ dm étant finie, la relation (3.53) montre qu’il
1

existe une solution telle que M > 1 si et seulement si

Miim
X\
Mo > Mym >1  avee  w (Mym) = / () 4 = _p,. (3.55)

m?2 —1

Cette condition est représentée en figure 3.8. Si (Mo, 0,,) appartient a cette courbe, alors il
existe une solution telle que M = 1. Et si cette donnée se trouve dans la région sous la
courbe, alors il n’y a pas de solution au probléme. De surcroit, plus I'inclinaison de la paroi est
importante, plus le nombre Mach au moment de la diffraction My doit étre élevé.

A titre d’exemple, pour une rampe inclinée d’angle 6, < 0 telle que schématisée en figure
3.10(a), le nombre de Mach incident doit vérifier My > 1.310 pour 6, = —90°, et My > 2.347
pour 6, = —180°. Le probléeme de la diffraction d’un choc plan sur un diedre convexe est traité
dans la suite. Néanmoins, a titre illustratif, nous présentons les résultats & nombre de Mach
1.1 pour un diedre a —90° en figure 3.9. Il apparait alors un angle limite 6;;,, ~ —48.991°
en dessous duquel la solution au probleme n’existe plus. Cet angle correspond a la trajectoire
pour laquelle le nombre de Mach du choc vaut 1. Passé cet angle, le nombre de Mach serait
inférieur a cette valeur limite, ce qui n’est pas consistant pour un choc.

Il s’agit la d’une des principales limitations du modele GSD. Son incidence sur la modé-
lisation des ondes de souffle est problématique puisque ce type de configuration est rapide-
ment rencontré en géométrie complexe. Nous verrons comment ce défaut sera corrigé dans la
deuxiéme partie du manuscrit.

Remarque 3.10
Dans [85], le modele GSD (3.37) est réécrit sous la forme du p-systeme [113] :

o o,
ot  Ox

du  plv) _
ot or

en effectuant le changement de variable z = a et Mdt = AdS, v = 6, v = In (A(M)), et
p(v) = In(M) = In(A7!(e”)). L’absence de solution observée ici est mathématiquement
similaire & la formation du vide pour les solutions du p-systéme [113, 122].

Dans la suite de cette section, nous étudions la diffraction d’un choc plan sur un diedre (cf.
Fig. 3.10). Ce type de probléme élémentaire s’apparente & un probléme de Riemann, et permet
d’exhiber des solutions simples au modele GSD.

Diffraction sur un diédre convexe. Considérons pour commencer la diffraction d’un choc
plan sur un diédre convexe d’angle 6,, < 0 connu. Le probléme est schématisé en figure 3.10(a).
Une onde de détente se forme alors sur le front, ¢f. Fig. 3.11. Le nombre de Mach diminue
contintiment de la valeur My du choc incident & M, au niveau de la paroi (¢f. Fig. 3.11(b)). En
effet, ’angle des rayons, 6, vérifie nécessairement 6,, < 6 < 0, ce qui implique w(M) < w(My)
d’apres (3.53), et donc M, < M < My puisque la fonction M — w(M) est croissante.
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(b)

FIGURE 3.10 — Schéma de la diffraction d’un choc plan sur un diedre convexe (Fig. (a)) et
concave (Fig. (b)).

La solution du probléme est une onde simple et s’écrit :

M = M, ,0=10, si u(Mp) < £
u(M):g 79:/%47M 81u(Mw)§§§u(M())
U
i (3.56)
A
— - — B8 <«

0w T 0=20, si o <u(My)

My

Pour a = ¢4t fixé, 'angle d’inclinaison des rayons et le nombre de Mach du choc sont ainsi
connus en fonction de la position sur le choc 5 (8 = 0 & la paroi). A I'aide des relations (3.44),
et puisque 6,, et M,, sont indépendants de «, la position du pied du choc est donnée par :

Ty = xo+ aMy, cosby,
(3.57)
Yw = Yo+ aMw sin Gw;

ot (zo,yo) est la coordonnée initiale du pied du choc. Les coordonnées du choc s’expriment
alors, pour 8 > 0, comme :

B
2(B) = 7w — / A(M(B)) sin (0(8))dB
’ (3.58)

y(B) = yw + [ A(M(B)) cos (6(5))dp.

T —

Les relations (3.56)-(3.58) sont intégrées numériquement pour un choc d’intensité quel-
conque, a ’aide d’une méthode de Simpson pour les intégrales et d’un algorithme de Newton
pour les équations non-linéaires. Un exemple de résolution est représenté en figure 3.11 pour
un angle de rampe 6,, = —90° et un nombre de Mach incident My = 3.
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a=0.0 a=0.2 0=0.4 | 0=0.6 0=0.8 a=1.0

1.5

-1.5
-2 L
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
X
(a)
0.2
=0.0 o=0.2 a=0.4 0=0.6 «=0.0 0=0.2 o=0.4

2 3 2 3
Abscisse curviligne Abscisse curviligne

(b) (©)

F1GURE 3.11 — Diffraction d’un choc plan a nombre de Mach 3 sur un diedre & —90°. La solution
est une onde de détente et s’exprime & 'aide de (3.56)-(3.58). Fig. (a) : Positions successives
du choc. Fig. (b) : Nombre de Mach le long du choc. Fig. (c) : Angle orienté des rayons le long
du choc. L’abscisse curviligne, s, est calculée a partir de la relation ds = Adg.

Dans la limite des chocs forts, la relation A — M de Whitham s’écrit (3.19) :

A = (M),

I’aire des tubes de rayon pouvant étre considérée comme adimensionnelle, en vertu de la relation
(3.16). 11 est alors possible de calculer une solution analytique de (3.56)-(3.58). Le nombre de
Mach au niveau du mur s’exprime comme :

M, :Moexp< 0

)

(3.59)
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1 5 T T T
o  Experimental data
o Eulerian simulation
1 GSD model
- 3
s |
= 0
-0.5
-1
BERB I
-1.5 L 1
-0.5 0 0.5 1 15 2
x/o
(a)
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o  Experimental data
2 F o] Eulerian simulation -
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FIGURE 3.12 — Diffraction d’un choc plan & My = 2 (Fig. (a)) et My =4 (Fig. (b)) sur un di-
édre d’angle —90°. Les données expérimentales sont issues de [143]. Les pointillés délimitent la
partie onde simple de la solution reliant les chocs plans de nombre de Mach My et M,,. Ils cor-
respondent a la trajectoire dans ’espace physique de la premiére et de la derniére perturbations
sur le front.
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La solution de 'onde de détente est :

MB) = M= (ﬁ\/xw) =

“ (3.60)

Vi (8
1+ /\oo OéMO ’

pour u(M,,) < g < u(Mp). On montre finalement que ’équation paramétrique de la partie
courbe du choc est une spirale logarithmique qui peut s’exprimer a ’aide du parametre 6, pour
0, <0<0:

T B 14+ Ao 0 in (n — 6)
Moa PV OVs vl A

(3.61)
Y 14+ Ao

ex ( 0 >cos( —0)
Moa = Ao p N n )

avec 1 = atan(v/Aso)-

4 T T T
My=4.0 ©  Experimental data
GSD model
35 \
3
25
2
1.5
1 :
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

-6, (deg)
F1GURE 3.13 — Diffraction d’un choc plan sur un diedre convexe. Nombre de Mach au niveau
de la paroi, M,,, en fonction de ’angle d’inclinaison de la rampe, 6,,, pour différents nombres
de Mach initiaux, My. Les données expérimentales sont issues de [120].

La figure 3.12 présente la solution obtenue pour une rampe d’inclinaison 6,, = —90° et un
nombre de Mach initial de 2 et 4. Ces résultats sont comparés d’une part avec les données
expérimentales issues de [143], et d’autre part avec des simulations numériques Eulériennes 2.
On note la bonne correspondance du modele GSD avec I'expérience et les simulations. Ceci est
tout & fait remarquable au vu de la simplicité de la méthode.

2. Le lecteur est renvoyé a ’annexe A pour les détails sur I’algorithme de simulation Eulérienne utilisé.
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3.1. MODELE GEOMETRICAL SHOCK DYNAMICS (GSD)

Lorsque le choc est fort, un point d’inflexion apparait sur le front au niveau de la paroi [11].
11 est observable sur les données expérimentales ainsi que sur la simulation Eulérienne (Fig.
3.12(b)), mais n’est pas restitué par le modele GSD. Ce point d’inflexion résulte de I'interaction
de l’écoulement arriére avec le choc. Best [20] a étendu le modeéle GSD en considérant les effets
arriere et a effectivement observé ’apparition de ce point d’inflexion. Ce modele sera étudié au
chapitre 9.

Une comparaison plus globale du probleme de la diffraction sur un diedre convexe est
présentée en figure 3.13. Le nombre de Mach au niveau de la paroi donné par le modele GSD,
M, est confronté & des données expérimentales [120] pour différents angles de rampe, 0,
et différents nombres de Mach initiaux du choc, My. Pour My = 4, le modele surestime les
résultats expérimentaux. L’estimation est par contre correcte pour un nombre de Mach initial
de 3. Pour un nombre de Mach plus faible (My = 2 et My = 1.5) le modele sous-estime ces
résultats, et sa limitation apparait. En effet, nous pouvons observer pour ces deux cas que la
décroissance de M,, est plus rapide pour le modele GSD que pour les données expérimentales.
En particulier, M,, vaut rapidement 1 pour un angle de déviation donné (6,, ~ —113.7° pour
My = 1.5 par exemple). Pour une rampe plus inclinée, il n’y aura pas de solution au niveau de
la paroi. Il s’agit de la limitation discutée précédemment et présentée en figure 3.8.

Oshima et al. [91, 90] ont proposé une modification de la relation A — M en tenant compte
des forces de cisaillement qui pourraient exister entre les tubes de rayon. Une meilleure esti-
mation du nombre de Mach au niveau de la paroi pour un choc faible est alors observée. Ce
point sera détaillé au chapitre 7.

Diffraction sur un diédre concave. Considérons maintenant la diffraction d’un choc plan
sur un dieédre concave d’angle 6,, > 0. Le probléme est schématisé en figure 3.10(b). Les
caractéristiques CT se croisent immédiatement et un choc-choc se crée sur la surface (cf. Fig.
3.14). 1l s’agit de la trace du point triple lors de la réflexion non réguliére, correspondant a
Iapparition d’un front de Mach. Ce front de Mach joint le choc incident & la paroi. L’angle
orienté entre la trajectoire du choc-choc et I'axe (Ox) est noté .

Les conditions de Rankine-Hugoniot & travers la discontinuité (3.51)-(3.52) doivent étre
considérées. La solution (M,,, x) du probléme est alors donnée par :

tan(f,,) = \/< (3.62a)
tan(y — Oy) = — (3.62b)
ol %‘)’ = % est définie par (3.17) :
A " mA(m)
w [ mA(m
e exp o~ 1dm
My

Connaissant 6,, et My, la premiere relation fournit la vitesse du front de Mach, M,,, calculée
numériquement a ’aide d’un algorithme de Newton. La seconde donne ensuite I’angle de la
trajectoire du choc-choc, .

Remarque 3.11

Contrairement au cas précédent de détente, il existe une solution a ce probleme pour toutes
les configurations (6, Mp). En effet, puisque les rayons convergent : A, < Ag. Comme
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A'(M) < 0, cela implique que M, > M. La fonction

M — \/<(1]VVII)2 —1> (1_ (Agﬂf))z)

A(M) M
].+ AO m

est une fonction continue, qui vaut 0 en M = Mj et tend vers +oo lorsque M — +o00. Par
conséquent, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, pour tout 6, € [0, 7], il existe
M, € [My, +0] telle que la relation (3.62a) est vérifiée.

Les coordonnées du pied du front de Mach sont données par (3.57) :

Ty = To+ aMy cosb,
(3.63)
Yo = Yo+ oMy sinb,,.

La position du choc-choc sur le front, (z., y.), se calcule directement au moyen de considérations
géométriques (cf. Fig. 3.10(b)) :

Te = Ty — aMy tan(y — 0,,) sin Oy,
(3.64)
Yo = Yuw + My tan(x — 0y) cosby,.

Un exemple de résolution de (3.62)-(3.64) est présenté en figure 3.14 pour un angle de rampe
0, = 30° et un nombre de Mach incident My = 3. Les positions successives du choc et la
trajectoire du choc-choc sont également présentées en figure 3.15 pour un angle de 20° et un
nombre de Mach incident de 1.5 et 4. Aucune donnée expérimentale n’est disponible pour ces
cas et les simulations Eulériennes sont considérées comme solutions de référence. On note le
bon accord du modele GSD avec ces dernieres.

0=0.0 o=0.1 o=0.2 0=0.3 o=0.4 =0.5 =01 =02
1.4 . 3.8
.
.
1.2 ‘
L’
P 3.6
1 ; /
e
>0.8 . =
. 3.4
R /
0.6 S /
\
. 3.2
0.4 5 >
v
.2 >
0 " 3
O g 1 1 1
-0.2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 1.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
X Abscisse curviligne

(a) (b)

F1GURE 3.14 — Diffraction d’un choc plan a nombre de Mach 3 sur un diedre a 30°. La solution
est un choc-choc et s’exprime comme (3.62)-(3.64). Fig. (a) : Positions successives du choc.
Fig. (b) : Nombre de Mach le long du choc. L’abscisse curviligne s est calculée & partir de la
relation ds = Adp.

L’angle de la trajectoire du choc-choc, x — 8,,, est tracé en fonction de ’angle de la rampe,
0., en figure 3.16 pour un nombre de Mach initial de 10. La fonction A atteignant rapidement
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F1GuRE 3.15 — Diffraction d’un choc plan & nombres de Mach My = 1.5 (fig. (a)) et My =4
(fig. (b)) sur un diedre concave d’angle 6, = 20°. Positions successives du choc et trajectoire
du choc-choc.
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FIGURE 3.16 — Angle de la trajectoire du choc-choc en fonction de I'angle de la rampe de

compression pour My = 10. Comparaison du modele GSD avec la théorie des trois chocs [15]
et des données issues de simulations Eulériennes.
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F1GURE 3.17 — Diffraction d’un choc plan sur un diedre concave. Nombre de Mach au niveau
de la paroi, M,,, en fonction de ’angle d’inclinaison de la rampe, 6,,, pour différents nombres
de Mach initiaux, My. Comparaison du modele GSD avec des données issues de simulations
Eulériennes.
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sa valeur limite, le cas My = 10 est équivalent au cas limite du choc fort (c¢f. Fig. 3.2). Les
résultats du modele sont confrontés avec la théorie des trois chocs [15] comme suggéré par
Whitham [143], et aux données issues de simulations Eulériennes. On rappelle que la théorie
des trois chocs est en bon accord avec les observations expérimentales pour un choc fort [30].
L’estimation de la trajectoire est tout a fait correcte compte tenu de la simplicité du modele
GSD. Une comparaison du nombre Mach au niveau de la paroi, M,,, du modele avec des
données issues de simulations Eulériennes est présentée en figure 3.17. Les valeurs sont tracées
pour différents angles de la rampe de compression, 8,,, et différentes intensités initiales du choc,
M. Pour ces cas, 'approche de Whitham donne de tres bons résultats.

Physiquement, le point triple n’existe pas pour toutes les configurations (6,,, Mp). En effet,
pour un angle d’incidence du choc 8 plus petit qu'une valeur limite S, (M), la réflexion
est réguliere (RR) et le choc est attaché & la paroi (¢f. Fig. 1.16 section 1.3). De maniére
équivalente, ce régime de réflexion est atteint pour une inclinaison de rampe 6,, plus élevée que
O1im = 7/2—Blim. Dans le cas contraire, la réflexion est irréguliére (RI), et il se forme un front de
Mach avec un point triple. L’angle théorique de transition entre ces deux régimes est représenté
en figure 3.18 (échelle de gauche). Cet angle est d’environ 50° pour un choc fort et tend vers 0 &
mesure que l'intensité du choc s’affaiblit. La réflexion irréguliere disparait alors au profit de la
réflexion réguliere. Le modele GSD restitue toujours un front de Mach, et cela méme pour un
angle d’inclinaison de la rampe supérieur a 6;;,,. Néanmoins, ’angle de la trajectoire du choc-
choc est faible pour cet angle de transition (cf. Fig. 3.18, échelle de droite), et le sera d’autant
plus que l'angle d’inclinaison de la rampe est important, 6,, > 6;,,, ou que le choc est faible.
Dans d’autres configurations, tel que le régime de réflexion de von Neumann [15], la transition
entre le front de Mach et le choc incident est continue. Cette transition sera systématiquement
discontinue pour le modele GSD. Nous discuterons de 'incidence de la formation systématique
du front de Mach pour la modélisation simplifiée des ondes de souffle dans la derniére partie

60 f f f 6
| Réflexion réguliere | {55

50 ”‘ S N N e e— A m— m—— v m— — n  wo— yo— — — — — | — 5
./ | Réflexion irréguliére | 1 45

/

40 i 4

; X Oim=3-342°4 3.5
" A e A P

30

20 / 2

8jim (deg)

4 15
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— - — transition RR/RI |{ o5
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0 . . . 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

M incident

FIGURE 3.18 — Courbe noire pointillée (échelle de gauche) : Angle limite de la rampe de com-
pression, 0y;,,, théorique pour passer d’'une réflexion réguliére (RR) a une réflexion irréguliere
(RI). Courbe pleine (échelle de droite) : Angle de la trajectoire du choc-choc par rapport a la
rampe selon le modele GSD pour 6,, = 6;;,,,. Cet angle tend vers 3.342° en choc fort.
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du manuscrit. Signalons déja, au vu de la figure 3.18, que le modele GSD surestimera le niveau
de pression a la paroi dans les cas ou la réflexion est réguliere.

3.2 Propagation d’un choc dans un milieu non-uniforme

Cette partie est consacrée a la présentation du modele Geometrical Shock Dynamics pour
un milieu amont non-uniforme et potentiellement en mouvement. Dans le cas hétérogeéne au
repos, la premiere section détaille les calculs aboutissant a ’extension du modeéle GSD proposé
par [25]. La deuxiéme section reprend de maniére plus synthétique la dérivation du modéle avec
écoulement amont établie dans [53]. Ces extensions s’aveéreront nécessaires lors de ’extension
de nos travaux au cas des chocs a passages multiples, comme expliqué en introduction de ce
manuscrit.

3.2.1 Propagation d’un choc dans un milieu hétérogene et au repos

Nous considérons tout d’abord le cas d’un milieu amont non-uniforme et au repos. Les va-
riations de pression et de densité conduisent & une vitesse du son amont variable. L’écoulement
étant au repos, un équilibre hydrostatique est possible. La fonction level-set du choc est alors
définie par :

O(Z,t) = a(Z) — cot, (3.65)

ol ¢y est la vitesse du son de référence dans le milieu non perturbé. Si le milieu amont est
uniforme, alors ¢y = c4 et la définition (3.20) est retrouvée. Avec le méme raisonnement que
dans la section 3.1.2, la normale au choc et I’équation eikonale sont données par :

Va c >
[Val Co
L’écoulement dans les tubes de rayon est encore traduit par la relation (3.23) et les hétérogé-

néités du milieu sont prises en compte dans la relation A — M.

Lorsqu’un choc se propage dans une tuyere & section faiblement variable contenant un gaz
non-uniforme et au repos, son intensité ne dépend plus seulement de la variation d’aire, mais
aussi des parametres du fluide en amont. Dans ce type de configuration, une force extérieure

est alors requise pour maintenir I’équilibre hydrostatique dans la conduite :
1d
= = P (3.66)
p+ dr

Considérant cette force dans les équations d’Euler pour une tuyere (3.1), il vient en appliquant
la régle de la caractéristique de Whitham (cf. section 3.1.1) :

drA | MAM) d,py drpy (Owp + pcOpv)
Tt &M+ fl(M)—p+ + f2(M) o +f3(M)T =0, (3.67)
avec
B 21— pu(M)? 1
A(M) = (1 + 7+1,u(M)> (1 +2u(M) + M2) (3.68a)
_ [y =1)M2 42
MM =\ ey (3.68b)
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2(M? = 1) + (2yM2 + 1 — y)u(M)

h) = - 2u(M)(2yM2 +1 — ~) (3.69a)
2
fQ(M):zl»y(7+2+”<17j:2+72:11u2u ))—Q(M) (3.69b)
_ (v +1)*M?p
9(M) = 2y(M?2 — 1)((y — 1)M?2 + 2) (3.69¢)
GRS I .

oM (M2 — 1)

Remarque 3.12

Pour un milieu homogeéne, la relation (3.14) est retrouvée.
Le terme g(M) provient de la force extérieure assurant I’équilibre hydrostatique dans la
conduite. Apres calcul, la fonction fy s’écrit aussi sous la forme :

2(y+2) + (0" +7 = 2)M* +2(+*M? — (M)

f2(M) = 2y((y — )MZ +2)

Remarque 3.13

Puisque I’évolution temporelle suivant le choc est définie par d; = % = c4 Md,, la relation

A — M (3.67) peut s’exprimer a l’aide de la dérivée temporelle.

Finalement, en négligeant 1’écoulement arriére sous I’hypothese de choc fort, le modele GSD
pour un milieu non-uniforme et au repos s’écrit :

“ M|Val -
co
. Cyt M - o
div (COAVa) = 0 (3.70)
d, A  MXM) dppt dpnpy
1 +7M2_1an+f1(M)7p+ + fo(M) P 0.

La variation spatiale suivant le choc dans les tubes de rayon est notée abusivement d,. En
raison de la relation (2.39), elle est définie par

1 de(t)
C+M dt ’

dpth = 7t - Vb (Zn) =

pour toute quantité physique 1. Le systéme (3.70) se réduit au modele (3.26) pour un écoule-
ment uniforme.

En 1983, Catherasoo & Sturtevant ont étudié ce modeéle en deux dimensions [25]. Ils I'ont
appliqué a des problemes simples de réfraction d’une onde de choc sur une interface gazeuse
plane. Tout comme dans le cas d’'un milieu homogene, ils ont observé une bonne estimation
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des parametres du front en choc fort, et une sous-estimation pour un choc d’intensité plus
faible. Néanmoins, ils en ont conclu que le modele se compare favorablement aux données
expérimentales. Le modele (3.70) a également été étudié numériquement pour 'interaction
choc/bulle en deux dimensions d’espace [107, 105] par Schwendeman. Cet auteur observa une
bonne correspondance avec les données expérimentales. Enfin, ce modele a servi a 1’étude de
la propagation d’une onde de choc acoustique dans ’atmosphere [18].

3.2.2 Propagation d’un choc dans un milieu en mouvement

Nous considérons dans cette section la propagation d’'un choc dans un milieu non-uniforme
instationnaire. En 1968, Whitham a étendu son modele au cas d’un milieu amont potentielle-
ment en mouvement [141]. Le modeéle ainsi obtenu est qualifié de modéle GSD anisotrope. Sa
dérivation est détaillée dans [53].

shock

ray tube

associatedtonl — S
I’ ”
ray tube Ralyd -—
. . ,/ ll N
associatedtoi — — v,

FIGURE 3.19 — Schéma de la décomposition de la propagation du choc en tubes de rayon pour
un milieu amont en mouvement. Les rayons ne sont en général pas normaux au choc, mais
dirigés dans le sens de propagation du choc i. On note A l'aire des tubes de rayon portés par
i et A Dlaire des tubes de rayon virtuels associés aux vecteurs normaux du choc 7i.

Lorsque le choc se propage dans un gaz en mouvement de vitesse U, les rayons ne sont
en général pas normaux a la surface de choc, mais dirigés dans la direction de propagation du
front. La vitesse effective du choc est définie par (2.31), donnant ainsi la direction ¢ des rayons :

V. Mi+nm
V| M+ m|

i:

(3.71)

avec m = Z—fr le vecteur de Mach de 1’écoulement amont. Le schéma 3.19 illustre la différence

entre les rayons portés par i et ceux virtuels associés a 7.
L’écoulement dans les tubes de rayon, portés par la direction ¢ et d’aire A, se décrit ma-

thématiquement par la relation
= i
=) = 72
\Y ( A) 0, (3.72)

72




3.2. PROPAGATION D’UN CHOC DANS UN MILIEU NON-UNIFORME

dont la démonstration est identique & celle de la relation (3.23) du modele GSD (3.26).
La surface de choc est toujours assimilée a la ligne de niveau 0 de la fonction scalaire ®
(3.65) :
® (7,t) = a(Z) — cot,

ou ¢q est la vitesse du son de référence dans le milieu non perturbé. De ce fait, sous les mémes
considérations qu’en section 3.1.2, le vecteur normal et la vitesse normale du choc s’expriment
comme :

—

. Va Co
n=-—-— e = = .
[Vl [Val

En injectant ces relations dans (2.32), on obtient I’équation eikonale :

—

S MVl =1- - Va. (3.73)
€o Co

Finalement, les relations géométriques (3.72)-(3.73) doivent étre complétées par une relation
A — M. Cependant, les relations dérivées jusqu’a présent sont seulement applicables pour un
écoulement 1D ou la normale a la surface du choc coincide avec la direction de ’écoulement
amont (cf. section 3.1.1). Afin de déterminer la relation Mach/Aire de chaque tube de rayon,
I'idée est d’effectuer un changement de repére en se placant dans le référentiel de I’écoulement
amont. Dans ce référentiel, I’écoulement amont est alors au repos et les rayons sont orthogonaux
au choc.

shock
N
\/ %
elementary
region ¥
L) non-unifarm
flow field
moving |
frame
¥

| stationaryframe
X

FIGURE 3.20 — Schéma de la décomposition du milieu amont juste devant le choc en régions
élémentaires uniformes. Chaque région est associée a un repeére mobile.

Plus précisément, on décompose 1’écoulement juste devant le choc en régions élémentaires
ou les parametres de ’écoulement, tels que la vitesse du fluide ¥y ou la vitesse du son cy
par exemple, sont considérés comme constants, mais different d’une région & une autre (cf.
schéma 3.20). A chacune de ces régions est ensuite associé un repere mobile, de coordonnées
Z, se déplacant A la vitesse de 1’écoulement. Le changement de référentiel entre le repere lié au
laboratoire et le repére mobile s’écrit :

T=f—0.t+C,
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ou C' est une constante, qui differe d’une région a une autre.

Placons nous dans une région élémentaire R. On note M, A et 72 le nombre de Mach, laire du
tube de rayon et le vecteur normal au choc dans le repére mobile. Par le biais du changement
de référentiel, ’écoulement amont est au repos dans ce repere et les rayons sont orthogonaux
au choc, permettant ainsi de définir une relation A — M :

A:A(M>P+7P+)-

L’aire du tube de rayon dans le repére mobile A peut étre interprétée comme la projection de
celle du repere fixe A :

A= (Z- ﬁ) A (3.74)
Notons que l'intensité et la normale du choc restent les mémes dans le repere mobile, 7.e.
M(%) = M (Z) et () =i (7). (3.75)

Ce n’est cependant pas le cas pour l'aire des tubes de rayon puisque i et 7 ne coincident pas en
général. Ainsi, en considérant les relations (3.74) et (3.71), la relation (3.72) peut étre réécrite

sous la forme M
v ("f"f) ~0. (3.76)
(M+m-i)A

La relation (3.73) équivaut a

S o Co
M+m-n=

C+|§Of|7
et (3.76) devient alors :
(e (MVa + m\wo
V| — -
co

=0. (3.77)

La relation (3.77) est similaire pour chaque région élémentaire, si bien qu’elle est définie pour
I’écoulement entier.

De nouveaux tubes de rayon sont ainsi définis, d’aire transversale A, orthogonaux au choc.
Chester a établi la relation A — M pour un milieu 4 Pamont du choc non-uniforme en 1960
[28]. Elle s’exprime dans chaque tube de rayon de la maniére suivante en négligeant les effets
arriere :

A MAM) drpy dopy
2 B M 4 by (M) S 4y () S22 3.78
I +M2—1 + ha( )p+ + ha( )p+ ( )
avec
21— pu(M)? 1
(M) = <1+ ﬁ i ) <1+2u(M) + W) (3.79)
=Mz 2
pn) =\ [ (3.79b)
2(M? — 1) + (2yM? + 1 — 7)u(M)
hy(M) = — 3.79
1(M) 2u(M)(2yM? + 1 —7) (3:780)
1 y+1 2y 1-— ,u2>)
ha(M 2 . 3.79d
00 = o (vr2n (54 2L (3.794)
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Remarque 3.14

En l'absence de force extérieure, et en négligeant les effets arriere, on aboutit apres calcul
a 'équation (3.78) en utilisant la regle de la caractéristique (cf. section 3.1.1). Seul le
coefficient ho differe alors du coefficient fo de la relation A — M définie dans la section
précédente (3.67) : hi(M) = f1(M) et ho(M) = fo(M) + g(M). Cette différence provient
de I’hypothese d’équilibre hydrostatique de la conduite pour laquelle une force extérieure
est considérée.

Le modele GSD anisotrope se compose finalement de I’équation eikonale (3.73), de ’équation
bilan de ’écoulement dans les tubes de rayon (3.76) et de la relation A— M donnant I’évolution
de Plintensité du choc dans chaque tube de rayon (3.78). En résumé :

ey JcoM|Val _
1—cy/eo - Va
MVa + m|Va
v = ( _ l D B (3.80)
Co A
d A MXAM) depy dipy

Remarque 3.15

Le systeme (3.80) se réduit au modele GSD (3.26) pour un écoulement uniforme et au repos.

Dérivation alternative du modéle GSD anisotrope. Placons nous dans le repére mobile
de la région élémentaire R. L’écoulement amont étant au repos, les équations géométriques du
modele GSD s’écrivent dans ce repere :

S 1val = 1, (3.81)
Co
et ~
= M =
V- (C+~ a> = 0. (3.82)
Co A

Nous pouvons alors montrer que ces équations se réécrivent sous la forme des deux premieres
équations du systeme (3.80). En effet, soit ¢ le changement de variable entre le repére fixe et
le repére mobile, défini par :

8y

=¢(%) =7 — a(Z)V/co — C,

ol ¥4 est noté ¥ dans la suite pour plus de lisibilité. La jacobienne de ¢ s’exprime alors comme

co — V10, — V10g, — V10,
Jac (¢) = - — V20,00 €o —V20z,0 — 20z,
0 — 030, — 0305, € — U305,

11 est alors aisé de vérifier que le déterminant de cette matrice est det = 1 — %T?L . ﬁa, que 'on
suppose non nul en vertu de (3.73). Cela assure a ¢ d’étre un C! difféomorphisme. Soit ¢~ la
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fonction réciproque de ¢. Apreés calcul, il vient :

1 co — V205,00 — U305, V1 0gy 0 V10,0
—1
Jac ((b ) = 20z, & €o — V105, 00 — U305, Q0 V20,0
0 v30;, & 030, Q1 cop — V10,0 — V20,

Cela permet d’exprimer la différentielle dans le repére mobile en fonction de celle du repere
fixe :

Vo = (Jac (67))" Vi

ou v est une fonction scalaire quelconque. Un calcul rapide donne finalement

Vo=Vt v (CWL : W) . (3.83)

1—%7%-Va Co

Les courbes de niveau du choc dans les repeéres fixe et mobile s’expriment respectivement
comme
— ~ (= ’
a(Z) =cot et @& (5) = cot’.

Bien que les fonctions « et & ont a priori des formes différentes, le temps d’arrivée du choc est
identique dans chaque référentiel : t = ¢/, donnant donc

a(Z) =a(i). (3.84)

En prenant ¢ = « dans (3.83), on trouve la relation

—

Va

1—%<m . Va
co

<Ju

d:

En injectant cette relation dans I’équation eikonale définie dans le repére mobile (3.81), on
retrouve ’équation eikonale définie dans le référentiel du laboratoire (3.80);. De la méme
maniére, on peut montrer que ’équation bilan sur les tubes de rayon est équivalente entre
les repéres mobile (3.82) et fixe (3.80)2. Cela permet de définir les équations géométriques du
modele GSD dans le repeére du laboratoire. Ces équations étant identiques pour chaque région
élémentaire, il est possible de les étendre a 1’écoulement entier.

Ce modele a été étudié en détail dans [51, 52, 54, 74], notamment pour un choc réfléchi.

3.3 Conclusion

Ce chapitre est une description la plus exhaustive possible du modele GSD. Ce modele
étant peu connu, la présentation se veut didactique.

Le modele GSD est un modele simplifié de propagation d’une onde de choc a passage unique
dans 'air. Malgré sa simplicité, il démontre une remarquable précision pour les probléemes de
choc convergent et de diffraction sur un diédre convexe ou concave (formation d’un front de
Mach). Cependant, seul le choc soutenu (pas de détente arriére) est pris en compte par le
modele. Nous verrons dans la derniére partie de ce manuscrit comment y introduire les effets
de souffle.

Le modele GSD est basé sur deux hypotheses importantes. La premiere est celle de choc
fort afin de pouvoir négliger ’écoulement arriere. Ce régime s’avere effectivement mieux estimé
par le modele. La seconde hypothese est la décomposition du front en tubes de rayon a paroi
rigide, qui entraine implicitement a négliger les effets transverses le long du front. Une limitation
existe pour le probleme de la diffraction d’un choc sur un diedre convexe. Cette limitation est
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3.3. CONCLUSION

problématique pour la modélisation des ondes de souffle en géométrie complexe puisqu’il s’agit
d’une configuration fréquemment rencontrée.

Afin de lever ces contraintes, nous avons étudié un modele alternatif au modele GSD. Dans
le prochain chapitre, un second modele simplifié de propagation d’une onde de choc est établi :
le modele Cinématique.
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Chapitre 4

Le modele Cinématique
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Dans ce chapitre, un modeéle alternatif pour la description de la propagation d’une onde de
choc est étudié : le modéle Cinématique [116, 92]. Il s’agit d’une approche plus récente et
plus mathématique que celle de Whitham. Elle est basée sur une combinaison des équations
d’Euler et des relations de Rankine-Hugoniot, rendue possible par la théorie des surfaces sin-
guliéres [132]. Tout comme le modéle GSD, seul le premier passage du front est considéré. La
dimension du probléme est ainsi réduite : les équations d’Euler tridimensionnelles (5 équations)
sont remplacées par un systéme de trois équations a deux dimensions. De maniere similaire
a 'approche de Whitham, 'influence de I’écoulement arriére sur le choc est contenu dans un
seul terme. En premiere approximation, ce terme peut étre négligé sous 'hypothese que le
choc est soutenu (pas d’effets arriere). Le modeéle prend naturellement en compte 1’écoulement
transversal au front, et aucune hypothese sur I'intensité du choc n’est nécessaire. Il s’agit 1a de
propriétés désirables pour un modele plus général que celui de Whitham.

En 1975, Wright proposa une description cinématique d’une onde de choc en utilisant

la théorie des surfaces singuliéres [145]. 11 s’agit du modeéle Cinématique. Il est établi pour un
milieu non-uniforme et potentiellement en mouvement, et suppose connu I’écoulement a ’arriere
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du choc. Sharma & Radha proposérent une extension a ’écoulement arriére en 1994 [116].
Ils mirent en évidence l’existence d’un systéme infini d’équations non-linéaires couplées qu’il
convient de tronquer & un certain ordre. A I'ordre 0 de troncature, le modéle de Wright est
retrouvé. A lordre 1 de troncature, une équation d’évolution du terme résumant leffet de
I’écoulement arriére s’ajoute au modele, dans le cas d’un milieu homogene et au repos. Enfin,
en 2009, Pandey & Sharma développeérent le modele a 'ordre 1 en assimilant air & un gaz
réel [92], pour un milieu hétérogeéne et au repos.

L’étude du modele Cinématique est toutefois essentiellement limitée a des considérations
théoriques. Seuls quelques cas numériques ont été traités en symétrie radiale [116, 115, 5, 116,
92], pour le probléme du piston en choc faible [96] et en deux dimensions d’espace pour un choc
faible expansif [63, 10, 96]. La propagation d’un choc dans une tuyere est également considérée
dans [97, 115], aboutissant & une relation A — M propre a la vision cinématique. L’analogie
structurale avec le modele GSD est par ailleurs soulignée dans [124, 92], pour un milieu ho-
mogene et au repos en deux dimensions d’espace, et n’a pas été discuté davantage. Enfin, une
troncature a Pordre 2 du systéme est proposée dans [63, 115].

Ce chapitre est consacré au développement du modeéle Cinématique. Tout comme dans [92],
lair est assimilé & un gaz de van der Waals, mais nous choisissons ici d’étendre le modele a
un écoulement amont stationnaire potentiellement en mouvement, ce qui est une nouveauté au
regard de la littérature. Le développement du modele Cinématique fait appel aux équations
d’Euler tridimensionnelles, ainsi qu’aux relations de Rankine-Hugoniot établies pour un gaz de
van der Waals, rappelées en premiere section. L’outil indispensable de ce développement est
la théorie des surfaces singulieres, détaillée dans la section suivante. Seul le modeéle tronqué
a lordre 0, ou 'on suppose que 1’écoulement arriere est connu, est présenté ici. L’extension
a lordre supérieur, avec une équation d’évolution supplémentaire sur les effets arriere, est
décrite au chapitre 9. La dérivation détaillée du modele est effectuée en troisiéme section, en
supposant un milieu amont stationnaire non-uniforme et potentiellement en mouvement. La
syntheése du modele est disponible en sous-section 4.3.4. L’étude du caractére hyperbolique du
modele Cinématique suit dans la quatriéme section. Finalement, nous prouvons ’équivalence
structurale du modele Cinématique avec le modele GSD, dans un cadre général, dans la derniére
partie de ce chapitre. Il s’agit de la premiere fois, a notre connaissance, qu'une telle étude globale
est effectuée pour le modele Cinématique, et que 1’équivalence structurale avec le modele GSD
est formellement établie.

4.1 Position du probleme

Comme dans [92], l'air est assimilé & un gaz de van der Waals sous hypotheése de Clausius.

La pression p, la masse volumique p et la température T' de l'air obéissent alors a I’équation
d’état :

p(1 —bp) = prT, (4.1)

ol b est le covolume de van der Waals et r la constante du gaz. La variation de b étant
tres faible dans la plupart des cas, b peut étre supposé constant [131]. En pratique, b vaut
1.117 x 1073 m? /kg pour I’air [136]. Dans le cas ot le volume des particules est négligé (b = 0),
on retrouve ’équation d’état du gaz parfait. L’établissement de ’expression de la célérité du
son et des relations de Rankine-Hugoniot, pour ’équation d’état (4.1), suit la méme procédure
qu’au chapitre 2 et n’est pas détaillée ici.

A Dinstant t, le choc est matérialisé par la surface mathématique (2.26) :

D(t) = {# € Q/B(Z,t) = 0},

ou ® est la fonction level-set du choc. Le front divise le milieu en deux : ’état connu a ’amont
du front (p4, p+,T4) et Iétat aval perturbé par le passage du choc (p—, p—, T_), avec ¥ la vitesse
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r(t)

FIGURE 4.1 — Schéma de la propagation d’'un choc dans un milieu potentiellement en mou-
vement. La surface de choc se propage dans le milieu amont a la vitesse locale V. Celle-ci se
décompose en une vitesse normale, U7i, et une vitesse tangentielle dépendant de ’écoulement
amont : P - v,

du fluide. Le probleme est schématisé en figure 4.1. La vitesse du choc dans le référentiel du
laboratoire est donnée par (2.31) :

V = Wit + 7y, (4.2)
ol Wg = U — v - 71 est la vitesse normale du choc relativement a 1’écoulement amont et 7
le vecteur normal unitaire au front. La position du choc, &4, est alors solution de I’équation
différentielle ordinaire (2.28) :

dZsp(t)

= V (Zan(t),1) . (4.3)

Remarque 4.1

Soit la fonction level-set définissant la position du choc :
D (Zgp, t) = a(Zsn) — cot. (4.4)

L’équation (4.3) est alors équivalente a ’équation eikonale (3.73) du modéle GSD aniso-
trope :
SEMVa|=1- i Va, (4.5)
Co Co

avec m = g—i En effet, en dérivant par rapport au temps l'expression (4.4), et en utilisant
(4.3), il vient :

V.-Va=1. (4.6)
En injectant ensuite (4.2) dans (4.6), et en utilisant la définition du vecteur normal 77 = \33 ,

Péquation (4.5) en découle.
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On rappelle la forme des équations d’Euler (écrite ici pour le champ de vitesse et la pression)
en présence d’une force extérieure par unité de masse f (voir section 2.1) :

dp = o

% +V . (p¥) =0 (4.7a)
& (5-9) i+ V=T (4.7b)
ot '
P L 5 p+ pe? (ﬁ-ﬁ) —0. (4.7¢)
ot

La célérité du son s’exprime en fonction de v, p, p et b comme :

2= P
p(1—1bp)’

ou v = 1.4 est le rapport de chaleurs spécifiques. Les relations de Rankine-Hugoniot reliant
les états amont et aval du choc sont écrites ici en fonction de la surpression adimensionnée du
choc ¢ = % :

(4.8)

_ 2(1 = bp4 )¢
il = p+27+(7*1)4++ 2bp+¢ (49)
7] = e, b g (4.10)

+ )
+1
Yy/1+ %C
ot 'on rappelle que le saut au travers du choc d’une quantité physique v s’écrit [¢] = ¥_ —1)4.
Le nombre de Mach s’exprime en fonction de ¢ comme :

W, 1
M:i: 1_;,.&

- 7 C (4.11)

La pression et la densité directement a I’arriere du choc sont également définies par les relations :

p+(2y + (v +1)¢)
27+ (v = )¢+ 2bp4C

p- = lpl+pr =
p- = [Ppl+tpr = (1+ps

4.2 La théorie des surfaces singulieres

Le but de cette section est de définir les outils mathématiques nécessaires a 1’établissement
du modele Cinématique. On pourra se référer a [132] pour une description détaillée.

4.2.1 Relations de compatibilité

Soit 7 : Q x RT — R% une quantité physique quelconque. Il peut s’agir par exemple de la
pression p & valeurs dans Rt ou de la vitesse du fluide @ & valeur dans R3.
L’évolution temporelle de ¢ suivant le mouvement du choc est donnée par (2.41) :

W ov o oo Oy I
=S VY= S W (- Vo) + 7, Vo (4.12)

Sa variation transversale le long du choc est établie par :

VoY =P .V = Vip — ii(it - V), (4.13)
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ot 'on rappelle que P = (I — 7 ® ) est Popérateur de projection sur le plan tangent au
choc. On note V,f 1 la k-iéme composante du vecteur V. Pour un vecteur 1, I'opérateur de
divergence tangentielle est donné par la formulation :

65 : 1;: Vfﬂ/ka

avec la convention de l'indice muet répété pour une somme. D’aprés (4.13), cet opérateur
s
s’écrit :

ﬁs-ﬁzﬁzﬁ—ﬁ-(ﬁ-ﬁﬁ). (4.14)

Les relations différentielles précédentes sont définies en Ty, (). Grice aux extensions (2.33)-
(2.35), il est possible de les utiliser au voisinage du choc, permettant de définir la dérivée
convective ou Lagrangienne (4.12) dans ce voisinage :

d oy O

g7 = 5 (@) +V-Vy(Z,t).

(7,1)

Cette égalité est vérifiée de part et d’autre du choc. Par passage a la limite (¥ — &, et ¥ — :E’:h)
et différence, I’évolution temporelle du saut de 1 est décrite par la relation de compatibilité :

% = {%ﬂ + [‘7 : 61&} = [881?} + Ws {ﬁﬁw} + Uy [W] : (4.15)

Rappelons que le saut de la quantité physique ¢, a savoir [¢], n’a de sens qu’au niveau du
choc. La relation (4.15) exprime 1’évolution de [¢)] & 'aide des sauts de variations temporelles
et spatiales de 1) au cours de la propagation du choc.

Remarque 4.2

En raison de l'unicité de 7i de part et d’autre du choc (voir remarque 2.3), on peut écrire :
{ﬁ . ﬁw] =1 [ﬁw] . Il en est de méme pour Vet Uy

Sur la base de ce raisonnement, il est également possible d’établir, a partir des relations
(4.13) et (4.14), les variations spatiales le long du choc du saut de 1) :

VS Y] = [W} 7 [ﬁ~ w} . (4.16)

En particulier, pour un vecteur L/;, la divergence tangentielle de son saut au travers du choc est
donnée par :

v [z/?] - [ﬁﬂ — - {ﬁ-ﬂ?} . (4.17)
4.2.2 Propriétés fondamentales
Par définition de la dérivée tangentielle au choc (4.13), il vient naturellement :
ii- Vo = 0. (4.18)
De méme, puisque 7 est unitaire, 7 - 7 = 1, et donc
n-di =0, (4.19)

ou d est un opérateur différentiel tel que %, E-V avec E un champ de vecteurs, % ou vs par

' dt
exemple.
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La relation (4.19) implique & partir de (4.14) que la divergence de la normale est identique
a sa divergence tangentielle :

V8. i=V-1. (4.20)
Cette relation, combinée a (4.18), donne ainsi
65-(fﬁ)=f(65~ﬁ)=f(ﬁ-ﬁ), (4.21)
ou f est une fonction scalaire quelconque.
Enfin, il est aisé de démontrer la relation de saut suivante :
[f9] = [flg- + f+lgl = [F1lg] + frlgl + [Flg+ (4.22)

4.3 Systeme d’équations pour la propagation d’un choc
d’intensité arbitraire

Cette section, assez technique, présente de maniére suffisamment détaillée la démarche
que nous avons suivie pour établir le systéme d’équations représentant la propagation d’un
choc d’intensité quelconque. Le lecteur intéressé uniquement par les résultats pourra se rendre
directement a la partie synthese en section 4.3.4 .

Nous cherchons ici a établir les équations décrivant 1’évolution du front de choc : son
intensité, sa position et sa forme. La position du choc est donnée par la relation (4.3). Le
vecteur normal au choc intervient dans cette équation, ce qui nous conduit dans un premier
temps & écrire son équation d’évolution (eq. (4.32)). Celle-ci fait intervenir 'intensité du choc

[p] d¢

donnée par ( = e La connaissance de 3; est donc nécessaire a la fermeture du probléme.

D’apres la définition de ¢, on a immédiatement :

d¢ _ 1dp] ¢ dps (4.23)
dt  py dt pyg dt '

L’équation d’évolution de [p] s’obtient a partir des équations d’Euler et s’écrit aprés quelques
calculs :

%H[ﬁ] i = Ws) [7- Vo] + <1 jpbp)_ (V5 10)+7-[7- V4
+ (W] -Vpy + [1 ipbp] (ﬁ-m)) —0. (4.24)

On note alors que des inconnues supplémentaires apparaissent, a savoir [ﬁ - Vp} et 71- [l - V.

Ce dernier terme peut étre éliminé a 'aide d’une équation d’évolution sur le saut de vitesse
du fluide, [0], établie dans la sous-section 4.3.2. L’équation d’évolution de l'intensité du choc

est dérivée dans la sous-section suivante (eq. (4.58)). Le terme restant, (ﬁ . ﬁp) , est associé

aux effets arriére et demeure une inconnue du probléme. Pour fermer le systéme, ce terme peut
étre soit négligé (modele & 'ordre 0 étudié ici), soit modélisé de maniére ad hoc (cf. chapitre
8), soit décrit par une équation d’évolution (modele & l'ordre 1) explicitée au chapitre 9.

L’inhomogénéité du milieu dans lequel le choc se déplace apparait dans les équations a
travers le gradient des quantités amont. Ce milieu étant stationnaire, la valeur de ces parametres
dépend uniquement de la vitesse du choc v

v
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Les calculs sont menés dans un voisinage du choc grace aux extensions (2.33)-(2.34) (voir
remarque 2.3). Cela assure que les définitions de la normale au choc et de la vitesse du choc
ne sont pas altérées par ces extensions, et notamment que la propriété 71 - 7 = 1 est toujours
vérifiée. Les résultats finaux sont donc établis sur ce voisinage, mais seuls les résultats au niveau
du choc nous intéressent.

4.3.1 Equation d’évolution de la normale au choc

En dérivant \6@\ = /¢ r® r par rapport a t et z;, et en utilisant la définition de 7 (2.27),
il est aisé de déduire :

Ve . - (0D
— - il 4.2
at ”v<m>’ (4.26)
et .
Vo = (0P
Vo _ .9 () | (1.27)
8xj 5‘xj
L’équation (4.27) s’écrit également sous forme vectorielle :
V(VO|) = (7- V) (6@) . (4.28)
En dérivant (2.27) par rapport a t et x;, et en utilisant (4.26) ainsi que (4.27), il vient apres
calcul :
o 1 a(ve) i . - (8@)
— == -——mn-V)| = 4.29
ot VO ot |vq>|( ) ot ( )

oi 1 AN®) i . oo (0D
(ri V)(ax]).

== - 4.30
drj |V®| dr; |V (4.30)

L’opération (4.29)+V;(4.30) ainsi que la définition de la dérivée Lagrangienne (4.12) donnent
ensuite :

i 1 ave) U . = = I S (aq>> Un; . = (6(1))
—={ = +—=—[-V)(V®) p—iid = (7-V) [ = |+ =2@-V) [ ——
dt {|vq)| ot |vq>\( I )} {vq>|( ) ot |vq>|( ) Oz

+{o. Vi @ ) (7- i) }.

La définition de la vitesse normale du choc U (2.30), ainsi que la propriété (4.28), permettent
d’exprimer les deux premiers termes du membre de droite en fonction de U :

1 avVe) U ,, = - 1 ﬂ<ac1>) 1 00, -
{IW P |v<1>|( )( )} <o\t ) Rep ot (IVel)
= VU,
1 = [(0Dd\ Unj,. = (00 1 = (0% 1 0% -
— @V ([ =)+ =L@V (> = —(-V ()ﬂﬁ.v Vo
{w( (%) * e >axj} G 9 (5) - g a7 DT
:—(ﬁﬁU
Le dernier terme s’exprime comme
= = =S
{m.vm (@ - 7l) (ﬁ~Vﬁ)} =7,V @, (4.31)
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en identifiant le gradient tangentiel au choc (4.13). Finalement, I’équation d’évolution de la
normale au choc s’écrit :

dn o L = L =S,
= (VU—n(n-VU)) T
ou sous la forme condensée :
dr —s R
25, YV a-vU (4.32)
dt
Puisque Wg =c44/1+ 72—?1(: , la variation de Wyg vérifie
dw, d 1-2b d 1

Ws 2y 2(1—bpy) py 22y + (v +1)Q)

en utilisant la relation (4.37). Etant donné que Wg = U — ¥y - i, la variation tangentielle le
long du choc de U s’écrit :

- W, - 1—2bp ) Ws = Ws = -
g5y 0FOWs g5 (1= 20p4) Sv3p++275v5p++vs(a+-ﬁ). (4.34)
+

22y + (Y +1)0) 204 (1—bpy)

L’évolution de 7 peut ainsi étre exprimée en fonction de l'intensité du choc (, des grandeurs
de I’écoulement en amont et de 77 :

dﬁ_WS<_ y+1
(

di oS¢ L2 Vs Vo,
a - 2

2y + (v + 1)¢) L—bpy pt P+

e -

+, -V 7 — V(0 -7A). (4.35)

4.3.2 Equations instationnaires de saut

La vitesse du son dans le milieu ambiant vérifie la relation (4.8) :

2 TP+
S — (4.36)
T (1 —bpy)

si bien que sa variation s’exprime comme :

deg dpy  1-2bpy dpy

= — . 4.37
cr 2p4 2(1—bpy) py (4.37)
Pour la suite des calculs, nous posons :
1-b
Bo = C+%7 (4.38)
/1 + B¢
permettant de réécrire le saut de v sous la forme :
[0] = Bofi. (4.39)
Apres quelques calculs, et en utilisant la relation (4.37), la variation de [y vérifie :
d d 1 d 4 1
dfy _ dpy P+ Y+ (v +1)¢ a©. (4.40)

B 2pr  20—bpy) pr | @+ (110
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De maniére similaire, un autre calcul donne :

d( 2p+ (1 —bpy)¢ ) _ 2¢{(1 = 2bpy ) (27 + (v = 1)9) —Q(bP+)2C}dp
2y + (v = )¢+ 2bp4 ¢ (27 + (v = )¢+ 2bp4.€)? "
4yp4 (1 —bpy)
(27 + (v = 1) + 2bp ()

Finalement, les relations de Rankine-Hugoniot (4.9)-(4.10) combinées aux relations (4.40) et
(4.41) permettent d’aboutir a l'expression de I’évolution des sauts des champs suivants :

SdC. (4.41)

dlo] _ dyp+ (1 —bpy) d¢  2¢{(1 = 2bp1)(2y + (v = 1)C) — 2(bp+)*¢} dpt
dt 2y + (v = 1)¢+2bpy()* dt (27 + (v = )¢+ 2bp4()? dt
(4.42)
et
dlg] dy+ (y+1)¢ d¢ 1 dpy 1 dpy) , dm
BT | e (ke T i AR ) Ll BCEC

Les relations (4.23), (4.42) et (4.43) indiquent comment les variations Lagrangiennes des

sauts de p, U et p sont reliées aux variations Lagrangiennes des grandeurs physiques (% par
exemple) et géométrique (%—f)

Les membres de gauche des équations (4.42) et (4.43) sont accessibles grace aux équations
d’Euler (4.7) :

%-F([ﬁ]'ﬁ_ws) [ﬁﬁp]ﬂl— (W'[ﬁHﬁ'[ﬁ?ﬂ)
+ (10 (V- 7) + 18] Vi ) =0 (4.44)
%-&-([{ﬂ-ﬁ—Ws) [7-57] +pi_ (V519 + il - V)

+ ([17] Vi + m %+) =0. (4.45)

Afin d’illustrer la démarche, les calculs pour l'obtention de I’équation (4.44) sont détaillés. Les
relations (4.24) et (4.45) se dérivent de maniére similaire. Prenons le saut au travers du choc
pour I’équation de conservation de la masse (4.7a) :

dp > A [=.e] =
|:8t:| + {pV"U:| + |:’U-vp} =0.
La relation (4.15) donne
dp] _ dlp] I T
5] = st Bl [9)]

Ensuite, en utilisant (4.17) et (4.22), on a :
V-0 = [V - T 4 p (V5 [0+ 7 [7- V7)) .

En remarquant que [0] et i sont colinéaires, d’aprés (4.10), [v] = ([¢] - @) 7, et il vient par la
relation (4.16) :
[0 - [Vo] = ([t] - ) [7i - V. (4.46)
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Les relations (4.46) et (4.22) conduisent alors &
[7- Vol = [0] - Vol + 1 - [Vo] + [1] - Vo
= ([o] - @)l - Vol + 7, - [Vpl + [0] - V.
La combinaison de ces trois relations aboutit finalement & I’équation (4.44).
Eemarque 4.3

La force a distance fn’admet pas de saut a travers le choc : [f] =0.

4.3.3 Equation d’évolution de l'intensité du choc

La combinaison des relations (4.24), (4.44) et (4.45) avec (4.23) permet d’obtenir I’équation
vérifiée par le saut de pression au niveau du choc. Les relations nécessaires au calcul final sont
mises en évidence dans le texte.

Ecrivons pour commencer la contraction de (4.45) avec 7 ainsi que la relation (4.24) sous
la forme :

ﬁ.%+ﬂlﬁ-[ﬁ?ﬁwﬂz[ﬁﬁp]ﬂa =0 (4.47)
QoL | gl o)+ B (V[ 4 Vi) 4+ He = 0 (4.43)

Les coefficients sont définis par :

274 (y = 1) +2bp,C
ey

B = [#]-A—Ws =
1 [v] - 7 S 2 %14_%(
By = 1 1 2y + (v = 1)+ 2bpi(
2 p e 2y +(y 1)
. H 1 21 -bpy)
o p T 2yt (1)
B = - _ 04Oy + (v = DCH+ 2bpi ()
1—bp_ T A=t 2y + (7= 1)0)
5 [ P } _ 2@y (y = )CH 2bpy (14 Q)
1—bp A =bp)@y+ (Y= 1))
et
Ky = (7Y, +8:Vp, ) = ot (- V5 ) + fait - Vpy (4.49)
Hy = [0]-Vps+ sV 0y = Boii- Vpy + 55V - T4, (4.50)

Bo étant définie par (4.38).

Le terme 7 - [ﬁ - V| est ensuite éliminé grice a la combinaison ($4(4.47) — £1(4.48) :

{5477' % - 51?:]} + {B2Bs — B7} [ﬁ : ﬁp} — P18V [0 + {BaKy — BrHy} = 0. (4.51)

88



4.3. SYSTEME D’EQUATIONS POUR LA PROPAGATION D’UN CHOC D’INTENSITE
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Les relations (4.43) et (4.23) combinées a (4.19) et (4.25) impliquent :
d [7] d [p] d¢ - w3 -+ =
i — B b =we— 4 &V - Vpy — —V .V 4.52
{ﬁ4n a B1 & } wo o + O P+~ W P+s (4.52)

ou

G, = Db g, _ Sy (v = DEH 26p1¢) (37 + (29 — 1))

C
2 T TSy (- 1)0)

oo = BB 4 S+ Q@Y+ (v = D 26p4 )
’ 20 (1—bpy) ° + 27(2y + (v — 1)¢)

Le coefficient wq s’exprime comme

~ BoBa(dy + (v + 1))

(27 + (v — 1)¢ + 2bp, Oy

- - 6 = )
T RGN T R oy 4 (- 1002 + (4 10)
avec
I =8y + (97 + )¢+ (2y — D) (v + )¢
On pose :

o (D)@Y + (v = )¢+ 2bp1€)?

wy = {B2Bs—Bi} =c . (4.53)
{ ) 292y + (v = DO (27 + (v + 1)C)
La relation (4.39) combinée aux propriétés (4.20) et (4.21) donne
Vo [0 = BV - i, (4.54)
si bien que ’on obtient : . .
— B1B4VE - [F] = w1 V - 7, (4.55)
o G+ Q@Y+ (= D+ 2bp,0)?
1+O)(2y+ (y — 1) + 2bpy
w1 = —PoP1Ba = cip :
TR ey (- DOy + (+ 1))
En utilisant (4.49) et (4.50) ainsi que (4.14), il vient :
{BsKy — B1H} = &aV -y + & VS - By + Beii - Vi, (4.56)

o (v+1)C2+ )2y + (v — 1)¢ + 2bp4()

2(1 = bpy )\ /1 + B2y + (v = 1)¢)

ar = PBofs—P1Bs = c4p+

C(1+ Q) (27 + (v — )¢ + 2bp4()
1+ Z2¢(2y + (v = 1)¢)

by = —Boba = —C4D+

e (VD2 + (v = 1)+ 2bp1Q)
Py (2v+(r =12y + (v +1)¢)
Les relations (4.52), (4.53), (4.55) et (4.56) sont ensuite injectées dans 1’équation (4.51) :

Be = B361— Bobr

— w3 - §p+ + Wy - ﬁp+

[ I

d -
wod—i 4+ w1V -7+ wo [ﬁ~ D

\Y
+ {aﬁ Ty + @V Ty + A3ty - Vg + Gty - €p+} =0, (4.57)
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avec

Gy = —-B _ 3 SOy + (v = )¢+ 2bp4()
B = +
" 29\/1+ 5227 + (7 = 1)¢)
wi = aWs+Bs = 2* C(2y + (v = 1)¢ + 2bp 0TIy

p+2(1 =bp1 )2y + (v = DO 2y + (v +1)0)
et
o = 692 + (79 =7 = 2)( + (v + 1)(27 = 1)¢* + 2bp4- (v + 1)¢.
Finalement, en divisant la relation (4.57) par wg, et en notant 9, = 7 - V, Déquation
d’évolution sur ¢ s’écrit :

d¢ = (anp)— 3np+ 3np+
- +C+1U1v 'ﬂ+C+1U2 = C4+W3 —|—c+w4
de P+ P+ P+

- -5 v v
+ V- Ty + VS -0y + 7, - <a3p+ —|—a4p+>. (4.58)

P+ P+
Les coefficients w; sont déterminés en fonction de ¢ : w; = 5—0 pour ¢t =1,2,3 et wy = “’2“};0“’4
Apres calcul, ils s’expriment comme :
2vM ¢ (1 2 -1 2b
IT,
1)M{(2 —1 2b,
wy = DM@y + (v = 1)+ 26p4 ) (4.59b)
I
YMG(1+ )2y + (v +1)9)
Wa = 4.59¢
. (1= bpy) (4.59)
MC(2v2y - 1)+ By +1)(2y = )¢+ (y+1)(2y = 1)¢?
w0y = My D) + By )(H’y )+ (v +1)(2y )C)7 (4.590)
1
ou l'on rappelle que le nombre de Mach s’exprime comme M = /1 + WTJ;lC , ainsi que
I = 8 +99v+1)(+ (27— 1(v+1)¢*>0.
Les coefficients «; sont donnés par «; = 75‘—; :
1)((2 2 1
ay = YD+ Oy + (v + D) (4.60a)
(1 —=bp)I
2v((1 2 1
ay = 20Oy + (74 1)) (4.60b)
Iy
1 2 1
I (1= bpy)
2 1 3 2v—1
ay = ST+ DOGY+ 2y = 1)) (4.60d)

I
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Dans la suite, les termes liés a la vitesse de ’écoulement amont sont rassemblés dans un
méme coefficient :

- - v v
ws = a1V - Ty + oV -0y + 04 - | as P a4—p+ . (4.61)
P+ b+

En particulier, ws est nul pour un milieu au repos.

L’équation (4.58) généralise celle obtenue dans [92] au cas des écoulements amonts station-
naires non-uniformes. Les coefficients w1, wy et w3 correspondent en particulier a ceux de cet
article, modulo quelques fautes de frappe dans ce dernier. On notera que (4.58) est de type
advection/source avec au second membre :

o« —w1V -7 : terme lié a la géométrie du choc;

(Onp) _ o y N
. —W2 : contribution de I’écoulement arriere ;
P+
19) 0,
. W3 "p+, u&;ﬁ et wy : contributions liées a ’état initial de I’atmosphere.
P+ D+

4.3.4 Synthese

Le modele Cinématique se compose au final du systéme couplé d’équations (4.3), (4.58) et

(4.35) décrivant respectivement I’évolution de la position du choc Zsp,, de son intensité ( = %,
et de sa normale 77 :
ds S
Tsh Wit + vy (4.62a)
dt
dC Vi (8n )— anp—i— nP+
—_— = — V-i— 4.62b
7 cyw V- — cpws . cyws 0 + cyrwy . + ws ( )
dii Wy _’y——|—1€s<+l—2bp+§5p+_ﬁsp+
a2 27+ (v+1)Q) 1—bpy p4 P+
—s -
+0y -V 7= V(¥ -7[).  (4.62c)

Les coefficients w; sont donnés par (4.59) et (4.61), et I'on rappelle que Wg = ¢4 /1 + % ,

. —s
ainsi que (33_ = %. Le gradient dans le plan tangent V* est défini par (4.13), et 7, -V 7
par (4.31).
Dans la limite des chocs faibles (¢ ~ 0), et sous 'hypothese que % = O((), on retrouve

la théorie faiblement non-linéaire des rayons [96].
De maniére générale, ce systéme n’est pas fermé puisque le terme (9,p)_ = (ﬁ . 6}))

est également une inconnue du probléme, elle devra étre modélisée (par 0 par exemple). Nous
parlerons de modéle Cinématique ordre 0 dans ce cas. Autrement, une équation d’évolution
sur les effets arriére est nécessaire, ayant elle-méme besoin d’une fermeture a ’ordre supérieur,
cf. section 9.2.

Le modele GSD découle d’une vision géométrique de la propagation du front de choc.
Elle nécessite de négliger les effets transverses au choc afin de définir une relation A — M dans
chaque tube de rayon. Le modele Cinématique découle d’une vision purement cinématique de la
propagation du front en assimilant ce dernier a une surface singuliére. Cela permet notamment
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de prendre en compte les effets transverses au choc au travers du terme de gradient transversal
V5. Par conséquent, la physique du choc est susceptible d’étre mieux prise en compte par
ce modele. On verra néanmoins dans la suite (section 4.5) que les deux modeles s’averent
structurellement équivalents. Par ailleurs, une comparaison quantitative de ces deux approches
est présentée au chapitre 6.

4.4 Nature du modele Cinématique

Dans cette section, le caracteére hyperbolique du modele Cinématique est prouvé sous 1’hy-
pothése de la connaissance du terme de couplage arriere (9,p)_. Pour cela, nous nous inspirons
de [92].

Dans un premier temps, un changement de référentiel dans la base locale du choc est
effectué. Le modele se réécrit alors sous la forme d’un systéme 2D quasi-linéaire, ce qui autorise
une étude aisée de la nature du systéme dans un second temps.

4.4.1 Changement de base

Le vecteur normal au choc 7 s’écrit sous la forme :
- N . . . T
n="mn = (cos fsin ¢, sinfsing, cos gb) ,

ou ¢ est l'angle orienté entre 'axe (Oz) et 7, et 6 est 'angle orienté entre I'axe (Ox) et la
projection de 7 dans le plan (Oxy) (cf. Fig. 4.2). Les vecteurs orthogonaux a 7 sont introduits :

ﬁQ:(—sinH7 cos B, O)T et ﬁgz(—COSOCOS¢, — sin 6 cos ¢, sinqﬁ)T.

Il est facile de vérifier que le triplet {7y, 2,73} forme une base orthonormée directe de R? et
locale au choc.

L

shock

J=
3

FIGURE 4.2 — Schéma de la base locale au choc : {7l = 7i, 72, 7i3}. Ce triplet forme une base
orthonormée directe de R3.

Les dérivées partielles dans la base locale {1, i3, 7i3} s’expriment comme :

P .
— =1n-V pour k=123
8nk
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La transformation des dérivées directionnelles d’une base a 'autre s’écrit alors :

o o o\" -
L A —A.
<8n1 ’ 8n2 ’ ang) V7

. . R \T . R . s
ou A= (nl, M2, ng) € Mj3 (R) est une matrice 3 x 3 a coefficients réels et orthogonale. Son
inverse est par conséquent sa transposée, et les dérivées partielles cartésiennes s’expriment en
fonction des dérivées dans la nouvelle base comme :

- 0 0 0

La définition de la dérivée tangentielle au choc donne alors immédiatement ! :
- 0 0

S - -
_ 9 9 4.64
v 8712 Mz + 8713 "3 ( )

En considérant un vecteur 1, les opérateurs de divergence s’écrivent également dans la nouvelle
base sous les formes :

. I SR S 1)
. = [ — - _ 0 4.
v w m 8’111 e 8’112 +TL3 8’[7,3 ( 65)
o5 0y oy
S, = e e — 4.66
v ’(/} 2 5‘n2 + '3 8n3 ( )
La forme différentielle des vecteurs de la nouvelle base est :
dﬁl = sin ¢ dé ﬁg - dgf) ’ﬁ:g (467&)
dfi, =—sin ¢ df 7y + cos ¢ db i3 (4.67b)
driz = do 711 — cos ¢ db iy (4.67¢)

En considérant la relation (4.65) et en utilisant (4.67a) ainsi que l'orthogonalité de la
nouvelle base, la courbure locale s’exprime finalement de la maniére suivante :

V. il =sing— — ——. (4.68)

4.4.2 Ecriture du modéle dans la base locale

Dans ce paragraphe, le modeéle Cinématique (4.62) est réécrit dans la base locale au choc.
Pour commencer, I’équation sur la position du choc est directement :
dfsh
dt

Ensuite, en utilisant la relation (4.68), I’équation sur I'intensité du choc se rééerit :

d¢ ., 00 d9 o
e + cywy sin ¢6Tzz C+w187n3 =G1(C, 0, ¢, Tsn), (4.69)

=Wgni+ v, =Wg (cos 0 sin ¢, sin O sin ¢, cos ¢)T + Uy

()f].
6 p C wg ()/) CL Wy (9

b+ pt+ Oy py Om

1. Remarquons que l’on a pour un tenseur v quelconque : ig - 63111 = 68—;;’2 et 73 - 65111

Gl (Ca 03 ¢7 fsh) = —C4W2

_ oY
~ 9ns’
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La relation (4.67a) appliquée & la dérivée Lagrangienne donne :
——Nn3. (471)

En contractant (4.71) et (4.35) avec 7i;, pour ¢ = 2 et ¢ = 3, et en combinant les relations
obtenues, on aboutit aux équations d’évolution de 8 et ¢ :

0 _Ws <_7+15< L=2bpy 1 Opy 1 3P+>

=S -
+ il - (m Vi - V5@, - ﬁ)) ., (4.72)
pour ¢ = 2, et

(27 + (’7 + 1)() an3 1-— bp+ P+ ang D+ 8n3
=S N
+ i3 - (m Vi — V(T - ﬁ)) ., (4.73)

Tar 2 py Ong  py Ong

pour ¢ = 3.
En considérant (4.64) et en utilisant (4.67c), il vient aprés calcul :

LT L 08 Lo, 00
+-V n251n¢{(n2'v+)3n2+(n3'v+)8n3}nz
N N
—{(n2‘ﬂ+)¢+(n3'ﬂ+)¢}n3 (4.74)

6”2 6”3
et
3
=S o Lo 00 ¢ -
Vo (o, -A) = E {(n2~v+)sm¢ank — (fi3 - v+)sm¢ o + - 8;}n;“ (4.75)

:S —
7V ﬁ—VS(z7+~ﬁ):{(ﬁ3 m( L 8¢)—ﬁ %’;}ﬁ

8%3 6n2
N = . 8¢ - 8U+
_{(ng-er)( qba 3+5n2)+n o }n . (4.76)

En injectant cette derniére relation dans (4.72) et (4.73), on obtient finalement :

a9 (v +1)Ws o 96 (s 7.) 96
E A : 5 — = 0, s 4.
dt = 2sin¢ (27 + (v + 1)¢) Inag (73 - T) Ons sing Ons =G2(G, 0, ¢, Ton) (4.77)
&6 (yHDWs & o0 00 3}
T P iy ) o = 0, 6, o), (4.
dt 2(2'}"" (,7_’_ 1)C) 8713 Slnd)(nQ U-‘r) 8n3 (n2 U-‘r) 8n2 G3 (<7 ) ¢, x h) ( 78)
avec
WS 1-— 2bp+ 1 8p+ 1 1 3p+ 1 N 817+
S st el s S Sl .l IO LR (4.
GG, 6: 6, Zan) = 2 (Sin (1 —bpy) p+ Ony  sing py Ong sing ' O (4.792)
WS _ 1-— 2bp+ i 8p+ i 3p+ N 8’[7+
G3(C, 0, ¢, Ton) = =~ < T bps po 0ns by Ons M=, (4.79b)
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4.4. NATURE DU MODELE CINEMATIQUE

En définitive, le modele Cinématique (4.62) s’écrit dans la base locale sous la forme :

ds "
3 =W
d¢ 00 o6
a + cyw; sin qﬁa—nz - c_|ru)1a—n3 =G,
L (4.80)
40 v+ DWs ﬁ_(ﬁ.g)ﬁ_(nS'M)aﬁ:G
dt  2sing (2 + (v + 1)¢) One 3 Ong sing  Ong 2
o OFDWs X G50 L (1) 22 =
dt 2(2y + (v +1)¢) Ing 2 Ong T Gy T

ou G1, G2 et G3 sont des termes sources, définis par (4.70), (4.79a) et (4.79b), dépendant de
I’écoulement amont et des inconnues (, 0, ¢, et Zqp.

En 2D (¢ = ), dans un milieu uniforme et au repos, le modele devient :

dr dy .

T Wscosf i W sin 6 (4.81a)
d¢ a0

dé (y+1)Wg o¢

At 227+ (v + 1)¢) Ona (4.81c)

On notera la similitude avec le modele GSD en deux dimensions d’espace (3.37). En effet
puisque M = ch—f et a = cyt, les relations (4.81a) sont équivalentes & (3.44). De surcroit,

puisque ¢ = % (M? — 1), les relations (4.81b)-(4.81c) s’écrivent :

OM | (y+Dus 00

O« 4~ ong =0

(4.82)
o, onr o
Oda 3n2 h '

Finalement, en notant dns = Adg, le modele Cinématique est similaire au modele GSD (3.37).
Ce point avait déja été souligné dans [92], et sera étudié plus en détail dans le cadre général
en section 4.5.

4.4.3 Hyperbolicité du modele Cinématique - ordre 0

Soit ¥ = (C, 0, o, fzh)T € RS le vecteur des inconnues du modele. Le systéme (4.80)
s’écrit alors sous la forme matricielle :

dy oy oy .
A A g (Y 4.

avec

95



CHAPITRE 4. LE MODELE CINEMATIQUE

0 ctwi sin ¢ 0
(y+DW, _ (3-74)
2 sin ¢(2’y+('yi—1)() 0 _’s?n(g (O)
AQ) — 0 0 — (2 - U4) € Ms(R)

(0) (0)

et
0 0 —cirwy
e — (i - 7y) 0 (0)
FHW, L
AR — ~ g Sz ) 0 € Ms(R).

(0) (0)

On rappelle que w; est donné par (4.59a) et que Wg =c M = ¢4y /1+ 72—':1(.

Le systéme (4.83) est un systéme 2D quasi-linéaire. On montre, suivant [45], que ce systéme
est hyperbolique si et seulement si pour tout vecteur & = (w1, ws)? € R? de norme 1, la matrice
AWMy + APy, est diagonalisable dans R. Aprés calcul, les valeurs propres de cette matrice
sont réelles et définies comme :

s =0 de multiplicité 3 (4.84a)
_ [(v+Dw (v+ )¢+ )2y + (v — 1)¢ + 2bp4.C)
Sy = Fcy A +ci o1, (4.84b)
Su, (@) = — (2 - Tp)wi — (i3 - Ty) wo = —¥; - @, (4.84c)

pour tout vecteur & = (wy,ws)? dans R? de norme 1. La projection du vecteur ¥, sur la surface

P N
de choc est notée Ufz(ng-v+,ng~v+) €R%

Remarque 4.4

Les calculs ont été menés dans le référentiel du choc en se déplacant selon sa normale. Cela
explique la symétrie des ondes s1 (4.84b). Il faut prendre en compte la vitesse relative pour
toutes les ondes dans le cas d’un changement de référentiel.

Lorsque le systeme est hyperbolique, les valeurs propres s_, sy, s,, correspondent a la
vitesse de trois ondes qui se propagent le long du choc. Ces ondes sont liées aux modifications de
I’intensité, de la forme ainsi que de 'orientation du choc. L’écoulement amont est en particulier
responsable de la formation d’une de ces ondes (valeur propre s,, (4.84c)). Cela signifie que

I'information issue d’un point (X, YS)T sur le front de choc se propage selon les vitesses s,
s_ et s,, (J) dans toutes les directions unitaires & sur la surface de choc. Pour un incrément
élémentaire de temps dt, I'information portée par les valeurs propres s4+ se situe alors sur
un cercle de centre (XS,YS)T et de rayon s;dt, puisque ces vitesses sont indépendantes de
&. La valeur propre s,, dépend de la direction unitaire &j. L’information portée par s, se

~S
trouve alors sur un cercle de centre (XS +uf/2,Y, + 1125/2)T et de rayon ||v2+|| dt. La figure
4.3 illustre ’ensemble des configurations possibles de la propagation de I'information issue du
point (X4, Y,)". Trois cas se dégagent alors selon la rencontre ou non de ces ondes. Si l'intensité

de I'écoulement amont est inférieure aux vitesses locales sy, & savoir si 'on a [|77 < sy =

—5_, les ondes s4 et s,, ne se rencontrent pas (cf. Fig. 4.3(a)). A Tinverse, si I'écoulement
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4.4. NATURE DU MODELE CINEMATIQUE

amont est trop fort, |77 || > s; = —s_, les ondes se croisent en deux points B et C (cf. Fig.
4.3(c)). En particulier, il existe deux vecteurs unitaires &; et &, non colinéaires a 17_‘5;, tels que
Sy, (W1) = 54 = 5y, (W2). Enfin, lorsque la vitesse de I’écoulement est égale a celle des ondes
sy, i.e. 07| = sy = —s_, il existe une unique intersection en A comme schématisé en figure
4.3(b). On peut alors trouver un unique vecteur unitaire @ colinéaire a o tel que s,, (&) = s

>

’ ‘
B
5]l < 54 = =s_ [#5]] = 54 = =5 |Z5]] > 54 = —s_
@ {b) (c)

FIGURE 4.3 — Schéma de la propagation de 'information issue d’un point (XS,YS)T sur la
surface de choc. L’ensemble {7is, 73} est la base locale de la surface du choc associée ici au
point (Xg, YS)T. Trois cas se dégagent selon l'intensité de la vitesse du fluide en amont du choc
projetée sur la surface du choc : |77 ||.

Les valeurs propres s_ et s; sont différentes et non nulles. Si s, est différente des autres
valeurs propres, alors le systéme est hyperbolique. Les seuls cas problématiques sont s, = s_,
Sy, = S84 ou 8,, = 0. Dans ce dernier cas, il est aisé¢ de vérifier que le sous-espace propre
associé & 0 est de dimension 4. La matrice AMw; + A®@wy est alors diagonalisable dans R et le
systéme reste donc hyperbolique. Le théoreme qui suit assure ’hyperbolicité du systeme sous

la condition que la vitesse ﬁf ne soit pas trop élevée par rapport a la vitesse des ondes s..

Théoréme 4.1 (Hyperbolicité du modéle Cinématique)

Le modele Cinématique est hyperbolique si et seulement si HUf_H < s4 = —s_. En particu-
lier, le modele Cinématique est toujours hyperbolique pour un milieu au repos.

Preuve 4.1

Si [|7% < s, Dinégalité de Cauchy-Schwartz implique :
|80, (@)] < |05 < 54, V& €R?denorme 1.

Le systeme est donc hyperbolique.

Si |57 > sy, alors il existe & € R?, ||| = 1, tel que s,, (&) = sy ou sy, (&) = s_ (cf. Fig.
4.3). Supposons que s, (&) = s4 = s. Le cas s,, (J) = s_ se traite de maniere identique.
On cherche le sous-espace propre E, C R® associé & s. Le systéme est alors hyperbolique si
et seulement si dim(E,) = 2. Soit X = (X;) .6 € Es. Le vecteur (X1, Xo, X3)" vérifie

i=1,..
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CHAPITRE 4. LE MODELE CINEMATIQUE

le systeme :
—sX; + crwising w; X — crwiwe Xs = 0

2

wiX1 4+ (A VU4)singwi Xy — (34 )w Xz = 0.
C4 Wy

Le sous-espace propre F; est de dimension deux si et seulement si ces deux équations sont

indépendantes, ou de maniére équivalente, si et seulement le vecteur & est colinéaire a Uf.

Cela est possible uniquement lorsque [[vf]| = sy (cf. Fig. 4.3).

Remarque 4.5

Lorsque ||t ]| > s, la matrice AMw; + AP w, nest plus diagonalisable au voisinage des
points B et C en figure 4.3(c). Le systéme est dit faiblement hyperbolique si les valeurs
propres sont, encore réelles. La solution en ces voisinages est alors un d-choc et consiste en
une combinaison entre une discontinuité et une fonction dirac [73]. Son étude et son impact
pour la modélisation d’'une onde de choc en présence d’un écoulement a I’amont du choc
dépasse le cadre de cette these.

Remarque 4.6

En deux dimensions d’espace, les ondes voyagent sur le choc selon une unique direction ;.
Le cas dégénéré schématisé en figure 4.3(c) n’existe donc pas, et le systéme est toujours
hyperbolique.

Le caractere hyperbolique du systéme implique que la formation de choc sur le choc (choc-
choc) est possible, tout comme dans le modele GSD de Whitham. On rappelle que cette dis-
continuité correspond a la trace du point triple sur le front lors de la formation d’un front de
Mach.

4.5 Equivalence structurale avec le modéle GSD

L’analogie structurale du modele Cinématique avec le modele GSD a déja été soulignée
dans [124, 92]. Nous nous proposons dans cette section de prouver 1’équivalence formelle de
ces deux modeles dans le cadre général. 11 est en effet naturel de décomposer ’évolution du
front de choc en tubes de rayon élémentaires d’aire transversale A, avec une relation A — M
propre au modele Cinématique. Cela autorise notamment une écriture conservative du modele
Cinématique, ainsi qu'une comparaison aisée avec le modele GSD.

Dans la suite, nous montrons que I’équation sur l'intensité du choc (4.58) se réécrit sous la

forme de I’équation bilan
i
divl—]=0

et d’une relation A — M spécifique. Le vecteur 7, défini par

Wil + . M+ m
= SREY  ERAM (4.85)
Wsi 7] M+ )

<

N.l
I

=

est le vecteur unitaire dans la direction de propagation du choc, ou 7 est le vecteur de Mach
de l’écoulement amont : m = ¥4 /e .
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4.5. EQUIVALENCE STRUCTURALE AVEC LE MODELE GSD
On rappelle I’équation (4.58) :

- 0
T +crw V-1 + c+w2( np)-

19) 17)

= CiLws P+ + C+’LU4& + Ws,
P+ P+ P+

oulonad, =r1- 6, et

(4.86)

S S o - v
w5—a1V~v++a2VS~v++v+~(ag

v
P+ + oy P+ _
P+ b+

Les coefficients w; et ay, pour i = 1,...,4, dépendent de ¢ et sont donnés par (4.59) et (4.60).
La relation de Rankine-Hugoniot (4.11), ¢ = % (M 2 - 1), est utilisée dans la suite afin
d’exprimer les coefficients en fonction de M.

En dérivant la relation M =

1+ 'YTf/lC, il vient :

A _ a9 am
dt  ~y+1 dt -’

Le nombre de Mach M dépend du temps d’arrivée du choc : M = M (tsp,). Soit M, = M, (Zsp)
le nombre de Mach fonction de la position du choc tel que M(ts,) = M, (Zsp). Par la relation
(2.39), il découle :

d AvM - 4vyM - - o

A _ DM G Sy, = DM g G,

at — y+1 1
Afin d’alléger les notations, la distinction entre M et M, n’est pas faite dans la suite.
En multipliant la relation (4.86) par - %) -

et en injectant la relation précédente, on trouve :
Mg (M) V]~

- . Onp+ Onp+
—i- VM + MV - M))M M)YM——-
1 o + i+ x1(M) ” + x2(M) o
On,
B Y o) VA OB Y PR
b+ C+wy
ou
4yM(M? —1) (v+ {202y —1)M* + (y+5)M?* +1 -~}
Are (M) = =7 . U 4s8y)
(v + Dws (2yM? +1 = y){2+ (v = 1)M? + 2bp, (M? = 1)}
Les coefficients x1 = —32, x2 = —* et x3 = 32 s’expriment en fonction de M comme :
—(y+1)M?
M) = 4.89
M) = S B (r — DM + 2bp, (M2 — 1] (4.89)
(v +1)(2y = HM?
M) = 4.89b
) = 5 B G~ DM2 1 20, (37 - 1)) (4590)
(M) = — DT (4.89¢)
2v(2yM? +1 — )
De la méme maniere, le terme cffu - §’écrit comme :
w V.7 VS . Y Y,
> = Xa (M) 4y (M)~ 4 xe (M) T () B
C+ w1 C+ C+ P+

P+
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avec

M) = -2 (v + 1)2(yM? + 1)M

X wy (1= bp) (2YM2 + 1= ) {2+ (v — M2 + 2bp, (M? — 1)}
. oy —(’y—Fl)M

W)= T BT (- DME T 2 (M2 - 1))

W) = % —y(y + )M (5 — v +2(2y — 1)M?)

‘ w; 2(1—bpy) (1 — 7+ 2yM2) {2+ (v — )M + 2bp, (M2 — 1)}
o v+ 1M

M) = T BT (- UM+ 2, (- D))

A partir de la relation (4.85), la divergence du vecteur i vérifie :
M7+ | (V7)) = M (V) 47 VM + Vi =7V (M +ml). (4.90)
Un calcul donne de plus la relation suivante :

3o M (7-¥ (i-m)) - (i-Via
o o (790 + (IMﬁ+m| )+ IM(ﬁHﬁI)' (490

En injectant ces deux derniéres relations dans (4.87), il vient alors :

M]\;\fij\/i[HZ' (7-u) V| (v-9) <M+ﬁ-m?

oM+ L p e
‘ + M+

- Op,
p ﬁ) VM + xa (M) M ZPE
+

P+
On Onp)_
+ x2(M)M pp++X3(M)M( )
+

+ap=0, (4.92)
P+

ol g est un terme nul si I’écoulement amont est au repos, sinon :

V-7 VS . @ m-V -V
a0 = xa(M)M 2 4 s (M)M~—" 4y (M) M 2P 4y ()
C+ C+ P+ b+
M (Z ﬁ(ﬁ.m)) - (Z-vm) )
+ V-

MR m [Ma

On cherche ensuite f et K tels que fx(4.92) s’écrit sous la forme V- (KZ) = 0. L’identifi-

cation de cette derniére relation avec (4.92) aboutit a :

k=
C+
et
- o [MA(M)|V] (> < M+ _\ = Onpy
O Onp) _
o m e a0 +ao}f.
P+ b+
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Cela donne :
V|7i-VK  MAc(M)|V| /+ = M+7-m- .\ = Onp
- (7 VM — i —@)-VM M)M 22
oy K M2_1 e, (Z v )+ N ) VM A a(M)M=
On Onp)_
+ x2(M)M p++X3(M)M( r) +ap=0.

P+ P+

1
Finalement, en notant daw = ¢4 dt et en posant K = 1 I’équation de bilan dans les tubes de

- (7
< (1)

ainsi qu’une relation A — M propre au modele Cinématique :

rayon est retrouvée :

1dA  MAg(M)dM <M+ﬁ-m7

= anp-‘r
=8 AT R ) VM MM
Ada "2 —1 da T\ (Mism’ ") VM (M)

P+
(Onp)_
P+

On
+X2(M)M pp* + xa(M)M +ag=0.] (4.93)
+

Le modele Cinématique est ainsi formellement équivalent au modele GSD. Il se compose de
Péquation eikonale (3.73) (cf. remarque 4.1) :

C——irM|60<| =1- S Va,
Co Co

div <A) =0, (4.94)

et de la relation A — M (4.93). Cette derniére relation est spécifique au modeéle Cinématique.
Pour un milieu amont au repos, elle differe de celle du modele GSD, équation (3.67), par
I’expression des coefficients et par le terme modélisant les effets arriere. Dans ce dernier cas,
Pinfluence de I’écoulement arriére sur le choc est contenue dans le terme (9yp + pcdyv)_ pour

de I’équation bilan (3.72) :

le modele GSD tandis qu’il est pris en compte a travers le terme (ﬁ . ﬁp) pour l'approche

cinématique. Négliger les effets arriere dans le modele Cinématique implique donc d’omettre
une information différente de celle de 'approche de Whitham. Pour un milieu uniforme, et
en négligeant les effets arriere, seule la fonction A varie entre les deux approches. La relation
A — M s’écrit en effet sous la forme

dA  MMM)

1 + 21 dM =0, (4.95)
avec A\ définie par (3.79a) pour le modele GSD et A = Ag donnée par (4.88) pour le modele
Cinématique. Dans ce cas, le pilotage de la vitesse du front est entierement déterminée par la
fonction \. Cet aspect sera abordé plus en détail au chapitre 6, dans lequel les deux modeéles
sont comparés sur des configurations variées.

L’approche caractéristique de Whitham, applicable uniquement pour un écoulement 1D,
interdit le développement d’une relation A — M pour un milieu potentiellement en mouvement,
comme souligné en section 3.2.2 pour le modele GSD anisotrope. Cela nécessite notamment la
réécriture de ’équation bilan (4.94) en effectuant un changement de repére. On note que cette
réécriture n’est pas nécessaire pour le modele Cinématique.
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Bien que l'approche cinématique soit différente de celle de Whitham, il apparait naturel
de décomposer la propagation du front de choc en tubes de rayon élémentaires. Néanmoins,
contrairement & ce dernier, I’hypotheése de paroi rigide des tubes n’est pas nécessaire pour définir
une relation A — M. Cela se traduit alors par la prise en compte de variations tangentielles le
long du choc. Dans la relation (4.93), il s’agit d’un terme lié & ’écoulement amont : V5.7, A
Pordre supérieur de troncature du systéme, c’est-a-dire avec une équation supplémentaire sur
le terme de couplage arriere, cette variation tangentielle apparait plus concrétement au travers
du gradient du nombre de Mach : VS M. Cette extension sera traitée au chapitre 9.

L’équation d’évolution de la position du choc (4.62a) est identique & 1’équation eikonale
comme souligné en remarque 4.1. De surcroit, ’évolution du vecteur normal au front (4.62c)
découle de la vision level-set du choc (2.26) (cf. section 4.3.1) et peut donc étre définie pour le
modele GSD. Par conséquent, seule I’évolution de 'intensité du choc (4.62b) différe entre les
modeles. Il a été prouvé dans cette section que cette derniere équation se réécrit sous la forme
de I’équation bilan sur les tubes de rayon et d’une relation A — M. L’écriture du modele GSD
a trois dimensions dans la base locale au choc, pour un milieu hétérogene et potentiellement
en mouvement, est par conséquent identique au systeme (4.62), avec des coeflicients différents
pour léquation d’évolution sur ¢. Dans ce cas, les ondes sy (4.84b) du modéle de Whitham

sont données par
M2 -1
" i
S+ C+ )\(M) ’

ou l'on rappelle que M = ,/1+ 72—?14, et avec A définie par (3.79a). En particulier, le théo-

réme 4.1 indique que le modéle GSD anisotrope (3.80) est hyperbolique sous la condition
[57]] < sy = —s_, donnant par cette occasion un résultat général d’hyperbolicité du modele
GSD.

L’équivalence structurale du modele Cinématique avec le modele GSD permet son étude
compléte, au travers de I’état de 'art du modele GSD [143], ainsi qu’une comparaison détaillée
des deux approches. Celles-ci feront ’objet du chapitre 6.

4.6 Conclusion

Le modele Cinématique est un modele simplifié de propagation d’une onde de choc aé-
rienne. Il s’agit d’'un modele alternatif & ’approche GSD, basé sur une vision beaucoup plus
mathématique de I’évolution du front du choc. Nous avons choisi dans ce chapitre d’étendre
le modele déja existant & un milieu stationnaire assimilé a un gaz de van der Waals. Une dé-
rivation détaillée du modele a 'ordre 0, ou 'on suppose que ’écoulement arriére est connu,
a 6té présentée ici. A cela s’ajoute une étude globale de la nature du modele, ainsi qu’une
démonstration formelle de I’équivalence structurale du modele Cinématique avec le modele de
Whitham. L’ensemble de 1’étude menée dans ce chapitre n’a jamais été effectuée auparavant a
notre connaissance.

Le modele Cinématique est hyperbolique sous réserve que la vitesse de ’écoulement amont
projetée sur la surface de choc ne soit pas trop importante par rapport a celle des ondes lo-
cales. Tout comme le modele GSD, des discontinuités (choc-chocs) peuvent donc se développer
sur le front correspondant a la trace du point triple lors de la formation du front de Mach.
Bien que I'approche cinématique soit différente de celle de Whitham, il semble toutefois natu-
rel de décomposer ’évolution du front de choc en tubes de rayon. Contrairement au modele
GSD, ceux-ci ne sont plus a paroi rigide, autorisant ainsi la prise en compte de 1’écoulement
transversal amont dans le modele Cinématique au travers des gradients de .

L’équivalence structurale du modele Cinématique avec le modele GSD autorise son étude
compléte, tant par 1’état de l’art disponible pour le modele de Whitham [143] (¢f. chapitre 3),
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que par les schémas numériques développés pour ce dernier [56, 85]. Cette étude ainsi qu’une
comparaison détaillée des modeles en deux dimensions d’espace sera effectuée au chapitre 6.
Il est toutefois nécessaire de mettre au point un algorithme numérique de résolution pour les
problemes complexes. Le prochain chapitre présente ’algorithme Lagrangien développé a cette
fin.
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Chapitre 5

Algorithme numérique
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L’étude bibliographique montre que trois types d’algorithmes ont été développés afin de
résoudre numériquement le modele GSD. La méthode Lagrangienne naturelle, ou de front-
tracking, [56, 106, 105, 107] a été employée dans les années 1980. Elle est basée sur la dé-
composition du front de choc en tubes de rayon discrets évoluant en temps et régulierement
rééchantillonnés. La relation A — M est intégrée sur le trajet ce qui fournit la vitesse locale du
front. L’algorithme a initialement été proposé en deux dimensions d’espace [56] et donne de tres
bons résultats pour les problemes de diffraction sur un obstacle ou de propagation dans une
conduite. La prise en compte des inhomogénéités du milieu amont est directe via une extension
de la relation A — M [107], ce qui modifie & la marge la méthode numérique. Ce schéma a
été validé sur des problemes de réfraction d’une onde de choc sur une interface gazeuse plane
ou courbe. L’algorithme est néanmoins difficile & mettre en ceuvre en 3D pour des géométries
complexes [106, 105], principalement lorsque le choc se diffracte de part et d’autre d’un obstacle
et se recombine. Cette difficulté est contournée par Pemploi d’algorithmes Eulériens [108, 109]
dans les années 1990. Ces algorithmes ne tirent cependant pas avantage de la localité du front
de choc ou supposent une connaissance a priori de la direction de propagation du choc. Plus
récemment, l'usage de méthodes level-set [87, 114] a été proposé. Ces méthodes augmentent
la dimension du probléme mais permettent de traiter aisément des configurations 3D gréace a
une représentation implicite du front. Aslam [7] propose une intégration directe de I’équation
de niveau alors que Noumir et al. [85] démontrent que I’approche fast-marching peut étre ef-
ficacement employée. Ces algorithmes ne sont cependant pas conservatifs et demandent des
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ressources informatiques plus importantes que 'approche Lagrangienne.

Dans ce chapitre, nous présentons 'algorithme numérique développé afin de résoudre les
modeles GSD et Cinématique. Conformément a ’objectif de cette these, cet algorithme doit
étre rapide, simple a mettre en ceuvre et étre conservatif. La méthode de front-tracking est
donc naturellement considérée, en s’inspirant des travaux d’Henshaw et al. [56].

L’algorithme d’Henshaw se résume comme suit. A un instant donné, le front de choc est
discrétisé par un ensemble fini de points. A chaque point est associé le centre d’un tube de
rayon, un nombre de Mach et un vecteur normal. L’aire de chaque tube de rayon est calculée
par des considérations géométriques faisant appel a un schéma centré, et les points sont avancés
a ’aide d’un schéma Leap-Frog initialisé par un pas d’Euler explicite. L’algorithme a tendance
A créer des oscillations de haute fréquence qu'il convient d’atténuer. A chaque nouvelle position
du front, une interpolation spline cubique globale permet de calculer ’ensemble des vecteurs
normaux. L’interpolation est globale dans le sens ou la détermination des coefficients repose sur
la continuité des dérivées premieres et secondes de proche en proche ce qui conduit a résoudre
un systéme linéaire. Le nombre de Mach est par la suite calculé dans chaque tube de rayon en
intégrant numériquement la relation A— M de I'instant initial & I'instant courant. L’algorithme
gere dynamiquement le nombre de points du front au travers d’une procédure appelée régu-
larisation. Des points sont ajoutés dans les zones d’expansion du choc afin de maintenir une
résolution acceptable, et d’autres sont supprimés dans les zones de compression évitant ainsi
une accumulation au niveau des choc-chocs. Une procédure de lissage est finalement appliquée
périodiquement afin de réduire les oscillations de haute fréquence. Le pas de temps maximal
est obtenu en respectant une condition de stabilité de type Courant-Friedrichs-Lewy.

Cet algorithme est précis, conservatif, et robuste, il peut toutefois étre amélioré. Tout
d’abord, I'interpolation spline cubique globale du front est sujette a des oscillations, notamment
dans les zones de fort gradient tel que le voisinage des choc-chocs. De surcroit, la dépendance
globale aux données implique qu’une petite oscillation du schéma influe sur I’ensemble du front.
Afin de nous affranchir de ces problémes, nous optons pour une interpolation spline cubique
locale limitée. Ensuite, le schéma Leap-frog est régulierement réinitialisé a la suite des procé-
dures de régularisation et de lissage du front. Nous proposons d’utiliser un schéma en temps
du type Runge-Kutta TVD (Total Variation Diminishing) d’ordre 3 afin d’éviter la rupture du
schéma. Cette méthode présente de plus 'avantage d’étre compatible avec un schéma centré et
de limiter les oscillations. Enfin, le caractére conservatif du schéma d’Henshaw est assuré par
I'intégration numérique de la relation A — M depuis I'instant initial. Cela rend difficile ’estima-
tion du nombre de Mach pour une propagation a longue distance, en particulier si le milieu est
hétérogene. Cette contrainte n’est en réalité nécessaire que lors de la régularisation du front.
L’intégration depuis 'instant initial assure la conservation de ’aire lors de la suppression ou de
I’ajout d’un point. Dans notre algorithme, nous choisissons d’intégrer la relation A — M d’un
pas de temps a 'autre tout en respectant le principe de conservation.

Ce chapitre est décomposé en trois parties. L’algorithme Lagrangien a deux dimensions que
nous avons développé est d’abord détaillé, puis validé. Enfin, son extension possible au 3D et
a un milieu non-uniforme et au repos est rapidement discutée.

5.1 Algorithme Lagrangien en deux dimensions

Les spécificités du schéma Lagrangien développé en 2D sont détaillées ici. La synthese de
I’algorithme est présentée en sous-section 5.1.4.
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5.1.1 Evolution du front

Le choc est assimilé a une surface de discontinuité mobile de ’espace. Il est supposé se
propager dans un milieu uniforme et au repos. L’extension a un milieu hétérogene et au repos
est directe en suivant [107] et est résumée en sous-section 5.3.1.

Remarque 5.1

Dans le cas d’un milieu homogene et au repos, on peut assimiler le temps ¢ & o = ¢ ¢. Dans
ce cas, ¢ = 1 dans toute la suite.

Soit un front de choc initial, & I'instant ty, de nombre de Mach My, potentiellement non-
uniforme le long du choc, et de coordonnées dans la base cartésienne données par Z(ty) =
(x(tg),y(to))T. La position instantanée du front ¥ = (z,y)? est déterminée au moyen de
I’équation d’évolution :

O B.1) = e M (8,1)7(5,1) (5.1)

On rappelle que ¢4 est la célérité du son en amont du choc, 5 est la position des rayons sur le
choc et 77 est le vecteur normal unitaire au front orienté dans le sens du mouvement. L’abscisse
curviligne sur le choc, s, est reliée a la coordonnée 3 par la relation ds = Adg.

Le traitement des bords du choc n’est pas présenté dans un premier temps. Il fera 1’objet
de la sous-section 5.1.2. Le traitement des obstacles discrets est détaillé en sous-section 5.1.3.
Rappelons toutefois que lorsque le choc interagit avec un obstacle, la direction du point sur la
paroi est tangente a celle-ci et est imposée par le vecteur N = (Ny, —Nm)T, ot N est le vecteur
normal extérieur a l'obstacle.

Le schéma numérique est basé sur la décomposition de 1’évolution du front en tubes de
rayon élémentaires. L’aire de ces tubes est définie géométriquement et permet de calculer la
vitesse du front (le nombre de Mach M) au travers de la relation A — M :

14, M, 52
A dt M2 —1 dt
La figure 5.1 présente schématiquement 'idée générale de I’évolution sur un pas de temps.

Soit {f;}i=1,... ~ une discrétisation de la coordonnée 3 le long du choc. Le front de choc est
approximé a l'instant ¢ par un ensemble fini de points de cordonnées Z (f3;,t), aussi noté Z;(t)
pour simplifier :

(B t) = Ti(t) = (zi(t),y: ()", pouri=1,...,N.

A chaque point est associé un tube de rayon d’aire locale A; (t), calculé a partir de considérations
géométriques détaillées ci-apres, un nombre de Mach M;(t) et un vecteur normal 7;(t).
On définit I’abscisse curviligne discréte le long du choc (s;)i=1,... N par

0 si i=1
si(t) = (5.3)
Si_l(t)+ ||fl(t) 751‘_1(0“ si 1 :2,...,N.

Dans le cas d’un cercle, cet abscisse discréte est une approximation a l'ordre 2 de ’abscisse
curviligne. L’incrément d’abscisse curviligne est noté As;(t) = s;(t) — s;—1(t). L’aire locale
est ensuite calculée par des considérations géométriques simples. En 2D plan, elle s’exprime
comme :

Asy(t) si i=1
Al(t) = % ASi(t) + Asit1 (t) si 1=2,...,N—1 (54)
Asn(t) si i=N.
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shock

ray tube

FIGURE 5.1 — Schéma de la discrétisation de 1’évolution du front de choc dans l'algorithme
Lagrangien. Le front de choc & l'instant ¢ est discrétisé par un ensemble fini de points Z;.
Chaque point est associé a un tube de rayon d’aire A; permettant de calculer le nombre de
Mach local M;. Les points sont ensuite avancés a partir de I’équation d’évolution (5.6)

En 2D axisymétrique d’axe de rotation (Oy), elle est définie par :
A32(t) (332 + 1‘1)y si 1=1
Ai(t) = % Asisr(t) (Tigr +25)" + Asi(t) (i + 1)’ si i=2,...,N—1  (5.5)

ASN(t> ($N+$N,1)y si i=N,

avec v = 1. Le cas 2D plan est retrouvé en fixant v = 0.
Le nombre de Mach dans chaque tube de rayon est calculé a 'aide de la version discréte de
(5.2). L’évolution de Z;(t) est donnée par I’équation d’évolution (5.1) semi-discrétisée :

da’; (t)
dt

= C+Mi (t) ’ﬁ:l (t) (56)
Les vecteurs normaux sont déterminés suivant la procédure explicitée a ’étape 5 ci-apres.

Initialisation du schéma. Soit As le pas de discrétisation initial du front de choc, en
metres. Usuellement, nous prenons As = 0.01. Le nombre de point N discrétisant le front est

défini par
N
1 sn (2
As = i ;22 (&'(%) - Sil(tO)> = N]EJO)‘

La position du choc (Z;(t0))i=1,....~ et le nombre de Mach (M;(to))i=1,... n sont donnés par la
condition initiale du probleme. L’abscisse curviligne discrete, laire associée a chaque tube de
rayon et l'interpolation spline du front initial sont ensuite calculées. Cela détermine la courbe
de choc dite de référence du schéma qui intervient au cours de ’évolution du front. Lorsque des
points sont ajoutés ou supprimés sur la courbe courante a I'instant ¢, les mémes points sont
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ajoutés ou supprimés sur la courbe de référence en conservant ’abscisse curviligne initiale.
Ainsi, malgré une redistribution des points initiaux, ’aire initiale est conservée assurant la
conservativité du schéma. Ce point sera discuté en détail a I’étape 3 ci-apres.

La courbe de choc initiale est finalement formée de la courbe de référence a laquelle est
ajoutée I’ensemble des vecteurs normaux au front.

Les données liées au choc sont supposées connues a l'instant ¢. La propagation du choc
jusqu’a l'instant ¢t + At, ou At est le pas de temps courant, se fait au travers des six étapes qui
suivent.

Etape 1 : calcul du pas de temps At. Les perturbations le long du choc voyagent & la
vitesse

ds  Adg M2 -1

= =C _—
At~ dt N
ou s est I’abscisse curviligne le long du choc. Ces perturbations ne doivent pas se propager plus
loin qu’un arc élémentaire du front (condition de Courant-Friedrichs-Lewy assurant la stabilité
du schéma) :

dpinAs A(M;)
At < Aty = -"""" min 4|=H—— 5.7
-0 cy i=l..N\| M? -1’ (5.7)
ol dppin est un parameétre de tolérance inférieur & 1 précisé a 1'étape 3. A cette condition
est ajouté un critére évitant le croisement éventuel de pseudo points portés par les vecteurs
normaux.

Proposition 5.1
Si

avec

I o (351'71%' ﬁz) (7171 'ﬁi) — Ti1@; - i1 5.9
i—1 = (e T2 — 1 (5.9a)

(Toamy i) (Wi - ) — Tia@) - s

(7iq - 7:)° — 1

fey =— : (5.9b)

et I = {i=2,...,Ntelquel,_1 >0,k >0et|i;_q-7;| # 1}, alors les rayons ne se
croisent pas.

Cette condition est particulierement nécessaire lorsque le choc interagit avec un obstacle
ou tend & se pincer.

Preuve 5.1

Pour démontrer la condition (5.8), considérons deux points voisins distincts sur le choc
X;—1 et X; se déplagant dans la direction 7;_1 et 7i; respectivement. Soient (D;_1) (res-
pectivement (D;)) la droite portée par le vecteur 7,1 (respectivement ;) et passant par
X1 (respectivement X;), et Q le point de croisement éventuel de (D;_1) avec (D;). Si
|fi;—1 - ;] = 1, alors les droites (D;_1) et (D;) sont paralleles, et Q n’existe pas. Sous
Ihypothese que |7i;_1 - 7i;| # 1, il existe alors [;_1 et k; deux nombres réels tels que

Xi,1i§ = liflﬁifl et m = kzﬁi (510)
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S’il y a intersection, alors [;_; > 0 et k; > 0. Le vecteur X,»_IX,- vérifie :

Xio1X; = Xio1Q — XiQ = liyiti—1 — kif;.

En contractant cette relation avec 7;_1 d’une part et 7i; d’autre part, (I;_1, k;) est solution
du systéme linéaire :

Xi o Xi -t = liy—ki (@ioy-7)
Xi 1 X; - i = —ki+li—1 (-1 - 7).

Ce systéme est inversible sous la condition ;1 - 7; # £1, et les relations (5.9a)-(5.9b)
suivent.
Par la méthode d’intégration d’Euler, on considére une étape de propagation de X; qui
amenerait au point @ :
Q = Xz + At x C+Mi7’i;.

Cela aboutit alors a k; = ¢y M;At. De méme, il vient [;_1 = ¢y M;_1 At. Par conséquent, si
le pas de temps vérifie
1 lic1 ks
At < —min [ —, l) ,
Cq (M11 Ml

alors les incréments sur les droites (D;_1) et (D;) ne se croisent pas. Finalement, en appli-
quant cette condition & I'ensemble des points du choc, la condition (5.8) est trouvée.

Le pas de temps At nécessaire a la propagation du front de choc est finalement donné par
At = fmin (At,, At.), (5.11)

ou 3 €]0, 1] est un coeflicient de sécurité choisi a 8 = 0.5 ici.

Etape 2 : évolution du front de choc. La propagation du front de choc de linstant ¢ =t
a linstant ™1 =t + At s’effectue en intégrant (5.6) a aide d'un schéma en temps de type
Runge-Kutta TVD d’ordre 3 [47] (RK3-TVD). On note Z7*, 1™ et M™ les approximations des
vecteurs 7; et 77; et du nombre de Mach M; a I'instant ¢". De la méme maniere, fZ’-”H, ﬁ;"“
et M Z”'H désignent les approximations de ces quantités a l'instant t™*!. Le schéma RK3-TVD

est défini par :

" = I + c  AtM R (5.12a)
e (" + ey AM™ ™) (5.12b)
—-m-+1 1—»m 2 —m mo =m
T =37 + 3 (&2 + e AtM?i"?) (5.12¢)
pour i = 1,..., N. Pour chaque étape intermédiaire, les conditions aux limites (cf. sous-section

5.1.3), les vecteurs normaux et le nombre de Mach sont évalués (cf. étapes 5 et 6) dans le but
d’effectuer ’étape suivante.

A Torigine, les points étaient avancés a laide d’un schéma Leap-Frog initialisé par un
pas d’Euler explicite. Cela provoquait alors la réinitialisation de l’algorithme apres chaque
régularisation et/ou filtrage du front (cf. étapes 3 et 4). Contrairement & Henshaw, nous avons
choisi un schéma de type Runge-Kutta du fait qu’il ne provoque pas de rupture du schéma.
La zone de stabilité absolue du schéma RK3-TVD contient une partie de I’axe des imaginaires
purs, évitant ’amplification des oscillations au cours de I’évolution du front de choc.
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Etape 3 : régularisation du front de choc. Une fois le front de choc propagé, I’espacement
des points est vérifié. Des points sont insérés dans les régions expansives du choc pour maintenir
une résolution acceptable, et d’autres sont supprimés dans les régions compressives dans le but
d’éviter I’accumulation au niveau des choc-chocs. Cette suppression ne s’applique pas sur les
points extrémes du choc.

Pour i = 2,..., N, 'espacement des points doit vérifier :

AminAs < Asi(t + At) < dpazAs, (5.13)

ol dymin = % et dpazr = % usuellement. Si As;(t + At) < dninAs, le point i est supprimé. Si
Asi(t + At) > dpmarAs, un point intermédiaire noté fi,% est ajouté en évaluant la spline en

Iabscisse curviligne moyenne % (s;—1(t + At) + s;(t + At)). Dans ce cas, les mémes points sont

C . o , . A (At
ajoutés ou supprimés sur la courbe de référence afin de préserver le ratio d’aire %.

(a)
FIGURE 5.2 — Schéma de la courbe de choc de référence avant et apres régularisation. Une
redistribution de Daire est nécessaire. Fig. (a) : Ajout d’un point intermédiaire entre Z;_; et
@;. Fig. (b) : Suppression du point Z;.

Proposition 5.2
L’aire est conservée sur la courbe de référence.

Preuve 5.2

Supposons que 'on ajoute un point entre les indices i-1 et i (cf. Fig. 5.2(a)). On note A;_; (o)
et A;(to) les anciennes aires associées a ces points sur la courbe de référence, s;_; s2(to) =
% (si—1(to) + s4(to)) I'abscisse curviligne du nouveau point, et A;_1(to), A;—1/2(to) et A;(to)
les nouvelles aires associées. Par la définition de laire plane, (5.4), ces derniéres sont données
par

Aia(to) = % (si-1/2(t0) = si—a(to))
Ai—1y2(to) = %(Si(to) = si-1(t0))
Ai1(to) = % (5i41(to) — si—1/2(t0))

en supposant qu’il ne s’agit pas de points de bord du choc. Il est alors facile de vérifier que

113



CHAPITRE 5. ALGORITHME NUMERIQUE

I'aire est conservée :
Ai_1(to) + Ai1/2(to) + Ai(to) = Ai_1(to) + Ai(to).

Supposons maintenant que I'on supprime le point j (¢f. Fig. 5.2(b)). On note flj,l(to)
et Aj+1(t0) les anciennes aires associées a ses points voisins sur la courbe de référence, et
Aj_1(to) et Aj+1(to) leurs nouvelles aires associées apres suppression du point. Elles sont
données par

1 ~ 1

Aj-1(to) = 5 (sj+1(t0) = sj-2(t0)) = Aj—1 + 5 (5541 = 55)
1 ~ 1

Ajra(to) = 3 (sj4+2(to) — sj-1(to)) = Ajr1 + 5 (85 —sj-1),

pour les points intérieurs du choc. On vérifie de la méme maniére que laire est ainsi conser-
vée :

Aji(to) + Ajralto) = Aj-1(to) + Aj(to) + Ajya(to)-

La conservation de l'aire est également effective pour les points de bord du choc ainsi qu’en
configuration axisymétrique.
|

Etape 4 : filtrage des points. L’utilisation d’un filtrage spatial pour atténuer les oscil-
lations de haute fréquence, que peut générer un schéma centré, est classique en mécanique
des fluides [23, 72]. On choisit ici d’utiliser le filtre originel d’Henshaw qui correspond & une
itération de Jacobi appliquée au systeme discret d’équations :

=0, pouri=1,...,N. (5.14)

Apres ng itérations en temps (entre 10 et 50 en pratique), on applique :

- - . _
AN - i~ T =2....,.N—-1 515
Z; hl+hrxz 1+ hl+hrxz+17 pour i e, , ( )
avec
ho= 1= Fiall et e = || —

Les ¢ pairs sont d’abord traités, suivis des 4 impairs en considérant les points associés aux i
pairs modifiés. La relation (5.15) est un développement limité de (5.14). L’approximation est
d’ordre 2 si 'espacement des points sur le front est régulier et d’ordre 1 sinon.

Des filtres alternatifs peuvent étre considérés, tels que les filtres & moments gaussiens [103].
Par exemple, le filtre gaussien a 3 points est défini par

pour une discrétisation uniforme. Néanmoins, une étude préliminaire a montré I'efficacité du
filtre d’Henshaw par rapport a ce type de filtre sur les cas que nous avons testés. Il ne nous a
donc pas semblé utile d’explorer davantage ce point.

A titre d’exemple, effet de ces deux filtres est représenté en figure 5.3. On note que le filtre
d’Henshaw lisse plus fortement pour cette fonction test.

Etape 5 : détermination des vecteurs normaux. L’abscisse curviligne discréte du choc
est déterminée par la relation (5.3). Le front de choc est alors interpolé & partir des données
(si(t)sxi(t));=1,.n b (si(t),yi(t));=;  n & laide d’une spline cubique locale limitée. Cet

aspect du probléme est détaillé en section 5.1.2. La courbe obtenue est notée (X(s),Y (s))”

114



5.1. ALGORITHME LAGRANGIEN EN DEUX DIMENSIONS

1 . r
—+— data
- -=-- Henshaw
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FIGURE 5.3 — Effet du filtrage d’Henshaw (5.15) et du filtrage gaussien (5.16) sur une fonction
test.

et est au moins de classe C'. Cela autorise le calcul des vecteurs normaux unitaires au choc
{#;}i=1,... .~ & partir de la formule analytique :
(Y'(s3), — X" (s:))"
[ X7 (s:)2 + Y (s0)2]

—

n; =

pouri=1,...,N. (5.17)

Etape 6 : calcul du nombre de Mach. Cette étape cruciale n’est pas détaillée dans la
littérature. Nous proposons de procéder comme suit.

L’aire de chaque tube de rayon est calculée par la relation (5.4) en 2D plan ou (5.5) en 2D
axisymétrique. Le nombre de Mach est ensuite déterminé en intégrant la relation A — M (5.2)
sur chaque tube de rayon entre les instants t et ¢ + At :

M; (t+At)

In (W} i / :Z)\(m)dm —0, pouri=1,...,N. (5.18)

i

Tant qu’il n’y a pas eu ajout ou suppression de points, la formulation (5.18) est exacte dans le

sens ou I’on reste sur le méme rayon. Nous avons ainsi pour ¢ = 1,..., N :
0, [ mm)
Ai(t mA(m
1 . dm =20 5.19
n(Ai(t0)>+ / m2—1 m ’ ( )
M;(to)
et
( A ) M; (t+At) )\( )
A;(t+ At mA(m
In{ —= dm = 0. 2
n( Ai(to) >+ / mz 19" =0 (5:20)
M; (to)
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t-At t t+At

Apreés suppression du point

(a)

Avant ajout du point Aprés ajout du point

(b)

FIGURE 5.4 — Schéma de la redéfinition des tubes de rayon apres régularisation du front a
I'instant ¢ + At. Fig. (a) : Suppression du point ;. Fig. (b) : Ajout du point &1 /5.

Maintenant, supposons que ’on régularise pour la premiere fois le front et faisons 'hypo-
these que le point &; est supprimé sur la courbe de choc a I'instant ¢ + At (¢f. Fig. 5.4(a)). On
note A; et M; l'aire et le nombre de Mach associés au point ¢ avant cette suppression, et A;
et M; ces mémes quantités apres. La suppression du point &; modifie I'aire des tubes de rayon
voisins j-1 et j+1. Ainsi, en appliquant naivement la relation (5.18) le long du rayon j+1, le
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nombre de Mach au point j+1 vérifierait :
IV[j+1(t+At)

In <Aj+1(t+At)) + / mA(ml) dm = 0. (5.21)

Ajya(t) m? —

Mjqa(t)
Ce nombre de Mach devrait étre identique en intégrant depuis I'instant initial :

M1 (t+At)

A (t+ At A

In Ajrit+ AY) + L(m)dm =0. (5.22)
Ajta(to) m? —1

M t1(to)

Seulement, Mj+1(t) est associé au rayon j+1 avant la suppression du point j. Il vérifie néces-

sairement :

Ajq(t o A
In <J“()) + / mAm) 41— 0, (5.23)
Ajia(to) m* —1
Mj41(to)
Appliquer (5.23) puis (5.21) meéne alors a la relation :
121' A A A ]ij+1(t+At) \
i+1(t to i+1(¢ t
(G ) () e e em=o e
Aja(t) Ajra(to) Ajt1(to) m* —1
Mj11(to)

qui differe de l'intégration depuis linstant initial (5.22). Il y a donc une perte d’information
qui conduit a une perte de conservativité du schéma. Ce raisonnement est identique si 1'on
ajoute un point (cf. Fig. 5.4(b)).

L’intégration directe d’un pas & l'autre (5.18) nécessite donc une modification lors de la
régularisation du front. Les deux propriétés qui suivent assurent le bon comportement du
schéma lors du calcul du nombre de Mach.

Proposition 5.3

Soient A; et M; Daire et le nombre de Mach associés & un point i avant régularisation, et
soient A; et M; ces mémes quantités apres régularisation. Le nombre de Mach M;(t + At)
est calculé avec la relation suivante afin d’assurer la cohérence du schéma :

M ( t+At)

8 (A (ftij(tft) > /

;i (t)

= 0. (5.25)

Remarque 5.2

Si aucune suppresswn ou aucun ajout de point n’a été effectué dans le voisinage du point
i, nous retrouvons A; = A; et M; = M; et la relation (5.25) se réduit a (5.18). Dans le cas
contraire, ces relations différent et la relation (5.25) assure la préservation de laire.

Preuve 5.3

La conservation du schéma est assurée par 'intégration de la relation A— M depuis 'instant
initial. Le nombre de Mach & l'instant ¢ vérifie avant régularisation :

m(

N (8)
>\
) mn —0, (5.26)

M, ( to)
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et, apres régularisation, le nombre de Mach & linstant ¢t + At devrait étre calculé par la

formulation :
(4 A M; (t+At) A(m)
A;(t+ At mA(m
In{ ——= =0. .2
n( Arlty) ) + / 3 1dm 0 (5.27)
]\/[i(to)

La relation (5.25) découle finalement de la soustraction de (5.27) avec (5.26).

Remarque 5.3

Lorsque la relation A — M (5.2) comporte un terme supplémentaire :

1dA  MAM)dM
A dt M2—1E+R( A =0,

la relation (5.25) devient :

M ( t+At) LAt

In <A %L}At) > 4 | d + / R(r, B;)dr = 0.

L’intégration pas a pas évite de considérer I'historique des termes sources sur les rayons.

La relation (5.25) n’est pas applicable lorsque I’on ajoute un point i+1/2 puisque M1 /2(t)
n’est pas connu. L’information connue aux points ¢ et i+1 apres application de (5.25) est alors
utilisée.

Proposition 5.4

Soient A; et M; l'aire et le nombre de Mach associés a un point i apres régularisation.
Si i+1/2 est un point ajouté sur la courbe de choc & linstant ¢ + At, le nombre de Mach
associé, M;y/2(t + At), est calculé via la relation :

My /2(t+AL) A(m) My /2(t+AL) A(m)
MA(T MA(T
I+ / m2_1dm+ / m2_1dm—0, (5.28)
M; (tJrAt) Mi+1(t+At)

avec

I=2In <Ai+1/2(t +At) \/A Ai(to) Ait1(to) )

Ai+1/2 (to) Z‘(t + At) Ai+1(t + At)
M; (to) A(m) M1 (to) A(m)
mA(m mA(m
. 2
+ / mz—ldm+ / m2_1dm (5.29)
Miy1/2(to) Miy1/2(to)

118



5.1. ALGORITHME LAGRANGIEN EN DEUX DIMENSIONS

Preuve 5.4
Le nombre de Mach associé aux points i et i+1 vérifie de maniere exacte :

( ) M;(t+At) (m)
Ai(t + At mA(m _
ln(AA%))* t/ mz—1dm=0 (5.30a)
M;(to)
A ( A ) M;11(t+At) )\( )
Ainlt+ At / mA(m)
. ( Aiy1(to) >+ 7 dm =0. (5.30b)
Miy1(to)

De plus, le nombre de Mach associé au point i+1/2 doit vérifier :

A t+ At Miga/alt+as A
; +
(At aoy S e,
Ai+1/2(t0) m *].
M;11/2(to)

En effectuant la pondération (5.31)-1 (5.30a)-3 (5.30b), la relation (5.28) suit apreés calcul.

]
Eemarque 5.4
Si la relation A — M (5.2) s’écrit :
1dA  MAM)dM
Aar Tae—1a TREO=0
alors un terme supplémentaire intervient dans la relation (5.28) :
T R(r,8) + R(r, i)
7, Pi) + T, Pi
/ {R(T, Bitv1/2) — 5 = }dT. (5.32)

to

Puisque le rayon ;1 /2 se trouve a égale distance des rayons f3; et 3;11, alors

R(r, Bi) + R(7, Biy1)
2

R(7, Bit1/2) =

a lordre 2. Le terme (5.32) peut donc étre négligé & l'ordre 1 de troncature.

Finalement, le nombre de Mach sur la courbe de choc a 'instant ¢ + At est calculé avec la
procédure suivante :

1. La relation (5.25) est considérée pour tous les points du choc non ajoutés.
2. Si des points ont été ajoutés, leur nombre de Mach est estimé a ’aide de la relation (5.28).

Cette procédure est identique a une intégration depuis 'instant initial (5.20). Elle assure la
conservativité du schéma. Si aucune régularisation n’est effectuée, on retrouve l'intégration
classique (5.18).

En pratique, les intégrales des relations (5.25) et (5.28) sont approchées a I'aide d’une mé-
thode de Simpson. Connaissant les ratios d’aire et la distribution du nombre de Mach sur la
surface de choc a l'instant ¢, le nombre de Mach a l'instant ¢ + At est ensuite calculé a ’aide
d’un algorithme de Newton.
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Le front de choc est propagé a l'instant suivant en considérant a nouveau les étapes 1-6.
La synthese de 'algorithme est donnée en section 5.1.4.

5.1.2 Interpolation du choc

L’interpolation du choc se fait a ’aide d’une spline cubique sur les données {s;,;}i=1.. n
et {si, ¥ }i=1,... n. Le schéma d’origine d’Henshaw utilise une spline globale qui consiste & im-
poser une régularité C? de Iinterpolant. En contrepartie, un systéme linéaire est a résoudre
impliquant une dépendance globale aux données. Une petite perturbation dans une zone isolée
du choc influence alors I’ensemble du front. L’algorithme étant naturellement sujet aux oscil-
lations, il est préférable d’éviter cette propriété. Par conséquent, nous optons pour une spline
cubique locale & laquelle est appliqué un limiteur de pente de type Monotonic third order (M3)
défini par Huynh [59]. L’interpolation est alors de classe C! et les oscillations du schéma sont
atténuées. Le détail des interpolations splines cubiques globale et locale, ainsi que des limiteurs
de pente, est présenté en annexe C.

1 T I
R Globale sans lim.
. — |ocale sans lim.
f\ Locale lim. minmod
0.8 —.— Locale lim. M3 |7

0.6 r

0.4 ?
0.2 II

4 2 0 2 4 6 8

FI1cURE 5.5 — Interpolations spline cubique globale et locale, avec et sans limiteur de pente,
d’un jeu de données.

Un exemple d’interpolation est présenté en figure 5.5. On note que la spline globale est
plus sujette aux oscillations que son homologue locale. Sans limiteur, la spline cubique locale
a tout de méme tendance a créer de nouveaux extrema dans des zones ou les données sont
pourtant monotones. Ce probléme est évité en appliquant un limiteur de pente de type minmod.
Néanmoins, cette limitation a la particularité de réduire 'ordre de 'interpolation au niveau
des extrema "physiques”. Le limiteur M3 est un bon compromis entre limitation de la pente,
évitant ainsi les oscillations de I'interpolant, et la prise en compte des extrema locaux. Ce type
d’approche est classique en mécanique des fluides [127, 34].

Les bords de l'interpolation du choc, d’abscisses curvilignes sporq = 0 €t Sporqg = SN =
vaz_ll |Z:1(t) — Z:(¢)||, n’interagissant pas avec une paroi sont libres. On impose alors a I'in-
terpolation spline de vérifier

XH (Sbord) =0 et Y” (Sbord) = 07
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pour une courbe de choc ouverte. L’interaction d’un bord avec une paroi se traduit par une
condition aux limites de type mur et est traitée dans la section suivante. Pour une courbe de
choc fermée, une condition périodique est considérée :

X' (sy)=X'(0) et Y'(sy)=Y'(0).

5.1.3 Prise en compte des obstacles

Lorsqu’un obstacle géométrique, infiniment rigide, est présent dans le domaine de calcul,
une arbre de type quadtree est mis en place afin de localiser efficacement la zone d’interaction
choc/obstacle. Soit une grille de niveau 1 décomposant le domaine de calcul en cellules. Cette
grille initiale est ensuite divisée en quatre au niveau des cellules mixtes (cellules comportant
a la fois de lair et une partie de l'obstacle) jusqu'a un certain niveau de raffinement p. Un
exemple de grille est présenté en figure 5.6 pour p = 5.

1 L] L] L] L] T
obstacle
0.8 b - o ; — level 1.4
I 3 3 I : : level 2
06 F B b ‘ 1 R - level 3 ]
1 N - == level4
04 k- : ‘ ‘ ‘ : Ieyel 5
: l' I
‘ i
2F A e R .
0 . ‘ !
: i
ok I o 0 S NS i S S i o S S i
i i
- i o N . I B ]
0.2 !
0.4 : ;
- T . | - | . . . 1 SR FO— ]
§: ; =
B o i N (S I 2 I |
06 : f 0 I
3 3 i i
_O 8 T - - —-—-—.-—-—-—-. C R -
0 0.5 1 1.5 2

FIGURE 5.6 — Visualisation des feuilles de ’arbre intersectant ’obstacle. Le domaine de calcul
est découpé en une grille mere (niveau 1 de raffinement) correspondant ici aux cellules vertes.
Les cellules mixtes (cellules comportant a la fois de lair et une partie de I'obstacle) sont ensuite
raffinées jusqu’a un certain niveau. Sur cet exemple, le niveau le plus élevé vaut 5, soit des
cellules d’aréte 16 fois plus petites que celles de niveau 1.

La paroi de l'obstacle coincide avec le rayon au pied du choc dans la théorie de Whitham.
Par conséquent, le choc y est localement orthogonal et la condition limite est de type mur. Si
Zporq €st un point du choc sur 'obstacle, et sp,-q 1’abscisse curviligne associée, alors le nombre

de Mach vérifie :
oM

—— (Shorq) = 0. 5.33
55 (Sbora) (5.33)
Cette condition de bord découle de la condition de glissement d’un écoulement a la paroi :
dv - -

— . N=-Vp-N=0
P Vp ;
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oit N est le vecteur normal unitaire a la paroi. En particulier, le saut de variation transversale
de pression le long du choc est nul au niveau de la paroi, ou de maniére équivalente la variation
transversale du saut de pression est nulle au bord :

{ap] I[p]

75 = =0, pour s = Spord-

0s

La relation de Rankine-Hugoniot, M = /1 + 72—:1%7 donne finalement la condition de bord

(5.33). Seule l'interaction du choc avec un obstacle au travers de ses points de bord est considéré,
Shord = 0 et Sporqg = Sn. Les autres cas ne sont pas traités dans cette these.

La prise en compte de l'obstacle dans ’algorithme s’effectue apres 'étape de filtrage (étape
4). Lors de 'interaction du choc avec l'obstacle, le quadtree permet de définir efficacement quel
point du choc se trouve a 'intérieur, sur, ou en dehors de ’obstacle. Les points se trouvant a
Iintérieur ou sur ’obstacle sont supprimés, et le point du choc le plus proche de 'obstacle est
projeté orthogonalement sur la paroi. Dans le cas ou la géométrie est convexe, il est possible que
le choc ne puisse étre orthogonal a I'obstacle. Dans ce cas, le point est projeté sur le sommet
le plus proche. Deux exemples de géométrie convergente (projection orthogonale) et géométrie
convexe (projection initiale sur le sommet le plus proche) sont présentés en sous-section 5.2.2.

La condition a la limite est prise en compte dans l'interpolation spline par la connaissance
des dérivées premieres de X et Y en Sporq. Celles-ci sont imposées par le vecteur normal
N = (Nx,Ny)T a la paroi :

dX dYy
ds (Sbord) T et ds (sbord) y

Il en résulte que le vecteur normal 7ip,,.q associé & Tporq est défini par N :
o T
Npord = (Ny7 7N’I‘) )

imposant ainsi a Tpe.q de se déplacer le long de la paroi.

122



5.2. TESTS NUMERIQUES

5.1.4 Synthese de I’algorithme

Le schéma Lagrangien se résume ainsi :

Initialisation : ¢t = t,.

(fi(to))izl,...,N et Mz = MQ (ﬂi) y pour 7= ]., e ,N.
Courbe de référence : Calcul de I’abscisse curviligne et des aires locales.
Calcul de linterpolation spline.

Choc initial : courbe de référence + vecteurs normaux : (7;),_; -

yeeny

Tant que (¢ < tg,) faire

Calcul du pas de temps At.

—

Li

dt

Propagation du front de choc : =cy M;i;, pour it =1,...,N.
Vérification de I'espacement moyen des points.
Si (régularisation) Alors

Nouvelle distribution de points sur la courbe de référence.

Calcul des nouvelles aires.
Fin Si

Si (mod(nb itération, ns)=0) Alors
‘ Filtrage des points.
Fin Si

Prise en compte des obstacles : application des conditions aux limites.

Calcul de ’abscisse curviligne, interpolation spline du choc et calcul des vecteurs
normaux : (7;),_; -

Calculs de l'aire A; et du nombre de Mach M; associés a chaque point.

Fait

Cet algorithme est naturel, simple a mettre en ceuvre, facilement parallélisable, robuste et
conservatif. Les extensions & un milieu non-uniforme mais au repos d’une part et au 3D d’autre
part sont évoquées en section 5.3.

5.2 Tests numériques

L’algorithme développé est validé et sa précision évaluée sur une série de cas tests décrits
au chapitre 3. Nous considérons ici le modele GSD pour lequel la relation A — M est définie par
(3.16). Ce choix n’enléve rien aux résultats. On rappelle en effet que le modeéle Cinématique
partage la méme relation A — M mais avec une fonction A différente (cf. eq. (6.9)).
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On vérifie dans un premier temps ’ordre numérique du schéma pour un probleme régulier
de type expansion radiale, avant de s’intéresser au probléme de Riemann continu (diffraction
d’un choc plan sur un diédre convexe) puis discontinu (diffraction d’un choc plan sur un diedre
concave). L’étude se termine par la vérification du caractére conservatif de la méthode.

L’ensemble des cas traités ici suppose une distribution homogene du nombre de Mach sur
la courbe de choc initiale. Le milieu est supposé uniforme et au repos, et la variable de temps ¢
est assimilée & son homologue o = ¢4 t, avec ¢4 = 340.29 m/s dans des conditions normales de
pression et température (py = 101325 Pa et py = 1.225 kg/m?). En particulier, nous qualifierons
par abus a et Aa de temps et pas de temps respectivement dans la suite. Sauf précision, le
filtrage du choc est effectué toutes les 10 itérations.

5.2.1 Convergence en ordre

Afin de valider le schéma numérique, la solution numérique obtenue est comparée avec
la solution analytique en symétrie radiale (c¢f. section 3.1.3). Dans la limite des chocs forts
(M > 1), la distance au centre, r,, et le nombre de Mach, M,, s’expriment en fonction de «
par (3.29)-(3.30) :

ra(@) = (<a_ao>%<d—1+1>+1>l/<i;f+l>

To )\oo
(5.34)

d—1

Le probléme est traité en deux dimensions, soit d = 2. Le coefficient A\, est la limite en choc
fort de la fonction A : Ao = 1+ % + ,/% ~ 5.074. La relation A — M (3.16) utilisée dans
I’algorithme est définie dans la limite des chocs fort par :

1dA n Aoo AM 0
Adt M a7
On considere un choc cylindrique a I'instant initial ag = 0, de rayon o = 0.5 m et de nombre

de Mach My = 10. Ce choc se propage dans l'air jusqu’a une distance de 10 m, soit un temps
d’arrivée final de tg, = Oéi"r“ s, avec agy ~ 0.146579 m. La distance radiale r et le nombre de

Mach M sont relevés des simulations numériques & différents «y, dans la direction d’angle /4
(cf. Fig. 5.7(a)). L’évolution du nombre de Mach et de la distance radiale dans cette direction
sont présentées en figure 5.7. Les résultats sont obtenus pour un pas As = 0.1. On note le
trés bon accord avec la solution analytique. L’erreur sur la distance radiale s’accumule avec
l’expansion du choc mais converge comme nous pouvons le voir en figure 5.8(a). A Dinverse,
Perreur sur le nombre de Mach s’atténue avec le temps aprés une brusque augmentation (cf.
Fig. 5.8(b)). Comme attendu, ces erreurs diminuent avec le pas de discrétisation As. Les erreurs
sont calculées selon la direction d’angle 7/4. Néanmoins, celles-ci sont invariantes quelle que
soit la direction choisie comme il est observé en figure 5.9(b). L’onde de choc étant expansive,
le nombre de points est régulierement doublé (¢f. Fig. 5.9(a)).

L’erreur du schéma est représentée pour différents pas de discrétisation As en figure 5.10.
Cette erreur est exprimée en norme /2, version discréte de la norme L2, définie par :

M
lollie = \| S el (e — o),
k=1

ol Yy, est la valeur de la fonction v () en ay. Les résultats sont similaires avec les normes
I' ou [*°. Sans filtrage du front, on constate que 'ordre de convergence du schéma est de 3
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FIGURE 5.7 — Expansion radiale & deux dimensions, pas de discrétisation : As = 0.1. Fig. (a) :
Positions successives du choc. On présente ici un point sur 5. Fig. (b) et (c) : Evolution du
nombre de Mach et de la distance dans la direction d’angle 7 /4.
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FIGURE 5.8 — Erreurs sur la position du choc (fig. (a)) et le nombre de Mach (fig. (b)) en
fonction de a pour différents pas de discrétisation As.
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- 0.04
,-’As=0.025
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FIGURE 5.9 — Fig. (a) : Nombre de points discrétisant le front de choc en fonction de la distance
a la source pour le probléme d’expansion radiale. Fig. (b) : Erreur sur la position du choc en

fonction de ’abscisse sur le choc, s, a 'instant final agy,.
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FIGURE 5.10 — Convergence en ordre en norme [ pour la solution & symétrie radiale & deux

dimensions. Fig. (a) : Sans lissage. Fig (b) : Avec lissage toutes les 10 et 30 itérations.
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pour le calcul du nombre de Mach et de 4 pour l'estimation de la position du choc (cf. Fig.
5.10(a)). Cette différence d’ordre est normale compte tenu de la dérivée dans la relation (5.1).
Si le nombre de Mach est estimé a l'ordre p, M = M, + O((At)”), alors la position du choc
est estimée & Pordre p+ 1 : r = r, + O((AH)PT). Du fait que le lissage détériore la solution,
Pordre du schéma chute a 1 lorsqu’il est activé (cf. Fig. 5.10(b)). La fréquence du filtrage in-
fluence alors la précision des résultats : I’erreur commise par l'algorithme augmente avec cette
premiére. De surcroit, pour une fréquence de filtrage donnée, le nombre d’itérations doit étre
suffissamment important afin d’observer une convergence en maillage. Pour une fréquence de
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1010 b < ---- Pente 4 |
- =0 ; —— Pente 3
7’ —e— Erreur sur M
i b —a— Erreur surr
107 “ :
0.001 0.010 0.100

As
FIGURE 5.11 — Convergence en ordre en norme [? pour la solution & symétrie radiale & trois
dimensions. La solution numérique est obtenue en 2D axisymétrie.
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FIGURE 5.12 — Diffraction d’un choc plan sur une rampe d’angle —90°. Fig. (a) : Solution
numérique obtenue pour différents pas de discrétisation As. Fig. (b) : Zoom au niveau du coin
de la solution numérique pour As = 0.05.
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1/30 par exemple, nous remarquons en figure 5.10(b) que Uerreur augmente avec la diminution
du pas (ici As = 0.1 et As = 0.05). Pour le cas considéré, le nombre total d’itérations est de
196 pour As = 0.1 et de 385 pour As = 0.05. Ce probleme n’est pas rencontré si la distance
de simulation est doublée. En pratique, la fréquence de filtrage sera f = 1/10.

La méme étude peut étre menée en 2D axisymétrie (d = 3). La convergence en ordre pour
ce cas est présentée en figure 5.11. Les conclusions sont rigoureusement identiques au cas 2D
plan.

5.2.2 Cas tests pour le probléeme de Riemann

Le probleme de Riemann élémentaire est maintenant considéré. Ce probléme consiste a
trouver la solution auto-semblable reliant deux états initiaux constants. Il est largement étudié
dans [71, 85] et est équivalent au probléme de la diffraction d’un choc plan sur un diédre comme
Pexplique Whitham [144]. On rappelle que cette étude est menée en section 3.1.5.

Pour un diedre convexe, la solution est une onde de détente et est donnée par (3.56). On
considere ici un choc de nombre de Mach 3 interagissant avec une rampe d’angle —90°. Cette
géométrie conduit a un changement important de la forme du choc qui permet de tester la
robustesse du schéma. La longueur initiale du choc est de 1.5 m et le temps final est tgq, = (Z—i“
S, avec af, = 1 m. La paroi est traitée comme un obstacle.

Les premiers instants de la simulation sont représentés en figure 5.12(b) avec As = 0.05
pour mettre en évidence le passage du coin. On notera 'apparition de nouveaux points sur le
front. Lors de la diffraction autour du coin, le choc n’est pas orthogonal a la paroi de ’obstacle
tant que le second point n’a pas passé ’angle. Ce point est alors projeté sur le coin de la rampe,
imposant ainsi la bonne direction & ses voisins. La solution numérique, obtenue pour un pas
de discrétisation As = 0.005, est comparée avec la solution analytique en figure 5.13. On note
le trés bon accord avec cette derniere.

La variation brutale de géométrie rend difficile I’approximation numérique de la position du
choc au niveau de la paroi. Cela induit une erreur plus forte de la solution numérique dans cette
zone, qui s’estompe en diminuant le pas d’espace (cf. Fig. 5.12(a)). On observe par ailleurs la
convergence en maillage du schéma sur cette derniere figure. Le nombre de Mach au niveau
du mur, M,,, est présenté en figure 5.14(a) pour différentes résolutions spatiales. Le probléme
étant auto-semblable, toutes les courbes convergent vers la valeur théorique, M,, ~ 1.593,
mais avec une distance qui dépend de la résolution du front. L’erreur sur M,, commise par
le schéma est affichée en figure 5.14(b). On note la convergence plus rapide vers la solution
avec la diminution du pas de discrétisation. Le pic local observé pour As = 0.00625 est une
conséquence des oscillations du schéma.

En raison de 'expansion du choc, I’algorithme Lagrangien ajoute régulierement des points
afin de maintenir une résolution acceptable du front comme nous pouvons le voir en figure
5.15. La croissance du nombre de points est alors linéaire.

Pour un diédre concave, la solution est discontinue (choc-choc) et est définie par les relations
de Rankine-Hugoniot (3.62). On considére la diffraction sur une rampe a 6,, = 45° de nombre
de Mach incident My = 3. Il s’agit d’un cas difficile pour lequel les méthodes Eulériennes sur
grille cartésienne peuvent avoir des difficultés a reproduire la bonne solution [85]. La longueur
initiale du choc est de 4 m et le temps final est t5, = ”;‘r s, avec afy = 1 m.

L’algorithme est confronté & la solution analytique en figure 5.16 pour un pas de discréti-
sation As = 0.005. Les positions successives du choc sont superposées a la solution (cf. Fig.
5.16(a)). L’accord visuel semble parfait. Néanmoins, des oscillations du schéma sont observables
pour la distribution du nombre de Mach le long du choc (¢f. Fig. 5.16(b)). Elles sont dues a la
formation du choc-choc et sont atténuées avec la distance. Un zoom sur le choc montre que le
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en pointillées sont les trajectoires de la premiere et de la derniere perturbation sur le front et
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différents instants.
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probléme de la diffraction sur une rampe convexe d’angle 6,, = —90°.
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FIGURE 5.17 — Diffraction sur une rampe d’angle 6,, = 45° a nombre de Mach 3. Fig. (a) :
Comparaison de la solution numérique pour différents pas As avec la solution analytique a
I'instant o = 1. Fig. (b) : Formation du front de Mach pour As = 0.05.

front de Mach est bien restitué (c¢f. Fig. 5.17(a)). En particulier, le nombre de Mach au niveau
de la paroi converge bien vers la valeur théorique, M,, =~ 4.603, comme nous pouvons le voir
en figure 5.18.

Lors de 'interaction du choc avec la rampe de compression, le point du front le plus proche
de 'obstacle y est projeté orthogonalement. Le point sur I’obstacle se déplace alors tangentiel-
lement a la paroi et impose progressivement la direction a ses voisins jusqu’a la formation du
front de Mach (¢f. Fig. 5.17(b)). La géométrie étant convergente, les points ont tendance & se
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Fig. (b) : Différence avec la valeur théorique.
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rapprocher au niveau du choc-choc. L’algorithme supprime alors régulierement des points afin
d’éviter leur accumulation. Pour le cas considéré ici, le nombre de points du front est divisé
par 3 en fin de calcul (¢f. Fig. 5.19). Au niveau du front de Mach, le pas de temps A« diminue
en raison du croisement éventuel des rayons (c¢f. Fig. 5.20(b)). La suppression de points au
voisinage du choc-choc évite ainsi la chute du pas de temps. Globalement, A« converge vers
une valeur moyenne comme nous pouvons le voir en figure 5.20(a).

5.2.3 Conservativité du schéma

La conservation du schéma Lagrangien passe par la conservation de 'aire des tubes de
rayon. Celle-ci est notamment vérifiée au travers des propriétés 5.3 et 5.4. Afin de s’assurer
que les relations de Rankine-Hugoniot soient respectées, le probléeme de la diffraction d’un choc
plan sur un diedre concave est considéré pour divers angles de rampe 6,, > 0. La configuration
du probleme est rappelée en figure 5.21 et est résolu en section 3.1.5.

7777

FIGURE 5.21 — Schéma de la diffraction d’un choc plan a nombre de Mach My sur un diedre
concave d’angle 6,, > 0. L’angle orienté de la trajectoire du choc-choc par rapport a 'axe (Ox)
est noté x.

Le nombre de Mach au niveau de la paroi, M,,, est calculé avec I'algorithme Lagrangien
pour As = 0.01 et comparé a la solution analytique (3.62a) en figure 5.22(a). Nous observons
Pexcellent accord pour un choc fort (My = 10), ou un choc d’intensité plus faible (My = 1.5).
L’estimation de 'angle de la trajectoire du choc-choc est également correcte comme nous
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pouvons le voir en figure 5.22(b). On en conclut que 1’algorithme est conservatif, ce qui leve la
limitation observée avec 1’algorithme Eulérien décrit dans [85].

5.3 Extensions possibles de ’algorithme

Nous avons présenté et validé I'algorithme Lagrangien en deux dimensions d’espace. Les
extensions de I'algorithme & un milieu non-uniforme ainsi qu’a trois dimensions d’espace sont
rapidement évoquées dans cette partie. Ces extensions dépassent le cadre de notre étude et ne
sont pas mises en pratique, mais pourraient s’avérer utiles dans 'optique de la mise au point
d’une méthode de calcul rapide des effets de souffle.

5.3.1 Extension de ’algorithme a un milieu non-uniforme et au repos

L’extension de I’algorithme Lagrangien & un milieu non-uniforme, mais au repos, est di-
recte. Nous proposons dans cette section une amélioration du schéma initialement proposé par
Schwendeman [107]. Cette étude se limitera & des considérations théoriques par manque de
temps.

L’extension du modéle GSD & un milieu non-uniforme et au repos nécessite de revoir la
relation A — M (c¢f. section 3.2.1). On rappelle la forme de cette équation donnée par (3.67) en
I’absence d’effets arriere :

1dA | MA(M) )dM

+ dm L dpy
Adt  M2-1 dt

1d
FRODSEE 4 (M) =0 (5.35)
Les fonctions fi et fo dépendent uniquement de M et sont définies par (3.69). Les champs +
caractérisent le milieu amont local, ici la pression p, et la masse volumique p,. La formulation
(5.35) est identique pour le modele Cinématique avec des coefficients A et f; différents donnés
par (4.88) et (4.89).

Le schéma originel de Schwendeman consiste a intégrer la relation A — M (5.35) depuis
I’instant initial. La connaissance de I’historique des termes sources sur chaque rayon est alors
nécessaire, ce qui rend difficile la résolution numérique du modeéle hors cas triviaux. Dans [107],
la méthode est appliquée pour des configurations de type choc-bulle non déformable ou l'au-
teur suppose des propriétés uniformes dans les différents milieux. Dans ce cas particulier, une
intégration simple de la relation A — M depuis l'instant initial est possible.

Les propriétés 5.3 et 5.4 que nous avons développées autorisent ’intégration de la relation
A — M d’un pas de temps a 'autre tout en respectant la conservation de l'aire des tubes de
rayon, ce qui simplifie la résolution et autorise tout type de configuration. Hors modification
de ces tubes lors de ’étape de régularisation du front, 'intégration entre les instants t et ¢ + At
s’écrit :

A(t + At) M ) Ld
P+
n(H0) [ e */fl D
M (t)
t+At 14
P+
M —dr . .
+ [ B - Frar 0. (.30

t

Il existe différentes manieres d’approcher les deux derniéres intégrales de cette relation. Puisque
les fonctions f; sont bornées (cf. Fig. 6.1), la méthode la plus simple est de supposer que ces
fonctions sont constantes sur lintervalle [M(t), M (t + At)]. On écrit alors par exemple :

fi(M) = fi(M), pour M € [M(t), M(t+ At)],
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oit M est une pondération de M(t) et M(t + At) : M = aM(t) + (1 — 2)M(t + At), avec
x € [0,1]. Faisant cela, la relation (5.36) est alors remplacée par :

M (t+At)

At + At) mA(m) 1 (P Eanlt+ AD)
1“( Q) >+ M/t mz—1¢ *fl(M”< PREMD) )

p+ (Tsn(t + At))
P4 (Zsn(t))

ot l'on rappelle que Zp, (¢) est la position du choc & Uinstant ¢. Il est alors aisé de résoudre (5.37)
en approchant I'intégrale restante par une méthode de Simpson par exemple et en cherchant
une racine de I’équation non-linéaire a ’aide d’un algorithme de Newton.

Afin d’assurer la conservativité du schéma lors de la régularisation du front, il conviendrait
ensuite d’adapter les propriétés 5.3 et 5.4 a la relation (5.37).

+f2(M)1In ( ) =0, (5.37)

5.3.2 Extension de ’algorithme en 3D

L’extension de 'algorithme au 3D n’est pas traitée dans le cadre de cette thése. Schwen-
deman a proposé une méthode [105] que I'on rappelle ici dans un souci de complétude. La
procédure est identique a celle décrite précédemment a I’exception que 'auteur n’effectue pas
d’interpolation spline du choc, la définition cohérente des coordonnées tangentielles de la sur-
face de choc étant une tache délicate dans ce cas.

Dans cet algorithme, le front de choc est approché par un ensemble fini de points formant un
maillage triangulaire (cf. Fig. 5.23(a)). Chaque point est le centre d’un tube de rayon et possede
un certain nombre de triangles voisins. Pour un point donné 7;, I'aire du tube de rayon associé
est déterminée en moyennant l’ensemble des aires de ses faces voisines. Le nombre de Mach
est ensuite calculé comme précédemment a laide de la relation A — M (5.18). L’estimation
du vecteur normal associé a Z; s’effectue en moyennant les vecteurs normaux de chaque face
voisine. Chaque point est finalement propagé en considérant I’équation (5.6) (cf. Fig. 5.23(b)).
Lors de l'interaction du choc avec un obstacle, on impose au front d’étre localement orthogonal
a la paroi. Schwendeman propose pour cela d’utiliser la projection orthogonale sur la paroi du
barycentre des deux points les plus proches, comme schématisé en figure 5.23(c).

t+ At

(c)

FIGURE 5.23 — Algorithme Lagrangien en trois dimensions. Fig. (a) : Maillage triangulaire du
front. Fig. (b) : Propagation du front de choc. Fig. (c) : Interaction du choc avec un mur. Les
figures sont issues de [105].

Une procédure de régularisation du front est également présente dans ’algorithme. Des
points peuvent étre supprimés ou ajoutés, et la connectivité entre les points est également sus-
ceptible d’étre modifiée afin de limiter I’apparition de triangles de mauvaise qualité. Ces trois
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actions de base sont effectuées sur chaque paire de triangle comme schématisé en figure 5.24.
Cette étape nécessite une attention particuliere afin d’éviter 'apparition de triangles dégénérés
(i.e. sommets alignés).

Finalement, la procédure de filtrage spatial décrite précédemment est étendue a trois dimen-
sions afin d’éliminer les oscillations de haute fréquence en Z;(t).

(a)

N
&
&,
®
k]
=
-
é‘
®

I

=
"
IS
=

(b) =

X,

X Xy

FIGURE 5.24 — Régularisation du front de choc pour I’algorithme Lagrangien a trois dimensions.
Fig. (a) : Des points sont fusionnés. Fig. (b) : Un point est ajouté. Fig. (c) : Echange de la
connectivité des points. La figure est issue de [105].

L’algorithme en trois dimensions est toutefois difficile & mettre en ceuvre pour des géométries
complexes, principalement lors de la séparation du front de part et d’autre d’un obstacle et de
sa recombinaison a ’arriere de celui-ci. Cette difficulté pourrait étre contournée par I'utilisation
de la bibliotheque de front tracking FronTier [1].

5.4 Conclusion

L’algorithme Lagrangien [56] est une approche naturelle de résolution numérique du modeéle
GSD (ou Cinématique). Il est basé sur la décomposition du front de choc en tubes de rayon,
assurant la conservativité du schéma. Cet algorithme a été initialement proposé par Henshaw,
Smyth et Schwendeman [56]. Dans ce chapitre, nous avons proposé et validé une amélioration
a deux dimensions.

L’interpolation spline cubique globale est tout d’abord remplacée par une interpolation
spline locale & laquelle un limiteur de pente de type Monotonic third order est appliqué. Cela
permet ainsi d’atténuer les oscillations numériques du schéma. La rupture réguliere de ’algo-
rithme original, causée par I'utilisation d’un schéma en temps du type Leap-Frog, est ensuite
évitée en propageant le front a l'aide d’'un schéma du type Runge-Kutta d’ordre 3. L’inté-
gration de la relation A — M s’effectue originellement depuis 'instant initial, ce qui assure la
conservativité du schéma lors de la procédure de régularisation du front. Nous proposons ici
une réécriture de cette intégration d’un pas de temps a ’autre avec respect de la conservation.
La prise en compte d’un terme source dans la relation A — M en devient aisée. En particulier,
I’extension de ’algorithme a un milieu hétérogene et au repos est directe. Enfin, I’algorithme
est étendu a la prise en compte d’obstacles quelconques. Un arbre de type quadtree est mis en
place, permettant de définir efficacement les zones d’interaction choc/paroi.

La comparaison de la solution numérique avec la solution analytique pour les problemes
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d’expansion radiale, de diffraction sur un diedre convexe et de diffraction sur un diedre concave
montre les capacités de 'algorithme. L’étude approfondie de ce dernier probléeme met de plus
en évidence le caractere conservatif du schéma. La seule limitation est la convergence d’ordre
1 en présence du lissage. Ce point pourra étre amélioré a I'avenir, en mettant au point un
algorithme monotone par exemple, mais est secondaire au regard de I'objectif de cette these.

L’ensemble de 1’étude menée dans ce chapitre est effectuée pour le modele GSD. L’ana-
logie structurale du modeéle Cinématique avec ce dernier, prouvée en section 4.5, autorise la
méme étude pour ce modele alternatif. En particulier, I’algorithme Lagrangien sera utilisé pour
comparer ces deux modeles dans des configurations variées et complexes au chapitre suivant.

136



5.4. CONCLUSION

137






Chapitre 6

Comparaison des modeles GSD
et Cinématique

Sommaire
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L’analyse bibliographique montre que la comparaison du modeéle GSD avec le modele Ci-
nématique (ou KIN pour Kinematic) se limite & des cas élémentaires : écoulement dans une
tuyere [115], choc divergent en symétrie radiale [115], ou encore choc faible divergent en deux
dimensions d’espace [10, 96]. Nous présentons dans ce chapitre une comparaison détaillée et
plus générale de ces deux modéles. A notre connaissance, il s’agit de la premiére fois qu’une
telle étude est menée pour le modele Cinématique.

Il a été prouvé au chapitre 4 que le modeéle Cinématique est équivalent au modele GSD avec
une relation A — M spécifique. Cela autorise son étude & 'aide des solutions analytiques [143]
et des schémas numériques [56, 108, 85] déja existants pour le modele GSD. En particulier, la
comparaison des relations A — M, le comportement en 1D, et la vitesse des ondes sur le front
de chacun des modeles sont discutés dans la premiere section. Le probléme de Riemann est
étudié dans la section suivante et ’algorithme Lagrangien décrit au chapitre 5 est utilisé pour
des problémes plus complexes ne présentant, a priori, pas de solution analytique. Dans tous
les cas, le milieu amont est supposé uniforme, au repos, et l'air est assimilé a un gaz parfait de
rapport de chaleurs spécifiques v égal a 1.4, sauf mention contraire.

Les résultats sont systématiquement comparés avec des données expérimentales lorsque cela
est possible, ainsi qu’avec des résultats de simulations Eulériennes. Ces calculs sont menés a
laide du logiciel de mécanique des fluides HERA [62] développé au CEA (cf. annexe A). Si-
gnalons simplement que ce logiciel permet la résolution des équations d’Euler, avec détonique,
en variables conservatives par une méthode de type Lagrange+Projection sur une grille car-
tésienne. HERA dispose d’un module d’adaptation dynamique de maillage (AMR en anglais),
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piloté par les gradients de I’écoulement. Durant les simulations Eulériennes, le premier temps
d’arrivée du choc est conservé dans chaque cellule de calcul!. Le front de choc & l'instant ¢
(correspondant a lisovaleur t) est ensuite extrait a laide d’un algorithme dit de marching
square [77]. Cela autorise également Pestimation géométrique du nombre de Mach local du
choc en calculant la vitesse instantanée du front des instants ¢t a ¢ + dt.

6.1 Etude préliminaire du modéle Cinématique

Le modele Cinématique (4.62) se réécrit sous la forme du systéme GSD :

M|Va| =1 (6.1a)
M -
div (AVa> =0, (6.1b)

fermé par la relation A — M (4.93). Dans la suite, le milieu dans lequel le choc se propage est
supposé au repos (U4 = 6), ce qui implique g = 0 dans la relation (4.93). Dans cette section,
nous comparons tout d’abord les relations A — M des approches cinématique et GSD, puis nous
étudions le cas d’'un choc divergent & symétrie radiale. Cette section se termine par I’étude du
modele Cinématique en deux dimensions d’espace.

6.1.1 Comparaison des relations A — M Cinématique et GSD

Puisque le milieu est au repos et supposé stationnaire, 9,1 = - 61/4 = d, ¢4 pour toute
quantité physique ¢4 du milieu. La variation spatiale suivant la normale au choc le long des
rayons est alors définie par

v . = 1 dyu(t)
dn = 7 =n- z\Lsh) = )
V=g T V@) = Ty
en raison de la relation (2.39). Ayant remarqué que d,, = C+1M d; = ﬁda, la relation A — M
cinématique (4.93) s’écrit :
dnA MMk (M) dnp—i— dnp+
d, M M)t M)l M)Z =0, 6.2
A M2 1 +x1(M) o + x2(M) - + x3(M) (6.2)
(8np)_

ou le terme Z = modélise les effets arriere. Les coefficients Ax et x; sont donnés par

D+
(4.88) et (4.89) et sont rappelés ici :

(v+D{2(2y —1)M* + (y+5)M* +1 -~}

M) = G ME 1 = )2+ (= DM + 20, (M2 — 1)}

(6.3)

1. Pour rappel, le choc est détecté pour la premiere fois dans une cellule lorsque la densité p est plus élevée
que la densité atmosphérique pg. Sauf mention explicite, le critére choisi est : p;% > 0.2, ce qui permet de
localiser efficacement la position du choc dans la plupart des cas.
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et
_ —(y+1)M?
M) = S B (r — DM + 9o, (F — 1 (6.42)
(v+1)(2y - 1)M?
M) = oy — M2 + 9bp, (M2 — 1] (6.4)
Ys(M) (41 (6.40)

- 2y(2yM2 +1—~)°

On rappelle également la relation A — M provenant de I’approche caractéristique de Whi-
tham, définie pour un milieu en équilibre hydrostatique (3.67) :

d, A MMy (M) dnps dnpy B
"8 SR M £ AOD T 4 S L 0N =0, (65)
Otp + pco
ol Q = W est le terme modélisant 1’écoulement a I'arriere du choc, avec
+C3
_ 2_1- M) L
Aw (M) = <1+7+1 (M) 1+2u(M)+M2 (6.6a)
_ (7 —1)M?+2
n(M) = CNIVE R g~ (6.6b)
et
2(M? — 1)+ (2yM? + 1 — y)u(M)
M) =— 6.7
i 22907 + 1) (672)
2(y +2) + (0 + 7 = 2)M? + 2(y*M? — 1)u(M)
M) = 6.7b
+1 -1
fs(M) = Ot Dulp —1) (6.7¢)

2M (M2 — 1)

La structure de la relation A — M cinématique (6.2) est identique a celle de 1’approche
caractéristique (6.5), mais avec des coeflicients différents. Pour un gaz parfait (b = 0) et un
rapport de chaleurs spécifiques v = 1.4, les coefficients des modeles s’écrivent dans la limite
des chocs faibles (M — 1) :

Modéle GSD Modéle KIN
A o~ 4 Ak~ 4
1 1
h ~ -5 X1 o~ =5
2 2 (6.8)
f 3_2 y-1_9
2 27 14 X2 2 14
f _aHt A y+1_ 30
3 4 35 X3 2 35
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Dans la limite des chocs forts (M > 1), ils deviennent :

Modéle GSD Modéle KIN
2 2 1)(2y—1
A o~ LS4y =A%~ 5.074 e o~ OFEDEYED e poy
¥ y-1 gl
14250

v+1

fii v = -1445 i o~ T 3
2(y—1) 2(y—1)

(v+D2y-1)
2y(y—-1)

(7+D(7—1—27 %%)N 0.2821

(y+1)* 0.7347
4y M3 M3 '

oo~ 42z T MR

X3

L’allure de ces coefficients est tracée en figures 6.1. En dépit de leurs limites en choc fort,
nous pouvons souligner une différence fondamentale entre les deux approches. Le modele GSD
atteint rapidement le régime de choc fort, ce qui en ce sens est cohérent avec I'hypothése sous-
jacente au modele. Le modele Cinématique a une phase transitoire plus longue, et atteint son
régime de choc fort pour des nombres de Mach plus élevés. Cette tendance est indépendante
du covolume bp. Notons que ce parametre a un effet important sur les coefficients : il tend a
atténuer leurs valeurs lorsque sa valeur augmente.

On note que les coefficients f3 et 3, associés a I’écoulement arriere dans chaque modele,
sont de signe différent. De plus, la fonction f3 décroit comme 1/M3 en choc fort tandis que
x3 décroit comme 1/M?. Ces différences sont liées directement aux termes @ et Z. En effet,

Op + pcov 0
Q = M est un terme faisant jouer la dérivée temporelle alors que Z = (90p)_
by P+
fait intervenir la dérivée spatiale. Selon (4.15) et étant donné que % =c M %, on a pour un

milieu uniforme : 5 9
a_On) O

At erps P+

soit

(Onp)_  d¢ 1 (Oip)_

Z = = ,
D+ dn M cqpy

d’ou le comportement observé. La relation A — M propre & chaque modéle ne contient pas la
méme information. Rappelons que I’approche de Whitham consiste a appliquer la caractéris-
tique C'* des équations d’Euler pour une tuyere 1D au niveau du choc. L’approche cinématique
est plus générale puisqu’elle combine les équations d’Euler 3D au niveau du choc, considérant
ainsi toute I'information disponible. Il en résulte que les termes modélisant les effets arriere,
a savoir @ pour le modele GSD et Z pour le modele Cinématique, sont différents : ces deux
approches ne négligent donc pas la méme information.

Whitham choisit de négliger le terme f5(M)Q dans (6.5) sous '’hypothése que le choc est
suffisamment fort et que les effets arriere sont bornés. Pour le modeéle KIN, nous choisissons
de négliger le terme x3(M)Z dans (6.2) sous 'hypothése que le choc est soutenu, sans aucune
autre hypotheése supplémentaire sur 'intensité du choc. En effet, le signal spatial de pression de
ce type de choc peut étre modélisé par une “marche de pression” en premiere approximation.
En supposant ainsi que le terme (9,,p)_ est proche de 0, et en remarquant que le coefficient
X3 est inférieur a 1 et tend vers 0 pour M >> 1, les effets arriere peuvent étre négligés dans le
modele Cinématique. Cela évite, tout comme pour le modele GSD, le calcul de ’écoulement
arriére et permet une comparaison facile entre les deux modéles.
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FIGURE 6.1 — Allure des coefficients de la relation A — M pour les approches caractéristique
(bleu) et cinématique (rouge) pour v = 1.4. Fig. (a) : fonctions Ay et Ak, Fig. (b) : f1 et x1,
Fig. (c) : fa et x2, et Fig. (d) : f5 et x3. Les coefficients du modeéle GSD sont établis pour
un gaz parfait (b = 0). Les coefficients du modele Cinématique sont calculés pour différentes
valeurs de bp,.. L’état limite en choc fort est tracé en pointillé noir.

Pour un milieu uniforme, la relation A — M des deux approches s’écrit sous la forme :

dA  MMM)
— 4+ ——-=dM =0 6.9
A + M2 _ 1 ) ( )
avec A = Ay (6.6a) pour le modeéle GSD et A = Ak (6.3) pour le modele Cinématique.
L’évolution de 'intensité du choc est ainsi uniquement pilotée par la fonction A. Pour un gaz
parfait, les valeurs de Ay et Ag ont la méme limite en choc faible, et possédent des valeurs
similaires pour un nombre de Mach inférieur & 2 (¢f. Fig. 6.1(a)). Pour un nombre de Mach
plus élevé, une différence apparait entre les coefficients. Ainsi, les deux modeles donneront des
solutions similaires en choc faible et modéré (M < 2), et des solutions distinctes pour des chocs
d’intensité plus forte.
La solution de (6.9) est donnée par :
AM) _ f(M) MX(M)
== M) = — | ———FdM 6.10
ou on note f = fy et f = fg pour les modeles GSD et Cinématique respectivement. Il n’y
a pas, a priori, d’expression analytique de (6.10) pour le modéle GSD, mais pour la relation
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cinématique, on a :

2

(2yM? +1—7) FHOAT=25)
[ (M) = (VF 1D (B3—7)—2bpy (v+9—8bp 1) (6.11)
(M2 — 1)2 (24 (v —1)M?2 +2bp (M? — 1)) 2(v7-(1-2bp4)%)

A titre indicatif, la variation d’aire du tube en fonction du nombre de Mach est tracée en
figure 6.2 pour un nombre de Mach initial My = 1.1. La relation (6.11) est considérée pour
le modele Cinématique tandis qu'une méthode numérique d’intégration de type Simpson est
utilisée pour le modele GSD. Pour un gaz parfait, comme attendu, les valeurs de l'aire du
tube sont similaires entre les deux approches pour un choc faible & modéré en raison de la
proximité des valeurs des fonctions A. Pour un choc plus fort, I'aire diminue plus rapidement
avec le modele Cinématique. Cela s’explique par lallure des fonctions A (¢f. Fig. 6.1(a)). En
effet, d’apres (6.9), la variation d’aire s’exprime comme :

MM
A'(M) = fﬁ, (6.12)
et pour un nombre de Mach suffisamment élevé, on a A (M) > Ay (M). De surcroit, la dé-
croissance de l'aire du tube pour ’approche cinématique tend a s’estomper avec l’augmentation
du parametre bp; puisque les valeurs de Ax diminuent lorsque bpy augmente.

10° r r r r
= == GSD model
1 \ = KIN model (bp,=0.00)
LS 5 N KIN model (bp,=0.04)
, \ ---------- KIN model (bp,=0.08)
10 \

AM)Y/A,
=)
N

108
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
M

FIGURE 6.2 — Allure de A(M) pour les approches caractéristique (bleu) et cinématique (rouge)
en échelle semi-logarithmique pour v = 1.4 et My = 1.1.

Dans la limite des chocs faibles, la décroissance de l’aire du tube est identique pour les deux

modeles : )
A(M) (M —1
Ay \M-1)"
puisque les fonctions Ay et A ont la méme valeur (6.8). Dans la limite des chocs forts, la
variation d’aire est différente entre les deux approches :

A(M) _ (MO)’\”,

Ao M

(6.13)

(6.14)
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avec Moo = Afp ~ 5.0743 pour le modele GSD et Ao = A¥ =~ 7.7143 pour le modele Cinéma-
tique (b = 0).

Dans la suite, le milieu est supposé homogene et 'air est assimilé & un gaz parfait, nous
prenons donc b = 0.

6.1.2 Solutions a symétrie radiale

En symétrie plane (d = 1), cylindrique (d = 2) ou sphérique (d = 3), la solution dépend
uniquement de la distance au centre de la symétrie située en &y : r = ||Z — Z||. Dans le cas du
systéme (6.1) avec une relation A — M du type (6.9), le probléme se réécrit sous la forme (cf.
section 3.1.3) :

da(r) 1
ar M) (6.15a)
dM (r) _ M?(r)—1 d—1 (6.15b)

dr M(r)MNM(r)) r

ou l'on rappelle que A = Ay pour le modele GSD et A = A pour le modele KIN.
Dans la limite des chocs forts (M >> 1) et des chocs faibles (M ~ 1), la décroissance de la
] _ 2y

surpression du choc, -~

o= (M? — 1), vérifie pour les deux approches :

d—1
( ro ) =
r
2(d—1)
(7)™
r
ol Ao = AP = 5.0743 pour le modele GSD et Ao = A¥ ~ 7.7143 pour le modéle Cinématique.
Le comportement en choc faible est similaire pour les deux approches et 'on retrouve la
décroissance géométrique pour une onde de choc soutenue divergente. Dans le cas d’une onde de

souffle, de type onde en N, la décroissance attendue est différente, en r—3/% et en r—1 In(r)~1/2
en deux et trois dimensions respectivement. Cet aspect sera détaillé au chapitre 8.

pour M ~1etr>rg
il
b+

pour M > 1letr~0,

Valeur exacte | modele GSD | modele KIN

Exposant Dy (d=1)/Xp | (d=1)/A%
d=2 0.394142 0.394141 0.259259
d=3 0.788284 0.788283 0.518519

TABLE 6.1 — Exposant calculé pour le probleme d’un choc fort convergent a symétrie cylindrique
(d = 2) et sphérique (d = 3), pour un gaz parfait au repos, v = 1.4. La solution exacte, donnée
par Guderley [49], est comparée avec les modeles GSD et KIN.

En choc fort, les exposants sont comparés en table 6.1 avec ceux de la solution auto-
semblable de Guderley [49] établie pour un choc convergent :

B (ro\s
.~ G

Les exposants donnés par le modele GSD sont tres proches de ceux de Guderley, comme souligné
en section 3.1.3, tandis que le modele KIN est mis en défaut dans ce cas. Le modele GSD est
meilleur pour ce type de probleme du fait de la nature différente des termes @ et Z qui ont
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été négligés. [115] montre qu’il faut considérer des ordres supérieurs du modele KIN pour bien
restituer ce probleme. Ce comportement n’est toutefois pas rédhibitoire car nous souhaitons
nous intéresser a des chocs divergents, donc rapidement en régime faible.

6.1.3 Etude du modeéle & deux dimensions

En 2D, les modeles GSD et Cinématique s’écrivent dans la base locale au choc comme

(3.37) :
20 A (M)oM 0

ap M  da

00 1 oM

Rt

oo A(M) 9p
On rappelle que a = c4t, 5 et § désignent respectivement la position du choc, la coordonnée
le long du choc et I'angle orienté des rayons avec I’axe des abscisses. L’étude de ce modele a
été effectuée en section 3.1.4.

Le systéme (6.16) est hyperbolique sous la condition A'(M) < 0 et s’écrit sous forme
caractéristique (3.39) :

(6.16)

dM B + dg
ai/wcste, sur C* : do —iU(M),

ot u(M) est la vitesse de propagation des perturbations le long du choc :

1 M? -1
YO0 = Fan\ xan

La vitesse physique de ces perturbations est :

2 _
. M1

i ter AM)u(M) = et (6.17)

Remarque 6.1

La condition d’hyperbolicité A’(M) < 0 est vérifiée pour le modele Cinématique puisque

A (M) > 0 pour M > 1. De surcroit, compte tenu de la définition de Ak (6.3), & savoir
4yM(M? - 1) . . - . .

A (M) = ECEST il est aisé de vérifier que les vitesses des perturbations (6.17) sont

identiques aux vitesses s1 (4.84b) calculées en section 4.4.3. Ceci est cohérent avec I’étude

du caractere hyperbolique du modeéle effectuée en section 4.4.3.

On remarque également, en notant dny = AdS3, que le systéme (6.16) est équivalent & (4.82).

Vitesse des ondes. On note agsp et akin la vitesse adimensionnée des ondes dans le repere
lié au choc, équation (6.17), pour les modeles GSD et Cinématique (KIN) respectivement :

_ M2 -1 ¢ _ M2 -1
aGgsp = 7)\W(M) € AKIN = 7)\ (M)

Ces vitesses sont tracées en figure 6.3. Dans la limite des chocs faibles, la vitesse des pertur-
bations le long du choc est identique pour les deux approches :

M-—-1
aGsD ™~ AKIN ™~ 5
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FIGURE 6.3 — Vitesse adimensionnée des perturbations le long du choc pour le modeles GSD
(agsp) et KIN (akin) en fonction du nombre de Mach M.
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FIGURE 6.4 — Nombre de Mach My minimal en fonction de 6,, (en degré) pour avoir existence

de la solution du probléme de la diffraction d’un choc plan sur un mur convexe d’angle 6,,
(relation (6.18)).
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Elles restent proches pour M < 2 et different graduellement ensuite. La différence de vitesse
est la plus marquée dans la limite des chocs forts :

agsp ~ 0.443926 x M et akin ~ 0.360041 x M,

pour v = 1.4 et b = 0. Ces tendances sont une conséquence directe de ’allure des fonctions A
comme il peut étre observé en figure 6.1(a). En conséquence, les deux modeéles donneront des
résultats similaires pour un choc d’intensité faible & modérée (M < 2).

Les ondes voyagent plus vite sur le front de choc pour le modéle GSD que pour pour le modele
Cinématique. Puisque ces ondes sont notamment responsables du changement d’intensité du
choc, cela signifie que le choc est moins sensible au changement de géométrie avec ce dernier
modele. Pour une onde de détente, la décroissance du nombre de Mach est moins importante
pour le modeéle KIN, impliquant un front de choc plus rapide que celui estimé par le modele
GSD. Pour une onde compressive, 'effet est inverse : la croissance du nombre de Mach est
moins élevée pour I'approche Cinématique, impliquant un front moins rapide que ’approche
GSD. En particulier, lors de la formation d’un choc-choc, la position du front de Mach est
sous-estimée par le modele Cinématique par rapport au modele de Whitham. Ces propriétés
sont mises en évidence au travers de ’étude du probléeme de Riemann, menée en section 6.2.1.

Limitation du modéle Cinématique. Le modele GSD est sujet a une limitation pour
le probleme de la diffraction d’un choc d’intensité M, sur un coin convexe. Rappelons qu’a
un angle de déviation donné de la rampe 6,, < 0, une solution telle que M > 1 existe si et

seulement si
Ml im
A(m)

m?2 —1

My > My, >1  avec dm = —6,,, (6.18)

1

ol A = Ay ou A = A ici. Ce probleme est discuté en section 3.1.5 pour A = Ay . Puisque la
fonction A\i est bornée, le méme type de limitation existe pour le modeéle Cinématique.

La condition (6.18) est tracée en figure 6.4 pour les modeles GSD (A = Ay) et Cinématique
(A = Ak). Pour le modele KIN; il n’y a pas de solution au probleme lorsque (Mo, 6,,) appartient
a la région située sous la courbe pleine rouge. Nous remarquons que la condition d’existence
est quasiment identique pour les deux approches. Cela n’est pas étonnant dans la mesure ou
les deux modeles sont similaires pour M < 2. Quelques valeurs du nombre de Mach limite,
Miim, sont présentées en table 6.2 pour plusieurs angles 6,,. Nous remarquons leur proximité
pour les deux modeéles.

Oy (degré) | —10 | =30 | =50 | =70 | —90 | —110 | —130 | —150
GSD model | 1.004 | 1.034 | 1.095 | 1.186 | 1.310 | 1.467 | 1.662 | 1.899
KIN model | 1.004 | 1.034 | 1.096 | 1.190 | 1.317 | 1.479 | 1.676 | 1.911

TABLE 6.2 — Valeurs limites de M, pour différents angles d’inclinaison de la rampe pour avoir
existence de la solution du probleme de la diffraction d’un choc plan sur un mur convexe avec
les modeles GSD et KIN (relation (6.18)).

Transition réflexion réguliére (RR) /réflexion irréguliére (RI). Tout comme le modeéle
GSD, le modele KIN forme systématiquement un front de Mach lors de la diffraction d’un choc
plan sur une rampe concave d’angle 6,, > 0. Rappelons que pour ce type de probléme, présenté
en introduction (section 1.3), la réflexion physique est réguliere tant que I’angle d’incidence
du choc, (3, est plus petit qu'un angle limite, 3, dépendant du nombre de Mach incident
M. De maniére équivalente, pour un choc plan, la réflexion est réguliere tant que ’angle de
la rampe est plus grand qu’un angle limite : 6, = 7/2 — 8 > O, = 7/2 — Blim- 1 se forme
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FIGURE 6.5 — La courbe la plus haute correspond a l'angle limite théorique de la rampe
de compression, noté 6,,, de transition entre une réflexion régulicre (RR) et une réflexion
irréguliere (RI). L’échelle associée est celle de gauche. Les deux autres courbes (échelle de
droite) correspondent & I’angle de la trajectoire du choc-choc par rapport a la rampe au moment
de la transition RR/RI pour les modéles GSD et KIN. Dans la limite des chocs forts, cet angle
tend vers 3.342° et 1.193° pour les modeles GSD et KIN respectivement.

un front de Mach pour un angle inférieur & cette valeur limite (réflexion de Mach ou de von
Neumann). L’angle limite théorique de cette transition RR/RI est représenté en figure 6.5
(échelle de gauche). Pour un choc fort, cet angle limite vaut environ 50°, tandis que pour un
choc faible la transition RR/RI tend & disparaitre au profit de la réflexion réguliére. Pour cet
angle de transition, 6};,,, pour lequel il n’y a théoriquement pas de front de Mach, les modeles
GSD et KIN présentent une trajectoire du choc-choc proche de la paroi (cf. Fig. 6.5 (échelle
de droite)). Cette trajectoire est d’autant plus proche que l'angle de la rampe est élevé. Cet
aspect a déja été souligné pour le modele GSD en section 3.1.5. On constate ici que le modele
KIN réduit la hauteur du front de Mach dans ce cas. L’apparition systématique d’un front de
Mach avec les modeles GSD et KIN est une limitation qui pourrait étre levée a ’avenir au
travers de ’ajout d’un terme de viscosité dans la relation A — M, terme d’autant plus actif
que le nombre de Mach est faible. Faute de temps, ce développement n’a pas pu étre entrepris
dans le cadre de cette these.

6.2 Comparaison des modeles GSD et Cinématique

Les modeles GSD et KIN sont maintenant comparés au travers d’un panel d’exemples de
complexité croissante. Cette étude commence par ’analyse du probléme de Riemann, a savoir
la diffraction d’un choc plan sur un diédre convexe (cas continu) et sur un diédre concave (cas
discontinu). Des problémes plus complexes, tels que la diffraction d’un choc plan sur un merlon
ou un cylindre, sont ensuite traités. Le milieu est supposé uniforme et au repos.
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6.2.1 Analyse du probléme de Riemann

Le probleme de Riemann associé aux modeles GSD et KIN correspond a la diffraction d’un
choc plan sur un diedre (¢f. Fig. 6.6) ou une zone de transition sépare deux chocs & vitesse
constante. L’étude de ce probleme est effectuée en section 3.1.5 pour le modele GSD et est
similaire pour le modele Cinématique avec la relation A — M correspondante.

M, it M,
—> —>

777
(@) (b)

FIGURE 6.6 — Schéma de la diffraction d’un choc plan sur un diedre. Fig. (a) : Diffraction sur
un diedre convexe. La solution est continue. Fig. (b) : Diffraction sur un diédre concave. La
solution est discontinue (choc-choc).

Diffraction par un diédre convexe. Considérons la diffraction d’un choc plan d’intensité
My sur un diédre convexe d’angle de déviation 6,, < 0 (¢f. Fig. 6.6(a)). La solution est une
onde simple et est donnée par (3.56).

On présente en figure 6.7 le front de choc apres diffraction sur une rampe & —90° pour un
nombre de Mach incident, My, de 2 et 4. Nous observons le bon accord des modeles GSD et
KIN avec les données expérimentales [143] et les données issues de simulations Eulériennes.
Les résultats des modeles sont proches pour un choc d’intensité modérée (cf. Fig. 6.7(a)).
Ils exhibent une différence pour un nombre Mach initial plus élevé, de 4, en figure 6.7(b). Ces
observations sont une conséquence de la différence de vitesse des ondes entre les modeéles comme
souligné en section 6.1.3. Les perturbations des modeles GSD et KIN voyagent a une vitesse
similaire pour un nombre de Mach inférieur & 2, ce qui conduit & des solutions proches. Pour
un choc fort (My > 2), les perturbations voyagent moins vite avec le modele KIN. Le front
est alors moins perturbé, impliquant une diminution moins importante de la vitesse du choc.
Le front est ainsi surestimé par le modele KIN par rapport a ’approche de Whitham comme
nous pouvons 'observer en figure 6.7(b). De surcroit, un point d’inflexion apparait au niveau
de la paroi sur les données expérimentales et la simulation Eulérienne pour cet exemple. Il se
forme lors de linteraction de 1’écoulement arriére avec le choc [11]. De maniére similaire au
modele GSD, il n’est pas reproduit par le modele KIN puisque les effets arriere sont également
négligés.

Les conclusions précédentes sont identiques pour la diffraction d’un choc plan sur un diedre
a —40° (¢f. Fig. 6.8). Aucune donnée expérimentale sur la forme du front n’est disponible pour
cet exemple, et seule une comparaison avec des simulations Eulériennes est faite. Le modele
GSD semble légerement meilleur pour ces cas.

Une étude plus générale de ce probleme est présentée en figure 6.9. Nous y tragons le
nombre de Mach relevé au niveau de la paroi, M,,, en fonction de ’angle de la rampe 6, pour
différents nombres de Mach initiaux, My. Les données expérimentales sont issues de [120]. On
constate une nouvelle fois que les deux approches sont similaires pour un nombre de Mach faible
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FIGURE 6.7 — Diffraction d'un choc plan sur un diedre d’angle 6, = =75 (=90°) a My = 2 (fig.
(a)) et My = 4 (fig. (b)). Les droites en pointillées délimitent “I’éventail de la choc-détente”.
Les données expérimentales sont issues de [143].
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FIGURE 6.8 — Diffraction d’un choc plan sur un diedre a 6,, = —2% (—40°) & My = 2 (fig.

(a)) et My =4 (fig. (b)). Simulation Eulérienne menée avec un pas Az = 0.005 dans les deux
directions de I'espace.
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FIGURE 6.9 — Diffraction d’un choc plan sur un diedre d’angle 6,, & nombre de Mach M.
Nombre de Mach au niveau de la paroi, M, en fonction de 6,,, en degré, pour différents
nombres de Mach incidents My. Les données expérimentales sont issues de [120].

(My = 1.5 et My = 2). Dans ces cas, les résultats sont clairement sous-estimés par rapport
a l'expérience. On y observe également la limitation des modeles. En effet, pour My = 1.5 et
0, ~ —113.7° par exemple, le nombre de Mach a la paroi vaut 1. Il n’y a pas de solution jusqu’a
la paroi pour les deux approches lorsque la rampe est plus inclinée : 8,, < —113.7°. Les résultats
des deux modeles sont tres bons pour My = 3 en comparaison aux données expérimentales.
Ces données sont néanmoins surestimées pour un nombre de Mach de 4 par le modele GSD,
et surestimées davantage pour le modele KIN. Le modele GSD donne la encore de meilleurs
résultats pour ce probléme.

Diffraction par un diédre concave. Considérons désormais le cas ou une discontinuité
apparait sur le choc (choc-choc). Il ’agit du probléme de la diffraction d’un choc plan d’intensité
My sur une rampe d’angle 6,, > 0 (¢f. Fig. 6.6(b)). La solution est alors discontinue et est
donnée par (3.62). Rappelons que dans ce cas la solution physique peut donner lieu & une
réflexion de von Neumann en choc faible, sans discontinuité de pente entre le choc incident et
le front de Mach.

Les positions successives du choc, ainsi que la trajectoire du point triple, sont présentées
en figure 6.10 pour une rampe inclinée a 20°, et comparées avec des simulations Eulériennes.
Pour un choc faible, My = 1.5, les solutions des deux modeles sont confondues (fig. 6.10(a)) en
raison de la proximité de la vitesse des ondes des deux approches. Pour ce cas, la simulation
Eulérienne montre une transition apparemment réguliere entre le front de Mach et le choc
incident, sans doute liée a la résolution numérique. Un choc-choc se forme par contre sur le
front avec les modeéles GSD et Cinématique pour toutes les configurations (My, 0,,). En dépit
de cela, la position du choc-choc estime correctement cette transition pour ce cas et on note
le bon accord avec la simulation Fulérienne. Une différence apparailt entre les modeles a partir
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FIGURE 6.10 — Diffraction d’un choc plan sur un diedre concave d’angle 6,, = § (20°) & nombres
de Mach 1.5 (fig. (a)), 2 (fig. (b)) et 4 (fig. (c)). Comparaison des positions successives du choc
et de la trajectoire du point triple avec des simulations Eulériennes (Az = 0.005).
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d’un nombre de Mach de 2 (¢f. Fig. 6.10(b)). Le modele GSD est confondu avec les résultats
de simulations Eulériennes pour cet exemple. Pour un choc fort, My = 4 (Fig. 6.10(c)), le
modele GSD reste tres proche des simulations Eulériennes tandis que le modele KIN sous-
estime légerement la position du front ainsi que la trajectoire du point triple de quelques
degrés du fait de la différence de la vitesse des ondes des modeles (cf. section 6.1.3). En effet,
les perturbations voyagent moins rapidement avec le modele KIN par rapport au modele GSD.
Cette sous-estimation est observable en figure 6.11. On y présente le nombre de Mach au niveau
de la paroi, M,,, et 'angle de la trajectoire du choc-choc par rapport a la paroi, x — 6., en
fonction de l'inclinaison de la rampe, 6,,, pour différentes intensités du choc incident. Dans
cette étude, la vitesse du front et la trajectoire du choc-choc sont sous-estimées par I’approche
cinématique par rapport au modele de Whitham. Aucune donnée expérimentale n’est reportée
pour les cas envisagés. Seuls des résultats de simulations Eulériennes sont considérés, ainsi
que la théorie des trois chocs [15] lorsque le choc est fort, comme suggéré par Whitham [143].
Pour un nombre de Mach de 2 (c¢f. Fig. 6.11(a)-(b)), les résultats entre les deux approches
sont légerement différents. On note toutefois le bon accord avec les simulations Eulériennes. La
vitesse du front de Mach est clairement mieux estimée par le modele GSD comme nous pouvons
le voir en figures 6.11(c) pour My = 4 et 6.11(e) pour My = 10. L’estimation de I'angle de
la trajectoire du choc-choc semble équivalente pour les deux approches (c¢f. Fig. 6.11(e) pour
My = 4 et Fig. 6.11(f) pour My = 10). Pour un angle faible (6,, < 20°), le modele KIN
est plus proche des simulations Eulériennes et de la théorie des trois chocs, et pour un angle
plus élevé (6, > 35°), le modele GSD semble meilleur. Il faut toutefois relativiser ces écarts.
Rappelons que l'objectif est de travailler sur des ondes de souffle pour lesquelles I'intensité
décroit rapidement. Pour 1 kg de TNT, on atteint Mach 2 a une distance de seulement 1.59 m
du centre de la charge.

6.2.2 Comparaison sur des problemes complexes

Nous considérons maintenant des problémes plus complexes de diffraction d’un choc sur
un obstacle faisant intervenir la combinaison d’ondes expansives et d’ondes compressives. Cela
nécessite 1'utilisation de I’algorithme numérique présenté au chapitre 5. Toutes les simulations
ont été menées avec un pas de discrétisation, As, de 0.00125, pour lequel la convergence en
maillage a été préalablement vérifiée. Sauf mention contraire, les simulations Eulériennes ont
été effectuées pour un pas de discrétisation Az = 0.0025 dans les deux directions de ’espace.
Pour I’ensemble des cas, le choc initial est plan et se propage de la gauche vers la droite. Une
condition de symétrie (sol) est appliquée sur 'axe (Ox), les bords sont libres ailleurs.

Diffraction sur un merlon. Considérons pour commencer la diffraction d’un choc plan a
nombre de Mach My sur un merlon. Ce cas est inspiré de ceux expérimentés pour une source
explosive dans la thése de S. Eveillard [41]. Pour ce cas, deux choc-chocs apparaissent sur le
front pendant sa propagation. Le premier, lors de I'interaction avec la face avant de ’obstacle,
le second, quand le choc touche le sol a ’arriere du merlon. Entre la formation de ces deux
discontinuités, deux ondes expansives se développent sur le front lors de la diffraction sur
le sommet et la face arriere du merlon. Ces ondes se combinent, faisant évoluer la forme et
I'intensité de la surface de choc. Les différentes faces de la géométrie sont numérotées de 1,
pour la face avant, a 4, pour le sol a 'arriere de ce dernier. Les résultats pour des nombres de
Mach incident de 1.1, 1.5, 2 et 4 sont présentés? en figure 6.12. Pour un choc faible, My = 1.1
et My = 1.5, les deux modeles sont confondus comme nous pouvons le constater en figures
6.12(a)-(d), et surestiment légerement la position du front. La réflexion est théoriquement
réguliere pour la diffraction du choc & nombre de Mach 1.1 sur une rampe inclinée a 45°. Les
modeles GSD et KIN créent cependant un front de Mach, impliquant une surestimation tres
importante du nombre de Mach & la paroi sur la face avant du merlon (face 1) en comparaison &

2. Pour le cas My = 1.1, le critéere d’extraction des données de simulations Eulériennes est : % > 0.05.
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F1GURE 6.13 — Diffraction d’un choc plan sur une cuvette a nombres de Mach 2 et 4. Le choc se
propage de la gauche vers la droite. Fig. (a) et (c) : Positions successives du choc et trajectoires
du point triple. Fig. (b) et (d) : Nombre de Mach & la paroi. Simulation menée avec l’algorithme
Lagrangien : As = 0.00125, simulation Eulérienne : Az = 0.0025.
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la simulation Eulérienne, figure 6.12(b). Les détentes successives sur le sommet et la face arriere
du merlon (faces 2 et 3) diminuent ensuite la valeur de M,,, donnée par les modeles GSD et
KIN, jusqu’a une valeur inférieure a celle obtenue par la simulation Eulérienne. La réflexion sur
la quatrieme face est encore une fois réguliére théoriquement, et les modeles surestiment M,,.
L’expansion géométrique du front diminue ensuite 'intensité du choc, et semble faire tendre
M,, vers la valeur calculée par la simulation Eulérienne. Le nombre de Mach a la paroi est
mieux estimé pour un choc plus fort (c¢f. Fig. 6.12(d) et 6.12(f)).

Une différence entre les modeles GSD et KIN apparait pour un nombre de Mach incident
de 2, figures 6.12(e)-(f). Pour ce cas, la position du front est encore une fois surestimée par
les deux modeles comparativement a la simulation Eulérienne, et le premier point triple est
mieux estimé par le modele KIN. Pour un choc fort, My = 4, le front de choc calculé par les
simulations Eulériennes est beaucoup plus perturbé (cf. Fig. 6.12(g)-(h)) en raison de 'influence
de I’écoulement arriere sur le front. Pour ce cas, une double réflexion de Mach se produit sur
la face avant du merlon (cf. Fig. 1.16). Le pas de discrétisation doit étre plus petit ici afin de
capturer correctement le phénomene, et est pris égal a 0.00125. On note 'apparition d’un point
d’inflexion sur le choc a 'arriere du merlon sur la simulation Eulérienne. Sur cet exemple, la
position du point triple calculée par le modele KIN est plus proche de la simulation Eulérienne
(¢f. Fig. 6.12(g)). En dépit de cela, le nombre de Mach a la paroi est mieux estimé par le
modele GSD (c¢f. Fig. 6.12(h)).

Les deux modeles surestiment globalement la position du front. De plus, méme si le mo-
dele KIN semble mieux estimer la trajectoire du point triple, en comparaison aux simulations
Eulériennes, il s’agit en fait d’'une compensation d’erreur.

Diffraction sur une cuvette. Comme deuxiéme exemple d’étude, nous proposons la dif-
fraction d’un choc plan sur une cuvette. Il s’agit la du probléme miroir au précédent : le choc
est ici successivement expansif, compressif et expansif, et I’on peut observer un seul choc-choc.

Les modeles GSD et KIN sont une nouvelle fois comparés a des simulations Eulériennes pour
un nombre de Mach incident de 2 et 4 en figure 6.13. On observe la encore une surestimation de
la position du choc ainsi que de la trajectoire du point triple par les deux modeles. Le modeéle
KIN est légerement meilleur pour cette configuration particuliére, mais affiche des différences
importantes avec la simulation Eulérienne.

Diffraction sur un cylindre et une sphére. Considérons la diffraction d’un choc plan sur
un cylindre & nombre de Mach 2.81. Ce probléeme s’apparente a la diffraction d’un choc plan
sur un merlon. En effet, un premier choc-choc se forme lorsque le choc interagit avec ’obstacle,
suivi d’une onde de détente et d’'un second choc-choc lors de la diffraction sur le sol a I’arriere de
I’obstacle. Les positions successives du choc et les trajectoires des points triples sont présentées
en figure 6.14(a). On note 'excellent accord du modele KIN avec les données expérimentales et
les données issues d’une simulation Eulérienne. La figure 6.14(b) présente les résultats pour la
diffraction sur une sphére a nombre de Mach 2.85. Pour ce cas, le probléme 2D axisymétrique
est considéré. Les deux modeles estiment correctement la position des points triples ainsi que la
position du front par rapport aux données expérimentales [143] et & la simulation Eulérienne.
On note ici que les données expérimentales sont proches pour un nombre de Mach incident
de 2.85 et 4.41 comme souligné par Henshaw et al. [56]. Sur cet exemple, le front de Mach
est fortement perturbé par I’écoulement arriére comme nous pouvons le voir sur la simulation
Eulérienne.

6.2.3 Synthese

L’étude du probléme de Riemann montre que le modele GSD est plus précis que le modele
Cinématique lorsqu’une seule onde est en jeu dans le probléme, & savoir une onde de détente ou
une onde compressive. Le modele GSD est en effet plus proche des données expérimentales et
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FIGURE 6.14 — Diffraction d’un choc plan sur un cylindre & nombre de Mach 2.81 (fig. (a)) et sur
une sphére & nombre de Mach 2.85 (fig. (b)) (simulation 2D axisymétrique). Le choc se propage
de la gauche vers la droite. Comparaison de la trajectoire du point triple des modeles GSD et
KIN avec des données expérimentales issues de [143] et des simulations Eulériennes. Simulation
menée avec 'algorithme Lagrangien : As = 0.00125, simulation Eulérienne : Az = 0.0025.
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des simulations Eulériennes sur I’ensemble de cette étude. Le modele est bon mais pas parfait.
Il surestime le front lorsque le choc est expansif et estime correctement la vitesse du front de
Mach lors de la formation du choc-choc.

En dépit de cela, sur ’ensemble des configurations testées, le modele KIN s’avere légere-
ment plus précis pour des problémes complexes combinant ces deux types d’ondes. Cela est
principalement dii a la compensation des erreurs dans ce modele. Dans les régions expansives
du choc, la position du front est davantage surestimée par ’approche KIN que par le modeéle
GSD. Lorsque le choc est compressif, la vitesse du choc-choc est sous-estimée par le modele
KIN par rapport a 'approche de Whitham, impliquant un front de Mach plus lent. Cette sur-
estimation de 'onde de détente d’une part et cette sous-estimation de la discontinuité d’autre
part tendent finalement & se compenser dans le modele KIN pour les cas testés ici. Le modele
GSD, quant a lui, a tendance a surestimer le développement de ces deux types d’ondes. Il
donne cependant de meilleurs résultats que le modele KIN sur les cas élémentaires, ce qui est
plus rassurant pour des configurations quelconques.

6.3 Conclusion

Le modele KIN est un modele alternatif au modele GSD pour le probléeme de la propagation
d’une onde de choc. Contrairement a I’approche de Whitham, celui-ci autorise la prise en
compte de I’écoulement transversal au front, et aucune hypotheése sur 'intensité du choc n’est
nécessaire. En effet, les effets arriere peuvent étre négligés dans ce modele sous I’hypothese d’une
onde de choc soutenue (pas de détente arriére). Ces propriétés font du modele Cinématique un
candidat alternatif intéressant pour ’approximation de la propagation d’une onde de choc.

Ce chapitre expose une comparaison détaillée de ces deux approches, principalement pour
un milieu homogene et au repos. Les deux modeles s’averent strictement équivalents dans la
limite des chocs faibles, mais donnent des solutions différentes pour des chocs d’intensité plus
forte. Au vu de I’étude menée dans ce chapitre, I'estimation par les modeles GSD et KIN de
la propagation d’une onde de choc soutenue est globalement similaire. Tantot les résultats
apportés par 'approche GSD seront meilleurs, tantét ceux donnés par la vision cinématique
seront plus précis. Le modele KIN est ainsi une approche complémentaire au modele GSD.
Considérant sa simplicité, les résultats sont corrects et du méme ordre de précision que ceux
du modele de Whitham.

Cette étude permet une meilleure compréhension du modele GSD et de 'influence du choix
de la relation A — M. Cette derniére pilote I’évolution de la vitesse des perturbations sur le
front, responsables de la modification de I'intensité, de la forme et de 'orientation du choc.

Les deux approches souffrent d’une limitation similaire pour le probleme de la diffraction
d’un choc faible sur un diédre convexe. Etant donné la différence fondamentale intervenant dans
la dérivation de ces deux modeles, il semble que cette limitation soit intrinseque a la méthode.
En conséquence, en nous fondant sur 'expérience acquise par I’étude du modele KIN, nous
proposons une modification des modeles GSD et KIN dans le prochain chapitre.
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Chapitre 7

Prise en compte de I’écoulement

transverse au choc dans les
modeles GSD et KIN
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L’ensemble de I’étude menée dans les chapitres précédents témoigne de 'efficacité des mo-
deles Geometrical Shock Dynamics (GSD) et Cinématique (KIN) & estimer correctement 1’évo-
lution d’une onde de choc soutenue (pas de détente arriére) en interaction avec des obstacles
rigides. Ces modeles sont toutefois mis en défaut dans le cas d’'un choc expansif comme il a
été discuté en sections 3.1.5 et 6.1. L’étude du probleme élémentaire de diffraction d’un choc
plan sur une rampe convexe met en évidence que pour un nombre de Mach incident donné M,
inférieur a 2.35 environ, la solution n’existe plus au-dela d’un angle limite d’inclinaison de la
rampe 6,, < 0y (Mp). Le choc dégénere en une onde acoustique pour les modéles.

Skews [120] démontre expérimentalement que contrairement & la prédiction de la théorie
de Whitham, I'onde de choc diffractée ne dégénére pas en une onde acoustique, et cela méme
pour une intensité initiale faible (My = 1.2) et un angle de diffraction important (6,, jusqu’a
—165°). Plusieurs auteurs ont proposé des modifications du modele GSD afin de lever cette
limitation. Oshima [90, 91] introduit un terme de cisaillement transverse dans I’équation de
la tuyere 1D, menant a une relation A — M modifiée. Le terme de viscosité est alors fermé
par une hypotheése de type longueur de mélange par analogie & un modele de turbulence. Une
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meilleure estimation du nombre de Mach & la paroi est alors observée pour M; allant de 1.5 a
2.8, mais cette correction se limite & des considérations purement théoriques. Bazhenova [12]
propose une modification de la condition aux limites dans le modele GSD en n’assimilant plus
la paroi a un rayon. L’onde de détente se poursuit alors jusqu’a cette derniére amenant a
une éventuelle réflexion du choc. Cela aboutit potentiellement & I’apparition d’un point triple,
correspondant au point d’inflexion que I’on observe expérimentalement. Le nombre de Mach au
niveau du mur et la forme du choc sont évalués a ’aide de considérations géométriques. Cette
modification donne de meilleurs résultats que la méthode de Whitham conventionnelle, mais
differe énormément de 'expérience pour un angle inférieur & —40°. Enfin, Best [20, 21] étend
le modele GSD a la prise en compte de I’écoulement a ’arriere du choc. Lors d’une détente a
fort nombre de Mach, le point d’inflexion au voisinage de la paroi est alors restitué dans ce
modele, mais il s’avere que le nombre de Mach a la paroi est davantage sous-estimé. Cet aspect
sera discuté plus en détail au chapitre 9.

Ces différentes études montrent que la modification de la relation A — M est essentielle a
I’amélioration des modeles simplifiés. Les différentes corrections apportées a ce jour semblent
toutefois incapables de restituer systématiquement la solution au probleme de la diffraction
SUr une rampe convexe.

Bien que les modéles GSD et KIN découlent de deux visions différentes, ils ont le méme
comportement en choc faible ainsi qu’une limitation similaire. limite d’inclinaison de la rampe
est sensiblement le méme, de I'ordre du dixieme de degré au maximum. Il semble donc que le
probléme de diffraction découle d’une hypothése commune a la dérivation des deux approches.
Tout comme Oshima [90, 91], nous proposons de prendre en compte les forces de cisaillement
qui pourraient exister entre les tubes de rayon. Mais contrairement a cet auteur qui les modé-
lise par une viscosité turbulente, nous choisissons une fermeture plus pragmatique basée sur
I’observation expérimentale.

Ici, les forces de cisaillement sont modélisées par la variation du nombre de Mach le long
du choc dans la relation A — M. Cette contribution est naturellement prise en compte dans
le modele Cinématique, mais n’apparait qu’a partir de 'ordre 1 de troncature du systéme.
Néanmoins, celui-ci est instable comme nous le verrons au chapitre 9.

La correction de la relation A — M que nous apportons est plus simple que celle d’Oshima,
de Best ou I'extension a l'ordre 1 du modele Cinématique, et plus naturelle que celle proposée
par Bazhenova. Elle est basée sur une modification du faisceau de détente du choc expansif.
Pour cela, nous établissons une loi empirique pour la détente d’un choc autour d’un coin dans
la premiere section. Cette loi servira ensuite a la modélisation de 1’écoulement transversal au
choc dans la deuxiéme section. La relation A — M revisitée nécessite une légere modification
de l'algorithme Lagrangien. Ce point sera abordé dans la troisiéme section de ce chapitre, suivi
d’une présentation des résultats obtenus.

7.1 Loi empirique de décroissance du nombre de Mach
dans le faisceau de détente

Dans cette section, nous définissons une loi simple de décroissance du nombre de Mach le
long d’un choc expansif. Cette loi est basée sur I’étude expérimentale menée par Skews [120],
ainsi que ’hypothese que la solution du probléeme de la diffraction d’un choc plan sur un diedre
convexe est auto-semblable.

Lorsqu’un choc plan, de nombre de Mach My et de direction initiale 6y = 0, se diffracte
sur une rampe convexe d’angle #,, < 0, les modeles GSD et KIN prévoient une solution auto-
semblable. Le front se décompose alors en trois parties (c¢f. schéma 7.1) :

e une partie non perturbée correspondant au choc incident ;
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e une partie plane orthogonale a la paroi, de nombre de Mach constant M, ;

e et une zone de transition continue entre les deux, liée au faisceau de détente.
Le nombre de Mach décroit alors le long du choc de My, valeur incidente, a M,,, valeur au
niveau de la paroi. Le faisceau d’ondes de raréfaction prend son origine au coin de la rampe.

Sur chaque caractéristique CT du faisceau, le nombre de Mach, M, et I’angle du rayon, 8,
vérifient la relation différentielle suivante (cf. section 3.1.5) :

W _ (300 an
da ™ V M2-1 da

urC+:@:tan 0+v), 7.1
dx

1 M?-1
M\ AXM)
modele KIN, avec :

avec tan (v) . On rappelle que A = Ay pour le modele GSD et A = Ax pour le

A (M) = (1 + vilm) (1 ou(M) + A;) (7.2a)
u(an) =[S (7.2b)
(M) = (v+ {22y —DM* + (y +5)M? +1 -~} (7.20)

(2yM?% +1 —=y){2+ (v - 1)M?}

En intégrant la relation (7.1) depuis I'instant initial, o § = 6y = 0 et M = M, une relation
simple relie M a 6 sur chaque caractéristique :

M Y
9790 - / \/ mQ(Tf)ldm'
Mo

En particulier, puisque 6,, — 6y est connu, le nombre de Mach au niveau de la paroi, M,,, est

o=0 >0
choc incident

My, 8=0 My , 8,=0
——

faisceau
de détente

choc diffracté

FIGURE 7.1 — Schéma de la diffraction d’un choc plan sur un diedre convexe.
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calculé via la relation sur la derniere caractéristique :

My, Y

/\/ () 410 =6, — 0y < 0.
m=—1

Mo

Maintenant, puisque M,, > 1 pour un choc et que cette intégrale est bien définie au voisinage
de M =1, on en déduit que, pour un nombre de Mach My donné, I'angle d’inclinaison de la
rampe 6, ne peut pas excéder une valeur limite. On peut observer cette limitation sur la figure
7.2. Pour un nombre de Mach incident de 1.5 par exemple, la solution au probleme, pour les
deux modeles, existe jusqu’a un angle de déviation d’environ —113.7°. Passé cet angle limite,
M, < 1 et la solution est rejetée. On note que les valeurs expérimentales du nombre de Mach
a la paroi [120] sont toutes supérieures & 1. En fait, comme discuté en introduction, 'onde de
choc diffractée ne dégénére pas en une onde acoustique méme pour une intensité initiale faible
(Mo = 1.2) et un angle de diffraction important (6,, jusqu’'a —165°).

4 T T T T T T T
M0=4.0 ® Exp.data
=+ =+ GSD model
[ — — = KIN model

S r—

0 20 40 60 80 100 120 140 160
-0, (deg)

F1GURE 7.2 — Diffraction d’un choc plan de nombre de Mach My sur un diedre convexe d’angle
0, < 0. Nombre de Mach au niveau de la paroi apres diffraction, M,,, pour différents angles
de déviation 6, (en degré) et différents nombres de Mach incidents M.

Pour un angle de rampe donné, les relevés expérimentaux [120], présentés en figure 7.2,
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peuvent é&tre regroupés le long de courbes, partant du point (My, M,,) = (1,1), ayant pour
expression :
M —1

W =p(0y), 0Oy exprimé en rad,

pour n > 0. En pratique, les données expérimentales sont bien décrites pour n = 2, ¢f. Fig.
7.3(a), soit

M2 —1
m =p(0w), (7.3)
s’écrivant aussi
May (6u, Mo) = /14 p (6) (MG — 1). (7.4)

La pente moyenne, p (6,,), est tracée en figure 7.3(b). Une expression analytique de p est obtenue
a partir d’une régression non-linéaire. Pour un angle de rampe nul, le nombre de Mach ne subit
pas de changement : M,, = My. On impose donc & p de vérifier p(0) = 1. Une expression simple
de p consiste & définir une variation exponentielle de la pente par rapport & 6, (en rad) :

p(0y) = exp (kby), avec k = 0.984943. (7.5)

Cette expression, nommée FIT 1, conduit a une légere différence avec les pentes calculées (cf.
Fig. 7.3(b)). Une sophistication, que I’'on note FIT 2, s’exprime comme :

D (0w) = exp (a16y) (agﬁﬁj — a3zl + 1) , (7.6)

avec a1=2.033, a2=0.861 et a3=1.102. Ces fonctions sont établies pour My allant de 1.5 & 4 et
—140° < 6, < 0, mais appliquées a tout 6,, < 0 et My > 1 en pratique. On observe globalement
une bonne restitution des données expérimentales, avec une surestimation en choc fort et une
inclinaison de rampe importante (Mo = 3, My = 4 et 6, < —80°). Bien que le FIT 2 estime
mieux les données expérimentales, le FIT 1 sera retenue en pratique car plus facile a manipuler
mathématiquement, comme expliqué ci-apres (cf. remarque 7.2).

14 — , . , ir: ,
m  Experimental data N —B— data
Vs By=-15.0 0.9 FIT1 4
12 \_ --------- FIT 2
0.8 CR
10 0,=-30.0°4 07 \\SL
06 !
8 0450 NN
/ < 05
_— 0.--60.0°| S\\
6 o M D= O 0.4 N
//-////. B,=- 75.0° 03 q\’\ﬂ
4 -
e e M e
. m6,=105
o Z — n=-120.02] 0.1 & ]
——
0
2 4 6 8 0 12 14 16 18 0 20 40 60 80 100 120 140

-6,y (deg)
(a) (b)

FIGURE 7.3 — Fig. (a) : M2 en fonction de M issues des données expérimentales de Skews [120].
Fig. (b) : Pente p(6,,) des courbes M2 — 1 = p(f,,)(Mg — 1).

Du point de vue du modeéle, il est souhaitable que le nombre de Mach au niveau de la
paroi, et a fortiori sur la derniére caractéristique du faisceau de détente, vérifie la loi (7.4),
avec Pexpression (7.5) ou (7.6). Puisque la solution du probléme est auto-semblable, alors &
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un nombre de Mach donné My, le profil du front de choc a l'instant o décrit une portion de la
méme courbe pour les différents angles de diffraction (¢f. Fig. 7.4). Les solutions pour divers
angles 6, partagent ainsi le méme faisceau d’ondes de raréfaction. On impose donc que la

relation (7.4) soit vérifiée sur chaque caractéristique C* :

M (0, Mo) = /1 +p (0) (M —1).

Cette expression se réécrit sous la forme intégrale suivante :
premiére caractéristique
- - - = derniére caractéristique
o
6W=__1_0_ -
E ______________ =-20°
SOt~ -, o TEEEEmsmemeaas L L L
"y RS e
LI BN sl
R . S ~ .
WY ~ S Sea - 6 =-3
' LRRERN IS ~ W 0°
[ A RGN -~ S ~ .
8 . . -~ N ..
) . A ~ ~
Il A} . ‘\ s -~ N ~ ~ ~.
Y . . ~ ~ .\~400
' 'Y N kN A N ~
' N . . ~ 9 s
' ) * ‘\ AN
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. [y N
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F1GURE 7.4 — Diffraction d’un choc plan a nombre de Mach My = 1.5 sur une rampe convexe

Présentation de la forme du front de choc, obtenu pour le modele GSD, pour différentes incli-

naisons de la rampe, 6,,. On rappelle que la solution du probléme est auto-semblable.

M ) 0 ()
m [P (s
/mQ—ldm_/ ds,

p(s)
My 0o

ou de maniere équivalente sous la forme d’une relation différentielle reliant 6 et M, valable sur
le faisceau de détente :

oM M p'(0) do R
MZ—1da ~ p@)da "W

(7.8)
Pour les fonctions introduites précédemment, cette formulation s’écrit
2M  dM de
= L + .
72— 1 da i sur C, (7.9)
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avec le FIT 1 (7.5), et

2M  dM araz0? + (2a3 — araz)f +a; — as iﬁ

= + 1
M? -1 da 20?2 —as0 + 1 do sur O, (7.10)

avec le FIT 2 (7.6). Ces lois sont définies pour 1.5 < My < 4 et —140.0° < 6, < 0, mais nous
supposerons en pratique qu’elles s’étendent pour une gamme plus large : —180.0° < 6, <0 et
Mpin < My, avec M,,;n, > 1 & déterminer. Ce point sera discuté en section 7.4.

7.2 Prise en compte de I’écoulement transverse

Oshima [91] a étudié de maniére approfondie différentes extensions de la relation A — M de
Whitham. Il en ressort que toutes ces modifications, basées sur ’analyse d’un écoulement 1D,
sont incapables de reproduire le comportement observé expérimentalement pour le probléme
de la diffraction d’un choc faible sur une rampe convexe (c¢f. Fig. 7.2). L’auteur en conclut que
I'atténuation plus faible du choc diffracté pourrait étre causée par 'interaction des tubes de
rayon entre eux et dont le tourbillon attaché au coin serait une sorte de trace. Il propose donc
une correction de la relation A — M en prenant en compte les forces de cisaillement dans les
équations d’Euler sur la tuyere, avec une fermeture de type viscosité turbulente. Bien qu’il n’y
ait aucune raison physique permettant de justifier cette approche, I’écart entre la théorie et
lexpérience est réduit. Ce méme auteur propose une dérivation différente dans [90] sans autre
hypothese que celle de communication entre les tubes de rayon. La relation A — M modifiée
obtenue est complexe a résoudre et requiert une étude détaillée.

L’interaction entre les tubes de rayon voisins se traduit par la prise en compte de la varia-
tion transversale du nombre de Mach dans la relation A — M. Puisque le modele Cinématique
n’est pas basé sur un découpage du front de choc en tubes de rayon, celui-ci est naturellement
considéré dans le systéme & l'ordre 1 de troncature (équation supplémentaire sur 1’écoulement
arriére). Seulement, l'instabilité naturelle du modele, expliquée au chapitre 9, rend impossible
une estimation correcte de 1’évolution du front de choc avec cette extension. A I'ordre 0 de
troncature du systéme (cf. chapitre 4), et sous 'hypothése d’un milieu amont au repos, I’écoule-
ment transversal n’apparait pas dans le modele Cinématique qui est alors identique au modeéle
GSD a la fonction \ pres.

Il semble naturel de considérer la variation du nombre de Mach le long du choc. Nous
proposons ici une modification de la relation A — M, plus simple que celle d’Oshima [91, 90],
basée sur la connaissance empirique de la décroissance du nombre de Mach dans le faisceau de
détente (7.8). On réécrit ainsi la relation A — M sous la forme :

19A  MAM) M oM |

Aop

avec A = Ay (eq. (7.2a)) pour le modele GSD et A = Ag (eq. (7.2c)) pour 'approche KIN.
L’idée est de n’appliquer ce terme supplémentaire que dans les zones de détente, les zones de
compression étant bien restituées par le modele de base. La fonction f dépend exclusivement
de M et est modélisée a ’aide de la loi empirique (7.9) :

2
F(M) = “(QM) - k(fg_ ol (7.12)

avec k = 0.984943. Le choix de la valeur absolue s’explique par une question de symétrie
des ondes dans le modele. Puisque les modeles GSD et KIN estiment correctement le front
de Mach, on souhaite que la modification soit effective uniquement pour les problémes liés a
I’expansion du choc. Dans cet esprit, la fonction H est nulle pour un choc compressif, soit pour
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une courbure locale k négative, et vaut 1 dans le cas contraire :

0 sik<O0
H (k) =
1 sik>0.

Remarque 7.1

En configuration radiale, la variation transversale au choc étant nulle par symétrie, on
retrouve le comportement donné par les modeles GSD et KIN.

Le raisonnement aboutissant & la fermeture (7.12) est présenté dans la suite pour le modele
GSD. Ce raisonnement est identique pour le modeéle KIN.

La modification de la relation A — M induit une modification de I'onde de détente dans le
modele GSD. Pour la caractériser, on se base sur le probleme élémentaire de la diffraction d’un
choc plan sur un diedre convexe. Le lecteur désireux de détails supplémentaires concernant la
dérivation qui va suivre est invité a consulter les sections 3.1.4 et 3.1.5.

On rappelle les équations géométriques du modele GSD en deux dimensions d’espace (3.35)-
(3.36) :

00 1 0A
00 10M

écrites dans la base locale au choc. En injectant la relation A — M modifiée (7.11) dans ce
systeme, il vient

OM  M*—106 f(M)(M2—1)87M2

oo T xaDA3 T MAGDA 9B (7.14a)
00 10M
9t a9 = (7.14b)
ayant posé
. OM
TR COTATED Bk
n = H (k) sign 25 ) =
—H (k) sinon.

Le systeéme (7.14) s’écrit sous la forme matricielle :

o (M 1 [ 7001 a2 a5 osar 0
il + = (" an 2T | — = .
e ()3 (e 5 )5 () - 6)

Les valeurs propres de la matrice sont données par ’équation du second degré :

e nf(M) (M2—1)u_ M? -1 0
MM(M)A ADM)AZ 7

conduisant & la vitesse des ondes dans le modeéle modifié :

e f(M) (MP 1) 1 M2 =1 [ (ne)® F(M)2(M? - 1)
Aue(M) = = man =+ QW\/ MEA(M) +4, (7.15)
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avec 14 et 1)_ la valeur de i) suivant la direction portée par la caractéristique C'* : % =uy (M)

et C7: % = u_ (M) respectivement. La perturbation portée par les caractéristiques C+ aug-
mente le nombre de Mach le long du choc : %—AB/I > 0, comme nous le voyons pour le probleme de
diffraction sur une rampe convexe schématisé en figure 7.1. En étudiant le probleme symétrique
par rapport a l'axe (Ox), il vient que I'information portée par les caractéristiques C~ diminue
le nombre de Mach le long du choc, de sorte que n— < 0. Les ondes sont par conséquent sy-
métriques dans le modeéle : Auy (M) = —Au_(M). Sous réserve que la fonction M — f(M)
soit réelle, les valeurs propres Auy sont donc différentes et réelles, assurant I’hyperbolicité du
systéme. En particulier, si nf(M) est nulle, on retrouve le modele GSD & deux dimensions.
Le systeéme (7.14) s’écrit sous la forme caractéristique suivante :

a0 1 dMm . dB
B — =du (M q
da = Aui (M) da 0 surd da u+ (M), (7.16)

aboutissant aux invariants de Riemann :

M
0—90—&—/% =cste sur O
Mo

7 d
m —
0—90—/m—cste sur C™.
Mo

Considérons le probleme de la diffraction d’un choc plan sur un diedre convexe, de données
initiales § = 0y = 0 et M = Mj. La solution du probléme est une onde simple : toutes les
caractéristiques C'~ prennent origine dans la région initiale du probléme : {o = 0; 5 > 0}. La
solution du faisceau de détente est alors définie par :

M
15} dm
U+(M):a et 0700: m,
Mo

ce qui donne en particulier :

de 1 dM .
a = ma sur C'. (717)

Afin de modéliser la fonction f, on identifie cette relation avec la loi empirique (7.9) :

YN} L UL ) Y ;\/Aij)lw(M)z(Mz Uiy )

2MA(M) M?2A\(M)
ot 4 = 1 pour ce probléeme. Apres calcul, on trouve finalement l’expression (7.12).

Remarque 7.2 (Choiz de l’expression empirique)

De part la simplicité de la loi empirique (7.9), la fonction f dépend exclusivement de M.
Le choix d’une autre loi, telle que (7.10), implique de considérer ’angle du rayon 6 dans la
relation A — M. Une telle expression est rejetée dans le but de conserver une relation simple
entre laire du tube de rayon, A, et le nombre de Mach du choc, M.

L’allure de la fonction M — f(M) est présentée en figure 7.5 pour les modeles GSD et
KIN. En choc faible (M ~ 1), cette fonction est identique pour les deux approches :

1

f(M) ~ TR - 1)
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e e e e

= = = = GSD model
m—— K|N model

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
M

FIGURE 7.5 — Allure de la fonction f(M) (eq. (7.12)) pour les modeles GSD et KIN.

puisque Ay ~ A ~ 4. Le changement de signe de cette fonction se traduit par le changement
de correction des modeles pour une variation d’aire fixée. Pour le modele GSD, un nombre de
Mach inférieur a My, ~ 2.631 amene la correction a accélérer le front par rapport au modele
initial, tandis que pour un nombre de Mach supérieur, le front est ralenti par la correction.
Pour le modele KIN, le changement de contribution de la correction intervient pour un nombre
de Mach plus faible : Mj, ~ 2.144. Puisque le modele KIN surestime davantage 1’expérience
que le modele GSD pour un nombre de Mach au moins supérieur a 2, la correction apportée
est plus importante. En choc fort (M > 1), on a :

9 0.468385  pour le modele GSD
5 z = , pour y=14,
1.768492  pour le modele KIN

ou l'on rappelle que

2 2
Aoo~ 14+ —+ LIS 5.074  pour I'approche GSD,
Y

v—1
Y+ D2y -1)
¥

Dans la suite, on qualifie de modele GSDT (GSD Transverse) et KINT (KIN Transverse)
les modeles GSD et KIN avec la correction f(M) correspondante. En pratique, ces deux mo-
deles sont identiques pour les problemes ne faisant intervenir que des ondes de détente puisque
la solution est imposée. Des différences apparaitront pour des problémes avec alternance de
phases en compression et détente comme il sera montré sur des cas particuliers en section 7.4.

Aso ™~ ~ 7.714 pour le modele Cinématique.

Le résultat du probléme de la diffraction d’un choc plan & nombre de Mach My = 1.1 sur
une rampe d’angle 6,, = —90° est présenté en figure 7.6. Pour ce probléme, la solution du
modele GSD (ou KIN) existe jusqu’a la derniére caractéristique pour laquelle le nombre de
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= (GSD, analytical sol.

— - —- characteristics GSD

= = = = GSD, numerical sol.
GSDT
characteristics GSDT

1.1 || e— GéD, analyticall sol.
= = = = GSD, numerical sol.
GSDT

1.06

L S Y e

1 e eomemeeaoe. gms==an ‘ , 4

-90 -75 60 4899145 -30 -15 0

FIGURE 7.6 — Diffraction d’un choc plan & nombre de Mach 1.1 sur une rampe d’angle —90°.
Fig. (a) : Comparaison de la forme du front de choc a l'instant @ = 1. Fig. (b) : Nombre de
Mach le long du choc en fonction de I'angle d’inclinaison des rayons.
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Mach vaut 1, soit un angle d’inclinaison d’environ —49°. Néanmoins, ’algorithme Lagrangien
est suffisamment robuste pour fournir une solution au-dela de cette limite. Le nombre de Mach
de cette portion supplémentaire du choc converge alors vers 1. Le faisceau de détente est modifié
avec la prise en compte de ’écoulement transverse (7.11). Dans ce cas les caractéristiques sont
données par (7.18) :
2
j—i =tan (0 +v), avec tan(v)= AUEM) = kM;M21'
En particulier, la solution au probleme existe jusqu’a la paroi au niveau de laquelle le nombre
de Mach vaut environ 1.022, valeur calculée a l'aide de 'expression du FIT 1 (7.4)-(7.5).
Bien que les nombres de Mach en jeu semblent faibles, cela fait une différence importante
sur la surpression adimensionnée du choc (. En effet, pour M = 1.022, { = 0.053 bar ce qui
correspond a la fin de la zone Z4 définie en table 1.1, alors qu’avec M ~ 1, ( ~ 0, nous sommes
au-dela de la zone Z5.

7.3 Intégration dans I’algorithme Lagrangien

Du point de vue numérique, seule 'approximation de la relation A — M est modifiée dans
lalgorithme Lagrangien du chapitre 5. Cette section détaille I'intégration de la relation (7.11).
La connaissance de la courbure locale au front est nécessaire pour cela. Il s’agit d’une tache
non triviale puisque cette quantité est sensible aux oscillations du schéma.

Les résultats numériques présentés ici sont obtenus pour le modele GSD. La procédure est
identique pour le modeéle KIN en sélectionnant la fonction A correspondante.

7.3.1 Intégration de la relation A — M avec terme transverse

Puisque I'abscisse curviligne le long du choc, s, vérifie la relation différentielle ds = Adg,
le terme transversal de la relation (7.11) se réexprime comme :

oM OF (M)

)| 5| = s (00 |25

; (7.19)

ol sign (z) = 1 si > 0 et —1 sinon, et avec (M) = [ f(m)dm. Ce terme est approché a
lordre 1 par ’expression

oM

A0p |M=M,
ou A F; et A.F; sont des estimations de la pente de F/(M) & gauche et & droite de M; :
F(M;) - F(Mi—1) AF = F(Mit1) - F(Mi)

S; — Si—1 Si4+1 — Si

f(M) ‘ ~ sign (f(M;)) max (A F;, — A F;,0), (7.20)

AT, =

Ce schéma décentré, inspiré de 'Hamiltonien numérique de Godunov [89], présente 1'avantage
de limiter les oscillations de I’algorithme. Au niveau d’un obstacle, on impose une condition de
bord de type paroi rigide (eq. (5.33)). La variation du nombre de Mach d’un point de bord du
choc, d’abscisse curviligne spor-q, S€ trouvant sur une paroi est par conséquent nulle :

oM

g (Sbord) =0.

On suppose que le front est localement plan pour les parties libres du choc, impliquant égale-
ment une variation du nombre de Mach nulle au bord. On a ainsi aux extrémités du choc :
OF (M)
Js

(Sbord) =0.
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Sur chaque tube de rayon, l'intégration de la relation A — M (7.11) des instants a & a+ A«
s’écrit

4 ( A ) M;(a+Ax) )\( ) at+Aa

a4+ A mA(m

In{ ———= d i AF;, — AL, =0, 21

n< o) )+ / R m+ / 7; max (4 0)dr =0, (7.21)
M;(a) «

avec n; = H (k;) sign (f(M;)). La premiére intégrale est approchée par une méthode de Simpson
et la seconde par une méthode de trapéze. Connaissant, In (%), H(k;) et M;(a) pour

i=1,...,N, on obtient alors un systeme non-linéaire d’inconnues (M; (a + A«)),_; 5 que
lon résout a 'aide d’un algorithme de Newton. Cette résolution augmente le temps de calcul
par rapport au schéma originel comme nous le verrons en section 7.4 (cf. table 7.2).

Remarque 7.3

Rappelons que 'on veille a la conservation de l'aire dans la relation A — M suivant les
propriétés 5.3 et 5.4. L’extension de ces propriétés a la prise en compte d’un terme supplé-
mentaire dans la relation A — M est directe comme souligné en remarques 5.3 et 5.4.

Posons
Af,,(aJrAOé) )\ a+Aa
K;, = / 22 (1nl)dm+ / n; max (A Fy, —A, F;,0)dT.
1\/11' (Ot) «a

Lorsque 'aire du tube de rayon ¢ diminue, In (W) < 0, le nombre de Mach augmente

localement et le terme transverse est désactivé dans la relation A—M discréte (7.21). A Pinverse,
le nombre de Mach diminue lorsque ’aire augmente et le terme transverse est activé afin de
lever la limitation du modéle. Dans ce cas, le terme K; est nécessairement positif. Ce n’est
cependant pas un critére suffisant pour activer le terme transverse. Il peut en effet étre vérifié
dans des zones compressives du choc, lors de la formation du front de Mach par exemple, en
raison des oscillations du schéma. Au final, la condition nécessaire de désactivation du terme
transverse retenue est :

(A ((H_Aa)) <0) Alors

‘ H(k;)=0

Slnon
Si( K;<0) Alors
Fin Si

Fin Si

A~
~N
N
N

=

Du reste, la résolution du systéme (7.21) nécessite l'estimation de la courbure locale au
front de choc, k. La procédure que nous avons développée a cette fin est présentée dans la

prochaine sous-section.

7.3.2 Estimation de la courbure locale du front

Soit (X;)i=1,....n I'ensemble des points du front de choc discret & un instant donné o = c4¢.
La courbure locale au front div (7i;) = k;, associée au point X, est estimée en 2D plan & 1'aide
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de la relation géométrique [102] :

o 4sin(6;/2)
1 X1 X + |1 X X

(7.23)

ou 6; est 'angle orienté entre les vecteurs X; X;;1 et Xi_lle-. La courbure locale discrete est
nulle si les points X;_1, X; et X;41 sont alignés, positive si la distribution est convexe (zone
expansive du choc) et négative si elle est concave (zone compressive du choc), figure 7.7. Cette

it

K >0 K <0
FIGURE 7.7 — Distribution de points convexe (figure de gauche) et concave (figure de droite).

formule est cependant sensible aux oscillations du schéma. Elle peut en effet conduire locale-
ment & une valeur de x; négative dans des zones expansives du choc ot elle devrait étre positive,
et inversement pour les zones compressives. Pour éviter cela, on se donne une discrétisation
grossiere, ou “gros grain”, du front de choc donnant la tendance globale de la courbe, en s’ins-
pirant d’un algorithme de simplification de ligne [118]. Les points sont choisis de sorte & ce que
la courbure entre deux points de cette discrétisation soit de signe constant. Les valeurs aux
points intermédiaires sont ensuite interpolées a ’aide d’une spline locale quadratique limitée,
qui a ’avantage de conserver le signe de la courbure, contrairement a une spline cubique. La
courbure locale du nouveau front est calculée a l'aide de la relation (7.23), donnant ainsi une
estimation de k; pour la relation A — M discréte (7.21). Pour finir, il convient de désactiver le
terme transverse dans un voisinage fixe des zones compressives, afin d’éviter une dépendance
numérique de la solution pour les problemes combinant a la fois des ondes expansives et des
ondes compressives. Ces différentes étapes sont détaillées ci-apres.

Remarque 7.4

Puisque seul le signe de la courbure compte, la courbure est calculée a 'aide de I’expression
(7.23) en 2D axisymétrie.

e Etape 1 : Discrétisation “gros grain” du front. La discrétisation “gros grain” du front
contient nécessairement les points de bords du choc. Considérons X; | = (xi_l,yi_l)T un
point de cette discrétisation (un point de bord du choc pour commencer). Soit (D;) la droite
passant par X;_1 et de direction X;_1X;. Les points X; dont la distance & (D;) est inférieure
a une tolérance € fixée ne sont pas conservés dans la discrétisation “gros grain” :

2
XX, Xia Xi- X“XJ) <e (7.24)

2
dist = ||XZ,1XJ|| — <
11 X

Le critere de tolérance, €, est pris égal a 0.4As en pratique, ot As est le pas de discrétisation.
Afin de conserver un nombre suffisant de points, notamment pour les parties planes du choc,
on ajoute au critere ci-dessus la contrainte suivante. Si la distance entre les points X;_; et X
dépasse une certaine longueur, 0.1 x s en pratique, avec sy la longueur du front, le point X;_;
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est également conservé. Au final, lorsque dist > € ou || X;_1X,|| > 0.1 x sy, le point X;_; est
ajouté a la discrétisation “gros grain” du front et la procédure est réitérée avec X;_; = X;_1.
On note dans la suite (s, x;)j=1,.. am €t (;,Y;)j=1,....m, pour M < N, I'ensemble des points de
la discrétisation “gros grain”, I’abscisse curviligne discrete, (s;);=1,...,am, correspondant a celle
de la courbe de choc d’origine.

3.7

I . .*
—=— Choc H
Gros grain
-------- Interp. quad. 3.65
4 I 3.6
{1 e
L i 3.55
3 3.5 i

55 555 56 5.65
0.25 T
0.2 ;
0.15
1
0.1

1+ 0.05

y
[\]
""“'uu-.....amﬂ" ‘

[ —
0 L 0 s
4 45 5 55 6 65 7

X 515 52 525 5.3

FIGURE 7.8 — Présentation de la discrétisation “gros grain” du front de choc et interpolation
quadratique limitée.

Suite a cette premiere passe, la discrétisation “gros grain” est raffinée au niveau des éven-
tuels points d’inflexion de la courbe de choc. Il s’agit de zones sensibles du front pour lesquelles
la courbure change de signe (cf. Fig. 7.10(a), zone 2 encadrée). Les pentes locales limitées de
la discrétisation grossiére sont calculées ainsi :

oy = minmod (A;x;, Arz;) ety = minmod (Ay;, Ary;) (7.25)

ou le minmod de deux réels = et y est défini par
. 1, . . .
minmod (z,y) = o (sign(z) + sign(y)) min (|21, [y) -
Les quantités Ajip; et Ayp; sont les estimations linéaires de la pente de ¢ a gauche et a droite

de s; :
Yy — Y1

et Ay = L=V (7.26)
8j = 8j-1 Sj+1 = 8

Appy =

Un changement de convexité de la courbe de choc se situe entre les points 7 — 1, j et j + 1 si

(= 2fo1) (@ —25) <0 et (yf = 9f) (Whr —9f) <O

Le point du front de choc originel appartenant a cette région et ayant la plus forte variation
en z et en y (par rapport a s) est ensuite ajouté a la discrétisation “gros grain”, ce qui permet
une meilleure localisation de la zone de changement de signe de la courbure locale.

En raison des oscillations du schéma Lagrangien, des points censés étre alignés fluctuent en
réalité autour d’une valeur centrale. C’est par exemple le cas lors de la formation du front de
Mach. Afin d’aligner les points du front grossier se trouvant sensiblement sur un méme axe,
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une troisieme passe est effectuée. Soit X;_; X; un vecteur de référence du front “gros grain”. Si
l'orientation du vecteur qui suit, X;X;11, est quasiment identique au vecteur de référence, le
point X1 est projeté sur la droite (D;) passant par X;_; et portée par X;_1X;. Les points
Xj—1, X; et X4, sont ainsi alignés. On réitere cette procédure sur les segment suivants, que
I’on note Xj_1X}. Le point X} est alors aligné avec les autres points. Le vecteur Xj_1 X} est
quasiment colinéaire au vecteur de référence si leur produit scalaire normalisé est proche de 1 :

L XX XX
[ X -1 X X1 Xl

= COS (Xj_lXj,Xk_le) ~1-46.

En pratique, nous exigeons que 'angle entre ces vecteurs soit inférieur a 1°, soit § ~ 0.017453.
Lorsque z — 1 < 4, le point X}, est projeté sur la droite (D;) :

Tp=Tj—1+ (s —sj—1)N1 et yr =yj—1+ (sx — sj-1)Na,

ot N est le vecteur de référence unitaire : N = X 1X;/|X;-1X;]| = (N1, N2)T. L’alignement
des points est stoppé lorsque la différence de direction entre le vecteur courant et le vecteur de
référence est trop importante, ou que le point X}, est trop éloigné de la droite (D), soit

z—1>6 ou dist((D;),Xx) > 0.2As,

avec dist ((D;), Xy) la distance du point X & (D,). La procédure est ensuite réitérée en
prenant le dernier vecteur comme vecteur de référence. La figure 7.8 présente un exemple de
discrétisation “gros-grain” du front.

3.5

. \

25 t

- \

15 & 3
Y )

. /)]
wee///7

X
FIGURE 7.9 — Activation du terme transverse de la relation (7.11) dans les zones expansives
du choc. La simulation numérique a été menée pour My = 2 et As = 0.02.

e Etape 2 : Interpolation du front “gros grain”. A la suite de cette premiére étape, la dis-
crétisation “gros grain” se constitue de ’ensemble des points (sj, 30j)j:1,...,M et (s;, yj)j:L,,,,M,
pour M < N. Une interpolation spline quadratique limitée de cette discrétisation grossiere est
alors introduite pour reconstruire les points intermédiaires sur le choc. Elle s’écrit sur chaque
segment [s;, s;11] :

1f J/ - g/‘+1

pi(t) = (L =t)fj +tfix1 +t(1 —t)a;, aveca; = 251 =5,
J J
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S—S;
8j+1—8]
x;j et y;, est estimée par (7.25). Le front est ainsi moins perturbé par les oscillations tout en
conservant un signe de courbure constant sur chaque segment gros grain [s;, s;j11].

La courbure locale du nouveau front est calculée via la relation (7.23). Néanmoins, I'in-
terpolation du front “gros grain” n’étant que de classe C', il se peut que la courbure ait un
signe inapproprié au niveau des points de jonctions, X;. La courbure en ces points est alors
recalculée en moyennant celle des points voisins :

pour une quantité (f;);=1,..m (z; et y; ici), avec t = . La dérivée fj'-, des quantités

_ Kl—1+ K
—

Cela assure un signe de courbure locale en X; cohérent avec les interpolations quadratiques
voisines.

e Etape 3 : Identification des zones A risque. Les oscillations du schéma Lagrangien ne
sont pas entierement inhibées par la nouvelle distribution de points. Il se peut ainsi que la
courbure locale soit positive pres d'une zone de compression, activant par la méme occasion
le terme transverse. C’est par exemple le cas pres d’un point d’inflexion comme observé en
figure 7.10(c). Cependant, la variation transversale du nombre de Mach dans de telles zones
est trés importante en raison de la présence d’un choc-choc a proximité. Cela conduit alors a
une surévaluation du nombre de Mach, et a une perte de convergence numérique. Il convient
donc de désactiver le terme transverse dans les zones a risque. Ces régions sont identifiées
comme étant les zones ou la courbure de la discrétisation “gros grain” est négative. Dans une
zone a risque, on identifie ensuite la position du choc-choc comme étant le point de plus forte
variation du nombre de Mach. Le terme transverse est alors désactivé sur I’ensemble des points
X; du front se trouvant & une distance d. de la discontinuité : H (k;) = 0. Sur ’ensemble des
exemples traités dans ce chapitre, nous prenons d. = 0.05.

7.3.3 Syntheése et convergence en maillage

La procédure décrite précédemment permet d’identifier efficacement les zones expansives
du choc. Le terme de variation transversale du nombre de Mach est activé dans de telles zones,
modulo la condition nécessaire (7.22) et 1’étape 3. Le calcul de H(k;) est résumé dans I’encadré
(7.27).

° Etapes let2:
Discrétisation “gros grain” du front et interpolation des points originaux;
Estimation de la courbure par (7.23) — calcul de H (k;) .

e Etape 3 : (7.27)
Zones a risque : distance d. des choc-chocs;;

— Désactivation du terme transverse dans ces zones : H (k;) = 0.

e Désactivation du terme transverse selon la condition (7.22).

Dans les zones compressives ou planes du choc, la relation A — M classique est retrouvée,
tandis que le terme transverse est activé dans les régions expansives. La figure 7.9 présente
les résultats numériques obtenus pour le probleme de la diffraction d’un choc plan & nombre
de Mach 2 sur un merlon posé sur le sol. Le pas de discrétisation est As = 0.02. Les zones
couvertes par des cercles correspondent aux points pour lesquels le terme transverse est activé.
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F1GURE 7.10 — Effet du pas d’espace sur la diffraction d’un choc plan a nombre de Mach 2
sur un merlon. Le choc se déplace de la gauche vers la droite, 'axe (Ox) est le sol. Fig. (a) :
Positions successives du choc. Fig. (b) : Zoom du front de choc au niveau de la paroi a ’arriére
du merlon. Fig. (¢) : Zoom sur le premier choc-choc du front. Fig. (d) : Zoom sur le front de
Mach au niveau du sol.
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F1GURE 7.11 — Effet du pas d’espace sur la diffraction d’un choc plan & nombre de Mach 1.05
sur un merlon. Fig. (a) : Positions successives du choc. Fig. (b) : Zoom du front de choc au
niveau de la paroi & larriére du merlon. Fig. (¢) : Zoom sur le premier choc-choc du front. Fig.
(d) : Zoom sur le front de Mach au niveau du sol.



CHAPITRE 7. PRISE EN COMPTE DE L’ECOULEMENT TRANSVERSE AU CHOC
DANS LES MODELES GSD ET KIN

L’algorithme Lagrangien adapté a la relation A — M modifiée (7.11) a été validé pour
les problémes élémentaires de diffraction d’un choc plan sur un diédre convexe (cas continu)
et concave (cas discontinu). Pour ce dernier cas, le terme transverse est activé de maniére
occasionnelle mais n’influence pas le calcul de la vitesse du front de Mach. Les oscillations du
schéma ne sont pas entierement inhibées par notre procédure d’estimation de la courbure. Celle-
ci mériterait une amélioration, voire le développement d’un algorithme Lagrangien monotone,
ce qui n’a pas été fait par manque de temps.

25|

6 6.2

Fi1cURE 7.12 — Diffraction d’un choc plan & nombre de Mach 1.05 sur un merlon. Influence du
parametre d.. Simulations effectuées pour As = 0.00125.

Une étude de convergence en maillage est présentée en figure 7.10 pour le probleme de la
diffraction d’un choc plan a nombre de Mach 2 sur un merlon. La résolution de ce probleme est
délicate en raison de la variation brutale de géométrie : diffraction d’angle —90° a l'arriere du
merlon puis interaction avec le sol, le choc étant quasiment paralleéle & ce dernier. On observe
la convergence en maillage du schéma pour cet exemple. Pour ce cas, le choc est plutot fort et
le terme transverse a une influence minime dans les calculs. En effet, le nombre de Mach varie
entre 1.3 et 3.5 ici, et les valeurs de la fonction f(M) sont faibles (cf. Fig. 7.5).

Le terme transverse est dominant dans la relation A — M pour un nombre de Mach plus
faible, puisque la fonction f(M) n’est pas bornée. L’algorithme est alors plus sensible aux
oscillations. La figure 7.11 présente le probleme précédent a nombre de Mach 1.05. Puisque le
choc est faible, le front de Mach est correctement établi sur la face avant du merlon & partir
d’un pas de discrétisation plus petit que précédemment, soit As = 0.005 pour cet exemple. La
convergence du schéma est globalement vérifiée. La solution numérique semble toutefois osciller
au niveau du point d’inflexion comme nous pouvons le voir en figure 7.11(c). En pratique, la
solution au voisinage de ce point dépend de la valeur du parametre d., ce qui a une conséquence
sur la position du reste du front. Nous présentons en figure 7.12 les positions successives du
choc obtenues pour d. = 0.1, d. = 0.05 et d. = 0.025. On note une différence certaine sur la
position du front a I'arriére du merlon. Il n’y a pas de convergence numérique en pratique sur
cet exemple pour une valeur de d. inférieure & 0.025. Dans ce cas, le terme transverse pour
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les points ou la variation du nombre de Mach est importante est activé, expliquant cette non
convergence. Le choix de la valeur de d. est délicat puisqu’il doit étre suffisamment important
pour couvrir 'ensemble des points & risque, mais rester faible pour ne pas détériorer la solution.
Ce parametre joue donc un rdle crucial dans I'obtention de la solution numérique. Ce point
mériterait une étude approfondie, ce qui n’a pas été fait a ce jour. L’étude préliminaire menée
pour les exemples de ce chapitre montre que le choix d. = 0.05 donne des résultats conformes
a nos attentes.

7.4 Résultats et discussion

Nous finissons ce chapitre avec des exemples de comparaison entre les modeles GSD, KIN,
GSDT et KINT. Les deux premieéres sous-sections présentent des études ou seules des ondes
expansives sont considérées. Dans ce cas, on vérifie que les solutions des modeles GSDT et KINT
sont identiques puisque ces ondes sont imposées par la fonction f(M) (7.12). On considére
dans la troisiéme sous-section le probléme de la diffraction d’un choc plan sur un merlon. Ce
probléme, plus complexe, fait intervenir a la fois des ondes expansives et compressives. Une
différence est alors observable entre les modeles. Dans la derniere sous-section, 1’étude de la
diffraction d’un choc faible sur un deuxieme type de merlon est analysée et met en évidence le
défaut majeur des modeles : la formation systématique du front de Mach en choc faible.

7.4.1 Probléme élémentaire de diffraction sur un diédre convexe

On considére a nouveau le probleme de la diffraction d’un choc plan a nombre de Mach
My sur une rampe convexe d’angle 8,, < 0. Puisque ce probleme élémentaire ne fait intervenir
qu’une onde de détente, les résultats des modeles GSDT et KINT doivent étre identiques. Par
conséquent, nous traitons uniquement le modele GSDT pour cet exemple.

La forme du front de choc est présentée pour 6, = —90° et différents nombres de Mach
incidents en figure 7.13. On note une meilleure concordance avec les données expérimentales
lorsque le terme transverse est activé comparativement aux modeles GSD et KIN. Pour My =
1.5 et My = 2, ces derniers sous-estiment le nombre de Mach a la paroi, M,,, tandis que le
modele GSDT prévoit un nombre de Mach proche de celui de 'expérience. Pour My = 3, la
valeur de M, est similaire entre les modeles GSDT et KIN faisant coincider le pied du choc.
Loin de la paroi, le front donné par le modéle GSDT est superposé a celui du modele GSD. A
My =4, il n’y a plus de différence notable entre les modeles GSD et GSDT.

Le nombre de Mach relevé au niveau du mur est globalement mieux estimé par le modele
GSDT comme nous pouvons le voir en figures 7.14 et 7.15. Ces résultats sont obtenus avec le
FIT 1 (egs. (7.4)-(7.5)). Le modele GSDT affiche un excellent accord pour un nombre de Mach
inférieur a 2.5. Pour une rampe inclinée a plus de 60°, la limitation des approches GSD et KIN
est observable, alors que le modéle GSDT reste valide. Au vu de cette étude, la validité de
I’approche semble acquise au moins pour My > M,,;, = 1.2. En pratique, nous supposerons
que notre fermeture (7.11) est valable pour tout M > 1.
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F1GURE 7.13 — Diffraction d’un choc plan & nombre de Mach M, sur une rampe d’angle —90°.

Les données expérimentales sont tirées de [143].
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Mach a la paroi, M,,, en fonction du nombre de Mach incident, My, pour différents angles de
rampe 6,,. Les données expérimentales sont extraites de [120].
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7.4.2 Combinaison d’ondes expansives

On considere la diffraction d’un choc plan & nombre de Mach 2 sur un merlon tourné
comme expérimenté par Skews [121]. Le choc initial se déplace de la gauche vers la droite et se
diffracte sur trois rampes de détente successives, donnant une solution combinant uniquement
des ondes de détente sur le front. Les modeles GSDT et KINT sont par conséquent identiques
pour ce probléme et seul le modele GSDT est présenté ici, figure 7.16. La position du front
a trois instants différents est comparée avec les données expérimentales extraites de [121]. On
notera que la prise en compte du terme transverse dans les modeéles améliore significativement
la solution.

15 H = « = GSDmodel |- -
— ===~ KIN model | f

GSD + transv. term | """"""" o .
: : | : : 1 : f

FIGURE 7.16 — Diffraction d’un choc plan & nombre de Mach 2 sur un merlon tourné. Le choc
se déplace de la gauche vers la droite. Simulation effectuée pour As = 0.00125. Les données
expérimentales sont issues de [121].

7.4.3 Diffraction sur un merlon

Nous finissons ce chapitre avec un exemple plus complexe faisant intervenir a la fois des
ondes expansives et compressives (choc-choc). On considére la diffraction d’un choc plan de
nombre de Mach incident My sur un merlon, dit merlon 1, (voir Fig. 7.17 pour une configuration
type). Il se produit alors quatre diffractions successives sur chaque face de 1'obstacle. Ces faces
sont numérotées 1 pour la face avant, 2 pour le sommet, 3 pour la face arriere et 4 pour le sol
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a larriere du merlon. La taille du merlon est choisie en cohérence avec les expériences de S.
Eveillard [41, 42] réalisées pour une onde de souffle, qui seront détaillées en section 8.2.2.
Etant donné que le choc est localement orthogonal & la paroi, ces quatre diffractions peuvent
étre assimilées au niveau de l’obstacle, et pour un choc suffisamment fort, aux problémes
élémentaires de diffraction d’un choc plan sur une rampe. Les rampes sont alors concaves pour
les faces 1 et 4 et convexes pour les faces 2 et 3. La valeur du nombre de Mach au niveau du
mur, M,,, peut ainsi étre évaluée théoriquement pour chaque modele. On rappelle ci-apres les
expressions reliant M, au nombre de Mach incident, M;, et a 'angle de déviation de la rampe,

0., pour ce type de probleme.
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FIGURE 7.17 — Diffraction d’'un choc plan & nombre de Mach 2 sur un merlon. Fig. (a) et
(b) : Positions successives du choc pour GSD et GSDT, et KIN et KINT respectivement. Fig.
(c) : Nombre de Mach au niveau de la paroi, M, le long du merlon (faces 1 & 3). Fig. (d) :
M, a Varriere du merlon (face 4). Simulation avec l'algorithme Lagrangien : As = 0.00125,

simulation Eulérienne : Az = 0.0025.

Lors de la diffraction sur une rampe concave d’angle 6,, > 0 (cas compressif), un choc-choc
se forme et la vitesse du front de Mach est donnée par la relation de Rankine-Hugoniot (3.62a) :

) ()

tan(6,,) = \/((

Ay M
1+A1:M@

)

c A
A;

M

M;

wm)\(m)

m?2 —1

dm |, (7.28)
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ol A = Ay (eq. (7.2a)) pour le modele GSD et A = Ak (eq. (7.2¢)) pour le modele KIN. Cette
expression est identique pour les modeles GSDT et KINT, avec la fonction A correspondante,
puisque la fermeture ad hoc est activée uniquement pour un choc expansif. Pour une détente
sur un coin convexe d’angle 6,, < 0, la valeur de M,, est définie par (3.54) :

dm, (7.29)

pour les modeles GSD et KIN, i.e. sans prise en compte du terme transverse. Dans ce dernier
cas, le nombre de Mach a la paroi s’exprime comme (7.4)-(7.5) :

M, = \/ 1+ exp (kf,) (M2 — 1), avec k = 0.984943. (7.30)

La figure 7.17 présente 'interaction du choc avec le merlon pour un nombre de Mach incident
égal a 2. L’algorithme Lagrangien, détaillé au chapitre 5, est utilisé pour obtenir la solution
des modeles GSD et KIN, et ’algorithme modifié, décrit en section 7.3, est considéré pour les
modeles GSDT et KINT. Le pas de discrétisation, As, est pris égal a 0.00125. Pour cet exemple,
la partie plane du pied du choc est suffisamment grande pour assimiler localement 'interaction
avec I'obstacle a un probléme de diffraction sur une rampe concave d’angle 45° pour les faces
1 et 4, et convexe d’angle —45° pour les faces 2 et 3. La valeur théorique du nombre de Mach a
la paroi apres chaque diffraction, calculée a ’aide des relations (7.28)-(7.30), est donnée pour
les différents modeles en table 7.1. Nous y présentons également la valeur moyenne de M, sur
chaque face calculée a 'aide d’une simulation Eulérienne pour un pas Az = 0.0025 dans les 2
directions de ’espace. On note que le modele GSDT restitue correctement cette valeur pour
les faces 1, 2 et 3 en comparaison a la simulation Eulérienne.

Face/M,, | GSD | GSDT | KIN | KINT | Simu. Euler
(Az = 0.0025)

1 3.034 | 3.034 | 2.980 | 2.980 3.110

2 2.183 | 2.188 | 2.201 | 2.153 2.180

3 1.609 | 1.657 | 1.635 | 1.636 1.640

4 2.408 | 2.487 | 2.429 | 2.431 2.250

TABLE 7.1 — Diffraction d’un choc plan & nombre de Mach 2 sur le merlon de la figure 7.17(a).
Nombres de Mach théoriques au niveau de la paroi apres diffraction sur chaque face. Les valeurs
théoriques sont calculées & 1’aide des relations (7.28)-(7.30).

A chaque diffraction sur les faces 1, 2, et 3, le choc reste plan sur une portion suffisamment
importante pour que le nombre de Mach a la paroi conserve sa valeur théorique stationnaire
(¢f. Fig. 7.17(c)). Au niveau de la face 4, aprés avoir atteint sa valeur théorique, le nombre
de Mach a la paroi décroit en raison de Iexpansion géométrique du choc (cf. Fig. 7.17(d)). La
diffraction sur la face avant du merlon (face 1) génére un front de Mach, et puisque le choc est
compressif, les modeles GSD et GSDT sont équivalents. Le choc survient alors au niveau de
la face 2 avec un nombre de Mach a la paroi égal a environ 3.034. La valeur de M, apres la
diffraction sur cette face est sensiblement similaire : environ 2.183 pour ’approche de Whitham
et 2.188 avec la correction du modele. Le modele avec terme transverse surestime davantage le
nombre de Mach par rapport au modele GSD lors de la diffraction sur la face 3, 1.657 contre
1.609. L’estimation de la vitesse du front de Mach lors de I'interaction du choc avec la face 4 est
par conséquent plus importante avec le modele GSDT comme nous pouvons le voir en figure
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Ficure 7.18 — Diffraction d’un choc plan & nombre de Mach 4 sur un merlon. Fig. (a) :
Positions successives du choc. Fig. (b) : Nombre de Mach au niveau de la paroi. Simulation
avec l'algorithme Lagrangien : As = 0.00125, simulation Eulérienne : Az = 0.00125.

7.17(a). On note une avancée plus importante du front par rapport a la simulation Eulérienne
pour ce dernier modele. Une méme étude peut étre effectuée pour les modeles KIN et KINT.
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Pour cette configuration, la correction apportée au modele KIN modifie peu la solution, bien
que la trajectoire du premier point triple soit différente.

Sur 'exemple précédent, la prise en compte du terme transverse dans le modele GSD conduit
a une surestimation de la position du front a l’arriére du merlon en comparaison a la simula-
tion Eulérienne. L’estimation est meilleure dans d’autres configurations comme nous pouvons
le voir en figure 7.18 pour la diffraction d’un choc a nombre de Mach 4 sur le méme merlon.
Ce probleme est complexe en raison de la forte influence de I’écoulement arriere sur le front, et
explique les fortes variations du nombre de Mach a la paroi pour la simulation Eulérienne en
figure 7.18(b). Pour cet exemple, la position du front est mieux restituée par le modele GSDT
comparativement & la simulation Eulérienne (cf. Fig. 7.18(a)). Ce n’est en revanche pas le cas
pour le modele KINT. La sous-estimation constatée est une conséquence directe de la tendance
de I’approche cinématique a sous-évaluer la vitesse du front de Mach.

Le temps de calcul de résolution de chaque cas étudié dans cette section est reporté en
table 7.2. Le dernier cas est traité dans la sous-section suivante. La prise en compte du terme
transverse dans la relation A — M augmente significativement le coiit de calcul, jusqu’a un
facteur 8 par rapport au modele originel, en raison du systéme non-linéaire a résoudre. Cela
est dommageable en choc fort puisque les modeéles GSD et KIN donnent des solutions correctes,
mais est nécessaire en choc faible afin de s’assurer de l'existence d’une solution. Le cott de
calcul reste toutefois raisonnable.

Cas Longueur | « final (m) | Temps simu. | Temps simu.

du choc (m) GSD GSDT
Merlon retourné — My = 2 3 2.00 42 s 3 min 54 s
Merlon 1 — My =2 7 4.00 2 min 17 s 16 min 10 s
Merlon 1 — My =4 7 2.00 2 min 15 s 15 min 51 s
Merlon 1 — My =1.10 4 7.27 1 min 08 s 11 min 09 s
Merlon 2 — My = 1.05 3 5.71 42 s 6 min 19 s

TABLE 7.2 — Temps de calcul de l'algorithme Lagrangien pour résoudre les modeles GSD et
GSDT pour les différents cas présentés en section 7.4. Simulations menées sur Intel(R) Xeon(R)
CPU E3-1120 v5@3.00GHz pour As = 0.00125. Les durées sont similaires pour les modeles
KIN et KINT.

7.4.4 Limitation des modéles

On considere pour finir la diffraction d’un choc plan a nombre de Mach 1.05 sur un deuxiéme
type de merlon (merlon 2) : la premiére face est inclinée d’un angle de 45° et la troisiéme est
inclinée d’un angle de —90° (c¢f. Fig. 7.19(a)). Le choc étant faible pour cet exemple, les modéles
GSD et KIN sont similaires. Par conséquent, seul le modele GSD, avec et sans terme transverse,
est étudié ici. Nous présentons en figure 7.19 les résultats numériques obtenus pour un pas de
discrétisation de 0.00125. La table 7.3 donne les valeurs théoriques et numériques du nombre
de Mach a la paroi sur les faces 1 et 2.

La diffraction sur la face avant du merlon correspond au probléme de la diffraction d’un choc
plan sur une rampe concave d’angle 45°. Bien que la réflexion soit théoriquement réguliére pour
ce type de configuration, les modeles GSD et GSDT restituent un front de Mach. La valeur
théorique du nombre de Mach apres diffraction, environ 1.490, est observée numériquement
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FIGURE 7.19 — Diffraction d’un choc plan & nombre de Mach 1.05 sur un merlon. Fig. (a) :
Positions successives du choc. Fig. (b) : Nombre de Mach le long de la paroi. Simulation avec
lalgorithme Lagrangien : As = 0.00125, simulation Eulérienne : Az = 0.0025.

pour ces deux modeles en dépit des oscillations du schéma, figure 7.19(b). Cette valeur est
trés largement surestimée en comparaison a la simulation Eulérienne, 1.10 environ. Puisque
le front de Mach est petit, la diffraction sur le sommet du merlon n’est pas équivalente a
la diffraction d’un choc plan sur un coin convexe d’angle —45°. L’expansion géométrique du
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7.5. CONCLUSION

choc sur le sommet diminue fortement la valeur du nombre de Mach a la paroi, en deca de la
valeur estimée (cf. table 7.3). L’écart entre les valeurs de M, des modeles GSD et GSDT avec
la simulation Eulérienne se réduit sur cette face. On note que le modele GSDT surestime le
nombre de Mach & la paroi par rapport au modele GSD, 1.104 contre 1.093.

Face/M,, | Théo. GSD | Num. GSD | Théo. GSDT | Num. GSDT | Simu. Euler
(Az = 0.0025)

1 1.490 1.490 1.490 1.490 1.103

2 1.174 1.093 1.250 1.104 1.060

TABLE 7.3 — Diffraction d’un choc plan & nombre de Mach 1.05 sur le merlon de la figure
7.19(a). Nombres de Mach théoriques et numériques au niveau de la paroi apreés diffraction sur
les faces 1 et 2. Les valeurs théoriques sont calculées a 1’aide des relations (7.28)-(7.30).

Le modele GSD tombe dans sa limitation lors de la diffraction sur la troisieme face du
merlon, puisque localement le probléme est équivalent & la diffraction d’un choc plan sur un
coin & —90°. On rappelle, voir section 3.1.5, que la solution existe jusqu’a la paroi si et seulement
si le nombre de Mach incident est supérieur ou égal a 1.310 environ. Le schéma Lagrangien est
suffisamment robuste pour fournir une solution numérique mais non correcte. Le nombre de
Mach de la partie du choc non physique tend alors vers 1. Cela résulte en une non convergence
de la solution a l’arriere du merlon. En revanche, le modele GSDT n’a pas de limitation et la
solution numérique converge. Dans ce cas, le nombre de Mach & la paroi sur la troisieme face
tend vers la valeur 1.022 environ, qui est similaire & la simulation Eulérienne (c¢f. Fig. 7.19(b)).

On observe une forte surévaluation de la position du front a 'arriere du merlon pour le
modele GSDT en comparaison a la simulation Eulérienne. Puisque le nombre de Mach incident
est similaire pour ces deux approches, on conclut que cette surestimation est une conséquence
de la formation du front de Mach par le modele GSDT. Théoriquement, et on ’observe sur la
simulation Eulérienne, la réflexion est réguliere au moins dans un premier temps. Le modéle
GSD semble mieux restituer le front pour ce cas, bien que la solution ne converge pas en
pratique.

Il apparait clairement sur cet exemple que la formation systématique du front de Mach par
le modele GSD, et donc par le modele GSDT, aura pour conséquence de surévaluer la vitesse
du front de choc lorsque la réflexion est réguliere. Afin d’éviter cela, il faudrait imaginer un
mécanisme empéchant la formation du front de Mach. Dans une perspective d’améliorer le
modele, nous pourrions par exemple introduire un terme de viscosité dans la relation A — M
qui serait d’autant plus actif que le choc serait faible. Une perspective alternative serait de
modifier la condition de bord a la paroi afin d’éviter la formation du front de Mach lorsque
cela est nécessaire [7].

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une modification des modeles GSD et KIN afin de
lever I'indétermination qui existe pour le probleme de détente. Cette modification consiste a
modéliser de manieére ad hoc un écoulement transversal le long du choc dans la relation A — M.
Cette fermeture n’est effective que dans les régions expansives du choc (probléme de détente).
Dans les zones compressives, notamment au niveau des choc-chocs, la relation A — M classique
est appliquée. Les modeles modifiés sont qualifiés de GSDT et KINT (T pour Transverse).

Du point de vue numérique, seule l'intégration de la relation A — M est modifiée dans
l’algorithme Lagrangien. Elle s’effectue trés simplement puisque l'intégration se fait d’un pas
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CHAPITRE 7. PRISE EN COMPTE DE L’ECOULEMENT TRANSVERSE AU CHOC
DANS LES MODELES GSD ET KIN

de temps a l'autre. L’activation ou non du terme transverse nécessite la connaissance de la
courbure locale au front. Celle-ci ne peut étre calculée directement en raison des oscillations
du schéma. Par conséquent, une procédure d’estimation du signe de la courbure a été mise
en place. A cela s’ajoute une désactivation systématique du terme transverse dans les zones
compressives, a une distance d. du point de plus forte variation du nombre de Mach. Ce
parametre influence la solution numérique et mérite une étude approfondie qui n’a pas pu étre
effectuée dans le cadre de ce travail faute de temps.

Pour les cas étudiés ici, la prise en compte d’un terme transverse donne d’excellents résultats
pour les problémes n’impliquant que des ondes expansives. La fermeture affecte la solution pour
les problemes combinant a la fois des ondes expansives et compressives, tels que le probleme de
la diffraction d’un choc plan sur un merlon. Pour un choc fort, les résultats obtenus sont alors
tantot plus proches des simulation Eulériennes, tantét plus éloignés. Les erreurs commises sont
globalement du méme ordre de grandeur que celles des modeles GSD et KIN. Une limitation
des modeles apparait pour le probleme de la diffraction d’un choc faible sur un coin concave : un
front de Mach est systématiquement restitué par les modeles, et cela méme lorsque la réflexion
est théoriquement réguliere. Cela conduit a une surestimation importante de la vitesse du front
de choc, accentuée par la prise en compte du terme transverse. Ce défaut pourrait étre corrigé
a lavenir en introduisant un terme de viscosité dans la relation A — M, ou en modifiant la
condition de bord a la paroi.

La fermeture que nous proposons présente toutefois I’avantage de lever la limitation des
modeles GSD et KIN pour les problemes de diffraction d’un choc sur une géométrie convexe.
Il s’agissait de la principale limitation a la modélisation des ondes de souffle. Dans le prochain
chapitre, nous présentons ’extension des modeles GSDT et KINT aux ondes de souffle.
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Troisieme partie

Prise en compte des effets arriere
dans les modeles simplifiés
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Chapitre 8

Extension simple aux ondes de
souflle
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Les modeles GSD et KIN fournissent une approximation assez satisfaisante pour la propaga-
tion d’une onde de choc soutenue, notamment avec I’extension ad hoc a ’écoulement transversal
le long du choc présentée au chapitre précédent. Ces modeles sont basés sur I’hypothése que
I'influence de ’écoulement a l'arriere du choc sur celui-ci (effets arriére) est faible. On rappelle
que Whitham néglige ces effets arriere dans son modele sous ’hypothese de choc fort, tandis
que nous choisissons de les négliger dans le modele KIN sous 'hypothese que le signal spatial
de pression est une “marche”. Dans les deux cas, 1’énergie de la source est supposée infinie.

La prise en compte des effets de souffle (source d’énergie finie) remet en cause cette hypo-
these. La modélisation des effets arriere peut étre effectuée par le développement d’une équation
d’évolution complétant les modeles existants (modéle a 'ordre 1). Le comportement asympto-
tique attendu en champ lointain est alors retrouvé. Néanmoins, ces extensions semblent difficiles
a mettre en ceuvre en raison de complications théoriques et numériques qui seront détaillées
dans le prochain chapitre.

Nous proposons ici une extension simple aux ondes de souffle des modéles dit & I'ordre 0 (7.e.
sans équation d’évolution sur les effets arriére). Celle-ci consiste & modéliser de maniére ad hoc
les effets arriere dans la relation A — M. Cette modélisation, ainsi que sa prise en compte dans
I’algorithme Lagrangien, sont détaillées dans la premiere section. La seconde section présente
les résultats d’une étude préliminaire de 'apport de la méthode au travers d’exemples 2D
axisymétriques de la diffraction d’une onde de souffle sphérique sur le sol et sur un merlon.
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CHAPITRE 8. EXTENSION SIMPLE AUX ONDES DE SOUFFLE

8.1 Prise en compte des effets de souflle dans les modeles
GSDT et KINT

La relation A — M pilote ’évolution de la vitesse des perturbations sur le front, qui sont
responsables de la modification de I'intensité, de la forme et de 'orientation du choc. En tenant
compte des effets arriere et transverses, la relation A — M s’écrit pour un milieu homogene et
au repos sous la forme :

10A MMNM)OM oM
O

Ada T ME_1
La fonction A est égale a Ay pour le modele GSD (eq. (7.2a)) et Ax pour le modele KIN
(eq. (7.2¢)). Le terme transverse est actif uniquement dans les régions expansives du choc, soit
H(k) = 1, pour une courbure locale du choc, &, positive, et est nul sinon. La fonction f est
modélisée de maniére ad hoc et est donnée par (7.12), ce qui léve la limitation existante pour le
probleme de détente soulevé en section 6.1.3. Le terme E contient les effets arriere pour chaque
modele. Il s’exprime comme

Owp + pcOsv
E= fg(M)M pour le modele GSD
P+C4
59
E=xs(M)————— pour le modele KIN,
P+

ol fs3 et x3 sont des fonctions dépendant uniquement de M et définies par (6.4c) et (6.7c)
respectivement.

Les modeles GSD, KIN, GSDT et KINT décrivent avec une bonne approximation la pro-
pagation d’une onde de choc soutenue comme le démontre ’ensemble de I’étude menée jusqu’a
présent. Pour les ondes de souffle, les formules simplifiées de Kinney (1.5a) et Needham (1.6)
montrent que le saut de pression décroit bien plus vite que par la simple expansion géomé-
trique en champ proche comme nous pouvons le voir en figure 8.1. La modélisation du terme E
devient nécessaire. La prochaine sous-section présente une modélisation simple de ces effets ar-
riere, suivie brievement, dans la seconde sous-section, de I'intégration numérique de la relation
A — M (8.1) dans l'algorithme Lagrangien.

8.1.1 Modélisation des effets arriere

Nous proposons ici de modéliser le terme contenant les effets arriere, F, a partir d’'une loi
empirique pression/distance a la charge, r, valable en champ libre. Cette approche avait été
suivie par A. Sarrazin lors de son stage de césure au CEA-DAM [104], mais n’a pas été étudiée
en détail. En supposant que E dépende uniquement de «, I’évolution du nombre de Mach dans
le tube de rayon résulte d’une compétition entre les effets géométriques, + 24 et les effets de

5 A da?
souffle, E(a) :
choc soutenu
194 MNM) OM oM B
100 -1 90 TAWIAD|GEss Bl =00 (82)

PP effets de souffle
effets géométriques

Remarque 8.1

On rappelle que AdS = ds, ou s est 1'abscisse curviligne du choc. On a de plus en champ
libre % = 0 en raison de la symétrie du probléme.
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KINT
1000 : .
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FIGURE 8.1 — Evolution de la surpression du choc en champ libre pour Pexplosion d'un kilo-
gramme de TNT. Lois empiriques de Kinney (8.3) et Needham (8.4). Solutions des modeles
GSD et KIN pour My &~ 10.124 et ry = 0.25. La surpression est calculée a 'aide de la relation

de Rankine-Hugoniot % = %(M2 — 1) pour v = 1.4.

Deux lois empiriques sont considérées pour la modélisation d’une onde de souffle issue de
I'explosion d'une charge sphérique de TNT de masse W (en kg) en champ libre!. La premiére
est celle issue des abaques de Kinney. On rappelle son expression (1.5a), en notant ¢ = % la
surpression adimensionnée et avec pg = 101325 Pa la pression atmosphérique de I’air au repos :

808 (1+ (&)%)
S0+ D) (14 &) (1+ (%))

ot Z est la distance rapportée a la masse de 'explosif : Z = 7/W'/3 en m/kg'/?. Cette loi,
communément utilisée dans le domaine pyrotechnique, ne donne pas les comportements théo-
riques attendus, 7> en champ proche, et 7! ln(r)_l/2 en champ lointain. Pour cette raison, la
loi empirique de Needham (1.6), qui respecte ces asymptotes, est également considérée. Cette
loi est écrite ici pour une charge W (en kg) de TNT :

_ 6.0005 n 1.7703 n 0.9823
-z Z2 '
Z\/ln (5.62117 + 3exp (f 5.62117/3>)

Elle posseéde un régime intermédiaire similaire & celui de la loi de Kinney entre les champs proche
et lointain. Ces deux fonctions sont tracées en figure 8.1. A titre indicatif, la décroissance en
champ libre des modeéles GSD et KIN, en I'absence d’effets arriére, y est également présentée
en symétrie sphérique. On rappelle que celle-ci est donnée par le systéme (6.15), que I’on résout
ici numériquement a I’aide d’un algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4. La condition initiale
correspond au nombre de Mach obtenu a r = 0.25 avec la loi de Kinney. Sans effets arriere,
seule I'expansion géométrique est responsable de la décroissance de la surpression de ’onde

(k(Z) = (8.3)

(v (Z) (8.4)

1. Le champ libre est un cas idéalisé sans obstacle.
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de choc dans ces modeles. On notera un écart d’environ deux ordres de grandeur en fin de
domaine.

Remarque 8.2

D’autres modélisations de la source sont possibles, comme le cas d’une charge gazeuse, par
exemple, qui sera abordé en section 8.2.2.

En champ libre, ’évolution de la distance du choc a la source, r, est donnée par ’équation
différentielle ordinaire :

dr
— = M(r), 8.5
= M) (5.5)
ou 'on rappelle que o = ¢4t est assimilé au temps d’arrivée du choc ¢ par abus. De surcroit,
la variation transversale est nulle pour cette configuration idéalisée, et la variation d’aire dans
chaque tube de rayon ne dépend que de r :

oM A(r) d-1

- = t — ,
0B A T
avec d = 1 en symétrie plane, d = 2 en symétrie cylindrique, et d = 3 en symétrie sphérique.
La relation A — M (8.2) s’exprime alors sous la forme :
d—1 MXM)dM
M =
< r + M2 -1 dr

)+Em)0. (8.6)

Dauns la suite, la loi pression/distance est notée r/(,(r) dans un souci de généralité. On a alors
Ca(r) = Cre(r/W/3) pour la loi de Kinney ou (, () = (v (r/W/3) pour la loi de Needham par
exemple. La loi (, est injectée dans la relation A — M (8.6), pour M = M, en considérant la
relation de Rankine-Hugoniot (2.23) :

Mo(r) = /14 %hm. (87)

Finalement, les effets de souffle s’expriment de la maniére suivante dans la relation (8.2) pour
d=3:

Bl0) = Brfa)) avee  Ey(r) = -, ) (24 BEEEED ) s

ou 7, est la distance a la source. Cette distance est reliée au temps d’arrivée du choc par la
relation différentielle (8.5), donnant apreés intégration depuis I'instant initial «yp :

ro(a) =ro + /Ma(ra(T))dT7

ol rg est la position initiale du choc. Dans la suite, on qualifie de modeles GBD (Geometrical
Blast Dynamics) et KBD (Kinematic Blast Dynamics) les modeles GSDT et KINT définis par
la relation A — M (8.2) et fermés par 'expression empirique de E (8.8).

Remarque 8.3

En champ libre, la relation A — M (8.2) s’exprime en fonction de r comme :

d—1 M/\(M)diM_’_Er(r)
r M2 -1 dr M

=0. (8.9)
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KINT
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FiGURE 8.2 — Contribution de 'expansion géométrique, ‘2((:)) = %, et des effets de souffle,

J\b;;((;)), dans la relation A — M (8.9) pour les modeles GSDT et KINT et les lois de Kinney

(8.3) et Needham (8.4).

En champ libre, les contributions de I'expansion géométrique et des effets de souffle sont
tracées en figure 8.2 pour les modeles GBD et KBD fermés avec les lois de Kinney (8.3) et Need-
ham (8.4). On note qu’a fermeture égale, la contribution des effets de souffle est similaire entre
ces deux modeles. En champ proche, les effets de souffle sont du méme ordre de grandeur que
I’expansion géométrique, ce qui justifie et impose leur prise en compte. Le terme géométrique
domine ensuite rapidement les effets arriere au fur et a mesure que 1’on s’éloigne de la source.
Par exemple & 100 m de distance, on observe un facteur 100 entre ces deux contributions pour
la fermeture de Kinney et un facteur 10 pour la fermeture de Needham.

En champ lointain (r > 1), 'intensité du choc est faible : M, ~ 1, ou de maniére équivalente
Ca ~ 0, et A ~ 4 pour chaque modéle (¢f. section 6.1.1). D’apres (8.7), on a :

Ga(r) My (r)

~

Calr)  My(r)—1’

si bien que E,. vérifie :

nir=-:

Par un développement limité des lois (8.3) et (8.4), il est aisé d’obtenir :

Ge(2) _ 3x4 1 @ 1, !
Cx(Z) A 2 v (Z) 2 2% 5.6117In (5¢557) )
donnant le comportement asymptotique de E, en champ lointain :
6 x 4.5°W%/3
E.(r) = Xig pour la loi de Kinney
r
1 .
E.(r) = " pour la loi de Needham.
5.6117rIn (75‘6117”/1/3)
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CHAPITRE 8. EXTENSION SIMPLE AUX ONDES DE SOUFFLE

En particulier, les effets de souffie sont positifs en champ lointain et paradoxalement plus faible
avec le modele de Kinney.
En champ proche (r ~ 0) ou le choc est fort (M > 1), on a d’apres (8.7) :

[+l Ma(r) _ Ga(r)
M, (r) = 727 Calr) et M) - 26,0
Le terme d’effets de souffle, E,., vérifie donc :
_ [y +1 2 Ao Gu(r)
)= =y Tyl (r T @(r)) ’

avec Ao & 5.074 pour le modeéle GSD et Ao & 7.714 pour le modeéle KIN (cf. section 6.1.1).
Par un développement limité des lois (8.3) et (8.4), il vient :

(x(Z) 202 (v(Z) 3

a2 “ircz Y oo~ 7

T8 % (0 01482 +35 ?122 + 1 ;52) ~ —222.12. Finalement, F, s’exprime comme :

1 2
E.(r)=—4/ lSOSf pour la loi de Kinney
2y r
1 2- 32X,
E.(r)=— T L6 0005w x 220 pour la loi de Needham.
2v 75/2

En champ proche, les effets de souffle sont donc négatifs avec la loi de Kinney et positifs avec
avec la loi de Needham.
D’apres (8.8), les effets de souffle sont positifs si et seulement si
2 Ma(r)A(Ma(r))

2 DAY () <
7"+ M,(r)2 -1 a(r) =0,

donnant en champ proche la condition :

Gy 41

Ca(r) = Ao’

Ce critére est vérifié inconditionnellement avec la loi de Needham. Les effets de souffle sont

positifs avec la loi de Kinney sous la condition que 7 soit plus grand qu’une valeur limite
dépendant de W :

le/s

r> |- = 7.
Cr (14 52775 )

A titre d’exemple, pour 1 kg de TNT, soit une sphere de rayon rqg = 0.053 m, r, vaut 0.035 m
pour le modeéle GBD et 0.032 m pour le modele KBD. Le changement de signe de E,. est une
conséquence de la dimension non négligeable de 'explosif pour la loi de Kinney. En pratique,
r > 19, ce qui assure la positivité de E, pour cette fermeture.

Le signe de E est donc positif dans la relation A — M (8.2), ce qui assure aux effets de
souffle d’atténuer le nombre de Mach en comparaison aux modeles sans effets arriere.

8.1.2 Intégration numérique

La prise en compte du terme E dans 'algorithme ne présente pas de difficulté particuliere.
Seule l'intégration de la relation A — M est légérement modifiée dans I'algorithme Lagrangien
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8.1. PRISE EN COMPTE DES EFFETS DE SOUFFLE DANS LES MODELES GSDT ET
KINT

présenté au chapitre 5. La résolution de la relation A — M avec effets de souffle est directe en
suivant la procédure décrite en section 7.3.1 sur le tube de rayon 4, pour i = 1,..., N. Apres
approximation du terme transverse par ’expression

oM

f(M) 408 ~ sign (f(M;)) max (A F;, —A,F;,0),

avec F(M) = [ f(m)dm, sign (z) =1 si > 0 et —1 sinon, et

FM,' 7FMZ‘_ FM7 7FM’L
() - POM) A e F(Min) - FOL)

Si — Si—1 Si+1 — S

AF, =

Pintégration de la relation (8.2) entre les instants « & o + A« s’écrit :

4 ( A ) M;(a+Aa) )\( ) at+Aa

a4+ A mA(m

In| ———7F77— i A Fy, — A F,

n< o) ) + / o 1dm+ / 7; max (4 0)dr
M; () o

a+Aa
+ / E(rqo(r))dr =0. (8.10)

(03

La premiere intégrale est approchée par une méthode de Simpson, tandis que les autres inté-
grales sont approximées par une méthode de trapeze. Connaissant la position champ libre du
choc a linstant «, r,(), la position a linstant « + A« est calculée en intégrant la relation

(8.5) :
at+Aa

ro(a+ Aa) = rq(a) + / My (ro(7))dT.

[e3%

100 — Kinr
—— Kinney
] ——— Needham
3 @ GBD - Kinney
, o GBD - Needham
10 K>
‘)
& Hon
% u,nn
n’&'s"‘o.
1
0.1

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
r(m)

FIGURE 8.3 — Evolution de la surpression du choc en champ libre pour 'explosion d’un kilo-
gramme de TNT. Lois empiriques de Kinney (8.3) et Needham (8.4) et solutions numériques
obtenues avec ’algorithme Lagrangien pour As = 0.01.
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CHAPITRE 8. EXTENSION SIMPLE AUX ONDES DE SOUFFLE

Cette nouvelle intégrale est également approchée numériquement par une méthode de Simpson.

Finalement, connaissant, In (%&30‘)), H(k;), M;(«) pour i = 1,..., N, et une approxima-
a+Aa

tionde | E(ry(7))dr, on obtient un systéme non-linéaire d’inconnues (M; (o + Aa)),_;  n

geeny

«
que l'on résout a I’aide d’un algorithme de Newton.

Remarque 8.4

Le terme d’effets de souffle, calculé en 1D sphérique, est appliqué tel quel a des configu-
rations géométriques brisant la symétrie mais toujours pour une charge sphérique. Cette
approximation nous semble acceptable au regard des courbes de la figure 8.2.

La méthode est validée en champ libre en 2D axisymétrie. Le comportement imposé au
travers de F est bien retrouvé, comme nous pouvons le voir en figure 8.3.

8.2 Résultats préliminaires

Nous présentons dans cette section quelques résultats préliminaires d’application de la mé-
thode. Les simulations numériques sont effectuées avec ’algorithme Lagrangien, décrit en sec-
tion 8.1.2, en configuration 2D axisymétrique. Les calculs sont menés en quelques minutes sur
un processeur du type Intel(R) Xeon(R) CPU E3-1120 v5@3.00GHz.

Dans la premiere sous-section, nous comparons la trajectoire du point triple généré lors
de l'impact d’une onde de souffle sur le sol, avec la formule empirique issue de [81]. Dans la
seconde sous-section, nous comparons la méthode aux résultats expérimentaux obtenus lors du
projet ANR BARPPRO [42] (BARri¢re Physiques de PROtection) qui visait & évaluer l'effet
protecteur d’un merlon. La source explosive est, dans ce cas particulier, modélisée par une loi
valable pour une décharge gazeuse.

8.2.1 Diffraction d’un choc sphérique divergent sur le sol

On considere dans cette section I'explosion d’une charge de 1 kg de TNT a une hauteur
HOB (Heigh Of Burst), en metres, au-dessus du sol. Une onde sphérique est alors générée et
interagit avec le sol, formant un front de Mach a partir d’une certaine distance. La formule
empirique issue de [81] donne I'évolution de la hauteur du point triple en fonction de HOB et
de la distance a la source. Nous comparons ici les trajectoires du point triple calculées par les
modeles GBD et KBD, fermés par les lois de Kinney ou Needham, avec cette formule empirique.

La prise en compte des effets de souffle dans les modeles GSDT et KINT conduit a un ra-
lentissement du front de choc par rapport aux modeles d’origine. En figure 8.4, nous présentons
les résultats numériques des modeles GSDT, KINT, GBD et KBD pour une charge de 1 kg
de TNT et une hauteur HOB=1.59 m. Le pas de discrétisation est pris égal a 0.0025, valeur
pour laquelle la solution est convergée. Le modele GSD d’origine surestime la position du choc,
et la trajectoire du point triple diverge clairement par rapport au modele avec effets arriere
(¢f. Fig. 8.4(a)). La trajectoire du point triple est correctement estimée par le modele GBD
en comparaison & la formule empirique [81]. L’estimation est légérement surévaluée et semble
meilleure avec la fermeture de Kinney. Les conclusions sont identiques pour les modeles KINT
et KBD (cf. Fig. 8.4(b)). Les positions du front sont dans ce cas similaires a celles calculées par
les modeles GSDT et GBD. Sur cet exemple, la trajectoire du point triple semble légerement
plus proche de la formule empirique avec le modele GBD fermé par la loi de Kinney.

Une comparaison plus globale de ce probleme est effectuée en figure 8.5. La trajectoire du
point triple y est représentée pour différentes hauteurs HOB. L’intensité du choc lors de la
diffraction sur le sol dépend de la hauteur de la source. Plus celle-ci sera élevée, moins le choc
sera fort. Le tableau 8.1 donne le nombre de Mach de I'onde de souffle au moment de I'impact
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FIGURE 8.4 — Explosion de 1 kg de TNT a 1.59 m au-dessus du sol. Comparaison GSDT/GBD

(fig. (a)) et KINT/KBD (fig. (b)) avec la formule empirique issue de [81]. Les simulations
numériques ont été menées avec un pas de discrétisation As = 0.0025.

sur le sol. Pour une hauteur de 0.5 m, le choc est tres fort avec un nombre de Mach supérieur a
5, tandis que pour une hauteur de 3 m, il est faible avec un nombre de Mach d’environ 1.3. La
validité de la méthode peut ainsi étre testée sur une large gamme d’intensités incidentes du choc.
A grande distance, on note une surestimation systématique de la trajectoire du point triple

HOB (m) | 05 | 1.0 | 1.5 | 20 | 25 | 3.0

Kinney | 5.905 | 3.088 | 2.106 | 1.661 | 1.432 | 1.303

Needham | 7.062 | 2.914 | 1.937 | 1.561 | 1.379 | 1.277

TABLE 8.1 — Nombre de Mach du choc sphérique, issu de l'explosion de 1 kg de TNT a une

hauteur HOB du sol, au moment de I'impact avec le sol selon les lois de Kinney (8.3) et
Needham (8.4).

par nos modeles en comparaison & la formule empirique, figure 8.5(a). Les résultats différent
légerement d’un modele a l'autre ainsi que d’une fermeture a ’autre. Pour une hauteur de 1
m, les résultats sont similaires et I’écart avec la formule empirique est minime.

La réflexion de l'onde de choc sur le sol est réguliere jusqu’a une certaine distance x,,, a
partir de laquelle un front de Mach se forme. Cette distance peut étre évaluée a l'aide de la
formule (1.8) issue de [81] :

SHOB?*®
T = ———— +2.09- SHOB*™,  avec SHOB=HOB/W'/3 .

5822
La réflexion est systématiquement de Mach avec les modéles GBD et KBD, générant ainsi un
point triple dés la rencontre du choc avec le sol, cf. figures 8.5(b) et 8.5(c). Cet aspect avait
déja été souligné pour les modeles GSD et KIN en section 6.1.3, ainsi que pour les modeéles
GSDT et KINT en section 7.4.4. La surestimation de la trajectoire du point triple est d’autant
plus importante que la charge est haute. En effet, le front de Mach se forme plus tardivement
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FIGURE 8.5 — Interaction avec le sol d’un choc sphérique issu de ’explosion de 1 kg de TNT a
une hauteur HOB (m) du sol. Simulations numériques menées pour As = 0.0025. Comparaison
de la trajectoire du point triple entre la loi empirique [81] et les modeles GBD, KBD, et les
fermetures de Kinney (8.3) et de Needham (8.4). Fig. (a) : Comparaison jusqu’a 16 m. Fig.
(b) : Zoom prés de la source pour HOB=0.5 m et HOB=1.0 m. Fig. (¢) : Zoom pres de la

source pour HOB=1.5 m et HOB=2.0 m.

en raison de la diminution du nombre de Mach avec la hauteur. On rappelle qu’a un nombre de
Mach incident donné M;, I’angle d’incidence du choc de transition entre réflexion réguliere et
irréguliere peut étre évalué théoriquement et est donné en figure 1.16. Plus le nombre de Mach
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est faible, plus cet angle de transition est important. Pour aller plus loin, il faudrait introduire
un mécanisme empéchant la formation du front de Mach. En prenant en compte, par exemple,
un terme de viscosité dans la relation A — M qui serait d’autant plus actif que le choc serait
faible.

Bien que la méthode que nous proposons surestime légérement la trajectoire du point triple,
ce n’est pas génant dans un contexte de sécurité pyrotechnique ou il vaut mieux surestimer que
sous-estimer un effet. Les résultats nous semblent tres satisfaisants au vu de la simplicité et de
la rapidité de la méthode. En pratique, nous proposons de considérer le modele GBD-Kinney
puisque l'intensité de 'onde de souffle diminue rapidement avec la distance, et que les modeéles
GSD et KIN sont alors équivalents.

8.2.2 Diffraction d’une onde de souflle sur un merlon

Comme exemple concret d’application de la méthode, nous considérons dans cette section
le probleme de la diffraction d’une onde de souffle sur un merlon. Cet exemple est tiré de la
these de Sébastien Eveillard, soutenue en 2013 [41], et coencadrée par le CEA et le laboratoire
PRISME de Bourges dans le cadre de PANR BARPPRO [42]. Dans son travail, cet auteur
s’est intéressé a 'effet protecteur d’une barriére, aussi appelée merlon, et a notamment étudié
I'influence de la forme du merlon et de la charge initiale (distance au merlon et énergie libérée)
sur Ponde de souffle. Des expériences & échelle réduite (1/15) ont été menées au sein du labora-
toire PRISME, avec une charge gazeuse propane-oxygene a stoechiométrie. Une loi empirique
valable en champ libre a de plus été définie pour cette charge gazeuse dégageant une énergie
E en MJ. La surpression adimensionnée, (g, s’exprime alors comme :

In (Cg(N)) = 0.0895 — 1.76331n (A) + 0.1528 In (A)* — 0.0066 In (A)® — 0.00211n (A)*, (8.11)

ot A est la distance & la charge rapportée & Iénergie dégagée : A = r/EY3 (m/MJY/3). Cette
formule empirique est valide pour 0.84 < A < 17,5 m/MJl/S, limite de la zone d’étude. On
se ramene & la masse d’explosif en équivalent TNT & ’aide de I’énergie massique du TNT,
Ernt = 4.520 (MJ/kg) [9]. La figure 8.6, issue de [41], présente un exemple de configurations
mises en place dans cette these. Des capteurs, notés Gi et GH, sont situés au niveau de la paroi
du merlon et en arriere de celui-ci. Ils enregistrent le signal de pression lors du passage du
choc. Ces résultats expérimentaux sont ensuite comparés a des simulations Eulériennes, avec
détonique, en 2D axisymétrie finement résolues. Ces simulations, effectuées avec le code HERA
du CEA, avaient nécessité 256 coeurs de la machine TERA100 pendant 12 heures [42].

Nous proposons de comparer le modele simplifié que nous avons mis au point avec certains
de ces résultats. Les effets de souffle dans la relation A — M (8.2) (le terme E) sont modélisés
par la loi (8.11). Quatre cas d’étude sont considérés ici, nommés de maniére identique aux
originaux [41] par souci de cohérence. On considére 'explosion d’une charge gazeuse de rayon
ro, dégageant une énergie E (de masse W en équivalent TNT), et située a une distance d
de deux types de merlon. Les caractéristiques de ces merlons, dits de type 1A et 1B, sont

Cas |ro(m)| EMJ) |W(g)| My |d(m)]| M
1AC3d8,5 | 0.03 1.72x 1073 | 0.38 |3.95| 0.085 | 1.66
1AC6d7 0.06 |13.75x1073 | 3.04 |3.95| 0.070 | 3.38
1BC6d7 | 0.06 |13.75x 1073 | 3.04 |3.95| 0.070 | 3.38
1BC6d14 0.06 |13.75x1073 | 3.04 |3.95| 0.140 | 1.88

TABLE 8.2 — Caractéristiques des cas d’étude issus de [41]. On se rameéne a une masse d’explosif
en équivalent TNT a laide de 1’énergie massique Ernyr = 4.520 MJ/kg [9].

209



CHAPITRE 8. EXTENSION SIMPLE AUX ONDES DE SOUFFLE

présentées en figures 8.6 et 8.7 respectivement. Les caractéristiques des différents cas sont
données en table 8.2. Ils ont été choisis de sorte que I'intensité de ’onde de souffle initiale, My,
soit identique d’un cas a l'autre. Pour un merlon donné, au moment de la premieére interaction,
I’onde de souffle incidente, de nombre de Mach M;, est soit plutot forte, M; > 3, soit plutot
faible, M; < 2. Cette étude préliminaire permet de mettre en lumiere les apports et les limites
de la méthode.

e=0,03m ‘ Vue dans le planz =0

0.015m

y 0,067 m
d=0,07, 0,085 ct

0,10 m

0,134 m
H=0,19m

X
7 >
Vue dans le plany =0

A4

v

FIGURE 8.6 — Exemple de configuration d’étude menée dans la theése [41]. Merlon de type 1A.
Figure extraite de [41].

d=0,07et 0,14 m «—ce=019m

0,063 "
0,09 m

’ Vue dans le plan z =0 ‘

Charge 2 H=0,19m
0,00
.

FIGURE 8.7 — Configuration du merlon de type 1B. Figure issue de [41].

Les simulations numériques avec l'algorithme Lagrangien ont été effectuées en 2D axisymé-
trie sur un processeur Intel(R) Xeon(R) CPU E3-1120 v5@3.00GHz. Le tableau 8.3 présente
le temps de calcul pour chaque cas et différents pas de discrétisation As. En pratique, une
quasi-convergence en maillage est observée pour As = 5.0 x 1074 m. Les temps de calcul sont
de l'ordre de la minute avec ce choix. Diminuer par 2 le pas moyen As conduit & une augmen-
tation d’un facteur 4 du temps de simulation, car les calculs sont multipliés par 2 pour chaque
itération et le pas de temps est divisé par 2. Nous avons fixé ici le parametre d. a 0.02 (voir
section 7.3.2 pour plus de détails concernant ce parameétre).

Merlon 1A. La premiere étude porte sur la diffraction d’une onde de souffle sur le merlon
de type 1A a un nombre de Mach incident d’environ 1.66 au niveau du pied de l'obstacle. Les
résultats sont présentés en figure 8.9. On note que les modeles GBD et KBD fournissent des
résultats similaires sur cet exemple. Ils le seront en fait sur ’ensemble des cas étudiés dans
cette section. Les ondes de souffle dominant en champ proche, la différence qui existe entre les
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Cas/As (m) 10.0x 1074 | 5.0 x 107* | 2.5 x 1074
1AC3d8,5 22s | 1min22s | 5min28s

re = 0.88 m, df = 0.8 m
1AC6d7 2min 50 s | 11 min 16 s | 44 min 10 s

re =255 m, df = 2.5 m
1BC6d7 2 min 20 s 9 min 19 s | 36 min 57 s

re =2.29 m, df = 2.25 m
1BC6d14 2 min 22 s 9min 15s | 37 min 17 s

re =229 m, df = 2.27 m

TABLE 8.3 — Temps de calcul de l'algorithme Lagrangien pour résoudre le modele GBD sur
les cas d’étude pour différents pas As. Simulation menée sur Intel(R) Xeon(R) CPU E3-1120
v5@3.00GHz. r¢ : distance radiale théorique finale, d; : distance finale du choc a 'arriere du
merlon.

modeles pour le probléme de la diffraction sur la face avant (rampe de compression) n’est pas
significative. De plus, a ’arriere du merlon, le choc est faible ce qui induit un comportement
similaire entre les modeles GSD et KIN, et donc entre les modeles GBD et KBD. La surpression
au niveau de la paroi de chaque face du merlon est présentée en figures 8.9(b)-8.9(d). On observe
le bon accord avec la simulation Eulérienne et les données expérimentales sur la face avant du
merlon, figure 8.9(b). Une légeére surestimation existe toutefois, qui s’accentue sur le sommet du
merlon, figure 8.9(c), et sa face arriere, figure 8.9(d). Le modele GSDT a tendance & surestimer
le nombre de Mach pour cette configuration, ce qui se retrouve avec le modele GBD. L’onde de
choc se diffracte ici sur une rampe inclinée & —45° avec une surpression incidente inférieure a
0.5, soit un nombre de Mach inférieur & 1.19. On note que ’estimation avec le modele GBD est
bien meilleure sur les faces avant et arriére en comparaison & une estimation champ libre (8.11).
La simulation du modéle GBD est effectuée avec un pas de discrétisation, As, de 0.25 x 1073
m, et dure environ 5 minutes. En comparaison, les résultats issus d’une simulation Eulérienne
sont obtenus apres plusieurs heures de calcul sur plusieurs processeurs. Les résultats sont tout
a fait satisfaisants au vu de la simplicité de la méthode, et du gain important en temps de
calcul.

Eulerian simulation
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Eulerian simulation
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FIGURE 8.8 — Surpression & la paroi sur le sommet du merlon 1AC3d8,5. Etude de la conver-
gence en maillage du modele GBD avec terme transverse (fig. (a)) et sans terme transverse

(fig. (b)).
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FIGURE 8.9 — Merlon 1AC3d8,5. Comparaison des résultats des modeles GBD et KBD, ob-
tenus pour As = 0.25 x 1073, avec les données expérimentales et les données de simulations
Eulériennes issues de [41]. Fig. (a) : Positions successives du choc. Fig. (b) a (d) : Surpression
adimensionnée au niveau de la paroi sur la face avant, le sommet et la face arriere du merlon
respectivement. La courbe champ libre est également tracée a titre indicatif.
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FIGURE 8.10 — Merlon 1AC6d7. Comparaison des résultats du modele GBD (As = 0.5 x 1073)
avec les données expérimentales et les données de simulations Eulériennes issues de [41]. Fig.
(a) : Positions successives du choc. Fig. (b) & (e) : Surpression adimensionnée au niveau de
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courbe champ libre est également tracée a titre indicatif.
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Nous présentons en figure 8.8 les courbes de convergence en maillage de la surpression
adimensionnée a la paroi au sommet du merlon pour le modele GBD avec et sans terme
transverse. Sans terme transverse, figure 8.8(b), le modele n’a plus de solution pour le probléme
de détente du choc sur le sommet. L’algorithme Lagrangien est néanmoins suffisamment robuste
pour qu’une solution soit calculée, mais ne converge pas a proprement dit : la surpression tend
vers 0 dans ce cas. Ce probléme est corrigé avec la prise en compte du terme transverse dans
le modeéle. La surpression adimensionnée a la paroi du sommet tend alors vers la valeur 0.185,
proche du relevé expérimental.

Les résultats du cas 1AC6d7 sont présentés en figure 8.10. L’onde de souffle se diffracte sur
le merlon 1A avec une intensité plus forte que le cas précédent, M; = 3.38 contre 1.66. Une
nouvelle fois, les résultats sont corrects, et plus précis qu'une estimation champ libre, pour la
face avant, le sommet et la face arriere du merlon, figures 8.10(b) & 8.10(d). Cependant, la
surpression est tres largement surestimée sur le sol a I’arriere du merlon comme nous pouvons
le voir en figure 8.10(d). C’est une conséquence de la formation systématique du front de Mach
par le modele. La surpression adimensionnée de l'onde de souffle juste avant son interaction
avec la face 4 est d’environ 0.108, soit un nombre de Mach de 1.045 environ. L’angle d’incidence
du choc étant de 45°, la réflexion est théoriquement réguliere (c¢f. Fig. 1.16), au moins dans
un premier temps. La surestimation du modele GBD n’est néanmoins pas rédhibitoire dans un
contexte de sécurité pyrotechnique.

Merlon 1B. On considére maintenant la diffraction d’une onde de souffle sur le merlon de
type 1B. La géométrie différe de celle du merlon 1A par la longueur de son sommet (0.19 m
ici contre 0.03 m précédemment) et I'inclinaison de sa face arriere (90° contre 45°). La détente
de l'onde de souffle sera donc plus importante pour les exemples que nous allons traiter. En
revanche, les résultats sur la face avant du merlon seront identiques et ne sont donc pas présentés
ici. Dans les deux cas d’étude qui suivent, le nombre de Mach incident du front sur le merlon
est de 3.38 pour le cas 1BC6d7 et 1.88 pour le cas 1BC6d14. Les simulations numériques avec
I'algorithme Lagrangien ont été menées pour As = 5 x 1073 et ont abouti en une dizaine de
minutes.

Les résultats du premier cas sont représentés en figure 8.11. On observe une nouvelle fois
une bonne estimation de la surpression a la paroi sur le sommet et la face arriére du merlon en
comparaison a la simulation Eulérienne et aux données expérimentales. Sur la face arriere, figure
8.11(c), augmentation de la surpression dans les données issues de la simulation Eulérienne
provient de ’onde réfléchie sur le sol. Une nouvelle fois, la surpression a ’arriere du merlon est
surestimée par le modele GBD en raison de la formation quasi-instantanée du front de Mach
par le modele.

Les conclusions sont identiques pour le cas 1BC6d14, figure 8.12. Le nombre de Mach
incident de I'onde de souffle sur le merlon est de 1.88. Les résultats sur la face avant du merlon
ne sont donc pas tout a fait identiques au cas 1AC3d8,5, pour lequel le nombre de Mach incident
est de 1.66. Cependant, ils sont trés proches en pratique et ne sont donc pas présentés ici. A
titre indicatif, les points pour lesquels le terme transverse est activé sont tracés en magenta.
Ils correspondent aux portions de courbe ou le choc est expansif. Numériquement, la variation
du nombre de Mach est petite pour les zones en symétrie radiale (parties gauches du choc), et
I'influence du terme transverse y est donc faible.
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8.2. RESULTATS PRELIMINAIRES
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FIGURE 8.11 — Merlon 1BC6d7. Comparaison des résultats du modele GBD (As = 0.5 x 1073)
avec les données expérimentales et les données de simulations Eulériennes issues de [41]. Fig.
(a) : Positions successives du choc. Fig. (b) & (d) : Surpression adimensionnée au niveau de
la paroi sur le sommet, la face arriére et I’arriere du merlon respectivement. La courbe champ
libre est également tracée a titre indicatif.



CHAPITRE 8. EXTENSION SIMPLE AUX ONDES DE SOUFFLE
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FIGURE 8.12 — Merlon 1BC6d14. Comparaison des résultats du modeéle GBD (As = 0.5x 1073)
avec les données expérimentales et les données de simulations Eulériennes issues de [41]. Fig.
(a) : Positions successives du choc. Les courbes épaisses magenta correspondent aux points pour
lesquels le terme transverse est activé. Fig. (b) & (d) : Surpression adimensionnée au niveau de
la paroi sur le sommet, la face arriére et 'arriere du merlon respectivement. La courbe champ
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8.3. CONCLUSION

8.3 Conclusion

Une extension simple des modeles GSDT et KINT a la prise en compte des effets de souffle
est étudiée dans ce chapitre. Elle consiste & modéliser les effets arriere dans chaque modéle par
une loi empirique pression/distance & la charge, valable en champ libre, en supposant que les
effets géométriques et les effets de souffle sont découplés dans la relation A— M. L’incorporation
de cette extension dans l'algorithme Lagrangien est directe, et permet une étude préliminaire
du modele. On montre que 'on retrouve bien la formation du front de Mach sur sol plat, et
que la méthode est applicable a tout type de source, notamment gazeuse.

Les premiers résultats montrent toutefois une légére surestimation de la trajectoire du point
triple et de l'intensité du choc. Cette derniére est accentuée pour un choc faible convergent par
la formation systématique d’un front de Mach. Néanmoins, les résultats obtenus sont promet-
teurs au vu de la simplicité de la méthode et du gain en temps de calcul conséquent. Notre
méthode nécessite quelques minutes de calcul sur un simple processeur, contre plusieurs heures
en calcul parallele pour la résolution des équations d’Euler avec détonique. Une optimisation
de I'algorithme diminuerait encore davantage ce temps de calcul.

Une comparaison avec des résultats expérimentaux d’interaction d’une onde de souffle avec
des barrieres de protection a été réalisée. Les résultats obtenus sont comparables a ceux des
simulations Eulériennes tant que le choc est suffisamment fort. Cette étude se limite a quelques
exemples faute de temps, et mériterait d’étre poussée plus en avant a ’avenir. Une amélioration
du modele pourrait notamment étre apportée. La formation du front de Mach en choc faible,
responsable d’une amplification trop importante de la surpression du choc, pourrait par exemple
étre évitée par I'ajout d’un terme de viscosité dans la relation A — M, terme d’autant plus actif
que le choc serait faible, ou bien par la modification de la condition de bord a la paroi.
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Extension mathématique des
modeles GSD et KIN aux effets
arriere
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Bien qu’en fin de manuscrit, c’est par cette étude que nous avons commencé ce travail de
these. L’idée est de voir si les modeles GSD et Cinématique (KIN) & l'ordre supérieur, ¢.e. sans
négliger le terme de reste dans la relation A — M, sont capables de simuler correctement les
écoulements avec effets arriere. Cela limiterait le recours aux fermetures ad hoc des chapitres
précédents.

Les modeles GSD et KIN, présentés aux chapitres 3 et 4, décrivent de maniére simplifiée,
et avec une bonne approximation, la propagation du premier passage d’une onde de choc. Ces
modeles sont basés sur ’hypothése que 'influence de I’écoulement arriere sur le choc (effets
arriére) est négligeable par rapport a la contribution des effets géométriques. Cette approxima-
tion est correcte pour un choc soutenu, pour lequel ’énergie de la source est intrinsequement
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supposée infinie. Toutefois, dans le cas des ondes de souffle, le nombre de Mach est tres rapi-
dement proche de 1 en raison des ralentissements diis aux détentes arriére, qui dépassent la
contribution géométrique en champ proche.

En 1991, Best [20, 21, 19] proposa une extension de la relation A — M de Whitham & la
prise en compte des effets arriere, pour un milieu uniforme et au repos. Celle-ci est basée sur un
développement limité des effets arriére sur la C*, conduisant & un systéme infini d’équations
non-linéaires couplées. A Pordre 0, on obtient une relation entre la variation d’aire dans le tube
de rayon, la variation du nombre de Mach et les effets arriere. En négligeant ces derniers, la
relation A— M de Whitham est retrouvée. A partir de 'ordre 1, des équations supplémentaires
sur les effets arriere sont disponibles, autorisant leur prise en compte dans le modele GSD.

La prise en compte des effets arriere dans le modele KIN aboutit également a un systéme
infini d’équations non-linéaires couplées. Cette extension fut proposée pour la premiere fois
par Sharma & Radha [116] en 1994. Contrairement au développement de Best, I'extension &
I’ordre supérieur s’effectue directement sur les équations d’Euler tridimensionnelles par le biais
de la théorie des surfaces singulieres [132]. Cela méne en particulier & 'apparition de termes de
variation transversale et de diffusion transversale du nombre de Mach le long du choc, absents
dans l'extension de Best.

Dans le chapitre précédent, une extension simple des modeles GSD et KIN aux ondes de
souffle a été proposée. Celle-ci est basée sur la modélisation des effets arriére dans les modeéles
tronqués a 'ordre 0, par une loi expérimentale valable en champ libre. L’étude préliminaire
que nous avons menée montre l'efficacité de cette méthode.

Dans un souci de complétude dans la recherche de la meilleure modélisation simplifiée des
ondes de souffle, nous proposons dans ce chapitre d’analyser les développements a I'ordre 1 des
modeles GSD et KIN. Dans la premiére section, le développement du modele GSD & l'ordre
1, appelé aussi modéle de Best, est effectué en s’appuyant sur [20]. Ce développement est
suivi d’une discussion de la solution en symétrie radiale, déja effectuée par Best [20] pour un
choc fort convergent. A cela s’ajoute Détude de la solution en champ lointain qui n’a jamais
été faite a notre connaissance. Cette section se termine par la modification de ’algorithme
Lagrangien pour la prise en compte de l’extension a l'ordre 1 du modele, comme proposée
par Best [20]. Dans la deuxiéme section du chapitre, nous proposons une extension détaillée
du modele Cinématique a l'ordre 1, pour un milieu homogeéne et au repos, qui s’est trouvée
étre absente dans la littérature. Nous proposons, pour la premiere fois & notre connaissance,
I’extension du modele & un milieu inhomogene potentiellement en mouvement. Les détails de
calcul, assez complexes mais suivant le fil directeur identique au cas du milieu homogene et au
repos, sont présentés en annexe G. Cette partie se finie par une étude de la solution en symétrie
radiale, et une bréve discussion de 'implémentation numérique du modele dans ’algorithme
Lagrangien.

9.1 Prise en compte de ’écoulement arriere dans le mo-
dele GSD

Nous rappelons dans cette section le développement de Best [20], et analysons le compor-
tement du modele sur quelques cas élémentaires. Le milieu amont est supposé uniforme et au
repos.

9.1.1 Extension de la relation A — M de Whitham aux effets arriére

Afin d’assurer la consistance du chapitre, nous redonnons tout d’abord les grandes lignes
du modele GSD a 'ordre 0.

220



9.1. PRISE EN COMPTE DE L’ECOULEMENT ARRIERE DANS LE MODELE GSD

Relation A— M a l’ordre 0. On rappelle I’équation sur la caractéristique CT des équations
d’Euler dans une tuyere (cf. section 3.1.1) :
Al(r

Oip + (v 4 ¢)0yp + pc (Ov + (v + €)dpv) + pcv I ) =0, (9.1)

qui s’écrit de maniere équivalente :

O pctv A'(r)
+oppe (1}—&—c+arv) + v+c A(r) =0

Op
v+c

Cette relation est appliquée au niveau du choc, ce qui conduit a :

Owp O pctv A'(r) 1 1 B
U —|—8Tp+pc(U +6TU>+’U+CA(T‘)+ vte U @ =0 (9:2)

en notant Q1 = (9¢p + pcdyv)_ et en omettant 'indice — des quantités au niveau du choc pour
plus de lisibilité. Cette relation est ensuite multipliée par U = ¢y M, ce qui donne

2 !
pctv Al(r) 1 1
dip_ dyv_ =ca . M | — — .
«w— + pedgv cy < U+cA(r)+<c+,7” v—|—c>Q1>7 (9.3)

en notant dy = 9; + ¢4 M0, la dérivée Lagrangienne suivant le mouvement du choc.
Rappelons les relations de Rankine-Hugoniot reliant les états amont et aval du choc (2.24) :

_op- 2yM? +1— v
j v+1
- 2(M? -1
G o= U= o AME-D) vy (9.4)
Cy M(’Y'i‘l) Cyp
_op— (v +1)M?
P P+ (y—1)M? +2

Etant donné que le milieu amont est uniforme, les quantités p_, v_ et p— dépendent exclusi-
vement de M, ce qui permet d’écrire :

dtp_ = d]y[p_dtM, dtU_ = d[wl}_dtM, et dtp_ = de_dtM, (95)
avec
dp; B 4p+63_M
dM v +1
dv_ 2cy 1
— = 1+ — 9.6
dM v+1 ( * M2> (9.6)
dpo A+ )M
dM (= 1)M? +2)*
En injectant les relations (9.5) dans (9.3), on trouve I’équation d’évolution du nombre de
Mach : 1 2 o
M c+ M cv r 1 1
—_— = + _L (r) + - Q1. (9.7)
dt dyp_ + pedpv_ v+4c A(r) cyM  v+e

Finalement, en remarquant que dr = ¢ Mdt au niveau du choc, en utilisant les relations (9.4)
et (9.6), et en notant Q; = p%g, on obtient aprés calcul :
+

aM Al(r)

ES b Try

+ ka2 (M)Q1, (9.8)
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avec
k(M) = pc2v B M? -1
! T (dmp— + pedpv-) (v + o) — MAM)
(9.9)
1 1 1 (v+ Dp(p —1)
M) = - = -
k(M) dyp— + pedpv- <C+M v+c> 2M2\(M) >0,

et

21— p? 1 y—1)M?2 42

Eemarque 9.1

La relation (9.8) est identique & (3.14) définie en section 3.1.1. Dans ce cas, on a

Deux contributions interviennent dans I’équation d’évolution du nombre de Mach du choc
(9.8) : les effets géométriques & travers le terme AT(:)) d’une part, et les effets liés a I’écoulement
arriere modélisés par le terme Q, d’autre part. Ce dernier est une inconnue du probléme et

nécessite une équation supplémentaire. La troncature & ’ordre 0, consistant & prendre Q; = 0,
donne la relation A — M classique (3.15).

Remarque 9.2

Puisque le coefficient ko(M) est positif pour tout M > 1, les effets arriere atténuent la
vitesse du choc s’ils sont négatifs et ’amplifient s’ils sont positifs en comparaison au modéle
GSD (eq. (9.8)).

Relation A — M a l’ordre 1. Nous cherchons maintenant & établir I’équation d’évolution
de Q1. Best propose d’appliquer la dérivée Lagrangienne d; sur Q; = (9;p + pcdwv)_, ce qui
donne :

d:Q1 = 0¢ (Op + pcdyv) + e M {Dptp + Or(pc)Opv + pcdypv} . (9.10)

On note Q2 = (0 (Orp + pcdyv))_ le terme d’effets arriere d’ordre supérieur. En réarrangeant
les termes, I’équation (9.10) se réécrit :

dtQ1 = Q2 + ¢4 M {0 (Orp + pcOrv) — O(pc)Orv + Or(pc)Opv} . (9.11)
Or, par la relation (9.1) sur la caractéristique CT, on a :

pctv A'(r)
vte A

1
Oy O = —— (0 Opv) —
D + pcdyv U+C(tp+pc V)

En dérivant cette relation par rapport a t, il vient alors au niveau du choc :

B 1 1 pctv\ A'(r)
Ot (Orp + pcdyv) = —04 (v n c) Q1 — ng — O <v n c) i (9.12)

En injectant cette relation dans I’équation (9.11), et en utilisant dr = ¢y Md¢, on obtient :

dQ, 1 1 1 pctv\ A'(r)
dr __8t(’U+C)Q1+<C+M_U+C>Q2_at(v+c A

— 0¢(pc)0rv + Or(pc)Opv.  (9.13)
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Finalement, apres développement des termes et de longs calculs détaillés en annexe D, I’équa-
tion d’évolution des effets arriére s’écrit :

d@Qs
dr

AI/({) + hy(M) (A;(f)) , (9.14)

ou les fonctions h; sont explicitées en annexe D. Cette équation fait intervenir une nouvelle

inconnue d’ordre supérieur, Q2 = %ﬁ;, nécessitant une équation supplémentaire que 1’on peut
+

obtenir par un raisonnement similaire.

= ho(M)Q2 + h1(M)Q3 + ha(M)Q:

Relation A — M a ’ordre k > 2. Par un développement analogue du terme Qs sur la CT,
puis des termes d’ordre supérieur Qr = (9 (8; + pcdv))—, on met en évidence un systéme
infini d’équations couplées d’inconnues Qg, pour k € N*. Ce systéme a été écrit par Best dans
[20]. Nous choisissons dans notre étude de le tronquer a l'ordre 1 en posant Q2 = 0. La prise
en compte des effets de souffle nécessiterait une modélisation plus complexe de ce terme. Le
modele tronqué a l'ordre 1 est qualifié de modele GSD ordre 1 ou modéle de Best dans la suite.

9.1.2 Systeme a résoudre
L’obtention de ’équation eikonale (3.22) :
M|Val| =1, (9.15)

ol a (¥) = c4t, et de Péquation bilan sur les tubes de rayon (3.23) :

div (Z) =0, (9.16)

ne change pas (cf. section 3.1.2). Seule la relation A — M dans les tubes de rayon est modifiée
par rapport au modele GSD. La relation A — M d’ordre 1 définie sur chaque tube de rayon est

composée des équations (9.8) et (9.14), dans lesquelles les effets arriere d’ordre supérieur, @2,

PR 14 I . = ) D1v) _
sont négligés. Afin d’alléger I’écriture, on note dans la suite : Q = Q1 = %
1

Remarque 9.3

On rappelle, comme souligné en remarque 3.3, que la courbure locale du front et la variation
d’aire dans un tube de rayon sont liées par :

div (77) = ﬁ'jA.
Le systéme a résoudre s’écrit finalement :
M|Va| =1
e (Z) =0
W kan®2 1 kne o
19 mone - moane®t o (424’
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ou 'on note abusivement par une dérivée droite, d,, = % = 0 + cy Mii - 6, la variation
spatiale le long des rayons suivant le choc. Cette variation est liée au temps ¢ par la relation

d,, = ¢y Mdt. En particulier, on a dans chaque tube de rayon :
d,A 1 dA
A T o MAd
D’apres la remarque 9.3, la variation d’aire dans un tube de rayon est égale a la courbure locale
du front : k = div (7). La relation A — M peut s’écrire alors, pour a = ¢4 t, sous la forme :

% = M(kl(M)n + kz(M)Q) (9.18a)
% = M(hl(M)QQ + ha(M)Qr + hg(M)HQ). (9.18b)

Comme le modele GSD a l'ordre 0, cette version a 'ordre 1 ne prend pas en compte de
terme transverse dans la relation A — M, ce qui laisse présager des mémes limites pour le
probléme de la diffraction sur un coin convexe. Ce point sera abordé en section 9.1.4.

9.1.3 Solutions a symétrie radiale

Dans cette partie, on cherche des solutions & symétrie radiale du systéme (9.17). La solution
ne dépend alors que de la variable r = ||Z — Zy||, out &y est le centre de la symétrie. Le vecteur

, S T — Zo o
normal au front de choc est donné par 7 = A et la courbure moyenne s’écrit
Tr — X
. d—1
k =div(ii) = )
r

ou d est la dimension de I'espace (d = 1, 2 et 3 en symétrie plane, cylindrique et sphérique

respectivement).
Le systéme d’équations (9.17) se réduit a

da 1
D 1
iy (9.19a)
dm d—1
—— = ki (M)—— + ks (M)Q (9.19D)
dr r
d d—1 d—1\?
D = 0@ + 100Q =+ 1ar) (1) (9190
dr r r

pour r > rq, et a pour condition initiale :

Ck(’)”o) = Oy, M(To) = MO et Q(To) = QQ. (920)

Le systéme (9.19) est composé de trois équations non-linéaires couplées. Il n’est a priori
pas possible d’en exhiber une solution analytique, excepté dans certains cas comme la limite
des chocs forts, traité par Best [20], ou des chocs faibles. Ce dernier cas n’a jamais été étudié
auparavant & notre connaissance. Nous en proposons une solution inspirée de [117].

Cas limite des chocs forts. Pour M > 1, I’évolution du nombre de Mach et des effets
arriere est décrite par :

M d—1 Kk

d 20 d—1 d—1\?
d—gzﬁ 2+h§°QT+h§°M3( . ) (9.21b)
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avec

o — (v =1 o po— (P =DO—1-2ps)
! v =24 (14 2p00)7? 2 42 +7— 24 272us)
La quantité poo est la valeur limite en choc fort de p : s = ,/72—;1. Les valeurs limites des
fonctions h;, notées h{°, h3° et h3°, dépendent également de vy et sont définies en annexe D.

En dérivant (9.21a) par rapport & r, il vient :

d—1 d—1 M'(r)Q Q'(r)

" o} ! o0 oo
M"(r) = kM (’I“)T — kM o 2k3 E R
En injectant la relation (9.21b) dans (9.22), puis en utilisant (9.21a) afin d’éliminer @ de
I’équation résultante, on obtient une EDO (Equation Différentielle Ordinaire) d’ordre 2 sur M

A coefficients constants :

+ kS° (9.22)

M'(r)? M'(r) M(r)
M = 2
(r) +xa T s 0, (9.23)
ayant pour condition initiale :
d—1 kS°
M(ro) =My et M'(ro) = M{ = ki° M, + —2-Qo. (9.24)
To MO
Les coefficients x; sont définis par :
h$° k$°hse
X1 = 7]€7100 ’ X2(d1)<2 1koo1 3ki>0hgo>’
2 2

hoo (o0 2
o= (@ Dk @ = 0? (ks = A e ),

Le probleme (9.23)-(9.24) est résolu en annexe E. Les hypothéeses de la propriété E.1 sont
vérifiées. On a pour tout v > 1 :

x1> -1, A=(x2—1)°—4xs(x1+1) >0,
et

f - 1-— X2 —V A

= 2 Y
2(x1+1)

L’évolution du nombre de Mach est alors donnée par

1—x2+VA

<0< =
2= 50010

><xl+1><fsz1> FTea

T)fl fz—f0+(f0_f1) (% ) (9.25)

Mr) = Mo ( fo—fi

To

tant que fo < fo, avec

’
fo=roMy/My = ki°(d— 1) + kSOQ0r403~
0

Remarque 9.4

Les effets arrieére peuvent étre exprimés en fonction de 7 en injectant la solution (9.25) ainsi
que sa dérivée dans (9.21a). Toutefois, une expression de a n’est pas disponible analytique-
ment.

Le terme sous l'exposant 1/(x1 + 1) doit étre positif ou nul afin que la solution soit réelle.

La propriété E.1 liste le comportement de la solution en fonction du choix de fy. Aprés ma-

nipulations algébriques, ces choix s’expriment en fonction du parametre §y = QWO}“ dépendant
0

de la condition initiale :
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.sidy < Q= %, la solution est strictement décroissante et existe en temps fini :
2

avec fo =k (d—1) + k300 ;
. si 0g = @1, la solution est strictement décroissante Vr > rg :

r f1
M(r) = Mo <> ; (9.26)
To
: ko (d—1) . s .. -
.8t Q1 < 6y < Q2 = “—=——, la solution est strictement décroissante sur [ro, 7], puis
2

strictement croissante sur [r,, +00], avec
1/VA

- (f1(f0—f2)) / ro:
*k T I

f2(fo— f1)
. si §p = @2, la solution est strictement croissante Vr > rq :

r f2
M(r) = Mo () ;
To
. enfin si §p > @9, il n’existe pas de solution réelle.

Remarque 9.5

L’égalité 09 = Q1 correspond en fait a I’égalité fo = f1. De méme, §y = Q2 est équivalent &

Jo = fa-

Le tableau 9.1 présente les valeurs de Q1 et Q2 pour les différentes symétries de la solution
et un rapport de chaleurs spécifiques v = 1.4. On note que 'on a 0 < Q1 < Q5. La figure 9.1

d 1 2 3
Q1 0 1.694 x 1072 | 4.660 x 1072
Q2 | 6.935 12.731 18.514

TABLE 9.1 — Valeurs de ()1 et @ délimitant les différents types de solutions du modele GSD
ordre 1 en symétrie radiale dans la limite des chocs forts (systeéme (9.21)) pour v = 1.4.

résume les différents domaines d’existence de la solution du systéme (9.21) en fonction de Jo.

Les différentes solutions sont illustrées en figure 9.2 pour le systeme (9.21) (Fig. (a) et (b)),
dans la limite des chocs forts, et le systéme (9.19) (Fig. (c)), pour une intensité quelconque du
choc. La position initiale du choc et le nombre de Mach initial sont fixés a ro = 0.5 et My = 10;
seule la valeur de Qg varie. Les valeurs de r, et r,, sont données par :

ry = 4.731 et 71~ 3.938, pour v =1.4.

Dans la limite des chocs forts, le comportement théorique de la variation du nombre de Mach
est bien retrouvé (cf. Fig. 9.2(a)). Dans ce cas, la solution est donnée par (9.25). On note que
la solution pour dy = @1, définie par (9.26), est proche de celle du modele GSD. On rappelle
la solution de ce dernier dans la limite des chocs forts (3.29) :

5= 2 2
M(T):M()(—) , avec)\%zl—f—;—i— le

>
=9
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0 ¢ Qe 8y = QDTO/MS

| | |
T >

. o solution décroissante .
solution décroissante, ) ) pas de solution
puis croissante,

pas de solution pourr > 7, o réelle
minimumens = 7,,
solution strictement solution strictement
décroissante pour tout r croissante pour tout r

FIGURE 9.1 — Schéma résumant les différents types de solutions du modeéle GSD ordre 1 en
symétrie radiale dans la limite des chocs forts (systéme (9.21)) en fonction de d.

’ T ' ! 300
! C — GSDmodel | [ ----e- 5p=0
* ot 250
’ =
7/ P
' P
I, “’
: ! 200
/ B
7
Ii
” / 150
K
i
1 7
\ 100
05
50
0 .
15 20

0.5

r'rg

(c)

FIGURE 9.2 — Solutions du modeéle GSD tronqué a lordre 0 et 1 en symétrie sphérique (d = 3)
pour différents Qo, 7o et My sont fixés : ro = 0.5 My = 10. Fig. (a)-(b) : Nombre de Mach et
effets arriere dans la limite des chocs forts. Fig. (¢) : Nombre de Mach pour un choc d’intensité

quelconque.
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Nous verrons dans la suite que les valeurs de I’exposant de ces deux solutions sont tres proches.
La solution peut étre décroissante méme pour des valeurs positives des effets arriere, comme
nous pouvons le voir en figure 9.2(b). Par exemple pour §, = @1, la solution est décroissante et
les effets arriére sont positifs et diminuent avec la distance. Néanmoins, en raison du caractére
non-linéaire du systéme, la solution diverge en temps fini pour §y > Q5.

L’étude de la solution dans la limite des chocs forts donne une idée des propriétés de la solution
du systéme (9.19), défini pour un choc d’intensité quelconque. La figure 9.2(c) présente la
solution de ce systéme pour différentes valeurs de dy. Le systéme est résolu numériquement &
I’aide d’un algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4. Pour g < @1, la solution existe cette fois-ci
pour tout r. Le nombre de Mach décroit et converge vers 1 dans ce cas. On observe alors un
changement de convexité de la solution en r.. En pratique, la divergence de la solution est
observée a partir de valeurs de dy et de r proches de celles définies dans le cas limite des chocs
forts. On en conclut que la solution diverge en temps fini pour §y > Q1.

Dans le cas d’'un choc soutenu, comme pour le probléeme de la diffraction d’un choc plan
sur un diedre convexe par exemple, les effets arriere sont uniquement générés par la géométrie.
Les effets arriere initiaux sont donc nuls : Qp = 0, et sont alimentés par I'interaction du choc
avec les obstacles présents dans le milieu. Au vu de I’étude menée ici, on s’attend a ce que
le modele de Best soit stable pour ce type de probléme, dans le sens ou le nombre de Mach
ne diverge pas. En pratique, le signe des effets arriere est négatif pour les cas que nous avons
considéré, ce qui a pour conséquence de diminuer I'intensité du choc en comparaison au mo-
deéle GSD (c¢f. remarque 9.2). Cet aspect est traité plus en détail en sous-section 9.1.4. Nous
verrons, en sous-section 9.2.7, que cette propriété n’est pas triviale pour le modele KIN ordre 1.

En champ proche, r €]0, o] avec r voisin de 0, la solution (9.25) s’exprime comme :

_ v\ = f\ T
wor— (1) ()™ o

La surpression du choc, z% = % (M 2 1)7 est alors proportionnelle & 2/1. La valeur de cet

exposant est donnée en table 9.2 pour une symétrie cylindrique (d = 2) et sphérique (d = 3).
Tout comme le modéle GSD, ces valeurs sont tres différentes d’un choc fort divergent auto-

Exact value | GSD - ordre 0 | GSD - ordre 1
exposant Dy 2(d— 1)/ 5% —2f1
d=2 0.394588 0.394142 0.392258
d=3 0.788728 0.788284 0.783102

TABLE 9.2 — Exposant calculé pour le probléme d’un choc fort convergent a symétrie cylindrique
(d = 2) et sphérique (d = 3), pour un gaz parfait au repos, ¥ = 1.4. La solution exacte, donnée
par Guderley [49], est comparée aux différents ordres d’approximation du modéle GSD.

semblable pour lequel la surpression décroit comme 7~ [76, 128]. En revanche, elles sont trés
proches de celles de la solution auto-semblable de Guderley [49] établies pour un choc fort
convergent :

[p]O( 1

b, X
ou 'exposant p, est donné en table 9.2. Ce point avait déja été souligné pour le modele GSD
en section 3.1.3, pour lequel les valeurs de I'exposant sont rappelées en table 9.2. Cette valeur
est paradoxalement meilleure pour le modele a l'ordre 0 de troncature (GSD). Néanmoins, le
modele de Best semble également bien adapté pour ce type de probleme.
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Cas limite des chocs faibles. Dans la limite des chocs faibles (M ~ 1), le systéme (9.19)
s’écrit :

do

g |

dr

dM  d—1M ~y+1

el MO —

dr + 2 r 8 @=0
d@ ~y+1 , d—1Q

dr 4 @+ 2 T_O'

Ce systéme est résolu en annexe E (propriété E.2) ; dans ce cas le terme d’effets arriére est —Q.
Sous I'hypothese que Qp < 0, la solution est alors donnée par :

M(T) = d_1 Mo
(%) N \/1 - ’YT-HQ()TOJ (%)
) vlr 2 7o,
Q) = o
(= (2)) () 7

avec

_ Fdx
J(r):/ T
v

Dans le cas ou @y > 0, 'existence d’une solution réelle décroissante n’est pas toujours assurée.
En champ lointain (r > rg), M et @ se comportent comme

o
o d=1 " d=1
,
N To - 1 To 3/4 .
Q(r):74 > d=2 M(T):L \ﬁ(?) d=2
(v + Dro —(v+ 1)Qoro
To
(e 7 — 0 i-=3
" H(E> r4/1n (;—0>

La décroissance attendue pour une onde acoustique est alors retrouvée (1.2), ayant noté que
[p]

P
décroissance de la surpression du choc est géométrique : ZL%] o r—(d=1)/2 (cf. section 3.1.3).

o M. On rappelle qu’a l'ordre 0 de troncature, i.e. sans effets arriére dans le modele, la

La prise en compte des effets arriere est donc nécessaire au bon comportement acoustique
du modele en champ lointain. Cependant, les effets non-linéaires pres de la source ne sont pas
correctement décrits a ’ordre 1 de troncature. Il faudrait donc tronquer le modele a un ordre
supérieur, ou bien modéliser de maniére non triviale le terme @ dans (9.19¢c).

9.1.4 Intégration dans l’algorithme Lagrangien

L’algorithme de résolution du modele GSD, présenté au chapitre 5, peut étre utilisé pour
résoudre le modele tronqué a un ordre supérieur. Seulement, en raison des termes non-linéaires

229



CHAPITRE 9. EXTENSION DES MODELES GSD ET KIN AUX EFFETS ARRIERE

de Iéquation d’évolution sur les effets arriere (9.18b), a savoir

- - 2
Qﬁ~VA Qda - [i:VA 1 d4\?
- e o -
A MA da A MAda )’
I'intégration de l'aire le long d’un tube de rayon est impossible. Best [20] propose de réécrire la
variation d’aire dans chaque tube de rayon en terme de courbure locale au front, k. La relation

A — M s’écrit dans ce cas sous la forme (9.18) et est résolue en méme temps que 1’équation
d’évolution du choc (5.1) :

dz
— =Mn 9.28
=M@ (9:28)

a ’aide d’un schéma en temps de Runge-Kutta d’ordre 4. Les étapes intermédiaires de ’algo-
rithme, & savoir I'interpolation spline, la régularisation et le lissage du front, restent identiques.
Le front de choc est interpolé & l’aide d’une spline globale dans 'algorithme de Best, qui
présente avantage d’étre au moins de classe C2. En notant (X (s), Y (s))? I'interpolation du
choc, la courbure locale au point ¢, k;, en I'abscisse curviligne s;, se calcule a 'aide de la
formulation analytique :
o, = 52V (si) = V() X" (1) (9.29)
(X"(2)2 +Y" ()™
Nous avons choisi d’interpoler le front de choc par une interpolation spline locale limitée dans
notre algorithme (cf. section 5.1.2). Cette interpolation est au moins de classe C!, mais pas né-
cessairement de classe C2, rendant impossible I'utilisation de I’expression (9.29). Nous optons
alors pour une estimation géométrique de cette quantité [102]. En notant (X;);=1,. n l'en-
semble des points du front discret, la courbure locale se calcule alors comme (cf. eq. (7.23)) :

4sin(6;/2)
KRi = ,
1 X1 X + |1 X X

(9.30)

ol 6; est 'angle orienté entre les vecteurs X; X; 11 et X1 X;.

25 T

Theoretical results
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FI1GURE 9.3 — Angle de la trajectoire du choc-choc par rapport a la paroi, donné par le modele
GSD (Q = 0) pour un choc fort, pour différents angles d’inclinaison de la rampe. Comparaison
des valeurs théoriques avec les résultats donnés par le schéma Lagrangien présenté au chapitre
5 et le schéma de Best.
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9.1. PRISE EN COMPTE DE L’ECOULEMENT ARRIERE DANS LE MODELE GSD

Le schéma décrit ci-dessus, consistant a utiliser la courbure locale du front a la place de
I’aire des tubes de rayon est appelé schéma de Best dans la suite.

Remarque 9.6
Soulignons que la courbure locale est tres sensible aux oscillations du schéma. En pratique,

O Exp.data Mp=15 My=2 O Exp.data My=3 | My=4
r GSD model 2r GSD model
- - - - Best model o - - - - Best model
[t 1.5
0.5
1 b
0.5
g ° g )3
= = 0 E
0.5 L £ 05 . :
y"’éﬁ d )
A 20 A 15| fiz=- o :
R e 4
EI|:||:||:|IIIIIIIE|E'E| -2 IJE";"..‘I—'.""":E.?E
: =
0 0.5 1 1.5 2 0 05 1 15 2 25 3 35 4
x/o x/a
(a) (b)
F1GURE 9.4 — Diffraction d’un choc plan a nombre de Mach M sur un diedre convexe d’angle
—90°. Le choc se déplace de la gauche vers la droite. Résultats numériques obtenus avec 1’al-
gorithme de Best pour As = 0.00125. Comparaison du front de choc entre les modeles GSD,
de Best (GSD ordre 1) et les données expérimentales issues de [143].
2.5 I I o——
——— GSD model IR s R
24 - - -- Best model | R
-100 5
2.3 N
oo 200 -
241 -300 [
s Lt 2.06 G
\ -400 H
1.9 k .
18 500 1
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F1cure 9.5 — Diffraction d’un choc plan & nombre de Mach 4 sur un diedre convexe d’angle
—90°. Résultats numériques obtenus avec ’algorithme de Best pour As = 0.00125. Fig. (a) :
Nombre de Mach & la paroi en fonction de la distance au coin. Fig. (b) : Effets arriére a la
paroi, pour le modele GSD tronqué a l'ordre 1, en fonction de la distance au coin.
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I’approche géométrique combinée & une interpolation spline locale limitée est moins sujette
a ces oscillations.

La conservation de l'aire dans les tubes de rayon est I’essence méme du modele GSD. Par
conséquent, la considération de la courbure locale au front en lieu et place de ’aire des tubes de
rayon conduit & une perte de conservativité du schéma, comme nous pouvons le voir en figure
9.3. Cette figure présente angle de la trajectoire du choc-choc, donné par le modele GSD (pas
d’effets arriere), pour le probléme de la diffraction d’un choc plan sur un diedre concave. On
rappelle que ce probléme est résolu analytiquement en section 3.1.5. L’angle théorique est bien
restitué par I'algorithme Lagrangien comme il avait été souligné en section 5.2.3. L’algorithme
de Best, pour Q identiquement nul, est incapable de reproduire la bonne solution. Notons que
la courbure locale est la formulation non conservative de 1’équation bilan sur les tubes de rayon
(9.16), comme souligné en remarque 9.3.

4 My=4.0 O  Experimental data
'~ +=—+-= GSD model
. O  Best model
=
3.5 Q"‘\t
}.\
N
Mg=3.0 o,
3 F .
- Rl
\‘EJ\. o
= Q*.. CUSN
= jox o
25 Ty O
8"'.\":. ~~"tt'\
T Q... e~
My=2.0 o Nt o] "~.~\ ~]
2 <o oL S
<6 . St )
i, 5 e,
Nl c T —,
o5 [Mo-15 gy LRI o ~
. ~ra .. = .5)____ . o]
T=Q o '-G-E]. e 59-. _____ h
iy TEHT e —y = '_'%'_j Ttir-O- -4t ToL
1 e =
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
-0, (deg)

FIGURE 9.6 — Diffraction d’un choc plan a nombre de Mach M, sur un diédre convexe d’angle
0., < 0. Nombre de Mach au niveau de la paroi, M,,, pour différentes inclinaisons de la rampe.
Les données expérimentales sont issues de [120]. Modele de Best : résultats numériques obtenus
avec le schéma de Best pour As = 0.01. La solution converge lentement, 1’algorithme est donc
arrété lorsque |Q| < 1.

La non conservativité du schéma de Best rend impossible une approximation de la solution
lorsqu’un choc-choc apparait sur le front. Seules les solutions continues peuvent étre estimées
par ce schéma. On vérifie alors que le schéma de Best donne bien la solution du modele GSD
pour @ = 0.

Nous présentons en figure 9.4 le probleme de la diffraction d’un choc plan sur un diedre
incliné a —90°. Rappelons que ce type de probléme est résolu analytiquement pour le modele
GSD en section 3.1.5. Le modele de Best est résolu numériquement a ’aide du schéma décrit
ci-dessus. On constate que le modele de Best restitue le point d’inflexion observé expérimenta-
lement, 1a ot le modele GSD échoue. On note également un net ralentissement du front avec la
prise en compte des effets arriere (cf. Fig. 9.5(a)). L'interaction du choc avec le coin génere des
effets arriere sur le front, de valeurs négatives ici, qui sont responsables de ce ralentissement
(¢f. remarque 9.2). Ces effets arriere s’atténuent avec la distance faisant converger la solution
vers un profil auto-similaire. A titre d’exemple, le nombre de Mach et les effets arriere a la
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paroi, M,, et @, sont présentés en figure 9.5 pour My = 4, en fonction de la distance au coin
(—y ici). On note une convergence plus lente de la valeur de M,, pour le modeéle de Best (cf.
Fig. 9.5(a)) en raison de la contribution des effets arriere dans le modele. Ces effets arriere
s’atténuent avec la distance (c¢f. Fig. 9.5(b)). Le nombre de Mach tend alors vers 1.65, valeur
plus faible que celle du modele GSD, qui est de 2.06.

Une étude plus approfondie du probleme de la diffraction d’'un choc plan sur un diedre
convexe est présentée en figure 9.6. Le nombre de Mach a la paroi apres diffraction, M,,,
est tracé pour différents angles d’inclinaison de la rampe, 6,,, et différents nombres de Mach
incidents, My. Les données expérimentales sont issues de [120], et la valeur théorique de M,
pour le modéle GSD est calculée a 1'aide de la relation (3.54). Les résultats du modele de
Best sont obtenus a ’aide du schéma de Best pour un pas de discrétisation As = 0.01. La
convergence vers la solution étant lente, on choisit d’arréter 'algorithme lorsque 'amplitude
des effets arriere est inférieure a 1 : |@Q| < 1. Cela donne une valeur de M,, assez proche de celle
que l'on obtiendrait a plus longue distance. On observe que l’estimation du nombre de Mach
a la paroi est plus faible avec le modele de Best en comparaison au modele GSD, en raison du
ralentissement provoqué par les effets arriere. Cela laisse présager d’une limitation similaire ou
plus importante du modele tronqué a ’ordre 1 pour le probleme de la diffraction sur un diedre
convexe. On rappelle que la limitation du modele GSD pour ce type de probleme est discutée
en section 3.1.5.

Eemarque 9.7

Les résultats obtenus pour le modeéle de Best (c¢f. Fig. 9.6) sont différents de ceux présentés
par Best [20] pour My = 4. Il pourrait s’agir d’une erreur d’implémentation de notre part
ou de la part de cet auteur, ou encore de la maniere dont la valeur M,, est extraite, ce
dernier point n’étant pas clair dans [20]. Cet aspect n’a pas été investigué davantage.

9.2 Prise en compte de I’écoulement arriere dans le mo-
dele KIN

Le modele Cinématique (4.62) est rappelé :

ds

Tsh _ Wit + 7 (9.31a)

dt
dC =3 (6np)_ 8np+ anp-‘r
— = — V.- - 9.31b
" cyw V-1 — cpws - + cyws ” +cywy - + ws ( )
i _ Ws _7—+1§SC+ 1-2bpy VSp, Vi,

a2 27+ (v+1)Q) 1—bp+ p+ P+

—s -
+7, -V 7= V5@, -7),  (9.31c)

ou Zgp est la position du choc, 7 est le vecteur normal au front, = % désigne 'intensité du
choc et Wg = cy/1+ VT':l( est la vitesse locale du choc relativement a I’écoulement amont.

L’opérateur 0,, désigne la dérivée suivant la direction normale : 9,, = 7 - V. Les coefficients w;
dépendent de ¢ et sont donnés par (4.59) et (4.61).

Le systeme (9.31) fait intervenir un terme de couplage arriere : (9,p)_ = (ﬁ . ﬁp) , dont

Péquation d’évolution peut étre exprimée & partir des équations d’Euler (4.7) dérivées le long
des normales. Le raisonnement est analogue a l’obtention de 1’équation sur I'intensité du choc
effectué en section 4.3. Ce raisonnement fait appel & la théorie des surfaces singuliéres (sec-
tion 4.2), et nécessite des relations de compatibilité d’ordre supérieur, développées en premiére
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sous-section.

A partir de ’équation sur la pression des équations d’Euler (4.7¢), on obtient apres calcul
léquation d’évolution de [0,p] = (0,p)_ valable pour un milieu uniforme et au repos :

d[g;p] + cyo [ngnep i) + [(ﬁ-ﬁvj) p,j] + {ﬁ.ﬁ (1 1pbp> (6 : g)}

o @7 Ws 27+ (7 — )¢+ 2bp,C)

1= C+ - y+1 '

On note alors que des inconnues supplémentaires apparaissent. La connaissance des termes

[ﬁ . ﬁp] et [fi 6@'} est nécessaire. L’établissement des équations adéquates est réalisé en

deuxiéme sous-section. Injectant les relations ainsi obtenues dans (9.32), une inconnue de-
meure toujours, hors terme [n;ngp ;i], nécessitant une deuxiéme équation. Ces calculs sont
détaillés dans la troisieme sous-section. Une combinaison linéaire est ensuite effectuée dans
la quatrieme sous-section, aboutissant a 1’équation d’évolution sur les effets arriere, qui fait
intervenir 'inconnue supplémentaire (n;n;p ;;)_. Par un raisonnement similaire & Pordre supé-
rieur, on met finalement en évidence I'existence d’un systeme infini d’équations non-linéaires
couplées, d’inconnues (1,1, ... 7, P.iris..ip ) DOUr k > 1, faisant intervenir un terme d’ordre
k+1.

Nous présentons dans cette partie le modele Cinématique a 'ordre 1, i.e. avec une équation
sur les effets arriere en plus. Ces développements ont été publiés, pour un milieu homogene et
au repos, par Sharma & Radha en 1994 [116] pour un gaz parfait, et Pandey & Sharma en
2009 [92] pour un gaz de van der Waals. Afin de présenter simplement les étapes de calculs,
nous supposons dans un premier temps que le milieu & 'amont du choc est uniforme et au
repos. Ainsi la variation d’une quantité a I'amont du choc, g, est nulle : diyyy = 0, avec
d un opérateur différentiel quelconque. Le lecteur intéressé uniquement par 1’équation finale
peut se référer directement a la sous-section 9.2.6.1. L’extension a un milieu inhomogene en
mouvement, qui est 'une de nos contributions, est présentée en section 9.2.6.2.

9.2.1 Relations de compatibilité d’ordre supérieur dans la théorie des
surfaces singulieres

Le développement du modele Cinématique repose sur la théorie des surfaces singulieres et

ses relations de compatibilité au niveau du choc. Ces relations ont été développées pour les

formes différentielles 9,, = 7 - V et 0; en section 4.2. L’obtention d’'une équation d’évolution
sur les effets arriére nécessite des relations de compatibilité d’ordre supérieur au niveau du choc.

Soit ¢ un tenseur d’ordre quelconque. On rappelle 'expression de la dérivée Lagrangienne

de 9 :
dp 0 o = O R L =
E—E—&-V'V’I/J—E—FWS(TL-V’(/J)—F(U+'V1/)), (9.33)
ainsi que de sa dérivée tangentielle au choc :
VY = Vb — it(it - Vap). (9.34)
Par souci de simplicité, on notera a notre convenance dans la suite
0
a—zf =0 , Vi =0y =1v,; pouri=1,23,
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et
afw:qu/; pour i =1,2,3.
Les dérivées d’ordre 2 s’écrivent :
851/1 - Lo
Ot = ——+ = ( (n : w)) v (9.35)
et .
La relation (9.35) s’obtient & partir de (9.33) pour la fonction % ; :
at]w— w Vﬁwd

Le terme 9 ; = V;4 est ensuite remplacé par 8J.5¢ a l'aide de la relation (9.34). Le méme
raisonnement s’applique pour (9.36) en partant de la relation (9.34).

Remarque 9.8

Les dérivées Lagrangienne et tangentielle ne commutent pas :
L L s (DY 0 (e
s s s (o¥ Y (os
(R 2 T(F0) () £ s ()

P (%) # @ (F) L SE(E) £ v ()

L’opérateur Laplacien tangentiel au choc est défini par :
ASy = V5 (VSy) = ViVie,

avec la convention de l'indice muet répété pour une somme. Il suit alors immédiatement, en
contractant sur ¢ la relation (9.36), ainsi qu’en tenant compte des propriétés (4.18) et (4.20) :

Ay = ASy + (ﬁ - ﬁ) (ﬁ : W) . (9.37)

Partant de la relation (9.34) et utilisant au besoin les relations (4.18), (4.20) et (9.37), on
trouve également :

VIV = ASy + (ﬁ : ﬁ) (ﬁ . W) = At — ngnibin, (9.38)
et, pour deux fonctions ¥ et g :

Vi1 Viths = Vit Vithy = Vit Vithy — (fi 61/11) (fi . 61/)2) : (9.39)

La formule de dérivation d’un produit, suivie de la propriété - VS = 0, puis de la définition
(4.13) combinée & (4.19), impliquent :

d dny, dnk dny,

3 (Viv) = (nkV W) = Vi = -V = - E Vi, (9.40)
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et
n; V9 (Vi) = = (Vin;) (Vi) = = (Ving) (V). (9.41)

En contractant (9.35) et (9.36) avec nj, les dérivées le long de la direction normale des
quantités 9, et ¥ ; s’expriment comme :

- do?y  d - I
n - = . J — . — . . .
-V () = n—ie + (n vw) n; (V vm) : (9.42)
et .
En injectant finalement les propriétés (9.40) et (9.41), on obtient :
. op\  d . o - dnj <
- V(at) - a(n-vzz;)wj (v-wd) VI (9.44)
’nj’lAZ‘j = V;g (ﬁ . ﬁw) + n; (njnkw,jk) — (anj) ’L/J}j. (945)

Relations de compatibilité. Par un raisonnement similaire a I'obtention de la relation de
compatibilité au niveau du choc (4.15), les relations de compatibilité d’ordre supérieur le long
du choc s’écrivent :

i [ﬁ (%f)} = [ V] Wi - OV ) (9.46)
[nji] = VP {ﬁﬁﬂ + i [yt el — (Ving) [4], (9.47)

découlant des équations (9.44) et (9.45). On rappelle que V}; est définie par
Vie = Wsng + vy,

ol vy est la k-iéme composante du vecteur ¥, supposé nul dans cette section.

9.2.2 Relations différentielles de saut

Par une combinaison appropriée des équations (4.42)—(4.45) et (4.58), on trouve apres
calcul :

- %17 = C4 <61 (anp)_ + 626 . ﬁ> 7 + T1dfﬁ + C+T2§SC (948)
J D+ dt
7 ln-Va| = < ~ L eV ﬁ> (9.49)
n-Vp| = pt (m 2V - ﬁ) , (9-50)
avec
o = @- bp+)(2v +0 - 1)4)(87 +3v+09 2(1 = bpy)¢
v+ Bk, ’ (27 + (v = D¢+ 2bp4.Q)

o (I =bpy)C(+ )( (7+1)Q _ 1—bpy
2 - y Ty =

W14 7,/1+7+1C
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t
) b= b+ O+ DO6 4 29(5y = 3)C +3(¢7 = 16
(27 + (v = )¢+ 2bp1. ()N,

2(1 - bpy)(v* = (27 + (v +1)¢)

(27 + (v = )¢ + 2bp1.0)°IL

Le calcul aboutissant a la relation (9.48) est détaillé dans la suite. L’équation (9. 50) s’ob-
tient de maniére analogue, et la relation (9.49) est directe & partir de (9.48) puisque 7 - d =0
et - VS =0.

N2 =

On rappelle les équations d’évolution de I'intensité du choc (4.58) et du saut de ¢ (4.43),
écrites ici pour un milieu uniforme et au repos :

d¢ ( S (Onp) _ >
— = —cy|lwmiV-i+w 9.51
G o= e (¥ 9.51)
d[v d¢ dn
% = (d(ﬂo Cn + ﬂo ) s (952)
ol wy et wq sont définis par (4.59a) et (4.59b), et avec
_ WA (1—bpy)C ~ Bo(4y+ (v +1)()
Bo = = et defo = ,
Ct v /1 + 'Y+1§ 2( (2")/ + (’Y + I)C)
d¢ désignant la dérivée par rapport a (.
En injectant Pexpression (9.51) dans la relation (9.52), il vient :
Onp) _ dit
ﬂ —C+d§ﬁ0 (’u}lv 7+ way ( p) > n—+ C+ﬁo£. (9.53)
P+ de
La relation (4.45) se réécrit ensuite :
= 1 d[v 1-9 Onp) _
[ﬁ.vﬁ} = _ {M—Fcim_(m (VSC (’mﬁ)} (9.54)
cyop | dt p— P+
Finalement, en injectant (9.53) dans (9.54), il vient :
= an — = d_‘ =
itV = e (el( Do 9. ﬁ) A me e VS, (9.55)
P+ dt
avec -
wadc By — 2 U=2e) Bo
a = ; o= -,
01 01
~wid¢Bo _ o+ (I =bpy)
€ = —, T, = -
o1 L Y01

Ces coefficients donnent apres calcul les coefficients présentés en début de sous-section. Par un
raisonnement analogue avec les relations (9.51), (4.42), (4.44) et (9.55), on trouve (9.50) avec

wadefr — L€ wid¢Br — 2= (Bo + €2)

M= k= o ;
o 21— bpy)C dy(1 = bpy)
B = P+ ot defy = 2 P+

2y + (v — 1)¢ + 2bp4 ¢ (27 + (v = 1)¢ + 20p4 )%
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Les relations de Rankine-Hugoniot (4.9)-(4.10) et [p] = p4(, combinées & la relation de
compatibilité (4.16), aboutissent & :

Onp) _
i = s (vfc+nj( r) > (9.56)
P+
1 = s [Onp]
pil = pr(dehiViC+n; (9.57)
P+
il = ct (ﬂonm + dcﬂomvfc) +n; [ﬁ : %l} . (9.58)

En prenant j = ¢ dans (9.58) et en utilisant la relation (9.49), il vient directement :

[ﬁ . U} =cy (61 (8;+)_ +(Bo+e€)V - ﬁ). (9.59)

Par la définition de VS (4.13), & savoir VY = Vi — ny (ﬁﬁ), et la propriété (4.19),

1 - dii = 0 pour un opérateur différentiel quelconque d, on trouve :
V??’LJVfTbl =Ny, jNj 4. (960)
Finalement, par définition de vs , et puisque nka = 0, on a pour une quantité physique 1 :

dnk o
ek

W] =~ Wl (9.61)

9.2.3 Equations instationnaires de saut

Les relations nécessaires a 1’établissement de ’équation sur les effets arriere sont mises en
évidence dans le texte.

Les équations d’Euler portant sur la pression et la vitesse (4.7b)-(4.7¢) sont dérivées le long
des normales. Apres application des équations au niveau du choc, on obtient :

- [ﬁ <g€>} + [(ﬁﬁvj)p,j] + n [vjp k] + {ﬁ'ﬁ (1 zpbp> (6'6)}

i [ljpbpﬁﬁﬁﬁ)} —0 (9.62)

et, pour i = 1,2, 3,

i [6 (%Zﬂ +[(7- Vo) vig] + na logvngel + [pp’“} - {’;Q (ﬁﬁp)] —0.  (9.63)

Puisque le milieu est uniforme et au repos, on a, pour une quantité f, ’égalité suivante :
[vj f.r] = [v;] [f &), donnant ainsi

n (V5D k] = ng[vj] [pjkl = cyfo [njnep k]

ning [vjvige] = ning [v] [vigk] = et Bonkning [vi gkl
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[0]-78
ci-dessus sont ensuite injectées dans (9.62) et (9.63). Cela aboutit alors a I'équation (9.32) et &

. La relation de compatibilité d’ordre 2 (9.46) et les relations

ou l'on rappelle que [y =

. d[0.7]
at

+ croin; [njngv; k) + ning {p;k] + 1 Kﬁ : 6%‘) ”m}

— —N; [Ui,k] = 0, (964)

- V.

apres projection sur la direction normale au choc et en notant 9, ¢

L’équation (9.32) est explicitée dans la suite. Afin d’exprimer chacun des termes de cette
équation, la propriété [fg] = [f]lg— + f+ [g], ot f et g sont deux fonctions, et les relations
(9.56), (9.59), (9.50) et (9.48) sont utilisées. Apres calcul, ces termes s’expriment comme :

R Onp)_ 2 - _(Owp)_. = di -
Kn-ij) P’j] =Cipy | €1 <( ) ) +62V'n( ) +V5¢- (Tln+T2VSC> )
Pt P+ cy dt
(9.65)

L o= - (anp)_ =
{n~ <1’1pbp> (V~v)]6+p+ <(J2+U3771) ' +03772V'”>

x (el (0up)- + (Bo +e2)€-ﬁ> . (9.66)

P+
avec
oy = _ 1@+ (= D¢+ 2bp1Q)
1—bp- (L =bp)(2y+ (v —1)¢)
oy = _bpap- e O+ (- 10 2bp¢)*
p+(1—bp-)? (1 =bp1)?(2y + (v — 1)¢)? ’
et
szbpﬁv (ﬁ : 5)] = pios [ﬁﬁ (6 : 77)] (9.67)
d dii
—E ol = g VG (9.68)
ou
o= = (14O + (v = 1)C+ 2bpi()
p+(1—bp-) (L =bp)(2y+ (v —1)¢)

Finalement, en injectant les relations (9.65)-(9.68) dans (9.32), il vient :

1 d(dn ; . . /= O 2
O ) | (2 (g 4)] 1 (O02)
cypy  dt P+ Ct P+
_. Onp)_ - 2
1KY 0P | K (V-ﬁ) +K;=0, (9.69)
P+
avec
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K =¢ (1 + o092+ 0'37’]1) (970&)
Ky =e5 + (0'2 + 0'3771) (ﬂo + 62) + €103M2 (970b)
K3 =03n2 (Bo + €2) (9.70c)

Tlfldﬁ =3

S
— - Vo¢. 9.70d
o a V¢ (9.70d)

K4 :T2|§SC|2 +

L’équation (9.64) est maintenant développée. En remarquant que

ﬁ.d[dazﬂ = ([ V) - S [7- V),

et en considérant les relations (9.49), (9.51) et (9.48), on obtient aprés calcul :

L d[0.7] ds (9np) _ o (8np)_ " L \?
n- T C+{€1p+ + €ody (V . n) — cywadeey o — cqwideey (V . n)

On i i -
( p]i)_ } - % : { an +c+72v5§}. (9.71)

—Cy (w1d<€1 + ’wgdceQ) 6 -7 T1 dt

La relation de compatibilité d’ordre 2 (9.47) est utilisée pour ¥ = v;, ce qui donne :
Uz [lenkvi7jk] = |:’fi . 6 (6 . 17):| — Vf [7_7: . 6U1:| + an] [Ui,j] . (972)
Les relations (9.48) et (4.20) sont combinées pour obtenir apres développement :

(Onp)_
Py

L2 Lo dil n;
Fepen (V-ﬁ) +d471VSC-d—1L+an =

tep dem| VI + eymASC (9.73)

v? [ﬁ . ﬁvl} =ciaqV- i
De plus, puisque nin =0et nijnj =0, on a immédiatement :
anj [vi,;] = c+ﬁ0anijni = ¢y Boni, iy, (9.74)

en utilisant (9.58) et (9.60). Les relations (9.73) et (9.74) sont ensuite injectées dans (9.72),
d’ou :

L o= =~ _(Onp)_ o \2
Tn; [njnkvi’jk] = [n -V (v . ’U)} - C+€1v . ’I’L( p+) — C4 € (V . n) + C+ﬂon7"¢jnj’i
- dri dn; -
—den VIS¢ T nvfd—t’ — ey demo|VIC|? — e A (9.75)

Par des calculs analogues & Pobtention des relations (9.65)-(9.68), les termes de I’équation
(9.64) s’expriment comme :

- On -\ - di -
n; Kﬁ . ij) Ui,j} = c2+ <el (9np) + eV - ﬁ) + c+dCBOVSC . <7’1d7; + c+7'2VSC>, (9.76)
P+
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ii-Vp) (7 Vp o, 2 . o,
3 ( )2( ) _ —m%{m (( p)> +n2V-ﬁ( p)_ 7 (9.77)
P + P+ P+
P,ik 05
mn : = NjNEP, ikl 9.78
k[p} p+[3kpjk‘] ( )
dny din =
g i [vik] = —C+dcﬁog -V, (9.79)
avec
o = P 2= 1)+ 2bpiC
p— 27+ (v +1)¢
S (m)2 _ @y =D+ 2610
p- (27 + (v +1)¢)?

Finalement, les relations (9.71), (9.75) et (9.76)-(9.79) sont injectées dans (9.64). On obtient
alors, apres réarrangement des termes, ’équation suivante :

d (Onp) _ 1-b i i = o Onp)_
€1 d(Onp) 4 o5 =bpy) [nymepg] | o1 [ﬁ-V (V- 4)] +H, (( p) )
cypy  dt Y P+ Ct

= _(9np)_ = \2
+H,Y -7 + H; (V n) + Hy =0, (9.80)
P+
avec
1-9
H1 :E% — UJ2d<€1 — 0'67717P+ (981&)
1-b
H2 :26162 — 01€1 — wldgel - wgdCEQ - 0'67727” (981b)
H3 :Eg — 01€2 —’LU1d<€27 (981C)
et
H _ed (6 ﬁ)—i—,@an» inji + (12d¢fBo — o1d T)|ﬁSC|2—mVS dn:
4_C+dt 00 174,57054 2U¢ L0 1Ug72 ot i dz
—UTASC—&-LCE —ld—ﬁ—&-(—adT—T + (11 — 1)d¢Bo) VI¢ (9.82)
172 oy dt o, dt 1d¢T1 — T2 1 ¢Po . .

9.2.4 Equation d’évolution des effets arriére

La combinaison des équations (9.69) et (9.80) aboutit finalement & 1’équation d’évolution
vérifiée par les effets arriere au niveau du choc.

Afin d’éliminer le terme {ﬁ -V (ﬁ . U)], nous effectuons la combinaison linéaire (9.69)-

24(9.80). Apres réarrangement des termes, il vient :

1 d(O.p)_ (njngp jk)_ Onp)_ 2 o _(Onp)_ S \2
( ) + &0 ! ! +¢1(( ) ) + oV -1 ) +¢3<V-n)
CyP+ dt P+ P+ P+
Ky+ MoHsy
=0, (983)
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ayant remarqué que [n;ngp jx] = (n;nEp jx)_ puisque I'écoulement amont est au repos, et avec

292, /14 el +
Mot = I (9.84a)

o (1=bp)(2v+(y—1)Q)

(14 ) (8y +3(y +1)¢)

A =14+ X =1+ s (984b)
15
et
+)\ o5(1—bpy) _
A M2y + (v = DO 2y + (v +1)0)
K H 1 1-9
¢ =— 1 2071 t\AO ! - % { (14 02+ 0o3m) + Ao (6? —wadcer — o6 p+> } (9-85b)
1 Y
K Mo H: 1
b2 _f2t Aot — < €2+ (02 + 03m1) (Bo + €2) + €103m2
A1 >\1
1—bpy
Ao (26162 — o161 —widcer — wadees — 0'6772ry> } (9.85¢)
K: Mo H: 1
o3 —23 T 2073 —t\1 073 = )\{03772 (Bo +€2) + Ao ( —01€2 — w1d462>} (9.85d)
K4+ MH
Le terme % est développé dans la suite. Un premier calcul donne :
1
K4 + )\0H4 )\0 62 d ( ) S T101 g dn,'
_— = — 7 A - Y
N N e T Vi) + Booini jng i — 0112 AC V i + (%)
(9.86)
avec
1 dm )\07'1 dn =S
= — -1+ A der — —1)d \Y
) =g R+ (= 1 e (Conden = (= D)} 5

1 -
+/\1{72 + Ao (12d¢ o — 01d472)}|VSC|2-

On rappelle I’équation d’évolution de la normale (4.35) écrite ici pour un milieu homogene et
au repos :

+1
dn - (v + 1)/ 1+ 55¢
— =, N1V¢, avec Ny = — . 9.87
a ~ VTG avee N = e ) (9.87)
En injectant cette relation dans (), il vient :

(%) = 6| VI¢I?, (9.88)

avec

~ 1
¢)4 = )\{TQ +N1 (7'1 — ].) +)\0<—N12T1 — N1 (Uldg’rl +’7'2 — (Tl — 1)d<ﬁ0) -|—7'2d<50 — O'ldgT2>}.
1
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Partant de la relation (9.87), on trouve de plus :

1 dn, ;
—vs ( n > = de N V¢ + Ny ASC, (9.89)
[ de¢

ou d¢ Ny est la dérivée de Ny par rapport a ( :

(y+1)°M

N =11 o

La dérivation de I’équation d’évolution de la courbure locale du choc, V- 7, est détaillée en
annexe F (eq. (F.27) et (F.31)). Pour un milieu uniforme et au repos, elle s’écrit :

1d /> -
== (V71) = NiASC+ dcNa [ VSC2 = Mg g (9.90)
Ct dt ’ ’

Les relations (9.88)-(9.90) sont injectées dans (9.86), aboutissant a :

Ki+ MH -
% = ¢4| VI + @5 ATC + doni jmyi, (9.91)

ou

~ A
P4 = Qs + 70 (e2 — m01) deNq
1

1

— A1{’7'24-.]\[1 (7‘1 — 1)+)\0<—N12T1 —N1 (0’1d<7’1 + 1o — (T1 — 1)dCBO)

+ nggﬂo — O'ldch + d<N1 (62 — T10'1)> }, (992)

et
Ao

=

Finalement, en remplagant la relation (9.91) dans (9.83), I’équation d’évolution des effets arriere
s’écrit :

¢ (N1 (e2 —Ti01) —0172) et ¢ = %(ﬂoalfMez). (9.93)

(Onp)_
Py

1 d(Onp)_ té (njnap i) _ b ((anp)

2
+ ¢2€ -1
cypy dt P+ )

= 2 -
T (v : ﬁ) + 64|V + ¢5ASC + dgningi = 0.| (9.94)

L’équation (9.94) traduit 1’évolution des effets arriere (9,p)_ = (ﬁ : ﬁp) dans le modele
9.0)_\" = _(0n

( p)> )

P+ P+

- 2 -
et (V . ﬁ) , ainsi que des termes liés & I'écoulement transversal le long du choc : V3¢, A9 et

Cinématique (4.62). Cette équation comporte des termes non-linéaires (

R Ve A VLAY
ni Ny = VinVing,

d’apres (9.60).

Le terme (n;ngp jr)_ est une inconnue du probléme et nécessite donc une équation sup-
plémentaire. Le modéle est qualifié de modéle Cinématique ordre 1 si ce terme est négligé ou
modélisé.
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9.2.5 Modele Cinématique d’ordre k > 2

Une répétition de la procédure décrite précédemment permet de définir une équation d’évo-
lution du terme (njnkp,jk)_. Cette équation fait intervenir une nouvelle inconnue : (n;n;ngp ijk)
On met alors en évidence l'existence d’un systéme infini d’équations non-linéaires couplées de
la forme

dt
pour k > 2, ot Ay = (Niy My My Doirig..i, ) €t les fonctions Fy, sont définies par le calcul. Il
est alors nécessaire de tronquer ce systéme a un certain ordre afin de fermer le probleme. Nous
choisissons dans notre étude de le tronquer a l'ordre 1, i.e. de considérer seulement ’équation
(9.94) en plus du systeme (4.62).

A notre connaissance, auncun développement général & 1'ordre supérieur de troncature n’est
donné dans la littérature. Sharma & Radha ont proposé un développement jusqu’a ’ordre 2 du
systéme en configuration 1D [115]. Ils ont notamment démontré la dépendance de la stabilité
du modele Cinématique ordre 1 aux données initiales. L’extension a l’ordre 2 semble affranchir
le modele de cette dépendance. Cet aspect essentiel est discuté en section 9.2.7.

+ \IjkA(k+1) + Fk (ﬁa Ca A(1)7 A(Q)a ey A(k)) = 07

9.2.6 Systeme a résoudre

Une syntheése du modele Cinématique tronqué a 'ordre 1 est effectuée dans cette section.
On rappelle le modeéle décrit précédemment pour un milieu homogene et au repos dans la
premieére sous-section. La seconde sous-section présente brievement 1’extension du modele aux
atmospheres non homogenes en mouvement. La dérivation de ce dernier est réalisée en annexe

G.

9.2.6.1 Cas d’un milieu homogéne et au repos

(Onp)_

On pose Z = dans la suite. En ’absence d’effets arriere et pour un milieu uniforme

P+
et au repos, le modele Cinématique a l'ordre 1 s’écrit :

dj;h — Wi (9.95a)
@ ey (%:95%)
& =i (¥ T+ w2) (9.95¢)
% = —cy <¢>1Z2 + G2 2V - 7+ b3 (6 : 77)2

+a|VIC? + 65 A5¢ + ¢6ni,jnj,z‘) : (9.954d)

Les coefficients ¢; dépendent de ¢ et sont donnés par (9.85), (9.92) et (9.93). Les coefficients
w1 et we sont définis par (4.59a) et (4.59b), et 'on rappelle que Wg = (/1 4+ VQ—TC.

Remarque 9.9

Puisque le coefficient w9 (¢) est positif pour tout ¢ > 0 (relation (4.59b)), les effets arriére
atténuent la vitesse du choc s’ils sont positifs et ’amplifient s’ils sont négatifs en comparaison
au modele KIN (eq. (9.95¢)).
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Comme prouvé en section 4.5, le modeéle Cinématique peut se réécrire sous la forme du
modele GSD. Il est alors constitué de I’équation eikonale et de la relation bilan sur les tubes
de rayon :

M|Va| =1 (9.96a)

div (Z) =0. (9.96b)

La relation (9.96b) s’écrit sous la forme non conservative suivante :

- _ @i-VA _ d,A
Vel = —— ==, (9.97)

ou l'on écrit abusivement par une dérivée droite, d,1, la variation d’une quantité 1 le long
d’un tube de rayon de direction 7.

Aux relations géométriques (9.96) s’ajoute finalement une relation A — M définie dans chaque
tube de rayon (9.95¢)-(9.95d) :

dM - d,A -
an k1 (M) A + k(M) Z
z - d,A - d, A\ (9.98)
o hi(M)Z +h2(7M)Z 4 +h3(M)< " ) )
+h4(M)|VSM|2 + h5(M)ASM + h@(M)’I’Li’jTLjJ,
avec
- M? -1
- 12 (M2 -1
L
2YMAk (M) (2yM? + 1 =)
et
= o1 = dy (dyMos | ¢5
M) = -2 M) = P
ha (M) M ’ ha(M) 7+1(7+1 +M>
A _ 9 7 _ A5
heo(M) = 7 ; hs(M) = S+l
7 _ 9 ; _ %
h3(M) - M ) hG(M) - M’

2
en considérant les relations (9.97) et ¢ = & (M?—1).
v

La relation A — M cinématique & Pordre 1 (9.98) est similaire & celle de Best (9.17) (GSD

n

A

ordre 1). Comme cette derniére, cette équation comporte des termes non-linéaires Z2, Z

2
et ( Zl ) , ou Z joue le réle de @ ici. Néanmoins, I’équation portant sur Z fait intervenir des

termes de gradient transverse supplémentaires : ﬁsM, ASM et N jNj; = vfnjvfni (cf. eq.
(9.60)), inexistants pour le modele de Best.
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9.2.6.2 Cas d’un milieu non-uniforme et en mouvement

L’équation sur les effets arriere (9.94) est étendue & un milieu non-uniforme en mouvement
en annexe G. Cette équation est présentée ici a titre indicatif. En suivant les mémes étapes de
calcul que pour l'obtention de (9.94), il vient aprés de longs et fastidieux calculs :

1 d(Onp)_ (njnep,jr) _ Onp)_\* - Onp) _
(Onp) b g DS +¢1(( )>+<¢2v.n+¢;>( )
cypy dt P+ P+ P+
L2 . , No Ty - 7l
+¢3 (V . n) + (ZS;V -+ ¢4|VSC|2 + ¢5ASC + <¢6 + )\7(1) -; ) i, iNj.i
+
VI Wy + Yo 4+ Zy =0, (9.99)

ou les coefficients {¢;}i=o,...6, Ao et A1 sont identiques a ceux de la section 9.2.4. Par souci de
simplicité d’écriture, on définit :

) b )

- - - - T
[ Onpy Oupy VU VU T -Vpy Ty -Vpy
(Xk)kzlw,,(i - I 9 .
P+ D+ C+ C+ P+ P+

Les termes gb;r, qbg', W+, Y, dépendent de I’écoulement en amont du choc et sont définis par

6 6
o5 => U et of = v,
k=1 k=1

= = = =S -
> VS vs - VU Ty -V it =V (T 71
ORI O SO COKE (T4 - 7i)
P+ b+ C+ C+

)

et

A%ty g, PPk o ( + v”) Vbt ik | ii‘l’@
2 3 — | esni &7 — XX
e T T y X

C+ C+P+ i=1 j=i
4 WSPH2 4 6S/)+ 6SP+ 4 WSP+|2
S R £ R 2 A

C+P+ Py P+ P+ py

Ao

N <€4ni + €8

Vi \ ViDi ik
C+

Le terme Z; dépend plus particulierement de ¥y et est nul pour un écoulement est au repos :

—s o 2 . o(e -
A1 [ U4V ﬁ—VS(17+-ﬁ) Ug—A0(€5+66>n'V<V'U+)
Z+ = — +
)\1 Cq )\1 Ct
N =S5 (& = —S - =
Aoeg U+ V (V'”) G-V #=VS (0, 7)) ~ AV o~ (x =
Aoz FICES (U4 )-Q1+ +~Q2+n~(Q3-Vv+)
Al Ct C Cq
5(» .S 5(=.os
Aoy Vi (v+ v n’) Vi (n v U“) Ao Vi \ Uik
- + —nin; | fonk +€6— | ——
)\1 Cy A Cyt C+
_/\0(6277’10’1)A (ﬁ+ﬁ)_&ﬂ1ﬁﬁ+ €7€p++ 86})4_
AL Ct Ao P+ py )’
avec
< VS VS i Vi ~ VS VS
G, = \Ilgﬁ) P+ + \Ijéﬁ) b+ + \Pgﬁ) + G = \11516) P+ + \I/é(%) Z?Jr7
P+ D+ C+ P+ D+
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et
= Ao =g Vo, Vop. _Onp+
Qsi)\* (Ni(71 +€6) +72) VZC + Na(71 + €6) + (N3(71 + €6) + 72¢ + 73) + 737
1 P+ P+ P+
= =" -
n- V7. Ty -V 7=V (U -7
+71 T4 () +eg) — (T )}
C4 Cyt
Les coefficients (\Ilgk)> ,pour k =1,...,4,6, (Wf?) , di, €, N;, 71 et og
i=1,...,6 i=1,...,6,j=i,...,6

sont des coefficients dép;ndant de 7, ¢ et bpy et sont donnés en annexe G.

9.2.7 Solutions a symétrie radiale

Dans cette section, on cherche des solutions & symétrie radiale du systéme (9.95). La solution
dépend alors uniquement de la distance a la source, de centre Ty : r = || — Zg||. La variation
d’une quantité v le long de la normale au choc est alors identique a sa variation par rapport
a r et sa variation tangentielle est nulle :

ﬁ~§w:5 et Vo =0.

Le vecteur 71 et le temps t sont donc indépendants, et la position du choc est définie par
I’équation

— =c M.
a "
Apres calcul, nous obtenons de plus les relations :
- . d-1 d—1
k=V @i = . et ni,jnj,i:T:—nﬂ

ot d = 1, 2 ou 3 en symétrie plane, cylindrique et sphérique respectivement, et avec ' la
dérivée de x par rapport a 7.
En symétrie radiale, le systéme d’équations (9.95) s’écrit finalement :

dr

- M (9.100a)
M - _

dd,, = k(M) + ka(M)Z (9.100b)
7z _ _ _

i—r = h1(M)Z + hy(M)Zk + (hS(M);«F — hG(M)/e'>, (9.100c)

pour r > rq, et a pour condition initiale :
T(to) =70, M(To) = Mg et Z(To) = Zo. (9101)

Remarque 9.10

On note la ressemblance du systéme (9.100) avec le systéme GSD ordre 1 (9.19), ayant noté
que (9.100a) est identique a (9.19a). Seuls les coefficients des équations portant sur M et
les effets arriere (Q pour GSD et Z pour KIN) différent.

Le systéeme (9.100) est composé de trois équations non-linéaires couplées. Il n’est a priori
pas possible d’en exhiber une solution analytique, excepté dans certains cas comme dans la
limite des chocs forts ou des chocs faibles. Le cas limite des chocs forts est traité dans [115],
tandis que le cas limite des chocs faibles est étudié dans [117, 5].
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Cas limite des chocs forts. Pour M > 1, I’évolution du nombre de Mach et des effets
arriere du choc s’écrit :

dM - Mk

AM oM R 102
T kS " + U (9.102a)
z - 72 - _Z - M?
avec
oo _ _(d=1)y(y =1+ 2bpy) oo — (D) (y =1+ 2bpy)
' 2y -1)(v+1) T 4y(2y - 1) ’
et
poo 30+ 1) {592 -9y + 2+ 2bpy (Ty - 1)}
b 4y(57 = 1)(2y — 1)
oo _ (A= 1)y {(y = )(14y° — 41y 4 11) +4bp. (169” — 167 + 1)}
2 (- DBy -2y -1)
oo Ald -1 {(dy+7 - 1) =4y + 1) + 2bp ((d+3)y* — (d+3)y +d) }
3 — .

v+ =D)Gy =12y - 1)
L’équation (9.102a) se réécrit

M)M/(r) _ K M(r)?

Z(r)= = — 9.103
=" (9-103)
La dérivée de Z par rapport a r est donnée par :
7 / 2 1.00 ! 1.00 2
Z/(T‘) _ M(T)M (T‘) 4 M (T) _ 2k1 M(T)M (T‘) + kl M(T) . (9104)

ks? R ke kg o2
En injectant (9.103)-(9.104) dans (9.102b), on obtient 'EDO d’ordre 2 sur M a coefficients

constants suivante :

M’ (r)? M’ M
M"(r) + o A(;) +as T(r) +as r(;) =0, (9.105)
ou
7,00 lfcoofoo B B _ 00) < poo _ _
alzl—%7 a2:21 1 —2]{?0_]7/;0 et a3 = fO_(l_)ool _’_h;okfo_kgo §O7
k3 2 k3
avec pour condition initiale :
M _ ! _ 7.00 MO 750
(7’0) = Mo et M (7“0) = kl — + 7Z0. (9106)
ro Mo

Le probléme (9.105)-(9.106) est résolu en annexe E. Les hypothéses de la propriété E.1 sont
bien vérifiées. On a en effet pour tout v > 1 :

ay > —1, A= (a2 — 1)2 — 40[3(0(1 + 1) > 0,
et pour tout 1 < v < 2.7:

7170&27\/Z

170&2+\/Z
= + 1) '

<0< gy =
2= 20 + 1)
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L’évolution du nombre de Mach est ainsi donnée par

)(@14‘1)(92—91) u11+1

P\ [ 92— 90+ (90 — g1) (%0
> , (9.107)

M(T) = MO <
To g2 — g1

pour gg < gz, oll

Z
go = T()M(S/MO = kfo + Tokgoﬁ(;.
0

Le terme sous l'exposant 1/(ay 4+ 1) doit étre positif ou nul afin que la solution soit réelle.
La propriété E.1 liste le comportement de la solution en fonction du choix de gg. Aprés mani-

ulations algébriques, ces choix s’expriment en fonction de la condition initiale 6y = 2250 :
) 0 MO

. ES° . . P . .
. sidg > Zy = 221 la solution est strictement décroissante et existe en temps fini :

k3e

avec go = ki + k0o ;
. 8i §g = Z1, la solution est strictement décroissante Vr > rg :
r g1
M(T) = MO —
To

oo
1

. —k . ) L .
.8l Jy < 09 < Zy = gzkoo , la solution est strictement décroissante sur [rg, 7., puis
2

strictement croissante sur [r,, +00], avec

I (91(90 - 92)

1/VA
92(90 91)>

703

. si 0g = Zs, la solution est strictement croissante Vr > rg :

r 92
M(T’) = MQ <> N
To
. enfin si §y < Zs, il n’existe pas de solution réelle.

Le tableau 9.3 donne les valeurs de Z; et Z3 pour les différentes symétries de la solution et
un rapport de chaleurs spécifiques v = 1.4. On remarque alors que Zs < 0 < Zj. Les différents
domaines de solution du modele KIN ordre 1 sont résumés en figure 9.7.

d | 1 2 3
Zi | =35 | —9.024 | —14.350
Zo| 0 1.032 | 1.866

TABLE 9.3 — Valeurs de Z; et Zs délimitant les différents types de solutions du modele KIN
ordre 1 en symétrie radiale dans la limite des chocs forts (systéme (9.102)) pour v = 1.4.

La figure 9.8 illustre les différents types de solutions donnés par le systéme (9.102), dans
la limite des chocs forts, et le systéme (9.100), pour un choc d’intensité quelconque, pour
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ZIZ 9 Z‘l 8o = Zoto /M5

‘ >
solution décroissante

pas de solution . )
puis croissante,

solution décroissante,

réelle o pas de solution pour v > 7,
minimum en v = 1,
solution strictement solution strictement
croissante pour tout r décroissante pour tout r

FIGURE 9.7 — Schéma résumant les différents types de solutions du modele KIN ordre 1 en
symétrie radiale dans la limite des chocs forts (systéme (9.102)).

v —— KIN model ; ; 7 —— KIN model
S 8 = 27 P [ R I P 5, = 27
25 O N W p— 8 =2, 25 : : S —— 8=24
) 3,=0 Lo / 8y =0
S R A 80=2» i R 30=2»
2 f iy
: ke
° : <
S5 e
e
1 /
i 05
UMl o e e e LYV W NSRS SRS S PR DS Ui e et

Tl . T ECP)
. 1.5

(a) (b)
FIGURE 9.8 — Solutions du modele KIN tronqué a l'ordre 0 et 1 en symétrie sphérique (d = 3)
pour différents Zy, 1o et My sont fixés : 7o = 0.5 My = 10. Fig. (a) : Nombre de Mach dans la
limite des chocs forts. Fig. (b) : Nombre de Mach pour un choc d’intensité quelconque.

différentes conditions initiales. La position initiale du choc et le nombre de Mach initial, rg et
My, sont fixées a 0.5 et 10 respectivement, et la valeur de Zy varie. On trouve pour v =14 :

r, ~0816 et r, ~0.635.

Dans la limite des chocs forts, le comportement théorique attendu est bien retrouvé comme
nous pouvons l'observer en figure 9.8(a). Ce comportement donne une idée des propriétés de
la solution pour un choc d’intensité quelconque. Le systéme (9.100) est résolu numériquement
a l'aide d’un algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4, et les solutions sont présentées en figure
9.8(b) pour différentes valeurs de dp. Pour le cas particulier dg > Zs, la solution existe cette
fois-ci pour tout r, est décroissante, et converge vers 1. On observe par ailleurs un changement
de convexité en r = r,. En pratique, la divergence de la solution est observée pour des valeurs
de &g et r proches de celles données dans le cas limite des chocs forts. On en conclut que la
solution du systeéme (9.100) diverge en temps fini pour dy < Z;.

Dans le cas d’un choc soutenu, les effets arriére sont uniquement générés par 'interaction du
choc avec un obstacle. Les effets arriére initiaux sont donc nuls : Zy = 0. Pour les cas considérés
dans notre étude, a savoir la diffraction d’un choc plan sur un diedre convexe, 'interaction du
choc avec 'obstacle génere des effets arriere de signe négatif. Cela implique une amplification
du nombre de Mach en comparaison au modéle tronqué & l'ordre 0 (¢f. remarque 9.9), qui en-
gendre une divergence de la solution. Cet aspect est brievement discuté en sous-section 9.2.8.
Ce comportement n’est pas étonnant compte tenu des résultats obtenus ici. En effet, le modeéle
KIN ordre 1 diverge en temps fini pour Zy = 0, contrairement au modele GSD ordre 1 qui
présente une solution décroissante pour Qo = 0, comme discuté en sous-section 9.1.3.
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En champ proche, r €]0,r¢] avec r proche de 0, la solution (9.107) s’exprime :

M(r) = M, (T>gl (92_90> T (9.108)

To g2 — g1

La surpression du choc, % = % (M 2 1), est alors proportionnelle & 729, La valeur de cet

exposant est donnée en table 9.4 pour une symétrie cylindrique (d = 2) et sphérique (d = 3).
Nous présentons dans cette méme table les valeurs de ’exposant de la solution auto-similaire de
Guderley [49] pour un choc fort convergent, ainsi que celles du modele GSD tronqué & 'ordre
0 et 1 données en table 9.2, et du modele KIN tronqué a 'ordre 0 et 2. On rappelle que cette
étude est menée pour le modele KIN a lordre 0 de troncature en section 6.1.2 (table 6.1). Les
valeurs de 'exposant du modele KIN ordre 2 sont issues de [115].

Les lois de décroissance du modele KIN ordre 1 et ordre 2 sont différentes d’un choc fort
divergent auto-semblable issue d'une explosion, calculées par [76, 128] : 7~%. En revanche, les
exposants donnés par le modele KIN semble converger, en augmentant ’ordre de troncature,
vers ceux de la loi de Guderley. Ils sont cependant moins proches que ceux calculés par le
modele GSD. On note qu’il est nécessaire de monter au moins a l'ordre 2 de troncature du
systéeme KIN afin d’avoir des résultats satisfaisants pour ce type de probléme.

Exact value | GSD - ordre 0 | GSD - ordre 1 | KIN - ordre 0 | KIN - ordre 1 | KIN - ordre

d=2 0.394588 0.394142 0.392258 0.259259 0.455900 0.371836

d=3 0.788728 0.788284 0.783102 0.518519 0.874038 0.793302

TABLE 9.4 — Exposant calculé pour le probléme d’un choc fort convergent a symétrie cylindrique
(d = 2) et sphérique (d = 3), pour un gaz parfait au repos, v = 1.4. La solution exacte, donnée
par Guderley [49], est comparée aux différents ordres d’approximation du modele KIN et du
modele GSD. Les exposants du modeéle KIN ordre 2 sont tirés de [115].

Cas limites des chocs faibles. Dans la limite des chocs faibles (M ~ 1), le systéme (9.100)
s’écrit :
M d=1M  y+1

—_— MZ =0
dr+ 2 r 4

dz ~+1,, d—-1Z
— Z —=0
dr+ 27 + 2 r

Ce systéme d’EDOs est résolu en annexe E (propriété E.2). Sous ’hypothése que Zg > 0, la
solution est donnée par :

M(r) = ——= Mo (9.109a)
(£)° \/1+V;jzoroj ()

Z(r) = & — (9.109b)
(1m0 (5)) ()

pour r > rg, et avec
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Dans le cas ou Zy < 0, 'existence d’une solution réelle décroissante n’est pas toujours assurée.
En champ lointain (r > rg), le comportement de M et Z vérifie :

T 0 d=1
- d=1 ’
1 /ro\3/4
2y o g=2 My —(ﬁ) d=2
Z(r)= ——~—— 2 . M(r)= —2—
B (v + Dro " ) B Zorg vair
TE) o — L d=3
rin (= /
o r ln(i>
T0

La décroissance attendue pour une onde acoustique (1.2) est ainsi retrouvée, ayant noté que

% o M. On rappelle qu’a l'ordre 0 de troncature, i.e. sans effets arriére dans le modele KIN,
[p]

la décroissance de la surpression du choc est géométrique : vy X p(d=1)/2 (cf. section 6.1.2).

Les conclusions de cette étude sont identiques & celles du modele GSD ordre 1 (cf. sous-
section 9.1.3). La prise en compte des effets arriere dans le modele KIN est nécessaire afin de
reproduire le comportement acoustique attendu en champ lointain pour une onde de souffle.
Cependant, les effets non-linéaires pres de la source ne sont pas correctement décrits a ’ordre
1 de troncature. Il est nécessaire de développer le modele a un ordre supérieur de troncature,
ce qui est une tache délicate en raison de la complexité des calculs, ou bien de modéliser de
maniére non triviale le terme Zs dans (9.100c¢).

9.2.8 Intégration numérique

L’intégration numérique du modeéle Cinématique ordre 1 (9.95) est directe & I’aide du schéma
de Best décrit en section 9.1.4. Néanmoins, il est nécessaire d’approximer les termes transverses
dans I’équation (9.95d).

En 2D, la dérivée du nombre de Mach est approchée par un schéma décentré [89] :

oM
Os

2
|6SM|2 _

|[s=s; —

~ Imax (AlMia _ArMiv 0)2 ’

[s=s;

ou Ay M; et A, M; sont les approximations & gauche et a droite de la dérivée premiere de M
en s; :
M; — M;_ M1 — M;
AM; = bl kit S A, M; = il T
S — Si—1 Sit1 — Si
Le terme de diffusion est approché a I'ordre 1 (en raison du caractére non-uniforme du maillage)
par un schéma aux différences finies :
(92M 2 Mﬁ,l - Mz Mz — Mi,1
AM|S=3i = W ~ - .
8% |s=s; Si+1 — Si—1

Si+1 = S; 8 — Si—1
Puisque le vecteur normal au front est défini a I’aide de I'interpolation spline du choc, notée
(X(s),Y(s))", la direction normale unitaire au front en s; est donnée par (cf. relation (5.17)) :

L (Y (s0), - X ()"
T X s+ Y ()2 (9.110)

On montre alors, apres calcul, que le terme de dérivée croisée ny jn; ; s’exprime en s; comme :

(X (s0)Y"(50) = Y/ () X" (5))°
(X7(5)2 +Y"(5:)2)°

TGN ke sms, = (9.111)
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Les dérivées premieres sont données par l'interpolation spline locale limitée du front, et les
dérivées secondes sont approchées a ’aide d’un schéma aux différences finies.

En fonction de la condition initiale, il a été mise en évidence en sous-section 9.2.7, que le

modele KIN ordre 1 diverge en temps fini pour le probléme a symétrie radiale. Cette divergence
de la solution se retrouve pour les problemes plus complexes d’interaction du choc avec un
obstacle, tel que la diffraction d’un choc plan sur un diedre convexe. Pour un choc soutenu,
soit des effets arriére initiaux nuls, Zy = 0, la solution du modele KIN ordre 1 diverge en
pratique. Dans ces conditions, il est notamment impossible de comparer ce modele au modéle
GSD ordre 1 sur ce type de probléme. Il est a noter que le modeéle GSD ordre 1 est soumis a
une difficulté similaire. Seulement, le domaine de stabilité de ce modele est différent de celui
du modele KIN et aucune divergence n’est observée dans les configurations considérées dans
ce chapitre.
L’extension du modele KIN a 'ordre 2 serait a envisager afin de palier cette difficulté, comme
il est souligné pour le probléme & symétrie radiale dans [115]. Cet aspect n’a pas été envisagé
ici en raison de la complexité des calculs et de ’objectif de ce travail : la mise au point d’une
méthode simple et rapide. L’étude du modele KIN ordre 1 se limite donc aux considérations
théoriques précédentes.

9.3 Conclusion

Ce chapitre, assez technique, présente de maniere détaillée I’extension des modeles GSD et

Cinématique (KIN) & la prise en compte des effets arriere. L’extension & I’écoulement arriére du
modele GSD consiste a développer a 'ordre supérieur la relation A — M dans chaque tube de
rayon, tandis que l'extension du modele KIN est basée sur la dérivation des équations d’Euler
tridimensionnelles le long des rayons. Cela aboutit, pour chaque approche, & un systeme infini
d’équations non-linéaires couplées, faisant intervenir un terme de troncature d’ordre supérieur.
Nous présentons dans ce chapitre la troncature a ’ordre 1 des modeles : une équation d’évolu-
tion sur les effets arriére s’ajoute aux systémes respectifs.
Un soin particulier est apporté a la dérivation de ’équation d’évolution sur les effets arriere
du modele KIN, pour laquelle aucun détail n’est disponible dans la littérature. Notre princi-
pale contribution a ce modele est son extension, pour un gaz de van der Waals, au cas des
atmospheres non homogeénes en mouvement.

Du point de vue numérique, une modification de I’algorithme Lagrangien, basée sur les
travaux de Best, est proposée. Celle-ci consiste a utiliser la courbure locale au front de choc
a la place de 'aire des tubes de rayon. L’algorithme n’est alors plus conservatif. Néanmoins,
il permet une étude préliminaire du probléme élémentaire de la diffraction d’un choc plan sur
un diedre convexe, la solution étant continue.

Une étude des modeles en symétrie radiale est présentée. En champ lointain, la décroissance
de la surpression des modeles tronqués a I'ordre 0 est uniquement géométrique. Les effets non-
linéaires de I’écoulement arriére sur le choc s’ajoutent a cette décroissance géométrique a partir
de T'ordre 1 de troncature. Le comportement acoustique d’une onde en N, attendu pour une
onde de souffle, est ainsi retrouvé pour chaque modele. Néanmoins, les modeles décrivent le
comportement d’un choc fort convergent en champ proche. Le modele GSD, tronqué a l'ordre
0 ou 1, décrit avec une excellente approximation ce type de probléme. Ce n’est pas le cas pour
le modele KIN pour lequel il est nécessaire de considérer une troncature au moins a ’ordre 2
du systeme afin de restituer correctement ce probleme. Dans tous les cas, une modélisation non
triviale des effets arriere est nécessaire afin de rendre compte du comportement d’un choc fort
divergent en champ proche. De surcroit, I’étude des systemes tronqués a l'ordre 1 révele une
dépendance de la solution aux données initiales. Selon ce jeu de données initiales, la solution
divergera en temps fini. Cette étude est intéressante puisque ce type de limitation se retrouve
pour des problemes plus complexes faisant intervenir I'interaction du choc avec une structure.
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Pour les cas considérés ici, seul le modele KIN est soumis a ce défaut.

Pour le probléme de la diffraction d’un choc plan sur un dieédre convexe, le point d’inflexion
observé expérimentalement est restitué par le modele GSD ordre 1. Le front de choc est de plus
ralenti en comparaison au modele GSD. Il semble notamment que la limitation existante pour
le modele GSD soit davantage accentuée a I'ordre 1 de troncature, faisant de cette extension
du modele un mauvais candidat pour la modélisation simplifiée des ondes de souffle. Le modele
KIN ordre 1 fait intervenir des termes de variation transversale dans 1’équation sur les effets
arriere, susceptibles de lever cette limitation. Cependant, la solution du modele pour ce type
de probléme & tendance a diverger. L’extension & 'ordre 2 du modele KIN serait & prévoir afin
de contourner cette difficulté, mais semble trop complexe a considérer.

L’étude des extensions a l'ordre 1 des modeles GSD et KIN, menée dans ce chapitre, montre
toute la complexité de leur mise en ceuvres, a la fois théorique et numérique, pour la modélisa-
tion des ondes de souffle. La levée des limitations existantes pour les problemes de détente n’est
pas assurée. De plus, ces modeles ne restituent pas les lois de décroissance attendues pour une
onde de souffle d’intensité forte et modérée. Une modélisation du terme de troncature d’ordre
supérieur, a priori ad hoc, serait donc nécessaire. Toutes ces complications ne justifient pas,
selon nous, un développement & ’ordre supérieur des modeles simplifiés présentés au chapitre
8.
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Les travaux présentés dans ce mémoire de these portent sur le développement d’une méthode
de calcul rapide des ondes de souflle en présence d’obstacles. A cette fin, nous nous sommes
concentrés sur trois axes principaux :

1. le développement et I’étude de modeles simplifiés de propagation d’une onde de choc
soutenu (énergie infinie de la source),

2. Textension simple de ces modeéles aux ondes de souffle (énergie finie de la source),
3. la mise au point d’un algorithme rapide de résolution.

Deux modeles simplifiés de propagation des ondes de choc ont été étudiés. Ces modeles
se distinguent par le point de vue adopté pour leur établissement. Ils négligent I’influence de
Pécoulement arriere sur le front de choc (effets arriére) en premiere approximation, et ne sont
a priori valables que pour un choc soutenu.

Le premier modeéle, précurseur dans ce domaine, est le modele Geometrical Shock Dynamics
(GSD) de Whitham. Il est basé sur une vision géométrique de la propagation du choc, consistant
a décomposer le front en parties élémentaires planes se déplacant le long de tubes de rayon.
Un tube de rayon est traité comme une tuyeére a paroi rigide de section faiblement variable,
notée A. La combinaison des relations de Rankine-Hugoniot et des équations d’Euler, établies
sur la tuyere, conduit a une relation simple entre ’aire du tube et le nombre de Mach du choc,
M, connue sous le nom de relation A — M. Cette relation ferme le systéme sous ’hypothese de
choc fort, évitant le calcul de I’écoulement arriere. Le modeéle GSD a fait ’objet de nombreuses
études qui ont démontré sa capacité a estimer correctement et rapidement la propagation d’une
onde de choc, méme lorsque son intensité est faible. Néanmoins, ce modele admet une limitation
en détente : I'existence d’une solution au probleme de diffraction sur une rampe convexe est
contrainte. Concernant la prise en compte des effets arriére, Best a montré que prendre en
compte cette contribution dans le modele GSD mene a un systeme infini d’équations non-
linéaires couplées. Ces équations, définies sur chaque tube de rayon, font intervenir un terme
d’ordre supérieur & modéliser. A I'ordre 0 de troncature, le modéle de Whitham est retrouvé. A
partir de l'ordre 1, un équation supplémentaire portant sur les effets arriere s’ajoute au modeéle.
L’étude du systeme a 'ordre 1 montre une amélioration notable du profil de 'onde de choc
pour les chocs forts : le point d’inflexion observé expérimentalement au niveau de la paroi est
retrouvé. Cependant, lors des détentes, le front de choc est nettement ralenti, conduisant a une
limitation plus importante de la solution qu’avec le modele GSD de base.

Un approche alternative au modele de Whitham est le modeéle Cinématique (KIN). Il s’agit
d’une méthode plus récente pour la propagation d’une onde de choc qui a fait I'objet de peu
d’études, restées essentiellement théoriques. L’hypothése sous-jacente au développement du
modele GSD, a savoir la décomposition en tubes de rayon a paroi rigide, semble levée, ce qui en
fait un candidat idéal pour les applications visées. Nous avons entrepris dans ce travail d’étendre
le modeéle existant (pour un gaz de van der Waals), au cas des atmospheéres non homogenes, et
d’en étudier les propriétés. Le modeéle KIN est basé sur une vision mathématique de 1’évolution
d’une onde de choc, assimilant le front a une surface singuliere. Cela conduit notamment,
par une combinaison des équations d’Euler tridimensionnelles et des relations de Rankine-
Hugoniot, a une équation d’évolution de I'intensité du choc. En premiére approximation (ordre
0 de troncature), ’écoulement & l'arriere du choc est négligé sous I'hypotheése que le signal
spatial de pression est une marche. Tout comme le modele de Whitham, la prise en compte des
effets arriere dans le modele aboutit & un systeme infini d’équations non-linéaires couplées qu’il
convient de tronquer 4 un certain ordre. A I'ordre 1 de troncature, une équation d’évolution sur
les effets arriere complete le modele. Cette équation fait notamment intervenir des termes de
gradient transverse inexistants pour le modele de Best. Une étude préliminaire de ce systéme
en symeétrie radiale montre que la stabilité du modele est toutefois soumise & une dépendance
tres forte a la condition initiale. Cette difficulté devrait étre a priori contournée a ’ordre 2 de
troncature du systéme mais limite finalement 'intérét de ce modeéle.
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L’étude des systemes GSD et KIN a l'ordre 1 montre que la prise en compte des effets
arriere est essentielle a la restitution du comportement acoustique attendu en champ lointain
pour une onde de souffle. Toutefois, en raison des complexités a la fois théorique et numérique
de l'extension des modeles GSD et KIN a I’écoulement arriére, nous proposons dans ce travail
une étude approfondie des modeles a 'ordre 0, et une extension ad hoc aux ondes de souffle.
On rappelle que 'objectif est de mettre au point une méthode simple et rapide d’estimation
de la propagation d’une onde de souffle.

Les modeles GSD et KIN partagent un point de vue similaire pour 1’évolution de 1’onde
de choc : seul le front incident est modélisé, ce qui réduit la dimension du probleme. Ces mo-
deles surfaciques sont hyperboliques, ce qui signifie que des ondes non-linéaires, responsables
du changement d’intensité et de forme du choc, se propagent sur le front. Les interactions
choc/structure sont notamment bien prises en compte par ces deux approches. En particu-
lier, le front de Mach est bien restitué; le point triple correspond alors a ’apparition d’une
discontinuité dans les modeles.

Bien que les modeles GSD et KIN découlent de deux approches différentes, nous prouvons
dans cette these leur équivalence structurale : le modele KIN se réécrit sous la forme du sys-
téme GSD avec une relation A — M qui lui est propre. La décomposition du front en tubes de
rayon est donc naturelle avec ce type d’approche. Mais contrairement au modele GSD, aucune
hypothése de paroi rigide n’est nécessaire dans le modele KIN, autorisant la prise en compte
d’une variation transversale le long du choc.

Une étude approfondie du modele Cinématique, ainsi qu’une comparaison détaillée entre les
modeles, sont ainsi menées en deux dimensions d’espace, pour la premiere fois & notre connais-
sance. Cette étude révele que les modeles GSD et Cinématique décrivent correctement la propa-
gation d’une onde de choc soutenue, avec une meilleure estimation pour le modele GSD pour
les problemes élémentaires de Riemann. Cette analyse permet une meilleure compréhension
des modeles ainsi que de I'influence de la relation A — M. Les modeles GSD et KIN souffrent
notamment de la méme limitation pour le probleme de détente : selon I’angle de déviation et
le nombre de Mach incident du choc, aucune solution n’existe pour le probleme de diffraction
sur une rampe convexe. L’étude de ces deux modeles suggere que 'origine de cette limitation
provient d’une hypothése commune aux deux approches : la non prise en compte des forces de
cisaillement pouvant exister dans I’écoulement. Les modeles GSD et KIN d’ordre supérieur ne
semblant pas palier ce défaut, nous proposons une modélisation ad hoc de ’écoulement trans-
versal le long du choc dans la relation A — M. Cette contribution est active uniquement dans
les zones expansives du choc. Les modeles modifiés sont qualifiés de GSDT et KINT (T pour
Transverse). Les résultats obtenus pour les problémes purement expansifs sont trés bons, par
construction, en comparaison avec les modeles originaux. En particulier, la solution est correc-
tement établie sur les configurations pour lesquelles les modeéles initiaux n’ont pas de solutions.

Du point de vue numérique, un algorithme Lagrangien conservatif est développé et validé
en deux dimensions d’espace. Il s’agit d’une approche naturelle, qui, tout comme le modele
GSD, est basée sur la décomposition de ’évolution du front en tubes de rayon. Nous avons en-
trepris dans ce travail d’améliorer I’algorithme existant de Schwendeman. La conservativité du
schéma d’origine est assurée par 'intégration de la relation A — M depuis I'instant initial. Nous
proposons ici une intégration de la relation A — M d’un pas de temps a ’autre avec respect de
la conservation de 'aire. Cela permet une implémentation simple des modifications apportées
aux modeles, ainsi qu'une extension directe de I’algorithme & un milieu hétérogene et au repos.
L’algorithme est précis, robuste, rapide, et prend en compte des géométries arbitraires a l'aide
de la gestion des contacts par un arbre de type quadtree. Le code a été utilisé pour comparer
les modeles GSD et KIN sur un large éventail d’exemples.

Le calcul du nombre de Mach est indépendant d’un tube de rayon a I'autre avec les modeéles
GSD et KIN, mais la prise en compte du terme transverse dans la relation A — M conduit
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a un systeme non-linéaire, que 'on résout a l'aide d’un algorithme de Newton. Le coiit de
calcul est augmenté en comparaison avec les modeles initiaux, mais reste raisonnable. Il est
de T'ordre de quelques minutes sur un simple processeur avec cette méthode, la ou plusieurs
heures de calcul sont nécessaires a la résolution des équations d’Euler sur plusieurs processeurs.

La fermeture initialement proposée, consistant a négliger 1’écoulement arriére, est limitée
aux chocs soutenus. Une modélisation du terme de troncature est donc nécessaire afin de
prendre en compte les effets de souffle. L’effet de souffle consécutif & une explosion ponctuelle
est introduit & partir d’une loi empirique pression/distance & la source valable en champ libre.
Cela autorise la modélisation de différentes sources explosives telles qu’une charge chimique de
TNT ou une charge gazeuse (propane/oxygene ici). Les modéles GSDT et KINT ainsi étendus
sont nommés GBD (Geometrical Blast Dynamics) et KBD (Kinematic Blast Dynamics).
L’étude préliminaire, menée en configuration 2D axisymétrique, montre la capacité de ces mo-
deles a estimer correctement, et en un temps réduit, les caractéristiques principales de ’onde
de souffle. Les résultats sont similaires entre les modeles sur les cas étudiés ici. Le gain en temps
de calcul est conséquent. Pour les cas de diffraction d’une onde de souffle sur un merlon par
exemple, seules quelques minutes sur un PC de bureau sont nécessaires, contre une douzaine
d’heures sur 256 coeurs pour la résolution des équations d’Euler avec détonique.

11 est & noter toutefois que les modeéles GSD /KIN, et par conséquent les modeéles GSDT /KINT
et GBD/KBD, conduisent systématiquement & la formation d’un front de Mach, et ce méme
pour un choc faible pour lequel la réflexion serait théoriquement réguliere. Cela a pour consé-
quence une surestimation importante de 'intensité de I'onde de souffle lors de la réflexion d’un
choc faible. Cette limitation devra étre levée avant de pouvoir employer ces modeles sur des
configurations d’intérét. Nous suggérons pour cela d’introduire un terme de diffusion dans la
relation A — M par exemple, terme qui serait d’autant plus actif que le choc serait faible. Une
autre perspective serait de traiter différemment la condition a la limite du choc sur la paroi de
I'obstacle. Parmi les autres perspectives envisagées pour la suite de ce travail, on peut citer :

1. Le développement d’un algorithme Lagrangien monotone qui permettrait d’intégrer plus
simplement le terme transverse dans la relation A — M ;

2. L’extension de la méthode aux temps d’arrivée multiples. Le modeéle simplifié serait alors
également appliqué aux ondes réfléchies ce qui nécessite de considérer un modele de type
GSD avec écoulement amont variable pour le second choc;

3. L’estimation des parametres principaux de 'onde de souffle (durée de phase positive ¢+
et impulsion positive IT). Cela pourrait s’effectuer, par exemple, par I'utilisation de lois
expérimentales en champ libre, de maniére similaire a la modélisation des effets de souffle
présentée au chapitre 8, ou par la reconstruction de proche en proche d’un pseudo rayon
de la source au point d’intérét sur lequel une équation de type Burgers serait intégrée.
Une autre approche pourrait étre d’injecter un profil de pression de type Friedlander dans
le modele Cinématique tronqué a l’ordre 1.

4. L’extension au 3D constitue un défi intéressant. Elle pourra étre réalisée en s’inspirant
de la thése de Schwendeman [105]. La principale difficulté est la gestion des conditions
limites et surtout la recombinaison de fronts. La bibliothéque informatique FronTier [1]
fournit des outils qui pourraient aider a simplifier cette tache. L’utilisation d’une méthode
level-set trouverait 1a tout son sens également. Si ce choix était retenu, il conviendrait
de mettre au point un algorithme de type Fast-Marching conservatif et de paralléliser la
méthode ce qui n’est pas trivial. L’approche Fast Iterative Method (FIM) [61] pourrait
alors avantageusement étre envisagée.
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Annexe A

Simulations Eulériennes

Les simulations Eulériennes présentées dans cette thése ont été réalisées avec le logiciel
HERA. HERA est un code HPC! d’hydrodynamique résolvant les équations d’Euler multi-
matériaux sur maillage cartésien en formalisme Lagrange-Projection volumes finis [62, 39].
Ce logiciel, développé au CEA/DAM, intégre de nombreux modéles physiques et schémas
numériques, notamment d’ordre élevé [37, 57]. HERA dispose d’une gestion automatisée du
raffinement de maillage (AMR en anglais) qui permet de focaliser V'effort informatique sur
certaines zones du domaine de calcul. Cette option rend le code particulierement adapté au suivi
de fronts. Les obstacles rigides, non mobiles, sont pris en compte au travers d’'une méthode de
frontiére immergée [26]. La figure A.1 illustre la capacité AMR du code sur un cas académique.

FiGURE A.1 — Exemple d’application de 'option de raffinement automatique de maillage du
logiciel HERA lors de l'interaction d’un choc soutenu & M=2,81 avec un cylindre.

HERA a déja été utilisé avec succes aussi bien pour l'interaction d’un choc fort avec des
obstacles [42], que pour la propagation d’un choc & longue distance [84]. Le lecteur est invité
a consulter [62] pour les détails techniques.

Extraction du front de choc. Durant une simulation Eulérienne, le premier passage du
choc est détecté dans une maille lorsque la densité adimensionnée p/pg, avec pg la densité de

1. High Performance Computing pour calcul haute performance.
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ANNEXE A. SIMULATIONS EULERIENNES

I’atmosphere au repos, est plus élevée qu'un critere e. Usuellement, ce parametre est fixé a 0.2
pour un choc suffisamment fort (nombre de Mach supérieur a 1.5), et est adapté pour un choc
plus faible. Le premier instant d’arrivée du choc est ensuite enregistré dans la maille. Une fois
le calcul terminé, le front de choc & I'instant ¢ (correspondant a 'isovaleur t) est extrait a I'aide
d’un algorithme dit de marching square [77]. Cela autorise également Pestimation géométrique
du nombre de Mach local du choc en calculant la vitesse instantanée du front entre les instants
t a t+ dt. La figure A.2 fournit une preuve de la convergence en maillage de la méthode sur
I’exemple de la diffraction d’un choc plan & nombre de Mach 2 sur un merlon.

—— AC1A00
5t Ax=1/200
————— Ax=1/400
4
3
) \ ‘ J j

0 1 2 3 4 5 6 7 8
(a)
0.4 . — 16 S 46 —
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FIGURE A.2 — Preuve de la convergence en maillage de la solution numérique obtenue avec le
code HERA et I'extraction marching square pour le cas de la diffraction d’un choc plan sur un
merlon & nombre de Mach incident My = 2. Fig. (a) : Positions successives du choc a différents
instants pour une taille de cellule de 1/100, en rouge, 1/200 en vert, et 1/400 en bleu. Fig.
(b)-(d) : Zoom sur des parties spécifiques du front.
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Annexe B

Phénomeénes de réflexion

L’étude théorique de la réflexion d’une onde de choc plane sur une surface plane pour
un gaz parfait non visqueux a été menée par von Neumann en 1943 [135]. Dans la cadre de
cette these, seuls les régimes de réflexion réguliere (réflexion normale et réflexion oblique) et
irréguliére (réflexion de Mach) sont analysés. Les autres types de réflexion, tel que la réflexion de
von Neumann, ne sont pas abordés. Le lecteur désireux de plus de précision sur ces phénomenes
est invité & consulter ouvrage [15]. Le point de vue adopté ici repose sur [64].

L’analyse des régimes de réflexion réguliére et irréguliére nécessite pour commencer 1’étude
de I’écoulement au travers d’un choc oblique.

Choc oblique. L’écoulement est dévié d’un angle 6 au travers un choc oblique, et la com-
posante tangentielle de la vitesse, up, est conservée. Les relations de Rankine-Hugoniot sont
alors établies le long de la composante normale au choc (indexée par n) en tenant compte de
langle d’incidence 8 du choc, cf. figure B.1. On montre alors suivant [64] que :

Un2 _ pP1 (y — 1)MZsin? 3 + 2

— — B.1a
Unl P2 (v + 1)M?Zsin? 8 ( )
P2 _ 2yMZsin? B+ 1 —~ (B.1b)
D1 v+1
2 — 1) M2 sin?
MZsin? (5 — ) = 2+ (0 = DM7sin” § (B.1c)

2yMZsin? B +1 -+’
ou p est la masse volumique du fluide, p la pression et « le rapport de chaleurs spécifiques. La
quantité My désigne le nombre de Mach de 1’écoulement relatif au milieu : My = ug/ck, ck
étant la célérité du son dans le milieu définie pour un gaz parfait, ¢, = , /%. L’état a lavant

du choc (état amont) est indexé par 1 et 1’état a 'arriere du choc (état aval) est indexé par 2.
Compte tenu de la géométrie du probléme, on trouve :

tan () = 1;—7;1 et tan (S —0)= 1;—7;2, (B.2)

et
M, = M;sin(8) et My = Mssin(5—190).

Puisque M,,; = “6’11 > 1, I’écoulement amont est nécessairement supersonique, M7 > 1, impli-

quant une inclinaison minimale S,,;, = arcsin (ﬁl) du choc. L’inclinaison maximale corres-
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ANNEXE B. PHENOMENES DE REFLEXION

ur

Etat 1 : M]

FIGURE B.1 — Présentation schématique d’un choc oblique.

pond au choc normal : 8 = 7. L’écoulement, apres le passage du choc, peut étre quant-a-lui
subsonique ou supersonique.

Connaissant le nombre de Mach M; et I'angle d’incidence § € [arcsin (ﬁl) , 51, Pangle de
déviation @ est calculé via la relation § — 8 — M :
tan (B —0) (y—1)MZsin? 3+ 2

tan (3) - (y+1)M2sin? g8’ (B-3)

qui découle de la combinaison des relations (B.2) et (B.la). L’expression (B.3) détermine les
courbes 0 = 6 (8, M), représentées pour différentes valeurs de M en figure B.2. Ces courbes,

90 T T T T T

\\ choc fort
80 | .

(6= ]
v, 1]-

w [+2]
o o

Angle de d’incidence 3
=S
o

30 .
5 choc faible

20 7 .
4.0

10 b .
0.0

0 My=to § 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50

Angle de déviation 8

FIGURE B.2 — Polaires de choc pour différentes valeurs de nombre de Mach incident M; (eq.
(B.3)).

appelées polaires de choc, suggerent quelques commentaires. A un nombre de Mach incident
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M; donné, la déviation de I’écoulement ne peut pas dépasser un angle limite 6;;,, pour lequel
une unique solution au probléme existe. A un angle de déviation plus faible, 0 < 6 < Oy,
correspond alors deux solutions possibles d’angle d’incidence 3’ et 8" :

. 1 / 1! ™

arcsm(M1> <p <p’'< 5"

Puisque le saut de pression (B.1b) est une fonction croissante de 3, le choc avec 'angle d’in-

cidence le plus élevé, 3", est identifié comme le choc oblique “fort” et induit un écoulement

aval subsonique. Dans l'autre cas, un choc oblique “faible” est solution, et 1’écoulement aval

est généralement supersonique sauf pour un angle de déviation proche de 6y;,,, pour lequel

le nombre de Mach de ’écoulement aval est légerement plus petit que 1. Ces deux solutions

deviennent identiques lorsque I'angle de déviation est maximal. L’angle d’incidence commun,
Blim, vérifie alors [64] :

sin? (Brim) (40— 4o e DO+ DM 480 -1 16)) . (B4)

1
- Ay M}

Le probléme du choc oblique n’a finalement pas de solution si 8 > 6y, .

[
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FIGURE B.3 — Représentation schématique d’une réflexion normale (fig. (a)) et d’une réflexion
réguliere d’angle d’incidence 51 < 7/2 (fig. (b)).

L’intensité du choc réfléchi dépend de I'intensité de ’onde incidente et de son angle avec la
paroi. En pratique, la pression réfléchie, p,., est souvent donnée via le coeflicient de réflexion,
C,., défini comme le rapport de la surpression réfléchie a la surpression incidente :

)

Cr _ Pr—pD1

_pz—pf

Réflexion normale (RN). Dans le cas d’une réflexion normale, I’angle d’incidence et I’angle
de déviation de I’écoulement sont nuls. L’onde réfléchie se propage dans la direction opposée
a londe de choc incident (¢f. Fig. B.3(a)). Le coefficient de réflexion peut étre déterminé
en fonction du nombre de Mach incident du choc, M,, & l'aide des relations de Rankine-
Hugoniot [64] :
(3y— 1M} +3—~

(v — 1)M72Ll +2

CrNn =
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ANNEXE B. PHENOMENES DE REFLEXION

Réflexion réguliere (RR). Lorsqu'une onde de choc, de nombre de Mach M,; > 1 et
d’angle d’incidence 8; > 0, arrive sur une paroi, le choc subit une réflexion oblique comme
schématisé en figure B.3(b). Trois états se distinguent alors dans le repeére 1ié au choc :

e D’état initial en amont du choc (état 1), ot I'écoulement est parallele a la paroi;
e |’état 2 perturbé en aval du choc incident, dans lequel I’écoulement est dévié;

e et I'état 3 réfléchi en aval de 'onde réfléchie, ot ’écoulement est redirigé parallelement a
la paroi.

Le probleme se décompose en deux problemes de choc oblique. L’angle de déviation 6; a
travers le premier choc oblique est donné par la relation 8 — 8 — M; (B.3) pour 8 = 1 et
My = M, /sin ;. L’écoulement dans ’état 2, de nombre de Mach Ms, rencontre ensuite le
second choc oblique avec un angle d’incidence (3. Le nombre de Mach M5 a ’aval du choc
incident est défini par la relation de Rankine-Hugoniot (B.1c) et By est calculé via la relation
(B.3) puisque 05 = 6;. Le nombre de Mach du choc réfléchi est finalement donné par la relation
géométrique :
MT = M2 sin ﬂg.

Le coefficient de réflexion, noté Crpr pour la réflexion réguliere, peut étre obtenu a partir des
relations de Rankine-Hugoniot entre les trois états [64] :

(2yMZ+1-7) (2yMZ +1-7) — (y+1)?
2y(y+1) (M2, 1)

Crr =

« Onde réfléchie » « Onde incidente »

Etat 2 : P2, P2, Uz, C2, M,

Etat 3 : Py, Dr) Uy, Cr, M, —// Etat 1 : p1, D1, U1, €1, My

Détachement de 0, // !
[’onde réfléchie - -
de la paroi -

« Pied de Mach »

FI1GURE B.4 — Schéma d’une réflexion de Mach directe dans le repére du choc.

Apparition d’un front de Mach. Le nombre de Mach de I’écoulement de 1’état 1 étant
défini par la géométrie du probléme, M; = M,/ sin 81, la solution liée au premier choc oblique
existe toujours. Ce n’est toutefois pas le cas pour le second choc oblique (I'onde réfléchie), pour
lequel 'angle de déviation de ’écoulement ne doit pas excéder une valeur limite. L’existence
d’une réflexion réguliére est donc soumise a la condition que 'angle de déviation du choc réfléchi
vérifie :

0 < 02 < o

Dans le cas contraire, le choc est détaché de la paroi et il se forme un front de Mach (¢f. Fig.
B.4) joignant les chocs incident et réfléchi a la paroi. La réflexion est dans ce cas dite irréguliere.

La formation du front de Mach est une conséquence de l'incapacité du choc réfléchi a
redirigé complétement I’écoulement dans sa direction initiale [64]. L’angle maximal de déviation
de 'onde réfléchie est dans ce cas plus petit que celui du choc incident, orientant légerement
I’écoulement vers la surface. Le pied de Mach émerge alors pour assurer le contact avec la
surface. Une quatrieme région en aval du front de Mach apparailt, différente de 1’état 3 et
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séparée par une discontinuité de contact, aussi appelée ligne de glissement, comme schématisé
en figure B.4.

L’angle d’incidence du choc de transition entre réflexion réguliere et réflexion irréguliere,
noté Bjim, correspond théoriquement a ’angle maximal de déviation de ’écoulement derriére
Ponde de choc réfléchie, bo,,, via la relation (B.3). Celle-ci est donnée implicitement en fonction
du nombre de Mach d’incidence, M,,1, en combinant les relations (B.1c), (B.3) et (B.4) :

_ -1 (y—1)MZ + 2)
01 Brim — tan (tan(ﬁlzm) (’)/ T 1)M72Ll

1 24 (y—1)M2,

M =
27 Sin (Brim — 61) 27M,2Ll +1—7

(B.5)

8y —sin! | /O DM3 — 4+ /(v +1) ((y + )MZ +8(y — 1) M3 + 16)
2 4y M2

_ 2 02
01 = Ogpim = B2 — tan"! (tan(52) (v — 1)Mj'sin® B + 2>’

(v + 1) M3 sin® B,

et est tracée en figure B.5. Pour un nombre de Mach incident approchant 'unité (limite du choc

90 I
' transition RR/RI
! - - - - FIT Kinney
80 |«
70 [+ Réflexion irréguliere
=y '
() ]
Q ]
& 60 « .
% ' minimum : 39.23
£ s pour M,,;=2.48
© 50 .
() S
=) N
c -~ -
< s = m e e .. E
L
30 Réflexion réguliére g(r;:::ewijgi71 /
20 .

2 25 3
Nombre de Mach incident M, 4

FIGURE B.5 — Angle de transition théorique d’une réflexion réguliere (RR) a une réflexion
irréguliere (RI) en fonction du nombre de Mach incident du choc. Courbe pleine : transition

théorique (relations (B.5)). Courbe pointillée : formule empirique proposée par Kinney [64]
(relation (B.6)).

faible), 'angle d’incidence de transition entre ces deux régimes se rapproche de 90°. Lorsque
Iintensité du choc augmente, cet angle limite diminue rapidement. Il vaut par exemple environ
52° pour un nombre de Mach incident de 1.1. L’angle d’incidence varie peu pour un nombre
de Mach plus important. Pour un choc fort, correspondant & un nombre de Mach élevé, une
réflexion irréguliere apparait systématiquement au-dela d’un angle d’incidence de 39.97°. Une
formule empirique établie par Kinney permet d’estimer I’angle de transition en fonction de
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M, [64] : -

Be = Moy —1 + 39. (B.6)
Elle est tracée en figure B.5. Cette transition d’un régime a 'autre a été observée expérimen-
talement autour de l'angle de transition théorique Sj;,. On note toutefois que la réflexion
réguliére persiste au-dela de cet angle en raison des forces visqueuses [11].

La théorie des trois chocs [15] est un modéle analytique qui décrit I’écoulement prés du
point triple de la réflexion de Mach. La configuration type est schématisée en figure B.4.
Cette théorie est en bon accord avec les observations expérimentales pour un nombre de Mach
incident supérieur a 1.47 [30]. Elle repose sur les hypotheses que la solution est auto-semblable,
que les chocs sont droits et que les forces de viscosité peuvent étre négligées. Pour les chocs
faibles (avec un nombre de Mach incident inférieur a 1.035), la théorie des trois chocs mene a
la conclusion que la réflexion de Mach est irréalisable physiquement alors qu’elle est observée
expérimentalement. Cet écart entre théorie et expérience est connu sous le nom de paradoxe de
von Neumann. La structure de la réflexion est plus complexe [129]. Il a été mis en évidence, au
travers d’études expérimentales et numériques, 'importance de la viscosité et de la conduction
thermique [55] ainsi que la nature non auto-similaire de la réflexion pour un choc faible [68].
Dans ce cas, le choc est courbe et la transition entre le front de Mach et le choc incident est
continue. On parle alors de réflexion de von Neumann, en distinction de la réflexion de Mach
pour lequel le pied de Mach est droit et la transition discontinue. Cet aspect n’est pas traité
dans le cadre de notre étude.
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Annexe C

Interpolation spline cubique

L’interpolation d’un champ discret défini par un nuage de points est un probléme classique
de I'analyse numérique. Elle consiste & définir une fonction au minimum continue passant
par I’ensemble de ces points. En pratique, il est souvent impératif d’obtenir des courbes ne
présentant pas d’oscillation au niveau des forts gradients.

Soit {si,fi}i:17.._,N, tel que s1 < s3 < -+ < sy, un ensemble de points. L’interpolation
de ces données consiste & construire une fonction s € [s1,sy] — F(s) telle que pour tout
i =1,...,N, F(s;) = fi. De nombreuses méthodes existent pour cela [35, 123]. On peut
évoquer l'interpolation polynomiale, consistant & faire passer un polynéme, de degré au moins
N — 1, par ’ensemble de ces points. L’approximation n’est toutefois pas toujours fiable. Dans
le cas de l'interpolation de Lagrange ou de Newton par exemple, I'interpolation en des points
équirépartis peut osciller trés fortement en dehors de ces points. Il s’agit du phénomene de
Runge.

L’interpolation spline est souvent préférée a I'interpolation polynomiale. Elle permet d’obte-
nir des résultats similaires en utilisant des polynémes locaux de degré inférieur, tout en évitant
les oscillations liées au phénomene de Runge. Une courbe spline sur [s1, sy] est une fonction
polynomiale par morceaux :

N-1

F(S) = Z Pi(S)X[Smswrﬂ(s)? (C]')

i=1

ot P; est un polynome, et X[, s,,,] est la fonction indicatrice sur [s;, s;11] qui vaut 1 si s
appartient & [s;, s;+1] et 0 sinon. Chaque polynome interpole les données localement dans
I'intervalle [s;, s;+1]. La continuité de la spline est assurée en imposant :

Pi(Si) :fz' et Pi(5i+1) :fi+1, pouri: 1,...,N—1.

Et étant donné qu’un polynoéme est de classe C*°, la régularité de la spline dépend de la
continuité des dérivées des polyndmes au niveau des noeuds s;. L’interpolation spline sera de
classe CP si pour tout k =1,...,p, on a

P® () =P®(s;), pouri=2... . N-1,

K2

avec P(F) la dérivée k-ieme de P.

Lorsque le degré des polyndémes P; est identique, le degré de la spline correspond a ce degré.
La spline la plus simple est de degré 1. Elle correspond a l’interpolation linéaire sur chaque
intervalle [s;, $;11] :
Pi(s) = fi—i—M(s—si), pour i =1,...,N —1.
Sit1 =S4
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Cette spline est alors seulement continue et d’ordre 1. Si les données {f;} sont issues d’une
fonction f de classe CP, on rappelle qu’'une interpolation Q(s) de ces données est d’ordre p si

Q(s) = f(s) + O(Ash4s),

ol ASpmaz = max  |[s;y1 — 84| est le pas maximum de discrétisation.
i= -1

yeeey

La spline cubique est un bon compromis entre régularité de la courbe et degré des poly-
noémes. L’interpolant est au moins de classe C!, et a possiblement, mais pas nécessairement,
une dérivée seconde continue. Cette continuité, ainsi que 1'ordre de l'interpolation, dépendent
du calcul des pentes {f/}. La premiére section décrit en détail la construction de la spline
cubique.

Pour des données monotones, I'interpolation spline cubique résultante n’est pas nécessai-
rement monotone. Une correction des pentes {f/} est alors & apporter afin de rendre compte
de cette monotonie. Les limiteurs de pente sont décrits dans la deuxieme section. Néanmoins,
ces limiteurs sont seulement d’ordre 1 et réduisent l'interpolation au niveau des extrema, di-
minuant la précision de l'interpolation. Cela nous meéne finalement, dans la troisieme section,
a étudier une extension des limiteurs de pente prenant en compte les potentiels extrema.

L’étude présentée dans cette annexe repose principalement sur [60, 59].

C.1 Interpolation spline cubique

Dans cette section, nous présentons l'interpolation spline cubique. Celle-ci repose sur la
connaissance des pentes {f/}i=1, . n aux points de jonction {s;};=1,. n. Lorsqu’elles ne sont
pas connues, deux approches existent afin de les estimer. La premiere consiste a imposer la
continuité de la dérivée seconde de la spline, mettant en évidence un systeme linéaire d’in-
connues (f/);=1,... n & résoudre. La seconde est basée sur le calcul approximatif des pentes au
moyen de considérations locales telles que des développements limités.

Sur lintervalle [s;, s;4+1], on définit l'interpolant d’Hermite cubique connectant les points
(si, fi) et (Si+1, fit1) par :

Pi(t;) = (1 —t;) fi + tifirr +t:(1 — ;) (ai(1 — t;) + bty), (C.2)
avec o
b=, (C.3)
ai= fi(siy1—s)= (fix1 — fi) (C.4a)
bi =—fip1 (Si41 — si)+(fixr — i) - (C.4b)

Le terme f/ est une estimation de la dérivée premiére de F au point s; : f/ = F'(s;). Il est
aisé de vérifier que P}(0) = f{ et P/ (1) = f{,,. L’interpolation (C.2) est au moins d’ordre 4
si les dérivées {f!} sont exactes ou calculées approximativement & 'ordre 3. Elle est d’ordre 3
si leurs calculs approchés sont d’ordre 2, et ainsi de suite. La spline cubique est ainsi définie

par
N-1

F(s) = Z Pi(ti(s)), (C.5)

=1

et est au moins de classe C.
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L’ensemble des pentes {f/},_, y peut étre estimé de différentes manieres. Une premiere
méthode consiste a imposer la régularité de la dérivée seconde de la spline aux points de
jonction. On aboutit alors & un systéme linéaire a résoudre, résultant en une dépendance
non locale de l'interpolation sur les données. La spline cubique obtenue est qualifiée de spline
cubique globale.

Spline cubique globale. Soit i € {1,...,N —1}. En dérivant deux fois la relation (C.2)
par rapport a s, il vient :

o (Pi(ti)> - (2)2{(1 20 (by — ax) — as(1— ;) — biti}.

Si+1 — Si

En particulier, la dérivée seconde de P; vérifie aux noeuds s; (t; =0) et s;41 (t; =1) :

d2p; 2
= b1 — 20,1' C.6a
TN e P ( ) (C.6a)
&P 2 (4 —2b) (C.6b)
= a; — i) .
d82 ti=1 (Si+1 — Si)Z

La fonction F est alors de classe C? sur [s1, sy] si et seulement si

_ep
ds?

dQPZ‘_l
ds?

pour:i=2,..., N —1.

)

t;=0

ti—1=1
En considérant (C.6), cela aboutit & :

a1 —2bj1 by —2a 7

(51' - 81—1)2 (5i+1 - 51‘)2

Finalement, en injectant les relations (C.4) dans (C.7), les pentes (f]),_5 n_; vérifient le
systéme linéaire tridiagonal suivant :

1 +2<S 1 n 1 )fi/+ i/+1 3(fifi—1+fi+1fi)' (C.8)

S — Si—1 i = Si—1  Sit1 — Si Sit1 — Si Si = 8i—1  Sit+1 — S;
Le systéme (C.8) est complété par des conditions de bord en s; et sy. Elles peuvent étre de
différentes natures :

1. Les dérivées aux bords, fi et fj;, sont connues ou estimées. L’estimation se fait par
exemple a 'aide d’un développement limité & 'ordre 1 :

e (C.9)

b)
So9 — 81 SN —SN-1

ou a l'ordre 2 :

f{:fZ_fl <1+82—81>_f3—f252—81 (C.10a)

S2 — 81 83 — 81 83 — 89 S3 — 81

s _IN— v <1 4 SN 5N—1) _ fN-1— N-2SN —SN-1 | (C.10D)

3
SN —SN-1 SN —SN-2 SN—-1 —SN-28N — SN-2

287



ANNEXE C. INTERPOLATION SPLINE CUBIQUE

2. Les dérivées secondes sont nulles aux bords : fi’ = 0 et fy, = 0. On parle alors de spline
naturelle. Par (C.6) et (C.4), ces conditions s’expriment comme :

2 1 —
1+ po ==l 5 (C.11a)
S2 — 81 S2 — 81 (s2 — 1)
1 ! 2 / fN - fN—l
[ R — =3— C.11b
SN_SNflfN ! SN_SNflfN (sn —sN_1)2 ( )
3. La condition de bord est périodique :
fi=In- (C.12)

Du fait de la résolution d’un systéme linéaire, les résultats de l'interpolation dans un in-
tervalle pourront dépendre des données loin de ce dernier en principe. En présence de forts
gradients dans les données, typiquement un choc, 'interpolation spline cubique méne a de sé-
veres oscillations sur les variables interpolées. Cette dépendance globale des données peut étre
évitée en déterminant les pentes au moyen de considérations locales. Dans ce cas, la continuité
de la dérivée seconde est perdue en général.

Spline cubique locale. La détermination locale des pentes de la spline peut s’effectuer par

un développement limité a ’ordre 2. Nous avons dans ce cas, pour ¢ = 2,..., N —1:
1 L f 1 — fi
f/ _ (fl f’L 1 (Si+1 _ SZ) + M(Sl — 511)> (C13)
Si41 — Si—1 \ Si — Si—1 Si41 = S5

Les relations (C.13) sont ensuite complétées par les conditions de bord en sy et sy (C.10),
(C.11) ou (C.12) par exemple. Cette approximation n’utilise que les données voisines pour cal-
culer f/. Il en résulte que l'interpolation spline est définie localement. L’expression (C.13) est
parfois appelée formule parabolique puisqu’il s’agit en réalité de la pente en s; de la parabole
interceptant les pOthS (Si—la fi—l)a (SZ‘, fz) et (Sz’+1, fi+1).

90

80

— spliné globale 15

N\
—_— spline locale //
10

70

60

50

40

@ 9 \ba-—a—am

30

20

1OT
0

\
— "“’\y’/ 15 \j/ —

spline locale
.

spline globale

4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10

(a) (b)

Fi1GURE C.1 — Interpolations spline cubique globale et locale sans limitation. Les données sont

issues de [59] (fig. (a)) et de [125] (fig. (b)).

Lorsque les données sont monotones sur [s;, s;4+1], Uinterpolant (C.2) ne l'est pas obliga-
toirement. Ce phénomeéne est observable en figure C.1(a). Sur cet exemple, les données sont
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croissantes tandis que l'interpolation spline, qu’elle soit globale ou locale, présente un mini-
mum local et un maximum local. De surcroit, I'interpolation spline peut mener a de séveres
oscillations prés des zones de fort gradient, cf. Fig. C.1(b). La spline globale oscille sur une
plus grande distance que la spline locale.

La monotonie de l'interpolation peut étre imposée en limitant les valeurs que peuvent
prendre les pentes f/.

C.2 Condition nécessaire de monotonie et limiteurs de
pente

Lorsque les données sont monotones, il existe une condition sur les pentes { f/} afin d’assurer
la monotonie de I'interpolation spline cubique (C.5). Cela méne alors aux limiteurs de pente.
Nous en présentons quelques uns dans cette section. La plupart des résultats sont issus de [59].

11 convient tout d’abord de définir la monotonie des données. Les données {f;} sont dites
croissantes en s; si fi—1 < fi < fiy1. Elles sont croissantes sur [s;, s;+1] si elles le sont en s;
et siy1: fic1 < fi < fir1 < fiyo. La méme définition tient pour des données décroissantes en
inversant les inégalités. Les données sont finalement dites monotones en s; (respectivement sur
[s:, 8i11]) si elles sont croissantes ou décroissantes en s; (respectivement sur [s;, s;41]).

Soit la fonction médiane de trois nombres a, b et ¢ :

a si min(b,c) < a < max(b,c)
median (a,b,¢) = ¢ b si  min(a,c) < b < max(a,c)

¢ si min(a,b) < ¢ < max(a,b).

On définit la fonction minmod de deux nombres réels x et y comme étant la médiane de x, y
et 0:

1
minmod (z,y) = median (z,y,0) = = (sign(x) + Sign(y)) min (|z], |y|) ,

2
avec sign(x) = 1 si x est positif, et sign(z) = —1 sinon.
On note également I [x1,x2,...,x,] le plus petit intervalle contenant x1,...,x, :
I[z1,22,...,2y) = [min(zy, 2o, ..., 2,), max(x1, Ta,...,T,)] .

Enfin, la pente de I'interpolation linéaire entre les points (s;, fi) et (i1, fi+1) est notée

~ Jir1i— fi

Pitv1/2 = .
/ Si+1 — Si

Lemme C.1 (Condition nécessaire de monotonie)

On suppose que les données sont monotones sur [8;, $;4+1]-

Si fi et fi €1[0,3pir1)2], (C.14)

alors l'interpolation (C.2) est monotone sur [s;, $;11].

Preuve C.1
Le cas f; = fi41 est trivial puisqu’alors I'interpolation est constante. On suppose donc dans

la suite que f; # fit1, et on effectue le changement de variable g(t;) = % :

gty =t+t1—t)[(g; — 1)1 —t)+ (1 —gi11) t] (C.15)
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avec
g; = fz'/pi+1/2 et g, = f{+1pi+1/2-

Ainsi, la monotonie de (C.2) sur [s;, s;+1] est équivalente & celle de g sur [0, 1], et la condition
(C.14) est équivalente a

g; et gz/'-i-l € [Oa 3] .
Chaque paire (g, g; ;) définit un interpolant. Les quatres paires
(gz{vgz{-i-l) € {(07 0)7 (3a O)a (07 3)a (35 3)}
forment les coins du carré de De Boor et Schwartz, et donnent les interpolants suivants

goot) = —28343t2, gso(t) = 336243t

9o.3)t) = t?, gaa(t) = 4t —6t> + 3t.

Il est aisé de vérifier que ces quatre polyndmes sont croissants sur [0,1]. De plus, toute
combinaison linéaire avec des coefficients positifs de ces polynémes donne un polynoéme
croissant sur [0, 1]. Par conséquent pour tout («, ) = (gg,ggﬂ) € [0,3], les fonctions
suivantes sont croissantes :

9(a,0) = § (3,0) + (1 %) h0,0)5
9(a,3) = g 3) + (1 %) ho,3)5

B
Yap) = 3hes + (1= 3 ) o)

Cela montre la monotonie de la fonction g (C.15), et par conséquent celle de I'interpolation
(C.2).
|

Remarque C.1

Fritsch et Carlson [44] ont trouvé une condition nécessaire et suffisante de monotonie de
Iinterpolation spline cubique. Celle-ci est une extension du lemme C.1. Il est cependant
beaucoup plus aisé d’utiliser la condition (C.14).

Remarque C.2

Si la spline est quadratique, alors I'interpolation est monotone sur [s;, s;+1] si et seulement
si flet i1 €1[0,2p;41/2] (voir lemme C.2).

La condition (C.14) implique
fi €1[0,3pi1y2] et f] € I[0,3piy1/2].
La pente f; appartient alors a l'intersection des deux intervalles I]0,3p;_1/2] et 1[0, 3p;1/2] :
11 € 110, 3p;], (C.16)
ou p; = minmod (pi_l/Q,piH/Q). La condition (C.16) est appelée condition MP (Monotonicity

Preserving), et I[0,3p;] intervalle MP. Lorsque les données sont monotones en s; et que la
condition MP est vérifiée, alors la spline cubique (C.5) est monotone en s;.
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Proposition C.1

On suppose que 'ensemble {f;} est issu d’une fonction f de classe C? et que f/ approxime
f'(s;) alordre p > 1:
f'(si) = fi + O(h"),

ou h est le pas de discrétisation. Loin des extrema, la condition MP n’affecte pas f! pour
une discrétisation suffisamment fine.

Preuve C.2

On suppose f'(s;) # 0. Puisque p;_1/2 et p;11/2 approchent f’(s;) a 'ordre O(h), ils sont
du méme signe que f’(s;) pour h assez petit. Par conséquent, quitte & raffiner davantage,
l'intervalle MP contient f’(s;) et, comme f/ approche f’(s;) & l'ordre p > 1, la condition
(C.16) est nécessairement vérifiée.

Prés d’'un point d’inflexion (f'(s.) = 0, f"(s«) = 0, f” change de signe en s, et s;
est pres de s,), f est localement croissante ou décroissante, et le raisonnement précédent
s’applique.

|

Remarque C.3

Si f; et fi11 sont de part et d’autre d’un extrema mais non égales a ce dernier, alors p; = 0
et donc lintervalle I]0, 3p;] se réduit & {0}. Dans ce cas f’(s;) = 0 et une perte de précision
apparait.

Différents algorithmes, appelés limiteurs de pente, existent dans la littérature, imposant
aux dérivées f! de vérifier la condition MP. Citons par exemple le limiteur minmod qui est une
conséquence directe de (C.16) :

f1 < minmod (f/, 3p;) , (C.17)
ou bien le limiteur de Steffen [125] :

. . . 1
fi < (sign(pi—1/2) + sign(pit1/2)) min <pi—1/2|7 |Dit1/2], 2f¢/> . (C.18)

La condition (C.16) conduit & une théorie générale sur les limiteurs de pente [59], permettant
de définir plusieurs types de limiteurs. Cette théorie n’est pas développée ici.

Les limiteurs de pente tels que (C.17) ou (C.18) sont définis & l'intérieur du domaine (ici
pour i = 2,...,N — 1). Si les pentes sont estimées aux bords du domaine, il convient de les
limiter afin d’assurer la monotonie de l'interpolation. En i = 1, la limitation s’effectue en
imposant ps/; = p;/2. Pour I'exemple, le limiteur minmod donne alors

f1 + minmod (f7,3ps/2) .

De la méme maniere, la limitation en i = N se fait en prenant py1/2 = pn_1/2-

Les résultats des limiteurs minmod (C.17) et de Steffen (C.18) sont présentés en figure C.2.
Il s’agit des mémes exemples qu’en figure C.1. L’interpolation spline locale limitée est bien
monotone dans les zones ou les données le sont, 1a o I'interpolation sans limiteur oscille. Les
résultats sont similaires pour la spline cubique globale.

Pour un maillage non-uniforme, on montre [59] que les limiteurs issus de la condition (C.16)
sont d’ordre 1. L’interpolation spline cubique est alors d’ordre 2. De plus, par la contrainte
(C.14), linterpolation cubique se réduit & une interpolation linéaire au niveau des extrema.
En effet, soient deux points sur une parabole tels que f; = f;+1. La condition (C.14) implique
fi = fiy1 = 0, et l'interpolation est linéaire dans cette zone. Ce fait est observable en figure

C.3. Dans cet exemple, interpolation ne tient pas compte de ’extrema, induisant ainsi une
perte de précision. Il est nécessaire de relaxer la condition MP (C.16).
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FicGure C.2 — Interpolation spline cubique locale sans limitation, avec le limiteur minmod
(C.17) et avec le limiteur de Steffen (C.18). Les données sont issues de [59] (fig. (a)) et de [125]
(fig. (b)).
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F1GURE C.3 — Interpolation spline cubique globale limitée par le limiteur minmod et le limiteur
de Steffen. Les données (carrés noires) sont issues du graphe de exp(—x?) (courbe en pointillée).

C.3 Limiteurs de pente d’ordre 2 et préservation des ex-
trema

Pour obtenir une précision au moins d’ordre 2 sur les pentes et tenir compte des potentiels
extrema, I'approximation linéaire des pentes est remplacée par une approximation parabolique.
Sur lintervalle [s;, s;+1], on considére les paraboles provenant de l'interpolation de New-

ton [35] :
ql(s) =fi +p¢+1/2(s — Sl) + dZ(S - SZ)(S — Si+1), (019)
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et

qiv1(8) = fi + pig1/2(5 — 85) + dig1(s — 8:) (s — si41). (C.20)
La premiére interpole les points F;_1 = (S;-1, fi—1), Fi = (84, fi) et Fit1 = (Sit1, fi+1), tandis
que la deuxiéme interpole les points F;, Fi;y1 et Fyio = (8;12, fi+2). Les coefficients d; et d;11
correspondent aux secondes différences divisées de Newton :

_ Pit1/2 — Pi-1/2 ot dipy = Pit3/2 — pz‘+1/2'

Si+1 — Si—1 Si+2 — S

d;

Si les données {f;} sont un échantillon d'une fonction f de classe C3, cette interpolation est
précise & lordre 3, pour tout s € [s;-1, Si+1] :

qi(s) = f(s) + O(max(hi, hit1)®) et gi(s) = f'(s) + O(max(hi, his1)?), (C.21)
ou hl = 8; — Si—1-

Soient @; et Q;4+1 les graphes des polynomes (C.19) et (C.20) respectivement. L’équation
de la courbe Q; /2, médiane des courbes Q; et Q;11 et de la droite (F;F;y1) (cf Fig. C.4), est
définie par :

Git1/2(8) = fi + Dig1/2(5 = 8i) + diy1/2(5 — 5:)(5 — 8i41). (C.22)
Ayant remarqué que 1'équation de la droite (F;F;;+1) est donnée par (C.19) avec d; = 0, le
coefficient d;14 /2 est naturellement la médiane de 0, d; et d;11 :

di+1/2 = minmod (di, di+1) .
La dérivée du polyndéme (C.22) est donnée par

Giy1/2(8) = pix1y2(s — 8i) + diy1/2(25 — 5 — sit1). (C.23)

/

Il vient alors, par la définition de d; 1 /2, que iy

Il en résulte donc

Qi+1/2(5) = f(s)+ O(h?+1) et qz/‘+1/2(5) = f/(s) + O(h?_H),

(s) est la médiane de p;11/2, ¢;(s) et i, 1(s).

ainsi que
Gio1/2(51) € I[pim1y2,ai(s0)] et diy1/o(si) € Ilpitase, i(si)]- (C.24)

Remarque C.4

La détermination locale des pentes de la spline {f/} telle que discutée en section C.1 peut
se faire également par la formulation

1
fi= 9 (q;—l/Q(Si) + q2+1/2(si)),

au lieu de (C.13). 1l s’agit également d’une approximation & l'ordre 2.

Si les données sont monotones sur [s;, s;11], nous allons démontrer que le polynéme ¢; 1 /2
est monotone sur [s;, s;1+1]. Pour cela, le lemme qui suit est nécessaire.

Lemme C.2
Soit ¢ une parabole passant par les points F; et Fj41 :

q(s5) = fi + pig1/2(5s — 55) +d(s — 54)(5 — 5i11). (C.25)
La fonction ¢ est croissante en s; si et seulement si

Pit1/2 > d(sit1— 8i), (C.26)
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!
K Fi1

K Fiy
(a) (b)

FIGURE C.4 — Définition de Q; 1 /2 sur [s;, s;11]. Il s’agit de la médiane entre la droite (F;Fjy1),
la courbe Q; (parabole interpolant les points F;_1, F; et F;;1) et la courbe Q;41 (parabole
interpolant les points F;, F; 11 et Fy o).

et elle y est décroissante si et seulement si
—Pit172 > —d (Siv1 — 8i).
Elle est monotone sur [s;, s;+1] si et seulement si 'une des conditions suivantes est vérifiée :
1.
| < M7 (C.27)
Si+1 — S;
2.
q/(Si) S I[O, 2pi+1/2]7 (028)
3.
ql(8i+1) S 1[07 2pi+1/2]- (029)
Preuve C.3
La dérivée de g s’exprime comme :
q'(s) = piy1/2 +d (25 — s; — si41),
donnant en particulier en s; et s;41 :
q(si) =pivije —d(sit1 —s1) et ¢ (si41) = Pit1j2 + d(sip1 — i) (C.30)

Puisque ¢ est une parabole, elle est croissante sur [s;, ;1] si et seulement si ¢’(s;) > 0
et ¢'(si+1) > 0, i.e. si et seulement si

Piy1y2 > d(siy1 —5i) et pipio > —d(sip1 — si).

Par un raisonnement analogue pour ¢ décroissante, la condition (C.27) suit.
Les conditions (C.28) et (C.29) découlent ensuite de cette relation et de (C.30).
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Proposition C.2

Si les données sont monotones sur [s;, s;11], alors g; 1/, est monotone sur [s;, s;41] et

q£—1/2(fci)qz{+1/2(xi) >0, q£+1/2($i+1)q2+3/2(=’5i+1) > 0. (C.31)

En particulier, si elles sont monotones en s;, alors g;;1/2 l'est également en s; et

@1 2(Ti) @iy o (i) 2 0. (C.32)

Preuve C.4

On suppose que les données sont monotones sur [s;, s;+1]. Le cas f; = fiy1 est trivial car
alors g;41/2 se réduit & une fonction constante sur [s;, s;41]. On considere donc dans la suite
le cas f; # fi+1. En faisant les changements linéaires

¢ — §— 8 ot g(t)= Qi+1/2(8)—fi7
Sit1 — Si Jiv1 — fi
il est clair que la monotonie de g; 1/ sur [s;, s;11] est équivalente a celle de g sur [0,
Sans perte de généralité, on suppose dans la suite que s; =0, s;41 =1, fi =0et fi1 =
Par conséquent, on a f;—1 <0, fiyo > 1, ainsi que p;_1/2 > 0, piy12 = 1 et piy3/o >
Comme s;11 — 8,1 > 1 et s;49 — s; > 1, il vient

1.
1.
0.

_ DPit1/2 — Pi—-1/2 < Pi+3/2 — Pi+1/2 > _

di 1 et di—i—l =

Si+1 — Si—1 Si4+2 — S
Puisque d; 11 /7 est la médiane de 0, d; et d;y1, alors —1 < d; 1,5 < 1. [l s’agit de la condition
(C.27) appliquée & g;11/2. La fonction g;, /2 est donc croissante sur [0, 1].
Les inégalités d; < 1 et d;+1 > —1 impliquent :

qi(si) >0 et qiyi(sig1) >0,

par (C.30). Comme p;_1/2 > 0 et p;13/2 > 0, il en résulte par (C.24) :

Gio1/2(81) 20 et giyz/9(siv1) > 0.

Enfin, ces derniéres relations et la croissance de g;y1/2 sur [s;, s;11] donnent les inégalités
(C.31), et la premiére partie de la proposition est démontrée.

Supposons maintenant que les données soient monotones en s;. Si elles le sont également en
Si+1, le résultat découle directement de ce qui vient d’étre prouvé. De plus, le cas f; = fi+1
est encore une fois trivial. On suppose donc que f; # f;11 et que les données ne sont pas
monotones en ;1.

Par le méme raisonnement que précédemment, on peut supposer s; =0, s;41 =1, f; =0
et fiy1 =1, ce qui implique f;_1 <0, pi_1/2 = 0 et p;;1/2 = 1. On prouve encore une fois
d; < 1 et donc ¢'(s;) > 0. Comme les données ne sont pas monotones en s;11, il vient cette
fois-ci : piy3/2 < 0. Il en résulte alors :

. —p, -1
dips = Pit+3/2 — Pit+1/2 < <1,
Si42 — 5 Si+2 — 54
et la condition (C.26) est retrouvée. On a donc ¢j(si) = 0. Finalement, puisque ¢, ; ,(s:)

est la médiane de p;1/2 > 0, gj(s:) > 0 et qj,1(s;) >0, gi1/2 est donc croissante en s;.
|
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Afin de relaxer la condition MP, (C.14) est remplacée par

/

3 3
fi €1(0,3pit1/2, §q§+1/g(si) et fi1 €110,3piq1)2, §qg+1/2(51‘+1) . (C.33)

Si les données sont monotones, la contrainte (C.33) se réduit & (C.14). En effet, par la propriété

C.2, g;41/2 est croissante sur [s;, s;11], et d’apres le lemme C.2, cela est équivalent a (C.28) et
(C.29) :

3 3
54§+1/2(5i) € I[0,3pijr1/2] et §(J§+1/2(8z’+1) € I10, 3piy1/2]- (C.34)
La condition (C.33) implique

3 3
fiel {073pi+1/2’ 2(]£+1/2(5i):| et flel |:0v3pi—l/2a 5‘12_1/2(51) ;

i.e. f! appartient a l'intersection de ces deux intervalles. Cette intersection contient I’intervalle
3
1 [0, 3p;, 2qi] , avec ¢; = minmod (qz’._l/Q (84), qg_H/Q(si)). Finalement, la condition MP (C.16)

est remplacée par la condition suivante :

fll el {073]71-, 3q1:| . (C35)
Ainsi, lorsque les données sont monotones en s;, la relation (C.32) assure que ¢; # 0. De plus,
par (C.34) : I [O, 3pi, %qz] C 11[0,3p;], et la condition MP est retrouvée. Sinon, l'intervalle peut
étre plus large. La condition (C.35) est appelée condition MEP (Monotonicity and Extrema
Preserving), et 'intervalle T [O, 3pi, %ql] intervalle MEP.

La condition MEP n’affecte pas I'approximation de f! pour un maillage suffisamment fin.

En particulier il n’y a pas de perte de précision pres des extrema contrairement a la condition
MP (remarque C.3).

Proposition C.3

On suppose que l'ensemble {f;} est issu d’une fonction f de classe C? et que f! approxime
f'(s;) alordre p > 1 :

f'(si) = fi + O(h"),
ou h est le pas de discrétisation. La condition MEP n’affecte pas f! pour une discrétisation
suffisamment fine.

Preuve C.5

La démonstration est analogue a celle de la proposition C.1 si f/(s;) # 0 ou pres d’un point
d’inflexion.

Supposons que f; et f;+1 se trouvent de part et d’autre d’un extrema : s; < s, < S;11
tel que f'(s«) = 0 et f”’(s.) # 0. Alors de part et d’autre de s, les pentes sont de signes
différents : p;_1 /2pi+1/2 < 0, et donc p; = 0. Puisque d; et d; 1 approximent respectivement
1" (si) et f(s;+1) au moins a ordre O(h), ils sont du méme signe que f”/(s,) quitte a raffiner
le maillage. Ainsi ¢; # 0 et I'intervalle MEP n’est pas réduit a zéro. Comme ¢, /2(81') et
Gi41/(si) approchent f'(s;) a l'ordre O(h?), f'(s:) appartient & I'intervalle MEP pour un
pas suffisamment petit. Finalement, le résultat suit puisque f; approxime f’(s;) & 'ordre
p=1l

|
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Proposition C.4
On a

3 . 3
I |:O7 3p17 2q1:| =1 |:Oaslgn(qi)max <3|pz|, 2|Q7,|):| .

Preuve C.6

Si les données ne sont pas monotones en s;, alors p;_1/2p;+1/2 < 0, et donc p; = 0. Le résultat
suit. Il suffit alors de démontrer que p; et ¢; sont du méme signe lorsque les données sont
monotones.

On suppose que les données sont croissantes en s;. Le raisonnement sera analogue si elles
sont décroissantes. Alors p;_1/2 > 0 et p;y1/2 > 0, et il vient immédiatement que p; > 0.
La propriété C.2 implique également ql’.fl/z(si) >0et qg+1/2(si) > 0. ¢; est ainsi nul.

1 < .

1N — sans limitation
0.9 m limiteur UNO-
‘# % limiteur M3
0.8
[\
0.7
\
0.6 1‘1‘
[
—_ / “‘\
[T ) ‘

0.4
0.3 , \
; \
0.1
0 = 9/ .
2

-3 -2 -1 0 1

s
FIGURE C.5 — Interpolation spline cubique globale limitée par le limiteur UNO (C.37) et le
limiteur M3 (C.38). Les données (carrés noires) sont issues du graphe de exp(—x?) (courbe en

pointillée).

=
T,

3 4

La condition MEP se réécrit ainsi sous la forme
3
flel {O,Sign(qi)max (3|pi|, 2|q1|>] : (C.36)

Cette condition permet de définir un certain nombre de limiteur d’ordre 2 [59] tel que le limiteur
UNO (Uniformly Non Oscillatory) :

f1 + minmod (f/, ¢;), (C.37)

ou le limiteur M3 (Monotonicity third order).

f! + minmod (fi’,sign(qi)max (3pi|7 2qz|)) . (C.38)
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L’exemple d’un jeu de donnée avec un extrema est maintenant considéré. Il s’agit du cas
traité précédemment (cf Fig. C.3). Les résultats pour la spline cubique globale sans et avec ces
limiteurs sont présentés en figure C.5. L’interpolation limitée préserve bien les extrema, 1a ou
les limiteurs minmod et de Steffen ont une perte de précision (cf Fig. C.3). Les résultats sont
similaires pour une interpolations spline locale.
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Annexe D

Equation d’évolution des effets
arriere dans le modeéele de Best

Cette annexe présente de manieére détaillée les étapes de calcul aboutissant a 1’équation
d’évolution des effets arriere du modele de Best (GSD ordre 1), écrite pour un milieu homogeéne
et au repos. Ces calculs sont amorcés en section 9.1.1 et s’appuient sur [20].

Développement de ’équation sur les effets arriére (9.13). On rappelle I"équation
(9.13) :

dQ:r 1 11 B pctv\ A'(r)
dr at<v+c)Q1+<c+M U+C>Q2 8t<v+c> A

— O(pc)0rv + Or(pc)Orv, (D.1)

ot Q1 = (Oep + pcopv) _ et Qo = (0 (O¢p + pcdyv))_. Cette équation se tient au niveau du choc,
mais les indices — ont été omis pour plus de lisibilité. Les termes 0;p = (9¢p)_, Orp = (0rp) _,
etc ..., sont exprimés en fonction de M, d; M, ou d; désigne la dérivée Lagrangienne suivant le

A/
mouvement du choc, et A

:)) dans la suite.
Les équations d’Euler écrites pour une tuyere en ’absence de forces extérieures s’écrivent
sous forme caractéristique comme (3.2) :

!
Ct: Op+ (v+c)dp+pec (@v + (v + 0)8,.11) + chUA/([) =0 (D.2a)
- 2, A'(r)
C™: Op+ (v—10c)0rp—pc| 0w+ (v—c)Opv | + pc v = 0 (D.2b)
S O+ vop—c? (&p + vﬁ,,p) =0. (D.2¢)

Dans toute la suite, les équations caractéristiques (D.2) sont appliquées immédiatement & I’aval
du choc. Les quantités sont indexées par —, que I’on omet dans la plupart des cas dans un souci
de lisibilité.

Le terme (0;p)_ est exprimé ci-apres. L’idée est d’effectuer une combinaison linéaire adé-
quate entre les caractéristiques C* et C~ afin de ne faire intervenir que les termes (d;p)_,
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DE BEST

d; M et /X((:)). En injectant la relation d;v = d;v — ¢, M 9,v dans les équations sur la CT et la
C~ (D.2a)-(D.2b), on trouve :

A/
op + (v +¢)0yp + pc{dv + (v + ¢ — c . M)dv} + pcv f(;n) =0, (D.3)
et
A'(r)
Oip + (v —¢)0,p — pc{div + (v — ¢ — ¢ M)O,v} + pc*v Y 0. (D.4)

Afin d’éliminer le terme 9,v, on effectue ensuite la combinaison linéaire
(v+c—cyM)(DA)— (v—c—cy M)(D.3),

donnant ainsi apres calcul :

Al(r)
0 = d: M —_— D.5
(Orp) _ = pyerdiM + preym A’ (D.5)
ol €1 et 77 sont des coefficients sans dimension définis par :
{2+ v(cy M —v)} dyp— + pc?e Mdpv- ) pctv(cy M —v)er M
€1 = (§] m =

P (S — (s M —v)?%)

Puisque le milieu est homogene, les relations de Rankine-Hugoniot (9.4), ainsi que leurs dérivées
par rapport a M (9.6), dépendent uniquement du nombre de Mach M. Par conséquent, les
coeflicients €; et 11 s’expriment également en fonction de M uniquement.

A partir de calculs similaires sur les équations caractéristiques (D.2a)-(D.2b), on trouve
également les relations :

crp (@ = (ex M —0)2)’

Al(r
(Orp)_ = cypreadeM +p+772A((T)), (D.6)
0 — 7{C+M —v}dyp_ + pcdprv_ = — pcv(cy M —v)
o (@ (e M —o) P (@ = (e = v)?)’
p+ Al(r)
(0pv)_ = cyesd M + B A (D.7)
o %def +{ +o(cy M —v)} dprv- 15 = p+civey M
’ (@ = (e M = o)?) B @ (e M =0
et A(r)
-
(87"11)7 = €4dtM + C+’I’]4W, (DS)
o %de_ + (ex M — v)dpv_ o v
FTTTT@ (M o) C T T @ (e M -0

Les termes (0¢p)_ et (0.p)_ sont développés dans la suite. En injectant la relation 9,p =

L (d¢p — O¢p) dans I’équation caractéristique (D.2c), on obtient :

C+M

2 2

c v
c+M(C+M —0)Op = O¢p + vO,p — C+Mdtp.
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En considérant les relations (D.5) et (D.6), il vient apres calcul :

Al(r
(Op) - = presdiM + C+P+775A((T)), (D.9)
avec
e Mdyp— + pei M (e M —v)dyv— — v (2 — (c4 M —v)?) dpp—

p+ (e M —v) (¢® — (e M —v)?)

€5 =

e+ M (et M —v) pv
cipy (€@ = (4 M —v)?)’
De maniére similaire, en considérant la relation d;p = dip — ¢4 M9,.p dans Iéquation (D.2c¢),
on trouve :
A'(r)

Pt
_ Al D.1
(Orp)_ . eede M + ping A0) (D.10)

e et (dpp— + p (e M —v)dpyv- — (2 = (e M —v)?) darp-)
p+ (e M —v) (2 = (et M —v)?)

€g = —

pv (cy M —v)
o1 (2 — (e M — 0)2)

N6 = —

Pour finir, les termes (9;c)_ et (9,c)_ sont maintenant exprimés. Sachant que ¢? = %, on

a:
Y0 — *0up
oc= ———
2pc
donnant apres injection de (D.5) et (D.9) :
pe Afr)
(atC)_ = C+€7dtM + —nN7 s (Dl].)
p+ " Alr)
avec )
o Pre —presc® _ i+ (pscem — Peipyns)
! 2c4pe " 2ppc '
De la méme maniere, la dérivée de ¢ par rapport a r s’écrit :
d.c = ’Yarp - CQan
T 2pc )
et en injectant (D.6) et (D.10), on trouve :
Al(r
(87.6)7 = €8dtM + C+77814((’r'))’ (D12)
avec e o
o [P T C  pe p4ne

2pc 2cy pc

Les relations (D.5)-(D.12) sont ensuite injectées dans I’équation (D.1). On obtient apres
calcul :

dQ,
dr

A/ A/ 2 _
= e3 (A, M)? + ead, M (r)—f'Cs( (7")) + cod, MQ

A A
A'(r) 1 ey

+ c7 ) Q1+<M U+C)Q2’ (D.13)
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DE BEST

ou d, désigne la dérivée spatiale suivant le mouvement du choc, et ayant noté Q1 = p?cls et
+
Q2 = Q2 Les coefficients s’expriment comme :
pP+Cy

c3 = —M2{C(64€5 — 6366) + [3(6467 — 6368)},

M
cq = —2{pU2Md1 + ¢v (2pMdy + vds + 2pvery)
v (c+ )
+ ¢ (pMdy + 20ds + pvery + v2esy) + & (do + pesy + veg,'y)},
1 2y(y = 1)(M?* - 1)
d — (€ —€ + v (€ — € - ’
1 M (€amr 83 + v (€774 378)) (v +1)2M2u(M)
dy(M? = 1)((y = )M? — 2)
d — _ - 5 5 — € = 5
2 €on3 + v (€5ma + €4m €376) (v+ )2+ (y— 1)M?)2
1 ., o N
C5 = ——————5 U~ d3 + ¢v (2pds + vdy + 2pvny)
v (c+0)
+ & (pds + 20dy + pong + 0°nsy) + & (da + pns + U775’Y)}7
ds =man7 —msns ,  da = —n3n6 + Nans7,
et
w=MEED o B
(c+2) v (c+0)
Apres calcul, on trouve d3 = 0 et dy = 0, si bien que c¢5 se réduit a ’expression suivante :
1 o o _ 3, _
G=-——"—g3 {201120777 +& (pumr + 0%nsy) + & (pms + wm)}-
v (c+ )

Finalement, en injectant la relation (9.8) dans (D.13), I'’équation d’évolution sur les effets
arriere Q1 s’écrit :

0@ 0@+ 0@ M con (M0) o
avec 1
ho(M) = s ﬁ , ho(M) = cgky + cako + 2¢c3kika + c7
hi(M) = ko (o + cska) ,  ha(M) = c5+ (ca + cskr )k,

et ou les coefficients k; et ko sont donnés par (9.9).

Cas limite des chocs forts. Nous exprimons ici 'équation (D.14) dans la limite des chocs
forts. Ce cas limite a déja été traité par Best [20].
Pour un choc supposé fort (M > 1), les coefficients (9.9) s’écrivent :

(v=1)y
ki1 = kM, avec k®=-— ,
P ! v =2+ (1 + 240072

(7 =Dy = 1 — 2yp00)
472+ =2+ 27%p0) |

k3

k2=

avec k§° = —
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Ol [ st la valeur limite du nombre de Mach post-choc : peo = ,/72—;1. On trouve également

2(y—5
c3 =c3°M, avec C?:#,
et
__ 00 2
ca=cp M=,
avec
> ! {(4( 1)+ 292+ (7 — 1)y)pioo) d
g =- Yy = Y Y = D))too) d
2 (14 Ypoa)? ¥(v +1)

2 2
+(v+1)? (7++> d‘f°+272(
v-1 ke

13y -2) 77—3>}’

v—1 Hoo

ou df° et dS° sont les valeurs limites de dy et do :

2 -1 4
go=- 00D e B
(’Y"’l) Moo -1
On a également :
— ¢ M3 oo 7(372_47—"_1)4_472“00(1_"/100)
¢ = Cf ., = T 5 02
(L4 Yptoo)? oo (v + 1)
_ <% o (Y DBy —5+8ux)
C6 = 7 ) 06 - 2
M A(1 4 Ypoo ) oo
— 12+ 4vpe
er — o, S Y

A1+ Yfioo ) oo

L’équation (D.14) s’exprime finalement dans la limite des chocs forts comme :

dQi _ h§ 5 | he® 5 A'(r) s (A
—_ = — hs° h3° M D.15
dr MQ2+M3Q1+ 2Q1 A + 3 A ’ ( )
avec 1
— Moo
W= a0 =R R 2R
he® = k3® (cg® + ¢°k3°) 5 h3® = 57 + (3 + g7R°)hTe.

Remarque D.1

Les coefficients calculés ici dans la limite des chocs forts coincident avec ceux donnés par
Best [20].
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Annexe E

Résolution d’Equations
Différentielles Ordinaires

Cette annexe est consacrée i la résolution de deux types d’Equations Différentielles Ordi-
naires (EDOs) & coefficients constants :

e ’équation différentielle d’ordre 2

J(r) + o Y (

+ o + as =0, r>rg>0, (El)
(r r r2
avec a1, ag et ag € R, et ayant pour condition initiale
y(ro) =wo et y'(ro) =up; (E.2)
et
e le systeme d’EDOs d’ordre 1
d
il + ]ﬁg + koyw =0 (E.3a)
dr r
dw 9 w
— + hw?® + hg— =0, (E.3b)
dr r
pour r > rog > 0, k1, ko, h1, ha € R, et avec
y(TO) = Yo et ’U](T’Q) = WwWg. (E4)

Ces types d’EDOs sont rencontrés au chapitre 9 lors de ’étude des modeles GSD et KIN a
I'ordre 1 de troncature dans la limite des chocs forts et des chocs faibles.

Proposition E.1 (Résolution de (E.1)-(E.2))

On suppose que a3 > —1 et on pose fo = roy,/yo. Soit
A= (a2 — 1)2 — 4(0[1 + 1)0(3,
que I'on suppose positif, et soient

_l—ag—\/Z

_1—042+\/E
h= 2(ay + 1) -

J2 2(ar + 1)
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ANNEXE E. RESOLUTION D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Si fo < fa, alors le probleme (E.1)-(E.2) admet une unique solution réelle définie par

)(aﬁl)(fszl) Ere

(E.5)

To

N (- £ (5
)= () =

De plus, si f1 <0 < fo, alors

. si fo < fi1, la solution est strictement décroissante et existe en temps fini :

1/VA
r<r*=<f0_f2> ro;
fo—h

. si fo = fi1, la solution est strictement décroissante Vr > rg :

y(r) =yo (;;)fl ;

. st f1 < fo < fa, la solution est strictement décroissante sur [rg, 7., puis strictement
croissante sur [r, +00], avec

To;

T (?Q(Z;L_—fﬁ))))lm

. et si fo = f2, la solution est strictement croissante Vr > rg :

y(r) = yo (;;)f? .

Preuve E.1

Apres le changement de variable z = In (%) et division par y, ’équation (E.1) se réécrit

HON. (y'<z>>2 Flae—1) Y a0

sous la forme :

y(2) y(2) y(2)
Le second changement de variable, f(z) = y/;z), conduit alors a une équation de type
Riccati :

F'(2) + (a1 +1) f(2)° + (a2 — 1) f(2) + a3 = 0, (E.6)

pour z > 0 et f(0) = fo = T;—g(/’ La résolution de cette EDO est aisée en effectuant une
décomposition en élément simple. En effet, par la factorisation :

(a1 +1)f* 4+ (e = 1) f +as = (1 + 1)(f = 1)(f — f2),

avec
- 1 — Q9 —»\/ZK

_1—C¥2+\/E
h= 2(ay + 1) -

= a1y

et

VA = /(a2 —1)2 = daz(ar + 1) = (a1 + 1)(f2 — f1),
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la relation (E.6) devient

df  df
il VAdz. (E.7)
La solution de cette équation est donnée par
F&) = fi U = Py gy (E.8)
avec B e h
K() = Koesp(on+ D(R = f1)2) et Ko= P2

En faisant les changements de variable inverses, on trouve apres calcul :

) = I f1 I—K()(%
4 — Yo To 1 4’1(0

)(aﬁl)(frfl) aiTT

_fo—f1

La relation (E.5) est finalement retrouvée en injectant Ky = o o
0~ J2

La dérivée de y par rapport a r est donnée par :

(a1 +1)(f2—f1)
y'(r) = y(:)fll—_JEé()T) avec  L(r) = Ky (:()) .

Le terme
O\ (1t D(f2=f1)
fo—fo+ (fo—f1) (g)
f2=h
doit étre positif ou nul afin d’assurer que la solution soit & valeur réelle. La deuxiéme partie
de la propriété découle de cette condition.

Proposition E.2 (Résolution de (E.3)-(E.4))

On suppose que les coefficients hi, ha, k1 et ko sont positifs. Sous I’hypotheése que yo > 0
et wo > 0, le probléme (E.3)-(E.4) admet une unique solution décroissante réelle positive
définie Vr > rg :

y(r) = — (E.9a)

w(r) = (E.9b)

avec




ANNEXE E. RESOLUTION D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Preuve E.2

On effectue pour commencer le changement de variable 7 = . Le systeme (E.3) se réécrit

alors :
d
7‘7{ + k‘lg ~+ koywrg =0 (E'loa)
dr T
dw 9 w
— + hw?rg + ha— =0 (E.10b)
dr r

L’équation (E.10b) est une équation de type Riccati. En la divisant par w?, et en faisant le
changement de variable f = X, on trouve 'EDO d’ordre 1 & coefficients constants suivante :

f(r) - h2@ —hirg =0, 7=>1, (E.11)

ayant pour condition initiale f(1) = fo = w%) La résolution est alors directe :

T

d
f(F) = (fo+C(F) 2, avec C(F)=hiro / x’i (E.12)
1
Le changement de variable inverse w = % donne finalement
P
w(F) = 0 woC(7) (E.13)

(1 +woC(F) i hyro (1 + woC(7))

On injecte ensuite cette relation dans I’équation (E.10a), donnant une nouvelle EDO
d’ordre 1 a coeflicients constants :

=0.

v+ (24 )

7 hy (1+woC(7)
On trouve apres résolution :

Yo
ko *
k1 (1 4+ weC (7)) ™1

y(r) =

En notant que 7 = %, et puisque les coefficients hi, ho, k1 et ko sont positifs, la propriété
est démontrée.
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Annexe F

Equation d’évolution de la
courbure locale du front de choc

Nous développons dans cette annexe 1’équation d’évolution de la courbure locale du front
de choc, V- 77, pour un milieu inhomogene et en mouvement. Cette équation est nécessaire a
Iobtention de I’équation d’évolution sur les effets arriere du modele Cinématique en section
9.2. De manieére similaire au développement de 1’équation d’évolution de la normale au choc
(voir section 4.3.1), les calculs sont effectués dans un voisinage du choc (voir remarque 2.3 en
section 2.3), et seule I’équation appliquée au niveau du choc nous intéresse.

Les relations nécessaires a 1’établissement de 1’équation finale sont mises en évidence dans
le texte.

On rappelle la définition du vecteur normal au choc (2.27) :

Vo
V|

ng pour k =1,2,3, (F.1)

ainsi que de la composante normale de la vitesse du front (2.30) :

o ®

=— Fo| (F.2)
le front de choc étant défini par la courbe de niveau 0 de ® (2.26) :
I(t)={Z¢ R? tel que @ (7,t) =0} .
On rappelle également les relations (4.26) et (4.27) écrites ici sous la forme condensée :
d|Ve| =7 -V (dD), (F.3)

ou d est 'opérateur différentiel d; ou 9, .

F.1 Reésultats préliminaires

Nous développons dans cette section les relations préliminaires servant a ’établissement de
I’équation d’évolution de la courbure locale du front de choc.
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ANNEXE F. EQUATION D’EVOLUTION DE LA COURBURE LOCALE DU FRONT DE
CHOC

Expression de AU. A partir de la définition de la vitesse U (F.2), on a :

AL v F.4
3 So| oo k| VO (F.4)

En dérivant cette relation par rapport & x; et en utilisant la relation (F.4), il vient :

0,® ; U - 9,0, _ - 9, _ -
Uip = ——2% = V| g + | =2V, |VB| + =—L V|V
Vo| |V Vo2 Vo2

2U - -
+ —=——V;|VO|V|IVP|. (F.5
Go VITOITETOL (5

La contraction sur i de cette relation mene alors a :
AP U
Ve |V®|

- 0® s _ - - -
A|V<I>|+2|§(I)’2Vk|vvl>| + V| V&V V®|. (F.6)

V&

Expression de n;n;U ;. En contractant (F.5) avec n;ng, il vient :

; : 2 (e N\ (e e
ikl = =% 0.0 o — [P ik + o (n : V@t@) (n : V|V<I>|)
V| Vol M
2 Lo, N2
U ﬁ~V\V<I>\)‘ (F.7)
Vo[

En dérivant par rapport a xy la relation (F.3) pour d = J,,, et en contractant la relation
obtenue avec n;ng, on obtient de plus :

njnk|§<1>|,jk =n; (ﬁ . ﬁnl) (ﬁ,ij + ninjnkfI{ijk. (F8)

Par définition de 7, (F.1), ona ®; = ni\ﬁtm et ny (ﬁ . ﬁnk) = 0, donnant ainsi :

n; (ﬁﬁni) O, = (ﬁﬁni) (ﬁﬁ (ni|€q>|)) - (ﬁ?ﬁf V|, (F.9)
En injectant (F.9) dans (F.8), puis le résultat dans (F.7), il vient alors :

NN U 2 — - =
ninkU,ik = {—_‘ t"I’,z’k — fninjnk@,ijk + = (’l’_i . V{)t@) (ﬁ . V|V’~P|)
|V®| |V ®| |V®|?
2

(ﬁ.€|6q>|)2}—v(ﬁ-v*). (F.10)

V&2

Expression du terme n; jn;;. Montrons que
= \2
N, NG = —NjkNjk + (’I’L . V’I’L) . (F].].)

A partir de la définition de la normale (F.1), il vient en utilisant (F.3) pour d = Oz, (F.1)
et (4.13) :

iV ﬁﬁ|ﬁq>|® ViV . i-VIVe®| VIVl

i Vng = — = ) = k= = —
|V V|2 |V VO VO
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d’ou

o= 2

= 2 S

(ﬁ-Vﬁ) _ (YIvel) (F.12)
Vo

De maniére similaire en partant de la relation (F.1), un rapide calcul donne :

® V,|Vo|
= — — N pre .
VO VO

Ng,j4
Cela aboutit en utilisant au besoin la relation (F.3) pour d = 0, :

0P VIV VO
Vo2 Vo2

NG jNij =

o 2
PP, ViIVOIV, |V (n~YIV@\)
Ve[ Ve[ V|2

Nijnji =

Finalement, en utilisant la définition de la dérivée tangentielle (4.13), ainsi que la relation
(9.39), on obtient :

V; Vo - -
N, NG5 — Ny 154 = ‘%(I)‘? (VJ|V(I)| —nyn- V\V@\) =

- - e N\ 2
Vi|[Ve|ViIvVe|  [(VSVl
Ve vel )
La relation (F.11) est retrouvée en considérant (F.12).
F.2 Equation d’évolution de la courbure locale du choc
L’équation d’évolution sur V - i est dérivée dans cette section.

En différentiant la relation (F.1), puis en utilisant la relation (F.3), on trouve :

np = VAR M g &g VidD (ﬁﬁdcb), (F.13)
VO |V | |V VO
ce qui donne pour d = Vy :
= A ni =3
Vo| |Vl ( ) (14

En différentiant la relation (F.14) par rapport a t et x;, on a ensuite :

§ Vi ; §
%(V%) - A%‘I’) - <|%|) (ﬁ~V8t<I>) - 61@; (nk (ﬁ.vgk)), (F.15)

et

a?cj (ﬁ.ﬁ) _A(0,9) (V~ﬁ> (ﬁﬁ%@) _|}5 (nk (ﬁ.ﬁcp k)) (F.16)

V| V| V| Oz,

ayant utilisé (F.3) pour d = 0; et d = 0, respectivement.
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CHOC

Finalement, 'opération (F.15)+V;(F.16) aboutit & I’équation :

0 (77) - {A|(va§) " ﬁUcm <ﬁﬁm))} ~(97) { (ﬁ&vst@) ' |6U<1>|"j (ﬁ'ﬁa“fq’)}
terme 1 terme 2
_Iﬁlﬂ{gf (e (7 99.4)) + Uit ¥ (i (ﬁﬁ@,k))}
terme 3
+{—(ﬁ+-ﬁ>(ﬁﬁ(6-ﬁ))+5+-6(€-ﬁ)}. (F.17)
terme 4

Chacun des termes est développé dans la suite.

Développement du terme 1. La relation (F.3), pour d = 0,,, s’écrit :

L o= (0P
o, —”‘V(axj)

En dérivant cette relation par rapport a x;, on obtient apres un rapide calcul :

-V (A®) = A (ch\) — V@ 1. (F.18)
La relation (F.13), pour d = V,, donne ensuite
O = VOV ny, + ngni® ;.
En utilisant la propriété n,V;n, = 0, on a alors
Ving® i = |§<I>|nk7jn;€,j. (F.19)
En injectant (F.19) dans (F.18), il vient :

—

7V (AD) = A (\%I) — [VB|ng -

Le premier terme se réécrit ainsi comme :

A (6:2) Uu (. o A (8:®)  8,® .
= + = -V (AP = = - — A Vo —-U A .
{ Vel [V (79 ))} { Vel Ve (%) M tted:

(F.20)
ayant utilisé (F.2).

Développement du terme 2. En combinant les relations (F.2) et (F.3), pour d = 9., on
trouve directement :

(ﬁ . 68@) U

- (v-7) ol T 9a™ (7 Vou,@)
L - Vo ® P -
_ —<V-'n,) ( IV'I>|t ) Iﬁflz (n V) V|
— (6-71) (ﬁﬁU). (F.21)
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Développement du terme 3. En considérant les relations (F.3) pour d = 9, et (F.13), il
vient :

d (nk (ﬁ . ﬁflﬁk)) =d (ngn;® 1)
= 2dny (ﬁ . ﬁ(b,k) + ningd® ;i
= 2dnka|€@| + ninpd® ;i
2

- Fa (Vd®) (vkﬁcm) - I; (ﬁ : ﬁd@) (ﬁ : ﬁ\ﬁcm) + nnpd® i,

P
pour un opérateur différentiel d. On obtient alors pour d = % :
9 (nk (ﬁ-@b’k)) _ 2 (V59) (Vk|ﬁ<1>|) 2 (ﬁﬁa@) (ﬁﬁ\@m)
ot VO VO
+ nink8t¢7ik. (F22)

De méme, pour d = V; et en contractant avec n;, on aboutit a :

v (nk (ﬁﬁqu)) - Iéfﬂ (v,ﬁ@\) (vk,\%\) - |§2<I>| (ﬁﬁ\%\f
+ninng® k. (F.23)

En injectant (F.22) et (F.23) dans le troisiéme terme, il vient apres calcul et identification du
terme n;n;U;; (F.10) :

~ o Lo (o (7 99.0)) £ (3-9) (e (7 F0)) | =

{_I;ZIZ (V10,®) (Vk|64>|) _ Iﬁilz (Vk|6<1>|) (Vk|6<1>|)}

+ nin;Usy + U (ﬁ : ?ﬁ)z . (F.24)
Développement du terme 4. Le quatrieme terme s’écrit directement
(@) (79 (V7)) + 5.9 (V-7) | =5, - 95 (V) (F.25)
par définition de VS (4.13), VS =V — 7 (ﬁ . ﬁ)

En additionnant les quatre résultats (F.20), (F.21), (F.24) et (F.25), et en identifiant les
termes de la relation (F.6), 'équation (F.17) s’écrit :

d /= . .

- (V7)) = {-aU+ (V7)) (it VU ) + min;U 5}
—_— 2 — —

~Unjngp+U (V) +7, V5 (V7). (F.26)

Finalement, en considérant la définition du Laplacien transversale (9.37), et en utilisant la

relation (F.11), on exprime I’équation d’évolution de la courbure sous la forme plus condensée :

% (# ﬁ) = —ASU = Uninyi + 4 - V* (6 : ﬁ). (F.27)
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ANNEXE F. EQUATION D’EVOLUTION DE LA COURBURE LOCALE DU FRONT DE
CHOC

Différentes contributions participent a I’évolution de la courbure locale du front de choc
dans I’équation (F.27) :

« une diffusion de 'intensité du choc le long de la surface de choc, ou de maniere équivalente
du nombre de Mach d’apres (2.32) :

U=Wgs+ ;- 1, (F.28)
avec Wg =cy/14 ’YQ—"‘;% =c, M;
. une variation transversale au choc (9.60) :
N, 1,0 = Vfﬂijni- (F.29)
En deux dimensions d’espace, cette variation s’exprime comme (9.111) :

(X'(5)Y"(s) = Y'(5) X" (s))’
(X7(5)2 +Y"(5)2)°

NN = )

ot (X(s),Y(s))T est une interpolation du front au moins de classe C?, paramétrée par
I’abscisse curviligne du choc s;

« et, dans le cas d’un milieu en mouvement, une variation transversale de la courbure du
front : 7, - V7 (V . fi)

D’aprés (F.28), ASU dépend de l'intensité du choc, ¢, et de I’écoulement en amont du choc :
la pression p4, la masse volumique py, la célérité du son dans le milieu, ¢4, et la vitesse du
milieu ;. Ce terme est développé dans la suite.

Expression de AU. On rappelle la relation (4.34) :

S S
—ViU =c, (vafg + Ny V;'” + N3 V]’;“) — V(T - 7), (F.30)
+ +

ou les coefficients N; dépendent de ( :

1M 1-2 M M
Ny = — (r+1) ; NQZ% Ny = ——.
227+ (v+1)0) 2(1 = bp4) 2
On rappelle également que M = /1 + VTJ;lC . En différentiant la relation (F.30) par rapport

a Vf , et en utilisant la définition de Popérateur Laplacien transverse, AS = Vf Vf , le terme
ASU s’exprime apres calcul comme :

—ASU —AS (g -7 ASp A®p .
- G )+N1AS<;+N2 * N 4 de Ny |V
cy cy P+
ﬁsp 2 ﬁsp 2 VvSe ﬁsp §Sp
+ (bp+dbp+N2 — N3) % — N3| 2+| + (v, * 4 N3 +
Py Py C+ P+ P+

- VSe VSp VSp
+VS¢.- <N1 - * 4 AN, p * 4 d.Ns . ), (F.31)
- - -

ou d¢ et dy,, désignent les dérivées par rapport a ¢ et bp respectivement.

Finalement, en injectant (F.31) dans la relation (F.27), on montre que 1’évolution de la
courbure du front de choc dépend du vecteur normal au choc, 7, de son intensité, ¢, et des
grandeurs de 1’écoulement en amont du front.
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Annexe G

Equation d’évolution des effets
arriere dans le modele
Cinématique étendue a un milieu
inhomogeéne en mouvement

Cette annexe est consacrée a l'extension de I’équation d’évolution des effets arriere du mo-
dele Cinématique, définie pour un gaz de van der Waals, équation (9.94), & un milieu hétérogene
et potentiellement en mouvement. Les étapes de calcul suivent celles de la section 9.2. 1l s’agit
de la premiere fois & notre connaissance que cette extension est présentée.

On rappelle I’équation sur I'intensité du choc écrite pour un écoulement amont non-uniforme

(4.58) :
(5'7:,]0)_

P+

d -
—Cz—c+ <w1V-ﬁ+w2

dt ) +C+R0, (Gl)

ou l’on note 9, la dérivée suivant la direction normale : 0,, = 7 - V, et avec

O O V-7 V8.5, @ v \Y%
Ry = w; s + wy P+ + aq * + o + +i agﬁ—l—a;;ﬁ . (G2)
P+ b+ C+ C+ C+ P+ D+

Les coefficients w; et c; sont donnés par (4.59) et (4.60) respectivement. On rappelle également
I’équation d’évolution de la normale (4.32) :

dn;

% = Vo, — VU, (G.3)

?

pour i = 1,2,3, ou —V#U s’exprime comme (4.34) :

v? v?
i P+ + Ny b+
P+ P+

~ViU =y (NN?C + N ) — V(T 7). (G.4)

Les coefficients NV; sont identiques a ceux utilisés en annexe F pour I’équation d’évolution de
la courbure locale au front de choc :
(y+1)M (1 —=2bpy )M M

Ny =— Ny=-—"—"1"" e Nyg=-——
ST O 75 B TC iy 770 R
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ot le nombre de Mach, M, vérifie M = ‘f’—f =,/1+ 72—?( . Avec cette écriture, I’équation (G.3)
s’exprime :

dn =5 - . VS VS
Bl T ﬁ—vs<6+-ﬁ>+c+<vaS<+N2 ANy A p*) (G.5)

P+ b+

G.1 Relations différentielles de saut

En effectuant un calcul similaire & celui effectué en section 9.2.2; la relation (9.48) est
étendue a un milieu inhomogene en mouvement :

= a — = dn - -
[ﬁ- W] —cy <q( WD)y R1> Rt o (TQVSCJF WO) , (G.6)
P+
ol
0 0 V-0 VS . @ 7y -V 7 -V
Ry = nP+ + nP+ . * 4o P P+ s P+’ (G.7)
P+ P+ C+ C+ C4+-P+ C+D+
et _ ~ ~
- ii - Vv Ve \Y
Wo=mn SSEY o e a (G-8)
+ D+
Les coefficients sont donnés par :
1-b M
wadc By — 2 U=2es) widcfo S — wadc o
€1 = , €= ——— , €=
g1 01 01
1-b M
%( 7p+) — 2 —wadefo ayd¢ By aad¢ By
T4 = 9 T5 = — ) Te = —
01 01 01
B
saebpy — @3delo Bo 1 audc By
67 = b 68 = _77
g1 01

ot d¢ désigne la dérivée par rapport a ¢, et

B o+ (I =bpy) __[m] (1—bp4)
Ty = E— et T3 = E—

T = )
01 p— 01 P 01

On rappelle les expressions des coefficients 3y, d¢ 8y et o1 données en section 9.2 :

ﬁoZ[U]-ﬁ:M dﬁ():50(4’y+(’y+1)g)
Wirsae T KD
t
e 012[ﬁ].ﬁ_ws:_(27+(7—1)C+2bp+o.

C+t 2v,/1+ %<

Puisqueﬁ~%f=0,ﬁ~§550etﬁ~(ﬁ-%ﬁ;)zﬁ-{)br—ﬁs-{/;,onobtient:

(350,

. dni - - - -
n- <7'1dt+c+7'2VSC+C+W0> =7 (V~v+—VS~v+) +cyT3 o

316
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Ainsi en contractant (G.6) avec 7, il vient immédiatement

= 0 -
ﬁ~[ﬁ~VU}—c+(61(np)_JreQVoﬁJng), (G.9)
P+
OﬁR2:R1+ﬁ'W02
0 ) A V5.7 7.V Ty -V
Ry = €5 np++€4 np++€5 ++€6 ++67 + P++€8 + P+, (G.10)
P+ Db+ C+ C+ C+P+ C+P+
et avec
€4=T3+74 , €=T6+T1 et € =T5—7T1-

De la méme maniere, la relation (9.50) étendue & un milieu non-uniforme et en mouvement
-
s’écrit :

o Onp)_ —
{ﬁ-Vp} =pt (771( D) +n2V-n+R3) , (G.11)
P+
ou
0 Onp V-7 VS . @ Ty -V Ty - Vp
Ry = g 220 4 S0P g =+ g . A L =, (G12)
P+ P+ C+ C+ C+P+ C+P+
avec
wad¢ By — %61 wid¢Br — Zf (Bo + €2)
m= 0—1 y M2 = o1

wsd¢ By + M(B1 + bpydyp, 1) + Bo + %63 wyde Py + %64
N3 = — y Ma=——"""—

g1 g1

B ardeBy + 81+ %65 B _a2d4ﬂ1 + Zfﬁﬁ

01 01

azd¢fy + Bi 4 bpidy,, f1 + %67 agde By + Zfﬁs
= ;Mg E

01 g1

On rappelle I'expression de 5, et d¢/3 :

4y(1 —bp4)
(274 (v = 1)¢ + 2bp1 )

21— bp )¢

= 27+ (v = )¢+ 2bp4C

et defr =

La dérivée de B; par rapport a bpy s’écrit :

227+ (v+ 1))

dop, f1 = — 27+ (v = 1)¢ + 2bp10)?"

Les relations de Rankine-Hugoniot (4.9)-(4.10) et [p] = p4+(, combinées & la relation de
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compatibilité (4.16) et a (4.37), donnent :

(anp)f vsp+ 6 D+
= ViC+n +(—— - G.13
[p,;] p+< ]C J Dy ¢ D J D ( )
On Vop
il = p+ <d<ﬂ1Vfc+nj[ oy (By + bpydup, 1) — +> (G.14)
P+ P+
[vij] = c4 (Bovfm —i—dcﬁoninC) +n; [ﬁ“ﬁvl}

1V 1—2bp, Vipy
teiBo | z—— - . ni. G.15
o <2 J 2(1-bpy) p+ o (G19)

En particulier, en contractant (G.15) avec n; et en utilisant (G.9), on a :

(anp)f

b+

+ 626 -n + Rz) n; + c+d<ﬂon§

1V3py  1-—2bp, Vs
+ci fo | =—2 — J , (G.16
o (2 P+ 21 =bpy) p+ (G16)

ni [vi ;] = et (61

puisque n;n; = 1 et ninm = 0. De méme, en contractant sur ¢ la relation (G.15), et en
utilisant (G.9), on obtient :

[6 : 17} _— <61 (6;)‘ +(Bo+e2) V- ﬁ+R2>. (G.17)

G.2 Equations instationnaires de saut

On rappelle les équations instationnaires de saut (9.62) et (9.63) obtenues en section 9.2.3 :

i[9 ()] + (3905 po] + mloswl + |9 ({25) (7))

et, pour ¢ = 1..3,
- {6 (%?)] + [(ﬁ . 6’11]-) ’Ui,j:| + ng [vjvw-k] + ny [p;k:| — |:];’2Z (ﬁ . ﬁp):| =0. (G.19)

Puisque [fg] = [/ g- + £+ [9] = [/)[g] + f+ [g) + [f] g4 pour deux quantités physiques f ct g,
on a :

n (V5D k] = (e4Bonk + vik) [np k] + ¢4+ Bo (njnep+ k)

ning [vjvi k] = (cyBonk +vik) ning [vi k] + ¢y Boni (njngvy ji) -

En injectant ensuite la relation de compatibilité d’ordre 2 (9.46), ainsi que ces derniéres rela-
tions, dans (G.18) et (G.19), on obtient :

@ + cron [nnep k] + Kﬁ-ﬁvj) p’j} + [ﬁ“ﬁ (1 w{)p) (6 . g)}

" oo s (s - d’ka
+ [1 — bpn -V (V : ”)} TS [p.x] + cyBo (njnepy k) =0, (G.20)
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et
d an 7 - =
7 - [ 1_}1 +cron; [njnkvi,jk] + n;ng |:M:| + n; |:(n . V@j—) vi,jj|
dt 0
(59 (5%9)]
2 — [vi k] + ¢4 Boni (njngvy i) = 0. (G.21)

Les équations (G.20) et (G.21) sont développées dans la suite. Les relations nécessaires au
calcul final sont mises en évidence dans le texte.

Développement de 1’équation (G.20). En utilisant les relations [fg] = [flg— + f+]g],

(pj)= = [pjl + V;ps, (G.6) et (G.13), et en remarquant que Ry + 7 - Wy = R, ainsi que
nij =0et nj% = 0, on obtient apres calcul :

G (P0=) 4 9 2P s (20T s

C+P+ P+ P+ cy dt
D). = VS v -
+R2( P) + 7V <<p+ + 2
P+ P+ P+
dii = VS V 7 Yn
N <71”+W0) N Y 2 B I LA
cy dt D+ b+ D+

Apres développement en utilisant (G.11) et (G.17), on a de plus :

iV T’ V-7 Onp - Onp -
{ ( p) ( )] = ((02+03771)()+0‘3772V-ﬁ)><(61( )7 +(60+62)v-ﬁ>
C+D+ P+
\vas Onp)_ .
+{(02+O'37]1) <R2+ cv+>—|—€1R4}( pp) +K;_V-ﬁ
+ +
On On V-1
Y RoRy + <agRg - pr pp+ + oy pp+> c”*, (G.23)
—0py P4 + +
avec
g Y S bp+p— U:bfii
2T 1-bpm T T pi(l-bp)2 T py [(-0p)2)
et
b O,
R4 = U3R3 + (0'7 + (1 i If; )2) per, (G24)
—op+ +
N V-
K = osm| R+ c + (Bo + €2) R4. (G.25)
+
Un calcul direct donne
’yp n Vi Vi 7 — . Vi Vi T . Vi Vi .
(R | R CIIC RV TCRS) S
avec
o Y- g — 1 { P ]
pr(1=bp_) p+ [1—bp
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De méme, on obtient directement en utilisant (G.13) :

dn i = VS
——F [l = Dy (vsc +¢ p+> : (G.27)
P+

En injectant les relations (G.22), (G.23), (G.26) et (G.27) dans (G.20), il vient finalement :

1 d(o, n;NEpP.; S /o on 2
(Onp) _ +01( kD, jk) _ Lo {ﬁ-V(V-ﬁ‘)} —|—K1(( P)_>
cypy dt P+ ct P+

— an — = 2 —

(59 i+ k) PP= g (97) 4 KV i K+ Ks =0, (G.23)
p

+

ot Ky, Ky, K3 et K4 sont définis par (9.70) et K3 est donné par (G.25). Les termes K et
K5 s’expriment comme :

V-7
K =(1+02+403m)Ra+ (02+03m) c * + 1Ry,
+
et
- Vs v - 1 dit Vs \Y
Ks =1Vo¢- C7p++7p++WO +——-¢(n—-1) p++7_17p+
P+ P+ cy dt P+ P+
. v v On On V.7
+W - Cﬁ—i—ﬁ +(03R3— i p++a7 p+) -
P+ P+ L—bp+ p+ P+ Cy
- /o . 0, . _
YRoRy+ 7. (v : 77+) N ey Y AL ALY
Ct D+ Db+
ayant remarqué [njnkp’jk] = (nynip jk)_ — NNk jk €t Bo — o1 = I::Lf = M. En considérant

(G.5) et (G.8), ainsi que les relations VS = V — 7, i - VS = 0 et 7 - dii = 0, K5 se rééerit
sous la forme :

K5 =V5¢ Wi + X1 + Y3 + 2y + MPdk (G.29)
P+
avec

B} $5p.

Wi = | (1+ (2 + Nimi) — Ni¢ + 12 Wo (G.30)

65‘ 65' 65 2
Xy = No((1+Q)m—1) 228 Y Pty ((1 +O)(r2€ + 75 + N371) — N3<> %Gm)
P+ P+ by

Y1 = <O’3R5 — 7 anp+ —+ a7 anp+> v U+ + R2R4, (G32)

1—bp+ p+ P+ ct

, S o7 V.5, -V5.3 d -
ayant remarqué que 7 - Wy = 7 ~2+ o 47y ;?’. Le terme Z; s’écrit :

Ty -V i—VS(T, -7t) VS
Zi=((1+0n -0~ - @ 7)., .
464 vS ﬁﬁ 6’[7
+71(14¢) R ( ) (G.33)
+ P+ C+




G.2. EQUATIONS INSTATIONNAIRES DE SAUT

Développement de ’équation (G.21). Puisque l'on a

0 4 (o [ B - 2. 5

on obtient apres avoir utilisé les relations (G.6), (G.9), (G.1) et - 9% =0 :

dt Ct dn =

1. da,e  di d
7. 400 dn {ﬁ ”+72v5‘<} ARy + Ro

o Tar T T @ e ar ey a0
d 87,/ _ - a =3 871 —
61& + €ody (V . ﬁ) —cCt <d<61 (9np) + d@v n) <w1V -7+ wg( ?) >
P+ P+

d d d Onp) _
+ <c+d¢61R0 + bp+dbp+€1ﬁ T < tC+ tp+)> ( )
P+ Cy D+ o

d d -
+ <C+dC€2R0 + bp+dbp+62% + €2 ZCJF) Vi, (G.34)
+ +

ou dy = % est la dérivée temporelle suivant le choc. La relation de compatibilité d’ordre 2
(9.47) avec ¢ = v; donne :

n; [nngv; k] = [ﬁ -V (ﬁ . 17)] — Vf [ﬁ : ﬁvl} + anj [vi;] -

En utilisant les relations (G.6), (G.15) et (9.60), ainsi que les propriétés n; V5 = 0 et ngdny = 0
pour un opérateur différentiel d quelconque, on obtient apres calcul :

ni [ngnivige] Vilﬁ (ﬁlﬁ)} _ (61 (Onp)

+ 626 . ﬁ) ﬁ -1 + Boniyjnjyi — dCTQ|§SC|2
C+ C+ P+

dch

d 3 - — 63 ﬁs
S — - HNgse. —%VS MRV i — V¢ (m 4 bpid,, pf*)

C+
bpydpp, 1 AR ﬁSer §Sc+ W
_ = — -Wo

=g
— -Wo. (G.35
Cyt dt P+ Ct v 0 ( )

A partir des relations [fg] = [flg— + f+lg], (vij)— = [vij] +v4ij, (G.16), (G.6) et (G.9), on
trouve également :

lose)n] (o

P+

2
. di .
5 eV n) +deBoVIC (ﬁ” +72VS§)
ci cq dt
v

(37:,]0) _

P+

i (ﬁ : ?@)
Ry +
Cy Cy

- . iV, 195 1—2bp, V5
+V5¢- [ defo | Wo + 2 + 7280 Py _ Pr Y Pt
Cy 2 py 21 =bpy) p+

1V$ 1—2bpy VS di - @-V©
4, < VP+_ P+ V,0+).<71 T W+ V+>7 (G.36)

+2R5 (61 + 626 . ﬁ) + RoRs +

2 py 21=bpy) p+ et dt Cy
avec o
i (7-V7.) L di
Ry=Ry+————2 et W= -0+ nT5C+ W, (G.37)
Ct Ct dt
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Par définition du saut au travers du choc d’une quantité v, [¢)] = ¥_ — 14, et en utilisant
I’égalité (ﬁ . 6p) = [ﬁ - ﬁp} + - ﬁp+ ainsi que (G.11), on a aprés un rapide calcul

(7-90) (7-90)] . {_06 (m (a;i) +nﬁ-ﬁ) (0np)_

p? P+ P+

On Onp)_ | Onpy O
P+ D+ P+ P+
De méme, toujours avec la relation [¢)] = ¢)_ — ¢4, il vient directement
- |:p,zk:| _ P+ <05( JMPgk) njnkp+7]k), (G.39)
P P+ P+ P+
avec
2
05:p—+ et 06=<p+> .
pP- pP-
Enfin, en considérant (G.16) ainsi que ny dd"t’f = 0, on obtient également :
dng dii o5 BoVips  Bo(1—2bpy) Vi,
——n; vk = — d¢BoV — . G.40
dt n [U ,k] C+—=7 dt ( Cﬁo <+ 'R 2(1 — bp+) o ( )

En injectant les relations (G.34), (G.35), (G.36), (G.38), (G.39) et (G.40) dans (G.21), on
obtient finalement apres réarrangement des termes :

€1 d(Onp)_ n os5(1 — bpy) (ninep,jk) _ Lo [ﬁ ﬁ(ﬁ 6)} +H <(8np)_)2
%1 (5. . .
cypy  dt Y Py Ct j
- onp)_ _ 2 -
+(H2V.ﬁ+H;) V+H3 (V-ﬁ) +HIV i+ Hy+ Hs =0, (G.41)
_|._

ou Hy, Ho, Hs et Hy sont définis par (9.81)-(9.82). Les termes H2+7 H?jL et Hs s’expriment
comme :

bp4+d d d d 1-9b On,
H;d<€1RO+WW+61<tC+ tp+)+261R5 p+0'6(R3+ p+),
C+ P+ C+ \ G+ P+ Y P+

bp+dbp+€2 dtp+ n Edtc_t,_

Hi =dceaRo + —01R1 + 2e2Rs5,

C+ P+ Cy+ Ct
et
1 dn Tl_l)v P+ ( 50(7'1—1)<1—2bp+)> ﬁsp_'_
s = ~Wo + — ( o1bpdpp, 71 +
Tendt { ’ P+ H e 2(1—bpy) P+
Bor2 VSpy Bora(1 = 2bp1)\ Vp,
vI¢- d A obond
+ (50 < ) T I 010p4+dpp, T2 + 20 bpy) o
Vs VS 1—20p,) VS
—017T2 +} Woo [ o Yoot Bo VZpi  Bol p+) Vopy LY,
Ct cy 2 pt 201 —bpy)  po
o5 i~ QeBe L bpr mymapy g g i (gmavige) T (W, -V,

C+ Y b+ C+ C+
Wi Vi, <1€Sp+ 1— 2bps 65p+>

2 py 21 =bpy) p+
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ol o
d 1—bpy Dupy O ii- (i Vi, )
Y, = R2< tg+ +R5> + P+ OnpP+ OnP+ + R, (G.42)
T Y P+ P+ C+
En considérant (G.5) et (G.8), ainsi que les relations VS = V — 0, it - VS =0 et 7 - dii = 0,
Hy se réécrit sous la forme :
e - 1—bpy n,; : _. - 4R
Hy = V5S¢ - Wa+ Xo + Yo+ Zy — — PTGk GS gy, 2 (G.43)
v P+ C+
avec
- - i Vi Ni(my — 1)+ 1) VS Ve
Wy = (defo — Nv) Wo + de o ++50( (= 1)+ 1) Vopy P s
Cy 2 P+ Cy
Bo(Ni(mn — 1)+ 7)1 — Qbﬂ+)} Vo,
— < o1bpy (N1dp,, 71 + dpp, 72) + , (G.44
{ 1bp+ (Nadey p-72) 2(1 = bp+) P+ ( )
v VS VS 1—2bpy) VS
Xy = (12C + ) P {—01 ct Bo Vi Bol P+) P+}
j Ct 2 py 21 =bps)  p+
V. Vop. { < Bo(r = 1)(1 = 2bpy )\ Vps
+ | N2 + N3 9= | o1bpydpp, 71 +
( P+ P+ e 2(1 = bp4) P+
~1 Vo
H(PE nen) T2 (Gay
2 P+
et
N —s -
Z2 _ [‘30 n; (njnkv_‘_i,jk) 4 n (W2 V,UJF) I Vy vV n-— VS (’U+ . Tl) {WO + [30 (T1 - 1) VS
Cy Cy Ct 2
Bolr — 1)1 = 2bpy)\ VSpy | | i1 Vi, Ve,
- bp+d R
<01 prCop 1+ 2(1 = bpy) P+ * Ct e
1 val 1)(1—-2b VAl
+(h+)%_ﬁ%>VP+_Cﬂﬁ+x Pﬂ+ﬁ%)vp+}(G%)
2 P+ 2(1 = bp4) P+

G.3 Equation d’évolution des effets arriére

La combinaison des équations (G.28) et (G.41) permet finalement d’obtenir I’équation d’évo-
lution vérifiée par les effets arriere au niveau du choc. Afin d’éliminer le terme [ﬁ vV (6 . 17)} ,

nous effectuons la combinaison linéaire (G.28)-Z4(G.41), donnant ainsi I'équation :

(Onp)_

+ ¢3 (64’1:)2

1 d(9np)_ +¢0(”jnkp,jk), + ((&m)

)+ (o570 i2)

cypy dt P+ P+
o Ky +MHy K5+ \H,
LGV g DAt A Rs T AT gy
A A
avec
- KS 4+ XHF - K+ M\HS
05 = N et ¢3 = B VR
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Les termes gz~5§“ et é; sont incomplets et sont développés a la fin de cette annexe. Les coefficients

Ao, A1, o, P1, P2 et @3 sont identiques & ceux calculés pour un milieu homogene et au repos
(9.84)-(9.85) :

A= —— , A1 =14 Ageq,
01
et
o1+ A\ o5(1—bp4)
L (v + )62y + (v = 1)¢ + 2bp1.€)
A M2y +(r=1DORy+ (v +1)¢)
K+ MoH 1 1-b
(bl :& = {61 (1+02+03n1)+)\0 <€%—’w2d<61—0—67]1 p+>}
A A1 Y
Ky + M\ H 1
(g =2 02 = e+ (o2 +0a3m) (Bo+ e2) +€103n2
A1 A
1-9
)\0 (26162 — 01€1 — wldcﬁl — ’wgdceg — Og1)2 7P+> }
K3+ M H 1
o3 =371 70778 = —<03m2 (Bo +€)+ Ao (65 —01€2 — wldCGQ) :
A1 A1
Ky+ M MHy = - diR Ks + Mo H
Les termes %, Ve W, Z 2 ot 5_; 075 sont développés ci-apres.
1 + 1

Etant donné que le milieu en amont du choc est supposé stationnaire, on rappelle que I'on
a pour une quantité physique en amont du choc ¢ (4.25) :

v,

L=V Vs = Wby + T - Vi (G.49)

On rappelle également la relation (4.37) :

dey _dpy  1=2bps dpy

ey 2y 2(1-bpy) py (G.50)
Expression du terme [(41-5-)\71)\0174. Un premier développement donne :
avec 5y
*x) = )\116+ % . {—)\Cof % (7'1 — 14+ X (—oders — T2+ (11 — 1)dgﬂo)) ﬁsf}

1 -
-I-)\l{’TQ + )\0 (TQdC/BO — UldCTQ)}|vSC|2.
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—S - 2
Nm [TV 7=V (5, -7t 1 v
(*) _ ; 1 + ( + ) +(T2+N1N4+)\0 (7—2d4ﬂ0—gldc7'2)>|VSC|2
1 C+ M
y TS (0 ve v
L [TV A VI )y, agm ) ¢ — 20gm Na S — arg Ny YLt
)\1 Ct P b
Ny — XNy Vs Vs
ervsc. Ny~ Ny PR (Gs2)
A1 P+ P+
avec

N4 =71 — 1+)\0 (7N17'1 701(21(:7'1 77’24’(7‘1 — ].)dgﬂo)

En différentiant (G.3) par rapport a VZS , et en utilisant ’équation d’évolution de la courbure
locale du front de choc développée en annexe F, équation (F.27), on a :

Eﬂvﬁ)_ﬁal s(dni) _ AU Ve o
cy dt Ve Ct Vi dt ) (2= um) C+ C+ Mt

i . . Vf (17+ . 65’/11')
ol 98 (9.7) —noy— )

(G.53)
C+

C+

En injectant (G.52), (G.53) et (F.31) dans (G.51), on obtient finalement :

Ky + X H = Ao To - 70 1 - R
R e+ asa%C (60 + 2T Y+ £
1 1 C+ A1
A AS A5 1
+2% (e — o171) (N2 P+ Ny p*) +— (X3+Z3), (G.54)
A P+ P+ A
avec
1
Ps = S + N1Ng+ Ao (de N1 (€2 — 0171) + 72defo — Uld(TQ)}

Al
{TQ + Ny (7'1 — 1) —|—/\0<—N127'1 o\ (O’ldCTl —+ 1o — (Tl — l)dcﬂo)
1

+ ngcﬁo — O'1d<7'2 =+ dCNl (62 — T10'1)> },

A A
¢35 =2 (Ni (€2 —Ti00) —oum) ¢ = = (Boos — Mes),
)\1 /\1
v, .Y =S (7, ) v
= (Y n — C
Wy = (Ny—Xomi V1) | —F ~ + Ao (€2 — 0171) Ny ——
Cyq Ct
6SPJr
+ NQ(N4 — )\OTlNl) + )\0(62 — 0'17'1)ch2
P+
ﬁsm
+ Ng(N4 - )\0T1N1) + )\0(62 - 01’7’1)ch3 D 5 (G55)
+
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VSpal? . [V5p.f
2

Py y 2z

X3 = Ao (€2 —0171) { (bP+dbp+N2 - Nz)

et

— -

=5 -
S > OS (7 = S S U -
Zs = U VA= VI i) <2/\071N2V Pr 2)\0T1N3v p+> + )\0{621)+ Vo (V'

Ct P+ D+ C+
S (= .o8 —5 - 2
AS (T, -7 Vi04'v W) 7N S (T, -7
— (e2 — 1101) AT ) om—— [ n (T4 - 7) } (G.57)
Cy Cy Cyt

Expression du terme V5 - Wo. On rappelle les propriétés (9.38) et (9.39) :
ViVis = A% + 0,00V i, Vi Vide = Vit Vi,

pour deux quantités physiques 11 et 12. En contractant la k-iéme composante de (G.8) par
VE , et en utilisant les propriétés ci-dessus, il vient :

B A s o AT
VW = 1 285G 4 VS (dc (r2€ + 73) —2E + dery VS ”*)
P+ P+ C+
AS
+(T2C+7'3) P+ + X4+ Zy, (G58)
avec
o5, ©S TS, |2
Xy =bpidp,, (T2C + 73) Pr Y Pt (12€ + 73) #, (G.59)
P+ D+ py
et
— - - S (=
-V VS VSC Vk (n . Vv+k>
Zy = *. bpidp,, 71 P _ Ti . (G.60)
C+ P+ C+ C+

Puisque le milieu est supposé stationnaire, on montre :

Expression du terme

ot
nts = S Sy 4 Vit

% (7 F0s) = T (V-F0,) +vaiVits o

%(g.@) = VV(Vw)

G ) = V() () (T i,
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avec V = ¢, Mii + ¥. En dérivant suivant le mouvement du choc la relation (G.10), et en
utilisant les relations ci-dessus et (G.5), on obtient aprés réarrangement des termes :

diR S Onp) _ - -
¢ 2:—R6(w1V-n+w2( ) >+N1VS<-W5+X5+Y3+Z5
C+ D+

U4\ Vip+,i v\ Vaps i
+ <63m— + 67+> ThP ik + (641% + eg— > M, (G.61)

C+ C+P+ C+ C+P+

ou
- VS VS iV
Ws = €3 Pt + €4 P+ _ €6n ’U+, (GGQ)
P+ D+ C+
Vs VS VS VS
Xy = (NPt Ny P [ P Y P (G.63)
P+ b+ P+ D+
Les autres termes s’expriment de la maniere suivante :
O O V.-@ vS.@
Y3 = RoRe + bps+ (db,,+ s PE 1 d,, e P 4 dy, e+ dyy, e +
P+ P+ C C+
7y -V 7, -V O 7, -V
+dy,, €7 + - VP+ + dpp, €8 + p+> Y ilias 40 P+
C+P+ C+P+ P+ C+P+

dipt Onpt Uy - Vpyi dip+ Onp4 Uy - Vpy
- €3 + €7 - €4 +es
C+P+ P+ C+P+ P+ C+P+

dtC+ ( 6 . ’l_f+ ﬁs . 17+ 17+ . €p+ 17+ . 6p+>
- €5 7 + e

2
T C+ C+ C+P+ C+DP+

5, onp\ 7+ (7571
+M <67 s +es ,p+) , (G.64)
P+ D+ C+
d d V.7 VS . 7 -V
R = dces nPt +deeq nP+ +dces + +dces + +dcer + P+
P+ b+ C+ C+ C+P+
+dees = (GL65)
+P+
et
BN R — VS (# - ) v Y \Y
Uy - n — () n =3 v ()
Zs = + + W + +2 + . e P+ P+
Ct T P+ b+
_6726ﬁ (dﬁ vﬂ+) _ nznkvjév—l-z jk (65 + eﬁ)ﬁ 6 (6 17+>
ct dit ci cy
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En combinant les relations (G.29), (G.43), (G.54), (G.58) et (G.61), il vient alors

Ao Uy -1

Ky+ XoHy n K5 + Mo Hs

= pa|VIC? + 65 A5C + (¢ +2 ) ninji+ V3¢ - Wy

A1 A1
Ao On e Onp) _
+Y, +Z; — 7017—3 p+V + R6 (W1V'n+w2( p) >, (G67)
Al P+ )\1 P+
avec
. 1 (- , . VSp. it Vi, .
Wy = )\{W1+W4+/\0 (ngldC (126 + 73) pp 7‘71dC7-1v C N1W5>}’
1 + C+

AS AS i i A Vi
Y, =d; Pr 4 do Pt 4 ds njNkP+.jk A0 <€3nz + 67 ) ThPik
P+ P+ P+ At Cy ) C1pt

Ao Vkp+ zk 1
—— i — X+ X3+ XXy —01 Xy — X
N (64n + €3 C+> s )\1{ 1+ Xz + XM (Xo— 01Xy 5)}

1
‘*‘)\*1 {Y1 4 Ao (Y2 = Y3)},

ou

o Ao M — N ==22
di = —{(e2 —0111)N3 —01(12C +73)}, do=—{e2 =011} N2, dz = —7-——,
A1 Al A

et
1
Zy = N {Zl + Z3+ Ao (Zg — 0144 — Z5)}
1

Les termes VT@, Y, et Z sont développés dans la suite.

En utilisant (G.30), (G.44), (G.55), (G.62), (G.8) et (G.50), W, s’exprime tout d’abord

comme :

= =S -
W, —e® Y P Vop @ Vopy n \1/§3)ﬁ Vi L o Uy -V i =V (U - 7)

P+ b+ C+ C+
avec
/\1‘1’&3) = NoNy+ /\0{—N1 (NQTl + 63) =+ (62 — 0'17'1)d<N2 — 0'1b,0+ (N1dbp+7'1 + dbp+7'2)
1 1—2bps
- N -1 —(— N- — _
<50( 1 =1) +72) + 5 (—o1m2 + Ni(e2 0171))) 2(1bp+)}
)\1\1153) — TQ(T2C+TS)+(1+C)(72+N1T1)—N1C+N3N4+>\o{(dgﬁo—N1)(TQC+73)—N1N371
—0173 + Ni(eg — o017 Ni(mi— 1)+~
+ 172 ;( 2 ! 1) +(62 —O’lTl)dgNg-l- 50( 1( 12 ) 2) —Oldc (TQ<+T3) —N164}
)\1\:[/:(33) = T17'2+)\0{(d<50—N1)T1+dg50+N166—01d<71}
Al\l’f)) = N4 - AoTlNl.
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La combinaison des relations (G.31), (G.45), (G.56), (G.59), (G.63) et (G.50) donne ensuite

3 2 )

1 =S 2 =S =S ﬁS 2
X1+ X3+ Ao (Xp — 01 Xy — X5)} = \1/§4>M u@ Yo Ve @ VPl
M PY P+ D+ jort

ou

Al\I’Yl) = AO{(EQ — 0'17'1) (bp+dbp+N2 — Ng) — N2 (O'lbp+dbp+T1 + 63)

NI =2bp4) oy
2(1—bpy) (Bo(m1 — 1)+ €2 11)}

/\1‘I’§4) =Ny (1+ ) —1) + )‘O{NS (o1bp4dpp, 71 + €3) — o1bpdyy, (T2C + T3)

1—2bp
_2(1_7[)/)1) (Ng (€2 — o171 + Bo(m1 — 1)) + (=€ + 73) (Bo — 0’1))}

T —1 €2 — 01T
Ny (@)(12)—724“—73—64+22“)

MUY = (14 ¢) (12 + 73 + Nym1) — N3¢

+)\0{N3 (ﬂO(ﬁ - 1)562 Tan T2( — T3 — 64) + 01(7224”3)}

De méme, en utilisant les relations (G.32), (G.42), (G.64), (G.2), (G.10), (G.12), (G.24), (G.37),
(G.65), (G.49) et (G.50), on obtient :

1 On On On V- ) VS
L (e Y} = pi*{\l}ﬁ? PR i e

\P(s)v+ Vs Q(s)wr VP+}
C+-P+ C+P+
10) 19) A VS . TV YUy -V
N np+{\l,g2) e @Y e | g0 O OGS P+}
b+ + c C+ C+P+ C+P+
V.7 V-7 v 7 -V 7 -V
n +{\If§;§) oW b g®T Vs g @ T p+}
C+ C+ C+ C+P+ C+P+
VS .7 VS . g 7 -V VB -V
N +{‘I’S¢) @0 Vor | @ T p+}
C+ C+ C+P+ C+P+
- - 2
v -V 5) U \V/ 5y U4 - V 5y [ Uy -V
e P+{\I,(5 + - VP+ +‘l’é6) + p+}_~_\pé6) 4+ VP+
C+P+ C+P+ C+P+ C+DP+
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avec

bp M(1—2bpy)
A ul®) — L S N _ TP ) — wadees — bpady,, esM
1V = €3 | o3n3 + o7+ (1= bp;)? + Aoq €3 | €3 21— bpy) + wsd¢es P+dbp, €3

~bps M M(1—2bpy)
)\1\1,(5) = €303M1 + €4 (0-3773 + o7 + ) =+ /\0{63 <64 + > + €4 (63 - —_——
¥ (T > (1= bp:)

1-9
P+ - ’w4d(63 - w3d<e4 — bp+dbp+64M}

+

b
Al‘I’(lz) =03 (N3 + €3n5) + 07+ 05 (03773 +o7+ 1ol )2> + /\0{63 (€5 +2) — wzdees — ardees

(1 —bpy

MO 2bp,)
—2—— =) —bpod M— M

+es (63 21— bpy) P+dpp, €5 €7
) _ Yo+

)\1\1114 = €303 + €6 | 03N3 + 07 + 7(1 bp )2 + Ao{ €3 (66 — 2) — w3d<€6 — OLQdCE3 — bp+dbp+€6M
— bpy

M(1— 25P+))
+eg (63 — 22— T ) 4 Mey
2(1 = bpy)

Yo+ 1 —2bpy
)\1\11(5) = €303N7 + €7 (0'3173 + o7+ > + /\0{63 (67 — 57— 1) —wsdcer —azdces
0 (1= bpy)? 2(1 = bp4) ‘ ‘

M(1 - 2bpy)
“+e€7 (63 — 2m — bp+ (dbp+€7M + db/“r €3> + M€7

b 1
)\1‘1’(1%) = e303n8 +€g | o33 + o7 + LJFQ +Xoqe€3 | €8+ = | —wadees — agdees
(1 —bpy) 2

M(1 - 2bpy)
—2———— | —bpyd M
+esg (63 21— bpy) P+App, €8

3
)\1\11(252) = €403N4 + )\0{64 (64 + 2M> — w4dce4}

>\1\I’§E§) = 03 (N4 + €4ms + €5m4) — + )\0{64 (e5+1)+ €5 (ea+ M) —wadees — ardees + 74 — Mﬁs}

i
1 —bpy
)\1‘1’5?1) = 03 (ea”6 + €6Ma) + )\0{66 (€4 + M) + €4 (€6 — 1) — wadeeg — apdeey — 74 + M€8}

1-2b
)\1\1/&2) =03 (647]7 + 67774) =+ )\0{67 (64 —+ M) + €4 (67 — 5 P+

— wadrer — _
(1—bp+))> wydeer — azdeey bp+dbp+e4}

3
>‘1\Il(256) = 03 (eams + €sMa) + )\0{68 (e4+ M)+ ey (68 + 2) — wadeeg — agdeeg + Meg}
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MU = o3ms (65 +1) + )\0{65 (€5 + 1) — andees + 75}
)\1@%5) = 03 (N6 + €576 + €675) + )\0{65 (6 — 1) + €6 (5 + 1) — ardees — adees + 76 — 75}

1—-2b
Alq’é? =03 (777+65777+67775)+/\0{65 (67—22 P+

(1—bp+)) +er(es +2) — ardeer — azdees — bp+dbp+€5}

3
)\1@%2) =03 (778 + €5Mg + 68775) + )\0{65 (68 + 2) + €g (65 + 2) — Olldg€8 — a4d<e5}

)‘1‘1’551) = €037 + Ao{ﬁfs (€6 — 1) — apdces — 7'6}

1-2b
)‘1‘1’4(1? =03 (66777+67776) +)\o{66 (67—22 P+

T —2) — apdeer — azdeeg — bpyd
(1—bp+)) + €7 (€6 — 2) — aadcer — azdces — bpy bp+€6}

3
)‘1\1’4(12) = 03 (€673 + €876) + )\0{66 (eg + 2) +es (€6 — 2) — aadces — a4dge6}

1—2bp
MU = A —9 - TP 1) —agdeer — bpod
1Wsy = €703M7 + Apq €7 | €7 2(1—bpy) + asdcer — 0p4dpp, €7

5 3 1-— 2bp+
/\1\1’;6) = o3 (€78 + €sm7) + )\0{67 (68 + 2) + €s <€7 - QM

) - Oé3d<68 - Oé4d(€7 — bp+dbp+68}

>\1\I/6(356) = €g03Ng + )\0{68 (68 + 2) — a4d(:€8}~

Enfin, en considérant les relations (G.33), (G.46), (G.57), (G.60), (G.66), (G.8), (G.37) et
(G.5), Z s'écrit :

—s - 2 —s - —
AoT v, -V -V (U, -7 v, -V -V (v i) = - VU =
Z+:—;1 + (V4 - 1) 4+ o (V4 - 1) L+ +-Q2
1 Cy Cy Cyt
_ iV (V-0 vy V5 (Vi
L (R S as — Ao (€5 + €5) ( +) Ao€2 Ut ( )
n (Q3 VU+) + )\1 Ct Al Ct
S (= .S S (=.oS
Aooir Vi (v+ v nl) + Vi (n v v“) Ao Vie | Vrigk
- + —nin; | fonk +€6— | ——
)\1 Cy )\1 Cy C+
AO (62 — 7'10'1) AS (17+ . ’ﬁ,) )\0 U:_ . ﬁﬁ.} 6p+ 6})4_
- - N P) c | €7 + €8 )
A1 Ct Ao P+ P+
avec
~ VS VS i Vi < VS VS
G, = \IJ§G) P+ + \Ijéﬁ) P+ + \I}gs) + s \1}516) P+ + \Iléﬁ) p+’
P+ D+ C+ P+ P+
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Bo (11 —1) (1 —2bpy ) n 63)7

2(1 = bp4)

MY = ) (Ulbp+dbp+71 +

-1
/\1\1’&6) = /\0 <ﬂ0(7-12) — €4 — TQC - 7'3) 5 /\1\111(36) = /\0 (66 — 7'1),

H(1-2p
MT® = X <_50 (m+1)( p+)

2(1 —bpy) + Na (€6 — 1) — o1bpydpy, 71 — M57>

+1
)\1‘I’é6):ﬁ(1+0+)\0 ((7—12)&)+N3(56_71)_M€8>7
et
3 Ao =S VS + ﬁSer
QS:)\T (N1(71 + €6) + 72) V¢ + Na(71 + €6) ’ + (N3(11 + €6) + 72 + 73)
+
— _s .
9 iV 0,V i VS (0 @
+T3ﬁ nP+ +7_1n U4+ +(7—1+€6) U4+ n (U"r n)}
D+ C+ C+

En injectant (G.67) dans (G.47), on obtient finalement 1’équation d’évolution des effets
arriere pour un milieu inhomogene et en mouvement :

d (0, D, onp) \° . Onp)
1 d(9np)_ +¢0(ﬂgnkp,gk)_ + (( p) ) +(¢2V-ﬁ+¢;)( p)
CyP+ dt D+ P+ P+

- Ao Ug - 7T
13 (V7)) 4059 n+¢4|v5<|2+¢5AS<+(¢ 3o )n]ng

+VSC- Wi +Y, +Z =0, (G.68)

avec

Aows K5 + Mo (HY + w2Rs)
RG - )\ )
1 1

¢35 =3 +

8np+> B K3 +Xo (H3 +w1R6—U1Tsa”p+)

~ )\O
¢§r:¢§r+/\*l <7~U1R6_0173 )\1

b+
Le calcul se termine par le développement des termes (;5; et ¢3+.

En utilisant les relations (G.49), (G.50), (G.2), (G.10), (G.12), (G.24), (G.37) et (G.65),
(;Sér s’exprime comme :

—

S .7 S
o :\Ilgl)anp++\:[l(21)8np+ L 1)V U4 + ! V= - e ) Uy - Vs +\I/é1)v+ VP+,
P+ b+ C+ C+ C+P+ C+P+
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avec

Ybp+ )
(1—bps)?
e1(1—2bpy)
2(1 = bp4)

)\1\1’&1) =€3 (1 + 092 + (73171) + €1 <O’3’/]3 + o7+

1-b
+/\o{wgd<63 +wsdeer + M (bp+dbp+€1 — ) + 2€1€3 — 5 i os (1+ 773)}

M 1-0
)\1l:[/(21) =€y (1 + o9 + 0'3771) + €1031M4 + Ao{w2d<e4 + w4d<61 + €1 <254 — 2) _ S P+ 0'6774}

1-5b
>\1\I’;(>,1) =e5 (1402 +03m) + 02 + 03 (1 + €175) + )\o{wzdges + aqdeer + 261 (65 + 1) — 7p+ 06775}

1-0
)\1\1!511) =€g (]_ + 09 + 0'3771) + €103M6 + Ao{w2d§66 + a2d<€1 + 2¢q (66 — ]_) _ 7p+ 06776}

e1(1 —2b
MUY =e7 (14 02 + oam) + e1oanr + Ao{wzdcﬁ +azdeer + (bp+dbp+61 B W)
—bpy

1-b
+261€7 - 7p+ 0'6777}

1 1—-0
/\1\1/é1) =eg (1 4+ 09 + 03m1) + €103m8 + Ao{wzdc% + agdeer + € (268 - 2) - ’yp+0'6778}-

En utilisant ces mémes relations et (G.7), on a également :

O O V- vS.@ 7, -V 7, -V
¢>§ :\1152) P++\I/(22) P+ Jr\Ijgf) + +\111(12) + +\Iléz) + VP+ +\I!é2) + P+7
P+ D+ C+ C+ C+P+ C+P+

ou

Yo+
MU —oames + (8o + €2) <03773 +o7 + )
' (1= bpy)?

1—-2b
—l-)\o{wldceg + ’wgdcég + M (bp+dbp+€2 — 62([)+)> + €3 (262 — 0'1)}
2(1 = bp4)

€
)\1\1/52) =037)2€4 + (ﬁo + 62) o3M4 + /\0{w1d§€4 + ’LU4d<62 — M; — 01 (7’3 + T4) + 26264}

)\1\:[1:(32) =032 (65 —+ ]_) —+ (50 —+ 62) o3n)5 + )\O{wld465 + O[ldc€2 — 0175 + 269 (65 + 1)}
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)\1\114(3) =0o3naes + (Bo + €2) o3n6 + Ao{wldCEG + apdeer — 0176 + 262 (e6 — 1)}

)\1\11?) =osneer + (Bo + €2) o3n7 + )\O{wld§€7 + agdees + €7 (2¢9 — 01)
€2(1 — 2bpy)
bpyd -
i < S Ty 730

€
)\1\1}&2) =037)92€8 + (60 + 62) o3ng + )\o{wldéfg + a4d462 — 52 + € (262 — 0’1)}.
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