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���� ������ �� �� �������� ��� ���� � �� ������ � ���� ����� �� �� ����
������
 � ��������� �� �� ��������� � ������ ������ ��������� ��� �� �������
��� ��� ������ ���������� � ���� �� ��  ����� � ���������� � ���� ����� ����
��������� � ���� �����
 !� �"��� ������� ����� ���� ����� �� #����� �� ��
 $%&&%'
��� ����(�� ��� �"��� �� ����������� ��������� �� �� �� ���� ���� �� ������ ������ �
�� �������������� �� ��� ������ �� �� ��� ����� �� ���������� �������� �� ����� �������

���� ��� �) � �� ����������� ��� ���� ��� ������������ �� � ���������� �� ����
�������� �� �� ��� ���� �� ����� �� ����� �������*������ ��������
 !� ��� ���
�������������� ����������� �� ��� �+������ ����� �� ��� � ������� ��������
�������� ���� ��� �������� �������������� ���,���� ���������� ��� ��- �����������
�� ��� ���� ���� ��������� ������������ ��� ��� ������� �� �� ���������� ��
������ ���� �� �������� ��� ��������� �� �� ���� �� ������� �������������

.������� �� ��
 $%&&/' �-������� �� ��������� ��� �� ���� �� �-�*� ��� ��������
�������� �,���� �� ���������� �� ���������� �� ���������� ��� ����� �� ��  ��������
�� ���������� �� ���-(�*�� ������
 ��� �����*��� �����0���� �� � �� �� ����
��� ���������� ������� +���� �� ���������� ��������� �� �� ��  �����������


1� ����� �� ���������� �������� ��� ��+�- �� �� �� ��� �������� �� ���� ��
������������� ����� ������� ��� ��� ��������������� ��� ��� ��������� �����������
����� �� ���� ��� ����
 � ���������� �� ������ ���������� �� ��������� 2������� �
�-� ����� 	33	 ������� � ��������� ��� ��� ����� ��� ��� ���� �� ���� �� �����
�� ����� ��������� ��� ������ ����� ����� ��� ������� ��������� �,���� ���� ���
,���� ������ ���
 ��� ������ ��� � � ������ �� �� �������� �� �� ���������
���� ��� ������� ���� �� �����*�� �������� ���� ������� ��(� ���������� ����� ��
������ �� ���� 	
%� 4 ��� 5�������� ��������� � ����� �*��� �� ����� �� ��� ��� ���
����� ��(� �� ���� �� ������������� ����� �� ������ �� ���� 	
% 
 ��� ��������
���� ��+���������� �� �� �-����� �� ���������� �� �� ������������ ��������� ����
�� ����� 4 ���� ������� ��������� ����� �� ������� ������� �� �� 6�7 $%&	8' 	9:�:8
�������� �� ������ �� �������� �� ���0��� �� %; �� ��(���� ������� +����� %&%&

����� ���������� ���-����� ��� ���������� ��� ���*��� ���������� ���� ��� ��(� ��
���� �� ������������� ���� ��- �� �� ������������� �� ��� ���-������� ��������
����� 4 ���� ������ ������ �� ��  ����� ������������� ��� ���������� ���������
������� ���� ������������� �� �� ��������� �������� �� ������� ��������� 	&
��������� �� %&/& $������ �� <����,� %&	%'


��� ����� ��� �������� ����������� ��������� ��� �� ����� ������ � ������ ���
� ����� ���������� ���� �� ����������� �� ���������
 1�� +����� �� �������� ���
�������� �� ������� ����������� �������� ��� �� ���������� ��������������� �� ��
��� ����� �� �� ��������� ��������
 1� ��� ������ ��� ��� ��������� ���� ����
������������ � �� �� � +����� = �� ��-��������� � ��������� �� �� ������������
��� ��������� ����� �� >���
 1� ������� ����� ��  ��� �� �� ������������� ���
������*��� �� +� ���� ����� ��� ������ �� ������������ ��������� �� ����� ���
����� ������ ��� ����� ������ �-��� �� ������������������� �� ���� �� ������� �������
�  �����


?��� �� ����� � ������� �� ���������� ��������� ��� ������� ������-� ��������
�� ��� ����������� �� ����������� �� ��������� ��� �� ��������� �� �� ����
 ������
�� ��  ��� �� ������������ �������������� ������� ��*� �������� �� ���  ������ �� ��
�������� ������� ��� ��� ������ � ������ �� @AB $@����������� A���������� B(����'�

���� 8
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����� 	
� � ������� �� �� ������������ ��� ������� ���� �� ����� � ����������
! ������ �� �� "��� �� ������� �� �� #���� $������� %&����"��'
���(


�� ������������ ��� � ��)��� �� �������������� �� ��� ������ ��� ��� ��������
��*�� � +�,� �� ���� �� ������������ ��� -./ %-����"�� .��� /�����������( ��
�����"��� ��� ��� ����������� ������ ���������� ������ �� �� ����������� �������� �� ��
���� ������ ! ��� �������
 ���������� �0�� �� �������� �� 1��� ���� ����� ��
�� ��������� ��� ����������� �� �������� ��� ����������� ��� ������ �������������
������ �"����� ! ���� �� �������� �����"������ ����������� ����� ��� ��� ������
�� ������ ���� �� ����� �� ���������� ��� �������� ����������
 ����� �� ������
��� ������� ��� ����������� ������� �� ������ ���������� ! �� �������� ���
�������� ���������� ! �������� �� ����������� ������� �� �� ���� �� �� ��������
�������� ���� ��� "������ �������� �� ������� ������ �� ������ ��� �����"������

���� ���������� � ����)�� �� ����������� ��������� �� �2��� �� ��3������ �� �����
�������


��� �� ����� 	
�
��� ����������

4� ���� ������ ��������� ��� ������ � �� �� ! ����� �� ������������ � �������
�� �� ��5�� ����������
 6� �7��� �� ������� � ���� ���� �� ����� ����� �����
����� �� ���� ��� ��������� �� �� ������� ��� �1������ ��� ��� ������ ���������� !
������ ��� ��2 ������ �� ��������� �� �� ����)�� � ����������
 ����� ����� ������
�� ��������� ������� ����� ������� ���������� �� ����� ���� �� �� �����������
�������� �� �� ���� ! �� ������� ������ �� �� ���1�������� �� ����������� �� ���
������ �� �� ���� 	
8
 4� ������"���� ����� ��� ������� � ����� %����� �� �����
���"���( ������ � ����������� ��� ������ �������� ���������� �� ��� ����������
����������� �� �� ����������� �� �� ���� ��������� �� ������
 ��� ����� �������
������� ��������� �� ����� �� �� ��������� ��� ��� ����� �� ����� ��� �� ������
������ �������� ��� �����)���� �� �� ������� �� ��� ������� �� �� ����� �������
���������� ��� ����������� ���� ������������ ���� ��������� ��� �������� ���
��"��� �� ������� ��"��� �2 ����������
 ����� ������� ������ ������������� �� �9��

���� :
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�� �� ����� ������� ���� �� �����������
 ��� ���������� ��������� �� ����� ��
�� ��������� �������� ���� ��������� ����������


�� �� �

disque gauche disque droit

nappe statique 
bi-disque

����� 	
�  !�������� ���� ����� ������� ���� ��� ������� "�#����� ��#
������� $ �� ����� ����� ����� ��� ���� �� ���� ����������� �� �� ����� ����� ����
�� ���� �������


����� ������	�
���
� �� ��
�
�� �� �����������

����������� �%��� �� ��"�� ��������� �� ����� ����� �� �� ���� �������� & �����
����� �������� ����������� �� ���� �������� '�� (�)��*
 ���������� �� ����� ���#
���� �� � �� ����� ��� ��������� ����� ������� �� �� ���� 	
� �������� ��
����������� �� �� ���� �� ����� ��� �������� �� ����� ����� ���� �+���� � ��������
������� �� ������������� ��� ������� �� ������ ��� "���� ���� �� ������
 ���� �������
��� ����������� ��� ������ �������� �� �������� ��,������ ��� ����������
 -���
�� ��� ���������� �� ������"���� ����� ��� ������� �� ���� ��� ������� �� ����������
� ���#������ ����� ��� ��������
 .� �� ��� ��� ��� ��� ���� �������� ��� ��������
��� �� ��� ������ ��� & � �������� �� ���+� ������������ � �������
 ���
����� ������� �� �������� �������� ��� ��������� ������� ������ �� ������� �/� ����
0��� ,����������� �������
 -��� �� ��� ���� ����� �������� �� �/ ����� ��
������ ���+����� �� �� ���� 	
1� �� ���� ��� ����#�������� ���� ����� ���������
������������ ���� �� 2��� ��� ����������� ������� '	 ����� 3 4 ������* �� ���
����� & �� ���� ��������
 -��� ��� �+������ �� ����������� ������������ �� �� ����
���� �� ����� ������� ��� ������������ ��� �� ���"� �5��� �� ����� �� ������

.� ��� �����"�� ��������� ������� ������ '��������� ����%2�


* �� �������� ��������
�����%���� ���� ��� ��� ��6���� ���� �� ������� � ����� '7���������� �� ��
� 	889*�
�� ������ �� �� ����� ��� ����� ':�������� 4;	1*� �� ����� �� ����� ��� ���������
�� �� ����� '������� 4;;�*� ��������� ��#�0�� � ���� �� �������� �� �� �����������
��� ��������� '<������� �� ��
� 4;	=*� �� �� ��"�� '>?��� �� @����� 4;;9*


�� ������ �� ������� ��� ������ �+�� ���� �� ����� '����#�����* $ �� ��� ������
���� ��������� ����������� ������ ��� ��"���+ �� ������� ��� ������� �� ��������
�� ��������� ������� ��� �����%���� ����������� � ������"���
 ��� ����������
��������� ��������� ��� ��"��� �� �� "����� �� ��� ������ �������� ������� ����

���� 8
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����� 	
� � ����������� � �������� � ����������� ��� ������������ �� �� ����
�������� ��� ����� ������ �������� �� ����� �������� ������ ��� ������� �� �� ������
�� ������� !"#$


��%������� ������������ �� �� �������� � ���� �� ������ �� ���&����� �� �����'
���� �( �� ������� �� ����������� ����� ���� ���)����� �� �� ���� 	
� ���
��� ������� �� ������� �����������
 ��� ����� ����������� !�� ����� �������
��%������$� �� ������ �� ������� �� ��� ������ ���� � �( ������� ���������� *
�� ������ �� ������� ��������
 "� ���� 	
+ ������ �� ���,� �� �( ������� ���
�� ����� ������� ����� �� �������� ������� ���� �� ����� -. 	/0/1'2
 3��� ���
�)������ �� ������ �� ������� �������� ���������� * "#425 � ��� ����� �� ���
������ ����� �6 �� �( ��� ������� !≈ / 7$
 8��� �� "#425±2 �� �� �( ��'
��� ��� �� �� ������� �� �� ������,���� ����� ��� ������� ���� �� �����,�� * �
���,�� ����� * �� ������ �� ������� �������� �������,�� ������� ��� * ���� ��� ��'
������ �����,������
 "� ����� -. 	/0/1'	 �)� ����� �,9����� �� �������� ���� ���
������,���� � �������� ���� �� ����� ��)����� �� �( �� 	+7


-� ��� �� �� ����������� ������������� ����� !	110$ � ������ �� �� ����� ���'
���� ���� ��� ����� ������ ����� �� ����� �������� � �:�� �;�� ��� :���
��������� ������������ ��� ��) ����� ������,����� < �������� �� �������
 "� ���'
�� �� ��� �� ����� ����� * ��� ������ �� ������ ��%������ ��� ��������� ������ ��
�� ��)� �� ��� �� * ���� ������� ��%�������
 ��� ��) ������,����� ������ :���
����� ��� ��� ���,�� =��������� �� �� ������ ���)������ ���������� �� ���� q
���� � ����� x �� �� ����� ������� ����� �� ������ �� ��) ���� �������� <

q(x,D,ρ,ϕ) =
D

2πσrσθ

exp

(
− (r(x)− ρ)

2σ2
r

2
)
exp

(
− (θ(x)− ϕ)

2σ2
θ

2
)

!	
	$

���� <

���� 	>



�������� 	
 ������� �� ���������� ���������� ��� ���� �� ������������

� �� �� 	� �� ��
�

��

��

	�

��

��

��

.�

��

/0����

)
1
��-

�

�
��2����
��
,
����!���
��

����� 	
� � ����� � ��������� �� ���������  �!" �� �������� �� ������ �� �������
 #$" ������� ��� �� ������� �� ����������


• x � ����� �� ����������� ������������ %& '

• (r(x),θ(x)) ��� ����������� �������� �� x '

• D �� ����� '

• ρ �� (�)���� �� �� ����������� ������� '

• σr �������*�)�� �� �� ����������� ������� '

• ϕ �� (�)���� �� �� ����������� �������� '

• σθ �������*�)�� �� �� ����������� ��������


����� �+�������� ����� ��� ����(��� ���� ��� ������� �� ����������� �������� �� ��
���� (��� ���������� ���� � (��,�� �� �� ����� ������� �� ��� -��� ������ ���
������� �� ����������� ����� ��� ������� �� ��(���� �� �������� � �������(���

���� ��� ��.����� ��� (��,�� �� ���������� �� ���(�� �� ��(��� ����� ��� ������
� ������� ���� �� �������� �� ������ � ��(��� �� ����(,���� ���� �� ��(���
�� �� ��� ������ ������(�����


����� �����	
� 	���
����� 	
� ����
�

������� ��������� ������ �� �� (���� � �� ��(������ ��� ��� ����������� ���
������� �� ��������� ������� �� �� ����� �������
 ���� ���(�� �+ ����������
��������� �� �+ ����������� �������� ���(���� ��� ��������� ��������� / ����
������� �� �� ����������� �������� �� �� ����� �� ��� ��������� ���� �(������� ���
������(�����
 ���� ��� ���(�� �����(��� ��������� ��� ������ ���������� �� ����
�������������� ��� ����������� ���� � ������� ��� ����(,���� (������ �� ��������
�� �� ������ �� ������� �� �� �� ���� ��������
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�������� �� 	��
��

������������ �� ���� �� �������� ��� �� �������� �� ��� ������ ���� ���� �� ���
���������� � ������ �� �����
 ���� ���� �� ��������� �� �� ������ ������� ���
������� ���� ��� ��! ������ �� ����� ��������� ������ " ����� ����������� �����#
��� ���� �� �������� ��� ���� ������ �� ������������� �� ����� �������
 $��������
�� ��� ����� �� ����� �������� ����������� �� �� ���� 	
%� ��� ��&���� �� ����� ��
��������� ��� �� ������ �������
 ��� ����� ������� ������� ����� ���� ������ ��
�� ������ �������� �� �� ���������� ������������ �� �� ����� ���� ������������ ��
���� �� � ������ ���� ������ �� ���� �������� ���������������� � �� ���������
�������� � ������� ����� ���������� �� �� ���� 	
%�
 '��� ��� ����� �� �����
���������� �� �������� �( �(������� ��� ���������� �� ����� �� ��������� �� �� ��#
���������� ��� ��������
 ��� ����� ��� ����������( ����� �� ����� ���������� ��
�� ���� 	
%� �������� �� ������ �� ���� ���� �� ������� �� ����� �� ������ ��
��( ����� �� ��)�� � ������ ���������� ���������������� � �� ��������� ����������
����� � ����� �(�
 *� �������������� �� ����� ���� ��� ������� ��� ������������ ��
�� ���� ��������� ����� ���� ����� ��� ����� �� �� �������� ������������ �� ��
������ ��� ����������� ��������� �� ����� �������
 *�� ���� ������� ������ ����
�� ����� ������� ��+�� � ���� ����� ,���� 	
%�-
 �� ������� �.�� ���������� ��
�������� �� ����� ���� � ��� �� ������� �� �� ����� ���������������� �� ������
� ���� �� ����� / 012 �2 (45 × 10) � ��� �� 1022 �2 (90 × 60)
 �� ��������
�� ����� ����� ������ � 	2 34 �� ��� ������� ��������� � �� ����� �� 0,02 �� ���
������ �������� �� ������ ��������� ���� �������
 ��� �������� ��� �������� ��
������ ������������ ������ 5��� ������ ��+�� � �� ����������� ��� ����� ���� ���
����� � ���������� �� ������� ��6������ ����� �� ������� �� ����� �7 	898:#;

<��� �� ��� ���������� ��������� �.���� �� ���=����� �� ���������� ����� ��� �����#
���� ,>����� �� ��
� ;228�- �� ��� ��������� ��� �!������ �� �� ����� �� ��
������� ���� �� ����������


�������� �� ��	
�����

������� ��� ��� ���������� ��� ��� ���������� ���� �� �� �� ��������� �����������
��� ������ �������� ��� �� ���� �� �� ���������
 ��� ��� ��� ��� �� ����� ������
� �������� ��� ��������� ����� ���������� �( ����� ������ �������� ��������#
���� �� �� ���� 	
	
 �� ! ��������� �� �������� ����������� �� �� �!������ ���
���������� ��� �������� ��.����������� ������ 5��� ������� �� ���� �� ���������
������ �� ��������� �� ������ �� ����������
 �� ��� �� �� ��� ������ � ��#
������ �� ���������� ���� �������� �� �� ����� ��� ���� �� ��������� �� >����
,	:%;- ��� � ����� ���� � ����� ��������� �� ��� ���������� � �� ���� ��������
�� ����� �� ������� ��.���������� �� �� ������� r ���� �� ��� �� ����������� �� ��
���� /

m
d2r

dt2
= mω2r︸ ︷︷ ︸

Fc

−μdmg︸ ︷︷ ︸
Fd

− 2μpmω
dr

dt︸ ︷︷ ︸
Fp

,	
;-

���� m �� ����� �� �� ��������� ω �� ������� �������� � ������ g �������������� ��
�� �������� μd �� mup �������������� �� ���=����� �� ���������� ���� �� ����� �� ��
����� ��� �� Fc ��� �� ����� ���������� Fd �� ����� �� ���������� ���� �� ����� ������

���� 	;
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���  ��� �� 	��
�� �����!����� �����

������ ��� �� ���	� "# �$%$&'��

���  ��� �� 	��
�� ������ ����� ��!�'

����� ��� (���� �� ��� ������) �������� �*��

+	�����',��-��

����� 	
� � �������� �� ����� ����  ��� �� �������� � ��  ���


�� �� ����� �� �������� �� Fp �� ����� �� ���������� ���� �� ���� ������ �� �� ����� ��
��������
 �� ���!�� � ��� ���������� ��� ��������� �� ���� "	#�$% ��� ��� �����
��� ��� ��� &�������� �� '���� "	#$(% ��� ��� � �� � ��� ��� ������ �� ���
)���*� �� ��
 "+,,-% ��� ��� ������ ������� ���� �� ����� ���������
 .������� �� ��

"+,,/% ��� ������� � ���!�� ���!������ ��0����� ��� ��������� ���� � ���!�� ��
������ �� ���0������� ��� ������ ��������� ������ �� �� ����� ��������� �� ����� ��
��������
 ��� ����� ��� ��� ������ �� �1�������� ����2���� �� �������������� ���� �
���!�� �������� ��� 3 �� ���� 3 ������ �� �� ���������� �� �� �������� ���� ��������� ���
��� ������� �� �������� ����������� �� �� �2������ �� ������� ��� �0���� �����
� �� ��� �� �������� ���� �� �4�� ���!��
 5� �1���� ��������� ���� �� ����������
��� ������������ �1 ���!��� ����2������ ��6�� ��������� � ������ 3 �� ��������
��� �������� �������� ")7�%
 7��� � ��� ���� � ����� ��� .�� 8����9��9� �� ��
 "+,,��
+,,#% ��� ��� ��� �� �������� ������ ��� ��� � :1 ���������
 7��� ���������
�� �� �2������ �� ��������� �������� �� ����������� ���� ������� 3 ��� �������
 ����� ������������ � �������� ����������� �� �� �2������
 ��� ������ ������
4��� �1������ "�1 ; �������% � �������� "�1 ; ������������ �����������������%
 ���
��������� ��� ��������� ��������� � ���� ��� :1 ���� ������� 3 ��� ������ �1������

���� 	<
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 � �� ��� ������ �������� ������� ���
�� ���������� ����� ��� ����������
 ����� �������� � ���������� �� ��������� �� �����
�� ������ ��� ������������ ����� ��� ��������� �� ��� ������� ���� �� ��� ���� ��
�� ����� � ���� �� �� ����� �� ����
  � ������������ ��� ������ �� ������� � ���
������� ��� !���� �"##$� �� � ������� ��� ���%��� �&�� '�������(����������) �
�� ������� ����� �� ��������� �� �� �������� ��� ������ ��������


 � ������ �� ���������� � ��� ��������� � ��� ������ �� ������� ��� *����� ��
+���� �	$,-� ��� ��� ����	
 ����� ���� ��	� ���
��
� �� �	����� �� ������ ����
��	��� � � �	����
 �� � 	
�������� �� ���� ��	���
�� ����
� ��	 �

Fd = −CxSpρa ‖V ‖V �����

���� Cx � ��������� �� �	���
�� Sp ��	���� �	� ��
� �� � ��	������ ρa ����� ��!
������ �� ���	 �� V � ������	 ������� �� � ��	������ "� ��������� � �	������
���������� �� � �#������� $ � ��	������ �� ���%� &�������� ���� ��	� �
���� �⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dVx

dt
=

−ρaCxSp

2m
‖V ‖Vx

dVy

dt
=

−ρaCxSp

2m
‖V ‖Vy

dVz

dt
=

−ρaCxSp

2m
‖V ‖Vz − g

���'�

(�� ���	&�� &��������� ��� ��	������ ����
�� ���� �� ���%� ���� ������ �� ��	
����
����� ����� �� 
�������� ������� ���� � �� ) �� &��� # �� ) ������� ���	�
�� �� ��*��� ���� � 	��%	� �� � ���� +���� � ����
������ �� ��������� ���
��	������ ��	 � ������ �� ������
	��� ������ ������� ���� 	���	 ����� ���� �
���%� �� �
������� ���,��

-���� &��� ���� � �.��� �� ��������� ��� ��	������ ��	 � ������ ��� ���� �
�.��� �� �� &��������� ��� ������������ �� � ��	�.����� ��� ��	������ ��� �
���!
���	� ���	 ���	��	 ��� ����	� ��� ��	��%�	�� ��� ���%�� ���� �� ��� �
��	������
���� �� ���������� �� �	��������� � ���� ��� ��	������ �� � ��������� �� �	���
�
Cx� +���� �/�.� ��� ������ �� ��		
���	��
 	������ ��� ��	������ ���� �� �� ����!
�	��� �� ���� �#��� 0
�������� ��� 
����� ��� ����	
 ���� ��� �����&� ��
����	�
��� .#���.%��� �����1���	����� �� ��� ���
 $ �
������	 ��� ����	���������� ���	
�&����	 ��� ���������� �� ��� ��	��%�	���

(� ��������� �� �	���
� Cx ��� ������� ����
 ���� � ���
	���	� �� �������
�.#���.%�� ��� �� ��	������ ����%���� ��� ��	�� ��.
	����� �� ��� �2	� ���������
�� ������	 ������	 ��� ���	������� ���#������ �� �������� �� ���&	� �� 3�#����
Re ����� ��� �	����
� ��	 4	�5� �� (�5�	 �,66�� �⎧⎨

⎩ Re =
φ ‖V ‖ ρa

μa

Cx = 24
Re

(1 + 0,15R0,681
e ) + 0,407

1+8710R−1
e

���7�

���� φ � ����%�	� ����� ��.%	�� ρa � ����� �������� �� ���	 �� μa � ��������

�#������� �� ���	� +���� 
������� ��� ���&� ���	 Re < 105 �� ��� ���� ���&�
���	 �
������� �8�9�	 �� ��� �::;�� +��������� <������ ��::,� �� =	��� �� ��
��::;� ��� ����	
 ��� ��� 
��	�� ��� ��� ���	� � ����� �� �.��� ����	
 ���	

���� �'
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��� ��������� �� ������ ����������� �� �� ����� �� ���� ����� ��� ��� ���������
���������
 ��� ����� ��� ��������� �� ����� ������ ��� ������ �� ����� �� ������
�� ����� ����������� �� ����� ��� ��������� ���� ��������� �� �� ��������� ���
������ ���������� ��� �� ������������ ������������� �� �������� �� ����� �
��������� Cx  � �!��� � ��� ��� �� ����� ���� �� !� ��� ��� ������� �� ������
�������� �������
 ����� "	##$% � ���� & �� ������� �� ������ ��� �� �����
� Cx �� �������� ��� ������ �� ����� q ������ ���������� '

Cx =
30

Re

+ 67,289e−5,03q "	
(%

����� �� ��� �����!�� �� ���������� ��� ��������� ����� ����� ���������� � ���)
����� ������������� ��� *��� �����!� & ������ ������� �� ������ ��� �� ����� ��
�� ����� & ������ �� �� ����� ������� �� ���������
 �� �������� ��� *��� �!���
& ������ � ������� ��� �������� "+����� �� ��
� ,--.! /���� �� ��
� ,-	,% �
!��� ��� � !��� ����� ���� �� �� ���� 	
0 ��������� ��� 1�����
 �� !��� ������
������������ �� ����� �������� �������� ���� �� ����������� ��� ��������� �� �
���� ������� �������
 2�� ������ ���� ������ �������� ��� � �������� ��� �� ��������
��� ��������������� ��������������� ��������� ���� �� ������!���� � ��������


�������

�	
��	�����
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�
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3���� 	
0 4 ���������������� ��������� ��� 1�����


��� ������������ ��� ���������� �� ���������� ��� ��������� �� �� ����� μd

�� �� ���� μp� ��� ������� ������� ������ *��� �������� �� ���������� ��� ���� ��
�����!
 5 ����� ���������� �� ���6��� �� �������� ���� �� ��������� �������� ��
� ���� ������� ������� γ� �� ��������� �� ���������� ��������� ��� '

μ = tan γ − A

g cos γ
"	
0%

���� A �������������� �� �� ��������� ����� �� ������ ������ �� � � ���������� ��� ��
������ ��� ���������� ��������� �� ������� ���� �� ��� � �������� ��� �� ������
��� ���������� �������
 7�� �������� ��� ������� � ��� ���� � ����� ��8�� & �
!��� ��������� ��� 9������ "	##,%
 �� !��� ��� ��� ��� ����� ������� ���� ��
���� �������� ��� ������� ���� ����� � ������� ������ �� ��� !��� ����� & �
������ �� ����� �� ��������� �� ������� �� �������� ���� �� �����
 2� ���������
�� ���������� ��� ����� ����� ����� �� ������� ����� �� ����� ������� ����� �
���������� ������� �� �� !��� �� �� ����� �� ���������� ������ ��� �� ������
�� ���������� & �� ����� ���������� ��� ������ �� �������� ��������� & �� �*��
��������
 2�� ����� �:����� ���� �� !��� ��� ������� �� �� ������� ��������� ��

���� 	;
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������ �� ���������� � � ������ ����������� �� �� ��������� �� ���������� �� ��
��������
 � ����� ���������� ������� ������� �� �� ��������� ���!���� � ���������
�� ���������� "#$ ������� % ���� ��� ������� �� �&� � �� '����
 (���� �� ��

)*##+, ��� ���� ������ �� ��������� �� ���������� ���� �������� �� � �����
�������� ���� � ��� ��������� � ������ �� ������ ��� ��� ������ � ������ ������
��� ������������ �� �� ������� ������� ��� ��������� �� ������ ���� �� ����������
� ��������� �� ���������� ���� � ��� ��
 ������ ��� ��� � ������ �� �� ���������
�� ���������� �� ��� ��� -��� ��������� �������� �� ���� ��� ����������� ��� ��
������ ���� ������ ���� ���������
 �����.�� ��� ������������ ���� ��������� ��
��/��� ��� �� ������� �� #�"+ �� ��� �����.���� �� #�	


������� ��	
���

0� ��������� ������ % ��������� �� �� ������ �� �������� ���������� % ��� �����.
����� ���� �� �� ����� �� ���������� �� ������ �������� �� �� �� �� �������� ��
������ �������
 ���������� ��� ���!�� ��� �1������ �� �������� �� ������
��������� �����!������ �� ����� �  ��� �� ��� ��!� �������
 ���� �������� ��.
������������� � ��� �� ��������� �� �����!���� �������� ��� ������� �� ����
�������� % �� ������� ���2 ��� ���������� �� ��������� % �������
 ����� ���� ���
������� ��� ��������� �� �������� ���� �� ���� ��� ��!� �������
 0� �������� ��
�����.�� � ��� ��� � ����� ��� ����� )	334, �� � ������ �� �� ������ ���� ���.
����� ��� ������� �� �� ����� ������� ��� ������������ ��� �� ��� ������� �� ���
�� �-�� �� ����������� ��� ��������� �� ������ �� �����
 5� ������� �� �� ������.
 ���� �������� ��� ��������� �� ������ �� ����� ��� �� ������� �� ��� ��������
�� ����.��� �� ������� ����� �� �� ����� � ��������� �� ����� ������ � �������� ���
��������� �� �� �������� � ������ ��������� ������ �� ��� �� �� ������ ���� ��������
������ ��� ����� ��� ���������� ��������� � ���  ��������


0� ������� �� ���� ����������� % �� �������� �� ��������� �� 6����.������
���� ��� ������ ��������� ��� ����� ��� ������ ��������� �� ��� ��������� �����.
����� �� ������ ��� ���������� ��������� �� ������� ��� ���������
 7��� ��� � 1������
������� ��������� �� ������ � ���������� ��� ��� �����������
 (���� �� 8������
)	334, ��� ������� � ���������� �� ����� ��� �� ������� ���������� ���
 9��
�������� ��� �� ������ �� ����� �� ������� ����� �� ��������� ���� �������� ���
��� ������� ��������� �����!������ �������� �� �� ������ ���� ������ �� �������

�������� �� &������� )*##:, ��� ���������� ����� �������� % �� ����� ����!�� ��
��������� ��;�� % �� �������� �� ����� �������� ��� ����������� ��� ���� ������

0� ������� ��� ��������� ��� ������ �� ��� ����������� ����� ��� ������ �����.
����� < �� �-�� �������� � ��� ��������� �� �������� �� ������ ������ ��� 8������
�� 8����� )*#	=,
 &������� )*##+, �� &������� �� ��
 )*##>, ��� ������� �� ��������
������ �� ��� ��� ���� �� ����� �� �� �� �������� % ������ �� ������� �� ������
����2����� α ������ ��������
 ?�� ��� ������� ��� ���� ��� ����������� �� �� ��.
����� �� ������ ���� �������� �� �������� �� α �� ������� ��� ��������� ���������
% ������� ��� ������ ��� ���������� ��������� �� �������
 0� ����� �� α ��� �������
�������� ���� � @A�� ��������B ��� ��������� ��� �� ���� �� ��� ���1�������� ��� ���.
������ ������������ ����� ��� ������ ��������
 (�;�� % ��� ���������� �������
����� ��� ������ ���������� �� ���������� �� ���� ���� �� ��������� ��� ������
��������
 C����� �� ��
 )*##"�, �� C����� �� ��
 )*##" , ��� � ��� ��� ������

���� 	+
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�������� ������� ���� ���� ��������� �� ������ �� ����� �� �������� ���������
�������� ���� �  !�� ��������" ��� �� ����� �� α �� �� �������� ��� ��������� ��
� ������ ��������� ���������� ��� �� ����������� �������� �� ������ �� �����

���������� ��� ������ ������� ���� ����� ���� ������������ �� �� ������������
�������� �� ��� ������� �� ���������� ������� �� �������� ��� ������� �� �� ���
������� �� ���������
 ���� � ��� ������� ��� #������� �� ��
 $%&	'( ��� �� ���� ��
���� �� ����������� �������� ��� ��������� �� ������ ����� �� �)� ��� * �����
������ �� ��� �������� ����������� �� ����������
 +�� ��� ��������� ������ ���� �
� �� ����������� �������� ���� �� ������� �� ������ �������� ��� ���������� �� ��
� ����� �� ���������� ��� ��� ������� $σ = 1,1◦ ��� ��������� ,�- �� σ = 0,87◦

��� ��������� -�.( �� ������� �� /��� ������� ��� �������� ��� ��������� �� �
������ ������� ����� ���� � ����� ����������
 .� ��������� �� ��� �������� *
�� 0�� � ��� �������� ��� #������� �� ��
 $%&	1( �� �������� * �� ���� �� �����������
�������� �� �� ����������� ������� �� ��� ���� ���������� �� �� ������� * ������ ��
������� α ������ �� �� � ������ ������� ��� ������ ���� ��������� �� ��� ���������
������ �� �������� ��� ��������� ��� ������������� ������� �� ���� �� �����
����� ������������� � �# ���� �� ��������� �� �� ���� � ���� �������������
�� �� ������ ��� ���� �� ��������
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.� ����������� ��� ������� �� �� ������� ����� ��� ���� ������� ��� ���������
������ * ��� ������������ ������ ������������� �� �������� �������� �� ��� �����
�� �����
 ���������� ��� �2��� �������� �� * �� ������� ����������� ��� �������
���� ���� �� ������ �� �� �������������� �� ��� �� ��� �������� ��� �����������
��� ��� � ����� ��� ������� ���������� �������� �� ����� ��������� ������������
������ �� ������� �� �� ���� ��� ������ �� ������ � ����� �� ������������ ��
��� ������ �� ����������
 ���� � ������ �� ������ �� ����� �������� � �# �� ��
������� �� ��� ��������� 3&4� * ����� �� %&4 ����� �� ���� �� .�5����� �� 6��
$%&&1( �������� �� � ������� ����
 .�� ��2������� ������������ ������ ����� ��
������ ����������� ������� � ������ ���� 7��� �)������� ������� ����� �� ������
���� ���������� ���� ����� �������
 8� ���� �� ����� �� ��� ����������� �� ����������
��������� ��� ��������� ��������


���� 	1
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�� �������� �� �� ������� ����� �� �������� �������������� ����� � �� ������ ��
�������� ����� �� ����������� ������� ��� ������ ��� ������� �� �� �� ��� �������

���������� ���� ��� ���� �� ���� ��� ��! �����"������ # ��� ������ �� ������
� ������� �� ��� ����������� ����������� �� �� ��������
 �� �$��� ��� �������� �
������� �� ������ ��� %��� ������������ ������&��� ������ �� ������� ��� ���
��������� ������ ��� �����������
 ���� ��� ������� ��� �� ���� � �������� ������
�� ����� �� ����'��� (�������) � ��� ����� ��� �������� �� �� ��� �������� ��
�������� ��� ���� � �������
 ��� ���������� � ��"�� ��������� �� �����������
��� ��������� ������� ��� � � �������� �� � ���������� �! "���� �� �! �������
��� ��������
 ����� (*++,) � ������� �� ��������� �� �� �������� ��� ������ �� -
.
�� ���� ��� ���/�������� 0�1 ������� ������� %��� ������&���
 2� � ������ ���������
*+3 �� �� ������ �� �� �������� ��� ��������� �� *+3 ��� �������
 4� ��������
������� �%�� �� �������� �� 	++3 �! "���� �� �� �������� �! ������ �����������
���� ����� ��� �������� ����� ����� ���� �� ����� � �������� �5 �� �����������
����� ��� ������ ������� ��� ��&� �����


�� ������� ���'����&�� �� ��� �������� ������ ������������ ������&���� � ������
��������� �� ������ � �� ������ ��� ��������� ��������� ��� ������ �������������

���� ��� �������� ���� ������� ��� ��������� � ������� �� �$���� ����������
���� �� ��"�� ����� �� ���� ��� �������� ������� ��� �� �������� #

D =
Q.LW.v

600
(	
6)

���� D �� ��"�� �� 7�8���� Q �� ���� �������� �� 7�8��� v �� ������� � �������
�� 7�8� �� LW �� ������ �� ������� �� �


����������	
� �����
� ��������
� �� �	� ����������

����� (	99,) ����� ���������� � ���$�� � ���� �� ��� ������� � ���&�� "�������� ��
��������� (	
.) �� �������� ���� �� ����� �� �� ����� �� ���:���� �� ������� �������� ��
�� �������� ��� ������� � �� ������� �� �����
 4� ����� �� ������ � ���� ������� ��
��� ���"�� "��������� �� ���� ��� �������������� ������ � ���� �� �� ��������� ��
�� ���/������� ��� ���������� �� ��� ��������� �� ���&�� ���� %��� ���������������
��� ���� ��� �$��� � ����
 4� ��������� ������ � ��� ��!����� ���� �� ��� ���
���� �� ������� �� ������ ��������� +
; � ������ �� ������� ������� ; � .�−1
 ���� �
��������� ������ �� �� ��������� �� � �� ������� � ���� ��� ��������������� � ���
��������� �� �� �������� ���� �� ���� ������� �� ���� �� ��
 (*+	;)
 ���������� ���
�������� "��� ����� ����� ������ �� �%�� ���&�� "��������� ��� ��� ���� ��� ����������
��� �!����� ��<�� � ������������� ��� ��� ����� �� ���:��� ��� �������� ������ ��
�������� �� �� ���������� �� �������� ��������� (	
;)
 4� ���������� ������������ ���
�� ������"���� ���������� � ��� �!������ ��� ����'�� �������� �� �������� ��
�������� �� ����������� �� ��������� ������������
 =����� ��<�� � �� ��������
����� �� ������ �� �� ����������� ��� ���������� ��� ��� � ������� ���� ���
������ �����"����� ��� ���� "��������� � ���� � ��� ���� ��� ��������� �� �����

���� 	6
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����������� �� ������ ������� �� �� ������ ������
 ��� ������ �� ������ ������ ��������
��������� �����  !" ��� � ���� ��#��� ��� ��������� �� $ % .�−1


�� %����� ��������� �� ��������� &	
'( �%����� �� ��� ��������� ��������� �
%���%��� �� ����������� ���
 ���� ��� ���� ������ ��� ��������� ��� � %���)
%��� �� ������%��� �� �� ����� �� ���� �� ����� ������� ���� �������� ���� �����)
����� ��������� �� ����%��� * ����� �� �+������� �� � ���%�� ��������� �� %�����
�� ��������� &	
 (
 ,��� �� ��� ���������� ��� ��������� ��������� � ���� � ���
��������� � %���%��� �� �������� �� �����)%-%�� �� ��� � %���%��� ��
�����������
 ���� �� ��
 & .	'�( ��� ������ �� �� %���%��� �� �������� ��)
���� ��� �/�� 0���� �����1��� �� ��������� �� �� ����������� ��� ���������
 2�� ���
%������� �� �����%��� �� ������� �� ����� �� 0���� ���� �� %����� ���������
��������� * ����� ����� ��� ��������������� � ������ ��������� ��� ������� �� �������
�� ����������� �� �� �������� ��� ��������� 3

Fm = Cmρa ‖V ‖ (ω.V ) &	
4(

���� Cm �� ����� �� ���1��� �� 0���� �� ��%%� �� ���5����� �� ���1��� Cx

������ � ��%��� �� 6�+�����
 ��� ��%������� ��������� �� �������� ��� ����������
��������� �� ��������� �������� ��������%��� ��������� �� ������ ���� ������%���
��� %����� �� ���/�� 0���� ��� �����1��� �� �������� �� �� ������ ��� ����
���������� ����� 77" �� %-%� ���� ��������� � ����� �������������� ���� ��
	7" �� �� ������ ������ �� ����� ����� � 	... ��.%��−1
 ��� �������� ����� ��� ���
������� ��� �� %���� �� ��%����� �8������ � ���+������� �� �������� �� �����
��� ��������� ������ ���� ������%���
 9���%����� ���� %����� �� ���������� ����
��� ��������� ���� ��������� �� � ����� ������� �� �������� � ����� ���� �� �����
�� ��� ������ �� ������� ������� ��� ��� ������ ������ �� ����


:� ��� � ���� �� �� ���/�� 0����� ���%����� �� ����� ��� �/����� �� ������ ���
���� ����������
 :� �/��� �� %���� ���%��� �� ����� ��%��� ���� ����%��������
� ��8 ���%����� �� �� � ��� �/�� ����%����� �� ������
 ����� &	44;( � %�����
�� ����� ��%�������� ��� ��������� �� ������� 7 % ������ �� ��8 ���%�����
����� �� . � 	.."
 ���������� ���%����� � ��� �/�� ���� �� ������� �� ��������
�������%��� ��� ��������� ���� �� ����� �� ��<�� � ������ ��� ������� ����������� ��
��� ��������� �� ������ �� ������ ��� ���� ���������
 = ���� ������� �� �������������
��� ��������� �� �� �������� ��������� ������ �� �� �������� ���������� �� �������
� �������� �� ���8� �� ������� � ������� �� � ���)������ � ��� �����
 �� ���%�
9> :9 	7 44 �8� �� ��8 �������%��� ����� ��� ������� �� ����� �� ' � ! ?�.%��−1�
�� �� ����� �� �������� ��%������� ��� �� %���� �� 0,1%


�� ������ �� ��	�
� �� ���
�� � ����
��

��� ������ �� ������� ������� �8 ���������� �� ������ %����������%��� ����)
���� �� ��� �������� ��� ����� �������� �� ��� ����� �� %����
 ,��� ��� ���������
��� ���� �� �������� ���� �������� �� � ��� ����� �� �� ������� ���� �� ��� ���
���� �+��%���� �� ������� �� � ��� ��� ���������
 ��� ���������� �� ���� ���
������ ������ ���� ����� ��� ��������� ���������� �� ��� ��������� �� ������ ��
������ �� ������ ������ ��������� ��� ������������ �� ������� ��� �������� ��)
������ ��� ������� %-%� �� ��������� � �������%��� �������
 ������ �� ������
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����� ��������� ��� ��������� �������� �� ��� ���������� ��������� �� ������ �������
������ ��������� ������ ��� � ��� ������ ������������� �� ������� �� ��������
������ ������� �� �� ������ �����


������ �� ������ ��� ��������� ������ ��� � ��� ���������� ������������� ���
������ ���� � �� �������� ������
 ��� ���������� ��� �������� ��� ����� ��������
�� ������  !""#$ �� %������  !""&$ �� ���� ��� �������������� �� ��� ������������

������  	''	$ � ������� ��� ������ �� �� ����������� ������������ ���� � �������
�(������ ��� �������� � ) *�+� �� �� ������ ����� �� ������� ������ �����������
���� �� ������� ������ ������� ��� ������ ��(������
 ,� � �������� �� �� ������ ��
�� ����������� ������������ �������� ��� ������� � ����� ������ � ����� �� �������
��� � ������������� � �-� �� �� ��� ��� ������ ������ ���� ������ ���� ���
������� �� ������ ������ �� �� ����� �������.��
 ���� � ��� ������� ��� �� ���� ��
��� ��������� ��� �������� � ����� ��� ��������� �� ������ �� �� ����� ��
�������� ��� ������.��� �� ���������� �� ��������� ��� �������� �� ������ �� �����
��� ������� / �� ��������� � ����� �� ���� � ��� ���������� ����� �� ��������

0�� ���� ������� ���� �� ���������� �� ����� ��������� �� ������������ ��� �
������ �� ������� �� ��� �(��� �� �� ����������� � ����� �������� �������


����� ���� �	 
���� �� 
	 �������� �	 �������	

1��� ��� ��� �����.��� ���������� ������� ������������� ��� ��� ��������� ��
�������� ���������� ��� ������� ��� ���������� �� ����� �� ������ �� �������
������� ���� ���� �� ����� ����������� ���� ������������� �� �� ����
 ���� �
��� ������ ��� ���������� �� ������� ����������� ���2� ������������ ��� ��3
��� ������3��� ��� ������������ ���������� �� �����
 ��� ������� �4��� ��
����������� ����� ��������� �� �� ����� ���(��� �� ��������� �� �� �������������
��� ���������� ��������� ������ ����������� ��� ������������ �� ���� �������� ��
�� ��� ������ �� ����� �� ����� ��������� �� �� ��� �� ��� ����� � 5��� ������
�� �������� � ����
 ��� �������� ���� �� ������� ���� ��� ���������� ��� �� �����
���������� �� �� ���� �� ��6� �������� �� ��2�� ���������� ���� � �� ������� ��
��� ������ ���� ��� ������ �� ������� �7 ��� �(��� ���� ������������� �������������
�� ������������ � ����������� �� � ������ �� ���� �����������


�������� 	
 	���

�� ���������� �� ��� ������ ��� �� 1�0  1���� ������������� � ��0���������$
 ��
������� ������ �� ���������� ���������  	
&$ �� ����� ��������� �� ���� ��������
������ �� ��������� �� ������� � �������
 ������������� �� �� ������� ��� 5���
������ ��� �� 8�9 � � ���� ������
 �� ������� � ����� �� ���� ��� �� �������
�� ��������� �� �� �������� ��� ������� �������������� ��� ������
 ��� ������
����������� ��������� ����� ������ ���� �� �������� �� ���(�� �� ������������� �
����� �� �� ����� �� �� ����������� ������������
 �����3�� � �������� � �� ����������
�� �� ����� �����:�;���� ����� �� ������ <=��� �� 8����  !"">$ �� ����������
���� �� ������� ��� ������ ��� ��������� �� ������� ��� ������� ��������������


�������� ����������� ��������� � �4��.�� �� ����� �������� �� ���� ��������
���������� ���� ����������� � ����� ��� ����������� / �� �������� �� ���� �?�
 ,��
��� ������ ��� ����������� �� ���������� ��������� ���������� �� ��������� �� �� ���

���� !	
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���������� ��� �� �������� ������������� �� ������� ������������ ������
��� ������� � �� ������� �� ��������
 ����� �������� ����������� ��� ���� ���
��������� �� ������ �� ������
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�� �� �! �"������ �� ������ ��������� #$������ �� %������ &'''(� ��� ������
�� ���� �� �� ���)������� ��� ��� �������
 *� �������������� �� ��� �"������ ������
�� �� ���������� ��� � ��������� ��� ������������ �� �� ������������ ������ �
������� #������ ��� ��%�������


( �� �� ������������ �������� �� �� ����� �
�� �� ���)������� #������ ��� � �+% � ����������(
 *� ��������� ������
������ �� �������� �� �������� ��� ��������� �� ������ �� ��������� � �������
�� �������� �� ������� ������
 ��� �"������ ���� �,����� ��� �������� ��� ������
������������� �� ����� ����� ���� ������� -��� ���.���� ���� ������� �����������
��� �� .����� � �����
 *�� �������� �� �������� ���������� ������ �-��
���.���� ��� �����! /��% #/���������� ���.�� ����������� %"����( ���� ��� ������
�� ���� ������ ��� � �+%� �� ����� �� ��������� �� ������ ��� ������������ ����
�� ���� ������� ����������� ���������� �� ��0�� ������������ �������
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*� �������� ��������� �� ���������� ��� ���������� ��������� � ��������� ����1
�-� �� �� ��������� � .��� �� �������������� �� �������������� �� ����� ����� ��
��������� �� ��0�� � ������ �� ������ �� ������� ���� ��� 2���� �� .����� �� ��
�� ����� 3 ����� �� �"�� �� �������� ������� ���� �� ����� 4& ��� ������� �
���������� 5�����
 6���� #&''7( � ������� ��� ���������� �� ������������ �� �"��
�� �������� �� � ������ �� ��� ������ ������������� ��������� � ±15% �� ��
���� �������� ��� ���
 +� � ����� �� ���� ��������� �� ���.������� �� ����� ��
��������� �� ���� ���.��� � ������ �� ������������� ������������ �� � ������� ��
��������� � ������ �� ������� ���������
 �� ��� ���� � ����� ��� � ��� ������
������������� ��������� � ±15% �� �� ���� ��������� ������� ���� ��� 2���� ���
�������� ������������� �� ���� � �!����� ��� �� ������� ���������� ��� ��������
��������� �� �� �������� ��� ������� �������������� ��� �� ���������� � ��1
.��
 +� � ������� �� ������� �������� � ����� ���.�������� �� �������� � �������
�� ��.�� �� �-�� ����� �� �� ����� �� �� ����������� ������������ �� �� ����� �
����� ����� �� �� ���)������� � �������
 ����� ������� � ��� ������ �� ��������
��� ��������������� ��������� �� ����� ����� ������� #������.���� �������� ��1
��2������ �� �������( ����� �� �� ��.��� ��� �� ��� �������� �� ���������� 89: �� ��
������ �� �� ����� ���.��� � ��� ����� �������
 ������� ������������ �� ����� ��1
����� ������ -��� ������� ���2 ��� ������������ �� �� ������������ ��������
��� �� �������� ������� ��� ������� �� ����� �� �� ����� ������� ���� �� �����
�������� ������� �����
 ������� ����������� �������� � �"����� �� ������
��������� �"����������� �� ���������� �� ������ �� ���)������� ��� ���������
����� ���� ���!����� �� �� ���� 	
;� � ���������� <���� �� ����� ������ � ��
����� ������� �� ����� �������
 *� ���������� � ���������� %�=" #���� 	
;.( ��
.��� �� ������������ �� ����� ���������� > �� ?! ��������� ��� ���� ���� �� ������1
���� �� ����� ����� ���� �� ���� ����� �� ������ ������ �� ���� �� ����������

���� &&
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�� ������� �� ��� ���� ���� �� ���� ����� �� �����
 �� ���������� ������� �
������� � ��� �� !"�#$%& �� � �� �� ����� ��� ����'��� ()���* 	+, ����'���-
�� �� ������� �� �������� �� �� �������� �������� ��������� ���� ��� ��� ����'���
(��� �� ����� �����- � �������� �� ������ (��� �� �� ������-
 �� �������� ��
������ ���� ������ �� �� ��������� � ����� �� ����� ����� �� �� ��� ������ ��
�������� ����� �� �� ������� � ����� �� ���� ��� �������


��� �����	� 
� ���� ��� �� 
��������


� �� ����������� 
�� ����������

��� ������� 
�  �!" �������� 
�� �����


�#������� �� �� 
��$��

.���� 	
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�������� 	� �
���	�� ��� �� ������

$� � �� �� ����������� ������� ������������ �� ���� �������� * ����������
�� �������� � ������� �� ����� ��2 �� �� ����� ��� �� ���������� ���3���� �� ��
������ �� �� ����� ��� �������� )���* � ����� �� ����� ��2��� �� 10◦ ��4��
* �� ��� ��������� � ����� �� ���� ��� ������� �� �� �����
 ���5�� �� �� ���������
� ����� �� ���� ��� ���� (������ �� �����6� 	/,78 9���������� �� ��
� 	//7- ���
��������� � ���������� �� �� ����� �� �� ���������� ������������ �� �� ������
��������� ���� ���� ��� ������ �� �� ������ ������ �����:��� ����� ���������

;��� ���� �<�� �� ����� �� ���� ����� ��������� ���� ���� ��� ������ ��
���� �3� ��� ����� �� ����� ������� ������� �� ������� ���6���� �� �� �����
��� ����� ������������ ���� ��������
 1� ���� �� �����=�� �� ���������� �� ��
������ ���� <��� �� ����� �� ����������� ���� ���� ���� �� ��� ������ �� �� �����
�� � ������ ���� ���� �� ��� ������� ���������� �> ������������� � ������� �� ��
�� ������ ���������� ���� ��5������� (������� +??@8 A������� +??,-� ����� �����
���������� �� ��������


������� 	� ������ 	
���������� ��� �
���	��

���� � ������ ��������� � �������� ����������� ��� ����� ��� ��������� ���
����������� �� �����=�� �� ���������� ����� � �������� ���� �� ������
 ���� ���
�������� ��� �� ��������� �� ������������ B%9CD% �� ����� �� ������������� �����
��� ��������� �� �� �������� ��������
 ������ ��� ��������� �� �������� ������ <���
����������� ��� ����������� �� �� ���� �� ��� ������� �� �� ���� �3�����
 ��
�������� ������� ��� ������� ���� ������������� ��� ��������� �� �������� �� ��'��
���������
 ���� �2��� ������� � ����� �� �� ����������� �� �� ���� ���� �� �������
* ����� �������
 D� ��� � ��� ������� ���� ����� ��������� ��4�� � ������������� ��
�6�� ��� �2���� ��� ����������� ��������� �� �������� �� ������ �� �����������

���� +@



�������� 	
 ������� �� ���������� ���������� ��� ���� �� ������������

������������ ��� ������ � ������ ��� ������ ���������
 �� ���������� ������� ������
��� ���� ������� ������� ����� � �� �������� ���� � ����� !���� 	
	"�#� ��
�� ���������� $���%&�� � ��������� �� ����������� ��������� !���� 	
	"'#
���� ���� ��� ������� ����� ������ �� � '��� ������� �� ������ ��� ������ (
��� �� ��������� ��� �� ��� �������������� �� ��� �)��*���
 ���� �� ��
 !+"	,#
��������� �� ����� �� �� ����� �� ������ ��� ������ ��-�� � �� ������� �������
�� � ���������� �� ������ �� ����� �� ./ ��� ��������� �� �����0��� ��� �������
���1������
 2� �������� ��� ������� ���� � ���*�� '�������� ������� ��� ��� ������
�� �� ����� �'���� �� �� ������� ��� �3������� �������� ���� ����� ������
���� ��� '��� �� ��������� �� �� ����� �� �������� �� ���������� ��� �� ����������
��'����� ���� ��� �������� ��������� 


��� ����������� �� �������� ���������� �������� �� �� ����� ������� �� �� ���
����� �������� ������������ ����������� �� �� ������'���� ���� �� �����
 �����4
����� �� ��� ��3���� �������� ���� � ������� ��� ������ ��� �� ����� ( �� ��������
�������� ��� '��� �� �������� ��� ���������� ���� �� ��� ��)�� ��� �� �����
��������� �������� �� �������� ���������� ��� ������������� ��������� !5����
�� ��
� +"",# �� � ������ �� ������*�� �� ��6������ ���'�������� �� �� ���*�� ���
��� ������� �� �� ��� �� �������� �� �� ����������� ������� !�������� ��������� �
���#
 ������ �� ������� �����'�� �� �������� �� �7�� �������� ���*� �� ����������
���������� 8 �� �����*�� ���������� ��� ��� ����������� �� �������� ������ ��� ���4
��'������ �� �� �� �*�� ��� ��������
 9� ��� ��3���� �� ������ �� ��� �����������
����*���� � �� ����� �� ����������
 ��� ����������� �� ���������� ��� ���
��� ���� ����� �� ������ �� ��� ����������� ������� ��� ������� ��� ��������� ��
��������
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������������� � ��� �� ���������� �� � ������� ����� �� �������� � ������� ���
������ ������������� ���� �������� �� ������� ����� �������
 ���� �������� ���
��������� ��� ���������� �� �������� �� �� ����������� ���� �������������� ��
������� ��� �� ���������
 ��� ���������� �� ��� ������� ���������� ����������� ���
������ ��� �� ������� ���������� �� ���������� ������� �� ��������� �� ���� �
���������� �� �����!�� " ����������


#��� �� ��� ����������� �� ���������� ��� �� ��� ����������� �� �����
������ ��� ��������� �� �������� �� ���� ������������ ��� ������ �� ��� ���
��������� ������� ��� �� ���� ����� �� ��������� ����� ����� ����� �� $���� �� ��

%&''() �� ��� ��� ��� �������� " ��������� ��� ��������� �� ����������� �� ������
������� �� ����������� ����� ��� ������� � ����� ������ �� �������� �� ���������
��� ����������� ���� �� �������� �� ��� ������ �� ������ � �������
 *�� ��� ������
�� ������ ���������� ���� ����� ������� %������� %	
	)) �� ����� �� �����������
�������� �� �� ����� ��� ������� � �������� ��������������
 +� �������� ��,� ����
�� ������� � ������� ����������� �� ���� �� ���-������� �� ������� ��������� �� ��
���� �������� " �� ���� ��������� �� ��� ���������� �������������� ������� ��� ��
����� �� ��� ��.����� �� �� ����������� ������� �� �������� �� �� ����� �������

/����� �� ������������ �� �� �������� ��,� �� �������� � ���������� ��������������
������� � ������ ������� �� ����� �������� �� �� ����� ������� " ����� ����� �� ��
���-�������� �� � ���� ������� �� ����������� � ����� �� ����� ����� �� �� ����
���� ����� �� ��� ����� �� �� �������� " �� ���� �������� ���� � ����� �� ���� ��
±15%
 +������������� �� ����� �������� ��� ��� ���� � ����� �� ����� ���� ����
%-���" 2,5 -��� ���� �� �������� ���������� �� &''( ��� �� �������� �� ����� ��
3,5 ��) �� �� ������ �� ������� ��������� � �������� ����������� ���� �� �����
��� � ��������������� ��� ���������� ��� ������ ��� ��������� �� ���������� ��
�������� ��� ������ ��������� ��� ������ ��������
 +�� ����������� �� ���� �������
�� ����� �������� �0��� ��� �� ���� ��� ��� ����������� � �������� �� �������� ��
�����!�� ��� ������� �� ����� ���� �� �� ������ ������ �� ��� ����������� ���������
���� �������������


+���-����� �� ����� ����� ��� ���������� �� ������� �� ���������� �������� �� ��
����� ���� � ������ ������������� �� ������ ����� ��� �� �������� � ������ �
�������� ���� ���� ������� %����� �� ������) � ���������� ����� ���� ��� � ������
�� �� ���� 	
		
 ���� ���� �� �������� ������������ ����� ����� �� �� ������
�� ��� ������ %������� %	
	)) �� � ��� ������ ��� $���� �� ��
 %&''() ��� ��������
������ � ������� ����
 ��� ����� ������ �� �� �.������ � ������� �� � ������
� �������� � ����� ������ ���� 1��� ���������
 ��� ����� ������� �.��������
��������������� ���� ����������� 2

���� &3
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• �� ����� �� ���� ��� ��������� �� �� ����� ��� ��������� ��������� ��� ���
����� ����������� ��������� �� ����� �� ��� ���� ���� ��������� ��� �����
�������� �� ����� �� ������ ��� ������� �� ����� ������� �� ���� ��� �������
��� �� ������ �

• �� ������� � ������� ��� ���������� ��������� �� �� ������ ��������� � �����
��������� �������� �

• �� ���������� ��� ��������� ����� �� �������� ������������ ��� ���������
�� �� ����� �� �� ������ ��������� �� ��� �� ��������� ������ �

• ��� ���������� ���� ��������� �� ����� ����� ! �� ������ �� ������� ��������
���� � �������� �������"������� ��������� ����� � ��� ����� �������
����� ���� ��� ����� � ������ �� � ������� ���� ��� �� �#����


a) b) c)

$���� 	
		 % &#����� �� ������ �� ��� ������ ��� ����� ' �( ��� �� �� �����
)����� ����� ��� *������ +����( � �( ��� � ������ )����� ����� �� ��������,
��
,( �
�( ��� �� ������ �������� )����� ����� �� ���-��
���(


����������	
 ������


.��������� �/����� ��� ������� ��� �� ������ �� ������ �� ����� ���� ��������
���� ���� �� ��� �� ��� �� ������� �� �������� ��� ����������
 ��� ����� ��� ��
���������� �� ��� ���� ���������� ��� ��������� �� ���� �� �� ���-������� � �����
���
 ����� �� ����� �� ������ � ������ ������� �� ��������� ��� ������ �� ������
������� �� ����� � �������� ����� ��� ���������� ��������� �� �������� �� �� �������
��� ��������� �� ������ �� ����� �������� �� �� ������� ���������� �� ��� ������ ! -��
� ���� �� �� ���������
 0�� �������� �� �� ���������� ���������� �� ������ ���
���������� ��������� ���� � ��� �� ��� ! �� ���� � �����
 1����� ��� �������� �� ����
���� ���� �������� ���� ��� ���2������ ���� �� �������� ��� ����� ���� �������������
�� �� �������� � �������� ��� ������ ������� ��� ���� ��������� �������� ����
�� ��� �� �������
 ��� �������� ��� �� ������ ������ �� �� ������� �� ���������� ��
�� ���� ��� ��� ������ ����������� �� �������������� �� �� ���-������� � ������� ���
�������� �� ����� ����� ���� ����� ������� �������� ��� ������ ! ����� �����
����� �� �� ���-�������


.� �������� ��� ������ ������� ������ �� �� �������� ��� �/���� ��� �� ������
����� �� � ����� ��� ���� ���������� -���! ���� ������������� ���� �� ������� ���

���� 34



�������� 	
 ������� �� ���������� ���������� ��� ���� �� ������������

����� �� ��� ���� �� ������� � �������!
 ��� ����� ������� ��� ������ ��
������ �������� ���� ��������� � "��� �#�$%� �� ��� ����� �� ����������� ���� ���
�������� �� ��������� ���� �������


&� ��� �� ��������� ��� ������ ��� ������ �� �'���� ��� ������ �������������
�� �������� � ������ ��(�� ) ��� ���������� ���� ������ ���
 $� ��� ��������� �����
������ ��� �*��� �� ����������� ��������� �� ���� �������� � ������� �� )
������ �� ������
 ���������� ����� �� ������� ��� ��+�������� ��������"�� ��� ���
��� ������� ��� ���������� �� ��� ���������� �� ����� ��� ����������� �� �� �������
��� ������ �� ������ �������� �� �����
 ��� �������� ����� �(���� �� ������� ���
�������� �������� �� �������� ���������� ���� ��� ������� ���� ��������� ��(�� ) �
����� �� ,�����


&����� ����������� �� ���������� �� �������� � ������ ��� �������� ��� ��
����� �� ����"������ ) ���� ���� ����� ������ �� ������ ��������
 ����� ����"������
������ �� ������ �� ������ �� ������� �������� �� ������������ �������"�� ��� ������
�������������
 ��� �������� ��� ���������� ����������� ���� ���"��� ��� ��������
��� ��������� �� �������� �� �� ���-������
 ��� ���������� ���� ������� ���
����.��� ��� �������� �� ��������� ���� ��� ��� �������������� �� ������� �������� ��
����������
 #� ����.���� ��������� �� ������ ��� ��������� �� �� ����������� ��������-
���� ��� ������ ��������� ��� �'���������� ���� ��������� �' ������ �������������
�� �� ������
 /����� �� ��� ������ ���� ��� ����������"�� �� �������� ��� ������ ����-
��������� ��� �� �����0�� ������ �� ��� ���������� �� ���������� �����"��� ���� �������


1�� �������� "���� �� ������������� ��� ������ ��� �������
 #��� ������ �� ����-
��� ��� ���������� ��������� ��� ���� "��������� ��� �� ��� ��������� ����� �� �2��
������ ��) ����
 1�� ������� "���� �� �������������� ��� ����������� ���� ����-
���� ��3� ��� ���� �� ����� ��� �� ������ �� ����� ���� ��� ��������� �� ��������
��������� �� ���� ��� ����� �� ��' ������ 4 ���� �� �����"
 #� �'�������� ���
�������� �� ���������� �� �������� ��3� ��� ��������� ��� �� ����� ������ �� ��
�� ������ ��� ���"�� ������ �� ���������� �������� ��� ��� ���+������ ��� �����
������ � ����� ��� ��*������� 5���� �� ����������� ��� ������ ��������
 1��
�'�������� ����.���� ��� �"���� ��� �� �������� ��3� ��(�� ) ���6������� ����
�������� ���.������� ) ��� ������ � ��������� �� �������� ) �� �������� ����������
�� �� ���6�������
 /����� �� ������� �����"�� ���'������� ��� ���������� ��� ����������
������������ �� ������������	�
���


7�� ���������� ��������� ���� ������ ����������� �� ���������� ���� �����-
����� ���� ���������� �� ���������� ��� ����������� ��� ������ ����� �����������

���� ������ �� ������� ���+������ �� �� ���������� �� �� ������ �� ���"�� ����-
��� �� ��������� ) ���������� ���� ��������������
 ��� �������� �� ���������� ���
������ ������������� � ������� ��� �������� ���� �� �������� ����� �� �������� �
��� �� �� ����� �� �������
 &�� ���������� ��������� ��� �� ���� ���������� ��
������� �� �������� �� �� ���������� �������� �� �������� �� ����������� ���������
�� ���� �������� � �������� �� �� ����� ��� ���������� ���� ) �� �.������
��� ���������� ����������� �� ) ���"6����� �'� �� �������� �� ����� ����
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��� �����	
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���� �� ����� �� ���������� ��������� ��� ������� �������� �������� �� ��� ������

������ �� ����������� �� ��������� ��� �� ��������� �� �� ���� ��� �� ����� ��

������ ��� ���������� ������������������
 ���� � ��� ������� �� ������� ����� ��

��� ������ �� ���������� �� ��������� ��� ��������� �� ��������� �� ������� ���

�� ������ ��� �������� ��� �����������
  � ����������� ����������� �� ��������

��� �������� ! ��������� ��� ������� �� ������� ��"� ������� ���� ��������� !

�������� �� ���� �������� ���� ������ ���������
 ���� ������� �� ����������� ����

������#���� ������� �� �� �������� �������� �$��� � #����� ������� �� ���

����� �� ��� �����
 �� ����"�� ��� ������ �� �������� ! ������ ��� ������ ��������

�� ���%����� �� ��������� �& �� ���� '��� �������� ! 	( ) �� �� ����� � ��������

���� �������� ! ��� ������� �� ������� ������� �� ����������
  �� ������ ��������

������ '��� �#����� ��� �� ������ �� ��������� �� ��� �� �������� �$#���� ��

���#��� ��� ��������� ��� ���� ! ������ �� ��������� ��� �������� �� �� ��������

�� ��� ���������� ��� ��������� ��� ���������� ���� �� ����� �� ���� � ����� ��

�������� ������������ ���� ��� ��������


 �� �������� ������������ ��#������ ���� ��� �������� ��� ��� �#*����� ��

��������� ! ��� �������� �� ��������� ! �������� �����#������ �� ������ �+�����

�� ����������� � �� ��� #�������� ��� ��������� �� ����� ����� �������������

�� �� ����� � �& �� �� �������� �� �� ������ �� ������������� �� �� �������� ��

��������� ! ������� �� ����"�� �������
  � ������ ��� ���� �� ��� �����#������

�� ���#�� �������#�� �� ������� �� ����"�� ������������ �� ����������� �� �� �����

������� �� ������� ��$ ���� ��������� �� ������ �� ������������� ��� ��$���

�� ����� ��������� �� ���#����� ��� ���"�� �� ��������� ������
 ,� ��������

���� �������� ������ ��� ����������� �� �������� �� ��� � �� *�� ���� �� �����"��

�������� ��� ������ �� �������� ������� �����#������ ��� ��� ��������� �� ���

��������� � ��#��� �� �� ���*������� �� �� �� ����� �� �� ����������� ������������ ��

�� ����� �������


 � �������� ������� ��� �� ������ ������� �� ������� ���������� ���������

��-�� � ������������ �� �� ���������� �� ����������� ��� ������ ������� �� �����

������ ��� �$��������� �� ����� ���� ��� ��������� �� �����.��
 /� ���#�� ����������

��$ ����� ������ � ������ ����� �����#����� �� �� ����������� �� �� ����� �� ��

��� ���#*����� �� ����� ��"��
  ��������� ������� �������� ���#��� ! ������ �� �����

� ���"�� �� ! ������� ��� ���������� ��� ������ ��� ������ ������������� ����

�� ��� �� ������� �������� �� ����������
 ,� �� #����� �� ��� �������� �#����� ���#�

*����� ��� �� ������ �� ����� � ���������� ��� ������� ��� ��������� ��������� ��

�����.�� �� ����� ����
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� �� 
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�

$	�� �������� ����� �'��� �
 �	���� ��� �� ���� # �	�� ��� �	�� ����������� � ���

�����	�� &� ��� ���� ��� �� ������ ��� �������� �� ������ �������
� ���������

��
� �� ����� ������
 ��� �	�	��
��� ��� �������� �� ������� �� �� 	����	
 ���

��������� �
��������
� �������� ��
� �� ����� ������� ("
 �� ������� �� �	�������

�� �	���� �� 
	������� �!	������ �	
� �	������� �
 ��� �� ������ �� ������� ) �����

��� �
����� �� ������ �� # ���
������ ��������*��
����� $�� �������� ��� �������
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��� ��������� ��������� ��� �� �������� ���� �������� ���������
 ��� ��������
������������ ���� �� ������ ��������� ������


Rf = (OfXfYfZf ) ������� � ���������� ����� �� � �������
Rf ′ = (Of ′Xf ′Yf ′Zf ′) ������� � ���������� ����� �� � �������
Rt = (OtXtYtZt) ������� � ���������� � ��������
Rd0 = (Od0Xd0Yd0Zd0) ������� � ��������� ����� �� � �� ��
Rdi = (OdiXdi

Ydi
Zdi

) �������� � ��������� ������������� � �� ��
Rv = (OvXvYvZv) ������� � ���������� � �� ����
dx,dy,dz ���������� � �������� � ��������! "�#
θp ����� � ������� � ��������! "��#
θr ����� � ������ � ��������! "��#
θy ����� � ��� � ��������! "��#
α ����� ��$������ ����%�����! "��#
αp ����� ������������ � �� ����! "��#
Ω ����� ��$������ ��������! "��#
δdist ����� ��������� � �����&����� �������� �$���� ' Ω! "��#
φdist ������� � �����&����� � �� ������ ���� ���������! "�#
θdist ����� ����%����� � �����&����� ��������! "��#
θ �������� ��������� ���� ��������� �������� ' Rd0 ! "��#
e �(���������� �� �� ���! "�#
β ����� � �)�� � �� ��! "��#
ω ������� � �������� � �� ��! "��
�−1#
h ������� � �� ��! "�#
R ����� � �� ��! "�#
r0 �������� ������ ���� ��������� ��� �� ����! "�#
z0 �������� ��������� ���� ��������� ��� �� ����! "�#
T ����� � ����! "��#
Vr ���������� ������ � �� ������� ���� ���������! "�
�−1#
Vt ���������� ������������ � �� ������� ���� ���������! "�
�−1#
Vv ���������� ��������� � �� ������� ���� ���������! "�
�−1#
Cx ���*����� � ���+���! "�#
ρa ����� ������ �� � �����! ",�
�−3#
ρf ����� ������ �� � ���������! ",�
�−3#
Sp ������� ���$���� ���� ���������! "�2#
Q ��� ����� ��� ��������! ",�
�−2#
D �&��! ",�
�−1#
Vtr ������� � ��������! "�
�−1#
�- ������� � �������! "�#
m ����� ���� ���������! ",�#
nd ���&�� � �� ���! "�#
N ���&�� � ���������� ������� ��� ���� � �� ��! "�#
L ��� ������� � ��������! "�#
ρM,S ���*����� � ����������� � .������! "�#

���� /0
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��� �����	 �	 
��	  ���� �	� ���������� �������	�

�	� ���� ���������	�

��� ��������� �� ���������� �������� ������ ���� ��������� ��� �� ���� ������
��� � ������������ ��� ������ �������� � ���� ���������� ��� �� ������ ��� ���
�� ������� �� �������
  ��������! ����� �� ���� ������� � ������� �� � ��������
���� ��������� ���� ����� ��������� ��������������� ��� �"������ �������! �� ���
�� ������� ���� �������������� # ��� ����� ��� �����$�� ���������������� ��%�� #
�� ������ � ���������� � $���! ��� ������� ��� ��� ����� ��� �� ������ ������� #
�� ���� �& ������������ �� ��������� ��������� �� ���������� ��� �� ���� ������
 '���
����� ������! ��� ������� ��(������ ��� ��� ������ � ��)�� # ��������� �� ����������
� $��� ����� �� ������ ������� �� �� ������ ���� *

( Rf = (OfXfYfZf ) ��� �� ������ ������� �� �������
 ��������� Of �� ��� ���(
����� Xf �� Yf ! ������� ���� ������� ��$����������� ��� �� �+ ���� ����
������ ����� �� ���� ����,�����
 ��� ������ � �� ���-������� � �������� ����
# ������� ����� ������ ������� ���� �� ���������� ��� Rf 
 ��� ������ ���(
���������� �� ���������� ��� �� ������� ������������ ��� ������ � ������ �
���������� ��� Rf �����


( Rf ′ = (Of ′Xf ′Yf ′Zf ′) ��� �� ������ .������� ��� ����� ������ ���� Rf 

��������� Of ′ ��� ����� ��� �� ���-������ ��� �� ������� � ����� ������ �����
�� ����� ���� �� ������ � ���������


( Rt = (OtXtYtZt) ��� �� ������ ������� �� ��������
 ��������� Ot ��/���� ����
Of ′ 


( Rd0 = (Od0Xd0Yd0Zd0) ��� �� ������ ������� �� �����
 ��������� Od0 �� �����
�� ������ � ����� �� $��� �� ������ ������� �� ����� ��� �������


( Rv = (OvXvYvZv) ��� �� ������ ������� # ��� ����
 ��������� Ov �� ����� #
����������� $���� ���� ����


�� ���������� ��� ��������� � ��������� ������������ ��� ���� $���������� �
����� � ��� ��� �$��������� ����� # ��������� � ������ � ������� Rf 
 ��� ����(
����� ��������� � ��� ���� ������� ���� ������ ��� �� �������� ����.����� ��������
� ���������� � $��� ����� Rf �� �� ������ � �� ���� Rv *⎡

⎢⎢⎣
x
y
z
1

⎤
⎥⎥⎦

Rf

= PRv
Rf

.

⎡
⎢⎢⎣

x′

y′

z′

1

⎤
⎥⎥⎦

Rv

0	
12

�& PRv
Rf

��� �� ������� � ������� � ������ � ������� Rf �� ������ � �� ���� Rv


(x′,y′,z′) ���� ��� ����������� ��� ������� ���� ��� Rv! �� (x,y,z) ��� �����(
������ � ���� ������� ��� Rf 


��� ���������� � ����� ������� ���� �������� �� ���������� � �������� ��
������������ �������� � ��������
 3����! ��� ����������� �������� � ��������

���� 41



PRv
Rf

RotΔ(ϕ)
Δ ϕ

TrsXY Z(e1e2e3)
Δ1,Δ2,Δ3 e1,e2,e3

PRv
Rf

Rf Rt Rv

Rf Rt

Rf Rf ′

Rf ′ Rt

(dx,dy,dz)
Rf Rf Rf ′

P
Rf ′
Rf

= TrsXY Z(dx,dy,dz) =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 dx
0 1 0 dy
0 0 1 dz
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦

(dx,dy,dz)
(θp,θr,θy)

Rf ′

PRt
Rf ′

= RotZ(ϕ1).RotY (ϕ2).RotX(ϕ3)
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 ����������� ������� �� ������ �� ������ � �����

���� ���������� � ��� �������� ���� �� ���� ���� ! �� �� �����"� � Rf ′ # Rt �� ����
��������$����� ������ �� ���� X �� Y ���� Z � ������ Rf ′ � �%��� ��� ���$������
� �������� ��� ��������&��� �� '��� �	 �� �����"� � Rf ′ # Rt �� ���� ��� ��� ����(
���� ������ � �%��� Z ���� ������ � ���$���� ���� Y ′ �� X ′′ ������ � �� ��������
������ � Rf ′ � �%��� ��� ���$������ � �������� ��� ��������&��
 )��� ��� ��� ����
��� $������ �� ��"��� ���� ��� ����� ���� ����*��&������ �� ������ �� ������� �
�������� �%�+����� ���,���� ��� �%���� � �� ���$������ ��������&��
 �� -"��� 	
�
������ �%����������� � �������� ����� ��� �� ������ Rt &�� ��� ������������ ���"��
�$�� �� ������ Rf ′ 


.���� ���� &�� �� ���� ����������� � �������� ��� �%������ ���� ���� ��(
������ �� ������� �� ��������� ������ %���� �+������� ��/� ���-"�������� ����
�����'��� �� ���� �������� ��� �� ��'���� 	
�
 0����� �� ���� ��� �������'��� �$��
��� ����������� ��'��&��� � ����� �1 ��� ��"��� ���� ��&��� ��� �� ���������� �
������ ����� ��� �������� ����������
 2$�� �� ��� ���������� ��� ��"��� ���� �������
������ � ����� ���� ��������� �� &�� ������ %�������� ��� ���-"�������� �$�� ���
��"��� %3���� �1 # ���&�� ���� �� �������� �� �� ������� �������� �� ���� ������ �
���� ���
 4�� ����� ���������� �� ���������� � ������ ��� �� '����"� � �����
�5������� 	6�� &�� ������ # ��� ����� %�� �"�� � ��'���� ����&�� �%��"�� �
�� ������ �������� ������� ��� $����� ���"������ � 90◦
 ����� ���� �%��"�� � ���
� �������� ������� � Z ���� �$��� ����� $������ �� ��� �����'�� %�������� ������
��� ���-"�������� �1 �� ������ �������� �� ���� ������ � Z
 2���� �� �� ����� &��
��� ���-"�������� ��� ������� RotZ(θy).RotY

′
(θr).RotX

′′
(θp) &�� ��� ���� ��������

�� ���������&��
 θp� θr �� θy ���� ��������$����� ��� ��"��� � ���"�"�� ������ ��
����� ������ �� ���� ��������&��� ���"�� ��� ��� $������� Xf ′ �Yf ′ �� Zf ′ � Rf ′ 
 ��
������� � �����"� ��� �������� ����� �����&�� ����������� ��� �%���� ��$����
���������&�� !

PRt
Rf ′

= RotZ(θy).RotY
′
(θr).RotX

′′
(θp)

=

⎡
⎢⎢⎣

cos(θy) − sin(θy) 0 0
sin(θy) cos(θy) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦ .

⎡
⎢⎢⎣

cos(θr) 0 sin(θr) 0
0 1 0 0

− sin(θr) 0 cos(θr) 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦

.

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 0
0 cos(θp) − sin(θp) 0
0 sin(θp) cos(θp) 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦

�	
7 

����� �� ����� ��� ������ �� ������� ���� # �� ���������� %�����"� �1 ��
�������� ���� �� ������� ��� �� �80 &������&�� �� ���$��� ��� ���,������� �-���
��� �� ������ 7) ����� Ot ��� �� ������ ������� Rf � ��� ��"��� θp� θr �� θy ����
��������
 )��� �� ���� �� ������� � �����"� PRt

Rf ′
���� ���� �'����� # ������ ��

$������� Xt� Yt �� Zt � �� '��� � ������ � �������� Rt� �������� ��� �� '��� �
������ Rf ′ !

Xt =

⎡
⎣ Xx

Xy

Xz

⎤
⎦
Rf ′

,Yt =

⎡
⎣ Yx

Yy

Yz

⎤
⎦
Rf ′

,Zt =

⎡
⎣ Zx

Zy

Zz

⎤
⎦
Rf ′

�	
9 

��"� 77
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X
1
Z
2
X

3
=

⎡ ⎢ ⎢ ⎣c 2
−c

3
s 2

s 2
s 3

0
c 1
s 2

c 1
c 2
c 3

−
s 1
s 3

−c
3
s 1

−
c 1
c 2
s 3

0
s 1
s 2

c 1
s 3

+
c 2
c 3
s 1

c 1
c 3

−
c 2
s 1
s 3

0
0

0
0

1

⎤ ⎥ ⎥ ⎦
X

1
Z
2
Y
3
=

⎡ ⎢ ⎢ ⎣
c 2
c 3

−s
2

c 2
s 3

0
s 1
s 3

+
c 1
c 3
s 2

c 1
c 2

c 1
s 2
s 3

−
c 3
s 1

0
c 3
s 1
s 2

−
c 1
s 3

c 2
s 1

c 1
c 3

+
s 1
s 2
s 3

0
0

0
0

1

⎤ ⎥ ⎥ ⎦

X
1
Y
2
X

3
=

⎡ ⎢ ⎢ ⎣
c 2

s 2
s 3

c 3
s 2

0
s 1
s 2

c 1
c 3

−
c 2
s 1
s 3

−c
1
s 3

−
c 2
c 3
s 1

0
−c

1
s 2

c 3
s 1

+
c 1
c 2
s 3

c 1
c 2
c 3

−
s 1
s 3

0
0

0
0

1

⎤ ⎥ ⎥ ⎦
X

1
Y
2
Z
3
=

⎡ ⎢ ⎢ ⎣
c 2
c 3

−c
2
s 3

s 2
0

c 1
s 3

+
c 3
s 1
s 2

c 1
c 3

−
s 1
s 2
s 3

−c
2
s 1

0
s 1
s 3

−
c 1
c 3
s 2

c 3
s 1

+
c 1
s 2
s 3

c 1
c 2

0
0

0
0

1

⎤ ⎥ ⎥ ⎦

Y
1
X

2
Y
3
=

⎡ ⎢ ⎢ ⎣c 1
c 3

−
c 2
s 1
s 3

s 1
s 2

c 1
s 3

+
c 2
c 3
s 1

0
s 2
s 3

c 2
−c

3
s 2

0
−c

3
s 1

−
c 1
c 2
s 3

c 1
s 2

c 1
c 2
c 3

−
s 1
s 3

0
0

0
0

1

⎤ ⎥ ⎥ ⎦
Y
1
X

2
Z
3
=

⎡ ⎢ ⎢ ⎣c 1
c 3

+
s 1
s 2
s 3

c 3
s 1
s 2

−
c 1
s 3

c 2
s 1

0
c 2
s 3

c 2
c 3

−s
2

0
c 1
s 2
s 3

−
c 3
s 1

c 1
c 3
s 2

+
s 1
s 3

c 1
c 2

0
0

0
0

1

⎤ ⎥ ⎥ ⎦

Y
1
Z
2
Y
3
=

⎡ ⎢ ⎢ ⎣c 1
c 2
c 3

−
s 1
s 3

−c
1
s 2

c 3
s 2

+
c 1
c 2
s 3

0
c 3
s 2

c 2
s 2
s 3

0
−c

1
s 3

−
c 2
c 3
s 1

s 1
s 2

c 1
c 3

−
c 2
s 1
s 3

0
0

0
0

1

⎤ ⎥ ⎥ ⎦
Y
1
Z
2
X

3
=

⎡ ⎢ ⎢ ⎣c 1
c 2

s 1
s 3

−
c 1
c 3
s 2

c 3
s 1

+
c 1
s 2
s 3

0
s 2

c 2
c 3

−c
2
s 3

0
−c

2
s 1

c 1
s 3

+
c 3
s 1
s 2

c 1
c 3

−
s 1
s 2
s 3

0
0

0
0

1

⎤ ⎥ ⎥ ⎦

Z
1
Y
2
Z
3
=

⎡ ⎢ ⎢ ⎣c 1
c 2
c 3

−
s 1
s 3

−c
3
s 1

−
c 1
c 2
s 3

c 1
s 2

0
c 1
s 3

+
c 2
c 3
s 1

c 1
c 3

−
c 2
s 1
s 3

s 1
s 2

0
−c

3
s 2

s 2
s 3

c 2
0

0
0

0
1

⎤ ⎥ ⎥ ⎦
Z
1
Y
2
X

3
=

⎡ ⎢ ⎢ ⎣c 1
c 2

c 1
s 2
s 3

−
c 3
s 1

s 1
s 3

+
c 1
c 3
s 2

0
c 2
s 1

c 1
c 3

+
s 1
s 2
s 3

c 3
s 1
s 2

−
c 1
s 3

0
−s

2
c 2
s 3

c 2
c 3

0
0

0
0

1

⎤ ⎥ ⎥ ⎦

Z
1
Y
2
Z
3
=

⎡ ⎢ ⎢ ⎣c 1
c 3

−
c 2
s 1
s 3

−c
1
s 3

−
c 2
c 3
s 1

s 1
s 2

0
c 3
s 1

+
c 1
c 2
s 3

c 1
c 2
c 3

−
s 1
s 3

−c
1
s 2

0
s 2
s 3

c 3
s 2

c 2
0

0
0

0
1

⎤ ⎥ ⎥ ⎦
Z
1
X

2
Y
3
=

⎡ ⎢ ⎢ ⎣c 1
c 3

−
s 1
s 2
s 3

−c
2
s 1

c 1
s 3

+
c 3
s 1
s 2

0
c 3
s 1

+
c 1
s 2
s 3

c 1
c 2

s 1
s 3

−
c 1
c 3
s 2

0
−c

2
s 3

s 2
c 2
c 3

0
0

0
0

1

⎤ ⎥ ⎥ ⎦

���� ��
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 ����������� ������� �� ������ �� ������ � �����

�� Zt ���������� �� ������� ������ �� ���� ������� � �� ������� ���� �� �������� ��
����� Ot
 Yt ���������� �� ������� �������� � �� ����� �������� � �� ����������� ��
����� Ot
 Xt ��� ���� � ������ ��������� � Yt �� Zt

�� ��������� ���������� �	
� ! �� �"��#�� �������� ��� ���������� �	
$ ���� %���
����
 &� ������� � ��� ���'������ ��� ����� ��� ���������� �	
( ) ���� ����������
�� ������� � ������� � ���#�� ������� Rf ′ �� ���#�� �������� Rt
⎧⎨

⎩
Xt = XxXf ′ +XyYf ′ +XzZf ′

Yt = YxXf ′ + YyYf ′ + YzZf ′

Zt = ZxXf ′ + ZyYf ′ + ZzZf ′

�	
$ 

PRt
Rf ′

=

⎡
⎢⎢⎣

Xx Yx Zx 0
Xy Yy Zy 0
Xz Yz Zz 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦ �	
( 

����� ����#�� ������� ���� %��� �������� ���������� ���� �*������ �� �����+
��������� � Rf ′ � Rt
 ,��������! ���� ������� ����� �� ����� ��������� ���
���������� �	
- ��� ��� �������.�� ��� �� ��#�� ��.����� ���� �� ������ ��������+
���� ������! �� ��'� ��*������ ��� �����/������ ����� ��� �0��������� � �� �������
� ���������� �	
( ���� ��� �0��������� � �� ������� ����� � ������������ ��
������� ��� ���������� �	
- 
 1����! ��� ������ ������� %��� ����� ��� ������ ����
��������� ���� ��������� 2 ���≡� �� ���≡� 2

PRt
Rf ′

=

⎡
⎢⎢⎣

c(θy)c(θr) −s(θy)c(θp) + c(θy)s(θr)s(θp) s(θy)s(θp) + c(θy)s(θr)c(θp) 0
s(θy)c(θr) c(θy)c(θp) + s(θy)s(θr)s(θp) −c(θy)s(θp) + s(θy)s(θr)c(θp) 0
−s(θr) c(θr)s(θp) c(θr)c(θp) 0

0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦

�	
3 
�� �����/��� ��� ��������� �	
( �� �	
3 ! ��� �0��������� ���� �.������ 2⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

θy = arctan 2

(
Xy

Xx

)
θp = arctan 2

(
Yz

Zz

)

θr = arctan 2

⎛
⎝− Xz√

Xx
2 +Xy

2

⎞
⎠

�	
4 

&������������ � ���������� �	
- � �� ����� � ���������� �	
( ��� �� ��#�� ����
���������! �%�� �� ��� ��0 ��������� �.��������� �0�������� � �� �%�� �0��������
�4× 4 � �� ������� PRt

Rf ′



������� �� ��	
�� �������� Rt �� ��	
�� 	�� Rv

&� ���� �/�� ��� �������������� �� ������ ������� ��� ��� �������� Xt �� Zt ��+
��������� ��� �� /���� 	
	 ��� �������� ����� �� ���� � �"������ �� ������ �
���������
 &�� �����#���� � ��������� e �� h ���� �/��� ��� �� ����
 1����! ��

���� -$



Rt Rd0

P
Rd0
Rt

=

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 e
0 1 0 0
0 0 1 h
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦

e e

Rv

Rd1 Rd2 Rd3

• Yd0 Rd0

Rd0 Rd1

Zd0

π
2

θdist
θ

• Rd1

Yd1 β Rd2

Xd2

• Rd3

Rd2 Xd2

• Rv Rd3

Zd3 αp



Rd0 Rv

PRv
Rd0

= RotZ(θ).RotY (β).T rsX(R′).RotZ(αp)

=

⎡
⎢⎢⎣

cos(θ) sin(θ) 0 0
sin(θ) cos(θ) 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎣

cos(β) 0 sin(β) 0
0 1 0 0

sin(β) 0 cos(β) 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦

.

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 R′

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎣

cos(αp) sin(αp) 0 0
sin(αp) cos(αp) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦

θ = π
2
+ θdist R′ =

R

cos(β)

Rdi={1,2,3} Rd0 =
(Od0Xd0Yd0Zd0) Rv = (OvXvYvZv) θ = π

2
+ θdist

Rf Rv

Rf

Rv

PRv
Rf

= P
Rf ′
Rf

.PRt
Rf ′

.P
Rd0
Rt

.PRv
Rd0
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α �� �� �� �� ��
αp � �� �� ��� ���
θdist �� �� �� ��� ��
β � � � �� ���
ω �� �� �� ��� ��
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��� ��������� ��������� �� ���� ����������� �� ���������� ���� ��� ��������� ������
� ����  ������� ��� �� �����
 ����� �!��������� ������� "��� ���� ���������
������ ��� �� ������ �������� ������� �� ����� #$�������� �� %����& '()	* +���,�
�� ��
& 	--./ �� ���� ��� �� ������ ������� 0 �� ���� #1������� �� ��
& 	--2* ���� �� ��
&
	-'.�/
 ��� ��! � ��� � ������ ������� "��� ��������� ���� ����� � �� ���� 0 3���
�� ��������� ��������� * ����� �� ������� � ������� �� ������� ��� �� ���� 4��������
����� �� ������� PRv

Rf
& �� ������� PRd

Rf
���� ��5��


�� ������� � �� �������� 4��� ��������� �!����� ��� �� ������ � �� ���� Rv

�� ���� ����� ��� ��! ����������� 6 r0 �� z0
 �� ���������� ��� �� �������� �
������� Yv ��� ����� ���� ��� ��������� �� ������� ���� �� ����
 �� ���������� z0
��� �� 0 �� ������� � �� ����
 $�� ����������& �� �������������� ����������� �
������� �������� 4��� ��������� ��� �� ������ ������� Rf ��� ����� ��� 6⎡

⎢⎢⎣
X
Y
Z
1

⎤
⎥⎥⎦

Rf

= PRv
Rf

.

⎡
⎢⎢⎣

r0
0
z0
1

⎤
⎥⎥⎦
Rv

#	
'	/

$��� ������� �4�!�������� � ������� ������� 4��� ��������� ��� �� ������ �������
Rf & ������ ��� �������� � �������� ��� ��������� PRv

Rf
������������� ��� �� ����� �

������� ������� ��� ������ ���������
 1������� �� ��
 #	--7/ ��� ������� �� �!����8
����� ���� ������ ������� �� ����������� ������& ������������ �� ��������� � ���8
���� ������� (Vr,Vt,Vv)Rd1

�� ������ � ����� ��� �� ������ Rd1 = (Od1Xd1Yd1Zd1)
#����� 	
9/
 ��� �!��������� ��� ��� ��������� ��� �� ����� 6⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Vt =
Rω

1 + tanαp tanα
Vr = Vt tanα

Vv =

√
Vt

2 + Vr
2 tan(Ω + δdist)

cos(αp)
Ω = arctan 2(sin(α) tan(β))

#	
'9/

�: �4����� � ������ ����;����� α ��� ��������
 +��� �� �������& ��� ����� ����� ��
�����<���� �� ����� �������� � ������ �� ���������� ����������� ��� ��� �����������
������ � �4����� � ������ �������� Ω ���� �� �����8� �� ���� #1������� �� ��
& 	-'9/

$��� ����� ������& �� ����� � ����������� δdist � �� ���� ����� μδdist = 0 � ���

���� 97
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������ � ������� � ������ �������� Ω

��� ����������� ������������ � ��� �������� ��� �� ������ Rf ����  ��� �!����� �

������� �� ������� � ������� � ������ ������� Rf �� ������ ����� Rd1 
 "� ���������
��� ��������� #	
$%� #	
&'% �� #	
&$%� ���������� �������� ����  ��� �������� � ������
����� � �� ����������� (⎡

⎢⎢⎣
Vx

Vy

Vz

1

⎤
⎥⎥⎦

Rf

= PRt
Rf ′

.RotZ(θ).

⎡
⎢⎢⎣

Vr

Vt

Vv

1

⎤
⎥⎥⎦

Rd1

#	
&)%

���� Vt > 0 ���� �� ����� ���� ����*������� �� Vt < 0 ���� �� ����� ������ �������

+�� ���� ��� ��������� �� �������� � ������ � ����� ������� ��� �� ������ �������

Rf � �� ����� !��������� �������� �� �������� & ����  ��� ������
 ,� ������ ����*
����� � -����*.���� ����� ) � ��� �������� ���� �� ��� ���������� h < 0.003 s
����� ��������� ��� �������� /
 ,� ���������� � ������ ����� ��� �� ���������
�� ������ ������������� �� ����!�� !���������� ���� �� �01 ������  ��� ��������
� ������ ����� � �� �����������
 ,������� ������������ �� ������ �������� � ��� ����
�� ������ ��2�� ��� ���������� θdist�δdist �� φdist
 ,�� ������� � ��� ������� ����
�!������ ��� ������ ��������� ���� � �� ���������� �� ���������� �� �����!������
������������ ����3����

,����� ������������� ��������� ��� �� ������� 	
	 � ������ � ������� ��� �����!�*
����� �������� �� ���� � ������� ��� ������ ������ ��������� � ����� #α �Cx%
� ��4�� � ������� �������� �� ����������� ��������� �� ��������� ������� � ����
��� �������� �!����� ��� �� �������
 0��� ������� ��� �5�������� ��������� ( #&% ������
��� ���������� ���� �������� �� � �� ����� � �� ����� ���������� � ����������� !����
�6 z0 = 0� #	% ��� ���������� #α�Cx% �������  ��� 3��� ���� �� ������� ���� ��
����� �� ����������� � �������� ��� �� �01 ����������� �� #$% �� ��� � �����*
!����� � θdist ��� ���������� ���*�*��� � ��������� � �������� ���� ���� �� ���� ���
 ��� 3��� ���� �� ������� ���� ��� ���� ���� � �� ������� � �������� � �����
ω #7���������� �� ��
� &889: ;���<� �� ��
� 	'')%
 ��� ����������� �� ��� ���������� �
������ ��� ���������� � ������ ��������� � θdist ���� ������ ���������� �����3��*
��� � ω
 ��� �5�������� ��� ��� ����������� ��� ��������� �� ����� ��������� ���
������ �������������


����� ����	
������� �� �� ���������

;��� �� �������� � ���������� ������������� ����� �� �!�� D ������������� �
����� �� �������� � �� ��� Q ���������� � �� ������� � ������� LW �� � ��
������� � �������� Vtr
 ,� ������� �������� ��� ������������ �������� #.<��� �� ��
�
	''8% (

D = Q.Vtr.,= #	
&>%

;��� �� ����� ��������� �� �!�� ��� �������� �� ���!�� � ���������� N ����*
��� � ��4�� ���������� � ������ ���� � �����
 ��� ����������� N ��� ������*

������� �� ������ �
D

mmoy

�� � ��������� � �� ������� � �������� � ����� ω
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N = 2π
D

mmoy

1

ω

1
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�� ��� ������� � �������� L $ ������ ���� � ����� ��� ������� ����� ��
������� � �� ������� � �������� ��� �� ������� � �������� �� ������ �

L = 2π
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ω
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���������	
�
��	 �� ����
��	� �	� ��������
��� � ������
��	 ��
	������ � �����	��� ��
 ������� �	� ������	������� �����	
� ���
�� ����� ���� ������� � 
���� ������� ����������� �� �������� ������
���� �� ��������	
 � 
���
��� �� ��	� ��	� 
�����
���� ���� ����� �
	�
�����
�  dx,dy,dz! � 
���� ���
� ��� �� ��
�	�� ������	
 ��" ���	
�
��	����
�#�� ���
 ����� �� ��� ��#�	�� L ������� ����	 ������
��	  ��$%!�
�� ��"���� ������ ���� �� ������ �� 	����� ����	��� �
�
����� ����
������ � 2 N ���
������  ����
��	  ��$&!! ' ������ 	��#��� ���	
 �
�� 
�����
���� ����� ��� ��� ��	�
��	� �	�
����� �� #��� �����
����� ����	

����� ' ���� �	 �
�����	
 ��� ����
��	�  ��$�! �
  ��$�!� �� 
�������� ������
���� �� ������
��	 �� ����
��	� �(���	
������ �� #��� �����
����� �
 ��
��������� �� ���	
� ��

��������� �� ���
������ ��� �� )*+�

��� ������� ��	�
���� �� �	
��	�
�� �� �����

�������&� � ����������� � ������ ��� ������ ���� ���� ����������� ��� ������
�������� ��� ���������� ����� ���� ����� ��� �� ����������� � ��'�� ��� ������
������ �� ����� � (������� �� �����'���� ���������� �� ������ ���� ��� ��
��������� �� �#����'��� � ����������� ��� ������� ��� ������� �����������
���������
 �� ��������� � ������ ��������� �� ���� �������� ����� �� ������� ��)
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����� � �� ���/������� ���� ��������� ��������� ��� ������ ��� �������� ��������
��� �&��� ������
 0��� ����� ������� ������ �� ������� ��������� ��� ��� ���������
���� �� ���� ����� ���� ��� �1������� ���.(�������� ��������������� � �������)
������ � ��������� ��� �� �������
 ����� ���������� � �����)����� � ��� �������
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 �� �
��� ����� ��� �� �� �������� � ����� ! �� ��� ��� �����"���� �#���� ��� ��� ���
�������� ����������$ ������ �$�� �� ������ �%�� ���������
 &����' �� ������� �
����� ��� h = 800 ��' �� ��(�� � ����� ��� R = 395 �� �� ������� � �)�� �
����� ��� β*+,'25◦
 ��� ����� ���� ������� ��� αp = 0◦
 �� ���� � �� ��������
��� �������' �� ��� ���������� ��� ������ � ������ ������������ ! ������ � �����
������


bac de collecte

disque axe de tilt

axe de rotation
de l’épandeur

-����� 	
� . &����� �  ��� ����� �������� ���$� � ���� ��� ��������� ���
������ � ��  ������� ��%��� �� ����"��


/�� �� ������ ��� ��� ���������� ��� ��  ��� � ����� ! ���%��� ����� �� ��0
����� ��� �� ������������� �1 ��������� ��� �������
 �� ��� ����� �� � %����� ����0
��������� � ��������� ��%��� �� ����"�� ������ ���� ����� %��� ��� �)��� ������ �

���� �����2�� ��� ���������� � �� �3�� �������� � �� ����� ��� �� ��������
��%���� � �������� ��  ��� �����%����������
 4�� ����������' ��������� � ��0
"�� ! �������� �� %���  ���������� �������� ��� �� ������������� �%�� ���� ��������
����� ��� ������� ��� ��� ������������� �%�� ����� �� ��%��������
 4��� �����
������' ���� ������� � ���� T � ��� ������ ����� ����� ������������� � 0◦'5◦ �� 10◦ ���
���� ������������%�� �� ������������ � ������ ��� ��� ������ ��� ��� ��������� +�
 ��
%������ � �������� � ����� � ��� %����� ! 566 ��7���' 866 ��7��� �� +666 ��7���

&� �����' ���� ������ ��� ��� �������� ��� ��� ������������� �������� ��� ��
�� ���� 	
, �1 ��������� &������� 9������ � ��� ������� ������ 	
8 �' �� ����������
��� ���������� � �� ����� �:; �5<60+


=� ���� 	
, . ������������� � ������ �� ��������� ��������� &������� 9������
�ρf = 1750 >�.�−3� ����� ! �� � �� D ≈ 58 >�.���−1


ω ?��7���@ 566 866 +666 866 866
T ?◦@ 6 6 6 � +6

������������ ! �� ������ � �����0�����' ��� �����"���� � �� ��� � ������
��������� � ������� θdist ��� ��� ���� ��� ! ������ �� ����� ������ ���������� ��

���� A	



�������� 	
 ����������� ������� �� ������ �� ������ � �����

������ ��������
 � �� �������� � ����� ������� �� ��� ������� ��� ��� ��� ��������
� ����� ��� ������������� � ���!� ��� "���"��� ����� ������ ��#������� �� ������
��������
 $� � ��� �������� "�� �� ��� ������� � ��% ����� ������ &����������
������������ ��� "����� �����'���� (μ1,μ2,σ1,σ2) ���� �� �������� �������� �����
������ ��� �� (#��� 	
)


8�.� 8��� 8��� 8��� 8.� 8�� 8�� � ��
�

�9���

�9���

�9���

�9���

�9��

�9���

�9���

�9���

!��������
��2�
����5�

��
�

�

!!

��3
2�

�
��

��

�
��
�

��8
�

*�#��� 	
) + �,�������� � �� ����� ����� ��#������ � �� ����� ������� � (ω =
800 ��-���, T = 0◦)
 .�#�� �������� / �������� � ������ 0 ��#�� ���������� / ��������
� ����#� ��������� �!�� ��� �����'���� μ112)3�� 0 μ2124��	 0 σ11	)�5 0 σ21���6


7��� �� ������ �� ���� ��������� ��� ������������� �� ���������� ���� ����� �����
��#������ �������� "�� ��� "����� �����'���� ���� ��� ��� ��� �������� ���� ����� ���
����#�� ���������� � θdist
 .� �������� � ������ �������� � ��� ���� ��� �%��������
��� ������%� 8
 .�� ���" ����� ������ ��#������� �������� ��� ��� ���(#��������
� �� ���� 	
9 ���� ����������� ��� �� (#��� 	
�


:� ��������� ��� ���" ����� ������ ��#������� ��������� ������ � �����������
����� ��� ������ �������� �� �������� � ��� ������� ��� ��% ��� ����� ������
��� �� �� ���� 	
5
 7��� �� ������� ���� ��  �� ��� � !����� ��������� � ��'�� �
�������� ��� ������ �����������#� �� ���������� �� ��������� ����#������� � ���� � ,���
�� ��������� ��������� � ��������� !������� � ��"�� �� ������������ � ���������

������ � ���"�� ���!���� ���(#������� � ���������� �� ����� ����� ��#������ ��������
�� ���������� � ��� ����#��
 7��� �� ��%�'�� ���� ��  �� ��� � !����� ���;����'�� �
����������� ���������� ����!������� � �� ����� ����� ��#������ ��% ����#������
�������� � �������� ��� �� �<=
 ����� �;����'�� ��� ���������� ����� ���� "��
�� (#��� 	
� ������ "�� ��� ����� ������ ��#������� �������� !������ ��� �!�� ��
����#����� � ����#�� � ���� � !������ ���������
 $� ����� ��� � !����� �� ��!��� �
�� ����� �����"�� "�� ��� ��������� � ���������� � ����� � ��������� ���(#��������
�!�� ���� �� ��������� �� �>�� ����� ����� ��#������ � ����� � ���� ������� ��������
� ���% � �� ������
 ?��� ����� ������� ��� �� ��%�'�� ��� � �� ���� 	
5� ���
������ �������� � (ω = 800 ��-���, T = 5◦) �� (ω = 800 ��-���, T = 10◦) ��� ���
��������� ��% ������ �������� ��� ��� �>��� ���(#�������� ���� �� ��������� ��
����� ����� ��#������ � ����� � (ω = 800 ��-���, T = 0◦)

��#� 59
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������ 	
� � ������������� ���������� �� ������ �������� ��� ��������� ���������
����� � � �������
 �����! "ω = 800 ��#���, T = 0◦$ % ����! "ω = 800 ��#���, T =
5◦$ % &���! "ω = 800 ��#���, T = 10◦$ % ������! "ω = 600 ��#���, T = 0◦$ % ����!
"ω = 1000 ��#���, T = 0◦$


'������ 	
( � ������������� �� ����� � ����������� ����� ��� ������� �� ��� �����
�������


��� � ��� �
���� ���� ���	 ���
 ���� ���� ���

������������ �� ����������
���� �� ������ �� �� ����������

ω �������� �  �   �  �  �  �  �  
T �◦�    � � � � 

!�����"������ ����������
��������� �� ����������# �"������ $ %

ω �������� �  �   �  �  �  �  �  
T �◦�    � �   

����� �������	� 
�� ����� ���������� �� �	�� 
� 
��������	�

)�� ������ �����*���� � ��*�� "α! δdist! φdist! Cx$ ���� ������������+��� � � �������
�������
 ,� � ��� ����&� ��� � ���� � -������� �� ��
 "	./0$ +�� ���� � ������� 123!
� ����� � ������ ����4����� ��� α5(.!8◦ �� +�� � �������6�� � �� ��� ������� �
����������� � � ����� δdist ��� ���� 7 /!/
 ��� &������ ��� ��� �������� ��� �� �����
�� ���������� � � ������� 123 ��� ��������� ������� �� ��8������� ������ �
����� � � ������� ������� "����� 	
9�$


�����������	 
� � ����� 
�� ���������

) ������� :������� 1������ � � ��� ��� ����� ������������ ������+��! �� +�� ���
���������� �&�� � �6����*�� � ���������� ���� ��������� �� ����������! �� +��
������  �������� �� ��*�� �������+�� ��� � ������ :
 1��������! ���� �� ������ ��
������ ���&������� �� ���������� ���+������! ���� ���������� +�� �� �����������
� �� ������ �� �������� ��� �������� 7 �� ���� ������� � �����! �� ���*��� φdist

:����! �� ����� ���� ;��� �������� ��� �� ������� ���&���� <

m = ρf

(
4

3
π

(
φdist

2

)3
)

"	
/9$

�&�� φdist ������ ��� ������ ���������
 �� ������ � ��� ������� ����� ��� ��� ����� ���
�������� �� ��������� �� �������� ������ ��� �� ����� ,=> 90?� �@ �� ���������
������+�� 7 ���� ����� � ��� ������� "����� 	
9�$


���� ((
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 ����������� ������� �� ������ �� ������ � �����

a) b)

������ ��	 
 �� ��������� � ���������� ���������� �� ���� ������ � �� ����������
��������� ��������  �������

!� ��� �� ������������ �� φdist � ��� ������� �� ����"�� ��������� � #����� �� ��$
������� %� �&�� �� ������� #����� ���'��� (��������� �� ����� ������� ���� ������
����� ������ ��� ����)����( ��� ���'��� �� (������ �� ������� ��� ���������� ��� #��$
������ ���#���������� � ��� ���'�� � ����������� �� �������� �� �������� '������ ���
������� �� ��������� ��� �*��� ������� �� ����� ��� ���� �� ������� !� ��� �����
���'��� ��� #����"���� �� �� ��� �� ������������ �� φdist ��� �&���� �� �������� ��#��$
#������� ��� ������� �������� �� �� ����� ������� ���� ��� ����� ����� �� '��������
!� ��� ���$������� �� #����"���� μ+,, �� σ+-./ �0#������� ���� ������0� 1 � ���
�������� !� 2���� ��/ ������ �� ������� �� �������� '������ ��� #��������� ������
�'�� ����� ��� ���#��� �� �������� ���� �� ��������� ��������
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 3�������� �� �������� �� ��������� ��������  ������� 4���������� 5
����� ������ ��������� ������� ���� ������ ����� 678 � !���� �������� 5 ����� ������
���� ��� ����� ������� 678 � !���� ����������� 5 ����� '�������� ���� ��� ����� ��$
����� 678�

#��� 9.
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��������� 	� �
���� Cx

����� �� ��������� � ������� Cx ���� ��������� � �� ���������� �� ����������
������ �� ��
� ����� �� ��� � ��!���� ������� � ��� ��� ������������ ���������� ����� ��
� ��� ��� �����"��  �������� ��� ���������  �����#������� � �� ����������� ���������
�� ���$���  ��� ���$�� �%��&� �� '�&���� 	(()�
 *��� ����� ������� Cx � ��� �+
������� �#��������������� �� ��������� ��� ����� �������
 '� ������ �������� ���
������ � ����� �,������� ��� ���� �� ��
 �	(�-�� ��� ��� ������� ��� ��������� �
,����� ). ���� ���,�� �� ,�� "��������  ��� ���������
 .��� ���� ������� �� ,�����
� Cx ��������� / ����� ��� �������� � ������ ����� �� ������  �� ,�� "��������
������ �� �� ,�� "��������� ������
 .��� ����� ������� �� Cx ��������� ���������
/ �� ,����� �������� ��� �������� � ������ ���������� ����� �� �����"����� ������
 ��� ����� ������� �,�� �� "��� ��  ��� ����� �������
 ����� ����"������ ����+
��� ��� �� 0!��� 	
�( � ��� �������� ��� �� ���0!������� 1�
� � ��"���� 	
-� �� ��
,����� �"����� � Cx2(�-� � ��� �������� ��� ������ ��� ������ ���0!�������� ����
� �3����$�� �� ���� �� ���� ��� � � ��!���� �������


�dist

4�!��� 	
�( 5 ����"������ � ��������� � ������� Cx


����� ������	
��� �
� �	��� �
	
���� ������� 
 ������

'�� ������ �������� �� �������� ��� ��� ���0!�������� � ��"���� 	
- ��� ���
��������� �� �� "����� ��� ����� �����"������ ��� ������������� 6 ��!������� ������
�� �����,������
 ��� �����"������ ���������� � �������� �� ����� �� ������ ����
�!������� �� ����������� � �� ���


�������� 	� ��

������

*��� ������ �����"������ �� ��������� � *������ � ��� ������� ����� ���������
� �� ����������� 6

ρM,S =
CovM,S

σM σS

�,�� M ����� �� �������� � ������� �� S ����� � �� ����������


��!� -7
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 ����������� ������� �� ������ �� ������ � �����

��� ������� �������� �� ���������� � ����������� ���� ������ ��� �� ���
����� 	
�� �� ��� ������� �� ���������������� ����� ��� ��� ������ ��� �������� �

 ��� ����� ���� �� ��� ! ��� �� ��� 	� �� ���������� � ����������� ������ ��� ���
�������� ������ � "�##" ���� ������ ��� ������������


$������ 	
� % ���������� � ����������� ����� ��� ������������ �� ������ ��������
�� �������� ��� ��� ���&'�������� � ������� 	
(


��������	
��� �� 	�	� � �������	
��

��� � ��� �

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

�������	
�� �	�
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����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
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���
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����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

�
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��	
��

	���� ����
����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

 ��� �� ������� ���� �� ���� )��� ���� ��� ������� �� ��*�� ����*� �� ��'��'�
���� ��� �������� + �������� ��� ����������� ��'������ �,������ ����� �� ���&'����
���� � ���������� ��� ������ �������� ���� ��������� ��������� + ������ ��������

���� �������� ��� �� ��*�� �����)�� ��� &���� ���� �������� ����������� � ���� +
-��� �� ��������� ��������� ��� ������� + �� ������� ����������� �� �� ������ ����
��������'� �������� ��� �� ���
 ���� �������� ����� ��� ��� �.����*��� ����� �������� ���
��������� /α�Cx0 ���� �� ����������� �� ����������� � δdist ��� ����������� �� ��� ���
���������� '������� ���� ��������� ��� �� ���� ����� �)��� �-������ � �)�� ������
���� �� �.����*��� �����������
 1�� ����������� ��� ��������� � ��*�� �������
)��� ��������� ��� ��������� ���� ������� + �������� ������ �� ������������ �������
� ������ � ������������������ �� ��� ������� � �������� ��������� � �����

�)�� �� ��� ���������� � ����������� ������� ���� ������ ���� ��� ������������
���������� �� ��� ���'���� ��� ��� ������ �������� �� �������� ����� ��� ���-����
�������� ��� ������ ��� 2����
 ����� �,������ ��� ������� �)�� ���� ���������
��� ������� /&'��� �
!0� �� � ��3�� ���� ����� + ����� ������� � ����� 1000 ��4���
/&'��� �
50 �� + ��'�� ������������ ����� � 10◦ /&'��� �
�0
 ��� ���� ������ �,��
������ � ��� ���� ���������� ��� ��������� ������� ��� ���� ������� � ������ �
����� � ����� ����� ��� ��� ������ �������� ����� ���-���� ��� ��������� ����������
+ ����� � �� ����� �������
 ����� �,������ ����� ������ �� ���������� � ��� �'����
���� ��������� ��� 6������ �� ��
 /	""5�0� ���� ���� �� ����� ��� �� ����� �� �������
�� ��������� ����� �� ������ ��� ������� ����������� �� ������������
 7� �,���
���� ���������� ���� ���� ��� �� ���� ��� ��������� ����� ��������� � ��*�� ����
������ �� ����'�� ���������� /φdist� θdist� δdist0 �� ��� ���������� �� ��� ������ ��� ���
������ � ������ ���������� ���� � ������������ ��������
  ������ ����� �� ����� ��
���� �� ���������� ���� � �� �������� � ����� � ���� �,�� � ������ ��� ������ ��
���������� �� � '������ � �� ������*��
 ��� ���������� ������������ + �� ���������
����� ���� ������� � ������ � ����� �� ��� �������� �� ���� '������ ��������� ��
������ ��������
 $�������� �������������� � ���� ����� ������� ��� ��� ��������
����� ������� + �� ��������� ��������� � 15 � /&'���� �
	� �� �
�0 ���������� ��
���������'� ��'��'����� � �� ����� ������ �� ��'���� ��� �� ������ �� �� ������
��.���� ����� ������� ������'��


��'� (8



�������� 	
 ����������� ������� �� ������ �� ������ � �����

���� �� ������� ���� ��� ���������� � ����������� ������ ���������� ��� �������
����� ������������ � �� � �� �����!����� ��"������ ��� �#������� ����������� $
������� ��������� �� $ �� ��"�� � ���� ������� ����� 0◦ �� ±10◦ ��� ����������
 %� ���
���� �� ������� �� ������ �������� &'"���� �
( �� �
)* ������ ��� ��� ���� !����������
�������� ���� �� ����� � ���� $ +��� �� ��������� ��������� ���� ��������
 ,������
����� � ������������ � �� �����!����� ��"������ $ ������� ��������� � ��� �������� $
������ � �� '"��� 	
)
 ����� '"��� ������ ��� �� ����� � ����� ��� ��� !��"� ����
�� ��������� � ���� &�� !��� � !��"� � ��-�� ��"��"��!��*� ��� �� ��� ���������
�� �����!����� ��"������ ������ ����"�
 .�� ����������� �� � �� ������������ ���
����� �� ��������� ��� ������� ��� ������� ����������
 ���� ������ � "����������
������������� � �� � �� �����!����� ��"������ �� ��� � �� ���������� �������� ���
�� �/0 �1 ������������� � �������� ����  ��� ���������� ���� ���� �� ��"��� �
������ �� � ���"�"� ������� ����� 0 �� ±10◦
 ����� ���������� ��� ����� ���� ������
��� �� ������ � ������� � �� ��� ��������� � ����� � ����� ��� �������� ��
��� ��������� � �� �����!����� ��"������� ���� ���+���� $ �� ���������� � ���������
� �� ������� � �������� � �����
 ����� ������� ���������� ����  ��� ���������
�� ���!������� ��� ���������� � �� �������� � ������ � �� �����!����� ��"������
�� �������� � �� ������� � �����
 2������� �� ��
 &	344* ��� ������� ����� � �
��� ������� � ��������� � �� ������ � �� ������� �� � ������������ ���� ��
������� � �������� ��"������ $ ���� ���� ����� �������� $ ����� ������������ ���
�� ����������� ��� ������� � ���
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���� �� ��� ���� ����������� ��!������ � ������ �� ����  ��� ���������� � �����5���
�� ����� ���� �� �������� �� ��������� � �������� ��� �� ��������
 ,� �������� ��� ���
���� $ �!����� $ ������ �� ��"���� 6.7� �� ���� ��� �� �������� ������ ��� �������
����������
 0��������� ����� �� 6.7 ������ ������ ��� ����������� ����8������
���� "���� � ������ ±10 �� �� ��"���� ���� ��� ���������� �#���������� � ����
90: ��� �!��"������� ���������� ��� ��������� ��� ����  ��� ���������� $ 10 ��
 ,��
���������� ������������ �� ����"������ �������� � �������� �� ������������ ���
����� $ ��� �� ������ ������������ � �� ��� ��� ��������� ��� ���� ������� ��
��� � ��������������� �����"���"�
 ,�� ����"������ �������� � �������� ������
 ��� ������� ���� �� ����� � ����� ��"��� � ������� ���"�"� �� ����� &θy, θr, θp*� �� ��
�������� ����� ����� ���� ������� ��� ����� ��"��� � ������� ������ �� ����������

����� �� ������ ���� �������� �� ����� ������������ ��� ����������


��"� ;<
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��������������� �� �� ��������� ����� ���� ������� ��� ��� �������� ����������
���� ��� ���������� ��������� � �������� ���� ����� ��� ������ �� ������ � ���� 
����! ���� ���� ��� ��� ������ ��� ������ �������� ����� ���� �������� ����������

�� ������ � ������ � ��������������� �������� �� �������� ����� ������ �� ����� �
������� ��� ���"���� ���������! ��� ���������� ���� ���������� �������� ��� ��"��
�����#�� �� ����������� ��� ������ � ����� ����� ��� �� ������ ������� � ����"��
�����
 $� ������� ��������� ������������ ���������� � ������ � ��� ����������� �
����� ��� ������ ����������
 %��������! �� �������� ��� ������������� ��������� �
����"�� ���"������ ��� ����������� � �� �������! ������ ��� ������ �������
 &���
�� ���������! ������ ��� ������� �� �������� ���������� ���� ������
 '�� ����������!
��� ����������� ��� ���������� ���� ����� ��� ������! �� ��� �����#�� ��� ������ ���� 
������ ��� ���� �� ������� ��� �������
 &(� � ������� ��� ������ � ��� ��������!
�� ��������� ������������ �������� �������� � ��������� ��� ������������ ������ ��
��� ��������
 �� ��������� ������� ������� �� (���� �������� � )����� ��� ����� ��
����� �������� � ��������
 '��� ����� ������! ��� ������ ������� � (���� ����
���������� �� �������


����� �����	
���� � ��
������������ �� � ����	����

��� ������ ������� ������ ����������� � �� ���(�������� *ZY ′X ′′+ �� ������ �
����� ������� ��� �� ����� � ���� � "��� �� ���� ����������� �� �� � ��,�� �
������� ��� ��"����� ��� ���������� *	
-+
 ����� �������� �����������! �� �� 
���� ���� ��������������� ������� ��� ����������� � �� ����� � ������� . �� ���� ��
��������� � �����! ��� ����������� �� �������� ���
 '�� ����������! �� ����� ���
�������� ������ ������� � ��� � �������� ���� ��������������� �� ����� �� ������
������� ������� ��� �� ��������� ���� /��� ��������
 %��������! ����� �� �������� ����
��� ���"������� �(���! �� ��� ���� /��� ���� � ������ � �� ���"������� ������� ���
�� 0'1
 &����! �� �� ����� ���� ��� ��� ������ � ����������! �� ������� θp �� �� ������
θr


'��� �� ����� θ ���������! ��� ��������� ��������� ������� /��� ������ �� ����� 
���� �� ������ � ��������� 2 {

Sgyro = θ̇
θ =

∫
Sgyro dt

*	
34+

������� θ ���� /��� ������� ��� ����������� ���������
 ����������� � Sgyro ����� ��
�������� �� �� i��� ������ ���� /��� ��������� ����� � ����������� � Sgyro ����� ��
�������� �� �� (i − 1)��� ������ ���� �� ����� Sgyro dt
 $��5 �� �������� ���������
�������� �� ������ ������ � ���6��� ε � t = 0 2

θi = θi−1 + (Sgyro − ε) dt *	
	7+

& ������ � ����� ��������! �� ����� ����� ������������ �� ������ ���� /��� ������
�5 �� ������ � ��������� ���������� �� ������� Uk = Sgyro,k
 �������/� � ��
�������������� ����� ����� ��� �� ���� ��� ���6�� ����� � ��������� ���� /���
�������! �� ��8� ���� ���� � ��������� ��� �������� ���6��� ε �� � ���������� ��
���������� �� ������
 '�� ����������! �� ����� ������ ��� ��������� ����� θ ��
ε
 �� ������ �� ��������� ������� � ε ��� �� ����� ���� �� ������ ���� �6�� �

���� 94



zk

{
xk = xk 1 + (Uk ε)ΔT
zk = θaccelero,k = fk (ax,ay,az)

Xk =

(
1 ΔT
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

Fk

Xk 1 +

(
ΔT
0

)
︸ ︷︷ ︸

Bk

Uk

Xk =

[
θ
ε

]
k

zk = θacceleo,k

f(ax,ay,az)
Ra

Rf

⎡
⎣ Ax

Ay

Az

⎤
⎦
Ra

= P f
a

⎡
⎣ 0

0
1

⎤
⎦

Rf

Z

Y X ′ ZY ′X ′′

θp θr
Xf Yf Rf P a

f = RotY (θr).RotX
′
(θp)

P f
a



�������� 	
 ����������� ������� �� ������ �� ������ � �����

P f
a = RotX

′
(−θp).RotY (−θr)

=

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 0
0 cos(−θp) − sin(−θp) 0
0 sin(−θp) cos(−θp) 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦ .

⎡
⎢⎢⎣

cos(−θr) 0 sin(−θr) 0
0 1 0 0

− sin(−θr) 0 cos(−θr) 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦ �	
	��

�� ��������� ��� ��������� �	
	�� �� �	
	��� ��� ����������� � �Ax,Ay,Az� �� ��������
� �θr,θp� ���� �������� �

⎧⎨
⎩

Ax = − sin (θr)
Ay = sin (θp) cos (θr)
Az = cos (θp) cos (θr)

�	
	 �

!�" ���� ����� ��� ��#��� �θr,θp� �⎧⎨
⎩ θp = arctan

(
Ay

Az

)
θr = −Ax√

Ay
2+Az

2

�	
	$�

% �� ����� ��� ��#��� ���������� ���&��� '��� ������� ( �� ���� �&�� ��� &�������
��#������� ������� ��� �� #)������� �� ��� ��#��� �������� ( ������ � �!���������*����
#�+�� �� ��*�� !���� ��������� �	
		��
 ,��������� ����� ��� ��� ��������� �
�� ������ ���� ������������ �� ��#������� ��� ���������� �-� � ��������� ���
������ �� ��� ��������
 �!��� �� ��� ������ �� -���� � .����� ��������


����� �����	 
�� 
�		��� ��� �� ����� ���	 ��	����

/!��#������� � -���� � .����� � ��� ����� ��� .����� �� 0��) �12$1�
 �!��� ��
��#������� �������� ��� ������ !������� �!���� ������� ��������� �&�� ��� �������
�� �'�� ������� �� �!���� ( �!������� �������� 3 ������ ����������� ��� ������
�������� �!��� �������
 ��� ��#������� ��� '��� �������� ��� ���� ��� �� �����*��
� ������ �� ������ � �� �������� ����������� �� � ��4�� �������� ���� �&��� ���
��� ��#��� ���������� �� ��������� �� ��*�� � �!�������� �	
		�
 /�� ������� �� ����
�� ��� ������ � �1� �!����� � ��������� ������ � ������� ��� ���������� �
�!���� ������� ����� ��� � ��� ����������� �� �	� �!����� � ���� ( 5��� ������� ���
������ � ������ �������� �� ��� ��� ( 5��� #�+�� ( �� #��� �

����� �� ����	
�	�� 

X̂k|k−1 = FkX̂k−1|k−1 + BkUk ����������� � ������ � �!�����

Pk|k−1 = FkPk−1|k−1F
T
k +Qk ����������� � ������ � �� ��&��������

��#�  1
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����� �� ��	� 
 ��� �

ỹk = zk −HkX̂k|k−1 ������������

Sk = HkPk|k−1H
T
k +Rk ����������� � �������������

Kk = Pk|k−1H
T
k S

−1
k ����� � �������

X̂k|k = X̂k|k−1 +Kkỹk ���� � ���� � ������

Pk|k = (I −KkHk)Pk|k−1 ���� � ���� � �� ����������

���� Fk =

[
1 −ΔT
0 1

]
, Bk =

[
ΔT
0

]
, Hk = [ 1 0 ]

�� P0|0,Qk,Rk �� �������� ��� ������ ���� ��������.

 � ������� Pk|k ���������� �� ���������� � �������� ��� ������ ��� ��� ����������� ����
P0|0
 !� ������� ���"����#�� ��� ������������ � ������ ��� �$���� � ��������� ��������%
�� ��� ����� ��� �&������ ��� �� ��" � ��� ������ � ����� � �"�������% ����� ����'

�������� ���� ���� ���������� ���� ��� ������� � ���������� ����� P0|0 =
[
0 0
0 0

]



 � ������� Qk ���������� �� ���������� � &���� � ��#��
 �� ������ ��������
� ������������� ��������� �������� ��� ��� ������� &������� � �"�������
 !� �������
���"����#�� ��� �� &���� � ������ ���� �� �"������� ��� (������� � ��"���� �����

�� ������'�"�� σg% ����� Qk = Bkσ
2
gBk

T =

[
ΔT 2σ2

g 0
0 0

]



Rk ���������� �� ���������� � &���� � ������ ���� �����������#���
 !� ������� ���"'
����#�� ��� �� &���� ��� (������� � ��"���� ����� �� ������'�"�� σa% ����� Rk = σ2

a


����� � ��� �	
������� 	�� ��
	�� ������������� �� �������� ������� ����
������ �� ����� ���	 ��� 	� ������� �� ���� � �� ����� ���������� �����
������� � ��� �� !��� ���	���� ��� ����� ��� ���	����� 	� ����� �� ��	���
��� ���� ����� �� ������ ���� ����� 	����� �� ������� ��� ���� ������� ���
��
	�� �� ���	�� �� �� ���
�
� ����	���������� "��� 	� ������� #� ���
����� ������������� ���� �� ���$	� ��� �� ������� ������� �	�� ��� ��� ����
	���� �%� ����&����� 	�� ������� ��� ��
	�� ���� 	� ���$	� �� ����	�����
�� �� ������ 	��������� �� 	� ���������� ����	����� � ����������� ����
�� �������� �� ���
����� ���������� � ���� ��������� �� ���� �� 	�����
�� ������� '�(�	����� �������������� ��� )���� '�**�++ 

��� �����	
���

 ��&������ � �� �������� ��� � ��������� �� ��#�� �������� "�������
 )���
����% �� ����������� � �������� ��� ���������� ���� �� ��� ������� �� �������� � ��
������� �� ������
 * ������ ������� ����� � �� ����������� ��������� �� �������
���� � ����� �� �� ��������� ���� �������� ����� ��� ���� ���� ��� ����� �����
���������� ��������
  � ����� �� ������ � ������ �� ���� ���� ����% �� ����������
�� ������������ ��� ����+������� ���� ����� �����#���� � �������� ��� �� ���#��
���������% �� ������ ���� �� ��������� ��� ����������� �������� � �������� ���

���� ,	



�������� 	
 ����������� ������� �� ������ �� ������ � �����

��� ��������� ��������� �� ���� ����������� ��� ��� ��������� ������� ����� � �����

����� ������� �������� � �������� �� ���������� � ���� � ������ ��� �� ������� �
�� ������ ��� �� ����� � ��� ��������� ��������� �������� ��� �!�������� ������
 ��
���������� � ���� �"������� ��������� ��� ��������� ��#�� � ��� ������� � �������
��� ��� ���$������ ���� �!������ �� �������� �� ����� � ������� � ��������
�� �� ���������� ������������ � �� �������
 %� ��������������� � ����� ���
����� � ����� ����� ��"�� ������ &��� ������� �� �������� �� ���������� ���� ���������
�'��� � ����� �� � ������
 %"������ ������������ �� ������ "������� ��� ���� ��
������ ��#�� � �"����������� � ���� ������������ � ����������� �� ���������� � ��
�������� ��������� (����)������ �� ���������* � ������ � ����� �� ����������+ �� �
����������� � ���� ������


,� ���� �� �'�������� ��������� ��� �� �������� -+ ���� ���������� ��"��
����� �� ���������� � �������� �� "����������� � ��������+ ���� ��� ������ ��.
�������� ������� &��� ���������+ �� ��� ���� � ����������� ���� ����������� ���� ��
������� ���� ����� �� ���������� '�������
 ����� �'������� ������+ � �����
"����� �� �!��������� � �������� ���������� �� �������� � �� ������� � ��������
� �����+ "����� ���� ������ �� ������!��� � ����� ��� � ������ �� ������ �
������ "������
 /�� ������� ��������� ��� ��������� ���0��������� � �������
� ����� �� "����������� � �"������� ���� ��������� ���� "��� ����+ ������ ���
�'�������� � �����������+ �� "����� ���� ���� �"������� � ��� ������ � ���.
�������� ����� ��� ������ ��������� �������� �� ��������
 ���� ������ ��������� �
������� �� ����� � ������� �� ���������� ��������� � ����� ��� ���� ������
���� �������� �� ����������� '�������� ���������
 %�� ��������� �� ������ ���������
�������� ��"�� ' � ��� ����� ����������� ����� ��� ���������������� �� ������ ��������
�� ��������+ ������ ��� ������������ �������� ��� ��� �������� ��� �"�������� ��� ��
����������� ������ � �� ���
 %� ������� �� �'�������� � ����������� ��� �����
� ����� ����+ �� ��� �������� �� 0������� �� ������� ����������� �� ������ ���.
����� ��� ��� �������� �� ���� ��� �� �������� � �"������������ �� � ������������
� ������ ���������


/��� �� ��� "��� ����������� ��������� � �����+ �� ��� ������������ � �������
�"����������� �������� � �������� ���� �� ����� �� ����� ������ � ����� 1 ������+
������� �� �����
 �� ������ ���� &��� ���� � �� ����������� ������� ��� �� 234 ����
��� ��! ������ ����������� �� ����� ��� ����� ��������� � ������ �"��� �������
� ��� ������� � ������� ������
 3��� ����� ������+ ��� ��������� � ������ ��
������ ������ "�� �'������� �� "�� �������������+ �� ��������� �� 0���� � 5�����
�������� ��� ���� �� �����


%"�����&� � ����� �������� ����� ��� �� �������� � ������� �� ������
�������� �������� ���������� � ������ �� �!����� ��� ������ "���������� ����������
�� �� ������ 6 �"��� �"����������� ��� �� ��� ����� �� �������� 7
 8����+ ��� ���������
������� ������� &��� "��� ��� ��������� ���� �� ������������ � ���������� ������
� ����������+ ���� �� ���������� ����� ����� ���� ������� ��� ����� "����������
��������
 9�� �������������� ��������� � �� ����� ��� ���������� �0� � ������
��� �� ���� ���� ��� ������� �� ���� ����������� �� ��� ������ "������������ ��
���������� "�������
 %�� ������������ �������� �� ����� ���� ������� ���� � �������
��� ��������� �� ���������� � �������+ ���������� � ������� ��� �������������
������� ��� �� ������ �� � �������� ��� ������� "����������� � �"�������
 8�.���

���� :7
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��� ������� � ������ �� ������������ �� ���� �� ����� �������� ��� �� ����


���� ��
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 ����������� ������� �� ������ �� ������ � �����

��� �����	
�

������ ��	
������ 

• ��� ����� � ���������� �������� � �������� ��� ��� ��������� ��������� ��
���� ����������� ���� ��������


• ��� ������������ ������������ � �������� ���������� �� ���������� �� ������
� ����� ���� ���������� ���� ������� ���������� ��� ���� �����������


• ��� �������� � �������� ���� ��������� ���� ����� ��� ������ ������������� ��
���������� ��� �� ������ �������� ������ ���������� ��� ������ ��������


• ��� ������ ��������� ���� �������� ��� ������ �� ��� ���������� ���� �������
���� �����������


•  � !���� � "����� ��� ��� �� ����� ���� ������������� �� ������ � �������
�������� �� ����� � �������


��������� ����������

• �� ������������� � �� ���#������� � �������� ��� �� ����� ������ � �����
������ � �� ������� � ��������� ��� ��������� ��� �� ������ �����������


• ��� ����� � ������� �� �������� ���������� � ����� ���� ����� ��$
��������� �� ��� ������ ��������� ��� �����������


• ���� ��� ��������� ���!��������� � ���������� ��� ������ ��������� ��������
�� �������� ���� ��������� ���������


����������� ��������
�

• ��������� � ����� % �������� �� ������ ������������� �������� ��� �� ������
��� ������ ��� �� ���� � �������� �&��������


• ��� ��������� � ���������� ���� ������ ������� '��� ������� ��(�� % ����������
�&����


• �� ����� ���� ������ ���� ������ �� �)����� ��� ������� ������������ ���
����� ���� �� ������ �����) ����������� �������� � ����� ��������� � ����$

���� ������ ��� ������ � �������


���� **
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����	��� " ���� 
�����
� �� �	(��
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��� �� ����	�� )$
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 ���� ������ �� ��
��������� ������
� �
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�� � ��
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� ��&
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���� ������� 
 ����
� �� ��	�' ���	� ��	� �����	� ��
	������	�$ +����� ����' � ��� �� � ���	�� � ���	
 � ��������
� � 
������
�	����	�	�� � ��
��,� ���	�� ��� ��������	�
� �� ��	� � ���	�� ��
� � ���	� ��
��
�	�
� " ����	��� 
 ��
��	�
 � ���
��-� �� ��������� � ������ ���
	����	��
��
� �� �	(��
�� ���$ ���� ���' �� ����� ������	���	�
 ����
� 
 ���� ��
����� ������	���	�
 � �-� �������� � ����&����� �
� ��� ����	�� ���� �� ��&
�	.� ��	� 
 ��	�	��
� � ���.� ����
�� �� ����	�� /$ ����	�	����� ��� �������
" �� ������� ���� ���
	� �
 ���� ��

� � �� 
��� ����	�� �	&�	��� " ����	�
�� 
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�� ���$ � 
���� � �	�����	�
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 ��	��
�
������ ��� �� 123 �����	��� ��	� �����
���	��$ *�� 	
���� ���� �� ��	�� 	�&
�����	��' � ��� � �� ������ � �
� � � ����' � ���� �� ��	�� �����	��' �
��� � �� �
� � �� ���� ����$ *� ��� ��
� " ���� �������	�� � �
� �	�� "
���	��� �� ���
��.
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 �� ��	 ����
� �� ����� ������	���	�
 �������$ ���
�	�����' �� ��������� � �	�����	�
 ��
� �� ��� � ��	�� ����
��
� �� 	
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�	��
�
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������� �������� ���������� ��� ��� ��������� �� �������� ����� ����� �� ����� ��
���������� ���� ����� �� ��������� �� �������
 �� �� ������ ��� �� �������� ��
����� ����� ������������� ��� ���� ��� � ��� ����� ��� �� ����������� ��������� ��
!�� � ������ �� ���� ������� !����� ����


��� ����� 	
����� � � ��������� ���������

"�� ����� ����� ������ ��� � ������� �� ������������ �� �� ������������ ��
������ �����!��� ����� ����� ������� �� ��� �� # ������ !�� � �������� �� ������

$%� �� ������� � ������ ��� ����� ����� ���� ������ ������������ �� �������� ��
������ ���&�� ���� '��� ���������� �������� ��� �� ������� ��� �%� !�� �� �������
������������ �������� �� ������ ��� ���� # �������� �������� ����� ��� ������
�� ������ ��� �������
 (��� ����� ������� � � ��� ������� ������� ��� ��� ��
�����)���� ���� � ���)� �� ��������� �%� �� �������� ��� ������ �����!��� !��
���������� �� �������� �������� # ���
 (�� ������� � � ��� �������� # ��� ���� 
�� ��� ������� �� ��*�� # ������� ��� +,- !�� ���� !������� ������!��� ���������
�������������� ��� ������������� ���� # � ����� �� ����� ���� � ������
 ����� �������
������ ��� ������� �������� # � ��������� �.����!�� �� ���������


����� �����	
��
 �
 � ���
 �		���


/�� ����� ������ �� � ����������� ����������� �����!������ �������� �� ��������
���� �� �������� �� ����)0� �� ��� ����� ������������� ����� �� 1�����2
 /����.��
�� 3���� 14555�2 � ������ �� ������� !�� � ����� �� ����� ��� � ��� �������
����� �� ��� ��������� �� ������� �� ������������ ���� # �� ������ ������ # �
����������� �� ��������
 6�������� �� �
 178892 ������� ����� !�� ����� ����� ��� �
��� ������������ ��� �� ����!�� ������� �� ����� ��������� �� ��������� 1�:2�
�� !�� ��� �� ��� ���������� �� ����������� �� � ����� �����
 (�� �����!�����
��� ���������� ��� �����)���� �� ���)� �� ��������� ��� ������ �������� ����
�� ����� �����!��� �� �������� 7 � ��� ������ �� ��*�� # ����� ��� ����� �����!��
�.��� � ����� �� �����
 ����� ����� � ��� ������� ���� � ������ ��� ����������
�.����!��� ���� � ��� �������� �� ������� ������������ ��� � �����
 -���������
�%� �������� � ���������� �� ��� ������� # � ����� �� � ����� �������� � � ���
�������� ���������� ��������� �� ��������� ���� !��!��� ���������� ��� ������
�����!��� �� ����� �����0�;��� �� �����������


�� �������� � ���)� �������� �� ��������� ���� ��� ������� �� ���!�� ��
<55 ��=���� �� ����� ������ ��>������� ��� ������ �����!��� ��� ��� �������� 1%&
���� 	
72
 /� ����� �� � %���� 	
7� ����)�� � ����� ������� ����� ����� !�� ���
������������� ����� ��� ���� ����)0� 1%���� 	
7�2 �� ���� ������� 1%���� 	
7�2
 ����
���� '��� ����%� ��� � %���� 	
7� �? �� ������� ��� ������������� ������������ ����
�����������
 /� ����� �� ����� �� ����� � ��� ������� ������� ���� �� �����)����
����!��� ���� � ������ 	
7� �� ������ ������� ��� ������ �� ������ �� 4<�@ �

�� % ��� ����� ������ �� ������� � ����� �����0�;��� � ��� ������� �� ��������
� ����)���� ��.�� ��� ��������� �� �� ���������� � ��.���� �� � ������������
����0����� �������� ��� ������� �� ������ �� ���!��� � ����� �����!�� �� ��������
�� � ��������� �� ���A��� ��� ���������
 /�������� � ��� ���� ���� ������ �� � �����

���� @<
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� � ������ ��������� �� ����� ������ ���������� ���� ���� ����������������
�����������


�� ����� � � ����� ����������� ���� � � �� ������ �� ������! ����� � ������
� ��"��� 	
�


#� ��������� ���� $���� %&'''�(! � ����� ����������� ���"� ����� � �������
����������� ����� �� ������ ���"����� �� �) ��������� � �'* ���� ������ �� ��+
����� �� ������ ����������� � &,!- � %.���� 	
��(
 /��������! �� ��������� �����0����
���� ����� ����� ��� ������ ������! 1������ && � �� ��2���� %.���� 	
��(! �� ���
���� �������� �� ������� ������������ �� "������ � ���������������� ��� ��������

3� ���! �� ������ ��� �����0���� ������� ���������� "������� �� ���� ��� ������
�� ����� �� �� ����04�! ��� ���� ������� �� ���� �"������ ���� �� ����� ���������


���� -5
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����� � ������ ���� ����� � ����� �� ����� � ��� ������� ����� ����� �� ����
���� ������ ������������ �� ��������� ��� � ����� � �� ������ �� � ����� ������
������ �� ����������� �� ���� �������� ��� ���� ������� � ���������� ��� �������
������������ �������� ���� � ����� �� � �����
  ��� ������ �� ����������! �
������ �� ������ "#$%&!' � � ��� �������


(����� 	
) * +����,���� �� ���,� ������� ���� ������� �� ����� ������ ���������


-���� �� � ����� ��������
(��������� ����� (������

����� ����	
��� �� ������
� ρ [�� ·	−3] ).)/ ).'/ )&//
�����
��� �� ������ ��� ����
����� Cx [−] /!'. /!'0 /!0'
�
�	���� 	���� ���� ����
���� μφ [		] %!1 	!) 	!0
������� �� �� �
���
���
�� |μθ| ����� %. %0 )&
�������� ����������

����� �����	
����	�� �� ���������	
 �� �� ����� ������

"�� �������� �� ��������� ���� ��������� ���� ����� �� ������ ������������ % 
�� � ����
 ��� �����,��� ���� �������� 2 ������ ���� ������ ������� �� ) × )
� ��� �� ������ ������! �3 ������ ���� ���������� �� ��� �� ������
 �����
������ �� ���������� ��� ��� �������� ���� � �4�� �����! ������ �� ������ �� ���
�������� �� ��������! �� ������ ������������ ��� ��� ���������� �5� ���6������ �
���� �������� �� �����������
 "� ������������ �������� 2 ������� � ���� ������
���� ������ ��� ��� � ���� ������� ���� ��� ���� �������� �� � �����
 �����
����� ��� ��������� ������ ��� � ������� ���������� ���� ������! �� ���� /!/)%& 7�
���� ��6���� �� � 5���� 	
% �� ����������� ��� ����� ���� ��� ������� ����������
2 %// �2
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% * ����� ������������ �������� ��� ����� ����� �������� ��� �� �������
���


"� 5���� 	
% ������ � ����� ������������ ����� ����� ����� ������� ���
�� ������� ��� �� ���������� ��� � ���� �������� ���� � �������� ������� ���

���� 8/
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 ��������� ��� ������� ������������

� =
[−��

2
; ��

2

]
�� � = [20; 50]
 � ���������� ��� ����� �� � ������������ �����

��� ������� � ����� ��� ����� �������� �� ��� ��� ����������� ��� � ������������
�� � ������ ��� ����������  !""# �� � ����
 $�� �%&�� ��������� ������ ��
����� ����� ��� ���  ������� ������������ �� �������%�� �� ��� ����� �� ������
���� � ���� ��� ����������� ������������ ���� �� ��� � ��������� ���� ��� ������
������������ ��� �� �����
 '� �(��� ���� ���� �� ��� �������� �� ������ ������������
��� ��� ������� �)� �� ������� �� ������� ����� ��������� � ��������� ��� �������
������������ ���� �� ������ %�����
 ���������� ��� ������������ ��� ��������
���� ����������� �)� �� ������)�� �� �������� �� ������� ���������
 *�� �����������
���� ����������� ��� ��� �������� + � ���� ������� ����������� �� ��%���������
������ ���� ��� ��������� �� ������ �������������� �������������� �� ����&�  
� ���,������� �� ��������� �� �������� ��������� +

Qmoyi =

N∑
j=1

mij

N
M

NT

.100 -	
!.

���� i ������� ����� ���%�� �� ���� �� ������� Qmoyi [%] � ���� ������� ��������
���� � ���%�� i� mij � ����� ������ ��� ��������� ���� � j��� ��� �� � i���

���%��� N � ������ �� ���� ���� ������ ���%��� M � ����� ����� ��� ���������
���� � /��� ���������� �� � ������� �� NT � ������ ���� �� ���� ���� � �0��
/���


1��� � ��� �� ������ �� ���� ����������� ��� ��� ������ ����� ���������� ���
� )%��� 	
	
 2� ���� ������� ����������� -)%��� 	
	�. � ��� ������ �� �������3
���� ��� /��� ������%����� �������� ��� � = [−30; 30] �� � = [20; 60]
 2� ����
������� ��%�������� -)%��� 	
	�. � ��� ������ �� ����������� ��� /��� ������3
%����� �������� ��� � = [−15; 15] �� � = [20; 60]
 2�� ���� ����������� �������
���� �� �������� �� 100± 7%� 100% ����� ��� � ����� ��������� ���� ��� �����
%���� ������������ ��������
 ��� ������� ���������� ���� �������� ��� ���������
 ����� �� � ����� �������� ��� ������ ��� �������� ��� �� ������������ �������
�� � ����
 1�� ���������� ���� ����� � �0�� �������� ������� ����� ��� ���� �
������  ����� ��� ������ �������������
 *�� ����������� �� ������� ������������ ��
������� 0��� ����������� ����� ���� ��� ������ �� ���� ����������� ����������
�������� ��������� ��������� �� 100± 10%
 2�� ������ ��3������ �� 110% �����
��������������� �� �������%�� �� �� ������ �� ������� �� 90% ��������������� ��
����3����%�


����� ����� 	
� �� 	����	


1������� ���������� ��������%� ������� 0��� ����������� ���� �� ������� ���������
��� ������ �� �������� ������
 4 ����� ��� ������� �� ������ ���� �� ��� �� )%��� ��
�� ����� ��� ���������� ��� ��� ���� ���,����� ��������� �� ���������� �� �������
������������
 ����� � ������ ���� ����� ��� 567 ���������� �� �������������� ���
������ �%������ ���� ��� ��� �������
 2� )%��� 	
8 ������ �� ������ ��� �������
������� ���� � ��������� ��� ������������  � ���� ��� ������ ��%����� -)%���� 	
8�

��%� 9!



�������� 	
 ��������� ��� ������� ������������

8	� 8�� 8�� � �� �� 	�
��
.�
��
:�

���
���
���
�	�
���
���
���


;�;����

��
�

��
�<

�
�

���

�

�,
�
�


�
��-

�

��� ������ �	�
��	��� � �� �	������	�

�� �� 	� 	� �� �� �� �� ��
��
.�
��
:�

���
���
���
�	�
���
���
���


;�<����

��
�

��
�<

�
�

���
��

��2
��
�


�
��-

�

��� ������ ��	����� � �� �	������	�

������ 	
	 � ����������� �� ����������� �� � ����� ����� ��� �� ������� ���


�� 	
��� �� ���������� � ����� 	
�� �� 	
���


��� �
�� ��� ��	��

��� �����	

� �
��

��� �����	

� ��	��

������ 	
� � !������������� ��� ���������� ���������� �������� " � �� �# $%& ����'
���� ( � �� �# $%& ����������


)��� � ��� �� � ������� �� ����� � ���� 	
���# ����� �� ������� �� ��������
����� ����������� �� 0◦ * ��� ����� ������ �� � ����� �� ���� �����
 ���� ����+��
+��� ���� , ����� ��� ������� ������ ���������� � ������� ���� �� � ������� �������

)��� �� $%& �������# � �������� �� � ������� ��� ������������ ��� �� ��,�� Rc#
��� � ��� ����� ��� � ���������� ��� �����
 -�� �����+����# ������ ���� �� ���
� ��� ������� �� ������� ����� ���� � ����� �� � ����� �� � ������� ������� +��
� ����� �� ��,�� �� ��������
 )�� ������ �� �������� �� �� ������� ��� �� .���
������� * ������ ���� /�0 ��!1�/� ����������� ��� $%&
 1 ����� ���2����# ���
����� ��,���� �� !� ≈ 100 � � ��� ������� ���� ��� ������ �� � ������ �������
�� 3�, �������� �� ������� �� ������ ������������ ��� �  ���� 	
4
 ����� ����� �
��� ������� ���� �� ���������� +���� � ��,�� �� �������� ���  2�


)��� � ��� �� ������� �� ������ � ���� 	
���# � �������� ������ ����5�����
* � �����
 6� ����������� ����� ��������# � ������������ �� ���� .��� �������
+�� ��� ���� �� �����
 6� �������� �� � �������� �� �� ������� ��� ������� *
� ���� �� ������� �� �����# ��7������ ��� �� ������������ �� ��������� �������
.��� ���������� ��� �� ����������� �� �������� �� �� � ������� �������������� �� �
����� ������� ������ �� �.�� �����
 1 � ��������� �� �7��� �� ���� ����������

���� 89
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�������� ������� ���� �� �
� �����  ������ �� �
� !""#$� �����%��&������ ���� �
%�� ���� '() ��&� ����*����
 +,� �������� %���� %����%������ �� ������ ��� ���
��������� �,� ��������� ��� ����� *��� ���% ��� ����� %������ �� � � × � � ����
%�%��� �� %����� ������%����� �� � ����
 )��������� ���� ��������� � �����%� ��
� ����� ���&� � �����%����� ��� �������������� � ��� ������� ���� ������ ��� %���-
������� 	. ��� �����%��� ��/ %���������� *������0��� !.
 �� ,*��� 	
�� ������ �
���������� 0�� ���� ������� �� ������� ��� ����� �����%���� �����*����� ��� ������
*����� �� �������� ���0������ �� %���������� (Pxi

,Pyi) ��� �����%���


Nappe globale

orthogonale

préservant la surface
Projection

S [m2]

S’<S

S

��� �����	
�	 	
��	 � ����	����
 ������

��
�	 	� �		 ����	���
� � ������	 �	 �


���	 ����	�

Xf

Zf

Yf

grille régulière
(1m×1m)

maille du 
MNT

particule P�(Px,Py,Pz)f

Lx1

Lx3Lx2 Ly1

Of

Sommet du 
MNT (xi,yi,zi)f

Ly2

Lx
Ly

dydx

Projection 
de P utilisée

projection 
orthogonale de P

��� ��	��	 �	� �
��	��� ���������	�

�����	� ���� �
	 �������	 ��� 	 � !

(Lx,Ly) = (Lx1 + Lx2 + Lx3 + dx , Ly1 +
Ly2 + dy)�

1�*��� 	
� 2 3��������� *�����0�� �� ���������%� ��� ��*����� *������0��� ����
� �����%���� ��� ������ *�����


4� %���������� ��/���� �� ,*��� 	
��� �� ��*����� *������0��� ������� 5���
���� %���� �� %������ �� ��� %����� Lx �� Ly ���� �����%� %����� �� '() �����
� �������� ����� �����%�� �� �� ���� ��,��� ��� (Of ,Xf ,Zf ) �� (Of ,Yf ,Zf )
 ���
��*����� ������� 5��� %�%���� �� ������� � ������������ %�-�������

6�� *��� ����7����� �� ����� %������ �� � � × �� ��� %���� ���� ��������

��� � '()
 ��%� %������ 8 �� ����*� 0��%��0�� �� '() ���� �� %����������
x �� y ��� ������� ���� �0���������� �� ��
 9��� f : t → (x(t),z(t)) � ���%����
0�� ��,��� � %����� Lx ���% t ������� ���� [0;Px]
 +��� �� ��%���� �� ����%�����
��,�������� � ��* �� Lx ��� ����� ��� df ���� � ����� ��� ds = ‖df‖
 ����� �����
����� � ������%� ���������� ���%����� ��� � %����� Lx ������ dt
 :�� %����0�����
� ��*���� �� Lx ��� ������ ��� � ����� �� ������ �� ������%�� ����������� ;

Lx = sgn(Px).
∫ Px

0
ds
dt
dt

= sgn(Px).
∫ Px

0

∥∥df
dt

∥∥dt
= sgn(Px).

∫ Px

0

√(
dx
dt

)2
+

(
dz
dt

)2
dt

�	
!$

��*� <#
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 ��������� ��� ������� ������������

�� � �������� sgn �������� � ����� �� Px
 �� �������� f ����� �������� ���� ������
��������� ��� �������������� �������� �� ��������� �	
� ��� ������� �� ���������
�� ������� �� !"# $

Lx = sgn(Px).

j−1∑
i=0

√
(xi+1 − xi)

2 + (zi+1 − zi)
2 + dx, (i,j) ∈ N

2 �	
	 

�� j ��� ������� �� ������ �� !"# � ��� ������ �� � �������� P 
 j ��� ��%��
�� ��� xj = round(Px) �� yj = round(Py)
 (xi,zi) ∈ Z

2 ���� �� ����������� ���
������� �� !"# ��� ������ ������� � ����&� Lx
 '�� ���� ��%���� �� ���
yi = yj ��� ��� ���������
 dx ��� �(����� �� ��)�� * ������� �� ������ � ��������
����� P �� � ������ � ��� ������ �� !"#


dx = sgn(Px).

√
(Px − xj)

2 + (Pz − zj)
2 �	
+ 

�� �,�� ��������� ���� ,��� �������� ���� �&����� Ly� � ������� �� � ����&�
������� � ������ � ��� ����� ����� � �������� P �� � ��� ��%�� ��� (Of ,Xf ,Zf ) $

Ly = sgn(Py).

j−1∑
i=0

√
(yi+1 − yi)

2 + (zi+1 − zi)
2 + dy, (i,j) ∈ N

2 �	
- 

'� �������� �� ��������� �	
	 �� �	
- � �� ����������� ����������� �� P �����.
������� ���� ��/���� �� � %���� 	
0&� ���� ������� ��� ${

Lx = (Lx1 + Lx2 + Lx3) + dx
Ly = (Ly1 + Ly2) + dy

�	
1 

������������ ��� �������� ����������� ��� ��������������� ���������� ���� �
��� �� ������ ���� ���������� �� ����� � �������� �� �������� ��� ��� �� ��������
�� ������ �������
 '� �2��� ���� � ��� ����� ����� �������� ��� ��� ����� �� 10◦�
������� ������� ������� �� �� �������� ����������� �� ���� ��� ������ �� ������

��� �� Px

(
1− 1

cos (10)

)

 ����� ������ ��� ���� * .3�-+ � �� Px = 100 m
 ��� ��.

��� ��� ��� ���������� ���� �&����� �� �������� ��� ����������� ���� * ����� ���
���&�� �������� ����������� ��� ������ ��&���� � ��4 � ��������� ��� �� ��2������
���� � ��� �� � ���(������ ���������� ��� �������


�� ������ � 	
	 �����	 ���� ����� �� �	���
�
 ��	������� �������� ��� ��


������ ���
� ������ ��� ������
���� ���������� ������
 �
�� ����
�	�� ��

��	����� �� ������ ���� 
���� ������ ���	���
�� �� ������ �
�
����� ����

��� ��� ������� ���������
��� �
����� �����
 ��
	�	�� ��� �� ���������

���
 ��� ��
����� ���  !" ���
 ������	� ���� �����

�� ��	������

����������
	 ��� ������ ������� �� ��	����� �� ������� �	������� �
 ���	�

�������� �� ����������� ��� �	���
�
� ��� ������
 �� ��� ��� �� 
������

���
 ���
 �� ���� ��� ��� ���
�� ���������
��� �� �� ���� �
 ��� ������
����

����������
	 # ���������

���� 1-
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 ��������� ��� ������� ������������

��� ������� 	
���������� 	��� �� ��� 	� ������ ���

��������

�� �������� �� ��� ������� ������������ ������������ � ������� �� ����� ��
� ������� �� ������� �������� ���������� ��� ��� ��������
 ���������� ��� �����
���� ����� ��� �� ������� ������������ �!� ���� �"��#��� ����$���� �� ������� ����
�������� ���� ��������� ���� �� ��%������ ��� �� ��� ���������� & � ����� �� �
����� �����#��
 ��� �������� ��������� �� ����� ����� ���� ��������� ���� ������$��
��� ������$��� �� �����'� �� ���� ������� � ��� ���#����


����� ��� �	 
���
	 �	 �	�	

�� ����� $���� ��� � !$��� 	
(� � ��� ������� ��� �� ��� ���� ��� ����� �� 10◦

�� �� �� �� �� �������� �� )** �
 �� ����������� ���� � ����� ��� �� ������� ���
+!$��� 	
,-� ���.�� ����� ��� �������� �� �������� �������� /���� �� �������$� �� ��
����.����$�
 0���� ���� ���� � ���� �� � ������ #�� �� � ��������� � ����.����$�
� ��� �� ������� ����� �� �������$�� �� �� �"������� �� � ���� ����#��� ����
������#���
 ��� �1��� ������2��� ���� �������� ���� � ��� �� � ����� ��$�����
+!$��� 	
(�-� �3 ���� � ���� �� � ������ �� �� � ��������� � �������$� � ���
�� ������� ����� �� ����.����$�� ���� #�� ��������� ��� ������� ������������ ����
����������
 4��� �� ���" ���� �� ������ $����� ���� ������� ��������� ���� ��
�������$� �� � ������� ������ �� ������������


a) b) 
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5�$��� 	
( 6 ����� ������������ �� � ���� ���� � ��� ���� ����� ���� ������� ��
����� �������� �� ��$�����


����� �� ��� ������2��� �������� � ��� ����� �� ������� � ���� �� ����
��$��������
 ��� ���������� ��� ��������� ���� �� ��� ��� �� ������� ������������
������������ � ��$ ��� �����$�� �� ��������
 0!� �������� �� �%��� �� ����� ��

��$� 77
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����� ��� ��� ����� ���� � ���� �������� ��� � �������� ����� ��� � ∈ [−60; 70]
�� � ∈ [14,25; 42,75]
 �� ������ �� ����� ���� ���������� � � ������ �� ������
�� �� ��� ������� ��� � ������� ����� � � = 28,5 �
 �� ��� �� �� ������� ���� �
��� �� � ����� ��������� �  ���� 	
!� ������ "�� ���"�� � �������� ������ ���� �
��������� ��� � ����������� � ���� ������� #����� ����������� �� ������� �� $%%&
���� ��������� �� ������� �� '(&
 )��� � ���� ������� �������� �����������
���� ��������� � ������� �� $*(& ����� �� ������� � � ����� ������� �� $%%&

+� � �,�� ����-��� �� ��� �� �� ����� �� � ���� ��� ��� ���� � ���� �������
����������� ���� � ��� �� � ����� ��������  ���� 	
!# ���� "���� ���� �������� ��
��������� �� ������� ��� ���������� � $(& 


.�� ���������� �� � ����#�  ���� 	
!� ���� ,��� ������ �� ����������� ��
������� �� �������� �� ����� ������� / ������ �� � �������� �� � ������� ����������
���� ���� �� ���� ����������� 0 ������ ��� � �������� �� � ������� ���������� ���
��� ����������� ��1������� 0 �� ������ ���� � �������� �� � ������� ���������� ��� �
�,�� ����������
 2 ����� �� ��� ����� ����������� �� ��� #�����"��� ��� ��������� ��
������� ����� ��� ������ ���������
 +��� � ������ �� ������ ������#����� ���1����
�� ��� #�����"���
 ����� ���� ������-���� �� �������� �� *�( � �� ��������
�� "�� � ������ ������� ��� ��������� ��� �� $'�( � 3 ����� 	
$� �� 	
$�4� ����
���� ����� � ���� ������ � � ≤ −22� � ���� ������� ��� �� $%%&
 �� ����5������
�#����� ���� −22 ≤ � ≤ 0 ��� �6 � � ������ �� �� ������� �� ��������
 +���
����� ������� � �������� ��"��-�� ��7�� � � ������� ����#� �� ������������ �� ����
�� ������� "�� �������� ����������� �� �����8���� ��� ��� #�����"��� ������
�� "�� ���� ����������� �� ��� �� ��� �9� ��� � �������
 )�� �����"����� �����
����� � ������ ������� ��� ������ �����"��� "�� ������� �� �����8���� �� ���"��
�������� �� ������� ���� � ������ �
 :������� � ��1������ ������������ ����� ���
�� �������� �� �� � ������� ���������� �������� �� "�� ���� �� ����� "�� � ������
��� ��� #�����"��� �������� ���� ������� � � ����� �������
 )�� �����"����� �
���� ������� ������� ����������� �� ���� ������
 ���������� �� ������� "�� �
���� ���"����� ���� � ������ � �� �� ���� ��� �� "�� ��������� ��� �1����� �
��#�� ��������� ���� � ���������� �� � ������ ��� ��������� �� ������� ��� ��
������ ��������� �� ������ ���� � ������ ��
 ;���� ����5�� ��������� ���� �������
��������� "���� � �������� ��� ���� � ������ ��� ��� ����� �� ���-� �� � ����
 ����
����"�� ����"��� � ����5������ �#����� ��� ������������� ����� �� ���������
 2
������ �� � = 35� � �������� �� � ������� ����������  ������� ��� ����� � �,��
����������
 +��� ����� ���������� � ������ ������� ��� ������ �����"��� ��� ������
�� ��� � ��� ���< � ���� "�� ���� ����� � ������ ��� �� ���� ��� ���� ���� �� $'�(
� � �  � �� � ������ ��� � ���� ������� ������� �� ���� ������ �� $%%&


������������ ������ �  ���� 	
!� #���� ��� � ��������� �� � ������ �������
��� ������ �����"��� � ����� �� � ��1������ ����� ����������� �� �������� �� ��
� ������� ���������� ������"�� ����� �  ���� 	
!#
 :� �1��� � ����� �� ���������
�� � ������ ������� ��� ������ �����"��� ���� �� ���� ��� 3 ���� 	
$%4 ������
"��� � � ��� #����� ���� ��� ������������ "���� � ����� ��� ��������� �� ��������
"���� � ����� ��� ��������
 ����� ��1������ ����"�� ����� ���������� �� ��� �� ��
����� �� � ���� ������� ����"���� ����� � �������� ��  ����� 	
!� �� 	
!#
 )��
������� ���� ������� �#������ "�� � ������� �� ��������� �� � ������ �������
��� ��� ���#� ���� � ����� �������� 3=�> � �� ��� �� 	�' �4
 ���� ������"�� ��� �

���� ?'
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10◦

∈ [ 60; 70] ∈ [14,25; 42,75]

= 35

15◦
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= 100 10◦ = 100

15◦

= 25
= 0
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 ��������� ��� ������� ������������

�� ��������
 � �� ����� �� �������� ������ �� 50 �� � ����� ���� � ���� �������
����������� ������� �� �� � ��� !"� 
 #�� �����$����� � ������� �� � ���������
�� ����������� �� �������� ������������ ��� � ����� �� �������� �� � ������� ��
������������� ���� %��� ���������� ����� �� ������� �� � �%�� ���������� $��
���� �� � ����� �� � �����

&������ ������������ ��� ������ ������ ���� �� ��� �� ������� �� ����� � ���

����� �� �������� ��� ����� �����$�� �� ����� �� �����
 &����������� ������ ���
�������� ������� ����� ����� ���� ���� ����� ���� �� �����
 ���������� �����'
���� ��� ������� ������������ ������ ��� ����� ��� � ��� ������ ��� � (���� 	
!��
� ������ ������� ��� ��)������ ���� ��� ������ �����$��� �� ����� �����*�+���� ��
����� �� �����������
 ,��� ������� �� � (���� 	
!-� � ������ �� � ���� �������
����������� ������� ������������ .(���� 	
/�0 ��� ���������� 1 ���� ��������
���� �� ���� ������ ������ �� ������ �����$���
 2 �� ������� ��������� $�� ��
������� ������������ ���� �������� ��� ������� $�� � ����� �� � ����� �����$��
������� ����3�� ��� ������ ������� �� $�� �����4�� ���� � ����� �������� 5��$��1
-� �� ��������� �� !6  �� ����'������ ��������������
 ,� �� ����� �� ���� �
����� ����������� ��� � ����� ������� ������������� 1 �� $�� ����� ������4���
� ������ �� �7 1 ��� .(���� 	
!�0 �� ������� %��� ������ �� � ����� �������� ���
������������ �� ���� ������� �� �����
 &�� ������ ������ ���� ���������� ����
������� , �� ��� �� � ����� �� � (���� 	
8
�
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9����� 	
!- : ����������� ��� ����� �������� ������������ ������� ���� � ���
������������ ����� ����� �����$�� �� ����� �����*�+���� �� ����� �� ������������
���� �� �%��� ���������� $�� � (���� 	
/�


����� ��� �� 	
��
	� �� ���	�

,��� � ��� �� � ������� �� ������� ������������� �� ��� �� � ������� �� ������ �
��)������ ������������ ����� � �������� �� � ������� ���������� ��� ��������� ��� �
�%�� �������
 #�������� ������ �� ������ ������ ������� �� �������� �� ;<=
����������� ��� � (���� 	
� ��� ����� ��� 1 ��� ������� ������������

>� ����������� ������� <�
! �� � (���� 	
�� � ����� ����� ������� ���

������� ��� � (���� 	
!	�
 &� ���� ����$��� ��� �������� ���� ���� � *��� ������

���� "�
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∈
[ 40; 20] ∈ [20; 60]

= 42,5

= 14

= 14,5
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������ 	
�� � ������������� ��� ������������� ������������ ��� ������ ���������
�������� ��� � ������� �� ��������  ������ !����"# �� ������ !������ �����"# ��  
������ !����" ���� � ��� �� $���� 	
�	�


�� ������� ��� ��� ��������� �� � ������ ��� ��������� �������� ������ � ������
������# �� ��� �%���� � ������������ ��� ������ �� �� ������� ���� ���� �� �������
������
 & �� ������ �� ��������� ������ �� ������ �� ������� �� ������ �� �� ����'
������ ���� � (��� �� ������������
 )� ����������� �� ������� �� � ������������
����������� ����� ����� �������� ���� ������ �������# � ��� ��������� ������ ���
� $���� 	
�� ��� � ���� ��� ������ ���� � ������� �� ������ �� ��� ����� ���� * �
�� �+�,� ������ �� ������ �� �� ������ ������ �� ���� ������


-������ �� ��� .�
� �� � $���� 	
/ � ������ �� ���� ��� �� ������� ������������
���������� ��� � ������� �� ������ ���� �������������# �� ��� ���������� ������'
����� �� � ��� ���������� �� � ����� �����
 -������ ��� ������ ��� � ������ ��
����� � �0�� ����������� 1 � * � ���2���� �� ������� �3 �� ������� ������������
�����������
 -� ������ 	
4 ������ �� �������� ������� ���� ������ ��� ���� �
������� �� � ��+���� �� � ���� ��*���� �����������
 5��� �������� ��� �����
� .�
6# ��� ����� �������� ���� �������� ��� ����� ������� ��� � ������� ������
 ����� ��� ������������� ��� ��� ���������� �%������ �� ��������� ������ ��� ���+
�������
 7�� ����������# � ���� ��*���� ����������� ������ ���� � ����� ��'
��� ����,�� ���+ ���� �� ��������� �� ���+ ����+ �� ����'������
 & � ��� ��������
������� ��� ���� ���� �� ���# ��� ����� �������� ������� ��� ������� ������������
���������
 ���������# ��������� �� ��������� �� �� ����'������ ���� ��� �������
���� � ����� ��������
 -��+�������� ����� ��� � ������ �� � ����� �� ������� ������
��+ ������,��� �������� ���� � ��� �� ������� �� ����� ����� �����
 5� �0��#
� ������������ �������� ��� ��������� ��� � ����� �������� ����� ���������  ���
������� ��� �� ������� ��� ���� ���� �� ��� ��� � ��������� �� ������ ��� ���������
�� ���� ���� � �0�� ���������


����� ���� � ��� �� � ������� �� �����# ������� �� � ����� �� � �����
�������� � ��� ������
 )� ����������� �� ��� �3 � ������� ������ ���  + = 0 � ��
+ = 14 �# �� ������� �� � ���� ��*���� ����������� ��� ��� ������� �� ��������'
���� ��� � $���� 	
�6
 & ���� 0��� ������� ��� �� ������� ������������ ���������� �
�0�� ���$# ��������� ���� ��������� �������
 & ������8� ��������� ��� � �����

���� 94
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 ��������� ��� ������� ������������

Pente positive Pente négative

No.1 No.2 No.3 No.4 No.5 No.1 No.2 No.3 No.4 No.5

c r r c c c r r c c
D

o
se

 m
o
y
en

n
e 

tr
a
n
sv

er
sa

le

Surdosage
[%]

12 7 15 12 15 8 5 8 8 8

Sous-
dosage [%]

15 6 20 17 20 12 6 13 13 12

Passage le plus affecté

������ 	
� � ������������� ��� ������������� ������������ ��� ������ ���������
�������� ��� � ������� �� �������� � ������  ����!" �� ������  ������ �����!" �� �
������  ����!" ���� � ��� �� � #���� 	
$	�


�����%�&��� ��� � ����� �����������" �� ��� � �������� �� ���������� ��� �������
������������ � � ����� �� � ����� �������� ��� �������� ��� ������� �� ��� �� �
#���� 	
$�" ��������'������ ��� � #���� 	
$(�
 ����� ��� � ��� �)����� �����*
�������" �� ������� ������������ ���� � ��� �� � ������� �� ������ ���� ���� �
�� ������������ ���������
 +� � � ��� ������ ��,�� ��) ������� �� �-  #���� 	
$�!
� ��� ��� � ����� ����������� ��� � ��� ������� ���*�*��� �� �� �.�� ���������
 /��
����������" ��� ����� ����� �� �������� �� ����� �� �)����� �� �������� �������
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��� �	 x = 0
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�� ������� ��	
��� �	 x = 14

0����� 	
$( � ������� �� � ���� ��.���� ����������� ������� � ������ �� ������
������ �������� ����� ������ ��1������� �� ������ ��������� ���� ���) ���#����*
����� �� 23� ���� ������� �� ������


���� 4	
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����� ������	 
� ��	� 
� ��������� 
� �� ������
�

�� ��� �� ������� �������� �� ��� ������������ ����������� � �������� ���� ����
������ ��� � ������� �� � ���� � ����� ��� ������ ������ ��� ����� �� ����� �� ��
������� ����� �� ������� ���� ��� ����������� ���� ������ �� ���������� ���� �� ��
������� ��� ��� ��� ����


���
!�
" !�
# !�
	 !�
$

RotY 5◦ 5◦ 10◦ 10◦

RotX 5◦ 10◦ 10◦ 5◦

��� �����	
����� �� ���
���������

�� �� 	
���� �������� �� ��� �
�


��	���
 ��������� ����� �� ����
�

��� ��� �

��	���
 ���
�� �	 �	 
����
������

���� 	� 
���� �� ��	
�	
� �� �  � �� �� 	
�

���� ����� �
�	��� �� �� �� 	
���� ��������� 	��

����� �� 	� ����
 �� 10◦ ����	��

%����� 	
"& ' (��������� �� � ���������� �� )!* ���������� ��� ����� ����� ��
������


+� �,���� ���� )!* ��� ����� ����� �� ������ ��� ������ ��� � -���� 	
"& 

( ��� ����� ��� � ������������ ����� ������� ���� �� ����� ������� ������� � �����
��� ��� �������� �� 10◦ ������ �� ��,� . /�����0 ���� ����� �������� �� 10◦ ������
�� ��,� 1 /������0
 2� ������� �� ������������ ����3�� �� ����� �� ���� ��� ��
"44 �
 5�6������ ��� ��� ��� ������ �� ������� �� ����� �� �������� �,�����3����
��-������� ������������ �� � ������� �������� �� ���-��������� ���� �������� ����
� �� ��� �� � -���� 	
"&�


2�� ������ �� ��� ������� ���� �� )!* ���� �� ���-��������� �� � -7
���� 	
"&� ���� ������� ���� �����,� �
 5��� ���� �� ���� �� ������� ������������
���� �������� �� ��������� �� � 8��� �������� �� �� ����� � ������� �� ������7
������ �� � ������� ���� 9 � ������� �������
 ����� ���� � ��� ����� �����
������� �� ����� �������� /-���� 	
:
0� � ����7������ ���� � ���� �� ���������� ��
�������� �������� ��� ���� ����� �� ���������
 2� ��6������ ��������� ��� �� ������
��� ��������� ��� ������� ������������ ����� � ������ � -���� 	
"; �� ��� ���
��� ��������� �� ����������� � ������� ������ �� y = 0 �� �� ������� � ����
������� ����������� ���� ��� 8��� ���� ������������ ������ ���� x = [−40; 60]
�� y = [−14,25; 14,25]
 5� ����� -����� � ��� ����� � �� ������� ��� ��������� ����
��� �� ������� ��� ���� ����������� �� ��<�� 9 ��� �� ���  ��� �� ������������
������ � ���� � ������������ ��� ����� �� ����������
 �� �6��� � ����� ������7
������ ���� � ��������� �� � ����� /������ �� ��,� .0 ����3�� ��� ��������� ���
�� -,��� ��� ���� �� �� ������� ����� ������������ ���� � ��������� �� ������

���� ;$



±5%
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100 ± 30%
100 ± 10%
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������ 	
�� �  ��� ��!���� ����������� " ��#������ �������� �� � ����� �����
�� � $���� 	
���


��� ������� �	
����
��� �
�� ��� �
� �� �
 ����� ��

�� ������

%� ����� ���� &��� ��������� �������� ������� ���'�� � �������� �� � �������
���������� ��� � �&�� ���������� ���� ��������� (���� ��� ��� �� ������� �� �����
�� �� ������ ������������ �������
 ) ���� &��� ������ ������������� '�� �� ���
������'��� �� ������� ��� &��� ������ ������ '���� �������� ���� ����� ���������
  �
���* �� ������� ������������ ���������� ���'���� �&�� ��&��� ���'����
 +� �#��*
� � ��� ������� '�� � ����� ����� ���� � ��� �� ������� �� ����� ,$���� 	
�-
��� �������� ���� . = 35 � �&�� �� � ������ ��!���� ��� ������ �����'��� ���
��/������ ��#������ �� ��� ������� ��� �� ������� ��� ,$���� 	
�0-
 1�� �����2
'����* � ����� ����� � ��� ���!��� ��� ��� ����� ���� �� ������ ���� ���� ���
����������� �� 10◦ �� 20◦
 %� ����� �� 20◦ ��� ��/� ����� ���� ��� ����� �����* ����
�� � ��� ������� �$� �� ��������� ��������� �� ������� ������������ ���� � ��� ��

���� 34



20◦

14

10◦

= 28,5
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40 ≤ x ≤ 60 30 ≤ y ≤ 30

+	� +�� +�� +�� +�� +� � � �� �� �� �� 	�
��

.�

��

:�

���

���

���

�	�

���

���

���

;�
;������

�



��
��


��
,

��
�

!

!�
��

�
��
��
�

�
��-

�

�

�

��5
��5

axe x [m] 

do
se

 m
oy

en
ne

 tr
an

sv
er

sa
le

 [%
] 

30 ≤ x ≤ 30 40 ≤ y ≤ 60
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�� ���������� �� � ������ �� ������ ������� ���� ���� ������ �� �����������
�� ������� �� �� ����� ����� �������� ������� ��� �� ������� ��� ���� ��� �
����� �� � ������
 � ��� ���������� ������� �� ������� �� ������� �� ������������
����������� ��� �����!��� ���� �������� ��� �� ������ 	
"#� �� 	
"#�
 $��� � ���
�� 20◦ �� ����� � ������ �� �� %����� 	
"#�& ������ ��� � ������ �� ������ ��'
����� � �������� �� ( ) �
 ����� ��!�� ��������� ��� �� ������ ���� � ������������
����������� %����� 	
"#�& ��� ��� ��!� ��� �*����� ���� � ��������� ��+ ����� �� �
����� �� � ����'������ ������ �� ������
 $��� � ��� �� 20◦ �� ������ � ������ ��
�� %����� 	
"#�& ������ ��� � ������ �� ������ ������� � �������� �� # ) �

���� ������ ����� ��������� ��� ����� �� � ����� �������� ���� � ������ ��� ���
������������ ��� ��� ������������ ����������� �� � ���� �������� , � �� ���������
�� �-�� ������ �� �� ����'������ �� �-�� �����
 �������������� �� � ������ ��
������ ������� ���� �� ���+ ��� �� � ����� �� �� ������ �+����� � ������������
�� ������������ ��� � ����� �� ���� �� � ���� ��,���� ����������� �������� ���
�� ������ 	
"(� �� 	
"(�
 ��� �+����� ����� �������� �� ������� ������������ ����
��� ���������� ���� � ��� �� ������


.� ��� ������������ �� � ������ �� ������ / ����� �� ����������� �� ����� �
��� ������� ���������� ��� ��������� �� ������������ ���� �� �� ������� �����
����� ��'���� ���������� ��� �� ����� �� ��0�� ���������� ������ �� )1
 ��
������� ������� ��� � ���� ������ ������������ �� � ����� ���� ���� �������
��� �� ������� �� ����� �� �� ������ / ��������� ��������� � ����� ������ �� ������

$��� � �������� ����� ��� � ��� �+����� �� �������� # � ��� ���������� �������
�� ������������ ���� �� �� ��������� / #)1 ��� ����� ��� ����� ���� ���-� ��2���
/ ������� %3������ �� �
 "(#)&
 4�� ���������� � ���� ������� ��� �� ��������
������� ���� ����� ��� ��� ���������� ���� ��,����!�� ��� � ����� ��� � ��� �������
�� ������������ �� ������ ������� ������������ �� �� ��� � ������� ��� ��� ����
� ������ �� ������ ������� ������ ��� ��+ ������������� �+������


5�� ���,�� ��� ��� � ��� ���������� ��� ���+������ �������� �� ������ ���'
������ ���� �*������ ��*�������� ��� � ����� �� � ������ ����� � ������ � �'
���� 	
"#
 4��� ��� �� ������ �� ���������� ��� ��������� ��� ��� ������ ����
� ��� �� ±20◦ �� ����� %������ 	
""� �� 	
""�& �� ±20◦ �� ������ %������ 	
""�
�� 	
""�&
 ��� �������� ������������ � ���������� ����� �� ��������� �������� ���
��������� ��� � ������� ��� �� ���� ��������� ����� ��� � ������� ��� ���
 ����'
������ ��� ����������� ��� ������ ���� ������ �� ������
 � ���� ���� �������
��� �� ������ ��������� �� ���� ��� ������������ �*������
 5�� �+�������� / ���
��� ��� �� ��������� ��� ����!���� ��� ����� ��������+ �� ������ ������ ��*������ 
������� �� ���� ������������� %������� �� �������& / ����� �� ����������� �� ��'
���
 4�� ���������� � ���������� �������� �� ������� ������� ��� ��������� ������
���� ��� �������� ��� ������ �� � ��������� �� �� ���������
 ��� ��� �������
��������� ���� �������� ���� � ��� �� � ����� ���� ��� ��������� �������� ����'
!����� / � ��������� �������� �� �������� �� ������������������ / ���'�� ����
� ��� �� ������
 ��������� ������������� �� � ���������� �� � ������ �������
���� ���������� ��� � ������� �� � ���� ����!�� ��� ��� � ��� �+����� ���� �
��� �� � ������� �� �����
 6 ����� ���+���� / +20◦ �� ����� � ������� ���� �����
��� ����� ������� ��� �������� �������� ��������� ��� ��������� �� ��� ����������
���� ������� 7�����/ " 	 �
 �� ��������� � ��� ���� � ��� �� −20◦ �� ����� �8 �

���� 9:
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������ 	
�� � ����������� ��� ������� �� �� �� �� � ������������ ����������� ��
������ ��������� �������� ��� ��  !" ��� �� ���  !" ��� ���� �������� �� 20◦

������������


������ ��� ��������� ��� �������� �� ������� �� �#$ �
 %� �&�� ������������ ����'
����� ���� � ��� �� ������# ���� ��� �� ������ �� ���������� ���� �(���������
���� ��� ����� �� ������ �� ������ �������
 )��� � �&�� ���������� ���� �����
�������# �� ������� ������������ ������ ��� ������ ��� ��� ����� �������� ��� ���
��� ����� ��������# �� ����������� �� ����� �� ������
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� �� ��������� ��� �� ��	��� ����	��� �� �����	� ��� ��
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� 
��	����
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�������
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������ 	
�� � ������ �� ����������� ��� ��������� ������ � ������ �� � ���������
����� �������� �������������� � ��� �� ��� ����� ������ ��� ���������


��� �����	
� �� ��� �
�����	
�� ���	���������

��� �������� �� ������ ������������ ���� �� ��� ���������� ��� ������ �� �������
��� ��� ������� ������������ ��������� ��������� �������� ��������� ������� � ��
100±10% ������� ����� ���! �� ���������� ���� � ��� �� ������ ����������
 "� ���!
�� #���� �������� ������� $��� ��%� ����� �� ��� ������� ��� ������������� ��������
��� �������������� �� �� ���������� � ����� ��� �� ��������� ������ ������� ��
����������� �� ���������� ��������
 �� ������������ �� ��� �������� ��� � �������
��������� � ����� ����� ��� �� �������������� �&�������� ������ ��� ��������� ���
������� ������������ �� �� ���� �������� ��� ��� �����
 �� ��������� �� � ������ ���
���  ��������� � ��� ������� ����� ����� � ����� ������� ��� ������� ������'
������! �� ������� ���� ���� � ��������� �� � ������ ��(���� ��� ������ ���������
��  ��� � ������ ����� �� ��� ������ ����� ����������� ���� ��� ��� ������ �����
�������� �� ���� �������
 "��& �(��� �� ����������� ��� ��� ���������� ����� �����
����� ��! � ���������� �� �� �� ��� ������ �� ��������� �� ������� ������������!
�� � ���������� �� � ������ ��� ���  ��������� ��� ������ �� ��������� �� �����

���� )*
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 ��� ����������� �� ��� ���� ��
���� ����� ��� � ������������ �� ����� ������ ���� ������� ���� � �����


����� �����	
��� � ���


�� ��������� �� � ������ ��� ��������� ����� ���������� ���� � ��� �� � �������
�� ����� ��� � �������� �� ����� �� ���� �� �� ����� �� � ���� � ��� ��� ��������
�� �������� ������ 	
� 
 ! ���� "��� ������ ������������� ���� ��#� ���������� �
����$� ������� �� � ���� ��%���� ����������� & � ���� �������� ��� �� ���'
������ � (��� �� ����'������ ��� �� ������ ������������� ���������) �� � (���
�� ��������� ��� �� ������ ���������
 ��� ���� "��� ������ ��*�� & �� ����������
�� �������� �� ��$�� �������� & ���� �� +,��� �� -���� �.//0 ������ ��� ��
������� ���
 �� ��������� �� ��$�� ��� ������� �� ��������� ��*�� & ����������� ��
������$������ ������������ ���� � ���1�
 2����) ��� ������� ��������� ������� "���
�3������ ���� � ���$�� ���� �� ��������� ��� ���������� & ��� ���� ������


�� ����� 	
.	 ������ ��������� �� ���������� ��� �����4� �� ��$�� ���� �������
���� ����� ���� ������� �� ����� �� 10◦ �� �� ��%�� �� ����$��� �� 5// �
 ��
�������� �� �����4� ��� ������� �� �������� �� ���������� �� � ����$� �� � ����
��%���� ����������� ������� ��� ��� �������� �����
 6������) ���'�� ��� ��������
�� �������� �� ����� �� � ��������� ���� �� ����� �� ������������ ��� �� �����
& �������� ��� �� � (��� �� ��$�� �� ������$����� �� �����������
 ����� ��������
���������� & � ������ ��%���� �� � ����� ��������) ���� 57)8 � ����� ���'�� ���
�� ����� �� �����
 2���� $��� ���� � ���� �� � ������ ������ 	
.	� ��� �� �
�������� ������ 	
.	$ ) � ��� �� � ����� ���� � ���� ��%���� ����������� ���
��� ��������� �� ���'�� ����� �������� ���� ��������� 100 ± 10%
 �� ����� ��'
$�� ������ 	
.9 �������� ��� ���������� ��� ������� ������������ ��1� ���������
�� ����������� ���� � ����� �$����� ���� ���������� ������ 	
:
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;����� 	
.	 < =��� ��%���� ����������� ���� ���� ��� �� ������� �� ������ ����
����� ������ �� ������ ���������


�� ���������� �� ��$�� ��� ����� & �������� ��� � ������� > ���������) � ��� ��#���
�� ������� ��� ��������� �� �����4� �� ����� ���
 6� �3��) ����� ��� � ��� ������)

���� :5
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 ��������� ��� ������� ������������

���� ���� ������ ��� � ������ ������� �� � ���� ������� �����������
 �� �����
�������� �������� � ������������ �� ������� �� � ������������ �� � ���� � ���
�� ����� � �����������
 ��� ����� ���� � �������� ������� �  !" �� � ������
�� �� ����� ��� ��������� ���������� ���� � ������� ���������� ���� ������ ����
��������� � �����
 ����� ������� ���������� �� ��� �� #�$� �� %���� &'(()*
�+ ��� �������� ������� �� ���������� ��� ������������� ��� �� ����� , ��� ���
������ �� ����� �� ��������� ���� �������� �� ����� ��� ���� �� �������� ���
��� ������� ������ ������������ � �-�� ����������� ����� ���������


.� ���������� �� ����� ����� ��� ���� ���� ������� ���� � ��� �� � ������� ��
������
 /� �0��1 � � ��� ������ ���� �� ��� ��� �� ������� ������������ �0������
�� 2���� ��� �����3�������� ���� ��� ��������� ��� ��������� �� � �������� ��
�������� ��� ������� , � ������� �� ������������ ��  !"
 4�� ����������1 � �����
��� ������� ��������� � ������������ �� � ���� ��� �� ���� ������������� ���
� 2��� �� ����� ������������� ��������� ���� � ����� ��������1 ���� , �������� ��
��������1 � ��� �� �� �����������


����� ��� � ��� ������� ���� � �������� 51 ��������� ��� �� ������ �� ���� ��
������� ��� ������ ����������� �� ����� ���1 ���� ����������� �������1 �� ��� ����
�� ������ ��� ������� -��� ���������� ���� �� ������
 4�� ����������1 � ����������
�� ����� ���� ��� ������� -��� ���� �6���� ���� �������� ��� �� ���� ��� ���������
���������
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7����� 	
'8 9 !���� �������� ���� � �����:� �� ����� �� ������ �� �� ��������


����� �����	
��� � �� ���
�� �� ���
�	����

;�� ���������� , ��������� �� ���������� ��� ��������� �� ����� ��� ���� �����
��� ������������ ��� ������� ������������1 �������� , �0������ ��� �������� ��
��� ����� ��� � ����� ���� ���� �������� ����������� �� ��� �������
 ��� ����
-��� ������� �� ����<��� ����������� ��� �������1 �� ��� ����<� �� ����������
�������� ��� ��� ����������1 ���������� ����� ��� ��������� ������� � �-�� ������
���, ���


���� ='



�������� 	
 ��������� ��� ������� ������������

������������ 	� 	�
��
��� 	� ������	�

���� ����������� �� � ������� ����������� ��� ��������� �� � ������� �� ��������
�� ������ ���� ���� ������� � ���������� ���������� �� ������� ������� ���
��������� �� ���� � ������ ��� ��� ����������
 ���������� � ����� �������� ���� ��
���� !��� �"������ �� ���� ���� �� ��� �� ������� ������������ ��� ��� ��������
����� ����� ��������


#��� � ��� �� � ������� �� ������ �� ������� ������������ ���� �������� ��� �
���$������� �� ��������� �� �� %���� �� ������������ �����&�������� ���� ���������

'��� ����� ������� � ��� ���������� ���� �� ��� ������� �� ��(�� �� �����)� ��� ���&
��� �� ����� � %��� �� ���������� ��� ������� �� ������ ���� �� �������� ��������

*� ������������ ��� ����������� �� �(�� �� ���������� ��� �������� + �$����� ��
����� �� ������ + ��������� ��� �� �������� ������� �� ���� ��� � ������� �������
����������� ����� �� ������ ������� ��� ��������� �������� ������ �� � ���������
������������ �� ��������
 #� ����� ���� �� � ���������� ��� ����� ���� ��� � �(�&
� �� ���� ���������� ������ ��� ������� ���������� ��� ��������
 #� ���� � �(�� ��
�������� ��������� ����� ������ ,����� 	
-./ ���� �� ��$+ �� ����� �(�������� ��&
���� �������0��� �� ���������� � ������� �� � ���������
 #� �!�� ��� ���� �
���������� �� ������ � ��� �������� ��� � ����� �� �������� ���� �� � ���� �������
�� � ������ �� ��������� �� � ������ ��(���� ��� ��������� ,	
12/


3����� 	
-. 4 5������ ����� ������ ��� �������� ������� ,6��������� �� 7�������/


7� ���������� ��� ������� �� ������ ��� ��������� ��� ����� ����������� ���� �
��� �� � ������� �� ������ ���� ��� ������� ��� ����������� ��� ���������� ��
�(�� �� ����������
 *� �"��� ����� � � ��� ������ ��� ��� �������� �������� ��
�������� ����� �� ������ ��������� ������ ���� ��� ������ ��������� !��� �"������
�� ���� �� ���8 ���� �� ��9�� ��"������� ��� �������� ������� ��� ������� ��&
����� ����������
 '�� ����������� ��� ������� ������������ �� ����� �� ������ ����
������� ������� ������ ������ �� ������ + ������


����� ��� � ��� ������� �� �������� 1� ���� ����� ���� � ����8 �� ���������

���� :	



�������� 	
 ��������� ��� ������� ������������

�� ������� ��� �� �������� ��� �� ����������� �������
 �� ��������� ���������
������ �� �������� ����������� �� ��������� �������� ����������� ���� ������
�������������� ��� � ������� �� � ���� ������� �� ����� ���������� ���� � ����!
�� ����������� �� � �������� ���������� " ���������
 #� ���� ���� ��� �������
�� ��$�� � ��� ��������� ������� �� ������� ������ �� ��������� " �� ������
��!���� �� ����������
 ����� ���������� ���� %��� ���������� �� ������� �� �����
��� ������ ������ ��� ���! �� ��� �� ������
 #� ����� ��&��� " � ���� �� �������
������������ ���� � ��� �� � ������� �� ����� �� �� ������ ������� %��� ����� ���

��� ��� ��� ���� " ���������� �� ���������� �� '�� ���� ���������� �� �����������
���� ���'����� ��� ��%��� ������ �� ����� �� ��� ������������� ���������� �� �����
����� ���� ���������� ��� � ������� 	
(
	
 )�*�� " ��� ������������ ����� ���
��������� � ��� 	
(+� ���� ��� � ������ �� ������� ��� ���! ������������� � �������
��� ������� ���� �� ������ �� ������ ��������� ��� ���� �� ��������� �� �����
��� ������������� �� ����� ���� ������ �� ����������
 ���,�� � ��� ������� ����
��������� � ����� �� �������� �������� ���� � �������� -


.� ��� 	
(+ / 0����������� ������� ���� � ���������� �� ���������� ��� ������� ���
���������


��������� �	
���������� �� ���� ����

������������� �� ��� �� � ���������� �� ������ ������ ������������ ������� ��
� ������������ ���� ��� �� ���� ����� �������� �� ��� ������� ��� � ������� ����
%��� �� ������ �� ������� �� ����� ��� �� �����1� " ������ ����� �� � ���'�������

2��������� ��� ������������ ���� ��� ������ ��������� �� �� 342 ��� ������������

5� ��� ������ �� ���������� � ������� ��������� �� ����������� �������� � ���� ���
���� ����� " �������� �� ������� " ��������� �� ����������� �� ����� ��� ��
������� ��� ���� ����� ��� ����� ��������� � ���� ��� ������������ �� �������
���� ��� 6��� ��� ���� '�����" 20 × 20 �2� �� � ���� ��� ��� ���������� �� ��
������������� ���� � ����� ���� ��  ���� ������ �� ��������� 7���� '�����" (8889

�� �� ������ ��� �������� �������� �� ������ ������������� � ��� ������� �� �������
��� � ������� ���� �� ����� ��� �� ������ ������ �������������� �� ���� �!� ���
����� �� �����������


: � ��� ������ ���� �� ��� �� ������ ������������ ��� � ������ ��� ���������
������� ���� � ��������� ��� ��� ���������� �� ��� ���������� � ������������ �� �,
���� ��� ������ ������� ���������
 0 ������ �� ���� � ��� ������� �� ������� ���

�� � ;-



�������� 	
 ��������� ��� ������� ������������

��������������� �� ����������� ��� ������ ������� � ���� �� ��� �� ��� �� ���������
��� �� ����������� ��� ���������
 �� ������ δP = Prelief − Pplat � ����������
����� �������� ������ � � �������� �������� ϕ� � �������� �� ������������ ��� ���
��������� ���� ��������� �������� [−100◦; 100◦] � �� ����� � ����� ���� ������
��� ������ ��� !

F :
ϕi + ϕi+1

2
→

∑
ϕi≤ϕ≤ϕi+1

(δP )2∑
−100≤ϕ≤100

(δP )2

� � ���������� �� F ����� � ����� ��� ����������� ���� �� ������� ���������
�� � ������������ ����� � ����� ��� ����������� ���� ����� � �����
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"����� 	
#$ % &���� ������ �� � ������������ �� ���������� F ������ ����
��� ����� �������� ���� � ��� ����� ������� �� ������ �� 10◦ ���� �� ��'�� ��
�������� �� ()) �


*� +���� 	
#$ ���������� � ����� �� � ������ �� � ����� ������ �� F ����
��� ����� �������� ���� ��,���� ����� ������� �� ������ � 10◦ �� ���� ��'�� ��
�������� �� ()) �� �� ������� ������ � �������� �� �������� � ������ -�������. �� �
������ -�������. �� � ������� �� ������������ �� /01
 ��� ������� �������������
���� � ����������� �� � ����� �������� -�, ! +���� 	
#2
�. ��� ��� ���� ��3�������
���� ������ ���
 4��� ������ F � � �������� ������ ��� ��������� ���� �� �������
�������� ����� ������������ ���
 5 ��� ������� ��������� ����� �� �6��� �������
�� �'��� ��� ����� �������� �������� ���������� �� ��������� �� ����������������
��'����� �� �������� �� ������ ������� �� ������ -�, ! +���� 	
#2
�.
 ���� �������
��� ���� ������������ � ����������� ��� ������� � ��� ������� �� �� �����������
� ���� ������ � ������ ��� ������ �������������� ��� ��������� �� ����������������
��'����� 7 ��� ��� ����� ����������� ��������� ��� �� ������� ���
 �� ������� �
��� ����+� ����� � ������ ��,���� �� � +���� 	
#8 �� ����� ������� F ����
��� ����� �������� ������� ���� ��� �� ���� �� ������� �� � ����� ������ ��

���� 29
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�����������
 ���� ������ �� �� ����� ������ ���� � �������� ��� �� ��� ��� ��
��� ����������� ���� �������� �� ������� �� ������ ����� ���� ������� ����������

�� ���� �� ������ 	
�� �� 	
�� �������� ��� � ����� �������� ����� ��� ������ 
������ ��������� �� ���� ��������� ! ���������� ��� �������� ��������� ���� ���
��������� �� ����������� ��"������� #������������� ��� ��� ������� ��"�������$�
�� ��� �������� ���� �� �������� ���������� �� ������ ������������
 ��� �������
��� ���� ����� ��� �������� ������� ���� ������ ��������� ����������� � ����
����� ������ �� ������� ��� ������������ ���� �� �������� ��������� ��� � ����� 
������ ��%�� �� � �����
 &� �������� ��� ������������ '������������� �������
���� ����� ������ �� ����� ��� �������� ���������� � ������� �����%� �� ������� �
���%�� �� ��������� ����������� ���� ����������� ���� �� ����������� ����� �����

���� ������� ��������� � ���%(�� �� �������� �� � ���� �������%� ���� ��
����������� �� ����� ���
 &� �� %����� ��� ��� �������� � ���������� ����������
�� ���(� �� �������� ��� ��������� �� ������ �� �������� )
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������ ��	
 � ����� �� ����������� ����� ����� �������� �������� ��� �� ����
��� ���������� �������� � � ���� �� ��� ����� ������� �� ������ ���� �� �������� ��
�������� �� x = 0�
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X=-10 

X=0 
X=10 

������ ��	! � ����������� �� �� ����� ������� �� �� ������ ����� �� �����������
F �������� ���� ��� ����� �������� ������ ��������� �� ���� �� ����� ��� ����������
�������� �������� ���� �� ��� ����� ������� �� ������ ���� ����� ��������� ��"�������
�� ���������

���� 
#
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��� �����	
���

�� �������� ��� �������� � ������ ������������ ��� ������ ������ �� ��������
�� ������������� �� �����
 ��� ������� ������������ ���������� ������� ��������
���������� ��� ��� �������������� ��� � ��������� �� � ����������� ���� � ����� ������
���������� �� �������� ��� ��������������� �� ��� �������� �����������
 �������
��� ����� ���� ����� ������� �� �������� � ��������� ��������


!�� ���������� �� ���"� ��� ������� ����� ���� ������� �� ����� ������ ����
������ ��� ������ ��������� ���������� #�����$�%���� ������ �����������&� �� ����
��������� ������ ���������� ������� ��� � ������� �� � � �'�� ������ �� �������
��� ����� ����� �������� �� ����� �� ��� �� ���( ����������� ������ ) � ����
�� ���� ����������� �� �����������
 ��� ����������� ���� ������� ����� �����
������� ���� �� �������� �� 100 ± 10% ��������� ���� ����� �� �������� ���
������� ��� ������� ������������
 �� ������ �� ������ ������� ��� ��������� ����
������ �� ���������� � �������� ���� ��*������ ��� �+� ��� �� �������� �������
������ ���������� �� �������� ���������� � � ������������ �� �����
 �� ����� ��
����� ��� ������ ��������� ��� ������� ���� � ������ ��� ��� ���� � ����������
��� ������� ������������ ��( ���( ������ ������ ��� ����� ������
 ,����� � ��� ��
-./ ���� ������� ���� ������� �� ���� �������������� ��� ������ ���������� �����
� ������� �� ����� �� �� ������� �� ��� ������ �������� ����� � ����� �� � ������
����


�� ���� ��� ������ ������������ �� � ���� ������ �� ������ �� �(����� �� ���
����� ������������ ���� ������ ��� ������
 0����� � ��������� ������ ��� $���� ��
��������� �� �� ����������� ��� ������ �����
 1��� ��� ��������� �� ����������� ������
������� ���������� ���� �������� ���������� �������� �� ��������� �� �����������
�� �� ���+� �� ��������� ��� ������� ������������ �� �������� �� � ���������� ���
$���� �� � ����� ����� ��� � �������
 ��� ������ ���������� ������������ �����
� ��� ������ ������ �� ������������ � ����� �� � ��*������ ������������ ����� �
�������� �� � ������� ����������
 ����� ��*������ �����2�� � ��������� �� � ������
��� ��� ���������� ��� ���� '��� ������� �� ��������� ��� ��*�� �� � �������
 �����
����� ���� '��� ������� ����� �� �������� ������������� ���������� �� ���������� ��
�������� ����������� ���������� �� ��� �(����� ���������� ��������� ������������
��� ������ ���� �� ������� ���


��� �������� ������� ��������� �������� �� ����� � ������������ ������ ���
�� ����� � ����� ����������� ��� ������ ��������� ��� � ��� �������
 3� �*���
��� ������ ��� ���� �� � ����� ����������� ��� ������� ����� ������� ��� �������
������������ ��� ������� ������ �� ������������� �� ���������� ��� ��� ���������
�� � ������ �� ���� ��� ������ ��������� ����� ����� � ��� ���� � ������� ��
�����
 0� ���������� ����� �� ������������� �� ���������� ��� �� ������� ���������
���� ����� ����� � ��� ���� � ������� �� ������� � ����� �����$�%��� ��� ���
��� ����� �� ��� ������� ��������� ��� ������� ������������
 1�� ����������� ��
������ ������ �� ������ � ��� ������� �� ���� ���� �� � ��� ���� ������ ��� �����
������� �� � ����� ��������
 1�� ������� ���� �� ����� ��"� ���������� � ���� '���
���������� ��������� ��� ����� �������� �� ����� �� ����� ��� �*�� �� ������� ��
���������� ���� ��( ������������� �*������ � ������������ �� �� ������� �� �����


���������� ��� ������� ������������ ���� �������� ��� ������ ���� ��� ����������

���� 45
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�� ��������� ��� ����� ���� � ������� ������������ �� �������� �� ������ ����
��� �������� ��� ������ ����������
 ��� ������� � ��� ���������� ��� � ������� ����
�������� � ������ ������ ���������� ��� ���� ��������� ����������� �� ������
��������� ��������� ��� ��������� ���� ��� ���� �� ���������
 ��� ������� ��
��� �� ���� ���� � ������ ������ �� ������ �� � ������������ ����������� ����
��� � ������������ �������� ��� ��������� ������ ����� ����� ��� � ���������
�� ������ ��� ��� ���������� ����� ���� � � �� ���������
 !� ������ ������� ��
������� ����������� ��� ������� �� �� ���� ���� � ������ �� ����� �� "���� �# ����
�������� �� ������� ������������ �$� �������� ���� �������� �������� �����������
���������
 ���� % ��������� ���� ��������� ���� �������� & � ��������� �� �����
�� ����������� ��� �������
 ����� �����'�� ������� ��� ������� ��� �� ��������� �
����'�� �� ��������� �� ��������� �� ����������� �������
 (� ���� �� ��� ��������
�� ����� ��� ��)�� � � ����� �� ������ �� ��������� ������� ���������� ��� ��
��� ������������� �� � ����������� ��� ������ ���������
 !� �������� * ��� ��������
� � ���� �� ���� �� ����� �������� �� � ���������� �� ��� �+������ �� ��������
���� ����� ���� ��� ����������� ���� ��� ���������� ����������


���� ,,
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�

������ ��	
������ 

• �� ����� ��� ������ ���� ����� ��� ����� ����� �������� � ��� �� ��������
����� ������ ��������� ��� ������ ��������� �������� ����� �������!


• "�� ����������� ������������ ���� ������ #$��� ��������� ��������� ��� ��%
����� ������������ � ±10%


• "�� &'( �������������� �� ������ �������� �� ���������� ���� �������


• "�� ���������� ���� �������� �� �� ������ ������������ �������� ���� ���)%
���� ���� ���������� �������� ��� ������� ������������ �� ������� �� ������%
����� ��������


��������� ����������

• *� �������� �� ����� � ������ ��� ��������� ��� ����#�� ������������� �
����� �� � ��+������ ������������ ����� � �������� �� � ������� ����������


• ������������� �� ��� � ��� � ����� ����������� ��� ������ ��������� ����%
���,�� ��� ��������� ��� ������� ������������ ��� ������


• ��� ������� ������������ ������� ��������� ±40% �� ���� ���� ����� �� �����
�� ��������� �� ����%������ �������� � ��� �� � ���-������� �� ���� ���� ��
�����%�������� �� ��������


• �� ������� ��� �������� �� ��� �� ����� ��� ����� �������� ��� � ����� �� �
�����


����������� ��������
�

• . ��� ������������ �� �������� �� ������� ������������ �� �������� ��� ��
������ ����������


• /� ���������� ���� ��� ����������� ��� ������� ��� ������ ���� � ����������
��� � ������ �� ����� �� ����� � �������� ������������� � � ��������� ��
����� ���� ����� ���� �0���� ���� �������� ��� ����� � ������� �� �����


• �� ����������� �� ���� ����� ��� �� ��������� �� ���������������� ��)�����
��� �������������� �� � ����������� �� � ����� �������� ������� ���1 � ����
��� ����� �� ������� �� ��� ��������� ������� 2��� ������ �� ������ ���� �
��������


���� 34
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���� 
� ����� 
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 ������ �	���� �
	 � ����	� �
  !"� ���

���������� ��� ����	�
��� �� �� ��
# �� �������
�� ������ �� ����	�� �� ������	�	�

�� �� ���� ����	�
��� $������� ���� �����	�� ��� ����
�� ��
��� �
 ��	� �
 �����

	������� �� ����	�
��� �� �� ����	 �� ����
��� �	��	������ ��	�������	� �� ����
�

��� ���	��	�
� ���� ��  !"�

%�� ��� ��������� �����	�
�� �� �������� �� ������ �	���� ��� 	������ �� �
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���	� ��� ������ �� ������ ��� ����	�
��� �
�

�� ���	�� ��� ������� �
 �����	 ����� !�
� ������ ������� �
� ��� ������	� ���

����	����� � ��
���� ��	��	�	�� ��� �	��
�� � ����	� �� ��	��	�	�� �
 ����'

��
� �� �� ����� �� �� �
����� ���������� *�
	��� ��
� ���	� ����
������ ���	���

�� ��	��	�	�� ��� �	��
��� 
� ������� �����	�	���	� ��� �	�� � ������ $����'�	

� ���� � ������ �
� �
���
�� ����	�
��� �
�	�	�
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��	��� �� �� ���� ����	�
�� �	�	� �� �����
�	� �
 ������ 	����� ���
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�'������� ��	� �
��	 �����	�
�� � ����


�	�	����� � ����� ����� ���(���	�� �� �� ������� ��� �	�� �������� � ������
��

��� ��������� �����	�
�� �� ��
�� ����
��� �
 ������
�� .�
� ����� ��� �	�
��'

�	�� ��� ���
	��� �
� 
� �������� ������ � ���� � 
�	�	��� ��� ����� �� ���
��

���
	��� ���� 
� ������� 	���	�����

/0



ϕ1

u y ϕ1 ϕ2

Δx

(x,y){
T (x,y) = ϕ1(x,y) ϕ2(x Δx,y)
A(x,y) = ϕ′

1(x,y) ϕ′
2(x Δx,y)

T (x,y) A(x,y)

����� �� ��

u
y ϕ1

ϕ2 Δx

Δx = 17
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������
 �������� ������ ������� ��� ���� ��������� �� ����� ������ �� �� �������� ��
�� ������ ���� ��������� ����� ��� �� �������� ������� �� �������� � ��������
�� �������
 ������ � ����� ��� ������� �� �� �������� �� ������ ���� �����
��������� ���� �� ����� �� ������� �� ���� ���� ��� �� ������ �� �� �����
 �����
�� ������� ���� ���������� ��� �� ������� �� ������ �� �� ��������� �� ������ ���
������ ��� ���������� �� ������� ������� ��� ����� ����������
 �� ����� �� ����
������ �� ��������� �������� �� 9◦ ���� Δx = 17 � �� ��� ������ ������� �������
�� ������ �� �	 � ! "# �
 $��� �� ������� �� ���� ��� �%������ ���� ���� ���
���������� ��� ����������
 & �%�� �� ������� �� ���� ������ �� ��������
�� ��%����� ���������� ���� �� �������� �� �� ������� ��������� �� ��� ���
�������� ���� �������� ��� ���������� �� �� ������� �� ������ �� ������ �����
��� �� �������� ���� ��� �� ���� ������� �� ������ ��������� ��� ���� �����
��� ����� ! ���� ��� �� �������� �� ������ ! �� �������� ����������
 '�� �������� 
�� ����� �� ���� ���� (��� ���)���� �������� ! ����� ������� ��� ��������� *	
+,

-������ �� ���������� ���� (��� ����� � ��������� ���� �� ������ �� ���� ��
������� ������ ���� ������ �� ��������
 '�� �� �������� ��������� �� ������ ���
������� �� Δx = 10 � ��� ������ �� ������� �� ������ �� �� ��������� ������ �� ��
������ ! ���� ����� �� ����� �� ����� �
.
 /�� �� ��� ����������� �������� ��
����� �� ���� ������ �������� 0 5◦
 & ��������� �� ������ �� ���� ������ ���
��������� *	
+, ! ������ ��� ���������� ������� �� ��������� �� �� ���� �������
�������� ���� Δx = 10 � ��� ���� ���� ������� Δx = 17 � ����� �� �����
��������� �� �� ����� 	
#
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������ 	
# 1 -����� �������� ������� ��� � ������� ��� �� ��� ��� ��������
��� �� �������� �� ����� ��� � 2-3 ���� ������� �� ����
 �, ��������� ����
Δx = 17 � 4 �, ��������� ���� Δx = 10 �


�� ���� ���)����� ���������� ��� ������� ��� ������� ! �� ������� ���������
�������� ������������ ��� �� ����� �� ���� ���� ������ �� �� ������ ��5��

���� 6.
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��� ���������� ��� �� ������
 �������� ��� ��������� ��������� ������ ��� �����
������ ��� ����� �� ������ ���������� �������� ��� ����������� ���� ������������


�
��������� ��� ���������� ���� �� ����� �� Δx ��� ��� �������� 	
 
 !����� ���
�������� � ������ ��� "��� ��������� # ���� ���$������ Δx � ������ ��� ������
���������� �� �������%�� ����� ��� ���&�� ���� ��'����
 ���� � ������ ��� ���
�� ������� �� ���� %����� �� ������� ����������� �� ���������� ��� �������
��� ������� # �� ������� �������%� ��� ���'������ � ��� ������� �� �������
������������� � ��� ���� � ����� ���� ������� ��� ��%��$ �������$ �� �������
# ������ �� �� ��������� � ����� ���� �� �� ������ ��� ���������� ��� �� ������

����� ��������� �� &��� ��� ������������ �� ������ ������� �� ��� �������� ����
��� ���������� �������%� ��� ���� � ������ �� ��(� ������� ��� �� �����)
��� ��� ��%��$ �� �������
 *�� �������� 	
 ��� ���������� ��� � ���&����
������������� ��� ������� # �������� �� ������ ��+�


����� �����	

���� �� �� ����	� ����

*��&������ ��� �� �������� ��� ������ �� ������ �� ������ ��� ���������� ��� ���
����� ��������� %�,�� # �� ��-%������ �������� ���������� �� ���� �� �������&
�� ������ ������ # ������ ������ ���� �� �� �����������
 �������� � ����
������ �� �������� �� �������� �������� ���� ������ � ��� ����� ��� ��� ����������
��.��� ��� �������� �� ���%�� �� ������ �������� ��.��� ��'� ���� ������������
�� ���������� �� �� ����� ������ ��� ������� ��� ���������� ��� ��� ��� ������ "���
������ � ������ ��� �� ���������� ��� ������� �� ����������
 /� ����� # �����
�� �������� �������� ��� ������� ������������� �� � ��� ������ ����������� ����� ���
��������� �� ��&��� ��� 0��� # �����%��
 ���� ������ �� ���� ������ ��� �� �������
�� ����������� �� �� �������� �%������ ��� ����������
 !���� �� ������ ��+� #
�������� ���� �� ���� ��� ����������� �%������ [−120◦; 120◦] ������� 1{

Fc(T,A) =
∑

−120≤ϕ≤120

(δP (ϕ,T,A))2

δP = P (ϕ,T,A)− P0(ϕ)
�	
2�

���� P (ϕ,T,A) �� ������ �������%� ������� ���� ��������� ��.�� ��� �� �����)
��� �%������ ϕ� �� P0(ϕ) �� ������ ������� ���� ��������� ��.�� # ���� ��� ���
������� ��� ������ ��� ��������� �%�������
 ���� ��� �������� ��� �� -%��� 	
3 ����
� �$����� �� ���$ ����������


4� �$������� ���������� �� �� ������ ��+� ��������� ���� "��� �&���� �
��������� �� ������������ � n ∈ N �������� �%������� ���� ��������� �%���
# Δϕ 1

Fc =
∑

−120≤ϕ<−120+Δϕ

(δP )2 +
∑

−120+Δϕ≤ϕ<−120+2Δϕ

(δP )2 + ...+
∑

120−Δϕ≤ϕ≤120

(δP )2

=
n∑

i=1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∑
−120 + (i− 1)Δϕ︸ ︷︷ ︸

ϕi

≤ϕ≤−120 + iΔϕ︸ ︷︷ ︸
ϕi+1

(δP )2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

�	
3�

��%� 5	
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disque 

vol balistique

particule

p1

p2

Aplomb (A) Tilt (T)

p0
p0

������ 	
� � ����������� �� �� ��������� �� �� ������ �� ���� ���������� ������
��� �� ������� ��� ������� ��������� P1 �� P2� � ���������� ���� �� ������  ����
��� ������� P0 �� �!�� ���� �� �� ���"�������
�


����� ��������� �����#�� #���� ���� ���$��� �� ������ �� ������ ��� ����������
��� ���#�� ������� �������� �� �� ����
 %��� ����� Δϕ ��� �����& ���� ������
 ���$��� �� ������ ���� ��������� ��� ������� ��������
 '�� ��������& �� � ���
�(����� ��� �� )���� �
*+ #�� �� �������� �� ������ ��� ���������� � ������ �� ��
������� �������� ��� �� ���� �����#�� ��� ���������& �� ����� ����� #�� ���� ���
���������� ��� ��� �������� ��������� �������& ��� �������� �� ���������� �� ���
���������� �������
 ���� ��� ����(�� ��� ���� ��� ��� �� ������& ��� �!�� ��� ���
��� �����������& ��� ��������� ���������� � ��� ��� (������
 '�� ����#���& �� ���
�����(�� ���������� ��� ���#����� �	
�� ��� �������� ��������� [ϕi;ϕi+1] �� �����
��������� �� #�� ������ ��� ������� �� ��(��
 �������& �� ������ ���� ��� ��
��� �� � ���� ������ #�� ���� ��������� ��� ������� ��������
 , �-��& �� ����
�� �� ������(���� �������� �� �� ���� ��� �� ���� �����#��& �� ���� �������� ���
���#�� ������� �������� ��� ��-�����
 , ������ ������ ��� ������ ��� �������� ��
���������� �� �� ���� #�� �������� �������� � ��������� ��� �������� ���������
�� ����� ���������& ��� ��������� #�� �� ����� �� ���#�� ������� �������� ���
��������� ��� ������� �� ������ ���� ����� ��������� ������ ��� � ���.���� #��
���� ������ �� �� ����
 /� ������� ��������� ������)�� �� �� ������ ��0� ��
���#����� �	
�� ��� ����� ���(��� 1

Fc =
n∑

i=1

wi(δPi)
2 �	
	�

���� wi �� ���.���� �� ���������
 �� ������ ���� !��� ������ �� ����������� ��

���� 23
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�� ����������� �������� ��� ���������� � ������ �� ������ ��� ��� ����� �������� ��
�������� �� �� ���� ������������ �� ����������� �� �� ���� ��� �� ���� ��������

�� ����� �� � ��� ����� �� �������� � ��� �� ����������� �������� �� �� ���� ����
��� ������� ��� �� ������� ��� ��  ������� �� �� ������ ��� ���������� ����� ��� ��
���� �������� ��������
 !�� ��������� wi ���� ���� �������� ����� ���� ��
����������� ����� ��������� �� ������� �������� ϕ ���� ��� ������ ���� [ϕi;ϕi+1]�
�� ���� ���� ������� ��� "⎧⎨

⎩
wi = P (ϕi ≤ ϕ ≤ ϕi+1) = F (ϕi+1)− F (ϕi)

F (ϕ) =
ϕ∫

−120

fϕ (t) dt
#	
$%

� �� fϕ �� ������ �� ����������� �� ��  ������� ��������� ϕ ���� ��� ������ &� ��
F �� ������ �� ���������� �������� � �������� �������������� ��� ��� ����'(�� "

b∫
a

f(t)dt =
b− a

2
(f(a) + f(b)) #	
)%

��� ������ ������� �������� [ϕi;ϕi+1]� �� ������� �������� �� �� ���������
����� � ������ ��� ϕi+ϕi+1

2

 * ����� ��  ������ � = (T,A) ∈ R

2� �� �������
��������� �� �� ��������� �� �����'�� ������������� + ������ �� ��� ���� ��
�� ���,������� ��� ��  ������ ������� �̂ ∈ R

2
 �����-�� ������ ���� ������ ������
��� ��� �� ��������� �������� ��� ������� ��� ������ �� ������ �� ������ ���
���������� �� �� ���� ��� �� ������ ��� ������� + �� ���� ��� � ������ ����
 *
�������� ��� �������� #	
	% �� #	
$%� �� �����'�� ������������� ���� ���� �������
��� "

(P1) min︸︷︷︸
�∈R2

n∑
i=1

wi

(
δPi

(
ϕi + ϕi+1

2
,T,A

))2

#	
.%

/� ��� ����� ��� ����� ���������� ��� ���� �� ����� n �� �������� ���������
��� ����� ���� ��  ������ ������� �̂ ���� ������ ��  ������ �

� ��� ������ �����
� �������� �� ������ ��0� �� ��������� #	
�%
 1������� � ���� ��������� +
�� ��� �̂ �� ����  ��� �

� ���� ���  ������ �� n ���������� + 23� ��� ����� ��
����� ��������� �� �� 4���� �
�5� ��� �������� ��������� ���� ���� ���������
 ���������� ��� �������
 6� ����� �������� ���� ��������� ���� ��������� ��
����� n ������ ���� �������� ��� ������� ������������ ��� �� ��,����� ��� ���
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7 ����� �� �������������� �� �������� ����������� �� ����������� ��� �������
#4���� �
�)%� ����� �� ������� ����� ��� �

� ∈ S � �� S ⊂ R
2 ��� ����������
 !��

��������� �� ��� ��������� ��������� ��� ��������� ��� � ��� ��8'��� ��� �������
��������� �� �9��'��
 * ���� �� ��� ���������� �� ���� ���� ������ ��� �������
�9������� ��� ���������
 !��� ����� ���  �������� T �� A ���� ��� ����� ���� ��
�����'��� �� ��� ������� �� ��������� ��� �� ��� ��������� � ��� ��4� "

���� :)
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S =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩(T,A) ∈ R

2/

(C1) Lb1 ≤ T ≤ Ub1

(C2) Lb2 ≤ A ≤ Ub2

(C3) Lb3 ≤ dT
dt

≤ Ub3

(C4) Lb4 ≤ dA
dt

≤ Ub4

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ �	
��

����� �� ������ �� ��������� ������� �� ������������� �� ����� ��� �� ���
������� �� �������� ������� �
�
��� � ��� ���� �� �������� ��� �!����� ����
���������� ��� ��������� �"���#��� � ���� ��� �� ������ �� T �� A $ ���#��
������� l �� �� ���%�������
 &�� �� ��� �� ����� �� ���� '��� ������ $ ������ ��
���#����� �	
��
� � #�� (

Lb3.

(
dl

dt

)−1

≤ dT

dl
≤ Ub3.

(
dl

dt

)−1

���) (

Lb3

Vt

≤ Tl − Tl−1

Δl
≤ Ub3

Vt

���� Vt �� ������� �� �������� �� Δl �� ��� �������
 *�� ����� �� T ��� �����
��� (

(C3′)
Lb3

Vt

.Δl + Tl−1 ≤ Tl ≤ Ub3

Vt

.Δl + Tl−1 �	
+�

&� �� �'�� ������ ��� ������ ��� ����� �� A (

(C4′)
Lb4

Vt

.Δl + Al−1 ≤ Al ≤ Ub4

Vt

.Δl + Al−1 �	
�,�

*�� ��������� ����������� ��� ��� �#������ �	
+� �� �	
�,� � ������ ���
������ ������� � �'�� ����� #�� ��� ��������� � � �� � � �� ���#����� �	
��

-�� ����#���� � ���� ���� '��� �!����� �� ����� �� �� ��������� $ ���#�� ����
�� �� ���%������� ����  ����� ��� ��������� ��� ���� ��������


*� ���������� ��.����� �� �������� ������������� ��� ������� ��� �����
�#����� (

(P2) min︸︷︷︸
x∈S

[
f(x) =

n∑
i=1

wi

(
δPi

(ϕi+ϕi+1

2
,Tl,Al

))2]

S =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
(Tl,Al) ∈ R

2/

Lb1 ≤ Tl ≤ Ub1

Lb2 ≤ Al ≤ Ub2

Lb3

Vt
.Δl + Tl−1 ≤ Tl ≤ Ub3

Vt
.Δl + Tl−1

Lb4

Vt
.Δl + Al−1 ≤ Al ≤ Ub4

Vt
.Δl + Al−1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

�	
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	 �� �� �	�
	��
	�� �����

��	� ��� ��
	����� �� ��
	� �� �	����� ����� �� ����
	�� ���
 ��� ���

��������	�� �����
	���� �� ����	
��� ��
 �������	� ��� ������ ��

��������

��� �����	
 	
 ���������

�� �������� ������������� ��� ��� ���� ��� � �������� ������������� ���� ���������
���������� ��� ������ ������ �� ����� gj(x) ≤ 0� ���� j = 1,2...,8
 ����� ������
��� ��������� ��� ���� �������� ��� ������ �������� ��� ������� � ������ ������
���� l �� �� ������������ ����� m = 4
 ��� �� ������ ��� ������ ������� ��� ��������  

! " ���� ���������� xadm ��� � ���� ��� ����#� ��� ��������� gj(x)


! " ������ ���������� A ��� ��������� ��� ����� x ∈ R
2 �$ ������ ���

��������� ��� �����������


! " ������ � ���������� ��� ��������� ��� ����� x ∈ R
2 �$ �� ���� ��

��� ��������� ���� ��� ����������


! �� �������� gj(x) ��� ���� ������ � x� �� ������� �� �������� ��������������
�� gj(x

�) = 0 % x� �� ����� � ������ ��& ��������� �� A


��� �������� ������������ ��� �� ��� �� ��������� ����������� ����������
������ ���� ��� ��������� ���������
 '���� ��� ����� ��� ��� ��������� �������
��!����� ��� ��� �&������� ���� ������ � ����� ������������ ������������� �������
���� ������� �� ������� x� = (T �,A�) ���� ���������� �������� �� ������
������


����� ����	
�� ����	���

��� �������� ���������� ������������ �� ������� ����� � ������� ��� ���������
���������� ��� �������� ��� �������� �� ������������	�
��� �� ��� ������ ���
�� �������� ������  

 ������ !�"�#$ ���
�	�
�� ��	�����	
��

����	
	��� �������	�� �� ������������	�
����

(��� x� ∈ R
n) gj(x

�) ≤ 0� ∀j
 (� x� ��� ������� ����� �� �������� ������!
������� ���� ��������� ����������� ����� �� �&���� � ������� λ� ∈ R

m
+ ���

���  

∇L(x
�,λ�) = ∇f(x�) +

m∑
j=1

λ�
j∇gj(x

�) = 0 �� λ�
j∇gj(x

�) = 0


�� ������� λ ������ �������������� �� ������� ��� �� ����� �� ��������
������������� �� �*�� ����� ��� x�
 L ��� ������ �������� ��� ��� L(x,λ) =
f(x) + λtg(x)
 ������� �� �������� ��������� �������� ����������� ������������ ���!
���� ���� *��� ����#�� ����� ������ �� ��������  

���� +,
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�������� 	
�
�� ���������� �����������


�������� �������� ������������ �������


� �� �x ∈ R
n,λ ∈ Rm

+ � ��� ���� ����� �� L(x,λ)� ����� x� = x ��� ���������
������ �� �������� ������������� ���� ��������� ����������

� �x,λ� ��� ���� ����� �� L(x,λ) �� �
(i) L(x,λ) ≤ L(x,λ) ∀x ∈ R

n ������ ��� x

(ii) L(x,λ) ≥ L(x,λ) ∀λ ∈ R

m ������� ��� λ


 � �������� ������������� ���� !��� ������ � ��������� ���������� ��� �����
���� �� ������������	�
��� ����� ��� �� �������� 	
"
#� �� � $���%�� �� �����
�� ��������� ����� �$�� ��� �������� ����� ��� 	
"
"
 &� ��� ������ �� ����� �$��
��� �������� � �'����� �� ( �)������ * ( ������ ���� +�,"+	�� � ���� ���
��������� ����� ��� λj ≥ 0
 �������� �� ������� λ�

j∇gj(x
�) = 0 )�� ��� ����

�� ����� ����������� �����)�� )���� ���� �$������ )��� λj ����� )����� ��� ���
���� ����� ���� ������ � ���� ��� ���� ��� �� ���� ��� λj ��� ��� �� ��� ���� ���
� ���
 -���� �� ����� �� ���������� ��� �� 18 = C4

1 + C4
2 + C4

3 + 2.C4
4 
 ��

���� ����� �� ���������� )�� ������)�� �� ��������� ��� ��������� ���������
����� � ������� �� ��������� ��������� ��� �� ����� ���� ��)����� ��� ��������
�� ������������	�
��� � ��� ��������� ������ )������ )�� ���� ��� ��� �������
��)��� . � ������� * ��� ����������� ��� ��������� ��� ���$�� ���� ������
 �����
������� ���� ������� ��� �� ��� �� �������� ���� ��� ���)����� �	
##� )�� ����
!��� ������ � ����� ����


����� �����	
�� ����
	�	��
	��

/��� )�� ���� ������������ �������� �� ���� !��� ��������� �� �������� �� ������� �� ��
0������ �� �� ������ ��1� * � ���� x ���
  ������� ���� ��������� ���
�'��)�� �����)�� �� �������� * �� ������� ��� ��2������ %��� ���� �$��� �� $�����
��� ����$��� ����������� �� ���� ����3� ��� ������������ �� �� ��� �� ��2���������
���� $����� � ������ ��� ���������
 4��� �$���� ����� �� ������� �������� �������
* �5����� �� ������ ��1� ��� �� ������ ���'������ ����� ���$��� �$����� ����
)���)��� �����


6 ���� ������� ��� � 789 ���� �$�� T �� A ∈ [−10◦; 10◦]� ����� �%���� 	
	�
)��� ���':�� ������� ��������� �� ���� * ����� ��� � ���� �� �5��������
�$�� R2 = 0,9974 ����;���� �� ����������� �� RMSE = 1,9435 ������ �� ��������
)�������)�� ��'���
 -���� �� ���':�� F (T,A) = a + bA + cT + dA2 + eT 2 +
fAT +gAT 2+hTA2+ iA3+ jT 3 ��� ������� ��� ������������ �� ��������� * ���)��
���� l �� �� ���5������� ���� ����$�� �� ������� x�(l) �� �������� �������������

 �� ���;����� �� ���':�� ���������� �� ����� )�� ���� !��� ����$�� ��� ��
������� ��� ������� ������ � ����� �� �)����� ������� �� ������ A.X = B
����� �$��� �2����� )���)��� �$�������� �� �� ������ ��1� �

���� <<
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[
1 Ai Ti Ai

2 Ti
2 AiTi ATi

2 TiAi
2 Ai

3 Ti
3

]︸ ︷︷ ︸
�

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a
b
c
d
e
f
g
h
i
j

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
�

= [f(Ti,Ai)]︸ ︷︷ ︸
�

������

���� i = {1,...,n} �� n �� ����� �� ����� ���� ������� �� ������ ����


�����
 R2 RMSE
j = 0 �
���	 �
�	��
i = 0 �
���� �
����
{i,j} = 0 �
���� �
�	��
{h,i,j} = 0 �
��� �
!�!�
{g,i,j} = 0 �
���! �
� !�
{g,h,i,j} = 0 �
�	�	 !
����

��� �	�
�� �� 
���	������� �� �����

���� ��� ���������� ���� �� �������
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+�

�
�

��

+��
+�

�
�

��

+��

�

��

���

���

���

���

G�����
'�����

$H
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'
?��
�
�

A [°] T [°]

f[
m

]

��� ��	������� �� 
� �������� �����

"�#��� 	
	 $ %&������� �� �� ������ ���� ��� �� ���'(�� F (T,A) = a + bA +
cT + dA2 + eT 2 + fAT + gAT 2 + hTA2 + iA3 + jT 3


)� ��� ��������� �������� �� ��� ��#��* �� �������� �� �� ������ ��� ����������
+ ����� �� ������, �� ������� x�(l) ��� ������������ �� ������#� �� �� �������
x�(l − 1), �� ��� ���&������� ���'����� ��� ������� ������ �� �� ������ ����
���� �� ����� ��� � ��������� �� T �� A ��-� ������
 ���� ��� �������� ��� �� .#��� 	
�
/�� ��� ������ ��� �� ��� �� �� ������� �� ���� 0.#��� �
!1 ���� �� �������� ����
�������� + � � + ������ �� �� ��#� �� �������
 2�� ����� .#���, �� ���� l
�� �� ���&�������, ����3� ����� ������ �� �� ������� x�(l − 1) ��� �������� ����
������� �� ������ ���� �� ������ ���&����� ��� �� ������ ���'������
 %���, ��
������� x�(l) ���� 4��� �������
 5��� ���������� �� ������� x�(l + 1), ��� �����
����������� �� �� ������ ���� ��� ��������� ���� �� ������� −−−→xl−1xl, �� � �����
�&������� ��� �������
 6� ���� �� ��������� � ������ ���������� ������ ������
�� x�(l − 1) ���� ���������� �� ������� x�(l) �����/�� /�� �� ������ ���� �����
����*�
 5�� ����/���, � ������� ����� ������ ��� ����� � ������� #����� ���
�� ������
 6���#������� ������� �������� �� ������������, ����� ���� ������
x�(0) ��� ����� ��������� ���� ���������, �� ���� ���������� ��������� ���
����������� ������� [−10◦; 10◦]


��#� ���
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�9. 	 	9	 	9� 	9: �9� �9� �9.
+�9��

+�9��

+�9��

+�9��

+�9��

�9��

�9	�

�9��

�9.�

�9:�

�9��

T [°]

A
 [
°]

������ 	
� � ����������� �� �� ��������� �� ��������� x�(l) �� �������� �� ���������
x�(l − 1) ��� �� ��� �� ������� �� ����
 ��� ������� ���������� ���������� ��
������ ���� �������  ������ ��� ����� xi = (Ti,Ai) ������ �� x�(l − 1)


������� ��� 	�
���
��� �	����

!�"��  ����������� ���#����� ��� ������� ������ �� �� ������ ����$ �� �%&
������� ���#��'�� ��� ����� ���� �� �����(�� ������������� �� ���'����� )	
**+

,- �� ��������  �� ��������� � �%������� ��� �������� �� ������� �����	�
���
���� � ���.��������� ��� ��/������ �%���'���� ����������� '�� ���� ������$ ��
������� ��� ��������� ������� ��� ��������
 �����&�� ��� ���������� ��� �� ������
0����� ���
�� '�� ��� ��������$ �� ���� �������  ������� � ���� ����������
xadm ∈ R

n/gj(x
adm) ≤ 0 ����  �� �������� �%���������� ��� ��� �������  ��

��������� �� �� ������� �� �����(��
 �� ������� �� ������� � 1 ������ 2

� 3 ������� �� ��������� ��� ��������� ����� ��� ��������� ����������&
���$ �� �� �����(�� ��� ������ ����� �� ������ ��� ��������� �����������
������ �������


�� 4��� ����$ �� ������ ��� ��������������� �� ������� ������ � ������� ����
λ�(k) �����������  ���������� k
 5� �������� �� ��� ���������� ��� ���&
�����$ ���� ����-� '�� ��� ��������� ��������� ������ 6��� ��������
 4������
����$ �� ���� ����-�� '�� ��� ��������� '�� ��� ��� ��� ������ � ������ �
��� ��� �������


��� 7����� � i � ������� ��� ��������� ������� �� � ������ ��� ���������
�������


�� ���� �� ��������� ��� ��������� �������  ������� i �����'�� �� �����������
�� �������� �� ��8� ������� ��� �������� �� ������������	�
���
 �� ���������
������� ������  ������� (x�,λ�)k '�� ������� �� �������� L(x,λ)$ ���� gj(x) = 0

9��� ����$ � ������������ �� ������� ����� �� ∇xL(x,λ) �� �� gj(x) ����� ���
������������ �� :�;��$ ������ �� ����� �� �#��(�� 2

���� *<*
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{ ∇xL(x,λ) = 0
gj(x) = 0

�	
���

�� ������������ �� ������� ����� �� ∇xL(x,λ) �� �� gj(x) ��� ������� ��
�������� �� x0 = x�(l− 1) ��� ��������� �� ���� ������������� �� ������������� �
������ ������� ������� ��� �� ��� �������
 !���" �� �#��$�� �������� ������� %⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
∇xL(x,λ) = ∇xL(x0,λ) +∇x

2L(x0,λ) (x− x0)

= ∇f(x0) +
m∑
j=1

λj∇gj(x0) +∇x
2L(x0,λ)(x− x0) = 0

gj(x) = gj(x0) +∇gj(x0)
t(x− x0) = 0

�	
�	�

�� �#��$�� ���� �� ������ ���� �� ����� ����������� %

⎡
⎢⎢⎣

∇2
xL(x0,λ) ∇g1(x0) ... ∇gm(x0)

∇g1(x0)
t 0 0 0

... 0 0 0

∇gm(x0)
t 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎣

x− x0

λ1

...
λm

⎤
⎥⎥⎦ =

⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−∇f(x0)
−g1(x0)

...
−gm(x0)

⎥⎥⎥⎥⎥⎦ �	
�&�

����� ������� ��� � ������� � ����� �� ����� ∇2
xL(x0,λ)
 '��������" �����

∇2
xL(x0,λ) = H(x0)+

m∑
j=1

λj∇2gj(x0) ���� �� (������ Hij =
∂2L

∂xi∂xj
" �� ∇2gj(x0) = 0"

����� ��������� ������ %

⎡
⎢⎢⎣

H(x0) ∇g1(x0) ... ∇gm(x0)

∇g1(x0)
t 0 0 0

... 0 0 0

∇gm(x0)
t 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎣

x− x0

λ1

...
λm

⎤
⎥⎥⎦ =

⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−∇f(x0)
−g1(x0)

...
−gm(x0)

⎥⎥⎥⎥⎥⎦ �	
�)�

�� ����� ���������� �� ����� ������� ���������� ������� ��� ���� ��� �� ��� �*
������ ��� ��������� ��� ������� � ������ ��� ���+����� �� ���#,�� ��� ��-
����� %⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2d+ 2hA+ 6iT f + 2gA+ 2hT 1 −1 0 0
f + 2gA+ 2hT 2e+ 2gT + 6jA 0 0 1 −1

1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

T − T0

A− A0

λ1

λ2

λ3

λ4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− (b+ 2dT + fA+ gA2 + 2hAT + 3iT 2)
− (c+ 2eA+ fT + 2gTA+ hT 2 + 3jA2)

− (T − Ub1)
− (−T + Lb1)
− (A− Ub2)
− (−A+ Lb2)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

����� ������� ������ ������� �� ������� x = x�(l) � ������ �� x0 = x�(l−1)

.��� ����� ������ � ���/���� �� ���������" �� ��+� ���� ���� �� ��������� ��� ����-
���� ����������� ��0 ��������������� �� �������


���� �12
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�����
 ������������

��� �����	
	� �� ����	��� ��� �
����

��������� ����� �� ��������� �� ��� �������� ���� ���� ���� ������ ���������� ��
���������� ��� ����������� ��� �� ��������� ��� ������� ������������� �� �������
���� ���� ������ �� ������� � ��� ����������� ������� � ���� ��������� � �����
���� ��� �� ������


����� ��� �	 
����	 �����������

���� �������� ��� ������ �� ��������� ��� ��� ��� ������������ �� �������
����������� ���� �� �� ������ ��� �� ��� �� ������ ���������


��� �
 ����
 �
 �
��


  !"�� �� ������� �� �������� � Vt#$% &�'�� �� ��� ������� � Δl#(�%) � ��
�� ������� ��"���� ��� ��������� � ±4◦'�� ����� � �������� ��������� *	
$$+�
� �,���� �� ������ �������,�� �� x ��!� ��� x(l − 1) − 0,3◦ ≤ x(l) ≤ x(l −
1) + 0,3◦
 -�� �� ��� �� �� ������� �� ���� *!���� .
/
�+� �� ��������� � ���
��������� ��� ��� ���0�������� �����1������ � ����� �� � ������� ���� ����� ��
���� ���,��� �������� ���� ���� �������� � ����� �,���� ���� ��������� ����
�� ������� �����������
 2 ��,�� n = 3 �� �������� ��������� � ��� ���� �
������ ��� �� ������ ��3� �� ��������� *	
$$+
 4� !���� 	
5 ����� ��� �����"
�� *T �+ �� *A�+ �,���� ��� ����������� � ������ ���� �� �� ���0������� ��� ��
��� �� �� ����� ���� ������ ������
 4�� ����� �����" �� (T �) ��� �,����
���� ��� ���" �������� �� ��� ��� ����� ������� ���� �������� �� ���� ������ �
����6�� ��� ��� ���" ���
 4�� �����" �� (A�) ��� �7���������� �� ��� ������� ��
���� ��� ���������� � �����, ��� ������� �� ���� �� ������ ���� �� ������ ����
���� �� ��������� ���� �������� �� ���� � ����� �� ���� ��������� ��� �������
� �� ������� ���������
 ����������� �� ���6�� �� ������� ��� ����� �������
� ������� ���� *!���� 	
$+� �������� � �0����� ����������� ��� ������� �� ����
� ����� ������� ���������� ���� ��" �� �� ������� ���������� ���������� ���
����������� ��� � ����� (T �) ����������� ��"����� �� 6◦ ,�� ���� �������
����� �� �� ���0�������� ������� ���� �� 10◦


8! �� ����!�� ��� ��� �����" ��������� ������ ,�� ��� �� ������ �����1
��,��� �� �7�� ����� ��������� x(l− 1)− 0,3◦ ≤ x(l) ≤ x(l− 1) + 0,3◦� � ����!�
��� −0,3◦ ≤ Δx�(l) ≤ 0,3◦
 ���� ����� ��� ����,�� �� ΔT �(l) �� ΔA�(l) �� ���
������� ����� ��������� ��� �� !���� 	
9 ��� �� ��� ��� ������ �����
 ����� !1
���� ����� ��� x� ��� �� ���� ������ ��� ��� �����6��� �� ������ �������,�� ��

���� $(.
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T � A�

Vt Δl
±0,3◦/s x [ 0,19◦; 0,19◦]
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�������� 	
 ��������� ��� ������� ������������

���� n = 2,3,4
 ��� ����� �������� ��� ����� ��� �� ����� �
�
 �� ��������
��������� ��� ���� ������� � ���������� ���� �� ��� ��� ��������� ������ �
 !"
�� ��� ������� �������� �� ������ �� ���������� ����������� �� �� ���� ��� ��
����� 	
 �������� ��� �� ������� ������
 #�� ��� ����� �$������" ��� %�� �� �����
�� �������� ��������� ��� ��������� �� ���� & �" �� ���� ������ �������" �����
�� ������ ������ ��� �� ��� ���������� �� ����� n
 ���� ���'���%�� ��� �� ����
%�� ��� �� ���" ��� ����������� �� �� ���� ��� ����������� ��� �� ��������
������� �� �������� %�� ��(���� ���� �� )�� �� ����� ���������� �� �� ����
��������
 *�� ����%���" �� ��+� ������� �� ����� ��������� ��� ����� ��������
���� ������� �������� ��� ����� �����%��� ���������
 �� ���� �� ������ ��������
���������� � ������ �� %�� ��� ���$��" ����� ��� �� ���� ��� �� ��� �� ����������
������� �� ���� ������ �� �� �������� �������������� & �� �������� ������� ��
��������
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,�������������C�

,�������������C	

,�������������C�

,����� 	
 - #��� ��.�� ����������� ��� �� ��� �� ������� �� ���� ���� ��
����� ��������� ���� � ����� ��$���� �� �������� ��������� ���� � ������


��� �� ���	��� �� ��
���

����������� �� ��� �� �� ������� �� ����" �� ����� �� �������� ��������� ������
����� ���� ����������� ��� �� ��� �� �� ������� �� ������
 / �$��" ����� ���� �
��� ����� ��� ������� ����������� ������ �
01!" �� ������� �� ������� �� ��������
��� ������� & �� ������� �� ����������� �� ������ ������� �������� �� �����������
�������� ��� )��� �� ���������� ��� ��� ����� �����%���
 *�� ����%���" ���
����� �� ��������� ��� �������� ��� �� ���" ���� ���� ���� ������� %�� ��� �������
������������ ��� �������� & ����������� ���������� �� ±10%" �� ������� ���� ����
������� �� ����� ������ �� �������� ��������� ��2���& ��%��� ����������� ����
��� ���������
 / ��������� �� �3�� 456 ������� ��� ������� ����������� �� ��
������ �
0
0" ��� ��������� �� ��������� ��� �� ��� ��� ������� ������ � '7�8 ��
'78 ��� �������� & ����� ���'����� ���� ���.���


#�� �� ��� ��� ������� ������ � '78" ��� ����� �������� ����������� ���
�� ����� �
0 ��� ������� � ����� � ������ � ����� n = � ���� n = 9

���� �8:



�������� 	
 ��������� ��� ������� ������������

�� �������� ���������
 ��� ��� ���� ���� ��� ����� �� �� �������� �������
��� ���� ������ ��������� ��� ���� �� ��������� �� �� ����������� ������������
������� ��� ������ ������ ��� ��� ��� �� ������� �����������
 �� ��� ������� ��� ��
����  ���������� �������� �� ������������ �� ����� �� �������� ���������
 !���
����� ��� ������� �� �� ���� ��"�� ���� ������ ��� ������� ��� �� ���� � ����
�� ����� � �� � ������� ������ � �#$%� ����� ��� ����������� ��� �� &���� 	
'

(� ���)�� ����������� �� �� ��������� ��� ������ ���� n > 3 ��������� ��� ���
�� ���� ��"�� ���� ������ ������ ��� �� ������ ���������� ��� ������� �����
�������� �� ±10%
 *�����+ �� n = 6� ����� ����������� �� �� ��������� ����
����� �� ��� ���� ��� ��� ������ , ��� ���)���  �������� ���� �������� ����������
+ �������� ��������� �� �� ���������
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,�������������C	

,�������������C�

,�������������C:

62!�2���
�,���

��� ������� ��	
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��� �	 �����
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,�������������C	

,�������������C�

,�������������C:

62!�2���
�,���

��� ������� ��	
��� � 
���
��� �	 ����

-����� 	
' . ���� ��"�� ���� ������ ��� �� ��� �� ������� �� �� ��� � �� ��
���)� ��������� � �� � ����� ��/���� �� �������� ��������� ���� � ������


( �������� ��"� ���� � ����� �������� �� ����� �� ����� n �� �������� ��
�������� ������� + �������� ���� ������ ��� ���������� �� ������ ���� �������� ��
����)�� F =

∑
−120≤ϕ≤120

(δP (ϕ,T,A))2 ��� ��������� ����0����� ������ �� �������������

��� �� ������ ��1� 2������� 2	
$$33 � ��� �������
 �� ����)�� ��� ���������)�����
������� ��� �� ��� �� �� ������� �� �� ��� ��� ��� ������� �� T �� A ���
�������� ��� ������ �������
 ���� ������ �� ����� �� ������ � ��������� ��
����� ���� ��� ������� ���� � �� � ���� ����� �� ����������
 4� &���� 	
$%

����� ��� ������� ��
Favec correction − Fsans correction

Fsans correction

∗100 ��� ��������� ��  �������

��� ������������� �� �� ��������� � ������ �� ������������ �� n
 ��������� ���
��������� ��� �� ��� �5 �� ������� ������ ��� � �#%
 !��� ���/������ �� ��������
��������� �� ��������� ��� ��)�� ���  ����������� �� F � ��� ���������� ��� ������
��� ��� �6��� ��������� ��������� ��� ���� + ������� �� �� ���0������� �� � ��
��� �6��� ����������������
 *� ������� � �#%� �� ������ ������ ���  ������ ��
�������� ��� ������ �� ������ ��� ���������� ������ ����� ��� �� ������ ������
��� �� ������ ����� ���� n �������
 ����� �������� ����� + ������ �� n = 6�
������ �� �78�9±%�:; ���� �� ������ ������� �� �:<±%�:; ���� �� ������ �����
 *�
������� + ������ � �#:8�<� �� �������� � ���� �������� + ������ �� n = 6 ����
� �� � ���� ���� �� =�������� ���� ����� 0�����+ ±1%
 ���� ���������� ��� �� ����

���� $%9



�������� 	
 ��������� ��� ������� ������������

��� ��� ������ �� ������ ��� ���������� ���� ������� ��� �� �������� ���� �� ������
�� ������� Fsans correction ��������� � �� �� �� ������ �������� �� ������� � � !

" ������ �� ����� ���#�� ��������� n = 6 ���� $��� �������� ����� � �����
�� �������� ��������� ��%���� ������ ����������� � ���� ���� $��� ���������
 &��
����� �� ��������� ��� �� ��� ��� ������ ��������� ��� ��������� �� ���������
�� ��������
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'����� 	
(! ) *��������� �� ���������� �� �������
∑

−120≤ϕ≤120

(δP (ϕ,T,A))2 ���

������� �� ��� ��� ��������� �� ������� �� ������


��� �� �����	 
�����
��

&� ��� �� +,- �����.��� ������� ��� ������������ �� ������ ��� ������ ��� �����%
���� �� �������� ���� ���� �� ���� ������ �� ���������� �� ��������� ��� ��������%
���
 &�� ��������� �� ��������� ��� ��������� ��� �� ��� �� ��� �������� ��� ���
/����� �
(0 �� �
(1
 2 ����������� ��� ����� �������� ���� ��������� ���������
��� �� /���� 3
� ��������� �� ���� ��� �� ��������� � ��� �4���� ��� �� ��������
��� ������� ������������
 ����� ��������� ������ �� ������� ��� ������� ���������%
��� ��� ����������� ���������� �� ±10% ����� �� ����� ��� ������� 5/���� 	
((6
�� �� ���� ��#�� ����������� ��������� ���� ��7������ 8��� �� �� ���� �������

9� ����� ��� ��7����� ����� �� ��������� �������� ���� � ����� �������� �� ���%
����� ��������� n ��������� �� �������� �� ������� ��� �� ��� �� ������� �� ������
�: �� � ��� ����� �����%���� �� n = 6 ����� ����������� �� ����������� ����
��������


&�� ��������� ��������� �� ��� ������ � ��������� �� ������� ��������
���� ����� ��� ��������� �� ±6◦;� < �� ������� �� �������� �� �� ��� �������
��� ������ �������� ����� ������������� Vt (= >�;� �� Δl !�=? �
 "���� ��
������ ���������� �� x ������ ��/� ��� x(l−1)−0,45◦ ≤ x(l) ≤ x(l−1)+0,45◦
 2
�7��� ���� ��� ��������� ��������� ��� �� ��� �� �� ������� �� ���� ��� ���������
��� Δx ∈ [−0,3◦; 0,3◦]� �� � ��� ������� ���� ������� ����� �� �� ���@�������� ���
������ �� T �� A ������ ������ ��� ������� ������� ��� ����� ���������
 *��
��������� Δx ���� ������� ����� �� ����� �� /���� 	
(=�
 "��� ��� ��������

���� (!A
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∈ [ 110; 110] ∈
[ 50; 50]

Δx ∈ [ 0,45◦; 0,45◦]
ΔT ΔA
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0,001
Δl = 0,25
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 ��������� ��� ������� ������������

�� ���������� ��� �� ����� �
 ��� ��������� �� ����� �� ������ ��� ������� ���
������ ���� ��������� �� ����� ����������
 �������� ���� ����� �������� �� ���
���� �� ������������ �� ��� ��������� �� ������ �� ���������� �������
 �� ������
������� ��� ���������������� ��� ���� ! �������� �� ��������� �� "�	 #$% �� 	 �&���

'��� ��� ������� �� ��� ����� ���� (����� )�
 *� ������ (����� ���� � ������
��������� �� ���� � ���� �� ����������� ��� ����� �� ������ ��� ���� �������� �
��������� ��� ����������� ���� � ������ ������� �� ��� � ��� ����� �� C++

�� � ��������� ��� ����������� �� ��������


����� ����	 
���������	 �	 ������� �	 � ����	����� 
��� 	�
�����	�	��� ���������	 �	 ����	 �����	��	 �� �����	��

*�� ��������� ��������� �� ���� ��� ������ ��� ��� �������� �� ������� ��������
� ���� ���� ���+ ��� ��������� ���������� �� �������� ��� + ��  �������
��������� � �� ���������� �� ������
 ��� ��������� ���������� �� �������� ��� ��
����� ,��� �����-�� �� ����� ��������
 *��� �� �������� �������� ���������� ������
�� ������� ���� ��� �� �.������ �� �������� ��� �� ����/�� ��� ���������
���������� �� �������� ��� ��� �������� �� �� ����� �������� 0 ��� ������������ ��
�� �������� ���� ��� ��� ����������� ������� ��� �1��� ���� � ��� ���������
��� �����������
 ���� ������ ����������� ��� ������� ������������ ��� �� ����
������� ���������� �,�� ��� � ������ ����


#�2�� �� ������ ������� ��� �� ������ 3
"� ��� ��������� ���������� ��
�������� ��� �� ,��� ������ � �� �� ������� ���������
 �� ������ ��� + �� ����
������ + ������ ��� ����� ��� ����������� �������� �� �������� 4��� ����� �
������� ��  ������� �� ����� ��������5 ���������� ���� �� ������ ������
 6� �
��� � ��� ����� ����� + �������� ��� ��������� ���������� �� ����� �������� ���
�� �������� ������ ������� ����
 *� ���7������� ��� �� ��������� + ����� �������� ���
��� ������������� ���� ��� ���������� ��� �� -���� 	
8"
� �9 ���� � ��� �����������
������� ��� ����� #�: �����������
 ;� ��<� �.��������� ��� ����� �� �� ���
����� ��������� �� ��� �����������
 *� ���� ������� ������� ��� ���������� ��� ��
-���� 	
8"
� �9 ��� ������� ������������ �������� ���� =������� ��� ��� ��� ���
������� ������������ ���  �������
 ��� ������� � ��� ��� ���� �������� ��>
��������� ���������� �� �������� ���� ����� + �� ��������� �� �� �������� �� ��>
������� �� �������
 ? �1��� � ������ �� �,�� ���7������� �� � ������� �� ���
�� ������ ��� ��������� ���������� �� ��������� �� ����� ������ ��� �������
������������ �����  ������ ����� �� ����� �� -���� 	
8"
�
 ���� ���� � ����� ���
��������� �� �������� ��� ��.�� �� ����@�� ����� ���> � ����� ��� �������
��������������� �� �������� 8� � �� ��� ������ �� �������� ��� ������� ���� ��>
��������� ���������� �� ��������


A- �����.��� ��� ������� ������������ ���� �������� ��> ��������� �����
������ �� ��������� �� ��������� � ��� �������� ��� ������ �������� ���������� �
�������� ��� �����> ����� �� �������� ���������� �� ��������
 ��� �����> ���
���� ��� �� -���� 	
8	 � �� �� ����� -������ �� B����
 C���� �� ���� �����
������ ������ �� -������� ��� ���������� ��� ������ ���� ���> ����� ���������� ���
�����> ��� � ��.�� �� 1◦ �� ��� �� �������� 4◦
 ;�� �� ������ ���� �
������ ��� �� �������� ����� � ��.�� + 8" D�E� �� ��� �� ��� ��� ��� ���

���� 8�F
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0,09

= 44◦

x
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axe x: distance parcourue [m] 
axe y: angle [°] 

������ 	
�	 � ������ �� �������� ���������� �� �������� ������ � �� ��������

�� �� � �� �������� ���� �� ��������� ��� ������ �������� ������!��� �"�� #$%&	'(

�
 )���� * �"�� +������ , -��� * ���!� +������


"�� ����"�� �� ���������' �� ���������� �� �� ���� ��� ������ �� ��� ��� ��������

���� ����� �. � ��� �������� ��������� ���� � ��������  ��� ��!� ���������� ���

���"�� ����������� ��� ��� �/����� ���"����� ��� ��� �0������� ��� �� ������
 1��/

��� ����' �� ��������� ������ �� ����� �� ���� ������� , ��� ����0�� �� �� ����

��.�� ����������� ��� � ������� �"�� �� ��� �/����� ������ �� "��� ��� ���

������� ������������ �� ��� ����������
 ��� ������� ��� ���������� ������� ���

������"���� �������0�� �� ±10% ���� ��� ���  ��� ��������� ���0�������


���������	 
	 ����	���� �������	 �	��	� 
	 ��
���	 �	� 	��	��� 
����

�������� 
�� ���� �	� ��� 
� �	��	� � ����	�����	 �
�������	 
	 ±10%� ��
������ 	� 
�������� 
���� �� ���
�� 	��� �� ������� ���� ���������


�� ���������� ���	��� 	� �� ���� ��� ���
� 	� ������ 	�� ��������

���� �	�
��� � ��������� ��� 	� ������	� �� ���
� ����� �� 
�������

	� � ��������� 	������	� 	�  ���� ���!����� 	� ��������� �� 	��� ���

��	���� ��� ����� 	��� ������"���� �	������ ���� 	��� 	�� #���� ��
��

!���� 
�� 	�� �����
�� $�� �����!����� �� ��������� 	� ��� ������� ���

�� ������ 
��� ����� 
�� ���������� ��� ��� �� ����� ����� 	�"��� %���


���� �� ���
��� �� !� ���� 	�� ���������� 	�  ���� 	&���!���

���� ���
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������ 	
�� � �������� ��������� ���� �� ��� ��������� ��� �� �������� ���������

���� ���� ��� ������ ����� �� ��������


��� ������	
��

 ���!����� �� �� �������� ��� �� ���������� � ���"�� �� ������� �� ����������

�� ��������� ��� ������� ������������ ���� ��� ���������� ��� �������
 # ������

�!������� �� ����������� ��� ������� ��� ������� �� ��� ��$� �� �� �������

��������� �� ��%� & �� ��� ������� ���������� ���� �� ��� �������� ' �� ������

�� ��������� ������ ���� ���� ����� ��� �� ������ ��� ������ ����������� ��

��������� ��������� ��� ������� ������������
 (��� ����� �����) �� ���� ���� ������

�� ���� ��� �����"���� ��������� ���� ������� �� ������ ���� �����������

�������� ��� ������� ��� ������� & �� ������� ���������) �� ���� ��������� ��

��������� ��������
 ����� �� �*�� �� ���"�� ������ ��� ��� ��+���� & ������� ���

�� ����� �� ����� �����
 , �� �����) ��� ������� �� ������� ��� �������� �� ��

��������� ��� �����"�� �������������


 � ������ ��-� ��� ������� � �$�� ���� ��!����� �� �������� & ������ ����

�� �� ���!������� �� ���� ������ ������) ��� ������ �� ������ �� ������ ��� ����������

���� ��.
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�� �� ���� �������� ��� �� ������ ��� ������� � �� ������ � ����
 ����� ����������

��� ��������� � �������� ����� ��� �������� �� ���������� � �������� ���������

�� ���� ��������� �� � � ����� � ������ ����� ��������� ��� ������� ��� ��

������ ��� ������� ��� � ��������
 �� ������ ��� ������ � ������ �� �� ���������

��� �������� ��� ������ �� ������ �� �������� ��� �� ������ �� �� ��� ����� ��

���������� ��� ��!������ "��� �� �� ����


#� ��������� �� �����$�� ������������� ���� ��������� ���������� �� ����

��� ���%��������� ��� �������� ������������ �� ������������	�
��� �� � �����

������ ��� �� &��������� �������' ��� ������ �� ������ � ��� ��������� ���������


(�� ��������� �� �%������� ���)����� ��� ���� � �� ������ �� � ��*�� � ��

�+������� ��� �� ������ ���)������


,����$� ��� ����� �� ��������� ������� ��� ��� ��� �������� ������������ ��

������� �� ���� �� �� ������� �� ������� � ����� ������ �� ����� ��������

��������� ���� -��� ������� ���� ������� �� ��� ��������� �� �� ����� �� ������

���� �� ��%� �� �) � ���� �������������
 ��� ��������� ��� �� ����� �� ��������

��������� ��� �������� ��� �� ��� �� ������ ���������
 .� ������� ��� �����% ��

��������� � ������ ����������� �� ��� ��������� ��� �� ������� ��%����� ������� ���

��� ��������� ���� ������ �� ��� �������� � ������ ���������� ���� ����� ����

��� ��������
 .���� ��� ���� ��� ��� �������� ��� ������� ������������ ��� �������� �

����������� ���������� �� ±10%
 .���� ��� �� ����� �� ������ ��� ������� �������

-��� ������ ���� ��������� �� ����� ����������� �� ) � �� ����� �������������

�������� � ��������� ��� ����� ���������� ��� � ������ ������� �� ��� �����

�� � �������� ��� ����������� �� ����������


#��������� �� ���������� ��� �������� ��� ������� � �������� ��� ������� �����

�������� ��� ������ ��� ��� �������� �� ������ ���� ���� � ��� ���������

���������� �� ����� �������� �� ��������
 (��� ����� ��� �����% �� ������ �� ��

������ ��� �������� ��� �� �������� ���� ��� ������ ���� �� ������� ���������

���� ������� ��� �� ����� �� /����� �� �+����� ������ ��� �� ���$�� �� ���������


.���� �� ���� ������ ����$�� �� ���������� ������ �� ������ ��� �������� ����

��� ������� ������������ �������� ������ ��� ����������� ���������� ���� ���

�������� "��� �%�������� ��� ��� �������
 ,� ���� �� �� ����� �������� �� �����

������ �� �������� ���� ���% ����� ���������� �� �� ���+�������� ��� ��������� ��

����� �)������ ��� ������
 0 �������� ���� �������� �� � ��������� ����������

�� ��������� ��� ����� �� ���������� ��� ������� ������������ ������� � ����

����� ��� � ������ ����
 ��� ��������� ������ ����� ���� ��� ��������� ����������

� ���������� �� ����1�� ���� �� ���� �� ����������� ��� � ������ ����
 2�� ��

������� �� ��� ��������� ���������� �� �������� ��� � ������ �� ������� ���+������ ��

������ ����������� �� ������ � ������ �� ����� ����������� �� ����� �)��

����� ��� �� ����������� ��� ����������� �� ��������� ����� ��� �� ��������

�� ���������� ��� �������
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• � �������� ������������� ��� ������� �� ���������� ��� �� ���������� ���
������ ������������ �� ������ ��� ���������� ��� �� ������


• �� ������ ���� ��� ��������� � ���� ������ �� �� ������ ���� ���������
��� ������� �������� �� �� ���� �������� �� ��� ���!���� �� ���������
������� " ������ �� �� ����������� �������� ��� ���������� � ������ �� ������


• ��� #�������� ������������� $���� �� ������% ��� ������ ���� ���� ������
��� ������� ��������� �� �&������� ��� ���������


• �� ������ ���� ��� ������� ��� �� ������ ���&������ ���� �� �'����(
��� ���&����� ��� �������� ���� #������ ��� �������� ������������ �� �������

�����	�
���


• ������������ ��� ��������� ����#�� ��� ������� �� �� ��������� �� ���������
�� ���� �� #������� �� �� ������� �� ���� �������� �� �� �����������


��������� ����������

• �� ��������� ������ �� ������� ��� ������� ������������ ��� ���� ��� ��� "
������#���� ���������� �� ±10%


• )���� ����������� �� �� ��������� ���� ������ �#�� � ����� �� �����(
����� ������ � ������ ��������� " *


• ��� ������� ������������ � ������� �� ��������� ���������� �� ����� ���(
����� �� �������� ��#���� �� �#��� �� ������ ������� ��� � ������ ���� 
�+�� ��� ��� ,��� �� ������ ������������ �'�������� ��� ��� "(�����


����������� ��������
�

• -�� �� ��� �� ./0 �������� ����������� ��� ��������� �� ����� �&������
��� ����������


• ���������� �� ��������� ��� �������� ��� ������� ��� �!���� � �������
�� ������ �+�� ���� ������ �� ������� ��� ��������


• ��� ����� �� ������� ��� ������� �� ������� ��� ������� �� ���' �(
��������� ���� �� ���������� � ����� ���� �� �&����� ����� ��� �� �����
������������� ��� ����������� �� �� �������� ����������� �������� ��� �����
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