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Partie 1

Introduction générale, présentation
du probleme, un cas simple






Chapitre 1

Introduction a I’homogénéisation,
présentation

1.1 Liminaire

Cette étude concerne la recherche de modeles continus équivalents de structures discre-
tes périodiques ou quasi-périodiques, telles que des treillis élancés plans & noeuds articulés.
Les treillis ont I'avantage d’avoir un bon rapport rigidité/masse, le caractere périodique
et modulaire du treillis permet la réalisation des pieces en série ce qui diminue les corits
et facilite le transport. Ces structures ont de nombreuses applications dans le génie civil
et sont envisagées pour 'ossature des futures stations orbitales.

Avant de rentrer dans le vif du sujet, Gleick dans un livre sur la théorie du chaos ré-
sume bien I'objectif de mon travail [27] : ”Le choix est toujours le méme. Soit vous rendez
votre modele plus complexe et plus fidele & la réalité, soit vous le rendez plus simple et
plus facile & manipuler. Seul un scientifique naif peut penser que le modele parfait est
celui qui représente parfaitement la réalité. Un tel modele aurait les mémes inconvénients
qu'un plan aussi grand et détaillé que la ville qu’il représente, un plan indiquant chaque
parc, chaque rue, chaque batiment, chaque arbre, chaque poteau, chaque habitant, et
chaque plan. Si un tel plan était possible, sa précision irait & ’encontre de sa destination
premiere : généraliser et résumer. Les cartographes soulignent ces caractéristiques aupres
de leurs clients. Quelles que soient leurs fonctions, les cartes et les modeles doivent tout
autant simplifier le monde que le reproduire”.

Dans un probleme de déformation de treillis plaque périodique, la seule technique &
notre disposition pour faire des simulations numériques est la Méthode des Eléments Finis
(MEF)[5, 7], d’autres méthodes existent mais ne sont pas trés répandues dans le calcul de
structure (collocation, approximation diffuse. .. ). Bien que trés performante en générale,
la MEF n’est pas toujours bien adaptée. En effet, elle ne prend pas en compte le caractere
plaque du treillis et la périodicité de celui-ci. Les temps calcul peuvent devenir forts longs
méme sur les ordinateurs actuels. Cette limitation empéche alors toute optimisation de la
structure. Par ailleurs, les erreurs numériques étant proportionnelles aux nombres d’opé-
rations, celles-ci peuvent ne plus étre négligeables. On se propose donc de batir une carte
du treillis un peu moins précise que la MEF mais qui aura en son coeur la périodicité et
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la notion de plaque pour les treillis plaques. Cette carte sera appelée le modele continu
équivalent. Pour les treillis ayant peu de cellules, donc peu périodique, notre modele sera
peu précis. Pour les treillis ayant un grand nombre de cellules, la précision sera bonne.
On peut remarquer que pour les poutres, les plaques et les coques, des modeles continus
spéciaux ont été crées depuis de nombreuses années [58] et sont encore recherchés de nos
jours [12, 20]. IIs sont petit & petit intégrés dans la MEF sous forme d’éléments finis
spéciaux [7]. En effet, pour une plaque mince, il est préférable d’utiliser un élément de
plaque a quatre nceuds plutot qu'un énorme assemblage d’éléments volumiques & huit
nceuds. Les temps de calculs sont plus faibles et la précision meilleure. Il en est de méme
pour les treillis plaques.

L’obtention du milieu continu équivalent pour un treillis périodique est un proble-
me qui a été beaucoup étudié en mécanique, notamment pour les treillis poutres. Des
revues bibliographiques ont été faites sur le sujet par Abrate [1, 2, 3], par Noor [39] et
dans les theses de Verna et Tollenaere [60, 65], mes deux prédécesseurs au laboratoire.
Mon objectif n’est pas ici de refaire une nouvelle revue bibliographique, celle de Verna
est tres complete et la thématique n’a pas énormément évolué depuis. Quatre techniques
différentes existent pour obtenir le milieu continu équivalent & partir du treillis :

1. un milieu continu est posé a priori et le calage entre les caractéristiques de ce mode-
le et le treillis est fait par des tests numériques sur le treillis comportant une seule
cellule [56, 57]. Cette approche est difficilement généralisable et se justifie par des
calculs a posteriori. Cependant, elle peut se comprendre dans des problemes non
linéaires ol les autres approches ne sont pas mises en ceuvres,

2. un milieu continu est posé a priori. Une équivalence énergétique permet de caler les
caractéristiques de ce modele continu sur le treillis. C’est 1’école la plus répandue
[22, 37, 38, 63],

3. un opérateur aux différences E est introduit. Les équations d’équilibre du treillis pé-
riodique sont écrites sous forme d’équations aux différences finies. L’opérateur aux
différences £/ permet de résoudre dans un premier temps ce systéme formellement,
puis un développement en séries de Taylor de 'opérateur £ donne un milieu continu
équivalent pour le premier ordre [21, 46, 47, 48]. Cette technique a I'avantage de
ne pas poser de milieu continu a priori. Cependant, pour des treillis complexes, le
systeme formel devient difficile a résoudre,

4. une méthode d’homogénéisation est utilisée. Les équations d’équilibre du treillis
périodique sont de nouveau écrites sous formes d’équations aux différences finies.
Un petit parametre € est défini par I'inverse du nombre de cellule. Les inconnues du
probleme sont recherchées sous forme de développement asymptotique en puissance
de € et des développements en séries de Taylor sont introduits dans les équations d’é-
quilibre. Le modele continu est donné par le premier ordre en € sans faire d’hypothese
a priori [13, 60, 65]. C’est la méthode que nous avons utilisée [14, 36]. Tollenaere a
couplé la méthode d’homogénéisation et 'utilisation de 'opérateur aux différences £
afin d’automatiser la résolution de la méthode d’homogénéisation [60]. Nous verrons
dans cette these au chapitre 8 qu'une formulation variationnelle évite 'utilisation
simultanée de ces deux méthodes [62].
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Deux voies nous sont apparues intéressantes : l'opérateur aux différences E et la
méthode d’homogénéisation.

1.2 L’opérateur aux différences F et les systémes d’é-
quations aux différences finies

Le premier a avoir employé I'opérateur aux différences E en mécanique est Dean en
1959 [21]. Puis Renton a développé la méthode dix années plus tard [46, 47]. Cependant,
leurs travaux sont basés sur un livre du mathématicien Jordan de 1950 sur les équations
aux différence finies [29]. En remontant la piste bibliographique, on trouve le livre de
Milne-Thomson écrit en 1933, qui porte sur le méme type d’équations et qui a I'avantage
d’étre plus général tout en étant tres lisible [34]. Des propriétés sur les équations aux
différences finies sont énoncées : existence et unicité de solution d'une équation aux diffé-
rences finies, transformation d'un systeme d’équations aux différences finies du premier
ordre en une seule équation aux différences d’un ordre plus élevé. . ., des propriétés assez
semblables a celles des équations différentielles. Pour la résolution de ces systémes, deux
méthodes attirent notre attention : la méthode de Norlund avec 'opérateur de sommation
S et la méthode de Boole avec 'opérateur aux différences E.

e La méthode avec l'opérateur de sommation S a été introduite par Norlund dans les
années 1920 [40, 41]. Il s’agit d’une approche originale calquée sur 'opérateur d’inté-
gration [. A toute fonction continue f dérivable par rapport & z, on peut associer

df (x)
d

méme manicre, une différence finie A, f = f(z + h) — f(x) peut étre définie ainsi
que son inverse appelé somme de la fonction f et notée Sf(x)Apz. Des propriétés
pour I'opérateur de sommation S sont énoncées, par exemple

une dérivée f'(z) = et une primitive ou intégrale premiere [ f(x)dz. De la

ARS;f()ARt = f(z), (L.1)
}L%%Ahf(x) _ %&?. (1.2)

Des tableaux donnant la somme des fonctions usuelles sont explicités dans [34]. A
partir de ces résultats, une équation aux différences finies simple se résout & la main
comme une équation différentielle. Il serait intéressant de voir comment se comporte
cette méthode pour des systemes d’équations ainsi que pour des équations aux diffé-
rences a plusieurs variables (treillis plaques).

e La méthode de l'opérateur auxw différences E est associée au nom de Boole d’apres
Milne-Thomson [34]. Nous n’avons pas été vérifier les travaux de Boole du XIX
siecle. L’idée de base est assez simple. Plutot que d’écrire les différences finies &
l'aide de l'opérateur Ay, on définit opérateur E), par

Anflz) = flz+h)=f(z), <= flz+h)=Enf(z) = (An+1)f(z). (1.3)

Le systeme d’équations aux différences est alors un systéme linéaire en Ej, qui se
résout par les techniques d’analyse matricielle. La solution finale s’écrit en fonction
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de Ej que 'on remplace alors par son développement de Taylor pour h petit.

B, = Ap+1,
d Rn & » P
_ opypt e v d 1.4
et amE TR T (1.4)

L’inconvénient de cette méthode est d’étre obligé de résoudre analytiquement un
systeme car Fj, est un opérateur formel. Par ailleurs, certains termes comme Fj, — 1
ne sont pas inversibles en pratique, il faut donc transformer la solution finale en FEj,
pour éviter ce probleme. La technique peut s’étendre aux systémes d’équations aux
différences a plusieurs dimensions (type plaques). Renton emploie cette méthode
avec succes [48] et Tollenaere I'a couplée avec la méthode d’homogénéisation que
nous allons voir a la section suivante [60].

De nos jours, les équations aux différences finies sont encore étudiées par les mathé-
maticiens, méme si U'effort est moins important que sur les équations aux dérivées par-
tielles. La these de Barkatou en 1989 en est un témoin [8]. On y retrouve les références
a Milne-Thomson et a Norlund [34, 40, 41]. Plusieurs méthodes sont présentées dans ce
mémoire de these, dont :

e [a méthode de Ramis ou la transformation de Pincherle est appliquée aux équations
aux différences linéaires a coefficients polynomiaux. La transformée formelle de
Pincherle est tres proche de la transformée en z [42] et elle est définie par

f(s) = L 2= f(z)dx, (1.5)

ou 7y est un chemin rectifiable. D’apres Barkatou, ”cette transformation permet d’é-
tablir une correspondance entre les équations aux différences algébriques linéaires
et homogenes et les équations différentielles algébriques linéaires et homogenes” [8].
Cependant, cette méthode ne s’applique pas aux systémes d’équations,

e la méthode du vecteur cyclique. il s’agit de réduire un systéme linéaire de n équations
linéaires a une seule équation linéaire d’ordre n par la méthode de Birhkoff et du
vecteur cyclique. De ’avis méme de 'auteur : ”Du point de vue théorique I'intérét
de la méthode est évident. Elle permet de transporter sur un systéme aux diffé-
rences les notions applicables aux équations aux différences scalaires. Cependant
du point de vue pratique, elle semble assez lourde et cotiteuse !” [8].

e la méthode des séries de factorielles. Les séries de factorielles présente un grand
intéret pour les équations aux différences, en effet, elles sont définies par :

flx) = 3 frx™™
k=0
0 = 1,

- 1
e+ 1)(z+2)...(z+k-1)

Afz) = fla+1)— f(@) = 3 —kfra 1)
k=1
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Les séries de factorielles forment un corps. Les solutions du systéme aux différences
finies sont recherchées dans ce corps. Par cette technique, Barkatou trouve les
solutions homogenes d'un systeme d’équations aux différences. Reste le proble-
me des solutions particulieres. Dans le chapitre 6, nous allons utiliser des dé-
veloppements en doubles séries entieres, il serait peut-étre judicieux de faire plutot
des développements en séries de factorielles. Cependant, Barkatou étudie des syste-
mes d’équations aux différences du premier ordre alors que nos équations seront
des systemes d’équations aux différences du second ordre, donc des équations plus
complexes.

1.3 Les méthodes d’homogénéisation

Les méthodes d’homogénéisation des milieux périodiques sont basées sur I'utilisation
de développements asymptotiques en doubles échelles [9, 52]. Un petit parametre € est
défini généralement par le rapport entre la taille [ de la cellule et la longueur L de la
structure pour les milieux a deux échelles [51]. Deux variables d’espace sont alors dé-
finies : x qui est la variable d’espace classique qui décrit globalement la structure et y
qui est une variable rapide adaptée a ’échelle de la cellule. La relation entre ces deux
variables est :

y=- (1.7)

Les fonctions inconnues du probléme sont alors recherchées sous la forme d’un développement
asymptotique en puissance du petit parametre € et fonction de x et de v.

fla,y) = f2(z,9) + ef ' (2,9) + €@, y) + Ef2(2,9) + - (1.8)

Pour tenir compte de la périodicité de la structure, les fonctions f sont L-périodiques
pour la variable y [51].

La méthode d’homogénéisation des milieux périodiques a été appliquée pour trouver
des modeles de poutres, de plaques ou de coques & partir de 1’élasticité 3D en supposant
que les épaisseurs e étaient faibles devant les dimensions L de la structure [12, 20, 53, 51].
A partir de 13, deux méthodes ont été appliquées pour l'obtention d’un milieu continu
pour les treillis :

e la méthode d’homogénéisation des milieuz périodiques. Le modele pour le comporte-
ment mécanique des barres est la mécanique des milieux continus en tout point d'une
barre. Le treillis est alors décomposé en trois échelles : La longueur L du treillis, la
taille [ d'une cellule et I’épaisseur e des barres. Deux petits parametres sont alors
définis. Des études de convergence ont été faites lorsque les petits parametres ten-
dent vers 0 [17, 18, 28]. Seuls des exemples simples ont pour Uinstant été étudiés
car des difficultés techniques apparaissent dans les passages & la limite des petits
parametres.

e la méthode d’homogénéisation des milieux discrets. C’est la méthode utilisée par
Verna, Caillerie, Tollenaere et moi-méme [13, 36, 60, 61, 65]. Dans cette méthode, on
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n’utilise plus la mécanique des milieux continus. La relation de comportement d’une
barre est directement donnée, elle relie la tension dans la barre avec le déplacement
des deux nceuds extrémités de la barre. Les inconnues du probléme sont alors les
déplacements des nceuds du treillis et les tensions dans les barres. La méthode
d’homogénéisation des milieux périodiques ne peut plus étre employée directement
car il n’y a plus de cellule au sens des milieux continus mais seulement un nombre
fini de nceuds et de barres. La variable locale y n’existe plus, elle est remplacée
par un indice de nceud ou de barre. N’ayant plus de variable locale, la condition
de périodicité sur y n’est pas écrite. le probleme est donc comparativement plus
simple. Le déplacement du noeud n d’une cellule est alors recherché sous la forme
du développement asymptotique

u(z) = u¥(z) + eut(2) + Eu(2) + EuP(x) + - - -, (1.9)

ou € est toujours le rapport entre la taille [ de la cellule et la longueur L du treillis.
On a donc un nombre fini de développements asymptotiques inconnus & déterminer,
autant qu’il y a de nceuds et de barres dans une cellule. C’est la méthode qui sera
employée dans ce mémoire.

1.4 Présentation des travaux effectués

Le rapport de cette these comprend trois parties :

1. la premiere partie comporte cette présentation ainsi que trois chapitres consacrés a

I'étude du treillis poutre en A. Le premier de ces chapitres (chapitre 2) reprend 1é-
tude faite par Verna en statique linéaire [65]. Seuls les résultats importants pour la
suite sont présentés. Ce chapitre permet d’appréhender 'homogénéisation discrete
sur un cas simple ainsi que de fixer quelques notations. Les travaux de Tollenaere
ont ensuite permis d’étudier cette poutre en vibration libre afin d’obtenir les modes
propres de la structure [60], cependant ces résultats n’ont pas été présentés ici.

Le chapitre 3 modélise ce treillis poutre en N en grand déplacement. L’objectif de
cette étude est de mettre au point 'homogénéisation discréte sur un probléme non
linéaire. Ces résultats ont été présentés et publiés dans un congres & Cambridge [36].

Le chapitre 4 porte sur une modélisation incrémentale du treillis poutre en A/. On
regarde la déformation que subit ce treillis lors d’un petit incrément de chargement.

Un dernier chapitre aurait pu étre écrit pour comparer la méthode d’homogéné-
isation discrete et la méthode d’homogénéisation des milieux continus ol en tout
point d’'une barre, les équations de la résistance des matériaux (RAM) sont écrites.
Des développements en doubles échelles, en x et en y, sont alors faits et des con-
ditions de périodicité écrites. Les deux méthodes d’homogénéisation donnent les
memes résultats aux premiers ordres. Pour les ordres suivants, les calculs n’ont pas
été développés,

. la deuxieme partie ne porte pas directement sur la méthode d’homogénéisation.

Elle comporte trois chapitres différents. Le chapitre 5 modélise un treillis poutre
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périodique quelconque a nceuds articulées. Les équations que donnerait ’homogéné-
isation discrete sont ensuite écrites. Cependant, aucune méthode pour les résoudre
n’est décrite dans ce chapitre. Lors du chapitre 7, un algorithme général de ré-
solution sera proposé.

Le chapitre 6 recherche des modes de déformation continue pour une poutre quel-
conque par une technique de double séries entiéres. L’objectif n’est plus ici de
trouver un milieu continu équivalent mais la déformée exacte du treillis poutre pé-
riodique. Pour ce faire, une solution particuliere est recherchée en partie courante
pour vérifier le chargement, puis des solutions homogeénes seront trouvées afin de
pouvoir vérifier toutes les conditions aux limites. Enfin, dans la cadre d’un charge-
ment ponctuel, une méthode de résolution sera présentée en utilisant la transformée
en z.

Le chapitre 7 est en quelque sorte une annexe pour cette partie. Il présente le cas
des poutres a noeuds rigides et non plus articulés, qui dans la pratique, ne présentent
aucune difficulté dans le cadre de cette méthode des doubles séries. Il explicite par
ailleurs la notion de chargement sur la poutre. Enfin, on montre que la résolution
du probleme d’homogénéisation sur une poutre périodique est équivalente a celle
faite avec les doubles séries,

3. la derniere partie est entierement consacrée a I’homogénéisation discréete sur des
treillis quasi-périodiques quelconques en utilisant des formulations variationnelles.
Un treillis quasi-périodique est un treillis qui se déforme lentement. Le chapitre 8 se
consacre a l’étude en élasticité linéaire. Un modele du premier ordre est d’abord dé-
veloppé puis un modele du second ordre est adapté pour les treillis minces. On peut
se poser la question de l'intérét d'un modele du premier ordre si ce n’est de mettre
au point la méthode. Ce modele du premier ordre permet de montrer ’existence
d’un milieu continu classique pour une structure microscopique non continue, cette
micro-structure étant tres simple & caractériser. On espére pouvoir ainsi mettre en
évidence des lois de comportement non linéaires de milieux continus parfaitement
définis par cette micro-structure discrete. L’objectif & long terme étant de pouvoir
définir des lois de comportement non linéaires nouvelles sans faire d’hypothéses
a priori.

Le chapitre 9 reprend I'étude du chapitre 3 pour un treillis quelconque quasi-pé-
riodique. Il s’agit cependant de trouver la déformée d'un treillis sous un charge-
ment donné en faisant les hypotheses des petites déformations mais des grands
déplacements. L’équilibre du treillis sera écrit sur la configuration déformée.

Le chapitre 10 recherche la déformation incrémentale d'un treillis déja précontraint
au cours d'un petit pas de chargement. A la différence du chapitre 4, le petit pas
de chargement sera considéré comme étant infiniment petit, on parlera alors de
formulation incrémentale tangente.

Le chapitre 11 se préoccupe des effets de bords. En effet, les frontieres du treillis
n’ont pas été prises en compte jusqu’a présent. Dans le cadre de 'élasticité, on
cherchera a mettre en évidence ces phénomenes de bords et nous verrons que ce
probleme est plus simple sur les structures discrétes que sur les milieux continus,

4. une conclusion générale et des perspectives viennent clore ce mémoire.
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Chapitre 2

Modele continu du treillis poutre
plan en N en élasticité linéaire

Plan du chapitre 2

2.1 Description de 'étude . . . . . . . . ..

2.2  Modélisation du treillis poutre planen N' . . . . . . ... ...

2.2.1 Description géométrique . . . . . . . . ...

2.2.2  Condition aux limites en force, chargement extérieur . . . . . . . . . .

2.2.3  Condition aux limites en déplacement . . . . . . . . . . . . . . . ...

2.2.4 Déplacements des nocuds et tensions dans les barres . . . . . . . . . ..
2.2.5  Equilibre du treillis . . . . . . . . ...
2.3 Développements asymptotiques . . . . . . . ...

2.3.1 Développements asymptotiques des déplacements . . . . . . . . . . ..

2.3.2  Développements asymptotiques des tensions . . . . . . . . . . . . . ..
2.3.3  Ordre de grandeur du chargement extérieur . . . . . . . . . . . .. ..

2.4 Identification des ordres de € dans les équations d’équilibre . . . . . . . .. ..
2.4.1 Equi]ibre alordre e™d . . L.
2.4.2 Equi]ibre alordre ® . . . . .
2.4.3 Equilibre alordree . . . . . ..
2.4.4 Baquilibre d Vordre €2 . . . . . . ...
2.4.5 Baquilibre d Vordre € . . . . . .. ...
2.4.6 Récapitulatif concernant 'équilibre du treillis . . . . . . . . . . .. ..

2.5 Résistance des matériaux, Equilibre d’une poutre droite . . . . . . . .. .. ..

2.6 Identification des deux modeles de poutre . . . . . . . . .. .. ... ... ..

2.7 Conclusion . . . . . . . L

2.1 Description de I’étude

Ce premier chapitre est consacré a 1’étude du treillis poutre en A/. On recherche un
milieu continu équivalent en utilisant la méthode d’homogénéisation discrete. Cette mé-
thode a été développée initialement sur ce treillis par Verna, Caillerie et Trompette en
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Figure 2.1 : description du treillis poutre en N

statique [13, 65] puis en dynamique par Tollenaere et Caillerie [60]. Ce chapitre ne pré-
sente donc pas de nouveaux travaux, il est une premiere introduction a ’homogénéisation
discrete et permet de présenter des notations et le déroulement initial de la méthode. En
effet, cette résolution utilise seulement les équations d’équilibre du treillis données par le
principe fondamental de la dynamique. Par la suite, lors de la partie III de ce rapport,
une formulation variationnelle sera écrite. Plus synthétique et plus générale, elle nous
permettra d’obtenir des formulations pour une grande classe de problémes.

L’obtention d’un milieu continu équivalent peut se décomposer en trois étapes. En
premier lieu, une modélisation du treillis est faite et un petit parametre ¢ est défini
par l'inverse du nombre de cellules (figure 2.1). Ce petit parametre € caractérise la sé-
paration d’échelle entre la taille de la cellule et la longueur du treillis. Ce sera la clef qui
permettra d’obtenir un milieu continu équivalent. Dans un second temps, les données du
probleme sont évaluées par rapport a ce petit parametre € et les fonctions inconnues sont
recherchées sous forme de développements asymptotiques en puissances de e. Enfin, ces
développements sont reportés dans les équations d’équilibre du treillis et un milieu continu
est proposé. Une étape supplémentaire peut alors étre faite lorsque ce milieu continu est
en correspondance avec un milieu continu classique, une poutre d’Euler Bernoulli pour le
treillis poutre en A. Une identification entre ces deux modeles est donc faite.

2.2 Modélisation du treillis poutre plan en N

2.2.1 Description géométrique

Soit un repere galiléen (O, 1,7, k). Le treillis poutre en N est défini par la répétition
d'une cellule de base selon la direction 2. Cette cellule de référence est caractérisée par
deux nceuds I et I et quatre barres hy, da, hs et vy (figure 2.1). Les deux nceuds sont
considérés comme étant parfaitement articulés. Les barres ne sont soumises qu’a de la
traction compression. Les méthodes d’homogénéisation sont basées sur la séparation d’é-
chelle. Le treillis possede deux échelles : la longueur de la poutre notée L et la taille de
la cellule [. La séparation d’échelle signifie que le treillis poutre a un grand nombre de
cellules noté C (C > 1). Un petit parametre € est alors défini par :

Lol (2.1)
L Cc 7 '

€
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ce petit parametre doit étre petit devant 1. L’existence de cette séparation d’échelle
nous permet de rechercher des solutions sous forme de développements asymptotiques en
puissances de €. Lorsque le petit parametre € tend vers 0, 'aspect du treillis poutre en
N se rapproche d’un segment de droite, on espere alors trouver pour le treillis en N un
milieu continu équivalent de poutre.

Les cellules sont distinguées entre elles par leur position X sur l'axe des abscisses
(O,12). Par convention, X est la plus petite abscisse de la cellule. La premiére cellule est
fixé a l'origine des abscisses X = 0.

Les nceuds sont notés par 'exposant n et par la position de la cellule X dans le couple
(n, X). La position initiale P"(X) d'un nceud (n, X) s’écrit dans le repere (0,1, 3, k) :

h H
P{(X) = Xi4+=3 = Xi+e=y,

2 2
y " (2.2)

PH(X) = X1——=3 = X1—e—y,
2 2

ou h est la hauteur de la cellule. C’est une petite dimension comme la longueur de la
cellule [. Elle peut donc étre écrite h = e¢H.

Les barres sont numérotées dans la cellule de référence. Pour le treillis poutre en N,
il y a quatre barres hy, do, hs et v4 ou h, d et v indiquent seulement la direction de la
barre (horizontale, diagonale, verticale). Toute barre est orientée d’un nceud origine noté
(O(b), X) vers un nceud extrémité (E(b), X + €L&®). Le parametre 8° est égal & 0 ou &
1 selon que le nceud extrémité de la barre appartienne a la méme cellule X que le nceud
origine ou qu’il appartienne a la cellule suivante & + ¢L. Pour la barre vy, 6% = 0, pour
les trois autres barres, 6® = 1. Une barre quelconque est donc représentée par le couple

(b, X) ou par le couple de nceuds ((O(b), X), (E(b), X + eL&)).

2.2.2 Condition aux limites en force, chargement extérieur

Le chargement extérieur n’est appliqué que sur les nceuds (n, X) du treillis. 1 est
supposé étre une fonction de la variable X méme lorsque le nombre de cellules C augmente
et tend vers l'infini. Ce chargement sera noté F"(X).

2.2.3 Condition aux limites en déplacement

Le treillis poutre en N posséde deux extrémités, I'une en X = 0 et Uautre en X = 1.
Les conditions aux limites en déplacement ne seront posées que sur ces deux extrémités.
Trois types de conditions seront envisagés : encastrée, ou tous les nceuds appartenant
a la cellule extrémité voient leurs déplacements annulés ; libre, ot aucune condition sur
les déplacements n’est écrite ; articulée, ou les nceuds de la cellule extrémité sont libres
de tourner dans la direction k autour d’un point fixé. La difficulté de cette condition
articulée est justement dans le choix de ce point, en effet, des comparaisons vont étre
faites entre le modele continu que nous allons obtenir et un calcul direct sur le treillis
par la MEF. Pour le modele continu de poutre, la condition aux limites articulée ne pose
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aucun probleme car 'extrémité de la poutre est définie par un seul point ou nceud ; mais
pour le treillis, la cellule extrémité est complexe car elle possede plusieurs noeuds, ce point
de rotation doit étre placer sur la fibre neutre du treillis, fibre qui n’existe pas a priori.
La condition articulée sur une extrémité du treillis est donc posée apres avoir fait le calcul
d’homogénéisation et dépend du modele de poutre obtenu.

Les conditions aux limites sur le treillis poutre en N qui seront choisies sont donc :
encastrée-encastrée (E-E), encastrée-libre (E-L) et articulée-articulée (A-A) (figure 3.1).

2.2.4 Déplacements des nceuds et tensions dans les barres

Les inconnues du probléme sont les déplacements des noeuds et les tensions dans les
barres.

o Les déplacements des noeuds dépendent a la fois de la position de la cellule X et du
nceud n. Deux fonctions déplacements sont donc recherchées U (X) et U™ (X).

e Notons F’(X) la force qu'exerce la barre (b, X) sur le nceud origine de la barre
(O(b), X). Leffort exercé sur le nceud extrémité (E(b), X + eL&®) est alors —F?.
Cette force F° sera aussi dénommeée la tension dans la barre b. Le matériau con-
stituant les barres est supposé rester dans le domaine élastique, ce matériau est le
meéme pour toutes les barres et il est caractérisé par le module d’Young E. Soient
A® la section d’'une barre, K? la rigidité de la barre b, P’ sa longueur avant dé-
formation et €’ son vecteur unitaire dans la configuration initiale ; ces grandeurs ne
dépendent pas de X car le treillis est périodique. Soit U? le vecteur différence des
déplacements des nceuds extrémité d’une barre b,

o o EA
1P|l

U'X) = UPO(X +eLs?) — U (X), (2.3)
Pb
e’(X) = —.
1P|l

On se place en petites déformations et en petits déplacements. La relation de
comportement entre la tension F° dans la barre b et son allongement U? est alors :

F" = K%e Ub)e’. (2.4)

Pour le treillis poutre en N, les vecteurs directeurs des barres sont

barres hy et hs : ele = 4,
barre vy e = g,

Li+ Hy
barres d et = d= ———L =1+ s7.
’ VItt H? J

(2.5)
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2.2.5 Equilibre du treillis

le cadre de travail est la statique en petites déformations et en petits déplacements.
L’équilibre du treillis se réduit donc a ’équilibre des nceuds. Deux types de forces inter-
viennent, les tensions dans les barres et le chargement extérieur. L’équilibre des noeuds I
et I s’écrit :

F"(X —el) — FM"(X) + F®2(X —¢L) + F**(X) = F!(X), (2.6)
F'(X —¢L) — F"(X) - F2(X) - F*(X) = F'(X). (2.7)

I'équation 2.6 est aussi notée (I) et I’équation 2.6 par (I7). la somme de ces deux équations
2.6 et 2.7 est alors notée (I + II) et se développe ainsi

FM"(X —eL) — FM(X) + F'(X — eL) — F'3(X)

+F®2(X —¢L) - F2(X) = Fl + FIT. (2.8)

2.3 Développements asymptotiques

2.3.1 Développements asymptotiques des déplacements

Du fait de 'existence d’une double échelle entre la taille [ d’une cellule et la longueur L
de la structure, on effectue un développement asymptotique des déplacements en puissance
du petit parametre e. Par convention, on commence le développement asymptotique des
déplacements des nceuds a l'ordre 0 en e. Le déplacement du nceud (n, X) s’écrit alors :

UMX)=U""+eU"" + U + U + - - (2.9)

on U™, U™ ... sont des fonctions inconnues indépendantes du parametre €.

Le déplacement du nceud n de la cellule suivante X + [ se détermine en faisant des
développements de Taylor autour du point d’abscisse X puis des développements en série
asymptotique

au™(X
U'(X +el) = U”(X)+6L—¥ -

0,n 2.10
M) L (210)

= U™(X U'Y™X)+L
X)+e (000 + 12

Selon la barre, trois cas sont possibles pour les développements asymptotiques du
vecteur différence des déplacements d’une barre U? (figure 2.1). Soit la barre relie deux
nceuds d’'une méme famille n mais de deux cellules X et X + [ voisines (type h comme
horizontale) ; soit elle relie deux nceuds de deux familles n et m et de deux cellules
distinctes X et X 41 (type d comme diagonale) ; soit enfin, elle relie deux noeuds de deux
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familles n et m mais d’une méme cellule X (type v comme verticale). Dans ces trois cas,
nous pouvons écrire :

U'X) = U (X)+eUY(X)+AU>(X) +- -,

UO,b(X) — UO,E(b) . [J‘O,O(b)7

0,E(b
Ut (X) = ULEO _gro® | 6deUdX ’ (2.11)
dUl,E(b L2 dQUO,E'(b
UZ,b X — UZ,E'(b) . UZ,O(b) (SbL 617_ ]
&0 ORI T e

Cependant des simplifications apparaissent

1. les barres hy et hy n’ont pas de terme & Pordre 0, U’ = 0

dUO,a dUl’a L2 dQUO,a
Uhe = €L 2L = = 2.
el—= +6[ dX+2dX2}+ : (2.12)
2. la barre dsy est quelconque
Udz — (UOJ _ UO,I])
du®!
+e€ [(U“ ~-UHh + L o } (2.13)
dUl,I L2 dZUO,[
2 U2,[ . U2,II L =
e [( I T

_|_...’

3. la barre vy a le parametre 6 = 0, il n’y a donc pas de développement de Taylor &
faire.

Uv = (UO"I . UO’H) 4+ E(Ul’l . Ul,]]) + 62(U2’I o U2’H) 4. (214)

Ces trois types de barre se classent en deux catégories : les barres dont le dé-
veloppement asymptotique du vecteur différence des déplacements commence en €° (type d
ou v) et celles ol il commence en €' (type h). Dans les faits, nous verrons que tous les
développements asymptotiques du vecteur différence des déplacements commence en ¢t
(équation 2.21).

2.3.2 Développements asymptotiques des tensions

Le développement asymptotique des tensions est donné par la relation de comporte-
ment d'une barre (équation 2.4). Il est nécessaire de regarder 'ordre de grandeur des
termes composant cette équation. La rigidité K® d'une barre sera choisi d’ordre ¢! car
ce choix a toujours été fait [60, 65] et un autre choix n’a pas d’influence sur le résultat.

1
K'= ;kb. (2.15)
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La tension dans la barre b peut alors se développer

Fb = ¢ lp-Lby Op0b L ApLb +---
b — kb<eb7 Uo’b>eb,
2.1
Fo’b _ k‘b<eb Ul,b>eb ( 6)

Fl’b — kb<eb,U2’b>€b.

2.3.3 Ordre de grandeur du chargement extérieur

Le chargement extérieur F" s’exercant sur les nceuds n est une donnée du probleme.
Cependant, tout comme la rigidité K® d'une barre, il faut caler cette force par rapport
au petit parametre €. pour ce faire, Auriault a proposé d’écrire les équations d’équilibre
avec des variables sans dimension et il introduit des nombres adimensionnels (nombre de
Reynolds, nombre de Mach. ..) permettant le calage par rapport & € des différents termes
des équations [6, 49]. Je n’ai pas réussi & mettre au point cette procédure de calage sur
notre probleme car celui-ci s’écrit comme un systeme aux différences finies et non aux dé-
rivées partielles. Par ailleurs, pour les structures minces, type plaque et poutre, Sanchez
a montré que "’adimensionnalisation ne peut étre faite qu’en se basant sur des considé-
rations concernant la structure méme des solutions” [51]. On peut travailler en variable
adimensionnelle afin d’établir de fagon plus correcte ces calages en €, c’est ce qui sera fait
dans la partie III. Cependant, le probleme du calage reste entier. L’unique possibilité
est de le faire a posteriori. Pour le treillis poutre en A, le chargement extérieur doit étre
d’ordre €3

F" = SF™, (2.17)

2.4 Identification des ordres de ¢ dans les équations
d’équilibre

Les développements asymptotiques des tensions sont remplacés dans les équations d’é-

quilibre des noeuds I et I1. Ces équations sont ensuite identifiées ordre aprés ordre en

commencant par l'ordre e~ car les tensions commencent & ordre ¢ 1.

2.4.1 Equilibre & l’ordre ¢!

Tensions dans les barres :
F~bha n’existe pas,
F i — phq U —pyShg, (2.18)
Fiv = goa(y U — Uoily,,
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Equilibre des neeuds [ et 11 :

[1 . Fldy poen_ g
{ 17t . —F~b%h v — o (215)
Comme les barres ds et vy ne sont pas étre paralleles,
F b= prlv =g (2.20)
soit pour les déplacements :
U =u* =u°, (2.21)

Tous les nceuds de la cellule (nceud I et noeud I7) ont le méme déplacement macroscopique
U®. Cela implique que pour toutes les barres b, U = 0.

2.4.2 Equilibre a ’ordre €°

Tensions dans les barres :

dU°
0,h h
o k- e
F (¢, L e ), i
FOda ki (d, UM — UM 4 LdU \d, (2.22)

dX
FO,’U4 N <‘77 Ul,] _ U1711>j,

Equilibre des nceuds I et I7 :
° . FOd2 4 pOva o,
JI9 . _FOde _ pOvs _ o (2_23)

Les vecteurs d et j n’étant pas colinéaires, FO% = F%% = o ce qui donne pour les
déplacements
<U1,I _ ULII,]> — O, ) ( )
L ,dU 2.24
Ul,] . UI,II 2 — /= d ]
< ’ > c < dX ? >

2.4.3 Equilibre a ’ordre ¢

Equﬂibre des nceuds [ et I7 :

0,h1
[1 : —Ld-Z‘X + F17d2 + FI,U4 — 07
0,h
o T pa g o,
dX (2.25)
d FO’hl FO,h3
(I+ 1) - iy d; ) _ o,
(I —1ID" Fld L plv — o
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Les barres d; et v4 n’étant pas paralléles, I'équation (I —IT)! donne F1% = Flv¥ = o
La quantité U*! — U*!! projetée sur @ et sur J peut étre déduite, mais comme ce calcul
n’intervient pas dans la détermination de U?, on ne I'explicite pas. Par ailleurs, I’équation
(I +11) sécrit
d2 0
<d—;-, 2 = 0. (2.26)
La composante selon 2 du déplacement macroscopique U” est donc au plus linéaire en X.
Ceci est juste suffisant pour prendre en compte des conditions de déplacement nul aux
extrémités. On peut alors en déduire que cette composante est nulle [65].

(U°2) =0. (2.27)

Les tensions dans les barres a I'ordre € peuvent donc s’écrire :

dU™*
Flle = [he(y L
WL (2.28)
Fl,dz — Fl,’U4 = o,
2.4.4 Equilibre a Pordre ¢
Equﬂibre des noeuds [ et I7 :
dFth
[2 . —L + F2,d2 + F2,U4 - o
dX ’
dF""
I’ —L R e
dX d(Fl’hl 4 Fl,h3) (229)
(I+II)2 : —L dxX = 0,
d Fl,hl o Fl,hg
(I-1I)?* : —-L ( e ) +2 <F2’d2 + FQ’“‘*) = o.
Ecrivons Iéquation (I + I1 )* en explicitant les tensions dans les barres hy et hs.
dQUl,I d2U1’II
<kh1W + khs e ,2) = 0. (2.30)
dQUl,I dQUlA,II

De cette équation peut étre déduit (————,2) et <—d—X2_’z> car la différence des dé-

placements a l'ordre € est donnée par I’équation 2.24

d? eU°
dX2 <U17I— ULII71’> = H( dX3 7.7)7
2U1,I hs3 3 0
E oy = LU (2.31)
dX? KM 4 kM dXP
dQUl,]I Hk,hl d3UO
<_——_7 2> = - < 7-7>'
dx? kM4 kst d X
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L’équation (I — IT)? permet de déterminer la différence U*! — U! projetée sur 1 et
sur 7. Nous aurons besoin par la suite de la projection de la tension F>¢ sur 5. Sachant
que Fht f/a, FY% //d et F1V//9, Péquation (I — I1)? projetée sur 2 s'écrit :

Ld{(F*h — Flhs 4) HkM s a*U®

FQ,d — —
(F ) 2 dx Lk’“+kh3<dX3’J>’

H2]€h1 kh3 d3U0

d
<F2 ) K1 ghs ( 13 ) (2.32)
2.4.5 Equilibre a lordre €
Equilibre des noeuds [ et 11 :
dF2,h1 L2 2 1,h F2,d2
13 . _L dX + ?ddI;'(Q + F3,d2 _ deX + F3,’U4 — FS’I,
dFQ,h3 LZ d2F17h3
I3 —L - _ F3,d2 . FS;U4 — F3,H
ix T2 axe ’
d(FQJM 4 F2,h3 + F2,d2) L2 dQ(Fl,hl 4 Fl,h3)
I3 . —L = — 3 3,11
(I+11) X + 5 %7 +F(2 "
d Fl,h1 Fl,hg ‘
Cependant ( d)—; ) = o0 (équation 2.29), I’équation (I + IT)* donne :
d F27h1 F2,h3 F2,d2
L i i ) _ g + P31 (2.34)

dX

Cette équation est projetée sur 3. L’objectif est de supprimer les tensions F?™ + F2hs
que 'on ne connait pas.

d F2,d2 HQkhl khg d4UO
T ) A — (= . (2.35)
dX K"+ k" dX
finalement, le modele macroscopique pour le treillis poutre plan en A est
d'U° KMk 3,11
<W"7> :“W<F T FTT ). (2.36)
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2.4.6 Récapitulatif concernant I’équilibre du treillis

Ordree’l : (I-II)"' — U -U"=o, U = Uy =,

Ordre €° (I-11° — UY-u“l,

Ordre €t (I-117} < U* -y,
(I+I])1’1, — <U07z>: ,

Ordre €2 (I-112 — U -y,
(I+ 1) — (U +UY ),

Ordre € : (I-I11P — UY -yu*H,
(I+11P — (U +U>1 ),
(I+1I1)33 — (U3,

Ordre €* (I—IDF s Uk _gh+iil
(I+ 1Dk — (UM Ukt ),
(I + If)k_y —s <Uk—2,1 + Uk_2’1173>,

2.5 Résistance des matériaux, Equilibre d’une poutre
droite

Dans le cadre de la résistance des matériaux, on étudie une poutre initialement droite
en statique sous les hypotheses des petites déformations et des petits déplacements. Les
efforts extérieurs sont répartis le long de la poutre. Il n’y a pas de moment réparti.
L’abscisse est noté X, les équations locales de ’équilibre de la poutre s’écrivent :

dR

x Tt =
dM R (2.37)
d_‘X——}_z/\ = o0,

ou R est la résultante du torseur des inter-efforts, M le moment, 2 le vecteur directeur
de la poutre et F' la charge linéique. La relation de comportement d’une poutre d’Euler
Bernoulli oti les effets du cisaillement sont négligés est :

d*U°

El(—7.9) = (M. k). (2.38)

L’équation portant sur la résultante est remplacée dans I'équation de moment, de
meme avec la relation de comportement. On obtient alors la formulation en déplacement
d'U’ 1

Gy d) =~ F.2). (2.39)

2.6 Identification des deux modeles de poutre

Il s’agit d’identifier le modele de poutre continu obtenu par homogénéisation de notre
structure périodique (équation 2.36) et le modele de poutre droite d’Euler Bernoulli (é-
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quation 2.39). Les deux modeles sont similaires. L’identification nécessite I’équivalence
entre la charge linéique F' sur la poutre et le chargement F™ aux nceuds. Du fait du
décalage effectué en supposant les forces petites, l'effort physique réel exercé en un noeud
n de la structure F" est :

F" = S F3™ (2.40)
et nous avons 'équivalence suivante
FI FII 2
F = ——J; = % (F> + F*!T) (2.41)

L’inertie équivalente pour le treillis poutre peut alors étre déterminée

tQLBkhl kh3 )

El., = ——khl Xz €,

cependant, les rigidités des barres h; et hz s’expriment par

L EA’”’ phe EA’%"
L L
donc 'inertie équivalente est
AhlAhg
g2
fea =i (242)

A Tordre 0, seuls les effets de flexion sont apparents. La loi de comportement macro-
scopique trouvée pour notre treillis en NV est celle d’'une poutre continue a effet de flexion
prépondérant.

2.7 Conclusion

Le treillis poutre en N peut se caractériser par un milieu continu équivalent. Un petit
parametre € est d’abord défini par I'inverse du nombre de cellule C. Si le chargement exté-
rieur F" agissant sur les nceuds du treillis est décrit par une fonction d’ordre 3, c’est &
dire 3 F*", le milieu continu équivalent pour le treillis poutre en A est un milieu continu
de poutre d’Euler Bernoulli ou les effets de flexion sont prépondérants.
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3.1 Description de I’étude

Suite aux études sur le treillis plan en A en statique linéaire [65] et en vibration libre
[60], le probleme des grandes transformations s’est posé. Des travaux ont déja eu lieu sur
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ce type de sujet.

McCallen et Romstad prennent en compte des non linéarités géométriques et maté-
rielles dans la déformation d'un treillis plan périodique [32, 33|, cependant, ils font des
hypotheses a prior: sur le modele macroscopique final. L’équivalence entre le treillis et la
poutre continue se faisant sur une base énergétique. Pour le treillis en NV, le milieu continu
équivalent présente des couplages entre la flexion et I'extension qui rendent ’estimation
a priori difficile. Byskov, ainsi qu’Andersen, Elyada et Babcock font eux-aussi des es-
timations a prior: sur le milieu continu et sur le treillis pour construire des modeles de
flambage de treillis poutre [4, 11, 25], ce que faisait déja Vierendeel en 1906 sur des exem-
ples simples [66]. Toutes ces études ont le défaut d’étre quasiment impossible & généraliser
car la méthode fait appel a un savoir faire adapté a chaque cas particulier.

Pour introduire des non linéarités dans la méthode d’homogénéisation discréte, on se
propose dans un premier temps d’étudier le cas simple du treillis poutre en A sous les hy-
potheses des grands déplacements et des petites déformations. L’avantage est d’avoir pour
les barres du treillis une relation de comportement tres simple du type ressort. A partir de
ce comportement linéaire d'une barre et en faisant I’hypotheése de la séparation d’échelle
(chapitre 2), des modeles continus vont étre développés sans faire intervenir d’hypotheses
a priori sur le comportement final. On appelle modéle en grand déplacement le modele
donnant I’équilibre du treillis en configuration déformée en fonction de la configuration
initiale non chargée. Ce modele permet de calculer directement, avec un seul pas de
chargement, la déformée de la structure.

Le démarche suivie pour l'obtention d'un modele continu est identique & celle du
chapitre 2. Une modélisation est d’abord faite, puis les données du probléme sont calées
par rapport au petit parametre e (inverse du nombre de cellule C) et les inconnues sont
développées en série asymptotique en puissance de e¢. Enfin, ces développements sont
reportés dans les équations d’équilibre du treillis.

Deux modeles vont étre trouvés, le premier pourra étre identifié & un modele de poutre
d’Euler Bernoulli en grand déplacement, 'autre sera identifiable & un modele de cable.
Le modele de cable est fortement non linéaire et n’est pas linéarisable pour un cable non
précontraint, ce qui explique pourquoi il n’a pas été trouvé en petit déplacement. Le
modele de poutre en grand déplacement est simplement une adaptation du modele de
poutre en petit déplacement au cas des grands déplacements. Une étude au flambage est
faite sur ce modele de poutre et des simulations numériques sont présentées comparant
la premiere charge critique d’Euler du treillis et de la poutre continue pour différentes
conditions aux limites. Ces résultats ont été exposés en conférence puis publiés [35, 36].

3.2 Modélisation du treillis poutre

La description géométrique du treillis poutre plan en A est la méme que celle faite
au chapitre précédent (chapitre 2). De méme, les conditions aux limites en déplacement
sur le treillis poutre en A sont : encastrée-encastrée (E-E), encastrée-libre (E-L) et ar-
ticulée-articulée (A-A) (figure 3.1). Les conditions aux limites en efforts supposent de
nouveau que le chargement extérieur n’est appliqué que sur les nceuds (n, X) du treillis.
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Ce chargement sera noté F"(X).

Les inconnues du probleme sont de nouveau les déplacements des nceuds et les tensions
dans les barres. Deux fonctions déplacements sont recherchées U’(X) et U (X).

Soient A® la section de la barre, K? sa rigidité et P’ le vecteur longueur de la barre en
configuration initiale, ces grandeurs ne dépendent pas de X car le treillis est périodique.
Soient Q"(X) le vecteur longueur de la barre en configuration déformée et U’ le vecteur
différence des déplacements des nceuds extrémités d’une barre b, soit g° le vecteur unitaire
de la barre b en configuration déformée,

by _ EA”

=T
Q'(X) = P +UYX), .
vy Q@
91X = e

Soit F la tension dans la barre (b, X ). Le matériau constitutif des barres est sup-
posé rester dans le domaine élastique, il est caractérisé par le module d’Young E. Le
cadre de I'étude sont les petites déformations mais les grands déplacements, la relation
de comportement entre la tension F° dans la barre b et allongement de celle-ci est :

F' =K' [|Q"|| - ||P"]] g (3.2)
Cette tension F® dans la barre b peut aussi s'écrire :

P
1Q°1]

F' =K {1 ] Q. (3.3)

L’équilibre du treillis se réduit donc a écrire 1’équilibre des nceuds en configuration
déformée. L’équilibre des noeuds I et 1 s’écrit :

(I) : F"(X —¢eL)— F"(X)+ F2(X —¢L) + F'(X) = F'(X),
{ (I1) : F"(X —¢L)— F™(X) - F2(X) - F**(X) = F"(X).

3.3 Développements asymptotiques

3.3.1 Développements asymptotiques des déplacements

De nouveau, il existe une séparation d’échelle entre la taille [ d'une cellule et la longueur
L de la structure, on effectue un développement asymptotique des déplacements en puis-
sance du petit parametre e. On fait I'hypothése que le développement du déplacement
d’un neeud commence a l'ordre 0 en €. Le déplacement du nceud (n, X) s’écrit :

UMX)=U+ U + €U + €U + - (3.5)
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Ce développement du déplacement d’un nceud n étant le méme que celui du chapitre
2, on a les mémes propriétés concernant le vecteur différence des déplacements U?.

3.3.2 Développements asymptotiques des tensions

Le développement asymptotique des tensions est donné par la relation de comporte-
ment d'une barre (équation 3.3). Il est nécessaire de regarder Iordre de grandeur des
termes composant cette équation. La rigidité K? d’une barre sera choisi d’ordre ¢!
(chapitre 2).

1
K=~k (3.6)
€
Il faut maintenant comparer la longueur déformée ||Q°|| d’une barre avec sa longueur
initiale || P’||. Trois cas différents seront possibles.

1. lalongueur initiale de la barre est d’ordre € et la longueur finale est calculé d’ordre €°,
alors U° > PP. Ce cas n’est pas réaliste avec I’hypothese des petites déformations
et les équations d’équilibre vont I’éliminer. Cependant, c’est le cas au début pour
les barres ds et v,.

Ub — UO,b + 6Ul,b 4.

)

P’ = P
Qb — Uo’b—!—G(Pl’b-i—Ul’b)—f'"',
|1 P°]]
Sy T
1
F' = Ekon’b+O(e°). (3.7)

2. la longueur initiale de la barre est d’ordre € ainsi que la longueur finale, alors U? ~
p.

P’ = P,
Qb — E(Pl’b+U1’b)+€2U2’b+"'7
IR R
Q"] 1Q™|l ’
————
bO,b
F = E%OPQY + O(e). (3.8)

3. la longueur initiale et la longueur finale de la barre sont d’ordre ¢ (U ~ P?), de
plus ces longueurs sont égales en norme au premier ordre. Ce n’est pas toujours
le cas, ceci n’est pas vrai pour le modele de cable, mais le sera pour le modele de
poutre.

U = UY+EU + -,
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P = EPl’b,
Qb — E(Pl,b + ULb) + EQUZ,b 4. 7
™| = |IP",
gb _ go,b+€g1,b+___7
go7b _ Ql,b
1P|
p? 1
g T T o)
bl,b
Fb — Ekbbl,le,b + 62kb (bQ,le,b + bl,bQQ,b) + 0(63)‘ (3‘9)

3.3.3 Ordre de grandeur du chargement extérieur

Le chargement extérieur F" s’exergant sur les nceuds n est une donnée du probleme
qui doit étre calée par rapport a e. En élasticité linéaire, le chargement extérieur devait
étre d’ordre €*. En grand déplacement, deux ordres de grandeur sont envisageables : en

3
e alors

F" = Sp3n, (3.10)
ou d’ordre €, le chargement s’écrit alors
F" = ¢F'". (3.11)

Ces deux cas vont maintenant étre étudiés.

3.4 Identification des ordres de ¢ dans les équations
d’équilibre

Les développements asymptotiques des tensions sont remplacés dans les équations d’é-
quilibre des nceuds I et I1. Ces équations sont identifiées ordre aprés ordre en commencant
par l'ordre €71, car les tensions commencent & l'ordre e 1. A 'ordre € un choix devra étre
fait car deux modeles sont possibles : un modele dit de poutre et un modele dit de cdble.
Chacun de ses deux modeles sera ensuite analysé.

3.4.1 Equilibre a lordre ¢!

Tensions dans les barres :

FLha n’existe pas,
F~l — gyt _yolh), (3.12)
Flva _— k‘m(UO’I _ UOA,”).
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Equilibre des nceuds [ et 17 :
IMou Il © Fhd2 f O — o (3.13)

Comme les barres dy et v4 ne peuvent pas étre paralleles, méme apres déformation, nous
avons donc immédiatement :
Fld — prlvs — o (3.14)

soit pour les déplacements :
v =y =u°. (3.15)

Tous les nceuds de la cellule (nceuds I et I7) ont le méme déplacement macroscopique
U". Cela implique que la longueur finale d’une barre b est toujours d’ordre e!.

U= U + 2U?b 4 ... (3.16)

3.4.2 Equilibre a lordre €

Force dans les barres :

dU®
‘Fo,hQ — kho‘bo’h“L <’L + >
dx )’
Fo’d2 — k‘d2b0’d2Q1’d2 (317)

FO’U4 — kv4b0’v4Q1’v2

Equﬂibre des nceuds [ et I1 :

10 . FO% 4 pOvi— o
11° : —F%% - F%" = o, (318)
Les barres dsy et v4 ne pouvant étre physiquement paralléles, on a :
FO,dQ — FO’U4 -0
Les vecteurs directeurs des barres g®% et g%% étant non nuls, on obtient :
bo’d2 — b07v4 =0
soit :
1,1 1,11 au’°
[Le+Hy+ U —U»' +L——|| = VL>+ H?
dX (3.19)

|La+Hy+ U ~UY|| = H.

Ces deux équations seront étudiées lors de 1’équilibre & l'ordre €. Cependant, ces deux
équations définissent parfaitement U — UM méme si deux solutions sont en théorie
possibles (figure 3.2).
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Solution réaliste
UL UI,II

ILi+Hjl

Li

‘\/

Ldu’

& 1,I 1,11
U-U"
Solution non réaliste

Figure 3.2 : déplacement a l’ordre 1 fonction du déplacement macroscopique et de la
géométrie

3.4.3 Equilibre a ordre ¢

Equilibre des noeuds [ et I7 :

(up“ﬁ1+aFQM)__0
dx ’ (3.20)
(I —II)' Flo 4 plvs — o

(I+1I0) @ —L

Les barres dy et v4 n’étant pas paralleles, 'équation (I — IT)! donne :

Fl = Flo— o,

Soit 7, un vecteur tangent a la déformée macroscopique (||7|| # 1 a priori). 11 est
défini a partir de la déformée macroscopique par
au®
T=1+—. 3.21
Au début de la déformation, 7 ~ 2, ce qui est en adéquation avec la description avant
déformation du treillis poutre. Les tensions F%™ et F*" sont colinéaires a T et

bO,h1 — bO,h3 =1— 1

=l

Selon I'ordre de grandeur de € des efforts extérieurs sur les nceuds I et I1 : F! + FII,
deux modeles macroscopiques différents de la structure sont donnés par I'équation (I +

It :
- L T 1,1 1,11
_LQ(khl +kh3)dfi<1 HTH) } _ /‘F + F ) (322)
“ o (3.23)
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e un modele de cable ot les effets de traction ou de tension sont prépondérants (équa-
tion 3.22). Le chargement extérieur est supposé étre d’ordre e,

o un modéle de poutre ou les effets de flexion sont prépondérants (équation 3.23). Le
chargement extérieur est supposé étre d’ordre €3.

3.5 Modele et comportement du treillis poutre en N

3.5.1 Homogénéisation du treillis, modele continu de poutre

Dans cette partie, nous nous intéressons au modéle de poutre. En effet, en petit dé-
placement, on ne trouve que le modeéle de poutre & flexion prépondérante. Ce cas est
donc dans la continuité des travaux précédents. Le chargement extérieur sur la poutre est
supposé d’ordre €. Comme nous sommes en grand déplacement, nous pouvons supposer
a priori que le vecteur 7 n’a pas une direction constante le long de la poutre. L’é-
quation 3.23 permet alors d’énoncer

aU?°
Il =ls + Il = 1. (3.24)
dx

La poutre ne s’allonge pas macroscopiquement, elle ne fait que tourner de facon locale
car T est un vecteur constant en norme mais variable en direction. Les tensions dans les
barres hy et hs sont nulles & I'ordre 0 ; F%" = F%s = o, Posons Hy+UY —-UYY = Hn
; avec ||n|| = 1, alors :

i dU°
i+ Hy+UY —UY +LW = LT+ Hn,
au?’
”Lz_‘_H]_f_Ul,I_Ul,I]_i_LIX_HQ — L2+H2,

= L*+ H?+2HL(T,n).
Donc les deux vecteurs 7 et n sont orthogonaux :
(T,n) =0

Nous avons deux solutions : soit n = k A 7 ou soit n = —k A 7. Seule la premiere
proposition est a retenir car pour des petits déplacements, nous devons trouver que n ~ 2
(figure 3.2). Finalement :

H_dUO
J—
dX’
Il =1
dr U
<T’K> = <T’W>:O’ (3.25)
"y 1,11
= k -
n ANT =7+ i% ;
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Les vecteurs directeurs a ordre 0 des barres sont

g'he = T,

goiz = LrtHn (3.26)
NirEwen

g’ = n.

Les barres ont donc subi une rotation passant de la base (2,3, k) a la base (7,n, k). 1l
n’y a pas de distorsion de la cellule. Les efforts dans les barres a 1'ordre ¢ peuvent donc
s’écrire :

Flhe = fhapbha Lz
(3.27)

Fi®2 — plv_ g

Nous pouvons déduire de 1'équation (I — I1)! la quantité U>' — U*!! projetée sur =
et n, mais comme ce calcul n’intervient pas dans la détermination de U°, on ne 'explicite
pas.

a) Equilibre & Pordre €2

Equihbre des neeuds [ et I1 :
1,hy 1,hs
(I+11? pAETEET)

dX
Lha _ bk (3.28)

(I—11? : —L

Ecrivons I'équation (I + IT)? en explicitant les tensions dans les barres.

d [ (kMo khspthe) 7]
dX

= 0.

Comme le vecteur tangent 7 est un vecteur de direction variable :

Ehpth g ghapbhs — (3.29)
Ul JUNT
Nous pouvons déduire de cette équation ( e ,T) et ( e ,T) car :
dUl,I dUl,II
bl,h1 _ bl’h3 _ .
T ) =)

Or la différence des déplacements a l'ordre € est donnée par

Ul,] o UI,II — H(n _J)
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donc

dU ! HK™  dn
s T = mam e (3.30)
3.30
1,11 h
pLhs <dU 7 o= HE™ <d_n )
dx ’ KMo ks ta X
Ecrivons les tensions & l’ordre €2 :
dUl,a L2 dQUO
F?he = fhap2ha [ 4 ghaplha | [, -
T ( X dX2>
F2,dz — k}dsz’dz(LT—i—H’n), (331)

F?Y1 = [vpivafin,

Nous pouvons déduire de 1’équation (I — IT)? la différence U*! — U projetée sur
et n. Nous aurons besoin par la suite de la projection de F?¢ sur 7. Ecrivons I’équation
(I —II)?sur T :

I d Fth _Fl,hg
<F2’d,7'> _ = ( >,T>,
2 dX
L2 d[(Kmpth — gt 7]
-2 X T
L2 d (khlbl,hl . khgbl,h3>
T2 dx !
_ o ®
ax ’
dn
(w2 gy = DHE A (3.32)
7T - kh’l + khS dX .
b) Equilibre & l'ordre ¢
Equilibre des noeuds [ et 1 :
d F2,h1 FQ,hg FZ,dz
(I+1IIP® : —L ( i a Y + 3 (3.33)

dX

Nous pouvons trouver une intégrale premiere de cette équation
1 /X
F2,h1 + F2,h3 + F27d2 — __/ F37I + F3,I]dX +e
L Jo '

En écrivant les conditions aux limites en X = 0, on identifie le vecteur constant ¢ aux
forces extérieures agissant sur la cellule origine ~—Fg’1 — F2''. Ce chargement est supposé
étre d’ordre € contrairement au chargement en partie courante qui est choisi d’ordre
3. Ce décalage s’explique lorsque l'identification entre les différents chargements se fera
(équation 3.43). On a alors

F2h . p2hs 4 pde _ _%/X F3 Ry _ F(Q),I B FS,H. (3.34)
0
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Cette équation est projetée sur n. L'objectif est de supprimer les termes F>M + F2hs
que l'on ne connait pas ainsi que la composante sur 7 de la tension F>%,

dUl,I LQ dQUO dUl,II L2 dQUO
2,h1 F2,h3 — kh1 bl,h1 L - hs blﬁs L =
R+ FEn) = o < ax taruxz)th x toaxe )
dUlJ dUl,II
= fhapbhap _
d(n —7)
= kMy'MLH
Saxo™

(F>2 n) = t(F*® r),

d
t2L3kh1 khg d(&%’g—, T>
kM ks dX

finalement le modéle continu en grand déplacement pour le treillis poutre plan en N est :

dn
d{—,T) L pha X
ax’ ' _ +k l/ 3,1 301 3,1 3,11

En exprimant n par k A 7.

d< A d'r')
T —

dX kM 4 kM
(——— k) =

1 X
— (r AT /O F3 4 FYiX 4+ A (FL+ FL) k) (3.36)

au®  J*U°

dr . :
Les vecteurs T et X peuvent aussi s’écrire © + —— et

dX dX?*’

3.5.2 Résistance des matériaux, équilibre d’une poutre droite
en grand déplacement

Dans le cadre de la résistance des matériaux, on étudie une poutre initialement droite
en statique sous les hypotheses des petites déformations et des grands déplacements. Le
chargement extérieur F' est réparti le long de la poutre, il n’y a pas de moment réparti.
L’abscisse curviligne est notée s, soient R la résultante et M le moment du torseur des
inter-efforts, les équations locales de ’équilibre de la poutre s’écrivent :

dR ds

L2 -
X Fax T @

dM LA (3.37)
ax T\"Tax -

Soit 7 le vecteur tangent a la poutre déformée (||7|| = 1). La relation de comportement

d’une poutre d'Euler Bernoulli ou les effets du cisaillement sont négligés est :

dT

ET —_—
(T A o

k) = (M k), (3.38)
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dr o , .
ot (T A —, k) représente la variation de courbure de la section droite au cours de la

déformation. L’équation portant sur la résultante est intégrée
R= / F——dX Fo,

et en remplacant dans ’équation de moment, on obtient

E1@<% k>~<< ) (/ F—dX+F> k) (3.39)
ax ) ‘

Nous avons fait I'hypothese des petites déformations. L’allongement de la poutre est donc
petit, nous pouvons alors faire les hypotheéses suivantes :

is—zl z+g]— ~T
X ’ X ’
alors : J
d(T/\é) 1 X
(——2L k) —I<T/\/0 FdX +7 A Fo, k) (3.40)

3.5.3 Identification des deux modeles de poutre

Il s’agit d’identifier le modele de poutre continu obtenu par homogénéisation de notre
structure périodique (équation 3.36) et le modele de poutre droite d’Euler Bernoulli (é-
quation 3.40). Les deux modeles sont similaires. L’identification nécessite 1’équivalence
entre la charge linéique F' et de le chargement aux nceuds F™ pour la structure discrete.
Du fait du décalage effectué en supposant les forces petites, I'effort physique réel exercé
en un nceud n de la structure F" est :

F" = SF3", (3.41)
et nous avons 1’équivalence suivante :
Fi+F!T & 3,1 3,11

N - 2.1 211
Pour le chargement a l'origine F§" + F3°" et Fy, comme
0 0 3

X 1 X
= [P FaX = 5 / FdX,
L Jo e Jo

alors le chargement & l'origine est d’ordre €*, soit un ordre inférieur au chargement en

partie courante. Ce résultat avait déja été démontré par Verna sur le méme treillis poutre
en petit déplacement [65].

Fo=¢ (Fg'+ F3'T). (3.43)
L’inertie équivalente pour le treillis poutre peut alors étre déterminée
2731.h1 1h
tLPEME™

Equ = _—khl —'_ kh?’ €,
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mais les rigidités des barres h; et hz s’expriment

L EAM phe EAhe
L’ L’
donc A ap
1A 3
I, = 2m (3.44)

A Dordre 0, seuls les effets de flexion sont apparents. Comme en petit déplacement, les
effets de flexion sont prépondérants. Ce phénomene s’explique par les rotations de sections
que le moment de flexion engendre ; Celles-ci entrainent des déplacements proportionnels
a la distance les séparant de la déformation. Les déplacements engendrés par une dé-
formation de traction sont, eux, indépendants de la distance. La loi de comportement
macroscopique trouvée pour notre poutre treillis en N est celle d'une poutre continue
a effet de flexion prépondérant. Cette loi, non lindaire, est identique a celle trouvée en
petit déplacement, sauf qu’elle est écrite dans le repere local. Rappelons la loi en petit
déplacement d’une poutre continue et d’une poutre treillis en N.

d'U 1
<&3’(_47.7> = E<F7]>7
(3.45)
d'U° kM 4 kP
G = g ),

Ces deux lois donnent la méme inertie équivalente I, que celle trouvée en grand dé-
placement. L’équivalence entre le treillis poutre et le modele continu de poutre est donc
valable sur un large domaine d’application.

3.5.4 Application numérique, le flambage du treillis poutre en

IN;

Le modele macroscopique que nous avons trouvé correspond & un modele de poutre
courbe sans allongement macroscopique. Une des applications de ces équations est le
flambage d’Euler des poutres (figure 3.4). On suppose la déformée faible mais non nulle.
Il faut faire un calcul en grand déplacement si 'on désire trouver la charge de flambage
d’Euler et non en petit déplacement car I’équilibre doit s’écrire en configuration déformée.
La déformée étant tout de méme faible, on négligera les termes carrés. Le cas d’étude
classique du flambage d’Euler est la poutre articulée-articulée a ses deux extrémités et
non chargée en partie courante (figure 3.3) [66]. Nous avons les résultats suivants :

/Fdz ~ _p,
= —P,
dU
TANP1 = '—K /\f)’ll7
dU

"<57]>Pk7
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Figure 3.3 : flambage d’Euler d’une poutre

Treillis poutre plan en N simplement appuyee/simplement appuyee

Figure 3.4 : premier mode de flambage d’Euler du treillis poutre plan en N avec des
conditions aux limites articulé/articulé
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T A ar (24 d_q) A dQ—U
dX dxX’ " dx?
d*U dU d*U
= Gkt N e
g A d_QE < <£€]_ >k;
ax " ax? ax2 I
dt
d(T A ﬁ) N d3<U’J>k
dX Toadx®

L’équation d’équilibre pour le flambage d’Euler est donc

(U, 3) 1 d(U, j)
Tux® C B ax U (3.46)

Une solution de cette équation est :

(U, ) = asin (@% + Beos (\/gx> + 1.

Pour notre poutre articulée-articulée, les conditions aux limites sont des déplacements
nuls aux deux extrémités, l'effort horizontal en 0 (—P2) et un couple nul en 0 ce qui
correspond a une dérivée seconde des déplacements nulle en 0.
_RU0),g) _ UL),g)

dx? dx?

{U(0),3) = (U(L), ) = 0. (3.47)

Alors 8 = v = 0 et la déformée est identiquement nulle sauf si la charge P vérifie la
condition suivante :

P
EL_ km, k=1,..,n, (3.48)

La plus petite charge d’Euler vérifiant cette condition est noté P..

P =7 (3.49)

Le premier mode de flambage est identique au premier mode de vibration de flexion.
Il s’écrit :

(U, ) = asin (%) (3.50)

Nous pouvons voir sur la figure 3.5 la bonne corrélation entre la charge critique d’Euler
déterminée par le modele continu équivalent (équation 3.50) et un calcul effectué par la
MEF sur le treillis. Ce dernier calcul a été réalisé & 'aide du module flambage’ du logiciel
ANSYS [5]. Les caractéristiques du treillis poutres en N sont :

E = 0.7510"Pa,

Al = Ahs = Ade = Av = 11310 4m?,
L = 10m,
0 = 45° (h=1).

(3.51)
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Figure 3.5 : comparaison entre la RAM et la MEF
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Figure 3.6 : charge critique d’Euler pour différentes conditions auz limites
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L’erreur relative entre les deux courbes devient inférieure a 5 % pour un nombre de
cellules supérieure a 20, c’est a dire des que la théorie de la RAM est valable (rapport
L > 10) (figure 3.4). Ce nombre de cellules minimum pour obtenir un résultat valide

correspond a celui trouvé par Tollenaere sur le premier mode de flexion [60].

D’autres tests ont été faits pour confirmer la bonne corrélation entre les deux modeles.
La figure 3.6 donne pour un nombre de cellule C = 10, ..., 60 la valeur de la charge critique
d’Euler P, pour trois cas d’étude équivalents dans la théorie d’Euler, c’est a dire ayant la
meéme charge critique (figure 3.7),

e A-A — La poutre articulée-articulée de longueur L avec C cellules,

L
e E-L — La poutre encastrée-libre de longueur 3 avec 5 cellules,

e E-E — La poutre encastrée-encastrée de longueur 2L avec 2C cellules.

Nous pouvons voir sur cette figure la tres bonne corrélation des trois charges limites de
flambage, donc la tres bonne identité entre notre treillis et son modele de poutre continue.
Il ne faut cependant pas oublier que la théorie d’Euler fournit une charge critique P, par
exces, Il ne faut donc pas utiliser ce calcul pour un dimensionnement de structure mais
comme une vérification a posteriori.

L’inertie équivalente I, prise lors de ce calcul en poutre continue ne fait pas intervenir
les rigidités des barres dy et vy. La figure 3.8 montre pour un nombre de cellule de 30
I’évolution de la charge critique de flambage en fonction du rapport des sections A% /A"
Avs JAM et Ahs JAM | Linfluence des rigidités k% et k¥* restent faible vis & vis des rigidités
k™ et k's. La barre dy a plus d’influence que la barre v, car pour une méme section,
la barre dy est moins rigide que la barre vy puisque plus longue lorsque 1’angle 6 = 45°.
Lorsque les sections des barres dy et v, augmentent par rapport aux sections des barres
hi ou hg, on se rapproche du modele de poutre qui est un modele sans déformation de
ces barres. Lorsque la section de la barre hs diminue par rapport a celle de la barre hq,
cela revient de nouveau a augmenter proportionnellement les rigidité des barres ds et v,
donc a se rapprocher du modele poutre. Lorsque la section de la barre hs augmente, on
diminue proportionnellement les rigidités des barres dy et vy, on s’éloigne donc du modele
poutre.

Un autre figure montre l'influence de I'angle 6 sur la charge critique (figure 3.9).
Lorsque ¢ diminue pour un nombre de cellules fixé, les longueurs des barres dy et vy
diminuent donc leur rigidité augmente et 'erreur avec le modele poutre diminue. Inverse-
ment quand 'angle € augmente.

tan(6) = % _

ST

La structure treillis en A se comporte au flambage d’Euler comme une poutre dés que
le nombre de cellule C est suffisamment important. C’est-a-dire que la structure ressemble
en gros a une poutre lorsqu’on la regarde. Cela signifie que les hypotheéses pour que notre
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Figure 3.7 : différents treillis poutre en N ayant une charge critique d’Euler équivalente
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milieu macroscopique soit valable sont du méme ordre que celles qui permettent de dire
qu'un milieu continu est une poutre monodimensionnelle. On retrouve la un résultat
équivalent a celui trouver en statique et en dynamique.

3.6 Modele et comportement de treillis cable en N

3.6.1 Modele continu de cable

Lorsque les efforts deviennent grands, c’est a dire d’ordre € et que la structure devient
longue, les effets de flexion de poutre perdent leur prépondérance devant les effets de ten-
sion qui pour les plaques sont appelés effet de membrane. On nommera ce comportement
le modele cable de la structure treillis. Nous étudions donc dans cette partie ce modele
(équation 3.22).

1

d(Gaiiild
— LP(K™ + k™) d';("” =FY + FH (3.52)

3.6.2 Equilibre d’un cable pesant

La formulation classique de 1’équilibre d’un cable pesant est une formulation mixte
avec comme variable :

e y déplacement vertical d’'un point courant du cable,

e [ tension dans le cible projetée sur I'horizontale.

Soit p le poids linéaire du cable, 1’équilibre du cable s’écrit alors :

1

y —_— —

p
Tﬁ E. (3.53)
Y

La comparaison avec notre modele de cable (équation 3.52) n’est pas réalisable car
notre modele est une formulation en déplacement. Ecrivons donc la formulation en dé-
placement d'un cable.

Soit S le vecteur abscisse curviligne. Ce vecteur permet de définir un vecteur tangent
au cable 7T et I'élongation du cable ||7|.

dU
s = <z + ﬁ) dX = TdX. (3.54)
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Soit T la tension dans le cable. Cette tension T est supposée grande devant les autres
forces s’exergant sur le cable car nous nous intéressons aux cables fortement tendus donc
de faible courbure en un point fixé. La relation de comportement du cable est donc

dS —dX T 1
T=FA——— — _ —FA|1l1— — | T. 3.55
X T ( HTII) (3:55)

L’équilibre du cable soumis a la charge linéaire p s’écrit

T +dT — T + pdS = 0,

dT dS
X + pziy = 0. (3.56)
Finalement
d lEA (1 _ L) T]
Il Ty g = .
dX

Nous sommes en petite déformation, donc ||7|| ~ 1, la formulation en déplacement du

cable s’écrit alors :
1
‘[(1- ) ]
T
— EA =p (3.57)

dXx '

3.6.3 Identification des deux modeles de cable

Les deux modeles de cable vont étre identifiés (équation 3.52) et (équation 3.57).
L’identification ne peut se faire directement car le terme de droite dans 1’équilibre du
treillis (équation 3.52) ne représente pas la charge linéaire sur le cable continu équivalent
p ni Veffort physique réel F' + F! exercer en un point du cable.

Fl 4 P = ¢(FY + FY1T), (3.58)
donc la charge linéaire équivalente est :

- M — l (Fl’I—I—Fl’H),

p I I

L’identification pour trouver la section équivalente peut étre faite

EA. = L* (K" + k’”)%,

cependant, les rigidités des barres h; et hz sont égales a

_ EAM phe _ EA"

kM
L’ L
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La section équivalente du treillis est donc

Ay =AM + AP (3.59)

La section équivalente du treillis est la méme que celle déterminée en statique linéaire
[65] ainsi qu’en vibration propre [60]. Cependant, le modele de cable est tout a fait original
et n’avait pas été trouvé. En effet, ce modele ne peut étre trouvé en faisant une hypothese
de petit déplacement car le vecteur tangent a la poutre 7 & une direction constante pour
un treillis périodique et donc le chargement extérieur ne peut étre introduit avant I'ordre

3.

3.7 Conclusion

Le treillis poutre en N peut se caractériser par deux milieux continus équivalents diffé-
rents selon 'ordre de grandeur du chargement extérieur. Un petit parametre € est d’abord
défini, il dépend du nombre de cellule C. Si le chargement aux nceuds F™ s’écrit e 5",
alors le modele macroscopique est un milieu continu de cable ou les effets d’élongation
sont prépondérants. Sile chargement est décrit par €2 F*", les treillis en A de plus de 20
cellules sont tres bien approchés en grand déplacement par un milieu continu de poutre ot
les effets de flexion sont prépondérants. Ce modele de poutre est cohérent avec les modeles
de poutre du treillis en N qui ont été trouvés en élasticité linéaire ainsi qu’en vibration
libre [60, 65]. Le treillis poutre plan en A et le milieu continu de poutre ont été comparés
en grand déplacement, cette comparaison s’est avérée tres satisfaisante. Une extension de
la technique d’homogénéisation en grand déplacement pour des treillis quelconques peut
maintenant étre envisagée, ce sera 1’objet du chapitre 8.
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4.1 Description de 1’étude

L’objectif de ce chapitre est de trouver un modele continu du treillis poutre plan
en N sous chargement incrémental fini. Comme nous le verrons au chapitre 10, il ex-
iste deux formulations incrémentales ; la formulation incrémentale finie et la formulation
incrémentale tangente. Le chapitre 10 est basé sur une écriture incrémentale tangente
ou les incréments sont supposés étre a prior: des infiniments petits. Dans une écriture
incrémentale finie, suite a un chargement F", la structure s’est déformée. On augmente
cependant le chargement d'une petite valeur f" ce qui augmente un petit peu les dé-
placements des nceuds et la structure a une nouvelle déformée. Ce probleme a donc deux
séparations d’échelle possibles : le petit parameétre e qui caractérise la taille de la cellule
[ sur la longueur du treillis poutre L, ou l'inverse du nombre de cellule C ; un autre
petit parametre 7, indépendant de € a priori, qui relie U'incrément de chargement f" au
chargement total F",

[
L

1 o
¢ 1TT v

€ =

(4.1)

Dans une formulation incrémentale finie, le petit parametre 7 est un infiniment petit
devant € (chapitre 10), 1 est indépendant de ¢, alors que dans notre écriture incrémentale
finie, les deux petits parametres € et 1 vont devoir étre calés I'un par rapport a autre.

4.2 Modélisation du treillis poutre plan en N/

4.2.1 Description géométrique

La description géométrique du treillis poutre plan en N est la méme que celle faite
aux deux chapitres précédents (chapitre 2 et 3). De nouveau, les conditions aux limites
en déplacement sur le treillis poutre en A sont : encastrée-encastrée (E-E), encastrée-
libre (E-L) et articulée-articulée (A-A) (figure 3.1). Les conditions aux limites en efforts
supposent de nouveau que le chargement extérieur n’est appliqué que sur les nceuds (n, X)
du treillis. Ce chargement sera noté F"(X) pour le chargement global et f" pour I'incré-
ment fini de chargement.

Les inconnues du problemes sont les déplacements et les incréments de déplacement
des nceuds et les tensions ainsi que les incréments de tension dans les barres. Cependant,
étant en incrémental tangent, ces deux déplacements sont liés, de méme pour les deux
tensions. Seules deux fonctions déplacements sont recherchées U'(X) et U (X).

Soient A° la section de la barre, K sa rigidité et P? le vecteur longueur de la barre non
déformée, ces grandeurs ne dépendent pas de X car le treillis est initialement périodique.
Soient Q"(X) le vecteur longueur de la barre en configuration déformée et U le vecteur
différence des déplacements des noeuds extrémités d’une barre b, soit g le vecteur unitaire
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de la barre b en configuration déformée,

EA®
1P|’
U'X) = UPY(X +eLs®) — U (X)
Q"(X) = P +U"(X),
Qb
b
9g(X) = =5
1Q°]]
Soit F* la tension dans la barre (b, X). Le matériau constitutif des barres est sup-
posé rester dans le domaine élastique, il est caractérisé par le module d’Young E. Le

cadre de I'étude sont les petites déformations mais les grands déplacements, la relation
de comportement entre la tension F° dans la barre b et I'allongement de celle-ci est :

Kb =

’ (4.2)

il

FY — K bl || PP b:Kb[l
Q"I —1IP"l] g 1ol

J Q°. (4.3)

L’équilibre du treillis se réduit donc & écrire I'équilibre des nceuds en configuration
déformée. L’équilibre des nceuds I et I7 s’écrit :

(I) : FM"(X —eL)— F"(X)+ F%(X — eL)+ F*(X) = FI(X),
4.4
{ (II) - F'(X —el) — F"(X) - F2(X) - F''(X) = FY(X). 4

4.3 Développements asymptotiques

4.3.1 Séparation d’échelle et développements asymptotiques

Il existe une séparation d’échelle entre la taille [ d'une cellule et la longueur L de
la structure donnée par le petit parameétre ¢, il y a aussi une séparation d’échelle entre
I'incrément de chargement f" et la charge totale avant incrément F™ caractérisé par n.

Dans les études précédentes, les fonctions inconnues ont été recherchées sous forme de
développements asymptotiques en puissance de e. Cette étude est caractérisée par deux
petits parametres € et 7, les fonctions inconnues vont donc avoir deux développements
asymptotiques. Cependant, lors de 'identification, ces deux parametres € et 1) ne sont pas
infiniment éloignés 1'un par rapport a l'autre comme en incrémentale tangente (1 < €).
Le nombre de cellules C est fini et I'incrément de chargement " est aussi fini. Nous allons
donc caler 7 par rapport a € avant de faire les développements asymptotiques.

Sin < e, le treillis plan en A n’est pas homogénéisable car on n’arrive pas & écrire
de modele macroscopique équivalent. Pour obtenir un un milieu continu, n doit étre trés
petit devant €. Dans la pratique, cela signifie que 'on homogénéise d’abord sur la gé-
ométrie afin d’avoir un milieu continu, puis sur le chargement afin d’obtenir le probleme
en pas de chargement. Le premier rapport entre ¢ et n pour lequel un milieu continu est
possible se trouve étre

= n=\e (4.5)
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Si n est plus grand que /¢, cela marche aussi, par exemple le choix 7° = € peut étre fait.
Nous allons donc faire des développements asymptotiques en puissance de € et de 7, c’est
a dire en puissance de /€ ou, car plus pratique, en puissance de .

4.3.2 Développements asymptotiques des déplacements

On fait I'hypothese que le développement du déplacement d’un nceud commence 3
l'ordre 0 en 7. Le déplacement du nceud (n, X) s’écrit :

Un(X) — UO,n + nUl,n + 772U2,n + ,',’3U3,n 4. ’ (46)

ot U%" représente le grand déplacement di au chargement total F" exercé sur la structure
et U™ caractérise la déformation engendrée par l'incrément de chargement f". L’ancien
déplacement U™ est maintenant représenté par U>" car n = /6. L’incrément de dé-
placement des nceuds se trouve entre ces deux déplacements.

Ce développement du déplacement d’un nceud n étant du meéme type que celui du
chapitre 2, on a les mémes propriétés concernant le vecteur différence des déplacements
U’. Cependant, la longueur d’une barre est d’ordre eL, soit n?, le développement de U?®
s’écrit alors

U'(X) = UX)+qgU™(X) + U X) + - -,

UO,b(X) — U07E(b) . UO’O(b),
UM(X) = ULEO _row) (4.7)

dUOE®
dX

UQ’b(X) — U2,E(b) o UQ,O(b) + 6bL

4.3.3 Développements asymptotiques des tensions

Le développement asymptotique des tensions est donné par la relation de comporte-
ment d’une barre (équation 4.3). Il est nécessaire de regarder l'ordre de grandeur des
termes composant cette équation. La rigidité K® d’une barre sera choisie d’ordre !,
c’est a dire en 772 (chapitre 2).

K'= %kb. (4.8)

Il faut maintenant comparer la longueur déformée ||Q°|| d’une barre avec sa longueur
initiale ||P’||. Trois cas différents seront possibles.

1. la longueur initiale de la barre est d’ordre € ou 1? et la longueur finale est calculée
d’ordre 1n° ou 7, alors U > P’ Ce cas nest pas réaliste avec I’hypothése des
petites déformations et les équations d’équilibre vont 1'éliminer. Cependant, c’est le
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cas au début pour les barres dy et vy.

Ub — UO,b + 7]U1’b + ,,72U2,b 4. ’

Pb _ ?72P2,b
Q" = UM +qU' + (P +UY) +- -,
P'|
_ HTI’H — 1+ 0(),
1
F* = FkbUOvb +0(n™h). (4.9)
Si UY = o, alors
1
F' = 5kbU“’ +0(n°). (4.10)

2. la longueur initiale de la barre est d’ordre € ainsi que la longueur finale, alors U? ~
P,

Ub — 772(]2,1) + n3U3,b 4.

?

Pb — 772P2,b,
Q" = P(P?*+U) + 75U 4.,
FOb b 1“||P2’bH Q> 4.11
_ o7 : (4.11)
P2’b PQ,b

3. la longueur initiale et la longueur finale de la barre sont d’ordre ¢ (U ~ P?), de
plus ces longueurs sont égales au premier ordre en ¢ (n%). Ceci n’est pas vrai pour
les modeles de cable, mais le sera pour les modeles de poutre.

U = U+ U 4 ...

)

Pb — 772P2,b
Qb — nQ(PQ’b—f—UZb)+773U3’b+774U4’b—|—"',
Q**Il = ||1P*|],
k'b
Fl,b — HPQ’b||2<Q27b7U3’b>Q27b7 (413)
kb 1 3<Q2,b’ U3,b>2
T2 K?”U&b“t P e Ut )@Y

Q¥ U U (4.14)

4.3.4 Ordre de grandeur du chargement extérieur

Le chargement extérieur total F" s’exercant sur les nceuds n est une donnée du proble-

......
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étre d’ordre €. En grand déplacement, deux ordres de grandeur étaient envisageables :
en € alors

F" = nSFo", (4.15)
ou d’ordre €, le chargement s’écrit alors
F" = p?F?", (4.16)

Ces deux cas sont possibles en incrémentale et nous gardons ces deux ordres de grandeur
pour le chargement total. pour l'incrément de chargement f", il suffit de rajouter un
ordre de grandeur 7, alors soit F" est d’ordre 7° et

fr=n"F"", (4.17)

soit F™ est d’ordre n? et
fr=nF*" (4.18)

4.4 Identification des ordres de ¢ dans les équations
d’équilibre

Les développements asymptotiques des tensions sont remplacés dans les équations d’é-
quilibre des noeuds I et I1. Ces équations sont identifiées ordre apres ordre en commencant
par P'ordre 172, car les tensions commencent & I'ordre 2. Seul les principaux résultats
seront énoncés.

4.4.1 Equilibre a l’ordre 172 ou ¢!

(I—1I)%:  F 2% 20 gy p2d_ p2u_ o (4.19)

ce qui entraine pour le déplacement macroscopique
U —-U"" = 0= U = U = U°. (4.20)

Tous les nceuds de la cellule (nceud 1 et nceud I7) ont le méme déplacement macroscopique
U". Cela implique que pour toutes les barres b, U = 0.

4.4.2 Equilibre a l’ordre nt

(I—1I)7': Flhp prlv— g — 2% = p-lvi— o (4.21)
ce qui entraine pour le déplacement incrémental U™
U UM =0 = U =U" =U". (4.22)

Tous les nceuds de la cellule (nceud I et nceud 77) ont le méme incrément de déplacement
macroscopique U?. Cela implique que pour toutes les barres b, UM = 0.
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4.4.3 Equilibre & l’ordre 1° ou €’

L’équation (I — IT) donne a ’ordre 7°
(I —11)°: FO% 4 FOv — g — FO%2 = FOv = o (4.23)

ce qui donne la différence des déplacements U*! — U?!!

{]th+Hg+U“—U2’”|| = VL*+ H2=1+1L,
(4.24)

HHJ+U2,I_U2,IIH — H,

H
ou ¢ est la pente de la barre dy (t = f) Soient T et n les deux vecteurs définis par

o HdUO
B dXx’
U _ 2 (4.25)
A

on a alors

Il = 1
{mm - virE= VP (4:20)

4.4.4 Equilibre 4 l'ordre Ui
L’équation (I — IT) donne & ’ordre n
(I —1D)": F'% 4 P = o — FY% = L = ¢ (4.27)
ce qui donne pour la différence U — U1
<U3,I o U3’II, n> — O7
du! (4.28)

<U3’]—U3’H,T> = ~(T—|—tn,——dX>.

4.4.5 Equilibre a Pordre 72 ou ¢

L’équation (I + I7) donne a l'ordre 1% ou e

FU 4 PRI (4.29)

d (i)
(I+1D)%:  —L(kM + k™) d!;” —<

0. (4.30)

Deux modeles sont de nouveau possibles : un modele de cable 4.29 et un modele de
poutre 4.30. Nous allons d’abord étudier le modele de poutre.
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4.5 Modele de poutre

Les résultats des ordres n°, n? et ° ne sont pas explicités.

a) Equilibre & I’ordre n® ou €*, modele de poutre en grand déplacement

Le chargement extérieur est supposé étre d’ordre n°. L’équation d’équilibre des nceuds
Iet IT: (I +1I)% est intégrée puis projetée sur le vecteur normal n. On obtient alors
le modele continu en grand déplacement pour le treillis poutre plan en '

d( dn ) h h
T KMk 1 X
dj)(( = _tQLSZ;hlkh;; <Z /0 F& 4+ FOaX + Fy' + Fo'l n). (4.31)

b) Equilibre & I’ordre n’, modele de poutre en incrémental

L’incrément de chargement extérieur est supposé étre d’ordre n”. L’équation d’é-
quilibre (74 11)" est projetée sur le vecteur normal . On obtient alors le modele continu
en incrémentale pour le treillis poutre plan en A/

du!

23 kMEhs g2 du! >
T dX

T " O

1 X
+ (rg /O FO! 4 FOUgx + FO1 4 pOIly(p
= (n,F™ 4 FI), (4.32)

Il est assez facile de vérifier que ce modele incrémental de poutre est le modele tangent
du modele de poutre en grand déplacement.

4.6 Modele de cable

c) Equilibre a lordre 7? ou ¢, modele de cable en grand déplacement

Le chargement extérieur est supposé étre de grande intensité, d’ordre e. L’équilibre
du treillis & 'ordre n* donne de nouveau le modeéle de cable

1

(- )]
_ LQ(khl + kh3) d‘|)|(:rl| — Fl,[ +F1’11. (433)
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d) Equilibre a I’ordre 7%, modéle de cable en incrémental

L’incrément de chargement extérieur est supposé étre d’ordre 0. Les équations d’é-
quilibre du treillis (I + I7)* donnent le modele incrémentale de cable

(r du1> 1

d T dX 1 du

_L2(kM 4 ghey— | dX 1 — 31 p3II 4
W T lIrll) dX - (4:34)

Comme pour le modele incrémentale de poutre, il est assez facile de vérifier que ce modeéle
incrémental de cable est le modele tangent du modele de cable en grand déplacement.

4.7 Conclusion

Le treillis poutre en A se caractérise en incrémentale finie par quatre milieux conti-
nus équivalents différents. On retrouve les deux milieux continus trouvés en grand dé-
placement ainsi que deux autres modeles qui ont été appelés modele incrémental de cable
et modele incrémental de poutre. Un petit parametre € est d’abord défini par I'inverse du
nombre de cellule C. Puis un parametre 7 caractérise le rapport entre I'incrément fini de
chargement et la charge totale appliquée en un nceud du treillis. Pour arriver a trouver
un milieu continu incrémental, nous avons calé 7 par rapport a € par € = n2.

Lorsque le chargement extérieur F™ appliqué aux nceuds n du treillis est d’ordre e ;
eF?™ le chargement incrémental est en 7 F*". Le modéle macroscopique est un milieu
continu de cable ou les effets d’élongation sont prépondérants (chapitre 3). Le mode-
le macroscopique incrémental est aussi un modele de cable, c’est le modele tangent au

modele en grand déplacement.

Lorsque le chargement extérieur est décrit par ¢3F®™ le chargement incrémental est
en 7" F™" En grand déplacement, le modele macroscopique est un modele de poutre, le
modele macroscopique incrémental est le modele de poutre tangent.
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Figure 5.1 : notation et numérotation

5.1 Modélisation et équilibre d’un treillis poutre

La premiere partie de ce chapitre modélise un treillis poutre afin d’obtenir les équations
locales de I'équilibre. Cette étude porte sur les treillis & noeuds parfaitement articulés.
La nature discrete de notre poutre engendre des équations locales sous forme de diffé-
rences finies. Afin d’obtenir une méthodologie identique pour les poutres isostatiques ou
hyperstatiques intérieurement, une formulation en déplacement sera écrite. L’écriture de
'équilibre global nous ameénera sur la formulation de la MEF (K .U = F). La seconde
partie de ce chapitre est consacrée a la recherche de la solution de ce probleme par la
méthode d’homogénéisation discrete.

5.1.1 Notation et Numérotation

Afin d’étre le plus homogene possible, nous essayons le plus souvent de reprendre les
memes notations. Nous appellerons barres les petites poutres qui constituent 'ossature de
la structure et poutre la structure complete. Nous noterons L la longueur de la structure,
[ la taille de la cellule de référence, C le nombre de cellule (C = £ | sur la figure 5.1 ;

I
C =6), X l'axe des abscisses, etc.

La structure de notre poutre étant périodique, nous classons les nceuds et les barres
dans des familles. Nous définissons alors deux notations ; une pour distinguer deux
nceuds ou deux barres de deux familles différentes mais d’'une méme cellule, une autre
pour distinguer deux nceuds ou deux barres d’'une méme famille mais de deux cellules
différentes (figure 5.1).

Dans une cellule, nous distinguerons les familles par un exposant ; I, I, I11, IV ...
en chiffres romains pour les familles de nceuds, 1, 2, 3, 4... en chiffres arabes pour les
familles de barres.

Dans une famille, nous distinguerons les positions des nceuds ou des barres par un
indice. En représentation absolue, les positions seront données par I'indice X, ou ¢l ;
abscisse du noeud ou plus petite abscisse de la barre selon 'axe X. L’indice ¢ dans X,
insiste sur la nature discrete de notre probleme. Aux extrémités, les indices choisis seront
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Figure 5.3 : modélisation d’une barre

OenOet L en L. En représentation relative, les positions seront caractérisées par I'indice
—, rien ou + selon leurs positions respectives sur I’axe des abscisses X.

Les exposants des nceuds I, I]... seront supprimés pour les relations valables &
I'abscisse X, sur tous les nceuds de la cellule. Tout ceci va nous permettre d’obtenir
des relations synthétiques et générales, tout en restant lisibles.

5.1.2 Equilibre et chargement

Ecrivons les équations locales de I’équilibre. Pour cela, on suppose que le chargement
extérieur n’agit que sur les nceuds de la structure (figure 5.2). Nous n’avons donc qu’a
écrire ’équilibre des nceuds de la cellule.

Les inconnues du probléme sont les déplacements des nceuds ce qui conduit dans un
premier temps a étudier I'équilibre et la déformation d’une barre seule (formulation en
déplacement).

5.1.3 Etude d’une barre
a) Repeére local associé a la barre

La barre b est orientée du nceud I vers le noeud I7 (figure 5.3). Les différentes expres-
sions écrites dans le repere local sont caractérisées par un apostrophe /. En faisant les
hypotheses des petites déformations, des petits déplacements, d’un matériau a comporte-
ment élastique linéaire, d'une section de barre petite devant la longueur de cette barre
et en négligeant les effets de bords aux nceuds de la barre, la résistance des matériaux
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Figure 5.4 : rotation de la matrice de rigidité d’un barre

permet d’écrire :

N T EE 00 —EL o 0] Uf ]

Ty O 00 0 00| UY

T 0 00 0 00 Uy

NI B _% 00 El_ll?b 00 Ut (5-1)
M 00 0 o0o0]|UH
L) L 0 00 0o o0 o0]lUf]

b) Repeére global associé a la poutre

La matrice de rigidité d'une barre b est exprimée dans le repeére global de la poutre a
l'aide de la matrice de rotation R (figure 5.4)

R = {TPJ | 52)

Par définition de la rotation de solide R, les efforts et les déplacements aux deux
extrémités [ et I1 de la barre b sont

F1 r 0 F! U r 0 U!
FIL =10 r P gl | = o r Ui
La matrice de rigidité de la barre b s’écrit alors dans le repere global :
F'l [ro] ' [Ky KL [r 0] U
e N Ky Ky | |0 r || UT |

F1 K, K Ul
(8- [ ][]
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5.1.4 Equations d’équilibre d’une cellule
a) Equilibre en partie courante

L’équilibre des nceuds d'une cellule est écrit dans un tableau 5.1. La matrice de rigidité
d’une barre permet de calculer directement la force qu’exerce un nceud sur la barre et
non la force qu’exerce la barre sur un noeud. Il y a donc un signe négatif devant tous les
termes du tableau. On peut introduire deux matrices A et B. L’équilibre de la cellule
¢ peut finalement s’écrire :

N

-'B Ux, , —

‘QXC - é’QXc-H + E = 0.

Soit en regroupant les termes en déplacement d’'un coté du signe =, nous obtenons une
sorte de généralisation du théoreme des trois moments de la RAM, c’est & dire :

B.Ux ,+AUyx+BUyx, =F, (5.4)

— — c+1

b) Equilibre des extrémités

Nous obtenons le méme type d’équation, mais la rupture de périodicité aux extrémités
de la structure supprime le terme de gauche en 0 et celui de droite en L. Pour la méme
raison, la matrice A est modifiée en 0 et en L.

X=0 : A Uy+B.U, = F,,
= (5.5)

O .
X=L : B.U,,+A"U, = F,.
c) Assemblage

Les équations d’équilibre de toutes les cellules sont regroupées dans une matrice, cela
donne la formulation de la MEF :

A B 1TUo 1 [ Eo ]
B A B U, F,
B A B Uy Eoy
B A B Uiy oy
‘B A B Ui o
i B A*]lU, | LEL |
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Figure 5.5 : treillis poutre en X

déplacement des nceuds
en X, en X, en X.y
UXC_l UXC UXc+1
“noeud | barres || U% l Ux | U% | UYL U5’(C+1 | U)I(IC+1
I 1~ — K3 —KJ,
2- K3 | —K3,
4 Ky | —K5
5 ~Kp ~K7,
1 —Ki —Ki, '
17 3~ —K3, || — K3,
5" ~K3 ~K3,
4 —Kiy | K},
2 —-K3}, | K7,
3 — K7, — K7,
- B -4 -B
Matrice de rigidité

Tableau 5.1 : équilibre du treillis poutre plan en X
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5.1.5 Exemple du treillis poutre plan en X

Le treillis poutre plan en X est composé de deux nceuds I et IT ainsi que de cing
barres (figure 5.5). L’équilibre d'un cellule quelconque est donné par le tableau 5.1.

Le vecteur des efforts extérieurs sur une cellule F et le vecteur des déplacements U

sont définis par :
FI UI
E = I:FI] }7 _Q - l: U[] } . (57)

Les deux matrices A et B sont alors définis par :

Kl K5
B — 12 12 7 58
= { K3, Ki, ] (5:8)
1 K2 4 5 1 4
é — K22+ 22+K242+K11+K11 K21 (59)

K1, K3y + K3, + Ky + K}, + K3,

5.1.6 Point a retenir de la modélisation

La matrice de rigidité d'un treillis poutre est tridiagonale par bloc. La résolution par
la MEF consiste a effectuer un pivot de Gauss sur cette matrice. Pour les poutres &
tres grand nombre de barres, cela revient donc a faire un trés grand nombre de fois les
memes opérations. C’est donc beaucoup de temps perdu. Nous allons maintenant voir la,
technique d’homogénéisation qui moyennant une petite hypothése supplémentaire sur le
chargement, donne la solution analytique exacte.

5.2 Solution analytique et méthode d’homogénéisation

Afin de faire du dimensionnement de structure, donc du calcul de structure, il faut
connaitre le comportement mécanique des matériaux utilisés. Un vaste domaine de la mé-
canique est donc la caractérisation du comportement d’'un matériau. Ce comportement
se détermine le plus souvent par des essais qui peuvent cofiter cher. Par ailleurs, une
légere modification de la structure du matériau entraine généralement une nouvelle série
d’essais. Une autre approche possible est la technique d’homogénéisation. Elle permet,
dans certains cas, de trouver un comportement macroscopique pour un matériau donné 3
partir de ses caractéiristiques microscopiques connues.

Dans cette partie, nous allons voir dans un premier temps les principes de ’lhomogéné-
isation [9, 52]. Notre propos nous ramene ensuite aux structures discrétes avec Uintroduction
d'un autre formalisme [65], formalisme quelque peu différent de celui de ’homogénéisation
classique du fait de la nature des équations d’équilibre écrites sous forme de différences
finies et non d’équations aux dérivées partielles.
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Figure 5.6 : passage macro-micro
5.2.1 Démarche générale

La méthode d’homogénéisation permet de déduire un modele de comportement mé-
canique macroscopique d’une structure a partir du comportement mécanique d’une cellule
de référence a 1’ échelle microscopique. Elle repose sur deux principes : Pexistence d’au
moins deux échelles, I’échelle macroscopique caractérisée généralement par la taille L de
la structure et I’échelle microscopique définie par la dimension [ de la cellule de référence ;
la séparation des échelles, c’est a dire que toute dimension caractéristique du matériau
appartient a une et une seule échelle. Cela signifie dans la pratique qu’il y a au moins un
facteur dix entre chaque échelle.

[ : taille de la cellule de référence < L : taille de la structure. (5.10)

La technique d’homogénéisation s’applique parfaitement au cas des milieux périodiques,
I’échelle macroscopique L se définit par la taille de la structure, 1’échelle micro [ par la
dimension du motif périodique. Si celui-ci se répete un grand nombre de fois, nous avons
la séparation des échelles.

Afin de comparer les ordres de grandeurs des différents termes des équations, on in-
troduit un petit parametre € = % qui permet de chiffrer ces ordres de grandeurs. Par
convention, on fixe ’échelle macroscopique & l'ordre 0, c’est a dire en €°. I’échelle mi-
croscopique est alors en €' et ainsi de suite. Toute fonction inconnue f se détermine &
chaque ordre de grandeur. Notons ces fonctions : io, il, iQ ... pour l'ordre 0, 1, 2 ...
La fonction f s’écrit donc :

f:f_0+6i1+62i2+63_f_3+"'+6mim+"': Zemim. (5.11)

m2>0

Cette décomposition est nommée le développement asymptotique de f. Toutes les fonc-
tions inconnues vont étre développées en séries asymptotiques de e, la résolution du syste-
me d’équation s’effectuant alors en identifiant les ordres de € ou puissances de e¢. Par
ailleurs, on adimensionne ces équations car cette adimensionnalisation permet de caler
les différentes séries asymptotiques entre elles. En effet, il n’ y a aucune raison physique
pour que les séries commencent toutes au méme ordre et que celui-ci soit ordre 0.
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5.2.2 Cas des structures discretes

Les structures discretes sont caractérisées par des équations d’équilibre aux différences
finies. Les effets de bords ne seront pas pris en compte du fait de la rupture de périodicité-
. Seule I'équation d’équilibre en partie courante est étudiée dans cette partie consacré i
I’homogénéisation.

a) Hypothése complémentaire et conséquence

L’équation d’équilibre n’est valable que pour les abscisses ot il y a des noeuds (nature
discrete des équations). C’est a dire :

\V/CE{L...,C}, té.QXC_l‘Fé.QXCJré.QX :EXC'

L’étude va étre restreinte au cas ou la suite des efforts extérieurs appliqués aux nceuds
de la structure {Fy, F}, Fyy, ..., Fx,, ..., Fr_y, Fp} peut étre décrite par une fonction force
F(X) de classe C°°, méme lorsque le nombre de cellules C tend vers Uinfini.

L’important, c’est I’écriture d'une fonction force F(X) valable pour tout X mais
n’ayant de sens physique que pour X = X, = cl. Nous pouvons alors écrire :

té 'Qchl + éQXc + é'QXc+1 = E<XC)

De méme, la suite des déplacements {Uy, U}, Uy, ..., Ux.,...,Ur_, UL} va étre lissée par
une fonction déplacement U(X) n’ayant de sens que pour X = X,.. On espére a priori
que cette fonction inconnue existe méme lorsque C tend vers l'infini. Soit :

B.UX.—1)+AUX)+ B.U(X.+1) = E(Xo).

Les fonctions étant partout définies, seul le sens physique justifie I'indice ¢ dans cette
équation. Nous allons le supprimer afin de rendre continue cette équation. Nous recher-
chons donc une fonction déplacement U(X) vérifiant pour tout X 'équation d’équilibre,
meme si cette équation n’a de sens physique que pour X = X,.

VX €0, L], B.UX-)+AUX)+B.UX+1)= F(X). (5.12)

b) Echelles et séparation d’échelle

La séparation des échelles est la clef de votite de 'homogénéisation. Regardons si notre
probleme vérifie cette condition fondamentale. Nos treillis poutres possedent trois voire
quatre tailles successives :

L : longueur de la structure,

[ : taille de la cellule (longueur des barres),

d : diametre des barres (section rectangulaire b, h),
(e : épaisseur du profilé si celui-ci est creux).

La séparation des échelles implique :
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L>1 : on doit avoir un grand nombre de cellule C > 1 ou € < 1,
[>d : hypothese de la RAM qui permet de parler de barres dans la cellule,
(d>e : permet d'utiliser les formules des enveloppes minces).

La derniere échelle sera oubliée dans la suite car elle n’a rien de fondamental.

c) Adimensionnalisation et changement de variable

Nous devons déterminer les ordres des différents termes de 1’équation d’équilibre.
Malgré sa forme treés synthétique, cette équation matricielle comprend un grand nom-
bre de termes (A et B sont des matrices). D'un point de vue physique, il ne nous reste
que deux termes, donc un nombre adimensionnel a étudier. En effet, les longueurs /;, sont
du méme ordre de grandeur pour toutes les barres dans une réalisation, de méme pour
les sections A;. L’intensité du chargement est aussi supposée du méme ordre de grandeur
dans toutes les directions et a tous les noceuds. Nous devons donc comparer la rigidité
axiale et le chargement.

L’ordre de grandeur du chargement doit maintenant étre défini. Afin de donner un
sens physique au résultat, intéressons-nous & une poutre encastrée-libre. Si l’on charge
cette poutre a son extrémité, le moment de flexion étant linéaire, la déformée sera cubique.
Si I'on met une charge répartie constante, le moment de flexion sera parabolique et la dé-
formée quadratique, etc. La nature de la poutre (structure unidimensionnelle) fait que la
déformée d’'un chargement polynomial de degré p est un polynéme de degré p+4. L’ordre
de grandeur entre le chargement et les déplacements va donc étre posé a quatre

f@) _ o
o) =) (5.13)

Si nous supposons que le déplacement est d’ordre €, que les rigidités sont d’ordre ¢! et
que les efforts sont d’ordre € (chapitre 7), le nombre adimensionnel @ s entre les efforts et
les déplacements sera alors de €2, I'équation d’équilibre s’écrivant :

B.UX-D+AUX)+ B.U(X+1)=Q;F(X). (5.14)

Pour tout ce qui suit, on normalise la longueur de la structure a 1 par le changement de
variable x = X/L (figure 5.7). Les variables L et [ disparaissent ce qui diminue le nombre
de parametres. La taille d’une cellule devient e. L’abscisse X, le déplacement U (X) et le
chargement [ (X) se notent alors respectivement z, u () et f (z). L’équation d’équilibre
devient :

B.u(z—e)+ A.u(z)+ B.u(z+e)=Qy f(z). (5.15)

d) Résolution par les séries de Taylor et les séries asymptotiques

Il s’agit maintenant de trouver une solution & notre probleme. Tout a été fait pour
rendre continue une équation discrete. Certains termes (u(z — €) et u(x + €)) de cette
équation vont donc eétre développés en série de Taylor autour du point x puisque € est
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Figure 5.7 : normalisation de la longueur du treillis a 1

trés petit. u(x) sera ensuite développé en série asymptotique. Les ordres de € seront alors
identifiés.

u(z+e) = U(l‘)+€——+e————+e—3_3+...7
o (5.16)
u(r—e) = u(z)—e——+

Nous pouvons remarquer que u(z—¢), u(z) et u(z+¢€) sont du méme ordre de grandeur.
Le développement en série asymptotique du déplacement u (z) est :

w(z)=u(z)+eu' () +Eu(z) + -+ mu™(x) + - (5.17)

L’identification des ordres de € dans I’équation d’équilibre est :

Ordre 0 : (B + A+ B).u"(z) =0,

d 0
Ordrel : (B + A+ B).u'(z)+(-'B + B). @d(“):o,
- - - - - s
d 1 1 d2 0
Ordre2 : (B + A+ B).u’(z)+(~'B + B). udfhgw +_B_>.%<“’)= 0.
- - - - - P - X

Ce sont toujours les mémes combinaisons des deux matrices A et B qui apparaissent

a chaque ordre. Afin de simplifier 'écriture de ces différents ordres, posons :
IN = (B +A+B),
AS = (=B + B), (5.18)
SY = (B +B)

L’équilibre a tout ordre s’écrit alors :

Ordre 0 : ﬂ.gozg,
d 0
Ordre 1 M.gl-i—&.%zg
= = dx
du' 1 d?u°
2 u &
Ordre 2 IN . u +£'—d?+—2_!é—z'd:c2 =0,
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d 2 1 d2 1 1 3,,0
Ordre3 : [N.u*+ A28 4 1oy @8 1 gdu

dz. 2!='c21x22 3! 'gxl
Ordre 4 : g.g‘l%-&-d%'F%_S:Y'ddfz "‘%&'ddfzs
4,0
+%g'ddx_4 =1
4 2.3 3, 2
Ordre 5 : ﬂ.y5+£-d—i—+%:¥--dd52 +§Ii4—_§'ddf3
4 0
+%=Y'dd§41+"5174*—'d;f5 =0

De méme pour les ordres suivants. Leur construction est facile puisque fortement
inspirée par les séries de Taylor. Tous les termes en déplacements sont homogenes les uns
par rapport aux autres a un ordre donné, c’est & dire que l'ordre de grandeur en ¢ d’un
terme en déplacement plus le degré de dérivation de celui-ci vaut une méme valeur pour
tous les termes d’une équation.

La résolution consiste a résoudre le systeme ci-dessus. Cela peut étre assez compliqué.
Verna l'a fait pour les poutres treillis en N, X et W, et a ainsi obtenu des relations de ré-
currences fournissant la solution exacte lors d’un chargement polynomial de la poutre [65].
Cette solution analytique est donc valable quelles que soient les valeurs des paramétres.
Le nombre de cellules peut alors étre quelconque (C = 2, C = 1000...), ainsi que tous
les autres parametres tant qu'ils restent dans le cadre initial (petit déplacement, petite
déformation. . . ).

5.2.3 Point sur la méthode d’homogénéisation

La texture de ce chapitre permit a Verna de déterminer & la main la solution exacte de
la poutre treillis en N'[65]. L’inconvénient de cette démarche est d’utiliser des fonctions
que nous commengons par dériver puis que nous intégrons, ce qui complique les calculs
analytiques si nous voulons intégrer cette méthode dans un logiciel de calcul formel. Par
ailleurs, ’analogie avec la RAM faite par Verna pour simplifier la résolution est un exercice
de style délicat a reproduire pour une poutre quelconque. Une nouvelle approche va nous
permettre de relativiser ces difficultés et de mieux comprendre nos systémes d’équations
aux différences finies et donc la nature de nos treillis poutre. C’est la trame de ce qui
suit.
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6.1 Double série entiere et chargement polynomial

Pour les poutres treillis en A, la méthode d’homogénéisation employée par Verna,
consistant a développer les expressions en série asymptotique de €, permet de calculer la
réponse exacte de la structure soumise a un chargement polynomial en z. Celle-ci est elle
aussi polynomiale en x et la série asymptotique en € est tronquée [65].

Nous pouvons alors nous interroger sur la démarche utilisée : “Pourquoi identifier les
ordres de € et non les puissances de x ¢”. Une mise en équation montre que I’on ne gagne
rien a faire cela.

Par contre, une double identification sur les puissances de z et de ¢ s’avere tres inté-
ressante. C’est la matiere de ce chapitre. Toutes les fonctions, inconnues et connues,
vont étre développées en double série entiere. Nous utiliserons dans un premier temps
une notation indicielle pour une démonstration du résultat. Puis une écriture matricielle
sera adaptée. Moins rigoureuse mais plus claire et plus pédagogique, elle ouvre la voie
a l'informatisation du processus. De cette formulation découlera naturellement la ré-
solution, valable pour toute poutre et dont différentes propriétés seront mises en évidence.
Notamment, pour nos structures, la notion intuitive de poutre sera mise en lumiére.

6.1.1 Développement en double série, identification en = et en ¢
a) Approche indicielle
L’équation d’équilibre du treillis s’écrit :

B .u(x—e)+

[5S

u(z)+ B.u(r+e) =Qy f(x) (6.1)
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a.i) Termes en déplacement dans 1’équation d’équilibre

k=1,... (6.2)

Les déplacements des noeuds d’'une cellule sont placés dans un vecteur colonne u (équa-
tion 6.2), chaque composante va se développer en double série entiere de z et de €. Nous
fixons les indices et exposants suivants :

e k (ou h) pour les composantes du vecteur déplacement, k =1,...,6
e i (ou p) pour la puissance en x, i > 0

e j (ou ¢) pour la puissance ou 'ordre en €, 7 > 0

u(z) = uf(z) = YN atu (6.3)

i>0 >0

Au(z) = Zakh ZZCE u)] e]~ZZx Zakhu (6.4)

1>0372>0 >0 5>0

B.u(z+e) = Zbkzh YooY (wte) ulé,

i>0 >0

= ZZprCprkhu TP

i>0 j>0 p=0

i+7

= ZZZCE Clzbkhumﬂ —p€ 7, (6.5)

>0 j>0 p=i

i+]

B u(z—e) = ZZZxi.(—l)p“i.C;th’k.uz)iﬂ,p.e]’. (6.6)

i>0j>0 p=i

~+

Les facteurs C7 sont les coefficients du bindme de Newton, C7" = m'(—nn'ﬁl_ Le changement

d’indice i = p = j n’est pas simple a priori. Il sous entend une modification dans le calcul
d’une double série en 7 et en j. Soit pour un ¢ donné, nous effectuons la somme sur l'indice
J puis nous faisons ensuite la somme globale sur les i ; soit nous inversons le role de i et
de 7 ; soit nous sommons les termes en diagonales croissantes, c¢’est a dire en sommant
petit a petit tous les termes tel que 7 + 7 soit égal a une constante ¢q. C’est 'objectif du
changement d’indice ci-dessous.

ZZ{x’uf]e]} ) {Zp:{xq.u§7pq.ep_q}} : (6.7)

1203520 p=0 {¢=0



6.78 Statique des treillis poutres par identification des modes

a.ii) Termes en effort dans ’équation d’équilibre

La démarche est identique pour le chargement. Les composantes des efforts extérieurs
s’appliquant aux nceuds de la poutre sont placées dans un vecteur colonne f(z). Ce
vecteur, appelé vecteur force, est de méme type que le vecteur déplacement aux noeuds.
Le nombre adimensionnel () est inclus dans les composantes de f(x). Nous pouvons alors
développer le vecteur force en double série entiere.

Qr f(x):=fr=3 3 alf €. (6.8)

1>035>0

a.iii) Identification des deux membres de I’équation d’équilibre

2 h i h 1)P~ 1Y j k _j
T {ak,h.ui’j + Gyl + (=P Chbppul p} e =a' fF e,

47"
i+j )
Z{é.giﬁc;g.gpm_ﬁ( 1P OB p} fos (6.9)
p=1

b) Approche matricielle

Seules les séries finies (polynomes) peuvent étre écrites sous forme matricielle. On
suppose donc a priori que si le chargement est polynomial, la réponse le sera aussi.
L’important est ici de comprendre le sens de 1'équation (6.9).

{tx = [zt 2%, 2t ],
, (6.10)

b.i) Forme matricielle du déplacement wu (z)

Regardons dans quelles cases le terme u, ; se retrouve, mettons un ’." artificiel dans

les autres cases. C’est le point de vue opposé du paragraphe précédent oi1 I'on regardait
quels étaient les u, . que I'on retrouvait dans la case (3, j).

u(r) = 'z.u.c
€
= [:(:O. z?. :cz.] o P
Ql,j . . . . . €]+i
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Double série entiere et chargement polynomial

Au() = A('z.u.e)="r.(A u)e o
— 1| &

= [2% zP. 2. ] 6]‘.+p (6.11)
4. uiy Ejﬁ

b.ii) Forme matricielle du déplacement wu (z + ¢)

u(x+e) = Yz +¢€).u.e,
_ 1
= [(x—i—e)O. (x4 €)P. (ZE+€)i.] eitp
(Y G+

Faisons apparaitre le vecteur ‘z dans 'expression de u(z + ¢). Par la suite, la matrice
centrale (positionnée entre 'z et €) pourra ainsi étre identifiée avec les autres matrices

du méme type.

ulz+e) = {2 +e)u.ec="2.u.e,
_- . . . . C’;Lul,j ._ 6‘]
: /
. P .
— 0 i i X, +
= [x.xp.x.} O . J Ej.p )
Bou+ed = B((z+c)ue)="s (B.u)e
[ . - Boug; oo
. oo
. C"B.u,. .. (6.12)
= 'z = €.
/S :
B.u;;

Il est fondamental de remarquer que les emplacements des termes en w; ; se trouvent
uniquement sur la diagonale telle que la puissance en x additionnée a la puissance en e

soit constante et égale a i + 7.
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b.iii) Forme matricielle du déplacement u (z — ¢)

Statique des treillis poutres par identification des modes

Les développements en double série entiere de w (x —¢€) et de ‘B .u (x — ¢€) sous forme
matricielle utilisent une démarche en tout point identique a celle employée précédemment
pour u(z +€) et pour B.u(z + ¢€). Nous indiquons donc juste le résultat utile pour la

suite.

‘B .u(x—e¢)

b.iv) Termes en déplacement dans I’équation d’équilibre

(6.13)

On regroupe les trois résultats précédents dans un seul terme qui se définit alors par

le vecteur K,

B.ou@—e+Aux)+Bux+te = 'z

('B.u_).e+ "'z
= 2.(B.u_+Au+
= 'z . K,€.

Le vecteur K, peut aussi s’écrire
: /!
K, = /Cﬂ(_lyjté +§]@m‘
B + A+ Bluy,

(6.15)

Trois matrices apparaissent dans le vecteur

K ., posons :

IN = B+A+B,
AS = ~B +B.
SY = B +B.

(6.16)
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Le vecteur K, s’écrit alors

(AN wgo| LN woy + AS uio [IN ugy+ AS uqy + SY s .

=
L@
=
LE
i
[\]
2
IIOQ

. , : o

=
IS
no
=)

Les termes de la matrice K, comportant le déplacement u;; n’apparaissent que sur
une et une seule diagonale. Il s’agit de la diagonale i + j. Vis a vis des déplacements, les
diagonales sont donc indépendantes les unes des autres.

b.v) Termes en effort dans ’équation d’équilibre

L’adimensionnalisation réalisée au chapitre 5 est toujours effective. En effet, la nature
de notre formulation vis & vis de € est la méme que celle donnée par ’homogénéisation.
Les termes représentant le chargement commencent en ¢* (et non en ¢ comme dans la
premiere partie car nous avons fait commencé les termes en déplacement & 'ordre € et
non & l'ordre €', ce qui engendre un décalage) . Par ailleurs, nous retrouverons bientot
ce résultat lors de la résolution.

Qe f(z) ="'z . F.e
-0
(l
(0000 10,4 io,5 io,a io,7 e
0000 i1,4 il,S i1,6 e’ (6.18)
Qrf(z) = [2"2' 2225110000 f,, f,. et '
0000 f,, ¢
0000 €
L Ll
F
b.vi) Equilibre de la poutre
B.ouz—e+ Au@)+B.u(z+e = Qff(x)
v K,e = 'v.F.¢
K, = E (6.19)

L’équation d’équilibre ‘B .u (v —€)+ A.u(z)+ B.u(x+€) = Q; f (x) s’écrit alors sous
forme matricielle K, = F. La double identification en x et en e correspond a 1’égalité
des vecteurs K, et F (qui sont par ailleurs des matrices en z et en ).
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6.1.2 Résolution des différentes diagonales

a) Démarche

Appelons diagonale tous les termes K., , de la matrice K, tels que leur puissance i
en r additionnée a celle j en € soit une méme constante i + j. Soit le déplacement U,
il ne se trouve que sur la diagonale i+ j de K. Les diagonales sont donc indépendantes
les unes des autres. Résolvons alors les diagonales séparément en commencant par la
plus simple. L’étude qui suit est théorique. La méthode et la forme des résultats sont

cependant identiques pour toute poutre.

Lors de la résolution, nous allons trouver des matrices singulieres, c’est & dire ayant
un déterminant nul. Une ou plusieurs lignes sont alors combinaisons linéaires des autres.
De méme pour les colonnes. Sur les systémes matriciels des différentes diagonales, les
emplacements des lignes et des colonnes que nous considérerons comme combinaisons
linéaires des autres seront marqués par une simple ou une double fleche horizontale ou
verticale. Par exemple, une double fleche horizontale signifie qu’il y a quatre lignes &
éliminer dans le bloc correspondant.

a.i) Notion intuitive de poutre, changement de variable

Les lignes et les colonnes combinaisons linéaires des autres seront toujours les mémes.
Pourtant, entre deux poutres de géométrie différente, les variables des probléemes n’ont
a priori pas de rapport entre elles. En réalité, toute poutre est dite poutre car de loin,
elle parait étre continue. Nous allons écrire le vecteur déplacement des nceuds dans une
base plus naturelle. Dans cette nouvelle base, les premiéres composantes représentent les
déplacements macroscopiques de la poutre, "ceux qu’on voit de loin”. C’est & dire les
translations de la cellule par la moyenne des déplacements des nceuds de la cellule et les
rotations de la cellule par des sommes et des différences de déplacement de noeuds de
la cellule. On appelle P, ce changement de variable. Les premieres composantes de P,
représentent le torseur des petits déplacements. On compleéte les autres composantes de
P, par des vecteurs pour I'instant choisis arbitrairement mais orthogonaux aux précédents

afin d’obtenir une matrice P, orthogonale et garder ainsi les propriétés de symétrie des
matrices A, IN, AS et SY.
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Soit au niveau des déplacements des nceuds, nous avons le changement :

I ( 1, m
Uy, U™ == Uy
ul u? = g .

. Torseur des petits déplacements

ul! ut = wk

xX Pp

—

II 5 = m
uy Uu wy
ul! u® =Wl

117 7
U, u

a.ii) Diagonale 0
= IN U 0,0 = Q .

Le déterminant de IN est nul. La matrice IN étant singuliére, les termes en efforts
ne peuvent effectivement pas apparaitre a cette diagonale. Si le changement de variable
consistant a mettre le torseur des petits déplacements en premier dans les composantes
de w a été fait, alors le déplacement u, est de la forme

tQO,OZ[Cl Co 03|C4 0 0|0 }

Le déplacement w g, trouvé est bien sur indépendant de = et de e. Tous les noeuds de
la structure peuvent donc se déplacer selon trois translations de solide (1, o, c3) ainsi
qu’une rotation de solide autour de I’axe de la poutre (c;). Bien que cela n’ait pas été
prouvé analytiquement, mais cela a toujours été vérifié numériquement, on a toujours

vang(IN) = dim( LX) - 4,

ce qui permet d’introduire quatre constantes a la diagonale 0 sur les quatre premieres
composantes du torseur des petits déplacements. Une double fleche sur le systéme de
la diagonale 0 signifie que les quatre premiéres colonnes ou les quatre premitres lignes
s’écrivent comme une combinaison linéaire des autres lignes et des autres colonnes. Le dé-
placement u g est donc une solution qui pour toute valeur des quatre constantes ¢y, Co, C3
et ¢4 donne :

B .u(r—e¢)+ Au(z)+ B.u(z+e)= 0.

a.iii) Diagonale 1

=
+
N
9!

:
|

by
~
2
L@ I
|

1o 1©
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Ce systéme matriciel est 8 fois singulier. Quatre singularités représentent les trois trans-
lations de solide et la rotation de solide selon ’axe de la poutre que nous avions déja
trouvée a la diagonale 0, mais décalées de €. Ces quatre singularités sont annulées dans le
déplacement w,; pour ne pas alourdir I’étude. Les quatre autres singularités portent de
nouveau sur les quatre premieres composantes du déplacement, c’est & dire sur le torseur
des petits déplacements, il s’agit cette fois du déplacement u;,. On le trouve de la forme

t
ul,OZ[Cs Ce C7|Cg . | },

ol cs représente une traction sur une des extrémités de la poutre, cg une torsion dans la
poutre, cg et c7 les deux autres rotations de solide. Ces deux rotations radiales engendrent
effectivement des déplacements radiaux linéaires dans la poutre. Par ailleurs, on retrouve
ces constantes dans le déplacement uq;. En effet, les nceuds qui ne sont pas positionné-
s sur la fibre neutre sont déplacés d'une petite valeur selon I'axe de la poutre par ces
rotations. De meéme, la traction ainsi que la torsion (cs et cg) peuvent avoir des effets
secondaires sur le déplacement w,; ainsi que sur d’autres composantes de Uqg. Par
exemple, lorsque que l'on tire sur un treillis poutre plan en N, la poutre s’allonge mais
elle monte aussi et de la méme valeur si le N est & 45°. Dans ces cas la, on il y a
couplage, c représente aussi un peu une traction. Quatre constantes apparaissent toujours
a la diagonale 1, on peut en donner une interprétation simple. Cependant, en cas de
couplage, ce qu’elle représente chacune exactement n’est pas toujours simple & écrire.
Mais globalement, toutes les quatre représentent une traction, une torsion sur I'une des
extrémités ainsi que deux rotations de solide radiales.

a.iv) Diagonale 2

J U l
— IN.ugy + AS.u;; + SY.uyy = 0,
= IN uy; + 2@.@20 = 0,
= IN u,0 = 0.

Le systeme linéaire de la diagonale 2 est 10 fois singulier. Les 8 singularités précédentes
décalées de € et marquées sur le systeme par des doubles fléches, ainsi que deux nouvelles
(spécifiées par une simple fleche) qui porte toujours sur le torseur des petits déplacements
et plus particulierement sur les deux déplacements radiaux. En effet,

t
g1)0:|:. Coq ClO|~ . | ],

ol les deux constantes cg et c¢;y caractérisent chacune un moment de flexion & I'une des
extrémités de la poutre. De nouveau, si la poutre est couplée, 'interprétation de ces deux
constantes n’est pas si simple.

a.v) Diagonale 3

I I ! !
— IN.ugy + AS.uip + SY.uy; + AS.uszy = 0
— IN w1y, + 2AS.uy; + 38Y.uz0 = 0
= ﬂ.ﬂZl + 3&.@3)0 Q
= IN uzo = 0



Double série entiere et chargement polynomial 6.85

Le systeme linéaire de la diagonale 3 est 12 fois singulier. Les 10 singularités précédentes
de la diagonale 2 décalées de € et marquées sur le systéme par des doubles fleches et une
simple fleche, ainsi que deux nouvelles spécifiées par une simple fleche qui porte les deux
déplacements radiaux du torseur des petits déplacements. En effet, on peut écrire

t
QLO:[. C11 612'. . l ],

ou les deux constantes c;; et c¢;o caractérisent chacune un effort tranchant & I'une des
extrémités de la poutre. L’interprétation de ces deux constantes, 1a encore, n’est pas
aussi facile a faire si la poutre est couplée.

a.vi) Diagonale 4

U I ! !

IN woy + AS. w13+ SY usy + AS.uzq+ SY .u,g i074
— IN w3+ 2AS usy +38Y uzy + 4AS uu0=0
— IN wy5 + 3AS U3y +63Y . uyg=0
= ﬂugl‘f"él@ Q4,0:Q
= I__.-Q4, 0

Le systeme linéaire de la diagonale 4 est 12 fois singulier, les 12 singularités de la di-
agonale 3 décalées de € qui sont marquées sur le systéme par des doubles fleches et des
simples fleches. Par contre, la premiere ligne du systéme matriciel par bloc (celle qui
n’est pas marqué par une fleche) n’apporte aucune singularité supplémentaire. On peut
donc introduire sur cette ligne les efforts extérieurs. Ce résultat n’est pas prouvé mais il
a été vérifié sur un grand nombre de treillis poutres tests. Le fait d’étre obligé d’attendre
la quatrieme diagonale avant de pouvoir introduire le chargement extérieur est en ac-
cord avec les calculs d’homogénéisation sur des poutres 2D simple ot il fallait développer
les équations d’équilibre sur 4 ordres de grandeur successifs [65, 60]. La déformée d'un
chargement constant est donc au plus un polynéme en = de degré 4 et il existe toujours
un chargement constant qui engendre une déformée de degré 4.

a.vii) Diagonale 5

4 Y | |
IN wos+ AS w14+ SY . uss+ AS.uso+ SY .uwy,+  AS Uso= [
IN w4 +2AS uy3+35Y uso+4AS . uyy+ 55Y uso= [,
— IN wy3+3AS w30 +68SY uy;+10AS . us50=20 '
— IN w59+ 4AS uyy +105Y . us0=0
= IN . ugr+ 5AS.us50=10
= IN us0=20

Le systeme linéaire de la diagonale 5 est 12 fois singulier, les 12 singularités de la diagonale
3 décalées de €2. On peut introduire cependant un chargement extérieur linéaire en z, la
déformée sera caractérisée par, au plus, un polynéme en = de degré 5.
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- Efforts dans les barres ont 3 termes polynomiaux

- Déplacements des nceuds ont 6 termes polynomiaux F

1
N / Y
| \ 2 G Fibre
—
\ 4 3 moyenne
b

Torseur / des inter-efforts
en G /polynomial

|
€
0 Coupure /I X : X

Figure 6.1 : notion de RdM, torseur des inter-efforts

\

b) Propriétés
b.i) Triangle de Pascal

e Les colonnes combinaisons linéaires des autres colonnes le sont & toutes diagonales
car ces colonnes demeurent inchangées d’une diagonale & 1’autre de part la construc-
tion des systemes linéaires.

e Les lignes (en partant de la fin) combinaisons linéaires des autres lignes & la diagonale
n le sont encore a la diagonale n + 1 car nos systémes matriciels sont construits sur
le triangle de Pascal.

o Les lignes (en partant de la fin) et les colonnes combinaisons linéaires des autres
sont les mémes dans une diagonale donc dans toutes diagonales. Ces propriétés se
déduisent de la construction des systémes matriciels sur le triangle de Pascal.

b.ii) Notion de RAM

La solution en déplacement de tout treillis poutre plan (par exemple du treillis poutre
plan en N') comprend & chaque fois douze constantes que I'on peut identifier ; pour
moitié au déplacement de solide qui permet de vérifier, & une extrémité de la poutre,
six conditions aux limites (6 degrés de liberté) ; pour I'autre moitié aux six conditions
aux limites de I'extrémité opposée. Ces conditions aux limites vérifiées sont ”identiques”
pour tous les treillis poutres. J'entends par 1a le fait qu’elles sont identiques au sens des
torseurs. Or sur une structure élancée ayant une dimension privilégiée, le point de vue
des torseurs est celui de la RAM et des poutres. L’analogie entre nos poutres et la poutre
continue se comprend alors par ce qui les rapproche : leur nature de poutre.

1. Torseur des inter-efforts

Sur toute poutre, nous pouvons définir une fibre paralléle & I’axe des abscisses ; par
exemple la ligne moyenne (figure 6.1). Comme en RAM, une coupure peut étre faite
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en un point de cette ligne et un torseur des inter-efforts est alors défini en ce point
comme étant les actions de la partie droite sur la partie gauche de la poutre. Ce
torseur est défini pour les treillis poutres 3D par 6 grandeurs ; P'effort normal, les
deux efforts tranchants, le moment de torsion et les deux moments de flexion.

Lorsque seules les extrémités de la poutre sont chargées, le torseur des inter-efforts
est polynomial. En se plagant a I’abscisse d’une cellule, une combinaison linéaire des
efforts dans les barres est égal au torseur des inter-efforts. Dans le cas des poutres
3D, le vecteur efforts dans les barres possede alors siz termes polynomiauz dans ses
composantes.

Les efforts étant une combinaison linéaire, sous forme de différences finies, des dé-
placements des nceuds, ces derniers ont donc six termes polynomiaux. Sachant que
le déplacement de solide rajoute encore six termes polynomiaux indépendants des
précédents, le vecteur déplacements des neuds a donc douze termes polynomiaux
dans ses composantes. Ceci est toujours vérifié, que la poutre soit chargée ou non
en partie courante.

Les douze singularités que nous retrouvons a chaque diagonale correspondent a ces
douze déplacements polynomiaux qui ne dépendent pas du chargement en partie
courante.

2. Aspect physique

Quelle que soit la poutre étudiée, les lignes et les colonnes combinaisons linéaires
des autres sont toujours les mémes. C’est la nature poutre qui est en cause dans
cette propriété. C’est pourquoi nous avons fait le changement de variable P, sur
les déplacements des nceuds afin de mettre en évidence le torseur des petits dé-
placements dans les premieres composantes du vecteur déplacement. Les systemes
étant donc singuliers de part leur nature poutre, certaines inconnues du vecteur dé-
placement vont donc étre transformées en variable du probleme. Quel choix faire ?
Afin d’automatiser la résolution des différentes poutres possibles, notre choix sera
toujours le méme pour la diagonale n et il est guidé par la RdAM :

translation de solide selon z ug

translation de solide selon y ug

translation de solide selon z ug ,

rotation de solide selon z Ui,y
effort de traction en x = 1 selon x Uy
rotation de solide selon z Uiy
rotation de solide selon y ul,
couple de torsion en x = 1 selon x Ul g
couple de flexion en z =1 selon z u3 s
couple de flexion en x = 1 selon y ug’n_Q
effort de cisaillement en x = 1 selon y U3, s

effort de cisaillement en x = 1 selon z u3 s
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b.iii) Cas des treillis poutres plans

Ce qui a été écrit pour les treillis poutre 3D est encore valable pour les treillis poutres
plans. Cependant, le nombre de singularité dans les systémes matriciels ne sera plus de
12 mais de 6. En effet, pour les problemes plans, les torseurs ne sont définis que par 3
composantes, deux déplacements et une rotation pour le torseur des petits déplacements et
I'effort normal, I'effort tranchant et le moment de flexion pour le torseur des inter-efforts.
Une poutre continue n’a donc que 6 conditions aux limites & vérifier, les inconnues qui
seront transformées en variable du probléme seront pour la diagonale n :

translation de solide selon x ug
translation de solide selon y ug
effort de traction en z = 1 selon z uin_l
rotation de solide selon z uin—l
couple de flexion en z = 1 selon 2 ugyn_z
effort de cisaillement en x = 1 selon y u%yn_;j

6.1.3 Exemples
a) Treillis poutre continue discrétisée

On choisit comme premier exemple le treillis poutre discrétisée plan car c’est un ex-
emple tres simple ot tous les calculs peuvent étre faits a la main. La poutre continue de
longueur L est discrétisée en petits éléments finis de méme dimension [. Le chargement
extérieur est supposé n’agir qu’aux neceuds de cette poutre. Méme si cet exemple est trés
simple, le treillis périodique est a nceuds rigides. Chaque nceud a donc trois degrés de
liberté notés w,v pour les deux déplacements et w pour la rotation. Afin de rendre tous
les termes de la matrice de rigidité homogenes, on remplace cette derniére inconnue par
un déplacement équivalent w = lw (chapitre 7). La cellule de base n’a qu'un seul nceud,
son vecteur déplacement s’écrit

u u
u=1|v | =1 u?
lw u3

Ces trois premieres et seules composantes du vecteur déplacement représentent le torseur
des petits déplacements, il n’y a donc pas de changement de variable & effectuer. Nous
utilisons les résultats du chapitre 7 pour déduire les matrices A et B.

26 0 0 —k 0 0
A=1]0 24h 0 |, B=| 0 —12h 6h
0 0 8h 0 —6h 2h

ot k = EA/l et h = EI/I® avec E le module d’Young du matériau, A la section de la
poutre et I son inertie. Posons p = —2k et ¢ = 4h pour réduire les futures relations, les
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Figure 6.2 : treillis poutre continue discrétisée

trois matrices LN, AS, SY sont alors définies par :

0 0 0 0 0 0 p 0 0
IN=100 0|, AS =110 0 3¢ |, SY =0 —6g 0
0 0 3¢q 0 3¢ O 0 0 ¢

Pour cette poutre, tous les calculs sont développés afin de bien montrer ’algorithme de
résolution par cette méthode des développements en doubles séries entieres. La figure 6.2

récapitule les différents modes (déplacement) trouvés.

a.i) Diagonale 0

La diagonale 0 s’écrit pour la poutre continue [N .uq, = 0, soit

I
~ [0 0 07T ub 0
o0 0w, |=]0
00 3¢ || u, 0

Une solution de ce systeme est le déplacement

C1

Ugo= | C2 |,
0

qui pour n’importe quelles constantes c; et c; donne ‘B . u(z—e)+ A. u(z)+ B . u(v+e) =
0. Cette solution correspond aux deux translations de solide dans le plan.
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a.ii) Diagonale 1

Ll [
—~ [0 0 0|0 0 O07[u,] [0]
N 00 0|10 0 3¢ U%,l 0
0 0 3¢g|0 =3¢ O ud | 10
- 0 0 0 ulg | |0
BN 0 0 0 uio 0
i 0 0 3¢]lufy] L[O]

Les colonnes 1 et 2, ainsi que les lignes -2 et -3 sont & supprimer car elles représentent les
translations de solide trouvées a la diagonale 0 mais décalées de €. Nous fixons donc g
et uo ;a0 pour simplifier. Le systeme est de nouveau singulier, u! o€t u? o beuvent etre
quelconques u? 0 (03) représente la rotation de solide ; toutes les sections tournent de la
meme quantité, uo 1> mais le déplacement transverse u? o est proportionnel a ’abscisse .
uj o (c4) est la condition aux limites en 1 selon 'axe #N ; ; lallongement de la poutre est
proportionnel a x sans rotation des sections.

0 Cq
Up,1 = 01, Ui o= | C3

)

a.iii) Diagonale 2

O O O
o O

O O O

o O O
£
o
[N}

I

w2
9
cCooloo o

O OO
IS
N =
k=)

—
—

O O oo oo
| |
O OOy O OO oy © —
S iS]
()
<
I
= DO
—
I
ooo’ooo'ooo

(8]
[
Iy
N
=)

Les colonnes 1, 2, 4 et 5, ainsi que les lignes -2, -3, -5 et -6 sont a supprimer car elles
représentent le déplacement de solide et I’étirement de la poutre trouvés précédemment,
mais décalés. Le systeme est de nouveau singulier, Ug,o peut étre quelconque, il représente
la condition aux limites de moment en 1. Le moment de flexion dans la poutre est alors
constant et la déflexion parabolique, tout comme lors d’un calcul par la RAM.

ugo =10 |, up=1, 0 |, Ugo = | C5
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a.iv) Diagonale 3

Ll

—
—

L Lo | !

[0 0 0]0 O 0Olp O 010 0 0 | —u(1)13
00 0|0 0 3¢g|0 —6p 010 0 3¢ ug
0 0 3|0 =3¢ 0|0 O ¢q|0 =3¢ O ug

0 0 0]0 0 03 0 0]/,
0 0 0|0 0 6g]0 —18p 0 ||,
0 0 3|0 —6g 010 0 3¢ ul
00 0[]0 0 0||u,

000 00 0 9|]|u,

0 0 3¢/0 —99 0 ul

0 0 0 uz g

0 0 0 U§,0

L 0 0 3q | [ uiy |

6.91

Les colonnes 1, 2, 4, 5 et 8, ainsi que les lignes -2, -3, -5, -6 et -8 sont & supprimer car
elles représentent les conditions aux limites trouvées précédemment, mais décalées. Le dé-
placement ug,o peut étre quelconque, il représente la condition aux limites de cisaillement
en 1. Le moment de flexion dans la poutre est alors linéaire, la déflexion cubique (RAM).

0 0 0 0
Up,3 = 0 U2 = 01, Uz = 0 ) Uso = | Ce
0 0 3ce 0
a.v) Diagonale 4
L ! ! o
[000[0 0 0fp 0 0[0 0 0p 0 07[wba] T[]
000[{0 0 3¢[0—6p 0[]0 0 3g/0 —6p 0 | |udy 24
003¢/0 =3¢ 010 0 ¢q|0 =3¢ 0|0 0 ¢ ug f3,
00 0/0 0 0[3p 0 0[0 0 0 | |u, 0
. 0 0 0[0 0 6¢|{0 —18p 0|0 0 12g| |uf, 0
0 0 3g/0—6¢g 0{0 0 3¢|0 —12¢ 0 u? 4 0
00 0[{0 0 Of6p 0 O Uy o 0
. 00 0[0 0 90 =36p 0 | |udy|=1]0
0 0 3¢|0 —=9¢ 0]0 0 ©6¢q ul 0
. 0 0 0[0 0 0| |ul, 0
N 0 0 00 0 12q| |ud, 0
0 0 3¢g|0 —12¢ O uj 0
N 0 0 0 ||ul, 0
N 0 0 0|2, 0
i 0 0 3¢/ |ui, L 0 |

Les colonnes 1, 2, 4, 5, 8 et 11 ainsi que les lignes -2, -3, -5, -6, -8 et -11 sont & supprimer

car elles représentent six conditions aux limites. Nous fixons donc ug 4, u 4, ul 5, u?,, u2,

2
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. ) o . €3
Diag 0 I Diag 1 ‘\ ¢
) A >
j 4’
Diag 2 s Diag 3 ce
— >
< %
Diag 4 Diag 5
// / / A
/ ﬁ

Figure 6.3 : treillis poutre plan en N

et u%yl a 0 afin qu’ils ne dérangent pas. Le systéme n’est plus singulier, les efforts peuvent
donc apparaitre. Le chargement, constant sur la poutre, induit une déflexion quadratique.

0 0 fé,4 0 0
4p 2f2 f2
Ug g = f? , u 3= |0 |, Ug o = 0 |, Uz = 3‘;’4 , Uy = g—;
o4 0
o 0 0 0

a.vi) Diagonale 5

La résolution est encore identique aux précédentes, on supprime toujours les six lignes
et les six colonnes. Le chargement est maintenant linéaire en z, la déformée est donc un
polynome de degré 5. Pour les diagonales suivantes, la résolution se calque. . .

b) Treillis poutre plan en A/

Ces quelques schémas (figure 6.3) représentent la réponse du treillis poutre en N &
nceuds articulés. Les efforts ne peuvent apparaitre qu’a la diagonale 4 car nous obtenons
lors des quatre premieres diagonales six solutions homogenes polynomiales, c’est a dire
telles que :

B.ule—e)+Au@)+ B.ulz+e =0.
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Le changement de variable pour passer des déplacements des noeuds au torseur des petits
déplacements est :

P, =

oSk o
Sk esl- o
SIS Sl
S oy =

alors le vecteur déplacement wu est donné par :

I 1 ., m
Uy, u- = u,
I 2 ., m g A
uy p, u® = u," » Torseur des petits déplacements
Il 3 —~ . m
U, u- = w,
11 4
Uy u

c) Treillis poutre 3D en N a section carrée

Le treillis poutre 3D en N & section carrée a une cellule de référence comportant 4
nceuds et 12 barres (figure 6.4). Le nombre de cellule est choisi égal & 10, la longueur est
de 10 m, la cellule est par ailleurs cubique. Le matériau des barres est un acier de module
d’Young E = 210000MPa. Les conditions limites posées sont des conditions encastrées-
encastrées au sens du torseur des petits déplacements. C’est a dire que les torseurs des
petits déplacements associés aux cellules x = 0 et = 1 sont égaux a zéro. Les conditions
aux limites en efforts correspondent a un effort tranchant et & un couple constants répartis
le long de la poutre et de valeur aux nceuds

F' = 10N e,
FI' = 10N e,
o (6.20)
F = —bN €9,
FV' = _5Ne.,.

Le calcul a été fait sur deux logiciels différents, le logiciel d’éléments finis ANSYS et un
programme que j’ai écrit avec le langage de calcul formel MATHEMATICA qui résout en
automatique 1’équilibre de tout type de poutre par la méthode des doubles séries entieres
[5, 31]. La figure 6.4 présente la déformée du treillis calculée sur MATHEMATICA. Au
niveau des résultats, ces deux méthodes de résolution donnent les mémes déplacements
avec six chiffres significatifs. Au niveau des performances, les ordinateurs ol étaient
installés ces deux programmes n’étaient pas comparables (une station de travail Silicon
Graphics et un petit Macintosh), Par ailleurs ANSYS est un programme compilé alors
que MATHEMATICA est un langage interprété, on peut donc simplement dire que la mé-
thode des doubles séries a moins d’opérations a faire car ce nombre d’opérations est indé-
pendant du nombre de cellules pour le calcul de la fonction déplacement et proportionnel
au nombre de cellules pour la visualisation de la déformée. Méme avec une méthode
numérique performante du type méthode itérative de Jacobi ou de Gauss-Seidel ot il
existe des théoremes de convergence et de comparaison de vitesses de convergence pour
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6.94

Chargement extérieur

aux noeuds du treillis

Treillis déformé

Cellule de référence du treillis 3D en N

Figure 6.4 : treillis poutre 3D en N soumis a de la torsion



Double série entiere et chargement polynomial 6.95

les matrices tridiagonales par bloc [16], une MEF ne peut pas aller plus vite. Il faudrait
programmer la méthode des doubles séries en Fortran ou en C pour pouvoir comparer des
temps de calcul machine, ce qui est faisable.

d) Treillis poutre 3D en W a section triangulaire

Le treillis poutre 3D en W a section triangulaire a une cellule de référence comportant
6 noeuds et 18 barres (figure 6.5). Le nombre de cellules est choisi égal & 10, la longueur
est de 10 m. Le chargement est de la forme

FI' = —5Ne,,
FIT = _10N e,,
FIT — 10N e,
PV _ _iNe, (6.21)
FY = —10N e,
FY' = _10N e,.

Les conditions aux limites sont du type encastrées-encastrées au sens du torseur des
petits déplacements. De nouveau, la MEF et la méthode des développements en doubles
séries entieres donnent des déformées identiques.

6.1.4 Récapitulatif sur les doubles séries

La décomposition du vecteur force et du vecteur déplacement en double série entiere de
x et de € permet de trouver une solution de ’équation d’équilibre en partie courante. Les
différents calculs s’effectuant sur des scalaires, 'informatisation du processus est simple.
Cette décomposition en double série entieére nous éclaire cependant sur la nature de notre
poutre. Deux points apparaissent :

e Lanotion de poutre, c’est a dire de milieu continu de dimension 1, implique 1’existence
d’un champ de déplacement polynomial de dimension 12 et solution homogene des
équations d’équilibre. Ce champ permet de vérifier 12 conditions aux limites, 6 pour
chaque extrémité du milieu continu. Ces 12 conditions ne permettent pas en géné-
ral de vérifier toutes les conditions aux limites du treillis, seulement des conditions
aux limites en moyennes, c’est a dire parfaitement définies par la notion de torseur
équivalent ; le torseur des petits déplacements d’une cellule pour les déplacements
des neeuds, le torseur des inter-efforts pour les conditions aux limites en efforts. Ces
conditions aux limites apparaissent lors de la résolution diagonale par diagonale
dans l'ordre suivant : (figure 6.6)

diag 0 : 3 translations de solide /Z, /7 et /Z
: 1 rotation de solide /7



6.96 Statique des treillis poutres par identification des modes

Déformée du treillis
sous l'action d'une
charge transversale

I+

Cellule de référence

€]

Figure 6.5 : treillis poutre 3D en W soumis a de la flexion

) 3 4 5
e? el e” € € € €

L0 —W % Diag ...
x ! Conditions aux limites

2
X
x 3
x4
x5
X

Figure 6.6 : propriétés des différentes diagonales
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v =
Q N

—
Figure 6.7 : conditions aux limites pour le treillis poutre plan d neuds rigides en N

diag 1 : 2 rotations de solide /7 et /Z

1 traction /7 de la poutre au point z = 1

1 torsion /Z de la poutre au point z = 1
diag 2 : 2 couples de flexion /¢ et /Z au point z = 1
diag 3 : 2 efforts de cisaillement /¢ et /Z au point x = 1

total : 12 conditions aux limites.

e Toute notre étude porte sur des poutres 3D, mais il est facile d’avoir les propriétés
sur les treillis poutres plans. En effet, les systémes matriciels des poutres planes
sont 6 fois singuliers (les 2 torseurs des extrémités = 6 conditions aux limites). Ces

singularités sont réparties si nous prenons ’exemple d’une poutre plane encastrée-
libre :

diag 0 : 2 translations de solide /7 et /i
diag 1 : 1 rotation de solide /Z

1 traction /¥ de la poutre au point z = 1
diag 2 : 1 couple de flexion /Z au point z =1
diag 3 : 1 effort de cisaillement /% au point z = 1

total : 6 conditions aux limites.

6.2 Modes compatibles et chargement exponentiel

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous avons étudié 1’équation d’équilibre en
partie courante de la structure. La recherche en série entiere de = et de ¢ d’une solution
particuliere en déplacement nous a fourni un ensemble de solutions de dimension 12 pour
les treillis poutres. Les conditions aux limites de la structure (libre, encastrée. .. ) doivent
nous permettre de déterminer la solution. Certains treillis n’ont que 12 conditions aux
limites, on peut donc résoudre completement 1’équilibre de ces treillis avec la méthode
des doubles séries. D’autres treillis ont plus de 12 conditions aux limites, c’est le cas pour
la tres grande majorité des treillis poutres. On ne peut pas résoudre complétement 1'é-
quilibre de ces treillis par la méthode des doubles séries. Il nous faut donc trouver d’autres
solutions qui seront appelées les modes compatibles. Les deux approches ; recherche des
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modes compatibles et développement en double série entiere, seront intégrées au sein d’une
méme méthode qui sera dénommée SPIM (Statique des treillis Poutres par Identification
des Modes).

6.2.1 Formulation du probléme

L’équation d’équilibre en partie courante est :
B.u(z—e)+ Au(@)+ B.u(x+e = f(a)

Les équations différentielles linéaires a coefficients constants ont souvent été transformées
en équations aux différences finies afin d’étre étudiées numériquement ; méme si au-
jourd’hui les méthodes des éléments finis, des volumes finis, des éléments diffus et des
équations intégrales prennent le pas dans la grande majorité des problemes. On s’inspire
donc des propriétés des équations différentielles linéaires & coefficient constant pour é-
tudier notre probléeme. Des théorémes d’existence et d’unicité ont été énoncés pour les
équations aux différences [8, 29, 34, 41]. Ces théorémes ont la méme forme que ceux
concernant les équations différentielles.

a) Propriétés d’une équation différentielle
an f () + any fOTV () 4 -+ as fP(E) + aaf" (1) + ar f(8) + aof(E) = P(t)e",

e Recherchons la solution f d’une équation linéaire & coefficient constant d’ordre n.
La contrainte est une fonction exponentielle P(t)e™ avec P(t) polynome de degré
p. Nous savons que si 7 est s fois racine de 1’équation caractéristique, il faut alors
rechercher une solution f exponentielle de la forme Q(t)e™ avec Q(t) polynéme de
degré g = p + s.

e La solution f est en réalité un ensemble de solutions de dimension n qui permet
de vérifier n conditions initiales {f(0), f'(¢), f"(0), ..., f™(0)} ou n conditions
indépendantes.

b) Equation homogene discréte

La section précédente permis de trouver des solutions vérifiant le chargement, il nous
suffit maintenant de trouver des solutions de ’équation homogene associée :

B.u(—e)+Au@)+ B.u(z+e=0. (6.22)

Nous appellerons ces solutions les modes compatibles car elles sont compatibles avec 1'é-
quation d’équilibre en partie courante de la poutre.



Modes compatibles et chargement exponentiel 6.99

6.2.2 Recherche des modes compatibles

Recherchons des solutions en exponentielles

u(z) = ve', (6.23)
u . E) — ver(x €) e—reyemc7
Q(I + 6) — Qer(x—i-e) - ereyem

Posons z = €™ | nous avons alors :

tB ve 4+ A. ve*+zB.vet = 0,

o=
1
(=B +A+zB)ue™ = 0 (6.24)
p— D

a) Equation caractéristique

Pour obtenir une solution non triviale, le déterminant de la matrice doit étre nul

ou, ce qui est identique :

det('B +2A +2*B) = 0. (6.25)

On appelle cette derniere relation, ’équation caractéristique de la poutre.

b) Vecteur propre d’'un mode compatible

Soit z; un podle de I'équation caractéristique. Il faut maintenant connaitre le vecteur

propre v; associé a ce pole et défini par : w(z) = v,e"® = v,z°. La détermination de
v; se fait par la méthode de la variation de la constante : v, = v; (:1:)
u(2) = 1:(2)e’™ = v,(2)2, (6.26)
B ovi(r— e €T+ Ap(2) + BLule + e e = 0,
1
—B.u(r—€e)+ A v,(x)+zB.u(z+e)|e® = 0. (6.27)

Zp T -

Définissons trois nouvelles matrices IN,, AS, et SY, de la méme maniére qu'on été
définies les trois matrices IN, AS et SY .

IN, = 1B + 4 +z

z; =

AS, = —1B 4B, (6.28)

T =

SY. = B +zB

z; =

HD:J

U:J
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Le vecteur propre v, vérifiant 1’équation 6.27 est trouvé par la méthode de la double
série entiere. Rappel, pour les chargements polynomiaux douze vecteurs propres avaient
été trouvés avant de pouvoir intégrer le chargement dans les équations. Maintenant, en
développant v; en une double série entiere de z et de €, la ou les premieres diagonales
vont nous donner le ou les vecteurs propres. Ce parallele permet d’élargir le champ
des chargements possibles a ’ensemble des chargements exponentiels. Ceux-ci se traitent
comme les chargements polynomiaux qui ne sont plus alors que des cas particuliers (é-
quation 6.37).

Pour un mode compatible ou un chargement donné, nous avons donc le parametre
associé z; et les trois matrices IN,, AS,, et SY, correspondantes. Nous pouvons alors
déterminer la solution ou un ensemble de solutions de dimension plus ou moins grands
suivant la valeur du parametre z;. Nous pouvons nous interroger sur le sens physique des
coefficients Zi et z; dans les trois matrices 7 L’adimensionnalisation va nous permettre de
proposer une réponse. u(z —¢€), u(z) et u(z+ €) sont du méme ordre de grandeur donc
vi(r —e€), vi(z) et v;(z+ €) peuvent étre d'un ordre de grandeur différent. En effet, les
relations suivantes donnent :

u(z—e) = O()u(z)

6.2.3 Propriétés

des modes compatibles

O(e%) u(x)
O(%) v (z)em®
v,(x + e)ericeni®
20 (x + e)e®

O(e™) = 0(3)

a) Dimension de ’ensemble des solutions homogénes

Soit d le degré de I'équation caractéristique en z. En étudiant la définition de I’équation
caractéristique, nous pouvons déterminer le degré d.
d=2rang(B )+ 1.{dim(A) — rang(B)}.

(6.29)

e La matrice A est la matrice de rigidité de la structure a deux cellules (figure 6.8).
Par hypothese, cette structure ne comporte pas de mécanisme. La matrice A est
donc inversible.

rang( A) = dim(A) > rang(B).

e Soit la partie droite de la structure constituée d’une cellule (figure 6.9), I'influence
des déplacements des nceuds & droite (/*,/77) sur la résistance de ’encastrement
(effort aux nceuds I et I7) est caractérisée par la matrice B. Si cette structure est
un mécanisme, alors la matrice B est singuliere autant de fois qu’il y a de degrés
de liberté. De méme pour la partie gauche de la structure avec la matrice ‘B . Le
rang de B correspond donc au nombre de conditions auz limites a [’extrémité droite
de la structure (ou gauche par symétrie). Le degré de I’équation caractéristique est
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Figure 6.8 : structure a deuz cellules
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Figure 6.9 : influence des déplacements sur [’encastrement

au moins égal a deux fois le rang de B. La dimension de I’ensemble des solutions
étant le degré du polynome de I'équation caractéristique, et celui-ci correspondant
au moins aux nombres de conditions aux limites, nous pouvons donc déterminer la
solution générale du probleme.

= Nous trouvons toujours un ensemble de solutions qui permet de vérifier toutes les
conditions aux limites.

b) Poutre isostatique / poutre hyperstatique

Prenons une poutre encastrée-libre afin de fixer les idées. En utilisant les notions
de RdM, un torseur des inter-efforts peut étre défini (figure 6.1). Si le chargement est
polynomial ou si nous n’avons que des efforts sur 'extrémité droite de la poutre, le torseur
des inter-efforts est alors polynomial. A I'abscisse d’une cellule, une combinaison linéaire
des efforts dans les barres est égale au torseur des inter-efforts.

e Pour les poutres isostatiques intérieurements, il y a équivalence entre les efforts dans
les barres (6 inconnues) et le torseur des inter-efforts (6 données ; I'effort normal,
les deux efforts tranchants, le moment de torsion et les deux couple de flexion), les
efforts dans les barres sont alors décrits par des polynomes.

Les efforts étant une combinaison linéaire des déplacements des nceuds, ceux-ci ont
six termes polynomiaux. Sachant que le déplacement de solide rajoute encore six autres
termes polynomiaux, car indépendants des précédents, les déplacements des nceuds ont
donc douze termes polynomiaux. Nous trouvons alors z = 1 douze fois pour toutes nos
poutres (six fois pour les poutres planes car le torseur des inter-efforts a trois composantes
et le déplacement de solide représente trois degrés de liberté).
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e Les poutres isostatiques n’ont que z = 1 comme solution de 1’équation caracté-
ristique car elles n'ont que douze conditions aux limites. Les déplacements sont
donc polynomiaux lorsqu’il y a des efforts sur 'extrémité de la poutre ou lorsque le
chargement est polynomial. En réalité, cas du treillis poutre plan en N, ces treillis
peuvent aussi avoir le pole z; = 0 signifiant qu’une condition aux limites peut étre
quelconque.

e Les poutres hyperstatiques intérieurements ont d’autres solutions que z = 1 puisque
la notion de torseur des inter-efforts ne représente que partiellement 1’état de con-
trainte dans la poutre, leur champ de déplacement est finalement polynomial et
exponentiel.

c) Propriétés des poles

e Le pole z; = 1 est un pole multiple d’ordre 12 au moins.

e Sirang(B) < rang(A), 2z = 0 est un pole d’ordre dim(A4) — rang(B). En effet,

nous avons avec z; = 0 :

det('B + 2z A +2z'B) = det("
det(

Sy

),
).

e Soit z; un pole complexe alors Z; est un pole car I’équation caractéristique est a
coefficients réels.

o3 ||

e Si z; est solution alors —Zl~ est solution, en effet :

det(:'B + A+2zB) = 0,
det(z'B + A+ +B) = det((z'B +A+5DB)),

= det(zB +'A +1'B),

= det(X'B + A +2B),

Z; = =

= 0.

= Finalement, nous pouvons écrire en ne tenant pas compte des propriétés sur les
poles complexes :

4 1
det(B +z A +22§) = (2 — 1)122dlm(é)—rang(§) H(Z —2z)(z—==)=0 (6.30)

i i
d) propriétés des vecteurs propres

Soit (z;, v,;) un mode compatible de la poutre, alors :

. Zi est un pole dont nous notons le vecteur propre associé : v 1
1 7

e si z; est un pole complexe, v, est un vecteur complexe et nous avons les quatre

modes compatibles suivants : (z;, v,), (%, 7;), (£, v1) et (£, 771).
K 7 T 7



Modes compatibles et chargement exponentiel 6.103

6.2.4 Etude d’un mode compatible

Lorsque z; est un pole complexe, v; est un vecteur complexe et le vecteur propre du
mode compatible Z; est T;. Nous pouvons alors regrouper les modes et leur donner ainsi
un sens physique car un déplacement complexe ne signifie rien. Selon la valeur de z;
dans le champ complexe, plusieurs cas sont possibles. Les expressions que nous écrivons
ci-apres correspondent au cas ol z; est un pole simple de ’équation caractéristique, sauf
pour z; = 1 puisque ce pole est toujours une solution du probléme d’ordre 12.

o [z >1

o z réel > 1

2z >1 _ In(z)
S
z _z z=1 _z
u(r)=auv;z +0viz; * =avz © +Puiz <. (6.31)

Les modes compatibles sont des exponentielles réelles, 'une croissante, 'autre
décroissante. Nous assimilons la décroissante a la condition aux limites en 0
et la croissante a celle en 1. Elles se nomment alors des couches limites ou des
effets de bords. La deuxiéme notation est identique formellement méme si la
définition de o et de B a changé. Elle insiste sur la position des couches limites
et élimine les erreurs de calcul numérique sur la condition aux limites associée
a l’exponentielle croissante.

o z réel < —1

z; réel donc v, est un vecteur réel.

{ Z; = (—zi)e”, —z; >0,

).

De méme avec le mode (£, v
K

.

u(@) = au;(-2)7e™ + Bui(—z) cems,
= auv; {COS(’]T;I-) —+ ZSln(ﬂ-_a_:_)jl (__Zi)z;1
€ €

x .. X z
+0u1 I:COS(ﬂ’—) + zsm(ﬂ—)] (—2zi)*.
i € €
En réalité, x ne prend comme valeur que des multiples de €. Le sinus de T
est donc toujours nul. Nous pouvons donc éliminer les parties imaginaires en
sinus.

z

u(z) = av, cos(wf)(—zi)"%l + By COS(W%)(—zi) : (6.32)

Les modes compatibles sont des sinusoides amorties. Nous pouvons alors les
appeler des couches limites (effets de bords). La période de celles-ci est le
double de la longueur d’'une cellule.
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o z; complexe = Ze', avec Z = |z réel > 1,

_ Z iwZ L —iwZ

u(r) = au;Z<ec + U, Zce v
_Z S0z — 7 5 ,Z
+yviZ e + 0Tl e W,

iwZ - wZ iwZ —_— X
Qielwﬁ + T W Qiezwe —Te W

u(r) = |« 5 + 0
iw®
€

ww

—jwZ
vie e~ W e

IS
o

- Z7<. (6.33)

+T
" 2

Les termes entre parentheses sont soit des sinus, soit des cosinus, le vecteur pro-
pre intervient pour décaler les différentes composantes du vecteur déplacement
entres-elles. Les modes compatibles sont des sinusoides amorties, 'une crois-
sante, I'autre décroissante. On assimile le mode croissant & la condition aux
limites en 1 (le premier crochet) et le mode décroissant & la condition aux lim-
ites en 0 (le second crochet). Les modes compatibles sont alors des couches
limites ou des effets de bords.

L4 !Zl|:1

oz =1

Comme le parametre z; est égal a €™, alors r; = 0. Les modes compatibles
sont donc polynomiaux. Le pole z; = 1 est trouvé douze fois dans tous les
cas de treillis poutres 3D car la méthode des développements en double série
entiere fournit un ensemble de solutions de dimension douze. Notre proble-
me a des propriétés similaires a celles des équations différentielles linéaires a
coefficients constants. Si nous avons un chargement polynomial sur la poutre,
nous devrons rechercher un polynome solution de degré plus élevé (car z = 1
est solution). La nature de la structure, une poutre, augmente de quatre le
degré de la solution (chargement constant, déplacement quadratique).

Le pole z; est réel donc v, est un vecteur réel. Nous pouvons écrire :

x .
= au; |cos(m—) + isin(r—)
€ €
Comme pour le cas z; réel < 1, le sinus de 7% est toujours nul en pratique.
u(z) s’écrit alors :

u(z) = ayicos(wz). (6.34)
€
Le mode compatible est une sinusoide pure dont la période est le double de la

longueur de la cellule.

W

o zZ;=¢€
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z

u(z) = avec + foe e,

— iz — .
yie“"e + T iwZ ’I_Jiewe — Te iw
2 21

alg

(6.35)

Les modes compatibles sont des sinusoides pures (pas d’amortissement).

e 0< |z <1

Ce cas est identique au premier, il suffit d’inverser z; et ;1—
7

e 2,=0
z; = e, r; = —00,

u(z) = av,e"™ = qu,e®Y, (6.36)

Les expressions ci-dessus sont purement formelles et mathématiquement inexactes.
r; = —oo signifie que u (z) = 0 partout sauf sur un ensemble de mesure nulle, par
exemple au point d’abscisse z = a ol le déplacement u(z) de ce point est alors
indéterminé. Le déplacement w (z) correspond donc a une fonction Dirac. Ce cas
apparait uniquement lorsque rang(B) < dim( A), c’est a dire quand il existe des

degrés de liberté libres aux extrémités de la structure. Cependant, un Dirac n’est pas
une fonction mais une distribution, un calcul direct ne peut pas étre formellement
juste. L’utilisation de la transformée en z va permettre de raisonner correctement.

= Nous remarquons finalement :

1. Soit un poéle simple, si |z;| > 1 le vecteur déplacement u(z) est croissant, si
|z;| = 1 celui-ci est constant et si |z;| < 1 il est décroissant. Cela est vrai
pour un pole simple donc pour les vecteurs propres trouvés a la diagonale 0
lors de I'utilisation des développements en double série entiére. Dans le cas
contraire, par exemple le pole z; = 1, nous trouvons des termes constants, mais
aussi linéaires, paraboliques, cubiques . .. termes qui proviennent des diagonales
supérieures.

2. Soient les termes sinusoidaux, la période ou la pseudo-période du vecteur dé-
placement est toujours supérieure ou égale a 2¢, soit deux longueurs de cellule.
La fréquence est donc inférieure a la valeur f,.. = 2%, les fréquences plus é-
levées n’étant pas compatibles avec la structure. Notre structure ayant été
discrétisée tous les €, ce phénomene est normal et est exprimé en automatique
par le théoreme de Shannon.

6.2.5 Généralisation aux chargements exponentiels

Soit un chargement exponentiel f(z) = p(z)e™ avec p(z) polynome, soient z = €,
IN,, AS,, et SY, les objets caractéristiques, une solution de ’équilibre :

Boulw-+ A+ Boul+d= [ ()
sera u(x) = v(x)e™ tel que v (z) vérifie :

VB lu(r—e€) + Av(@)+z2B.v(r+e)=Qpp(x). (6.37)
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La détermination de v (z) se fait par développement en double série entiere. @, repré-
sente le nombre adimensionnel entre A.v (z) et p(z), il est en général égal & ¢! sauf si 2
est particulier, par exemple le cas du chargement polynomial o r =0, z = 1 et Qp = €2.

Remarque : La longueur d’onde d'un chargement périodique doit étre supérieure & 2e¢
car notre modélisation est aveugle aux longueurs plus petites et donnerait
alors des résultats incohérents (théoréme de Shannon ; f,., = i)

6.2.6 Exemples

a) Poutre continue

La poutre continue est une poutre discrétisée a nceuds rigides, la partie droite de la
structure n’a pas de mécanisme, la matrice B est inversible.

dim(A) =3, u = [ul vl W],
rang(B) = 3, d=23+1.(3—3) =6,
det(‘B +2z4 +2°B) = (2 —1)5

b) Treillis poutre en N

Le treillis poutre plan en N & neeuds articulés & 4 barres et 2 nceuds, le triangle formé
par les barres 1 et 2 est isostatique, la barre 3 peut tourner, la matrice B est une fois

singuliere (figure 6.9).

dim(é) — 4, u = {ul ol Wl UII]’
rang(B) = 3, d=23+1.(4-3)=T,
det('B +2zA +2°B) = 2(2 — 1)°.

c) Treillis poutre 3D en W

Le treillis poutre 3D en W a nceuds articulés est isostatique, cependant la matrice B
est trois fois singuliere (figure 6.5).

dim(A) = 18, rang( B ) = 15,

det('B + 24 +2°B) =2z — 1)~



Modes compatibles et chargement exponentiel 6.107

Re(z)

1/z et 1/Z

Figure 6.10 : modes de déplacements statiques
d) Treillis poutre 3D en N

Le treillis poutre 3D en AV a noeuds articulés est hyperstatique d’ordre 2 et la matrice
B est quatre fois singuliere (figure 6.4).
dim(A) = 12, rang(B) =8,

det('B +2A +2°B) = 2*(z — 1)'2(2* — 2az + 1)(2* — 2bz + 1).

Le treillis poutre 3D en N a donc deux couches limites & chaque extrémité.

6.2.7 Récapitulatif sur les modes compatibles

Cette section part sur la recherche d’autres solutions possibles de 1’équation d’équilibre.
Pour ce faire, elle s’inspire des propriétés des équations différentielles linéaires ; solutions
exponentielles, équation caractéristique, étude d'un pole et du vecteur propre associé. Le
couple péle, vecteur propre s’appelle un mode compatible. La recherche de ce dernier se
fait par la méthode des développements en double série entiere. Il se détermine géné-
ralement a la diagonale 0, sauf pour un pole multiple ou les diagonales suivantes peuvent
servir. Nous remarquons que sur toutes les poutres, il y a autant de vecteurs propres
indépendants associés aux poles que de conditions aux limites (valeur des déplacements
aux extrémités de la structure). Nous pouvons alors déterminer la solution générale de
notre poutre.

Les modes compatibles pouvant étre complexes, nous les regroupons deux par deux
pour les transformer en sinusoides. L’analogie avec la RAM permet de comprendre
pourquoi toutes les poutres étudiées ont douze modes compatibles polynomiaux et donc
le cas particulier des poutres isostatiques qui, n’ayant que douze conditions aux limites,
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72
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« ™,
N
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| | | 1 -
€ X=mée¢ 1 X

Figure 6.11 : chargement concentré en un neud de la structure

n’ont que des modes compatibles polynomiaux. Enfin la recherche des vecteurs propres
nous permet de généraliser les efforts a tous les chargements du type p(z)e™ avec p ()
polynéme et r imaginaire presque quelconque. Par presque, la modélisation discrete de
notre poutre interdit les chargements périodiques ou pseudo-périodiques de haute fré-
quence (théoréme de Shannon). En réalité, Nous pouvions déja calculer le déplacement
d’une structure soumise a un chargement exponentiel en développant celui-ci en série de
Taylor. Mais la solution était alors approchée car dans la pratique il y a troncature de la
série infinie. Ce qui n’est le cas de la nouvelle approche.

La figure 6.10 synthétise les champs de déplacements possibles, qu’ils soient propres a
la structure (modes compatibles) ou dis au type de chargement (qui engendre un type de
déplacement identique). A Pextérieur du cercle unité, le champ de déplacement donné a
la diagonale 0 est croissant, a l'intérieur il est décroissant et sur le cercle unité, en 1 nous
avons les fonctions constantes et aux diagonales suivantes tous les polynomes, ailleurs des
sinusoides pures non amorties.

Les solutions polynomiales ne sont alors qu'un cas trés particulier de solutions. Nous
appellerons désormais SPIM (Statique des treillis Poutres par Identification des Modes),
I'approche analytique des poutres par les modes compatibles et les développements en
doubles séries entieres.

6.3 Transformée en z et chargement concentré

Lorsqu'un treillis poutre est soumis & un chargement réparti ou pseudo-réparti, la
SPIM permet de calculer le champ de déplacement et le champ des contraintes. Cepen-
dant, cette méthode ne permet pas d’envisager la cas d’'une charge concentrée au niveau
d’un seul nceud ou d'une seule cellule du treillis (figure 6.11). Deux démarches sont
possibles :

premiere investigation ; couper la poutre en deux, étudier chaque coté et recoller les
morceaux. En apparence simple, cette technique demande toute une organisation lorsque
la poutre a quatre ou cinq charges concentrées (ainsi que des charges réparties),
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Mondes réels Mondes virtuels
Monde continu Monde de Laplace
< >
f(v) F(p)
Monde discret Monde en z

< >
f(nT) / F(z)

Figure 6.12 : espaces réels et virtuels

deuxiéme approche ; la transformée en z. Celle-ci fournit une solution particulie-
re pour une force concentrée sur une seule cellule valable sur la poutre entiere. Cette
solution doit ensuite étre superposée aux autres solutions trouvées précédemment par la
SPIM pour obtenir la solution globale du probléme.

Cette seconde démarche semble plus homogene vis-a-vis de ’étude que la premiere.
Elle peut étre intégrée a l'intérieur de la SPIM généralisant par la-méme celle-ci au cas
des chargements concentrés.

6.3.1 Pourquoi la transformée en z ?

Les transformées (Fourier, Laplace, z...) permettent de modifier un probléme com-
pliqué dans le monde réel en un probleme simple dans un monde virtuel. Bien entendu,
le passage d’un monde a I'autre n’est pas toujours aisé (figure 6.12).

Notre poutre ayant une longueur finie L, la transformée de Laplace utilisée pour des
signaux transitoires parait plus adaptée que la transformée de Fourier. Par ailleurs, la
transformée de Laplace est mieux adaptée aux polyndomes que la transformée de Fourier
(signaux sinusoidaux), donc correspond mieux & la nature de notre probleme. Les é-
quations d’équilibre n’étant écrites qu’aux nceuds de la structure, il faut prendre 1’é-
quivalent discret de la transformée de Laplace ; soit la tranformée en z.

Définitions et propriétés

1. Soit F(p) la transformée de Laplace d'un signal continu f(t).

) — F)= [ fr (6.38)
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2. Soit F(z) la transformée en z d’un signal échantillonné f(nT), avec T la période
d’échantillonnage.

f(nT) = résidus(F(2)2"7V) «— F(z) = if(nT)z"”. (6.39)

Soit f((n—1)T) un signal déphasé de =T,  f((n—1)T) — 1F(2).
Soit f((n+1)T) un signal déphasé de + 7T,  f((n+1)T) — 2zF(2) — zf(0).

3. Relation entre la transformée de Laplace et la transformée en z :

ef? =2, (6.40)

6.3.2 Monde réel, monde en z
a) Utilisation de la transformée
L’équation d’équilibre du treillis s’écrit :

B.u(z—e)+ A.u(z)+ B.u(z+e) = f(z).

e transformée en 2z

u(z) — ul(z),

u(r—e — Ju(z)

u(+e — zu(2), . (6.41)
[(z) — f(2)=2_%i(66)z“c,

ou € peut étre considéré comme la période d’échantillonnage. Le terme zu (0) n’a
pas été soustrait dans I'expression de la transformé de u(z + €) car les phénomenes
de bords sont déja étudiés par les modes compatibles. Les étapes intermédiaires
dans la détermination de w (z) sont :

;B +A+z2B)u(x) = f(2),
(B +2A+2*B).u(z) = zf(2),
IN, . u(z) = zf(2), (6.42)
u(z) zIN, . f(z)
e transformée en z inverse
Vee{l,...,C}, u(z) = u(z = ce) = résidus(u (2)2°Y). (6.43)

Déterminer le Résidus d'une fonction revient dans un premier temps & connaitre la
décomposition en éléments simples de cette fonction. Selon le type de poutre et/ou
de chargement, celle-ci peut étre simple ou fort complexe & réaliser.
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b) Type de chargement

De part sa construction, la transformée f(z) d'un chargement f (z) est particulie-
rement simple dans le cas d’un effort concentré sur la cellule m. En effet :
f(z)=F, 2™ (6.44)

— me

La transformée inverse n’est alors pas difficile a déterminer sachant que multiplier par z
signifie décaler de € la fonction solution. Il n’y a donc pas de nouvelle décomposition en
¢léments simples a effectuer. Cette adéquation parfaite entre effort concentré et trans-
formée en z comble les lacunes laissées par 'utilisation des modes compatibles et des
développements en double série entiere qui ne s’appliquent qu’aux poutres soumises & un
chargement exprimable par des fonctions usuelles de z.

Tous les chargements de type polynomiaux se construisent autour du pole Z—il, pole
qui existe déja dans les termes de la matrice IN,. En effet, le pole 2 = 1 est toujours
12 fois zéro du déterminant de IN,. Pour ce type de chargement, la décomposition en
éléments simples doit étre entiérement refaite. Les calculs sont alors d’une complexité au
moins égale a ceux faits lors de la détermination des déplacements par les développements

en double série. Cette voie ne sera donc pas explorée.

c) Autre interprétation de la transformée

Bien que peu connue en mécanique des milieux continus, la transformée en 2 est assez
simple. L’équilibre de toutes les cellules est écrite dans un tableau en ne chargeant la
poutre que d’un effort concentré sur la cellule m. En effet, nous venons de voir que seuls
les chargements concentrés étaient intéressants pour la transformée en 2. Les équations
étant linéaires, en cas d’efforts concentrés multiples, il suffira de superposer les différentes
solutions.

cellule équilibre local des cellules
0 éo.g0+§.g6—ﬂo ~0
€ B.ugt A.u.+ B.uy=0 z1
2e i—@‘ge+é~lﬁ26+§ Usze = Q 2*2
ce té'u(6~1)£+é'QCE-{-é'Q(C—i—I)e:Q Z—C
me t_—Q u(m—l)e+ é Upe T+ é'ﬂ(m+1)e: Eme zmm
L—e té u1~2e+é'ul»e+§'ﬂlzg Z*(C_l)
1 B .u_+ A u, = F, -

Toutes les équations d’équilibre écrites aux cellules de la poutre sont multipliées par
un parametre formel z élevé a des puissances différentes pour chacune des équations.
L’addition donne :

("B + A" uo+ (B +27'A+ B).u,
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+(zB +22A+2"'B)uy + -

+(z~ DB 424 +z_‘(" ”E) Uge + -

+(z~ Mt B —t—z"m_A + 27 __Q) U
+(thB+261A+z‘(62_§) .

+(zC VA 42 C By, = F0+z"mEm€+z_CE1.

Soit en regroupant les termes centraux :

(z_lté + éo)'QO + INZ '[Z_zue + 2_3u26 +-F Z_(TH-I)ch + Z_Cul—e]

—(C_l)él‘l_z_cé)'ul: £O+Z_mEmE+Z_CEl'

+

—~
I

Les modes compatibles permettent de résoudre le probleme des chargements concentrés
aux extrémités de la poutre, c’est a dire en 0 et en 1. Ils ne seront donc pas étudiés ici. Les
efforts aux extrémités vont étre supprimés, les matrices coefficients des déplacements en
0 et en 1 modifiées afin d’obtenir une expression simple. La solution trouvée ne vérifiant
pas les équations d’équilibre aux extrémités ne peut étre la solution mais simplement une
solution particuliére. La solution finale s’obtiendra en combinant la solution particuliere
et les modes compatibles, ainsi qu’il a été fait avec la SPIM lors d’un chargement réparti.

—IN 12w+ 2™ u6+z_2g25+~~-+z‘c_uce+---+z“(c_1)y1_5+z_cgl]:z_mFmﬁ,
1
—Z—&g(z): f(2), u(z)=zIN, . f(z). (6.45)

La matrice IV, est inversible car z étant ici quelconque, on peut le prendre diffé-
rent d'un des modes compatibles qui annule le déterminant de /N,. Le déplacement
u(z) est donc connu. Question : Comment retrouver les déplacements des nceuds
Ugye oy Uees -, Uy 7 Ces déplacements ne dépendant pas de z (définis aprés arbitraire-
ment), il suffit d’identifier les puissances de 27! dans u (z) pour les connaitre ; soit par la
méthode des résidus, soit par une série de Taylor sur w(1).

0 ~1 2 - —(C-1 -C
u(z)=2"uo+2 U+ 2 Ug+ -+ 2 U, + € by 4+ 2w, 4
2° —  ug
z71 - u,
-2
z — Uy
-3
< - 3e
déplacement u (z), terme en 3
—C
z ™ U
Z_(C_l) O
2= Uy
C

La poutre n’existant plus, les termes au-dela de 2=~ n’ont aucune signification physique.
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6.3.3 Récapitulatif sur la transformée en 2

Transplanter notre probleme d'un treillis poutre soumis a un chargement concentré en
un neeud de la structure dans le monde en z, par la transformée du méme nom, permet de
résoudre tres simplement les équations d’équilibre. La solution trouvée n’est, du fait de
certains termes éliminés, qu'une solution particuliere vérifiant les équations d’équilibre sur
toute la poutre. C’est le mode de déformée statique d'un effort concentré. L’intégration
de ce mode a la SPIM est immédiat, généralisant celle-ci.

L’identification de ce mode passe par l'inversion analytique d’une matrice IN, puis
I'obtention de sa décomposition en éléments simples. Pour les poutres a structure interne
trop complexe, cette décomposition analytique est impossible car elle demande de connai-
tre les zéros du dénominateur. Ceux-ci pouvant tout de méme étre approchés numé-
riquement. La transformée inverse, a partir de cette expression, est alors aisée.

Cette méthode est aussi valable pour les chargements polynomiaux ou exponentiels
mais trouver la décomposition en éléments simples n’est guere plus facile que de résoudre
les systemes linéaires donnés par les développements en double série entiere.

La méthode utilisant la transformée en z a été programmée sur le logiciel de calcul
formel MATHEMATICA. Puis elle a été appliquée au cas simple du treillis poutre plan en
N & nceuds articulées soumis & une charge ponctuelle en un seul nceud et & un chargement
réparti ailleurs. Les résidus de chargement calculés aux noeuds aprés déformation sont
négligeables et la déformée identique entre notre méthode et la MEF.
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7.1 Extension a un autre type d’élément, barre plane
a nceuds rigides

7.1.1 Modélisation

Cette étude porte sur les treillis poutres plans dont les nceuds sont parfaitement rigides.
Les barres sont alors soumises a de la traction, a de la compression, mais aussi & de la

M1y iy M 1 1 (1IN
Y I N o 1Y M
e —_— —_— } —_

N'T (B AT Nt Ul I g

Figure 7.1 : modélisation d’une barre a neuds rigides
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flexion. Le chargement extérieur n’est appliqué qu’aux noeuds du treillis. Les inconnues
sont alors les déplacements et les rotations des nceuds. Dans le plan, il y a trois inconnues
par nceud ; deux déplacements et une rotation (figure 7.1). En supposant un comporte-
ment élastique linéaire pour la barre, la matrice de rigidité d’une barre dans son repere
local est :

[ EA° EAY T
; 0 0 - 0 0
[ N EI* EI EI* EI* | U]
) 0 12__(1")3 6_(lb)2 0 _12—(lb)3 6_(lb)2 )
! ]
g EI® EI EI° EI’ v
M 0 b A 0 b 2 W'
ar | EAY ) EAY &) i (7.1)
N == 0 0 == 0 0 v
T ! b b : b b Y
0 12l GEI 0 1Bl _gEL
| M (12)3 (lb22 (l”)i (lb22 L W]
EI EI EI EI
0 6—— 2 0 —6—— 4=
i (lb)2 lb (lb)2 lb |

En mécanique, le principe fondamental s’écrit en résultante et en moment dans un
repere galiléen. Cela peut se traduire par un systéme matriciel olt les matrices et les
vecteurs ont des composantes non homogenes ou interviennent des forces et des moments,
des déplacements et des rotations. Les trois inconnues du problémes ne sont pas homoge-
nes entre elles. En effet, la rotation d’'un nceud n’est pas homogene a une longueur
comme les déplacements de ce nceud. Comme ces déplacements n’ont pas été transformés
en variables sans dimensions, les moments et les rotations des sections de la poutre vont
étre dimensionnés par un changement de variable en forces et déplacements virtuels. Pour
cela, il nous faut une longueur fictive que nous prendrons égale & la taille de la cellule .
Posons :

e forces généralisées :

Fl N
E=|PF|= ]\C’; , (7.2)
F -
l
e déplacements généralisés :
Ul U
U=|U0*|=|V |, (7.3)
U3 lw
e coefficient de dimension :
[
d® = —. (7.4)
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r F/l,] b
F/2,I
F/3,I
F/l,II

Il

U301

[ EA° »
l

0

0

_E_Aﬁdb
l

0

b

0 0 —%db
EI’ EIY

12l—3(db)3 6Z—3(db)2 0
EI® EI®

6l—3(db)2 41—361" 0

b

0 0 %A—db
EI’ EI’

—12l—3(db)3—61—3d(b)2 0
EIY EI’

(al—g(db)2 2?—db 0

7.117

0 0
EI? EIY
“121—3(db)3 6Z—3(db)2
EIY EI®
—6l—3(db)2 szb
0 0
EI" .. _EI' .
12l—3(d) ~6l—3(d)
EI’ EI®
~6l—3(db)2 473—db

r U/l,[ 7
UIZ,I
U/3’I
U/l,I]

UIQ,I]

U/3J]

L’expression peut aussi s’écrire sous la forme réduite suivante :
F/I U/I
= U/II .

F/[I
Cette écriture s’integre tres bien dans une MEF, les deux matrices A et B sont
définies de la méme maniere que pour des barres a noceuds articulés. Pour résoudre ce
systeme par la technique d’homogénéisation ou par la SPIM, il est préférable de regarder
lordre de grandeur des termes qui interviennent dans les matrices A et B. Trois termes
différents donc deux nombres adimensionnels sont a étudier. Nous devons comparer la
rigidité axiale, la rigidité en flexion et les efforts extérieurs. Commencons par étudier les

rigidités.

/ !

Kll K12
/ !

K21 K22

Les termes des matrices A et B doivent étre du méme ordre de grandeur si ’'on veut
EA* EI

et ——.

l I?

obtenir un ensemble homogene. Trois termes apparaissent : d°,

{
o 4= ik La longueur d’une barre [° est sensiblement égale & la taille [ de la cellule.

1* = O(Y)1.
EA® EBA'L  _ EA EA 0 o
o =—0— = . Or = O(€”) car cette rigidité est indépendante du
l L 1 L L \
EA; EA
nombre de cellules C donc de €. Posons k° = 7 Alors = O(e Mk
EI" EI'L EI" EI"
e e'lﬁ. Soit 7 O(€") ce qui signifie, en utilisant les résultats

précédents, que I'élancement d'une barre A\’ est d’ordre ¢°, donc indépendant du
nombre de cellules

(7.5)
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EI® EIb
Posons h? = T Alors - = O(e )R’
l EAY EI
db = l_b = 0(60), kb = _L_ = O(EO), hb == ﬁ- = O(EO). (76)

Nous voyons l'intérét du changement de variable qui permet d’avoir des termes ho-
mogenes dans la matrice de rigidité d’une barre, I’adimensionnalisation est facilitée et elle
induit un ordre € entre les déplacements et les rotations (U = O(¢)Lw), entre les couples
et les efforts (M = O(e)LF'). La matrice de rigidité d'une barre est finalement en ¢ * et
elle peut s’écrire :

[P [ kb 0 0  —kd 0 0 1[U™]
P2t 0 12R°(d%)* 6hP(d")? 0 —12h%(d%)® 6h%(d%)? | | U]
FUL | 0 6hM(d?)? 4kt 0 —6RY(d)?  2hPdD Ut
o T BT 5 T 0 Kd 0 0 g | D
Fr 0 —12h%(d*)® —6R°(d")* 0 12h°(d®)® —6R(d")?| | U
| PP | | 0 6h%(d")*  2mPd® 0 —6RO(d%)? 4hbd® | U]

Pour le nombre adimensionnel entre les déplacements et les efforts, les phénomenes
physiques en jeu n’ont pas changé de nature a priori, on garde donc le nombre Q =€

Tout ce qui a été établi sur la méthode des développements en doubles séries entieres
est valable. On peut donc trouver la solution exacte en déplacement vérifiant toutes les
conditions aux limites.

7.1.2 Exemple du treillis poutre plan en N & nceuds rigides

Le treillis poutre plan en N a nceuds rigides est identique & la poutre plane ne N sauf
que les nceuds sont parfaitement rigides, le triangle 1 2 est hyperstatique, la barre 3 est
fixe, la matrice B est inversible (figure 6.9).

rang( B ) = 6, d=26+1.(6-6)=12,

dim(A) =6, u = {u’ vl Wl oyt 1 cu”} :

det('B +2zA +2°B) = (2 = 1)°(2* — 2az + 1)(2® — 2bz + 1) (22 — 2cz + 1).

Il y a donc trois couches limites a chaque extrémité de la poutre.

7.2 A propos du chargement extérieur

L’hypothese d'un chargement extérieur n’agissant qu’aux nceuds de la structure a été
Yy

faite. L’équilibre en partie courante d’une barre étant intégré dans sa matrice de rigidité-
, il n’y a plus qu’a écrire I'équilibre aux nceuds de la structure. Nous avons postulé
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que la suite du chargement {Fo, F, Fy, ..., Fx,,..., Fy_;, Fr} peut étre décrite par une
fonction force F/(X'), ou en normalisant la longueur de la structure & 1 par le changement
de variable X = L.z, la fonction force f(z). Nous allons voir si, dans la pratique, cela est
possible.

7.2.1 Chargements concentrés aux nceuds

Lorsque le nombre de cellule C change, le chargement global sur la poutre ne doit pas
varier. Nous devons donc déterminer la valeur de la charge sur un nceud en fonction du
nombre de cellules C ou de son inverse .

1. Chargement constant

Efforts aux nceuds X, : Fx, = fo = F(X)

Charge totale : Z fo=(C+1)fy
E E
Efforts aux noeuds X, FX”:F(X):C-Slzf(x): 1_;)66
2. Chargement linéaire
Efforts aux nceuds X, : Fx, = f1X = F(X)
C+1
Charge totale ; Z X = Zflcl it + )fll
2F 2F:
Efforts aux nceuds X, : Fx, = F(X) = F(C_j—T)X = f(z) = 1 +1€€l‘

3. Chargement parabolique
Efforts aux nceuds X, : Fx, = foX? = F(X)

C C 2
2
Charge totale CR=Y A=Y g = YU +63C U
Efforts aux nceuds X, F F(X) 65, X?
Uux noee c - = =
e 1’C(2C% 4+ 3C + 1)
B _ 6R )
= /(=)= 2+ 3e+ eQE:C

Nous faisons de méme pour les chargements de degré plus élevé. Nous remarquons
que l'effort sur un nceud est toujours en O(el).



7.120 Extension a d’autres types d’éléments, retour sur I’homogénéisation

7.2.2 Chargements répartis
a) Formulation énergétique

Etant données les hypotheses faites, le cas des chargements répartis, tels le poids,
parait étre hors de portée de notre méthode. Il n’en est rien. La formulation que nous
avons écrite est celle de la MEF lorsque les barres sont modélisées par des éléments de
poutre simple, c’est a dire, lorsque nous fixons le déplacement des points d’une barre
linéaire en traction et cubique en flexion.

Dans le cadre de la MEF, nous écrivons une formulation variationnelle qui minimise
Iénergie potentielle formée de I'énergie de déformation et du travail des forces extérieures.
Cela revient finalement & résoudre un systeme du type K. U = F, avec K matrice de
rigidité globale de la structure et F matrice des forces généralisées. Nous pouvons donc
concentrer le chargement aux nceuds comme pour la MEF ce qui permet de comparer les
résultats puisque nous partons des mémes équations.

b) Formulation simplifiée

Elle consiste a concentrer de maniére simple le chargement aux noeuds. C’est la mé-
thode employée sur le programme de calcul formel écrit sur Mathematica car elle met bien
en évidence 'influence du nombre de cellules sur le chargement sans pour autant rentrer
dans l'identification des forces généralisées de la méthode énergétique.

Soit la charge répartie suivante :

ag + (ZlX -+ CLQXQ + Cl3X3 —+ bOBTX, (78)

X
avec 'équivalence entre X et x (X = Lz ou z = f)’ nous trouvons comme efforts aux

nceuds X, :
l
X+ =
F(X) = f(z) = / P2 {0+ aX + a X + a3 X* + boe' ¥} dX,
)
€
r+ —
flz) = / 62 {ao + a1 Lz + apLP2® + az LP2® + boem} Ldz.
2
Finalement :

3 3
2b L
f(z) = aoLe + a1 L2z + asL3(ex® + ;—2) +azLA(ex® + 6—4""5) n %sh(%f)em. (7.9)

7.3 Retour sur ’homogénéisation

Suite & une homogénéisation, les équations d’équilibre pour un treillis poutre ont été
écrites a tout ordre de € (chapitre 5). Si on regroupe les cinq premiers ordres des équations
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d’équilibre dans un systeme matriciel, il a la forme suivante :

_ 2 3 47
o a5 385e A g |
d 1, d 1 d’ B <
£ 4y iy gagy | v |0
IN ast Loy 1w = (710
= =—dr 25— da? u!l 0
IN &% L ut] L0
| o

Ce systéme est quasiment identique a celui donné par la matrice K, a la diagonale 4.
Des opérateurs de dérivation interviennent ainsi que des factoriels, mais ces deux syste-
mes ont la méme allure. Nous avions des propriétés sur les combinaisons de lignes et de
colonnes a chaque diagonale car les diagonales étaient construites sur le triangle de Pascal.
On retrouve les mémes propriétés ici. Les lignes et les colonnes combinaisons linéaires
des autres a la diagonale n sont encore des lignes et des colonnes combinaisons linéaires
des autres sur le systéme matriciel construit sur les n + 1 premiers ordres des équations
d’équilibre.

Nous avons appris au chapitre 6 a résoudre les différentes diagonales de maniére au-
tomatique. Cette procédure est transposable directement au cas des équations d’équilibre
données par I’homogénéisation. On est donc capable pour tout type de poutre périodique
de trouver, en automatique, le milieu continu équivalent.
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Partie 111

Méthode générale pour ’étude des
treillis quasi-périodiques






Notation

L’objectif de ces quelques pages est de faire un récapitulatif des notations qui vont
etre utilisées dans cette partie. Cette liste n’est malheureusement pas exhaustive. Les
symboles apparaissant en début de ligne ont la signification suivante : ’e’ rapporte au
chapitre sur ’élasticité linéaire, 'g’ au chapitre concernant les grands déplacements et i’ &
celui traitant des problemes incrémentaux. A signifie que la définition du symbole change
au cour des chapitres bien que sa signification reste la méme.

a) Ensemble et espace permettant la description du treillis

IR? : espace physique de travail

e; : vecteur de base de I'espace physique

i,J : indice des composantes d'un vecteur dans ’espace physique IR® ; i €
{1,2,3}

z : coordonnées décrivant I'espace physique ; = (z;) = (z1, 2, 3)

C  : ensemble des cellules du treillis ou nombre de cellules du treillis dans une
direction de périodicité du treillis

A : espace paramétrique permettant la description du treillis, A = [0, I}D

D : dimension de l'espace paramétrique A ; 3 pour les treillis 3D, 2 pour les
plaques et coques, 1 pour les poutres

¢ : numéro de la cellule ; c = (c,) € {1,... ,C’}D

a, 3 : indice les vecteurs et les tenseurs dans l'espace paramétrique A ; a €
{1,...,D}

A : coordonnées dans I’espace paramétrique A ou coordonnées curvilignes sur
la structure physique ; A = (\,) € [0, 1]D

N ensemble ou nombre des neeuds du treillis

B : ensemble ou nombre des barres du treillis

n : numéro du nceud dans le treillis ; n = (n,¢) = (n, \)
O(b) : noeud 7 origine de la barre b dans le treillis

E(b) : nceud 7 extrémité de la barre b dans le treillis

b : numéro de la barre dans le treillis ; b = (b,c) = (b, \)

N : ensemble ou nombre des nceuds de la cellule
B . ensemble ou nombre des barres de la cellule
n,m : numéro du neeud dans la cellule ; n € {1,..., N}

O(b) : nceud n origine de la barre b dans la cellule de référence
E(b) : noeud n extrémité de la barre b dans la cellule de référence
b,d : numéro de la barre dans la cellule ; b € {1,..., B}
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b) Espace concernant la position ou le déplacement des noeuds

A

09 0] 029 0%

M : espace des déplacements macroscopiques du treillis

P . dimension de 'espace des déplacements macroscopiques M du treillis :

Notation

b

3 pour les treillis 3D, les plaques et les coques, 4 pour les poutres, 3 ou

plus pour les treillis & mécanismes
: vecteur de base de I'espace macroscopique M

p : indice les composantes dans l'espace des déplacements macroscopiques

Miped{l,...,P}

g : gouffre pour les déplacements

M : espace des positions macroscopiques a 1’ordre 0

GM : gouffre et espace macroscopique pour les déplacements
GM?" : gouffre et espace macroscopique pour le champ test

G : gouffre des positions macroscopiques a 1’ordre 0

M espace des positions macroscopiques a ’ordre 1

c) Position initiale des nceuds, longueur initiale des barres

p" : position du nceud 7 dans le repeére physique
p"(A) : position du nceud n de la cellule A

p° : position macroscopique de la cellule A ou ¢

p" ™ position locale des noeuds dans la cellule A

p®  : variation de longueur de la barre

€e’(\) @ vecteur directeur de la barre b

€% : vecteur directeur de la barre b & Uordre 0

d) Déplacement des nceuds, élongation des barres

u™  : déplacement du noeud 7
u™¢ : déplacement du nceud n de la cellule ¢

u”(A) : déplacement du nceud n de la cellule )

u®" : déplacement macroscopique du neeud n ; u®" € M
0

u, : composante du déplacement macroscopique dans la base (e;j) de M
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u'™ : déplacement & lordre 1 du noeud n

'™ : déplacement & Pordre 1 du noeud n dans M

a'™ : déplacement & l'ordre 1 du nceud n dans M+

ubm déplacement a l'ordre 1 du nceud n dans M NG

abn déplacement a l'ordre 1 du nceud n dans M N G+

u, : composante du déplacement @"" dans la base (ep) de M

e) Position finale des nceuds, longueur finale des barres

gi ¢g" : position du nceud 7 dans le repére physique
gl g"()\) : position du noeud n de la cellule A

gi g : position macroscopique de la cellule A ou ¢
gi @Y : position locale des nceuds dans la cellule \

gi  @"": position & Pordre 1 du nceud n dans M

gi g™ : position a l'ordre 1 du nceud n dans M*

gi  g"": position & ordre 1 du nceud n dans M N G
gi  ¢"": position & l'ordre 1 du noeud n dans M N G+

gii ® . longueur finale de la barre

q
gi  g°(\) : vecteur directeur de la barre b
gi g% : vecteur directeur de la barre b & l'ordre 0

f) Déplacement incrémental des noeuds, élongation incrémentale des barres

i u"  : déplacement incrémental du nceud 7

i u™® . déplacement incrémental du nceud n de la cellule ¢
i " (A) : déplacement incrémental du nceud n de la cellule
i 4’ : déplacement incrémental macroscopique de la cellule
i " : déplacement & ordre 1 du nceud n

i & déplacement a 'ordre 1 du noeud n dans M

i a" déplacement a l'ordre 1 du nceud n dans M+

i & déplacement a l'ordre 1 du nceud n dans M NG

i o déplacement a l'ordre 1 du noeud n dans M NG+

q : élongation incrémentale de la barre b
i g°(A\) : variation incrémentale du vecteur directeur de la barre b
g . variation du vecteur directeur de la barre b a lordre 0
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Notation

g) Espace concernant la tension dans les barres

gi
gi

K : ensemble des tensions auto-équilibrées ou nombre de tension auto-é-
quilibrées ; K < B
k,h : indice les K-vecteurs tensions de I’ensemble des tensions auto-équilibrées

K ke{l,...,K}

K" : ensemble des vecteurs tensions auto-équilibrées
k', h' : indice les K’-vecteurs tensions de 'ensemble des tensions auto-équilibrées
}C/

h) Tension dans les barres, tension auto-équilibrée

> >

> D> D>

Agi

k®  : rigidité d’une barre
k=10 : rigidité de la barre b & ordre -1

f b . scalaire tension dans la barre b porté par le vecteur directeur de la barre

b tension dans la barre b

f~1%: tension dans la barre b & l'ordre -1
f% : tension dans la barre b & lordre 0
f1 : tension dans la barre b & Pordre 1

f° : vecteur tension dans la barre b

f : incrément de vecteur tension dans la barre b

¢y, + scalaire tension auto-équilibrée

? : scalaire tension ¢} 1 ¢?

) - vecteur tension auto-équilibrée
® : opérateur tension auto-équilibrée

i) Chargement extérieur

VAN
A

> D

f" . chargement extérieur aux nceuds 7n
f" . chargement extérieur aux nceuds n de la cellule A

F1™ . chargement extérieur pour les problemes du premier ordre
F3" . chargement extérieur pour les problemes du second ordre
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i f ¢ incrément de chargement extérieur aux nceuds n de la cellule \
y 17n . 7’ ’ . N .
i f : incrément de chargement extérieur pour les problémes du premier ordre
. y 37n . 7z ’ . N
i f ¢ incrément de chargement extérieur pour les problémes du second ordre

j) Tenseur

Aei @ : tenseur des contraintes macroscopiques ; ¢° = = Z fOrpOlelt & g0

Aei € : tenseur des déformations macroscopiques ; &° = (Vx(ug))s

Aei ¥ : tenseur symétrique de rigidité macroscopique ; ¥° = — Z o Rch

Aei ¢} : sous tenseur de rigidité ; ¢ = Z gpb 0.0 ) 00
b

k) Accents, symbole divers

: indique une appartenance a un espace macroscopique M
: indique une appartenance & un espace M*

: indique une appartenance a un gouffre M NG

: indique une appartenance & un espace M NG+

: indique le début d’une longueur

: indique le reste d'une longueur

: indique un élargissement d’un ensemble

>D> D> D>

@

: €gal a si la structure est périodique
g — @ tend pour le minimum
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Chapitre 8

Modele macroscopique d’une
structure discrete en élasticité
linéaire
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8.1 Description de 1’étude

Les structures discretes sont d'un usage courant en construction mécanique. En effet,
les treillis ont des bons rapports rigidité/masse et résistance/cotit. L’augmentation des
performances des ordinateurs incite les architectes a proposer des structures de plus en
plus grandes et de plus en plus complexes (figure 8.1). Cependant, lorsque I'on voit la
déformée d'un treillis plaque supportant un hall, on a la méme impression que lorsque
que I'on voit une plaque modélisée en éléments finis 3D, une impression de faire un grand
nombre de calculs sur un probleme énorme comportant beaucoup de degrés de liberté,
alors que la solution parait simple (figure 8.2). Afin d’éviter ce probléme, des élément
finis de plaque ont été spécialement adaptés. Pour une fiabilité plus grande, le proble-
me est plus simple a résoudre. Par ailleurs, I'analyse des résultats par le concepteur ou
I'architecte s’en trouve simplifiée et mieux adaptée, plusieurs solutions peuvent alors étre
recherchées afin de diminuer les coiits, mais aussi la probabilité d’erreur de conception.
Ce raisonnement est aussi valable pour les poutres et les coques qui ont leurs propres élé-
ments finis dans la MEF. Pour les treillis plaques, les treillis coques et les treillis poutres,
il n’y a pas de raison qu'il en aille autrement. La seconde partie de ce chapitre leur est
donc consacrée dans le cadre de la statique linéaire, c’est & dire en petit déplacement et
petite déformation.
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Figure 8.1 : un treillis plaque périodique
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Figure 8.2 : premier mode propre de vibration d’un treillis plaque périodique calculé par

la MEF
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Cependant, dans la premiére partie, on étudiera les structures discretes 3D. Ces dé-
veloppements seront utilisés comme préliminaire & la seconde partie sur les poutres,
plaques et coques. On peut se demander quelle est 'utilité d’étudier des treillis 3D.
En premier lieu, certains batiments du type building peuvent peut-étre se modéliser dans
ce cadre d’étude. En second lieu, le milieu continu équivalent pour un treillis 3D est un
milieu 3D. On a donc un moyen de faire un passage micro-macro entre une structure
microscopique donnée et son comportement macroscopique. En élasticité, nous n’allons
pas trouver de milieux nouveaux. Un treillis 3D bien posé donnera un milieu continu
classique [24, 50]. C’est un résultat non négligeable, car on sait, par cette méthode, con-
struire un milieu continu classique méme si au niveau microscopique, celui-ci est discret.
En faisant d’autres hypotheses sur la structure, dans le méme genre d’idées que celles que
nous faisons dans ce chapitre, mais qui restent encore & trouver, on obtiendra peut-étre un
milieu de Cosserat 3D. De plus, en mettant un peu de non linéarité dans nos équations, on
va, pouvoir obtenir des lois de comportement non linéaires 3D completement déterminé-
es par la seule connaissance microscopique du treillis. C’est donc une autre approche
pour essayer de justifier des modeles non linéaires [30] que celle de I'homogénéisation des
milieux aléatoires [26]. En troisieme lieu, dans des problemes de propagation et/ou de
création de fissure, afin d’avoir un critére simple et pour ne pas privilégier certaines di-
rections de propagation, le milieu continu peut étre remplacé par un réseau de barres.
Actuellement, le choix du réseau est fait de fagon heuristique. L’homogénéisation discréte
permet de justifier un tel choix. Il faut préciser que cette premiere partie résulte d’un

travail commun dans I'équipe de recherche du laboratoire 3S et a partiellement été publiée
(61, 62].

La troisieme partie de ce chapitre est une ouverture sur les vibrations propres d’une
structure discréte. Elle permettra de trouver les premieres fréquences propres du treillis
avec une tres bonne approximation. Pour cela, nous utiliserons un résultat démontré dans
la these de Tollenaere concernant le comportement d'une barre appartenant & un grand
treillis dans le cadre des vibrations libres [60].

8.2 Modélisation de la structure, cas de la statique
en élasticité linéaire

Cette étude porte sur la modélisation continue d’une structure treillis quasi-périodique.
Pour un treillis, avoir la condition de quasi-périodicité n’est pas une condition suffisante
pour qu’il existe un milieu continu équivalent. D’autres conditions sont & vérifier. Avant
de les définir, nous devons préciser ce qu’est un treillis quasi-périodique. Un treillis quasi-
périodique est caractérisé par une topologie parfaitement périodique et par une géométrie
lentement variable. C’est a dire qu'il existe une cellule de référence ayant un nombre fini
de barres et de nceuds, le treillis se définit alors par la répétition de cette cellule, mais
par une lente déformation géométrique de celle-ci (figure 8.3). Il existe cinq types de
treillis quasi-périodiques : les deux premiers sont plans, il s’agit du treillis poutre plan
dans lequel la cellule de base se répete le long d’une courbe plane (souvent un segment
de droite) et du treillis 2D dans lequel la cellule de référence se répete dans les deux
directions du plan, les trois autres sont définis dans 1’espace 3D. Nous avons de nouveau
le treillis poutre qui se caractérise par une courbe, le treillis coque qui s’appuie sur une
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Structure treillis
pseudo-périodique

Variables el cl+l cl+2

discretes
[~ v
A2+€
Variables
Al AMde Al42e continues

Espace paramétrique

® (AM,2\2)

Modéle macroscopique continu
(poutre, coque...)

Figure 8.3 : description et modélisation d’un treillis quasi-périodique
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surface et le treillis 3D qui remplit tout I’espace. Un treillis plaque est un cas particulier
de treillis coque ou la surface d’appuis est un plan, c’est une précision importante car
méme dans les milieux continus classiques, les plaques et les coques n’ont pas toujours
le méme comportement (plaque de Love-Kirchoff, plaque de Ressner-Midlin, coque de
Koiter. ..[12, 20, 53, 54, 51]). Nous allons oublier dans toute la suite les treillis plans
car ils sont des cas simples qui se déduisent facilement des deux cas suivants : les treillis
3D et les treillis poutre 3D. La différence entre ces cinq modeles (ou de ces trois modeles
car on se place en 3D) est le nombre de directions selon lesquelles la cellule de base est
dupliquée. Ce nombre de directions est noté D et il va nous donner la dimension de
I'espace paramétrique. En effet, la topologie du treillis étant périodique, on peut définir
une bijection entre notre treillis et une grille parfaitement périodique de dimension D.
Cette grille parfaite est I'espace paramétrique (figure 8.3).

On ajoute a cette description deux hypothéses complémentaires : une séparation d’é-
chelle et une homogénéité d’ensemble. L’homogénéité d’ensemble pour un treillis quasi-
périodique signifie que méme si les cellules se déforment lentement, elles ont toutes des
dimensions du méme ordre de grandeur. Cet ordre de grandeur est justement fixé par
la séparation d’échelle. On dit qu’il y a séparation d’échelle si la taille de la cellule est
petite devant la taille du treillis. Dans la pratique, cela revient a dire qu’il y a un grand
nombre de cellules dans chacune des directions de quasi-périodicité. Pour faire nos calculs,
on va supposer qu’il y a autant de cellules dans chacune de ces directions, on introduit
alors un petit parametre € qui est 'inverse de ce nombre de cellules. Ce petit parame-
tre € va nous permettre d’établir des ordres de grandeur. Si pour toutes les cellules, la
taille d'une cellule sur la taille du treillis est d’ordre €, alors notre modele pourra étre
appliqué. Par ailleurs, si les nombres de cellules dans deux directions différentes ne sont
pas parfaitement identiques, mais tres proche, les modeles pourront étre appliqués. Par
contre, si une direction a 10 cellules et si une autre direction en a 100, il y a un ordre de
grandeur entre ces deux valeurs et les modeéles continus développés ici ne sont plus valides.

Les grandeurs physiques dans cette étude seront mises sous une forme sans dimension.
Ce passage a des variables sans dimension permet d’évaluer les ordres de grandeur des
variables physiques par rapport au petit parametre ¢ de facon plus cohérente car e est
sans dimension [6]. La grande lettre correspondra a la variable avec dimension, la petite
a sa variable sans dimension. Pour réaliser ce changement, il faut choisir 3 grandeurs
caractéristiques : une longueur, une masse et un temps, ou un systéme équivalent. Notre
choix est : L la taille de la structure, £ le module d"Young et p la masse volumique du
matériau constitutif des barres. En effet, on suppose que toutes les barres ont le méme
matériau, cette hypothese simplifie les notations et ne réduit en rien le domaine de validité
de I'étude.

Hypothese 8.1 Pour résumer, notre structure treillis pseudo-périodique comporte CD
cellules.  On distingue les cellules par le multi-exposant ¢ (¢ € {1,... ,C}D). D est la
dimension de l’espace paramétrique permettant de représenter la structure dans l’espace
(figure 8.3). Par exemple, pour une poutre 8D, D = 1, pour une coque ou une plaque,
D =2, pour une treillis 3D, D = 3. On suppose qu’il existe un petit parameétre e tel que

1
= — 1. 1
€ C < (8 )
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8.2.1 Position des nceuds, longueur des barres

Hypothese 8.2 Il existe N neeuds dans une cellule, on les note par lexposant n, n €
{I,...,N}. Un neeud quelconque de la structure i se note aussi comme le couple (n,c).
On note N Uensemble des neeuds de la structure. Soit (0, e, e9,€3) un repére carté-
sien galiléen. La position du neud 7 ou (n,c) s’écrit dans ce repére sous forme du dé-
veloppement asymptotique (figure 8.4)

n n,c __ Pn,c

p'=p — 7 — pO,c + Epl,n,c + 62pQ,n7c 4. ‘< (82)

ot p°¢ représente la position de la cellule ¢ dans le treillis et p“™© la position locale du

neud n dans cette cellule. Les ordres suivants sont des correcteurs de position de moins
en moins significatifs et qui n'interviennent que dans les treillis quasi-périodique.

Exemple : cas de la poutre plane périodique en N (figure 8.11), alors D =1 et

P = ecey,

h
ept = :l:e-l—eg7

Yk > 2, phre = 0.

Hypothese 8.3 Il existe B barres dans une cellule ¢, on les note par I’ezposant b, b €
{1,...,B}. Les barres b sont orientées et vont d’un neud n dans la cellule ¢ ¢ un neud
m qui peut-étre soit de la cellule c, soit de la cellule voisine ¢ + &° (8% est un multi-
symbole valant -1, 0 ou 1 dans chacune de ses D dimensions). On s’arrange pour que
m ne soit pas, si c’est possible, dans une cellule précédant la cellule du neud n. Une
barre quelconque de la structure b s’écrit comme le couple (b,c). On note B lensemble
des barres de la structure. On note O(b) le neeud origine de la barre b et E(b) le neud
extrémité de cette barre b. La barre b peut aussi s’écrire comme le couple des deux neeuds

(O(ELE(B)), avec :
B - (B®)c+8), e f{0,1}P. (8:3)

Propriétés 8.1 Le vecteur longueur d’une barre b est

~ PE
b __ . be __ _
p=p = 7 =P

m,c+86® ne

p,

b [ C b n,c m b &
_ pO,c+6 _ po, +e [pl,(m, +6%) pl,( , )} + €2 [pQ,( 6% p2,(n, )} 4
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Variables
M Al+e  Al42e continues
Repeére cartésien galiléen Espace paramétrique

Figure 8.4 : position des neuds dans une cellule
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Définition 8.1 On a un équivalent du multi-exposant c € {1,... ,C}D} c’est la multi-
variable X € [0,1)P alors

P’ = PPN =p"(A+e") —p°(\) + ¢ [p"" (A + e8") = prr(N)] + -,
pit = pl,E(b)(/\) +Z 8)&1 5ab (8.4)

E(b)
P2t = p2EO()) - +Z (A)

82 O()\)
/= Vs b 6a’b6ﬁ’b.
] Z 7 0N 0N

Remarque : le changement de variable entre ¢ et A est plus important qu’il n’y parait.
En premier lieu, la variable A est prise continue alors que la variable ¢ était discrete. I
n’y a donc pas une équivalence parfaite entre ces deux variables. Cela signifie aussi que
les équations que nous écrivons avec la variable A n’ont de sens que pour A\ = ce avec ¢ un
multi-entier. Comme le petit parametre e va tendre vers 0 dans 'obtention d’un milieu
continu équivalent, cet inconvénient n’a pas lieu d’étre. En second lieu, les bornes de la
variable ¢ changent lorsque le petit parameétre € va tendre vers 0. Dans la pratique, c’est
une géne importante qui nous obligera & faire un changement de variable pour avoir un
intervalle fixe. La variable A est donc mieux adaptée.

Hypothese 8.4 La section d’une barre b est prise sous forme d’un développement asymp-
totique

a’ = ab(\) = 75 = a®(\) + ea®(\) + 2a>P(\) + - -- (8.5)

Définition 8.2 Le vecteur unitaire de la barre b est

el _ pb()‘)
W= o
) = €"(\) + ee(\) + 22 (A) + - - (8.6)

8.2.2 Déplacement des nceuds, élongation des barres

Hypothese 8.5 Le déplacement d'un neeud n de la structure est cherché sous la forme
du développement asymptotique

u' =u"(\) = — = u""(\) + el (\) + Eu(N) + - (8.7)

Remarque : contrairement au vecteur position p" des nceuds, on ne suppose pas que tous
les noeuds de la cellule vont avoir le méme déplacement macroscopique. En effet, dans le
cas des treillis poutres, on peut obtenir une torsion de la poutre. Cette torsion engendre
des déplacements macroscopiques différents aux nceuds d’une cellule.
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Définition 8.3 Le vecteur différence de déplacement ub des deuz neeuds extrémes d'une
barre b est aussi appelé vecteur €longation de la barre

ub = wP® 00 — yEO(\ 4 §b) — 400 ()),
— O eulb 4 220 BBty
W) = wEN() - w00,

Pz0 (8.8)
wt(\) = ulFO()) - utOU()\) + Z

6a,b
oA ’

JulE®) 1 9uOE®)
0b(\) = w2E®) () — 4200 () ap , L
wt) = W)t + D a0 5 ) e

@ a,p

5a)béﬁ,b

8.2.3 Tension dans une barre, relation de comportement élastique
linéaire

Hypothese 8.6 On suppose que la barre b a un comportement élastique linéaire. On
peut donc définir la rigidité de cette barre b par

oo K1 BA A L
EL  EL[|P"| L*|P"||  [IpIl
1

K= SEO) 4 QRO (N) 4 ek + - - (8.9)
€

Hypothese 8.7 La résultante des forces d’une barre b sur le neeud origine O(b) de cette
barre est

b,0(b) b
£600) FEL2 _ %(eb’ UE® _ U0,

FoOU = el PO _ OB ed (8.10)

Définition 8.4 On appelle tension f° dans la barre b la force fb’oa’) exercée par la barre

b sur le neeud origine. La force fb’E(b) exercée sur le neeud extrémité E(b) de la barre est

alors —f?.

Fo = FoO0) — _ pHE®) (8.11)

Le développement asymptotique des déplacements peut-étre remplacé dans la dé-
finition de la tension f° d’une barre b.

Proposition 8.1 La résultante peut alors s’écrire de deux maniéres équivalentes
1
fb — <_f—1,b + fO,b + 6fl,b + 0(62)> (6O’b + Eel,b 4 6262’b + 0(63)), (812)
€
1
fb — Zf—l,b + fO,b + Efl,b 4. (813)

La premiere composante peut alors s’écrire

ffl,b — f~17b<)\)60,b()\).
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Figure 8.5 : tension dans une barre et chargement extérieur sur un neud

8.2.4 Chargement extérieur sur la structure

Hypothese 8.8 Soient Fg les efforts extérieurs qui s’exercent aux neuds 1 de la struc-
ture (figure 8.5), on les suppose de la forme
fo=gi =<1 (8.14)

avec €/ définissant 1'ordre de grandeur du chargement extérieur. Deux classes de proble-
mes se présentent a nous :

1. les treillis 3D qui sont définis dans un espace paramétrique de dimension D = 3.
Le chargement appliqué peut-étre de grande intensité par rapport & une structure
mince car il n’y a pas dans ces structures d’effet de flexion. Alors e/ =,

2. les structures minces ; poutres, plaques et coques, dont les efforts tranchants en-
gendrent des moments de flexion qui créent des déplacements importants. Alors le
chargement extérieur doit-étre de faible intensité et e/ = €.



8.142 Modele macroscopique d’une structure discrete en élasticité linéaire

Figure 8.6 : équilibre d’un neud du treillis

8.2.5 Equilibre de la structure, formulation variationnelle
a) Equilibre statique de la structure

Définition 8.5 On dit que la structure est équilibrée si et seulement si le principe fon-
damental de la dynamique, appliqué a la statique, est vérifié. C’est o dire si l'ensemble
des efforts s’exer¢ant sur un neud est équilibré (figure 8.6)

Vi, = S e Y =g (8.15)

beO-1(R) be E-1(R)

b) Formulation variationnelle

Pour les problemes linéaires, les formulations variationnelles sont trés pratiques car
elles integrent en une seule relation toutes les équations. En faisant preuve d’astuce, on
arrive alors plus facilement a résoudre le probleme. De plus, elles permettent d’écrire
des formulations en déplacement sous forme intégrale olt le champ test est un peu le
symétrique du champ de déplacement, ce qui facilite la résolution. Du point de vue des
mathématiques, les espaces de Sobolev donnent un sens & ces intégrales. Des théorémes
du type Lax-Milgram fournissent des conditions d’existence et d’unicité de solution sur
ces espaces [10, 45]. On a donc un cadre de travail vaste, puissant et bien structuré.
Toutes les formulations futures seront donc des formulations variationnelles.

Cependant, nous allons toujours choisir des champs tests qui s’annulent sur le bord de
I'espace paramétrique. Les problémes de bord et donc de conditions aux limites ne sont
pas abordés dans ce chapitre. On n’aura donc pas de théoreme d’existence et d’unicité
de solution, mais on pourra quand méme en préparer le travail. En conclusion, méme si
on pose le champ test dans le méme espace que le champ de déplacement, il ne faut pas
oublier que ce champ test s’annule sur les bords, ce qui n’est pas vrai pour le champ de
déplacement.

Probléme 8.1 La formulation variationnelle de l’équilibre de la structure s’écrit : trou-
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ver les tensions fi’ telles que :

I M M I

n bheO- . peE- )

ce qui peut aussi s’écrire

Vot (8 0P 00y = ST (2 7, (8.17)
b n

8.3 Analyse statique de la structure, modélisation
continue du premier gradient

8.3.1 Transformation d’une somme discréte en intégrale

Nous voulons rendre continue une structure discrete. II faut alors transformer les
différences finies par des dérivées partielles. Cela n’est pas suffisant car les deux sont
équivalents. Sil'on veut vraiment un modele continu, il ne faut garder qu'un nombre fini
de dérivées partielles. Dans la démarche classique des développements asymptotiques,
cela consiste a identifier les puissances de e. Cette identification n’est possible que si 'on
fait tendre € vers 0 (méme si pour une structure réelle ¢ a une valeur finie). On propose
alors le théoreme suivant qui permet lors de ce passage ¢ — 0 de transformer une somme
sur toutes les cellules en une intégrale sur 'espace paramétrique. Sans ce théoréme, il n’y
a pas de formulation variationnelle possible. Ce théoréme est tout simplement basé sur
la définition des intégrales par les sommes de Riemann.

Théoreme 8.1 Soit un champ vectoriel A(N) telle que cette fonction de \ vérifie la
propriété suivante

AN =P AP+ o(PHy, (8.18)
alors nous avons lorsque € tend vers zéro ou ce qui est identique C tend vers linfini
D _ D
lig 3~ A /A AP () A=10,1]P. (8.19)

Preuve : on utilise les propriétés des sommes de Riemann
1 1
Y AN = TP 4P o)) = 5 [aPoy +o(g)].

il n’y a plus qu’a faire tendre C — oo. O

Corollaire 8.1 Soit un champ vectoriel AP telle que ces B fonctions de \ vérifient les

deuz propriétés ]
24" = XA
beB ¢ b

(8.20)
A" = DPADPyy) 4 0P+,
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Modele macroscopique d’une structure discrete en élasticité linéaire

Exemple de circulation de la tension dans la barre 2
pour l'auto-équilibre du nceud n

be E'n)

be O'(n)

Figure 8.7 : auto-équilibre de la cellule

alors lorsque € tend vers zéro

E%ZZAI’ /%Am A =10,1]P. (8.21)
be

Corollaire 8.2 Soit un champ vectoriel A™ telle que ces N fonctions de \ vérifient les
deux propriétés

sa - T

aeN (8.22)
A" = PAPr(\) + 0P,
alors lorsque € tend vers zéro
n Do _ D
lg%ZZA / ZNA (\)dA A=10,1P. (8.23)
ne

8.3.2 Tension auto-équilibrée

Définition 8.6 Soit ] une base de K B-vecteurs dits auto-équilibrés. Ils sont définis
par
V'Un, Z Z Spb 0,6 Z Spb 0,b Un> 0 (824)
nobeETY( beO~
Ce qui est identique a
Yo", > 2 (eP? ) 4,00y — . (8.25)
b

On normalise les @8 de la sorte

(8.26)
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Remarque : les ¢} sont orthogonaux aux B-vecteurs (€, v*(®) — v9®)) par le B-produit

scalaire, les B-vecteurs ¢} sont donc en nombre fini K < B. Les ¢! ne sont pas orthonormé-
s entre eux par le produit scalaire naturel mais ils le sont pas un produit scalaire pondéré.

8.3.3 Tension a ’ordre -1

Proposition 8.2 La tension dans la barre b a l'ordre -1 s’écrit comme une combinaison
linéaire des tensions auto-équilibrées ¢

= k—l,b<60,b,u0,E(b)_u070(b)>7 (8.27)

= > el (8.28)
k

Remarque : il est courant en homogénéisation des milieux périodiques d’avoir a résoudre
un probleme sur la cellule [51]. Ce probléme se résout généralement par des méthodes
numeériques en meéme temps que le probleme sur le milieu continu équivalent. La partic-
ularité de I'homogénéisation discrete est de pouvoir extraire de ce systéme sur la cellule
une base finie de solution analytique simple, les tensions auto-équilibrées .

Preuve : dans le probleme variationnel, nous prenons comme champ test
v = ePHP(\)on. (8.29)
Alors nous obtenons

YO0, [ S0P —000)e(0an =,
AT

cette équation est satisfaite pour toute fonction 6, alors nécessairement

v,vn’ Z<j:—1,b7 'UE(b) - ,UO(b)> _ O,

b
S 0 ) =
b

Cette équation signifie 'auto-équilibre de tous les nceuds n de la cellule élémentaire. On
dit que les tensions f~%* sont auto-équilibrées. Elles se projettent donc sur les b qui
forment une base de tension auto-équilibrée. Alors nous pouvons définir des f; ' par

FH=3ftel.
k
O

Les tensions dans les barres a l'ordre -1 sont nulles comme le montre le théoréeme
suivant.

Théoreme 8.2 Nous avons les résultats suivants :
Ve K fit =0,
Vb e B v =, (8.30)
Vbe B Ff = o,
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Preuve : nous avons par définition de f=°

FoL = k—l,b<eo,b7 uOE®) _ u0,0(b)) _ ka—%pzy
k

multiplions cette équation par (¢, divisons par k=, effectuons la somme sur b et utilisons
le fait que les B-vecteurs ¢! sont auto-équilibrés

b/ _0b .. 0E(b 0,0(b 1 @ZS@%
SO ph(e? ut D — u200) 3 oty E
b

Nous avons immeédiatement

8.3.4 Déplacement macroscopique

Définition 8.7 Soit M (comme Macroscopique) l'espace défini par l'ensemble des vecteurs
v" tels que

M = {v" e BN jwh e B, F () = k(e pFD) — 00y — o} . (8.31)
Soit ey, P wvecteurs formant une base de M, alors

V(bp) e BxP, (e el — el =0, (8.32)

» TP P

avec P < 3N et les N-vecteurs e, sont orthogonalisés et normalisés par le N-produit
scalaire pondéré

1
% > (en.el) =6y (8.33)

Théoréme 8.3 Le champ de déplacement macroscopique u®™ n'est pas quelconque, en

effet (figure 8.8),
u’" e M. (8.34)

0,n

Soit ug la projection du N-vecteur u" sur les e,, base de M, alors

u" = > upel (8.35)
)

Preuve : nous savons que f~%* = 0, alors
\V/b, <60’b, uO,E(b) . u0,0(b)) — 0,

ce qui signifie tout simplement que les ©%" € M. 0O
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Espace macroscopique pour les treillis 3D, plaques et coques sans mécanisme

Configuration de référence

Repere cartésien galiléen

Espace macroscopique pour les poutres

Figure 8.8 : espace macroscopique pour les déplacements
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Proposition 8.3 Pour les structures réticulées, les e, ne sont pas quelconques. Toute

structure en a au moins 3 et l'on prend la base cartésienne de 'espace 3D (figure 8.8).
Soit

el =ey, ey = ey, e; = es. (8.36)

Les structures poutres ont un vecteur supplémentaire qui représente la torsion de la poutre,
sout

ey =T Ap"TY, (8.37)

avec

1. g le barycentre des neuds de la cellule,
1
Lg _ 1n
P N En p", (8.38)

2. T le vecteur tangent a la poutre

ap°
_ __dX
= HdeH' (8.39)
dX

3. ¢1 une constante permettant de normaliser €} a 1.

Preuve : pour les trois premiers vecteurs, le résultat est évident car
n—m _ L
Y(n,m), €ic(1o3 =€ — € =0,

donc ey, es, e3 € M. De plus, ils sont orthogonaux entre eux car
1
N > (eiej) =6y
n

Soit €} = ¢;7 A p'™7Y, alors montrons que €} € M pour les poutres

dp®

el = c—— Ap'"I
4 Yax P
1,b 0
op _ P 1,E(b) Low) , 9P b}
e’ = =0 |p -p + -0,
Izl [ d\

effectuons le produit scalaire de ces deux vecteurs

(e, ef(b) _ ef(b)> = olp

)

dp dpo —
1,E(b) 1,0(b) b 1,(b)—O(b)

dp®
S <p17E(b)_pLO(b),H

0
de de
5b ( pl,E(b) _ pl,O(b)
dX’ d\’ ’

0

phE®) _ pl,O(b)>

= 0, vb.
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e} doit-étre orthogonal aux e;

1 B 1 i
3 e e APt = afen T A (ﬁ >p" —pl’g)> — 0,

n

Il ne reste plus qu’a définir la constante ¢; par

1
Cp = 1
[z Zlir g

> 0. (8.40)

Remarque :

1. pour les poutres, la dimension de I'espace paramétrique D = 1, les dérivées partielles
sont donc des dérivées droites,

2. pour les coques et les treillis 3D, le vecteur e} ¢ M car le second produit mixte
est non nul. En effet, dans ces cas 1a, la dérivée droite doit étre remplacée par des
dérivées partielles,

3. nous n’avons pas prouvé qu’ils n’y avait pas d’autres e,. La pratique nous a appris
que si la structure ne comportait pas de mécanisme global se retrouvant dans la
cellule, alors il n’y en avait pas d’autres.

8.3.5 Tension a ’ordre 0

Proposition 8.4 La tension dans la barre b a l'ordre 0 s’écrit comme une combinaison
linéaire des ¢}

FOr = e, (8.41)
avec
0b _  —=1b |06  1LE®) _ . 1,00) du’F) ab b . 0,E(}) _ .,00(b)
o=k (e™” u U + > ———5"" + (e"t, u u )
— 0\
= > flel (8.42)
k

Preuve : dans le probléme variationnel, nous prenons comme champ test
v" = Lo\ (8.43)

Alors apres les mémes calculs que ceux effectués a l'ordre -1, on trouve que les tensions
1% sont auto-équilibrées. Elles se projettent donc sur les ¢! et nous pouvons définir des

2. 0

Définition 8.8 On définit le symbole B qui signifie que [’égalité est a prendre en
compte dans les deux cas suivants :
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1. soit la structure non déformée est parfaitement périodique. La position macro-
scopique p° est linéaire en fonction de la variable \, la position locale p*™ ne dépend
pas de X et les autres positions p*" sont nulles pour tout ordre v > 2. Les expres-
sions sont alors beaucoup plus simples,

2. soit I'espace macroscopique M est de dimension trois. C’est le cas pour les treillis
3D, les treillis coques et les treillis plaques n’ayant pas de mécanisme. Dans ces
trois cas la, la base naturelle de M est (ey, ey, e3). Elle est constante dans l’espace
(indépendante de \) et n’est pas fonction d’un neud n de la cellule. Les expressions
se simplifient la encore.

Définition 8.9 Afin de simplifier les écritures futures, définissons

BO,a,b <€0b E(b 6ab>
p
86 o per (8.44)
Bll;b = <€ 72 8)\(1 6 b> < b7ef(b) —"e;?(b)> = 07
wOOa _ ngzﬁg,a,b7

b

er (8.45)
Y = e’ = o
b
Les fO° et les f définissant la tension & lordre 0 s’écrivent :
ou
fO,b(u%ul,n) — fLb {<eoyb7u1,E(b) b) + Z [ﬁl buo + ZBOaba)\a} } ,(8.46)
0(,,0 0,1, 0 00a8u
fk(up) = Z kp p—'_zw a)\a . (847)
p

Preuve : Il n’y a plus qu’a remplacer u®" par sa projection sur M et & collationner les
différents termes pour trouver la nouvelle expression de f% en effet :

=2 %€,
P

On multiplie cette définition de f®° par ¢b /k=1b et on somme sur b en sachant que les K
©? sont des B-vecteurs auto-équilibrés

0
IR LR o
P’ - 7))
O

Remarque : pour les plaques, coques et treillis 3D, les vecteurs e, sont au nombre de
trois et indépendants du noeud n ainsi que de la position de la cellule A. Les expressions
se simplifient alors et wk = 0. Nous voyons alors que les poutres sont paradoxalement
plus compliquées a étudier.
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8.3.6 Modele macroscopique du premier ordre en statique

Probleme 8.2 Le champ de déplacement macroscopique u®" € M est solution du problé-
me variationnel :

Vo't e M, a%(up, v)) = °(v9), (8.48)
avec pour la forme bilinéaire symétrique a° et la forme linéaire 1°
a’'(up,vp) = /Afo(UZ)f;?(vS)dA, (8.49)
k

000 = /A ST emyulda, (8.50)

Preuve : nous choisissons dans la formulation variationnelle la fonction test v™ dans
I’ensemble M, c’est a dire que 1'on peut écrire

v = D-10m — D1 > uvper. (8.51)
P

La tension virtuelle dans la barre b est définie comme la tension réelle. La tension d’ordre
¢! est nulle car le champ test v®" appartient & M, comme Pest le champ réel u®".

b/ b vE®) — 400 0,b/..0 1
el ) = L O + O 6 = 0) + O(e),
¢ 0
§ c .
(e vE® _ vo(b)> — D = 1bfo,b(,vo, )+ O(EDH)_
Alors le travail virtuel de la barre b est :
<Jcb7 ,UE(E) . ,UO(l;)> _ [fo,b(uo,n, ul,n) 4+ 0(6)] <eb7 ,UE(E) B ,vO(B)>7
0,b(9y0m
= Pyt IO o Dy,

or on la propriété suivante :
0b(,,0n 0,b
b0, i o7 (v0") Vi ( )
Zb:f() (’U,O n’ ul n) = — Zf}? On Z o = e
— ka o,n fO )’
le travail virtuel total devient :

> ka (u®") £ (") + O(e)

Il ne reste plus qu’a faire tendre ¢ — 0 pour obtenir la forme bilinéaire a°. La forme linéaire
I° concerne les forces extérieures supposées étre dans ce cas d’ordre e, elles apparaissent,
alors dans le probleme variationnel.

S (£ 0" = SN et ED—l,vo,n> _ 236732:2:<f1,n7 e;l)vo
c n c n p

n

On obtient alors I°(v)) lorsque € — 0. O
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8.3.7 Cas des treillis 3D, modéle continu du premier gradient,
écriture dans 1’espace physique

a) Liminaire

Lorsque l'espace des déplacements macroscopiques M est défini par la base (e, €,, €3)
indépendante de A, les expressions se simplifient énormément. C’est le cas des treillis 3D,
des coques et des plaques n’ayant pas de mécanismes. Ce n’est pas le cas des poutres 3D.
Dans ce cadre plus simple, il est inutile d’introduire les indices p variant de {1,...,P = 3}.
Disons plutot que nous pouvons confondre les indices p et les indices i de 'espace physique.
Alors les P-vecteurs peuvent étre considérés comme des vecteurs de I’espace physique. On
peut ainsi faire les définitions suivantes qui ne sont qu’une écriture des résultats précédents
dans ’espace physique.

Définition 8.10 On peut définir

uneM = u’" =ud, = Y uer,
P
BQaﬁ _ eOﬁ6Qﬁ7 = Bqaﬁ’
g,a _ Z (pkﬁ() ,a,b Z (Pb e0 béa b — wi;}o,a7
ou (8.52)
Oa

a0 (u?, v°) - /ka YdA,

PO = / SO 00

ATy

Remarque : pour les treillis 3D, I'espace paramétrique est lui-aussi de dimension 3. On
peut alors remplacer I'indice o par un indice ¢ représentant 1’espace physique comme nous
venons de le faire pour l'indice p. Cependant, pour les plaques et les coques, 'espace
paramétrique est de dimension 2. On garde donc pour 'instant l'indice « dans les rela-
tions.

b) Vecteur contrainte de Piola-Kirchoff, équilibre dans I’espace paramétrique

Définition 8.11 On définit les vecteurs contraintes de Piola-Kirchoff s%® dans lespace
paramétrique par l’équilibre de la structure qui s’écrit en formulation variationnelle

o', /Z ax* iy = /Z il (8.53)

ce qui peut aussi s’écrire
68Qa

Z S + Z fim = o. (8.54)



Analyse statique de la structure, modélisation continue du premier gradient ____ 8.153

A2+e

Variables
Al Alte Al+2e continues

Coordonnées curvilignes Espace paramétrique

Figure 8.9 : base covariante en un point du milieu continu

La relation entre le vecteur contrainte s et la tension dans une barre fO ou la dé-
0

v
formation B est

o ou’
g0 — Z fo,beo,béa,b _ ng, Z< %ﬁ) “_5> (8.55)
- ; 3 oA

Preuve : la derniere égalité de la définition nécessite une démonstration. La relation entre
0

s%% et — 5 est immédiate sachant les définitions précédentes. La relation entre s et

%% peut se déduire elle aussi des définitions précédentes, cependant elle se retrouve sans
faire intervenir toutes les formulations que nous avons déja développées. En effet, il suffit
d’écrire I’équilibre variationnel du treillis sous I'action des forces ef'™ aux nceuds. On

choisit pour cela un champ test v = ¢P~140

0
AZ(fO,beO,bjzg%&x,%d)\:/Az<f1,n’v0>d/\'
b Q n

A partir de cette égalité, on écrit facilement 1’égalité présentée.
O

, on a alors

c) Base covariante et contravariante, domaine physique du modéle continu

Définition 8.12 Une base covariante (g,), ainsi qu’une base contravariante (g%), peu-
vent étre définies en tout point de [’espace physique par le changement de variable don-
nant la position d’un point dans l'espace physique (z;) a l'aide de sa position dans ’espace
paramétrique (A*) (figure 8.9). Ce changement de variable X — x est tout simplement la
position macroscopique d’un neud p°(\).

AP (8.56)



8.154 Modele macroscopique d’une structure discrete en élasticité linéaire

La base covariante (g,) et la base contravariante (g%) sont définies par

op°
v =
“ Ja oA’ (8.57)
vaaﬁa <gavgﬁ> - g:

ou 05 est un symbole de Kronecker. Le Jacobien g de la transformation x — X\ est le
produit mizte (g, g,,93) pour les treillis 3D, et la norme ||g; A g,|| pour les plaques et

les coques. Le jacobien de la transformation inverse A — x est —.
g

Définition 8.13 On appelle domaine physique du modéle continu ’espace X définissant
les bornes du domaine pour les variables x; (x; = (p°, e;)).

() eX < (M) en, A=][0,1]P. (8.58)

ov
Propriétés 8.2 la relation entre la dérivée partielle e et le gradient Vv est

ov ov
v _— e
v, Vvag,, Vv e

u ® g°. (8.59)

Remarque : le symbole ® représente le produit tensoriel de deux vecteurs, Vwvag,, signifie
appliquer la forme linéaire Vv au vecteur g,. Dans la littérature, on ne met rien plutot
que @, cependant ce symbole clarifie les relations entre les vecteurs et les tenseurs.

d) Chargement extérieur équivalent

Propriétés 8.3 Le chargement extérieur équivalent f;b est

11

fo St (8.60)

95
Preuve : on fait le changement de variable A\ — z dans la fonctionnelle 1°

e) Tenseur des contraintes, symétrie

Propriétés 8.4 On définit le tenseur des contraintes ¢° a partir du vecteur contrainte
8% par la relation

1
' ==Y g,®s"" (8.61)
9 a
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Preuve : on fait le changement de variable A — x dans la fonctionnelle a°

a’ = / Z 8)\0‘ d/\ /X s Vvo@ga)éd:c = /X tr(c” o Vo)dz.
Il est cependant facile de montrer
(8", V'ag,) = tr(Vv o g, ® ") = tr(g, ® s"% 0 Vo°).
O

Le milieu continu équivalent du premier gradient ne fait pas intervenir de couple. Cela
entraine dans un milieu continu la symétrie du tenseur des contraintes, ce qui implique
que seule la partie symétrique du gradient de déformation engendrée par un champ test

O intervient dans un calcul d’énergie de déformation [24, 50]. C’est ce que nous allons
vérifier maintenant.

Propriétés 8.5 Le tenseur des contraintes c° est symétrique, il peut se définir par
1
@O p Zf() bpl ,b 0,0 ® eO;b7 (862)
b

alors nous avons

/X tr(c® o Vo')dz = /X tr(a” o e(v?))dz,

s%* = ggag.

(8.63)

Preuve : on essaye d’introduire g, dans la définition de s%*. la contrainte s%® étant

définie sur les tensions ©%. on commence par faire un petit calcul sur ces tensions auto-
équilibrées ?.
Vo (L ed?, LE® _ ,vO(b)> —0.
Dans cette relation, on choisit
V" = Gap""

ou & est un opérateur quelconque. Sachant que
op°
plt = plbedd — pLEE) _ [1.00) Z o 5o,
«

alors il vient que
phEO) _ plow) — plbedd _ Zga5a’b~
3

L’auto-équilibre des tensions ¢% s’écrit alors
Vi (ke captte®’ — G Y g,00) =
[e3

ce qui est équivalent a

vz, tr(zo |p"’e” ® phe® — 3 g6 @ phe|) = 0.
«
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Cette relation étant vraie pour tout opérateur linéaire =, on obtient finalement

zga ® QO;bgeo’b&ab _ gOl)pl beOb ® eO7b. (864)

Ce qui est vrai pour une tension auto-équilibrée ¢} 1’est aussi pour la tension f (qui est
aussi auto-équilibrée). 11 suffit alors d’écrire

g@,O — Zga ® 80704 — Zga ® ZfO,beQbéaJ) — ZfO bplb 0,b ® eO,b.
a a b

b

Le tenseur ¢° étant symétrique, la partie anti-symétrique du gradient de déformation Vo°
n’intervient pas. De plus, le vecteur contrainte s%* s’exprime en fonction de ¢° par

Zga ® SO,a — Q@O — Zso,a ®ga'

On applique alors le tenseur des contraintes ¢ a la direction contravariante g°

gc’ag’ => (" ® g,)ag’ =3 s"68 = 08,

[0

f) Relation de comportement ; tenseur des contraintes, tenseur des déformations
Propriétés 8.6 La relation de comportement reliant les contraintes ¢° aux déformations
e est donnée par le tenseur de rigidité macroscopique «°

a* = Yo’ (u’). (8.65)

Le tenseur de rigidité «° du quatriéme ordre est doublement symétrique. Il est défini a
laide des sous tenseurs de rigidité, du second ordre et symétriques, c§

W = _zgk®gkv

(8.66)
@ = Z g, @Yy =" phptte’ @ et
b

Preuve : on recherche la loi de comportement reliant les contraintes aux déformations.

0
On

0,a ou
O\’

On connait déja la relation donnant le vecteur contrainte s%® en fonction de

introduit le tenseur des contraintes dans cette relation.

9" = > g, ®s™,
- EX 0w Tl ),
= ngz P Vﬁo@g[ﬁ
= ngtr Zgg®¢050Vu)
= ngtr gkoVu ),
= i§2®§2@VUO-
;
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Il reste a démontrer la symétrie du tenseur ¢?, on utilise pour cela I’équation 8.64

0,
o = Z 9o @Y,
— Z Z g, ® wzeo,béa,b’
_ Z@Zpl be0b & GO0,
Le tenseur ¢ étant symétrique, le tenseur de rigidité du quatrieme ordre «° est doublement

symétrique. Seule la partie symétrique du gradient de u° intervient donc dans la relation
de comportement entre les contraintes et les déformations. a

g) Equilibre du modéle continu

Probléeme 8.3 L’équilibre du modéle continu s’écrit en formulation variationnelle : trou-
ver le déplacement u® tel que [24]

Yo, /X tr(c® o e2(v))dx = /X f4v) (8.67)

avec comme relation de comportement reliant les contraintes et les déformations

¢* = e’ (u?). (8.68)

h) Condition de coercivité du modéle continu

Théoreme 8.4 Pour que la forme bilinéaire a° soit coercive, il est nécessaire et suffisant
que la matrice de rigidité ¥ soit définie positive. Cette condition s’écrit

Vi, 5, 3k, Zw” L™ e;) (e, e;) # 0. (8.69)

Preuve : On montre dans un premier temps que la coercivité de la forme bilinéaire a® est
équivalente a avoir une matrice de rigidité définie positive.

a’ = /Xtr(@oogo)dx,

1
tr(c®oe) = ; > tr( [gg ® gg@go] og’),
P
1

= SXulgod)
La condition suffisante pour qu’il n’y ait pas coercivité de la forme bilinéaire a° est
Je° # 0, tr(c” 0e’) = 0
< 3’ #£0,Vk, tr(c? 0 &%) = 0,

= ' =¢ge; Qe #0,Vk, ZEZ]ngbplbtr( e oe; @e;) =0.

7.7
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La condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait coercivité de la forme bilinéaire a° se
trouve étre l'inverse de la précédente, c’est & dire

Ve #£ 0, tr(s® 0e’) # 0

= Ve =giei@e; #£0,3k D e d i ti(e® © e oe; @e;) #0,

irj b
<~ Vi, 7y, 3k, > hptitr(e® @ e oe; ® e;) # 0,
b
qui est équivalente a la condition du théoreme. O

Remarque : Si la base covariante (g,) est une base de 'espace physique, c¢’est le cas des
treillis 3D, on peut remplacer dans la condition de coercivité les vecteurs e; et e; par
les deux vecteurs covariants g, et gz On peut faire de méme pour les coques et les
plaques en compl(i‘\cant la base (g,) pour avoir une base complete de ’espace physique en

g1\ g»

191 A goll’
la structure, donc plus naturelle.

posant g; = L’avantage de cette base est d’étre plus proche de la nature de

8.4 Analyse statique de la structure ; cas des struc-
tures minces

8.4.1 Faible chargement et non coercivité de la formulation au
premier ordre

a) Singularité du modele

Le probleéme 8.2 n’est pas toujours coercif. Pour les treillis poutres et les treillis plaques
périodiques, nous savons qu’il ne I'est pas. Il faut donc trouver les équations manquantes
pour la détermination du déplacement macroscopique aux ordres de e supérieurs. Les
forces extérieures ne peuvent donc étre d’ordre ¢, elles n’apparaissent donc pas dans le
probleme 8.2. Tous les résultats qui suivent supposent d’étre dans ce cas de non coercivité.

Théoreme 8.5 Nous avons alors les résultats suivants sur ordre 0 de la tension d’une
barre

VkeK 0 = 0,
YbeB  fOb = (8.70)
YVoeB  f% = o,

Preuve : dans le probléeme 8.2 nous prenons le champ test Ug égal au champ de dé-
placement réel ug, alors ce probleme devient :

/AZ [70D)] dr =0,



Analyse statique de la structure ; cas des structures minces 8.159

Gouffre pour les plaques

Goufre pour les poutres

Pas de rotation propre

Figure 8.10 : gouffre pour les déplacements

Cette intégrale, de valeur nulle, est composée d’une somme de termes positifs, tous ses
termes sont donc eux-aussi nuls, ce qui entraine que f} (vg) =0, Vk.
O

b) Gouffre pour les déplacements

Définition 8.14 Soit G (comme le Gouffre) l’espace défini par ’ensemble de P-vecteurs
vy, tels que

o OV
G= {v” eEMV" =) e /Nke K, fllv) =Y [Yiv + > e a—;;} = o} :
p p o
(8.71)

Remarque : la notion de gouffre a été introduite par Sanchez-Palencia dans le cadre des
plaques et des coques [53, 54, 55].

0

Théoreme 8.6 Le champ de déplacement macroscopique u,

re 8.10). Nous avons

n'est pas quelconque (figu-

uy € G. (8.72)
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Nous écrirons alors de maniere abusive

"e MNg. (8.73)

Preuve : par définition du gouffre, si f{(v)) = 0 alors v9 € G. Comme f (ug) = 0, alors
0

u, € G. O
D

c¢) Interprétation du gouffre pour les coques et les plaques, déformations mem-
branaires nulles

La définition du gouffre donnée ci-dessus est plutot abstraite. Pour les plaques et
les coques n’ayant pas de mécanismes, le gouffre signifie qu’il n’y a pas de déformations
membranaires.

Proposition 8.5 Si la condition (de coercivité membranaire) est vérifiée

Vo, 3, 3k, Zs@” M(e g ) (€™ gg) # 0, (8.74)

alors le gouffre G s’interprete par des déformations membranaires €2 (u®) nulles

veG < & (v)=0. (8.75)
D YD . 33 3o
e plus, en posant g5 = m, on obtient des composantes e** et €** quelconques
1\ G2
Vo' € {1,2,3}, tr(c® 0% g, ® g,,) = 0, (8.76)

ce qui signifie que le gouffre G n’est pas réduit pour les plaques a l’ensemble vide. II
contient le déplacement porté par la normale a4 la surface (soit le déplacement selon es,
(u®, e3), pour les plaques dans le plan ey, e;).

Preuve : La premiere affirmation est évidente, on note o/ et 3’ les indices étendant les
deux indices « et B aux trois valeurs 1, 2 et 3, alors

2
wWeg <« tr(d ogY) Z(Zﬁlﬁlzwb lb 79a>< 7ga’>) =0,

9 k \o'.pg
= Va, [, eP =0,
= Vo, p, ) (u’) = 0.

On choisit une autre définition du tenseur symétrique ¢, ¢f = PV @ g, alors

1 /3! 0, i
tr(@oog = 52 (Z G e Z gcwga’)(,ltbk’ 7g,5'>> :

o 3 a

Prenons les termes €37, c’est a dire tel que g, = g;. Par définition de g5, pour tout o/,
(93,94) = 0. Donc pour tout 3’ € {1, 2,3}, les déformations £*" n’interviennent pas dans
I'énergie de déformation. Pour les plaques, il n’y a donc pas restriction sur le déplacement
dans la direction 3 ; (u° e3). 0
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8.4.2 Tension auto-équilibrée modifiée

Afin de simplifier les futurs calculs, ainsi que d’utiliser un maximum d’information des
leur source, on ajoute des conditions sur la détermination des ¢}. On va les séparer en
deux groupes ; le premier contiendra les ¢} notés @b tels que le f2 associé soit toujours
nul, les autres seront notés ¢2.

Proposition 8.6 soient K B-vecteurs Qb et K B-vecteurs B définis par :

V'U", Z@Z<60’b,vE(b)—-vO(b)> _ 07
b
Vk, p, a, St = o,
b
vk, p, S B = o, (8.77)
b
sb b
Yk, h, Zi’“fﬁj S
V,Un7 Z¢z<607b)vE(b)_UO(b)> = 07
b
b s b
vk, h, Y EE — (8.78)
. kT ’
Spbgéb
Yk, h, Zk’“l’; = Skn,

alors 'ensemble des @Y et @b forme une base de tension auto-équilibrée 8. On leur
associe respectivement les tensions f,C et f,C On a les propriétés suivantes :

K=K&Kk, (8.79)
Yot e M, fo(v,) =0 (8.80)
F"eM,  fouv,) #0 (8.81)

Preuve : les ¢% forment un sous espace des ¢! et les gék sont les complémentaires des {0,6
dans ¢?, d’ott le premier résultat. Par définition, les Qb sont B-orthogonaux aux
donc les tensions fk sont toujours nulles Pour la tension fk (vp), il existe au moins un B
qui ne soit pas B-orthogonal aux ¢, alors on peut trouver un v, non nul tel que cette

composante engendre un f? (vp) différent de zéro. O

8.4.3 Déplacement a ’ordre 1

Théoréme 8.7 Le déplacement a lordre 1 s’écrit comme la somme de deux termes, le
premier est une solution particuliére des u®", lautre d’une fonction 4™" solution homogé-

ne
ou?
ut =Y {snb > {Bl 3 aﬂ } -t (8.82)

b p
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avec W € M, c’est 4 dire
<1
Zup er, aleRP, (8.83)

et
=3¢t he{l,....B-K}, (8.84)
h

avec @8 une base de H = B—K solution orthogonale auz K B-vecteurs ¢ par le B-produit
scalaire. On peut donc les définir

Z Pt = 0 (orthogonalisation),
i Pt = S (normalisation), (8.85)
b
avec €y une solution du systéme linéaire
(€ ¢ — ¢y + gb = 0. (3.86)

Remarque : la normalisation des B-vecteurs ¢} est faite avec le B-produit scalaire alors
que les ¢} avait été normalisés par un produit scalaire pondéré.

Avant de faire la démonstration du théoréme, un calcul sur un exemple simple montre
qu’il existe plusieurs voies possibles dans le choix des ¢¢ et des ¢. Nous énoncons la
proposition suivante dont 'unique objectif est d’éliminer des termes inutiles.

Proposition 8.7 Nous allons restreindre [ ‘ensemble des B— K B-vecteurs @8, alors H <
B — K. Définissons d’abord les | B-vecteurs qbl comme des B-vecteurs ¢% tels que :

Zqﬁlgpk = 07
Z(ZSl ¢z = 6[/{:7
b
. 8.87
S omyet = o, (887)
b
> = 0,
b
alors on définit les H B-vecteurs qﬁh par :
dSoheh = 0, (orthogonalisation),
b
;Cbszz = Ok,  (normalisation), (8.88)
Sl = 0, (restriction).
b

On impose les p & M,
V(p, h), > (ep.¢h) = 0. (8.89)
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Preuve : nous avons démontré que les f%* = 0, alors par définition des f*°

0

0
b, (eD0 b E®) _ 4100y > B;’bug + Zﬁg’a’ba—% =0.
V4 (0%

Ab
Le probléme est donc le suivant, trouver 4" solution de

\Vlb, <eO,b7 uLE(b) . ul,O(b)) + Ab — O7

8.163

(8.90)

sachant que A’ est B-orthogonal aux ¢?. Le probleme étant linéaire, on recherche donc
la solution de ce probleme sous la forme d’une solution du systéme homogene et d’une

solution particuliere :

1. le systéeme homogene est
Vb, (€00, b E®) _ 100)) —
alors u™ € M et on peut noter cela

in _ ~1n ~1 n
uT=u _Zupep’
p

2. recherchons une solution particuliere du systeme. Soit I" 'application

BSN N RB
N-vecteur B-vecteur,
o™ _ <60’b, vE®) _ ,vO(b)>‘

I' est une application linéaire continue, nous pouvons donc écrire

RB = Im(T") © Im(D)*

(8.91)

(8.92)

(8.93)

Le B-vecteur (€, vF(®) —y9®)) € Tm(T), alors ’ensemble Im(T)* est défini par les

902 car
kDo pilet, vl =000 =0,
b

et nous avons dOl’lC
dim(Im(T)) = B — K.

(8.94)

On définit une base de I'image de I' en construisant H = B — K B-vecteurs ¢!
B-orthogonaux entre-eux ainsi qu'aux % et que 1’on normalise & 1. Comme les A

sont B-orthogonaux aux ¢% car

Ve, > ghAb =0,
b

puisque les ff = 0, on peut projeter A° sur les ¢}

h

B
A =3 (Z Adcbﬁf) & = > Onth.
d=1 h

(8.95)
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Soit ¢} une solution du probleme

v (e =)+ =0,
¢l existe car ¢f € Im(T"). Alors
B
-Saa-x ($ ) - (Sat)
h d=1 b

h h
N ——

£nb

. restriction des champs ¢% et ¢}. La solution générale 4" € M est quelconque, il
ne sert donc a rien que la solution particuliere ait des composantes non nulles sur
M. L’expression de cette orthogonalité s’écrit

1
N ;<€Z, CZ> =

Le B-vecteur A’ n’est pas quelconque, il ne décrit pas forcément toute 'image de
I’application I". On peut donc oublier les ¢? associés aux composantes ), nulles de
A’ Or par définition des qﬁl

YoeM, S @A) =
b

Il suffit donc de prendre les ¢ B-orthogonaux aux gbﬁ’

O
Proposition 8.8 Soit les définitions suivantes
Xgan — Zgnbﬁg,a,b7
b
8.96
X}l),n — Zgnbﬁzl),b p:er o ( )
b
alors mous pouvons écrire
u =3 |u po "4 Z )\axga” ﬁ;e;’ (8.97)

p

Preuve Il suffit dans la définition de u'™ de remplacer u®" et @"" par leur expression
en u et u , de développer les dérivées partielles puis de collationner les différents termes.

O
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8.4.4 Tension a ’ordre 1

Proposition 8.9 La tension dans la barre b a l'ordre 1 s’écrit comme une combinaison
linéaire des ¢}

fl,b — fl,beo,b, (898)
avec
aul E(b) 82 0,E(b)
b 3.-1b 0b ,,2,F b b<Bb
' =k (€%t y2E0) —i—z EC —0" + —8)\6‘8)\’3 abgl.by
0,E(b)
+<el,b7u1,E( b 4 Z 8"}\a 6ab + (e Q,b’UO,E(b) . u0,0(b)) 7

B
= > fivr- (8.99)
k

Preuve : la démonstration est identique a celle faite pour la tension aux ordre -1 et 0, il
suffit de poser

o™ = P19\, (8.100)

on obtient alors une tension f* auto-équilibrée. O

Définition 8.15 Soit les définitions suivantes

[ 1
10a5 Z% (e ’Xg,aE 6a,b+_2_ef(b)5a,b6ﬁ,b>},

1 1 5 , 8x0 B,E(b) E(b)
=2 (e 6a"+xpE<”>6‘”+Z —ha6nteRt)

(07

per
+(eh?, X QIO 5 0B.00) 1 b)(gﬂ,bﬂ = 0,

(8.101)
i 8X1,E(b) 1 aQQE(b)
1,2 b 0,b D a,b D a,b ¢B,b
= : —— — ool
Vip = 2k (€ 2 =Tt gy 2 et
- E(b) b b _E(b o(b per
+(e! ,Xp b>+z 8/\"‘ —L2__§0by 4 (e* ,ep()—ep<)) = 0,
filu) =32 | i2u0+2w“a +Zw1°“ﬁ Al (8.102)
p s p P aAa 8)\06)\ﬁ
alors mous pouvons écrire
Filug, i) = f(up) + fR(0)). (8.103)

Remarque : comme les ¢! se déclinent en deux parties ; les @8 et les @8, on décline alors
1,... 1 , . b <,
les iy, et les f; en deux catégories selon le ¢} associé.

Preuve : elle se calque sur celle faite pour f{. On part de la définition de f*, on multiplie
par ¢%/k~1? puis on somme sur b. Il ne reste plus qu’a collationner les différents termes.
O
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8.4.5 Modele couplé en statique

Probleme 8.4 Les champs de déplacement ug et ﬂzl, sont des solutions du probléme vari-
ationnel

V(""" 08 € M NG x M, at(ul, at, 00, 9) = 11(2?), (8.104)

p> Up) Vpr Up P
avec pour la forme quadrilinéaire symétrique a'

al(u, al, 00, 6! /ka o0, 91)dA, (8.105)

et pour la forme linéaire I!

1(00) = /A SO emyulda, (8.106)

D n

Preuve : la démonstration se calque sur celle faite pour trouver le probléme 8.2, elle
utilise des résultats déja démontrer pour u”™. Prenons dans la formulation variationnelle
le champ test :

v = D=3 (UO’” + evl’") : (8.107)

avec v9" € M NG et 9" € M on la relation entre v et ©"" est donnée par :

0" = nge;l
p
1n __ 0 Oan ~1_n
v - Z {prp + Z a)\axp vpep} :
p

La tension virtuelle dans la barre b est définie comme la tension réelle. Les tensions
d’ordre €7 et €” sont nulles car les champs test v*™ et ©" ne sont pas quelconques mais
appartiennent respectivement a M NG et M, comme le sont les champs réels.

— 1
/{,’b<eb, v—D_ZJ——“> — E f_l’b(vo’”) +f0,b(v0,n7 ’Ul’n) _|_€f1,b(,UO,n’ ,Ul,n7 v2,n = 0) + 0(62),
¢ 0 0
<eb7 PO _ ,UO(b)> — ED—Zk___El_J)fl,b(vO,'ny ,Ul,n) + O(GD)

Alors le travail virtuel de la barre b est :

<fb, ,UE(E) . ,UO(b)> _ [efl’b(uo’", ul,n7 u2,n) + 0(62)} <€b, ,UE(E) . ,UO(B)>
']l'l,b(,vo,n7 ,ULTL)
k=10

Y

= €

Dfl,b(uo,n 1,n 2n)

7u’7u7

+ O(€D+1),

or on la la propriété suivante :

. fl,b ,UO,nj,vl,n) fl b( 0,n ,Ul,n)
IVAUUERMERVOIRRLECUAR IR o O EDEEETE
b k

— Zf]i(UO,n),&l,n)fk (’U ,n’,bl,n),
k
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le travail virtuel total devient :
> P ka L) fa (0% 91" 4+ O(e)

Il ne reste plus qu’a faire tendre ¢ — 0 pour obtenir la forme bilinéaire a . La forme linéaire
I concerne les forces extérieures supposées étre dans ce cas d’ordre €, elles apparaissent
alors dans le probleme variationnel.

Z€3<f3,ﬁ7,vﬁ> _ ZZ€3<f3’n7€D_3UO’n> _ ZED ZZUM’ e;>v2

On obtient alors I' (v)) lorsque e — 0. 0

8.4.6 Modele macroscopique découplé en statique, condition de
découplage

On recherche une équation donnant uniquement le comportement macroscopique de
la structure, c’est a dire, une équation dont la seule variable soit le déplacement u®™. Ce
découplage des équations n’est pas toujours possible, une condition doit étre vérifiée pour
qu’il puisse avoir lieu.

a) Condition de découplage des équations, champ de déplacement & I’ordre 1

Définition 8.16 Le probléme se découple si l’équivalence 8.108, appelée condition de dé-
couplage, est vérifiée.

v e M, J S LR + flw)] fear=o,
= Yk, ) = —fl(up). (8.108)

fi et fi représentent les parties de f? et f! construites sur les seules tensions auto-é-
quilibrées ¢} et non plus sur 'ensemble complet des tensions auto-équilibrées ©h.

La suite de cette partie sur le modéle macroscopique découplé se place dans
le cadre ou cette condition de découplage est valide.

Propriétés 8.7 Le déplacement 4" € M se décompose en deuz champs de déplacement
" e MN gi et u'™ € MNG. L'hypothése de découplage est supposée vraie, alors le
deplacement at" vérifie :

Yk, fR00) = —fi(ud), (8.109)
le déplacement ™" est quelconque dans M N G, alors nous pouvons écrire :

~1n

" =4t 4t (8.110)
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b) Modeéle macroscopique découplé en statique

Probleme 8.5 Si la condition de découplage est vérifiée ; le champ de déplacement
macroscopique u®™ € M NG est solution du probléme variationnel :

Vo' e MNG, ‘at (uy, vp) = 1" (), (8.111)

avec pour la forme bilinéaire symétrique ‘a' et la forme linéaire I* :
() = /AZf;i(ug)fé(vS)dh (8.112)
k
Hop) = / SO emld. (8.113)
AN S

Remarque : ce probleme sur le champ de déplacement macroscopique u%" est en général
bien posé pour les structures minces ; c’est a dire qu’il existe une unique solution u®"
vérifiant ce probleme.

Preuve : dans le modele macroscopique, on pose vS =0 ce qui donne :
VoL [ SR+ @) Rea =0

Or Vu, € G, f¢ (vp) = 0, cette équation n’apporte aucune information sur la partie de
ﬂ; dans le gouffre G, pour la partie dans 'orthogonal de G, seules les composantes f;

donnent un résultat non nul. D’ou le premier résultat.
Dans le probleme variationnel, on pose i); = 0, la partie f} (u)) est équilibrée par
f,?(ﬁ;), il reste donc le résultat final. O

8.5 Analyse modale de la structure

On recherche les modes propres de la structure, c’est a dire les fréquences propres ou
les pulsations propres w qui font vibrer tous les nceuds de la structure en phase a la méme
fréquence.

Définition 8.17 la pulsation adimensionnelle @ est

wQ
— =@’ + O(e") (8.114)
pL?

avec €8 définissant Uordre de grandeur de la pulsation. Comme en statique, deux cas se
présentent

1. les treullis 3D définis par un espace paramétrique de dimension D = 3. Ces structures
n’étant pas des structures minces lorsque € — 0, leurs premiéres fréquences propres
tendent vers une constante. Alors €8 = ¢ =1,
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2. les poutres droites et les plaques qui présentent une singularité (ce sont des structures

minces), alors leurs premiéres fréquences propres tendent vers 0 comme € quand
e—0(=c¢)

Remarque : les poutes courbes et les coques peuvent avoir, selon leur géométrie, 'un ou
I’autre des deux comportements.

8.5.1 Comportement modal d’une barre appartenant & un grand
treillis

Définition 8.18 La barre b est supposée avoir un comportement élastique linéaire. Soit
£ la résultante des forces d’une barre b sur le neud origine O(b), alors

FoOU = gy $hOB 4 g(30140)y, (8.115)

avec

1. fg la résultante statique précédemment définie,

2. £ les effets d’inertie dus  la masse des barres [60, 62]

b,0(b) b Ab[|aab
b,0(b) F; L p21p°ll o 400 o(b)
T il o G )
= 20 (uO,E(b) 4+ 2uO,O(b)) + 0(62+¢5)7 (8.116)
3. db étant la constante ,
1
b = gfp—ao’bupl’bu. (8.117)

La résultante des forces d’une barre b sur le neeud extrémité E(b) de cette barre est de
méme
FHEO) —f'+ fl;,E(b) + 0(63(1+6))7 (8.118)
avec
fZ;,E(b) _ 452 <2u0,E(b) + uO(b)) + O(*), (8.119)

8.5.2 Modele macroscopique de vibration ; cas des treillis 3D

Comme en statique pour les treillis 3D ou le probleme est coercif des 'ordre 0 pour
les tensions, 1’analyse est plus rapide pour les treillis 3D en vibration

Proposition 8.10 Tous les résultats trouvés jusqu’au probléme 8.2 non inclus sont val-
ables
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Preuve : on n’a utilisé pour démontrer ces résultats que des champs tests d’ordre O(€D>
ou supérieur. Or les effets d’inertie commencent a 'ordre O(e) donc ne paraissent pas
dans les formulations variationnelles, tout comme les efforts extérieurs dans le cas de la
statique. O

Remarque : on suppose vrai le fait que dim(M) = P = 3, alors nous pouvons confondre
les indices p et i.

Probleme 8.6 Le champ de déplacement u® et la pulsation propre w sont solution du
probleme variationnel

Vol al(u’,v?) — w?al(u’, v°) = 0, (8.120)
avec a2 la forme bilinéaire trouvée en statique et a9 la forme bilinéaire due auz inerties
R’ v) = [ RS, (8.121)
k
ag(u’,v’) = / m(u®, v°)d), (8.122)
A

avec m la masse macroscopique totale adimensionnelle d’une cellule

b
N=S6d =% %ao’prl’bH. (8.123)
b b

Preuve : comme en statique et puisque u”” € M. nous prenons comme champ test v”
—_— b

dans M

,Un — ED—I,UO,n — GD_l’UO,

alors pour la partie statique, il suffit de reprendre les calculs déja développés, pour la
partie dynamique, le terme variationnel est

S Z f”“-— Z f ), P-1g0y,

n beO~ beE~
— 2 Z€D Zdb [ b 4 2u0 O(b) UO,O(b)) + <2uo,E(b) 1 uO,O(b)7 ,UO,E(b)>] i O(EDH)7
= —wQZEDZ6db (u®, v°) + O(eP+1),

c b

il ne reste plus qu’a faire tendre e — 0. a

8.5.3 Modele macroscopique de vibration ; cas des plaques et
coques sans mécanismes

Ce paragraphe se limite aux treillis plaques et coques afin de pouvoir confondre les
indices p et i car dans ce cadre de travail, dim(M) = P = 3. Les expressions sont alors
plus simples a écrire car il n’y a pas d’inertie de rotation.
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Proposition 8.11 Tous les résultats trouvés jusqu’au probléeme 8.4 non inclus sont val-
ables

Probléme 8.7 Les champs de déplacement u®* € M NG et '™ € M NG, ainsi que
la pulsation propre w sont solution du probleme variationnel

Vo' e M NG, oM e MNGH, as(u’,u', 0% v'") — @ (u’ v’ =0,  (8.124)

avec &l la forme bilinéaire trouvée en statique et al la forme bilinéaire due aux inerties
al(u’,ul v v!) = /kal(uo,ul)f,i(vo,vl)d/\, (8.125)
A
k
al(u’,v") = / m(u®, v°)d), (8.126)
A

avec m la masse macroscopique totale adimensionnelle d’une cellule

b
m(A) =3 6d" =3 %aO"’Hp”’II. (8.127)
b b

Preuve : pour la partie statique, il suffit de reprendre les calculs déja développés (proble-
me 8.4), pour la partie dynamique, le calcul est identique & celui du probleme 8.6 pour les
treillis 3D. 0

Remarque : comme en statique, si la condition de découplage est vérifiée, alors le proble-
me se découple et une formulation variationnelle ne faisant intervenir que u® et v° peut
étre écrite.

8.6 Exemples

8.6.1 Poutre plane en N/

On étudie la poutre plane en A (figure 8.11). Le chargement extérieur appliqué aux
neceuds de la poutre est supposé étre faible, c’est a dire d’ordre O(€?). On est alors dans le
cas d'un modele du second ordre. La poutre est définie par quatre barres et deux nceuds
dont la description géométrique est donnée par :

gt 1,17 t

PO = \ey, P = 5627 p = —Zé€y,

2

oll t est la pente de la barre 2 (c sera le cosinus et s le sinus). La rigidité &= des
barres sera simplement notée k°, les poutres planes périodiques sont un cas de figure ou
les indices p et i peuvent étre confondus. Le vecteur géométrique B° se définit par

Bb:[el ce; +sey € O}B
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Cellule A
Poutre plane en N I crue
2
4
N

Espace paramétrique
] ] | ] ]
| | | I | )
0 Ae A Mot 1A

Figure 8.11 : poutre plane en N

Les deux tensions auto-équilibrées ¢ sont alors :

kle r kl b
K+ k Vi + k2
b . /b .
Y1 = klkz ) Po = k,'2
VR R VEL + k2
L : 1B - ' - B

Comme ’l,bcl) = 0 par définition de @?, I'unique ng est alors
= VAT + Re,
Le gouffre est donc défini par
G={v/ VEL + E2(eq, v) = 0}.

Le déplacement macroscopique u® étant dans le gouffre, (1% e;) = 0, il ne reste que le
) ) ©1 3

déplacement transverse sur e;. Dans les relations suivantes, il n’y aura que la composante

p = 2 pour u’ qui sera développée.

Les tensions ¢? orthogonales aux tensions auto-équilibrées ©b sont :

B "B

Seule la deuxiéme tension (,bg sert dans le calcul du déplacement ub" € M*, c’est & dire
de lopérateur €™

1 1

2c N ’ 2c " INB
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Figure 8.12 : premier mode propre de vibration du treillis membrane carré en X de 20 % 20

cellules
t
—e /
X07a:17n _ 2! 11,0,a=1,68=1 _ 2£ ﬁQ_
2 t ) ]g:]_,p:Q 2 k]_ + k,Q :

2 N

Le modele continu s’écrit alors apres une double intégration par partie

PEE d)  sr e
TR R ae R
Ce modele est identique a celui développé lors du chapitre 2. Dans cet exemple, tous les
calculs ont été développés a la main. Cependant, afin de pouvoir étudier des exemples
plus compliqués, un programme développé sur le logiciel MATHEMATICA permet de
calculer en automatique tous les coefficients utiles pour le milieu continu équivalent dans
le cas des treillis 3D, treillis 2D, treillis plaques 3D et treillis poutres 2D périodiques [31].
Ce sont les résultats de ce programme qui ont été utilisés dans les exemples suivants.

8.6.2 Membrane plane en X

On étudie un treillis membrane a section en X' dans le cas d’'une membrane carrée (fi-
gure 8.12) et dans le cas d'une membrane rectangulaire (figure 8.13) ou les nceuds sont
encastrés sur les bords. Une cellule de base comprend un nceud et quatre barres. Toutes
les barres ont le méme matériau de module d’Young F et de masse volumique p. Les barres
de la diagonale du & ont une section plus importante (A?) que les barres horizontales
et verticales (A') afin que toutes les barres aient la méme rigidité. Les caractéristiques
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Figure 8.13 : treillis membrane rectangle en X non déformé de 10 % 20 cellules

géométriques du treillis sont :

Lr = 1m,

Ly = 1m ou 2m,
E = 10°Pa/m’
p = 1000kg/m’,
Al = 107*m?,

A2 = /2104m3.

Les caractéristiques de la membrane équivalente sont alors : (figure 8.15)

Lzrx = 1m,

Ly = 1m ou 2m,
E., = (8/3).10°Pa/m’,
Veg = 1/3,

Peg = 0.4kg/m’.

Pour la membrane carrée (figure 8.12), méme avec un petit nombre de cellules, I'erreur
sur les premieres fréquences propres de vibration est tres faible comme le montre le
tableau 8.1. L’erreur relative est calculée en comparant la fréquence propre du treillis
avec celle de la membrane continue, la fréquence de référence étant celle du treillis.

Pour la membrane rectangulaire (figure 8.14), 'erreur sur les premiéres fréquences pro-
pres de vibration entre le treillis (figure 8.14) et la membrane (figure 8.15) est acceptable
comme le montre le tableau 8.2. Cependant, le fait d’avoir un facteur 2 sur le nombre
de cellules dans les deux directions augmente tout de méme sensiblement erreur. Ceci
étant vrai méme pour un nombre important de cellules.
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modele | mode | fréquence erreur relative %
modele 1 344
continu 2 344
20 % 20 3 404
4 501

treillis | 1 349 1.43 %

5%5 2 349 1.43 %

3 423 4.49 %

4 508 1.38 %

treillis | 1 345 0.39 %

10 % 10 2 345 0.39 %

3 409 0.04 %

4 503 0.53 %

treillis | 1 344 <05 %

20 % 20 2 344 <05%

3 405 <05 %

4 501 <05%

treillis | 1 344 <05 %

40 % 40 2 344 <05%

3 404 <0.5%

4 500 <0.5%

treillis 1 344 <05%

100 % 100 2 344 <0.5%

3 403 <0.5%

4 499 <05 %

Tableau 8.1 : fréquence propre pour le treillis membrane carré en X
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Figure 8.14 : premier mode propre de vibration du treillis membrane rectangle en X de
10 % 20 cellules
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Figure 8.15 : premier mode propre de vibration de la membrane équivalente, maillage
10 % 20
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modele | mode | fréquence erreur relative %
modele 1 229
continu 2 309
20 x 40 3 322
4 341

modele | 1 232 1.09 %

continu| 2 315 1.92 %

5% 10 3 332 2.99 %

4 347 1.86 %

treillis | 1 239 3.87 %

10 % 20 2 298 3.41 %

3 319 1.13 %

4 334 1.99 %

treillis 1 239 3.61 %

30 * 60 2 298 3.88 %

3 316 1.94 %

4 332 2.58 %

treillis 1 239 3.58 %

60 x 120 2 299 3.92 %

3 319 2.03 %

4 334 2.64 %

Tableau 8.2 : fréquence propre pour le treillis membrane rectangle en X

Par cet exemple, on montre que le passage microscopique-macroscopique est possible
pour les milieux 2D et 3D. Un étude intéressante qui peut étre faite est de trouver le com-
portement macroscopique d'un cristal parfait. A partir de I’énergie reliant deux atomes,
on peut essayer d’estimer la rigidité d'une barre équivalente les liant. La difficulté est
d’obtenir cette énergie. Dans son livre, Quéré propose une telle énergie écrite a partir des
équations de la mécanique quantique [44]. Cependant, parmi les métaux dont on connait
les caractéristiques mécaniques macroscopiques, la technique ne peut étre appliquée qu’au
seul Aluminium car il est un bon métal [44]. Cependant, la fonction d’énergie qu’il pro-
pose n’est pas assez précise, mais le choix de I’Aluminium est judicieux. Il pourrait donc
étre intéressant de faire sur ’Aluminium un passage micro-macro.

8.6.3 Plaque 3D en X

On étudie un treillis plaque a section en X dans le cas d'une plaque carrée avec des
conditions aux limites encastrées sur les bords (figure 8.16). Une cellule de base comprend
deux nceuds et treize barres. Toutes les barres ont le méme matériau de module d”Young
E, de masse volumique p et la section des barres est A. Le gouffre annule les déformations
membranaires & I'ordre €° et le probléme du second ordre se découple. Seule la flexion
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avec des conditions aux limites encastrées sur tout le pourtour



Exemples 8.179

1
e

Figure 8.18 : premier mode propre de vibration de la plaque équivalente avec des conditions
auz limites encastrées sur les bords, maillage 10 * 10

intervient (figure 8.17). Les caractéristiques géométriques du treillis sont :

= 10m,

10" Pa/m’,
10000kg /m*,
= 1.13.10*m2

s O~
I

Les caractéristiques de la plaque équivalente sont alors : (figure 8.18)

L = 10m,
€eq = 1lm,
E., = 88612.10°Pa/m’,

Gy = 8.4853.10°Pa/m>,
Veg = 0.4136,
Peq = 5+8\/§kg/m3

Pour une plaque carrée encastrée, l'erreur relative est calculée en comparant la fré-
quence propre du treillis (figure 8.17) avec celle de la plaque continue (figure 8.18), la
fréquence de référence étant celle du treillis. Cependant, la fréquence propre du treillis
convergeant vers zéro comme l'inverse du nombre de cellules C, la comparaison se fait
entre le produit du nombre de cellules C par la fréquence propre du treillis (Cxfréq.) et la
fréquence propre de la plaque. L’erreur sur les premieres fréquences propres de vibration
devient faible pour un nombre de cellule assez important comme le montre le tableau 8.3.
Cela laisse a penser que la convergence est moins bonne pour les structures minces que
pour les milieux du premier gradient.
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modele | mode | fréquence | C * fréq. erreur relative %
modele 1 135.91
plaque 2 275.74
10 % 10 3 275.74
4 408.53
treillis | 1 9.87 98.7 37.7 %
10 % 10 2 17.44 177.4 58.1 %
3 17.44 174.4 58.1 %
4 23.64 236.4 72.8 %
treillis 1 7.58 113.7 19.5 %
15 %15 2 14.11 211.7 30.2 %
3 14.11 211.7 30.2 %
4 19.66 294.6 38.5 %
treillis 1 6.06 121.1 122 %
20 *x 20 2 11.59 231.7 19.0 %
3 11.59 231.7 19.0 %
4 16.41 328.2 24.5 %
treillis 1 4.26 127.8 6.3 %
30%30| 2 8.39 251.7 9.5 %
3 8.39 251.7 9.5 %
4 12.17 365.1 11.9 %
treillis 1 3.26 130.6 4.1 %
40 % 40 2 6.52 260.7 58 %
3 6.52 260.7 5.8 %
4 9.58 383.4 6.6 %

Tableau 8.3 : fréquence propre pour le treillis plaque en X
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8.7 Conclusion

Une modélisation générale pour un treillis quasi-périodique a été proposée. Puis une
méthode d’homogénéisation discrete utilisant de facon systématique les formulations vari-
ationnelles a été développée dans le cadre de I'élasticité linéaire. Elle permet de trouver
le milieu continu équivalent pour un treillis. Il n’est cependant pas possible d’écrire un
milieu continu qui soit représentatif de tous les treillis. Deux classes de problémes se
distinguent :

e les treillis 3D et les treillis 2D ont un milieu continu équivalent du premier gradi-
ent. Tous les nceuds d’une cellule ont le méme déplacement macroscopique u® et
n’interviennent dans la déformation du milieu continu que les dérivées premieres
du déplacement macroscopique u°. Le tenseur symétrique des contraintes macro-
scopiques @° est alors caractérisé ainsi que la loi de comportement liant les con-
traintes aux déformations. Une condition sur la géométrie du treillis est définie
pour que la loi de comportement soit symétrique définie positive. Certains treillis
coques ou poutres courbes ont aussi un milieu continu du premier ordre.

e les treillis poutres, plaques et coques sont des structures minces qui ont un com-
portement plus complexe. FEn effet, dans le modele continu, les dérivées secondes
du déplacement macroscopique u®" interviennent, cela signifie que la courbure de la
déformée est a prendre en compte. Trois autres difficultés sont & ajouter : le milieu
continu donné par I'homogénéisation discrete au premier ordre n’est pas coercif, il
existe donc des déplacements qui n’engendrent pas de déformation au premier ordre,
ils appartiennent alors a un espace nommé gouffre G [53, 54]. Pour les plaques, nous
avons montré que moyennant une condition, 'appartenance au gouffre impliquait
la nullité des déformations membranaires ; pour les poutres 3D, tous les nceuds de
la cellule n’ont pas le méme déplacement macroscopique car la torsion peut influer,
I’espace macroscopique M est alors de dimension quatre ; pour toutes les struc-
tures minces, le déplacement a ’ordre suivant ﬂ;, c’est a dire en €, et appartenant a
I’espace M se retrouve lui-aussi dans le milieu continu équivalent. Nous avons donc
un probléme couplé & ordre €” et € entre le déplacement macroscopique ug dans le
gouffre G et le déplacement ﬂzl) dans 'espace macroscopique M et dans 'orthogonal
du gouffre G*. Une condition de découplage a été écrite afin de pouvoir dans cer-
tains cas découpler le probleme et avoir une formulation sur le seul déplacement

macroscopique ug.

Selon leur géométrie, les coques et les poutres courbes peuvent avoir un modele du
premier gradient ou du second ordre. Par ailleurs, les formulations développées sont
compatibles avec l'existence de mécanismes. Le milieu continu pour un treillis & mé-
canismes peut donc étre déterminé. Si le chargement appliqué sur ce treillis ne fait pas
intervenir ces mécanismes, le modele continu pourra y étre appliqué.

La méthode a été programmeée sur le logiciel MATHEMATICA pour les seuls treillis
périodiques [31]. Les coefficients équivalents sont donc déterminés tres facilement en
quelques opérations numériques ou formelles selon le choix. Des exemples ont été donnés
pour montrer 1'utilisation possible de tels modeles. Des comparaisons ont été proposées
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a partir de calcul fait sur le logiciel éléments finis ANSYS [5]. Ces exemples sont restés
simples afin que le milieu continu équivalent soit compatible avec un élément fini standard
d’ANSYS. Ces premiers résultats sont cependant tout a fait encourageants.
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9.1 Description de 1’étude

Ce chapitre porte sur la modélisation de la déformation d’un treillis quasi-périodique
en statique sous les hypotheses des petites déformations mais des grands déplacements.
Les équations que nous allons obtenir vont donc étre non linéaires. La principale caracté-
ristique de cette formulation en grand déplacement est d’écrire les équations d’équilibre
du treillis sur la configuration déformée que 1'on ne connait pas a priori. Il ne s’agit pas
ici de faire de l'incrémentale, c’est & dire de faire des petits pas de chargement afin de
déterminer I'équilibre a chaque itération. Il s’agit de passer directement, par un seul pas
de chargement, de la configuration initiale non déformée & la configuration finale déformée
(figure 9.1). Cette configuration finale n’étant pas connue, on ne connait ni sa forme, ni
sa position, les grandeurs caractéristiques et les relations les liant ne peuvent alors étre
décrites que dans la cadre des grands déplacements. Plutot que de prendre le déplacement
des noeuds u” comme inconnues du probléme, nous allons travailler sur la position des
nceuds en configuration déformée g" ; les relations seront écrites entre la position initiale
p" et la position finale des neeuds ¢".

1. La premiere partie concerne la modélisation du treillis en grand déplacement. I
s’agit de décrire le treillis dans les deux configurations ; initiale et finale, d’écrire
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Structure treillis pseudo-périodique
en configuration initiale

Modele continu
en configuration finale

A2
A2+e
Variables
Al Al4e Al+2e continues

Espace paramétrique

Figure 9.1 : homogénéisation discréte en grand déplacement
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la relation de comportement en grand déplacement entre la tension dans une barre
et le déplacement de ses deux nceuds extrémités, d’écrire 1'équilibre du treillis en
configuration déformée. Trois formulations de cet équilibre sont possibles : la for-
mulation classique donnée par le principe fondamental de la dynamique, la formu-
lation variationnelle ou principe des puissances virtuelles et la formulation énergé-
tique ou I’équilibre du treillis est donné par le minimum d’une énergie. Du fait
de I'hypotheése des petites déformations, le comportement d’une barre reste dans
le domaine élastique. La formulation énergétique se trouve alors étre souvent plus
intéressante que la formulation variationnelle qui est fortement non linéaire en grand
déplacement.

2. Dans la seconde partie, on s’attache a trouver un modele continu du premier ordre.
Pour ce faire, nous allons faire tendre € vers 0 dans les formulations. On montre que
les tensions & l'ordre O(e™!) sont nulles ce qui restreint les nceuds d’une cellule &
tous avoir la méme position macroscopique finale (tous les nceuds ont le méme dé-
placement macroscopique). Ce résultat est valable pour tous les treillis, qu’ils aient
des mécanismes ou non, que ce soient des poutres 3D ou des plaques. .. L’étude en
grand déplacement differe donc fondamentalement, par cette propriété, de 1’étude
en élasticité linéaire. Il reste alors a écrire le modele du premier ordre basé sur les
tensions a l'ordre O(€?).

3. Dans la troisieme partie, on suppose que le chargement appliqué aux nceuds du
treillis est faible, c’est & dire d’ordre O(e®). Le modele du premier ordre impose
alors une condition non linéaire, appelée gouffre, sur les positions finales des nceuds.
Pour les structures élancées, ce gouffre ne caractérise pas complétement la position
déformeée, il reste donc des degrés de liberté permettant la déformation du modele
continu. Un gouffre tangent est ensuite défini pour le champ test des formulations
variationnelles. Le reste est une copie de I’étude en élasticité linéaire, écriture de
I'auto-équilibre des tensions a l'ordre O(¢) et du modele continu du deuxieme ordre.
De méme qu’en élasticité linéaire et contrairement & la position macroscopique, on
retrouve pour la position a l'ordre O(e) les indéterminations concernant les mé-
canismes pour les treillis & mécanismes et la torsion pour les poutres 3D. Ces mé-
canismes et cette torsion sont donnés par la cinématique du treillis, les équations
qui les caractérisent sont donc non linéaires. Pour les positions aux ordres supé-
rieurs, on retrouve de nouveau ces mécanismes et cette torsion, mais ils sont alors
caractérisés par une cinématique tangente, c’est a dire que les équations sont alors
linéaires vis a vis de ces positions.

4. Dans un derniere partie, un exemple simple sera examiné. Il s’agit de la poutre en
N qui sera étudiée sous chargement important, on aura alors un modele de cable, et
sous chargement faible ce qui fournira un modele de poutre en grand déplacement.
Ces deux modeles sont bien sur identiques & ceux trouvés par les développements
tout ordre de € des équations d’équilibre. En effet,les deux méthodes sont strictement
équivalentes d'un point de vue formel (chapitre 3).
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9.2 Modélisation du treillis en grand déplacement

9.2.1 Positions et déplacements des noeuds, ordre de grandeur
a) Position avant déformation d’un nceud, longueur initiale d’une barre

Ce paragraphe ne differe en rien de ce qui a été déja écrit dans le cadre des petits
déplacements (figure 9.2). Les relations ci-dessous ne sont que des rappels afin de bien
intégrer les notations.

Hypotheése 9.1 Les positions des neuds de la structure sont choisies sous la forme d’un
développement asymptotique en puissance de € :

P"(\) =p"(\) + ep""(\) + PP (A) + -+ (9.1)

Remarque : la position globale de la cellule A dans la structure est donnée par la po-
sition macroscopique p®(\), la position locale d’'un nceud n dans une cellule est repérée
par le terme prépondérant suivant p'™. Les termes suivant sont des correcteurs qui
n’interviennent que pour les structures quasi-périodiques et dont il n’est pas aisé de trou-
ver une signification tres précise. En effet, il ne faut pas oublier que la séparation d’échelle
existe a priort, c’est a dire que € est petit devant 1 et qu’il va tendre vers 0 dans nos dé-
veloppements.

Proposition 9.1 La longueur initiale vectorielle p® de la barre b est :
P’ = p'(N) =p"=p" (A +es") —p°PI(N),
p = Epl,b+€2p2,b+€3p3,b+n_

b _ E(b) _ (9.2)
b p _’_ Z a)\cx ?

2b 2,E(b) ph ) b 1 b <Bb

b= p* R gt A
pro=p T Z T Z; aAaaAﬁ

A partir de cette longueur p® d’une barre b, on peut définir la vraie longueur de cette

barre p® ainsi que son vecteur unitaire e’.

Propriétés 9.1
e La norme du vecteur longueur p° est la longueur physique p® de la barre b, elle peut

s’écrire :

| =

P = |lp (p®, p*),

_ \/€2Hp1,sz + 263 (plb, p2b) + O(et),

(pht, p*b)
_ erLbH{HeWW&% |

I el|lp*|| + (e p*®) + O(e%), (9.3)
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Figure 9.2 : déplacement d’un neeud, position d’une barre

e le vecteur unitaire de la barre b avant déformation est noté e, il peut étre dé-
veloppé en série asymptotique en puissance de €. On peut mtmduma un opérateur

de projection orthogonale %€’ qui a tout vecteur v associe son projeté sur le plan
de normale e®?.

b

e = T — e el 1O, et = 1,
1Pl
1,6
et = P e = 1,  (9.4)
1P|’
2.b 2,b 2,0
eld — |lp1b’|_eo,b< 0,b leb”>_ﬁeo,b@%’ el | e0b
p D '

b) Déplacement des noeuds du treillis

Hypothese 9.2 Le déplacement du neeud n est cherché sous forme d’un développement
asymptotlique en puissance de €, similaire a celui posé pour la position des neeuds. Cepen-

dant, le premier terme du déplacement n’est pas supposé étre le méme pour chaque neud
a priori.

u"(A) = u"(\) + eu " (\) + EuP"(N) + - - (9.5)

c) Position aprés déformation d’un nceud, longueur finale d’une barre

Définition 9.1 La position aprés déformation des neeuds n sera notée g et correspond a
la position initiale p" du neeud n a laquelle on ajoute son déplacement u", soit : (p+u)"

(figure 9.2).
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Proposition 9.2 La longueur finale q° de la barre b se détermine exactement de la méme
maniere que sa longueur initiale, soit :

¢ =q'(\) = (P+wfON+e) ~(p+u)0(N),
= @t eqht + 22 4 Sy
g = uOE®) _ 000) — 4,00
9.6)
aqOE (
b _ o 1E®)
q q + zo; 8/\04 ?
Dg-E 1 52g"E®
2,6 _ 2,E(b) = 60(,1)5,8,()'
I 1 IR e P
Remarque : dans la suite, il sera montré que u®"* = u® pour tout nceud n, alors la

longueur finale g° sera elle aussi d’ordre € et donc pour toute barre b, ¢°? = 0. Tout ce
qui a été défini pour la barre b avant déformation en utilisant la longueur p® peut alors
étre de nouveau défini apres déformation ; la vrai longueur aprés déformation ¢° ainsi
que son vecteur unitaire g°. De méme, on peut introduire un opérateur de projection
orthogonale ©g®® qui a tout vecteur v associe son projeté sur le plan de normale g°°.

Propriétés 9.2 Ces définitions et propriétés se placent dans le cas ou la longueur finale
d’ordre € de la barre b est nulle, ¢ = 0. Alors, lordre de grandeur de la longueur d’une
barre au cours de la déformation n’a pas changé.

e [a longueur physique de la barre b s’écrit
" = ld"ll = ellg"’|| + ¢*(g*", ¢*") + O(e?) (9.7)

e le vecteur unitaire de la barre b aprés déformation est défini par (figure 9.2) :

qb

¢ = =9+ (), gl = 1
llq’]|
1b
06 _ qa- 0,b = 1 9.8
g s 119" 7 (9.8)
g"?||’
2 20 26
1b q- 0b, 0 47 op 47 1b 0,b
g’ = —g7(g", ) =g Vo0, g’ L g’
[1g™] lg""|| g"?

9.2.2 Tension dans une barre, ordre de grandeur

a) Relation entre la tension dans une barre et le déplacement de ses nceuds
extrémités

Hypotheése 9.3 On suppose que la tension dans la barre b est nulle avant déformation.
De plus, nous nous plagons en petite déformation ce qui entraine pour la barre un com-
portement é€lastique, c’est a dire que la tension est proportionnelle & la variation de
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longueur que la barre subit (figure 9.2). L’équilibre d’une barre s’écrit donc en grands
déplacements dans sa configuration déformée par :

F'(3) = K W) {[IQFV (A + e8”) = QOU ()| — ||PPP (A + e6”) — POO()|| L g"(),

(9.9)
soit avec les variables adimensionnelles :
P°l
Fr=k(gb = p gb:kb<1— q’. 9.10
b) Energie potentielle de tension
Propriétés 9.3 On appelle potentiel de tension la fonctionnelle ﬂz définie par :
b Lovi b pyo
g =1g(A) = 5K (¢" = p')", (9.11)
alors la relation liant la tension f° dans la barre b & son potentz'eljz est :
b _ b 3 b
dig = (f,dgq’) (9.12)
Preuve : il suffit d’écrire la différentielle du potentiel jg
djy = k' (¢" — p*)dg",
puis d’expliciter le terme dq®
12(q" dq®
dqb _ <q ) q >
2 gt
Il ne reste plus qu’a identifier la tension f° dans le développement.
O

¢) Ordre de grandeur de la rigidité d’une barre

On reprend les mémes hypotheses que lors de I'étude en petit déplacement. Toutes
les barres ont le méme ordre de grandeur pour leur rigidité en traction et celle-ci est prise

égale & 1.

Définition 9.2 Pour toute barre b, la rigidité en traction compression de cette barre peut

se développer

1
v, kb= Zk‘“’ + kP ekt 4. (9.13)

Remarque : on aurait la encore pu choisir des rigidités commencant & 'ordre 0, cela
n’aurait fait que décaler les résultats d’'un ordre de grandeur en e. L’important est que
toutes les barres ont une rigidité ayant le méme ordre de grandeur.



Modélisation du treillis en grand déplacement 9.191

d) Ordre de grandeur de la tension dans une barre
Propriétés 9.4 Trois cas vont donc se présenter :

1. une longueur initiale de barre en € et une longueur finale en €. Alors, la tension
dans une barre b s’écrit :

fb _ %k—l,buO,E(b) — "0 L 0(60), (9.14)

On remarque que la tension est d’ordre ™1,

2. une longueur initiale et finale de la barre d’ordre €, alors Vb, q%% = 0 et la tension
dans la barre b peut s’écrire :

Fo= kg = et 9% + Ofe),
gl

- ||p"
= Lo {1 = Ta g’ + O(e), (9.15)

3. une longueur initiale et finale de la barre d’ordre €, mais une tension & l'ordre €°
nulle, alors Vb, ||q"?|| = ||[p*?|| et la tension dans la barre b peut s’écrire :

fb B {<go,b,q2,b> . <60,b’p2,b>] go,b + 0(62)’

PRI q“[> — (", p*") |,
||pt?||?

+0(&), (9.16)

9.2.3 Equilibre de la structure, formulation variationnelle et for-
mulation énergétique

a) Equilibre statique de la structure

Définition 9.3 On dit que la structure est équilibrée si et seulement si

Vi, = Y ' Y fi= o (9.17)

beO~1(7) be E-1(5)

b) Formulation variationnelle

La formulation variationnelle de I’équilibre est la méme que celle écrite en petit dé-
placement.

Probléme 9.1 La formulation variationnelle de l’équilibre de la structure s’écrit : trou-
ver les tensions f° telles que :

W =3 Y (P T () = e (), (9.18)

. beO—1(R) . beE-1(7)
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ce qui peut aussi s’écrire

Yo', SO WEOOBy S f(fR Ty,
5 " (9.19)
Vb, (b, \) vb = pPO-00) = 4h()) = pFO () 1 ) — OB (N).

On peut aussi effectuer en premier une somme sur toutes les cellules ¢ ou \.

Vo' (N), Z;U"(A)?vbu» = > > (N, v (). (9.20)

c) Formulation énergétique

Probleme 9.2 La formulation énergétique de ’équilibre de la structure s’écrit : ’ensemble
des déplacements u™ est celui qui minimise la fonctionnelle e,(v™),

W ming (v, e,(07) =, (0") — (o) (9.21)
avec

B = SheY =5 K (11 - 1)’
b b

o (9.22)
W) = Y.
On peut aussi effectuer en premier une somme sur toutes les cellules ¢ ou \.
_ 2
(") = (0" (V) = —zzkb ) (Il I = IR T)
(9.23)
(V") =, (N) = DD (F"(N), 0" (V).
Preuve : On commence par déterminer la différentielle de la fonctionnelle ey = g — lg,

puis on annule cette différentielle pour le minimum "

dey = d(j, —1,) = Zdjg —dl,,

= Zkb(v ~ ') 7;‘d o) = ST(fT, do™),

n

alors

Ydv", de, =0 — Vo™, Z(f57v5) = Z(fﬁ,vﬁ>.
3 7

Cette derniere équation est exactement la formulation variationnelle de I’équilibre.
g

Remarque : on pourra par la suite multiplier la formulation énergétique par un scalaire
quelconque, puisque seul le minimum de cette fonctionnelle nous intéresse. Notamment
on multipliera par €, le ? étant & définir, afin de transformer les sommes sur les cellules
en intégrale sur ’espace paramétrique.
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9.3 Modele macroscopique du premier ordre

9.3.1 Déplacement macroscopique, espace M"

Définition 9.4 Soit M, comme Macroscopique  lordre €%, Uespace défini par 'ensemble
des champs de déplacement v" tels que :

MO = {v” e RN jur — v} . (9.24)

Théoréme 9.1 Le champ de déplacement macroscopique u®™ n’est pas quelconque, il

appartient a l’ensemble M°. Alors, le déplacement macroscopique s’écrit tout simplement
0

u’.

Vn, u®" = u®. (9.25)

Remarque : le déplacement macroscopique dans le cadre de la statique des grands dé-
placements est plus simple que le déplacement macroscopique trouvé lors des petits dé-
placements.

Preuve : dans la formulation variationnelle, le champ test est choisi tel que :
’Uﬁ — ED+1(9()\)'Un

alors lorsque € — 0, I’équilibre de la structure devient :
Yo©, 6, / SO(FH B — 0B g(\)dA = 0,
AT

Soit, en remplacant £~ par son expression donnée par ’équation 9.14,

Vo, S BT (U0 E®) _ 000 4E®) 200y =,
b

11 suffit alors de prendre v™ = u%" alors

Vb, Huo,E(b) _ uO,O(b)H — ) e O B0) — ,,0.00)

ce qui signifie que le déplacement macroscopique u®" est le méme pour tous les nceuds
de la cellule. En effet, quelle que soit la complexité ou la simplicité de la cellule de base,
les nceuds sont tous reliés les uns aux autres par des barres. On rappelle que les rigidités
de toutes les barres sont supposées étre du méme ordre de grandeur O(e ).

Une autre démonstration utilise la formulation énergétique. Dans celle-ci, nous prenons

un champ test d’ordre €’, c’est & dire v" = v%" + O(e), on multiplie la fonctionnelle par

eD+1 et on fait tendre ¢ vers (. Le potentiel a minimiser est alors :

mln / Zk leUOE O’O(b)HQd)\,

E(b) _

ce minimum a lieu pour v%F®) = 0.00®)

, ce qui signifie que u%" € M°.
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Remarque : la différence entre ces deux démonstrations réside dans le choix du champ
test. Pour la méthode énergétique, il correspond lors du minimum du potentiel au champ
réel. C’est pourquoi dans cette méthode on ne peut pas caler le champ test par rapport
a € de telle sorte quil transforme les sommes sur les cellules en intégrale sur Iespace
paramétrique lorsque € — 0.

9.3.2 Tension a ’ordre ¢!, longueur des barres

Théoreme 9.2 Le déplacement macroscopique appartenant a M°, la longueur finale g°
dune barre est d’ordre € comme ['est la longueur initiale, la tension dans la barre b a
Pordre €1 est nulle.

Vb, f~t=o, ft=o (9.26)

Preuve : elle est évidente a partir de la définition de la tension dans une barre (équa-
tion 9.14). O

9.3.3 Tension a l’ordre €, vecteur tensions auto-équilibrées

En élasticité linéaire, la tension a l'ordre 0 pouvait se projeter sur la base de tension
scalaire auto-équilibrée ¢%. Pour la tension & l'ordre 0 en grand déplacement, cela n’est
pas possible, nous verrons que cela lest pour les ordres supérieurs du vecteur tension.
Cependant, des 'ordre 0, nous pouvons introduire des vecteurs tensions auto-équilibré-
es % qui sont en nombre plus élevés que les scalaires b, ce quessaye de traduire le
changement d’indice k ~ k'

Les vecteurs tensions auto-équilibrées ainsi que la suite de ce paragraphe ne sont pas
important pour la suite de ce chapitre. Cependant, on retrouvera la notion de vecteur
tension auto-équilibrée lors de I’étude incrémentale de la déformation.

Définition 9.5 On appelle K’-vecteur tension auto-équilibrée la base de vecteur P qui
vérifie l'auto-équilibre de la cellule, soit :

Yo", > (b, v — 00 =, (9.27)
b

Les vecteurs tensions sont orthonormés par le B-produit scalaire :

Z<L,OZ/, QOZ})L/> = 6l<:’h/- (928)
b

Proposition 9.3 La tension dans la barre b a ordre €, f*°, se projette sur la base de
vecteur tension auto-équilibre.

be fo"b = ZflS’QDZU
kl

VE,  foo= DKM =) (g™ o).
b

(9.29)
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Preuve : dans la formulation variationnelle, on choisit le champ test tel que :

alors lorsque € — 0, on obtient :

Ve, v", / Z(fo’b, PO vo(b))ed)\ =0.
ATy

Cela entraine la projection de f%° sur les 2. Pour trouver cette projection f2, on utilise
la méme démarche qu’en petit déplacement, c’est & dire qu’on réalise le produit scalaire
de f1* avec %, puis on somme sur b. O

9.3.4 Modele macroscopique
a) Formulation variationnelle

Le modele continu du premier ordre a comme inconnues la position finale macro-
scopique ¢"" = ¢° € M" ainsi que la position locale g™ A l'ordre e. Cette dernitre
position ne sera pas entierement définie par cette formulation, seulement sa projection
sur M%* que 'on notera ™. Ce résultat est normal car on ne peut pas déterminer a la
fois la position a l'ordre € et la position & l'ordre ¢ appartenant au méme ensemble M.

Probleme 9.3 La position finale macroscopique q° ainsi que la position locale gi" €
ML sont solutions du probléme variationnel :

V(" = 0% 0'") € MO x MO, 2y (", v"") = )(v°) (9.30)

avec pour la forme non linéaire @12 et pour la forme linéaire ° les définitions suivantes :

(g o) = [ S0,
AT
_ /Azk—m <q1,b __pl,b) (g°%, vt )d, (9.31)
b

O(°) = /A SO(FE w0 dA,

0q°
b _— LE®) _ 41,0() __6a,b
’ ’ o Za: " (9.32)
0 )
b = PLED) _ ,100) 4 Za_v_éa,b
N

Remarque : Le champ test v dans cette formulation ne permet que de retrouver le fait

que la tension f° est un vecteur tension auto-équilibrée. Il permet donc d’obtenir une
formulation synthétique de 1’équilibre.
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b) Formulation énergétique

Probleme 9.4 La position finale macroscopique q° ainsi que la position locale g"™ €
M représente un minimum pour Uénergie de déformation :

: 07,0 ,1ny 07,0
o, {I9@°, v'm) = 10(v°)} (9.33)
avec pour la définition du potentiel j
) n 1 _ 2
o0t = o | TR ([0t~ [1p]])dA (9.34)
b

Preuve : il suffit de calculer la différentielle de la fonctionnelle jg — ﬂg, puis d’écrire sa
nullité pour son minimum ¢° + eg'". L’identification avec la formulation variationnelle
est alors immédiate.

Autre démonstration & partir de la formulation énergétique globale. On choisit un
champ test v™ = v° 4 ev™ 4+ O(€?), on multiplie le potentiel par e2~1 et on fait tendre
e vers 0. On obtient :

. 1 ~1,b 1,b 1o\ 2 / Ln .0
o LS (=l — [ S o

ce qui est identique a la formulation variationnelle. O

Remarque : On ne trouve pas directement, par la formulation énergétique, la propriété

de projection de la tension f*° sur les vecteurs tensions auto-équilibrées ¢?,. Ceci est
normal car la formulation énergétique est essentiellement une formulation en déplacement
alors que la formulation variationnelle permet de mixer les deux.

9.4 Modele macroscopique du second ordre, applica-
tion aux treillis élancés

9.4.1 Cas des chargements extérieurs de faibles intensités, gouf-
fre GM pour les déplacements

Le probleme précédent est généralement bien posé en grand déplacement. Cependant
dans le cas de chargement tres faible, d’ordre €* au lieu d’ordre ¢, le fait de ne pas introduire
de terme de chargement dans le probleme 9.3 ne réduit pas toujours a zéro 'espace des
déplacements possibles, c’est le cas pour les poutres, plaques et coques. Dans la suite, on
supposera que les forces extérieures agissant sur le treillis sont d’ordre €>.
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E(b)

Configuration déformée

O®)
qb
a1l =1Ie"l
P b ——) Configuration initiale
e-= E(b)
Oo®)

Figure 9.3 : condition du gouffre pour les positions des neeuds
a) Gouffre GM pour les déplacements

Proposition 9.4 Les champs de déplacement u°® + eu'™ ou de positions q° + eq'" vé-
rifient [’égalité suivante :

vo, gl = llp*’]. (9.35)

Tout champ q° + eq"™ vérifiant cette relation sera dit dans le gouffre GM (figure 9.3).
Cet espace GM définit a la fois le gouffre G pour la position macroscopique q° ainsi que
’espace macroscopique M' pour la position g*"

Preuve : le probleme 9.4 doit toujours étre vérifié, méme s’il n’y a pas de terme de
chargement, ce qui entraine que j)(v'?) est minimum pour le champ test particulier v° 4
vt = q° + eqb™, alors :

2 2
min [ SR (|l = lpt) A= min ST (1l - (1) = 0.

VO4evbn JA b VO4evln b

Le minimum est donc atteint pour g° +eg"™ avec ||g?|| = ||p*?|| et ce minimum est égal
a 0. O

Remarque : on n’arrive pas a démontrer ce résultat directement & partir de la formulation
variationnelle. D’ou l'intérét d’'une double formulation pour le probléme en grand dé-
placement.

b) Gouffre tangent GM" pour champ test

La position du neeud q° + eg"™ doit appartenir au gouffre GM. Cette appartenance
peut aussi se représenter comme une contrainte non linéaire & ajouter & la formulation
variationnelle ou a la formulation énergétique. Le champ test v™ n’a pas a vérifier cette
contrainte non linéaire mais il doit se placer dans le plan tangent & cette contrainte que
I'on appellera gouffre tangent ou gouffre test. Nous pouvons maintenant en donner la
définition.
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Définition 9.6 On appelle gouffre test ou gouffre tangent GM" ’espace des champs test
v" = 00 + ev" qui vérifie 'égalité

Vb, (g v = 0. (9.36)

Remarque : pour obtenir ce résultat, il suffit de différentier la contrainte exprimant le
gouffre GM

d <<q1,b7 ql,b> N <p17b’pl,b>> — 0= 2<q1,b,dq1,b> _ <go,b7dql,b>7

et d’identifier dg"? avec v'?.

Remarque : Le champ test macroscopique v° appartient bien & M comme la position
macroscopique finale des nceuds ¢° car l'espace macroscopique M° peut s’interpréter
comme une contrainte linéaire g*P® = ¢%°® = ¢° alors que l'espace GM ne peut
s’interpréter que comme une contrainte non linéaire.

Propriétés 9.5 Le champ test v'"™ peut se décomposer en deux champs v = 1™ ol
avec 8" € M et ¥ € MY, Le champ 9" est quelconque, mais le champ ©5" est
parfaitement défini a laide de v° par :

D" e M, o = N dler,
p
0 (9.37)
,lv}l,n GML, ,Dl,n — z:gnb<go,b7 (9’Ua>.
- B

ot €™ a la méme définition qu’en petit déplacement avec cependant le vecteur unitaire de
la barre dans la configuration déformée g dans la définition de ¢} au liew de du vecteur
unitaire en configuration initiale €.

Vn, b, £ = Y Choh,

h k. Solel = o,

Vh, k, iqwz = O, (9.38)
Wb, (g0%, ¢E® _ cEOO) 4 p _ g

\Vh7p, ;(C’Z,eﬁ = 0.

c) Tension a ’ordre 0

Proposition 9.5 La tension a l'ordre € dans une barre b est nulle
vh,  f%=o, (9.39)

alors la tension dans une barre se comporte comme précédemment définie a l’équation 9.15,
ce qui peut aussi s’écrire :
fl,b — kfl,b <go,b, q2,b>go,b. (940)
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Remarque : la tension dans la barre b s’écrit de la méme maniére que dans le cadre
des petits déplacements, mais dans le repere tourné. On verra cette propriété dans le
paragraphe suivant.

Remarque : la longueur macroscopique d’une barre b d’une cellule \ est la méme avant
déformation p'* et aprés déformation g'?, mais son orientation dans Pespace est diffé-
rente. On en déduit que la cellule ne peut que se déplacer (translater et tourner) dans
un mouvement de corps rigide, sauf si le treillis comporte au niveau de la cellule des mé-
canismes. Dans ce dernier cas, l'identification du gouffre GM est beaucoup plus difficile.

9.4.2 Déplacement local de corps rigide pour les treillis sans
meécanismes

a) Base covariante de ’espace physique au cours de la déformation

On cherche a exprimer le fait que les barres ne s’allongent pas & 'ordre e. La cellule
tourne donc sans se déformer, la position des nceuds g°+eq'" dans la cellule est identique
dans un repere qui tourne avec la déformation.

Définition 9.7 On définit la base covariante avant déformation (ey) et la base covari-
ante apres déformation (g,/) ; avec o € {1,2,3} (figure 9.4). Ces deux bases sont définies
par :

op°
VO/ E {1,...7D},O/:O{7 ea - W (941)
Vol e {D+1,...,3},V0, (en,ez) = 0
, q"
Vo' € {1,...,D},d = q, 90 = ya (9.42)
VO/E {D—i—l,...,?)},Vﬁl, <ga’7g,8’> - 0

b) Gouffre pour le déplacement macroscopique

Définition 9.8 Soit une base covariante (g,) générée par le déplacement ou la position
v

/ , » _ Ov
{\m e{l,....D},o' = a, 9 = (9.43)
Vo/ e {D+1,...,3}L,V8, (gl.g%) = 0,

alors le gouffre macroscopique G° est défini par :

" ={ve B*/Va'.3,  (glr.gh) = (eares)}. (9.44)

Théoréeme 9.3 La position macroscopique finale des neeuds q° se trouve dans le gouffre
G, c’est a dire qu’elle vérifie :

<ga”gﬂ’> = <6a/,65/>. (945)
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g1

(€) Indétermination dans le choix
plb de la base covariante (g )
g5 pour les poutres 3D
(e )
Configuration initiale Configuration déformée

Figure 9.4 : bases covariantes avant et aprés déformation

Preuve : Cette appartenance n’exprime que la non déformation de la base covariante lors
de la déformation. Or la cellule a un mouvement de corps rigide aux deux premiers ordres
de grandeurs des positions (des déplacements). 0

Remarque : le gouffre G° signifie qu’il n’y a pas de déformation d’extension dans la
structure.

c) longueur des barres a ’ordre 1

La longueur des barres apres déformation s’écrit trés simplement dans la base covari-
ante (g,,) en fonction de la projection sur la base covariante (e.) de la longueur de la
barre avant déformation.

Propriétés 9.6 le vecteur longueur initiale de la barre b étant

8270 o
pr — pl,E(b) i pl,O(b) + Z W(Sa,b _ Z <p1,E(b) _ pl,O(b)7 ea/> ey + z 5 bea, (946)
o e

a/

1,0(b
pl,E(b)ﬁpa, (b)

le vecteur longueur finale de la barre b s’écrit :

dq’ E(b 0 o
g't = ghFl — glol) 4 Z Wéa,b _ Z (p;,/ ®) _ pi’/O( )) g, + Z‘S bg.. (9.47)
(e o

al

d) Position et déplacement des nceuds a I’ordre 1, espace M

Proposition 9.6 La position finale ¢*" du neud n peut s’exprimer en fonction de la
position initiale " par :

A 1, R
q-" = ; g+ \q; , (9.48)
—————  translation

rotation
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avec ¢ et po définies par : 1
pl,n = Zpa,/nea/ (949)
a/

qg' ¢ M° (9.50)

Remarque : le premier terme correspond a une rotation de corps rigide de la cellule (donc
sans déformation), le second terme est indéterminé et exprime un déplacement global &
I'ordre 1 de la cellule dans I’espace physique.

Remarque : pour les poutres 3D, il reste une indétermination dans la définition de la base
covariante (g,,) correspondant & la torsion de la poutre. En effet, les deux vecteurs g, et
g3 peuvent tourner autour du vecteur tangent a la poutre g, (figure 9.4).

Définition 9.9 On appelle ensemble macroscopique d’ordre 1, lespace M' défini par
lensemble des positions possibles a l'ordre 1 par q"™.

Remarque : Cet ensemble contient I'information sur la position globale de la cellule &
Iordre 1 ¢', mais aussi sur la rotation possible des bases (g.) autour du vecteur g, pour
les poutres 3D, mais aussi les mécanismes possibles pour les treillis & mécanismes. Cet
ensemble est donc plus vaste que MO, il est ’équivalent de I’ensemble M défini en é-
lasticité linéaire qui servira aussi en grand déplacement dés lordre 2. Cela signifie qu’il
a la méme dimension, cependant on ne peut pas écrire une rotation ou un mécanisme en
grand déplacement sous la forme d'un torseur des petits déplacements. C’est pourquoi
M! ressemble & M. ils permettent tous les deux de représenter la méme chose, mais ils
ne peuvent se définir de la méme maniere.

9.4.3 Tension dans les barres a I’ordre 1, Déplacement a ’ordre 2
a) Tensions scalaires auto-équilibrées

Proposition 9.7 Les K tensions scalaires auto-équilibrées définies lors de I’étude en petit
déplacement ¢}, sont encore des tensions auto-équilibrées pour notre probléme en grand dé-
placement. En effet la base des (g™°) est équivalente a la base des (€°?) dans la définition
des ¢h.

Yo' k S b (g vE® — Ol = ) = ST b (e vE) 00y — . (9.51)
b b

b) Tension auto-équilibrée dans les barres

Le résultat suivant montre que les tensions dans les barres, dans ce cas de faibles
chargements, sont une combinaison linéaire des tensions auto-équilibrées. Ce résultat est
identique a celui trouvé sous I’hypothese des petits déplacements.
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Proposition 9.8 La tension dans une barre b a lordre € se projette sur Uensemble des
tensions auto-équilibrées.

f'o= e+ 0@ = f'g,
fl,b _ fl,bg(xb,
fl,b — -Lb Rgo,b’ q2,b> . <80,b7p2,b>} :

= > fion
k

(9.52)

Preuve : la démonstration est identique & celle faite lors de I’étude en petit déplacement
O

c) Positions des nceuds a ’ordre 2

Ce paragraphe n’influence pas le résultat final. Son intérét réside dans le changement
d’espace dans lequel g¢*" va se décomposer, c’est & dire dans M et ML comme en petit
déplacement, et non dans M° et M comme pour la position macroscopique ¢°.

Définition 9.10 On appelle espace macroscopique M, équivalent de ’espace macro-
scopique défini en élasticité linéaire. M se définit donc par :

v EM = (g 0Pl — 00y = (9.53)

Cette définition est équivalente a celle en élasticité linéaire, le vecteur directeur de la
barre € a été changé par le nouveau vecteur directeur en configuration déformée go®.
On peut donc définir une base de cet espace (e;). Elle se définit par les trois vecteurs
(€1, es, e3) pour les plaques et les coques sans mécanismes, on y ajoute le vecteur ey =

pour les poutres.

Proposition 9.9 La position d'un neud a lordre 2, q*", peut se décomposer en deuz
positions ; l'une dans l’espace macroscopique M, Uautre dans M*. Seule la partie dans
M* peut étre déterminée & partir de q° et gbm.

Vn, *" = ¢ + ¢, (9.54)
avec
@" e M-,
R o X 9.55
@ e M = =Y g (955)
p

Preuve : il suffit de revenir a la définition de la tension dans une barre f? (équation 9.52).
O
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d) Longueur d’une barre a I’ordre 2

Proposition 9.10 La longueur d’une barre ¢** a Uordre O(€®) peut se décomposer en
trois longueurs ; la premiére ¢*° pour le terme ayant la position ?12’" dans M, la seconde
q*® pour le terme ayant la position g*>™ dans M, la troisiéme E] avec les autres termes

de position, c’est a dire ¢° et g"™. La longueur s’écrit alors : ¢** = ¢** + @** + §** avec
ag-E®) 11 92¢°
be 2,6 _ ~2,E(b) _ ~2,0(b) + -2 E(b) vQO a,b - 6a,b6[3,b )
7°=4 2 " Sl e g 2 Fxeon
~2,b  ~2n =2.b 2,n L ;
q —q"eM Gt —q*reM ~-
q
(9.56)
e) tension a lordre 1, déplacement a I’ordre 2 dans M*
Propriétés 9.7 La tension fi a lordre 1 est :
Yk, fi =Dk (9% d) - (e ™) (9.57)
b
la longueur @*° a Uordre 2 se détermine par :
b, (9" g*") = bszsok [(g°, ") — (e, p*")], (9.58)
la position g*" dans Mt par :
Vn, @ =3 "™ ¢, (9.59)
b

9.4.4 Relation de compatibilité

Proposition 9.11 Le champ de déplacement macroscopique u® ou la position finale ¢°
vérifie ’équation de compatibilité :

ov
Vo € M, v" = v, (F0 53 Z=6"dA =0 (9.60)
AR

Preuve : dans la formulation variationnelle, le champ test v™ est choisi tel que :
v =v"(\) = D240
Alors, la longueur test d’une barre est :
vt = P2 > a)\a(?"b +O(H) |,

le résultat est alors immédiat. O
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9.4.5 Modele macroscopique mixte
a) Formulation variationnelle

On appelle modele mixte, le probleme posé a la fois sur la position finale macroscopique
q° et sur la position locale g™

Probléeme 9.5 Les positions du neud n ; ¢°+eq'™ € GM, vérifient le probléme suivant :

Vol + el € GMY, a,(¢°, ¢"", 0" o) =1} (v0), (9.61)

avec pour la forme a; et la forme linéaire I'

s(an ) = [ S0t + (g ot + (g, 00 (9.62)
b
= [ X (] [0 + (g0 )]
b
y(v%) = /AZ<f3’”,v0>d/\. (9.63)

Preuve : dans la formulation variationnelle, le champ test ©™ est choisi tel que :
v =v"(\) = D3 [’UO + evl’"] :

La premiere partie de la démonstration consiste & calculer le terme en effort, la seconde
a déterminer celui en déplacement.

Le terme comprenant le chargement extérieur se calcule aisément
ZZ SFIn ¢ D-3 00 4 (6D~2)> =ZGDZ(f3’",vO>+O(€D“),

et il tend vers Ij(v°) lorsque € — 0. 0

Remarque : malgré les apparences, ce probléme est indépendant de la position a l'ordre 2
g*". On peut donc écrire une formulation simplifiée oti les champs g2™ et v2" n’interviennent
plus explicitement, c’est 'objet de la formulation variationnelle simplifiée qui suit.

b) Formulation énergétique

Probleme 9.6 La tension dans une barre b ainsi que le déplacement d’un neeud n repré-
sente un minimum pour l’énergie de déformation @;

: 1,n\ ; 1 00 0 1ny 17,0
{%1%1@9(1) )= (UEI)llljlfllyn) {J]g('v ") =1 (v )} (9.64)

avec pour la définition du potentiel jl

ety =3 [ DIk [(g2te) = (e, g i (9.65)
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Preuve : on calcule la différentielle de la fonctionnelle j! jg— ﬂg, puis on écrit sa nullité pour
le minimum u® + ew"™. Le terme Comphque  identifier est (g%, v?") + (g"*, o). On le

calcule & partir de la différentielle de (g%%, v*?) — (e®? p%?).
d(e”’,p*") =
d( Qb = < )+ (gy"s dv??),

2,b

gl vt
(g b,dv By m (g0 o2 >
d,vlb lb <,Ul,b d'vl’b>
= "1 =9 b
) <1sv1bu ( E Sl

,U2,b ,UQb 0 1
= <H’Ul’bH _<||v1bH?gv >gv ,d’U >

(dg,”’,v

m_'llg <gl,b ,Ul,b>
, .

Afin de s’assurer du résultat ainsi que pour montrer que I'ordre des opérations n’est
pas significatif (minimisation de I'énergie, passage & la limite ; ¢ — 0), on cherche le
potentiel d’énergie @; a partir de la formulation énergétique globale. On choisit un champ

test v = v0 + ev'" + 0" + O(€?), on multiplie le potentiel e, par ¢£=3 et on fait
tendre € vers 0 pour obtenir e}

@; _ %/A;k—m {<gg,b7v2,b> _ <60,b7p2,b>]2d)\ _ /A;<f1,n’,vo

ce qui est identique au potentiel calculé & partir de la formulation variationnelle.

c) Formulation variationnelle réduite

On appelle modele mixte réduit, le probléme posé a la fois sur la position finale macro-
scopique q° et sur la position g'"

Probléme 9.7 Les positions du neud n ; q¢° € M° NG et ¢ € ML, vérifient le
probléeme suivant :

Vol e MPNG° vlm e MY, a;(qo, q"" v vt =1l (v?), (9.66)

avec pour la forme aj et la forme linéaire I'

a,(q", ¢, 0% 01" = /ka (u®, ut Zs&k[ M) 4+ (@, g0%) d), (9.67)
fkl(uO’ ulm) _ ngk { Ob7 o2, b> < Ob’Iu)Q b>}
8’U1Eb) 1 82'1)0
v2b a,b a,bcf,b
— O ——0%
v 2o 0y = DXON

(o]

Lo®) = /Az<f3»",v0>dA
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Cellule A
Poutre plane en N I e
2
4
N

Espace paramétrique
| | | | ]
| | | | | )
0 A—€ A Ate 1 A

Figure 9.5 : poutre plane en N

Preuve : il s’agit d'un simple calcul a partir du probléeme mixte 9.5. On écrit que la
tension f1? est auto-équilibrée (f10 = Z fieh), ce qui fait que l'on peut inverser la

somme sur b et la somme sur k£ afin de factorlser les termes Y fi. Les termes restants

k
sont alors :

b bo,,2.b b 10
>eh (8% v?) + (g*h vt
b
La base de vecteur unitaire des barres (g°°) étant équivalente & la base initiale (e®),
on peut 1mmed1atement remplacer 1'élongation test de la barre v*® par son élongation
réduite 9*° ot1 les déplacements d’ordre 2 v2" sont supprimés.

On montre ensuite que (g'?, v'?) est égal a (g*°, g%%), ce calcul & déja été réalisé

lors de la démonstration de la formulation énergétique (probléme 9.6). Le champ test
macroscopique v° appartenant & M° N G° et le champ test & l'ordre 1 v'™ appartenant
a M!, la base test de vecteur unitaire des barres (g%?), construite sur le champ test v
est, elle aussi, équivalente a la base (e”?), on peut immédiatement remplacer ’élongation
réelle de la barre g par son élongation réduite g>°.

Finalement, cette formulation variationnelle ne fait pas intervenir le déplacement &
lordre 2 d’un nceud w4, ni son équivalent dans le champ test d'un nceud v2™.
O

9.5 Exemples

9.5.1 Modele continu de céable pour la poutre plane en N/

On étudie la poutre plane en N (figure 9.5). celle-ci est définie par quatre barres et
deux nceuds dont la description géométrique est donnée par :
7t 1,11 t

0
= )ey, "= —ey, = ——es.
p 1 b 52 b 5 €2

Le chargement extérieur appliqué aux nceuds de la poutre est supposé étre important,
c’est a dire d’ordre O(e). On se place alors dans le cadre d'un modele du premier ordre.
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Afin de simplifier les notations, la rigidité k=° sera simplement notée k? L’équilibre de
la structure s’écrit alors

fi 40 (N5 = 1) —Bimahin 420780 1 {24, 0
12

— /A<f1,1 + fl’ll,’l)0>d/\.

Prenons comme champ test v° = o et v'™ quelconque, ce qui donne

L’équation d’équilibre donne immédiatement
fO,b:Z + fO,b:4 S — fO,b:Q — fO,b:4 =o,

car les barres 2 et 4 ne peuvent étre paralleles au cours de la déformation (nous avons fait
I'hypothese de petite déformation).

0 0

La norme de 71;— est égale a 1, le vecteur de la base covariante g, est égal a qu Le

modele macroscopique de la poutre plane en A sous I’action d’'un chargement important
est donc le modele continu de cable

d
(k' + k)= [(1 - @) gl} =i+ o (9.68)

ce qui est le modele de cable trouvé par 1'étude en grand déplacement & l'aide des dé-
veloppements asymptotiques en puissances de € sans utiliser de formulation variationnelle
(chapitre 3).

9.5.2 Modeéle continu de poutre pour la poutre plane en N/

On étudie de nouveau la poutre plane en N (figure 9.5). Cependant, le chargement
extérieur appliqué aux nceuds de la poutre est supposé étre faible, c’est & dire d’ordre
O(é*). On est alors dans le cas d’'un modele du second ordre. La poutre est définie par
quatre barres et deux nceuds dont la description géométrique est donnée par :

t t
pO = Aely pL] = 5627 pl’ll = __2—62~

Les deux tensions auto-équilibrées sont alors :

VET

ks
[\

VB

B ’ B
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dpO
_ dX’
courante de l'espace physique. La base covariante finale (g4, g,, €3) est définie par :

La base covariante initiale (e; , €9, €3) qui est tangente & la poutre est aussi la base

dq® du®

g=or=at—- g=eng,  lgll=1

La position finale a l'ordre 1 peut alors se définir dans la base covariante :

t . t N
a"'=59,+q, ¢"""=-5g,+4"
2 2
Le K-vecteur tension a l'ordre 1 est alors :
dg"'  1d*¢° tdg, dq'
m<glv + = > \/k—<91, -2 +—>

dA 2 d\? 2d\  dX

: dgh'’  1d%*¢° tdg, dq*
) Z k3 -2 H
VilgL ==t o) | L VRl st o)

On peut en déduire les tensions a I’ ordre 1 dans chacune des barres en utilisant la relation
d’auto-équilibre des barres f1* = Z 1ob ce qui donne :

i t dg dq i
1 _2J2
fl,b — .
t dg dq
3 .72
(. - - B
d
La relation de compatibilité / Z Lb dzé )d\, Vv peut maintenant étre écrite
t(k' — k%) dg, N dv
-t + (k" +k d\ =0,
[ (e 522 () g, )

1—k3)

5 g, + (k' + k%)@" alors immédiatement on a :

on choisit le champ test v =

(9, 00 _ LBk gy,
9o N TR B9

-1
nous pouvons donc remplacer (g, ﬁ> dans les expressions des tensions f{ et f Lb
[ kWS dg |
\/Ekg (g d92> k1+k3<917 d)\2>
) 9 . .
fk: = ) .f T= klkg dg
- kl\/k—< 19, e ten e

S W . ;
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Nous pouvons donc maintenant écrire la formulation variationnelle réduite. On choisit
un champ test tel que le champ test macroscopique v°" soit dans M° et tel que v° + ev!”
soit dans le gouffre tangent GM?", alors la base test covariante (g¥, g3, e3) et le champ v'"
vérifient :
dv® v v
o g, =e3Ngy,
b=1,3 (g1,97)=0

W, (g™ v =0={ b=2 (g, +1gy o™ —v" 1 g}) =0 .

v

g, =

b=4 (gy, v — V1) =0
Ce qui est équivalent a

(91,97) =0, v —v = —t(g,,97)9,.

On détermine a présent la fonctionnelle I]; en effectuant une intégration par partie

b= [ i == [ ([3Fr g

on fait de méme avec la fonctionnelle ag, ce qui donne :

tk1k3 dg dvl,[ _ ,vl,II dql,f _ ql,II
1 _ 2 v
élg o Akl+k3<gl7 dA>{< d\ >+< d\ ?gl>}d)‘7
tlekS de d<927gi1)> de v
= TR d/\>{ X +<d/\’gl>}d)\'

d
On integre par partie le premier terme de 'intégrale, le second étant nul ((ﬁ g7) =0).

La fonctionnelle a; devient :

On choisit le vecteur test g} = 092 avec 8 est une fonction quelconque. On a bien

(g8,g,) = 0. Comme (f*" g¥) = (£*" g,)0 et (g,,g") = 0, les fonctionnelles I; et a
sont égales a :

b= = S g

dg.
) p2p1 )3 d<917—df>
a = T 3 OdA.
g Ak +k dA

Comme a, = I} pour toute fonction #()), on obtient

dg
21173 d<917—2

REE /Zf“ (9.69)

ce qui est le modele de poutre trouvé par 1’étude en grand déplacement & 'aide des dé-

veloppements asymptotiques en puissance de e sans utiliser de formulation variationnelle
(chapitre 3).
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9.6 Conclusion

Des modeles continus pour les treillis quasi-périodiques ont été développés dans le cadre
de la statique sous les hypotheses des grands déplacements et des petites déformations.
La particularité de ces modeles est d’obtenir directement un modele continu du treillis
en équilibre dans sa configuration déformée a partir de sa configuration initiale, c’est &
dire sans faire des petits pas de chargement. Ces modeles sont donc non linéaires et ne
correspondent absolument pas aux modeles incrémentaux de milieux continus classiques.
Un modele du premier ordre a d’abord été développé, ce modele a un comportement axé
sur les effets d’allongement du milieu continu. Ce type de comportement est classique
pour les milieux continus en 3D, il I'est moins pour des treillis 2D et 1D ou cela correspond
a des milieux continus du type membrane ou cable. Par ailleurs, un modeéle du second
ordre a été écrit pour caractériser d’autres types de comportements possibles que peuvent
avoir les treillis élancés. On retrouve par exemple pour les treillis poutres des modeles
continus de poutres en grand déplacement. On remarque que selon le chargement exté-
rieur, un treillis élancé a généralement deux types de comportements possibles ; dans
I'un les déformations membranaires sont privilégiées, dans l'autre ce sont les variations
de courbure qui guident la déformation, c’est a dire la flexion. Un exemple simple sur la
poutre en N a mis en évidence les particularités des deux modeles : le modele de cable et
le modele de poutre.

La technique employée pour écrire une démarche relativement générale a 1’étude des
structures discretes est quasiment la méme que celle employée en élasticité linéaire. Deux
choses changent :

e cn premier, la loi de comportement d’une barre est adaptée aux grands déplacements,
c’est a dire qu’elle relie la tension et I’allongement effectif de la barre entre les deux
configurations, de plus la tension est portée par le vecteur de la barre dans la con-
figuration déformée,

e en second, l'approche variationnelle n’est pas suffisante pour obtenir les modeéles con-
tinus, nous devons employer des techniques de minimisation d’énergie. L’avantage
d’employer deux formulations différentes permet un meilleur contréle des résultats
annonces.

Cependant, les modeles continus en grand déplacement ne se résolvent pas aisément
car ils sont non linéaires et qu’ils passent directement de la configuration initiale & la
configuration déformée. On peut donc s’attendre & avoir des problémes de convergences
des méthodes de résolutions numériques. On présente donc dans le prochain chapitre des
modeles continus incrémentaux afin d’essayer de palier certains de ces inconvénients.
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10.1 Description de I’étude

Pour les matériaux nouveaux ainsi que pour des applications & la pointe de la tech-
nique, les modeles en élasticité linéaire ne suffisent plus. Des phénomenes non-linéaires
sont a prendre en considération et souvent une approche incrémentale est adoptée. Ce
chapitre porte donc sur la modélisation incrémentale d’un treillis quasi-périodique en
quasi-statique. Cela signifie que nous allons étudier la déformation dun treillis pré-
contraint sous l'action d'un pas de chargement faible et sans tenir compte des effets
dynamiques. Ceci dans I'objectif de faire plusieurs pas de chargement, de maniére ité-
rative, afin de charger finalement le treillis avec des efforts relativement importants. Un
objectif & plus long terme serait de retrouver des lois de comportement non linéaires pour
des matériaux solides [26, 30]. Cependant, une hypothese importante que nous faisons
est de nous placer en petite déformation, alors le chargement sur le treillis pourra étre
important tant que la limite élastique dans les barres ne sera pas dépassée. Si cela ar-
rive, notre modélisation n’est plus valable et rien ne peut alors étre prédit. Une autre
hypothése importante est la non prise en compte des effets dynamiques. Les phénomeénes
que notre modélisation va mettre en évidence seront dans ce cadre d’étude. Par exemple,
lors d’un chargement trés rapide du treillis, les effets d’inertie peuvent engendrer de la
plasticité dans certaines barres alors qu’avec le méme chargement, mais imposé lentement
sur la structure, toutes les barres pourraient rester dans le domaine élastique. C’est dans
ce cadre la, petites déformations pour les barres et pas d’effets d’inertie, que nous allons
travailler.

Contrairement au chapitre précédent sur I’étude en grand déplacement ou 'équilibre
avait été écrit directement sur la configuration déformée, le principe des lois incrémentales
est de faire du calcul itératif avec des pas de chargement et d’étudier un grand nombre
de configurations entre la configuration initiale et la configuration finale. En grand dé-
placement, I'avantage est d’aller vite, c’est a dire de faire un seul pas de chargement.
Cependant le systeme final a résoudre est fortement non linéaire, il n’est pas facile alors
de trouver une méthode numérique qui converge. En incrémentale, on essaye de trouver
a chaque pas de chargement des systemes simples & résoudre. En effet, on va les résoudre
un grand nombre de fois. Si chaque systeme est aussi compliqué que celui en grand dé-
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placement, alors autant faire un seul pas de chargement. Les équations que nous allons
obtenir en incrémentale vont donc étre linéarisées.

Il y a deux manieres de rendre un probleme linéaire, soit on choisit une formulation
incrémentale tangente, soit on fait une formulation incrémentale finie. C’est une for-
mulation incrémentale tangente qui va étre écrite dans ce chapitre, cela signifie que les
équations que l'on écrit sont des dérivées par rapport a un pseudo-temps de la formu-
lation en grand déplacement. De méme, les incréments de chargement, de tension, de
déplacement, sont considérés comme les dérivées par rapport au pseudo-temps de leur
valeurs effectives. Il s’agit en effet d’un pseudo-temps car les termes d’inertie sont né-
gligés en quasi-statique, il n'y a donc pas de phénomenes dynamiques. Il existe aussi la
formulation incrémentale finie ot on fixe des incréments de valeur finie, par exemple un
incrément fini de chargement aux noeuds (chapitre 4). Dans nos treillis quasi-périodiques,
nous avons toujours un petit parametre € qui caractérise la séparation d’échelle entre la
taille de la cellule de référence et la taille du treillis. C’est grace a ce petit parametre € que
nous arrivons a trouver, pour nos structures discretes, des milieux continus équivalents.
En effet, les inconnues du probleme sont cherchées sous forme de développements asymp-
totiques en puissance de e. C’est a ce niveau que se trouve la différence entre les deux
formulations incrémentales possibles. Dans une formulation incrémentale tangente, les
incréments n’ont pas a étre calés selon € par rapport a leur valeur dans les relations car
ils sont déja considérés comme des infiniments petits. Par contre, dans une formulation
incrémentale finie, les incréments doivent étre calés selon € par rapport & leur valeur dans
les relations. a priori, la formulation incrémentale finie est plus proche de la réalité car
lors des pas de chargement successifs, on peut considérer que ces pas de chargement sont
finis et petits plus qu’ils ne sont des infiniments petits. Cependant, dans la pratique,
rien n’est moins sur. Le modele incrémental trouvé au chapitre 4 est le modele en grand
déplacement tangent qui a été trouvé aux chapitres 3 et 9. Le modele incrémental tangent
qui est caractérisé dans ce chapitre n’est pas le modele en grand déplacement tangent car
cette formulation incrémentale tangente oublie I’histoire de la déformation. Notre objectif
dans ce chapitre est uniquement d’écrire une formulation incrémentale tangente.

Le chapitre se divise en trois parties. La premiere partie concerne la modélisation
du treillis, la seconde obtient un modele incrémental du premier gradient ou la variation
de distance entre deux points caractérise principalement le comportement du milieu con-
tinu, la troisieme partie se préoccupe des treillis élancés soumis a un faible incrément de
chargement ou les effets de flexion sont prépondérants, c’est a dire lorsque la variation de
courbure guide le comportement.

10.2 Modélisation incrémentale tangente d’un treillis

10.2.1 Déplacement incrémental, longueur incrémentale d’une
barre, ordre de grandeur

a) Déplacement incrémental d’un nceud

Hypothese 10.1 On appelle déplacement incrémental ou position incrémentale, 1'incré-
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Configuration finale
ou incrémentale

Configuration
déformée

Structure treillis pseudo-périodique
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Variables
continues

Al Al+e  Al+2e
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Figure 10.1 : homogénéisation discréte incrémentale tangente
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ment tangent de déplacement ou de position ™.
Vn,u" = q", Vn,p" = o. (10.1)
L’incrément de déplacement est recherché sous forme du développement asymptotique
' =4’ + et + a4 (10.2)

ot u’ représente l'incrément de déplacement macroscopique de la cellule. On suppose que
cet incrément ne dépend pas du neud n de la cellule.

Remarque : on a posé que 'incrément de déplacement macroscopique ° ne dépendait pas
du nceud n alors qu’en élasticité linéaire le numéro du nceud n pouvait intervenir dans
le déplacement macroscopique u®". Cependant, pour les treillis 3D, les plaques et les
coques sans mécanisme local, tous les nceuds d’une cellule avaient le méme déplacement
macroscopique u’, c’est & dire que le numéro d’un nceud n’intervenait pas. Par contre
dans les treillis poutres 3D, le mode de torsion avait la particularité d’avoir besoin de
la position locale du nceud n, donc de son numéro. Cependant le gouffre impose géné-
ralement la nullité de ce mode de torsion bien que nous ne 'ayons pas démontré. Restent
les treillis a mécanismes dont les modes correspondant & ces mécanismes qui ne sont pas
solubles quel que soit 'ordre en e des équations d’équilibre. Le fait d’avoir un unique
incrément de déplacement macroscopique pour tous les nceuds de la cellule ne restreint
donc pas vraiment I’étude, il faudra cependant étre prudent pour les treillis poutres 3D.

b) Longueur incrémentale d’une barre

Proposition 10.1 La longueur incrémentale d’une barre 4’ est définie par :

W =ab(\) = wPO+ ) —wCl())
_ Eul’b+€2’l:l,2’b+"',

- 1,b - 1,E(b) - 1,0(b) 8il’oécx,b

R A T +Z-5A—a , (10.3)
1L E®) ) 52,0

ou” U
020 2,E(b) _ »2,0(b) 604,17 - 504,1765,{7’
“ “ F oy £ NN

¢) Incrément de vecteur directeur pour une barre

Propriétés 10.1 Le vecteur directeur d’une barre avant la déformation g° a la méme
définition qu’en grand déplacement. L’incrément de vecteur directeur §° est définie par
la variation du vecteur directeur au cours de la déformation incrémentale. Il n’est pas
représentatif de la nouvelle direction de la barre suite d la déformation incrémentale (§° #
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Figure 10.2 : vecteurs directeurs d’une barre

b b
u
ﬁﬁ) alors que g° représentait la direction de la barre (figure 10.2).
b b b - b
q . wou U . .
9= = 9'= mg'o— = — — (¢, 59" = 9" +eg"" + -,
q q q q
1b -1
0b q -0, 0.
g* = 3, g = ng"o—,
P s
2,b - 2b 2,b -1 -1
q? a2t gt al al
gt = mgtte |9 = agtte = g™t = (6" et — (e e
gt Lg%, G lg GOt 1 g% > = (g%, g%
(10.4)

10.2.2 Tension incrémentale dans une barre

a) Relation entre l'incrément de tension dans une barre et le déplacement
incrémental de ses deux noeuds extrémités

s . . . p . P .
Définition 10.1 La relation liant incrément de tension f dans une barre b et le dé-
placement incrémental de ses deuz neuds extrémités u® et uF® est :

b

o= e, o= rg+re

(10.5)

fro= ke =), | = kg ).
Le vecteur tension f° s’écrit f° = fog® ou f® représentait la tension réelle dans la barre
et o g° était le vecteur unitaire de la barre. En incrémentale, le vecteur tension fb est
plus compliqué a exprimer. On peut le décomposer en deuz parties : f°g° qui représente
un incrément de tension diu a la variation de la direction de la barre et qui est engendré
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par la tension déja pré-existante dans la barre ; f°g® qui représente lincrément de tension
di a lincrément de chargement sur la structure.

b) Ordre de grandeur de I’incrément de tension

Propriétés 10.2 On suppose, comme en élasticité ainsi qu’en grand déplacement, que la
rigidité d’une barre est d’ordre €1, c’est a dire

1
Vb, K=k RO ekt (10.6)
€

L’incrément macroscopique étant le méme pour tous les neuds dune cellule, deuz cas
vont se présenter pour 'ordre de grandeur de la tension dans une barre :

1. un allongement incrémental de la barre d’ordre €, c’est le cas pour le premier modéle
calculé. L’incrément de tension s’écrit

f= 1"+ 0(e) = k71 (g" 4" + O(e), (10.7)
2. un incrément de tension nulle & Uordre 0, fO' = 0. Ce qui est équivalent a
(g uM?). C’est le cas pour les structures minces. Alors lincrément de tension

est d’ordre 1

f'b _ Efl’b + 0(62) B [<go,b’,&2,b> + (gl’b,ﬂl’b>} + 0(62). (10.8)

10.2.3 Equilibre de la structure, formulation variationnelle

Contrairement a 1’étude en grand déplacement, il n’est pas nécessaire ici de faire appel
a une formulation énergétique. En effet, la formulation variationnelle est en parfaite
adéquation avec la résolution d’un probleme linéaire.

a) Equilibre de la structure

Définition 10.2 L’écriture tangente ou incrémentale de 'équilibre de la structure s’é-
crit :

T I S fi’:fz. (10.9)

beO—1(R) beE-1(n)

Cette relation d’équilibre se déduit instantanément de 1’équilibre en grand déplacement
du treillis.
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b) Formulation variationnelle

Probléme 10.1 La formulation variationnelle de ’équilibre incrémental de la structure

;o : b
s’écrit : trouver les tensions f telles que

vt S ) = S ), (10.10)

b n

La somme sur toutes les cellules peut étre factorisée dans cette relation, on a alors

v (h), S 0 = (Lo | =o. (10.11)

c b n

10.3 Modele macroscopique du premier gradient

Les premiers calculs a faire sont de définir un espace de déplacement macroscopique.
Cette premiere étape a déja été faite lorsque 1'on a supposé que tous les nceuds d’une
cellule avaient le méme incrément macroscopique de déplacement u° (équation 10.2).
L’espace macroscopique pour les incréments de déplacement est donc I’ensemble M© dé-
fini en grand déplacement. Les tensions a l'ordre -1 dans les barres sont alors nulles du
fait de cette hypothese de départ dans notre formulation incrémentale tangente. La suite
de cette étude commence donc directement sur les tensions & l'ordre 0.

10.3.1 Tension a I’ordre 0, vecteur tension auto-équilibrée, opé-
rateur tension auto-équilibrée

a) Vecteur tension auto-équilibrée

Les vecteurs tensions auto-équilibrées ¢, ont été définis en grand déplacement. Cepen-
dant, on rappelle leur définition car une condition supplémentaire est ajoutée du fait de
la forme de la relation de comportement.

Définition 10.3 Les vecteurs tensions auto-équilibrées @8, vérifient lauto-équilibre de la
cellule. Ils sont orthogonalisés entre eux par le B-produit scalaire. Une condition pour les
barres n’ayant pas de tension avant l'incrément de chargement est ajoutée, cette condition
oblige alors le vecteur tension a étre porté par le vecteur directeur de la barre g°?.

Vo, Sk, PO 00y =
b
Vklu hlv Z(SDZ’? (PZ/> = 6k’h’7 (1012)
b
si fO0 =0, VK, 7g%%ap?, = o.
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b) Tension a 'ordre 0, opérateur tension auto-équilibrée

. . , y Oab \ .
Proposition 10.2 La tension incrémentale f a lordre 0 dans une barre b se projette
sur la base de vecteur tension auto-équilibrée %, .

-0,b .
Vba f = Z f;SISOZ/a
kl

Py (10.13)

VR, = S ek S el Z a?a5ab>
b

h/

Cette projection f,g, peut s’écrire a 'aide d’un opérateur ® lorsque celui-ci est inversible.
Cet opérateur est appelé opérateur de tension auto-équilibrée, il est défini dans la dé-
finition suivante.

Avant de démontrer ce résultat, nous devons expliciter 'opérateur ® qui intervient ici
par son inverse. Cet opérateur est défini a l’aide des vecteurs tensmns auto-équilibrées ¢,
et d'une autre base de vecteurs qbk, qui sont construits & partir des %, en utilisant la loi de
comportement incrémentale. Il n’y a aucun rapport entre les vecteurs qbk, utilisés ici et les
scalaires ¢} utlhses en élasticité comme des B-vecteurs orthogonaux aux scalaires tension
auto- ethbree ¢, Au contraire, comme nous allons le voir dans la définition suivante,
qbk, et ¢?, ne sont pas B-orthogonaux, sauf parfois dans des configurations exceptionnelles.

Définition 10.4 On appelle opérateur tension auto-équilibrée ®, opérateur défini par :

VE W, Dpop =D (b, Ph). (10.14)
b

Les vecteurs @°, sont construits sur les %, . ils ont la méme composante sur le vecteur
k k'
directeur d’une barre g°° a la rigidité pres,

Vk,7 kﬁl’b<¢z’a g())b> = <SOZ/7 907b>7
 £0,6 0,b b/ — , =

57 f 0 g @d)k g @ka o, (1015)
- 2 on

si fOP £ 0 Fﬁ,g Yagy, = ng®lapl.

Remarque : On suppose dans un premier temps que 'opérateur de tension auto-équilibrée
® est inversible. On va montrer qu’il est toujours symétrique. Cependant, il n’est pas
toujours inversible comme nous le verrons au paragraphe suivant.

Preuve : La démonstration est identique a celle faite en élasticité et en grand déplacement.
On choisit pour commencer un champ test v" = = eD+1gyn , on montre alors que le vecteur

incrément de tension f est un vecteur tension auto—equlhbree. Il peut donc se projeter
sur la base de vecteur tension auto-équilibrée ¢!,

, . . N .. 0,0
La seconde partie de la démonstration consiste & multiplier £ par c;Sl;L,, un vecteur
pour l'instant quelconque que 'on définira plus tard, et de faire la somme sur toutes les
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barres b. Soit :

SNSRI = STk, £,
k' b

b

Z(I)h’k/fng - Z<¢2/’f0,bgo,b_I_fO,bgO,b>.
k./

b

Le vecteur ¢Z, est décomposé sur le vecteur directeur de la barre b, g*°, et sur le plan
normal & ce vecteur par 'opérateur de projection wg®®,

bh = (9"", ¢ 9" + ng"Pag),.
On obtient alors :

> Cwify = f°b<¢h,,g ") + [ (g P agh, §°7)]
k/

,l:lll,b
= Z E ) (@, ") + fo’b<ﬁg°7b@¢2,,——ql7b>},
Z <‘Ph~9 ><9°’b7u1’b>+<ﬁg agh, w?)]

b

= > (o, u

b

0,b
. u”
En effet, I'incrément de vecteur directeur g% = ng®*a—- - est orthogonal au vecteur g%°
q

tout comme le vecteur mgo’b@cbz,, on peut donc oublier une projection sur le plan tangent.
O

c) Symétrie de 'opérateur tension auto-équilibrée

Proposition 10.3 L’opérateur tension auto-équilibrée ® est symétrique.
VK R, Dpipy = Ppipr, =" (10.16)

S1 lopérateur symétrique @ est défini positif, alors il existe un sous opérateur symétrique
U tel que

=0 =Wy, (10.17)

Preuve : il suffit de remplacer dans l'opérateur ® le vecteur ¢Z/ par sa définition. En
développant, on obtient

q)k’h/ = Z<¢Z’7 ¢Z’> = Z {<¢Z’> gO,b><(PZ/’ g(),b> + <ﬁ907b@¢2’7mgo’b@¢2’>} )
b

b
B fO b
2 : l:k 17b<¢2’7 gO)b> <¢2/ ) g > 1,b <m907b@¢2’ ) ﬁ907b@¢2’> )

b

ce qui représente clairement une matrice symétrique. La décomposition de ®~! en deux
opérateurs est alors immédiate si ¢ est défini positif. O
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10.3.2 Modele macroscopique
a) Modeéle macroscopique tangent

Probléme 10.2 L’équilibre incrémental d’un treillis s’écrit : trouver I'incrément de ten-
sion fO0 et le déplacement 4° + eu'™ tels que

/Az<f‘o,bgo,b 4 FObGOb BB _ 0blygy  —
b
- . 31} a “1n
Vv, /AZUO’bQO’b + fO0g%0 W(S Ndx = /AZU ,v)dA
b a n

(10.18)

A ces deux équations générales, c’est a dire ne faisant pas intervenir la forme de la loi de
comportement, nous pouvons ajouter pour que notre probleme de barre €lastique la relation

FOb = LbigOb gLby. (10.19)

Preuve : La premiere relation a déja été écrite et traduit l'auto-équilibre du vecteur

. , 0.0 . . . ..
tension incrémentale f ~. Pour obtenir la seconde relation, il suffit de choisir dans la
formulation variationnelle le champ test

Le calcul est identique a celui effectué en élasticité ainsi qu’en grand déplacement.

b) Modele macroscopique incrémental du premier gradient

Dans la formulation ci-dessus (probléme 10.2), nous pouvons utiliser le fait que le

. 0b . e . e ,
vecteur tension f = est une tension auto-équilibrée, ceci afin d’éliminer le déplacement
incrémental 4" de 1’équilibre.

Probleme 10.3 Le treillis, lors d’un chargement incrémental, est caractérisé par un mi-
liew continu du premier gradient. le déplacement macroscopique U’ vérifie le probléme :

Vo', a)(u’, v%) = 12(v°), (10.20)
ot la forme bilinéaire symétrique &) et la forme linéaire 9 sont définies par :

ov 0
0 d ,Bd a,b
20(a /Z%h/ ka,,z—wa P h,,zwa )

k' h!

e

(10.21)
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c) Cohérence du modéle incrémental du premier gradient

Il faut vérifier la cohérence de notre modele incrémental, cela signifie qu’il ne faut pas
pour déterminer le déplacement incrémental 4° utiliser des informations & des ordres de €
dont on ne calcule pas les incréments avec le modele. Par exemple, il ne faut pas utiliser
des informations sur les positions des nceuds & Uordre O(e?). En effet, notre modele incré-
mental ne nous donne aucune information sur I’évolution incrémentale de ces positions.
Si on les utilise, on ne pourra pas charger la structure par plusieurs pas de chargement et
faire du calcul itératif.

Le modele macroscopique nécessite la connaissance de la topologie qui n’évolue pas
ainsi que de la longueur de la barre q*. Notre modele doit donc nous donner @*° pour
étre cohérent. Le modele donne directement le déplacement incrémental ©°, puis par un
calcul indirect 4"F® — 4190 (4quation 10.22). Notre modele est donc cohérent.

Remarque : le déplacement incrémental a ’ordre O(¢€) n’est pas complétement déterminé,
mais la longueur de la barre g I'est parfaitement, ce qui est suffisant.

Remarque : le déplacement incrémental & Pordre 1, ©'" peut s’écrire

ul,n — ﬁl’" +la1,n’

21,

e M,

a" e Mt (10.22)

6110

2 1n nb 0,b
u € <g ’ 7 a
- 2

Il

"Pk’y

- 0,b
Preuve : il s’agit d’écrire la définition de la tension fo
20,0 ~1,b/,.0b +1.E®b) - 1E(b) ou’ by - 0,b 0,b - 0,b 0 b
\V/b, f =k <g U —u”- +Za)\a6 >g +f g :ka’cpk/‘
« k/

21, . . ; e e
Le déplacement &~ € M n’intervient pas dans f°° par définition de M (définition 10.7).

Le déplacement 4" € M* se calcule aisément & Iaide de I'opérateur inverse €™ (défini-
tion 10.8). Les définitions de l'espace M et de 'opérateur £ sont écrites plus loin, 14 ou
elles servent réellement. ]

d) Flambage local du modéle incrémental, non inversion de I’opérateur tension
auto-équilibrée

Il existe plusieurs possibilités qui entrainent une non coercivité de la forme bilinéaire

<STo

1. Un tres faible incrément de chargement, de l'ordre de €*, qui a lieu d’étre dans le
cadre des treillis minces. Au vu des résultats en élasticité et en grand déplacement,
on peut raisonnablement supposer que la tension f%° pour toute barre b est nulle.
c’est I'objet de la modélisation suivante,
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2. Un opérateur ® tension auto-équilibrée non défini positif. Cet opérateur étant défini
au niveau de la cellule, cette propriété traduit un flambage local de la cellule. A
tout début de la déformation, a la premiere itération, 'opérateur ® tension auto-é-
quilibrée est positif car égal a

Doy =Y kM (ph, ), (10.23)
b

qui est clairement un opérateur diagonal ; En effet, toutes ses termes diagonaux sont
positifs. Maintenant, au cour de la déformation, une valeur propre nulle implique
un flambage local de la cellule. Par contre une valeur propre négative implique un
incrément trop important lors de l'itération précédente qui a caché le passage par
la valeur propre nulle.

3. Une non coercivité globale de la forme bilinéaire &Y. Cela traduit un flambage global
du treillis. Ce mode de flambage n’est pas forcément le méme que le flambage local
de la cellule.

Remarque : la non coercivité de la forme bilinéaire a? signifie donc soit que nous avons un
treillis mince, soit que nous sommes en présence d’'un flambage global ou local. Cependant,
le flambage d'une seule barre n’est pas écrit dans la loi de comportement d’une barre, la
forme bilinéaire a) ne peut donc donner cette information. Nous voyons que grace a
I’homogénéisation, nous pouvons introduire une notion de flambage local qui n’existe pas
dans une méthode éléments finis. Méme s’il est rare d’avoir un mode de flambage local
pour une structure élancée telle une poutre, la notion de flambage local peut étre trés
intéressante pour un milieu 3D.

10.3.3 Cas o1 les tensions f% & I’ordre 0 sont faibles ou nulles

Définition 10.5 On suppose que les tensions dans les barres f* sont trés petites devant
kAlqub
0,b
Vb, <k (10.24)
q"
On fait alors I’hypothése que l'on peut négliger la tension f%*g*° devant Uautre tension
fobgOt  Clest le cas au début de la déformation ainsi que pour les treillis minces ot l'on
fait Uhypothése que les tensions fO0 sont nulles. Il n’est pas alors nécessaire d’introduire
les vecteurs @b, il suffit des scalaires tension auto-équilibrée % définis par :

vor, Y@t =) = o,
b
bob (10.25)

vk, b, YR = b
b

Remarque : la base (g"°) n’est pas forcément identique par rotation & la base initiale

e’?), la définition des ¢? changent donc & chaque itération.
Pk g



10.224 Modele macroscopique d’une structure discrete en incrémental

. 0,0 . . .
Propriétés 10.3 L’incrément de tension f = se projette sur les scalaires tension auto-
équilibrée ©8 et est porté par le vecteur directeur g*°

- 0,b .
Vb, o= ) g™,
i 940 (10.26)

VE,  fAu’) = Zwi(go’b,zgﬁaéa’b)
b o

Probleme 10.4 L’équilibre du treillis s’écrit alors : trouver l'incrément de déplacement
u® wérifiant pour tout champ test v

0

)

0

al (1’ v) = 19(v) (10.27)

avec pour définition des formes linéaires
W(,v) = [ 30 fiw)ax,
ATy
-1ln
F(v) = /AZ(Jc ,v)dA, (10.28)

. ov
filv) = Z@Z(go’b,Zg\EW’b)-
b o

Remarque : ce probleme est identique a celui écrit en petit déplacement, mais en prenant
comme référence les positions déformées, mais connues, des nceuds q".

10.4 Modele macroscopique pour les treillis minces

10.4.1 Chargement extérieur de faible intensité, gouffre pour le
déplacement

a) Hypothese de travail

Dans cette section, on suppose un incrément de chargement de tres faible intensité.
NEET ;s P 3N , ;s

C’est a dire, pouvant s’écrire f = e3f . Tous les calculs effectués précédemment sont
valables, cependant le terme en incrément de chargement n’intervient plus dans le modele

du premier gradient.

Hypothese 10.2 On fait ’hypothése dans toute cette partie que la tension a ['ordre 0
dans une barre fO° est nulle avant que lincrément de chargement opére.

Vb, o =o0. (10.29)

Remarque : Ce résultat se comprend car en élasticité linéaire ainsi qu’en grand dé-
placement, cette tension était toujours nulle pour les treillis minces.
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Par ailleurs, la tension f%? étant une donnée, on ne peut donc montrer dans ce chapitre
le fait qu’il existe des treillis ou cette tension soit nulle. Par contre, si I'incrément de

. 0.0 . N ,
tension f = est nul, alors nous pouvons dire que notre modele est cohérent. Ce sera le
cas de ce point de vue la.

b) Gouffre

Définition 10.6 On appelle gouffre, l’espace G défini par :

G = {'v VE, f2(v thk 0 ZaAaéab _0} (10.30)

c) Déplacement macroscopique dans le gouffre, incrément de tension nul a
I’ordre 0

Proposition 10.4 Le déplacement macroscopique incrémental 4° appartient au gouffre
G, cela entraine un incrément de tension a l'ordre 0 nul.

-,0,b

Wweg, f =0, fM=jf=0 (10.31)

Preuve : Dans la formulation variationnelle (probleme 10.3), la fonctionnelle I? est nulle
car il n’y a pas de terme de chargement a l'ordre 1. On pose le champ test v égal au
déplacement 1ncremental 4° ce qui donne immédiatement 1’ appartenance du déplacement
incrémental ©’ au gouffre G et la nullité de 'incrément de tension f,C

U

d) Espace macroscopique, opérateur d’inversion des déplacements

Les définitions sont identiques a celles en petit déplacement, elles sont juste adaptées
a la configuration déformeée.

Définition 10.7 On appelle espace macroscopique M, l’ensemble défini par

M = {v”,Vb, (g0 PO — E0)y = 0} : (10.32)

Définition 10.8 On appelle opérateur d’inversion €™, la forme linéaire qui permet de
déterminer la partie du vecteur v™ dans M™*, notée ¥", sachant que

(g% vP®) — 00y 1 Ab = 0 (10.33)
ou le scalaire A est auto-équilibré. on a alors

ot =g A (10.34)

b
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Lopérateur €™ est défini & Uaide du jeu de tensions #% B-orthogonales aux tensions auto-
équilibrées Y et des solutions particuliéres ¢ orthogonales aux vecteurs de base de M ;

(e;}).

Vn, b, & = Y ¢,

Vh, k. Sélel = o,

Vh, k, Eb:cbisbi = Onn, (10.35)
Wb, b, <g°’b,cf“’—cf“’l”>+¢>2 = 0,

Vh, p, > (Choep) = 0.

n

Preuve : la démonstration est identique a celle faite en élasticité linéaire.

O
e) Déplacement a 'ordre 1
Propriétés 10.4 Le déplacement incrémental & l'ordre 1, "™ peut s’écrire
atn o= 4" e,
x 1
a” < M,
4" M*, (10.36)

:1n

I~
Il
(]
"
2
Q
=
(]
%)
=
2
o)
L
g2

Preuve : Dincrément de tension f%° est nul, c’est a dire (g%, 4"*) = 0, soit aussi

-0
Vb7 fO,b — k~l,b<go,b7 ul,E(b) _ ,iLLE(b) + Z %6a,b> =0.

. 1 .
Le déplacement u " € M n’intervient pas dans f%° par définition de M (définition 10.7).

Le déplacement 4" € M* se calcule aisément 4 Daide de I'opérateur inverse £ (défini-
tion 10.8). O
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10.4.2 Tension a ’ordre 1, propriétés topologiques
a) Tension a l'ordre 1

Proposition 10.5 La tension a l'ordre 1 s’écrit

- 1b . X
f — fl’bgo’b+f1’bgo’b,

f'l,b — kL [<go,b7u2,b> + (go,b’ q2,b>} :
— Ll [<go,b,u2,b> + <gl,b’,u1,b>] 7

fl,b — ka@k_'-z €bd fld Od>
k

(10.37)

o Lb . .

Le vecteur tension f~ est auto-équilibré. On peut donc projeter ce vecteur sur la base
pL,. Cependant, cette projection n’apporte pas de simplification des futurs calculs, c’est a
dire que le déplacement u*" ne s’élimine pas. La tension scalaire fl’b peut se décomposer
en deux parties, une partie étant une solution homogéne qui s’écrit avec les tensions
scalaires auto-équilibrées ©b, Uautre partie est une solution particuliére fonction du reste
de tension f10g"°. Cette fonction est définie par Uopérateur €. La définition de cet
opérateur est identique o l'opérateur €™ (définition 10.8) pour trouver 4™ € Mt en
fonction de u®. On commence par définir une base de vecteur (b;’f orthogonale au vecteur
directeur de la barre g°° et B-orthogonale aux vecteurs tensions auto-équilibrées wb car
cette composante des vecteurs §°° n’a pas d’influence.

Vbu ha < h 7907b> = Oa
Vh, k,7 Z< h ,(Pk/> - 0,
b (10.38)
Vh, k, Z( MY = S,
b
Vh, T, (@bt 0Pl — 00y £ .

Comme nous le verrons plus tard (équation 10.45), il n’existe que H vecteurs gbl;f comme
il n’existait que H tensions scalaires ¢% non auto-équilibrées, c’est a dire B-orthogonales
auz tensions Y. On peut alors définir ¢} par

WX 9l - ) = o,

Vb, ZCh@k = 0. (10.39)

Alors Uopérateur € est égal

=Y ot (10.40)
h

Remarque : méme s’il existe plus de H vecteurs cj)(;ll, la philosophie de la démarche ne
changerait pas. L’objectif de la méthode serait toujours d’éliminer u*" des équations.
Ces d)?f supplémentaires que 'on pourrait trouver ne feraient qu’ajouter des conditions
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sur les vecteurs normaux g%’ ou le déplacement incrémental " n’intervient pas. Ce
n’est donc quune complication technique supplémentaire.

Preuve : Dans la formulation variationnelle, on prend le champ test v = ED_19’U", on
obtient alors
Vb, <f1,bgo,b 4 flbgob o E®) _ ,UO(b)> _0,

. PSRy . » 10 f1e .
ce qui signifie auto-équilibre du vecteur tension f . Afin d’éliminer plus tard @*" de

. . »lib N . . . .
I’expression de la tension f ', on cherche a exprimer la tension en fonction des tensions
auto-équilibrées ?. Cela revient & écrire : en premier lieu la solution homogene de
Iéquation (f10g%t vF®) — 400y =0 qui est

> freh,
k

avec f,i comme inconnue, en second lieu de trouver une solution particuliere, si elle existe,
de ’équation (f10g0t4 f1bg0b 4 E®) —v9®)) = 0. Le vecteur g™ est orthogonal au vecteur
g*®, on projette donc f1*¢%" sur une base de vecteurs orthogonaux aux g°?, ce sont les
vecteurs #’Ll. Il ne sert a rien de prendre pour les ¢ZL des composantes auto-équilibrées,
d’ou leur définition.

On sait qu’il existe H tensions ¢? telles que Fv™, (¢hg*?, vE®) —O®)) £ 0. On montre
en 2D et il est fort probable que cela marche aussi en 3D (équation 10.45) que le nombre
de vecteurs gb?f soit aussi de H et qu’il existe toujours une solution particuliere ¥ tel que

Vot (G + @i 0P =000 =0,
b
Il ne sert a rien d’avoir pour ¢! des composantes sur ¢}, d’ot1 sa définition. La possibilité

qu’il y ait plus de H vecteurs ¢? en 3D ne change rien & la démonstration. Simplement une

condition sur les f1°g%? est & écrire, ce qui n’influe pas sur I'élimination des déplacements
d’ordre 2 ; w*".

La fin de la démonstration n’est qu’une copie de celle faite pour les £™ (définition 10.8),
il suffit d’écrire

flvbgo’bzz{zwdgovd, ;iﬂ} AL V(AN ) =0,
h d b

la solution particuliere est alors Z CZ Z(fl’dgo’d, flﬂ. O
h d

Proposition 10.6 [’incrément de tension f,cl projeté sur la base des tensions auto-é-

quilibrées % s’écrit
. - 92b
1 _ b [/ 0b o2
fr=2_¢i ("0
b

) +{(g"" u”’>] : (10.41)

Preuve : La démonstration est tres simple. Il suffit de multiplier f1 par ¢%, de diviser
par k=10 et de faire la somme sur toutes les barres b. On obtient

. > (€M, f1g)
fo =220k [(g"a) + (g, att) —
b

k—l,b
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Cependant, on sait que le vecteur £ est B-orthogonal & la tension auto-équilibrée @0,
méme si celle-ci est divisée par k~1°. O

b) Quelques propriétés topologiques

Théoréme 10.1 Il existe une analogie tres forte entre la définition de ’espace macro-
scopique M pour les déplacements et la définition des scalaires tensions auto-équilibrées
©b. Il y a méme une dualité entre ces deux définitions.

M = {,Un 75 O,Vfb, Z(fbgo’b,’UE(b) _ vO(b)) - 0}7

b

K = {#0,vVo, Z(@Zgo’b,vE(b)—vO(b)> = 0}.
b

(10.42)

Cela signifie que la dimension de M est corrélée avec la dimension de K ou avec 'H,
dimension des scalaires tensions ¢} orthogonaur auzx tensions auto-équilibrées 8. En
effet, nous avons

P=dim(M) <3N, K<B, S3N-P=B-K=H. (10.43)

Preuve : on définit une forme bilinéaire G' non symétrique 3N x B qui & tout couple
(v™, %) associe le scalaire Z(v”, G™) f°. L’espace macroscopique M et ensemble des

n,b
tensions auto-équilibrées K se déduisent de cette forme G par

M={v"#0,V0,> (v",G") =0}, K={f#0n> G"f" =o}.
n b

Les dimensions de M et de K sont déterminées par le rang de la forme G, c¢’est a dire
P = 3N —rang(G), K = B —rang(G).
O

Remarque : la forme bilinéaire G (3N x B) peut se décomposer en deux formes : une
forme topologique § (N x B) et une forme géométrique vectorielle g (B x B). Chaque
colonne de 6 contient un 1 et un -1, le reste étant des 0 car une barre n’a qu’'un nceud
origine O(b) et qu'un nceud extrémité E(b). Chaque ligne de & contient des 1, des -1 et
des 0, autant de -1 que le nceud correspondant a la ligne est origine de barre, autant de
1 que le nceud est extrémité de barre. Il y a au moins trois nombres 1 ou -1 dans une
ligne sinon le nceud n’est pas positionné dans l'espace, c’est a dire qu’il y a un mécanisme
interne a la cellule. C’est trois termes non nuls doivent correspondent a trois directions
de barre non coplanaires (sinon, il y a encore un mécanisme). Pour les problémes plans,
il doit y avoir au moins deux termes non nuls par ligne. La forme g s’exprime par une
matrice diagonale ol chaque terme de la diagonale est le vecteur directeur de la barre

0,b
g’’.
an — Z 6ndgdb7 Z<,Un’ an>fb — Z Z<vn6nd’ gdbfb>.
d n,b n,b d
L’intéret de la décomposition est de travailler sur cette forme topologique 6 dont la caracté-
risation est tres simple et qui ne fait pas intervenir la géométrie de la cellule, seulement
sa topologie, c’est a dire le nombre de liaisons entre nceuds a 1’aide de barres.
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Hypothese 10.3 On doit pouvoir montrer que si le treillis n’a pas de mécanisme, alors

rang(G) = 3rang(9). (10.44)

Remarque : en deux dimensions, on a rang(G) = 2rang(é).

On peut maintenant revenir aux X' vecteurs tensions auto-équilibrées gok, ainsi qu’aux
‘H vecteurs dbh B-orthogonaux aux vecteurs ¢?,.

Proposition 10.7 L’ensemble K' des vecteurs @b, est défini par
K'={f"+#0,¥n, ST 6"t = o).
b

La dimension de l’ensemble K' est alors de
K' = 3(B — rang(8)) = 2B+ K, (10.45)

on a alors au plus H vecteurs ¢pbr-.

Remarque : pour les problemes plans, la condition (équation 10.44) est toujours vérifiée
si le treillis n’a pas de mécanisme. En effet, on peut définir une base compléte de vecteurs
orthogonaux aux vecteurs directeurs des barres g% par une simple rotation de cette base
de vecteurs directeurs (g%?) de 90° dans le plan. Cette nouvelle base étant équivalente par
rotation & la base des vecteurs directeurs (g°?), les K scalaires tensions auto-équilibrées
©% sont aussi auto-équilibrées dans cette nouvelle base. Ils ne reste donc que H scalaire
B-orthogonaux aux tensions ¢?, donc que H vecteurs (]5?}.

c) Déplacement a 'ordre 2

Propriétés 10.5 Le déplacement incrémental a Uordre 2, 4*™ peut s’écrire

.2’ 2,
uQ,n = u n_}_'UIQn7
22,
e M,
@ e MY (10.46)

bd

L2, n u2,b
un:Z£b|: Ob >_¥_<gl,b7

1,d ; Od‘|

Preuve : On écrit la définition de f
f'l,b — Zfé(pz_’_z<£bd’fl,dgo,d>7
_ kkiLb [<go,b7,22,b> + <gl7b7u1,b>} ’
puis on utilise I'opérateur d’inversion €™
; fih + Zd:<£"d, fHig*)

k—1b

Py 4 (ght, by —

=2 €"|{g”u
b

Cependant, par définition, le vecteur €™ est B-orthogonal & la tension auto-équilibrée ¢,
O
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10.4.3 Modele continu du second ordre

Probléme 10.5 Le champ de déplacement incrémental u° + et" + 24>", avec u° € G,
4" e MNGt et @ e M, vérifie le probléme suivant

Vo' e G, oM e MNGH o m e MY, al(@® a0 ot = 1L (v0), (10.47)

avec pour définition de la forme bilinéaire symétrique a} et de la forme linéaire I}

L= [
al — /AZ {Jél,b [<go,b’,02,b> + <gl,b7,v1,b>] 4 pL [<go,b702,b> + <gl,b,,vl,b>}}d)\'
b
(10.48)

Preuve : dans la formulation variationnelle, on choisit le champ test v™ suivant

ot — 6D—:s {,Uo + vt 4 ezvz,n] :

- 0,b . .
avec v° € G, v tel que f (v° + ev'™) = 0, cela signifie que la partie de v dans
M est parfaitement définie par v°, la partie '™ dans M étant quelconque. v?" est

! s’obtient directement par le terme de chargement

pris quelconque. La forme linéaire [;
extérieure, la forme bilinéaire a} s’obtient par les termes de tension.

(f2g" + f1g %) = folgh o) + P o),
_ [efl’b + .. ] <gO,b 4+ 6g1,b +... ’ED—l,ULb + 6D—2v2,b )
+ [Efl,b 4. } (G0 +eg™t + - - .762?—1,01,1) 4+ D220 4 . ).

(o)

On fait Phypotheése que (f12g% + f10g% 410) =0, on a alors

<.'fl~77vﬁ> _ eD {f‘l,b [<go,b’ ,UQ,b> n <gl,b, ,Ul,b>} + fl,b [<go,b7v2,b> i <gl,ijl,b>]} n O(ED-H).

Lorsque ¢ — 0, on retrouve la forme a!. Pour vérifier 'hypothese faite ci-dessus, soit

on choisit un champ test v = eP—2 [v? + ev!"] que l'on remplace dans la formulation

variationnelle, soit on retrouve ce résultat a I'aide de v?? et en prenant v° = 0 dans le

modele continu (les termes comprenant v sont nuls, en effet v = pHFO) _ H1LO0) —_ o

car 9" € M, de plus © = 0 car v° est choisi nul).

La forme a} est bilinéaire symétrique (équation 10.48). Pour le premier terme, il suffit
d’écrire la définition de f1°

fl,b — k-Lb [<go,b7u2,b> + <gl,b7u1,b>} :
pour le second terme, il faut prouver la symétrie en 4 et en v de

<gO,b7 vQ,b> + <gl,b, 'l)17b>.
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On s’attache au second membre de cette équation. Sachant que (g*%, v1?) = 0 (c’est une
des définitions du gouflre),

<gl,b7 ,Ul,b> — (ﬁgo’b@-ﬁ,vlﬂ o %(go,b’ ’Ul’b>7
q q
- 2,b
= <%, v) — —¢*(g"", g7"),
= (@ g0%) — ¢**(g*", g2").
Le second terme de a&; est donc lui aussi symétrique. O

10.5 Conclusion

Une formulation incrémentale permet de calculer la déformation d’une structure pré-
contrainte. Cette déformée est aussi une structure précontrainte. A partir de la, un
chargement peut de nouveau lui étre appliqué. Lorsque ces pas de chargement sont petits,
considérés comme infiniments petits, la formulation incrémentale est linéarisée et elle est
alors appelée formulation tangente. L’objectif de ce chapitre est d’avoir écrit une telle
formulation pour les treillis quasi-périodiques en utilisant la méthode d’homogénéisation
discrete. C’est la premiere fois que cette méthode est utilisée pour trouver un milieu
continu équivalent en incrémentale. Des hypotheses simplificatrices ont donc été faites :
le cadre de la quasi-statique a été employé, les effets dynamiques sont négligés ; les dé-
formations des barres constituant le treillis sont petites, elles sont donc considérées comme
des ressorts ; tous les nceuds d’une cellule ont le méme déplacement macroscopique incré-
mental. Cette hypothese met de coté le cas des poutres 3D et des treillis & mécanismes.

La technique de I'’homogénéisation discréte consistant & écrire des formulations vari-
ationnelles, puis a faire un bon choix des champs tests, & été appliquée. Deux milieux
continus ont été identifiés :

e un milieu du premier gradient assez proche finalement d’un milieu continu élastique
classique. Cependant, le treillis étant précontraint, il existe initialement des ten-
sions non nulles dans les barres. Elles ont été prises en compte dans les équations
concernant l'auto-équilibre de la cellule. La rigidité de la structure n’est donc plus la
meéme. Dans certain cas de pré-tension, la rigidité du milieu continu peut s’annuler.
Trois cas ont été identifiés : soit la structure est mince et il existe un milieu du
second ordre ; soit la structure ne tient plus globalement et il y a alors un flambage
global de celle-ci ; soit la rigidité s’annule localement, alors une notion de flambage
local, au niveau d'une cellule, est définie. Enfin, on a montré que le modele du pre-
mier gradient est cohérent, c’est a dire que des pas de chargement successifs peuvent
étre faits,

e un milieu du second ordre pour les treillis minces. Un gouffre est donc défini pour le
déplacement macroscopique. Puis quelques propriétés topologiques assez générales
sont énoncées, elles permettent d’écrire une formulation du second ordre couplé mais
symétrique. Le probleme est couplé car il fait intervenir I'incrément de déplacement
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aux ordres € et €, cependant I'incrément de déplacement & l’ordre €2 est éliminé. La
difficulté de ce modele provient du travail des tensions pré-existantes dans une barre
qui n’a pas une forme proche de celui des incréments de tensions. La cohérence du
modele final n’a pas été vérifiée.

Aucun exemple numérique n’a été étudié car la mise au point de la résolution numé-
rique d’un treillis quasi-périodique en élasticité linéaire n’est pas encore faite. En effet, des
que cette derniere sera faite, il suffira d’y intégrer les relations données par la formulation
incrémentale qui sont plus compliquées a écrire tout en étant du méme type. Cependant,
nous avons montré qu’il était possible d’écrire une formulation incrémentale tangente qui
prenne en compte les déformations successives du treillis. Ne connaissant pas ces diffé-
rentes déformations au cour du temps, ¢’est une donnée du probléme, la formulation incré-
mentale tangente n’obtient pas des modeles tangents a ceux obtenus en faisant I’hypothe-
se des grands déplacements. Par exemple, ’étude en grands déplacements montre au
chapitre 9 que pour un treillis mince, la cellule ne se déforme pas au premier ordre,
cependant, nous ne pouvons pas le supposer a priori dans la formulation incrémentale.

Avant de poursuivre plus avant dans des formulations non linéaires, il est temps de
regarder les phénomenes de bords pour quantifier les couches limites possibles et justifier
le fait de les avoir négligées jusqu’a présent. C’est I’objectif du chapitre suivant.
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Chapitre 11

Effets de bords, couches limites
d’une structure discreéte en
¢élasticité linéaire

Plan du chapitre 11

11.1 Description de I'étude . . . . . . . . . . . .. 235
11.2 Couches limites dans un milieu continu . . . . . . . . . . .. ... ... ... 236
11.3 Couches limites dans une structure discréte . . . . . . . . . ... . ... ... 238
11.3.1 Couches limites continues, couches limites discretes . . . . . . . . . . . 238
11.3.2 Couches limites & décroissance exponentielle, interprétation . . . . . . . 238
a) Déplacement a décroissance exponentielle . . . . . . . . . .. .. .. 238
b) Interprétation ; variable rapide, variable lente . . . . . . . . . . . .. 239

c) Déplacement du nceud extrémité d’une barre et allongement de cette
barre . . . .. 240
d) Tension dans une barre . . . . . . . .. ... 240
) EBaquilibre du treillis . . . . . . . . . ... 240
11.4 Conclusion . . . . . . . . . 241

11.1 Description de 1’étude

Les trois études précédentes ; modele macroscopique en élasticité linéaire, en grand dé-
placement et en incrémentale, n’ont pas tenu compte des bords. Seule la structure & [’inté-
rieur de I'espace paramétrique a pour l'instant été étudiée. Pour ne pas regarder ce qui se
passait aux bords, nous avons pris jusqu’a présent, dans les formulations variationnelles,
des champs tests qui s’annulaient sur les bords. Les conditions aux limites sur les bords
ne pouvaient donc étre vérifiées. Dans la pratique, nous avons pu vérifier des conditions
aux limites en moyenne, c’est a dire des conditions aux limites posées globalement sur
la cellule. Tous les modeles que nous avons construits supposent que les phénomenes
locaux aux bords, internes aux cellules frontieres, ne se propagent pas dans 1’ensemble de
la structure. Dans ce chapitre, on s’intéresse donc tout particulierement aux bords et on
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recherche des champs de déplacement qui permettent de vérifier toutes les conditions aux
limites locales et qui ne perturbent pas les modeles macroscopiques dans la structure. Ces
champs agissant seulement sur une faible épaisseur, si de tels champs existent, ils sont
appelés couches limites ou effets de bords. On limite volontairement cette étude au cas
de I’élasticité linéaire afin d’obtenir un probléme simple et bien posé.

11.2 Couches limites dans un milieu continu

Avant de développer une théorie des couches limites dans une structure discréte, re-
gardons le cas d’un milieu continu bien connu : la plaque mince. Une plaque mince est
caractérisée par trois dimensions, deux longueurs donnant les dimensions générales de la
plaque et supposées étre du méme ordre de grandeur, une autre fixant ’épaisseur de la
plaque et supposée étre tres petite devant les deux autres. On peut alors introduire un
petit parametre e définie par la fraction épaisseur sur longueur. L’objectif des méthodes
d’homogénéisations est de définir dans un premier temps un modele spécialement adapté
a la plaque, c’est a dire un modele 2D.

Pour ce faire, on écrit les équations du milieu 3D, puis on fait tendre ’épaisseur de la
plaque, ou le petit parametre €, vers zéro. On espeére obtenir alors un modeéle cohérent ou la
troisieme dimension disparait ; un modele 2D. Beaucoup d’études on été faites sur le sujet
[20, 51]. Pour obtenir un tel modele, il est souvent plus simple d’écrire une formulation
variationnelle de I’équilibre de la plaque. Nous avons dans cette formulation des inté-
grales sur la plaque tout entiere. Lorsque € tend vers zéro, les bornes de ces intégrales
sont modifiées, ce qui engendre de grosses difficultés. Afin d’éviter cela, on effectue une
dilatation de 1/¢ de la plaque dans la direction de 1’épaisseur afin d’obtenir un domaine
de taille fixe lorsque € — 0 (figure 11.1). Cette dilatation se traduit concretement dans
les équations par un changement de variable.

On remarque que le modele continu obtenu (un modele 2D) ne peut pas vérifier par-
faitement les conditions aux limites sur les bords. En effet, le modele de plaque 2D a un
nombre fini de degrés de liberté sur une frontiere (en général 6 d.d.l.) alors que le modele
de plaque 3D en a un nombre infini. Les conditions aux limites sont donc vérifiées en
moyenne. Cependant, ces modeles plaques vérifient bien les phénomeénes physiques dans
la plaque [7, 20, 51], la technique d’homogénéisation ainsi que les modeles 2D ne sont donc
pas a remettre en cause. Afin de mieux modéliser ces conditions aux limites ainsi que les
phénomenes physiques se déroulant sur la frontieére de la plaque, on recherche sur le bord
des solutions en déplacement a décroissance exponentielle. Elles n’ont un impact sur la
solution générale que sur une tres faible profondeur, de l'ordre de grandeur de 1'épaisseur
de la plaque [20, 23, 51]. C’est pourquoi on les appelle des couches limites. Ces exponen-
tielles décroissent en fonction de la distance d’un point a la frontiere. Pour étudier cette
physique, on dilate donc la plaque selon la normale a la frontiere (figure 11.1), le coeffi-
cient de dilatation étant égal a 1/¢ [20, 23]. Cette dilatation permet d’étudier les couches
limites ayant une profondeur de l'ordre de grandeur de ’épaisseur de la plaque. Par un
tel systeme, on n’obtient pas toutes les couches limites, cependant on espére trouver un
correcteur afin d’améliorer la solution le long d’un bord. Au niveau d’un des coins de la
plaque, il faut normalement faire la dilatation selon les deux normales, correspondant aux
deux bords.
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I Plaque mince dans la direction 3
11=0(12)=0(1)

I3<<O(1) 13/=¢
(K]

l1
13/ g
Modele macroscopique
\ 11=0(12)=0058)=0()

13/¢

(élongation dans la direction 3)

Homogénéisation des milieux continus

-<

Couches limites, effets de bords
(élongation dans les directions 3 puis 1)

-

Couche limite dans la direction 1

11=0(12)=0(13/¢)=0(1)
\ 11/e>>0(1)

Figure 11.1 : homogénéisation d’une plaque mince
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11.3 Couches limites dans une structure discrete

11.3.1 Couches limites continues, couches limites discrétes

Nous pouvons retenir a propos des couches limites d'une plaque que la dilation permet
d’avoir dans les formulations variationnelles des intégrales sur des domaines fixes lorsque
e — 0, que le coefficient de dilation dans le cadre des couches limites est lié & la dé-
croissance de la couche, c’est a dire a la profondeur de la couche. En effet, on pose
a priori qu’il existe une couche limite a décroissance exponentielle dans I'unique but de
ne pas perturber la solution générale et de mieux vérifier, si possible, les conditions aux
limites.

Dans le cadre des structures discretes, nous pouvons deés maintenant oublier la dilation,
elle ne marche pas. En effet, méme lors du processus d’homogénéisation afin d’obtenir
la solution générale, il n’y a pas eu de dilatation. La raison en est la suivante : lorsque
I'on dilate un milieu continu, on obtient encore un milieu continu ayant, si le milieu est
isotrope, les mémes caractéristiques locales ; lorsque 1'on dilate une cellule discréte, un
réseau de barres, on transforme profondément la géométrie de celle-ci en tout point. Sauf
s’il s’agit d’'une dilatation sphérique. On voit donc bien que I'on ne peut pas dilater
notre structure discrete selon la normale a la frontiere. Une cellule discrete & un nombre
fini de nceuds, localement le probleme est discret, non continu. C’est la différence entre
I’homogénéisation des milieux périodiques ayant une variable locale continue et I’homogé-
néisation discrete qui remplace cette variable locale par des indices. Cependant, rien ne
nous empéche de rechercher une solution a décroissance exponentielle.

11.3.2 Couches limites a décroissance exponentielle, interpré-
tation

a) Déplacement a décroissance exponentielle

On suppose que la normale a la frontiere dans ’espace paramétrique est la direction 1.
Ceci n’est juste qu’un choix afin de simplifier les notations. Si la normale & la frontiére se
trouve étre la direction 2 ou la direction 3, il suffira alors de remplacer 1 par 2 ou par 3.

Hypothese 11.1 On recherche un déplacement w a décroissance exponentielle dans la
direction 1. De plus cette décroissance est cherchée de 'ordre de grandeur de la cellule,
1

o Al . .
c’est a dire en €< our est un parameétre inconnu d’ordre €. Sachant que le numéro de
1

la cellule c est relié a la variable X par ¢t = —, le déplacement s’écrit :
€
u = ut(\Y)e’c . (11.1)

On pose pour simplifier les notations futures z = e". Ce changement de variable signifie
que le déplacement w est a décroissance exponentielle dans la base z et non la base des
logarithmes népériens e. Le déplacement w s’écrit alors :

u® = u"(\)z" (11.2)
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A Variable de l'espace paramétrique

c-1 € c+1
¢ Variable rapide 1 - C

: ! >

A Variable lente 1
A—€ A Ate 1

o T
m

Figure 11.2 : variable lente, variable rapide

Remarque : plus z est petit, plus la décroissance des déplacements sera rapide. En
pratique, cela signifie que ’épaisseur de la couche limite sera d’autant plus faible. On
se trouve donc en présence d'une couche limite proche du bord de I’espace paramétrique
Al = 0. Si z devient trés petit, 1’épaisseur de la couche limite est si faible qu’elle en
devient négligeable. En effet, elle peut alors disparaitre en moins d'une cellule. Notre
milieu étant discret, elle n’a alors plus de sens. Si z est supérieur a 1, I’exponentielle est
croissante, il s’agit donc de la couche limite sur le bord opposé, c’est a dire proche de
Al = 1. Si 2 = 1, nous obtenons le probléme que nous savons déja résoudre et qui ne fait
pas intervenir de couche limite. Si z = 0, il s’agit d’une condition aux limites quelconque
qui n’a aucune influence sur le reste du treillis (chapitre 6).

Remarque : le terme u™(\) n’est plus ici un déplacement réel. On parlera toujours de
déplacement en l’écrivant, mais le déplacement réel fait intervenir le terme exponentiel.

b) Interprétation ; variable rapide, variable lente

On propose ici une interprétation géométrique pour tenter de justifier I'introduction du
numéro de la cellule ¢! dans le déplacement d'un nceud. En effet, lors des développements
asymptotiques, on ne développera pas 2¢ en puissance de € alors que notre fagon d’écrire
donne & penser que le numéro ¢! dépend de e.

Hypotheése 11.2 La notation permettant de se positionner dans [’espace paramétrique
se fait a l'arde de la variable 5\, anciennement écrite \. Le fait d’avoir une décroissance
trés rapide nous invite a dissocier cette variable  en deuz variables : une variable lente
A et une variable rapide ¢ (figure 11.2). La corrélation entre M\ et ¢ est la suvante :

A=, c

il
Il

A ] >

(11.3)

On recherche le déplacement w™(\) par la méthode de séparation des variables, c’est d
dire que nous pouvons écrire

u™(\) = u"(\)u"(c). (11.4)

1. Le déplacement u"(c) dépendant de la variable rapide c est cherché sous forme d’une
exponentielle z¢ ot z est un paramétre inconnu

u"(c) = 2°. (11.5)
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2. Le déplacement u™(\) dépendant de la variable lente \ est cherché sous forme d’un
développement asymptotique en puissance de €

u"(A\) = uP" () + eu™(\) + EuPm(\) + - - (11.6)

c) Déplacement du nceud extrémité d’une barre et allongement de cette barre

Proposition 11.1 Le déplacement du neud extrémité E(b) de la barre b s’écrit :

1

uPO(N) = uPO (N + e520) 20 ¢ (11.7)
L’allongement d’une barre b est alors
)\1

ub(\) = {Z‘Sl’buE(b)()\ + e8%) — uo(b)()\)} ze. (11.8)

d) Tension dans une barre

La rigidité d’une barre kb est supposée étre toujours d’ordre O(e71), le vecteur directeur
de la barre est €’. Ces deux grandeurs ne dépendent pas de la variable rapide ¢! car elles

sont construites sur la géométrie initiale du treillis. Ce n’est pas le cas pour la tension
dans une barre.

Proposition 11.2 La tension dans une barre appartenant a la couche limite se développe
FFO) = KPP+ ) —uC(A), e0h)e (),

_ kb<zél’buE(b)()\ + 65!;) _ uO(b)(}\)’ eO,b>eO7bZ01’

PO = 2N + o),

f—Lb()\) _ kfl,b<zélvbuO,E(b)()\) _ uo,O(b)(/\)7 eo,b()\»_

(11.9)

e) Equilibre du treillis

Probleme 11.1 L’équilibre du treillis s’écrit pour une couche limite orientée dans la
direction 1 de l’espace paramétrique

Vn, N Z Zfélvbk—l,b<u070(b)7 eo,b>eo,b
beE—1(b)
+ Z <uO,E(b)’ 60’b>80’b + Z <u0,0(b)’ 60’b>60’b 11.10
be E~1(b) beO~1(b) ( : )
B Z Zél’bk—l,b<uO,E(b)7 60,b>60,b =0,
beO—1(b)
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Le vecteur colonne w est une matrice colonne contenant les déplacements u" de tous
les neuds de la cellule. On peut alors définir trois matrices A et B et IN, telles que
Véquation (11.10) s’écrive : o

IN,.u =0, (11.11)

1
avec la matrice IN, = —'B + A+ 2B et le vecteur u
S22 TATD

uO,n:l

_’1__[,:

: (11.12)
udN

N

Remarque : on retrouve par cette derniere notation, la formulation déja étudiée lors du
chapitre 6. De plus, méme si cela n’est pas clairement explicite dans 1’équation (11.10),
la matrice I N, est symétrique.

Remarque : on peut définir ’espace macroscopique M (chapitre 8) par I’ensemble des
déplacements w qui vérifient pour z =0 :

~

No.ﬂ =

o

. (11.13)

Théoréme 11.1 [l existe autant de modes exponentiels (z # 1) et polynomiauz (z = 1)
qu’il y a de neeuds dans une cellule. Une solution analytique existe qui permet de vérifier
toutes les conditions aux limites.

Remarque : Tant que € est différent de zéro, le nombre de noeuds du treillis est fini, on peut
donc toujours trouver une fonction d’interpolation de la déformée. Ce théoréme énonce
qu’une telle fonction est possible a la limite. Cependant, cela ne signifie pas que les mode-
les continus trouvés sont toujours valables, deux cas peuvent arriver ou celui-ci pourra ne
plus étre valable : une couche limite tres étendue, de grande profondeur et qui perturbe
trop les conditions aux limites ; un mode sinusoidal pur non amorti (|z| = 1,2z # 1) qui
modifie en tout point la déformée.

11.4 Conclusion

Il est classique de trouver des couches limites dans les milieux continus de plaques, de
coques et de poutres. Pour les milieux discrets, une méthodologie pour 'obtention des
couches limites a été proposée. Elle consiste a rechercher des modes exponentiels écrit
en base z. Elle permet en théorie de trouver une solution analytique qui vérifie toutes
les conditions aux limites. Tres souvent, le modele continu trouvé par ’homogénéisation
est une bonne approximation des que € est suffisamment petit, mais il existe des treillis

ayant des modes exponentiels non amortis qui ne peuvent pas étre identifiés a des couches
limites (|z] = 1,2 # 1).
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Contrairement a la mécanique des milieux continus, il existe en général des couches
limites dans les treillis 3D. En effet, I’existence ou la non existence d’effets de bords est
donnée par les caractéristiques d'une cellule. Pour une cellule de base complexe, nous
aurons donc en trois dimensions des couches limites. De méme pour les treillis plaques,
coques et poutres (chapitre 6).



Chapitre 12

Conclusion générale et perspectives

Conclusion générale

Ce rapport de these a été divisé en trois parties de difficulté croissante. La premiere
partie présente dans un premier temps une breve revue bibliographique, puis un exemple
simple, le treillis poutre en N est étudié dans trois configurations différentes :

e la statique en petites déformations et en petits déplacements. Le modele continu
trouvé pour notre treillis est une poutre d’Euler Bernoulli. Cette étude avait déja
été faite par Verna [65] et elle présente la méthode d’homogénéisation adaptée aux
milieux discrets et désormais appelée méthode d’homogénéisation discrete [61] ;

e la statique en petites déformations et en grands déplacements. Il s’agit d’écrire
I’équilibre du treillis sur la configuration déformée ainsi que d’obtenir & partir de
ces équations un modele continu de ce treillis. Cependant, deux milieux continus
ont été identifiés : un modele de cable et un modele de poutre sur lequel une étude
au flambage a été faite. Des applications numériques expriment la charge limite au
flambage en fonction du nombre de cellules et de parametres géométriques. Des que
I’hypothese de la séparation d’échelle est vérifiée, les erreurs entre le modele continu
et le treillis deviennent minimes [36] ;

e la statique en incrémentale finie. En parallele de I’étude en grands déplacements,
on introduit la notion de petits pas de chargement donc de petits pas de dé-
formation. Ces petits incréments de déplacement sont calés par rapports aux grands
déplacements. quatre modeles sont trouvés : les deux modeles obtenus lors de 1é-
tude en grands déplacements ainsi qu’'un modele tangent de cable et un modele
tangent de poutre. Ces deux modeles sont effectivement des modeles tangents, c’est
a dire des modeles qui sont des dérivées premieres de ceux identifiés en grands
déplacements.

La deuxiéme partie est une premiere voie pour tenter de généraliser la méthode
d’homogénéisation discrete a un treillis poutre périodique quelconque. Elle commence
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donc a faire une modélisation matricielle du probleme puis propose un algorithme d’obten-
tion de solutions continues. Plutot que de rechercher un milieu continu équivalent par des
développements asymptotiques, on propose de rechercher des solutions continues des é-
quations d’équilibre a I’aide de double séries entieres. Cette démarche n’avait, semble-t’il,
jamais été utilisée auparavant. Des solutions en partie courante sont d’abord trouvées puis
les effets de bords sont caractérisés. Cela permet de déterminer la déformée exacte que
subit le treillis poutre lors d'une charge répartie le long de celle-ci. Des comparaisons ont
été faites entre les déplacements calculés par une MEF et notre méthode dénommée Sta-
tique des treillis Poutres par Identification des Modes (SPIM) ; il n’y a aucune différence.
Une application de la transformée en z, qui peut étre intégrée au sein de la SPIM, est
ensuite donnée pour le cas des chargements ponctuels. Cette approche étant matricielle,
elle se généralise facilement a n’importe quels types de poutres : les treillis poutres a
nceuds articulés mais aussi a nceuds rigides, mais aussi a la combinaison de barres et
d’éléments de plaques... Enfin, un retour a ’homogénéisation discrete est proposé par
une équivalence entre les deux méthodes. Cette équivalence permet le calcul effectif du
modele continu équivalent.

Une derniere partie concerne la méthode d’homogénéisation discrete pour un treillis
quasi-périodique quelconque a noeuds articulés. Elle traite donc des treillis poutres, mais
aussi des treillis plaques, coques et treillis 3D. Cependant, les nceuds sont reliés entre eux
par des barres qui ne sont soumises qu’a de la traction-compression et dont le comporte-
ment est toujours resté dans le domaine élastique linéaire. Quatre chapitres divisent cette
partie. Le premier chapitre se préoccupe de 'élasticité linéaire en statique et en vibration
libre. On obtient des modeles du premier gradient ou du second ordre qui permettent
d’obtenir avec une bonne précision la déformée statique du treillis ainsi que les premieres
fréquences propres de vibrations [14, 61, 62]. Le chapitre suivant porte sur les grands
déplacements, il s’agit de nouveau d’obtenir I'équilibre et d’avoir un modele continu de
la configuration déformée en fonction de la seule configuration initiale sous I’hypothese
des grands déplacements. Des modeles non-linéaires sont obtenus. Les résultats de la
premiere partie sur le treillis poutre plan en N sont par ailleurs retrouvés. Le troisieme
chapitre s’intéresse aux modeles incrémentaux. Une formulation cohérente du premier
gradient est développée et un modele du second ordre est proposé [14]. Etant basée sur
des lois incrémentales tangentes, ’histoire du chargement n’est pas pris en compte et nous
ne pouvons pas retrouver les modeles de la premiere partie. Enfin, un dernier chapitre se
préoccupe des effets de bords qui avait jusque la été négligés. Ces effets de bords existent
en nombre fini et agissent généralement, mais pas toujours, sur une faible profondeur.
Ces couches limites n’ont donc pas tout a fait la méme nature que celles existant dans
les milieux continus, par exemple il existe des couches limites pour les treillis 3D. Une
interprétation géométrique de ces couches limites a été proposée, elle repose sur la notion
de variable lente et variable rapide.

Perspectives

A la suite de ce travail, bien que de nombreuses questions aient été résolues, des points
sombres demeurent, des extensions peuvent étre faites.

En premier lieu, les convergences des séries que nous utilisons n’ont pas été étudiées,
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que ce soit pour la méthode utilisant des doubles séries entieres ou que ce soit pour la
méthode d’homogénéisation discrete se servant de développement asymptotique. Pour la
méthode des doubles séries, des résultats sont énoncés mais pas toujours démontrés. En
particulier, on ne sait pas pourquoi cela marche ! Pour la méthode d’homogénéisation,
une condition est proposée pour découpler les modeles du second ordre en élasticité, elle
pourrait étre affinée, c’est a dire mieux formulée. Par ailleurs, le gouffre pourrait étre
identifié pour les poutres 3D, il correspond tres certainement a des déformations nulles
d’extension et de torsion. Des équivalences pourraient étre écrites entre nos modeles
continus de treillis poutres, treillis plaques et treillis coques et les milieux continus existant
de poutres, plaques et coques ; un peu comme ce qui a été réalisé entre les treillis 3D et la
mécanique des milieux continus classique. Enfin, une conjecture a été faite pour trouver
un modele du second ordre en incrémentale. Ce passage nécessite des éclaircissements
pratiques.

Les premieres extensions possibles concernent le calcul numérique. Pour la méthode
des doubles séries, un programme général pour les poutres a été développé, cependant seule
la transformée en z nécessite réellement pour l'instant des calculs formels. Il serait inté-
ressant de programmer ’ensemble de la démarche a ’aide de calculs numériques pouvant
par la suite étre intégrés dans une MEF. Pour la méthode d’homogénéisation discre-
te, des éléments finis spéciaux doivent pouvoir étre intégrés dans un logiciel éléments
finis a trouver ou a programmer car le logiciel ANSYS que nous utilisons pour 'instant
ne le permet pas aisément [5]. Par ailleurs, ce calcul explicite des éléments finis spé-
claux doit étre précisé pour les treillis quasi-périodiques. Alors, on pourra envisager
la résolution numérique de problemes incrémentaux. Les couches limites peuvent étre
automatiquement déterminées, lorsqu’elles ne sont pas négligeables, il faudra en tenir
compte dans la méthode numérique. Comment ?

L’autre classe d’extensions concerne la modélisation théorique. Nous avons vu qu’il
était possible d’établir des modeles incrémentaux simples dans la méthode d’homogé-
néisation discrete. Il serait intéressant de faire intervenir maintenant des grandes dé-
formations, de la plasticité, de 1’élasto-visco-plasticité. .. Par ailleurs, en vibration libre,
seuls les premiers modes propres peuvent étre obtenus pour I'instant. Pour les fréquences
plus élevées, la méthode d’homogénéisation discrete donne dans les structures minces des
résultats qui paraissent erronés [60]. Des travaux ont été faits sur les modes locaux, il
serait intéressant de pouvoir les intégrer [19]. Dans un autre esprit, les milieux continus
obtenus en élasticité linéaire sont soit du premier gradient, soit du second ordre. Quelles
hypotheses faudrait-il faire pour obtenir des milieux de Cosserat ? Cette question intéresse
les expérimentateurs qui recherchent des lois de comportement de plus en plus complexes.
En effet, dans la pratique les matériaux sont utilisés dans une gamme de plus en plus
large. Les milieux de Cosserat sont une voie possible. Enfin, nous nous sommes restreints
a I’étude des treillis a barres articulées pour ’homogénéisation discrete. Cependant, grace
aux développements en doubles séries portant sur les treillis poutres quelconques, on sait
qu’il existe un milieu continu équivalent pour d’autres types d’éléments, notamment les
treillis a nceuds rigides. Qu’en est-il pour les treillis plaques, les nids d’abeilles 7 La
méthode d’homogénéisation discrete peut-elle étre appliquée dans ces cas la ? Ce dernier
theme fait I'objet d’'un DEA au laboratoire cette année.
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