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Résumé

Maillages hex-dominants : génération, simulation et évaluation

Cette these s’intéresse a la génération, a I'utilisation et a I’évaluation des maillages
hex-dominants, composés d’hexaédres et de tétraédres, dans la cadre de la simulation
numérique par la méthode des éléments finis. Les éléments finis hexaédriques sont
souvent préférés aux éléments tétraédriques car ils offrent un meilleur ratio entre
précision et temps de calcul dans un certain nombre de situations. Cependant, si la
génération automatique de maillages tétraédriques est aujourd’hui un domaine bien
maitrisé, ce n’est pas le cas de la génération de maillages hexaédriques alignés avec le
bord, qui reste un probléme largement ouvert. En I’absence de progrés significatifs, les
approches actuelles se contentent de maillages hex-dominants afin de tirer parti des
performances supérieures des hexaédres et de la flexibilité géométrique des tétraedres,
qui rend possible le maillage automatique.

Dans une premiére partie, nous développons des algorithmes robustes pour la
génération de maillages hex-dominants & partir de champs de directions, notamment
pour l'isolement et le remplissage des régions difficiles & mailler (singularités et autres
dégénérescences). Dans la seconde partie, nous essayons de déterminer dans quelles
situations et dans quelle mesure les maillages hexaédriques, et hex-dominants générés
précédemment, sont plus intéressants que les maillages tétraédriques. Ceci implique
spécifiquement d’étudier plusieurs maniéres d’effectuer des simulations par éléments
finis avec les maillages hybrides, dont une approche ot nous utilisons des contraintes
de continuité pour maillages non-conformes. Pour mesurer l'influence du maillage sur
I’approximation des solutions, nous proposons une nouvelle méthode d’échantillon-
nage pour calculer trés efficacement des distances globales entre solutions éléments
finis définies sur des domaines compliqués.

Mots clés : simulation numérique, maillage, maillage hex-dominant, méthode
des éléments finis, comparaison de maillages
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Introduction

Les logiciels de simulation numérique sont aujourd’hui utilisés dans tous les do-
maines de 'ingénierie et de la physique appliquée. Ils permettent de simuler pré-
cisément le comportement de phénoménes trés variés, allant de 'interaction quan-
tique entre particules aux mouvements gravitationnels des galaxies. Plus proches de
I’échelle humaine, les méthodes numériques par éléments finis dominent le champ des
simulations mettant en jeu des géométries complexes, construites grace aux logiciels
de conception assistée par ordinateur.

Les phénomeénes physiques sont souvent modélisés par des équations aux déri-
vées partielles définies sur des domaines géométriques. La méthode des éléments
finis [Tur+56; COT78| consiste a approcher numériquement les solutions des équa-
tions par des combinaisons de fonctions simples, souvent des polynémes, définies par
morceaux sur les éléments géométriques simples d’un partitionnement du domaine
d’étude : le maillage. Cette approche est utilisée quotidiennement par les ingénieurs
des bureaux d’études s’intéressant a divers problémes de conception contraints par
des phénoménes de déformation mécanique, de diffusion thermique, d’interaction
fluide-structure ou encore de propagation d’ondes électromagnétiques.

La taille, le type et la géométrie des éléments utilisés dans les maillages ont une
influence significative sur la qualité des solutions numériques calculées. En dimen-
sion trois, les maillages volumiques sont généralement formés a partir de tétraédres
(quatre sommets et quatre faces triangulaires) ou d’hexaédres (huit sommets et six
faces quadrilatérales). Avec le développement de l'informatique, les simulations sont
basées sur des modéles géométriques de plus en plus détaillés et il est indispensable
d’utiliser des outils automatisés, ou au minimum semi-automatisés, pour générer les
maillages volumiques. La génération automatique de maillages tétraédriques pour
des géométries quelconques [GHS90] est aujourd’hui suffisamment mature pour étre
utilisée quotidiennement dans la plupart des logiciels de maillage et de simulation.
Cependant, pour un certain nombre d’applications, il est plus intéressant d’utili-
ser des maillages hexaédriques (§2.2.1). Malgré des attentes industrielles fortes et
deux & trois décennies de recherche (§2.1), la génération automatique de maillages
hexaédriques alignés avec les bords des domaines est encore une question largement
ouverte, pour laquelle il n’existe pas aujourd’hui de solution satisfaisante dans le
cas général. Fn effet, la particularité des maillages hexaédriques est de posséder une
structure interne trés contraignante qui ne permet pas la réalisation d’opérations
locales d’édition du maillage. Cette structure interne se traduit par des contraintes
combinatoires d’adjacences entre éléments qui forment des surfaces traversant tout
le domaine. Les mailleurs industriels actuels requiérent un grand nombre d’interven-
tions de l'utilisateur qui doit fournir des informations topologiques aux algorithmes,
par exemple en décomposant le modéle en blocs cubiques.
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FiGURE 1 — [Illustration des différents chapitres de la thése : génération de
maillages hex-dominants (gauche), simulations avec la méthode des éléments finis
sur ces maillages (centre) et comparaisons de solutions numériques obtenues avec

des maillages différents (droite). Modéle 3D par Bathsheba Grossman 2.

Maillages hex-dominants. La quéte du maillage hexaédrique a connu récem-
ment des progrés importants (§2.1.2) avec le développement des champs de directions
qui permettent de capturer ’orientation locale des hexaédres. Les champs de direc-
tions, composés de trois directions orthogonales, sont construits de maniére & étre
alignés avec les bords et lisses a 'intérieur du volume. Ils servent de support aux algo-
rithmes de construction de maillages hexaédriques, soit en guidant le positionnement
des sommets (approches indirectes), soit en guidant la construction de paramétrisa-
tions & partir desquelles des hexaédres peuvent étre extraits. Cette évolution récente
permet de générer automatiquement des maillages hybrides contenant une grande
proportion d’hexaédres et des tétraédres dans les régions les plus difficiles & mailler.
Dans cette thése, nous proposons une méthode robuste pour les construire (§3.1).
L’idée de ces maillages dits hex-dominants est de profiter a la fois de avantage de
performance en simulation apporté par les hexaédres et de la flexibilité géométrique
des tétraedres.

Simulations éléments finis. L’utilisation des maillages hex-dominants dans la
méthode des éléments finis n’est pas sans difficulté car il faut construire un espace
d’approximation qui réconcilie les fonctions polynomiales de différentes natures des
hexaédres et des tétraédres. Les maillages hex-dominants conformes utilisent des py-
ramides (une face quadrilatérale et trois triangulaires) pour faire l'interface entre
les hexaédres et les tétraédres. Il n’existe pas de fonctions polynomiales pour les
pyramides compatibles avec celles des hexaédres et des tétraédres [Bed92|. 11 est ce-
pendant possible d’utiliser des fonctions rationnelles ou des fonctions polynomiales
composites (§2.2.2). Nous proposons une autre approche qui consiste a effectuer di-
rectement la simulation sur un maillage hexa-tétraédrique non-conforme (§4.2).

Evaluation. Avec la prolifération des maillages hex-dominants se pose la ques-
tion de leur utilité concréte dans le cadre de la méthode des éléments finis. Mesurer
précisément 'avantage offert par ces nouveaux maillages n’est pas évident car ils sont

2. Modéle Metatron : https://wuw.thingiverse.com/thing:1146870


https://www.thingiverse.com/thing:1146870

développés pour des domaines aux géométries compliquées, pour lesquelles il n’existe
pas de solutions analytiques. Il reste la possibilité de comparer avec des solutions de
référence calculées sur des maillages trés fins et d’observer la convergence de quanti-
tés d’intéréts ou de la solution approchée avec le raffinement du maillage. Le calcul de
la distance entre deux solutions éléments finis définies sur des maillages volumiques
distincts peut étre difficile et couteux en temps de calcul, mais nous montrons que
nous pouvons approcher trés efficacement cette distance avec un échantillonnage ré-
gulier en exploitant des techniques d’informatique graphique (Chapitre 5).

En résumé, cette thése s’intéresse aux différentes problématiques associées aux
maillages hex-dominants : génération (Chapitre 3), utilisation et intérét (Chapitre
4), et méthode d’évaluation (Chapitre 5).

Organisation du manuscrit

Partie I : Fondements et état de l’art.

Le Chapitre 1 introduit la méthode des éléments finis & partir du probléme de
Poisson. Il est principalement dédié aux lecteurs qui ne sont pas familiers avec la
méthode des éléments finis et la place des maillages dans celle-ci. Il permet également
d’introduire les notions et le vocabulaire utilisés dans le reste du manuscrit.

Le Chapitre 2 couvre les différents travaux de la littérature qui sont liés aux
problématiques de cette thése. Il comporte trois parties complémentaires. La pre-
miére s’'intéresse aux différentes techniques développées pour générer des maillages
hexaédriques et hex-dominants (§2.1). La seconde se concentre sur la simulation par
éléments finis avec maillages hexaédriques et hex-dominants, notamment sur leurs
avantages rapportés dans la littérature et sur la maniére de construire des espaces
conformes avec des éléments de plusieurs natures mélangés dans un méme maillage
(§2.2). La derniére partie évoque différentes possibilités pour comparer des solutions
éléments finis ainsi que les techniques de visualisation utilisées pour afficher des so-
lutions d’ordres éleves (§2.3.3).

Partie IT : Contributions.

Le Chapitre 3 propose des contributions techniques au maillage hex-dominant &
partir de paramétrisations alignées avec des champs de directions. Notamment, nous
présentons une méthode robuste d’extraction des régions ot la paramétrisation n’est
pas de qualité suffisante pour extraire des hexaédres. Une fois isolées, ces régions
peuvent étre remplies avec un maximum d’hexaédres et des tétraédres afin de former
un maillage hex-dominant.

Le Chapitre 4 explore les différences entre éléments finis pour tétraédres et pour
hexaédres. Nous proposons la construction d’un espace d’approximation conforme
d’ordre k pour les maillages non-conformes, basé sur l'utilisation des espaces d’in-
terpolation locaux d’ordres k et 2k, et de contraintes de continuité. Nous effectuons
également des comparaisons de précision entre les différents types de maillages : com-
paraisons trés simples sur le carré unité pour étudier 'influence de ’alignement des
éléments, et comparaisons sur des modéles volumiques plus complexes, grace a ’outil
développé dans le Chapitre 5.



Le Chapitre 5 propose un nouvel outil efficace de calcul de distances entre solu-
tions éléments finis définies sur des maillages volumiques distincts. L’approche est
basée sur un échantillonnage des champs sur une grille réguliére trés fine, effectué
efficacement & partir d’algorithmes d’informatique graphique adaptés aux GPUs.
Les techniques mises en oeuvre permettent de gérer des maillages avec des éléments
courbes et des polynémes d’ordres arbitraires.

Publications associées a la thése

Une partie des contributions présentées dans les chapitres 3, 4 et 5 a fait 'objet
de communications écrites.

e L’outil de calcul de distances entre solutions éléments finis (Chapitre 5) est dé-
crit dans ’article ci-dessous, accepté pour une publication imminente dans le journal
SIAM Journal on Scientific Computing.

Mazxence REBEROL et Bruno LEVY. « Computing the distance between
two finite element solutions defined on different 8D meshes on a GPU ».
In : SIAM Journal on Scientific Computing (accepted) (2017). <hal-
01634176

e Laméthode robuste d’extraction des cavités des maillages hex-dominants (§3.1)
est adaptée d’un article en attente de soumission.

Nicolas RAY, Dmitry SOKOLOV, Mazence REBEROL, Franck LEDOUX
et Bruno LEVY. « Hexahedral Meshing : Mind the Gap!» 2017. <hal-
01551603>

e La construction & ’ordre un de I'espace d’approximation conforme pour mail-
lages est détaillée dans le rapport de recherche ci-dessous. Cette construction est
étendue & un ordre k arbitraire dans ce manuscrit (§4.2).

Mazxence REBEROL et Bruno LEVY. « Low-order continuous finite ele-

ment spaces on hybrid non-conforming hexahedral-tetrahedral meshes ».
2016. Research report. <hal-01313285>
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Notations

Conventions

Les vecteurs et les champs vectoriels sont notés en gras, par exemple : v

Q) désigne le domaine du probléme courant, @ C R? ou Q C R? dans ce ma-
nuscrit.

0%} désigne le bord du domaine 2.

Qy, désigne le maillage courant de €2 (le type d’éléments utilisé dans le maillage
sera précisé) et 9, désigne le maillage associé du bord.

Pour une fonction w solution d’un probléme, uj; désigne I'approximation dis-
créte calculée avec la méthode des éléments finis.

d;; est le symbole de Kronecker : ;; = 1 si i = j, d;; = 0 sinon.

Opérateurs mathématiques

grad, ou V est 'opérateur gradient, par exemple en 2D : Vf = %ez + g—iey.

div(-) est opérateur divergence, par exemple en 2D : div(f) = %J;f + %

rot(-) est 'opérateur rotationnel défini en dimension trois :

of. 0f, Ofr Of. ofy Ofx
Jy 707;)em+(57 Ox )ey+(87;7 oy Je-

rot(f) = (

A est 'opérateur Laplacien, A = div(grad()), par exemple en 2D :

_ P L n 0% fy

Al = 0x? 0y?

Espaces

L?(9) est I'ensemble des fonctions de carré sommable sur Q, c.d-d. [, | f]? < oo

H'(Q) est 'ensemble des fonctions de carré sommable et dont le gradient est
aussi de carré sommable.

H(rot, Q) est 'ensemble des fonctions de carré sommable et dont le rotationnel
est aussi de carré sommable.

H (div, Q) est I'ensemble des fonctions de carré sommable et dont la divergence
est aussi de carré sommable.

P, est 'ensemble des polyndémes de degré inférieur ou égal a k.

Qg est 'ensemble des polynomes dont le degré associé & chaque variable est
inférieur ou égal a k.

V}, désigne un espace d’approximation de H'(Q) associé¢ au maillage .
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Chapitre 1

Maillages et simulations par la
méthode des éléments finis

1.1 Introduction de la méthode des éléments finis

Dans cette section, nous décrivons la démarche de résolution d’un probléme aux
limites avec la méthode des éléments finis. L’objectif est de présenter les idées prin-
cipales et non de fournir un exposé mathématique rigoureux, pour lequel le lecteur
peut se reporter aux livres dédiés a la théorie des éléments finis, par exemple : [CO78 ;
EGO02; All05]. L’exposé qui suit s’inspire partiellement de ces ouvrages.

La démarche est la suivante : le probléme aux limites, pour lequel on cherche une
solution approchée, est transformé en une formulation faible, moins contraignante
que le probléme initial . La formulation faible est ensuite discrétisée sur un espace
fonctionnel de dimension finie (méthode de Galerkine). L’espace de dimension finie
est construit & partir de polyndémes définis sur des éléments géométriques simples (par
ex. tétraédres) qui forment un maillage du domaine (méthode des éléments finis). Le
probléme discrétisé est alors réduit & un systéme linéaire, dont la matrice est creuse,
que l'on peut résoudre efficacement en utilisant des solveurs adéquats.

Probléme aux limites

Un probléme aux limites est un systéme composé d’une ou plusieurs équations
aux dérivées partielles définies & l'intérieur d’'un domaine €2 et de conditions aux
limites définies sur la frontiére 02 du domaine. Un des exemples les plus simples est
le probléme de Poisson :

—Au=f dans (1.1a)
u=1uq surdfp (1.1b)
Vu-n=g  sur 0Qy (1.1c)

ou u est le champ scalaire inconnu, f un terme source, ug la valeur du champ w
imposée sur la partie 9Q2p de la frontiére et g la composante normale du gradient de
u imposée sur le reste de la frontiére 0Q2y. Ce probléme aux limites est illustré sur
la Figure 1.1.
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0p: u=0

FIGURE 1.1 — Probléme aux limites de Poisson. (gauche) Domaine et conditions aux
limites. (droite) Solution du probléme, avec les courbes iso-valeurs.

La condition aux limites (1.1b) qui impose la valeur de la solution sur le bord
est appelée condition auz limites de Dirichlet et la condition sur le gradient (1.1c)
est appelée condition aux limites de Neumann. D’autres conditions aux limites sont
possibles (par ez. condition aux limites de Robin ®) mais elles sont plus rares et nous
ne les utiliserons pas dans ce manuscrit.

A noter que le probléme de Poisson (1.1) est un probléme aux limites trés simple,
il en existe d’autres plus compliqués qui mettent en jeu plusieurs champs comme le
probléme de Stokes (1.13, p. 24) composé de deux équations aux dérivées partielles
couplées qui mettent en jeu deux champs inconnus (pression et vitesse). Dans cette
thése, nous étudions des problémes aux limites et nous ne nous intéressons pas aux
problémes d’évolution qui introduisent d’autres difficultés liées a la discrétisation du
temps.

Pour simplifier 'exposé qui suit, on se restreint au probléme de Poisson homogéne,
c’est-a-~dire avec des conditions de Dirichlet nulles : ug = 0 (1.1b). Cette restriction
n’est pas contraignante car pour un probléme avec u = ug non nul, on peut se
ramener & un probléme homogéne avec un changement de variable (par ex. voir
[EGO02, p. 104]).

Intégration par parties et formule de Green
Soient u € C%(Q) et v € C1(Q), alors on a I’égalité suivante, appelée formule de

Green :
/Auv:—/Vu-Vv—l—/ (Vu-n) v
Q Q o0

Il s’agit d’une formule d’intégration par parties. Elle est importante car la droite
de I’égalité ne comporte que des dérivées partielles d’ordre un, contrairement a la
partie gauche qui contient des dérivées d’ordre deux. Il est intéressant de remarquer
que la partie droite a un sens mathématique si Vu, Vo sont de carrés intégrables
(car le produit de deux fonctions carrées intégrables est intégrable). Cette condition

3. mélange de conditions de Dirichlet et de Neumann, de type au + b Vu -n = g sur 0Qr
4. fonctions f € L*(Q,R™) = {f: Q = R" / [, |f]I> < oo}, c.a-d. d’énergies finies
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est plus faible que pour la partie de gauche de I’équation, ot u doit avoir des dérivées
secondes bien définies.

Formulation faible du probléme aux limites
Pour obtenir la formulation faible du probléme de Poisson précédent, on multiplie
I’équation (1.1a) par une fonction v, appelée fonction test :

Jauo= [0

puis on applique la formule de Green & la partie gauche de ’égalité :

/QVU'VU-/@Q(VU'H)U:/Q](U

Pour le moment, on n’a pas précisé de conditions sur la fonction test v, mais 'idée
est d’utiliser le méme espace fonctionnel pour la solution recherchée u et les fonc-
tions tests. Comme on a u = 0 sur d€)p, on impose v = 0 sur J§2p, et on utilise la
condition de Neumann (1.1c) sur 0Qy. L’équation ci-dessous se simplifie :

AVU-VU:Afv+/E)QNgU (1.2)

L’objectif de la formulation faible est de réduire les contraintes de régularité® sur la
solution du probléme. Par conséquent, on cherche a utiliser les espaces fonctionnels
les plus larges possible ou I’équation (1.2) a un sens. Pour que les intégrales soient
définies, il faut v, Vu, Vv, f, g € L*(2), c’est-a-dire qu’elles soient de carré intégrable.
Il est utile d’introduire 'espace de Sobolev H! :

HY Q) = {u e L*Q) | Vu € L*(Q)} (1.3)

Pour simplifier les notations, on peut également introduire H éQD I’espace des fonc-
tions de H! dont la trace s’annule sur 9Qp :

HélmD(Q) ={uec HY(Q) |u=0sur dQp}

La formulation faible du probléme de Poisson (1.1) avec des conditions de Dirichlet
nulles s’écrit alors :

Trouver u € H(%QD(Q) tel que Vv € HéQD(Q), /Vu -V = /fv —i—/ gv (1.4)
Q Q QN

Cette formulation est dite faible car elle moins contraignante que (1.1) : on ne cherche
pas v € C% ni méme u € C'. La seule condition est que u posséde des dérivées par-
tielles carrées intégrables. La formulation faible (1.4) peut étre vue comme un en-
semble (infini) de conditions nécessaires : une pour chaque fonction test v € H, (%QD (Q).
A noter que si u est une solution forte du probléme (1.1), on observe facilement que
u est une solution faible de (1.4) par application de la formule de Green.

5. la régularité d’une fonction est 'ordre maximal des dérivées définies et continues, par ex.
C*(Q). Ici 1a notion est & interpréter au sens faible (celui des espaces de Sobolev), c.a-d. f € H*(Q),
voir [All05, chap. 4] pour la théorie associée.



1.1. Introduction de la méthode des éléments finis

Plus généralement, une formulation faible s’écrit sous la forme :
Trouver u € V tel que Yo € V,  a(u,v) =1(v)

ol a(-,-) est une forme bilinéaire et {(-) une forme linéaire. Cette formulation faible
admet une solution et celle-ci est unique (c.a-d. que le probléme est bien posé) si les
hypotheéses du théoréme de Lax-Milgram sont vérifiées : V est un espace de Hilbert,
a(-,-) est continue et a(-,-) est coercitive (Ja > 0, a(u,u) > al|u||?).

Dans le cas de la formulation faible de Poisson qui nous sert d’exemple (1.4),
les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram sont vérifiées donc on est certain de
I’existence d’une solution unique. Une question plus délicate est de savoir si la so-
lution faible obtenue est aussi solution forte de 1’équation (1.1). La réponse dépend
fortement de la régularité du terme source f, de la régularité du bord 992 et de
la condition aux limites g. La gestion des domaines non lisses (9Q ¢ C!) et non
convexes est particuliérement compliquée; le lecteur peut se référer a |Grill| pour
plus d’informations.

A noter que le théoréme de Lax-Milgram est uniquement une condition suffisante
pour 'existence d’une unique solution a la formulation faible. Dans le cas général, il
existe un théoréme plus fort qui donne & la fois des conditions suffisantes et néces-
saires : les conditions inf-sup (voir [EG02, p. 79]). Celles-ci s’appliquent également
dans un cadre plus vaste et permettent de traiter le cas des formulations mixtes que
nous évoquerons plus tard.

Discrétisation de la formulation faible

Dans la formulation faible (1.4), u et v appartiennent & V = H éQD qui est un
espace fonctionnel de dimension infinie. La méthode de Galerkine consiste a proposer
une version discrétisée du probléme sur un sous-ensemble de dimension finie Vj, C V' :

Trouver uy € Vj, tel que Yoy, € Vp,, /Vuh -Vuy, = /fvh +/ gup, (1.5)
Q Q 0N

En notant (¢;);=1., une base de V},, de dimension n, on peut écrire la décomposition

de uy, sur cette base :
n
up =y ujo;

i=j
ol les u; sont n coefficients inconnus. Par linéarité, la formulation faible devient :

Yo, € Vy, Zuj /ngj-Vvh = /fvh+/ gup
= Q Q b}

QN

Comme cette équation est linéaire et que (¢;); est une base de V}, elle est équivalente
au systéme linéaire suivant :

Vi € [1,n], jz:uj /QV@-Vqﬁj:/quﬁi-i-/a 9Pi

Qn

qui est équivalent au systéme matriciel :

Kx = F de coefficients k;; = /ng)i -Voj, fi = /f¢i +/ 9Pi (1.6)
) Q )

Qn

10
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La matrice K, mettant en jeu les gradients des fonctions de la base, est souvent
appelée matrice de rigidité.

Naturellement, 'utilisation d’un sous-espace de dimension finie introduit une er-
reur d’approximation sur la solution obtenue via cette discrétisation (la solution
exacte de la formulation faible étant un espace de dimension infinie). Deux résul-
tats importants sur cette approximation peuvent étre évoqués : l'erreur u — uy, est
orthogonale & V}, par rapport a la forme bilinéaire a(.,.) :

Yo € Vi, a(u — up,v) =0

Ceci est une conséquence directe de a(u,v) = l(v) et a(up,v) = l(v) pour v €
Vj,. Pour une forme bilinéaire a(.,.) respectant les hypothéses du théoréme de Lax-
Milgram (continue et coercitive) s’applique également le lemme de Céa [Cea64] :

3C > 0 tel que [Ju —up|ly, < Cllu =y, Vv eV,

qui veut dire que la solution approchée obtenue par la méthode de Galerkine est la
meilleure approximation de la solution exacte u dans V}, a une constante prés, qui
ne dépend pas de la discrétisation V}, de V. Dans le cas du probléme de Poisson, il
s’agit de la meilleure approximation possible, mais ce n’est généralement pas le cas
pour des équations aux dérivées partielles plus compliquées.

L’approche de Galerkine ci-dessus est dite conforme car elle utilise un sous espace
de dimension finie V}, inclus dans V. Il existe des variantes, comme la méthode
de Galerkine discontinue, ot I'espace d’approximation n’est pas contenu dans V.
Ceci change la formulation faible car certaines transformations utilisées ne sont plus
valables. Par exemple la formule du Green, utilisable globalement dans H', n’est pas
applicable directement pour des fonctions discontinues.

Lien avec la méthode des résidus pondérés

Note : Ce paragraphe est un aparté et n’est pas nécessaire & l'introduction des
éléments finis, le lecteur peut passer directement au paragraphe suivant (méthode
des éléments finis) s'il le souhaite.

Il est possible de faire le paralléle entre la méthode de Galerkine et la méthode
des résidus pondérés. Dans cette derniére, on commence par définir une solution
approchée u, = Y ;" | uj¢;, formée par combinaison linéaire de n fonctions ¢;, et on
cherche & minimiser la fonction résidu R = —Awuy, — f associée a (1.1a) (ainsi que
les résidus associés aux conditions aux limites). Afin de choisir les n coefficients u;
déterminants up, on introduit n fonctions poids w; et on résout le systéme :

Vi € [1,n], /wi (Aup+ f) =0
Q

Si on choisit des fonctions ayant des poids identiques aux fonctions de la base de la
définition de up, (c.a-d. Vi € [1,n], w; = ¢;) et si on applique la formule de Green,
on retrouve le systéme linéaire (1.6) associé a la formulation faible discrétisée (1.5).

En utilisant d’autres fonctions poids, on peut faire le lien avec d’autres méthodes
numériques :

— Méthode de collocation : les fonctions poids sont basées sur des fonctions de
Dirac associées a des points x; du domaine

wi(z) = 6(x — x;)

11
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— Méthode des moindres carrés : les fonctions poids sont les dérivées du résidu R

_OR
N 8ul

w;(x)

— Méthode des volumes finis : les fonctions poids sont définies égales & 1 sur un
ensemble de cellules (partition ou maillage du domaine) et nulles ailleurs.

Le désavantage de 'approche par résidus pondérés est de travailler avec une
version discrétisée des espaces fonctionnels et de ne pas avoir directement accés aux
nombreuses garanties théoriques liées & I'analyse des formulations faibles (par ez.
existence et unicité de la solution, nombreux résultats de régularité). Ceci dit, avec
le choix adéquat de fonctions poids, elle est numériquement équivalente & la méthode
de Galerkine.

Méthode des éléments finis

La méthode de Galerkine a permis de passer de la formulation faible (1.4) au
systéme linéaire (1.6) en utilisant la décomposition sur une base (¢;)i=1., de l'es-
pace d’approximation de dimension finie V},, avec Vj, C H éQD dans notre cas. Mais
nous n’avons pas encore décrit concrétement cet espace d’approximation Vj, et c’est
la qu’intervient la méthode des éléments finis. Celle-ci propose de construire V},
comme une combinaison linéaire de fonctions simples (polynémes le plus souvent)
définies localement sur des éléments géométriques simples d’une partition de Q (c.a-
d. maillage). L’intérét est double : les fonctions ¢; ont un support compact (quelques
éléments du maillage), ce qui implique une matrice K de (1.6) creuse et les fonc-
tions ¢; étant simples (polynomes), les coefficients k;j;, f; du systéme, qui sont des
intégrales, pourront étre calculés rapidement, avec des quadratures de Gauss par
exemple.

En dimension deux, les éléments simples sont des triangles ou des quadrilatéres.
Comme la génération de maillages ne comportant que des quadrilatéres n’est pas
simple, il est également possible de mélanger les deux types pour former des maillages
hybrides, également appelés quad-dominants (Figure 1.2). La méthode des éléments
finis n’interdit pas d’utiliser des éléments plus compliqués (polygones quelconques),
cependant la définition de fonctions d’interpolation devient beaucoup plus délicate
dans ce cas, or I'intérét premier de la méthode des éléments finis est d’utiliser des
fonctions simples, c¢’est pourquoi les polygones composés de cing arétes et plus sont
rarement utilisés.

En dimension trois, on utilise le plus souvent des tétraedres et des hexaédres. Dans
certaines situations, les éléments finis basés sur hexaédres sont plus performants et
ceux-ci sont préférables. Cependant, la génération de maillages hexaédriques est un
probléme trés difficile dans le cas général et est encore largement ouvert. Toutefois,
ces derniéres années il est devenu de plus en plus raisonnable de générer automatique-
ment des maillages hex-dominants (Figure 1.2), composés d’une majorité d’hexaédres
et de quelques tétraédres.

Nous souhaitons maintenant construire I’espace de dimension finie V},, composé de
fonctions f : @ — R, & partir des éléments du maillage. Supposons que le domaine
Q est partitionné par un maillage €, composé de n. éléments (K;)i=1.n., €t qu'a
I'intérieur de chaque élément, les fonctions appartiennent & un espace d’interpolation
polynomial P. Alors ’espace fonctionnel V},, composé de fonctions continues, peut

12
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FIGURE 1.2 — Exemple de maillages. Haut : Maillages 2D d’un disque : triangulaire,
quad-dominant et quadrilatéral. Bas : Maillages volumiques (3D) d’une sculpture :
tétraédrique, hex-dominant (tétraédres en rouge) et hexaédrique. Le maillage hexa-
édrique provient des données associées a [Li+12].

étre défini par :

o= Ki, Vi ={f €CW) | fix, € P, VKi € 0} (1.7)
i=1

La continuité des fonctions de V}, permet de pouvoir appliquer la formule de Green
(intégration par parties), qui est utilisée pour produire la formulation faible (1.4). La
description détaillée de V}, et des espaces locaux P est 'objet de la section 1.2. Nous
supposons que (¢;);=1. est une base de V}, de fonctions a support compact : chaque
¢; est nulle sur la majorité du maillage, sauf sur son support, noté Sup(¢;), composé
de quelques éléments adjacents en pratique. Les indices des éléments du support de
¢; sont notés S;. Le support compact des fonctions peut étre exploité pour réécrire
les coefficients du systéme Kx = F' (1.6) :

b= [ Voive, = [ Vo Vo= 3 /Kwiwj

Q, Sup(¢s)NSup(¢;) e€S;NS;
fim [gov [ goi=% [ for Y[ ge
Q oy e, Ke beS;NS(00y) ¥ 0K

Comme la plupart du temps Sup(¢;) N Sup(¢;) = 0, la matrice K est creuse.
Pour des raisons d’efficacité, un code de calcul éléments finis n’itére pas sur les
coefficients 7, j du systéme mais sur les éléments, et pour chaque élément il calcule la

13
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contribution de celui-ci & tous les coefficients affectés. Cette procédure de construc-
tion du systéme linéaire est appelée assemblage. Elle est résumée par l'algorithme
1. Dans la plupart des cas, I'assemblage du systéme linéaire est moins cotiteux en
temps de calcul que sa résolution.

Algorithme 1 Principe de la procédure d’assemblage de (1.6)

initialiser le systéme : K=0,F =0
pour chaque élément K. de [1,n,] faire
pour chaque degré de liberté i tel que e € S; faire
ajouter la contribution de K. a f; : f; = fi + fKef@
pour chaque degré de liberté j tel que e € S; faire
ajouter la contribution de K. a k;j : kij = k;j + fK(, Voi-Vo;
fin pour
si ¢ sur le bord du maillage 0Q2y, alors
ajouter la contribution de K. & f; : f; = fi + fKemaﬂNg¢i
fin si
fin pour
fin pour

Intéressons nous maintenant a l’erreur d’approximation induite par la méthode
les éléments finis. L’indice h de 'espace d’approximation V} caractérise la taille des
éléments du maillage, par exemple h = maz(diam(K,)) le plus grand diamétre
des sphéres englobantes minimales des éléments. Lorsque h tend vers 0, le nombre
d’éléments dans le maillage tend vers I'infini et le sous-espace V}, tend vers V. En
pratique, cela revient a raffiner le maillage de maniére a obtenir une solution appro-
chée de plus en plus précise. Il y a de nombreux travaux dont I'objectif est de borner
Ierreur d’approximation commise, avec différentes normes et différentes hypothéses
sur la régularité du domaine et de la solution. Sans entrer dans les détails, pour
des problémes linéaires elliptiques et en supposant que la solution est suffisamment
réguliére, il est possible d’aboutir & une convergence asymptotique de type [Cia91,
chap. 3| :

lu— unll e < CHM

avec h la taille caractéristique du maillage et k£ 'ordre d’interpolation des éléments
finis utilisés (par ex. k = 2 pour des éléments quadratiques). La constante C' dépend
de la solution et de la qualité des éléments. De plus, cette borne est obtenue en
supposant qu’avec le raffinement, la qualité géométrique des éléments ne se détériore
pas. L’hypothése sur la régularité de la solution est trés importante : lorsqu’elle n’est
pas vérifiée (par ex. domaine avec coins rentrants), la vitesse de convergence observée
est souvent trés inférieure h*+1.

Aparté historique : La premiére apparition de l'idée d’approximer la solution
d’une formulation variationnelle avec des fonctions linéaires par morceaux définies
sur des triangles est évoquée en annexe de [Cou43| mais n’a pas été reprise. Il faut
ensuite attendre les années cinquante pour que la méthode des éléments finis soit
développée par des ingénieurs de Boeing [Tur-+56]. Celle-ci est ensuite devenue un
sujet d’étude considérable et est encore majoritairement utilisée dans les logiciels de
simulation numérique car elle s’est révélée particulierement efficace pour traiter toute

14



1.1. Introduction de la méthode des éléments finis

sorte d’équations aux dérivées partielles définies sur des domaines aux géométries
compliquées. Le lecteur intéressé par I'histoire de la méthode des éléments finis peut
se référer aux quelques pages trés instructives de The Origins of the Finite Element
Method, C. A. Felippa |Fel|.

Résolution du systéme linéaire

La méthode des éléments finis permet de construire un systéme linéaire de type
AX = B dont la solution X est I’ensemble des coeflicients associées & I’approximation
up, € V3, de la solution de la formulation faible. Cependant elle ne s’occupe pas
de résoudre le systéme, or cette étape est trés importante en pratique. Pour des
problémes 3D avec des géométries complexes, les systémes sont souvent de taille
importante, plusieurs centaines de milliers voire millions d’inconnues, ce qui pose
des problémes de résolution conséquents.

La résolution de systémes linéaires est un domaine de recherche & part entiére.
Les quelques remarques qui suivent sont données a titre indicatif et sont trés loin
d’étre exhaustives. Il y a deux grandes catégories de solveurs : les solveurs directs et
les solveurs itératifs.

Les solveurs directs [Dav06], qui fonctionnent généralement par factorisation, per-
mettent d’obtenir directement la solution exacte du systéme linéaire. Cependant ils
sont souvent limités par la taille des systémes qu’ils peuvent gérer. Disons approxi-
mativement qu’ils sont adaptés pour des systémes de moins de quelques centaines
de milliers d’inconnues. Il est possible d’aller plus loin en décomposant le probléme
en sous-domaines, mais ceci introduit d’autres difficultés liées & la parallélisation et
a la communication entre les sous-domaines.

Comme leur nom l'indique, les solveurs itératifs cherchent une solution appro-
chée X au systéme linéaire de maniére itérative, en minimisant la norme du résidu
R = AXjp — B jusqu’a ce que celui-ci soit inférieur a un critére d’arrét e. Pour
les systémes linéaires symétriques définis positifs (par ex. le probléme de Poisson
ci-dessus), l'algorithme itératif le plus populaire est le gradient conjugué [She+94|.
Pour des systémes plus compliqués, il faut utiliser d’autres solveurs, comme GMRES
[SS86| par exemple. A noter que plus les problémes deviennent importants en taille,
plus leur conditionnement % est mauvais et les solveurs itératifs convergent trés len-
tement, voire pas du tout. Il faut alors utiliser des pré-conditionneurs, qui sont une
approximation de A~!, afin de faciliter la convergence. Il existe de trés nombreuses
techniques, et les plus efficaces exploitent les connaissances a disposition sur ’équa-
tion aux dérivées partielles a résoudre ainsi que sur la géométrie du domaine. On
peut notamment citer les méthodes multi-grilles [BHMOO|, géométriques si elles uti-
lisent la géométrie du maillage ou algébriques si elles n’analysent que la matrice,
qui construisent une hiérarchie de matrices A; et des opérateurs de projection et
prolongation pour passer d’'une résolution & une autre. Dans les deux cas, 'idée est
de commencer par capturer les variations spatiales basses fréquences de la solution,
puis de finalement déterminer les variations plus localisées.

6. le conditionnement d’une matrice inversible est le rapport de ses valeurs singuliéres maximale
et minimale : k = 2=z §j la matrice est normale, c’est le ratio des valeurs propres max et min.
min
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1.2 Eléments finis polynomiaux locaux et approximation
globale

Précédemment, nous avons introduit V3, 'espace d’approximation de dimension
finie de H' (1.3, p. 9), qui est un espace de fonctions continues dont les restrictions
sur les éléments d’un maillage 2, appartiennent & un espace polynomial P :

Vi ={f eC() | fik, € P, VK; € Qp}

Nous commencons par caractériser 'interpolation locale a I'intérieur des éléments
en définissant ’espace polynomial P pour les différents types d’éléments ainsi que les
bases de Lagrange associées (§1.2.1). Dans un second temps, nous montrons comment
la continuité des fonctions de V}, est réalisée en pratique et comment on peut définir
la base globale (¢;)i=1., de V} a partir des interpolations locales (§1.2.2).

Afin d’éviter les redondances, nous utilisons le terme simplexe pour parler indis-
tinctement des triangles en 2D et des tétraédres en 3D, et le terme cube pour designer
les quadrilatéres en 2D et les hexaédres en 3D.

1.2.1 Interpolation locale : espaces polynomiaux et bases de La-
grange

La méthode des éléments finis est une technique permettant de trouver les coef-
ficients des fonctions d’interpolation sur chaque élément. Ci-dessous, nous décrivons
les fonctions d’interpolation et leurs coefficients, d’abord en dimension un puis en
dimensions supérieures.

Dimension un. On note Py ’ensemble des polynomes réels de degré k :

Py ={x— Z o; ', a; € R}
0<i<k

La base canonique de Py est ’ensemble des mondémes de degrés inférieurs a k :
{1.,z,22, .., zF }. Pour des raisons pratiques, il est parfois préférable d’utiliser la base
interpolante de Lagrange {L}, ..., E’,z} associée a k + 1 points distincts {xzg, ..,z } :

dw= I U o<i<k (18)

)
0<izh, jpi B T %)

La propriété intéressante de cette base est que Vi, j € [0, k], L¥(z;) = &;;, c’est-a-dire
que Ef vaut 1 en x; et 0 sur tous les autres points x; associés a la base. On en déduit
que les coefficients d’une fonction f de P, dans la base de Lagrange sont les valeurs
de la fonction f aux points {xq, .., x;} :

k

VfEPr, Vo eR, f(z)=> f(z:)LF(x)

1=0

Les bases de Lagrange de P1, Py et P3 construites avec un espacement équidistant
des points de controle x;, sur le segment [0, 1], sont tracées sur la Figure 1.3.
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FIGURE 1.3 — Bases de Lagrange de P pour k = 1 (gauche, fonctions linéaires),
k = 2 (milieu, fonctions quadratiques) et k = 3 (droite, fonctions cubiques). Les
points représentent les couples (z;, 1) associés a chaque fonction de la base.

Si on souhaite approcher une fonction f : [0,1] — R, on peut utiliser une fonc-
tion f € Py qui minimise I'erreur d’approximation (par ex. ming, (|[f — falls)), fu
pouvant étre contrdlée par ses k + 1 valeurs aux points (z;);—¢. k. Pour une fonction
f définie sur un domaine quelconque [a, b], on peut décomposer [a, b] en un ensemble
d’intervalles [I;, I;11] et utiliser une fonction f; définie sur chaque intervalle (en
translatant les bases de Lagrange de [0, 1] vers le sous-intervalle [I;, I;41]).

Dimensions supérieures. Les idées sont similaires au cas 1D, si ce n’est que
I’espace polynomial d’interpolation est différent pour les simplexes et les cubes. En
dimension d, on introduit }P’z I’espace des polynoémes a d variables dont le degré
maximal des mondémes est k. Il s’agit simplement d’une généralisation de P aux
dimensions supérieures. Pour le cas 2D, on a :

PP ={(x,y) > D iy 2y, ay €RY (cas 2D) (1.9)
0<i+j<k

par ex. : Py = {(z,y) = apo + @10  + o1 ¥, a;j € R}
Py = {(2,y) = ago + 10 & + ao1 y + o112y + a0 #° + a2 ¥, @ij € R}

Pour simplifier les notations, nous notons seulement Py lorsque la dimension de
I’espace d n’est pas ambigiie. Comme Py, est de dimension (dzk), il faudra autant de
coefficients pour déterminer entiérement un polynéme de degré k & d variables. Si
on introduit (A;)j—o..q les d + 1 coordonnées barycentriques associées au simplexe T,
on peut former un ensemble ¥ de (dzk) points équi-répartis définis par [All05, p.
177] -
1 k-1 .
Yr = {x €T tel que \j(x) € {0, T T 1}, 0<j <d}

Ces points sont illustrés sur la gauche de la Figure 1.4 en dimension deux. La
propriété importante est que tout polynéme de Py (en dimension d) est entiérement
déterminé par ses valeurs sur les points de Y, appelés degrés de liberté.

Une autre propriété tres importante est que la restriction fjp d’un polynéme
fe IP’g sur une face F' du simplexe T" est un polynéme de IP’Z_I7 entiérement déterminé
par les degrés de liberté sur la face (x € Xy N F). Ceci implique que lorsque deux
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° L] L] [ ]

FIGURE 1.4 — Degrés de liberté (c.a-d. points de contrdle Xp,3¥q) des bases de
Lagrange de Py (gauche) et Qj (droite) en dimension deux, pour k = 1,2,3 (de
gauche a droite).

simplexes 17,715 sont adjacents sur une face commune F. = 17 N T5, le polynéme
défini par morceaux sur les deux simplexes est continu si et seulement si les deux
restrictions fr,, fr, ont les mémes valeurs sur les degrés de liberté de la face commune
F,. Ceci permet de réduire le probléme de continuité, d’une fonction polynomiale par
morceaux, a I’égalité des degrés de liberté sur les interfaces.

Le cas des cubes (quadrilatéres et hexaédres) est différent car il est impossible
d’a la fois (a) définir des degrés de liberté équi-répartis sur les arétes et faces, et (b)
d’utiliser (dzk) degrés de liberté pour définir une base de P;. A la place, on utilise
Qg I'ensemble des polyndémes dont le degré associé & chaque variable est inférieur a
k. En dimension deux :

Qr ={(z,y) — Z aij o'y, a;j € R} (cas 2D) (1.10)
0<4,j<k

par er. : Q1 = {(z,y) = aoo + a10 T + a1 ¥ + a11 7Y, a;; € R}
Q2 = {(z,y) — oo + 10 © + o1 Yy + 11 Ty

+ oo 2% + ag Y* + ag1 22y + arn wy* + a vy, aij € R}

Cet espace peut également étre vu comme l’ensemble des polyndémes formés par
produit de d polynémes 1D (un pour chaque variable). Comme cet espace est de
dimension (k + 1)¢, on peut définir un ensemble de degrés de liberté 2@ pour un
cube Q = [0,1]¢ par :
1 k-1 .
Yo ={x€Q tel que z; € {O’%""T’l}’ 1<j<d}

Les valeurs d'un polynéme f € Qj, aux degrés de liberté X, illustrés sur la Figure 1.4
en dimension deux, déterminent entiérement le polynéme. Comme pour le cas des
simplexes, la restriction f|r sur une face est un polynoéme de @gfl, entiérement
déterminé par ses valeurs aux degrés de liberté sur la face. Et de la méme fagon, on
a la continuité d’un polynéme défini par morceaux sur les interfaces si les valeurs des
degrés de liberté sont identiques sur l'interface.

Comme pour le cas 1D, nous pouvons construire explicitement des bases interpo-
lantes, dites de Lagrange, de Py et Q. Les bases respectives, notées (N;); et (Q;);,
vérifient :

VXZ‘,XJ' € Xy, M(Xj) = (5,7‘ et VXZ',X]‘ € EQ, Qi(Xj) = 5ij

c’est-a-dire que la i-éme fonction de la base vaut 1 sur le i-éme degré de liberté et 0
sur tous les autres. Aprés calculs, on peut exprimer, avec les polynémes de Lagrange
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1D, les fonctions des bases en fonction des coordonnées barycentriques’ pour Py, et
des coordonnées classiques pour Q. En dimension deux :

Nijm(No, A1y Ao) = Li(Xo) Li(A1) Lyi(X2) aveci+j+m=k
Qij(w,y) = LE(z) L5 (y) avec 0 < i,j < k

Les expressions suivent le méme schéma en dimensions supérieures.

Géométries définies par transformation. La définition de l'interpolation Py
dans les simplexes est valable pour tout simplexe non dégénéré (volume non nul) car
nous avons utilisé les coordonnées barycentriques, qui sont bien définies pour tous les
simplexes définis comme étant ’enveloppe convexe de leurs sommets. Tout simplexe
peut également étre défini comme étant la transformation affine, ou linéaire par abus
de langage, d’un simplexe de référence (par ex. le triangle (0,0), (1,0), (0,1)). La
situation est plus délicate pour les cubes car dans les maillages, la géométrie des
cubes est généralement non linéaire, par exemple la face d’un hexaédre est composée
de quatre points, qui en général ne forment pas un plan. En pratique, la géométrie
des quadrilatéres est définie par une fonction bilinéaire et celle des hexaédres par
une fonction trilinéaire ®, c’est-a-dire des polynémes de Q;. L’approche classique en
éléments finis est de définir la géométrie des éléments comme étant la transformation
d’éléments de référence. Par exemple en dimension trois : tétraédre de référence
(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1) et cube unité [0, 1]3, illustrés sur la Figure 1.5. Pour
un élément F, on peut écrire :

E= Me(E>

avec M. la transformation et £ I’élément de référence, Ces transformations (mapping
en anglais) doivent étre bijectives. Pour chaque élément du maillage, on définit alors
la fonction d’interpolation sur I’élément de référence puis on la transforme vers 1’élé-
ment réel. Formellement, on définit la fonction d’interpolation f par ses valeurs aux
points x d'un élément F (défini par une transformation M.) par une composition :

Vx € B, f(x) = f(M.1(x)) avec f € P

o P =Py, M, €P; siFE est un simplexe et P = Qp, M, € Q1 si E est un cube.
La fonction f , définie dans I’élément de référence? | est entiérement déterminée par
ses valeurs aux degrés de liberté de I'élément de référence associé. Ceci détermine
également la fonction f dans E car la transformation M, est bijective. A premiére
vue, cette réécriture peut sembler inutilement compliquée, mais elle a de nombreux
avantages :

— on peut définir une interpolation f = f o M~! d’ordre k dans un hexaédre
trilinéaire & partir de f : 0,13 — R, f € Qy, alors que f & Qp (M~ nest
pas polynomiale) !

— on peut utiliser des géométries d’ordres supérieures (par ex. tétraédres quadra-
tiques) avec le méme formalisme ;

— on peut réécrire les calculs d’intégrales avec un changement de variable pour
que le domaine d’intégration soit toujours I’élément de référence, de sorte qu’on
ait jamais a calculer la transformation inverse M.

7. sur le triangle de référence (0,0),(1,0),(0,1),ona: A=1—z—y, i =z, Aa =y
8. bi-affine et tri-affine pour étre exact
9. espace paramétrique dans le vocabulaire de I'informatique graphique
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g

FIGURE 1.5 — Transformations de I’élément de référence vers un élément du maillage.

Intégration par changement de variable et quadratures. Les coefficients du
systéme linéaire (1.6) peuvent étre reformulées a partir des transformations géomé-
triques introduites précédemment. Pour chaque élément K., on utilise la définition
par composition u = 4 o M_! de l'interpolation et on applique le changement de
variables x = M. (X) aux contributions kfj, ff del'élément K, aux coefficients k;;, f;
du systéme linéaire (1.6). Pour transformer les gradients, il faut penser a utiliser le
théoréme de dérivation des fonctions composées, c.a-d. D(f o g) = Df o Dg. Aprés

calculs, on arrive a :
fi=1] Fx)ei(x) dx = /f(Me(i)) i(%) |det(Jm, (%)) dx
Ke K

k= [ i) Vs ) de = [ (V650711 60) - (V550731 60) Idet (T, ()

avec J 4, la matrice jacobienne associée a la transformation M.. Celle-ci est constante
par élément pour les transformations affines (tétraédres ou grilles réguliéres).

En pratique, le calcul des intégrales est remplacé par des sommes finies en uti-
lisant les quadratures de Gauss. L’intégrale d’une fonction f sur un élément K est
approximée par une somme pondérée :

N
/K ot = D wifx)

Les quadratures doivent comporter suffisamment de points d’échantillonnage
pour que l'erreur d’intégration numérique soit négligeable devant 'erreur de dis-
crétisation des éléments finis [BW76].

Remarque. Pour les quadrilatéres et hexaédres, il existe également d’autres familles
d’éléments finaux polynomiaux |Zie+13, p. 167|, appelés éléments de sérendipité Q)
qui contiennent tous les polynémes de degrés inférieurs & k£ mais moins que Qj :
P C Q) C Q. Ceux-ci sont parfois utilisés pour réduire de le nombre de degrés de
liberté d’un probléme, mais nous ne les utilisons pas dans cette thése.

1.2.2 Espace d’approximation global

Dans la partie précédente, nous avons décrit comment une fonction pouvait étre
approximée par interpolation a l'intérieur d’un élément. L’objectif de cette section
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FIGURE 1.6 — Exemples de fonctions ¢; de la base globale de I'espace d’approxima-
tion par éléments finis. Gauche : ordre un, bases des fonctions linéaires par triangles
et bilinéaires par quads. Droite : ordre deux, bases des fonctions quadratiques et
bi-quadratiques. 11 y a deux types de fonctions dans la base triangulaire : celles as-
sociées aux sommets du maillage et celles associées aux milieux des arétes. Pour la
base quadrilatérale, il y a ces deux types de fonctions et une fonction bulle associée
aux centres des quadrilatéres.

est de construire "approximation globale sur tout le maillage. L’expression (1.7) de
I’espace d’approximation dans le cas d’'un maillage de simplexes (VhT ) et dans le cas
d’un maillage de cubes (V;) devient :

Vil = {f €C(W) | fix. = feo MZY, fo € By, VK. € ) (1.11)
V= {fec® ()| fix, = feo M, fo € Qu, VK. € Q1) (1.12)

avec (M), les transformations bijectives associées a chaque élément du maillage.
Nous avons vu précédemment que la continuité de f entre deux éléments adjacents
K., et K., est équivalente & ’égalité des degrés de liberté des deux éléments sur
la face commune. Pour simplifier le probléme, notons x; les ngg degrés de liberté
(unique) du maillage €2j,. Ceux-ci sont ’ensemble des degrés de liberté locaux (X,
Y) transformés vers 'espace réel par les transformations M., avec fusion des de-
grés de liberté qui se retrouvent au méme endroit (c.a-d. sur les interfaces entre
éléments). La fusion, équivalente & une contrainte d’égalité, des degrés de liberté
sur les interfaces garantit la continuité des fonctions globales, définies par morceaux.
Pour chaque élément K., on a une assignation discréte =, des degrés de liberté lo-
caux vers les degrés de liberté globaux. Pour les hexaédres avec interpolation Qy :
Ze [1, . (k + 1)3] — [1, ..,nddl].

Base de Vj,. La base interpolante (¢;)i=1..n,,, de Vi, de dimension ng4q, peut étre
définie par :
Vi,j € [1,nqa], ¢i € Vi et ¢i(x;) = dyj

A P'ordre un (k = 1), chaque fonction ¢; vaut 1 sur le i-éme sommet du maillage et 0
partout ailleurs. Ces fonctions sont souvent appelées fonctions chapeauz. Elles sont
illustrées pour I'ordre un et deux, en dimension deux, sur la Figure 1.6.

La solution obtenue avec la méthode des éléments finis sera une combinaison li-
néaire des fonctions de cette base. La précision de la solution dépendra donc de la
richesse des variations qui pourront étre représentées avec cette ensemble de fonc-
tions. Des exemples de solutions éléments finis P; et Py sont illustrés sur la figure 1.7.
On peut observer 'effet du maillage triangulaire sur la solution IP1, qui est linéaire
par triangle. Les discontinuités sur les gradients aux interfaces entre triangle sont trés
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FIGURE 1.7 — Solutions éléments finis de —Au = 27%sin(mx) sin(ry) dans Q, u =
0 sur 9Q. Gauche : Maillage triangulaire et quadrilatéral. Milieu : Eléments d’ordre
un. Droite : Eléments d’ordre deux.

marquées. La solution quadratique par éléments (IPy) est bien plus lisse et il est plus
délicat d’observer visuellement l'effet du maillage dans ce cas précis. Ceci s’explique
par le fait qu'un polynéme d’ordre deux est une bien meilleure approximation d’une
fonction sinusoidale que des polynémes d’ordre un.

Remarque. Nous avons présenté la base interpolante de Lagrange, avec une réparti-
tion équidistante des points de controle dans les éléments. Cependant, il est possible
d’utiliser d’autres répartitions plus intéressantes (par ez. points de Gauss-Lobatto
pour les cubes) qui ont des propriétés numériques plus avantageuses : meilleure
stabilité numérique, meilleur conditionnement de la matrice de rigidité ou encore
orthogonalité de la base. De plus, il est parfois intéressant d’utiliser des bases non
interpolantes, comme les bases hiérarchiques de Legendre qui permettent de mani-
puler plus facilement des polynémes avec des ordres différents dans le méme espace
d’approximation (p-FEM) ou les bases de Bernstein-Bézier qui permettent des fac-
torisations pour les ordres élevés.

1.3 Influence du maillage

Le maillage en tant que partition du domaine et support des polynémes d’inter-
polation est indispensable & la méthode des éléments finis. Ils permettent notamment
de générer des systémes linéaires creux que l'on peut résoudre efficacement. Mais il y
a un autre aspect qu’il ne faut pas perdre de vue : ’espace d’approximation dépend
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fortement des propriétés du maillage. Nous évoquons ci-dessous des conséquences
lices au choix du type de maillage (simplexe ou cube). Celles-ci seront détaillées
dans l'état de I'art (Chapitre 2) ainsi que dans les essais expérimentaux du Chapitre

/.

Différents polyndémes d’interpolation. Les fonctions d’interpolation sont ba-
sées sur des produits de polynémes 1D (Q) pour les d-cubes tandis que des poly-
néomes multivariés (P;) sont utilisés pour les simplexes. A l'ordre k, les polynomes
de Q) ont des termes supplémentaires, que ’on appelle termes croisés dans la suite
de ce manuscrit. Ces termes permettent une meilleure approximation des fonctions
lisses, comme on peut 'observer sur la comparaison entre Py et Q; sur la Figure 1.7.
De plus, un certain nombre de modifications spécifiques & certaines applications (par
ex. mécanique), comme 'utilisation de quadratures réduites ou de modes de dépla-
cement incompatibles, sont couramment mises en oeuvre pour les quadrilatéres et
hexaédres dans les logiciels commerciaux.

Optimisation calculatoire de 1’assemblage. Le calcul des coefficients (inté-
grales) repose sur des quadratures, c’est-a-dire des sommes pondérées. Lorsque les
fonctions & intégrer sont des produits de polynémes uni-variés, comme c’est le cas
pour Qg, il est possible de réduire le nombre d’opérations en factorisant des termes
communs. Cette technique, dite de somme-factorisation, est particulierement utile
pour les polynémes d’ordres élevés et est une des raisons pour laquelle les maillages
hexaédriques sont appréciés. Cette structure tensorielle rend également plus facile le
développement de solveurs sans matrices, ou les coefficients du systéme sont calculés
a la volée lors de la résolution.

Maillages structurés par blocs. Les maillages tétraédriques sont fondamentale-
ment non structurés (par ex. valence des sommets trés variable), il faut stocker toutes
les informations de connectivité. Les maillages hexaédriques ont naturellement plus
de régularité. Les maillages hexaédriques structurés sont combinatoirement équiva-
lents & des grilles réguliéres. Dans ce cas, de nombreuses optimisations de calcul sont
possibles, par exemple on peut connaitre & ’avance la largeur de bande des matrices
creuses. Pour des géométries complexes, il n’est souvent pas possible d’utiliser des
maillages globalement structurés, mais il est parfois possible de se ramener & des
maillages structurés par blocs, pour lesquels ces optimisations peuvent étre appli-
quées par bloc. Cette remarque ne s’applique pas a tous les maillages hexaédriques,
mais la sous-catégorie des maillages structurés (par blocs) est trés intéressante pour
des applications hautes performances.

Raffinement local. Comme les maillages hexaédriques sont plus ou moins structu-
rés, il n’est généralement pas possible de leur appliquer des opérations de raffinement
locales et de conserver un maillage conforme. Raffiner un hexaédre engendre des mo-
difications qui se propagent a travers une grande partie du modéle. Sur ce point, les
maillages tétraédriques sont beaucoup plus flexibles, il existe d’ailleurs de nombreuses
techniques de raffinement adaptatif pour ces derniers. Le raffinement adaptatif est
particuliérement intéressant dans le cadre de la méthode des éléments finis puisqu’il
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offre la possibilité d’augmenter la précision de la solution approchée tout en im-
pactant peu le temps de calcul. Cette approche est parfois appelée h-FEM, car h
caractérise la taille des éléments, en opposition a 'approche p-FEM ot la précision
de la solution est améliorée en augmentant le degré des polynémes d’interpolation.
Les méthodes hp-FEM combinent ces deux outils.

Alignement avec les bords. Un autre avantage souvent mis en avant des maillages
hexaédriques est qu’ils peuvent étre alignés avec le bord des modéles 3D, ce qui cor-
respond souvent également aux particularités des champs solutions. Par exemple
dans une simulation de mécanique des fluides, le fluide va s’écouler en longeant des
bords du domaine. Il est alors possible de construire des couches d’éléments hexa-
édriques trés anisotropiques le long des bords. Ceci permet de capturer efficacement
les variations importantes des champs dans les couches limites de problémes avec
interaction fluide-structure.

Nombre d’éléments et nombre de faces. Il est également intéressant de noter
que les maillages hexaédriques ont besoin de moins d’éléments que les maillages
tétraédriques pour couvrir le méme volume. Par exemple il faut au minimum cing
tétraédres pour mailler un cube unité. De la méme maniére, il y a moins d’arétes et
de faces intérieures dans les maillages hexaédriques. Dans la méthode des éléments
finis classique que nous avons présentée précédemment, cela n’est pas trés important
car le temps de calcul dépend plutdét du nombre de degrés de liberté qui est similaire
dans les deux cas. Cependant, cette différence peut se révéler plus significative pour
d’autres variantes, comme la méthode de Galerkine discontinue ou il faut calculer
des flux entre éléments, ou encore les méthodes d’hybridation ou les inconnues du
systéme linéaire sont uniquement les degrés de liberté sur les faces intérieures et
extérieures.

1.4 Variantes

L’exposé précédent est une courte introduction & la méthode des éléments finis sur
un probléme simple. Mais comme la méthode des éléments finis a été appliquée avec
succés depuis une cinquantaine d’années, elle a connu de nombreux développements
dans des directions trés différentes, afin de s’adapter au mieux aux spécificités des
différents problémes & résoudre. Dans les paragraphes suivants, nous évoquons trés
brievement certains de ces développements afin que le lecteur ait connaissance de
leur existence et puisse s’y référer s’il le souhaite.

Formulations mixtes Un grand nombre de problémes physiques fait intervenir
plusieurs champs couplés. Par exemple en mécanique des fluides, il y a générale-
ment deux champs inconnus : la vitesse du fluide et la pression. Pour résoudre un
tel probléme avec la méthode des éléments finis, il est généralement intéressant de
discrétiser les différents champs. Pour donner une idée des problématiques mises en
jeu, nous évoquons briévement le cas du probléme de Stokes, qui est une modélisa-
tion de I’écoulement d’un fluide visqueux incompressible ot les effets inertiels sont
négligeables. Pour simplifier le probléme, on suppose que la vitesse du fluide u est
nulle sur le bord (condition de Dirichlet homogeéne).

24



1.4. Variantes

—Au+Vp=f dansQ (1.13a)
—div(u) =0  dans Q (1.13b)
u=0 sur (1.13c)

La premiére équation lie la vitesse u et la pression p tandis que la seconde équation
retranscrit 'incompressibilité du fluide. Pour construire une formulation faible mixte,
on multiplie la premiére équation par une fonction test v et la seconde équation par
une autre fonction test ¢, puis on applique la formule d’intégration par partie, ce qui

donne :
/Vu Vv—/pdiv(v):/fv (1.14a)
Q Q Q

—/ div(u) ¢ =0 (1.14b)
Q

Pour que ces équations soient définies, il faut u,v € HY(Q) et p,q € L*(Q).
Ceci dit, il n’est pas possible d’utiliser des éléments finis arbitraires de H' et L?
pour trouver une solution approchée de la formulation faible. Cette situation est
trés différente du probléme de Poisson présenté initialement, ol tout sous-espace de
H' pouvait étre utilisé. Dans le cas de la formulation mixte, il faut respecter des
conditions de stabilité qui sont données par la condition inf-sup et qui s’appliquent
directement aux espaces discrets. Par exemple, 'utilisation d’éléments linéaires P;
pour la vitesse et IP; pour la pression est instable et ne permet pas de trouver de
solution. Des exemples de paires compatibles sont Py /Py pour k > 2, dits éléments
de Taylor-Hood.

Comme les formulations mixtes sont trés courantes en pratique, elles sont 'objet
d’une grande partie de la littérature sur les éléments finis et il existe de nombreuses
paires d’éléments stables vérifiant les conditions inf-sup.

Espaces H(div), H(rot) Jusqu’a maintenant nous avons parlé des éléments finis
P, et Qp, utilisés pour construire un sous-espace de dimension fini de l'espace H'.
Cet espace est adéquat pour la formulation faible du probléme de Poisson (1.4,
p. 9) car elle met en jeu le gradient de la fonction inconnue u et des fonctions
tests v. Pour d’autres problémes, et formulations faibles associées, il est possible
d’utiliser des espaces moins contraignants. En pratique, H' impose la continuité des
fonctions d’interpolation éléments finis. Mais pour certains problémes mettant en jeu
des champs vectoriels, il est plus intéressant de se contenter de la continuité de la
composante normale ou de la composante tangentielle aux interfaces entre éléments.
Prenons 'exemple du probléme de Darcy, qui est une modélisation de I’écoulement
d’un fluide en milieu poreux :

au+Vp=f dans
div(u) =0 dans Q
u-n=0 sur 9N
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La formulation faible associée (aprés multiplication par v, ¢ et intégration par parties)

est :
/au-v—l—/pdiv(v):/f-v dans €2
Q Q Q
/qdiv(u) =0 dans Q
Q

avec la condition v -n = 0 sur la fonction test v. Cette formulation faible est définie
si u,v € L? et div(u),div(v) € L2 Cet espace de fonctions vectorielles est noté
H(div) :

H(div, Q) = {u € L}(Q) | div(u) € L*(Q)}

De maniére similaire, on peut définir H(rot) :
H(rot,Q) = {u € L*(Q) | rot(u) € L*(Q)}

qui est un espace couramment rencontré dans les formulations faibles de problémes
d’électromagnétisme.

Pour construire des discrétisations de H (div), H (rot), d’autres éléments finis que
Py, Q sont utilisés. On peut citer les éléments de Raviart-Thomas qui sont souvent
utilisés pour H(div) ainsi que les éléments de Nédélec pour H(rot).

Calcul extérieur pour éléments finis. Le calcul extérieur pour la méthode des
éléments finis, Finite Element Exterior Calculus en anglais, introduit par [AFWO06|,
lie la théorie du calcul extérieur pour les formes différentielles et les discrétisations
par éléments finis. Cette nouvelle formalisation a permis une grande unification et
standardisation des concepts d’analyse numérique utilisés pour étudier la méthode
des éléments finis. En plus de permettre une meilleure compréhension des concepts
existants, elle est & 'origine du développement de nouveaux éléments finis stables
par construction pour les formulations mixtes. On se contente ici d’évoquer une ver-
sion simplifiée de idée principale. Le complexe de De Rham (séquence supérieure du
diagramme ci-dessous) exprime l'idée que les images d’un espace par un opérateur
sont dans l'espace & leur droite dans la séquence. Par exemple les gradients de fonc-
tions de H' sont des fonctions de H(rot). De plus cette séquence est exacte, c.a-d.
le noyau de rot est 'image de grad et le noyau div est I'image de rot.

H' 2% H(rot) —% H(div) —% L2

N

1 T \ d N S
Vi Vi > Vi > Vi

grad rot

div

L’idée du calcul extérieur en éléments finis est que les sous-espaces discrets, c’est-
a-dire les espaces d’approximation éléments finis sur la ligne inférieure du diagramme,
doivent également former une séquence exacte, et les projections des espaces continus
vers les discrets doivent étre bornées. Lorsque le diagramme commute, c’est-a-dire
que la discrétisation de la dérivée d’une fonction est égale a la dérivée de la fonction
discrétisée, alors les éléments finis des espaces discrets sont stables et ils peuvent
étre utilisés dans des formulations mixtes, car ils vérifient les conditions inf-sup par
construction. Cette approche systématique de la construction d’éléments finis stables
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est trés intéressante en pratique. Elle a méme donné lieu & une classification sous
forme de tableau périodique des éléments finis |AL14].

La théorie compléte du calcul extérieur pour éléments finis est plus générale (et
compliquée) que 'explication ci-dessus, qui est trés approximative. Ceci dit, nous
avons pensé qu’il est important de la mentionner vu son roéle de plus en plus prépon-
dérant dans ’analyse numérique de la méthode des éléments finis. Le lecteur intéressé
peut se reporter & [AFW10] pour une introduction détaillée.

Méthode de Galerkine discontinue. Précédemment, nous avons regardé com-
ment les éléments Py, et Q) pouvaient étre utilisés pour discrétiser H'. Ceci impliquait
la continuité des fonctions aux interfaces entre éléments, qui est réalisée en pratique
par I’égalité des degrés de liberté sur les faces communes. Une autre approche [HW08 ;
Riv08] consiste & ne pas imposer cette continuité entre éléments, mais & pénaliser les
sauts de valeur au niveau des faces. Cette approche est dite non conforme car l'es-
pace d’approximation Vj, n’est plus un sous-espace de H'. En particulier, il n’est plus
possible d’appliquer I'intégration par partie sur I’ensemble du domaine, mais élément
par élément. La formulation faible du probléme de Poisson (1.4) s’écrit alors :

Z/KVU-VU—Z/aK(Vu-n)v—/va—i—/mjvgv (1.17)

KeQy, KeQy

Le second terme de la gauche de 1’équation correspond & des intégrales sur les
faces intérieures. Il y a différentes maniéres de transformer cette formulation faible qui
conduisent & différentes méthodes numériques. Le lecteur peut se référer a [HWO08 ;
Riv08] pour plus d’informations.

L’inconvénient premier des méthodes de Galerkine discontinu est que le nombre
de degrés de liberté augmente significativement par rapport a 'approche continue,
mais pour certaines applications le gain de précision et de stabilité est largement
favorable. On peut également évoquer une évolution récente, la méthode de Galerkine
discontinue hybridable (HDG) [CGL09], ou le nombre d’inconnus du systéme linéaire
est réduit aux degrés de liberté des faces intérieures et extérieures.

Eléments finis non polynomiaux : NURBS et analyse iso-géométrique
Avant d’étre maillés avec des tétradédres ou des hexaédres, les modéles 3D sont généra-
lement construits dans des logiciels de CAO (conception assistée par ordinateur) qui
utilisent souvent des NURBS (B-splines rationnelles non uniformes) pour représenter
les surfaces. L'idée de I’analyse iso-géométrique [HCBO5] est d’utiliser des NURBS
pour représenter la géométrie ainsi que les fonctions d’interpolation de I’approxima-
tion par éléments finis. Les avantages de cette approche sont que la géométrie de
I'objet utilisée pour la simulation est exacte (pas d’approximation des bords) et que
I’étape de maillage tétraédrique ou hexaédrique n’est plus nécessaire.

Cependant, dans la plupart des logiciels de CAQO, seuls les bords des objets sont
paramétrés par des NURBS surfaciques alors que la simulation a besoin de NURBS
volumiques. Techniquement, le probléme de générer une paramétrisation du volume
de l'objet avec des NURBS volumiques a partir de la surface extérieure est plus ou
moins équivalent au probléme de générer un maillage hexaédrique, c¢’est-a-dire que
c’est un probléme trés difficile.
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Eléments finis sur géométries polyédrales D’autres formulations en cours de
développement permettent de gérer des maillages avec des éléments polyédriques avec
un nombre quelconque de faces, on peut notamment citer la méthode des éléments
virtuels (VEM) |Bei+13] et les méthodes hybrides d’ordres élevés (HHO) |[DE15]
qui ont fait 'objet de nombreux travaux de recherche récemment. L’idée principale
consiste & ne pas formuler explicitement les fonctions d’interpolations mais & les
définir comme étant des solutions de problémes locaux.
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Chapitre 2

Etat de lart

Les maillages hexaédriques sont particuliérement recherchés pour la simulation
par éléments finis, pour les raisons évoquées en introduction (§1.3) et détaillées dans
la suite (§2.2.1). Toutefois, la génération automatique de maillages hexaédriques
(§2.1) est un probléme difficile et les techniques actuelles sont loin d’étre assez ma-
tures pour un usage industriel systématique.

Une alternative plus accessible est de générer (§2.1) et d’utiliser des maillages hex-
dominants, composés de plusieurs types d’éléments, dont une majorité d’hexaédres
et des tétraedres. Cependant, comme différents types de fonctions sont utilisés pour
différents types d’éléments, il est nécessaire de trouver un moyen de les réconcilier.
Différentes approches sont possibles (§2.2.2), la plupart reposent sur 'utilisation de
pyramides qui permettent de faire I'interface entre hexaédres et tétraédres.

Générer des maillages n’est pas une fin en soi. Pour qu’ils servent au mieux les
intéréts de la simulation numérique, il est nécessaire de quantifier leur influence sur
les solutions numériques. Pour des simulations réalistes sans solutions analytiques,
mesurer I'erreur n’est pas évident. Une possibilité est d’utiliser une solution de réfé-
rence trés précise mais nous verrons que cela pose un certain nombre de difficultés
techniques (§2.3.3).

2.1 Génération de maillages hexaédriques et hex-dominants

La génération de maillages hexaédriques est un probléme difficile dont les enjeux
industriels sont importants. Par conséquent, elle a fait I’objet de nombreux travaux
de recherche ces deux derniéres décennies. Dans cette thése, nous faisons le choix de
traiter séparément les techniques récentes qui reposent sur les champs de directions
de celles, souvent antérieures, qui ne les utilisent pas.

Les approches sans champs de directions (§2.1.1) sont également couvertes par
trois états de art [Owe98; SJO7; SRR14| auxquels le lecteur peut se reporter pour
une description détaillée. Les deux premiéres revues sont antérieures aux approches
par champs de directions et la troisiéme les évoque briévement sans entrer dans les
détails.

La seconde catégorie de méthodes (§2.1.2) repose sur 'utilisation de champs de
directions qui permettent de guider le maillage a l'intérieur du domaine, de maniére
a ce qu'il soit aligné avec les bords. Celles-ci sont plus récentes et permettent de
traiter des configurations géométriques plus complexes. Cependant, elles aboutissent
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le plus souvent & des maillages hex-dominants qui ne sont pas exclusivement composés
d’hexaédres. Les techniques par champs de directions sont notamment couvertes par
I'état de l'art de la thése de N. Kowalski [Kow13| et dans l'article [Arm+15]. Un
des objectifs de cette section est de proposer une description complémentaire et de
I’étoffer avec des résultats plus récents.

Nous traitons simultanément la génération de maillages hexaédriques et de mail-
lages hex-dominants. Ce choix est justifié par le fait que la présence d’autres éléments
(tétracdres) est souvent le résultat d’un échec de la technique de maillage hexaédrique
dans une configuration géométrique spécifique.

Structure et singularités. Pour chaque méthode de maillage, il est intéressant
de regarder la structure des singularités produites. Les singularités d’'un maillage
quadrilatéral sont les sommets de valences différentes de quatre. Pour des maillages
quadrilatéraux, les valences des sommets singuliers sont souvent soit 3, soit 5. Pour
des maillages hexaédriques, les singularités sont les arétes de valences différentes de
quatre, qui en pratique sont également soit 3, soit 5. Dans un maillage hexaédrique
conforme, les arétes singuliéres forment des lignes qui apparaissent et disparaissent
sur les bords du maillage, et qui peuvent éventuellement se rejoindre & l'intérieur.
Un maillage qui ne comporte pas de singularités est dit structuré, il peut étre vu
comme la déformation d’'une grille réguliére. Ceux-ci sont les plus intéressants pour
la simulation numérique car ils permettent de nombreuses optimisations numériques
(voir §2.2.1.2, p. 2.2.1.2). Malheureusement de nombreux modéles ne peuvent pas
étre maillés sans singularités (par er. un triangle en 2D requiert un point singulier
au centre). Pour les maillages non-structurés, I’étude des singularités est intéressante
car elle donne une information sur la structure du maillage, et particuliérement & quel
point le maillage est loin d’un maillage structuré. Nous utiliserons réguliérement deux
exemples simples, le prisme triangulaire et le tétraédre de la Figure 2.1, pour illustrer
le comportement des différentes méthodes de maillage hexaédrique.

TN
1N

FIGURE 2.1 — Exemples de maillages hexaédriques et leurs singularités (en rouge).
Gauche : le maillage du prisme contient une ligne de singularité. Droite : le maillage
du tétraédre contient quatre lignes de singularité qui se rejoignent en un noeud inté-
rieur.

Qualité des maillages hexaédriques. Avant d’aller plus loin, il peut étre utile
de définir ce que nous entendons par un bon maillage hexaédrique, car il est toujours
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possible d’en générer un médiocre (voir §2.1.1.1). Le maillage est un support de
calcul pour une méthode de simulation numérique, un bon maillage est donc celui
qui permet de minimiser I'erreur d’approximation de la solution pour un cotit de
calcul donné, mais ce critére est extrémement dépendant du probléme aux limites a
résoudre. Afin de créer des techniques de maillage génériques, nous utilisons plutot
des critéres géométriques, indépendant des problémes de simulation, qui se révélent
utiles en général. Un critére de validité nécessaire pour la simulation par éléments
finis est que le jacobien de la transformation (trilinéaire) qui transforme le cube
unité en un hexaédre soit strictement positif. Une mesure classique de la qualité
d’un hexaédre [Knu99| est le jacobien mis & 1’échelle (scaled jacobian en anglais), qui
varie entre 0 et 1 pour les éléments valides. 1l s’agit du minimum du déterminant de
la matrice jacobienne divisé par la norme des trois vecteurs colonnes. L’objectif est
d’avoir des hexaédres dont le jacobien mis & 1’échelle tend vers 1, ce qui correspond a
un pavé (tous les angles sont droits). Un autre critére plus global est de minimiser le
nombre de singularités, car un trop grand nombre de celles-ci conduit & des éléments
déformés. D’un autre c6té, un nombre insuffisant de singularités conduit également a
un maillage avec des éléments trés déformés. Il faut donc trouver un bon compromis.

2.1.1 Différentes approches pour le maillage hexaédrique

Dans les paragraphes suivants, nous nous intéressons aux techniques de maillage
qui ne reposent pas sur la construction de champs de directions. Ceci recouvre des ap-
proches trés variées : décomposition manuelle et transformation de grilles réguliéres,
extrusion de maillages quadrangulaires, remplissage par superposition d’octree, pro-
pagation depuis le bord, résolution d’un probléme topologique, déformation cubique
du domaine ou encore utilisation de diagrammes de Voronoi.

2.1.1.1 Maillage tétraédrique décomposé en hexaédres

La génération automatique de maillages tétraédriques est aujourd’hui mature
|GHS90; Silbal et fonctionne de maniére satisfaisante dans la trés grande majorité
des situations. De plus, tout tétraédre peut étre décomposé en quatre hexaédres
(droite de la Figure 2.1). Par conséquent, il est possible de possible de construire un
maillage entiérement hexaédrique pour toutes les géométries en générant et décom-
posant un maillage tétraédrique.

Malheureusement, les résultats obtenus avec cette approche ne sont pas satisfai-
sants : les hexaédres sont tous de trés mauvaise qualité et le réseau de singularités
du maillage est extrémement compliqué car quatre singularités se rejoignent dans
chaque tétraédre initial et bien plus (une douzaine) sur les sommets d’origine.

2.1.1.2 Approches semi-automatique

Décomposition et transformation L’une des approches les plus anciennes ex-
ploite une décomposition du modéle en blocs "cubiques". Ensuite pour chaque bloc,
un maillage structuré rectangulaire est déformé pour recouvrir la région du modéle
3D, tout en s’assurant que les interfaces entre régions sont conformes [Whi+95].
Le procédé est illustré sur la gauche de la Figure 2.2. Cette approche par sous-
transformations est loin d’étre automatique puisqu’il faut que le modéle soit manuel-
lement décomposé en régions cubiques. Par construction, il n’y a aucune singularité
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FIGURE 2.2 — Techniques de maillage hexaédrique semi-automatique. Gauche : Par
sous-transformations, source : [Whi+95]. Droite : Par balayage, source : |[Bla96].

possible & l'intérieur de chaque bloc, mais il est théoriquement possible d’en placer
manuellement lors de la décomposition du modéle en blocs. Combinatoirement, ceci
revient & fournir un maillage hexaédrique grossier du probléme, dont les hexaédres
sont les blocs, et ol la transformation trilinéaire d’un hexaédre est remplacée par
une transformation potentiellement plus précise.

Balayage Une autre possibilité est d’extruder un maillage quadrilatéral (2D) entre
deux surfaces, la premiére étant source et la seconde cible. Ces deux surfaces sont
manuellement définies par 'utilisateur. Le maillage quad est extrudé de maniére a
remplir le volume entre les deux surfaces (par ez. droite de la Figure 2.2). L’inté-
rét principal est que le maillage quadrilatéral peut étre relativement complexe; par
exemple il peut contenir des points singuliers qui généreront des lignes singuliéres
dans le maillage hexaédrique. Il est ainsi possible de mailler le prisme de la Figure 2.1,
mais pas le tétraédre. Cette technique, appelé balayage ou sweeping en anglais, a été
introduite par BLACKER |Bla96| et KNUPP [Knu98|. Elle a notamment été améliorée
afin de gérer des situations avec plusieurs surfaces sources et plusieurs cibles. Les
maillages obtenus sont structurés dans la direction d’extrusion. Pour plus de détails
et références, le lecteur peut se référer a Ruiz-GIRONES et al. [RRS09]. Cette ap-
proche a des limitations pratiques : (a) 'utilisateur doit définir les surfaces sources
et cibles, fournir un maillage quadrangulaire des sources et surtout (b) le modéle
géométrique doit pouvoir se préter & une telle décomposition.

Les techniques de maillage par sous-transfomations et balayage ne sont pas idéales
parce qu’elles requiérent de bien décomposer les modéles, et éventuellement d’assigner
des contraintes (e.g. surfaces sources et cibles) manuellement. Tous les modéles ne
s’y prétent pas, mais quand c’est le cas ces approches peuvent étre trés intéressantes
car elles générent des hexaédres de bonnes qualités. Elles sont notamment employées
industriellement dans des logiciels de maillage semi-automatique comme Trelis '0-

10. http://www.csimsoft.com/trelis, version commerciale de CUBIT
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FIGURE 2.3 — Axes médians d'un objet en 2D (gauche, source : [FAR16]) et en
3D (droite, source : [Qual6]). Ils peuvent servir de guide pour une décomposition
automatique du domaine.

CUBIT' ou GridPro12.

Automatisation de la décomposition en blocs Différentes techniques ont été
développées pour tenter de produire automatiquement la décomposition du modéle
d’entrée en blocs qui peuvent étre maillés par transformation ou par balayage.

L’axe médian du modéle est I’ensemble des points équidistants & plusieurs bords
du modéle, illustré sur la Figure 2.3. Cet ensemble est également appelé squelette
car il peut étre vu comme l'ossature de l'objet. Le squelette permet de construire
une décomposition de l'objet [PAS95; PA97|, cependant celle-ci n’est pas forcément
composée de cubes (par ezr. elle peut contenir des parties triangulaires) et elle a
tendance & produire des cubes topologiques sans se soucier de critéres géométriques.
Ceci dit, avec certaines modifications [FAR16], cette approche est utilisée avec succés
en dimension deux sur un certain nombre de cas et avec fait toujours l'objet de
recherches en dimension trois, par ezx. [Qual6].

Une autre approche [She+99] propose d’utiliser le diagramme de Voronoi immergé
pour guider la décomposition. La décomposition obtenue contient certains blocs qui
peuvent étre maillés avec les techniques précédentes, mais pas tous et il n’y a pas de
garantie sur le type de blocs obtenus. Cette approche semble notamment fonctionner
de maniére satisfaisante sur les modéles contenant de nombreuses arétes vives et peu
de surfaces courbes.

Comme ces approches de décomposition ne sont pas robustes, elles peuvent étre
intégrées dans un logiciel semi-interactif afin d’aider I'utilisateur, tout en lui laissant
le soin de gérer manuellement les configurations difficiles.

2.1.1.3 Superposition d’une grille réguliére

Il existe une classe de mailleurs hexaédriques basée sur l'utilisation de grilles
structurées réguliéres, superposées aux modéles 3D & remplir. Le plus simple est de
prendre une grille cubique et d’assigner tous les cubes strictement a l'intérieur de la
frontiére au maillage hexaédrique [Sch96]. La partie plus délicate est de mailler le

11. https://cubit.sandia.gov/
12. http://www.gridpro.com/
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FIGURE 2.4 — Maillage par superposition d’octree. Gauche : Illustration du principe
en 2D, source : |ZB06|. Droite : Exemple de maillage hexaédrique généré, source :
[Mar09].

bord : il faut produire des hexaédres qui respectent la surface d’entrée et les cubes
intérieurs. De nombreuses heuristiques sont possibles, on peut notamment citer SU
et al. [SLS04]. Cette méthode peut facilement étre adaptée pour extraire un maillage
hexaédrique d’'un modéle défini par une iso-valeur dans un champ volumique d’une
grille réguliére [ZB06].

Deux axes principaux d’amélioration ont été développés :

— utilisation d’une grille octree au lieu d’une grille conforme [SSW96; Mar01].
Ceci permet de mailler plus précisément l'intérieur des modéles 3D. En contre-
partie, il faut transformer les interfaces non-conformes de I'octree en un maillage
hexaédrique conforme, ce qui est réalisé par l'utilisation de patrons de transi-
tion (visibles sur la Figure 2.4) ;

— insertion de couches tampons le long des bords afin d’éviter de générer des élé-
ments de trop mauvaises qualités lors de la projection des sommets de 'octree
intérieur vers le bord [ISS09; Mar(9].

L’avantage principal de cette approche par superposition est sa robustesse. Il est
possible d’extraire automatiquement des maillages entiérement hexaédriques pour
toutes sortes de géométries (par ex. droite de la Figure 2.4). De fait, elle est utilisée
par des mailleurs industriels comme MeshGems-Hexa'® - Hexotic'* et Bolt'.

Cependant, les maillages obtenus sont trés loin d’étre idéaux : les hexaédres sont
alignés avec la grille utilisée et non avec les bords de 'objet, les éléments proches
du bord sont souvent de qualité médiocre (trés déformeés) et il y a de nombreuses
singularités dans le maillage, au niveau des changements de résolution de I'octree.

13. http://www.meshgems.com/volume-meshing-meshgems-hexa.html, version commerciale de
Hezotic

14. https://www.rocq.inria.fr/gamma/

15. http://www.csimsoft.com/boltoverview
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FIGURE 2.5 — Illustration en 2D de techniques de maillage par avancée de fronts.
Gauche : Pavage, source : [BS91|. Droite : Q-Morph, source : [OS00].

2.1.1.4 Approches frontales géométriques

Il existe des approches qui ajoutent des hexaédres de maniére itérative, en com-
mencant par les bords. Elles sont dites frontales car nous pouvons visualiser la pro-
gression d’un front entre les hexaédres déja insérés et le reste du volume & remplir.
Nous citons ci-dessous deux approches qui utilisent des critéres géométriques.

Approche par platrage Le platrage |[Can92; BM93|, plastering en anglais, est une
généralisation en 3D de la méthode de pavage développé pour le maillage quadran-
gulaire de surfaces [BS91|. L’idée, illustrée en 2D sur la Figure 2.5, est de partir des
bords de I'objet et d’insérer progressivement des éléments en se déplagant vers 1'inté-
rieur. Cette approche a deux inconvénients importants : elle nécessite un maillage du
bord (quadrangulaire en 3D) et elle échoue autour de I’axe médian du modéle, ou les
fronts se rejoignent. STATEN et al. [Sta+09] remédie partiellement a ces défauts en
proposant une technique de pldtrage non-contraint qui part toujours du bord mais ne
nécessite pas de maillage quadrangulaire. Ceci dit, les résultats ne sont toujours pas
satisfaisants parce que la structure globale du maillage n’est pas prise en compte. Le
plus souvent, il reste d’importants vides dans le modéle qui peuvent étre complétés
par des tétraédres et des pyramides afin de produire un maillage hex-dominant.

Approche indirecte : H-Morph Afin d’éviter certaines difficultés liées a la gé-
nération successive des hexaédres dans l’approche par platrage, OWEN et al. [OS00]
proposent une approche indirecte qui repose sur l'utilisation d’un maillage tétra-
édrique. Un front se propage a l'intérieur du maillage et combine les tétraédres en
hexaédres. Un des intéréts est qu’a tout moment le maillage est un maillage hexa-
tétraédrique valide. Cependant, il reste toujours de nombreuses configurations dans
lesquelles la recombinaison échoue.

Les deux approches présentées reposent sur des décisions locales basées sur des
critéres géométriques et elles ne permettent pas de générer des maillages entiérement
hexaédriques pour des géométries légérement compliquées. Les problémes principaux
apparaissent dans les régions ou les différents fronts se rejoignent.
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FIGURE 2.6 - Gauche : STC d’un maillage hexaédrique simple (source : [Mur+97]).

Droite : deux feuilles (en vert et jaune) du STC d’un maillage hexaédrique (source :
[LS10]).

2.1.1.5 Approches topologiques basées sur le maillage dual

Au lieu de construire directement le maillage hexaédrique, il est possible de tra-
vailler & la construction de son maillage dual. La notion de Spatial Twist Conti-
nuum (abrégé en STC) [Mur+97| a été¢ introduite afin de caractériser la connectivité
des maillages hexaédriques. Il s’agit d’une représentation de la connectivité & par-
tir de surfaces, ou feuilles, et d’intersections de feuilles. Visuellement, ces feuilles
peuvent étre vues comme le dual du maillage hexaédrique, mais la géométrie (posi-
tion des points) n’a pas d’importance. L’intérét est que les feuilles sont des variétés
de dimension deux valides alors que les surfaces formées par les faces d’hexaédres
n’en sont pas : elles se séparent au niveau des singularités. Dans le STC, les hexaédres
sont représentés par des noeuds, les faces par des lignes et les points par des volumes.
Cette équivalence, illustrée sur la Figure 2.6, permet de développer des algorithmes
de maillage qui se concentrent sur la topologie et non sur la géométrie. Pour une
explication plus détaillée du STC, le lecteur peut se reporter & LEDOUX et al. [LS09]
qui proposent une spécification précise des maillages hexaédriques et de leur dual.

Un résultat théorique intéressant, obtenu en utilisant le STC, est que tout volume,
topologiquement équivalent & une boule, dont le bord est maillé avec un nombre pair
de quadrilatéres admet un maillage hexaédrique [Mit96|. Cependant, cette preuve
d’existence n’est pas constructive et il n’est pas possible d’en déduire un algorithme
systématique.

En pratique, le premier algorithme de maillage utilisant le Spatial Twist Conti-
nuum est le Whisker Weaving [TBM96], ou le STC est construit par avancement
de fronts. Le point de départ est un maillage quadrilatéral du bord composé d’un
nombre pair d’éléments. Sur ce maillage du bord, nous pouvons énumeérer toutes les
bandes de quads qui forment une boucle (c.a-d. ensemble de quads adjacents par
leurs arétes opposées, qui revient sur lui méme). Ces bandes sont les bords de sur-
faces, ou feuilles (sheets en anglais), qui traversent le volume et qui contraignent le
maillage hexaédrique a avoir une tranche d’hexaédres. Ensuite, de maniére itérative,
des points du STC (intersection de trois feuilles, c’est-a-dire des hexaédres dans l'es-
pace primal) sont insérés a l'intérieur du volume. Une fois le STC complet construit,
celui-ci est transformé en maillage hexaédrique, avec lissage pour essayer d’obtenir
des éléments avec des géométries satisfaisantes.

Cependant en pratique, certaines feuilles sont trés compliquées et il n’est pas
toujours possible de construire un maillage hexaédrique complet du volume avec I’al-
gorithme frontal du whisker-weaving. De plus, il est difficile de construire des hexa-
édres géométriquement valides (dont le jacobien est positif). L’algorithme initial du
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FIGURE 2.7 — Diagrammes de Voronoi barycentriques avec des différentes normes
LP. Source : |Carl3].

whisker-weaving a connu de nombreuses améliorations, par exemple en supprimant
les auto-intersections des bandes de quadrilatéres du bord [FM99] ou en accordant
d’avantage d’importance a des critéres géométriques [LWO0S].

Une autre approche de maillage basée sur le STC est I’élimination de cycles,
introduite par MULLER-HANNEMANN [Miil99]. Le point de départ est toujours un
maillage quadrilatéral, avec un nombre pair d’éléments, pour lequel on a identifié les
bandes. Dans ’approche par élimination, ces bandes sont supprimées successivement
jusqu’a ce qu’il ne reste plus qu’'un seul cube. Ensuite, en partant de ce cube, des
feuilles sont ajoutées par extrusion dans 'ordre inverse de suppression des bandes.
Comme pour le whisker-weaving, il faut ensuite reconstruire la géométrie du maillage
a partir du STC. L’approche initiale est limitée aux volumes convexes, ou quasi-
convexes, mais elle a été modifiée afin de gérer des géométries concaves [Kre+14].

Le dual du maillage hexaédrique, ou STC, est un outil intéressant pour com-
prendre la topologie des maillages hexaédriques. 11 permet notamment d’observer
comment les modifications locales ont tendance & se propager sur de longues dis-
tances dans le maillage (via les feuilles). De fait, les approches topologiques béné-
ficient de cette vue d’ensemble mais il demeure un grand nombre d’inconvénients :
(a) le maillage quadrilatéral du bord doit étre défini & priori, ce qui sur-contraint le
probléme, et (b) elles ignorent, ou ne considérent pas assez, la géométrie des modéles,
ce qui conduit & des maillages de trés mauvaises qualités qui ne sont pas forcément
adaptés pour effectuer des simulations numériques, (c) les résultats contiennent de
nombreuses singularités.

On peut également remarquer que les algorithmes en question sont particuliére-
ment complexes & comprendre et & mettre en oeuvre. En particulier, afin d’obtenir
des maillages satisfaisants, les auteurs des approches topologiques ont développé de
nombreuses techniques de modifications des STC [LS10; Gao-+17b|, ce qui est bien
plus difficile, car non local, que des opérations équivalentes d’édition des maillages
tétraédriques.

2.1.1.6 Approches par diagramme de Voronoi et normes L>

Le diagramme de Voronoi barycentrique (CVT) d’'un ensemble de points est
un diagramme de Voronoi tel que les sommets de chaque cellule sont situés aux
barycentres de celles-ci. Ce diagramme, illustré sur la gauche de la Figure 2.7, peut
étre construit avec 'algorithme itératif de Lloyd qui consiste & minimiser une énergie
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basée sur la norme euclidienne L?. LEVY et al. [LL10] ont montré qu’en utilisant
une norme LP de degré supérieure (L,-CVT avec p — 00), les sommets se déplacent
de sorte que les cellules de Voronoi soient carrées, ou cubiques en dimension trois,
comme illustré sur la droite de la Figure 2.7. Pour que les cellules soient alignées
avec les bords, il faut fournir une matrice d’anisotropie a ’algorithme en tout point
du domaine, par exemple en utilisant la normale du bord le plus proche [LL10].

Cette premiére étape permet de positionner les sommets du nouveau maillage.
Les éléments, triangles en 2D ou tétraeédres en 3D, sont générés par triangulation
de Delaunay et sont transformés en quadrilatéres ou hexaédres avec les algorithmes
classiques de recombinaison des approches indirectes (par ex. [YS03]). Avec cette
technique, il est possible de former des maillages entiérement quadrilatéraux en 2D
mais cela fonctionne moins bien en 3D ou il reste toujours une portion significative
de tétraédres.

Les inconvénients majeurs de cette approche sont qu’elle trés lente et qu’elle
converge vers des minima locaux (énergie minimisée non convexe) [Carl3|. En di-
mension deux, REMACLE et al. [Rem+ 13| proposent une approche frontale, similaire
a LP-CVT, basée sur la norme L°°, mais plus rapide car elle ne construit pas le
diagramme de Voronoi. Cependant, celle-ci n’a pas été étendue a la dimension trois
4 notre connaissance.

2.1.1.7 Polycubes

Il existe une approche de transformation géométrique du domaine, développée
récemment par la communauté d’informatique graphique et dénommée polycube, qui
peut étre exploitée pour le probléme du maillage hexaédrique. L’idée est de déformer
un modeéle 3D de maniére & ce que les bords soient alignés avec les trois plans du
repére (zy, xz, yz). Le modeéle déformé est alors maillé avec une grille réguliére, puis
ce maillage est transformé vers la géométrie initiale (transformation inverse de la
déformation initiale). Ce procédé a été introduit pour appliquer des textures sur des
objets |Tar+04]| et a été adapté pour générer des maillages hexaédriques [GSZ11]. 11
est illustré sur la Figure 2.8.

N\

FIGURE 2.8 — Maillage hexaédrique par polycube. Etapes : étiquetage, polycube,
paramétrisation. Source : http://www.cs.ubc.ca/ “sheffa/hexing/hexing.htm

Une étape particuliérement importante de la construction du polycube est I’éti-
quetage de la surface : & chaque triangle du bord est associé une des six directions de
référence (e, +e,, +e.). Cet étiquetage doit a la fois étre fidele a la surface d’entrée
et permettre des transformations avec peu de distorsion [Liv+13]. L’étape suivante
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consiste & déformer le modéle initial vers le polycube, celle-ci est généralement réa-
liste de maniére itérative en minimisant une énergie qui contient ’alignement des
normales avec les axes et un terme de régularisation qui mesure la distorsion induite
par la transformation géométrique.

L’approche initiale dépend fortement de ’orientation du modéle par rapport aux
axes de référence. Il est possible d’orienter le modeéle de maniére optimale [Hua+14],
mais le polycube résultant a toujours des biais directionnels.

Comme le maillage hexaédrique final est obtenu par la déformation continue d’une
grille réguliére (le polycube), il ne contient aucune singularité interne. Le résultat est
donc un maillage entiérement structuré. On peut faire le rapprochement avec la
méthode semi-automatique par décomposition et transformation. Le polycube peut
étre vu comme une maniére automatique de réaliser la décomposition en blocs et
de calculer les transformations associées & chacun de ces blocs, tout en maintenant
la conformité aux interfaces entre blocs. Ceci dit, il ne peut pas gérer tous les cas
automatiquement, par exemple un pavé défini le long d’'un demi-cercle peut étre
maillé en un seul bloc par la méthode de transformation (un étage du modéle a gauche
de la Figure 2.2) tandis que les critéres géométriques de l'approche par polycube
attribueront différentes étiquettes a la partie courbe.

En pratique, les maillages hexaédriques obtenus sont de bonne qualité lorsque les
modéles se prétent a un maillage sans singularité interne. Les modéles a bord lisses,
qui ne comportent pas d’arétes vives, s’y prétent particuliérement bien, comme c’est
souvent le cas en informatique graphique. Cependant cette approche ne permet pas
de traiter toutes les géométries de maniére satisfaisante, et par exemple elle ne permet
pas de mailler directement les modéles prisme et tétraédre de la Figure 2.1.

Certes la déformation du maillage vers un polycube n’est pas toujours possible,
mais nous pourrions imaginer une approche hybride qui déforme le modéle d’entrée
le plus possible et qui utilise ensuite un mailleur hexaédrique par superposition de
grilles pour mailler le modéle déformé. L’alignement partiel avec les bords devrait
aider ce dernier & produire des hexaédres de qualités satisfaisantes. La transformation
inverse vers la géométrie initiale permettrait également d’avoir des hexaédres mieux
alignés avec le bord par rapport & 'approche par grille seule.

2.1.2 Les approches par champ de directions

Dans cette seconde partie de ’état ’art sur les méthodes de maillage hexaédrique,
nous nous intéressons aux approches utilisant des champs de directions. Ce terme
peut recouvrir différentes notions, dans ce manuscrit nous l'utilisons uniquement
pour designer un champ d’objets constitués de directions orthogonales. En dimen-
sion deux, on peut également utiliser la dénomination champs de croiz (Figure 2.9).
L’intérét des champs de directions est de permettre de représenter les propriétés
d’orientations des quadrilatéres en dimension deux et des hexaédres en dimension
trois. Par exemple, le cube est invariant par toutes les combinaisons de rotations de
90 degrés. Ces nouvelles approches ont initialement été développées par la commu-
nauté d’informatique graphique pour le maillage quadrilatéral [Ray+08; BZK09] et
hexaédrique (ou hex-dominant) [NRP11].

Généralement, les méthodes de maillage basées sur les champs de directions fonc-
tionnent en deux temps : (1) génération d’un champ de directions volumique a l'in-
térieur du modele et (2) génération d’hexaédres, guidée par le champ de directions.
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Ces deux problémes peuvent étre traités indépendamment, ce que nous allons faire
dans la suite de I’exposé en détaillant les différentes représentations et techniques de
génération des champs de directions (§2.1.2.1), puis en montrant comment ceux-ci
sont utilisés pour générer des maillages (§2.1.2.2). Le lecteur particuliérement inté-
ressé par les champs de directions le contexte du maillage peut également se référer
a theése de N. Kowalski [Kow13] qui se concentre sur ce sujet.

FIGURE 2.9 — Maillage quadrilatéral d’un triangle et représentation de 'orientation
des éléments. Gauche : deux champs vectoriels orthogonaux, discontinuité nécessaire
(sur I'aréte en pointillés). Droite : champ de croix avec transitions continues sur les
arétes, mais présence d’une singularité sur le point central.

2.1.2.1 Champs de directions

En maillage, les champs de directions sont utilisés car ils encodent 'orientation
des éléments. On pourrait penser qu’il suffit d’utiliser des champs vectoriels : 'orien-
tation d’un carré est peut étre prescrite par deux directions orthogonales. Cependant,
arrive fréquemment que les champs vectoriels échangent de role, ce qui correspond
a des discontinuités dans les champs vectoriels associés. On peut observer ce phé-
noméne sur ’exemple simple de la Figure 2.9. En dimension deux, 'orientation des
carrés est invariante par quatre rotations (de 0,90, 180 et 270 degrés) et en dimension
trois, l'orientation des cubes est invariante par 24 rotations (combinaisons de rota-
tions de 90 degrés selon les trois axes). Comme 'objectif est de construire un champ
d’orientations afin de guider les algorithmes de maillage, il faut définir un probléme
dont la solution est ce champ d’orientations. Utiliser directement des champs vecto-
riels orthogonaux discontinus pour définir le probléme est particuliérement compliqué
car toutes les opérations mathématiques doivent étre définies a toute rotation de 90
degrés pres, ce qui conduit & des problémes mixtes réels-entiers nécessitant des straté-
gies de résolution trés spécifiques, par ex. approche multi-résolutions [Gao+17b]|. Une
alternative est d’utiliser des objets mathématiques qui possédent intrinséquement ces
invariances : les champs de directions.

Définitions Nous reprenons les définitions de champs de directions de KOWALSKI
[Kow13] :
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Ko

f(x) = fo(R"x)

FIGURE 2.10 — Gauche : représentation d’une croix (rouge) par un vecteur de re-
présentation f = (cos(46),sin(46)) (bleu). Droite : représentation de la frame de
référence Fy et d’une frame quelconque F' par des fonctions harmoniques sphériques,
fo et f, dont Pamplitude sur la sphére est représentée en relief et en couleur (source :
[RS15]).

— en dimension deux, une croixz F est définie par un ensemble de quatre vecteurs
{u, —u, v, —v} unitaires et orthogonaux :

F < {u,—u,v,—vcR*} tels que |[u]|=|v|=1etu-v=0

— en dimension trois, une frame F est définie par six vecteurs {u, —u, v, —v, w, —w}
unitaires et orthogonaux :

F < {u,—u,v,—v,w,—w € R?} tels que

lull = v = [Iw =1, u-v=0ctw=uAv

Représentation des champs de croix (2D)

Méme si les définitions ci-dessus sont invariantes par rotations de 90 degrés, elles
utilisent toujours des champs vectoriels. Il est important de trouver une représenta-
tion pratique de ces objets. Comme souligné par KOWALSKI [Kow13|, pour construire
des problémes générant des champs de directions pertinents (par ez. le plus lisse pos-
sible), il serait intéressant que la représentation utilisée permette facilement de (a)
calculer une distance entre deux croiz afin de définir une énergie et (b) réaliser des
interpolations, ce qui permet de discrétiser le champ sur un maillage.

En dimension deux, une représentation intuitive d’une croix est I’angle 6 entre
I'une des directions et ’axe des abscisses (gauche de la Figure 2.10). Cet angle peut
également étre vu comme ’angle de la rotation qui transforme le repére unité vers la
croix en question. Toutes les croix peuvent étre représentées par cet angle, c’est-a-dire
que l'espace des croix est de dimension un.

Malheureusement cette représentation n’est pas unique : 6 et 6 + k5, k € N re-
présentent la méme croix. Pour avoir une représentation unique, on peut restreindre
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I'angle 6 a I'intervalle [0, 5[. Cependant, cette représentation ne permet pas de calcu-
ler facilement (sans modulo) des distances ou d’effectuer des interpolations : les deux
croix 61 = 0 et 63 = 89° sont trés proches mais la norme euclidienne et 'interpola-
tion d’angle ne peuvent pas étre utilisées directement. Une alternative intéressante
[PZ07] est d’utiliser une représentation a deux composantes exploitant la périodicité
des fonctions sinusoidales : f = (cos(40), sin(40)). Le vecteur unité f parcourt le
cercle unité lorsque ¢ parcourt [0, 5[ (gauche de la Figure 2.10). Avec cette repré-
sentation, appelée vecteur de représentation ou representation-vector en anglais,
nous retrouvons bien l'intuition que deux croix proches ont deux représentations
(c.a-d. vecteurs) proches. Pour calculer une distance ou effectuer une interpolation,
on peut le faire le long du cercle, ou bien utiliser les opérations euclidiennes sur les
vecteurs de représentation f. Ceci dit, I'interpolation entre deux vecteurs unitaires
(non paralléles) ne produit pas un vecteur unitaire et il faudra projeter le vecteur
interpolé sur le cercle unité pour représenter & nouveau une croix.

Les vecteurs de représentation sont trés utiles en pratique car (a) ils permettent de
définir facilement une énergie quadratique pour minimiser les variations du champ de
croix a partir de la distance euclidienne et (b) le champ de vecteurs de représentation
peut étre discrétisé sur un maillage comme tout champ vectoriel continu.

Représentation des champs de directions (3D)

En dimension trois, les frames peuvent étre représentées par une matrice de ro-
tation R € SO(3). Formellement, I'espace des rotations SO(3) est le groupe des
matrices (R € R3*3) orthogonales de déterminant 1. Comme les frames sont inva-
riantes par les 24 permutations d’axes du repére, en notant A = {+e,, *e,, te.},
il est intéressant d’introduire le groupe des symétries cubiques (ou de permutations
d’axes) :

O ={Rye€ SO(3) | Ryx € A, Vx € A}
A chaque frame correspond 24 matrices de rotation, et si 'on connait une des ma-
trices, il est possible d’obtenir toutes les autres en la multipliant par les matrices de
permutation Ry € O.

Une matrice 3D est constituée de neuf coefficients, ce qui est un nombre élevé de
paramétres. Mais les matrices de SO(3) peuvent étre exprimées en n’utilisant que
trois paramétres, les angles d’Euler o, 3,7, qui caractérisent les rotations succes-
sives autour de chaque axe du repére :

R = Ry()Ry(B)R.(7)

Cependant, la représentation des matrices de rotation par angles d’Euler souffre du
probléme du blocage de cadran : dans certaines situations (par ex. 8 = 0), certaines
variations de la rotation ne peuvent pas étre représentées par des variations de a;, 7.
Toutes les paramétrisations & trois variables de SO(3) ont des problémes similaires
[Stu64] et pour s’en affranchir, il est nécessaire d’utiliser plus de variables. Nous évo-
quons deux autres représentations utilisées dans le cadre des champs de directions :
— KowaLskI |[Kowl13| introduit la représentation sous formes de quaternions (4
variables). L’utilisation de quaternions est un choix courant en informatique gra-
phique car toute matrice de rotation peut étre représentée par un quaternion
unitaire de type :

q=w+zi+yj+ zk+z, (z,9,z,w) € Rt avec w? + 22 + > + 22 =1
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Pour étre plus précis, il existe un revétement double des quaternions vers les
matrices de rotation : chaque matrice de rotation peut étre représentée par un
quaternion q et son opposé —q, et une petite variation de la matrice de rotation
est équivalente & une petite variation des deux quaternions. Comme il y a 24 ma-
trices de rotation possibles pour une frame, cela implique qu’il y a 48 quaternions
unitaires pour représenter une méme frame. Afin de pouvoir calculer des distances
et des interpolations, KOWALSKI [Kow13] compare le quaternion-rotation qiqj_l,
d’un quaternion q; a un second q;, aux 48 quaternions g qui représentent les 24
permutations Ry € O. Si qiq;1 est proche d’une des permutations Ry, alors cela
signifie que les deux frames associées & q; et q; sont proches. Formellement, la
distance est définie par :

dij = min(1 — [gx(aia; 1))

De la méme maniére pour I'interpolation, il faut d’aborder transformer I'un des
quaternions avec la permutation g; qui le rapproche le plus de 'autre, ensuite
effectuer une interpolation classique des coefficients et finalement renormaliser le
quaternion interpolé (car celui-ci n’est pas unitaire).

HUANG et al. [Hua+11] introduit une représentation des frames par des fonctions
polynomiales : les harmoniques sphériques de degré quatre. Celles-ci sont des
polynémes a 9 coefficients qui contiennent les mémes invariances que les frames
et qui permettent de les représenter de maniére unique. La base des harmoniques
sphériques de degré 4 est notée (Y});=_4.4 (formules explicites a [GB96, p. 236]).
En reprenant les explications et notations de RAY et al. [RS15] et SOLOMON et al.
[SVB17], on part de la fonction fy qui représente la frame alignée avec les axes
du repére (Figure 2.10) :

fo(x) = \/EY4O(x) + \/EYf(x)

Pour chaque frame, on note a les coefficients dans la base sphérique harmonique,
ce qui donne pour la frame de référence :

|7 /5
ag = (07070707 57070707 E)

Une frame quelconque F', obtenue par rotation R de la frame de référence, peut
étre représentée par la fonction f(x) = fo(RTx). Ces deux représentations fonc-
tionnelles sont illustrées sur la droite de la Figure 2.10. Les coefficients a € RY de
f peuvent étre obtenus par la multiplication par une matrice Wy(R) € R dite
matrice de Wigner-D de degré 4 associée a la rotation R [AA87], des coefficients
ap de la frame de référence. On peut ainsi caractériser ’espace des coefficients a
représentant les frames de maniére unique [SVB17] :

I ={aeR’ a=Wy(R)ag, Re SO3)} (2.1)

La contrainte sur les coefficients pour avoir a € I' est compliquée car il ne suffit
pas d’un critére de type |lal| = 1 comme pour les vecteurs de représentation
ou les quaternions. Pour s’en accommoder, HUANG et al. [Hua+11] utilise les
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coefficients a uniquement pour calculer une énergie, et leur solveur (non-linéaire)
optimise par rapport aux angles d’Euler via les matrices de Wigner-D, tandis que
RAY et al. [RS15] propose un algorithme itératif pour projeter un vecteur v € R?
vers le plus proche vecteur a € I' représentant une frame.

En résumé : il existe une paramétrisation simple et unique des croix par les
vecteurs de représentation, mais il n’y a pas d’équivalent en dimension trois. Pour
représenter les frames (trois degrés de liberté), on peut utiliser au choix : (1) une
paramétrisation & trois variables de SO(3), les angles d’Euler, qui contient des dis-
continuités et singularités, ou (2) une paramétrisation lisse a 4 variables contraintes
(toujours de SO(3)), les quaternions unitaires, qui contient beaucoup de redondances
(48 quaternions par frame), ou (3) une paramétrisation fonctionnelle de SO(3)/O
(espace des frames) par les harmoniques sphériques, a 9 variables contraintes, qui
a l'avantage d’étre unique mais dont les contraintes sont compliquées.

Caractérisation des singularités

De la méme maniére que les champs vectoriels, les champs de directions peuvent
contenir des singularités, c’est-a-dire des parties du domaine ot les champs de direc-
tions ne sont pas définis. Ce phénomeéne arrive fréquemment lorsqu’on veut générer
des champs de directions continus. L’exemple le plus simple, en dimension deux, est
illustré sur la droite de la Figure 2.9. Le champ de croix est bien défini dans chaque
triangle, et il est continu le long des arétes entre triangles, mais il n’est pas défini sur
le sommet central. Une caractérisation précise des singularités en dimension deux est
possible en utilisant I'indice de Poincaré d’un champ vectoriel v autour d’un point
singulier x, qui est donné par la circulation du champ le long d’une courbe fermée
entourant x :

index(x) = 2i %d@ avec 0 = arctan(Z—y)
™ X

En appliquant cette formule au vecteur de représentation d’'un champ de croix, on
peut calculer I'indice des singularités. En pratique, les singularités sont d’indices +1
(la croix a subi une rotation de +90° le long du cycle) ou d’indices —1 (rotation de
—90°). Si on mesure la rotation € de la croix, au lieu de 46 la rotation du vecteur
de représentation, on note les indices sous formes de fractions : i%. Le théoréme
de Poincaré-Hopf lie la somme des indices de Poincaré du champ vectoriel 2D a la
caractéristique d’Euler du domaine. Ce résultat peut étre généralisé aux champs de
croix [Ray+08; Fog+17].

La situation est plus compliquée en dimension trois et, & notre connaissance, il
n’existe pas de classification précise des singularités des champs de directions. Ceci
dit, on sait que les singularités forment un graphe, composé de courbes [NRP11],
qui peuvent se rejoindre & 'intérieur du domaine. Il est possible de les détecter en
suivant la variation continue de la matrice de rotation, associée a la frame, le long
d’une courbe fermée [SVB17]. Comme le champ de directions est supposé continu, la
matrice de rotation Ry obtenue aprés le parcours de la courbe contractée ' appar-
tiendra a ’ensemble des permutations d’axes O. Si c¢’est I'identité, alors il n’y a pas

16. sila courbe est trop grande, elle peut contenir plusieurs singularités qui s’annulent, en pratique
il faut utiliser une courbe de la taille minimale possible avec la discrétisation choisie
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de ligne singuliére & l'intérieur de la courbe, et si Ry est une permutation des axes,
alors il y a une singularité.

Il est important de remarquer que les singularités des maillages quadrilatéraux
et hexaédriques, c.a-d. valence des sommets différente de 4 et des arétes différente
de 4, correspondent a des singularités du champ de directions associé. Cependant
I'inverse n’est pas toujours vrai, certaines singularités des champs de directions sont
plus complexes et ne peuvent pas étre maillées [Li+12; VSLI16].

Discrétisation des champs de directions

Une fois qu’une représentation est choisie pour les champs de directions, il faut
la discrétiser sur un maillage. De nombreux choix sont possibles, chacun affectant
notamment la maniére dont apparaissent les singularités :

— une frame constante par tétraédre [NRP11]. Les singularités sont des arétes du
maillage. Cette discrétisation est probablement la plus courante ;

— une frame par sommet [KLF14; RSL16; Gao+17b|. Les singularités sont volu-
miques (ensemble de tétraédres) ;

— une frame par face de tétraédre [Hua-+11|, linéaire a l'intérieur (éléments finis
de Crouzeix-Raviart). Les singularités sont des lignes (ensemble d’arétes) ;

— une frame par triangle du bord [SVB17], le champ de directions volumique est
défini par interpolation via la méthode des éléments frontiéres. Les singula-
rités ne sont pas accessibles directement mais peuvent étre reconstruites par
échantillonnage aléatoire dans le volume avec des triangles.

La discrétisation constante par tétraédres est particuliérement pratique pour la
gestion du graphe de singularités, qui est représenté par des arétes dans le maillage.
Cependant certaines singularités peuvent étre non maillables, c¢’est pourquoi il est
préférable de restreindre les singularités possibles [Li+12]. Les discrétisations avec
interpolation linéaire du champ de directions permettent une plus grande richesse
d’approximation et les algorithmes itératifs d’optimisation de champs convergent
beaucoup plus vite [RS15], cependant la gestion des singularités est plus difficile : il
faut extraire le graphe du volume. De plus, avoir des singularités qui ne sont pas des
composantes du maillage (arétes) peut compliquer les phases ultérieures de maillage
(par ex. paramétrisation par intégration du champ de croix).

Remarque. Le cas des surfaces immergées dans un espace 3D introduit de nouvelles
difficultés car il faut prendre en compte la courbure de la surface. Le lecteur inté-
ressé peut se référer a état de lart récent [Vax-+16], qui s’intéresse aux différentes
techniques de construction et de manipulation des champs N-directionnels sur les
surfaces, dont les champs de croix sont un cas particulier (N = 4).

Génération de champs de directions

L’objectif est de construire un champ de directions lisse, c¢’est-a-dire avec des
variations locales faibles des frames (c.a-d. maillage hexaédrique localement struc-
turé), tout en respectant les orientations prescrites par le bord du domaine. Plus on
se rapproche d’une singularité, plus les frames varient fortement et I’énergie associée
a la variation tend vers 'infini. Or dans la plupart des configurations géométriques,
nous avons vu qu’il est nécessaire d’introduire des singularités dans le maillage hexa-
édrique. C’est 1a toute la difficulté de la génération de champs de directions : on
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souhaite un champ de directions lisse, avec un certain nombre de singularités (c.a-d.
pas du tout lisse localement), mais pas trop.

Dans la littérature, il existe deux types d’approches pour la génération de champs
de directions lisses en dimension trois : (1) génération d’un champ de croix sur le
bord puis propagation frontale vers l'intérieur tout en minimisant les variations des
rotations et (2) minimisation d’une énergie caractérisant la variation du champ.

Nous commengons par évoquer les contraintes a respecter sur le bord, qui sont
similaires dans les deux approches, et nous décrivons ensuite deux approches de gé-
nération du champ de directions volumique.

Contraintes. Le but des champs de directions est de permettre la génération de
maillages dont les éléments sont alignés avec le bord, ce qui se traduit par des direc-
tions imposées sur les frames du bord. En dimension trois, il y a deux possibilités :

— sur un bord plat, une direction est fixée : celle qui correspond a la normale du
bord. Les deux autres directions sont libres, la frame peut tourner autour de
la normale & la surface ;

— le long d’une aréte vive, les trois directions sont fixées : deux directions sont
fixées aux normales de part et d’autre de 'aréte, et la troisiéme direction n’est
plus libre car les trois directions sont forcément orthogonales.

Le cas d’un coin du domaine correspond & trois arétes vives qui se rejoignent, et dont
les contraintes sur les directions sont compatibles. En pratique, les arétes vives ne
forment pas que des angles droits mais couvrent toute ’amplitude des variations de
normales possible. Il est donc nécessaire d’utiliser certains critéres géométriques pour
distinguer une variation lisse, associée a la méme direction de frame, d’une aréte vive
qui mettra en jeu deux directions orthogonales. Le critére le plus simple est un seuil
sur angle diédral (par ex. o > 45°) mais il faut étre prudent car cela peut introduire
des effets inattendus sur certains modéles.

Champ de directions par minimisation d’énergie. Dans le cas continu, en introdui-
sant une transformation 7 : Q — SO(3)/0, on peut décrire la régularité (smoothness
en anglais) d’un champ de directions sans singularité par une énergie [SVB17] :

Elr] = /Q dr|2dv

Il y a deux difficultés quasiment insurmontables avec cette énergie du probléme
continu : (a) elle n’est pas définie lorsquil y a des singularités car ||dr||3 — oo
autour de celles-ci et (b) l'espace 7 : @ — SO(3)/O n’est pas du tout linéaire et
il n’est pas possible de se déplacer facilement sur cette variété, ce qui est plus ou
moins nécessaire pour envisager 1'usage d’un solveur numérique. En pratique, ces
difficultés sont évitées en (a) travaillant directement avec une énergie discréte, d'un
champ de directions discrétisé avec une énergie finie, et (b) en relachant la contrainte
d’appartenance a SO(3)/0.

En utilisant la représentation par harmoniques sphériques (c.d-d. vecteur a a
9 coefficients) et en discrétisant avec une frame par sommet, RAY et al. [RSL16]
propose de définir ’énergie discréte en sommant les différences sur chaque aréte ¢j

du maillage tétraédrique :
2
E=Y"la — a3
(]
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Pour que le résultat soit un champ de directions, il faut a € I" (définie par (2.1)) et
il faut également des contraintes sur les coefficients pour assurer ’alignement avec le
bord. Le probléme de minimisation de F est ensuite résolu en deux étapes :

1. Initialisation : I’énergie est minimisée avec un solveur moindre carrés sans uti-
liser la contrainte a € I', puis chaque frame a de la solution est projetée sur
I" avec un algorithme non linéaire. Une autre initialisation simple consiste a
copier les frames du bord vers l'intérieur de maniére frontale [Li+12];

2. Lissage : le champ de directions est lissé de maniére successive avec un solveur
itératif de type L-BFGS (enchainement de linéarisation et projection sur I'). Le
probléme de minimisation d’énergie est fortement non-convexe et posséde de
nombreux minima locaux, d’otit 'importance capitale de 1’étape d’initialisation.

Le lecteur intéressé peut également se référer a ’article initial de HUANG et al.
[Hua+11|, dont [RSL16| est une amélioration, et & SOLOMON et al. [SVB17| qui
proposent de résoudre le probléme de génération du champs avec la méthode des
éléments frontiéres (c.a-d. sans discrétisation volumique) et en ajustant certaines
contraintes supplémentaires sur le bord, ce qui permet de mieux gérer les géomé-
tries sphériques (moins de singularités). On peut également citer L1 et al. [Li+12]
qui restreignent les singularités du champ de directions & 10 configurations, au lieu
de 24, de maniére & n’accepter que celles qui ont une équivalence dans un maillage
hexaédrique et JIANG et al. [Jia+14] qui proposent des techniques de modifications
des singularités de maniére & éliminer certaines configurations non-intégrables.

Champ de directions par propagation depuis le bord. Lorsque le champ de di-
rections est représenté par des quaternions, il n’est pas possible de construire le
champ directement par une minimisation d’énergie quadratique, car la distance entre
deux frames ne peut pas étre approximée par la distance euclidienne des coefficients.
Comme pour chaque frame, il y a 48 quaternions possibles, il faudrait ajouter des
variables pour chaque choix de permutation, ce qui compliquerait considérablement
le probléme.

Pour contourner cette difficulté, KOwALSKI [Kow13| et KOWALSKI et al. [KLF16]
proposent de construire un premier champ de directions avec un algorithme basé
sur la propagation d’un front partant des bords. La seconde étape consiste & lisser le
champ de directions avec un algorithme itératif emprunté a L1 et al. [Li+12], similaire
a I'approche de lissage des harmoniques sphériques présentée précédemment, si ce
n’est que celle-ci utilise les matrices de rotation comme représentation.

L’algorithme de propagation fonctionne de la maniére suivante :

— on part d'un certain nombre de frames déja assignées (les bords initialement)

— pour chaque sommet sans frame assignée, appartenant & un tétraédre dont les
autres sommets ont une frame assignée, une nouvelle frame candidate calculée
par interpolation est assignée

— dans la liste globale des candidats, on conserve celui qui minimise une mesure
de la variation du champ de frames actuel (frames déja assignées et candidat
courant)

— on recommence tant que tous les sommets ne sont pas assignés

L’ordre d’ajout des nouvelles frames & un impact trés fort sur la position des singula-
rités, c’est pourquoi I’étape du choix du candidat minimisant la variation du champ
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FIGURE 2.11 — Etapes successives du maillage hex-dominant indirect. (1) Génération
du champ de directions. (2) Placement de points. (3a) Tétraédrisation des points.
(3b) Recombinaison des tétraédres en hexaédres. Source : [Sok+16].

est importante car elle permet un ordre d’insertion moins arbitraire.

Le résultat de cette étape d’initialisation est un champ trés rigide avec de fortes
variations la ot les fronts se sont rejoints. L’étape de lissage permet de répartir la
variation du champ de maniére plus homogéne dans le volume, tout en conservant
la méme topologie du graphe de singularités.

Remarque. Au lieu d’essayer de générer le champ de directions de maniére automa-
tique, il est possible de le construire plus ou moins manuellement. C’est notamment
I’approche suivie dans le premier article de maillage hexaédrique utilisant des champs
des directions [NRP11], ot les champs étaient construits a partir de metamesh, c.a-d.
des maillages hexaédriques trés grossiers englobant le domaine.

2.1.2.2 Génération d’hexaédres a partir de champs de directions

Le champ de directions sert de guide pour I’étape de maillage hexaédrique. Dif-
férentes approches, classées en deux catégories, sont possibles : approches directes
ou l'on construit directement des hexaédres et les approches indirectes ou ’on com-
mence par placer des points, permettant de générer un maillage tétraédrique, duquel
sont formés des hexaédres par recombinaison.

Approches indirectes

Construire directement des hexaédres a partir d’'un champ de directions n’est pas
aisé car il faut prendre en compte les voisinages. L’approche indirecte, introduite en
trois dimensions par BAUDOUIN et al. [Bau+ 14|, propose de commencer par placer
des points de maniére réguliére en se servant du champ de directions. Avec ces points,
on peut construire un maillage tétraédrique par triangulation de Delaunay contrainte
[GHS90]. La derniére étape consiste a combiner les tétraddres voisins en hexaédres.
Les différentes étapes sont illustrées sur la Figure 2.11.

Placement des points. Afin d’espérer obtenir une proportion maximale d’hexa-

édres, de bonnes qualités si possible, il est nécessaire de placer les sommets de maniére
réguliére, ce qui est réalisé grace a l'utilisation de champs de directions. BAUDOUIN
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FIGURE 2.12 — Exemple de maillages hex-dominants construits par approche in-
directe frontale. (a) : placement des points de maniére purement frontale. (b) : les
points sont placés prioritairement 14 ot le champ de directions est lisse. Source :
[Ber-+16].

et al. [Bau+14] utilisent une approche frontale : de maniére itérative, des points sont
insérés avec des algorithmes d’empaquetage, ol & chaque point est associée une boite
(dont P'orientation est donnée par le champ de directions), et les différentes boites ne
doivent pas contenir les points voisins. Une amélioration possible [Ber+16] consiste
a insérer prioritairement des points dans les régions ot le champ de directions est le
plus lisse, plutét que d’ajouter des points couche par couche en partant du bord. Les
deux approches sont illustrées sur la Figure 2.12. Une autre maniére de placer les
points est d’utiliser une paramétrisation globale [Sok-+16], issue de la résolution d’un
probléme mixte réels-entiers, ot les points sont placés a 'intersection d’iso-valeurs
de trois champs scalaires u, v, w. Nous évoquerons plus en détail la construction des
paramétrisations dans la description des approches directes.

Combinaison des tétraédres en hexaédres. Une fois un maillage tétraédrique gé-
néré a partir des points judicieusement placés, il faut former des hexaédres & partir
des tétraédres. Pour ce faire, BAUDOUIN et al. [Bau+14] utilisent I’algorithme de
Yamakawa-Shimada [YS03| qui assemble des ensembles de 5, 6 ou 7 tétraédres adja-
cents en un hexaédre a partir de patrons combinatoires prédéfinis. Seuls les hexaédres
respectant des critéres géométriques de qualité sont conservés. Toujours en utilisant
des patrons prédéfinis, BOTELLA et al. [BLC14] et SOKOLOV et al. [Sok+16| pro-
posent d’autres algorithmes de recombinaison couvrant un ensemble plus vaste de
configurations en exploitant le formalisme sous forme de graphes introduit par ME-
SHKAT et al. [MT00|. Plus récemment, une autre technique plus efficace et prenant
en compte des combinaisons & plus de sept tétraédres a été proposée par PELLERIN
et al. [PJR17].
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FI1GURE 2.13 — Exemple de décomposition en blocs a partir du graphe de singularités
du champ de directions. Gauche : point de départ (graphe de singularités). Milieu :
tracé des séparatrices sur la surface en cours. Droite : décomposition en blocs finale.
Source : [Kow13].

Les approches indirectes permettent de générer des maillages hex-dominants avec
une grande proportion d’hexaédres, mais le placement itératif de points semble tou-
jours produire des régions non structurées, 1a ol les points ont été ajoutés en dernier
et autour des singularités du champ de directions, ot il est trés difficile de produire
des hexaédres.

Une approche alternative [Gao+17b], que I'on peut qualifier d’indirecte car repo-
sant sur la modification d’'un maillage tétraédrique, consiste & construire des maillages
hex-dominants en déplagant les sommets du maillage tétraédrique initial et en mo-
difiant itérativement la topologie des cellules avec des opérations locales de fusion et
de subdivision. Plus précisément, un champ de directions, construit & partir d’une
méthode multigrille, est utilisé pour générer un champ de positionnement (inspiré de
[Jak-+15], semblable & une paramétrisation locale). Les sommets du maillage tétra-
édrique sont assignés a des positions du champ (sommets souhaités du maillage hexa-
édrique). Les arétes et faces des tétraédres contenant des sommets qui sont déplacés
vers la méme position finale sont progressivement supprimées & partir d’heuristiques,
en maintenant un maillage valide au fur et & mesure des opérations. Le maillage final
est composé d’hexaédres et de polyédres quelconques, qui peuvent éventuellement
étre tétraédrisés.

Approches directes

Les approches directes se passent d’'un maillage intermédiaire et essaient de
construire directement un maillage hexaédrique. Nous évoquons deux sous-catégories :
celles o ’'on construit une décomposition en blocs hexaédriques du domaine, chaque
bloc étant maillé par transformation dans un second temps et celles ot ’on construit
une paramétrisation du domaine, de laquelle les hexaédres sont extraits.

Décomposition du domaine en blocs. 11 s’agit d’une approche que 'on pourrait
qualifier de semi-directe dans le sens ou elle consiste surtout & produire des blocs
cubiques. L’étape suivante de remplissage des blocs fait appel aux techniques clas-
siques de maillage structuré par blocs (par ex. sous-transformations). La premiére
étape est de construire un ensemble de lignes fermées du modéle, telles que les lignes
puissent étre groupées en patchs quadrilatérales. KOWALSKI et al. [KLF14| partent
du graphe de singularités du champ de directions, et des arétes vives du bord, et
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trace ensuite des lignes séparatrices 7 sur le champ de croix surfacique de maniére

a relier les extrémités des singularités connectées au bord. Ce procédé est illustré
sur la Figure 2.13. Comme KOWALSKI [Kow13] utilise une discrétisation avec une
frame par sommet, le graphe de singularités est initialement volumique (ensemble de
tétraédres). Le graphe linéique est reconstruit en interpolant le vecteur de représen-
tation des croix, obtenues en sélectionnant les deux directions instables des frames
le long des singularités linéiques. La ou les singularités se rejoignent (trois directions
instables), un point est sélectionné au centre des tétraédres singuliers. Lors du tracé
des courbes séparatrices, celles-ci peuvent ne pas se rejoindre exactement, mais s’évi-
ter de peu. Ceci est contourné en les fusionnant & partir de critéres géométriques.
Sur certains modéles, ’ensemble de lignes (singularités et séparatrices) correspond a
une décomposition en blocs cubiques (par ez. Figure 2.13), et dans ce cas on peut
en déduire un maillage hexaédrique. Cependant ce n’est pas toujours le cas, et cer-
tains modéles ne peuvent pas étre décomposés en blocs cubiques avec cette approche.

Paramétrisations. L’idée des paramétrisations est de construire une transforma-
tion du domaine & mailler vers un espace paramétrique, ou le domaine transformé
peut étre maillé par une grille réguliére. La transformation inverse de cette grille
produit le maillage hexaédrique du domaine, aligné avec les bords. La force de cette
approche est que la transformation peut admettre certaines discontinuités, ce qui
permet de gérer des singularités. Le processus est illustré sur la Figure 2.14. La
transformation est typiquement définie par trois valeurs wu;, v;, w;, les coordonnées
paramétriques, au niveau de chaque sommet x; du maillage tétraédrique (ou pour
chaque coin de tétraédre au niveau des discontinuités). On peut directement visua-
liser les trois champs scalaires w, v, w associés dans le maillage du modéle initial.
Le futur maillage hexaédrique correspond a un ensemble d’iso-valeurs dans ces trois
champs, qui peuvent échanger leur role le long de certaines faces.

NIESER et al. [NRP11] introduisent la méthode CuberCover pour générer une
paramétrisation dans R? d’un modéle, sans prescrire les bords du domaine paramé-
trique, a partir d’un champ de directions. Il s’agit d’une généralisation de ’approche
QuadCover [KNPOT7| développée en 2D. On cherche trois champs scalaires u, v, w
(discontinus) tels que :

— Dans chaque tétraédre T du maillage €2y, les gradients des champs u, v, w soient
les plus alignés possible avec les directions Fg, F1, Fo du champ de directions.
Par exemple, on minimise : [ ||Vu — F1|5; de méme pour v et w. La corres-
pondance entre le champ et la direction n’a pas d’importance : Vu pourrait
tout aussi bien étre aligné avec Fy ou F5. Conceptuellement, la paramétrisation
u,v,w est l'intégrale (au sens des moindres carrés) du champ de directions;

— Deux tétraédres adjacents doivent avoir deux paramétrisations grille-compatible,
c’est-a-dire qu’il existe une transformation, de type M = Rx + t, composée
d’une rotation R € O (groupe des 24 permutations d’axes) et une translation
entiére t € Z3, qui permet de coller les deux tétraédres sur leur face com-
mune dans ’espace paramétrique. Cette contrainte sur les discontinuités dans
I’espace paramétrique permet d’assurer la conformité des parties de maillage
hexaédrique extraites des deux tétraédres;

17. les séparatrices sont des lignes, partant des singularités, tangentes au champ de directions.
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FIGURE 2.14 — Principe du maillage quadrangulaire par paramétrisation. Gauche :
maillage triangulaire du domaine. Milieu : visualisation de 1’objet dans le domaine
paramétrique, avec discontinuité de la paramétrisation sur le trait rouge. Les arétes
du bord de 'objet ont des coordonnées entiéres et le saut associé a la discontinuité
est grille-compatible. Droite : maillage quadrangulaire obtenu par transformation de
la grille réguliére vers le domaine initial, ou de maniére équivalente par extraction
des iso-valeurs entiéres dans les coordonnées u;, v; associées aux sommets du maillage
triangulaire.

— Sur le bord du modeéle 90§, les paramétrisations u, v, w ont des valeurs entiéres,
ce qui correspondra a des faces d’hexaédres ;

— Les paramétrisations u,v,w ont des valeurs entiéres le long des singularités,
sauf la direction stable le long de la ligne de singularité qui peut conserver une
valeur réelle. Ceci assure que les singularités du champ de directions seront
représentées par des arétes du maillage hexaédrique.

Cette formulation du probléme introduit a priori trois types d’inconnus : les valeurs
aux coins des tétraedres (u;, v;, w;), les rotations R aux interfaces entre tétraédres
et les translations entiéres t. On peut déduire les rotations entre tétraédres adja-
cents & partir du champ de directions, mais les translations entiéres sont de vraies
inconnues du probléme, qui est maintenant un probléme mixte réél-entier, qui peut
étre résolu de maniére efficace en utilisant un solveur développé pour le probléme
de quadrangulation [BZK09]. L’approche par paramétrisation de type CubeCover
permet de produire des maillages entiérement hexaédriques pour un certain nombre
de géométries, y compris des configurations compliquées (Figure 2.15, cf [Li+12]).
Cependant elle n’est pas infaillible et il reste de nombreux cas d’échec. Par exemple,
cette approche ne permet pas de gérer les rampes (Figure 3.7, p. 85), o la surface
du bord se sépare en deux.

Avec CuberCover, un bloc du domaine paramétrique sera toujours maillé par une
grille réguliére, or ce bloc cubique peut avoir des faces de tailles trés différentes. Tech-
niquement, cela arrive quand la paramétrisation posséde une forte divergence. Pour
remédier & cette difficulté, SOKOLOV et al. [Sok-+16] proposent d’utiliser une para-
métrisation périodique globale, généralisation du cas 2D |[Ray+06], autorisant
la création de singularités dans la paramétrisation. Cette approche a des similitudes
avec CubeCover, & la différence que la contrainte de grille-compatible est relachée
partiellement. En conséquence, la paramétrisation obtenue n’est pas valide partout
mais elle posséde moins de divergence. Les nouvelles singularités ne pourront pas
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2.1. Génération de maillages hexaédriques et hex-dominants

FIGURE 2.15 — Gauche : Maillage entiérement hexaédrique généré par CubeCover
[Li+12]. Droite : Maillage hex-dominant généré par PGP [Sok+16].

étre maillés par des hexaédres. Cette approche permet de générer des maillages hex-
dominants (avec des tétraédres 1a ou la paramétrisation n’est pas valide) avec des
éléments de bonnes qualités (peu déformés). Un résultat sur un modeéle compliqué
est illustré sur la droite de la Figure 2.15.

Extraction d’hexaédres a partir d’une paramétrisation. Avec une paramétrisation
u, v, w respectant les contraintes de CubeCover et telle que le volume de chaque
tétraédre dans le domaine paramétrique est positif (pas de retournement), on peut
extraire les hexaédres & partir des iso-valeurs entiéres : chaque sommet du maillage
hexaédrique correspond & l’intersection de trois iso-valeurs des trois champs sca-
laires, chaque face correspond a l'iso-valeur d’un champ (aux transformations grille-
compatible prés) et chaque aréte correspond a 'intersection de deux isos.

Cependant, avec les deux approches de paramétrisation citées précédemment,
les paramétrisations sont produites en minimisant une énergie, et rien ne garantit
que la paramétrisation obtenue est valide. Au contraire, il est courant d’observer
des tétraédres avec un volume négatif dans le domaine paramétrique. EBKE et al.
[Ebk+13] et LyoN et al. [LBK16]| décrivent des techniques robustes d’extraction
de quadrilatéres et d’hexaédres qui permettent de rattraper un certain nombre de
défauts locaux dans les paramétrisations. Et 14 ol la paramétrisation est localement
invalide, on peut laisser des trous qui seront rebouchés avec des tétraédres dans une
étape ultérieure.

Remarque. On peut réinterpréter les techniques de polycube avec le formalisme des
paramétrisations ci-dessus. La différence fondamentale est que les approches poly-
cubes construisent une paramétrisation continue du domaine. Par conséquent, il n’y
a pas de singularités dans le domaine, ce qui correspond & un champ de directions
dans lequel les différentes directions n’échangent jamais de role. Ceci dit, il existe
une variation récente des polycubes [Fan+16] ou la paramétrisation peut étre dis-
continue, mais toujours sans rotations. Ceci permet de traiter une gamme plus large
de modéles, toujours sans introduire de singularités internes.
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FIGURE 2.16 — Termes polynomiaux & deux variables illustrés sur le triangle de
Pascal, pour P3 (gauche) et Q3 (droite). Source : adapté de [Zie+13].

2.2 Différents éléments finis pour différentes primitives

Du point de vue de la méthode des éléments finis, les fonctions d’interpolation
sont différentes pour les tétraédres et les hexaeédres (§1.2.1). Dans cette section, nous
nous intéressons aux conséquences (§2.2.1) de ces différences, qui expliquent pourquoi
les hexaédres sont parfois plus intéressants que les tétraédres, et nous regardons
quelles sont les possibilités pour construire des espaces d’approximation pour les
maillages hex-dominants qui combinent plusieurs types de fonctions d’interpolation
(§2.2.2).

2.2.1 Différences entre éléments finis tétraédriques et hexaédriques

Nous avons vu dans le chapitre d’introduction (§1.2.1, p. 16) que l'espace poly-
nomial d’interpolation des hexaédres (Qg) est différent de celui des tétraédres (Py).
Le premier permet une meilleure interpolation car il contient plus de termes polyno-
miaux et sa structure tensorielle permet un certain nombre d’optimisations (§2.2.1.1)
qui ne sont pas possibles, ou plus difficiles & mettre en oeuvre, avec les tétraédres. De
plus, au niveau global, les codes de calcul utilisant des maillages hexaédriques struc-
turés, ou structurés par blocs, peuvent mettre en place des stratégies d’optimisation
exploitant cette régularité (§2.2.1.2). Ces effets combinés font que les hexaédres sont
souvent plus intéressants pour des simulations éléments finis, c.a-d. qu’ils offrent un
meilleur ratio précision pour temps de calcul (§2.2.1.3). Cependant, les maillages té-
traédriques peuvent étre modifiés localement, ce qui leur permet de s’adapter plus
facilement aux particularités des solutions (§2.2.1.4).

2.2.1.1 Avantages des éléments finis hexaédriques

Termes polynomiaux supplémentaires. [Pj contient tous les polynémes de de-
grés inférieurs a k alors que Qi contient les polyndmes de degrés inférieurs & k selon
chaque variable :

Pi, = Vect(z'y/ 2!, 0 <i+j+1<k) et Qp = Vect(zly’2, 0<1i,j,k <k)
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FIGURE 2.17 — Gauche : flexion pure d’un bloc rectangulaire. Droite : déforma-
tion d’un élément fini quadrilatéral Q1 en flexion. La flexion pure ne peut pas étre
représentée avec des arétes droites. Source : [Coo+02, p. 99].

Pour un ordre k fixé, I'espace Qj sur les hexaédres contient des termes polynomiaux
supplémentaires, que nous appelons termes croisés (illustrés sur la Figure 2.16). Un
polynoéme de Q. peut avoir un degré d x k, avec d la dimension de ’espace, mais il
est incomplet, c’est pourquoi 'ordre d’interpolation est uniquement k. En pratique,
ces termes supplémentaires permettent une meilleure approximation de la solution
a approcher. Cet effet est visible sur les solutions du probléme de Poisson présenté
en introduction sur la Figure 1.7 (p. 22). L’augmentation de la précision peut étre
de T'ordre de 30% a temps de calcul constant, mais elle dépend de ’alignement des
éléments avec la solution. Nous explorerons plus en détail ce phénoméne dans le
Chapitre 4.1.

Blocages. En élasticité linéaire et avec la formulation en déplacement, les triangles
et tétracdres linéaires (P1) sont particuliérement connus pour leurs mauvaises perfor-
mances. Le maillage bloque, c’est-a-dire qu’il ne se déforme pas autant qu’il devrait.
Ceci est dii au fait que (a) la contrainte o est constante a I'intérieur des éléments car
elle est liée linéairement aux gradients constants des composantes du déplacement,
et (b) I’élément contient des modes de déformation parasites qui absorbent de I’éner-
gie (shear locking en anglais). Un autre phénomeéne, le blocage volumique, intervient
avec les matériaux quasi-incompressibles (coefficient de Poisson qui tend vers 0.5)
[Coo+02, p. 93].

Les éléments Q; souffrent également de ces phénoménes de blocage mais ils sont
moins prononcés que pour les Py car les termes croisés sur l'interpolation du dépla-
cement (xy en 2D et zy,yz, rz,zyz en 3D) permettent de représenter partiellement
certaines variations linéaires de la déformation € et de la contrainte ¢ a l'intérieur
des éléments. Concrétement, les éléments Py et Q1 ne peuvent pas représenter la
déformation en flexion pure illustrée sur la Figure 2.17.

Les phénomeénes de blocage peuvent étre subtils et sont assez spécifiques aux pro-
blémes de mécanique, méme s’il existe des difficultés analogues mais moins marquées
dans d’autres domaines impliquant des champs vectoriels. Toutefois, pour les études
de mécanique, ceux-ci ont parfois des conséquences trés importantes sur les résultats.
Le lecteur intéressé peut se reporter aux livres se concentrant sur la résolution de
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problémes mécaniques par la méthode des éléments finis [Mac93; Coo+02; Bat06].

Intégrations réduites. L’intégration réduite consiste a utiliser moins de points
de quadratures que nécessaire pour intégrer un polynoéme. La sous-intégration de
I’élément Qq, ot I'on utilise un seul point de Gauss au centre, est particuliérement
intéressante car elle permet de supprimer I’absorption parasite d’énergie évoquée dans
le paragraphe préceédent (shear locking). Cependant, elle introduit d’autres modes de
déformations parasites (hourglass effect en anglais). Ceux-ci peuvent étre compensés
en utilisant la technique d’intégration sélective : utilisation de quadratures complétes
pour les composantes normales de la déformation et utilisation de la quadrature ré-
duite (un point) pour les composantes en cisaillement, mais ceci introduit un biais
directionnel '¥[Coo+02, p. 223]. Ces optimisations, possibles & priori pour les qua-
drilatéres et hexaédres, et non pour les simplexes, sont utilisées dans les logiciels de
simulation commerciaux (par ex. Nastran, ABAQUS), mais elles sont utilisées diffé-
remment suivant le type de simulation mécanique (statique ou dynamique, schéma
temporel implicite ou explicite), les matériaux (quasi-incompressibles ou non) et
l'ordre des polynémes (un ou deux en pratique en mécanique).

Modes incompatibles et éléments hybrides. Une autre maniére d’éviter le blo-
cage des éléments d’ordre un, qui résistent a la flexion (shear locking), est d’ajouter
des degrés de liberté aux éléments Q1. Par exemple si on ajoute les polyndmes z2, y2
au quadrilatére Qq, ceci permet de représenter tous les déplacements d’ordre deux
(arétes courbes de la flexion pure) et donc les variations linéaires de la déformation
et de la contrainte. Ces nouvelles fonctions sont également appelées fonctions bulles.
Cette modification de ’élément Q; le rend incompatible : perte de la continuité du
déplacement entre deux éléments adjacents le long de 'aréte, mais la continuité au
niveau des sommets partagés demeure. Cette modification des déplacements, intro-
duite sous la forme de la brique de Wilson [Iro72], améliore fortement les résultats
pour les parallélogrammes (transformations affines) mais ne fonctionne pas du tout
pour des éléments quadrilatéraux quelconques. PIAN et al. [PT86| ont montré qu’elle
est trés similaire a la formulation hybride assumed stress element introduite par PIAN
|Pia64| pour les éléments affines, et indique comment elle peut étre modifiée pour
fonctionner avec des géométries non-affines en ajoutant des contraintes numériques.
Le résultat est un élément qui se comporte trés bien en flexion, comme illustré sur
le probléme de la Figure 2.18, ou il est quasiment deux fois plus précis que 1’élément
Q1. Le lecteur intéressé peut se référer au livre [PWO05| qui se consacre entiérement
a ces questions.

Les techniques d’ajout de modes incompatibles et de formulations hybrides ont
surtout été développées pour les éléments quadrilatéraux et hexaédres d’ordre un.
Elles sont trés intéressantes en pratique car elles permettent d’obtenir des perfor-
mances équivalentes aux éléments d’ordre deux mais pour un coiit bien inférieur.
Il existe aussi des formulations hybrides (assumed stress) pour les simplexes mais
celles-ci semblent moins intéressantes car (beaucoup) plus cotiteuses.

Remarque. Les techniques de sous-intégration et d’ajout de modes incompatibles
sont délicates a utiliser car elles induisent des crimes variationnels : les hypothéses

18. la matrice de rigidité calculée dépend de l'orientation de 1’élément
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Mesh N=2 N =

¢ 0.884 0.967
a. -~ 0.840 0.978
Op 0.788 0.926

vc 0.498 0.769
Oa 0.558 0.830
o 0.457 0.753

FIGURE 2.18 — Probléme de cisaillement : déformation d’une planche (coefficient de
Poisson v = 0.333), fixée a gauche, par une force surfacique constante orientée vers
le haut (C, coté droit). Deux résolutions de maillage quadrilatéral sont utilisées :
2 x 2 (gauche) et 4 x 4 (droite). Les résultats numériques (tableau a droite) sont : le
déplacement v, selon y en C, la contrainte normale o 4 maximale en A et la contrainte
normale minimale op en B. Les valeurs sont normalisées (valeurs exactes a 1.). Q4
est I’élément trilinéaire (Q;) et QM6 est I'élément Q; amélioré avec deux modes
incompatibles. Source : [Coo+02, p. 221].

des théorémes apportant des garanties théoriques ne sont plus respectées. Par exemple,
avec les modes incompatibles, les déplacements ne sont plus continus et donc il ne
s’agit plus d’une méthode de Galerkine conforme. Comme elles sont trés spécialisées,
elles ne sont généralement pas implémentées dans les codes de calcul open-source,
développés par des équipes de recherche qui se concentrent sur des approches plus
génériques. Les méthodes hybrides sont basées sur une approche variationnelle du
probléme qui ressemble beaucoup aux formulations mixtes, utilisant plusieurs champs
inconnus. La différence est qu’avec les méthodes hybrides, les nouveaux champs (par
ex. déformation e en élasticité) sont éliminés au moment de I’assemblage et il ne reste
que des inconnus d’un seul type (par ex. déplacement) dans le systéme linéaire final.

Optimisation de ’assemblage par factorisation-somme. Lorsque l'on utilise
des éléments d’ordres élevés (K > 3), comme c’est souvent le cas pour 1'étude de la
propagation d’ondes, le nombre de degrés de liberté augmente trés rapidement et
la construction selon la méthode classique des matrices locales, associées & chaque
élément, devient trés couteuse. Pour que le coiit ne soit pas prohibitif, les codes
de calculs reposent sur la technique de factorisation-somme, introduite par ORSZAG
[Ors80], pour calculer les coefficients. Elle requiert que la fonction & intégrer par
quadratures puisse s’écrire sous forme tensorielle. Par exemple en dimension deux,
si on souhaite intégrer une fonction f(x,y) = fi(x)f2(y) avec une quadrature 2D
(wij, (x;,x5))i; formée par produit de deux quadratures 1D (w;,x;);, on peut facto-
riser la double somme comme ci-dessous :

c= 3 > wiflziy) =Y wifilz) [ D> wifa(yy)
i=1l.nj=1..n i=1..n j=1l.n

Cette technique s’applique directement aux éléments Qy, car ils ont une construction

tensorielle naturelle. Elle permet de réduire le nombre d’opérations de O(k3?) a
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(’)(k:ZdH), avec k 'ordre des polynoémes et d la dimension de ’espace. Il est possible
de mettre en place une factorisation similaire pour les simplexes mais pas avec les
bases de Lagrange interpolantes. Ainsi, KARNIADAKIS et al. [KS| construit une base
tensorielle pour les simplexes par dégénérescence d’un cube, mais celle-ci n’est pas
symétrique par rotation. Une autre possibilité proposée plus récemment est d’utiliser
les bases de Bernstein-Bézier [AAD11].

Eléments finis spectraux. La méthode des éléments spectraux (SEM), introduite
pour les quadrilatéres et les hexaédres, consiste a utiliser des polynoémes d’ordre élevé
avec la méme répartition de Gauss-Lobatto des degrés de liberté et des points de qua-
drature [MGSO01]. L’avantage de cette approche est que la matrice de masse est dia-
gonale. La méthode des éléments spectraux a été étendue aux simplexes mais il n’est
pas possible, ou intéressant, de prendre les mémes points pour les degrés de liberté et
les points de quadrature. Par conséquent, la construction d’éléments spectraux per-
formants pour les tétraédres n’est pas aussi évidente que pour les cubes. Différentes
approches sont possibles [PR10], chacune ayant ses avantages et inconvénients.

2.2.1.2 Optimisations dues a la structure du maillage

Dans la partie précédente, nous avons évoqué des propriétés des éléments hexa-
édriques qui s’appliquent sur tous les types de maillages hexaédriques. Lorsque le
maillage hexaédrique est structuré (grille déformée), des optimisations & un niveau
plus global sont également possibles. Dans le cas des maillages structurés par blocs,
ces optimisations peuvent étre appliquées sur chacun des blocs.

Connectivité réguliére. Dans un maillage hexaédrique structuré, les sommets,
arétes, faces appartiennent respectivement a huit, quatre et deux éléments. Cette
régularité implique, avec la bonne numérotation, une largeur de bande constante
dans la matrice du systéme linéaire, et il est possible d’utiliser des algorithmes trés
optimisés de produits matrices-vecteurs qui exploitent pleinement les capacités de
calculs paralléles des CPUs et GPUs [TAB99 ; TBKO06|. La structure réguliére permet
également, avec une numérotation adéquate, de ne pas stocker les adjacences entre
éléments du maillage car celles-ci peuvent étre calculées implicitement, ce qui évite
des accés mémoires cotiteux.

Solveur multigrille géométrique. Les solveurs multigrilles partent du systéme
linéaire & résoudre et construisent une séquence de systémes linéaires de plus en plus
grossiers, de maniére & approximer le systéme initial. Ceci permet de résoudre d’abord
les basses fréquences de la solution puis les plus hautes. Cette approche est trés ef-
ficace mais elle nécessite de construire une séquence de systémes linéaires de tailles
différentes, et de communiquer entre les différents niveaux avec des matrices de pro-
jection (prolongation et restriction). Les solveurs multigrilles géométriques exploitent
la connaissance du maillage pour construire cette séquence. Avec des maillages struc-
turés, cette construction est relativement simple, par exemple on peut construire un
maillage plus grossier en ne conservant qu'un sommet sur deux. Ces méthodes sont
particuliérement employées en mécanique des fluides [WOO01 ; Tur+10].
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2.2.1.3 Différences de performances dans la littérature

Nous nous intéressons ci-dessous aux différences de précision et de performances,
entre maillages entiérement hexaédriques, hex-dominants et tétraédriques, reportées
dans la littérature pour différents cas d’applications couvrant différents domaines
de la physique et de 'ingénierie. Les performances sont comprises au sens du ratio
entre précision et temps de calcul. La maniére d’effectuer des simulations éléments
finis avec des maillages hex-dominants est détaillée dans (§2.2.2) et les techniques
utilisées pour mesurer les différences font I'objet de (§2.3).

En mécanique. CIFUENTES et al. [CK92| comparent la précision des hexaédres
trilinéaires (Qy), des tétraédres linéaires (IP1) et quadratiques (IP2) sur des problémes
de flexion, cisaillement et torsion de domaines cubiques (barres), avec une modéli-
sation d’élasticité linéaire. Les conclusions sont que les tétraédres linéaires sont treés
mauvais, et que les hexaédres trilinéaires et les tétraédres quadratiques sont équiva-
lents en termes de précision et de temps de calcul. BENZLEY et al. [Ben+95| étendent
I’étude de la déformation élastique de la barre au cas élasto-plastique et au comporte-
ment dynamique. Conformément a [CK92|, les hexaédres trilinéaires sont équivalents
aux tétraédres quadratiques, y compris en dynamique. En élasto-plasticité, les hexa-
édres sont encore plus avantageux : les tétraédres Po sont plus mauvais que les Q.
Les deux études précédentes utilisent des maillages tétraédriques formés par décom-
position des hexaédres en six tétraédres, ce qui produit des maillages tétraédriques
beaucoup plus réguliers que des maillages réels. Sur des modéles compliqués de piéces
mécaniques, WANG et al. [WNRO4| comparent les performances des éléments (amé-
liorés) tétraédriques et hexaédriques de Ansys sur divers problémes de mécanique
(déformation non-linéaire, plastique, contact). Ils concluent que les tétra¢dres Py ap-
portent toujours des résultats satisfaisants et que les hexaédres trilinéaires améliorés
peuvent étre suffisants mais qu’ils doivent étre utilisés avec précaution.

On peut également citer DANIELSON et al. [DAW16], qui se concentrent sur le dé-
veloppement d’éléments prismatiques pour des simulations mécaniques non-linéaires
avec schéma temporel explicite. L'une des expériences, sur 'impact d’un cylindre
contre un mur, compare des éléments hexaédriques et tétraédriques d’ordre deux.
Les auteurs indiquent que la simulation avec tétraédres est 20 fois plus lente.

En biomécanique, BOURDIN et al. [Bou+07] étudient la déformation d’un rein
suite a un impact, avec un modéle hyper-élastique et un modéle visqueux de ma-
tériau. Ils observent que les écarts de précision entre hexaédres et tétraédres sont
négligeables devant d’autres facteurs (tétra¢dres environ 10% plus rigides que les
hexaédres) mais le pas de temps nécessaire pour les tétraédres est plus faible, ce qui
rend les calculs 1.75 fois plus lents. TADEPALLI et al. [TEC11] étudient la déforma-
tion hyper-élastique d’un pied en contact avec le sol, en utilisant des éléments finis
hexaédriques et tétraédriques d’ordre un et deux, améliorés avec des composantes
hybrides pour la pression '?. Les conclusions sont que les hexaédres permettent des
prédictions de contraintes plus consistantes (oscillations dues au maillage pour les té-
traédres), particuliérement lorsqu’il y a des phénomeénes de friction. Ceci dit, les deux
études précédentes n’étudient les résultats que pour un seul niveau de résolution, sans
raffinement du maillage, et n’utilisent pas de solution de référence pour effectuer leurs

19. En notations Abaqus : C3D4H, C3D10H, C3D10MH pour les tétraédres et C3D8H pour les
hexaédres
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comparaisons, qui sont trés qualitatives (allure visuelle de la distribution de pression,
etc). SHOYKHET et al. [Sho+04| étudient la déformation hyper-élastique de l'aorte
abdominale avec des maillages tétraédriques, hexaédriques et hex-dominants, et com-
pare les résultats & une solution de référence en calculant 2 I'erreur L?. Les éléments
finis utilisés sont également des éléments améliorés d’Abaqus. Les auteurs concluent
que les maillages hexaédriques sont les plus intéressants et permettent de conver-
ger beaucoup plus rapidement mais il n’y a pas beaucoup de détails dans 'article.
RaMOs et al. [RS06] étudient la déformation élastique d’un modeéle de fémur avec
différentes résolutions de maillages, en observant le déplacement et la contrainte de
Von Mises en cing points d’échantillonnages. Les différences entre ordre un et deux
sont faibles (moins de 10%), et en comparant a la solution analytique d’un modéle
simplifié, les auteurs concluent que les tétraédres linéaires sont les plus proches de
la solution théorique. Cependant cette derniére conclusion n’a pas beaucoup de sens
car le domaine géométrique de la solution analytique n’a que trés peu de similarités
avec les maillages du fémur utilisés.

En électromagnétisme. La theése [Berl(] effectue des comparaisons entre maillages
tétraédriques, hexaédriques et hex-dominants (avec pyramides). Sur un probléme
d’Helmholtz sur domaine sphérique, les éléments tétraédriques mettent de deux a
quatre fois plus de temps pour atteindre le méme niveau de précision (différence
en norme L? avec une solution de référence) que les maillages hexaédriques et hex-
dominants, pour des ordres polynomiaux variant de deux a quatre. Sur un probléme
de propagation d’ondes dans un piano, résolu avec la méthode de Galerkine disconti-
nue, le maillage hex-dominant est environ quatre fois plus performant que le maillage
tétraédrique.

La thése [Durl3] s’intéresse aux simulations d’électromagnétismes sur maillages
hexa-tétraédriques (interfaces non-conformes) avec la méthode de Galerkine discon-
tinue et évolution temporelle. Les résultats numériques montrent que les maillages
hybrides offrent un meilleur ratio entre précision et temps de calcul, compris géné-
ralement entre deux et quatre en fonction des problémes. FAHS [Fah15] effectue des
simulations similaires mais avec des non-conformités plus génériques (les faces de
tétracdres et d’hexaédres sont dans le méme plan mais ne partagent pas d’arétes) et
obtient des résultats similaires : les maillages hybrides (majorité d’hexaédres) sont
deux a huit fois plus performants, ce qui s’explique principalement par la possibilité
d’utiliser un pas de temps plus large. Ces gains sont également confirmés par ZHAO
et al. [ZCY16] sur des simulations similaires, a la différence que les interfaces entre
hexaédres et tétraédres sont assurées par des pyramides.

SEVILLA et al. [SHM14| étudient en détails les gains apportés par 1'utilisation
de maillages hybrides pour la résolution temporelle des équations de Maxwell avec
la méthode de Galerkine discontinue (le cas des méthodes précédentes). Cet article
confirme que l'utilisation de maillages hybrides peut apporter un gain de perfor-
mance significatif, allant jusqu’a un facteur quinze. Cependant le gain est fortement
dépendant de la proportion d’hexaédres et il est en grande partie du au fait que les
hexaédres considérés ont des transformations affines, régions structurées qui maillent
le milieu de propagation, ce qui permet de pre-calculer des termes et évitent de cou-
teux calculs de quadratures.

20. la méthode de calcul de ’erreur n’est pas indiquée
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FIGURE 2.19 — Adaptation de maillages. Gauche : maillage tétraédrique aniso-
trope adaptatif pour ondes de chocs, source : [AL16]. Droite : maillage hybride avec
maillage hexaédrique structuré de la couche limite , source : [Sah+16].

Dans les travaux évoqués précédemment, les maillages hybrides sont construits
manuellement et comportent de grandes régions structurées, ainsi des obstacles maillés
avec des tétraédres. Cette configuration particuliére permet un certain nombre d’op-
timisations qui ne sont pas applicables aux maillages hexaédriques et hex-dominants
d’objets complexes, dont ceux sur lesquels ce manuscrit se concentre.

2.2.1.4 Adaptation du maillage aux champs

Sur des probléemes difficiles, par ex. fortes non linéarités et mécanique des fluides,
il est souvent nécessaire d’adapter le maillage aux particularités du probléme et
des solutions. Nous évoquons deux techniques couramment employées : raffinement
adaptatif et maillage des couches limites.

Raffinement adaptatif. Une maniére efficace d’améliorer le ratio précision par
temps de calcul est d’utiliser des éléments plus petits 1a ot I'erreur est la plus im-
portante, ou du moins dans les régions ou les champs varient fortement. Comme
les maillages tétraédriques sont entiérement non-structurés et peuvent étre modifiés
avec des opérations locales, il est possible d’adapter fortement le maillage au champ
[Bak97], y compris en utilisant des tétraédres trés anisotropiques [FA05; Rem+05;
LDA10]. Ces techniques ont été fortement étudiées et développées ces deux derniéres
décennies [AL16] et elles sont aujourd’hui implémentées et utilisables via de nom-
breuses librairies et logiciels. L’adaptation pour la simulation d’une onde de choc est
illustrée sur la gauche de la Figure 2.19.

La génération de maillages hexaédriques conformes, adaptés aux variations in-
ternes du champ, est beaucoup plus difficile voire impossible. En exploitant des
maillages hybrides, I’article de QIN et al. [QLO6] et la thése HARRIS [Har13| explorent
la génération de maillages structurés partiels, o1 les blocs structurés suivent les ré-
gions des écoulements avec de fortes variations (par ez. ondes de chocs). Le reste du
maillage utilise des quadrilatéres non structurés et des triangles en dimension deux,
des hexaédres, prismes et pyramides en dimension trois. Ces développements sont
intéressants mais trés loin d’étre aussi matures que leurs équivalents pour maillages
tétraédriques.
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Maillage anisotropique des couches limites. En mécanique des fluides, par-
ticuliérement pour les fluides visqueux, il est trés important de modéliser avec un
maillage trés raffiné le comportement du fluide au contact d’un obstacle car des va-
riations trés fortes des champs ont lieu dans cette couche limite. Comme la couche
limite est généralement localement plane, les maillages structurés sont particuliére-
ment adaptés pour la mailler, surtout que les hexaédres peuvent étre trés anisotropes
tout en conservant des angles droits. Ces considérations ont donné lieu au développe-
ment de techniques de génération maillages hybrides structurés dans la couche limite
et non-structuré ailleurs [Sah-+08 ; Iba+ 16 ; Sah+ 16|, utilisés par des logiciels de CFD
industriels comme elsA [Pui+11], développé par 'TONERA. Le maillage d’une couche
limite est illustré sur la droite de la Figure 2.19.

2.2.1.5 Conclusions sur les différences entre hexaédres et tétraédres

Les maillages hexaédriques étant bien plus difficiles & générer que les maillages
tétraédriques, il faut qu’ils apportent un gain important pour la simulation numérique
afin de justifier l'effort de maillage. Cependant, le champ des applications de la
méthode des éléments finis est trés vaste et chaque application a ses spécificités,
par conséquent il est difficile voire impossible d’apporter une réponse catégorique et
générique a cette question. En se basant sur les articles effectuant des comparaisons
dans la littérature, nous distinguons quelques tendances :

— Pour la mécanique, qui utilise majoritairement des éléments d’ordres un et
deux, il semble que les hexaédres sont intéressants car ceux d’ordre un peuvent
étre modifiés (modes incompatibles, hybride, intégration sélective) afin d’at-
teindre des performances équivalentes aux tétraédres quadratiques tout en
conservant un cott de calcul bien inférieur ;

— Pour la propagation d’ondes électromagnétiques, souvent basée sur 1'utilisa-
tion d’éléments spectraux (ordres élevés), 'optimisation des calculs numériques
semble plus simple et efficace pour les éléments hexaédriques qui ont naturel-
lement une structure tensorielle ;

— Pour la mécanique des fluides mettant en jeu des variations trés fortes et trés
localisées, le maillage adaptatif évoluant dans le temps est nécessaire et les
tétraédres ont largement ’avantage de par leur flexibilité. Les hexaédres sont
plus intéressants pour mailler les couches limites le long des obstacles, dont la
géométrie est connue & l'avance.

Un argument souvent mis en avant dans les articles de maillages hexaédriques
par champs de directions est que ceux-ci sont plus performants car ils sont alignés
avec les bords des objets. Cet argument est peut étre vrai mais nous n’avons pas
trouvé d’étude quantitative le confirmant.

2.2.2 Eléments finis sur maillages hex-dominants

Il y a plusieurs cas d’utilisations de maillages comportant des éléments de na-
ture différente dans la littérature. Souvent, les différents types sont associés & des
régions distinctes du probléme : les hexaédres sont utilisés pour les régions réguliéres
(e.g. milieu de propagation) et les tétraédres pour les parties géométriquement com-
pliquées (e.g. obstacle). Le lien entre les deux types d’éléments est soit assuré par
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des interfaces non conformes, soit par des éléments d’interface comme les pyramides
et prismes. Du point de vue de la topologie des maillages, cette situation est assez
différente des maillages étudiés dans cette thése, ou les interfaces entre éléments dif-
férents sont réparties aléatoirement dans le maillage. Cependant, pour la méthode
des éléments finis, la question est la méme : comment lier les espaces fonctionnels
définis sur les hexaédres et ceux définis sur les autres éléments. Nous étudions deux
catégories d’approches possibles :

— avec un maillage conforme : définir des fonctions d’interpolation dans les élé-
ments d’interface (faces triangulaires et quadrilatéres) qui soient compatibles
avec les fonctions des hexaédres et celles des tétracdres (§2.2.2.1);

— avec un maillage non-conforme hexa-tétraédrique : modifier les éléments et/ou
ajouter des contraintes aux interfaces non-conformes de maniére a ce que la
méthode des éléments finis fonctionne toujours (§2.2.2.2).

Remarque. D’autres idées plus exotiques sont envisageables. Par exemple, en s’ins-
pirant des méthodes overset [BBS85], on pourrait superposer des grilles réguliéres
autour des régions non hexaédriques et les coupler faiblement avec le maillage hexa-
édrique partiel. Ceci dit, le fonctionnement du code de simulation serait trés différent
d’un code d’éléments finis pour maillages classiques.

2.2.2.1 Maillages hex-dominants conformes

La maniére la plus logique de construire un maillage hybride est d’utiliser des
éléments compatibles les uns avec les autres. Si un maillage contient des hexaédres
(faces quadrilatérales) et des tétraédres (faces triangulaires), alors il faut utiliser des
éléments d’interface comme la pyramide et le prisme qui contiennent les deux types de
faces (Figure 2.20). Il est alors possible de construire un maillage hybride conforme,
c’est-a-dire un maillage ou 'intersection entre deux éléments est soit le vide, soit un
point, soit une aréte, soit une face commune aux deux éléments. En pratique, il est
rare de pouvoir n’utiliser que des prismes comme éléments d’interfaces, car ceux-ci
ont une direction principale : celle qui lie les deux triangles. La plupart des maillages
hex-dominants conformes utilisent majoritairement des pyramides comme éléments
d’interfaces.

En fonction de 'espace de la solution de la formulation faible continue (H*!,
H(rot), H(div) ou L?), nous souhaitons que le champ discrétisé sur le maillage
respecte respectivement la continuité du champ, de la composante tangentielle, de
la composante normale, ou aucune, aux interfaces entre éléments. Comme dans le
reste de ce manuscrit, nous nous concentrons surtout sur les éléments finis pour
H' : continuité du champ aux interfaces. Ceci dit, les idées évoquées s’appliquent de
maniére similaire aux éléments finis de H(rot) et H(div).

L’objectif est de définir des éléments finis pour la pyramide et pour le prisme
tels que les restrictions sur les faces triangulaires soient conformes avec Py et les
restrictions sur les faces quadrilatérales soient conforme avec Qy.

Le cas du prisme est relativement simple. De la méme maniére que 1’élément
fini de Q. est formé par un produit tensoriel de trois polynémes 1D définis sur trois
arétes orthogonales, on peut former un élément fini pour prismes par produit d’un
polynéme de degré k défini sur le triangle (}P’%D ) et d'un polynéme 1D de degré k
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FIGURE 2.20 — Eléments d’interface. Gauche : pyramide (4 faces triangulaires et 1
face quadrilatérale). Droite : prisme (2 faces triangulaires et 3 faces quadrilatérales).

défini sur une aréte orthogonale [EG02, p. 34]. Formellement, 1’espace d’interpolation
d’ordre k des prismes est :
7Dprisme = ]P)zD ® ]P)llgD

L’ensemble des degrés de liberté est celui du triangle extrudé k+ 1 fois dans la direc-
tion orthogonale. Ces degrés de liberté correspondent naturellement & ceux des hexa-
édres sur les faces quadrilatérales et & ceux des tétraédres sur les faces triangulaires.
Avec un espacement non équidistant des points de controle (par ex. Gauss-Lobatto),
il faut faire attention que ’espacement sur les arétes soit le méme pour les hexaédres
et tétraedres.

La construction d’éléments finis sur les pyramides est plus compliquée car il est
impossible de construire un polyndéme dont la restriction sur les faces triangulaires
est un polynéme d’ordre k& (IP’%D pour la compatibilité avec tétraédres adjacents) et
la restriction sur la face quad un produit de deux polyndémes univariés d’ordre k
(Q2P pour la compatibilité avec hexa¢dres adjacents), voir [Bed92; Wie97]. Deux
approches pour contourner cette difficulté ont été développées :

— construire un élément fini pyramidal & partir de fonctions rationnelles ;

— décomposer artificiellement la pyramide en tétraédres et définir des polynémes
sur ceux-ci, c’est-a-dire définir un élément fini pyramidal polynomial par mor-
ceaux, ou également appelé composite.

Le lecteur intéressé par les pyramides peut également se référer a la thése de BERGOT
[Ber10] qui explore le sujet en détail. Dans la suite, nous nous contentons d’évoquer
les grandes lignes sans entrer dans les détails théoriques et techniques.

Pyramide : fonctions rationnelles. L’utilisation de fonctions de formes ration-
nelles pour les pyramides, afin de satisfaire les exigences de continuité avec les
¢léments adjacents, remonte & BEDROSIAN [Bed92], COULOMB et al. [CZMI7] et
ZGAINSKI et al. [Zga+96] pour I'ordre un et deux. Cependant les fonctions d’ordre
deux proposées ont des défauts et ne sont pas complétement conformes avec les
hexaedres Qy (voir [Berl10]).
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Les bases de fonctions rationnelles ont été étendues a I'ordre arbitraire k par BER-
GOT et al. [BCD09] et BERGOT [Ber10] pour I'espace H'. L’espace d’interpolation
H' défini sur la pyramide de référence est :

k—i
x
Por =B3PS <1_yz> p2P
0<i<k—1

ou le terme & gauche assure la continuité avec les tétraédres et le terme rationnel
a droite permet d’étre conforme avec la face quadrilatérale (Q%D ) lorsque z — 0.
Les formules explicites des fonctions de la base de cet espace rationnel sont assez
complexes car il faut différencier les arétes qui touchent seulement les triangles des
arétes qui touchent les triangles et le quadrilatére.

Pour gérer les espaces H (rot), H(div), et surtout les formulations mixtes qui mé-
langent des champs appartenant a différents espaces, NIGAM et al. [NP11] construisent
des éléments finis stables sur la pyramide pour H', H(rot), H(div), L?, c’est-a-dire
dont le diagramme de De Rham continu-discret est commutatif. La construction re-
pose sur 'utilisation d’une pyramide infinie (le sommet de la pyramide est a l'infini),
qui est ensuite transformée vers la pyramide de référence classique. Cependant, ceux-
ci n’ont une convergence optimale qu’avec des pyramides dont la géométrie est affine
[BD13], c’est-a-dire avec une base quadrilatérale plane, ce qui n’est jamais le cas
dans un maillage hex-dominant généré automatiquement. FUENTES et al. [Fue+15]
introduisent une construction cohérente et unifiée d’éléments finis pour les hexaédres,
tétraédres, prismes et pyramides. Le développement des pyramides repose sur les tra-
vaux de NIGAM et al. [NP11] et I'introduction de coordonnées barycentriques 2. 11
n’est pas clair que ces constructions convergent de maniére optimale ou non pour
des pyramides non-affines.

Dans la cadre de la méthode de Galerkine discontinue, CHAN et al. [CW16]
ont construit une base orthogonale de P, qualifiée de semi-nodale car elle n’est
pas complétement interpolante. Les matrices de masse construites avec cette base
sont diagonales, ce qui permet une implémentation GPU efficace de simulations avec
schémas temporels explicites, fonctionnant sur des maillages hybrides [Cha-+16].

Pyramide : fonctions polynomiales composites La seconde approche repose
sur une décomposition de la pyramide en deux ou quatre tétraédres sur lesquels
sont définies des bases polynémiales. Les fonctions rationnelles sont remplacées en
utilisant des polynémes par morceaux.

WIENERS [Wie97| utilisent la décomposition en deux tétraédres (Figure 2.21)
pour introduire des fonctions de formes compatibles avec les tétraédres et hexaédres
pour l'ordre un et deux. Afin d’éviter 'anisotropie arbitraire introduite par la dé-
composition en deux tétracdres (choix d’une diagonale), L1U et al. [Liu+04 ; Liu+11]
proposent de décomposer la pyramide en quatre tétraédres afin de former des fonc-
tions de formes symétriques.

Pour des ordres arbitraires, BLUCK et al. [BW07| construisent une base continue
pour H! et MARAIS et al. [MDOS8] proposent une construction pratique de bases
pour H(div) et H(rot) ou les tétraédres de la pyramide sont équipés de bases d’ordres
supérieurs et contraints a I'interface hexa-tétraédrique.

21. se comportant comme des coordonnées barycentriques, ce n’en est pas strictement
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FIGURE 2.21 — Interface non-conforme entre deux tétraédres et un hexaédre. Source :
[OCS97].

Alternativement, AINSWORTH et al. [ADS16| proposent une base construite avec
les polynémes de Bernstein-Bézier, valable pour H' et un ordre arbitraire. L’exten-
sion de cette formulation a une séquence exacte (diagramme commutatif) d’espaces
pour H(div), H(rot), L? a été établie par AINSWORTH et al. [AF17] pour I’ordre un.
A notre connaissance, il n’y pas encore d’équivalent & un ordre arbitraire.

L’utilisateur de pyramides a le choix entre ces deux types d’espaces : fonctions
rationnelles ou polynomiales par morceaux. La seconde introduit des discontinuités
supplémentaires sur les dérivées a l'intérieur de 1’élément, mais en contrepartie il n’y
a pas besoin de se soucier des difficultés liées aux fonctions rationnelles (quadratures).
Comme les deux approches convergent de maniére optimale avec 'ordre choisi, ce
choix ne devrait pas avoir beaucoup d’importance sur la précision de la solution, ni
sur le temps de calcul, étant donné que le nombre d’éléments pyramidaux dans un
maillage hex-dominant est censé étre faible.

2.2.2.2 Maillages hex-dominants non conformes

Plutot que de joindre les hexaédres et les tétraédres avec des pyramides, il est
possible d’effectuer directement des simulations éléments finis sur le maillage non-
conforme. Dans la suite, nous nous restreignons aux cas ou chaque interface non-
conforme est constituée de deux faces de tétraédres qui se connectent & une face
quadrilatérale, comme sur la Figure 2.21.

Le premier article [Dew+93| s’intéressant a cette idée, dans le cadre de la mé-
thode de Galerkine classique avec continuité H', explore numériquement plusieurs
configurations et conclut que la meilleure approche est d’utiliser des tétraédres P et
des hexaedres Qp, en imposant que le degré de liberté au centre de la face (milieu
de l'aréte des deux tétraédres) soit contraint & la moyenne des quatre valeurs sur les
sommets du quad, c’est-a-dire u, = %(uc +ug+ ue +uyg) sur la Figure 2.21. Ce n’est
pas étonnant que ce soit la seule solution viable vu que les autres essais ne respectent
pas la continuité, ni n’ajoutent d’autres contraintes pour pénaliser la discontinuité.
Cependant, cette solution fonctionne uniquement pour les transformations affines,
c’est-a-dire les cas ou les faces quadrilatérales sont planes. Nous développerons ce
point dans la suite (§4.2). A notre connaissance, cette idée n’a pas été trés populaire
pour H' puisqu’elle a été rapidement abandonnée au profit d’approches basées sur
la pyramide [OCS97].

En électromagnétisme, c.da-d. pour H (rot), plusieurs articles se sont penchés sur
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le probléme de connecter directement des hexaédres et des tétraédres. Pour l'ordre
un, DEGERFELDT et al. [DR0O6| proposent de traiter les interfaces non-conformes
hexa-tétraédriques avec la méthode de pénalisation de Nitsche [Nit71], de maniére
analogue & la méthode de Galerkine discontinue. Cette approche permet d’assurer
la continuité faible de la composante tangentielle du champ vectoriel aux interfaces
hybrides. Elle a été étendue a des ordres polynomiaux quelconques par WINGES et al.
[WR16]. Une autre approche [MDO0S8| propose d’augmenter 'ordre des polynémes sur
les tétraédres et d’ajouter des contraintes pour obtenir la continuité de la compo-
sante tangentielle. Toujours en électromagnétisme, mais cette fois dans le cadre de la
méthode de Galerkine discontinue, DUROCHAT |[Durl3|, DUROCHAT et al. [DLS13]
et FAHS [Fah15] proposent un couplage faible des composantes tangentes entre hexa-
édres et tétraédres, cohérent avec le couplage faible naturel au niveau de toutes les
faces internes.

Ces articles ne s’intéressent pas a la conformité géométrique entre hexaédres
trilinéaires et tétraédres, ce qui implique que les formulations développées ne fonc-
tionnent que pour des interfaces hexaédres-tétraédres planes, c.d-d. des transforma-
tions affines.

Remarque. Les fonctions polynomiales composites sur la pyramide, évoquées dans
la partie précédente, sont plus ou moins équivalentes aux approches [Dew+93 ; MDOS|
qui construisent un espace fonctionnel conforme au niveau des interfaces non-conformes
1 hexaédre-2 tétraedres. La différence concerne plutdt 'implémentation : soit les
contraintes sont prises en compte au moment de I’assemblage (pyramide composite),
soit ce sont des contraintes sur les variables du systéme (contraintes linéaires).

2.3 Meéthodes pour comparer des solutions éléments finis

L’un des intéréts principaux de la méthode des éléments finis est de pouvoir ré-
soudre des problémes avec des domaines géométriques compliqués grace a I'utilisation
de maillages. Cependant lorsque le domaine est compliqué, il est difficile de quantifier
I'impact du maillage sur la précision de 'approximation car il n’existe généralement
pas de solution analytique, & moins de créer un probléme complétement artificiel avec
la méthode des solutions manufacturées (§2.3.1). Sans solution analytique, il reste la
possibilité de construire une solution de référence & partir d’'un maillage trés raffiné
ou d’éléments finis d’ordres élevés, puis de comparer les différents résultats obtenus
avec différents maillages a cette référence. Il est possible de comparer des quantités
d’intéréts spécifiques au probléme (§2.3.2) ou d’effectuer une comparaison globale,
par exemple une distance entre les différents champs scalaires ou vectoriels (§2.3.3).

Dans le Chapitre 5, nous proposons une méthode efficace de calcul de distances
entre solutions éléments finis, proche des techniques de visualisation détaillées a la
fin de cet état de l'art (§2.3.4).

2.3.1 Meéthode des solutions manufacturées

Pour une équation aux dérivées partielles (ou un systéme d’équations) et un
domaine fixé, I'idée de la méthode des solutions manufacturées [SK00 ; Roa02| est de
choisir une solution analytique et de I'injecter dans I’équation de maniére & calculer
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le terme source et les conditions aux limites. On peut ensuite résoudre le probléme
et essayer de retrouver la solution analytique.

Par exemple pour 1’équation de Poisson —Au = f sur le domaine [0,1]?, avec
conditions de Dirichlet u; sur le bord, on peut choisir la solution :

u(x,y) = cos(2mx) cos(2my)

et I'injecter dans le probléme, pour obtenir : f(z,y) = 472 cos(2mx) cos(2my) dans
et up = 0 sur 99).

A partir de la solution analytique u et de la solution approchée wuy,, lerreur
d’approximation peut étre calculée, dans la norme souhaitée, & partir de quadratures.
Par exemple pour lerreur L? :

lu = up|; = /Q(U —up)’ = D> wilu(Mg (%)) — fig (%))

KeQyp 1

avec (w;, 4;); les poids et points de quadrature dans I’élément de référence, Mg la
transformation associée & I’élément K et @i 'interpolation éléments finis associée a
K, définie dans ’espace de référence K.

Cette approche est trés utile parce qu’elle permet de tracer des courbes de conver-
gence (erreur en fonction du raffinement) avec lesquelles il est possible de :

— vérifier qu’un code de calcul fonctionne correctement ;

— vérifier qu’un espace d’approximation par éléments finis se comporte conformé-
ment aux attentes (par ex. convergence optimale avec des solutions analytiques
lisses) ;

— développer des benchmarks mettant en jeu certains types de difficultés. Par
exemple, MITCHELL |[Mit13] propose une liste de problémes construits pour
éprouver les algorithmes de raffinement adaptatif de maillages.

Il est également possible de comparer la précision d’approximation obtenue avec
différents maillages, mais les résultats obtenus ne sont pas forcément représentatifs
de situations réelles car :

— les solutions choisies sont souvent excessivement lisses, contrairement aux so-
lutions de problémes obtenus avec des géométries compliquées (par ez. coins
rentrants) ;

— le terme source est uniformément présent et varie beaucoup : il influence forte-
ment la solution. Pour des problémes d’ingénierie classique, le terme source est
plutot soit absent, soit constant (par ex. gravité), et les variations de la solution
sont plutét dues & une propagation de l'effet des conditions aux limites vers
I'intérieur du domaine.

2.3.2 Comparaison de quantités d’intérét

Lorsqu’il n’y a pas de solution analytique pour un probléme particulier, on peut
observer la variation de quantités d’intérét par rapport au raffinement du maillage.

Dans le cadre de simulations d’ondes électromagnétiques, BERGOT et al. [BCDO09;
BD13] étudient Uerreur de dispersion, basée sur 'erreur de phase, pour différents
espaces d’interpolation définis pour les pyramides.
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En mécanique des structures, CIFUENTES et al. [CK92| comparent les perfor-
mances de tétraédres et hexaédres sur un modéle de poutre, et une modélisation
d’élasticité linéaire, en observant le déplacement en un point et la fréquence fon-
damentale de résonance (équivalente a la premiére valeur propre). BENZLEY et al.
[Ben+95] étendent cette étude aux valeurs propres suivantes, et s’intéresse aux dé-
placements mesurés en un point (extrémité de la poutre) pour des simulations non
linéaires d’elasto-plasticité. Sur un probléme de torsion avec modélisation par elasto-
plasticité, OWEN et al. [OS14]| comparent des maillages hexaédriques en observant
I'intégrale du couple appliqué sur le support rigide et la répartition de la contrainte
de Von Mises dans un plan de coupe du modéle.

Pour des simulations biomécaniques non linéaires, BOURDIN et al. [Bou+07] et
TADEPALLI et al. [TEC11] étudient respectivement des modéles d'un rein et d'un
pied. Ils comparent les performances de maillages tétraédriques et hexaédriques en
mesurant les valeurs maximales des champs de contraintes, ainsi qu’en étudiant vi-
suellement les distributions de déplacement et de contraintes. Pour la simulation du
fémur, a priori par élasticité linéaire, RAMOS et al. [RS06] comparent les valeurs de
déplacement, de contrainte de Von Mises et déformation en cing points d’échantillon-
nage répartis dans le modéle.

En mécanique des fluides, des coefficients plus spécifiques sont étudiés comme le
coefficient de trainée ou le nombre de Mach.

Pour comparer différents indicateurs de qualité pour les hexaédres et faire des
corrélations entre ceux-ci, GAO et al. [Gao-+17a] utilisent notamment la valeur propre
non nulle minimale A, du systéme linéaire comme approximation de la précision
d’un maillage, en reprenant la méthodologie de SHEWCHUK [She02], et le condi-
tionnement Apqz/Amin qui est lié & la vitesse de convergence des solveurs itératifs

[Saa03].

2.3.3 Calcul de distances entre solutions éléments finis

Lorsque I'utilisateur a en téte une application bien précise et est intéressé par une
certaine quantité, par exemple la contrainte maximale en mécanique pour vérifier des
critéres de sécurité, 'observation directe des quantités d’intérét avec le raffinement
du maillage est sans aucun doute ’approche la plus pragmatique et la plus utile.
Mais pour des comparaisons plus générales et moins spécifiques aux applications, il
peut étre intéressant de calculer I’erreur commise du point de vue de normes globales
comme les normes LP ou H'. Cette mesure permet également de se situer par rapport
aux vitesses de convergence optimales, qui sont justement exprimées avec ces normes.

Lorsque la solution analytique n’est pas connue, il est possible d’utiliser une
solution de référence calculée sur un maillage trés fin. L’erreur d’approximation est
alors approchée par la distance a la solution de référence. Dans la suite, nous nous
intéressons a cette question : comment calculer une distance entre solutions éléments
finis 7

Supposons que 'on veut calculer la distance ||f — g|| entre deux solutions élé-
ments finis définis sur deux maillages A et B. Contrairement au cas ou la solution
analytique est connue, il n’est pas possible de calculer directement cette distance par
quadrature car les éléments de A et de B sont différents. Nous présentons ci-dessous
deux possibilités : utiliser un échantillonnage du domaine, sorte de quadrature glo-
bale, ou exprimer les deux fonctions f et g sur un maillage commun de maniére &
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pouvoir définir des quadratures locales.

Les deux approches de calcul de distance ci-dessous sortent légérement du cadre
de I’état de I’art car elles n’ont pas été décrites dans la littérature, mais nous estimons
qu’elles sont suffisamment intuitives et naturelles pour qu’elles soient présentées dans
cette section.

Echantillonnage du domaine La distance entre les champs f et g peut étre
approximée en évaluant leurs valeurs sur un ensemble (x;);—1. , d’échantillons dans
le domaine . Pour la norme L? :

(15 =gl = [ 1f =~ 32 1(76x) — 9(x)"

i=1..n

Avec I'approche par morceaux des éléments finis, la valeur de f en x;, échantillon
contenu dans I’élément K., est définie par composition de 'interpolation dans ’espace
de référence f. et de l'inverse de la transformation M. :

Fx0) = fire, (xi) = fe(M(x:))

Donc pour chaque échantillonnage, il faut : (1) identifier 1’élément qui le contient et
(2) inverser la transformation. Méme s’il est possible d’accélérer 'identification des
éléments avec des structures de données adéquats (par ex. arbre AABB), 'évaluation
reste cotiteuse quand elle doit étre effectuée sur des millions d’échantillons, pour les
deux maillages d’entrée. C’est particuliérement le cas lorsque les transformations
ne sont pas linéaires, par ex. transformations trilinéaires des hexaédres, car il faut
utiliser des algorithmes itératifs pour I'inversion.

Dans notre expérience, cette approche est viable en dimension deux avec quelques
dizaines ou centaines de milliers d’échantillons, mais le colit devient prohibitif en
dimension trois lorsqu’il est nécessaire d’utiliser des (dizaines, centaines de) millions
d’échantillons sur des maillages importants (centaines de milliers d’éléments ou plus).

Approches par maillage commun Une autre approche possible pour déterminer
la distance entre deux champs est de projeter les deux sur le méme espace et de
calculer la distance sur celui-ci. Deux possibilités simples sont : (a) projeter un champ
de son espace d’approximation vers celui associé a l'autre maillage ou (b) projeter
les deux champs sur un troisiéme maillage, et espace fonctionnel associé, construit
de maniére & représenter les deux champs initiaux. Dans les deux cas il y a transfert
de données, ou projection, d'un maillage a un autre.

Les maillages qui nous intéressent sont non-structurés et non-emboités 'un dans
I’autre. Dans la littérature, le transfert de données entre de tels maillages appa-
rait dans différents contextes et sous différentes notations. Par exemple : projection
de Galerkin (i.e. interpolation au sens faible) dans le contexte des éléments mixtes
[Geu+99|, transfert de solution aprés maillage adaptatif pour des problémes dé-
pendant du temps [Alal6; BBP14] ou comme composant de solvers multi-grilles
exploitant une hiérarchie de maillages non-emboités [PPM93; FPO97].

Dans le cas général, projeter un champ sur un autre espace d’approximation n’est
pas toujours souhaitable car I’espace d’arrivée n’est pas forcément adapté pour repré-
senter fidélement le champ initial : les deux maillages peuvent avoir des éléments de
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N
SRS

A 7ai
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FIGURE 2.22 — Deux maillages A et B du méme domaine. S est le super-maillage de A
et B. En 3D et avec des éléments courbes, le calcul de super maillages est trés difficile,
c’est pourquoi nous le remplacons par une approche basée sur un échantillonnage de

A et B.

géométrie trés différente, des polynoémes d’ordres différents voire des discontinuités
difficiles & projeter. Dans la littérature, ce probléme a été résolu en construisant un
maillage auxiliaire composé de 'intersection des deux maillages initiaux, comme illus-
tré en 2D sur la Figure 2.22. Calculer précisément et efficacement des intersections
entre maillages 3D est difficile et a principalement été étudié pour des maillages tétra-
édriques, sous différents noms : maillage rendez-vous [PHS98 ; SWP13|, maillage raf-
finé commun [JHO04|, super-maillage [Far+09; MS11] ou maillage intersection [AL16].
A noter que pour conserver des performances raisonnables, il est souvent possible de
calculer ces intersections localement lors de 'exécution d’un algorithme sans les sto-
cker. L’avantage de cette approche est qu’il est possible de définir un super-espace
[Far1l] dans lequel la différence des champs f — g peut étre représentée exactement,
puis la distance peut étre calculée par quadratures. Les méthodes évoquées ont sur-
tout été développées pour effectuer des projections préservant certaines quantités
(e.g. masse, énergie) importantes dans le cadre de la simulation numérique. Cepen-
dant, ces méthodes sont compliquées a mettre en oeuvre et il est trés difficile de gérer
des éléments courbes (transformations non-affines) avec ces approches.

2.3.4 Techniques de visualisation de solutions éléments finis

L’approche que nous présentons dans le chapitre (§5) échantillonne les deux
champs a comparer sur une grille réguliére 3D, décomposée en tranches, c’est-a-
dire en grilles réguliéres 2D. Evaluer les champs sur une telle grille est analogue a
effectuer le rendu graphique d’une tranche d’une solution éléments finis, ou il faut
calculer la valeur au niveau de chaque pixel d’une grille avant d’appliquer une carte
de couleurs. Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux diverses techniques utilisées
en informatique graphique pour visualiser des solutions éléments finis. Celles-ci sont
intéressantes car, exploitant la puissance des cartes graphiques (GPU), elles sont trés
efficaces pour traiter de grandes quantités de triangles. Dans notre contexte, nous
nous intéressons plus particuliérement aux méthodes permettant de visualiser des
polynémes d’ordres élevés ainsi que des géométries courbes (e.g. tétraédres quadra-
tiques)

Historiquement, les cartes graphiques étaient uniquement optimisées pour inter-
poler des valeurs (correspondant a des couleurs) linéairement dans des triangles. Pour
cette raison, une premiére approche pour visualiser des solutions éléments finis non
linéaires est de construire une approximation linéaire par morceaux en raffinant le
maillage. Ce raffinement peut étre optimal vu que la solution éléments finis & ap-
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proximer est connue [Leo+98; Rem-+06|. Ensuite pour visualiser la tranche d’une
solution volumique, on peut utiliser un algorithme d’intersection de type marching
tetrahedra [AK91; TPG99|. Nous n’utilisons pas cette premiére approche car elle
implique une étape de raffinement adaptatif et elle conduit & des maillages raffinés
trés gros, ce qui n’est pas pratique si les maillages en entrée sont déja imposants.

Egalement concue pour les premiéres générations de cartes graphiques, une ap-
proche originale [Haa+03] est de combiner des images pre-calculées (textures) repré-
sentant chacune une fonction de la base des polynomes. Cependant cette approche
nécessite un prétraitement important puisqu’il faut générer les textures pour toutes
les fonctions des bases polynomiales et elle n’est pas adaptée pour le cas de maillages
3D tranchés par des plans 2D.

Avec l'introduction de shaders programmables dans les pipelines de rendu gra-
phique (OpenGL et DirectX), il est plus efficace d’évaluer directement les fonctions
de forme des éléments finis a chaque pixel [BH04; NHK11]. Lors de 'utilisation d’un
plan de coupe, I’élément contenant le pixel est habituellement trouvé via un lancer
de rayons et les coordonnées de référence (nécessaires a l’évaluation des fonctions
de forme) sont obtenues en inversant les transformations avec une méthode itérative
de type Newton-Raphson. Cette approche est cofiteuse lorsque 'on considére des
dizaines de millions d’échantillons (grille 3D compléte), particulierement quand les
transformations ne sont pas affines. Afin d’éviter les inversions de transformation, il
a été proposé d’approximer les fonctions de forme le long des rayons en utilisant des
projections L? [NK06| sur des polynémes 1D ou encore l'alternative de UFFINGER
et al. [UFE10].

Dans notre cas (§5), nous souhaitons seulement échantillonner les champs sur des
tranches planes, par conséquent nous n’avons pas besoin d’une approche aussi flexible
que le lancer de rayons et nous pouvons nous contenter de ’algorithme d’intersection
marching tetrahedra [AK91] et de la rastérisation fournie par OpenGL pour interpoler
les coordonnées de référence. Cette restriction permet de simplifier grandement les
algorithmes, et les implémentations associées, par rapport & des outils de visualisation
plus génériques.
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Chapitre 3

(Génération de maillages
hex-dominants

Ce chapitre est consacré a la génération de maillages hex-dominants & partir
de paramétrisations dont les gradients sont alignés avec un champ de directions.
Nous utilisons les techniques connues de construction de champs de directions et de
paramétrisations, qui sont détaillées dans I’état de 'art (§2.1.2).

La premiére section (§3.1) propose une méthode robuste de maillage hex-dominant
lorsque la paramétrisation n’est pas parfaite, ce qui est trés souvent le cas sur des
géométries compliquées. Elle est basée sur I'article

Nicolas RAY, Dmitry SOKOLOV, Mazence REBEROL, Franck LEDOUX
et Bruno LEVY. « Hexahedral Meshing : Mind the Gap!» 2017

auquel j’ai collaboré mais dont je ne suis pas le principal contributeur.

La seconde section (§3.2) explore deux techniques pour transformer les singulari-
tés volumiques du champ de directions, obtenus lorsqu’on utilise un échantillonnage
sur les sommets du maillage, en singularités linéiques. Cette transformation permet
de mailler de maniére entiérement hexaédrique les alentours de certaines singulari-
tés tout en profitant des avantages d’un échantillonnage par sommet du champ de
directions.

3.1 Maillage hex-dominant robuste par extraction de ca-
vités

Avec les approches de maillage hexaédrique par paramétrisation, comme CubeCo-
ver ou PGP, la paramétrisation est souvent localement défectueuse sur les modéles
compliqués : non définie, volumes nuls ou négatifs dans ’espace paramétrique, ou pos-
sédant trop de distorsion. Ces régions ot I'on ne peut pas extraire directement des
hexaédres sont appelées cavités dans la suite. Elles sont généralement maillées avec
des tétraédres, afin de finalement produire un maillage hex-dominant. La construc-
tion et le maillage des cavités ne sont généralement pas détaillés dans la littérature,
or cette étape n’est pas complétement triviale.

Nous présentons une méthode qui permet de générer de maniére robuste des
surfaces fermées, sans auto-intersections, contenant les cavités (§3.1.1). Par robuste,
nous entendons que I'extraction de cavités fonctionne sur tous les modéles et permet
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FIGURE 3.1 — Etapes de maillage hex-dominant & partir d’une paramétrisation. (a)
Iso-valeurs entiéres de la paramétrisation. (b) Hexaédres extraits de la paramétrisa-
tion et maillage quad-dominant de la cavité. (c) Maillage hex-dominant final aprées
maillage de la cavité.

toujours d’en déduire un maillage hex-dominant, la solution la moins satisfaisante
étant de reproduire le maillage d’entrée entiérement tétraédrique. Dans un second
temps (§3.1.2), nous décrivons différentes maniéres de mailler I'intérieur des cavités,
en essayant d’insérer un maximum d’hexaédres.

3.1.1 Extraction des hexaédres et du bord des cavités

La surface entourant une cavité est un maillage quad-dominant : les quadrilatéres
sont les faces des hexaédres adjacents a la cavité et les triangles sont générés a partir
du bord du maillage tétraédrique initial (support de la paramétrisation). Un exemple
d’extraction et de maillage d’une cavité est illustré sur la Figure 3.1.

Conceptuellement, le volume des cavités C' peut étre exprimé comme étant la
différence booléenne entre le volume tétraédrique initial 1" et le maillage hexaédrique
H extrait de la paramétrisation :

C=T-H

Géomeétriquement, cette différence n’a pas vraiment de sens car les deux volumes
T et H ont des bords différents. C’est la principale difficulté du probléme : le bord
des hexaédres, noté 0H, n’est pas compatible avec le bord triangulaire 0T initial.
Cette incompatibilité est illustrée sur la gauche de la Figure 3.2. Afin d’y remédier,
nous proposons de générer un maillage quad-dominant du bord de I'objet, noté 0Q4
(droite de la Figure 3.2), compatible avec les hexaédres extraits. Le volume @4, défini
comme l'intérieur de la surface fermée 0Q4, permet de définir géométriquement le
volume des cavités : C = Qg — H.
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FIGURE 3.2 — Incompatibilité initiale entre les hexaédres extraits et les bords du
maillage tétraédrique. Gauche : Hexaédres extraits de la paramétrisation. Milieu :
Bord triangulaire du maillage d’entrée. Droite : Maillage quad-dominant conforme.

Pour éviter de travailler avec des volumes, dont les intersections sont compliquées
a gérer, on peut se ramener & un probléme surfacique en remarquant que le bord 9C
des cavités peut étre obtenu en retirant les portions communes de dC et 0Q4 &
I’union des deux :

0C = (0QqUOH) — (0QqNOH)

Il faut bien faire attention que cette description n’a de sens que parce que 0Qg
et H sont compatibles, c’est-a-dire que toute face de 0H intersectant 0@, forme
soit un sommet, soit une aréte, soit un quad de dQ4. De plus, comme les surfaces
sont compatibles, la différence ci-dessus sera purement combinatoire. Ainsi, toute la
difficulté de I'extraction du bord des cavités est reportée sur la génération du maillage
quad-dominant 0Q4 compatible avec H (§3.1.1.1). Avec cette approche, I'extraction
des hexaédres H (§3.1.1.2) et des bords des cavités (§3.1.1.3) sont des étapes simples.
Les différentes étapes et maillages mis en jeu sont :

Entrées du probléme d’extraction

— Un maillage tétraédrique 7" muni d’une paramétrisation wu,v,w, linéaire par
éléments (échantillonnage sur les coins des tétraédres).

— Une liste de valeurs booléennes, une par face des tétraédres, qui indique si la
paramétrisation est valide ou non. Cette valeur peut étre utilisée pour exclure
les régions ou la paramétrisation est invalide ou trop déformeée.

— Une distance de Hausdorff maximale € & respecter entre le bord initial 9T de
I’objet et le bord 092, du maillage hex-dominant €2, généré.

Objets intermédiaires

— Un maillage quad-dominant du bord 0Q4 compatible avec les iso-valeurs en-
tiéres de la paramétrisation sur le bord et respectant la distance de Hausdorff.
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Sorties

— Un maillage H composé d’hexaédres, extraits dans les régions valides de la
paramétrisation.

— Un maillage quad-dominant JC' délimitant les cavités, conforme avec les hexa-

édres de H.

Robustesse. Tous les maillages surfaciques sont des surfaces fermées sans auto-
intersections, de maniére & ce que les volumes intérieurs puissent étre maillés par
triangulation de Delaunay contrainte [GHS90 ; Sil5b|. Cette garantie est obtenue en
partant d’un maillage valide et en s’assurant que chaque opération conserve la vali-
dité, quitte a revenir en arriére dans certaines situations (stratégie de roll-back).

Distance de Hausdorff entre surfaces. La semi-distance de Hausdorff, ou distance
de Hausdorff orientée, d’un objet A & un objet B est définie par :

d(A,B) = sup( inf ||z —
(4, B) xeg(yGBH ylly )

La version symétrique de cette distance est :
dS(A7 B) = max( d(Av B)) d(Bv A) )

Nous utilisons cette derniére dans la suite du chapitre. Cette mesure est employée
couramment pour controler 'erreur introduite par les algorithmes de simplification
des surfaces triangulées [CRS98; ASE02].

3.1.1.1 Génération du maillage quad-dominant 9Q; du bord 9T de ’objet

Le maillage quad-dominant 9@, doit :

— étre compatible avec les hexaédres potentiels de la paramétrisation. La res-
triction de la paramétrisation (définie sur T') sur le bord 9T est une paramé-
trisation surfacique, dont les iso-valeurs définissent des quadrilatéres dans les
régions valides. Par construction, ces quadrilatéres sont des bords potentiels de
I'ensemble des hexaédres H (qui sera extrait plus tard) ;

— former une surface fermée sans auto-intersections. Comme le maillage est quad-
dominant, cette condition est vérifiée pour tous les maillages triangulaires pos-
sibles obtenus en décomposant chaque quad en deux triangles;

— respecter la distance de Hausdorff € prescrite. Cette condition est vérifiée sur
chaque décomposition possible des quads en triangles.

Pour générer 9@y, nous procédons en quatre étapes successives, illustrées sur la
Figure 3.3 :

1. Extraction du bord triangulaire 07 et de sa paramétrisation surfacique (Fi-
gure 3.3.1.).

2. Création d’arétes, a partir des iso-valeurs, qui sont potentiellement des arétes
d’hexaeédres (Figure 3.3.2.).
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3. Création de patchs de triangles qui correspondent potentiellement a des quads
(Figure 3.3.3.).

4. Regroupement des triangles d’un méme patch en un quad lorsque c’est possible.
Cette étape s’assure que le critére de Hausdorff est respecté. (Figure 3.3.4.)

Nous détaillons ci-dessous les étapes de génération de Q4. A noter que tous les
calculs sont effectués avec des nombres flottants & précision double.

1. Ezxtraction de la paramétrisation 2D. La restriction 2D de la paramétrisation
sur un triangle est considérée valide si la paramétrisation 3D est valide sur le tétraédre
et si une des trois coordonnées est entiére sur tout le triangle (dans la direction
normale au triangle). Dans ce cas, la paramétrisation surfacique est définie par les
valeurs des champs scalaires associés aux deux autres directions.

Sur la Figure 3.3.Input., les iso-valeurs entiéres constantes sont représentées en
rouge et les triangules bleus correspondent a des tétraédres pour lesquels la paramé-
trisation n’est pas valide. La paramétrisation valide est représentée en rouge sur la
Figure 3.3.1., et le triangle pointé par la fleche correspond a un triangle rejeté car
aucun des trois champs scalaires n’était entier sur celui-ci.

La paramétrisation surfacique hérite du caractére, ou non, grille-compatibible de
la paramétrisation volumique.

2. Création d’arétes. L'objectif est de créer des arétes dans le maillage quad-
dominant 0Qg qui correspondent a de potentielles arétes du bord OH du (futur)
maillage hexaédrique H. Celles-ci sont forcément associées a des iso-valeurs entiéres
de la paramétrisation. Pour faire apparaitre les arétes dans 0@y, on subdivise les
triangles de 0Q4 qui sont traversés par une iso-valeur entiére. Cette étape est réalisée
en deux temps : division des arétes (création de sommets) puis division des faces par
des arétes qui relient les nouveaux sommets ayant une méme iso-valeur.

2.a. Création de sommets. En pratique, pour chaque aréte de 9@y, on choisit
un polygone qui la contient. On construit ensuite un nouveau sommet pour toutes
les valeurs (paramétriques) entiéres incluses dans I’aréte. Les positions géométriques
sont calculées par interpolation linéaire. Les sommets sont ensuite insérés dans ’aréte
par ordre croissant de leur distance avec 'une des extrémités. La création de sommets
est illustrée sur la gauche de la Figure 3.3.2 (sommets en bleus). Facultativement,
on peut arrondir les valeurs de paramétrisation des sommets qui sont & 10719 d’une
valeur entiére. Ceci permet de rattraper certaines imprécisions dues a des erreurs
numériques dans le calcul initial des paramétrisations.

2.b. Division des faces. Pour chaque paire de nouveaux sommets ayant une iso-
valeur commune, une nouvelle aréte est créée. Cette aréte peut étre traversée par des
iso-valeurs de 'autre champ scalaire. Il faut donc lui appliquer la procédure 2.a. afin
de la diviser également. Ce processus (2.a.-2.b.) est appliqué itérativement jusqu’a ce
qu’il n’y ait plus de sommets ou d’arétes & créer. Afin que ’algorithme termine, il faut
s’assurer que chaque division de face vérifie deux conditions : (1) la nouvelle aréte
ne connecte pas deux sommets consécutifs du polygone a diviser (pour ne pas créer
un polygone a deux sommets), et (2) dans I'espace paramétrique, les deux ensembles
de sommets, associés & chaque coté de l'aréte de coupe, sont situés dans les deux
demi-plans opposés créés par la coupe (a part les sommets de l'aréte de coupe qui
sont a cheval). Les faces résultantes (polygonales) sont finalement triangulées. Le
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FIGURE 3.3 — Etapes de génération d'un maillage quad-dominant du bord. (1)
Restriction surfacique de la paramétrisation 3D. (2) Création de sommets et arétes
correspondants aux iso-valeurs entiéres. (3) Regroupement des faces en patchs en
fonction des iso-valeurs et conservation des patchs correspondants a des quads. (4)
Simplification du maillage, c’est-a-dire transformation des patchs de quads en élé-
ments quads et suppression des arétes ajoutées dans les patchs non conservés. Le
résultat est un maillage hex-dominant conforme.
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résultat est illustré sur la droite de la Figure 3.3.

L’algorithme de division des faces termine toujours car pour une face donnée,
un nombre fini de sommets correspondant & des iso-valeurs entiéres est ajouté. Lors-
qu’une nouvelle aréte relie deux de ces iso-valeurs, la face est divisée en deux. Cha-
cune des deux parties contient un nombre strictement inférieur de sommets grace
aux conditions (1) et (2). Ensuite, ces triangles sont divisés si besoin, puis ses éven-
tuelles subdivisions, etc. Comme le nombre de sommets dans les sous-triangles est
strictement décroissant, la création de sommets l'est aussi et elle converge vers zéro.

Robustesse et retour en arriére. Avant la division des faces, le maillage 0Q4 ne
contenait pas d’auto-intersections. A ce stade, nous vérifions que tous les nouveaux
triangles créés par divisions n’introduisent pas d’auto-intersections, ce qui peut trés
bien arriver, car toutes les opérations précédentes ont été menées avec des nombres
flottants. Si une auto-intersection est détectée, le triangle d’origine est marqué comme
étant non valide et le maillage triangulaire initial est restauré, c.a-d. 3Qq = 0T, puis
le procédé complet relancé, jusqu’a obtenir un maillage quad-dominant valide.

3. Création de patchs. L’objectif de cette étape est de regrouper les triangles
générés par étape précédente, notamment pour faire ressortir les quads qui pour-
raient étre compatibles avec le maillage hexaédrique. Pour commencer, un patch in-
dépendant est créé pour chaque triangle de 0Q4. Ensuite nous appliquons les étapes
suivantes :

— identification des quads : si deux triangles adjacents ne sont pas séparés par
une aréte correspondante & une valeur entiére, alors leurs deux patchs sont
fusionnés (gauche de la Figure 3.3.3). On conserve les patchs dont les extrémités
sont composées de quatre lignes iso-valeurs et quatre coins intersections d’iso-
valeurs (milieu de la Figure 3.3.3). Il est également possible de rejeter les quads
dont la géométrie est trop déformée;

— identification des triangles : les patchs de deux triangles adjacents, qui n’ap-
partiennent pas a des patchs de quads, sont fusionnés si les deux triangles
proviennent du méme triangle initial de 9T ;

— regroupement des triangles : les patchs de deux triangles adjacents sont fusion-
nés s’ils ne sont pas séparés par une iso-valeur et si un des triangles est adjacent
a un patch de quad. (droite de la Figure 3.3.3). Ce regroupement de patchs est
utile pour la future simplification du maillage.

4. Simplification du maillage. L’objectif de cette étape est de remplacer les patchs
par des faces dans le maillage 0Q4. Pour chaque sommet qui n’est pas un coin de
quadrilatére :

— si il touche un unique patch, le sommet est supprimé ainsi que les triangles le
contenant, puis le trou est triangulé (par ezx. avec l'algorithme de triangulation
de poids minimum);

— si il touche deux patchs, le sommet est supprimé ainsi que les triangles le
contenant, puis le trou est triangulé avec la contrainte qu’une des arétes doit
suivre la frontiére entre les deux patchs.
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FIGURE 3.4 — Le maillage quad-dominant est calculé a partir de la surface d’entrée a
gauche, avec (milieu) et sans (droite) controle de la distance de Hausdorff symétrique.

La derniére étape de 3. Création de patchs (regroupement des patchs de triangles) per-
met de faire apparaitre la seconde configuration. En pratique, elle permet de modifier
la géomeétrie de la surface afin de faire fusionner (géométriquement et localement) la
surface de quads et la surface de triangles le long des interfaces.

A l'issue de ce processus, la plupart des patchs de quads sont représentés par deux
triangles et la plupart des triangles originaux de 9T qui ne sont pas dans des patchs
de quads sont représentés par un triangle unique. Les patchs des quads composés de
deux triangles sont fusionnés en quads.

Vérification et retour en arriére. Au cours de la simplification, les indices des
sommets supprimés sont stockés sur les nouvelles faces. Ensuite, nous vérifions qu’il
n’y a pas d’auto-intersections dans le maillage surfacique généré, en testant les deux
décompositions possibles pour les quads. S’il y a intersection de deux triangles, la
surface avant simplification est restaurée et les sommets associés aux triangles incri-
minés sont bloqués, puis la simplification recommence.

Contréle de la distance de Hausdorff. Si un triangle de 0Q4 est plus loin que
€ de la surface d’entrée 97T, alors le sommet associé a ce triangle est bloqué et la
simplification est relancée. Symétriquement, si un triangle de 9T est trop loin de
0Qg, alors les trois sommets associés au triangle de 0T dans 0@ sont bloqués, de
maniére & ce que ceux-ci ne soient pas supprimés lors de la nouvelle simplification.
En pratique nous ne calculons pas exactement la distance de Hausdorff, mais nous
échantillonnons les triangles de sorte que chaque sommet du triangle soit a moins
de €/2 d’'un échantillon. Si la distance entre un échantillon et l'autre surface est
supérieure a €/2, la distance de Hausdorff peut étre supérieure a € et le triangle est
considéré comme étant trop loin. Le résultat de ce controle de la distance est illustré
sur la Figure 3.4.

3.1.1.2 Extraction du maillage hexaédrique H

Nous adoptons la méme technique d’extraction que [NRP11] : pour chaque té-
traédre, nous calculons I'intersection avec la grille unitaire dans le domaine paramé-
trique. Le résultat de cette étape peut comporter des configurations non désirables.
Pour les supprimer, nous proposons les filtres suivants :
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FIGURE 3.5 — Hexaédres non conservés. Haut gauche : deux hexaédres partagent
trois sommets. Haut droit : hexaédre de trop mauvaise qualité. Bas : lorsque le
maillage quad-dominant (gauche) n’est pas compatible avec les hexaédres extraits
(droite), les hexaédres sont rejetés.

— les sommets voisins plus proches qu'une certaine distance (par ex. 10~8) sont
fusionnés ;

— les hexaédres dont l'intersection avec un autre hexaédre n’est pas un sommet,
une aréte ou un quad sont supprimés. On considére qu'un quad intersecte une
autre face si I'un des triangles de ses deux décompositions possibles I'intersecte ;

— les hexaédres dont I'intersection avec le maillage quad-dominant Q4 n’est pas
un sommet, une aréte ou un quad sont supprimés. Ce filtre assure que les
maillages 0Q)g et H sont compatibles;

— facultatif : les hexaédres dont la géométrie est trop déformée, par ex. dont le
jacobien mis & I’échelle est inférieur & 0.5, sont supprimés.

La configuration ot deux hexaédres partagent trois sommets (gauche de la Fi-
gure 3.5) est rejetée par le second filtre car il y a une décomposition des quads en
triangles, ol I'intersection des deux éléments est un triangle unique, ce qui n’est ni
une aréte ni un quad. Le filtre sur la qualité des éléments est illustré sur la droite de
la Figure 3.5 qui montre un hexaédre trop déformé. Le bas de la Figure 3.5 illustre un
cas ol les quads de la surface ne sont pas compatibles avec les bords des hexaédres.
Conformément au troisiéme filtre, ces hexaédres sont supprimés.

Remarque. Théoriquement, il est possible d’utiliser une méthode d’extraction plus
robuste comme HexFEz [LBK16], cependant il faut prendre d’importantes précautions
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car HexFr modifie la géométrie. Par conséquent, le maillage hexaédrique extrait de
la paramétrisation n’est plus compatible avec la paramétrisation surfacique que nous
avons utilisée.

3.1.1.3 Extraction des bords des cavités 0C

Le maillage quad-dominant @4, compatible avec les hexaédres H, permet d’ex-
primer le bord des cavités sous la forme :

0C = (0QqUOH) — (0QqNOH)

En pratique, il suffit d’ajouter toutes les faces de Q4 et de 0H dans un méme
maillage et de supprimer les faces dupliquées. Généralement il y a plusieurs cavités,
la surface OC est alors composée d’un ensemble de plusieurs surfaces fermées.

Nous disposons maintenant d’un ensemble d’hexaédres H et d’un maillage quad-
dominant Q4 du bord 9C' des cavités. Il ne reste plus qu’a remplir les cavités pour
former un maillage hex-dominant €, du maillage tétraédrique initial 7.

3.1.2 Maillage des cavités

L’objectif est maintenant de produire un maillage hex-dominant de chaque partie
fermée connexe des cavités C. Il s’agit d’'un probléme de maillage hex-dominant
partiellement contraint : il faut absolument que les éléments intérieurs soient
conformes avec les quadrilatéres du maillage quad-dominant 0C.

Pour générer un maillage hexa-tétraédrique non-conforme (§2.2.2.2; p. 66), nous
autorisons la jonction ot deux tétraédres intérieurs se connectent sur une face qua-
drilatérale d’hexaédre. Dans ce cas, I’approche la plus simple consiste & trianguler 0C
(division des quads en deux triangles) et a tétraédriser le volume avec un mailleur
par triangulation de Delaunay contrainte comme TetGen [Sil5b], qui respecte les
triangles du bord.

A partir d’un maillage tétraédrique de la cavité, il est possible d’augmenter la pro-
portion d’hexaédres dans le maillage hex-dominant en recombinant des tétraédres
en hexaédres. Les méthodes de recombinaison, principalement développées pour les
approches indirectes, ont été évoquées dans 'état de lart (§2.1.2.2, p. 48). Dans les
expériences numériques qui suivent, nous utilisons ’algorithme de recombinaison de
[Bau+14].

Une autre approche est de considérer le probléme de maillage de la cavité comme
un probléme de maillage hexaédrique contraint classique et d’utiliser les approches
existantes (§2.1.1, p. 31). La premiére étape est de mailler Q4 avec un maillage en-
tierement quadrilatéral, ce qui peut parfois étre réalisé avec la technique frontale de
pavage [BS91; WK97]. A partir des quads du domaine, il est possible de générer des
feuilles intérieures avec I’algorithme de whisker-weaving [TBM96|. Cette approche
permet d’augmenter de maniére trés importante la proportion importante d’hexa-
édres mais elle n’est pas aussi robuste que 'approche par recombinaison et échoue
sur certains modeéles, lorsqu’il n’est pas possible de générer un bord quadrilatéral ou
de mailler avec ’algorithme whisker-weaving .
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FIGURE 3.6 — Le bord du maillage hex-dominant produit par [Sok+ 16| dépend d’un
paramétre global qui peut empécher de capturer certaines parties du modéle (gauche)
ou introduire trop de tétraédres inutilement (milieu). Notre méthode ne souffre pas
de ce défaut (droite).

3.1.3 Discussion et expériences numériques

Nous commengons par comparer qualitativement nos résultats avec certains tra-
vaux précédents de la littérature (§3.1.3.1). Ensuite nous analysons différents résul-
tats, dont des statistiques globales, extraites de ’application de notre approche a
une base de données de plus de 200 modéles (§3.1.3.2). Les résultats détaillés sont
disponibles dans les fichiers accompagnant ’article [Ray-+17].

3.1.3.1 Comparaison avec des travaux précédents

L’approche présentée s’inscrit définitivement dans le cadre des approches de
maillage hexaédrique par champs de directions, et plus particuliérement parmi celles
qui utilisent une paramétrisation, c.d-d. une forme d’intégration du champ de direc-
tions par des champs scalaires. L’avantage de la paramétrisation est qu’elle permet
d’espérer capturer la topologie du maillage hexaédrique, notamment les singularités,
car il s’agit d’un probléme global et non d’un ensemble de décisions locales.

Comme le point d’entrée est une paramétrisation, qui peut étre localement dé-
fectueuse, notre approche est assez flexible et peut aussi bien se brancher sur la
paramétrisation produite par CuberCover [NRP11] que celle produite par paramé-
trisation globale périodique (PGP) [Sok+16].

Par rapport a [Sok+16] : la surface d’entrée du modéle est bien mieux respectée,
via la construction du maillage intermédiaire quad-dominant qui respecte une dis-
tance de Hausdorff prescrite. La Figure 3.6 illustre bien la différence entre les deux
approches.

Par rapport a CubeCover [NRP11] et ses extensions, dont I'extraction robuste
d’hexaédres HexFx [LBK16], notre controle de la distance Hausdorff permet de ne
pas se faire piéger des paramétrisations trompeuses, notamment en cas de présence
de rampes ?2. Le cas est illustré sur la gauche de la Figure 3.7. Notre approche, droite
de la Figure 3.7, introduit des tétraédres la ot la paramétrisation ne permet pas de
respecter les détails géométriques de la surface d’entrée.

22. surface qui se sépare en deux, via deux arétes vives formant un triangle (cf Figure 3.7)
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FIGURE 3.7 — Echecs de la paramétrisation en présence de rampes. Gauche : la
paramétrisation via CubeCover impose une méme iso-valeur pour la surface plane
(quart de cercle), la partie supérieure de la rampe et le plateau supérieur. Cette
paramétrisation est trompeuse car elle ne correspond pas & un maillage hexaédrique
satisfaisant du modéle. HezEx arrive tout de méme a extraire des hexaédres (droite)
mais ceux-ci sont trés déformés et la géométrie d’entrée n’est pas respectée. Droite :
gestion d’une rampe et respect des détails géométriques avec notre approche. La
figure illustre également la différence entre le remplissage de cavité par tétraédrisation
(haut) et par pavage et whisker-weaving (bas).

Concernant la paramétrisation, notre implémentation peut utiliser PGP, ou Cu-
beCover sans gestion des singularités linéiques. En effet, contrairement & 'article
original [NRP11| qui utilise des frames constantes par tétraédre, nous discrétisons
le champ de directions avec une frame par sommet. Par conséquent, les singularités
sont volumiques dans notre paramétrisation, et les tétraedres singuliers sont mar-
qués comme non valides en entrée de notre méthode d’extraction. Cette différence
explique que nous ayons un grand nombre de tétraédres autour des singularités et que
nous ne pouvons pas produire de maillages entiérement hexaédriques dans certaines
situations ou [NRP11; Li+12| y arrivent. Ceci dit, avec des paramétrisations va-
lides sur tout le domaine, notre approche extrait également un maillage entiérement
hexaédrique (puisque nous utilisons la méme technique d’extraction hexaédrique que

[NRP11]).

3.1.3.2 Application & une base de données de modéles

Les résultats ci-dessus sont obtenus a partir de 'application de notre approche
a plus de 200 modeéles. Il y a aussi bien des modéles trés simples (prisme, tétraédre,
sphére, cylindre) que des modéles compliqués (piéces mécaniques avec des centaines
de détails géométriques). Dans Iensemble, les modéles correspondent surtout a des
piéces mécaniques concues par CAO >3, composées de nombreuses arétes vives et il
y a trés peu de modéles a bords lisses (comme le lapin de Stanford ou I’Armadillo).
Cette distinction est importante car le maillage hexaédrique des objets & nombreuses
arétes vives est significativement plus difficile que celui des objets a bords lisses, pour
lesquels les méthodes PolyCube et CubeCover ont beaucoup de succeés.

23. conception assistée par ordinateur

85



3.1. Maillage hex-dominant robuste par extraction de cavités

time (s.)
104

Bl Frame fields generation
I Global parameterization
Hll Quad dominant remeshing
B Extracting hexahedra
Il Remaining void boundary o
Filling the void °

102} o ae St <
" .

103}

107+ .o, .. f&'. s

3
10° 107

FIGURE 3.8 — Temps de calcul (en secondes) de chaque étape du processus de
maillage, en fonction du nombre de tétraédres dans le maillage d’entrée (échelle log-

log).

Temps de calculs. Les temps de calcul, regroupés sur la Figure 3.8, montrent
que la procédure compléte, du maillage tétraédrique au maillage hex-dominant final,
prend en général quelques minutes pour des maillages d’entrée composés de centaines
de milliers de tétraédres et jusqu’a une demi-heure pour ceux composés de dizaines
de millions de tétraedres.

Il est intéressant de remarquer que les étapes les plus cotiteuses sont la génération
du champ de directions et la paramétrisation du volume. Les étapes, présentées dans
ce chapitre, de maillage quad-dominant du bord, d’extractions d’hexaédres et des
cavités, de remplissage de ces derniéres, sont beaucoup plus rapides. Ceci s’explique
principalement par le fait que les deux premiéres étapes mettent en jeu des systémes
linéaires et mixtes réels-entiers, ou une succession de systémes, dont la résolution
avec des solveurs itératifs peut prendre un temps important, particuliérement pour
les gros systémes.

Proportion volumique d’hexaédres. La proportion de volume d’hexaédres ex-
traits, pour différents champs de directions et différentes paramétrisations, est illus-
trée sur la Figure 3.9. Ces valeurs ne tiennent pas compte de 1’étape de remplissage
hex-dominant des cavités. Nous constatons que pour les approches les plus perfor-
mantes, c.d-d. champs de directions lissés et CuberCover ou PGP avec correction,
la grande majorité des modéles a plus de 80 — 90% de son volume couvert par des
hexaédres. Cette proportion pourrait encore étre augmentée en gérant mieux les
singularités, par exemple en utilisant des singularités linéiques comme [NRP11] ou
avec des techniques performantes de remplissage des cavités qui peuvent exploiter
les connaissances sur le graphe de singularité.

Remplissage des cavités. Avec notre implémentation de CuberCover et un champ
de directions lissé, le tableau 3.1 montre les gains obtenus sur la proportion d’hexa-
édres en utilisant la méthode de recombinaison des tétraédres en hexaédres [Bau+14],
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FIGURE 3.9 — Proportion du volume rempli par des hexaédres pour différents champs
de directions (avec et sans lissage) et différentes paramétrisations (PGP sans et avec
correction du rotationnel, CubeCober sans singularités linéiques).

par rapport a une simple tétraédrisation des cavités. Nous montrons également que
ces résultats sont globalement meilleurs que ceux obtenus dans l'article [Sok-+16].

Il est possible d’obtenir une proportion volumique d’hexaédres encore supérieure
en utilisant ’approche pavage et whisker-weaving évoquée précédemment. Les résul-
tats sont illustrés sur la Figure 3.10. Cependant, cette approche est moins robuste
et de nombreux cas d’échecs ont été observés sur la base de données.

3.1.3.3 Conclusion

Nous pensons que 'approche robuste d’extraction des cavités, contrélée par une
distance de Hausdorff, est un élément important pour le développement d’un mailleur
hex-dominant robuste. Par robuste, nous entendons un mailleur qui puisse générer
un maillage hex-dominant pour toute géométrie d’entrée valide, c.d-d. surface fermée
sans auto-intersections, quitte & produire un maillage avec beaucoup de tétraédres si
les étapes de maillage hexaédrique (champs de directions, paramétrisation) n’ont pas
fonctionné de maniére satisfaisante. Notre approche permet également de supprimer
les hexaédres invalides ou trop déformés selon des critéres géométriques. Ces garanties
sont nécessaires pour envisager I'usage régulier d’un mailleur hex-dominant dans un
contexte industriel.
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3.1. Maillage hex-dominant robuste par extraction de cavités

modéle || notre approche notre approche PGP3D
+TetGen +Carrier-Baudoin
fusee 92.9 95 94.6
CV745 92.3 94.4 91.6
propeller 85.1 89.4 91.1
cubo 88.8 91.8 89
cylinder 98.9 99.3 90.9
corner 99.3 99.7 99.5
fandisk 75.5 82.6 77.8
impeller 73.3 81.8 81.1
bunny 89.8 92.2 88.6
bone 70 81.9 82.54
fertility 79.9 86.4 78.4

TABLE 3.1 — Proportion du volume couvert par des hexaédres (en %). Amélioration
de la proportion d’hexaédres via recombinaison [Bau+14] (milieu) par rapport a une
tétraédrisation des cavités (gauche). La colonne de droite reporte les résultats de
l'article original sur PGP [Sok+16] & titre de comparaison.

1.0 -
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Proportion of hex. extracted from the parameterization

FI1GURE 3.10 — Comparaison des méthodes de remplissage des cavités. Les résultats
de 'approche par recombinaison sont affichés en rouge et ceux I'approche par pavage
et whisker-weaving en bleu.
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3.2. Transformation des singularités volumiques en singularités linéiques

3.2 Transformation des singularités volumiques en singu-
larités linéiques

Lorsque les champs de directions sont échantillonnés sur les sommets (et non
sur les éléments), les singularités discrétisées sont volumiques. Elles sont formées de
tétraédres, que nous qualifions de singuliers. Or le graphe de singularités d’un champ
de directions continu est composé de lignes, qui peuvent se rejoindre en des noeuds
(§2.1.2,p. 39). Dans un tétraédre singulier, la paramétrisation n’est pas définie et il
n’est pas possible d’extraire des parties d’hexaédres, ce qui conduit & des maillages
hex-dominants avec un grand nombre de tétraédres autour des singularités. Ce pro-
bléme n’existe pas avec ’approche par échantillonnage constant des frames sur les
éléments, car les singularités sont alors localisées sur des arétes, ce qui ne perturbe
pas la paramétrisation qui est continue par éléments (cas de CubeCover [NRP11]).
Cependant I’échantillonnage par sommets a ses avantages : plus de degrés de liberté
et meilleure convergence de 'optimisation non-linéaire de lissage du champ [RSL16].

L’objectif de cette section est de proposer une solution technique permettant de
transformer le maillage afin de placer les singularités sur des arétes lorsque le champ
de directions est échantillonné sur les sommets. Le but est de pouvoir définir une
paramétrisation sur tout le domaine et donc de pouvoir potentiellement extraire un
maillage entiérement hexaédrique.

Vocabulaire Afin de simplifier la description de notre méthode, nous adoptons le
vocabulaire suivant emprunté a [Kowl13| :

— Une direction est stable sur un triangle si en faisant le tour, la multiplication
des matrices de permutation permettant de passer d’une frame & une autre le
long des arétes laisse inchangeante la direction ;

— Une face (triangulaire) est singuliére si 'une ou plus des directions est in-
stable ;

— Une tétraédre est 2-singulier si deux directions sont instables. Par définition,
un tétraédre 2-singulier posséde une direction stable (comme il y a trois direc-
tions orthogonales) ;

— Une tétraédre est 3-singulier si aucune des directions n’est stable.

De plus il n’existe pas de tétraédre I-singulier car si une direction permute sur
un triangle, elle permute forcement avec une autre direction qui est elle aussi instable
[Kow13|. Par conséquent, comme a l'intérieur du maillage, une face appartient for-
cement & deux tétraédres, les tétraédres singuliers forment des enchainements qui
ne peuvent ni apparaitre ni disparaitre a 'intérieur du volume. Cependant, plusieurs
enchainements de tétraédres singuliers peuvent se rejoindre a l'intérieur grice aux
tétraedres 3-singuliers. Nous introduisons de nouvelles notations :

— Une chaine singuliére est ’ensemble maximal de tétraédres 2-singuliers qui
peuvent étre regroupés par adjacence. Une chaine se termine sur un bord ou
sur un tétraédre 3-singulier.

— Un noeud singulier est I’ensemble maximal de tétraédres 3-singuliers qui
peuvent étre regroupés par adjacence.

— Le graphe de singularité volumique est 'union des chaines et des noeuds
singuliers.
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3.2. Transformation des singularités volumiques en singularités linéiques

Par construction, tout tétraédre 2-singulier du maillage appartient & une chaine
singuliére et tout tétraédre 3-singulier du maillage appartient a un noeud singulier.

Comme la présence de chaines ou de noeuds singuliers empéche de construire
une paramétrisation valide recouvrant tout le domaine, nous souhaitons remplacer le
graphe de singularité volumique par un graphe de singularité linéique. Plus précisé-
ment, nous souhaitons remplacer les chaines singuliéres par des lignes et les noeuds
singuliers par des points. Pour conserver la structure de données de maillage té-
traédrique conforme avec échantillonnage sur les sommets, le graphe de singularité
linéique peut étre représenté par un graphe de singularité volumique (c.d-d. composé
de tétracdres) dont tous les tétraeédres sont de volume nul. C’est la technique utilisée
dans la suite. Pour produire des tétraédres de volume nul, nous avons étudié deux
approches, illustrées en 2D sur la Figure 3.11 :

— Contraction : les tétraédres singuliers des chaines sont comprimés le long
de lignes géométriques. Les sommets du maillage sont déplacés de maniére a
former des tétraédres de volume nul dans les chaines singuliéres. De la méme
maniére, les noeuds singuliers sont réduits & des points en déplacant les som-
mets.

— Décomposition : les tétraédres des chaines singuliéres sont décomposés en
sous-tétraédres de maniére & faire apparaitre une série d’arétes contenant la
singularité.

FIGURE 3.11 — Transformation des singularités volumiques en singularités linéiques,
illustration du principe en 2D. Deux approches possibles : contraction ou décompo-
sition. Gauche : maillage initial, triangle singulier en rouge. Centre : contraction du
triangle en un point, ses sommets sont fusionnés. Droite : décomposition du triangle
singulier en trois triangles réguliers.

3.2.1 Approche par contraction

Considérons une chaine singuliére de tétraédres, immergée a l'intérieur d’un
maillage. L’objectif est de déplacer les sommets de la chaine de maniére & former
une ligne, c’est-a-dire une chaine de volume nulle. Cette transformation doit s’effec-
tuer de maniére a ce que : (1) la nouvelle chaine linéique soit contenue dans le volume
de la chaine initiale et (2) tous les tétracdres adjacents a la chaine conservent un vo-
lume strictement positif (pas d’inversion de tétraédres dans le maillage). L’avantage
de cette approche est qu’il n’y a pas & changer la connectivité du maillage.
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3.2. Transformation des singularités volumiques en singularités linéiques

La seconde condition (2) s’aveére trés difficile a réaliser en pratique et fréquemment
il n’y a pas de solution. Pour chaque sommet a déplacer, il est possible de construire
un volume dans lequel le sommet peut étre déplacé sans inverser les tétraédres qui le
contiennent. Cet espace est formé par intersection de demi-plans associés aux faces
ne contenant pas le sommets des tétraédres contenant le sommet.

De la méme maniére, les noeuds volumiques sont transformés en un point géo-
métrique en s’assurant de ne pas retourner les tétraédres adjacents.

Pour explorer les solutions, nous avons construit un algorithme récursif qui dé-
place les sommets les uns aprés les autres, avec retour en arriére lorsque la branche
en cours aboutit & une impasse, c.a-d. lorsqu’un tétraédre est retourné.

Cet algorithme fonctionne sur des cas relativement simples mais il est tres fré-
quent de ne pas trouver de solution. Dans ce cas, il faut relacher le probléme en auto-
risant quelques inversions (légéres) de tétraédres adjacents, qui sont ensuite corrigés
en déplagant des sommets plus loin dans le maillage lors d’une étape de nettoyage
ultérieure.

Les essais expérimentaux que nous avons conduits ont donné des résultats plu-
tot décevants. Lorsque 'algorithme fonctionne, la ligne de singularité obtenue est
souvent de mauvaise qualité (angles locaux importants), ce qui conduit & un champ
de directions localement trés déformé, et par conséquent & une paramétrisation de
mauvaise qualité.

En bref, cette approche est un échec : elle est lourde & mettre en oeuvre, cotiteuse
en calculs et ne donne pas de résultats satisfaisants. Nous retenons de cette expérience
qu’il vaut mieux éviter de dégrader successivement le maillage initial en déplacant
des sommets car cela conduit & des situations de plus en plus difficiles & gérer.

3.2.2 Approche par décomposition

Plutét que de modifier la position des sommets dans le maillage, il est possible
d’en ajouter des nouveaux et de former de nouveaux tétraédres. L’avantage de cette
approche est qu’elle est majoritairement combinatoire, et par conséquent nous ne
rencontrerons pas les problémes géométriques (par ez. introduction de volumes né-
gatifs) de 'approche précédente. Le principe est illustré en dimension deux sur la
droite de la Figure 3.11 et en dimension trois sur le tétraédre de la Figure 3.12.

Décomposition des tétraédres Pour chaque tétraédre de la chaine singuliére, il
y a deux faces singuliéres. Un nouveau sommet est inséré au centre de chacune et la
connectivité est modifiée afin de remplacer le tétraédre singulier par cing nouveaux
tétraedres. Cette décomposition est illustrée au centre de la Figure 3.12.

Comme dans notre maillage, le champ de directions est échantillonné sur les som-
mets, il n’est pas possible de représenter une singularité sur une aréte avec des tétra-
édres conformes dont les volumes sont strictement positifs. Afin de conserver notre
structure de données, nous avons préféré dupliquer géométriquement les sommets
et créer des tétraédres de volumes nuls, permettant de stocker la singularité. Plus
précisément, nous insérons trois nouveaux sommets par face singuliére, trois nou-
veaux tétraédres-arétes (volume nul) qui lient les nouveaux points et sept nouveaux
tétraédres-triangles (volume nul) pour effectuer les jonctions entre les cing tétraédres
volumiques. Cette décomposition est illustrée sur la droite de la Figure 3.12. Elle est
certes techniquement compliquée (quinze tétraédres au lieu d’un) mais elle permet
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3.2. Transformation des singularités volumiques en singularités linéiques

faces singulieres ligne de singularité

FIGURE 3.12 — Transformation des singularités volumiques en singularités linéiques
par décomposition. Gauche : maillage initial, singularité volumique correspondant
a deux faces singuliéres. Centre : décomposition du tétraédre en cing tétraédres
réguliers. Droite : décomposition en quinze tétraédres : les cinq volumiques plus dix

tétraédres a volume nul permettant de créer une discontinuité dans le champ de
directions. Les tétraédres de volume nul sur la ligne de singularité sont singuliers.

de conserver un maillage conforme et de représenter des discontinuités du champ de
directions au niveau de singularités géométriquement linéiques.

La description combinatoire de la décomposition est détaillée sur la partie haute
de la Figure 3.13. Chaque nouveau sommet (trois par face) recoit une copie d’une
des frames associées aux quatre sommets initiaux afin de rendre non-singulier les
tétraédres a volume non-nuls et les tétraédres-triangles a volumes nuls. L’assignation
des frames est représentée par les fleches en rouge sur la Figure 3.13.

Jonction des tétraédres décomposés Afin de joindre les deux décompositions
de deux tétraédres successifs d’une chaine singuliére, il faut ajouter de nouveaux
tétraédres & volumes nuls. Pour une face commune & deux tétraédres 2-singuliers
adjacents, il y aura six nouveaux sommets & la méme position géométrique : trois
pour la face vue par chaque tétraédre.

Les deux décompositions sont liées par trois tétraédres-triangles liant les tétra-
édres & volume non nul, trois tétraédres-points liant les six sommets et six tétraédres-
arétes liant les trois arétes internes de l'interface. La combinatoire de la jonction est
détaillée sur la partie basse de la Figure 3.13.

Contraintes a ajouter dans le solveur mixte réels-entiers Dans ’approche
CubeCover, la paramétrisation est calculée grace au solveur mixte réels-entiers, a
partir du champ de directions. Dans ’approche que nous utilisons initialement, c.a-
d. CubeCover sans singularités avec échantillonnage sur les sommets du champ de
directions, les contraintes sur le solveur sont :

— sur les bords, les variables sur les coins des tétraédres (u, v ou w) sont entiéres
dans la direction normale au bord. Ceci permet que des faces d’hexaédres ex-
traits (une coordonnée entiére dans la paramétrisation) soient sur le bord du
modeéle;

92



3.2. Transformation des singularités volumiques en singularités linéiques

Tétraédres avec volume positif :
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FIGURE 3.13 — Haut : Décomposition d’un tétraédre 2-singulier en quinze tétraédres,
dont dix & volumes nuls. Les nouveaux sommets (d’indices 5 & 9) regoivent une copie
d’une frame d’un des sommets d’origine (fléches en rouge). Bas : Tétraédres assurant
la jonction conforme entre deux décompositions de tétraédres adjacents.

— sur les arétes du bord, les variables de la direction entiére (condition précédente)
sont identiques;

— sur toutes les faces appartenant & deux tétraeédres adjacents, la discontinuité
entre les deux est grille-compatible, c’est-a-dire que les paramétrisations des
deux cOtés sont liées par une permutation d’axes et une translation entiére. Ceci
permet d’autoriser certains types de discontinuités dans la paramétrisation ;

— sur toutes les faces triangulaires du maillage, le champ vectoriel (u, v, w) associé
a la paramétrisation est une I-forme close, c.a-d. rot((u,v,w)) = 0.

Ces contraintes sont suffisantes car le champ de directions & intégrer ne comporte
pas de singularités (elles sont exclues). Dans la nouvelle version, avec des singularités
dans des volumes nuls, il faut ajouter les contraintes suivantes :

— les variables sur le graphe de singularité linéique (volume nul) sont entiéres
dans les deux directions instables (perpendiculaires a la ligne de singularité).
Ceci permet de créer des arétes dans le maillage hexaédrique le long de la
singularité. Au niveau des noeuds singuliers (réduits & un point géométrique),
les trois champs scalaires sont entiers ;

— les variables des coins appartenant & une aréte de longueur nulle sont grille-
compatibles.
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Le reste de la formulation du probléme mixte est inchangé. C’est 1a tout l'intérét de
conserver un maillage conforme, quitte & avoir des éléments de volumes nuls.

Positionnement des nouveaux points. En premiére approche, nous avons in-
séré des nouveaux points aux barycentres des faces singuliéres. Ceci produit des lignes
de singularités non lisses et trés dépendantes du maillage. Par exemple sur la droite
de la Figure 3.14, on peut observer que la ligne de singularité est de mauvaise qualité
méme pour un modéle trés simple.

Il est possible d’améliorer le positionnement des nouveaux points en observant
les valeurs des frames sur les sommets, et en localisant la singularité par interpola-
tion. Dans les tétraédres 2-singuliers, nous pouvons utiliser ’approche de KOWALSKI
[Kow13] : transformer les frames en croix en utilisant la direction stable, puis les re-
présenter en utilisant les vecteurs de représentation, interpoler linéairement ce champ
vectoriel dans les triangles et localiser I’endroit ot il s’annule.

Une autre possibilité est d’ignorer le champ de directions et de positionner les
nouveaux points dans le volume singulier de maniére & obtenir des lignes de singu-
larités lisses.

Gestion des noeuds singuliers. Les chaines singuliéres se rejoignent en noeuds
singuliers. Pour que le maillage soit conforme avec les décompositions des chaines
présentées précédemment, il faut également subdiviser les noeuds.

Lorsqu’un noeud est composé d’un unique tétraédre, on peut construire une nou-
velle décomposition qui insére des nouveaux sommets sur les trois, ou quatre, faces
adjacentes a des chaines, avec également un nouveau sommet au centre du tétraédre,
ou les singularités linéiques peuvent se rejoindre.

Malheureusement en pratique, les noeuds singuliers sont souvent composés de
quelques tétraédres, typiquement deux ou trois, et ils ont des configurations assez
diverses. L’utilisation de décompositions qui subdivisent trois ou quatre faces intro-
duit plusieurs sommets intérieurs ot les singularités se rejoignent dans le méme noeud
volumique. Cette configuration ne pourra pas donner lieu & un maillage hexaédrique.

Pour construire une décomposition maillable, il faudrait décomposer le noeud
entier (c.a-d. les tétraédres 3-singulier adjacents) afin de faire apparaitre un unique
sommet central ou les singularités linéiques se rejoignent. Cette tache est particulié-
rement compliquée car il y a beaucoup de configurations différentes et des problémes
géométriques a gérer car les noeuds ne sont pas convexes. Par manque de temps, et
également parce que cette approche a de nombreux inconvénients, nous n’avons pas
développé ces décompositions.

Lorsque le maillage contient des noeuds singuliers, nous nous contentons de dé-
composer les chaines singuliéres et de laisser les noeuds inchangés. Ceci produit des
maillages tétraédriques non-conformes (au niveau des interfaces chaines-noeuds). Ce-
pendant, notre workflow fonctionne tout de méme avec ces interfaces non-conformes
car les noeuds singuliers restants sont exclus de la paramétrisation. Un exemple de
graphe de singularité mixte est illustré sur la Figure 3.15.

Position géométrique des chaines singuliéres. Lorsque que les chaines singu-

liéres sont proches du bord du modéle, il n’y a pas la place pour insérer des hexaédres
entre la ligne singuliére obtenue par décomposition et le bord. Cette situation est
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8.2. Transformation des singularités volumiques en singularités linéiques

FIGURE 3.14 — Haut : Graphes de singularités. Bas : Maillages hexaédriques ex-
traits de la paramétrisation. Gauche : Echantillonnage par sommet initial. Droite :

Echantillonnage par sommet avec graphe de singularité de volume nul, obtenu par
décomposition.

courante car les singularités ont souvent tendance a étre proches et paralléles aux
bords.

Pour atténuer cet effet, il est possible de modifier la fonction d’optimisation
utilisée pour générer les champs de directions : le colt des variations de frames
proche du bord est augmenté par rapport au coiit loin de ceux-ci. Cette modification
fait que naturellement les singularités apparaitront plutoét a l'intérieur.

Cette optimisation permet d’améliorer légérement la qualité des hexaédres ex-
traits, mais elle n’a pas une grande influence car la topologie est inchangée. De plus,
la géométrie des hexaédres extraits était déja améliorée par une étape finale de lis-
sage.

Expériences numeériques. Le cas le plus simple & traiter est celui d’un triangle
extrudé, illustré sur la Figure 3.14. Il contient une unique singularité linéique droite
qui traverse le volume. Notre méthode de décomposition permet de transformer la
singularité volumique en singularité linéique (haut de la Figure 3.14), ce qui conduit
4 une paramétrisation valide sur tout le domaine, de laquelle nous extrayons un
maillage entiérement hexaédrique (bas droit de la Figure 3.14). Cet exemple simple
confirme que notre approche fonctionne sur des chaines singuliéres qui traversent le
volume de part en part.

Le graphe de singularité d’un modele 3D de tétraédre est 1égérement plus compli-
qué : il contient quatre chaines singuliéres qui se rejoignent en un noeud au centre du
modéle. Cet exemple est illustré sur la Figure 3.14. Notre méthode de décomposition
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FIGURE 3.15 — Haut : Graphes de singularités. Bas : Maillages hexaédriques ex-
traits de la paramétrisation. Gauche : Echantillonnage par sommet initial. Droite :
Echantillonnage par sommet avec graphe de singularité de volume nul, obtenu par
décomposition. Le maillage en bas a droite n’est pas entiérement hexaédrique, il
contient des tétraédres en son centre.

transforme le graphe de singularité volumique en un graphe contenant des lignes,
associées aux chaines singuliéres, et le noeud volumique initial composé de deux té-
traédres. Grace a cette décomposition, I'algorithme CubeCover modifié génére une
paramétrisation valide autour des chaines singuliéres linéiques et nous pouvons y
extraire des hexaédres, ce qui augmente la proportion d’hexaédres dans le maillage
hex-dominant final.

Discussion L’objectif initial était de développer une technique simple pour mailler
de maniére entiérement hexaédrique les singularités linéiques (arétes de valence trois
ou cing en général) tout en utilisant une discrétisation par sommet des champs
de directions. Ceci permet notamment de reproduire les résultats de ’état de 'art
[Li+12] obtenus avec une discrétisation constante par tétracdre.

Les résultats sont mitigés : la technique par décomposition fonctionne sur les
chaines singuliéres mais nous n’avons pas réussi a gérer correctement les noeuds
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singuliers.

Si la méthode se voulait simple a la base, I'implémentation s’avére particuliére-
ment technique car il y a de (trop) nombreux tétraédres a volumes nuls a gérer afin
de conserver un maillage conforme. Principalement pour cette raison, nous n’avons
pas persévéré dans cette direction.

Une alternative plus élégante serait d’utiliser une discrétisation continue par mor-
ceaux du champ de directions, avec des discontinuités possibles le long d’arétes. Le
nouveau probléme consisterait a :

1. extraire un réseau d’arétes du maillage tétraédrique similaire au graphe de
singularités volumique ;
autoriser des discontinuités du champ de directions sur ce réseau d’arétes;

3. projeter le champ de directions initial sur le nouvel espace de discrétisation de

maniére & ce que le nouveau champ de directions soit régulier sur tous les tétra-
édres et que les singularités soient réduites au réseau d’arétes présélectionné.

Pour mettre en oeuvre cette idée, il faudrait développer des outils pour mani-
puler localement les champs de direction. Notamment, il faut pouvoir effectuer des
projections ou des interpolations de champ de directions qui n’introduisent pas de
nouvelles singularités parasites.
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Chapitre 4

Méthode des éléments finis et
maillages hex-dominants

L’objectif de ce chapitre est d’évaluer I'intérét des maillages hex-dominants pour
la simulation par éléments finis. Les maillages hex-dominants sont supposés étre
intéressants car ils contiennent une majorité d’hexaédres, dont les performances
peuvent étre supérieures aux éléments tétraédriques. Nous commencgons par effec-
tuer des comparaisons simples entre triangles et quadrilatéres (§4.1) afin de com-
pléter les comparaisons évoquées dans I’état de l'art (§2.2.1.1). Nous construisons
ensuite un espace d’approximation éléments finis continu (§4.2) adapté aux maillages
hexa-tétraédriques non-conformes générés automatiquement avec des techniques du
Chapitre 3. Finalement, sur des domaines avec des géométries compliquées, nous
comparons des résultats obtenus avec des maillages hex-dominants, hexaédriques
et tétraédriques (§4.3) en utilisant I'outil de calcul de distances développé dans le
Chapitre 5.

4.1 Comparaisons de primitives sur des problémes simples
2D

Dans cette section, nous comparons les performances de maillages quadrilaté-
rales, éventuellement quad-dominants, et de maillages triangulaires. Nous étudions
en particulier 'influence sur la précision de I’alignement des éléments avec les varia-
tions des champs solutions. Les méthodes mises en oeuvre sont tout ce qu’il y a de
plus classique, mais nous pensons que les résultats sont intéressants car ils ne sont
pas forcément trés intuitifs & premiére vue.

4.1.1 Problémes scalaires elliptiques linéaires d’ordre deux

Les trois premiers problémes sont définis sur le domaine carré unité ( = [0, 1]?)
et possédent une solution analytique connue. Avec la méthode des solutions manu-
facturées (§2.3.1, p. 67), nous calculons le terme source et les conditions aux limites
associés. Pour chaque probléme, nous calculons lerreur en norme L? obtenue avec
différentes résolutions de maillages, et des éléments finis de Lagrange d’ordres un et
deux. Les maillages du carré unité sont de quatre types :

— quadrilatérales réguliers alignés avec le domaine, notés Qy ;
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(analytical solution) (Q; solution) (Qi-rotated solution)(P;-regular solution) (IP; solution)
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FIGURE 4.1 — Probléme de la bosse sinusoidale (4.1). Haut : Solution analytique
et exemples de solutions d’ordre un pour différents maillages. Bas : Erreur relative
L? en fonction du nombre de degrés de liberté pour différents maillages avec des
éléments d’ordre un (gauche) et d’ordre deux (droite).

— quadrilatérales réguliers tournés de 45 degrés, notés Qg-tournés. Ces maillages
sont en réalité quad-dominants car des triangles sont utilisés pour mailler les
quatre bords du carré unité;

— triangulaires réguliers, obtenus par décomposition des quadrilatéres en deux
triangles, notés Pg-réguliers ;

— triangulaires aléatoires, obtenus par triangulation de Delaunay, notés Py.

Probléme de la bosse sinusoidale Le probléme de la bosse sinusoidale, sine
bump en anglais, est un probléme de Poisson trés simple qui est souvent utilisé
comme validation d’implémentations. Le probléme est défini par :

{—Au =f dans Q (4.1)
u=0 sur Jf)

avec la solution analytique : u = sin(27x) sin(27y).
Ce probléme est résolu avec différents maillages quadrangulaires et triangulaires

et des éléments de Lagrange d’ordres un et deux. L’allure des solutions et la conver-
gence en norme L? avec le raffinement sont indiquées sur la Figure 4.1.
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Si on se contente d’observer les quadrilatéres Q. et les triangles Pi-réguliers, ob-
tenus par division en deux des quads, on observe que les éléments Q. sont environ
30% plus précis que les éléments Py-réguliers. Cette différence est due aux termes
croisés supplémentaires de Q, dont on peut observer l'intérét sur ’allure de la solu-
tion Q1 en regardant les quatre coins : les termes croisés xy permettent d’approximer
plus précisément la courbure du produit de sinus. Avec des quadrilatéres tournés de
45 degrés, les termes croisés ne participent plus a I’approximation, comme on peut
le voir sur 'allure de Qq-tournés. En effet, méme si Q. contient des termes croisés
de degrés supérieurs a k, I'interpolation sur les arétes est un polyndéme de degré k
au plus (car l'aréte appartient a P,ICD ). Par conséquent, les termes croisés ne peuvent
améliorer 'interpolation qu’a I'intérieur des éléments et non uniformément sur tout
le domaine.

En observant ’allure de la solution Pi-réguliers, on voit clairement qu’il y a un
biais directionnel dii & la division des quadrilatéres selon une diagonale. Si on utilise
un maillage triangulaire avec une répartition aléatoire (IP1), le biais directionnel est
supprimé et 'approximation s’en trouve améliorée.

De cet exemple trés simple, nous retenons que l’orientation des éléments influence
la solution, y compris avec le raffinement. Par exemple, les quadrilatéres tournés
de 45 degrés ne sont pas meilleurs que les triangles aléatoires, contrairement aux
quadrilatéres alignés.

Probléme de l’arctangente Le probléme qui suit est une version légérement
modifiée du probléme wave front répertorié dans [Mit13]. La solution analytique
contient un front, paralléle & ’axe des ordonnées, sur lequel la solution varie forte-
ment. L’objectif est d’étudier 'influence ou non de I'alignement des éléments avec le
front. L’équation aux dérivées partielles est légérement plus compliquée que celle du
probléme de Poisson car il y a un terme linéaire u supplémentaire. Ceci dit, il s’agit
toujours d’une équation linéaire elliptique du second ordre qui admet des solutions
relativement lisses. Le probléme est défini par :

{—Au +u=f dans () (4.2)

u=1u, sur Jfd

avec la solution analytique :

ug = arctan(a(r —r0)) y(1 —y), = /(z—20)2+ (y — 40)?)
et les valeurs numériques :
a =20, (xo,yo)=(-0.437,04), ro=1

Le terme y (1 — y) permet d’annuler la solution sur les bords y = 0 et y = 1.
Nous l'utilisons car sinon, d’aprés notre expérience, la discrétisation des conditions
aux limites a trop d’influence sur la solution et il est difficile de séparer les causes
dans ’analyse des résultats.

Les solutions approchées obtenues avec des éléments finis d’ordres un et deux,
pour différentes résolutions, sont illustrées sur la Figure 4.2. L’élément intéressant
est que les résultats ne sont pas trés conformes & l'intuition, du moins & celle de
I’auteur. Sur ce probléme précis, nous pouvons faire les observations suivantes :
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(analytical solution)

(Qy solution)

(Qq-rotated solution)

(Py solution)
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FIGURE 4.2 — Probléme de l'arctangente (4.2). Haut : Solution analytique et
exemples de solutions d’ordre un pour différents maillages. Bas : Erreur relative
L? en fonction du nombre de degrés de liberté pour différents maillages avec des
éléments d’ordre un (gauche) et d’ordre deux (droite).

— Les éléments finis Qg-tournés, c’est-a-dire ceux dont la diagonale est alignée
avec le bord et non les éléments, sont les plus précis. Cet effet est dii aux termes
polynomiaux croisés (e.g. xy for Q1) qui sont alignés avec la variation de la
solution. Sur la troisiéme vignette (haut de la Figure 4.2), on peut voir les
oscillations le long du front qui sont dues aux termes croisés.

Les éléments g, et dans une moindre mesure P, sont sensibles au position-
nement des éléments par rapport au front, comme on peut le voir sur les os-
cillations des courbes de convergence. Ils sont plus précis quand les arétes des
éléments sont placées plus ou moins au milieu du front. Les éléments Qg-tournés
ne sont pas influencés par ce phénoméne parce que les arétes ne sont jamais
paralléles au front.

Les éléments P sont plus précis que les éléments Qj alignés avec le bord. C’est
sans doute I'observation la plus étonnante de cette expérience. L’explication est
que (a) les termes croisés des éléments Q n’apportent pas de précision supplé-
mentaire (cf Pg-régulier) et (b) les arétes des triangles, d’orientations aléatoires,
sont plus souvent aptes & capturer les variations du front en moyenne. Dans
le cas du maillage quadrilatéral aligné avec le bord, ¢a n’arrive que pour des
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raffinements spécifiques.

— Les trois types maillages convergent plus ou moins vers le méme niveau de pré-
cision (celui des Qg-tournés) avec le raffinement, & mesure que le front est bien
capturé (plusieurs éléments a l'intérieur de celui-ci). Lorsque cette situation
est atteinte, c’est 'ordre des polynoémes d’interpolation qui controéle 'erreur,
sachant que la solution est C*°.

Les observations faites sur cet exemple sont représentatives des autres expériences
que nous avons menées avec différentes solutions analytiques fabriquées avec la mé-
thode des solutions manufacturées. Nous retenons de cet exemple que les idées les élé-
ments quadrilatéraux (et plus généralement d-cubes) sont meilleurs que les éléments
triangulaires et lalignement des éléments avec les caractéristiques de la solution est
avantageur ne sont pas évidentes et qu’elles nécessitent des conditions particuliéres
pour s’appliquer.

Un gros défaut des deux expériences précédentes, bosse sinusoidale et arctan-
gente, est que la solution est principalement contrdlée par le terme source f, or (a)
la discrétisation de ce terme source est dépendante des éléments utilisés et (b) les
dérivées sont plus ou moins prescrites en tout point du domaine. C’est le cas pour
la plupart des problémes construits avec la méthode des solutions manufacturées, or
ceux-ci sont majoritaires dans la littérature lorsqu’il s’agit de construire et d’analyser
des courbes de convergence, puisque la solution analytique connue permet de calculer
I’erreur.

Probléme de Helmholtz sinusoidal Le probléme suivant est toujours un pro-
bléme linéaire simple d’ordre deux dont la solution analytique est connue, mais sans
terme source :

—Au — (47)%u =0 dans Q (4.3)
u =sin(4nzx) sur O

avec la solution analytique : u, = sin(47z). L’allure des solutions et les erreurs L?
commises avec les différents maillages sont renseignées sur la Figure 4.3.

Comme pour le probléme de I'arctangente, on observe que les quadrilatéres tour-
nés de 45 degrés sont les plus précis : les termes croisés, associés aux diagonales
des quadrilatéres, sont alignés avec la variation de la solution (axe des abscisses). A
I’ordre un, les triangles sont légérement meilleurs que les quadrilatéres alignés avec
le bord car ils ont plus de flexibilité grace aux arétes (discontinuité du gradient) qui
se trouvent plus ou moins paralléles & la variation. A Pordre deux, les quadrilatéres
alignés avec le bord et les triangles sont équivalents en termes de précision.

4.1.2 Problémes d’élasticité linéaire

Le systéme d’équations de I’élasticité linéaire est une modélisation simple et clas-
sique du comportement en petite déformation des milieux continus. Soit un objet de
domaine 2 & ’équilibre, fixé sur le bord 92p, soumis & une force volumique f dans
Q) et & une force surfacique g sur le bord 0Q2y. La loi de comportement du matériau
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FIGURE 4.3 — Probléme de Helmholtz sinusoidal (4.3). Haut : Solution analytique
et exemples de solutions d’ordre un pour différents maillages. Bas : Erreur relative
L? en fonction du nombre de degrés de liberté pour différents maillages avec des
éléments d’ordre un (gauche) et d’ordre deux (droite).

est donnée par la loi de Hooke, dont les coefficients de Lamé sont A et u. Le champ
de déplacement u, solution du probléme, est gouverné par le systéme :

V-o(u)+£f=0 dans Q (4.4)

c(u) =AMV -WI+u(V-u+V-ul) dans (4.5)
u=0 sur 0Qp (4.6)

ou)-n=gyg sur  0Qn (4.7

ol n est la normale extérieure au domaine et Z la matrice d’identité. La formulation
faible en déplacement associée au probléme est :

Vv € (HJ)?, /

AV-uV-v + 2pe(u):e(v) dxz/
Q

f~vd:c+/ g-vds (4.8)
Q N

otte(u) = 3(V-u+V-ul)et H = {ve H' /v=0sur Qp}. Pour plus de détails
sur la construction de la formulation faible, le lecteur peut se reporter a [EG02].

Extension et cisaillement d’un carré unité. Nous discutons simultanément
du cas d’extension et du cas de cisaillement car nous obtenus des résultats similaires
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avec les deux expériences.

Le premier cas (haut de la Figure 4.4) est constitué d’une plaque (carré unité)
attachée sur la partie inférieure, c.d-d. conditions de Dirichlet nulle, soumise & une
traction uniforme sur la partie supérieure, c.d-d. conditions de Neumann constante.
Pour le second cas (bas de la Figure 4.4), la plaque est fixée sur la gauche et une
traction uniforme dirigée vers le bas est appliquée sur la partie droite.

Les erreurs L? sur les champs de déplacement calculés avec différents maillages
sont reportées sur les courbes de la Figure 4.4. Dans les deux cas, nous observons
que :

— les maillages triangulaires obtenus par décomposition de quadrilatéres en deux
triangles sont trés mauvais. Dans le cas de l'extension, nous pouvons méme
observer un déplacement horizontal complétement parasite qui est di au biais
directionnel dans le maillage triangulaire ;

— & lordre un, les maillages quadrilatéraux, quadrilatéraux tournés et triangu-
laires (répartition aléatoire) ont des précisions équivalentes;

— a l'ordre deux, les maillages triangulaires (répartition aléatoire) sont les plus
précis, suivi des éléments quadrilatéraux tournés et finalement des quadrilaté-
raux normaux (dont les arétes sont alignées avec 'effort).

Ainsi, nous n’observons pas d’avantage des quadrilatéres sur les triangles avec
des ¢éléments finis classiques (Pg, Q) sur ces deux problémes trés simples d’élasticité
linéaire. Cependant, nous n’avons pas eu l'occasion de comparer les performances
des éléments quadrilatéraux modifiés comme les éléments hybrides ou ceux avec des
modes incompatibles (§2.2.1.1, p. 54), or ceux-ci sont largement conseillés et utilisés
dans les logiciels de simulation numérique commerciaux.

4.1.3 Résumé des observations

Des observations effectuées sur les problémes 2D elliptiques simples présentées
précédemment, nous pouvons retenir quelques tendances sur les différences de préci-
sion entre les différents types de maillages :

— les maillages avec des triangles répartis aléatoirement se comportent bien mieux
que ceux avec des triangles obtenus par décomposition de quadrilatéres. Ceci
s’explique par le fait que les triangles réguliers ont des directions redondantes
qui introduisent un biais directionnel sur I’approximation ;

— Dlalignement des éléments (arétes des quadrilatéres) avec les variations de la
solution n’est pas forcément optimal. Au contraire, nous avons observé dans
la majorité des cas des erreurs plus faibles avec des éléments quadrilatéraux
tournés de 45 degrés, c’est-a-dire dont les diagonales sont alignées avec les
variations de la solution ;

— Derreur L? peut étre minimisée par des solutions qui oscillent localement et dont
I’allure visuelle n’est & priori pas trés satisfaisante. C’est le cas des solutions
@;1-tournés sur la Figure 4.2 et sur la figure Figure 4.3 : visuellement, elles ont
I’air moins intéressantes que les solutions Q, qui sont lisses, mais pourtant
plus précises.

Comme les problémes étudiés sont extrémement simples, nous ne prétendons pas
que ces remarques se généralisent & des problémes plus compliqués. Cependant, pour
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FIGURE 4.4 — Problémes d’élasticité linéaire : extension (moitié haute) et cisaillement
(moitié basse) du carré unité. Courbes : Erreur relative, en norme L2, en fonction
du nombre de degrés de liberté. Eléments finis d’ordre un (gauche) et d’ordre deux
(droite).
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a) b)

FIGURE 4.5 — Exemples de jonctions non-conformes entre hexaédres et tétracdres
autorisées ou non.

la suite, il apparait comme trés important de comparer les maillages hexaédriques
(ou hex-dominants) a de vrais maillages tétraédriques et non a des décompositions
d’hexaédres en tétraédres. De plus, 'idée qu’il est avantageux d’avoir des éléments
hexaédriques alignés avec le bord, ou avec les variations de la solution, n’est pas
évidente et mériterait d’étre approfondie en détaillant les phénoménes numériques
en jeu.

4.2 Simulation éléments finis sur maillages hexa-tétraédri-
ques

Dans cette section, nous proposons de construire un espace d’approximation
continu (V;, C H') pour les maillages hexa-tétraédriques non-conformes. Par rap-
port & la littérature existante sur le sujet (§2.2.2.2; p. 66), notre proposition tient
compte des transformations trilinéaires pour la géométrie des hexaédres et ne se
restreint pas a des interfaces planes entre hexaédres et tétraédres.

Contexte historique. Nous avons proposé la construction pour I'ordre un dans
I’article

Mazence REBEROL et Bruno LEVY. « Low-order continuous finite ele-
ment spaces on hybrid non-conforming hexahedral-tetrahedral meshes ».
2016

soumis en février 2016 a la conférence Solid and Physical Modeling (SPM), mais
non retenu. L’article [ADS16], publié a la fin du mois de février 2016, propose la
construction d’un espace trés similaire en utilisant les bases de Bernstein-Bézier et la
décomposition des pyramides en deux tétraédres, c.d-d. pyramides composites dans
I'état de 'art (§2.2.2.1, p. 63). Notre proposition, [RL16| pour 'ordre un et ci-dessous
pour un ordre arbitraire, est légérement plus flexible car nous ne supposons pas que
les tétraedres des interfaces non-conformes forment une pyramide. Ceci permet de
gérer le cas au centre de la Figure 4.5, contrairement & AINSWORTH et al. [ADS16]
qui se limitent au cas sur la gauche de la figure.

4.2.1 Conformité géométrique des maillages hexa-tétraédriques

Nous souhaitons pouvoir effectuer des simulations avec la méthode des éléments fi-
nis sur les maillages hex-dominants produits avec le mailleur décrit dans le Chapitre 3.
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Par défaut, ceux-ci sont des maillages hexa-tétraédriques ou I'interface non-conforme
est restreinte & deux faces triangulaires qui se connectent sur une face quadrilatérale
d’hexaédre. Les tétraédres a l'interface ne peuvent pas toujours étre recombinés en
pyramides (gauche de la Figure 4.5) car il arrive trés fréquemment de tomber sur
la configuration au centre de la Figure 4.5, ot un tétraédre est connecté a la face
quadrilatérale sur sa diagonale uniquement. Il est possible d’ajouter des contraintes
sur le mailleur pour former des pyramides aux interfaces, mais ceci conduit & une
proportion plus faible d’hexaédres, ce que nous voulons éviter.

Formellement, les maillages pris en charge par notre approche sont spécifiés par
la Définition 1. Chaque maillage est composé d’un ensemble de points (information
géométrique) et d’un ensemble d’éléments définis par leurs sommets et leurs faces
(information combinatoire).

Définition 1. Spécification combinatoire des maillages hexa-tétraédriques.

Le maillage hybride M est composé d’un ensemble de sommets P, définis par
leurs coordonnées, d’un ensemble de tétracédres, définis par leurs quatre sommets, et
d’un ensemble d’hexaédres, définis par leurs huit sommets et leurs six faces (chacune
définie par quatre sommets). La connectivité entre éléments est restreinte aux cas
combinatoires suivants :

— deux tétraédres partagent 0, 1, 2 ou 3 sommets ;

— deux hexaédres partagent 0, 1, 2 ou 4 sommets. Quand ils partagent 2 sommets,
il s’agit d’une aréte commune. Quand ils partagent 4 sommets, il s’agit d’une
face commune ;

— un hexaédre et un tétraédre partagent 0, 1, 2 ou 3 sommets. Quand ils partagent
3 sommets, il existe un autre tétraédre qui partage également 3 sommets avec
I’hexaédre et 2 ou 3 sommets avec le tétraédre. Dans cette configuration, la
face de 'hexaédre est connectée a 2 faces de tétraédres. Quand ils partagent 2
sommets, il s’agit d’une aréte commune ou d’une diagonale de face d’hexaédre.

Cette définition est principalement combinatoire et elle ne spécifie pas la géo-
métrie des éléments. Si nous utilisons les transformations naturelles, affines pour
les tétracédres et trilinéaires pour les hexaédres, les interfaces entre hexaédres et té-
traédres ne sont pas géométriquement conformes lorsque les quatre sommets de la
jonction ne sont pas coplanaires. Par conséquent, le maillage obtenu ne forme pas
une partition satisfaisante de I’espace. Il existe des endroits ol les éléments se super-
posent, comme illustré sur la gauche de la Figure 4.7. Les faces des tétraédres affines
sont des plans (déterminés par trois sommets) tandis que les faces hexaédres sont
des surfaces quadratiques (paramétrisation bilinéaire).

Il est possible de retrouver la continuité géométrique des interfaces entre éléments
en utilisant des transformations quadratiques (Figure 4.6) pour les tétraédres connec-
tés a un hexaédre par une face ou par une aréte sur la diagonale du quadrilatére.
La nouvelle géométrie des tétraédres aux interfaces non-conformes est illustrée sur
la figure droite de la Figure 4.7.

Plus précisément, nous considérons que les transformations quadratiques des té-
traédres sont déterminées par la position des quatre sommets et des six milieux
d’arétes, en utilisant la base interpolante de Lagrange de Py (Figure 4.6). Pour obte-
nir la conformité géométrique, il faut que les degrés de liberté de la transformation
quadratique sur 'interface soient sur la face quadrilatérale bilinéaire. Formellement :
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FIGURE 4.6 — Transformation quadratique du tétraédre de référence

Proposition 1. Conformité géométrique aux interfaces non-conformes.

Soit un tétraédre avec géométrie quadratique connecté par trois sommets a1, as, aq
a une face quadrilatérale aq,as,as,aqs d’'un hexaédre & géométrie trilinéaire, avec
as — a4 la diagonale du quadrilatére. On note a2, a14, a4 les degrés de liberté de la
transformation quadratique situés aux milieux des arétes (1 —2), (1 —4) et (2 —4)
(Figure 4.7.b.).

Siajg = %(al +az), ayy = %(al +ay) et agy = i(m + ag + az + ay), alors la face
quadratique (1 —2 —4) du tétracdre et la face bilinéaire (1 —2 — 3 —4) de 'hexaédre
coincident géométriquement.

Démonstration. Dans les bases de Lagrange de P et Qp, les restrictions des poly-
nomes aux faces sont entiérement déterminées par les degrés de liberté sur les faces.
La géométrie de la face quadratique (1 — 2 — 4) est définie par un polynéme de P3P
entiérement déterminé par six points : les trois sommets et les trois milieux d’arétes.
La géométrie de la face quadrilatérale est déterminée par un polynéme Q?”. Or
Q%D C IP’%D , donc on peut réécrire le polyndéme en utilisant une base interpolante de
P2D : les six points de controle associés au triangle quadratique (1 — 2 — 4). Par la
définition combinatoire du maillage, on sait déja que les deux polynoémes partagent
les trois sommets a1, a2 et aq. Il suffit d’ajouter les contraintes ajo = %(al + asz),
a14 = %(al +ay) et agy = %(al +as + az +ay4) pour que les deux polynomes, paramé-
trisation de la face triangulaire et paramétrisation de la face quadrilatérale, soient
identiques. O

De la méme maniére, si un tétraédre est connecté a quadrilatére uniquement sur
sa diagonale, il faut utiliser une transformation quadratique et assigner le degré de li-
berté, au milieu de I'aréte, a la position centrale de la face quadrilatérale (bilinéaire) :
la moyenne des quatre sommets.

Nous identifions trois types d’éléments géométriques présents dans le maillage
hexa-tétraédrique, avec la terminologie empruntée & AINSWORTH et al. [ADS16] :

— les hexaédres, dont les transformations sont trilinéaires (M € Q:{’) ;

— les tétraédres ordinaires, dont les transformations sont affines (M € P$)). Ceux-
ci ne sont pas connectés aux hexaédres par des faces ou par une diagonale de
quad ;

— les tétraédres d’interface, dont les transformations sont quadratiques (M €
P3). Ceux-ci sont connectés & au moins un hexaédre par une face ou par une
diagonale de quad. Les points de contrdle de l'arréte associée a la diagonale
d’un quad sont déplacés sur le milieu du quad (moyenne des quatre sommets).
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b)

FIGURE 4.7 — Jonction non-conforme entre un hexaé¢dre et deux tétracdres. a) Trans-
formations tétraédriques affines. b) Transformations tétraédriques quadratiques.

Il est important de remarquer que le maillage contient des arétes non conformes
aux interfaces entre hexaédres et tétraédres. Ces arétes sont des arétes de tétraédres
d’interface mais ce ne sont pas des arétes d’hexaédres, elles correspondent & la dia-
gonale des faces quadrilatéres. Lorsque la face associée de I’hexaédre n’est pas plane,
la géométrie de ces arétes est paramétrée par un polynéme d’ordre deux.

Remarque. A notre connaissance, au moment de Iécriture de REBEROL et al.

[RL16], il n’y avait pas d’article avec maillages hexa-tétraédriques (§2.2.2.2, p. 66) qui

s’était intéressé & la conformité géométrique des interfaces non-conformes, méme si

'idée ci-dessus est trés naturelle. Publié simultanément, AINSWORTH et al. [ADS16]

utilise également des transformations quadratiques des tétraédres de la pyramide

pour assurer la conformité. Cependant ceux-ci sont exprimés dans la base de Bernstein-
Bézier au lieu de la base de Lagrange dans notre cas. En analyse iso-géométrique,

ZENG et al. [ZC15] propose également des contraintes pour imposer la conformité

géométrique entre des tétraédres avec géométrie de Bézier et des hexaédres formés a

partir de B-splines extrudés.

4.2.2 Espace d’approximation continu

Nous souhaitons maintenant former un espace d’approximation continu, noté
Hyby, afin d’approximer les fonctions de H! et de pouvoir réaliser des simulations
avec la méthode des éléments finis. Nous rappelons les définitions des espaces d’ap-
proximations pour les maillages tétraédriques et hexaédriques introduites précédem-
ment (1.2.2, p. 1.2.2) :

VI ={fec™) | fix. = feo M, fo € Py, VK, € Q}
VhH = {f € CO(Qh) | f|Ke = fe OMe_la fe S @k‘) vI(e c Qh}

avec les transformations géométriques M. € Py pour les maillages tétraédriques et
M. € Q1 pour les maillages hexaédriques.

Dans notre situation, maillages hexa-tétraédriques avec des tétraédres ordinaires
(géométrie affine) et des tétraédres d’interface (géométrie quadratique), nous défi-
nissons un espace d’approximation qui tient compte des trois types d’éléments :
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Définition 2. Espace d’approzimation continu Hyby d’ordre k :

Hyb, = {f € C?| fir = fu o My, fr € Qi, si H hexaédre : My € Q
fr= fT o ,/\/l:,?l, fT € Py, si T tétraédre ordinaire : Mr € Py
fir= fro M fi € Py, si I tétraedre d’interface : M € Py}

I est nécessaire d’utiliser des polynémes d’ordre 2k dans les tétraédres d’interface
car les restrictions des polyndémes Q. des hexaédres sur les interfaces non-conformes
sont des polynomes de degré 2k (produit de deux polynémes 1D de degré k)24
Formellement, la continuité aux interfaces non-conformes peut étre démontrée de
la méme maniére que pour la continuité géométrique. Les polynomes (QzD ) des
hexa¢dres sur les faces sont réécrits dans la base de Lagrange (P2P) des restrictions
des polynoémes des tétraédres d’interface sur leurs faces et les degrés de liberté sont
choisis identique. En pratique, il est plus simple d’assurer la continuité en utilisant
des contraintes linéaires entre les degrés de liberté des différents éléments.

L’introduction des éléments Py n’ajoute pas, & part involontairement, de nou-
velles variables non-contraintes par rapport a un espace (non continu) Q — Pg. Les
degrés de liberté supplémentaires introduits par Py sont contraints par continuité
avec les hexaédres Q. et les tétraédres ordinaires Py, adjacents. Les nouveaux degrés
de liberté contraints sont illustrés en vert sur la Figure 4.8 pour l'ordre un. D’une
certaine fagon, nous avons introduit des degrés de liberté artificiels uniquement pour
réparer la continuité.

Lorsqu’une aréte, ainsi que face pour k > 2 et volume intérieur pour k£ > 3,
n’appartient qu’a des éléments d’interfaces, de nouveaux degrés de libertés sont in-
troduits et ceux-ci ne sont pas contraints par la continuité. Ils ne servent ni & assurer
la continuité, ni & assurer la convergence d’ordre k. Par conséquent, il serait possible
de les supprimer en ajoutant la condition :

J|e € Pk pour chaque entité¢ F n’appartenant pas géométriquement a un hexaedre.

Ceci dit, ces contraintes supplémentaires ne sont pas forcément trés utiles en termes
de performances car la proportion de tétraédres d’interface est censée étre faible.

Bases de fonctions. Afin de réaliser une implémentation de cet espace d’approxi-
mation, il peut étre utile de définir une base (¢;);=1.n de I'espace Hyby, ou les
fonctions ¢; sont associées aux réels degrés de liberté (non contraints). Cependant,
Hyby, étant construit comme l'union d’espaces plus gros avec des contraintes de
continuité, la construction explicite d’une base peut s’avérer trés fastidieuse et d’une
utilité pratique limitée compte tenu de la complexité des formules. Dans REBEROL
et al. [RL16], nous avons présenté une définition explicite d’'une base construite a
partir de combinaisons de polynémes de Lagrange pour l'espace d’ordre un Hyby,
mais nous n’avons pas développé d’expressions explicites pour les ordres supérieurs.

24. & une bijection prés. Les fonctions dans ’espace réel ne sont pas exactement des polyndémes
lorsque les transformations ne sont pas affines, mais l'identification peut étre faite car les deux
transformations bijectives sont identiques sur Uinterface non-conforme (par conformité géométrique
des transformations).
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=10 ’O

fonction non nulle

FIGURE 4.8 — Interface non-conforme entre une face d’hexaédre Q; (gauche) et deux
faces triangulaires de tétraédres P (droite). Les degrés de liberté sur les milieux
d’arétes sont contraints (carrés verts) de maniére a assurer la continuité. La fonction
interpolée (carte de couleur) associée au sommet en bas & gauche est non nulle sur
tout l'intérieur du quadrilatére, y compris sur le triangle supérieur droit (zone jaune),
qui est associé & un tétraédre qui ne contient pas le degré de liberté non nul.

Une des difficultés principales de cette approche est que le support des fonctions
de la base n’est pas restreint aux éléments contenant le degré de liberté, mais peut
s’étaler sur d’autres éléments au niveau des interfaces non-conformes. Par exemple,
la fonction de base associée au sommet d’'une face quadrilatérale est non nulle sur
I'ensemble de l'intérieur de la face (gauche de la Figure 4.8). Par continuité, cette
fonction doit étre non nulle sur les deux triangles associés a la face quadrilatérale
(droite de la Figure 4.8), y compris sur le triangle dont tous les degrés de liberté non-
contraints sont nuls. L’expression des fonctions de la base devient particuliérement
compliquée lorsqu’il faut gérer les tétraédres qui ne sont connectés aux hexaédres
que par la diagonale.

La seconde difficulté apparait pour des ordres supérieurs & trois car la répartition
spatiale des degrés de liberté de Gauss-Lobatto des polynémes d’ordre k n’est pas
un sous-ensemble des degrés de liberté des polyndémes d’ordre 2k. Par conséquent, il
y a beaucoup de contraintes linéaires entre variables a exprimer et elles ne peuvent
pas étre trivialement supprimées du systéme.

Implémentation par matrices de contraintes. L’approche que nous avons pré-
férée suivre s’inspire des techniques employées avec des maillages non conformes (par
ex. AMR) : un espace sans contraintes de continuité est construit et un systéme
de contraintes est formé de maniére a garantir la continuité C° des fonctions aux
interfaces non conformes. De ce systéme de contraintes est déduit une matrice de
prolongation ainsi qu’une matrice de restriction, qui permettent de transformer le
systéme linéaire calculé initialement.

Pour construire le systéme linéaire non contraint, on réalise ’assemblage sur
chacun des éléments. Sur chaque entité (aréte, face) partagée par deux éléments de
types différents, on utilise des degrés de liberté différents. Il en résulte un systéme
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linéaire de type :
Av,.=Db

avec v ’ensemble des variables non contraintes du probléme. Comme il y a plu-
sieurs jeux de degrés de liberté sur les entités partagées, ce systéme n’impose pas la
continuité aux interfaces entre éléments de types différents.

Pour chaque aréte et face partagées par deux jeux de degrés de liberté, on exprime
les contraintes linéaires nécessaires & la continuité : la valeur de la variable contrainte
Une,i (degré de liberté artificiel de Py ) est égale a la combinaison linéaire des variables
non contraintes vy, ; (de Pp ou Q) pondérées par la valeur de leurs fonctions de
formes & la position x,.; du degré de liberté contraint :

Une,i = Z'Um,j ¢j (XTLC,i)
J

Avec toutes ces contraintes, on peut former une matrice de prolongation P rectan-
)
gulaire qui permet de lier les variables non contraintes aux variables libres :

Vne = P Viibre

Le systéme linéaire contraint qui correspond a ’espace d’approximation continu Hyby,
peut alors étre écrit sous la forme :

PTAP vijpe = PT b

Nous avons réalisé cette implémentation en modifiant la librairie d’éléments finis
MFEM [Mfel7|. Celle-ci gére nativement les maillages tétraédriques et les maillages
hexaédriques, mais pas les maillages contenant plusieurs types d’éléments ni plusieurs
ordres polynomiaux dans le méme maillage.

4.2.3 Validation et expériences numériques

Afin de valider notre approche et notre implémentation, nous analysons ’erreur
de la solution approchée obtenue sur des problémes ot ’on connait la solution analy-
tique (§4.2.3.1). La seconde partie (§4.2.3.2) met en oeuvre une expérience montrant
I'importance des transformations quadratiques pour les tétraédres d’interface, car
sans elles 'approximation ne converge pas correctement vers la solution avec le raf-
finement du maillage.

Des résultats numériques sur des maillages plus réalistes sont traités dans la
section suivante (§4.3), ou I'on compare différents maillages sur des géométries plus
compliquées.

4.2.3.1 Validation par la méthode des solutions manufacturées

L’expérience qui suit est l'analogue en dimension trois du probléme de la bosse
sinusoidale introduit précédemment ((4.1), p. 99) pour comparer différents maillages.
Le domaine est le cube unité (2 = [0,1]3), 'équation est celle de Poisson —Au = f
et la solution analytique est : u(x,y, z) = sin(27wz) sin(27y) sin(27z).

Nous utilisons trois types de maillages : entiérement hexaédriques, entiérement
tétraédriques (décomposition des hexaédres en six tétraédres) et hexa-tétraédriques.
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Les maillages hexa-tétraédriques sont formés a partir de décompositions d’hexaédres
en six tétraédres et en quinze tétraédres. La seconde décomposition permet d’intro-
duire la configuration ol un tétraédre est connecté & un hexaédre uniquement sur
la diagonale d’une face. Les maillages hexa-tétraédriques comportent une proportion
volumique d’environ 20% de tétraédres, ce qui est pessimiste par rapport aux propor-
tions dans les maillages hex-dominants générés automatiquement, ou la proportion
est plutot de 'ordre de 5 — 10%. Dans tous les maillages, les points a I'intérieur sont
décalés aléatoirement d’'une amplitude allant jusqu’a d = 10% de la taille des arétes,
de sorte que les faces des hexaédres ne soient pas planes.

Erreur L? relative

FIGURE 4.9 — Validation sur la bosse sinusoidale. Gauche : Exemple de maillage
hex-tet du cube unité, avec déplacement des points intérieurs. Droite : Convergence
de lapproximation éléments finis avec différents maillages (Px, Qx et Hyby), pour
les ordres un, deux et trois, en fonction de 'inverse de la taille moyenne des arétes

(1/h).

Les résultats de simulation sont affichés sur la Figure 4.9. On observe notam-
ment que l'erreur de la base Hyby, est proche de celle des maillages hex Qg, ce qui est
encourageant puisque cela indique que l'introduction de tétraédres dans le maillage
hybride ne dégrade pas significativement le gain par rapport aux maillages tétra-
édriques. Sur cet exemple simple (non représentatif de problémes réels), les maillages
hexa-tétraédriques sont environ 2 — 3 fois plus précis que les maillages tétraédriques
pour le méme nombre de degrés liberté.

Nous pouvons également observer la convergence optimale de la solution prévue
par la théorie : convergence en 1/h**! pour la norme L?, sachant que la solution
est lisse. Dans ’exemple ci-dessus, nous avons utilisé la longueur moyenne des arétes
comme approximation de la taille caractéristique h des éléments.
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4.2.3.2 Importance des transformations quadratiques

D’un point de vue numérique, I'utilisation de transformations quadratiques pour
les tétracdres d’interface (connectés aux faces bilinéaires des hexaédres) pourrait
étre considérée comme superflue comme il y a déja d’autres sources d’erreurs (par
ex. discrétisation, quadratures).

Pour vérifier cette hypothése, nous avons effectué les mémes simulations en rem-
placant les transformations quadratiques par des transformations affines. Les résul-
tats sont reportés sur la Figure 4.10. On observe que cette modification introduit
des erreurs significatives, qui deviennent dominantes avec I’augmentation de la pré-
cision : non-convergence vers la solution analytique avec le nombre de degrés de
liberté. L’erreur introduite est d’autant plus importante que les faces bilinéaires sont
non planaires : un décalage aléatoire des points intérieurs du cube jusqu’a d = 20%
de la taille d’aréte introduit une perte de convergence bien plus importante qu'un
décalage de moins de d = 10%.
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FIGURE 4.10 — Probléme analytique du sine bump (Poisson). Influence des transfor-
mations quadratiques pour les tétraédres d’interface. Les points & 'intérieur du cube
sont déplacés aléatoirement d’une amplitude variant jusqu’a d = 10% et d = 20%
de la longueur des arétes. Lorsque des transformations affines sont utilisées pour les
tétraédres d’interface, la convergence est perdue, c.d-d. que la méthode des éléments
finis ne converge pas vers la bonne solution.

Nous retenons de cette expérience qu’il est important d’utiliser des transfor-
mations quadratiques pour les tétraédres d’interface. C’est d’autant plus vrai que
les faces d’hexaédres sont non-planaires. Or il est courant que les mailleurs hex-
dominants générent des hexaédres avec des faces fortement non-planaires.

4.2.3.3 Conclusions

La construction d’un espace d’approximation continu pour maillages hexa-tétraédriques,
que nous venons de présenter, fonctionne correctement : erreur d’approximation équi-
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valente a celle des maillages hexaédriques et tétraédriques et convergence optimale
avec le raffinement. Elle pourrait probablement étre étendue aux espaces H(div) et
H(rot) sans trop de difficultés.

Cependant, nous pensons qu’elle n’a pas un grand intérét pratique car sa mise
en oeuvre pose un certain nombre de difficultés techniques que nous avons découvert
au fur et & mesure de son développement, & savoir :

— la structure de données du maillage non-conforme hex-tet, particuliérement
avec des tétraédres qui peuvent se connecter a la diagonale d’une face d’hexa-
édre, n’est pas courante. Dans la plupart des codes de calcul, il faut modifier
les structures gérant le maillage ;

— il faut pouvoir gérer des polyndémes d’ordres différents (k et 2k) en méme temps,
ainsi que deux jeux de degrés de liberté distincts sur les mémes entités géo-
métriques (par ex. arétes des interfaces non-conformes). Seuls les codes prévus
pour les maillages non-conformes (par ex. hp-FEM) permettent de le faire sans
trop de modifications;

— il faut appliquer des matrices de prolongation et de restriction au systéme
pour passer des variables libres aux variables contraintes, ce qui a un cofit non
négligeable pour des gros systémes linéaires. Cette approche rend également
difficile le développement d’approches sans matrices, ou les coefficients sont
calculés a la volée.

Pour ces raisons, nous pensons qu’il est préférable d’utiliser des éléments fi-
nis pyramidaux. Ceux-ci s’intégrent plus facilement dans un code calcul : maillage
conforme, assemblage classique, continuité naturelle via les degrés de liberté des
faces (pas de contraintes entre les variables). En contrepartie, il faut contraindre (a)
le mailleur hex-dominant & générer des pyramides, et donc & interdire la configura-
tion au centre de la Figure 4.5, et (b) gérer les difficultés associées aux pyramides
(fonctions rationnelles, quadratures spécifiques).

4.3 Comparaisons de maillages sur des domaines compli-
qués

Dans la premiére partie (§4.1) du chapitre, nous avons observé des différences de
précision entre maillages triangulaires et quadrilatérales, avec différentes orientations,
sur des problémes simples définis sur le carré unité. Dans cette partie, nous réalisons
des comparaisons sur des modéles 3D plus compliqués.

L’objectif est de comparer les performances, en termes de précision et de temps
de calcul, de différents types de maillages :

— tétraédriques construits a partir de mmgs [Mmgl7] (remaillage surfacique) et
TetGen [|Sil5b| (maillage tétraédrique) ;

— hex-dominants (hexa-tétraédriques) construits avec notre approche [Ray+17]
(Chapitre 3) ;

— hexaédriques alignés avec le bord & partir de décompositions réguliéres d’un
maillage hexaédrique existant (pour le modéle hanger [Liv+15]);
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— hexaédriques-octree construits avec le logiciel Bolt?® | basé sur la méthode
octree [Mar(9].

Pour les maillages tétraédriques et hexaédriques, nous utilisons les espaces poly-
nomiaux standards Py, et Qy, (détaillés dans le chapitre 1) et 'implémentation associée
dans la librairie mfem |Mfel7]. Sur les maillages hexa-tétraédriques non-conformes,
nous utilisons les espaces conformes Hyb, C H' que nous avons introduits précé-
demment (§4.2) et dont nous avons réalisé l'implémentation en modifiant mfem.

Pour calculer I'erreur associée a chaque approximation obtenue avec la méthode
des éléments finis, nous calculons la distance & une solution de référence en utilisant
la méthode d’échantillonnage efficace que nous développons dans le Chapitre 5. La
solution de référence est en général au moins un ordre de grandeur plus précise que
les solutions observées, typiquement nous utilisons des solutions P4 calculées sur un
maillage treés fin.

Nous présentons deux types de courbes de convergence : I'erreur en fonction de
la résolution du maillage et l'erreur en fonction du temps de calcul.

— La résolution est caractérisée par hq., la longueur maximale des arétes du
maillage. Il s’agit d’une approximation grossiére du diamétre maximal des
boules englobant les éléments, qui apparaissent dans les propositions d’esti-
mations d’erreurs. Ce paramétre de résolution a peu de sens dans le cas de
maillages comportant des éléments de tailles différentes (maillage adaptatif)
et il n’est pas forcément représentatif du cotit de calcul non plus. Nous nous
en servons surtout pour se faire une premiére idée du comportement de la sé-
quence de maillages et pour observer I'influence de 'ordre des polynoémes sur
les erreurs, & résolution constante.

— Le temps de calcul est décrit par la durée de convergence du solveur itératif.
Nous n’incluons pas le temps d’assemblage parce que celui-ci est généralement
court devant le temps de résolution du systéme linéaire et parce que notre
assemblage dans le cas des maillages hexa-tétraédriques est particuliérement
lent (la recherche et I'application des contraintes n’est pas optimisée).

Remarque. En dimension trois et avec des modéles non-triviaux, le choix du solveur
itératif est fondamental pour converger et obtenir des performances correctes. D’aprés
notre expérience, 'utilisation du gradient conjugué avec un pré-conditionneur basique
(Jacobi, Gauss-Seidel) ne permet pas de résoudre des problémes d’élasticité linéaire
avec des polynémes d’ordre deux ou plus.

Nous avons eu le plus de succés avec le solveur multigrille algébrique BoomerAMG
[HY 02| de la librairie hypre [FY02|. En particulier, il est possible de spécifier que la
solution est un champ vectoriel a plusieurs composantes dans le cas de ’élasticité,
ce qui est trés important pour que le solveur converge efficacement.

4.3.1 Probléme de Poisson

A la différence des premiers essais (§4.1), nous étudions un probléme de Pois-
son avec terme source nul mais avec des conditions aux limites de Dirichlet et de
Neumann :

25. http://www.csimsoft.com/boltoverview
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—Au=0 dans Q
u=up sur dlp (4.9)
Vu-n=uy sur 0Qy

Ce type de probléme est particuliérement simple pour la méthode des éléments
finis car la solution est trés lisse par effet du Laplacien. La solution correspond plus
ou moins a un gradient constant localement (Au = 0), qui est discrétisé fidélement
par des fonctions polynomiales par morceaux.

Metatron

Probléme. Pour effectuer une premiére comparaison, on utilise le modéle meta-
tron?% dont la géométrie est particuliérement compliquée (Figure 4.11). La valeur de
la fonction est fixée sur une extrémité (étoile inférieure) et un flux entrant non nul
est imposé sur une autre extrémité (étoile supérieure).

Pour les différents types de maillages, nous construisons des séquences avec des
résolutions de plus en plus fines, ou les éléments sont de tailles homogénes dans le
modele et ot le bord du maillage respecte une distance de Hausdorff faible (¢ < 0.5%)
avec le modéle de référence.

Les conditions aux limites ne peuvent pas étre discrétisées de maniére identique
pour les différents maillages car ils possédent des éléments surfaciques différents sur
le bord. Pour le flux non nul, nous définissons 02y comme étant 'intersection du
bord 9€) avec une sphére S de rayon 7y et nous utilisons une amplitude décroissante
radiale de type (1 —r/rg) de sorte que le flux soit nul sur le bord de la sphére S.
Ceci permet que les différences de discrétisation de 9Qn dues aux maillages aient un
impact minimal.

La solution de référence est calculée sur un maillage tétraédrique trés fin avec des
polynémes de degré quatre. Elle contient environ vingt millions de degrés de liberté,
soit dix & vingt fois plus que les solutions observées les plus fines (P35, Qq-octree) sur
les courbes.

Reésultats. Les résultats de convergence obtenus avec des maillages tétraédriques
(P1,P2,P3), un maillage hexaédrique-octree (Q1, Qq-octree) et des maillages hexa-
tétraédriques (Hyb1, Hyba, Hybs) sont présentés sur la Figure 4.11.

Sur les courbes a gauche (précision en fonction de la résolution), on observe
bien qu’augmenter 'ordre des polyndémes permet d’améliorer la précision, méme si le
gain est trés faible pour le maillage hexaédrique-octree et pour le passage de 'ordre
deux & trois pour les maillages hexa-tétraédriques. Ces courbes ne permettent pas
réellement de comparer les différents types de maillages entre eux car la résolution
est approchée par la taille maximale des arétes, qui n’est pas forcément comparable
entre les différents types de primitives.

Les courbes a droite (précision en fonction du temps de résolution) sont plus in-
téressantes pour comparer les performances des différents espaces d’approximation.
On peut observer que les maillages hexa-tétraédriques ont de bonnes performances :
ils offrent un meilleur ratio entre précision et temps de calcul. Il est également in-
téressant de noter que les performances du maillage hexaédrique-octree sont trés

26. https://www.thingiverse.com/thing:1146870
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FIGURE 4.11 — Probléme de Poisson sur le modéle metatron (conditions de Dirichlet
nulles sur I’étoile basse et de Neumann non-nulles sur 1’étoile haute). Haut : Solution
et exemples de maillage tétraédrique, hexaédrique (octree) et hex-dominant. Bas-
gauche : Convergence de lerreur relative (en norme L?) en fonction de la taille
maximale (hy,q,) des arétes des maillages. Bas-droit : Convergence en fonction du
temps de calcul du solveur numérique (multigrille algébrique BoomerAMG, réduction
de 1078 du résidu).

mauvaises, ce qui s’explique par la complexité géométrique du modéle : les hexaédres
(initialement alignés avec la boite englobante) sont trés déformeés.

Limitations. Pour les ordres deux et trois, nous n’avons que deux maillages
hexa-tétraédriques qui ont permis d’effectuer les calculs car il reste des problémes
d’implémentations dans la numérotation des degrés de liberté pour les ordres élevés
qui apparaissent dans certaines configurations combinatoires que nous n’avons pas
réussi a isoler et corriger. Pour les maillages hexaédriques-octree, nous n’avions qu'un
maillage disponible pour la comparaison.

4.3.2 Elasticité linéaire

Modéle du pont

Probléeme. Nous commencgons par un probléme d’élasticité constitué d’un modéle
trés simplifié de pont ou d’arche, illustré sur la Figure 4.12. Une pression uniforme
est appliquée sur la partie supérieure et les parties inférieures sont encastrées.
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FIGURE 4.12 — Probléme d’élasticité linéaire sur le modeéle pont (fixé au sol et pres-
sion uniforme sur le tablier). Haut : Solution et exemples de maillage tétraédrique,
hexaédrique (octree) et hex-dominant. Bas-gauche : Convergence de 'erreur relative
(en norme L?) sur le déplacement en fonction de la taille maximale (h,q.) des arétes
des maillages. Bas-droit : Convergence en fonction du temps de calcul du solveur
numérique (multigrille algébrique BoomerAMG, réduction de 1078 du résidu).

Nous comparons des maillages tétraédriques, hexaédriques-octree et hexa-tétraédriques
avec des polynémes d’ordres un et deux. Nous n’avons pas montré les résultats obte-
nus avec des polynémes d’ordre trois car ceux-ci n’apportent que trés peu de précision
supplémentaire par rapport a ’ordre deux mais cotitent beaucoup plus cher.

Résultats. Les résultats sont rapportés sur la Figure 4.12. Sur les courbes & gauche
(précision en fonction de la résolution), on observe que le passage a 1’ordre deux per-
met une amélioration de la précision, trés significative (un ordre de grandeur) pour
les tétraedres et dans une moindre mesure pour les maillages hexaédriques et hex-
dominants. Les différences entre maillages sont moins marquées sur les courbes de
performance a droite : tous les maillages avec des polyndémes d’ordre un ont un ratio
équivalent entre précision et temps de calcul. Les tétraédres quadratiques sont les
plus intéressants mais le gain est faible par rapport aux éléments d’ordre un. On
peut également remarquer que le passage a I'ordre deux détériore les performances
des maillages hexaédriques et hex-dominants, pour lesquels ’ordre un semble le plus

intéressant.

Modéle du hanger
Probléme. Le second probléme a pour domaine le modéle hanger, dont le maillage
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entiérement hexaédrique est emprunté a LIVESU et al. [Liv-+15]. L’objet est encas-
tré sur le cylindre a gauche et une traction uniforme est appliquée sur le cylindre a
droite. La solution en déplacement et les différents types de maillages utilisés sont
illustrés sur le haut de la Figure 4.13.

Résultats. Les courbes de la Figure 4.13 montrent Ierreur L? en fonction de la
résolution et du temps de résolution du systéme linéaire, pour des solutions éléments
finis d’ordres un et deux. Nous avons également effectué les calculs a l'ordre trois
mais ne les avons pas affichés car la précision est quasiment identique a celle de
I'ordre deux, avec cependant des temps de calculs bien supérieurs. Sur les courbes,
nous pouvons observer les points suivants :

— a lordre un, les maillages hexaédriques et hex-dominants (hexa-tétraédriques)
sont significativement plus performants que les maillages tétraédriques;

— les maillages hexa-tétraédriques ont un comportement proche de celui des
maillages entiérement hexaédriques ;

— les solutions d’ordre deux sont plus intéressantes que celles d’ordre un, a part
pour le maillage hexaédrique-octree ;

— alordre deux, les maillages hexaédriques et tétraédriques ont des performances
similaires.

Limitations des comparaisons. Les éléments hexaédriques utilisés sont des élé-
ments de Lagrange basiques (Q1, Q2). Or dans le cadre de la mécanique, il est conseillé
d’utiliser des éléments améliorés, avec des modes incompatibles ou des variables hy-
brides (§2.2.1). Malheureusement ceux-ci sont uniquement disponibles dans des lo-
giciels commerciaux et nous n’avons pas eu le temps de les intégrer & ce comparatif
(acquisition des licences, conversion des formats de fichier pour calcul de distances,
etc).

4.3.3 Conclusions

Nous avons mené quelques comparaisons de différents types maillages volumiques
(tétraédriques, hexaédriques, hexaédriques-octree et hexa-tétraédriques) sur des pro-
blémes simples (Poisson et élasticité linéaire) définis sur des domaines relativement
compliqués. Nous en déduisons que :

— lespace d’approximation finis hexa-tétraédrique Hyby, introduit précédemment
(§4.2), permet d’obtenir des performances proches de celles des éléments hexa-
édriques (Qg) ;

— les éléments finis hexaédriques standards Q; n’apportent pas un gain trés si-
gnificatif par rapport aux éléments tétraédriques Py, sur des problémes simples ;

— lorsque les domaines sont compliqués, la vitesse de convergence n’est pas opti-
male par rapport a ’ordre polynomiale. Nous observons plutot des vitesses de
convergence similaires pour les différents ordres.

Cependant, les problémes étudiés ne sont pas représentatifs de la complexité des
phénomeénes physiques pour lesquels les ingénieurs utilisent habituellement des lo-
giciels de simulation numérique. Il serait intéressant d’effectuer des comparaisons
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FIGURE 4.13 — Probléme d’élasticité linéaire sur le modéle hanger (fixé sur le cylindre
a gauche et traction uniforme exercée sur le cylindre a droite). Haut : Solution et
exemples de maillage tétraédrique, hex-dominant, hexaédrique-octree et hexaédrique.
Bas-gauche : Convergence de I'erreur relative (en norme L?) sur le déplacement en
fonction de la taille maximale (hy,q,) des arétes des maillages. Bas-droit : Conver-
gence en fonction du temps de calcul du solveur numérique (multigrille algébrique
BoomerAMG, réduction de 1078 du résidu).

similaires sur des problémes comprenant des non-linéarités ou une dépendance tem-
porelle. De plus, il faudrait utiliser des éléments finis adaptés a chaque probléme,
comme les hexaédres avec modes incompatibles ou hybrides pour la mécanique.

Nous souhaitons également souligner que la mise en place du protocole de com-
paraison ci-dessus n’est pas sans difficultés :

— il faut pouvoir générer des séquences de maillages avec différentes résolutions.
C’est assez simple avec les mailleurs tétraédriques actuels (par ex. [Mmgl7]),
mais c’est une tache plus difficile avec les autres types car il n’y a pas de
mailleur hexaédrique automatique (avec alignement aux bords) et les mailleurs
hex-dominants ont du mal a capturer précisément les bords du domaine & des
résolutions grossiéres en conservant une proportion significative d’hexaédres ;

— la solution de référence doit étre au moins un ordre de grandeur plus précise
que les solutions comparées. Le cofit de calcul associé peut étre prohibitif;

— les conditions aux limites (ou autre paramétre du probléme) doivent rester
plus ou moins constants avec le raffinement des maillages et ’augmentation de
l'ordre d’approximation. Dans le cas contrainte, ’erreur mesurée sera en grande
partie due & la précision de 'approximation de ces paramétres. Les courbes de
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convergence construites avec la méthode des solutions manufacturées sont trés
affectées par ce phénomeéne.
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Chapitre 5

Calcul de distances entre solutions
éléments finis

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode efficace qui permet d’évaluer la
distance entre deux solutions éléments finis, c’est-a-dire des champs (scalaires ou
vectoriels) discrétisés sur des maillages volumiques. Cette distance globale peut no-
tamment étre utilisée pour quantifier 'erreur d’approximation d’une méthode numé-
rique en calculant la distance & une solution de référence trés précise. Il s’agit d’une
des approches évoquées dans I'état de I'art (§2.3, p. 67) pour comparer des solutions
éléments finis lorsqu’il n’y a pas de solution analytique. Dans cette thése, cet outil
est utilisé pour étudier 'influence des maillages sur les approximations calculées avec
la méthode des éléments finis (§4.3, p. 115).

Concrétement, notre méthode échantillonne les deux champs sur une grille de
points régulierement espacés et calcule une approximation de la distance & partir
de ces échantillons. Les solutions éléments finis sont définies par morceaux par des
compositions de type

fix(x) = fr 0 M (%) (5.1)

avec f x la fonction d’interpolation de I’élément K du maillage et M sa transforma-
tion géométrique. Utiliser directement cette formule pour calculer une distance par
échantillonnage (§2.3.3, p. 69) requiert d’effectuer deux opérations coiiteuses : trou-
ver ’élément K qui contient x et inverser la transformation. Notre méthode propose
d’échantillonner les champs sans jamais effectuer ces deux opérations. A la place,
nous interpolons directement les coordonnées de référence, c.d-d. x = My'(x), en
chaque point d’une grille réguliére en exploitant des techniques d’informatique gra-
phique (intersection tétraé¢dre-plan et rastérisation).

D’un certain point de vue, il s’agit d’une approche brute-force qui exploite la
puissance de calcul des GPUs pour échantillonner massivement les champs & compa-
rer. L’avantage de cette technique est qu’elle est suffisamment précise et trés rapide :
elle permet de traiter des maillages de tailles importantes (millions d’éléments) en
quelques secondes, y compris dans le cas ou ceux-ci sont équipés d’éléments finis
d’ordres élevés.

Le contenu de ce chapitre a fait I’objet de ’article ci-dessous, publié par le journal
SIAM Journal on Scientific Computing :

Mazxence REBEROL et Bruno LEVY. « Computing the distance between
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two finite element solutions defined on different 3D meshes on a GPU ».
In : STAM Journal on Scientific Computing (accepted) (2017)

Organisation du chapitre FEchantillonner directement les champs sur une (large)
grille réguliére 3D n’est pas raisonnable en termes de consommation mémoire, par
conséquent nous décomposons le calcul de distance (§5.1) en tranches paralléles
(§5.1.1). Pour chaque tranche, les deux champs sont échantillonnés sur une grille
2D (85.1.2, Figure 5.1). L’environnement de programmation graphique OpenGL per-
met d’implémenter efficacement le traitement des tranches en exploitant toute la
puissance des cartes graphiques (§5.2).

L’approximation de la distance calculée par notre méthode converge bien vers
la distance calculée avec des quadratures pour les cas ol la solution analytique est
connue (§5.3.1) et converge avec le nombre d’échantillons vers une valeur stable dans
les autres cas (§5.3.2). Les performances de notre approche sont mesurées sur des
cas variés et montrent que 1’on obtient des valeurs précises en moins d’une seconde
pour des problémes standards (§5.3.3). Cette approche graphique permet de pro-
duire facilement des visualisations intéressantes et interactives des différences entre
solutions éléments finis (§5.3.4). L’approche passe bien a ’échelle et converge sur
de gros problémes (plusieurs millions d’éléments avec des polyndémes d’ordre 5 et 7)
en moins d’une minute (§5.3.3). Toutefois cette méthode comporte des limitations
lites a 1’échantillonnage régulier ainsi qu’a notre implémentation GPU (§5.3.5). Cer-
taines de ses limitations pourraient étre surmontées et d’autres améliorations seraient
envisageables (§5.3.6).

L’implémentation (§5.2) de notre méthode est open-source afin d’étre facilement
utilisable ou modifiable [Reb17].

5.1 Approximation de la distance entre champs

L’objectif de notre méthode est d’approximer la distance LP entre deux champs
f et g définis sur deux maillages distincts. La définition que nous utilisons est la
norme LP de la différence sur le domaine commun aux deux maillages :

1f =gl = (/AmB(f(X) - g(X))de); sl p < 00

= max (f(x) - g(x)) sip =00

Nous proposons d’approcher cette norme par un échantillonnage sur une grille
3D de points (x;);=1..n réguliérement espacés :

divn(f,9) = (37 W3 (F(x:) — glxi))?) "
i1=1..N

ou h est ’écartement entre deux points voisins et N le nombre de points & ’'intérieur
du domaine commun A N B.

drr n(f,g)P peut étre vu comme la somme de Riemann associée a l'intégrale.
Pour des fonctions bornées et continues par morceaux (toujours le cas dans nos
applications), cette somme converge vers l'intégrale avec le nombre d’échantillons :

dre n(f,9) — If =gl
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Remarques :

Les points d’échantillonnage (x;);—=1.n sont également les centres de cellules
d’une grille cubique réguliére. Notre approximation peut alors étre interprétée
comme la distance entre les projections des deux champs f et g sur un espace
d’approximation formé par le maillage cubique équipé de fonctions constantes
par cellules.

Les solutions éléments finis sont souvent obtenues & partir d’équations avec des
phénomeénes de diffusion importants (ex : équation de la chaleur, élasticité).
Par conséquent les solutions sont suffisamment lisses pour pouvoir espérer une
convergence rapide de ’approximation.

L’approximation par échantillonnage régulier est naive et n’est pas optimale
d’un point de vue mathématique mais I'intérét est qu’elle peut étre implémentée
de maniére trés efficace, ce qui nous permet d’utiliser un échantillonnage dense
(millions & milliards de points).

Cette approximation implique que le bord de A N B est également approximé
par des petits cubes (voxels).

La grille réguliére a une orientation (donnée par ses trois axes principaux) qui
aura une influence sur 'approximation.

Des réponses quantitatives aux remarques précédentes sont données dans la partie
validation et discussion (§5.3).

Définition du probléme :
Entrées :

Deux champs scalaires ou vectoriels. Chaque champ (par ez. f) est défini par
le maillage volumique d’un domaine (par ezx. A) composé d’éléments (K;,i €
[1,n.4]). Pour chaque élément K, il y une transformation directe M g qui définit
la géométrie (K = Mg (R)) et une fonction d’interpolation fx dont le domaine
est R (la primitive de référence). Le champ est défini par morceaux :

f(x) = fixg(x) = fx OMI}l(X) sixe K

Une grille d’échantillonnage déterminée par un espacement h entre points voi-
sins et par une orientation (rotation par rapport aux axes de références x,y, z)

Sortie :

La distance approximée : dr» 1 (f,9) = (3, » R3(f(xi) — g(x;))P) /P

Nous nous limitons aux champs définis par morceaux (éléments du maillage) et
par des fonctions composées de type interpolation o transformation inverse. Cette
restriction n’est pas trés contraignante car c’est la définition classique des solutions
éléments finis et la plupart des champs définis sur des maillages volumiques peuvent
se réécrire sous cette forme si nécessaire. Ceci dit, cette approche exclut par exemple
les champs de type meshless ou boundary element method.
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FIGURE 5.1 — Gauche : champ scalaire sur un maillage tétraédrique. Milieu : une
tranche. Droite : échantillons du champ aux centres des pixels de la tranche.

5.1.1 Décomposition de la grille d’échantillonnage en tranches

Nous décomposons la grille cubique (ou grille de voxels) en un empilement de
grilles de pixels (2D) que nous appelons tranches. L’approximation de la distance
s’écrit alors sous la forme d’une double somme :

dp (£, 97 =05 > D (fxi) — g(x:))”

k=1..ns i=1..Nj

oll ng est le nombre de tranches et les (x;);=1..n, sont les points d’échantillonnage
associés a la tranche k.

Les sommes intérieures associées a chaque tranche peuvent étre calculées indé-
pendamment. Pour calculer la somme globale, il suffit d’ajouter les contributions de
chaque tranche. L’avantage de cette approche est qu’il n’est pas nécessaire de stocker
les échantillons de f et g d’'une tranche a I’autre. Ceci permet d’utiliser des grilles 3D
contenant des milliards d’échantillons tout en conservant une consommation mémoire
réduite (les valeurs sur la tranche courante).

Pour une tranche donnée &, nous calculons indépendamment les valeurs de f et g
en chaque échantillon, ce qui produit deux listes de valeurs (f; = f(x;))i=1..n,, (9i =
9(x;))i=1..n,, - Nous calculons ensuite la somme des différences et stockons cette contri-
bution. Cette étape d’échantillonnage des champs est illustrée par la Figure 5.1.

L’algorithme 2 global résume les grandes étapes de notre approche.

Algorithme 2 Calcul de distance
calcul des dimensions de la grille d’échantillonnage n,n,,ns a partir de h
pour chaque tranche k in [1,n4| faire

[
calcul des échantillons (f;)i=1..n, > sous-section 5.1.2
calcul des échantillons (g;)i=1..n, > sous-section 5.1.2
calcul de la contribution ¢ = 37, n (f(xi) — g(xi))?
fin pour

calcul de la distance globale df (f, g) = (h? Y k=1.m, /P
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5.1.2 Echantillonnage du champ sur une grille 2D

Les données d’entrée sont un champ f défini sur un maillage A et une grille
réguliére de points, notés (x;;);j. Le champ restreint a un élément est défini par une
fonction composée de la forme :

fix(x) = fx o MEH(x) (5.2)

ol My est la transformation directe de la primitive de référence vers 1’élément
K = Mg(K). Nous nommons X = M (x) les coordonnées dans la primitive de
référence. La fonction d’interpolation fK associée a I’élément K a pour domaine K
(élément de référence). Nous notons P(x) = 0 I’équation du plan P associé a la
tranche courante.

Le résultat de I’algorithme est une liste d’échantillons (fi;);; qui sont les valeurs
du champ f aux points (x;;);;. Pour les points qui ne sont pas & I'intérieur de A,
nous stockons simplement une valeur non définie.

Lorsque A est un maillage tétraédrique, nous échantillonnons le champ avec I’al-
gorithme 3 ci-dessous.

Algorithme 3 Echantillonnage 2D d’un champ défini sur un maillage tétraédrique

pour chaque tétracdre K tel que K NP # () faire

interpoler X aux sommets de K NP > marching tetrahedra
pour chaque point x;; a l'intérieur de K N P faire
interpoler linéairement X pour calculer X;; & x;; > rastérisation
évaluer I'échantillon f;; = fre (%) > évaluation du champ
fin pour
fin pour

Nous expliquerons plus tard (§5.1.3) comment étendre cette algorithme aux mail-
lages composés d’éléments a faces courbes comme les hexaédres trilinéaires.

5.1.2.1 Algorithme d’intersection : marching tetrahedra

Pour chaque tétraédre, il faut calculer 'intersection avec le plan de coupe. Nous
utilisons I’algorithme marching tetrahedra [AK91] dont nous donnons ci-dessous une
breve description.

Historiquement, 1’algorithme marching cube [LC87]| a été développé pour extraire
une surface associée & une iso-valeur dans un champ scalaire défini sur un maillage
volumique composé de cubes. Cet algorithme a été adapté pour effectuer une ex-
traction similaire dans des maillages tétraédriques [DK91; GH95] (ceux-ci pouvant
provenir d’'une décomposition d’un maillage hexaédrique). Le cas de intersection
avec un plan est un cas particulier ou le champ scalaire correspond a ’équation du
plan, de type ax + by + cz +d = 0.

Soient un plan défini par P(x) = 0 et un tétraédre défini par ses quatre sommets
aj,ag, as,ay. Si on s'intéresse aux signes des P(a;), c.a-d. aux valeurs du champ
scalaire aux sommets, on peut observer qu’il y a 16 configurations possibles. Deux
correspondent & une absence d’intersection (les quatre valeurs de méme signe), les
quatorze autres peuvent étre réduites (par symétrie) a trois configurations ou 'inter-
section est soit un triangle, soit un quadrilatére (c.d-d. deux triangles). Les positions
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)

614)

Z(eds)

FIGURE 5.2 — Gauche : intersection entre un plan et un tétraédre (marching te-
trahedra). Droite : rastérisation d’un triangle et interpolation des coordonnées de
référence X aux centres des pixels (symbolisés par les couleurs des pixels).

des sommets de I'intersection sont calculées par interpolation linéaire. Si I'intersection
contient un sommet e;; sur I'aréte i—j, sa position est donnée par e;; = (1—a)a;+aa;
Pl(a; . . . 4
avec a = % Si un champ (scalaire ou vectoriel) est attaché aux sommets,
P(a;)—P(ay) .

on peut calculer ses valeurs aux nouveaux sommets e;; en utilisant la méme inter-
polation linéaire.

La gauche de la Figure 5.2 illustre cet algorithme d’intersection dans notre cas,

ot ’on interpole les coordonnées de références x. Par exemple pour 'aréte 1 — 2 :

ez = (1 — a)a; + aay

)212 = (1 — Oz)}Ail + Oé}ACQ
avec a = ﬁag(m et X3 = (0,0,0), x2 = (0,1,0) les coordonnées dans l'espace
de référence associées aux sommets aj, ao du tétraédre.

Optimisation : restriction 4 un ensemble de candidats Il est couteux d’ap-
peler I'algorithme marching tetrahedra pour chaque tétraédre du maillage (pour une
tranche donnée) alors que la plupart des tétraédres ne sont pas intersectés par le
plan. Nous proposons une optimisation qui consiste & trier spatialement les éléments
et & maintenir une liste de tétraédres candidats.

Ayant en téte une implémentation GPU, nous souhaitons que les candidats forment
un bloc consécutif dans la liste globale des tétraédres du maillage, de sorte que la
liste des candidats soit décrite par deux indices cpus, Chaut-

Une proposition simple est de trier les tétraédres par leur position minimale
le long de l'axe perpendiculaire aux tranches. En supposant que les tranches sont
perpendiculaires & I'axe z, on trie les tétraédres selon leurs coordonnées z minimale,
notée zmin. Alors lorsque que la position z; du plan de coupe augmente & 241,

i ko k A k1 k41 )
Vintervalle [¢}, ., Cirnier] €St mis & jour en [cp " cqr - | tel que :

— de tous les tétraédres entiérement en dessous du plan de coupe 241, cllf;'sl est
celui avec le plus grand z,in

— de tous les tétraédres entiérement au-dessus du plan de coupe zg1, cij&t est
celui avec le plus petit zmin

Cet ensemble contient des tétraédres qui ne sont pas intersectés par le plan de coupe
mais nous avons constaté en pratique que cette optimisation est suffisante pour la
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plupart des maillages et permet un gain de vitesse trés significatif (facteur 10 a 100
voire 1000 suivant les maillages car elle permet d’éviter un grand nombre d’accés
mémoires sur le GPU).

5.1.2.2 Rastérisation des triangles

En informatique graphique, rastériser un triangle consiste a déterminer les pixels
4 l'intérieur et & interpoler linéairement des propriétés aux centres de ceux-ci. Dans
notre cas, ’entrée de la rastérisation est un triangle produit par l'algorithme d’inter-
section plan-tétraédre présenté ci-dessus. Il faut déterminer quels centres de pixels
(points d’échantillonnage) sont & 'intérieur du triangle et interpoler linéairement les
coordonnées de références (définies sur les trois sommets du triangle) aux points. Ce
processus est illustré sur la droite de la Figure 5.2.

Dans notre implémentation GPU (§5.2), cette étape est réalisée automatiquement
et tres efficacement par OpenGL. En effet, comme la rastérisation est une étape
décisive du pipeline de rendu graphique sur GPU, elle est implémentée au niveau
matériel et est trés optimisée.

5.1.2.3 Echantillonnage : évaluation du champ

A chaque point d’échantillonnage x;; & l'intérieur du triangle rasterisé (de 1'élé-
ment K), nous évaluons le champ pour obtenir f;; avec la formule d’interpolation
des éléments finis : R

fi= ) frk oc(Xij) (5.3)

k=1..Ng

Pour les éléments de Lagrange, les (fi k)k=1..n, sont les coeflicients associés aux Nk
degrés de liberté de I'élément K, ((ﬁk) k=1..Nj sont les fonctions de formes de Lagrange
associées a 'élément de référence K et X;j sont les coordonnées de référence calculées
lors de la rastérisation.

Cette étape d’évaluation peut étre généralisée a toute situation ot il est possible
de calculer I’échantillon a partir de coefficients et de coordonnées de référence :

fij = fr (%)

Ceci inclut les fonctions d’interpolation d’éléments finis vectoriels comme ceux
de Nédélec ou de Raviart-Thomas.

5.1.3 Extension aux éléments courbes

Jusqu’a maintenant nous avons considéré des tétraédres dont les transformations
sont affines, ce qui garantit que les étapes marching tetrahedra et rastérisation sont
exactes. Dans cette section, nous étendons notre approche aux éléments dont les
transformations ne sont pas affines, par exemple : hexaédres (transformations trili-
néaires), tétraédres quadratiques ou pyramides (transformations rationnelles).

Dans la formule d’évaluation du champ (5.3), il faut déterminer 1’élément K qui
contient le point et obtenir les coordonnées de référence x pour calculer I’échantillon
f(x;). Lorsque la transformation M est affine, ces deux étapes sont simples (inter-
section tétraédre-plan et interpolation linéaire), mais la situation est plus compliquée
avec des transformations non linéaires. Nous évoquons deux approches possibles :
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| Fr ‘I il '
a) b)

FIGURE 5.3 — Approximation linéaire par morceaux des transformations (décompo-
sition en tétraédres). (a) Tétraédre quadratique avec deux niveaux de subdivision.
(b) Hexaédre trilinéaire avec deux niveaux de subdivision.

— approche exacte : (a) Construire une boite englobante de 1’élément et tester s’il
y a intersection entre cette boite et le plan. (b) Si oui, inverser la transformation
avec une méthode itérative pour calculer les coordonnées de référence x =
M~1(x). Si % est dans la primitive de référence, alors cela veut dire que le
point x est bien dans K et le champ peut étre évalué avec (5.3).

— approche par subdivision : Tous les éléments du maillage dont les transforma-
tions sont non-affines sont subdivisés en dizaines de petits tétraédres. L’algo-
rithme précédent, développé pour les transformations affines, est alors appliqué
a tous les sous-tétraédres.

La seconde approche n’est pas exacte : elle est équivalente & approximer les
transformations par des fonctions affines par morceaux. Mais ’avantage est qu’elle ne
nécessite ni la construction de boites englobantes ni 'inversion des transformations.
Nous avons choisi la seconde approche dans cette thése, sachant que dans notre
implémentation nous pouvons réaliser la subdivision des éléments efficacement sur
le GPU.

Dans le nouvel algorithme 4, la primitive de référence K est décomposée en sous
tétraédres qui sont transformeés par My (illustré sur la Figure 5.3) :

Algorithme 4 Echantillonnage du champ avec éléments courbes
pour chaque élément K faire

subdiviser K en tétraédres T’s > subdivision
pour chaque sous-tétraeédre T tel que TNP # () faire
interpoler X aux sommets de T NP > marching tetrahedra
pour chaque point x;; a I'intérieur de 7' N P faire
interpoler linéairement x pour calculer x;; a x;; > rastérisation
calculer f;; = fK(x}j) > évaluation du champ
fin pour
fin pour
fin pour

Cet algorithme est quasiment identique au précédent si ce n’est qu’il y a une
subdivision supplémentaire. Plus formellement, la nouvelle formule d’évaluation est :
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A 1 ~ . . .
fii = k(Mg " (xi5)), ot Mg est I'approximation linéaire par morceaux de la
transformation Mg.

Subdivision des éléments Pour toute primitive de référence (principalement té-
traédre, cube et pyramide), n’importe quelle subdivision composée de sous-tétracdres
de formes et tailles similaires conviendra. Dans notre implémentation, nous subdivi-
sons récursivement les tétraédres et les hexaédres. Le nombre, ou niveau, de subdi-
vision sl est le paramétre qui contrdle la précision de ’approximation.

Pour les hezxaédres, notre subdivision de base consiste & découper un cube ou
huit cubes. Quand tous les niveaux de subdivisions ont été appliqués, les cubes sont
finalement décomposés en six tétraédres. Par exemple, un niveau deux de subdivi-
sion produit 384 sous-tétra¢dres, comme illustré sur la Figure 5.3. A la fin, chaque
hexaédre est décomposé en 8% x 6 sous-tétraédres. Cette décomposition introduit
une direction diagonale sur les faces. Deux hexaédres adjacents devraient posséder
la méme direction diagonale sur leurs faces communes pour que la subdivision (glo-
bale) soit cohérente. Dans le cas contraire, le maillage subdivisé n’est pas parfait
et il peut comporter des petits trous ou chevauchements. Il est possible de trouver
des subdivisions cohérentes en utilisant des décompositions en 5 tets et en 6 tets
et en étudiant les configurations locales, cependant cela exigerait un prétraitement
et 'implémentation GPU des subdivisions serait plus compliquée. En pratique, on
observe que ce défaut de cohérence dans les subdivisions a un impact négligeable sur
les calculs et nous l'ignorons.

Pour les tétraédres, notre subdivision de base est d’appliquer une décomposition
en quatre tétraédres et un octaédre, puis de décomposer I'octaédre en quatre nou-
veaux tétraédres. A chaque niveau de subdivision, chaque tétraédre devient ainsi huit
sous-tétraédres. A la fin, la subdivision produit 8% sous-tétraédres, soit par exemple
64 sous tétraédres pour le niveau deux comme illustré sur la Figure 5.3.

Dans les maillages hybrides composés d’éléments de différents types, il est préfé-
rable d’utiliser des subdivisions compatibles, c¢’est-a-dire qu’a chaque sous-tétraédre
sur le bord d’une décomposition correspond un sous-tétraédre dans la décomposition
de I’élément adjacent. Les incompatibilités de diagonales peuvent étre ignorées si
le niveau de subdivision est suffisamment élevé, par contre il faut s’assurer que les
subdivisions produisent des tailles cohérentes telles que les nouveaux sommets des
décompositions de deux éléments adjacents se correspondent.

L’approximation géométrique des éléments courbes introduit une erreur sur le
calcul de la distance finale. Cette erreur décroit avec le niveau de subdivision, et le
niveau de subdivision adéquat dépend de 'application : une subdivision de niveau
un peut étre suffisante pour une premiére estimation de la distance tandis qu’il est
nécessaire d’utiliser des niveaux supérieurs pour des calculs précis (e.g. distance a
une solution de référence lors d’une analyse de convergence éléments finis). Ce point
est discuté plus en détail dans la section avec des expériences numériques (§5.3).

5.2 Implémentation GPU avec OpenGL

Les cartes graphiques (GPU) sont extrémement efficaces pour exécuter des algo-
rithmes parallélisés, ol tous les processus exécutent les mémes instructions en méme
temps. De plus les cartes graphiques ont des circuits spécialisés pour rastériser des
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Vertex Geometry Rasterization Fragment
shader > shader > > shader
« transfo. des . .
sous-tétraédres * marching tetrahedra * interpolatation coord. « évaluation du champ
« assignement des (intesect. plan-tets) de réf. aux échantillons

coord. de réf.

FIGURE 5.4 — Pipeline de rendu OpenGL utilisé pour échantillonner les champs.

triangles et effectuer des interpolations linéaires dans ceux-ci. L’objectif de notre
implémentation est d’exploiter au maximum ces spécificités.

Notre implémentation est calquée sur les algorithmes 2 et 4. La version adaptée a
I’environnement OpenGL est résumée par 'algorithme 5. Les différentes étapes sont
discutées dans la suite de cette partie.

Algorithme 5 Apergu du fonctionnement de I'implémentation OpenGL

transfert des coefficients des maillages et champs de CPU vers GPU
pour chaque tranche k de [1,n;] faire

rendu du champ f dans la texture T > pipeline de rendu

rendu du champ g dans la texture T > pipeline de rendu

calcul de la texture de différence Ty = Ty — T}, > différence de textures

réduction de la texture Ty vers la k-iéme colonne de la texture T > réduction
fin pour

transfert de la texture Ty du GPU vers le CPU
calcul de la distance globale & partir des valeurs de Ty

5.2.1 Pipeline de rendu

Le pipeline de rendu est ’étape qui permet d’échantillonner les champs sur les
grilles de pixels. Dans la suite, nous utiliserons les termes échantillonnage et rendu
de maniére interchangeable. Les sous-étapes du pipeline de rendu sont résumées sur
la Figure 5.4.

Au lieu d’un rendu classique & I’écran, nous utilisons OpenGL de maniére & effec-
tuer des rendus dans des textures, c.a-d. des grilles rectangulaires, en les attachant
a des framebuffer object. La taille des textures est fixée a ng * ny (e.g. 1000x800).
En pratique, ces dimensions sont calculées & partir du nombre d’échantillons maxi-
mal souhaité. Egalement, au lieu de produire des couleurs RGBA, nous configurons
OpenGL de maniére a produire des nombres flottants (32 bits), ce qui se traduit par
I'utilisation de textures de type GL_FLOAT.

Le pipeline de rendu est appelé pour chaque tranche via un appel & la fonction
glDrawElementsInstanced() 2" avec la primitive GL_LINES ADJACENCY en ar-
gument afin de spécifier que les points sont regroupés quatre par quatre en entrée du
geometry shader.

En appelant glDrawElementsInstanced(), nous dessinons plusieurs instances d’un
groupe d’éléments. Dans notre cas, les instances correspondent aux éléments du

27. OpenGL 4.5 Reference Pages https://wuw.opengl.org/sdk/docs/man4/
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maillage & trancher et le groupe d’éléments est toujours un groupe de tétraédres
(sommets regroupés par quatre) et correspond a la décomposition de la primitive
de référence (e.g. cube, pyramide). Pour un maillage tétraédrique avec géométries
affines, ce groupe est réduit a4 un seul tétraédre.

Dans la terminologie graphique (OpenGL, DirectX, etc), les opérations effectuées
dans les étapes successives du pipeline de rendu sont spécifiées dans des shaders.
Chaque shader effectue un nombre limité de taches. Dans notre implémentation, la
répartition des taches est la suivante :

a) Le vertex shader a pour entrée des tétraédres (les décompositions). Il applique
la transformation directe (élément de référence vers espace réel) associée a
I'instance en cours. Des coordonnées dans I’élément de référence (e.g. (0,0,0)
pour le premier sommet) sont associées aux sommets (elles seront utilisées dans
le geometry shader). Les coefficients déterminant la transformation sont lus via
mécanisme OpenGL de vertex attribute et changent pour chaque instance.

b) Le geometry shader est appelé une fois pour chaque tétraédre et exécute I’al-
gorithme de marching tetraedre (intersection plan tétraédre). Il produit 0, 1 ou
2 triangles avec les coordonnées de référence interpolées a leurs sommets.

c) L’étape de rastérisation est exécutée automatiquement par OpenGL. Elle in-
terpole linéairement les coordonnées de référence aux centres des pixels de la
grille qui sont a l'intérieur du triangle considéré.

d) Le fragment shader est responsable du rendu final. Il est appelé pour chaque
pixel émis par la rastérisation. Dans notre approche, il regoit les coordonnées
de référence du pixel et il évalue le champ en appliquant la formule d’interpo-
lation. Cette formule est un polynéme dont les coefficients sont récupérés via
un mécanisme détaillé dans le paragraphe Evaluation des champs.

Sile champ est composé de plusieurs types d’éléments finis (primitive géométrique
différente ou fonction d’interpolation différente), nous appelons le pipeline de rendu
une fois pour chaque type. Ainsi lors d’un appel de rendu, toutes les instances utilisent
la méme formule de transformation et d’interpolation (dont les coefficients varient).

Evaluation des champs Il serait possible de stocker les coordonnées de référence
obtenues au niveau du fragment shader dans une texture, de la télécharger sur le
CPU et d’effectuer les interpolations sur le CPU. Cependant les transferts de données
entre le CPU et le GPU sont lents, et transférer deux textures de tailles importantes
a chaque tranche prend beaucoup plus de temps que le rendu initial. Il est donc
nécessaire d’évaluer complétement les champs sur le GPU : transférer (une seule fois
a l'initialisation) les coefficients associés aux fonctions d’interpolation du CPU vers le
GPU et y accéder dans le fragment shader. Prenons I'exemple d’un maillage composé
d’un million d’éléments, avec dix degrés de liberté (par ex. tétraedres Py), et un champ
vectoriel de dimension trois (par ezx. déplacement en élasticité). Cela correspond a 30
millions de valeurs (32 bits). Une telle quantité ne tient pas directement ni dans une
texture, ni dans un uniform buffer object, ni dans un buffer texture. Une possibilité
serait de diviser les données en de nombreuses textures et d’accéder a la texture
voulue au moment adéquat, mais cela compliquerait I'implémentation. A la place
nous avons choisi d’utiliser les Shader Storage Buffer Objects (SSBO) qui ont été
introduits avec OpenGL 4.3. car leur taille maximale est celle de la mémoire GPU.
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FIGURE 5.5 — Calcul de distance a partir des échantillons. (a) Traitement de la k-
éme tranche. (b) Réduction finale des contributions de chaque tranche pour calculer
la distance globale.

Malheureusement cela implique que 'ordinateur utilisé supporte OpenGL 4.3, ce qui
n’est pas le cas des ordinateurs sous OSX a I’heure actuelle.

La sortie du pipeline de rendu est une texture (c.a-d. un tableau 2D) avec les
valeurs du champ (ou valeurs non-défini au niveau des pixels qui ne sont pas a l'inté-
rieur du domaine). Si le champ est scalaire, le format de la texture est GL_RED (une
valeur par pixel). Si le champ est vectoriel, nous utilisons respectivement les formats
GL_ RG, GL_RGB, GL_RGBA pour les dimensions deux, trois et quatre. Pour
des dimensions supérieures, il faut utiliser un rendu sur plusieurs textures (multiple
render targets).

5.2.2 Différence de textures

Comme les deux textures Ty, T, associées aux champs f et g sont disponibles sur
la mémoire GPU, nous pouvons facilement calculer la texture différence T; = T — T},
en dessinant un quadrilatére et en appelant un nouveau fragment shader sur chaque
pixel. Ce fragment shader exécute simplement une soustraction (composante par
composante si le champ est vectoriel).

5.2.3 Reéduction de texture

Les temps de transfert entre CPU et GPU étant lents, ils peuvent dégrader si-
gnificativement les performances de notre approche. Il faut donc traiter la texture
de différence Ty directement sur le GPU.

Les contributions d’une tranche & la distance globale sont stockées dans une
texture notée Tyy. Ty est une texture de taille n, * ny, dont chaque colonne Cj, est
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une contribution calculée & partir de la k-éme texture de différence (Ty). La j-éme
valeur du vecteur colonne C} est la somme des valeurs calculée le long de la j-éme
ligne de Ty. Ce processus est illustré sur la Figure 5.5.a. Pour chaque tranche, nous
calculons un vecteur contribution au lieu d’une seule valeur car la réduction en une
seule valeur n’est pas optimale du point de vue de l'utilisation du GPU.

Quand le champ est vectoriel, nous combinons les différentes composantes en
prenant la racine des carrés moyennés. Nous appliquons également la puissance p
correspondante & la norme LP souhaitée, ou nous prenons le maximum des différences
pour la norme L*. Pour calculer la distance globale, il faut également connaitre le
nombre de pixels & 'intérieur du domaine pour chaque tranche. Ce nombre est stocké
comme une composante de la texture T qui est multivaluée (GL_RGBA).

Finalement, la texture Ty est transférée sur le CPU afin de calculer la distance
globale (Figure 5.5.b.). Il est possible de réduire Ty en une texture 1D directement
sur le GPU (avant le transfert) mais le gain (sur le temps de calcul total) est faible
car 'opération est réalisée une seule fois.

Pour des raisons d’efficacité, nous calculons plusieurs distances en méme temps
lors de la réduction qui remplit la texture T : celle-ci peut stocker quatre valeurs
par pixels (dont une est prise par le nombre d’échantillons dans le domaine). Notre
implémentation calcule les distances L', L?, L> mais ceci peut étre facilement mo-
difié.

Remarque. Il est entiérement possible d’utiliser d’autres stratégies de réduction
pour calculer les contributions. Mais il faut garder en téte que les textures ne sont
ni carrés ni des puissances de deux, ce qui rend le probléme non trivial.

De plus, il serait possible d’effectuer directement la différence des textures vers
une colonne sans former explicitement la texture T,;. Nous ’avons conservée car elle
facilite fortement le débogage et permet une visualisation interactive.

5.3 Validation et discussion de la méthode

Dans cette partie, nous validons la méthode d’approximation de distance sur
deux problémes analytiques simples (§5.3.1) et nous explorons l'influence des pa-
rameétres d’approximation (nombre d’échantillons et niveau de subdivision) sur des
cas d’applications réalistes (§5.3.2). Dans la partie suivante (§5.3.3) nous nous in-
téressons aux performances (convergence, temps de calcul). En plus de la rapidité,
un autre avantage de notre approche graphique est la possibilité de visualiser les
résultats intermeédiaires et de se servir interactivement de l'outil (§5.3.4). Dans la
derniére partie, nous évoquons les limitations inhérentes & notre approche graphique
et implémentation GPU (§5.3.5), ainsi que des perspectives d’amélioration (§5.3.6).

5.3.1 Validation sur des cas analytiques de bosses sinusoidales

Lorsque la solution analytique d’un probléme est connue, il est possible de calculer
I’erreur associée a la solution éléments finis en transformant les points de quadrature
dans l’espace réel et en évaluant & la fois la solution analytique et la solution cal-
culée (voir méthode des solutions manufacturées §2.3.1, p. 67). Cette procédure est
rapide car tous les calculs sont directs, c.d-d. sans transformation & inverser. Dans
les validations suivantes, nous utilisons cette erreur (calculée a partir de quadratures
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d’ordre élevé) comme référence et nous la comparons a la distance (& une solution
de référence) calculée avec notre approche.

Nous commengons par étudier le probléme de la bosse sinusoidale (sine bump
en anglais). On rappelle qu’il s’agit d’'un probléme de Poisson simple de la forme
—Au = f avec f = 32 sin(mx) sin(my) sin(7z), avec des conditions de Dirichlet nulles
sur les bords du domaine qui est le cube unité [0, 1]3. La solution analytique est u =
sin(7rzx) sin(7y) sin(7z). Nous résolvons ce probléme avec des éléments finis linéaires
par morceaux P; définis sur des tétraeédres et des éléments trilinéaires (Q; définis sur
des hexaédres. Les solutions numériques sont illustrées sur la gauche de la Figure 5.6.
Pour évaluer I'influence des transformations non-affines, nous avons construit les
maillages de sorte que les faces des hexaédres ne soient pas planes (quatre sommets
non-alignés). Les erreurs de référence (en pointillés sur la figure) sont calculées en
utilisant des quadratures d’ordres élevés. Il est intéressant de souligner que pour
obtenir une erreur L°° précise, nous avons du utiliser des quadratures associées a
des polynomes d’ordre supérieur a 20 (milliers de points par élément) car la solution
analytique n’est pas polynomiale.

Pour le maillage tétraédrique, les erreurs reportées sur le haut de la Figure 5.6
montrent que notre approximation de la distance converge rapidement vers la bonne
valeur avec le nombre d’échantillons. Comme ’on pouvait s’y attendre, la convergence
de la distance L™ est plus lente car elle est uniquement déterminée par le point ot les
deux champs différent le plus, or un échantillonnage uniforme n’est pas une stratégie
optimale ni efficace pour trouver ce point. Un autre aspect & considérer est que les
champs (produits de sinusoides) sont trés lisses, et donc le nombre d’échantillons
nécessaires pour ce cas simple n’est probablement pas pertinent pour des problémes
plus compliqués.

Pour le maillage hexaédrique, les faces intérieures ne sont pas planes car les
transformations définissant la géométrie des éléments sont des fonctions trilinéaires.
Dans notre approche, nous approximons ces géométries en les décomposant en sous-
tétraédres. Sur le bas de la Figure 5.6, on peut observer l'influence du niveau de
subdivision sur notre calcul de la distance L°°. Nous n’indiquons que la norme L
car il s’agit du cas le plus défavorable, mais le comportement est similaire dans une
moindre mesure pour les autres normes. Sur cet exemple, nous constatons que la
décomposition d'un hexaédre en six tétraédres n’est clairement pas suffisante car elle
produit une distance significativement fausse. Par contre le niveau deux de subdivi-
sion (384 sous-tétraédres) permet d’approcher suffisamment la distance exacte. Un
seul niveau de subdivision (48 sous-tétraédres) peut suffire pour une approximation
plus grossiére de la distance.

Le second probléme analytique que nous utilisons pour valider notre approche est
un probléme d’élasticité linéaire que nous résolvons avec le formulation faible stan-
dard en déplacement. Il est trés similaire au probléme précédent : le domaine est le
cube unité, les conditions aux limites sont celles de Dirichlet homogéne (déplacement
nul sur les bords) et la solution analytique est un produit de fonctions sinusoidales
dont les composantes sont :

Vi € [0,2], u; = sin(27x) sin(27y) sin(27z)
Ce probléme est résolu avec des maillages tétraédres et hexaédriques de différentes

résolutions, équipés de fonctions éléments finis de Lagrange d’ordre un a trois. Nous
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FIGURE 5.6 — Distances & la solution analytique. Gauche : Solutions P1 et Qq
définis sur des maillages tétraédriques et hexaédriques du cube unité. Haut-droit :
Convergence de la distance approchée avec le nombre d’échantillons dans le domaine,
pour la solution P;. Bas-droit : Influence du niveau de subdivision appliqué aux
hexaédres sur la distance L>°. Les distances de référence (en pointillés) sont calculées
avec des quadratures d’ordres élevés.
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FIGURE 5.7 — Probléme d’élasticité linéaire sine bump. Convergence en norme L2
des solutions éléments finis de Lagrange vers la solution de référence en fonction du
nombre de degrés de liberté. La solution de référence est P4 calculée sur un maillage
fin. La distance relative L? est la distance divisée par la norme L? de la solution.
Les courbes en pointillés correspondent a lerreur d’approximation L2, calculée par
quadrature avec la solution analytique. La perte de convergence de la courbe Q3 est
due a une décomposition insuffisante des transformations trilinéaires dans le calcul
de distance.

calculons également une solution de référence d’ordre quatre sur un maillage trés fin.
Pour chaque espace d’approximation (maillage et élément fini associé), nous calcu-
lons la distance L? & la solution de référence avec notre approche ainsi que l’erreur
d’approximation par rapport a la solution analytique avec des quadratures d’ordres
élevées (e.g. 20). Pour le calcul de distance, nous utilisons 500% échantillons ainsi
qu’un niveau trois de subdivision pour les transformations des hexaédres. Les résul-
tats sont présentés sur la Figure 5.7 sous forme de courbes de convergence éléments fi-
nis. Comme le domaine est cubique et que les éléments sont relativement isotropes, la
racine cubique du nombre de degrés de liberté est approximativement proportionnelle
a la taille caractéristique h des éléments. Pour 1’élasticité linéaire, 'erreur optimale
L? associée a la solution éléments finis d’ordre k est de type |lu — up| ;2 < ChFH!
pour une solution C*°, ce qui est le cas ici.

On observe que, dans la plupart des cas, la distance a la solution de référence
calculée avec notre approche correspond & l'erreur d’approximation calculée avec la
solution analytique par quadratures. Cependant, la distance calculée n’est plus exacte
pour les maillages hexaédriques fins équipés d’éléments d’ordre trois (Q3). Cet écart
est di & I'approximation linéaire par morceaux des transformations trilinéaires des
hexaédres dans le calcul de distance : lorsque l'approximation par éléments finis
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devient trés précise (erreur relative inférieure & 1073), Perreur d’approximation des
transformations trilinéaires devient dominante. En pratique, cet effet peut étre contré
en augmentant le niveau de subdivision des hexaédres afin de repousser le probléme
4 un niveau de précision supérieur.

A partir de ces deux cas analytiques, nous concluons que notre calcul de distance
approché se comporte bien puisque : (1) il converge vers les valeurs attendues lorsque
le nombre d’échantillons augmente, (2) les éléments courbes peuvent étre approximeés
de maniére satisfaisante (avec une décomposition suffisamment fine). Concernant le
second point, il faut bien étre conscient que les mesures de distance de précision élevée
nécessitent des décompositions importantes. Si la décomposition n’est pas adaptée,
la distance calculée pourra étre significativement fausse.

5.3.2 Sensibilité aux paramétres pour des maillages et champs non-
triviaux

En pratique, 'utilisateur doit choisir un nombre d’échantillons (ou de maniére
équivalente un espacement entre échantillons voisins), et un niveau de subdivision si
les éléments sont non-affines. Nous étudions maintenant deux exemples afin de savoir
comment choisir ces paramétres et quelle est leur influence sur le calcul de distance.

Le premier cas d’étude est un probléme d’élasticité linéaire défini sur la piéce
mécanique dénotée hanger. Le modéle 3D, les résultats de la simulation par éléments
finis, ainsi que des exemples de maillages utilisés sont illustrés sur la Figure 5.8.
Pour le moment, nous nous concentrons sur la convergence du calcul de distance
en fonction des paramétres (nombre d’échantillons et niveau de subdivision). Sur
la Figure 5.9.a., nous étudions la distance entre une solution Pj3 calculée sur un
maillage grossier (86k tets) et une autre solution Py calculée sur un maillage plus fin
(960k tets). On observe que I'approximation de la distance a convergé en moins de
dix millions d’échantillons. Ce nombre plutot faible d’échantillons nécessaires peut
s’expliquer par ’aspect lisse du champ de déplacement.

Sur la Figure 5.9.b., on calcule la distance entre une solution Py définie sur un
maillage tétraédrique (209k éléments) et une solution Q9 définie sur un maillage
hexaédrique (36k hexs), pour lequel nous utilisons différents niveaux de subdivision
lors du calcul de la distance L. On observe que le niveau un est suffisant, ce qui
correspond & approximer la géométrie des hexaédres par 48 sous-tétraedres. Il est
important de remarquer qu’une décomposition en seulement six tétraédres produit
de mauvais résultats.

Les exemples précédents considérent uniquement des champs lisses (probléme
de Poisson ou d’élasticité linéaire), or il parait assez logique que notre approche
par échantillonnage régulier fonctionne bien sur ce type de cas. Dans les exemples
suivants, nous regardons le comportement de notre calcul sur des champs plus irré-
guliers. Pour générer des champs aléatoires tout en controlant la corrélation spatiale,
nous utilisons 'algorithme du bruit de Perlin [Per85|.

Les résultats expérimentaux de la figure Figure 5.10 montrent que la convergence
de notre calcul de distance est plus lente pour des champs avec des variations hautes
fréquences, particuliérement pour la norme L*°. Ce comportement est logique, mais
il est intéressant de noter que la convergence est toujours suffisamment rapide pour
des applications concrétes, méme avec des hautes fréquences. Ceci peut s’expliquer
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FIGURE 5.8 — Probléme d’élasticité linéaire sur le modéle hanger. Gauche : Solution
éléments finis, maillage non déformé en rouge, amplitude du déplacement en couleurs.
Droite : Exemples de maillages utilisés.
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FIGURE 5.9 — hanger. Probléme d’élasticité linéaire, déplacements illustrés sur la
Figure 5.8. Gauche : convergence des distances L', L?, L. Les distances sont nor-
malisées par leur valeur la plus précise afin de pouvoir afficher les trois normes sur la
méme échelle. Droite : influence du niveau de subdivision sur la distance L™ calculée
sur le maillage hexaédrique du hanger.
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FIGURE 5.10 — Gauche : modéle carter coupé, avec des bruits de Perlin respective-
ment basse et haute fréquence. Droite : pour les deux champs, les distances calculées
entre les deux solutions éléments finis (P; sur le maillage fin et P5 sur le maillage
grossier)

par le fait que les distances calculées sont globales (& I’exception de la norme L), et
que la différence moyenne des deux champs est capturée assez rapidement. Lors de
nos essais et expériences numériques, nous avons observé qu’il est trés rare d’avoir
besoin de plus d’un milliard d’échantillons & 'intérieur du domaine pour converger.
Il est sans aucun doute possible de mettre en défaut notre approche en construisant
des cas pathologiques, mais ceux-ci ne sont pas des résultats typiques de simulations
éléments finis. En pratique, pour s’assurer que ’échantillonnage est suffisant, nous
calculons la distance plusieurs fois en augmentant le nombre d’échantillons jusqu’a
ce que la valeur calculée soit stable.

Comme notre approche utilise une grille réguliére pour évaluer la distance, elle
est sensible & l'orientation de la boite englobante dans laquelle est définie la grille.
Nous étudions 'influence de cette orientation sur la distance calculée pour les simu-
lations précédentes (bosse sinusoidale et élasticité linéaire sur le hanger), en affichant
les variations sur la distance calculée pour des rotations d’axes aléatoires. Sur la Fi-
gure 5.11, on observe que I'influence de la rotation diminue avec le nombre d’échan-
tillons, comme ’on pouvait s’y attendre. Pour des champs suffisamment échantillon-
nés, on considére que 'influence de la rotation est négligeable.

5.3.3 Performances

Comme notre approche exploite des opérations optimisées pour les GPUs (par
ex. rastérisation de triangles), le calcul de distance prend généralement quelques
secondes avec une carte graphique de moyenne gamme (e.g. Nvidia 960) et moins
d’une seconde avec une carte graphique haut de gamme (e.g. Nvidia 1080GTX). Dans
cette partie, nous reportons les temps de calcul obtenus sur un ensemble de maillages
et de champs variés, dont ceux présentés précédemment. Le temps de calcul dépend
de nombreux facteurs : nombre d’échantillons dans le domaine, nombre d’éléments
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FIGURE 5.11 — Influence de l'orientation des axes en fonction du nombre d’échan-
tillons dans le domaine. Gauche : Bosse sinusoidale sur le cube. Droite : Probléme
d’élasticité linéaire sur le modéle hanger.

dans le maillage, niveau de subdivision si éléments non-affines, dimension du champ
(scalaire ou vectoriel). Le temps nécessaire pour obtenir une bonne approximation
de la distance variera donc significativement pour chaque modéle, mais 'important
est que pour des maillages standards (jusqu’a quelques millions d’éléments), nous
obtenons toujours une approximation précise en moins de quelques secondes.

Les temps de calcul rapportés sur la Figure 5.13 sont obtenus avec une Nvidia
Geforce GTX 1080. Chaque paire de champs est décrit dans le tableau & gauche de la
Figure 5.13. Pour les maillages hexaédriques, nous utilisons toujours le niveau deux
de subdivision (chaque hexaédre est décomposé en 384 tets), ce qui est un choix str
d’aprés nos discussions précédentes. Les temps de calculs ne prennent pas en compte
les temps de transfert du disque dur vers la mémoire vive (car ils dépendent de la
présence ou non de SSD, du cache, etc) mais ils incluent les temps de transfert de la
mémoire vive vers la mémoire GPU. Comme nous sommes principalement intéressés
par le temps minimal requis pour obtenir une bonne approximation de la distance,
nous affichons la convergence des distances L?, L> en fonction des temps de calcul
sur la droite de la Figure 5.13.

En général, il faut moins d’une seconde pour calculer précisément une distance
en utilisant jusqu’a un milliard d’échantillons & l'intérieur du domaine, pour des
maillages tétraédriques de taille moyenne (entre 100k et 1M d’éléments). Le calcul
sur les maillages hexaédriques est plus lent, a cause des subdivisions en 384 tétraédres,
mais cela reste du méme ordre de grandeur. La convergence de la distance est souvent
atteinte en moins d’une seconde pour la distance L?, y compris pour des maillages
assez imposants (cf les résultats sur la Figure 5.13). Pour les gros maillages, comme
#5 et #6 illustrés sur la Figure 5.12, il faut plus d’échantillons pour converger en
norme L°° mais il s’agit toujours d’un calcul prenant au plus quelques secondes.

Ces faibles temps de calcul permettent de calculer des dizaines de distances en
quelques minutes, ce qui est trés utile pour effectuer des analyses de convergence,
comme celles présentées dans la derniére partie du Chapitre 4.
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FIGURE 5.12 — Gauche : Bruit de Perlin sur modéle 7/7. Droite : Bruit de Perlin
sur modéle 40 heads. Les maillages tétraédriques sont mis en avant sur les zooms.

Passage a I’échelle. Dans ’exemple qui suit, nous calculons la distance entre deux
champs définis sur deux maillages tétraédriques du modéle 40 heads, illustré sur la
Figure 5.12. Ce modéle comporte de nombreux détails géométriques et est composé
de beaucoup de vide (uniquement 20% de la boite englobante est solide). Le champ
est un bruit de Perlin [Per85] projeté sur deux espaces éléments finis : le premier est
composé de 2 905k tétraédres munis de polyndomes de degré 5 (56 degrés de liberté)
et le second est composé de 2 305k tétracdres munis de polyndémes de degré 7 (120
degrés de liberté). Ces espaces comportent respectivement 64M et 146M degrés de
liberté (notre implémentation fonctionne comme si les champs étaient discontinus
aux interfaces entre ¢éléments). Cet exemple implique l'utilisation de larges grilles
d’échantillonnage (jusqu’a 3752x3067x2200) et consomme 3G'B de mémoire GPU.

Les convergences des distances L', L? et L> en fonction du nombre d’échantillons
& lintérieur du domaine et en fonction du temps de calcul sont indiquées sur la
Figure 5.14. On observe que la convergence est plus lente qu’avec les polynémes
d’ordres plus faibles étudiés précédemment, ce qui est logique car il faut beaucoup
plus d’échantillons pour approximer les intégrales. [’évaluation des polynémes dans
le fragment shader est également plus lente (beaucoup plus d’opérations */+ que
nous n’avons pas cherché a optimiser). Toutefois les temps de calcul nécessaires
restent tout a fait raisonnables (de 'ordre d’une minute) compte tenu de la taille des
champs.

Pour des gros maillages (dizaines de millions d’éléments), notre approche peut
étre adaptée en ajoutant une étape de décomposition des maillages. Dans ce dernier
cas, le temps calcul pourra prendre quelques minutes pour obtenir des valeurs pré-
cises, mais ce sera toujours des ordres de grandeur plus rapide que le temps requis
pour effectuer les simulations éléments finis en premier lieu.

5.3.4 Visualisation interactive et extraction d’information

L’objectif initial de notre méthode est de calculer des distances globales, mais
il est intéressant d’exploiter le fait que notre pipeline de rendu calcule la différence
entre les deux champs a chaque échantillon.

Dans notre implémentation, la mémoire GPU contient les valeurs de f,get f—g
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FIGURE 5.13 — Haut-gauche : Description des pairs de champs. Haut-droit : Evo-
lution des temps de calcul avec le nombre d’échantillons. Bas : Distances L2, L>®
calculées en fonction du temps de calcul (qui est lié au nombre d’échantillons par les
courbes en haut a droite). Pour visualiser les différents cas sur les mémes figures, la
distance L? est normalisée par la valeur calculée avec le plus grand nombre d’échan-
tillons et la valeur L™ est normalisée par la plus grande valeur obtenue pour chaque
modéle.

dans des textures pour chaque tranche. Il est trés simple de visualiser graphique-
ment ces textures, comme sur la Figure 5.15. Cette visualisation est particuliérement
intéressante pour comprendre comment l'ordre des polyndémes, la géométrie des élé-
ments, ou toute autre propriété, affectent la solution éléments finis. Les textures
peuvent également étre exportées comme images, ou encore il est possible d’exporter
la voxelisation compléte pour une analyse plus approfondie dans un autre logiciel avec
des fonctionnalités avancées de visualisation (e.g. iso-valeurs, transparence) comme
ParaView.

5.3.5 Limitations

Notre calcul de distance souffre de limitations inhérentes & l'utilisation d’un
échantillonnage régulier et & son implémentation sur GPU.
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FIGURE 5.14 — Performances sur de gros maillages tétraédriques (2 905k et 2 350k
tets) équipés de polynomes d’ordres élevés (5 et 7). Convergence de la distance en
fonction du nombre d’échantillons dans le domaine (gauche) et du temps de calcul
(droite). Le modele 40 heads utilisé est illustré sur la Figure 5.12.

FIGURE 5.15 — Gauche : tranche de la solution @Qq du probléme sinus bump. Droite :
tranche de la solution Py. Milieu : différence absolue des deux échantillonnages.

Echantillonnage régulier. La distance calculée est déterminée par les valeurs
du champ aux points d’échantillonnage réguliérement espacés. Il est facile d’imagi-
ner des cas ou cet échantillonnage rate complétement les valeurs intéressantes des
champs étudiés. Ce probléme ne devrait cependant pas arriver pour des fonctions
suffisamment lisses, comme c’est le cas des solutions éléments finis composées de
polynémes. Cependant, les potentiels utilisateurs doivent avoir & 'esprit que cette
approche ne capture pas efficacement les phénoménes hautes fréquences.

L’échantillonnage régulier est affecté par l'orientation de la boite englobante (axes
de la grille). Ceci a notamment un impact sur ’approximation par voxels des bords
du maillage. De la méme facon, lors de I’étude de champs discontinus aux interfaces
entre éléments (e.g. Galerkine discontinu), I’échantillonnage des interfaces sera af-
fecté par 'orientation de la grille. En pratique ces défauts sont assez négligeables dés
que I’échantillonnage est suffisamment fin (plusieurs millions d’échantillons).
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Approximation par subdivision des éléments courbes. Les transformations
non-affines sont approximées par des transformations affines par morceaux (c.a-d.
par une décomposition en tétraédres). L'erreur due a cette approximation dépend
du niveau de subdivision. L’exemple de la Figure 5.7 montre que cette erreur peut
devenir dominante par rapport a la distance calculée entre solutions éléments finis
proches. Une solution & ce probléme est d’augmenter le niveau de subdivision, ce-
pendant un niveau supérieur & trois peut ralentir significativement le temps de calcul.

Limitations lies a U'implémentation sur GPU. Notre approche est rapide
parce qu’elle repose sur des algorithmes de visualisation pour lesquels les cartes
graphiques sont optimisées. Il faut donc posséder une carte graphique suffisamment
puissante. En pratique, ceci exclut les cartes graphiques intégrées aux processeurs
ou cartes meéres. Une seconde limitation est que notre implémentation exploite des
fonctionnalités d’OpenGL 4.3, version qui n’est pas forcément disponible pour tous
les systémes d’exploitation (actuellement non supporté par OSX).

Notre implémentation utilise des nombres flottants d’une précision de 32 bits
parce qu'OpenGL ne permet pas d’effectuer la rastérisation avec une précision double.
Cependant il est tout a fait possible de re-implémenter notre approche avec OpenCL
ou CUDA pour profiter a la fois de la puissance des GPUs et d’une précision 64
bits, au prix de temps de calcul rallongés. D’aprés notre expérience avec ce code, la
précision limitée a 32-bits n’a jamais posé de problémes mais ce pourrait étre le cas
sur de trés gros maillages.

Un autre aspect limitant des cartes graphiques est la quantité de mémoire dispo-
nible. Dans notre implémentation, les deux maillages ainsi que les coefficients associés
aux champs sont transférés (une seule fois a 'initialisation) sur GPU. Dans notre cas
(Nvidia 1080 GTX), la limite mémoire est 8 GB, ce qui est suffisant pour traiter des
maillages importants (dizaines a centaines de millions d’éléments). Si les maillages
et champs sont trop gros, il faut les décomposer.

Pour une tranche donnée, nous calculons tous les échantillons. Pour des gros
maillages, cela peut impliquer d’utiliser et de stocker des grilles de pixels assez im-
portantes (e.g. bk x 5k), ce qui n’est pas forcément adapté pour les GPUs qui sont
optimisés pour des grilles dont la taille est de 'ordre de la résolution des écrans. Une
possibilité est de décomposer les tranches en sous-tranches (équivalent a effectuer
des zooms) et de traiter ces sous-tranches indépendamment. Cette décomposition
pourrait étre particuliérement utile pour gérer des modéles imposants composés de
nombreux et/ou gros vides (e.g. micro-structures).

5.3.6 Perspectives d’amélioration

Les limitations liées & 1’échantillonnage régulier sont difficilement évitables car
c’est principalement cette régularité qui nous a permis de développer une approche
efficace au probléme de calcul de distances. Ceci dit, il est fortement possible d’amé-
liorer notre implémentation afin qu’elle soit plus précise et plus 4 méme de traiter
des problémes plus imposants. Un autre axe d’amélioration important concerne 1’ex-
périence utilisateur : comment cet outil peut-il étre adapté pour répondre au mieux
aux besoins des utilisateurs ?
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Approximation des éléments courbes. Pour des calculs de distance haute pré-
cision, notre calcul de distance peut souffrir d’erreurs trop importantes introduites
par 'approximation des transformations non-affines. Une amélioration pratique qui
nous parait prometteuse serait d’utiliser la décomposition comme une premiére ap-
proximation des coordonnées de référence, puis d’appliquer quelques itérations d’un
algorithme de type Newton-Raphson sur la transformation non-affine afin de conver-
ger vers des coordonnées de référence beaucoup plus précises. Comme un niveau de
décomposition élevé (e.g. niveau trois) est trés couteux en temps de calcul, il devrait
étre possible d’implémenter une solution rapide combinant un niveau un de subdivi-
sion comme initialisation et quelques itérations. L’inconvénient de cette amélioration
est une augmentation de la complexité du code ainsi qu’une perte de flexibilité : il
est nécessaire d’utiliser le gradient de la transformation non-affine, qui est spécifique
a chaque type de transformation.

Optimisation et passage a ’échelle. Une premiére possibilité pour s’affranchir
des problémes de limitation mémoire et précision (passer de 32 a 64 bits) est d’implé-
menter notre approche sur CPU. Nous pensons que cette solution est viable mais il
faut étre conscient que pour obtenir des performances décentes, un gros travail d’opti-
misation sera nécessaire (parallélisation, instructions AVX, etc). En termes d’efforts,
cette implémentation CPU sera probablement du méme ordre qu'une implémentation
GPU.

Concernant I'implémentation GPU, nous envisageons deux améliorations tech-
niques majeures, toutes deux réalisables par un prétraitement CPU des maillages :

— Décomposer les maillages (et champs) en sous-parties et les traiter indépen-
damment. Ceci nécessite que les décompositions des deux maillages soient com-
patibles, c’est-a-dire qu’elles couvrent une méme sous-grille d’échantillonnage.
Cette amélioration permettrait de consommer moins de mémoire GPU et donc
de pouvoir traiter des plus gros problémes.

— Pour chaque tranche, décomposer la grille d’échantillonnage en sous-grilles (par
ex. la grille k devient 16 sous-grilles). Pour chaque sous-grille, déterminer &
I’avance si elle intersecte des tétraédres, et si oui lesquels. L’objectif de cette
amélioration est d’éviter le plus de calculs d’intersections inutiles par le GPU
et de permettre une couverture en pixels plus importante par tranche (mais en
plusieurs fois au lieu d’une).

Fonctionnalités supplémentaires. Dans un premier temps, il est possible de
modifier légérement 'implémentation actuelle pour prendre en compte des normes
différentes : par exemple pour la norme H', il faudrait évaluer les gradients des
champs aux points d’échantillonnage et les stocker dans les textures 2D afin que
ceux-ci soient utilisés par le calcul de contribution lors de ’étape de réduction. De la
méme maniére, il est relativement simple d’ajouter tout calcul de quantité qui peut
étre approché a partir d’échantillons sur une grille réguliére. Il peut également étre
intéressant de calculer des informations plus spécifiques : extraire les échantillons ot
la distance est supérieure a un seuil donné, calculer la distance par élément et extraire
ceux qui différent le plus, etc. Toutes ces informations peuvent étre intégrées dans un
systéme de visualisation afin de permettre & I'utilisateur d’explorer interactivement la
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différence entre les champs, en lui permettant également d’agrandir certaines zones,
etc.

En somme, I’échantillonnage trés rapide des champs permet d’envisager de nom-
breuses applications d’analyses qui dépassent le cadre restreint du calcul de distances
globales.

5.3.7 Conclusion

Nous avons présenté une méthode rapide de calcul de distances entre champs
discrétisés sur des maillages volumiques (e.g. solutions éléments finis), basée sur un
échantillonnage régulier. Cette méthode est une réponse & un probléme rencontré
au cours de cette thése : comment comparer quantitativement les solutions éléments
finis obtenus sur des maillages hex-dominants & celles obtenues sur des maillages
tétraédriques 7 Les comparaisons réalisées a partir de cet outil sont présentées dans
la derniére partie du Chapitre /.

L’approche que nous proposons repose sur deux paramétres : le nombre d’échan-
tillons et le niveau de subdivision des éléments courbes. Tout utilisateur de cette
approche doit vérifier que les valeurs choisies sont appropriées pour l'application
considérée. Par exemple, un niveau de subdivision insuffisant peut déformer les vi-
tesses de convergence observées lors d’une analyse de convergence éléments finis.
Toutefois, comme le calcul de la distance est rapide, il est facile de lancer le méme
calcul avec des paramétres supérieurs et de vérifier que les distances calculées sont
identiques.

L’approche développée étant plus générale que notre probléme initial, et étant
flexible car reposant sur des algorithmes simples, nous espérons qu’elle pourra ser-
vir & d’autres applications. Afin de faciliter sa réutilisation, son implémentation est
accessible librement [Reb17].
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Conclusion

Dans cette thése nous avons étudié différentes problématiques associées a la gé-
nération (Chapitre 3), a 'utilisation (Chapitre 4), a évaluation (Chapitres 4 et 5)
des maillages hexaédriques et hex-dominants :

— développement d’un algorithme robuste d’extraction de cavités pour le maillage
hex-dominant (§3.1, [Ray+17]);

— exploration de techniques pratiques pour produire des singularités linéiques
dans les champs de directions échantillonnés sur les sommets afin d’augmenter
la proportion d’hexaédres dans les maillages hex-dominants (§3.2) ;

— comparaisons de solutions éléments finis simples calculées sur des maillages tri-
angulaires et quadrangulaires avec différentes orientations des éléments (§4.1) ;

— développement d'un espace approximation conforme (Hyb, C H') d’ordre k
pour les maillages hexa-tétraédriques a partir de polynoémes Py, Por, Q. et de
contraintes de continuité (§4.2, [RL16]);

— développement d’une méthode efficace de calcul de distances entre solutions
éléments finis définies sur des maillages distincts, utilisable avec des ordres
polynomiaux quelconques et des éléments courbes (Chapitre 5, [RL17]);

— comparaisons de solutions éléments finis obtenues avec des maillages tétra-
édriques, hexaédriques et hex-dominants (hexa-tétraédriques) sur des problémes
de Poisson et d’élasticité linéaire (§4.3) grace a l'outil de calcul de distances.

En conclusion, nous donnons notre perception sur ces contributions et sur I’état de
I’art associé. Nous évoquons également des perspectives possibles pour la génération
de maillages entiérement hexaédriques.

Génération de maillages hex-dominants.

Pour envisager une adoption courante des maillages hex-dominants (alignés avec
les bords des objets) dans un contexte industriel, il est nécessaire de proposer un
mailleur robuste qui fonctionne sur toutes géométries, quitte & fournir des maillages
composés de nombreux tétraédres. Avec 'algorithme d’extraction et de maillage des
cavités (§3.1), nous avons montré qu’il est possible de combiner les différents ingré-
dients actuels de ’état de I'art pour produire un tel mailleur hex-dominant robuste.

De plus, il nous parait trés utile de combiner des approches trés différentes au sein
d’un méme mailleur modulaire afin de profiter des points forts de chaque technique.
Par exemple, si l'algorithme de maillage contraint (maillage quadrilatéral donné en
entrée) du whisker weaving n’est pas assez flexible pour produire des résultats satis-
faisants sur des modéles compliqués, il est parfait pour mailler I'intérieur de certaines
cavités.
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Meéthode des éléments finis et maillages hex-dominants.

Pour construire des espaces d’approximation conformes (par er. H') sur les
maillages hex-dominants, nous pouvons soit utiliser des pyramides et définir des
éléments finis sur celles-ci, soit ajouter des contraintes de conformité aux maillages
hexa-tétraédriques non-conformes (§4.2). Bien que nous ayons développé la seconde
approche dans cette thése, nous pensons qu’elle n’est pas pratique dans un contexte
industriel car elle exige trop de modifications par rapport & un code d’éléments finis
standard. Avec le recul, notre estimons est qu’il est préférable d’utiliser des éléments
finis pyramidaux construits a partir de fonctions rationnelles, par exemple : [BCD09 ;
Fue+15].

Les techniques actuelles sont suffisamment matures pour générer et exploiter les
maillages hex-dominants dans le cadre de la méthode des éléments finis.

Intérét des maillages hexaédriques et hex-dominants.

S’il est aujourd’hui possible de générer automatiquement des maillages hex-
dominants, cela reste significativement plus difficile que de générer des maillages
tétraédriques. Est-ce que 'avantage numérique offert par ces maillages justifie 1'ef-
fort 7

Dans I’état de 'art sur la génération de maillages hexaédriques, il est générale-
ment admis que ceux-ci sont supérieurs aux maillages tétraédriques. Cependant a
notre connaissance il existe trés peu d’études comparatives rigoureuses sur le sujet,
et celles-ci ne sont pas forcément représentatives de la réalité. Une grande partie
génére des maillages tétraédriques en décomposant les hexaédres en six tétraédres,
or ces maillages réguliers se comportent beaucoup moins bien que des maillages non-
structurés avec répartition aléatoire des éléments (§4.1).

Les comparaisons que nous avons menées sur des équations simples (Poisson, élas-
ticité linéaire) avec des éléments finis classiques (Pg, Q) ne mettent pas en évidence
un avantage décisif des maillages hexaédriques et hex-dominants. Cependant, nous
pensons que ces comparaisons basiques ne sont pas représentatives d’applications
avancées, pour lesquelles il est tout a fait possible que les hexaédres soient bien plus
intéressants en termes de précision pour un temps de calcul donné.

Il serait important de mener des investigations poussées sur les différences entre
maillages tétraédriques et hexaédriques sur des problémes avec des équations avan-
cées et des géométries compliquées. Dans cette direction, nous avons développé une
méthode efficace de calcul de distances (Chapitre 5) qui peut étre utilisée pour esti-
mer lerreur globale associée aux différentes solutions. Certes, les erreurs en normes
LP ou H' ne sont pas forcément les quantités les plus pertinentes a étudier pour un
probléme spécifique, mais elles ont I'avantage d’étre génériques et assez neutres pour
envisager une comparaison systématique sur un grand nombre de problémes.

Cependant, méme avec un outil de calcul de distances efficace, notre expérience
a montré qu’il est difficile de mettre en oeuvre des études de convergence avec le
raffinement pour différents types de maillages parce que des phénoménes secondaires
influencent ’erreur, comme la précision sur le maillage des bords ou la discrétisation
des termes sources et des conditions aux limites.

Vers des maillages entiérement hexaédriques.
Générer automatiquement des maillages entiérement hexaédriques alignés avec le
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bord, pour des géométries quelconques, reste un probléme trés difficile avec encore
de nombreux défis & surmonter.

Nous sommes convaincus que les champs de directions sont un élément impor-
tant de la solution, cependant il reste des défauts & corriger. La difficulté n’est pas
tellement de les rendre plus lisses, mais de les contraindre plus spécifiquement aux
nécessités du maillage hexaédrique. VIERTEL et al. [VSL16] ont montré que méme
les champs de directions respectant les contraintes proposées par L1 et al. [Li+12| ne
correspondent pas toujours & des maillages hexaédriques réalisables. Il faut s’assurer
que les singularités linéiques sont paralléles avec la direction stable du champ de
directions local, or ce n’est pas garanti par les techniques de génération actuelles.

L’approche par paramétrisation CubeCover [NRP11 ; Li-+12] est celle qui permet
d’obtenir les meilleurs résultats en termes de maillages entiérement hexaédriques.
Cependant elle n’est pas suffisante car dans sa formulation courante, elle est incapable
de gérer des configurations de types rampes (Figure 3.7, p. 85), fréquentes dans les
pi€ces mécaniques.

Plus généralement, la tendance actuelle est de générer un champ de directions
puis de 'utiliser pour produire un maillage hexaédrique (avec une approche indirecte
ou par paramétrisation). Cette approche séquentielle manque de flexibilité : il serait
intéressant de pouvoir modifier le champ de directions, et particuliérement son graphe
de singularités, en fonction des besoins des étapes de maillage. L’idéal serait de
construire une sorte de couplage entre ces deux étapes distinctes.

Une piste prometteuse pour la suite, & notre avis, serait de combiner les champs
de directions et la représentation duale sous forme de feuilles (STC) des maillages
hexaédriques. Ces deux structures sont complémentaires : les champs de directions
caractérisent 1'orientation locale des hexaédres (information géométrique) et le STC
incorpore les contraintes combinatoires globales qui se propagent dans tout le volume
(information topologique). Cependant, le couplage de ces deux idées est sans aucun
doute une tache difficile, ces objets étant de natures trés différentes.
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Résumé

Cette thése s’intéresse a la génération, a 'utilisation et & ’évaluation des maillages hex-dominants,
composés d’hexaédres et de tétraédres, dans la cadre de la simulation numérique par la méthode des
éléments finis. Les éléments finis hexaédriques sont souvent préférés aux éléments tétraédriques car
ils offrent un meilleur ratio entre précision et temps de calcul dans un certain nombre de situations.
Cependant, si la génération automatique de maillages tétraédriques est aujourd’hui un domaine bien
maitrisé, ce n’est pas le cas de la génération de maillages hexaédriques alignés avec le bord, qui reste un
probléme largement ouvert. En ’absence de progrés significatifs, les approches actuelles se contentent
de maillages hex-dominants afin de tirer parti des performances supérieures des hexaédres et de la
flexibilité géométrique des tétracédres, qui rend possible le maillage automatique.

Dans une premiére partie, nous développons des algorithmes robustes pour la génération de maillages
hex-dominants & partir de champs de directions, notamment pour l'isolement et le remplissage des
régions difficiles & mailler (singularités et autres dégénérescences). Dans la seconde partie, nous es-
sayons de déterminer dans quelles situations et dans quelle mesure les maillages hexaédriques, et
hex-dominants générés précédemment, sont plus intéressants que les maillages tétraédriques. Ceci im-
plique spécifiquement d’étudier plusieurs maniéres d’effectuer des simulations par éléments finis avec
les maillages hybrides, dont une approche ot nous utilisons des contraintes de continuité pour maillages
non-conformes. Pour mesurer I'influence du maillage sur 'approximation des solutions, nous propo-
sons une nouvelle méthode d’échantillonnage pour calculer trés efficacement des distances globales
entre solutions éléments finis définies sur des domaines compliqués.

Mots-clés: simulation numérique, maillage, maillage hex-dominant, méthode des éléments finis, com-
paraison de maillages

Abstract

This thesis focuses on generation, usage and evaluation of hex-dominant meshes, which are made
of hexaehedra and tetrahedra, in the context of the finite element method. Hexahedron finite elements
are often preferred to tetrahedron elements because they offer a better compromise between accuracy
and computation time in certain situations. However, if tetrahedral meshing is a well mastered subject,
it is not the case of hexahedral meshing. Generating hexahedral meshes with elements aligned to the
borders is still an open and difficult problem. Meanwhile, current automated approaches can use hex-
dominant meshes in order to take advantage of both hexahedron accuracy and geometrical flexibility
of tetrahedra.

In the first part, we develop robust algorithms for the generation of hex-dominant meshes with
elements aligned with the borders. Specifically, we propose a method to extract and fill the areas
where hexahedral meshing is difficult (singularities and degeneracies). In the second part, we try to
identify and to quantify the advantages of hexahedral and hex-dominant meshes over tetrehedral ones.
This requires to study various ways to apply the finite element method on hybrid meshes, including one
in which we propose to use continuity constraints on hexahedral-tetrahedral non-conforming meshes. To
measure the impact of meshes on the finite element accuracy, we develop a new sampling method which
allows to compute efficiently global distances between finite element solutions defined on complicated
3D domains.

Keywords: numerical simulation, meshing, hex-dominant meshing, finite element method, mesh com-
parison
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