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Classi cations des matériaux hybrides selon les critères de:

Classe I Classe II

Interactions faibles

Van der Waals

Liaison-H

Electrostatique

Liaisons covalentes

Liaisons iono-covalentes

Liaisons de coordination

Liaisons acide-base

de Lewis

Dimensionnalité des composants inorg. (organiques)

Dimensionnalité du réseau inorganique, In (n = 0 to 3)
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0
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Complexes

moléculaires

Chaînes

polymériques 

de

coordination
Polymères

de 

coordination

en couches

Polymères

de

coordination

3D

Réseaux 3D

inorg.-org.

mélangés

Couches

inorg.-org.

mélangées

chaînes inorg.

hybrides

Couches inorg.

hybrides

Hybrides

inorg. 3D

?

?

???

?

Complexes

moléculaires

Types d'interactions entre parties inorg. et org. 

Méthodes chimiques de synthèse

Voie A Voie B Voie C Voie D

Méthodes sol-gel 

conventionelles

(hydrolyse/condensation)

Synthèse hydrothermale

Utilisation de precurseurs

pontants

Utilisation de 

 nano-briques de base (NBB)

Assemblages des NBB

Dispersion des NBB

Procédures d'auto-assemblage

combinées à l'approche NBB

Fabrication de modèles 

par tensioactifs organiques

Utilisation de precurseurs

pontants

Synthèse intégrative

Méthodes de micro-moulage

Phénomènes de séparation

de phases contrôlés
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Dynamique

moléculaire

Méthodes

"coarse-

 grain"

échelle "meso"

continuum

mRi = Fi

e-(   E/kBT)

FPMD



O OH CuA CuA- O CuB CuB- O CuC CuC- O
spin spin Å spin Å spin Å

0.224 0.488 1.98 0.489 1.94 -0.501 3.10
0.216 0.489 1.96 0.488 1.99 -0.421 3.07
-0.179 -0.544 1.93 -0.473 2.21 -0.503 2.21
-0.176 -0.503 1.91 -0.544 1.96 0.516 2.27
0.176 0.488 1.99 0.489 2.01 -0.501 2.26
0.172 0.488 1.98 0.489 2.02 0.421 2.26
-0.067 -0.473 1.98 0.516 2.06 -0.544 2.09
-0.058 0.516 1.93 -0.473 1.98 -0.544 2.21
-0.028 0.421 1.90 -0.501 1.91 0.489 2.30
0.025 -0.501 1.90 0.421 1.90 0.488 2.59
-0.014 -0.473 1.93 0.516 1.95 -0.503 2.45
0.012 -0.473 1.99 0.516 2.00 -0.503 2.45

O CH3COO CuA CuA-O CuB CuB-O CuC CuC-O
spin spin Å spin Å spin Å

-0.104 -0.503 2.07 -0.544 2.18 -0.473 2.75
-0.102 -0.503 2.09 -0.544 2.18 0.516 2.76
-0.011 0.421 2.04 -0.501 2.10 0.488 2.76
-0.002 0.501 2.02 -0.421 2.07 0.488 3.04

La densité de spin       est exprimée en unité électronique  spin

eV eV

I II III

2 3 3 · 2

α β
± 3

ρspin

ˆCuOCu

3
−
2

i
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♠♦❧,❝✉❧❛✐&❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ✭❋7▼❉✮

✷✳✶ ❚❤%♦'✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝0✐♦♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥1✐0% ✭❉❋❚✮

❆✜♥ ❞✬%&'❡ ❝♦❤,'❡♥& ❛✈❡❝ ❧✬❡0♣'✐& ❞❡ ❝❡ ',0✉♠,✱ ♥♦✉0 ♥❡ ♣',0❡♥&❡'♦♥0 6✉❡ ❧❡0 ❛0♣❡❝&0

❢♦♥❞❛♠❡♥&❛✉① ❞❡ ❧❛ &❤,♦'✐❡ ❡& 0❡0 ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥0 ❞❛♥0 ♥♦&'❡ ,&✉❞❡✳ ▲❛ ❉❋❚ ♣❡'♠❡& ❞❡

&'❛✐&❡' ✭0♦✉0 ❝❡'&❛✐♥❡0 ❛♣♣'♦①✐♠❛&✐♦♥0✮ ✉♥ ♣'♦❜❧A♠❡ B ◆✲❝♦'♣0 &♦✉& ❡♥ ,&❛♥& ✉♥❡ &❤,♦'✐❡

❡✛❡❝&✐✈❡ ✭❛♣♣'♦❝❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠✮✳ ▲❛ ❉❋❚ ❡0& ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠,&❤♦❞❡ &❤,♦'✐6✉❡ ♣❡'♠❡&&❛♥&

❞❡ 6✉❛♥&✐✜❡' ❝❡'&❛✐♥❡0 ♣'♦♣'✐,&,0 ❝'✉❝✐❛❧❡0 ✭✈❛❧❡✉'0 ❞✬♦❜0❡'✈❛❜❧❡0✮ ❞✬✉♥ 0②0&A♠❡ ♣❤②0✐6✉❡

✭♠♦❧,❝✉❧❡✱ ❝'✐0&❛❧ ♦✉ ❛✉&'❡✮ ❡♥ 0❡ ❜❛0❛♥& 0✉' ✉♥❡ 6✉❛♥&✐&, ❝❧, ✿ ❧❛ ❞❡♥0✐&, ,❧❡❝&'♦♥✐6✉❡

♥(~r)✳ ❈♦♥&'❛✐'❡♠❡♥& B ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ Ψ✱ 6✉✐ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ',❛❧✐&, ♣❤②0✐6✉❡ ✭❝✬❡0& |Ψ|2
6✉✐ ❡0& ✉♥❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐&, ❞❡ ♣',0❡♥❝❡✮✱ ❧❛ ❞❡♥0✐&, ♥(~r) ❡0& ✉♥❡ ❝❛'❛❝&,'✐0&✐6✉❡ ',❡❧❧❡ ♦❜0❡'✲
✈❛❜❧❡ ❡& ♠❡0✉'❛❜❧❡ ❞❛♥0 ✉♥ ♠❛&,'✐❛✉✳ ❉❡ ♣❧✉0✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉0 ❛❧❧♦♥0 ❧❡ ✈♦✐'✱ ❧❡0 &❤,♦'A♠❡0

❞❡ ❍♦❤❡♥❜❡'❣✲❑♦❤♥ ✭❍✲❑✮ ♥♦✉0 ❛00✉'❡♥& ❧❛ ♣♦00✐❜✐❧✐&, ❞✬❡①♣'✐♠❡' ❧✬,♥❡'❣✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❞❡♥0✐&, ,❧❡❝&'♦♥✐6✉❡✳ ❆✐♥0✐✱ ✉♥❡ ❣'❛♥❞❡ ✈❛'✐,&, ❞❡ ♣'♦♣'✐,&,0 ♣❡✉& %&'❡ ❞,❞✉✐&❡ ❞❡

❝❛❧❝✉❧0 ♥✉♠,'✐6✉❡0 ❜❛0,0 0✉' ❝❡&&❡ ❞❡♥0✐&,✳

❚♦✉& ❞✬❛❜♦'❞✱ ',0✉♠♦♥0 ❧❡0 ♣'✐♥❝✐♣❛✉① ❛0♣❡❝&0 &❤,♦'✐6✉❡0 ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ✿

• ▲❡0 &❤,♦'A♠❡0 ❞❡ ❍✲❑ ,&❛❜❧✐00❡♥& 6✉❡ &♦✉&❡0 ❧❡0 ♣'♦♣'✐,&,0 ❞✬✉♥ 0②0&A♠❡ ❞,✜♥✐ ♣❛'
✉♥ ♣♦&❡♥&✐❡❧ ❡①&❡'♥❡ Vext(~r) 0♦♥& ❞,&❡'♠✐♥,❡0 ♣❛' ❧❛ ❞❡♥0✐&, ,❧❡❝&'♦♥✐6✉❡ ♥(~r) ❞❡
❧✬,&❛& ❢♦♥❞❛♠❡♥&❛❧ ❞✬,♥❡'❣✐❡ ✭●❙ ❂ ●'♦✉♥❞ ❙&❛&❡✮

EGS = min
ñ(~r)

E[ñ] avec E[ñ] = FHK [ñ] +

∫
d3r ñ(~r) Vext(~r) ✭✷✳✶✮

♦❜&❡♥✉❡ ♣❛' ❧❛ ♠✐♥✐♠✐0❛&✐♦♥ ❞❡ ❊ ❬ñ❪ ♣❛' '❛♣♣♦'& B &♦✉&❡ ❞❡♥0✐&, &❡0& ñ(~r)✳

• ▲❡ ❜✉& ♣'✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ❡0& ❞✬♦❜&❡♥✐' ✉♥❡ ❢♦'♠❡ ❡①♣❧✐❝✐&❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡❧❧❡
❞❡ ❍♦❤❡♥❜❡'❣✲❑♦❤♥ FHK [n] ❝♦♥0&✐&✉,❡ ❞❡ ❧❛ 0♦♠♠❡ ❞❡0 ❝♦♥&'✐❜✉&✐♦♥0 ❞❡ ❧✬,♥❡'❣✐❡
❝✐♥,&✐6✉❡ ❞❡0 ,❧❡❝&'♦♥0 ✭❚❬♥❪✮✱ ❞❡ ❧✬,♥❡'❣✐❡ ❞✬✐♥&❡'❛❝&✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ✭❏❬♥❪✮ ❛✐♥0✐

6✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛'&✐❡ ♥♦♥ ❝❧❛00✐6✉❡ ✭❊ncl❬♥❪✮ &❡♥❛♥& ❝♦♠♣&❡ ❞❡0 ❡✛❡&0 ❞✬,❝❤❛♥❣❡ ❡& ❞❡0

❝♦'',❧❛&✐♦♥0✳

✶✹



▲✬❛♣♣♦%& ❞❡ ❑♦❤♥ ❡& ❙❤❛♠ ❛ .&. ❞❡ %.✉00✐% 2 ✐0♦❧❡% ❧❡ ♣❧✉0 ♣♦00✐❜❧❡ ❧❡0 ❝♦♥&%✐❜✉&✐♦♥0

❞✬.❝❤❛♥❣❡ ❡& ❞❡0 ❝♦%%.❧❛&✐♦♥0 ❡♥ ❝♦♥0✐❞.%❛♥& &♦✉& 0②0&8♠❡ ❞❡ ♣❛%&✐❝✉❧❡0 ❡♥ ✐♥&❡%❛❝&✐♦♥

❝♦♠♠❡ ✉♥ 0②0&8♠❡ ❡✛❡❝&✐❢ 0❛♥0 ✐♥&❡%❛❝&✐♦♥0 ♣❧✉0 ✉♥❡ ❝♦♥&%✐❜✉&✐♦♥ ❛❞❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡ 2 ❧✬❍❛✲

♠✐❧&♦♥✐❡♥ &❡♥❛♥& ❝♦♠♣&❡ ❞❡ ❝❡0 ✐♥&❡%❛❝&✐♦♥0✳ ❆❥♦✉&♦♥0 @✉❡ ❝✬❡0& ❣%A❝❡ ❛✉① .@✉❛&✐♦♥0

♠♦♥♦✲.❧❡❝&%♦♥✐@✉❡0 ❞❡ ❑✲❙ @✉❡ ❧❛ ♣%♦❝.❞✉%❡ ❛✉&♦✲❝♦❤.%❡♥&❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐0❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬.♥❡%❣✐❡

&♦&❛❧❡ ❞✉ 0②0&8♠❡ ♣❡✉& 0❡ ♣❛%❛❧❧.❧✐0❡% ♣♦✉% ♦♣&✐♠✐0❡% ❧✬❡✣❝❛❝✐&. ❞✉ ❝♦❞❡ ✉&✐❧✐0.✳

■❧ ♥♦✉0 ❢❛✉& ♠❛✐♥&❡♥❛♥& ❛❜♦%❞❡% ✉♥ ❛0♣❡❝& ✐♠♣♦%&❛♥& ❞❡ ❧✬✉&✐❧✐0❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ✿ ❧❡0

❞✐✛.%❡♥&❡0 ❛♣♣%♦①✐♠❛&✐♦♥0 ❞✐0♣♦♥✐❜❧❡0 ♣♦✉% ❧❡ &❡%♠❡ ❞✬.❝❤❛♥❣❡ ❡& ❞❡ ❝♦%%.❧❛&✐♦♥✳ ❈✬❡0&

❣%A❝❡ 2 ❝❡❧❧❡0✲❝✐ @✉❡ ❧✬✐♠♣❧.♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &❤.♦%✐❡ ❛ .&. %❡♥❞✉❡ ♣♦00✐❜❧❡ ❛✉ ✜❧ ❞❡0 ❛♥♥.❡0✳

▲❡0 ❛♣♣%♦①✐♠❛&✐♦♥0 ❡♥ ❉❋❚ ♣❡✉✈❡♥& L&%❡✱ ❣%♦00✐8%❡♠❡♥&✱ ❞✐✈✐0.❡0 ❡♥ &%♦✐0 ❣%❛♥❞❡0 ❝❧❛00❡0 ✿

• ❧❡0 ♠.&❤♦❞❡0 0❡ ❜❛0❛♥& 0✉% ❧❛ ❞❡♥0✐&. ❧♦❝❛❧❡ ✭▲♦❝❛❧ ❉❡♥0✐&② ❆♣♣%♦①✐♠❛&✐♦♥ ✿ ▲❉❆✮✱

• ❧❡0 ♠.&❤♦❞❡0 ♣%❡♥❛♥& ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧❛ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣.♥.✐&. ❞❡ ❧❛ ❞❡♥0✐&. .❧❡❝&%♦♥✐@✉❡

❞❛♥0 ❧❡ 0②0&8♠❡ ✭●❡♥❡%❛❧✐③❡❞ ●%❛❞✐❡♥& ❆♣♣%♦①✐♠❛&✐♦♥ ✿ ●●❆✮✱

• ❧❡0 ♠.&❤♦❞❡0 ✉&✐❧✐0❛♥& ❞❡0 ✧❢♦♥❝&✐♦♥♥❡❧❧❡0 ❤②❜%✐❞❡0✧✳

❯♥❡ ❛♠.❧✐♦%❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▲❉❆ @✉✐ ♥♦✉0 ✐♥&.%❡00❡ &♦✉& ♣❛%&✐❝✉❧✐8%❡♠❡♥& ❡0& ❧❛ ●●❆ ✭●❡✲

♥❡%❛❧✐③❡❞ ●%❛❞✐❡♥& ❆♣♣%♦①✐♠❛&✐♦♥✮✳ T❧✉0 ♣%.❝✐0.♠❡♥&✱ ❝❡❧❧❡ ♣%♦♣♦0.❡ ♣❛% ❇❡❝❦❡✱ ▲❡❡✱ ❨❛♥❣

❡& T❛%% ✭❇▲❨T✮ ❬✸✽✱ ✸✾❪ @✉✐ ❛♣♣♦%&❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❛♥0 ❧✬❛♣♣%♦①✐♠❛&✐♦♥ ❞✉ &❡%♠❡ ❞✬.❝❤❛♥❣❡

❡& ❝♦%%.❧❛&✐♦♥ ✭❳❈✮ ❝♦♠♣❛%.❡ ❛✉① ❛♣♣%♦❝❤❡0 ❛♥&.%✐❡✉%❡0✳ ▲❛ ●●❆ ♥✬❡①♣❧♦✐&❡ ♣❧✉0 ✉♥❡

❢♦♥❝&✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭♦✉&✐❧ ♠❛&❤.♠❛&✐@✉❡ ❛❞❛♣&. 2 ❧❛ ▲❉❆✮ ♠❛✐0 ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡❧❧❡ 0❡♠✐✲

❧♦❝❛❧❡ ♣%❡♥❛♥& ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧❡ ❣%❛❞✐❡♥&

~∇n(~r) ❞❡ ❧❛ ❞❡♥0✐&.✳ ❈✬❡0& ❝❡&&❡ ♠.&❤♦❞❡ @✉❡ ♥♦✉0
✉&✐❧✐0♦♥0 ❞❛♥0 ❝❡ &%❛✈❛✐❧ ❞❡ &❤80❡✳ ▲❡0 ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡❧❧❡0 ❤②❜%✐❞❡0 ♥❡ 0❡%♦♥& ♣❛0 ❛❜♦%❞.❡0 ❝❛%

&%♦♣ ❝♦^&❡✉0❡0 ❡♥ &❡%♠❡0 ❞❡ &❡♠♣0 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧0 ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ &❛✐❧❧❡ ❞❡0 0②0&8♠❡0 @✉❡ ♥♦✉0

.&✉❞✐♦♥0 ✭❃ ✷✽✵ ❛&♦♠❡0 ❞❛♥0 ❧❛ ❜♦b&❡ ❞❡ 0✐♠✉❧❛&✐♦♥✮✳ ❯♥ ❛✉&%❡ ❛0♣❡❝& ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ❡0&

❧✬✉&✐❧✐0❛&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛0❡ ❞✬♦♥❞❡0 ♣❧❛♥❡0 ♣♦✉% ❞.❝%✐%❡ ❧❡0 ❢♦♥❝&✐♦♥0 ❞✬♦♥❞❡0 ❞✉ 0②0&8♠❡ ❝❡

@✉✐ ♥.❝❡00✐&❡ ❞❡0 ❛♣♣%♦①✐♠❛&✐♦♥0 ♣❡%♠❡&&❛♥& ❞❡ &%❛✐&❡% ❧❡0 .❧❡❝&%♦♥0✱ ❞✐&0 ❞❡ ❝♦❡✉%✱ ❝❛%

&%♦♣ ❞✬♦♥❞❡0 ♣❧❛♥❡0 0♦♥& ♥.❝❡00❛✐%❡0 ♣♦✉% %❡♣%♦❞✉✐%❡ ❧❡✉% ❝♦♠♣♦%&❡♠❡♥&✳ ◆♦✉0 ✉&✐❧✐0♦♥0

❞♦♥❝ ❞❡0 ✧♣!❡✉❞♦✲♣♦'❡♥'✐❡❧!✧ ✭,,✮ ❝♦♥0&%✉✐&0 ❡♠♣✐%✐@✉❡♠❡♥& ❝❡ @✉✐ ♣❡%♠❡& ❞❡ ❝♦♥0❡%✈❡%

✉♥❡ ❜❛0❡ ✉♥✐@✉❡♠❡♥& ❝♦♥0&✐&✉.❡ ❞✬♦♥❞❡0 ♣❧❛♥❡0 ♣♦✉% ❧❡0 ❝❛❧❝✉❧0 ❞❡ 0&%✉❝&✉%❡ .❧❡❝&%♦♥✐@✉❡✳

❉❛♥0 ❝❡ ❝❛❞%❡✱ ♥♦✉0 ✉&✐❧✐0♦♥0 ❞❡✉① ♣0❡✉❞♦✲♣♦&❡♥&✐❡❧0 ❞✐✛.%❡♥&0 ♣♦✉% &%❛✐&❡% ❧❡0 ❛&♦♠❡0 ❞❡

❝✉✐✈%❡ ✭♠.&❛❧ ❞❡ &%❛♥0✐&✐♦♥ ♣%.0❡♥& ❞❛♥0 &♦✉&❡0 ❧❡0 0&%✉❝&✉%❡0 @✉❡ ♥♦✉0 .&✉❞✐♦♥0✮✱ &♦✉0

❞❡✉① ✈✐0❛♥&0 2 ♦❜&❡♥✐% ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞❡0❝%✐♣&✐♦♥ ❞❡0 ♣%♦♣%✐.&.0 ♠❛❣♥.&✐@✉❡0 ❧♦❝❛❧❡0 ❡& ❞❡0

♣%♦♣%✐.&.0 .❧❡❝&%♦♥✐@✉❡0 ❞✉ 0②0&8♠❡✳ ▲❛ ♣%❡♠✐8%❡ ❛♣♣%♦❝❤❡ ❡0& ❞✐&❡ ◆▲❈❈ ✭✧◆♦♥ ▲✐♥❡❛%

❈♦%❡ ❈♦%%❡❝&✐♦♥0✧✮ ❡& ❛ .&. ✐♥&%♦❞✉✐&❡ ♣❛% ▲♦✉✐❡ ❡& ❛❧✳ ❬✹✵❪ &❛♥❞✐0 @✉❡ ❧❛ 0❡❝♦♥❞❡ ❡0& ❞✐&❡

!❡♠✐❝♦0❡ ❡& ❛ .&. ❞.✈❡❧♦♣♣.❡ ♣❛% ❘❡✐0 ❡& ❛❧✳ ❬✹✶❪✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ @✉❛❧✐&. ❞❡0 %.0✉❧&❛&0 @✉❡

♥♦✉0 ♦❜&❡♥♦♥0 ❛✈❡❝ ❝❡&&❡ ❞❡%♥✐8%❡✱ ❧✬❛♣♣%♦❝❤❡ !❡♠✐❝♦0❡ ❡0& ❧❛ ♠.&❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉% ♥♦0

.&✉❞❡0 ❞❡0 ♥♦✉✈❡❛✉① ♠❛&.%✐❛✉① ❧❛♠❡❧❧❛✐%❡0 ❝♦♥0✐❞.%.0 ❞❛♥0 ❧❡ ❝❤❛♣✐&%❡ ✹✳

◆♦✉0 ♥❡ ❞.✈❡❧♦♣♣♦♥0 ♣❛0 ❞❛✈❛♥&❛❣❡ 0✉% ❝❡ 0✉❥❡& ♠❛✐0 ✉♥❡ ❞❡0❝%✐♣&✐♦♥ ❜✐❡♥ ♣❧✉0 ❝♦♠✲

♣❧8&❡ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ❡0& ♣%.0❡♥&❡ ❞❛♥0 ❧❛ ✈❡%0✐♦♥ ❛♥❣❧❛✐0❡ ❞❡ ❝❡ &%❛✈❛✐❧ ❞❡ &❤80❡✳ ◆♦✉0 ♣❛00♦♥0

❞♦♥❝ 2 ❧✬❡①♣♦0✐&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠.&❤♦❞❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐@✉❡ ♠♦❧.❝✉❧❛✐%❡ ❛❜ ✐♥✐'✐♦ @✉❡ ♥♦✉0 ✐❧❧✉0&%♦♥0

♣❛% ❞❡0 ❝❛❧❝✉❧0 @✉❡ ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ❡✛❡❝&✉. 0✉% ❞❡0 0②0&8♠❡0 ♠♦❞8❧❡0✳

✶✺
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✭❈6▼❉✮

▲❛ ❞②♥❛♠✐'✉❡ ♠♦❧,❝✉❧❛✐.❡ ✭▼❉✮ ❡34 ✉♥❡ ♠,4❤♦❞❡ ✐♥4.♦❞✉✐4❡ ♣❛. ❧❡ 4.❛✈❛✐❧ ❞❡ ❆❧❞❡. ❡4

❲❛✐♥✇.✐❣❤4 ❡♥ ✶✾✺✵ ❬✹✷❪ 3✉. ❧✬,4✉❞❡ ❞❡3 4.❛♥3✐4✐♦♥3 ❞❡ ♣❤❛3❡ ❞❛♥3 ✉♥ 3②34E♠❡ ❞❡ 3♣❤E.❡3

❞✉.❡3✳ ❈❡44❡ ❛♣♣.♦❝❤❡ ❝❧❛33✐'✉❡ ♣❡.♠❡4 ❞❡ ♠♦❞,❧✐3❡. ✉♥ 3②34E♠❡ ❞❡ ♣❛.4✐❝✉❧❡3 ❛♣♣.♦①✐✲

♠,❡3 ❝♦♠♠❡ ♣♦♥❝4✉❡❧❧❡3 ✭❛4♦♠❡3✱ ♠♦❧,❝✉❧❡3 ♦✉ ♣♦❧②♠E.❡3✮ ❡♥ ✐♥4❡.❛❝4✐♦♥✳ ❈♦♥3✐❞,.♦♥3

✉♥ 3②34E♠❡ ❞❡ ◆I ❛4♦♠❡3 ❝❛.❛❝4,.✐3,3 ♣❛. ❧❡✉.3 ♣♦3✐4✐♦♥3
~RI❂✭①I ✱②I ✱③I✮ ❛✈❡❝ ■ ❂ ✶✱✳✳✱◆I ✳

❈❡3 ❛4♦♠❡3 ✐♥4❡.❛❣✐33❡♥4 ✈✐❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❜✐❡♥ ❞,✜♥✐❡ ❞❡3 ♣♦3✐4✐♦♥3✱ ❧❡ ♣♦4❡♥4✐❡❧ ❱✭

~RI✮✳

▲❡3 ❢♦.❝❡3

~fI '✉✐ 3✬❛♣♣❧✐'✉❡♥4 3✉. ❝❡3 ♣❛.4✐❝✉❧❡3 3✬,❝.✐✈❡♥4 ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡

~fI =
∂V (~RI)

∂ ~RI

✭✷✳✷✮

❉❛♥3 ❝❡44❡ ❡①♣.❡33✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝4✐♦♥ ✸◆I ❞✐♠❡♥3✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡34 ❛♣♣❡❧,❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❢♦.❝❡

❝❛.❛❝4,.✐34✐'✉❡ ❞✉ ♣♦4❡♥4✐❡❧ ❱ ❝❤♦✐3✐ ♣♦✉. ❝❡ 3②34E♠❡✳ ❉❛♥3 ❝❡ ❝♦♥4❡①4❡✱ ♥♦✉3 ♣♦✉✈♦♥3

❜❛3❝✉❧❡. ✈❡.3 ❧❛ ♠,4❤♦❞❡ ❋U▼❉ ✐♥4.♦❞✉✐4❡ ♣❛. ❈❛. ❡4 U❛..✐♥❡❧❧♦ ❡♥ ✶✾✽✺ ❬✹✸❪ ❡4 ✐♠✲

♣❧,♠❡♥4,❡ ❞❛♥3 ❧❡ ❝♦❞❡ ❈U▼❉ ❬✷❪✳ ▲✬✐❞,❡ ♣.✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠,4❤♦❞❡ ❡34 ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡. ❧❛

❞②♥❛♠✐'✉❡ ✐♦♥✐'✉❡ ♣.♦❞✉✐4❡ ♣❛. ❧❛ ▼❉ ❛✈❡❝ ❧❡3 ❝❛❧❝✉❧3 '✉❛♥4✐'✉❡3 ❞❡ 34.✉❝4✉.❡ ,❧❡❝4.♦✲

♥✐'✉❡ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚✳ ❉❛♥3 ❝❡ ❜✉4✱ ❧❛ ♣.❡♠✐E.❡ ,4❛♣❡ ❡34 ❞✬✐❞❡♥4✐✜❡. ❧❛ '✉❛♥4✐4, ❢❛✐3❛♥4 ❧❡

♣♦♥4 ❡♥4.❡ ❧❡3 ❞❡✉① ♠,4❤♦❞❡3✱ ❧❡ ♣♦4❡♥4✐❡❧ ❞✬✐♥4❡.❛❝4✐♦♥ ❱✭

~RI✮✳ ❈✬❡34 ❡♥ ❡✛❡4 ❝❡ ♣♦4❡♥4✐❡❧

'✉✐ ❡34 ❝❛❧❝✉❧, ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ✭❱

AI(~RI)✮ ❡4 ♣❡.♠❡4 ❞❡ ❢❛✐.❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ▼❉ ❝♦✉♣❧, Y ✉♥ ❝❛❧❝✉❧

❉❋❚ ♣♦✉. ♦❜4❡♥✐. ❞❡3 4.❛❥❡❝4♦✐.❡3 ❋U▼❉✳ U♦✉. ♥♦4.❡ 3②34E♠❡ ❞❡ ◆ I ❛4♦♠❡3✱ ❧❛ ❉❋❚

♥♦✉3 ✐♥❢♦.♠❡ '✉❡ ❧✬,♥❡.❣✐❡ 4♦4❛❧❡ ❝♦..❡3♣♦♥❞❛♥4❡ ❡34 ✉♥❡ ❢♦♥❝4✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥3✐4, ,❧❡❝✲

4.♦♥✐'✉❡ ♥✭~r✮ ✭❛✈❡❝ ~r ❧❡3 ♣♦3✐4✐♦♥3 ,❧❡❝4.♦♥✐'✉❡3✮ ❡4 ❡34 ♣❛.❛♠,4.,❡ ♣❛. ❧❡3 ♣♦3✐4✐♦♥3 ❞❡3

✐♦♥3 ❝❧❛33✐'✉❡3 ❊❬♥✭~r✮✱④~RI⑥❪✳ ❉❛♥3 ❧❡ ❝❛❞.❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦.♠✉❧❛4✐♦♥ ❞❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚✱

❧❛ ❞❡♥3✐4, ,❧❡❝4.♦♥✐'✉❡ 3✬,❝.✐4 ❝♦♠♠❡

n(~r) =

Occupation∑

i=1

|φi(~r)|2 ✭✷✳✸✮

❛✈❡❝ φi(~r)✱ ❧✬♦.❜✐4❛❧❡ ❞❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❝♦..❡3♣♦♥❞❛♥4 Y ❧✬,4❛4 ✧i✧✳ ▲❡ ♣♦4❡♥4✐❡❧ ❱AI
3✬,❝.✐4

❛❧♦.3

V AI({~RI}) = min
{φi}

E[{φi}, {~RI}] ✭✷✳✹✮

❈❡44❡ ❡①♣.❡33✐♦♥ ❡①♣.✐♠❡ ❧❡ ♣.♦❜❧E♠❡ ✈❛.✐❛4✐♦♥♥❡❧ ❛✉'✉❡❧ ❧❡3 ,'✉❛4✐♦♥3 ❛✉① ✈❛❧❡✉.3 ♣.♦♣.❡3

❞❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♣❡✉✈❡♥4 a4.❡ ❛♣♣❧✐'✉,❡3✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥4✱ ❧✬❛♣♣.♦❝❤❡ ❞❡ ❈❛. ❡4 U❛..✐♥❡❧❧♦ ❞✐✛E.❡

❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣✉✐3'✉✬❡❧❧❡ ♥❡ 4.❛♥3❢♦.♠❡ ♣❛3 ❧❡ ♣.♦❜❧E♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐3❛4✐♦♥ ❡♥ ,'✉❛4✐♦♥3 ❛✉①

✈❛❧❡✉.3 ♣.♦♣.❡3 ♠❛✐3 ✉4✐❧✐3❡ ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐3❛4✐♦♥ ❞✐.❡❝4❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✉ .❡❝✉✐4 3✐♠✉❧, ✭✧❙✐♠✉✲

❧❛4❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣✧✮ ✐♥4.♦❞✉✐4 ♣❛. ❑✐.♣❛4.✐❝❦✱ ●❡❧❛44 ❡4 ❱❡❝❝❤✐ ❡♥ ✶✾✽✸ ❬✹✹❪✳ ❊♥ ❝♦♥3✐❞,.❛♥4

❧✬❡♥3❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡3 ,❧,♠❡♥43✱ ♦♥ ♣❡✉4 ,❝.✐.❡ ✉♥ ▲❛❣.❛♥❣✐❡♥ ❞❡ ❈❛. ❡4 U❛..✐♥❡❧❧♦ ❝♦♠♠❡ 3✉✐4

LCP =2
Occ∑

i=1

∫
µ
∣∣∣φ̇i(~r, t)

∣∣∣
2

d~r +
1

2

∑

I

MI
~̇R2
I − E[{φi}, ~RI ] ✭✷✳✺✮

+ 2
∑

ij

Λij

(∫
φ∗
i (~r, t)φj(~r, t)d~r − δij

)

✶✻



❈❡❧✉✐✲❝✐ ♠♦❞*❧✐+❡ ✉♥ +②+./♠❡ ❞✬✐♦♥+ ✧2*❡❧+✧ ❞❡ ♠❛++❡+ ▼I ❝♦✉♣❧*+ ❛✈❡❝ ✉♥ +②+./♠❡ ❞✬*❧❡❝✲

.2♦♥+ ✧❝❧❛++✐7✉❡+✧ ♣♦✉2 ❧❡+7✉❡❧❧❡+ ✉♥❡ ♠❛++❡ ✜❝.✐✈❡ µ ❡+. ❛++♦❝✐*❡✳ ❆✐♥+✐ ❧❡+ ❞❡✉① ♣2❡♠✐❡2+

.❡2♠❡+ ❝♦22❡+♣♦♥❞❡♥. ❛✉① *♥❡2❣✐❡+ ❝✐♥*.✐7✉❡+ ❛++♦❝✐*❡+ = ❝❡+ ❞❡✉① .②♣❡+ ❞❡ ♣❛2.✐❝✉❧❡+✳ ▲❡

❞❡2♥✐❡2 .❡2♠❡ ❛++✉2❡ ❧❡ 2❡+♣❡❝. ❞❡ ❧❛ ❝♦♥.2❛✐♥.❡ ❞✬♦2.❤♦♥♦2♠❛❧✐+❛.✐♦♥ ❞❡+ ♦2❜✐.❛❧❡+ ✉.✐❧✐✲

+*❡+✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐7✉❛♥. ❧❡+ *7✉❛.✐♦♥+ ❞✬❊✉❧❡2✲▲❛❣2❛♥❣❡✱ ♦♥ ♦❜.✐❡♥. ❧❡ +②+./♠❡ ❞✬*7✉❛.✐♦♥+ ❞❡

♠♦✉✈❡♠❡♥.+ ❞❡+ ❞❡✉① +♦✉+✲+②+./♠❡+ ✭*❧❡❝.2♦♥+ ❡. ✐♦♥+✮

µφ̈i(~r, t) = −1

2

δE[{φi}, {~RI}]
δφ∗

i (~r, t)
+
∑

j

Λijφj(~r, t) ✭✷✳✻✮

MI
~̈RI = − ∂E

∂ ~RI(t)

❆ ❝❡+ ❞❡✉① *7✉❛.✐♦♥+ +✬❛❥♦✉.❡ ✉♥❡ .2♦✐+✐/♠❡ *7✉❛.✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥. ❛++✉2❛♥. ❧✬✐♥❝❧✉+✐♦♥

❞❡ ❝❤❛♠♣+ ❡①.*2✐❡✉2+ .❡❧+ 7✉❡ ❧❛ ♣2❡++✐♦♥ ♦✉ ❧❛ .❡♠♣*2❛.✉2❡ ♠❛✐+ ♥♦✉+ ♥❡ ❞*✈❡❧♦♣♣♦♥+

♣❛+ ❞❛✈❛♥.❛❣❡ ❝❡+ ♣♦✐♥.+ .❡❝❤♥✐7✉❡+ ❞❛♥+ ❝❡ 2*+✉♠*✳ ▼❛✐♥.❡♥❛♥.✱ ♥♦✉+ ♣2*+❡♥.♦♥+ ❞❡✉①

❛+♣❡❝.+ ✐♠♣♦2.❛♥.+ ❞❡ ♥♦+ +✐♠✉❧❛.✐♦♥+ 7✉✐ +♦♥. ❧❡+ ❝❛❧❝✉❧+ ❞❡+ ❞❡♥+✐.*+ ❞❡ +♣✐♥ ❡. ❧❛ ♣2✐+❡

❡♥ ❝♦♠♣.❡ ❞❡ ❧❛ ♣2❡++✐♦♥ ❛♣♣❧✐7✉*❡ +✉2 ♥♦+ +②+./♠❡+✳

❉❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞❡+ ♣2♦♣2✐*.*+ ♠❛❣♥*.✐7✉❡+✱ ♦♥ +❡ 2*❢/2❡ ❛✉ ❢♦2♠❛❧✐+♠❡ ✐♥.2♦❞✉✐. ♣❛2 ❱♦♥

❇❛2.❤ ❡. ❍❡❞✐♥ ❬✹✺❪ ♣❡2♠❡..❛♥. ❞❡ ❣*♥*2❛❧✐+❡2 ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ❝♦♥+✐❞*2❛.✐♦♥+ ❞*✈❡❧♦♣♣*❡

❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ +❛♥+ +♣✐♥ ❛✉ ❝❛+ ❛✈❡❝ +♣✐♥✳ ❈❡❝✐ ❡+. ❢❛✐. ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛❞2❡ ❞❡ ❧❛ ▲❙❉ ✭✧▲♦❝❛❧ ❙♣✐♥

❉❡♥+✐.② ❛♣♣2♦①✐♠❛.✐♦♥✧✮ ♠❛✐+ +❡ ❣*♥*2❛❧✐+❡ ❛✉① ❛✉.2❡+ .②♣❡+ ❞❡ ❢♦♥❝.✐♦♥♥❡❧❧❡+ ❞✬*❝❤❛♥❣❡

❡. ❞❡ ❝♦22*❧❛.✐♦♥ +❛♥+ ❞✐✣❝✉❧.*✳ ❆✐♥+✐✱ ❧❡ +♣✐♥ ❡+. ✐♥.2♦❞✉✐. ❞❡ ♠❛♥✐/2❡ ❛❞ ❤♦❝ ❡. ❧❡+

♦2❜✐.❛❧❡+ ❞❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ φi  ♦♥# $❝&✐#❡ ❞❛♥ ✉♥❡ &❡♣&$ ❡♥#❛#✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ /

❞❡✉① ❝♦♠♣♦ ❛♥#❡ ✱ ✉♥❡ ♣❛& ♦&✐❡♥#❛#✐♦♥ ❞❡  ♣✐♥ ✭④α ✱β⑥ ♦✉ ④↑✱↓⑥✮

φ(~r) =

(
φα(~r)
φβ(~r)

)
✭✷✳✼✮

❈❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦&❜✐#❛❧❡ ❞♦♥♥❡♥# ❧✐❡✉ ❛✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞❡♥ ✐#$ ❞❡  ♣✐♥ ♥

α
❡# ♥

β
❡♥ ✉#✐❧✐ ❛♥#

❧❛ &❡❧❛#✐♦♥ ✭✶✳✻✮✳ ❉❛♥ ❧✬❛♣♣&♦❝❤❡ ❈B▼❉✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥ ✐❞D&❡ E✉❡ ❧❡ ♠❛❣♥$#✐ ♠❡ ❝♦❧✐♥$❛✐&❡✳

◆♦✉ ♥❡ ♣♦✉✈♦♥ ♣❛ ✜①❡& ❧❡ ♠♦♠❡♥# ♠❛❣♥$#✐E✉❡ ❧♦❝❛❧ ❛  ♦❝✐$ / ❝❤❛E✉❡  ✐#❡ ❛#♦♠✐E✉❡

♠❛✐ ♥♦✉ ✜①♦♥ ❧❛ ♠✉❧#✐♣❧✐❝✐#$ ✧▼✧ ♦✉ ❧❡  ♣✐♥ #♦#❛❧ ✧❙✧ ❞❡ ♥♦#&❡ ❜♦✐#❡ ❞❡  ✐♠✉❧❛#✐♦♥

 ❛❝❤❛♥# E✉❡ ▼ ❂ ✷❙✰✶✳ ❖♥ ♣❡✉# ❞♦♥❝ ✜①❡& ❧✬❛✐♠❛♥#❛#✐♦♥ #♦#❛❧❡ ❞❡ ♥♦#&❡  ② #D♠❡ ❡♥ ✜①❛♥#

❛✉ ❞$♣❛&# ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞✬$#❛# ✧↑✧ ✭◆

α
✮ ❡# ✧↓✧ ✭◆

β
✮ ♦✉ ♣❧✉ ♣&$❝✐ $♠❡♥# ❧❡✉& ❞✐✛$&❡♥❝❡

S = Nα −Nβ ✭✷✳✽✮

=

∫
nα(~r)d3r −

∫
nβ(~r)d3r

=
M − 1

2

❖♥ ✐❧❧✉ #&❡ ✉♥ &$ ✉❧#❛# ❝♦♥❝&❡# ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠$#❤♦❞❡ ❈B▼❉ / ✉♥  ② #D♠❡

❞❛♥ ❞✐✛$&❡♥# $#❛# ♠❛❣♥$#✐E✉❡ ❞❛♥ ❧❛ ❋✐❣✉&❡ ✹✳ ❉❛♥ ❝❡##❡ ✜❣✉&❡✱ ♦♥ &❡♣&$ ❡♥#❡ ✉♥❡

❜♦✐#❡ ❞❡  ✐♠✉❧❛#✐♦♥ ❞✉  ② #D♠❡ ❞✬❤②❞&♦①②❞❡ ❛❝$#❛#❡ ❞❡ ❝✉✐✈&❡ E✉❡ ♥♦✉ $#✉❞✐♦♥ ❞❛♥ ❧❡

♣&♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐#&❡✳ ▲❡ ✸✷ ❛#♦♠❡ ❞❡ ❝✉✐✈&❡ ♦&❣❛♥✐ $ ❡♥ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡  ♦♥# ♠✐ ❡♥ ❛✈❛♥#

♣❛& ❧❡ ✐ ♦ ✉&❢❛❝❡ ❞❡ ❞❡♥ ✐#$ ❞❡  ♣✐♥ E✉✐ ❧❡ ❡♥#♦✉&❡♥# ✭❞❡♥ ✐#$ ❞❡  ♣✐♥ α ❡♥ ❜❧❡✉ ❡# β
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Anti-Ferromagnetic

S = 0 , M = 1

Ferromagnetic

S = 16 , M = 33

❋✐❣✉$❡ ✹ ✕ ❙②$%&♠❡$ ♠♦❞&❧❡$ ❞✬❤②❞.♦①②❞❡ ❛❝2%❛%❡ ❞❡ ❝✉✐✈.❡ ❞❛♥$ ❧✬2%❛% ❛♥%✐❢❡..♦♠❛❣♥2✲

%✐:✉❡ ✭♣❛.%✐❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ❡% ❧✬2%❛% ❡♥%✐&.❡♠❡♥% ❢❡..♦♠❛❣♥2%✐:✉❡ ✭♣❛.%✐❡ ❞.♦✐%❡✮✳ ❈❡$ $%.✉❝%✉.❡$

♦♥% 2%2 ❝♦♥$%.✉✐%❡$ ❡% $✐♠✉❧2❡$ @ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡$ ♠2%❤♦❞❡$ ❋B▼❉✳ ▲❡$ ✐$♦$✉.❢❛❝❡$ ❞❡ ❞❡♥$✐%2

❞❡ $♣✐♥ ♣♦✉. ❧❡$ 2%❛%$ α ✭❜❧❡✉✮ ❡% β ✭.♦$❡✮ $♦♥% ♠✐$❡$ ❡♥ ❛✈❛♥% ❛✉ ✈♦✐$✐♥❛❣❡ ❞❡$ $✐%❡$

❞❡ ❝✉✐✈.❡✳ ▲❡$ ♣❛.%✐❡$ ♦.❣❛♥✐:✉❡$✱ ❧✬❡❛✉ ❡% ❧❡$ ❤②❞.♦①②❞❡$ $♦♥% %.❛♥$♣❛.❡♥%$ ♣♦✉. ♣❧✉$ ❞❡

❝❧❛.%2 ❞❛♥$ ❧❛ ✜❣✉.❡

❡♥ .♦$❡✮✳ ❉❡✉① ❝♦♥✜❣✉.❛%✐♦♥$ ♠❛❣♥2%✐:✉❡$ ❞✉ $②$%&♠❡ $♦♥% ❝♦♥$✐❞2.2❡$ ✿ @ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧✬2%❛%

❛♥%✐✲❢❡..♦♠❛❣♥2%✐:✉❡ ✭❙❂✵✮ ♦L ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ $✐%❡$ ❜❧❡✉$ ❡$% 2❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ $✐%❡$ .♦$❡$

❡%✱ @ ❞.♦✐%❡✱ ❧✬2%❛% ❢❡..♦♠❛❣♥2%✐:✉❡ ❝♦♠♣❧❡% ✭❙❂✶✻✮ ♦L %♦✉$ ❧❡$ $✐%❡$ ❞❡ ❝✉✐✈.❡ $♦♥% ❡♥%♦✉.2

❞❡ ❞❡♥$✐%2 ❞❡ $♣✐♥ β ❛$$✉.❛♥% ❧✬❛✐♠❛♥%❛%✐♦♥ %♦%❛❧❡ ✐♠♣♦$2❡✳

❯♥ ❛✉%.❡ ❛$♣❡❝% ✐♠♣♦.%❛♥% ❞❡ ♥♦$ $✐♠✉❧❛%✐♦♥$ ❋B▼❉ ❝♦♥❝❡.♥❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣.❡$$✐♦♥ ❛✉① $②$%&♠❡$ 2%✉❞✐2$✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♣.❡$$✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞2.✐✈2❡ ❞❡ ❧✬2♥❡.❣✐❡ %♦%❛❧❡

❞✉ $②$%&♠❡ ❊Ham ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦R%❡ ❞❡ $✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❱Cell

P = −∂EHam

∂VCell

✭✷✳✾✮

◆♦✉$ ✉%✐❧✐$♦♥$ ❞✐✛2.❡♥%$ ♣.♦%♦❝♦❧❡$ ♣♦✉. ❛♣♣❧✐:✉❡. ❧❛ ♣.❡$$✐♦♥ ❡% ♥♦✉$ ♣.2$❡♥%♦♥$ ✐❝✐ ❝❡✲

❧✉✐ :✉❡ ♥♦✉$ ❛♣♣❡❧♦♥$ ✧✐$♦%.♦♣❡✧✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❞❛♥$ ❝❡ ❝❛$✱ ♥♦✉$ ♣.2$❡.✈♦♥$ ❧❡$ $②♠2%.✐❡$

❞❡ ❧❛ $%.✉❝%✉.❡ ❡% .2❞✉✐$♦♥$ ✭♦✉ 2❧❛.❣✐$$♦♥$✮ ❧❡$ ♣❛.❛♠&%.❡$ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ♣♦✉. ♦❜%❡♥✐. ❞❡$

$%.✉❝%✉.❡$ ❝♦♠♣.❡$$2❡$ ✭♦✉ 2%✐.2❡$✮ ❞♦♥♥❛♥% ❧✐❡✉ @ ❞❡$ ♣.❡$$✐♦♥$ ♣♦$✐%✐✈❡$ ✭♦✉ ♥2❣❛%✐✈❡$✮

❛♣♣❧✐:✉2❡$ ❛✉ $②$%&♠❡✳ ❈❡ ♣.♦❝❡$$✉$ ❡$% $❝❤2♠❛%✐$2 ❞❛♥$ ❧❛ ❋✐❣✉.❡ ✺✳ ❆✐♥$✐✱ ♦♥ ❣2♥&.❡ ✉♥

❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ $②$%&♠❡$ ❙j ❡% ♥♦✉$ ✐❞❡♥%✐✜♦♥$ ❧❛ $%.✉❝%✉.❡ :✉✐ ♠✐♥✐♠✐$❡ ❧✬2♥❡.❣✐❡ %♦%❛❧❡ ❞✉

$②$%&♠❡ ❝♦♥$✐❞2.2 ♣♦✉. ♦❜%❡♥✐. ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❱GS ❞❡ ❧❛ $%.✉❝%✉.❡ ❞✬2:✉✐❧✐❜.❡ ❙GS @ ♣.❡$$✐♦♥
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Volume de la boîte de simulation

S1

S2 S3

S4

SGS

Sexp

VGSVexp

❋✐❣✉$❡ ✺ ✕ ❘❡♣%&'❡♥)❛)✐♦♥ '❝❤&♠❛)✐0✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣%♦❝&❞✉%❡ ❞✬&✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣%❡''✐♦♥

❛♣♣❧✐0✉&❡ '✉% ❧❡' '②')7♠❡' '✐♠✉❧&' ♣♦✉% ❧❛ %❡❝❤❡%❝❤❡ ❞❡ ❧✬&)❛) ❢♦♥❞❛♠❡♥)❛❧ ')%✉❝)✉%❡❧ ✭:

❂ ✵ ●:❛✮✳ ▲❡ '②')7♠❡ ❡①♣&%✐♠❡♥)❛❧ ❡') ♥♦)& ❙exp ❡) ❡') ❧❡ '②')7♠❡ ✐♥✐)✐❛❧✱ ♣✉✐' ❛♣%7'

❝♦♠♣%❡''✐♦♥✱ ❧❡' '②')7♠❡' ❙1 ❡) ❙2 '♦♥) ♦❜)❡♥✉' ♦✉ ❛♣%7' ❡①)❡♥'✐♦♥✱ ❧❡' '②')7♠❡' ❙3 ❡) ❙4

'♦♥) ♦❜)❡♥✉'✳ ❉❛♥' ❧❛ %❡❝❤❡%❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ')%✉❝)✉%❡ ❞✬&0✉✐❧✐❜%❡ ♦♣)✐♠✐'&❡ ❞✉ ♠❛)&%✐❛✉ ✭❙GS F
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❝♦♠♣♦*!✳ ❉❛♥* ❧❡ ❣$❛♣❤✐A✉❡ ♣$✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉$❡ ✻✱ ♥♦✉* $❡♣$!*❡♥'♦♥* ❝❡* ❞✐✛!$❡♥❝❡*

❞✬!♥❡$❣✐❡ ∆Ei,j = E(Si, Pj) − E(S0, Pj) ♣❛$ $❛♣♣♦$' H ❧❛ ❝♦♥✜❣✉$❛'✐♦♥ ❆❋ ♣✉$❡ ✭❧✐❣♥❡

❤♦$✐③♦♥'❛❧❡ ❡♥ ♣♦✐♥'✐❧❧!*✮✱ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣$❡**✐♦♥✳ ◆♦✉* ♦❜*❡$✈♦♥* A✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉$❛✲

'✐♦♥ ❡♥'✐G$❡♠❡♥' ❢❡$$♦♠❛❣♥!'✐A✉❡ ✭❝❛$$!* $♦✉❣❡*✮ ❡' ❝❡❧❧❡ A✉✐ ❡*' ✐♥'❡$♠!❞✐❛✐$❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥

*♣✐♥ '♦'❛❧ ❞❡ ❙12 ✭❞✐❛♠❛♥'* ✈❡$'*✮✱ $❡*'❡♥' ❞❡* *②*'G♠❡* ♠♦✐♥* *'❛❜❧❡*✱ ♣❛$ $❛♣♣♦$' H ❧❛

❝♦♥✜❣✉$❛'✐♦♥ ❆❋✱ ♣♦✉$ '♦✉'❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ♣$❡**✐♦♥* !'✉❞✐!❡✳ ❈❡❧❛ ❞✐'✱ ❞❡ ✶✳✷ H ✸✳✺ ●T❛✱

♥♦✉* ✈♦②♦♥* ✉♥❡ ❝♦♥❝✉$$❡♥❝❡ ❝❧❛✐$❡ ❡♥'$❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉$❛'✐♦♥ ❆❋ ❡' ❧❡ ❝❛* ❙8 ✭♣❡♥'❛❣$❛♠♠❡*

❥❛✉♥❡* ❞❛♥* ❧❛ ❋✐❣✉$❡ ✻✮✳ ❉❡ ♣❧✉*✱ H ❞❡* ♣$❡**✐♦♥* ✭T✮ ♣❧✉* !❧❡✈!❡*✱ ❧✬!'❛' ❢♦♥❞❛♠❡♥'❛❧ ❞✉

♠❛'!$✐❛✉ ❡*' ❛**♦❝✐! ❞❡ ❢❛_♦♥ ♣❡$♠❛♥❡♥'❡ H ❝❡ ❝♦♠♣♦$'❡♠❡♥' ♣❧✉* ❢❡$$♦♠❛❣♥!'✐A✉❡✱ '❡❧

A✉✬♦❜*❡$✈! ❞❛♥* ❧❛ ❋✐❣✉$❡ ✻ ♣♦✉$ T ❃ ✸ ●T❛✳ ▲❡* ❜❛$$❡* ❞✬❡$$❡✉$* *♦♥' ♣$♦❞✉✐'❡* H ♣❛$'✐$

❞❡ ❧❛ ♣$♦❝!❞✉$❡ ❞❡ ✧$❛♥❞♦♠✐*❛'✐♦♥✧ ❛♣♣❧✐A✉!❡ *✉$ ❧❡* ♦$❜✐'❛❧❡* !❧❡❝'$♦♥✐A✉❡* ✐♥✐'✐❛❧❡*✳ ❖♥

✷✶



 ❡♠❛ $✉❡ &❣❛❧❡♠❡♥* $✉❡ ❧❛ +* ✉❝*✉ ❡ ❢❡  ♦♠❛❣♥&*✐$✉❡ *♦*❛❧❡ ✭❝❛  &+  ♦✉❣❡+✮ ❝♦♥✈❡ ❣❡ *♦✉✲

❥♦✉ + ✈❡ + ❧❡ ♠5♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬&♥❡ ❣✐❡ ✭♣❡*✐*❡+ ❜❛  ❡+ ❞✬❡  ❡✉ ✮✳ ❊♥  ❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡

❞❡+ ❞✐+* ✐❜✉*✐♦♥+ ❞❡ +♣✐♥ ❛✉*♦ ✐+&❡+ ♣❛ ❧✬&*❛* ❞❡ +♣✐♥ ❙ ❂ ✽ ✭♦✉ ❙ ❂ ✶✷✮ ❝♦♥❞✉✐* C ❞❡+

✈❛❧❡✉ + $✉✐ ♣❡✉✈❡♥* ❞✐✛& ❡ ❞❡ ✵✳✵✺ ❡❱✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②+❡ ❞&*❛✐❧❧&❡ ❞❡+ ❝♦♥✜❣✉ ❛*✐♦♥+ ❙ 0 ❡* ❙8

❡* ❧✬✐❞❡♥*✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡+ *♦♣♦❧♦❣✐❡+ ❞❡ +♣✐♥ ❧❡+ ♣❧✉+ +*❛❜❧❡+ +♦♥* ❞♦♥❝ ❞❡+ &*❛♣❡+ ♥&❝❡++❛✐ ❡+

♣♦✉ ❝♦♠♣ ❡♥❞ ❡ ❧✬♦ ✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡**❡ * ❛♥+✐*✐♦♥ ♠❛❣♥&*✐$✉❡ ✐♥❞✉✐*❡ ♣❛ ❧❛ ♣ ❡++✐♦♥✳ ❈❡**❡

❡♥* ❡♣ ✐+❡ ❡+* &❣❛❧❡♠❡♥* ❡♥❝♦✉ ❛❣&❡ ♣❛ ❧❡ ❢❛✐* $✉❡ ❧❡ +②+*L♠❡ ❙8 ♠♦♥* ❡ ✉♥❡ ♣ ❡++✐♦♥ ❞❡

* ❛♥+✐*✐♦♥ +✐♠✉❧&❡ ❞❛♥+ ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ✭✶✳✷ C ✸✳✺ ●O❛✮ ♣ ♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉ ❡①♣& ✐♠❡♥*❛❧❡ ✶✳✷

●O❛ ❬✹❪✳

✸✳✷ ➱$✉❞❡ ❞❡( ♣*♦♣*✐-$-( ♠❛❣♥-$✐2✉❡( ❡$ -❧❡❝$*♦♥✐2✉❡(

❆✜♥ ❞✬❡①♣❧♦ ❡ ♣❧✉+ ♣ &❝✐+&♠❡♥* ❧✬♦ ✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠❛❣♥&*♦✲+* ✉❝*✉ ❛❧ ❞❛♥+ ❧❡

❈✉❖❍❆❝✱ ♥♦✉+ ✉*✐❧✐+♦♥+ ❧✬❛♥❛❧②+❡ ❞❡ ❞❡♥+✐*& ❞❡ +♣✐♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞&❝ ✐*❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❤❛♣✐* ❡ ✷✳ ▲❛

♣ ♦♠♦*✐♦♥ ❞✉ ❢❡  ♦♠❛❣♥&*✐+♠❡ ❡♥ ✸❉ ❡+* ✈✉ C * ❛✈❡ + ❧✬&✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡+ ❞❡♥+✐*&+ ❞❡ +♣✐♥

❧♦❝❛❧❡+ ♦❜*❡♥✉❡+ +✉ ❧❡+ +✐*❡+ ❞❡ ❝✉✐✈ ❡ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ ❡++✐♦♥✳ ❖♥ ♦❜*✐❡♥* ❞✐✛& ❡♥*❡+

*♦♣♦❧♦❣✐❡+ ❞❡ +♣✐♥ ♣♦✉ ❝❤❛$✉❡ ♣ ❡++✐♦♥ ❡* ♣♦✉ ❝❤❛$✉❡ ✈❛❧❡✉ ❞❡ +♣✐♥ *♦*❛❧ ✐♠♣♦+&❡ C

❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣ ✐♠✐*✐✈❡✳ ➱*❛♥* ❞♦♥♥& $✉✬✉♥❡ ✧ ❛♥❞♦♠✐+❛*✐♦♥✧ ❞❡+ ❝♦♥❞✐*✐♦♥+ ✐♥✐*✐❛❧❡+ ♣♦✉ 

❧❡+ ❞❡❣ &+ ❞❡ ❧✐❜❡ *& &❧❡❝* ♦♥✐$✉❡+ ❡+* ❝♦♥+✐❞& &❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜ ❡✉+❡+ *♦♣♦❧♦❣✐❡+ ❞❡ +♣✐♥ ❝♦ ✲

 ❡+♣♦♥❞❡♥* C ❞❡+ ♠✐♥✐♠✉♠+ ❧♦❝❛✉① ♣ ♦❝❤❡+ ❞❡ ❧✬&*❛* ❢♦♥❞❛♠❡♥*❛❧ &❧❡❝* ♦♥✐$✉❡ ♣♦✉ ✉♥❡

✈❛❧❡✉ ❞❡ ♣ ❡++✐♦♥ ❞♦♥♥&❡✳ ❯♥ ❛♣❡ [✉ ❞❡+ ♣ ❡♠✐❡ +  &+✉❧*❛*+  ❡❧❛*✐❢+ C ❝❡**❡ ❛♥❛❧②+❡ ❡+*

♣✉❜❧✐& ❞❛♥+ ✉♥❡  ❡✈✉❡ +❝✐❡♥*✐✜$✉❡ ❬✹✼❪ ❡* ❝♦♠♣❧&*& ❞❛♥+ ❝❡**❡ +❡❝*✐♦♥✳

❉❛♥+ ❧❛ ✜❣✉ ❡ ✼✱ ♥♦✉+ ♠♦♥* ♦♥+ ❧❡+  &+✉❧*❛*+ ❞✬❛✐♠❛♥*❛*✐♦♥ ❞❡+ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡+ ❞❡ ❝✉✐✈ ❡

❞❡ ❧❛ +* ✉❝*✉ ❡ ♦✉✱ ♣❧✉+ ♣ &❝✐+&♠❡♥*✱ ❧❛ ❞✐✛& ❡♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉ + ✈❛❧❡✉ + ❛❜+♦❧✉❡+ ✭∆ΣS
l1,l2

❂

ΣS
l1
− ΣS

l2
✮✱ $✉❛♥*✐✜❛♥* ❛✐♥+✐ ❧❡ ❝❛ ❛❝*L ❡ ❢❡  ✐♠❛❣♥&*✐$✉❡ ✸❉ ❞❛♥+ ❧❡ +②+*L♠❡✳ ❉❡ ❢❛✐*✱ +✐

❧❡+ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡+ ♣ &+❡♥*❡♥* ✉♥❡ ❛♠♣❧✐*✉❞❡ ❞✬❛✐♠❛♥*❛*✐♦♥ ✐❞❡♥*✐$✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ +✐❣♥❡ ♦♣♣♦+&

❛❧♦ + ∆ΣS
l1,l2

❂ ✵ ❛✈❡❝ ΣS
l1

= −ΣS
l2

❡* ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉ ❛*✐♦♥ ✸❉ ❛♥*✐✲❢❡  ♦♠❛❣♥&*✐$✉❡ ✭❆❋✮

❡+* ♦❜*❡♥✉❡✳ ❊♥  ❡✈❛♥❝❤❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦❧❛ ✐+❛*✐♦♥ ❞❡ +♣✐♥ ✜♥✐❡ &❣❛❧❡ ✭ΣS
l1

= ΣS
l2

6= 0✮ ❡*

∆ΣS
l1,l2

6= ✵✱ ❧❡ ❢❡  ♦♠❛❣♥&*✐+♠❡ ✸❉ ❡+* ♦❜*❡♥✉✳ ❉❛♥+ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉ ❛*✐♦♥ ✐♥*❡ ♠&❞✐❛✐ ❡✱ ❧❡+

❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡+ ♣♦ *❡♥* ❞✐✛& ❡♥*❡+ ✈❛❧❡✉ + ❞❡ ♠❛❣♥&*✐+❛*✐♦♥ ✜♥✐❡+ ΣS
l1
6= ΣS

l2
 &+✉❧*❛♥*+ ❡♥

✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉ ❛*✐♦♥ ❢❡  ✐♠❛❣♥&*✐$✉❡✳

❚ ♦✐+ ♣❧❛❣❡+ ❞❡ ♣ ❡++✐♦♥ +♦♥* ❝♦♥+✐❞& &❡+✱ ♠♦♥* ❛♥* ❞❡+ ❝♦♠♣♦ *❡♠❡♥*+ ♠❛❣♥&*✐$✉❡+

❞✐+*✐♥❝*+ ✐❞❡♥*✐✜&+ ♣❛ ❧❡+ ❝❤✐✛ ❡+ ■✱ ■■ ❡* ■■■ ❛❧❧❛♥* ❞❡+ ❜❛++❡+ ♣ ❡++✐♦♥+ ❛✉① ♣❧✉+ ❤❛✉*❡+

❝♦♥+✐❞& &❡+✳ ❉❡ ♥♦♠❜ ❡✉+❡+ *♦♣♦❧♦❣✐❡+ ❞❡ +♣✐♥ +♦♥* ♦❜*❡♥✉❡+ ♣♦✉ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡+ +②+*L♠❡+

❝♦♥+✐❞& &+ ❞❛♥+ ❧❛ ♣❛ *✐❡ +✉♣& ✐❡✉ ❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉ ❡ ✼✳ ◆♦✉+ ❛✈♦♥+ ✐♥❝❧✉+ ✉♥❡  ❡♣ &+❡♥*❛*✐♦♥

❞❡+ ❞✐+* ✐❜✉*✐♦♥+ ❞❡ ❞❡♥+✐*& ❞❡ +♣✐♥ ❞❡+ &*❛*+ ❞❡ +♣✐♥ α ✭+✉ ❢❛❝❡+ +♦❧✐❞❡+ ❜❧❡✉❡+ ❛✉*♦✉ 

❞❡+ +✐*❡+ ❞❡ ❝✉✐✈ ❡✮ ❡* β ✭+✉ ❢❛❝❡+ +♦❧✐❞❡+ ✈❡ *❡+✮ ♦❜*❡♥✉❡+ ♣♦✉ ❧❡ +②+*L♠❡ ❈✉❖❍❆❝ +♦✉+

♣ ❡++✐♦♥✳ ◆♦✉+ ♥♦✉+ ❝♦♥❝❡♥* ♦♥+ ✉♥✐$✉❡♠❡♥* +✉ ❧❡ +②+*L♠❡ ❞✬&♥❡ ❣✐❡ *♦*❛❧❡ ❧❛ ♣❧✉+ ❜❛++❡

C ❝❤❛$✉❡ ✈❛❧❡✉ ❞❡ ♣ ❡++✐♦♥ ❡* ❝❤♦✐+✐++♦♥+ ❞❡ ♠♦♥* ❡ ❧❡+ ❝♦♥✜❣✉ ❛*✐♦♥+ ❞❡ +♣✐♥ $✉✐ +♦♥*

❧❡ ♣❧✉+ +♦✉✈❡♥* ♦❜*❡♥✉❡+ C ❝❡**❡ ♣ ❡++✐♦♥✳ ❉❛♥+ ❧❛ ♣ ❡♠✐L ❡  &❣✐♦♥ ✭✼✲■✮✱ ❧❡+ +②+*L♠❡+ ❙ 0

❛♥❛❧②+&+ ♠♦♥* ❡♥* ♣ ✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥* ❞❡+ ❛✐♠❛♥*❛*✐♦♥+ ✜♥✐❡+ ❞❛♥+ ❧❡+ ❝♦✉❝❤❡+ ❞❡ ❝✉✐✈ ❡✱ ♠❛✐+

❞✬✉♥ +✐❣♥❡ ♦♣♣♦+& ♣♦✉ ❧❡+ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡+ ✭❙✵✲❛✮✳ ❉❛♥+ ❧❛  &❣✐♦♥ ❞❡ * ❛♥+✐*✐♦♥ ❞❡ ❧✬&*❛*

❆❋ C ❧✬&*❛* ❋ ✭✼✲■■✮✱ ♥♦✉+ ❡①♣♦+♦♥+ ❧❡+ $✉❛* ❡ ❞✐+* ✐❜✉*✐♦♥+ ❞♦♠✐♥❛♥*❡+ ♦❜*❡♥✉❡+ ♣♦✉ ❧❡+

+②+*L♠❡+ ❙0 ❡* ❙8 ❡①♣ ✐♠❛♥* ❧✬❡①✐+*❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❝✉  ❡♥❝❡ ❡♥* ❡ ❧❡+ ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉ ❛*✐♦♥+
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Pression calculée (GPa)
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❋✐❣✉$❡ ✼ ✕  ❛"#✐❡ &✉♣)"✐❡✉"❡ ✿ ✐#♦#✉&❢❛❝❡# ❞❡ ❞❡♥#✐-. ❞❡ #♣✐♥ ✭±0.03⑤❡⑤✮ ❞❡# .-❛-# α
✭❜❧❡✉✮ ❡- β ✭✈❡&-✮ ❞❡ ❧✬❤②❞&♦①②❞❡ ❛❝.-❛-❡ ❞❡ ❝✉✐✈&❡ ❞❛♥# ❞✐✛.&❡♥-❡# &.❣✐♦♥# ❞❡ ♣&❡##✐♦♥

✭■ ✿ ✵ ? ✶ ●B❛✱ ■■ ✿ ✶ ? ✸✳✺ ●B❛ ❡- ■■■ ✿ ✸ ? ✼✳✺ ●B❛✮✳  ❛"#✐❡ ✐♥❢)"✐❡✉"❡ ✿ ❞✐✛.&❡♥❝❡#

❞❡# ❛✐♠❛♥-❛-✐♦♥# ❡♥-&❡ ❧❡# ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡# ❞❡ ❝✉✐✈&❡ ✭∆ΣS
l1,l2

✮ ❞❛♥# ❧❛ #-&✉❝-✉&❡ ❈✉❖❍❆❝

❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣&❡##✐♦♥ ❛♣♣❧✐L✉.❡ ♣♦✉& ❧❡ #②#-M♠❡ ❛♥-✐❢❡&&♦♠❛❣♥.-✐L✉❡ ✭❙ ❂ ✵ ❡♥ ❜❧❡✉✮

❡- ♣♦✉& ❧❡ #②#-M♠❡ ❢❡&&♦♠❛❣♥.-✐L✉❡ ✭❙ ❂ ✽ ❡♥ #②♠❜♦❧❡# ❥❛✉♥❡#✮

♠❛❣♥.-✐L✉❡#✳ ❉❛♥# ❧❡# ❝❛# ❙✽✲❛ ❡- ❙✽✲❜✱ ♥♦✉# ♦❜-❡♥♦♥# &❡#♣❡❝-✐✈❡♠❡♥- ❧❡# ✈❛❧❡✉&# ❧❡# ♣❧✉#

.❧❡✈.❡# ❡- ❧❡# ♣❧✉# ❜❛##❡# ❞❡ ∆ΣS
l1,l2

✳ ➚ ♠❡#✉&❡ L✉❡ ❧✬.♥❡&❣✐❡ -♦-❛❧❡ ❞✉ #②#-M♠❡ ❙8 ❞✐♠✐♥✉❡

❡- L✉❡ ❧❛ -&❛♥#✐-✐♦♥ #❡ ♣&♦❞✉✐-✱ ❧❡ #②#-M♠❡ ❙8 #❡ #-❛❜✐❧✐#❡ ❞❛♥# ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉&❛-✐♦♥ ❢❛✈♦&✐✲

#❛♥- ❞❡# ✈❛❧❡✉&# #✐♠✐❧❛✐&❡# ❞❡ ♠❛❣♥.-✐#❛-✐♦♥# ❞❡# ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡# ❞❡ ❝✉✐✈&❡ ❞❛♥# ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡

♣&✐♠✐-✐✈❡ ❞.❜♦✉❝❤❛♥- #✉& ❧❡ ❝❛# ❙✽✲❝ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉&❡ ✭✼✲■■■✮✳

◆♦✉# ❛✈♦♥# .❣❛❧❡♠❡♥- .✈❛❧✉. ❧❡# ♣&♦♣&✐.-.# .❧❡❝-&♦♥✐L✉❡# ❞❡ ❝❡ ♠❛-.&✐❛✉ ❡♥ ✉-✐❧✐#❛♥-

❞❡✉① ❞❡#❝&✐♣-✐♦♥# ❞✐✛.&❡♥-❡# ❞❡# .❧❡❝-&♦♥# ❞❡ ❝X✉& ❞❡# ❛-♦♠❡# ❞❡ ❝✉✐✈&❡✳ ❆ -&❛✈❡&# ✉♥❡

❝♦♠♣❛&❛✐#♦♥ ❞.-❛✐❧❧.❡ ❞❡# &.#✉❧-❛-# ♦❜-❡♥✉# ❡♥ -❡&♠❡ ❞❡ #-&✉❝-✉&❡ ❡- ❞❡ ♣&♦♣&✐.-.# ♠❛✲

❣♥.-✐L✉❡#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❝❤♦✐#✐ ❧❡ ♣#❡✉❞♦✲♣♦-❡♥-✐❡❧ ✧ ❡♠✐❝♦&❡✧ ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉&❡ L✉❛❧✐-.

❞❡# &.#✉❧-❛-#✱ ♥♦-❛♠♠❡♥- ❡♥ -❡&♠❡ ❞❡ ❞❡♥#✐-. ❞❡ #♣✐♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡# ❛-♦♠❡# ❞❡ ❝✉✐✈&❡✳ ◆♦✉#
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 !❧❡❝%✐♦♥♥♦♥ ✉♥ *! ✉❧%❛% , ♠❡%%*❡ ❡♥ ❛✈❛♥% ❞❛♥ ❧❡ ❝❛❞*❡ ❞❡ ❝❡ *! ✉♠! ❞❡ %❤1 ❡✱ ❝✬❡ % ✉♥❡

❝♦♠♣❛*❛✐ ♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡✉① ♣ ❡✉❞♦✲♣♦%❡♥%✐❡❧ , %*❛✈❡* ❧✬❛♥❛❧② ❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ✐♥%❡*❞✐%❡ !❧❡❝✲

%*♦♥✐9✉❡ ❞❡ ❈✉❖❍❆❝ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣*❡  ✐♦♥ ❛♣♣❧✐9✉!❡✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ♥♦ ❝❛❧❝✉❧ ❉❋❚ ♥♦✉ 

♣❡*♠❡%%❡♥% ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡* ❧❛ ❞❡♥ ✐%! ❞✬!%❛% !❧❡❝%*♦♥✐9✉❡ ✭❉❖❙✮ , ❧✬!%❛% ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ ❞✉ ♠❛✲

%!*✐❛✉ ❡% ❝❡❝✐✱ , ❞✐✛!*❡♥%❡ ♣*❡  ✐♦♥ ✳ ❊♥ ❞!♣✐% ❞❡ ❧❛  ♦✉ ✲❡ %✐♠❛%✐♦♥  ② %!♠❛%✐9✉❡ ❜✐❡♥

❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ✐♥%❡*❞✐%❡ , ♣❛*%✐* ❞❡ ♠!%❤♦❞❡ ❉❋❚✲●●❆ ❬✹✽❪✱ ♥♦✉ ♣*♦♣♦ ♦♥ ❞❡

♥♦✉ ❝♦♥❝❡♥%*❡*  ✉* ❧❡ ✈❛*✐❛%✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣*❡  ✐♦♥ ♣♦✉* ❧❡ ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉*❛%✐♦♥ 

♠❛❣♥!%✐9✉❡ ♣❡*%✐♥❡♥%❡ ♣♦✉* ♥♦%*❡ !%✉❞❡✱ ,  ❛✈♦✐* ❙0 ❡% ❙8✳
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Pression calculée (GPa)

❋✐❣✉$❡ ✽ ✕ ➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ✐♥%❡*❞✐%❡ !❧❡❝%*♦♥✐9✉❡ ❞✉  ② %1♠❡ ❈✉❖❍❆❝ ❡♥ ❢♦♥❝✲

%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣*❡  ✐♦♥ ❛♣♣❧✐9✉!❡ ♣♦✉* ❧✬!%❛% ❛♥%✐✲❢❡**♦♠❛❣♥!%✐9✉❡ ✭❙ ❂ ✵ ❡♥ ❜❧❡✉✮ ❡% ❧✬!%❛%

❢❡**♦♠❛❣♥!%✐9✉❡ ✭❙ ❂ ✽ ❡♥ ❥❛✉♥❡✮✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ *! ✉❧%❡♥% ❞❡ ❧✬✉%✐❧✐ ❛%✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❛♣♣*♦❝❤❡ 

♣♦✉* ❧❡ %*❛✐%❡♠❡♥% ❞❡ !❧❡❝%*♦♥ ❞❡ ❝♦❡✉* ❞❡ ❛%♦♠❡ ❞❡ ❝✉✐✈*❡ ✿ ❧❡ ♣ ❡✉❞♦✲♣♦%❡♥%✐❡❧ ◆▲❈❈

✭♣❡♥%❛❣*❛♠♠❡ ✱ ❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥%✐❧❧!❡ ✮ ❡% ❧❡ ♣ ❡✉❞♦✲♣♦%❡♥%✐❡❧  ❡♠✐❝♦&❡ ✭❝❡*❝❧❡ ✱ ❧✐❣♥❡  ♦❧✐❞❡ ✮

❉❛♥ ❧❛ ❋✐❣✉*❡ ✽✱ ❧❡ ❜❛♥❞❡ ✐♥%❡*❞✐%❡ ✭❞✐%❡ ✧❣❛♣✧✮ ❝♦**❡ ♣♦♥❞❛♥%❡ ❛✉① !%❛% α  ♦♥%

*❡♣*! ❡♥%!❡ ♣♦✉* ❧❡ ❝❛ ❞✉ ♣ ❡✉❞♦✲♣♦%❡♥%✐❡❧ ◆▲❈❈ ✭♣❡♥%❛❣*❛♠♠❡ ✮ ❡%  ❡♠✐❝♦&❡ ✭❝❡*❝❧❡ ✮

❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣*❡  ✐♦♥✳ ❆✈❡❝ ❝❡ ❞❡*♥✐❡*✱ ❧❡ ❣❛♣ ♦❜%❡♥✉ , ♣*❡  ✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ♣♦✉* ❧❡  ② ✲

%1♠❡ ❆❋ ✭❙0✱  ②♠❜♦❧❡ ❜❧❡✉ ❞❛♥ ❧❛ ❋✐❣✉*❡ ✽✮ ❡ % ❞❡ ✶✳✷✵ ❡❱ , ❝♦♠♣❛*❡* ❛✈❡❝ ✵✳✹✷ ❡❱

♦❜%❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣*♦❝❤❡ ◆▲❈❈✳ ▲✬!✈♦❧✉%✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣*❡  ✐♦♥ ❡ %  ✐♠✐❧❛✐*❡ ❞❛♥ 

❧❡ ❞❡✉① ❝❛ ♣♦✉* ❧❡ ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉*❛%✐♦♥ ♠❛❣♥!%✐9✉❡ ✭ ②♠❜♦❧❡ ❥❛✉♥❡ ♣♦✉* ❧❡ ❝❛ ❢❡**♦✲

♠❛❣♥!%✐9✉❡✱ ❙8✮✳ ■❧ ❡ % , ♥♦%❡* 9✉❡ ❧❡  ② %1♠❡ ❢❡**♦♠❛❣♥!%✐9✉❡ ♠♦♥%*❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥

♠♦♥♦%♦♥❡ ❞❛♥ ❧❡ ❝❛  ❡♠✐❝♦&❡ ❡♥ ❝♦♥%*❛ %❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ◆▲❈❈✳ ❈♦♠♣%❡ %❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐%

9✉❡ ❈✉❖❍❆❝ ❡ % ✉♥ ♠❛%!*✐❛✉ ❛♥%✐❢❡**♦♠❛❣♥!%✐9✉❡ ❡% ✉♥ ✐ ♦❧❛♥% 9✉❛♥❞ ❛✉❝✉♥  %✐♠✉❧✉ 

❡①%!*✐❡✉* ♥✬❡ % ❛♣♣❧✐9✉! ❬✹❪✱ ♥♦✉ ❡ %✐♠♦♥ 9✉❡ ❧✬!✈❛❧✉❛%✐♦♥ ❞❡ ♣*♦♣*✐!%! !❧❡❝%*♦♥✐9✉❡ 

❡ % !❣❛❧❡♠❡♥% ♦♣%✐♠✐ !❡ ♣❛* ❧✬❛♣♣*♦❝❤❡  ❡♠✐❝♦&❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐%✱ ♥♦✉ ✉%✐❧✐ ♦♥ ❝❡%%❡ ❞❡ ❝*✐♣✲

%✐♦♥ ♣♦✉* ❧❡ ❛%♦♠❡ ❞❡ ❝✉✐✈*❡ ❞❛♥ ❧❡ ♣*♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐%*❡ ❞❛♥ ❧❡9✉❡❧ ❞✬❛✉%*❡  %*✉❝%✉*❡ 

❧❛♠❡❧❧❛✐*❡ , ❜❛ ❡ ❞❡ ❝✉✐✈*❡  ♦♥% !%✉❞✐!❡ ✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ✹

❉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡/ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❛❧✐%2/ ❞❛♥/ ❧❡/

❤②❜&✐❞❡/ ❧❛♠❡❧❧❛✐&❡/

❉❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐)*❡✱ ♥♦✉# ✈✐#♦♥# ❧❛ ♠❛1)*✐#❡ ❞❡ ❧✬❛*❝❤✐)❡❝)✉*❡ ❞❡# ♠❛)4*✐❛✉① ❤②❜*✐❞❡#

♠✉❧)✐❢♦♥❝)✐♦♥♥❡❧# ❣*:❝❡ ; ❧✬✐♥#❡*)✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡# ♠♦❧4❝✉❧❡# ♦*❣❛♥✐<✉❡# ✭✢✉♦*?♥❡ ♣❤♦#✲
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❛❣✐♥❣ ♠❡ ❞✉"✐♥❣ *❤❡1❡ *❤"❡❡ ❜❡❛✉*✐❢✉❧ ②❡❛"1✳ ❆❧1♦✱ ■ 1✐♥❝❡"❡❧② *❤❛♥❦ ❉"✳ ●✉✐❞♦ ❖"✐ *❤❛*

♣"♦✈✐❞❡❞ ♠❡ ❞❛✐❧② ✉♥❝♦♥❞✐*✐♦♥❛❧ 1✉♣♣♦"* ❛♥❞ ♠❛❞❡ ❛❧❧ *❤✐1 ✇♦"❦ ♣♦11✐❜❧❡✳ /"✳ ▼❛✉"♦

❇♦❡"♦✱ *♦ ✇❤♦♠ ■ ♦✇❡ ♠② ❞❡❡♣❡1* ❣"❛*✐*✉❞❡✱ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡" 1*♦♣ ❛1*♦♥✐1❤✐♥❣ ♠❡ ✇✐*❤ ❤✐1 ✐♥✲

✜♥✐*❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ■ ❛❧1♦ *❤❛♥❦ ❉"✳ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦❣❡③ ❛♥❞ ◗✉❡♥*✐♥ ❊✈"❛"❞✱ ❢♦" *❤❡ ❢"✉✐*❢✉❧

❝♦❧❧❛❜♦"❛*✐♦♥ *❤❛* ❣❛✈❡ ❛ "❡❛❧✐1*✐❝ ❛♥❞ ❡①♣❡"✐♠❡♥*❛❧ ❝♦✉♥*❡"♣❛"* *♦ *❤✐1 ♣"♦❥❡❝*✳ ■ ❛♠ ❣"❛*❡✲

❢✉❧ *♦ ❛❧❧ ■/❈▼❙✬ ♠❡♠❜❡"1 *❤❛* ♣"♦✈✐❞❡❞ ♠❡ ✇✐*❤ ❛♥ ❛♠❛③✐♥❣ ♣"♦❞✉❝*✐✈❡ ❡♥✈✐"♦♥♠❡♥* ❛♥❞

❝♦♥❢"♦♥*❡❞ ♠❡ *♦ *❤❡ 1❝✐❡♥*✐✜❝ ❞✐✈❡"1✐*② ❛♥❞ ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡ ♥❡❝❡11❛"② *♦ ❡♥✈✐1❛❣❡ *❤❡ "❡❛❧✐*②

♦❢ ♠♦❞❡"♥ 1❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ *♦ *❤❡ ❯♥✐✈❡"1✐*② ♦❢ ❙*"❛1❜♦✉"❣ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛"*✐❝✉❧❛" *♦ *❤❡

❍✐❣❤ /❡"❢♦"♠❛♥❝❡ ❈♦♠♣✉*✐♥❣ ❝❡♥*❡" ❢♦" *❤❡ ♠✐❧❧✐♦♥1 ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥ ❤♦✉"1 *❤❛* ♠❛❞❡ *❤✐1

♣"♦❥❡❝* ♣♦11✐❜❧❡✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ *♦ ♠❡♥*✐♦♥ *❤❛* ♠② ❡✈❡"②❞❛② ❧✐❢❡ ❤❛1 ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❝♦♠♣❛*✐❜❧❡ ✇✐*❤ 1✉❝❤

✇♦♥❞❡"❢✉❧ /❤❉ ❛❞✈❡♥*✉"❡ *❤❛♥❦1 *♦ ♠② ♣❡"❢❡❝* ✇✐❢❡ ❑❛"✐♥❛✱ ♠② ♠♦*❤❡" ❙♦✉❛❞ ✫ ♠② ❢❛✲

*❤❡" ▼♦❤❛♠♠❡❞✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ *♦ ♠② ✇✐1❡ 1✐1*❡" ❉"✳ ❩❛②♥❛ ❈❤❛❦❡" *❤❛* ✇❡♥* *❤"♦✉❣❤ ❡✈❡"②

♦❜1*❛❝❧❡ ❜② ♠② 1✐❞❡ ❛♥❞ *♦ ❤❡" ❤✉1❜❛♥❞ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ✇✐*❤ ✇❤♦♠ ❞✐1❝✉11✐♦♥1 ❛"❡ ❛❧✇❛②1 ❛

♣❧❡❛1✉"❡✳

❆ ❤✉❣❡ ✧❚❤❛♥❦ ②♦✉✦✧ *♦ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡1 ❛♥❞ ❢"✐❡♥❞1✱ ▼❡❧*❡♠✱ ❑✉❜"❛✱ ❊❧♦❞✐❡✱ ▼❛*❤✐❛1

*❤❡ ❣"❡❛* ✭♠② ❢❛✈♦"✐*❡ ♣♦❦❡" ♠❛*❡✮ ❛♥❞ ❊*✐❡♥♥❡ *❤❡ ❝♦♠♣✉❧1♦"②✳ ■ ❛❧1♦ *❤❛♥❦ ♠② ❯❦"❛✐♥✐❛♥

1♦✉❧ ♠❛*❡1 ❙*❛③✐❦ ❛♥❞ ■✈❛♥ ✇✐*❤ ✇❤♦♠ ❉✯✯❆ ✇❛1 ❛♥ ❡✈❡"②❞❛② ♣❧❡❛1✉"❡✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ *♦ ❛❧❧

♠❡♠❜❡"1 ♦❢ ♦✉" "❡❛❞✐♥❣ ❣"♦✉♣ ❢"♦♠ ♦*❤❡" ✐♥1*✐*✉*❡1 *❤❛♥ ■/❈▼❙ ✭■❙■❙✱ ■●❇▼❈✱ ❈❊❆

❡*❝✮ ❛♥❞ ❡1♣❡❝✐❛❧❧② ♠② ❢"✐❡♥❞1 ❖✉11❛♠❛✱ ❆"*✉" ❛♥❞ ▼❛*❤✐❡✉ ✇❤♦ ❤♦1*❡❞ ✉1 ❢♦" *❤❡1❡

✇♦♥❞❡"❢✉❧ ✇❡❡❦❧② ♠❡❡*✐♥❣1✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ *❤❛♥❦ ②♦✉ *♦ ❏❡❛♥✲❨✈❡1 ❘✉♥1❡"✱ ▼❛①✐♠✐❧❧✐❡♥ ❇❛"❜✐❡"✱

❚❤✐❜❛✉❧* ❈❤❡"✈② ❛♥❞ ❉"✳ ❏Y"Z♠❡ ❍✉"1*✳ ❲❡ ❝❛♠❡ ❢"♦♠ ❢❛" *♦❣❡*❤❡" ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ✇✐*❤

❧♦♥❣ ❞✐1❝✉11✐♦♥1 ♦♥ ♣❤✐❧♦1♦♣❤②✱ 1❝✐❡♥❝❡✱ ♣♦❧✐*✐❝1 ❡*❝✳✳✳ *❤❛* ❝♦♥1*"✉❝*❡❞ ❛♥❞ ♣♦❧✐1❤❡❞ ♠②

❤✉♠❛♥✐*② *♦ ♠❛❦❡ ♠❡ ✇❤♦ ■ ❛♠✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦" ❡①✐1*✐♥❣✳
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❈(▼❉ ✿ ❈❛'✲9❛''✐♥❡❧❧♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛' ❞②♥❛♠✐❝B ❬✷❪

❈✉❖❋( ✿ ❝♦♣♣❡' ✢✉♦'❡♥❡ ♣❤♦B♣❤♦♥❛"❡

❈✉❖❍❆❝ ✿ ❝♦♣♣❡' ❤②❞'♦①✐❞❡ ❛❝❡"❛"❡✱ ❈✉2✭❖❍✮3✭❈❍3❈❖❖✮

❈✉❖❍❋(✶ ♦3 ✸❛⊂❈✉✿ ❝♦♣♣❡' ❤②❞'♦①✐❞❡ ✢✉♦'❡♥❡ ♠♦♥♦♣❤♦B♣❤♦♥✐❝✱ ❈✉2✭❖❍✮x✭❈13❍10❖39✮y

❈✉❖❍❋(✷ ♦3 ✻❛⊂❈✉✿ ❝♦♣♣❡' ❤②❞'♦①✐❞❡ ✢✉♦'❡♥❡ ❜✐♣❤♦B♣❤♦♥✐❝✱ ❈✉2✭❖❍✮x✭❈13❍10❖692✮y

❈✉❖❍◆ ✿ ❝♦♣♣❡' ❤②❞'♦①✐❞❡ ♥✐"'❛"❡✱ ❈✉2✭❖❍✮3✭◆❖3✮

❉❉❈■ ✿ ❞✐✛❡'❡♥❝❡✲❞❡❞✐❝❛"✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉'❛"✐♦♥ ✐♥"❡'❛❝"✐♦♥

❉❋❚ ✿ ❞❡♥B✐"② ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ "❤❡♦'②

❉♦❋ ✿ ❞❡❣'❡❡B ♦❢ ❢'❡❡❞♦♠

❉❖❙❨✲◆▼❘ ✿ ❞✐✛✉B✐♦♥✲♦'❞❡'❡❞ B♣❡❝"'♦B❝♦♣② ✲ ♥✉❝❧❡❛' ♠❛❣♥❡"✐❝ '❡B♦♥❛♥❝❡

❉❙❆ ✿ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ B✐♠✉❧❛"❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣

❉❙❈ ✿ ❞✐✛❡'❡♥"✐❛❧ B❝❛♥♥✐♥❣ ❝❛❧♦'✐♠❡"'②

❉❚❆ ✿ ❞✐✛❡'❡♥"✐❛❧ "❤❡'♠❛❧ ❛♥❛❧②B✐B

❊❉❳ ✿ ❡♥❡'❣②✲❞✐B♣❡'B✐✈❡ ❳✲'❛② B♣❡❝"'♦B❝♦♣②

❊▲❋ ✿ ❡❧❡❝"'♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛"✐♦♥ ❢✉♥❝"✐♦♥

❋❋❚ ✿ ❢❛B" ❋♦✉'✐❡' "'❛♥B❢♦'♠

❋(▼❉ ✿ ✜'B"✲♣'✐♥❝✐♣❧❡B ♠♦❧❡❝✉❧❛' ❞②♥❛♠✐❝B

❋❚■❘ ✿ ❋♦✉'✐❡' "'❛♥B❢♦'♠ ✐♥❢'❛✲'❡❞ B♣❡❝"'♦B❝♦♣②

●●❆ ✿ ❣❡♥❡'❛❧✐③❡❞ ❣'❛❞✐❡♥" ❛♣♣'♦①✐♠❛"✐♦♥

❍❈❚❍ ✿ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦''❡❧❛"✐♦♥ ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ✭❍❛♠♣'❡❝❤"✱ ❈♦❤❡♥✱ ❚♦③❡' ❛♥❞ ❍❛♥❞② ❬✺✽❪✮

❍❚❍ ✿ ❍❛②✲❚❤✐❜❡❛✉❧" ❛♥❞ ❍♦✛♠❛♥♥ ♠♦❞❡❧ ❬✺✾❪

❍❚❳❘❉ ✿ ❤✐❣❤ "❡♠♣❡'❛"✉'❡ ❳✲'❛② ❞✐✛'❛❝"✐♦♥

❑❙ ✿ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠

▲❉❆ ✿ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥B✐"② ❛♣♣'♦①✐♠❛"✐♦♥

▲❉❍ ✿ ❧❛②❡'❡❞ ❞♦✉❜❧❡ ❤②❞'♦①✐❞❡B

▲❙❍ ✿ ❧❛②❡'❡❞ B✐♥❣❧❡ ❤②❞'♦①✐❞❡B

▼❖❋ ✿ ♠❡"❛❧✲♦'❣❛♥✐❝ ❢'❛♠❡✇♦'❦B

◆▲❈❈ ✿ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛' ❝♦'❡ ❝♦''❡❝"✐♦♥B

◆▼❖ ✿ ♥❛"✉'❛❧ ♠❛❣♥❡"✐❝ ♦'❜✐"❛❧B

(❇❊ ✿ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦''❡❧❛"✐♦♥ ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ✭9❡'❞❡✇✱ ❇✉'❦❡ ❛♥❞ ❊'♥③❡'❤♦❢ ❬✻✵❪✮

(( ✿ ♣B❡✉❞♦✲♣♦"❡♥"✐❛❧

(❲ ✿ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡B

❙❈❖ ✿ B♣✐♥ ❝'♦BB✲♦✈❡'

❙❊▼ ✿ B❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝"'♦♥ ♠✐❝'♦B❝♦♣②

❙◗❯■❉ ✿ B✉♣❡'❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ V✉❛♥"✉♠ ✐♥"❡'❢❡'❡♥❝❡ ❞❡✈✐❝❡

❚●❆ ✿ "❤❡'♠♦❣'❛✈✐♠❡"'✐❝ ❛♥❛❧②B✐B

❲❋❈ ✿ ❲❛♥♥✐❡' ❢✉♥❝"✐♦♥ ❝❡♥"❡'B

❳❆❊❙ ✿ ❳✲'❛② ❡①❝✐"❡❞ ❆✉❣❡' ❡❧❡❝"'♦♥ B♣❡❝"'♦B❝♦♣②

❳(❙ ✿ ❳✲'❛② ♣❤♦"♦❡❧❡❝"'♦♥ B♣❡❝"'♦♠❡"'②
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♥♦♠❡♥❛ ♦❜0❡2✈❡❞ ❧❡❞ %♦ ✈❡2② ❡❧❡❣❛♥% ❛♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥%❛❧❧② 0✐♠♣❧❡ %❤❡♦2✐❡0 0✉❝❤ ❛0 ❝❧❛00✐❝❛❧
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▲✐✈❛❣❡ ❬✷✸✱ ✷✹❪ ✐♥ ✶✾✽✽✳ ❚❤❡♦+❡,✐❝❛❧❧②✱ ♦✉+ ❛♣♣+♦❛❝❤ ✐4 ❜❛4❡❞ ♦♥ ❈❛+✲9❛++✐♥❡❧❧♦ ▼♦❧❡❝✉❧❛+

❉②♥❛♠✐❝4 ✭❈9▼❉✮ ,❡❝❤♥✐?✉❡4 ❬✹✸✱ ✷❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ✶✾✽✺ ❜+✐♥❣✐♥❣ ,♦❣❡,❤❡+ ❞❡♥4✐,② ❢✉♥❝✲

,✐♦♥❛❧ ,❤❡♦+② ✭❉❋❚✮ ❬✻✶❪ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛+ ❞②♥❛♠✐❝4 ✭▼❉✮ ❬✹✷❪✳ ❖✉+ 4,+❛,❡❣② ✐4 ,✇♦✲❢♦❧❞✿
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▲❛②❡&❡❞ ❤②❜&✐❞ ♠❛$❡&✐❛❧/

4000 B.C 8th Century 1704

Lapis Lazuli

(Lazurite)

Mayan blue Prussian blue

1000 B.C

Verdigris Phthalocyanine blue

1930

❋✐❣✉$❡ ✶✸ ✕ ❋$♦♠ ❧❡❢- -♦ $✐❣❤-✿ ▲❛♣✐3 ❧❛③✉❧✐ ♦$ ❧❛③✉$✐-❡✱ ❛ ♥❛-✉$❛❧ ❛❧✉♠✐♥♦ 3✐❧✐❝❛-❡ ♦❢

3♦❞✐✉♠ ❛♥❞ ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❢♦$♠✉❧❛ ✭◆❛✱❈❛✮8❆❧6❙✐6❖24✭❙✱❙❖4✱❈❧✮✱ ❦♥♦✇♥ 3✐♥❝❡

3✉♠❡$✐❛♥ ❝✐✈✐❧✐③❛-✐♦♥ ❛♥❞ ✉3❡❞ ❢♦$ ❝❛$✈✐♥❣3 ❛♥❞ ♦$♥❛♠❡♥-3 ♦❢ 3-❛-✉❡3❀ ❚❤❡ ✧❱❡$❞✐❣$✐3✧ ♦$

❝♦♣♣❡$ ❤②❞$♦①✐❞❡ ❛❝❡-❛-❡✱ ❛ ❣$❡❡♥ ♣✐❣♠❡♥- ♦❜-❛✐♥❡❞ -❤$♦✉❣❤ -❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ ♦❢ ❛❝❡-✐❝ ❛❝✐❞

✭❈❍3❈❖2❍✮ -♦ ❝♦♣♣❡$ ♣❧❛-❡3✱ ✉3❡❞ ✐♥ ❛♥-✐K✉✐-② ❢♦$ ♣$♦-❡❝-✐♥❣ ❝♦♣♣❡$ ♦$ ❜$♦♥③❡ ♦❜❥❡❝-3
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Classi cations of hybrid materials by:
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Lewis acid-base
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layers

Hybrid

inorg. chains
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3D Inorg.
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Molecular 

complexes ?

?

???
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Types of interaction between inorg. and org. components

Chemical pathways used for synthesis

Path A Path B Path C Path D

Conventional sol-gel methods

(hydrolysis/condensation)

Hydrothermal synthesis

Use of bridged precursors

Use of well-de ned

 nanobuilding blocks (NBB)

Assembling of NBB

Dispersion of NBB

Self-assembling procedures

combined to NBB approach

Fabrication of templates 

by organic surfactants

Use of bridged precursors

Integrative synthesis

Micromolding methods

Controlled phase separation

phenomena

· −1

· −1
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Old structure New structure

Chemical formula

Formulae per unit cell

References

Synthesis

Phase

Space Group

Lattice parameters

a

b

c

Cu electronic

configuration

Z = 4 Z = 2

Yang, Fan, et al. CRC (2012)
Suzuki, Kentaro, et al. JPCC (2008)

Masciocchi, Norberto, et al. JSSC (1997)
Švarcová, S., et al. CRT (2011)

Moderate heating of aqueous 

copper acetate solution

Slow titration of copper acetate solution

with NaOH

Polycrystal/Mixed-phase Single-crystal/Pure-phase (120K)

P21/m

Monoclinic

Centrosymmetric

P21

Monoclinic

Non-centrosymmetric

5,6025 A

6,1120 A

18,7470 A

91,012 

5,5875 A

6,0987 A

18,6801 A

91,934 

Cu2+: [Ar] 3d9

❋✐❣✉4❡ ✶✾ ✕ ❈♦♠♣❛4❛#✐✈❡ #❛❜❧❡ ♦❢ #❤❡ ❡①♣❡4✐♠❡♥#❛❧ ❝♦♣♣❡4 ❤②❞4♦①✐❞❡ ❛❝❡#❛#❡ &#4✉❝#✉4❡

❝❤❛4❛❝#❡4✐③❡❞ ❜② ▼❛&❝✐♦❝❝❤✐ ❛♥❞ ❝♦✇♦4❦❡4& ✐♥ ✶✾✾✼ ❬✽✾❪ ❛♥❞ #❤❡ ♦♥❡ ♦❢ Š✈❛4❝♦✈❛ ❡# ❛❧✳ ✐♥
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χ′ = χcos(φ)
χ′′ = χsin(φ)

⇔
χ =

√
χ′ 2 + χ′′ 2

φ = arctan

(
χ′′

χ′

)
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❛# ♣'❡##✉'❡ ♦' /❡♠♣❡'❛/✉'❡ ❛'❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡# ❢♦' /❤❡ ❝♦♠♣✉/❛/✐♦♥❛❧ ♠❛/❡'✐❛❧ #❝✐❡♥❝❡ ❝♦♠✲

♠✉♥✐/② /❤❛/ ✜/ ✇✐/❤✐♥ /❤✐# ❝♦♥/❡①/✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ /❤✐# '♦✉/❡ ✉#✐♥❣ ❋S▼❉ ✭✜'#/✲♣'✐♥❝✐♣❧❡#

♠♦❧❡❝✉❧❛' ❞②♥❛♠✐❝#✮ ♠❡/❤♦❞#✱ ✇❡ ❢♦❝✉# ♦♥ ▲❙❍ #②#/❡♠# /♦ ❣❡/ ✐♥#✐❣❤/# ♦♥ /❤❡ ❝❤❛'❛❝✲

/❡'✐#/✐❝# ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❤②❜'✐❞ ♠❛/❡'✐❛❧#✳ ■♥ /❤❡ ♥❡①/ #❡❝/✐♦♥✱ ✇❡ ♣'❡#❡♥/ /❤❡ /❤❡♦'❡/✐❝❛❧

#/❛/❡✲♦❢✲/❤❡✲❛'/ ✉♥❞❡'❧②✐♥❣ ♦✉' ♠❛✐♥ ♣'♦❥❡❝/✱ /❤'♦✉❣❤ /❤❡ '❡✈✐❡✇ ♦❢ ♣'❡✈✐♦✉# ❛♣♣'♦❛❝❤❡#

❛♥❞ /❤❡ ♠♦#/ '❡❝❡♥/ '❡#✉❧/# ♦❜/❛✐♥❡❞ ✐♥ /❤❡♦'❡/✐❝❛❧ ✐♥✈❡#/✐❣❛/✐♦♥# ♦❢ ❤②❜'✐❞ #②#/❡♠#✳

✶✳✷ ❚❤❡♦'❡(✐❝❛❧ -(❛(❡✲♦❢✲(❤❡✲❛'(

✶✳✷✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❚❤'♦✉❣❤ /❤❡ ♣'❡✈✐♦✉# #❡❝/✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡#❝'✐❜❡❞ /❤❡ ❞❡#✐❣♥ ♦❢ ❤②❜'✐❞ ♠❛/❡'✐❛❧# ❛♥❞ /❤❡ ✜♥❡

❝♦♥/'♦❧ ♦❢ /❤❡ #/'✉❝/✉'❡ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣ ❢'♦♠ ❛♥ ❡①♣❡'✐♠❡♥/❛❧ #❝✐❡♥❝❡ ♣❡'#♣❡❝/✐✈❡✳

■/ ✐# ♦❢ ✐♥/❡'❡#/ /♦ ❡♠♣❧♦② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡/❤♦❞# /♦ ✉♥'❛✈❡❧ /❤❡ ♣❤②#✐❝# ❛♥❞ ❝❤❡♠✐#/'② ✐♥✈♦❧✈❡❞

✐♥ #✉❝❤ #②#/❡♠#✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ /❤❡ /②♣❡ ♦❢ ✐##✉❡✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡/❤♦❞# ❝❛♥ ❜❡ ✧❝❧❛##✐❝❛❧✧

✭/❤✐# ❜❡✐♥❣ ❛ ✈❡'② ❣❡♥❡'❛❧ ❞❡✜♥✐/✐♦♥✮ #✉❝❤ ❛# ❝❧❛##✐❝❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛' ❞②♥❛♠✐❝# ✭▼❉✮ ♦' ▼♦♥/❡

❈❛'❧♦ /❡❝❤♥✐Q✉❡# ✭▼❈✮✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ✐♥ ♠♦#/ ❝❛#❡#✱ /♦ ❛❝❝♦✉♥/ ❡①♣❧✐❝✐/❧② ❢♦' /❤❡ ♥❛/✉'❡

♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣✱ ♦♥❡ ❤❛# /♦ '❡#♦'/ /♦ Q✉❛♥/✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛/✐♦♥# ❛# ✐♥ /❤❡

❢'❛♠❡✇♦'❦ ♦❢ Q✉❛♥/✉♠ ❝❤❡♠✐#/'② ♠❡/❤♦❞# ✭◗❈✮ ♦' ❞❡♥#✐/② ❢✉♥❝/✐♦♥❛❧ /❤❡♦'② ✭❉❋❚✮✳

■♥ /❤✐# #❡❝/✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐#❝✉## /❤❡ ✐♥/❡'❡#/ ♦❢ #✉❝❤ /❡❝❤♥✐Q✉❡# ❛♥❞ /❤❡✐' ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐/②✳

❚❤✐# ✇✐❧❧ ❜'✐♥❣ ✉# /♦ ✐♥/'♦❞✉❝❡ /❤❡ ✉#❡ ♦❢ ✜'#/✲♣'✐♥❝✐♣❧❡# ♠♦❧❡❝✉❧❛' ❞②♥❛♠✐❝# ✭❋S▼❉✮

/❤❛/ ❛❧❧♦✇# ❜♦/❤ /❤❡ ✐♥✈❡#/✐❣❛/✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝/'♦♥✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡/✐❝ ♣'♦♣❡'/✐❡# ❛# ✇❡❧❧ ❛# /❤❡

❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ♦❢ #/❛/✐#/✐❝❛❧ ♣❤②#✐❝# ♠❡/❤♦❞# /♦ ❢♦❧❧♦✇ /❤❡ ❛/♦♠✐❝ /'❛❥❡❝/♦'✐❡# ❛# ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥

♦❢ /✐♠❡✳ ■♥ /❤❡ ❋✐❣✉'❡ ✷✶✱ /❤❡ ❞✐✈❡'#✐/② ♦❢ ♠♦❞❡❧# ❛♥❞ #②#/❡♠# ❛'❡ ❛##♦❝✐❛/❡❞ /♦ ❣✐✈❡
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 ❤❡ ❛ ♦♠✐❝ ❞❡❣*❡❡+ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ ❛+ ❛ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♦❢  ✐♠❡✳ ❚❤✐+ ✐+ ❡①❛❝ ❧② ✇❤❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛* ❞②✲

♥❛♠✐❝+ ❞♦❡+✳ ❲❤❡♥  ❤✐+  ❡❝❤♥✐7✉❡ ❡♠♣❧♦②+ ✐♥ ❡*❛ ♦♠✐❝ ❢♦*❝❡+ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❞ ❜② ❛❝❝♦✉♥ ✐♥❣

❢♦* ❛ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ❡♥❡*❣② +✉*❢❛❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥  ❤❡ ❡❧❡❝ *♦♥✐❝ + *✉❝ ✉*❡✱ ✐ ❜❡❝♦♠❡+ ✜*+ ✲

♣*✐♥❝✐♣❧❡+ ♠♦❧❡❝✉❧❛* ❞②♥❛♠✐❝+✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢  ❤❡ +✐③❡ ♦❢  ❤❡ +✐♠✉❧❛ ✐♦♥ ❝❡❧❧ ❛♥❞  ❤❡ ♥✉♠❜❡*

♦❢ ❛ ♦♠+ ✭≃ 100  ♦ 1000 ❛ ♦♠+✮✱ ❋B▼❉ ✐+  ❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠❡ ❤♦❞  ♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛❝❝✉*❛❝②

❛♥❞  ❤❡ *❡❛❧✐+ ✐❝  *❡❛ ♠❡♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ +②+ ❡♠+ ✐♥ ❡♥❞❡❞  ♦ ❜❡  ❤❡ ❝♦✉♥ ❡*♣❛* ♦❢ ❡①♣❡*✐✲

♠❡♥ ❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞+✳ ❚♦  ❤✐+ ❡♥❞✱ ✇❡ ✉+❡ ❡①❝❧✉+✐✈❡❧② ❋B▼❉ ♠❡ ❤♦❞+ ❛+ ✐♠♣❧❡♠❡♥ ❡❞ ✐♥

 ❤❡ ❈B▼❉ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✷❪ ❢♦*  ❤❡ + ✉❞② ♦❢ ▲❙❍ +②+ ❡♠+✳ ■♥ ✇❤❛ ❢♦❧❧♦✇+✱ +♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡+ ❛*❡

❣✐✈❡♥ ✐♥  ❤✐+ ❝♦♥ ❡① *❡❢❡**✐♥❣  ♦ + ✉❞✐❡+ ♦❢  ❤❡ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦* ♦❢ ♠❛ ❡*✐❛❧+  ❤*♦✉❣❤

✜*+ ✲♣*✐♥❝✐♣❧❡+  ❡❝❤♥✐7✉❡+ ✭❬✶✼❪✮✳ ❲❡ ❛❧+♦ ❢♦❝✉+ ♦♥  ❤❡ ♠♦❞❡❧ +②+ ❡♠+ ♦❢ ✐♥ ❡*❡+ ❢♦* ♦✉*

✇♦*❦✱ ❝♦♣♣❡* ❤②❞*♦①✐❞❡ ♥✐ *❛ ❡ ❛♥❞ ❝♦♣♣❡* ❤②❞*♦①✐❞❡ ❛❝❡ ❛ ❡✳

❚♦ +♣❛♥  ❤❡ ❧❛*❣❡ +♣❡❝ *✉♠ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐ ❡*❛ ✉*❡ ♦♥  ❤❡♦*❡ ✐❝❛❧ + ✉❞✐❡+ ♦❢ ❤②❜*✐❞

♠❛ ❡*✐❛❧+✱ ✇❡ ✜*+ ♣*❡+❡♥ ✐♥ ♠♦*❡ ❞❡ ❛✐❧  ❤❡ ♠♦❞❡❧+ ✉+❡❞ ❢♦* ✉♥❞❡*+ ❛♥❞✐♥❣ ♠❛❣♥❡ ✐+♠

❛♥❞ ♦ ❤❡* ♣*♦♣❡* ✐❡+ ✐♥ +✉❝❤ +②+ ❡♠+✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♥+✐❞❡* ♠♦*❡ ❝❧♦+❡❧②  ❤❡ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ✐♠♣❛❝ 

♦❢ ❛ ♦♠✐❝✲+❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♥  ❤❡+❡ ✐♥✈❡+ ✐❣❛ ✐♦♥+ *❡❧②✐♥❣ ♦♥ +♣❡❝✐✜❝ ❡①❛♠♣❧❡+ ❥✉+ ✐❢②✐♥❣  ❤❡

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❋B▼❉ ♠❡ ❤♦❞+✳ ❚❤❡ ❞❡ ❛✐❧+ ❝♦♥❝❡*♥✐♥❣  ❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦**❡❧❛ ✐♦♥ ❢✉♥❝ ✐♦♥❛❧+

✉+❡❞ ✭❇▲❨B✱ ❇✸▲❨B ❡ ❝✮ ❛*❡ ❧❡❢ ❢♦*  ❤❡ ♥❡① ❝❤❛♣ ❡*✳

✶✳✷✳✷ ▼♦❧❡❝✉❧❛* ♠❛❣♥❡.✐0♠ ♠♦❞❡❧0

❚❤❡ ❣*❡❛ ✈❛*✐❡ ② ♦❢ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦*+ ♦❜+❡*✈❡❞ ✐♥  *❛♥+✐ ✐♦♥ ♠❡ ❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡+ ❧❡❞

 ♦  ❤❡ ❝♦♥+ *✉❝ ✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧+ ❛✐♠✐♥❣ ❛ ❞❡+❝*✐❜✐♥❣ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ✐♥ ❡*❛❝ ✐♦♥+ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡

❝♦♠♣♦♥❡♥ +✳ ■ ❤❛+ ❜❡❡♥ *❡❝♦❣♥✐③❡❞ ✈❡*② ❡❛*❧②  ❤❛ +✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦*+ ❝❛♥♥♦ ❜❡ ❞❡+❝*✐❜❡❞

❜②  ❤❡ +✉♠ ♦❢  ❤❡ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ♣*♦♣❡* ✐❡+ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉♥✐ + ❬✾✷❪✳ ■♥ ❢❛❝ ✱  ❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢

 ❤❡ ❡❧❡❝ *♦♥ +♣✐♥ ♦❢  ❤❡ ❞✐✛❡*❡♥ ❛ ♦♠+ ♦* ♠♦❧❡❝✉❧❡+ *❡7✉✐*❡+  ❤❡ ✐♥❝❧✉+✐♦♥ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡

✐♥ ❡*❛❝ ✐♦♥+ ❡✛❡❝ +✳ ❙✐♥❝❡  ❤❡ ✜*+ *❡❝♦❣♥✐ ✐♦♥ ♦❢ ✐♥ *❛♠♦❧❡❝✉❧❛* ♠❛❣♥❡ ✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜②

●✉❤❛ ❬✾✸❪✱ ♠❛♥②  ❤❡♦*❡ ✐❝❛❧ + ✉❞✐❡+ ❛✐♠❡❞ ❛ ✐♥✈❡+ ✐❣❛ ✐♥❣  ❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐+♠ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐ + *❡❧❛ ✐♦♥+❤✐♣ ✇✐ ❤  ❤❡ ❡❧❡❝ *♦♥✐❝ + *✉❝ ✉*❡ ♦❢ ♠❛ ❡*✐❛❧+ ❬✾✹❪✳ ❚❤❡ + ✉❞②

♦❢  ❤❡ ❡❧❡❝ *♦♥✐❝ + *✉❝ ✉*❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡ ✐❝❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ +②+ ❡♠+ ✐+ ♠♦*❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣  ❤❛♥  ❤❡

♣*♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣ ✐♥ ❝❧♦+❡❞ +❤❡❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡+✳ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣+ ❡✛❡❝ + ❤❛✈❡

❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞ ♠❛♥② ♦❢  ❤❡ +✐♠♣❧✐+ ✐❝ ♠♦❞❡❧+ ♣*❡✈✐♦✉+❧② ✉+❡❞  ♦ ✉♥❞❡*+ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛* ♠❛❣✲

♥❡ ✐+♠✱ +❤♦✇✐♥❣  ❤❡✐* +❡✈❡*❡ ❧✐♠✐ ❛ ✐♦♥+ ❬✶✼❪✳

❚❤❡ ✜*+ ❛♥❞ ♠♦+ ✇✐❞❡❧② ✉+❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐+ ❜❛+❡❞ ♦♥  ❤❡ ❍❡✐+❡♥❜❡*❣

❍❛♠✐❧ ♦♥✐❛♥✳ ❋*♦♠  ❤❡ ❝♦♥❝❡♣ ✉❛❧ ♣♦✐♥ ♦❢ ✈✐❡✇✱ +✉❝❤ ♠♦❞❡❧ ✭✐♥ ✶❉✮ ✐+ ♥♦ ♠♦*❡ ❝♦♠♣❧❡①

 ❤❛♥  ❤❡ ♣*♦❜❧❡♠ ♦❢ ◆ ❝❛*❞+✱ ❡❛❝❤ ❝♦❧♦*❡❞ *❡❞ ♦* ❜❧✉❡✱ ❛**❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ *✐♥❣✱ ✇✐ ❤ ❛ +❤✉✤❡*

❝❤♦♦+✐♥❣  ✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥ ❝❛*❞+  ♦ +✇✐ ❝❤✳ ■♥❞❡❡❞  ❤❡  *❛♥+✐ ✐♦♥ ♠❛ *✐① ♦❢ +✉❝❤ ❛ +✐ ✉❛ ✐♦♥

✐+ ♣*❡❝✐+❡❧②  ❤❡ ♦♥❡ ❝♦**❡+♣♦♥❞✐♥❣  ♦ ❛ ❍❡✐+❡♥❜❡*❣ ❍❛♠✐❧ ♦♥✐❛♥ ✇✐ ❤  ❤❡ ❝❛*❞+ ❜❡✐♥❣

❤❛❧❢ ✐♥ ❡❣❡* +♣✐♥ ♣❛* ✐❝❧❡+ ✭❡❧❡❝ *♦♥+✮ ❛♥❞  ❤❡ ❝♦❧♦* ✭*❡❞✴❜❧✉❡✮ ❝♦**❡+♣♦♥❞✐♥❣  ♦  ❤❡✐*

+♣✐♥ + ❛ ❡ ✭✉♣✴❞♦✇♥✮ ❬✾✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ❞❡+♣✐ ❡  ❤❡ +✐♠♣❧✐❝✐ ② ✐♥ + ❛ ✐♥❣  ❤❡ ♣*♦❜❧❡♠✱  ❤❡

+♦❧✉ ✐♦♥ ♠❛② ❝♦**❡+♣♦♥❞  ♦ ✈❡*② ❝♦♠♣❧❡① +✐ ✉❛ ✐♦♥+ ❛♥❞ ❛**❛♥❣❡♠❡♥ + ♦❢  ❤❡ +♣✐♥+✳ ■♥  ❤❡

❝❛+❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ❝♦♣♣❡*✭■■✮ ❛❝❡ ❛ ❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✭❞✐♠❡*✐❝ ✇✐ ❤ ❢♦✉* ❛❝❡ ❛ ❡+ ❜*✐❞❣✐♥❣  ✇♦

❈✉

2+
+✐ ❡+✮✱ ❛ ❜*♦❛❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢  ❤❡ ♠❛❣♥❡ ✐❝ +✉+❝❡♣ ✐❜✐❧✐ ② ✐+ ♦❜+❡*✈❡❞ ❛+ ❛ ❢✉♥❝ ✐♦♥

♦❢  ❡♠♣❡*❛ ✉*❡ ✇❤✐❧❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❜❡❧♦✇ ✶✵✵❑ ❬✾✻❪✳ ❚❤❡ ❍❡✐+❡♥❜❡*❣ ❍❛♠✐❧ ♦♥✐❛♥

✺✹



❝❛♥✱ ❤❡&❡✱ ❜❡ ✉)❡❞ +♦ ♠♦❞❡❧ +❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥+❡&❛❝+✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ +✇♦ ♣❛&❛♠❛❣♥❡+✐❝ ❝❡♥+❡&)

Ĥ = −JŜA.ŜB ✭✶✳✺✮

✇❤❡&❡ ❙A ❛♥❞ ❙B ✭❙A❂❙B❂✶✴✷ ❤❡&❡✮ ❛&❡ +❤❡ +♦+❛❧ )♣✐♥) ♦♥ ❡❛❝❤ ♠❡+❛❧ ✐♦♥ ❛♥❞ ❏ ✐) ❝❛❧❧❡❞

+❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥)+❛♥+ ❬✾✹❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❝♦♥)✐)+) ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥❡❛&❡)+ ♥❡✐❣❤❜♦&)

♠❛❣♥❡+✐❝ )✐+❡) ✭❆ ❛♥❞ ❇✮ ✐♥+❡&❛❝+✐♦♥ ✇✐+❤ +❤❡ )✐❣♥ ♦❢ ❏ ❞❡+❡&♠✐♥✐♥❣ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐❝ ❝♦♥✜❣✲

✉&❛+✐♦♥ ❝♦&&❡)♣♦♥❞✐♥❣ +♦ +❤❡ )②)+❡♠ ✉♥❞❡& )+✉❞② ✭♣♦)✐+✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛+✐✈❡ ❏ ✈❛❧✉❡) ❢♦& ↑↑
❛♥❞ ↓↑ ❝♦♥✜❣✉&❛+✐♦♥) &❡)♣❡❝+✐✈❡❧②✮✳ ❙A ❛♥❞ ❙B ❝❡❛)❡ +♦ ❜❡ ❣♦♦❞ J✉❛♥+✉♠ ♥✉♠❜❡&) ❛)

)♦♦♥ ❛) ❛♥ ✐♥+❡&❛❝+✐♦♥ ♦❝❝✉&) ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ +✇♦ ♠❛❣♥❡+✐❝ )✐+❡) ❛♥❞ +❤❡ ♣❛✐& )+❛+❡) ♥❡❡❞ ❛

+♦+❛❧ )♣✐♥ ♦♣❡&❛+♦& +♦ ❜❡ )✉✐+❛❜❧② ❞❡)❝&✐❜❡❞

Ŝ = ŜA + ŜB ✭✶✳✻✮

❢♦& ✇❤✐❝❤ +❤❡ ❝♦&&❡)♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡) ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ +❤❡ +♦+❛❧ )♣✐♥ ❛&❡

E(S) = −J
2
S(S + 1) ✭✶✳✼✮

❋♦& +❤❡ +✇♦ ❧♦❝❛❧ ❞♦✉❜❧❡+ )+❛+❡) ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝♦♣♣❡&✭■■✮ ❛❝❡+❛+❡✱ +❤❡ ❧❛)+ ❡①♣&❡))✐♦♥ ❧❡❛❞)

+♦ ❛ )✐♥❣❧❡+ ✭❙❂✵✮ ❛♥❞ ❛ +&✐♣❧❡+ ✭❙❂✶✮ )+❛+❡) )❡♣❛&❛+❡❞ ❜② ❛♥ ❡♥❡&❣② ❣❛♣

ESinglet − ETriplet = J ✭✶✳✽✮

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ +❤✐) )❡❝+✐♦♥ ✐) +♦ ♦✈❡&✈✐❡✇ +❤❡ ♠♦❞❡❧) ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ J✉❛❧✐+❛+✐✈❡ ✉♥❞❡&)+❛♥❞✲

✐♥❣ ♦❢ ❡①♣❡&✐♠❡♥+) ✐♥ +❤❡ ❛&❡❛ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛& ♠❛❣♥❡+✐)♠✳ ❲❡ ♥♦+❡ +❤❛+ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❝♦♥)+❛♥+) ❛&❡ ♥♦+ ❞✐&❡❝+❧② ♠❡❛)✉&❡❞✱ )✐♥❝❡ ♦♥❡ ♦❜+❛✐♥) &❛+❤❡& +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐❝ )✉)❝❡♣+✐❜✐❧✐+②✳

❚❤❡&❡❢♦&❡✱ +❤❡ ♠♦❞❡❧ ❍❛♠✐❧+♦♥✐❛♥ ✐) ✉)❡❞ +♦ ❞❡&✐✈❡ ❛♥ ❡①♣&❡))✐♦♥ ❢♦& +❤❡ +❡♠♣❡&❛+✉&❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐❝ )✉)❝❡♣+✐❜✐❧✐+②✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ✜+ +♦ ❡①♣❡&✐♠❡♥+❛❧ ❞❛+❛ ✐) ♣❡&❢♦&♠❡❞

✇✐+❤ +❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥)+❛♥+ ❜❡✐♥❣ +❤❡ ✜++✐♥❣ ♣❛&❛♠❡+❡& ❬✾✹❪✳ ■♥ +❤❡ ❈✉

2+
❞✐♠❡&

❝❛)❡✱ +❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ✐) )+&❛✐❣❤+❢♦&✇❛&❞ ✇❤✐❧❡ ❢♦& ♠♦&❡ ❝♦♠♣❧❡① )②)+❡♠) +❤❡ +❛)❦ ❜❡❝♦♠❡)

✐♥+&❛❝+❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠✉❧+✐♣❧❡ ♣♦))✐❜✐❧✐+✐❡) ❛&❡ ❞❡❛❧+ ✇✐+❤ +❤&♦✉❣❤ )❡✈❡&❛❧ ❛♣♣&♦①✐♠❛+✐♦♥) ♦♥

+❤❡ ♥❛+✉&❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡+✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣) ❛♥❞ +❤❡ ♣❛+❤) ❜② ✇❤✐❝❤ )✉❝❤ ✐♥+❡&❛❝+✐♦♥) ❝❛♥ ❜❡ ♠❡✲

❞✐❛+❡❞✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ +❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥)+❛♥+) ❞❡+❡&♠✐♥❡❞ ✐♥ +❤✐) ✇❛② ♠❛② ✇✐❞❡❧② ❞✐✛❡& ✐♥

♣❛&+✐❝✉❧❛& ✐♥ +❤❡ ❝❛)❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❤②❜&✐❞ ♠❛+❡&✐❛❧)✳

❆ ♣❛&+ ❢&♦♠ )✉❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣&♦❛❝❤✱ ♠❛♥② ✐❞❡❛) ♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥+❡&❛❝+✐♦♥)

✇❡&❡ ✐♥)♣✐&❡❞ ❜② +❤❡ )+✉❞② ♦❢ ✐♥✜♥✐+❡ )♦❧✐❞ ❧❛++✐❝❡) ❬✾✼❪✳ ❚❤❡ ✐♥+&♦❞✉❝+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ &♦❧❡ ♦❢

)✉♣❡&❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ +❤❡ ✈❛❧✐❞✐+② ♦❢ +❤❡ ❛+♦♠✐❝ ♦&❜✐+❛❧ ❛♣♣&♦①✐♠❛+✐♦♥) ❢♦)+❡&❡❞ +❤❡ &❡❛❧✐③❛✲

+✐♦♥ +❤❛+ ❜&✐❞❣✐♥❣ ❛+♦♠) ✭)✉❝❤ ❛) ♦①②❣❡♥✮ ❜❡+✇❡❡♥ ♠❡+❛❧ ✐♦♥) ✇✐+❤ ✉♥♣❛✐&❡❞ ❡❧❡❝+&♦♥)

❞❡+❡&♠✐♥❡ +❤❡ )✐❣♥ ❛♥❞ ♠❛❣♥✐+✉❞❡ ♦❢ +❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ J✉❛♥+✉♠ +&❡❛+♠❡♥+ ♦❢

♦&❜✐+❛❧) ♦✈❡&❧❛♣ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ❧✐❣❛♥❞) ❛♥❞ ♠❡+❛❧ ❞ ♦&❜✐+❛❧ ❜&♦✉❣❤+ +♦ +❤❡ ❝♦♥)+&✉❝+✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧

❦✐♥❞ ♦❢ J✉❛❧✐+❛+✐✈❡ ♠♦❞❡❧) ❬✾✹✱ ✾✽❪✱ ❢&♦♠ ✇❤✐❝❤✱ +✇♦ ✇✐❞❡❧② ✉)❡❞ ✈❛❧❡♥❝❡✲♦♥❧② ♠♦❞❡❧) ❛&❡

❜❛)❡❞ ♦♥ ♦"#❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡#✐❝ ♦"❜✐#❛❧. ❛♥❞ ♥❛#✉"❛❧ ♠❛❣♥❡#✐❝ ♦"❜✐#❛❧. ❞❡)❝&✐♣+✐♦♥) ❬✺✾✱ ✾✾❪✳

❲❡ )❤♦✉❧❞ ❡♠♣❤❛)✐③❡ +❤❛+ ❛ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ❢♦& )✉❝❤ ♠❡+❤♦❞) ✐) +♦ ❝♦♠♣✉+❡ +❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉✲

♣❧✐♥❣ ♣❛&❛♠❡+❡& ❛) ❞❡✜♥❡❞✱ ♣&❡✈✐♦✉)❧②✱ ✐♥ +❤❡ ❍❡✐)❡♥❜❡&❣ ♠♦❞❡❧✱ ✐❞❡♥+✐❢②✐♥❣ ✐+ +♦ +❤❡

)✐♥❣❧❡+✲+&✐♣❧❡+ )♣❧✐++✐♥❣ ✭❊S ✲ ❊T ✮✳ ❚❤❡ ✜&)+ ❛♣♣&♦❛❝❤ ❝♦&&❡)♣♦♥❞) +♦ ❍❛②✱ ❚❤✐❜❡❛✉❧+ ❛♥❞

❍♦✛♠❛♥♥ ♣&♦♣♦)✐+✐♦♥ ✭❍❚❍✮ ❬✺✾❪ +♦ +&❡❛+ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✐♥+❡&❛❝+✐♦♥) ✐♥ ❞✐♠❡&✐❝ )②)+❡♠) ❧✐❣✲

❛♥❞ ✭▲✮ ♠❡+❛❧ ✭▼✮ ❛♥✐♦♥ ✭❳✮ ♦❢ +❤❡ +②♣❡ ▲n▼a✲❳✲▼b▲n ✭♥ ❂ ✸✱✹✱✺✮ ✇✐+❤ ❧✐❣❛♥❞) ❜❡✐♥❣

✺✺



❤❛❧♦❣❡♥' ❛♥❞ )❤❡ ❛♥✐♦♥✱ ❛♥ ❛❝❡)❛)❡✲❧✐❦❡ ❣/♦✉♣✳ ❚❤❡ ❛✉)❤♦/' ❝♦♥'✐❞❡/ ❞✲❧✐❦❡ ♦/❜✐)❛❧' ♦❢ )✇♦

✇❡❛❦❧② ✐♥)❡/❛❝)✐♥❣ ♠❡)❛❧ ❝❡♥)❡/' ❜/✐❞❣❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦/ ♠♦/❡ ❛)♦♠'✱ ❡❛❝❤ ❜❡❛/✐♥❣ ❛♥ ✉♥♣❛✐/❡❞

❡❧❡❝)/♦♥ ♦❝❝✉♣②✐♥❣ dx2−y2 ♦/❜✐)❛❧'✳ ◆❡✇ ♦/❜✐)❛❧' ❛/❡ ❝♦♥')/✉❝)❡❞ ❢/♦♠ ❧✐♥❡❛/ ❝♦♠❜✐♥❛)✐♦♥'

♦❢ )❤❡'❡ ❛' ❢♦❧❧♦✇'

Φ1 ≃ dax2−y2 + dbx2−y2 ✭✶✳✾✮

Φ2 ≃ dax2−y2 − dbx2−y2 ✭✶✳✶✵✮

✇✐)❤ ❛ ❛♥❞ ❜ ❝♦//❡'♣♦♥❞✐♥❣ )♦ )❤❡ )✇♦ d9 ♠❡)❛❧'✳

T : S1 : S2 : S3 : ( (-

❋✐❣✉/❡ ✷✷ ✕ ❚❤❡ )✇♦ ♣♦''✐❜❧❡ ❡❧❡❝)/♦♥' ❝♦♥✜❣✉/❛)✐♦♥✿ )❤❡ ❚/✐♣❧❡) ✭❚✮ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡) ✭❙✮

')❛)❡' ❝♦//❡'♣♦♥❞✐♥❣ )♦ φ1 ❛♥❞ φ2✱ )❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛/ ♦/❜✐)❛❧' ❝♦♥')/✉❝)❡❞ ❢/♦♠ )❤❡ ♣❛/)✐❛❧❧②

♦❝❝✉♣✐❡❞ dx2−y2 ♦/❜✐)❛❧' ♦❢ )✇♦ ♠❡)❛❧ ❝❡♥)❡/' ❢♦/♠✐♥❣ ❛ ▼a✲❳✲▼b ❜/✐❞❣❡❞ '②')❡♠ ✭❳ ❜❡✐♥❣

)❤❡ ❛♥✐♦♥✮

❋♦✉/ ♠❛♥②✲❡❧❡❝)/♦♥ ❝♦♥✜❣✉/❛)✐♦♥' ❛/❡ ❝♦♥')/✉❝)❡❞ ❛' '❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉/❡ ✷✷✱ )❤❡ ❧♦✇❡')

❡♥❡/❣② )/✐♣❧❡) ')❛)❡ ❜❡✐♥❣ ✇❡❧❧ /❡♣/❡'❡♥)❡❞ ❜② ψT ✇❤✐❧❡ )❤❡ ❝♦//❡'♣♦♥❞✐♥❣ '✐♥❣❧❡) ❣/♦✉♥❞

')❛)❡ ✐' ❛ ♠✐①)✉/❡ ♦❢ ❙1 ❛♥❞ ❙2 ❝♦♥✜❣✉/❛)✐♦♥'✿

ψS = λ1ψS1 + λ2ψS2 ✭✶✳✶✶✮

■♥ )❤❡ ♥♦♥✐♥)❡/❛❝)✐♥❣ '✐)✉❛)✐♦♥ ✭♠❡)❛❧ ❝❡♥)❡/' )♦♦ ❢❛/ ❛♣❛/)✮✱ ⑤λ1⑤❂⑤λ2⑤ ❛♥❞ ✐❢ ')/♦♥❣ ♠❡)❛❧✲

♠❡)❛❧ ❜♦♥❞' ❡①✐')✱ ⑤λ1⑤✔⑤λ2⑤✳ ■♥ )❤❡ ♦/✐❣✐♥❛❧ ❢♦/♠✉❧❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❍❚❍ ♠♦❞❡❧✱ ❡①♣❡❝)❛)✐♦♥

✈❛❧✉❡' ❛/❡ ❝❛❧❝✉❧❛)❡❞ ❢♦/ )❤❡ )/✐♣❧❡) ✭❊T ✮ ❛♥❞ '✐♥❣❧❡) ✭❊S✮ ')❛)❡' ❝♦♥'✐❞❡/✐♥❣ ❛ ❍❛♠✐❧)♦✲

♥✐❛♥ ❝♦♥)❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❦✐♥❡)✐❝✱ ❡❧❡❝)/♦♥✲♥✉❝❧❡✐ ✭❛❧'♦ ✇✐)❤ ♣❛''✐✈❡ ❡❧❡❝)/♦♥'✮ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐✲♥✉❝❧❡✐

✐♥)❡/❛❝)✐♦♥' ✭ĥ✮ ❛' ✇❡❧❧ ❛' ❈♦✉❧♦♠❜ ✭Ĵ✮ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✭K̂✮ ✐♥)❡/❛❝)✐♦♥' ♦♣❡/❛)♦/'✳ ❙1

❛♥❞ ❙2 ❤❛✈❡ )❤❡ '❛♠❡ '♣✐♥ ❛♥❞ '♣❛)✐❛❧ '②♠♠❡)/②✳ ❚♦ ♦❜)❛✐♥ )❤❡ ❧♦✇❡') ❡♥❡/❣② '✐♥❣❧❡)✱ ❛

✷①✷ ♠❛)/✐① ✐' ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ ✇✐)❤ ❊S1 ❛♥❞ ❊S2 ♦♥ )❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥)❡/❛❝)✐♦♥' ❜❡)✇❡❡♥

)❤❡ )✇♦ ❞❡)❡/♠✐♥❛♥)' ✐♥ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥)'✳ ❯'✐♥❣ ❛♣♣/♦①✐♠❛)✐♦♥' ♦♥ )❤❡ /❡❧❛)✐✈❡

❛♠♣❧✐)✉❞❡ ♦❢ ❡❧❡❝)/♦')❛)✐❝ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥)❡/❛❝)✐♦♥'✱ ❛ ✜♥❛❧ ❡①♣/❡''✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❍❚❍ ♠♦❞❡❧

❢♦/ )❤❡ '✐♥❣❧❡)✲)/✐♣❧❡) '♣❧✐))✐♥❣ ✐' ♦❜)❛✐♥❡❞

ES − ET = J = 2Kab −
(ǫ1 − ǫ2)

2

Jaa − Jab
✭✶✳✶✷✮

✇✐)❤ ǫ1 ❛♥❞ ǫ2 ❝♦//❡'♣♦♥❞✐♥❣ )♦ )❤❡ ❘❡')/✐❝)❡❞ ❍❛/)/❡❡✲❋♦❝❦ ✭❘❍❋✮ ❡♥❡/❣② ♦♣❡/❛)♦/ ❢♦/

)/✐♣❧❡) ')❛)❡ ♦/❜✐)❛❧'

ǫ1 = h1 + J12 −K12 ✭✶✳✶✸✮

ǫ2 = h2 + J12 −K12 ✭✶✳✶✹✮

✺✻



▲♦❝❛❧✐③❡❞ ♦)*❤♦❣♦♥❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛) ♦)❜✐*❛❧1 ❛)❡ ❛❧1♦ ✐♥*)♦❞✉❝❡❞ *♦ 1✐♠♣❧✐❢② *❤❡ ❡①♣)❡11✐♦♥

1✉❝❤ *❤❛*

φa =
1√
2
(φ1 + φ2) ; φb =

1√
2
(φ1 − φ2) and 〈φa|φb〉 = 0 ✭✶✳✶✺✮

❚❤❡)❡❢♦)❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ *❤❡ ❡①♣)❡11✐♦♥ ♦❢ *❤❡ *♦*❛❧ ❏ ✭❡@✳ ✶✳✶✷✮✱ ❛ ❢❡))♦♠❛❣♥❡*✐❝ ❏F ❝♦♥*)✐✲

❜✉*✐♦♥ ❞✉❡ *♦ *❤❡ ✜)1* *❡)♠ ✭♣♦1✐*✐✈❡✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥*✐✲❢❡))♦♠❛❣♥❡*✐❝ ❏AF ❝♦♥*)✐❜✉*✐♦♥ ❢)♦♠

*❤❡ 1❡❝♦♥❞ *❡)♠ ✭♥❡❣❛*✐✈❡✮✳ ▼❛♥② ❧✐♠✐*1 ♦❢ 1✉❝❤ ♠♦❞❡❧ ❛)❡ ❞❡1❝)✐❜❡❞ ✐♥ ❧✐*❡)❛*✉)❡ 1✉❝❤

❛1 *❤❡ ✐♠♣♦11✐❜✐❧✐*② ♦❢ *)❡❛*✐♥❣ ✐♥*)❛♠♦❧❡❝✉❧❛) ♠❛❣♥❡*✐1♠ ❛♥❞ *❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛*✐♦♥ ❝)✐*❡)✐♦♥✱

♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ ♠❡*❛❧ ❝❡♥*❡)1 ▼a ❛♥❞ ▼b ❛)❡ 1②♠♠❡*)② )❡❧❛*❡❞ ✭✐♥✈❡)1✐♦♥ ❢♦) ❡①❛♠♣❧❡✮✳

❚❤❡1❡ 1❤♦)*❝♦♠✐♥❣1 ❛)❡ ❞✐1❝✉11❡❞ ✐♥ *❤❡ ❜♦♦❦ ♦❢ ❏✳ ▼✐❧❧❡) ❛♥❞ ▼✳ ❉)✐❧❧♦♥ ❬✶✼❪✳ ❆ ♠♦)❡

)✐❣♦)♦✉1 ❞❡)✐✈❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛1 ✇❡❧❧ ❛1 ✐*1 ❡①*❡♥1✐♦♥ *♦ ♠♦)❡ *❤❛♥ ♦♥❡ ✉♥♣❛✐)❡❞ ❡❧❡❝✲

*)♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ♠❡*❛❧ ❛*♦♠✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ *❤❡ ❝❤❛♣*❡) ✹ ♦❢ *❤❡ ❜♦♦❦ ♦❢ ❈♦❤❡♥ ❡* ❛❧✳ ❬✶✵✵❪

✭❛❧1♦ ❡①♣♦1✐♥❣ ❑❛❤♥✲❇)✐❛* ❛♥❞ ▼❝❈♦♥♥❡❧❧✬1 ♠♦❞❡❧1✮✳

❚❤❡ 1❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✐1 *❤❡ ♥❛*✉)❛❧ ♠❛❣♥❡*✐❝ ♦)❜✐*❛❧1 ♠♦❞❡❧ ✭◆▼❖✮ ♣)♦♣♦1❡❞ ❜② ●✐)❡)❞

❡* ❛❧✳ ❬✾✾❪✳ ❚❤✐1 ❛♣♣)♦❛❝❤ ❛❞❞)❡11❡1 1♦♠❡ ♦❢ *❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡1 ♦❢ *❤❡ ❍❚❍ ♠♦❞❡❧✱ ❢♦) ▼✲

❳✲▼ 1②1*❡♠1✱ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ *❤❡ )❡❧❛*✐♦♥1❤✐♣ ❜❡*✇❡❡♥ ❡❧❡❝*)♦♥✐❝ 1*)✉❝*✉)❡ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡

❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■♥ *❤✐1 ❛♣♣)♦①✐♠❛*✐♦♥✱ ❢♦) *❤❡ ❢)❛❣♠❡♥*1 ▼a✲❳ ❛♥❞ ▼b✲❳ ✐♥ *❤❡✐) )❡1♣❡❝*✐✈❡

❧♦❝❛❧ ❣)♦✉♥❞ 1*❛*❡1✱ *✇♦ ♦)❜✐*❛❧1 φa ❛♥❞ φb ✭❢♦) *❤❡ *✇♦ ♠❡*❛❧ ❝❡♥*❡)1 ▼a ❛♥❞ ▼b✮ ❛)❡

❞❡✜♥❡❞ ❛1 1✐♥❣❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♣❛)*✐❛❧❧② ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ *♦✇❛)❞ *❤❡✐) 1✉))♦✉♥❞✐♥❣ ❧✐❣❛♥❞✳ ❚❤✐1

♣❛)*✐*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ 1②1*❡♠ ✐1 *❤❡ ✇❡❛❦ ♣♦✐♥* ♦❢ *❤❡ ❛♣♣)♦❛❝❤ ❞✉❡ *♦ *❤❡ ♦✈❡)❡1*✐♠❛*❡❞ ✇❡✐❣❤*

❣✐✈❡♥ *♦ *❤❡ ❜)✐❞❣✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥* ♦)❜✐*❛❧1 ❬✶✼❪✳ ❚❤❡ 1*❛)*✐♥❣ ♣♦✐♥* ♦❢ *❤❡ ◆▼❖ ❛♣♣)♦❛❝❤

✐1 ❛ ❍❡✐*❧❡)✲▲♦♥❞♦♥ *②♣❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝*✐♦♥ ❬✶✵✶❪

Ψ =
1√

2(1± S2
ab)

[φa(1)φb(2)± φa(2)φb(1)] ✭✶✳✶✻✮

✇❤❡)❡ *❤❡ ♣♦1✐*✐✈❡ 1✐❣♥ ❤♦❧❞1 ❢♦) *❤❡ 1✐♥❣❧❡* ❛♥❞ *❤❡ ♥❡❣❛*✐✈❡ 1✐❣♥ ❢♦) *❤❡ *)✐♣❧❡* 1*❛*❡✳

■♥ ❛❞❞✐*✐♦♥✱ ♥❛*✉)❛❧ ♠❛❣♥❡*✐❝ ♦)❜✐*❛❧1 ❛)❡ ❜② ❝♦♥1*)✉❝*✐♦♥ ♥♦♥✲♦)*❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛♥ ♦✈❡)❧❛♣

✐♥*❡❣)❛❧ ✐1 ❞❡✜♥❡❞

Sab = 〈φa|φb〉 ✭✶✳✶✼✮

❆ 1✐♥❣❧❡*✲*)✐♣❧❡* 1♣❧✐**✐♥❣ ✐1 *❤✉1 ♦❜*❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ *❤❡ *✇♦ 1*❛*❡1 ❞❡✜♥❡❞ ❜② *❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝*✐♦♥

✐♥ ❡@✉❛*✐♦♥ ✶✳✶✻ ❛♥❞ ✐1 ❡①♣)❡11❡❞ ❛1

ES − ET = J = 2kab + 4habSab − 2S2
ab (2haa + jab) ✭✶✳✶✽✮

■♥ *❤✐1 ✈❛❧❡♥❝❡✲♦♥❧② ♠❡*❤♦❞ ✭❛1 ✐♥ *❤❡ ❍❚❍ ♠♦❞❡❧✮✱ ĥ✱ k̂ ❛♥❞ ĵ ❝♦))❡1♣♦♥❞ *♦ *❤❡ ♦♥❡✲
❡❧❡❝*)♦♥ ❍❛♠✐❧*♦♥✐❛♥ ✭❝♦♥*❛✐♥✐♥❣ ❦✐♥❡*✐❝ ❡♥❡)❣② ♦❢ *❤❡ ❡❧❡❝*)♦♥ ❛♥❞ ✐*1 ✐♥*❡)❛❝*✐♦♥1 ✇✐*❤

♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ ♣❛11✐✈❡ ❡❧❡❝*)♦♥1✮✱ *❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦✉❧♦♠❜ *❡)♠1 )❡1♣❡❝*✐✈❡❧②

hab = 〈φa|ĥ|φb〉 ✭✶✳✶✾✮

kab = 〈φa(1)φb(2)|r−1
12 |φa(2)φb(1)〉 ✭✶✳✷✵✮

jab = 〈φa(1)φb(2)|r−1
12 |φa(1)φb(2)〉 ✭✶✳✷✶✮

✭✶✳✷✷✮

✺✼



❙✐♠✐❧❛%❧② '♦ '❤❡ ❡①♣%❡--✐♦♥ ♦❜'❛✐♥❡❞ ✐♥ '❤❡ ❍❚❍ ♠♦❞❡❧✱ '❤❡ ✜%-' '❡%♠ ♦❢ ✶✳✶✽ ✐- ❛❧✲

✇❛②- ♣♦-✐'✐✈❡ ❛♥❞ '❤✉- %❡♣%❡-❡♥'- ❛ ❢❡%%♦♠❛❣♥❡'✐❝ ❝♦♥'%✐❜✉'✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ '❤❡ -❡❝♦♥❞ '❡%♠ ✐-

♥❡❣❛'✐✈❡ ❛- ❙ab ❛♥❞ ❤ab ❛%❡ ♦❢ ♦♣♣♦-✐'❡ -✐❣♥✳ ■❢ '❤❡ ♦✈❡%❧❛♣ ✐♥'❡❣%❛❧ ♠❡❛-✉%✐♥❣ '❤❡ ♥♦♥✲

♦%'❤♦❣♦♥❛❧✐'② ♦❢ '❤❡ ♦%❜✐'❛❧- ✐- -♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ '❤❡ ❧❛-' '❡%♠ ✐- ♥❡❣❧❡❝'❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜'❛✐♥

J = JF + JAF ≃ 2kab + 4habSab ✭✶✳✷✸✮

◆♦'❡ '❤❛' '❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥-'❛♥' ♥♦✇ ❝%✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞- ♦♥ ❙ab✳ ■❢ '❤✐- ♦✈❡%❧❛♣

✈❛♥✐-❤❡-✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❏ ❂ ✷k ❛♥❞ ❛ '%✐♣❧❡' ❣%♦✉♥❞ -'❛'❡ ✐- '♦ ❜❡ ❡①♣❡❝'❡❞✳ ❚❤❡%❡❢♦%❡✱ ✐♥ ♣%✐♥✲

❝✐♣❧❡✱ ✐❢ '❤❡ ❙ab '❡%♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉'❡❞✱ '❤❡ ❡✛❡❝' ♦❢ ❞✐✛❡%❡♥' ❜%✐❞❣✐♥❣ ❛♥✐♦♥- ♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡

✐♥'❡%❛❝'✐♦♥- ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛'❡❞ ❬✶✼❪✳

❚❤❡ '✇♦ ♠♦❞❡❧- ❜%✐❡✢② ❡①♣♦-❡❞ ✐♥ '❤✐- -❡❝'✐♦♥ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ '❤❡ ♠♦❞❡❧- ❛♥❞ ❛♣✲

♣%♦①✐♠❛'✐♦♥- ✉-❡❞ '♦ L✉❛❧✐'❛'✐✈❡❧② ♣%❡❞✐❝' '❤❡ ♥❛'✉%❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝' ♦❢ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✐♥'❡%❛❝'✐♦♥-

✐♥ ♣♦❧②♥✉❝❧❡❛% ❝♦♠♣❧❡①❡-✳ ❚❤❡-❡ ✇❡%❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐'❤ -♦♠❡ -✉❝❝❡-- ❛- ✐♥ '❤❡ ❝❛-❡ ♦❢ '❤❡

✭♠♦❧❡❝✉❧❛%✮ ❝♦♣♣❡% ❛❝❡'❛'❡ ♠♦❞❡❧ -②-'❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ '❤❡ ♥❛'✉%❡ ♦❢ '❤❡ ❛♣♣%♦①✐♠❛'✐♦♥- ♦♥

♦%❜✐'❛❧- ♦✈❡%❧❛♣ ❛- ✇❡❧❧ ❛- '❤❡✐% ❝♦♥-'%✉❝'✐♦♥ ✐- ♠❛❦✐♥❣ '❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢❛% ❢%♦♠ ❜❡✐♥❣ L✉❛♥✲

'✐'❛'✐✈❡✳ ■♥ ❝❤❛♣'❡% ✼✳✹ ♦❢ %❡❢✳ ❬✶✼❪✱ ❛♥ ♦✈❡%✈✐❡✇ ♦❢ ♠♦%❡ L✉❛♥'✐'❛'✐✈❡ ❛♣♣%♦❛❝❤❡- -✉❝❤

❛- ♣❡%'✉%❜❛'✐♦♥ '❤❡♦%②✱ ✈❛%✐❛'✐♦♥❛❧ ♠❡'❤♦❞- ❛♥❞ ❜%♦❦❡♥✲-②♠♠❡'%② ❢✉♥❝'✐♦♥- ✐- ♣%♦✈✐❞❡❞

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② '❤❡ ❡①♣♦-✐'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣♦--✐❜✐❧✐'✐❡- ♦❢ ✜%-'✲♣%✐♥❝✐♣❧❡- ❝♦♥-✐❞❡%❛'✐♦♥-✳ ❚❤✐- ❧❛-'

♠❡'❤♦❞ ✐- ♦❢ -♣❡❝✐❛❧ ✐♥'❡%❡-' ❢♦% ✉- -✐♥❝❡ ✐' ❛❧❧♦✇- ❢♦% '❤❡ ♣%❡❞✐❝'✐♦♥ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❝♦♥-'❛♥'- ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① -②-'❡♠- '❤%♦✉❣❤ '❤❡ ✉-❡ ♦❢ -♣❡❝✐✜❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦%%❡❧❛'✐♦♥ ❢✉♥❝'✐♦♥✲

❛❧-✳ ❆' '❤✐- ♣♦✐♥'✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡'❛✐❧ '❤❡ -✉❝❝❡--❡- ❛♥❞ ❧✐♠✐'❛'✐♦♥- ♦❢ '❤❡ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥ ♦❢

❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛%❛♠❡'❡%- '❤%♦✉❣❤ ✜%-'✲♣%✐♥❝✐♣❧❡- ♠❡'❤♦❞-✳ ❚❤❡%❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ -♣❡❝✐❛❧

❡♠♣❤❛-✐- ♦♥ '❤❡ ✐♠♣♦%'❛♥❝❡ ♦❢ ❛'♦♠✐-'✐❝ -✐♠✉❧❛'✐♦♥- ✐♥ ♣%❡❞✐❝'✐♥❣ ❣♦♦❞ -'%✉❝'✉%❛❧ ♣%♦♣✲

❡%'✐❡- ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛'❡%✐❛❧-✱ ❛ ♥❡❝❡--❛%② -'❡♣ ❢♦% '❤❡ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥ ♦❢ %❡❧✐❛❜❧❡ ❡❧❡❝'%♦♥✐❝

❛♥❞ ♠❛❣♥❡'✐❝ ♣%♦♣❡%'✐❡- ♦❢ ❤②❜%✐❞ ♠❛'❡%✐❛❧-✳

✶✳✷✳✸ ❆%♦♠✐❝✲+❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♠❛%❡3✐❛❧+

❆'♦♠✐❝✲-❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❧❛❜❡❧ ❡♥❝♦♠♣❛--❡- ✭❛' ❧❡❛-' ❢♦% '❤❡ ♣✉%♣♦-❡ ♦❢ '❤✐- ✇♦%❦✮ ❛❧❧

❡❧❡❝'%♦♥✐❝ -'%✉❝'✉%❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥- ♣❡%❢♦%♠❡❞ ✈✐❛ ❞❡♥-✐'②✲❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ '❤❡♦%② ❛- ✇❡❧❧ ❛- '❤❡

✉-❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛% ♠❡❝❤❛♥✐❝- ♠❡'❤♦❞- '♦ ♦♣'✐♠✐③❡ '❤❡ ❝♦%%❡-♣♦♥❞✐♥❣ -'%✉❝'✉%❡-✳ ❍✐-'♦%✐✲

❝❛❧❧②✱ ✇✐'❤✐♥ ❞❡♥-✐'② ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ '❤❡♦%②✱ '❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛'✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛%❡❢✉❧❧② ❝❤♦-❡♥ ❡①❝❤❛♥❣❡✲

❝♦%%❡❧❛'✐♦♥ ♣❛%' ♦❢ '❤❡ '♦'❛❧ ❡♥❡%❣② ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❜❛-✐- -❡'- ❢♦% '❤❡ ❡❧❡❝'%♦♥✐❝ ♦%❜✐'❛❧- ❤❛-

❜❡❡♥ '❤❡ ♠❡'❤♦❞ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦% ❝♦♠♣✉'✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥-'❛♥'- ✐♥ ♠❛❣♥❡'✐❝ ♠♦❧❡❝✲

✉❧❛% ♠❛'❡%✐❛❧-✳ ■♥ ❝♦♥'%❛-'✱ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡- ❢♦%♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡'❡ ❛♥❞ ♦%'❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛-✐- -❡'✱ ♠♦%❡

-✉✐'❡❞ '♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦% ❡✣❝✐❡♥' -'%✉❝'✉%❛❧ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ❣❡♦♠❡'%✐❡-✳ ■♥ '❤✐- %❡-♣❡❝'

✐' ✐- ✇♦%'❤ %❡✈✐❡✇✐♥❣ ❛ ♣❛♣❡% ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ ❢♦% ♠♦❧❡❝✉❧❛% ♠❛❣♥❡'✐❝ -②-'❡♠-✱ ✇❛- ♣%♦♣♦-❡❞

❛ ❞❡'❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛%✐-♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦%❜✐'❛❧- ❛♥❞ ♣-❡✉❞♦♣♦'❡♥'✐❛❧✲♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❜❛-✐- -❡'- ✐♥

'❡%♠ ♦❢ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛❝❝✉%❛❝② ✐♥ '❤❡ ❞❡'❡%♠✐♥❛'✐♦♥ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥-'❛♥'-

✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❧❡❝✉❧❛% ♠❛❣♥❡'✐❝ -②-'❡♠- ❬✶✵✷❪✳ ❋%♦♠ '❤✐- ❝♦♥'%✐❜✉'✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡

'❤❛'✱ ❡✈❡♥ '❤♦✉❣❤ ❉❋❚ ✐-✱ ✐♥ ♣%✐♥❝✐♣❧❡✱ ❧❡-- ❛❝❝✉%❛'❡ '❤❛♥ ❝♦♥✜❣✉%❛'✐♦♥ ✐♥'❡%❛❝'✐♦♥ ✭❈■✮

'❡❝❤♥✐L✉❡-✱ ✐'- ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ '❡%♠- ♦❢ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ ❝♦-' ✐- -✉♣❡%✐♦%✱ -✐♥❝❡ ✐'- %❡❧✐❛❜✐❧✐'②

✐- L✉✐'❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧❛%❣❡ -②-'❡♠ -✐③❡- ✭❤✉♥❞%❡❞- ♦❢ ❛'♦♠-✮ ❜❡❝♦♠❡ ❛❝❝❡--✐❜❧❡✳ ❚❤❡%❡❢♦%❡✱

'❤✐- %♦✉'❡ ❛❧❧♦✇- ❢♦% '❤❡ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ -'✉❞② ♦❢ ♠❛'❡%✐❛❧- %❛♥❣✐♥❣ ❢%♦♠ ❤❡'❡%♦❞✐♥✉❝❧❡❛%

♠♦❧❡❝✉❧❡- '♦ ❧❛%❣❡ ♣♦❧②♥✉❝❧❡❛% ❝♦♠♣♦✉♥❞- ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① -♦❧✐❞- ❬✶✼❪✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ '❤❡
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Fig 3 Magnetic coupling constants J for Cu(II)
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I II

a

b

d(Cu Cu) (Å) Cu- O- Cu (deg) J (cm- 1)

J1 3.044 78.6 (NO3) 104.1 (OH) +28.6
J2 3.045 99.3 (OH) 99.8 (OH) - 22.9
J3 3.133 95.3 (OH) 104.6 (OH) +6.9
J4 3.153 95.4 (OH) 102.6 (OH) +10.7
J5 3.235 84.2 (NO3) 110.3 (OH) - 3.54
J6 3.236 85.6 (NO3) 106.7 (OH) +7.9

III

2 3 3
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♦❢ #❤❡ ❝♦22❡/♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥/#❛♥# ✭|J | ≃ 150cm−1
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#❤❛# #❤❡ ❧❛2❣❡/# /♣✐♥ ❞❡♥/✐#✐❡/ ❢♦2 ❖ ❛#♦♠/ ✭✵✳✶✼✷ #♦ ✵✳✷✷✹ |e|✮ ❛2❡ ❢♦✉♥❞ #♦ ❝♦22❡/♣♦♥❞
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♠❛❣♥❡#✐❝ #2❛♥/✐#✐♦♥ ✇❛/ ♦❜#❛✐♥❡❞ ❜✉# #❤❡ ❝❧❡❛2 ❞✐♠✐♥✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ #♦#❛❧ ❡♥❡2❣✐❡/ ❞✐✛❡2❡♥❝❡
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♠❛❣♥❡#✐❝ #2❛♥/✐#✐♦♥ ✐/ ♦❜#❛✐♥❡❞ /✐♥❝❡ #❤❡ #♦#❛❧ ❡♥❡2❣② ❞✐✛❡2❡♥❝❡ ❜❡#✇❡❡♥ ❙ ❂ ✷ ❛♥❞ ❙ ❂

✵ ❝♦♥✜❣✉2❛#✐♦♥/ ❝❤❛♥❣❡/ /✐❣♥ ✇❤❡♥ ✉/✐♥❣ #❤❡ ❍❈❚❍✴✶✷✵ ❢✉♥❝#✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢♦2 ❛ ♣2❡//✉2❡
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O OH CuA CuA- O CuB CuB- O CuC CuC- O
spin spin Å spin Å spin Å

0.224 0.488 1.98 0.489 1.94 -0.501 3.10
0.216 0.489 1.96 0.488 1.99 -0.421 3.07
-0.179 -0.544 1.93 -0.473 2.21 -0.503 2.21
-0.176 -0.503 1.91 -0.544 1.96 0.516 2.27
0.176 0.488 1.99 0.489 2.01 -0.501 2.26
0.172 0.488 1.98 0.489 2.02 0.421 2.26
-0.067 -0.473 1.98 0.516 2.06 -0.544 2.09
-0.058 0.516 1.93 -0.473 1.98 -0.544 2.21
-0.028 0.421 1.90 -0.501 1.91 0.489 2.30
0.025 -0.501 1.90 0.421 1.90 0.488 2.59
-0.014 -0.473 1.93 0.516 1.95 -0.503 2.45
0.012 -0.473 1.99 0.516 2.00 -0.503 2.45

O CH3COO CuA CuA-O CuB CuB-O CuC CuC-O
spin spin Å spin Å spin Å

-0.104 -0.503 2.07 -0.544 2.18 -0.473 2.75
-0.102 -0.503 2.09 -0.544 2.18 0.516 2.76
-0.011 0.421 2.04 -0.501 2.10 0.488 2.76
-0.002 0.501 2.02 -0.421 2.07 0.488 3.04

The spin density       is expressed in electron unit  spin

eV eV

I II III

2 3 3 · 2

α β ± 3

ρspin

A B C

α β

± 3

ˆCuOCu

3
−
2

i

ˆCu−O − Cu
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✭❋,▼❉✮

1956

1958

1964

1965

1927

Calculation

 of atomic fields

 and properties

 (Thomas and Fermi)

Self-consistent field

equations in an atom

(Kompaneets and Pavlovskii) 

Thomas-Fermi

model with correlations

(H. W. Lewis) 

Inhomogeneous 

electron gas and

 density functional theory

(Kohn and Hohenberg)

1945 1953

19571950

1964

1971First computers

for military purposes by

US and Germany (WW II)

First civil applications

of computers

 ("Bouncing Ball" program)

at MIT 

First Monte Carlo

 equation of state simulation

(Metropolis et al.) 

First MD simulation

 of hard spheres

system

(Alder et al.) 

MD simulation

of liquid Argon

(A. Rahman)

MD simulation

of water

(Rahman and Stillinger)

MD simulation

NVT and NPT

(H. C. Andersen)

1979

Self-consistent equations

 including exchange

 and correlations

(Kohn and Sham)

Density functional theory (DFT)

Molecular dynamics (MD)

Local

 exchange-correlation

for the spin-polarized case

(Von Barth and Hedin)

1972

1951
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②#✐#✱ '❤)♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ '❤❡ ❡✛❡❝' ♦❢ ❡❧❡❝')♦♥✐❝ ♣)♦♣❡)'✐❡# ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ '♦ #')✉❝'✉)❛❧

❛#♣❡❝'# ✭❧♦❝❛❧✐③❛'✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝')♦♥# ✇❛✈❡❢✉♥❝'✐♦♥#✮ ✐# ❛❧#♦ ♦❢ ❝❡♥')❛❧ ✐♠♣♦)'❛♥❝❡ ❢♦)

♦✉) #'✉❞✐❡#✳ ■♥ '❤✐# ❢)❛♠❡✇♦)❦✱ ✜♥✐'❡ '❡♠♣❡)❛'✉)❡ #✐♠✉❧❛'✐♦♥# ❛❧❧♦✇ ❢♦) ❛♥ ❡✣❝✐❡♥'

♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ❝♦♥✜❣✉)❛'✐♦♥ #♣❛❝❡✱ '❤✐# ❜❡✐♥❣ ❛ ❜✐❣ #'❡♣ '♦✇❛)❞ '❤❡ )❡♣)♦❞✉❝'✐♦♥

♦❢ ❡①♣❡)✐♠❡♥'❛❧ ❝♦♥❞✐'✐♦♥#✳

✼✵



✷✳✶ ❉❡♥&✐(② ❋✉♥❝(✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦2② ✭❉❋❚✮

✷✳✶✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❚❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ♦❢ *+✉❞②✐♥❣ ❤②❜$✐❞ ♠❛+❡$✐❛❧* ❛+ +❤❡ ❛+♦♠✐❝ *❝❛❧❡ ❜$✐♥❣* ✐♥+♦ ♣❧❛② +❤❡

4✉❛♥+✉♠ +$❡❛+♠❡♥+ ♦❢ ❛ ❧❛$❣❡ ❛♠♦✉♥+ ♦❢ ❛+♦♠* ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡* ✐♥ ❛ *♦❧✐❞✳ ❋♦$ +❤✐* ♣✉$✲

♣♦*❡✱ ❛* ✐♥❞✐❝❛+❡❞ ✐♥ +❤❡ ❋✐❣✉$❡ ✷✽✱ ♦♥❡ ❝❛♥ +$❛❝❡ ❜❛❝❦ +❤❡ +$❡♠❡♥❞♦✉* ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥+ ♦❢

❡❧❡❝+$♦♥✐❝ *+$✉❝+✉$❡ ♠❡+❤♦❞* +♦ +❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✇♦$❦ ♦❢ ❙❝❤$?❞✐♥❣❡$ ✐♥ ✶✾✷✻ ❬✶✸✵❪✳ ■♥

+❤✐* ♣✐♦♥❡❡$✐♥❣ ♣❛♣❡$✱ ❙❝❤$?❞✐♥❣❡$ ♣$♦♣♦*❡* ❛ ♥❡✇ ✉♥❞✉❧❛+♦$② ✈✐❡✇ ♦❢ 4✉❛♥+✉♠ ♠❡❝❤❛♥✲

✐❝* ❜❛*❡❞ ♦♥ ❛ ✇❛✈❡ ❡4✉❛+✐♦♥ +❤❛+ ❤❛* ❛❧*♦ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐*+✐❝ ❝❤❛$❛❝+❡$✳ ❆ $❡❞❡✜♥✐+✐♦♥ ♦❢

+❤❡ ❝❤❛$❣❡ ❞❡♥*✐+② ✐* ✉*❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥+❡❞ ✇✐+❤✐♥ +❤❡ ❢$❛♠❡✇♦$❦ ♦❢ +❤❡ ❦♥♦✇♥ $✉❧❡* ♦❢

❡❧❡❝+$♦❞②♥❛♠✐❝*✳ ■♥ ❢❛❝+✱ ❙❝❤$?❞✐♥❣❡$ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❤✐* +❤❡♦$② ❜② ❡①+❡♥❞✐♥❣ +❤❡ ♠❡+❤♦❞*

✉*❡❞ +♦ ❞❡♠♦♥*+$❛+❡ ❋❡$♠❛+✬* ❣❡♦♠❡+$✐❝❛❧ ♦♣+✐❝* ❛* ❛ ❧✐♠✐+ ♦❢ ❍✉②❣❡♥*✬ ✇❛✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝*

✇❤❡♥ +❤❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥* ♦❢ ♦❜*+❛❝❧❡* ❜❡❝♦♠❡* ❝♦♠♣❛$❛❜❧❡ +♦ +❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤ ♦❢ +❤❡ ❜❡❛♠✳

❋$♦♠ +❤✐* ❜❡❛✉+✐❢✉❧ $❡❛*♦♥✐♥❣ ❜❛*❡❞ ♦♥ ❍❛♠✐❧+♦♥✬* ♣$✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ +♦ ❡❧❡❝+$♦♥* ❛♥❞

❛+♦♠*✱ +❤❡ ❛✉+❤♦$ ✇❛* ❛❜❧❡ +♦ ❝♦♥*+$✉❝+ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥+❛❧ ✇❛✈❡ ❡4✉❛+✐♦♥✱ ❡*+❛❜❧✐*❤✐♥❣ ❛♥

✐♠♠❡❞✐❛+❡ ♣❛$❛❧❧❡❧ ✇✐+❤ +❤❡ +❤❡♦$② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❍❡✐*❡♥❜❡$❣✱ ❇♦$♥ ❛♥❞ ❏♦$❞❛♥✳ ❆* ❛

$❡*✉❧+ ♦❢ *✉❝❤ ❝♦♥*+$✉❝+✐♦♥✱ ❛ ❧✐♥❡❛$ ❡4✉❛+✐♦♥✱ ✧❙❝❤$?❞✐♥❣❡$ ❡4✉❛+✐♦♥✧✱ ✇❛* ❜♦$♥ ❛♥❞ ❜❡✲

❝❛♠❡ +❤❡ ❝❡♥+$❛❧ *+♦♥❡ ✐♥ ♠♦*+ ♦❢ +♦❞❛②✬* ❡❧❡❝+$♦♥✐❝ *+$✉❝+✉$❡ ♠❡+❤♦❞*✳ ❆ ♠❛+❤❡♠❛+✐❝❛❧

♣❤②*✐❝* ❛♥❛❧②*✐* ♦❢ +❤❡ *✐♠✐❧❛$✐+✐❡* ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ $♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ❙❝❤$?❞✐♥❣❡$ ❡4✉❛+✐♦♥ ✐♥

♥♦♥$❡❧❛+✐✈✐*+✐❝ 4✉❛♥+✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝* ❛♥❞ +❤❡ ♦♥❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ❍❛♠✐❧+♦♥✬* ❧❛✇* ♦❢ ♠♦+✐♦♥ ✐♥

♥♦♥$❡❧❛+✐✈✐*+✐❝ ❝❧❛**✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝* ✐* ❞❡+❛✐❧❡❞ ❜② ❚✳ ❚❛♦ ✐♥ $❡❢✳ ❬✶✸✶❪✳

❖♥❡ *❤♦✉❧❞ ❡♠♣❤❛*✐③❡ +❤❛+ *✐♥❝❡ ✶✾✷✻✱ ♠❛❥♦$ ❛❞✈❛♥❝❡* ✐♥ ♣❤②*✐❝* ❡①+❡♥❞❡❞ +❤❡ 4✉❛♥✲

+✉♠ +❤❡♦$② +♦ +❤❡ $❡❧❛+✐✈✐*+✐❝ ❞♦♠❛✐♥ +❤$♦✉❣❤ ❉✐$❛❝✬* ✇♦$❦ ❬✶✸✷❪ ♦$ ▼❛❥♦$❛♥❛✬* ❞❡✈❡❧✲

♦♣♠❡♥+* ♦❢ ❛ *②♠♠❡+$✐❝ +❤❡♦$② ♦❢ ❡❧❡❝+$♦♥* ❛♥❞ ♣♦*✐+$♦♥* ❬✶✸✸❪✳ ■♥ ❢❛❝+✱ ♠❛♥② ♦+❤❡$

❝♦♥+$✐❜✉+♦$* ♠❛❞❡ +❤❡ +❤❡♦$② ♦❢ ❛+♦♠* ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡* ♠♦$❡ ❛♥❞ ♠♦$❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❖♥❡

♦❢ +❤❡ ❜❡❛✉+✐❡* ♦❢ ❉❋❚ ✐* +❤❛+ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥+ ✐+ ✐♥ ❛ $❡❧❛+✐✈✐*+✐❝ ❛* ✇❡❧❧ ❛* ❛ +✐♠❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥+ ♠❛♥♥❡$ ✉*✐♥❣ +❤❡ *❛♠❡ ❢✉♥❝+✐♦♥❛❧ ❢♦$♠❛❧✐*♠ ❜✉+ ❞✐✛❡$❡♥+ ❡4✉❛+✐♦♥* ❬✶✸✹❪✳

❍♦✇❡✈❡$✱ ✇❡ ❝♦♥✜♥❡ ♦✉$*❡❧✈❡* +♦ +❤❡ ♥♦♥$❡❧❛+✐✈✐*+✐❝ +✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+ ♣$♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥

✐+*❡❧❢✱ ❝♦♥+❛✐♥* ❡♥♦✉❣❤ ✐♥+$✐❝❛❝✐❡* $❡❧❛+❡❞ +♦ +❤❡ *+✉❞② ♦❢ ♠❛♥② ❡❧❡❝+$♦♥* *②*+❡♠*✳ ❚❤❡

♠❛✐♥ *+❛❦❡ ✐♥ +❤❡ *+$❛✐❣❤+❢♦$✇❛$❞ ✉*❡ ♦❢ ❙❝❤$?❞✐♥❣❡$ ❡4✉❛+✐♦♥ ✐* +❤❡ ♠❛♥② ❜♦❞② ♣$♦❜✲

❧❡♠ +$❡❛+❡❞ +❤$♦✉❣❤ ❞✐❛❣$❛♠♠❛+✐❝ ♣❡$+✉$❜❛+✐♦♥ +❤❡♦$② ✭❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣$❛♠* ❛♥❞ ●$❡❡♥✬*

❢✉♥❝+✐♦♥*✮ ♦$ ✉*✐♥❣ ✧❝♦♥✜❣✉$❛+✐♦♥ ✐♥+❡$❛❝+✐♦♥✧ ♠❡+❤♦❞* ❜❛*❡❞ ♦♥ ❛ *②*+❡♠❛+✐❝ ❡①♣❛♥*✐♦♥

✐♥ ❙❧❛+❡$ ❞❡+❡$♠✐♥❛♥+*✳ ❲❤❡$❡❛* *✉❝❤ ♠❡+❤♦❞* ❛♣♣❡❛$ ❛* +❤❡ ✉❧+✐♠❛+❡ *♦❧✉+✐♦♥ ✐♥ +❤❡

❝❛*❡ ♦❢ *♠❛❧❧ *②*+❡♠* ✭❛+♦♠* ♦$ ♠♦❧❡❝✉❧❡*✮✱ +❤❡ ❝♦♠♣✉+❛+✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡$ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ +♦❞❛② ❞♦❡*

♥♦+ ❛❧❧♦✇ +♦ ❝♦♥*✐❞❡$ +❤❡♠ ❛* ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ♦♣+✐♦♥ ✐♥ +❤❡ *+✉❞② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① *♦❧✐❞* ❬✶✸✺❪✳

❚❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡①♣♦*✐♥❣ +❤❡ ❝♦♥*+$✉❝+✐♦♥ ♦❢ ❉❋❚ *+❡♠* ❢$♦♠ +❤❡ ❛♣♣❛$❡♥+❧② ❛♠❜✐❣✉✲

♦✉* ✐❞❡♥+✐+② ♦❢ +❤✐* ♠❡+❤♦❞✳ ❖♥ +❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐+ ✐* ❛ ♠❛♥②✲❜♦❞② +❤❡♦$② +$❛♥*❢❡$$✐♥❣ ❛❧❧ +❤❡

✐♥❢♦$♠❛+✐♦♥ ❝♦♥+❛✐♥❡❞ ✐♥ +❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥+✐♦♥ +♦ ❛ ❝❡♥+$❛❧ 4✉❛♥+✐+②✱ +❤❡ ❡❧❡❝+$♦♥ ❞❡♥*✐+② ✈✐❛ +♦

❑♦❤♥✲❍♦❤❡♥❜❡$❣ +❤❡♦$❡♠* ❬✻✶❪✳ ❖♥ +❤❡ ♦+❤❡$ ❤❛♥❞✱ ✐+ ✐* ✐♠♣❧❡♠❡♥+❡❞ ❛* ❛ *✐♥❣❧❡✲♣❛$+✐❝❧❡

❡✛❡❝+✐✈❡ +❤❡♦$② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ *✐♥❣❧❡ ♣❛$+✐❝❧❡ ♦$❜✐+❛❧* ✇✐+❤✐♥ +❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❛♣♣$♦❛❝❤ ❬✶✷✾❪✳

❚❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❛♥"❛#③ ✐* ❛+ +❤❡ ❤❡❛$+ ♦❢ +❤❡ ❧❛++❡$ ❞✐*+✐♥❝+✐♦♥ ❛♥❞ +❤❡$❡❢♦$❡✱ ✐+ ✇✐❧❧ ❜❡

❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❞❡+❛✐❧ ❬✶✸✺❪✳ ❖♥❝❡ *❦❡+❝❤❡❞ +❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♥❡* ♦❢ +❤❡ +❤❡♦$②✱ +❤❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛+✐♦♥*

✉*❡❞ ✐♥ +❤❡ +$❡❛+♠❡♥+ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦$$❡❧❛+✐♦♥* ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛$❡ ❞✐*❝✉**❡❞ *✐♥❝❡ +❤❡②

✼✶



❛!❡ ❛# #❤❡ ✈❡!② ❡''❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡ '♦✲❝❛❧❧❡❞ ✧❛!# ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❉❋❚ ✇♦!❦✐♥❣✧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥#!♦✲

❞✉❝❡ #❤❡ ♣!❛❝#✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥#❛#✐♦♥ ♠❡#❤♦❞' ♦❢ ❜❛'✐' '❡#' ❝❤♦✐❝❡' ❛♥❞ ♣'❡✉❞♦✲♣♦#❡♥#✐❛❧'

❝♦♥'#!✉❝#✐♦♥✳

✷✳✶✳✷ ❙♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥)❛+② -✉❛♥)✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝2

■♥ >✉❛♥#✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝'✱ ❛❧❧ #❤❡ ✐♥❢♦!♠❛#✐♦♥ !❡❧❛#✐✈❡ #♦ ❛ '♣❡❝✐✜❝ '②'#❡♠ ✐' ❝♦♥#❛✐♥❡❞

✐♥#♦ ♦♥❡ ♠❛#❤❡♠❛#✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝#✿ #❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝#✐♦♥ Ψ✳ ❆' ♦✉! ♦❜❥❡❝#✐✈❡ ✐' #♦ #!❡❛# '②'#❡♠'

♦❢ ❛#♦♠'✱ ♠♦❧❡❝✉❧❡' ❛♥❞ '♦❧✐❞'✱ #❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❝❤❛!❛❝#❡! ♦❢ #❤❡ ♣!♦❜❧❡♠ !❡>✉✐!❡' ❛ ✜!'#

!❡'#!✐❝#✐♦♥✱ #❤❡ ❇♦!♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡! ❛♣♣!♦①✐♠❛#✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛!❣❡ ❞✐✛❡!❡♥❝❡ ✐♥ ❝❤❛!❛❝#❡!✐'#✐❝

♠❛'' ❛♥❞ '♣❡❡❞ ❜❡#✇❡❡♥ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ ❡❧❡❝#!♦♥' ❛❧❧♦✇' ❝♦♥'✐❞❡!✐♥❣ #❤❡'❡ #✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥#'

❛' '❡♣❛!❛#❡❞ ✐♥ #❤❡✐! ❡✈♦❧✉#✐♦♥ #✐♠❡ '❝❛❧❡'✳ ❚❤❡!❡❢♦!❡✱ ✇❡ ❝♦♥'✐❞❡! #❤❡ ♥✉❝❧❡❛! ❞❡❣!❡❡'

♦❢ ❢!❡❡❞♦♠✱ '✉❝❤ ❛' #❤❡ ❝!②'#❛❧ ❧❛##✐❝❡ ✐♥ ❛ '♦❧✐❞✱ #♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ❛❝❝♦✉♥#❡❞ ❢♦! ✐♥ #❤❡ ❢♦!♠

♦❢ ❛ ♣♦#❡♥#✐❛❧ ♦♣❡!❛#♦! V̂ ✭✇✐#❤ ❛♥ ❡♥❡!❣② v(~r)✮ ❛❝#✐♥❣ ♦♥ #❤❡ ❡❧❡❝#!♦♥' '♦ #❤❛# #❤❡

✇❛✈❡❢✉♥❝#✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞' ♦♥❧② ♦♥ ❡❧❡❝#!♦♥✐❝ ❝♦♦!❞✐♥❛#❡'✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦# ❝♦♥'✐❞❡! #❤❡ '♣✐♥ ❞❡❣!❡❡

♦❢ ❢!❡❡❞♦♠✱ ✇❡ ✇✐❧❧ #❛❦❡ ✐# ✐♥#♦ ❛❝❝♦✉♥# ✐♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❡❝#✐♦♥' ✇❤❡♥ ✐♥#!♦❞✉❝✐♥❣ #❤❡

❍❛!#!❡❡✲❋♦❝❦ ❛♣♣!♦①✐♠❛#✐♦♥✳ ❚❤❡!❡❢♦!❡✱ #❤❡ ❡>✉❛#✐♦♥ #♦ ❜❡ ❝♦♥'✐❞❡!❡❞ ✐♥ #❤✐' ❝♦♥#❡①#

✐' #❤❡ >✉❛♥#✉♠ ♥♦♥✲!❡❧❛#✐✈✐'#✐❝ #✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥# ❙❝❤!L❞✐♥❣❡! ❡>✉❛#✐♦♥ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ #❤❡

'✐♠♣❧❡'# ❝❛'❡ ♦❢ ❛ '✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝#!♦♥ ✐♥ #❤❡ ♣♦#❡♥#✐❛❧ v(~r)✱ ✐' ✇!✐##❡♥ ❛'

ĤΨ(~r) =

(
−~

2∇2

2m
+ v(~r)

)
Ψ(~r) = ǫΨ(~r) ✭✷✳✶✮

✇✐#❤ ✧♠✧ #❤❡ ❡❧❡❝#!♦♥ ♠❛''✱ ✧~✧ #❤❡ !❡❞✉❝❡❞ O❧❛♥❝❦ ❝♦♥'#❛♥# ❛♥❞ ✧ǫ✧✱ #❤❡ ❡♥❡!❣② ❡✐❣❡♥✲

✈❛❧✉❡' ❝♦!!❡'♣♦♥❞✐♥❣ #♦ #❤❡ ❍❛♠✐❧#♦♥✐❛♥ ♦♣❡!❛#♦! Ĥ✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ #❤❡ ❛❞❞✐#✐✈❡ ♥❛#✉!❡ ♦❢

❜♦#❤ ❦✐♥❡#✐❝ ❛♥❞ ♣♦#❡♥#✐❛❧ #❡!♠'✱ #❤✐' ❡①♣!❡''✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡'✱ ❢♦! ❛ ♠❛♥②✲❜♦❞② '②'#❡♠

[
N∑

i=1

−~
2∇2

i

2m
+

N∑

i=1

v(~ri) +
N∑

i<j

q2

|~ri − ~rj|

]
Ψ(~r1, ..., ~rN) = EΨ(~r1, ..., ~rN) ✭✷✳✷✮

✇✐#❤ ✧>✧ #❤❡ ❡❧❡❝#!♦♥ ❝❤❛!❣❡ ❛♥❞ #❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦♥'#❛♥# ✭1/4πǫ0✮ ✐' ❡>✉❛❧✐③❡❞ #♦ ✉♥✐#②✳

Ψ(~r1, ..., ~rN) #❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ ❛♥❞ #❤❡ ♣♦#❡♥#✐❛❧ ♦♣❡!❛#♦! ✐' ❡①♣❧✐❝✐#❧② ❣✐✈❡♥

❜②

V̂ =
N∑

i=1

v(~ri) =

Ne,Nk∑

i,k=1

qQk

|~ri − ~Rk|
=

Ne,Nk∑

i,k=1

−e · eZk

|~ri − ~Rk|
✭✷✳✸✮

✧◆e✧ ❛♥❞ ✧◆k✧ ❝♦!!❡'♣♦♥❞ #♦ #❤❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ❡❧❡❝#!♦♥' ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐ !❡'♣❡❝#✐✈❡❧②✳ ❇❡'✐❞❡'✱

#❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♦♣❡!❛#♦! Û ❛♥❞ ❦✐♥❡#✐❝ ♦♣❡!❛#♦! T̂ ❛!❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Û =
Ne∑

i<j

U(~ri, ~rj) =
Ne∑

i<j

q2

|~ri − ~rj|
; T̂ = − ~

2

2m

Ne∑

i=1

∇2
i ✭✷✳✹✮

■♥ '❤♦!#✱ #❤❡ ❙❝❤!L❞✐♥❣❡! ❡>✉❛#✐♦♥ ♣❧❛②' #❤❡ !♦❧❡ ♦❢ ❜♦#❤ ◆❡✇#♦♥✬' ❧❛✇' ❛♥❞ #❤❡ ❡♥❡!❣②

❝♦♥'❡!✈❛#✐♦♥ ♣!✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥ ❝❧❛''✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝'✱ ✐✳❡✳✱ ♣!❡❞✐❝#✐♥❣ #❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦! ♦❢ ❛

✼✷



 ② "❡♠ ♣&♦✈✐❞❡❞ "❤❛" ❛  ✉✣❝✐❡♥" ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✐♥✐"✐❛❧ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ❛&❡ ✜①❡❞✳ ❚❤❡ "✇♦ ♦♣❡&❛✲

"♦& ♦❢ ❡:✉❛"✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ❛&❡ &❡❢❡&&❡❞ "♦ ❛ ✧✉♥✐✈❡& ❛❧✧ ✐♥ ❝♦♥"&❛ " ✇✐"❤ "❤❡ ✧♥♦♥✲✉♥✐✈❡& ❛❧✧

♣♦"❡♥"✐❛❧ ♦♣❡&❛"♦& ✭❊:✳ ✷✳✸✮ "❤❛" ✐  ② "❡♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥"✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❛❧❧ "❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐"② ✐ ❝♦♥✲

"❛✐♥❡❞ ✐♥ "❤❡ ❡❧❡❝"&♦♥✲❡❧❡❝"&♦♥ ✐♥"❡&❛❝"✐♦♥ ♦♣❡&❛"♦& Û "❤❛" ❞✐✛❡&❡♥"✐❛"❡ "❤❡  ✐♥❣❧❡ ❜♦❞②

:✉❛♥"✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝ ♦❢ ❊:✳ ✭✷✳✶✮ ❢&♦♠ "❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣&♦❜❧❡♠ ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❊:✳ ✭✷✳✷✮✳

❚❤❡ ❡ ♦❜ ❡&✈❛"✐♦♥ ❧❡❛❞ "♦ ❛ ❣❡♥❡&❛❧ ✈❛&✐❛"✐♦♥❛❧ ❢♦&♠✉❧❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ "❤❛" ❜❡❝♦♠❡ 

"❤❡  ❡❛&❝❤ ❢♦& "❤❡ ❣&♦✉♥❞  "❛"❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝"✐♦♥ ❛♥❞ "❤❡ ❣&♦✉♥❞  "❛"❡ ❡♥❡&❣② ❝♦&&❡ ♣♦♥❞✐♥❣

"♦ ❛ ❝❡&"❛✐♥  ② "❡♠✳ ❚❤✐ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❡♥❡&❣② ❞❡♣❡♥❞ ❛ ♣"✐♦"✐ ♦♥❧② ♦♥ "❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢

❡❧❡❝"&♦♥ ❛♥❞ "❤❡ ❣✐✈❡♥ ♥✉❝❧❡✐ ♣♦"❡♥"✐❛❧ &❡ ✉❧"✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡♥❡&❣② ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ❊❬◆ e✱v(~r)❪ ❬✶✸✻❪✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❡ "❛❜❧✐ ❤ "❤✐ ✈❛&✐❛"✐♦♥❛❧ ♠❡"❤♦❞ ❛ ❛♥ ❡:✉✐✈❛❧❡♥" "♦ "❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ♦❢  ♦❧✈✐♥❣

"❤❡ ❙❝❤&M❞✐♥❣❡& ❡:✉❛"✐♦♥ ✭❙❊✮ ✭✷✳✷✮✳

❚❤❡  "❛"❡ ♦❢ ❛ ♣❤② ✐❝❛❧  ② "❡♠ ✐ ❝❤❛&❛❝"❡&✐③❡❞ ❜② ❛ ❦❡" |Ψ〉✱  ♦❧✉"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❙❝❤&M❞✐♥❣❡&

❡:✉❛"✐♦♥ ✭❙❊✮ ✭✷✳✷✮✱ ✉ ✐♥❣ "❤❡ ❝♦&&❡ ♣♦♥❞✐♥❣ ❍❛♠✐❧"♦♥✐❛♥ ♦♣❡&❛"♦& Ĥ✳ ■♥ :✉❛♥"✉♠ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝ ✱ "❤❡ ❛✈❡&❛❣❡ ♦❢ ♠❛♥② ♠❡❛ ✉&❡♠❡♥" ♦♥ "❤❡ ❡♥❡&❣② ✐ ❝❛❧❝✉❧❛"❡❞ ❛ 

E[Ψ] =
〈Ψ|Ĥ|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 =

〈Ψ|Ĥ|Ψ〉∫
Ψ∗Ψd~r

✭✷✳✺✮

❆" "❤✐ ♣♦✐♥"✱ "❤❡ ✈❛&✐❛"✐♦♥❛❧ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ❜❡❝♦♠❡ ❝❧❡❛&✱  ✐♥❝❡ "❤❡ ❣&♦✉♥❞  "❛"❡ ❡♥❡&❣② ✐ 

"❤❡ ❧♦✇❡ " ♣♦  ✐❜❧❡ ❡♥❡&❣②  "❛"❡ ❢♦& "❤❡  ② "❡♠✱ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥❡&❣② ♠✐♥✐♠✉♠ ♣&✐♥❝✐♣❧❡

✐ ❞❡❞✉❝❡❞

E[Ψ] > E0 ⇔ E0 = min
Ψ

(E[Ψ]) ✭✷✳✻✮

❚❤❡ ❢✉❧❧ ♠✐♥✐♠✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ❊❬Ψ❪ ✇✐"❤ &❡ ♣❡❝" "♦ ❛❧❧ ◆✲❡❧❡❝"&♦♥ ✇❛✈❡❢✉♥❝"✐♦♥ 

❣✐✈❡ ❛❝❝❡  "♦ "❤❡ "&✉❡ ❣&♦✉♥❞  "❛"❡ ❡♥❡&❣② ❊0 ❛♥❞ ✇❛✈❡❢✉♥❝"✐♦♥ Ψ0✳ ■♥ ❢❛❝"✱ ❡✈❡&②

❡✐❣❡♥ "❛"❡ |Ψ〉 ♦❢ Ĥ ✐ ❛♥ ❡①"&❡♠✉♠ ♦❢ "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ❊❬Ψ❪ ❛♥❞ "❤✉ ♦♥❡ ♠❛② &❡♣❧❛❝❡ "❤❡

 ♦❧✉"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❙❊ ❡:✉❛"✐♦♥ "❤&♦✉❣❤ ♠❛"&✐① ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛"✐♦♥ ❜② "❤❡ ✈❛&✐❛"✐♦♥❛❧ ♣&✐♥❝✐♣❧❡

δE[Ψ] = 0 ✭✷✳✼✮

■❢ ♦♥❡ ✇✐ ❤❡ "♦ ❡♥ ✉&❡ "❤❡ ❛✉"♦♠❛"✐❝ ♥♦&♠❛❧✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝"✐♦♥ ✱ ❛ ▲❛❣&❛♥❣❡

♠✉❧"✐♣❧✐❡& ✭❊✮ ✐ ❝♦♥ ✐❞❡&❡❞ ❛♥❞ "❤❡ ♣&✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡❝♦♠❡ 

δ
[
〈Ψ|Ĥ|Ψ〉 − E〈Ψ|Ψ〉

]
= 0 ✭✷✳✽✮

❲❡ &❡❝❛❧❧ "❤❛" "❤❡ ♦&"❤♦❣♦♥❛❧✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝"✐♦♥ ❡♥ ✉&❡ "❤❛" "❤❡ ❡ ❛&❡ ❛ ❝♦♠✲

♣❧❡"❡ ❜❛ ✐  ❡" ❝♦♠♣❛"✐❜❧❡✱ "❤&♦✉❣❤ "❤❡  ✉♣❡&♣♦ ✐"✐♦♥ ♣&✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇✐"❤ "❤❡ ❧✐♥❡❛& ❤❡&♠✐"✐❛♥

❍❛♠✐❧"♦♥✐❛♥ ♦♣❡&❛"♦& ♦❢ "❤❡  ② "❡♠✳ ❚❤✐ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ &❡ ✉❧" ✐♥ "❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ :✉❛♥"✉♠

♠❡❛ ✉&❡♠❡♥" "❤❛" ✜①❡ "❤❡  ② "❡♠ ✐♥ ❛ ✉♥✐:✉❡  "❛"❡✱ "❤❡&❡❜② ❛  ✐❣♥✐♥❣ ❛ ♥✉❧❧ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"②

❢♦& ❛❧❧ "❤❡ ♦"❤❡& ❡✐❣❡♥ "❛"❡ ✳ ❚❤❡ ♣&♦♣❡&"② ♦❢ ♥♦&♠❛❧✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝"✐♦♥ ✐ ✐♥"&♦✲

❞✉❝❡❞ ✇✐"❤ &❡ ♣❡❝" "♦ "❤❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ "❤❛" "❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝"&♦♥ ✐♥"❡❣&❛"❡❞

♦✈❡& ❛❧❧  ♣❛❝❡ ✭

∫
|Ψ(~r)|2d~r✮ ✐ ♥♦&♠❛❧✐③❡❞ "♦ ✉♥✐"②✳

❆" "❤✐ ♣♦✐♥"✱ "❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ "❤❡ ❢♦&♠ ♦❢ "❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝"✐♦♥ ✐ "❤❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ "♦ ✉ ❡

"❤❡ ✈❛&✐❛"✐♦♥❛❧ ♣&✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥ ♦&❞❡& "♦ ❡ "❛❜❧✐ ❤ ❛  ❡❧❢✲❝♦♥ ✐ "❡♥" ♣&♦❝❡❞✉&❡ ❧❡❛❞✐♥❣ "♦ "❤❡

✼✸



❡♥❡"❣② ❣"♦✉♥❞ ()❛)❡ ♦❢ )❤❡ (②()❡♠✳ ❚❤❡ ✜"() ❛♣♣"♦①✐♠❛)✐♦♥ ✐( )❤❡ ❍❛")"❡❡ ❛♣♣"♦①✐♠❛)✐♦♥

♣"♦♣♦(✐♥❣ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦"♠ ♦❢ )❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝)✐♦♥

ΨH(~r1, ..., ~rN) = φ1(~r1)φ2(~r2)...φN( ~rN) ✭✷✳✾✮

✇✐)❤ ✧φp(~ri)✧✱ )❤❡ ♣

th
(✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝)"♦♥ ♦"❜✐)❛❧ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② )❤❡ ✐

th
❡❧❡❝)"♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ ✇❡

❝♦♥(✐❞❡" ♣❛")✐❝❧❡( )❤❛) ❛"❡ ❡❧❡❝)"♦♥(✳ ❊❧❡❝)"♦♥( ❛"❡ ✐♥❞✐()✐♥❣✉✐(❤❛❜❧❡ ❢❡"♠✐♦♥( ✇✐)❤ ❤❛❧❢✲

✐♥)❡❣❡" (♣✐♥ ❛♥❞ )❤❡"❡❢♦"❡✱ ❛❝❝♦"❞✐♥❣ )♦ )❤❡ (♣✐♥✲()❛)✐()✐❝( )❤❡♦"❡♠✱ )❤❡ B❛✉❧✐ ♣"✐♥❝✐♣❧❡

"❡C✉✐"❡( )❤❡ ❛♥)✐✲(②♠♠❡)"② ♦❢ )❤❡ ❝♦""❡(♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡❢✉♥❝)✐♦♥(✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❝❝♦"❞✐♥❣ )♦ )❤✐(

❡①❝❧✉(✐♦♥ ♣"✐♥❝✐♣❧❡✱ "✇♦ ♦% ♠♦%❡ ✐❞❡♥"✐❝❛❧ ❢❡%♠✐♦♥. ❝❛♥♥♦" ♦❝❝✉♣② "❤❡ .❛♠❡ ."❛"❡✳ ❚❤❡ (♣✐♥

❞❡❣"❡❡ ♦❢ ❢"❡❡❞♦♠✱ ❛❧)❤♦✉❣❤ ♥♦) ❝♦♥(✐❞❡"❡❞ ❤✐)❤❡")♦✱ ❡♥(✉"❡( )❤❡ ❝♦❤❡"❡♥❝❡ ♦❢ )❤❡ )❤❡♦"②

❡①♣♦(❡❞ (✐♥❝❡ ✐) ✐( "❡(♣♦♥(✐❜❧❡ ❢♦" )❤✐( ❢✉♥❞❛♠❡♥)❛❧ ❛♥)✐✲(②♠♠❡)"② ❝♦♥()"❛✐♥✳ ❚❤❡"❡❢♦"❡✱

✇❡ ❝♦♥(✐❞❡" ❛ ♥❡✇ (❡) ♦❢ ❝♦♦"❞✐♥❛)❡( ❢♦" )❤❡ ✐

th
❡❧❡❝)"♦♥✱ ~xi = {~ri, ~σ(si)} ❡♥❝♦♠♣❛((✐♥❣

❜♦)❤ ❛ (♣❛)✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥) ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐)❤ )❤❡ ♣❛")✐❝❧❡ ✐♥❞❡① ✐ ❛♥❞ ❛ (♣✐♥ ♣❛") ✭(i❂±✶✴✷

❢♦" ❡❧❡❝)"♦♥(✮ ✇✐)❤ ~σ(si) ❡C✉❛❧ )♦ ✭α✭(i✮✱β✭(i✮✮ ❢♦" ✭↑✱↓✮ (♣✐♥ ()❛)❡(✳ ❲❡ ❛((✉♠❡ )❤❛)

(♣❛❝❡ ❛♥❞ (♣✐♥ ❝♦♦"❞✐♥❛)❡( ❛"❡ (❡♣❛"❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ✇"✐)❡ )❤❡ ❍❛")"❡❡✲❋♦❝❦ ✭❍❋✮ ♠❛♥②✲❜♦❞②

✇❛✈❡❢✉♥❝)✐♦♥ ❛( ❛ ❙❧❛)❡" ❞❡)❡"♠✐♥❛♥) ❢♦"♠❡❞ ♦❢ ♥❡✇ (♣✐♥ ♦"❜✐)❛❧( χp(~xi) = φp(~ri)~σ(si)✳
❚❤✉(✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ΨHF (~x1, ..., ~xN) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣

χ1(~x1) . . . χN(~x1)
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

χ1(~xN) . . . χN(~xN)

∣∣∣∣∣∣∣

=
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣

φ1(~r1)α(s1) φ1(~r1)β(s1) . . . φN/2(~r1)α(s1) φN/2(~r1)β(s1)
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

φ1(~rN)α(sN) φ1(~rN)β(sN) . . . φN/2(~rN)α(sN) φN/2(~rN)β(sN)

∣∣∣∣∣∣∣
✭✷✳✶✵✮

✇❤❡"❡ ✭1/
√
N !✮ ✐( ❛ ♥♦"♠❛❧✐③❛)✐♦♥ ❝♦♥()❛♥) ❛♥❞ )❤❡ ◆ ♦"❜✐)❛❧( ❛"❡ ❞❡❝♦♠♣♦(❡❞ ✐♥ ◆✴✷

♦"❜✐)❛❧( ♦❢ ❡❛❝❤ (♣✐♥ )②♣❡✳ ❚❤❡ ❍❛")"❡❡✲❋♦❝❦ ❛♣♣"♦①✐♠❛)✐♦♥ ✐( )❤❡ ♠❡)❤♦❞ ❜② ✇❤✐❝❤

)❤❡ ♦")❤♦♥♦"♠❛❧ ♦"❜✐)❛❧( χp ❛"❡ ❢♦✉♥❞ (♦ )❤❛) )❤❡② ♠✐♥✐♠✐③❡ )❤❡ ❡♥❡"❣② ❢✉♥❝)✐♦♥❛❧ ❊❬Ψ❪

♦❢ ❡C✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ❢♦" )❤✐( ❢♦"♠ ♦❢ ΨHF ✳ ■♥ )❤❡ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ♦❢ )❤✐( ❍❋ ❛♣♣"♦①✐♠❛)✐♦♥✱

)✇♦ ♠❛✐♥ ✈❛"✐❛♥)( ❛"❡ ✉(❡❞✱ )❤❡ "❡()"✐❝)❡❞ ❍❋ ✭❘❍❋✮ ❛♥❞ )❤❡ ✉♥"❡()"✐❝)❡❞ ❍❋ ✭❯❍❋✮

❛♣♣"♦①✐♠❛)✐♦♥(✳ ❚❤❡ ✜"() ❝♦""❡(♣♦♥❞( )♦ )❤❡ ()✉❞② ♦❢ ❝❧♦(❡❞ (❤❡❧❧( (②()❡♠( ✇✐)❤ ❛♥ ❡✈❡♥

♥✉♠❜❡" ♦❢ ❡❧❡❝)"♦♥(✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝)✐♦♥ ❝♦♥()"✉❝)✐♦♥ ❞♦❡( ♥♦) ❛❧❧♦✇ )❤❡ (♣❛)✐❛❧ ♣❛") ♦❢

)❤❡ (✐♥❣❧❡✲♣❛")✐❝❧❡ α✲(♣✐♥ ♦"❜✐)❛❧ ✭φp(~ri)✮ )♦ ❜❡ ❞✐✛❡"❡♥) ❢"♦♠ )❤❡ ♦♥❡ ❝♦""❡(♣♦♥❞✐♥❣ )♦

)❤❡ β✲(♣✐♥ ♦"❜✐)❛❧ ♦❢ )❤❡ (❛♠❡ ♣❛")✐❝❧❡✳ ❚❤✐( ❝❛(❡ ✐( ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❜② )❤❡ ❙❧❛)❡" ❞❡)❡"♠✐♥❛♥)

❝♦♠♣♦♥❡♥)( (❤♦✇♥ ✐♥ ❡C✉❛)✐♦♥( ✭✷✳✶✵✮✳ ■♥ ❝♦♥)"❛()✱ ✇❤❡♥ )❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ❡❧❡❝)"♦♥( ✐( ♦❞❞✱

)❤❡ ()❛♥❞❛"❞ ❍❋ (❝❤❡♠❡ ❜❡❝♦♠❡( )❤❡ ❯❍❋ ♠❡)❤♦❞✳ ■♥ )❤❡ ❧❛))❡"✱ (♣❛)✐❛❧ ♣❛")( ♦❢ (♣✐♥✲

♦"❜✐)❛❧( ❢♦" α✲(♣✐♥ ❛♥❞ )❤♦(❡ ❢♦" β✲(♣✐♥ ❛"❡ ❛❧❧♦✇❡❞ )♦ ❜❡ ❞✐✛❡"❡♥)✳ ❚❤❡ ✜"() ❝♦♠♣♦♥❡♥) ♦❢

)❤❡ (❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ )❤❡ ❞❡)❡"♠✐♥❛♥) ✭✷✳✶✵✮ )❤✉( ❜❡❝♦♠❡( φ̃1(~r1)β(s1) ✇✐)❤ φ̃1 6= φ1✳ ❚❤❡

♦")❤♦❣♦♥❛❧✐)② ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝)✐♦♥( ✐( ♣"❡(❡"✈❡❞ ❜✉) ❛♥ ✐♥❝"❡❛(❡❞ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ♦"❜✐)❛❧(

"❡(✉❧)( ✐♥ ❛♥ ❛❞❞✐)✐♦♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥)❛)✐♦♥ ❞✐✣❝✉❧)②✳ ■♥ )❤❡ C✉❡() ❢♦" ♠♦"❡ ❛❝❝✉"❛❝②✱ )❤❡

♣"♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦""❡❧❛)✐♦♥ ❡♥❡"❣② ✐( ♦❢)❡♥ ✐♥)"♦❞✉❝❡❞ ✐♥ )❤❡ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ♦❢ )❤❡ ❍❛")"❡❡✲❋♦❝❦

❛♣♣"♦❛❝❤✳ ■♥ ❢❛❝)✱ )❤❡ ❝♦""❡❧❛)✐♦♥ ❡♥❡"❣② ✐( ❛ ♣✉"❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❡✛❡❝) ♦❢)❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛( )❤❡

❡♥❡"❣② ❡""♦" ♦❢ ❍❋ ❛♣♣"♦①✐♠❛)✐♦♥

ECorr = ETot − EHF
✭✷✳✶✶✮

✼✹



✇❤❡#❡ ❊

Tot
❝♦##❡'♣♦♥❞' +♦ +❤❡ +♦+❛❧ ❡♥❡#❣② ♦❢ +❤❡ #❡❛❧ '②'+❡♠✳ ❚❤❡ ❛''♦❝✐❛+❡❞ ♣❤②'✐❝❛❧

5✉❛♥+✉♠ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛#❡ +❤❡ ❝♦❧❧❡❝+✐✈❡ ✢✉❝+✉❛+✐♦♥' ♦❢ +❤❡ ❡❧❡❝+#♦♥' ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ #❡❝♦❣✲

♥✐③❡❞ ❣#♦✉♥❞ '+❛+❡ ❛♥❞ ✈✐#+✉❛❧ ❡♥❡#❣② ❧❡✈❡❧' ♦❢ +❤❡ ❡♥❡#❣② '♣❡❝+#✉♠✳ ❆ '+#❛✐❣❤+❢♦#✇❛#❞

❡①+❡♥'✐♦♥ ♦❢ +❤❡ '✐♥❣❧❡ ❞❡+❡#♠✐♥❛♥+ ✇❛✈❡❢✉♥❝+✐♦♥ ✐' +❤❡ '♦✲❝❛❧❧❡❞ ✧♠✉❧+✐✲❝♦♥✜❣✉#❛+✐♦♥'✧

♠❡+❤♦❞ +❤❛+ ✐♥✈♦❧✈❡' ❧✐♥❡❛# ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ♠❛♥② ❞❡+❡#♠✐♥❛♥+' ✭+❤❡ ✧❝♦♥✜❣✉#❛+✐♦♥ ✐♥+❡#❛❝✲

+✐♦♥'✧ ♠❡+❤♦❞✱ ❈■✮✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ❞❡'♣✐+❡ +❤❡ '✉❝❝❡'' ♦❢ '✉❝❤ ♠❡+❤♦❞ ✐♥ ✐♥❝#❡❛'✐♥❣ +❤❡ ❛❝✲

❝✉#❛❝② ♦❢ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛+✐♦♥'✱ ✐+ ✐' ❦♥♦✇♥ +❤❛+ +❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢ #❡❛❧ ✐♥+❡#❛❝+✐♥❣

❡❧❡❝+#♦♥' '②'+❡♠ ✐' ♥❡✈❡# ❛ '✐♥❣❧❡ ♦# ❛ '✐♠♣❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛+✐♦♥ ♦❢ ❞❡+❡#♠✐♥❛♥+' ❬✶✸✻❪✳ ❚♦

❝♦♠♣❧❡+❡ +❤✐' ❞❡'❝#✐♣+✐♦♥ ♦❢ ❡''❡♥+✐❛❧ ❝♦♥❝❡♣+' ❢♦# +❤❡ ❝♦♥'+#✉❝+✐♦♥ ♦❢ ❉❋❚✱ ✇❡ ✐♥+#♦❞✉❝❡

+❤❡ ❝❡♥+#❛❧ 5✉❛♥+✐+② ♦❢ +❤✐' +❤❡♦#②✱ +❤❡ ❡❧❡❝+#♦♥ ❞❡♥'✐+② ✭♥✭~r1)✮ ❜❛'❡❞ ♦♥ +❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝+✐♦♥
❝♦♥'+#✉❝+❡❞ '♦ ❢❛#✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❡❧❡❝+#♦♥' ♣❡# ✉♥✐+ ✈♦❧✉♠❡✱ ♦❝❝✉♣②✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ '+❛+❡✱

❝♦##❡'♣♦♥❞' +♦ +❤❡ ❡❧❡❝+#♦♥ ❞❡♥'✐+② ❢♦# +❤❛+ '+❛+❡

n(~r1) = N

∫
. . .

∫
|Ψ(~x1, ..., ~xN)|2ds1d~x2...d~xN ✭✷✳✶✷✮

✇❤❡#❡ +❤❡ ♥✉♠❜❡# ◆ ❝♦##❡'♣♦♥❞' +♦ +❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❡❧❡❝+#♦♥' ✐♥ +❤❡ '②'+❡♠✳ ❚❤❡ ❡①♣#❡''✐♦♥

✭✷✳✶✷✮ ✐♥❞✐❝❛+❡' +❤❛+ +❤❡ ❡❧❡❝+#♦♥ ❞❡♥'✐+② ✐' ♥♦+ ❛ ❢✉♥❝+✐♦♥❛❧ ❜✉+ #❛+❤❡# ❛ '✐♠♣❧❡ ♥♦♥✲

♥❡❣❛+✐✈❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢ +❤#❡❡ ✈❛#✐❛❜❧❡' ✭'♣❛+✐❛❧ ♦♥❡'✮✱ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ +❤❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ +❤❛+ ✐+' ✐♥+❡❣#❛❧

♦✈❡# +❤❡ ❡♥+✐#❡ '♣❛❝❡ ♠❛+❝❤❡' +❤❡ ❡①❛❝+ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❡❧❡❝+#♦♥' ✐♥ +❤❡ '②'+❡♠

∫
n(~r)d~r = N ✭✷✳✶✸✮

❆+ +❤✐' ♣♦✐♥+✱ +❤❡ ❡❧❡❝+#♦♥ ❞❡♥'✐+② ✐' ❛ ❦❡② ♦❜'❡#✈❛❜❧❡ +❤❛+ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐'+✐♥❣✉✐'❤❡❞ ❢#♦♠

❛❧❧ ♦+❤❡# ♣❤②'✐❝❛❧ 5✉❛♥+✐+✐❡' '✐♥❝❡ ✐+ ❝❛♥ ❜❡ ✉'❡❞ +♦ ♦❜+❛✐♥ +❤❡ +♦+❛❧ ❡♥❡#❣②✱ +❤❡ ♣❛#+✐❝❧❡

♥✉♠❜❡#✱ +❤❡ ♣♦+❡♥+✐❛❧ ♦#✱ ✐♥ ❢❛❝+✱ ❛♥② ♦+❤❡# ♦❜'❡#✈❛❜❧❡ ❢♦# ❛ #❡❛❧ '②'+❡♠✳ ❚❤❡ ❣#♦✉♥❞

'+❛+❡ ❡❧❡❝+#♦♥ ❞❡♥'✐+② ✐' +❤❡ ❝♦#❡ ♦❜❥❡❝+ ♦❢ +❤❡ +❤❡♦#❡♠' ♦❢ ❑♦❤♥ ❛♥❞ ❍♦❤❡♥❜❡#❣ ❬✻✶❪✱

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ +❤❡ ♥❡①+ '✉❜'❡❝+✐♦♥✳

✷✳✶✳✸ ❉❋❚✿ ❡✛❡❝+✐✈❡ ♦/ ♠❛♥②✲❜♦❞② +❤❡♦/②

◆♦✇❛❞❛②'✱ ❉❋❚ ✐' ❡✐+❤❡# ♣#❡'❡♥+❡❞ ❛' ❛ ♠❛♥②✲❜♦❞② +❤❡♦#② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢♦#♠❛❧❧② ♠❛♥②✲

❜♦❞② ❡✛❡❝+' ♦# ❛' ❛ '✐♥❣❧❡✲♣❛#+✐❝❧❡ ❡✛❡❝+✐✈❡ +❤❡♦#② ✇❤❡♥ #❡❢❡##✐♥❣ +♦ +❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠

❛♣♣#♦❛❝❤✳ ❋✐#'+✱ ✇❡ ❝♦♥'+#✉❝+ +❤❡ ✧❣❡♥❡#❛❧ ♠❛♥②✲❜♦❞②✧ ❉❋❚ ♠❡+❤♦❞ +❤#♦✉❣❤ +❤❡ ♣#❡✲

'❡♥+❛+✐♦♥ ♦❢ ❑♦❤♥✲❍♦❤❡♥❜❡#❣ +❤❡♦#❡♠' ✐♥ ♦#❞❡# +♦ ❡'+❛❜❧✐'❤ +❤❡ '+❛♥❞❛#❞ ❜❛❝❦❣#♦✉♥❞

♦❢ +❤❡ +❤❡♦#② ❛♥❞ ✐+' ✐♥❤❡#❡♥+ ❧✐♠✐+' ✭◆ ✫ ✈✲ #❡♣#❡'❡♥+❛❜✐❧✐+②✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♥'+#✉❝+ +❤❡

❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ✭❑❙✮ ❡5✉❛+✐♦♥' ❛♥❞ +❤❡ '✐♥❣❧❡✲♣❛#+✐❝❧❡ ♦#❜✐+❛❧' +❤❛+ ❛❧❧♦✇ ❉❋❚ +♦ ❜❡ ❛ ♣#❛❝✲

+✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥+ ♠❡+❤♦❞ ❢♦# +❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛+✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝+#♦♥✐❝ ♣#♦♣❡#+✐❡' ♦❢ ♠❛+❡#✐❛❧'✳

❉❡♥'✐+② ❢✉♥❝+✐♦♥❛❧ +❤❡♦#② ✐' ❜❛'❡❞ ♦♥ +✇♦ ✐♠♣♦#+❛♥+ +❤❡♦#❡♠' ❡'+❛❜❧✐'❤❡❞ ✐♥ ✶✾✻✹ ❜②

X✐❡##❡ ❍♦❤❡♥❜❡#❣ ❛♥❞ ❲❛❧+❡# ❑♦❤♥ ✭❍❑✮ ❬✻✶❪ ❛♥❞ ♦♥ +❤❡ ❞❡✜♥✐+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❍❑ ✉♥✐✈❡#'❛❧

❢✉♥❝+✐♦♥❛❧ ✭❋HK✮✳ ❚❤❡ ✜!"# ❍❑ #❤❡♦!❡♠ ❝❛♥ ❜❡ '+❛+❡❞ ❛' ❢♦❧❧♦✇' ❬✶✸✻❪✿

✧❚❤❡ ✉♥✐+✉❡ ❡①$❡-♥❛❧ ♣♦$❡♥$✐❛❧ v(~r) ✐0 ❞❡$❡-♠✐♥❡❞✱ ✇✐$❤✐♥ ❛ $-✐✈✐❛❧ ❛❞❞✐$✐✈❡ ❝♦♥0$❛♥$✱ ❜②

$❤❡ ❡❧❡❝$-♦♥ ❞❡♥0✐$② ♥✭~r✮✧

■♥ ♦+❤❡# ✇♦#❞'✱ +❤❡ ❡①+❡#♥❛❧ ♣♦+❡♥+✐❛❧ ✐' ❛ ✉♥✐5✉❡ ❢✉♥❝+✐♦♥❛❧ ♦❢ ♥✭~r✮ ❛♥❞ v(~r✮ ✜①❡' +❤❡
❍❛♠✐❧+♦♥✐❛♥ ✭❛' '❤♦✇♥ ✐♥ +❤❡ ♣#❡✈✐♦✉' '✉❜'❡❝+✐♦♥✮✳ ❚❤✐' ❧❡❛❞' +♦ +❤❡ ❢✉❧❧ ♠❛♥② ♣❛#+✐❝❧❡

✼✺



❣!♦✉♥❞ &'❛'❡ ❛& ✉♥✐+✉❡ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ♦❢ ♥(~r)✳ ❚❤❡!❡❢♦!❡✱ '❤❡ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡!❛'❡ ❣!♦✉♥❞ &'❛'❡

✭●❙✮ ✇❛✈❡❢✉♥❝'✐♦♥ ✐& ❛ ✉♥✐+✉❡ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ♦❢ '❤❡ ●❙ ❞❡♥&✐'② ✭Ψ0(~r1, ..., ~rN)❂Ψ[n0(~r)]✮✳
❚❤❡&❡ &'❛'❡♠❡♥'& ❢♦!♠ '❤❡ ❡&&❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ✜!&' ❍❑ '❤❡♦!❡♠ ❛♥❞ !❡&✉❧'& ✐♥ '❤❡ ♣♦&&✐❜✐❧✐'② ♦❢

❡✈❛❧✉❛'✐♥❣ '❤❡ ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥② ♦❜&❡!✈❛❜❧❡ Ô ✭❍❡!♠✐'✐❛♥ ♦♣❡!❛'♦!✮ ❛& ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧

♦❢ n0(~r✮

O0 = O[n0] ✭✷✳✶✹✮

= 〈Ψ[n0]|Ô|Ψ[n0]〉 ✭✷✳✶✺✮

❚❤✐& '❤❡♦!❡♠ &❤♦✇& '❤❛' '❤❡ ❡❧❡❝'!♦♥ ❞❡♥&✐'② ♥✭~r✮ ❞❡'❡!♠✐♥❡& '❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥'❛❧ +✉❛♥'✐'✐❡&✱

'❤❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ❡♥❡!❣② ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ❛♥❞ '❤❡ ❡❧❡❝'!♦♥ ♥✉♠❜❡! ◆ ✭❢!♦♠ ❡+✉❛'✐♦♥ ✷✳✶✸✮✳ ❚❤✉&✱

❛❧❧ '❤❡ ❣!♦✉♥❞ &'❛'❡ ♣!♦♣❡!'✐❡& ❛♥❞ ✐♥ ♣❛!'✐❝✉❧❛! '❤❡ '♦'❛❧ ❡♥❡!❣② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣!❡&&❡❞ ❛& ❛

❞❡♥&✐'② ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦&❡❞ ♦❢ ❡❧❡❝'!♦♥✲✐♦♥ ✭❱❬♥❪✮✱ ❦✐♥❡'✐❝ ✭❚❬♥❪✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝'!♦♥✲❡❧❡❝'!♦♥

✭❯❬♥❪✮ ❝♦♥'!✐❜✉'✐♦♥&✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦' ❝♦♥&✐❞❡! '❤❡ ❝❧❛&&✐❝❛❧ ✐♦♥✲✐♦♥ ✐♥'❡!❛❝'✐♦♥& ❛♥❞ '❤❡ ❦✐✲

♥❡'✐❝ ✐♦♥✐❝ ❡♥❡!❣② ❛& ✇❡ ❢♦❝✉&✱ ❢♦! ♥♦✇✱ ♦♥ '❤❡ ❡❧❡❝'!♦♥✐❝ ♣!♦❜❧❡♠ ✐♥ ❇♦!♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡!

❛♣♣!♦①✐♠❛'✐♦♥✳ ❚❤❡ '♦'❛❧ ❡♥❡!❣② ✐& '❤❡♥ ✇!✐''❡♥ ❛&

E[n] = V [n] + T [n] + U [n] ✭✷✳✶✻✮

❚❤❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ✐& ❢♦!♠❡❞ ❜② '❤❡ ✐♥'❡!❛❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✐♦♥✐❝ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ✇✐'❤ '❤❡

❡❧❡❝'!♦♥ ❞❡♥&✐'② !❛'❤❡! '❤❛♥ ♣♦✐♥' ❝❤❛!❣❡& ❛& ❞❡&❝!✐❜❡❞ ✐♥ ❡+✉❛'✐♦♥ ✭✷✳✸✮✿

V [n] =

∫
n(~r)v(~r)d~r ✭✷✳✶✼✮

❚❤❡ ❦✐♥❡'✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝'!♦♥✲❡❧❡❝'!♦♥ ✭❡✲❡✮ ✐♥'❡!❛❝'✐♦♥ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧& ❢♦!♠ '❤❡ ❢❛♠♦✉& ❍♦❤❡♥❜❡!❣✲

❑♦❤♥ ✭❍❑✮ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧

FHK = T [n] + U [n] ✭✷✳✶✽✮

= T [n] + (J [n] +K[n])

= T [n] +

(
1

2

∫∫
n(~r)n(~r′)

|~r − ~r′|
d~rd~r′ +K[n]

)

❲❡ ♥♦'❡ ✐♥ '❤✐& ❧❛&' ❡①♣!❡&&✐♦♥ '❤❛' ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦&❡❞ '❤❡ ❡✲❡ ✐♥'❡!❛❝'✐♦♥ ✐♥'♦ ❛ ❝❧❛&&✐❝❛❧

❝♦✉❧♦♠❜ ♣❛!' ✭❏❬♥❪✮ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❝❧❛&&✐❝❛❧ ♣❛!'✳ ❚❤❡ '❡!♠ ❞❡♥♦'❡❞ ❑ ❡♥❝♦♠♣❛&&❡& ❛❧❧ &❡❧❢✲

✐♥'❡!❛❝'✐♦♥ ❝♦!!❡❝'✐♦♥& ✭❙■❈✮✱ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥'❡!❛❝'✐♦♥& ❛♥❞ ♦'❤❡! ❝♦!!❡❧❛'✐♦♥ ❡✛❡❝'& ❢♦! ✇❤✐❝❤

❞❡♥&✐'② ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ❢♦!♠& ❛!❡ ♥♦' ❡①❛❝'✳ ❚❤❡ ❦✐♥❡'✐❝ '❡!♠ ✭❚❬♥❪✮ ✐& ❧❡❢' ✉♥♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✽✮

&✐♥❝❡ &✉❝❤ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ✐& ♥♦' ❦♥♦✇♥ ❡①♣❧✐❝✐'❧②✱ ✐♥ ♣❛!'✐❝✉❧❛!✱ '❤❡ +✉❛♥'✉♠✲❝♦!!❡❧❛'✐♦♥& ❝♦♥✲

'!✐❜✉'✐♦♥& ❞✉❡ '♦ '❤✐& ❡❧❡❝'!♦♥& ❦✐♥❡'✐❝ ❡♥❡!❣②✳ ❚❤❡ ❍❑ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ✐& '❤❡ ❍♦❧② ●%❛✐❧ ♦❢

❞❡♥&✐'② ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ '❤❡♦!② &✐♥❝❡ '❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✐'& ❡①❛❝' ❢♦!♠ ❧❡❛❞ '♦ '❤❡ ❡①❛❝' &♦❧✉'✐♦♥

♦❢ ❙❝❤!Y❞✐♥❣❡! ❡+✉❛'✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐'✐♦♥✱ ❋HK ✐& ❛ ✉♥✐✈❡%,❛❧ ❢✉♥❝/✐♦♥❛❧✱ ❝♦♠♣❧❡'❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥' ♦♥ '❤❡ &②&'❡♠ ✉♥❞❡! &'✉❞② ❛♥❞ ✈❛❧✐❞ ❜♦'❤ ❢♦! '❤❡ &✐♠♣❧❡&' ✐&♦❧❛'❡❞ ❍②❞!♦❣❡♥ ❛'♦♠

❛♥❞ ❢♦! '❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❉◆❆ &'!❛♥❞&✳ ❉❡♥&✐'② ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ '❤❡♦!② ✐& '❤✉& '❤❡ ❛!' ♦❢ ❛♣♣!♦①✐✲

♠❛'✐♥❣ '❤✐& ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ❢♦! ❛'♦♠&✱ ♠♦❧❡❝✉❧❡& ❛♥❞ &♦❧✐❞& &✐♥❝❡ ✐'& ❡①❛❝' ❡①♣❧✐❝✐' ❡①♣!❡&&✐♦♥

✐& ✉♥❦♥♦✇♥✳

❚❤❡  ❡❝♦♥❞ ❍❑ (❤❡♦*❡♠ ❝♦♠♣❧❡'❡& '❤❡ ❉❋❚ ❞❡&❝!✐♣'✐♦♥ ❜② ❡&'❛❜❧✐&❤✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠

♣!✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉& '♦ '❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❍❛!'!❡❡✲❋♦❝❦ '❤❡♦!② ✭❡+✉❛'✐♦♥ ✶✳✻✮ ❜✉' '❤✐& '✐♠❡✱ !❡❧②✐♥❣

♦♥ '❤❡ ❡❧❡❝'!♦♥ ❞❡♥&✐'② !❛'❤❡! '❤❛♥ '❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝'✐♦♥✳ ■' ❝❛♥ ❜❡ &'❛'❡❞ ❛& ❢♦❧❧♦✇&

✼✻



✧❚❤❡ ❋HK❬ñ❪ ❢✉♥❝+✐♦♥❛❧ ❣✐✈❡2 +❤❡ ❡♥❡3❣② ♠✐♥✐♠✉♠ ✭❣3♦✉♥❞ 2+❛+❡✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ +❤❡ +3✐❛❧

❞❡♥2✐+② ñ ❝♦✐♥❝✐❞❡2 ✇✐+❤ +❤❡ ❝♦33❡❝+ ❣3♦✉♥❞ 2+❛+❡ ❞❡♥2✐+② ♥0✧

❚❤✐# ✐# $❤❡ ✈❛(✐❛$✐♦♥❛❧ ♣(✐♥❝✐♣❧❡

E0 6 E[ñ] = V [ñ] + FHK [ñ] ✭✷✳✶✾✮

❚❤✐# ❡①♣(❡##✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡$❡# $❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❉❋❚ ❛# ❛ ❢♦(♠❛❧ ♠❛♥②✲❜♦❞② $❤❡♦(② ❛♥❞

$❤❡ ❝♦♠♣❧❡$❡ ♣(♦❝❡❞✉(❡ ❝❛♥ ❜❡ #✉♠♠❛(✐③❡❞ ✐♥ ❢♦✉( ♣♦✐♥$#✿

✖ A(♦✈✐❞❡❞ ✐♦♥✐❝ ♣♦#✐$✐♦♥# ❛♥❞ ❝❤❛(❣❡# ✭♣♦$❡♥$✐❛❧ ✈✭~r✮✮✱ ❛❧❧ $❤❡ ♣(♦♣❡($✐❡# ♦❢ $❤❡
❞❡✜♥❡❞ #②#$❡♠ ❛(❡ ❞❡$❡(♠✐♥❡❞ ❜② $❤❡ ❣(♦✉♥❞ #$❛$❡ ❞❡♥#✐$②✳

✖ ❚❤❡ $♦$❛❧ ❡♥❡(❣② ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ ❊❬♥❪ ✐# ❝♦♥#$(✉❝$❡❞ ❛# $❤❡ #✉♠ ♦❢ $❤❡ ✉♥✐✈❡(#❛❧ ❢✉♥❝✲

$✐♦♥❛❧ ❋HK ❬♥❪ ❛♥❞ $❤❡ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ❡♥❡(❣② ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ ♦❢ ❡H✉❛$✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✳ ❊❬ñ❪ ✐#
♠✐♥✐♠❛❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ñ ≡ n0✱ $❤❡ ❣(♦✉♥❞ #$❛$❡ ❞❡♥#✐$②✳

✖ ❚❤❡ ✈❛(✐❛$✐♦♥❛❧ ♣(✐♥❝✐♣❧❡ ❛♣♣❧✐❡# ♦♥❧② ♦♥ $❤❡ ❣(♦✉♥❞ #$❛$❡ ♦❢ $❤❡ #②#$❡♠ ❛♥❞ $❤❡

#❛♠❡ ❛♣♣(♦❛❝❤ ❝❛♥♥♦$ ❜❡ ❡①$❡♥❞❡❞ $♦ ❡①❝✐$❡❞ #$❛$❡#✳

✖ ❚❤❡ ✉❧$✐♠❛$❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❉❋❚ ✐# $♦ ♦❜$❛✐♥ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐$ ❡①♣(❡##✐♦♥ ♦❢ ❋HK ❬♥❪✳

❇❡②♦♥❞ $❤❡ ✐##✉❡# ♦❢ ♥♦♥✲✉♥✐H✉❡♥❡## ♦❢ $❤❡ ♣♦$❡♥$✐❛❧ $❤❛$ ❞♦ ♥♦$ ❛✛❡❝$ ❛❝$✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲

$❛$✐♦♥# ♦❢ ❉❋❚✱ $❤❡(❡ ❡①✐#$ $✇♦ ♠❛✐♥ (❡♣(❡#❡♥$❛❜✐❧✐$② ♣(♦❜❧❡♠# ✐♥ $❤❡ ❞❡♥#✐$② ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧

❢♦(♠✉❧❛$✐♦♥✱ $❤❡ ◆ ❛♥❞ ✈✲&❡♣&❡)❡♥*❛❜✐❧✐*② ♦❢ ❞❡♥#✐$✐❡#✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜(✐❡✢② (❡✈✐❡✇ $❤❡#❡

$✇♦ H✉❡#$✐♦♥#

✶✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❛(❜✐$(❛(② ❢✉♥❝$✐♦♥ ñ(~r)✱ ✇❤❛$ ❣✉❛(❛♥$❡❡# $❤❛$ ✐$ ❝❛♥ ❜❡ (❡♣(❡#❡♥$❡❞ ✐♥
$❤❡ ❢♦(♠ ✭✷✳✶✷✮✱ ❛ ❞❡♥#✐$② ❢✉♥❝$✐♦♥ ❛(✐#✐♥❣ ❢(♦♠ ❛♥$✐#②♠♠❡$(✐❝ ✇❛✈❡❢✉♥❝$✐♦♥#❄

✷✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❞❡♥#✐$② ❢✉♥❝$✐♦♥ $❤❛$ ❝❛♥ ❜❡ ✇(✐$$❡♥ ✐♥ $❤❡ ❢♦(♠ ✭✷✳✶✷✮✱ ✇❤❛$ ❣✉❛(❛♥$❡❡#

$❤❛$ $❤✐# ❞❡♥#✐$② ✐# ❛ ❣(♦✉♥❞ #$❛$❡ ❞❡♥#✐$② ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ✈✭~r✮❄

❚❤❡ ✜(#$ ♣(♦❜❧❡♠ ✭◆✲(❡♣(❡#❡♥$❛❜✐❧✐$②✮ ✐# #♦❧✈❡❞ ❢♦( #✐♥❣❧❡✲♣❛($✐❝❧❡ ✭❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❛♣♣(♦❛❝❤✮

❞❡♥#✐$✐❡# #✐♥❝❡ ❛♥② ♥♦♥♥❡❣❛$✐✈❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇(✐$$❡♥ ❢(♦♠ ❛ #❡$ ♦❢ ❛♥$✐#②♠♠❡$(✐❝ ❢✉♥❝✲

$✐♦♥# ✐♥ $❤❡ ❢♦(♠ ✭✷✳✶✷✮✳ ❋♦( $❤❡ #❡❝♦♥❞ ✐##✉❡✱ $❤❡ ✜(#$ ❍❑ $❤❡♦(❡♠ ❞♦❡# ♥♦$ ❡①❝❧✉❞❡

$❤❡ ♣♦##✐❜✐❧✐$② $❤❛$ ❢♦( ❛ ❝❡($❛✐♥ ❞❡♥#✐$② ❢✉♥❝$✐♦♥✱ $❤❡(❡ ❡①✐#$ ♥♦ ❛##♦❝✐❛$❡❞ ❡①$❡(♥❛❧ ♣♦✲

$❡♥$✐❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ ✐$ ✐# ❦♥♦✇♥ $❤❛$ ✐♥ ✧❞✐#❝(❡$✐③❡❞✧ #②#$❡♠#✱ ❡✈❡(② ❞❡♥#✐$② ✐# ✧❡♥#❡♠❜❧❡

✈✲(❡♣(❡#❡♥$❛❜❧❡✧✳ ❆ ❧♦❝❛❧ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ✈✭~r✮✱ ✇✐$❤ ❛ ❞❡❣❡♥❡(❛$❡ ❣(♦✉♥❞ #$❛$❡ ✭{Ei
0}i=1,..,l✮✱

❝❛♥ ❛❧✇❛②# ❜❡ ❢♦✉♥❞ #✉❝❤ $❤❛$ $❤❡ ❛##♦❝✐❛$❡❞ ❞❡♥#✐$② n0(~r) ❝❛♥ ❜❡ ✇(✐$$❡♥ ❛# ❛ ❧✐♥✲
❡❛( ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞❡♥#✐$✐❡# ✭{ni

0(~r)}i=1,..,l✮ ❝♦((❡#♣♦♥❞✐♥❣ $♦ ❡❛❝❤ ♦❢ $❤❡#❡ ✧❧✧ ❞❡✲

❣❡♥❡(❛$❡ ❣(♦✉♥❞ #$❛$❡#✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ✐♥$✐♠❛$❡ ❝♦♥♥❡❝$✐♦♥ ♦❢ ✈✲(❡♣(❡#❡♥$❛❜✐❧✐$② $♦

$❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❛♥2❛+③ ✭❡①♣❧❛✐♥❡❞ $❤❡(❡❛❢$❡(✮✱ ✇❡ ❞✐#$✐♥❣✉✐#❤ $❤❡ ✐♥$❡(❛❝$✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲

✐♥$❡(❛❝$✐♥❣ ✈✲(❡♣(❡#❡♥$❛❜✐❧✐$②✳ ❊✈❡(② ✐♥$❡(❛❝$✐♥❣ ❡♥#❡♠❜❧❡ ✈✲(❡♣(❡#❡♥$❛❜❧❡ ❞❡♥#✐$② ✐# ❛❧#♦

♥♦♥✲✐♥$❡(❛❝$✐♥❣ ❡♥#❡♠❜❧❡ ✈✲(❡♣(❡#❡♥$❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ ❛# ♠❡♥$✐♦♥❡❞✱ ♦♥❧② ✐♥ ❞✐#❝(❡$❡ ♣(♦❜✲

❧❡♠#✱ ❛❧❧ ❞❡♥#✐$✐❡# ❛(❡ ✐♥$❡(❛❝$✐♥❣ ❡♥#❡♠❜❧❡ ✈✲(❡♣(❡#❡♥$❛❜❧❡✳ ❚❤✐# (❡#$(✐❝$✐♦♥ ✐♥❢♦(♠# ✉#

$❤❛$ ✐$ ✐# ♥♦$ ❦♥♦✇♥ ✇❤❡$❤❡( ❡♥#❡♠❜❧❡✲(❡♣(❡#❡♥$❛❜❧❡ ❞❡♥#✐$✐❡# ♠❛② ❜❡ ♥♦♥✲✐♥$❡(❛❝$✐♥❣

♣✉(❡✲#$❛$❡ (❡♣(❡#❡♥$❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ✇(✐$$❡♥ ❛# ❛ #✐♥❣❧❡ ❞❡$❡(♠✐♥❛♥$✱ ♦( ♥♦$✳ ❆ ♠♦(❡ ❝♦♠♣❧❡$❡

✐♥$(♦❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡#❡ $✇♦ ♣(♦❜❧❡♠# ✐# ♣❡(❢♦(♠❡❞ ❜② ❑❧❛✉# ❈❛♣❡❧❧❡ ✐♥ (❡❢✳ ❬✶✸✺❪✳

❋(♦♠ $❤❡ ✜(#$ ♣♦#$✉❧❛$❡ ♦❢ H✉❛♥$✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝#✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ $❤❛$ $❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝$✐♦♥

❝♦♥$❛✐♥# ❛❧❧ $❤❡ #②#$❡♠✬# ✐♥❢♦(♠❛$✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣✉(❡ #$❛$❡ ❛$ ✵❑ ❛♥❞ $❤❡ ✜♥✐$❡ $❡♠♣❡(❛$✉(❡

❝♦✉♥$❡(♣❛($ ✐# $❤❡ ❞❡♥#✐$② ♠❛$(✐①✳ ❚❤❡ ♣(♦❜❧❡♠ ♦❢ ✸◆ #♣❛❝❡ ✈❛(✐❛❜❧❡# ✐♥ $❤✐# ❝❛#❡ ♠❛❦❡#

$❤❡ #❡❛(❝❤ ❢♦( #✉❝❤ ♦❜❥❡❝$# ✉♥❢❡❛#✐❜❧❡ ❢♦( (❡❛❧✐#$✐❝ #②#$❡♠#✳ ❚✇♦ (♦✉$❡# ❛(❡ ♦❢$❡♥ ❝♦♥#✐❞✲

❡(❡❞ $♦ (❡❞✉❝❡ $❤❡ ♣(♦❜❧❡♠✱ ●(❡❡♥✬# ❢✉♥❝$✐♦♥# ❛♥❞ (❡❞✉❝❡❞ ❞❡♥#✐$② ♠❛$(✐❝❡#✳ ❚❤❡ ❢♦(♠❡(
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HK

RG

HK0

KS

HK

Non-interacting

system

Interacting

system

Time-independent

system

Time-dependent

system

TD-DFT DFT DFT KS-DFT

❋✐❣✉$❡ ✷✾ ✕ ❚❤❡ ❧❡❢- ♣❛$- ❞✐1-✐♥❣✉✐1❤❡1 -❤❡ -✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥- ✭❚❉✲❉❋❚✮ ❢$♦♠ -❤❡ -✐♠❡✲

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥- ❞❡♥1✐-② ❢✉♥❝-✐♦♥❛❧ -❤❡♦$② ✭❉❋❚✮✳ ❚❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ✇❛✈❡❢✉♥❝-✐♦♥ ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥

✐1 ❜✉✐❧- ✐♥-♦ ●$❡❡♥✬1 ❢✉♥❝-✐♦♥1 ✐♥ -❤❡ ❢♦$♠❡$ ❛♥❞ ✐♥ ❞❡♥1✐-② ♠❛-$✐❝❡1 ✐♥ -❤❡ ❧❛--❡$✳ ❚❤❡

$❡❞✉❝-✐♦♥ ♣$♦❝❡❞✉$❡ ✐1 ♣❡$❢♦$♠❡❞ ❜② ✐♥-❡❣$❛-✐♥❣ ♦✉- ❞❡❣$❡❡1 ♦❢ ❢$❡❡❞♦♠ ❢$♦♠ -❤❡ ◆✲❜♦❞②

●$❡❡♥✬1 ❢✉♥❝-✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♥1✐-② ♠❛-$✐① -♦ -❤❡ ♣❛✐$ C✉❛♥-✐-✐❡1 ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② -♦ -❤❡ ♦$❞✐♥❛$②

❝❤❛$❣❡ ❞❡♥1✐-② ✧♥✧✳ ■♥ -❤❡ ❉❋❚ ❢$❛♠❡✇♦$❦✱ -❤❡ ❍♦❤❡♥❜❡$❣✲❑♦❤♥ ✭❍❑✮ -❤❡♦$❡♠ ❛♥❞ ✐-1

❣❡♥❡$❛❧✐③❛-✐♦♥✱ -❤❡ ❘✉♥❣❡✲●$♦11 ✭❘●✮ -❤❡♦$❡♠✱ ❛$❡ ✉1❡❞ -♦ ❡♥1✉$❡ -❤❛- ❛❧❧ ✐♠♣❧✐❝✐- ✇❛✈❡✲

❢✉♥❝-✐♦♥ ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ✐1 ❝♦♥-❛✐♥❡❞ ✐♥ ✧♥✧✳ ❚❤❡ $✐❣❤- ♣❛$- ❤✐❣❤❧✐❣❤-1 -❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ✭❑❙✮

❛♥"❛#③✱ -❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡1-❛❜❧✐1❤❡❞ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ❣$♦✉♥❞ 1-❛-❡ ❞❡♥1✐-② ♥0 ♦❢ -❤❡ ✐♥-❡$❛❝-✐♥❣

1②1-❡♠ ❛♥❞ -❤❡ ♥♦♥✲✐♥-❡$❛❝-✐♥❣ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❑❙ ❛$$♦✇ ❡1-❛❜❧✐1❤❡1 -❤✐1 ❝♦♥♥❡❝-✐♦♥ 1♦ -❤❛-✱ ✐♥

♣$✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛❧❧ ♣$♦♣❡$-✐❡1 ♦❢ -❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣$♦❜❧❡♠ ❛$❡ ❞❡-❡$♠✐♥❡❞ ❜② -❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥-✲

♣❛$-✐❝❧❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♣$♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❍❑0 ❛$$♦✇ ❝♦$$❡1♣♦♥❞1 -♦ -❤❡ ❍❑ -❤❡♦$❡♠ ❛♣♣❧✐❡❞

-♦ ❛ ♥♦♥✲✐♥-❡$❛❝-✐♥❣ 1②1-❡♠✳ ❚❤✐" ❋✐❣✉+❡ ✐" ❝♦♥"#+✉❝#❡❞ ❢+♦♠ ❋✐❣✉+❡ ✼✳✶ ♦❢ +❡❢✳ ❬✶✸✼❪ ❛♥❞

❋✐❣✉+❡ ✶ ♦❢ +❡❢✳ ❬✶✸✺❪

✐1 1✉✐-❛❜❧❡ ✐♥ -✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥- ❝❛1❡1 ✭❚❉✲❉❋❚✮ ❛1 1❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✾ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦- ❜❡

❝♦♥1✐❞❡$❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛--❡$✱ ❤♦✇❡✈❡$✱ ✐1 ♦❢ ❝❡♥-$❛❧ ✐♠♣♦$-❛♥❝❡ 1✐♥❝❡ -❤❡ ❍❑ -❤❡♦$❡♠1 1✉❣❣❡1-

-❤❛-✱ ✐♥ -❤❡ ❣$♦✉♥❞ 1-❛-❡✱ -❤❡ ❝❤❛$❣❡ ❞❡♥1✐-② ✐1 ❡C✉✐✈❛❧❡♥- -♦ -❤❡ ◆ ✈❛$✐❛❜❧❡1 ✇❛✈❡❢✉♥❝✲

-✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝-✱ -❤$♦✉❣❤ -❤❡ ♣$♦❝❡❞✉$❡ 1❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✾ ✭-✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥- ❉❋❚✮✱ ✇❡

❤❛✈❡ ♦♥❧② ✐♥-❡❣$❛-❡❞ ♦✉- ❡①♣❧✐❝✐- ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ❢$♦♠ -❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ✇❛✈❡❢✉♥❝-✐♦♥ -♦ -❤❡

❝❤❛$❣❡ ❞❡♥1✐-② ✧♥✧✳ ❙✐♥❝❡✱ ✐♠♣❧✐❝✐-❧②✱ ❛❧❧ ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ✐1 1-✐❧❧ ❝♦♥-❛✐♥❡❞ ✐♥ ✧♥✧✱ ♣$❛❝-✐❝❛❧

❉❋❚ ❝♦♥1✐1-1 ✐♥ ❣❡--✐♥❣ 1✉❝❤ ✐♠♣❧✐❝✐- ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ♦✉-✱ ♦♥❝❡ -❤❡ ❞❡♥1✐-② ✐1 ♦❜-❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡

$✐❣❤- ♣❛$- ♦❢ ❋✐❣✉$❡ ✷✾ $❡❢❡$1 -♦ -❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♣$♦❝❡❞✉$❡✱ -❤❛- ✇❡ ❞❡-❛✐❧ ❤❡$❡❛❢-❡$✳ ❚❤❡

♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐1 -♦ ♣❡$❢♦$♠ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ✐♥-❡$❛❝-✐♥❣ 1②1-❡♠ ❛♥❞ -❤❡

♥♦♥✲✐♥-❡$❛❝-✐♥❣ ♦♥❡✳ ❆ $❡❞✉❝-✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐-② ✐1 ♦♣❡$❛-❡❞ ❛♥❞ ✇❡ $❡1-$✐❝- ♦✉$1❡❧✈❡1 -♦

-❤❡ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♥♦♥✲✐♥-❡$❛❝-✐♥❣ ❣$♦✉♥❞ 1-❛-❡ ❞❡♥1✐-②✳ ❚❤✐1 ✐1 -❤❡ ❡①-❡♥1✐♦♥ ♦❢ -❤❡

✈✲$❡♣$❡1❡♥-❛❜✐❧✐-② ❞✐1❝✉11❡❞ ❢♦$ -❤❡ ❍❑ -❤❡♦$❡♠1 -♦ ♥♦♥✲✐♥-❡$❛❝-✐♥❣ 1②1-❡♠1 -❤❛- ❣✐✈❡1

❝❧✉❡1 ♦♥ -❤❡ ✈❛❧✐❞✐-② ♦❢ -❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❛♥"❛#③ ✭❑❙ ❛$$♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✾✮✳ ❚♦ ❝❧❛$✐❢② -❤❡1❡

✼✽



❝♦♥#✐❞❡'❛)✐♦♥#✱ ✇❡ ✐♥)'♦❞✉❝❡ )❤❡ ♣❛✐' ❞❡♥#✐)② ♠❛)'✐① ❬✶✸✽❪✱ ❛♥❞ )❤❡♥ ❡①♣♦#❡ ❜'✐❡✢② )❤❡

❚❤♦♠❛#✲❋❡'♠✐ ♣'♦❝❡❞✉'❡ ❬✶✷✹✱ ✶✷✺❪ ✐♥ ♦'❞❡' )♦ #)'❛✐❣❤)❢♦'✇❛'❞❧② ❝♦♥#)'✉❝) )❤❡ ❑♦❤♥✲

❙❤❛♠ ❡D✉❛)✐♦♥# ❬✶✷✾❪✳

■) ✐# ♣♦##✐❜❧❡ )♦ ❡①)❡♥❞ )❤❡ ❞❡✜♥✐)✐♦♥ ✭✷✳✶✷✮ ♦❢ )❤❡ ❡❧❡❝)'♦♥ ❞❡♥#✐)② )♦ )❤❡ )✇♦✲♣❛')✐❝❧❡

❝❛#❡✱ ✐✳❡✳✱ )♦ )❤❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐)② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ )✇♦ ❡❧❡❝)'♦♥# ♦❢ #♣✐♥ #1 ❛♥❞ #2 #✐♠✉❧)❛♥❡♦✉#❧② ✐♥

)✇♦ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥)# d~r1 ❛♥❞ d~r2 ✳ ❚❤✐# ✐♥❢♦'♠❛)✐♦♥ ✐# ❝♦♥)❛✐♥❡❞ ✐♥ )❤❡ ♣❛✐' ❞❡♥#✐)②

❞❡♥♦)❡❞ γ(~x1, ~x2) ✭❋✐❣✉'❡ ✷✾✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛#

γ(~x1, ~x2) = N(N − 1)

∫
. . .

∫
|Ψ(~x1, ..., ~xN)|2d~x3...d~xN ✭✷✳✷✵✮

❚♦ ✉♥❞❡'❧✐♥❡ ✐)# ✐♠♣♦')❛♥❝❡✱ ✇❡ ♠❡♥)✐♦♥ )❤❛) ❛❧❧ )❤❡ ❡❧❡❝)'♦♥✐❝ ❝♦''❡❧❛)✐♦♥ ✐♥❢♦'♠❛)✐♦♥

✐# ❝♦♥)❛✐♥❡❞ ✐♥ )❤✐# D✉❛♥)✐)②✳ ■♥ ♥♦♥✲✐♥)❡'❛❝)✐♥❣ #②#)❡♠# ✭◆■✮ )❤✐# ❞❡♥#✐)② ❜❡❝♦♠❡# )❤❡

#✐♠♣❧❡ ♣'♦❞✉❝) ♦❢ )❤❡ #✐♥❣❧❡ ♣❛')✐❝❧❡ ❞❡♥#✐)✐❡#

γNI(~x1, ~x2) =
N − 1

N
n(~x1)n(~x2) ✭✷✳✷✶✮

❯#✐♥❣ )❤❡ )✇♦ ♣'❡✈✐♦✉# ❡①♣'❡##✐♦♥#✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇'✐)❡ ❛ ♠♦'❡ ❣❡♥❡'❛❧ ❡①♣'❡##✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♣❛✐'

❞❡♥#✐)② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ✧❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦''❡❧❛)✐♦♥ ✭①❝✮ ❤♦❧❡✧ ❢✉♥❝)✐♦♥✳

γ(~x1, ~x2) = γNI + n(~x1)hxc(~x1; ~x2) ✭✷✳✷✷✮

❚❤✐# ✐# ❛ ♣❛✐' ❞❡♥#✐)② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❤xc ✐# ❛ ♠❛)❤❡♠❛)✐❝❛❧ ❢✉♥❝)✐♦♥ ❞❡#❝'✐❜✐♥❣ )❤❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡#

❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ✐♥)❡'❛❝)✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥)❡'❛❝)✐♥❣ #②#)❡♠#✳ ❆ ♣❛') ♦❢ ❝♦''❡❧❛)✐♦♥# ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥

❤xc ❝♦''❡#♣♦♥❞ )♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡✛❡❝)# ❞✉❡ )♦ )❤❡ R❛✉❧✐ ♣'✐♥❝✐♣❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ )❤❡ #♣✐♥ ♦❢

)❤❡ ♣❛')✐❝❧❡#✳ ❆ #❡❝♦♥❞ ❝♦''❡❧❛)✐♦♥ ❝♦♥)'✐❜✉)✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥)# ❢♦' )❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡

❈♦✉❧♦♠❜ ❡♥❡'❣② ❣❛✐♥ ❛♥❞ )❤❡ ❦✐♥❡)✐❝ ❡♥❡'❣② ❝♦#) ✇❤❡♥ )✇♦ ❡❧❡❝)'♦♥# ♦❢ ❞✐✛❡'❡♥) #♣✐♥#

❛'❡ #❡♣❛'❛)❡❞ ✐♥ #♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ①❝✲❤♦❧❡ ✐# ❛ ✇❛② )♦ ♣✐❝)✉'❡ )❤❡ ❡✛❡❝)# ♦❢ ❜♦)❤ ❈♦✉❧♦♠❜ ❛♥❞

❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦''❡❧❛)✐♦♥# ♦♥ )❤❡ ❡❧❡❝)'♦♥ ❞✐#)'✐❜✉)✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛)♦♠ ♦' ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡'❡❢♦'❡✱

❡❛❝❤ ❡❧❡❝)'♦♥ ✧❆✧ ✐# ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ✐)# ①❝✲❤♦❧❡ ✇❤✐❝❤✱ )❤'♦✉❣❤ ✐)# ♣❛')✐❝✉❧❛' ❢♦'♠✱ ❡①✲

❝❧✉❞❡# ❡❧❡❝)'♦♥# ✇✐)❤ )❤❡ #❛♠❡ #♣✐♥ ❝❧♦#❡ )♦ )❤❡ ❡❧❡❝)'♦♥ ❆ ❛♥❞ ❞❡)❡'♠✐♥❡# )❤❡ ♣'♦❜❛❜❧❡

♣♦#✐)✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝)'♦♥# ♦❢ ❞✐✛❡'❡♥) #♣✐♥# ✐♥ )❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦'❤♦♦❞ ♦❢ ❡❧❡❝)'♦♥ ❆✳ ❆) )❤✐# ♣♦✐♥)✱

✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② )❤❡#❡ ❝♦♥#✐❞❡'❛)✐♦♥# )♦ '❡✇'✐)❡ )❤❡ ❡❧❡❝)'♦♥✲❡❧❡❝)'♦♥ ✐♥)❡'❛❝)✐♦♥ ✐♥)'♦❞✉❝❡❞

✐♥ ❡D✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮ ❛♥❞ ✐#♦❧❛)❡ )❤❡ ♣❛✐' ❞❡♥#✐)② ❝♦♥)'✐❜✉)✐♦♥#✳

U [γ] =
1

2

∫∫
γ(~x1, ~x2)

|~r1 − ~r2|
d~r1d~r2 ✭✷✳✷✸✮

=
1

2

∫∫
n(~x1)n(~x2)

|~r1 − ~r2|
d~r1d~r2 +

1

2

∫∫
n(~x1)hxc(~x1; ~x2)

|~r1 − ~r2|
d~r1d~r2

= J [n] +
1

2

∫∫
n(~x1)hxc(~x1; ~x2)

|~r1 − ~r2|
d~r1d~r2

❲❤✐❧❡ )❤❡ ✜'#) )❡'♠ ❝♦''❡#♣♦♥❞# )♦ )❤❡ ❝❧❛##✐❝❛❧ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥)❡'❛❝)✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ )❤❡ #❡❧❢✲

✐♥)❡'❛❝)✐♦♥ ❡''♦' ✭❙■❊✮✱ )❤❡ #❡❝♦♥❞ '❡♣'❡#❡♥)# )❤❡ ✐♥)❡'❛❝)✐♦♥ ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ❝❤❛'❣❡ ❞❡♥#✐)②

✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ #♣✐♥✮ ❛♥❞ )❤❡ ①❝✲❤♦❧❡✳ ❚❤✐# )❡'♠ )❤✉# ✐♥❝❧✉❞❡# ❙■❊ ❝♦''❡❝)✐♦♥#✱ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡✛❡❝)#

✼✾



❛♥❞ ♦$❤❡' (✉❛♥$✉♠ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❝♦''❡❧❛$✐♦♥1 $❤❛$ ♠❛② ❜❡ '❡❧❡✈❛♥$ ✐♥ $❤❡ 1②1$❡♠ ✭♥♦♥✲❧♦❝❛❧

❡✛❡❝$1✮✳ ❖♥❡ ❢✉'$❤❡' ❞✐1$✐♥❣✉✐1❤❡1 $❤❡ ❋❡'♠✐ ❤♦❧❡✱ ❛✛❡❝$✐♥❣ ❡❧❡❝$'♦♥1 ♦❢ $❤❡ 1❛♠❡ 1♣✐♥ ❛♥❞

❝♦♥1❡(✉❡♥❝❡ ♦❢ =❛✉❧✐ ♣'✐♥❝✐♣❧❡ hσ1=σ2
X ✭~r1❀~r2✮ ❢'♦♠ $❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❤♦❧❡ hσ1,σ2

C ✭~r1❀~r2✮ '❡1✉❧$✐♥❣
❢'♦♠ ❡❧❡❝$'♦1$❛$✐❝ ✐♥$❡'❛❝$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ❛❧❧ ❡❧❡❝$'♦♥1 '❡❣❛'❞❧❡11 $♦ $❤❡ 1♣✐♥✳ ❯1✐♥❣ $❤❡1❡

❡①♣'❡11✐♦♥1✱ $❤❡ ✉♥✐✈❡'1❛❧ ❍♦❤❡♥❜❡'❣✲❑♦❤♥ ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ ✭✷✳✶✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇'✐$$❡♥ ❛1✿

FHK [n] =T [n] + J [n] +
1

2

∫∫
n(~x1)h

σ1=σ2
X (~r1, s1;~r2, s1)

|~r1 − ~r2|
d~r1d~r2 ✭✷✳✷✹✮

+
1

2

∫∫
n(~x1)h

σ1,σ2

C (~r1, s1;~r2, s2)

|~r1 − ~r2|
d~r1d~r2

= T [n] + J [n] + Exc[n]

❚❤✐1 ①❝✲❤♦❧❡ ❢♦'♠✉❧❛$✐♦♥ ✐1 ❛♥ ✐♥$✉✐$✐✈❡ ❛♣♣'♦❛❝❤ $♦ $❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ❛♥❞ $❤❡'❡❢♦'❡ ✐1 ♣'❡✲

1❡♥$❡❞ $♦ ❤❡❧♣ ✐♥$'♦❞✉❝❡ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥1✐❞❡'❛$✐♦♥1✳ ■♥ ✇❤❛$ ❢♦❧❧♦✇1 ✇❡ ❞♦ ♥♦$ ❝♦♥1✐❞❡'

$❤❡ 1♣✐♥ ❛♥②♠♦'❡✳ ❚❤❡ 1♣✐♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❣❛✐♥ $❛❦❡♥ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$ 1✉❜1❡❝$✐♦♥ ✐♥

✇❤✐❝❤ ❛ 1$'❛✐❣❤$❢♦'✇❛'❞ ❣❡♥❡'❛❧✐③❛$✐♦♥ $♦ $❤❡ 1♣✐♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♣'♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥1✐❞❡'❡❞✳

❚❤❡ ❧❛1$ $❡'♠ $♦ ❜❡ ✐♥✈❡1$✐❣❛$❡❞ ✐1 $❤❡ ❦✐♥❡$✐❝ ❡♥❡'❣② ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ ✭❚❬♥❪✮✳ ■♥ ✶✾✷✻ ❛♥❞

✶✾✷✼✱ ❚❤♦♠❛1 ❛♥❞ ❋❡'♠✐ ✭❚❋✮ ❬✶✷✹✱ ✶✷✺❪ ✇❡'❡ $❤❡ ✜'1$ $♦ ✉1❡ $❤❡ ❝❤❛'❣❡ ❞❡♥1✐$② '❛$❤❡'

$❤❛♥ $❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝$✐♦♥ ❛♥❞ $♦ ♣'♦♣♦1❡ ❛♥ ❡①♣'❡11✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❦✐♥❡$✐❝ ❡♥❡'❣② ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ ❜❛1❡❞

♦♥ $❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉1 ❡❧❡❝$'♦♥ ❣❛1 ✭1✉❜1❝'✐♣$ ✧❤❣✧✮ 1✐$✉❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐1 $♦ ❞❡❝♦♠♣♦1❡ $❤❡

✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉1 ✐♥$❡'❛❝$✐♥❣ 1②1$❡♠ ✐♥$♦ 1♠❛❧❧ ❝❡❧❧1 ♦❢ ❝♦♥1$❛♥$ ❞❡♥1✐$② ♥hg ❛♥❞ ❝♦♥1$❛♥$

♣♦$❡♥$✐❛❧ ✈hg✱ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛$❡ ❚❬♥❪ ❛1 $❤❡ 1✉♠ ♦❢ ❦✐♥❡$✐❝ ❝♦♥$'✐❜✉$✐♦♥1 ❢'♦♠ ❡❛❝❤ ❤♦♠♦❣❡✲

♥❡♦✉1 ❡❧❡❝$'♦♥ ❣❛1 ❝❡❧❧ ❬✶✸✺❪✳ ❚❤✐1 ✐1 ❛ ✜'1$ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥1✐$② ❛♣♣'♦①✐♠❛$✐♦♥ ✭▲❉❆✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ $❤❡ ❦✐♥❡$✐❝ ❡♥❡'❣② ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉1 ❡❧❡❝$'♦♥ ❣❛③ ✐1 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜②

❛♣♣'♦①✐♠❛$✐♥❣✱ ❧♦❝❛❧❧②✱ ♥✭~r✮≃♥hg✳ ❚❤❡ ❚❋ ❦✐♥❡$✐❝ ❡♥❡'❣② ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ ✐1 $❤❡♥

TTF [n] =
3

10
~
2(3π2)2/3

∫
n(~r)5/3d~r ✭✷✳✷✺✮

= CF~
2

∫
n(~r)5/3d~r

❚❤✐1 ✉♥'❡❛❧✐1$✐❝ ❜✉$ ✐♥1$'✉❝$✐✈❡ ♣'♦❝❡❞✉'❡ ❧❡❞ ❑♦❤♥ ❛♥❞ ❙❤❛♠ $♦ ♣'♦♣♦1❡ $❤❛$ $❤❡ ♠❛✐♥

❝♦♥$'✐❜✉$✐♦♥ $♦ $❤❡ ❦✐♥❡$✐❝ ❡♥❡'❣② ✐1 $❤❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉$❡❞ ✐♥ ❛♥ ❍❛'$'❡❡✲❋♦❝❦ ❛♣♣'♦❛❝❤

❛1 $❤❡ ✜'1$ 1✉♠ ✐♥ ✭✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐1 $♦ ❢♦❝✉1 ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♥❣ ❚s❬♥❪ ✭$❤❡ 1✐♥❣❧❡✲♣❛'$✐❝❧❡

❢✉♥❝$✐♦♥❛❧✮ ❡①❛❝$❧② ✉1✐♥❣ ❛ ♣❛'$✐❝✉❧❛' 1❡$ ♦❢ 1✐♥❣❧❡✲♣❛'$✐❝❧❡ ♦'❜✐$❛❧1 ✭❢'♦♠ ♥♦✇ ♦♥ φi(~r)
❛'❡ $❤❡1❡ ❑❙ ♦'❜✐$❛❧1✮ '❡♣'♦❞✉❝✐♥❣ $❤❡ ❝♦''❡❝$ ✐♥$❡'❛❝$✐♥❣ 1②1$❡♠✬1 ❞❡♥1✐$② ✐♥ $❤❡ ❢♦'♠

✭✷✳✶✷✮✳ ❚❤❡1❡ ♠❛$❤❡♠❛$✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝$1 1❤♦✉❧❞ ❝♦♥$❛✐♥ $❤❡ '❡❛❧ 1②1$❡♠ ✐♥❢♦'♠❛$✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣

$❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♥♦♥✲✐♥$❡'❛❝$✐♥❣ ❦✐♥❡$✐❝ ❡♥❡'❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥$ ❡①❛❝$✳ ❋♦' $❤✐1 ♣✉'♣♦1❡✱

❑♦❤♥ ❛♥❞ ❙❤❛♠ ✜'1$ ❞❡❝♦♠♣♦1❡ ❚❬♥❪ ❛1 ❛ 1✉♠ ♦❢ $❤❡ 1✐♥❣❧❡ ♣❛'$✐❝❧❡ ✭1✉❜1❝'✐♣$  ✮ $❡'♠

❛♥❞ $❤❡ ❝♦''❡❧❛$✐♦♥ ✭1✉❜1❝'✐♣$ ❝✮ ♦♥❡✳ ❚❤❡♥✱ ✉1✐♥❣ $❤❡ 1✐♥❣❧❡✲♣❛'$✐❝❧❡ ❑❙ ♦'❜✐$❛❧1✱ ❚s ✐1

❝♦♠♣✉$❡❞ ❛1 ❢♦❧❧♦✇1

T [n] = Ts[n] + Tc[n] ✭✷✳✷✻✮

= − ~
2

2m

N∑

i=1

∫
φ∗
i (~r)∇2φi(~r)d~r + Tc[n]

✽✵



❚❤❡ #❡❧❢✲❝♦♥#✐#+❡♥❝② ❛♣♣❡❛/# ❛❧/❡❛❞② ✇❤❡♥ ♦♥❡ /❡❛❧✐③❡# +❤❛+✱ ❛# ❛ ❝♦♥#❡4✉❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡

✜/#+ ❍❑ +❤❡♦/❡♠ ❛♥❞ ✐♥ +❤❡ ❣/♦✉♥❞ #+❛+❡✱ φi(~r) ❛/❡ ❢✉♥❝+✐♦♥❛❧# ♦❢ n(~r) ❛♥❞ +❤✉# ❚s

✐# ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐+ ♦/❜✐+❛❧ ❢✉♥❝+✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐+ ❞❡♥#✐+② ❢✉♥❝+✐♦♥❛❧ ❚s❬♥❪ ❂ ❚s❬④φi[n]⑥❪
❬✶✸✺❪✳ ❚❤❡/❡❢♦/❡✱ ✉#✐♥❣ ❡4✉❛+✐♦♥# ✭✷✳✶✻✮✱ ✭✷✳✷✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✻✮✱ +❤❡ ❡①❛❝+ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡♥❡/❣②

❢✉♥❝+✐♦♥❛❧ ✐# ✇/✐++❡♥ ❛#

E[n] = T [n] + J [n] + Exc[n] + V [n] ✭✷✳✷✼✮

= Ts[{φi[n]}] + J [n] +
(
(T [n]− Ts[{φi[n]}]) + (U [n]− J [n])

)
+ V [n]

❚❤❡ (❝❤❡♠❡ (✉❣❣❡(-❡❞ ❜② ❑♦❤♥ ❛♥❞ ❙❤❛♠ ❢♦7 -❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛-✐♦♥ ♦❢ -❤✐( ❢✉♥❝-✐♦♥❛❧

✭(✐♠✐❧❛7 -♦ ✷✳✼✮ ✐(

0 =
δE[n]

δn(~r)
✭✷✳✷✽✮

=
δTs[n]

δn(~r)
+
δV [n]

δn(~r)
+
δJ [n]

δn(~r)
+
δExc[n]

δn(~r)

=
δTs[n]

δn(~r)
+ v(~r) + vH(~r) + vxc(~r)

✇✐-❤ ✈✭~r✮✱ -❤❡ ❡①-❡7♥❛❧ ♣♦-❡♥-✐❛❧ ✭❢7♦♠ ✷✳✶✼✮✱ ✈H -❤❡ ❍❛7-7❡❡ ♣♦-❡♥-✐❛❧ ❛♥❞ ✈xc ✐( -❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡ ♣♦-❡♥-✐❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛-❡❞ ❡①♣❧✐❝✐-❧② ♦♥❝❡ ❊xc ✐( ❛♣♣7♦①✐♠❛-❡❞✳ ❚❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♣7♦✲

❝❡❞✉7❡ ❝♦♥(✐(-( ✐♥ ❛♥ ✐❞❡♥-✐✜❝❛-✐♦♥ ♦❢ ❡F✉❛-✐♦♥ ✭✷✳✷✽✮ ✇✐-❤ -❤❡ ♥♦♥✲✐♥-❡7❛❝-✐♥❣ ♣❛7-✐❝❧❡(

(②(-❡♠ ❢♦7 ✇❤✐❝❤ -❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣7✐♥❝✐♣❧❡ 7❡❛❞(

0 =
δEs[n]

n(~r)
✭✷✳✷✾✮

=
δTs[n]

δn(~r)
+ vs(~r)

✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② -❤❡ ❡①-❡7♥❛❧ ♣♦-❡♥-✐❛❧ ✈s✭~r✮ ✐( -♦ ❜❡ ❝♦♥(✐❞❡7❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡♥(✐-② ✭♥s✮ (♦❧✈✐♥❣

-❤✐( ❡F✉❛-✐♦♥ ❝❛♥ -❤✉( ❜❡ ✐❞❡♥-✐✜❡❞ -♦ -❤❡ ✐♥-❡7❛❝-✐♥❣ (②(-❡♠ ❞❡♥(✐-② ♥✭~r✮ ✐❢ -❤❡ ♣♦-❡♥-✐❛❧

✈s ✐( ❝❤♦(❡♥ -♦ ❜❡

vs(~r) = v(~r) + vH(~r) + vxc(~r) ✭✷✳✸✵✮

❲❡ ❝❛♥ -❤❡7❡❢♦7❡ ❝❛❧❝✉❧❛-❡ -❤❡ ❞❡♥(✐-② ♦❢ -❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② (②(-❡♠ ✐♥ ❛ ♣♦-❡♥-✐❛❧ ✈✭~r✮ ❜②

(♦❧✈✐♥❣ -❤❡ ❙❝❤7K❞✐♥❣❡7 ❡F✉❛-✐♦♥( ♦❢ ❛ ♥♦♥✲✐♥-❡7❛❝-✐♥❣ ✭(✐♥❣❧❡✲♣❛7-✐❝❧❡✮ ❛❧-❡7♥❛-✐✈❡ (②(-❡♠

✐♥ ❛ ♣♦-❡♥-✐❛❧ ✈s✭~r✮

(
−~

2∇2

2m
+ vs(~r)

)
φi(~r) = ǫiφi(~r) ✭✷✳✸✶✮

❚❤❡ φi(~r) (♦❧✉-✐♦♥( ♦❢ -❤❡(❡ ❡F✉❛-✐♦♥( ❛7❡ -❤❡ (❛♠❡ -❤❛♥ -❤♦(❡ ✉(❡❞ ✐♥ -❤❡ ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ♦❢

❚s❬♥❪ ✐♥ ✭✷✳✷✻✮ ❛♥❞ -❤✉( ②✐❡❧❞ -❤❡ ♦7✐❣✐♥❛❧ ✐♥-❡7❛❝-✐♥❣ (②(-❡♠ ❞❡♥(✐-②

n(~r) ≡ ns(~r) =
N∑

i=1

fi|φi(~r)|2 ✭✷✳✸✷✮

✽✶



✇✐"❤ fi "❤❡ ♦❝❝✉♣❛"✐♦♥ ♥✉♠❜❡- ♦❢ "❤❡ ✐
th
♦-❜✐"❛❧✳ ❚❤❡2❡ ❧❛2" "❤-❡❡ ❡3✉❛"✐♦♥2 ❛-❡ "❤❡

2♦✲❝❛❧❧❡❞ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡)✉❛+✐♦♥- -❡♣❧❛❝✐♥❣ "❤❡ ❍❑ ❡♥❡-❣② ❞❡♥2✐"② ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛✲

"✐♦♥ ❜② "❤❡ ♣-♦❜❧❡♠ ♦❢ 2♦❧✈✐♥❣ "❤❡ ❙❝❤-=❞✐♥❣❡- ❡3✉❛"✐♦♥ ❢♦- ❛ ♥♦♥✲✐♥"❡-❛❝"✐♥❣ 2②2"❡♠✳

❖♥❡ 2"❛-"2 ✇✐"❤ ❛♥ ✐♥✐"✐❛❧ ❣✉❡22 ♥✭~r✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉"❡2 "❤❡ ❝♦--❡2♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ✈s(~r)✳
❚❤❡♥✱ "❤❡ ❞✐✛❡-❡♥"✐❛❧ ❡3✉❛"✐♦♥2 ✭✷✳✸✶✮ ❝❛♥ ❜❡ 2♦❧✈❡❞ ❢♦- "❤❡ φi(~r) ❛♥❞ "❤❡ ♥❡✇ ❞❡♥2✐"②

❝♦♥2"-✉❝"❡❞ ❢-♦♠ ✭✷✳✸✷✮✳

❚❤❡ ❞❡♥2✐"② ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ "❤❡♦-② ❢-❛♠❡✇♦-❦ ✐2 ♥♦✇ 2❡" ❛♥❞ "❤❡ ♥❡①" 2✉❜2❡❝"✐♦♥2 ✇✐❧❧ ❝♦♠✲

♣❧❡♠❡♥" "❤✐2 ♦✈❡-✈✐❡✇ ✇✐"❤ "❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥" ♦❢ "❤❡ -❡❧❡✈❛♥" ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦--❡❧❛"✐♦♥ ❢✉♥❝✲

"✐♦♥❛❧2 ❛2 ✇❡❧❧ ❛2 "❤❡ ❜❛2✐2 2❡" ❛♥❞ ♣2❡✉❞♦✲♣♦"❡♥"✐❛❧2 ❝♦♥2✐❞❡-❡❞ ✐♥ "❤✐2 ♣-♦❥❡❝"✳

✷✳✶✳✹ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦..❡❧❛0✐♦♥2

❋✐-2"✱ ✇❡ ❜-✐♥❣ ❜❛❝❦ "❤❡ 2♣✐♥ ✐♥"♦ ♦✉- "-❡❛"♠❡♥" ✐♥ "❤❡ ❢-❛♠❡✇♦-❦ ♦❢ "❤❡ ❧♦❝❛❧ 2♣✐♥

❞❡♥2✐"② ✭▲❙❉✮ ❛♣♣-♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ "❤❡ ❢✉❧❧ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♠❡"❤♦❞ ✐2 2"✐❧❧ ✈❛❧✐❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝"✐✈❡

✐2 "♦ ✉2❡ ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ❛❧❧♦✇✐♥❣ "♦ ❞❡"❡-♠✐♥❡ ♠❛❣♥❡"✐❝ ♣-♦♣❡-"✐❡2 ✉2✐♥❣ ❛ 2♣✐♥✲♣♦❧❛-✐③❡❞

❡❧❡❝"-♦♥ ❞❡♥2✐"②✳ ❚❛❦✐♥❣ ❜❛❝❦ "❤❡ ♥♦"❛"✐♦♥2 ❞❡2❝-✐❜❡❞ ✐♥ "❤❡ ❍❛-"-❡❡✲❋♦❝❦ ♠❡"❤♦❞✱ ✇❡

❝♦♥2✐❞❡- "✇♦ 2♣✐♥ 2"❛"❡2 σ❂✭↑✱ ↓✮ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦"❡ "❤❡ ❝♦--❡2♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡♥2✐"✐❡2 ✇✐"❤ 2✉✲
♣❡-2❝-✐♣"2 α ❛♥❞ β ❢♦- "❤♦2❡ "✇♦ 2"❛"❡2 -❡2♣❡❝"✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ 2♣✐♥ ❞❡❣-❡❡ ♦❢ ❢-❡❡❞♦♠ ✭si✮ ♦❢
❡❛❝❤ ♣❛-"✐❝❧❡ ✐2 ❡✐"❤❡- α ♦- β ❛♥❞ ♦♥❧② ❝♦❧❧✐♥❡❛- 2♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉-❛"✐♦♥2 ❛-❡ ❝♦♥2✐❞❡-❡❞✳ ❲❡
"❤✉2 ❞❡✜♥❡ "❤❡ ♥❡✇ ❞❡♥2✐"✐❡2 ❢♦- ❡❛❝❤ 2♣✐♥ 2"❛"❡✱ ✐♥ "❤❡ 2❛♠❡ ❢♦-♠ "❤❛♥ ♣-❡✈✐♦✉2❧② ✭✷✳✶✷✮

❦❡❡♣✐♥❣ "❤❡ ~x = (~r, s) ♥♦"❛"✐♦♥

nα(~r1) = Nα

∫
. . .

∫
|Ψ(~r1, α, . . . , ~xN)|d~x2 . . . d~xN ✭✷✳✸✸✮

nβ(~r1) = Nβ

∫
. . .

∫
|Ψ(~r1, β, . . . , ~xN)|d~x2 . . . d~xN

✇✐"❤ ◆

α
❛♥❞ ◆

β
❝♦--❡2♣♦♥❞✐♥❣ "♦ "❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ α ✭↑✮ ❛♥❞ β ✭↓✮ ♦❝❝✉♣✐❡❞ 2♣✐♥✲♦-❜✐"❛❧2

-❡2♣❡❝"✐✈❡❧②✱ "❤❡ 2✉♠ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❡3✉❛❧2 "❤❡ "♦"❛❧ ❡❧❡❝"-♦♥ ♥✉♠❜❡- ✧◆✧ ✐♥ "❤❡ 2②2"❡♠✳ ■♥ "❤❡

❝❛2❡ ♦❢ "❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❛♣♣-♦❛❝❤ ✭✷✳✸✷✮✱ "❤❡ ❞❡♥2✐"② ♦-✐❣✐♥❛"❡2 ❢-♦♠ "❤❡ ❑❙ 2✐♥❣❧❡✲♣❛-"✐❝❧❡

2♣✐♥✲♦-❜✐"❛❧2 ❛♥❞ "❤❡-❡❢♦-❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇-✐""❡♥ ❛2

nα(~r) =
Nα∑

i=1

|φα
i (~r)|2 ✭✷✳✸✹✮

nβ(~r) =
Nβ∑

i=1

|φβ
i (~r)|2

❚❤❡ "♦"❛❧ ❡❧❡❝"-♦♥ ❞❡♥2✐"② ♥✭~r✮ ✐2 ❞❡✜♥❡❞ ❛2 "❤❡ 2✉♠ ♦❢ ❜♦"❤ ❞❡♥2✐"✐❡2 ❛♥❞ ♥♦✇ ❛ 2♣✐♥

❞❡♥2✐"② ✧ρ(~r)✧ ✭♦- 2♣✐♥ ♣♦❧❛-✐③❛"✐♦♥✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞

n(~r) = nα(~r) + nβ(~r) ✭✷✳✸✺✮

ρ(~r) =
nα(~r)− nβ(~r)

n(~r)

✽✷



✇❤❡#❡ ✇❡ ♥♦#♠❛❧✐③❡❞ ,❤❡ -♣✐♥ ❞❡♥-✐,② ,♦ ,❤❡ ,♦,❛❧ ❞❡♥-✐,②✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜#✐❡✢② ✐♥,#♦❞✉❝❡

,❤❡ ❞✐✛❡#❡♥, ❛♣♣#♦①✐♠❛,✐♦♥- ,♦ ,❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦##❡❧❛,✐♦♥ ✭①❝✮ ❢✉♥❝,✐♦♥❛❧ ✭❊xc❬♥❪✮ -,❛#,✐♥❣

❢#♦♠ ,❤❡ ❍❛#,#❡❡ ❢♦#♠❛❧✐-♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❊xc❂✵ ✉♣ ,♦ ,❤❡ ❤②❜#✐❞ ❢✉♥❝,✐♦♥❛❧- ❛❝❝♦✉♥,✐♥❣ ❢♦#

,❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❝❤❛#❛❝,❡# ♦❢ ①❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤✐- ✐- ,❤❡ -♦✲❝❛❧❧❡❞ ✧❏❛❝♦❜✬& ❧❛❞❞❡* ♦❢

❉❋❚✧ ,❤❛, ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❧✐♠❜ -,❡♣ ❜② -,❡♣ ✐♥ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥ ,❤❡ ❝❛-❡ ♦❢ -♣✐♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥,

❞❡♥-✐,② ❢✉♥❝,✐♦♥❛❧ ,❤❡♦#②✳ ❲❡ #❡✈✐❡✇ ✐♥ ♠♦#❡ ❞❡,❛✐❧- ,❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥-✐,② ❛♣♣#♦①✐♠❛,✐♦♥

✭▲❉❆✮ ❛♥❞ ,❤❡♥ ✐♥,#♦❞✉❝❡ ,❤❡ ❢✉♥❝,✐♦♥❛❧ ,❤❛, ✇❡ ✇✐❧❧ ✉-❡ ❢♦# ♦✉# ✐♥✈❡-,✐❣❛,✐♦♥- ✭❇▲❨K✮✱

❛- ✇❡❧❧ ❛- ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤②❜#✐❞ ❢✉♥❝,✐♦♥❛❧ ✭❇✸▲❨K✮ ❝♦♥-✐❞❡#❡❞ ✐♥ ,❤✐- ✇♦#❦✳

✖ ❚❤❡ ✶

st
-,❡♣✿ ▲❉❆

❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥-✐,② ❛♣♣#♦①✐♠❛,✐♦♥ ✭▲❉❆ ♦# ▲❙❉ ✐❢ ,❤❡ -♣✐♥ ✐- ✐♥❝❧✉❞❡❞✮ #❡❢❡#- ,♦ ,❤❡

❛♣♣#♦❛❝❤❡- ♦❢ ❑❙✲❉❋❚ ❬✶✷✾❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝♦♥-✐❞❡#- ,❤❛, ,❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦##❡❧❛,✐♦♥

✭①❝✮ ❢✉♥❝,✐♦♥❛❧ ✭❊xc❬♥
α
✱♥

β
❪✮ ❞❡♣❡♥❞- ♦♥❧② ♦♥ ,❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ,❤❡ ❡❧❡❝,#♦♥ ❞❡♥-✐,② ❛,

❡❛❝❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉- ❡❧❡❝,#♦♥ ❣❛- ✭❤❣✮ ❝❡❧❧ ♦❢ ,❤❡ ❚❋ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ,❤✐- ❝♦♥,❡①,✱ ,❤❡ ①❝

❢✉♥❝,✐♦♥❛❧ ,❛❦❡- ,❤❡ ❢♦#♠

ELSD
xc [nα, nβ] =

∫
n(~r)ǫhgxc([n

α, nβ];~r)d~r ✭✷✳✸✻✮

=

∫
fxc(n;~r)d~r

ǫhgxc ✐- ,❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦##❡❧❛,✐♦♥ ❡♥❡#❣② ❛♥❞ ❢xc ,❤❡ ❝♦##❡-♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡#❣② ♣❡# ♣❛#,✐❝❧❡
✭❡♥❡#❣② ❞❡♥-✐,②✮✳ ❚❤✐- ❢♦#♠✉❧❛,✐♦♥ ❝♦♥-✐❞❡#- ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉- ❡❧❡❝,#♦♥ ❣❛- ✇✐,❤

✉♥✐❢♦#♠ -♣✐♥ ❞❡♥-✐,✐❡- ♥

α(~r)❂♥αhg ❛♥❞ ♥
β(~r)❂♥βhg ❢♦# ✇❤✐❝❤ ,❤❡ ❡♥❡#❣② ❞❡♥-✐,② ✐-

❛❝❝✉#❛,❡❧② ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♣❛#❛♠❡,#✐③❡❞ ❬✶✸✾❪✳ ■♥ ,❤✐- ❝♦♥,❡①,✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ,❤❡ ❢♦#♠

♦❢ ,❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ ǫx ✐- ,❤❡ ♦♥❡ ♣#♦♣♦-❡❞ ❜② ❱♦♥ ❇❛#,❤ ❛♥❞ ❍❡❞✐♥ ❬✹✺❪

ǫLDA
x (n, ρ) = ǫ(n, 0) +

(
(1 + ρ)4/3 + (1− ρ)4/3 − 2

24/3 − 2

)
(ǫx(n, 1)− ǫx(n, 0)) ✭✷✳✸✼✮

❚❤❡ ❡①❛❝, ❢♦#♠ ♦❢ ,❤❡ ❝♦##❡❧❛,✐♦♥ ❢✉♥❝,✐♦♥❛❧ ❢♦# ❛ ✉♥✐❢♦#♠ ❡❧❡❝,#♦♥ ❣❛- ✐- ♥♦,

❦♥♦✇♥ ❜✉,✱ ✐♥ ,❤❡ ❢#❛♠❡✇♦#❦ ♦❢ ,❤❡ #❛♥❞♦♠ ♣❤❛-❡ ❛♣♣#♦①✐♠❛,✐♦♥ ✭❘K❆✮✱ K❡#❞❡✇

❛♥❞ ❲❛♥❣ ❬✶✹✵❪ ♣#♦♣♦-❡❞ ❛ -✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②,✐❝ #❡♣#❡-❡♥,❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❝♦##❡❧❛,✐♦♥ ❡♥❡#❣②

❢♦# ,❤✐- -②-,❡♠ ❬✶✹✶❪

ǫLDA
c [n] = −A

∫
n(1 + α1ρ̃) · ln

(
1 +

1

A(β1ρ̃1/2 + β2ρ̃+ β3ρ̃3/2 + β4ρ̃2)

)
d~r

✭✷✳✸✽✮

■♥ ,❤✐- ❡①♣#❡--✐♦♥✱ ,❤❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ❞❡♥-✐,② ❧✐♠✐,- ❛#❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥,❡❞ ❣✐✈✐♥❣ ,❤✐-

♣❛#❛♠❡,#✐❝ ❝♦♥-,#✉❝,✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ,❤❡ -♣✐♥ ♣♦❧❛#✐③❛,✐♦♥ ρ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✮✳ ❚❤❡ ❞❡♥✲
-✐,② ♣❛#❛♠❡,❡# ρ̃❂✭✸✴✹πρ✮1/3 ❛♥❞ ❆✱ α1✱ β1✱ β2✱ β3 ❛♥❞ β4 ❛#❡ ✜①❡❞ ♣❛#❛♠❡,❡#-✳
❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥-✐,② ❛♣♣#♦①✐♠❛,✐♦♥ ✐- ❛❧✇❛②- ,❤❡ ✜#-, ❝❤♦✐❝❡ ❜❡❝❛✉-❡ ✐, ♦♥❧② ❛♣♣#♦①✲

✐♠❛,❡- ,❤❡ ❧♦✇❡-, ,♦,❛❧ ❡♥❡#❣② ❝♦♥,#✐❜✉,✐♦♥-✱ ,❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡#❣② ✭❢❡✇ ♣❡#❝❡♥,-

♦❢ ,♦,❛❧ ❡♥❡#❣②✮ ❛♥❞ ❝♦##❡❧❛,✐♦♥ ❡♥❡#❣② ✭❛#♦✉♥❞ ✶✵ ♣❡#❝❡♥, ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡#❣②✮✳

❍♦✇❡✈❡#✱ ✇✐,❤✐♥ ▲❉❆✱ ❜❛♥❞ ❣❛♣- ❛#❡ ✉♥❞❡#❡-,✐♠❛,❡❞ ❜② ✉♣ ,♦ ✷ ❡❱ ❬✶✹✷❪✳ ❆,✲

♦♠✐③❛,✐♦♥ ❡♥❡#❣✐❡- ❛#❡ ❛❧-♦ ❛ ✇❡❛❦ ♣♦✐♥, ♦❢ ▲❉❆ ,❤❛, ,❡♥❞- ,♦ ♦✈❡#❡-,✐♠❛,❡ ,❤✐-

a✉❛♥,✐,②✱ ✐, ✐- ❝❧❡❛#❧② -❤♦✇♥ ❜② K❡#❞❡✇ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞, ✐♥ ,❛❜❧❡ ✶ ♦❢ #❡❢✳ ❬✶✹✵❪✳ ❖♥❡

❝❛♥ ♣♦--✐❜❧② ✉-❡ ●#❡❡♥✬- ❢✉♥❝,✐♦♥- ✐♥ ❛ ♣❡#,✉#❜❛,✐♦♥ ♠❡,❤♦❞ ,♦ ,❛❦❡ ✐♥,♦ ❛❝❝♦✉♥,

❡①❝✐,❛,✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣#♦✈❡ ,❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❛♥❞ ❡❧❡❝,#♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐# ❢♦#♠❛,✐♦♥✳

✽✸



✖ ❚❤❡ ✷

nd
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❚❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ♦❢ &❤❡ ❣❡♥❡2❛❧✐③❡❞ ❣2❛❞✐❡♥& ❛♣♣2♦①✐♠❛&✐♦♥ ✭●●❆✮ ✐% &♦ ✉%❡ ❛ %❡♠✐✲

❧♦❝❛❧ ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ &❤❡ ❞❡♥%✐&② ❛♥❞ ✐&% ❣2❛❞✐❡♥& &♦ ❛❝❝♦✉♥& ❢♦2 &❤❡ ♥♦♥✲

❤♦♠♦❣❡♥❡✐&② ♦❢ &❤❡ 2❡❛❧ %②%&❡♠ ❞❡♥%✐&②✳ ❑❡❡♣✐♥❣ &❤❡ %❛♠❡ ♥♦&❛&✐♦♥% ❛❧2❡❛❞② ✉%❡❞

❢♦2 &❤❡ ▲❉❆ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦22❡❧❛&✐♦♥ &❡2♠ ✭✷✳✸✻✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇2✐&❡ &❤❡ ❣2❛❞✐❡♥& ❝♦22❡❝&❡❞

❡♥❡2❣② ❛% ❬✶✹✵❪

EGGA
xc [nα, nβ] =

∫
n(~r)ǫGGA

xc ([nα, nβ,∇nα,∇nβ];~r)d~r ✭✷✳✸✾✮

❲❡ ✐♥&2♦❞✉❝❡ &❤❡ ♠❛✐♥ ①❝ ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧ ✉%❡❞ ✐♥ &❤✐% ♣2♦❥❡❝& ✭❇▲❨Q✮ ✇❤✐❝❤ ✐% ❞✉❡

&♦ ❇❡❝❦❡ ❬✸✽❪ ❢♦2 &❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛2& ❛♥❞ &♦ ▲❡❡✱ ❨❛♥❣ ❛♥❞ Q❛22 ✭▲❨Q✮ ❬✸✾❪ ❢♦2

&❤❡ ❝♦22❡❧❛&✐♦♥ ❡♥❡2❣② ❢♦2♠✉❧❛✳ ❋♦2 &❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛2&✱ &❤❡ ❡①♣2❡%%✐♦♥ ♣2♦♣♦%❡❞

❜② ❇❡❝❦❡ ✇❛% ❞❡%✐❣♥❡❞ &♦ 2❡♣2♦❞✉❝❡ &❤❡ ✶✴2 ❛%②♠♣&♦&✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦2 ♦❢ &❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡

❡♥❡2❣② ❞❡♥%✐&②✳ ❍❡ ✇2✐&❡% &❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡2❣② ❛%

ǫBx (n
α, nβ) = ǫLDA

x − CB ·
∑

σ=α,β

∫
(nσ)4/3

(xσ)2

(1 + 6 · CB · xσsinh−1(xσ))
d3r ✭✷✳✹✵✮

❛♥❞ ✐♥&2♦❞✉❝❡% &❤❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥❧❡%% 2❛&✐♦ ①

σ
✇✐&❤ σ = {α, β}

xσ =
|∇nσ|
(nσ)4/3

✭✷✳✹✶✮

✇❤❡2❡ ❈B ✐% ❛ ❝♦♥%&❛♥& ♣❛2❛♠❡&2✐③✐♥❣ &❤✐% %❡♠✐✲❡♠♣✐2✐❝❛❧ ❡①♣2❡%%✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❡①✲

❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡2❣② ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧✳

■♥ &❤❡ ❛2&✐❝❧❡ ♦❢ ▲❡❡✱ ❨❛♥❣ ❛♥❞ Q❛22 ❬✸✾❪✱ &❤❡ ❛✉&❤♦2% ♣2♦♣♦%❡ ❛♥ ❡①♣2❡%%✐♦♥ ❢♦2 &❤❡

❝♦22❡❧❛&✐♦♥ ❡♥❡2❣② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ &❤❡ ❞❡♥%✐&② ❛♥❞ &❤❡ ❧♦❝❛❧ ❦✐♥❡&✐❝ ❡♥❡2❣② ❞❡♥%✐&②✳ ❋♦2

✐&% ❝♦♥%&2✉❝&✐♦♥✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ✧❲❡✐③%❛❝❦❡2✧ ❦✐♥❡&✐❝ ❡♥❡2❣② ❞❡♥%✐&② ✭&W ✭~r✮✮✱ ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥
✭♥❛♠❡❞ γ(~r) ✐♥ &❤❡✐2 ♣❛♣❡2✮ ❛♥❞ &❤❡ ❚❤♦♠❛%✲❋❡2♠✐ ❝♦♥%&❛♥& ✭❈F ✮ ♦❢ ❡Z✉❛&✐♦♥

✭✷✳✷✺✮✱ ❛2❡ ✐♥✈♦❦❡❞

tσ=α,β
W (~r) =

1

8

|∇nσ(~r)|2
nσ(~r)

− 1

8
∇2nσ(~r) ; γ(~r) = 2

(
1− (nα(~r))2 + (nβ(~r))2

n2(~r)

)

✭✷✳✹✷✮

❚❤❡ ❝♦22❡❧❛&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧ ✐% &❤❡♥ ✇2✐&&❡♥ ❛% ❬✸✾❪

ǫLY P
c =− a0

∫
γ(~r)

1 + a1n−1/3

[
n+ 2a2n

−5/3

(
22/3CF (n

α)8/3 + 22/3CF (n
β)8/3 ✭✷✳✹✸✮

− ntW +
1

9
(nαtαW + nβtβW ) +

1

18
(nα∇2nα + nβ∇2nβ

)
e−a3n−1/3

]
d~r

✇✐&❤ ❛0❂✵✳✵✶✹✾✶✽✱ ❛1❂✵✳✶✸✷✱ ❛2❂✵✳✷✺✸✸ ❛♥❞ ❛3❂✵✳✸✹✾✱ ❢♦✉2 ✜①❡❞ ♣❛2❛♠❡&❡2%✳ ❚❤❡

❛&♦♠✐③❛&✐♦♥ ❡♥❡2❣② ✐♠♣2♦✈❡♠❡♥& ❛♥❞ &❤❡ ❣♦♦❞ ❞❡%❝2✐♣&✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ %&2✉❝&✉2❛❧ ♣2♦♣✲

❡2&✐❡% ♠❛❦❡ ●●❆ ♠❡&❤♦❞% ✈❡2② ♣♦♣✉❧❛2 ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛2&✐❝✉❧❛2✱ ❇▲❨Q ✐% ♦♥❡ ♦❢ &❤❡

❜❡%& ♣❡2❢♦2♠✐♥❣✳

✽✹



✖ ❚❤❡ ✸

rd
%&❡♣✿ ▼●●❆

▼❡&❛ ❣❡♥❡-❛❧✐③❡❞ ❣-❛❞✐❡♥& ❛♣♣-♦①✐♠❛&✐♦♥% ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✉%❡ ♦❢ &❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥% ∆nα

❛♥❞ ∆nβ
✳ ▲❡& ✉% ♥♦&❡ &❤❛& &❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ✭❑❙✮ %✐♥❣❧❡✲♣❛-&✐❝❧❡ ❦✐♥❡&✐❝ ❡♥❡-❣②

❞❡♥%✐&✐❡% ❛-❡ ✐♠♣❧✐❝✐& ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧% ♦❢ nα
❛♥❞ nβ

❧✐❦❡ &❤❡ ❑❙ ♦-❜✐&❛❧% ❢-♦♠ ✇❤✐❝❤ &❤❡②

❛-❡ ❝♦♥%&-✉❝&❡❞✳ ❇② ❛❝❝♦✉♥&✐♥❣ ❢♦- &❤❡ %❡❧❢✲❝♦--❡❧❛&✐♦♥ ❝♦--❡❝&✐♦♥✱ ♦♥❡ ❡♥%✉-❡% &❤❛&

♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ &❤❡ &✇♦ %♣✐♥ ❞❡♥%✐&✐❡% ✭nα
♦- nβ

✮ ✐% ♥♦♥③❡-♦ ✐♥ ❛ -❡❣✐♦♥ ♦❢ %♣❛❝❡ ✇❤❡-❡

❝♦--❡❧❛&✐♦♥ ❡♥❡-❣② %❤♦✉❧❞ ✈❛♥✐%❤ ❬✶✹✵❪✳ ❚❤❡ ❝♦--❡%♣♦♥❞✐♥❣ %✐♥❣❧❡✲♣❛-&✐❝❧❡ ❦✐♥❡&✐❝

❡♥❡-❣② ✐% ♦❢ &❤❡ ❢♦-♠

τσ(~r) =
1

8

|∇nσ(~r)|
nσ(~r)

✭✷✳✹✹✮

❆ ♠❡&❛✲●●❆ ①❝ ❝♦--❡❧❛&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧ ✐% &❤❡-❡❢♦-❡ ✇-✐&&❡♥ ❛%

EMGGA
xc [nα, nβ] =

∫
n(~r)ǫMGGA

xc ([nα, nβ,∇nα,∇nβ, τα, τβ,∆nα,∆nβ];~r)d~r

✭✷✳✹✺✮

❚❤✐% ❛♣♣-♦①✐♠❛&✐♦♥ ✐% &❤❡ ❤✐❣❤❡%& %&❡♣ ♦❢ &❤❡ ❏❛❝♦❜✬% ❧❛❞❞❡- ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞% ❢✉❧❧ ♥♦♥✲

❧♦❝❛❧✐&② ❛♥❞ &❤❡ ❝♦--❡%♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ❝♦%&✳ ■& ✐%✱ ✐♥ ❢❛❝&✱ ❛ ❢✉❧❧② ♥♦♥❧♦❝❛❧

❢✉♥❝&✐♦♥❛❧ ♦❢ &❤❡ ❞❡♥%✐&② ❜✉& ❛ %❡♠✐✲❧♦❝❛❧ ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧ ♦❢ &❤❡ ♦-❜✐&❛❧% %♦ &❤❛& &❤❡ ❑❙

%❡❧❢✲❝♦♥%✐%&❡♥& ♣-♦❝❡❞✉-❡ ✐% ♥♦& ❢❛- ❢-♦♠ &❤❡ ●●❆ -❡R✉✐-❡♠❡♥&%✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡

❤✐❣❤❡- ♦-❞❡-% ✐♥ &❤❡ ❞❡♥%✐&② ❣-❛❞✐❡♥&% ❡①♣❛♥%✐♦♥ &♦ ✐♠♣-♦✈❡ &❤❡ ❞❡%❝-✐♣&✐♦♥ ♦❢ &❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥ %❧♦✇❧②✲✈❛-②✐♥❣ ❞❡♥%✐&② %②%&❡♠% ❬✶✹✵❪✳ ❲❡ ❞✐❞ ♥♦& ❡♠♣❧♦② ❛♥② ▼●●❆

✐♥ &❤✐% ♣-♦❥❡❝&✳

✖ ❚❤❡ ✹

th
%&❡♣✿ ❍②❜&✐❞ ❢✉♥❝-✐♦♥❛❧1

❚❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ♦❢ ❤②❜-✐❞ ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧% ✐% &♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ♣♦-&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❡①❛❝& ❍❛-&-❡❡✲❋♦❝❦

✭❍❋✮ ❡①❝❤❛♥❣❡ &❡-♠✱ ✐♥ ♦-❞❡- &♦ ❝♦--❡❝& &❤❡ ✧%❡❧❢✲✐♥&❡-❛❝&✐♦♥✧ ❡--♦- ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥&

❢♦- &❤❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❝❤❛-❛❝&❡- ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥&❡-❛❝&✐♦♥%✳ ❚❤❡ ❡①❛❝& ❡①❝❤❛♥❣❡

&❡-♠ ✐% ✇-✐&&❡♥ ❛% ❢♦❧❧♦✇% ❬✶✹✶❪

ǫHF
x (~r) = −

Nα,Nβ∑

k,l=1

∫
φk(~r)φl(~r′)φ

∗
k(~r

′)φ∗
l (~r)

|~r − ~r′|
d~r′ ✭✷✳✹✻✮

❛♥❞ ❝♦♥%&-✉❝&❡❞ ❢-♦♠ &❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♦-❜✐&❛❧%✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡-❛❧ ❢♦-♠ ♦❢ %✉❝❤ ❤②❜-✐❞

❢✉♥❝&✐♦♥❛❧ ✐%

Ehybrid
xc = EGGA

xc + a(ǫexactx − ǫGGA
x ) with a ≃ 0.25, ✭✷✳✹✼✮

&❤❡ ♣❛-❛♠❡&❡- ✧❛✧ ❜❡✐♥❣ ✜&&❡❞ &♦ ❡①♣❡-✐♠❡♥&❛❧ ❛&♦♠✐③❛&✐♦♥ ❡♥❡-❣✐❡%✳ ❚❤❡ ♠♦%&

♣♦♣✉❧❛- ❤②❜-✐❞ ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧ ✐♥ R✉❛♥&✉♠ ❝❤❡♠✐%&-② ✐% &❤❡ ❇❡❝❦❡ ✸✲♣❛-❛♠❡&❡-✱ ▲❡❡

❨❛♥❣ ❛♥❞ ]❛-- ✭❇✸▲❨]✮ ❬✶✹✵❪ ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧ ✜&&❡❞ ♦-✐❣✐♥❛❧❧② &♦ ❛ %❡& ♦❢ ❛&♦♠✐③❛&✐♦♥

❡♥❡-❣✐❡%✱ ♣-♦&♦♥ ❛✣♥✐&✐❡% ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛&✐♦♥ ♣♦&❡♥&✐❛❧%✳ ❚❤❡ ❇✸▲❨] ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧ ✐%

✇-✐&&❡♥ ✇✐&❤ &❤❡ ✸ ♣❛-❛♠❡&❡-% ❛0❂✲✵✳✷✵✱ ❛1❂✵✳✼✷ ❛♥❞ ❛c❂✵✳✽✶

EB3LY P
xc = ǫLDA

x + a0(ǫ
HF
x − ǫLDA

x ) + a1(ǫ
GGA
x − ǫLDA

x ) ✭✷✳✹✽✮

+ ǫLDA
c + a2(ǫ

GGA
c − ǫLDA

c )

✽✺



❚❤❡#❡ ❛#❡ ♠♦#❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛♣♣#♦❛❝❤❡,✱ ✐♥/#♦❞✉❝✐♥❣ ♠♦#❡ ❛❝❝✉#❛/❡ ❡✈❛❧✉❛/✐♦♥, ♦❢ /❤❡

❝♦##❡❧❛/✐♦♥ ❡♥❡#❣② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♥♦/ ♦♥❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦#❜✐/❛❧, ❜✉/ ❛❧,♦ /❤❡ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦♥❡,

/❤#♦✉❣❤ ❙❧❛/❡# ❞❡/❡#♠✐♥❛♥/, ♦❢ /❤❡ ❑❙ ♥♦♥✲✐♥/❡#❛❝/✐♥❣ ◆✲♣❛#/✐❝❧❡ ,②,/❡♠ ❬✶✹✵❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧

♥♦/ ✐♥/#♦❞✉❝❡ /❤✐, ❧❛,/ ,/❡♣ ❛♣♣#♦❛❝❤❡, ❛, /❤❡② ❞❡,❡#✈❡ ♠✉❝❤ ❝❛#❡ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦/ ❡♥/❡# ✇✐/❤✐♥

/❤❡ ,❝♦♣❡ ♦❢ ♦✉# ♣#♦❥❡❝/✳

✷✳✶✳✺ ❘❡♣'❡(❡♥*❛*✐♦♥ ❛♥❞ ♣(❡✉❞♦✲♣♦*❡♥*✐❛❧(

❚❤❡ ♣#❡#❡C✉✐,✐/❡ ❢♦# /❤✐, ,❡❝/✐♦♥ ✐, /❤❡ ❝♦♥,/#✉❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ♠❛/#✐① #❡♣#❡,❡♥/❛/✐♦♥ ♦❢

❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❢♦#♠✉❧❛/✐♦♥ ♦❢ ❉❋❚ /❤❛/ ✐, ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❲❡ ♥♦✇ ✐♥/#♦❞✉❝❡ /✇♦

❢✉♥❞❛♠❡♥/❛❧ /♦♦❧,✱ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡, ✭I❲✮ ❜❛,✐, ,❡/ ❛♥❞ ♣,❡✉❞♦✲♣♦/❡♥/✐❛❧, ✭II✮ ❬✶✹✸✱ ✶✹✹✱ ✶✹✷❪

/❤❛/ ❛#❡ ✉,❡❞ ✐♥ /❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥/❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❈I▼❉ ❝♦❞❡ ❬✷❪ ✉,❡❞ ✐♥ /❤✐, /❤❡,✐, ✇♦#❦✳

❚♦ ,♦❧✈❡ /❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡C✉❛/✐♦♥, ✭✷✳✸✶✮✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞, /♦ ❝❤♦♦,❡ ❛♥ ❛#❜✐/#❛#② ❜❛,✐, ,❡/

❢✉♥❝/✐♦♥, ④χl(~r)⑥ /♦ ♣❡#❢♦#♠ ❛ ❧✐♥❡❛# ❡①♣❛♥,✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♦#❜✐/❛❧,

φi(~r) =

p∑

l=1

Cliχl(~r) ✭✷✳✹✾✮

/❤❡ ❡❧❡♠❡♥/, ❈li ❜❡✐♥❣ /❤❡ ❡①♣❛♥,✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥/,✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉,❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡, ❛, ❛ #❡♣#❡,❡♥✲

/❛/✐♦♥ ❜❛,✐, ♦❢ ♦✉# ❑❙ ♦#❜✐/❛❧, ❜#✐♥❣✐♥❣ ✐♥/♦ ♣❧❛② /❤❡ ❋♦✉#✐❡# /#❛♥,❢♦#♠ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝/✐♦♥

✇✐/❤ ❛ ♣❡#✐♦❞✐❝✐/② ♦❢ /❤❡ ,②,/❡♠ ✐♥ /❤❡ #❡❛❧ ,♣❛❝❡✳ I❧❛♥❡ ✇❛✈❡, ❛#❡✱ ❜② ❝♦♥,/#✉❝/✐♦♥✱ ❛♥

♦#/❤♦♥♦#♠❛❧ ❜❛,✐, ,❡/✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥/ ♦❢ ❛/♦♠✐❝ ♣♦,✐/✐♦♥, ❛♥❞ ♥❛/✉#❛❧❧② ♣❡#✐♦❞✐❝✳ ■♥ /❤✐,

✇♦#❦✱ ♦♥❧② ♣❡#✐♦❞✐❝ ,②,/❡♠, ❛#❡ ❝♦♥,✐❞❡#❡❞✳ ❚❤❡

~k✲,♣❛❝❡ ✐, /❤❡ ,♣❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ /❤❡ ❋♦✉#✐❡#
/#❛♥,❢♦#♠ ✭❋❚✮ ♦❢ ❛ ,♣❛/✐❛❧ ❢✉♥❝/✐♦♥ ✐, #❡♣#❡,❡♥/❡❞✳ ❚❤❡#❡❢♦#❡✱ /❤❡ ❇#❛✈❛✐, ❧❛//✐❝❡ ♦❢ /❤❡

❞✐#❡❝/ ,♣❛❝❡ ✐, ❝❤❛#❛❝/❡#✐③❡❞ ❜② /❤❡ ❲✐❣♥❡#✲❙❡✐/③ ❝❡❧❧ ♠❛/#✐① h =
[
~a,~b,~c

]
✳ ❆♥② ❞✐#❡❝/ ❧❛/✲

/✐❝❡ ✈❡❝/♦#

~L ❝❛♥ ❜❡ ✇#✐//❡♥ ❛, ❛ ❧✐♥❡❛# ❝♦♠❜✐♥❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡,❡ /❤#❡❡ ✈❡❝/♦#,✳ ❙✐♠✐❧❛#❧② /❤❡

#❡❝✐♣#♦❝❛❧ ❧❛//✐❝❡ ❜♦① ✭✜#,/ ❇#✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡✮ ✐, ❝❤❛#❛❝/❡#✐③❡❞ ❜② /❤❡ ♠❛/#✐① h
′ =

[
~a′, ~b′, ~c′

]

❛♥❞ ❛♥② #❡❝✐♣#♦❝❛❧ ❧❛//✐❝❡ ✈❡❝/♦# ~g ❝❛♥ ❜❡ ✇#✐//❡♥ ❛, ❛ ❧✐♥❡❛# ❝♦♠❜✐♥❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡,❡ /❤#❡❡
✈❡❝/♦#,✳ ■♥ /❤✐, ❝♦♥/❡①/✱ /❤❡ ✜#,/ ❇#✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ✭❇❩✮ ✐, ♦✉# ♠❛✐♥ ❢♦❝✉,✳ ❚❤❡ ❇❧♦❝❤ /❤❡♦✲

#❡♠ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❢♦# ,✉❝❤ ♣❡#✐♦❞✐❝ ,②,/❡♠, ✐♠♣❧✐❡, /❤❛/ /❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝/✐♦♥ ❛,,♦❝✐❛/❡❞ ✇✐/❤ ❛

✈❡❝/♦#

~k ❧②✐♥❣ ✐♥ /❤❡ ✜#,/ ❇❩ ✐, ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ χ~k = ei
~k·~r
❝❤❛#❛❝/❡#✐③❡❞ ❜② /❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝/♦#

~k ❛♥❞ ,♣❛/✐❛❧❧② ♠♦❞✉❧❛/❡❞ ❜② ❛ ♣❡#✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝/✐♦♥ u~k(~r)

φj,~k = ei
~k·~ruj,~k(~r) ; uj,~k(~r +

~L) = uj,~k(~r) ✭✷✳✺✵✮

✇✐/❤ uj,~k(~r) ✐♥✈❛#✐❛♥/ ❜② /#❛♥,❧❛/✐♦♥ ✐♥ ❞✐#❡❝/ ,♣❛❝❡ ❜②
~L✳ ❚❤✐, ♣❡#✐♦❞✐❝✐/② ❛❧❧♦✇, ❢♦# ❛

❞❡❝♦♠♣♦,✐/✐♦♥ ♦❢ /❤✐, ❢✉♥❝/✐♦♥ ✐♥ ❋♦✉#✐❡# ,❡#✐❡,

uj,~k(~r) =
∑

{~g}

cj,~k(~g)e
i ~g·~r

✭✷✳✺✶✮

✇✐/❤ {~g} /❤❡ ❡♥,❡♠❜❧❡ ♦❢ #❡❝✐♣#♦❝❛❧ ❧❛//✐❝❡ ✈❡❝/♦#, ,♦ /❤❛/ /❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝/✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇#✐//❡♥
❛,

φj,~k =
∑

{~g}

cj,~k(~g)e
i (~k+~g)·~r

✭✷✳✺✷✮

✽✻



 ❧✉❣❣✐♥❣ &❤✐( ✇❛✈❡❢✉♥❝&✐♦♥ ✐♥ &❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡4✉❛&✐♦♥( ✭✷✳✸✶✮✱ ✇❡ ♦❜&❛✐♥

∑

{~g}

(
1

2
|~k + ~g|2 + vs(~r)

)
cj,~k(~g)|~k + ~g〉 = ǫj,~k

∑

{~g}

cj,~k(~g)|~k + ~g〉 ✭✷✳✺✸✮

✇❤❡>❡ ✇❡ ✐♥&>♦❞✉❝❡❞ ❛ ❜!❛✲❦❡& ♥♦&❛&✐♦♥ ❢♦> &❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡

(
|~k + ~g〉 = ei (

~k+~g)·~r
)
✐♥ &❤❡

❧❛(& ❡①♣>❡((✐♦♥✳ ❈♦♥(✐❞❡>✐♥❣ ❛♥♦&❤❡> >❡❝✐♣>♦❝❛❧ (♣❛❝❡ ✈❡❝&♦>

~g′✱ ✇❡ ♣>♦❥❡❝& ✭✷✳✺✸✮ ♦♥ &❤❡

❜!❛ 〈~k + ~g′| ❛♥❞ ✉(❡ &❤❡ ♦>&❤♦♥♦>♠❛❧✐&② ♦❢ &❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡(
(
〈~g|~g′〉 = δ~g,~g′

)
&♦ ♦❜&❛✐♥

∑

{~g}

1

2
|~k + ~g|2cj,~k(~g)δ~g,~g′ +

∑

{~g}

〈~k + ~g′|vs(~r)|~k + ~g〉cj,~k(~g) = ǫj,~k

∑

{~g}

cj,~k(~g)δ~g,~g′ ✭✷✳✺✹✮

⇐⇒ 1

2
|~k + ~g′|2cj,~k(~g′) +

∑

{~g}

(∫
d3r vs(~r)e

i(~g−~g′)·~r
)
cj,~k(~g) = ǫj,~k cj,~k(

~g′)

⇐⇒ 1

2
|~k + ~g′|2cj,~k(~g′) +



∑

{~g}

ṽs(~g − ~g′)cj,~k(~g)


 = ǫj,~k cj,~k(

~g′)

❛♥❞ &❤❡ &❡>♠ ❜❡&✇❡❡♥ ❜>❛❝❦❡&( ✐♥ &❤❡ ❧❡❢& ❤❛❞ (✐❞❡✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ &❤❡ ❑❙ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ✐( ♥♦&❤✐♥❣

❜✉& &❤❡ ❋♦✉>✐❡> &>❛♥(❢♦>♠ ♦❢ ✈s(~r) &❤❛& ✇❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✇✐&❤ ❛ &✐❧❞❡ (②♠❜♦❧ ṽs(~g−~g′)✳ ❲❡ &❤✉(
❝♦♥(&>✉❝& &❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥ ♠❛&>✐① ❢♦> &❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇✐&❤ ✇❛✈❡✲✈❡❝&♦>

~k &❤❛&
✇❡ ❞❡♥♦&❡ H

PW
~k

(~g, ~g′) ❢>♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ✇>✐&❡ &❤❡ ❑❙ ❡4✉❛&✐♦♥( ❛( ❛♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛&✐♦♥

♣>♦❜❧❡♠

H
PW
~k

(~g, ~g′) =
1

2
|~k + ~g′|2δ~g,~g′ + ṽs(~g − ~g′) ✭✷✳✺✺✮

∑

{~g}

H
PW
~k

(~g, ~g′)cj,~k(~g) = ǫj,~k cj,~k(
~g′)

 ❧❛♥❡ ✇❛✈❡( &✉>♥ ♦✉& &♦ ❜❡ ❛ (✉✐&❛❜❧❡ ❜❛(✐( ❢♦> ♦✉> ♣>♦❜❧❡♠ ❛♥❞ &❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♠❡&❤♦❞

✐( (✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② &❤❡ ♣♦((✐❜✐❧✐&② ♦❢ ✉(✐♥❣ ❢❛(& ❋♦✉>✐❡> &>❛♥(❢♦>♠( ✭❋❋❚✮ &❡❝❤♥✐4✉❡( ❢♦> &❤❡

❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥&(✳ ❆♥♦&❤❡> ✐♠♣♦>&❛♥& ❛(♣❡❝& ✐( &❤❡ ❝♦♥&>♦❧ ♦❢ &❤❡

(✐③❡ ♦❢ &❤❡ ❜❛(✐(✱ &❤❡ ♥✉♠❜❡> ♦❢ ❡❧❡♠❡♥&( ❛♥❞ &❤✉( &❤❡ ❝✉&✲♦✛ ❡♥❡>❣②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ (✐♠♣❧❡

✇❛② ✉(❡❞ &♦ ❝✉&✲♦✛ &❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❡①♣❛♥(✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♣❡>✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡❢✉♥❝&✐♦♥ ✭✷✳✺✷✮ ✐( ❣✐✈❡♥

❜② &❤❡ ❧❛>❣❡(& >❡❝✐♣>♦❝❛❧ ❧❛&&✐❝❡ ✈❡❝&♦> ~κ = ~g − ~g′ ❞❡✜♥❡❞ ❢>♦♠ &❤❡ ❝✉&✲♦✛ ❡♥❡>❣②

EPW
Cut =

1

2
~κ2max ✭✷✳✺✻✮

❚❤❡ ❛❞✈❛♥&❛❣❡( ❡①♣♦(❡❞ ❛>❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② &❤❡ ❝♦>>❡(♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐♠✐&( ♦❢ (✉❝❤ ❞❡❧♦❝❛❧✲

✐③❡❞ ❜❛(✐(✳ ▼❛♥② ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡( ❛>❡ ♥❡❝❡((❛>② &♦ ❞❡(❝>✐❜❡ &❤❡ ❡❧❡❝&>♦♥ ❞❡♥(✐&② ♥✭~r✮ ❛>♦✉♥❞
❛&♦♠✐❝ (✐&❡( ✭≃ ✶✵

8
♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡( ❢♦> ✵✳✵✶➴ (♣❛&✐❛❧ >❡(♦❧✉&✐♦♥✮ ❛♥❞ &❤❡>❡❢♦>❡ &❤❡ (✐③❡( ♦❢

&❤❡ ❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥ ♠❛&>✐❝❡( ✭✷✳✺✺✮ &♦ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥&>❛❝&❛❜❧❡✳ ❚❤❡ (✐&✉❛&✐♦♥ ✐(

♣❛>❛❞♦①✐❝❛❧ (✐♥❝❡ &❤❡(❡ ✧❝♦>❡✧ ❡❧❡❝&>♦♥( &❤❛& ♥❡❡❞ (♦ ♠❛♥② ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡( &♦ ❜❡ >❡♣>❡(❡♥&❡❞

❞♦ ♥♦& ♣❛>&✐❝✐♣❛&❡ ♠✉❝❤ &♦ &❤❡ ✐♥&❡>❛&♦♠✐❝ ❜♦♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡>❡❢♦>❡ &❤✐( ❜❛(✐( (❡& ✐( ♥♦& ❛❞✲

❡4✉❛&❡ ❢♦> ✧❛❧❧ ❡❧❡❝&>♦♥(✧ ✭❆❊✮ ❝❛❧❝✉❧❛&✐♦♥(✳ ■♥ (✉❝❤ ❛♣♣>♦❛❝❤✱ ❝♦>❡ ❡❧❡❝&>♦♥(✱ ✈❛❧❡♥❝❡

✽✼



c

[
−1

2

d2

dr2
+
l(l + 1)

2r2
+ V [n, r]

]
rRl(r) = ǫlRl(r)

l

Plane waves

region

Core 

region

1) Construction of the radial pseudo- (PP) wavefunction

|r| > rc |r| < rc

2) Construction of the screened pseudo-potential

3) "Unscreen" the potential to obtain an ionic pseudo-potential

c

c

c

RPP
l (r) = rl+1ep(r) with p(r) = b0 +

n∑

i=2

bir
i



✇❤❡#❡ $❤❡ ❜1 ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ✐+ ♥♦$ ❝♦♥+✐❞❡#❡❞ ✐♥ ♦#❞❡# $♦ ❛✈♦✐❞ $❤❡ +✐♥❣✉❧❛#✐$② ♦❢ $❤❡ +❝#❡❡♥❡❞

♣+❡✉❞♦✲♣♦$❡♥$✐❛❧ ❱

PP
l ❛$ #❂✵✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$+ ❜i ❛#❡ ❞❡$❡#♠✐♥❡❞ #❡+♣❡❝$✐♥❣ $❤❡ ♥♦#♠✲

❝♦♥+❡#✈✐♥❣ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ +♠♦♦$❤♥❡++ #❡<✉✐#❡♠❡♥$+✳ ❚❤❡ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ♦❢ +♠♦♦$❤♥❡++

❢♦# $❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝$✐♦♥ ❛♥❞ ✐$+ ❞❡#✐✈❛$✐✈❡+ ✭♠❂✵✱✳✳✱✹✮ ❛♥❞ $❤❡ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞+ ♦♥ $❤❡

❝♦♥❞✐$✐♦♥+ ✐♠♣♦+❡❞ ❛$ $❤❡ ❝✉$✲♦✛ #❛❞✐✉+ #c ❛♥❞ ❛$ $❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ♣♦+✐$✐♦♥+ ✭#❂✵✮ ❬✹✻❪

dmRl(r)

drm

∣∣∣∣
r=r−c

=
dmRl(r)

drm

∣∣∣∣
r=r+c

;
dRl(r)

dr

∣∣∣∣
r=0

= 0 ✭✷✳✺✾✮

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡+ $❤❛$ ❛#❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② $❤❡ ♣+❡✉❞♦✲♣♦$❡♥$✐❛❧ ♣#♦❝❡❞✉#❡ ǫPP
l ❤❛✈❡ $♦ ♠❛$❝❤

$❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛❧❧ ❡❧❡❝$#♦♥+ +②+$❡♠ ❡✐❣❡♥❡♥❡#❣✐❡+ ǫAE
l ✳ ❆♥ ✐♠♣♦#$❛♥$ ❝♦♥+❡<✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡

♣+❡✉❞♦✲♣♦$❡♥$✐❛❧ ❣❡♥❡#❛$✐♦♥ ✐+ ❤✐❣❤❧✐❣❤$❡❞ ❜② $❤❡ ❛♥❣✉❧❛# ♠♦♠❡♥$✉♠ ✭ ❧✮ +✉❜+❝#✐♣$+✳ ❚❤✐+

♠❡❛♥+ $❤❛$ ❡❛❝❤ ❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥$ ✇❛✈❡❢✉♥❝$✐♦♥ ✇✐❧❧ +❡❡ ❛ ❞✐✛❡#❡♥$ ♣♦$❡♥$✐❛❧ +♦ $❤❛$ $❤❡ ✐♦♥✐❝

♣+❡✉❞♦✲♣♦$❡♥$✐❛❧ ♦♣❡#❛$♦# ❝❛♥ ❜❡ +❡♣❛#❛$❡❞ ✐♥$♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❛ ✧♥♦♥✲❧♦❝❛❧✧ ♣❛#$+ ❬✹✻❪

V̂ PP
ion (r) = V PP

ion,local(r) +
lmax∑

l

Vsemilocal,l(r)P̂l, ✭✷✳✻✵✮

Vsemilocal,l(r) = V PP
ion,l(r)− V PP

ion,local(r)

❚❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ✐+✱ ✐♥ #❡❛❧✐$②✱ +❡♠✐✲❧♦❝❛❧ ❢♦# $❤❡ ❛♥❣✉❧❛# ♠♦♠❡♥$✉♠ l ❛♥❞ $❤❡
♦♣❡#❛$♦# P̂l ♣#♦❥❡❝$+ ♦✉$ $❤❡ ❧

th
❛♥❣✉❧❛# ♠♦♠❡♥$✉♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ ❢#♦♠ $❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝$✐♦♥✳

❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ✐+ ❝♦♥+$#✉❝$❡❞ +♦ $❤❛$✱ ❢♦# ❛❧❧ ❛♥❣✉❧❛# ♠♦♠❡♥$✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧+ ❤✐❣❤❡#

$❤❛♥ lmax✱ $❤❡ ❛$♦♠✐❝ +❝❛$$❡#✐♥❣ ✐+ +$✐❧❧ ❛❞❡<✉❛$❡❧② #❡♣#♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❑❧❡✐♠❛♥ ❛♥❞ ❇②✲

❧❛♥❞❡# ❬✶✹✺❪ ♣#♦❝❡❞✉#❡ ❛❧❧♦✇+ $♦ $#❛♥+❢♦#♠ $❤❡ +❡♠✐✲❧♦❝❛❧ ♣♦$❡♥$✐❛❧ Vsemilocal,l(r) ✐♥$♦ ❛

♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❢♦#♠ ✉+✐♥❣ $❤❡ ❛$♦♠✐❝ #❡❢❡#❡♥❝❡ ♣+❡✉❞♦✲✇❛✈❡❢✉♥❝$✐♦♥ φPP,0
l ✭+✉♣❡#+❝#✐♣$ ✧✵✧ ✐♥✲

❞✐❝❛$❡ ♥♦❞❡❧❡++ ♣+❡✉❞♦✲✇❛✈❡❢✉♥❝$✐♦♥+ ❢♦# ✇❤✐❝❤ $❤❡ ✐♥✈❡#+✐♦♥ ♦❢ ❑❙ ❡<✉❛$✐♦♥ ✐+ ♣♦++✐❜❧❡✮

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ $❤❡ ❛♥❣✉❧❛# ♠♦♠❡♥$✉♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ ❢♦# ✇❤✐❝❤ $❤❡ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ✇❛+ ❝♦♠♣✉$❡❞

V KB
nonlocal,l =

|Vsemilocal,l(r)φ
PP,0
l (r)〉〈φPP,0

l (r)Vsemilocal,l(r)|
〈φPP,0

l (r)|Vsemilocal,l(r)|φPP,0
l (r)〉

✭✷✳✻✶✮

❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ $♦ $❤❡ ❡①❛❝$ ❢♦#♠ ♦❢ $❤❡ ✧♥♦♥✲❧♦❝❛❧✧ ❝♦♥$#✐❜✉$✐♦♥ $♦ $❤❡ ♣+❡✉❞♦✲

♣♦$❡♥$✐❛❧ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$ +❡❝$✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ $❤❡ ❢♦#♠✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❈❛#✲T❛##✐♥❡❧❧♦

♠♦❧❡❝✉❧❛# ❞②♥❛♠✐❝+✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣#♦❜❧❡♠ ❡♥❝♦✉♥$❡#❡❞ ❜② $❤✐+ ♣+❡✉❞♦✲♣♦$❡♥$✐❛❧ ♣#♦❝❡❞✉#❡

✐+ $❤❡ ♣♦++✐❜❧❡ ♦✈❡#❧❛♣ ✭❡+♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ $#❛♥+✐$✐♦♥ ♠❡$❛❧+✮ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ +$❛$❡+ ✭❞ ✲

♦#❜✐$❛❧+✮ ❛♥❞ $❤❡ ✧❝♦#❡ +$❛$❡+✧ ✭" ❛♥❞ ♣ ♦#❜✐$❛❧+✮✳ ■♥ +✉❝❤ +✐$✉❛$✐♦♥ $❤❡ ✉♥+❝#❡❡♥✐♥❣

♣#♦❝❡❞✉#❡ ❝❛♥♥♦$ ❜❡ ❡✛❡❝$✐✈❡❧② ♣❡#❢♦#♠❡❞ +✐♥❝❡ $❤❡ ①❝ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ✐+ ♥♦$ ❧✐♥❡❛# ❛♥❞ $❤❡#❡✲

❢♦#❡ $❤❡ ❝♦♥$#✐❜✉$✐♦♥ ❢#♦♠ $❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ +$❛$❡+ ✐+ ♥♦$ ❢✉❧❧② ❝❛♥❝❡❧❡❞ ✐♥ $❤❡ ✸

th
+$❡♣ ♦❢ $❤❡

❝♦♥+$#✉❝$✐♦♥ ✭❋✐❣✉#❡ ✸✵✮✳ ❚❤❡ ❢#♦③❡♥ ❝♦#❡ ❛♣♣#♦①✐♠❛$✐♦♥ ✭❝♦#❡ ❡❧❡❝$#♦♥+ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ✐♥❡#$✮

❝❛♥♥♦$ ❤♦❧❞✳ ❚✇♦ +♦❧✉$✐♦♥+ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥+✐❞❡#❡❞ ❤❡#❡✱ $❤❡ ✧♥♦♥✲❧✐♥❡❛#✧ ❝♦#❡ ❝♦##❡❝$✐♦♥+

✭◆▲❈❈✮ ♣#♦♣♦+❡❞ ❜② ▲♦✉✐❡ ❡$ ❛❧✳ ❬✹✵❪ ❛♥❞ $❤❡ ✧+❡♠✐❝♦#❡✧ ❛♣♣#♦❛❝❤ ♣#♦♣♦+❡❞ ❜② ❘❡✐+

❛♥❞ ❝♦✇♦#❦❡#+ ❬✹✶❪✳ ■♥ $❤❡ ❝❛+❡ ♦❢ $❤❡ ◆▲❈❈ ❛♣♣#♦❛❝❤✱ ♦♥❡ ✐♥❝❧✉❞❡+✱ ✐♥ $❤❡ ✸

rd
+$❡♣ ✐♥

❋✐❣✉#❡ ✸✵✱ ♥♦$ ♦♥❧② $❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝$#♦♥ ❞❡♥+✐$② ✭♥v(~r)✮ ❜✉$ ❛❧+♦ $❤❡ ❝♦#❡ ❡❧❡❝$#♦♥ ❞❡♥+✐$②
♥c(~r)✳ ❚❤❡ ✐♦♥✐❝ ♣+❡✉❞♦✲♣♦$❡♥$✐❛❧ ✐+ $❤✉+ ✇#✐$$❡♥ ❛+ ❬✹✵❪

V NLCC
ion,l (~r) = V PP

l (~r)− V PP
H [nv(~r)]− Vxc[nv(~r) + nc(~r)] ✭✷✳✻✷✮

✽✾



 ♦ "❤❛" "❤❡ "♦"❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦,,❡❧❛"✐♦♥ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ "❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛, ❝♦,❡✲✈❛❧❡♥❝❡ "❡,♠

✐  ✉❜",❛❝"❡❞ ❢,♦♠ "❤❡ ♥❡✉",❛❧ ♣♦"❡♥"✐❛❧✳ ■♥  ✉❝❤ ❝♦♥✜❣✉,❛"✐♦♥✱ ❡,,♦, ♠❛② ♦❝❝✉, ❞✉❡ "♦

✐♥❛❝❝✉,❛❝✐❡ ✐♥ "❤❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❝❤❛,❣❡ ❞❡♥ ✐"② ✐♥ ✐❞❡ "❤❡ ❝♦,❡ ,❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡

❡✛❡❝" ♦❢ "❤❡ ❝♦,❡ ❝❤❛,❣❡ ❤❛✈❡ "♦ ❜❡ ",❡❛"❡❞ ❛ ❛ ♣❡,"✉,❜❛"✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ "♦ ♠✐♥♦, ❝❤❛♥❣❡ 

✐♥ "❤❡ "♦"❛❧ ❡♥❡,❣②✳

❚♦  ♦❧✈❡ "❤✐ ♣,♦❜❧❡♠✱ ▲♦✉✐❡ ❡" ❛❧✳ ❤✐❣❤❧✐❣❤" "❤❡ ❢❛❝" "❤❛" "❤❡ ❝♦,❡ ❝❤❛,❣❡ ❤❛ ❛♥ ❡✛❡❝"

♦♥❧② ✇❤❡♥ ✐" ✐ ❝♦♠♣❛,❛❜❧❡ ✐♥ ♠❛❣♥✐"✉❞❡ ✇✐"❤ "❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❝❤❛,❣❡✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦,❡ ❝❤❛,❣❡

❞❡♥ ✐"② ✐ "❤✉ ,❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♣❛,"✐❛❧ ❝♦,❡ ❝❤❛,❣❡ ❞❡♥ ✐"② ♠❛"❝❤✐♥❣ "❤❡ ",✉❡ ❞❡♥ ✐"② ❜❡②♦♥❞

❛ ,❛❞✐✉ ,0 ❛♥❞ ❛,❜✐",❛,② ❢,♦♠ ✵ "♦ ,0✳ ❆  ♣❤❡,✐❝❛❧ ❇❡  ❡❧ ❢✉♥❝"✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦ ❡♥ ❢♦,

"❤✐ ❝♦,❡ ❝❤❛,❣❡ ❞❡♥ ✐"② "❤✉ ❞❡✜♥❡❞

npartial
c (r) =

{
Asin(Br)/r if r < r0
nc(r) if r > r0

✭✷✳✻✸✮

✇✐"❤ ❆ ❛♥❞ ❇ ❞❡"❡,♠✐♥❡❞ ❜② "❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥c✭,✮ ❛♥❞ ✐" ❣,❛❞✐❡♥" ❛" , ❂ ,0✳ ❚❤✐ ◆▲❈❈

❛♣♣,♦❛❝❤ ✐ ✉ ❡❞ ✐♥ ♦✉,  "✉❞② ♦❢ ❝♦♣♣❡, ❤②❞,♦①✐❞❡ ❛❝❡"❛"❡  ② "❡♠ ✐♥ "❤❡ ♥❡①" ❝❤❛♣"❡,✳

❚❤❡ ✧ ❡♠✐❝♦,❡✧  ♦❧✉"✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❧ ♦ ❜❡ ✉ ❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥❢,♦♥"❡❞ "♦ "❤❡ ◆▲❈❈ ❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥ 

"♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤" "❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡,❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ "✇♦ ♠❡"❤♦❞ ✳ ■♥ ✷✵✵✸✱ ❘❡✐ ❛♥❞ ❝♦✇♦,❦❡, ❬✹✶❪

♣,♦♣♦ ❡❞ ❛ ✇❛② ♦❢ ❝♦♥ ",✉❝"✐♦♥ ❢♦, ♥♦,♠✲❝♦♥ ❡,✈✐♥❣ ♣ ❡✉❞♦✲♣♦"❡♥"✐❛❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣  ❡♠✐❝♦,❡

 "❛"❡ ✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐ "♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ "❤❡ ✜, "✲♣,✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥  "❛"❡ ❝♦,,❡ ♣♦♥❞✐♥❣ "♦ "❤❡

,❡❣✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡,❧❛♣ ❜❡"✇❡❡♥ ❝♦,❡  "❛"❡ ❛♥❞ ✈❛❧❡♥❝❡  "❛"❡ ✳ ❋♦, ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♥❣✉❧❛, ♠♦♠❡♥"✉♠

l✱ ❘❡✐ ❡" ❛❧✳ ♣,♦♣♦ ❡ ❛ ♥❡✇ ❞✐ "✐♥❝"✐♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡  "❛"❡ ❢♦, ✇❤✐❝❤ "❤❡,❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛  ✐♥❣❧❡

♣ ❡✉❞♦✲✇❛✈❡❢✉♥❝"✐♦♥ ✭✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛ ❡ "❤❡ ❚,♦✉❧❧✐❡,✲▼❛,"✐♥  ❝❤❡♠❡ ✐ ❛♣♣❧✐❡❞✮ ❛♥❞ "❤❡

 "❛"❡ ❢♦, ✇❤✐❝❤ "❤❡,❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦,❡ "❤❛♥ ♦♥❡ ♣ ❡✉❞♦✲✇❛✈❡❢✉♥❝"✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛""❡, ❛,❡ ",❡❛"❡❞

❛ ✧ ❡♠✐❝♦,❡  "❛"❡ ✧✳ ❋♦, "❤❡ ✸❞ ✲❈✉ ❝❛ ❡✱ "❤❡ ✸! ❛♥❞ ✸♣ ❛,❡ "❤❡  ❡♠✐❝♦,❡  "❛"❡ ✳ ❋♦, ❡❛❝❤

l ❁ ✷✱ "❤❡ ♣ ❡✉❞♦✲♣♦"❡♥"✐❛❧ ✐ ✉ ❡❞ "♦ ♣,♦✈✐❞❡ ♥♦❞❡❧❡  ♣ ❡✉❞♦✲✇❛✈❡❢✉♥❝"✐♦♥ φPP,0
l<2 (r)

♠❛"❝❤✐♥❣ "❤❡ ✧ ❡♠✐❝♦,❡✧ ♦,❜✐"❛❧ ❢♦, , ≥ ,c✱ "❤❡ ❝✉"✲♦✛ ,❛❞✐✉ ✳ ❋♦, "❤❡  ❛♠❡ l ✈❛❧✉❡ ✱

❛❞❞✐"✐♦♥❛❧  ✐♥❣❧❡✲♥♦❞❡ ♣ ❡✉❞♦✲✇❛✈❡❢✉♥❝"✐♦♥ φPP,1
l<2 (r) ♠❛"❝❤✐♥❣ "❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♦,❜✐"❛❧ ❢♦,

"❤❡  ❛♠❡ ,❡❣✐♦♥ ✭, ≥ ,c✮ ❛,❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ "❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥✳ ■♥ "❤❡ ❝❛ ❡ ♦❢ "❤❡ ♥♦❞❡❧❡  

♣ ❡✉❞♦✲✇❛✈❡❢✉♥❝"✐♦♥ ❘

PP,0
l ✱ ✐" ✐ ❝♦♥ ",✉❝"❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ "❤❡ ❚,♦✉❧❧✐❡, ❛♥❞ ▼❛,"✐♥  ❝❤❡♠❡

l < 2, RPP,0
l =

{
RAE,semi

l (r) if r ≥ rc
rleq(r) if r ≤ rc

✭✷✳✻✹✮

l ≥ 2, RPP,0
l =

{
RAE,v

l (r) if r ≥ rc
rlep(r) if r ≤ rc

p(r) = b0 + b2r
2 + b4r

4 + b6r
6 + b8r

8 + b10r
10 + b12r

12

q(r) = w0 + w2r
2 + w4r

4 + w6r
6 + w8r

8 + w10r
10 + w12r

12 + w14r
14 + w16r

16 + w18r
18

✇✐"❤ ❘

AE,semi
l (r)✱ "❤❡ ✐♥♥❡,✲ ❤❡❧❧ ✭ ❡♠✐❝♦,❡✮ ❛♥❞ ,

AE,v
l (r)✱ "❤❡ ♦✉"❡,✲ ❤❡❧❧ ✭✈❛❧❡♥❝❡✮ ❛❧❧

❡❧❡❝",♦♥ ✭❆❊✮ ✇❛✈❡❢✉♥❝"✐♦♥ ✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ♦❢ ♥♦,♠✲❝♦♥ ❡,✈❛"✐♦♥ ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❞❡✲

✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ "❤❡ ♣,❡✈✐♦✉ ❝♦♥ ✐❞❡,❛"✐♦♥ ❛,❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ "♦ "❤❡ ♥♦❞❡❧❡  ✇❛✈❡❢✉♥❝"✐♦♥ ❘

PP,0
l ✳

✾✵



❚❤❡ ✈❛%✐❛'✐♦♥❛❧ ❢%❡❡❞♦♠ ✐♥'%♦❞✉❝❡❞ ❜② '❤❡ '❤%❡❡ ❛❞❞✐'✐♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥'4 ✇ i

✐4 ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② '❤%❡❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥4 ❛♣♣❧②✐♥❣ '♦ '❤❡ 4✐♥❣❧❡✲♥♦❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♣4❡✉❞♦✲♦%❜✐'❛❧4

❘

PP,1
l

For l < 2, we have





RPP,1
l (rc) = RAE,v

l (rc)
rc∫
0

|RPP,1
l (rc)|2r2dr =

rc∫
0

|RAE,v
l (rc)|2r2dr

ǫPP,1
l = ǫAE,v

l

✭✷✳✻✺✮

❚❤❡%❡❢♦%❡✱ '❤❡ 4❡♠✐❝♦%❡ 4'❛'❡4 ✐♥❝❧✉4✐♦♥ ❣♦❡4 ❛❧♦♥❣ ✇✐'❤ ❛♥ ✐♥❝%❡❛4❡❞ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ ❝♦4'

✭❢♦% '❤❡ 4✐♥❣❧❡✲♥♦❞❡ ❡❧❡♠❡♥'4✮ 4✐♥❝❡ '❤❡② '❡♥❞ '♦ ❜❡ ✈❡%② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❤❛%❞ ✐♥❞✉❝✐♥❣✱

✐♥ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡4 ✐♠♣❧❡♠❡♥'❛'✐♦♥4✱ ❤✐❣❤ ❋♦✉%✐❡% ❝♦♠♣♦♥❡♥'4 ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥4 ❛♥❞ '❤✉4 ❤✐❣❤❡%

❡♥❡%❣② ❝✉'✲♦✛4✳

❚❤❡ ♠♦4' ✐♠♣♦%'❛♥' ❝❤❛%❛❝'❡%✐4'✐❝4 ♦❢ ❛ ♣4❡✉❞♦✲♣♦'❡♥'✐❛❧ ❛%❡ '%❛♥4❢❡%❛❜✐❧✐'②✱ ❝✉'✲♦✛ %❡✲

C✉✐%❡♠❡♥' ❛♥❞ '❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐'②✳ ❚❤✐4 ❧❛4' ❡❧❡♠❡♥' ♠❡❛♥4 '❤❛' '❤❡ ♣4❡✉❞♦✲♣♦'❡♥'✐❛❧4

✇✐'❤ ◆▲❈❈ ♦% 4❡♠✐❝♦%❡ ❛♣♣%♦❛❝❤❡4 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ '❡4'❡❞ ❡①'❡♥4✐✈❡❧② ♦♥ ❛ ❝❡%'❛✐♥ '②♣❡ ♦❢

❛'♦♠4✱ ♠♦❧❡❝✉❧❡4 ❛♥❞ ❡♥✈✐%♦♥♠❡♥'4✳ ❚❤❡%❡❢♦%❡✱ ♣%❡❧✐♠✐♥❛%② '♦ ❛♥② ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡4 ❝❛❧❝✉❧❛✲

'✐♦♥✱ '❤❡ ♣4❡✉❞♦✲♣♦'❡♥'✐❛❧ ❤❛✈❡ '♦ ❜❡ ❝❤♦4❡♥ ❛❝❝♦%❞✐♥❣ '♦ '❤❡ 4②4'❡♠ ❛♥❞ '❤❡ ♣%♦♣❡%'✐❡4

'❤❛' ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈❡4'✐❣❛'❡❞✳

✷✳✷ ❈❛$✲&❛$$✐♥❡❧❧♦ ▼♦❧❡❝✉❧❛$ ❉②♥❛♠✐❝2 ✭❈&▼❉✮

■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

▼♦❧❡❝✉❧❛% ❞②♥❛♠✐❝4 ✐4 ❛ ♠❡'❤♦❞ ✐♥'%♦❞✉❝❡❞ ❜② ❆❧❞❡% ❛♥❞ ❲❛✐♥✇%✐❣❤' ✐♥ '❤❡ ❧❛'❡

✶✾✺✵✬4 ❢♦% '❤❡ 4'✉❞② ♦❢ ♣❤❛4❡ '%❛♥4✐'✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ '❤❡ ❝❛4❡ ♦❢ ❤❛%❞ 4♣❤❡%❡ 4②4'❡♠4

❬✹✷❪✳ ■' ✐4 ❛♥ ❛♣♣%♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ '♦ 4'✉❞② ❛ 4②4'❡♠ ♦❢ ✐♥'❡%❛❝'✐♥❣ ♣❛%'✐❝❧❡4 ❜② ❝%❡❛'✐♥❣

❛ ♠♦❞❡❧ 4②4'❡♠ ❛4 ❝❧♦4❡ ❛4 ♣♦44✐❜❧❡ '♦ '❤❡ %❡❛❧ 4②4'❡♠ ❛♥❞ 4✐♠✉❧❛'❡ ✐'4 ❜❡❤❛✈✐♦% ❢♦%

❛ 4✉✣❝✐❡♥' ❧❡♥❣'❤ ♦❢ '✐♠❡ '♦ 4'✉❞② '❤❡ ♣%♦♣❡%'✐❡4 ♦❢ ✐♥'❡%❡4'✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝'4 ❞❡4❝%✐❜❡❞

❜② ♠♦❧❡❝✉❧❛% ❞②♥❛♠✐❝4 ❝❛♥ ❜❡ ❛'♦♠4✱ ♠♦❧❡❝✉❧❡4 ♦% ♣♦❧②♠❡%4✱ '❤❡4❡ ❛%❡ ❝♦♥4✐❞❡%❡❞ ❛4

♣♦✐♥'✲❧✐❦❡ ♣❛%'✐❝❧❡4 ❛♥❞ %❡♣%❡4❡♥'❡❞ ❛4 ❝❧❛44✐❝❛❧ ✭❞❡'❡%♠✐♥✐4'✐❝✮ ♣❛%'✐❝❧❡4 ✇✐'❤ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞

♣♦4✐'✐♦♥4 ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐'✐❡4✳ ❲❡ ❝♦♥4✐❞❡% ❛ 4②4'❡♠ ♦❢ ◆I ❛'♦♠4 ✇✐'❤ '❤❡ ❝♦%%❡4♣♦♥❞✐♥❣

♣♦4✐'✐♦♥ ✈❛%✐❛❜❧❡4

~RI❂✭①I ✱②I ✱③I✮ ❛♥❞ ■ ❂ ✶✱✳✳✱◆I ✳ ❚❤❡4❡ ♣❛%'✐❝❧❡4 ✐♥'❡%❛❝' ✈✐❛ ❛ ❣✐✈❡♥

❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣♦4✐'✐♦♥4✱ '❤❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ❱✭~r✮✳ ❚❤❡ ❢♦%❝❡4 ~fI ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ '❤❡ ♣❛%'✐❝❧❡4 ❛%❡
'❤❡%❡❢♦%❡ '❤❡ ❣%❛❞✐❡♥'4 ♦❢ '❤✐4 ♣♦'❡♥'✐❛❧✱

~fI =
∂V (~RI)

∂ ~RI

✭✷✳✻✻✮

'❤❡ ❡①♣%❡44✐♦♥ ♦❢ '❤✐4 ✸◆I ❞✐♠❡♥4✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝'✐♦♥
~fI ✐4 ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❢♦%❝❡ ✜❡❧❞✳ ❖♥❡ ✐♥❝❧✉❞❡4

❛❧❧ ♥❡❝❡44❛%② ❢♦%♠4 ♦❢ ✐♥'❡%❛❝'✐♦♥ ❢✉♥❝'✐♦♥4 ✐♥ '❤❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧ 4✉❝❤ ❛4 ❜♦♥❞ 4'%❡❝❤✐♥❣ ♦%

❜❡♥❞✐♥❣✱ ❈♦✉❧♦♠❜ ♦% ❡✈❡♥ ✈❛♥ ❞❡% ❲❛❛❧4 ✐♥'❡%❛❝'✐♦♥4 ❜❡❝❛✉4❡ '❤❡② ❝❛♥ ❜❡ %❡♣%❡4❡♥'❡❞

❛4 ❛♥❛❧②'✐❝❛❧ ♣❛%❛♠❡'❡%✲❞❡♣❡♥❞❡♥' ❢✉♥❝'✐♦♥4 ♦❢

~RI ✳ ❚❤❡ ♣❛%❛♠❡'❡%4 ♦❢ '❤❡ 4②4'❡♠ ✉♥❞❡%

4'✉❞②✱ ✇✐'❤✐♥ '❤❡ ❢♦%❝❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥4✐❞❡%❡❞✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐'❤❡% '❛❦❡♥ ❢%♦♠ ✜'4 '♦ ❡①♣❡%✐♠❡♥'4 ♦%

✾✶
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❞#♦①✐❞❡ ❛❝❡"❛"❡ "♦ ❡①❡♠♣❧✐❢② "❤❡ ♣#❡❞✐❝"✐✈❡ ♣♦✇❡# ❛♥❞ "②♣✐❝❛❧ ♦✉"♣✉"0 ♦❢ 0✉❝❤ 0✐♠✉❧❛"✐♦♥0✳

✷✳✷✳✶ ❈♦♥&'(✉❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✜(&'✲♣(✐♥❝✐♣❧❡& ♣♦'❡♥'✐❛❧

❚❤❡ ✜#0" 0"❡♣ ✐♥ "❤❡ ❝♦♥0"#✉❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❈<▼❉ ♠❡"❤♦❞ ✐0 "❤❡ ❞❡"❡#♠✐♥❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✐♥✲

"❡#❛"♦♠✐❝ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ❢#♦♠ ✜#0"✲♣#✐♥❝✐♣❧❡0✳ ❋♦# ❛ 0②0"❡♠ ♦❢ ◆I ❛"♦♠0✱ "❤❡ ❞❡♥0✐"② ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧

✭❉❋✮ ❢#❛♠❡✇♦#❦ ✐♥❢♦#♠0 ✉0 "❤❛" "❤❡ "♦"❛❧ ❡♥❡#❣② ❢♦# ❛♥ ❛"♦♠✐❝ ❝♦♥✜❣✉#❛"✐♦♥ ④

~RI⑥ ✐0 ❛

❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ♦❢ "❤❡ ❡❧❡❝"#♦♥✐❝ ❞❡♥0✐"② ♥(~r) ♣❛#❛♠❡"#✐③❡❞ ❜② "❤❡ ✐♦♥✐❝ ♣♦0✐"✐♦♥0 ❊[n(~r), {~RI}]✳
❋♦# "❤✐0 ❝♦♥0"#✉❝"✐♦♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦" ❝♦♥0✐❞❡# "❤❡ 0♣✐♥ ❞❡❣#❡❡ ♦❢ ❢#❡❡❞♦♠ 0✐♥❝❡ ✐"0 ✐♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

♠❛② ❜❡ ♣❡#❢♦#♠❡❞ ✐♥ "❤❡ 0❛♠❡ ✇❛② "❤❛♥ "❤❡ ♦♥❡ ❞❡0❝#✐❜❡❞ ✐♥ "❤❡ ♣#❡✈✐♦✉0 0❡❝"✐♦♥✳ ❚❤❡
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❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♦#❜✐"❛❧0 φi(~r)

n(~r) = 2

Ne/2=Occ∑

i=1

|φi(~r)|2 ✭✷✳✻✼✮

✇✐"❤ ~r✱ "❤❡ ❡❧❡❝"#♦♥✐❝ 0♣❛❝❡ ✈❛#✐❛❜❧❡ ❛♥❞ "❤❡ 0✉♠ #✉♥♥✐♥❣ ♦✈❡# ❛❧❧ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦#❜✐"❛❧0✳ ❲❡

❛00✉♠❡ "❤❛" "❤❡ ❡❧❡❝"#♦♥✐❝ ❣❛♣ ✐0 ♠✉❝❤ ❧❛#❣❡# "❤❛♥ "❤❡ ❝❤❛#❛❝"❡#✐0"✐❝ ❡♥❡#❣② ♦❢ ✐♦♥✐❝

♠♦"✐♦♥✱ ❛0 ✐" ❤♦❧❞0 ❢♦# ♠♦0" 0❡♠✐❝♦♥❞✉❝"♦#0 ❛♥❞ ✐♥0✉❧❛"♦#0✳ ■♥ "❤❡ ❝❛0❡ ♦❢ ♠❡"❛❧❧✐❝

0②0"❡♠0✱ "❤❡ 0✐"✉❛"✐♦♥ ✐0 ♠♦#❡ ❞❡❧✐❝❛"❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ 0"✐❧❧ ♣#♦❝❡❡❞ ♣#♦✈✐❞❡❞ "❤❡ ❝❤❛#❛❝"❡#✐0"✐❝
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❆♥ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ❛00✉♠♣"✐♦♥ ✐0 "❤❛" ✐♦♥✐❝ ♠♦"✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡0❝#✐❜❡❞ ❝❧❛00✐❝❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐0 "❤❡

❣❡♥❡#❛❧ ♣❛#❛❞✐❣♠ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛# ❞②♥❛♠✐❝0 ♠❡"❤♦❞0✳ ■♥ "❤✐0 ❝♦♥"❡①"✱ "❤❡ ❞❡0✐#❡❞ ✐♥"❡#❛❝"✐♦♥

♣♦"❡♥"✐❛❧ ❝♦##❡0♣♦♥❞✐♥❣ "♦ ♦✉# ❛"♦♠✐❝ 0②0"❡♠ ❛♥❞ ❞❡#✐✈❡❞ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ✭❆■✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇#✐""❡♥

❛0

V AI
(
{~RI}

)
= 〈Ψ0(~r)|Ĥ|Ψ0(~r)〉 ✭✷✳✻✽✮

✇❤❡#❡ Ĥ ✐0 "❤❡ ❍❛♠✐❧"♦♥✐❛♥ ♦❢ "❤❡ 0②0"❡♠ ✐♥ "❤❡ ✜①❡❞ ✐♦♥✐❝ ❝♦♥✜❣✉#❛"✐♦♥ {~RI} ❛♥❞

Ψ0(~r) ✐0 "❤❡ ❣#♦✉♥❞ 0"❛"❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝"✐♦♥✳ ❚❤❡ "♦"❛❧ ❡♥❡#❣② ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ✭✷✳✶✻✮ ❤❛0 "❤✉0 "♦

✾✷



❜❡ ❡✈❛❧✉❛&❡❞ &❤)♦✉❣❤ &❤❡ ✈❛)✐❛&✐♦♥❛❧ ♣❛)❛♠❡&❡)0 &❤❛& ❛)❡ &❤❡ ✐♦♥✐❝ ♣♦0✐&✐♦♥0 ❛0 ✇❡❧❧ ❛0

&❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♦)❜✐&❛❧0 {φi}

E[{φi}, {~RI}] = 2
Occ∑

i=1

∫
φ∗
i (~r)

(
− 1

2
∇2
)
φi(~r)d~r +

∫
Vext(~r − ~RI)n(~r)d~r ✭✷✳✻✾✮

+
1

2

∫
n(~r)n(~r′)

|~r − ~r′|
d~rd~r′ + Exc[n] +

1

2

∑

I 6=J

ZIZJ

|~RI − ~RJ |

✇❤❡)❡ ❱ext ✐0 &❤❡ &♦&❛❧ ♥✉❝❧❡✐ ❡❧❡❝&)♦0&❛&✐❝ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❢❡❧& ❜② &❤❡ ❡❧❡❝&)♦♥0✱ ❩ I ❛)❡ &❤❡

♥✉❝❧❡❛) ❝❤❛)❣❡0 ❛♥❞ ❊xc ✐0 &❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦))❡❧❛&✐♦♥ ❡♥❡)❣② ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧ ❡♥❝♦♠♣❛00✐♥❣ ❛❧❧

♠❛♥②✲❜♦❞② ❡✛❡❝&0 ✐♥ &❤❡ 0②0&❡♠✳ ❚❤❡ ✜)0&✲♣)✐♥❝✐♣❧❡0 ❛&♦♠✐❝ ✐♥&❡)❛❝&✐♦♥ ♣♦&❡♥&✐❛❧ 0♦✉❣❤&

❢♦) ❝❛♥ &❤✉0 ❜❡ ✇)✐&&❡♥ ❛0

V AI
(
{~RI}

)
= min

{φi}
E
[
{φi}, {~RI}

]
✭✷✳✼✵✮
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♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ &❤❡ 0②0&❡♠ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛0 &❤❡ ❛&♦♠✐❝ ✐♥&❡)❛❝&✐♦♥ ♣♦&❡♥&✐❛❧ V AI
(
{~RI}

)
✉0❡❞

✐♥ &❤❡ ▼❉ ♣)♦❝❡❞✉)❡✳ ❚❤❡ ♠❡&❤♦❞ ✐0 &♦ ♣❡)❢♦)♠ &❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ &♦&❛❧ ❡♥❡)❣②

❢✉♥❝&✐♦♥❛❧ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ &❤❡ 0✐♠✉❧❛&❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✭❙❆✮ ❝♦♥❝❡♣& ✐♥&)♦❞✉❝❡❞ ❜② ❑✐)❦♣❛&)✐❝❦✱

●❡❧❛&& ❛♥❞ ❱❡❝❝❤✐ ✐♥ ✶✾✽✸ ❬✹✹❪✳ ❚❤✐0 ❛♣♣)♦❛❝❤ ♣❡)♠✐&0 &❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝&✐✈❡

❢✉♥❝&✐♦♥ ❖✭{β}✮ )❡❧❛&✐✈❡ &♦ &❤❡ ❝♦))❡0♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛)❛♠❡&❡) 0♣❛❝❡ {β}✳ ❚❤✐0 ✐0 ❛❝❤✐❡✈❡❞

&❤)♦✉❣❤ 0✉❝❝❡00✐✈❡ ❣❡♥❡)❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ {β} ✇✐&❤ ❛ ❇♦❧&③♠❛♥✲&②♣❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐&② ❞✐0&)✐❜✉&✐♦♥

✭≃ e−O({β})/T
✮ ✈✐❛ ❛ ▼♦♥&❡ ❈❛)❧♦ ♣)♦❝❡❞✉)❡ ✉0✐♥❣ &❤❡ ♠❡&)♦♣♦❧✐0 ❛❧❣♦)✐&❤♠✳ ❚❤❡ 0&❛&❡

♣)♦✈✐❞✐♥❣ &❤❡ ❧♦✇❡0& ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❖✭β✮ ✐0 )❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ &❤❡ &❡♠♣❡)❛&✉)❡ ✭❚✮ &❡♥❞0 &♦ ✵✳ ❚❤❡

♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✐♥ &❤❡ ❝♦♥&❡①& ♦❢ &❤❡ ❡❧❡❝&)♦♥✐❝ 0&)✉❝&✉)❡ ❝❛❧❝✉❧❛&✐♦♥ ✐0 &❤❡ ❡♥❡)❣②

❢✉♥❝&✐♦♥❛❧ ✭✷✳✻✾✮✳ ■♥ ♣)❛❝&✐❝❡ ❛ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❝❛❧❝✉❧❛&✐♦♥ ✐0 0&✐❧❧ ♣❡)❢♦)♠❡❞ ✐♥ &❤❡ ❈J▼❉
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❋♦) ♥♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥0✐❞❡) &❤❡ ④φi⑥✬0 ❛0 ✜❝&✐&✐♦✉0 ❝❧❛00✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✈❛)✐❛❜❧❡0 ✐♥ &❤❡ 0♣❛❝❡ ♦❢

❡❧❡❝&)♦♥✐❝ ❞❡❣)❡❡0 ♦❢ ❢)❡❡❞♦♠ ♦❢ &❤❡ 0②0&❡♠✳ ❋♦) ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉❝❧❡✐ ❝♦♥✜❣✉)❛&✐♦♥ {~RI}✱ ✜)0&
♦)❞❡) ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝0 ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡)❛&❡❞ ❢♦) &❤❡ ✜❝&✐&✐♦✉0 ❡❧❡❝&)♦♥✐❝ 0②0&❡♠ ❛♥❞ ✉0❡❞

&♦ ♠❛♣ &❤❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✈✐❛ ❛ 0&❡❡♣❡0& ❞❡0❝❡♥& ♣)♦❝❡❞✉)❡ ✭❣)❛❞✐❡♥& ♠❡&❤♦❞✮✳ ❚❤❡

♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ♠❡&❤♦❞ ♠❛❦❡0 ✉0❡ ♦❢ &❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❣)❛❞✐❡♥&0 ♦❢ &❤❡ &♦&❛❧ ❡♥❡)❣②

✇✐&❤ )❡0♣❡❝& &♦ &❤❡ ✜❝&✐&✐♦✉0 ❝❧❛00✐❝❛❧ ❡❧❡❝&)♦♥0 ❛♥❞ ❧❡❛❞0 &♦ &❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ &❤❡ &♦&❛❧

❡♥❡)❣②

φ̇i(~r, t) = −1

2

δE[{φi(~r)}]
δφ∗

i (~r, t)
✭✷✳✼✶✮

✇❤❡)❡ &❤❡ &✐♠❡ ❞❡)✐✈❛&✐✈❡ ✐0 ♣❡)❢♦)♠❡❞ ✇✐&❤ )❡0♣❡❝& &♦ &❤❡ ✜❝&✐&✐♦✉0 &✐♠❡ ✐♥&)♦❞✉❝❡❞ ❢♦)

&❤❡ ❝❧❛00✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝0 ♦❢ &❤❡ {φi(~r)}′s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ &❤❡ ❝♦))❡0♣♦♥❞✐♥❣ ❑❙ ❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥ ❛0

H = −1

2
∇2 + Vext(~r) + VH(~r) + Vxc(~r) ✭✷✳✼✷✮

✾✸



✇❤❡#❡ ❱H(~r) ✐& '❤❡ ❍❛#'#❡❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ❛♥❞ ❱xc✱ '❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦##❡❧❛'✐♦♥ ♣♦'❡♥'✐❛❧

Vxc =
δExc[n]

δn(~r)
✭✷✳✼✸✮

❛♥❞ '❤❡ ❛&&♦❝✐❛'❡❞ ❑❙ ❡<✉❛'✐♦♥&

Hφi(~r) = ǫiφi(~r) ✭✷✳✼✹✮

❚❤❡ ❢♦#♠ ♦❢ '❤❡ ❍❛♠✐❧'♦♥✐❛♥ ✐♥❞✐❝❛'❡& ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛# ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ '❤❡ &✐♥❣❧❡ ♣❛#'✐❝❧❡

♦#❜✐'❛❧& φi(~r)✳ ❚❤✐& #❡&✉❧'& ✐♥ '❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛#✐'② ♦❢ '❤❡ ✜❝'✐'✐♦✉& ❞②♥❛♠✐❝& ✭✷✳✼✶✮✳ ❲❡
❡&'❛❜❧✐&❤ '❤❡ ❝♦##❡&♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ❑❙ ❢♦#♠✉❧❛'✐♦♥ ❛♥❞ '❤❡ ✜❝'✐'✐♦✉& ❞②♥❛♠✐❝&

'❤#♦✉❣❤ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ #❡❧❛'✐♦♥

δE[{φi(~r)}]
δφ∗

i (~r, t)
= 2Hφi(~r, t) ✭✷✳✼✺✮

❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡'❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ '❤❡ ♦#'❤♦♥♦#♠❛❧✐'② ❝♦♥&'#❛✐♥' ♦♥ '❤❡ φi(~r) ❢✉♥❝'✐♦♥&

∫
φ∗
i (~r)φj(~r)d~r = δij ✭✷✳✼✻✮

❚❤❡ ♣#♦❜❧❡♠ ✐& ♥♦✇ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ &❡❧❢✲❝♦♥&✐&'❡♥'❧② '❤❡ '♦'❛❧ ❡♥❡#❣② ✭✷✳✻✾✮ ✇✐'❤♦✉' ❤❛✈✐♥❣

'♦ ♣❡#❢♦#♠ ❛♥② ❡①♣❧✐❝✐' ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛'✐♦♥✳ ❚❤❡ &'❡❡♣❡&' ❞❡&❝❡♥' ♣#♦❝❡❞✉#❡ ✐& ♦♥❧② ❛ ✜#&'

❣✉❡&& ❛♥❞ '❤❡#❡ ❡①✐&' ✈❡#② ❡✣❝✐❡♥' ❝♦♥❥✉❣❛'❡ ❣#❛❞✐❡♥'& ✭❈●✮ ♠❡'❤♦❞& ❛&&♦❝✐❛'❡❞ '♦ ♣#❡✲

❝♦♥❞✐'✐♦♥✐♥❣ '❡❝❤♥✐<✉❡& '❤❛' ❛❧❧♦✇ '♦ ❛❝❤✐❡✈❡ '❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛'✐♦♥ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❬✶✵✹❪✳ ❚❤❡#❡❢♦#❡✱

♦♥❡ ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥'❧② ❝❛❧❝✉❧❛'❡ '❤❡ ❛❜ ✐♥✐'✐♦ ♣♦'❡♥'✐❛❧ V AI
✭✷✳✻✽✮ ❢#♦♠ ✇❤✐❝❤ '❤❡ ❢♦#❝❡& ♦♥

'❤❡ ✐♦♥& ❝❛♥ ❜❡ ❞❡#✐✈❡❞ '❤#♦✉❣❤ '❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❍❡❧❧♠❛♥♥✲❋❡②♥♠❛♥ '❤❡♦#❡♠ ❬✶✹✻❪✱

'❤❡ ❡①'❡♥&✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❝❧❛&&✐❝❛❧ ❡❧❡❝'#♦&'❛'✐❝ '❤❡♦#❡♠ '♦ '❤❡ <✉❛♥'✉♠ ♣#♦❜❧❡♠✳ ■' ❝❛♥ ❜❡

&'❛'❡❞ ❛& ❢♦❧❧♦✇& ❬✶✹✼❪✿ ✐' ♣#♦✈✐❞❡❞ '❤❡ <✉❛♥'✉♠ ❍❛♠✐❧'♦♥✐❛♥ ❍✭λ✮ ✇✐'❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡& ǫi✭λ✮
❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝'♦#& φi✭λ✮✱ ❛❧❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥' ♦♥ '❤❡ ♣❛#❛♠❡'❡# λ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ '❤❡ ❣❡♥❡#❛❧✐③❡❞
❢♦#❝❡ ❋λ✳ ■' ✐& ❡<✉✐✈❛❧❡♥' '♦ ❡✈❛❧✉❛'❡ ❋λ ✐' ❛& '❤❡ ❞❡#✐✈❛'✐✈❡ ♦❢ '❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡& ♦# ❛& '❤❡

❡①♣❡❝'❛'✐♦♥ ✈❛❧✉❡& ♦❢ '❤❡ ❍❛♠✐❧'♦♥✐❛♥ ❞❡#✐✈❛'✐✈❡ ✇✐'❤ #❡&♣❡❝' '♦ '❤✐& ♣❛#❛♠❡'❡#

∂ǫi(λ)

∂λ
= 〈φi(λ)|

∂H(λ)

∂λ
φi(λ)〉, ✭✷✳✼✼✮

❛&&✉♠✐♥❣ '❤❡ ❞✐✛❡#❡♥'✐❛❜✐❧✐'② ♦❢ ǫi✱ ❍ ❛♥❞ φi ✇✐'❤ #❡&♣❡❝' '♦ '❤❡ ♣❛#❛♠❡'❡# λ✳ ❲❡ '❛❦❡
λ '♦ ❜❡ '❤❡ &♣❛❝❡ ❝♦♦#❞✐♥❛'❡ ~RI ♦❢ '❤❡ ♥✉❝❧❡✉& ✧■✧ ❛♥❞ ✇❡ ❛&&✉♠❡ '❤❛' ♥♦ ❡①'❡#♥❛❧

✜❡❧❞& ❛#❡ ♣#❡&❡♥'✳ ❚❤❡ ❢♦#❝❡ ♦♥ '❤❡ ■

th
✐♦♥ ❞✉❡ '♦ ♦'❤❡# ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ ❡❧❡❝'#♦♥& ❝❛♥ ❜❡

❝♦♠♣✉'❡❞ ❢#♦♠ '❤❡ ♦'❤❡# ♥✉❝❧❡✐ ❧♦❝❛'✐♦♥& ❛♥❞ '❤❡ ❡❧❡❝'#♦♥✐❝ ❝❤❛#❣❡ ❞❡♥&✐'② ❛& ✐' ✐& ❞♦♥❡

✐♥ ❡❧❡❝'#♦&'❛'✐❝& ❬✶✹✼❪✳ ❲❡ ❝❛♥ '❤❡#❡❢♦#❡ ❝♦♥&'#✉❝' '❤❡ '✇♦ ❡<✉❛'✐♦♥& ♦❢ ♠♦'✐♦♥ '❤❛' ✇✐❧❧

❣♦✈❡#♥ '❤❡ ❞②♥❛♠✐❝& ♦❢ '❤❡ ❡❧❡❝'#♦♥✐❝ ❛♥❞ ✐♦♥✐❝ ✜❝'✐'✐♦✉& ❞②♥❛♠✐❝& ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦# ❛♥ ❡✣❝✐❡♥'

♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❛'♦♠✐❝ &'#✉❝'✉#❡ ♦❢ ♦✉# &②&'❡♠

µ̄iφ̇i(~r, t) = −1

2

δE

δφ∗
i (~r, t)

+ constraints ✭✷✳✼✽✮

M̄I
~̇RI(t) = − ∂E

∂ ~RI(t)

✾✹



✇❤❡#❡ µ̄i ❛♥❞ M̄I ❛#❡ '❤❡ ❝♦##❡*♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❡#'✐❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥'* ✭✧♠❛**❡*✧✮ ✐♥'#♦❞✉❝❡❞ '♦ ❛❝✲

❝♦✉♥' ❢♦# '❤❡ '✐♠❡*❝❛❧❡* ❞✐✛❡#❡♥❝❡* ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ✐♦♥✐❝

~RI ❛♥❞ ❡❧❡❝'#♦♥✐❝ φi(~r) ❞❡❣#❡❡* ♦❢
❢#❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡#❡❢♦#❡✱ '❤❡ ❙❉ '#❛❥❡❝'♦#② ✐* ❣❡♥❡#❛'❡❞ '❤#♦✉❣❤ '❤❡ ✈❛#✐❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ φi(~r, t)
❢♦# ❛ ✜①❡❞ ♥✉❝❧❡✐ ❝♦♥✜❣✉#❛'✐♦♥✳ ❚❤✐* ♣#♦❝❡❞✉#❡ ❧❡❛❞* '♦✇❛#❞ ❛ *✐♥❣❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ '❤❡ ❡♥✲

❡#❣② *✉#❢❛❝❡ ❊[{φi(~r, t)}] '❤❛' ❝♦✐♥❝✐❞❡* ✇✐'❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ '❤❡ ❇♦#♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡#

♣♦'❡♥'✐❛❧ ❡♥❡#❣② *✉#❢❛❝❡ ❱

AI
✭✷✳✼✵✮✳ ❚❤❡#❡❢♦#❡✱ '❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ '❤❡ ❡♥❡#❣② *✉#❢❛❝❡

❡①♣❧♦#❡❞ '❤#♦✉❣❤ ❡J✉❛'✐♦♥* ✭✷✳✼✽✮ ❛#❡ ❛❧*♦ '❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ '❤❡ ✐♥'❡#❛❝'✐♦♥ ♣♦'❡♥'✐❛❧✳ ❚❤❡

'❛*❦ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ '#❛❥❡❝'♦#② ♦♥ '❤❡ ✜❝'✐'✐♦✉* ❊[{φi(~r, t)}] *✉#❢❛❝❡ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥'#♦❧❧✐♥❣ '❤❡
#❡❧❛'✐✈❡ #❡❧❛①❛'✐♦♥ #❛'❡* ♦❢ ❡❧❡❝'#♦♥* ❛♥❞ ✐♦♥* ✐* '❤❡#❡❢♦#❡ ♣♦**✐❜❧❡ '❤#♦✉❣❤ '❤❡ ✉*❡ ♦❢

♦♣'✐♠❛❧ ✧♠❛**✧ ♣❛#❛♠❡'❡#* ❢♦# '❤❡ ✐♦♥✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝'#♦♥✐❝ *✉❜*②*'❡♠*✳ ■♥ ❝♦♥*❡J✉❡♥❝❡✱ '❤❡

♣❡#❢❡❝' *❡❧❢✲❝♦♥*✐*'❡♥❝② #❡J✉✐#❡❞ ❢♦# ❡❛❝❤ ❛'♦♠✐❝ ❝♦♥✜❣✉#❛'✐♦♥ ✭❛' ❡❛❝❤ *'❡♣✮ ✐♥ ❝♦♥✈❡♥✲

'✐♦♥❛❧ ❣#❛❞✐❡♥' ♠❡'❤♦❞*✱ ✐* ❛✈♦✐❞❡❞ ❛♥❞ #❡♣❧❛❝❡❞ ❜② '❤❡ ♣♦**✐❜✐❧✐'② '♦ ❡♥*✉#❡ '❤❛' '❤❡

✐♦♥✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝'#♦♥✐❝ ♠♦'✐♦♥* ❛#❡ ❛❞✐❛❜❛'✐❝❛❧❧② *❡♣❛#❛'❡❞ '❤#♦✉❣❤ '❤❡ ❛❞❥✉*'♠❡♥' ♦❢ '❤❡

✧♠❛**✧ ♣❛#❛♠❡'❡#*✳ ❚❤✐* ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛'✐♦♥ ❛♣♣#♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇* '#❡❛'✐♥❣ ❢❛✐#❧② ❧❛#❣❡

*②*'❡♠* ✇✐'❤ ❛ *✐♠✉❧'❛♥❡♦✉* #❡❧❛①❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✐♦♥✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝'#♦♥✐❝ ❞❡❣#❡❡* ♦❢ ❢#❡❡❞♦♠✳

❚❤❡ *❡✈❡#❡ ❧✐♠✐'❛'✐♦♥ ✐* '❤❛' '❤❡ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ #❡♠❛✐♥ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣#♦✲

❝❡❞✉#❡* ❤❛✈❡ '♦ ❜❡ ❝♦♥*✐❞❡#❡❞ '♦ ♠❛♣ ❡✣❝✐❡♥'❧② ❛❧❧ '❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① *②*'❡♠✳ ❲❡

❞✐*❝✉** '❤❡ ♣♦**✐❜✐❧✐'② ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ *✉❝❤ #❡*✉❧' ✐♥ '❤❡ ♥❡①' *✉❜*❡❝'✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ '❤❡ ❣❧♦❜❛❧

♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ✐* ❜❛*❡❞ ♦♥ *'❛'✐*'✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝* ♠❡'❤♦❞* '♦❣❡'❤❡# ✇✐'❤ '❤❡ ♣♦**✐❜✐❧✐'② ♦❢

♣❡#❢♦#♠✐♥❣ ❉❋❚✲❜❛*❡❞ ▼❉ *✐♠✉❧❛'✐♦♥*✳

✷✳✷✳✷ ▼♦❧❡❝✉❧❛) ❞②♥❛♠✐❝/ ✐♥ 0❤❡ ❡❧❡❝0)♦♥✲✐♦♥ ♣❛)❛♠❡0❡) /♣❛❝❡

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❡①♣❧♦✐' '❤❡ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ *❝❤❡♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ '❤❡ ♣#❡✈✐♦✉* *✉❜*❡❝'✐♦♥

'♦ ❡*'❛❜❧✐*❤ '❤❡ *❡❝♦♥❞✲♦#❞❡# ❞✐✛❡#❡♥'✐❛❧ ❡J✉❛'✐♦♥* ❝♦##❡*♣♦♥❞✐♥❣ '♦ ◆❡✇'♦♥✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝*

✐♥ '❤❡ ❞❡♥*✐'② ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ✭❉❋✮ ♣❛#❛♠❡'❡# *♣❛❝❡✳ ❲❡ ❝♦♥*✐❞❡# '❤❡ '✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥' ♣❛#❛♠✲

❡'❡#* φi(~r, t) ❛♥❞ ~RI(t) ❛♥❞ ✇#✐'❡ '❤❡ ▲❛❣#❛♥❣✐❛♥ ♦❢ '❤❡ ❈❛#✲U❛##✐♥❡❧❧♦ *❝❤❡♠❡ ❢♦# '❤✐*
♣❛#❛♠❡'#✐❝ *②*'❡♠

LCP =2
Occ∑

i=1

∫
µ
∣∣∣φ̇i(~r, t)

∣∣∣
2

d~r +
1

2

∑

I

MI
~̇R2
I − E[{φi}, ~RI ] ✭✷✳✼✾✮

+ 2
∑

ij

Λij

(∫
φ∗
i (~r, t)φj(~r, t)d~r − δij

)
+
∑

ν

1

2
µνα̇

2
ν

✇❤❡#❡ ✇❡ ❞#♦♣♣❡❞ '❤❡ *✉❜*❝#✐♣' ♦❢ '❤❡ ✜❝'✐✈❡ ♠❛** µi = µ ❝♦♥*✐❞❡#❡❞ '❤❡ *❛♠❡ ❢♦# ❛❧❧
❡❧❡❝'#♦♥✐❝ ❞❡❣#❡❡* ♦❢ ❢#❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ ♠❛** ▼I ✐* '❤❡ #❡❛❧ ♣❤②*✐❝❛❧ ♠❛**❡* ♦❢ '❤❡ ✐♦♥* ❝♦♥✲

*✐❞❡#❡❞ ✐♥ '❤❡ *②*'❡♠✳ ❲❡ #❡♠✐♥❞ '❤❛' '❤❡ ✜❝'✐✈❡ ♠❛** µ ✐* ♥♦♥✲♣❤②*✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥'#♦❧*
♦♥❧② '❤❡ '✐♠❡✲*'❡♣ ♦❢ '❤❡ ❝❧❛**✐❝❛❧ ❡❧❡❝'#♦♥* ❞②♥❛♠✐❝*✳ ❆♥ ♦♣'✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐* ❝❤♦*❡♥ ❛❝❝♦#❞✲

✐♥❣ '♦ '❤❡ ❛❞✐❛❜❛'✐❝ *❡♣❛#❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ #❡❛❧ ✐♦♥✐❝ ♠♦'✐♦♥ ❢#♦♠ '❤❡ ✜❝'✐✈❡ ❡❧❡❝'#♦♥ ♠♦'✐♦♥

❛♥❞ ✐' ✐* ❝❤♦*❡♥ '♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦# '❤❡ ❧❛#❣❡*' '✐♠❡✲*'❡♣ ♣♦**✐❜❧❡✳ ❚②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡* #❛♥❣❡ ❢#♦♠

µmin ≃ 300a.u ✭✸✵✵♠e✮ '♦ µmax ≃ 1000a.u ❢♦# ❛♥ ✐♥'❡❣#❛'✐♦♥ *'❡♣ ♦❢ ∆t❂✸ '♦ ✶✵ ❛✳✉ ✭✶❛✳✉
≃ ✵✳✵✷✹❢*✮✳ ❚❤❡ *❡❝♦♥❞ '❡#♠ ♦❢ '❤❡ ▲❛❣#❛♥❣✐❛♥ ❝♦##❡*♣♦♥❞* '♦ '❤❡ ✐♦♥✐❝ ❝❧❛**✐❝❛❧ ❦✐♥❡'✐❝

❡♥❡#❣② KI ✳ ❚❤❡ '❤✐#❞ '❡#♠ ✐* '❤❡ '♦'❛❧ ❡♥❡#❣② ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ❊[{φi}, ~RI ] ❝♦##❡*♣♦♥❞✐♥❣ '♦ '❤❡

♣♦'❡♥'✐❛❧ ❡♥❡#❣② *✉#❢❛❝❡ ❱

AI
(
{~RI}

)
♦❢ '❤❡ *②*'❡♠ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛' ✜#*' *✐❣❤'✱ '❤❡ '✇♦ ❛#❡ ♥♦'

❡J✉✐✈❛❧❡♥' ❜✉' #❡❧❛'❡❞ '❤#♦✉❣❤ ❡J✉❛'✐♦♥ ✭✷✳✼✵✮✳ ❚❤❡ ❢♦✉#'❤ '❡#♠ ♦❢ '❤❡ ❈U ▲❛❣#❛♥❣✐❛♥

✾✺



❝♦""❡$♣♦♥❞$ (♦ (❤❡ ♦"(❤♦♥♦"♠❛❧✐(② ❝♦♥$("❛✐♥( ✭✷✳✼✻✮ ✐♠♣♦$❡❞ ❢♦" (❤❡ ❡❧❡❝("♦♥✐❝ ❢✉♥❝(✐♦♥$

φi(~r, t) ❛♥❞ Λij (❤❡ ❝♦""❡$♣♦♥❞✐♥❣ ▲❛❣"❛♥❣❡ ♠✉❧(✐♣❧✐❡"$✳ ❚❤❡ ❧❛$( (❡"♠ ✐$ ♣"❡$❡♥( ✐♥ (❤❡

▲❛❣"❛♥❣✐❛♥ ♣"♦♣♦$❡❞ ❜② ❈❛" ❛♥❞ <❛""✐♥❡❧❧♦ ❬✹✸❪ ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥($ ❢♦" ❛❞❞✐(✐♦♥❛❧ ✜❝(✐(✐♦✉$

❞❡❣"❡❡$ ♦❢ ❢"❡❡❞♦♠ (❤❛( ❝❛♥ ❜❡✱ ❢♦" ❡①❛♠♣❧❡✱ (❤❡ ✧♠❛$$❡$✧ ♦❢ ❛ (❡♠♣❡"❛(✉"❡ "❡$❡"✈♦✐" ♦"

❝♦♥$("❛✐♥($ ♦♥ (❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ (❤❡ ❝❡❧❧✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ (❤❡ $✐♠✉❧❛(❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✭❙❆✮ ♠❡(❤♦❞

♦❢ ❑✐"❦♣❛("✐❝❦✱ ●❡❧❛(( ❛♥❞ ❱❡❝❝❤✐❬✹✹❪ ✐♥ (❤❡ ♣"❡$❡♥( ❝♦♥(❡①(✱ (❤❡ (♦(❛❧ ❡♥❡"❣② ❢✉♥❝(✐♦♥❛❧

❊[{φi}, ~RI ] ✐$ (❤✉$ (❤❡ ♦❜❥❡❝(✐✈❡ ❢✉♥❝(✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛"✐❛(✐♦♥❛❧ ♣❛"❛♠❡(❡"$ ❛"❡ (❤❡ ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥($ ♦❢ (❤❡ ❡①♣❛♥$✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❑❙ ♦"❜✐(❛❧$ ✐♥ (❤❡ ❛❞❡Q✉❛(❡ ❜❛$✐$ {cj,~k} ✭✷✳✹✾✮✱ (❤❡ ✐♦♥✐❝

♣♦$✐(✐♦♥$ {~RI} ❛♥❞ ♣♦$$✐❜❧② (❤❡ {αν}✳ ❚❤❡ ❙❆ ♣"♦❝❡❞✉"❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ (❤❡ ❈< ♠❡(❤♦❞

✐$ ❜❛$❡❞ ♦♥ ▼❉ "❛(❤❡" (❤❛♥ ♦♥ (❤❡ ♠❡("♦♣♦❧✐$ ▼♦♥(❡ ❈❛"❧♦ ♠❡(❤♦❞✳ ❚❤❡$❡ ♠❡(❤♦❞$

❛❧❧♦✇ ♥♦( ♦♥❧② ❢♦" ♠✐♥✐♠✐③❛(✐♦♥ (♦✇❛"❞ ✵ (❡♠♣❡"❛(✉"❡ ❜✉( ❛❧$♦ ❢♦" ✜♥✐(❡ (❡♠♣❡"❛(✉"❡

$✐♠✉❧❛(✐♦♥$ (❤"♦✉❣❤ ♠❛❦✐♥❣ (❤❡ ♣❛"❛♠❡(❡"$ {αν} ❜❡❝♦♠❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✈❛"✐❛❜❧❡$✱ αν(t)✳ ❲❡

✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ ♦♥ (❤✐$ ♣♦✐♥( ✇❤✐❧❡ ❡①♣♦$✐♥❣ (❤❡ ◆♦$Z✲❍♦♦✈❡" (❤❡"♠♦$(❛( ✐♠♣❧❡♠❡♥(❛(✐♦♥✳

❋"♦♠ (❤❡ ❈< ▲❛❣"❛♥❣✐❛♥ ✭✷✳✼✾✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊✉❧❡"✲▲❛❣"❛♥❣❡ ❡Q✉❛(✐♦♥$

δLCP

δφi(~r, t)
− d

dt

(
δLCP

δφ̇i(~r, t)

)
= 0 ✭✷✳✽✵✮

δLCP

δ ~RI(t)
− d

dt

(
δLCP

δ ~̇RI(t)

)
= 0

❢"♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜(❛✐♥ (❤❡ ❝♦""❡$♣♦♥❞✐♥❣ ❡Q✉❛(✐♦♥$ ♦❢ ♠♦(✐♦♥ ❢♦" (❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝("♦♥$✲✐♦♥$

$②$(❡♠

µφ̈i(~r, t) = −1

2

δE[{φi}, {~RI}]
δφ∗

i (~r, t)
+
∑

j

Λijφj(~r, t) ✭✷✳✽✶✮

MI
~̈RI = − ∂E

∂ ~RI(t)

❚❤❡$❡ (✇♦ ❡Q✉❛(✐♦♥$ ♦❢ ♠♦(✐♦♥ ❛❧❧♦✇ ♣❡"❢♦"♠✐♥❣ ▼❉ ❜❛$❡❞ $(❛(✐$(✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝$ $✐♠✉❧❛✲

(✐♦♥$✳ ■♥ (❡"♠$ ♦❢ ❡Q✉✐❧✐❜"✐✉♠ ♣"♦♣❡"(✐❡$✱ (❤❡ (♦(❛❧ ❝❧❛$$✐❝❛❧ ❦✐♥❡(✐❝ ❡♥❡"❣② ❛( ❡Q✉✐❧✐❜"✐✉♠

❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛(❡❞ "❡$✉❧(✐♥❣ ❢"♦♠ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ (❡♠♣♦"❛❧ ❛✈❡"❛❣❡$

Kclassical
Tot = K = Ke +KI ; 〈K〉 ≃ 〈K〉t ✭✷✳✽✷✮

❛♥❞ (♦ ❞❡✜♥❡ (❤❡ ❝❧❛$$✐❝❛❧ $②$(❡♠✬$ (❡♠♣❡"❛(✉"❡ ❛$ ✐($ ❦✐♥❡(✐❝ ❡♥❡"❣② ♥♦"♠❛❧✐③❡❞ ❜② (❤❡

♥✉♠❜❡" ♦❢ ❞❡❣"❡❡$ ♦❢ ❢"❡❡❞♦♠ ✭❉♦❋✮✳

Tsystem ∝ 〈K〉
#DoF

✭✷✳✽✸✮

❚❤❡"❡❢♦"❡ (❤❡ ❝♦♥("♦❧ ♦❢ (❤❡ ✈❛"✐❛(✐♦♥$ ♦❢ (❤❡ ✐♦♥✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝("♦♥✐❝ ✈❡❧♦❝✐(✐❡$ ❛❧❧♦✇$ ❢♦"
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$✐♠✉❧(❛♥❡♦✉$ "❡❧❛①❛(✐♦♥ ♦❢ ❜♦(❤ ♥✉❝❧❡❛" ❛♥❞ ❡❧❡❝("♦♥✐❝ ❉♦❋✳ ❲❡ ❛"❡ ✉$✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣(✐✲

♠✐③❛(✐♦♥ ♠❡(❤♦❞ (❤❛( ❡♥❛❜❧❡$ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥( ❡①♣❧♦"❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❝♦♥✜❣✉"❛(✐♦♥ $♣❛❝❡ (❤❛( ❧❡❛❞$
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❍♦✇❡✈❡#✱ '❤✐1 '♦'❛❧ ❡♥❡#❣② ♦❢ '❤❡ ✜❝'✐'✐♦✉1 1②1'❡♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐'❤ '❤❡ ❇♦#♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡#

♣♦'❡♥'✐❛❧ ❡♥❡#❣② 1✉#❢❛❝❡ ❱

AI
✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✷✳✻✽✮ ♦♥❧② ✐❢ ❊[{φi}, ~RI ] ✐1 ❛' ❛♥ ✐♥1'❛♥'❛♥❡♦✉1

♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❝♦##❡❝' ❝❧❛11✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡D✉❛'✐♦♥1 ❢♦# '❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛#❡

MI
~̈RI = −∂V

AI(~RI)

∂ ~RI

✭✷✳✽✹✮

❚❤❡#❡❢♦#❡✱ ✇❡ 1'✐❧❧ ❤❛✈❡ '♦ ❞❡♠♦♥1'#❛'❡ ❤♦✇ 1✉❝❤ ◆❡✇'♦♥✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝1 ✭✷✳✽✶✮ ❝❛♥ ❜❡

✉1❡❞ '♦ ❣❡♥❡#❛'❡ ❇♦#♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡# '#❛❥❡❝'♦#✐❡1 ❢♦# '❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ ♣❡#❢♦#♠ '❤❡ 1♦✲❝❛❧❧❡❞

✜#1'✲♣#✐♥❝✐♣❧❡1 ♠♦❧❡❝✉❧❛# ❞②♥❛♠✐❝1 ✭❋J▼❉✮✳ ❚❤✐1 ✐1 ❛ ❝#✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥' ❢♦# '❤❡ ❈❛#✲J❛##✐♥❡❧❧♦

'❡❝❤♥✐D✉❡✱ '❤❡ ♣❛#❛♠❡'❡# ♦❢ ✧✜❝'✐✈❡ ♠❛11✧ µ ❛♥❞ '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ ❝♦♥❞✐'✐♦♥1 {φi(~r, 0)}✱{φ̇i(~r, 0)}
❛#❡ ❝❤♦1❡♥ 1♦ '❤❛' ❛ ❝❧❡❛# '✐♠❡✲1❝❛❧❡ 1❡♣❛#❛'✐♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ ❡❧❡❝'#♦♥✐❝ ✭❢❛1'✮ ❛♥❞ ✐♦♥✐❝ ✭1❧♦✇✮

❉♦❋ ♦❝❝✉#1✳ ■♥ '❤✐1 ❝♦♥✜❣✉#❛'✐♦♥✱ ♦♥❝❡ '❤❡ ✜#1' ❡❧❡❝'#♦♥✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥ ✐1 ♣❡#❢♦#♠❡❞✱ '❤❡

♥✉❝❧❡✐ ❛#❡ ♣#♦♣❛❣❛'❡❞ ❢#♦♠ '❤❡ ❇♦#♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡# 1✉#❢❛❝❡ ✭❇❖✮ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♥✉❝❧❡❛# '#❛❥❡❝✲

'♦#✐❡1 ✐♥✐'✐❛❧❧② ❧✐❡ ✐♥ ❇❖▼❉ ♠❡'❤♦❞1✳ ■♥ ❝♦♥1'#❛1'✱ ✐♥ '❤❡ ❈J▼❉ 1❝❤❡♠❡✱ '❤❡ 1②1'❡♠✬1

❡♥❡#❣② ✇✐❧❧ 1'❛② ❝❧♦1❡ '♦ '❤❡ ❇❖ 1✉#❢❛❝❡ ❛1 ❧♦♥❣ ❛1 '❤❡ ❡❧❡❝'#♦♥✐❝ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛# ❉♦❋ #❡♠❛✐♥

✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞✱ ✐✳❡ ✐♥✐'✐❛❧ ❝♦♥❞✐'✐♦♥1 ❝❤♦✐❝❡ ♣#♦❤✐❜✐'✐♥❣ ❡♥❡#❣② '#❛♥1❢❡# ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ '✇♦

1✉❜1②1'❡♠1✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛'✐♦♥ ❢#♦♠ '❤❡ ❇❖ 1✉#❢❛❝❡ ♦❝❝✉#1 ❛❢'❡# '✐♠❡1 ✈❡#② ❧❛#❣❡ ❝♦♠♣❛#❡❞ '♦

'❤❡ ▼❉ '✐♠❡ 1'❡♣ ♦# ❡✈❡♥ ❝♦♠♣❛#❡❞ '♦ ▼❉ ♦❜1❡#✈❛'✐♦♥ '✐♠❡ ❬✶✵✹❪ ❛♥❞ ✐1 ❞❡♠♦♥1'#❛'❡❞ '♦

❜❡ ❜♦✉♥❞ ❢#♦♠ ❛❜♦✈❡ ❬✶✹✽❪✳ ❚❤❡ #❡1✉❧' ✐1 '❤❛' '❤❡ ❡❧❡❝'#♦♥1 ❢♦❧❧♦✇ ❛❞✐❛❜❛'✐❝❛❧❧② '❤❡ ✐♦♥✐❝

♠♦'✐♦♥ #❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❧♦1❡ '♦ '❤❡ ❇❖ 1✉#❢❛❝❡ 1♦ '❤❛' '❤❡1❡ ✧❝❧❛11✐❝❛❧ ❛❞✐❛❜❛'✐❝ ❞②♥❛♠✐❝1✧

❛❧❧♦✇ ❝♦♠♣✉'✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ '❡♠♣♦#❛❧ ❛✈❡#❛❣❡1 ❢#♦♠ 1✉❝❤ ❛ ♠❡'❛1'❛❜❧❡ 1✐'✉❛'✐♦♥✳

■♥ '❤❡ ❧❛1' 1✉❜1❡❝'✐♦♥ ♦❢ '❤✐1 ❝❤❛♣'❡#✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣♦1❡ '❤❡ ♣#❛❝'✐❝❛❧ ❛1♣❡❝'1 ♦❢ '❤❡ ✉1❡ ♦❢

1✉❝❤ 1❝❤❡♠❡ '♦ ♣#♦❞✉❝❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡#❡♥' ❡❧❡❝'#♦♥✐❝ ❛♥❞ 1'#✉❝'✉#❛❧ ♣#♦♣❡#'✐❡1✳ ❲❡ ✐❧❧✉1'#❛'❡

'❤✐1 ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥' ❜② ❛❝'✉❛❧ ❈J▼❉ 1✐♠✉❧❛'✐♦♥1 ♦❢ ♠♦❞❡❧ 1②1'❡♠1 1'✉❞✐❡❞✳

✷✳✷✳✸ ❚❤❡&♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝0&♦♥✐❝ ♣&♦♣❡&0✐❡2

❲❡ ❜#✐❡✢② ♦✈❡#✈✐❡✇ '❤❡ ✈❛#✐♦✉1 ❡❧❡❝'#♦♥✐❝ ❛♥❞ '❤❡#♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣#♦♣❡#'✐❡1 '❤❛' ❝❛♥ ❜❡

✐♥✈❡1'✐❣❛'❡❞ ✇✐'❤✐♥ ✜#1'✲♣#✐♥❝✐♣❧❡1 ♠♦❧❡❝✉❧❛# ❞②♥❛♠✐❝1 ♠❡'❤♦❞1✳ ❲❡ ❝♦♥1✐❞❡# '✇♦ ♠♦❞❡❧

1②1'❡♠1 '❤❛' ✇✐❧❧ ❜❡ ✉1❡❞ '♦ ✐❧❧✉1'#❛'❡ '❤❡ ♣#♦♣❡#'✐❡1 ♦❜'❛✐♥❡❞ ❢#♦♠ ❈J▼❉ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥1✳

❚❤❡ ✜#1' ❡①❛♠♣❧❡ ✐1 ❛ ❝✉❜✐❝ 1✐♠✉❧❛'✐♦♥ ❝❡❧❧ ✇✐'❤ ❛♥ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣'❤ ♦❢ ✾✳✽✻ ➴ ❝♦♥'❛✐♥✐♥❣ ✸✷

✇❛'❡# ♠♦❧❡❝✉❧❡1 (H2O)32 ✇✐'❤ '❤❡ ❝❤❛#❛❝'❡#✐1'✐❝ ❞❡♥1✐'② ✐❢ ❧✐D✉✐❞ ✇❛'❡# ❛' #♦♦♠ '❡♠♣❡#❛✲

'✉#❡ ✭❧❡❢' ♣❛#' ♦❢ ❋✐❣✉#❡ ✸✶✮✳ ❚❤❡ 1❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✐1 '❤❡ ♣#♦'♦'②♣✐❝❛❧ ❤②❜#✐❞ ♠❛'❡#✐❛❧ '❤❛'

✇❡ 1'✉❞② ✐♥ '❤❡ ♥❡①' ❝❤❛♣'❡#✱ ❝♦♣♣❡# ❤②❞#♦①✐❞❡ ❛❝❡'❛'❡ [Cu2(OH)3(CH3COO) • (H2O)]16
✭#✐❣❤' ♣❛#' ♦❢ ❋✐❣✉#❡ ✸✶✮✳ ❚❤✐1 1✐♠✉❧❛'✐♦♥ ❝❡❧❧ ❝♦♥'❛✐♥1 ✶✻ ❢♦#♠✉❧❛ ✉♥✐'1 ✇❤✐❝❤ ❝♦##❡1♣♦♥❞1

'♦ ✷✽✽ ❛'♦♠1✳ ❚❤❡ ❧❛''✐❝❡ ♣❛#❛♠❡'❡# ❛♥❞ '❤❡ ❛'♦♠✐❝ 1'#✉❝'✉#❡ '❤❛' ✇✐❧❧ ❜❡ ✉1❡❞ ✐♥ '❤✐1

❝❤❛♣'❡# ❛♥❞ '❤❡ ♥❡①' ❛#❡ '❤♦1❡ ♦❢ '❤❡ ❡①♣❡#✐♠❡♥'❛❧ ✇♦#❦ ♦❢ ➆✈❛#❝♦✈] ❛♥❞ ❝♦✇♦#❦❡#1 ❬✸❪✳ ■♥

'❤✐1 ❝♦♥'#✐❜✉'✐♦♥✱ '❤❡ ❛✉'❤♦#1 1②♥'❤❡1✐③❡❞ ❛ 1✐♥❣❧❡✲❝#②1'❛❧ 1'#✉❝'✉#❡ ✐❞❡❛❧ ❢♦# '❤❡ ❢✉❧❧ ❝❤❛#✲

❛❝'❡#✐③❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❝#②1'❛❧ 1'#✉❝'✉#❡ ❛♥❞ '❤❡#❡❢♦#❡ ❛❞❡D✉❛'❡ ❢♦# ❛ ✜#1'✲♣#✐♥❝✐♣❧❡1 ♠♦❧❡❝✉❧❛#

❞②♥❛♠✐❝1 1'✉❞②✳

❚❤❡ ◆♦%&✲❍♦♦✈❡* +❤❡*♠♦%+❛+

❚❤❡ ♠❡'❤♦❞1 '♦ ❛❝❤✐❡✈❡ '❤❡#♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦♥'#♦❧ ♦❢ 1②1'❡♠1 1✐♠✉❧❛'❡❞ ❜② ▼❉ ❛♣✲

♣#♦❛❝❤❡1 ❛#❡ ♣✐♦♥❡❡#❡❞ ❜② ❘❛❤♠❛♥✱ ❆♥❞❡#1❡♥✱ J❛##✐♥❡❧❧♦✱ ◆♦1a ❛♥❞ ❍♦♦✈❡# ❬✶✷✷✱ ✶✷✸✱
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#❤✐, ♣✉*♣♦,❡✱ ♦♥❡ ❤❛, #♦ ✐♥❝❧✉❞❡ #❤✐, ♥❡✇ ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ ✭✧s✧✮ ✐♥ #❤❡ ▲❛❣*❛♥❣✐❛♥

▲CP ♦❢ ❡9✉❛#✐♦♥ ✭✷✳✼✾✮✳ ❚❤❡*❡❢♦*❡✱ #❤❡ #❤❡*♠♦,#❛# ,②,#❡♠ ❤❛, ✐#, ♦✇♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✈❛*✐✲

❛❜❧❡ s(t) ❛♥❞ ❛ ✜❝#✐#✐♦✉, ♠❛,, Q ❡♥,✉*✐♥❣ #❤❡ #✐♠❡ ,❝❛❧✐♥❣ ♦❢ #❤❡ ♠♦#✐♦♥ ♦❢ s(t) ✇✐#❤

*❡,♣❡❝# #♦ #❤❡ ♠♦#✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥✐❝ ♣♦,✐#✐♦♥,

~RI(t)✳ ❚❤❡ ❛,,♦❝✐❛#❡❞ ♣♦#❡♥#✐❛❧ ✐, ❣✐✈❡♥ ❜② #❤❡

❇♦❧#③♠❛♥♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ #❡*♠ (3NI)kBT ln(s) ❛♥❞ #❤❡ ❡①#❡♥❞❡❞ ❈❛*✲0❛**✐♥❡❧❧♦✲◆♦,K✲❍♦♦✈❡*

✭❝♦♥,#*✉❝#❡❞ ❢*♦♠ *❡❢,✳ ❬✹✸✱ ✶✺✷❪✮ ▲❛❣*❛♥❣✐❛♥ ▲CP−NH ❝❛♥ ❜❡ ✇*✐##❡♥✱ ❛❢#❡* ❞*♦♣♣✐♥❣ #❤❡

❝♦♥,#*❛✐♥#, αν #❡*♠✱

LCP−NH =2
Occ∑

i=1

∫
µ
∣∣∣φ̇i(~r)

∣∣∣
2

d~r +
1

2

NI∑

I

MIs
2 ~̇R2

I − E[{φi}, ~RI ] ✭✷✳✽✻✮

+ 2
∑

ij

Λij

(∫
φ∗
i (~r)φj(~r)d~r − δij

)

+
1

2
Qṡ2 − (3NI + 1)kBT ln(s)

❯,✐♥❣ ❛ ▲❡❣❡♥❞*❡ #*❛♥,❢♦*♠❛#✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ #❤❡ ❝♦**❡,♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥#❛ ❢♦* #❤❡ ❝❧❛,,✐❝❛❧

✐♦♥✐❝ ❛♥❞ #❤❡*♠♦,#❛# ✈❡❧♦❝✐#✐❡,

~pI = ∇ ~̇RI
LCP−NH =MIs

2 ~̇RI ✭✷✳✽✼✮

ps =
∂L

∂ṡ

❛, ✇❡❧❧ ❛, #❤❡ ♠♦♠❡♥#❛ ♣e ❛♥❞ ♣

∗
e ❢♦* #❤❡ ❝❧❛,,✐❝❛❧ ❡❧❡❝#*♦♥✐❝ ❉♦❋ ✈❡❧♦❝✐#✐❡, φ̇i ✇❤✐❝❤ ❛*❡

✉♥❛✛❡❝#❡❞ ❜② #❤❡ #❤❡*♠♦,#❛#

pe =
δLCP

δφ̇∗
i (~r)

= µφ̇i(~r) ✭✷✳✽✽✮

p∗e =
δLCP

δφ̇i(~r)
= µφ̇∗

i (~r)

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✇*✐#❡ #❤❡ ❡①#❡♥❞❡❞ ❍❛♠✐❧#♦♥✐❛♥ ❢♦* #❤❡ ❡❧❡❝#*♦♥✐❝✱ ✐♦♥✐❝ ❛♥❞ #❤❡*♠♦,#❛#

,②,#❡♠

HCP−NH =
Ne∑

i

∫
pe(~r)p

∗
e(~r)

µ
d~r +

NI∑

I

(~pI)
2

2s2MI

+ V AI
(
{~RI}

)
✭✷✳✽✾✮

+ 2
∑

ij

Λij

(∫
φ∗
i (~r)φj(~r)d~r − δij

)

+
p2s
2Q

+ (3NI + 1)kBT ln(s)

✾✾



✇❤❡#❡ ◗ ✐& ❛♥ ✐♥❡#)✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥) ❛&&♦❝✐❛)❡❞ )♦ )❤❡ ❤❡❛) ❜❛)❤ ✐♥)#♦❞✉❝❡❞✳ ❯&✐♥❣ ❍❛♠✐❧)♦♥

❡6✉❛)✐♦♥& ❢♦# ❡❛❝❤ ✈❛#✐❛❜❧❡& ❛♥❞ )❤❡✐# ♠♦♠❡♥)❛ ✐♥ ❍CP−NH ♦# ❡6✉✐✈❛❧❡♥)❧② )❤❡ ❊✉❧❡#✲

▲❛❣#❛♥❣❡ ❡6✉❛)✐♦♥& ❛&&♦❝✐❛)❡❞ ✇✐)❤ )❤❡ ▲❛❣#❛♥❣✐❛♥ ▲CP−NH ✱ ✇❡ ♦❜)❛✐♥ )❤❡ ✜♥❛❧ &❡) ♦❢

❡6✉❛)✐♦♥& ♦❢ ♠♦)✐♦♥

µφ̈i(~r, t) = −1

2

δE[{φi}, {~RI}]
δφ∗

i (~r, t)
+
∑

j

Λijφj(~r, t) ✭✷✳✾✵✮

MI
~̈RI(t) =

1

s(t)2
∇~RI(t)

E[{φi}, {~RI}]− 2
ṡ(t)

s(t)
MI

~̇RI(t)

Qs̈(t) =
1

s

[
s2(t)

NI∑

I

MI
~̇R2
I(t)− (3N + 1)kBT

]

)❤❛) ❡♥❝♦♠♣❛&& ❛❧❧ )❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ &❝❤❡♠❡ ♦❢ )❤❡ ❈❛#✲F❛##✐♥❡❧❧♦ ♠❡)❤♦❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ )❤❡

◆♦&H✲❍♦♦✈❡# )❤❡#♠♦&)❛)✳ ❲❡ ♥♦)❡ )❤❛) ❛ ♥❡✇ ❝♦♥&❡#✈❡❞ 6✉❛♥)✐)② ❤❛& )♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦#

)❤❡ ✭✐♦♥✐❝✰)❤❡#♠♦&)❛)✮ &✉❜&②&)❡♠ ❝❤❛#❛❝)❡#✐③❡❞ ❜② )❤❡ ❍❛♠✐❧)♦♥✐❛♥ ❍ I,th

HI,th =

NI∑

I

(~pI)
2

2s2MI

+ V AI
(
{~RI}

)
+

p2s
2Q

+ (3NI + 1)kBT ln(s) ✭✷✳✾✶✮

&♦ (❤❛( (❤❡ ❡♥❡-❣② ❝♦♥&❡-✈❛(✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇-✐((❡♥ ❛&

dHI,th

dt
=
∑

I

(
∂HI,th

∂~pI
~̇pI +

∂HI,th

~RI

~̇RI

)
+
∂HI,th

∂ps
ṗs +

∂HI,th

∂s
ṡ = 0 ✭✷✳✾✷✮

❚❤❡ (✇♦ ✐♠♣♦-(❛♥( ♣❛-❛♠❡(❡-& (❤❛( ❤❛✈❡ (♦ ❜❡ ✜①❡❞ ✐♥ ♦-❞❡- (♦ ♣❡-❢♦-♠ (❤❡ ✜♥✐(❡ (❡♠✲

♣❡-❛(✉-❡ &✐♠✉❧❛(✐♦♥& ❛-❡ (❤❡ (❤❡-♠♦&(❛( ♠❛&& ✧◗✧ ❛♥❞ (❤❡ (❛-❣❡( (❡♠♣❡-❛(✉-❡ ❚✳ ▲✉❝❦✐❧②✱

♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢-❡D✉❡♥❝② ❢♦- (❤❡ (❤❡-♠♦&(❛( ❞❡❞✉❝❡❞ ❢-♦♠ (❤❡ (❤❡-♠♦&(❛( ❡D✉❛(✐♦♥ ♦❢

♠♦(✐♦♥ ✭(❤✐-❞ ❡D✉❛(✐♦♥ ✷✳✾✹✮

ωth =

√
2(3N + 1)kBT

Q〈s〉2 ✭✷✳✾✸✮

❚❤❡-❡❢♦-❡✱ (❤❡ ♣-❡❧✐♠✐♥❛-② ✇♦-❦ ✐& (♦ ❡✈❛❧✉❛(❡ (❤❡ ❧♦✇❡&( ✐♦♥✐❝ ✈✐❜-❛(✐♦♥ ♠♦❞❡ ✐♥ (❤❡

&②&(❡♠ (♦ ❜❡ &(✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ✜① (❤❡ ❢-❡D✉❡♥❝② ♦❢ (❤❡ (❤❡-♠♦&(❛( ✐♥ ♦-❞❡- (♦ ❡♥&✉-❡ ❛ ❝♦♥(-♦❧❧❡❞

❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐(❤ (❤❡ ✐♦♥✐❝ &✉❜&②&(❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ (❤❡ &❛♠❡ (❡❝❤♥✐D✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ (♦ ✐♠♣♦&❡

❛ (❤❡-♠♦&(❛( ♦♥ (❤❡ ✜❝(✐(✐♦✉& ❡❧❡❝(-♦♥✐❝ ❞❡❣-❡❡& ♦❢ ❢-❡❡❞♦♠ &♦ (❤❛( ❜♦(❤ ✐♦♥✐❝ ❛♥❞ (❤❡

✜❝(✐(✐♦✉& ❡❧❡❝(-♦♥✐❝ &✉❜&②&(❡♠&✬ (❡♠♣❡-❛(✉-❡& -❡♠❛✐♥ ✉♥❞❡- ❝♦♥(-♦❧✳

❊♥❡#❣② ❞❡❝♦♠♣♦+✐-✐♦♥

❖✉- ✜-&( (❛&❦ ✐& (♦ ♣❡-❢♦-♠ ❛ (②♣✐❝❛❧ &✐♠✉❧❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❧✐D✉✐❞ ✇❛(❡- &②&(❡♠ ✐♥✈♦❦❡❞

❡❛-❧✐❡-✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ❛ (❤❡-♠❛❧ (-❡❛(♠❡♥( (❤❛( ✐& ❝❤❛-❛❝(❡-✐&(✐❝ ♦❢ (❤❡ ♣-♦(♦❝♦❧& ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❢♦-

❛❧❧ (❤❡ ♠❛(❡-✐❛❧& &(✉❞✐❡❞ ✐♥ (❤✐& ♣-♦❥❡❝(✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✜-&( ♣❡-❢♦-♠ (❤❡ ❢❛♠♦✉& ❞②♥❛♠✐❝❛❧

&✐♠✉❧❛(❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✭❉❙❆✮ ♦❢ ❈❛- ❛♥❞ P❛--✐♥❡❧❧♦ ❬✹✸❪✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣❡-❢♦-♠ ❛ ❢-❡❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛-

❞②♥❛♠✐❝& -✉♥ ✭✇✐(❤♦✉( ✐♠♣♦&✐♥❣ ❛♥② (❡♠♣❡-❛(✉-❡ ♦- ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✮ ❜❡❢♦-❡ ❤❡❛(✐♥❣ (❤❡ &②&(❡♠

✉♣ (♦ -♦♦♠ (❡♠♣❡-❛(✉-❡ ✐♥ ❛ ❢✉-(❤❡- &(❡♣✳

✶✵✵
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❚❤❡ ❝❤❛#❛❝+❡#✐2+✐❝ ❢#❡>✉❡♥❝✐❡2 ♦❢ +❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ✭≃ ✶✻✺✵ ❝♠

−1
✮ ❛♥❞ 2+#❡+❝❤✐♥❣ ✭❃✸✵✵✵ ❝♠

−1
✮

♠♦❞❡2 ♦❢ ❧✐>✉✐❞ ✇❛+❡# ❛#❡ #❡❝♦✈❡#❡❞✳ ❚❤✐2 #❡2✉❧+ ❝♦♥✜#♠2 +❤❛+ +❤❡ ▼❉ 2✐♠✉❧❛+✐♦♥ ❧❡♥❣+❤

❝♦♥2✐❞❡#❡❞ ❣✐✈❡2 ❛ 2✉✣❝✐❡♥+ #❡2♦❧✉+✐♦♥ ✐♥ +❤❡ ❢#❡>✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ +❤❛+ +❤❡ +✐♠❡ 2+❡♣ ♦❢

+❤❡ ❞②♥❛♠✐❝2 ✐2 2♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ +♦ ❛❧❧♦✇ +❤❡ ❡①♣❧♦#❛+✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ❢#❡>✉❡♥❝② ♠♦❞❡2✳

■♥ +❤✐2 ✇♦#❦✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✈❛♥ ❞❡# ❲❛❛❧2 ❝♦##❡❝+✐♦♥2 ❛❝❝♦#❞✐♥❣ +♦ +❤❡ ❉❋❚✲❉✷ ♠❡+❤♦❞

♣#♦♣♦2❡❞ ❜② ●#✐♠♠❡ ❡+ ❛❧✳ ❬✶✺✽❪✳ ❚❤❡ ❛✉+❤♦#2 ♣#♦♣♦2❡❞ ❛ ❝♦##❡❝+✐♦♥ +♦ +❤❡ +♦+❛❧ 2❡❧❢✲

❝♦♥2✐2+❡♥+ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡♥❡#❣② ❝❛❧❝✉❧❛+❡❞ ❢#♦♠ ❉❋❚ ✭❊KS✮ ✐♥ +❤❡ ❢♦#♠

EDFT−D = EKS + Edisp ✭✷✳✾✾✮

✇❤❡#❡ +❤❡② ✐♥+#♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡♠♣✐#✐❝❛❧ ❞✐2♣❡#2✐♦♥ ❝♦##❡❝+✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥+✐♥❣ ❢♦# +❤❡ ✈❛♥ ❞❡# ❲❛❛❧2

✐♥+❡#❛❝+✐♦♥2 ❡✛❡❝+2 ❢♦# ❛ 2②2+❡♠ ♦❢ ◆I ❛+♦♠2

Edisp = −s6
NI−1∑

I=1

NI∑

J=I+1

CIJ
6

R6
IJ

fdmp(RIJ) ✭✷✳✶✵✵✮

❈

ij
6 ❛#❡ +❤❡ ❞✐2♣❡#2✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥+2 ❝♦##❡2♣♦♥❞✐♥❣ +♦ +❤❡ ✧■❏✧ ❛+♦♠✐❝ ♣❛✐#✱ 26 ✐2 ❛ ❣❧♦❜❛❧

2❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝+♦# +❤❛+ ❞❡♣❡♥❞2 ♦♥ +❤❡ xc✲❢✉♥❝+✐♦♥❛❧ ✉2❡❞ ✐♥ +❤❡ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛+✐♦♥2 ❛♥❞ ❘IJ ✐2
+❤❡ ✐♥+❡#❛+♦♠✐❝ ❞✐2+❛♥❝❡✳ ❆ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢✉♥❝+✐♦♥ ❢dmp ✐2 ✐♥+#♦❞✉❝❡❞ +♦ ❛✈♦✐❞ +❤❡ 2✐♥❣✉❧❛#✐+✐❡2

❢♦# 2♠❛❧❧ ❞✐2+❛♥❝❡2

fdmp(RIJ) =
1

1 + e−d6(RIJ/Rr−1)
✭✷✳✶✵✶✮

✇❤❡#❡ ❘r ✐2 +❤❡ 2✉♠ ♦❢ ❛+♦♠✐❝ ✈❞❲ #❛❞✐✐ ❛♥❞ ❞6 ❛♥ ❛❞❞✐+✐♦♥❛❧ ❡♠♣✐#✐❝❛❧ ❝♦♥2+❛♥+✳ ❚❤✐2

❝♦##❡❝+✐♦♥ ✐♠♣#♦✈❡2 +❤❡ #❡2✉❧+2 ♦❜+❛✐♥❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❋]▼❉ 2✐♠✉❧❛+✐♦♥2 ❬✶✺✺ ❪ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡

✉2❡❞ ✐♥ ♦#❞❡# +♦ ✐♥❝#❡❛2❡ +❤❡ >✉❛❧✐+② ♦❢ +❤❡ 2+#✉❝+✉#❛❧ ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥2 ♣❡#❢♦#♠❡❞ ✐♥ +❤✐2

♣#♦❥❡❝+✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛ ✜#2+✲♣#✐♥❝✐♣❧❡2 2❝❤❡♠❡ +♦ ❝❛❧❝✉❧❛+❡ +❤❡ ❈

IJ
6 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣#♦♣♦2❡❞ ❜② ❚✳

■❦❡❞❛ ❛♥❞ ▼✳ ❇♦❡#♦ ❬✶✺✾❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ +❤❡ ❲❛♥♥✐❡# ❢✉♥❝+✐♦♥2 ❛#❡ ✉2❡❞ +♦ ❝❛❧❝✉❧❛+❡ +❤❡2❡✱

❤✐+❤❡#+♦ ❡♠♣✐#✐❝❛❧ ✈❞❲✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥+2✳

❚❤❡ #♣✐♥ ❞❡♥#✐(②

■♥ +❤❡ ❝❛2❡ ♦❢ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐❝ ♣#♦♣❡#+✐❡2✱ ♦♥❡ ❝❛♥ #❡❧② ♦♥ +❤❡ ❢♦#♠❛❧✐2♠ ✐♥+#♦❞✉❝❡❞ ❜②

❱♦♥ ❇❛#+❤ ❛♥❞ ❍❡❞✐♥ ❬✹✺❪ ♦❢ +❤❡ ▲❙❉ ❛♣♣#♦①✐♠❛+✐♦♥ ❞❡+❛✐❧❡❞ ✐♥ +❤❡ ♣#❡❝❡❞❡♥+ 2❡❝+✐♦♥

❬✶✻✵❪✳ ❚❤❡ 2♣✐♥ ❞❡❣#❡❡ ♦❢ ❢#❡❡❞♦♠ ✐2 ✐♥+#♦❞✉❝❡❞ ❛❞ ❤♦❝ ✐♥ +❤❡ 2❡♥2❡ +❤❛+ ♦♥❡ ❞♦❡2 ♥♦+

+#❡❛+ +❤❡ #✐❣♦#♦✉2 ♣#♦❜❧❡♠ ♦❢ #❡❧❛+✐✈✐2+✐❝ >✉❛♥+✉♠ ❉✐#❛❝ ❡>✉❛+✐♦♥✳ ❚♦ ✐♥❝❧✉❞❡ +❤❡ 2♣✐♥✱

✇❡ ❡♠♣❧♦② ❛ +✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥+ #❡♣#❡2❡♥+❛+✐♦♥ ❢♦# +❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝+✐♦♥ ❬✶✻✶❪ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦✉# ❝❛2❡

❛#❡ +❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ 2♣✐♥ ♦#❜✐+❛❧2

φ(~r) =

(
φα(~r)
φβ(~r)

)
✭✷✳✶✵✷✮

✶✵✹



■♥ "❤❡ ❢&❛♠❡✇♦&❦ ♦❢ "❤❡ ❈-▼❉ ♠❡"❤♦❞✱ ✇❡ ❝♦♥3✐❞❡& ♦♥❧② ❝♦❧❧✐♥❡❛& ♠❛❣♥❡"✐3♠✳ ■" ✐3

♥♦" ♣♦33✐❜❧❡ "♦ ✜① ❧♦❝❛❧ ❛"♦♠✐❝ ♠❛❣♥❡"✐❝ ♠♦♠❡♥" ✇✐"❤ 3✉❝❤ ❛ ♠❡"❤♦❞ ❜✉" &❛"❤❡&✱ ♦♥❡

❝❛♥ ✜① "❤❡ 3♣✐♥ ♠✉❧"✐♣❧✐❝✐"② M = 2S + 1 ✇✐"❤ ❙ "❤❡ "♦"❛❧ 3♣✐♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦& "❤❡ 3✐♠✉❧❛"✐♦♥

❝❡❧❧ ❝♦♥3✐❞❡&❡❞✳ ■" ✐3 3✐♠♣❧② ❛ ♠❡❛3✉&❡ ♦❢ "❤❡ ❞❡❣❡♥❡&❛❝② ♦❢ "❤❡ ❡❧❡❝"&♦♥✐❝ ✇❛✈❡❢✉♥❝"✐♦♥3✱

✐✳❡✳ "❤♦3❡ "❤❛" ❞✐✛❡& ♦♥❧② ❜② "❤❡✐& 3♣✐♥ ♦&✐❡♥"❛"✐♦♥✳ ❚❛❦✐♥❣ ❜❛❝❦ "❤❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥3 ✭✷✳✸✹✮✱

✇❡ ✇&✐"❡ "❤❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ♦♥ "❤❡ "♦"❛❧ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❡❧❡❝"&♦♥3 ◆e

Ne = Nα +Nβ =

∫
nα(~r)d3r +

∫
nβ(~r)d3r ✭✷✳✶✵✸✮

✇❤❡&❡ ◆

α
❛♥❞ ◆

β
❛&❡✱ &❡3♣❡❝"✐✈❡❧②✱ "❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ↑ ♦& ↓ 3♣✐♥3 ✐♥ "❤❡ 3②3"❡♠✳ ❲❡ "❤❡&❡❢♦&❡

✜① ❛ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ♦♥ "❤❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ α ❛♥❞ β 3"❛"❡3 3♦ "❤❛" ✇❡ ❣❡" ❛

♥❡" "♦"❛❧ 3♣✐♥ ✜①❡❞ ✧❙✧

S = Nα −Nβ ✭✷✳✶✵✹✮

=

∫
nα(~r)d3r −

∫
nβ(~r)d3r

=
M − 1

2

❚❤❡&❡❢♦&❡✱ "❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❡❧❡❝"&♦♥✲✐♦♥ 3②3"❡♠ ❡♥❡&❣② ✐♥ "❤❡ ❈-▼❉ 3❝❤❡♠❡

✭❉❙❆✮ ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ 3✉❝❤ ❝♦♥3"&❛✐♥ ♦♥ "❤❡ "♦"❛❧ 3♣✐♥ ♦❢ "❤❡ 3②3"❡♠✱ ❛✛❡❝"✐♥❣ ✐♥ ♣❛&"✐❝✉❧❛&

"❤❡ ❉❋❚ "♦"❛❧ ❡♥❡&❣② ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ✭✷✳✻✾✮ "❤❛" ♣&♦✈✐❞❡3 "❤❡ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ❡♥❡&❣② ✐♥ "❤❡ ❈❛&✲

-❛&&✐♥❡❧❧♦ ▲❛❣&❛♥❣✐❛♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛3 ❧♦♥❣ ❛3 ♥♦ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞3 ❛&❡ ❝♦♥3✐❞❡&❡❞✱ ✐" ✐3 ♦♥❧② "❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦&&❡❧❛"✐♦♥ ♣♦"❡♥"✐❛❧ "❤❛" ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡&❡♥" ✈❛❧✉❡3 ❢♦& "❤❡ "✇♦ 3♣✐♥ ❞✐&❡❝"✐♦♥3✳

❚❤❡ ♣♦"❡♥"✐❛❧3 ❛&❡ "❤✉3 ✇&✐""❡♥ ❛3

V α
xc =

δExc[n
α, nβ]

δnα(~r)
✭✷✳✶✵✺✮

V β
xc =

δExc[n
α, nβ]

δnβ(~r)

✇❤❡&❡ ❊xc ✐3 "❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦&&❡❧❛"✐♦♥ ❡♥❡&❣② ❞❡✜♥❡❞ ✇✐"❤✐♥ "❤❡ ❛❞❡U✉❛"❡ ✭●●❆✮ ❧❡✈❡❧ ♦❢

❛♣♣&♦①✐♠❛"✐♦♥ ✭✷✳✸✾✮✳

❆3 ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ 3✉❝❤ 3♣✐♥ ❞❡♥3✐"② ❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥3✱ ✇❡ &❡♣&❡3❡♥" "❤❡ 3✐♠✉❧❛"✐♦♥ ❝❡❧❧

♦❢ ❝♦♣♣❡& ❤②❞&♦①✐❞❡ ❛❝❡"❛"❡ 3②3"❡♠ ❝♦♥"❛✐♥✐♥❣ ✸✷ ❝♦♣♣❡& ❛"♦♠3 ♦&❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ "❤❡ "✇♦

❧❛②❡&3 ❤✐❣❤❧✐❣❤"❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✸✹✳ ❚✇♦ ♠❛❣♥❡"✐❝ ❝♦♥✜❣✉&❛"✐♦♥3 ❛&❡ &❡♣&❡3❡♥"❡❞ "❤&♦✉❣❤ "❤❡

✐3♦3✉&❢❛❝❡3 ♦❢ 3♣✐♥ ❞❡♥3✐"② ✭α✲3♣✐♥ ❞❡♥3✐"② ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ β 3♣✐♥ ❞❡♥3✐"② ✐♥ ♣✐♥❦✮✳ ■♥ "❤❡

❛♥"✐✲❢❡&&♦♠❛❣♥❡"✐❝ ✭❆❋✮ ❝♦♥✜❣✉&❛"✐♦♥✱ "❤❡ 3♣✐♥ ❞❡♥3✐"✐❡3 ❧♦❝❛"❡❞ ✐♥ "❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦&❤♦♦❞ ♦❢

❈✉ ❛"♦♠3 ❣✐✈❡ &✐3❡ "♦ ❛ 3♣❡❝✐✜❝ ❛&&❛♥❣❡♠❡♥" ♦❢ ↑ ❛♥❞ ↓ 3♣✐♥3 3♦ "❤❛" "❤❡ ❙ ❂ ✵ ❝♦♥3"&❛✐♥"

♦♥ "❤❡ "♦"❛❧ 3♣✐♥ ✐3 &❡3♣❡❝"❡❞✳ ■♥ "❤❡ ❢❡&&♦♠❛❣♥❡"✐❝ 3"❛"❡ ✭❋✮ 3❤♦✇♥ ✐♥ "❤❡ &✐❣❤" ♣❛&" ♦❢

❋✐❣✉&❡ ✸✹✱ ♦♥❧② ♦♥❡ 3♣✐♥ ✈❛❧✉❡ ✐3 ♣&❡3❡♥" ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ "❤❡ 3②3"❡♠ &❡3♣❡❝"✐♥❣ "❤❡ ✐♠♣♦3❡❞

❝♦♥3"&❛✐♥" ♦❢ ❙ ❂ ✶✻✳

❚❤❡ ♣$❡%%✉$❡

❚❤❡ ❧❛3" ❝♦♥❝❡♣" "♦ ❜❡ ✐♥"&♦❞✉❝❡❞ ✐3 "❤❡ 3"❛"✐❝ ♣&❡33✉&❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ "❤❡ 3②3"❡♠3 "❤❛" ✇❡
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Anti-Ferromagnetic

S = 0 , M = 1

Ferromagnetic

S = 16 , M = 33

❋✐❣✉$❡ ✸✹ ✕ ❈♦♣♣❡$ ❤②❞$♦①✐❞❡ ❛❝❡2❛2❡ ♠♦❞❡❧ 5②52❡♠5 ✐♥ ❜♦2❤ 2❤❡ ❛♥2✐❢❡$$♦♠❛❣♥❡2✐❝

52❛2❡ ✭❧❡❢2 ♣❛$2✮ ❛♥❞ 2❤❡ ❢✉❧❧② ❢❡$$♦♠❛❣♥❡2✐❝ 52❛2❡ ✭$✐❣❤2 ♣❛$2✮ ❝♦♥52$✉❝2❡❞ ❛♥❞ 5✐♠✉✲

❧❛2❡❞ 2❤$♦✉❣❤ ✜$52✲♣$✐♥❝✐♣❧❡5 ♠♦❧❡❝✉❧❛$ ❞②♥❛♠✐❝5 ♠❡2❤♦❞5✳ ❚❤❡ 5♣✐♥ ❞❡♥5✐2② ✐5♦5✉$❢❛❝❡5

❢♦$ α✲52❛2❡5 ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ β✲52❛2❡5 ✭♣✐♥❦✮ ❛$❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤2❡❞✳ ❚❤❡ ♦$❣❛♥✐❝ ♣❛$25✱ ✇❛2❡$ ❛♥❞

❤②❞$♦①✐❞❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡5 ❛$❡ 2$❛♥5♣❛$❡♥2 ❢♦$ 2❤❡ ❝❧❛$✐2② ♦❢ 2❤❡ ❋✐❣✉$❡

52✉❞✐❡❞ 2❤$♦✉❣❤ ❋B▼❉ ♠❡2❤♦❞5✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉2❡ 2❤❡ ♣$❡55✉$❡ B ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ 2❤❡ 5②52❡♠ ❛5

2❤❡ ❞❡$✐✈❛2✐✈❡ ♦❢ 2❤❡ 2♦2❛❧ ❡♥❡$❣② ❊Ham ✇✐2❤ $❡5♣❡❝2 2♦ 2❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ 2❤❡ 5✐♠✉❧❛2✐♦♥ ❝❡❧❧

❱Cell

P = −∂EHam

∂VCell

✭✷✳✶✵✻✮

❚❤✐5 ♣$❡55✉$❡ ✐5 ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 2✇♦ ❞✐✛❡$❡♥2 ♣$♦2♦❝♦❧5✳ ■♥ 2❤❡ ✜$52 ✇❡ ❛♣♣❧② ❛♥ ✐5♦2$♦♣✐❝

♣$❡55✉$❡ 2♦ 5❡❡❦ ❢♦$ 2❤❡ 52$✉❝2✉$❛❧ ❣$♦✉♥❞ 52❛2❡ ♦❢ 2❤❡ 5②52❡♠ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ 2❤❡ ❧❛22✐❝❡ ♣❛✲

$❛♠❡2❡$5✳ ❚❤❡ 5❡❝♦♥❞ ✭❛♥✐5♦2$♦♣✐❝ ♣$❡55✉$❡✮ ✐5 ❞❡2❛✐❧❡❞ ✐♥ 2❤❡ ♥❡①2 ❝❤❛♣2❡$✳ ■♥ 2❤❡

✐5♦2$♦♣✐❝ ❝❛5❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 2♦ ❞❡❛❧ ✇✐2❤ ❛ ✻ ❞✐♠❡♥5✐♦♥❛❧ 5♣❛❝❡ ❝❤❛$❛❝2❡$✐③✐♥❣ 2❤❡ ❝$②52❛❧

52$✉❝2✉$❡ ♦❢ ❛ 5②52❡♠ ✭~a1✱~a2✱~a3✱α✱β✱γ✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❤❛5 2♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ 2❤❡ 2♦2❛❧ ❡♥❡$❣②✳

❲❡ ❝❤♦♦5❡ 2♦ $❡52$❛✐♥ 2❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ 2❛❦✐♥❣ ✐♥2♦ ❛❝❝♦✉♥2 2❤❡ 5②♠♠❡2$✐❡5 ♦❢ 2❤❡ 5②52❡♠

❛♥❞ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ 2❤❡ ✭~a1✱ ~a2 ❛♥❞ ~a3✮ ❧❛22✐❝❡ ✈❡❝2♦$5 ❢$♦♠ 2❤❡ ❝$②52❛❧✬5 ♣$✐♠✐2✐✈❡ ❝❡❧❧ ❛♥❣❧❡5

✭α✱ β ❛♥❞ γ✮✳ ❲❡ ♣$❡5❡$✈❡ 2❤❡ ❝$②52❛❧ 5②♠♠❡2$② ❜② ♣❡$❢♦$♠✐♥❣ ❛♥ ✐5♦2$♦♣✐❝ $❡❞✉❝2✐♦♥
♦❢ 2❤❡ ♥♦$♠ ♦❢ 2❤❡ ❧❛22✐❝❡ ♣❛$❛♠❡2❡$5 ✭~a1✱ ~a2 ❛♥❞ ~a3✮ 5♦ 2❤❛2 2❤❡ $❛2✐♦5 ❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡

❧❛22✐❝❡ ♣❛$❛♠❡2❡$5 $❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉$✐♥❣ 2❤❡ ❝♦♠♣$❡55✐♦♥✳ ❆♥ ✐♥❝$❡❛5❡ ♦❢ 2❤❡5❡ ❧❛2✲

2✐❝❡ ♣❛$❛♠❡2❡$5 5✐♠✉❧❛2❡5 ❛♥ ❡①2❡♥5✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❝❡❧❧ ✐♥ 2❤❡ 2❤$❡❡ ❞✐$❡❝2✐♦♥5✳ ❊❛❝❤ 52❡♣ ♦❢

2❤✐5 ♣$♦❝❡❞✉$❡ ♣$♦✈✐❞❡5 ❛ ♥❡✇ ❛2♦♠✐❝ 52$✉❝2✉$❡ 2♦ 52✉❞② ❛♥❞ ❢♦$ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣❡$❢♦$♠ ❛♥

♦♣2✐♠✐③❛2✐♦♥ ✈✐❛ 5✐♠✉❧❛2❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳
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extensioncompression

T
o

ta
l 

en
er

g
y

Simulation cell volume

S1

S2 S3

S4

SGS

Sexp

VGSVexp

❋✐❣✉$❡ ✸✺ ✕ ❙❝❤❡♠❛.✐❝ $❡♣$❡0❡♥.❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❡✈❛❧✉❛.✐♦♥ ♣$♦❝❡❞✉$❡ ♦❢ .❤❡ ♣$❡00✉$❡ ❛♣♣❧✐❡❞

♦♥ .❤❡ 0✐♠✉❧❛.❡❞ 0②0.❡♠0 ❢♦$ .❤❡ 0❡❛$❝❤ ♦❢ .❤❡ 0.$✉❝.✉$❛❧ ❣$♦✉♥❞ 0.❛.❡ ✭9❂✵●9❛✮✳ ❚❤❡

.♦.❛❧ ❡♥❡$❣② ♦❢ .❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥.❛❧ 0②0.❡♠ ✭❙exp✮ ✐0 .❤❡ ✐♥✐.✐❛❧ 0②0.❡♠✱ ✐. ✐0 .❤❡♥ ❝♦♠♣$❡00❡❞

✭0②0.❡♠0 ❙1 ❛♥❞ ❙2✮ ♦$ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✭0②0.❡♠0 ❙3 ❛♥❞ ❙4✮ ✐♥ .❤❡ 0❡❛$❝❤ ♦❢ .❤❡ ♦♣.✐♠✐③❡❞

$❡❧❛①❡❞ 0②0.❡♠ ✭❙GS✮✳ ❚❤$♦✉❣❤ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❞❡$✐✈❛.✐✈❡ ♦❢ ❡♥❡$❣② ✈0 ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡

❝✉$✈❡✱ ✇❡ ♦❜.❛✐♥ ❛♥ ❡0.✐♠❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♣$❡00✉$❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ .❤❡ 0②0.❡♠ ✭ ❡❡ "❡①"✮

❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ✇❡ ❣❡♥❡$❛.❡ ❛ 0❡. ♦❢ 0②0.❡♠0 ✇✐.❤ ❞✐✛❡$❡♥. ❝❛❧❝✉❧❛.❡❞ ✈♦❧✉♠❡0 ✐♥ .❤❡ 0♣❛❝❡

♦❢ .❤❡ ✭~a✱ ~a2 ❛♥❞ ~a3✮ ♣❛$❛♠❡.❡$0 ❛♥❞ ♦❜.❛✐♥ .❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦$ 0❦❡.❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✺✳ ❚✇♦
✈♦❧✉♠❡0 ❛$❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤.❡❞ ✐♥ .❤❡ ❋✐❣✉$❡ ❛♥❞ .✇♦ ♦♣♣♦0✐.❡ .$❛♥0❢♦$♠❛.✐♦♥0 ✭❝♦♠♣$❡00✐♦♥

❛♥❞ ❡①.❡♥0✐♦♥✮✳ ❱exp ✐0 .❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥.❛❧ 0②0.❡♠✬0 ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✭❢$♦♠ ❳❘❉ ❞❛.❛✮ ❛♥❞ ❱GS

✐0 .❤❡ 0.$✉❝.✉$❛❧ ❣$♦✉♥❞ 0.❛.❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ .❤$♦✉❣❤ .❤❡ ❝♦♠♣$❡00✐♦♥ ♣$♦❝❡❞✉$❡✳ ❚❤❡ .✇♦

0②0.❡♠0 ❙1 ❛♥❞ ❙2 ❛$❡ ❛. ❧♦✇❡$ ✈♦❧✉♠❡ ✭♣♦0✐.✐✈❡ ♣$❡00✉$❡0✮ ❝♦♠♣❛$❡❞ .♦ .❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥.❛❧

0②0.❡♠✳ ❈♦♥✈❡$0❡❧② .❤❡ 0②0.❡♠0 ❙3 ❛♥❞ ❙4 ❛$❡ .❤❡ ❡①.❡♥❞❡❞ 0②0.❡♠ ✇✐.❤ ❤✐❣❤❡$ ✈♦❧✉♠❡0

.❤❛♥ .❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥.❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡0❡ .②♣❡ ♦❢ ✧♥❡❣❛.✐✈❡ ♣$❡00✉$❡✧ 0②0.❡♠0 ✇✐❧❧ ❜❡ ✉0❡❞ ♦♥❧②

.♦ ♦❜.❛✐♥ .❤❡ 0.$✉❝.✉$❛❧ ❣$♦✉♥❞ 0.❛.❡ ♦❢ .❤❡ 0②0.❡♠ ✭❙GS✮✳ ■♥ ❛ 0❡❝♦♥❞ 0.❡♣✱ ✇❡ ✈❛$② .❤❡

β ❛♥❣❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ .❤❡ ❣$♦✉♥❞ 0.❛.❡ ❧❛..✐❝❡ ♣❛$❛♠❡.❡$0 ✭❝♦$$❡0♣♦♥❞✐♥❣ .♦ .❤❡ 0②0.❡♠ ❙GS✮

♦❜.❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ .❤❡ ✜$0. 0.❡♣ ❛0 ✇❡❧❧ ❛0 .❤❡ α ❛♥❞ γ ❛♥❣❧❡0 ✜①❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜.❛✐♥ .❤❡ β
♣❛$❛♠❡.❡$ .❤❛. ♠✐♥✐♠✐③❡0 .❤❡ .♦.❛❧ ❡♥❡$❣② ♦❢ .❤❡ 0②0.❡♠✳

■♥ ♣$❛❝.✐❝❡✱ .❤❡ ❝♦♠♣$❡00✐♦♥ ♦$ ❡①.❡♥0✐♦♥0 ♦❢ .❤❡ ❛.♦♠✐❝ 0.$✉❝.✉$❡0 ❛$❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ❜②

♥♦$♠❛❧✐③✐♥❣ ❛❧❧ .❤❡ ❛.♦♠✐❝ ♣♦0✐.✐♦♥0 .♦ ❛ ✉♥✐.② ❝❡❧❧ ❛♥❞ .❤❡♥ ♣❡$❢♦$♠✐♥❣ .❤❡ ✐0♦.$♦♣✐❝
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 !❛♥$❢♦!♠❛ ✐♦♥$ ♦❢  ❤❡ ❧❛  ✐❝❡ ♣❛!❛♠❡ ❡!✳

~a±1 (Si) = ~a1(S0)± C · ~a1(S0) ✭✷✳✶✵✼✮

~a±2 (Si) = ~a2(S0)± C · ~a2(S0)

~a±3 (Si) = ~a3(S0)± C · ~a3(S0)

✇❤❡!❡ ❙

±
i ❛!❡  ❤❡ $②$ ❡♠$ ✉♥❞❡!  ❤❡ ❡✛❡❝ ♦❢ ♣♦$✐ ✐✈❡ ✭✰✮ ♦! ♥❡❣❛ ✐✈❡ ✭✲✮ ♣!❡$$✉!❡$ ✇✐ ❤

!❡$♣❡❝  ♦  ❤❡ ✐♥✐ ✐❛❧ $②$ ❡♠ ❙0 ❛♥❞ ❈ ✐$  ❤❡ ♣❡!❝❡♥ ❛❣❡ ❜② ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ !❡❞✉❝❡$ ♦! ✐♥❝!❡❛$❡$

 ❤❡ ❧❛  ✐❝❡ ♣❛!❛♠❡ ❡!$✳

❋♦" ❝❧❛"✐'②✱ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣'❡"1 ♦❢ "❡1✉❧'1 1'❛"' ❜② ❛ ✜❣✉"❡ 1✉♠♠❛"✐③✐♥❣ '❤❡ ♠❛✐♥
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♠♦❧❡❝✉❧❡: ❛%❡ ❞❡/❛✐❧❡❞ /♦ ✉♥❞❡%:/❛♥❞ /❤❡ %❡❧❛/✐♦♥ ❜❡/✇❡❡♥ ♠❛❣♥❡/✐❝ ❛♥❞ :/%✉❝/✉%❛❧ ♣%♦♣✲

❡%/✐❡: ♦❢ ❝♦♣♣❡% ❤②❞%♦①✐❞❡ ❛❝❡/❛/❡✳ ❆ /%❛♥:✐/✐♦♥ ❢%♦♠ ❛♥ ❛♥/✐✲❢❡%%♦♠❛❣♥❡/✐❝ /♦ ❛ ✇❡❛❦

❢❡%%♦♠❛❣♥❡/✐❝ :/❛/❡ ✐: ♦❜/❛✐♥❡❞ /❤%♦✉❣❤ /❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ♦❢ ♣%❡::✉%❡ ✐♥ /❤❡ %❛♥❣❡ ✶✳✷✵ /♦

✸✳✺ ●@❛✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ /❤❡ ❣♦♦❞ ❛❣%❡❡♠❡♥/ ✇✐/❤ /❤❡ ❡①♣❡%✐♠❡♥/❛❧ ✜♥❞✐♥❣: ✭✶✳✷ ●@❛ ❬✹❪✮✱

✇❡ ♣%❡:❡♥/ /❤❡ :✐♠✉❧❛/✐♦♥ ♣%♦/♦❝♦❧ ♥❡❝❡::❛%② /♦ ❞❡/❡%♠✐♥❡ /❤❡ ♣%❡::✉%❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡:

✐♥ :✉❝❤ ❧❛②❡%❡❞ ❤②❜%✐❞ ♠❛/❡%✐❛❧✳
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❖!❣❛♥✐❝✲✐♥♦!❣❛♥✐❝ ❧❛②❡!❡❞ -②-.❡♠- ❛!❡ ❛ ❝❧❛-- ♦❢ ❤②❜!✐❞ ♠❛.❡!✐❛❧- ✐♥ ✇❤✐❝❤ -❡✈❡!❛❧

.②♣❡- ♦❢ ♦!❣❛♥✐❝ ❝❤❛✐♥- ❝❛♥ ❜❡ ✐♥-❡!.❡❞ ✇✐.❤✐♥ .❤❡ ✐♥♦!❣❛♥✐❝ ❤♦-. ❛!❝❤✐.❡❝.✉!❡✳ 8❛!.✐❝✲

✉❧❛! ✐♥.❡!❡-. ❤❛- ❜❡❡♥ ❞❡✈♦.❡❞ .♦ ❝♦♣♣❡! ❤②❞!♦①✐❞❡ ❛❝❡.❛.❡ ❈✉2✭❖❍✮3✭❈❍3❈❖❖✮·❍2❖

❛❜❜!❡✈✐❛.❡❞ ❛- ❈✉❖❍❆❝✳ ❚❤✐- -②-.❡♠ ❜❡❧♦♥❣- .♦ .❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❈✉2✭❖❍✮3❳ .!❛♥-✐.✐♦♥

♠❡.❛❧ ❧❛②❡!❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞- ✇❤❡!❡ ❳ ✐- ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ❛♥✐♦♥✳ ❲✐❞❡-♣!❡❛❞ ✐♥.❡!❡-. -.❡♠-

❢!♦♠ ✐.- .✉♥❛❜❧❡ ♠❛❣♥❡.✐❝ ♣!♦♣❡!.✐❡-✱ -.!♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥. ♦♥ .❤❡ ♥❛.✉!❡ ♦❢ .❤❡ ✐♥.❡!❧❛②❡!

♦!❣❛♥✐❝ -♣❛❝❡!-✳ ❚❤!♦✉❣❤ ❋8▼❉✱ ✇❡ -✐♠✉❧❛.❡ .❤❡ ❡✛❡❝. ♦❢ .❤❡ ❡①.❡!♥❛❧ ♣!❡--✉!❡ ♦♥ .❤❡

♠✐❝!♦-❝♦♣✐❝ -.!✉❝.✉!❡ ♦❢ ❈✉❖❍❆❝ -②-.❡♠✳ ❆♥ ❳✲!❛② ♣♦✇❞❡! ❞✐✛!❛❝.✐♦♥ -.✉❞② ❤❛- ❧❡❞

.♦ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤❛!❛❝.❡!✐③❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❝!②-.❛❧❧♦❣!❛♣❤✐❝ -.!✉❝.✉!❡ ♦❢ .❤✐- ♠❛.❡!✐❛❧ ❬✽✾❪✱ ♠❛❦✐♥❣

♣♦--✐❜❧❡ ❛ -❡. ♦❢ ♣!❡✈✐♦✉- .❤❡♦!❡.✐❝❛❧ ✐♥✈❡-.✐❣❛.✐♦♥- ❬✸✻✱ ✸✼✱ ✼❪✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ .❤❡-❡ -.✉❞✲

✐❡- ✇❛- .♦ ✐❞❡♥.✐❢② ❛ .!❛♥-✐.✐♦♥ ❢!♦♠ ❛♥ ❛♥.✐✲❢❡!!♦♠❛❣♥❡.✐❝ ✭❆❋✮ .♦ ❛ ❢❡!!♦♠❛❣♥❡.✐❝ ✭❋✮

❣!♦✉♥❞ -.❛.❡ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡①.❡!♥❛❧ ✐-♦-.❛.✐❝ ♣!❡--✉!❡ ✐- ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ .❤❡ -②-.❡♠ ❛- ♦❜-❡!✈❡❞ ✐♥

❡①♣❡!✐♠❡♥.- ❬✹✱ ✺✱ ✶✷❪✳

❚❤✐- ✇♦!❦ ✐- ❛ -.❡♣ ❢✉!.❤❡! ✐♥ .❤❡ -❛♠❡ ❞✐!❡❝.✐♦♥✱ -✐♥❝❡ ✇❡ .❛❦❡ ❛❞✈❛♥.❛❣❡ ♦❢ ❛ ♥❡✇❧②

❝❤❛!❛❝.❡!✐③❡❞ ❈✉❖❍❆❝ -✐♥❣❧❡ ❝!②-.❛❧ -.!✉❝.✉!❡✳ ❙✈❛!❝♦✈❛ ❡. ❛❧ ❬✸❪ ❞❡♠♦♥-.!❛.❡❞ .❤❛.

.❤❡ -.!✉❝.✉!❡ ♦❢ ❈✉2✭❖❍✮3✭❈❍3❈❖❖✮·❍2❖ ❝♦✉❧❞ ❜❡ -♦❧✈❡❞ ✐♥ .❤❡ ♥♦♥✲❝❡♥.!♦-②♠♠❡.!✐❝

-♣❛❝❡ ❣!♦✉♣ 821✱ ✐♥ ❝♦♥.!❛-. ✇✐.❤ .❤❡ ❝❡♥.!♦-②♠♠❡.!✐❝ -♣❛❝❡ ❣!♦✉♣ 821✴♠ ♦!✐❣✐♥❛❧❧②

-✉❣❣❡-.❡❞ ❜② ▼❛-❝✐♦❝❝❤✐ ❡. ❛❧ ❬✽✾❪✳ ❖♥❝❡ .❤❡ -.!✉❝.✉!❡ ✐- ♦♣.✐♠✐③❡❞✱ ✇❡ ♣❡!❢♦!♠ ❞❡♥✲

-✐.② ♦❢ -.❛.❡- ❛♥❞ -♣✐♥ ❞❡♥-✐.② ❝❛❧❝✉❧❛.✐♦♥- .♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡-- .♦ .❤❡ ❡❧❡❝.!♦♥✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡.✐❝

♣!♦♣❡!.✐❡-✳ ■♥ ❝♦♥.!❛-. ✇✐.❤ .❤❡ ♣!❡✈✐♦✉- .❤❡♦!❡.✐❝❛❧ -.✉❞✐❡-✱ ✇❡ -❤♦✇ .❤❛. .❤❡ ♣!❡--✉!❡
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♦♥ .❤❡ -②-.❡♠✳ ❲❡ -❤❡❞ ❧✐❣❤. ♦♥ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐-♠✱ ❜❛-❡❞ ♦♥ .❤❡ ❡✈❛❧✉❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ✐♥✲❧❛②❡! ✷❉

♠❛❣♥❡.✐③❛.✐♦♥- ✭❝♦♣♣❡! ❧❛②❡!-✮ ❞!✐✈✐♥❣ .❤❡ ♣!♦♠♦.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢❡!!♦♠❛❣♥❡.✐❝ ❝❤❛!✲

❛❝.❡! ♦❜-❡!✈❡❞ ❢♦! ❈✉❖❍❆❝ -②-.❡♠ ✇❤❡♥ ❡①.❡!♥❛❧ ♣!❡--✉!❡ ✐- ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆ ❢✉❧❧ -.!✉❝.✉!❛❧

❛♥❛❧②-✐- ✐- ♣❡!❢♦!♠❡❞ ❛- ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ ♣!❡--✉!❡ ✐♥❞✐❝❛.✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡- ✐♥ .❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧

❡♥✈✐!♦♥♠❡♥.- ♦❢ .❤❡ ♠❛❣♥❡.✐❝ -✐.❡-✱ ❢❛✈♦!✐♥❣ .❤❡ ✸❉ ❢❡!!♦♠❛❣♥❡.✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦!✳ ❘❡❧❡✈❛♥.

❈✉✲❖ ❜♦♥❞ ❞✐-.❛♥❝❡-✱

ˆCuOCu ❛♥❣❧❡- ❛- ✇❡❧❧ ❛- ❈✉✲❈✉ ✐♥✲❧❛②❡! ❞✐-.❛♥❝❡- ❛!❡ ❝♦!!❡❧❛.❡❞
.♦ ❣✐✈❡ ❛ ♣!❡❝✐-❡ ♣✐❝.✉!❡ ♦❢ -.!✉❝.✉!❛❧ !❡❛!!❛♥❣❡♠❡♥.- ✐♥ .❤❡ -②-.❡♠ ❛- ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ ♣!❡-✲

-✉!❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❡-.✐♠❛.✐♦♥- ♦❢ .❤❡ ♠❛.❡!✐❛❧✬- ❡❧❡❝.!♦♥✐❝ ❣❛♣ ❛!❡ ♣!❡-❡♥.❡❞ .♦ ❝♦!!♦❜♦!❛.❡

.❤❡ ❡❧❡❝.!♦♥✐❝ -.!✉❝.✉!❡ ❛♥❛❧②-❡- ♣❡!❢♦!♠❡❞✳

■♥ .❤❡ ❢!❛♠❡✇♦!❦ ♦❢ ✜!-.✲♣!✐♥❝✐♣❧❡- ♠♦❧❡❝✉❧❛! ❞②♥❛♠✐❝- ❛♣♣!♦❛❝❤ ✭❈8▼❉ ♣❛❝❦❛❣❡

❬✷❪✮✱ ✇❡ ✉-❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ -♣✐♥ ❞❡♥-✐.② ❢✉♥❝.✐♦♥❛❧ .❤❡♦!② ✭❉❋❚✮ ✐♥ .❤❡ ❣❡♥❡!❛❧✐③❡❞ ❣!❛❞✐✲

❡♥. ❛♣♣!♦①✐♠❛.✐♦♥ ❞✉❡ .♦ ❇❡❝❦❡ ❬✸✽❪ ❢♦! .❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛!. ❛♥❞ ▲❡❡✱ ❨❛♥❣ ❛♥❞ 8❛!! ❬✸✾❪

✭❇▲❨8✮ ❢♦! .❤❡ ❝♦!!❡❧❛.✐♦♥ ❢✉♥❝.✐♦♥❛❧✳ ❱❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝.!♦♥- ❛!❡ .!❡❛.❡❞ ❡①♣❧✐❝✐.❧② ✇❤✐❧❡ ❝♦!❡✲

✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥.❡!❛❝.✐♦♥ ✐- ❛❝❝♦✉♥.❡❞ ❢♦! .❤!♦✉❣❤ ♥♦!♠ ❝♦♥-❡!✈✐♥❣ ♣-❡✉❞♦✲♣♦.❡♥.✐❛❧- ❣❡♥❡!❛.❡❞

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ .❤❡ -❝❤❡♠❡ ♦❢ ❚!♦✉✐❧❧❡! ❛♥❞ ▼❛!.✐♥ ❬✹✻❪✳ ■♥ ❛❞❞✐.✐♦♥✱ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛! ❝♦!❡ ❝♦!!❡❝.✐♦♥-

❬✹✵❪ ✭◆▲❈❈✮ ❛!❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✭✐♥.!♦❞✉❝❡❞ ✐♥ .❤❡ ♣!❡❝❡❞❡♥. ❝❤❛♣.❡!✮✳ ❚❤❡ -✐♠✉❧❛.✐♦♥ ❝❡❧❧ ✉-❡❞

❝♦♥.❛✐♥- ✷✽✽ ❛.♦♠- ✭✸✷ ❈✉✱ ✾✻ ❖✱ ✸✷ ❈✱ ❛♥❞ ✶✷✽ ❍✮✱ ❛♥❞ ♣❡!✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛!② ❝♦♥❞✐.✐♦♥-

❛!❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ .❤❡ .❤!❡❡ ❞✐!❡❝.✐♦♥-✳ ❙✉❝❤ -✉♣❡!❝❡❧❧ ✐- .❤❡ !❡-✉❧. ♦❢ ❞♦✉❜❧✐♥❣ .❤❡ ♣!✐♠✐.✐✈❡

❝❡❧❧ ♦❢ ✼✷ ❛.♦♠- ❛❧♦♥❣ x ❛♥❞ y ❞✐!❡❝.✐♦♥-✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❧❛..✐❝❡ ♣❛!❛♠❡.❡!- ❛!❡ .❤❡!❡❢♦!❡ a ❂
✶✶✳✶✺✺✷ ➴✱ b ❂ ✶✷✳✶✹✻✻ ➴✱ c ❂ ✶✽✳✺✶✸✹ ➴ ❛♥❞ β ❂ ✾✶✳✽✵✷

◦
✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝.✐♦♥- ❛!❡

❡①♣❛♥❞❡❞ ❛. .❤❡ Γ ♣♦✐♥. ♦❢ .❤❡ -✉♣❡!❝❡❧❧ ❛♥❞ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❜❛-✐- -❡. ✐- ✉-❡❞ ✇✐.❤ ❛♥ ❡♥❡!❣②

✶✶✶
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❢♦6 "❤❡ ❧✐♠✐"✐♥❣ ❛♥"✐✲❢❡66♦♠❛❣♥❡"✐❝ ❛♥❞ ❢❡66♦♠❛❣♥❡"✐❝ ,"❛"❡, 6❡,♣❡❝"✐✈❡❧② ❛, ✇❡❧❧ ❛, "✇♦

✐♥"❡6♠❡❞✐❛6② ❝❛,❡, ✇✐"❤ ❙ ❂ ✽ ❛♥❞ ❙ ❂ ✶✷✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣6❡✈✐♦✉, ✐♥✈❡,"✐❣❛"✐♦♥, ❬✸✼✱ ✼❪✱ ✇❡ ✉,❡❞ ❛ 6❛♥❞♦♠✐③❛"✐♦♥ ♣6♦❝❡❞✉6❡ ❛♣♣❧✐❡❞

♦♥ "❤❡ ,"❛6"✐♥❣ ✇❛✈❡❢✉♥❝"✐♦♥, ✭❡❧❡❝"6♦♥✐❝ ❞❡❣6❡❡, ♦❢ ❢6❡❡❞♦♠✮ ✐♥ ♦6❞❡6 "♦ ♣6♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡6❡♥"

,♣✐♥ "♦♣♦❧♦❣✐❡, ❝♦66❡,♣♦♥❞✐♥❣ "♦ ❞✐,"✐♥❝" ❡❧❡❝"6♦♥✐❝ ❣6♦✉♥❞ ,"❛"❡,✳ ❋♦6 "❤❡,❡ ♠✉❧"✐♣❧❡

♠✐♥✐♠❛ ❝♦♥✜❣✉6❛"✐♦♥,✱ ♦♥❡ ♦❜"❛✐♥, ❞✐✛❡6❡♥" ✈❛❧✉❡, ♦❢ "❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥✲❧❛②❡6 ,♣✐♥ Σ ✭✇❤❡6❡ Σ❂✵

6❡❢❡6, "♦ "❤❡ ❆❋✲✐♥ ❛♥❞ Σ 6=✵ "♦ "❤❡ ❋✲✐♥ ✐♥"6❛❧❛②❡6 ♠❛❣♥❡"✐❝ ❝❤❛6❛❝"❡6✮ ❝♦66❡,♣♦♥❞✐♥❣

"♦ ❛♥ ✐❞❡♥"✐❝❛❧ "♦"❛❧ ,♣✐♥ ❙✳ ❚❤❡ ❡①♣❧♦6❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♠✉❧"✐♣❧❡ ♠✐♥✐♠❛ ❧❛♥❞,❝❛♣❡ ❛♥❞ ,♣✐♥

"♦♣♦❧♦❣② ❛♥❛❧②,✐, ✐, ♣❡6❢♦6♠❡❞ ,②,"❡♠❛"✐❝❛❧❧② ✐♥ "❤❡ 6❡❧❡✈❛♥" ♣6❡,,✉6❡ 6❛♥❣❡ ✭✵ "♦ ✽ ●Q❛✮✳

❚❤❡ ♠❡"❤♦❞, ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦6 "❤❡ ♣6❡,,✉6❡ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ❛6❡ ❞❡"❛✐❧❡❞✱ ❢♦6 "❤❡ ✐,♦"6♦♣✐❝ ❝❛,❡✱

✐♥ ❝❤❛♣"❡6 ✷ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉,❡❞ "♦ ✐❞❡♥"✐❢② "❤❡ ,"6✉❝"✉6❛❧ ❣6♦✉♥❞ ,"❛"❡ ♦❢ ♦✉6 ,②,"❡♠✳ ❋♦6

❡❛❝❤ ,②,"❡♠ ❝♦♥,✐❞❡6❡❞✱ "❤❡ ♣6❡,,✉6❡ ✐, ❝♦♠♣✉"❡❞ ❜② ✜""✐♥❣ "❤❡ "♦"❛❧ ❡♥❡6❣② EHam ♦❢

"❤❡ ,②,"❡♠ ❛, ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✈♦❧✉♠❡ V ♦❢ "❤❡ ,✐♠✉❧❛"✐♦♥ ❝❡❧❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ "❤❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥

Pext ❂ ✲∂E✴∂V ✳ ■♥ ❛❞❞✐"✐♦♥✱ ❛ ,❡❝♦♥❞ ♣6♦❝❡❞✉6❡✱ "❛❦✐♥❣ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" ❡①♣❡6✐♠❡♥"❛❧

♠❡❛,✉6❡♠❡♥", ♦❢ "❤❡ ♣6❡,,✉6❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ❧❛""✐❝❡ ♣❛6❛♠❡"❡6, ❝❤❛♥❣❡,✱ ✐, ✐♥"6♦❞✉❝❡❞ "♦ ❛❧❧♦✇

❢♦6 ❝♦♠♣❛6✐,♦♥, ♦❢ ♦✉6 ,✐♠✉❧❛"✐♦♥, "♦ ❡①♣❡6✐♠❡♥"❛❧ 6❡,✉❧",✳

✸✳✷ #$❡&&✉$❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡0✐❝ 0$❛♥&✐0✐♦♥

❖✉6 "❤❡♦6❡"✐❝❛❧ ✐♥✈❡,"✐❣❛"✐♦♥ ✐, ❜❛,❡❞ ♦♥ "❤❡ ❡①♣❡6✐♠❡♥"❛❧ ❛"♦♠✐❝ ,"6✉❝"✉6❡ ♣6♦✈✐❞❡❞

❜② ❙✈❛6❝♦✈❛ ❡" ❛❧✳ ❬✸❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡6❡♥❝❡, ✇✐"❤ "❤❡ ♣6❡✈✐♦✉,❧② ,②♥"❤❡,✐③❡❞ ,"6✉❝"✉6❡,

❬✽✾❪ ❛6❡✿ "❤❡ ,②♥"❤❡,✐, ♣6♦❝❡❞✉6❡✱ "❤❡ ♥❡✇ ,❡" ♦❢ ❧❛""✐❝❡ ♣❛6❛♠❡"❡6, ❣✐✈❡♥ ❢♦6 "✇♦ ❞✐✛❡6❡♥"

"❡♠♣❡6❛"✉6❡, ❛♥❞ ♠♦," ✐♠♣♦6"❛♥"❧② ❛ ♥❡✇ ,♣❛❝❡ ❣6♦✉♣ ❛,,✐❣♥❛"✐♦♥✳ ❚❤❡6❡❢♦6❡ ✇❡ ❢♦❝✉,✱

❛" ✜6,"✱ ♦♥ "❤❡ ❝6②,"❛❧ ,"6✉❝"✉6❡ ❞❡"❡6♠✐♥❡❞ ❢6♦♠ ,✐♥❣❧❡✲❝6②,"❛❧ ❳✲6❛② ❞✐✛6❛❝"✐♦♥ ❞❛"❛✱

❝❤❛6❛❝"❡6✐③❡❞ ❜♦"❤ ❛" ✶✷✵❑ ❛♥❞ ✷✾✸❑✳ ❲❡ ❡♠♣❧♦② "❤❡ ◆♦,Z✲❍♦♦✈❡6 "❤❡6♠♦,"❛" ❬✶✺✵✱ ✶✺✶❪✱

"♦ 6❡♣6♦❞✉❝❡ "❤❡ ❡①♣❡6✐♠❡♥"❛❧ "❡♠♣❡6❛"✉6❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥,✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥✜6♠ "❤❡ ,"❛❜✐❧✐"②

♦❢ "❤❡ ,"6✉❝"✉6❡ ,✐♠✉❧❛"❡❞ ❛" ✜♥✐"❡ "❡♠♣❡6❛"✉6❡ "❤6♦✉❣❤ "❤❡ ❝♦♠♣❛6✐,♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ ❡①♣❡6✲

✐♠❡♥"❛❧ ❛♥❞ ,✐♠✉❧❛"❡❞ ❈✉✲❖ ❞✐,"❛♥❝❡,✳ ❲❡ ♣6❡,❡♥"✱ ✐♥ "❤❡ ♠❛✐♥ ♣❧♦" ♦❢ ❋✐❣✉6❡ ✸✼✱ ❛

❝♦♠♣❛6✐,♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ ❈✉✲❖ ❞✐,"❛♥❝❡, ♦❢ ❛ ,②,"❡♠ ❜❛,❡❞ ♦♥ "❤❡ ❝❤❛6❛❝"❡6✐③❛"✐♦♥, ♣6♦✈✐❞❡❞
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❞✐❛♠♦♥❞, ❛6❡ "❤❡ ❡①♣❡6✐♠❡♥"❛❧ ❞✐,"❛♥❝❡,✳ ❚❤❡ ❡①❛❝" ❞❡✈✐❛"✐♦♥, ✭✐♥ ♣❡6❝❡♥"❛❣❡ ♦❢ "❤❡

❞✐,"❛♥❝❡,✮ ❛6❡ ✐♥ "❤❡ ❢♦6♠ ♦❢ ❛ ❜❛6 ♣❧♦" ,❤♦✇✐♥❣ "❤❡ ,✐① ❞✐,"❛♥❝❡, ❢6♦♠ ❡❛❝❤ ❈✉ ,✐"❡ "♦

❤✐, ♥❡✐❣❤❜♦6✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ♦❝"❛❤❡❞6♦♥✳ ❚❤❡,❡ ❞❛"❛ ❛6❡ ❛✈❡6❛❣❡❞ ♦✈❡6 "❤❡ 6❡♣❧✐❝❛, ✭"❤❡ ✹

❝♦♣✐❡, ♦❢ "❤❡ ✼✷ ❛"♦♠, ♦6✐❣✐♥❛❧ ,②,"❡♠✮ ♣6♦✈✐❞✐♥❣ "❤❡ ❡66♦6 ❜❛6, 6❡♣6❡,❡♥"❡❞ ✐♥ "❤❡ ✐♥,❡"✳

❈♦♥❝❡6♥✐♥❣ "❤❡ ,✐♠✉❧❛"❡❞ ❞❛"❛ ❢♦6 ❜♦"❤ "❡♠♣❡6❛"✉6❡,✱ ✷✾✸❑ ❛♥❞ ✶✷✵❑✱ ✇❡ ♦❜"❛✐♥ ❛♥

♦✈❡6❛❧❧ ❞❡✈✐❛"✐♦♥ ♦❢ ,✐♠✉❧❛"❡❞ ♣♦✐♥", ❢6♦♠ "❤❡ ❡①♣❡6✐♠❡♥"❛❧ 6❡❢❡6❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉" ≃ ✷✳✺✪✱
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∆Ei,j = E(Si, Pj) − E(S0, Pj)
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♥♦# ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ #❤❡ ♠❛❣♥❡#✐❝ 1#❛#❡ ❝♦♥1✐❞❡&❡❞ 1✐♥❝❡ ✇❡ ♦❜1❡&✈❡ ✈❡&② 1✐♠✐❧❛&✱ ✐❢ ♥♦# ✐❞❡♥✲

#✐❝❛❧✱ 1#&✉❝#✉&❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦&1 ❢♦& ❛❧❧ ♠❛❣♥❡#✐❝ ❈✉❖❍❆❝ 1②1#❡♠1✳ ❚❤❡ ❙12 1②1#❡♠ ✐1 ♦♠✐##❡❞

1✐♥❝❡ ✐#1 1#&✉❝#✉&❡ 1❤♦✇1 #❤❡ 1❛♠❡ ❝❤❛♥❣❡1 ❛1 #❤❡ ❙8 ❝❛1❡✳ ■♥ #❡&♠1 ♦❢

ˆCuOCu ❛♥❣❧❡1✱ ✇❡

♦❜1❡&✈❡ #❤❛# #❤❡ ❛❝❡#❛#❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡1 ❛&❡ ♠♦1#❧② ❛✛❡❝#❡❞ ❜② #❤❡ ♣&❡11✉&❡ ✭#♦♣ ♣❛&# ♦❢ ❋✐❣✉&❡

✹✷✮ ❛♥❞ #❤❡ 1❛♠❡ ✐♥ #❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ❈✉✲❖✭❛❝❡#❛#❡✮ ❞✐1#❛♥❝❡1 ✭∆CuO ∼ 0.4 ➴✮✱ ✇❤✐❧❡ 1♠❛❧❧❡&

❞❡❢♦&♠❛#✐♦♥1 ❛&❡ ♦❜#❛✐♥❡❞ ✐♥ #❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ❤②❞&♦①✐❞❡ ❧✐♥❦❡❞ ♦①②❣❡♥1 ✭✉♣ #♦ ✵✳✷ ➴✮✳ ❲❡

♥♦#❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ 1❧♦♣❡ ✐♥ #❤❡ #&❛♥1✐#✐♦♥ &❡❣✐♦♥ ✭✶✳✺ #♦ ✸ ●T❛✮✱ &❡❧❛#❡❞ #♦ ❝&✐#✐❝❛❧ ❞✐1#❛♥❝❡1

&❡❛❝❤❡❞ ❜❡#✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦&✐♥❣ ❝♦♣♣❡& 1✐#❡1 ✭❞CuO ≃ 2.32 ➴ ❛♥❞ ❞CuO ≃ 2.03 ➴✱ ❋✐❣✉&❡ ✽✼✮✳

❚❤❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛&✐❛#✐♦♥1 ✐♥ #❤❡ ❈✉✲❈✉ ❞✐1#❛♥❝❡1 ❛1 ❛ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ ♣&❡11✉&❡ ❛&❡ ♣&❡✲

1❡♥#❡❞ ✐♥ #❤❡ ❜♦##♦♠ ♣❧♦# ♦❢ ❋✐❣✉&❡ ✹✷✳ ❲❡ &❡♣♦&# #❤❡ ❢✉❧❧ 1❡# ♦❢ ✐♥✲❧❛②❡& ❈✉✲❈✉ ❞✐1#❛♥❝❡1

✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✽✽ ♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❆ ❝❧❡❛& #❡♥❞❡♥❝② ♦❢ &❡❞✉❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡1❡ ❞✐1#❛♥❝❡1 ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞

✇✐#❤ ❛ ✈✐1✐❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ 1❧♦♣❡ ❝♦&&❡❧❛#❡❞ #♦ #❤❡ ♦♥❡ ♦❜#❛✐♥❡❞ ❢♦& ❈✉✲❖✲❈✉ ❛♥❣❧❡1 ❜❡#✇❡❡♥

✶✳✺ ❛♥❞ ✸ ●T❛✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤#1 #❤✐1 ❢❛❝#✱ ❦♥♦✇✐♥❣ #❤❛# ✇❡ ✉1❡❞ ❛ ❣✉✐❞❡✲#♦✲#❤❡✲

❡②❡ ✜# ♣❡&❢♦&♠❡❞ ♦♥ ❛ &❡♣&❡1❡♥#❛#✐✈❡ 1❡# ♦❢ ❈✉✲❈✉ ❞✐1#❛♥❝❡1✳ ❚❤❡1❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞✐1#❛♥❝❡1

#❛❦❡ ✈❛❧✉❡1 ✐♥ ❜❡#✇❡❡♥ ✸✳✶✺➴✭❧♦✇ ♣&❡11✉&❡✮ ❛♥❞ ✷✳✾✼ ➴ ✭❤✐❣❤ ♣&❡11✉&❡✮✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛&❡❞

#♦ ♣&❡✈✐♦✉1 ❡①♣❡&✐♠❡♥#❛❧ ✇♦&❦ ♦❢ ❙✉③✉❦✐ ❡# ❛❧✳❬✹❪ ✭✸✳✷✺ ➴ #♦ ✸✳✶ ➴✮✱ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥# ✐1

❢♦✉♥❞✳

❚♦ ❝♦♠♣❧❡#❡ #❤✐1 ♣✐❝#✉&❡✱ ✐♥ #❤❡ #❛❜❧❡ ✾✵ ♦❢ 1✉♣♣❧❡♠❡♥#❛&② ♠❛#❡&✐❛❧1✱ ✇❡ ♣✐❝❦❡❞ ✉♣ #✇♦

1♣❡❝✐✜❝ ♦①②❣❡♥ ❛#♦♠1 ✭❖81✲❤②❞&♦①✐❞❡ ❛♥❞ ❖79✲❛❝❡#❛#❡✮ ✐♥ #❤❡ 1#&✉❝#✉&❡✳ ❆1 ❛ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢

♣&❡11✉&❡✱ ✇❡ ♦❜1❡&✈❡ ❛ ❞✐♠✐♥✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❈✉✲❖✭❤②❞&♦①✐❞❡✮✲❈✉ ❛♥❣❧❡✱ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛

❞❡❝&❡❛1❡ ♦❢ #❤❡ ❛11♦❝✐❛#❡❞ ❈✉✲❈✉ ❞✐1#❛♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ #❤❡ ❈✉✲❖✭❤②❞&♦①✐❞❡✮ ❞✐1#❛♥❝❡1 &❡♠❛✐♥

✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ■♥#❡&❡1#✐♥❣❧②✱ ❛♥ ✐♥❝&❡❛1❡ ♦❢ #❤❡ ❈✉✲❖✭❛❝❡#❛#❡✮✲❈✉ ❛♥❣❧❡ ✐1 ♦❜#❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐1

✐1 ❛11♦❝✐❛#❡❞ ✇✐#❤ ❛♥ ✐♠♣♦&#❛♥# ❞❡❝&❡❛1❡ ♦❢ ❈✉✲❖✭❛❝❡#❛#❡✮ ❞✐1#❛♥❝❡1 ❛♥❞ ❛ ❞❡❝&❡❛1❡ ♦❢

❈✉✲❈✉ ❞✐1#❛♥❝❡1✳ ❚❤✐1 1✐#✉❛#✐♦♥ ✐1 ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② #❤❡ ❞❡❢♦&♠❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣

❞✐1#♦&#❡❞ ❈✉❖6 ♦❝#❛❤❡❞&♦♥ ✐♥ #❤❡ 1❡♥1❡ ♦❢ ❛ &❡❞✉❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐1#❛♥❝❡ ❈✉✲❖ ❜❡#✇❡❡♥

#❤❡ ✐♥♦&❣❛♥✐❝ ❧❛②❡& ❛♥❞ #❤❡ ✧❛♥❝❤♦&✐♥❣✧ ♦①②❣❡♥ ♦❢ #❤❡ ❛❝❡#❛#❡ ❣&♦✉♣✳

❚♦ 1✉♠♠❛&✐③❡ #❤❡ ♦✉#♣✉#1 ♦❢ #❤✐1 1#&✉❝#✉&❛❧ 1#✉❞②✱ ✇❡ 1❤♦✇ #❤❛# ❛❝❡#❛#❡ ❛♥❞ ❤②❞&♦①✐❞❡

♠♦❧❡❝✉❧❡1 ❛&❡ ❤✐❣❤❧② ❛✛❡❝#❡❞ ❜② #❤❡ ♣&❡11✉&❡ ♣❡&#✉&❜✐♥❣ #❤❡ ✐♥♦&❣❛♥✐❝ ♥❡#✇♦&❦ ✐♥ ❛ ✇❛②

#❤❛# ❢❛✈♦&1 ❢❡&&♦♠❛❣♥❡#✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦&1 ❢♦& #❤❡ ❝♦♣♣❡& ❧❛②❡&1✳ ❚❤❡ ❛❜&✉♣# ❝❤❛♥❣❡1 ✈✐1✐❜❧❡ ♦♥

❛❧❧ 1❡# ♦❢ 1#&✉❝#✉&❛❧ ❞❛#❛ ❛1 ❛ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ ♣&❡11✉&❡ ✐♥❞✐❝❛#❡ ❛ ❝♦&&❡❧❛#✐♦♥✱ ✐♥ #❤❡ #&❛♥1✐#✐♦♥

♣&❡11✉&❡ &❛♥❣❡✱ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ❞❡❢♦&♠❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥#1 ♦❢ #❤❡ #✇♦ ❝♦♣♣❡&

❤②❞&♦①✐❞❡ ❧❛②❡&1 ❛♥❞ #❤❡ ♠❛❣♥❡#✐❝ ✐♥#❡&❛❝#✐♦♥1✳ ❚♦ ❡❧✉❝✐❞❛#❡ #❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡#✇❡❡♥ ❈✉ ❧❛②❡&1

♣❡&#✉&❜❛#✐♦♥ ❜② ♣&❡11✉&❡ ❛♥❞ #❤❡ ❢❡&&♦♠❛❣♥❡#✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ♣&♦♠♦#✐♦♥✱ ✇❡ ✇❡♥# ♦♥ #♦ 1#✉❞②

#❤❡ ❧♦❝❛❧ 1♣✐♥ ❞❡♥1✐#② ❞✐1#&✐❜✉#✐♦♥1 ✐♥ #❤❡ 1②1#❡♠✱ ❝❤❛&❛❝#❡&✐1#✐❝ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣&❡11✉&❡❞ 1②1#❡♠✳

✶✶✾
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❲❡ ✉#❡ $❤❡ ❧♦❝❛❧ #♣✐♥ ❞❡♥#✐$② ❛♥❛❧②#✐# $♦ ✉♥❞❡/#$❛♥❞ $❤❡ ♦/✐❣✐♥ ♦❢ $❤❡ #$/✉❝$✉/❛❧ ❛♥❞

❡♥❡/❣❡$✐❝ ♣/♦♣❡/$✐❡# ♦❜#❡/✈❡❞ ✐♥ $❤❡ ♠❛❣♥❡$✐❝ $/❛♥#✐$✐♦♥ ♣/❡##✉/❡ /❛♥❣❡✳ ■♥ ♦/❞❡/ $♦

✉♥❞❡/#$❛♥❞ $❤❡ ♣/♦♠♦$✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ❢❡//♦♠❛❣♥❡$✐#♠✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ $❤❡ ❧♦❝❛❧ ❈✉ #♣✐♥ ❞❡♥#✐$✐❡#

❛♥❞ ❛ ✈❛/✐❡$② ♦❢ #♣✐♥ $♦♣♦❧♦❣✐❡# ❛/❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦/ ❡❛❝❤ ♣/❡##✉/❡ ❛♥❞ ❢♦/ ❡❛❝❤ $♦$❛❧ #♣✐♥ ✈❛❧✉❡
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❛♥❞ ❛/❡ ❝♦♠♣❧❡$❡❞ ✐♥ $❤✐# #❡❝$✐♦♥✳ ◆❡✈❡/$❤❡❧❡##✱ ❛ #✉♠♠❛/✐③✐♥❣ ❋✐❣✉/❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛✐♥ /❡#✉❧$#

♦❢ $❤✐# ✐♥✈❡#$✐❣❛$✐♦♥ ♦❢ #♣✐♥ ❞❡♥#✐$② ❞✐#$/✐❜✉$✐♦♥# ❛# ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ ♣/❡##✉/❡✱ ✐# ♣/♦✈✐❞❡❞ ✐♥

❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✭❋✐❣✉/❡ ✾✶✮✳

■♥ ❋✐❣✉/❡ ✹✸✱ ✇❡ #❤♦✇ $❤❡ ❞✐✛❡/❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ $✇♦ ❝♦♣♣❡/ ❧❛②❡/# ♠❛❣♥❡$✐③❛$✐♦♥

✭∆ΣS
l1l2
❂ΣS

l1
− ΣS

l2
✮✱ O✉❛♥$✐❢②✐♥❣ $❤❡ ✸❉ ❢❡//✐♠❛❣♥❡$✐❝ ❝❤❛/❛❝$❡/ ✐♥ $❤❡ #②#$❡♠✳ ■♥ ❢❛❝$✱ ✐❢

$❤❡ $✇♦ ❧❛②❡/# #❤♦✇ ✐❞❡♥$✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡$✐③❛$✐♦♥ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ ✇✐$❤ ♦♣♣♦#✐$❡ #✐❣♥✱ $❤❡♥ ∆ΣS
l1l2
❂✵

✇✐$❤ ΣS
l1
= −ΣS

l2
❛♥❞ ❛ ✸❉ ❛♥$✐✲❢❡//♦♠❛❣♥❡$✐❝ ✭❆❋✮ ❝♦♥✜❣✉/❛$✐♦♥ ✐# ♦❜$❛✐♥❡❞✳ ■♥ ❝♦♥$/❛#$✱

✇✐$❤ ❡O✉❛❧ ✜♥✐$❡ #♣✐♥ ♣♦❧❛/✐③❛$✐♦♥ ✭ΣS
l1
= ΣS

l2
6= 0✮ ❛♥❞ ∆ΣS

l1l2
❂✵✱ ✸❉ ❢❡//♦♠❛❣♥❡$✐#♠ ✐#

♦❜$❛✐♥❡❞✳ ■♥ $❤❡ ✐♥$❡/♠❡❞✐❛$❡ ❝♦♥✜❣✉/❛$✐♦♥✱ ❜♦$❤ ❧❛②❡/ #✉#$❛✐♥ ❞✐✛❡/❡♥$ ✜♥✐$❡ ♠❛❣♥❡$✐✲

③❛$✐♦♥ ✈❛❧✉❡# ΣS
l1
6= ΣS

l2
/❡#✉❧$✐♥❣ ✐♥ ❛ ❢❡//✐♠❛❣♥❡$✐❝ ❝♦♥✜❣✉/❛$✐♦♥ ✭❲❋✮✳

❚❤/❡❡ ♣/❡##✉/❡ /❛♥❣❡# ❛/❡ ❝♦♥#✐❞❡/❡❞✱ #❤♦✇✐♥❣ ❞✐#$✐♥❝$ ♠❛❣♥❡$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦/#✳ ❋/♦♠ ✵

$♦ ✶ ●T❛✱ $❤❡/❡ ✐# $❤❡ /❡❣✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ $❤❡ ❆❋ ❝❛#❡ ✐# ❝❧❡❛/❧② $❤❡ ♠♦#$ #$❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉/❛✲

$✐♦♥✳ ◆❡✈❡/$❤❡❧❡##✱ ❜♦$❤ $❤❡ ❆❋ ✭❙0✮ ❛♥❞ $❤❡ ❲❋ ✭❙8✮ #②#$❡♠# $❡♥❞ $♦✇❛/❞ ❛ ♥♦♥③❡/♦

❡O✉❛❧ ♠❛❣♥❡$✐③❛$✐♦♥ ❛♠♦♥❣ $❤❡ $✇♦ ❧❛②❡/# ♦❢ $❤❡ #✐♠✉❧❛$✐♦♥ ❝❡❧❧✳ ❆♥ ✐♥❝/❡❛#❡ ♦❢ ♣/❡##✉/❡

❛❧❧♦✇# ❛ /❡❞✐#$/✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ #♣✐♥ ❞❡♥#✐$② ❢❛✈♦/✐♥❣ ❆❋ ✐♥$❡/❛❝$✐♦♥# ✇✐$❤✐♥ $❤❡ ❧❛②❡/# ❛♥❞ $❤✉#

❝❤❛/❛❝$❡/✐③❡❞ ❜② ❛ ❞❡❝/❡❛#❡ ♦❢ ∆ΣS
l1,l2
✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ❢♦/ #$❛❜✐❧✐$② #$❛/$# ❛$ ✶✳✷ ●T❛ ✭✐♥

/❡❣✐♦♥ ■■✮✳ ❲❡ #❡❡✱ ❛$ ✜/#$✱ ❛♥ ✐♥❝/❡❛#❡ ♦❢ $❤❡ ✐♥$❡/✲❧❛②❡/ #♣✐♥ ♣♦❧❛/✐③❛$✐♦♥ ✭∆ΣS
l1,l2
✮ ✐♥ $❤❡

❙0 ❝❛#❡ ✇❤✐❧❡ ❢♦/ $❤❡ ❙8 #②#$❡♠✱ ✐$ /❡♠❛✐♥# ❝❧♦#❡ $♦ ✵✳ ❆$ ✷ ●T❛✱ ❛ ❞/♦♣ ♦❢ $❤✐# ✸❉ #♣✐♥

♣♦❧❛/✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❙0 #②#$❡♠ ✐# ♦❜#❡/✈❡❞ ❜✉$ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ✜♥❛❧ ✐♥❝/❡❛#❡ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ #♣✐♥

♣♦❧❛/✐③❛$✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐# ♦❜$❛✐♥❡❞ ❛$ ✸✳✺ ❛♥❞ ✼✳✺ ●T❛ ✭❋✐❣✉/❡ ✹✸✲ /❡❣✐♦♥ ■■ ❛♥❞ ■■■✮✳ ❋♦/ $❤❡ ❙ 8

#②#$❡♠ ✐♥ /❡❣✐♦♥ ■■✱ ❛♥ ✐♥❝/❡❛#❡ ♦❢ $❤❡ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ $✇♦ ❧❛②❡/# ♠❛❣♥❡$✐③❛$✐♦♥#

✐# ✐♠♠❡❞✐❛$❡❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞❡❝/❡❛#❡ ❛♥❞ ❛ #$❛❜✐❧✐③❛$✐♦♥ ♦❢ ❛ #♣✐♥ ❞❡♥#✐$② ❞✐#$/✐❜✉$✐♦♥

❢❛✈♦/✐♥❣ ✸❉ ❢❡//♦♠❛❣♥❡$✐#♠✳ ❚❤✐# ✐# ❝❤❛/❛❝$❡/✐③❡❞ ❜② $❤❡ ❡#$❛❜❧✐#❤♠❡♥$ ♦❢ #✐♠✐❧❛/ ΣIN

❛♠♦♥❣ $❤❡ $✇♦ ❝♦♣♣❡/ ❧❛②❡/#✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦#✐$❡ ❜❡❤❛✈✐♦/ ♦❜#❡/✈❡❞ ❢♦/ $❤❡ ❙❂✽ ❛♥❞ ❙❂✵ ♠❛❣✲

♥❡$✐❝ ❝♦♥✜❣✉/❛$✐♦♥# ✭❙0 ❛♥❞ ❙8✮ ✐# ❝♦♥#✐#$❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ❢♦/ #$❛❜✐❧✐$② ♦❜#❡/✈❡❞

❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ $✇♦ #②#$❡♠#✱ ✐♥ $❤❡ ❡♥❡/❣✐❡# ❛♥❛❧②#✐# ✭❋✐❣✉/❡ ✹✵✮ ✇✐$❤✐♥ $❤❡ $/❛♥#✐$✐♦♥ /❡❣✐♦♥✳

▼❛♥② #♣✐♥ $♦♣♦❧♦❣✐❡# ❛/❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦/ ❡❛❝❤ ♦❢ $❤❡ #②#$❡♠# ❝♦♥#✐❞❡/❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣❧♦$ ♦❢

❋✐❣✉/❡ ✹✸✳ ❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ✐♥ $❤❡ $♦♣ ♣❛/$ ♦❢ ❋✐❣✉/❡ ✹✸✱ #♥❛♣#❤♦$# ♦❢ $❤❡ #♣✐♥ ❞❡♥#✐$② ❞✐#✲

$/✐❜✉$✐♦♥# ♦❢ α✲#$❛$❡# ✭❜❧✉❡ #♦❧✐❞ #✉/❢❛❝❡# ❛/♦✉♥❞ ❝♦♣♣❡/ #✐$❡#✮ ❛♥❞ β✲#$❛$❡# ✭❣/❡❡♥ #♦❧✐❞
#✉/❢❛❝❡#✮ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢/♦♠ $❤❡ /❛♥❞♦♠✐③❛$✐♦♥# ♣/♦❝❡❞✉/❡#✳ ❲❡ ♦♥❧② ❢♦❝✉# ♦♥ $❤❡ #②#$❡♠ ♦❢

❧♦✇❡#$ $♦$❛❧ ❡♥❡/❣② ❛$ ❡❛❝❤ ♣/❡##✉/❡ ✈❛❧✉❡ ✭❋✐❣✉/❡ ✹✵✮ ❛♥❞ ❝❤♦♦#❡ $❤❡ #♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉/❛$✐♦♥#

$❤❛$ ❛/❡ ♠♦#$ ♦❢$❡♥ ❢♦✉♥❞ ❛$ $❤✐# ♣/❡##✉/❡✳ ■♥ $❤❡ ✜/#$ /❡❣✐♦♥ ✭$♦♣ ❋✐❣✉/❡ ✹✸✲■✮✱ $❤❡ ❙ 0

#②#$❡♠# ❛♥❛❧②③❡❞ #❤♦✇ ♠♦#$❧② ✜♥✐$❡ ♠❛❣♥❡$✐③❛$✐♦♥# ✇✐$❤✐♥ ❝♦♣♣❡/ ❧❛②❡/# ❜✉$ ♦❢ ♦♣♣♦#✐$❡

#✐❣♥ ❢♦/ ❜♦$❤ ❧❛②❡/# ❛# ♣✐❝$✉/❡❞ ✐♥ $❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡♥♦$❡❞ ❙✵✲❛✳ ■♥ $❤❡ ❆❋ $♦ ❋ $/❛♥#✐$✐♦♥

/❡❣✐♦♥ ✭■■✮✱ ✇❡ ♣✐❝$✉/❡ $❤❡ ❢♦✉/ ❞♦♠✐♥❛♥$ ❞✐#$/✐❜✉$✐♦♥# ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦/ $❤❡ ❙0 ❛♥❞ ❙8 #②#✲
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❋✐❣✉$❡ ✹✸ ✕ ❚♦♣ ♣❛$%✿ ■*♦*✉$❢❛❝❡* ♦❢ *♣✐♥ ❞❡♥*✐2② ✭±0.03 ⑤❡⑤✮ ♦❢ α✲*♣✐♥ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ β✲
*♣✐♥ ✭❣$❡❡♥✮ ♦❢ ❝♦♣♣❡$ ❤②❞$♦①✐❞❡ ❛❝❡2❛2❡ ♠❛2❡$✐❛❧ ✐♥ ❞✐✛❡$❡♥2 ♣$❡**✉$❡ $❡❣✐♦♥* ✭■✿ ✵ 2♦

✶ ●B❛✱ ■■✿ ✶ 2♦ ✸✳✺ ●B❛ ❛♥❞ ■■■✿ ✸ 2♦ ✼✳✺ ●B❛✮✳ ❇♦%%♦♠ ♣❛$%✿ ❉✐✛❡$❡♥❝❡* ✐♥ ✐♥✲❧❛②❡$

♠❛❣♥❡2✐③❛2✐♦♥* ✭∆ΣS
l1l2
✮ ❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡ 2♦♣ ❛♥❞ ❜♦22♦♠ ❈✉✲❧❛②❡$* ✐♥ ❈✉❖❍❆❝ *2$✉❝2✉$❡ ❛*

❛ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ ♣$❡**✉$❡ ❢♦$ 2❤❡ ❛♥2✐❢❡$$♦♠❛❣♥❡2 *②*2❡♠ ✭❙ ❂ ✵ ✐♥ ❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❢♦$ 2❤❡ ❙ ❂ ✽

*②*2❡♠ ✐♥ ②❡❧❧♦✇ *②♠❜♦❧*✳

2❡♠* *✐♥❝❡ ❛ ❝♦♠♣❡2✐2✐♦♥ ❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡ 2✇♦ *②*2❡♠* ♦❝❝✉$*✳ ■♥ 2❤❡ ❝❛*❡* ❙✽✲❛ ❛♥❞ ❙✽✲❜✱

✇❡ ♦❜2❛✐♥ $❡*♣❡❝2✐✈❡❧② 2❤❡ ❤✐❣❤❡*2 ❛♥❞ ❧♦✇❡*2 ✈❛❧✉❡* ♦❢ ∆ΣS
l1l2

❝♦♥*✐❞❡$❡❞ ✐♥ 2❤❡ ❣$❛♣❤ ❛*

❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ ♣$❡**✉$❡ ✭❋✐❣✉$❡ ✹✸✲❜♦22♦♠ ♣❛$2✮✳ ■♥ 2❤❡ *❛♠❡ *❝❤❡♠❡✱ ✇❡ *❤♦✇ *♣✐♥ ❞❡♥*✐2②

❝♦♥✜❣✉$❛2✐♦♥* ❝♦$$❡*♣♦♥❞✐♥❣ 2♦ 2❤❡ ❤✐❣❤ ✭❙✵✲❜✮ ❛♥❞ ❧♦✇ ✭❙✵✲❝✮ ✐♥✲❧❛②❡$ *♣✐♥ ♣♦❧❛$✐③❛2✐♦♥*

♦❜2❛✐♥❡❞ ❢♦$ 2❤❡ ❙0 *②*2❡♠✳ ❆* 2❤❡ 2♦2❛❧ ❡♥❡$❣② ♦❢ 2❤❡ ❙8 *②*2❡♠ ❣❡2* ❧♦✇❡$ ❛♥❞ 2❤❡

2$❛♥*✐2✐♦♥ ♦❝❝✉$*✱ 2❤❡ ❙8 *②*2❡♠ *2❛❜✐❧✐③❡* ✐♥ ❛ ❝♦♥✜❣✉$❛2✐♦♥ ❢❛✈♦$✐♥❣ *✐♠✐❧❛$ ✈❛❧✉❡* ♦❢

❝♦♣♣❡$ ❧❛②❡$* ♠❛❣♥❡2✐③❛2✐♦♥* ✐♥ 2❤❡ ♣$✐♠✐2✐✈❡ ❝❡❧❧ ✭❝❛*❡ ❙✽✲❝ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✹✸✮✳

❚❤❡ 2✇♦ ♠❛❣♥❡2✐❝ ❝♦♥✜❣✉$❛2✐♦♥*✱ ❝❤❛$❛❝2❡$✐*2✐❝ ♦❢ ❧♦✇ ♣$❡**✉$❡ ❈✉❖❍❆❝ ❛♥2✐✲❢❡$$♦♠❛❣♥❡2✐❝

❛♥❞ ❤✐❣❤ ♣$❡**✉$❡ ❢❡$$♦♠❛❣♥❡2✐❝ ❝❤❛$❛❝2❡$*✱ ❛$❡ ❝♦♥*✐❞❡$❡❞ ✐♥ ♠♦$❡ ❞❡2❛✐❧*✳ ❲❡ ❢♦❝✉* ♦♥

2❤❡ ❛♥❛❧②*✐* ♦❢ ♦①②❣❡♥ ❛2♦♠* ❝♦♦$❞✐♥❛2✐♥❣ ❝♦♣♣❡$ ❧❛②❡$* ❛♥❞ 2❤❡ *♣✐♥ ❞❡♥*✐2② ❡✈❡♥2✉❛❧❧②
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❛!♦♠$✳ ❚❤✐$ ✐$ ♣❡+❢♦+♠❡❞ ❢♦+ !❤❡ ❆❋ ❝❛$❡ ✭❙❂✵✮✱ ✐♥ ❜❧✉❡ ❜❛+$ ✐♥ ❋✐❣✉+❡ ✹✹✱ ❛♥❞ ❢♦+ !❤❡

❢❡++♦♠❛❣♥❡!✐❝ ❝❛$❡ ✭❙❂✽✮ ✐♥ ❧✐❣❤! +❡❞✳ ❋♦❝✉$✐♥❣ ♦♥ !❤❡ !♦♣ ✭❧♦✇ ♣+❡$$✉+❡✮ ❜❛+ ♣❧♦!✱ ✇❡

♦❜$❡+✈❡ !❤❛! ❛ ♠❛❥♦+✐!② ♦❢ ♦①②❣❡♥ ❛!♦♠$ ❞♦ ♥♦! ♣❛+!✐❝✐♣❛!❡ !♦ !❤❡ $♣✐♥ ♣♦❧❛+✐③❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡

$②$!❡♠ ✭♠❛✐♥ ♣❡❛❦ ❛! ✵ ⑤❡⑤✮✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡+❡♥❝❡$ ✇✐!❤ !❤❡ ❋ ❝♦♥✜❣✉+❛!✐♦♥ ✭❙❂✽✮ ❛+❡ ❤✐❣❤✲

❧✐❣❤!❡❞✳ ❋✐+$!✱ !❤❡+❡ ✐$ ❛ ♠❛❥♦+✐!② ♦❢ α $♣✐♥ ♣♦❧❛+✐③❛!✐♦♥ ✐♥ !❤❡ ❧❛!!❡+✱ !❤✐$ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥$✐$!❡♥!

✇✐!❤ !❤❡ !♦!❛❧ $♣✐♥ ❝♦♥$!+❛✐♥! ✐♠♣♦$❡❞ ♦♥ !❤❡ $②$!❡♠✳ ❲❡ ❛❧$♦ $❡❡ !❤❛! !❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢

♦①②❣❡♥ ❛!♦♠$ $✉$!❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧❛+❣❡ $♣✐♥ ♣♦❧❛+✐③❛!✐♦♥ ✭≃ ✵✳✷ ⑤❡⑤✮ ✐$ ♠♦+❡ ✐♠♣♦+!❛♥! ✐♥ !❤❡

❙❂✽ ❝❛$❡✳ ❚❤❡ ❜♦!!♦♠ ❜❛+ ♣❧♦! ✐♥ ❋✐❣✉+❡ ✹✹ $❤♦✇$ !❤❡ $❛♠❡ +❡$✉❧! ❢♦+ !❤❡ ❤✐❣❤ ♣+❡$$✉+❡

$②$!❡♠$✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦✉!♣✉! ✐$ !❤❛! !❤❡ ❝❡♥!+❛❧ ♣❡❛❦ ✭❛! ✵ $♣✐♥ ♣♦❧❛+✐③❛!✐♦♥✮ ✐$ +❡❞✉❝❡❞ ✐♥

!❤❡ ❙❂✽ ❝❛$❡ ❡✈❡♥ ♠♦+❡ !❤❛♥ ✐♥ !❤❡ ❆❋ $!❛!❡ $♦ !❤❛! ♠♦+❡ $♣✐♥ ❞❡♥$✐!② ✐$ ♦❜!❛✐♥❡❞ ♦♥ !❤❡
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$♣✐♥ ❞❡♥$✐!② ✐$♦$✉+❢❛❝❡$ ❛! ✵✳✵✷ ⑤❡⑤✳ ❇❡$✐❞❡$✱ !❤❡ ♠❛❥♦+✐!② ♦❢ $♣✐♥ ❞❡♥$✐!✐❡$ ♦❜$❡+✈❡❞ !♦ ❜❡
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♦♥ !❤❡ ❛❝❡!❛!❡ ❧✐♥❦❡❞ ♦①②❣❡♥ ❛!♦♠$✳ ❆❧❧ !❤❡ $♣✐♥ ♣♦❧❛+✐③❡❞ ♦①②❣❡♥$ ✐♥$!❡❛❞ ❝♦++❡$♣♦♥❞ !♦

!❤❡ ❤②❞+♦①✐❞❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡$ ❝♦♦+❞✐♥❛!✐♥❣ !❤❡ ❝♦♣♣❡+ ❧❛②❡+✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐!✐♦♥ !❤❛! !❤+❡❡ ❝♦♣♣❡+

♥❡✐❣❤❜♦+$ ♦❢ ❛♥ ♦①②❣❡♥✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛❧❧ !❤+❡❡ !❤❡ $❛♠❡ $♣✐♥ ♣♦❧❛+✐③❛!✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡ ❛ $❤❛+❡ ♦❢

$♣✐♥ ❞❡♥$✐!② ✇✐!❤ !❤✐$ ♦①②❣❡♥ ❛!♦♠$ ✐$ ❤✐❣❤❧✐❣❤!❡❞ ❜② ❞❛$❤❡❞ ❝✐+❝❧❡$ ✐♥ ❜♦!❤ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤

♣+❡$$✉+❡ $!+✉❝!✉+❡$ $♥❛♣$❤♦!$✳ ❚❤❡$❡ +❡$✉❧!$ ❛+❡ +❡♣+❡$❡♥!❛!✐✈❡ ♦❢ !❤❡ ♠❛❣♥❡!✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦+

♦❢ !❤❡ ❝♦♣♣❡+ ❤②❞+♦①✐❞❡ ❧❛②❡+$ ✐♥ ❈✉❖❍❆❝✳ ❲❤❡♥ ♣+❡$$✉+❡ ✐$ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ !❤❡ $②$!❡♠✱ ❛

$❤❛+❡ ♦❢ $♣✐♥ ❞❡♥$✐!② ✐$ ❡$!❛❜❧✐$❤❡❞ ❜❡!✇❡❡♥ ❝♦♣♣❡+ $✐!❡$ ❛♥❞ !❤❡✐+ ❝❧♦$❡$! ♦①②❣❡♥ ❡♥✈✐✲

+♦♥♠❡♥! ✇❤✐❝❤ ❛+❡ !❤❡ ♦①②❣❡♥$ ♦❢ ❤②❞+♦①✐❞❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡$✳ ❚❤❡ +❡❞✉❝!✐♦♥ ♦❢ ❈✉✲❖ ❞✐$!❛♥❝❡$

✐♥ !❤❡ $②$!❡♠$ ❢❛✈♦+$ !❤✐$ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❙✉❝❤ ❞❡❢♦+♠❛!✐♦♥$ ❛+❡ ❢❛✈♦+✐♥❣ $♣❡❝✐✜❝ ♣❛!✲

!❡+♥$ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥!❡+❛❝!✐♦♥$ +❡$✉❧!✐♥❣ ✐♥ !+✐❣♦♥❛❧❧② ❛++❛♥❣❡❞ ❈✉✲$✐!❡$ $❤♦✇✐♥❣ !❤❡ $❛♠❡

$♣✐♥ ❞❡♥$✐!② $✐❣♥ ✭α ♦+ β $♣✐♥ ❞❡♥$✐!②✮ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝✐♥❣ !❤❡ $♣✐♥ ♣♦❧❛+✐③❛!✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦+✐♥❣

♦①②❣❡♥ $✐!❡$✳
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❖✉+ ✜+$!✲♣+✐♥❝✐♣❧❡$ ❝❛❧❝✉❧❛!✐♦♥$ ❛❧❧♦✇ ✉$ !♦ ❝♦♠♣✉!❡ !❤❡ ❡❧❡❝!+♦♥✐❝ ❞❡♥$✐!② ♦❢ $!❛!❡$
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✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ $②$!❡♠❛!✐❝ ✉♥❞❡+❡$!✐♠❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❢+♦♠ ❉❋❚✲●●❆ ♠❡!❤♦❞$ ❬✹✽❪✱

✇❡ ♣+♦♣♦$❡ !♦ ❢♦❝✉$ ♦♥ !❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ✈❛+✐❛!✐♦♥ ❛$ ❛ ❢✉♥❝!✐♦♥ ♦❢ ♣+❡$$✉+❡ ❢♦+ !❤❡ !✇♦

♠❛❣♥❡!✐❝ ❝♦♥✜❣✉+❛!✐♦♥$ +❡❧❡✈❛♥! ❢♦+ ♦✉+ $!✉❞②✱ ♥❛♠❡❧② ❙0 ❛♥❞ ❙8✳ ■♥ ❋✐❣✉+❡ ✹✺ ✭❜♦!!♦♠
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♦✈❡+ !❤❡ ✶✼ +❡❛❧✐③❛!✐♦♥$ ♦❜!❛✐♥❡❞ ❢+♦♠ !❤❡ +❛♥❞♦♠✐③❛!✐♦♥ ♣+♦❝❡❞✉+❡✱ +❡$✉❧!✐♥❣ ✐♥ !❤❡ ❡++♦+
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!✐♦♥ $!❛❜✐❧✐③❡$ ❛! ❛ ❧❛+❣❡+ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ✈❛❧✉❡ !❤❛♥ !❤❡ ❆❋ $②$!❡♠ ❛! ❤✐❣❤ ♣+❡$$✉+❡$ ✐♥❞✐❝❛!✐♥❣

!❤❛! !❤❡ ♣+❡$$✉+❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡!✐❝ !+❛♥$✐!✐♦♥ ✐$ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② !❤❡ ✐♥❝+❡❛$❡ ♦❢ !❤❡ ✐♥✲
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✐♥ !❤❡ !♦♣ ♣❛+! ♦❢ ❋✐❣✉+❡ ✹✺✳ ❚❤❡ ✐♥$❡!$ ❛+❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤!✐♥❣ !❤❡ ❜❛♥❣ ❣❛♣ +❡❣✐♦♥ ✐♥ ♦+❞❡+
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Low pressure

AF, S=0

P = 0 GPa P = 7.5 GPa

High pressure

F, S=8

❋✐❣✉$❡ ✹✺ ✕ ❚♦♣ ♣❛$%✿ ❞❡♥+✐,② ♦❢ +,❛,❡+ ✭❉❖❙✮ ❝♦♠♣✉,❡❞ ❢♦$ ,❤❡ ❙0 +②+,❡♠ ❛, ❧♦✇
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❢✉♥❝,✐♦♥ ✭♣❞❢✮ ,♦ ❝❤❛"❛❝,❡"✐③❡ ,❤❡ ❡✛❡❝, ♦❢ ♣"❡&&✉"❡ ♦♥ ❈✉❖❍❆❝ &②&,❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞❡&♣✐,❡

,❤❡ ❛♥❛❧②&✐& ♣❡"❢♦"♠❡❞ ♦♥ ,❤❡ ❞✐✛❡"❡♥, ❞✐&,❛♥❝❡& ❛♥❞ ❛♥❣❧❡& ✐♥ ,❤❡ &②&,❡♠✱ ,❤✐& ♣❞❢ ❛❧❧♦✇&

,♦ ❢♦❧❧♦✇ ,❤❡ ❡✛❡❝, ♦❢ ♣"❡&&✉"❡ ♦♥ ♣❛",✐❝✉❧❛" ♣❛✐"& ♦❢ ❛,♦♠&✳ ❈♦♥&✐❞❡"✐♥❣ ,❤❡ ❝♦♣♣❡"✲

♦①②❣❡♥ ♣❛✐"✱ ✇❡ ✜"&, "❡♣♦", ,❤❡ ❣CuO✭|r|✮ ♦❜,❛✐♥❡❞ ❢♦" ❝♦♣♣❡" ❤②❞"♦①✐❞❡ ❛❝❡,❛,❡ &,"✉❝,✉"❡

❛, ✵ ♣"❡&&✉"❡ ✐♥ ❋✐❣✉"❡ ✹✽✳ ❚❤✐& ❞✐&,"✐❜✉,✐♦♥ ✐& ♦❜,❛✐♥❡❞ ❢"♦♠ ❛ ❋P▼❉ &✐♠✉❧❛,✐♦♥ ❛, "♦♦♠

1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
0

5

10

15

20

25

30

Cu-O distances (A)

P
ai

r
d

is
tr

ib
u

ti
o

n
 f

u
n
ct

io
n

 g
C

u
O
(r

) 
 (

a.
u

)

S0P0 Acetate system 

❋✐❣✉"❡ ✹✽ ✕ ❆,♦♠✐❝ ♣❛✐" ❞✐&,"✐❜✉,✐♦♥ ❢✉♥❝,✐♦♥ ❣✭"✮ ❝♦♠♣✉,❡❞ ❢♦" ,❤❡ ❝♦♣♣❡"✲♦①②❣❡♥ ♣❛✐"

✐♥ ,❤❡ ❝❛&❡ ♦❢ ❝♦♣♣❡" ❤②❞"♦①✐❞❡ ❛❝❡,❛,❡ &,"✉❝,✉"❡✳ ❚❤❡ ❞❛,❛ ❛"❡ ❛✈❡"❛❣❡❞ ❢"♦♠ ❛ ♠♦❧❡❝✲

✉❧❛" ❞②♥❛♠✐❝& ,"❛❥❡❝,♦"② ♦❢ ✺ ♣& ❛, ✸✵✵❑ "❡&✉❧,✐♥❣ ✐♥ ,❤❡ ❡""♦" ❜❛"& ❡①♣♦&❡❞ ✭&,❛♥❞❛"❞

❞❡✈✐❛,✐♦♥&✮

,❡♠♣❡"❛,✉"❡ ♦❢ ✺ ♣&✱ ,❤❡ ❡""♦" ❜❛"& "❡♣"❡&❡♥, ,❤❡ &,❛♥❞❛"❞ ❞❡✈✐❛,✐♦♥& ❝♦""❡&♣♦♥❞✐♥❣ ,♦ ,❤❡

,"❛❥❡❝,♦"② ❛✈❡"❛❣❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦ ♦❜&❡"✈❡❞ ❛"♦✉♥❞ ✷✳✵✺ ➴ ✐& ❝❤❛"❛❝,❡"✐&,✐❝ ♦❢ ,❤❡ ♦①②❣❡♥
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♦❢ ❤②❞%♦①✐❞❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡- ❝♦♦%❞✐♥❛0✐♥❣ ❝♦♣♣❡% -✐0❡-✳ ❚❤❡ -❡❝♦♥❞ ♣♦♣✉❧❛0✐♦♥ ♦❢ ❛❝❡0❛0❡ ❧✐♥❦❡❞

♦①②❣❡♥ ❛0♦♠- ✐- ♣♦♦%❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛%♦✉♥❞ ♦♥❡ -♣❡❝✐✜❝ ❞✐-0❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉-❡ 0❤❡ 0❡♠♣❡%❛0✉%❡

♦❢ 0❤❡ -②-0❡♠ ❛❧❧♦✇- ❢♦% -✐❣♥✐✜❝❛♥0 0❤❡%♠❛❧ ✈✐❜%❛0✐♦♥-✳ ◆❡✈❡%0❤❡❧❡--✱ 0❤❡ ❝♦♦%❞✐♥❛0✐♦♥

♦❢ 0❤❡ ❝♦♣♣❡% ❧❛②❡% ❜② 0❤❡ ♦%❣❛♥✐❝ ♠♦✐❡0✐❡- ✐- ♠❛✐♥0❛✐♥❡❞ ✭❈✉✲❖❆❝ ❞✐-0❛♥❝❡- ❧♦✇❡% 0❤❛♥

✷✳✽ ➴✮ ❛♥❞ ✇✐0❤ ✐0✱ 0❤❡ -0❛❜✐❧✐0② ♦❢ 0❤❡ -②-0❡♠✳ ❚♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤0 0❤❡ ❡✛❡❝0 ♦❢ ♣%❡--✉%❡ ♦♥

0❤❡ -②-0❡♠✱ ✇❡ ❞❛♠♣❡❞ 0❤❡ -0%✉❝0✉%❡ 0♦ ♦❜0❛✐♥ 0❤❡ ❣❡♦♠❡0%② ❛0 ✵❑ ❛♥❞ ✇❡ ♣❡%❢♦%♠❡❞

0❤✐- ♣❞❢ ❛♥❛❧②-✐- ♦♥ 0❤❡ ❞✐✛❡%❡♥0 -0%✉❝0✉%❡- ♦❜0❛✐♥❡❞ ❛0 ❡❛❝❤ ♣♦-✐0✐✈❡ ♣%❡--✉%❡ ❝♦♥-✐❞❡%❡❞✳

❚❤❡ %❡-✉❧0- ❛%❡ %❡♣♦%0❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉%❡ ✹✾✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞❛-❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐- ❛♥ ✐♥❞✐❝❛0♦% ❣✐✈✐♥❣ ❛❝❝❡--

0♦ 0❤❡ ♣♦-✐0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ✜%-0 ♣❡❛❦ ✇❤✐❧❡ 0❤❡ ♣%❡--✉%❡ ✐- ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ 0❤❡ -②-0❡♠✳ ❚❤❡ -❤✐❢0

0♦✇❛%❞ -❤♦%0❡% ❈✉✲❖ ❞✐-0❛♥❝❡- ✐- ❛ ✈✐-✐❜❧❡ ❝❤❛%❛❝0❡%✐-0✐❝ ♦❢ 0❤❡ ❞❡❢♦%♠❛0✐♦♥- ♦❢ 0❤❡ ♦①②❣❡♥

♦❝0❛❤❡❞%❛ ✐♥ 0❤❡ -②-0❡♠✳ ❚❤❡%❡ ✐- ❛❧-♦ ❛♥ ✐♥❝%❡❛-❡ ♦❢ 0❤❡ ♠❛❣♥✐0✉❞❡ ♦❢ 0❤✐- ✜%-0 ♣❡❛❦

✇❤❡♥ ♣%❡--✉%❡ ✐- ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥❞✐❝❛0✐♥❣ 0❤❛0 0❤❡ ❞✐-0❛♥❝❡- 0♦ 0❤❡-❡ ❡L✉❛0♦%✐❛❧ ♦①②❣❡♥- ♦❢ ❖❍

♠♦❧❡❝✉❧❡- ❜❡❝♦♠❡- -✐♠✐❧❛%✳ ◆❡✈❡%0❤❡❧❡--✱ 0❤❡ -❤❛♣❡ ♦❢ 0❤✐- ♣❡❛❦ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥-❡%✈❡❞✱ 0❤❡

❣❡♦♠❡0%✐❝❛❧ ❞✐-0%✐❜✉0✐♦♥ ♦❢ ❤②❞%♦①✐❞❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡- ✐♥ 0❤❡ -②-0❡♠ ✐- ♥♦0 ♠✉❝❤ ❛✛❡❝0❡❞ ❜②

♣%❡--✉%❡✳ ❚❤✐- ✐- ♥♦0 0❤❡ ❝❛-❡ ❢♦% ♦%❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡- ❝♦♦%❞✐♥❛0✐♥❣ 0❤❡ ❈✉ ❧❛②❡%- ❢♦% ✇❤✐❝❤

♠♦%❡ ❞✐-♦%❞❡% ✐- ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♣%❡--✉%❡ -♦ 0❤❛0 ♥♦ ❝❧❡❛% 0%❡♥❞✱ ❡①❝❡♣0 ❛♥ ♦✈❡%❛❧❧ ❞✐♠✐♥✉0✐♦♥

♦❢ ❈✉✲❖❆❝ ❞✐-0❛♥❝❡-✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞%❛✇♥✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✾ ✕ )❛✐$ ❞✐,-$✐❜✉-✐♦♥ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❝♦♣♣❡$✲♦①②❣❡♥ ♣❛✐$ ✐♥ ❝♦♣♣❡$ ❤②❞$♦①✐❞❡

❛❝❡-❛-❡ ,②,-❡♠✱ ♦❜-❛✐♥❡❞ ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥- ✈❛❧✉❡, ♦❢ ♣$❡,,✉$❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ -❤❡ ,②,-❡♠✳ ❚❤❡

❞✐✛❡$❡♥- ❝✉$✈❡, ❢♦$ ✐♥❝$❡❛,✐♥❣ ♣$❡,,✉$❡ ✈❛❧✉❡, ❛$❡ $✐❣✐❞❧② ,❤✐❢-❡❞ ✐♥ -❤❡ ②✲❛①✐, -♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤-

-❤❡ ❡✈♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ ❈✉✲❖ ❞✐,-❛♥❝❡, ❞✐,-$✐❜✉-✐♦♥

❆♥♦-❤❡$ ✐♥-❡$❡,-✐♥❣ ,-$✉❝-✉$❛❧ ❢❡❛-✉$❡ ✐♥✈❡,-✐❣❛-❡❞ -❤$♦✉❣❤ $❛❞✐❛❧ ❞✐,-$✐❜✉-✐♦♥ ❢✉♥❝✲

-✐♦♥, ✐, -❤❡ ♦❝❝✉$$❡♥❝❡ ♦❢ ❤②❞$♦❣❡♥ ❜♦♥❞, ❛♥❞ ✐♥ ♣❛$-✐❝✉❧❛$ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❜♦♥❞❡❞

♦①②❣❡♥ ♦❢ ❛❝❡-❛-❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡, ✇✐-❤ ❤②❞$♦❣❡♥ ❛-♦♠, ♦❢ ✇❛-❡$ ♠♦❧❡❝✉❧❡,✳ ❚♦ ❛♥❛❧②③❡ -❤❡

♣$❡❝✐,❡ ❝♦♥✜❣✉$❛-✐♦♥, ♦❢ ❍✲❜♦♥❞, ♣$❡,❡♥- ✐♥ ♦✉$ ,②,-❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ $❡❧② ♦♥ -❤❡ ❲❛♥♥✐❡$

❢✉♥❝-✐♦♥ ❛♥❛❧②,✐, ♣$♦✈✐❞✐♥❣ -❤❡ ♠❛①✐♠❛❧❧②✲❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❲❛♥♥✐❡$ ♦$❜✐-❛❧, ,✉$$♦✉♥❞✐♥❣ ❡❛❝❤

❛-♦♠✳
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❋✐❣✉$❡ ✺✵ ✕ ❈✉❖❍❆❝ ./$✉❝/✉$❡ $❡.✉❧/✐♥❣ ❢$♦♠ ❛ ❲❛♥♥✐❡$ ❢✉♥❝/✐♦♥. ❛♥❛❧②.✐.✳ ❲❡ ♦❜/❛✐♥

❢♦✉$ ❲❛♥♥✐❡$ ❢✉♥❝/✐♦♥. ❝❡♥/❡$. ✭❲❋❈✮ ♣❡$ ♦①②❣❡♥ ❛/♦♠ ❛♥❞ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤/ /❤❡ ❤②❞$♦❣❡♥

❜♦♥❞. ✭❍✲❜♦♥❞. ✐♥ ❜❧✉❡ ❞♦//❡❞ ❧✐♥❡.✮ ❡./❛❜❧✐.❤✐♥❣ ❜❡/✇❡❡♥ ✇❛/❡$ ♠♦❧❡❝✉❧❡. ❛♥❞ ❛❝❡/❛/❡

✭♦$ ❤②❞$♦①✐❞❡✮ ♠♦❧❡❝✉❧❡.✳ ■♥ /❤❡ ✐♥.❡/✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤/ /❤❡ ♣❛$/✐❝✉❧❛$ ❍✲❜♦♥❞. ✐❞❡♥/✐✜❡❞

❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❜♦♥❞❡❞ ♦①②❣❡♥ ♦❢ ❛❝❡/❛/❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡. ❛♥❞ ❤②❞$♦❣❡♥ ❛/♦♠. ♦❢ ✇❛/❡$

♠♦❧❡❝✉❧❡.

■♥ ❋✐❣✉$❡ ✺✵✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤/ .✉❝❤ ❲❛♥♥✐❡$ ❢✉♥❝/✐♦♥. ❝❡♥/❡$. ✭❲❋❈✮ ✐♥ ❣$❡❡♥ .♣❤❡$❡.✱

❤②❞$♦❣❡♥ ❜♦♥❞. ✐♥ ❜❧✉❡ ❞♦//❡❞ ❧✐♥❡. ❛♥❞ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ③♦♦♠ ♦❢ /❤❡ $❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥/❡$❡./✳ ❲❡

♦❜.❡$✈❡ /❤❛/ ✐♥ /❤❡ ❝❛.❡ ♦❢ ❤②❞$♦❣❡♥ ❜♦♥❞✐♥❣✱ /❤❡ ❲❋❈ ♦❢ /❤❡ ❧♦♥❡ ♣❛✐$. ♦❢ /❤❡ ❞♦✉❜❧❡
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$❡❝❡♥- ✜$:-✲♣$✐♥❝✐♣❧❡: :-✉❞✐❡: ♦❢ ❙❈❖ ♠❛-❡$✐❛❧:✳ ❚✇♦ :♣❡❝✐✜❝ ❋❡✲❜❛:❡❞ ▼❖❋ ♣❡$♦✈:❦✐-❡:✱

❞✐♠❡-❤②❧❛♠♠♦♥✐✉♠ ✐$♦♥ ❢♦$♠❛-❡ ✭❉▼❆❋❡❋✮✱ ❬❈❍3◆❍2❈❍3❪❬❋❡✭❍❈❖❖✮3❪ ❛♥❞ ❤②❞$♦①②✲
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3 3

II IIII

DMA
c ↑ HA

c ↑
→



♠❛❣♥❡%✐❝ ✐♥%❡(❛❝%✐♦♥* ❬✶✻✸✱ ✶✻✻❪ %♦ ❣✐✈❡ ❛ ♠✐❝(♦*❝♦♣✐❝ ✉♥❞❡(*%❛♥❞✐♥❣ ♦❢ %❤❡✐( (❡*✉❧%*✳ ❚❤❡②

❝♦♥❝❧✉❞❡ %❤❛% %❤❡ ♠❛✐♥ ❞(✐✈✐♥❣ ❢♦(❝❡ ❢♦( ❝♦♦♣❡(❛%✐✈✐%② ✐♥ %❤❡*❡ ♠❡%❛❧✲♦(❣❛♥✐❝ ❢(❛♠❡✇♦(❦*

✐* ❛ *♣✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥% ❧❛%%✐❝❡ ❡✛❡❝%✳ ❚❤✐* ❛(✐*❡* ❢(♦♠ %❤❡ ❞✐*%(✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ *✐③❡ ❛♥❞ *❤❛♣❡* ♦❢

❋❡❖6 ♦❝%❛❤❡❞(❛ ❛* ✇❡❧❧ ❛* %❤❡ ❝♦♥%(✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡%✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥%❡(❛❝%✐♦♥* ❜❡%✇❡❡♥

✐(♦♥ *✐%❡*✳

■♥ %❤❡ ❝❛*❡ ♦❢ ♦✉( ❝♦♣♣❡( ❤②❞(♦①✐❞❡ ❛❝❡%❛%❡ *%✉❞②✱ %❤❡ ♠❛❣♥❡%✐❝ ♠♦♠❡♥% ♦❢ ❈✉ ❛%♦♠*

✐* ✹ %✐♠❡* ❧♦✇❡( %❤❛♥ %❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ✐(♦♥ ❛♥❞ %❤❡ ♠❛❣♥❡%✐*♠ ❤❛* %♦ ❜❡ %(❡❛%❡❞ ❛% %❤❡ %(❛♥✲

*✐%✐♦♥ ♠❡%❛❧ ❧❛②❡(* *❝❛❧❡✳ ■♥ ❈✉❖❍❆❝ *%(✉❝%✉(❡✱ %❤❡ ❝♦♣♣❡( ❧❛②❡(* ❛♥❞ %❤❡ ♦(❣❛♥✐❝ ✉♥✐%*

❛(❡ ♦(❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛♠❡❧❧❛( ❢❛*❤✐♦♥ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ %❤❡ %(❡❛%♠❡♥% ♦❢ %(❛♥*✐%✐♦♥ ♠❡%❛❧ ✉♥✐%* ❛*

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥%✳ ■♥ ❝♦♥%(❛*%✱ %❤❡ ▼❖❋ *%(✉❝%✉(❡* ❛(❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛( *②*%❡♠* ✇✐%❤ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞

♠♦❧❡❝✉❧❛( ✉♥✐%* ❛♥❞ %❤❡ ♠❛❣♥❡%✐❝ ♣(♦♣❡(%✐❡* ❛(❡ ✐♥✈❡*%✐❣❛%❡❞ ❛% %❤❡ *❝❛❧❡ ♦❢ %❤❡ ✐(♦♥ ♦①✐❞❡

✉♥✐%* ♦♥ ✇❤✐❝❤ %❤❡ ♠❛❣♥❡%✐❝ %(❛♥*✐%✐♦♥ ✐* ♦❜*❡(✈❡❞✳ ❖✉( ❛♣♣(♦❛❝❤ ✐♥*✐*%* ♦♥ %❤❡ ♥❡❡❞

❢♦( ✜(*%✲♣(✐♥❝✐♣❧❡* ♠♦❧❡❝✉❧❛( ❞②♥❛♠✐❝* ❬✷❪ ❛* ❛♥ ❡✣❝✐❡♥% ♠❡%❤♦❞ %♦ %(❡❛% %❤❡ *%(✉❝%✉(❛❧

♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ♦❢ ❤②❜(✐❞ ❧❛②❡(❡❞ ♠❛%❡(✐❛❧*✳ ❙✉❝❤ %(❡❛%♠❡♥% ❛❧❧♦✇* %♦ ♦❜%❛✐♥ ❛ *%(✉❝%✉(❛❧

❣(♦✉♥❞ *%❛%❡ ♦❢ %❤❡ *②*%❡♠* ❝♦♥*✐❞❡(❡❞ ❛♥❞ %❤✉* %❤❡ ❡①♣❧♦(❛%✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ♠❛❣♥❡%✐❝ ❝♦♥✲

✜❣✉(❛%✐♦♥* ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② %❤❡ ✉*❡ ♦❢ ❛ ❧❛(❣❡ ❡♥♦✉❣❤ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡✱ ❜♦%❤ *②*%❡♠*✬

%②♣❡* ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡*%✐❣❛%❡❞ ✉*✐♥❣ *✉❝❤ ♠❡%❤♦❞* ❛♥❞ %❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥%❛❧ ❞✐✛❡(❡♥❝❡* ❜❡%✇❡❡♥

%❤❡ ♠❛❣♥❡%✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦(* ♦❢ %❤❡ %✇♦ *②*%❡♠* ❝❛♥ ❜❡ *%✉❞✐❡❞✳
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Fluorene density Water density

Interfacial chemistry

?

Organic layer

Inorganic layer

FP1 FP2

3
−



❆❜"#$❛❝#

■♥ "❤❡ %✉❡'" ❢♦* '♣❡❝✐✜❝ ❞❡'✐❣♥ ❛♥❞ "✉♥❛❜❧❡ ♣*♦♣❡*"✐❡' ♦❢ ♠❛""❡*✱ ❛ *❛♣✐❞ ❣*♦✇"❤ ✐' ♦❜✲

'❡*✈❡❞ ✐♥ "❤❡ '"✉❞② ♦❢ ♠✉❧"✐❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ❤②❜*✐❞ ♠❛"❡*✐❛❧' ♦✈❡* "❤❡ ♣❛'" ❞❡❝❛❞❡ ❬✺❪✳ ❈*✐"✐❝❛❧

♣❛*❛♠❡"❡*' ✐♥ ♣*♦♠♦"✐♥❣ ♠✉❧"✐❢✉♥❝"✐♦♥❛❧✐"② ✐♥ ❤②❜*✐❞ '②'"❡♠' ❛*❡ "❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞' ❜❡✲

"✇❡❡♥ "❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥"' ❛' ✇❡❧❧ ❛' "❤❡ ❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧✐"② ♦❢ "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ♥❡"✇♦*❦✳ ❙"*✉❝"✉*❛❧

✉♥✐"' ❤❛✈✐♥❣ '"*♦♥❣ ♠❡"❛❧ ❜♦♥❞' ✇✐"❤ ♦*❣❛♥✐❝ ❧✐♥❦❡*' ❛*❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ✐♥ "❤❡ ♠❡"❛❧✲♦*❣❛♥✐❝

❢*❛♠❡✇♦*❦ ✭▼❖❋✮ ♠❛"❡*✐❛❧' ❛❧*❡❛❞② ✐♥✈♦❦❡❞ ✐♥ "❤✐' "❤❡'✐'✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✈❛*✐♦✉' ♣*♦♣❡*"✐❡'

'✉❝❤ ❛' ♠❛❣♥❡"✐'♠ ❛♥❞ ❝❤✐*❛❧✐"② ❬✽✱ ✾❪ ♦* ❢❡**♦❡❧❡❝"*✐❝✐"② ❬✶✵❪✳ ■♥ "❤✐' ❝❤❛♣"❡*✱ ✇❡ ❛✐♠

❛" ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥"*♦❧ ♦❢ "❤❡ ❛*❝❤✐"❡❝"✉*❡ ♦❢ ♠✉❧"✐❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ❤②❜*✐❞ ♠❛"❡*✐❛❧' "❤*♦✉❣❤ "❤❡

✐♥'❡*"✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♦*❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡' ✭✢✉♦*❡♥❡ ♣❤♦'♣❤♦♥❛"❡'✮ ✐♥ "❤❡ ❈✉❖❍❆❝ '"*✉❝"✉*❡✳

❚❤❡'❡ ❛*❡ ✐♥"❡♥❞❡❞ "♦ *❡♣❧❛❝❡ "❤❡ ❛❝❡"❛"❡ ♠♦✐❡"✐❡' ❧❡❛❞✐♥❣ "♦ "❤❡ '"❛❜✐❧✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡

♥❡✇ ❝♦♠♣♦✉♥❞✳ ❚❤✉'✱ "❤❡ ❣♦❛❧ ✐' "♦ ❛♣♣❧② ✜*'"✲♣*✐♥❝✐♣❧❡' ♠♦❧❡❝✉❧❛* ❞②♥❛♠✐❝' ✭❋O▼❉✮

♠❡"❤♦❞' "♦ ❡❧❛❜♦*❛"❡ ❛ ✧♠♦❧❡❝✉❧❛* ❡♥❣✐♥❡❡*✐♥❣✧ ❛♣♣*♦❛❝❤ "♦ ❞❡'✐❣♥✱ ❝♦♥'"*✉❝" ❛♥❞ '"✉❞②

♠✉❧"✐❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ❤②❜*✐❞ ♠❛"❡*✐❛❧'✳ ❆ ♣*♦"♦❝♦❧ ♦❢ '✐♠✉❧❛"✐♦♥ ✐' ♣*♦♣♦'❡❞ "♦ ❝♦♥'"*✉❝" ♣❧❛✉✲

'✐❜❧❡ ❝*②'"❛❧ '"*✉❝"✉*❡' ✇✐"❤ ✈❡*② ❢❡✇ '"❛*"✐♥❣ ✐♥❢♦*♠❛"✐♦♥✱ ❡✳❣ ✇✐"❤♦✉" "❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐"②

♦❢ "❤❡ ❢✉❧❧ '❡" ♦❢ ❛"♦♠✐❝ ❝♦♦*❞✐♥❛"❡'✳ ❈*✐"✐❝❛❧ ♣❛*❛♠❡"❡*' '✉❝❤ ❛' "❤❡ ❝*②'"❛❧ ❧❛""✐❝❡✱ "❤❡

♦*❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡' ❝♦♥❢♦*♠❛"✐♦♥' ✇✐"❤✐♥ "❤❡ ✐♥"❡*❧❛②❡* '♣❛❝❡ ❛♥❞ "❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣

♣*♦♣❡*"✐❡' ♦❢ "❤❡ ♣❤♦'♣❤♦♥❛"❡ ❣*♦✉♣ "♦ "❤❡ ✐♥♦*❣❛♥✐❝ ♥❡"✇♦*❦ ❛*❡ ✐♥✈❡'"✐❣❛"❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✲

"❡*♣❧❛② ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡'❡ ♣❛*❛♠❡"❡*' ✐' '❤♦✇♥ ✐♥ "❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ '♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♣♦'✐"✐♦♥' '❡❧❡❝"❡❞

❛' '✉✐"❛❜❧❡ '"❛*"✐♥❣ ♣♦✐♥"' ✐♥ "❤❡ '❡❛*❝❤ ♦❢ '"❛❜❧❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉*❛"✐♦♥'✳ ❚❤✐' ♣*♦❝❡❞✉*❡

❛❧❧♦✇' '"❛❜✐❧✐③✐♥❣ ✜♥❛❧ '"*✉❝"✉*❡' "❤❛" ♠❛"❝❤ "❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦'✐"✐♦♥' ♦❜"❛✐♥❡❞ ❡①♣❡*✲

✐♠❡♥"❛❧❧②✳ ■♥ "❤✐% ✇❛②✱ ♦✉, ✧♠♦❧❡❝✉❧❛, ❡♥❣✐♥❡❡,✐♥❣✧ ❛♣♣,♦❛❝❤ ✐% "❤❡ ♠❡"❤♦❞

♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ❝♦♥❢❡,,✐♥❣ ❛"♦♠✐❝ %❝❛❧❡ %✐♠✉❧❛"✐♦♥ "❤❡ ♣♦✇❡, ♦❢ ♣,❡❞✐❝"✐♥❣ ❛♥❞ ♣,♦✲

❞✉❝✐♥❣ ,❡❛❧✐%"✐❝ %",✉❝"✉,❡% "❤❛" ❝♦♠♣❧❡"❡ ❡①♣❡,✐♠❡♥"❛❧ %",✉❝"✉,❛❧ ❞❛"❛ 8✉✐"❡

♦❢"❡♥ ❧✐♠✐"❡❞ "♦ ✐♥"❡,❧❛②❡, ❞✐%"❛♥❝❡% ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦%✐"✐♦♥%✳ ❚❤❡ *♦✉"❡ ✐'

"❤✉' ♦♣❡♥❡❞ ❢♦* "❤❡ ❞❡'✐❣♥ ❛♥❞ ✉'❡ ♦❢ "❤❡'❡ ❧❛②❡*❡❞ ✐♥'❡*"✐♦♥ ❝♦♠♣♦✉♥❞' ✐♥ ♠❛♥② ❛♣✲

♣❧✐❝❛"✐♦♥' '✉❝❤ ❛' ❝❛"❛❧②'✐' ❬✶✾❪✱ ♣❤♦"♦✈♦❧"❛✐❝' ❬✷✵❪✱ ♠✉❧"✐❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ♠❛"❡*✐❛❧' ❬✶✷❪ ♦* ❛'

♥♦♥✲❧✐♥❡❛* ♦♣"✐❝❛❧ ♠❡❞✐❛ ❬✷✶❪✳

✶✸✾



✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❚❤❡ ♣$❡%❡♥' ❝❤❛♣'❡$ ❡①'❡♥❞% '❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣$♦❛❝❤ ♣$♦♣♦%❡❞ ❛♥❞ ❞✐%❝✉%%❡❞ ✐♥ '❤❡

♣$❡✈✐♦✉% ♣❛$' ✐♥ '❤❡ ❢$❛♠❡ ♦❢ ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦$❛'✐♦♥ ✇✐'❤ '❤❡ ■7❈▼❙ ❡①♣❡$✐♠❡♥'❛❧

'❡❛♠ ✇♦$❦✐♥❣ ♦♥ ❤②❜$✐❞ ❧❛②❡$❡❞ %✐♥❣❧❡ ❤②❞$♦①✐❞❡ ✭▲❙❍✮ %②%'❡♠%✳ ■♥ ♣❛$'✐❝✉❧❛$✱ '❤✐% '❤❡✲

♦$❡'✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡$✐♠❡♥'❛❧ ❥♦✐♥' ❡✛♦$' ❛✐♠% ❛' '❤❡ %'✉❞② ♦❢ ❝♦♣♣❡$✲ ❛♥❞ ❝♦❜❛❧'✲❜❛%❡❞ ▲❙❍

❢✉♥❝'✐♦♥❛❧✐③❡❞ ✇✐'❤ ♥♦✈❡❧ ♦$❣❛♥✐❝ %✉❜✲♥❡'✇♦$❦%✳

❖$❣❛♥✐❝✲✐♥♦$❣❛♥✐❝ ❤②❜$✐❞ ♠❛'❡$✐❛❧% ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥%✐❞❡$❡❞ ❛% ♣$♦♠✐%✐♥❣ %②%'❡♠% '♦ ♦❜'❛✐♥

♠✉❧'✐❢❡$$♦✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡'♦❡❧❡❝'$✐❝ ♠❛'❡$✐❛❧% ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❧❡❝'$✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡'✐❝ ♦$❞❡$% ❝❛♥ ❝♦✲

❡①✐%'✳ ❚❤✐% $♦✉'❡ ❝❛♥ ♣$❡%❡♥' ❛❞✈❛♥'❛❣❡% ✇✐'❤ $❡%♣❡❝' '♦ '$❛❞✐'✐♦♥❛❧ %♦❧✐❞ %'❛'❡ ❝❤❡♠✐%'$②

❛♣♣$♦❛❝❤❡%✱ ✐♥ '❡$♠% ♦❢ %②♥'❤❡%✐% ❛♥❞ ♣♦%%✐❜✐❧✐'② '♦ ♠♦❞✉❧❛'❡ $❛'❤❡$ ❡❛%✐❧② '❤❡ %'$✉❝'✉$❡%

❛♥❞ ♣$♦♣❡$'✐❡%✳ ❈♦♠♣❛$❡❞ '♦ ♥❛♥♦%'$✉❝'✉$❡❞ ❝♦♠♣♦%✐'❡ ♠❛'❡$✐❛❧%✱ ❤②❜$✐❞ ❧❛②❡$❡❞ ♠❛✲

'❡$✐❛❧%✱ ✇❤❡$❡ '❤❡ '✇♦ %✉❜✲♥❡'✇♦$❦% $❡%♣♦♥%✐❜❧❡ ❢♦$ '❤❡ ♠❛❣♥❡'✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝'$✐❝ ♣$♦♣❡$'✐❡%

❛$❡ ❞❡❡♣❧② ❝♦♥♥❡❝'❡❞✱ ❛$❡ ♠♦$❡ ❧✐❦❡❧② '♦ ❢❡❛'✉$❡ ♠❛❣♥❡'♦✲❡❧❡❝'$✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■♥ ❧❛②❡$❡❞

❤②❜$✐❞ ♠❛'❡$✐❛❧% ✇❡❛❦ ❜♦♥❞% ❜❡'✇❡❡♥ %✉❜✲♥❡'✇♦$❦% ❝❛♥ ❧✐♠✐' '❤❡ %②♥❡$❣② ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡

♣$♦♣❡$'✐❡%✳ ❆♥ ❛❧'❡$♥❛'✐✈❡ ❛♣♣$♦❛❝❤ $❡❧✐❡% ♦♥ '❤❡ ✐♥%❡$'✐♦♥ ❛♥❞ ❣$❛❢'✐♥❣ ♦❢ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧

♦$❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡% ✐♥'♦ ♠❛❣♥❡'✐❝ ❧❛②❡$❡❞ '$❛♥%✐'✐♦♥✲♠❡'❛❧ ❤②❞$♦①✐❞❡% ▼x✭❖❍✮2x−ny✭❳
n−
✮y

✭▼✭■■✮ ❂ ❈♦ ♦$ ❈✉ ❛♥❞ ❳

−
❂ ❝❛$❜♦①②❧❛'❡✱ %✉❧❢❛'❡ ♦$ %✉❧❢♦♥❛'❡ ❛♥✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❳

n−
❛♥✐♦♥

❧♦❝❛'❡❞ ✐♥ '❤❡ ✐♥'❡$❧❛②❡$ %♣❛❝❡ ♠❛② ❜❡ %✉❜%'✐'✉'❡❞ ❜② ❛ ❧❛$❣❡ ✈❛$✐❡'② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡% ✈✐❛ ❛♥✲

✐♦♥✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ $❡❛❝'✐♦♥%✳ ❲❤❡$❡❛% ✈❛$✐♦✉% ♦$❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡% ❛♥❞ ❝♦♦$❞✐♥❛'✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡%

❜❡❛$✐♥❣ ❝❛$❜♦①②❧✐❝ ♦$ %✉❧♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❛♥❝❤♦$✐♥❣ ❢✉♥❝'✐♦♥% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ %✉❝❝❡%%❢✉❧❧② ✐♥%❡$'❡❞

✐♥'♦ '❤❡%❡ ▲❙❍✱ ♣❤♦%♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❛♥❝❤♦$✐♥❣ ❣$♦✉♣% ❤❛✈❡ ♥❡✈❡$ ❜❡❡♥ ✉%❡❞✳ ❆% '♦ '❤❡ $❡❧❛'❡❞

❝♦♠♣♦✉♥❞% ❧❛②❡$❡❞ ❞♦✉❜❧❡ ❤②❞$♦①✐❞❡%✱ ❬▼

2+
1−x▼

3+
x ✭❖❍✮2❪

x+
✭❳

n−
✮x/n·✭❍2❖✮m ✇✐'❤♦✉' ❛♥✲

❝❤♦$✐♥❣ ♦❢ ❳

−
❛♥✐♦♥% ♦♥'♦ '❤❡ ❧❛②❡$%✱ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣❛♣❡$% ♦♥ '❤❡ ✐♥'❡$❝❛❧❛'✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡%

❜❡❛$✐♥❣ ♣❤♦%♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ $❡♣♦$'❡❞ ✭%❡❡ ❋✐❣✉$❡ ✻✵✮ ❬✽✼❪✳ 7❤♦%♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞%✱

❞✉❡ '♦ '❤❡✐$ ❝♦♦$❞✐♥❛'✐♦♥ ♣$♦♣❡$'✐❡%✱ ❛$❡ ✇✐❞❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ '♦ ♣$❡♣❛$❡ ❝$②%'❛❧❧✐♥❡ ❤②❜$✐❞

♠❛'❡$✐❛❧% '❤❛' ❛$❡ %'✉❞✐❡❞ ❢♦$ '❤❡✐$ ♣♦$♦%✐'②✱ ✐♦♥✐❝ ❝♦♥❞✉❝'✐♦♥✱ ♠❛❣♥❡'✐❝ ♦$ ✢✉♦$❡%❝❡♥'

♣$♦♣❡$'✐❡% ♦$ ❢♦$ '❤❡✐$ ❜❛❝'❡$✐❝✐❞❛❧ ❡✛❡❝'%✳

❖✈❡$ '❤❡ $❡❝❡♥' ②❡❛$%✱ ❡✛♦$'% ✇❡$❡ ♠❛❞❡ ♦♥ '❤❡ ✉%❡ ♦❢ $✐❣✐❞ ♣❤♦%♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞% ❢♦$ '❤❡

%♦❧✈♦'❤❡$♠❛❧ ♦♥❡✲♣♦' %②♥'❤❡%✐% ♦❢ ❤②❜$✐❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞%✱ ✇✐'❤ '❤❡ ❛✐♠ '♦ ❛%%❡%% '❤❡ ❝♦♥%❡✲

T✉❡♥❝❡% ♦❢ '❤✐% $✐❣✐❞✐'② ♦♥ '❤❡ '♦♣♦❧♦❣② ♦❢ '❤❡ ♦❜'❛✐♥❡❞ %②%'❡♠%✳ ❚❤❡ $✐❣✐❞✐'② $❡%✉❧'%

❢$♦♠ ❛ ❞✐$❡❝' ❝♦♥♥❡❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣❤♦%♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ♦♥ ❛♥ ❛$♦♠❛'✐❝ ♦$ ❤❡'❡$♦✲❛$♦♠❛'✐❝ $✐♥❣

❛❝'✐♥❣ ❛% ❛ $✐❣✐❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛$ ♣❧❛'❢♦$♠✳ ❲❤❡♥ ❧♦✇ %②♠♠❡'$✐❝❛❧ ♣❤♦%♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞%

❧✐❦❡ ✸✲♣❤♦%♣❤♦♥♦❜❡♥③♦✐❝ ❛❝✐❞ ✭✇❤✐❝❤ ❢❡❛'✉$❡% ❛♥ ❛$♦♠❛'✐❝ $✐♥❣ ✇✐'❤ ♣$♦✲❝❤✐$❛❧ ❢❛❝❡%✮ ❛$❡

$❡❛❝'❡❞ ✇✐'❤ ❝♦♣♣❡$ %❛❧'% ✐♥ %♦❧✈♦'❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✐'✐♦♥%✱ ♥♦♥✲❝❡♥'$♦%②♠♠❡'$✐❝ ❝$②%'❛❧% ❛$❡

♦❜'❛✐♥❡❞✳ ■♥'❡$❡%'✐♥❣❧②✱ ♥♦♥✲❝❡♥'$♦%②♠♠❡'$✐❝ ❝$②%'❛❧% ❝❛♥ ❛❧%♦ ❜❡ ♣$♦❞✉❝❡❞ ✇✐'❤ ❜✐♣❤♦%✲

♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❛% ♦$❣❛♥✐❝ ♣$❡❝✉$%♦$%✳ ❚❤❡%❡ ✇❡❧❧✲❡%'❛❜❧✐%❤❡❞ $❡%✉❧'% ♠♦'✐✈❛'❡❞ '❤❡ %'✉❞② ♦❢

❜✐♣❤♦%♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞% ❛% ♣$❡❝✉$%♦$% ♦❢ ❤②❜$✐❞ ♠❛'❡$✐❛❧%✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ '❤❡ $✐❣✐❞ ♣❧❛'❢♦$♠

✐% ❛♥♦'❤❡$ ✐♠♣♦$'❛♥' ♣❛$❛♠❡'❡$✳ ■♥ '❤✐% $❡%♣❡❝'✱ ✢✉♦$❡♥❡ %'❛♥❞% ❛% ❛♥ ✐♥'❡$❡%'✐♥❣ $✐❣✐❞

♣❧❛'❢♦$♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ '❤❡ ♣$❡%❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ✺✲♠❡♠❜❡$❡❞ $✐♥❣ ❜$❡❛❦% '❤❡ %②♠♠❡'$② ♦❢ '❤❡ ❝♦♠✲

♣♦✉♥❞✳

❘❡❝❡♥' ❡①♣❡$✐♠❡♥'❛❧ ✇♦$❦ ✇✐'❤✐♥ ■7❈▼❙ ❤❛% '❛$❣❡'❡❞ '❤❡ ❡①'❡♥%✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✉%❡ ♦❢ ✢✉♦$❡♥❡✲

❜❛%❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞% ♣$♦♣♦%✐♥❣ ♥♦✈❡❧ ♠♦♥♦ ❛♥❞ ❜✐♣❤♦%♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞%✱ ✇✐'❤ ✈❛$✐♦✉% ❛❧❦②❧ ❝❤❛✐♥%

✐♥ '❤❡ ❝♦$$❡%♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦%✐'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✢✉♦$❡♥❡ ✉♥✐' ✭✲❍✱ ✲❈❍3 ♦$ ✲✭❈❍2✮7❈❍3✮ ✭✜❣✉$❡ ✻✵✮✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐% '♦ ❡①♣❧♦$❡ '❤❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ♦❝❝✉$$❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡'♦✲❡❧❡❝'$✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥'♦ ❈✉✲
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a) b) c)

❋✐❣✉$❡ ✻✵ ✕ ■♥+❡$❧❛♠❡❧❧❛$ ❛$$❛♥❣❡♠❡♥+ ♦❢ ❛ ♣$♦+♦+②♣✐❝❛❧ ▲❉❍ ✇✐+❤ ✭❛✮ ❜❡♥③♦❛+❡✱ ✭❜✮

❣$❛❢+❡❞ ❜❡♥③♦❛+❡✱ ✭❝✮ ❜❡♥③❡♥❡♣❤♦?♣❤♦♥❛+❡ ♦$ ❜❡♥③❡♥❡ ?✉❧❢♦♥❛+❡✱ ❛♥❞ ✭❞✮ ❣$❛❢+❡❞ ❜❡♥✲

③❡♥❡♣❤♦?♣❤♦♥❛+❡ ♦$ ❜❡♥③❡♥❡ ?✉❧❢♦♥❛+❡✳ ■♠❛❣❡ ❛❞❛♣'❡❞ ❢)♦♠ +❝❤❡♠❡ ✷ ♦❢ )❡❢✳ ❬✽✼❪

▲❙❍✳ ❲✐+❤✐♥ +❤✐? ❝♦♥+❡①+✱ ✐+ ✐? ✉?❡❢✉❧ +♦ ❝♦♥?✐❞❡$ ✐♥ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +❤❡ ?②♥+❤❡?✐?✱ ❝❤❛$❛❝✲

+❡$✐③❛+✐♦♥✱ ?+$✉❝+✉$❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♠❛❣♥❡+✐❝ ❛♥❞ ❞✐❡❧❡❝+$✐❝ ♣$♦♣❡$+✐❡? ♦❢ ♥❡✇ ❧❛②❡$❡❞ ❤②❜$✐❞

❝♦♠♣♦✉♥❞? ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ $❡❢❡$$❡❞ +♦ ❛? ❆⊂▼✱ ✇❤❡$❡ ❆ ✐? +❤❡ ♠♦♥♦✲ ♦$ ❞✐✲♣❤♦?♣❤♦♥✐❝

❛❝✐❞ ✢✉♦$❡♥❡ ❛♥❞ ▼ ❞❡♥♦+❡? ❈✉ ❤②❞$♦①✐❞❡ ❧❛②❡$?✳ ❚♦ ❜❡ ♥♦+❡❞ +❤❛+ +❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥+❛❧

✇♦$❦ ❤❛? ❜❡❡♥ ❛❧?♦ ❞❡✈♦+❡❞ +♦ ▲❙❍ ❤②❜$✐❞? ❜❛?❡❞ ♦♥ ❈♦ ❤②❞$♦①✐❞❡ ❧❛②❡$?✳ ❍♦✇❡✈❡$✱

+❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇♦$❦ +❤❛+ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣$❡?❡♥+❡❞ ✇✐+❤✐♥ +❤✐? ♠❛♥✉?❝$✐♣+ ✐? ✉♥✐P✉❡❧② ❝❡♥+❡$❡❞ ♦♥

❈✉✲❜❛?❡❞ ▲❙❍✳ ❚❤✐? ❝❤♦✐❝❡ ✐? ❞$✐✈❡♥ ❜② +❤❡ ❢❛❝+ +❤❛+ ❛+ +❤❡ ♠♦♠❡♥+ +❤❡ ♣$❡❝✐?❡ ?+$✉❝+✉$❡

♦❢ +❤❡ ✐♥♦$❣❛♥✐❝ ❧❛②❡$? ❢♦$ ❧❛②❡$❡❞ ❈♦ ❤②❞$♦①✐❞❡ ✐? ?+✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✉❡ +♦ ?+❛+✐❝ ❞✐?♦$❞❡$ ♦❢

+❤❡ ❈♦✭❖❍✮2 ✐♥♦$❣❛♥✐❝ ❧❛②❡$?✳

❚♦ ♠❛❦❡ +❤❡ ❝♦♥♥❡❝+✐♦♥? ✇✐+❤ ❡①♣❡$✐♠❡♥+?✱ ✇❡ $❡❝❛❧❧ +❤❛+ +❤❡ ?②♥+❤❡?✐? ♦❢ +❤❡ ❤②❜$✐❞

❝♦♠♣♦✉♥❞? ✇❛? ❝❛$$✐❡❞ ♦✉+ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡$❛❧❧② ✉?❡❞ ♣$♦❝❡❞✉$❡ ❝♦♥?✐?+✐♥❣ ✐♥ ❞✐??♦❧✈✲

✐♥❣ ❛♥ ❡①❝❡?? ♦❢ +❤❡ ♦$❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ ✇❛+❡$ ❛+ $❡❧❛+✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ♣❍❀ +❤❡♥ ❛♥ ❡P✉✐✈❛❧❡♥+

✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❡+❤❛♥♦❧ ✐? ❛❞❞❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐+❤ +❤❡ ?+❛$+✐♥❣ ♠❛+❡$✐❛❧? ❈✉2✭❖❍✮3✭❉❙✮ ✭❉❙
−
✐? ❞♦✲

❞❡❝②❧?✉❧❢❛+❡ ❛♥❞ ❉❙

−
0 ✐? ❞♦❞❡❝②❧?✉❧❢♦♥❛+❡✮ ❬✹✾❪✳ ❙✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣$❡✐♥+❡$❝❛❧❛+✐♦♥ ?+$❛+❡❣② ✐?

♦❢+❡♥ ✉?❡❞ ❢♦$ +❤❡ ❢✉♥❝+✐♦♥❛❧✐③❛+✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡$❡❞ ♠❛+❡$✐❛❧?✳ ■+ ❝♦♥?✐?+? ✐♥ ♣$❡❢✉♥❝+✐♦♥❛❧✐③✐♥❣

+❤❡ ?+❛$+✐♥❣ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❜② ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐? ❢✉$+❤❡$ $❡♠♦✈❡❞ +♦ ❛❧❧♦✇ +❤❡ ✐♥?❡$+✐♦♥ ♦❢

+❤❡ ❞❡?✐$❡❞ ?♣❡❝✐❡?✳ ■♥ +❤❡ ❝❛?❡ ♦❢ ▲❙❍✱ +❤❡ ■U❈▼❙ +❡❛♠ ❤❛? ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ +❤❡ ♣$❡❢✉♥❝+✐♦♥✲

❛❧✐③❛+✐♦♥ ❜② ❉❙

−
♦$ ❉❙

−
0 ✇❤✐❝❤ ✐? ✈❡$② ❡✣❝✐❡♥+ +♦ ❛❧❧♦✇ +❤❡ ✐♥?❡$+✐♦♥✲❣$❛❢+✐♥❣ ♦❢ ❜✉❧❦②

♦$ ❢$❛❣✐❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡?✳ ❚❤❡ +❡♠♣❡$❛+✉$❡? ❛♥❞ ❞✉$❛+✐♦♥? ♦❢ +❤❡ $❡❛❝+✐♦♥? ♣❡$❢♦$♠❡❞ ✇✐+❤

♣$❡✐♥+❡$❝❛❧❛+❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞? ❈✉2✭❖❍✮3✭❉❙✮ ✇❡$❡ ❛❞❛♣+❡❞ +♦ ♦❜+❛✐♥ ?✐♥❣❧❡✲♣❤❛?❡ ♠❛+❡$✐✲

❛❧?✱ ✇❤✐❧❡ ♦♣+✐♠✐③✐♥❣ +❤❡ ❝$②?+❛❧❧✐♥✐+② ❛♥❞ ❛✈♦✐❞✐♥❣ +❤❡ ❢♦$♠❛+✐♦♥ ♦❢ ♦①✐❞❡?✳ ❚❤$♦✉❣❤ +❤❡

❛♥❛❧②?✐? ♦❢ +❤❡ ♣♦✇❞❡$ ❳✲$❛② ❞✐✛$❛❝+✐♦♥ ♣❛++❡$♥? ♦❢ +❤❡ ?②♥+❤❡?✐③❡❞ ❤②❜$✐❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞?✱

+❤❡ ❛❜$✉♣+ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ +❤❡✐$ ✐♥+❡$✲❧❛♠❡❧❧❛$ ?♣❛❝✐♥❣ ✇✐+❤ $❡?♣❡❝+ +♦ +❤❡ ?+❛$+✐♥❣ ❤②❞$♦①✐❞❡?

✐? ✐♥ ❛❣$❡❡♠❡♥+ ✇✐+❤ +❤❡ ✐♥?❡$+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✢✉♦$❡♥❡ ♣❤♦?♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡?✳ ❈♦♥?✐❞❡$✲

✐♥❣ +❤❡ ❧❡♥❣+❤ ♦❢ +❤❡ ✢✉♦$❡♥❡ ♠♦♥♦♣❤♦?♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞? ❛♥❞ +❤❡ +❤✐❝❦♥❡?? ♦❢ +❤❡ ✐♥♦$❣❛♥✐❝

✶✹✶



❋✐❣✉$❡ ✻✶ ✕ ❙②♥,❤❡.✐. ♦❢ ,❤❡ ✢✉♦$❡♥②❧ ♠♦♥♦ ❛♥❞ ❜✐♣❤♦.♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞. ✉.❡❞ ,♦ ♣$♦❞✉❝❡ ♥♦✈❡❧

✢✉♦$❡♥❡ ♠♦♥♦✲ ❛♥❞ ❜✐♣❤♦.♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞.✳

.❤❡❡,.✱ ,❤❡ ✐♥,❡$❧❛♠❡❧❧❛$ .♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ,❤❡ ❈✉✲❜❛.❡❞ ❤②❜$✐❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞. ♦❜,❛✐♥❡❞ ✇✐,❤ ✢✉✲

♦$❡♥❡ ♠♦♥♦♣❤♦.♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞. ✭❋@✶✿ ✸❛ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✻✶✮ ✐. ❝♦❤❡$❡♥, ✇✐,❤ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡$

❛$$❛♥❣❡♠❡♥, ♦❢ ,❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡.✱ ✇✐,❤ .♦♠❡ ♣♦..✐❜❧❡ ✐♥,❡$♣❡♥❡,$❛,✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ,❤❡ ✐♥✲

❝❧✐♥❛,✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ❋♦$ ,❤❡ ✢✉♦$❡♥❡ ❜✐♣❤♦.♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞. ✭❋@✷✿ ✻❛ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✻✶✮✱ ,❤❡ ♦❜.❡$✈❡❞

✐♥,❡$❧❛♠❡❧❧❛$ .♣❛❝✐♥❣ ♦❜,❛✐♥❡❞ ❢♦$ ❈✉✲❜❛.❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞. ✐. ♥♦, ❝♦❤❡$❡♥, ✇✐,❤ ❛ ❜✐✲❣$❛❢,✐♥❣

♦❢ ,❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡. ♦♥,♦ ,❤❡ ✐♥♦$❣❛♥✐❝ ❧❛②❡$.✳ ■♥ ♦$❞❡$ ,♦ .♦❧✈❡ ,❤✐. ❛♣♣❛$❡♥, ❞✐.❝$❡♣❛♥❝② ❛♥❞

,♦ .❤❡❞ ❧✐❣❤, ♦♥ ,❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛$ ❛$$❛♥❣❡♠❡♥, ♦❢ ✢✉♦$❡♥❡ ♠♦♥♦✲ ❛♥❞ ❞✐✲♣❤♦.♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞.

✐♥ ,❤❡ ✐♥,❡$❧❛②❡$ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥, ❢♦$ .✉❝❤ .②.,❡♠. ✇❡ ♠❛❞❡ ✉.❡ ♦❢ ❋@▼❉ .✐♠✉❧❛,✐♦♥.✳ ❚❤✐.

❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧ ,♦♦❧ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉. ,♦ ✉♥✈❡✐❧ ,❤❡ ✐♥,❡$❧❛②❡$ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛$$❛♥❣❡♠❡♥,. ❢♦$ ✸❛⊂❈✉
❛♥❞ ✻❛⊂❈✉✱ ♣$♦✈✐❞✐♥❣ .✉♣♣♦$, ,♦ ,❤❡ ♣✐❝,✉$❡ ♦❢ ✸❛ ❛♥❞ ✻❛ ✐♥ ❝♦♣♣❡$ ❤②❞$♦①✐❞❡✱ ❛ ❞❡,❛✐❧
❡❧✉.✐✈❡ ,♦ ❡①♣❡$✐♠❡♥,❛❧ ♣$♦❜❡.✳

❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ,❤❡ ,✇♦ .♣❡❝✐✜❝ ♠❛,❡$✐❛❧. ♦❢ ✐♥,❡$❡., ✐♥ ,❤✐. ❝❤❛♣,❡$ ❛$❡ ❝♦♣♣❡$ ❤②❞$♦①✐❞❡

.②.,❡♠. ❢✉♥❝,✐♦♥❛❧✐③❡❞ ✇✐,❤ ✢✉♦$❡♥❡ ✭♠♦♥♦✲✮ ❛♥❞ ✭❜✐✲✮♣❤♦.♣❤♦♥✐❝ ❛❝✐❞.✳ ❚❤❡ $❡.✉❧,✐♥❣

❝♦♠♣♦✉♥❞. ❛$❡ ♥♦, ❢✉❧❧② ❝❤❛$❛❝,❡$✐③❡❞ ✭♠✐..✐♥❣ ❛,♦♠✐❝ ♣♦.✐,✐♦♥.✮ .✐♥❝❡ ,❤❡ K✉❛❧✐,② ♦❢ ,❤❡

❝$②.,❛❧. ❞♦❡. ♥♦, ❛❧❧♦✇ ❢♦$ ♣$❡❝✐.❡ ❳❘❉ ♠❡❛.✉$❡♠❡♥,.✳ ◆❡✈❡$,❤❡❧❡..✱ ,✇♦ ❝♦♠♣♦.✐,✐♦♥.

❛$❡ ❡.,✐♠❛,❡❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ♠❛,❡$✐❛❧✿ ❈✉2✭❖❍✮4−x✭❈13❍10❖3@✮x·✭❍2❖✮y ✭①❂✵✳✸✶✱ ②❂✵✳✺ ,♦ ✷✮

❢♦$ ✸❛⊂❈✉ ❛♥❞ ❈✉2✭❖❍✮4−x✭❈13❍10❖6@2✮x·✭❍2❖✮y ✭①❂✵✳✷✸✱ ②❂✷✳✺ ,♦ ✸✳✺✮ ❢♦$ ✻❛⊂❈✉✳
❲❡ ❧✐., ✐♥ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ,❤❡ ❦❡② .,❡♣. ,❤❛, ✇❡ ❝♦♥.✐❞❡$ ✐♥ ♦$❞❡$ ,♦ ♣$♦✈✐❞❡ ❛ $✐❣♦$♦✉.

.,✉❞② ♦❢ ,❤❡.❡ ❤②❜$✐❞ ♠❛,❡$✐❛❧. ,❤$♦✉❣❤ ✜$.,✲♣$✐♥❝✐♣❧❡. ♠♦❧❡❝✉❧❛$ ❞②♥❛♠✐❝. ♠❡,❤♦❞.✳

❲❡ ♣$♦✈✐❞❡ ✐♥.✐❣❤,. ♦♥✿
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%❤❡ 0✉!❢❛❝❡ ✇✐%❤ %❤❡ ✐♠❛❣❡0 ❛!❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❆❢%❡! %❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❛❝❡%❛%❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡0

❢!♦♠ %❤❡ 0✉!❢❛❝❡✱ ✇❡ !❡♣❧❛❝❡ %❤❡♠ ❜② ❋6✶ ♠♦❧❡❝✉❧❡0 ❣!❛❢%❡❞ ❛% %❤❡ ✈❡!② 0❛♠❡ ❛%♦♠✐❝ 0✐%❡0

✇❤❡!❡ %❤❡ ❛❝❡%❛%❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡0 ✇❡!❡ ❛♥❝❤♦!❡❞✳ ❚❤✐0 ♣!♦❝❡❞✉!❡ 0✐♠✉❧❛%❡ ❛ 0✉!❢❛❝❡ ❝♦✈❡!❛❣❡
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❜② "❤❡ ♥❡✇ ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ♦.❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡1✱ ✐❞❡♥"✐❝❛❧ "♦ "❤❡ ♦♥❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ✐♥ "❤❡ ❈✉❖❍❆❝

❝❛1❡✳

Simulation time (*0.096 fs) 10
4
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DSA Free dynamics Thermostat 50K Thermostat 100K

❋✐❣✉.❡ ✻✷ ✕ ❊✈❛❧✉❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✐♦♥✐❝ "❡♠♣❡.❛"✉.❡ ❛1 ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ 1✐♠✉❧❛"✐♦♥ "✐♠❡ ♦❢ ❛

"❡1" 1②1"❡♠ ♦❢ ✢✉♦.❡♥❡ ♣❤♦1♣❤♦♥❛"❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡1 ❣.❛❢"✐♥❣ ♦♥ ❛ ❝♦♣♣❡. ❤②❞.♦①✐❞❡ ❧❛②❡.✳ ❲❡

1"✉❞② "❤❡ 1✉.❢❛❝❡ 1"❛❜✐❧✐"② ♦❢ "❤❡ ♦.❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡1 ❣.❛❢"❡❞ ♦♥ ❛ ✭❜✉❧❦✰1✉.❢❛❝❡✮ 1②1"❡♠

❝♦♥1".✉❝"❡❞ ❢.♦♠ ❈✉❖❍❆❝ ✐♥♦.❣❛♥✐❝ ❢.❛♠❡✇♦.❦✳ ❋♦✉. .❡❣✐♦♥1 ❛.❡ ❞✐1"✐♥❣✉✐1❤❡❞ ✐♥ "❤❡ ✜❣✲

✉.❡✳ ❚❤❡② ❝♦..❡1♣♦♥❞ ❢.♦♠ ❧❡❢" "♦ .✐❣❤" "♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ 1✐♠✉❧❛"❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ❢.❡❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛.

❞②♥❛♠✐❝1 ❛♥❞ "❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ♦❢ ❛ "❤❡.♠♦1"❛" ❛" ✺✵❑ ❛♥❞ ❛" ✶✵✵❑

❆ 1♣❡❝✐✜❝ 1".✉❝"✉.❛❧ ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ ♣.♦"♦❝♦❧ ✐1 ✐♥".♦❞✉❝❡❞ ❢♦. "❤✐1 1②1"❡♠ 1✐♥❝❡ ✇❡ ✜①

"❤❡ ❤②❞.♦①✐❞❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡1✱ "❤❡ ❈✉ ❛"♦♠1✱ "❤❡ ❛❝❡"❛"❡ ❛♥❞ ❍2❖ ♠♦❧❡❝✉❧❡1 ✐♥ "❤❡ ❜✉❧❦ ♣❛."

❛1 ✇❡❧❧ ❛1 "❤❡ ❛♥❝❤♦.✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ❛""❛❝❤❡❞ "♦ "❤❡ 1✉.❢❛❝❡✳ ❚❤✐1 .❡❞✉❝❡1 ❝♦♥1✐❞❡.❛❜❧② "❤❡

❞❡❣.❡❡1 ♦❢ ❢.❡❡❞♦♠ ♦❢ "❤❡ 1✐♠✉❧❛"✐♦♥ ❜✉" ✐" ✐1 ♥❡❝❡11❛.② ❢♦. ♦♣"✐♠✐③✐♥❣ "❤❡ ♥❡✇❧② ❣.❛❢"❡❞

❋O ♠♦❧❡❝✉❧❡1✳ ■♥ ❋✐❣✉.❡ ✻✷✱ ✇❡ ♣❧♦" "❤❡ "❡♠♣❡.❛"✉.❡ ❛1 ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ 1✐♠✉❧❛"✐♦♥ "✐♠❡

❢♦. "❤❡ 1✉.❢❛❝❡ 1"✉❞✐❡1 ♣❡.❢♦.♠❡❞ ❢♦. "❤❡ ❣.❛❢"✐♥❣ ♦❢ ❋O ♠♦❧❡❝✉❧❡1 ♦♥ "❤❡ 1❧❛❜ ♦❢ ❈✉❖✲

❍❆❝✳ ❋♦✉. 1✉❜✲1❡❝"✐♦♥1 ❝♦..❡1♣♦♥❞✐♥❣ "♦ ❞✐✛❡.❡♥" 1✐♠✉❧❛"✐♦♥1 ❝♦♥❞✐"✐♦♥1 ❛.❡ 1❡♣❛.❛"❡❞

❜② ❞❛1❤❡❞ ❧✐♥❡1 ❛♥❞ ❛ 1♥❛♣1❤♦" ♦❢ "❤❡ 1✐♠✉❧❛"❡❞ ❝❡❧❧ ✐1 1❤♦✇♥ ❢♦. ❡❛❝❤ .❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜.1"

♣❛." ❧❛1"1 ✶ ♣1✳ ❉✉.✐♥❣ "❤✐1 ✐♥"❡.✈❛❧✱ "❤❡ ♦.✐❡♥"❛"✐♦♥ ❛♥❞ 1".✉❝"✉.❡ ♦❢ "❤❡ ♦.❣❛♥✐❝ ♣❛."1

❛.❡ ♦♣"✐♠✐③❡❞ "❤.♦✉❣❤ "❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ 1✐♠✉❧❛"❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠❡"❤♦❞✳ ❇② ✜①✐♥❣ "❤❡ ❜✉❧❦

♣❛." ❛♥❞ "❤❡ ❛♥❝❤♦.✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ❛♥❞ ❢.❡❡✐♥❣ "❤❡ ♦.❣❛♥✐❝ ♣❛."✱ ✇❡ ♦❜"❛✐♥ ❛ ✜.1" .❡1✉❧" ♦♥

"❤❡ 1"❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉.❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❋O ♠♦❧❡❝✉❧❡1 ♦♥ "❤✐1 1✉.❢❛❝❡ ❛" "❤❡ ❡♥❞ ♦❢ "❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣

✭∼ 0K✮✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❛ 1❡❝♦♥❞ ♣❛."✱ ✇❡ ♣❡.❢♦.♠ ✧❢.❡❡✧ ❋O▼❉ ❞②♥❛♠✐❝1✱ ❡✳❣✳ ✇✐"❤♦✉" ❛♣✲

♣❧②✐♥❣ ❢.✐❝"✐♦♥ ❢♦.❝❡1 ♦♥ "❤❡ ❛"♦♠1✱ "♦ ❡✈❛❧✉❛"❡ "❤❡ 1"❛❜✐❧✐"② ♦❢ "❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡1✳ ❆ ❝❧❡❛.

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♦.✐❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✢✉♦.❡♥❡ ♣❛."1 ✐1 ♦❜1❡.✈❡❞ ❛1 ✇❡❧❧ ❛1 ❛ 1"❛❜✐❧✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡

"❡♠♣❡.❛"✉.❡ ❛" ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ✭≃ ✶✵❑✮✳ ❋.♦♠ "❤❡1❡ .❡1✉❧"1✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡❞ "❤❛" "❤❡ ✜①✐♥❣

♦❢ ❛♥❝❤♦.✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ❝♦♥1".❛✐♥1 "❤❡ ✢✉♦.❡♥❡ ♣❛." ❛♥❞ ❞♦❡1 ♥♦" ❛❧❧♦✇ ❢♦. ❛♥ ❡①♣❧♦.❛"✐♦♥
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♦❢ "❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣ ❜❡"✇❡❡♥ ♦/❣❛♥✐❝ ❛♥❞ ✐♥♦/❣❛♥✐❝ ♣❛/"1✳ ■♥ "❤❡ "❤✐/❞ ❛♥❞ ❢♦✉/"❤

♣❛/"1✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ "❤❡/♠♦1"❛" ❛" ✺✵ ❑ ❛♥❞ "❤❡♥ ❛" ✶✵✵❑ ❢/❡❡✐♥❣ "❤❡ ❛♥❝❤♦/✐♥❣ ♦①②❣❡♥✳

❲❡ ♦❜1❡/✈❡ ♣/♦❣/❡11✐✈❡ ❞❡"❛❝❤♠❡♥" ♦❢ "❤❡ ♦/❣❛♥✐❝ ♠♦✐❡"✐❡1 ❢/♦♠ "❤❡ 1✉/❢❛❝❡ ❛❧♦♥❣ "❤❡

❧❛1" ✷✳✺ ♣1 ♦❢ 1✐♠✉❧❛"✐♦♥✳ ❚❤✐1 ❜❡❤❛✈✐♦/ ✐♥❞✐❝❛"❡1 "❤❛" "❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡

♦/❣❛♥✐❝ ❛♥❞ "❤❡ ✐♥♦/❣❛♥✐❝ ♣❛/" ✐1 ✈❡/② 1❡♥1✐"✐✈❡ "♦ "❤❡ ✢✉♦/❡♥❡ ❢/❛❣♠❡♥"1 ♦/✐❡♥"❛"✐♦♥1✱ ❛1

❡①♣❡❝"❡❞ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ "❤❡ ❧❛/❣❡/ 1✐③❡ ♦❢ "❤❡ ♦/❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡1 ✇✐"❤ /❡1♣❡❝" "♦ "❤❡ ❛❝❡"❛"❡

❝♦✉♥"❡/♣❛/"✳ ■♥ ❛❞❞✐"✐♦♥✱ ❜② ✈✐1✉❛❧✐③✐♥❣ "❤❡ ❞②♥❛♠✐❝1 ❛" ✺✵❑ ❛♥❞ ✶✵✵❑✱ ✇❡ ♦❜1❡/✈❡❞ "❤❛"

"❤✐1 ❜♦♥❞✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞1 ❝/✐"✐❝❛❧❧② ♦♥ "❤❡ ❤②❞/♦①✐❞❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡1 ✐♥"❡/❛❝"✐♦♥ ✇✐"❤ "❤❡ ♣❤♦1♣❤♦✲

♥❛"❡ ♣❛/"1 ✭❘✲E❖3❍
−
✮✳ ■♥ ♣❛/"✐❝✉❧❛/✱ "❤❡ ❧♦✇ 1"❛❜✐❧✐"② ❛" "❤❡ 1✉/❢❛❝❡ ❤❛1 ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ "♦

❜❡ ✈❡/② ❞❡♣❡♥❞❡♥" ♦♥ "❤❡ ♣/❡1❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ❤②❞/♦❣❡♥ ❛"♦♠1 1❛"✉/❛"✐♥❣ "❤❡ ♣❤♦1♣❤♦♥❛"❡

"❡"/❛❤❡❞/❛✳ ❚❤❡ ❘✲E❖3❍
−
❣/♦✉♣ ✐1 ❝♦♠♣♦1❡❞ ❜② "❤❡ ❛♥❝❤♦/✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ✭✐♥"❡/❛❝"✐♥❣ ✇✐"❤

❈✉ ❧❛②❡/1✮✱ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❜♦♥❞❡❞ ♦①②❣❡♥ ✭E❂❖✮ ❛♥❞ ❛ ♣/♦"♦♥❛"❡❞ ♦①②❣❡♥ ✭E✲❖❍✮✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢

"❤❡ ♣❍ ❝♦♥❞✐"✐♦♥1 ✭❜❛1✐❝✮ ✉1❡❞ ❡①♣❡/✐♠❡♥"❛❧❧② ✐♥ "❤❡ ✐♥1❡/"✐♦♥ ♣/♦❝❡11✱ "❤❡ ❡①♣❡/✐♠❡♥"❛❧

❤②♣♦"❤❡1✐1 ✐1 "❤❛" "❤❡ ❛""❛❝❤♠❡♥" "♦ "❤❡ 1✉/❢❛❝❡ ♦❝❝✉/1 ✇❤✐❧❡ "❤❡ ♣❤♦1♣❤♦♥❛"❡ ❣/♦✉♣1 ❛/❡

❞❡❤②❞/♦❣❡♥❛"❡❞ ❛♥❞ "❤✉1 ✐♥ "❤❡ ❢♦/♠ ❘✲E❖

2−
3 ✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐"❤ "❤✐1 /❡❛1♦♥✐♥❣✱ ✇❡ ♦❜1❡/✈❡

❛ ❝❧❡❛/ 1"❛❜✐❧✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❛""❛❝❤♠❡♥" ♦❢ "❤❡ ❋E✶ ♠♦❧❡❝✉❧❡1 "♦ "❤❡ ❈✉ 1✉/❢❛❝❡ ✇❤❡♥ "❤❡

❞❡❤②❞/♦❣❡♥❛"❡❞ ❢♦/♠ ✐1 ✉1❡❞✳ ❲❡ ❛11♦❝✐❛"❡ "❤✐1 ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇✐"❤ "❤❡ /❡❞✉❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡

❤②❞/♦❣❡♥✲❤②❞/♦❣❡♥ /❡♣✉❧1✐♦♥ ♦❜1❡/✈❡❞ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ♣/♦"♦♥ ♦❢ ❘✲E❖3❍
−
❛♥❞ "❤❡ ♦♥❡1 ♦❢

"❤❡ 1✉//♦✉♥❞✐♥❣ ❤②❞/♦①✐❞❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡1✳ ❯1✐♥❣ ❛❧❧ "❤❡1❡ ❤✐♥"1✱ ✇❡ ❝♦♥1"/✉❝"❡❞ ❛ ❝❡❧❧ ✇✐"❤ "❤❡

❧❛""✐❝❡ ♣❛/❛♠❡"❡/1 ❡①"/❛❝"❡❞ ❡①♣❡/✐♠❡♥"❛❧❧② ✇❤✐❝❤ ❛/❡ "❤❡ 1❛♠❡ "❤❛♥ ❢♦/ "❤❡ ❛❝❡"❛"❡ 1②1✲

"❡♠ ❡①❝❡♣" ♦❢ "❤❡ ❝ ♣❛/❛♠❡"❡/✳ ❊①♣❡/✐♠❡♥"❛❧❧②✱ "❤✐1 ♣❛/❛♠❡"❡/ ❝exp ✐1 ♦❜"❛✐♥❡❞ ❜❡"✇❡❡♥

✶✽✳✸ "♦ ✷✵✳✸ ➴ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥1✐❞❡/ ♦✉/ ♠♦❞❡❧ ✇✐"❤✐♥ "❤✐1 /❛♥❣❡ ❝sim❂✶✾✳✺ ➴ ✳ ◆❡✈❡/"❤❡❧❡11✱

✇❡ 1"✐❧❧ ❝♦♥1✐❞❡/ "❤❡ 1❛♠❡ ♦/❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡1 ❞❡♥1✐"② "❤❛♥ "❤❡ ❈✉❖❍❆❝ ❝❛1❡ ❛♥❞ "❤✉1 "❤❡

❞♦✉❜❧❡ ♦❢ "❤❡ ❝♦♠♣♦1✐"✐♦♥ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❡①♣❡/✐♠❡♥"❛❧❧② ❢♦/ "❤✐1 1②1"❡♠✳ ■♥ ❛❧❧ ❢✉/"❤❡/ 1✐♠✉❧❛✲

"✐♦♥1✱ ♦♥❧② "❤❡ ❝♦♣♣❡/ ❛"♦♠1 ❛/❡ ✜①❡❞✳ ❲❡ ♦❜1❡/✈❡❞ ❛ /❡❝✉//❡♥" ❜❡❤❛✈✐♦/ ✐♥ "❤❡ ✈✐❝✐♥✐"②

♦❢ "❤❡ ❞❡❤②❞/♦❣❡♥❛"❡❞ ♣❤♦1♣❤♦♥❛"❡ ❣/♦✉♣1✳ ❙✉/♣/✐1✐♥❣❧②✱ ♦♥❝❡ "❤❡ 1②1"❡♠ ✐1 1"❛❜✐❧✐③❡❞✱ ❛

1♠❛❧❧ ❤❡❛"✐♥❣ ♦❢ "❤❡ 1"/✉❝"✉/❡ ✭✉♣ "♦ ✺✵❑✮ ✐♥❞✉❝❡1 ❛♥ ♦1❝✐❧❧❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❤②❞/♦❣❡♥ ❛"♦♠1

❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❤②❞/♦①✐❞❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡1 ❛♥❞ "❤❡ ❝❧♦1❡ ❜② ❖

−
✐♦♥1 ♦❢ ❘✲E❖

2−
3 ❢/❛❣♠❡♥"1✳ ❚❤❡

❖✲❍ ❜♦♥❞ ✐♥ ❤②❞/♦①✐❞❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡1 ✐1 "❤❡♥ ❜/♦❦❡♥ ❛♥❞ "❤❡ E❖

2−
3 "/❛♥1❢♦/♠1 ✐♥"♦ E❖3❍

−

❛1 ✐♥✐"✐❛❧❧② "❤♦✉❣❤"✳ ❚❤❡ 1"/✉❝"✉/❡ "❤❡♥ ❡①♣❧♦❞❡1 ❞✉❡ "♦ "❤❡ ♣/❡1❡♥❝❡ ♦❢ ❢/❡❡ ♦①②❣❡♥1✱ ♣/❡✲

✈✐♦✉1❧② ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ "♦ ❤②❞/♦①✐❞❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡1✳ ❚❤❡/❡❢♦/❡✱ ✇❡ ✉1❡ "❤❡ 1"/✉❝"✉/❡ ❝♦//❡1♣♦♥❞✐♥❣

"♦ "❤❡ ❤②❞/♦❣❡♥ 1❤❛/✐♥❣ ❜❡"✇❡❡♥ ❖❍ ❛♥❞ ❘✲E❖

2−
3 ❣/♦✉♣1 ❛♥❞ ✇❡ ♠♦❞✐❢② ✐" ❜② ❛❞❞✐♥❣

♠❛♥✉❛❧❧② ♦♥❡ ❤②❞/♦❣❡♥ ❛"♦♠ ♣❡/ ♣❤♦1♣❤♦♥❛"❡✳ ❲❡ ❛❧1♦ ❡♥1✉/❡ "❤❛" "❤✐1 ♥❡✇ ❤②❞/♦❣❡♥

❞♦❡1 ♥♦" ♣♦✐♥" "♦✇❛/❞ "❤❡ ❤②❞/♦①✐❞❡ ♥❡✐❣❤❜♦/❤♦♦❞✳ ❚❤✐1 ♣/♦❝❡❞✉/❡✱ "❤❡ ✐♥✐"✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧

1"/✉❝"✉/❡ ❛/❡ ❡①♣♦1❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉/❡ ✻✸✳

■♥ "❤❡ ❧❡❢" ♣❛/" ♦❢ "❤✐1 ✜❣✉/❡✱ "❤❡ 1"❛/"✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉/❛"✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ "❤❡ ❤②❞/♦❣❡♥ ✐1 1❤❛/❡❞

❜❡"✇❡❡♥ ❤②❞/♦①✐❞❡ ❛♥❞ ♣❤♦1♣❤♦♥❛"❡ ❢/❛❣♠❡♥"1 ✐1 1❤♦✇♥✳ ❚❤❡ /❡❧❡✈❛♥" ♣❤♦1♣❤♦♥❛"❡ ❢/❛❣✲

♠❡♥"1 ❡♥✈✐/♦♥♠❡♥" ✐1 ❤✐❣❤❧✐❣❤"❡❞ ✐♥ "❤❡ ❝❡♥"/❛❧ ♣❛/" ❛♥❞ "❤❡ ✜♥❛❧ 1"/✉❝"✉/❡ ✐1 ♣✐❝"✉/❡❞ ✐♥

"❤❡ /✐❣❤" ♣❛/" ♦❢ "❤❡ ✜❣✉/❡✳ ❚❤✐1 ❧❛1" 1"/✉❝"✉/❡ ✐1 1"❛❜❧❡ 1✐♥❝❡ ♥♦ ♠♦/❡ ❤②❞/♦❣❡♥ ❡①❝❤❛♥❣❡

✐1 ♦❜1❡/✈❡❞ ❛♥❞ "❤❡ ❞✐1"❛♥❝❡ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❛♥❝❤♦/✐♥❣ ♦①②❣❡♥1 ♦❢ ♦/❣❛♥✐❝ ♣❛/"1 ❛♥❞ "❤❡ ❈✉

1✐"❡1 /❡♠❛✐♥1 ❧♦✇❡/ "❤❛♥ ✸ ➴ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ "❤❡ 1②1"❡♠ ✐1 ❤❡❛"❡❞ ✉♣ "♦ ✺✵❑✳ ❈♦♥✜❞❡♥" ✐♥ "❤✐1

❝/②1"❛❧ 1"/✉❝"✉/❡ ❢♦/ "❤❡ ❈✉❖❍❋E✶ ❝♦♠♣♦✉♥❞✱ ✇❡ ❢/❡❡ "❤❡ ❈✉ ❛"♦♠1 ❛♥❞ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛"❡

"❤❡ 1"❛❜✐❧✐"② ♦❢ "❤❡ 1"/✉❝"✉/❡ ❛" ✺✵❑✳ ❲❡ ❛❧1♦ "❡1"❡❞ ❛ 1♠❛❧❧❡/ ❞❡♥1✐"② ♦❢ ❋E✶ ♠♦❧❡❝✉❧❡1

❛1 1✉❣❣❡1"❡❞ ❜② "❤❡ ❡①♣❡/✐♠❡♥"❛❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦1✐"✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡/✱ ✐♥ "❤✐1 ❝❛1❡✱ "❤❡ 1✐♠✉✲

❧❛"❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞ 1❤♦✇1 ❛ ❝❧❡❛/ ❞❡"❛❝❤♠❡♥" ♦❢ ❛ ❢/❛❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♦/❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡1 ❢/♦♠ "❤❡

❈✉ ❤②❞/♦①✐❞❡ ❧❛②❡/ ✇❤✐❧❡ ❛♥♦"❤❡/ ❢/❛❝"✐♦♥ 1"❛②1 ❛""❛❝❤❡❞✳ ❚❤✐1 1✐"✉❛"✐♦♥ ✐1 ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞

✶✹✻



Necessary hydrogen

to saturate oxygen

from (PO3)
2-

❋✐❣✉$❡ ✻✸ ✕ ❙♥❛♣-❤♦0- ♦❢ 0❤❡ ♦♣0✐♠✐③❡❞ -0$✉❝0✉$❡ ♦❢ ❝♦♣♣❡$ ❤②❞$♦①✐❞❡ ✢✉♦$❡♥❡ ♠♦♥♦♣❤♦-✲

♣❤♦♥✐❝ -②-0❡♠✳ ❚❤❡ ♣$♦0♦♥❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❛♥❝❤♦$✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ♦❢ 0❤❡ ♣❤♦-♣❤♦♥❛0❡ ❣$♦✉♣

✭=❖3✮
2−

✐- ❤✐❣❤❧✐❣❤0❡❞ ✐♥ 0❤❡ ❝❡♥0$❛❧ ♣❛$0 ♦❢ 0❤❡ ✜❣✉$❡✳ ❚❤✐- ❛❞❞✐0✐♦♥❛❧ ❍ ❛0♦♠ ✐- ✐♥✲

❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❢✉$0❤❡$ ❋=▼❉ -✐♠✉❧❛0✐♦♥- ♣❡$❢♦$♠❡❞ ♦♥ 0❤✐- -0$✉❝0✉$❡ ✭$✐❣❤0 ♣❛$0 ♦❢ 0❤❡

✜❣✉$❡✮

❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡0❡❧② ❞✐✛❡$❡♥0 ♦$✐❡♥0❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ✢✉♦$❡♥❡ ❢$❛❣♠❡♥0 ♦❢ 0❤❡ ❛00❛❝❤❡❞ ❛♥❞ 0❤❡

❞❡0❛❝❤❡❞ ♦$❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡-✳ ❚❤❡$❡ ✐- ❛❧-♦ ❛ ❞❡❢♦$♠❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❡♥0✐$❡ ❈✉ ❧❛②❡$ ❛♥❞ 0❤✉-

❛♥ ✐♥-0❛❜✐❧✐0② ♦❢ 0❤❡ -0$✉❝0✉$❡ ❛❢0❡$ ❢❡✇ ♣✐❝♦-❡❝♦♥❞- ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛$ ❞②♥❛♠✐❝- ❛0 ✺✵❑✳

■♥ ❋✐❣✉$❡ ✻✹✱ ✇❡ -❤♦✇ 0❤❡ 0✇♦ ❝♦$$❡-♣♦♥❞✐♥❣ -✐♠✉❧❛0✐♦♥ ❝❡❧❧- ✇✐0❤ 0❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠✲

♣♦-✐0✐♦♥- ❝♦♥-✐❞❡$❡❞✱ ❈✉2✭❖❍✮4−x✭❈13❍10❖3=✮x ✇✐0❤ ①❂✶ ✭❧❡❢0 ♣❛$0 ♦❢ 0❤❡ ✜❣✉$❡✮ ❛♥❞

①❂✵✳✺ ✭$✐❣❤0 ♣❛$0✮✱ ❧❛❜❡❧❡❞ $❡-♣❡❝0✐✈❡❧②✱ ❈✉❖❍❋=✶x=1 ❛♥❞ ❈✉❖❍❋=✶x=0.5✳ ❚❤❡ ❡①♣❡$✐✲

♠❡♥0❛❧ ❝❡❧❧ ♣❛$❛♠❡0❡$-✱ ✐♥❞✐❝❛0❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✻✹✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❝♦♠♣✉0❛0✐♦♥❛❧ ❞❡0❛✐❧- ❛$❡ ✐❞❡♥0✐❝❛❧

❢♦$ 0❤❡ 0✇♦ 0❡-0 ❝❛-❡-✳ ■0 ✐- ❝❧❡❛$ 0❤❛0 0❤❡ ❛♠♦✉♥0 ♦❢ ❢$❡❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦$ 0❤❡ ✢✉♦$❡♥❡

♠♦❧❡❝✉❧❡- ✐♥❞✉❝❡- 0❤❡ ❋= ♠♦✐❡0✐❡- 0♦ ❞❡0❛❝❤ ❢$♦♠ 0❤❡ ❈✉ ❤②❞$♦①✐❞❡ -✉$❢❛❝❡ ❛- ✐0 ✐- ♦❜✲

-❡$✈❡❞ ✐♥ 0❤❡ ❈✉❖❍❋=✶x=0.5 ❝❛-❡✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ✇✐0❤ 0❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦❢ ♦$❣❛♥✐❝ ♣❛$0- ❛♠♦✉♥0✱

❛ $❡♠❛$❦❛❜❧② -0❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉$❛0✐♦♥ ✐- ♦❜0❛✐♥❡❞ ❢♦$ 0❤❡ ❈✉❖❍❋=✶x=1 -②-0❡♠✳ ❚❤❡ ❧❛00❡$

-②-0❡♠ ✐- ♦✉$ $❡❢❡$❡♥❝❡ -0$✉❝0✉$❡ ❢♦$ 0❤❡ ❈✉❖❍❋= ❝♦♠♣♦✉♥❞- ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ 0❤❡ ♥❡①0 -❡❝✲

0✐♦♥✳

❆0 0❤✐- ♣♦✐♥0✱ ✇❡ ❡-0❛❜❧✐-❤❡❞ ❛ ❝❧❡❛$ -✐♠✉❧❛0✐♦♥ ♣$♦0♦❝♦❧ 0❤❛0 ✇❡ ✉-❡ 0♦ ♦❜0❛✐♥ ❛

♠♦❞❡❧ -0$✉❝0✉$❡ ❢♦$ 0❤❡ ❧❛②❡$❡❞ -②-0❡♠- ❝♦♥0❛✐♥✐♥❣ ♠♦♥♦♣❤♦-♣❤♦♥✐❝ ✭❋=✶✮ ♦$ ❜✐♣❤♦-♣❤♦✲
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Cu(II) layer
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 ❡♠- ✭❈✉2✭❖❍✮3.5✭❈13❍11❖3E✮0.5·✭❍2❖✮3 ❛♥❞ ❈✉2✭❖❍✮3.5✭❈13❍10❖6E2✮0.25·✭❍2❖✮3✮✱ %❡✲
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♣❛♣❡1 ❝✐!❡❞ ♣1❡✈✐♦✉ ❧②✳

• ▼❛"❡$✐❛❧' ❞❛"❛❜❛'❡'

❆ ❞✐✛❡1❡♥! ❜✉! ♣1♦♠✐ ✐♥❣ 1❡ ❡❛1❝❤ ✜❡❧❞ ✐ !❤❡ ♠❛!❡1✐❛❧ ✬ ♣1♦♣❡1!✐❡ ❞❛!❛❜❛ ❡ ❝♦♥✲

 !1✉❝!✐♦♥ !❤❛! ✐ ❛❧ ♦ ❝♦♥ ✐❞❡1❡❞ !♦ ❜❡ ❛ ❧❛1❣❡1  ❝❛❧❡ ♣❡1 ♣❡❝!✐✈❡ !♦ !❤✐ ✇♦1❦✳ ❚❤❡

❝✉11❡♥! ❝♦♥!❡①! ♦❢ ♠❛!❡1✐❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ 1❡ ❡❛1❝❤ 1❛♥❣❡ ❢1♦♠ !❤❡ ✜1 !✲♣1✐♥❝✐♣❧❡ 

❛♣♣1♦❛❝❤❡ ❛! !❤❡ ❛!♦♠✐❝  ❝❛❧❡ !♦ !❤❡ ❝♦♥!✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧ ✉ ❡❞ ❢♦1 ♠❛❝1♦ ❝♦♣✐❝ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦1 !❤❡1♠❛❧ ♣1♦♣❡1!✐❡  ✐♠✉❧❛!✐♦♥ ✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝♦♥❝❡♣! ♦❢ ♠✉❧!✐✲ ❝❛❧❡ ♠♦❞✲

❡❧✐♥❣✱ ❛ ✐! ✐ ♦❢!❡♥ ❛❞✈❡1!✐ ❡❞✱ ✐ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣1♦❜❧❡♠  ✐♥❝❡ !❤❡ ❦♥♦✇♥ ♣❤② ✐❝ 

♠♦❞❡❧ ❛1❡ ♥♦!✱ ✐♥ ❣❡♥❡1❛❧✱  ❝❛❧❡ ✐♥✈❛1✐❛♥!✳ ■ ❛♠ ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ !❤❛! ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛1♥✲

✐♥❣ ♠❡!❤♦❞ ❜❛ ❡❞ ♦♥ ❧❛1❣❡  ❡! ♦❢ !1❛✐♥✐♥❣  ❛♠♣❧❡ ❛♥❞  !❛!✐ !✐❝❛❧ ❞❛!❛ ❛♥❛❧② ❡ 

❛1❡ ✐♥!❡1❡ !✐♥❣ ✇❛② !♦ ✉♥❞❡1 !❛♥❞ !❤❡ ✈❛1✐♦✉ ♣1♦♣❡1!✐❡ ♦❢ ♠❛!❡1✐❛❧ ❛! ❞✐✛❡1❡♥!

 ❝❛❧❡ ✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢  ✉❝❤ ♣1♦❥❡❝! ✐ ❛! !❤❡ ❤❡❛1! ♦❢ !❤❡  ❝✐❡♥!✐✜❝ ♦❜❥❡❝!✐✈❡ ♦❢

!❤❡ ❈♦♠♠♦♥✇❡❛❧!❤ ❙❝✐❡♥!✐✜❝ ❛♥❞ ■♥❞✉ !1✐❛❧ ❘❡ ❡❛1❝❤ ❖1❣❛♥✐ ❛!✐♦♥ ✭❈❙■❘❖✮✱ ✐✳❡✳

❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥!✐♥❣ ❝✉!!✐♥❣✲❡❞❣❡ ❝♦♠♣✉!❛!✐♦♥❛❧ !❡❝❤♥✐M✉❡ ❢♦1 ♠❛!❡1✐❛❧ 

♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣✉1♣♦ ❡ ✳ ❚❤❡1❡❢♦1❡✱ ❛❝!✐✈❡ ❧❡❛1♥✐♥❣ ❛♥❞ ❤❡✉1✐ !✐❝ ♦♣!✐♠✐③❛!✐♦♥ ❛❧❣♦✲

1✐!❤♠ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝!✐♦♥ ✇✐!❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛1 ❛♥❞ ♠❛!❡1✐❛❧  ✐♠✉❧❛!✐♦♥ ❝♦❞❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦1

!❤❡ ❝♦♥ !1✉❝!✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐!❛!✐♦♥ ♦❢ ❤②❜1✐❞ ♠❛!❡1✐❛❧ ❞❛!❛❜❛ ❡ ✳ ❚❤✐ ✇♦✉❧❞ ❛❧✲

❧♦✇ !♦ ❡①!1❛❝! ❝❤❛1❛❝!❡1✐ !✐❝ ♣1♦♣❡1!✐❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦1 ❛ ❜❡!!❡1 ❝❧❛  ✐✜❝❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❡

❝♦♠♣❧❡① ♠❛!❡1✐❛❧ ✳ ◆♦✇❛❞❛② ✱ !❤❡ ❡ ❛♠❜✐!✐♦✉ ♦❜❥❡❝!✐✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ♣♦  ✐❜❧❡  ✐♥❝❡

❤✐❣❤ ♣❡1❢♦1♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉!❡1 ❛1❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ !♦ ❛✉!♦♠❛!❡ ❛♥❞ ♦♣!✐♠✐ ❡ ❝♦♠♣✉!❛!✐♦♥❛❧

♠❛!❡1✐❛❧ ❞❡ ✐❣♥ ✇♦1❦✢♦✇ ✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆

▼❛)*✐① *❡♣*❡+❡♥)❛)✐♦♥ ♦❢ ❑❙✲❉❋❚

❖❜❥❡❝%✐✈❡✿ ❯*❡ ❛ ♠❛%-✐① -❡♣-❡*❡♥%❛%✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ %♦ *♦❧✈❡ %❤❡ *❡❧❢✲❝♦♥*✐*%❡♥%

❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡:✉❛%✐♦♥* ❬✶✹✷❪

❲❡ ❝♦♥*✐❞❡- .❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡5✉❛.✐♦♥* ✭✷✳✸✶✮ ✐♥ ❍❛-.-❡❡ ❛.♦♠✐❝ ✉♥✐.* ✭~❂1/(4πǫ 0)❂e❂me❂✶✮

❢♦- ❛ *②*.❡♠ ✇✐.❤ ❡❧❡❝.-♦♥ ❞❡♥*✐.② ♥✭~r✮✱ Ne− ❡❧❡❝.-♦♥* ❛♥❞ ▼ ✐♦♥*

(
−1

2
∆ + vS(~r)

)
φi(~r) = ǫiφi(~r) ✭❆✳✶✮

✇✐.❤ ✈S✭~r✮✱ .❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♣♦.❡♥.✐❛❧

vS(~r) =

∫
d3r′

n(~r′)

|~r − ~r′|
+ vxc(~r)−

M∑

I=1

ZI

|~r − ~RI |
✭❆✳✷✮

❩I ❜❡✐♥❣ .❤❡ ❛.♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡-* ♦❢ .❤❡ ✐♦♥*✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✇-✐.❡ .❤❡ ♣♦.❡♥.✐❛❧ ❛♥❞ .❤❡ ❦✐♥❡.✐❝

.❡-♠ ❛* ❛ ✧❙❤❛♠ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥ ĥS✧ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✇-✐.❡ ✭✐♥ ❜-❛❝❦❡. ♥♦.❛.✐♦♥✮

ĥS|φi〉 = ǫi|φi〉 ✭❆✳✸✮

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♥*✐❞❡- ❛ ❜❛*✐* *❡. |χk〉 .♦ -❡♣-❡*❡♥. ♦✉- ✇❛✈❡❢✉♥❝.✐♦♥ |φi〉

|φi〉 =
p∑

k=1

Cki|χk〉 ✭❆✳✹✮

■♥ .❤✐* ❜❛*✐*✱ .❤❡ ❑❙ ❡5✉❛.✐♦♥* ❛-❡ ✇-✐..❡♥ ❛*

ĥS

p∑

k=1

Cki|χk〉 = ǫi

p∑

k=1

Cki|χk〉 ✭❆✳✺✮

❛♣♣❧②✐♥❣ .❤❡ ❜-❛* 〈χk′ | ❛♥❞ ❝♦♥*✐❞❡-✐♥❣ .❤❡ ❣❡♥❡-❛❧ ❝❛*❡ ♦❢ ♥♦♥ ♦-.❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛*✐* 〈χk′ |χk〉 6=

✶✼✶



δkk′ ✱ ✇❡ ♦❜%❛✐♥

p∑

k=1

Cki

(
〈χk′ |ĥS|χk〉

)
= ǫi

p∑

k=1

Cki

(
〈χk′ |χk〉

)
✭❆✳✻✮

p∑

k=1

CkiHkk′ = ǫi

p∑

k=1

CkiSkk′

p∑

k=1

Cki (Hkk′ − ǫiSkk′) = 0

■♥ %❤❡0❡ ❡①♣3❡00✐♦♥0✱ ✇❡ ✐♥%3♦❞✉❝❡ %❤❡ ♠❛%3✐① ♥♦%❛%✐♦♥0 ✐♥ ❜♦❧❞ ❛♥❞ %❤❡ 0✉❜0❝3✐♣%0

❝♦33❡0♣♦♥❞✐♥❣ %♦ %❤❡ ❧✐♥❡0 ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥0 3❡0♣❡❝%✐✈❡❧②✳ ❚❤3❡❡ ❞✐✛❡3❡♥% ♠❛%3✐① 0✐③❡0 ❛3❡

❝♦♥0✐❞❡3❡❞ ✐♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡3✐✈❛%✐♦♥0✱ %❤❡ ❍❛♠✐❧%♦♥✐❛♥ ✭H = Hkk′✮ ❛♥❞ ♦✈❡3❧❛♣ ♠❛%3✐❝❡0

✭S = Skk′✮ ❛3❡ ✭p × p✮ ♠❛%3✐❝❡0✱ %❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡0 ♠❛%3✐① ✭ǫ = ǫiδij✮ ✐0 ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛%3✐①

✭Ne− × Ne−✮ ❛♥❞ %❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ♠❛%3✐① ✭C = Cki✮ %❤❛% ✐0 ♦❢ 0✐③❡ ✭p × Ne−✮✳ ❊C✉❛%✐♦♥0

✭❆✳✻✮ ❝❛♥ %❤❡♥ ❜❡ ✇3✐%%❡♥ ❛0

HC = SCǫ ✭❆✳✼✮

❚❤❡ ♥❡①% %❛0❦ ✐0 %♦ C %❤❛% ♠❛❦❡ H ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❋♦3 %❤❛%✱ ✇❡ ✜30% ❞❡%❡3♠✐♥❡ %❤❡ ♠❛%3✐① X

0♦ %❤❛% S ❜❡❝♦♠❡0 ❞✐❛❣♦♥❛❧

X
†
SX = I ✭❆✳✽✮

✇✐%❤ X
† = XT

❛♥❞ I %❤❡ ✐❞❡♥%✐%② ♠❛%3✐① ♦❢ %❤❡ ❝♦33❡0♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐♠❡♥0✐♦♥✳ ❚❤❡3❡❢♦3❡✱

❡C✉❛%✐♦♥ ❆✳✼ ❜❡❝♦♠❡0

X
†
HC = X

†
SXX

−1
Cǫ ✭❆✳✾✮

= X
−1
Cǫ

0♦ %❤❛%

XX
†
HC = Cǫ ✭❆✳✶✵✮

⇒ C
−1
XX

†
HC = ǫ

⇒ C
−1
XX

†
HXX

−1
C = ǫ

♣♦0✐♥❣ C0 = X
−1
C ❛♥❞ H0 = X

†
HX✱ ✜♥❛❧❧② ♦♥❡ ♦❜%❛✐♥0

C
−1
0

H0C0 = ǫ ✭❆✳✶✶✮

✇❤✐❝❤ ❧♦♦❦0 ❥✉0% ❧✐❦❡ ❛ ✉0✉❛❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐0❛%✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠ ❡①❝❡♣% %❤❛% %❤❡ ❤❛♠✐❧%♦♥✐❛♥ ĥs ✐0

❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❑♦❤♥✲0❤❛♠ ♦3❜✐%❛❧0 {φi(~r)}✱ ✐♥ ♦%❤❡3 ✇♦3❞0✱ %❤❡ ♠❛%3✐① ❡❧❡♠❡♥%0 Hkk′ ♦❢ H

❛3❡ ❢✉♥❝%✐♦♥0 ♦❢ %❤❡ ❡❧❡♠❡♥%0 Cki ♦❢ %❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ♠❛%3✐① C✳ ❚❤❡3❡❢♦3❡ %❤❡ 0❡❧❢✲❝♦♥0✐0%❡♥%

0♦❧✉%✐♦♥ ✐0 ♦❜%❛✐♥❡❞ ❢3♦♠ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐%❡3❛%✐✈❡ ♣3♦❝❡❞✉3❡

✶✳ ❲❡ ❝❤♦♦0❡ ❛♥ ✐♥✐%✐❛❧ ◆✲3❡♣3❡0❡♥%❛❜❧❡ ✭0✉♠ ♦❢ 0C✉❛3❡0 ♦❢ ❛%♦♠✐❝ ♦3❜✐%❛❧0 χk(~r)✮
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✷✳ ❲❡ ❞✐&'(✐❜✉'❡ '❤❡ ❞❡♥&✐'② ♥In(~r) ♦♥ ❛ ✧❣(✐❞✧ ✐♥ ♣♦&✐'✐♦♥ &♣❛❝❡ ✭~r✮

✸✳ ❚❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ✈S(~r) ✐& ❝♦♠♣✉'❡❞ ♦♥ '❤❡ &❛♠❡ ✧❣(✐❞✧

✹✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥'& ♦❢ H ❛(❡ H0 ❛(❡ ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞ ❢♦( S ✜①❡❞

✺✳ H0 ✐& ❞✐❛❣♦♥❛❧✐&❡❞✱ '❤❡(❡❜② ❞❡'❡(♠✐♥✐♥❣ C0✱ '❤❡♥ C ❛♥❞ '❤❡ ♦(❜✐'❛❧& φi(~r)

✻✳ ❈♦♠♣✉'❡ '❤❡ ♦✉'♣✉' ❞❡♥&✐'② ♥Out(~r) =
∑

Occupied

|φi(~r)|2

✼✳ G❡(❢♦(♠ '❤❡ ❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ '❡&'✱ ✈❡(✐❢②✐♥❣ '❤❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥

√∫ (
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3✉♠ ❡✛❡❝37 ❛♥❞ ❤②❞*♦❣❡♥ ❜♦♥❞ ✢✉❝3✉❛3✐♦♥7 ✐♥ ✇❛3❡*✱✑ 1&♦❝❡❡❞✐♥❣0 ♦❢ 4❤❡ ◆❛4✐♦♥❛❧

❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡0✱ ✈♦❧✳ ✶✶✵✱ ♥♦✳ ✸✾✱ ♣♣✳ ✶✺✺✾✶✕✶✺✺✾✻✱ ✷✵✶✸✳
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❬✻✹❪ ❨✳✲9✳ ❩❤✉ ❛♥❞ ❩✳✲❨✳ ❨✉❛♥✱ ▼❡2♦♣♦"♦✉2 ❖"❣❛♥✐❝✲■♥♦"❣❛♥✐❝ ◆♦♥✲❙✐❧✐❝❡♦✉2 ❍②❜"✐❞

▼❛3❡"✐❛❧2✿ ❇❛2✐❝ 9"✐♥❝✐♣❧❡2 ❛♥❞ 9"♦♠✐2✐♥❣ ▼✉❧3✐❢✉♥❝3✐♦♥❛❧✐3② ✳ ❙♣/✐♥❣❡/✱ ✷✵✶✹✳

❬✻✺❪ ❙✳ ■♥❛❣❛❦✐✱ ❙✳ ●✉❛♥✱ ❚✳ ❖❤A✉♥❛✱ ❛♥❞ ❖✳ ❚❡/❛A❛❦✐✱ ✏❆♥ ♦/❞❡/❡❞ ♠❡A♦♣♦/♦✉A
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♥♦✳ ✻✽✼✽✱ ♣♣✳ ✸✵✹✕✸✵✼✱ ✷✵✵✷✳

❬✻✻❪ ▼✳ ❖✬❑❡❡✛❡✱ ▼✳ ❊❞❞❛♦✉❞✐✱ ❍✳ ▲✐✱ ❚✳ ❘❡✐♥❡❦❡✱ ❛♥❞ ❖✳ ▼✳ ❨❛❣❤✐✱ ✏❋/❛♠❡✇♦/❦A ❢♦/

❡①*❡♥❞❡❞ A♦❧✐❞A✿ ❣❡♦♠❡*/✐❝❛❧ ❞❡A✐❣♥ ♣/✐♥❝✐♣❧❡A✱✑ ❏♦✉"♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞ ❙3❛3❡ ❈❤❡♠✐23"②✱

✈♦❧✳ ✶✺✷✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣♣✳ ✸✕✷✵✱ ✷✵✵✵✳

❬✻✼❪ ❇✳ ❆❜/❛❤❛♠A✱ ❇✳ ❍♦A❦✐♥A✱ ❉✳ ▼✐❝❤❛✐❧✱ ❛♥❞ ❘✳ ❘♦❜A♦♥✱ ✏❆AA❡♠❜❧② ♦❢ ♣♦/♣❤②/✐♥ ❜✉✐❧❞✲

✐♥❣ ❜❧♦❝❦A ✐♥*♦ ♥❡*✇♦/❦ A*/✉❝*✉/❡A ✇✐*❤ ❧❛/❣❡ ❝❤❛♥♥❡❧A✱✑ ◆❛3✉"❡✱ ✈♦❧✳ ✸✻✾✱ ♥♦✳ ✻✹✽✸✱

♣♣✳ ✼✷✼✕✼✷✾✱ ✶✾✾✹✳

❬✻✽❪ ❆✳ ❈❧❡❛/✜❡❧❞✱ ❈✳ ❑✳ ❙❤❛/♠❛✱ ❛♥❞ ❇✳ ❩❤❛♥❣✱ ✏❈/②A*❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡/❡❞ A✉♣/❛♠♦❧❡❝✉❧❛/

♠❡*❛❧ ♣❤♦A♣❤♦♥❛*❡A✿ ❝/♦✇♥ ❡*❤❡/A ❛♥❞ ✐♠✐♥♦❞✐❛❝❡*❛*❡A✱✑ ❈❤❡♠✐23"② ♦❢ ♠❛3❡"✐❛❧2✱

✈♦❧✳ ✶✸✱ ♥♦✳ ✶✵✱ ♣♣✳ ✸✵✾✾✕✸✶✶✷✱ ✷✵✵✶✳

❬✻✾❪ ❘✳ ❈✳ ❋✐♥♥✱ ❘✳ ▲❛♠✱ ❏✳ ❊✳ ●/❡❡❞❛♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ❩✉❜✐❡*❛✱ ✏❙♦❧✐❞✲A*❛*❡ ❝♦♦/✲

❞✐♥❛*✐♦♥ ❝❤❡♠✐A*/②✿ ❙*/✉❝*✉/❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡A ♦❢ ❝♦♣♣❡/✲♣❤❡♥❛♥*❤/♦❧✐♥❡ A✉❜✲
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✶✶✵✸✵✱ ✷✵✶✻✳

✶✽✻
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❬✾✷❪ ❏✳ ❱❧❡❝❦✱ ✏❚❤❡♦7② ♦❢ ❡❧❡❝/7✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡/✐❝ ;✉;❝❡♣/✐❜✐❧✐/✐❡;✱✑ ✶✾✸✷✳

❬✾✸❪ ❇✳ ❈✳ ●✉❤❛✱ ✏▼❛❣♥❡/✐❝ ♣7♦♣❡7/✐❡; ♦❢ ;♦♠❡ ♣❛7❛♠❛❣♥❡/✐❝ ❝7②;/❛❧; ❛/ ❧♦✇ /❡♠♣❡7✲

❛/✉7❡;✱✑ ✐♥ =%♦❝❡❡❞✐♥❣' ♦❢ "❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡"② ♦❢ ▲♦♥❞♦♥ ❆✿ ▼❛"❤❡♠❛"✐❝❛❧✱ =❤②'✐❝❛❧

❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡%✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡'✱ ✈♦❧✳ ✷✵✻✱ ♣♣✳ ✸✺✸✕✸✼✸✱ ❚❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡/②✱ ✶✾✺✶✳

❬✾✹❪ ❖✳ ❑❛❤♥✱ ✏▼♦❧❡❝✉❧❛7 ♠❛❣♥❡/✐;♠✱✑ ❱❈❍ =✉❜❧✐'❤❡%'✱ ■♥❝✳✭❯❙❆✮✱ ✶✾✾✸✱✱ ♣✳ ✸✾✸✱ ✶✾✾✸✳

❬✾✺❪ ▲✳ ▲✳ ◆❣✱ ❍❡✐'❡♥❜❡%❣ ♠♦❞❡❧✱ ❇❡"❤❡ ❆♥'❛"③✱ ❛♥❞ %❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦'✳ +❤❉ /❤❡;✐;✱ ❍❛7✈❛7❞

❯♥✐✈❡7;✐/②✱ ✶✾✾✻✳

❬✾✻❪ ❇✳ ❇❧❡❛♥❡② ❛♥❞ ❑✳ ❇♦✇❡7;✱ ✏❆♥♦♠❛❧♦✉; ♣❛7❛♠❛❣♥❡/✐;♠ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥/❡7❛❝/✐♦♥ ✐♥

❝♦♣♣❡7 ❛❝❡/❛/❡✱✑ ❚❤❡ ▲♦♥❞♦♥✱ ❊❞✐♥❜✉%❣❤✱ ❛♥❞ ❉✉❜❧✐♥ =❤✐❧♦'♦♣❤✐❝❛❧ ▼❛❣❛③✐♥❡ ❛♥❞

❏♦✉%♥❛❧ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✹✸✱ ♥♦✳ ✸✸✽✱ ♣♣✳ ✸✼✷✕✸✼✹✱ ✶✾✺✷✳

❬✾✼❪ +✳ ❲✳ ❆♥❞❡7;♦♥✱ ✏◆❡✇ ❛♣♣7♦❛❝❤ /♦ /❤❡ /❤❡♦7② ♦❢ ;✉♣❡7❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥/❡7❛❝/✐♦♥;✱✑ =❤②'✲

✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇✱ ✈♦❧✳ ✶✶✺✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✷✱ ✶✾✺✾✳

❬✾✽❪ ❆✳ ❙③❛❜♦ ❛♥❞ ◆✳ ❙✳ ❖;/❧✉♥❞✱ ✏▼♦❞❡7♥ ◗✉❛♥/✉♠ ❈❤❡♠✐;/7②✿ ■♥/7♦ /♦ ❛❞✈❛♥❝❡❞

❡❧❡❝/7♦♥✐❝ ;/7✉❝/✉7❡ /❤❡♦7②✱✑ ✶✾✾✻✳

❬✾✾❪ ❏✳ ❏✳ ●✐7❡7❞✱ ❨✳ ❏♦✉7♥❛✉①✱ ❛♥❞ ❖✳ ❑❛❤♥✱ ✏◆❛/✉7❛❧ ♦7 ♦7/❤♦❣♦♥❛❧✐③❡❞ ♠❛❣♥❡/✐❝

♦7❜✐/❛❧;✿ ❚✇♦ ❛❧/❡7♥❛/✐✈❡ ✇❛②; /♦ ❞❡;❝7✐❜❡ /❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥/❡7❛❝/✐♦♥✱✑ ❈❤❡♠✐❝❛❧
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♣♣✳ ✹✺✺✕✹✼✷✱ ✶✾✷✼✳

❬✶✵✷❪ ❈✳ ▼❛;;♦❜7✐♦ ❛♥❞ ❊✳ ❘✉✐③✱ ✏▲♦❝❛❧✐③❡❞ ♦7❜✐/❛❧; ✈;✳ ♣;❡✉❞♦♣♦/❡♥/✐❛❧✲♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡; ❜❛;✐;
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❬✶✵✹❪ ●✳ ●❛❧❧✐ ❛♥❞ ▼✳ -❛..✐♥❡❧❧♦✱ ✏❆❜✲✐♥✐6✐♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛. ❞②♥❛♠✐❝;✿ -.✐♥❝✐♣❧❡; ❛♥❞ ♣.❛❝6✐✲

❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥6❛6✐♦♥✱✑ ✐♥ ❈♦♠♣✉%❡' ❙✐♠✉❧❛%✐♦♥ ✐♥ ▼❛%❡'✐❛❧. ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣♣✳ ✷✽✸✕✸✵✹✱

❙♣.✐♥❣❡.✱ ✶✾✾✶✳

❬✶✵✺❪ ❊✳ ❘✉✐③✱ -✳ ❆❧❡♠❛♥②✱ ❙✳ ❆❧✈❛.❡③✱ ❛♥❞ ❏✳ ❈❛♥♦✱ ✏❚♦✇❛.❞ 6❤❡ ♣.❡❞✐❝6✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡6✐❝

❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛. ;②;6❡♠;✿ ❤②❞.♦①♦✲❛♥❞ ❛❧❦♦①♦✲❜.✐❞❣❡❞ ❈✉✭■■✮ ❜✐♥✉❝❧❡❛. ❝♦♠✲

♣❧❡①❡;✱✑ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ %❤❡ ❆♠❡'✐❝❛♥ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡%②✱ ✈♦❧✳ ✶✶✾✱ ♥♦✳ ✻✱ ♣♣✳ ✶✷✾✼✕✶✸✵✸✱
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❬✶✵✻❪ ❊✳ ❘✉✐③✱ -✳ ❆❧❡♠❛♥②✱ ❙✳ ❆❧✈❛.❡③✱ ❛♥❞ ❏✳ ❈❛♥♦✱ ✏❙6.✉❝6✉.❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡6♦✲

;6.✉❝6✉.❛❧ ❝♦..❡❧❛6✐♦♥; ❢♦. ❤②❞.♦①♦✲❜.✐❞❣❡❞ ❝♦♣♣❡. ✭■■✮ ❜✐♥✉❝❧❡❛. ❝♦♠♣❧❡①❡;✱✑ ■♥♦'✲
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❬✶✵✼❪ ❱✳ ❍✳ ❈.❛✇❢♦.❞✱ ❍✳ ❲✳ ❘✐❝❤❛.❞;♦♥✱ ❏✳ ❘✳ ❲❛;;♦♥✱ ❉✳ ❏✳ ❍♦❞❣;♦♥✱ ❛♥❞ ❲✳ ❊✳ ❍❛6✲

✜❡❧❞✱ ✏❘❡❧❛6✐♦♥ ❜❡6✇❡❡♥ 6❤❡ ;✐♥❣❧❡6✲6.✐♣❧❡6 ;♣❧✐66✐♥❣ ❛♥❞ 6❤❡ ❝♦♣♣❡.✲♦①②❣❡♥✲❝♦♣♣❡.

❜.✐❞❣❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥ ❤②❞.♦①♦✲❜.✐❞❣❡❞ ❝♦♣♣❡. ❞✐♠❡.;✱✑ ■♥♦'❣❛♥✐❝ ❈❤❡♠✐.%'②✱ ✈♦❧✳ ✶✺✱ ♥♦✳ ✾✱

♣♣✳ ✷✶✵✼✕✷✶✶✵✱ ✶✾✼✻✳

❬✶✵✽❪ ▼✳ ▼❛6;✉❜❛.❛✱ ▼✳ ❈❡❧✐♥♦✱ -✳ ❙✳ ❙❛❧♠♦♥✱ ❛♥❞ ❈✳ ▼❛;;♦❜.✐♦✱ ✏❆6♦♠✐❝ ;❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

♦❢ ♠❛6❡.✐❛❧;✿ ❛ ♣.❡.❡]✉✐;✐6❡ ❢♦. ❛♥② ♠✉❧6✐✲;❝❛❧❡ ❛♣♣.♦❛❝❤ 6♦ ;6.✉❝6✉.❛❧ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧
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❤❛❧♦✲❜.✐❞❣❡❞ ❞✐♥✉❝❧❡❛. ❝✉ ✭■■✮ ❝♦♠♣♦✉♥❞;✿ ❆ ❞❡♥;✐6② ❢✉♥❝6✐♦♥❛❧ ;6✉❞②✱✑ ■♥♦'❣❛♥✐❝
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❬✶✺✹❪ ❘✳ ❋✳ ❇❛❞❡,✱ ✏❆0♦♠3 ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡3✿ ❛ :✉❛♥0✉♠ 0❤❡♦,②✱ ✐♥0❡,♥❛0✐♦♥❛❧ 3❡,✐❡3 ♦❢ ♠♦♥♦✲

❣,❛♣❤3 ♦♥ ❝❤❡♠✐30,②✱ ✷✷✱✑ ❖①❢♦$❞ ❯♥✐✈❡$+✐,② .$❡++✱ ❖①❢♦$❞ ❍❡♥❦❡❧♠❛♥ ●✱ ❆$♥❛❧❞+✲

+♦♥ ❆✱ ❏9♥++♦♥ ❍ ✭✷✵✵✻✮ ❆ ❢❛+, ❛♥❞ $♦❜✉+, ❛❧❣♦$✐,❤♠ ❢♦$ ❇❛❞❡$ ❞❡❝♦♠♣♦+✐,✐♦♥ ♦❢

❝❤❛$❣❡ ❞❡♥+✐,②✳ ❈♦♠♣✉, ▼❛,❡$ ❙❝✐✱ ✈♦❧✳ ✸✻✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣♣✳ ✸✺✹✕✸✻✵✱ ✶✾✾✵✳

❬✶✺✺❪ ❆✳ ❇♦✉③✐❞✱ ❈✳ ▼❛33♦❜,✐♦✱ ▼✳ ❇♦❡,♦✱ ●✳ ❖,✐✱ ❑✳ ❙②❦✐♥❛✱ ❛♥❞ ❊✳ ❋✉,❡0✱ ✏❘♦❧❡ ♦❢

0❤❡ ✈❛♥ ❞❡, ❲❛❛❧3 ✐♥0❡,❛❝0✐♦♥3 ❛♥❞ ✐♠♣❛❝0 ♦❢ 0❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦,,❡❧❛0✐♦♥ ❢✉♥❝0✐♦♥❛❧

✐♥ ❞❡0❡,♠✐♥✐♥❣ 0❤❡ 30,✉❝0✉,❡ ♦❢ ❣❧❛33② ●❡❚❡4✱✑ .❤②+✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱ ✈♦❧✳ ✾✷✱ ♥♦✳ ✶✸✱

♣✳ ✶✸✹✷✵✽✱ ✷✵✶✺✳
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❢♦, ❝♦♠♣♦3✐0❡ ❡♥❡,❣② ❜❛♥❞3✱✑ .❤②+✐❝❛❧ $❡✈✐❡✇ ❇✱ ✈♦❧✳ ✺✻✱ ♥♦✳ ✷✵✱ ♣✳ ✶✷✽✹✼✱ ✶✾✾✼✳

❬✶✺✽❪ ❙✳ ●,✐♠♠❡✱ ✏❙❡♠✐❡♠♣✐,✐❝❛❧ ●●❆✲0②♣❡ ❞❡♥3✐0② ❢✉♥❝0✐♦♥❛❧ ❝♦♥30,✉❝0❡❞ ✇✐0❤ ❛ ❧♦♥❣✲
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❬✶✻✶❪ ❈✳ ❘✳ ❏❛❝♦❜ ❛♥❞ ▼✳ ❘❡✐❤❡,✱ ✏❙♣✐♥ ✐♥ ❞❡♥3✐0②✲❢✉♥❝0✐♦♥❛❧ 0❤❡♦,②✱✑ ■♥,❡$♥❛,✐♦♥❛❧ ❏♦✉$✲
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✐♥ ♣,❛❝0✐❝❡✱✑ ❆■. ❆❞✈❛♥❝❡+✱ ✈♦❧✳ ✹✱ ♥♦✳ ✶✷✱ ♣✳ ✶✷✼✶✵✹✱ ✷✵✶✹✳

❬✶✻✸❪ ❍✳ ❇❛♥❡,❥❡❡✱ ▼✳ ❑✉♠❛,✱ ❛♥❞ ❚✳ ❙❛❤❛✲❉❛3❣✉♣0❛✱ ✏❈♦♦♣❡,❛0✐✈✐0② ✐♥ 3♣✐♥✲❝,♦33♦✈❡,

0,❛♥3✐0✐♦♥ ✐♥ ♠❡0❛❧♦,❣❛♥✐❝ ❝♦♠♣❧❡①❡3✿ ■♥0❡,♣❧❛② ♦❢ ♠❛❣♥❡0✐❝ ❛♥❞ ❡❧❛30✐❝ ✐♥0❡,❛❝✲

0✐♦♥3✱✑ .❤②+✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱ ✈♦❧✳ ✾✵✱ ♥♦✳ ✶✼✱ ♣✳ ✶✼✹✹✸✸✱ ✷✵✶✹✳

❬✶✻✹❪ ●✳ ❆❜❡❧❧f♥✱ ❈✳ ▼❛,0g✲●❛30❛❧❞♦✱ ❆✳ ❘✐❜❡,❛✱ ❛♥❞ ❊✳ ❈♦,♦♥❛❞♦✱ ✏❍②❜,✐❞ ♠❛0❡,✐❛❧3

❜❛3❡❞ ♦♥ ♠❛❣♥❡0✐❝ ❧❛②❡,❡❞ ❞♦✉❜❧❡ ❤②❞,♦①✐❞❡3✿ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛, ♣❡,3♣❡❝0✐✈❡✱✑ ❆❝❝♦✉♥,+

♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ $❡+❡❛$❝❤✱ ✈♦❧✳ ✹✽✱ ♥♦✳ ✻✱ ♣♣✳ ✶✻✵✶✕✶✻✶✶✱ ✷✵✶✺✳

❬✶✻✺❪ ❆✳ ●❛❧❡0✱ ❆✳ ❇✳ ●❛3♣❛,✱ ▼✳ ❈✳ ▼✉h♦③✱ ●✳ ❱✳ ❇✉❦✐♥✱ ●✳ ▲❡✈❝❤❡♥❦♦✱ ❛♥❞ ❏✳ ❆✳ ❘❡❛❧✱

✏❚✉♥❛❜❧❡ ❜✐30❛❜✐❧✐0② ✐♥ ❛ 0❤,❡❡✲❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ 3♣✐♥✲❝,♦33♦✈❡, 3❡♥3♦,②✲❛♥❞ ♠❡♠♦,②✲

❢✉♥❝0✐♦♥❛❧ ♠❛0❡,✐❛❧✱✑ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▼❛,❡$✐❛❧+✱ ✈♦❧✳ ✶✼✱ ♥♦✳ ✷✹✱ ♣♣✳ ✷✾✹✾✕✷✾✺✸✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✻✻❪ ❑✳ ❇♦✉❦❤❡❞❞❛❞❡♥✱ ❙✳ ▼✐②❛3❤✐0❛✱ ❛♥❞ ▼✳ ◆✐3❤✐♥♦✱ ✏❊❧❛30✐❝ ✐♥0❡,❛❝0✐♦♥ ❛♠♦♥❣ 0,❛♥✲

3✐0✐♦♥ ♠❡0❛❧3 ✐♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ 3♣✐♥✲❝,♦33♦✈❡, 3♦❧✐❞3✱✑ .❤②+✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱ ✈♦❧✳ ✼✺✱

♥♦✳ ✾✱ ♣✳ ✵✾✹✶✶✷✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✻✼❪ ▼✳ j❛,,✐♥❡❧❧♦ ❛♥❞ ❆✳ ❘❛❤♠❛♥✱ ✏❈,②30❛❧ 30,✉❝0✉,❡ ❛♥❞ ♣❛✐, ♣♦0❡♥0✐❛❧3✿ ❆ ♠♦❧❡❝✉❧❛,✲

❞②♥❛♠✐❝3 30✉❞②✱✑ .❤②+✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡,,❡$+✱ ✈♦❧✳ ✹✺✱ ♥♦✳ ✶✹✱ ♣✳ ✶✶✾✻✱ ✶✾✽✵✳
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Résumé en français
Les matériaux hybrides organiques-inorganiques forment une classe de systèmes dans lesquels
plusieurs  types  de  molécules  organiques  peuvent  être  insérées  au  sein  d'une  structure  dite
d’accueil,  souvent  de  nature  inorganique.  Dans  le  cadre  de  ce  travail  de  thèse,  nous  avons
catégorisé les différents types de matériaux hybrides existants dans la littérature en mettant en avant
la  difficulté  de  certaines  distinctions  relatives  à  la  structure,  aux  propriétés  électroniques  et
magnétiques. C'est dans ce contexte que s'inscrit notre étude théorique de ces matériaux, utilisant
les  méthodes  de  la  théorie  de  la  fonctionnelle  de  la  densité  (DFT),  jointes  aux  techniques  de
dynamique moléculaire (MD) dans l'approche dite de dynamique moléculaire ab initio. Nous avons
développé  un  protocole  permettant  d'étudier  l'évolution  des  propriétés  de  matériaux  hybrides
spécifiques sous l'effet de stimuli extérieurs comme la pression ou la température. Nous effectuons
alors, et de manière systématique, une étude théorique d’un matériau très largement utilisé comme
référence  dans  la  chimie  des  matériaux  hybrides  lamellaires:  l'hydroxyde  acétate  de  cuivre
Cu2(OH)3(CH3COO).  Nous  avons  obtenu  une  transition  d’un  état  antiferromagnétique  à  un  état
ferromagnétique  sous  l’effet  d’une  pression  proche  de  2  GPa,  en  bon  accord  avec  la  valeur
expérimentale (1,2 GPa). Ensuite, nous appliquons ces méthodes à l’étude de nouveaux matériaux
hybrides lamellaires simples contenant des molécules de fluorènes mono- et di-  phosphoniques.
Ainsi, nous proposons des structures atomiques stables pour ces composés et nous en étudions les
propriétés afin de complémenter mais aussi d’aller au delà des résultats expérimentaux récemment
obtenus. Ces travaux permettent donc d’ouvrir la voie à une nouvelle méthode de conception, de
construction et d’analyse de propriétés pour les matériaux hybrides multifonctionnels très demandés
dans le contexte technologique actuel. 

Summary in english
Ab-initio  molecular  dynamics  (AIMD)  refers  to  a  set  of  state-of-the-art  computational  methods
combining molecular dynamics with density functional theory. It is the basis of what could be called a
«Virtual laboratory approach». In this work, we use the Car-Parrinello Molecular Dynamics (CPMD)
scheme for investigating the properties of Copper Hydroxide Acetate (CuOHAc) system, a typical
organic-inorganic  hybrid  material.  We  determine  the  corresponding  atomic  structure  as  well  as
several  of  its  chemical  and  magnetic  properties.  Recent  experimental  achievements  provide
accurate  XRD  measurements  enabling  the  study  of  magneto-structural  properties  of
Cu2(OH)3(CH3COO).(H2O)  compound.  The  pressure-induced  magnetic  transition,  observed
experimentally (at  1,2 GPa) in this material  has been successfully reproduced (close to 2 GPa),
thereby, highlighting the role of structural optimizations in theoretical treatments of such materials.
Our aim is to elucidate the complex interplay between structural properties, inter facial chemistry and
magnetic behaviors of various nanoscale structured materials both at the local (atomic) and bulk
(crystal) levels. We focus on copper hydroxide-based hybrid materials spanning through different
organic components (such as fluorene mono- or di-phosphonic molecules) considered prototypical
and very promising in the field of hybrid multifunctional materials.
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