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Résumé

En ingénierie sismique, il est admis que le comportement d’une structure soumise à de
forts séismes soit caractérisé par des boucles d’hystérésis qui peuvent être amples ou
étroites selon le type de structure impactée. La prise en compte de ce type de compor-
tement non-linéaire dans un calcul temporel présente des difficultés liées à l’identifica-
tion des paramètres, au coût numérique élevé, au risque de non-convergence. Dans ce
contexte, la méthode de linéarisation équivalente, a été introduite en géotechnique dès
les années 70. Elle reste peu utilisée dans le domaine des structures malgré les efforts de
nombreux auteurs.

Ce travail de thèse a pour objet l’étude du comportement linéaire équivalent dans le
contexte des méthodes simplifiées d’évaluation de la réponse non-linéaire d’une struc-
ture en ingénierie sismique. Nous passons en revue les critères de linéarisation adoptés
par les différentes méthodes qui recherchent l’équivalence (1) du déplacement maximum
ou (2) de la quantité d’énergie dissipée ou (3) de la force de rappel. Nos analyses montrent
que ces trois critères ne sont pas pertinents et/ou efficaces, conduisant à des méthodes
peu robustes qui conduisent dans certains cas à des résultats inexplicables.

Nous montrons le rôle important, négligé par toutes les méthodes disponibles, du
contenu fréquentiel respectif des signaux et du système dans la détermination de la duc-
tilité appelée. Sur cette constatation, nous introduisons une nouvelle méthode de linéa-
risation équivalente basée sur la fonction de transfert. Nous utilisons cette méthode pour
explorer un plan d’expérience numérique dans lequel nous calculons les caractéristiques
de fréquence et d’amortissement équivalents en fonction de la ductilité appelée pour dif-
férente configurations caractérisées par (a) le rapport entre fréquence de l’oscillateur et
fréquence centrale du signal excitateur, (b) la pente d’écrouissage et (c) le modèle de com-
portement qui varie continument de élastoplastique à endommageant.

Nous proposons deux nouvelles approches du comportement linéaire équivalent. La
première, visant à améliorer la procédure statique non-linéaire de l’ATC40, utilise la rigi-
dité sécante et le déplacement maximal. Elle fait intervenir une estimation de l’amortis-
sement différente de celle de l’ATC40. Sa pertinence est établie par le fait qu’elle permet
d’évaluer avec exactitude le déplacement maximal de systèmes canoniques non-linéaires.
La seconde consiste à restituer la dynamique de la réponse d’un oscillateur non-linéaire
au travers de la fonction de transfert. Sa pertinence est démontrée au travers des critères
d’Anderson, avec notamment un critère relatif au spectre transféré. La détermination du
comportement linéaire équivalent par fonction de transfert est validée sur des structures
réelles au travers des essais sur voiles en béton armé (SAFE) et sur systèmes des tuyaute-
ries (BARC et EPRI).
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Abstract

In earthquake engineering, it is common that the behaviour of a structure undergoing a
strong motion is characterized by wise or narrow hysteresis loops depending on the type
of behaviour of the structure. Considering this non-linear behaviour in a transient cal-
culation requires a huge need of resources in terms of calculation time and memory. In
this context, the method of equivalent linearization, consisting in the evaluation of the
non-linear response of the structure has been introduced by geotechnical engineers In
the 1970s. Despite efforts of many authors, this method is still not used in structural field.

The goal of this research is to examine the linear equivalent behaviour in the context
of the simplified method of evaluating the non-linear response of a structure in earth-
quake engineering. We review the criteria of equivalence adopted by many methods sear-
ching for the equivalence of (1) the maximum of displacement or (2) quantity of dissipa-
ted energy or (3) the restore force. Our argumentative analyses carry out that these three
criteria are not pertinent and/or efficient. This leads, in some cases, to some unexplained
results.

We show the important role, which is mostly neglected in existing method, of fre-
quency content while evaluating the ductile demand. Based on this recognition, we in-
troduce a new method of equivalent linearization based on the transfer function. We use
this method in order to explore a numerical experimental plan in which we calculate the
equivalent characteristics (frequency and damping) versus the ductile demand for dif-
ferent configuration characterized by (a) the ratio between the frequency of the oscillator
and the central frequency of the input signal, (b) the hardening and (c) the behaviour
which covers the elastoplastic and damaged ones.

We propose two new approaches of the linear equivalent behaviour. The first one, ai-
ming to improve the non-linear static procedure of ATC40, use the secant stiffness and
the maximal displacement. This approach consists in an estimation of damping which
is different to ATC40. Its pertinence is established by evaluating with accuracy the maxi-
mal displacement of the canonical non-linear systems. The second approach consists in
restitution of the dynamic of the response of a non-linear oscillator by using the transfer
function. The pertinence of this proposition is shown through the criteria of Anderson, es-
pecially in terms of transferred motion. In this effect, the linear equivalent behaviour ba-
sed on the transfer function allows to cope the transferred motion through the non-linear
oscillator without performing the non-linear transient calculation. The validation of the
linear equivalent behaviour based on the transfer function has been examined on real
structures through some experimental tests such as the reinforced concrete wall (SAFE)
or piping systems (BARC and EPRI).
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Introduction

Il est admissible qu’une structure soumise à un fort séisme se comporte de façon non-
linéaire. Sa réponse peut développer des courbes hystérétiques complexes qui sont re-
présentés par des modèles tels que le modèle élastoplastique ou le modèle endomma-
geant. En pratique, la méthode de calcul transitoire des réponses de tels modèles est rare-
ment utilisée car d’une part les paramètres des modèles sont souvent difficiles à identifier
et d’autre part la méthode consomme des ressources informatiques importantes et peut
présenter des problèmes de convergence.

Dans ce contexte, les méthodes de linéarisation équivalente permettent d’obtenir des
éléments des réponses non-linéaires sans effectuer de calcul transitoire complexe. Nous
procédons à une analyse systématique de ces méthodes selon l’organisation suivante :

01 Au chapitre 01, nous plaçons la problématique de la linéarisation équivalente dans
le contexte de l’ingénierie sismique. Pour cela, nous utilisons des mouvements sis-
miques synthétiques et examinons la réponse de systèmes à un degré de liberté
(oscillateurs) munis d’une loi de comportement dont les paramètres permettent
de modéliser les comportements élastoplastique et endommageant ainsi que toute
pondération de ces deux modèles (modèle mixte). Nous passons en revue la mé-
thode transitoire et de différentes méthodes de linéarisation existantes.

02 Au chapitre 02, nous passons en revue les critères de linéarisation adoptés par les
différentes méthodes qui recherchent l’équivalence (1) du déplacement maximal
ou (2) de la quantité d’énergie dissipée ou (3) de la force de rappel. Nos analyses
montrent que ces trois critères ne sont pas pertinents et/ou efficaces. Nous mon-
trons le rôle important, négligé par toutes les méthodes disponibles, du contenu
fréquentiel respectif des signaux et du système dans la détermination de la ductilité
appelée.

03 Au chapitre 03, nous introduisons une nouvelle méthode de linéarisation équiva-
lente basée sur la fonction de transfert. Nous utilisons cette méthode pour explorer
un plan d’expérience numérique dans lequel nous calculons les caractéristiques de
fréquence et d’amortissement équivalents en fonction de la ductilité appelée pour
différentes configurations caractérisées par (a) le rapport entre fréquence de l’os-
cillateur et fréquence centrale du signal excitateur, (b) la pente d’écrouissage et (c)
le modèle de comportement qui varie de élastoplastique à endommageant. La per-
tinence de la méthode est évaluée au travers des critères d’Anderson, avec notam-
ment un critère relatif au spectre transféré.

04 Au chapitre 04, nous examinons le comportement linéaire équivalente par fonction
de transfert pour les structures réelles : les voiles en béton armé en cisaillement qui

xvii
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ont fait l’objet des essais SAFE et les systèmes et composants de tuyauteries des es-
sais BARC et EPRI. L’interprétation de ces résultats expérimentaux valide le résultat
obtenu dans le chapitre 03. Nous concluons que le comportement linéaire équi-
valent d’un voile en béton armé en cisaillement correspond au modèle purement
endommageant et celui du système de tuyauterie en acier au modèle purement
élastoplastique.

05 Au chapitre 05, nous concluons et proposons des perspectives de développement,
s’appuyant sur l’utilisation de la linéarisation équivalente par fonction de transfert.
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Chapitre 1

Réponse sismique non-linéaire des
structures

« — De ta tige détachée,
Pauvre feuille desséchée,
Où vas-tu ? — Je n’en sais rien.
...
Je vais où le vent me mène.
Sans me plaindre ou m’effrayer,
Je vais où va toute chose,
Où va la feuille de rose
Et la feuille de laurier. »

Antoine-Vincent Arnault - Extrait
du poème "La feuille"

Le premier chapitre consiste à rappeler le lecteur sur quelques notions essentielles
d’ingénierie sismique centrées sur l’évaluation de la réponse de structure en présence de
non-linéarité. Tout d’abord, nous étudions comment se positionne cette tâche dans les
missions d’ingénierie sismique. Ensuite, nous présenterons le chargement de type séisme
en décrivant la procédure de fabrication des signaux synthétiques. Puis, nous rappelons
comment est modélisée numériquement la structure à différentes échelles. En particu-
lier, nous étudions dans ce travail de thèse le concept de système canonique modélisé par
l’Oscillateur à 1 degré de liberté –ou Single degree of freedom– (1 DDL) qui permet notam-
ment de considérer à la fois la plasticité et l’endommagement dans la structure. Dans un
quatrième temps, nous aborderons la prise en compte de la non-linéarité dans la pratique
d’ingénierie (aspect théorique ainsi qu’aspect normatif). Les difficultés rencontrées dans
ces approches nous amèneront à étudier le concept de linéarisation équivalente. Enfin,
nous présenterons la problématique principale de la thèse.
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CHAPITRE 1. RÉPONSE SISMIQUE NON-LINÉAIRE DES STRUCTURES

1.1 Missions de l’ingénierie sismique

D’après l’Eurocode 8, et tout en reconnaissant que ces objectifs ne peuvent être atteints
que sur une base probabiliste, la mission de l’ingénierie sismique est de s’assurer qu’en
cas de séisme, les vies humaines sont protégées, les dommages sont limités et les instal-
lations cruciales pour la protection civile restent opérationnelles.

Les excursions structurelles au-delà du domaine de comportement élastique sont donc
envisagées dès la conception. Ceci d’autant plus que la nouvelle version de l’Eurocode 8
en préparation précise que le dimensionnement est fait pour un certain niveau de séisme
mais que, grâce aux dispositions de la norme, le non effondrement est assuré pour des
évènements plus forts.

Dans la pratique la très grande majorité des ingénieurs utilisent une approche dite «
en force » qui consiste à calculer le maximum de la réponse de la structure sous l’hypo-
thèse forte du comportement élastique linéaire, et à tenir compte des excursions admises
dans le domaine post-élastique en divisant les efforts calculés par le coefficient de com-
portement avant d’appliquer les critères de dimensionnement.

Il existe aussi des approches en déplacement qui s’appuient sur une représentation
du comportement non-linéaire des structures (courbe de push-over (Pushover)) et visent
à vérifier que les déformations restent admissibles. Ces approches nécessitent la déter-
mination d’une fréquence équivalente et d’un amortissement équivalent obtenus par des
méthodes que nous allons examiner et discuter.

Pour cela nous pouvons nous appuyer sur des résultats expérimentaux de structures
soumises à des chargements très au-delà du dimensionnement, comme en particulier
les campagnes d’essais de tuyauteries américaine EPRI en 1994, EPRI [1994] et indienne
BARC en 2015 A. Ravikiran and Reddy [2015].

Pour appréhender numériquement la réponse sismique non linéaire des structures
nous allons nous donner une base de signaux d’entrée obtenus comme des réalisations
d’un processus aléatoire puis nous étudierons la réponse à ces signaux d’oscillateurs à
comportement non-linéaire mixant les modèles de comportement élastoplastique et en-
dommageant.

1.2 Chargements de type séisme : Signaux synthétiques

L’évaluation des sollicitations dans une structure soumise à un séisme nécessite en amont
la caractérisation du chargement. En fonction de la méthode et du type d’analyse, le char-
gement sismique peut être représenté sous différentes formes. Pour la méthode modale
spectrale, le chargement sismique se présente sous la forme de spectres de réponse, soit
en déplacement relatif (Spectre en déplacement relatif –ou Relative Displacement– (SD))
soit en pseudo-accélération absolue (le Spectre en pseudo- accélération absolue –ou Ab-
solute Pseudo Acceleration– (SPa)). Tandis que, le calcul transitoire nécessite la représenta-
tion temporelle du mouvement sismique, soit synthétique, soit réel. Dans ce travail, nous
n’utilisons que les signaux synthétiques qui serons exposés dans cette section.

Le besoin de créer des signaux temporels pour certaines études d’ingénierie sismique

3



CHAPITRE 1. RÉPONSE SISMIQUE NON-LINÉAIRE DES STRUCTURES

Densité spectrale constante G0 sur la plage 
des fréquences de 0 à 50 Hz

Densité spectrale Kanai-Tajimi GKT(w) 
de fk = 2.5 Hz et xk = 50 %

Densité spectrale Clough-Penzien GCP(w)
de fCP = 0.125 Hz et xCP =  100 %

Densité spectrale Clough-Penzien avec filtre 
passe-bas G(w) de  fbf =  10 Hz et xbf = 100 %  

1000 accélérogrammes Xj(t) générés  à partir de 
G(w) avec  la durée totale = 20 secondes et un 

pas de temps = 0,01 s

1000 accélérogrammes gj(t) = q(t)Xj(t) où q(t) 
est la courbe enveloppe a-type

FIGURE 1.1 – Procédure de fabrication des signaux synthétiques

est bien présent. Un processus stochastique caractérisé par sa densité spectrale est sou-
vent utilisé grâce notamment à sa simplicité de mise en place et sa meilleure adapta-
tion à différentes situations, cf. Nazé [2004], Zentner [2015]. Le processus aléatoire le plus
simple peut être un bruit blanc. Néanmoins plusieurs auteurs ont proposé des versions
modifiées de ce processus en prenant en compte la non-stationnarité en fréquence et en
temps des signaux réels et également une compatibilité aux spectres de dimensionne-
ment.

Dans le cadre de ce travail, nous générons 1000 signaux synthétiques γ j (t ) (γ(t )). La
procédure de génération est schématisée sur la figure 1.1. Dans cette section, nous al-
lons présenter la procédure de fabrication de ces signaux synthétiques γ j (t ) à partir de la
densité spectrale choisie, les différentes densités spectrales, l’application numérique et la
validation de la procédure. Enfin, nous terminerons par les caractéristiques temporelles
et fréquentielles telles que la durée de phase forte, la fréquence centrale, la représentation
en spectre des signaux synthétiques.

1.2.1 Procédure de génération des signaux synthétiques

A partir de la densité spectrale de puissance G(ω), nous pouvons réaliser les processus
stationnaires. La réalisation d’un tel processus, noté par X(t ), se définit de la façon sui-
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CHAPITRE 1. RÉPONSE SISMIQUE NON-LINÉAIRE DES STRUCTURES

vante :

X(t ) =
kmax∑
k=1

ak cos(ωk t +φk ) (1.1)

En posant un pas de pulsation ∆ω et la pulsation ωk = k∆ω où k = 1..kmax , nous
pouvons alors déterminer ak par cette relation :

ak =
√

2G(ωk )∆ω (1.2)

Quant à la phase φk , elle est déterminée par un tirage aléatoire, autant de fois que la
valeur kmax , des valeurs comprises entre [0;2π[ à densité de probabilité constante. Sous
condition que la densité spectrale est constante en temps, un tel processus est ainsi défini
comme stationnaire.

Cette présentation est considérée "très violente" au début du transitoire avec des va-
leurs importantes aux instants voisins de t = 0. Cela revient à dire que la phase forte arrive
tout de suite. C’est la raison pour laquelle, nous appliquons une courbe enveloppe tem-
porelle (q(t )) en amplitude du mouvement sismique. Cette courbe permet de manipuler
la phase forte du mouvement en terme d’arrivée et de durée, ainsi que la densité d’Arias
du signal. Nous avons utilisé la fonction α-type implémentée dans le logiciel Code-Aster
Zentner et al. [2014]. Cette fonction est définie par Jennings et al. [1968] et s’écrit comme
suit :

q(t ) = α1t (α2−1)exp(−α3t ) (1.3)

Où, les trois paramètres de la fonction α1, α2 et α3 permettent d’ajuster la phase forte
et l’intensité d’Arias.

Nous avons donc les signaux synthétiques γ(t ) :

γ(t ) = q(t )X(t ) (1.4)

Ce signal quasi-stationnaire γ(t ) maintient à peu près les caractéristiques d’un tel pro-
cessus stationnaire.

Nous utilisons la procédure de fabrication des signaux à partir de la densité spectrale
dont plusieurs auteurs ont proposé différents modèles avec des évolutions permettant
d’approcher au mieux les enregistrements réels. Les différents modèles de la densité spec-
trale seront présentés dans le paragraphe suivant.

1.2.2 Densités spectrales

Densité spectrale Kanai-Tajimi GKT(ω)

Initialement, la densité spectrale de puissance du bruit blanc "idéal" est caractérisée par
une densité spectrale (G0) constante et tronquée sur une plage de fréquences préalale-
ment définie vis à vis de l’intérêt de l’étude. La première approche du bruit blanc filtré uti-
lisée en représentation temporelle du mouvement est celle de Tanai-Kajimi Tajimi [1960]
qui dépend de la fréquence fkt et de l’amortissement ξkt . La formule analytique de den-
sité spectrale de Kanai-Tajimi (GKT(ω)) s’écrit :

5



CHAPITRE 1. RÉPONSE SISMIQUE NON-LINÉAIRE DES STRUCTURES

GKT(ω) =
1+4ξ2

ktη
2
KT

(1−η2
KT)2 +4ξ2

ktη
2
KT

G0

ηKT =
ω

ωkt

(1.5)

Où, ωkt = 2π fkt est la pulsation de la fréquence du modèle de Kanai-Tajimi. La fré-
quence fkt et l’amortissement ξkt peuvent être interprétés de la façon suivante : le mo-
dèle de Kanai-Tajimi correspond à un signal bruit blanc "idéal" d’excitation au niveau du
rocher (bed rock en anglais) propagé au travers de la couche de sol (soil deposit layer en
anglais) jusqu’à la station d’enregistrement. Ainsi, ces paramètres sont calibrés en fonc-
tion des enregistrements réels de la zone étudiée Rofooei et al. [2001].

Densité spectrale de Clough & Penzien GCP(ω)

Le modèle de Kanai-Tajimi GKT(ω) pose des problèmes en ce qui concerne le contenu à
basse fréquence qui conduit à avoir la vitesse et le déplacement, calculés par double in-
tégration, non nuls à la fin du transitoire Zentner [2015]. Le contenu à basse fréquence se
présente en temporel par une déviation qui augmente la valeur maximale des signaux et
ainsi le ratio amax d max

(vmax )2 devient trop important et non-réaliste. C’est la raison pour laquelle,
Clough et Penzien ont proposé d’appliquer un filtre de type passe-haut Clough and Pen-
zien [1975]. La densité spectrale de Clough & Penzien (GCP(ω)) s’écrit comme suit :

GCP(ω) = HCP(ω)HCP(ω)GKT(ω)

HCP(ω) =
η2

CP

(1−η2
CP)+2 jξcpηCP

ηCP =
ω

ωcp

(1.6)

Où, ωcp = 2π fcp est la pulsation correspondant à la fréquence du filtre fcp (corner
frequency en anglais). Les deux paramètres du filtre fcp et ξcp sont également déterminés

au travers des études sur les enregistrements réels. HCP(ω) caractérise la valeur conjuguée
du nombre complexe HCP(ω).

Densité spectrale de Clough & Penzien avec filtre passe-bas G(ω)

Pour limiter le contenu à haute fréquence, nous appliquons un troisième filtre passe-bas
défini par les 2 paramètres fb f et ξb f dont la densité spectrale de puissance (G(ω)) s’écrit :

G(ω) = H(ω)H(ω)GCP(ω)

H(ω) =
1

(ω2 −ω2
b f +2 jξb f ωb f ω

ωb f = 2π fb f

(1.7)

1.2.3 Application numérique

Pour l’application numérique, nous utilisons les valeurs numériques données dans le ta-
bleau 1.1. Ces valeurs sont calibrées pour avoir des signaux cohérents avec ceux utilisés
par EDF pour lesquels il y a deux caractéristiques principales :
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CHAPITRE 1. RÉPONSE SISMIQUE NON-LINÉAIRE DES STRUCTURES

TABLEAU 1.1 – Valeurs numériques pour la fabrication des signaux synthétiques

Grandeur Notation Valeurs Unité

Pas de fréquence ∆ f 0.05 Hz
Nombre de sinus kmax 1000
Plage de fréquences fmi n − fmax 0.05-50 Hz
Filtre de Kanai-Tajimi fkt 2.5 Hz

ξkt 50 %
Filtre de Clough-Penzien fcp 0.125 Hz

ξcp 100 %
Filtre passe-bas fb f 10 Hz

ξb f 100 %
Courbe enveloppe α-type α1 1.33

α2 2.50
α3 0.50

01 La fréquence de coupure du spectre en pseudo-accélération absolue est d’environ
20 Hz ;

02 La Valeur maximale de l’accélération temporelle, ou Peak Ground Acceleration en
anglais (PGA) se retrouve à la fréquence de 1 Hz du spectre à 5% d’amortissement.

Nous avons réalisé 1000 processus stationnaires X j (t ) (X(t )), avec j = 1...1000, à par-
tir de la densité spectrale de Clough-Penzien avec filtre passe-bas sans y appliquer la
courbe enveloppe α-type (q(t )) décrite par l’équation 1.3. Ensuite, nous y appliquons
cette courbe d’enveloppeα-type pour obtenir 1000 signaux quasi-stationnairesγ j (t ) (γ(t ))
de la façon suivante :

γ j (t ) = q(t )X j (t ) (1.8)

Nous avons déterminé la valeur de la moyenne et des invariants pour 1000 signaux
X j (t ) mais seulement la moyenne pour 1000 signaux γ j (t ).

Moyenne nulle

Soit à l’instant t quelconque, notons X̄(t ) la moyenne des N réalisations X j (t ). Cette gran-
deur est déterminée par la relation :

X̄(t ) = lim
N→∞

1

N

N∑
j =1

X j (t ) (1.9)

Où, X j (t ) est la j-ème réalisation.

Nous traçons la moyenne pour tous les instants du transitoire pour 1000 signaux sta-
tionnaires X j (t ) et la présentons sur la figure 1.2 et également pour 1000 signaux quasi-
stationnaires γ j (t ) comme présenté dans la figure 1.3. Sur les deux figures, la moyenne au
cours du transitoire est tracé avec le premier signal parmi 1000 signaux de chaque groupe.
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FIGURE 1.2 – Moyenne des 1000 signaux stationnaires X j (t ) : La valeur moyenne (courbe rouge)
est déterminée à partir des 1000 signaux X j (t ) à partir de la formule 1.9
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FIGURE 1.3 – Moyenne des 1000 signaux quasi-stationnaires γ j (t ) : La valeur moyenne (courbe
rouge) est déterminée à partir des 1000 signaux γ j (t ) à partir de la formule 1.9
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FIGURE 1.4 – Variance des 1000 réalisations sans courbe d’enveloppe : La valeur de l’écart-type
(courbe rouge) est déterminée à partir des 1000 signaux X j (t ) à partir de la formule 1.10

.

Écart-type et variance

L’écart-type (σX(t )) à l’instant t quelconque est noté σX(t ). Pour un processus à moyenne
nulle, la variance (σ2

X(t )) est alors déterminée par la formule 1.10 qui devient 1.11 pour un
processus stationnaire.

σ2
X(t ) = lim

N→∞
1

N

N∑
j =1

X2
j (t ) (1.10)

σ2
X(t ) =

1

2

kmax∑
j =1

a2
k (1.11)

Nous présentons sur la figure 1.4 le résultat obtenu à partir de 1000 signaux X j (t ) tel

que 1
2

∑kmax
j =1 a2

k = 1. Nous retrouvons bien la valeur théorique égale à 1.

1.2.4 Caractéristiques des signaux synthétiques

Une fois que la procédure de fabrication des signaux synthétique a pu être validée, nous
présentons dans ce paragraphe la description temporelle ainsi que fréquentielle des 1000
signaux synthétiques γ j (t ). Les caractéristiques temporelles sont le début et la fin de la
phase forte ainsi que les facteurs de pics. Dans le domaine fréquentiel, les caractéristiques
sont alors la fréquence centrale, la largeur de bande et les facteurs de pics. Enfin, nous
terminerons par leur représentation sous forme de spectre.
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CHAPITRE 1. RÉPONSE SISMIQUE NON-LINÉAIRE DES STRUCTURES

TABLEAU 1.2 – Statistique descriptive de la phase forte (unité : secondes)

Statistiques Début (t0.05) Fin (t0.95) Durée (t0.05 − t0.95)
Moyen 1,42 7,75 6,34
Médian 1,40 7,76 6,34
Écart-type 0,24 0,48 0,56
Min 0,80 6,28 4,70
Max 2,33 9,37 8,16

Phase forte

Chaque mouvement sismique contient une certaine quantité d’énergie qui s’exprime par
l’intensité d’Arias (Intensité d’Arias du signal sismique –ou Arias intensity– (IA)). Le début
de la durée de phase forte indique l’arrivée de la partie contenant la plupart de l’énergie
du signal. La durée de phase forte est ainsi définie par t0.95 − t0.05 soit la fenêtre décrite
entre le début t0.05 et la fin t0.95, qui sont déterminés de la façon suivante :

t0.05 :

∫ t0.05
0 a(t )2d t

IA
= 0.05

t0.95 :

∫ Tend
0.95 a(t )2d t

IA
= 0.05

IA =
∫ Tend

0
a(t )2d t

(1.12)

Où, IA représente l’intensité d’Arias du signal sismique a(t ).

Pour 1000 signaux synthétiques γ j (t ), la durée de phase est décrite statistiquement
dans le tableau suivant (cf. tableau 1.2).

Facteur de pics

Nous avons déterminé les facteurs de pics en accélérogrammes, par la formule PGA
σa

, où
pour chaque signal γ j (t ), PGA est la valeur du maximum et σa est l’écart-type calculé par

la formule σa =
∑N

n=1γ
2
j (tn )

N où N est le nombre des instants du vecteur d’accélérogramme
pendant la phase forte. Nous avons également appliqué la même procédure à la vitesse
déduite du signal γ j (t ). Nous en avons déduit la grandeur adimensionnelle amax dmax

v2
max

dont

les valeurs s’avèrent comparables à celles de signaux réels.

Les résultats sont tabulés dans le tableau 1.3. Il apparait que la valeur dmax n’est pas
fiable à cause des filtres appliqués en construisant le signal du déplacement par double
intégration. Ainsi, la grandeur amax

vmax
, de l’unité s−1, est plus fiable qui caractérise le contenu

fréquentiel prédominant dans le signal temporel. Pour les signaux réels listés dans Betbeder-
Matibet [2003], le ratio amax

vmax
est compris entre 2.5-7.5 (s).
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TABLEAU 1.3 – Facteurs de pics

Grandeurs PGA
σa

PGV
σv

amax dmax

v2
max

amax
vmax

Unité s−1

Moyen 3.17 2.87 8.68 7.16
Médian 3.09 2.81 7.91 6.92
Écart-type 0.43 0.50 4.16 1.87
Min 2.21 1.79 1,73 3.21
Max 4.80 5.33 40.30 15.09

TABLEAU 1.4 – Fréquence centrale des signaux synthétiques (Hz)

Par nombre de passages par zéros Par moments spectraux
Moyen 3,12 3,18
Médian 3,11 3,18
Écart-type 0,35 0,17
Max 4,40 3,84
Min 2,18 2,64

Fréquence centrale et largeur de bande

Nous avons disposé de deux méthodes de détermination de la fréquence centrale du si-
gnal temporel : (01) par moments spectraux et (02) par nombre de passages par zéro. La
description complète de ces deux méthodes est présentée dans l’annexe A.2. Les résultats
sont présentés dans le tableau 1.4. Nous trouvons que ces deux méthodes donnent un
résultat similaire. Finalement, la valeur de fréquence centrale par la densité spectrale est
retenue.

Par analogie, nous avons déterminé la largeur de bande pour les signaux synthétiques
(cf. tableau 1.5). De ces résultats, les signaux synthétiques sont de large-bande.

Spectre de signaux synthétiques γ j (t )

Nous avons déterminé le spectre de réponse pour 1000 signaux synthétiques quasi-stationnaires
γ j (t ), avec j = 1...1000, et tracé le spectre moyen en déplacement (Ref. figure 1.5) et en
pseudo-accélération absolue (Ref. figure 1.6) sur une échelle log-log. L’évaluation des ré-
ponses linéaires est effectuée par un calcul élastique transitoire à l’aide d’un schéma d’in-
tégration β-Newmark.

.

.

TABLEAU 1.5 – Largeur de bande

Statistique Largeur de bande
Moyen 0,63
Médian 0,63
Écart-type 0,03
Min 0,53
Max 0,73
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FIGURE 1.5 – Spectre moyen en déplacement relatif des 1000 signaux synthétiques γ j (t )
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1.3 Modélisation de la structure

L’arrivée des mouvements sismiques à la base de la structure engendre une vibration dans
les différentes parties de la structure par le principe de force inertielle des masses répar-
ties dans la structure. Le principe d’évaluation de la réponse de la structure soumise à un
phénomène sismique se base sur l’effet de la force inertielle appliquée à cette structure.
Ainsi, le problème initié par ce phénomène est complètement défini par la modélisation
du signal d’entrée et de la structure impactée avec les lois de comportement adaptées.
Cette remarque exclut le problème de l’interaction sol-structure qui nécessite la connais-
sance du sol sur lequel repose la structure, ce qui ne sera pas traité dans le cadre de ce
travail de thèse.

1.3.1 Modèles aux éléments finis

En milieu industriel, la structure est généralement modélisée aux éléments finis. Cette
méthodologie consiste à discrétiser la structure en éléments de faible taille comparée aux
dimensions caractéristiques de la structure. Le principe est de résoudre l’équation d’équi-
libre des forces résultant aux nœuds du maillage sous forme matricielle. De ce fait, l’équa-
tion de la dynamique s’écrit sous forme matricielle de la manière suivante :

Mü(t )+Cu̇(t )+F = −M∆γ(t ) (1.13)

Où : M et C sont respectivement les matrices de masse, d’amortissement et de force.

Le vecteur F contient la force aux nœuds. Le vecteur ∆ est appelé vecteur directionnel
du séisme dont les composantes valent 1 si le degré de liberté est une translation de
même direction que le séisme, dans le cas contraire la valeur prise est zéro. Par défini-
tion, toutes les composantes correspondantes aux rotations sont à zéro. γ(t ) répresente le
signal sismique à la base de la structure suivant une direction. La vecteur de force F peut
s’écrire en fonction du déplacement u(t ) tel que F = K(u)u(t ). La matrice de rigidité K(u)

est constante dans le cas élastique et varie en fonction des variables interne et observable
en cas de non-linéarité.

En fonction de l’objectif de l’étude, la structure est modélisée de façon différente sui-
vant un maillage grossier ou fin, un comportement de la structure plus ou moins compli-
qué et différentes méthodes de résolution des équations.

Quant au maillage, en général, plus il est fin, plus le résultat de simulation sera précis.
Il est important de choisir également le type d’éléments de modélisation ainsi que leur
taille. Les structures en génie civil sont souvent modélisées par des éléments "structu-
raux" tels que des membranes, coques, plaques, poutres ou barres. Or, les éléments vo-
lumiques sont utiles dans certains cas exceptionnels, comme par exemple pour le sol.
De plus, il est à noter qu’un maillage plus fin permet d’éviter les problèmes de non-
convergence numérique de l’algorithme de résolution non-linéaire en cas de calcul tran-
sitoire non-linéaire. Un choix intelligent de la taille du maillage est très important dans
la pratique d’ingénierie. Il faut donc prévoir des études de sensibilité au maillage sur le
résultat obtenu afin d’avoir conscience de l’erreur commise.

Quant au comportement utilisé en modélisation aux éléments finis, plusieurs mo-
dèles ont été proposés par plusieurs auteurs, et cela aussi bien pour le cas linéaire ou bien
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non-linéaire. Ces comportements prennent en compte différents phénomènes physiques
intervenant à l’échelle microscopique du matériau constituant la structure. Le choix du
comportement adéquat peut être qualifié en fonction de :

• La fiabilité du modèle vis-à-vis de la réponse expérimentale,

• La robustesse en terme de temps de calcul et d’assurance de la convergence,

• Les paramètres du modèles estimés à partir des résultats expérimentaux,

• La richesse du modèle représentant au mieux les phénomènes physiques.

En pratique, les lois de comportement sont généralement implantées dans les codes
de calcul industriels. Il est ainsi d’autant plus important de choisir un comportement
adapté à l’étude : un comportement linéaire sera suffisant pour une analyse modale alors
qu’un comportement non-linéaire sera requis pour des cas de chargement extrêmes pré-
sentant un risque d’endommagement.

Concernant la méthode de résolution, il en va de même que pour la modélisation et
le comportement utilisés. La méthode de résolution est en effet un aspect numérique
qui peut conduire à des problèmes bien particuliers, tel que, la non-convergence.... Avec
l’évolution de la puissance des ordinateurs, les calculs de plus en plus importants (par
exemple : augmentation du nombre de degrés de liberté, prise en compte de compor-
tement non-linéaire...) sont devenus réalisables. Néanmoins la limitation de ces calculs
en ingénierie est engendrée par une consommation importante en terme de mémoire et
de temps de calcul. A titre d’exemple, la simulation de la structure de l’essai BARC com-
portant près de 8 736 dégrées de liberté et intégrant la loi de comportement de Chaboche
Chaboche [1991], effectuée au sein d’EDF R& D (MPI : 2 nodes – 16 CPU), a duré 12 heures
pour 60 secondes de simulation avec un pas de temps de 2 microsecondes.

(a) (b) (c)

FIGURE 1.7 – Exemple de modélisation de la structure BARC : (a) Structure BARC dans le labora-
toire Bhabha, Inde ; (b) Modélisation de BARC par les éléments coques (modèle repris du bench-
mark MECOS) ; (c) Modélisation de BARC par les éléments Tuyau3M dans le Code-Aster

En bref, la modélisation aux éléments finis permet une précision satisfaisante pour
l’ingénierie des problèmes complexes. La précision est néanmoins dépendante du nombre
d’éléments finis, qui est lié au nombre des modes de vibration pris en compte dans la ré-
ponse, ainsi que du comportement du matériau pris en compte. Dans la pratique, cela
conduit à une réflexion dans la pratique consistant en la détermination du nombre mini-
mal de modes de vibration suffisant afin d’assurer les objectifs requis en terme de préci-
sion ... Cette remarque a par ailleurs été soulignée par Corvez et al. [2013] dans la pratique
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TABLEAU 1.6 – Analyse modale du modèle BARC avec les éléments Tuyau3M dans le logiciel Code-
Aster

Facteur de participation % Masse modale effective
Mode Fréquence (Hz) OX OY OZ OX OY OZ

1 3,86 -4,2 0,0 28,7 2% 0% 73%
2 5,87 0,0 30,0 0,0 2% 79% 73%
3 12,18 0,0 3,1 0,0 2% 80% 73%
4 18,78 31,0 0,0 3,0 86% 80% 74%
5 26,12 0,0 5,9 0,0 86% 83% 74%
6 31,48 -0,6 0,0 5,4 86% 83% 76%
7 38,46 0,0 -1,3 0,0 86% 84% 76%
8 48,83 -3,5 0,0 2,1 88% 84% 76%
9 55,65 0,0 -9,4 0,0 88% 91% 76%

10 59,99 4,2 0,0 3,3 89% 91% 77%

du calcul sismique avec application de l’Eurocode 8 en exploitant : "le bon modèle est un
modèle utile". Ce nombre de modes de vibration peut être estimé en fonction de la masse
modale effective par rapport à la direction du séisme.

Prenons l’exemple de la structure BARC du système de tuyauteries, la structure est
présentée sur la partie à gauche de la figure 1.7. Pour le modèle Tuyau3M dans le logiciel
Code-Aster, nous avons fait une analyse modale. Le résultat de cette analyse est détaillé
dans le tableau 1.6.

Nous avons constaté dans le tableau 1.6 que la masse modale effective du premier
mode est de 73% dans la direction OZ et n’augmente pas dans les dix premiers modes.
Cela veut dire qu’il est possible de considérer la réponse en OZ (en vertical) comme étant
celle d’un oscillateur à 1 DDL.

En bref, dans la pratique, il est possible de représenter la structure comme un oscil-
lateur à 1 DDL avec un comportement macroscopique adapté. Ceci fait l’objet du para-
graphe suivant.

1.3.2 Système à un degré de liberté

Nous considérons successivement le cas du comportement élastoplastique, celui du com-
portement endommageant puis le comportement "Mixte".

1.3.2.1 Comportement élastoplastique

Le modèle rhéologique du comportement élasto-plastique avec écrouissage se présente
sous la forme d’un ressort en série avec un système composé d’un autre ressort en paral-
lèle d’un patin de type Coulomb.

A partir de ce modèle rhéologique, le déplacement global u(t ) est la somme du dé-
placement élastique ue (t ) et du déplacement plastique up (t ) (soit celui du patin Fy , soit
celui du ressort k∗) (cf. figure 1.14).
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Figure 1: Power Spectral Density 
Figure 2: Signal of type Clough & Penzien filtered 
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FIGURE 1.8 – Modèle rhéologique du comportement élasto-plastique

TABLEAU 1.7 – Variables du comportement élasto-plastique

Variable d’état
Observable Interne

Variable associée

u F = ke (u −up )
α = up X = k∗up

u(t ) = up (t )+ue (t ) (1.14)

Les variables du comportement sont inscrites dans le tableau 1.7.
Le comportement se caractérise par un régime élastique, plastique puis la décharge

élastique et se décrit thermodynamiquement par la fonction de charge f (F,X) = |F−X|−
Fy ≤ 0. Nous avons donc :

f (F,X) < 0 : régime élastique

ḟ (F,X) < 0 : décharge élastique

f (F,X) = 0 et et ḟ (F,X) = 0 : écoulement plastique

Où : F et X sont les variables associées définies dans le tableau 1.7. A partir de la loi
thermodynamique écrite à l’aide des variables, nous pouvons démontrer que le domaine
élastique reste toujours égal à 2Fy et l’écoulement plastique est caractérisé par l’incré-

ment du déplacement plastique u̇p = k∗
k∗+ke

u̇.

Dans le cadre de ce travail, nous y rajouterons un amortisseur dont la viscosité C
est convertie en amortissement réduit ξ = C

2Mω qui est fixé à 5 % pour notre étude. A ce
stade, nous devons vérifier numériquement l’inégalité de Clausius-Duhem pour ce mo-
dèle élasto-plastique. Or, cette inégalité est analytiquement vérifiée pour un amortisseur
visqueux car Φc = For cevi squeuse ∗ u̇ = Cu̇2 ≥ 0. Il faut donc vérifier numériquement que
Φ = Fu̇p −Xα̇ ≥ 0. A titre d’exemple, dans la figure 1.8, nous présentons les réponses de
l’oscillateur élasto-plastique dont la fréquence initiale f0 est égale à 3 Hz et l’amortisse-
ment réduit ξ0 = 5% soumis à un chargement sismique synthétique (cf. 1.2.1). Le seuil
d’élasticité est fixé à 0.027 (m).
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FIGURE 1.9 – Exemple de la réponse du modèle rhéologique du comportement élasto-plastique

1.3.2.2 Comportement endommageant

Ce comportement prend en compte l’état d’endommagement dans la structure. Il consiste
en régime élastique, post-élastique et décharge élastique. Pour les 2 premiers régimes, le
comportement est identique au comportement élasto-plastique si nous considérons le
régime post-élastique similaire au régime plastique. Mais, le régime de décharge élas-
tique est associé à la rigidité sécante qui relie l’origine et le déplacement du moment de
décharge. Cela veut dire qu’il n’y a pas de déplacement résiduel à la fin du chargement.
Or, la rigidité est diminuée chaque fois que l’oscillateur atteint son déplacement maximal
précédemment historique. La structure reste élastique après le déplacement maximal his-
torique. Cela impose que l’énergie dissipée sera limitée dans ce modèle.

Nous avons trouvé que ce comportement est similaire de manière mascroscopique au
comportement d’un voile en cisaillement.

Ce comportement endommageant correspond à celui développé par Mazars [1984]

avec les paramètres particuliers suivante A =
kp

ke
and B = 0. Dans son modèle, l’état d’en-

dommagement est représenté par le scalaire D qui permet l’évaluation de la force tempo-
relle F(t ) = (1−D(t ))ke u(t ). Cette variable D(t ) peut être écrite sous la forme suivante :

D(t ) =

(
1− kp

ke

)(
1− Y0

Y(t )

)
Y(t ) = max(Xe ;max(|u(ti )|)/0 ≤∀ti ≤ t )

Y0 = Xe

(1.15)
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Figure 1: Power Spectral Density 
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FIGURE 1.10 – Modèle rhéologique du comportement endommageant

Où, la variable interne Y(t ) contrôle l’état d’endommagement dans la structure. ke et
kp sont les rigidités initiale et post-élastique. Xe est le seuil d’élasticité.

Nous avons utilisé la formule 1.15 pour notre travail. Mazars a démontré que son com-
portement est thermodynamiquement décrit en justifiant l’inégalité Clausius–Duhem Ma-
zars et al. [2015]. A titre d’exemple, nous présentons la réponse d’un oscillateur à com-
portement endommageant (de fréquence initiale f0 = 3 Hz et d’amortissement réduit
ξ0 = 5%) soumis à un chargement sismique synthétique. Le seuil d’endommagement est
fixé à 0.027 (m).

1.3.2.3 Comportement Mixte

Afin de considérer les deux phénomènes de la plasticité et l’endommagement dans la
structure avec le découplage entre 2 phénomènes, nous avons introduit le comportement
"Mixte" qui consiste en un assemblage en parallèle d’un certain nombre de deux compor-
tements élasto-plastique et endommageant.

Tous les modèles élasto-plastiques et endommageants possèdent la même rigidité ini-
tiale. Ainsi, la rigidité totale élastique initiale est la somme de celle de tous les modèles.
Nous pouvons alors introduire un paramètre du modèle, χ, qui représente le pourcen-
tage du nombre des modèles élasto-plastiques par rapport au nombre total du modèle
"Mixte".

• Si χ = 1, le modèle mixte devient le comportement élasto-plastique dont la rigidité
de décharge est maximale et égale à la rigidité initiale.

• Si χ = 0, le modèle mixte devient le comportement endommageant dont la rigidité
de décharge est minimale et égale à la rigidité sécante.

• Si 0 ≤ χ ≤ 1, la rigidité du modèle mixte à la décharge est comprise entre la rigidité
initiale et la rigidité sécante.

Le comportement du modèle mixte contient toutes les variables du comportement
élasto-plastique et endommageant. La caractéristique thermodynamique n’est pas dé-
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FIGURE 1.11 – Exemple de la réponse du modèle rhéologique du comportement endommageant

  

Figure 1: Power Spectral Density 
Figure 2: Signal of type Clough & Penzien filtered 

white noise. N=2000; t = 0.01s 
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FIGURE 1.12 – Modèle rhéologique du comportement "Mixte"

19



CHAPITRE 1. RÉPONSE SISMIQUE NON-LINÉAIRE DES STRUCTURES

Temps (s)
0 5 10 15 20

D
ép

la
ce

m
en

t (
m

)

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

Déplacement total
Déplacement plastique
Variable interne Y

Déplacement (m)
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

F
or

ce
 (

N
)

-15

-10

-5

0

5

10

15
Relation endommageant

Déplacement (m)
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

F
or

ce
 (

N
)

-15

-10

-5

0

5

10

15
Relation Mixte 

Déplacement (m)
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

F
or

ce
 (

N
)

-15

-10

-5

0

5

10

15
Relation élastoplastique 

FIGURE 1.13 – Exemple de comportement dit "Mixte"

montrée car ce modèle est simplement un assemblage des modèles thermodynamique-
ment connus.

Le seuil d’élasticité des modèles élasto-plastiques et le seuil du modèle endomma-
geant sont égaux et appelés seuil du régime élastique initial pour le modèle "mixte",
noté Xe . De cela, tous les oscillateurs élasto-plastiques et endommageants atteignent leur
seuil au même moment pour la première excursion dans les régimes plastique et post-
élastique. Cette information est indispensable pour la définition de la ductilité qui est
ainsi définie par le ratio entre le déplacement maximal historique par rapport au déplace-
ment au moment du premier franchissement des seuils. Le comportement post-élastique
pour chaque modèle dépend de la rigidité kp qui est la même pour deux modèles élas-
toplastique et endommageant. Cette rigidité est définie par le biais de la valeur αp , soit
kp = αp ke . La force totale dans le modèle mixte peut être écrite comme suivante :

F = χFel astopl asti que + (1−χ)Fendommag eant (1.16)

Les paramètres du modèle sont χ, Xe etαp ainsi que f0 et ξ0. Les variables d’état sont u,
up et Y. A titre d’exemple, nous présentons la réponse d’un oscillateur de comportement
mixte, dont la fréquence initiale f0 est égale à 3 Hz et l’amortissement réduit ξ0 à 5%,
soumis à un chargement sismique synthétique. Le seuil du comportement Mixte est fixé à
0.027 (m). Le pourcentage du comportement élasto-plastique est quant à lui fixé à χ = 0.5.
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1.4 Prise en compte de non-linéarités du comportement dans
la pratique de l’ingénierie sismique

1.4.1 Introduction à la prise en compte des non-linéarités en ingénierie
sismique

L’ingénierie sismique consiste en l’évaluation de la réponse des structures soumises à un
chargement sismique dans un cas élastique aussi bien qu’un cas inélastique. Le cas élas-
tique est souvent et aisément traité par les procédures normatives et ainsi des méthodes
performantes avec une précision suffisante. A contrario, le cas où la structure présente
des non-linéarités est plus difficile à traiter. Grâce aux évolutions informatiques ( puis-
sance des ordinateurs, parallélisation des processeurs), les simulations plus complexes
sont devenues faisables dans certaines configurations mais sont moins courantes dans la
pratique d’ingénierie.

Dans son livre de dynamique des structures Chopra et al. [1995], Chopra a défini le
dimensionnement en cas de non-linéarité comme le compromis entre la rigidité et la ca-
pacité de ductilité en prenant en compte la non-linéarité de la structure. Autrement dit,
l’ingénieur a le choix entre le renforcement de la structure et le bénéfice de la capacité
de ductilité. Le premier consiste en un renforcement de la structure la rendant plus raide
afin que son comportement reste toujours élastique et que la sollicitation engendrée dans
la structure soit inférieure à un certain seuil. Cette méthodologie conduit à une quan-
tité importante de matériaux constituant la structure (par exemple, le ferraillage pour la
structure en béton armé ou bien l’épaisseur des systèmes de tuyauteries en acier) pour
les cas de forts séismes. Le deuxième choix correspond au fait de bénéficier de la capacité
en ductilité avant la rupture afin d’avoir une structure plus souple et ainsi plus ductile.

Quand à la ré-évaluation des bâtiments existants, le choix du renforcement des struc-
tures devient plus difficile en terme de mise en place des moyens. Par ailleurs, l’Eurocode
8 autorise les ingénieurs à "bénéficier" des non-linéarités dans les cas où la capacité élas-
tique n’est pas suffisante dans un cas de ré-évaluation et de nouvelles constructions. D’un
point de vue structurel, la non-linéarité permet de redistribuer les efforts dans la struc-
ture, ce qui conduit à une sollicitation plus faible, et ainsi par exemple une quantité plus
faible de ferraillage.

Un autre exercice existe en ingénierie sismique. Celui-ci faisant appel à la prise en
compte de la non-linéarité dans la structure consiste en l’établissement du signal sis-
mique transféré aux équipements ancrés à la structure. Le signal transféré traversant la
structure linéaire peut être estimé à partir du signal d’excitation au niveau de la base de la
structure à l’aide des notions de fonction de transfert linéaire ou un calcul en dynamique
transitoire linéaire par projection sur base modale. Or, pour les structures incluant la non-
linéarité, il est obligatoire, à l’état actuel, d’effectuer un calcul transitoire non-linéaire.

En bref, la prise en compte des non-linéarités du comportement est un besoin réel
mais pose des difficultés bien particulières. Ces difficultés sont présentées en fonction
de chaque méthode utilisée dans cette section, quelle que soit leur nature, directe ou in-
directe. Les démarches normatives prenant en compte la non-linéarité dans la structure
sont également présentées.
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1.4.2 Méthode directe par un calcul transitoire non-linéaire

La réponse de la structure non-linéaire ne peut être évaluée par les solutions analytiques
mais nécessite le recours aux réponses discrètes temporelles à chaque pas de temps. La
non-linéarité ne permet pas la diagonalisation des matrices, et donc la décomposition de
la réponse sur base modale.

Ainsi, la solution est évaluée à chaque instant du temps, par l’inversion des matrices
avec l’aide du schéma d’intégration choisi. Soit à l’instant n, nous pouvons écrire l’équa-
tion de la dynamique 1.13 comme suit (sous forme matricielle) :

Mün +Cu̇n +F(un) = −M∆γn (1.17)

De manière générale, grâce au schéma d’intégration, soit implicite soit explicite, qui
fournit la relation entre la déplacement, la vitesse et l’accélération à l’instant n et/ou les
instants précédents connus, nous pouvons résoudre cette équation 1.17. Mathématique-
ment parlant, nous avons 3 inconnues et une seule équation dans 1.17. Le schéma d’inté-
gration nous fournit deux autres équations. Ainsi, l’état à l’instant n est déterminé. Pour
cela, les conditions initiales sont requises.

A l’issue de cette démarche, nous avons repéré deux sources de problèmes. La pre-
mière est le choix du schéma d’intégration et la deuxième est liée à la non-linéarité du
comportement, soit la relation force-déplacement à l’instant n.

Concernant le choix du schéma d’intégration, il existe plusieurs types de schémas
d’intégration classés en deux catégories : explicite et implicite. Ces derniers sont listés
dans le tableau 1.8. Néanmoins, il n’existe pas jusqu’à présent de schéma "parfait". Le
choix du schéma d’intégration joue un rôle important et demande une connaissance de
la structure, du phénomène, des moyens informatiques disponibles et de l’objectif de
l’étude. Par exemple, le pas de temps maximal à respecter pour le schéma des différences
centrées ∆t = Tmi n

π , où Tmi n est la période minimale du problème Delaplace and Ibrahim-
begovic [2006], augmente considérablement le nombre de pas de temps pour les études
à hautes fréquences, ce qui conduit à une durée de calcul très importante. De plus, l’opé-
ration d’inversion des matrices est également très coûteuse numériquement.

Concernant la non-linéarité, il est préférable d’utiliser un schéma implicite qui per-
met un contrôle de l’équilibre à chaque instant. Mis à part les inconvénients en générale
liés au schéma implicite, il y a un autre problème lié à la convergence de calcul en ré-
solvant l’équation non-linéaire par itérations, comme par exemple par l’algorithme de
Newton-Raphson. Ce problème numérique peut être dépassé en utilisant un maillage
plus fin ainsi que plus régulier, un pas de temps plus petit, une erreur de convergence
plus importante ou encore un nombre d’itération plus important. Tous ces paramètres
interviennent dans le résultat final du calcul. L’utilisateur doit ainsi avoir conscience de
l’ordre de grandeur des erreurs éventuellement produites.

En bref, le calcul transitoire non-linéaire par inversion des matrices est l’approche
la plus précise de la résolution d’un problème en dynamique non-linéaire. Cependant,
cette méthode reste très chère numériquement (temps de calcul, mémoire) et augmente
les problèmes de convergence.
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TABLEAU 1.8 – Comparaison des schémas d’intégrations numériques explicites et implicites

Schémas implicites Schémas explicites

Avantages + L’équilibre vérifié

+ Dépendance seulement
de l’état aux instants
précédents
+ Énergie conservée car il n’y
a pas d’amortissement
numérique

Inconvénients

+ Introduction de l’énergie dissipée
numérique (sauf la famille
β-Newmark)
+ Inversion de la matrice de rigidité
numériquement couteuse

+ Conditions de stabilité
(Pas de temps maximal à
respecter)

Exemples
+ β-Newmark
+ α-HHT
+ Wilson-θ

+ Schéma différent centré ;
+ Newmark avec β = 0 et γ = 1/2

1.4.3 Méthodes de linéarisation équivalente

Les méthodes de linéarisation équivalente peuvent se classer en deux catégories :

01 Méthode du spectre de capacité (en anglais Capacity Spectrum Method), dite en-
core procédure statique non-linéaire (en anglais Nonlinear Static Procedure) : Cette
méthode consiste à identifier le point de fonctionnement de la structure à l’aide de
la courbe de capacité et de la courbe de demande.

02 Méthode du système linéaire de substitution : Cette méthode vise à remplacer le
modèle non-linéaire par un système linéaire de substitution. Cela signifie que la ré-
ponse non-linéaire est égale à celle du système linéaire de substitution pour quelques
grandeurs choisies.

Nous présentons brièvement ces méthodes de linéarisation équivalente, à travers leur
définition, leur utilisation ainsi que leurs avantages et inconvénients. Une étude plus ap-
profondie est présentée dans le chapitre 02.

1.4.3.1 Méthode du Spectre de Capacité

Les ingénieurs ont introduit la méthode du Spectre de Capacité (Capacity Spectrum Me-
thod en anglais) que l’on retrouve en plusieurs versions dans la littérature : ATC 40 ATC
[1996] résumé par Comartin et al. [1996], Chopra and Goel [1999]. La philosophie de cette
méthode est de trouver le point de fonctionnement de la structure, qui est l’intersec-
tion entre la courbe de demande et celle de capacité. Les étapes de cette méthode sont
schématisées sur la figure 1.14. La courbe de demande correspond au spectre sous forme
ADRS (le Spectre en format spécial où l’abscisse est le spectre en déplacement et l’ordon-
née est celui en accélération –ou Acceleration Displacement Response Spectrum– (ADRS)).
La courbe de capacité est construite à partir du calcul Pushover. Cette méthode est basée
sur le fait que la réponse de la structure réelle est convertie en celle d’un système à 1 DDL.
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FIGURE 1.14 – Principe de la méthode du spectre de capacité

L’inconvénient de cette démarche est lié à plusieurs de ses hypothèses. Premièrement,
la conversion de la réponse de la structure en celle d’un système à 1 DDL n’est juste que
lorsqu’un mode prépondérant est vraiment prédominant dans la réponse de structure.
Dans le cas contraire, cette conversion en 1 DDL devient difficile car la décomposition sur
base modale en cas de non-linéarité n’est pas possible. Deuxièmement, la courbe de de-
mande est une autre forme du spectre de réponse du signal d’excitation qui est converti
à partir du spectre élastique en accélération. Le déplacement est évalué par la relation

D =
T2

e
4π2 A dans la version issue de l’ATC 40 ATC [1996]. Il est admis que le point de fonc-

tionnement se trouve en régime non-linéaire, alors que le spectre élastique n’est pas com-
patible en ne considérant pas la non-linéarité.

Afin de rendre la courbe de demande compatible au point de fonctionnement re-
cherché, trois méthodologies de modification de la courbe de demande sont développées
dans l’ATC 40. Ces méthodologies basées sur une procédure itérative repose sur le même
principe qui est de trouver la courbe de demande correspondant à la valeur d’amortisse-
ment effectif associée à la valeur de déplacement et de force du point de fonctionnement.
Cette modification de la courbe de demande est faite par le biais du facteur de réduc-
tion dépendant de la valeur d’amortissement effectif. Cette valeur d’amortissement est,
quant à elle, évaluée à partir de l’aire hystérétique correspondant au déplacement maxi-
mal dont la rigidité de décharge est égale à la rigidité initiale, présentée dans la figure 1.15.

La valeur d’amortissement effectif βe f f est définie :

βe f f =
1

4π

ED

Eso
(1.18)

Où : ED et Eso sont l’énergie dissipée hystérétique et l’énergie élastique correspondant
au déplacement maximal comme présenté sur la figure 1.15.

La linéarisation équivalente dans cette méthode est définie avec la fréquence équi-
valente liée à la rigidité séante et l’amortissement effectif basé sur l’équilibre d’énergie
dissipée. Ces deux hypothèses sont néanmoins contradictoires et seront étudiés dans le
chapitre 02 portant sur le concept de linéarisation équivalente.
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FIGURE 1.15 – Amortissement effectif pour le facteur de réduction de la courbe de demande issue
dans ATC 40. ay et dy sont l’accélération et le déplacement au seuil d’élasticité. api et dpi sont
l’accélération et le déplacement correspondant au point de fonctionnement.

Dans la version améliorée Chopra and Goel [1999] de la méthode du spectre de ca-
pacité, le spectre élastique a été remplacé par le spectre inélastique pour une valeur de
ductilité appelée constante à l’aide de la relation R-µ-Tn (où R est le facteur de réduction
de résistance, µ est la ductilité appelée et Tn est la période naturelle de la structure). Pour
la relation R-µ-Tn , différents travaux sont à considérer (Newmark and Hall [1982], Kra-
winkler and Nassar [1992], Vidic et al. [1994]). Le spectre inélastique permet de construire
la courbe de demande, en terme d’accélération et de déplacement, associée à la valeur de
ductilité appelée donnée. La philosophie de cette nouvelle démarche est de déterminer
le point de fonctionnement donnant la valeur de ductilité appelée, à partir de la courbe
de capacité, égale à celle du spectre inélastique. Cela veut dire que la ductilité appelée du
spectre inélastique est égale à celle définie à partir de la courbe de capacité au point de
fonctionnement.

Dans ce travail, la valeur d’accélération correspondant au seuil d’élasticité Say est
égale à celle correspondant au déplacement maximal Sam . Pour l’extension de ces tra-
vaux, nous pouvons imaginer un cas plus général en considérant l’écrouissage dans le
comportement. Dans ce cas là, l’accélération correspondante au déplacement maximal
peut s’exprimer en fonction de celle au seuil d’élasticité par la relation suivante :

Sam = Say (1−α+αµ) (1.19)

Où, Sam et Say sont les spectres en accélération correspondant respectivement au
maximum du déplacement et au seuil d’élasticité.
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Spectre inélastique à partir de la relation R-Tn-µ

Pour un signal d’entrée, le spectre inélastique est construit pour une valeur de ductilité
appelée donnée deµ, qui décrit la valeur du déplacement non-linéaire maximal DNL d’un
oscillateur non-linéaire soumis à ce signal temporel en fonction de la période naturelle
de cet oscillateur non-linéaire. Ce déplacement correspond à la ductilité appelée donnée
du spectre inélastique. La valeur du seuil d’élasticité Dy peut remplacer le déplacement

maximal DNL par la relation Dy = DNL
µ . Nous pouvons obtenir la valeur du déplacement

maximale à partir d’un spectre élastique, grâce à la relation R-Tn-µ, suivant cette équa-
tion :

DNL =µDy =µ
SPa(Tn,ξ)

Ry

(Tn

2π

)2 (1.20)

où : SPa(Tn,ξ) est le spectre du pseudo- accélération absolue élastique du signal d’en-
trée pour la période Tn et l’amortissement ξ.

De cela, le spectre inélastique est établi pour une valeur de ductilité appelée donnée.

Remarques sur la performance de la méthode du spectre de capacité

Quant à la performance de cette méthode, elle dépend de la procédure itérative. Comme
la précédure consiste en la détermination de la ductilité appelée à la n-ième itération avec
le déplacement estimé à l’itération (n-1). La procédure itérative devient celle du point-fixe
qui nécessite que la condition de convergence soit satisfaite. Cette convergence n’est pas
garantie. De plus, Miranda and Akkar [2002] ont étudié la méthode ATC [1996] et montré
que même si la convergence de la procédure itérative est atteinte, la solution reste mul-
tiple. Et, Chopra and Goel [2001] ont remarqué que la convergence est déceptive car le
résultat peut se converger vers une fausse ductilité appelée.

1.4.3.2 Méthode du système linéaire de substitution

La méthode du système linéaire de substitution utilise la réponse d’un système linéaire
muni des caractéristiques équivalentes afin d’évaluer la réponse d’une structure non-
linéaire. En fait, la réponse non-linéaire est égale à celle du système linéaire équivalent.
Le système équivalent est souvent développé à partir du critère de la réponse en déplace-
ment maximale.

Les caractéristiques équivalentes sont fonction de la ductilité appelée qui n’est pas
connue à priori. C’est la raison pour laquelle, une procédure itérative est requise. En fait,
la procédure itérative s’appuie sur le même principe que celle de la méthode du spectre
de capacité. C’est à dire, la valeur de ductilité appelée de l’étape n+1 est définie à par-
tir du déplacement maximal de l’oscillateur linéaire dont les caractéristiques estimées
à partir du déplacement maximal à l’étape n. De cela, cette méthode est également ap-
pelée méthode itérative. La différence entre la méthode du spectre de capacité et celle
du système linéaire de substitution est liée au fait que la méthode du spectre de capacité
s’appuie sur le facteur de réduction du spectre en fonction de ductilité appelée tandis que
la méthode du système linéaire de substitution utilise directement la réponse du système
linéaire dont la fréquence et l’amortissement sont fonction de ductilité appelée ( feq (µ))
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et (ξeq (µ)).

La linéarisation équivalente issue de cette méthode est liée aux caractéristiques du
système linéaire équivalent de substitution. Plusieurs concepts sont développés dans la
littérature et seront étudiés dans le chapitre 02 portant sur la linéarisation équivalente.
Nous pouvons citer les travaux de Iwan [1980], Kowalsky [1994], Chopra and Goel [2001],
...

Remarques sur la performance de la méthode du système linéaire

Quant à la performance de la méthode du système linéaire, plusieurs auteurs ont montré,
au travers de leurs études comparatives telles que Miranda and Ruiz-García [2002], Mi-
randa and Akkar [2003], Akkar and Miranda [2005] et Warden et al. [2006], deux remarques
importantes :

01 L’évaluation de la réponse non-linéaire nécessite les caractéristiques équivalentes
en fonction de la ductilité appelée. Cependant, la valeur de ductilité appelée µ n’est
pas connue a priori. Ainsi, Cette méthode implique la même problématique que la
méthode du spectre de capacité, soit la procédure d’itération du point fixe.

02 Les méthodes peuvent aussi sur-estimer ou sous-estimer le déplacement maximal
d’une méthode à l’autre. Tandis que le déplacement maximal est bien estimé pour
des oscillateurs à basse fréquence, ce résultat est au contraire plus dispersé pour
des oscillateurs à haute fréquence. Cela veut dire que la performance de chaque
méthode dépend de la rigidité de l’oscillateur non-linéaire. Cette remarque impor-
tante n’a pas par ailleurs été mentionnée dans ces études comparatives.

1.4.3.3 Conclusions sur les méthodes de linéarisation équivalente

En bref, les méthodes simplifiées sont relativement simples à mettre en place. Ces mé-
thodes sont basées sur la linéarisation équivalente. Elles permettent de déterminer la ré-
ponse non-linéaire, souvent en terme de déplacement maximal.

Quant à la performance de ces méthodes simplifiées, nous avons constaté que le ré-
sultat reste encore dispersé au travers de plusieurs études comparatives dans la littéra-
ture. Les auteurs ont relevé la raison liée à la procédure itérative. Cependant, la question
fondamentale liée au comportement linéaire équivalent n’est pas traitée. Ceci sera l’objet
d’une section dans le chapitre 02 sur la linéarisation équivalente utilisée dans ces mé-
thodes simplifiées.

1.4.4 Ductilité et coefficient de comportement : Aspect réglementaire

L’aspect réglementaire issu de l’Eurocode tient à favoriser le comportement ductile dans
la conception en facilitant la démarche de calcul par le biais du coefficient de compor-
tement. Cela signifie que la force ou sollicitation tenant compte de la ductilité est déter-
minée à partir du spectre de dimensionnement, avec un comportement élastique initial,
divisé par un coefficient de comportement q > 1 (q = 1 n’est applicable qu’en cas justifié
de faible sismicité).

27



CHAPITRE 1. RÉPONSE SISMIQUE NON-LINÉAIRE DES STRUCTURES

Force

DéplacementuultimeXe

Fy

Fultime

Comportement idéalisé

Comportement réel

un

FIGURE 1.16 – Définition de la ductilité et de la ductilité appelée

L’Eurocode favorise donc l’utilisation des réserves de ductilité globale qui résultent
de la formation de rotules plastiques en différents endroits de la structure. Cette capa-
cité représente un bénéfice important en marge du dimensionnement sous séisme car
cela permet physiquement une déformation importante avant la ruine, ce qui se traduit
par une quantité importante d’énergie dissipée dans la structure. Ainsi, le coefficient de
comportement est couplé avec l’énergie dissipée en régime post-élastique (plastique ou
endommageant). Ainsi plus la ductilité appelée est importante, plus l’énergie peut être
dissipée. Il s’agit donc d’un coefficient de comportement élevé qui conduit à une diminu-
tion importante de l’effort sismique.

La capacité ductile (ou la ductilité) est définie par le ratio du déplacement utile et du
déplacement du seuil d’élasticité. Elle est classée en trois catégories qui sont la ductilité
limitée, la ductilité moyenne et la haute ductilité. Ces trois catégories représentent la ca-
pacité de dissipation d’énergie de la structure. La ductilité globale se base sur les ductilités
locales et leur répartition dans la structure. La détermination de la valeur de la ductilité
locale, qui est souvent assimilée à une rotule plastique, dépend du comportement du ma-
tériau constitutif (par exemple, la déformation ultime selon l’Eurocode 2 est de 3.5‰ pour
le béton, etc) et de la structure elle-même (section, etc). Ces valeurs de ductilités locales
et leur répartitions contribuent à la valeur de ductilité globale. Dans la pratique, cette va-
leur peut être calculée analytiquement, par exemple pour une poutre en béton armé par
le biais de la relation moment-courbure, ou par une analyse Pushover de la structure avec
les lois de comportement non-linéaires appropriées. Selon la figure 1.16 en notant Xe le
seuil d’élasticité, la ductilité est définie par µu = uul ti me

Xe
et la ductilité appelée est définie

par µ = umax
Xe

où uul ti me et umax sont respectivement le déplacement ultime et le déplace-
ment maximal au cours du temps.

Quant au coefficient du comportement qui tient compte de la capacité de dissipation
d’énergie de la structure, il dépend de la ductilité et des caractéristiques effectives (rigidité
effective et amortissement effectif) liées à cette ductilité. Il est admis que, une valeur de
ductilité importante, l’amortissement effectif est plus grand et la fréquence effective est
réduite. Les coefficients sont forfaitairement déterminés en fonction de la classe de duc-
tilité (ductilité moyenne et haute ductilité), du matériau constitutif (béton armé, acier,
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FIGURE 1.17 – Procédure de validation du coefficient de comportement (Figure reprise dans le
travail de Corvez et al. [2013]).

maçonnerie, mixte acier-béton, etc), de la régularité ou irrégularité de structure, des dis-
positifs constructifs de mis en œuvre, etc. Il est pourtant supérieur à la valeur minimale :

q = a0kw ≥ 1.5 (1.21)

Où, q0 est le coefficient du comportement de base et kw le coefficient lié au mode
de rupture prédominant. Il est à noter que la valeur de q doit être validée sous certaines
hypothèses de ce coefficient. La procédure est résumée dans la figure 1.17 issue dans la
pratique du calcul sismique par application de l’Eurocode, Corvez et al. [2013].

1.4.5 Méthodes initialement issues d’autres domaines

Initialement développé pour d’autres domaines scientifiques, il existe d’autres méthodes
de représentation du système non-linéaire comme les séries de Volterra Carassale and
Kareem [2009] ou la fonction de transfert d’ordre supérieur Storer [1991]. Ces méthodolo-
gies ont l’avantage de modéliser des systèmes dynamiques non-linéaires très complexes
(fonction non-linéaire de l’entrée, dépendance du retour de la réponse, etc). Certains au-
teurs ont mis en oeuvre ces méthodes pour des problèmes de dynamique non-linéaire en
génie civil, comme par exemple, la série de Volterra Thomas et al. [1995] pour les pylônes
électriques sous chargement impulsif. Or, ces modèles ne permettent pas une interpré-
tation physique liée au concept de linéarisation équivalente au centre de ce travail de
thèse consistant en la définition de caractéristiques équivalentes (fréquence équivalente
et amortissement équivalent).

Soit un système non-linéaire H où u(t ) est le signal d’entrée et x(t ) la sortie, nous
avons donc x(t ) = H (u(t )). Le principe de la série de Volterra se base sur l’existence d’une
série de sortie x j (t ) pour laquelle nous pouvons déterminer x j (t ) = H j (u(t )). Admettons
que la sortie peut se décomposer en série de x j (t ), nous avons donc :
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x(t ) =
∞∑
j =0

x j (t ) =
∞∑
j =0

H j (u(t )) (1.22)

Où, chaque système H j est défini comme suit :

H j (u(t )) =
∫

τ j∈R

h j (τ j )
j∏

r =0
u(t −τ j )dτ j (1.23)

Où : h j (τ j ) est le noyau de Volterra.

Dans Thomas et al. [1995], les auteurs ont remplacé l’entrée u(t ) par une impulsion
u(t ) = aδ(t−T) où δ(t−T) est la fonction de Dirac à l’instant T. La méthodologie consiste à
déterminer expérimentalement les valeurs des noyaux de Volterra à chaque instant h j (t−
T) à partir de données d’entrée et du résultat enregistré de l’essai. Une fois les noyaux de
Volterra identifiés pour tous les instants, il est alors possible de représenter la réponse du
système non-linéaire par la série de Volterra.

De plus, Carassale and Kareem [2009] a utilisé la fonction de réponse fréquentielle
de Volterra pour les systèmes dynamiques non-linéaires en décomposant ces systèmes
en plusieurs sous-systèmes pour lesquels nous savons déterminer la fonction de réponse
fréquentielle de Volterra. De cela, la fonction de réponse fréquentielle de Volterra dépend
de plus d’une fréquence. Autrement dit, la fonction de transfert est d’ordre supérieur. En
outre, dans la publication Marmarelis [1989], Marmarelis considère que la force de rappel
est une somme des polynômes. Ainsi, l’équation dynamique peut s’écrire :

mÿ(t )+ c ẏ(t )+k y(t )+
∞∑
j =2

a j y j (t ) = −γ(t ) (1.24)

En limitant les polynômes à l’ordre N, nous pouvons alors décrire le système 1.24 de
la façon suivante :

L (y(t ))+
N∑

j =2
a j y j (t ) = −γ(t ) (1.25)

Où :L (y(t )) est l’opérateur différentiel linéaire des invariants au cours du temps (sys-
tème linéaire). Il est possible d’identifier les valeurs constantes de a j pour certains cas
de chargement, ce qui permet de représenter le système non-linéaire. Mais, la somme∑N

j =2 a j y j (t ) n’ apporte pas une interprétation physique en termes de systèmes équiva-
lents.

En conclusion, la série de Volterra apporte une véritable représentation du système
non-linéaire mais ne permet pas une interprétation liée au système linéaire équivalent.

1.5 Conclusions et la problématique de la thèse

En ingénierie sismique, la capacité ductile peut être un véritable atout mais demeure
aujourd’hui un challenge pour les ingénieurs. Le dimensionnement en capacité est re-
commandé dans l’Eurocode, mais également dans les autres règlements de construction,
en favorisant la dissipation d’énergie en régime post-élastique dans le comportement de
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la structure. Or, les méthodes en vigueur permettant la prise en compte de cette non-
linéarité dans l’évaluation de la réponse de la structure, quelle que soit leur nature (di-
recte, indirecte ou réglementaire), présentent des limites d’application ou manque d’ana-
lyses plus profondes sur les ingrédients de chacune des méthodes.

La méthode directe par le calcul transitoire non-linéaire permet l’évaluation la plus
correcte du phénomène sismique. Cependant, cette méthode est très coûteuse en temps
de calcul et en mémoire (condition forte de convergence, modèle du comportement très
complexe,...), ce qui ne permet pas son application "massive" dans la pratique d’ingénie-
rie et reste très limitée à certains cas très particuliers (exigence exceptionnelle du résultat,
etc). Les autres démarches simplifiées, soit nécessitent le calcul de la réponse non-linéaire
transitoire afin de déterminer différents ingrédients de chaque méthode, par exemple,
les coefficients de comportement issus de l’Eurocode, soit s’appuient sur des hypothèses
"fortes" telles que la conversion de la réponse réelle en celle d’un système à 1 DDL pour
la procédure statique non-linéaire.

Par ailleurs, les méthodes simplifiées consistent donc à remplacer le comportement
non-linéaire par un comportement linéaire équivalent vis-à-vis de certains critères. Cela
permet de saisir les informations intéressantes de la réponse non-linéaire sans effec-
tuer un calcul transitoire. L’utilisation de ce concept de linéarisation équivalente manque
néanmoins d’analyses suffisamment fouillées.

Le travail présenté dans ce mémoire consiste à analyser systématiquement le concept
de comportement linéaire équivalent pour une application en ingénierie sismique, par le
déploiement d’un plan d’expérience numérique portant sur la réponse dans le domaine
non-linéaire de systèmes représentatif à un degré de liberté.
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Chapitre 2

Linéarisation équivalente en ingénierie
sismique

En ingénierie sismique, les méthodes simplifiées sont utilisées afin de déterminer la ré-
ponse non-linéaire d’une structure. Ces méthodes font appel aux concepts de linéarisa-
tion équivalente. La linéarisation équivalente consiste en une évolution de ses caractéris-
tiques dynamiques d’une structure, souvent en terme de fréquence et d’amortissement,
en fonction de l’état d’endommagement et de plasticité de la structure. Il est ainsi pos-
sible de classer ces méthodologies de linéarisation équivalente selon les critères d’équi-
valence : linéarisation équivalente suivant les variables à seuil et suivant la restitution
des caractéristiques dynamiques. Dans la première section, nous passerons en revue les
concepts existants utilisés dans les méthodes simplifiées en ingénierie sismique. Dans la
deuxième section, nous apporterons une amélioration de la méthode CSM (Méthode du
spectre de capacité –ou Capacity Spectrum Method– (CSM)) en proposant un nouveau
concept de linéarisation équivalente : linéarisation équivalente par la rigidité sécante et
le déplacement maximal. Ce dernier a montré sa pertinence en déterminant exactement
le déplacement maximal des oscillateurs non-linéaires.

« Un jour un coq détourna
Une perle, qu’il donna
Au beau premier lapidaire.
" Je la crois fine, dit-il ;
Mais le moindre grain de mil
Serait bien mieux mon affaire. "
... »

Jean de La Fontaine - Extrait du
poème "Le coq et la perle"
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2.1 Revue des concepts de linéarisation équivalente exis-
tants

2.1.1 Généralités sur la linéarisation équivalente

Le système linéaire équivalent est tel qu’il présente la "même" réponse qu’un système
non-linéaire. En analysant les concepts existants, il est ainsi possible de classer ces li-
néarisations équivalentes selon leurs critères d’équivalence : les concepts de linéarisation
équivalente suivant les variables à seuil, i.e. maximum du déplacement, de la force de rap-
pel ou point de fonctionnement de la structure non-linéaire, et suivant la restitution des
caractéristiques dynamiques, i.e. la force de rappel temporelle.

La linéarisation équivalente suivant le maximum du déplacement permet d’estimer
le déplacement maximal de la réponse de la structure non-linéaire. Grâce à son objectif
général, quelques concepts sont initialement développés pour le dimensionnement par
déplacement (Dimensionnement par déplacement direct –ou Direct Displacement-Based
Design– (DDBD)). Et, les autres sont directement employés afin de déterminer le dépla-
cement maximal par la procédure itérative (ou la méthode du système linéaire de sub-
titution dans le chapitre 01, section 1.4.3). Or, la manière de construire ces concepts ne
sont pas les mêmes. Les concepts de linéarisation équivalente dans cette catérogie sont
développés par Kowalsky [1994], Priestley and Calvi [1997], Chopra and Goel [2001]), Iwan
[1980] pour le critère du déplacement maximal et Shibata and Sozen [1976] pour le critère
de force de rapel maximale. La linéarisation équivalente suivant le point de fonctionne-
ment de la structure, soit le déplacement et la force de rappel maximaux, est implicite-
ment utilisée dans la méthode CSM (ATC [1996], Chopra and Goel [1999]).

La linéarisation équivalente suivant la restitution de force de rappel est établie par
Levy et al. [2006]. Ce concept est basé sur la minimisation de l’écart de la force de rappel
d’un oscillateur non-linéaire et celle du système linéaire équivalent.

En bref, ces concepts permettent d’évaluer une réponse dynamique de la structure.
Nous examinons les concepts existants de linéarisation équivalente suivant leur critère
d’équivalence.

2.1.2 Linéarisation équivalente suivant la force de rappel maximale

Shibata and Sozen [1976]

Afin de déterminer l’effort du dimensionnement, Shibata and Sozen [1976] ont proposé
de remplacer la structure non-linéaire en béton armé par celle dont la rigidité et l’amor-
tissement du i-ième élément s’écrivent selon la formule 2.1.

(EI)si =
(EI)ai

µi

βsi = 0.2(1− 1p
µi

)+0.02
(2.1)

Où, (EI)si et (EI)ai sont successivement la rigidité du i-ième élément équivalent et élé-
ment réel dans la structure. Et, βsi est l’amortissement équivalent de i-ième élément dans
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la structure.

La valeur de µi est définie par le ratio de la rigidité de la structure à l’état correspon-
dant à l’apparition de la fissuration, très souvent liée au seuil d’élasticité, avec la rigidité
à la rotation maximale définie dans la relation moment-courbure du i-ième élément flé-
chissant. On peut noter que pour le modèle du comportement bilinéaire sans écrouissage,
cette valeur µi est égale à la ductilité ultime (ou la capacité ductile), définie par le dépla-
cement µ, égale à Xu

Xe
où Xu et Xe sont respectivement le déplacement maximal ultime et

le déplacement du seuil d’élasticité (les notions sont illustrées sur la figure 1.16). L’amor-
tissement se base sur l’équilibre d’énergie dissipée à partir des résultats expérimentaux
sur les structures en béton armé soumises au signal sismique réel et signal sinusoïdal. Le
calage numérique de cette formule de l’amortissement est trouvé dans Gulkan and Sozen
[1974].

La procédure de détermination de l’effort du dimensionnement est résumée de la fa-
çon suivante :

01 Détermination de la rigidité équivalente et de l’amortissement équivalent à partir
de la capacité de ductilité,

02 Analyse modale de la structure équivalente,

03 Détermination de l’effort du dimensionnement avec les caractéristiques modales à
l’aide de la méthode modale spectrale.

2.1.3 Linéarisation équivalente suivant le déplacement maximal

Ces concepts s’appuient sur le critère d’équivalence en déplacement maximal. Cela si-
gnifie que le déplacement du système linéaire équivalent doit, si le concept est pertinent,
être égal au déplacement du système non-linéaire. A ce stade, il est naturel de poser la ré-
duction de la rigidité et l’augmentation de l’amortissement en fonction du déplacement
maximal ou du déplacement maximal adimensionnel en terme de ductilité appelée µ.

Iwan [1980]

[Iwan, 1980] a étudié une séries de comportements non-linéaires combinant l’élément
élastique, l’élément élastoplastique et l’élément C-type (dévéloppé dans Iwan [1974]) sou-
mis à une dizaine de signaux sismiques réels. Il a estimé par expérience numérique la
chute de fréquence et l’augmentation de l’amortissement en cherchant à minimiser l’er-
reur quadratique moyenne du déplacement maximal entre le système élastique et le sys-
tème non-linéaire. Il a obtenu le résultat suivant :

feq

f0
=

1

1+0.121(µ−1)0.939

ξeq = ξ0 +0.0587(µ−1)0.371
(2.2)

où, feq , f0 sont successivement la fréquence équivalente et la fréquence initiale de la
structure et ξeq , ξ0 sont l’amortissement équivalent et initial. µ est la ductilité appelée.
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Kennedy et al. [1984]

Dans la perspective de caractériser le signal sismique en ingénierie, Kennedy et al. [1984]
a empiriquement postulé la formule de la fréquence effective et l’amortissement effectif
en fonction de la valeur de fréquence sécante fs . En fait, la fréquence sécante est liée
à la rigidité sécante reliant le point du déplacement maximal et l’origine de la courbe
hystérétique. Les caractéristiques équivalentes sont écrites :

feq

f0
= (1−A)+A

fs

f0

ξeq = (ξ0 +ξH)(
fs

feq
)2

A = CF(1− fs

f0
)

ξH = CN(1− fs

f0
)

(2.3)

Les coefficients CN et CF dans ces formules 2.3 sont déterminés expérimentalement
afin que le pic du déplacement de l’oscillateur effectif linéaire soit égal à celui du dépla-
cement non-linéaire pour chacun des cas considérés. Le calcul numérique est effectué
pour quatre valeurs de fréquences initiales, deux valeurs de ductilité appelée et douze si-
gnaux sismiques réels. De cela, ils ont trouvé que 0.11 ≤ CN ≤ 0.30 et 2.7 ≥ CF ≥ 1.5. Le
nombre de cycles non-linéaires dans ces calculs transitoires non-linéaires sont compris
entre 1 et 4. La valeur de A est comprise entre 35 % et 85 %. La valeur de A est censée
augmenter avec la croissance de la ductilité appelée et le nombre de cycles non-linéaires.
Plus la structure est endommagée, plus la rigidité se rapproche de la valeur sécante fs .
Ces formules ont également été utilisées dans Reed and Kennedy [1994] afin de détermi-
ner l’énergie dissipée pendant le transitoire avec les valeurs numériques de CN égale à
0.11 et CF égale à 2.3 pour le signal d’excitation dont la durée est de plus d’une seconde.

Kowalsky [1994]

Dans l’optique de développer la procédure DDBD, Kowalsky [1994] remplace le système
non-linéaire par un système linéaire équivalent dont la rigidité équivalente est la rigidité
sécante et l’amortissement est estimé pour égaler l’énergie dissipée de deux systèmes :
non-linéaire et linéaire. Le comportement non-linéaire utilisé est celui de Takeda avec
une rigidité de décharge de k0p

µ , où k0 est la rigidité initiale. L’énergie dissipée est estimée

pour un cycle complet du déplacement maximal égal pour deux domaines (compression
et traction) du comportement de Takeda. Cette énergie doit être égale à celle développée
par la viscosité de l’oscillateur linéaire du même déplacement. Le système est alors le
suivant :

feq

f0
=

√
1+αp (µ−1)

µ

ξeq = ξ0 + 1

π

(
1− 1p

µ

(
1+αp (µ−1)

)) (2.4)

où, αp est le ratio entre la pente d’écrouissage et la pente initiale.
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Chopra and Goel [2001]

Chopra and Goel [2001] évaluent la procédure du DDBD en utilisant le système linéaire
équivalent associé aux caractéristiques sécantes du comportement élasto-plastique. Les
caractéristiques équivalentes s’écrivent ainsi :

feq

f0
=

√
1+αp (µ−1)

µ

ξeq = ξ0 + 2

π

(µ−1)(1−αp )

µ
(
1+αp (µ−1)

) (2.5)

Cette linéarisation équivalente est la version simplifiée de celle développée dans l’ATC
[1996].

Iwan and Guyader [2002]

Iwan and Guyader [2002] ont amélioré les formules de Iwan [1980]. Ces nouvelles for-
mules s’écrivent comme suit :
Pour µ< 4.0

feq

f0
=

1

1+0.111(µ−1)2 −0.0167(µ−1)3

ξeq = ξ0 +0.0319(µ−1)2 −0.0066(µ−1)3
(2.6)

Pour µ≥ 4.0

feq

f0
=

1

1.279+0.0892(µ−1)

ξeq = ξ0 +0.106+0.00116(µ−1)

(2.7)

2.1.4 Linéarisation équivalente suivant le point de fonctionnement

ATC [1996]

Implicitement utilisée dans la méthode CSM décrite dans l’ATC 40 ATC [1996] et résumée
par Comartin et al. [1996], la procédure de la méthode du spectre de capacité permet
de déterminer le point de fonctionnement de la structure en régime post-élastique en
utilisant le système linéaire équivalent suivant (Goel [2008]) :

feq

f0
=

√
1+αp (µ−1)

µ

ξeq = ξ0 +κ 2

π

(µ−1)(1−αp )

µ
(
1+αp (µ−1)

) (2.8)

Où : Le coefficient κ tient compte de l’effet de l’imperfection de la boucle d’hystéréris
selon le type de comportement.

Ce système linéaire équivalent vient du fait que le point de fonctionnement est l’inter-
section du spectre élastique (sous forme ADRS, autrement appelée courbe de demande)
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avec la courbe de capacité (ref. Figure 1.13). Le spectre élastique n’est pas déterminé avec
la valeur d’amortissement initiale mais avec la valeur équivalente définie par l’équation
2.8 par un facteur de réduction dépendant de la valeur de ξeq . La valeur d’amortissement
dépend de la ductilité appelée associée au point de fonctionnement, qui est dans la pra-
tique a priori inconnue. De cela, des démarches itératives sont nécessaires. Plusieurs pro-
cédures afin de déterminer le point de fonctionnement sont proposées dans l’ATC 40 ATC
[1996] (voir l’annexe).

2.1.5 Linéarisation équivalente suivant la force de rappel temporelle

Contrairement au critère à seuil, la restitution des caractéristiques dynamiques est basée
sur l’ensemble des valeurs du transitoire de la réponse. Dans le travail de Levy et al. [2006],
la force de rappel temporelle est le critère d’équivalence afin de caractériser les systèmes
linéaires équivalents.

Concept de linéarisation équivalente suivant la force de rappel temporelle

Le système non-linéaire se caractérise par la force de rappel (ou force hystérétique). Cette
force est une fonction non-linéaire de la variable d’état de la réponse de la structure. Pour
le système élasto-plastique, cette force s’écrit fNL(t ) = f (x(t ), xp (t )) = k0(x(t )− xp (t )) et
pour le système endommageant, elle devient fNL(t ) = f (x(t ),D(t )) = (1−D(t ))k0x(t ). Ad-
mettons qu’il existe un système linéaire avec keq et ceq et que nous pouvons écrire à tout
instant t, où 0 ≤ t ≤ tend :

fNL(t ) ' keq x(t )+ ceq ẋ(t )

f̃NL(t ) 'ω2
eq x(t )+2ωeqξeq ẋ(t )

f̃NL(t ) =
fNL(t )

m

(2.9)

Nous écrivons l’équation 2.9 sous sa forme discrète, pour tout instant tn (0 ≤ tn =
nδt ≤ tend ) :

f̃NL,n 'ω2
eq xn +2ξeqωeq ẋn (2.10)

Mathématiquement parlant, la résolution de l’équation 2.10 en termes de feq et ξeq

minimise la fonctionnelle J( feq ,ξeq ) telle que :

J( feq ,ξeq ) =
N∑

n=1

(
f̃NL,n − (ω2

eq xn +2ξeqωeq ẋn)
)2

(2.11)

De l’équation 2.11, nous pouvons déduire le nombre d’instants Nmi n permettant la
résolution de l’équation.

Nmi n ≥ 2Nddl +1 (2.12)

Où : Nddl est le nombre de degré de liberté avec lequel la structure est modélisée.
Le nombre des instants considéré dans l’équation 2.10 est un paramètre primordial

de cette méthode. Il doit être suffisamment grand afin de contenir les informations né-
cessaires, et à l’inverse, ne pas l’être trop afin de déterminer le changement de caractéris-
tique du phénomène que l’on souhaite représenter. A ce stade, nous pouvons déterminer
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la taille de la fenêtre en fonction des résultats attendus : (1) le changement des caractéris-
tiques dynamiques instantanées et (2) le système linéaire équivalent. Le premier objectif
peut être obtenu par des méthodes d’identification modale spatiale Molina and Pegon
[1998] comme décrite dans l’annexe A.6. Le deuxième est la linéarisation équivalente par
la force de rappel.

Levy et al. [2006]

Nous avons ainsi étudié le concept de Levy et al. [2006] en minimisant l’écart des forces
de rappel sur la totalité de son transitoire entre les deux systèmes. Le force est analyti-
quement exprimée grâce aux hypothèses suivantes : (a) la réponse en déplacement est un
sinus de période inconnue (b) le comportement est bilinéaire. De là, la fréquence équiva-
lente et l’amortissement sont exprimés analytiquement en fonction de la ductilité appe-
lée. Mise à part des remarques liées à la détermination des caractéristiques équivalentes,
l’hypothèse de la réponse harmonique sous forme d’un sinus unique n’est valable que
pour le signal harmonique d’un sinus, et évidemment pas en cas de chargement sismique.
La relation déduite de son étude s’écrit de la façon suivante :

feq

f0
=

1[
1−αp

π

(
θ+ si n(2θ)

2

)+ 1+αp

2

]0.5

sin(θ) =
2−µ
µ

ξe =
[
ξ0 + 2

π
(1−αp )

µ−1

µ2

( T

T0

)]( feq

f0

)−1

(2.13)

Où : T est la période du sinus de la réponse u(t ) =∆NLsin( 2π
T t ).

2.1.6 Analyses critiques des critères existants de linéarisation équiva-
lentes

Quant au critère d’équivalence, la linéarisation équivalente dans les concepts existants
est établies à l’aide des critères d’équivalence suivant :

01 Le déplacement maximal

02 L’équilibre d’énergie dissipée

03 L’ajustement de la force de rappel temporelle

Nous étudierons ces trois critères dans les sous-sections suivantes.

2.1.6.1 Critère d’équivalence du déplacement maximal

Il n’existe pas un système linéaire unique qui donne exactement le même déplacement
maximal que celui du système non-linéaire.

Plaçons-nous sur le spectre de pseudo-accélération absolue d’un signal sismique en
échelle log-log, il faut noter que tous les points appartenant à une même ligne droite de
pente égale à 2 représentent la réponse de même déplacement. Soit un système non-
linéaire soumis au chargement sismique dont le maximum du déplacement est noté ∆NL.
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(b) Cas du spectre d’un signal sismique

FIGURE 2.1 – Démonstration de la solution du système linéaire équivalent suivant le déplacement
maximal
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Nous notons également ∆g ,max le pic du déplacement déduit du signal d’entrée. Ainsi,
toutes les intersections de la ligne correspondant à ∆NL avec ce spectre de la pseudo-
accélération absolue à plusieurs valeurs d’amortissement sont du même déplacement
∆NL. Le nombre de points d’intersection dépend de la valeur ∆NL par rapport à ∆g ,max .

En cas du spectre moyen, présenté dans la figure 2.1a, des 1000 signaux λ(t ) générés
dans le chapitre 01, section 1.2, la pente pour la zone sensible en vitesse et en accélération
est de valeur inférieure à 2 et la pente en déplacement est bien égale à 2. Nous avons donc :

* si ∆g ,max ≥∆NL, la ligne correspondant à ∆NL coupe les spectres à différents en-
droits. Cela signifie qu’il existe plusieurs oscillateurs qui donnent le même déplace-
ment maximal.

* si ∆g ,max <∆NL : la ligne correspondant à ∆NL ne coupe en aucun cas les spectres.
Ainsi, il n’existe pas d’oscillateur équivalent à ce critère. En plus, l’écart minimal
possible qu’un oscillateur élastique peut donner sera égal à ∆NL −∆g ,max .

En cas du spectre d’un signal réel, ceci conduit à avoir de nombreuses intersections de
la ligne correspondant à ∆NL avec le spectre à différentes valeurs d’amortissement même
si ∆g ,max < ∆NL. Cette affirmation est démontrée par l’exemple présenté sur la figure
2.1b. Nous avons donc une infinité de systèmes linéaires équivalents donnant exactement
le même déplacement non-linéaire.

En bref, l’oscillateur linéaire conduisant à un déplacement maximal donné n’est pas
unique. Il peut ou ne pas en exister. Quand la solution existe, elle est généralement mul-
tiple.

Minimisation de l’écart dans le concept de Iwan [1980]

Quant au concept de linéarisation de Iwan [1980], l’approche consiste en une recherc-
he d’un système linéaire qui minimise l’écart entre son déplacement maximal et celui du
système non-linéaire pour une valeur de ductilité appelée donnée, en valeur quadratique
moyenne sur ceux des 12 signaux sismiques et 9 valeurs de la fréquence initiale du sys-
tème non-linéaire. Cependant, deux points peuvent être discutés :

01 En premier lieu, une analyse peut être faite sur la façon de moyenner l’écart du
déplacement entre le système linéaire et le système non-linéaire soumis aux 12
signaux sismiques. Cet écart est le même que celui entre le déplacement linéaire
moyen et le déplacement non-linéaire moyen. La minimisation de cet écart peut
être atteinte pour plusieurs solutions. Cette minimisation retrouve l’inconvénient
précédemment évoqué en cas de spectre moyen. Si, le déplacement maximal moyen
est inférieur à celui du signal d’entrée moyen, l’écart devient nul en plusieurs points
et la solution est alors multiple. Et dans le cas où le déplacement maximal moyen
est supérieur à celui du signal d’entrée moyen, l’écart minimal correspond à la dif-
férence entre le déplacement maximal moyen non-linéaire et le déplacement maxi-
male moyen linéaire. La minimisation est atteinte quand la période élastique de-
vient très importante (zone sensible en déplacement). La solution dans les deux cas
est multiple.

02 Dans un deuxième temps, Iwan a moyenné l’écart pour 9 valeurs de fréquences ini-
tiales du système non-linéaire. Cette façon de moyenner l’écart n’est pas appropriée
parce que la réponse dépend beaucoup de la fréquence initiale. La solution du pro-
blème de la linéarisation équivalente dépend de la fréquence initiale par rapport à
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la fréquence centrale du signal. La solution de la minimisation dépend aussi de la
fréquence initiale. Il est donc indispensable d’examiner la réponse pour différentes
valeurs de fréquences initiales. Ainsi, cette façon de moyenner l’écart fausse la dy-
namique de la structure.

2.1.6.2 Critère d’équivalence suivant la quantité d’énergie dissipée

Le principe empirique basé sur les observations de Gulkan and Sozen [1974] énonce que
deux phénomènes influencent la réponse d’une structure non-linéaire : la réduction de la
rigidité et l’augmentation de l’énergie dissipée. Le deuxième est souvent traduit par l’aug-
mentation d’amortissement en écrivant l’égalité entre l’énergie absorbée par le système
non-linéaire avec celle emmagasinée par le système linéaire. Cela permet notamment
d’expliquer l’usage de l’équilibre d’énergie dissipée afin de déterminer l’amortissement
équivalent. Cependant, l’énergie dissipée ne varie pas ou peu en fonction de l’amortisse-
ment. Cette remarque représente un aspect extrêmement important.

Prenons un système linéaire soumis à un bruit blanc, il est alors possible de montrer
mathématiquement que l’énergie dissipée ne dépend pas de l’amortissement ni de la fré-
quence propre mais de la seule valeur constante de la densité spectrale de puissance.

Soit un oscillateur simple de fréquence f0 et amortissement ξ0 soumis à un bruit blanc
dont la densité spectrale de puissance G0 est constante. La réponse en déplacement de
l’oscillateur linéaire de f0 et ξ0 est noté u(t ). La Densité Spectrale de Puissance –ou Power
Spectral Density – (DSP) de la réponse en déplacement Gu et en vitesse Gu̇ sont détermi-
nées par :

Gu̇(ω) =ω2Gu(ω)

Gu(ω) =
G0

(ω2 −ω2
0)2 +4ξ2

0ω
2
0ω

2

(2.14)

Pour un oscillateur simple soumis à un bruit blanc, nous avons :

σ2
u =

∞∫
0

Gu(ω)dω =
πG0

4ξ0ω
3
0

σ2
u̇ =

∞∫
0

ω2Gu(ω)dω =
πG0

4ξ0ω0

(2.15)

Grâce à l’ergodicité de la réponse au bruit blanc, nous pouvons calculer la variance de
la réponse en vitesse de la façon suivante :

σ2
u̇ = lim

Tend→∞
1

Tend

Tend∫
0

u̇2d t =
πG0

4ξ0ω0
(2.16)

Lorsque Tend est suffisamment grande par rapport à la plus grande période de la ré-
ponse, la limite 2.16 peut être estimée précisément par calcul numérique. Ainsi, l’énergie
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FIGURE 2.2 – Énergie dissipée visqueuse moyenne d’un oscillateur linéaire { f0;ξ0} soumis aux 1000
bruits blancs g j (t ).

dissipée par unité de temps sous la viscosité est déterminée de la façon suivante :

lim
Tend→∞

Edi ss

Tend
= lim

Tend→∞
1

Tend

Tend∫
0

2ξ0ω0u̇du = lim
Tend→∞

1

Tend

Tend∫
0

2ξ0ω0u̇2d t

= 2ξ0ω0 lim
Tend→∞

(
1

Tend

Tend∫
0

u̇2d t

)

= 2ξ0ω0
πG0

4ξ0ω0
=
πG0

2

(2.17)

Dans la figure 2.2, nous avons présenté l’énergie dissipée Edi ss moyenne d’un oscil-
lateur de f0 et ξ0 soumis aux 1000 signaux bruits blancs en fonction de l’amortissement
réduit ξ0 pour différentes valeurs de f0. Les fréquences f0 sont fixées à 1 Hz, 10 Hz, 25 Hz
et 36 Hz par rapport à la plage de fréquence de sa DSP de 0 à 50Hz. Nous avons constaté
une décroissance de l’énergie dissipée en fonction de la croissance de l’amortissement ré-
duit qui est contrainte par le critère d’équivalence utilisé. En utilisant 1000 bruits blancs
de densité spectrale G0 = 0.0032, la limite de l’énergie dissipée pendant le transitoire de 20
secondes calculée grâce à la formule 2.17 est donc πG0

2 Tend égale à 0.1 avec Tend égale à
20 secondes. Cependant, la valeur limite d’énergie dissipée numériquement obtenue est
plus petite que cette valeur théorique. Cette différence provient du fait que l’intégrale 2.15
est théoriquement calculée sur toutes les fréquences (ou pulsations) de 0 à l’infini tandis
que la valeur numérique est déterminée sur la plage de 0 - 50 Hz (voir l’annexe A.3).

De façon analogue, nous pouvons tracer l’évolution de l’énergie dissipée moyenne
d’un oscillateur simple soumis aux 1000 signaux bruits blancs filtrés de Clough-Penzien
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FIGURE 2.3 – Énergie dissipée visqueuse moyenne d’un oscillateur linéaire { f0;ξ0} soumis aux 1000
signaux synthétiques du type Clough-Penzien γ j (t ).

γ j (t ) générés dans le chapitre 01 en fonction de l’amortissement. Les fréquences sont de
1.65 ; 3.3 ; 4.95 et 6.6 Hz correspondant aux valeurs de 0.5 ; 1.0 ; 1.5 et 2 du ratio fc / f0 où
la fréquence centrale est notée fc (Ref. figure 2.3). Nous avons constaté la même décrois-
sance de l’énergie dissipée avec l’augmentation d’amortissement réduit.

En bref, l’équilibre d’énergie dissipée n’est pas un bon critère d’équivalence.

2.1.6.3 Critère d’équivalence suivant l’ajustement de la force de rappel

Dans le concept de Levy et al. [2006], la minimisation de l’écart de force de rappel entre le
système non-linéaire et le système linéaire équivalent sur la totalité du transitoire donne
la fréquence et l’amortissement de l’oscillateur linéaire équivalent. Cependant, remplacer
la totalité de la force de rappel temporelle du système non-linéaire par celle du système
linéaire n’est pas possible pour tous les comportements, surtout pour le comportement
endommageant.

En fait, la réponse du modèle de comportement non-linéaire développe une quantité
d’énergie dissipée hystérétique par l’aire sous la courbe de force de rappel en fonction du
déplacement. La forme de cette aire dépend du comportement considéré. Elle est étroite
quand le comportement est endommageant et ample quand le comportement est élasto-
plastique à écrouissage faible (soit inférieur à 30 %). Elle devient néanmoins plus compli-
quée si le comportement est mixte. La force de rappel de l’oscillateur linéaire est la somme
de la partie du ressort (kx) et la partie de la viscosité (cẋ). Il est connu que le premier
terme est une droite et le second est une ellipse dont l’aire est plus importante avec des
déplacements proches de 0 et tend vers zéro pour le déplacement maximal. La somme de
ces deux termes prend une forme d’ellipse dont l’axe est la rigidité. Cette forme peut être
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représentative d’un comportement élasto-plastique dont la ductilité appelée est faible et
la pente post-élastique est forte, soit un écrouissage important. Elle n’est à l’inverse pas
représentative du comportement endommageant dont l’aire est faible au voisinage de
zéro en déplacement. Le comportement endommageant ne dissipe plus d’énergie après
le déplacement temporel maximal mais le comportement équivalent linéaire continue à
absorber l’énergie par viscosité.

Pour démontrer numériquement cette remarque, nous avons comparé la courbe force-
déplacement pour un comportement endommageant (Ref. figure 2.4) et un comporte-
ment élasto-plastique (Ref. figure 2.5) avec celle de leur comportement linéaire équivalent
respectif. Le comportement est déterminé en utilisant la régression linéaire multiple pour
résoudre l’équation 2.9. Afin de considérer la réponse de l’oscillateur dans la phase forte,
nous utilisons également la régression linéaire multiple en pondérant la réponse par le
poids correspondant à la courbe enveloppe temporelle utilisée dans la partie de fabrica-
tion des signaux synthétiques. Dans la figure ??, la légende "f0fc10ap10ki000lambda3.92"

indique le cas où f0
fc

= 1.0 , αp = 10%, χ = 0.00 et λ = 3.92 .

La figure ?? démontre que la force de rappel de l’oscillateur linéaire équivalent n’est
pas représentative de celle obtenue pour le comportement endommageant et élastoplas-
tique.
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FIGURE 2.4 – Comparaison de la relation force-déplacement des systèmes endommageant et li-
néaire équivalent à 0% d’écrouissage (en haut) et 10 % d’écrouissage (en bas).
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FIGURE 2.5 – Comparaison de la relation force-déplacement des systèmes élastoplastique à 0%
d’écrouissage (en haut) et 10 % d’écrouissage (en bas).

50



CHAPITRE 2. LINÉARISATION ÉQUIVALENTE EN INGÉNIERIE SISMIQUE

2.2 Propositions d’amélioration des concepts de linéarisa-
tion équivalente

2.2.1 Importance du domaine fréquentiel

La réponse en déplacement de l’oscillateur non-linéaire dépend de la position relative de
sa fréquence initiale et de la fréquence centrale du signal d’entrée. Cette remarque ex-
trêmement importante est liée à la dynamique de l’oscillateur. Elle a été abordée dans
les travaux de Newmark and Hall [1982], Gantenbien and Hoffmann [1986] ou encore
Labbé [1994]. Dans le travail de Newmark and Hall [1982], le facteur de modification du
déplacement tient compte du paramètre du sol et varie par zone du spectre (zone sen-
sible en accélération, en vitesse et en déplacement). Il est à noter que ce facteur devient
égal à 1 quand l’oscillateur est considéré comme étant en zone sensible en déplacement
(T0 > Tc = 33s). Cette analyse reconnue comme étant le théorème de Newmark affirme
que le déplacement de l’oscillateur non-linéaire est égal à celui de l’oscillateur linéaire de
même fréquence. Dans le rapport Gantenbien and Hoffmann [1986], la marge de dimen-
sionnement au seuil d’élasticité est exprimée en fonction de la "fréquence adimension-
nelle", prise comme égale au ratio de la fréquence initiale de l’oscillateur élasto-plastique
avec la fréquence centrale du signal d’entrée. Ce point est défini par le ratio du niveau de
signal sismique amenant l’oscillateur à la ruine par excès de déplacement avec le niveau
de signal sismique amenant au seuil d’élasticité. Cette marge décroit de façon monotone
en fonction de la fréquence adimentionnelle. Elle équivaut à la ductilité quand la "fré-
quence adimentionnelle" est faible et vaut 1 quand la "fréquence adimentionnelle" de-
vient importante. De plus, dans le travail de Labbé [1994], la marge du dimensionnement
de l’oscillateur élasto-plastique soumis au signal sismique à bande étroite est tracée. Cette
marge varie de la valeur de la ductilité, passe par un pic correspondant à la fréquence adi-
mensionnelle égale à 1 et atteint son asymptote de 1 (Ref. figure 2.6).

2.2.2 Plan d’expérience numérique

Afin de construire expérimentalement les systèmes linéaires équivalents, un plan d’ex-
périence numérique est proposé. Ce plan est conçu et piloté en fonction de la valeur λ,
qui représente le niveau du signal d’entrée par rapport à celui amènant l’oscillateur non-
linéaire jusqu’au seuil d’élasticité. La procédure est illustrée sur la figure 2.7 avec le signal
d’entrée est le bruit blanc filtré généré dans le chapitre 01, section 1.2.1 et les résultats en
sortie sont le déplacement, l’accélération et la force de rappel temporels. A partir de ces
résultats de sortie, nous avons déterminé la ductilité appelée et la linéarisation équiva-
lente associées aux critères étudiés.

Dans la figure 2.7, nous dénotons γ1(t ) : le signal d’excitation à la base de l’oscilla-
teur, avec l’indice 1 signifiant le signal de départ. Nous déterminons ensuite la réponse
en déplacement u0, j (t ) par un calcul linéaire transitoire de l’oscillateur élastique f0 et ξ0

suivant l’équation suivante :

ü0, j (t )+2ξ0ω0u̇0, j (t )+ω2
0u0, j (t ) = −γ1, j (t ) (2.18)

Nous utilisons le déplacement maximal absolu max|u0, j (t )| comme étant le seuil d’élas-
ticité de l’oscillateur non-linéaire, dénoté { f0, ξ0 et Xe, j }. A ce stade, γ1, j (t ) conduit l’oscil-
lateur non-linéaire { f0, ξ0 et Xe, j } jusqu’à son seuil d’élasticité.
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FIGURE 2.6 – Marge de design pour le signal sismique à bande étroite [cf. Labbé [1994]] où ω0 et
Ω0 sont la pulsation initiale de l’oscillateur élasto-plastique et la pulsation associée à la fréquence
centrale du signal d’entrée. La marge de 1 signifie que le niveau du design est égal à celui du rup-
ture. Cette marge vaut la capacité de ductilité µu quand la fréquence initiale de l’oscillateur est
faible.

g1,j(t) Oscillateur linéaire {f0, x0}

F0,j

u0,j

u0,j(t): Réponse en déplacement linéaire

Xe,j = max|u0,j(t)|: Déplacement max
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gl,j(t)=l.g1,j(t)

Oscillateur non-linéaire {f0, x0 et Xe,j}
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ul,j(t), al,j(t) : Réponse en déplacement et 
en accélération de l’oscillateur non-linéaire

Fl,j(t) : Force hystérétique  ou force de 
rappel

Mouvement d’entrée

FIGURE 2.7 – Mise en œuvre du plan d’expérience numérique
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TABLEAU 2.1 – Résumé du plan d’expérience numérique

75 cas de configuration par combinaison de :
f0
fc

0.1 ; 0.5 ; 1.0 ; 1.5 ; 2.0 5 valeurs

αp 0.0 ; 0.1 ; 0.2 3 valeurs
χ 0.00 ; 0.25 ; 0.50 ; 0.75 ; 1.00 5 valeurs

Pour chaque cas : 10 niveaux d’excitation
λ λ = 1...λmax (tableau 2.2) 10 valeurs

Pour chaque cas et chaque niveau d’excitation : 1000 signaux
γλ, j (t ) = λγ1, j (t ) j=1...1000 1000 signaux

Pour chaque cas et chaque niveau d’excitation, résultats :
feq,λ, j j=1...1000 1000 valeurs
ξeq,λ, j j=1...1000 1000 valeurs
µλ, j j=1...1000 1000 valeurs

Nous augmentons le niveau du signal d’entrée par le facteur λ > 1 comme étant :

γλ(t ) = λγ1(t ) (2.19)

Ce signalγλ, j (t ) conduit cet oscillateur { f0, ξ0 et Xe, j } à un comportement non-linéaire.
Nous utilisons dix niveaux du signal d’entrée correspondant à dix valeurs de λ comprises
entre 1 et λmax . La valeur de λmax est déterminée pour que la valeur de ductilité médiane
à ce λ soit égale à 20.

En utilisant le schéma β-Newmark décrit dans le chapitre 01, nous déterminons la
réponse transitoire non-linéaire de l’oscillateur non-linéaire par l’équation suivante :

üλ, j (t )+2ξ0ω0u̇λ, j (t )+ f
(
uλ, j (t )

)
m

= −γλ, j (t ) (2.20)

Nous définissons la ductilité appelée par la formule suivante :

µλ, j =
max|uλ, j (t )|

Xe, j (t )
(2.21)

La procédure décrite sur la figure 2.7 est appliquée pour différents comportements
d’oscillateurs non-linéaires résumés dans la tableau 2.1.

Les valeurs de λmax sont présentées dans le tableau 2.2.

2.2.3 Relation de la ductilité appelée et du niveau du signal

Nous avons déterminé la relation de la réponse non-linéaire, représentée par la ductilité
appelée µ, et du niveau d’excitation λ. Pour cela, nous avons appliquée la procédure dé-
crite dans la figure 2.7 avec tous les cas de configuration présentés dans le tableau 2.1. Il

faut noter que le résultat pour le comportement avec f0
fc

= 5.0 est ajouté uniquement pour
cette étude liée à la relation de la ductilité appelée et du niveau du signal d’excitation afin
de bien montrer la dynamique des systèmes non-linéaires.
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TABLEAU 2.2 – Valeur de λmax pour tous les comportements considérés

Écrouissage αp = 0%
χ = 1.00 χ = 0.75 χ = 0.50 χ = 0.25 χ = 0.00

f0/ fc =0.1 17.80 17.52 17.15 16.15 14.80
f0/ fc =0.5 12.54 12.46 11.84 10.80 9.35
f0/ fc =1.0 8.60 8.60 8.29 7.55 6.256
f0/ fc =1.5 5.037 4.93 4.58 4.08 3.428
f0/ fc =2.0 3.64 3.488 3.13 2.73 2.28
f0/ fc =5.0 1.734 1.634 1.511 1.427 1.351

Écrouissage αp = 10%
χ = 1.00 χ = 0.75 χ = 0.50 χ = 0.25 χ = 0.00

f0/ fc =0.1 18.94 18.26 17.47 16.6127 15.60
f0/ fc =0.5 15.54 14.82 13.92 12.85 11.716
f0/ fc =1.0 11.35 10.66 9.85 9.01 8.00
f0/ fc =1.5 6.70 6.19 5.69 5.15 4.50
f0/ fc =2.0 4.95 4.54 4.11 3.70 3.24
f0/ fc =5.0 2.65 2.64 2.63 2.60 2.51

Écrouissage αp = 20%
χ = 1.00 χ = 0.75 χ = 0.50 χ = 0.25 χ = 0.00

f0/ fc =0.1 18.75 18.03 17.40 16.81 16.20
f0/ fc =0.5 16.69 15.93 15.22 14.27 13.10
f0/ fc =1.0 12.46 11.80 10.93 10.16 9.25
f0/ fc =1.5 7.70 7.23 6.72 6.15 5.50
f0/ fc =2.0 6.00 5.67 5.34 4.97 4.56
f0/ fc =5.0 4.25 4.25 4.33 4.30 4.20
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FIGURE 2.8 – Relation de la ductilité appelée µ versus le niveau du signal d’entrée λ pour différents

comportement { f0

fc
;αp ;χ}.
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La relation de la ductilité appelée et le niveau du signal d’excitateur, soit µ versus λ,
représente la dynamique des systèmes (Ref. figure 2.8). La légende des couleurs est la sui-

vante : (La couleur rouge) le ratio f0
fc

= 0.1, (La couleur jaune) le ratio f0
fc

= 0.5, (La couleur

bleu) le ratio f0
fc

= 1.0, (La couleur verte) le ratio f0
fc

= 1.5, (La couleur violette) le ratio f0
fc

= 2.0 et (La couleur noire) le ratio f0
fc

= 5.0, et coupées avec le style des lignes : la ligne
continue(——–), la ligne en pointillée (- - - -) et les points (................) représentent suc-
cessivement le cas sans écrouissage, avec 10% et 20% écrouissage cinématique. La valeur
deχ représente le comportement étudié. Nous pouvons y constater que :

* Quand la structure est souple (le ratio f0
fc

est faible), la ductilité appelée est une fonc-
tion croissante linéaire en fonction de λ.

* Quand la structure est rigide (le ratio f0
fc

est important), la ductilité appelée croit
rapidement en fonction de λ de l’ordre supérieur à 1. Quand λ croit très peu, la
ductilité appelée µ se croit énormément.

A titre d’exemple, pour une ductilité appelée de 10, la valeur de λ est égale à 10 pour la
structure souple et à 1.2 pour la structure rigide pour le cas sans écrouissage.

En bref, la ductilité appelée dépend beaucoup du ratio f0
fc

et la valeur de αp , ce qui
relève l’importance du domaine fréquentiel. Cependant, cette relation µ vs λ dépend très
peu de la valeur de χ.

2.2.4 Nouvelle linéarisation équivalente suivant la rigidité sécante et le
déplacement maximal

Critère d’équivalence suivant la rigidité sécante et le déplacement maximal

Le système linéaire donnant le même déplacement maximal que l’oscillateur non-linéaire
n’est pas unique. Si elle existe, la solution peut être multiple. Si la solution n’existe pas,
l’écart minimal est la différence entre le déplacement maximal non-linéaire et le dépla-
cement maximal du signal d’entrée. Ainsi, le problème d’identification de l’oscillateur li-
néaire équivalent donnant le même déplacement maximal est mal posé. Il faut donc y
ajouter un autre critère.

De plus, pour la méthode CSM, le point de fonctionnement représente le même dé-
placement et la force associée. Cela revient à utiliser la rigidité sécante afin de définir la
fréquence équivalente. L’amortissement est ainsi déterminé afin que l’écart de déplace-
ment entre les deux systèmes soit minimal.

Nous nous sommes appuyés sur ce couplage afin de construire la nouvelle linéarisa-
tion équivalente. Grâce à la fréquence équivalente préalablement déterminée, la solution
de ce problème devient unique si elle existe.

Cependant, le spectre d’un signal étant bruité (Ref. figure 2.1), cela conduit à avoir
des solutions irrégulières. Ainsi, il est donc indispensable d’utiliser le spectre moyen (Ref.
figure 1.5). A ce stade, il est donc nécessaire d’étudier l’existence des systèmes linéaires
équivalents.
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L’existence du système linéaire équivalent suivant la rigidité sécante et le déplacement
maximal

Nous notons ∆NL,λ la réponse médiane du système non-linéaire soumis aux 1000 signaux
d’entrée à la même valeur de λ et ∆g ,1,max , ∆g ,λ,max successivement la valeur moyenne
du déplacement déduit du signal d’entrée du niveau 1 et niveau λ. Ainsi, la valeur de
∆g ,λ,max est égale à λ∆g ,1,max . La valeur de ∆NL,λ est estimée par la valeur de ductilité

appelée µ et du seuil d’élasticité moyen Xe . L’existence du système linéaire équivalent

dépend du rapport
∆g ,λ,max

∆NL,λ

. Si
∆g ,λ,max

∆NL,λ

≥ 1, il existe des oscillateurs donnant le même dé-

placement ∆NL,λ.

Nous avons tracé sur la figure 2.9 la relation de ∆NL,λ en fonction de ∆g ,λmax pour
différents comportements. Nous avons la même légende que celle dans la figure 2.8. A
partir de ces courbes dans la figure 2.9, nous pouvons constater que ∆g ,λmax ≥∆NL,λ.
Cette observation permet de prouver l’existence du système linéaire équivalent donnant
exactement le même déplacement maximal médian.

Détermination de la fréquence équivalente et de l’amortissement équivalent

Pour chaque valeur de λ, la valeur de ductilité appelée µ associée est déterminée à partir
des courbes de la figure 2.8. La fréquence équivalente associée à la rigidité sécante est
calculée de la façon suivante :

feq

f0
=

√
1+αp (µ−1)

µ
(2.22)

Ensuite, la valeur du déplacement maximal non-linéaire est déterminée par µXe . A
l’aide du spectre moyen élastique (Ref. Figure 1.4), l’amortissement est déterminé tel que :

SD( feq ,ξeq ) =µXe (2.23)

Les valeurs du spectre en déplacement à un amortissement autre que 2 %, 5 %, 10 %,
20 % et 50 % sont interpolées et extrapolées de façon linéaire en fonction de la valeur
d’amortissement.

Les résultats en terme d’amortissement équivalent pour le comportement correspon-

dant au cas de f0
fc

= 5.0 ne sont pas exploitables quand la fréquence initiale devient impor-

tante. De ce fait, le résultat est présenté pour les ratios de f0
fc

= 0.1 ; 0.5 ; 1.0 ; 1.5 ; 2.0.

Résultat de linéarisation équivalente par la rigidité sécante et déplacement maximal

Nous avons tracé les courbes {
feq

f0
vs µ} et {ξeq vs µ}. Étant donné que la chute de fré-

quence équivalente est liée à la valeur de rigidité sécante, elle reste la même pour toutes
les familles d’oscillateur étudiées (Ref. figure 2.10). Par contre, la valeur d’amortissement
équivalent ξeq est différente pour différents comportements étudiés : différentes valeurs

de χ, différents ratios f0
fc

, différents écrouissagesαp . Les valeurs d’amortissement sont pré-
sentées sur les figures 2.11, 2.12 et 2.13.
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FIGURE 2.9 – Relation du déplacement maximale (déterminé par µ∗XE) versus le déplacement

déduit du signal d’entrée (déterminé par λ∗Dg ,1max) pour différents comportement { f0

fc
;αp ;χ}.
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FIGURE 2.10 – Chute de fréquence équivalente liée à la rigidité sécante calculée par la formule

2.22. Nous pouvons observer la valeur asymptotique du ratio
feq

f0
de

p
αp quand la ductilité appelée

devient importante.
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FIGURE 2.11 – Amortissement équivalent de l’oscillateur suivant le point de fonctionnement pour
αp =0 % pour différents comportement { f0

fc
;χ}.
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FIGURE 2.12 – Amortissement équivalent de l’oscillateur suivant le point de fonctionnement pour
αp = 10 % pour différents comportement { f0

fc
;χ}.
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FIGURE 2.13 – Amortissement équivalent de l’oscillateur suivant le point de fonctionnement pour
αp = 20 % pour différents comportement { f0

fc
;χ}.
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Commentaires sur le résultat d’amortissement équivalent de la linéarisation équiva-
lente suivant la rigidité sécante et le déplacement maximal

01 Pour la même valeur de ductilité appelée, plus la structure est rigide (ratio f0
fc

impor-
tant), plus l’amortissement équivalent est important. Parce que, plus la structure est

rigide, plus le ratio λ∆g ,1max
µXe

est important. Cet écart pilote le résultat de l’amortis-
sement. En fait, plus cet écart est important, plus l’amortissement est important.
Pour une valeur de ductilité appelée importante, l’amortissement tend vers sa va-
leur asymptotique.

02 La valeur asymptotique dépend de la valeur de l’écrouissage de l’oscillateur non-
linéaire. Plus l’écrouissage est important, moins l’asymptote est importante.

03 Le comportement élasto-plastique correspond à des valeurs d’amortissement plus
importantes que le comportement endommageant pour une même valeur de duc-
tilité appelée.

2.2.5 Amélioration de la méthode du spectre de capacité en utilisant la
linéarisation équivalente suivant la rigidité sécante et le déplace-
ment maximal

La méthode du spectre de capacité décrite dans ATC [1996] entraine les problèmes pré-
cédemment abordés liés à la linéarisation équivalente. Afin d’améliorer cette méthode,
nous utilisons le comportement linéaire équivalent suivant la rigidité sécante et le dépla-
cement maximal. Le point clé de cette méthode est la détermination du point de fonc-
tionnement. Dans ATC [1996], il a proposé trois démarches afin de déterminer ce point.
Il faut noter que ces trois démarches s’appuient sur le facteur de réduction du spectre en
fonction de l’amortissement équivalent afin de modifier le spectre élastique. En plus, la
procédure A peut entrainer la divergence et la procédure B et C sont des démarches quant
à elles plutôt graphiques.

Contrairement à ces trois démarches, nous avons modifiée la courbe de demande par
la ductilité appelée associée grâce à ces relations :

SDmodi f i é = SDél ast i que ( feq,i (µi );ξeq,i (µi )) (2.24)

Où : SDmodi f i é et SDél ast i que sont successivement le spectre modifié et élastique.
La performance du nouveau comportement linéaire équivalent est testée en le com-

parant avec différents concepts du comportement linéaire équivalent qui sont celui is-
sue dans ATC [1996] et celui de Iwan [1980]. Il est intéressant de noter que la formule de
Chopra and Goel [1999] est plus appropriée et adaptée aux démarches décrites dans ATC
[1996]. Elle nécessite néanmoins le coefficient κ qui n’est pas disponible pour un com-
portement dit "Mixte" qui est utilisé dans cette comparaisons. A ce stade, nous avons les
trois concepts du comportement linéaire équivalent présenté dans le tableau 2.3.

Afin de test ces trois concepts du comportement linéaire équivalent, nous procédons
au calcul du problème de déterminer la valeur de ductilité appelée associée à un niveau de
λ donné pour différents comportement non-linéaires. Nous avons utilisé deux démarches
simplifiées présentées dans la figure 2.14.
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FIGURE 2.14 – Les procédure simplifiées de déterminer la ductilité appelée associée à un niveau λ
donné
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TABLEAU 2.3 – Abréviations des cas de calcul de la méthode indirecte

Méthode itérative Méthode CSM avec procédure B
Chopra 2001 Ite_Chopra CSM_Chopra
Iwan 1980 Ite_Iwan CSM_Iwan
Rigidité Sécante plus
Déplacement Maximal

Ite_RSDM CSM_RSDM

Nous avons donc 6 résultats de méthodes simplifiées qui sont comparés avec le résul-
tat du calcul transitoire non-linéaire (Ref. table 2.3).

Le résultat est présenté sous la forme de la relation ductilité appelée versus λ pour
différents comportements. Les valeurs de références sont lues sur la figure 2.8.
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FIGURE 2.15 – Comparaison des résultats en ductilité appelée pour le système avec { f0

fc
= 1.0;α =

10%;χ = 0.50}.

Nous avons tracé un exemple pour le comportement avec { f0
fc

= 1.0;α = 10%;χ = 0.50}
sur la figure2.15. La ductilité appelée de référence est complètement saisie par le résultat
par les démarches utilisant le nouveau comportement linéaire équivalent par la rigidité
sécante plus déplacement maximal (CSM_RSDM et Ite_RSDM). A contrario, les résultats
des deux démarches utilisant le comportement linéaire équivalent de Chopra and Goel
[1999] (CSM_Chopra et Ite_Chopra) sont très écartés de la ductilité appelée de référence.
Et, les résultats obtenus par les démarches utilisant le comportement linéaire équivalent
de Iwan [1980] (CSM_Iwan et Ite_Iwan) sont différents l’un de l’autre et tous éloignés de

65



CHAPITRE 2. LINÉARISATION ÉQUIVALENTE EN INGÉNIERIE SISMIQUE

Lambda
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

D
uc

til
ité

 a
pp

el
ée

0

5

10

15

20

25
01-00-100

Ductilité de référence
Ite_RSDM
Ite_Chopra
Ite_Iwan
CSM_RSDM
CSM_Chopra
CSM_Iwan

Lambda
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

D
uc

til
ité

 a
pp

el
ée

0

5

10

15

20

25
01-10-100

Ductilité de référence
Ite_RSDM
Ite_Chopra
Ite_Iwan
CSM_RSDM
CSM_Chopra
CSM_Iwan

Lambda
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

D
uc

til
ité

 a
pp

el
ée

0

5

10

15

20

25
01-20-100

Ductilité de référence
Ite_RSDM
Ite_Chopra
Ite_Iwan
CSM_RSDM
CSM_Chopra
CSM_Iwan

Lambda
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

D
uc

til
ité

 a
pp

el
ée

0

5

10

15

20

25
01-00-075

Ductilité de référence
Ite_RSDM
Ite_Chopra
Ite_Iwan
CSM_RSDM
CSM_Chopra
CSM_Iwan

Lambda
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

D
uc

til
ité

 a
pp

el
ée

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20
01-10-075

Ductilité de référence
Ite_RSDM
Ite_Chopra
Ite_Iwan
CSM_RSDM
CSM_Chopra
CSM_Iwan

Lambda
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

D
uc

til
ité

 a
pp

el
ée

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20
01-20-075

Ductilité de référence
Ite_RSDM
Ite_Chopra
Ite_Iwan
CSM_RSDM
CSM_Chopra
CSM_Iwan

Lambda
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

D
uc

til
ité

 a
pp

el
ée

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20
01-00-050

Ductilité de référence
Ite_RSDM
Ite_Chopra
Ite_Iwan
CSM_RSDM
CSM_Chopra
CSM_Iwan

Lambda
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

D
uc

til
ité

 a
pp

el
ée

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20
01-10-050

Ductilité de référence
Ite_RSDM
Ite_Chopra
Ite_Iwan
CSM_RSDM
CSM_Chopra
CSM_Iwan

Lambda
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

D
uc

til
ité

 a
pp

el
ée

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20
01-20-050

Ductilité de référence
Ite_RSDM
Ite_Chopra
Ite_Iwan
CSM_RSDM
CSM_Chopra
CSM_Iwan

Lambda
0 2 4 6 8 10 12 14 16

D
uc

til
ité

 a
pp

el
ée

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20
01-00-025

Ductilité de référence
Ite_RSDM
Ite_Chopra
Ite_Iwan
CSM_RSDM
CSM_Chopra
CSM_Iwan

Lambda
0 2 4 6 8 10 12 14 16

D
uc

til
ité

 a
pp

el
ée

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20
01-10-025

Ductilité de référence
Ite_RSDM
Ite_Chopra
Ite_Iwan
CSM_RSDM
CSM_Chopra
CSM_Iwan

Lambda
0 2 4 6 8 10 12 14 16

D
uc

til
ité

 a
pp

el
ée

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20
01-20-025

Ductilité de référence
Ite_RSDM
Ite_Chopra
Ite_Iwan
CSM_RSDM
CSM_Chopra
CSM_Iwan

Lambda
0 5 10 15

D
uc

til
ité

 a
pp

el
ée

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20
01-00-000

Ductilité de référence
Ite_RSDM
Ite_Chopra
Ite_Iwan
CSM_RSDM
CSM_Chopra
CSM_Iwan

Lambda
0 5 10 15

D
uc

til
ité

 a
pp

el
ée

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20
01-10-000

Ductilité de référence
Ite_RSDM
Ite_Chopra
Ite_Iwan
CSM_RSDM
CSM_Chopra
CSM_Iwan

Lambda
0 2 4 6 8 10 12 14 16

D
uc

til
ité

 a
pp

el
ée

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20
01-20-000

Ductilité de référence
Ite_RSDM
Ite_Chopra
Ite_Iwan
CSM_RSDM
CSM_Chopra
CSM_Iwan

FIGURE 2.16 – Comparaison des résultats en ductilité appelée pour le système canonique dont la

rigidité initiale est faible ( f0

fc
= 0.1). La combinaison 01-10-050 signifie le comportement dont f0

fc
=

0.1 ; αp = 10% et χ = 0.50.
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FIGURE 2.17 – Comparaison des résultats en ductilité appelée pour le système canonique dont

la rigidité initiale égale à la fréquence centrale ( f0

fc
= 1.0). La combinaison 10-10-050 signifie le

comportement dont f0

fc
= 1.0 ; αp = 10% et χ = 0.50.
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FIGURE 2.18 – Comparaison des résultats en ductilité appelée pour le système canonique dont la

rigidité initiale importante ( f0

fc
= 2.0). La combinais 20-10-050 signifie le comportement dont f0

fc
=

2.0 ; αp = 10% et χ = 0.50.
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la courbe de la ductilité appelée de référence.

Nous avons observé le même phénomène pour plusieurs comportements. Le com-

portement est désigné par le code AA-BB-CCC où AA = 01 signifie le ratio f0
fc

= 0.1 ; BB = 20
signifie la valeur de αp = 20% ; et CCC = 050 signifie la valeur de χ = 0.50. Dans les figures
2.16, 2.17 et 2.18, nous pouvons constater que les résultats d’amortissement suivant le
point de fonctionnement permettent de déterminer exactement les valeurs du déplace-
ment maximal tandis que l’écart du résultat provenant des caractéristiques équivalentes
établies par Chopra and Goel [1999] et Iwan [1980] reste important et peut amener soit à
une sur-estimation, soit à une sous-estimation du déplacement maximal non-linéaire.

2.2.6 Conclusions sur la proposition d’amélioration des concepts de li-
néarisation équivalente vis-à-vis des méthodes simplifiées en in-
génierie sismique

Cette section a relevé l’importance du domaine fréquentiel en montrant la dépendance

forte de la réponse en déplacement non-linéaire en fonction du ratio f0
fc

. Cette remarque
importante n’a pourtant pas été étudiée dans les différents concepts de linéarisation équi-
valente existants.

En vue d’améliorer la méthode du spectre de capacité, nous avons identifié la clé de
cette méthode : l’oscillateur linéaire équivalent donne la même valeur du déplacement et
force de rappel que celles de l’oscillateur non-linéaire. A partir de cela, nous avons pro-
posé la linéarisation équivalente suivant la rigidité sécante et soit le déplacement maxi-
mal. Cette linéarisation équivalente a permis, en utilisant plusieurs démarches soit la pro-
cédure de l’ATC 40 soit la méthode itérative, d’estimer exactement la réponse maximale
de l’oscillateur non-linéaire, ce qui est contraire au résultat obtenu par utilisation de la
linéarisation de Chopra and Goel [2001] ou Iwan [1980].

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, la linéarisation équivalente a été étudiée à partir des analyses critiques
et systématiques. En fait, la linéarisation équivalente peut être classée en deux catégories
suivant la nature du critère d’équivalence : par les variables à seuil et par la restitution des
caractéristiques dynamiques.

Tous les concepts ne donnent pas un seul système linéaire équivalent. De cela, en
fonction du critère d’équivalence, nous obtenons différentes linéarisations équivalentes.
Cette remarque est importante mais souvent ignorée en pratique de la linéarisation équi-
valente en améliorant les techniques sans regarder les fondements de la linéarisation
équivalente utilisée.

Quant à la méthode de linéarisation par variables à seuil, ces concepts se basent sur
le critère du déplacement maximal et l’équilibre de l’énergie dissipée. Or, nous avons
conclus que il existe plusieurs oscillateurs donnant le même déplacement maximal et que
l’énergie dissipée par la force visqueuse est indépendante (en cas de l’oscillateur soumis
au bruit blanc) et quasi-indépendante de la valeur de l’amortissement réduit.
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Quant à la méthode de linéarisation par la restitution des caractéristiques dynamiques,
les critères plus physiques et représentatifs sont directement le transitoire (la force de rap-
pel). La force de rappel est difficilement approchée par la somme ku + cv à cause de la
forme de la relation force-déplacement.

Une amélioration a été proposée pour la méthode du spectre de capacité. Cette pro-
position d’amélioration s’appuie sur le nouveau concept de linéarisation par la rigidité
sécante et le déplacement maximal. Au travers des études comparatives, nous avons dé-
montré que cette proposition d’amélioration permet de déterminer le point de fonction-
nement de l’oscillateur non-linéaire.

L’inconvénient principal de ces concepts s’appuyant sur le critère à seuil est qu’ils es-
timent une seule valeur. Ainsi, il n’est pas possible de garantir une bonne restitution de
la réponse temporelle. Ceci conduit à une erreur importante dans l’énergie dissipée ou à
l’impossibilité d’établir la vibration transférée. De cela, nous avons proposé une nouvelle
linéarisation équivalente qui permet de restituer la dynamique de la réponse de l’oscil-
lateur non-linéaire. Cette nouvelle linéarisation équivalente s’appuie sur la fonction de
transfert. Ceci fait l’objet du chapitre 03.
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Chapitre 3

Nouveau concept : La linéarisation
équivalente par fonction de transfert

Classé dans la catégorie de la linéarisation équivalente par restitution des caractéristiques
dynamiques de la réponse non-linéaire, ce concept permet de prendre en considération
la réponse d’une structure à comportement non-linéaire, en se plaçant dans le domaine
fréquentiel par le biais de la fonction de transfert. Le concept est étudié dans la première
section. Les résultats obtenus dans le cas d’un système canonique (Système canonique)
avec différentes configurations caractérisées par (a) le rapport entre fréquence de l’oscil-
lateur et fréquence centrale du signal excitateur, (b) la pente d’écrouissage et (c) le modèle
de comportement qui varie de élastoplastique à endommageant seront alors examinés.
Dans la deuxième section, la pertinence de la linéarisation équivalente par fonction de
transfert est évaluée grâce aux critères d’Anderson en quantifiant la similarité entre l’accé-
lération du modèle non-linéaire et l’accélération du modèle linéaire équivalent. Comme
ce concept est basé sur le contenu fréquentiel, il permet d’établir le spectre transféré au
travers de la structure non-linéaire, ce qui fera l’objet de la troisième section. Enfin, nous
conclurons sur le concept de linéarisation équivalente par la fonction de transfert.

« Océan, que vaux-tu dans l’infini
du monde ?
Toi, si large à nos yeux enchaînés
sur tes bords,
Mais étroit pour notre âme aux
rebelles essors,
Qui, du haut des soleils te mesure
et te sonde ; »

René-François Sully Prudhomme
- Extrait du poème "A l’océan"
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FONCTION DE TRANSFERT

3.1 Linéarisation équivalente par fonction de transfert

3.1.1 Concept de linéarisation équivalente par fonction de transfert

Afin de déterminer l’oscillateur linéaire équivalent, nous utilisons la fonction de transfert
comme critère d’équivalence. La fonction de transfert a pour avantage une interprétation
physique qui est la manière dont répond une structure à un chargement harmonique.
Elle est le rapport sortie/entrée. La fonction de transfert dépend seulement des caracté-
ristiques de la structure.

Le principe de cette nouvelle linéarisation équivalente est d’identifier un oscillateur
linéaire de sorte que se fonction de transfert soit « proche » de celle de l’oscillateur non-
linéaire. c’est à dire, les caractéristiques équivalentes, dont la fréquence équivalente feq

et l’amortissement ξeq , permettent de minimiser la « différence » entre la fonction de
transfert expérimentale résultant du calcul transitoire non-linéaire et celle de l’oscilla-
teur linéaire équivalent. Ainsi, l’oscillateur linéaire équivalent est celui dont la fonction
de transfert est la plus « proche » de celle du système non-linéaire.

Afin d’estimer la chute de fréquence équivalente et l’augmentation d’amortissement
équivalent en fonction de la ductilité appelée, nous avons utilisé le résultat du plan d’ex-
périence numérique présenté sur la figure 2.7 dans le chapitre 02 en terme de : (01) ré-
ponse temporelle en déplacement et (02) en accélération.

01 Pour chaque calcul du transitoire non-linéaire d’un oscillateur non-linéaire soumis
au signal γλ, j (t ) où j = 1...1000 etλ = 1...λmax , nous déterminons la ductilité appelée
µλ, j à partir du déplacement uλ, j (t ).

02 Nous déterminons la fonction de transfert expérimentale Hex,λ, j à partir de l’accélé-
ration relative de sortie aλ, j (t ) où j = 1...1000 et λ = 1...λmax . La fonction de transfert
Hex,λ, j sert à identifier l’oscillateur linéaire équivalent de feq,λ, j et ξeq,λ, j .

Nous obtenons deux nuages de points : l’un contient 10 000 points { feq, j ,λ;µ j ,λ} et
l’autre contient 10 000 points {ξeq, j ,λ;µ j ,λ}. Il est alors nécessaire de procéder au trai-
tement de ce nuage de points afin d’établir la dépendance de la chute de fréquence et
d’amortissement équivalent en fonction de la ductilité appelée.

Nous examinons la linéarisation équivalente par la fonction de transfert pour plu-

sieurs systèmes non-linéaires avec différents paramètres : (1) du plus souple ( f0
fc

= 0.1)

au plus rigide ( f0
fc

= 2.0), (2) du comportement élasto-plastique (χ = 1.0) au comportement
endommageant (χ = 0.0), (3) avec la pente d’écrouissage (αp = 0%, 10%, 20%).

3.1.2 Identification des caractéristiques équivalentes feq,λ, j et ξeq,λ, j par
la fonction de transfert

Notons Γ(ω) la transformée de Fourier de l’accélérogramme γ(t ) à la base d’un oscillateur
élastique, A(ω) la transformée de Fourier de la réponse en accélération relative a(t ), nous
écrivons :
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Γ(ω) =
∫ +∞

−∞
γ(t )exp(− jωt )d t

A(ω) =
∫ +∞

−∞
a(t )exp(− jωt )d t

(3.1)

La réponse en accélération relative de l’oscillateur élastique de { fe ,ξe } s’écrit donc
dans le domaine fréquentiel :

A(ω) = Ha, fe ,ξe (ω)Γ(ω)

Ha, fe ,ξe (ω) = − ω2

ω2 −2 jξeωeω−ω2
e

(3.2)

Où : ωe = 2π fe avec fe et ξe la fréquence et l’amortissement de l’oscillateur élastique.
Ha, fe ,ξe (ω) est la fonction de transfert de l’accélération relative de l’oscillateur.

En cas de linéarité, les caractéristiques modales de la structure sont déterminées par
régression de la formule 3.2 des données expérimentales mesurées de la structure. Comme
précédemment évoqué, plusieurs techniques sont proposées afin d’éliminer le bruit de
mesure ainsi que la singularité due à la non-linéarité dans la structure (voir l’annexe A.7).
Ces techniques ne sont néanmoins pas utilisables dans l’objectif de déterminer l’oscilla-
teur linéaire équivalent.

En cas de non-linéarité, nous admettons que les caractéristiques de la structure dé-
pendent seulement de l’état d’endommagement représenté par la ductilité appelée. Cela
veut notamment dire que quelque soit le signal excitateur donnant une même valeur de
ductilité appelée, la fonction de transfert reste la même. Dans ce travail, nous avons uti-
lisé la fonction de transfert issue de l’accélération relative. Celle du déplacement n’est ici
pas envisagée afin d’éviter la richesse en contenu à très basse fréquence. Ainsi, la fonction
de transfert expérimentale de l’oscillateur non-linéaire sera déterminée par :

Ha,exp (ω) =
A(ω)

Γ(ω)
(3.3)

L’idée principale de détermination de linéarisation équivalente par fonction de trans-
fert vise à déterminer un oscillateur linéaire équivalent, soit caractérisé par feq et ξeq ,
dont la fonction de transfert est "la plus proche" de celle de l’oscillateur non-linéaire.

Ha, feq ,ξeq (ω) ≡ Ha,exp (ω)

− ω2

ω2 −2 jξeqωeqω−ω2
eq

≡ A(ω)

Γ(ω)

(3.4)

Où, le symbole ≡ signifie l’approximation ou l’équivalence entre deux fonctions. Plu-
sieurs approches envisageables sont listées afin de déterminer feq et ξeq vis à vis de cette
régression : (1) la régression du module de la fonction de transfert, (2) la régression du
module moyenné sur l’ensemble de ceux des 1000 calculs transitoires non-linéaires et (3)
la régression de la fonction de transfert complexe. La première approche considère le seul
module des nombres complexes, qui n’est alors pas suffisant sans en connaître la phase.
De plus, l’amplitude est affectée par les valeurs parasites extrêmes non-physiquement
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justifiées dues à la non-linéarité (valeurs extrêmement importantes). La deuxième doit
être écartée car la façon de calculer la moyenne des modules des différentes fonctions de
transfert peut augmenter considérablement l’amortissement réduit (Voir l’annexe A.7.2).
La troisième approche a pour avantage d’établir le nombre complexe en combinant sa
partie réelle et sa partie imaginaire. Ce problème consiste mathématiquement à détermi-
ner feq et ξeq afin de minimiser le terme suivant :

J( feq, j ,λ;ξeq, j ,λ) =
fmax∑
fmi n

||Hex,λ, j −Hth,λ, j ||2

=
fmax∑
fmi n

((Re(Hex,λ, j )−Re(Hth,λ, j ))2 + ((Im(Hex,λ, j )− Im(Hth,λ, j ))2)

(3.5)

Où, le symbole || ∗ || signifie le module d’un nombre complexe (Module d’un nombre
complexe). Hex,λ, j etHth,λ, j sont les fonctions de transfert expérimentale et théorique.
L’indice j et λ sont rajoutés à la fonction de transfert Hex,λ, j afin d’indiquer que l’opé-
rateur de minimisation est répété pour toutes les valeur de j et λ. En résolvant l’équation
3.5, nous avons déterminé la valeur de feq, j ,λ et ξeq, j ,λ. L’objectif est de minimiser la dif-
férence entre deux fonctions de transfert complexe. Comme la fonction de transfert est
complexe, la minimisation est effectuée à partir du module de la différence (Voir l’équa-
tion 3.5).

3.1.3 Mise en œuvre numérique

La détermination de { feq, j ,λ;ξeq, j ,λ} de l’équation 3.5 est basée sur la régression non-linéaire
suivant l’algorithme itératif de Levenberg-Marquardt (opérateur lsqcurvefit du logiciel
Matlab). La condition de convergence est la tolérance des variables à identifier. Ces va-
leurs sont prises par défaut dans Matlab, soit 10E-6. Cet algorithme prend le vecteur des
fréquences sur lesquelles la minimisation se fait comme variable indépendante et les
deux parties (réelle et imaginaire) comme variables dépendantes. A ce stade, nous iden-
tifions deux paramètres de la régression : la résolution fréquentielle et la largeur (de fmi n

à fmax) de la plage de fréquence sur laquelle se fait la minimisation.

La résolution fréquentielle

Le signal temporel contient N = 20 000 pas de temps de 1 ms. Par la définition de la trans-

formée de Fourier, le pas de fréquence est de ∆ f = Nyqui st
N f f t

= 1000
20000 = 0.05 Hz, où N f f t est

égal au nombre de pas du vecteur temporel N. Or, la transformée de Fourier est effec-
tuée grâce à l’algorithme de la transformée discrète rapide (opérateur fft dans Matlab).
Cet opérateur est efficace dans les cas où le nombre d’instants (le nombre de pas) est une
puissance de 2, soit N = 2n . De plus, il faut choisir le pas de fréquence de sorte qu’il assure
une bonne représentation du spectre du signal dans le domaine fréquentiel. Ce choix se
base sur la connaissance de la fréquence à laquelle se trouve le lobe principal et la dis-
tance entre les deux lobes voisins afin d’éviter le problème connu de la fuite (Phénomène
de fuite) (leackage problem en anglais) en vue de la pratique du traitement de signal. Dans
cette étude, un seul lobe situé à la fréquence équivalente est attendu. Cependant, cette
fréquence n’est pas connue a priori. Ainsi, il sera préférable de diminuer au maximum le
pas des fréquences afin de mieux représenter le contenu fréquentiel. Pour cela, la tech-
nique de zero-padding a été retenue en prolongeant le signal par une série de zéros, cette
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technique permet une discrétisation fréquentielle très fine.

Pour déterminer la durée optimale des signaux, nous avons ajouté des zéros à la fin
du transitoire de façon à ce que le nombre d’instants total soit égal à Ntotal = 215, 216,... Le

module de la fonction de transfert pour le cas où χ=1.0, αp =0.1, f0
fc

= 1.0 et λ = 3.3 est tracé
avec différents Ntotal sur la figure 3.1. Nous constatons que le module de la fonction de
transfert avec Ntotal = 218 représente bien l’amplitude et la localisation du pic.

Notons le ratio entre la fréquence équivalente déterminée pour différents nombres

de pas de temps et celle déterminée pour Nfft = 20000 pas de temps
feq,Ntot al

feq,N f f t
, de même

pour l’amortissement par
ξeq,Ntot al

ξeq,N f f t
, leurs valeurs sont présentées sur la figure 3.2 pour une

dizaine des signaux. Nous pouvons y observer la convergence de la valeur de fréquence
équivalente en fonction de pas du transitoire total complété par zéros-padding (Ref. fi-
gure 3.2a) et d’amortissement (Ref. figure 3.2b). La convergence peut être obtenue avec
un nombre de pas égal à 218 pour les deux caractéristiques équivalentes. Ce seuil est éga-
lement observé pour plusieurs types de configuration. A partir de ce résultat, le nombre
d’instants retenu du transitoire total complété par zeros-padding est de 218 , donnant ainsi
un pas de fréquence égal à 1000

218 = 3.8E-3 Hz.

Plage des fréquences sur laquelle se fait la minimisation

Afin de limiter l’influence des contenus non-physiques dans le domaine fréquentiel per-
tinent, un paramètre important pour la détermination des caractéristiques équivalentes
est la plage des fréquences sur laquelle s’effectue la minimisation de l’équation 3.5. Il y
a trois plages possibles à envisager : (01) la plage de 0-50 Hz sur laquelle se développe le
signal d’entrée, (02) la plage correspondant à -3dB (3dB) autour de la valeur de fréquence
initiale f0 et (03) la plage correspondant à -3dB autour de la fréquence équivalente feq .

01 La plage de fréquence de 0 à 50 Hz correspondant à celle à partir de laquelle se
développe le signal d’entrée est retenue pour la minimisation.

02 La plage correspondant à -3dB autour d’une fréquence donnée est déterminée par
la fréquence à laquelle l’amplitude de la densité spectrale (ou l’énergie du signal)
est la moitié de celle à la fréquence donnée, soit l’amplitude du module à cette fré-
quence est égale à

p
2 de celle de la fréquence donnée. La plage correspondant à

3dB autour de la fréquence initiale f0 a pour inconvénient d’avoir une limite infé-
rieure de fréquence plus petite que la fréquence équivalente. Nous ne retenons pas
cette plage.

03 La plage correspondant à 3dB autour de la fréquence équivalente, comme la fré-
quence équivalente n’est pas encore connue à ce stade, des itérations sont néces-
saires. Nous pouvons itérer avec la plage correspondant à 3dB autour de f0 pour
déterminer la première valeur de feq , puis la plage correspondante à 3dB autour de
feq est ensuite utilisée afin de déterminer une nouvelle feq . La condition de conver-
gence peut être le résidu de la fréquence équivalente à chaque itération. Or, tant que
cette itération du point fixe nécessite la condition de convergence, cette conver-
gence ne peut pas toujours être assurée. Nous ne donnerons ainsi pas suite à cette
démarche.
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FIGURE 3.1 – Exemple de résolution fréquentielle de l’amplitude de la fonction de transfert pour
χ=1.0, αp =0.1, f0

fc
= 1.0 et λ = 3.3. Zoom sur la plage de fréquence de 1.7 Hz - 1.95 Hz (figure haute)

et celui sur la plage de 1.798 Hz - 1.822 Hz (figure base).
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3.1.4 Caractéristiques équivalentes à partir de la fonction de transfert

Résultat de la détermination des caractéristiques équivalentes

Pour un comportement non-linéaire caractérisé par {χ,αp , f0
fc

}, à un niveau de λ, nous

avons obtenu 1000 valeurs de ductilité appelée µλ, j , 1000 valeurs de
feq,λ, j

f0, j
et 1000 va-

leurs de ξeq,λ, j . Ce processus est répété pour 10 valeurs de λ. Ainsi, nous avons donc deux

nuages de points : l’un contient 10 000 points {
feq,λ, j

f0, j
;µλ, j } et l’autre contient 10 000 points

{ξeq ;µλ}.
Nous avons tracé ledit nuage de points pour quelques configurations de comporte-

ment caractérisé par { f0
fc

;αp ;χ} sur les figures 3.3, 3.4, 3.5, 3.6. La combinaison 10-10-100

représente le cas où le ratio f0
fc

= 1.0, l’écrouissage αp = 0.1 et la valeur χ = 1.00. Dans

chaque nuage de points {
feq,λ, j

f0, j
;µλ, j }, pour chaque sous-ensemble de points dont la va-

leur de ductilité appelée est bornée par deux valeurs choisies, nous déterminons la valeur

médiane de la ductilité appelé µ et le ratio
feq

f0
. La courbe reliant les points médians est

tracé sur la même figure (courbe rouge). Nous procédons de la même manière pour les
nuages de poins {ξeq,λ, j ;µλ, j }. Sur ces figures, les deux cadres rectangulaires représentent
la valeur médiane de ductilité et de fréquence équivalente (ou amortissement équivalent)
pour un sous-ensemble de points. A partir de ces nuages de points et de leur courbe mé-
diane, nous remarquons que :

01 Le ratio
feq

f0
tend vers la valeur

p
αp correspondant à l’écrouissage quand la ducti-

lité appelée devient très grande. A titre d’exemple, pour le comportement avec χ =

1.0 et 10 % d’écrouissage, le ratio
feq

f0
tend vers

p
0.1 = 0.33. Cette valeur est indé-

pendante de χ. Cette observation s’explique par le fait que la ductilité appelée est
importante, l’oscillateur est toujours en régime post-élastique. La fréquence équi-
valente est donc contrôlée par la rigidité post-élastique, c’est à dire par l’écrouis-
sage.

02 En revanche, l’amortissement équivalent est une fonction croissante de µ, qu’on

peut aussi exprimer en fonction de
feq

f0
comme indiquée par l’équation 3.6.

03 La dispersion du nuage de points est plus importante pour le comportement sans
écrouissage que pour celui avec écrouissage, aussi bien pour la chute de fréquence
équivalente que l’amortissement équivalent. De plus, le nuage de points est plus
dispersé lorsque la ductilité appelée augmente.

04 Il y a des résultats parasites qui sont les valeurs proches de zéro en fréquence et très
importantes en amortissement. Le deuxième groupe consiste en des fréquences
plus proches de zéro. Ces résultats ne sont pas physiques car la résolution fréquen-
tielle ne peut les capturer. Il ne faut alors pas les prendre en compte dans le traite-
ment du nuage (Voir les nuages de points sur les figures 3.3, 3.4, 3.5 et 3.6).

Courbes de la chute de fréquence et d’augmentation de l’amortissement

A partir de ces courbes médianes, nous avons postulé les deux formules de chute de fré-
quence et d’augmentation de l’amortissement suivantes :
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FIGURE 3.3 – Nuage des points
feq

f0
en fonction de la ductilité appelée µ pour trois comportement

différents : 10-00-100 (figure haute), 10-10-100 (figure milieu) et 10-20-100 (figure base).
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FIGURE 3.4 – Nuage des points
feq

f0
en fonction de la ductilité appelée µ pour trois comportement

différents : 10-10-050 (figure haute), 10-10-000 (figure milieu) et 10-00-000 (figure base).
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FIGURE 3.5 – Nuage des points ξeq en fonction de la ductilité appelée µ pour trois comportement
différents : 10-00-100 (figure haute), 10-10-000 (figure milieu) et 10-20-100 (figure base)
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FIGURE 3.6 – Nuage des points ξeq en fonction de la ductilité appelée µ pour trois comportement
différents : 10-10-050 (figure haute), 10-10-000 (figure milieu) et 10-00-000 (figure base).
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feq

f0
=

√
αp + 1−p

αp

1+ ( µ−1
µ0−1

)d

ξeq = ξ0 +ξa
(
1− (

feq

f0
)c) (3.6)

Afin de construire la courbe de chute de fréquence et d’augmentation d’amortisse-
ment en fonction de la ductilité appelée, nous avons procédé au traitement des nuages
de points obtenus à partir du plan d’expérience. Pour cela, la régression de ces nuages de
points par les formules 3.6 est mise en œuvre. En pratique, nous déterminons d’abord les
coefficients µ0 et d, puis ξa et c.

Les valeurs des coefficients, disponibles dans les annexes A.8 (Ref. tableaux A.8), per-

mettent de tracer les courbes
feq

f0
et ξeq en fonction de la ductilité appelée, présentées sur

les figures 3.7 et 3.8.
Les courbes de caractéristiques équivalentes ont montré les points importants sui-

vants :

01 Le ratio
feq

f0
dépend non seulement de la ductilité appelée mais également de la ri-

gidité de l’oscillateur par rapport au signal d’excitation, soit le ratio f0
fc

. Plus la struc-

ture est rigide, plus ce ratio
feq

f0
est important. Cette dépendance est forte pour le

comportement élasto-plastique et s’atténue en fonction de la valeur de χ et dispa-
rait pour le comportement endommageant. Cette observation est expliquée par le
fait que l’oscillateur linéaire équivalent domine fortement la réponse. Pour le com-
portement endommageant, l’oscillateur dominant le plus dans la phase transitoire
est celui intervenant après l’atteinte du maximum de déplacement. Il dépend ainsi
seulement de la valeur de ce maximum ou encore de la seule valeur de ductilité
appelée. Cependant dans le cas d’un comportement élasto-plastique, l’oscillateur
dominant dépend également du niveau de chargement d’entrée. Pour arriver à un
niveau de ductilité appelée, le niveau de chargement d’entrée varie pour différents

oscillateurs ayant différentes valeurs de f0
fc

.

02 Pour le comportement endommageant, le ratio
feq

f0
est similaire à celui lié à la ri-

gidité sécante. Cependant, l’amortissement ξeq est plus faible que celui développé
par la formule de Chopra and Goel [2001]. Ce résultat démontre qu’un oscillateur
équivalent ne peut pas être à la fois lié à la rigidité sécante et à l’amortissement dé-
duit de l’énergie dissipée développée avec la rigidité en décharge égale à la rigidité
initiale. Cette observation a d’ailleurs été mentionnée dans le travail de Kennedy
et al. [1984] ou Labbé [2013]en considérant que la rigidité équivalente est comprise
entre la rigidité sécante et la rigidité initiale.

03 Pour le comportement élasto-plastique, plus la structure est rigide (soit un ratio
f0
fc

important), moins la fréquence baisse. D’autres part, la rigidité de l’oscillateur
à très hautes fréquences semble ne pas être réduite et cela même pour une ducti-
lité importante. Cette remarque importante permet d’évaluer les efforts d’un cas de
structure rigide à hautes fréquences avec une forte ductilité appelée comme le cas
élastique avec la rigidité initiale.
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FIGURE 3.7 – Courbe de
feq

f0
en fonction de la ductilité appelée µ pour différents comportements

suivant la combinaison 10-100 représentant le comportement de αp = 10% et χ = 1.00. La légende

des couleurs sont les suivantes : (La couleur rouge) le ratio f0

fc
= 0.1, (La couleur jaune) le ratio f0

fc

= 0.5, (La couleur bleu) le ratio f0

fc
= 1.0, (La couleur verte) le ratio f0

fc
= 1.5, (La couleur violète) le

ratio f0

fc
= 2.0.
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FIGURE 3.8 – Courbe de ξeq en fonction de la ductilité appelée µ pour différents comportements
suivant la combinaison 10-100 représentant le comportement de αp = 10% et χ = 1.00. La légende

des couleurs sont les suivantes : (La couleur rouge) le ratio f0

fc
= 0.1, (La couleur jaune) le ratio f0

fc

= 0.5, (La couleur bleu) le ratio f0

fc
= 1.0, (La couleur verte) le ratio f0

fc
= 1.5, (La couleur violète) le

ratio f0

fc
= 2.0.

88



CHAPITRE 3. NOUVEAU CONCEPT : LA LINÉARISATION ÉQUIVALENTE PAR
FONCTION DE TRANSFERT

3.2 Performance du concept de linéarisation équivalente
(critères d’Anderson)

L’oscillateur équivalent déterminé suivant le critère de la fonction de transfert permet de
restituer le contenu fréquentiel du signal d’accélération du modèle non-linéaire. Autre-
ment dit, la réponse en accélération de l’oscillateur non-linéaire peut être approchée par
celle de l’oscillateur linéaire équivalent. Afin de mesurer la similarité entre les deux ré-
ponses en accélération, nous avons utilisé les critères d’Anderson Anderson [2004].

3.2.1 Critères d’Anderson

Afin de quatifier la similarité entre signaux synthétiques et signaux réels, Anderson [2004]
a développé une série de dix critères de similarité, noté chacun de 0 à 10. La similarité est
basée sur la note moyenne et qualifiée dans différentes catégories étant présenté dans le
tableau 3.1.

Les dix critères sont présentés dans le tableau 3.2. Ces critères considèrent non seule-
ment le contenu temporel mais également fréquentiel de la réponse en accélération.

Afin d’illustrer ces critères, nous avons étudié le cas où αp = 10%, f0
fc

= 1.0, χ = 1.0 et λ
= 3.3 correspondant à une valeur de ductilité appelée de 3.42. Le résultat de linéarisation

équivalente par fonction de transfert
feq

f0
= 0.91 est ξeq =16%. Nous avons interprété les

critères d’Anderson sur la similarité entre la réponse en accélération du système non-
linéaire et le système linéaire équivalent (Ref. figure 3.9).

L’interprétation de chaque critère est faite sur les points suivants :

Groupe 01 : Les critères liés à la durée de l’intensité d’Arias et celle d’énergie quali-
fient la similarité de l’arrivée de la phase forte du signal d’accélération qui porte la
majorité d’énergie du signal. Même si la quantité d’énergie totale est la même pour
les deux signaux, l’arrivée de la phase forte de chacun peut être différente. Selon la
figure 3.10, la différence absolue maximale entre deux intensités d’Arias normalisée
se produit à 4.735 (s) et est égale à 0.17. Pour l’intensité d’énergie, l’instant corres-
pondant à l’écart maximal est à 5.014 (s) et la différence absolue maximale est égale
à 0.105. L’écart faible d’environ 17 % signifie une similarité entre la durée de l’inten-
sité d’Arias et d’énergie des deux réponses en accélération.

Groupe 02 : Les critères liés à l’intensité totale d’Arias et d’énergie permettent de
comparer si la réponse en accélération du système linéaire équivalent permet la
restitution de la réponse du système non-linéaire associé. L’intensité d’Arias à la fin
du transitoire de la réponse en accélération du système élasto-plastique est égale à

TABLEAU 3.1 – Seuils des notes des critères d’Anderson

Note moyenne La similarité
0-4 Médiocre
4-6 Juste
6-8 Bonne
8-10 Excellente
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TABLEAU 3.2 – Critères d’Anderson

Groupe 01 : Les critères liés à la durée
Numéro Notation Interprétation Formules

C1 SDa Durée d’Arias

SDa = 10
(
1−max

(
FIA(t )

))
FIA = |NIA

1 (t )−NIA
2 (t )|

NIA(t ) = IA(t )
IA

IIA(t ) = π
2g

∫ t
0 a2

i (τ)dτ

C2 SDe Durée d’énergie

SDe = 10
(
1−max

(
FE(t )

))
FE = |NE

1 (t )−NE
2 (t )|

NE(t ) = IE(t )
IE

IE(t ) =
∫ t

0 v2
i (τ)dτ

Groupe 02 : Les critères liés à l’énergie totale
C3 SIa Intensité d’Arias S(IA1, IA2) avec IAi = IAi (Td)
C4 SIv Intégral d’énergie S(IE1, IE2) avec IEi = IEi (Td)

Groupe 03 : Les critères liés au pic
C5 Spga Pic d’accélération S(A1, A2) avec Ai = max|ai (t )|
C6 Spgv Pic de vitesse S(V1,V2) avec Vi = max|vi (t )|
C7 Spgd Pic de déplacement S(D1,D2) avec Di = max|di (t )|

Groupe 04 : Les critères liés au contenu fréquentiel

C8 Ssa Spectre de réponse
moy(S(SA1( fi ),SA2( fi )))
avec SA( fi ) est le spectre en accélération
à 5 % d’amortissement

C9 Sfs Spectre de Fourier
moy(S(SF1( fi ),SF2( fi )))
avec SF( fi ) est l’amplitude de la transformée
de Fourier

Groupe 05 : Le critère lié à l’inter-corrélation

C10 C* Inter-corrélation

C∗ = 10max
[

C
(
a1(t ), a2(t )

)
,0

]
C(a1, a2) =

∫ Td
0 a1(t )a2(t )d t(∫ Td

0 a2
1(t )d t

) 1
2
(∫ Td

0 a2
2(t )d t

) 1
2

ai (t ), vi (t ) et di (t ) sont l’accélération, la vitesse et le déplacement
Td est la durée totale du transitoire.

S(p1, p2) = 10exp
(
− [ (p1−p2)

mi n(p1,p2)

])
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FIGURE 3.9 – Les réponses du système non-linéaire et linéaire équivalent en accélération (en haut),

en vitesse (en milieu) et en déplacement (en bas) pour le cas de αp = 10%, f0

fc
= 1.0, χ = 1.0 et λ = 3.3

correspondant à une valeur de ductilité appelée de 3.42
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FIGURE 3.10 – Les intensités d’Arias et d’énergie normalisées (NIA(t ) en haut et NE(t ) en bas) dé-
finies dans le tableau 3.2) de deux signaux d’accélérations issus de la réponse des systèmes non-
linéaire et linéaire équivalent.
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FIGURE 3.11 – Spectre de Réponse (en haut) et transformée de Fourier (en bas) à partir des ré-
ponses en accélérations des systèmes non-linéaire et linéaire équivalent.
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FIGURE 3.12 – Fonction de l’inter-corrélation I(t ) sur la durée du début jusqu’à l’instant t

48.44 m.s−1 et celle du système linéaire équivalent à 51.46 m.s−1. Nous avons pour
l’intensité d’énergie la valeur de 0.126 m2.s−1 pour le système élasto-plastique et
0.140 m2.s−1 pour le système linéaire équivalent. Les valeurs d’intensité totale sont
proches.

Groupe 03 : Les critères liés à la valeur du pic permettent la comparaison de la valeur
maximale de la réponse en accélération, en vitesse et en déplacement du système
linéaire équivalent et du système non-linéaire. Comme abordé dans le début de ce
rapport, la notion de pic n’est ni significative, ni représentative de la réponse tem-
porelle.

Groupe 04 : Les critères liés au contenu fréquentiel de la réponse en accélération
sous forme du spectre (Ssa) et de l’amplitude de la transformée de Fourier (Sfs). La
valeur moyenne est considérée sur la plage de fréquence d’intérêt. Ici, nous consi-
dérons une plage de fréquence de 0 - 50 Hz sur laquelle se construit le signal d’en-
trée pour l’amplitude de la transformée de Fourier. Pour le spectre en pseudo-ac-
célération, cette plage est de 0 à 100Hz afin de bien considérer les valeurs asympto-
tiques.

Groupe 05 : Le critère lié à l’inter-corrélation évalue le niveau de corrélation entre
les deux signaux d’accélération. L’inter-corrélation tient compte du fait que les deux
signaux sont corrélés en termes de phasage. Ce critère est la valeur à la durée to-

tale (t = Td ) de la fonction I(t ) =
∫ t

0 a1(τ)a2(τ)dτ(∫ t
0 a2

1(τ)dτ
) 1

2
(∫ t

0 a2
2(τ)dτ

) 1
2

. Cette fonction montre la

dépendance à l’intervalle de temps sur laquelle se calcule l’inter-corrélation. Cette
fonction est tracée sur la figure 3.12.
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3.2.2 Similarité entre réponses en accélération du système non-linéaire
et du système linéaire équivalent

Pour chaque valeur de λ, nous avons appliqué les critères d’Anderson pour 1000 paires de
réponses en accélération des modèles non-linéaire et linéaire équivalent soumis aux 1000
signaux γ j (t ). Le temps de calcul important de ces critères ne permet pas leur application

massive à toutes les configurations du comportement ( f0
fc

,χ,αp ) et ni toutes les valeurs de
λ. Nous avons présenté le résultat pour quelques configurations pour quelques valeurs
de λ en limitant la ductilité appelée à 5. La distribution des notes de chaque critère est

présentée dans l’annexe A.9 pour le cas où χ = 1.0, αp = 10%, f0
fc

= 1.0 et λ = 3.3. La valeur
moyenne des critères sur l’ensemble des 1000 comparaisons pour chaque valeur de λ est
présentée sur la figure 3.13.

Sur la figure 3.13, les notes moyennes des critères d’Anderson sont comprises dans la
catégorie "Excellente". Les deux premiers critères sont notés proches de dix pour l’oscil-
lateur à basse fréquence et baissent sensiblement pour l’oscillateur à moyenne et haute
fréquences. Les deux critères C3 et C4 montrent une dispersion assez grande par rapport

à la valeur moyenne. La note est assez bonne pour f0
fc

= 0.1. Quant aux critères de pics, les
pics en accélération (C5) et en vitesse (C6) sont similaires entre deux réponses de deux
oscillateurs, non-linéaire et linéaire équivalent. Le pic en déplacement (C7) n’est cepen-
dant pas proche entre les deux oscillateurs. La note pour C7 est assez basse, surtout pour
le comportement endommageant où C7 est égale à 7.5 pour le cas 20-10-000. La note
du spectre est bonne sur une plage de 0 à 100 Hz. Contrairement à cela, le contenu en
terme d’amplitude de transformée de Fourier est moins bon, à cause du résultat irrégu-
lier (calcul de la transformée de Fourier discrète). Le dernier critère signifie que les deux
accélérations sont bien corrélées.

Ces observations sur les critères d’Anderson indiquent que la linéarisation équiva-
lente par la fonction de transfert permet de restituer l’énergie du signal d’accélération,
et ainsi que le contenu fréquentiel. Les valeurs de pics sont satisfaites en accélération et
en vitesse mais le sont moins en déplacement. De plus, le spectre transféré de l’accélé-
ration linéaire équivalente (critère C8) est proche de celui du système non-linéaire. Cette
observation nous permet d’engager l’établissement du spectre transféré au travers de la
structure non-linéaire, ce qui fait l’objet de la section suivante.
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FIGURE 3.13 – Les notes moyennes des critères d’Anderson pour 1000 paires d’accélérations pour

différentes valeurs de λ et différentes configurations de ( f0

fc
,αp ,χ). Les valeurs de λ indiquées dans

chaque configuration sont choisies pour une ductilité appelée µ d’environ 5. La combinaison 10-

00-050 signifie le cas où le ratio f0

fc
= 1.0 , l’écrouissage αp = 00% et le type de comportement où ici

χ = 0.50.
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3.3 Spectre transféré

Pratique du spectre transféré en ingénierie sismique

En ingénierie sismique, le mouvement induit par le secousse peut endommager les équi-
pements pour lesquels la conception doit tenir compte de la sollicitation due à ce mou-
vement transféré. La transmission de ce mouvement peut simplement être schématisée
comme sur la figure 3.14. De là, l’amplification peut être d’origines diverses, au travers de
la structure principale (par exemple, le mouvement du sol au travers du bâtiment au plan-
cher où est fixé l’équipement) et de l’élément de support ou de fixation (soudure ou bou-
lonnage). La notion de spectre transféré est importante surtout vis-à-vis du dimension-
nement des équipements. En général, les méthodes de détermination du spectre peuvent
être classées en deux catégories :

01 Méthode de transfert direct à partir du spectre du mouvement à la base de la struc-
ture. Cette méthode nécessite la connaissance de la base modale de la structure et
fournit directement le spectre de plancher. Cependant, elle n’est valable qu’en cas
de linéarité.

02 Méthode directe à partir des accélérogrammes à la base de structure. Cette méthode
consiste à déterminer la réponse en point d’ancrage de l’équipement considéré par
la méthode d’intégration directe ou de projection sur la base modale de la structure.

Le spectre transféré inclut les incertitudes liées au mouvement du sol, à la modéli-
sation de la structure, y compris le comportement non-linéaire de la structure. Actuelle-
ment, quand la structure présente une non-linéarité, la seule démarche de la méthode
directe par un calcul transitoire non-linéaire est envisagée.

Spectre transféré en cas de non-linéarité en utilisant le système linéaire équivalent par
fonction de transfert

Nous avons pu constater au travers des résultats issus des critères d’Anderson (quantifi-
cation de la similarité entre les deux signaux d’accélération) que le spectre non-linéaire
est proche du spectre linéaire équivalent. Le terminologie "spectre transféré non-linéaire"
a pour objectif de qualifier le spectre du mouvement sismique au travers de la structure
non-linéaire. De cette observation, nous avons comparé le spectre non-linéaire avec le
spectre linéaire équivalent pour différentes configurations du comportement étudié.

Admettons que les valeurs importantes de la ductilité appelée peuvent conduire l’os-
cillateur linéaire équivalent à leurs valeurs asymptotiques, voir les figures 3.7 et 3.8, nous
avons alors choisi une ductilité appelée dite raisonnable de 4. A partir de cette valeur de
ductilité appelée, la valeur de λ sera déterminée pour chaque configuration du compor-
tement de l’oscillateur du système canonique. Ces valeurs λ sont lues directement sur
figures 2.8. Une fois λ déterminé, le spectre transféré est calculéà partir de la réponse en
accélération du modèle non-linéaire et linéaire équivalente. Afin de bien montrer la phy-
sique et également la pertinence de cette démarche, nous avons également déterminé le
spectre transféré de l’oscillateur élastique de caractéristiques initiales. Pour chaque va-
leur de λ déterminée, le spectre de réponse est évalué pour 1000 trios d’accélérations
(non-linéaire, linéaire équivalent et linéaire initial) ainsi que pour chaque configuration
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FIGURE 3.14 – Schéma du chemin du mouvement sismique aux équipements

de comportement. La courbe de valeurs moyennes est tracée pour le spectre en pseudo-
accélération (Ref. figure 3.19) et pour le spectre en déplacement (Ref. figure 3.20). La com-

binaison 10-10-050 représente le cas où le ratio f0
fc

= 1.0 , l’écrouissage αp = 10% et le type
du comportement où ici χ = 0.50.

De ces résultats, les quelques commentaires suivants peuvent en être tirés :

01 Le spectre transféré non-linéaire est considérablement diminué par rapport au spe-
ctre linéaire, surtout l’amplitude autour de la fréquence propre de la structure. Cela
provient de l’augmentation d’amortissement due à la non-linéarité et également du
changement de fréquence. Cette remarque générale a été abordée dans le travail de
Politopoulos and Feau [2007] qui ont relevé quelques aspects d’un spectre transféré
d’un oscillateur non-linéaire à 1 DDL.

02 Pour l’oscillateur à basse fréquence (le ratio f0
fc

est petit), le pic principal du spectre
se situe à la fréquence centrale de 3.12 Hz qui n’est pas affectée par la non-linéarité
de la structure. Le contenu du spectre reste le même pour les trois types de compor-
tement. Or, le spectre non-linéaire autour de la fréquence propre initiale de l’oscil-
lateur présente une diminution par rapport au spectre linéaire initial. Nous pou-
vons également constater une bonne corrélation entre le spectre non-linéaire et
le spectre linéaire équivalent. Pour l’oscillateur à moyennes et hautes fréquences,
le spectre linéaire équivalent approche le spectre non-linéaire en terme de locali-
sation du pic (soit la fréquence à laquelle se trouve le pic du spectre). En ampli-
tude, une bonne restitution est observée pour le comportement "mixte" et élasto-
plastique, ce qui n’est cependant pas le cas pour le comportement endommageant.

03 Pour les spectres en pseudo-accélération absolue, la valeur de ZPA du spectre li-
néaire équivalent est proche de celle du spectre non-linéaire dans tous les cas. Ceci
revient à dire que l’oscillateur linéaire équivalent par fonction de transfert peut res-
tituer le pic de la réponse en accélération non-linéaire. Cette remarque importante
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FIGURE 3.15 – Spectres en Pseudo-Accélération non-linéaire et linéaire équivalent pour différents
jeux de paramètres { f0

fc
;αp ;χ} pour une ductilité µ=4. Sur l’axe des abscisses, les fréquences sont

comprises entre 0.01 et 100 Hz. La courbe bleue correspond au comportement non-linéaire, la
courbe rouge correspond au comportement linéaire équivalent et la courbe orange correspond au
comportement linéaire avec des caractéristiques initiales.
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FIGURE 3.16 – Spectres en déplacement non-linéaire et linéaire équivalent pour différents jeux de

paramètres { f0

fc
;αp ;χ} pour une ductilitéµ=4. Sur l’axe des abscisses, les fréquences sont comprises

entre 0.01 et 100 Hz. La courbe bleue correspond au comportement non-linéaire, la courbe rouge
correspond au comportement linéaire équivalent et la courbe orange correspond au comporte-
ment linéaire avec des caractéristiques initiales.
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FIGURE 3.17 – Spectres en Pseudo-Accélération non-linéaire et linéaire équivalent pour différents
jeux de paramètres { f0

fc
;αp ;χ} pour une ductilité µ=4. Sur l’axe des abscisses, les fréquences sont

comprises entre 0.01 et 100 Hz. La courbe bleue correspond au comportement non-linéaire, la
courbe rouge correspond au comportement linéaire équivalent et la courbe orange correspond au
comportement linéaire avec des caractéristiques initiales.
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FIGURE 3.18 – Spectres en déplacement non-linéaire et linéaire équivalent pour différents jeux de

paramètres { f0

fc
;αp ;χ} pour une ductilitéµ=4. Sur l’axe des abscisses, les fréquences sont comprises

entre 0.01 et 100 Hz. La courbe bleue correspond au comportement non-linéaire, la courbe rouge
correspond au comportement linéaire équivalent et la courbe orange correspond au comporte-
ment linéaire avec des caractéristiques initiales.
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FIGURE 3.19 – Spectres en Pseudo-Accélération non-linéaire et linéaire équivalentpour différents
jeux de paramètres { f0

fc
;αp ;χ} pour une ductilité µ=4. Sur l’axe des abscisses, les fréquences sont

comprises entre 0.01 et 100 Hz. La courbe bleue correspond au comportement non-linéaire, la
courbe rouge correspond au comportement linéaire équivalent et la courbe orange correspond au
comportement linéaire avec des caractéristiques initiales.
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FIGURE 3.20 – Spectres en déplacement non-linéaire et linéaire équivalent pour différents jeux de

paramètres { f0

fc
;αp ;χ} pour une ductilitéµ=4. Sur l’axe des abscisses, les fréquences sont comprises

entre 0.01 et 100 Hz. La courbe bleue correspond au comportement non-linéaire, la courbe rouge
correspond au comportement linéaire équivalent et la courbe orange correspond au comporte-
ment linéaire avec des caractéristiques initiales.
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montre que cette valeur est directement liée à l’effort qui est un paramètre d’entrée
du dimensionnement.

04 Contrairement au spectre en pseudo-accélération, le spectre en déplacement li-
néaire équivalent s’approche du spectre non-linéaire en amplitude et en localisa-
tion du pic pour le comportement mixte et élasto-plastique. Ce rapprochement
reste satisfaisant pour le comportement endommageant de l’oscillateur à basse et
moyenne fréquence. Pour l’oscillateur endommageant à hautes fréquences, le spectre
linéaire équivalent est plus éloigné du spectre non-linéaire mais reste meilleur que
le spectre linéaire initial.

05 Pour les spectres en déplacement, la valeur à la fréquence nulle correspond au pic
du mouvement déduit de l’accélération considérée. Pour l’accélération non-linéaire,
cette valeur est le pic du déplacement non-linéaire. Dans notre approche, cette va-
leur n’est pas similaire entre les différents spectres.

3.4 Conclusions sur la linéarisation équivalente par fonc-
tion de transfert

Dans ce chapitre, nous avons présenté le concept de linéarisation équivalente par fonc-
tion de transfert, les paramètres principaux de ce concept ainsi que la procédure de vali-
dation des paramètres. Le concept s’appuie sur la fonction de transfert afin de déterminer
un oscillateur linéaire équivalent dont la fonction de transfert représente la meilleur ap-
proximation de la fonction de transfert expérimentale non-linéaire. Les deux paramètres
principaux sont la plage de fréquence sur laquelle est minimisée la différence des fonc-
tions de transfert complexes du système non-linéaire et linéaire équivalent et la résolution
fréquentielle. Leurs valeurs numériques choisies sont validées par les exemples concrets.

La chute de fréquence, exprimée par le ratio
feq

f0
, et l’augmentation d’amortissement

ξeq ont été établies pour différents comportement caractérisé par { f0
fc

;αp ;χ} dont f0
fc

=
{0.1;0.5;1.0;1.5;2.0},αp = {0.0;0.1;0.2} et χ = {0.0;0.25;0.5;0.75;1.0}. Le résultat obtenu per-
met de quantifier la dépendance forte des caractéristiques équivalentes à la rigidité de

l’oscillateur { f0
fc

} ainsi qu’au type de comportement (χ). En effet, plus la structure est ri-

gide (soit un ratio f0
fc

important), moins la fréquence baisse. Le ratio
feq

f0
est ainsi similaire

à celui lié aux caractéristiques sécantes pour le comportement endommageant. De plus,
l’amortissement reste quasi inchangé et la chute de fréquence tend vers

p
αp quand la

ductilité appelée tend vers à l’infini.

Concernant la performance du nouveau concept, la linéarisation équivalente par fonc-
tion de transfert permet de restituer la réponse en accélération du modèle non-linéaire.
En fait, l’accélération linéaire équivalente est "similaire" à celle du système non-linéaire.
Cette similarité a été quantifiée grâce aux critères d’Anderson. Les notes moyennes de la
similarité entre deux accélérogrammes sont classées dans la catégorie "excellente". Cette
observation nous amène a reproduire le spectre transféré au travers de la structure non-
linéaire. Le spectre transféré linéaire équivalents est en général proches du spectre non-
linéaire. La valeur de ZPA (Valeur du spectre en pseudo- accélération absolue à la période
nulle, correspondant à la valeur maximale de l’accélérogramme –ou Zero Period Accele-
ration– (ZPA)) du spectre en pseudo-accélération est restituée par la linéarisation équiva-
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lente. La valeur à fréquence nulle du spectre de pseudo-accélération absolue non-linéaire
est assez proche de celle du spectre linéaire équivalent. Ces résultats ouvrent à plusieurs
applications possibles en ingénierie sismique telles que :

* Comme la valeur de ZPA est restituée, l’effort peut être estimé avec le système li-
néaire équivalent. Cela permet la mise en place d’une démarche de détermination
des efforts de dimensionnement.

* Le spectre transféré est estimé avec les oscillateurs linéaires équivalents. Cela sup-
prime une difficulté majeure en établissant le spectre transféré au travers de la struc-
ture non-linéaire. Il est possible d’appliquer la méthode de transfert direct en utili-
sant les oscillateurs linéaires équivalents dans le cas de non-linéarité.

* La variance de chute de fréquence peut être retenue pour développer l’oscillateur
linéaire équivalent suivant le déplacement maximal (Voir le chapitre 02, section
2.2.4). Dans ce cas, une fois la fréquence équivalente déterminée à l’issue de la li-
néarisation équivalente par fonction de transfert, l’amortissement peut être ajusté
pour avoir le même déplacement.
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Chapitre 4

Confrontation expérimentale

Le chapitre 04 consiste en la comparaison des résultats de la linéarisation équivalente
par fonction de transfert pour le système canonique avec ceux des structures réelles au
travers des campagnes d’essais de structures sous chargement sismique. Dans la première
section, nous étudions le comportement linéaire équivalent d’une structure du type voile
en béton armé en cisaillement, et dans la seconde section, du type tuyauterie en acier.
L’objectif de ces comparaisons est de différencier le comportement linéaire équivalent
de chaque type de structure en les associant au résultat de la linéarisation équivalente
par fonction de transfert de systèmes canoniques avec différents comportements. Cela
signifie que les différents comportements linéaires équivalents pour différents types de
structure sont, pour un niveau donné de chargement, approchés par le résultat obtenu
dans le chapitre 03 pour un système canonique. Pour finir, nous concluons sur l’utilisation
de l’approche proposée pour ces cas d’étude.

« J’aime deux choses :
Toi et la rose,
La rose pour un jour,
Toi pour toujours. »

Antigone
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4.1 Structure voile en béton armé

En génie parasismique, le voile en béton armé joue un rôle de contreventement de la
structure soumise à un chargement horizontal de type vent ou séisme. Les autres appli-
cations de ce type de structure telles que voile porteur,... ne sont pas prises en compte
dans cette étude. Dans ces cas de contreventement, le voile se comporte principalement
en cisaillement. En fait, le comportement dynamique d’une telle structure en béton armé
est complexe du fait notamment de la présence de fissuration, endommagement dans
les matériaux (béton, acier) et de leur interaction (pincement, cohésion acier-béton...).
Plusieurs auteurs, comme Mazars [1984], Brun et al. [2003], ont étudié ce type d’élément
structurel et réussi à en représenter les phénomènes majeurs. Dans cette section, la cam-
pagne d’essai SAFE est décrite et examinée avec la linéarisation équivalente par fonction
de transfert.

4.1.1 Présentation de l’essai SAFE

Objectif de l’essai SAFE

La campagne d’essai SAFE décrite dans Labbé et al. [2016], acronyme de Structures Armées
Faiblement Elancées, a pour objectif de déterminer la dépendance de la marge de dimen-
sionnement du voile en cisaillement à sa fréquence naturelle. Cette campagne a consisté
initialement à tester 13 voiles, notés Ti où i = 1...13, conçus de façon à obtenir une fré-
quence propre du voile telle qu’elle soit 1, 2 ou 3 fois supérieure à la fréquence centrale
du signal d’excitation. La méthode pseudo-dynamique a alors été utilisée. Les résultats
de cette campagne ont fourni au comité scientifique une base de données fiables dans ce
domaine et ont été examinés dans Mazars et al. [2002], Kotronis et al. [2003], Brun et al.
[2003], Gallitre [2008], Brun et al. [2011], Labbé et al. [2016].

La méthode pseudo-dynamique

Il s’agit d’une méthode hybride de couplage entre la simulation numérique et la mise
en déplacement de la tête du voile par vérin hydraulique. A chaque pas, cette méthode
consiste en deux phases. La première est la simulation du comportement de structure par
schéma d’intégration explicite permettant le calcul de la réponse (déplacement, vitesse et
accélération) de la structure à l’instant n+1 avec la connaissance de l’état de la structure
à l’instant n (la réponse et la force de rappel). La deuxième phase, à l’issue de ce calcul,
consiste à mettre en place le déplacement calculé à l’instant n+1 par le vérin et la force
nécessaire mesurée devient donc la force de rappel à l’instant n+1. L’état n+2 sera calculé
à partir de la réponse calculée et la force de rappel mesurée à l’instant n+1. Il est important
de rappeler que l’essai est pseudo-dynamique, il n’y a donc pas efforts visqueux issus de
la force de rappel.

Structure des voiles en cisaillement

Parmi les 13 voiles testés, il est noté que les deux premiers voiles (T1 et T2) ont eu pour
objectif de calibrer la mise en place des outils de mesure des essais pseudo-dynamiques.
De plus, les signaux temporels mesurés ont pu être archivés pour les voiles T3 à T12. Ce-
pendant, les rapports contenant les notices d’archivages des enregistrements ne sont do-
cumentés que pour les voiles T5, à T12. Ainsi, il n’est donc pas possible d’interpréter les
enregistrements pour les voiles T3 et T4. Le voile T13 a, quant à lui, comme particularité
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que le matériau constituant est un béton fibré. Ce voile ne sera de ce fait pas étudié ici.
Ainsi, nous nous intéressons aux voiles Ti où i = 5...12 dans cette étude.

Tous les voiles auxquels nous nous intéressons ont la même forme, soit 1.20 m de hau-
teur pour 3.00 m de longueur et 0.20 m d’épaisseur. Cependant, le ferraillage de chaque
voile est différent. La base des voiles est encastrée sur une structure rigide. La tête des
voiles supporte une masse dont le déplacement horizontal est contrôlé et piloté par un
vérin hydraulique. Le ferraillage vertical est conçu avec la contrainte admissible de ci-
saillement selon les codes de dimensionnement utilisés dans le génie civil nucléaire.
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Mur au 
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corps rigide
Signal d’entrée

(a) Dimensionnement du voile SAFE
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(b) Implantation de la structure dans le la-
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FIGURE 4.1 – La structure des voiles SAFE (Figures reprises dans le travail de Labbé et al. [2016]).

En admettant que les voiles se comportent comme un système à 1 DDL, la rigidité na-
turelle est estimée à partir de la section d’acier et de béton et de leurs caractéristiques élas-
tiques. Cette rigidité de dimensionnement du voile en béton armé dépend de la section de
béton et du module de cisaillement du béton sans tenir compte du ferraillage. La rigidité
de dimensionnement est ici kd = 7120 (MN/m) selon Labbé et al. [2016]. Comme l’objectif
de ces essais est l’observation de la dépendance à la fréquence naturelle de la structure,
une valeur de masse "fictive" est ajoutée à la masse totale dans le concept comme pré-
sentée sur la figure 4.1a. Cette dernière a ainsi été ajustée pour que les fréquences soient
égales à 4 Hz, 8Hz et 12 Hz (soit 1, 2 et 3 fois la fréquence centrale du signal d’excita-
tion). Cette fréquence centrale correspond au pic du spectre en pseudo-accélération, qui
est égale à 4 Hz. Il est indispensable d’identifier les caractéristiques modales réelles de la
structure par les essais. Finalement, les valeurs caractéristiques des voiles sont présentées
dans le tableau 4.1.

Etant acquis que nous nous intéressons au comportement à l’échelle macroscopique
des voiles sous séisme, les caractéristiques du matériaux, disponibles dans Labbé et al.
[2016], ne sont ainsi pas présentées.

Chargement sismique

Le spectre de référence a été fourni par EDF. Le signal synthétique est ensuite généré à
partir de ce spectre de référence présenté sur la figure 4.2. Ce signal temporel est ajusté
en amplitude par le facteur ka. Le dernier est appelé « signal nominal », considéré comme
correspondant au signal du niveau de dimensionnement. Le facteur dépend de la contrainte
de cisaillement de dimensionnement trouvée dans le tableau 4.1.

ka =
τd LE

SA( fd ,7%)M
(4.1)
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TABLEAU 4.1 – Caractéristiques dynamiques des voiles SAFE. ρh et ρv sont le pourcentage du fer-
raillage horizontal et vertical. f0 et fd sont les fréquences naturelle et du dimensionnement. ξ0

est l’amortissement initiale mesuré. M est la masse. k0 est la rigidité initiale du voile. σv est la
contrainte verticale. τd est la contrainte admissible du cisaillement.

ρh ρv f0 fd ξ0 M k0 σv τd

Voile % % Hz Hz % Tonne
MN/m

MPa Mpa

T5 0,80 0,80 6,69 8,0 2,6 2818 4979 0.32 4
T6 0,60 0,40 10,4 12,0 3,7 1252 5346 1.01 3
T7 0,60 0,40 3,58 4,0 4,2 11272 5703 1.01 3
T8 0,40 0,40 9,60 12,0 4,1 1252 4555 0.32 2
T9 0,40 0,40 2,91 4,0 4,6 11272 3768 0.32 2

T10 0,60 0,60 3,30 4,0 2,2 11272 4846 0.32 3
T11 0,40 0,40 3,30 4,0 2,1 11272 4846 0.32 2
T12 0,11 0,11 3,39 4,0 3,0 11272 5114 1.01 1.44
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FIGURE 4.2 – Le chargement sismique utilisé dans l’essai SAFE
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Où : L et E sont la largeur et la profondeur du voile. M est la masse en tête du voile (tableau
4.1).

Le niveau du signal d’excitation est ensuite multiplié par le facteur α dépendant de
chaque voile. Il est alors important de noter que tous les accélérogrammes sont enchai-
nés l’un après l’autre de façon à ce qu’il n’y ait pas de temps de repos entre deux ac-
célérogrammes. Cependant, après le premier accélérogramme, un endommagement est
présent et la fréquence effective à la fin du signal de niveau 1 ne correspond pas à la fré-
quence initiale. C’est donc pour cette raison que dans la suite de notre étude nous ne
considérons que le premier accélérogramme, noté Run01. Le signal temporel du Run01
du voile T5 est tracé sur la figure 4.2b.

4.1.2 Comportement linéaire équivalent par fonction de transfert des
voiles SAFE

Comme présenté dans le paragraphe précédent, nous étudions ici le comportement li-
néaire équivalent par fonction de transfert pour les voiles de T5 à T12 soumis seulement
à l’accélération de niveau 1, soit le Run01. Dans le cadre de la procédure de linéarisation
équivalente par fonction de transfert, nous utiliserons les données suivantes :

* L’accélération à la base des voiles ;

* L’accélération en tête des voiles ;

* La relation force de rappel - déplacement permettant de déterminer la ductilité ap-
pelée.

Linéarisation équivalente par fonction de transfert pour les voiles SAFE

En appliquant la procédure de détermination des caractéristiques équivalentes par fonc-
tion de transfert, nous avons pu déterminer la fréquence et l’amortissement équivalents
pour chaque voile soumis au signal nominal. La technique du zéro-padding a également
été appliquée afin d’obtenir une bonne résolution fréquentielle. Concernant la plage de
fréquence sur laquelle est faite la minimisation, elle est choisie en conformité avec la
plage fréquentielle du signal d’entrée. Cette plage n’étant pas connue, nous avons dé-
terminé la plage des fréquences dont le début et la fin correspondent respectivement à
la densité spectrale de puissance du signal d’entré, DSP, normalisée à 1% et 99%. Cette
plage est ainsi de 0.45 à 12 Hz. Toutes les autres valeurs numériques des paramètres de
cette minimisation restent les mêmes que celles appliquées au système canonique dans
le chapitre 03.

Tous les résultats des caractéristiques par fonction de transfert pour les voiles SAFE
sont présentés dans le tableau 4.2 où les caractéristiques initiales mesurées sont f0 et ξ0

et les caractéristiques équivalentes sont feq et ξeq . Il est intéressant de noter parmi les
résultats obtenus en termes de caractéristiques équivalentes qu’aucun changement n’est
observé pour le voile T12. Cela confirme donc son comportement élastique.
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TABLEAU 4.2 – Caractéristiques équivalentes des voiles SAFE

f0 ξ0 feq ξeq
feq

f0
ξeq −ξ0

Voiles Hz % Hz % N/A %

T5 6,7 2,60 2,9 15,14 0,44 12,54
T6 10,4 3,70 4,4 8,93 0,43 5,23
T7 3,6 4,20 2,5 9,96 0,69 5,76
T8 9,6 4,10 4,1 4,89 0,43 0,79
T9 2,9 4,60 2,4 6,52 0,82 1,92

T10 3,3 2,20 2,2 15,67 0,67 13,47
T11 3,3 2,10 2,4 5,63 0,72 3,53
T12 3,4 3,00 3,3 3.29 0,98 0,29

Détermination de la valeur de ductilité appelée pour les voiles SAFE soumis au signal
nominal

Pour rappel, les voiles étudiés ici ont le même dimensionnement et sont constitués du
"même" matériau. La valeur du seuil d’élasticité peut être conventionnellement définie
par le déplacement au moment de l’apparition de la "première" fissure. Comme le béton
est fissuré par la contrainte en traction, l’état de contrainte en cisaillement pur permet de
déterminer la contrainte principale en traction (σIII = τ). La contrainte de rupture en trac-
tion, τconv, est de 3.32 MPa à 28 jours selon les résultats des essais présentés dans le rap-
port Pegon et al. [1998]. Le déplacement en tête du voile correspondant à cette contrainte
de rupture en traction, le seuil d’élasticité conventionnel, noté Xeconv, est calculé par la
formule suivante :

Xeconv =
τconvLE

kd
=

3.32∗3∗2

7120
= 0.27(mm) (4.2)

Or, la valeur de contrainte de rupture en traction varie du fait que l’échantillon en
béton armé peut être différente d’un voile à l’autre. Cette valeur Xeconv peut ainsi servir
uniquement comme contrôle de l’ordre de grandeur. De plus, dans le travail de Brun et al.
[2003], il a identifié ce seuil égal à 0.3 mm.

La relation force - déplacement du voile en cisaillement reste proche du compor-
tement endommageant en ignorant le phénomène lié au pincement, à la plasticité des
aciers et à la cohésion acier-béton. Afin de déterminer la ductilité appelée et l’écrouissage
pour les voiles associés à ce type de comportement, il est indispensable de déterminer
l’enveloppe de la courbe force - déplacement. La force de rappel mesurée correspond à
la force hystérétique du comportement étudié. Une fois, l’enveloppe force-déplacement
déterminée comme présenté sur la figure 4.3, nous déterminons la surface sous la courbe
enveloppe force - déplacement. La courbe du comportement endommageant idéalisé
sera ensuite déterminée telle que sa surface soit égale à celle développée par l’enveloppe
force-déplacement en conservant le déplacement maximal ainsi que la rigidité initiale
mesurée liée à f0. Nous avons tracé pour tous les voiles soumis à leur signal d’excitation
nominal à l’exception des voiles T9 et T12. En effet pendant le transitoire du voile T9 sou-
mis au signal nominal, le capteur de déplacement est affecté par un frottement important
de l’ordre 150 micromètres à t = 3s Pegon et al. [1998]. Malgré une correction en déplace-
ment, la relation force-déplacement ne permet pas d’estimer le comportement idéalisé
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TABLEAU 4.3 – Ductilité appelée et écrouissage des voiles SAFE

Dmax Fmax ksécante ka Xe µ αp

Voiles mm MN MN/m MN/m mm %

T5 3,85 3,52 916 4994 0,30 12,7 11
T6 3,10 2,89 932 5348 0,34 9,2 7
T7 0,71 1,82 2571 5767 0,25 2,9 16
T8 2,56 2,24 878 4557 0,25 10,2 10
T9 N/A N/A N/A N/A N/A N/A N/A

T10 0,78 1,53 1964 4846 0,25 3,1 12
T11 0,46 1,18 2586 4846 0,21 2,2 15
T12 0,25 1,07 4346 5144 0,25 1,0 N/A
Moy 0,26 12,1

pour le voile T9. Quant au voile T12, le seuil d’élasticité est égal à la valeur du déplace-
ment maximal, nous pouvons donc en conclure qu’il n’est pas endommagé.

Le résultat de la ductilité appelée est représenté dans le tableau suivant 4.3.

Concernant l’écrouissage du comportement idéalisé αp présenté dans le tableau 4.3,
la valeur obtenue est dépendante du taux de ferraillage. Nous nous attendons intuiti-
vement à ce que αp croisse en fonction du ferraillage ρV et ρH. Or, le résultat que nous
avons obtenu par la procédure en idéalisant le comportement endommageant ne l’est
pas. Ceci est expliqué par la variabilité de qualité du béton d’un voile à l’autre. La va-
leur de l’écrouissage moyenne est de 12,1% avec une valeur d’écart-type de 2.3 %, soit un
écrouissage variant entre 10% et 14%.

A partir du tableau 4.3, la valeur de ductilité appelée moyenne obtenue sur les voiles
est de 0.26 mm, ce qui reste proche de la valeur de ductilité appelée conventionnellement
déterminée Xeconv =0.27 par la formule 4.2.

Comparaison des résultats SAFE avec ceux du système canonique

Nous avons comparé les résultats du comportement linéaire équivalent des voiles SAFE
avec ceux obtenus dans le cas du système canonique issu du chapitre 03 pour le com-
portement endommageant, soit χ = 0. Pour cela, nous prenons la valeur αp = 12% pour le

taux d’écrouissage de tous les voiles. Quant au ratio f0
fc

, le ratio f0
fc

ne permet pas d’établir
l’importance de la chute de fréquence et de l’amortissement équivalent avec un écrouis-
sage de 12%. Les résultats expérimentaux du système canonique ne sont pas disponibles
pour αp = 12% mais sont interprétées de façon linéaire entre αp = 10 % et αp = 20%. La
comparaison est ainsi tracée sur la figure 4.4.

A partir de cette comparaison 4.4, nous pouvons en tirer les remarques suivantes :

01 La chute de fréquence des voiles béton armé en cisaillement correspond à celle du
comportement endommageant. La valeur de ductilité appelée varie en fonction du
signal nominal représentatif du niveau de dimensionnement. La ductilité appelée
va jusqu’à une valeur de 12, représentant une valeur numérique très importante
en génie civil. Cette valeur est expliquée par le fait que le seuil d’élasticité est lié à
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l’apparition de la première fissure dans le béton. La valeur du déplacement en tête
du voile associé au seuil d’élasticité est de l’ordre de 0.3 mm et reste faible si on se
réfère à celle associée à la plastification des aciers. A titre d’exemple, la valeur du
déplacement en tête associée à la plastification des aciers est estimée à 5 mm pour
les voiles T6 et T8.

02 L’augmentation de l’amortissement équivalent correspond également à celle ob-
servée pour le système canonique avec χ = 0, soit un comportement endomma-
geant. La valeur de l’amortissement équivalent pour le voile T8 sort de l’ensemble
des valeurs observées. Ce résultat, plus petit que celui du système canonique avec
comportement endommageant, s’explique du fait que le résultat de l’expérience
numérique est un nuage de points plutôt qu’une courbe. Néanmoins, en moyenne,
le résultat des essais SAFE correspond à celui observé pour le système canonique
avec comportement endommageant.

Conclusion sur le comportement linéaire équivalent des voiles SAFE

Le comportement linéaire équivalent des voiles SAFE correspond à celui du système ca-
nonique avec comportement endommageant. La chute de fréquence correspond à la ri-
gidité sécante. L’amortissement augmente très peu en fonction de la ductilité appelée, ce
qui est totalement différent de celui obtenu par la formule de Chopra and Goel [2001]. A
titre exemple, pour une ductilité appelée de 9.25 correspondant au voile T6, l’augmenta-
tion d’amortissement (ξeq − ξ0) est égale à 6%, qui est similaire à la valeur de 7% pour le
système canonique avec χ = 0. Cependant, cette valeur de 7% est nettement inférieure à
24% obtenue par la formule de Chopra and Goel [2001]. Les caractéristiques équivalentes
ne sont pas dépendantes de la fréquence initiale. Cette remarque importante signifie que
l’endommagement dans la structure en béton armé peut être représenté par la valeur du
déplacement maximal, soit la ductilité appelée, et que les caractéristiques équivalentes
ne dépendent que de l’endommagement. Cette observation n’est à l’inverse pas valable
pour le comportement élasto-plastique. La valeur de ductilité appelée obtenue est im-
portante (pouvant aller jusqu’à 12), et cela même s’ils sont soumis à un signal nominal
représentant le signal de dimensionnement. Cependant le déplacement en tête associé
à cette ductilité appelée reste plus faible que celui associé à la plastification des aciers
(5 mm pour les voiles T6 et T8), ainsi que celui issu de la rupture du voile. Cette analyse
valide donc le domaine d’admission de ce concept vis à vis de structures en béton. En
conclusion, malgré une approximation du comportement endommageant par rapport au
comportement réel des voiles (hypothèses fortes sur les phénomènes de pincement, de
cohésions acier-béton), notre approche nous permet de saisir le comportement linéaire
équivalent des voiles en béton armée en cisaillement au travers du système canonique
obtenu dans le chapitre 03 par fonction de transfert.

4.2 Système de tuyauterie en acier

4.2.1 Marge importante du dimensionnement des tuyauteries

L’analyse de la résistance d’un système de tuyauteries se fait suivant deux théories de
ruine liées à la contrainte principale maximale et la contrainte au cisaillement maximale.
De cela, les règlements en vigueur pour le dimensionnement des tuyauteries se fonde sur
l’analyse de l’état de contrainte dans la structure. Plusieurs modes de ruine peuvent être

117



CHAPITRE 4. CONFRONTATION EXPÉRIMENTALE

considérés par ces analyses. Par exemple, le code ASME Boiler and Code [2010] couvre
les modes de ruines suivantes : la déformation excessive, la rupture incrémentale ou la
fatigue. Pour prévenir chaque mode de ruine, le code définit la limite des charges en les
classant en trois catégories :

01 La contrainte primaire : La contrainte développée par la force ou moment imposés ;

02 La contrainte secondaire : La contrainte développée par la condition de déforma-
tion ;

03 La contrainte maximale locale : La concentration de contrainte dans une région lo-
cale.

En pratique, le chargement sismique est considéré comme contrainte primaire dans
le dimensionnement des systèmes de tuyauterie. Au travers des résultats des essais sur
systèmes de tuyauteries en acier, l’effort maximal dans l’hypothèse d’un comportement
élastique dépasse plusieurs fois la valeur de dimensionnement sans causer pour autant
la rupture. En fait, la rupture provient principalement de l’effet fatigue-rochet. A titre
d’exemple, nous avons pu constater lors des campagnes des essais EPRI EPRI [1994] ou
BARC A. Ravikiran and Reddy [2015] les éléments suivants :

01 Pour les essais de la campagne EPRI sur des composants de tuyauteries représentés
comme un système 1 DDL, le moment dynamique "mesuré" dépasse clairement le
moment statique limite théorique. A titre d’exemple, ce ratio est d’environ 2.5 pour
la plupart des composants et va jusqu’à 7.3 pour le composant N°25 (extrait du ré-
sultat de l’annexe A, dans le rapport des essais EPRI, volume II). Le moment statique
limite théorique est calculé à partir de la contrainte admissible du matériau de la
composante testée. Et, le moment dynamique "mesuré" est calculé à partir des va-
leurs de déformation et accélérations enregistrées dans les endroits correspondants
situés dans la partie élastique de l’ensemble de structure de test. (Voir la figure 4.5,
les parties non-colorées). De plus, le ratio entre le niveau du signal sismique d’en-
trée à la ruine par rapport à celui correspondant au critère D de l’ASME est assimilé
à la marge du dimensionnement. Ce ratio est très important pour ces essais et d’en-
viron de 15 à 25, comme présenté dans le tableau de l’annexe A dans le rapport des
essais EPRI, volume II EPRI [1994].

02 Pour les essais de la campagne BARC sur le système de tuyauteries, la contrainte
élastique, réputée primaire, associée au signal d’excitation dont le ZPA est de 2.5 (g)
est de 4.31Sm, soit plus importante que la valeur admissible selon le critère D de
l’ASME de 3Sm qui correspond à un niveau du signal d’entrée du ZPA de 1.75 (g) .
La valeur Sm est définie pour chaque matériau constituant le système de tuyauterie.
Cette contrainte est calculée à partir du résultat d’une analyse spectrale élastique du
modèle éléments finis du système BARC soumis aux signaux d’excitation dans les 3
directions. Dans ce cas-là, le ratio assimilé à la marge du dimensionnement est de
2.5

1.75 = 1.5.

La compréhension de cette marge importante relève d’une analyse en comportement
non-linéaire des systèmes de tuyauterie avant sa rupture. Dans la litérature, plusieurs
comportements non-linéaires sont utilisés en fonction des résultats attendus. Le com-
portement élasto-plastique est utilisé afin de représenter le comportement cyclique de
l’acier. Et, afin de modéliser la rupture par l’effet rochet, la loi de comportement Cha-
boche Chaboche [1991] est considérée.
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Composant Té Composant Réduction Composant Coude

FIGURE 4.5 – Composantes testées pendant la campagne d’essai EPRI

4.2.2 Présentation de l’essai des composants lors de la campagne d’es-
sai EPRI

Les composantes testées sont les coudes, les réductions et les tés présentés sur la figure
4.5 des trois exemples de structure de test. Les composants sont testés pour différentes
configurations. Les caractéristiques du matériau obtenues par des tests effectués par le
fabricant sont conforme avec celles du standard ASTM. Les deux types de matériau uti-
lisés, l’acier ferritique et l’acier austénitique, sont respectiivement équivalents à SA-234
WPB et SA-403 WP316L issu du standard ASTM.

Chaque composant est fixé à une extrémité à la table vibrante et à l’autre à un bras de
levier vertical supportant une masse. L’ensemble peut être considéré comme un système
de 1 DDL.

Il est admis que la fréquence "effective" du système décroît quand le niveau d’excita-
tion croît et que le système sera le plus sollicité quand la fréquence "effective" se trouve
à la position du pic du SPA du signal d’excitation. Afin de solliciter le mieux le système,
la fréquence centrale du signal d’excitation est ajustée de façon à ce qu’elle soit égale à
0.875 fn , où fn est la fréquence naturelle du composante testée.

En terme de résultats d’essais, le rapport de l’EPRI permet de disposer des éléments
importants permettant d’établir le comportement linéaire équivalent des composantes
de tuyauterie :

01 Augmentation de l’amortissement équivalent (ξeq − ξ0), intégré à la 5ème colonne
du tableau 4.5, et la déformation cyclique définie par la moitié de l’écart entre la
déformation au pic maximal et minimal (exprimée par 1

2 (εmax −εmi n)) (cf. 3ème co-
lonne du tableau 4.5). Ces résultats disponibles dans le rapport de l’EPRI sous forme
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de figures permettent d’établir la relation entre l’augmentation d’amortissement et
la ductilité appelée.

02 Pour les tests N°14 et N°38 du composant Té, N°15 du composant Réduction, N°
35 du composant Coude, la fréquence équivalente et l’amortissement équivalent
sont déterminés à partir de la fonction de transmissibilité déduite de la fonction
de transfert pour différents Runs. Les valeurs sont indiquées dans le tableau 4.4. Il a
également été mesuré la fréquence naturelle de la structure, notée f0,m . Cela permet

d’établir la relation de la chute de fréquence équivalente (
feq

f0
)

03 Pour le Run08 du test N°35 et Run06 du test N°38, la valeur de déformation cyclique
est disponible.

Il est intéressant de noter qu’il existe également une autre façon de déterminer l’amor-
tissement équivalent dans ce rapport d’EPRI. En effet, cet amortissement équivalent est
ajusté pour que le moment calculé soit égal au moment "mesuré". Les deux groupes
d’amortissements sont différents. A titre d’exemple, pour le composant Coude du test
N° 7 Run08, l’amortissement équivalent déterminé par la fonction de transmissibilité est
de 15% et l’amortissement équivalent déterminé par le même moment est de plus de
50%. Pour ce test, l’utilisation de l’amortissement équivalent pour le même moment sous-
estime le déplacement de 50% mais estime relativement bien la force et le moment (Ex-
trait du résultat du tableau 8.3 dans le rapport EPRI Vol. II).

4.2.3 Résultat du comportement linéaire équivalent de l’essai EPRI

A partir de la réponse des composantes et de leurs caractéristiques équivalentes (fré-
quence équivalente et amortissement équivalent), nous comparons avec le résultat ob-
tenu par linéarisation équivalente par fonction de transfert appliquée au système élasto-
plastique, soit le comportement avec χ = 1.0.

Pour cette comparaison, il est nécessaire de déterminer les deux valeurs numériques

de αp et f0
fc

pour les composants considérés. Comme abordé ci-dessus, le signal d’excita-

tion est ajusté de façon à ce que la fréquence centrale soit égale à 0.875 fn , soit un ratio f0
fc

égal à 1/0.875 = 1.14. D’autre part, la fréquence naturelle (valeur de f0,m dans le tableau
4.4) est mesurée par l’essai de base pour les tests N° 14, 15, 35 et 38. La valeur moyenne de

ces ratios est de 1.11. Ainsi, le ratio f0
fc

est pris égal à 1.11 pour tous les composants consi-
dérés. Quant à la valeur αp , la valeur estimée à partir des valeurs conventionnelles du
matériau est environ 0.5% tandis que la courbe moment-déplacement au cours du tran-
sitoire montre une valeur de l’ordre de 10%. Nous avons comparé pour les deux valeurs

de αp , 0.5% et 10%, le système canonique, défini par χ=1.0 et f0
fc

=1.11, avec le résultat de
l’essai EPRI. Cette comparaison est présentée sur la figure 4.6 et relève les commentaires
suivants :

01 La relation (ξeq −ξ0) en fonction de µ est très proche de celle pour le comportement
élasto-plastique (χ=1.0) pour une valeur de 0.5% d’écrouissage et moindre pour une
valeur de 10 % d’écrouissage.

02 Au contraire, la courbe (ξeq −ξ0) en fonction de
feq

f0
pour 10 % d’écrouissage se rap-

proche du résultat expérimental e obtenue pour 0.5 % d’écrouissage.
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TABLEAU 4.4 – Valeurs des caractéristiques équivalentes pour les tests N° 14, 15, 35 et 38. fc , f0,d et
f0,m sont respectiivement la fréquence centrale du signal, fréquence initiale du dimensionnement
et fréquence initiale mesurée. Les caractéristiques équivalentes ( feq et ξeq ) sont déterminées par
fonction de transmissibilité

Composant Runs fc f0,d f0,m
f0,m

fc

feq

f0
(ξeq −ξ0)

Hz Hz Hz

Té 14 R5 6,51 7,20 7,21 1,11 1,00 0,00
R6 6,51 7,20 7,18 1,10 0,71 0,18
R6 6,51 7,20 7,20 1,11 0,83 0,13
R6 6,51 7,20 7,23 1,11 0,90 0,16

Réduction 15 R5 6,69 7,20 7,39 1,10
R5 6,69 7,20 7,36 1,10 0,98 0,00
R6 6,33 7,20 7,36 1,16 0,86 0,07
R7 6,51 7,20 7,36 1,13 0,86 0,10
R8 6,51 7,20 7,42 1,14 0,83 0,13
R9 6,51 7,20 7,38 1,13 0,81 0,15

R10 6,33 7,20 7,38 1,17 0,81 0,15
Coude 35 R5 4,18 4,40 4,50 1,08 1,00 0,00

R6 4,54 4,40 4,51 0,99 0,79 0,15
R6 4,54 4,40 4,48 0,99 0,93 0,12
R7 3,97 4,40 4,52 1,14 0,83 0,11
R7 3,97 4,40 4,51 1,14 0,69 0,15
R8 3,63 4,40 4,54 1,25 0,80 0,12
R8 3,63 4,40 4,49 1,24 0,94 0,06

Té 38 R5 6,68 7,00 6,68 1,00 1,00 0,00
R6 6,33 7,00 6,68 1,06 0,87 0,13

Moy 1,11

TABLEAU 4.5 – Valeurs des caractéristiques dynamiques pour les tests 3, 35 et 38.

Composant Runs 1
2 (εmax −εmi n) µ (ξeq −ξ0)

Coude 3 5 0,10 0,50 0,00
6 0,46 2,30 0,04
7 0,58 2,90 0,05
8 0,70 3,50 0,07
9 0,84 4,18 0,07

10 1,15 5,75 0,13
Coude 35 8 1,14 5,70 0,12

Té 38 6 1,35 6,75 0,13
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FIGURE 4.6 – Comparaison du comportement linéaire équivalent des composants EPRI avec celui
du système canonique dont χ =1.0
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03 En général, le résultat des essais EPRI est proche de celui du système canonique
avec χ = 1.0. La différence provient du fait que le signal d’entrée pour les essais EPRI
est à bande étroite tandis que celui pour le système canonique est à large bande.

4.2.4 Présentation de l’essai BARC

L’essai BARC consiste à examiner le comportement dynamique d’un système entier de
tuyauteries en acier de type carbone SA 333 Grade 6 dont le comportement au chargement
cyclique est étudié expérimentalement dans Goyal et al. [2013]. La structure est fixée sur
la table vibrante qui permet sous sollicitation dans les trois directions comme présenté
sur l’image de gauche de la figure 4.7. Sur l’image du milieu de cette même figure, nous
pouvons constater la rupture (présence de jet d’eau) à l’endroit du coude de la branche
droite. Cette rupture correspond bien à la direction circonférentielle de la section coudée.
Cet endroit est noté A2Y sur l’image de droite qui présente le modèle aux éléments finis
de la structure BARC. Les deux masses de 250 kg chacune sont ajoutées et fixées sur la
branche horizontale près du Té. Ces deux masses font la moitié de la masse totale de la
structure, y compris l’eau, qui vaut environ 1 tonne.

FIGURE 4.7 – Structure du système de tuyauteries BARC : à gauche : la structure BARC sur la table
vibrante, au milieu : position de la rupture, à droite : modèle aux éléments finis de la structure
BARC

L’essai avec un signal de type sine-sweep à bas niveau permet d’identifier les caracté-
ristiques modales de la structure. Les trois fréquences initiales sont enregistrées dans la
deuxième colonne du tableau 4.6.

Le signal d’entrée est défini par trois composantes correspondant à trois directions
dont l’amplitude croît de 1 (g) à 2.75 (g). Il faut noter que le niveau de 1.75 (g) correspond
approximativement à la valeur de contrainte primaire élastique de 3Sm. A chaque niveau
du signal d’entrée, le transitoire est répété 5 fois avant de passer au niveau supérieur. La
fréquence centrale déterminée à partir de sa densité spectrale est de 9.1 Hz.

En terme de résultats d’expérience, nous disposons de plusieurs signaux temporels
enregistrés par les capteurs de déformation et d’accélération localisés sur l’image de droite
de la figure 4.7. Il est néanmoins important de prendre en compte que les signaux de
déformation présentent un glissement important autour de 2.0 (g) dû à l’affectation des
capteurs. Ainsi, nous avons considéré seulement les 4 premiers niveaux du signal d’entrée
qui sont 1.0 ; 1.25 ; 1.5 et 1.75 (g).
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TABLEAU 4.6 – Valeurs des caractéristiques modales de la structure BARC. f0,m et f0,c sont res-
pectivement la fréquence initiale mesurée et calculée. L’observation sur le mode 01 est Trans. OZ
signifiant le mouvement par translation des masses dans la direction verticale OZ

Masse modale % masse modale
Mode f0,m Observation f0,c OX OY OZ OX OY OZ

Hz Hz kg kg kg kg kg kg
1 4,1 Trans. OZ 3,86 17 0 822 2% 0% 73%
2 6,0 Trans. OY 5,87 0 898 0 2% 79% 73%
3 N/A N/A 12,18 0 10 0 2% 80% 73%
4 18,1 Trans. OX 18,78 959 0 9 86% 80% 74%

La masse modale effective de chaque mode est le résultat d’une analyse modale sur
un modèle aux éléments finis de la structure BARC. La comparaison des fréquences des
modes permet la validation de ce modèle aux éléments finis.

4.2.5 Résultat du comportement linéaire équivalent de l’essai BARC

A partir des résultats de l’expérience de l’essai BARC, nous pouvons faire les remarques
suivantes :

01 La rupture trouvée à la section F-F du coude est causée par la déformation dans la
direction circonférentielle due au moment local aux endroits "Crown" de la section
du milieu du coude (Voir l’annexe A.12). La mécanique des tuyaux confirme que
cette déformation du coude est principalement due au moment fléchissant dans le
plan de son axe. En effet, la réponse en verticale de la structure endommage princi-
palement la section F-F en terme de déformation circonférentielle.

02 Les deux masses trouvées près du Té font que le mode prépondérant dans chaque
direction représente plus de 73% de la masse totale (Voir le tableau 4.6). En effet, la
réponse de chaque direction se représente comme 1 DDL.

03 L’examen du spectre de réponse en différents points de la structure montre que le
changement de fréquence est faible pour le premier mode et nul pour les autres
modes.

04 La réponse en déformation contient un contenu basses fréquences représentatif de
l’effet rochet.

Nous avons étudié la réponse verticale de la structure en admettant les hypothèses
suivantes :

01 La décomposition modale reste valable et la contribution de chaque direction est
indépendante de celle des autres. Ceci permet de convertir la réponse totale verti-
cale en celle d’oscillateurs simples associés à chaque mode ;

02 Le comportement du matériau est assimilé au comportement élastoplastique. Afin
de ne pas prendre en compte la partie basses fréquences dans la déformation due à
l’effet rochet-fatigue, nous avons déterminé la ductilité appelée à partir des signaux
de déformation des 32 premières secondes, ce qui correspond à une fois la durée du

124



CHAPITRE 4. CONFRONTATION EXPÉRIMENTALE

TABLEAU 4.7 – Position des capteurs de déformation sur les sections coudées F-F et D-D. Crown E-
E et Crown F-F signifie successivement l’endroit EST et OUEST dans la section. La direction Nord
est indiquée sur l’image droite dans la figure 4.7

Couche Section Position Direction Gauge
Externe D-D Crown E-E Axiale 60
Externe D-D Crown E-E Circonférentielle 59
Externe D-D Crown W-W Axiale 40
Externe D-D Crown W-W Circonférentielle 39
Externe F-F Crown E-E Axiale 58
Externe F-F Crown E-E Circonférentielle 57
Externe F-F Crown W-W Axiale 54
Externe F-F Crown W-W Circonférentielle 53
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FIGURE 4.8 – Signaux de déformation en différents endroits sur la section F-F de la structure BARC

.
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FIGURE 4.9 – Signaux de déformation à différents endroits sur la section D-D de la structure BARC

signal d’entrée, à chaque niveau de ce signal. Par analogie, nous avons déterminé
les caractéristiques équivalentes pour le mode 01 pour les signaux d’accélération
sur les 32 premières secondes.

Fréquence et amortissement équivalents du premier mode

La réponse totale de l’accélération à l’endroit A6Z est décomposée de la manière suivante :

ü12Z(t ) =
3∑

k=1

( N∑
i =1

Γi ,kφi ,A12Zd̈i ,k (t )
)

d̈i ,k (t )+2ξiωi ḋi ,k (t )+ω2
k di ,k (t ) = −γi (t )

(4.3)

Où :

* ü12Z(t ) est la réponse totale verticale du point A12Z en accélération ;

* L’indice k indique la direction du chargement, ainsi k=1,2,3 correspond à la direc-
tion OX, OY et OZ ;

* L’indice j = 1..N, avec N le nombre de modes retenu, représente le mode considéré ;

* Γi ,k est le facteur de participation du i-ème mode dans la direction k et φi ,A12Z est
le déplacement modal du i-ème mode du point A12Z en déplacement vertical.

Parmi les combinaisons des modes et des directions, nous ne retenons que les élé-
ments suivants : Γ1,OXφ1,A12Z = - 0,1435 ; Γ4,OXφ4,A12Z = + 0,1066 ; Γ3,OYφ3,A12Z = + 0,1841
et Γ1,OZφ1,A12Z = + 0,9866. Les autres éléments sont négligés car leur contribution à la
réponse totale est faible ou nulle. Pour donner une idée, nous avons calculé la réponse
élastique spectrale de la réponse verticale au point A12Z, le produit Γ1,OZφ1,A12ZSd( f1,ξ1)
= 24 ; Γ3,OYφ3,A12ZSd( f3,ξ3) =7 ; Γ1,OXφ1,A12ZSd( f1,ξ1) = +6 et Γ4,OXφ4,A12ZSd( f4,ξ4) = 3,
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TABLEAU 4.8 – Valeurs des résultats BARC

Signal σp

selon
ASME

Déf.
ini.

Déf.
max

Déf. cycl. Ducti-
lité

appe-
lée

Fréq.
équi. Amort.

équi.

Chute
de

fréq.

σp

3Sm ε0 max|ε| 1
2 (εmax −εmi n) µ feq ξeq

feq

f0

m m m Hz %
1,0 (g) 0.58 0,0004 0,0019 0,0015 1,000 4,018 0,6 0,980
1,25(g) 0.72 0,0005 0,0030 0,0021 1,414 4,045 0,8 0,987
1,5 (g) 0.86 0,0025 0,0058 0,0026 1,760 4,015 0,9 0,979
1,75(g) 1.0 0,0067 0,0101 0,0028 1,886 4,014 1,1 0,979

tous les autres produits sont nuls. Ainsi, la fonction de transfert expérimentale du pre-
mier mode est calculée par la formule suivante :

Hex,1( feq ,ξeq )(ω) =
Ü12Z(ω)−Γ3,OYφ3,A12ZD̈3,OY(ω)−Γ4,OZφ4,A12ZD̈4,OZ(ω)

Γ1,OZφ1,A12ZΓOZ(ω)+Γ1,OXφ1,A12ZΓOX(ω)
(4.4)

Où : Ü12Z(ω), D̈3,OY(ω), D̈4,OZ(ω), ΓOZ(ω) et ΓOX(ω) sont respectivement les transfor-
mée de Fourier de ü12Z(t ), d̈3,OY(t ), d̈4,OZ(t ), γOZ(t ) et γOX(t ). En fait, d̈3,OY(t ) (d̈4,OZ(t )) est
la réponse en accélération de l’oscillateur du mode 3 (oscillateur 4) soumis au signal d’ex-
citation de la direction OY (direction OZ) soit γOY(t ) (soit γOZ(t )).

A partir de la même procédure que celle décrite dans le chapitre 03, les fréquence et
amortissement équivalents sont déterminés pour les 4 niveaux du chargement sismique
et figurant dans le tableau 4.8.

Détermination de la ductilité appelée

La ductilité appelée est déterminée en divisant la déformation circonférentielle cyclique,
exprimée par la formule 1

2 (εmax − εmi n), par rapport au seuil d’élasticité. La déformation
cyclique est la valeur moyenne sur 2 endroits dans la section coudée F-F (déformation
présentée sur la figure 4.8 pour les capteurs 53 et 57). Le seuil d’élasticité est déterminé à
partir des résultats expérimentaux des essais cycliques du déplacement contrôlé issus du
travail de Goyal et al. [2013]. Ce seuil d’élasticité est ainsi de 0.15 % et l’écrouissage de 4%
(Voir l’annexe pour le calcul de l’écrouissage A.11). Pour la section D-D, la déformation
cyclique reste inférieure à ce seuil, ce qui donne ainsi une ductilité égale à 1.

A partir des résultats dans le tableau 4.8, nous en déduisons que :

01 La ductilité appelée déduite de la déformation cyclique pour l’essai BARC reste faible.
La valeur maximale de 1.886 est atteinte pour le signal d’excitation de 1.75 (g) qui
correspond à la contrainte élastique de 3Sm.

02 La déformation maximale max |ε| est plus importante que la déformation cyclique
du fait du rochet. A titre d’exemple, au niveau du signal 1.75 (g) ; la déformation
maximale est égale à 0.0101 (m) tandis que la déformation cyclique est de 0.0028
(m).
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03 La chute de fréquence est aussi faible. Pour une valeur de ductilité appelée de 1.886,

la ratio
feq

f0
est de 0.979. Cette valeur est un peu plus importante que celle obtenue

pour le système canonique du comportement élastoplastique avec αp =4 % et f0
fc

=
4.1
9.1 =0.45 qui est de 0.969. Cette différence sera expliquée plus tard dans ce rapport
en utilisant le modèle équivalent à la réponse verticale de la structure BARC. De
plus, cette valeur de 0.979 est beaucoup plus importante que la valeur sécante qui
est de 0.74 pour une ductilité égale à 1.889 et un écrouissage égal à 4%. En tout
état de cause, ce ratio est beaucoup plus important que celui correspondant à une
rigidité sécante qui est de 0.74.

04 L’amortissement varie entre 0.6% et 1.1%. Ces valeurs peuvent être considérées comme
faibles.

En résumé, la chute de fréquence et l’augmentation d’amortissement sont faibles. Ces
valeurs correspondent à la plage des valeurs de ductilité appelée faible qui est détermi-
née à partir de la déformation cyclique. Or, la déformation maximale est importante par
rapport à la déformation cyclique à cause de l’effet de rochet.

Modèle équivalent de la réponse verticale du BARC

F-F

D-D

FIGURE 4.10 – Modèles BARC pour la réponse verticale. La figure gauche est le modèle des élé-
ments finis et la figure droite est le modèle équivalent à 1 DDL pour la réponse verticale du BARC.

La rigidité de l’oscillateur représentatif de la réponse verticale est la somme des sec-
tions F-F (partie jaune) et D-D (partie rouge). Par le modèle aux éléments finis, nous avons
déterminé la rigidité généralisée du premier mode pour la structure BARC, notée k0,F+D et
égale à 4.84E+05 (N/m). Pour déterminer la contribution de la section F-F à cette rigidité
généralisée k0,F+D, nous avons libéré l’encastrement de la partie D-D lié à la table vibrante
et fait une analyse modale pour ce nouveau modèle. La fréquence alors obtenue pour le
premier mode est de 2.78 Hz. Ainsi la rigidité généralisée notée k0,F est égale à 2.46E+05
(N/m). Dans les deux cas, la masse généralisée est approximativement la même et est
égale à 820 kg. A partir du résultat de la déformation enregistrée, nous avons observé que
la partie D-D reste élastique tandis que la branche F-F est plastifiée au niveau des sections
coudées. De là, nous avons proposé un modèle équivalent (image de droite sur la figure
4.10) composé d’un modèle linéaire (noté par kD) et un modèle élasto-plastique (noté par
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kF). Vis à vis des caractéristiques équivalentes déterminées par fonction de transfert, le
modèle élasto-plastique kF est remplacé par le modèle linéaire équivalent dont la rigidité
est notée keq,F. Nous obtenons finalement la chute de fréquence équivalente totale du
premier mode de la structure complète BARC :

feq

f0
=

√
keq,F +k0,D

k0,F+D

k0,D = k0,F+D −k0,F√
keq,F

k0,F
=

feq,F

f0,F

(4.5)

Finalement, le modèle équivalent pour la réponse verticale de la structure BARC est
un assemblage parallèle d’un modèle élastique D-D, représenté par un ressort élastique
k0,D, avec un modèle linéaire équivalent F-F, représenté par un ressort élastique équi-
valent keq,F(µ) en fonction de µ déterminée dans la section coudée F-F.

Par cette approche, nous pouvons utiliser le résultat du comportement linéaire équi-
valent du système canonique avec comportement élasto-plastique (chapitre 03) afin de
déterminer la chute de fréquence équivalente totale du premier mode de la structure
BARC. En effet, pour chaque valeur de ductilité appelée, nous pouvons déterminer la

chute de fréquence
feq,F

f0,F
de la branche F-F à partir des résultats obtenus pour le système

canonique élasto-plastique avec le ratio f0
fc

et αp associé.

Afin d’illustrer cette approche, nous avons calculé la chute de fréquence totale pour
une ductilité de 1.886 pour le modèle équivalent de l’essai BARC, puis comparé avec la

valeur trouvée dans le tableau 4.8. Pour une ductilité de 1.886, le ratio f0
fc

= 2.78
9.1 =0.305

et αp =4%, nous obtenons
feq,F

f0
=0.9592 (valeur lue sur la courbe 3.7). Nous avons donc

feq

f0
= 0.979. Cette valeur correspond bien à la valeur dans le tableau 4.8 obtenue par linéa-

risation équivalente par fonction de transfert et associée au signal résultant de l’essai.

4.2.6 Conclusions sur le comportement linéaire équivalent des tuyau-
teries en acier

Les composants (Coude, Té, Réduction) en acier sont examinés sous chargement sis-
mique pendant la campagne d’essai de l’EPRI. Les résultats expérimentaux disponibles
dans le rapport en termes de fréquence, d’amortissement effectifs ainsi que de ductilité
appelée sont comparés avec le résultat du comportement linéaire équivalent par fonction
de transfert au système canonique du comportement élasto-plastique. Cette comparai-
son montre une cohérence entre deux résultats. Quant à l’augmentation d’amortissement
en fonction de la ductilité appelée, elle est moins important pour le système EPRI que la
valeur proposée par Chopra and Goel [1999].

A titre d’exemple, pour une ductilité de 2.90, nous avons comparé l’augmentation
d’amortissement (ξeq − ξ0) du résultat d’EPRI avec celles du système canonique avec χ
= 1.0 et celles obtenues par la formule de Chopra and Goel [2001] comme présenté dans
le tableau 4.9.

129



CHAPITRE 4. CONFRONTATION EXPÉRIMENTALE

TABLEAU 4.9 – Comparaison des caractéristiques équivalentes des systèmes des tuyauteries EPRI
pour µ = 2.90

Expérimentation Numérique
EPRI Système canonique avec

χ=1.0
Chopra and Goel [2001]

(ξeq −ξ0) αp (ξeq −ξ0) (ξeq −ξ0)
7.0 % 0.5 % 7.1 % 41.1 %
7.0 % 10 % 7.0 % 31.5 %

La comparaison de ces résultats sur la figure 4.6 montre la sensibilité du choix de la
valeur de l’écrouissage du modèle canonique du comportement élasto-plastique pour
les valeurs de ductilité appelée supérieures à 4 . L’effet structurel augmente la valeur
d’écrouissage par rapport à la valeur définie à partir du matériau de la structure.

Le système de tuyauterie examiné dans l’essai BARC montre également la cohérence
avec le résultat obtenu pour le système canonique du comportement élasto-plastique.
L’effet rochet augmente la déformation absolue maximale mais ne modifie pas la défor-
mation cyclique qui pilote par ailleurs la ductilité appelée dans le modèle du compor-
tement linéaire équivalent. Malgré, une déformation absolue maximale très importante
(environ 10 fois le seuil d’élasticité au niveau de la section coudée F-F), le comportement
linéaire équivalent du système (via le premier mode) correspond à la valeur de ductilité
de 1.886 associée à la déformation cyclique. Nous avons alors pu observer à nouveau la
différence importante de ce résultat du système de tuyauterie avec celui obtenu par la for-
mule de Chopra and Goel [1999]. De plus, l’écrouissage dû à l’hyperstatisme est en général
important et en particulier vis à vis de la fréquence équivalente. Il augmente considéra-
blement la valeur de rigidité équivalente lorsqu’une partie de la structure est plastifiée.

En conclusion, le comportement linéaire équivalent du système de tuyauterie en acier
est similaire à celui du comportement avec χ = 1.

4.3 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons étudié le comportement linéaire équivalent de structures
réelles de type voile en béton armé et systèmes de tuyauterie en acier au travers de dif-
férentes campagnes d’essai : SAFE, EPRI et BARC. Ces résultats sont comparés avec ceux
pour le système canonique de comportement "Mixte" de différentes valeurs de χ. De ma-
nière générale, le comportement linéaire équivalent des voiles en béton armé correspond
à celui pour χ=0 et au contraire, celui des systèmes de tuyauterie en acier correspond à
celui pour χ=1.

Pour les voiles en béton armé, le comportement endommageant assimilé à celui du
béton amène à un seuil de ductilité très faible dû à l’apparition de la première fissure
dans le béton. La première fissure dans le béton est définie à partir de la contrainte de
rupture en traction. Pendant l’essai, une ductilité appelée de 13 est observée, soit un dé-
placement en tête de 3 mm. Or, le déplacement en tête du voile associé à cette ductilité
appelée est faible par rapport à celui de plastification des aciers (de l’ordre de 5 mm). Ceci
signifie que le comportement non-linéaire à faible déformation est principalement piloté
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par le comportement du béton. Ce dernier dépend de l’état d’endommagement dans le
béton qui est le maximum de la réponse de la structure.

Pour les structures de tuyauteries, même pour une ductilité maximale absolue très
importante (de l’ordre de 10 fois le seuil d’élasticité pour le signal 1.75(g)), le comporte-
ment linéaire équivalent varie peu. En effet, ce comportement dépend de la déformation
cyclique (de l’ordre de 2 pour le signal 1.75 (g)). Ceci signifie que la valeur maximale n’a
que peu d’impact sur le comportement linéaire équivalent de la structure de tuyauterie en
acier. Cette remarque conduit à dire que l’état d’endommagement dépend de la réponse
cyclique plutôt que du maximum de la réponse. L’essai BARC montre un intérêt particu-
lier afin d’avoir un niveau hyperstatique dans la structure. Cet hyperstatisme augmente
la rigidité de la structure totale lorsqu’une partie est endommagée.
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Chapitre 5

Conclusions et perspectives

« C’est l’heure exquise et matinale
Que rougit un soleil soudain.
À travers la brume automnale
Tombent les feuilles du jardin.
...
Une blonde lumière arrose
La nature, et, dans l’air tout rose,
On croirait qu’il neige de l’or. »

François Coppée - Extrait du
poème "Matin d’octobre"
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5.1 Conclusions

Le travail de thèse présenté dans ce manuscrit a permis de mettre en évidence les conclu-
sions suivantes :

01 Les méthodes simplifiées disponibles dans la littérature de calcul de la réponse non-
linéaire d’une structure, telle que la procédure statique non-linéaire, s’appuient
sur la linéarisation équivalente selon le critère du déplacement maximal et/ou de
l’équilibre d’énergie dissipée. Or, le critère du déplacement maximal n’est pas per-
tinent car pour un système non-linéaire, il peut exister ou ne pas exister des sys-
tèmes linéaires équivalents ayant le même déplacement maximal ; et dans le cas
où ce système existe, il y a une infinité de solutions. On peut donc dire qu’il s’agit
d’un problème "mal posé". Par ailleurs, rechercher un système linéaire équivalent
dont l’énergie dissipée soit la même que celle dissipée dans le système non-linéaire
n’est pas non plus une idée pertinente car, en situation d’excitation par les appuis,
l’énergie dissipée dans un système linéaire est indépendante de sa viscosité. Notons
qu’on retrouve une unicité de la solution en associant au critère du déplacement
maximal le choix de la rigidité sécante comme rigidité équivalente.

02 La proposition de linéarisation équivalente par fonction de transfert a permis de
restituer la partie dynamique de la réponse du système canonique pour un en-
semble de situations explorées selon un plan d’expérience portant sur les para-

mètres suivants : le ratio f0
fc

, l’écrouissage αp et le modèle de comportement ca-
ractérisé par χ. Cette expérimentation numérique a montré la dépendance forte
des caractéristiques équivalentes à la position relative de la fréquence initiale de
l’oscillateur élasto-plastique par rapport à la fréquence centrale du signal d’entrée.
Le paramètre lié à l’écrouissage αp joue un rôle important quand l’oscillateur non-
linéaire est exposé à un signal excitateur suffisamment fort. On observe que, lorsque

la ductilité appelée devient grande, le ratio
feq

f0
tend vers la valeur

p
αp . Quant au

paramètre de comportement χ, les caractéristiques équivalentes du comportement
avec χ=1.0 (élasto-plastique) sont totalement différentes de celles du comporte-
ment avec χ =0.0 (endommageant). La dépendance forte de ces caractéristiques

équivalentes
feq

f0
et ξeq est nette pour le comportement avec χ=1.0 et n’est pas le cas

pour le comportement avec χ=0.0. La performance de la linéarisation équivalente
proposée est établie par les notes des critères d’Anderson qui ont montré une excel-
lente similarité entre les accélérations des réponses non-linéaire et linéaire équiva-
lente, en particulier concernant le spectre transféré.

03 L’application de l’approche de linéarisation équivalente par fonction de transfert
sur des structures réelles (essai SAFE, BARC et EPRI) a montré que les caractéris-
tiques équivalentes des voiles en béton armé sont proches de celles du compor-
tement endommageant et celles des systèmes des tuyauteries restent proche du
comportement élasto-plastique. En interprétant ces résultats expérimentaux, nous
avons noté que l’endommagement correspond aux valeurs maximales dans la ré-
ponse pour le comportement des structures en béton et ce n’est pas le cas pour le
comportement des structures en acier. Pour ces dernières, la réponse dynamique
dans son ensemble est représentative de la non-linéarité de la structure.

04 Ce travail de thèse a mis en évidence et confirmé qu’il n’existe pas une méthodo-
logie unique de linéarisation équivalente permettant de restituer l’ensemble de la
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réponse non-linéaire. Si les ingénieurs s’intéressent à la réponse maximale, il est
nécessaire de prendre la linéarisation équivalente par rigidité sécante et déplace-
ment maximal. Lorsque l’intérêt est porté sur la réponse dynamique dans son en-
semble et/ou sur le mouvement transféré, la linéarisation équivalente par fonction
de transfert doit être retenue.

5.2 Perspectives

Plusieurs perspectives peuvent être envisagées afin de poursuivre ces travaux de recherche.
Parmi celles-ci, nous pouvons en détailler quelques-unes :

01 Des milliers de résultats en terme soit de déplacement maximal, soit de ductilité ap-
pelée, ont pu être stockés en sortie du plan d’expérience, et cela pour plusieurs pa-

ramètres du comportement (rigidité initiale f0
fc

, écrouissageαp et paramètre "Mixte"
χ). Cette base des données numérique fournit aux futurs utilisateurs la possibilité
de traiter statistiquement la dépendance de la réponse maximale à chaque para-

mètre, notamment le ratio f0
fc

du comportement non-linéaire, et de permettre ainsi
de valider plusieurs modèles statistiques théoriques liés à la réponse non-linéaire.

02 La procédure statique non-linéaire développée dans l’ATC 40 requiert deux éléments-
clés : (1) conversion de la réponse non-linéaire d’une structure réelle en celle du sys-
tème à 1 degré de liberté et (2) modification de la courbe de demande (ADRS) pour
tenir compte de l’amortissement au point de fonctionnement. Nous ne proposons
pas de développer pour l’élément-clé (1). En revanche, nous pouvons envisager de
modifier la courbe de demande en fonction de la ductilité appelée. Ceci a été fait
dans le cadre de cette thèse pour une structure à un degré de liberté, il faudrait gé-
néraliser la démarche pour une structure multimodale.

03 La proposition de linéarisation par fonction de transfert permet d’établir le spectre
transféré au travers de la structure non-linéaire sans effectuer le calcul transitoire
non-linéaire. Nous pouvons utiliser les caractéristiques de cette linéarisation équi-
valente afin d’utiliser la méthode de transfert direct qui est valable, à l’état actuel,
uniquement pour les structures linéaires.

04 Dans ce travail, nous avons proposé un modèle Mixte qui intègre les deux mo-
dèles : élasto-plastique et endommageant. L’interprétation des essais des structures
réelles montre que les caractéristiques des systèmes des tuyauteries en acier corres-
pondent à celles du comportement avec χ = 1.0 et au contraire, celle des voiles en
béton armé correspondent à celles du comportement avec χ = 0.0. Il conviendrait
maintenant d’examiner d’autres structures, comme les portiques en béton armé ou
des stuctures mixtes acier-béton, pour vérifier si leur comportement peut s’inter-
préter à l’aide d’une valeur intermédiaire de χ.

05 Dans ce travail, nous avons considéré des signaux d’entrée à large bande, représen-
tatif du mouvement du sol. Cependant, lors qu’on s’intéresse aux tuyauteries, il faut
conserver à l’esprit que dans la plupart des cas, elles sont soumises à des mouve-
ments filtrés par les structures et donc à bande étroite. Il faudrait donc considérer
aussi ce type des signaux.
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ANNEXE A. COMPLÉMENTS

A.1 Densité spectrale du signal synthétique

Nous présentons ici les densités spectrales déterminées à partir des signaux synthétiques
utilisés dans le cadre de ce travail de thèse.

Nous utilisons par la densité spectrale constante et tronquée G0 sur la plage de fré-
quence de 0 à 100 Hz. Cette valeur G0 est normalisée de telle sorte que (ωmax −ωmi n)G0

soit égale à 1, soit G0 = 1.5910−3. A partir de cette densité spectrale, nous générons les 1000
bruits blancs g j (t ) avec j = 1...1000. Nous avons tracé la DSP d’un bruit blanc g (t ) sur la
figure A.7.
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FIGURE A.1 – Densité spectrale constante et tronquée G0 calculée à partir d’un bruit blanc g (t )

Les 1000 signaux temporels X j (t ), avec j = 1...1000, sont générés à partir de la densité
spectrale G(ω), qui est la densité spectrale Clough-Penzien avec filtre passe-bas, décrite
dans le chapitre 01, section 1.2.2. Cette densité spectrale est normalisée de telle sorte que∫ ωmax
ωmi n

G(ω)dω soit égale à 1. Elle est présentée sur la figure A.2.

Les signaux synthétiques γ j (t ) sont quasi-stationnaires. Nous avons tracé la DSP d’un
signal γ(t ) sur la figure A.3.
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FIGURE A.2 – Densité spectrale calculée à partir d’un signal X(t )
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FIGURE A.3 – Densité spectrale déterminée pour un signal synthétique γ(t )
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A.2 Fréquence centrale du signal d’entrée

La fréquence centrale est déterminée à partir des moments spectraux par la formule sui-
vante Zentner et al. [2014] :

fc =
1

2π

√
λ2

λ0

λ2 =
∫ ∞

0
ω2Gy (ω)dω

λ0 =
∫ ∞

0
Gy (ω)dω

(A.1)

Où, Gy (ω) est la DSP du signal temporel.

Les 1000 signaux temporels X j (t ), avec j = 1...1000, ont la même densité spectrale DSP
présentée sur la figure A.2. De là, la fréquence centrale fc pour les 1000 signaux X j (t ) reste
la même et est égale à 5.35 Hz.

Le signal d’entrée γ(t ) est le produit d’un processus stationnaire X(t ) multiplié par une
courbe enveloppe temporelle q(t ). Nous multiplions ces 1000 signaux X j (t ) par une seule
courbe enveloppe q(t ) pour obtenir les 1000 signaux γ(t ). Les signaux γ j (t ) ne sont plus
stationnaires mais peuvent être considérés quasi-stationnaires.

Nous disposons de deux méthodes pour déterminer la fréquence centrale pour les si-
gnaux γ j (t ) :

01 Par moments spectraux à partir de la DSP : En admettant que la notion de la DSP est
valable pour ces signaux, dont un exemple est présenté sur la figure A.3, nous dé-
terminons les fréquences centrales fc, j pour les 1000 signaux γ j (t ). La distribution
des 1000 valeurs fc, j , avec j = 1...1000, est présentée sous un format d’histogramme
sur la figure A.4a.

02 Par nombre de passages par zéro : Une autre manière de déterminer la fréquence
centrale est de déterminer le nombre de passages par zéro du signal. Pour ces 1000
signaux γ j (t ), les 1000 fréquences dites "centrales" sont déterminées et présentées
sur la figure A.4b.

A partir de ces deux histogrammes présentés sur la figure A.4, nous constatons que
la valeur moyenne est similaire et que la manière de compter les passages par zéro gé-
nère plus de variabilité que la valeur définie à partir de la DSP. La valeur de la fréquence
centrale fc déterminée par la DSP est alors retenue.
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FIGURE A.4 – Histogramme des fréquences centrales des signaux synthétiques γ j (t )

A.3 Caractéristique de la réponse linéaire des oscillateurs
soumis au bruit blanc

Nous avons présenté les caractéristiques de la réponse linéaire des oscillateurs soumis au
bruit blanc g (t ) à partir d’une densité spectrale constante et tronquée G0. Dans ce cas, les
variances des réponses en déplacement σ2

u et en vitesse σ2
u̇ sont théoriquement détermi-

nées par les formules A.2.

σ2
u =

∫ ∞

0
Gu(ω)dω

=
πG0

4ξeω
3
e

σ2
u̇ =

∫ ∞

0
ω2Gu(ω)dω

=
πG0

4ξeωe

(A.2)

Par ailleurs, la variance de la réponse peut être estimée expérimentalement pour chaque
instant t à partir des 1000 réponses en déplacement u j (t ) et en vitesse u̇ j (t ) de l’oscilla-
teur soumis aux 1000 bruits blancs g j (t ) par la formule A.3.

σ2
ue

(t ) =

∑1000
j =1 u2

j (t )

1000

σ2
u̇e

(t ) =

∑1000
j =1 u̇2

j (t )

1000

(A.3)

Soit un oscillateur linéaire caractérisé par fe et ξe soumis à un bruit blanc g (t ), nous
avons alors :

ü(t )+2ξeωe u̇(t )+ω2
e u(t ) = −g (t ) (A.4)

Notons u(ω) et g (ω) la transformée discrète de Fourier de la réponse en déplacement
u(t ) et du signal de type bruit blanc d’entrée g (t ). Nous pouvons écrire la réponse en
déplacement par la fonction de transfert en déplacement comme suit :
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TABLEAU A.1 – Caractéristiques de la réponse de l’oscillateur linéaire de fe = 3Hz et ξe =5% soumis
aux 1000 bruits blancs par la formule A.2

Fréquence Amortissement σ2
ue

σ2
u̇e

Hz % NA NA

3 5 3.79e-6 1.325e-3

u(ω) = HDth(ω)g (ω)

HDth(ω) =
1

ω2 −2iξeωeω−ω2
e

(A.5)

Où : HDth(ω) est la fonction de transfert du déplacement.

En mettant sous forme complexe, la densité spectrale de la réponse en déplacement
s’écrit de la manière suivante :

Gu(ω) = G0HDth(ω)HDth(ω) (A.6)

Les valeurs de variances des réponses en déplacement σ2
u et en vitesse σ2

u̇ sont com-
parées avec les valeurs moyennes au fil du temps des σ2

u(t ) et σ2
u̇(t ). Cette comparaison

permet de valider le programme de calcul de la réponse linéaire temporelle.

Afin de déterminer la réponse temporelle de l’oscillateur linéaire de caractéristique fe

et ξe , nous avons deux façons de procéder :

01 En utilisant le schéma β-Newmark, la réponse temporelle est déterminée par l’inté-
gration directe de l’équation A.4.

02 En utilisant la fonction de transfert, le contenu fréquentiel de la réponse en dépla-
cement est déterminée par l’équation A.5 et transformée dans le domaine temporel
par la transformée inverse discrète de Fourier.

Application numérique pour l’oscillateur de { fe = 3Hz;ξe = 5%}

Les valeurs "théoriques" de la variance des réponses linéaires en déplacement et en vi-
tesse sont déterminées par la formule A.2 et présentées dans le tableau A.1. Ensuite, nous
déterminons expérimentalement les variances pour chaque instant t par la formule A.3 et
les présentons dans les figures A.5 et A.6.

D’après les figures A.5 et A.6, nous observons une valeur numérique à 3.7910−6 pour
la variance en déplacement et 1.3310−3 pour la variance en vitesse (valeur en moyenne au
fil du temps). Ces valeurs correspondent à celles obtenues par les formules A.2.

De plus, nous avons observé que les variances des réponses en déplacement et en vi-
tesse déterminées par le schéma β-Newmark démarrent par zéro, ce qui correspond à la
condition initiale de l’oscillateur. Ici, le départ au repos impose que les réponses en dépla-
cement et en vitesse de l’oscillateur sont initialement nulles. Afin de prendre en compte
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FIGURE A.5 – Variance de la réponse élastique en déplacement de l’oscillateur linéaire de fe = 3Hz
et ξe =5% soumis aux 1000 bruits blancs, déterminée par la formule A.3 : réponse en déplacement
obtenue par la fonction de transfert en orange et celle obtenue par le schéma β-Newmark en bleu.

Temps (s)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

#10-3

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

Par fonction de transfert
Par Beta-Newmark

V
ar

ia
nc

e 
en

 v
ite

ss
e 

(f
or

m
ul

e 
A

3)

FIGURE A.6 – Variance de la réponse en vitesse de l’oscillateur linéaire de fe = 3Hz et ξe =5% soumis
aux 1000 bruits blancs, déterminée par la formule A.3 : réponse en vitesse obtenue par la fonction
de transfert en orange et celle obtenue par le schéma β-Newmark en bleu.
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TABLEAU A.2 – Valeur de la variance de la réponse en vitesse de l’oscillateur linéaire soumis au
bruit blanc

Fréquence Amortissement πG0
4ξeωe

∫ 2π50
0 ω2Gu(ω)dω

Hz % NA NA

1 5 3.975e-3 3.958e-3
1 50 3.975e-4 3.928e-4

10 5 3.975e-4 3.927e-4
10 50 3.975e-5 3.465e-5
25 5 1.590e-4 1.529e-4
25 50 1.590e-5 1.044e-5
36 5 1.104e-4 1.021e-4
36 50 1.104e-5 0.524e-5

ces conditions initiales dans la formule A.2, la valeur ξe est prise comme étant sa valeur
équivalente temporelle :

ξt = ξe (1−e−2ξeωe t ) (A.7)

En conclusion, cette démonstration permet la validation du programme de calcul de
la réponse temporelle. Afin de prendre en compte les conditions initiales, le programme
avec le schéma β-Newmark est retenu. En général, les variances des réponses de l’oscilla-
teur linéaire soumis au bruit blanc déterminées par expérience à partir des 1000 signaux
g j (t ) correspondent à leurs valeurs dites "théoriques".

Effet de troncature dans le domaine fréquentiel au travers de la densité spectrale de la
réponse en vitesse

La valeur de la variance des réponses en vitesse déterminée par la formule A.2 requiert
une intégration sur la plage de fréquence de 0 à ∞. Numériquement, lorsque la variance
est estimée à partir des signaux temporels, la plage de fréquence sur laquelle se calcule la
densité spectrale est limitée par la fréquence de Nyquist. La valeur des variances calculées
à partir des réponses temporelles tend à être inférieure à celles déterminées par la formule
"théorique" (formule A.2). Dans ce rapport, pour un pas de temps de 0.01 secondes, la va-
leur de la fréquence maximale est de 0.5*1/0.01 = 50 Hz. Il est alors nécessaire de compa-
rer la valeur de

∫ 2π50
0 ω2Gu(ω)dω avec la valeur πG0

4ξeωe
pour plusieurs oscillateurs linéaires

(exemples de la démonstration de l’indépendance de l’énergie dissipée visqueuse dans
le chapitre 02). Les valeurs sont présentées dans le tableau A.2. La densité spectrale de la
réponse en vitesse n’est pas déterminée par fonction de transfert mais estimée à partir de
la réponse temporelle obtenue par le schéma β-Newmark.

Nous constatons dans le tableau A.2 que la valeur déterminée par la formule πG0
4ξeωe

est

proche de celle définie par
∫ 2π50

0 ω2Gu(ω)dω pour les oscillateurs faiblement amortis et

à basse fréquence. L’écart entre quantités πG0
4ξeωe

et
∫ 2π50

0 ω2Gu(ω)dω est dû à la différence
des plages de fréquence sur laquelle se calcule l’intégral de la densité spectrale de la ré-
ponse en vitesse. La valeur théorique, trouvée dans la colonne 03, est déterminée sur la
plage de 0 à ∞ et la valeur numérique, trouvée dans la colonne 04, est déterminée sur la
plage de 0 à 50 Hz. Cette différence est présentée sur la figure A.7. Cette différence est donc
la raison pour laquelle l’énergie dissipée par la viscosité dans le chapitre 01 est différente
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FIGURE A.7 – Densité spectrale de la réponse en vitesse de l’oscillateur linéaire au bruit blanc

de la valeur 0.1 pour une durée de 20 secondes.
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A.4 Schéma β-Newmark en accélération moyenne

Afin de déterminer la réponse des systèmes canoniques non-linéaires, nous utilisons dans
le cadre de ce travail le schéma de β-Newmark en accélération moyenne avec β= 1/4 et
γ=1/2. Soit un oscillateur à l’instant n, nous pouvons alors écrire l’équation de la dyna-
mique pour ce système canonique de la façon suivante (Ref. équation A.8) :

ün +2ξ0ω0u̇n + Fn

m
= −γn (A.8)

Où : la force de rappel Fn dépend des variables d’état du comportement considéré et
qui sont, par exemple, soit le déplacement total un et déplacement plastique up pour le
comportement élasto-plastique ; soit la variable interne Y et la variable d’endommage-
ment D pour le comportement endommageant. Nous présentons ici l’algorithme de la
réponse non-linéaire en utilisant le schéma β-Newmark et ses problèmes associés pour
le cas d’élasto-plascitité qui sont également valable pour un comportement endomma-
geant. Nous avons donc la force de rappel Fn = F(un ,up,n).

Le schéma β-Newmark s’écrit alors Newmark [1959] :

un+1 = un +∆t u̇n +∆t 2
(
(

1

2
−β)ün +βün+1

)
u̇n+1 = u̇n +∆t

(
(1−γ)ün +γün+1

) (A.9)

A l’aide du schéma de β-Newmark, nous écrivons l’équation A.8 pour le comporte-
ment élasto-plastique comme suit (en application numérique de β = 1/4 et γ =1/2) :

( 4

(∆t )2
+2ξ0ω0

2

∆t

)
un+1 +F(un+1,up,n+1) = −γn+1 +2ξ0ω0

( 2

∆t
un + u̇n

)
+

( 4

(∆t )2
un + 4

∆
u̇n + ün

)
u̇p,n+1 = u̇n+1

k∗

k∗+ke
ou 0

(A.10)

Cette équation A.10 est résolue à l’aide des algorithmes de résolution non-linéaire,
très souvent en suivant la procédure de Newton-Raphson. Posons la résolution de cette
équation f (x) = 0, l’algorithme de Newton-Raphson consiste à construire une suite (xi )
telle que la valeur xi+1 est l’intersection de la tangente de la courbe f au point {xi , f (xi )}
avec l’horizontale jusqu’à la convergence dont la condition est souvent définie par l’er-
reur relative ( xi+1−xi

xi
) ou absolue (xi+1 − xi ) des valeurs de solution entre deux itérations.

De cela, la méthode directe augmente le temps de calcul du fait des itérations et égale-
ment le problème lié à la convergence (taille de maillage, nombre d’itérations, précision,
etc).

Par contre, nous pouvons utiliser le résultat de la procédure itérative de Newton en
notant F(un+1,up,n+1) = F(un ,up,n)+ k(un ,up,n)∆un afin d’établir l’expression explicite
du déplacement à l’instant n+1. Nous avons également :
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un+1 = un +∆un

up,n+1 = up,n +∆up,n

∆up,n =∆un
k∗

k∗+ke
ou 0

(A.11)

Nous avons maintenant un système linéarisé permettant de déterminer∆up,n et∆un :

( 4

(∆t )2
+2ξ0ω0

2

∆t
+k(un ,up,n)

)
∆un = −γn+1 −F(un ,up,n)+2ξ0ω0(u̇n)

+
( 4

∆t
u̇n + ün

)
∆up,n =∆un

k∗

k∗+ke
ou 0

(A.12)

De manière générale, la linéarisation du système A.10 se confronte à une erreur en gar-
dant la valeur des déplacements (un+1,up,n+1) déduite de l’équation A.12, car la valeur de
la force F(un+1,up,n+1) n’est pas égale à F(un ,up,n)+k(un ,up,n)∆un en certains instants.
Il faut à ce stade une correcteur qui permet de corriger la valeur de force F(un+1,up,n+1)
en fonction des variables d’état (un+1,up,n+1) compatibles avec la loi de comportement.
Nous avons illustré cette observation pour deux exemples au moment où l’erreur peut se
commettre.

Selon la figure A.8, soit à l’instant n (points A1 et A2), le prédicteur prévoit le point de
l’instant (n+1) (points B1 et B2). Vu que la force prédite n’est pas correcte, le correcteur
va corriger ce point de prédiction au point corrigé en gardant toujours le déplacement
prédictif (points C1 et C2). Nous pouvons observer une erreur en terme de déplacement et
force. Ces erreurs peuvent être corrigées en diminuant encore le pas de temps. Nous avons
vu qu’avec notre système canonique, il suffit de maintenir un pas de temps maximal ∆t =
Te
20 afin d’assurer la bonne précision du résultat.
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Force

Déplacementun un+1(prédi)

Fn+1(cor)

Fn(cor)

Fn+1(prédi)

A1

B1

C1

(a) Illustration de la solution du déplacement au passage élastique - plastique

Force

Déplacementun
un+1(prédi)

Fn+1(cor)

Fn(cor)
Fn+1(prédi)

A2B2

C2

(b) Illustration de la solution du déplacement au passage plastique - élastique

FIGURE A.8 – Illustration de l’erreur commise en déplacement pour un comportement élastoplas-
tique
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A.5 Procédure de validation du programme de calcul de la
réponse non-linéaire

En vue de la validation du programme de détermination de la réponse transitoire du mo-
dèle "Mixte", nous avons testé le programme Matlab sur plusieurs cas-tests simples en
suivant cette démarche :

01. Choix d’une réponse en déplacement x(t) ;

02. Détermination de la vitesse et de l’accélération à partir du déplacement x(t) à l’aide
du schéma de type β-Newmark avec les conditions initiales ;

03. Choix d’un comportement non-linéaire et calcul de la force de rappel f(t) ;

04. Détermination de l’accélération à la base de l’oscillateur par la relation définie dans
l’équation A.8 ;

05. Détermination de la réponse x*(t) de l’oscillateur soumis à l’accélération de l’étape
04 en utilisant le programme Matlab ;

06. Comparaison des réponses x(t) et x*(t). Validation du programme si les deux quan-
tités sont égales.

A.6 Évaluation des caractéristiques dynamiques dans le do-
maine temporel

Lorsque la structure est plastifiée et endommagée, les caractéristiques dynamiques évo-
luent. Afin de qualifier ce changement au cours du temps, il est possibile d’utiliser la
méthode d’identification dans le domaine temporel telle que la méthode spatiale décrite
dans Molina and Pegon [1998].

A.6.1 Identification modale par la méthode spatiale

Cette méthode présente l’avantage de saisir l’évolution de la fréquence et de l’amortis-
sement au cours du temps. En utilisant comme données d’entrée la force de rappel, le
déplacement et la vitesse, qui sont disponibles pour un essai pseudo-dynamique, cette
méthode a été appliquée à un bâtiment en béton armé Molina et al. [1999] et aux voiles
en cisaillement de l’essai SAFE Molina et al. [2000]. En effet, la rigidité et l’amortissement
de la structure sont déterminés par la formule suivante :

[
uT(n) vT(n) I

]KT

CT

oT

 = r T(n) (A.13)

Où, uT(n), vT(n) sont les données en déplacement et en vitesse. K et C sont les ma-
trices de rigidité et d’amortissement. Le terme o représente l’erreur de l’estimation de la
solution sur K et C. Le vecteur r est la force de rappel.
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L’équation A.13 est résolue par la méthode des moindres carrés. Un paramètre impor-
tant de cette méthode est la taille de la fenêtre dans laquelle se fait la minimisation des
écarts entre les forces de rappel des deux systèmes. Une fenêtre petite peut mieux sai-
sir le changement des caractéristiques mais présente des résultats parasités. Par ailleurs,
ce choix ne doit pas dépendre seulement des résultats obtenus (glissés ou bruités) mais
aussi des phénomènes physiques en jeu dans la structure. Pour une structure réelle, le
changement peut être progressif mais à contrario, le modèle rhéologique peut présenter
un changement brutal en terme par exemple de rigidité. De plus, l’application de cette
méthode dans le cadre d’essais pseudo-dynamiques a montré l’existence de résultats ir-
réguliers surtout pour l’amortissement.

Nous avons testé la méthode spatiale sur le comportement élasto-plastique et le com-
portement endommageant avec différentes tailles de fenêtre. Par application directe de
la méthode, le changement des caractéristiques de ces comportements est brutal. Il est
préférable de pondérer le signal de réponse par une fonction de type cloche. Les résultats
sont présentés sur les figures A.9 et A.10 pour 2 tailles de fenêtres avec ou sans courbe de
pondération du type cloche.

A partir des figures A.9 et A.10 , nous obtenons le changement en fréquence et d’amor-
tissement.

En conclusion, le résultat de la méthode dépend de la taille de la fenêtre dans laquelle
s’identifient les caractéristiques de la structure. Le changement brutal pour le compor-
tement idéalisé étudié dans ce travail n’est pas correctement représenté. Ces méthodes
d’identification modale expérimentale dans le domaine temporel peuvent être utilisées
en ayant conscience que l’erreur commise reste liée au paramètre de la méthode (taille
de fenêtre,...).
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FIGURE A.9 – Évolution des caractéristiques de l’oscillateur élasto-plastique avec { f0

fc
;ξ0} = {1.0;5%}

pour λ = 3.30 ( soit µ = 3.47). La méthode spatiale est fonction de deux tailles : 5 instants et 50
instants. La durée totale est de 20 (s), soit 20000 instants. Zoom sur l’intervalle de temps de 2.15 (s)
à 2.5 (s).
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FIGURE A.10 – Évolution des caractéristiques de l’oscillateur endommageant avec { f0

fc
;ξ0} =

{1.0;5%} pour λ = 2.56 (soit µ = 3.01 ). La méthode spatiale est fonction de deux tailles : 5 ins-
tants et 50 instants. La durée totale est de 20 (s), soit 20000 instants. Zoom sur l’intervalle de temps
de 2.2 (s) à 2.6 (s).XVI
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A.7 Analyse modale dans le domaine fréquentiel

L’identification de la fréquence et de l’amortissement dans le domaine fréquentiel reste
bien établie dans le cadre de l’analyse modale expérimentale. Plusieurs techniques ont
été développées afin d’éliminer le bruit dans la mesure. La lecture de la synthèse de plu-
sieurs techniques courantes renvoit à la référence Verboven [2002]. Dans cette section,
nous présenterons uniquement :

01 Les techniques de construction de la fonction de transfert à partir des auto-spectres
et inter-spectres dans le cadre de l’identification modale expérimentale ;

02 L’influence de la façon de moyenner les fonctions de transfert ou de leur modules
sur l’identification de l’amortissement ;

03 Les méthodes temps-fréquences.

Les deux premières techniques présentent un intérêt en éliminant le bruit dans la
mesure. La troisième approche, quant à elle, permet une représentation du changement
des caractéristiques dynamiques au cours du temps. Malgré leurs utilités, ces trois tech-
niques ne sont pas compatibles avec notre objectif d’établir un comportement linéaire
équivalent.

A.7.1 Construction de la fonction de transfert à partir des auto-spectres
et inter-spectres

Nous présentons uniquement les techniques de construction de la fonction de transfert à
partir de l’auto-spectre et de l’inter-spectre. Ces techniques sont établies afin d’éliminer
les bruits dans les données d’entrée et de sortie mesurées.

Construction des auto-spectres et inter-spectres

En notant Ik et Ok les termes de la transformée discrète de Fourier des signaux d’entrée
et de sortie, l’inter-spectre discret GIOk est défini par :

GIOk = Ik OH
k (A.14)

où, l’opérateur (∗)H correspond à la transposée conjuguée.

De façon analogue, les auto-spectres sont définis comme suit :

GIIk = Ik IH
k

GOOk = Ok OH
k

(A.15)

Les estimateurs H1/H2 et Hv

Lorsque le bruit sur les entrées est estimé nul, et que le bruit sur les sorties est décorrélé,
la fonction de transfert est définie par l’estimateur H1 :

H1 =
GOI

GII
(A.16)
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A contrario, lorsque le bruit sur les sorties est estimé nul, et que le bruit sur les entrées
est décorrélé, la fonction de transfert est définie par l’estimateur H2 :

H2 =
GOO

GIO
(A.17)

Lorsque les entrées et les sorties sont bruitées, la fonction de transfert est estimée par
l’estimateur Hv, solution de l’équation suivante :

Hv

[
GII

GIO

]
=

[
GIO

GOO

]
(A.18)

A.7.2 Influence de la façon de moyenner les fonctions de transfert ou
leurs modules sur l’identification de l’amortissement

A partir du module de la fonction de transfert, il est possible d’en déduire la fréquence
et l’amortissement. Quand la structure est non-linéaire, nous constatons que le module
de la fonction de transfert mesurée n’est pas régulier. Une technique courante consiste à
déterminer le module de la fonction de transfert moyenné sur plusieurs essais. Or, quand
nous identifions les caractéristiques dynamiques à partir de la moyenne des modules,
l’amortissement augmente artificiellement.

Pour illustrer cette constatation, nous présentons un exemple simple. Les 1000 fonc-
tions de transfert H j ( fe, j ,ξe ) sont calculées par la formule A.5 avec une seule valeur d’amor-
tissement réduit ξe égal à 5% et 1000 valeurs de fréquences fe, j avec j = 1...1000. Les fré-
quences fe, j sont distribuées suivant la loi Gaussienne contrôlée par la moyenne fe,m et
l’écart-type σ fe . Nous pouvons déterminer le module moyen ||H( fe,i ,ξe,i )|| de deux fa-
çons :

||H1( fe,i ,1,ξe,i ,1)|| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1000∑
j =1

H j ( fe, j ,ξe )

1000

∣∣∣∣∣∣∣∣
||H2( fe,i ,2,ξe,i ,2)|| =

∣∣∣∣∣∣1000∑
j =1

H j ( fe, j ,ξe )
∣∣∣∣∣∣

1000

(A.19)

Où, les indices 1 et 2 signifient les deux façons de déterminer le module de la fonc-
tion de transfert. A ce stade, la fréquence fe,i ,1 et l’amortissement ξe,i ,1 sont identifiés à
partir du module de la fonction de transfert ||H1( fe,i ,ξe,i )||. La fréquence fe,i ,2 et l’amor-
tissement ξe,i ,2 sont quant à eux définis à partir de ||H2( fe,i ,ξe,i )||.

Nous avons utilisé trois valeurs d’écart-type pour les trois distributions de fe, j . De là,
nous avons procédé à l’identification pour les différents cas présentés dans le tableau A.3.

A partir du tableau A.3, nous pouvons constater que la valeur d’amortissement iden-
tifiée est considérablement supérieure à la valeur donnée ξe = 5%. A titre d’exemple, la
valeur d’amortissement ξe,i ,1 identifiée pour H1 et un écart-type de 0.2 est égale à 16%, ce
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TABLEAU A.3 – Influence de la façon de moyenner le module des fonctions de transfert sur la valeur
d’amortissement identifiée

||H1( fe,i ,1,ξe,i ,1)|| ||H2( fe,i ,2,ξe,i ,2)||
fe,m σ fe fe,i ,1 ξe,i ,1 fe,i ,2 ξe,i ,2

Hz Hz % Hz %

1.00 0.20 1.02 16.03 1.00 9.56
1.00 0.10 1.00 10.08 0.99 7.16
1.00 0.05 1.00 7.11 0.99 5.90

Valeur des fréquences f
e,j
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FIGURE A.11 – Distribution des 1000 valeurs de fe, j suivant la loi Gaussienne avec la valeur
moyenne de fe,m = 1 et un écart-type de σ fe = 0.2
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FIGURE A.12 – Modules ||H1( fe,i ,1,ξe,i ,1)|| en courbe pointillée bleu et ||H2( fe,i ,2,ξe,i ,2)|| en courbe
pointillée rouge, comparées avec ceux des 1000 fonctions de transfert H j ( fe, j ,ξe ) (lignes continues

qui est très différent de la valeur attendue de 5% pour ξe . Pour cet exemple, la distribution
des 1000 fréquences fe, j est présentée sur la figure A.11. Les modules des 1000 fonctions
de transfert H j ( fe, j ,ξe ) ainsi que ceux des 2 fonctions ||H1( fe,i ,1,ξe,i ,1)|| et ||H2( fe,i ,2,ξe,i ,2)||
sont présentés dans la figure A.12.

En conclusion, la façon de moyenner les modules (ou les fonctions de transfert) aug-
mente artificiellement l’amortissement.

A.7.3 Méthodes temps-fréquence

Quand le comportement d’une structure est non-linéaire, il est nécessaire de qualifier
le changement des caractéristiques. Plusieurs techniques sont développées dans le do-
maine temporel (Voir l’annexe A.6) mais également dans le domaine fréquentiel. Nous
présentons dans cette section deux méthodes courantes, qui sont la STFT (Transformée
de Fourier à court terme ou en anglais Short-Time Fourier Transform) et la méthode des
ondelettes (en anglais Wavelet Transform), permettant de qualifier le changement des ca-
ractéristiques dynamiques dans le domaine fréquentiel.

Transformée de Fourier à court terme - STFT

Cette méthode consiste à segmenter un long signal en plusieurs segments plus courts et à
évaluer ensuite séparément la transformée de Fourier de chaque segment temporel. Cette
méthode a été publiée par Dennis Gabor dans Gabor [1946]. Cette transformée continue
est définie comme suit :

XX



ANNEXE A. COMPLÉMENTS

STFTx(t )(τ,Ω) ≡ X(τ,Ω) =
∫ +∞

−∞
x(t )Ω(t −τ)e− jωt dt (A.20)

Où : τ est le temps autour duquel la fenêtre Ω(t −τ) est centrée.

La particularité de cette transformée à court terme est liée au fait que le signal est seg-
menté par les fenêtres Ω(t ) tronquées. Ces fenêtres sont souvent du type Hann ou Gauss.
Les choix du type ainsi que des paramètres de la fenêtre sont primordiaux vis à vis du
résultat attendu. Par example, la fenêtre Gauss est conçue pour analyser les signaux tran-
sitoires tandis que la fenêtre Hann est applicable au signal à bande étroite et au processus
aléatoire Gao and Yan [2011].

Allant de pair avec cette technique, la représentation sous forme de "spectrogramme"
est souvent utilisée, soit l’énergie (ou le module de la transformée de Fourier) du signal à
une fréquence et à un instant.

Pour illustrer l’utilité de la méthode STFT, nous présentons ci-après un exemple. D’abord,
la fenêtre Gaussienne a été choisie du fait qu’elle soit compatible pour les signaux transi-
toires. La fenêtre est définie comme suit :

Ω(t ) = e−α
2τ2

0 (A.21)

Le choix des paramètres de cette fenêtre Gaussienne est fait tel que α = 0.7 et τ0 =
1.5748 afin d’avoir une largeur égale à 128 instants et une résolution fréquentielle ∆ f =
0.05 Hz. La compréhension de ces notions nous renvoie au travail de Gao and Yan [2011].
La méthode STFT avec une fenêtre préalablement définie est appliquée au comportement
élastoplastique à un niveau d’excitation λ de 5. L’oscillateur est caractérisé par { f0;ξ0;αp }
= {3Hz;5%;10%}.

A partir de la figure A.14, nous avons constaté que le changement de la fréquence est
capturé suivant le changement de la variable interne (le déplacement maximal). Néan-
moins, ce changement n’est pas assez représentatif du changement de la variable du fait
que la résolution en temps n’est pas assez fine.

La méthode des ondelettes - Wavelet Transform

Une autre méthode permettant d’examiner le changement des caractéristiques dynamiques
de la structure est celle des ondelettes. La transformée en ondelettes est définie de la fa-
çon suivante :

Wx(t )(s,τ,Ψ) ≡ W(s,τ,Ψ) =
1p

s

∫ +∞

−∞
x(t )Ψ∗(

t −τ
s

),dt (A.22)

Où, l’opérateur Ψ∗( t−τ
s ) est le complexe conjugué de la base des ondelettes Ψ( t−τ

s ).

La base des ondelettes connue est celle de Morlet Grossmann and Morlet [1984]. L’avan-
tage de cette méthode est la possibilité d’ajuster la résolution fréquentielle et temporelle
en fonction de l’objectif visé.
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Conclusion sur les méthodes temps-fréquence

Les méthodes temps-fréquence ont pour avantage de représenter le changement des ca-
ractéristiques dynamiques de la structure lorsqu’elle est non-linéaire. Cependant, cela
n’est pas compatible avec l’objectif de travail de thèse qui est d’identifier le comporte-
ment linéaire équivalent.

A.8 Valeurs des coefficients de la courbe de chute de fré-
quence et d’amortissement équivalents par fonction de
transfert

Les coefficients {µ0,d} et {ξa ,c} sont déterminés pour les cas où le ratio f0
fc

= 0.1, 0.5, 1.0,2.0 ;
avec un écrouissage αp =0.0,0.1,0.2 ; et un type de comportement χ = 0.0, 0.25, 0.5, 0.75,
1.00. Les valeurs de ces coefficients sont présentées dans le tableau A.4. Les coefficients
permettent de décrire analytiquement de la manière suivante la chute de fréquence et
l’augmentation de l’amortissement :

feq

f0
=

√
αp + 1−p

αp

1+ ( µ−1
µ0−1

)d

ξeq = ξ0 +ξa
(
1− (

feq

f0
)c) (A.23)

A partir du tableau A.4, les valeurs de coefficients ξa et c ne sont pas pertinents. Par
exemple, pour le comportement avec {αp ;χ} = {20%;0.0}, les valeurs des ξa et c change-

ment complètement pour différentes valeurs du ratio f0
fc

tandis que la courbe médiane

reste indépendante du ratio f0
fc

. Ainsi, il faudrait exprimer autrement l’amortissement
équivalent, sans doute directement en fonction de la ductilité appelée.
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TABLEAU A.4 – Valeurs des coefficients pour différents comportements

αp = 00% αp = 10% αp = 20%
f0/fc µ0 d ξa c µ0 d ξa c µ0 d ξa c

χ = 0.00
0,1 4,48 0,72 232 0,00 2,96 0,96 0,96 0,12 2,69 0,97 0,17 0,75
0,5 4,56 0,75 396 0,00 2,96 0,97 73,3 0,00 2,69 0,98 3,23 0,02
1,0 4,66 0,78 25,8 0,01 3,05 1,01 0,12 1,29 2,75 1,00 -85 0,00
1,5 5,05 0,85 0,26 1,55 3,21 1,06 0,10 5,03 2,87 1,02 0,06 7,30
2,0 5,50 0,87 0,48 0,77 3,25 1,04 -

476
0,00 2,87 1,04 0,07 7,24

χ = 0.25
0,1 4,87 0,86 0,66 0,49 3,32 1,09 0,18 2,36 3,03 1,11 0,11 4,50
0,5 5,33 0,87 0,99 0,33 3,51 1,08 0,23 1,62 3,20 1,11 -

668
0,00

1,0 5,66 0,86 0,92 0,39 3,67 1,07 0,22 1,97 3,32 1,10 0,12 4,24
1,5 6,17 0,89 0,76 0,58 3,90 1,09 0,24 2,18 3,52 1,11 0,13 4,05
2,0 6,66 0,89 1,64 0,25 4,11 1,07 0,29 1,64 3,66 1,09 0,15 3,34

χ = 0.50
0,1 4,92 1,07 0,66 0,83 3,59 1,32 0,25 3,18 3,34 1,29 0,16 5,62
0,5 6,27 1,04 0,90 0,55 4,14 1,27 0,29 2,32 3,73 1,29 0,17 4,41
1,0 7,36 0,99 1,01 0,51 4,59 1,24 0,32 2,02 4,07 1,26 0,18 3,91
1,5 8,87 0,99 1,25 0,42 5,20 1,24 0,39 1,54 4,59 1,28 0,21 3,15
2,0 12,6 0,87 46,2 0,01 6,06 1,20 0,60 0,88 5,09 1,24 0,26 2,22

χ = 0.75
0,1 4,89 1,36 0,83 0,79 3,77 1,63 0,31 3,42 3,51 1,56 0,21 6,29
0,5 7,79 1,24 0,78 0,87 4,92 1,52 0,34 2,67 4,31 1,51 0,22 5,02
1,0 10,9 1,13 0,72 1,04 5,94 1,52 0,38 2,33 5,10 1,52 0,23 4,54
1,5 17,6 1,01 0,83 0,91 7,73 1,70 0,40 2,23 6,29 1,64 0,26 3,92
2,0 54,0 0,70 321 0,00 10,7 1,91 0,45 1,93 7,99 1,86 0,27 3,60

χ = 1.00
0,1 4,83 2,00 0,76 0,93 3,99 2,15 0,37 3,49 3,72 1,93 0,25 6,78
0,5 10,8 1,49 0,59 1,65 5,94 1,94 0,39 3,09 5,02 1,84 0,26 5,90
1,0 19,4 1,30 0,43 3,03 7,81 1,95 0,41 2,86 6,35 1,93 0,27 5,72
1,5 50,9 1,12 0,33 5,41 11,1 2,32 0,41 3,01 8,58 2,29 0,28 5,51
2,0 184 0,92 0,23 10,6 17,3 2,29 0,34 5,05 11,4 2,59 0,29 5,37
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A.9 Distribution des notes des critères d’Anderson

Pour illustrer la distribution des notes des critères d’Anderson en vue de qualifier la simi-
larité entre les réponses en accélération du modèle non-linéaire et du modèle linéaire

équivalent, nous avons étudié le comportement caractérisé par { f0
fc

= 1.0;ξ0 = 5%;αp =
10%} avec λ = 3.3. Nous obtenons la distribution de la note de chaque critère présentée
sur la figure A.15 :
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FIGURE A.15 – Distribution des notes des critères pour le cas { f0

fc
= 1.0;ξ0 = 5%;αp = 10%} avec λ =

3.3. "Moy" et "EC" signifient respectivement la valeur moyenne et l’écart-type
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A.10 Proposition de concepts de linéarisation équivalente
par la restitution des caractéristiques dynamiques

Pour compléter les propositions de comportement linéaire équivalent par restitution des
caractéristiques dynamiques, nous étudierons dans cette annexe des grandeurs « in- ter-
médiaires » déduite de la réponse temporelle pouvant être considérée comme critère
d’équivalence. Outre la méthode par fonction de transfert du chapitre 03, nous propo-
sons deux autres concepts de linéarisation équivalente : (1) par l’écart-type et (2) par le
nombre de passage par zéro. L’analyse du critère, de la méthode et de la performance
seront présentées ci-après.

A.10.1 Fréquence équivalente par nombre de passage par zéro

La fréquence d’un oscillateur est physiquement définie par le nombre d’allers et retours
à son équilibre. Si l’oscillateur est élastique linéaire, cet équilibre est zéro, d’où le nom de
ce critère : le passage par zéro. Or, la réponse de l’oscillateur non-linéaire ne prend pas
son équilibre à zéro mais oscille autour de la partie dite "courbe de tendance" à basse
fréquence de la réponse totale. Le reste de la réponse totale est appelée la partie dyna-
mique qui oscille donc autour de zéro. A ce stade, il est indispensable de déterminer deux
courbes : courbes de tendance et courbe dynamique. Ainsi, le nombre des passages par
zéro de la partie dynamique est identique à celui passant par l’équilibre de la réponse
non-linéaire.

Notons Npassag e le nombre de passages par zéro de la partie dynamique et ∆passag e

est la durée du temps, entre le premier et le dernier passage. La fréquence équivalente est
déterminée par la formule suivante :

feq =
Npassag e

2∆passag e
(A.24)

Détermination de la partie dynamique et la courbe de tendance

La réponse temporelle totale sera décomposée en une partie dynamique et une courbe
de tendance. La courbe de tendance est la composante à basse fréquence de la réponse
totale. Comme son nom l’indique, elle permet de définir la tendance de la réponse to-
tale. Or, elle ne porte aucun sens physique. Ainsi, la détermination de cette courbe est
non physique. Nous envisagerons alors deux démarches de détermination de la courbe
de tendance dans la réponse totale.

01 Démarche 01 : Lissage par moyenne dans une fenêtre glissante. En effet, la courbe
de tendance dans une fenêtre est la moyenne des valeurs de la réponse totale issues
dans cette fenêtre. La taille de la fenêtre devient le paramètre primordial. La perfor-
mance de la taille retenue sera jugée en fonction du "sens" de l’utilisateur. Cela ne
permet pas un traitement automatisé sur l’ensemble des familles d’oscillateurs étu-
diés. De plus, ce paramètre intervient dans le résultat de la fréquence équivalente.
La taille de fenêtre ne permet pas la convergence en terme de fréquence équivalente
(Ref. figure A.16).

02 Démarche 02 : Un filtre passe-bas est appliqué à la réponse totale. Cette démarche
demande la connaissance de la fréquence de coupure au-dessus de laquelle le con-
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FIGURE A.16 – Influence de la taille de fenêtre dans le résultat de la fréquence équivalente pour
le comportement élasto-plastique sans écrouissage dont la fréquence f0 = fc pour les 5 premiers
signaux dans l’ensemble des 1000 fabriqués. La valeur de λ = 4.37. La divergence du résultat en
terme de fréquence équivalente à différentes tailles de fenêtre du lissage par moyennage afin de
déterminer la courbe de tendance. Ce lissage est appliqué deux fois.

tenu fréquentiel sera coupé. Or, cette fréquence reste inconnue. Et, comme la courbe
de tendance ne porte aucun sens physique, cette fréquence reste difficile à détermi-
ner.

Faut-il effectuer le comptage sur la phase forte ou la durée totale du transitoire ?

D’une part, il est évident de dire que le comptage sur la durée totale du transitoire aug-
mente la valeur moyenne de fréquence pour le comportement élasto-plastique où la rigi-
dité revient à la valeur initiale en régime élastique. Cela n’est pas le cas pour le compor-
tement endommageant. D’autre part, le comptage sur la phase forte a son intérêt pour
représenter la dynamique pendant l’intervalle le plus sévère du signal. Ainsi, la durée de
phase forte est retenue afin de procéder au comptage. Cette durée n’est pas toujours la
même que ∆passag e issue dans l’équation A.24.

Nous observons dans la figure A.17 que le comptage des passages par zéro n’est pas
robuste en terme de fréquence équivalente. Même avec une fenêtre assez large (1%) et un
lissage appliqué deux fois, la courbe de tendance contient encore des contenus à hautes
fréquences. Si nous regardons de plus près, le zoom sur l’intervalle 4.5 (s) - 5.5 (s) dans la
figure A.18, nous pouvons voir qu’il y a un point rouge correspondant à un pic en dépla-
cement non comptabilisé.

Conclusions sur la linéarisation équivalente par le nombre des passages par zéro

Le nombre des passages par zéro donne la fréquence équivalente de la réponse. Or, la
courbe de tendance est difficilement obtenue et sa détermination n’est pas physique. En
plus, le comptage pendant la totalité du transitoire augmente significativement la valeur
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FIGURE A.17 – Démonstration du comptage du nombre des passages par zéro de la partie dyna-
mique de la réponse élasto-plastique, sans écrouissage. Le lissage par moyennage est appliqué
deux fois avec la taille de fenêtre de 200 instants, soit 1% de la taille totale. Le comptage effectué
dans la phase forte correspond à une fréquence équivalente de 2.53 Hz par rapport à la fréquence
initiale de 3.356 Hz. La ductilité appelée est égale à 4.76
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FIGURE A.18 – Zoom sur 4.5 - 5.5 (s) de l’exemple du comptage des passages par zéro

XXIX



ANNEXE A. COMPLÉMENTS

de fréquence équivalente en raison de présence de la fréquence initiale en régime élas-
tique avant et après la phase forte. Tous ces inconvénients ne permettent pas une dé-
marche automatisée appliquée à toute la famille des systèmes canoniques.

A.10.2 Linéarisation par l’écart-type

Classé dans la catégorie des concepts de linéarisation par restitution dynamique, le critère
d’équivalence dans ce concept est une grandeur intermédiaire, appelée l’écart-type. En
effet, pour un système linéaire soumis à un bruit blanc dont la densité spectrale constante
et tronquée, nous avons l’expression analytique de la variance de la réponse en déplace-
ment et en vitesse suivante :

σ2
x =

πG0

4ξ0ω
3
0

σ2
ẋ =

πG0

4ξ0ω0

(A.25)

Cette démarche peut être appliquée aux systèmes soumis au bruit blanc dont la densité
spectrale est constante et tronquée.

L’écart-type et la variance sont déterminés à partir d’une réponse temporelle grâce
à l’ergodicité et la moyenne nulle de la réponse linéaire de l’oscillateur soumis au bruit
blanc. En cas de non-linéarité, nous ne pouvons rigoureusement ni parler d’écart-type ni
de variance. En acceptant que ces deux valeurs sont déterminées à partir de la réponse
temporelle non-linéaire, il est indispensable de déterminer la moyenne de la réponse
temporelle. Or, cette moyenne n’est pas nulle dans le cas non-linéaire. Cette moyenne
est égale à la courbe de tendance. A ce stade, la partie dynamique est utilisée pour dé-
terminer l’écart-type et la variance. Cependant, cette partie dynamique ou la courbe de
tendance ne porte aucun sens physique et est difficile à déterminer (vu dans le concept
du nombre des passages par zéro).

Conclusions sur la linéarisation équivalente par l’écart-type

Ce concept est applicable qu’aux systèmes soumis à un signal de type bruit blanc. De plus,
cette linéarisation équivalente retrouve exactement les inconvénients du concept par le
nombre des passages par zéro en terme de courbe de tendance. Ainsi, nous ne donnerons
pas suite à ce concept.

A.10.3 Conclusions sur la linéarisation équivalente par la restitution
des caractéristiques dynamiques

La linéarisation équivalente par la restitution des caractéristiques dynamiques a pour
avantages de représenter de façon plus rapprochée la réponse non-linéaire en considé-
rant son transitoire dans le critère d’équivalence. Malgré cet avantage, la non-linéarité
présente dans la réponse rend cette tâche plus difficile. Quant à la méthode utilisant les
grandeurs intermédiaires, la non-linéarité fausse le sens physique de certaines grandeurs.
La courbe de tendance ne porte aucun sens physique et est difficile à déterminer. Cette
problématique se retrouve dans le concept de linéarisation équivalente par l’écart-type et
par nombre de passages par zéro. Les deux concepts ne permettent pas une application
automatisée au système canonique.
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FIGURE A.19 – Comportement idéalisé du matériau SA 333 Gr. 6 à partir des données expérimen-
tales de l’essai cyclique présentées dans Goyal et al. [2013]

A.11 Détermination de l’écrouissage du comportement idéa-
lisé bilinéaire pour le matériau d’acier SA 333 Gr. 6

L’essai BARC consiste à tester le comportement du système de tuyauteries constitués du
matériau acier SA 333 Gr. 6. Dans Goyal et al. [2013], sa contrainte au seuil d’élasticité σy

est de 304 MPa et son module d’Young E est de 203 GPa. Ainsi, la déformation au seuil
d’élasticité εy est de εy =

σy

E = 0.15 %. De plus, il dispose de données expérimentales en
terme de la contrainte - déformation de l’essai cyclique. Ainsi, nous pouvons déterminer
le module post-élastique Ep en établissant un comportement idéalisé du type bilinéaire
associé à des données expérimentales de l’essai cyclique. Nous ajustons alors le module
post-élastique Ep pour que la partie droite post-élastique du comportement bilinéaire
passe au milieu des points expérimentaux. De cela, nous obtenons Ep =8 120 MPa. Cela

correspond à un ratio
Ep

E = 4%. Nous avons présenté le comportement idéalisé sur la figure
A.19.

A partir de la figure A.19, nous constatons une valeurs assez faible de 4% pour la pente
d’écrouissage. Cependant, cette valeur n’est pas représentative pour la relation courbure-
rotation dans le cas où le coude est symétriquement soumis aux moments réfléchissants
aux deux extrémités. Après la constatation pour les essais EPRI, cette valeur de pente
d’écrouissage peut être d’environ de 10 à 20 % Labbé [2017].

A.12 Mécanique des tuyaux coudés soumis à un moment
fléchissant dans son plan

Quand le coude est soumis au moment fléchissant, la théorie des poutres ne fonctionne
plus car la rigidité du coude est réduite à cause de l’ovalisation de la section coudée. En
effet, le moment local créé dans le plan de la section coudée engendre la déformation
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FIGURE A.20 – Coude en flexion dans son plan - mode ouverture
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FIGURE A.21 – Coude en flexion dans son plan - mode fermeture

dans la direction circonférentielle. La solution de cet élément sous flexion dans son plan
est étudiée par Von Karman dans sa publication en 1911 Von Kármán [1911] et ensuite
développée par Rodabaugh et al. [1957], puis intégrée dans un élément fini de type coude
par Bathe and Almeida [1980] pour une analyse linéaire. L’effet d’ovalisation est transfor-
mée en facteur de flexibilité en ingénierie dans le travail de Dodge and Moore [1972].

Ici, nous présentons le phénomène d’ovalisation produit dans la section coudée dans
le cas de flexion dans le plan du coude.

Nous avons constaté dans les figures A.20 et A.21 que la déformation dans la direc-
tion circonférentielle est créée par l’ovalisation. Cette déformation majore la déformation
créée par les pressions internes. La rupture se trouve souvent au niveau du point B (et son
point symétrique). Cette rupture n’est pas due à la déformation axiale de la flexion. Ainsi,
la théorie des poutre n’est plus applicable dans ce cas.

XXXII



ANNEXE A. COMPLÉMENTS

A.13 Références

Bathe, K. and Almeida, C. (1980). A simple and effective pipe elbow element—linear ana-
lysis. Journal of Applied Mechanics, 47(1) :93–100. XXXII

Dodge, W. and Moore, S. (1972). Stress indices and flexibility factors for moment loadings
on elbows and curved pipe. Technical report, Oak Ridge National Lab., Tenn. XXXII

Gabor, D. (1946). Theory of communication. part 1 : The analysis of information. Journal
of the Institution of Electrical Engineers-Part III : Radio and Communication Enginee-
ring, 93(26) :429–441. XX

Gao, R. X. and Yan, R. (2011). From fourier transform to wavelet transform : A historical
perspective. In Wavelets, pages 17–32. Springer. XXI

Goyal, S., Gupta, S. K., Sivaprasad, S., Tarafder, S., Bhasin, V., Vaze, K., and Ghosh, A. (2013).
Low cycle fatigue and cyclic plasticity behavior of indian phwr/ahwr primary piping
material. Procedia Engineering, 55 :136–143. XXXI

Grossmann, A. and Morlet, J. (1984). Decomposition of hardy functions into square inte-
grable wavelets of constant shape. SIAM journal on mathematical analysis, 15(4) :723–
736. XXI

Labbé, P. (2017). On categorization of seismic load as primary orsecondary in piping sys-
tems. In Proceedings of SMiRT, 24th Structural Mechanics in Reactor Technology (SMIRT-
24), volume I. SMiRT. XXXI

Molina, F., Gonzalez, M., Pegon, P., Varum, H., and Pinto, A. (2000). Frequency and dam-
ping evolution during experimental seismic response of civil engineering structures.
XIII

Molina, F. and Pegon, P. (1998). Identification of the damping properties of the walls of the
safe program. European Commission, Joint Research Centre, Ispra, Technical Note No. I,
98 :176. XIII

Molina, F., Pegon, P., and Verzeletti, G. (1999). Time-domain identification from seismic
pseudodynamic test results on civil engineering specimens. In 2nd International Confe-
rence on Identification in Engineering Systems. Cromwell Press, Wiltshire UK. XIII

Newmark, N. M. (1959). A method of computation for structural dynamics. Journal of the
engineering mechanics division, 85(3) :67–94. X

Rodabaugh, E., George, H., et al. (1957). Effect of internal pressure on flexibility and stress-
intensification factors of curved pipe or welding elbows. Trans. ASMe, 79(4) :939–948.
XXXII

Verboven, P. (2002). Frequency-domain system identification for modal analysis. Vrije
Universiteit Brussel, Brussels. XVII

Von Kármán, T. (1911). Über den mechanismus des widerstandes, den ein bewegter kör-
per in einer flüssigkeit erfährt. Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu
Göttingen, Mathematisch-Physikalische Klasse, 1911 :509–517. XXXII

XXXIII



ANNEXE A. COMPLÉMENTS

Zentner, I., Allain, F., Humbert, N., and Caudron, M. (2014). Generation of spectrum com-
patible ground motion and its use in regulatory and performance-based seismic analy-
sis. Target, 10 :1. IV

XXXIV



Annexe B

Liste des acronymes

1 DDL Oscillateur à 1 degré de liberté –ou Single degree of freedom–. 1, 15, 23, 31, 96, 107,
115, 116, 121, 125

ADRS Spectre en format spécial où l’abscisse est le spectre en déplacement et l’ordonnée
est celui en accélération –ou Acceleration Displacement Response Spectrum–. 23, 40

CSM Méthode du spectre de capacité –ou Capacity Spectrum Method–. 35, 37, 40, 55

DDBD Dimensionnement par déplacement direct –ou Direct Displacement-Based De-
sign–. 37, 39, 40

DSP Densité Spectrale de Puissance –ou Power Spectral Density –. 45, 46, 109, II, IV

IA Intensité d’Arias du signal sismique –ou Arias intensity–. 10

PGA Valeur maximale de l’accélération temporelle, ou Peak Ground Acceleration en an-
glais. 7

SD Spectre en déplacement relatif –ou Relative Displacement–. 3

SPa Spectre en pseudo- accélération absolue –ou Absolute Pseudo Acceleration–. 3

ZPA Valeur du spectre en pseudo- accélération absolue à la période nulle, correspondant
à la valeur maximale de l’accélérogramme –ou Zero Period Acceleration–. 103, 104
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Annexe C

Glossaire

3dB La bande des fréquences -3 décibels (-3dB) autour du pic d’une fonction de trans-
fert est la gamme de fréquences de fmi n à fmax auxquelles la l’amplitude est égale
à la moitié du pic. La valeur du gain en décibels est par définition dix fois le loga-
rithme décimal du rapport des puissances. Une division par deux correspond donc
à 10log 1

2 ≈−3dB .. 76

Module d’un nombre complexe Module d’un nombre complexe (a+ j b) est défini par la
formule suivante :

p
a2 +b2. 75

Phénomène de fuite Dans la pratique du traitement du signal, lorsque les fréquences des
sinus présents dans le signal initial ne sont pas multiples de la fréquence d’échan-
tillonnage de la transformée de Fourier ( 1

T ), alors on assiste au phénomène de fuite
- leackage problem en anglais. 75

Pushover Méthode de poussée progressive issue dans la procédure statique non-linéaire.
Cette méthode consiste à charger la structure en certaines configurations de char-
gement jusqu’au point de sa rupture.. 3, 23, 28

Système canonique Système à 1 degré de liberté (oscillateur) dont les caractéristiques
sont la fréquence et l’amortissement.. 71
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Annexe D

Liste des symboles

g (t ) Signal d’entrée du type bruit blanc fabriqué à partir de la densité spectrale constante
et tronquée G0. II, V

χ Paramètre du modèle "Mixte" représentative du pourcentage des modèles élastoplas-
tique dans l’ensemble des modèles assemblés dans le modèle "Mixte". 18

D(t ) Variable d’endommagement temporelle introduite par Mazars [1984]. 17

f0 Fréquence initiale de l’oscillateur. 45–47, 52

fb f Fréquence du filtre passe-bas. 6

fc Fréquence centrale du signal sismique. 47, IV

fcp Fréquence du modèle de Clough-Penzien. 6

fe Fréquence de l’oscillateur élastique linéaire. V, VI

fkt Fréquence du modèle de Kanai-Tajimi. 6

G0 Densité spectrale constante et tronquée. 5

GCP(ω) Densité spectrale de Clough-Penzien. 6

GKT(ω) Densité spectrale de Kanai-Tajimi. 6

G(ω) Densité spectrale de Clough-Penzien avec filtre passe-bas. 6

µ Ductilité appelée définie par la ratio du maximum en déplacement par rapport au seuil
d’élasticité. 24, 25, 27, 38

q(t ) Courbe enveloppe α-type. 5, 7, 9

R Facteur de résistance définie par le ratio de la force nécessaire afin de maintenir le com-
portement élastique par rapport à la celle du seuil d’élasticité. 24, 25

Sam Spectre en accélération correspondant au maximum du déplacement. 25

Say Spectre en accélération correspondant au seuil d’élasticité. 25
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Liste des symboles

γ(t ) Signal d’entrée du type séisme fabriqué dans le chapitre 01 par multiplier le signal
temporel X(t ) par la courbe d’enveloppe temporelle q(t ). 4, 5, 7, II

X(t ) Signal d’entrée du type séisme fabriqué dans le chapitre 01 à partir de la densité
spectrale Clough-Penzien plus filtre passe-bas. 7

Tn Période naturelle de la structure, autrement dit, période propre. 24, 25

ue (t ) Déplacement élastique temporel dans le modèle élastoplastique. 15

up (t ) Déplacement du patin ou déplacement plastique temporel dans le modèle élasto-
plastique. 15

u(t ) Déplacement temporel. 15

ξ0 Amortissement réduit initial de l’oscillateur. 45, 46

ξb f Amortissement du filtre passe bas. 6

ξcp Amortissement du modèle de Clough-Penzien. 6

ξe Amortissement réduit de l’oscillateur élastique linéaire. V, VI

ξkt Amortissement du modèle de Kanai-Tajimi. 6
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