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Procédures de décision par élicitation incrémentale de préférences
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Marc PIRLOT
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l’Université Pierre et Marie Curie, Vincent Mousseau, Professeur à l’École Centrale de Paris et Daniel
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1.1 Décision multicritère . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.1.1 Dominance de Pareto et agrégation multicritère . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Introduction

La théorie de la décision est un domaine de recherche au carrefour de multiples disciplines, comme

l’économie, la sociologie, la philosophie, la psychologie ou encore les sciences de gestion, et qui occupe

actuellement une place importante en informatique. Pour cette dernière discipline, il peut s’agir de mettre

en œuvre des systèmes autonomes, prenant des décisions de façon automatique, en tenant compte des

préférences des agents exploitant ces systèmes (pilotage automatique de processus, véhicules autonomes,

robots intelligents...). Les outils informatiques permettent par ailleurs de concevoir des systèmes d’aide

à la décision dont la fonction est d’assister la décision humaine en facilitant l’exploration des différentes

alternatives du problème. Citons par exemple les systèmes de recommandation que l’on trouve sur le

web pour l’achat d’un bien (produit hi-tech, véhicule automobile, vêtement...), le choix d’un séjour de

vacances ou encore la sélection de films/séries dans une base de données de vidéos. Ces systèmes servent

également dans des contextes où les enjeux de la décision sont plus importants, qu’il s’agisse de l’achat

d’un appartement, de la planification de traitements thérapeutiques, de la gestion de politiques publiques

ou encore de choix stratégiques pour une organisation (allocation de ressources, optimisation de réseaux

de communication, problèmes de transport, stratégie marketing...).

Dans la littérature, différents modèles décisionnels ont été proposés pour représenter de manière ef-

ficace les préférences d’un agent dans des situations de décision multicritère, multi-agents et/ou dans

l’incertain. Il s’agit d’outils formels étudiés sur la base de critères prescriptifs (capacité de recommanda-

tion), descriptifs (aptitude à simuler des comportements observés) ou encore normatifs (comportement

optimal en théorie) permettant de caractériser les meilleures alternatives du problème. La coexistence

de plusieurs modèles décisionnels s’explique notamment par le fait que la notion d’optimalité ne va

plus de soi dès lors que les alternatives sont évaluées selon différents points de vue (critères, agents

et/ou scénarios), souvent conflictuels par nature (comme le prix et la qualité d’un produit). Cette dif-

ficulté a conduit les chercheurs en théorie de la décision à proposer différents modèles décisionnels pa-

ramétriques, plus ou moins sophistiqués, permettant de représenter les préférences d’un individu dans des

contextes de décision multi-objectifs. Ces modèles décisionnels permettent de se ramener au cas simple

d’alternatives mono-évaluées en attribuant à chaque décision possible une valeur unique, obtenue par

agrégation de ses différentes évaluations (performances sur les différents critères ou dans les différents

scénarios). Parmi ces modèles, nous pouvons mentionner la somme pondérée, la norme de Tchebycheff

[Wierzbicki, 1986], l’opérateur OWA [Yager, 1988], l’agrégateur WOWA [Torra, 1997], l’intégrale de Cho-
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quet [Grabisch and Labreuche, 2010], le modèle EU [von Neumann and Morgenstern, 1947], le modèle

RDU [Quiggin, 1992] ou encore le modèle CEU [Schmeidler, 1986]. Lorsque les préférences de plusieurs

agents sont à prendre en considération conjointement, il s’agit ensuite de combiner les préférences indi-

viduelles pour pouvoir déterminer la meilleure décision du point de vue collectif.

Si ces modèles décisionnels caractérisent toutes les alternatives optimales, ces derniers ne donnent

pas automatiquement les moyens de les calculer efficacement dans des situations où les alternatives

sont très nombreuses et définies de manière implicite par un problème d’optimisation combinatoire.

Ces préoccupations algorithmiques liées à la représentation des préférences relèvent de la théorie de la

décision algorithmique, une thématique récente qui se développe rapidement au carrefour de la théorie

de la décision, de la recherche opérationnelle et de l’intelligence artificielle. Pour de nombreux modèles

décisionnels, des algorithmes ont été conçus pour la détermination efficace des alternatives préférées sur

domaine combinatoire. Par exemple, nous pouvons citer des solutions algorithmiques proposées pour

des fonctions d’utilité non additives (e.g., [Tsaggouris and Zaroliagis, 2009b]), pour les opérateurs OWA

(e.g., [Ogryczak and Śliwiński, 2003, Galand and Spanjaard, 2012]), pour les normes de Tchebycheff (e.g.,

[Cĺımaco et al., 2006, Galand and Perny, 2006]), pour les intégrales de Choquet (e.g., [Galand and Perny,

2007, Galand et al., 2013]), pour les opérateurs WOWA (e.g., [Ogryczak and Śliwiński, 2009]) ainsi que

pour le modèle RDU (e.g., [Nielsen and Jaffray, 2006, Jeantet et al., 2012]). Cependant, ces algorithmes

nécessitent de connâıtre les paramètres du modèle (jeu de poids, capacité, fonctions d’utilité...) per-

mettant de rendre compte des préférences des agents, ce qui est généralement difficile à réaliser de

manière précise en pratique. Ainsi, outre la difficulté d’explorer des espaces de solutions de grande taille,

l’indétermination sur les paramètres constitue une source de complexité supplémentaire dans l’analyse

de problèmes de décision multi-objectifs sur domaine combinatoire.

L’élicitation des préférences pour l’aide à la décision est une problématique de recherche dont l’ob-

jectif est de concevoir des méthodes permettant de formuler des recommandations personnalisées en

recueillant des informations sur les préférences des agents. Pour obtenir ces informations, ces méthodes

doivent généralement solliciter directement les agents en leur posant des questions sur leurs préférences

subjectives. De ce fait, la quantité de données que ces méthodes sont en mesure de collecter en pratique est

relativement faible. L’élicitation des préférences avec information limitée est reconnue comme étant une

tâche cruciale dans de nombreux domaines d’application, comme les systèmes de recommandation ou les

assistants personnels (e.g., [Peintner et al., 2008, Boutilier, 2013]). Dans l’optique de limiter le nombre de

questions nécessaires à la prise de décision, des procédures d’élicitation partielle ont été proposées : il s’agit

de poser des questions aux agents, soigneusement choisies les unes après les autres, pour réduire progres-

sivement l’imprécision sur les paramètres du modèle, de manière à formuler rapidement une recomman-

dation (e.g., [White III et al., 1984, Wang and Boutilier, 2003]). Cette approche dite “incrémentale” s’est

montrée particulièrement efficace sur une étude menée avec de vrais utilisateurs [Braziunas and Boutilier,

2010]. C’est pourquoi, dans le cadre de cette thèse, nous nous attelons à étendre efficacement cette ap-

proche non seulement aux cas de modèles décisionnels complexes, mais aussi aux situations de décision
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sur domaine combinatoire. En effet, l’élicitation des préférences sur domaine combinatoire représente un

challenge supplémentaire à relever car il s’agit de parvenir à discriminer entre toutes les alternatives pos-

sibles, aussi nombreuses soient-elles. Cette difficulté a motivé des contributions dans diverses domaines,

comme par exemple dans les espaces multi-attributs [Gonzales and Perny, 2004, Braziunas and Boutilier,

2007, Koriche and Zanuttini, 2010], les problèmes de mariages stables [Drummond and Boutilier, 2014],

les problèmes de satisfaction de contraintes [Boutilier et al., 2006], les processus décisionnels Markoviens

[Regan and Boutilier, 2011, Weng and Zanuttini, 2013, Gilbert et al., 2015] ou encore en optimisation

multi-objectifs [Vanderpooten and Vincke, 1997, Korhonen, 2005, Kaddani et al., 2017].

Positionnement de la thèse. Dans le cadre de cette thèse, nous proposons et étudions une nouvelle

approche combinant l’élicitation incrémentale et l’exploration implicite des solutions potentielles, per-

mettant de réduire l’imprécision sur les paramètres du modèle décisionnel en cours de résolution, pour

pouvoir centrer rapidement la recherche sur les solutions préférées. L’idée est de poser des questions à des

moments clés de la résolution pour collecter uniquement des informations servant à discriminer entre les

alternatives du problème. La classe de problèmes concernés inclut une large variété de problèmes d’opti-

misation concrets qui se formalisent comme des problèmes de graphes ou de programmation linéaire en

nombres entiers (plus court chemin, arbre couvrant de poids minimum, affectation, sac à dos...).

Organisation du document. Cette thèse se décompose en cinq chapitres. Le premier chapitre pro-

pose une introduction à la modélisation des préférences en décision multicritère, multi-agents et dans le

risque, avant de faire le tour des approches classiques pour la problématique d’élicitation des préférences.

Le deuxième chapitre expose nos travaux sur l’élicitation incrémentale d’une intégrale de Choquet dans

le cadre des trois grandes problématiques étudiées en aide à la décision : le choix, le rangement et le

tri [Roy, 1996]. Le troisième chapitre porte sur la décision par élicitation incrémentale en optimisation

combinatoire multicritère. Plus précisément, nous proposons des algorithmes combinant résolution et

élicitation incrémentale pour la problématique de recherche dans un graphe d’états multicritère ainsi

que pour le problème d’arbres couvrants multicritères. Le quatrième chapitre se concentre sur des

problèmes de décision collective en présence de préférences imprécisément connues. Dans ce chapitre,

nous proposons une méthode d’élicitation incrémentale pour la méthode de Borda avec un ensemble

d’alternatives donné en extension. Nous introduisons aussi un algorithme de recherche par élicitation

incrémentale pour résoudre le problème du sac à dos multi-agents en utilisant le vote par approbation.

Enfin, le cinquième chapitre concerne la décision séquentielle dans le risque avec des utilités imprécisément

définies. Dans ce cadre, nous proposons un algorithme de recherche dans un arbre de décision exploi-

tant l’élicitation incrémentale pour construire rapidement une stratégie nécessairement optimale avec le

modèle EU [von Neumann and Morgenstern, 1947].





Chapitre 1

Modélisation et élicitation des

préférences

Résumé

Ce chapitre a pour objectif de présenter les modèles décisionnels qui ont été étudiés durant cette thèse

ainsi que les approches classiques pour l’élicitation des préférences. La première section s’intéresse à la

modélisation des préférences dans une situation de décision multicritère. Il s’agit de comparer les différents

modèles décisionnels sur la base de propriétés mathématiques désirées et sur leur capacité à reproduire

des comportements observés. Nous nous intéresserons plus particulièrement aux sommes pondérées, aux

opérateurs OWA et aux intégrales de Choquet. La seconde section étudie la problématique de décision

collective sous l’angle de la théorie du vote. Après une discussion sur la pertinence de la règle de vote

majoritaire, nous présenterons les difficultés sous-jacentes de l’agrégation des préférences de manière plus

générale. En particulier, nous présenterons le théorème d’impossibilité d’Arrow ainsi que celui de Gibbard

et Satterthwaite. Nous situerons ensuite la méthode de Borda et le vote par approbation par rapport à

ces résultats d’impossibilité. La troisième section est dédiée à la problématique de décision dans le risque.

Nous commençons par y introduire les dominances stochastiques en discutant leurs interprétations en

terme de préférences. Nous présenterons ensuite la théorie de l’utilité espérée pour la modélisation des

préférences dans le risque. Enfin, la dernière section de ce chapitre est consacrée à la problématique

d’élicitation des préférences. Nous commencerons par présenter un éventail des approches standards,

avant de décrire en détails l’élicitation incrémentale fondée sur le Minimax Regret.

15
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Introduction

La prise de décision est un acte omniprésent dans le quotidien de chacun. Il faut par exemple décider

du chemin à emprunter pour aller au travail ou encore de sa tenue pour la journée. Prendre une décision

peut être une tâche difficile dans certaines situations, notamment lorsque les alternatives possibles sont en

très grand nombre, que les avis de plusieurs agents sont à prendre en considération, que les conséquences

de chaque décision sont imprécisément connues, ou encore que les alternatives sont évaluées selon plusieurs

critères conflictuels (comme la qualité et le prix). Quand le problème de décision représente un enjeu

important (comme le choix d’une stratégie commerciale), il est primordial pour celui ou ceux assumant la

responsabilité de l’acte décisionnel de bénéficier d’une assistance permettant de déterminer la décision la

plus adaptée ; cet individu ou groupe d’individus est communément appelé décideur dans la littérature.

Cette assistance est généralement apportée par un analyste spécialisé dans le domaine de la théorie

de la décision qui est notamment en charge d’analyser la situation décisionnelle. Il s’agit pour l’analyste

de formaliser le problème de décision, de définir les alternatives possibles et leurs conséquences respec-

tives, d’élaborer des critères d’évaluation, ou encore de collecter des informations sur les préférences

subjectives du décideur. Cette étape, que nous appelons phase de structuration, requiert une attention

particulière de la part de l’analyste car celle-ci résume toutes les informations à prendre en compte pour

parvenir à déterminer la décision la plus appropriée ; en réalité, la structuration de problème constitue le

principal sujet de la théorie de la décision (e.g., [von Winterfeldt, 1980, Rosenhead and Mingers, 2001,

Mingers and Rosenhead, 2004, Greco et al., 2010a]).

La phase de structuration est en pratique relativement complexe à mettre en œuvre, le décideur

rencontrant très souvent des difficultés à exprimer ce qu’il recherche précisément. En particulier, la

théorie de la décision a révélé et étudié trois causes possibles à l’origine de ces difficultés :

• la présence de plusieurs critères potentiellement conflictuels à prendre en compte simultanément,

• l’existence d’opinions divergentes dans le cadre de problèmes de décision collective,

• et l’impossibilité de prévoir avec certitude les conséquences des décisions possibles.

Ces trois sources de complexité sont respectivement à l’origine de la théorie de la décision multicritère,

de la théorie du choix social et de la théorie de la décision dans l’incertain.

Après l’étape de structuration vient ce que nous appelons la phase de résolution consistant essentiel-

lement à tenir compte de toutes les informations provenant de la phase de structuration afin de formuler

une recommandation pertinente au décideur. Le type de recommandation dépend de la problématique

considérée. Les trois grandes problématiques étudiées en aide à la décision sont les suivantes [Roy, 1996] :

• le choix, dont l’objectif est de déterminer l’alternative que le décideur préfère,

• le rangement, consistant à ordonner toutes les alternatives par ordre de préférence,

• le tri, dont le but est de répartir toutes les solutions dans des catégories prédéfinies, en se basant

sur une évaluation intrinsèque des alternatives, ainsi que sur les préférences du décideur.

Cette phase de résolution peut se révéler particulièrement difficile lorsque les préférences du décideur

sont complexes ou que les alternatives possibles sont très nombreuses et définies de manière implicite

(comme dans les problèmes de satisfaction de contraintes et de planification de tâches). Les situations
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décisionnelles de ce type ont participé à l’émergence de la théorie de la décision algorithmique, domaine

mêlant préoccupations algorithmiques et théorie de la décision. Par exemple, l’optimisation combinatoire

multi-objectifs fait partie des principales problématiques étudiées dans ce domaine (e.g., [Ehrgott, 2006,

Greco et al., 2016]). Dans ce chapitre, nous commençons par étudier la problématique de modélisation

des préférences en décision multicritère (cf. Section 1.1), multi-agents (cf. Section 1.2) et dans l’incertain

(cf. Section 1.3), puis nous nous intéresserons aux différentes approches proposées dans la littérature

pour l’élicitation des préférences.

1.1 Décision multicritère

Un problème de décision multicritère se caractérise par la prise en compte explicite de plusieurs

critères qui traduisent les différents objectifs du décideur, chaque critère servant à mesurer les préférences

du décideur selon un certain point de vue comme la qualité, le prix ou encore la durée. Un critère est

formellement défini par une fonction gj dont le domaine de définition est l’ensemble des décisions possibles

et dont les images sont prises dans un ensemble Xj totalement ordonné (e.g., [Vincke, 1989]) ; nous ferons

souvent l’hypothèse que Xj ⊆ R pour tout j ∈ Q = {1, . . . , q} où q représente le nombre de critères

du problème. L’ensemble X = X1 × . . . × Xq, communément appelé espace des critères, constitue un

nouvel espace de description des décisions possibles. Plus précisément, chaque décision x est décrite par

le vecteur (g1(x), . . . , gq(x)) ∈ X, où gj(x) représente la performance (aussi appelée utilité) de la décision

x par rapport au j ème point de vue. Dans la suite, nous noterons X l’image des décisions possibles dans

l’espace des critères (X ⊂ X en général). Par ailleurs, nous poserons xj = gj(x) pour tout j ∈ Q pour

simplifier les notations. Enfin, sans perte de généralité, nous supposerons que les décisions possibles x

sont d’autant meilleures que leurs performances xj , j ∈ Q, sont élevées. En effet, nous pouvons toujours

nous ramener à ce cas moyennant un changement de signe.

Chaque critère gj induit un préordre total sur X , noté %j , représentant les préférences du décideur

vis-à-vis du j ème point de vue. Plus précisément, la relation de préférence %j est définie par :

∀x, y ∈ X , x %j y ⇔ xj ≥ yj

où x %j y signifie que le vecteur x est au moins aussi bon que le vecteur y selon le j ème point de vue. Bien

que les relations %j , j ∈ Q, permettent de comparer toutes les décisions possibles par rapport à chaque

critère, celles-ci sont généralement insuffisantes pour résoudre le problème de décision dont il est question.

En effet, la principale difficulté réside dans le fait que les critères considérés sont très souvent conflictuels :

améliorer une performance réalisée sur un critère conduit très souvent à la détérioration de celle obtenue

sur un autre critère. En particulier, aucune décision n’est meilleure que toutes les autres sur tous les

critères à la fois. Cette difficulté a donné lieu à de nombreuses contributions sur la modélisation des

préférences dans un contexte multicritère. Dans cette section, nous nous intéressons à cette problématique

en commençant par présenter la dominance de Pareto, qui est une règle de dominance très naturelle dans

les situations où plusieurs critères sont à optimiser simultanément. Nous nous intéresserons ensuite à la
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modélisation des préférences par agrégation des critères. Nous exposerons notamment quelques propriétés

mathématiques qu’il convient d’imposer à la fonction d’agrégation pour pouvoir modéliser au mieux

les préférences du décideur. Enfin, nous terminerons cette section par une présentation des fonctions

d’agrégation que nous avons étudiées durant cette thèse. Sauf mention contraire, nous nous plaçons dans

le cadre de la problématique du choix tout au long de cette section : il s’agit de déterminer la meilleure

décision possible pour le décideur. Par ailleurs, nous utiliserons le terme alternative pour désigner aussi

bien une décision possible que le vecteur de performances qui lui est associé.

1.1.1 Dominance de Pareto et agrégation multicritère

Avant de s’intéresser aux préférences subjectives du décideur, il est généralement possible d’éliminer

du problème des alternatives qui, par comparaison avec d’autres, sont indéniablement sous-optimales.

Par exemple, si une alternative est meilleure qu’une autre sur tous les critères à la fois, alors nous

pouvons penser que la première alternative sera préférée à la seconde par tout individu “rationnel”.

Cette observation a donné naissance à la relation de dominance suivante :

Définition 1 (Pareto-dominance faible). Une alternative x ∈ X est dominée faiblement au sens de

Pareto par une alternative y ∈ X , noté y %P x, si et seulement si : ∀j ∈ Q, yj ≥ xj.

En d’autres termes, une alternative x est dominée faiblement au sens de Pareto par une alternative

y si et seulement si y est au moins aussi bonne que x sur chaque point de vue considéré. Dans ce cas,

nous pouvons aussi dire que y domine faiblement x au sens de Pareto. Notons que deux alternatives

ayant la même évaluation vectorielle se dominent l’une l’autre avec cette relation de dominance. Dans la

littérature, il existe des renforcements de cette relation, exigeant que y soit strictement meilleure que x

sur au moins un critère :

Définition 2 (Pareto-dominance). Une alternative x ∈ X est dominée au sens de Pareto par une

alternative y ∈ X , noté y �P x, si et seulement si : ∀j ∈ Q, yj ≥ xj et ∃j ∈ Q, yj > xj.

Définition 3 (Pareto-dominance stricte). Une alternative x ∈ X est dominée strictement au sens de

Pareto par une alternative y ∈ X , noté y �P x, si et seulement si : ∀j ∈ Q, yj > xj.

Remarquons que ces trois relations de dominance sont liées : la Pareto-dominance stricte implique

la Pareto-dominance, cette dernière induisant la Pareto-dominance faible. Ces relations de dominance

produisent des ordres partiels sur les alternatives qui permettent d’éliminer a priori des alternatives non

pertinentes du problème. Ces relations conduisent en particulier aux notions d’optimalité suivantes :

Définition 4 (Pareto-optimalité). L’ensemble ND(X ) des alternatives non dominées au sens de la do-

minance de Pareto est défini par : ND(X ) = {x ∈ X : ∀y ∈ X ,¬(y �P x)}.

Définition 5 (Pareto-optimalité faible). L’ensemble SND(X ) des alternatives non dominées au sens de

la dominance stricte de Pareto est défini par : SND(X ) = {x ∈ X : ∀y ∈ X ,¬(y �P x)}.
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où ¬ représente l’opérateur de négation logique. Les décisions associées aux éléments de ND(X ) sont

communément appelées solutions Pareto-optimales, tandis que leur image dans l’espace des critères est

dite Pareto-efficace. La détermination de l’ensemble ND(X ) fait partie des sujets phares en optimisa-

tion combinatoire multi-objectifs (e.g., [Ehrgott, 2006, Greco et al., 2016]). Par ailleurs, les décisions

correspondant aux vecteurs de SND(X ) sont souvent appelées solutions faiblement Pareto-optimales,

leur image dans l’espace des critères étant dite faiblement Pareto-efficace. L’exemple suivant permet

d’illustrer graphiquement ces deux notions d’optimalité :

Exemple 1. Un individu souhaite comparer différentes possibilités d’évolution de carrière pour pou-

voir augmenter ses revenus (premier critère) tout en préservant suffisamment de temps libre (deuxième

critère) afin de pouvoir concilier vie privée et vie professionnelle. Les cinq alternatives possibles sont

représentées ci-dessous dans l’espace des critères :

revenus

temps

•x •z

•
y

•w
•v

Sur ce graphique, chaque point correspond au vecteur de performances d’une alternative du problème.

Le cône de dominance d’un point est la zone délimitée par les deux traits pointillés sortant de ce point. Ce

cône contient toutes les alternatives dominant ce point au sens de Pareto ; en excluant les bords du cône,

nous obtenons toutes celles qui le dominent strictement. Graphiquement, nous voyons que les alternatives

v, w et z sont Pareto-optimales car aucune alternative n’est située dans leur cône de dominance respectif.

En revanche, les alternatives x et y ne sont pas Pareto-optimales car les points z et w sont respectivement

dans leur cône de dominance (plus précisément, nous avons z �P x et w �P y). Dans cette situation,

nous avons donc ND({v, w, x, y, z}) = {v, w, z}. Par ailleurs, comme nous avons ¬(z �P x) car z n’est

pas à l’intérieur du cône de x, alors nous en déduisons que SND({v, w, x, y, z}) = {v, w, z, x}.

Ce concept d’optimalité a été introduit par le sociologue et économiste italien Vilfredo Pareto pour

définir un état de la société dans lequel il n’est pas possible d’améliorer le bien-être d’un individu (ici

la performance sur un critère) sans détériorer celui d’un autre. Bien que relativement séduisante, la

dominance de Pareto est généralement insuffisante pour pouvoir prendre une décision car celle-ci peut

laisser un grand nombre d’alternatives incomparables entre elles. En effet, il suffit que x soit stricte-

ment meilleure que y sur un critère et que y soit strictement meilleure que x sur un autre critère pour
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que ces deux alternatives ne soient plus comparables. En optimisation combinatoire multicritère, des

exemples classiques montrent que toutes les alternatives du problème, aussi nombreuses soient-elles,

peuvent être Pareto-optimales (e.g., [Hansen, 1980] pour le problème de plus court chemin multicritère,

[Hamacher and Ruhe, 1994] pour le problème d’arbre couvrant multicritère). De ce fait, la détermination

de l’ensemble ND(X ) peut s’avérer être une tâche relativement difficile en pratique. Pour contourner ces

difficultés, il s’agit très souvent de définir une relation de préférence % plus riche que la dominance de Pa-

reto, permettant de représenter les préférences subjectives du décideur. Une façon classique de procéder

est de s’intéresser à la manière dont le décideur définit la résultante des performances sur les différents

critères, aussi appelée phase d’agrégation multicritère.

L’agrégation est une tâche consistant à combiner différents objets de même type (e.g., évaluations

partielles, relations binaires) pour obtenir un nouvel objet représentant la synthèse de ces derniers.

Par exemple, en agrégation de préférences, il s’agit généralement de combiner des relations décrivant

les préférences de différents agents afin de produire une relation spécifiant la préférence collective. En

agrégation multicritère, nous nous intéressons à la combinaison des performances sur les différents critères

pour construire une relation de préférence % telle que x % y signifie que le décideur préfère l’alternative

x à l’alternative y. Dans la littérature sur l’agrégation multicritère, nous pouvons distinguer les deux

approches suivantes pour la construction de la relation % (e.g., [Perny, 2000, Grabisch and Perny, 2003]) :

• Agréger puis comparer : cette approche consiste essentiellement à attribuer une évaluation globale

à chaque alternative en utilisant une fonction d’agrégation f : Rq → R, puis de comparer les

évaluations scalaires f(x) et f(y) pour déterminer si x est meilleure que y ou non. Très souvent,

la relation de préférence % est définie comme suit : x % y si et seulement si f(x) ≥ f(y). Notons

que cette approche présuppose la commensurabilité des différents critères pour que la comparaison

de ces derniers à travers la fonction d’agrégation ait du sens.

• Comparer puis agréger : pour cette approche, il s’agit tout d’abord de comparer x et y critère par

critère à l’aide des fonctions φj : R2 → R, puis d’agréger les indices de préférences φj(xj , yj) avec

une fonction d’agrégation f : Rq → R pour finalement déduire si x % y ou non. Remarquons que la

commensurabilité des critères n’est pas requise ici puisque ces derniers ne sont jamais directement

comparés les uns aux autres.

La figure suivante permet d’illustrer graphiquement la différence entre ces deux approches :

x, y f(x), f(y)

x % y ou ¬(x % y)(φ1(x, y), . . . , φq(x, y))

f : Rq → R

R

f : Rq → R

φj : R2 → R

agréger puis comparer

comparer puis agréger
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Dans la littérature, il existe de nombreuses fonctions d’agrégation, généralement justifiées par des

propriétés mathématiques qu’il convient de vérifier dans certaines situations (démarche axiomatique).

Sans prétendre à l’exhaustivité, nous donnons ci-après quelques propriétés mathématiques plus ou moins

désirables selon le contexte décisionnel étudié :

Définition 6 (idempotence). Une fonction f : Rq → R est idempotente si et seulement si :

∀a ∈ R, f(a, . . . , a) = a

Cette propriété peut être vue comme le respect de l’unanimité dans des contextes où les différents

critères représentent l’utilité de différents agents. Dans le cadre de la décision multicritère, cela signifie

que la valeur obtenue par agrégation ne doit pas être différente des composantes du vecteur si celles-ci

sont toutes égales.

Définition 7 (monotonie). Une fonction f : Rq → R est monotone si et seulement si :

∀x, y ∈ Rq, x �P y ⇒ f(x) ≥ f(y)

La monotonie est dite stricte si et seulement si cette dernière inégalité est toujours stricte. Dans le

cadre de l’approche agréger puis comparer, imposer la monotonie revient à assurer la Pareto-optimalité,

qui est une notion d’optimalité compatible avec les préférences subjectives de tout agent rationnel.

Définition 8 (compromis). Une fonction f : Rq → R est de compromis si et seulement si :

∀x ∈ Rq,min
j∈Q

xj ≤ f(x) ≤ max
j∈Q

xj

Cette propriété mathématique permet de traduire un effet compensatoire entre les différentes com-

posantes du vecteur à agréger.

Définition 9 (stabilité par changement d’échelle linéaire). Une fonction f : Rq → R est stable par

changement d’échelle linéaire si et seulement si :

∀x ∈ Rq,∀λ > 0, ∀γ ∈ R, f(λx1 + γ, . . . , λxq + γ) = λf(x) + γ

En particulier, nous parlons de fonction homogène lorsque γ = 0. Cette propriété impose que les

préférences restent inchangées après un changement d’échelle linéaire, ce qui est une contrainte relative-

ment naturelle. Par exemple, il semble raisonnable d’imposer que le classement relatif des élèves d’une

classe ne change pas après avoir identiquement changé l’échelle des notes dans les différentes matières.

Définition 10 (symétrie). Une fonction f : Rq → R est symétrique si et seulement si :

∀x ∈ Rq,∀θ ∈ Θ(Q), f(x1, . . . , xq) = f(xθ(1), . . . , xθ(q))

où Θ(Q) est l’ensemble de toutes les permutations sur Q.

La symétrie n’est généralement pas souhaitée en décision multicritère, le décideur n’accordant pas

toujours la même importance aux différents critères. En revanche, lorsque les critères représentent le

point de vue de plusieurs individus, cette propriété est indispensable pour des raisons d’équité.
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Il existe des relations entre les différentes propriétés mathématiques que nous venons de présenter,

comme par exemple les suivantes :

• Toute fonction de compromis est idempotente.

• Toute fonction idempotente et monotone est de compromis.

• Toute fonction stable par changement d’échelle linéaire est idempotente.

D’autres propriétés mathématiques peuvent bien évidemment être exigées selon le contexte décisionnel,

comme par exemple la continuité de la fonction d’agrégation en optimisation continue. Dans la sous-

section suivante, nous présentons les différentes fonctions d’agrégation que nous avons étudiées durant

cette thèse, en précisant à chaque fois si les propriétés que nous avons énoncées sont vérifiées par celles-ci.

1.1.2 Quelques opérateurs d’agrégation

Cette sous-section est consacrée à la présentation des fonctions d’agrégation paramétriques que nous

avons étudiées durant cette thèse. Pour simplifier la présentation, nous nous plaçons ici dans le cadre

de l’approche agréger puis comparer. Cette approche permet de dériver une relation % modélisant les

préférences du décideur par comparaison des utilités (performances globales) des alternatives ; l’utilité de

chaque alternative est obtenue par application de la fonction d’agrégation à son vecteur de performances.

Dans le cadre de cette thèse, nous nous sommes plus particulièrement intéressés aux modèles décisionnels

fondés sur les rang. Pour définir l’utilité d’une alternative, les opérateurs d’agrégation fondés sur le

rang commencent par trier en ordre croissant les composantes de son évaluation vectorielle avant de

réaliser l’agrégation. De cette façon, les modèles fondés sur le rang permettent d’associer des poids aux

rangs au lieu des critères, ce qui offre notamment la possibilité de contrôler l’importance attribuée à la

plus mauvaise performance, à la meilleure, ou à toute autre statistique d’ordre (minimum, maximum,

médiane...). Pour présenter ces modèles, nous utiliserons la notation (.) pour toute alternative x ∈ X
afin de faire référence à une permutation des critères Q = {1, . . . , q} vérifiant x(1) ≤ . . . ≤ x(q).

La somme pondérée

La somme pondérée, notée SP, fait partie des modèles paramétriques les plus simples en agrégation

multicritère. Les paramètres de ce modèle sont sous la forme d’un vecteur de poids strictement positifs

ω = (ω1, . . . , ωq) tel que
∑

j∈Q ωj = 1. Chaque poids ωj permet de quantifier l’importance du critère

j ∈ Q pour le décideur. Plus précisément, étant donné un vecteur ω, l’utilité d’une alternative x ∈ X
aux yeux du décideur est définie comme suit :

Définition 11 (somme pondérée). SP(x, ω) =
∑
j∈Q

ωjxj

Par définition, la relation de préférence % induite par la somme pondérée est la suivante :

x % y ⇔
∑
j∈Q

ωjxj ≥
∑
j∈Q

ωjyj
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Il est facile de vérifier que la somme pondérée est un opérateur monotone, autrement dit que l’inégalité

SP(x, ω) > SP(y, ω) est vraie dès lors que x �P y (cf. définition 7). Pour le montrer, rappelons que x �P y
signifie que xj ≥ yj pour tout j ∈ Q et qu’il existe j ∈ Q tel que xj > yj . Comme ωj > 0 pour tout j ∈ Q,

alors nous en déduisons que ωjxj ≥ ωjyj pour tout j ∈ Q et qu’il existe j ∈ Q tel que ωjxj > ωjyj .

Le résultat est ensuite obtenu en sommant toutes ces inégalités. Par ailleurs, il est tout aussi simple

de montrer que la somme pondérée satisfait la propriété de stabilité par changement d’échelle linéaire,

c’est-à-dire que l’égalité SP((λx1 + γ, . . . , λxq + γ), ω) = λ SP(x, ω) + γ est vraie pour tout x ∈ X , tout

λ > 0 et tout γ ∈ R (cf. définition 9). En effet, le résultat est établi par la séquence d’égalités suivante :

SP((λx1+γ, . . . , λxq+γ), ω)=
∑
j∈Q

ωj(λxj+γ)=
∑
j∈Q

ωjλxj+
∑
j∈Q

ωjγ=λ
∑
j∈Q

ωjxj+γ
∑
j∈Q

ωj =λ SP(x, ω)+γ

Enfin, la somme pondérée vérifie aussi la propriété de compromis qui est, rappelons-le, définie par la

contrainte mink∈Q{xk} ≤ SP(x, ω) ≤ maxk∈Q{xk} pour tout x ∈ X (cf. définition 8). En effet :

SP(x, ω) =
∑
j∈Q

ωjxj ≥
∑
j∈Q

ωj min
k∈Q
{xk} = min

k∈Q
{xk}

∑
j∈Q

ωj = min
k∈Q
{xk} × 1 = min

k∈Q
{xk}

SP(x, ω) =
∑
j∈Q

ωjxj ≤
∑
j∈Q

ωj max
k∈Q
{xk} = max

k∈Q
{xk}

∑
j∈Q

ωj = max
k∈Q
{xk} × 1 = max

k∈Q
{xk}

Du fait de sa simplicité, ce modèle décisionnel est très souvent utilisé en pratique pour agréger des

performances. C’est par exemple sur la base de la moyenne des notes que sont évalués les élèves dans le

système scolaire français. Néanmoins, cet opérateur se révèle très peu expressif en pratique, ne permettant

pas toujours de modéliser des préférences pour les alternatives au profil équilibré :

Exemple 2. À la fin du premier trimestre scolaire, les élèves d’une classe ont obtenu diverses notes

en français (premier critère) et en mathématiques (deuxième critère). Supposons que les étudiants se

répartissent dans l’espace des critères de la manière suivante :

français

mathématiques

a

c

b

•

•

•

•
•
•

•
•

•
• • •

•
•

•

•

•

•

•
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En particulier, les élèves a, b et c ont obtenus les notes suivantes : a = (20, 5), b = (5, 20) et c =

(12, 11). Autrement dit, les élèves a et b ont obtenu la note maximale dans l’une des matières, mais tous

deux semblent avoir de véritables lacunes dans l’autre matière, ce qui pourrait compromettre leur réussite

scolaire. Quant à l’élève c, celui-ci a obtenu des notes relativement correctes dans les deux matières et

semble donc avoir des bases solides pour pouvoir continuer cette année scolaire sereinement. Par ailleurs,

ni a = (20, 5) ni b = (5, 20) ne Pareto-dominent c = (12, 11). Néanmoins, dès lors que l’on considère une

somme pondérée pour les départager, l’élève c ne peut pas être le premier du classement (qu’importe le

vecteur de poids ω = (ω1, ω2) utilisé). Ce résultat s’explique par le fait que le point c = (12, 11) est situé

à l’intérieur de l’enveloppe convexe de tous les points (zone bleue), et que seuls des points sur les bords

de l’enveloppe peuvent être obtenus en maximisant une somme pondérée.

Cet exemple illustre le fait que choisir la somme pondérée comme fonction d’agrégation peut condam-

ner des solutions Pareto-optimales a priori, c’est-à-dire avant même d’avoir décidé des poids à utiliser

pour pondérer les différents critères. Pourtant, le décideur peut raisonnablement juger que ces alternatives

réalisent des compromis intéressants entre les différents critères. Ces limites bien connues de la somme

pondérée justifient le fait que les chercheurs en aide à la décision s’intéressent à d’autres agrégateurs,

comme ceux fondés sur le rang.

La moyenne pondérée ordonnée

La moyenne pondérée ordonnée (notée OWA pour Ordered Weighted Averaging en anglais) (e.g.,

[Yager, 1988]) fait partie des agrégateurs les plus simples parmi ceux fondés sur le rang. Plus précisément,

pour définir l’utilité d’une alternative au sens de OWA, il s’agit d’appliquer une somme pondérée sur son

vecteur de performances après avoir trié ses composantes en ordre croissant. Ainsi, les paramètres de ce

modèle décisionnel sont sous la forme d’un vecteur de poids positifs ω = (ω1, . . . , ωq) de somme égale à

1, où le poids ωj représente l’importance du j ème rang aux yeux du décideur. Plus formellement, l’utilité

d’une alternative x ∈ X au sens de OWA est donnée par :

Définition 12 (Ordered Weighted Averaging). OWA(x, ω) =
∑
j∈Q

ωjx(j)

En d’autres termes, OWA(x, ω) est le produit scalaire entre le vecteur de poids ω et le vecteur trié

(x(1), . . . , x(q)). La relation de préférence % induite par ce modèle décisionnel est définie comme suit :

x % y ⇔
∑
j∈Q

ωjx(j) ≥
∑
j∈Q

ωjy(j)

Cette famille de fonctions d’agrégation inclut en particulier la moyenne arithmétique, obtenue en

prenant tout simplement ωj = 1/q pour tout j ∈ Q. Dans cette famille, nous retrouvons aussi toutes

les statistiques d’ordre en considérant un vecteur ω qui est nul sur toutes ses composantes sauf une. Par

exemple, les fonctions de minimum et de maximum sont retrouvées avec ω1 = 1 et ωq = 1 respectivement.

Par définition, les agrégateurs de type OWA sont symétriques (cf. définition 10), car l’agrégation est

réalisée sur les vecteurs de performances triés. Rappelons que cette propriété est particulièrement désirée
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dans les problèmes de décision multicritère où les critères représentent le point de vue de différents agents.

Les agrégateurs de type OWA vérifient aussi la propriété de monotonie (cf. définition 7) car ces derniers

sont monotones croissants par rapport à chaque composante (e.g., [Yager, 1988]). Par ailleurs, comme

l’ordre des composantes ne change pas par application d’une fonction strictement croissante et que le

produit scalaire est un opérateur linéaire, alors il est facile de voir que les agrégateurs de type OWA sont

aussi stables par changement d’échelle linéaire (cf. définition 9). Enfin, avec des arguments similaires à

ceux utilisés pour la somme pondérée, il est possible de montrer que les agrégateurs de type OWA sont

des opérateurs de compromis (e.g., [Yager, 1988]).

En théorie du choix social, le modèle OWA est souvent utilisé avec des poids ωj décroissants comme

mesure des inégalités, notamment du fait de la propriété suivante :

Proposition 1. Pour tout x ∈ Rq et tous k, l ∈ Q tels que k < l et xl < xk, nous avons :[
∀j ∈ {1, . . . , q − 1}, ωj > ωj+1

]
⇒ ∀ε ∈ ]0, xk − xl[,OWA(x, ω) < OWA(xε, ω)

où xε = (x1, . . . , xk − ε, . . . , xl + ε, . . . , xq).

En d’autres termes, si les poids ωj , j ∈ Q, sont strictement décroissants, alors passer d’une alternative

à une autre en effectuant un “équilibrage” d’amplitude ε, permettant de réduire les inégalités entre les

individus k et l, augmente nécessairement l’utilité au sens de OWA. Ces équilibrages sont connus sous

le nom de transferts de Pigou-Dalton en économie et sont souvent utilisés pour exprimer l’idée d’équité

(cf. e.g., [Shorrocks, 1983, Weymark, 1981]). Puisque les agrégateurs de type OWA sont monotones,

alors les alternatives optimales au sens de OWA sont les solutions Pareto-optimales qui ne peuvent être

améliorées par des transferts de Pigou-Dalton (dans le cas de poids décroissants). Une autre façon de

se rendre compte que les agrégateurs de type OWA permettent de favoriser les alternatives au profil

équilibré lorsque les poids sont décroissants, c’est de remarquer que nous accordons plus d’importance

à la plus mauvaise performance, un peu moins à la seconde plus mauvaise, et ainsi de suite jusqu’à la

meilleure. L’exemple suivant permet d’illustrer cette propriété d’équité :

Exemple 3. Considérons le vecteur de poids ω = (0.6, 0.4) pour évaluer les étudiants a = (20, 5),

b = (5, 20) et c = (12, 11) de l’exemple 2. On a alors OWA(a, ω) = OWA(b, ω) = 0.6 × 5 + 0.4 × 20 =

11 < OWA(c, ω) = 0.6 × 11 + 0.4 × 12 = 11.4. Ainsi, l’étudiant c, qui a un profil plus équilibré que les

deux autres étudiants, est ici considéré comme le meilleur des trois. Rappelons que ce phénomène ne peut

pas se produire avec une somme pondérée, puisque le point c est situé à l’intérieur de l’enveloppe convexe

de tous les points. Sur le graphique suivant, nous constatons que le point c est en réalité situé sur les

bords de l’enveloppe convexe des points (x1, x2) vérifiant x2 ≤ x1. Autrement dit, le point c est sur les

bords de l’enveloppe convexe des points subissant la même permutation des critères durant l’agrégation.

Il s’avère que seuls de tels points peuvent maximiser une fonction de type OWA, car celle-ci n’est rien

d’autre qu’une somme pondérée sur les différents sous-espaces (définis par les permutations possibles).
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français

mathématiques

a

c

b

•

•

•

•
•
•

•
•

•
• • •

•
•

•

•

•

•

•

Finalement, nous avons vu que le modèle OWA permet de modéliser des décideurs ayant une préférence

pour les alternatives équilibrées (en utilisant des poids décroissants) tout en assurant la Pareto-optimalité.

Ce modèle décisionnel est très souvent utilisé en décision multi-objectifs dans des situations où les

différents objectifs représentent les points de vue de plusieurs agents, comme par exemple dans les

problèmes d’allocation équitable (e.g., [Korhonen et al., 1990, Ogryczak, 2000]) ou dans les procédures

de vote (e.g. [Goldsmith et al., 2014, Elkind and Ismaili, 2015]).

Néanmoins, en décision multicritère (mono-agent), les critères n’ont généralement pas la même impor-

tance pour le décideur, et donc il n’est pas souhaitable de faire usage d’un modèle décisionnel symétrique

comme l’est OWA. Dans la littérature, on retrouve des extensions du modèle OWA tenant compte à la

fois des performances des alternatives et de l’importance des critères. Parmi les modèles décisionnels pro-

posés, citons par exemple la moyenne ordonnée doublement pondérée [Torra, 1997] ou encore la moyenne

pondérée hybride [Llamazares, 2011], qui sont des modèles paramétrés par deux vecteurs : un vecteur de

poids associés aux rangs et un vecteur de poids rattachés aux critères. Dans le cadre de cette thèse, nous

nous intéresserons plus particulièrement aux intégrales de Choquet car celles-ci étendent les possibilités

descriptives offertes par le modèle OWA en associant un poids à chaque sous-ensemble de critères.

L’intégrale de Choquet

Les intégrales de Choquet (e.g., [Choquet, 1953, Schmeidler, 1986, Grabisch and Labreuche, 2010])

forment une famille de fonctions d’agrégation des plus appréciées dans le domaine de l’aide à la décision

car celle-ci offre la possibilité de modéliser des synergies positives comme négatives entre critères, avec

différents niveaux d’intensité. En effet, les paramètres de ce modèle sont sous la forme d’une capacité,

c’est-à-dire une fonction définie sur l’ensemble des parties de Q, monotone croissante avec l’inclusion,

associant un poids à chaque sous-ensemble de critères. Plus formellement :

Définition 13 (capacité). La fonction v : 2Q → [0, 1] est une capacité normalisée si et seulement si :

• v(∅) = 0, v(Q) = 1 (normalisation),

• v(A) ≤ v(B) pour tous A ⊂ B ⊆ Q (monotonie).



Chapitre 1. Modélisation et élicitation des préférences 27

Signalons que la contrainte de monotonie admet la formulation alternative suivante : v(A) ≤ v(A∪{j})
pour tout A ⊂ Q et tout j ∈ Q\A.

Définition 14. Une capacité v : 2Q → [0, 1] est dite :

• convexe (ou super-modulaire) si v(A ∪B) + v(A ∩B) ≥ v(A) + v(B) pour tous A,B ⊆ Q,

• additive si v(A ∪B) + v(A ∩B) = v(A) + v(B) pour tous A,B ⊆ Q,

• concave (ou sous-modulaire) si v(A ∪B) + v(A ∩B) ≤ v(A) + v(B) pour tous A,B ⊆ Q.

Nous verrons que ces propriétés vont permettre à l’intégrale de Choquet de modéliser des comporte-

ments différents vis-à-vis de l’équité entre les critères. Avant cela, pour pouvoir donner une formulation

précise de l’intégrale de Choquet, nous introduisons les ensembles de critères suivants :

Définition 15 (ensemble de niveau). Le j ème ensemble de niveau d’une alternative x donnée, noté X(j),

est défini par : X(j) = {(j), . . . , (q)}.

À partir de ces ensembles de critères, nous pouvons définir l’utilité d’une alternative x ∈ X au sens

de l’intégrale de Choquet comme suit :

Définition 16 (intégrale de Choquet).

Ch(x, v) =
∑
j∈Q

[
x(j) − x(j−1)

]
v(X(j)), avec x(0) = 0 (1.1)

=
∑
j∈Q

[
v(X(j))− v(X(j+1))

]
x(j), avec X(q+1) = ∅ (1.2)

En utilisant l’équation (1.1), nous pouvons définir la relation de préférence % induite par l’intégrale

de Choquet de la manière suivante :

x % y ⇔
∑
j∈Q

[
x(j) − x(j−1)

]
v(X(j)) ≥

∑
j∈Q

[
y(j) − y(j−1)

]
v(Y(j))

L’intégrale de Choquet est un opérateur idempotent (cf. définition 6), stable par changement d’échelle

linéaire (cf. définition 9), monotone (cf. définition 7) et de compromis (cf. définition 8) [Marichal, 2000].

Pour plus de détails sur la justification axiomatique de ce modèle décisionnel, le lecteur est invité à

se référer aux travaux de Schmeidler [1986], Marichal [2000], Köbberling and Wakker [2003], Labreuche

[2012] et de Timonin [2016].

Intéressons-nous maintenant à la modélisation de préférences en faveur de l’équité avec une intégrale

de Choquet. Lorsque v est convexe (cf. définition 14), nous avons Ch(λx + (1 − λ)y, v) ≥ λCh(x, v) +

(1 − λ) Ch(y, v) pour toutes alternatives x, y ∈ X et tout réel λ ∈ [0, 1], ce qui signifie que l’intégrale

de Choquet est une fonction concave (e.g., [Lovász, 1983]). De ce fait, l’usage d’une capacité convexe

permet de favoriser l’équité, comme le suggère la proposition suivante (e.g., [Chateauneuf et al., 1999]) :
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Proposition 2. ∀x1, x2, . . . xn ∈ Rq, ∀λ = (λ1, . . . , λn) ∈ [0, 1]n,
∑n

i=1 λi = 1 :

Ch(x1, v) = . . . = Ch(xn, v) ⇒ ∀k ∈ {1, 2, . . . , n}, Ch(
n∑
i=1

λix
i, v) ≥ Ch(xk, v)

En d’autres termes, avec une capacité convexe, si le décideur est indifférent entre plusieurs alter-

natives x1, . . . , xn, alors nous savons qu’il préfère, à chacune d’elle, toute combinaison convexe de ces

alternatives (représentant une sorte de compromis). À titre d’exemple, si le décideur est indifférent entre

les alternatives x1 = (0, 1) et x2 = (1, 0), alors celui-ci préfère l’alternative 0.5x1 +0.5x2 = (0.5, 0.5) à ces

deux dernières puisque nous avons Ch(0.5x1 + 0.5x2, v) ≥ Ch(x1, v) et Ch(0.5x1 + 0.5x2, v) ≥ Ch(x2, v)

(d’après la proposition 2). Sans grande surprise, nous obtenons la préférence contraire lorsque la capacité

est concave (cf. définition 14). En effet, nous avons alors Ch(λx+(1−λ)y, v) ≤ λCh(x, v)+(1−λ) Ch(y, v)

pour toutes alternatives x, y ∈ X et tout λ ∈ [0, 1], ce qui signifie que l’intégrale de Choquet est une fonc-

tion convexe (e.g., [Lovász, 1983]). Plus généralement, considérer des capacités ni convexes ni concaves

permet de modéliser des préférences plus complexes. La famille des intégrales de Choquet est en fait une

généralisation de nombreux modèles décisionnels, et nous retrouvons en particulier :

• les sommes pondérées, en considérant une capacité v additive (cf. définition 14).

• les opérateurs de type OWA [Yager, 1988], en prenant v symétrique, c’est-à-dire définie par v(A) =

φ(|A|) pour tout A ⊆ Q, où φ est une fonction croissante vérifiant φ(0) = 0 et φ(1) = 1.

• les moyennes ordonnées doublement pondérées [Torra, 1997], en prenant une capacité v définie par

v(A) = φ(
∑

j∈A pj) pour tout A ⊆ Q, où (p1, . . . , pq) est un vecteur de pondération des critères

et φ est croissante telle que φ(0) = 0 et φ(1) = 1.

Dans certaines situations, il peut être utile de considérer une autre formulation bien connue de

l’intégrale de Choquet, fondée sur l’inverse de Möbius associée à la capacité (e.g., [Rota, 1964]) :

Définition 17 (inverse de Möbius). L’inverse de Möbius m : 2Q → R associée à une fonction d’ensemble

v : 2Q → R est définie par :

∀A ⊆ Q, m(A) =
∑
A′⊆A

(−1)|A\A
′|v(A′)

Les valeurs m(A), A ⊆ Q, sont communément appelées masses de Möbius. Toute capacité v admet

alors la formulation alternative suivante en terme d’inverse de Möbius :

∀A ⊆ Q, v(A) =
∑
A′⊆A

m(A′) (1.3)

Avec cette formulation, il est facile de voir que toute capacité v dont les masses de Möbius sont

non-négatives (aussi appelée fonction de croyance) est nécessairement convexe (e.g., [Shafer, 1976]).

Finalement, l’utilité d’une alternative x ∈ X au sens de l’intégrale de Choquet peut s’écrire en fonction

des masses de Möbius de la façon suivante (e.g., [Chateauneuf and Jaffray, 1989]) :

Définition 18 (intégrale de Choquet). Ch(x, v) =
∑
A⊆Q

m(A) min
j∈A

xj
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Cette définition donne une autre interprétation de l’intégrale de Choquet : c’est une somme pondérée

dans un espace à 2q dimensions dont le jeu de poids est l’ensemble des masses de Möbius. Cette somme

devient plus compacte en considérant ce que l’on appelle des capacités k-additives (e.g., [Grabisch, 1996,

Grabisch et al., 2009]) :

Définition 19 (capacité k-additive). Une capacité v est dite k-additive si son inverse de Möbius m

satisfait les conditions suivantes :

• m(A) = 0 pour tout ensemble A ⊆ Q tel que |A| > k,

• m(A) 6= 0 pour au moins un ensemble A ⊆ Q tel que |A| = k.

Pour k = 1, nous retombons trivialement sur les capacités additives (cf. définition 14). Pour des

petites valeurs de k, les capacités k-additives sont très intéressantes car, avec un nombre réduit de

paramètres, celles-ci permettent de modéliser des synergies entre les critères (plus précisément, entre au

plus k critères). À titre d’exemple, une capacité 2-additive est complètement caractérisée avec seulement

(q2 + q)/2 valeurs (une masse de Möbius par singleton et par paire de critères) au lieu des 2q valeurs

nécessaires dans le cas d’une capacité quelconque. De plus, avec des capacités 2-additives, il est possible

de modéliser les interactions suivantes :

• ∀j, k ∈ Q,m({j, k}) > 0⇒ v({j, k}) > v({j}) + v({k}) (interaction positive),

• ∀j, k ∈ Q,m({j, k}) = 0⇒ v({j, k}) = v({j}) + v({k}) (aucune interaction),

• ∀j, k ∈ Q,m({j, k}) < 0⇒ v({j, k}) < v({j}) + v({k}) (interaction négative).

Dans cette section, nous avons étudié la question de la modélisation des préférences pour des problèmes

de décision multicritère. Dans la section suivante, nous nous intéressons à la problématique de modélisation

de préférences collectives pour des problèmes de prise de décision multi-agents.

1.2 Décision collective

La prise de décision collective peut intervenir dans des situations où des individus se rassemblent en un

groupe pour faire des choix ensemble. À titre d’exemple, on peut penser à un comité de sélection devant

choisir une personne pour un poste particulier ou encore à une entreprise devant déterminer un plan d’ac-

tion marketing et commercial. La nécessité de prendre des décisions collectivement peut bien évidemment

surgir dans des problèmes à plus grande échelle, comme par exemple durant les élections présidentielles et

législatives françaises. Les problèmes de décision collective sont assez proches des problèmes de décision

multicritère car il s’agit de prendre en compte plusieurs points de vue simultanément. En particulier, ces

deux problématiques se rejoignent lorsque chaque alternative peut être associée à un vecteur dont les com-

posantes représentent son utilité aux yeux des différents agents. De ce fait, il est facile de se rendre compte

que la prise de décision collective soulève des problèmes d’agrégation assez similaires à ceux rencontrés

en décision multicritère. Soulignons toutefois que nos exigences sur la méthode d’agrégation ne sont pas

exactement les mêmes dans ces deux contextes décisionnels. Par exemple, la méthode d’agrégation doit

très souvent être symétrique en décision collective pour des raisons d’équité, alors que cette propriété est

indésirable en décision multicritère dès lors que les critères n’ont pas la même importance.
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Dans cette section, nous nous écartons de la décision multicritère en considérant uniquement des

situations de vote où les préférences des n agents/votants sur l’ensemble X des alternatives possibles

sont observables uniquement sous la forme de relations binaires %i, i ∈ N = {1, . . . , n}. Plus précisément,

pour toutes alternatives x, y ∈ X , nous avons x %i y si et seulement si l’agent i ∈ N considère que x est

au moins aussi bonne que y. En théorie du vote, il est généralement supposé que les votants sont toujours

capables de distinguer deux alternatives et donc que leurs préférences sont en réalité représentables par

des relations strictes �i, i ∈ N ; dans la littérature, la donnée (�1, . . . ,�n) est souvent appelée profil de

préférences ou profil pour une formulation plus courte. Dans ce contexte, la problématique d’agrégation

des préférences se distingue un peu plus du problème d’agrégation étudié en décision multicritère. En

effet, pour déterminer la meilleure alternative, il ne s’agit plus de résumer les performances de chaque

alternative en une unique valeur. Il s’agit à la place de combiner les relations de préférence �i, i ∈ N ,

pour pouvoir prendre une décision de groupe. La prise de décision collective se fait généralement par le

biais de ce que l’on appelle une fonction de choix social :

Définition 20 (fonction de choix social). Une fonction de choix social est une fonction qui associe, à

tout profil admissible (�1, . . . ,�n), un sous ensemble non vide de l’ensemble X des alternatives possibles.

Elle est dite mono-évaluée si elle retourne toujours une seule alternative.

Les alternatives retournées par la fonction de choix social représentent les meilleures solutions du

point de vue collectif et sont communément appelées les vainqueurs/gagnants de l’élection. Dans certaines

situations de vote, il peut être intéressant de construire entièrement la relation de préférence sociale au

lieu de se contenter de la connaissance des meilleures alternatives. À titre d’exemple, lorsque plusieurs

postes sont à pourvoir, il est utile de connâıtre les premiers candidats du classement correspondant aux

préférences des membres du comité de sélection. Une relation de préférence sociale peut être construite,

par exemple, en utilisant les scores que la fonction de choix social attribue aux différentes alternatives

lors de la combinaison des relations �i, i ∈ N . Plus généralement, une relation de préférence sociale est

construite à l’aide de ce que l’on appelle une fonction d’agrégation des préférences :

Définition 21 (fonction d’agrégation des préférences). Une fonction d’agrégation des préférences est

une fonction qui associe, à tout profil de préférences admissible (�1, . . . ,�n), une relation % représentant

la préférence sociale.

Dans la littérature, il existe de nombreuses fonctions de choix social, souvent justifiées par des axiomes

exprimant des propriétés que la procédure de vote doit satisfaire. La diversité des procédures de vote exis-

tantes s’explique notamment par la difficulté d’en définir une ne présentant aucune mauvaise propriété.

Cette difficulté, qui est au cœur des problématiques étudiées en théorie du choix social, va constituer le fil

conducteur de cette section. Plus précisément, nous allons commencer par présenter la règle majoritaire,

qui est probablement l’une des premières règles de vote qui vient à l’esprit quand on souhaite mettre en

place une élection. Après avoir discuté de ses points forts et de ses faiblesses, nous nous intéresserons

ensuite à la problématique d’agrégation de préférences de manière plus générale. Enfin, nous terminerons
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avec une présentation des règles de vote que nous avons étudiées durant cette thèse, en les situant par

rapport à des théorèmes d’impossibilité très connus dans le domaine du choix social.

1.2.1 Une introduction à la théorie du vote : la règle majoritaire

Pour sélectionner une fonction de choix social dans une situation de vote donné, nous pouvons adopter

une approche axiomatique en nous restreignant aux fonctions satisfaisant des propriétés jugées adaptées

à la situation en question. Par exemple, il peut parâıtre raisonnable d’exiger que la fonction de choix

social vérifie les propriétés suivantes :

• Universalité : le domaine de la fonction est l’ensemble de tous les profils possibles, ce qui permet

aux votants d’être libres d’opinion et d’expression.

• Anonymat : les votants jouent des rôles équivalents, autrement dit l’issue du vote ne doit pas

dépendre de l’identité des votants. Cette propriété permet d’assurer qu’aucun votant n’est favorisé

par la procédure de vote.

• Neutralité : les différentes alternatives sont traitées de manière équivalente durant la procédure

de vote, qu’importe leur “nom”. Ceci permet de garantir qu’aucune alternative n’est privilégiée

par la procédure de vote.

• Monotonie : si un agent change son vote en faveur d’une alternative, et que les autres votes

demeurent inchangés, alors cette dernière ne doit pas régresser strictement dans le classement

final. En particulier, si cette alternative était vainqueur ex æquo, alors celle-ci devient l’unique

gagnant de l’élection.

Imposer ces propriétés conduit au résultat suivant :

Théorème 1 ([May, 1952]). Dans le cas où l’ensemble des alternatives possibles ne contient que deux

éléments, la règle majoritaire est la seule procédure de vote qui vérifie les axiomes universalité, anonymat,

neutralité et monotonie.

Au vu de ce résultat, nous pouvons considérer que la règle majoritaire est la seule règle de vote “rai-

sonnable” dans le cas où seules deux alternatives sont possibles. Ce résultat permet aussi de caractériser

les autres règles de vote en fonction des axiomes qu’elles ne vérifient pas. Par exemple, une procédure de

vote dictatoriale ne satisfait évidemment pas la propriété anonymat. Quant à la propriété neutralité, elle

n’est pas vérifiée par certaines procédures de votes à majorité qualifiée, notamment lorsqu’une alterna-

tive doit recevoir strictement plus de la moitié des voix pour gagner (par exemple 60% des voix), alors

que l’autre est considérée comme le choix par défaut. Enfin, la règle de la majorité inversée, choisissant

l’alternative rejetée à la majorité, est un exemple simple (bien que farfelu) de procédure ne vérifiant pas

la propriété monotonie.

Cependant, nous allons voir que l’utilisation de la règle majoritaire avec plus de trois alternatives

possibles est beaucoup plus discutable. En effet, intéressons-nous au principe d’optimalité suivant :

Définition 22 (vainqueur de Condorcet). Un vainqueur de Condorcet est une alternative qui bat à la

majorité chaque autre alternative prise individuellement. Si une telle alternative existe, elle est unique.
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Cette notion d’optimalité doit son nom au marquis de Condorcet, mathématicien et philosophe

français du XVIIIème siècle [Condorcet, 1785]. Bien que ce principe d’optimalité soit relativement séduisant,

il arrive qu’aucune alternative ne le vérifie, nous laissant dans une situation d’indétermination :

Exemple 4. Considérons une situation de vote où trois agents ont les préférences suivantes concernant

les alternatives x, y et z :

x �1 y �1 z

y �2 z �2 x

z �3 x �3 y

Dans cette situation, l’alternative x est socialement préférée à l’alternative y au sens de la règle majori-

taire, car 2 votants (les agents 1 et 3) sur 3 préfèrent x à y (ce qui constitue une majorité). De même,

nous pouvons déduire que y est socialement préférée à l’alternative z et que z est socialement préférée à

x, au sens de la règle majoritaire. Ainsi, nous observons un cycle dans la relation de préférence sociale

% induite par la règle majoritaire : nous avons x % y % z % x. Il n’existe donc pas de vainqueur de

Condorcet dans cette situation.

Cet exemple illustre le célèbre paradoxe Condorcet : la relation de préférence sociale induite par

la majorité n’est pas nécessairement transitive, et en particulier l’existence d’un vainqueur de Condor-

cet n’est pas garantie. Ce résultat relativement “négatif” concernant la règle majoritaire a suscité de

nombreux travaux dans le domaine du choix social, notamment sur la probabilité d’existence d’un vain-

queur de Condorcet (e.g. [Gehrlein, 1983, Regenwetter, 2006]), sur la probabilité qu’une règle de vote

donnée élise le vainqueur de Condorcet lorsque celui-ci existe (e.g. [Cervone et al., 2005, Gehrlein et al.,

2011]) ou encore sur des restrictions de domaine assurant l’existence d’un vainqueur de Condorcet (e.g.

[Abello and Johnson, 1984, Saari, 2009]). Une des restrictions les plus connues est la condition de single-

peakedness, qui peut se formuler de la manière suivante :

Définition 23 (single-peakedness). Étant donné un ensemble d’alternatives X = {x1, . . . , xm}, un profil

(�1, . . . ,�n) est dit single-peaked s’il existe une permutation σ de {1, . . . ,m} telle que, pour tout agent

i ∈ N , il existe j ∈ {1, . . . ,m} vérifiant :

• xσ(k) �i xσ(k−1) pour tout 1 ≤ k ≤ j
• xσ(k−1) �i xσ(k) pour tout j < k ≤ m

L’axe correspondant à la permutation σ est ici noté xσ(1) > . . . > xσ(m).

De manière moins formelle, un profil de préférences est dit single-peaked si les alternatives peuvent

être alignées sur un axe de sorte que, pour chaque agent, les alternatives deviennent de plus en plus

intéressantes en avançant sur l’axe jusqu’à arriver à son alternative préférée, puis deviennent de plus

en plus mauvaises. À titre illustratif, nous pouvons penser à une élection politique où les candidats

sont ordonnés sur un axe “gauche-droite”, ou encore à un problème de décision collective où il s’agit de

déterminer une position stratégique sur une route. L’exemple ci-dessous donne une illustration graphique

de cette propriété.
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Exemple 5. Considérons un problème de vote impliquant trois agents N = {1, . . . , 3} et trois alternatives

notées x, y et z. Avec les préférences de l’exemple 4, il n’existe aucun axe rendant le profil single-peaked.

En revanche, le profil suivant est single-peaked par rapport à l’axe x > y > z :

x �1 y �1 z

y �2 x �2 z

z �3 y �3 x

Pour nous en convaincre, nous pouvons nous intéresser au graphique suivant :

|
x

|
y

|
z

−3

−2

−1

axe

rang �1�2�3

Sur l’axe des ordonnées, le nombre représente le rang de l’alternative dans l’ordre induit par la relation de

préférence �i, la valeur 1 correspondant à la meilleure alternative. Pour que le profil soit single-peaked

par rapport à l’axe x > y > z, il faut que toutes les courbes soient croissantes puis décroissantes sur ce

graphique (ce qui est bien le cas ici).

L’hypothèse de single-peakedness permet de dériver le résultat positif suivant :

Théorème 2 ([Black et al., 1958]). Si le profil de préférences est single-peaked, alors la préférence sociale

induite par la règle majoritaire est transitive. En particulier, lorsque le nombre d’agents est impair, le

vainqueur de Condorcet correspond à la médiane des alternatives préférées des votants.

Ainsi, l’hypothèse de single-peakedness permet de rétablir la transitivité de la règle majoritaire. Par

ailleurs, il est facile de tester si un profil est single-peaked et de construire un axe associé le cas échéant (e.g.

[Escoffier et al., 2008]). Bien que le côté “pratique” de cette restriction de domaine soit très appréciable,

il s’avère que les profils observés dans la vie de tous les jours sont rarement single-peaked ; par exemple,

il suffit que trois agents classent en dernière position trois alternatives différentes pour que le profil ne

puisse plus être single-peaked. Il a toutefois été suggéré que lorsque les agents concentrent leur évaluation

sur une dimension commune (cognitive ou idéologique), ces derniers pouvaient induire un profil single-

peaked (e.g., [Miller, 1992, Dryzek and List, 2004]). Cette hypothèse a récemment été soutenue par des

résultats empiriques (e.g., List et al. [2013]), mais mériterait une analyse expérimentale plus poussée.

Une autre limite de la règle majoritaire est que le vainqueur de Condorcet, s’il existe, ne constitue

pas nécessairement un bon compromis entre les différentes opinions, comme dans la situation suivante :
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Exemple 6. Considérons un problème de décision collective avec les alternatives X = {x1, x2, . . . , xm},
m ≥ 3, et impliquant 1000 agents avec les préférences suivantes :

∀i ∈ {1, . . . , 499}, x1 �i x2 �i . . . �i xm

∀i ∈ {500, . . . , 1000}, xm �i x2 �i . . . �i x1

L’alternative xm bat à la majorité les m − 1 autres alternatives (avec 501 voix sur 1000) ; c’est donc

le vainqueur de Condorcet. Cependant, certains agents peuvent se sentir complètement lésés suite à

l’élection de xm car cette alternative constitue leur dernier choix (499 agents sont dans cette situation,

soit un peu moins de 50% des votants). Dans cette situation de vote, l’alternative x2 semble être un choix

moins contestable que le vainqueur de Condorcet. En effet, l’alternative x2 est classée deuxième par tous,

réalisant ainsi un bon compromis entre les différentes opinions.

Cette exemple illustre le fait que, mis à part le problème de possible indétermination, l’utilisation de

la règle majoritaire peut être sujet à discussion lorsque plus de trois alternatives sont à comparer. Cette

question a notamment été soulevée par une pensée du célèbre Chat de Philippe Geluck : “Les règles de

la démocratie veulent que ce soit la majorité qui ait raison. Et si la majorité avait tort ? Me direz-vous,

ça ne change rien, la majorité aurait raison d’avoir tort.”

1.2.2 Agrégation des préférences : des résultats d’impossibilité

Dans la sous-section précédente, nous avons vu que la règle majoritaire est incontournable lorsque

seulement deux alternatives sont à comparer, mais que cette règle n’est pas complètement satisfaisante

avec un plus grand nombre d’alternatives. Un des résultats les plus connus dans le domaine de la théorie

du choix social est le théorème d’impossibilité d’Arrow, du nom de l’économiste Kenneth Arrow, qui peut

être vu comme la preuve de non-existence de processus de choix social “indiscutable”. Afin d’énoncer

plus précisément ce résultat, considérons les axiomes suivants :

• Unanimité (ou Pareto optimalité) : si tous les agents préfèrent une alternative à une autre, alors

la relation de préférence sociale vérifie aussi cette préférence.

• Transitivité : la relation de préférence sociale est complète et transitive.

• Indépendance des alternatives non-pertinentes : le classement relatif de deux alternatives ne

dépend que de leur position relative dans les préférences individuelles (et non de la position

d’autres alternatives) ; autrement dit, si nous restreignons les préférences individuelles à un sous-

ensemble d’alternatives et que nous appliquons la règle de vote sur ce nouveau profil, alors les

positions relatives de deux alternatives de ce sous-ensemble sont les mêmes que celles obtenues en

considérant tout l’ensemble.

• Absence de dictateur : il n’existe aucun agent pour lequel le classement personnel cöıncide avec la

préférence sociale, indépendamment des préférences des autres.

À première vue, il semble naturel voire nécessaire qu’une règle de vote vérifie toutes ces propriétés.

Malheureusement, en considérant aussi l’axiome universalité (cf Section 1.2.1), le système d’axiomes
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obtenu devient beaucoup trop contraignant :

Théorème 3 (Arrow [1951]). Dans le cas où l’ensemble des alternatives possibles contient au moins

trois éléments, il n’existe pas de fonction d’agrégation des préférences vérifiant à la fois les axiomes uni-

versalité, unanimité, transitivité, indépendance des alternatives non-pertinentes et absence de dictateur.

Soulignons toutefois que ce théorème d’impossibilité ne s’applique pas aux systèmes de vote utilisant

une information plus riche que des utilités ordinales. Par exemple, les systèmes recourant à une utilité

cardinale par agent ne sont pas concernés par ce résultat, mais en contre partie, ils requièrent davantage

d’efforts de la part des agents pour pouvoir construire des représentations numériques comparables.

Le théorème d’impossibilité d’Arrow peut aussi se traduire le façon suivante : tout système de vote

vérifiant les axiomes universalité, unanimité, transitivité et indépendance des alternatives non-pertinentes

est nécessairement une dictature ; ainsi, il est nécessaire d’abandonner au moins un de ces quatre axiomes

pour éviter de tomber dans un système dictatorial. La règle majoritaire est un exemple de méthodes

d’agrégation qui permet, en abandonnant l’axiome universalité, de vérifier tous les autres axiomes du

théorème, dont l’axiome absence de dictateur. En effet, nous avons vu dans la sous-section précédente que

l’hypothèse de single-peakedness sur les préférences impliquait la transitivité de la relation de préférence

sociale (cf. théorème 2). De plus, il est facile de voir que la règle majoritaire vérifie tous les autres

axiomes. Plus précisément, l’axiome unanimité est trivialement satisfait car l’ensemble de tous les agents

constitue une majorité. L’axiome indépendance des alternatives non-pertinentes est aussi vérifié puisque

le classement relatif de deux alternatives ne dépend que du nombre d’agents préférant la première à la

seconde. Enfin, remarquons qu’il ne peut y avoir de dictateur dès lors qu’il est nécessaire d’obtenir la

majorité des voix (sauf peut-être dans certaines situations de vote à deux agents, mais utiliser la règle

majoritaire n’a pas de sens dans ces situations).

Un autre résultat d’impossibilité très célèbre dans la littérature concerne la manipulabilité des fonc-

tions de choix social. Ce résultat est connu sous le nom de théorème de Gibbard-Satterthwaite, du nom

du professeur émérite de philosophie Allan Gibbard et de celui de l’économiste Mark Allen Satterthwaite.

Pour pouvoir énoncer précisément ce résultat, nous avons besoin d’introduire les propriétés suivantes :

• Contrainte de portée : la fonction de choix social retourne au moins trois alternatives différentes

sur le domaine des profils admissibles.

• Non-manipulabilité : il n’existe pas de profil admissible qui soit manipulable par un agent, où

la manipulabilité est définie comme suit : un agent i peut transmettre une fausse relation de

préférence �i de sorte que la fonction de choix social retourne une alternative qu’il préfère stric-

tement à celle qui serait retournée s’il transmettait ses véritables préférences.

Avec ces propriétés, nous obtenons le résultat d’impossibilité suivant :

Théorème 4 ([Gibbard, 1973, Satterthwaite, 1975]). Dans le cas où l’ensemble des alternatives possibles

contient au moins trois éléments, il n’existe pas de fonction de choix social qui soit mono-évaluée et qui

vérifie universalité, absence de dictateur, contrainte de portée et non-manipulabilité.
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En conséquence, toute fonction de choix social mono-évaluée et définie pour tout profil (axiome

universalité) est soit dictatoriale soit manipulable, à moins que certaines alternatives ne peuvent jamais

être déclarées gagnantes, qu’importe le profil de préférences considéré. Ainsi, nous constatons une nouvelle

fois que la caractérisation d’une fonction de choix social “raisonnable” n’est pas un exercice élémentaire,

et nécessite de faire un compromis entre les différentes propriétés désirées et celles qui seront engendrées

par ces dernières. À titre d’exemple, en abandonnant l’axiome universalité pour se concentrer sur les

profils single-peaked (cf. définition 23), la règle majoritaire vérifie tous les autres axiomes du théorème

(e.g., Moulin [1980]).

1.2.3 Règles de vote étudiées

Dans cette sous-section, nous présentons les règles de vote que nous avons étudiées durant cette thèse,

à savoir la méthode de Borda et le vote par approbation.

La méthode de Borda

Jean-Charles, chevalier de Borda, est un mathématicien et physicien français, contemporain du mar-

quis de Condorcet, dont les contributions à la théorie du choix social sont souvent considérées comme

faisant partie des plus importantes depuis les origines du domaine. Il s’est engagé dans de nombreux

débats, notamment avec le marquis de Condorcet, sur les mérites respectifs des différents systèmes de

vote, souvent considérés comme précurseurs de certains débats modernes sur la manière de répondre au

théorème d’impossibilité d’Arrow. Il défendit en particulier un système de vote par scorage, aujourd’hui

connu sous le nom de méthode de Borda. Cette méthode est actuellement utilisée à travers le monde,

comme par exemple dans les élections parlementaires à Nauru ou encore durant de grandes compétitions

sportives comme la ligue majeure de baseball aux États-Unis.

Une méthode de vote par scorage attribue à chaque alternative un certain nombre de points (ou

score) dépendant de sa position dans les classements représentant les préférences de chaque agent. Plus

précisément, plus une alternative est bien classée par un agent, plus celui-ci lui rapporte de points.

Le score d’une alternative s’obtient en sommant tous les points qu’elle a recueilli auprès des différents

agents. Les vainqueurs de l’élection sont alors les alternatives qui maximisent ce score. Notons que ces

scores peuvent aussi servir à induire une relation de préférence sociale transitive, ce qui peut être utile

lorsqu’un classement des candidats est requis. Avec la méthode de Borda, chaque agent procure à une

alternative autant de points que d’alternatives qu’il considère comme étant plus mauvaises que celle-ci.

Plus formellement, étant donné un profil de préférences p = (�1, . . . ,�n), le score d’une alternative

x ∈ X par la méthode de Borda est défini comme suit :

Définition 24 (score de Borda). B(x, p) =
∑

i∈N |{y ∈ X : x �i y}|.

La méthode Borda vérifie trivialement les axiomes universalité, anonymat, neutralité et monotonie.

De ce fait, nous pouvons déduire du théorème de May (cf. théorème 1) que la méthode de Borda est

équivalente à la règle majoritaire lorsque seulement deux alternatives sont à comparer. Pour d’autres



Chapitre 1. Modélisation et élicitation des préférences 37

caractérisations de la méthode de Borda, le lecteur est invité à se référer aux travaux de Smith [1973],

Young [1974] et Fishburn and Gehrlein [1976].

La méthode de Borda n’est pas Condorcet cohérente, comme toutes les méthodes de vote par scorage

(e.g. [Moulin, 1991]) ; autrement dit, il n’est pas garanti que le vainqueur de Condorcet soit élu par la

méthode de Borda lorsque celui-ci existe, comme le montre l’exemple suivant :

Exemple 7. Reprenons l’exemple 6 dont le profil de préférences p = (�1, . . . ,�1000) est le suivant :

∀i ∈ {1, . . . , 499}, x1 �i x2 �i . . . �i xm

∀i ∈ {500, . . . , 1000}, xm �i x2 �i . . . �i x1

Rappelons que l’alternative xm est le vainqueur de Condorcet de ce problème de décision. Les scores

de Borda associés aux alternatives du problème sont les suivants : B(x1, p) = 499(m − 1), B(xm, p) =

501(m − 1) et B(xk, p) = 1000(m − k) pour tout k ∈ {2, . . . ,m − 1}. Comme m ≥ 3, nous pouvons

déduire que c’est l’alternative x2 qui maximise le score de Borda ; ainsi, le vainqueur de Condorcet n’est

pas sélectionné ici. Néanmoins, l’alternative x2 constitue un choix moins contestable que le vainqueur de

Condorcet, car elle est classée deuxième par tous les agents, alors que celui-ci est considéré comme le

pire choix possible par une quasi-majorité.

Cet exemple permet d’illustrer le fait que la méthode de Borda permet de favoriser le consensus social

plutôt que la majorité.

À présent, situons la méthode de Borda par rapport aux deux théorèmes d’impossibilité énoncés

dans la sous-section précédente, autrement dit le théorème d’Arrow (cf. théorème 3) et le théorème de

Gibbard–Satterthwaite (cf. théorème 4). Rappelons que ce premier théorème nous a permis de conclure

qu’il est nécessaire d’abandonner au moins un des quatre axiomes suivants pour éviter de produire

une procédure dictatoriale : universalité, unanimité, transitivité et indépendance des alternatives non-

pertinentes. La méthode de Borda vérifie trivialement les axiomes universalité, unanimité et transitivité,

mais ne satisfait pas l’axiome indépendance des alternatives non-pertinentes comme le montre le contre-

exemple suivant :

Exemple 8. Poursuivons l’exemple 7. Dans cet exemple, l’alternative xm est le vainqueur de Condorcet

tandis que l’alternative x2 est le vainqueur de Borda. Supposons maintenant que, mis à part les alterna-

tives x2 et xm, toutes les autres alternatives se sont retirées de l’élection avant que les agents aient pris

une décision. Dans cette situation, le profil de préférences p se simplifie en un profil p′ = (�1, . . . ,�1000)

défini comme suit :

∀i ∈ {1, . . . , 499}, x2 �i xm

∀i ∈ {500, . . . , 1000}, xm �i x2

À présent, les scores de Borda sont les suivants : B(x2, p′) = 499 et B(xm, p′) = 501. Au vu de ces

scores, nous concluons que l’alternative xm est le nouveau vainqueur pour la méthode Borda. Nous ob-
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servons ainsi une inversion de la préférence sociale (concernant les candidats x2 et xm) lorsque nous

nous concentrons sur un sous-ensemble des alternatives, ce qui montre que la méthode de Borda ne vérifie

pas l’axiome indépendance des alternatives non-pertinentes.

Ainsi, en abandonnant l’axiome indépendance des alternatives non-pertinentes, la méthode de Borda

“échappe” au théorème d’impossibilité d’Arrow en vérifiant toutes les autres propriétés du théorème, et

notamment l’axiome absence de dictateur. En réalité, la plupart des procédures de vote ne vérifient pas

l’axiome indépendance des alternatives non-pertinentes, comme notamment toutes les méthodes de vote

par scorage. Ce résultat plutôt positif sur la méthode de Borda a pour contrepartie la manipulabilité

de cette procédure de vote. En effet, d’après le théorème d’impossibilité de Gibbard-Satterthwaite (cf.

théorème 4), il n’existe pas de procédure de vote vérifiant à la fois les axiomes universalité, absence

de dictateur, contrainte de portée et non-manipulabilité. La méthode de Borda vérifiant trivialement les

trois premières propriétés, nous pouvons facilement déduire que cette procédure de vote est manipulable.

Pour illustrer ce dernier fait, nous pouvons étudier l’exemple suivant :

Exemple 9. Considérons un problème de décision où trois agents doivent choisir collectivement une

alternative de l’ensemble X = {x1, x2, x3, x4, x5, x6}. Supposons que le profil p = (�1,�2,�3) associé à

ce problème est le suivant :

x6 �1 x5 �1 x4 �1 x3 �1 x2 �1 x1

x1 �2 x2 �2 x3 �2 x4 �2 x5 �2 x6

x1 �3 x2 �3 x3 �3 x4 �3 x5 �3 x6

Observons que les agents 2 et 3 ont exactement la même relation de préférence sur les alternatives.

Les scores de Borda associés à ce profil sont les suivants : B(x1, p) = 10, B(x2, p) = 9, B(x3, p) = 8,

B(x4, p) = 7, B(x5, p) = 6 et B(x6, p) = 5. De ces scores, nous déduisons que l’alternative x1 est l’unique

vainqueur par la méthode de Borda. Notons que l’agent 1 considère cette alternative comme étant le plus

mauvais choix possible. Supposons un instant que ce dernier décide de transmettre au système la fausse

relation de préférence �′1 définie par :

x3 �′1 x5 �′1 x4 �′1 x6 �′1 x2 �′1 x1

Avec le profil p′ = (�′1,�2,�3), nous obtenons les scores de Borda suivants : B(x1, p′) = 10, B(x2, p′) = 9,

B(x3, p′) = 11, B(x5, p′) = 6 et B(x6, p′) = 2. Dans cette situation, c’est l’alternative x3 qui serait déclarée

vainqueur par la méthode de Borda. Ainsi, en connaissant les préférences des autres votant, l’agent 1

peut avoir envie de transmettre cette fausse relation de préférence pour voir gagner l’alternative x3 qu’il

préfère strictement à l’alternative x1. Cette situation montre que la méthode de Borda est une règle de

vote manipulable.
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Vote par approbation

Le vote par approbation, aussi appelé vote par assentiment, est un système de vote assez simple, étudié

principalement depuis les années soixante-dix (e.g., [Ottowell, 1977, Weber, 1977, Kellett and Mott,

1977, Brams and Fishburn, 1978, Morin, 1980, Brams and Fishburn, 1983]) et utilisé actuellement par

de nombreuses associations pour mettre en place diverses élections. Parmi ces associations, nous pouvons

mentionner l’association mathématique d’Amérique, l’institut des ingénieurs électriciens et électroniciens

ainsi que l’association américaine de statistique. Le vote par approbation est un système dit non-rangé,

celui-ci n’ayant pas besoin de connâıtre la relation de préférence �i de chaque agent i ∈ N pour pouvoir

déterminer le gagnant de l’élection. Pour mettre en œuvre cette procédure de vote, il suffit à la place que

chaque agent i ∈ N transmette au système un ensemble Xi ⊆ X représentant l’ensemble des alternatives

qui ont son approbation ; la donnée (X1, . . . ,Xn) sera appelée profil d’approbation dans la suite de cette

sous-section. Étant donné un tel profil, le vote par approbation déclare vainqueur l’alternative ayant

obtenu le plus grand nombre d’approbations. Ce système de vote maximise donc un score, appelé score

d’approbation, formellement défini comme suit pour toute alternative x ∈ X :

Définition 25 (score d’approbation). A(x,N) = |i ∈ N : x ∈ Xi|

Notons que si un agent décidait de transmettre au système un ensemble d’alternatives vide, alors son

vote serait équivalent à une abstention. Pour simplifier la présentation, nous supposerons donc que les

ensembles Xi sont tous non-vides dans la suite de cette sous-section.

Les scores d’approbation peuvent aussi être utilisés pour construire la relation de préférence sociale %

définie par : x % y si et seulement si A(x,N) ≥ A(y,N). Comme cette relation de préférence est transitive

par définition, alors le vote par approbation satisfait l’axiome de transitivité introduit en Section 1.2.2.

Par ailleurs, le vote par approbation vérifie trivialement tous les axiomes du théorème de May (cf.

théorème 1) adaptés aux profils d’approbation. Néanmoins, ces derniers ne suffisent pas à caractériser le

vote par approbation pour la décision collective fondée sur les profils d’approbation. En effet, la procédure

de vote maximisant le score s(x,N) =
∑

i∈N :x∈Xi 1/|Xi| satisfait aussi tous ces axiomes. Cependant, en

considérant un axiome d’anonymat plus exigeant que celui du théorème de May, nous pouvons obtenir

une caractérisation du vote par approbation, et ce qu’importe le nombre d’alternatives du problème (cf.

[Goodin and List, 2006] pour une présentation de ce nouvel axiome). Pour d’autres axiomatisations, le

lecteur est invité à consulter les travaux de Fishburn [1978] et Sertel [1988].

Lorsque le vainqueur de Condorcet existe, le vote par approbation est susceptible de l’élire (e.g.,

[Baujard et al., 2014]), mais ce n’est pas toujours le cas, comme le montre l’exemple suivant :

Exemple 10. Reprenons le problème de vote introduit dans l’exemple 6 dont le profil de préférences est

le suivant :

∀i ∈ {1, . . . , 499}, x1 �i x2 �i . . . �i xm

∀i ∈ {500, . . . , 1000}, xm �i x2 �i . . . �i x1
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Supposons que les agents approuvent uniquement les deux premières alternatives de leur classement

individuel. Dans cette situation, le système observe le profil d’approbation suivant :

∀i ∈ {1, . . . , 499}, Xi = {x1, x2}

∀i ∈ {500, . . . , 1000}, Xi = {xm, x2}

Nous avons alors A(x1, N) = 499, A(x2, N) = 1000, A(xm, N) = 501 et A(xk, N) = 0 pour tout

k ∈ {3, . . . ,m − 1}. C’est donc l’alternative x2 qui est déclarée vainqueur par le vote par approbation,

et non xm le vainqueur de Condorcet. Toutefois, comme nous l’avons déjà remarqué, l’alternative x2 est

un choix moins contestable que le vainqueur de Condorcet dans ce problème, car ce dernier est considéré

comme la pire alternative possible par près de la moitié des votants.

De manière générale, en autorisant les agents à soutenir plusieurs alternatives à la fois de manière

équivalente, le vote par approbation a tendance à choisir l’alternative la plus acceptable dans l’ensemble,

et non celle considérée comme la meilleure par la majorité. Les primaires républicaines de 2016 aux

États-Unis permettent d’illustrer ce dernier fait sur un cas réel : des sondages ont montré que Donald

Trump n’était pas considéré comme un candidat acceptable par une portion importante des votants

républicains, et donc qu’il n’aurait pas aussi bien réussi avec le vote par approbation [Brams, 2016].

Ce système de vote n’est généralement pas considéré comme étant une fonction de choix social à

part entière, car celles-ci se fondent majoritairement sur des profils de préférences de type (�1, . . . ,�n)

au lieu des profils d’approbation de type (X1, . . . ,Xn). C’est d’ailleurs cette spécificité qui lui permet

de ne pas tomber dans le théorème d’impossibilité d’Arrow (cf. théorème 3), le vote par approbation

vérifiant trivialement tous les axiomes de ce théorème adaptés aux profils d’approbations. Pour le cas

particulier de l’axiome indépendance des alternatives non-pertinentes, il convient toutefois de préciser

que celui-ci est satisfait uniquement si les agents évaluent la qualité d’une alternative individuellement et

indépendamment des autres alternatives du problème, en utilisant une échelle d’évaluation absolue qui

leur est propre ; avec cette hypothèse, il est facile de voir que le vote par approbation vérifie cet axiome

car l’ajout ou le retrait d’alternatives ne peut changer le score d’une alternative.

Bien que le théorème d’impossibilité Gibbard–Satterthwaite (cf. théorème 4) ne s’applique qu’aux

fonctions de choix social, le vote par approbation se révèle sensible à la manipulation dans certaines

situations. Tout d’abord, considérons le cas où les préférences de chaque agent sont représentables par

une relation de préférence transitive (stricte ou non). Le bulletin de vote d’un agent est alors dit sincère

si et seulement si toute alternative déclarée comme approuvée dans ce bulletin est préférée à toutes

celles non approuvées. Par exemple, un agent i avec les préférences x �i y �i z %i w est associé à

cinq bulletins de vote sincères, qui sont les suivants : {x}, {x, y}, {x, y, z}, {x, y, w} et {x, y, z, w}. Il

a été récemment montré que, sous certaines hypothèses sur les préférences individuelles (e.g., agents

“optimistes” ou maximisant une utilité espérée), aucune personne n’a vraiment intérêt à transmettre un

bulletin de vote non sincère, car au moins un bulletin de vote sincère lui permettrait d’obtenir le même

résultat, voire même de faire mieux (e.g. [Endriss, 2007]). Néanmoins, la coexistence de plusieurs bulletins
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sincères peut en soi inciter les agents à voter stratégiquement, comme déjà souligné dans la littérature

(e.g., [Niemi, 1984]), mais globalement, le vote par approbation est la méthode de vote non-rangée la

moins manipulable (e.g., [Fishburn and Brams, 1981]). Considérons à présent le cas simple où les agents

ont des préférences dichotomiques : chaque agent estime que certaines alternatives sont acceptables, ce

qui divise l’ensemble des alternatives en deux catégories distinctes (les approuvées et les non approuvées),

et chaque agent est indifférent entre toutes les alternatives appartenant à la même catégorie. Sous cette

hypothèse, il existe un unique bulletin de vote sincère par agent, qui est tout simplement constitué de

l’ensemble des alternatives que l’agent approuve. De plus, en présence de préférences dichotomiques, le

vote par approbation est une procédure non-manipulable, et c’est d’ailleurs la seule méthode non-rangée

ayant cette propriété [Brams and Fishburn, 1983].

1.3 Décision dans le risque

La décision dans le risque est un domaine de recherche qui s’intéresse aux problèmes de décision

en environnement incertain. En guise d’illustration, un médecin devant prescrire un traitement pour un

malade se retrouve face à un problème de décision dans l’incertain lorsque les traitements disponibles

peuvent réussir comme échouer, voire provoquer de graves effets secondaires. On peut aussi penser à un

opérateur de marché (aussi appelé trader) cherchant à dégager des gains sur des opérations d’achat et

de vente, en tenant compte de l’incertitude des marchés financiers.

Dans son livre “Risk, Uncertainty and Profit”, Franck Knight regroupe sous le terme de risque toutes

les situations décisionnelles telles que la probabilité de réalisation de chaque événement est précisément

connue, alors que l’incertain est décrit comme un risque non mesurable [Knight, 1921]. Dans la littérature,

différentes modélisations de l’incertitude ont été proposées, comme les mesures de possibilité et de

nécessité (e.g., [Zadeh, 1978, Dubois and Prade, 1988]), les fonctions de croyance (e.g., [Dempster, 1967,

Shafer, 1976]) ou encore les modèles à base de probabilités subjectives (e.g., [De Finetti, 1937, Savage,

1954, Schmeidler, 1986]). Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéressons uniquement aux problèmes

de décision dans le risque. Autrement dit, dans les problèmes considérés, chaque alternative possible

est associée à une distribution de probabilités que le décideur connâıt, définie sur un ensemble fini de

conséquences. Sans perte de généralité, nous ferons l’hypothèse que les conséquences sont à valeurs

réelles, représentant par exemple une somme d’argent (un gain si la valeur est positive, une perte sinon).

Dans la théorie du risque, une telle distribution de probabilités est appelée une loterie. Nous noterons

` = (x1, p1; . . . ;xq, pq) la loterie associant à la conséquence xj la probabilité pj > 0 (avec
∑q

j=1 pj = 1),

et nous utiliserons la représentation graphique suivante :

`

p1

p2

pq

x1

x2

xq

...
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Face à un problème de décision dans le risque, il s’agit de comparer les loteries associées aux alter-

natives possibles pour pouvoir déterminer la meilleure décision pour le décideur ; l’ensemble des loteries

possibles sera noté L = {`1, . . . , `m} dans la suite. Un exemple simple de problème de décision dans le

risque est donné ci-dessous :

Exemple 11. Une personne (le décideur) participe à un jeu qui peut lui permettre de gagner de l’argent.

Cette personne peut soit décider de tirer une boule dans l’urne qui lui est présentée (décision d1), soit

décider de jouer à pile ou face (décision d2). Dans le premier cas, selon la couleur de la boule tirée, il

remporte les gains suivants : 30 euros pour une boule noire, 20 euros pour une boule rouge et 5 euros

pour une boule verte. L’urne contient exactement 1 boule noire, 2 boules rouges et 7 boules vertes. Si le

décideur choisit à la place de jouer à pile ou face, il gagne 10 euros s’il a parié sur le bon côté de la

pièce, et rien sinon. Ainsi, les décisions d1 et d2 sont respectivement associées aux loteries suivantes :

`1

0.1

0.2

0.7

30

20

5

`2

0.5

0.5

10

0

Finalement, pour pouvoir déterminer la meilleure décision entre tirer une boule et jouer à pile ou face,

le décideur se retrouve à comparer les loteries de l’ensemble L = {`1, `2}, où `1 = (30, 0.1; 20, 0.2; 5, 0.7)

et `2 = (10, 0.5; 0, 0.5).

Pour aider le décideur dans sa prise de décision, il peut sembler naturel de comparer les différentes

loteries possibles sur la base de l’espérance de gain. Formellement, l’espérance de gain d’une loterie

` = (x1, p1; . . . ;xq, pq) est défini comme suit :

Définition 26 (espérance de gain). E(`) =
q∑
j=1

pjxj.

Dans l’exemple 11, nous avons E(`1) = 10.5 ≥ E(`2) = 5, ce qui signifie que tirer une boule dans

l’urne est la meilleure décision possible au sens de l’espérance de gain. Bien que ce critère paraisse

raisonnable à première vue, les préférences observées ne sont généralement pas en accord avec ce que

dicte l’espérance de gain, comme illustré par le célèbre paradoxe de Saint-Pétersbourg :

Exemple 12 (paradoxe de Saint-Pétersbourg). On propose au décideur de jouer à un jeu. Il s’agit de

tirer plusieurs fois à pile ou face, tant que le côté “Face” n’est pas apparu. Si le côté “ Face” a été

obtenu au k-ième lancé, alors le décideur gagne 2k euros. Nous cherchons à savoir combien le décideur

est prêt à payer pour avoir le droit de participer à ce jeu. Supposons que les préférences du décideur

s’expliquent par l’espérance de gain. Sous cette hypothèse, pour que le décideur ait envie de jouer, il

suffit que sa mise soit plus petite que l’espérance de gain associée à ce jeu. Sachant que la probabilité

que le premier “Face” apparaisse au k-ième lancé est égale à 1/2k, l’espérance de gain de ce jeu vaut

exactement
∑+∞

k=1 1/2k × 2k =
∑+∞

k=1 1 = +∞. Ainsi, le décideur serait prêt à miser n’importe quelle
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somme d’argent pour pouvoir participer à ce jeu à espérance de gain infinie. Ce comportement ne semble

pas tout à fait réaliste, car généralement, une personne n’est pas prête à miser plus que quelques euros

pour avoir le droit de participer à ce jeu fondé sur pile ou face.

Ce paradoxe illustre le fait que l’espérance de gain ne permet généralement pas de modéliser les

préférences du décideur dans un problème de décision dans le risque.

Dans cette section, nous nous intéressons à la modélisation des préférences en décision dans le risque,

en commençant par présenter la dominance stochastique du premier ordre qui est le pendant dans l’in-

certain de la dominance de Pareto dans les problèmes de décision multicritère. Nous présenterons ensuite

la dominance stochastique du second ordre qui permet de comparer le caractère risqué de deux loteries

quelconques. Enfin, nous terminerons par une présentation du modèle de l’utilité espérée, qui permet no-

tamment de corriger les défauts de l’espérance de gain mis en avant par le paradoxe de Saint-Pétersbourg.

1.3.1 Dominances stochastiques

La dominance stochastique du premier ordre permet, sans aucune connaissance sur les préférences

du décideur, de détecter des loteries que tout agent rationnel considérerait comme étant sous-optimales

par comparaison avec d’autres loteries du problème. Afin de définir formellement cette dominance, nous

commençons par introduire la fonction décumulative associée à une loterie :

Définition 27 (fonction décumulative). La fonction décumulative G` : R→ [0, 1] associée à une loterie

` = (x1, p1; . . . ;xq, pq) est définie par : G`(x) =
∑

j∈{1,...,q}
x≥xj

pj.

En d’autres termes, la fonction décumulative d’une loterie ` associe à toute valeur x la probabilité

de gagner au moins x avec la loterie `. À l’aide de cette définition, nous pouvons définir la dominance

stochastique du premier ordre de la manière suivante :

Définition 28 (dominance stochastique du premier ordre). La loterie `∈L domine stochastiquement au

premier ordre la loterie `′ ∈ L, noté ` �1
S `
′, si et seulement si :

∀x ∈ R, G`(x) ≥ G`′(x) et ∃x ∈ R, G`(x) > G`′(x)

Par définition, si nous avons ` �1
S `
′, alors nos chances de gagner au moins un certain gain x sont

plus grandes avec la loterie ` qu’avec la loterie `′, qu’importe le gain x considéré. Par conséquent, il

parâıt raisonnable de penser que le décideur préfère forcément la loterie ` à loterie `′ dès lors que nous

avons ` �1
S `
′. Graphiquement, nous avons ` �1

S `
′ si et seulement si la courbe représentant la fonction

décumulative de ` est au toujours au dessus de celle associée à `′ et que ces deux fonctions ne sont pas

identiques. L’exemple ci-après permet d’illustrer graphiquement cette notion de dominance :

Exemple 13. Reprenons la situation décisionnelle de l’exemple 11 où le décideur doit choisir entre les

loteries `1 = (30, 0.1; 20, 0.2; 5, 0.7) et `2 = (10, 0.5; 0, 0.5). Les fonctions décumulatives associées à ces

loteries sont représentées ci-dessous :
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0 302010

1

0.3

0.1

G`1
G`2

De ce graphique, nous déduisons qu’aucune de ces loteries ne domine l’autre au sens de la domi-

nance stochastique du premier ordre. En effet, nous avons G`1(x) < G`2(x) sur l’intervalle ]5, 10], mais

G`1(x) > G`2(x) sur l’intervalle ]10, 30]. Par conséquent, nous avons besoin de plus d’informations sur

les préférences du décideur pour pouvoir déterminer la décision la plus adaptée. À présent, changeons

légèrement le jeu en donnant au décideur 10 euros (au lieu de 5 précédemment) si celui-ci tire une boule

verte. La loterie `1 est alors remplacée par la loterie `3 = (30, 0.1; 20, 0.2; 10, 0.7), ce qui nous donne :

0 302010

1

0.3

0.1

G`3
G`2

Sur ce graphique, nous voyons que la loterie `3 domine stochastiquement au premier ordre la loterie `2.

Dans cette situation, nous pouvons conclure que la loterie `3 correspond à la meilleure décision possible

pour le décideur et ce sans avoir besoin de recueillir des informations sur ses préférences subjectives.

Bien que la dominance stochastique du premier ordre permette d’éliminer a priori des alternatives du

problème, le nombre de loteries non stochastiquement dominées est potentiellement très grand (comme

les solutions Pareto optimales en décision multicritère). Il s’agit alors d’enrichir la relation de préférence

partielle induite par la dominance stochastique du premier ordre avec des informations sur le compor-

tement du décideur vis-à-vis du risque. Afin d’estimer le caractère risqué d’une loterie, nous pouvons

nous intéresser à la dispersion de la variable aléatoire représentant cette loterie. Par exemple, une lo-

terie certaine, associant une conséquence avec une probabilité de 1, correspond à une variable aléatoire

sans dispersion. Toute mesure de la dispersion d’une variable aléatoire est un candidat potentiel à la

mesure du caractère risqué d’une loterie. Bien que le candidat le plus naturel pour un statisticien soit

la variance, celle-ci ne permet généralement pas de modéliser un décideur ayant de l’aversion pour le

risque. En effet, à espérance de gain égale, un décideur ayant de l’aversion pour le risque ne préfère pas

toujours la loterie de plus petite variance (e.g., [Ingersoll, 1987]). En 1970, les économistes américains

Michael Rotschild et Joseph Eugene Stiglitz ont proposé de comparer le caractère risqué de loteries en
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utilisant le concept d’accroissement de risque à moyenne constante (mean-preserving spread en anglais)

[Rothschild and Stiglitz, 1970]. Pour pouvoir définir formellement cette notion, nous commençons par

introduire la dominance stochastique du second ordre :

Définition 29 (dominance stochastique du second ordre). La loterie ` ∈ L domine stochastiquement au

second ordre une loterie `′ ∈ L, noté ` �2
S `
′, si et seulement si :

∀x ∈ R,
∫ +∞

x
G`(y) dy ≥

∫ +∞

x
G`′(y) dy et ∃x ∈ R,

∫ +∞

x
G`(y) dy >

∫ +∞

x
G`′(y) dy

Par définition, la dominance stochastique du premier ordre implique la dominance stochastique du

second ordre, mais l’implication inverse n’est pas toujours vérifiée. Avec cette définition, nous pouvons

définir le concept d’accroissement de risque à moyenne constante de la manière suivante :

Définition 30 (accroissement de risque à moyenne constante). Une loterie `′ ∈ L est un accroissement

de risque à moyenne constante d’une loterie ` ∈ L si et seulement si E(`) = E(`′) et ` �2
S `′, où E

désigne l’espérance de gain.

Si la loterie `′ est un accroissement de risque à moyenne constante de la loterie `, alors cette dernière

loterie est considérée comme étant la moins risquée des deux. En distinguant le cas particulier où l’une

des deux loteries est une loterie certaine, nous obtenons les deux indicateurs de comportement vis-à-vis

du risque suivants :

Définition 31 (aversion faible au risque). Un décideur est dit faiblement adversaire du risque si et

seulement s’il préfère toujours l’espérance d’une loterie à celle-ci.

Définition 32 (aversion forte au risque [Cohen et al., 1987]). Un décideur est dit fortement adversaire

du risque si et seulement si celui-ci préfère toujours une loterie à une autre dès lors que cette dernière

est un accroissement de risque à moyenne constante de la première.

L’aversion forte au risque implique l’aversion faible au risque mais l’implication inverse n’est pas

toujours vraie. De manière similaire, nous pouvons définir la notion d’attirance (faible ou forte) pour le

risque : il suffit de considérer les préférences inverses de celles d’un décideur adversaire du risque. La

notion de neutralité vis-à-vis du risque est quant à elle caractérisée par des indifférences. Ainsi, la notion

d’accroissement de risque à moyenne constante permet de déduire des informations sur les préférences

de tout agent rationnel concernant uniquement des loteries ayant la même espérance de gain.

Finalement, nous avons vu que les dominances stochastiques permettent de déduire des informations

sur les préférences du décideur, mais que celles-ci ne sont généralement pas suffisantes pour pouvoir

comparer toute paire de loteries et déterminer la meilleure décision pour le décideur.

1.3.2 Utilité espérée

Dans cette sous-section, nous nous intéressons à la modélisation des préférences par le modèle de

l’utilité espérée [von Neumann and Morgenstern, 1947], aussi appelé EU dans la littérature (pour Expec-

ted Utility en anglais). Ce modèle décisionnel est en réalité celui qui est le plus utilisé en pratique lors
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de prises de décision dans le risque. Cet engouement est notamment dû au fait que ce modèle est relati-

vement simple à appréhender et possède des propriétés mathématiques qui facilitent son utilisation sur

domaine combinatoire, comme par exemple dans le cadre de problèmes de décision séquentielle modélisés

par des arbres de décision (e.g., [Raiffa, 1968]). Par ailleurs, nous allons voir que ce modèle décisionnel

est soutenu par une justification axiomatique relativement élégante qui permet de motiver son utilisation

dans des cas pratiques avec des arguments théoriques.

Les paramètres de ce modèle décisionnel sont sous la forme d’une fonction u à valeurs réelles, qui à

toute conséquence x ∈ R associe l’utilité u(x) de la conséquence x aux yeux du décideur. À partir d’une

fonction u donnée, l’utilité espérée d’une loterie ` = (x1, p1; . . . ;xq, pq) est définie formellement de la

manière suivante :

Définition 33 (utilité espérée). EU(`, u) =
q∑
j=1

pju(xj).

Ce modèle décisionnel est complètement caractérisé par un ensemble d’axiomes, relativement raison-

nables, que nous présentons ci-après les uns après les autres.

Axiome de préordre total. La relation binaire % représentant les préférences du décideur est un

préordre total ; autrement dit, celle-ci vérifie les propriétés suivantes :

• Réflexivité : ` % ` pour toute loterie `,

• Transitivité : pour toutes loteries `, `′ et `′′, si ` % `′ et `′ % `′′, alors ` % `′′.

• Totalité : pour toutes loteries ` et `′, nous avons soit ` % `′ soit `′ % `.

En d’autres termes, cet axiome stipule que le décideur est capable de comparer toute paire de loteries

et de spécifier sa préférence, de sorte à pouvoir classer les loteries par ordre de préférences.

Pour pouvoir présenter les autres axiomes, nous avons besoin de définir l’opération de composition de

loteries : pour toutes loteries `′, `′′ et toute valeur α ∈ [0, 1], la loterie composée ` = α`′+(1−α)`′′ associe

la loterie `′ avec une probabilité α et la loterie `′′ avec la probabilité 1 − α. Pour le modèle EU, ainsi

que pour la plupart des modèles de décision dans le risque, cette loterie en deux phases est équivalente

à la loterie simple suivante : la probabilité de chaque conséquence possible est égale à la somme de sa

probabilité dans `′ multipliée par la valeur α et de sa probabilité dans `′′ multipliée par 1 − α. Cette

propriété est souvent appelée axiome de réduction des loteries composées.

Axiome de continuité. La relation binaire% représentant les préférences du décideur satisfait l’axiome

de continuité si et seulement si pour toutes loteries `, `′ et `′′ telles que ` % `′ % `′′, il existe un couple

(α, β) ∈]0, 1[2 vérifiant :

α`+ (1− α)`′′ % `′ % β`+ (1− β)`′′

Cet axiome est aussi connu sous le nom d’axiome Archimédien. Pour mieux nous rendre compte

du fait que cet axiome assure la continuité de la relation de préférence, nous pouvons le traduire de la

manière suivante : il existe toujours une valeur α suffisamment proche de 1 pour que la préférence ` % `′
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ne soit pas inversée après avoir changé la loterie ` en la loterie composée α` + (1 − α)`′′. De plus , il

existe toujours une valeur β suffisamment proche de 0 pour que la préférence `′ % `′′ ne soit pas inversée

après avoir changé la loterie `′′ en la loterie composée β`+ (1− β)`′′.

Axiome d’indépendance. La relation % représentant les préférences du décideur satisfait l’axiome

d’indépendance si et seulement si, pour toutes loteries `, `′ et `′′ et toute valeur α ∈]0, 1[, nous avons :

` % `′ ⇔ α`+ (1− α)`′′ % α`′ + (1− α)`′′

Autrement dit, la préférence ` % `′ ne doit pas s’inverser après avoir composé ces deux dernières

loteries de la même manière avec une loterie quelconque (`′′ dans l’énoncé). Finalement, nous obtenons

la caractérisation suivante :

Théorème 5 ([von Neumann and Morgenstern, 1947]). Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. La relation % vérifie les axiomes de préordre total, de continuité et d’indépendance.

2. Il existe une fonction u à valeurs réelles, unique à une transformation affine croissante près,

vérifiant pour toutes loteries ` et `′ : ` % `′ ⇔ EU(`, u)≥EU(`′, u).

Dans le cadre du modèle EU, la définition 31 concernant l’aversion faible au risque se traduit de la

manière suivante : un décideur est faiblement adversaire du risque si et seulement si pour toute loterie

` = (x1, p1; . . . ;xq, pq), nous avons EU(`′, u) ≥ EU(`, u) où `′ = (E(`), 1) est la loterie certaine qui

associe l’espérance de gain de la loterie ` avec une probabilité de 1. Comme cette inégalité se réécrit

u(
∑q

j=1 xjpj) ≥
∑q

j=1 u(xj)pj (cf. définition 33), alors nous concluons qu’un décideur est faiblement

adversaire du risque si et seulement si la fonction d’utilité u modélisant ses préférences est concave.

Similairement, nous pouvons montrer qu’un décideur est attiré par le risque (resp. neutre vis-à-vis du

risque) si et seulement si sa fonction d’utilité u est convexe (resp. linéaire).

Par ailleurs, avec une fonction u concave, la relation de préférence % induite par le modèle EU vérifie

forcément EU(`, u) ≥ EU(`′, u) pour toutes loteries ` et `′ telles que la loterie `′ est un accroissement de

risque à moyenne constante de la loterie `. De ce fait, en utilisant la définition 32 sur l’aversion forte au

risque, nous concluons qu’un décideur avec une fonction u concave est fortement adversaire du risque ;

autrement dit, un décideur faiblement adversaire du risque est aussi fortement adversaire du risque avec

le modèle EU. Comme de plus l’aversion forte implique toujours l’aversion faible, alors ces deux notions

de risque ne sont pas différenciées au sein du modèle EU. Ceci constitue une des limites descriptives

bien connues de ce modèle décisionnel : le modèle EU ne permet pas de modéliser les préférences d’un

individu hostile à l’introduction de risque dans une situation non risquée (décideur faiblement adversaire

du risque) mais indifférent à l’accroissement du risque dans une situation qui est déjà risquée (décideur

non fortement adversaire du risque). Le célèbre paradoxe d’Allais, du nom de l’économiste français

Maurice Félix Charles Allais, est une illustration des limites descriptives du modèle EU :

Exemple 14 ([Allais, 1953]). Considérons une expérience où les sujets sont interrogés individuellement

sur leurs préférences concernant des loteries dont les conséquences sont monétaires (exprimées en mil-
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lions de francs). Dans un premier temps, il s’agit pour eux de spécifier la loterie qu’ils préfèrent parmi

les deux loteries suivantes :

`′1

0.1

0.89

0.01

500

100

0

`1
1

100

En pratique, il est souvent observé que la majorité des personnes interrogées préfèrent strictement la

loterie `1 à la loterie `′1. En d’autres termes, les sujets préfèrent majoritairement gagner 100 millions

de francs de manière certaine, plutôt que tenter de remporter davantage au risque de ne rien gagner (et

ce bien que la probabilité de ne rien gagner soit très faible). Ce phénomène, bien connu aujourd’hui, est

souvent appelé “effet de certitude”. Avec le modèle EU, cette préférence se traduit ainsi :

`1 � `′1 ⇔ u(100) > 0.1u(500) + 0.89u(100) + 0.01u(0)

⇔ u(100) >
0.1

0.11
u(500) +

0.01

0.11
u(0) (1.4)

Les sujets de l’expérience sont ensuite interrogés sur leur préférence concernant les loteries suivantes :

`2

0.11

0.89

100

0

`′2

0.1

0.9

500

0

Très souvent, la majorité des sujets dit préférer strictement la loterie `′2 à la loterie `2. En effet, comme

la probabilité de gain est faible avec la loterie `2, les sujets sont souvent tentés par la possibilité de gagner

cinq fois plus avec `′2 bien que la probabilité que cela se produise soit encore un petit peu plus faible. Avec

le modèle EU, ce comportement se traduit de la manière suivante :

`′2 � `2 ⇔ 0.1u(500) + 0.9u(0) > 0.11u(100) + 0.89u(0)

⇔ u(100) <
0.1

0.11
u(500) +

0.01

0.11
u(0) (1.5)

Cependant, il est facile de se rendre compte qu’aucune fonction d’utilité u ne vérifie les deux équations

(1.4) et (1.5) en même temps, car celles-ci sont tout simplement contradictoires. Par conséquent, avec

le modèle EU, il n’est pas possible de modéliser les préférences `1 � `′1 et `′2 � `2 bien que ce point de

vue soit partagé par la majorité des individus.

Par ailleurs, l’axiome d’indépendance du modèle EU est souvent directement critiqué car, en pratique,

il est fréquent que la majorité des individus interrogés ne respectent pas cet axiome. Afin d’illustrer ce

fait, nous proposons d’étudier l’expérience suivante :
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Exemple 15 ([Kahneman and Tversky, 1979]). Une expérience a été menée sur des étudiants israéliens

pour connâıtre leurs préférences sur des loteries dont les conséquences étaient exprimées dans la monnaie

locale. Ces étudiants devaient tout d’abord comparer les loteries suivantes :

`′1

0.8

0.2

4000

0

`1
1

3000

Une grande majorité des étudiants ont alors répondu que la loterie `1 était meilleure que la loterie `′1
(effet de certitude). Puis, ils ont été interrogés sur les loteries suivantes :

`2

0.25

0.75

3000

0

`′2

0.2

0.8

4000

0

Similairement à l’expérience du paradoxe d’Allais, nous observons ici une inversion de la préférence, avec

des étudiants préférant majoritairement la loterie `′2 à la loterie `2. Remarquons que ces deux dernières

loteries peuvent se réécrire de la manière suivante : `2 = 0.25`1 + 0.75`3 et `′2 = 0.25`2 + 0.75`3, où

`3 = (0, 1) est la loterie associant la conséquence 0 avec une probabilité de 1. Par conséquent, d’après

l’axiome d’indépendance, la préférence `1 � `′1 devrait induire la préférence `2 � `′2, ce qui n’est pas le

cas ici. Autrement dit, les préférences de ces étudiants ne vérifient pas l’axiome d’indépendance et donc

ne sont pas représentables par le modèle EU.

Ces limites descriptives du modèle EU justifient la présence d’autres modèles décisionnels pour la

modélisation des préférences dans le risque. En particulier, nous pouvons citer les travaux de Machina

[1982] sur l’utilité espérée généralisée, rejetant totalement l’axiome d’indépendance, ou encore les travaux

de [Quiggin, 1992] sur l’utilité espérée dépendant du rang qui repose sur une restriction de cet axiome.

Néanmoins, dans le cadre de cette thèse, nous avons uniquement étudié le modèle EU, les autres modèles

faisant partie de nos perspectives de recherche.

1.4 Élicitation des préférences

Dans les sections précédentes, nous avons présenté différents modèles permettant de représenter

les préférences d’individus dans des contextes de décision multicritère, multi-agents et dans le risque.

Bien que la plupart de ces modèles se justifient très souvent par un système d’axiomes relativement

désirables, ces derniers n’indiquent généralement pas les paramètres du modèle qu’il convient d’utiliser

pour pouvoir représenter au mieux les préférences dans un contexte décisionnel donné. L’élicitation des

préférences est une problématique de recherche dont l’objectif est de concevoir des systèmes d’aide à la

décision qui, en recueillant des informations sur les préférences des agents, sont capables de produire

des recommandations pertinentes et personnalisées. Un tel système doit être en mesure de modéliser les

préférences des utilisateurs avec précision car la moindre inexactitude, aussi petite soit-elle, peut conduire

à une recommandation radicalement différente, comme le montre l’exemple simple suivant :
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Exemple 16. Un décideur doit faire un choix entre les alternatives a et b dont les évaluations multi-

critères sont les suivantes : a = (10, 30) et b = (20, 10). Supposons que les préférences du décideur soient

représentables par une somme pondérée SP (cf. définition 11) dont le vecteur de poids ω = (ω1, ω2) reste

à déterminer. Le décideur nous informe que le premier critère est approximativement deux fois plus

important que le second critère. Considérons alors le vecteur de poids ω = (2/3 + ε, 1/3 − ε), où ε est

une valeur arbitrairement proche de zéro. Avec ce vecteur de poids, nous obtenons SP(a, ω) = 50/3− 20ε

et SP(b, ω) = 50/3 + 10ε. Les deux alternatives sont donc équivalentes si ε = 0. Cependant, pour tout

ε < 0 arbitrairement proche de zéro, la solution a est strictement meilleure que la solution b, tandis que

le contraire se produit avec ε > 0 arbitrairement proche de zéro. Ainsi, une petite variation du vecteur de

poids ω conduit ici à une décision différente. Par conséquent, dans cette situation décisionnelle, il semble

nécessaire de recueillir davantage d’informations sur les préférences du décideur avant de formuler une

quelconque recommandation.

Cet exemple illustre le fait que l’élicitation des paramètres d’un modèle décisionnel est une tâche

délicate en soi, qui nécessite des méthodes automatiques permettant de produire une modélisation précise,

en collectant des informations pertinentes sur les préférences du décideur. L’élicitation des préférences

est en réalité une tâche cruciale dans de nombreuses applications comme le marketing personnalisé, le

commerce électronique et les systèmes de recommandation (citons par exemple Deezer pour les musiques

et Netflix pour les vidéos). Dans cette section, nous commençons par présenter brièvement les approches

classiques pour la problématique de l’élicitation des préférences (cf. Section 1.4.1), avant de centrer la

présentation sur l’élicitation incrémentale fondée sur le concept de Minimax Regret (cf. Section 1.4.2),

cette dernière approche constituant l’angle d’attaque principal de cette thèse.

1.4.1 Un aperçu des approches standards

Dans cette sous-section, nous discutons brièvement des avantages et des inconvénients des approches

standards pour la problématique de l’élicitation des préférences.

Élicitation totale d’une fonction d’utilité

En pratique, l’ensemble des alternatives possibles est souvent doté d’une structure multidimension-

nelle, les alternatives étant généralement évaluées selon plusieurs points de vue simultanément. Dans ce

cas, chaque alternative est associée à un point dans un espace multi-attributs. L’approche classique en

élicitation des préférences vise à déterminer le modèle de préférences du décideur sur tout l’espace multi-

attributs, point par point, à l’aide d’une série de questions-réponses (e.g., [Fishburn, 1967, Krantz et al.,

1971, Keeney and Raiffa, 1976]). Ce modèle, après avoir été construit par des interactions avec le décideur,

peut ensuite être utilisé pour formuler une recommandation personnalisée : l’alternative optimale au sens

de ce modèle constitue la meilleure option pour le décideur. Une fois construit, ce modèle peut aussi servir

à ordonner toutes les alternatives. Cette possibilité est particulièrement intéressante lorsque le décideur

souhaite retenir plusieurs options ou bien lorsque celui-ci a besoin de produire un classement complet de
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toutes les alternatives. Par ailleurs, le modèle obtenu peut aussi être exploité plus tard, pour résoudre

de nouvelles instances du même problème de décision ; à titre d’exemple, on peut penser à l’ajout de

nouveaux films dans la base de données d’un système de recommandation de vidéos.

Néanmoins, cette approche est difficile à mettre en œuvre sur domaine combinatoire, car celle-ci

devient très rapidement coûteuse en nombre de questions. Par exemple, en décision multicritère, le

nombre de solutions crôıt exponentiellement avec le nombre de critères considérés dans le problème. De

ce fait, apprendre la fonction d’utilité du décideur point par point dans le cadre de la décision multicritère

ne semble pas être une option envisageable en pratique (sauf peut-être pour des modèles décisionnels

décomposables très simples). En effet, dans ces situations, il n’est pas raisonnable de penser que le

décideur accepte de passer des journées entières à répondre à un questionnaire lui permettant de prendre

une décision finale (à moins que l’enjeu de la décision soit d’une importance critique). Par ailleurs, cette

approche n’est généralement pas à l’abri de réponses contradictoires ou biaisées (e.g., [Simon, 1955,

Tversky and Kahneman, 1975, Camerer et al., 2003]), ce qui constitue une autre difficulté.

Optimisation interactive

L’optimisation interactive est une approche très largement étudiée en décision multicritère, qui permet

de diriger l’exploration de l’ensemble des solutions Pareto-optimales en fonction des différentes interac-

tions avec le décideur, sans jamais avoir à énumérer toutes ces solutions (e.g., [Zionts and Wallenius, 1976,

Vanderpooten, 1989, Vanderpooten and Vincke, 1997, Miettinen, 1999, Korhonen, 2005, Greco et al.,

2016]). Cette approche repose généralement sur l’utilisation d’une fonction d’agrégation paramétrée dont

le rôle est de véhiculer les informations que le système a recueillies sur les préférences du décideur. Les

fonctions d’agrégation majoritairement utilisées sont la somme pondérée, la norme de Tchebycheff ou

encore des fonctions fondées sur un niveau d’aspiration (e.g., [Wierzbicki, 1986]). L’idée générale est

d’alterner les deux étapes suivantes :

• Calcul : évaluation des solutions en utilisant une instance possible des paramètres préférentiels.

• Dialogue : présentation d’un ensemble de solutions au décideur, choisies soigneusement par le

système, pour que le décideur lui transmette de nouvelles informations sur ses préférences.

Le processus d’élicitation s’arrête dès que le décideur rencontre une solution qui lui convient. Les

différentes méthodes d’optimisation interactive se distinguent les unes des autres notamment par le type

de préférences que le décideur peut exprimer. Par exemple, le décideur peut spécifier la solution qu’il

préfère parmi un ensemble (e.g., [Zionts and Wallenius, 1976, Steuer, 1986]) ou encore préciser sur quels

critères il est prêt à faire des concessions pour améliorer les performances réalisées sur d’autres critères

(e.g., [Benayoun et al., 1971]).

Cette approche relativement générique permet de traiter tout problème d’optimisation combinatoire

multicritère pourvu qu’il existe un algorithme de résolution efficace avec paramètres préférentiels précis.

En effet, pour les autres problèmes, le temps d’attente entre chaque évaluation risque de conduire le

décideur à interrompre les interactions. Par ailleurs, cette approche présente l’avantage de pouvoir s’ac-

compagner d’une interface graphique (e.g., [Korhonen and Laakso, 1986, Lewandowski and Granat, 1991,
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Klimberg, 1992]), permettant au décideur de visualiser les solutions possibles durant l’exploration et de

le conforter (ou pas) dans ses choix. Cependant, les méthodes d’optimisation interactive ne permettent

généralement pas de garantir que la solution finale constitue réellement la meilleure alternative possible

pour le décideur. En effet, la valeur finale des paramètres ne représente pas nécessairement au mieux les

préférences du décideur, ce dernier ayant pu choisir d’interrompre le processus d’élicitation par lassitude

après avoir détecté une alternative qu’il estime relativement satisfaisante. Enfin, soulignons le fait que de

nouvelles interactions avec le décideur peuvent être requises pour résoudre d’autres instances du même

problème (par exemple, suite à l’ajout de nouvelles alternatives dans la base de recommandation).

Apprentissage à partir d’une base de données

Dans la littérature, on retrouve aussi des méthodes qui considèrent en entrée une base de données

contenant des informations sur les préférences du décideur, et qui visent à déterminer les paramètres du

modèle qui permettent d’expliquer au mieux cette base de données. Par exemple, la méthode UTA ap-

prend une fonction d’utilité additive par programmation linéaire à partir d’une base de données contenant

des informations ordinales (e.g., [Jacquet-Lagrèze and Siskos, 1982, Siskos and Yannacopoulos, 1985]).

Ces méthodes peuvent se distinguer les unes des autres par la nature des données exploitées. À titre

d’exemple, le décideur peut être amené à exprimer ses préférences sur un petit ensemble d’alternatives

(fictives ou non), de préciser si certains critères sont plus importants que d’autres, voire même d’accom-

pagner ces informations d’intensités de préférences. Ces données collectées sont ensuite utilisées pour

contraindre le modèle décisionnel de sorte à respecter le plus possible ces préférences observées. La plu-

part de ces méthodes se présentent alors sous la forme de problèmes d’optimisation sous contraintes.

Par exemple, il a été proposé de minimiser des erreurs d’utilité (e.g., [Jacquet-Lagrèze and Siskos, 1982,

Sobrie et al., 2017a]) ou encore de minimiser un critère d’erreur quadratique (e.g., [Murofushi and Mori,

1989, Grabisch et al., 1995, Meyer and Roubens, 2006, 2005]) à la manière des méthodes classiques uti-

lisées en apprentissage automatique. La fonction à optimiser peut aussi servir à discriminer entre les

différents paramètres compatibles avec la base de données. En effet, nous pouvons par exemple chercher

à maximiser les écarts de performance entre des solutions dont le classement relatif est connu (e.g.,

[Marichal and Roubens, 2000, Beuthe and Scannella, 2001, Grabisch et al., 2008]), à minimiser la va-

riance du modèle pour être le moins spécifique possible (e.g., [Kojadinovic, 2007]) ou encore à minimiser

une entropie relative pour tenir compte des erreurs éventuelles dans la base (e.g., [Bous and Pirlot, 2013]).

Signalons que certains logiciels d’optimisation mettent actuellement en œuvre ces techniques d’élicitation

(e.g., [Marichal et al., 2005, Huédé et al., 2006, Grabisch et al., 2008]).

L’intérêt principal de cette approche est que le processus d’élicitation ne dépend pas des alternatives

du problème. Ceci permet notamment de résoudre des problèmes d’optimisation combinatoire après avoir

déterminé les paramètres du modèle qu’il convient d’utiliser. Par ailleurs, une fois le modèle de préférence

construit, celui-ci peut être exploité pour résoudre de nouvelles instances du même problème de décision,

sans nécessiter d’interactions supplémentaires. Il est toutefois important de souligner que l’efficacité de

l’approche est fortement impactée par la qualité de la base de données : plus celle-ci est riche, mieux les
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préférences sont approchées. Cette observation suggère de construire le modèle de préférence après avoir

collecté le plus de données possibles sur les préférences du décideur. Cependant, plus la taille de la base

de données augmente, plus le risque de rencontrer des incohérences est élevé. De ce fait, un système de

gestion des incohérences est très souvent indispensable en pratique pour pouvoir déterminer au moins

une instance des paramètres compatible avec les préférences observées. De manière générale, obtenir

une base de données de qualité est une tâche relativement difficile car le nombre d’interactions possibles

avec le décideur est généralement limité. Une autre faiblesse de cette approche réside dans le choix de

la fonction à optimiser (e.g., erreur quadratique, variance) qui semble parfois relativement arbitraire. Ce

dernier fait a d’ailleurs conduit des chercheurs en aide à la décision à travailler avec toutes les instances

des paramètres compatibles avec les informations contenues dans la base de données (e.g., [Greco et al.,

2010c, Angilella et al., 2010, Greco et al., 2014]). Soulignons toutefois que la prise en compte simultanée

de plusieurs instances peut entrâıner des situations d’indécision, lorsque les recommandations changent

en fonction de l’instance considérée.

Approche bayésienne

Lorsque l’incertitude sur la fonction d’utilité du décideur est quantifiée à l’aide d’une distribution

de probabilité a priori, le critère de l’espérance d’utilité peut être utilisé pour évaluer les différentes

alternatives du problème. Cette distribution de probabilité peut par exemple avoir été obtenue à partir

de données disponibles sur des personnes ayant des goûts relativement similaires à ceux du décideur.

Sans aucune autre information sur les préférences du décideur, il semble raisonnable de lui recommander

l’alternative qui maximise l’espérance d’utilité a priori. Si en revanche des interactions avec le décideur

sont possibles, nous pouvons envisager de lui poser des questions afin de mettre à jour cette distribution

de probabilité en fonction de ses propres préférences ; une question est généralement considérée comme

informative si, en espérance, la réponse du décideur conduit à une augmentation de l’espérance d’utilité

maximale. Une stratégie d’élicitation possible consiste à poser progressivement des questions au décideur

de manière à améliorer l’espérance d’utilité maximale jusqu’à satisfaire un certain critère d’arrêt (e.g.,

[Chajewska et al., 2000, Braziunas and Boutilier, 2006, Viappiani and Boutilier, 2010]). Afin de limiter

le nombre d’interactions avec le décideur, il convient bien évidemment de choisir, à chaque itération, la

question offrant la meilleure amélioration en espérance. L’évaluation d’une question devrait en théorie

être réalisée de manière séquentielle, en considérant toutes les futures questions et réponses possibles (e.g.,

[Boutilier, 2002]). Cependant, pour réduire les temps de calcul, cette évaluation est souvent effectuée de

façon “myope” en pratique, autrement dit en comparant uniquement la valeur de l’espérance d’utilité

maximale avant et après avoir posé la question.

Dans de nombreux travaux, il a été observé que l’approche bayésienne permet de formuler une

recommandation pertinente et personnalisée en posant relativement peu de questions au décideur en

pratique (e.g., [Chajewska et al., 2000, Viappiani and Boutilier, 2010]). Par ailleurs, cette approche peut

aussi être utilisée pour résoudre des problèmes d’optimisation combinatoire, à condition de pouvoir

calculer efficacement l’espérance d’utilité maximale sur l’espace des solutions. Remarquons toutefois que
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ces méthodes nécessitent de connâıtre la distribution de probabilité a priori sur les fonctions d’utilité, ce

qui n’est pas toujours réalisable en pratique. En particulier, cela semble difficile dans le cadre d’une prise

de décision imprévue ou spécifique au décideur. Enfin, une autre faiblesse de cette approche provient des

critères de décision utilisés qui sont généralement difficiles à optimiser en soi (e.g., maximiser l’espérance

d’utilité, minimiser l’espérance de perte) et qui sont par conséquent très souvent approximés en pratique

(e.g., à l’aide de méthodes de Monte-Carlo).

1.4.2 Approche incrémentale

Dans l’optique de réduire l’effort d’élicitation, des procédés d’élicitation partielle ont été proposés,

posant progressivement des questions au décideur, soigneusement choisies les unes après les autres, de

sorte à restreindre l’espace des paramètres possibles jusqu’à être en mesure de formuler une recom-

mandation. Cette approche dite “incrémentale” remonte à la méthode ISMAUT [White III et al., 1984]

conçue pour les modèles décisionnels additifs, et s’est développée par la suite dans la communauté de

l’intelligence artificielle, qui utilise notamment le critère de décision Minimax Regret pour déterminer les

prochaines questions à poser et l’alternative à recommander (e.g., [Boutilier, 2002, Boutilier et al., 2006]).

L’approche d’élicitation incrémentale est maintenant utilisée de manière standard pour résoudre de nom-

breux problèmes, comme l’élicitation d’utilités de von Neumann-Morgenstern (e.g., [Wang and Boutilier,

2003]), l’élicitation d’utilités multi-attributs (e.g., [White III et al., 1984, Braziunas and Boutilier, 2007])

ou encore l’élicitation des préférences individuelles dans un problème de vote (e.g., [Kalech et al., 2010,

Lu and Boutilier, 2011b, Dery et al., 2014, 2016]). L’atout majeur de cette approche est de limiter l’effort

du décideur en ne lui posant que des questions visant à discriminer entre les alternatives du problème,

et non à préciser les paramètres qui représentent au mieux ses préférences. L’efficacité pratique de cette

approche a été démontrée dans de nombreux travaux (e.g., [Wang and Boutilier, 2003, Braziunas, 2011])

et notamment durant une étude menée avec de vrais utilisateurs [Braziunas and Boutilier, 2010].

Dans cette sous-section, nous commençons par présenter brièvement la méthode ISMAUT avant

de nous intéresser plus particulièrement aux méthodes incrémentales fondées sur le critère de décision

Minimax Regret. En effet, le principal challenge de cette thèse est de parvenir à étendre efficacement cette

dernière approche à des modèles décisionnels complexes et à des problèmes d’optimisation combinatoire.

La méthode ISMAUT

La méthode ISMAUT (pour imprecisely specified multiattribute utility theory en anglais) fait partie

des premières méthodes incrémentales proposées pour la prise de décision en présence de préférences

imprécisément définies [White III et al., 1984]. Comme son nom l’indique, celle-ci s’applique aux situa-

tions de décision dans lesquelles les alternatives possibles sont évaluées selon plusieurs points de vue ;

notons X l’ensemble des alternatives possibles et q le nombre de points de vue considérés dans le problème.

Dans ces situations, cette méthode suppose que les préférences du décideur sont représentables par une
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fonction d’utilité additive u prenant la forme suivante (e.g., [Fishburn, 1968, Keeney and Raiffa, 1976]) :

u(x) =

q∑
j=1

ωjvj(xj)

où les paramètres ω = (ω1, . . . , ωq) et v = (v1, . . . , vq) sont respectivement un vecteur de poids et un

vecteur de fonctions de valeurs locales. Lorsque les paramètres de la fonction u ne sont pas connus

de manière précise, nous pouvons considérer l’ensemble U de toutes les fonctions u compatibles avec les

données de préférences que nous avons pu obtenir du décideur. Par exemple, si le décideur nous a informé

que l’alternative a est meilleure que l’alternative b, alors l’ensemble U est restreint aux fonctions u qui

vérifient l’inégalité u(a) ≥ u(b). Dans l’optique de faire un choix, nous pouvons alors nous intéresser à

l’ensemble NDU (X ) des alternatives non dominées, défini formellement comme suit :

NDU (X ) =
{
x ∈ X :6 ∃y ∈ X , y %U x et ¬(x %U y)

}
où ¬ est l’opérateur de négation logique et %U représente la relation binaire définie par : a %U b si

et seulement si u(a) ≥ u(b) pour tout u ∈ U . L’ensemble NDU (X ) constitue en quelque sorte une

présélection non “restrictive” pour notre problème. En effet, pour toute alternative z 6∈ NDU (X ), il

existe une alternative x ∈ NDU (X ) vérifiant u(x) ≥ u(z) pour tout u ∈ U . Notons toutefois que si

l’ensemble NDU (X ) est trop grand, alors cette présélection ne permet pas de renseigner suffisamment

le décideur dans sa problématique de choix. Observons alors que nous avons NDU ′(X ) ⊆ NDU (X ) pour

tout U ′ ⊆ U . Cette observation motive l’approche adoptée par la méthode ISMAUT : le principe général

de cette méthode est de poser des questions au décideur, de sorte à réduire progressivement l’ensemble

U , jusqu’à ce que le décideur soit en mesure de choisir une alternative dans l’ensemble NDU (X ). Les

auteurs de cette méthode ont par ailleurs montré comment le calcul de NDU (X ) pouvait être réalisé de

manière efficace en utilisant la programmation linéaire (voir [White III et al., 1984] pour plus de détails).

Dans l’optique de limiter le nombre d’interactions avec le décideur, il convient de déterminer, à chaque

étape de la procédure d’élicitation, la question permettant de réduire le plus possible la taille de NDU (X ).

Cette problématique, non abordée par la méthode ISMAUT, a motivé par la suite plusieurs extensions

de cette dernière ; à titre d’exemple, nous pouvons citer les travaux de Iyengar et al. [2001] et ceux de

Ghosh and Kalagnanam [2003] visant à déterminer des questions dont les réponses permettent toujours

de “couper en deux” l’espace des paramètres possibles.

Le critère de décision Minimax Regret

Le critère de décision Minimax Regret (e.g., [Savage, 1954, Kouvelis and Yu, 1997]) est généralement

utilisé pour la résolution de problèmes de décision dans l’incertain. Plus récemment, ce critère de décision

a été employé dans le cadre de problèmes d’optimisation où l’incertitude porte sur les paramètres du

modèle décisionnel (e.g., [Salo and Hämäläinen, 2001, Boutilier et al., 2006]). C’est dans ce dernier cadre

que nous présentons maintenant ce critère de décision.
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Notons X l’ensemble des alternatives que le décideur doit comparer pour pouvoir prendre sa décision.

Supposons que les préférences du décideur sont représentables par une fonction fω de paramètres ω,

l’inégalité fω(x) ≥ fω(y) signifiant que le décideur préfère x à y (aussi noté x % y). Par exemple, en

décision multicritère, la fonction fω pourrait être une somme pondérée (cf. définition 11), les paramètres

ω prenant alors la forme d’un vecteur de poids. En décision dans l’incertain, la fonction fω pourrait par

exemple être une utilité espérée (cf. définition 33), et dans ce cas, les paramètres ω seraient sous la forme

d’une fonction d’utilité sur les conséquences. Nous supposons ici que le système de recommandation ne

connâıt pas l’instance des paramètres permettant de modéliser au mieux les préférences du décideur. À

la place, le système prend en considération un ensemble P contenant des informations sur les préférences

du décideur. L’ensemble P peut par exemple inclure des connaissances a priori sur le problème ou encore

des informations obtenues en posant des questions au décideur ; notons que cet ensemble peut être vide

si aucune information n’est disponible sur les préférences du décideur. Les données de l’ensemble P
induisent des contraintes sur l’espace des paramètres du modèle. En effet, si par exemple la préférence

x % y a été observée, alors la contrainte fω(x) ≥ fω(y) doit être imposée pour assurer la compatibilité

du modèle avec les préférences du décideur. Notons alors ΩP l’ensemble des instances des paramètres

vérifiant les contraintes induites par l’ensemble P ; cet ensemble résume en quelque sorte l’incertitude

qui règne sur la fonction d’agrégation du décideur. Dans ce contexte d’incertitude, le critère Minimax

Regret peut être utilisé pour prendre une décision. Ce critère est caractérisé par les notions suivantes :

Définition 34 (Pairwise Max Regret (PMR)). Le PMR d’une alternative x ∈ X par rapport à une

alternative y ∈ X est défini par :

PMR(x, y,ΩP) = max
ω∈ΩP

{
fω(y)− fω(x)

}
Par définition, le PMR de x ∈ X par rapport à y ∈ X est égal à la plus grande perte en terme

d’utilité qui puisse être suscitée en recommandant l’alternative x plutôt que l’alternative y. Remarquons

que si PMR(x, y,ΩP) ≤ 0, alors nous avons forcément fω(x) ≥ fω(y) pour tout ω ∈ ΩP ; dans ce cas,

nous pouvons conclure que le décideur préfère l’alternative x à l’alternative y, et ce bien que sa fonction

d’utilité ne soit pas connue de manière précise.

Définition 35 (Max Regret (MR)). Le MR d’une alternative x ∈ X est défini par :

MR(x,X ,ΩP) = max
y∈X

PMR(x, y,ΩP)

Le MR d’une alternative x ∈ X est quant à lui égal à la plus grande perte qui puisse être en-

gendrée par la recommandation de x plutôt que toute autre alternative dans X . Notons que la quantité

MR(x,X ,ΩP) est nécessairement positive car nous avons en particulier PMR(x, x,ΩP) = 0. Par ailleurs,

si MR(x,X ,ΩP) = 0, alors nous savons que l’inégalité fω(x) ≥ fω(y) est vraie pour tout y ∈ X et tout

ω ∈ ΩP ; dans ce cas, nous pouvons conclure que x maximise la fonction d’utilité du décideur. Les solu-

tions optimales au sens du critère de décision Minimax Regret sont par définition celles qui minimisent
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la valeur MR. Recommander une telle solution permet en effet de garantir que la perte d’utilité dans le

pire cas est minimisée. Plus formellement, cette valeur minimale est définie ci-dessous :

Définition 36 (Minimax Regret (mMR)). Le mMR est défini par :

mMR(X ,ΩP) = min
x∈X

MR(x,X ,ΩP)

Si une solution optimale au sens du Minimax Regret est recommandée au décideur, alors la valeur

mMR fournit une borne supérieure de l’erreur associée à la recommandation (c’est donc une garantie

de performance). Soulignons toutefois que ce critère de décision est relativement pessimiste, car celui-ci

évalue la qualité d’une recommandation en fonction du pire scénario possible. Des critères de décision

dans l’incertain moins conservateurs pourraient être envisagés à la place, comme par exemple le critère

d’Hurwicz (e.g., [Hurwicz, 1951, French, 1986]), mais la garantie de performance offerte par le Minimax

Regret serait alors perdue. En particulier, lorsque mMR(X ,ΩP) = 0, nous savons que toute alternative

optimale pour le Minimax Regret maximise nécessairement la fonction d’utilité du décideur.

Élicitation incrémentale fondée sur le critère Minimax Regret

Dans certaines situations, le décideur peut estimer que choisir une alternative optimale au sens du

Minimax Regret constitue en soi une prise de décision à risque trop élevé. En effet, lorsque la valeur mMR

est très grande, alors la garantie de performance quantifiée par le mMR ne permet pas de borner l’erreur

commise dans le pire scénario de manière satisfaisante. Dans ce contexte, le système peut envisager

d’acquérir de nouvelles données préférentielles afin de réduire la valeur mMR (et donc améliorer la

garantie de performance). Plus précisément, il s’agit de poser des questions au décideur de manière

itérative jusqu’à ce que la valeur mMR devienne plus petit qu’un certain seuil δ ≥ 0 représentant une

borne sur l’erreur que le décideur juge acceptable. C’est uniquement à ce moment là que le système peut

recommander au décideur une solution optimale pour le critère Minimax Regret. Une telle procédure est

possible car nous avons ΩP ′ ⊆ ΩP pour tout ensemble P ′ ⊇ P, ce qui implique les inégalités suivantes :

PMR(x, y,ΩP ′) ≤ PMR(x, y,ΩP), ∀x, y ∈ X

MR(x,X ,ΩP ′) ≤ MR(x,X ,ΩP), ∀x ∈ X

mMR(X ,ΩP ′) ≤ mMR(X ,ΩP)

De ces inégalités, nous pouvons conclure que la valeur mMR décrôıt en posant des questions au décideur,

et il s’avère que cette valeur décrôıt même strictement en pratique (e.g., [Braziunas, 2011]). Cette pro-

priété de monotonie fait partie des arguments en faveur de l’utilisation du critère Minimax Regret dans

le cadre d’une approche d’élicitation incrémentale ; pour donner un exemple, le critère d’Hurwicz (e.g.,

[Hurwicz, 1951, French, 1986]) ne vérifie pas cette propriété de monotonie.

L’élicitation incrémentale fondée sur le Minimax Regret se distingue des méthodes à la ISMAUT par

sa prise en compte explicite de regrets définis comme des différences d’utilités. Pour aider le décideur



58 Chapitre 1. Modélisation et élicitation des préférences

à interpréter les valeurs de regrets, plusieurs options sont envisageables. Nous pouvons par exemple

normaliser les valeurs mMR de sorte à associer la valeur 1 au mMR initial (c’est-à-dire, avant toute

interaction avec le décideur). En effet, avec cette normalisation, si le mMR est égal à 0.1 à une certaine

itération, cela signifie que l’erreur dans le pire scénario a été réduite à 10% de sa valeur initiale. Par

ailleurs, lorsque les utilités admettent des équivalents monétaires, le système peut accompagner les valeurs

de mMR d’une explication du type “si vous décidez d’arrêter le questionnaire maintenant pour choisir

l’alternative recommandée à cette étape, vous risquez de perdre au plus ce montant d’argent”.

Pour limiter le nombre d’interactions avec le décideur, il est nécessaire de choisir soigneusement les

questions à poser, de manière à faire converger le plus rapidement possible la méthode d’élicitation

incrémentale. Différents types de questions peuvent alors être envisagés. Par exemple, les questions de

borne demandent au décideur si l’utilité globale (ou valeur agrégée) d’une alternative est supérieure ou non

à une valeur de référence ; observons toutefois que répondre à une telle question peut être cognitivement

difficile pour le décideur car celui-ci doit fournir une évaluation des alternatives en terme d’utilité. Par

contraste, les questions de comparaison sont relativement simples car celles-ci attendent uniquement

du décideur qu’il compare deux alternatives et dise quelle est sa préférée ; ce type de question est par

exemple au cœur de la méthode ISMAUT ([White III et al., 1984]). Même en se restreignant à un type de

question particulier, il reste de nombreuses questions possibles qu’il faut pouvoir départager. Soulignons

toutefois que certaines questions sont vraisemblablement moins informatives que d’autres. Par exemple,

dans l’optique de réduire l’incertitude, il est bien évidemment sans intérêt de poser une question dont

la réponse est la même pour toutes les instances possibles des paramètres. Par ailleurs, en décision

multicritère, demander au décideur de comparer une alternative à une autre qui la domine au sens de

Pareto ne nous apprend rien, car les modèles décisionnels considérés sont généralement compatibles avec

cette dominance (même remarque pour la dominance stochastique du premier ordre dans le risque).

Puisque ces questions ne permettent pas de réduire l’incertitude sur les paramètres du modèle, alors

celles-ci ne peuvent induire une réduction du mMR. En revanche, il est probable que la comparaison

de deux alternatives de qualité, avec des profils relativement différents, puisse engendrer une réduction

importante du mMR. Dans tous les cas, il semble nécessaire de pouvoir évaluer la pertinence d’une

question à une itération donnée pour limiter le nombre d’interactions avec le décideur. Idéalement,

l’évaluation d’une question à une itération donnée devrait prendre en compte toutes les futures questions

et réponses possibles (e.g., [Boutilier, 2002]). Cependant, en pratique, cette évaluation est souvent réalisée

de manière “myope”, autrement dit en comparant uniquement la valeur mMR avant et après avoir posé la

question. Plus précisément, nous pouvons utiliser la notion de valeur de l’information “myope” suivante

(e.g., [Viappiani and Boutilier, 2009b]) :

Définition 37 (Worst-case Minimax Regret (WmMR)). Le WmMR d’une question p est défini par :

WmMR(p,X ,ΩP) = max
r∈Rp

mMR(X ,ΩP∪{r})

où Rp est l’ensemble des réponses possibles à la question p.
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À une itération donnée, choisir une question qui minimise le WmMR permet de garantir la plus

grande réduction du mMR dans le pire scénario de réponse du décideur. Ce critère de sélection est

relativement pessimiste en soi car celui-ci cherche à se prémunir contre la réponse la plus défavorable ;

signalons que d’autres critères ont été étudiés dans la littérature, comme par exemple le maximum average

improvement qui consiste à faire une moyenne des mMR obtenus dans les différents scénarios de réponse

(e.g., [Wang and Boutilier, 2003]). Néanmoins, il n’en demeure pas moins que l’évaluation de toutes les

questions possibles a généralement un coût non négligeable, notamment lorsque le nombre de questions à

envisager est très important. De ce fait, des heuristiques ont été proposées pour la génération de questions

qui, en pratique, permettent de réduire efficacement les regrets. Nous présentons ci-après l’heuristique

de génération de questions qui est actuellement la plus utilisée pour l’élicitation incrémentale fondée sur

le concept de regret.

La stratégie CSS

La stratégie CSS (pour Current Solution Strategy en anglais) est une heuristique du critère WmMR

qui s’est révélée très efficace en pratique pour la réduction des valeurs mMR (e.g., [Boutilier et al., 2006,

Lu and Boutilier, 2011b, Drummond and Boutilier, 2013]). Celle-ci consiste à demander au décideur, à

chaque itération, de comparer une alternative x∗ ∈ X qui est optimale pour le critère Minimax Regret,

avec une alternative y∗ ∈ X maximisant l’erreur commise dans le pire cas lorsque l’alternative x∗ est

recommandée au décideur (autrement dit, y∗ est un élément de arg maxy∈X PMR(x∗, y,ΩP)). Pour nous

convaincre que cette stratégie constitue souvent une bonne heuristique, plaçons nous à une itération

quelconque de la procédure d’élicitation. Notons P l’ensemble de toutes les informations de préférence

que nous avons récoltées jusque là. Si mMR(X ,ΩP) = 0 à cette itération, alors la procédure d’élicitation

s’arrête ici car l’alternative x∗ est nécessairement optimale (par définition du mMR). De ce fait, nous

supposons maintenant que mMR(X ,ΩP) > 0 à cette itération. Un premier avantage pratique de cette

stratégie est énoncé dans la proposition suivante (e.g., [Benabbou et al., 2015]) :

Proposition 3. Demander au décideur de comparer x∗ et y∗ ne peut pas conduire à une incohérence.

Démonstration. Montrons que l’ensemble ΩP ne peut devenir vide après insertion dans P de la donnée

(y∗, x∗) ou (x∗, y∗) représentant respectivement les préférences y∗ % x∗ et x∗ % y∗.

Commençons par la donnée (y∗, x∗). Comme nous avons PMR(x∗, y∗,ΩP) = MR(x∗,X ,ΩP) par

définition de y∗ et MR(x∗,X ,ΩP) ≥ PMR(x∗, x∗,ΩP) = 0 par définition des MR, alors nous avons

forcément PMR(x∗, y∗,ΩP) ≥ 0. Par définition des PMR, nous en déduisons qu’il existe une instance

des paramètres ω ∈ ΩP telle que fω(y∗) ≥ fω(x∗), c’est-à-dire telle que l’alternative y∗ est meilleure que

l’alternative x∗. Cette dernière déduction permet de conclure que l’ensemble ΩP des paramètres possibles

ne sera pas vide après insertion de la donnée (y∗, x∗) dans l’ensemble P.

Considérons maintenant le cas de la donnée (x∗, y∗). Supposons qu’il n’existe aucune instance des

paramètres telle que l’alternative x∗ est meilleure que l’alternative y∗. Autrement dit, supposons que

l’inégalité fω(x∗) < fω(y∗) est vraie pour tout ω ∈ ΩP . Dans ce cas, par définition des PMR, nous avons
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nécessairement PMR(y∗, y,ΩP) < PMR(x∗, y,ΩP) pour toute alternative y ∈ X . Par définition des MR,

nous en déduisons ensuite MR(y∗,X ,ΩP) < MR(x∗,X ,ΩP). Cette dernière inégalité contredit le fait

que l’alternative x∗ est optimale pour le critère Minimax Regret. Cette contradiction nous permet de

conclure qu’il existe au moins une instance ω ∈ ΩP pour laquelle l’inégalité fω(x∗) ≥ fω(y∗) est vérifiée ;

ainsi, l’ensemble ΩP des paramètres possibles ne sera pas vide après insertion de (x∗, y∗) dans P.

Ainsi, avec la CSS, les réponses du décideur ne peuvent jamais provoquer une incohérence avec

les informations recueillies précédemment. Soulignons toutefois que cette propriété constitue aussi un

inconvénient de cette stratégie, car toute erreur du décideur est indétectable durant l’élicitation (seul le

décideur peut s’en rendre compte). Par ailleurs, cette stratégie présente l’intérêt de produire des questions

très souvent informatives. Pour le voir, nous étudions ci-après l’évolution de la valeur mMR après insertion

dans P de la donnée (y∗, x∗) ou (x∗, y∗) représentant respectivement les préférences y∗ % x∗ et x∗ % y∗ :

Cas (y∗, x∗). En insérant la donnée (y∗, x∗) dans P, les paramètres ω sont contraints de vérifier

l’inégalité fω(x∗) ≤ fω(y∗) aux itérations suivantes. D’après la définition 34, ceci implique :

∀y ∈ X , PMR(y∗, y,ΩP∪{(y∗,x∗)}) ≤ PMR(x∗, y,ΩP∪{(y∗,x∗)}) (1.6)

En utilisant ce résultat, nous obtenons :

mMR(X ,ΩP∪{(y∗,x∗)}) ≤ MR(y∗,X ,ΩP∪{(y∗,x∗)}) par définition 36

= max
y∈X

PMR(y∗, y,ΩP∪{(y∗,x∗)}) par définition 35

= max
{

0, max
y∈X\{y∗}

PMR(y∗, y,ΩP∪{(y∗,x∗)})
}

car PMR(y∗, y∗,ΩP∪{(y∗,x∗)}) = 0

≤ max
{

0, max
y∈X\{y∗}

PMR(x∗, y,ΩP∪{(y∗,x∗)})
}

d’après l’équation (1.6)

≤ max
{

0, max
y∈X\{y∗}

PMR(x∗, y,ΩP)
}

car ΩP∪{(y∗,x∗)} ⊆ ΩP

≤ max
{

0, PMR(x∗, y∗,ΩP)
}

car y∗ ∈ arg max
y∈X

PMR(x∗, y,ΩP)

= max
{

0, MR(x∗,X ,ΩP)
}

par définition de y∗

= max
{

0, mMR(X ,ΩP)
}

par définition de x∗

= mMR(X ,ΩP) car mMR(X ,ΩP) > 0 par hypothèse

Notons que la dernière inégalité devient stricte si l’alternative y∗ est l’unique élément de l’ensemble

arg maxy∈X PMR(x∗, y,ΩP). Ceci explique pourquoi, en pratique, la valeur mMR(X ,ΩP∪{(y∗,x∗)}) est

souvent strictement plus petite que la valeur mMR(X ,ΩP) en suivant la CSS.
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Cas (x∗, y∗). Après insertion de la donnée (x∗, y∗) dans P, les paramètres ω sont contraints de satisfaire

l’inégalité fω(x∗) ≥ fω(y∗) aux itérations suivantes. En utilisant la définition 34, nous obtenons alors :

PMR(x∗, y∗,ΩP∪{(x∗,y∗)}) ≤ 0 (1.7)

Ce résultat nous permet de faire les déductions suivantes :

mMR(X ,ΩP∪{(x∗,y∗)}) ≤ MR(x∗,X ,ΩP∪{(x∗,y∗)}) par définition 36

= max
y∈X

PMR(x∗, y,ΩP∪{(x∗,y∗)}) par définition 35

≤ max
{

0, max
y∈X\{y∗}

PMR(x∗, y,ΩP∪{(x∗,y∗)})
}

d’après l’équation (1.7)

≤ max
{

0, max
y∈X\{y∗}

PMR(x∗, y,ΩP)
}

car ΩP∪{(x∗,y∗)} ⊆ ΩP

≤ max
{

0, PMR(x∗, y∗,ΩP)
}

car y∗ ∈ arg max
y∈X

PMR(x∗, y,ΩP)

= max
{

0, MR(x∗,ΩP)
}

par définition de y∗

= max
{

0, mMR(X ,ΩP)
}

par définition de x∗

= mMR(X ,ΩP) car mMR(X ,ΩP) > 0 par hypothèse

Notons cette fois-ci que la dernière inégalité est stricte si jamais l’alternative y∗ est l’unique élément de

arg maxy∈X PMR(x∗, y∗,ΩP). Par conséquent, nous observons mMR(X ,ΩP) > mMR(X ,ΩP∪{(x∗,y∗)})
relativement souvent en pratique. Finalement, nous avons vu que la stratégie CSS permet de produire

des questions informatives car les réponses engendrent généralement une réduction stricte du mMR.

1.5 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons pu constater que la modélisation des préférences est une problématique

de recherche très étudiée en informatique, mais aussi en économie ou encore en sciences humaines et

sociales. En particulier, de nombreux modèles décisionnels ont été proposés dans la littérature, analysés

sur la base de propriétés désirées dans l’absolu ; à ce niveau, il est important de souligner que ce cha-

pitre ne présente qu’une faible partie des modélisations existantes. La diversité des modèles décisionnels

s’explique notamment par la difficulté de construction d’une modélisation parfaite, que ce soit pour

l’aide à la décision multicritère, multi-agents ou dans le risque. Bien que les problèmes abordés dans

ces trois domaines soient relativement proches d’un point de vue formel, nous avons pu voir que les

résultats obtenus dans un cadre ne se transposent pas directement dans un autre puisque ce ne sont

pas les mêmes propriétés qui sont attendues du processus de décision. Par exemple, on peut vouloir

modéliser des synergies entre les critères en décision multicritère, imposer une certaine équité en décision

collective, ou encore modéliser une certaine attitude vis-à-vis du risque en décision dans le risque. Par

ailleurs, il est relativement fréquent de rencontrer des problèmes de décision à l’intersection de ces do-
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maines, comme par exemple lorsque plusieurs agents doivent faire un choix parmi un ensemble de loteries

dont les conséquences possibles sont évaluées selon plusieurs critères. Dans ces situations, le choix de la

modélisation est encore plus complexe, car celui-ci doit tenir compte de toutes les exigences de ces do-

maines. Néanmoins, en pratique, le choix de la modélisation à utiliser est souvent dirigé par la complexité

du modèle en soi, au lieu de privilégier les capacités descriptives. En effet, afin de limiter les temps de

résolution et les coûts de communication, les modèles sophistiqués (comme les intégrales de Choquet)

sont très souvent délaissés au profit de modélisations plus simples (comme les sommes pondérées), et ce

malgré leurs limites descriptives bien connues. C’est pourquoi un des objectifs de cette thèse consiste à

proposer des méthodes efficaces pour la résolution de problèmes de décision avec des modèles complexes.

Choisir un modèle décisionnel pour une situation particulière ne suffit généralement pas à décrire les

préférences personnelles du décideur impliqué ; par exemple, pour pouvoir utiliser une somme pondérée,

il convient de déterminer le jeu de poids permettant de refléter au mieux les préférences du décideur.

Il s’agit alors de collecter des informations sur les préférences du décideur pour pouvoir construire

une modélisation proche de la réalité. L’élicitation des préférences pour l’aide à la décision est une

problématique de recherche visant à concevoir des méthodes qui, en recueillant des informations sur

les préférences du décideur, sont capables de formuler une recommandation personnalisée. Dans la

littérature, différentes méthodes ont été proposées pour répondre à cette problématique. Cependant,

les approches classiques d’élicitation deviennent généralement difficiles à mettre en œuvre en présence

de préférences complexes. En effet, le nombre de questions à poser au décideur pour pouvoir éliciter

ses préférences augmente avec la complexité du modèle envisagé. Ainsi, un autre objectif de cette thèse

consiste à proposer des méthodes d’élicitation de modèles complexes permettant de prendre une décision

avec un nombre limité de questions. Par ailleurs, le nombre d’alternatives du problème étant une autre

source de complexité, nous nous attellerons à proposer des méthodes d’élicitation efficaces dans le cadre

de problèmes de décision sur domaine combinatoire.



Chapitre 2

Élicitation pour la décision multicritère

sur domaine non combinatoire

Résumé

Ce chapitre s’articule autour de nos travaux publiés dans [Benabbou et al., 2014, 2015, 2016a, 2017]

qui concernent la problématique d’élicitation des préférences dans le cadre de la décision multicritère

sur domaine non combinatoire. Nous adoptons ici l’approche d’élicitation incrémentale fondée sur le

critère Minimax Regret. Cette approche a été principalement étudiée pour la problématique de choix

avec des modèles décisionnels relativement simples. Dans ce chapitre, nous nous intéressons à étendre

cette approche à l’intégrale de Choquet dans le cadre des trois grandes problématiques abordées en aide

à la décision : le choix (cf. Section 2.2), le rangement (cf. Section 2.3.1) et le tri (cf. Sections 2.3.2 et

2.3.3). La principale difficulté de cette extension réside dans le fait que celle-ci nécessite de résoudre des

problèmes d’optimisation faisant intervenir un nombre de variables et de contraintes qui est exponentiel

en le nombre de critères du problème. Dans ce chapitre, nous montrons que ces problèmes d’optimisation

peuvent être résolus en temps polynomial, à condition de bien choisir les questions à poser au décideur.
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Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons une situation de décision multicritère quelconque où les préférences

du décideur sont imprécisément connues. Pour aider le décideur à prendre une décision, nous adoptons

ici l’approche d’élicitation incrémentale fondée sur le critère Minimax regret (que nous avons présentée

en section 1.4.2). Notre objectif est de parvenir à étendre cette approche aux intégrales de Choquet

de manière efficace. Durant la présentation de nos travaux allant dans cette direction, nous utilisons

les mêmes notations que celles introduites en section 1.1. Plus précisément, nous notons X l’ensemble

des alternatives (e.g., objets, candidats, actions potentielles) que le système doit comparer pour aider le

décideur à prendre une décision. Chaque alternative du problème est évaluée sur un ensemble de critères

Q = {1, . . . , q} que le décideur juge important de considérer (e.g., couleur, qualité, temps, précision,

revenu). Toute alternative x ∈ X est caractérisée par un vecteur de performances x = (x1, . . . , xq)

supposé connu, où xj ∈ [0, 1] représente l’utilité de l’alternative x sur le critère j, avec j ∈ Q ; ces

échelles cardinales peuvent par exemple avoir été obtenues en utilisant au préalable une méthode à la

MACBETH dont l’idée clé est d’interroger le décideur non seulement sur des préférences relatives mais

aussi sur des intensités de préférences (e.g., [Bana e Costa and Vansnick, 1994, 2000]). Nous supposons

que les préférences du décideur sont représentables par une fonction d’agrégation paramétrique dont les

paramètres sont imprécisément connus ; sans perte de généralité, nous supposons par ailleurs que cette

fonction est à maximiser.

Rappelons que l’élicitation incrémentale fondée sur le Minimax Regret requiert, à chaque itération,

un calcul de mMR sur l’ensemble X des alternatives possibles. Par définition des mMR (cf. définition

36), ce calcul peut être réalisé par le biais d’au plus |X | × (|X | − 1) calculs de PMR. Ce nombre peut

toutefois être réduit de manière significative en pratique, en utilisant un élagage de type alpha-beta

qui est une technique classique pour améliorer les performances de l’algorithme minimax en théorie des

jeux. Empiriquement, le nombre de calculs de PMR devient presque linéaire avec cet élagage, mais celui-

ci reste bien évidemment quadratique dans le pire cas (e.g., [Braziunas, 2011, Viappiani and Boutilier,

2009a]). Par conséquent, il est d’une importance majeure de bénéficier de méthodes permettant de

résoudre efficacement les problèmes PMR. Remarquons que ces derniers problèmes d’optimisation ont une

formulation différente selon le modèle décisionnel considéré ; en particulier, ces problèmes se complexifient

avec la sophistication du modèle. Ainsi, une première difficulté liée à l’extension de cette approche à des

modèles décisionnels complexes provient du calcul des PMR à chaque itération de la procédure.

2.1 Quelques résultats introductifs

Dans cette section, nous présentons des méthodes permettant de calculer efficacement la valeur

PMR(x, y,ΩP), avec x, y ∈ X , pour des fonctions d’agrégation simples, où P représente l’ensemble des

informations disponibles sur les préférences du décideur et ΩP est l’ensemble des instances des paramètres

compatibles avec ces informations. Pour simplifier la présentation, nous supposons que l’ensemble P est

uniquement constitué de paires (a, b) représentant la donnée “je préfère l’alternative a à l’alternative b”.
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La somme pondérée

Lorsque les préférences du décideur sont modélisées par une somme pondérée (cf. définition 11),

l’ensemble ΩP est composé de tous les jeux de poids normalisés ω = (ω1, . . . , ωq) vérifiant la contrainte∑
j∈Q ωjaj ≥

∑
j∈Q ωjbj pour tout (a, b) ∈ P. Avec une somme pondérée, le problème d’optimisation

que nous souhaitons résoudre efficacement est le suivant :

PMR(x, y,ΩP) = max
ω∈ΩP

{
SP(y, ω)− SP(x, ω)

}
= max

ω∈ΩP

∑
j∈Q

(
ωjyj − ωjxj

)
Puisque la fonction à maximiser est linéaire en les paramètres du modèle et que l’ensemble ΩP est

décrit par des contraintes linéaires, alors calculer PMR(x, y,ΩP) pour une somme pondérée revient à

résoudre le programme linéaire suivant :

max
ω

∑
j∈Q

(
ωjyj − ωjxj

)
s.c.

∑
j∈Q

ωj = 1 (2.1)

∑
j∈Q

ωjaj ≥
∑
j∈Q

ωjbj , ∀ (a, b) ∈ P (2.2)

ωj ≥ 0, ∀j ∈ Q (2.3)

où les équations (2.1) et (2.3) servent à contraindre le vecteur de poids ω à être positif et normalisé, tandis

que les contraintes décrites par l’équation (2.2) assurent la compatibilité du modèle avec les préférences

observées. Comme ce programme linéaire comprend uniquement q variables (une variable ωj par critère

j ∈ Q) et un faible nombre de contraintes (de l’ordre de |P|), celui-ci peut être résolu en temps polynomial

(par rapport au nombre de critères) à l’aide d’un solveur de programmation linéaire.

La moyenne ordonnée pondérée (OWA)

Le modèle OWA est paramétré par un vecteur de poids normalisé ω = (ω1, . . . , ωq) associant une

pondération aux rangs plutôt qu’aux critères (contrairement à la somme pondérée). Plus précisément,

sous l’hypothèse du modèle OWA, l’utilité d’une alternative a ∈ X est définie par :

OWA(a, ω) =
∑
j∈Q

ωja(j)

où (.) est une permutation des critères vérifiant a(1) ≤ . . . ≤ a(q) (cf. définition 12). Ainsi, ΩP est

l’ensemble des jeux de poids normalisés ω = (ω1, . . . , ωq) tels que la contrainte
∑

j∈Q ωja(j) ≥
∑

j∈Q ωjb(j)

est vérifiée pour tout (a, b) ∈ P ; notons que ces contraintes sont linéaires en les poids ωj , j ∈ Q. Pour ce

modèle décisionnel, il s’agit pour nous de déterminer efficacement la valeur suivante :
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PMR(x, y,ΩP) = max
ω∈ΩP

{
OWA(y, ω)−OWA(x, ω)

}
= max

ω∈ΩP

∑
j∈Q

(
ωjy(j) − ωjx(j)

)
Remarquons que la fonction à maximiser est très similaire à celle qu’il faut optimiser sous l’hypothèse

d’une somme pondérée. De ce fait, en utilisant les mêmes arguments que pour ce dernier modèle, nous

pouvons calculer la valeur PMR(x, y,ΩP) au sens de OWA en résolvant le programme linéaire suivant :

max
ω

∑
j∈Q

(
ωjy(j) − ωjx(j)

)
s.c.

∑
j∈Q

ωj = 1 (2.4)

ωj − ωj+1 ≥ 0, ∀j ∈ {1, . . . , q − 1} (2.5)∑
j∈Q

ωja(j) ≥
∑
j∈Q

ωjb(j), ∀ (a, b) ∈ P (2.6)

ωj ≥ 0, ∀j ∈ Q (2.7)

où les équations (2.4) et (2.7) permettent de garantir la normalisation des poids et l’équation (2.6)

assure la compatibilité du vecteur de poids avec les préférences déjà observées. La contrainte décrite

par l’équation (2.5) de ce programme permet, quant à elle, de contraindre les poids à être décroissants,

afin de favoriser l’équité entre les critères. Cette propriété est particulièrement désirable lorsque les

différents critères représentent les points de vue de plusieurs agents ; il convient toutefois de supprimer

cette équation du programme linéaire lorsque cette propriété n’est pas souhaitée. Observons que cette

formulation linéaire fait intervenir uniquement q variables (une variable ωj par rang) et un faible nombre

de contraintes (de l’ordre de |P|). Par conséquent, calculer la valeur PMR(x, y,ΩP) au sens de OWA

peut être effectué en temps polynomial (par rapport au nombre de critères) en utilisant un solveur de

programmes linéaires.

L’intégrale de Choquet

Pour les intégrales de Choquet, les paramètres sont sous la forme d’une capacité (cf. définition 13) qui,

rappelons-le, est une fonction d’ensemble v : 2Q → [0, 1] normalisée (c’est-à-dire, v(∅) = 0 et v(Q) = 1)

et monotone (c’est-à-dire, v(A) ≤ v(A ∪ {j}) pour tous A ⊂ Q, j ∈ Q\A). Pour ce modèle décisionnel,

l’utilité d’une alternative a ∈ X est définie par :

Ch(a, v) =
∑
j∈Q

[
a(j) − a(j−1)

]
v(A(j))

où (.) est une permutation des critères telle que a(1) ≤ . . . ≤ a(q), a(0) = 0 et A(j) = {(j), . . . , (q)} (cf.

définition 16). Il est important de remarquer que, bien que Ch(a, v) ne soit pas une fonction linéaire en a

avec v fixée (par exemple, Ch(a+a′, v) 6= Ch(a, v)+Ch(a′, v) en général), la fonction Ch(a, v) est linéaire
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en v pour a fixée car la permutation (.) est alors fixée. De ce fait, l’ensemble ΩP est ici composé de toutes

les capacités v vérifiant la contrainte linéaire
∑

j∈Q
[
a(j) − a(j−1)

]
v(A(j)) ≥

∑
j∈Q

[
b(j) − b(j−1)

]
v(B(j))

pour toute paire (a, b) ∈ P. Notre objectif est de calculer efficacement la valeur suivante :

PMR(x, y,ΩP) = max
v∈ΩP

{
Ch(y, v)− Ch(x, v)

}
= max

v∈ΩP

∑
j∈Q

( [
y(j) − y(j−1)

]
v(Y(j))−

[
x(j) − x(j−1)

]
v(X(j))

)
Comme une intégrale de Choquet est une fonction linéaire en v, le calcul de PMR(x, y,ΩP) peut être

réalisé en utilisant la programmation linéaire. Plus précisément, en notant vA la variable représentant la

valeur v(A) pour tout A ⊆ Q, il s’agit de résoudre le programme linéaire suivant :

max
v

∑
j∈Q

( [
y(j) − y(j−1)

]
vY(j) −

[
x(j) − x(j−1)

]
vX(j)

)
(2.8)

s.c. v∅ = 0, vQ = 1 (2.9)

vA ≤ vA∪{j}, ∀A ⊂ Q,∀j ∈ Q\A (2.10)∑
j∈Q

[
a(j) − a(j−1)

]
vA(j)

≥
∑
j∈Q

[
b(j) − b(j−1)

]
vB(j)

, ∀(a, b) ∈ P (2.11)

où les équations (2.9) et (2.10) permettent de garantir respectivement que v est une fonction normalisée et

monotone (c’est-à-dire, une capacité), alors que l’équation (2.11) oblige cette fonction à être compatible

avec les données stockées dans P. Bien que ce programme soit linéaire en ses variables (vA, A ⊆ Q), ces

dernières sont en nombre exponentiel par rapport au nombre de critères (exactement 2q), ce qui est aussi

le cas du nombre de contraintes de monotonie (ici égal à
∑q−1

k=0(q− k)×
(
q
k

)
). En conséquence, contraire-

ment aux programmes linéaires vus précédemment, utiliser un solveur pour résoudre ce programme est

envisageable uniquement pour des problèmes de décision impliquant un faible nombre de critères.

Pour contourner ce problème, une approche alternative a récemment été proposée pour l’intégrale de

Choquet, consistant à calculer directement le MR d’une solution x ∈ X sans passer par les calculs des

PMR (e.g., [Timonin, 2013]). Plus précisément, il s’avère que le calcul de MR revient à maximiser une

fonction convexe sur un ensemble convexe :

MR(x,X ,ΩP) = max
y∈X

PMR(x, y,ΩP) par définition 35

= max
y∈X

max
v∈ΩP

{
Ch(y, v)− Ch(x, v)

}
par définition 34

= max
v∈ΩP

max
y∈X

{
Ch(y, v)− Ch(x, v)

}
En effet, maxy∈X {Ch(y, v)−Ch(x, v)} est une fonction convexe en v et ΩP est un ensemble convexe. En

utilisant le fait bien connu que la valeur maximale d’une telle fonction est atteinte en un point extrême
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de l’ensemble, nous obtenons le résultat suivant :

MR(x,X ,ΩP) = max
v∈Ω∗P

max
y∈X

{
Ch(y, v)− Ch(x, v)

}
où Ω∗P représente l’ensemble des points extrêmes de ΩP . Ce résultat est très intéressant car permet

en théorie de réduire le problème d’optimisation en une série de différences de valeurs (une différence

par point extrême). Cependant, cette approche est en pratique très coûteuse, car le nombre de points

extrêmes est généralement trop important pour permettre de les énumérer de manière exhaustive (e.g.,

[Combarro and Miranda, 2008, Grabisch and Miranda, 2008]).

Dans le premier chapitre, nous avons vu que ce modèle décisionnel admet une formulation alternative

fondée sur l’inverse de Möbius m : 2Q → R associée à la capacité v (cf. définition 17). Plus précisément,

l’utilité d’une alternative a ∈ X peut se réécrire de la manière suivante (cf. définition 18) :

Ch(a, v) =
∑
A⊆Q

m(A) min
j∈A
{aj}

Ainsi, en notantmA la variable représentant la massem(A) pour toutA ⊆ Q, la quantité PMR(x, y,ΩP)

peut être déterminée en résolvant le programme linéaire suivant :

max
m

∑
A⊆Q

(
mA min

j∈A
{yj} −mA min

j∈A
{xj}

)
(2.12)

s.c. m∅ = 0,
∑
A⊆Q

mA = 1 (2.13)

∑
B:{j}⊆B⊆A

mB ≥ 0, ∀A ⊆ Q, ∀j ∈ A (2.14)

∑
A⊆Q

mA min
j∈A
{aj} ≥

∑
A⊆Q

mA min
j∈A
{bj}, ∀(a, b) ∈ P (2.15)

où l’équation (2.13) permet de garantir que v est une fonction normalisée, l’équation (2.14) assure la

monotonie (comme déjà observé dans d’autres travaux, voir par exemple [Chateauneuf and Jaffray, 1989,

Meyer and Roubens, 2006]), et l’équation (2.15) oblige cette fonction à être compatible avec les données

collectées. Sans surprise, le nombre de variables et de contraintes de monotonie augmente ici aussi de

façon exponentielle par rapport au nombre de critères. Néanmoins, nous allons voir maintenant que, pour

des sous-classes de capacité (fonction de croyance, capacité 2-additive), ce dernier programme linéaire

peut être simplifié.

Fonctions de croyance. Les fonctions de croyance sont par définition les capacités de Choquet mono-

tones d’ordre infini (e.g., [Dempster, 1967, Shafer, 1976]). Comme les masses de Möbius associées à une

fonction de croyance sont toutes positives, alors les contraintes de monotonie, exprimées par l’équation

(2.14), sont naturellement vérifiées par ces fonctions. De ce fait, pour les fonctions de croyance, cette
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dernière équation peut être supprimée du programme linéaire en imposant à la place que les variables

mA, A ⊆ Q, soient toutes positives. Ceci conduit à une formulation linéaire avec un nombre de contraintes

de l’ordre de |P|. Cependant, le nombre de variables impliquées dans cette formulation reste exponentiel

en le nombre de critères du problème.

Capacités 2-additives. Une capacité 2-additive vérifie m(A) = 0 pour tout sous-ensemble A ⊆ Q
contenant au moins trois éléments (cf. définition 19). Par conséquent, sous cette hypothèse, le programme

linéaire (2.12)-(2.15) peut être simplifié comme suit :

max
m

∑
A⊆Q:|A|≤2

(
mA min

j∈A
{yj} −mA min

j∈A
{xj}

)
s.c. m∅ = 0,

∑
j∈Q

m{j} +
∑

j,k∈Q:j<k

m{j,k} = 1 (2.16)

∑
k∈A

m{j,k} ≥ 0, ∀j ∈ Q, ∀A ⊆ Q : {j} ⊆ A (2.17)∑
A⊆Q:|A|≤2

mA min
j∈A
{aj} ≥

∑
A⊆Q:|A|≤2

mA min
j∈A
{bj}, ∀(a, b) ∈ P

Bien que le nombre de variables impliquées ne soit pas exponentiel (exactement égal à (q2 + q)/2 ici),

ce n’est pas le cas du nombre de contraintes de monotonie exprimées par l’équation (2.17). Afin de

réduire le nombre de contraintes de monotonie, nous pouvons par exemple utiliser le fait que l’ensemble

des capacités normalisées forment un polyèdre convexe dans le cas 2-additif et que chaque capacité

s’exprime comme une combinaison convexe de ses q2 points extrêmes ; ce résultat a récemment été exploité

pour la régression logistique fondée sur l’intégrale de Choquet ou Choquistic regression en anglais (e.g.,

[Hüllermeier and Fallah Tehrani, 2013]). Pour définir formellement les inverses de Möbius associées à ces

q2 capacités, nous utilisons les ensembles Q2 = {X ⊆ Q : |X| = 2} et Q1,2 = {X ⊆ Q : 1 ≤ |X| ≤ 2}.
Plus précisément, chaque élément X de l’ensemble Q2 permet de définir l’inverse de Möbius mX

2 associée

à un point extrême de la manière suivante :

∀A ⊆ Q, mX
2 (A) =

{
1 si A = X

0 sinon

Les éléments X de l’ensemble Q1,2 caractérisent les inverses de Möbius mX
1,2 des autres points extrêmes :

∀A ⊆ Q, mX
1,2(A) =


1 if A 6= ∅ et A ⊂ X
−1 si A = X

0 sinon

En utilisant ces q2 fonctions, l’inverse de Möbius m associée à une capacité 2-additive quelconque peut

toujours s’écrire sous la forme suivante : m =
∑

X∈Q2
αX2 m

X
2 +

∑
X∈Q1,2

αX1,2m
X
1,2, où αX2 , X ∈ Q2, αX1,2,

X ∈ Q1,2, sont des réels positifs sommant à 1. Ce résultat nous autorise finalement à remplacer les
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contraintes de monotonie (2.17) et de normalisation (2.16) par les (3q2 + q+ 2)/2 contraintes suivantes :

mA =
∑
X∈Q2

αX2 m
X
2 (A) +

∑
X∈Q1,2

αX1,2m
X
1,2(A), ∀A ⊆ Q, |A| ≤ 2

αX2 ≥ 0, ∀X ∈ Q2

αX1,2 ≥ 0, ∀X ∈ Q1,2∑
X∈Q2

αX1 +
∑

X∈Q1,2

αX2 = 1

Finalement, au prix de l’ajout de q2 variables correspondant aux poids de la combinaison convexe (c’est-

à-dire, αX2 , X ∈ Q2, αX1,2, X ∈ Q1,2), nous obtenons un programme linéaire plus compact, comprenant

seulement un nombre quadratique de contraintes et de variables.

Quelques résultats expérimentaux

Les expériences suivantes ont pour objectif de quantifier le temps nécessaire au calcul du mMR à

chaque itération de la procédure d’élicitation en fonction du modèle décisionnel considéré. Les temps de

calcul sont donnés en secondes, pour des expériences réalisées sur un Intel Core i7 CPU 3.60GHz avec

16GB de mémoire. Dans ces expériences, nous utilisons le solveur Gurobi pour résoudre les programmes

linéaires introduits dans cette section pour le calcul des PMR. Nous reportons les résultats obtenus avec

les modèles décisionnels suivants :

• SP : somme pondérée, sans aucune restriction sur les jeux de poids,

• OWA : OWA avec des poids décroissants (modélisant des préférences pour les solutions équilibrées),

• Ch-2add : intégrale de Choquet définie à partir d’une fonction de croyance 2-additive.

Pour évaluer l’impact du nombre de données stockées dans P, nous reportons les temps de calcul

obtenus à différentes itérations du processus d’élicitation incrémentale ; pour la génération de questions,

nous avons utilisé la stratégie CSS (décrite en section 1.4.2) et les réponses aux questions ont été simulées

en utilisant une instance aléatoire des paramètres du modèle considéré. Par ailleurs, nous faisons aussi

varier q le nombre de critères et |X | le nombre d’alternatives du problème. Pour engendrer des instances

difficiles, nous avons considéré le problème de sac à dos multi-objectifs (qui est un problème standard en

optimisation combinatoire) :

max
x

(

n∑
i=1

xiv
1
i , . . . ,

n∑
i=1

xiv
q
i )

s.c.

n∑
i=1

wixi ≤W

xi ∈ {0, 1}, ∀i ∈ {1, . . . , n}

où l’opérateur max représente la dominance de Pareto, n est le nombre d’objets, wi est le poids de ième
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objet, W est la capacité du sac à dos, xi est la variable de décision associée à l’objet i et vji est l’utilité

de l’objet i sur le critère j. Plus précisément, les ensembles X que nous considérons sont composés de

solutions Pareto-optimales d’instances aléatoires du problème de sac à dos multi-objectifs. Les résultats

donnés ci-dessous ont tous été obtenus en moyennant les temps observés sur 30 tests.

Table 2.1 – Comparaison des temps de calcul (en secondes) observés pour la détermination du mMR.

q |X | |P| SP OWA Ch-2add

5 1000 0 1.19 1.34 1.21
5 1000 20 2.97 2.41 4.74

5 5000 0 6.02 7.05 6.35
5 5000 20 17.13 12.29 32.24

10 1000 0 1.21 1.40 1.46
10 1000 20 3.09 2.83 4.67

10 5000 0 6.72 7.75 9.24
10 5000 20 27.12 17.14 49.01

Dans la table 2.1, nous voyons tout d’abord que les temps de calcul obtenus avec le modèle Ch-2add

sont globalement plus importants que tous les autres. Ce fait n’est pas vraiment surprenant puisque ce

modèle possède plus de paramètres que les autres modèles considérés (et donc plus de variables dans les

programmes linéaires calculant les PMR) ; plus précisément, le nombre de paramètres de Ch-2add est

en O(q2) contre O(q) pour les autres modèles. Par ailleurs, pour tous les modèles considérés, les temps

de résolution augmentent globalement avec le nombre de données contenues dans P. Ce résultat n’est

pas particulièrement étonnant puisque chaque donnée ajoute une contrainte supplémentaire dans les

programmes linéaires. Le plus intéressant, c’est de remarquer que les temps de calcul sont relativement

raisonnables avec 1000 alternatives (le décideur n’attend pas plus que 5 secondes entre chaque question),

mais ne le sont plus vraiment avec 5 fois plus d’alternatives. Ceci illustre le fait que cette approche, fondée

sur le calcul systématique des PMR, n’est pas directement applicable sur les problèmes d’optimisation

combinatoire (ici le sac à dos multi-objectifs). Dans le chapitre suivant, nous verrons comment cette

approche peut être étendue de manière efficace dans le cadre de problèmes de décision multicritères sur

domaine combinatoire.

Dans cette section, nous avons étudié la problématique de calcul des PMR pour des sous-classes

de capacité. Il reste néanmoins difficile de savoir a priori si les préférences du décideur peuvent être

modélisées à l’aide de ces capacités très spécifiques. C’est pourquoi nous nous intéressons maintenant au

calcul des PMR dans le cas général, autrement dit sans faire aucune hypothèse sur la forme des capacités

envisageables (si ce n’est qu’elles sont normalisées et monotones par rapport à l’inclusion).
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2.2 Approche incrémentale pour le choix avec l’intégrale de Choquet

La plupart des travaux sur l’élicitation d’une intégrale de Choquet s’inscrivent dans le cadre de

l’approche que nous avons appelée “apprentissage à partir d’une base données” (cf. section 1.4.1). Plus

précisément, il s’agit de considérer en entrée une base de données statique contenant des informations sur

les préférences du décideur, et de se concentrer sur la détermination des valeurs de capacité permettant de

représenter au mieux cette base de données. Par exemple, on peut avoir envie de déterminer les valeurs de

capacité qui permettent de minimiser une erreur quadratique entre des valeurs de Choquet et des valeurs

d’utilité prescrites par le décideur sur un échantillon d’alternatives de référence. On peut aussi imposer des

contraintes sur l’intégrale de Choquet pour que celle-ci soit compatible avec un ordre partiel sur un sous-

ensemble d’alternatives. Cette approche pour l’élicitation d’une intégrale de Choquet est illustrée dans

de nombreux articles (e.g., [Grabisch et al., 1995, Marichal and Roubens, 2000, Meyer and Roubens,

2006, Grabisch et al., 2009, Tehrani et al., 2012, Hüllermeier and Fallah Tehrani, 2013]) et intégrée dans

des systèmes d’aide à la décision, comme par exemple TOMASO [Marichal et al., 2005] et MYRIAD

[Huédé et al., 2006].

Dans cette section, nous nous intéressons à étendre efficacement l’approche incrémentale fondée sur

le Minimax Regret aux intégrales de Choquet. Plus précisément, nous allons montrer comment le pro-

gramme linéaire (2.8)-(2.11), correspondant au calcul de PMR(x, y,ΩP) avec l’intégrale de Choquet, peut

être simplifié et s’exprimer avec seulement un nombre linéaire de variables et de contraintes de monoto-

nie, à condition de restreindre la forme des questions possibles durant l’élicitation (autrement dit, lorsque

les données stockées dans P ont une forme particulière). Puis, nous proposerons un algorithme en O(q2)

permettant de résoudre ce programme simplifié sans faire appel à un solveur de programmes linéaires.

Afin de pouvoir mettre en œuvre ces résultats théoriques plutôt intéressants, nous proposerons ensuite

une stratégie de génération de questions permettant de collecter des données de la forme souhaitée, tout

en réduisant de manière efficace la valeur mMR en pratique.

2.2.1 Optimisation du critère Minimax Regret par programmation linéaire

Dans cette section, nous notons A(x,y) l’ensemble constitué de tous les ensembles de niveau associés

aux alternatives x et y (cf. définition 15). Plus formellement, l’ensemble A(x,y) est défini par :

A(x,y) = {X(j) : j ∈ Q} ∪ {Y(j) : j ∈ Q}

Observons que l’ensemble A(x,y) contient au plus 2q − 1 éléments et que ces derniers correspondent

aux sous-ensembles de critères apparaissant dans la fonction objectif du programme (2.8)-(2.11) ; la

fonction objectif de ce programme linéaire s’exprime donc toujours avec au plus 2q − 1 variables. Cette

simple observation constitue en réalité le point de départ de notre réflexion sur la simplification de

ce programme : nous allons montrer que, sous certaines hypothèses sur la forme des données stockées

dans P, toutes les autres variables peuvent être retirées du programme linéaire. Plus précisément, nous

supposons à présent que les données contenues dans l’ensemble P ont toutes été obtenues en demandant
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au décideur de bien vouloir comparer :

• une alternative binaire de type 1A0, A ⊆ Q, représentant une solution fictive avec une utilité

maximale sur tous les critères dans A et une utilité minimale sur tous les critères dans Q\A,

• à un profil d’utilité constant de type Λ = (λ, . . . , λ) ∈ [0, 1]q, représentant une solution fictive

d’utilité constante égale à λ sur tous les critères.

Par exemple, pour un problème de décision avec 4 critères (c’est-à-dire, Q = {1, 2, 3, 4}), nous avons

1A0 = (1, 0, 0, 1) quand A = {1, 4} et 1A0 = (0, 1, 1, 1) lorsque A = {2, 3, 4}. Ces alternatives sont

particulièrement intéressantes pour notre problème d’optimisation car, pour toute capacité v, nous avons :

Ch(1A0, v) = v(A)

pour tout A ⊆ Q, ce résultat découlant directement de la définition 16. À titre illustratif, pour Q =

{1, 2, 3, 4} et A = {1, 4}, nous avons : Ch(1A0, v) = 0×v(Q)+(0−0)×v({1, 3, 4})+(1−0)×v({1, 4})+

(1−1)×v({4}) = v({1, 4}) = v(A), en prenant la permutation des critères (.) définie par (1) = 2, (2) = 3,

(3) = 1 et (4) = 4. Les alternatives de type Λ = (λ, . . . , λ) ∈ [0, 1]q ont, quant à elles, la particularité de

vérifier l’égalité suivante :

Ch(Λ, v) = λ

Ce résultat est aussi une conséquence directe de la définition 16. Par exemple, pour Q = {1, 2, 3, 4} et

λ = 0.5, nous obtenons : Ch((0.5, 0.5, 0.5, 0.5), v) = 0.5× v(Q) + (0.5− 0.5)× v({2, 3, 4}) + (0.5− 0.5)×
v({3, 4}) + (0.5− 0.5)× v({4}) = 0.5× v(Q) = 0.5, quand (.) est l’application identité.

Ainsi, à chaque fois que le système pose une question au décideur, demandant de comparer une

alternative binaire 1A0, A ⊆ Q, à un profil constant Λ = (λ, . . . , λ) ∈ [0, 1]q :

• si 1A0 est préférée à Λ, alors la réponse du décideur se traduit par la contrainte v(A) ≥ λ,

• si Λ est préférée à 1A0, alors c’est la contrainte v(A) ≤ λ qui doit être imposée.

En conséquence, si l’ensemble P contient uniquement des données de la forme (1A0,Λ) et/ou (Λ, 1A0),

représentant respectivement les préférences observées 1A0 % Λ et Λ % 1A0, alors l’équation (2.11) peut

être remplacée par des contraintes de bornes sur les variables. Pour assurer la compatibilité du modèle

avec l’ensemble P, il suffit en effet de mettre à jour les bornes d’un intervalle [lA, uA] à chaque fois

qu’une donnée impliquant l’alternative 1A0 est insérée dans P ; cet intervalle contient alors toutes les

valeurs de v(A) qui sont compatibles avec P. Notons que nous avons nécessairement [l∅, u∅] = [0, 0] et

[lQ, uQ] = [1, 1] par la contrainte de normalisation (cf. équation 2.9), et que nous avons initialement

[lA, uA] = [0, 1] pour tout A ⊂ Q non vide. Par ailleurs, puisque ΩP∪{(1A0,Λ)} est l’ensemble des capacités

v ∈ ΩP telles que v(A) ≥ λ et comme les capacités sont des fonctions monotones (cf. définition 13), nous

avons nécessairement v(B) ≥ λ pour tout B ⊇ A. De ce fait, nous avons :

ΩP∪{(1A0,Λ)} = ΩP∪{(1B0,Λ):B⊇A}
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Similairement, comme ΩP∪{(Λ,1A0)} est constitué des capacités v ∈ ΩP telles que v(A) ≤ λ, alors :

ΩP∪{(Λ,1A0)} = ΩP∪{(Λ,1B0):B⊆A}

Ainsi, après chaque question faisant intervenir une alternative binaire 1A0, A ⊂ Q, et un profil constant

Λ = (λ, . . . , λ) ∈ [lA, uA]q, nous pouvons réaliser les mises à jour suivantes :

• si la donnée (1A0,Λ) est insérée dans P, alors lB = max{lB, λ} pour tout B tel que A ⊆ B ⊆ Q,

• si la donnée (Λ, 1A0) est insérée dans P, alors uB = min{uB, λ} pour tout B ⊆ A.

Il est important de souligner que restreindre les interactions à ce type de questions est suffisant pour

éliciter entièrement les préférences du décideur ; en effet, les contraintes induites par ces questions nous

permettent d’approcher les valeurs v(A), A ⊆ Q, aussi finement que souhaité. Par ailleurs, notons que,

par construction, nous avons lA ≤ lB et uA ≤ uB pour tout A ⊂ B. Cette dernière observation va nous

permettre d’utiliser le résultat suivant :

Proposition 4. Soient [lA, uA], A ⊆ Q, des intervalles définissant les contraintes de borne des variables

vA, A ⊆ Q. Supposons que nous avons lA ≤ lB et uA ≤ uB pour tout A ⊂ B. Dans ce cas, pour tout

A ⊂ 2Q, le sous-réseau des contraintes de monotonie vA ≤ vB, où A,B ∈ A et A ⊂ B, est globalement

cohérent (terme utilisé par exemple dans [Dechter, 1992]), autrement dit toute instanciation partielle des

variables dans {vA : A ∈ A} satisfaisant les contraintes de borne et de monotonie peut être étendue en

une instanciation de toutes les variables vA, A ⊆ Q, vérifiant les contraintes de borne et de monotonie.

Démonstration. Supposons que les inégalités lA ≤ lB et uA ≤ uB sont vraies pour tous sous-ensembles

A ⊂ B ⊆ Q. Soit I une instanciation des variables dans {vA : A ∈ A} où A ⊂ 2Q. Supposons que

cette instanciation partielle respecte les contraintes suivantes : vA ∈ [lA, uA] pour tout sous-ensemble

A ∈ A (contraintes de borne) et vA ≤ vB pour tous sous-ensembles A,B ∈ A, A ⊂ B (contraintes de

monotonie). Considérons à présent l’extension complète de I décrite ci-dessous :

∀A 6∈ A, vA = max{lA, max
A′∈A:A′⊂A

vA′} (2.18)

Nous supposons ici que la valeur maxA′∈A:A′⊂A vA′ est égale à −∞ lorsque l’ensemble {A′ ∈ A : A′ ⊂ A}
est vide. L’objectif est de montrer que cette instanciation complète vérifie à la fois les contraintes de

borne et de monotonie.

Contraintes de borne : il s’agit de montrer que nous avons vA ∈ [lA, uA] pour tout A ⊆ Q. Notons que,

pour les sous-ensembles A ∈ A, le résultat découle directement de nos hypothèses sur I. Pour tout sous-

ensemble A 6∈ A, nous avons forcément vA ≥ lA par définition de l’extension de I (cf. l’équation (2.18)).

Pour montrer que nous avons aussi vA ≤ uA, rappelons que nous avons uA′ ≤ uA pour tout A′ ⊂ A.

Nous obtenons alors :

vA = max{lA, max
A′∈A:A′⊂A

vA′} ≤ max{uA, max
A′∈A:A′⊂A

uA′} ≤ max{uA, uA} = uA
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Contraintes de monotonie : il s’agit cette fois-ci de montrer que l’inégalité vA ≤ vB est vraie pour tous

A ⊂ B ⊆ Q. Pour ce faire, nous distinguons les quatre cas suivants :

• A ∈ A et B ∈ A : nous obtenons directement vA ≤ vB par définition de l’instanciation I.

• A ∈ A et B 6∈ A : puisque A ∈ {B′ ∈ A : B′ ⊂ B} par définition, alors :

vA ≤ max
B′∈A:B′⊂B

vB′ ≤ max{lB, max
B′∈A:B′⊂B

vB′} = vB

• A 6∈ A et B ∈ A : considérons un sous-ensemble A′ ⊂ A avec A′ ∈ A (si un tel sous-ensemble

existe). Puisque A ⊂ B, nous avons aussi A′ ⊂ B. Comme A′ et B sont deux éléments de A, nous

déduisons vA′ ≤ vB par définition de I. Pour obtenir le résultat désiré, il suffit finalement d’écrire

l’expression de vA selon l’équation (2.18) :

vA = max{lA, max
A′∈A:A′⊂A

vA′} ≤ max{lB, vB} = vB

• A 6∈ A et B 6∈ A : puisque A ⊂ B, nous avons lA ≤ lB par hypothèse. Par ailleurs, comme A ⊂ B,

nous avons aussi {A′ ∈ A : A′ ⊂ A} ⊆ {B′ ∈ A : B′ ⊂ B}. Par conséquent, en utilisant l’équation

(2.18), nous obtenons :

vA = max{lA, max
A′∈A:A′⊂A

vA′ ] ≤ max{lB, max
B′∈A:B′⊂B

vB′} = vB

Ainsi, nous avons construit une instanciation de toutes les variables qui étend l’instanciation I tout

en satisfaisant les contraintes de borne et de monotonie.

Puisque les sous-ensembles de A(x,y) sont les seuls qui apparaissent dans la fonction objectif du

programme (2.8)-(2.11), alors en appliquant la proposition 4 à l’ensemble A = A(x,y), nous savons que

PMR(x, y,ΩP) peut être obtenu en considérant uniquement les contraintes de monotonie impliquant

les variables vA, A ∈ A(x,y). Ce résultat nous permet de calculer PMR(x, y,ΩP) de manière exacte en

utilisant un solveur pour résoudre le programme linéaire (plus simple) suivant :

max
v

q∑
j=1

( [
y(j) − y(j−1)

]
vY(j) −

[
x(j) − x(j−1)

]
vX(j)

)
(2.19)

s.c. vX(j+1)
≤ vX(j)

, ∀j ∈ {1, . . . , q − 1} (2.20)

(LP1) vY(j+1)
≤ vY(j) , ∀j ∈ {1, . . . , q − 1} (2.21)

vX(j)
≤ vY(k) , ∀j, k ∈ Q : X(j) ⊂ Y(k) (2.22)

vY(j) ≤ vX(k)
, ∀j, k ∈ Q : Y(j) ⊂ X(k) (2.23)

lX(j)
≤ vX(j)

≤ uX(j)
, ∀j ∈ Q (2.24)

lY(j) ≤ vY(j) ≤ uY(j) , ∀j ∈ Q (2.25)

où les équations (2.20-2.23) et les équations (2.24-2.25) représentent respectivement les nouvelles contraintes
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de monotonie et de préférences. Le programme LP1 comprend au plus 2q− 1 variables (au lieu de 2q) et

seulement un nombre quadratique de contraintes (au lieu d’un nombre exponentiel).

Le programme linéaire LP1 peut en réalité être davantage simplifié, de sorte à obtenir une formulation

ne faisant intervenir qu’un nombre linéaire de contraintes. Pour le montrer, nous notons cA le coefficient

de la variable de décision vA, A ∈ A(x,y), dans la fonction objectif du programme LP1. Cette fonction

peut donc s’écrire
∑

A∈A(x,y)
cAvA où :

cA = −(x(j) − x(j−1)) ≤ 0, si A = X(j) et A 6= Y(j) pour un certain j ∈ Q,

cA = y(j) − y(j−1) ≥ 0, si A 6= X(j) et A = Y(j) pour un certain j ∈ Q,

cA = y(j) − y(j−1) − (x(j) − x(j−1)), si A = X(j) et A = Y(j) pour un certain j ∈ Q.

Remarquons que nous ne pouvons pas avoir X(j) = Y(k) avec j 6= k puisque ces deux ensembles de

niveau auraient dans ce cas des cardinalités différentes. Notons par ailleurs que toutes les variables

vA, A ∈ A(x,y), telles que cA = 0 n’ont en réalité aucun impact sur la fonction objectif (2.19). Par

conséquent, en utilisant la proposition 4, nous pouvons retirer toutes ces variables du programme linéaire

pour obtenir une formulation plus simple. Cependant, pour alléger la présentation des résultats qui vont

suivre, nous supposons à présent que cA 6= 0 pour tout A ∈ A(x,y).
1

Tout d’abord, nous souhaitons montrer que l’équation (2.22) peut être enlevée du programme LP1 car

celle-ci engendre des redondances. Notons LP′1 le programme linéaire obtenu en retirant cette équation

du programme LP1. La proposition suivante va nous permettre d’établir le résultat désiré :

Proposition 5. Soit v une solution optimale de LP′1. Pour tout A ∈ A(x,y) tel que cA > 0, nous avons :

vA = min{uA, min
A′∈Pa(A)

vA′} (2.26)

où Pa(A) = {A′ ∈ A(x,y) : A′ ⊃ A et cA′ < 0} est l’ensemble des “parents négatifs” de l’ensemble A.

Démonstration. Soit v∗ une solution optimale du programme LP′1. Supposons que v∗ ne vérifie pas

l’équation (2.26) pour au moins un ensemble A ∈ A(x,y) tel que cA > 0. Soit v̂ la solution définie par :

• v̂A = v∗A pour tout A ∈ A(x,y) tel que cA < 0.

• v̂A = min{uA, min
A′∈Pa(A)

v̂A′} pour tout A ∈ A(x,y) tel que cA > 0.

Par construction, la solution v̂ vérifie l’équation (2.26) pour tout A ∈ A(x,y) tel que cA > 0. Notre

objectif est de montrer que v̂ est aussi une solution réalisable du programme LP′1 et que v̂ est strictement

meilleure que la solution v∗ (ce qui soulève une contradiction).

Pour prouver que v̂ est une solution réalisable de LP′1, nous devons montrer que la solution v̂ vérifie

les équations (2.20), (2.21), (2.23), (2.24) et (2.25) :

1. Dans le cas contraire, tous les résultats établis dans cette sous-section peuvent être obtenus en restreignant A(x,y) aux
ensembles A tels que cA 6= 0 et en utilisant les mêmes arguments sur cette version simplifiée du programme.
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• Équation (2.20) : soient A,B ∈ A(x,y) tels que A ⊂ B, cA < 0 et cB < 0. Nous voulons montrer

que l’inégalité v̂A ≤ v̂B est forcément vraie. Puisque A ⊂ B et v∗ est une solution réalisable de

LP′1, alors nous avons v∗A ≤ v∗B par l’équation (2.20). Comme par ailleurs nous v̂A = v∗A et v̂B = v∗B
par définition de v̂, alors nous avons bien v̂A ≤ v̂B.

• Équation (2.21) : soient A,B ∈ A(x,y) tels que A ⊂ B, cA > 0 et cB > 0. Il s’agit de montrer

que l’inégalité v̂A ≤ v̂B est vérifiée. Comme A ⊂ B, alors nous avons uA ≤ uB par hypothèse

et Pa(B) ⊆ Pa(A) par définition. Par ailleurs, puisque v̂ vérifie l’équation (2.26) pour tout

X ∈ A(x,y) tel que cX > 0, alors nous avons :

v̂A = min{uA, min
A′∈Pa(A)

v̂A′} ≤ min{uB, min
B′∈Pa(B)

v̂B′} = v̂B

• Équation (2.23) : soient A,B ∈ A(x,y) tels que A ⊂ B, cA > 0 et cB < 0. Montrons que v̂A ≤ v̂B

est vraie. Comme B ⊃ A, alors B ∈ Pa(A) par définition de Pa(A). En utilisant l’équation (2.26),

nous obtenons donc :

v̂A = min{uA, min
A′∈Pa(A)

v̂A′} ≤ min{uA, v̂B} ≤ v̂B

• Équations (2.24) et (2.25) : nous devons montrer que les inégalités lA ≤ v̂A ≤ uA sont vraies pour

tout A ∈ A(x,y). Remarquons que, pour tout A ∈ A(x,y) tel que cA < 0, nous avons nécessairement

lA ≤ v̂A ≤ uA puisque v̂A = v∗A et v∗ est une solution réalisable. Soit A ∈ A(x,y) tel que cA > 0.

Par définition, nous avons v̂A ≤ uA (cf. équation (2.26)) est vraie. Par conséquent, nous avons

juste à montrer que v̂A ≥ lA. Puisque lA′ ≥ lA pour tout A′ ∈ Pa(A), nous obtenons finalement :

v̂A = min{uA, min
A′∈Pa(A)

v̂A′} ≥ min{lA, min
A′∈Pa(A)

lA′} ≥ lA

Ainsi, v̂ est bien une solution réalisable du programme LP′1. Montrons maintenant que v̂ est stricte-

ment meilleure que v∗. En d’autres termes, il s’agit de démontrer que l’inégalité suivante est vérifiée :∑
A∈A(x,y)

cAv̂A >
∑

A∈A(x,y)

cAv
∗
A

Comme v∗A = v̂A pour tout A ∈ A(x,y) tel que cA < 0, alors il suffit de montrer :

• v∗A ≤ v̂A pour tout A ∈ A(x,y) tel que cA > 0,

• v∗A < v̂A pour au moins un ensemble A ∈ A(x,y) tel que cA > 0.

Notons que nous avons forcément v∗A ≤ uA (par l’équation (2.25)) et v∗A ≤ minA′∈Pa(A) v
∗
A′ (par l’équation

(2.23)) puisque v∗ est une solution réalisable ; par conséquent, nous avons v∗A ≤ min{uA,minA′∈Pa(A) v
∗
A′}.

Comme par ailleurs v∗A′ = v̂A′ pour tout A′ ∈ Pa(A), alors nous obtenons :

v∗A ≤ min{uA, min
A′∈Pa(A)

v∗A′} = min{uA, min
A′∈Pa(A)

v̂A′} = v̂A
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Observons que la première inégalité est stricte si l’équation (2.26) n’est pas vérifiée. Comme il existe bel

et bien un sous-ensemble A ∈ A(x,y), cA > 0, tel que cette équation n’est pas satisfaite (par définition de

v∗), alors nous concluons que la solution v̂ est strictement meilleure que la solution v∗ ; cette conclusion

contredit nos hypothèses initiales.

Cette proposition, donnant une condition nécessaire d’optimalité, nous permet de démontrer le

résultat suivant :

Proposition 6. Toute solution optimale de LP′1 est une solution optimale de LP1.

Démonstration. Soit v une solution optimale du programme LP′1. Nous devons montrer que la solution

v vérifie l’équation (2.22) : il s’agit de prouver que nous avons nécessairement vX(j)
≤ vY(k) pour tous

j, k ∈ Q tels que X(j) ⊂ Y(k). Puisque cY(k) > 0, alors vY(k) = min{uvY(k) ,minA∈Pa(Y(k)) vA} d’après la

proposition 5. Nous distinguons alors les deux cas suivants :

• vY(k) = uY(k) : dans ce cas, puisque X(j) ⊂ Y(k), alors uX(j)
≤ uY(k) . Par ailleurs, nous avons

vX(j)
≤ uX(j)

par l’équation (2.24). Par conséquent :

vX(j)
≤ uX(j)

≤ uY(k) = vY(k)

• vY(k) = minA∈Pa(Y(k)) vA : si Pa(Y(k)) = ∅, alors vY(k) = uY(k) et donc le résultat peut être

obtenu comme dans le cas précédent. Dans le cas contraire, remarquons que nous avons forcément

Pa(Y(k)) ⊆ {A ∈ A(x,y) : cA < 0} ⊆ {X(l) : l ∈ Q}. Par conséquent, il existe l ∈ Q tel

que vY(k) = minA∈Pa(Y(k)) vA = vX(l)
. Par ailleurs, puisque X(j) ⊂ Y(k) (par hypothèse) et que

Y(k) ⊂ X(l) (par définition de Pa(Y(k))), alors nous avons X(j) ⊂ X(l) par transitivité de l’inclusion.

Enfin, comme v vérifie l’équation (2.20), alors nous en déduisons :

vX(j)
≤ vX(l)

= vY(k)

Cette proposition nous permet de conclure que l’équation (2.22) n’est pas nécessaire pour déterminer

la solution optimale du programme LP1. En réalité, nous pouvons encore retirer des contraintes de

ce programme linéaire. Plus précisément, certaines contraintes correspondant à l’équation (2.23) ne

sont pas utiles. En effet, s’il existe j, k ∈ Q tels que Y(j) ⊂ X(k), alors nous avons aussi Y(j) ⊂ X(l)

pour tout l ∈ {1, . . . , k − 1} car les ensembles de niveau de x forment une séquence embôıtée. Par

conséquent, il existe des redondances entre les équations (2.23) et (2.20). Pour les éviter, il suffit d’imposer

vY(j) ≤ vX(k)
uniquement lorsque Y(j) ⊂ X(k) et Y(j) 6⊆ X(k+1). Par ailleurs, nous avons Y(l) ⊂ X(k) pour

tout l ∈ {j + 1, . . . , q}, car les ensembles de niveau de y forment eux aussi une séquence embôıtée ;

ceci provoque une redondance avec l’équation (2.21) cette fois-ci. En conséquence, il convient d’imposer

vY(j) ≤ vX(k)
uniquement lorsque Y(j) ⊂ X(k), Y(j) 6⊆ X(k+1) et Y(j−1) 6⊆ X(k). Toutes ces simplifications
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conduisent finalement au programme suivant :

max
v

q∑
j=1

( [
y(j) − y(j−1)

]
vY(j) −

[
x(j) − x(j−1)

]
vX(j)

)
(2.27)

s.c. vX(j+1)
≤ vX(j)

, ∀j ∈ {1, . . . , q − 1} (2.28)

(LP2) vY(j+1)
≤ vY(j) , ∀j ∈ {1, . . . , q − 1} (2.29)

vY(j) ≤ vX(k)
, ∀j, k ∈ Q : Y(j) ⊂ X(k), Y(j) 6⊆ X(k+1), Y(j−1) 6⊆ X(k) (2.30)

lX(j)
≤ vX(j)

≤ uX(j)
, ∀j ∈ Q (2.31)

lY(j) ≤ vY(j) ≤ uY(j) , ∀j ∈ Q (2.32)

Cette formulation linéaire implique au plus 2q−1 variables (associées aux éléments de A(x,y)) reliées par

au plus 3(q − 1) contraintes de monotonie (cf. équations (2.28)-(2.30)).

Exemple 17. Considérons un problème de décision avec cinq critères (c’est-à-dire, Q = {1, 2, 3, 4, 5}),

et deux alternatives x = (1, 0.8, 0.4, 0.5, 0.1) et y = (0.8, 1, 0.6, 0.2, 0.4). Nous avons ici :

Ch(x, v) = 0.1v(Q) + 0.3v({1, 2, 3, 4}) + 0.1v({1, 2, 4}) + 0.3v({1, 2}) + 0.2v({1})

Ch(y, v) = 0.2v(Q) + 0.2v({1, 2, 3, 5}) + 0.2v({1, 2, 3}) + 0.2v({1, 2}) + 0.2v({2})

Le programme linéaire LP2 associé au calcul de PMR(x, y,ΩP) est donc le suivant :

max
v

0.2(v{1,2,3,5} + v{1,2,3} + v{2} − v{1}) + 0.1(vQ − v{1,2} − v{1,2,4})− 0.3v{1,2,3,4}

s.c. v{1} ≤ v{1,2} ≤ v{1,2,4} ≤ v{1,2,3,4} ≤ vQ (2.33)

v{2} ≤ v{1,2} ≤ v{1,2,3} ≤ v{1,2,3,5} ≤ vQ (2.34)

v{1,2,3} ≤ v{1,2,3,4} (2.35)

l{1} ≤ v{1} ≤ u{1}, l{1,2} ≤ v{1,2} ≤ u{1,2}, l{1,2,4} ≤ v{1,2,4} ≤ u{1,2,4}
l{1,2,3,4} ≤ v{1,2,3,4} ≤ u{1,2,3,4}, lQ ≤ vQ ≤ uQ, l{2} ≤ v{2} ≤ u{2}
l{1,2,3} ≤ v{1,2,3} ≤ u{1,2,3}, l{1,2,3,5} ≤ v{1,2,3,5} ≤ u{1,2,3,5}

où les équations (2.33) et (2.34) correspondent respectivement aux contraintes des équations (2.28) et

(2.29), tandis que l’équation (2.35) nous donne la seule contrainte associée à l’équation (2.30) ; toutes

les autres contraintes proviennent des équations (2.31)-(2.32). Ainsi, nous avons besoin ici de seulement

8 variables (au lieu de 32) et 9 contraintes de monotonie (au lieu de 80).

2.2.2 Optimisation du critère Minimax Regret par un algorithme itératif

Bien que les solveurs actuels soient capables de résoudre relativement facilement toute instance du

programme linéaire LP2, la détermination du mMR requiert dans le pire cas un nombre quadratique
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de telles résolutions (cf. définition 36). Dans l’optique de réduire les temps de calculs, nous proposons

maintenant une méthode itérative permettant de résoudre toute instance du programme LP2 sans avoir

recours à la programmation linéaire. Soit G = (V, E) le graphe de contraintes associé aux contraintes de

monotonie du programme LP2. Le graphe G est formellement défini comme suit :

• V = {X(j) : j ∈ Q} ∪ {Y(j) : j ∈ Q} est l’ensemble des nœuds du graphe ; chaque nœud est ainsi

associé à un sous-ensemble de critères A ⊆ Q tel que la variable de décision vA est dans LP2.

• E est l’ensemble des arcs du graphe ; l’arc (A,B) appartient au graphe si et seulement si la

contrainte vA ≥ vB apparâıt dans les équations (2.28)-(2.30).

Dans le graphe G, les arcs correspondant aux équations (2.28)-(2.29) forment deux chemins caractérisés

par les listes de nœuds suivantes : Px = (X(1), . . . , X(q)) et Py = (Y(1), . . . , Y(q)). Notons que ces deux

chemins passent à eux deux par tous les nœuds du graphe de contraintes. Soit A− (resp. A+) la sous-

séquence de Px (resp. Py) composée de tous les nœuds A tels que cA < 0 (resp. cA > 0), où cA est

le coefficient de la variable vA dans la fonction objectif (2.27). Par définition, les séquences A− et A+

vérifient les propriétés suivantes :

• A− et A+ incluent, à elles deux, tous les nœuds de V et n’ont aucun nœud en commun.

• A+
j ⊃ A

+
j+1 pour tout j ∈ {1, . . . , |A+| − 1}, où A+

k représente le kème nœud dans la séquence A+.

• A−j ⊃ A
−
j+1 pour tout j ∈ {1, . . . , |A−| − 1}, où A−k représente le kème nœud dans la séquence A−.

• pour tout j ∈ {1, . . . , |A−|}, il existe au plus un indice k ∈ {1, . . . , |A+|} tel que (A−j , A
+
k ) ∈ E .

Dans la suite, les variables correspondant aux nœuds dans A− (resp. A+) seront appelées variables

négatives (resp. variables positives) puisque celles-ci impactent négativement (resp. positivement) la fonc-

tion objectif. À titre d’exemple, nous donnons ci-après le graphe de contraintes associé à l’exemple 17 :

Q0.1

{1, 2, 3, 4}−0.3 {1, 2, 3, 5}0.2

{1, 2, 4}−0.1 {1, 2, 3}0.2

{1, 2}−0.1

{1}−0.2 {2}0.2

(a) Graphe de contraintes associé au calcul de
PMR(x, y,ΩP) ; les arcs tiretés (resp. en pointillés)
représentent le chemin Px (resp. Py) ; la valeur cA
est indiquée à gauche de chaque nœud A.

QA+
1

{1, 2, 3, 4}A−1 {1, 2, 3, 5}A+
2

{1, 2, 4}A−2 {1, 2, 3}A+
3

{1, 2}A−3

{1}A−4 {2}A+
4

(b) Séquences A− et A+ associées au calcul de
PMR(x, y,ΩP) ; dans cette figure, les éléments suc-
cessifs de la séquence A− (resp. A+) sont reliés entre
eux par des arcs tiretés (resp. en pointillés).

Figure 2.1 – Graphe de contraintes et les séquences A+ et A− correspondant à l’exemple 17.
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Puisque la séquence A+ (resp. A−) contient tous les nœuds A tel que la variable vA impacte positi-

vement (resp. négativement) la fonction objectif, nous souhaitons en réalité maximiser (resp. minimiser)

la variable vA pour tout A ∈ A+ (resp. pour tout A ∈ A−) afin de maximiser la fonction objectif. De

ce fait, s’il n’existe aucun arc de type (A−j , A
+
k ) dans E (représentant la contrainte vA−j

≥ vA+
k

), alors

la solution optimale du programme LP2 peut être obtenue aisément ; il suffit en effet de mettre vA à sa

borne inférieure lA pour tout A ∈ A− et vA à sa borne supérieure uA pour tout A ∈ A+. Dans le cas

contraire, pour tout arc de type (A−j , A
+
k ) dans E , il s’agit de déterminer si la variable vA−j

doit être

fixée à sa borne inférieure lA−j
(au prix de contraindre la variable vA+

k
) ou bien à une valeur plus grande.

Remarquons que, pour tout l ∈ {k+1, . . . , |A+|}, la contrainte vA−j
≥ vA+

l
est indirectement imposée par

les contraintes de monotonie car nous avons A+
l ⊂ A

+
k par définition de la séquence A+. Par conséquent,

pour tout j ∈ {1, . . . , |A−|}, il s’agit de décider si la variable vA−j
doit être fixée à sa borne inférieure lA−j

ou bien à une valeur supérieure pour préserver les variables dans l’ensemble {v
Djk

: 1 ≤ k ≤ |Dj |}, où Dj

représente la sous-séquence de A+ restreinte aux descendants de A−j dans le graphe G et Dj
k est le kème

élément de Dj .

Afin de déterminer la bonne décision, nous proposons de procéder de manière itérative. Le principe

général est le suivant : tout d’abord, nous souhaitons savoir si la variable vA−j
doit être mise à une valeur

plus grande que u
Dj1

(pour préserver la variable v
Dj1

) ou bien si la variable vA−j
doit être instanciée à une

valeur plus petite que u
Dj1

. Nous sommes dans le premier cas lorsque l’inégalité suivante est vérifiée :

∑
j≤k≤|A−|
A−k ⊃D

j
1

|cA−k | < c
Dj1

(2.36)

En effet, cette inégalité nous informe que la variable v
Dj1

a un plus grand impact sur la fonction

objectif que la variable vA−j
; en d’autres termes, diminuer la valeur de la variable v

Dj1
au profit de la

variable vA−j
conduit à une diminution locale de la valeur de la fonction objectif. Dans cette situation,

la variable vA−j
doit donc être instanciée à une valeur plus grande que u

Dj1
pour éviter de contraindre la

variable v
Dj1

(qui joue un rôle plus important). Si en revanche l’équation (2.36) n’est pas vérifiée, alors une

diminution de la valeur de v
Dj1

au profit de la variable vA−j
entrâıne cette fois-ci une augmentation locale

de la valeur de la fonction objectif. Dans ce cas, nous déduisons que la variable vA−j
doit être instanciée

à une valeur plus petite que u
Dj1

. Pour en connâıtre précisément la valeur, ce test doit être itéré sur le

nœud Dj
2, et cætera. Si jamais ce test échoue pour tous les nœuds Dj

k, avec 1 ≤ k ≤ |Dj |, alors la variable

vA−j
peut être mise à la valeur lA−j

(sa borne inférieure). Remarquons que la procédure itérative que nous

venons de décrire brièvement ne tient pas compte du fait que la variable vA−j
ne doit pas être instanciée

à une valeur plus petite que sa borne inférieure. Cette procédure itérative est présentée plus en détail

dans l’algorithme 1, qui précise notamment comment les contraintes de borne doivent être gérées durant

la détermination des valeurs des variables vA−j
, avec j ∈ {1, . . . , |A−|}. Notons que cet algorithme a une

complexité en O(q2) car nous avons d’une part |A−| ≤ q et d’autre part |Dj | ≤ |A+| ≤ q pour tout

j ∈ {1, . . . , |A−|}.
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Algorithm 1: Résolution du problème PMR(x, y,ΩP)

Input: deux alternatives x, y ∈ X, un ensemble de données P
Output: une instanciation des variables vA, A ∈ A(x,y)

1 Construction des séquences A− et A+ à partir de G le graphe de contraintes
2 for A ∈ A+ do vA ← uA
3 for j = 1 . . . |A−| do
4 vA−j

← lA−j
5 k ← 1
6 c+ ← 0
7 c− ← 0
8 while k ≤ |Dj | et v

Djk
> lA−j

do

9 c+ ← c+ + c
Djk

10 c− ← c− +
∑

l∈{j,...,|A−|}:Dl1=Djk
cA−l

11 if c+ + c− > 0 then
12 vA−j

← v
Djk

13 break

14 end
15 k ← k + 1

16 end
17 for k = 1 . . . |Dj | do v

Djk
← min{v

Djk
, vA−j

}
18 end
19 return v

La proposition suivante va nous être utile pour démontrer la validité de l’algorithme 1 :

Proposition 7. À la fin de chaque itération j de la boucle “for” de l’algorithme 1, nous avons :

∀A ∈ A+, vA = min{uA, min
A′∈Paj(A)

vA′}

où Paj(A) = {A−k , 1 ≤ k ≤ j : A ⊂ A−k }.

Démonstration. Montrons par récurrence que la proposition suivante, notée P (j), est vraie à la fin de

chaque itération j ∈ {0, . . . , |A−|} :

P (j) : ∀A ∈ A+, vA = min{uA, min
A′∈Paj(A)

vA′}

Pour l’itération j = 0 (avant entrer dans la boucle “for”), la proposition P (j) est trivialement vraie

puisque, pour tout A ∈ A+, Paj(A) = ∅ et vA est initialisée à uA (cf. ligne 2). Supposons maintenant

que P (j − 1) est vraie pour une certaine itération j ∈ {1, . . . , |A−| − 1}. Nous voulons montrer que

P (j) est dans ce cas nécessairement vraie aussi. Soit A ∈ A+. À la fin de l’itération j − 1, nous avons

vA = min{uA,minA′∈Paj−1(A) vA′} par hypothèse de récurrence ; notons qu’aucune variable de l’ensemble



Chapitre 2. Élicitation pour la décision multicritère non combinatoire 83

{vA′ : A′ ∈ Paj−1(A)} n’est ensuite modifiée durant l’itération j. Supposons tout d’abord que A 6⊂ A−j .

Dans ce cas, nous savons que la variable vA n’est pas modifiée par l’algorithme durant l’itération j car

seules les variables positives associées aux éléments de Dj sont modifiées. De plus, comme Paj(A) =

Paj−1(A), alors nous pouvons directement inférer le résultat : vA = min{uA, min
A′∈Paj(A)

vA′}.

Supposons maintenant que A ⊂ A−j . Dans ce cas, durant l’itération j, la variable vA est modifiée

selon la formule donnée en ligne 17 : vA = min{vA, vA−j }. Ainsi, à la fin de l’itération j, nous avons :

vA = min{vA, vA−j } par la ligne 17

= min{min{uA, min
A′∈Paj−1(A)

vA′}, vA−j } par hypothèse de récurrence

= min{uA, min
A′∈Paj−1(A)

vA′ , vA−j
}

= min{uA, min
A′∈Paj−1(A)∪{A−j }

vA′}

= min{uA, min
A′∈Paj(A)

vA′}

Finalement, nous avons montré que P (j) est vérifiée lorsque P (j − 1) est vraie. Par conséquent, pour

tout j ∈ {0, . . . , |A−|}, nous avons bien vA = min{uA,minA′∈Paj(A) vA′} pour tout A ∈ A+.

Ce résultat nous permet de dériver la proposition suivante :

Proposition 8. L’algorithme 1 retourne une solution v vérifiant l’équation (2.26) pour tout A ∈ A+.

Démonstration. Le résultat découle directement de la proposition 7 (avec j = |A−|) puisque Pa|A−|(A) =

Pa(A) par définition.

Cette proposition nous informe que l’algorithme 1 construit une solution vérifiant les conditions

nécessaires d’optimalité données par l’équation (2.26). Ces conditions nous ont en réalité fourni une

manière opérationnelle de déterminer les valeurs optimales des variables positives, lorsque celles des

variables négatives ont été spécifiées avant. Pour montrer que l’algorithme 1 est valide, il suffit maintenant

de montrer que les variables négatives sont “correctement” instanciées par cet algorithme. Ceci est réalisé

dans la preuve de la proposition suivante (donnée en annexe) :

Proposition 9. L’algorithme 1 retourne une solution optimale du programme LP2.

Pour illustrer le fonctionnement de notre algorithme, nous détaillons ci-après son exécution sur le

problème de l’exemple 17 :

Exemple 18. Reprenons le problème décrit dans l’exemple 17, avec les alternatives x et y définies par

x = (1, 0.8, 0.4, 0.5, 0.1) et y = (0.8, 1, 0.6, 0.2, 0.4). Nous souhaitons calculer PMR(x, y,ΩP) en appli-

quant l’algorithme 1. Rappelons que le programme linéaire LP2 correspondant à ce problème d’optimisa-

tion est donné dans l’exemple 17. Par ailleurs, le graphe des contraintes associé à ce problème, ainsi que

les séquences A+ et A− de ce graphe, sont quant à eux représentés dans la figure 2.1.
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Supposons que le décideur a déjà répondu à quelques questions et que les intervalles courants [lA, uA],

A ∈ A(x,y), sont les suivants : Déroulons l’algorithme 1 sur cet exemple. Tout d’abord, la ligne 2 nous

v{1} v{1,2} v{1,2,4} v{1,2,3,4} v{2} v{1,2,3} v{1,2,3,5} vQ
[0, 0.5] [0.2, 0.7] [0.3, 0.9] [0.6, 1] [0.1, 0.4] [0.4, 0.8] [0.5, 0.9] [1, 1]

dicte d’initialiser la variable vA à sa borne supérieure uA pour tout ensemble A ∈ A+ :

vQ = 1, v{1,2,3,5} = 0.9, v{1,2,3} = 0.8 et v{2} = 0.4

La première itération de la boucle “for” se concentre sur le nœud A−1 = {1, 2, 3, 4} ainsi que sur la

séquence de ses descendants D1 = ({1, 2, 3}, {2}). Tout d’abord, la variable v{1,2,3,4} est instanciée à sa

borne inférieure (cf. ligne 4) :

v{1,2,3,4} = l{1,2,3,4} = 0.6

Puis, durant la première itération de la boucle “while”, c’est le descendant D1
1 = {1, 2, 3} qui est étudié.

Puisque v{1,2,3} = 0.8 > 0.6 = l{1,2,3,4}, alors les valeurs c+ = c{1,2,3} = 0.2 (cf. ligne 9) et c− =

c{1,2,3,4} = −0.3 (cf. ligne 10) sont calculées. Cette itération de la boucle “while” s’arrête ensuite puisque

la condition c+ + c− > 0 n’est pas vérifiée. C’est alors le descendant D1
2 = {2} qui est étudié à l’itération

suivante. Puisque v{2} = 0.4 ≤ 0.6 = l{1,2,3,4}, alors la boucle “while” s’arrête immédiatement. Cette

itération de la boucle “for” se termine alors en réalisant les mises à jour suivantes (cf. ligne 17) :

v{1,2,3}= min{v{1,2,3}, v{1,2,3,4}}= min{0.8, 0.6}= 0.6 et v{2}= min{v{2}, v{1,2,3,4}}= min{0.4, 0.6}= 0.4

La seconde itération de la boucle “for” traite le nœud A−2 = {1, 2, 4} dont la séquence de descendants

est D2 = ({2}). La variable v{1,2,4} est tout d’abord fixée à sa valeur minimale (cf. ligne 4) :

v{1,2,4} = l{1,2,4} = 0.3

Ensuite, la première itération de la boucle “while” s’intéresse au nœud D2
1 = {2}. Comme v{2} = 0.4 >

0.3 = l{1,2,4}, alors les valeurs c+ = c{2} = 0.2 et c− = c{1,2,4} + c{1,2} = −0.2 sont calculées d’après

les lignes 9 et 10. Puisque la condition c+ + c− > 0 n’est pas vérifiée à cette itération, alors celle-ci

se termine immédiatement. Comme en plus |D2| = 1, alors la boucle “while” s’achève en même temps.

Finalement, l’algorithme réalise la mise à jour suivante (cf. ligne 17) :

v{2} = min{v{2}, v{1,2,4}} = min{0.4, 0.3} = 0.3

Durant la troisième itération, c’est le nœud A−3 = {1, 2} qui est étudié, la séquence de ses descendants

étant D3 = ({2}). Tout d’abord, la variable v{1,2} est instanciée à sa valeur minimale (cf. ligne 4) :

v{1,2} = l{1,2} = 0.2
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Puis, l’attention se porte sur le descendant D3
1 = {2}. Puisque v{2} = 0.3 > 0.2 = l{1,2}, alors les valeurs

c+ = c{2} = 0.2 (cf. ligne 9) et c− = c{1,2} = −0.1 (cf. ligne 10) sont calculées. La condition c+ + c− > 0

est cette fois-ci vérifiée. Par conséquent, la valeur de v{1,2} est modifiée comme suit (cf. ligne 12) :

v{1,2} = v{2} = 0.3

La boucle “while” s’interrompt alors immédiatement suite à l’exécution de l’instruction “break”. Puis,

la mise à jour suivante est effectuée par l’algorithme (cf. ligne 17) :

v{2} = min{v{2}, v{1,2}} = min{0.3, 0.3} = 0.3

À la dernière itération de la boucle “for” est considéré le nœud A−4 = {1}. La variable v{1} est alors

instanciée à sa valeur minimale en suivant la ligne 4 :

v{1} = l{1} = 0

Cette itération s’arrête ensuite parce que nous avons ici D4 = ∅. En résumé, sur cet exemple, l’algorithme

construit et retourne l’instanciation complète suivante :

v{1} v{1,2} v{1,2,4} v{1,2,3,4} v{2} v{1,2,3} v{1,2,3,5} vQ
0 0.3 0.3 0.6 0.3 0.6 0.9 1

Dans cette sous-section, nous avons vu que le problème d’optimisation PMR(x, y,ΩP) peut être résolu

par un algorithme itératif de complexité quadratique, pourvu que les données de préférences disponibles

soient de la forme (1A0,Λ) ou (Λ, 1A0). Dans le cadre de l’élicitation incrémentale, cette dernière condi-

tion nécessite de restreindre les interactions avec le décideur à un certain type de questions, ce qui exclut

la possibilité d’utiliser la stratégie CSS (présentée en section 1.4.2) pour engendrer des questions de

préférence. Il s’agit donc pour nous de concevoir une stratégie d’élicitation efficace, produisant unique-

ment des questions de comparaison entre des alternatives binaires de type 1A0 et des profils constants

de type Λ = (λ, . . . , λ) ; ceci est l’objet de la sous-section suivante.

2.2.3 Stratégie d’élicitation

La stratégie de génération de questions que nous proposons dans cette sous-section est une heuristique

du critère de sélection WmMR (introduit en section 1.4.2). Pour pouvoir la présenter de manière formelle,

plaçons-nous à une itération quelconque de la méthode d’élicitation et détaillons l’étape de sélection de

la prochaine question à poser. Soient [lA, uA], A ⊆ Q, les intervalles représentant toutes les valeurs v(A)

compatibles avec l’ensemble P des informations collectées jusque là. Pour simplifier la présentation, nous

adoptons ici la notation (A, λ) pour faire référence à la question demandant au décideur de comparer les

alternatives 1A0 et Λ = (λ, . . . , λ) avec A ⊆ Q et λ ∈ [lA, uA].
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Dans notre contexte, une question optimale pour le critère de sélection WmMR est caractérisée par

une paire (A, λ) minimisant la quantité suivante (cf. définition 37) :

WmMR((A, λ),ΩP) = max
{

mMR(X ,ΩP∪{(1A0,Λ)}), mMR(X ,ΩP∪{(Λ,1A0)})
}

Poser une telle question permet par définition de réduire le plus possible la valeur mMR dans le pire

scénario de réponse de décideur. Par définition du critère WmMR, pour déterminer une question optimale,

il est nécessaire de calculer, pour tout A ⊆ Q, la quantité suivante :

λA = arg min
λ∈[lA,uA]

WmMR((A, λ),ΩP)

= arg min
λ∈[lA,uA]

max
{

mMR(X ,ΩP∪{(1A0,Λ)}), mMR(X ,ΩP∪{(Λ,1A0)})
}

(2.37)

En effet, il faut ensuite choisir un ensemble A∗ dans arg minA⊆QWmMR((A, λA),ΩP) pour que la paire

(A∗, λA∗) caractérise une question optimale pour le critère WmMR.

D’après l’équation (2.37), déterminer la valeur λA pour un ensemble A ⊆ Q donné revient à minimiser

sur λ ∈ [lA, uA] le maximum entre les valeurs mMR(X ,ΩP∪{(1A0,Λ)}) et mMR(X ,ΩP∪{(Λ,1A0)}). Obser-

vons que la valeur mMR(X ,ΩP∪{(1A0,Λ)}) décrôıt quand la valeur λ augmente car la donnée (1A0,Λ)

induit les contraintes v(B) ≥ λ, avec B ⊇ A, qui deviennent de plus en plus contraignantes quand λ

augmente. Similairement, la fonction mMR(X ,ΩP∪{(Λ,1A0)}) est croissante en λ car la donnée (Λ, 1A0)

impose les contraintes v(B) ≤ λ, avec B ⊆ A, qui deviennent de moins en moins contraignantes quand λ

crôıt. Comme par ailleurs ces deux fonctions ont la même valeur maximale (qui est mMR(X ,ΩP)), alors

nous en concluons que celles-ci s’intersectent nécessairement. D’après l’équation (2.37), cette intersection

caractérise exactement la valeur λA, qui peut donc être obtenue en utilisant un algorithme dichotomique

classique (cf. figure 2.2 pour une illustration graphique).

mMR(X ,ΩP)

lA uA
|| |

λA

mMR(X ,ΩP∪(Λ,1A0))

mMR(X ,ΩP∪(1A0,Λ))

Figure 2.2 – Caractérisation de la valeur λA pour un ensemble A ⊆ Q donné.
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Notons que si jamais l’égalité WmMR((A∗, λA∗),ΩP) = mMR(X ,ΩP) est vraie à l’itération courante,

alors rien ne garantit que poser la question (A∗, λA∗) conduise à une réduction de la valeur mMR. Dans

ce cas, un critère de sélection moins conservateur que le WmMR peut être envisagé pour discriminer

entre les différentes questions possibles. Par exemple, nous pouvons choisir la question de type (A, lA+uA
2 )

qui minimise la moyenne des valeurs mMR obtenus dans les différents scénarios de réponses.

Par ailleurs, soulignons le fait que la détermination d’une question optimale pour le critère WmMR

nécessite de considérer les 2q − 2 sous-ensembles propres de Q, ce qui n’est pas envisageable lorsque

le nombre de critères est important. Pour que cette étape de sélection soit réalisable en pratique, nous

proposons de concentrer nos efforts sur des sous-ensembles A directement impliqués dans le calcul de la

valeur mMR(X ,ΩP). L’idée est de contraindre davantage des variables induisant la valeur mMR(X ,ΩP)

courante pour que celle-ci soit potentiellement plus petite à l’itération suivante. L’heuristique que nous

proposons se focalise plus précisément sur les sous-ensembles A intervenant dans le calcul de la valeur

PMR(x∗, y∗,ΩP), où x∗ est une alternative optimale pour le critère de décision Minimax Regret et

y∗ est une alternative arbitrairement choisie dans l’ensemble arg maxy∈X PMR(x∗, y,ΩP) ; ce choix est

essentiellement motivé par le fait que l’égalité PMR(x∗, y∗,ΩP) = mMR(X ,ΩP) est vraie par définition

des alternatives x∗ et y∗. Ainsi, les sous-ensembles A considérés par notre méthode sont tous ceux

contenus dans l’ensemble suivant :

A(x∗,y∗) = {X∗(j) : j ∈ Q} ∪ {Y ∗(j) : j ∈ Q}

où X∗(j) et Y ∗(j) représentent respectivement le j ème ensemble de niveau de x∗ et y∗ (cf. définition 15).

Avec cette heuristique, au plus 2q − 2 sous-ensembles A sont étudiés au lieu des 2q − 2 sous-ensembles

propres de Q ; dans la sous-section suivante, nous verrons que notre stratégie de génération de questions

est relativement efficace en pratique malgré cette restriction.

Enfin, il est important de remarquer que notre stratégie ne peut créer des incohérences dans l’ensemble

P des données collectées sur les préférences du décideur ; autrement dit, l’ensemble ΩP ne peut devenir

vide après insertion de la réponse du décideur dans l’ensemble P. En effet, par définition des intervalles

[lA, uA], A ⊆ Q, les deux réponses 1A0 % (λ, . . . , λ) et (λ, . . . , λ) % 1A0 sont tout à fait possibles

si λ appartient à l’intervalle [lA, uA]. Plus précisément, celles-ci se traduisent respectivement par des

contraintes de types “v(B) ≥ λ” et “v(B) ≤ λ” avec λ ∈ [lB, uB], ce qui transforme les intervalles

[lB, uB] en [λ, uB] et [lB, λ] respectivement (qui sont bien non vides dans les deux cas).

2.2.4 Résultats expérimentaux

Les premiers tests que nous présentons ici ont pour but d’évaluer l’efficacité de notre stratégie de

génération de questions présentée en Section 2.2.3 en terme de nombre de questions nécessaires pour

pouvoir formuler une recommandation. Rappelons que chaque question engendrée par cette procédure

implique deux alternatives fictives choisies soigneusement : une alternative de type 1A0, A ⊆ Q, et un

profil d’utilité constant de type Λ = (λ, . . . , λ), λ ∈ [lA, uA]. Par conséquent, comme base de comparaison,
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nous considérons la stratégie de génération de questions consistant à choisir, à chaque itération de

la procédure d’élicitation, l’ensemble A et l’utilité λ ∈ [lA, uA] aléatoirement. Partant d’une base de

données P vide, nous simulons les réponses aux questions à l’aide d’une intégrale de Choquet engendrée

aléatoirement, chaque réponse étant ensuite insérée dans P. À chaque itération, nous calculons à la

fois la valeur mMR et le real regret, ce dernier correspondant à la perte d’utilité réelle engendrée par

la recommandation de l’alternative optimale pour le critère de décision Minimax Regret au lieu de

l’alternative que le décideur préfère réellement ; cette différence d’utilité est tout simplement calculée

avec l’intégrale de Choquet utilisée pour répondre aux différentes questions. Ces regrets sont exprimées

sur une échelle normalisée, associant la valeur 1 à la quantité mMR initiale (c’est-à-dire, la valeur mMR

obtenue avant d’avoir posé des questions). Rappelons que si la valeur mMR est égale à 0 à un moment

donné, alors cela signifie que la solution optimale pour le Minimax Regret est l’alternative que le décideur

préfère. Les vecteurs de performances des alternatives sont engendrés en sélectionnant aléatoirement des

solutions Pareto-optimales d’un problème de sac à dos multi-objectifs (voir les expériences de la Section

2.1), de sorte à obtenir des vecteurs qui sont incomparables avec la dominance de Pareto (nécessitant

donc des informations supplémentaires sur les préférences du décideur). La figure 3.1 montre les résultats

que nous avons obtenus en moyennant sur 100 expériences.

Figure 2.3 – Comparaison avec une génération de questions aléatoire (q = 10, 1000 alternatives).

Tout d’abord, nous voyons que la valeur mMR diminue bien plus rapidement avec notre stratégie

de génération de questions qu’avec la stratégie de génération aléatoire. Par exemple, après environ 20

questions en moyenne, la valeur mMR est inférieure à 10% du regret initial avec notre stratégie, alors que

cette valeur est toujours au dessus de 70% avec la stratégie aléatoire. Le même phénomène se produit

avec les regrets réels. Par ailleurs, nous observons que le real regret est bien plus faible que la valeur mMR
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à chaque itération (ce dernier fait a déjà été observé dans d’autres travaux, e.g., [Wang and Boutilier,

2003, Viappiani and Boutilier, 2009b, Boutilier et al., 2006]). Par exemple, avec notre stratégie, le real

regret est inférieur à 10% du regret initial après environ 8 questions en moyenne alors que le mMR est

au dessus de 30% de cette valeur à ce moment là.

Les expériences suivantes ont pour objectif d’évaluer les performances de notre stratégie d’élicitation

en comparaison avec la stratégie CSS présentée en Section 1.4.2. Comme cette stratégie demande au

décideur de comparer des alternatives réelles (et non des alternatives binaires à des profils constants),

alors les PMR sont calculées en utilisant un solveur pour résoudre le programme linéaire (2.8)-(2.11).

Par ailleurs, puisque les variables et les contraintes de ce programme sont en nombre exponentiel par

rapport au nombre de critères, nous considérons ici des instances plus petites que précédemment (q = 5

et 150 alternatives). Comme dans toutes nos expériences, nous faisons appel au solveur Gurobi depuis

un programme écrit en Java. Les résultats obtenus en moyennant 100 tests sont donnés en figure 2.4.

Figure 2.4 – Comparaison avec la stratégie CSS (q = 5, 150 alternatives).

Sur cette figure, nous pouvons voir que notre stratégie de génération de questions réalise des perfor-

mances relativement similaires à la stratégie CSS en terme de réduction de regrets ; par exemple, après

environ 20 questions en moyenne, les deux procédures parviennent à formuler une recommandation avec

un regret dans le pire cas en dessous de 10% du regret initial. Toutefois, notre stratégie de génération

de questions est plus avantageuse que la stratégie CSS en terme de temps. Pour nous en rendre compte,

nous comparons maintenant les temps de calcul de mMR observés avec les méthodes suivantes :

• M1 : les questions sont engendrées selon la stratégie CSS. Les PMR sont alors calculés en utilisant

un solveur pour résoudre le programme linéaire (2.8)-(2.11).

• M2 : les questions sont engendrées selon notre stratégie d’élicitation fondée sur les alternatives
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binaires et les profils constants. Les PMR sont calculés en utilisant un solveur pour résoudre le

programme linéaire simplifié (2.19)-(2.25).

• M3 : les questions sont ici aussi engendrées selon notre stratégie d’élicitation fondée sur les

alternatives binaires et profils constants, mais les PMR sont calculés en utilisant l’algorithme

itératif présenté en Section 2.2.2 (au lieu d’avoir recours à un solveur).

Pour évaluer l’impact des données collectées sur les temps de résolution, nous reportons ci-après les

résultats obtenus après respectivement 0, 10 et 20 itérations des procédures d’élicitation ; les expériences

ont été réalisées sur un Intel Core i7 CPU 3.60GHz avec 16GB de mémoire.

Table 2.2 – Comparaison des temps de calcul de mMR (en secondes).

q |X | |P| M1 M2 M3

5 150 0 4.473 3.846 0.005
5 150 10 4.833 2.594 0.001
5 150 20 4.805 2.820 0.001

5 1000 0 35.944 32.161 0.007
5 1000 10 25.471 24.129 0.004
5 1000 20 26.792 24.131 0.003

10 150 0 26.357 3.864 0.002
10 150 10 9.504 2.586 0.001
10 150 20 12.901 2.087 0.001

10 1000 0 276.067 57.795 0.014
10 1000 10 140.062 38.721 0.008
10 1000 20 218.528 34.499 0.007

Dans la table 2.2, nous observons que les temps de résolution avec M1 augmentent drastiquement

avec le nombre d’alternatives, notamment parce que celui-ci a un impact direct sur le nombre de PMR

à calculer. Le même phénomène se produit en augmentant le nombre de critères du problème. Ceci

s’explique par le fait que la formulation (2.8)-(2.11) contient un nombre de variables et de contraintes

qui est exponentiel en le nombre de critères. Sans surprise, nous observons par ailleurs que la méthode

M2 est globalement plus rapide que la méthode M1. En particulier, les performances de M2 se dégradent

moins rapidement que celles de M1 lorsque le nombre de critères augmente ; ceci est dû au fait que le

programme linéaire (2.19)-(2.25) fait intervenir uniquement un nombre linéaire de variables et contraintes.

La stratégie M3 est quant à elle beaucoup plus rapide que les deux autres (au moins de cinq ordres de

grandeur). De plus, ses temps de calcul sont très peu impactés par le nombre de critères du problème et

par le nombre d’alternatives à comparer. Pour donner une idée du gain de temps total, sur les instances

avec 1000 alternatives et 10 critères, la stratégie M3 engendre 50 questions en quelques minutes, alors

que M1 requiert plus de trois heures de calcul. En conclusion, en restreignant le type de questions, nous

avons été capable de produire une procédure d’élicitation incrémentale très efficace pour les intégrales

de Choquet, que ce soit en nombre de questions posées au décideur ou en temps de calcul.
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2.3 Approche incrémentale pour le rangement et le tri avec l’intégrale

de Choquet

Dans cette section, nous nous attelons à étendre l’approche d’élicitation incrémentale fondée sur le

concept de regret, traditionnellement utilisée pour la problématique du choix, aux problèmes de range-

ment et de tri en décision multicritère.

2.3.1 Une méthode par choix itérés pour le rangement

Le rangement est une problématique de recherche ayant reçu une attention relativement importante

de la part de diverses communautés, comme par exemple en psychologie (e.g., [Critchlow et al., 1991]),

en apprentissage automatique (e.g., [Cohen et al., 1999, Herbrich et al., 2000, Hüllermeier et al., 2008,

Ailon, 2012]) ou encore en gestion et en aide à la décision (e.g., [Fishburn, 1970, Keeney and Raiffa,

1976, Saaty, 1980, Jacquet-Lagrèze and Siskos, 1982, Brans and Vincke, 1985, Roy, 1996, Greco et al.,

2008]). Cette problématique est bien plus complexe que celle du choix, car il s’agit de comparer toutes

les alternatives entre elles pour produire un rangement.

Afin de déterminer le rangement reflétant les préférences du décideur du décideur, nous pouvons

définir une notion de regret de type PMR entre deux rangements, pour ensuite appliquer l’approche

d’élicitation incrémentale fondée sur les regrets. Bien que cette adaptation soit en théorie possible, celle-

ci ne semble pas envisageable en pratique car le nombre de rangements possibles est exponentiel en le

nombre d’alternatives du problème ; ainsi, le calcul systématique des PMR entre tous les rangements

possibles parâıt difficile à mettre en œuvre. De ce fait, nous abordons ici la problématique de range-

ment comme un problème de choix itérés, supposant que le décideur souhaite tout d’abord connâıtre

la meilleure alternative, puis la seconde, et ainsi de suite, ce qui produit à la fin un rangement sur

toutes les alternatives du problème. Ce processus décisionnel relativement naturel possède l’avantage de

pouvoir être interrompu à une itération k si seules les k premières alternatives sont désirées. Lorsque

la problématique de rangement est étudiée sous l’angle de choix itérés, celle-ci se présente comme une

extension simple des problèmes de choix, et nous allons voir que le meilleur rangement peut être construit

en exploitant les outils de résolution développés pour ces derniers problèmes.

Nous supposons ici que les préférences du décideur sont représentables par une intégrale de Choquet

(cf. définition 16) dont la capacité v est imprécisément connue par le système. Dans ce contexte, une

alternative x est nécessairement préférée à une alternative y si et seulement si l’inégalité Ch(x, v) ≥
Ch(y, v) est vraie pour toutes les capacités admissibles v ∈ ΩP , i.e. si et seulement si PMR(x, y,ΩP) ≤ 0.

Par ailleurs, si MR(x,X ,ΩP) ≤ 0 pour une alternative x ∈ X , alors x est nécessairement préférée à toutes

les autres alternatives ; dans ce cas, l’alternative x peut être mise en première position du rangement

sans craindre de faire une erreur. En revanche, si aucune alternative ne vérifie cette propriété, alors

nous pouvons envisager de poser des questions au décideur jusqu’à obtenir mMR(X ,ΩP) ≤ 0, ce qui

nous permet de détecter une alternative nécessairement préférée à toutes les autres ; pour ce faire, nous
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pouvons par exemple utiliser la stratégie de génération de questions que nous avons conçue spécialement

pour l’intégrale de Choquet (cf. Section 2.2.3). Cette alternative peut ensuite être retirée de l’ensemble

X des alternatives pour être placée en tête du rangement, et le processus de sélection peut être itéré

sur le reste des alternatives. Pour déterminer l’alternative suivante, il convient bien évidemment de

commencer l’élicitation avec l’ensemble de toutes les données collectées jusqu’à la fin de la première

étape. L’alternative qui sera sélectionnée durant la deuxième étape sera alors mise en seconde position

du rangement final, et ainsi de suite. Dans l’optique de réduire le nombre de questions posées, nous

pouvons nous accorder un seuil de tolérance δ ≥ 0 et décider de sélectionner une alternative x si et

seulement si l’inégalité MR(x,X ,ΩP) ≤ δ est vérifiée. Cette méthode interactive par choix itérés est

résumée dans l’algorithme 2.

Algorithm 2: Rangement par choix itérés.

Input: X : un ensemble d’alternatives
Output: L : une liste représentant le rangement final

1 L← ()
2 Z ← X
3 while Z 6= ∅ do
4 while mMR(Z,ΩP) > δ do
5 Poser une question au décideur et ajouter la réponse dans P
6 Mettre à jour ΩP en fonction de la réponse

7 end
8 Choisir z∗ dans arg minz∈Z MR(z, Z,ΩP)
9 Ajouter z∗ à la fin de la liste L

10 Retirer z∗ de l’ensemble Z

11 end
12 return L

Cet algorithme de rangement incrémental fondé sur le concept de regret satisfait la propriété suivante :

Proposition 10. Pour toute paire d’alternatives x, y telles que x est placée devant y dans le rangement

final, nous avons PMR(x, y,ΩP) ≤ δ, où P est l’ensemble de toutes les données collectées lors de la

construction du rangement.

Démonstration. Soit P ′ l’ensemble des données collectées avant l’ajout de x dans le rangement. Puisque

y est positionnée derrière x dans le rangement final, alors nous avons forcément PMR(x, y,ΩP ′) ≤ δ. De

plus, comme P ′ ⊆ P, alors nous avons ΩP ′ ⊇ ΩP , ce qui nous permet de dériver les inégalités suivantes :

PMR(x, y,ΩP) ≤ PMR(x, y,ΩP ′) ≤ δ.

Cette proposition met en lumière une propriété particulièrement intéressante de notre procédure de

rangement incrémental : aucun châınage d’erreurs ne se produit en combinant les préférences locales

déduites durant la construction du rangement.
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Résultats expérimentaux

Nous présentons à présent quelques résultats expérimentaux sur notre procédure de rangement

incrémental combinée à la procédure d’élicitation présentée en Section 2.2.3. Nous souhaitons étudier

l’évolution du nombre de questions engendrées en fonction du nombre d’alternatives déjà insérées dans le

rangement. Pour ce faire, nous réalisons des tests avec différents seuils de tolérance δ (0.05, 0.1 et 0.15)

afin d’estimer son impact sur le nombre de questions posées durant l’élicitation. La figure 2.5 résume les

résultats que nous avons obtenus en moyennant sur 50 tests, pour des instances à 1000 alternatives et 5

critères (les vecteurs de performances ont été engendrés comme dans la Section 2.1).

Figure 2.5 – Performance (en nombre questions) de la procédure de rangement incrémental par choix
itérés (q = 5, 1000 alternatives).

Sans grande surprise, nous voyons que le nombre de questions engendrées réduit lorsque le seuil de

tolérance δ augmente (puisque les exigences sur la garantie de performance s’affaiblissent). Par exemple,

le nombre de questions nécessaires à la construction du rangement complet est divisé par deux quand le

seuil de tolérance passe de 5% à 15% du regret initial. Par ailleurs, compléter le rangement après avoir

déterminé la première alternative semble avoir un faible coût marginal : il nous faut moins de deux fois

le nombre de questions posées durant la première étape. En réalité, nous avons observé empiriquement

que le nombre d’alternatives a un impact relativement faible sur le nombre de questions posées au total,

le nombre de questions engendrées à une étape du processus incrémental diminuant avec les itérations.
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2.3.2 Méthodes pour le tri avec seuils de préférence

Dans le domaine de l’aide à la décision, les problèmes de choix (sélection de la meilleure alternative),

de rangement (classement des alternatives de la meilleure à la plus mauvaise) et de tri (affectation des

alternatives dans des catégories prédéfinies) constituent les trois grandes problématiques de références.

Pour cette dernière problématique, il s’agit d’affecter toutes les alternatives du problème à des catégories

prédéfinies, en se basant non seulement sur la qualité intrinsèque des alternatives, mais aussi sur les

préférences subjectives du décideur. Par exemple, cette problématique apparâıt naturellement lorsque

le décideur souhaite décerner des distinctions spécifiques à des individus ou encore évaluer différentes

demandes de crédits financiers. Dans la littérature, on peut distinguer l’approche quantitative agréger

puis comparer de l’approche qualitative comparer puis agréger (e.g., [Perny, 2000, Grabisch and Perny,

2003]). Dans cette section, nous nous intéressons uniquement à cette première approche.

Lorsque les alternatives sont évaluées par le biais d’une fonction d’agrégation fω (e.g., somme pondérée,

intégrale de Choquet), il semble naturel de trier les alternatives x par comparaison de leur valeur agrégée

(ou utilité) fω(x) avec des seuils de préférence servant à délimiter les catégories. En procédant de

cette manière, la problématique de tri est en quelque sorte vue comme une discrétisation de l’utilité

en catégories résumant la qualité globale des alternatives. Cette approche standard en décision multi-

critère est aussi présente en apprentissage automatique, par exemple lorsque les algorithmes calculent

une valeur numérique par alternative et affectent chaque alternative à la catégorie 0 ou 1 par comparaison

de cette valeur avec un seuil de référence ; quand les catégories sont ordonnées, la communauté d’appren-

tissage automatique parle de multipartite ranking (e.g., [Fürnkranz et al., 2009, Quevedo et al., 2010,

Uematsu and Lee, 2015]) ou encore de instance ranking (e.g., [Fürnkranz and Hüllermeier, 2011]). L’ap-

proche agréger puis comparer a été adoptée par de nombreuses organisations pour résoudre des problèmes

de tri. Par exemple, le système de mentions du baccalauréat distingue les étudiants en comparant leur

moyenne avec des notes prédéfinies.

Pour pouvoir mettre en œuvre cette approche, nous pouvons collecter des informations sur les

préférences du décideur pour ensuite déterminer l’instance des paramètres ω permettant de modéliser au

mieux ses préférences (e.g., [Devaud et al., 1980, Jacquet-Lagrèze, 1995, Zopounidis and Doumpos, 1999,

2002]) ou encore identifier des affectations nécessaires ou possibles (e.g. [Greco et al., 2010b]). Néanmoins,

dans l’optique de trier toutes les alternatives en sollicitant le moins possible le décideur, nous adoptons

ici une approche incrémentale fondée sur le concept de regret, permettant de réduire progressivement

l’incertitude sur les paramètres du modèle jusqu’à être en mesure de déterminer le tri reflétant au mieux

ses attentes. Pour présenter cette nouvelle approche, nous allons commencer par introduire des regrets

adaptés aux problèmes de tri avec seuils de préférence. Puis, nous nous intéresserons à l’optimisation de

ces nouveaux regrets dans le cas général, avant de nous concentrer sur les difficultés rencontrées lorsque

fω est une intégrale de Choquet. Pour ce dernier modèle décisionnel, nous montrerons que les regrets

peuvent être calculés en temps polynomial à condition de restreindre les interactions à un certain type

de questions. Nous terminerons cette section en proposant et en évaluant une stratégie de génération de

questions, spécialement conçue pour la problématique de tri avec seuils de préférence.
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i) Notions de regret pour le tri avec seuils de préférence

Considérons un problème de tri multicritère où l’échelle d’utilité est divisée en k intervalles [α`, α`−1],

avec α0 ≥ . . . ≥ αk, représentant les différentes catégories possibles pour notre problème de tri. Chaque

alternative x ∈ X doit être affectée à la catégorie K` telle que α` ≤ fω(x) ≤ α`−1, où fω(x) représente

l’utilité de l’alternative x aux yeux du décideur ; dans le cas où l’égalité fω(x) = α` est vérifiée, nous

supposons que le décideur est indifférent entre voir x dans la catégorie K` ou dans la catégorie K`+1

(autrement dit, les deux affections sont valides). Supposons un instant que la procédure de tri se trompe

en décidant d’affecter une alternative x à une certaine catégorie K`. Le regret (ou la perte) associé à

cette erreur est d’autant plus important que la valeur fω(x) est éloignée des extrémités de l’intervalle

définissant la catégorie K`. Plus précisément, ce regret est égal à fω(x) − α`−1 si fω(x) ≥ α`−1 et vaut

α` − fω(x) dans le cas contraire. En résumé, le regret associé à l’affectation d’une alternative x ∈ X à

une catégorie K`, ` ∈ {1, . . . , k}, est défini comme suit :

R(x,K`, ω) = max
{
fω(x)− α`−1, α` − fω(x), 0

}
(2.38)

Notons que cette définition de regret est cohérente avec le cas d’une affectation correcte ; en effet, il est

facile de vérifier que ce regret est nul si fω(x) appartient à l’intervalle [α`, α`−1]. Par ailleurs, nous avons

bien R(x,K`, ω) = 0 et R(x,K`+1, ω) = 0 lorsque fω(x) = α` (ces affectations sont donc bien valides).

Supposons à présent que les paramètres du modèle décisionnel sont connus de manière imprécise.

Notons P l’ensemble des informations disponibles sur les préférences du décideur pour ce problème de

tri. Par exemple, l’ensemble P peut contenir des informations du type “x est meilleure que y” ou encore “x

appartient à la catégorie K`”. Notons par ailleurs ΩP l’ensemble des instances de paramètres compatibles

avec les informations contenues dans l’ensemble P. Sans interaction possible avec le décideur, il s’agit de

trier les alternatives dans les différentes catégories en tenant compte de l’imprécision sur les paramètres

du modèle (résumée par l’ensemble ΩP). Pour se prémunir du pire scénario possible, il convient de

considérer le concept regret suivant :

Définition 38 (Max Regret (MR)). Le MR d’une alternative x ∈ X par rapport à une catégorie K` est :

MR(x,K`,ΩP) = max
ω∈ΩP

R(x,K`, ω)

= max
ω∈ΩP

max
{
fω(x)− α`−1, α` − fω(x), 0

}
.

La quantité MR(x,K`,ΩP) représente, par définition, le plus grand écart possible entre la valeur fω(x)

et l’intervalle [α`, α`−1] définissant la catégorie K`. Cette notion de regret nous permet d’introduire le

concept suivant :

Définition 39 (Minimax Regret (mMR)). Le mMR d’une alternative x ∈ X est défini par :

mMR(x,ΩP) = min
`∈{1,...,k}

MR(x,K`,ΩP)
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Dans l’optique de minimiser les regrets, chaque alternative x ∈ X doit être affectée à la catégorie

minimisant la valeur MR(x,K`,ΩP) ; celle-ci est aussi appelée catégorie optimale au sens du mMR. La

quantité mMR(x,ΩP) représente alors le plus grand écart d’utilité entre la valeur fω(x) et les extrémités

de la catégorie optimale pour x.

Contrairement aux problèmes de choix, chaque alternative est ici associée à une valeur mMR et donc

nous avons un vecteur de |X | valeurs mMR à gérer. Pour les problèmes de tri, nous avons donc besoin

de définir une valeur agrégée des mMR pour évaluer la qualité de toute l’affection. Par exemple, nous

pourrions utiliser une somme pondérée pour autoriser des compensations entre les différentes alternatives.

Toutefois, nous faisons ici le choix de travailler avec la notion de regret suivante :

Définition 40 (Maximum Minimax Regret (MmMR)).

MmMR(X ,ΩP) = max
x∈X

mMR(x,ΩP)

Les valeurs mMR sont donc agrégées par l’opérateur maximum, ce choix paraissant être le plus

cohérent avec la vision pessimiste du MR et offrant une garantie de performance par rapport au pire

scénario possible. La valeur MmMR joue le rôle de mesure de la qualité de la décision (comme la valeur

mMR dans les problèmes de choix) : plus la valeur MmMR est petite, plus l’erreur dans le pire scénario

est faible. En particulier, lorsque MmMR(X ,ΩP) = 0, le tri obtenu en suivant les valeurs mMR est

exactement celui que le décideur juge adapté.

Dans les situations où le décideur estime que la valeur MmMR est trop grande, nous pouvons envisager

de lui poser des questions pour améliorer la qualité du tri. Pour limiter le nombre de questions, il s’agit de

concevoir des procédures d’élicitation incrémentale, posant progressivement des questions au décideur,

jusqu’à ce que la valeur MmMR devienne plus petite qu’un certain seuil de tolérance δ ≥ 0. Ceci est en

effet réalisable car nous avons ΩP ′ ⊆ ΩP pour tout P ′ ⊇ P, ce qui implique :

MR(x,K`,ΩP ′) ≤ MR(x,K`,ΩP), ∀x ∈ X ,∀` ∈ {1, . . . , k}

mMR(x,ΩP ′) ≤ mMR(x,ΩP), ∀x ∈ X

MmMR(X ,ΩP ′) ≤ MmMR(X ,ΩP)

Ces inégalités nous informent que la valeur MmMR ne peut augmenter en ajoutant de nouvelles données

dans l’ensemble P ; dans nos expériences, nous verrons que cette valeur décrôıt strictement en pratique

(à condition de bien choisir les questions). Pour évaluer la pertinence d’une question, nous procédons

comme dans les problèmes de choix en utilisant la notion de valeur de l’information “myope” suivante :

Définition 41 (Worst-case maximum minimax regret (WMmMR)). Le WMmMR d’une question d est :

WMmMR(d,ΩP) = max
r∈Rd

MmMR(ΩP∪{r})

où Rd est l’ensemble des réponses possibles à la question d.
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D’après le critère de décision WMmMR, la prochaine question à poser doit être sélectionnée parmi

les éléments de l’ensemble arg mind∈D WMmMR(d,ΩP), où D est l’ensemble de toutes les questions

possibles. Par définition, poser une question optimale pour le critère WMmMR permet de garantir la

plus grande réduction de la valeur MmMR dans le pire scénario de réponse. Cependant, déterminer

une question optimale pour ce critère est une tâche bien trop coûteuse en pratique car l’ensemble D

des questions possibles est généralement très grand. Dans ces situations, il est préférable d’utiliser une

heuristique efficace de ce critère pour que la durée totale du questionnaire ne soit pas trop longue.

Par exemple, nous pouvons décider de poser uniquement des questions de comparaison au décideur, en

choisissant avec soin les deux alternatives à comparer. Rappelons que pour les problèmes de choix, une

heuristique efficace du WmMR a déjà été proposée, appelée CSS, consistant à demander au décideur de

comparer les deux alternatives induisant la valeur courante du mMR (cf. Section 1.4.2). Néanmoins, dans

le cadre du tri, la valeur MmMR courante ne suggère pas directement deux alternatives qu’il convient

de comparer pour réduire le plus possible la valeur MmMR. À la place, nous connaissons la ou les

alternatives dont l’affectation explique la valeur MmMR courante. Par conséquent, dans la même logique

que la stratégie CSS, nous pouvons envisager de demander au décideur, à chaque itération, de positionner

l’alternative maximisant la valeur mMR dans la catégorie qui lui semble la plus appropriée. De cette

façon, nous centrons bien le questionnaire sur les alternatives induisant la valeur MmMR.

ii) Détermination du tri optimal au sens du critère MmMR

Pour trier les alternatives selon le critère MmMR, nous pouvons tout d’abord calculer la quantité

MR(x,K`,ΩP) pour tout x ∈ X et tout ` ∈ {1, . . . , k}, puis affecter chaque alternative x ∈ X à la

catégorie K`, ` ∈ {1, . . . , k}, minimisant la quantité MR(x,K`,ΩP). Le calcul des valeurs MR(x,K`,ΩP)

peut être réalisé de manière efficace en exploitant le résultat suivant :

Proposition 11. Pour toute alternative x ∈ X et toute catégorie K`, ` ∈ {1, . . . , k}, nous avons :

MR(x,K`,ΩP) = max
{
f>x − α`−1, α` − f⊥x , 0

}
où f>x = max

ω∈ΩP
fω(x) et f⊥x = min

ω∈ΩP
fω(x).

Démonstration. Pour toute alternative x ∈ X :

MR(x,K`,ΩP) = max
ω∈ΩP

R(x,K`, ω)

= max
ω∈ΩP

max
{
fω(x)− α`−1, α` − fω(x), 0

}
= max

{
max
ω∈ΩP

{fω(x)− α`−1}, max
ω∈ΩP

{α` − fω(x)}, max
ω∈ΩP

{0}
}

= max
{

max
ω∈ΩP

{fω(x)} − α`−1, α` − min
ω∈ΩP

{fω(x)}, 0
}

= max
{
f>x − α`−1, α` − f⊥x , 0

}
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Ainsi, pour déterminer la catégorie optimale de chaque alternative, il suffit de déterminer les va-

leurs maxω∈ΩP fω(x) et minω∈ΩP fω(x), puis de calculer MR(x,K`,ΩP) pour chaque catégorie K`, ` ∈
{1, . . . , k}, en utilisant la formule de la proposition 11. En réalité, les calculs peuvent être davantage

simplifiés en utilisant la proposition suivante :

Proposition 12. Pour toute alternative x ∈ X , la catégorie K` vérifiant

α` ≤
f>x + f⊥x

2
≤ α`−1

est la catégorie optimale pour x au sens du mMR, où f>x = max
ω∈ΩP

fω(x) et f⊥x = min
ω∈ΩP

fω(x).

Démonstration. Il s’agit de montrer que l’inégalité MR(x,K`,ΩP) ≤ MR(x,K`′ ,ΩP) est vérifiée pour

tout `′ ∈ {1, . . . , k}\{`}. Pour ce faire, nous allons tout d’abord montrer que l’inégalité MR(x,K`,ΩP) ≤
(f>x −f⊥x )/2 est vraie, puis nous allons prouver que l’inégalité MR(x,K`′ ,ΩP) ≥ (f>x −f⊥x )/2 est vérifiée

pour tout `′ ∈ {1, . . . , k}\{`}.
Puisque l’inégalité (f>x + f⊥x )/2 ≤ α`−1 est vraie par définition de la catégorie K`, alors nous avons

f>x −α`−1 ≤ f>x − (f>x +f⊥x )/2 = (f>x −f⊥x )/2. Par ailleurs, comme l’inégalité α` ≤ (f>x +f⊥x )/2 est aussi

vraie par définition de la catégorie K`, alors nous avons α` − f⊥x ≤ (f>x + f⊥x )/2 − f⊥x = (f>x − f⊥x )/2.

Par conséquent, d’après la proposition 11, nous avons MR(x,K`,ΩP) = max{f>x − α`−1, α` − f⊥x , 0} ≤
(f>x − f⊥x )/2. Montrons à présent que l’inégalité MR(x,K`′ ,ΩP) ≥ (f>x − f⊥x )/2 est vérifiée pour tout

`′ ∈ {1, . . . , k}\{`}. Pour tout `′ > `, nous avons :

MR(x,K`′ ,ΩP) ≥ f>x − α`′−1 d’après la proposition 11

= f>x − α` + α` − α`′−1

≥ f>x − (f>x + f⊥x )/2 + α` − α`′−1 par définition de K`

= (f>x − f⊥x )/2 + α` − α`′−1

≥ (f>x − f⊥x )/2 puisque ` ≤ `′ − 1

Pour tout `′ < `, nous avons :

MR(x,K`′ ,ΩP) ≥ α`′ − f⊥x d’après la proposition 11

= α`′ − α`−1 + α`−1 − f⊥x
≥ α`′ − α`−1 + (f>x + f⊥x )/2− f⊥x par définition de K`

= α`′ − α`−1 + (f>x − f⊥x )/2

≥ (f>x − f⊥x )/2 car `− 1 ≥ `′

Par conséquent, nous avons bien MR(x,K`′ ,ΩP) ≥ (f>x − f⊥x )/2 pour tout `′ ∈ {1, . . . , k}\{`}. Comme

par ailleurs nous avons MR(x,K`,ΩP) ≤ (f>x − f⊥x )/2, nous en déduisons que la catégorie K` est la

catégorie optimale pour l’alternative x au sens du mMR.
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D’après la proposition 12, pour déterminer la catégorie optimale d’une alternative x, il suffit de

calculer la quantité (f>x +f⊥x )/2 puis d’identifier la catégorie dont l’intervalle représentatif contient cette

valeur. De ce fait, la seule source de complexité subsistante réside dans la détermination des valeurs f>x

et f⊥x pour chaque alternative x ∈ X .

Lorsque fω est une fonction linéaire en ω, toute donnée de type “je préfère x à y”, notée (x, y),

induit la contrainte linéaire fω(x) ≥ fω(y) sur l’espace des paramètres. Par ailleurs, toute donnée de

type “x doit appartenir à la catégorie K`”, notée (x,K`), impose deux contraintes linéaires sur l’espace

des paramètres : fω(x) ≥ α` et fω(x) ≤ α`−1. Par conséquent, l’ensemble ΩP est entièrement décrit par

des contraintes linéaires. Ce dernier fait nous permet de formuler les problèmes d’optimisation f>x =

maxω∈ΩP fω(x) et f⊥x = minω∈ΩP fω(x) comme des programmes linéaires. Pour des modèles simples

comme la somme pondérée (cf. définition 11), le calcul des valeurs f>x et f⊥x peut donc être réalisé

efficacement par programmation linéaire. En revanche, pour l’intégrale de Choquet, qui est aussi un

agrégateur linéaire en ses paramètres, nous allons voir que le calcul de ces valeurs n’est pas aussi simple.

iii) Optimisation du critère MmMR avec l’intégrale de Choquet

Dans cette sous-section, nous supposons que les préférences du décideur sont représentables par

une intégrale de Choquet (cf. définition 16) ; autrement dit, la valeur fω(x) est ici égale à la quantité

Ch(x, v) =
∑q

j=1

[
x(j) − x(j−1)

]
vX(j)

, la capacité v jouant le rôle de ω. L’espace des paramètres ΩP cor-

respond donc ici à l’ensemble des capacités normalisées (cf. définition 13) compatibles avec les préférences

observées (contenues dans l’ensemble P). Dans ce contexte, il s’agit pour nous de déterminer efficacement

la catégorie optimale de chaque alternative x ∈ X au sens du critère MmMR (ce qui permet aussi de

connâıtre la valeur MmMR représentant la garantie de performance).

Dans la sous-section précédente, nous avons vu que la catégorie optimale d’une alternative x ∈ X
peut être identifiée facilement à partir des valeurs f>x et f⊥x (cf. proposition 12). En notant vA la variable

représentant la valeur v(A) pour tout A ⊆ Q, calculer la valeur f>x avec l’intégrale de Choquet revient

à résoudre le programme linéaire suivant :

max
v

q∑
j=1

[
x(j) − x(j−1)

]
vX(j)

(2.39)

s.c. v∅ = 0, vQ = 1 (2.40)

vA ≤ vA∪{j}, ∀A ⊂ Q, ∀j ∈ Q\A (2.41)
q∑
j=1

[
a(j) − a(j−1)

]
vA(j)

≥
q∑
j=1

[
b(j) − b(j−1)

]
vB(j)

, ∀(a, b) ∈ P (2.42)

α` ≤
q∑
j=1

[
a(j) − a(j−1)

]
vA(j)

≤ α`−1, ∀(a,K`) ∈ P (2.43)

où les équations (2.40)-(2.41) permettent de garantir que v est une fonction normalisée et monotone
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(c’est-à-dire une capacité) et les équations (2.42)-(2.43) assurent que v est bien compatible avec les

préférences observées et stockées dans P. Le calcul de f⊥x peut se faire en résolvant exactement le même

programme linéaire, à la différence près que la fonction objectif doit être minimisée ; dans la suite,

ces programmes linéaires seront appelés LP>x et LP⊥x respectivement. Bien que ces deux programmes

contiennent un nombre de variables et de contraintes qui est exponentiel en le nombre de critères, nous

pouvons dériver des formulations plus compactes en considérant le même type de questions que dans

la Section 2.2, c’est-à-dire demandant au décideur de comparer des alternatives binaires de type 1A0,

A ⊆ Q, avec des profils d’utilité constants de type Λ = (λ, . . . , λ). En effet, remarquons que la fonction

objectif des programmes LP>x et LP⊥x implique uniquement les ensembles de niveau de l’alternative x,

autrement dit les sous-ensembles de critères de l’ensemble suivant (cf. définition 15) :

Ax = {X(j) : j ∈ Q}

Par conséquent, comme pour les problèmes de choix, nous allons pouvoir reformuler ces programmes

linéaires de sorte à obtenir un nombre de variables et de contraintes drastiquement plus faible. Plus

précisément, nous avons vu tout d’abord que si le décideur compare uniquement des alternatives binaires

à des profils constants, alors les contraintes de préférences des équations (2.42) et (2.43) peuvent être

remplacées par des contraintes de borne de type “lA ≤ vA ≤ uA” pour tous les sous-ensembles A ⊆ Q,

avec lA ≤ lB et uA ≤ uB pour tout A ⊂ B ⊆ Q. Ensuite, en utilisant la proposition 4 avec A = Ax,

nous déduisons que toutes les contraintes de monotonie impliquant des variables non présentes dans la

fonction objectif (c’est-à-dire vA, A 6∈ Ax) peuvent être retirées des programmes linéaires LP>x et LP⊥x

puisque celles-ci ne jouent en réalité aucun rôle durant l’optimisation. En procédant de cette façon, nous

obtenons des formulations linéaires avec seulement q variables (correspondant aux éléments de Ax) et

q − 1 contraintes de monotonie. En particulier, le programme LP>x se réécrit comme suit :

max
v

q∑
j=1

[
x(j) − x(j−1)

]
vX(j)

(2.44)

s.c. vX(j+1)
≤ vX(j)

, ∀j ∈ {1, . . . , q − 1} (2.45)

lX(j)
≤ vX(j)

≤ uX(j)
, ∀j ∈ Q

La nouvelle formulation associée au calcul de LP⊥x s’obtient simplement en remplaçant dans ce dernier

programme l’opérateur maximum par l’opérateur minimum. Ces programmes linéaires plus compactes

peuvent être résolus en temps polynomial en utilisant la programmation linéaire. Néanmoins, en exploi-

tant la structure très particulière de ces derniers, nous pouvons déterminer leur valeur optimale encore

plus efficacement, comme le montre la proposition suivante :

Proposition 13. Pour toute alternative x ∈ X :

• La solution vA = uA pour tout A ∈ Ax est une solution optimale de la version simplifiée de LP>x .

• La solution vA = lA pour tout A ∈ Ax est une solution optimale de la version simplifiée de LP⊥x .
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Démonstration. Montrons que la solution vA = uA pour tout A ∈ Ax est une solution optimale de la

version simplifiée de LP>x (le deuxième point de la proposition se montre avec des arguments similaires).

Pour tout A ∈ Ax, notons cA le coefficient de la variable de décision vA dans la fonction objectif (2.44).

Avec cette notation, la fonction objectif (2.44) se réécrit
∑

A∈Ax cAvA. Par définition des intégrales de

Choquet, nous avons cA = x(j) − x(j−1) ≥ 0 pour tout A ∈ Ax = {X(j) : j ∈ Q}. Puisque cA ≥ 0 et

vA ≤ uA pour tout A ∈ Ax, alors la quantité
∑

A∈Ax cAuA représente une borne supérieure de la valeur

optimale du programme simplifié. Pour pouvoir conclure la preuve, nous devons maintenant montrer

que l’instanciation vA = uA est une solution réalisable du programme simplifié. Pour ce faire, il suffit de

prouver que les contraintes de monotonie données en équation (2.45) sont vérifiées par cette instanciation.

Ces contraintes sont satisfaites si et seulement si uX(j+1)
≤ uX(j)

pour tout j ∈ {1, . . . , q − 1}. Puisque

l’inégalité uA ≤ uB est vraie pour tous sous-ensembles A ⊆ B ⊆ Q par construction des intervalles

[lA, uA], A ⊆ Q, alors nous avons bien uX(j+1)
≤ uX(j)

pour tout j ∈ {1, . . . , q − 1} ; ceci nous permet de

conclure la preuve.

La proposition 13 nous permet de résoudre les problèmes f>x et f⊥x sans avoir recours à la pro-

grammation linéaire. Plus précisément, pour déterminer f>x (respectivement f⊥x ), il suffit de considérer

l’instanciation vA = uA pour tout A ⊆ Q (respectivement vA = lA pour tout A ⊆ Q), et de calculer

l’intégrale de Choquet de x par rapport à cette capacité (c’est-à-dire
∑

A∈Ax cAvA).

Exemple 19. Considérons un problème de tri défini sur 5 critères et 5 catégories délimitées par les

seuils suivants : α0 = 1, α1 = 0.9, α2 = 0.7, α3 = 0.4, α4 = 0.2 et α5 = 0. L’objectif est de déterminer

la catégorie optimale pour l’alternative x = (1, 0.8, 0.4, 0.5, 0.1) au sens du critère mMR. Supposons que

les intervalles [lA, uA], A ∈ {X(j) : j ∈ Q}, sont les mêmes que ceux de l’exemple 18. Dans ce cas, le

calcul de f>x = maxv∈ΩP Ch(x, v) peut être effectué en résolvant le programme linéaire suivant (version

simplifiée de LP>x ) :

max
v

0.1vQ + 0.3v{1,2,3,4} + 0.1v{1,2,4} + 0.3v{1,2} + 0.2v{1}

s.c. v{1} ≤ v{1,2} ≤ v{1,2,4} ≤ v{1,2,3,4} ≤ vQ
0 ≤ v{1} ≤ 0.5, 0.2 ≤ v{1,2} ≤ 0.7, 0.3 ≤ v{1,2,4} ≤ 0.9, 0.6 ≤ v{1,2,3,4} ≤ 1, 1 ≤ vQ ≤ 1

La valeur f⊥x = minv∈ΩP Ch(x, v) peut quant à elle être calculée en résolvant le programme obtenu par

remplacement de l’opérateur maximum par l’opérateur minimum. Ces optimisations peuvent en réalité

être réalisées sans programmation linéaire, puisque les solutions optimales sont explicitées dans la pro-

position 13. Plus précisément, nous avons :

f>x = 0.1uQ + 0.3u{1,2,3,4} + 0.1u{1,2,4} + 0.3u{1,2} + 0.2u{1}

= 0.1× 1 + 0.3× 1 + 0.1× 0.9 + 0.3× 0.7 + 0.2× 0.5

= 0.8
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f⊥x = 0.1lQ + 0.3l{1,2,3,4} + 0.1l{1,2,4} + 0.3l{1,2} + 0.2 l{1}

= 0.1× 1 + 0.3× 0.6 + 0.1× 0.3 + 0.3× 0.2 + 0.2× 0

= 0.37

Comme (f>x +f⊥x )/2 = 0.585 ∈ [α3, α2], alors nous pouvons conclure que K3 est la catégorie optimale pour

l’alternative x au sens du MmMR (d’après la proposition 12). La figure ci-dessous permet de résumer

graphiquement ce problème d’affectation.

α5

0
|

K5
α4

0.2
|

K4
α3

0.4
|

K3
α2

0.7
|

K2
α1

0.9
|

K1
α0

1
×
f⊥x

×
f>x

×
f⊥x + f>x

2

iv) Une stratégie d’élicitation pour les intégrales de Choquet

Dans la sous-section précédente, nous avons vu que le tri optimal au sens du MmMR peut être identifié

de manière efficace lorsque P contient uniquement des données de la forme (1A0,Λ) ou (Λ, 1A0). La valeur

MmMR représente alors la garantie de performance associée à la recommandation de ce tri au décideur.

Dans cette sous-section, nous nous intéressons à la conception d’une stratégie d’élicitation permettant

de réduire efficacement la valeur MmMR à chaque itération par le biais de questions permettant de

collecter des informations sous la forme souhaitée. Pour pouvoir introduire formellement notre stratégie,

nous notons ici (A, λ) la question consistant à demander au décideur de comparer les alternatives 1A0

et Λ = (λ, . . . , λ), avec A ⊂ Q et λ ∈ [lA, uA].

Pour choisir la prochaine question à poser, nous utilisons le critère de sélection WMmMR (cf.

définition 41). D’après ce critère, une question optimale est définie par une paire (A, λ) minimisant

la valeur suivante :

WMmMR((A, λ),ΩP) = max
{

MmMR(X ,ΩP∪{(1A0,Λ)}),MmMR(X ,ΩP∪{(Λ,1A0)})
}

Par définition, un question optimale pour le critère WMmMR permet de minimiser la valeur MmMR

dans le pire scénario de réponse du décideur. Pour pouvoir identifier une telle question, nous devons

déterminer, pour tout A ⊆ Q, la quantité suivante :

λA = arg min
λ∈[lA,uA]

WMmMR((A, λ),ΩP)

= arg min
λ∈[lA,uA]

max
{

MmMR(X ,ΩP∪{(1A0,Λ)}),MmMR(X ,ΩP∪{(Λ,1A0)})
}

et sélectionner ensuite un ensemble A∗ dans arg minA⊆QWMmMR((A, λA),ΩP) ; de cette façon, la paire

(A∗, λA∗) constitue par construction une question optimale pour le critère WMmMR.
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Pour tout ensemble A ⊆ Q, la détermination de la valeur λA peut être réalisée relativement sim-

plement en appliquant un algorithme dichotomique classique, en utilisant des arguments similaires à

ceux avancés dans le cadre de la problématique de choix (cf. Section 2.2.3). En effet, les fonctions

MmMR(X ,ΩP∪{(1A0,Λ)}) et MmMR(X ,ΩP∪{(Λ,1A0)}) sont respectivement décroissante et croissante, et

atteignent la même valeur maximale (c’est-à-dire la valeur MmMR(X ,ΩP)).

Dans le cas où l’égalité WMmMR((A∗, λA∗),ΩP) = MmMR(X ,ΩP∪{(1A0,Λ)}) est vraie, la question

(A∗, λA∗) ne permet pas de garantir une réduction de regret dans le pire scénario de réponse. Dans ce

cas, pour discriminer entre les différentes questions possibles, il convient de faire usage d’un critère de

sélection moins conservateur que le critère WMmMR. Nous proposons par exemple de poser la question

de type (A, lA+uA
2 ) qui minimise la moyenne des valeurs MmMR obtenues dans les différents scénarios

de réponses.

À chaque itération de la procédure d’élicitation, pour déterminer la prochaine question, nous devons

lancer un algorithme dichotomique sur tous les sous-ensembles A ⊂ Q non vides, qui sont au nombre de

2q−2. Puisque ce nombre crôıt exponentiellement avec le nombre de critères du problème, il convient de

proposer une heuristique de ce critère de sélection pour réduire les temps de calcul entre chaque question.

Nous proposons ici de nous concentrer sur les sous-ensembles A de Q qui sont directement impliqués dans

le calcul de mMR(x,ΩP), où x est une alternative qui maximise la valeur mMR ; cette alternative est en

partie “responsable” de la valeur MmMR courante. Plus précisément, nous nous intéressons uniquement

aux q ensembles de niveau de x, c’est-à-dire aux éléments de l’ensemble Ax = {X(j) : j ∈ Q}. De cette

manière, notre heuristique produit uniquement des contraintes sur des variables qui expliquent la valeur

MmMR(X ,ΩP) courante, ce qui va potentiellement permettre de réduire cette dernière valeur.

v) Résultats expérimentaux

Les premiers tests réalisés dans cette sous-section ont pour objectif d’évaluer les performances de

notre stratégie d’élicitation présentée en Section 2.3.2 (cette stratégie sera appelée S0 ci-après). Dans

la Section 2.2.4, nous avons vu que le type de questions utilisé par la stratégie S0 permet de réduire

considérablement les temps de résolution. C’est pourquoi, les expériences qui suivent visent uniquement

à évaluer cette stratégie sur la base du nombre de questions engendrées. Rappelons que la stratégie S0

repose sur des questions impliquant une alternative binaire 1A0 et un profil constant Λ = (λ, . . . , λ),

choisis soigneusement à chaque itération. Par conséquent, comme base de comparaison, nous considérons

la stratégie de génération de questions consistant à sélectionner, à chaque itération, l’ensemble A ⊆ Q
et la valeur λ ∈ [lA, uA] de manière aléatoire.

Dans ces expériences, les vecteurs de performances des alternatives sont engendrés uniformément

dans [0, 1]q et les catégories sont définies en divisant uniformément l’échelle d’utilité. Par ailleurs, nous

commençons avec un ensemble de données P vide, et nous simulons les réponses aux questions avec

une intégrale de Choquet engendrée aléatoirement. À chaque itération, en plus de la valeur MmMR,

nous calculons aussi le maximum real regret. Ce dernier regret représente la plus grande erreur commise

en affectant une alternative à la catégorie optimale au sens du mMR au lieu de la positionner dans la
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catégorie que le décideur considère être la mieux adaptée ; ce regret est tout simplement obtenu avec

la formule (2.38) appliquée à l’intégrale de Choquet simulant les réponses. Comme dans tous nos tests,

les regrets sont ici normalisés pour appartenir à l’intervalle unité afin de faciliter l’interprétation des

diminutions de regrets. Les résultats obtenus en moyennant sur 100 tests sont présentés dans la figure

2.6.

Figure 2.6 – Comparaison avec la stratégie aléatoire (5 critères, 1000 alternatives, 10 catégories).

La figure 2.6 montre que la valeur MmMR réduit beaucoup plus rapidement avec la stratégie S0

qu’avec la stratégie aléatoire. Nous observons la même chose pour le maximum real regret. Par exemple,

après 30 questions en moyenne, le maximum real regret obtenu avec S0 est en dessous de 20% du regret

initial alors que celui observé avec la stratégie aléatoire est toujours au dessus de 50% de cette valeur.

Remarquons toutefois que le maximum real regret réduit moins rapidement que le real regret dans les

problèmes de choix (cf. figure 3.1). Cependant, avec S0, il s’avère que la moyenne des real regrets sur

les alternatives à classer est en dessous de 10% de la valeur initiale après seulement 5 questions en

moyenne. Ce dernier fait montre que la plupart des alternatives sont correctement affectées relativement

rapidement en pratique.

Rappelons que la stratégie S0 concentre ses efforts sur une alternative x induisant la valeur MmMR

courante (c’est-à-dire vérifiant mMR(x,ΩP) = MmMR(X ,ΩP)), en produisant une question qui implique

un de ses ensembles de niveau. Nous proposons alors une stratégie de génération de questions alterna-

tive, nommée S1, demandant au décideur de spécifier directement la catégorie qui est la mieux adaptée

à l’alternative x selon lui. Pour cette stratégie, les valeurs mMR(x,ΩP) sont calculées en optimisant

les programmes linéaires non simplifiés (i.e. LP>x et LP⊥x ) en utilisant le solveur Gurobi, puisque les

formulations compactes ne sont pas valides avec le type de questions considéré. La figure 2.7 compare
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les stratégies S0 et S1 en donnant les moyennes obtenus sur 100 tests.

Figure 2.7 – Comparaison avec la stratégie S1 demandant de classer l’alternative de plus grand mMR
(5 critères, 150 alternatives, 10 catégories).

Sur la figure 2.7, nous pouvons voir que la stratégie S1 est plus informative que la stratégie S0 puisque

la valeur MmMR ainsi que le maximum real regret diminuent moins rapidement avec cette dernière.

Soulignons cependant que la stratégie S1 est praticable uniquement sur des petits problèmes de tri, définis

avec suffisamment peu de critères (pour que le nombre de variables et contraintes de monotonie ne soit

pas trop grand) et impliquant relativement peu d’alternatives (pour ne pas avoir trop de programmes

linéaires à optimiser). Pour les problèmes de tri plus grands, la stratégie S0 est incontestablement la plus

appropriée car celle-ci est beaucoup plus rapide que S1 (grâce aux formulations compactes) et réduit la

valeur MmMR de manière assez significative.

2.3.3 Méthodes pour le tri avec profils de référence

Dans la sous-section précédente, nous avons étudié l’approche quantitative agréger puis comparer

(e.g., [Perny, 2000, Grabisch and Perny, 2003]) dans le cadre des problèmes de tri multicritère. Dans la

littérature, une autre approche occupe une place prépondérante : le tri avec profils de référence, proposé

par Roy dans la méthode Electre TRI (e.g., [Roy, 1981]) et utilisé dans de nombreuses variantes (e.g.,

[Mousseau and Slowinski, 1998, Perny, 1998, Zopounidis and Doumpos, 2002, Bouyssou and Marchant,

2007a,b]). Cette approche qualitative consiste essentiellement à permuter les étapes d’agrégation et de

comparaison, ce qui lui a valu l’appellation comparer puis agréger (e.g., [Perny, 2000, Grabisch and Perny,

2003]). Dans cette section, nous nous intéressons plus particulièrement à la méthode de filtrage fondée sur
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les préférences introduite dans [Perny, 1998]. Cette méthode utilise un ensemble de vecteurs {r0, r1, . . . , rk}
pour délimiter les différentes catégories possibles. Plus précisément, chaque vecteur r` ∈ Rq joue le rôle

de borne inférieure multicritère de la catégorie K`, ` ∈ {1, . . . , k} ; le vecteur r0 ∈ Rq est quant à lui choisi

pour borner supérieurement tous les critères. Ces vecteurs, appelés profils de référence, représentent le

“desiderata” de chaque catégorie en terme de performance sur les critères. Ils sont définis a priori de sorte

que, pour tout ` ∈ {0, . . . , k − 1}, nous ayons r` �P r`+1, i.e. r`j > r`+1
j pour tout j ∈ Q = {1, . . . , q}

(cf. définition 3). À partir de ces profils, on définit la règle d’affectation suivante : une alternative x ∈ X
doit être mise dans la catégorie K` si le décideur préfère x à r` mais que celui-ci ne préfère pas x à r`−1.

Pour comparer une alternative x et un profil de référence r`, la méthode de filtrage utilise un index de

préférence défini comme suit :

P (x, r`, ω) = fω(P1(x, r`), . . . , Pq(x, r
`)) (2.46)

où fω est une fonction d’agrégation paramétrée par ω et Pj(x, r
`) est un index de préférence mono-critère

défini par :

Pj(x, r
`) =


1 si xj − r`j > γ+

j

xj − r`j − γ
−
j

γ+
j − γ

−
j

si γ−j < xj − r`j ≤ γ
+
j

0 si xj − r`j ≤ γ
−
j

L’évolution de l’index Pj(x, r
`) en fonction de la différence xj − r`j est représentée dans la figure 2.8.

xj − r`j

Pj(x, r
`)

1−

0 |

γ−j

|

γ+
j

Figure 2.8 – Pj(x, r
`) en fonction de xj − r`j .

L’index mono-critère Pj(x, r
`) représente la crédibilité de l’information “x est meilleure que r` sur le

critère j”. Cet index atteint sa valeur maximale (égale à 1) lorsque la différence de performance xj − r`j
excède le seuil de préférence γ+

j . Le seuil de préférence γ+
j définit la plus petite valeur xj− r`j compatible

avec la préférence “x est strictement meilleure que r` sur le critère j”. L’index mono-critère Pj(x, r
`)

atteint par ailleurs sa valeur minimale (égale à 0) lorsque la différence de performance xj−r`j est inférieure

au seuil d’indifférence γ−j . Le seuil d’indifférence γ−j représente la plus grande valeur xj − r`j compatible

avec une indifférence (ou absence de préférence) entre x et r` sur le critère j. Entre les deux seuils γ+
j et

γ−j , il existe une zone où le décideur hésite entre la préférence stricte et l’indifférence ; dans cette zone,
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l’index mono-critère Pj(x, r
`) crôıt linéairement avec la quantité xj − r`j (cf. figure 2.8). Ces seuils font

partie intégrante de la définition des échelles d’évaluation des critères et sont préalablement déterminés

avec le décideur de sorte que l’inégalité γ+
j ≥ γ

−
j soit vraie.

Lorsque fω est un opérateur de compromis (i.e. minj∈Q{xj} ≤ fω(x) ≤ maxj∈Q{xj} pour tout x),

l’index P (x, r`, ω) défini par l’équation (2.46) appartient nécessairement à l’intervalle [0, 1]. La valeur 1

est atteinte lorsque les critères sont en faveur de la préférence stricte à l’unanimité, tandis que la valeur 0

est obtenue quand ces derniers sont tous contre la préférence (stricte ou non). Entre ces deux extrêmes,

l’index global P (x, r`, ω) mesure la force des arguments en faveur de la préférence “x est meilleure que

r`”. À partir de cette valeur, le degré d’appartenance d`(x, ω) d’une alternative x à une catégorie K`,

` ∈ {1, . . . , k}, est défini de la manière suivante :

d`(x, ω) = min
{
P (x, r`, ω), 1− P (x, r`−1, ω)

}
(2.47)

Finalement, x est affectée à la catégorie K` telle que :

d`(x, ω) = max
`′∈{1,...,k}

d`′(x, ω) (2.48)

Si plusieurs catégories K` vérifient cette propriété, alors le décideur est indifférent entre les différentes

affectations correspondantes. L’équation (2.47) garantit par ailleurs que, pour tout alternative x fixée,

d`(x, ω) est une fonction unimodale en ` avec une valeur maximale au moins égale à 0.5 (pour plus de

détails, voir [Perny, 1998]).

L’usage de profils multicritères r` au lieu de seuils réels α` offre la possibilité de raffiner les bornes

des catégories pour mieux contrôler le profil des alternatives entrant dans les différentes catégories ; en

effet, la catégorie d’une alternative est alors déterminée par son vecteur de performances et non pas

par la valeur agrégée de ce dernier. En particulier, deux alternatives ayant la même moyenne mais des

vecteurs de performances différents peuvent être affectées à des catégories distinctes, comme illustré dans

l’exemple suivant :

Exemple 20. Considérons un problème de tri avec deux alternatives x, y et deux catégories K1 et K2

caractérisées par les profils de référence r0, r1 et r2. Les évaluations multicritères sont les suivantes :

1 2 3

x 6 15 15

y 30 3 3

r0 50 50 50

r1 12 12 12

r2 0 0 0

Nous supposons ici que les trois critères considérés sont à maximiser et nous utilisons une échelle

d’évaluation commune avec un seuil de préférence γ+
j = 1 et un seuil d’indifférence γ−j = 0, pour tout
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critère j ∈ Q = {1, 2, 3}. Par ailleurs, nous supposons que la fonction fω utilisée par la méthode de tri

est une somme pondérée (cf. définition 11) de poids ω = (1/3, 1/3, 1/3) ; autrement dit, fω(z1,2 , z3) =

(z1 + z2 + z3)/3 pour tout vecteur z ∈ R3. Dans ce cas, nous avons P (x, r0, ω) = P (y, r0, ω) = 0 et

P (x, r2, ω) = P (y, r2, ω) = 1. La seule différence entre les alternatives x et y provient du profil de

référence r1 : P (x, r1, ω) = 2/3 et P (y, r1, ω) = 1/3. Ainsi, en utilisant l’équation (2.47), nous obtenons

les degrés d’appartenance suivants :

d1 d2

x 2/3 1/3

y 1/3 2/3

Par conséquent, x est mieux classée que y en utilisant cette méthode de tri puisque x est affectée

à la catégorie K1 alors que y est placée dans la catégorie K2. Remarquons que ces deux alternatives

seraient pourtant indiscernables avec l’approche agréger puis comparer puisque celles-ci ont exactement

la même moyenne : fω(x) = fω(y). Par ailleurs, même si la performance de y passait de 30 à 50 sur le

premier critère, cette alternative resterait dans la catégorie K2 ; l’alternative y aurait alors une meilleure

moyenne que x, mais serait moins bien classée que x. Ceci s’explique par le fait suivant : si l’écart de

performance entre une alternative z et un profil r` est supérieur au seuil de préférence sur un critère j,

alors toute augmentation de la performance zj ne peut améliorer l’index de préférence global P (z, r`, ω) ;

autrement dit, avec cette méthode de tri, des performances mauvaises sur certains critères ne sont pas

toujours compensables par de meilleures performances réalisées sur d’autres critères. En ce qui concerne

l’alternative y de notre exemple, ses faiblesses sur les critères 2 et 3 ne peuvent pas être compensées par

une amélioration de sa performance sur le critère 1.

Cet exemple permet d’illustrer la nature non-compensatoire de cette méthode de tri, où la différence

de score ne joue plus au-delà d’une certaine valeur (contrairement aux méthodes de tri fondées sur les

seuils de préférence).

Pour pouvoir mettre en œuvre cette méthode, il convient non seulement de déterminer les profils

de référence qui ont un intérêt pour le décideur, mais aussi d’identifier l’instance des paramètres ω

permettant de rendre compte de ses préférences. Pour la problématique du tri avec profils de référence,

différentes méthodes d’élicitation ont été proposées dans la littérature (e.g., [Mousseau and Slowinski,

1998, Mousseau et al., 2000, Sobrie et al., 2013, 2017b]) et des travaux se sont en particulier intéressés

à l’élicitation d’une intégrale de Choquet dans ce cadre (e.g., [Sobrie et al., 2015]). Cependant, à notre

connaissance, la problématique du tri n’a pas encore été attaquée sous l’angle de l’élicitation incrémentale

fondée sur le concept de regret. Ceci constitue l’objet de cette section.

Dans cette section, nous commençons par proposer une adaptation de la notion de regret pour les

problèmes de tri avec profils de référence. Puis, nous montrerons comment les problèmes d’optimisation

sous-jacents peuvent être résolus par programmation linéaire lorsque la fonction d’agrégation fω est

linéaire en ses paramètres ω. Enfin, nous terminons notre étude avec le cas des intégrales de Choquet en

réalisant des expériences pour valider notre approche incrémentale.
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i) Notions de regret pour le tri avec profils de référence

Pour une instance donnée de ω, il s’agit d’affecter chaque alternative x ∈ X à la catégorie K` vérifiant

d`(x, ω) ≥ d`′(x, ω) pour tout k ∈ {1, . . . , k} (cf. équation (2.48)). De ce fait, il semble naturel de définir

le regret R(x,K`,K`′ , ω) associé à l’affectation de x dans la catégorie K` au lieu de la catégorie K`′ de

la façon suivante :

R(x,K`,K`′ , ω) = d`′(x, ω)− d`(x, ω).

Nous supposons ici que l’instance de ω permettant de modéliser au mieux les préférences du décideur

est connue de manière imprécise. Notons P l’ensemble de toutes les données que le système a pu collecter

sur les préférences du décideur. Notons ensuite ΩP l’ensemble de toutes les instances de ω compatibles

avec les informations contenues dans l’ensemble P. Dans ce contexte, on peut s’intéresser à l’affectation

des alternatives permettant de minimiser le regret du décideur dans le pire scénario possible. Pour ce

faire, nous introduisons ci-après différentes notions de regret, adaptées au tri avec profils de référence.

Définition 42 (Pairwise Max Regret (PMR)). Le PMR associé à l’affectation de l’alternative x ∈ X
dans la catégorie K` au lieu de la catégorie K`′ est :

PMR(x,K`,K`′ ,ΩP) = max
ω∈ΩP

R(x,K`,K`′ , ω)

= max
ω∈ΩP

{
d`′(x, ω)− d`(x, ω)

}
Par définition, la valeur PMR(x,K`,K`′ ,ΩP) est égale au plus grand écart possible entre les degrés

d’appartenance d`′(x, ω) et d`(x, ω). Cette quantité représente la plus grande erreur que le système puisse

commettre en décidant d’affecter x à la catégorie K` au lieu de la placer dans la catégorie K`′ .

Définition 43 (Max Regret (MR)). The MR associé à l’affectation de x dans la catégorie K` est :

MR(x,K`,ΩP) = max
`′∈{1,...,k}

PMR(x,K`,K`′ ,ΩP)

La valeur MR(x,K`,ΩP) représente la plus grande erreur que le système puisse provoquer en affectant

l’alternative x à la catégorie K` (au lieu de la catégorie que le décideur estime convenir le mieux). De

ce fait, dans l’optique de minimiser le regret dans le pire scénario possible, il convient d’affecter chaque

alternative x ∈ X à la catégorie K` qui minimise cette dernière quantité. Le regret associé à cette décision

est défini formellement ci-dessous :

Définition 44 (Minimax Regret (mMR)). Le mMR d’une alternative x ∈ X est :

mMR(x,ΩP) = min
`∈{1,...,k}

MR(x,K`,ΩP)

Pour estimer la qualité globale du tri résultant de ces différentes affectations, nous proposons d’agréger

les |X | valeurs dmMR(x,ΩP) comme dans les problèmes de tri avec seuils (cf. Section 2.3.2). Plus

précisément, nous allons utiliser le critère suivant :



110 Chapitre 2. Élicitation pour la décision multicritère non combinatoire

Définition 45 (Maximum Minimax Regret (MmMR)).

MmMR(X ,ΩP) = max
x∈X

mMR(x,ΩP)

Lorsque MmMR(X ,ΩP) = 0, le tri obtenu en minimisant les regrets reflète exactement les exigences

du décideur. Dans le cas contraire, si la valeur MmMR est trop élevée, il convient de mettre en œuvre

une procédure d’élicitation incrémentale, réduisant progressivement cette valeur, jusqu’à atteindre un

niveau de risque que le décideur juge acceptable (quantifié par un seuil de tolérance δ ≥ 0). En effet,

cette approche est envisageable car nous avons ΩP ′ ⊆ ΩP pour tout P ′ ⊇ P, ce qui implique :

PMR(x,K`,K`′ ,ΩP ′) ≤ PMR(x,K`,K`′ ,ΩP), ∀x ∈ X ,∀`, `′ ∈ {1, . . . , k}

MR(x,K`,ΩP ′) ≤ MR(x,K`,ΩP), ∀x ∈ X ,∀` ∈ {1, . . . , k}

mMR(x,ΩP ′) ≤ mMR(x,ΩP), ∀x ∈ X

MmMR(X ,ΩP ′) ≤ MmMR(X ,ΩP)

De ces inégalités, nous déduisons que la valeur MmMR(X ,ΩP) ne peut augmenter après observation de

nouvelles données de préférence ; dans nos tests numériques, nous verrons que cette quantité diminue

strictement en pratique lorsque les questions posées au décideur sont choisies consciencieusement.

Comme pour la problématique du choix, il est tout à fait envisageable de demander au décideur

de comparer des alternatives. Néanmoins, contrairement aux problèmes de choix, la garantie de perfor-

mance MmMR(X ,ΩP) ne suggère pas directement une paire d’alternatives constituant une question de

comparaison pertinente ; nous rencontrons en fait le même problème que dans la problématique de tri

avec seuils de préférence (cf. Section 2.3.2). À la place, nous allons demander au décideur de choisir,

parmi un ensemble de catégories, celle qui lui semble être la plus adéquate pour une alternative donnée.

Pour ce type de questions, nous noterons (x,K` % K`′) la donnée “K` est meilleure que K`′ pour x”.

Afin de choisir la prochaine question à poser, nous pouvons théoriquement utiliser le critère de sélection

WMmMR (cf. définition 41). Cependant, l’usage de ce critère semble difficile en pratique car le nombre

de questions possibles augmente ici avec le nombre d’alternatives et de catégories du problème. Dans le

même esprit que la stratégie CSS, conçue pour les problèmes de choix (cf. Section 1.4.2), nous proposons

de nous concentrer sur l’alternative x maximisant la valeur mMR. En effet, en faisant ce choix, nous

augmentons nos chances de réduire la valeur MmMR courante puisque MmMR(X ,ΩP) = mMR(x,ΩP).

Nous envisageons alors les deux stratégies suivantes :

• Demander au décideur de placer directement l’alternative x dans la bonne catégorie.

• Demander au décideur de comparer deux catégories K` et K`′ qui vérifient mMR(x,ΩP) =

MR(x,K`,ΩP) = PMR(x,K`,K`′ ,ΩP).

Cette dernière approche présente l’avantage de poser des questions plus simples (comparaison de seule-

ment deux catégories au lieu de toutes), tout en se concentrant sur une paire de catégories induisant la

valeur MmMR courante. Soulignons que, pour la problématique du tri avec seuils de préférence, l’identi-
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fication d’une telle paire est moins directe, puisque la notion de regret entre deux catégories (PMR) n’a

pas été définie dans ce contexte (cf. Section 2.3.2).

ii) Détermination du tri optimal au sens du critère MmMR

Comme pour les problèmes de choix, la détermination des valeurs PMR représente la principale

difficulté liée au calcul des valeurs MmMR dans le cadre de la problématique du tri avec profils de

référence. Calculer la valeur PMR(x,K`,K`′ ,ΩQ) est ici assez complexe puisqu’il s’agit de maximiser

une différence de minimums. Néanmoins, nous allons montrer que cette difficulté peut être contournée en

décomposant ce problème d’optimisation en deux sous-problèmes plus simples, pouvant être modélisés

par des programmes linéaires en nombres entiers (lorsque fω est linéaire en ω). Pour ce faire, nous allons

commencer par démontrer que les réponses du décideur (stockées dans P) induisent uniquement des

contraintes linéaires sur l’espace des paramètres.

Proposition 14. Pour toute alternative x ∈ X et toutes catégories K`,K`′, avec ` 6= `′ :

ΩP∪(x,K`%K`′ )
=


{
ω ∈ ΩP : 1− P (x, r`−1, ω) ≥ min{P (x, r`

′
, ω), 1− P (x, r`

′−1, ω)}
}

si ` > `′{
ω ∈ ΩP : P (x, r`, ω) ≥ min{P (x, r`

′
, ω), 1− P (x, r`

′−1, ω)}
}

sinon

Démonstration. Si le décideur nous informe que la catégorie K` est plus adaptée que la catégorie K`′

pour l’alternative x, nous devons restreindre l’ensemble ΩP à toutes les paramètres ω vérifiant d`(x, ω) ≥
d`′(x, ω), c’est-à-dire :

min
{
P (x, r`, ω), 1− P (x, r`−1, ω)

}
≥ min

{
P (x, r`

′
, ω), 1− P (x, r`

′−1, ω)
}

Notons que cette restriction revient à imposer les contraintes suivantes :

P (x, r`, ω) ≥ min
{
P (x, r`

′
, ω), 1− P (x, r`

′−1, ω)
}

(2.49)

1− P (x, r`−1, ω) ≥ min
{
P (x, r`

′
, ω), 1− P (x, r`

′−1, ω)
}

(2.50)

Tout d’abord, considérons le cas où l’inégalité ` > `′ est vérifiée. Dans ce cas, comme r`
′ �P r`

par définition, alors nous avons forcément Pj(x, r
`) ≥ Pj(x, r

`′) pour tout critère j ∈ Q, c’est-à-dire

(P1(x, r`), . . . , Pq(x, r
`)) %P (P1(x, r`

′
), . . . , Pq(x, r

`′)). Si par ailleurs fω est un opérateur monotone (ce

qui est le cas de tous les agrégateurs que nous considérons dans cette thèse), alors nous en déduisons

P (x, r`, ω) ≥ P (x, r`
′
, ω) pour tout ω ∈ ΩP . Par conséquent, la contrainte (2.49) est satisfaite par tout

ω ∈ ΩP , et donc rien ne sert de l’imposer après insertion de la préférence (x,K` % K`′) dans P. De ce

fait, en considérant l’équation (2.50), nous avons bien :

ΩP∪(x,K`%K`′ )
=
{
ω ∈ ΩP : 1− P (x, r`−1, ω) ≥ min{P (x, r`

′
, ω), 1− P (x, r`

′−1, ω)}
}
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À présent, considérons le cas où c’est l’inégalité ` < `′ qui est vraie. Dans ce cas, nous avons

Pj(x, r
`−1) ≤ Pj(x, r

`′−1) pour tout j ∈ Q car r`−1 �P r`
′−1 par définition. Par conséquent, si fω

est monotone, alors nous avons P (x, r`−1, ω) ≤ P (x, r`
′−1, ω) pour tout ω ∈ ΩP , ce qui implique

1 − P (x, r`−1, ω) ≥ 1 − P (x, r`
′−1, ω) pour tout ω ∈ ΩP . Ceci montre que la contrainte (2.50) est

satisfaite pour tout ω ∈ ΩP , et donc nous avons dans ce cas :

ΩP∪(x,K`%K`′ )
=
{
ω ∈ ΩP : P (x, r`, ω) ≥ min{P (x, r`

′
, ω), 1− P (x, r`

′−1, ω)}
}

Cette proposition montre que, si le décideur nous transmet une donnée de type (x,K` % K`′), alors

il suffit d’imposer une seule contrainte sur l’espace des paramètres : 1− P (x, r`−1, ω) ≥ min
{
P (x, r`

′
, ω), 1− P (x, r`

′−1, ω)
}

si ` > `′

P (x, r`, ω) ≥ min
{
P (x, rk, ω), 1− P (x, rk−1, ω)

}
sinon

Bien que ces inégalités ne soient pas linéaires en ω à cause de l’opérateur minimum, nous pouvons les

rendre linéaires en appliquant des techniques standards de linéarisation de cet opérateur. Par exemple,

dans le cas où ` > `′, il suffit d’imposer les deux contraintes suivantes : Mb+ 1− P (x, r`−1, ω) ≥ P (x, r`
′
, ω)

M(1− b) + 1− P (x, r`−1, ω) ≥ 1− P (x, r`
′−1, ω)

où b est une variable booléenne et M est une constante plus grande que 1. Pour nous rendre compte

que l’introduction de cette variable booléenne permet de contraindre de manière équivalente l’espace des

paramètres, nous pouvons étudier ce qu’il se passe dans les deux scénarios :

• si b = 0, alors la seconde contrainte n’a plus aucun effet puisque M ≥ 1 et 0 ≤ P (x, r`
′′
, ω) ≤ 1

pour tout `′′ ∈ {1, . . . , k} et tout ω ∈ ΩP . Autrement dit, dans ce scénario, seule la première

contrainte est imposée : 1− P (x, r`−1, ω) ≥ P (x, r`
′
, ω).

• si b = 1, alors c’est la première contrainte qui n’a plus aucun effet (pour les mêmes raisons que le cas

précédent), et donc seule la seconde contrainte est imposée : 1−P (x, r`−1, ω) ≥ 1−P (x, r`
′−1, ω).

Ainsi, la valeur 1−P (x, r`−1, ω) doit être supérieure à P (x, r`
′
, ω) ou 1−P (x, r`

′−1, ω), en fonction de la

valeur de b. Par conséquent, si la variable b n’apparâıt dans aucune autre contrainte, alors tout algorithme

d’optimisation préférera choisir, pour tout ω ∈ ΩP , la valeur de b telle que la quantité 1− P (x, r`
′−1, ω)

est la moins contrainte possible. Par conséquent, pour tout ω ∈ ΩP , la valeur de b sera choisie pour que la

quantité 1−P (x, r`
′−1, ω) doivent être plus grande que le minimum entre P (x, r`

′
, ω) et 1−P (x, r`

′−1, ω) ;

ceci modélise exactement la contrainte que nous souhaitons imposer quand ` > `′. Similairement, dans

le cas où ` < `′, il nous suffit d’imposer : Mb+ P (x, r`, ω) ≥ P (x, r`
′
, ω)

M(1− b) + P (x, r`, ω) ≥ 1− P (x, r`
′−1, ω)
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où b est une variable booléenne et M est une constante plus grande que 1. Ainsi, nous venons de prouver

que l’ensemble ΩP peut être décrit avec uniquement des contraintes linéaires. Ce résultat est utilisé dans

la proposition suivante :

Proposition 15. Pour toute alternative x ∈ X et toutes catégories K`,K`′, avec ` 6= `′, nous avons :

PMR(x,K`,K`′ ,ΩP) = max{β1, β2}

où β1 et β2 sont respectivement les valeurs optimales des programmes linéaires en nombres entiers :

max
ω∈ΩP

{
t− P (x, r`, ω)

}
max
ω∈ΩP

{
t+ P (x, r`−1, ω)− 1

}
s.c. t ≤ P (x, r`

′
, ω) s.c. t ≤ P (x, r`

′
, ω)

t ≤ 1− P (x, r`
′−1, ω) t ≤ 1− P (x, r`

′−1, ω)

t ≥ 0 t ≥ 0

Démonstration. Par définition, pour tout x ∈ X et toutes catégories K`,K`′ , ` 6= `′, nous avons :

PMR(x,K`,K`′ ,ΩP) = max
ω∈ΩP

R(x,K`,K`′ , ω)

= max
ω∈ΩP

{
d`′(x, ω)− d`(x, ω)

}
= max

ω∈ΩP

{
min{P (x, r`

′
, ω), 1− P (x, r`

′−1, ω)} − d`(x, ω)
}

Pour linéariser la fonction à maximiser, nous remplaçons la quantité min{P (x, r`
′
, ω), 1−P (x, r`

′−1, ω)}
par une variable réelle t positive contrainte de vérifier :

t ≤ P (x, r`
′
, ω)

t ≤ 1− P (x, r`
′−1, ω)

ce qui constitue une application directe des techniques classiques de linéarisation de l’opérateur mi-

nimum (lorsque que celui-ci est présent dans la fonction objectif). En résumé, nous pouvons calculer

PMR(x,K`,K`′ ,ΩP) en optimisant le programme suivant :

max
ω∈ΩP

{
t− d`(x, ω)

}
s.c. t ≤ P (x, r`

′
, ω)

t ≤ 1− P (x, r`
′−1, ω)

t ≥ 0
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Puis, comme nous avons :

t− d`(x, ω) = t−min{P (x, r`, ω), 1− P (x, r`−1, ω)}

= t+ max{−P (x, r`, ω), P (x, r`−1, ω)− 1}

= max{t− P (x, r`, ω), t+ P (x, r`−1, ω)− 1}

alors nous pouvons réécrire le programme précédent de la manière suivante :

max
ω∈ΩP

{
max{t− P (x, r`, ω), t+ P (x, r`−1, ω)− 1}

}
s.c. t ≤ P (x, r`

′
, ω)

t ≤ 1− P (x, r`
′−1, ω)

t ≥ 0

Le résultat désiré peut finalement être obtenu en permutant les deux opérateurs maximum.

Cette proposition nous offre la possibilité de calculer PMR(x,K`,K`′ ,ΩP) en optimisant deux pro-

grammes linéaires en nombres entiers, la quantité recherchée correspondant alors à la plus grande des

deux valeurs optimales. Dans la sous-section suivante, nous allons voir que ce calcul peut être davantage

simplifié lorsque fω est une intégrale de Choquet définie à partir d’une capacité strictement monotone.

iii) Application aux intégrales de Choquet

Dans cette sous-section, nous considérons une instance particulière, obtenue en interprétant fω comme

une intégrale de Choquet (cf. définition 16). Cet agrégateur permet ici de modéliser des synergies entre les

différents critères lors de l’agrégation des index Pj(x, r
`) en un index global P (x, r`, ω). Dans ce contexte,

la capacité v joue le rôle des paramètres ω, l’ensemble des paramètres réalisables ΩP étant alors composé

de toutes les capacités normalisées (cf. définition 13) compatibles avec les données de préférence dans P.

Comparer une alternative x ∈ X à un profil de référence r` se fait donc à travers l’index de préférence :

P (x, r`, v) = Ch((P1(x, r`), . . . , Pq(x, r
`)), v)

Le degré d’appartenance de x à la catégorie K` est quant à lui défini par :

d`(x, v) = min
{
P (x, r`, v), 1− P (x, r`−1, v)

}
Comme l’intégrale de Choquet est une fonction linéaire en v à x fixé, alors nous pouvons calcu-

ler PMR(x,K`,K`′ ,ΩP) par programmation linéaire en nombres entiers en utilisant la proposition 15.

Néanmoins, dans le cas particulier où les capacités possibles sont strictement monotones (c’est-à-dire

v(A) < v(B) pour tout A ⊂ B ⊆ Q), nous allons montrer qu’il est possible d’obtenir une linéarisation

des contraintes de compatibilité avec P ne faisant intervenir aucune variable booléenne.
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Proposition 16. Pour toute alternative x ∈ X et toutes catégories K`,K`′, avec ` 6= `′ :

ΩP∪(x,K`%K`′ )
=



{
v∈ΩP : 1− P (x, r`−1, v)≥P (x, r`

′
, v)
}

si `>`′ et ∃j∈Q, Pj(x, r`−1) 6=Pj(x, r
`′−1){

v∈ΩP : P (x, r`, v)≥1− P (x, r`
′−1, v)

}
si `<`′ et ∃j ∈ Q, Pj(x, r`) 6=Pj(x, r

`′)

ΩP sinon

Démonstration. Considérons tout d’abord le cas où ` > `′. D’après la proposition 14, les capacités v ∈ ΩP

satisfaisant la préférence (x,K` % K`′) sont précisément celles qui vérifient l’inégalité suivante :

1− P (x, r`−1, v) ≥ min{P (x, r`
′
, v), 1− P (x, r`

′−1, v)} (2.51)

Comme ` > `′ par hypothèse, alors nous avons r`
′ �P r

` par définition des profils de référence. Ce dernier

fait implique que nous avons Pj(x, r
`−1) ≥ Pj(x, r

`′−1) pour tout j ∈ Q. Supposons tout d’abord que

Pj(x, r
`−1) = Pj(x, r

`′−1) pour tout j ∈ Q. Dans ce cas, pour toute capacité v, nous avons P (x, r`−1, v) =

P (x, r`
′−1, v), ce qui implique 1 − P (x, r`−1, v) = 1 − P (x, r`

′−1, v). Ainsi, toutes les capacités v ∈ ΩP

vérifient l’équation (2.51), ce qui nous permet de déduire ΩP∪(x,K`%K`′ )
= ΩP . Supposons maintenant

que nous avons Pj(x, r
`−1) 6= Pj(x, r

`′−1) pour au moins un critère j ∈ Q. Dans ce cas, nous avons

en fait (P1(x, r`−1), . . . , Pq(x, r
`−1)) �P (P1(x, r`

′−1), . . . , Pq(x, r
`′−1)). Comme par ailleurs l’intégrale

de Choquet est un agrégateur strictement monotone quand v est strictement monotone, alors nous en

déduisons P (x, r`−1, v) > P (x, r`
′−1, v) pour tout v ∈ ΩP , ce qui implique 1 − P (x, r`−1, v) < 1 −

P (x, r`
′−1, v) pour tout v ∈ ΩP . Ainsi, l’inégalité (2.51) est vraie pour une capacité v ∈ ΩP donnée si

et seulement si l’inégalité 1 − P (x, r`−1, v) ≥ P (x, r`
′
, v) est vraie. De ce fait, nous avons dans ce cas

ΩP∪(x,K`%K`′ )
= {v ∈ ΩP : 1− P (x, r`−1, v) ≥ P (x, r`

′
, v)}.

Considérons maintenant le cas où ` < `′. Dans ce cas, d’après la proposition 14, les capacités v ∈ ΩP

satisfaisant la préférence (x,K` % K`′) sont exactement celles qui vérifient :

P (x, r`, v) ≥ min{P (x, r`
′
, v), 1− P (x, r`

′−1, v)} (2.52)

Puisque l’inégalité ` < `′ est vraie par hypothèse, alors nous avons Pj(x, r
`) ≤ Pj(x, r`

′
) pour tout critère

j ∈ Q. Supposons tout d’abord que l’égalité Pj(x, r
`) = Pj(x, r

`′) est vraie pour tout j ∈ Q. Dans ce cas,

nous avons P (x, r`, v) = P (x, r`
′
, v) pour toute capacité v, et donc l’équation (2.52) est forcément vérifiée

par toutes les capacités v ∈ ΩP . Par conséquent, nous avons ΩP∪(x,K`%K`′ )
= ΩP dans ce cas. À présent,

supposons qu’il existe un critère j ∈ Q tel que Pj(x, r
`) 6= Pj(x, r

`′). Dans ce cas, nous avons en réalité

(P1(x, r`
′
), . . . , Pq(x, r

`′)) �P P1(x, r`), . . . , Pq(x, r
`)). Puisque l’intégrale de Choquet est un opérateur

strictement monotone quand la capacité v est strictement monotone, alors nous avons nécessairement

P (x, r`, v) < P (x, r`
′
, v) pour toute capacité v ∈ ΩP . Ce dernier fait nous apprend que l’inégalité (2.52) est

vraie pour une capacité v ∈ ΩP donnée si et seulement si nous avons P (x, r`, v) ≥ 1−P (x, r`
′−1, v). Ceci

nous permet de dériver l’égalité suivante : ΩP∪(x,K`%K`′ )
= {v ∈ ΩP : P (x, r`, v) ≥ 1−P (x, r`

′−1, v)}.
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D’après la proposition 16, si le décideur nous transmet la préférence (x,K`,K`′), alors la mise à jour

de l’espace des paramètres peut être réalisée en imposant au plus une contrainte linéaire :

• 1− P (x, r`−1, v) ≥ P (x, r`
′
, v) si ` > `′ et Pj(x, r

`−1) 6= Pj(x, r
`′−1) pour au moins un j ∈ Q,

• P (x, r`, v) ≥ 1− P (x, r`
′−1, v) si ` < `′ et Pj(x, r

`) 6= Pj(x, r
`′) pour au moins un j ∈ Q et

• aucune contrainte sinon.

De ce fait, l’ensemble P peut être entièrement décrit par des contraintes linéaires sur des variables réelles.

Ainsi, lorsque les préférences du décideur sont représentables par une intégrale de Choquet dont la capa-

cité est strictement monotone, nous pouvons calculer la valeur PMR(x,K`,K`′ ,ΩP) par programmation

linéaire en utilisant la proposition 15.

Soulignons toutefois que, pour l’intégrale de Choquet, le nombre de variables et de contraintes im-

pliquées dans ce calcul est exponentiel en le nombre de critères. Notons alors que, dans le cas particulier

où γ−j = γ+
j pour tout j ∈ Q (c’est-à-dire Pj(x, r

`) = 1 si xj > r`j et Pj(x, r
`) = 0 sinon), la contrainte

induite par une donnée de type (x,K` % K`′) est soit de la forme 1 − v(A) ≥ v(B) soit de la forme

v(A) ≥ 1 − v(B), avec A,B ⊆ Q. En conséquence, dans ce cas particulier, nous pouvons réduire le

nombre de variables et de contraintes en utilisant la proposition 4. Plus précisément, toutes les variables

qui n’apparaissent ni dans la fonction objectif, ni dans les contraintes de compatibilité avec P, peuvent

être retirées des programmes linéaires à optimiser. Ceci nous conduit à des formulations comprenant au

plus 2(|P| + q) − 1 variables et des contraintes de monotonie entre ces dernières uniquement. Dans le

cas général, ces programmes linéaires restent toutefois relativement simples à optimiser avec un solveur

actuel pourvu que le nombre de critères est raisonnablement petit.

iv) Résultats expérimentaux

Dans nos expériences, le profil multicritère de chaque alternative est engendré aléatoirement et uni-

formément dans [0, 1]q. Par ailleurs, les profils de référence que nous considérons sont sous la forme de

profils d’utilités constants, divisant l’échelle d’utilité [0, 1] en intervalles de même taille sur chaque critère.

Dans cette sous-section, nous commençons par comparer les performances des différentes stratégies de

génération de questions suivantes :

• S0 : cette stratégie d’élicitation consiste à demander au décideur de nous indiquer la catégorie

d’une alternative choisie aléatoirement.

• S1 : cette stratégie se concentre sur une alternative x maximisant la valeur mMR en demandant

au décideur si la catégorie K` est plus adaptée que la catégorie K`′ pour x, où K`,K`′ sont choisies

telles que mMR(x,ΩP) = MR(x,K`,ΩP) = PMR(x,K`,K`′ ,ΩP).

• S2 : cette stratégie se concentre aussi sur une alternative maximisant la valeur mMR, mais

demande au décideur de nous indiquer directement la catégorie de cette alternative.

Les réponses aux questions sont ici simulées en utilisant une intégrale de Choquet dont la capacité a été

engendrée aléatoirement. Sur les figures 2.9 et 2.10, nous reportons respectivement la valeur MmMR et

le maximum real regret (calculé avec l’intégrale de Choquet du décideur) observés à chaque itération de

ces procédures de tri interactives ; les résultats présentés correspondent à une moyenne sur 100 tests.
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Figure 2.9 – Évolution de la valeur MmMR pour les stratégies S0, S1 et S2 (5 critères, 150 alternatives,
5 catégories).

Figure 2.10 – Évolution du maximum real regret pour les stratégies S0, S1 et S2 (5 critères, 150
alternatives, 5 catégories).

Tout d’abord, nous pouvons voir que la valeur MmMR réduit beaucoup plus rapidement avec les

stratégies S1 et S2 qu’avec la stratégie aléatoire S0 ; par exemple, après 20 questions en moyenne, la
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valeur MmMR est en dessous de 30% du regret initial avec S1 et S2, alors que cette quantité est toujours

au dessus de 80% du regret initial avec la stratégie aléatoire S0. Nous observons la même tendance

avec les maximum real regrets. Par ailleurs, comme nous pouvions nous y attendre, la stratégie S2

se montre plus informative que la stratégie S1 en pratique. En effet, la valeur MmMR ainsi que le

maximum real regret réduisent plus rapidement avec cette première que cette dernière. Cependant, nous

pouvons aussi constater que S1 parvient à la même valeur MmMR que S2 en posant approximativement

trois questions supplémentaires. Cette observation nous suggère d’utiliser S1 plutôt que S2, puisque les

questions engendrées par cette dernière sont un peu plus compliquées que celles posées par la première. En

effet, il semble plus facile de comparer deux catégories pour une alternative donnée que de déterminer

la catégorie adéquate pour cette alternative (car ceci nécessite de comparer implicitement toutes les

catégories possibles).

À présent, nous cherchons à évaluer l’impact des paramètres suivants sur les temps de calcul de la

valeur MmMR pour la stratégie S1 : k le nombre de catégories, q le nombre de critères, p le nombre de

données de préférence disponibles et |X | le nombre d’alternatives à trier. Pour résoudre les problèmes

d’optimisation liés au calcul des PMR (cf. proposition 15), nous faisons appel au solveur de programme

linéaire Gurobi depuis un programme écrit en Java. La table 2.3 nous donne les moyennes des temps

obtenus sur 100 tests réalisés sur un Intel Core i7 CPU 3.60GHz avec 16GB de mémoire.

Table 2.3 – Temps de calcul (en secondes) pour déterminer MmMR.

k = 5 k = 10
q = 5 q = 7 q = 5 q = 7

p = 0 p = 5 p = 0 p = 5 p = 0 p = 5 p = 0 p = 5

|X | = 50 0.8 1.4 1.8 2.3 3.5 5.6 6.7 8.6
|X | = 100 1.1 1.8 2.1 3.3 4.6 6.8 9.1 10.8
|X | = 200 2.2 3.5 6.9 7.1 7.6 10.7 18.2 21.1

Dans cette table, nous voyons en particulier que les temps de résolution sont grandement impactés

par la valeur k, correspondant au nombre de catégories. Ceci s’explique par le fait que le nombre de PMR

à optimiser est dans le pire cas quadratique en ce dernier paramètre. Par ailleurs, les temps de calcul

augmentent significativement avec la valeur q, représentant le nombre de critères du problème. Ceci est

essentiellement dû au fait que le nombre de variables et de contraintes de monotonie présentes dans les

formulations linéaires permettant de calculer les valeurs PMR est exponentiel en le nombre de critères.

2.4 Conclusion du chapitre

L’élicitation incrémentale fondée sur le critère Minimax Regret (e.g., [Boutilier et al., 2006]) est

une approche permettant de formuler des recommandations en présence de préférences imprécisément

définies avec garantie de performance par rapport au pire scénario possible. Rappelons que les méthodes
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incrémentales arrêtent de poser des questions dès que l’erreur dans le pire scénario ne dépasse pas un

certain seuil de tolérance que le décideur juge acceptable. Ceci permet de gagner du temps et de li-

miter le nombre de questions, en comparaison avec les approches visant à déterminer précisément la

fonction d’utilité du décideur. Selon nous, ceci constitue la particularité et la contribution de l’approche

incrémentale pour l’aide à la décision.

Dans ce chapitre, nous avons proposé des stratégies efficaces pour l’élicitation incrémentale d’une

intégrale de Choquet dans le cadre des problématiques de choix, de rangement et de tri. Le calcul de

minimax regrets avec une intégrale de Choquet pose un certain nombre de difficultés, principalement

liées au nombre de paramètres de ce modèle décisionnel et au nombre de contraintes nécessaires à la

caractérisation des paramètres admissibles. Néanmoins, nous sommes parvenus à montrer que les mini-

max regrets peuvent être calculés de manière efficace, à condition de restreindre la forme des questions

posées au décideur durant l’élicitation. En particulier, pour la problématique du choix, nous avons tout

d’abord prouvé que les minimax regrets peuvent être obtenus en temps polynomial par programmation

linéaire, puis nous avons proposé un algorithme itératif permettant de calculer ces valeurs encore plus

rapidement. Par ailleurs, nous avons présenté des tests numériques permettant de valider nos méthodes

expérimentalement en terme de temps de résolution, nombre de questions posées et qualité de la recom-

mandation.

Nos travaux se distinguent de ceux qui existent sur l’intégrale de Choquet en se concentrant sur

l’approche incrémentale et en permettant de formuler des recommandations sans avoir à faire des hy-

pothèses restrictives sur l’intégrale de Choquet a priori. En particulier, il a été récemment proposé de

choisir l’intégrale de Choquet maximisant la marge des contraintes induites par les données de préférence

disponibles (de manière similaire au classificateurs SVM) [Ah-Pine et al., 2013]. Ce genre d’estimation

par points ignore la particularité des alternatives du problème, contrairement à l’élicitation fondée sur

la notion de regret qui se concentre sur la partie utile de la fonction d’utilité en posant des questions

pour discriminer entre les alternatives. Par ailleurs, la méthode proposée ne fournit pas directement une

stratégie de génération de questions qui faciliterait son intégration dans une méthode incrémentale.

Les méthodes que nous avons proposées dans ce chapitre ne sont néanmoins pas directement ap-

plicables dans des situations décisionnelles où les alternatives sont en très grand nombre (comme en

optimisation combinatoire). En effet, dans ces situations, il ne semble pas raisonnable d’énumérer toutes

les paires de solutions possibles et de calculer la valeur PMR associée à chacune de ces paires. Pour

pouvoir faire face à cette difficulté, nous étudions dans le chapitre suivant le potentiel d’une nouvelle

approche, consistant à entremêler élicitation des préférences et résolution du problème de décision. Il

s’agit plus précisément de poser des questions au décideur à des moments clés de la résolution, de sorte

à limiter à la fois le nombre d’interactions avec celui-ci et les temps de résolution.





Chapitre 3

Méthodes incrémentales pour la décision

multicritère sur domaine combinatoire

Ce chapitre s’appuie sur nos travaux publiés dans [Benabbou and Perny, 2015a,b,c] s’articulant

autour de la problématique de l’élicitation des préférences pour la décision multicritère sur domaine

combinatoire. Dans ce contexte, pour parvenir à détecter efficacement la meilleure alternative pour le

décideur, nous proposons une nouvelle approche consistant à mêler résolution du problème d’optimisa-

tion et élicitation incrémentale des préférences. Plus précisément, nous commençons par concevoir des

algorithmes permettant de déterminer l’ensemble des solutions potentiellement optimales en présence de

préférences imprécisément connues. Puis, nous examinons quand poser des questions durant l’exécution

de ces algorithmes pour pouvoir identifier une solution nécessairement optimale à la fin de la résolution.

Pour limiter le nombre de questions posées, nous adoptons l’approche d’élicitation incrémentale fondée

sur la notion de regret pour engendrer des questions informatives durant la recherche. Dans ce cha-

pitre, nous étudions le potentiel de cette nouvelle approche, combinant recherche et élicitation, dans le

cadre de deux problèmes d’optimisation combinatoire particuliers : la recherche dans un graphe d’états

multi-objectifs et le problème d’arbres couvrants multi-objectifs. Pour ces problèmes, nous proposons

des algorithmes reposant respectivement sur la programmation dynamique et sur le principe glouton.

121
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Dans ce chapitre, nous considérons une situation de décision multicritère où l’ensemble X des alter-

natives possibles est défini implicitement comme étant l’ensemble des solutions réalisables d’un problème

d’optimisation combinatoire multi-objectifs. Plus précisément, nous allons étudier la problématique de

recherche dans un graphe d’états multicritère avant de nous consacrer aux problèmes d’arbres couvrants

multi-objectifs. L’élicitation des préférences sur domaine combinatoire est une problématique à l’origine

de contributions récentes dans de nombreux contextes, comme par exemple dans les problèmes de satis-

faction de contraintes (e.g., [Boutilier et al., 2006, Gelain et al., 2010]), les espaces multi-attributs (e.g.,

[Gonzales and Perny, 2004, Braziunas and Boutilier, 2007, Koriche and Zanuttini, 2010]), les problèmes

de planification (e.g., [Regan and Boutilier, 2011, Weng and Zanuttini, 2013, Gilbert et al., 2015]), les

problèmes de mariages stables (e.g., [Drummond and Boutilier, 2014]) ou encore les problèmes d’optimi-

sation multi-objectifs [Vanderpooten and Vincke, 1997, Korhonen, 2005, Kaddani et al., 2017]. Notre ob-

jectif est de proposer une nouvelle approche, mêlant élicitation et résolution, permettant de réduire signifi-

cativement la taille de l’espace de recherche tout en limitant le nombre de questions posées au décideur. À

titre préliminaire, nous nous intéressons aussi à la problématique de détermination des solutions potentiel-

lement optimales en présence de préférences imprécisément connues. Cette problématique a été considérée

dans de nombreux contextes, comme par exemple en décision multi-agents (e.g., [Konczak and Lang,

2005, Xia and Conitzer, 2011, Roijers et al., 2014, Aziz et al., 2015b]) ou en satisfaction de contraintes

(e.g., [Marinescu et al., 2013, Wilson et al., 2015]).

3.1 Recherche dans un graphe d’états multicritère

La recherche fondée sur les préférences est une problématique très étudiée dans le domaine de l’intel-

ligence artificielle avec des applications diverses, notamment en satisfaction de contraintes, planification,

allocation de ressources et commerce électronique (e.g., [Boutilier et al., 2004, Perny and Spanjaard,

2005, Brafman and Domshlak, 2009, Domshlak et al., 2011, Galand et al., 2013]). Bien que la plupart

des contributions algorithmiques se concentrent sur la détermination efficace des solutions préférées pour

un modèle de préférences donné, d’autres travaux se sont penchés sur la mise en œuvre de stratégies

d’élicitation permettant de représenter au mieux les préférences du décideur. Dans cette sous-section,

il s’agit pour nous de considérer ces deux aspects simultanément pour limiter à la fois les temps

de résolution et le nombre de questions nécessaires à la prise de décision. Plus précisément, nous

étudions ici le potentiel de l’élicitation incrémentale (e.g., [White III et al., 1984, Wang and Boutilier,

2003, Braziunas and Boutilier, 2007]) combinée à la recherche dans un graphe d’états multicritère (e.g.,

[Stewart and White III, 1991, Mandow and Pérez de la Cruz, 2005b]).

Dans cette sous-section, nous considérons donc un graphe d’états G doté de plusieurs fonctions de

coût (ou critères d’évaluation) qu’il convient de minimiser (e.g., temps, distance, énergie, risque). Chaque

chemin de ce graphe est ainsi associé à un vecteur (x1, . . . , xq) ∈ Rq+ où xj représente sa performance sur

le critère j ∈ Q = {1, . . . , q}. Dans ce graphe, les solutions réalisables sont tous les chemins partant du

nœud source et arrivant à un nœud but du problème. Nous supposons ici que les préférences du décideur
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sur les chemins découlent de ses préférences sur les vecteurs coût, ces dernières étant représentables par

une fonction d’agrégation fω : Rq+ → R+ de paramètre ω définissant le coût global (ou désutilité) de tout

vecteur x ∈ Rq+. Dans ce contexte, il s’agit de déterminer une solution réalisable minimisant la fonction

fω modélisant les préférences subjectives du décideur.

Lorsque la fonction fω est imprécisément connue, il convient de mettre en place des stratégies

d’élicitation de ω pour pouvoir détecter une solution optimale pour le décideur. Sur domaine com-

binatoire, l’approche classique consiste à balayer l’espace des paramètres, en engendrant à plusieurs

reprises une instance possible de ω et une solution optimale associée, tant que les solutions qui ont été

engendrées ne conviennent pas au décideur (e.g., [Zionts and Wallenius, 1976, Vanderpooten and Vincke,

1997]). Dans le cadre de la problématique de recherche dans un graphe d’état, la génération d’une so-

lution optimale peut être réalisée à chaque étape de manière efficace lorsque la fonction fω est linéaire.

En effet, il suffit d’appliquer l’algorithme A* [Hart et al., 1968] sur le graphe obtenu en agrégeant les

coûts avec cette fonction. Dans la littérature, on trouve aussi de nombreux algorithmes de résolution

pour répondre à cette problématique avec des fonctions d’agrégation plus complexes (voir par exemple

[Dasgupta et al., 1995] pour une fonction d’utilité multi-attribut, [Galand and Perny, 2006] pour les

normes de Tchebycheff pondérées, et [Galand and Perny, 2007, Galand et al., 2013] pour les intégrales

de Choquet).

Dans l’optique d’éliciter les paramètres ω, nous considérons ici une autre manière de procéder, consis-

tant essentiellement à intégrer l’élicitation à la recherche. Plus précisément, il s’agit de produire des ques-

tions à des moments clés de la résolution, de manière à diminuer la taille de l’espace de recherche tout

en garantissant de détecter une solution nécessairement optimale à la fin de l’exécution. Pour présenter

notre approche, nous allons commencer par introduire formellement la problématique de recherche des

solutions préférées dans un graphe d’états. Ensuite, nous proposerons un algorithme efficace pour la

recherche des solutions potentiellement optimales lorsque les préférences du décideur sont représentables

par une somme pondérée fω imprécisément connue (une solution est dite potentiellement optimale si et

seulement si celle-ci minimise fω pour une instance possible de ω). Puis, nous proposerons des stratégies

de génération de questions permettant de réduire l’imprécision sur les paramètres du modèle en cours

de résolution de manière à détecter rapidement une solution préférée. Enfin, nous étudierons un modèle

décisionnel plus général que la somme pondérée, à savoir l’intégrale de Choquet.

3.1.1 Introduction et formalisation du problème

Soit G = (N,A) un graphe d’états défini implicitement, où N est un ensemble fini de nœuds

représentant les états du graphe et A est un ensemble d’arcs modélisant les transitions possibles entre

états. Plus formellement, nous avons A = {(n, n′) : n ∈ V, n′ ∈ Π(n)} où Π(n) ⊆ N est l’ensemble des

successeurs de l’état n. Un chemin du nœud n au nœud n′ dans le graphe G est caractérisé par une liste

de nœuds de type 〈n1, . . . , nm〉, où n1 = n, nm = n′ et (nk, nk+1) ∈ A pour tout k ∈ {1, . . . ,m − 1}.
L’ensemble de tous les chemins partant du nœud n et arrivant au nœud n′ sera noté P (n, n′) dans la

suite. Parmi tous les nœuds du graphe, nous distinguons en particulier le nœud source, noté s, ainsi que
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l’ensemble des nœuds buts, noté Γ. Les chemins solutions sont alors tous ceux qui partent du nœud source

s et qui arrivent à un nœud but γ ∈ Γ ; l’ensemble de ces chemins sera noté P (s,Γ) ci-après.

Par ailleurs, chaque arc a ∈ A est évalué sur un ensemble fini de critères gj : A → R+, j ∈ Q =

{1, . . . , q}, représentant des coûts à minimiser. Le graphe G est ainsi doté d’une fonction d’évaluation

g : A→ Rq+ qui associe à chaque arc a ∈ A le vecteur coût g(a) = (g1(a), . . . , gq(a)). Dans ce graphe, le

vecteur coût d’un chemin p, noté g(p), est égal à la somme des vecteurs coût des arcs qui le constituent.

Ainsi, nous nous intéressons à l’ensemble X = {g(p) : p ∈ P (s,Γ)} représentant l’image de tous les

chemins solutions dans l’espace des critères. Plus précisément, il s’agit pour nous de déterminer le vecteur

coût de cet ensemble que le décideur préfère.

La recherche de solutions préférées en optimisation multi-objectifs est souvent fondée sur l’exploration

de l’ensemble des solutions non Pareto-dominées :

ND(X ) = {x ∈ X : ∀y ∈ X ,¬(y ≺P x)}

où ¬ est l’opérateur de négation logique et y ≺P x si et seulement si yj ≤ xj pour tout j ∈ Q et yj < xj

pour au moins un critère j ∈ Q. En effet, la dominance de Pareto permet d’éliminer du problème des alter-

natives qui sont indéniablement sous-optimales, puisque celles-ci sont par définition battues par une autre

alternative sur tous les critères à la fois. Par ailleurs, la dominance de Pareto présente l’avantage pratique

de respecter ce que l’on appelle le principe de Bellman : toute sous-solution d’une solution Pareto-optimale

est elle aussi Pareto-optimale sur le sous-problème correspondant. Pour la recherche dans les graphes

d’états, cela revient à dire que tout sous-chemin d’un chemin Pareto-optimal est Pareto-optimal parmi

ceux ayant la même destination. Cette propriété a conduit les chercheurs à proposer des extensions multi-

critères d’algorithmes constructifs performants dédiés à la résolution de problèmes mono-critères. En par-

ticulier, l’algorithme MOA* (e.g., [Stewart and White III, 1991, Mandow and Pérez de la Cruz, 2005b])

est une extension multicritère de l’algorithme A* (e.g., [Hart et al., 1968]) permettant de déterminer

l’ensemble ND(X ) et de retourner un chemin solution par élément de cet ensemble. Nous présentons

ci-après les grandes lignes de ces deux algorithmes.

Algorithme A* [Hart et al., 1968]

L’algorithme A* est un algorithme de programmation dynamique permettant de déterminer effica-

cement un chemin optimal pour une fonction coût scalaire en utilisant une fonction heuristique. La

fonction heuristique permet d’estimer le coût du meilleur chemin partant de tout nœud n ∈ N du graphe

et arrivant à un des nœuds buts du problème. Pour des graphes de grande taille, la fonction heuristique

joue un rôle crucial car celle-ci est utilisée pour choisir de manière informée le nœud qu’il convient de

développer pour limiter l’exploration du graphe. L’algorithme A* procède par étiquetage des nœuds.

Plus précisément, à tout moment de l’algorithme, chaque nœud n ∈ N\{s} découvert est étiqueté avec :

• le coût du meilleur chemin de s à n trouvé jusque là, noté gn,

• et le nœud précédant n sur ce chemin, appelé nœud père.
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Initialement, seul le nœud source s est découvert et nous avons gs = 0. La recherche d’un chemin solution

minimisant la fonction coût se fait alors en développant les nœuds du graphe de manière itérative.

Lorsqu’un nœud n est développé, tous ses successeurs n′ sont mis à jour en comparant le coût gn′ avec

la somme du coût gn et du coût de l’arc (n, n′). Plus précisément, l’étiquetage du nœud n′ ne change

que si l’inégalité gn′ > gn + g(n, n′) est vérifiée. Dans ce cas, la seconde valeur remplace le coût gn′ et

n devient le nouveau nœud père de n′. En effet, nous venons de découvrir un chemin de s à n′ (passant

par n) dont le coût est strictement inférieur à tous ceux que nous avions trouvés jusque là. Si le nœud n′

a été découvert en développant le nœud n, alors sont coût gn′ est tout simplement initialisé à la valeur

gn + g(n, n′) et n est son nœud père initial.

Le choix du prochain nœud à développer se fait parmi les nœuds découverts non encore développés,

suivant une fonction f de la forme f(n) = gn + h(n), où h est une fonction heuristique associant à

tout nœud n ∈ N une estimation du coût du meilleur chemin partant de n et arrivant à un nœud

but. Le prochain nœud à développer est celui qui minimise la fonction d’évaluation f . L’algorithme

s’arrête lorsque le prochain nœud à développer s’avère être un nœud but γ ∈ Γ. Le chemin retourné par

l’algorithme est ensuite construit à partir des nœuds pères, en commençant par celui du nœud γ, jusqu’à

arriver au nœud source s. À titre illustratif, nous détaillons ci-après l’exécution de cet algorithme sur un

graphe de petite taille :

Exemple 21. Considérons le graphe G = (N,A), avec N = {s, n1, n2, γ}, représenté ci-dessous :

s3

n1

2

n2

2

γ 0

3

1

1

2

2

Sur cette figure, le coût g(a) est indiqué au milieu de chaque arc a ∈ A et la valeur h(n) est renseignée

à côté de chaque nœud n ∈ N . Notons O l’ensemble des nœuds découverts qui n’ont pas encore été

développés ; initialement, nous avons O = {s} avec gs = 0. Durant la première itération, le nœud s

est retiré de l’ensemble O pour être développé. Comme nous avons Π(s) = {n1, n2} et Π(s) ∩ O = ∅,
alors tous les nœuds n ∈ Π(s) sont insérés dans O et le nœud s devient leur nœud père. Par ailleurs,

l’algorithme étiquette ces nœuds selon la formule gn = gs+g(s, n), ce qui nous donne gn1 = 3 et gn2 = 1.

Pour la deuxième itération, comme f(n2) = 1 + 2 = 3 < f(n1) = 3 + 1 = 4, alors l’algorithme retire le

nœud n2 de l’ensemble O afin de le développer. À cette itération, les nœuds à mettre à jour sont ceux

de l’ensemble Π(n2) = {n1, γ}. Comme γ 6∈ O, alors γ est inséré dans O, le nœud n2 devient son nœud

père et l’algorithme étiquette γ avec gγ = gn2 + g(n2, γ) = 1 + 2 = 3. Pour le nœud n1 ∈ O, nous devons

comparer gn1 avec gn2 +g(n2, n1). Comme gn1 = 3 > gn2 +g(n2, n1) = 1+1 = 2, alors l’algorithme réalise

la mise à jour suivante : gn1 = 2 et n2 devient le nouveau nœud père de n1. À la troisième itération,

c’est le nœud γ qui est développé car nous avons f(γ) = 3 + 0 = 3 < f(n1) = 2 + 2 = 4. Puisque γ est

nœud but, l’algorithme s’arrête immédiatement en retournant le chemin 〈s, n2, γ〉.
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La validité de l’algorithme A* repose essentiellement sur la fonction heuristique h utilisée. Plus

précisément, l’algorithme est valide si et seulement si h est admissible, ce qui signifie que, pour tout

nœud n du graphe, la valeur h(n) doit être inférieure ou égale au coût du meilleur chemin allant de

n à un nœud but. En effet, avec une heuristique admissible, lorsqu’un nœud but est développé, nous

savons que son coût est inférieur à l’estimation heuristique de tous les autres nœuds, qui est elle-même

inférieure au coût des meilleurs chemins issus de ces nœuds. Soulignons que le célèbre algorithme de

Dijkstra [Dijkstra, 1959], conçus pour l’optimisation mono-critère dans les graphes définis explicitement,

se retrouve en prenant tout simplement la fonction nulle comme heuristique.

Algorithme MOA* [Mandow and Pérez de la Cruz, 2005b]

L’algorithme MOA∗ a été introduit par Stewart and White III [1991] pour étendre l’algorithme A*

aux graphes avec une évaluation multicritère. Il s’agit de déterminer l’ensemble ND(X ) des vecteurs coût

Pareto-optimaux et un chemin par élément de cet ensemble. Nous présentons ici la version proposée

dans l’article [Mandow and Pérez de la Cruz, 2005b], aussi appelée NAMOA∗ pour New Approach to

Multiobjective A*. Cette version s’est en effet révélée beaucoup plus efficace en pratique que l’algorithme

d’origine, en passant simplement du développement de nœuds au développement d’étiquettes.

Dans le cas multi-objectifs, plusieurs chemins de même provenance et de même destination peuvent

être optimaux au sens de la dominance de Pareto. De ce fait, l’algorithme MOA* explore le graphe en

étendant des étiquettes correspondant à des chemins au lieu de développer des nœuds. Plus précisément,

chaque nœud du graphe peut maintenant se voir attribuer plusieurs étiquettes, une étiquette ` par chemin

découvert p` arrivant à ce nœud. Chaque étiquette ` est sous la forme ` = [n`, p`, g`] où n` est le nœud

d’arrivée du chemin p` et g` est le vecteur coût associé à ce chemin. Quand une étiquette ` est développée,

chaque successeur n′ du nœud n` reçoit une nouvelle étiquette `′ correspondant au chemin obtenu en

ajoutant l’arc (n`, n
′) au chemin p`. Chaque nœud successeur n′ est ensuite mis à jour en supprimant

toutes les étiquettes arrivant à ce nœud dont le vecteur coût est Pareto-dominé. Rappelons que ces

suppressions sont bien autorisées car la dominance de Pareto vérifie le principe de Bellman (tout chemin

solution Pareto-optimal est composé de chemins Pareto-optimaux).

La prochaine étiquette à développer est sélectionnée parmi les étiquettes non développées, le choix

se faisant sur la base de leurs évaluations heuristiques. En effet, chaque nœud n ∈ N est associé à un

ensemble de vecteurs heuristiques H(n) estimant l’ensemble des vecteurs coût {g(p) : p ∈ P (n,Γ)}. Ainsi,

chaque étiquette ` admet un ensemble F (`) de vecteurs coût heuristiques qui est défini par F (`) = {g`+h :

h ∈ H(n`)}. La prochaine étiquette à développer est alors choisie parmi celles ayant au moins un vecteur

heuristique qui n’est Pareto-dominé par aucun autre vecteur heuristique (associé à une étiquette non

développée). L’idée est de se concentrer sur les chemins semblant mener à une solution Pareto-optimale.

Par ailleurs, l’algorithme MOA* se distingue de son homologue A* en utilisant les chemins solutions

découverts pour supprimer des étiquettes non développées. Plus précisément, si tous les éléments de F (`)

sont dominés au sens de Pareto par un chemin solution découvert, alors l’étiquette ` est supprimée par

l’algorithme MOA*. L’algorithme se termine quand toutes les étiquettes engendrées ont été développées
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ou supprimées. Pour donner une illustration de cet algorithme de recherche, nous déroulons ci-après son

exécution sur exemple simple :

Exemple 22. Considérons le graphe bicritère G = (N,A) suivant :

s{(3, 4)}

n1

{(2, 2)}

n2

{(1, 2)}

γ {(0, 0)}
(3,

4)

(1, 2)

(1
,1

)

(3, 2)

(2,
3)

Sur cette figure, le vecteur coût g(a) est renseigné au milieu de chaque arc a ∈ A et l’ensemble H(n)

est indiqué à côté de chaque nœud n ∈ N . Notons O l’ensemble des étiquettes engendrées mais pas encore

développées ; initialement, nous avons O = {`s} où `s = [s, 〈s〉, 0]. Durant la première itération, l’étiquette

`s est retirée de l’ensemble O pour être développée. Comme nous avons Π(s) = {n1, n2}, alors les deux

étiquettes suivantes sont insérées dans l’ensemble O : `1 = [n1, 〈s, n1〉, (3, 4)] et `2 = [n2, 〈s, n2〉, (1, 2)].

Ces dernières sont donc les deux étiquettes candidates au prochain développement. Notons que nous avons

F (`1) = {(5, 6)}, F (`2) = {(2, 4)} et (2, 4) ≺P (5, 6). Par conséquent, durant la deuxième itération, l’algo-

rithme choisit de retirer l’étiquette `2 de l’ensemble O pour la développer. Comme Π(n2) = {n1, γ}, alors

ce développement engendre les étiquettes suivantes : `′1 = [n1, 〈s, n2, n1〉, (2, 3)] et `γ = [γ, 〈s, n2, γ〉, (3, 5)].

Ces étiquettes sont ensuite insérées dans l’ensemble O. Néanmoins, comme `1 et `′1 correspondent à deux

chemins arrivant au même nœud, alors l’algorithme compare leur vecteur coût pour garder uniquement

les étiquettes non dominées : l’étiquette `1 est ici supprimée puisque nous avons g`′1 ≺P g`1. Par ailleurs,

comme l’étiquette `γ correspond à un chemin solution, alors l’algorithme doit supprimer de l’ensemble O

toute étiquette ` vérifiant g`γ ≺P f pour tout f ∈ F (`). Par conséquent, l’étiquette `′1 est à son tour sup-

primée de cet ensemble car nous avons F (`′) = {(4, 5)} et g`γ = (3, 5) ≺P (4, 5). En résumé, l’ensemble

O ne contient plus que l’étiquette `γ à la fin de la deuxième itération. À la troisième itération, c’est donc

cette étiquette qui est retirée de l’ensemble O pour être développée. Comme Π(γ) = ∅, alors l’algorithme

n’engendre aucune nouvelle étiquette à cette itération. Puis, l’algorithme se termine car l’ensemble O est

à présent vide.

Cet algorithme est valide si et seulement si H est admissible, autrement dit si et seulement si, pour

tout nœud n ∈ N et pour tout chemin p ∈ P (n,Γ), il existe un vecteur heuristique h ∈ H(n) tel que

h -P y (i.e. hj ≤ yj pour tout j ∈ Q). Cette propriété permet d’assurer que toute étiquette supprimée

par comparaison avec des chemins solutions découverts ne peut conduire à un chemin solution Pareto-

optimal. En effet, tous les chemins solutions issus de cette étiquette sont dominés au sens de Pareto par

au moins un de ses vecteurs heuristiques (car H est admissible), et ces vecteurs sont eux-mêmes dominés

par un chemin solution découvert (car cette étiquette est supprimée par l’algorithme).

La nécessité de résoudre des instances de plus en plus grandes de ce problème a suscité des travaux

permettant d’améliorer la recherche effectuée par l’algorithme MOA*. Par exemple, favoriser une explora-
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tion en profondeur du graphe de recherche semble en pratique améliorer les performances de l’algorithme,

en lui permettant de détecter plus rapidement des chemins solutions (e.g., [Harikumar and Kumar, 1996,

Mandow and Pérez de la Cruz, 2005b, Coego et al., 2009, 2013]). Par ailleurs, il est important de souli-

gner que l’efficacité de ces algorithmes dépend fortement des fonctions heuristiques utilisées pour diriger

la recherche et éliminer des chemins par comparaison avec des chemins solutions. En particulier, il a été

démontré que l’utilisation d’une fonction heuristique monotone (i.e. h(n) -P g(n, n′) + h(n′) pour tout

n′ ∈ Π(n)) permet de réduire le nombre d’étiquettes développées (e.g., [Mandow and Pérez de la Cruz,

2005a]). De manière générale, l’élaboration de bonnes heuristiques multicritères est une problématique

relativement complexe en soi, car il s’agit de recueillir des informations suffisamment précises sur les

performances des solutions optimales, solutions que nous ne connaissons pas avant de commencer la

résolution (voir par exemple [Dasgupta et al., 1995] pour des travaux sur cette problématique).

Comme nous l’avons déjà mentionné, nous supposons dans cette section que les préférences du

décideur sont représentables par une fonction d’agrégation fω : Rq+ → R+ dont les paramètres ω sont

imprécisément connus. Cette fonction permet de mesurer le coût global de tout chemin du graphe du

point de vue du décideur. Dans ce cadre, un vecteur coût x ∈ X est dit potentiellement optimal si et

seulement si celui-ci minimise la fonction fω pour une instance admissible des paramètres ω. Dans un

premier temps, nous supposerons que les préférences du décideur peuvent être modélisées par une somme

pondérée, et nous étudierons la problématique de détermination des vecteurs solutions potentiellement

optimaux dans ce contexte. En particulier, nous proposerons un algorithme de résolution utilisant MOA*

comme structure de base. Puis, nous montrerons comment combiner cet algorithme avec l’élicitation

incrémentale pour détecter efficacement un vecteur solution optimal. Enfin, nous nous intéresserons à un

modèle décisionnel plus général, à savoir l’intégrale de Choquet.

3.1.2 Calcul des solutions potentiellement optimales pour la somme pondérée

Dans cette sous-section, nous supposons que les préférences du décideur sont représentables par une

somme pondérée fω, le jeu de poids ω étant imprécisément connu (cf. définition 11). Notons P l’ensemble

des données que nous avons pu collecter sur les préférences du décideur. Pour simplifier la présentation,

nous supposons que P est composé de paires (a, b) représentant la préférence “le vecteur coût a est

meilleur que le vecteur coût b”. Notons à présent Ω l’ensemble des jeux de poids ω compatibles avec

l’information P. Si aucune information n’est disponible, alors Ω est tout simplement constitué de tous

les jeux de poids strictement positifs, i.e. Ω = {ω ∈ int(Rq+) :
∑q

j=1 ωj = 1}, où int représente l’intérieur

du cône. Par ailleurs, puisque fω est linéaire en ω, alors toute préférence de type “a est meilleur que b”

induit la contrainte linéaire fω(a) ≤ fω(b) sur l’ensemble de jeux de poids Ω. De ce fait, l’ensemble Ω

est ici un polyèdre convexe. Dans ce contexte, nous nous intéressons à la détermination de l’ensemble

POΩ(X ) des vecteurs coût potentiellement optimaux, formellement défini comme suit :

Définition 46. POΩ(X ) =
⋃
ω∈Ω

arg min
x∈X

fω(x)

Par définition, POΩ(X ) est l’ensemble des vecteurs coût (associés à un chemin solution) minimisant la
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fonction fω pour au moins un jeu de poids ω ∈ Ω. Pour déterminer l’ensemble POΩ(X ), nous présentons

tout d’abord une méthode en deux phases, puis nous proposerons un algorithme plus efficace fondé sur

la programmation dynamique.

i) Une méthode en deux phases

Dans la section 1.1.2, nous avons vu que la somme pondérée est monotone avec la dominance de

Pareto ; en particulier, nous avons fω(x) < fω(y) pour tout x, y ∈ X tels que x ≺P y. Cette propriété

implique en particulier l’égalité suivante : POΩ(X ) = POΩ(ND(X )). Par conséquent, l’ensemble POΩ(X )

peut être obtenu par une méthode en deux phases, consistant tout d’abord à utiliser MOA* pour calculer

ND(X ), puis à déterminer POΩ(X ) à partir de l’ensemble ND(X ). Nous proposons ici un algorithme

réalisant cette seconde phase de manière efficace. En d’autres termes, il s’agit pour nous de proposer

un algorithme permettant de déterminer efficacement l’ensemble POΩ(X) des solutions potentiellement

optimales pour un ensemble fini de solutions X = {x1, . . . , xm} donné en extension. L’algorithme que

nous proposons est fondé sur la relation de dominance suivante :

Définition 47 (Ω-dominance). Pour tout y∈Rq+ et tout Z⊆Rq+ : Z≺Ω y ⇔ ∀ω∈Ω,∃z∈Z, fω(z)<fω(y).

Cette relation est en effet très utile pour calculer POΩ(X) car celle-ci vérifie la propriété suivante :

Proposition 17. Pour tout y ∈ X : y ∈ POΩ(X)⇔ ∀Z ⊆ X,¬(Z ≺Ω y).

Démonstration. (⇒) Soit y ∈ POΩ(X). Supposons qu’il existe Z ⊆ X tel que Z ≺Ω y. Dans ce cas, pour

tout ω ∈ Ω, il existe z ∈ Z tel que fω(z) < fω(y) (cf. définition 47). Comme en plus nous avons Z ⊆ X

par hypothèse, alors nous en déduisons que y n’est pas un élément de arg minx∈X fω(x) pour tout ω ∈ Ω ;

ceci contredit l’hypothèse y ∈ POΩ(X).

(⇐) Soit y ∈ X tel que nous avons ¬(Z ≺Ω y) pour tout Z ⊆ X. Notons que nous avons ¬(X ≺Ω y)

en particulier. En utilisant la définition 47, nous en déduisons qu’il existe ω ∈ Ω tel que fω(z) ≥ fω(y)

pour tout z ∈ X. Ainsi, nous avons forcément y ∈ POΩ(X) dans ce cas là.

Ce résultat nous a conduit à proposer l’algorithme 3 (appelé Ω-Filter ci-après) pour calculer POΩ(X).

Algorithm 3: Ω-Filter(X)

Input: Ω ; X = {x1, . . . , xm} ; σ : permutation de {1, . . . ,m}
1 Xσ

0 ← X
2 for i = 1 . . .m do
3 if Xσ

i−1 ≺Ω xσ(i) then
4 Xσ

i ← Xσ
i−1\{xσ(i)}

5 else
6 Xσ

i ← Xσ
i−1

7 end

8 end
9 return Xσ

m
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Avant de prouver la validité de notre algorithme, nous allons montrer que celui-ci s’exécute en temps

polynomial. Pour déterminer l’ensemble POΩ(X), Ω-Filter construit une séquence d’ensembles embôıtés

Xσ
i , i = 1 . . .m, en testant itérativement si Xσ

i−1 ≺Ω xσ(i), où σ est une permutation donnée de l’en-

semble {1, . . . ,m} ; ainsi, Ω-Filter se résume à la réalisation de m tests de Ω-dominance. Par ailleurs,

rappelons que Ω est décrit par un ensemble raisonnablement faible de contraintes linéaires (au plus une

contrainte par élément de P). Par conséquent, chaque test Xσ
i−1 ≺Ω xσ(i) peut être effectué en résolvant

le programme linéaire suivant :

max
ω∈Ω

min
x∈Xσ

i−1

{
fω(x)− fω(xσ(i))

}
Ceci est une simple conséquence de la propriété suivante :

Proposition 18. Pour tout y ∈ Rq+ et tout Z ⊆ Rq+ :

Z ≺Ω y ⇔
[
max
ω∈Ω

min
z∈Z

{
fω(z)− fω(y)

}
< 0

]
Démonstration. (⇒) Soient y ∈ Rq+ et Z ⊆ Rq+ tels que Z ≺Ω y. Pour tout ω ∈ Ω, il existe z ∈ Z tels

que fω(z) < fω(y) (par définition 47). Par conséquent, nous avons minz∈Z{fω(z)− fω(y)} < 0 pour tout

ω ∈ Ω et donc nous avons en particulier maxω∈Ω minz∈Z{fω(z)− fω(y)} < 0.

(⇐) Soient y ∈ Rq+ et Z ⊆ Rq+ tels que maxω∈Ω minz∈Z{fω(z) − fω(y)} < 0. Pour tout ω ∈ Ω,

nous avons donc minz∈Z{fω(z) − fω(y)} < 0. Par conséquent, pour tout ω ∈ Ω, il existe z ∈ Z tel que

fω(z) < fω(y). D’où Z ≺Ω y (par définition 47).

Finalement, nous venons de montrer que Ω-Filter doit résoudre m programmes linéaires de taille

bornée, ce qui peut être réalisé en temps polynomial par programmation linéaire. Montrons à présent que

notre algorithme est valide. Pour ce faire, nous allons tout d’abord prouver que le résultat de celui-ci ne

dépend pas de la permutation σ utilisée (autrement dit, la numérotation des solutions xi, i ∈ {1, . . . ,m},
n’a pas d’importance).

Proposition 19. Pour toutes permutations σ1 et σ2, nous avons Xσ1
m = Xσ2

m , où Xσ1
m (resp. Xσ2

m ) est

l’ensemble retourné par l’algorithme Ω-Filter avec σ1 (resp. σ2).

Démonstration. Soient σ1 et σ2 deux permutations de {1, . . . ,m}. Montrons par l’absurde que nous

avons Xσ1
m ⊆ Xσ2

m . Soit xi ∈ Xσ1
m . Supposons xi 6∈ Xσ2

m . Soit k ∈ {1, . . . ,m} l’itération telle que i =

σ1(k). Puisque xi ∈ Xσ1
m , alors nous avons nécessairement ¬(Xσ1

k−1 ≺Ω xi) ; autrement dit, il existe

forcément ω′ ∈ Ω tel que fω′(x) ≥ fω′(x
i) pour tout x ∈ Xσ1

k−1 (cf. définition 47). Notons k′ l’itération

telle que i = σ2(k′). Puisque xi 6∈ Xσ2
m , nous avons cette fois-ci Xσ2

k′−1 ≺Ω xi ; autrement dit, pour

tout ω ∈ Ω, il existe x ∈ Xσ2
k′−1 tel que fω(x) < fω(xi) (cf. définition 47). Par conséquent, l’ensemble

X ′ = {x ∈ X : fω′(x) < fω′(x
i)} n’est pas vide car nous avons Xσ2

k′−1 ⊆ X par construction. En utilisant

la définition de ω′, nous en déduisons X ′ ∩Xσ1
k−1 = ∅. Puisque Xσ1

k−1 ⊇ X
σ1
m par construction, alors nous

avons X ′ ∩ Xσ1
m = ∅. Ainsi, pour tout l ∈ {1, . . . ,m} tel que xσ1(l) ∈ X ′, nous avons nécessairement

xσ1(l) ∈ Xσ1
l−1 et xσ1(l) 6∈ Xσ1

l . Par conséquent, nous avons X ′ ∩Xσ1
L−1 = {xσ1(L)}, où L représente la plus
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grande itération l telle que xσ1(l) ∈ X ′. Puis, comme nous avons xσ1(L) 6∈ Xσ1
L , alors Xσ1

L−1 ≺Ω xσ1(L)

est nécessairement vrai. Il existe donc forcément x′ ∈ Xσ1
L−1 tel que fω′(x

′) < fω′(x
σ1(L)) (cf. définition

47). Puisque X ′ ∩ Xσ1
L−1 = {xσ1(L)}, nous savons aussi que x′ 6∈ X ′. Finalement, comme xσ1(L) ∈ X ′

par définition, alors nous avons fω′(x
′) < fω′(x

σ1(L)) < fω′(x
i), ce qui contredit le fait que x′ n’est pas

dans X ′. Par conséquent, nous avons forcément Xσ1
m ⊆ Xσ2

m . Comme σ1 et σ2 sont des permutations

quelconques, alors nous pouvons montrer de manière similaire que nous avons aussi Xσ2
m ⊆ Xσ1

m , ce qui

permet de conclure la preuve.

Ainsi, l’algorithme Ω-Filter retourne exactement le même sous-ensemble de X pour toute permutation

σ de {1, . . . ,m}. Ce résultat est utilisé ci-dessous pour établir la validité de notre algorithme :

Proposition 20. L’algorithme Ω-Filter retourne exactement l’ensemble POΩ(X).

Démonstration. Notons Xm le sous-ensemble de X retourné par l’algorithme Ω-Filter. Montrons que

nous avons POΩ(X) ⊆ Xm et Xm ⊆ POΩ(X).

• POΩ(X) ⊆ Xm : soit xi ∈ POΩ(X). Par définition de POΩ(X), il existe ω′ ∈ Ω tel que xi ∈
arg minx∈X fω′(x) ; autrement dit, nous avons fω′(x) ≥ fω′(x

i) pour tout x ∈ X. Par conséquent, nous

avons ¬(X ≺Ω xi) par définition 47. De ce fait, nous avons ¬(Xσ
1−1 ≺Ω xσ(1)) pour toute permutation σ

de {1, . . . ,m} telle que σ(1) = i ; ainsi, nous avons forcément xi ∈ Xσ
m par construction. En utilisant la

proposition 19, nous en déduisons finalement que xi appartient à Xσ
m = Xm.

• Xm ⊆ POΩ(X) : soit xi ∈ Xm et σ une permutation de {1, . . . ,m} telle que σ(1) = i. Puisque

xi ∈ Xm, alors nous avons xi ∈ Xm = Xσ
m d’après la proposition 19. Par construction de Xσ

m, nous en

déduisons ¬(Xσ
1−1 ≺Ω xi) ; autrement dit, nous avons ¬(X ≺Ω xi). Par conséquent, il existe ω′ ∈ Ω tel

que fω′(x) ≥ fω′(xi) pour tout x ∈ X. D’où xi ∈ POΩ(X).

Finalement, nous avons proposé un algorithme permettant de calculer POΩ(X) en temps polynomial

pour un ensemble fini de vecteurs X donné. Néanmoins, dans le cadre de la problématique de recherche

dans un graphe d’états, appliquer cet algorithme sur l’ensemble X = ND(X ) ne serait pas très efficace

en pratique car ce dernier ensemble peut contenir un nombre exponentiel de vecteurs (par rapport au

nombre de nœuds du graphe). Par conséquent, nous proposons à la place une variante de l’algorithme

de MOA* retournant directement l’ensemble POΩ(X ).

ii) Un algorithme par programmation dynamique

Puisque la plupart des modèles de préférences considérés en décision multicritère sont monotones par

rapport à la dominance de Pareto, alors MOA* représente souvent une base utile pour le développement

de méthodes d’exploration plus spécifiques. En particulier, il s’agit pour nous de déterminer l’ensemble

POΩ(X ) des vecteurs coût potentiellement optimaux et un chemin par élément de cet ensemble. Comme

les vecteurs coût potentiellement optimaux au sens d’une somme pondérée sont nécessairement Pareto-

optimaux, alors nous proposons d’étendre l’algorithme MOA* en ajoutant de nouvelles règles d’élagage.

Celles-ci vont nous permettre de supprimer en cours de résolution des chemins menant à des solutions
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Pareto-optimales qui ne sont pas potentiellement optimales. Nous présentons maintenant les grandes

lignes de notre algorithme.

Comme l’algorithme MOA* [Mandow and Pérez de la Cruz, 2005b], notre procédure explore le graphe

G en développant des étiquettes correspondant à des chemins du graphe. Ces étiquettes sont de la forme

` = [n`, p`, g`] où p` est un chemin du nœud source s au nœud n` et g` = g(p`) est son vecteur coût.

À chaque itération, une étiquette `∗ est choisie pour être développée, ce qui consiste à engendrer l’en-

semble de ses chemins successeurs {[n, p`∗ ◦ n, g(p`∗ ◦ n)] : n ∈ Π(n`∗)}, où ◦ représente l’opérateur

de concaténation de chemins. Nous distinguons alors deux types d’étiquettes engendrées : l’ensemble

C des étiquettes déjà développées (Closed) et l’ensemble O des étiquettes candidates pour le prochain

développement (Open). L’ensemble C (resp. O) restreint aux étiquettes ` telles que p` ∈ P (s, n) est

noté C(n) (resp. O(n)) ; en particulier, nous noterons S l’ensemble
⋃
γ∈ΓC(γ) composé des étiquettes

déjà développées et correspondant à des chemins solutions. Pour chaque étiquette engendrée `, un en-

semble de vecteurs coût F (`) = {g` + h : h ∈ H(n`)} est calculé, où H(n`) est un ensemble de vecteurs

heuristiques estimant l’ensemble {g(p) : p ∈ P (n`,Γ)}. Comme dans l’algorithme MOA*, les ensembles

F (`) vont nous servir à choisir les prochaines étiquettes à développer et à supprimer des étiquettes non

pertinentes en cours de résolution. Notre algorithme se distingue de l’algorithme MOA* en utilisant des

règles de suppression d’étiquettes plus discriminantes que la dominance de Pareto. Plus précisément,

notre algorithme repose sur la propriété suivante :

Proposition 21 (Additivité). Pour tout y ∈ Rq+ et tout Z ⊆ Rq+ : Z ≺Ω y ⇒ ∀x ∈ Rq+, Z⊕{x} ≺Ω y+x,

où B ⊕ C = {b+ c : b ∈ B, c ∈ C} pour tous B,C ⊆ Rq+.

Démonstration. Soient y ∈ Rq+ et Z ⊆ Rq+ tels que Z ≺Ω y. Soient x ∈ Rq+ et ω ∈ Ω. Comme Z ≺Ω y par

hypothèse, alors il existe z ∈ Z tel que fω(z) < fω(y). Nous obtenons alors fω(z)+fω(x) < fω(y)+fω(x)

par additivité. Puisque la fonction fω est une somme pondérée, alors nous en déduisons fω(z + x) <

fω(y + x). Finalement, comme z + x ∈ Z ⊕ {x}, alors nous avons bien Z ⊕ {x} ≺Ω y + x.

Cette proposition nous informe que, durant la recherche, nous pouvons éliminer une étiquette `′ ∈
O(n) s’il existe un sous-ensemble L ⊆ O(n) ∪ C(n) tel que {g` : ` ∈ L} ≺Ω g`′ . Dans ce cas, toute

extension du chemin p`′ sera en effet Ω-dominé par la même extension des chemins {p` : ` ∈ L}, ce qui

implique que tout chemin solution issu de p`′ n’est pas potentiellement optimal (cf. proposition 17). Ainsi,

pour limiter la taille de l’arbre d’exploration, il convient de supprimer toutes les étiquettes `′ ∈ O(n) tels

que {g` : ` ∈ L} ≺Ω g`′ pour un sous-ensemble L ⊆ O(n) ∪ C(n). D’après la proposition 17, ceci revient

à éliminer toutes les étiquettes `′ ∈ O(n) telles que g`′ 6∈ POΩ({g` : ` ∈ O(n) ∪ C(n)}). Par conséquent,

nous proposons de supprimer des étiquettes par application de la règle d’élagage suivante :

Règle R1. Supprimer les étiquettes `′ ∈ O(n) telles que g`′ 6∈ Ω-Filter({g` : ` ∈ O(n) ∪ C(n)}).

La seconde règle d’élagage que nous utilisons suppose, comme dans MOA∗, que l’heuristique H est

admissible ; autrement dit, H nous donne une évaluation optimiste des chemins arrivant à un nœud but.

Cette hypothèse se formalise comme suit : pour tout nœud n ∈ N et pour tout chemin p ∈ P (n,Γ), il

existe un vecteur h ∈ H(n) tel que h -P g(p). Sous cette hypothèse, nous avons le résultat suivant :
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Proposition 22. Pour toute étiquette `′ ∈ O, si {g` : ` ∈ S ∪
⋃
γ∈ΓO(γ)} ≺Ω f ′ pour tout f ′ ∈ F (`′),

alors tout chemin solution issu de p`′ n’est pas potentiellement optimal.

Démonstration. Posons L = S∪
⋃
γ∈ΓO(γ). Soit `′ ∈ O telle que {g` : ` ∈ L} ≺Ω f ′ pour tout f ′ ∈ F (`′).

Pour tout chemin p ∈ P (n`′ ,Γ), nous voulons prouver que g(p`′◦p) 6∈ POΩ(X ), où ◦ représente l’opérateur

de concaténation de chemins. Puisque H est admissible, alors il existe h ∈ H(n`′) tel que h -P g(p), ce

qui nous permet de déduire h+g`′ -P g(p)+g`′ par additivité de la dominance de Pareto ; ainsi, il existe

f ′ ∈ F (`′) tel que f ′ -P g(p) + g`′ = g(p`′ ◦ p). Pour tout ω ∈ Ω, nous avons alors fω(f ′) ≤ fω(g(p`′ ◦ p))
puisque fω est une fonction croissante en ses composantes. Par ailleurs, nous avons {g` : ` ∈ L} ≺Ω f ′,

ce qui implique fω(x) < fω(f ′) pour au moins un vecteur x ∈ {g` : ` ∈ L}. Nous obtenons ensuite

fω(x) < fω(g(p`′ ◦ p)) par transitivité, ce qui implique {g` : ` ∈ L} ≺Ω g(p`′ ◦ p). Enfin, comme

g(p`′ ◦ p) ∈ X et {g` : ` ∈ L} ⊆ X , alors nous en déduisons g(p`′ ◦ p) 6∈ POΩ(X ) (cf. proposition 17).

Ainsi, nous proposons la règle suivante :

Règle R2. Supprimer l’étiquette `′ ∈ O si {g` : ` ∈ S ∪
⋃
γ∈ΓO(γ)} ≺Ω f ′ pour tout f ′ ∈ F (`′).

Finalement, notre algorithme se résume par l’algorithme 4, où Choisir(O) est une procédure consistant à

retourner une étiquette ` ∈ O vérifiant la propriété suivante : ∃f ∈ F (`),∀`′ ∈ O,∀f ′ ∈ F (`′), ¬(f ′ ≺P f).

Algorithm 4:

Input: G = (N,A) ; s ; Γ ; H ; Ω
1 O ← {[s, 〈s〉, (0, . . . , 0)]}
2 S, C ← ∅
3 while O 6= ∅ do
4 `∗ ← Choisir(O)
5 Déplacer l’étiquette `∗ de l’ensemble des ouverts O vers l’ensemble des fermés C
6 if n`∗ ∈ Γ then
7 Ajouter l’étiquette `∗ à l’ensemble de solutions S
8 else
9 foreach n ∈ Π(n`∗) do

10 Générer l’étiquette `′ = [n, p`∗◦ 〈n〉, g`∗+ g(n`∗ , n)]
11 if pour tout ` ∈ O(n) ∪ C(n), ¬(g` -P g`′) then
12 Ajouter l’étiquette `′ à l’ensemble des ouverts O
13 Appliquer la règle d’élagage R2 à l’étiquette `′

14 if `′ n’a pas été supprimée then
15 Appliquer la règle d’élagage R1 à l’ensemble des ouverts O(n)
16 end

17 end

18 end

19 end

20 end
21 return une étiquette ` ∈ S par élément de l’ensemble Ω-Filter({g`′ : `′ ∈ S})
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Proposition 23. L’algorithme 4 détermine exactement l’ensemble POΩ(X ) et un chemin par élément

de cet ensemble.

Démonstration. Tout d’abord, rappelons que cet algorithme est fondé sur MOA∗ qui est un algorithme

permettant de déterminer un chemin solution par vecteur coût Pareto-optimal. Ce dernier est ici raffiné

par les règles d’élagage R1 et R2. Grâce aux propositions 21 et 22, nous savons que ces deux règles

ne peuvent pas éliminer des chemins conduisant à des chemins solutions potentiellement optimaux. Par

conséquent, à la fin de la boucle “while”, l’ensemble S contient forcément tous les éléments de POΩ(X ).

Ainsi, le dernier appel à Ω-Filter sur l’ensemble S permet d’éliminer, si nécessaire, tous les vecteurs coûts

qui ne sont pas dans POΩ(X ).

Pour illustrer notre algorithme, nous décrivons ci-dessous son exécution sur un graphe bicritère :

Exemple 23. Considérons le graphe G = (N,A), avec N = {s, n1, n2, n3, γ}, représenté ci-dessous :

s

n1

n3

n2

n4

γ

(1
, 4

)

(5, 6)

(3, 1)

(2
,3

)

(3, 3)

(5
,1

)

(0, 4)

(1, 0)

(3
, 3

)

(1
,1

)

Sur cette figure, le vecteur coût g(a) est indiqué au milieu de chaque arc a ∈ A. Pour simplifier l’exemple,

nous considérons uniquement l’évaluation heuristique nulle ; autrement dit, nous avons H(n) = {(0, 0)}
pour tout n ∈ N . Supposons que l’ensemble des données P est vide. Dans ce cas, nous avons Ω =

{(ω1, ω2) ∈ int(R2
+) : ω1 + ω2 = 1} où int représente l’intérieur du cône. Initialement, nous avons

O = {`s} où `s = [s, 〈s〉, (0, 0)]. Durant la première itération, l’étiquette `s est déplacée de l’ensemble O

vers l’ensemble C pour être développée. Comme nous avons Π(s) = {n1, n2, n3}, alors les trois étiquettes

suivantes sont engendrées : `1 = [n1, 〈s, n1〉, (1, 4)], `2 = [n2, 〈s, n2〉, (5, 6)] et `3 = [n3, 〈s, n3〉, (3, 1)]. Ces

étiquettes sont toutes insérées dans l’ensemble O puisque O(ni) ∪ C(ni) = ∅ pour tout i ∈ {1, 2, 3} et

S ∪O(γ) = ∅. Ces dernières étiquettes sont donc les trois seules candidates au prochain développement.

Notons que nous avons F (`1) = {(1, 4)}, F (`2) = {(5, 6)} et F (`3) = {(3, 1)}. Comme (5, 6) est le

seul vecteur Pareto-dominé, Choisir(O) peut retourner `1 ou `3. Supposons que Choisir(O) retourne `3.

Dans ce cas, durant la deuxième itération, l’algorithme déplace `3 de l’ensemble O vers l’ensemble C

pour développer cette étiquette. Comme Π(n3) = {n2, γ}, alors ce développement engendre les étiquettes

`′2 = [n2, 〈s, n3, n2〉, (8, 2)] et `γ = [γ, 〈s, n3, γ〉, (6, 4)]. L’algorithme réalise alors le traitement suivant :

• Étiquette `′2 : rappelons que O(n2) = {`2} et C(n2) = ∅. De ce fait, comme ¬(g`2 -P g`′2), alors

`′2 est insérée dans l’ensemble O (cf. ligne 12). Par ailleurs, comme S ∪O(γ) = ∅, alors la règle

R2 ne supprime pas `′2 (cf. ligne 13). Enfin, puisque POΩ({g`2 , g`′2}) = {g`2 , g`′2}, alors aucune

étiquette n’est retirée de l’ensemble O(n2) par application de la règle R1 (cf. ligne 15).
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• Étiquette `γ : comme O(γ)∪S = ∅, alors l’étiquette `γ est insérée dans O et `γ n’est pas éliminée

par les règles R1 et R2.

Finalement, nous avons O = {`1, `2, `′2, `γ} à la fin de la deuxième itération. Nous avons F (`1) = {(1, 4)},
F (`2) = {(5, 6)}, F (`′2) = {(8, 2)} et F (`γ) = {(6, 4)}. Comme (5, 6) est le seul vecteur Pareto-dominé,

alors Choisir(O) peut retourner `1, `′2 ou `γ pour la troisième itération. Supposons que Choisir(O) re-

tourne `γ. Dans ce cas, `γ est déplacée de O vers C puis `γ est insérée dans l’ensemble S (cf. ligne 7).

Durant la quatrième itération, Choisir(O) peut retourner `1 ou `′2. Supposons que Choisir(O) retourne `1.

Dans ce cas, `1 est déplacée de O vers C. Comme Π(n1) = {n2, γ, n4}, alors les étiquettes suivantes sont

créées : `′′2 = [n2, 〈s, n1, n2〉, (3, 7)], `′γ = [γ, 〈s, n1, γ〉, (1, 8)] et `4 = [n4, 〈s, n1, n4〉, (4, 7)]. Ces étiquettes

sont ensuite traitées comme décrit ci-dessous :

• Étiquette `′′2 : rappelons que O(n2) = {`2, `′2} et C(n2) = ∅. De ce fait, comme ¬(g`2 -P g`′′2 ) et

¬(g`′2 -P g`′′2 ), alors `′′2 est insérée dans l’ensemble O (cf. ligne 12). Par ailleurs, `′′2 n’est pas

éliminée par la règle R2 car nous avons ¬({g`γ} ≺Ω g`′′2 ) (cf. ligne 13). Néanmoins, `2 est ensuite

supprimée par la règle R1 puisque POΩ({g`2 , g`′2 , g`′′2 }) = {g`′2 , g`′′2 } (cf. ligne 15).

• Étiquette `′γ : rappelons que O(γ) = ∅ et S = {`γ}. Par conséquent, comme ¬(g`γ -P g`′γ ), alors

`′γ est insérée dans O (cf. ligne 12). Puis, la règle R2 ne supprime pas `′γ car ¬({g`γ , g`′γ} ≺Ω g`′γ )

(cf. ligne 13). Enfin, la règle R1 ne supprime rien car POΩ({g`γ , g`′γ}) = {g`γ , g`′γ} (cf. ligne 15).

• Étiquette `4 : comme O(n4) ∪ C(n4) = ∅, alors l’étiquette `4 est insérée dans O. Toutefois, cette

étiquette est ensuite supprimée par la règle R2 car nous avons {g`γ , g`′γ} ≺Ω g`4.

Finalement, nous avons O = {`′2, `′′2, `′γ} à la fin de la quatrième itération. Notons que nous avons

F (`′2) = {(8, 2)}, F (`′′2) = {(3, 7)} et F (`′γ) = {(1, 8)}. Comme aucun de ces vecteurs n’est Pareto-

dominé, alors Choisir(O) peut retourner `′2, `′′2 ou `′γ à la cinquième itération. Supposons que Choisir(O)

retourne `′γ : cette étiquette est alors retirée de O et insérée dans S (cf. ligne 7). Pour la sixième itération,

Choisir(O) peut retourner `′2 ou `′′2. Supposons que Choisir(O) retourne `′′2. Dans ce cas, `′′2 est déplacée

de O vers C. Comme Π(n2) = {γ}, alors l’étiquette suivante est engendrée : `′′γ = [γ, 〈s, n1, n2, γ〉, (4, 7)].

Rappelons que O(γ) = ∅ et S = {`γ , `′γ}. De ce fait, comme ¬(g`γ -P g`′′γ ) et ¬(g`′γ -P g`′′γ ), alors `′′γ

est insérée dans O (cf. ligne 12). Cependant, la règle R2 élimine ensuite cette étiquette car nous avons

{g`γ , g`′γ , g`′′γ} ≺Ω g`′′γ (cf. ligne 13). Ainsi, nous avons O = {`′2} à la fin de cette itération. Par conséquent,

l’algorithme développe `′2 à la septième itération. Cette étiquette est donc tout d’abord déplacée de O vers

C. Puis, comme Π(n2) = {γ}, alors l’étiquette suivante est créée : `′′′γ = [γ, 〈s, n3, n2, γ〉, (9, 2)]. À cette

itération, nous avons O(γ) = ∅ et S = {`γ , `′γ}. De ce fait, comme ¬(g`γ -P g`′′′γ ) et ¬(g`′γ -P g`′′′γ ),

alors `′′′γ est insérée dans O (cf. ligne 12). Puis, les règles R1 et R2 ne suppriment pas cette étiquette car

nous avons POΩ({g`γ , g`′γ , g`′′′γ }) = {g`γ , g`′γ , g`′′′γ }. Ainsi, nous avons O = {`′′′γ } à la fin de la septième

itération. La huitième itération correspond donc au développement de `′′′γ : cette étiquette est alors retirée

de l’ensemble O et insérée dans l’ensemble S (cf. ligne 7). Finalement, nous avons O = ∅ à la fin de

cette itération. Comme POΩ({g` : ` ∈ S}) = {g` : ` ∈ S}, alors l’algorithme retourne les trois étiquettes

contenues dans l’ensemble S à la fin de son exécution (cf. ligne 21). Ces trois étiquettes représentent

donc les seuls vecteurs solutions potentiellement optimaux dans ce problème.
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Dans cette sous-section, nous avons proposé une extension de l’algorithme MOA* permettant de

déterminer l’ensemble POΩ(X ) de manière efficace en utilisant la programmation dynamique. Cependant,

il existe des instances de graphes pour lesquelles tous les chemins solutions sont potentiellement optimaux

et sont en nombre exponentiel (e.g., [Hansen, 1980]) ; dans ces situations, l’ensemble POΩ(X ) ne peut

évidemment pas être énuméré en temps polynomial. Cette observation nous suggère de poser des questions

au décideur pour réduire Ω dans l’espoir de diminuer significativement le nombre d’éléments de POΩ(X ) ;

en effet, nous avons POΩ′(X ) ⊆ POΩ(X ) pour tout Ω′ ⊆ Ω. Ceci est l’objet de la sous-section suivante.

3.1.3 Des algorithmes interactifs par programmation dynamique pour déterminer

une solution optimale avec la somme pondérée

Dans la sous-section précédente, nous avons considéré que l’ensemble Ω des jeux de poids admis-

sibles était stable au cours du temps. À présent, nous considérons que de nouvelles informations sur les

préférences du décideur sont obtenues à différents pas de temps notés 1, . . . , T , en supposant que notre

algorithme commence au temps 0 et se termine au temps T + 1. Ces données induisent de nouvelles

contraintes sur les jeux de poids admissibles, réduisant ainsi progressivement la taille de l’ensemble Ω

en cours de résolution ; notons Ωt l’ensemble Ω au pas de temps t de la résolution. Par définition, ces

derniers forment une séquence d’ensembles embôıtés : Ωt+1 ⊆ Ωt pour tout t ∈ {0, . . . , T}. De ce fait,

nous avons POΩt+1(X ) ⊆ POΩt(X ) pour tout t ∈ {0, . . . , T} (cf. définition 46). Par conséquent, toute

étiquette supprimée en considérant l’ensemble Ωt devrait aussi être supprimée si on considérait Ωt′ à

la place, avec t′ ∈ {t + 1, . . . , T + 1}. Ainsi, si l’ensemble Ω réduit en cours de résolution, alors il n’est

pas nécessaire de relancer la procédure car les suppressions antérieures ne sont pas remises en cause, la

dernière instruction assurant ensuite que l’algorithme retourne exactement l’ensemble POΩT+1
(X ) (cf.

ligne 21). Cette observation nous informe qu’il est possible d’interagir avec le décideur durant la recherche

pour centrer plus rapidement la recherche sur les chemins préférés.

Idéalement, il faudrait poser des questions de manière à garantir que l’ensemble POΩT+1
(X ) contienne

un vecteur solution nécessairement optimal, c’est-à-dire un vecteur minimisant fω pour tout ω ∈ ΩT+1.

En même temps, il convient de limiter le nombre de questions posées au décideur pour minimiser l’effort

d’élicitation. Ces deux objectifs concurrentiels nous suggèrent d’utiliser l’approche incrémentale fondée

sur le critère Minimax Regret. En Section 1.4.2, cette approche a été présentée et discutée dans le cadre

d’une fonction fω à maximiser. Pour obtenir son équivalent en minimisation, il convient d’utiliser les

définitions suivantes :

Définition 48. Pour tous x, y ∈ X :

PMR(x, y,Ω) = max
ω∈Ω
{fω(x)− fω(y)}

MR(x,X ,Ω) = max
y∈X

PMR(x, y,Ω)

mMR(X ,Ω) = min
x∈X

MR(x,X ,Ω)

Rappelons que cette approche d’élicitation est fondée sur le calcul répété de la valeur PMR(x, y,Ω)

pour toute paire (x, y) de solutions possibles, tant que le regret mMR(X ,Ω) est strictement plus grand
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que la valeur δ ≥ 0 représentant un niveau d’erreur que le décideur juge acceptable (avec δ = 0, on

obtient à la fin une solution nécessairement optimale). Dans notre contexte, cette approche ne peut pas

être mise en œuvre de cette façon car l’ensemble X des vecteurs solutions est de trop grande taille. À la

place, nous allons intégrer l’élicitation à la recherche réalisée par l’algorithme 4 pour travailler sur des

ensembles de solutions plus réduits tout en garantissant de détecter une solution nécessairement optimale

à la fin de l’exécution. Plus précisément, nous proposons les stratégies suivantes :

Stratégie S1. Il s’agit de poser des questions uniquement lorsque la valeur mMR({g` : ` ∈ S},Ω) devient

strictement positive suite à l’insertion d’une nouvelle étiquette dans S. Dans ces situations, S1 interroge

le décideur tant que mMR({g` : ` ∈ S},Ω) > 0. Pour engendrer des questions, nous pouvons par exemple

suivre la stratégie de sélection CSS présentée en Section 1.4.2. Montrons que S1 permet de détecter un

vecteur solution nécessairement optimal à la fin de l’algorithme. Rappelons que l’algorithme 4 combiné

avec la stratégie S1 retourne une étiquette ` ∈ S par vecteur coût de l’ensemble POΩT+1
({g` : ` ∈ S})

(cf. ligne 21), celui-ci étant égal à l’ensemble POΩT+1
(X ). Par définition, les solutions préférées sont

forcément dans cet ensemble. Il s’agit donc de montrer que nous avons une étiquette `′ ∈ S telle que

fω(g`′) ≤ fω(g`) pour tout jeu de poids ω ∈ ΩT+1 et toute étiquette ` ∈ S. Comme la stratégie S1

assure que mMR({g` : ` ∈ S},ΩT+1) ≤ 0, alors il existe `′ ∈ S telle que MR(g`′ , {g` : ` ∈ S},ΩT+1) ≤ 0.

Par définition de la valeur MR, nous avons donc PMR(`′, `,Ω) ≤ 0 pour tout `′ ∈ S, ce qui signifie que

l’inégalité fω(g`′) ≤ fω(g`) est vraie pour tout ω ∈ ΩT+1 ; ceci permet de conclure la preuve.

Stratégie S2. Cette stratégie a pour objectif de mieux diriger l’exploration du graphe en sélectionnant

plus pertinemment la prochaine étiquette à développer ; autrement dit, la procédure Choisir est ici

modifiée pour se concentrer sur les solutions les plus prometteuses. Cette étape de sélection est maintenant

réalisée en posant des questions au décideur tant que la valeur mMR(X,Ω) est strictement positive, où

X = {g`+h : ` ∈ O, h ∈ H(n`)}. La sélection des questions peut par exemple être dirigée par la stratégie

CSS (cf. Section 1.4.2). La prochaine étiquette à développer est ensuite choisie parmi les étiquettes ` ∈ O
telles que le MR(g` + h,X,Ω) = 0 pour au moins un vecteur heuristique h ∈ H(n`). Utiliser cette

stratégie revient donc à développer uniquement des sous-chemins ayant au moins un vecteur heuristique

nécessairement optimal dans X. Par ailleurs, si mMR({g` : ` ∈ S},Ω) > 0 à la fin de l’exécution de

l’algorithme, alors S2 pose des questions tant que cette inégalité reste vraie. De manière similaire à la

stratégie S1, on peut montrer que cette étape finale permet de garantir que l’algorithme retourne une

solution nécessairement optimale à la fin de son exécution.

Dans le cadre de ces deux stratégies, le décideur compare uniquement des vecteurs coût associés

à des chemins solutions, ce qui a du sens. Ces vecteurs représentent des coûts réels dans S1 et des

évaluations heuristiques dans S2. Ainsi, pour la stratégies S1, les questions peuvent être accompagnées

de la présentation des chemins à comparer pour aider le décideur dans sa prise de décision. En guise

d’illustration, nous présentons ci-dessous une exécution de l’algorithme 4 combiné avec la stratégie S1 :

Exemple 24. Reprenons l’exemple 23 en supposant que les préférences du décideur sont représentables

par la somme pondérée de jeu de poids ω0 = (0.6, 0.4). Sans aucune information sur ses préférences,
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l’ensemble Ω des jeux de poids ω = (ω1, ω2) admissibles est décrit par la contrainte 0 < ω1 < 1, le poids

ω2 étant défini de manière implicite par la contrainte de normalisation des poids (i.e. ω2 = 1− ω1).

Déroulons l’algorithme 4 combiné avec S1 (utilisant la stratégie CSS). Comme S1 engendre des ques-

tions uniquement quand la valeur mMR({g` : ` ∈ S},Ω) devient strictement positive suite à l’insertion

d’une étiquette dans S, alors les quatre premières itérations sont ici identiques à celles de la version non

interactive. Reprenons l’exécution à partir de là. Au début de la cinquième itération, nous avons :

• O = {`′2, `′′2, `′γ} où `′2 = [n2, 〈s, n3, n2〉, (8, 2)], `′′2 = [n2, 〈s, n1, n2〉, (3, 7)], `′γ = [γ, 〈s, n1, γ〉, (1, 8)].

• C = {`s, `1, `3, `γ}, où `s = [s, 〈s〉, (0, 0)], `1 = [n1, 〈s, n1〉, (1, 4)], `3 = [n3, 〈s, n3〉, (3, 1)], `γ =

[γ, 〈s, n3, γ〉, (6, 4)]. Ainsi, nous avons S = {`γ}.
De plus, nous avons F (`′2) = {(8, 2)}, F (`′′2) = {(3, 7)} et F (`′γ) = {(1, 8)}. Comme aucun de ces vecteurs

n’est Pareto-dominé, alors Choisir(O) peut retourner `′2, `′′2 ou `′γ. Supposons que Choisir(O) retourne

l’étiquette `′γ. Dans ce cas, `′γ est retirée de l’ensemble O et insérée dans l’ensemble S (cf. ligne 7). Suite

à cette insertion, nous obtenons mMR({g` : ` ∈ S},Ω) > 0. La stratégie S1 demande alors au décideur

de comparer les vecteurs coût (6, 4) et (1, 8) associés respectivement aux chemins 〈s, n3, γ〉 et 〈s, n1, γ〉
(question engendrée par la stratégie CSS). Comme fω0(6, 4) = 5.2 ≥ fω0(1, 8) = 3.8, alors le décideur

nous apprend qu’il préfère le second chemin au premier. Cette information induit la contrainte linéaire

fω(6, 4) = 6ω1 + 4(1 − ω1) ≥ fω(1, 8) = ω1 + 8(1 − ω1) sur l’espace des paramètres admissibles, qui est

équivalente à la contrainte ω1 ≥ 4/9. Ainsi, Ω = {(ω1, 1 − ω1) ∈ R2
+ : 4/9 ≤ ω1 < 1}. Après cette

mise à jour, nous obtenons mMR({g` : ` ∈ S},Ω) = MR((1, 8), {g` : ` ∈ S},Ω) ≤ 0. Par conséquent,

S1 ne produit plus aucune question à cette itération ; le vecteur solution (1, 8) constitue la meilleure

option trouvée jusque là. Pour la sixième itération, Choisir(O) peut retourner `′2 ou `′′2. Supposons que

Choisir(O) retourne `′′2. Dans ce cas, `′′2 est déplacée de O vers C. Comme Π(n2) = {γ}, alors l’étiquette

suivante est engendrée : `′′γ = [γ, 〈s, n1, n2, γ〉, (4, 7)]. L’étiquette `′′2 est ensuite insérée dans O puisque

¬(g`γ -P g`′′γ ) et ¬(g`′γ -P g`′′γ ) (cf. ligne 12). Néanmoins, cette étiquette est ensuite supprimée par

la règle R2 car nous avons {g`γ , g`′γ , g`′′γ} ≺Ω g`′′γ (cf. ligne 13). Ainsi, nous avons O = {`′2} à la fin

de cette itération. Par conséquent, l’algorithme développe forcément l’étiquette `′2 durant la septième

itération, en commençant par déplacer celle-ci de O vers C. Puis, comme Π(n2) = {γ}, alors l’étiquette

suivante est créée : `′′′γ = [γ, 〈s, n3, n2, γ〉, (9, 2)]. L’étiquette `′′′γ est ensuite insérée dans O car nous

avons ¬(g`γ -P g`′′′γ ) et ¬(g`′γ -P g`′′′γ ) (cf. ligne 12). Cependant, cette étiquette est ensuite éliminée par

la règle R2 car {g`γ , g`′γ , g`′′′γ } ≺Ω g`′′′γ (cf. ligne 13). Par conséquent, l’ensemble O est vide à la fin de

la septième itération. L’algorithme se termine alors en retournant l’ensemble S contenant `γ et `′γ, la

première étiquette représentant alors un chemin solution nécessairement optimal.

En pratique, la recherche d’un chemin solution nécessairement optimal peut engendrer un nombre

important de questions durant la résolution. Par conséquent, l’approche proposée dans cette sous-section

se présente comme une réponse théorique à la problématique de recommandation d’un chemin dans

un graphe d’états. Pour la mise en œuvre de cette approche, il convient de baisser nos exigences sur

la qualité de la recommandation en nous autorisant un seuil de tolérance δ > 0. L’objectif est alors de

déterminer un vecteur solution presque optimal, i.e. un vecteur x ∈ X tel que fω(x)−fω(y) ≤ δ pour tout
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ω ∈ ΩT+1 et tout y ∈ X . Autrement dit, nous cherchons à identifier un vecteur solution x ∈ X tel que

MR(x,X ,ΩT+1) ≤ δ. Ceci peut par exemple être réalisé en modifiant les stratégies S1 et S2 de manière

à poser des questions uniquement lorsque les valeurs mMR sont strictement plus grandes que δ. En effet,

cela permet de détecter une étiquette `′ ∈ S telle que l’inégalité MR(g`′ , {g` : ` ∈ S},ΩT+1) ≤ δ est vraie

à la fin de la résolution. Par ailleurs, puisque nous nous autorisons à présent une erreur bornée par le

seuil δ, nous devons aussi modifier les règles d’élagages R1 et R2 pour ne plus éliminer des étiquettes

pouvant conduire à des chemins solutions presque optimaux. Ceci se fait tout simplement en remplaçant

la relation ≺Ω par sa version “approchée” ≺δΩ définie par : Z ≺δΩ y ⇔ ∀ω ∈ Ω, ∃z ∈ Z, fω(y)−fω(z) > δ.

3.1.4 Résultats expérimentaux

Dans cette sous-section, nous présentons des résultats expérimentaux permettant d’évaluer les per-

formances de nos algorithmes de recherche interactifs. Nous considérons ici des instances de G = (N,A)

avec un seul nœud but γ, engendré comme suit : les nœuds dans N sont tirés aléatoirement dans la grille

à deux dimensions {1, . . . , 1000} × {1, . . . , 1000} de manière uniforme, sauf le nœud γ et le nœud source

s qui sont situés en (1000, 500) et (1, 500) respectivement. Puis, chaque nœud engendré est relié à ses

cinq plus proches voisins par des arcs dont les évaluations sont tirées uniformément dans {0, . . . , 100}q.
Comme évaluation heuristique, nous considérons uniquement le point idéal I(n) = (I1(n), . . . , Iq(n))

pour tout n ∈ N , où Ij(n) = minx∈{g(p):p∈P (n,γ)} xj pour tout j ∈ Q. La valeur Ij(n) est obtenue au

préalable en appliquant l’algorithme A* au graphe évalué uniquement sur le critère j.

Nous évaluons ici les performances de l’algorithme 4, combiné avec les stratégies S1 ou S2, en terme

de temps de résolution 1 et nombre de questions engendrées. À titre de comparaison, nous considérons

aussi la méthode en deux phases (nommée S0 ci-après) consistant à lancer tout d’abord MOA* puis

appliquer la stratégie CSS sur l’ensemble des vecteurs coûts retournés (c’est-à-dire sur les vecteurs coût

Pareto-optimaux). Les tests réalisés ont pour objectif d’évaluer l’impact de q le nombre de critères (cf.

table 3.1) et celui de |N | le nombre de nœuds du graphe (cf. table 3.2) sur les performances de ces

algorithmes de résolution. Les réponses aux questions sont ici simulées par une somme pondérée fω dont

le jeu de poids ω a été choisi aléatoirement dans Ω = {ω ∈ int(Rq+) :
∑

j∈Q ωj = 1} où int représente

l’intérieur du cône.

Table 3.1 – Impact du nombre critères q sur les temps de résolution (|N | = 200, δ = 0.1).

q = 2 q = 3 q = 4 q = 5
temps questions temps questions temps questions temps questions

S0 0.0 3.7 1.3 8.3 131.5 12.5 192.7 23.5
S1 2.9 3.5 25.1 6.8 78.2 10.2 603.2 13.1
S2 0.5 6.3 1.1 12.5 1.5 17.9 2.2 28.1

1. Les temps de calcul sont donnés en minutes, pour des expériences réalisées sur un Intel Core i7 CPU 3.60GHz avec
16GB de mémoire. Les tests de dominance sont effectués par le solveur Gurobi depuis un programme écrit en Java.
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Table 3.2 – Impact du nombre de noeuds |N | sur les temps de calcul (q = 3,δ = 0.01).

|N | = 100 |N | = 300 |N | = 400 |N | = 500
temps questions temps questions temps questions temps questions

S0 0.2 7.7 6.0 9.4 15.8 10.4 28.8 11.5
S1 2.4 6.5 158.4 7.7 65.6 9.1 154.4 8.3
S2 0.3 12.3 8.3 13.2 3.8 11.6 5.8 10.6

En comparant les résultats des stratégies S0 et S1, nous voyons tout d’abord que S1 engendre beau-

coup moins de questions que S0. Par exemple, la stratégie S1 pose environ 45% de questions en moins

que S0 pour q = 5 (cf. table 3.1) et permet une économie d’environ 25% sur les plus grandes instances

(cf. table 3.2). Ainsi, intégrer l’élicitation à la résolution permet ici de réduire de manière significative

le nombre de questions posées au décideur. Cependant, les temps de calcul sont plus mauvais avec S1,

et plus particulièrement sur les petites instances et avec peu de critères (deux ou trois). Comparons

maintenant les performances des stratégies S0 et S2. La stratégie S2 est quant à elle meilleure que S0

en terme de temps de résolution à partir de trois critères (cf. table 3.1) ; en particulier, S2 va presque

100 fois plus vite que S0 pour q = 4, 5. Par ailleurs, nous voyons que S2 est aussi plus rapide que S0 sur

les grandes instances (cf. table 3.2). Par exemple, S2 prend environ 5 fois moins de temps que S0 pour

|N | = 500 (tout en posant environ 10% de questions en moins). De plus, il semblerait que le nombre de

questions engendrées par S2 tend à devenir plus petit lorsque q augmente ; en effet, S2 engendre environ

70%, 50%, 40% et 20% de questions de plus que S0 pour q = 2, 3, 4 et 5 respectivement (cf. table 3.1).

Finalement, notre algorithme semble être plus performant lorsque celui-ci est combiné avec S2 plutôt

que S1. Néanmoins, la stratégie S1 doit être privilégiée dans les situations où le nombre d’interactions

possibles avec le décideur est particulièrement limité.

3.1.5 Des algorithmes pour l’utilité espérée à la Choquet

Nous nous intéressons à présent à une famille de fonctions fω permettant de modéliser des comporte-

ments plus complexes que les sommes pondérées, appelées les utilités espérées à la Choquet [Schmeidler,

1986]. Celles-ci associent à chaque vecteur coût x ∈ X la valeur Ch(u(x), v) (cf. définition 16), où

u(x) = (u1(x), . . . , uq(xq)). Plus précisément, nous avons :

Ch(u(x), v) =
∑
j∈Q

[
u(j)(x(j))− u(j−1)(x(j−1))

]
v(X(j)), avec x(0) = 0

où (.) est une permutation des critères telle que u(1)(x(1)) ≤ . . . ≤ u(q)(x(q)), les ensembles X(j), j ∈ Q,
sont les ensembles de niveaux associés (cf. définition 15) et v est une capacité (cf. définition 13). Pour

tout j ∈ Q, la fonction uj : R+ → [0, 1] est une fonction de désutilité croissante mesurant le coût subjectif

de la performance xj sur le critère j ∈ Q pour le décideur. La famille des utilités espérées à la Choquet

contient en particulier les utilités additives [Fishburn, 1968] qui s’obtiennent en prenant une capacité
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v additive (cf. définition 14). Dans cette section, nous considérons que l’imprécision sur les préférences

du décideur porte uniquement sur la capacité v ; nous supposons donc que les fonctions de désutilités

mono-critères uj ont été élicitées au préalable à l’aide de techniques classiques (e.g., [Keeney and Raiffa,

1976, Bana e Costa and Vansnick, 2000]). Ainsi, l’ensemble Ω représente ici l’ensemble des capacités

normalisées v compatibles avec P l’ensemble des données de préférences disponibles. Observons que

Ch(u(x), v) est une fonction linéaire en v bien que Ch(u(x), v) ne soit pas linéaire en x. Par conséquent,

toute préférence du type “a est meilleur que b” induit une contrainte linéaire sur l’espace des capacités

admissibles, à savoir Ch(u(a), v) ≤ Ch(u(b), v). De ce fait, l’ensemble Ω des capacités compatibles avec

les préférences observées forme ici aussi un polyèdre convexe.

i) Contexte

La principale difficulté du passage d’une somme pondérée à une intégrale de Choquet provient du

fait que la fonction d’agrégation n’est plus linéaire en x. Par exemple, Ch(u(x)+u(y), v) 6= Ch(u(x), v)+

Ch(u(y), v) en général. De ce fait, Ch(u(x), v) ≤ Ch(u(y), v) n’implique pas toujours Ch(u(x)+u(z), v) ≤
Ch(u(y)+u(z), v), ce qui signifie que le principe de Bellman n’est pas vérifié par les intégrales de Choquet.

Par conséquent, il n’est plus possible d’utiliser la fonction d’agrégation pour élaguer en cours de résolution

des chemins par comparaison avec d’autres chemins (arrivant au même nœud n 6∈ Γ). En particulier,

la règle d’élagage R1, présentée dans la Section 3.1.3, n’est plus valable ici. Il reste néanmoins possible

de supprimer des chemins en comparant leurs évaluations heuristiques avec les vecteurs coût associés

aux chemins solutions déjà découverts. En effet, si H est admissible, alors pour tout n ∈ N , pour tout

p ∈ P (s, n) et pour tout p′ ∈ P (n,Γ), il existe h ∈ H(n) tel que g(p) + h -P g(p ◦ p′), où ◦ représente

l’opérateur de concaténation de chemin. Comme par ailleurs Ch(u(.), v) est un agrégateur monotone, alors

nous en déduisons Ch(u(g(p) +h), v) ≤ Ch(u(g(p ◦ p′)), v). Ainsi, si Ch(u(g(p′′)), v) ≤ Ch(u(g(p) +h), v)

pour au moins un chemin solution découvert p′′, alors Ch(u(g(p′′)), v) ≤ Ch(u(g(p◦p′)), v) par transitivité.

Dans ce cas, le chemin solution p′′ est préféré au chemin solution p ◦ p′ (qui est issu du chemin p). Par

conséquent, lorsque v est imprécisément connu, nous pouvons utiliser la règle d’élagage R2 pour éliminer

des chemins en cours de résolution par comparaison avec des chemins solutions découverts. Soulignons

que les tests de dominance engendrés par cette règle peuvent ici aussi être réalisés par programmation

linéaire (cf. proposition 18) car l’intégrale de Choquet est une fonction linéaire en ses paramètres v.

Cependant, dans nos expériences, nous verrons que la règle R2 ne permet pas à elle seule de produire

un algorithme de recherche efficace. C’est pourquoi nous attaquons maintenant le problème sous l’angle

d’une recherche approchée.

Pour les problèmes de recherche dans un graphe d’états, la recherche approchée avec garantie de

performance a tout d’abord été étudiée dans le cadre d’une évaluation mono-critère ; en particulier,

plusieurs variantes de l’algorithme A* ont été proposées dans la littérature (e.g., [Pearl and Kim, 1982,

Ghallab and Allard, 1983]). Ces algorithmes de résolution garantissent de déterminer une solution dont

le coût n’excède pas la valeur optimale d’un facteur plus grand que (1 + ε) où ε > 0. L’objectif de ces

algorithmes est de parvenir à un compromis raisonnable entre la garantie d’optimalité de la solution
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retournée et les temps de calcul. Ces variantes se sont montrées particulièrement efficaces en pratique,

réalisant par exemple une économie, en terme de nombre de nœuds développés, atteignant 90% sur

certaines instances avec ε = 0.1 (e.g., [Pearl and Kim, 1982, Ghallab and Allard, 1983]).

En optimisation multicritère, la recherche approchée présente un autre avantage pratique majeur qui

est celui de réduire significativement le nombre de solutions retournées. En effet, il ne s’agit plus de

déterminer l’ensemble ND(X ) des vecteurs coût Pareto-optimaux, mais de trouver une approximation à

(1 + ε)-près de cet ensemble :

Définition 49 ((1 + ε)-approximation). L’ensemble X ⊂ Rq+ est une approximation à (1 + ε)-près de

l’ensemble Y ⊂ Rq+ si et seulement si : ∀y ∈ Y, ∃x ∈ X, ∀j ∈ Q, xj ≤ (1 + ε)yj. Dans ce cas, X est

aussi appelée une (1 + ε)-approximation de l’ensemble Y .

Le résultat suivant permet de justifier l’engouement actuel pour la recherche approchée :

Proposition 24 ([Papadimitriou and Yannakakis, 2000]). Pour tout problème d’optimisation multi-

critère et tout réel ε > 0, il existe une (1+ε)-approximation des solutions réalisables de taille polynomiale

en la taille de l’instance et en 1/ε.

Ainsi, même si l’ensemble ND(X ) est de taille exponentielle, il existe une (1 + ε)-approximation des

solutions réalisables de taille polynomiale en la taille de l’instance et en 1/ε. Un algorithme de recherche

approchée est alors qualifié de Fully Polynomial Time Approximation Scheme (FPTAS) si celui-ci a une

complexité en temps et en espace qui est polynomiale en la taille de l’instance et en 1/ε ; en supposant

que P 6= NP, un FPTAS est le mieux que nous puissions espérer pour un problème NP-difficile.

Dans la littérature, plusieurs FPTAS ont été proposés pour le calcul d’une (1 + ε)-approximation

dans le cadre de problèmes de plus court chemins multicritères (qui est un cas particulier de la re-

cherche dans un graphe d’états multicritère). À titre d’exemple, nous pouvons citer les travaux de

[Hansen, 1980, Ergun et al., 2002] pour le cas particulier du bicritère, ceux de [Warburton, 1987] pour les

graphes acycliques, ceux de [Perny and Spanjaard, 2008] pour les graphes d’états disposant d’une borne

supérieure sur la taille maximale des chemins, ou encore ceux de [Tsaggouris and Zaroliagis, 2009a] pour

une généralisation de l’algorithme de Bellman-Ford en mono-critère. Tous ces algorithmes reposent sur

la programmation dynamique, ce qui semble malheureusement exclure la possibilité de les étendre à des

modèles non linéaires comme l’utilité espérée à la Choquet.

Pour contourner cette difficulté, des règles d’élagage spécifiques à l’intégrale de Choquet ont récemment

été proposées, permettant de comparer des chemins arrivant dans un même nœud en utilisant la fonc-

tion d’agrégation (e.g., [Galand et al., 2013]). Cependant, après quelques expériences, nous nous sommes

rendu compte que l’extension de ces règles au cas de capacités v imprécisément connues ne permet pas

de réduire le nombre de nœuds développés de manière significative. Un autre angle d’attaque consisterait

à abandonner l’idée de comparer des sous-chemins entre eux pour améliorer les règles qui permettent

de supprimer des chemins par comparaison avec des chemins solutions déjà trouvés. Cette voie a été

explorée relativement récemment, conduisant à la proposition d’une variante de l’algorithme MOA*

nommée MOA*ε : une étiquette ` = [n`, p`, g`] est éliminée si, pour tout vecteur heuristique h ∈ H(n`),
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il existe un chemin solution découvert p tel que g` + h -P (1 + ε)g(p) [Perny and Spanjaard, 2008].

Ce nouvel algorithme est une généralisation de l’algorithme MOA* (quand ε = 0, MOA*ε et MOA*

sont équivalents) permettant de retourner une (1 + ε)-approximation de l’ensemble des vecteurs coût

Pareto-optimaux. Par ailleurs, les expériences menées par les auteurs ont montré que MOA*ε est très

efficace en pratique, bien que ce ne soit pas un FPTAS. C’est pourquoi nous proposons maintenant une

adaptation de cet algorithme au cas de préférences représentables par une utilité espérée à la Choquet

imprécisément connue.

ii) Calcul d’une (1 + ε)-approximation des solutions réalisables

Dans cette section, nous supposons que la capacité de Choquet v est imprécisément connue et que le

décideur ne peut pas répondre à nos éventuelles questions servant à réduire l’ensemble Ω des capacités

admissibles. Dans ce contexte, notre objectif est de déterminer un ensemble de chemins solutions qui,

pour toutes les capacités admissibles v ∈ Ω, contient une solution optimale au sens de Ch(u(.), v) à

un facteur (1 + ε)-près. Pour pouvoir caractériser formellement un tel ensemble, nous commençons par

introduire la relation de dominance suivante :

Définition 50 ((ε,Ω)-dominance). Pour tout ε ≥ 0, tout y ∈ Rq+ et tout Z ⊆ Rq+ :

Z -εΩ y ⇔ ∀v ∈ Ω, ∃z ∈ Z,Ch(u(z), v) ≤ (1 + ε) Ch(u(y), v)

Ainsi, nous souhaitons identifier un ensemble de vecteurs solutions X ⊆ X tel que X -εΩ x pour tout

vecteur solution x ∈ X . Dans la suite, un tel ensemble sera appelé une (ε,Ω)-approximation de l’ensemble

X . En pratique, il convient de déterminer une (ε,Ω)-approximation de l’ensemble X de taille suffisamment

petite pour que le décideur puisse facilement faire un choix parmi ces éléments. Observons que l’ensemble

ND(X ) est trivialement une (ε,Ω)-approximation de l’ensemble X car Ch(u(.), v) est monotone, mais

que cette ensemble peut contenir un nombre exponentiel d’éléments (e.g., [Hansen, 1980]). Néanmoins,

cette observation montre que l’algorithme MOA* constitue (une nouvelle fois) une base intéressante pour

déterminer une (ε,Ω)-approximation de l’ensemble X de taille plus petite. Afin de limiter la taille de

l’approximation construite, il convient de définir de nouvelles règles d’élagage permettant de repérer

rapidement des étiquettes menant à des vecteurs solutions -εΩ-dominés par l’ensemble des vecteurs coût

associés aux chemins solutions déjà découverts (i.e. {g` : ` ∈ S
⋃
γ∈ΓO(γ)}). Pour ce faire, nous exploitons

l’heuristique H de MOA* car celle-ci permet de garantir le résultat suivant (quand H est admissible) :

Proposition 25. Pour toute étiquette `′ ∈ O, si {g` : ` ∈ S
⋃
γ∈ΓO(γ)} -εΩ f ′ pour tout f ′ ∈ F (`′),

alors tout vecteur solution issu de p`′ est -εΩ-dominé par les vecteurs solutions {g` : ` ∈ S
⋃
γ∈ΓO(γ)}.

Démonstration. Posons L = S
⋃
γ∈ΓO(γ). Soit `′ ∈ O telle que {g` : ` ∈ L} -εΩ f ′ pour tout f ′ ∈

F (`′). Montrons que nous avons {g` : ` ∈ L} -εΩ g(p`′ ◦ p) pour tout chemin p ∈ P (n`′ ,Γ), où ◦
représente l’opérateur de concaténation de chemins. Tout d’abord, puisque H est admissible, alors il

existe h ∈ H(n`′) tel que h -P g(p), ce qui implique h + g`′ -P g(p) + g`′ . Ainsi, il existe f ′ ∈ F (`′)
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tel que f ′ -P g(p) + g`′ = g(p`′ ◦ p). Comme les fonctions uj , j ∈ Q, sont croissantes, alors nous avons

u(f ′) ≤ u(g(p`′ ◦ p)). Par ailleurs, puisque l’intégrale de Choquet est monotone, alors nous en déduisons

Ch(u(f ′), v) ≤ Ch(u(g(p`′ ◦ p)), v). Ensuite, comme {g` : ` ∈ L} -εΩ {g`′} + H(n) par hypothèse, alors

pour tout v ∈ Ω, il existe une étiquette ` ∈ L telle que Ch(u(g`), v) ≤ (1+ε) Ch(u(f ′), v). Par conséquent,

nous obtenons Ch(u(g`), v) ≤ (1 + ε) Ch(u(f ′), v) ≤ (1 + ε) Ch(u(g(p`′ ◦ p)), v). Ainsi, le vecteur solution

g(p`′ ◦ p) est -εΩ-dominé par les vecteurs solutions {g` : ` ∈ S
⋃
γ∈ΓO(γ)}.

Cette proposition nous autorise donc à éliminer des chemins par comparaison avec des chemins

solutions découverts en utilisant la règle d’élagage suivante :

Règle R3. Supprimer l’étiquette `′ ∈ O si {g` : ` ∈ S
⋃
γ∈ΓO(γ)} -εΩ f ′ pour tout f ′ ∈ F (`′).

Soulignons que, tout comme la Ω-dominance, la (ε,Ω)-dominance peut être testée efficacement avec

un solveur de programmes linéaires, grâce à l’équivalence suivante :

Proposition 26. Pour tous ensembles Y,Z ⊆ Rq+ :

Z -εΩ Y ⇔
[
∀y ∈ Y,max

v∈Ω
min
z∈Z

{
Ch(u(z), v)− (1 + ε) Ch(u(y), v)

}
≤ 0

]
La preuve de cette proposition est délibérément omise car celle-ci est très similaire à la démonstration

de la proposition 18. Finalement, l’adaptation de MOA*ε que nous proposons pour les utilités espérées

à la Choquet est résumée dans l’algorithme 5, où ◦ représente l’opérateur de concaténation de chemins.

Algorithm 5:

Input: G = (N,A) ; s ; Γ ; H ; Ω
1 O(s)← {[s, 〈s〉, (0, . . . , 0)]}
2 C, S ← ∅
3 while O 6= ∅ do
4 `∗ ← Choisir(O)
5 Déplacer l’étiquette `∗ de l’ensemble des ouverts O vers l’ensemble des fermés C
6 if n`∗ ∈ Γ then
7 Ajouter l’étiquette `∗ à l’ensemble de solutions S
8 else
9 foreach n ∈ Π(n`∗) do

10 Générer l’étiquette `′ = [n, p`∗◦ 〈n〉, g`∗+ g(n`∗ , n)]
11 if pour tout ` ∈ O(n) ∪ C(n), ¬(g` -P g`′) then
12 Ajouter l’étiquette `′ à l’ensemble des ouverts O
13 Appliquer la règle d’élagage R3 à l’étiquette `′

14 end

15 end

16 end

17 end
18 return une étiquette ` ∈ S par élément de l’ensemble {g`′ : `′ ∈ S}
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La validité de notre algorithme est établie par la proposition ci-dessous :

Proposition 27. L’algorithme 5 retourne une (ε,Ω)-approximation de l’ensemble X .

Démonstration. Comme nous l’avons déjà remarqué, l’algorithme MOA∗ permet de retourner une (ε,Ω)-

approximation de l’ensemble X . Celui-ci est ici raffiné en utilisant la règle d’élagage R3. La proposition 25

nous assure que cette règle n’élimine que des étiquettes conduisant à des vecteurs solutions -εΩ-dominées

par des vecteurs solutions découverts par l’algorithme. Notons alors que tous les vecteurs solutions qui

ont été utilisés par la règle R3 sont forcément dans l’ensemble retourné par l’algorithme car ces vecteurs

sont ajoutés à l’ensemble S lors de leur développement (cf. ligne 7). Par conséquent, l’ensemble S est

une (ε,Ω)-approximation de l’ensemble X .

L’algorithme 5 permet de calculer une (ε,Ω)-approximation de l’ensemble X par un algorithme de

développement d’étiquettes. Cependant, quand l’ensemble Ω des capacités v possibles est très grand,

le nombre minimal d’éléments dans une (ε,Ω)-approximation de X peut être bien trop important pour

permettre au décideur de prendre une décision facilement. Dans ces situations, il s’agit de collecter des

informations sur les préférences du décideur pour pouvoir formuler une recommandation personnalisée.

iii) Un algorithme interactif pour déterminer une solution optimale à (1 + ε)-près

Lorsque le décideur est disponible pour répondre à nos questions, nous pouvons envisager de l’in-

terroger pour déterminer un vecteur solution nécessairement optimal à un facteur (1 + ε)-près : un

vecteur solution x ∈ X est dit nécessairement optimal à un facteur (1 + ε)-près si et seulement si

Ch(u(x), v) ≤ (1 + ε) Ch(u(y), v) pour tout y ∈ X et pour tout v ∈ Ω. À la fin de l’exécution de l’algo-

rithme 5, s’il existe une étiquette `∗ ∈ S telle que Ch(u(g`∗), v) ≤ Ch(u(g`), v) pour toute étiquette ` ∈ S
et pour toute capacité v ∈ Ω, alors le vecteur coût g`∗ est en fait nécessairement optimal à un facteur

(1+ε)-près. En effet, comme l’ensemble {g` : ` ∈ S} forme une (1+ε)-approximation de X (cf. proposition

27), alors pour tout vecteur solution y ∈ X et toute capacité v ∈ Ω, il existe une étiquette ` ∈ S telle que

Ch(u(g`), v) ≤ (1 + ε) Ch(u(y), v), ce qui implique Ch(u(g`∗), v) ≤ (1 + ε) Ch(u(y), v) par transitivité. De

ce fait, s’il existe une étiquette `∗ ∈ S telle que MR(g`∗ , {g` : ` ∈ S},Ω) ≤ 0 à la fin de son exécution, alors

le vecteur coût g`∗ est nécessairement optimal à un facteur (1+ε)-près. Dans le cas contraire, on pourrait

envisager de poser des questions au décideur après son exécution tant que MR(g`′ , {g` : ` ∈ S},Ω) > 0

pour toute étiquette `′ ∈ S (autrement dit tant que mMR({g` : ` ∈ S},Ω) > 0). Néanmoins, cette ap-

proche ne serait pas très efficace en pratique car l’ensemble S peut être très grand si l’ensemble Ω initial

n’est pas suffisamment discriminant. C’est pourquoi nous proposons à la place d’intégrer l’élicitation à

la résolution pour réduire les temps de résolution tout en garantissant de retourner un vecteur solu-

tion nécessairement optimal à un facteur (1 + ε)-près. Poser des questions en cours de résolution est

envisageable car nous avons la propriété suivante :

∀Ω′ ⊆ Ω,∀y ∈ Rq+,∀Z ⊂ Rq+, Z -εΩ y ⇒ Z -εΩ′ y (3.1)
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Ainsi, si l’ensemble Ω réduit en cours de résolution, alors nous sommes sûrs que les suppressions réalisées

par la règle R3 ne seront pas remises en cause plus tard durant la recherche : l’ensemble retourné sera

une (ε,Ωf )-approximation de l’ensemble X , où Ωf représente l’ensemble des capacités admissibles à la

fin de la résolution. À présent, il s’agit de déterminer à quels moments le décideur doit être sollicité pour

garantir l’existence d’une étiquette `∗ ∈ S telle que MR(g`∗ , {g` : ` ∈ S},Ωf ) ≤ 0. Dans l’optique de

réduire le nombre de questions posées, nous pouvons par exemple utiliser la stratégie d’élicitation S1

introduite dans la Section 3.1.3. Rappelons que cette stratégie consiste à poser des questions dès que

la valeur mMR({g` : ` ∈ S},Ω) devient strictement positive (suite à l’insertion d’une étiquette dans S)

et tant que cette valeur n’est pas devenue négative. En procédant de cette manière, l’étiquette `∗ ∈ S
vérifiant MR(g`∗ , {g` : ` ∈ S},Ωf ) ≤ 0 à la fin de l’exécution correspond par définition à un chemin

solution nécessairement optimal à un facteur (1 + ε)-près.

Expérimentalement, nous avons observé que cette procédure, mêlant élicitation et résolution, per-

met de réduire de manière significative les temps de calcul (par rapport à sa version sans élicitation).

Cependant, exiger que la valeur mMR({g` : ` ∈ S},Ω) soit inférieure à zéro en permanence peut engen-

drer un questionnaire bien trop long pour que le décideur accepte d’y prendre part. Dans le cadre de

préférences représentables par une somme pondérée, nous avons pu contourner cette difficulté en nous

autorisant un seuil de tolérance δ > 0 sur la valeur mMR. En effet, dans nos expériences, nous avons vu

que cela permettait d’obtenir un bon compromis entre le temps de résolution et le nombre de questions

engendrées. Cependant, au sein de l’algorithme 5, une telle relaxation revient en quelque sorte à mélanger

la garantie de performance à un facteur (1 + ε)-près avec une erreur δ définie en terme de regrets (ou

écart relatif), ce qui n’a pas vraiment de sens. Dans la sous-section suivante, nous allons montrer qu’il

est néanmoins possible de restaurer une garantie de performance, à condition de combiner l’algorithme

5 avec une stratégie d’élicitation fondée sur un nouveau type de regrets.

iv) Un algorithme interactif pour trouver une solution de Max Regret inférieur à δ

Dans cette sous-section, nous proposons une méthode interactive permettant de déterminer un vecteur

solution x ∈ X tel que MR(x,X ,Ω) ≤ δ, où δ > 0 est un seuil de tolérance que le décideur juge acceptable.

Cette méthode utilise l’algorithme 5 pour explorer l’espace des solutions de manière efficace, et corrige

les erreurs commises par cet algorithme en considérant une stratégie d’élicitation fondée sur un nouveau

type de regrets. Plus précisément, nous proposons de travailler avec les définitions de regrets suivantes :

Définition 51. Pour tous x, y ∈ X :

PMRε(x, y,Ω) = max
v∈Ω
{(1 + ε) Ch(u(x), v)− Ch(u(y), v)}

MRε(x,X ,Ω) = max
y∈X

PMRε(x, y,Ω)

mMRε(X ,Ω) = min
x∈X

MRε(x,X ,Ω)

Ces définitions généralisent les concepts de regrets classiques qui se retrouvent tout simplement en

prenant ε = 0. Ces nouveaux regrets permettent de corriger les erreurs faites par la règle d’élagage R3

grâce au résultat suivant :
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Proposition 28. Si mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) ≤ (1 + ε)δ à la fin de l’exécution de l’algorithme 5, alors il

existe une étiquette `∗ ∈ S telle que MR(g`∗ ,X ,Ω) ≤ δ.

Démonstration. Posons λ = (1 + ε)δ. Supposons que nous avons mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) ≤ λ à la fin de

l’exécution. Soit `∗ ∈ S telle que MRε(g`∗ , {g` : ` ∈ S},Ω) = mMRε({g` : ` ∈ S},Ω). Montrons que nous

avons MR(g`∗ ,X ,Ω) ≤ δ. Comme les fonctions uj , j ∈ Q, sont croissantes et que l’intégrale de Choquet

est monotone, alors cela revient à montrer que MR(g`∗ ,ND(X ),Ω) ≤ δ. Pour ce faire, il suffit de prouver

que PMR(g`∗ , x,Ω) ≤ δ pour tout x ∈ ND(X ). Soit x ∈ ND(X ) un vecteur solution Pareto-optimal.

Deux cas peuvent se produire :

• Cas 1 : il existe ` ∈ S telle que g` = x. Puisque mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) ≤ λ par hypothèse et que

MRε(g`∗ , {g` : ` ∈ S},Ω) = mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) par définition de `∗, alors nous avons :

PMRε(g`∗ , x,Ω) ≤ MRε(g`∗ , {g` : ` ∈ S},Ω) = mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) ≤ λ

Par définition de PMRε, nous avons donc (1 + ε) Ch(u(g`∗), v)−Ch(u(x), v) ≤ λ pour tout v ∈ Ω.

Comme par ailleurs ε ≥ 0, alors nous en déduisons (1 + ε) Ch(u(g`∗), v)− (1 + ε) Ch(u(x), v) ≤ λ,

ce qui est équivalent à Ch(u(g`∗), v) − Ch(u(x), v) ≤ λ/(1 + ε) = δ. Ainsi, nous avons bien

PMR(g`∗ , x,Ω) ≤ δ par définition de PMR.

• Cas 2 : pour tout chemin solution p de vecteur coût x, il existe une étiquette `′ telle que p`′

est un sous-chemin de p et `′ est éliminée par la règle d’élagage R3. Par définition de cette

règle, pour tout h ∈ H(n`′), nous avons {g` : ` ∈ S′ ∪
⋃
γ∈ΓO

′(γ)} -εΩ g`′ + h où S′ et

O′(γ) représentent respectivement les ensembles S et O(γ) au moment de la suppression de

l’étiquette `′. Autrement dit, pour tout h ∈ H(n`′) et pour tout v ∈ Ω, il existe une étiquette

`′′ ∈ S′ ∪
⋃
γ∈ΓO

′(γ) telle que (1 + ε) Ch(u(g`′ +h), v) ≥ Ch(u(g`′′), v). Par ailleurs, comme l’heu-

ristique H est admissible, alors il existe h′ ∈ H(n`′) tel que g`′ + h′ -P x. Par conséquent, nous

avons Ch(u(g`′ + h′), v) ≤ Ch(u(x), v) car uj , j ∈ Q, est croissante et l’intégrale de Choquet est

monotone. Des deux inégalités précédentes, nous déduisons (1 + ε) Ch(u(x), v) ≥ Ch(u(g`′′), v).

De plus, comme S′ ∪
⋃
γ∈ΓO

′(γ) ⊆ S par construction et mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) ≤ λ par

hypothèse, alors nous avons (1 + ε) Ch(u(g`∗), v) − Ch(u(g`′′), v) ≤ λ. Ainsi, nous déduisons

(1 + ε) Ch(u(g`∗), v) − (1 + ε) Ch(u(x), v) ≤ λ des deux dernières inégalités, ce qui se réécrit

Ch(u(g`∗), v)− Ch(u(x), v) ≤ λ/(1 + ε) = δ. D’où PMR(g`∗ , x,Ω) ≤ δ.
Finalement, nous venons de montrer que toute étiquette `∗ ∈ S vérifiant MRε(g`∗ , {g` : ` ∈ S},Ω) =

mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) est telle que MR(g`∗ ,X ,Ω) ≤ δ.

Ainsi, si la valeur mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) est inférieure à la valeur (1 + ε)δ à la fin de la recherche,

alors l’algorithme 5 retourne au moins une étiquette `∗ ∈ S vérifiant MR(g`∗ ,X ,Ω) ≤ δ. Dans le cas

contraire, nous pouvons envisager de poser des questions au décideur de sorte à réduire l’ensemble Ω

tant que mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) > (1 + ε)δ. Cependant, pour ce nouveau type de regrets, construire un

questionnaire garantissant que nous ayons mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) ≤ (1 + ε)δ à un moment donné n’est

pas aussi évident :
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Proposition 29. Si ε ≤ δ/(1−δ), alors il existe un questionnaire permettant de garantir que la condition

mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) ≤ (1 + ε)δ est satisfaite après un nombre fini de questions.

Démonstration. Considérons le graphe orienté G′ = (N ′, A′) où :

• N ′ est l’ensemble des nœuds, composé d’un nœud n′` par étiquette ` ∈ S.

• A′ est l’ensemble des arcs de ce graphe, un nœud n′`1 ∈ N
′ étant relié au nœud n′`2 ∈ N

′ si et

seulement si Ch(u(g`1), v) ≤ Ch(u(g`2), v) pour tout v ∈ Ω.

Pour tout circuit de type 〈n′`1 , . . . , n
′
`k
, n′`1〉 dans G′, nous avons donc Ch(u(g`1), v) = . . . = Ch(u(g`k), v)

pour tout v ∈ Ω. Par conséquent, considérons à la place le graphe orienté sans circuit G′′ = (N ′′, A′′)

obtenu à partir de G′ = (N ′, A′) en remplaçant chaque circuit maximal par un unique nœud représentatif.

Ce graphe est ici utilisé pour définir une stratégie d’élicitation permettant d’assurer que la condition

mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) ≤ (1+ε)δ est satisfaite après un nombre fini de questions. Présentons maintenant

cette stratégie. Tant que mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) > (1 + ε)δ et que le graphe G′′ contient au moins deux

nœuds sans parent :

1. Déterminer un nœud n′′`1 ∈ N ′′ tel que mMR({g` : ` ∈ S},Ω) = MR(g`1 , {g` : ` ∈ S},Ω). Soit

n′′
`>

un ancêtre de n′′`1 qui n’a pas de parent dans G′′. Si n′′`1 n’a pas d’ancêtre, alors nous prenons

n′′
`>

= n′′`1 . Par définition du graphe G′′, nous avons Ch(u(g`>), v) ≤ Ch(u(g`1), v) pour tout v ∈ Ω.

D’où mMR({g` : ` ∈ S},Ω) = MR(g`1 , {g` : ` ∈ S},Ω) = MR(g`> , {g` : ` ∈ S},Ω).

2. Déterminer un nœud n′′`2 ∈ N ′′ tel que MR(g`> , {g` : ` ∈ S},Ω) = PMR(g`> , g`2 ,Ω). Soit n′′
`⊥

un ancêtre de n′′`2 qui n’a pas de parent dans G′′. Si n′′`2 n’a pas d’ancêtre, alors nous prenons

ici aussi n′′
`⊥

= n′′`2 . Notons que nous avons forcément n′′
`>
6= n′′

`⊥
car sinon n′′

`>
serait ancêtre de

tous les autres nœuds du graphe G′′ ; en effet, on aurait dans ce cas MR(g`> , {g` : ` ∈ S},Ω) =

PMR(g`> , g`2 ,Ω) = PMR(g`> , g`> ,Ω) = 0.

3. Demander au décideur de comparer les chemins solutions associés aux étiquettes `> et `⊥.

4. Mettre à jour le graphe G′ en y ajoutant tous les arcs induits par la réponse du décideur, puis

modifier le graphe G′′ en fonction.

À la sortie de la boucle “tant que”, nous avons soit mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) ≤ (1 + ε)δ (et dans ce

cas, il n’y a plus rien à démontrer) soit le graphe G′′ ne possède plus qu’un seul nœud n′′`∗ sans parent.

Soulignons que ce nœud est alors ancêtre de tous les autres nœuds du graphe G′′. De ce fait, pour tout

` ∈ S, nous avons Ch(u(g`∗), v) ≤ Ch(u(g`), v) pour tout v ∈ Ω (par définition de G′′) et par conséquent :

PMRε(g`∗ , g`,Ω) = max
v∈Ω
{(1 + ε) Ch(u(g`∗), v)− Ch(u(g`), v)} par définition de PMRε

= max
v∈Ω
{(1 + ε) Ch(u(g`∗), v)− Ch(u(g`∗), v)} car ∀v ∈ Ω,Ch(u(g`∗), v) ≤ Ch(u(g`), v)

= ε×max
v∈Ω

Ch(u(g`∗), v)

≤ ε car ∀x ∈ [0, 1]q,∀v ∈ Ω,Ch(x, v) ≤ 1

≤ (1 + ε)δ car ε ≤ δ/(1− δ) par hypothèse
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Ainsi, à la fin de la bouche “tant que”, nous avons mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) ≤ MRε(g`∗ , {g` : ` ∈ S},Ω) =

max`∈S PMRε(g`∗ , g`,Ω) ≤ (1 + ε)δ.

Cette proposition nous informe que, si ε ≤ δ/(1 − δ), alors la condition mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) ≤
(1 + ε)δ peut être satisfaite en choisissant bien les questions à poser au décideur à la fin de l’exécution

de l’algorithme 5. Par ailleurs, la preuve de cette proposition nous donne une stratégie d’élicitation

permettant de parvenir à ce résultat en posant au plus |S| − 1 questions. Néanmoins, il semble plus

judicieux d’intégrer l’élicitation à la résolution pour pourvoir réduire les temps de calcul ainsi que le

nombre de questions posées (rappelons que cette approche est rendue possible par l’équation (3.1)).

C’est pourquoi, nous proposons de combiner l’algorithme 5 à la stratégie d’élicitation suivante :

Stratégie S3. Cette stratégie consiste à poser des questions au décideur uniquement lorsque la valeur

mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) devient strictement supérieure à la valeur (1+ε)δ suite à l’insertion d’une nouvelle

solution dans S. Dans cette situation, S3 interroge le décideur tant que mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) > (1+ε)δ.

Par exemple, les questions peuvent être engendrées en suivant la stratégie décrite dans la preuve de la

proposition 29.

Exemple 25. Déroulons l’algorithme 5 combiné avec S3 sur le graphe bicritère G = (N,A) suivant :

s{(6, 10)}

n1

{(2, 2)}

n2

{(4, 12)}

γ {(0, 0)}

(7
, 9

)

(0, 2)

(2
,1

4
)

(2, 2)

(6
, 1

2)

(10, 12)

Sur cette figure, le vecteur coût g(a) est renseigné au milieu de chaque arc a ∈ A et l’ensemble H(n) est

indiqué à côté de chaque nœud n ∈ N . Prenons δ = 0.1 et ε = δ/(1−δ). Supposons que les préférences du

décideur sont représentables par la fonction Ch(u(x), v0) avec v0(∅) = 0, v0({1}) = 0.6, v0({2}) = 0.8,

v0({1, 2}) = 1 et u1(x) = u2(x) = x/20 pour tout x ∈ R+. Sans aucune information sur les préférences

du décideur, l’ensemble Ω est composé de toutes les capacités v normalisées. Initialement, nous avons

O = {`s} où `s = [s, 〈s〉, (0, 0)]. Durant la première itération, l’étiquette `s est déplacée de l’ensemble O

vers l’ensemble C pour être développée. Comme nous avons Π(s) = {n1, n2, γ}, alors les trois étiquettes

suivantes sont produites : `1 = [n1, 〈s, n1〉, (7, 9)], `2 = [n2, 〈s, n2〉, (0, 2)] et `γ = [γ, 〈s, γ〉, (10, 12)].

L’algorithme réalise alors le traitement suivant :

• Étiquette `γ : comme S ∪ O(γ) = ∅, alors l’étiquette `γ est insérée dans O (cf. ligne 12) et n’est

pas supprimée par la règle R3 (cf. ligne 13).
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• Étiquette `1 : comme O(n1) ∪ C(n1) = ∅, alors l’étiquette `1 est insérée dans O (cf. ligne 12).

Cependant, comme O(γ) ∪ S = {`γ}, alors `1 est supprimée par la règle R3 car nous avons

{g`γ} -εΩ f1 où f1 = g`1 + (2, 2) = (9, 11) (cf. ligne 13).

• Étiquette `2 : comme O(n2) ∪ C(n2) = ∅, alors l’étiquette `2 est ajoutée dans O (cf. ligne 12).

De plus, cette étiquette n’est pas éliminée par la règle R3 car nous avons ¬({g`γ} -εΩ f2) où

f2 = g`2 + (4, 12) = (4, 14) (cf. ligne 13).

Ainsi, O = {`2, `γ} à la fin de la première itération. Notons que nous avons F (`2) = {(4, 14)} et

F (`γ) = {(10, 12)}. Comme aucun de ces vecteurs n’est Pareto-dominé, Choisir(O) peut retourner `2

ou `γ. Supposons que Choisir(O) retourne `γ à la deuxième itération. Dans ce cas, cette étiquette est

retirée de l’ensemble O pour être insérée dans S (cf. ligne 7). Comme S contient un seul élément, alors

mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) = 0 ≤ (1 + ε)δ. Par conséquent, S3 ne engendre ici aucune question. Durant

la troisième itération, c’est l’étiquette `2 qui est développée par l’algorithme. Comme Π(n2) = {n1, γ},
alors ce développement engendre les étiquettes `′1 = [n1, 〈s, n2, n1〉, (2, 16)] et `′γ = [γ, 〈s, n2, γ〉, (6, 14)].

L’algorithme réalise ensuite le traitement suivant :

• Étiquette `′γ : comme O(γ) = ∅, S = {`γ} et ¬(g`γ -P g`′γ ), alors l’étiquette `′γ est ajouté dans

l’ensemble O. De plus, comme ¬({g`γ} -εΩ f ′γ) où f ′γ = g`′γ + (0, 0) = (6, 14), alors la règle R3 ne

supprime pas cette étiquette (cf. ligne 13).

• Étiquette `′1 : rappelons que O(n1) = ∅ et C(n1) = {`1}. De ce fait, comme ¬(g`1 -P g`′1), alors

`′1 est insérée dans l’ensemble O (cf. ligne 12). Par ailleurs, cette étiquette n’est pas éliminée par

la règle R3 car nous avons ¬({g`γ , g`′γ} -
ε
Ω f ′1) où f ′1 = g`′1 + (2, 4) = (4, 18) (cf. ligne 13).

Finalement, nous avons O = {`′1, `′γ} à la fin de la troisième itération. Nous avons ici F (`′1) = {(4, 18)}
et F (`′γ) = {(6, 14)}. Comme aucun de ces vecteurs n’est Pareto-dominé, alors Choisir(O) peut retour-

ner une de ces deux étiquettes à la quatrième itération. Supposons que Choisir(O) retourne l’étiquette

`′γ. Dans ce cas, cette étiquette est retirée de l’ensemble O puis ajoutée dans l’ensemble S (cf. ligne 7).

Comme mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) = mMRε({(10, 12), (6, 14)},Ω) > (1 + ε)δ, alors la stratégie S3 demande

au décideur de comparer les vecteurs coût (10, 12) et (6, 14) associés respectivement aux chemins 〈s, γ〉 et

〈s, n2, γ〉. Comme Ch(u(10, 12), v0) = 0.58 ≤ Ch(u(6, 4), v0) = 0.62, alors le décideur nous apprend qu’il

préfère le premier chemin solution. Cette information induit la contrainte linéaire Ch(u(10, 12), v) ≤
Ch(u(6, 4), v) sur l’espace des paramètres admissibles, qui est équivalente à la contrainte v({2}) ≥
2/3. Après cette mise à jour des capacités admissibles, nous obtenons mMRε({g` : ` ∈ S},Ω) =

MR((10, 12), {g` : ` ∈ S},Ω) ≤ (1 + ε)δ. Par conséquent, S3 ne pose plus aucune question et cette

itération se termine. Comme O = {`′1}, alors c’est l’étiquette `′1 qui est développée à la cinquième

itération. Puisque nous avons Π(n1) = {γ}, alors seule l’étiquette `′′γ = [γ, 〈s, n2, n1, γ〉, (4, 18)] est créée.

Rappelons que O(γ) = ∅ et S = {`γ , `′γ}. De ce fait, comme ¬(g`γ -P g`′′γ ) et ¬(g`′γ -P g`′′γ ), alors `′γ

est insérée dans l’ensemble O (cf. ligne 12). Toutefois, cette étiquette est immédiatement supprimée par

la règle R3 car nous avons {g`γ , g`′γ} -
ε
Ω f ′′γ où f ′′γ = g`′′γ + (0, 0) = (4, 18) (cf. ligne 13). Finalement,

l’algorithme se termine parce que l’ensemble O est maintenant vide. Par construction, le chemin solution

〈s, γ〉 correspondant à l’étiquette `γ ∈ S est telle que MR(g`γ ,X ,Ω) ≤ δ à la fin de l’exécution.
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v) Résultats expérimentaux

Dans cette sous-section, nous évaluons les performances de la méthode interactive que nous avons

proposée pour l’utilité espérée à la Choquet, permettant de déterminer un chemin solution de vecteur

coût x ∈ X vérifiant MR(x,X , δ) ≤ δ. Nous nous intéressons au temps d’exécution de cette méthode

interactive 2 ainsi qu’au nombre de questions que celle-ci engendre. Cette méthode, nommée R∗ε ci-après,

consiste à combiner l’algorithme 5 avec la stratégie de génération de questions appelée S3. L’algorithme 5

est un algorithme approché raffinant l’algorithme MOA* avec la règle d’élagage R3, cette dernière étant

fondée sur une relation de dominance à un facteur (1+ε)-près. La stratégie S3 est quant à elle construite

à partir d’un concept de regret approché permettant de restaurer la garantie de performance à δ-près.

Rappelons que la méthode interactive raffinant l’algorithme MOA* avec la règle d’élagage R2 (fondée sur

la relation ≺δΩ) et utilisant la stratégie S1 (avec le seuil δ) permet elle aussi de déterminer une solution

de vecteur coût x ∈ X telle que MR(x,X , δ) ≤ δ. De ce fait, cette méthode combinant recherche exacte

et élicitation sera considérée ici à titre de comparaison (celle-ci sera appelée R∗ ci-après). Les résultats

présentés dans cette sous-section ont tous été obtenus en moyennant les performances sur 30 tests.

Dans nos expériences, nous considérons des instances de graphe G = (N,A) où les nœuds de N\{s, γ}
sont engendrés uniformément sur la grille à deux dimensions {1, . . . , 1000} × {1, . . . , 1000}. Le nœud

source s et le nœud but γ sont quant à eux placés respectivement en position (1, 500) et (1000, 500).

Chaque nœud est relié à 30 autres nœuds choisis aléatoirement, les vecteurs coût associés aux arcs

étant engendrés à l’aide de fonctions Gaussiennes paramétrées par les distances Euclidiennes. Comme

évaluation heuristique, nous considérons uniquement le point idéal I(n) = (I1(n), . . . , Iq(n)) pour tout

n ∈ N , où Ij(n) = minx∈{g(p):p∈P (n,γ)} xj pour tout j ∈ Q. Rappelons que chaque valeur Ij(n) peut être

obtenue au préalable en appliquant l’algorithme A* au graphe évalué uniquement sur le critère j. Pour

modéliser les préférences du décideur sur chaque critère, nous utilisons des fonctions de désutilité uj ,

j ∈ Q, de type sigmöıde (courbe en ‘S’) de la forme suivante : uj(xj) = 1
1+exp(−aj(xj−bj)) , où aj et bj

sont des paramètres permettant de contrôler respectivement l’amplitude et la position du ‘S’ sur l’axe

du critère j (cf. figure pour une illustration graphique).

Figure 3.1 – Fonction f(x) = 1
1+exp(−a(x−b)) définie sur l’intervalle [0, 1].

2. Les temps de calcul sont tous donnés en secondes, pour des expériences réalisées sur un Intel Core i7 CPU 3.60GHz
avec 16GB de mémoire. Les tests de dominance sont effectués par le solveur Gurobi depuis un programme écrit en Java.
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Les réponses aux questions sont ici simulées en utilisant une utilité espérée à la Choquet Ch(u(x), v),

où la capacité v est engendrée aléatoirement (rappelons que le système ne connâıt pas la capacité utilisée

pour répondre aux questions). Pour évaluer l’impact de la complexité du modèle, nous considérons deux

sous-familles de ce modèle décisionnel. La première sous-famille correspond aux capacités additives (cf.

définition 14), ce qui produit une modélisation avec un nombre de paramètres linéaire en le nombre de

critères ; cette famille sera notée CA (pour Capacité Additive) ci-après. La seconde famille de fonctions

correspond aux capacités 2-additives (cf. définition 19), permettant de modéliser des synergies entre deux

critères quelconques avec un nombre quadratique de paramètres ; cette sous-famille sera notée C2A (pour

Capacité 2-Additive) dans cette sous-section.

Les premiers tests effectués ont pour objectif de déterminer la valeur ε réalisant le meilleur compromis

entre le temps de calcul et le nombre de questions. En effet, rappelons que toute valeur ε ∈ [0, δ/(1− δ)]
permet de garantir que notre méthode interactive retourne un vecteur solution x vérifiant MR(x,X ,Ω)≤δ
à la fin de l’exécution. Dans la table 3.3, nous faisons alors varier ε entre 0 et δ/(1−δ), et nous voyons que

le nombre de questions et les temps de calcul diminuent lorsque la valeur ε augmente. Ceci sous-entend

que prendre ε = δ/(1− δ) constitue la meilleure décision possible pour notre algorithme. De ce fait, nous

utiliserons exclusivement cette valeur dans la suite de cette sous-section.

ε 0 1/3× δ/(1− δ) 2/3× δ/(1− δ) δ/(1− δ)
temps 6.50 5.66 4.99 4.38

questions 13.80 12.53 11.63 10.43

Table 3.3 – Temps d’exécution de la méthode R∗ε en secondes (δ = 0.2, q = 10, |N | = 1000, C2A).

Dans la table suivante, nous comparons les performances des méthodes R∗ et R∗ε sur des petites

instances, en faisant varier q le nombre de critères et δ le seuil de tolérance :

δ = 0.01 δ = 0.05 δ = 0.1

q méthode temps questions temps questions temps questions

2 R∗ 0.6 3.0 7.9 1.9 309.7 1.0
2 R∗ε 0.4 3.2 0.2 2.0 0.1 1.4
4 R∗ 3.6 12.1 68.7 7.4 1537.0 4.4
4 R∗ε 1.9 12.5 1.0 8.1 0.6 5.1

Table 3.4 – Comparaison des performances de R∗ et R∗ε (|N | = 500, C2A)

Dans la table 3.4, nous voyons que le temps d’exécution de R∗ augmente drastiquement lorsque la

valeur δ augmente. Plus précisément, en baissant nos exigences sur la qualité de la solution retournée,

l’algorithme R∗ engendre moins de questions mais s’exécute en temps moins raisonnables. Par exemple,

pour q = 4, les temps de calcul sont multipliés par un facteur 400 lorsque que δ passe de 0.01 à 0.1.

Ainsi, cette procédure ne semble réaliser aucun compromis entre le temps de résolution et le nombre
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de questions posées. Observons que ce n’est pas du tout le cas pour notre méthode interactive. Cette

différence s’explique par le fait que, en augmentant la valeur δ, nous réduisons à la fois le nombre

d’étiquettes engendrées (car ε = δ/(1 − δ) crôıt avec δ) et le nombre de questions posées (car δ(1 + ε)

crôıt avec δ et ε). Par ailleurs, notons que la méthode R∗ε est bien plus rapide que la méthode R∗ ; par

exemple, R∗ε est 3000 fois plus rapide que R∗ pour q = 2 et δ = 0.1. De plus, l’écart entre ces deux

méthodes se creuse en augmentant le nombre de critères et/ou la garantie de performance. De ce fait, la

méthode R∗ n’est pas envisageable pour résoudre de plus grandes instances.

Pour finir, nous étudions maintenant l’impact du nombre de paramètres du modèle décisionnel sur

les performances de la méthode R∗ε :

δ = 0.05 δ = 0.1

q modèle |N | temps questions temps questions

5 CA 500 1.1 8.1 0.7 5.6
5 C2A 500 2.9 13.5 1.5 8.9
5 CA 1000 1.4 8.3 0.9 5.6
5 C2A 1000 3.7 13.4 2.0 8.1

10 CA 500 7.8 22.3 3.4 13.7
10 C2A 500 66.9 47.5 18.1 27.2
10 CA 1000 10.0 26.9 4.3 16.0
10 C2A 1000 138.2 53.3 43.0 30.5

Table 3.5 – Performance de R∗ε avec une capacité additive (CA) ou 2-additive (C2A).

Comme nous pouvions nous y attendre, le nombre de questions et le temps d’exécution sont plus

importants pour la famille C2A que la famille CA. Ceci est le prix à payer pour obtenir de plus grandes

possibilités descriptives et prescriptives. Toutefois, nous observons que les performances restent globale-

ment correctes pour la famille C2A. Par exemple, pour l’instance la plus difficile (q = 10 et |N | = 1000),

un vecteur solution x vérifiant MR(x,X ,Ω)≤δ est déterminée en moins d’une minute avec 30 questions

engendrées durant la résolution.

3.2 Problèmes d’arbres couvrants multicritères

Le problème d’arbres couvrants multicritères fait partie des problèmes classiques en optimisation com-

binatoire multicritère. Celui-ci apparâıt naturellement dans des situations diverses, comme par exemple

lorsque des entités quelconques doivent être reliées par un réseau de communication ou de transport.

Dans ces situations, il est utile de pouvoir déterminer facilement une alternative de coût minimal, le

coût étant généralement évalué selon différents aspects/critères comme le prix, le temps de construction

ou encore la distance. Pour le cas particulier où un seul critère est considéré, il est bien connu que ce

problème peut être résolu en temps polynomial par un algorithme glouton standard (e.g., [Kruskal, 1956,

Prim, 1957]).
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La généralisation classique de ce problème en décision multicritère concerne les graphes G = (N,A)

dont les arêtes sont évaluées par des vecteurs coût de Rq, où q est le nombre de fonctions de coût

(critères) à minimiser. Le problème d’arbres couvrants multicritères consiste à déterminer un arbre

couvrant du graphe G par vecteur coût Pareto-optimal. Lorsque plusieurs critères sont pris en compte

simultanément, le problème d’arbres couvrants devient intraitable (e.g., [Ehrgott and Gandibleux, 2000])

car il existe des instances de graphe G = (N,A) pour lesquelles tous les arbres couvrants sont associés à

un vecteur coût Pareto-optimal distinct des autres (e.g., [Hamacher and Ruhe, 1994]) ; comme il existe

|N ||N |−2 arbres couvrants dans un graphe complet possédant |N | nœuds (e.g., [Cayley, 1889]), alors il

est bien évidemment impossible de tous les lister en temps polynomial. Dans la littérature, il n’existe pas

d’algorithme phare permettant de résoudre efficacement ce problème d’optimisation en pratique, sauf

peut-être pour le cas bi-critère où des particularités peuvent être exploitées pour proposer des méthodes

efficaces (e.g., [Sourd and Spanjaard, 2008, Stefan Ruzika, 2009]). Cette difficulté nous suggère d’utiliser

des modèles décisionnels plus discriminants que la dominance de Pareto pour comparer les vecteurs

coût solutions. Ainsi, nous supposons ici que les préférences du décideur sont représentables par une

somme pondérée fω (cf. définition 11), où ω = (ω1, . . . , ωq) est un vecteur de poids strictement positifs

normalisés. Dans ce cadre, nous allons étudier le potentiel de l’élicitation incrémentale pour identifier la

meilleure option pour le décideur.

3.2.1 Introduction et formalisation du problème

Considérons un graphe G = (N,A) où chaque arête a ∈ A est évaluée par un vecteur coût xa ∈ Rq+
représentant le coût de cette arête sur l’ensemble des critères Q = {1, . . . , q}. Nous supposons ici que

chaque critère admet une évaluation additive sur les arêtes : le coût du sous-ensemble d’arêtes A′ ⊆ A

est défini par xA′ =
∑

a∈A′ xa. Un arbre couvrant T de G est un sous-graphe de G connexe et sans

cycle qui contient tous les nœuds de G. Comme tout arbre couvrant T est complètement caractérisé

par l’ensemble de ses arêtes, ces derniers pourront être confondus par abus de langage. L’ensemble des

vecteurs coût associés aux arbres couvrants de G est noté X et représente l’image des solutions possibles

dans l’espace des critères. Le problème d’arbres couvrants multicritères consiste à déterminer l’ensemble

ND(X ) = {x ∈ X : ∀y ∈ X ,¬(y ≺P x)} des vecteurs coût Pareto-optimaux et un arbre couvrant par

vecteur de cet ensemble. Pour répondre à ce problème, il a été envisagé de généraliser des algorithmes

de complexité polynomiale conçus pour le cas mono-critère. Malheureusement, nous allons voir que les

généralisations multicritères proposées se sont confrontées à des difficultés inattendues et relativement

ardues à surmonter :

Cas de l’algorithme de Prim

L’algorithme de Prim [Prim, 1957] est un algorithme glouton permettant de calculer en temps poly-

nomial un arbre couvrant de coût minimal dans un graphe G = (N,A) mono-évalué. Le principe général

de cet algorithme est de faire crôıtre un arbre depuis un sommet, en choisissant à chaque étape une

arête de coût minimal parmi toutes celles qui sont adjacentes à l’arbre en construction (et ne formant
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pas de cycle avec les arêtes de cet arbre). Cet algorithme se termine après |N | − 1 étapes car tout arbre

couvrant possède exactement |N | − 1 arêtes. Lorsque les arêtes sont évaluées sur plusieurs critères, le

choix de la prochaine arête à insérer dans l’arbre est moins évident, car l’ensemble des arêtes adjacentes

Pareto-optimales est généralement composé de plusieurs éléments. Dans l’optique de déterminer ND(X )

l’ensemble des vecteurs solutions Pareto-optimaux, il a été proposé de considérer, à chaque étape, toutes

les prolongations possibles de l’arbre en construction par une arête Pareto-optimale adjacente ne créant

pas de cycle (e.g., [Corley, 1985]). Plus précisément, au début de chaque étape i, nous avons maintenant

un ensemble d’arbres T en construction composés de i − 1 arêtes chacun. À l’étape i, chaque arbre

T est supprimé de l’ensemble pour laisser place à tous les arbres obtenus en ajoutant à T une arête

Pareto-optimale parmi les arêtes adjacentes à T ne créant pas de cycle. En procédant ainsi, l’algorithme

construit un ensemble d’arbres couvrants en |N | − 1 étapes, mais celui-ci est en réalité un sur-ensemble

de ND(X ), certains de ces arbres étant Pareto-dominés. Pour tenter de résoudre ce problème, il a été pro-

posé de supprimer, au début de chaque étape i, tous les arbres en construction qui sont Pareto-dominés

par d’autres arbres en construction (e.g., [Hamacher and Ruhe, 1994]). Bien que ce nouvel algorithme

ait été repris dans d’autres travaux (e.g., [Zhou and Gen, 1999] et [Ehrgott, 2006] chapitre 7), celui-ci

ne permet pas de répondre au problème rencontré de manière satisfaisante. En effet, il a été montré que

cette nouvelle version de l’algorithme pouvait non seulement retourner des solutions Pareto-dominées

mais aussi omettre des éléments de ND(X ) (e.g., [Knowles and Corne, 2002]).

Cas de l’algorithme de Kruskal

L’algorithme de Kruskal [Kruskal, 1956] est un autre algorithme glouton permettant de déterminer un

arbre couvrant de coût minimal dans un graphe G = (N,A) mono-évalué. À partir d’un ensemble d’arêtes

vide, celui-ci construit un arbre couvrant optimal en y ajoutant, à chaque étape, l’arête de coût minimal

parmi toutes celles ne formant pas de cycle avec l’ensemble d’arêtes courant. En pratique, les arêtes du

graphe sont tout d’abord triées par ordre croissant de coût, puis l’arbre est construit en sélectionnant

les arêtes en suivant cet ordre de priorité. Quand le graphe est évalué sur plusieurs critères, il n’est

généralement plus possible d’ordonner les arêtes de cette façon, car la dominance de Pareto peut laisser

des arêtes incomparables. C’est pourquoi, il a été proposé de considérer tous les ordres compatibles avec

la dominance de Pareto [Serafini, 1987], c’est-à-dire tous les ordres vérifiant la propriété suivante : pour

toutes arêtes a, a′ ∈ A, si xa ≺P xa′ alors l’arête a est positionnée avant l’arête a′. En effet, il a été montré

que, pour toute solution Pareto-optimale, il existe un ordre sur les arêtes compatible avec la dominance

de Pareto pour lequel l’algorithme de Kruskal retourne cette solution [Serafini, 1987]. Cependant, en

procédant ainsi, nous obtenons un sur-ensemble des vecteurs coût Pareto-optimaux car certains ordres

peuvent conduire à des solutions Pareto-dominées.

Finalement, définir une généralisation multicritère d’algorithmes dédiés au cas mono-critère est une

tâche relativement complexe pour ce problème de décision (en comparaison avec les problèmes de re-

cherche dans un graphe d’états). Pour contourner ces difficultés, nous attaquons ici le problème d’arbres

couvrants sous l’angle de la recherche fondée sur les préférences (e.g. [Perny and Spanjaard, 2005]). Plus
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précisément, nous supposons que les préférences du décideur peuvent être représentées par une fonction

d’agrégation fω : Rq+ ⇒ R+ de paramètres ω, mesurant le coût global de tout arbre couvrant. Dans ce

cadre, il ne s’agit plus de déterminer l’ensemble ND(X ) des vecteurs solutions Pareto-optimaux, mais de

révéler un vecteur solution minimisant la fonction coût fω.

Dans cette section, nous supposons que la fonction fω est une somme pondérée (cf. définition 11), où

ω = (ω1, . . . , ωq) est un vecteur de poids strictement positifs normalisé. Si le jeu de poids ω est connu,

alors le problème peut être résolu en temps polynomial. En effet, pour tout arbre couvrant T , nous

avons :

fω(xT ) = fω(
∑
a∈T

xa) =
∑
a∈T

fω(xa) (3.2)

Ainsi, pour déterminer une solution fω-optimale, il suffit de remplacer le vecteur coût xa par la valeur

agrégée fω(xa) pour toute arête a ∈ A, puis d’appliquer l’algorithme de Prim (ou Kruskal) sur le graphe

mono-critère ainsi obtenu. Toutefois, il est relativement complexe de déterminer a priori le vecteur de

poids ω permettant de représenter au mieux les préférences du décideur (en particulier lorsque les critères

sont exprimés sur différentes échelles, comme le temps, la distance ou l’argent). C’est pourquoi, nous

nous intéressons ici à des situations où le jeu de poids ω n’est pas connu de manière précise. À la place,

nous considérons donc l’ensemble Ω = {ω ∈ int(Rq+) :
∑

j∈Q ωj = 1} composé de tous les jeux de poids

ω possibles, où int représente l’intérieur du cône. Chaque information de type “x est meilleur que y pour

le décideur” impose la contrainte linéaire fω(x) ≤ fω(y) sur l’ensemble Ω des jeux de poids admissibles

(Ω forme donc un polyèdre convexe).

Pour déterminer un arbre couvrant optimal, nous proposons ici une nouvelle approche consistant à

combiner recherche et élicitation incrémentale des préférences. Le but est de limiter à la fois le nombre de

questions nécessaires à la prise de décision et la taille de l’espace de recherche. Comme étape préliminaire,

nous étudions la problématique de recherche des vecteurs solutions potentiellement optimaux, un vecteur

solution étant potentiellement optimal si et seulement si celui-ci minimise la fonction fω pour au moins

un jeu de poids admissible ω ∈ Ω. Puis, nous proposerons une méthode mêlant élicitation incrémentale

et recherche, permettant de réduire progressivement l’ensemble Ω des jeux de poids admissibles durant

la recherche, jusqu’à être en mesure de déterminer un arbre couvrant nécessairement optimal.

3.2.2 Calcul des solutions potentiellement optimales pour la somme pondérée

Dans cette sous-section, nous proposons une extension de l’algorithme de Prim [Prim, 1957] permet-

tant de calculer l’ensemble POΩ(X ) des vecteurs solutions potentiellement optimaux, formellement défini

comme suit :

POΩ(X ) =
⋃
ω∈Ω

arg min
x∈X

fω(x)

En d’autres termes, nous introduisons une méthode permettant de déterminer l’ensemble des vecteurs

solutions x ∈ X qui minimisent la fonction fω pour au moins un jeu de poids ω ∈ Ω admissible. Afin de

décrire précisément cette méthode, nous introduisons la notion de cocycle utilisée en théorie des graphes :
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Définition 52 (Cocycle). Le cocycle C(N ′) d’un ensemble de nœuds N ′ ⊂ N est défini par :

C(N ′) = {(n1, n2) ∈ A : n1 ∈ N ′, n2 ∈ N\N ′}

Autrement dit, le cocycle C(N ′) d’un ensemble de nœuds N ′ ⊂ N est l’ensemble des arêtes ayant une

extrémité dans l’ensemble N ′ et l’autre dans N\N ′. Avec cette terminologie, l’algorithme de Prim peut

être décrit de la manière suivante :

• Initialisation : T = ∅ et N ′ = {n0}, où n0 est un nœud quelconque du graphe.

• Tant que N ′ 6= N , choisir une arête a de coût minimal dans le cocycle C(N ′), ajouter cette arête

à l’arbre T puis insérer dans N ′ l’extrémité de l’arête a qui n’appartient pas à l’ensemble N ′.

L’algorithme que nous proposons pour la détermination de l’ensemble POΩ(X ) est aussi un algorithme

glouton commençant avec un ensemble N ′ = {n0} où n0 est un nœud quelconque du graphe. La principale

différence avec l’algorithme de Prim réside dans le fait que nous envisageons toutes les extensions possibles

de l’arbre T avec une arête potentiellement optimale dans le cocycle C(N ′). Par ailleurs, pour chaque

arête a ∈ C(N ′) potentiellement optimale, nous restreignons ensuite Ω à l’ensemble des jeux de poids

admissibles ω tels que l’arête a minimise fω dans le cocycle C(N ′). Cette procédure récursive, que nous

nommons Ω-Prim, est présentée dans l’algorithme 6, l’ensemble POΩ(X ) étant alors obtenu à partir de

l’appel initial Ω-Prim({n0}, ∅,Ω). Dans cet algorithme, l’ensemble SOL contient à la fin un ensemble de

paires (T,ΩT ) où T est arbre couvrant et ΩT est un sous-ensemble des jeux de poids admissibles. Notons

que la profondeur de l’arbre de recherche associé aux appels récursifs est exactement |N | − 1 car un

nœud est ajouté à N ′ à chaque appel. Par ailleurs, rappelons que l’ensemble des arêtes potentiellement

optimales dans le cocycle C(N ′) peut être déterminé en temps polynomial en appliquant notre algorithme

nommé Ω-Filter sur l’ensemble {xa : a ∈ C(N ′)} (cf. Section 3.1.2).

Algorithm 6: Ω-Prim(N ′, A′,Ω′)

Input: N ′, A′,Ω′, G = (N,A)
1 if N ′ = N then
2 SOL ← {(A′,Ω′)}
3 else
4 SOL ← ∅
5 Déterminer l’ensemble PO des arêtes potentiellement optimales dans C(N ′)
6 for a ∈ PO do
7 A′′ ← A′ ∪ {a}
8 N ′′ ← N ′ ∪ {na}, où na est l’extrémité de l’arête a telle que na 6∈ N ′
9 Ω′′ ← {ω ∈ Ω′ : ∀a′ ∈ PO, fω(xa) ≤ fω(xa′)}

10 SOL ← SOL ∪ Ω-Prim(N ′′, A′′,Ω′′)

11 end

12 end
13 return SOL
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Pour montrer que notre algorithme est valide, commençons par prouver que l’ensemble SOL retourné

par l’appel initial Ω-Prim({n0}, ∅,Ω) contient au moins une paire (T,ΩT ) par élément de POΩ(X ) :

Proposition 30. Pour tous les vecteurs coût x ∈ POΩ(X ), il existe une paire (T,ΩT ) dans l’ensemble

SOL final tels que le vecteur coût xT de l’arbre couvrant T vérifie xT = x.

Démonstration. Soit un arbre couvrant OPT associé à un vecteur coût potentiellement optimal. Montrons

que notre algorithme retourne une paire (T,ΩT ) telle que xT = xOPT .

Par définition de POΩ(X ), nous savons qu’il existe ω0 ∈ Ω tel que xOPT ∈ arg minx∈X fω0(x). Notons

Gω0 le graphe obtenu en remplaçant le vecteur coût xa par la valeur agrégée fω0(xa) pour toute arête

a ∈ A. Comme xOPT ∈ arg minx∈X fω0(x), alors l’arbre OPT est un arbre couvrant de coût minimal

dans le graphe mono-critère Gω0 d’après l’équation (3.2). Par conséquent, il existe une exécution de

l’algorithme de Prim sur le graphe mono-critère Gω0 construisant l’arbre OPT à partir du nœud initial

n0. Notons ai, i ∈ {1, . . . , |N | − 1}, la ième arrête sélectionnée durant cette exécution.

Durant le premier appel récursif de Ω-Prim, c’est le triplet (N ′, A′,Ω′) = ({n0}, ∅,Ω) qui est considéré.

D’après la ligne 7, toute arête associée à un vecteur coût potentiellement optimal dans le cocycle C({n0})
est choisie pour étendre l’arbre A′ (qui est vide ici). Puisque a1 aurait été choisie par l’algorithme de

Prim (appliqué sur le graphe Gω0) à cette étape, alors l’arête a1 appartient au cocycle C({n0}) et

l’inégalité fω0(xa1) ≤ fω0(xa) est vraie pour tout a ∈ C({n0}). De ce fait, l’arête a1 fait partie des

arêtes potentiellement optimales dans le cocycle C({n0}). Ainsi, nous en déduisons que l’arête a1 est

sélectionnée par Ω-Prim pour étendre l’arbre A′, ce qui nous donne le nouvel arbre A′′ = ∅∪{a1} = {a1}.
D’après la ligne 10, l’algorithme Ω-Prim est ensuite appelé sur ce nouvel arbre. Pour ce nouvel appel

récursif, l’ensemble Ω′ est restreint aux jeux de poids ω tels que fω(xa1) ≤ fω(xa) pour toute arête

a ∈ C({n0}) (cf. ligne 9). Par définition, l’ensemble obtenu, noté Ω′′, contient forcément le jeu de poids

ω0. Par conséquent, pour ce nouvel appel récursif, nous pouvons montrer similairement que l’arête a2

sera choisie pour étendre l’arbre {a1}. En itérant ce raisonnement, nous obtenons une séquence d’appels

à Ω-Prim conduisant à l’arbre OPT, finalement retourné à la fin des appels récursifs (cf. ligne 2).

Inversement, montrons que le vecteur coût xT est un élément de POΩ(X ) pour toute paire (T,ΩT )

de l’ensemble SOL retourné par l’appel Ω-Prim({n0}, ∅,Ω).

Proposition 31. Pour toute paire (T,ΩT ) de SOL final, l’arbre couvrant T est tel que xT ∈ POΩ(X ).

Démonstration. Soit (T,ΩT ) une paire de l’ensemble SOL retourné suite à l’appel Ω-Prim({n0}, ∅,Ω).

Nous voulons montrer que xT ∈ POΩ(X ). Soit Ω-Prim(Ni, Ai,Ωi), i ∈ {0, . . . , |N | − 1}, la séquence

d’appels ayant conduit à la paire (T,ΩT ). Rappelons que (N0, A0,Ω0) = ({n0}, ∅,Ω). Par ailleurs, nous

avons (N|N |−1, A|N |−1,Ω|N |−1) = (N,T,ΩT ) par définition.

Pour tout i ∈ {1, . . . , |N | − 1}, notons ai la ième arête ajoutée à l’arbre T . D’après la ligne 7, nous

avons Ai = Ai−1 ∪ {ai}. Puis nous déduisons Ωi = {ω ∈ Ωi−1 : ai ∈ arg mina∈C(Ni−1) fω(xa)} avec

la ligne 9. Par conséquent, nous avons Ωi+1 ⊆ Ωi pour tout i ∈ {0, . . . , |N | − 2}, et en particulier

Ω|N |−1 ⊆ Ωi. Par ailleurs, comme Ω-Prim a été appelé sur le triplet (Ni, Ai,Ωi), alors ai est forcément
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une arête potentiellement optimale dans le cocycle C(Ni−1) pour l’ensemble de jeux de poids Ωi−1. Par

conséquent, l’ensemble Ωi = {ω ∈ Ωi−1 : ai ∈ arg mina∈C(Ni−1) fω(xa)} n’est pas vide, et en particulier

Ω|N |−1 6= ∅. Soit ω0 ∈ Ω|N |−1. Comme Ω|N |−1 ⊆ Ωi pour tout i ∈ {1, . . . , |N | − 1}, alors l’arête ai

minimise forcément la fonction fω0 sur le cocycle C(Ni−1). Par conséquent, il existe une exécution de

Prim sur le graphe mono-critère Gω0 construisant l’arbre T à partir du nœud n0, où Gω0 est le graphe

obtenu en remplaçant xa par fω0(xa) pour toute arête a ∈ A. De ce fait, nous pouvons déduire que

xT ∈ arg minx∈X fω0(x). Comme ω0 ∈ Ω, alors nous en concluons que xT ∈ POΩ(X ).

Les deux propositions précédentes permettent de garantir que l’ensemble des vecteurs coût retourné

par l’appel Ω-Prim({n0}, ∅,Ω) correspond exactement à l’ensemble POΩ(X ). Par ailleurs, la première

composante de chaque paire (T,ΩT ) retournée fournit un arbre couvrant pour chaque vecteur coût

potentiellement optimal. Les ensembles ΩT contenus dans ces paires permettent quant à eux de définir

les jeux de poids ω pour lesquels l’arbre T est optimal ; notons que leur union couvre tout l’ensemble Ω.

Cependant, lorsque l’ensemble Ω des jeux de poids possibles est très grand, l’ensemble POΩ(X ) des

vecteurs solutions potentiellement optimaux peut contenir un nombre d’éléments trop élevé. En particu-

lier, lorsque l’ensemble Ω est composé de tous les jeux de poids possibles, il existe des graphes complets

pour lesquels tous les arbres couvrants réalisables sont associés à des vecteurs coûts potentiellement opti-

maux distincts (e.g., [Hamacher and Ruhe, 1994]). Pour de tels graphes, l’ensemble retourné par Ω-Prim

est donc de taille exponentielle en le nombre de nœuds du graphe. C’est pourquoi nous nous intéressons

maintenant à la détermination d’une solution préférée par élicitation incrémentale des préférences.

3.2.3 Un algorithme glouton interactif pour la détermination d’une solution opti-

male avec une somme pondérée

Dans les situations où le décideur peut répondre à nos questions, nous pouvons envisager de l’inter-

roger pour réduire l’ensemble Ω de manière à identifier un vecteur solution nécessairement optimal : le

vecteur x ∈ X est dit nécessairement optimal si et seulement si fω(x) ≤ fω(y) pour tout vecteur solution

y ∈ X et tout jeu de poids ω ∈ Ω. Lorsque l’ensemble SOL retourné par l’appel Ω-Prim({n0}, ∅,Ω)

contient une paire (T,ΩT ) telle que fω(xT ) ≤ fω(xT ′) pour tout ω ∈ Ω et toute paire (T ′,ΩT ) ∈ SOL,

alors le vecteur solution xT est en réalité nécessairement optimal. En effet, par définition de POΩ(X ),

nous en déduisons que l’arbre T vérifie fω(xT ) ≤ fω(x) pour tout ω ∈ Ω et tout x ∈ X . Ainsi, si

l’ensemble SOL contient une paire (T,ΩT ) telle que MR(xT , {xT ′ : (T ′,ΩT ′) ∈ SOL},Ω) ≤ 0, alors

nous savons que le vecteur xT est nécessairement optimal sans avoir à poser des questions au décideur.

Dans le cas contraire, nous pouvons être tentés de l’interroger à la fin de la recherche tant que la valeur

MR(xT , {xT ′ : (T ′,ΩT ′) ∈ SOL},Ω) > 0. Cependant, une telle approche ne serait pas très efficace en

pratique car l’ensemble des vecteurs solutions potentiellement optimaux peut être de grande taille. À la

place, nous proposons une nouvelle fois de combiner recherche et élicitation incrémentale pour limiter le

nombre d’arbres couvrants construits ainsi que le nombre de questions engendrées.
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Nous proposons maintenant un algorithme glouton interactif permettant de construire un arbre cou-

vrant T tel que MR(xT ,X ,Ω) ≤ δ, où δ ≥ 0 est un seuil de tolérance que le décideur considère acceptable

(si δ = 0, alors x est nécessairement optimal). Afin de limiter les interventions du décideur, il est nécessaire

de choisir soigneusement quand lui poser des questions durant la résolution. Notre proposition consiste

à collecter des informations sur les préférences du décideur uniquement pour discriminer entre les arêtes

du cocycle C(N ′). Plus précisément, pour choisir la ième arête à insérer dans l’arbre, nous lui posons

des questions jusqu’à ce que la quantité mMR({xa : a ∈ C(N ′)},Ω) devienne inférieure à la valeur δi

représentant une fraction du seuil de tolérance δ (i.e.
∑|N |−1

i=1 δi = δ). À ce moment là, l’arbre est étendu

avec une arête a du cocycle qui minimise la valeur MR(xa, {xa′ : a′ ∈ C(N ′)},Ω). Notre méthode de

recherche interactive est détaillée dans l’algorithme 7. Pour déterminer la prochaine question à poser,

nous pouvons par exemple suivre la stratégie de questions CSS présentée en Section 1.4.2. Dans ce cas, le

nombre d’itérations de la boucle “while” est borné supérieurement par la quantité |C(N ′)| ≤ |N |2, ce qui

assure que notre algorithme est de complexité polynomiale et pose un nombre polynomial de questions

dans le pire cas.

Algorithm 7:

Input: G = (N,A) ; n0 ∈ N ; δi, i ∈ {1, . . . , |N | − 1} : valeurs positives sommant à δ
1 N ′ ← {n0}
2 A′ ← ∅
3 for i = 1 . . . |N | − 1 do
4 ND ← {a ∈ C(N ′) : ∀a′ ∈ C(N ′), not(xa′ ≺P xa)}
5 X ← {xa : a ∈ ND}
6 while mMR(X,Ω) > δi do
7 Poser une question au décideur
8 Mettre à jour l’ensemble Ω en ajoutant la contrainte linéaire associée à sa réponse

9 end
10 Choisir une arête a ∈ ND telle que xa ∈ arg minx∈X MR(x,X,Ω)
11 A′ ← A′ ∪ {a}
12 N ′ ← N ′ ∪ {na}, où na est l’extrémité de l’arête a telle que na 6∈ N ′
13 end
14 return A′

La validité de notre algorithme est établie par la proposition suivante :

Proposition 32. L’arbre couvrant T retourné par l’algorithme 7 vérifie MR(xT ,X ,Ωf ) ≤ δ, où Ωf est

l’ensemble des jeux de poids admissibles à la fin de l’exécution.

Démonstration. Montrer que l’inégalité MR(xT ,X ,Ωf ) ≤ δ est vraie revient à prouver que l’inégalité

PMR(xT , xT0 ,Ωf ) ≤ δ est satisfaite pour tout arbre couvrant T0 du graphe G. Pour chaque itération

i ∈ {1, . . . , |N | − 1}, notons ai l’arête ajoutée à l’arbre construit (cf. ligne 11), N i l’ensemble de nœuds

N ′ (cf. ligne 12) et Ωi l’ensemble des jeux de poids admissibles à la fin de l’itération i.
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Soit j ∈ {1, . . . , |N | − 1} la première itération telle que aj 6∈ T0. Puisque T0 est un arbre couvrant de

G, nous savons qu’il existe une châıne c dans T0 reliant les deux extrémités de aj . Par ailleurs, comme

l’arête aj ∈ C(N j−1), alors aj relie un nœud de N j−1 à un nœud de N\N j−1. Par conséquent, il existe

une arête bj dans la châıne c qui relie un nœud de N j−1 à un nœud de N\N j−1. Ainsi, il existe une arête

bj dans la châıne c qui appartient au cocycle C(N j−1). Deux cas sont alors à distinguer : soit bj ∈ NDj

soit bj 6∈ NDj , où NDj représente l’ensemble des arêtes non Pareto-dominées dans le cocycle C(N j−1)

(cf. ligne 4). Montrons que, dans les deux cas, nous avons PMR(xaj , xbj ,Ωf ) ≤ δj :

• Cas où bj ∈ NDj : comme l’arête aj a été sélectionnée pour construire l’arbre T à l’itération j,

alors nous avons xaj ∈ arg minx∈Xj MR(x,Xj ,Ωj) où Xj = {xa : a ∈ NDj} (cf. ligne 10). Par

ailleurs, comme nous avons mMR(Xj ,Ωj) ≤ δj à la fin de la boucle “while” (cf. ligne 6), alors

nous avons nécessairement PMR(xaj , xbj ,Ωj) ≤ δj . Enfin, puisque Ωj ⊆ Ωf par construction (cf.

ligne 8), alors nous en concluons PMR(xaj , xbj ,Ωf ) ≤ δj .
• Cas où bj 6∈ NDj : par définition de NDj , il existe une arête a ∈ NDj telle que xa ≺P xbj . Puisque

la somme pondérée est un opérateur monotone, alors nous avons forcément fω(xa) ≤ fω(xbj ) pour

tout jeu de poids ω ∈ Ωf . Par conséquent, nous avons PMR(xaj , xa,Ωf ) ≥ PMR(xaj , xbj ,Ωf ).

Par ailleurs, comme xa ∈ NDj , alors nous avons PMR(xaj , xa,Ωf ) ≤ δj (cf. cas précédent). Par

transitivité, nous obtenons PMR(xaj , xbj ,Ωf ) ≤ δj .
À présent, considérons l’arbre couvrant T1 obtenu en remplaçant l’arête bj de T0 par l’arrête aj . Soit

k ∈ {j + 1, . . . , |N | − 1} la première itération telle que ak 6∈ T1. De manière similaire au cas de T0,

nous pouvons montrer que PMR(xak , xbk ,Ωf ) ≤ δk. Plus précisément, en itérant ce raisonnement, nous

obtenons PMR(xal , xbl ,Ωf ) ≤ δl pour toute itération l ∈ {1, . . . , |N | − 1} telle que al 6∈ T0. Par ailleurs,

pour toute itération l ∈ {1, . . . , |N | − 1} telle que al ∈ T0, nous avons PMR(xal , xal ,Ωf ) = 0 ≤ δl.

Considérons alors la bijection π : T → T0 telle que π(al) = bl si al 6∈ T0 et π(al) = al sinon. Par

construction, nous avons donc PMR(xal , xπ(al),Ωf ) ≤ δl pour tout l ∈ {1, . . . , |N | − 1}. Ainsi :

PMR(xT , xT0 ,Ωf ) = max
ω∈Ωf

{
fω(xT )− fω(xT0)

}
= max

ω∈Ωf

{
fω(
|N |−1∑
l=1

xel)− fω(
|N |−1∑
l=1

xπ(el))
}

= max
ω∈Ωf

|N |−1∑
l=1

(
fω(xel)− fω(xπ(el))

)
car fω est linéaire

≤
|N |−1∑
l=1

max
ω∈Ωf

{
fω(xel)− fω(xπ(el))

}
=
|N |−1∑
l=1

PMR(xel , xπ(el),Ωf )

≤
|N |−1∑
l=1

δl

= δ

Finalement, nous avons montré que PMR(xT , xT0 ,Ωf ) ≤ δ, ce qui permet de conclure la preuve.
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L’exemple suivant présente une exécution de l’algorithme 7 combiné avec la stratégie de questions

CSS sur une instance de petite taille :

Exemple 26. Considérons le graphe complet G = (N,A) suivant :

n0 n1

n2n3

(9, 4, 8)

(8, 6, 8)

(4, 5, 6)

(9, 1, 2)

(1, 4, 8)

(3
, 3
, 6

)
Sur ce graphe, le coût xa ∈ R3

+ de l’arête a est indiqué à côté de chaque arête a ∈ A. Supposons que

les préférences du décideur soient représentables par une somme pondérée fω0 avec ω0 = (0.2, 0.5, 0.3).

Sans aucune information sur les préférences du décideur, l’ensemble Ω des jeux de poids ω = (ω1, ω2, ω3)

admissibles correspond à l’intérieur du triangle ABC représenté dans l’espace (ω1, ω2) ci-dessous, le poids

ω3 étant défini implicitement par la contrainte de normalisation (i.e. ω3 = 1− ω1 − ω2) :

ω1

ω2

•
ω0

•B1

•A
0

•C
1

Déroulons l’algorithme 7 sur cet exemple avec un seuil de tolérance δ = 0 et la stratégie de questions

CSS (présentée en Section 1.4.2). Au départ, nous avons N ′ = {n0} et A′ = ∅. Durant l’itération

i = 1, le cocycle C(N ′) est constitué des arêtes (n0, n1), (n0, n2) et (n0, n3). Les arêtes non Pareto-

dominées sont (n0, n2) et (n0, n3) de vecteurs coûts (1, 4, 8) et (9, 1, 2) respectivement. Nous avons ici

MR((1, 4, 8), {(1, 4, 8), (9, 1, 2)},Ω) ≈ 6 et MR((9, 1, 2), {(1, 4, 8), (9, 1, 2)},Ω) ≈ 8. Par conséquent, nous

avons mMR({(1, 4, 8), (9, 1, 2)},Ω) ≈ 6 > δ1 = 0. Par conséquent, la condition de la boucle “while” est

vérifiée. La stratégie CSS nous dicte alors de demander au décideur de comparer les vecteurs coûts (1, 4, 8)

et (9, 1, 2). Le décideur nous répond ici que (9, 1, 2) est meilleur que (1, 4, 8) car fω0(9, 1, 2) = 2.9 ≤
fω0(1, 4, 8) = 4.6. L’algorithme met alors à jour l’ensemble Ω des jeux de poids admissibles en insérant la

contrainte linéaire fω(9, 1, 2) ≤ fω(1, 4, 8) représentée par la droite (EF ) sur la figure suivante, la partie

admissible étant à gauche de cette droite :
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ω1

ω2

•
ω0

•B1

•A
0

•C
1

•E

•F

À présent, Ω correspond à l’intérieur du polygone ABFE auquel on ajoute le segment ouvert ]EF [. De

ce fait, nous obtenons MR((1, 4, 8), {(1, 4, 8), (9, 1, 2)},Ω) ≈ 6 et MR((9, 1, 2), {(1, 4, 8), (9, 1, 2)},Ω) = 0.

Nous avons donc maintenant mMR({(1, 4, 8), (9, 1, 2)},Ω) = 0 ≤ δ1 = 0 et donc la boucle “while” se

termine. L’arrête (n0, n3) correspondant au vecteur coût (9, 1, 2) est ensuite insérée dans l’arbre A′ et

le sommet n3 est ajouté à l’ensemble N ′. À l’itération i = 2, le cocycle C(N ′) est constitué des arêtes

(n0, n1), (n0, n2), (n3, n1) et (n3, n2). Les arêtes non Pareto-dominées sont (n0, n2) et (n3, n1) de vec-

teurs coûts (1, 4, 8) et (3, 3, 6) respectivement. Nous avons ici MR((1, 4, 8), {(3, 3, 6), (1, 4, 8)},Ω) ≈ 2 et

MR((3, 3, 6), {(3, 3, 6), (1, 4, 8)},Ω) = 0. Par conséquent, nous avons mMR({(3, 3, 6), (1, 4, 8)},Ω) = 0 ≤
δ2 = 0. Ainsi, la condition de la boucle “while” n’est pas vérifiée ici et donc aucune question n’est posée à

cette itération. L’arête (n3, n1) correspondant au vecteur coût (3, 3, 6) est ajoutée à l’arbre A′ et le sommet

n1 est inséré dans l’ensemble N ′. À l’itération i = 3, le cocycle C(N ′) est constitué des arêtes (n0, n2),

(n1, n2) et (n3, n2). Les arêtes non Pareto-dominées sont (n0, n2) et (n3, n2) de vecteurs coûts (1, 4, 8)

et (4, 5, 6) respectivement. Nous avons ici les regrets suivants : MR((1, 4, 8), {(4, 5, 6), (1, 4, 8)},Ω) ≈ 2

et MR((4, 5, 6), {(4, 5, 6), (1, 4, 8)},Ω) ≈ 1.55. Ainsi, nous avons mMR({(4, 5, 6), (1, 4, 8)},Ω) ≈ 1.55 >

δ3 = 0. Par conséquent, la condition de la boucle “while” est vérifiée et donc nous devons poser au

moins une question au décideur. La stratégie CSS nous suggère de demander au décideur de comparer

les vecteurs (1, 4, 8) et (4, 5, 6). Celui-ci nous répond alors que (1, 4, 8) est meilleur que (4, 5, 6) car nous

avons fω0(1, 4, 8) = 4.6 ≤ fω0(4, 5, 6) = 5.1. L’algorithme met alors à jour l’ensemble des jeux de poids

admissibles Ω en ajoutant la contrainte linéaire fω(1, 4, 8) ≤ fω0(4, 5, 6) qui est représentée par la droite

(GH) sur la figure suivante, la partie admissible étant la zone située à droite de (GH) :

ω1

ω2

•
ω0

•B1

•A
0

•C
1

•E

•F

•G

•H
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L’ensemble Ω correspond maintenant à l’intérieur du polygone BEFGH auquel il faut ajouter les seg-

ments ouverts ]EF [ et ]GH[. Après cette mise à jour, nous obtenons MR((1, 4, 8), {(4, 5, 6), (1, 4, 8)},Ω) =

0 et MR((4, 5, 6), {(4, 5, 6), (1, 4, 8)},Ω) ≈ 1.55. Nous avons donc mMR({(4, 5, 6), (1, 4, 8)},Ω) = 0 ≤ δ3 =

0. L’arête (n0, n2) est alors ajoutée à l’arbre A′ et le sommet n2 est inséré dans l’ensemble N ′. Finale-

ment, l’algorithme s’arrête en retournant l’arbre A′ = {(n0, n3), (n3, n1), (n0, n2)}. Ainsi, nous sommes

parvenus à détecter le meilleur arbre couvrant pour le décideur avec seulement deux questions.

Remarquons que, dans l’exemple précédent, l’arbre couvrant retourné correspond nécessairement à

un vecteur coût situé sur les bords de l’enveloppe convexe des vecteurs solutions puisque cet arbre est

optimal au sens d’une somme pondérée fω (avec ω = (0.2, 0.5, 0.3) par exemple). Ceci est toujours vrai

avec δ = 0. Néanmoins, lorsque δ > 0, notre algorithme peut produire une solution Pareto-optimale à

l’intérieur de l’enveloppe convexe des solutions réalisables. Ceci s’explique par l’utilisation du critère de

décision Minimax Regret, comme le montre l’exemple simple suivant :

Exemple 27. Soit G = (N,A) le graphe complet suivant :

n0 n1

n2

(1, 5)

(5
, 1

) (2, 2)

Ce graphe admet uniquement les trois arbres couvrants suivants : {(n0, n1), (n1, n2)}, {(n0, n2), (n1, n2)}
et {(n0, n1), (n0, n2)}. Les vecteurs solutions correspondant sont respectivement (3, 7), (7, 3) et (6, 6).

Il est facile de vérifier qu’il n’existe aucun jeu de poids ω tel que fω(6, 6) ≤ fω(3, 7) et fω(6, 6) ≤
fω(7, 3). Pourtant, lorsque Ω contient tous les jeux de poids possibles, nous obtenons les regrets suivants :

MR((6, 6),Ω) ≈ 3, MR((3, 7),Ω) ≈ 4 et MR((7, 3),Ω) ≈ 4. Par conséquent, le vecteur coût (6, 6) est

associé à l’unique arbre couvrant optimal au sens du critère de décision Minimax Regret.

L’exemple ci-dessus nous montre que l’utilisation d’une somme pondérée avec un jeu de poids imprécis

peut conduire à la recommandation d’une solution à l’intérieur de l’enveloppe des solutions réalisables,

ce qui améliore les capacités prescriptives de ce modèle décisionnel.

3.2.4 Résultats expérimentaux

Dans cette sous-section, nous évaluons les performances des algorithmes 6 et 7 sur des graphes multi-

critères engendrés aléatoirement. Les tests ont été réalisés sur un Intel Core i7 CPU 3.60GHz avec 16GB

de mémoire et les optimisations linéaires ont été effectuées par le solveur Gurobi depuis un programme

écrit en Java. Pour l’algorithme 6 permettant de déterminer toutes les solutions potentiellement opti-

males, nous considérons des graphes à 10 nœuds dont la densité varie entre 50% et 100%. Rappelons qu’un

graphe complet (i.e. de densité 100%) avec 10 nœuds admet exactement 108 arbres couvrants. Dans ces
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expériences, le nombre de critères q varie de 2 à 5 et les coûts sont tirés aléatoirement dans {1, . . . , 1000}q.
Afin d’évaluer l’impact de l’ensemble Ω, nous faisons aussi varier p le nombre de données de type “je

préfère x à y” disponibles avant l’exécution de cet algorithme (données engendrées aléatoirement). Les

moyennes des temps de calcul observés sont données dans la table 3.6.

q densité p = 0 p = 1 p = 2

2 50% 0.15 0.12 0.09
3 50% 0.89 0.78 0.75
4 50% 10.70 9.82 8.03
5 50% 17.79 17.40 15.73

2 75% 0.42 0.36 0.27
3 75% 8.60 5.41 3.16
4 75% 17.40 16.23 14.41
5 75% 267.93 219.25 168.83

2 100% 0.54 0.46 0.28
3 100% 12.95 10.35 9.34
4 100% 91.48 75.45 69.55
5 100% 668.21 634.26 621.46

Table 3.6 – Temps de calcul moyens de l’algorithme 6 donnés en secondes (|N | = 10, 30 tests).

Dans cette table, nous voyons que les temps de calculs diminuent progressivement avec la taille de l’en-

semble Ω mais augmentent drastiquement avec le nombre de critères. Néanmoins, sur toutes les instances

considérées, notre algorithme est capable de déterminer toutes les solutions potentiellement optimales

en moins de 12 minutes. Ainsi, notre algorithme est capable de déterminer relativement rapidement

toutes les solutions situées sur les bords de l’enveloppe convexe des solutions réalisables. Rappelons que

la détermination de ces solutions est souvent considérée comme étant une base utile pour une explora-

tion plus approfondie de l’ensemble des solutions Pareto-optimales dans les méthodes en deux phases

standards en optimisation multicritère (e.g., Ehrgott [2006]).

Dans les expériences précédentes, nous avons constaté que les données de préférences permettent de

réduire assez timidement les temps de résolution quand ces dernières sont tirées aléatoirement avant la

résolution (cf. table 3.6). Cependant, nous allons voir maintenant que combiner résolution et élicitation

incrémentale permet de réduire drastiquement les temps de calcul, nous permettant de traiter de plus

grandes instances. Plus précisément, pour l’algorithme 7 combiné à la stratégie CSS, nous considérons

des graphes contenant entre 25 et 100 nœuds (densité 50%) et un nombre de critères q variant de 2 à 8.

Afin d’estimer l’impact du seuil de tolérance δ sur les temps de calcul et le nombre de questions posées,

nous reportons dans la table 3.7 les résultats obtenus pour les valeurs suivantes : δ = 0.05 et δ = 0.1 ;

les valeurs δi sont ici définies par δi = δ/(|N | − 1). Dans ces expériences, les réponses aux questions ont

été simulées par le biais d’une somme pondérée fω dont le jeu de poids ω a été engendré aléatoirement

avant de commencer la résolution.
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δ = 0.05 δ = 0.1

n |V | temps questions temps questions

2 25 0.9 3.8 1.1 3.4
2 50 2.0 3.6 2.9 2.8
2 75 5.4 4.4 7.0 3.4
2 100 8.3 4.2 10.7 2.8

4 25 4.6 16.2 7.2 11.8
4 50 23.5 17.0 42.6 12.6
4 75 75.8 19.8 116.5 12.2
4 100 127.1 20.4 227.7 12.1

6 25 12.9 29.2 13.6 15.4
6 50 81.1 32.0 123.2 22.8
6 75 256.8 30.8 498.1 25.0
6 100 750.3 33.0 1182.4 25.4

8 25 32.2 49.2 40.3 34.6
8 50 234.6 62.0 370.8 35.2
8 75 731.0 65.6 1105.8 35.8
8 100 2518.9 71.4 3389.0 40.8

Table 3.7 – Performances de l’algorithme 7 avec la CSS (temps moyens donnés en secondes, 30 tests).

Dans cette table, nous observons que notre procédure interactive est très efficace au vu de la na-

ture combinatoire de l’espace des solutions et du nombre de critères considérés. En comparaison, la

littérature sur le calcul des arbres couvrants Pareto-optimaux ne considère pas plus de deux ou trois

critères. L’efficacité relative de notre procédure s’explique par la possibilité de collecter des informations

sur les préférences du décideur pendant la résolution. Ceci permet en effet de déterminer rapidement

une alternative Pareto-optimale que le décideur juge pertinente. À titre d’exemple, notre procédure ne

requiert pas plus de 12 questions en moyenne pour déterminer un arbre couvrant presque optimal aux

yeux du décideur (avec δ = 0.1) pour des instances à 100 nœuds et 4 critères. Nous observons aussi que le

nombre de questions réduit drastiquement lorsque la garantie de performance est affaiblie (de 0.5 à 0.1),

mais que cela provoque une augmentation des temps de calculs car les arêtes potentiellement optimales

dans les cocycles sont plus nombreuses.

3.3 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons étudié le potentiel de la résolution par élicitation incrémentale dans le

cadre de deux problèmes d’optimisation combinatoire multi-objectifs : la recherche dans un graphe d’états

multicritère et le problème d’arbres couvrants multicritères. Les méthodes proposées dans ce chapitre

supposent que les préférences du décideur sont représentables par une fonction d’agrégation paramétrée

(e.g., une somme pondérée, une intégrale de Choquet) mais que l’instance des paramètres permettant de

représenter au mieux ses préférences n’est pas connue précisément. Dans ce cadre, nous avons proposé
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d’une part des algorithmes pour la détermination de toutes les solutions potentiellement optimales, et

d’autre part des procédures de résolution interactives permettant de déterminer efficacement une solution

optimale (ou presque optimale) aux yeux du décideur.

Pour la recherche dans un graphe d’états multicritère, nous avons tout d’abord proposé des al-

gorithmes de programmation dynamique pour la détermination des solutions potentiellement optimales

lorsque les préférences du décideur sont représentables par une somme pondérée ou une intégrale de Cho-

quet. Ces algorithmes sont des extensions de l’algorithme de MOA* (e.g., Mandow and Pérez de la Cruz

[2005b]) utilisant des règles d’élagage exploitant le modèle de préférence imprécisément connu. Nous

avons ensuite proposé une nouvelle approche pour la recherche fondée sur les préférences consistant

à éliciter incrémentalement les paramètres du modèle décisionnel en cours de résolution. Nous avons

proposé, implémenté et testé différentes stratégies de génération de questions permettant d’obtenir des

compromis différents entre les deux objectifs conflictuels suivants : minimiser le nombre de questions et

maximiser la qualité de la recommandation. Les tests ont montré que, pour ce problème d’optimisation

multicritère, réaliser l’élicitation en cours de résolution donne de meilleurs résultats que la méthode en

deux phases consistant tout d’abord à engendrer l’ensemble des solutions Pareto-optimales (avec MOA*)

puis à appliquer des méthodes d’élicitation incrémentale standards sur cet ensemble. Par ailleurs, nous

avons constaté que le nombre de questions engendrées par nos procédures reste relativement faible malgré

la nature combinatoire du problème.

En ce qui concerne les problèmes d’arbres couvrants multicritères, nous avons tout d’abord proposé

un algorithme glouton pour la détermination des arbres couvrants potentiellement optimaux lorsque

les préférences du décideur sont représentables par une somme pondérée imprécisément connue. Cet

algorithme est une généralisation multicritère de l’algorithme de Prim (e.g., [Prim, 1957]) utilisant les

cocycles des arbres couvrants partiels pour décomposer l’espace des paramètres admissibles en régions

caractérisant toutes les solutions potentiellement optimales. Cet algorithme peut en particulier être uti-

lisé pour déterminer l’ensemble des solutions situées sur les bords de l’enveloppe convexe des solutions

réalisables (solutions dite “supportées”). Cet algorithme a ensuite été sophistiqué pour obtenir un algo-

rithme glouton interactif de complexité polynomiale, mêlant élicitation incrémentale et résolution, qui

s’est avéré particulièrement efficace en pratique. Soulignons que, pour ce problème d’optimisation, il

a récemment été montré que les points extrêmes de l’enveloppe convexe des solutions réalisables sont

en nombre polynomial (à condition que le nombre de critères soit considéré comme une donnée fixée

du problème) [Seipp, 2013] ; ce résultat pourrait probablement être exploité pour mettre en œuvre de

nouvelles procédures incrémentales se concentrant uniquement sur ces points extrêmes.

Pour conclure, nous avons vu que la décision par élicitation incrémentale permet de concevoir des

procédures de recommandation personnalisée relativement efficaces dans le cadre des problèmes de

décision multicritère (chapitres 2 et 3). Dans les chapitres suivants, nous allons étudier le potentiel

de cette approche pour résoudre des problèmes de décision collective (chapitre 4) et des problèmes de

décision séquentielle dans le risque (chapitre 5).





Chapitre 4

Méthodes incrémentales pour la décision

collective avec préférences incomplètes

Résumé

Ce chapitre présente nos travaux publiés dans [Benabbou et al., 2016b, Benabbou and Perny, 2016]

concernant la problématique de vote en présence de préférences imprécisément connues par le système.

Dans ce contexte, il s’agit de parvenir à déterminer les gagnants de l’élection en limitant le plus pos-

sible le nombre d’interactions avec les agents. Pour ce faire, nous adoptons ici l’approche d’élicitation

incrémentale fondée sur la minimisation de regrets.

Dans un premier temps, nous étudions le potentiel de cette approche dans le cadre d’un problème

de vote avec la méthode de Borda où les alternatives possibles sont décrites par plusieurs attributs et

données explicitement. Nous montrons comment une représentation compacte des préférences des agents

peut être exploitée dans ce cadre, pour définir des procédures de recommandation relativement efficaces

en pratique, à la fois en terme de temps de calcul et de nombre de questions posées.

Dans un second temps, nous proposons une approche de résolution efficace pour le vote par ap-

probation sur domaine combinatoire, illustrée sur le problème de sac à dos multi-agents. Dans ce

contexte, il n’est pas envisageable d’énumérer toutes les solutions possibles pour identifier les gagnants

de l’élection. C’est pourquoi, nous proposons plutôt de combiner la recherche et l’élicitation incrémentale

des préférences pour réduire la taille de l’espace de recherche ainsi que le nombre de questions nécessaires

à la prise de décision.
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Le vote est une procédure permettant à un groupe de personnes de prendre une décision collec-

tive, tout en conférant une certaine légitimité à la décision. Cette pratique est omniprésente de nos

jours, notamment durant les élections politiques et académiques. Depuis relativement récemment, le

vote connâıt un engouement croissant en informatique, compte tenu de la possibilité offerte par les

systèmes en ligne de mettre en œuvre des protocoles de vote pour la prise de décision collective (e.g.,

WHALE 1). Lorsque les préférences des votants sont entièrement connues, une procédure d’agrégation

des préférences peut être utilisée pour déterminer la meilleure alternative pour le groupe d’individus

(e.g., [Rossi et al., 2011]). Cependant, dans de nombreuses situations réelles, il est difficile de connâıtre

précisément les préférences de chaque votant, car obtenir ces informations a généralement un coût

économique et cognitif important. Dans ces situations, il est indispensable de bénéficier d’outils per-

mettant de raisonner avec des préférences partielles. Cette observation a motivé de nombreuses contri-

butions sur la problématique du vote avec préférences incomplètes. Dans cette ligne de recherche,

les questions soulevées concernent notamment la détermination des gagnants possibles et nécessaires

(e.g., [Konczak and Lang, 2005, Xia and Conitzer, 2011, Lang et al., 2012]) ainsi que la conception de

méthodes interactives permettant de réduire l’ensemble des gagnants possibles jusqu’à pouvoir prendre

une décision (e.g., [Kalech et al., 2010, Lu and Boutilier, 2011a,b, Ding and Lin, 2013, Dery et al., 2014,

2016]). Puisque l’acquisition de nouvelles données de préférences est une tâche généralement coûteuse,

nous adoptons ici l’approche d’élicitation incrémentale fondée sur la minimisation de regrets pour iden-

tifier le gagnant de l’élection à moindre coût. Plus précisément, nous allons étudier le potentiel de cette

approche tout d’abord dans un contexte de décision où l’ensemble des alternatives possibles est donné

en extension (section 4.1), puis dans le cadre d’un problème sur domaine combinatoire (section 4.2).

4.1 Élicitation incrémentale avec la méthode de Borda sur domaine

non combinatoire

Dans cette section, nous considérons une situation de décision où un ensemble N = {1, . . . , n} de

votants (ou agents) doivent se mettre d’accord sur le choix d’une alternative dans l’ensemble X (e.g.,

candidats, options, objets). Chaque alternative x est ici décrite par plusieurs attributs (e.g., temps, prix,

couleur) dont il faut tenir compte durant la prise de décision. Chaque alternative est donc associée à

un vecteur x = (x1, . . . , xq), où xj représente la performance de l’alternative x sur le critère j ∈ Q. À

titre d’exemple, la prise en compte simultanée de plusieurs critères dans la décision collective apparâıt

naturellement quand les différents agents doivent se mettre d’accord sur plusieurs questions à la fois (e.g.,

[Lang and Xia, 2009, Xia et al., 2011]). En effet, dans ces situations, les alternatives sont associées à des

vecteurs de valeurs booléennes représentant les différentes décisions élémentaires. Plus généralement, le

cas multicritère s’impose lorsque les alternatives à comparer sont évaluées sur plusieurs critères, comme

par exemple le coût de la vie ou la température de la prochaine destination pour des vacances en famille.

Dans ce cadre, nous supposons que les préférences de chaque agent i ∈ N sont représentables par une

1. http ://strokes.imag.fr/whale4/
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somme pondérée ui de la forme suivante :

ui(x) =

q∑
j=1

ωijxj (4.1)

où ωi = (ωi1, . . . , ω
i
q) est un jeu de poids positifs normalisé. Sous cette hypothèse, l’agent i ∈ N préfère

x ∈ X à y ∈ X si et seulement si ui(x) ≥ ui(y). Plus formellement, les préférences de l’agent i ∈ N sont

définies par la relation binaire %i suivante :

x %i y ⇔ ui(x) ≥ ui(y) ⇔
q∑
j=1

ωij(xj − yj) ≥ 0

Notons que, dans ce contexte, le profil de préférences (%1, . . . ,%n) est complètement caractérisé par les n

jeux de poids ω1, . . . , ωn. Soulignons par ailleurs que notre définition des préférences autorise les agents

à exprimer des indifférences entre les différentes alternatives du problème (contrairement à l’approche

classique étudiée en théorie du vote).

Dans cette section, nous cherchons à déterminer l’alternative déclarée vainqueur de l’élection par la

méthode de Borda (cf. Section 1.2.3). Étant donné un vecteur de jeux de poids ω = (ω1, . . . , ωn), le score

de Borda B(x, ω) d’une alternative x ∈ X est définie par :

B(x, ω) =

n∑
i=1

∣∣∣{y ∈ X : x �i y}
∣∣∣ =

n∑
i=1

∣∣∣{y ∈ X :

q∑
j=1

ωijxj >

q∑
j=1

ωijyj}
∣∣∣

La relation �i représente la partie asymétrique de %i formellement définie comme suit :

x �i y ⇔ x %i y et ¬(y %i x)

où ¬ représente l’opérateur de négation logique. Par définition, la meilleure alternative au sens de la

méthode de Borda est celle qui maximise le score de Borda. Notons que si les vecteurs de poids ωi, i ∈ N,
ne modélisent aucune indifférence (i.e. ui(x) 6= ui(y) pour toutes alternatives x, y ∈ X distinctes), alors

notre définition du score de Borda est la même que celle utilisée en théorie du choix social.

Lorsque les préférences des agents ne sont pas connues précisément, nous devons raisonner avec

des préférences partiellement définies. Plus précisément, nous considérons ici un vecteur d’ensembles

Ω = (Ω1, . . . ,Ωn), où chaque composante Ωi représente l’ensemble des jeux de poids ωi compatibles avec

P i l’ensemble des informations disponibles sur les préférences de l’agent i ∈ N . Supposons que l’ensemble

P i ne contient que des paires (a, b) représentant la préférence “a meilleure que b”. Comme chacune de

ces paires impose uniquement la contrainte linéaire
∑q

j=1 ω
i
j(aj − bj) ≥ 0 sur l’espace des jeux de poids

admissibles, alors chaque ensemble Ωi forme ici un polyèdre convexe.

Dans ce contexte, un gagnant possible au sens de Borda est une alternative x ∈ X telle que, pour au

moins une instance ω ∈ Ω, l’inégalité B(x, ω) ≥ B(y, ω) est satisfaite pour tout y ∈ X . Similairement, une
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alternative x ∈ X est un gagnant nécessaire au sens de Borda si et seulement si B(x, ω) ≥ B(y, ω) pour

tout ω ∈ Ω et tout y ∈ X . Si un gagnant nécessaire existe, alors cette alternative peut être directement

recommandée au groupe d’individus car celle-ci maximise le score de Borda dans tous les scénarios

possibles. Dans le cas contraire, il s’agit pour le système de collecter davantage d’informations sur les

préférences des agents pour pouvoir formuler une recommandation.

Afin de limiter le nombre de questions posées aux agents, nous adoptons ici l’approche d’élicitation

incrémentale fondée sur le critère Minimax Regret (présentée en Section 1.4.2) Ainsi, nous travailler ci-

après avec les notions de pairwise max regret (PMR), de max regret (MR) et de minimax regret (mMR),

comme proposé dans d’autres travaux (e.g., [Lu and Boutilier, 2011b]) :

PMR(x, y,Ω) = max
ω∈Ω

{
B(y, ω)− B(x, ω)

}
MR(x,X ,Ω) = max

y∈X
PMR(x, y,Ω)

mMR(X ,Ω) = min
x∈X

MR(x,X ,Ω)

Le PMR(x, y,Ω) de x ∈ X par rapport à y ∈ X est le plus grand écart de scores possible entre l’alternative

y et l’alternative x. La quantité MR(x,X ,Ω) représente quant à elle la plus grande différence de scores

possible entre le vainqueur de l’élection et l’alternative x. Les meilleures alternatives pour le critère de

décision Minimax Regret sont celles qui minimisent la valeur MR, la quantité mMR(X ,Ω) représentant

alors cette plus petite valeur. Ces alternatives sont en quelque sorte des approximations “robustes” du

gagnant de l’élection car la recommandation de ces alternatives permet de minimiser l’erreur commise

dans le pire scénario possible. Ainsi, choisir parmi ces alternatives constitue la décision la plus sûre

au vu de l’imprécision qui entoure les préférences des agents. Soulignons toutefois que les alternatives

optimales pour ce critère de décision ne sont pas toujours des gagnants possibles, comme le montre

l’exemple suivant :

Exemple 28. Considérons un problème de vote dans lequel n = 5k agents doivent se mettre d’accord

sur la sélection d’une alternative de l’ensemble X = {x1, x2, x3}, où k est un entier strictement positif.

Supposons que les informations disponibles sur les préférences de ces n agents nous offrent la possibilité

de les diviser en deux groupes, de sorte que le profil de préférences partiel représentant cette situation de

vote soit le suivant :

x2

x1 x3

I. 2k agents

x2

x1 x3

II. 3k agents

En résumé, la seule information dont nous disposons est que x2 est strictement meilleure que x1 et x3

aux yeux des 2k agents du groupe I, alors que les agents du groupe II considèrent que x1 et x3 sont toutes
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deux strictement meilleures que x2. Notons que le score de Borda de l’alternative x2 est forcément égal

à 4k, quelque soit la complétion du profil de préférences considérée. En effet, l’alternative x2 reçoit :

• deux points par agent du groupe I car ces derniers considèrent que x2 bat strictement x1 et x3.

• zéro point par personne du groupe II car celles-ci estiment que x2 est le plus mauvais choix possible.

Notons par ailleurs que la meilleure alternative de chaque agent du groupe II fait forcément partie de

l’ensemble {x1, x3}. De ce fait, pour toute complétion possible du profil de préférences, il existe j ∈ {1, 3}
tel que xj est strictement préférée aux deux autres alternatives du problème par au moins 3k/2 agents du

groupe II. Comme les autres agents de ce groupe trouvent que xj est strictement meilleure que x2, alors

xj reçoit au moins 2× 3k/2 + 3k = 6k points des membres du groupe II. Ainsi, l’alternative x2 de score

de 4k ne fait pas partie des gagnants possibles par la méthode de Borda. Pourtant, l’alternative x2 est

l’unique solution optimale au sens du critère de décision Minimax Regret. Pour le voir, nous reportons

dans la case (k, l) du tableau suivant la valeur PMR(xk, xl,Ω) :

k
l 1 2 3

1 0 4k − 3k = k 8k − 3k = 5k

2 8k − 4k = 4k 0 8k − 4k = 4k

3 8k − 3k = 5k 4k − 3k = k 0

De ce tableau, nous pouvons déduire MR(x1, {x1, x2, x3},Ω) = 5k, MR(x2, {x1, x2, x3},Ω) = 4k et

MR(x3, {x1, x2, x3},Ω) = 5k, ce qui montre que x2 est l’unique solution optimale pour le critère de

décision Minimax Regret.

Observons par ailleurs que si mMR(X ,Ω) = 0, alors une alternative optimale au sens du Minimax

Regret représente en réalité un gagnant nécessaire de l’élection. Ainsi, il n’est pas nécessaire de poser des

questions aux agents pour pouvoir prendre une décision dans ce cas. Dans le cas contraire, il est possible

que la valeur mMR(X ,Ω) soit bien trop élevée pour certifier que le critère Minimax Regret sélectionne des

alternatives de qualité. Dans ces situations, une méthode d’élicitation incrémentale peut être envisagée,

posant des questions aux agents de manière itérative pour réduire progressivement l’ensemble Ω, tant que

mMR(X ,Ω) > δ, où δ ≥ 0 est un seuil de tolérance représentant une borne sur l’erreur acceptable. Pour

pouvoir mettre en œuvre une telle procédure itérative, il convient de proposer des méthodes efficaces

pour le calcul des valeurs mMR(Ω,X ) à chaque itération. Comme nous l’avons déjà souligné, la résolution

des problèmes d’optimisation PMR constitue la pierre angulaire de ce calcul. En effet, une fois que la

valeur PMR(x, y,Ω) est connue pour toutes les paires (x, y) ∈ X 2, nous pouvons déduire la quantité

MR(x,X ,Ω) pour toute alternative x ∈ X , ce qui permet de dériver la valeur mMR(Ω,X ) à la fin.

Dans cette sous-section, nous commençons donc par étudier la problématique du calcul efficace de la

valeur PMR(x, y,Ω) pour une paire (x, y) ∈ X 2 quelconque. Puis, nous nous intéresserons à la conception

de stratégies d’élicitation permettant de recommander une alternative de qualité en limitant le nombre

de questions posées aux agents.
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4.1.1 Travaux connexes

Avant de décrire notre méthode pour le calcul de PMR(x, y,Ω), nous présentons des travaux récents

sur l’élicitation incrémentale du gagnant au sens de Borda pour des problèmes de vote où les alternatives

ne sont pas multivaluées [Lu and Boutilier, 2011b]. Dans ce contexte, la connaissance du système sur la

relation de préférence �i de l’agent i ∈ N se résume à l’ensemble P i> des paires (a, b) représentant la

préférence “a strictement meilleure que b” formulée explicitement par l’agent i. Il s’agit alors de raisonner

avec l’ensemble Ri de toutes les relations binaires complètes Bi qui vérifient :

(x, y) ∈ P i ⇒ xBi y

Les définitions de regrets associées sont les suivantes :

PMR(x, y,R) = max
B∈R

{
B(y,B)− B(x,B)

}
MR(x,X ,R) = max

y∈X
PMR(x, y,R)

mMR(X ,R) = min
x∈X

MR(x,R)

où R représente le produit cartésien R = R1× . . .×Rn et B(w,B) =
∑

i∈N |{z ∈ X : wBi z}| est le score

de Borda de l’alternative w ∈ X associé au profil B = (B1, . . . ,Bn) (cf. définition 24). Pour résoudre

efficacement le problème PMR(x, y,R) pour une paire (x, y) ∈ X 2 quelconque, les auteurs de ces travaux

exploitent le résultat suivant :

PMR(x, y,R) = max
B∈R

{
B(y,B)− B(x,B)

}
= max
B∈R

n∑
i=1

{
|{z ∈ X : y Bi z}| − |{z ∈ X : xBi z}|

}
=

n∑
i=1

max
Bi∈Ri

{
|{z ∈ X : y Bi z}| − |{z ∈ X : xBi z}|

}
Cette formulation permet en effet de décomposer le problème d’optimisation PMR(x, y,R) en une série

de sous-problèmes plus simples. Plus précisément, pour chaque agent i ∈ N , il s’agit de déterminer sa

“contribution” à la valeur PMR(x, y,R), notée PMRi(x, y,R) et définie par :

PMRi(x, y,R) = max
Bi∈Ri

{
|{z ∈ X : y Bi z}| − |{z ∈ X : xBi z}|

}
La valeur PMRi(x, y,R) correspond à la différence maximale entre le nombre d’alternatives strictement

battues par y et le nombre d’alternatives strictement battues par x (au sens des préférences subjectives

de l’agent i). Finalement, pour calculer la valeur PMRi(x, y,R) de manière efficace, il suffit de distinguer

les trois cas suivants :

• Cas où (x, y) ∈ P i> : dans ce cas, nous avons : ∀Bi ∈ Ri,∀z ∈ X , y Bi z ⇒ x Bi z. Ceci nous
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permet de déduire le résultat suivant :

PMRi(x, y,R) = max
Bi∈Ri

{
− |{z ∈ X : xBi z et ¬(y Bi z)}|

}
= max
Bi∈Ri

{
− |{z ∈ X : xBi z Bi y}|

}
= − min

Bi∈Ri

{
|{z ∈ X : xBi z Bi y}|

}
= −|{z ∈ X : (x, z) ∈ P i> et (z, y) ∈ P i>}|

• Cas où (y, x) ∈ P i> : nous avons ici : ∀Bi ∈ Ri,∀z ∈ X , xBi z ⇒ y Bi z. De ce fait :

PMRi(x, y,R) = max
Bi∈Ri

{
|{z ∈ X : y Bi z et ¬(xBi z)}|

}
= max
Bi∈Ri

{
|{z ∈ X : y Bi z Bi x}|

}
= |{z ∈ X : (z, y) 6∈ P i> et (x, z) 6∈ P i>}|

• Cas où (y, x) 6∈ P i> et (x, y) 6∈ P i> : nous venons de voir que PMRi(x, y,R) ≥ 0 lorsque (y, z) ∈ P i>
et que PMRi(x, y,R) ≤ 0 dans le cas où (x, y) ∈ P i>. Par conséquent, dans la situation où

(y, x) 6∈ P i> et (x, y) 6∈ P i>, nous pouvons obtenir la valeur PMRi(x, y,R) en nous restreignant

aux relations Bi ∈ Ri telles que x Bi y. Dans cette situation, la valeur PMRi(x, y,R) peut donc

être calculée exactement comme dans le cas (y, x) ∈ P i>.

Ainsi, dans tous les cas possibles, le problème d’optimisation PMRi(x, y,R) peut être résolu en O(|X |)
en comptant le nombre d’alternatives z ∈ X vérifiant des conditions très simples sur les préférences déjà

formulées par l’agent i. Dans la sous-section suivante, nous montrons comment étendre cette approche

aux situations de vote où les alternatives sont multivaluées et que les préférences de chaque agent i ∈ N
sont modélisées à l’aide d’une somme pondérée ui de paramètres ωi (cf. équation (4.1)).

4.1.2 Calcul du Minimax Regret par programmation linéaire en nombres entiers

Nous nous intéressons maintenant au calcul de PMR(x, y,Ω), étant donné un vecteur d’ensembles

Ω = (Ω1, . . . ,Ωn), où chaque ensemble Ωi représente l’imprécision subsistante sur le jeu de poids ωi

permettant de définir %i, la relation de préférence de l’agent i (cf. équation (4.1)). Comme dans la

sous-section précédente, nous commençons par décomposer le problème PMR(x, y,Ω) :

PMR(x, y,Ω) = max
ω∈Ω

{
B(y, ω)− B(x, ω)

}
= max

ω∈Ω

n∑
i=1

{
|{z ∈ X :

q∑
j=1

ωijyj >

q∑
j=1

ωijzj}| − |{z ∈ X :

q∑
j=1

ωijxj >

q∑
j=1

ωijzj}|
}

=
n∑
i=1

max
ωi∈Ωi

{
|{z ∈ X :

q∑
j=1

ωijyj >

q∑
j=1

ωijzj}| − |{z ∈ X :

q∑
j=1

ωijxj >

q∑
j=1

ωijzj}|
}

(4.2)
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Il s’agit donc de résoudre, pour chaque agent i ∈ N , le problème d’optimisation suivant :

PMRi(x, y,Ωi) = max
ωi∈Ωi

{
|{z ∈ X :

q∑
j=1

ωijyj >

q∑
j=1

ωijzj}| − |{z ∈ X :

q∑
j=1

ωijxj >

q∑
j=1

ωijzj}|
}

Dans notre contexte multicritère, la résolution de ce problème est plus complexe car celle-ci nécessite de

gérer la structure multicritère du domaine. En effet, dans ce contexte, la connaissance du système sur

les préférences des agents ne se résume pas aux ensembles P i, i ∈ N, mais aux ensembles Ωi, i ∈ N, qui

peuvent permettre de dériver des préférences non encore formulées par les agents. C’est pourquoi, pour

déterminer la valeur PMRi(x, y,Ωi) pour un agent i ∈ N donné, nous proposons de travailler avec les

relations binaires suivantes :

• Une alternative z ∈ X est dite nécessairement préférée à une alternative z′ ∈ X par l’agent i,

noté z %Neci z′, si et seulement si : ∀ωi ∈ Ωi,
∑q

j=1 ω
i
jzj ≥

∑q
j=1 ω

i
jz
′
j .

• Une alternative z ∈ X est dite nécessairement strictement préférée à une alternative z′ ∈ X par

l’agent i, noté z �Neci z′, si et seulement si : ∀ωi ∈ Ωi,
∑q

j=1 ω
i
jzj >

∑q
j=1 ω

i
jz
′
j .

Notons que vérifier si z %Neci z′ (resp. z �Neci z′) pour une paire (z, z′) ∈ X 2 revient à tester si

la quantité minωi∈Ωi{
∑q

j=1 ω
i
jzj −

∑q
j=1 ω

i
jz
′
j} est positive (resp. strictement positive). Cette quantité

correspond à la valeur optimale du programme linéaire suivant :

min
ωi

q∑
j=1

ωijzj −
q∑
j=1

ωijz
′
j (4.3)

s.c.

q∑
j=1

ωij = 1 (4.4)

q∑
j=1

ωijaj −
q∑
j=1

ωijbj ≥ 0, ∀(a, b) ∈ P i≥ (4.5)

q∑
j=1

ωijaj −
q∑
j=1

ωijbj ≥ ξ, ∀(a, b) ∈ P i> (4.6)

ωij ≥ 0, ∀j ∈ Q (4.7)

où ξ est une constante positive arbitrairement petite servant à modéliser les inégalités strictes. Toutes

les contraintes de ce programme permettent de décrire l’ensemble Ωi des jeux de poids ωi admissibles.

Plus précisément, les contraintes (4.4) et (4.7) permettent de garantir que ωi est un vecteur normalisé de

poids positifs tandis que les équations (4.5) et (4.6) assurent que le jeu de poids ωi satisfait les contraintes

induites respectivement par P i≥ l’ensemble des préférences faibles et P i> l’ensemble des préférences strictes

formulées par l’agent i. Nous distinguons ensuite les trois cas suivants :

• Cas où x %Neci y : nous avons
∑q

j=1 ω
i
jxj ≥

∑q
j=1 ω

i
jyj pour tout ωi ∈ Ωi. Par conséquent, pour

tout ωi ∈ Ωi et tout z ∈ X , nous avons :
∑q

j=1 ω
i
jyj >

∑q
j=1 ω

i
jzj ⇒

∑q
j=1 ω

i
jxj >

∑q
j=1 ω

i
jzj .
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Ainsi, nous pouvons réécrire le problème d’optimisation de la manière suivante :

PMRi(x, y,Ωi) = max
ωi∈Ωi

{
− |{z ∈ X :

q∑
j=1

ωijxj >

q∑
j=1

ωijzj et ¬
( q∑
j=1

ωijyj >

q∑
j=1

ωijzj

)
}|
}

= max
ωi∈Ωi

{
− |{z ∈ X :

q∑
j=1

ωijxj >

q∑
j=1

ωijzj ≥
q∑
j=1

ωijyj}|
}

= − min
ωi∈Ωi

{
|{z ∈ X :

q∑
j=1

ωijxj >

q∑
j=1

ωijzj ≥
q∑
j=1

ωijyj}|
}

• Cas où ¬(x %Neci y) ∧ (y %Neci x) : dans ce cas, nous avons
∑q

j=1 ω
i
jyj ≥

∑q
j=1 ω

i
jxj pour tout

ωi ∈ Ωi. De façon similaire au cas précédent, nous en déduisons :

PMRi(x, y,Ωi) = max
ωi∈Ωi

{
|{z ∈ X :

q∑
j=1

ωijyj >

q∑
j=1

ωijzj et ¬
( q∑
j=1

ωijxj >

q∑
j=1

ωijzj

)
}|
}

= max
ωi∈Ωi

{
|{z ∈ X :

q∑
j=1

ωijyj >

q∑
j=1

ωijzj ≥
q∑
j=1

ωijxj}|
}

• Cas où ¬(x %Neci y)∧¬(y %Neci x) : dans ce cas, comme nous avons ¬(x %Nec y), alors il existe au

moins un jeu de poids ωi ∈ Ωi tel que
∑q

j=1 ω
i
jyj >

∑q
j=1 ω

i
jxj . Pour de tels jeux de poids ωi, nous

avons vu que la fonction à maximiser se réécrit |{z ∈ X :
∑q

j=1 ω
i
jyj >

∑q
j=1 ω

i
jzj ≥

∑q
j=1 ω

i
jxj}|,

qui est une valeur positive. Pour les autres jeux de poids de l’ensemble Ωi, nous avons vu que la

fonction à maximiser est −|{z ∈ X :
∑q

j=1 ω
i
jxj >

∑q
j=1 ω

i
jzj ≥

∑q
j=1 ω

i
jyj}|, qui est négative.

Par conséquent, la valeur PMRi(x, y,Ωi) peut être obtenue avec un jeu de poids ωi ∈ Ωi tel que∑q
j=1 ω

i
jyj >

∑q
j=1 ω

i
jxj , et donc cette valeur peut être calculée comme dans le cas précédent.

La suite de cette sous-section est consacrée au calcul de PMRi(x, y,Ωi) dans les trois scénarios

possibles (présentés ci-dessus) pour un agent i donné. Avant de présenter notre méthode de résolution,

nous introduisons les ensembles suivants pour tout a ∈ {x, y} :

• P a = {z ∈ X \ {a} : z %Neci a} : l’ensemble des alternatives nécessairement préférées à a.

• Ba = {z ∈ X : a �Neci z} : l’ensemble des alternatives nécessairement strictement battues par a.

• Ia = X \ ({a} ∪ P a ∪ Ba) : l’ensemble des alternatives ni nécessairement préférées à a ni

nécessairement strictement battues par a.

et pour toute paire d’alternatives (a, b) ∈ {(x, y), (y, x)} :

• Ma,b = Ba ∩P b : l’ensemble des alternatives nécessairement strictement battues par a mais aussi

nécessairement préférées à b.

• Za,b1 = Ba∩Ib : l’ensemble des alternatives qui sont d’une part nécessairement strictement battues

par a et d’autre part ni nécessairement préférées à b ni nécessairement strictement battues par b.

• Zb,a2 = P b ∩ Ia : l’ensemble des alternatives qui sont d’une part nécessairement préférées à b et
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d’autre part ni nécessairement préférées à a ni nécessairement strictement battues par a.

• Za,b3 = Ia ∩ Ib : l’ensemble des alternatives qui sont ni nécessairement strictement battues par a,

ni nécessairement préférées à a, ni nécessairement strictement battues par b, ni nécessairement

préférées à b.

Ces ensembles, qui partitionnent l’ensemble X , vont être utiles pour déterminer la valeur PMRi(x, y,Ωi)

selon les différents cas énoncés précédemment. Pour une illustration graphique, le lecteur est invité à se

référer à la figure 4.1. Dans la suite, afin de faciliter la lecture, nous écrirons Z1, Z2 et Z3 (sans les

exposants) lorsque le cas considéré est clairement identifié.

Mx,y

x

P x

y

By

Zx,y1

Zy,x2

Zx,y3

(a) x %Neci y

My,x

y

P y

x

Bx

Zy,x1

Zx,y2

Zy,x3

(b) ¬(x %Neci y) ∧ (y %Neci x)

x y

Zx,y2

P x ∩ P y

Zy,x2

Zx,y1

Bx ∩By

Zy,x1

Zx,y3

(c) ¬(x %Neci y) ∧ ¬(y %Neci x)

Figure 4.1 – Partition de l’ensemble X selon les valeurs de x %Neci y et y %Neci x. Les arcs continus
(resp. tiretés) représentent des préférences nécessairement strictes (resp. faibles).

• Cas où x %Neci y (cf. figure 4.1a) : il s’agit pour nous de calculer PMRi(x, y,Ωi). Rappelons que,

dans ce cas, nous avons PMRi(x, y,Ωi) = −minωi∈Ωi |{z ∈ X :
∑q

j=1 ω
i
jxj >

∑q
j=1 ω

i
jzj ≥

∑q
j=1 ω

i
jyj}|.

Nous souhaitons donc déterminer un jeu de poids ωi ∈ Ωi permettant de minimiser le nombre d’alterna-

tives z ∈ X vérifiant la propriété suivante :

q∑
j=1

ωijxj >

q∑
j=1

ωijzj ≥
q∑
j=1

ωijyj

Tout d’abord, remarquons que, pour tout jeu de poids ωi ∈ Ωi, aucune alternative z ∈ P x ∪ By ne

peut satisfaire cette propriété (par définition de P x et By). En revanche, pour tout jeu de poids ωi ∈ Ωi,

toutes les alternatives z ∈Mx,y vérifient cette propriété (par définition de Mx,y). Par conséquent :

PMRi(x, y,Ωi) = −|Mx,y| − min
ωi∈Ωi

|{z ∈ Z1 ∪ Z2 ∪ Z3 ∪ {y} :

q∑
j=1

ωijxj >

q∑
j=1

ωijzj ≥
q∑
j=1

ωijyj}|



Chapitre 4. Méthodes pour la décision collective avec préférences incomplètes 179

Il suffit donc de calculer minωi∈Ωi |{z ∈ Z1 ∪ Z2 ∪ Z3 ∪ {y} :
∑q

j=1 ω
i
jxj >

∑q
j=1 ω

i
jzj ≥

∑q
j=1 ω

i
jyj}|

pour pouvoir déterminer la valeur PMRi(x, y,Ωi). Pour ce faire, nous introduisons le programme linéaire

en nombres entiers suivant (nommé PLNEx,y) :

min
ωi

by +
∑
z∈Z1

bz1 +
∑
z∈Z2

bz2 +
∑
z∈Z3

bz3

s.c.

q∑
j=1

ωij = 1 (4.8)

q∑
j=1

ωijaj −
q∑
j=1

ωijbj ≥ 0, ∀(a, b) ∈ P i≥ (4.9)

q∑
j=1

ωijaj −
q∑
j=1

ωijbj ≥ ξ, ∀(a, b) ∈ P i> (4.10)

q∑
j=1

ωijyj −
q∑
j=1

ωijxj +Mby ≥ 0 (4.11)

q∑
j=1

ωijyj −
q∑
j=1

ωijzj +Mbz1 ≥ ξ, ∀z ∈ Z1 ∪ Z3 (4.12)

q∑
j=1

ωijzj −
q∑
j=1

ωijxj +Mbz2 ≥ 0, ∀z ∈ Z2 ∪ Z3 (4.13)

bz3 ≥ bz1 + bz2 − 1, ∀z ∈ Z3 (4.14)

ωij ≥ 0, ∀j ∈ {1, . . . , q} (4.15)

by ∈ {0, 1}; bz1 ∈ {0, 1}, ∀z ∈ Z1 ∪ Z3 (4.16)

bz2 ∈ {0, 1}, ∀z ∈ Z2 ∪ Z3

bz3 ∈ {0, 1}, ∀z ∈ Z3

Dans ce programme, l’ensemble des variables est constitué d’une variable par composante du vecteur

ωi = (ωi1, . . . , ω
i
q), d’une variable binaire by associée à l’alternative y, d’une variable binaire bz1 pour

chaque alternative z ∈ Z1 ∪ Z3, d’une variable binaire bz2 pour chaque alternative z ∈ Z2 ∪ Z3, et d’une

variable binaire bz3 pour chaque alternative z ∈ Z3 ; nous avons donc q+ |Z1|+ |Z2|+ 3|Z3|+ 1 variables.

Par ailleurs, M (resp. ξ) est une constante positive arbitrairement grande (resp. petite) permettant de

modéliser des implications (resp. inégalités strictes). Enfin, les équations (4.8), (4.9), (4.10) et (4.15)

contraignent le vecteur de poids ωi à faire partie de l’ensemble Ωi des jeux de poids admissibles. Cette

formulation linéaire en nombres entiers est utile pour calculer la valeur PMRi(x, y,Ωi), comme le montre

la proposition suivante :

Proposition 33. Si x %Neci y, alors PMRi(x, y,Ωi) = −|Mx,y| − OPT , où OPT représente la valeur

optimale de PLNEx,y.
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Démonstration. Montrons que minωi∈Ωi |{z ∈ Z1∪Z2∪Z3∪{y} :
∑q

j=1 ω
i
jxj >

∑q
j=1 ω

i
jzj ≥

∑q
j=1 ω

i
jyj}|

correspond à la valeur optimale de PLNEx,y. Pour ce faire, il suffit de montrer que, pour un jeu de poids ωi

donné, la fonction objectif de ce programme linéaire en nombres entiers compte le nombre d’alternatives

z ∈ Z1 ∪ Z2 ∪ Z3 ∪ {y} qui vérifient les inégalités suivantes :

q∑
j=1

ωijxj >

q∑
j=1

ωijzj ≥
q∑
j=1

ωijyj (4.17)

Dans ce programme, nous utilisons un ensemble de variables binaires bz1, bz2 et bz3 afin de représenter

le fait que la condition (4.17) soit satisfaite pour les alternatives z dans Z1, Z2 et Z3 respectivement. La

variable binaire by modélise quant à elle le fait que la condition soit vraie pour l’alternative y. Puisque la

fonction objectif de ce programme est la somme de toutes ces variables binaires, alors il suffit de prouver

que chacune d’elles est instanciée à la valeur 1 si et seulement si l’alternative z associée à cette variable

vérifie la propriété (4.17). Comme la fonction objectif doit être minimisée, alors ces variables sont mis

à la valeur 0 sauf si des contraintes du programme les forcent à être égales à 1. Par conséquent, notre

objectif est de montrer que ces variables sont contraintes de valoir 1 si et seulement si l’équation (4.17)

est vérifiée par l’alternative z correspondante.

Pour toute alternative z ∈ Z1, remarquons que la variable bz1 n’apparâıt que dans une seule contrainte,

celle correspondant à l’équation (4.12). Comme la variable ξ sert à modéliser des inégalités strictes, nous

en déduisons que la variable bz1 est instanciée à la valeur 0 sauf si cette instanciation est incompatible

avec la contrainte suivante :

q∑
j=1

ωijyj −
q∑
j=1

ωijzj +Mbz1 > 0

Par conséquent, pour tout jeu de poids ωi ∈ Ωi tel que
∑q

j=1 ω
i
jyj −

∑q
j=1 ω

i
jzj > 0, la variable bz1

peut être librement instanciée à la valeur 0. En revanche, pour tous les autres jeux de poids ωi ∈ Ωi,

la variable bz1 doit être mise à 1 pour que cette dernière contrainte soit vérifiée (la constante positive

M servant à compenser la valeur négative
∑q

j=1 ω
i
jyj −

∑q
j=1 ω

i
jzj). Ainsi, la variable bz1 est égale à 1 si

et seulement si nous avons
∑q

j=1 ω
i
jyj ≤

∑q
j=1 ω

i
jzj . Par ailleurs, par définition de Z1, nous savons que∑q

j=1 ω
i
jxj >

∑q
j=1 ω

i
jzj pour tout ωi ∈ Ωi. Finalement, nous venons de montrer que la variable bz1 est

instanciée à 1 si et seulement si l’alternative z satisfait l’équation (4.17).

De même, pour toute alternative z ∈ Z2, nous savons que l’inégalité
∑q

j=1 ω
i
jzj ≥

∑q
j=1 ω

i
jyj est

vérifiée pour tout ωi ∈ Ωi (par définition de Z2). Par conséquent, pour montrer que la variable bz2 est

mise à 1 si et seulement si l’alternative z satisfait l’équation (4.17), il suffit de prouver que bz2 est instanciée

à 1 si et seulement si
∑q

j=1 ω
i
jxj >

∑q
j=1 ω

i
jzj . Remarquons que la variable bz2 n’intervient que dans la

contrainte suivante (cf. équation (4.13)) :

q∑
j=1

ωijzj −
q∑
j=1

ωijxj +Mbz2 ≥ 0
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Ainsi, pour tous les jeux de poids ωi ∈ Ωi tels que
∑q

j=1 ω
i
jzj−

∑q
j=1 ω

i
jxj ≥ 0, la variable bz2 peut être

mise librement à la valeur 0 afin de minimiser la fonction objectif. Cependant, pour tous les autres jeux

de poids ωi ∈ Ωi, la variable bz2 est contrainte de valoir 1 pour que cette dernière contrainte soit vérifiée.

Finalement, nous avons montré que la variable bz2 vaut 1 si et seulement si
∑q

j=1 ω
i
jxj >

∑q
j=1 ω

i
jzj , i.e.

si et seulement si l’alternative z vérifie l’équation (4.17).

Pour toute alternative z ∈ Z3, observons que la variable bz3 intervient uniquement dans la contrainte de

l’équation (4.14). Cette contrainte impose bz3 à valoir 1 si et seulement si les variables bz1 et bz2 sont toutes

les deux égales à 1. Similairement au cas des alternatives de Z1 (resp. Z2), nous pouvons montrer que bz1
(resp. bz2) est instanciée à 1 si et seulement si

∑q
j=1 ω

i
jyj ≤

∑q
j=1 ω

i
jzj (resp.

∑q
j=1 ω

i
jxj >

∑q
j=1 ω

i
jzj),

en utilisant la contrainte (4.12) (resp. (4.13)). Ainsi, l’équation (4.14) permet en réalité de modéliser

l’opérateur logique de conjonction entre ces deux dernières conditions, ce qui nous permet de conclure

que bz3 vaut 1 si et seulement si l’alternative z vérifie l’équation (4.17).

En ce qui concerne l’alternative y, nous savons que l’inégalité
∑q

j=1 ω
i
jxj ≥

∑q
j=1 ω

i
jyj est vraie pour

tout ωi ∈ Ωi puisque nous sommes dans le cas où x %Neci y. Ainsi, il s’agit d’instancier la variable by à

la valeur 1 si et seulement si cette dernière inégalité est stricte. Ceci est en fait le rôle de la contrainte

(4.11), qui fonctionne exactement comme celles de l’équation (4.13).

Cette proposition nous offre la possibilité de calculer PMRi(x, y,Ωi) en utilisant la programmation

linéaire en nombres entiers pour chaque agent i ∈ N tel que x %Neci y. Intéressons nous à présent aux

agents i ∈ N pour lesquels x %Neci y n’est pas vrai, si de tels agents existent.

• Cas où ¬(x %Neci y) (cf. figures 4.1b et 4.1c) : nous avons vu précédemment que résoudre le

problème d’optimisation PMRi(x, y,Ωi) dans le cas où ¬(x �Neci y) ∧ ¬(y �Neci x) (i.e. figure 4.1c) peut

se faire exactement de la même façon que pour le cas où ¬(x �Neci y) ∧ (y �Neci x) (i.e. figure 4.1b).

Par conséquent, nous nous intéressons ici uniquement au calcul de PMRi(x, y,Ωi) dans ce dernier cas.

Rappelons alors que PMRi(x, y,Ωi) = maxωi∈Ωi |{z ∈ X :
∑q

j=1 ω
i
jyj >

∑q
j=1 ω

i
jzj ≥

∑q
j=1 ω

i
jxj}|. Il

s’agit donc de déterminer un jeu de poids ωi ∈ Ωi qui permet de maximiser le nombre d’alternatives

z ∈ X telles que :
q∑
j=1

ωijyj >

q∑
j=1

ωijzj ≥
q∑
j=1

ωijxj

De façon similaire au cas où x %Neci y, nous observons ici que, pour tout ωi ∈ Ωi, aucune alternative z

dans P y ∪Bx ne peut satisfaire les inégalités
∑q

j=1 ω
i
jyj >

∑q
j=1 ω

i
jzj ≥

∑q
j=1 ω

i
jxj , alors que toutes les

alternatives z ∈ My,x vérifient ces dernières inégalités. De cette simple observation, nous déduisons le

résultat suivant :

PMRi(x, y,Ωi) = |My,x|+ max
ωi∈Ωi

|{z ∈ Z1 ∪ Z2 ∪ Z3 ∪ {x} :

q∑
j=1

ωijyj >

q∑
j=1

ωijzj ≥
q∑
j=1

ωijxj}|

Pour obtenir la valeur PMRi(x, y,Ωi), il suffit donc de résoudre le problème d’optimisation suivant :

maxωi∈Ωi |{z ∈ Z1 ∪ Z2 ∪ Z3 ∪ {x} :
∑q

j=1 ω
i
jyj >

∑q
j=1 ω

i
jzj ≥

∑q
j=1 ω

i
jxj}|. Pour y parvenir, nous
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introduisons le programme linéaire en nombres entiers suivant (nommé PLNEy,x ci-après) :

max bx +
∑
z∈Z1

bz1 +
∑
z∈Z2

bz2 +
∑
z∈Z3

bz3

s.c.

q∑
j=1

ωij = 1

q∑
j=1

ωijaj −
q∑
j=1

ωijbj ≥ 0, ∀(a, b) ∈ P i≥

q∑
j=1

ωijaj −
q∑
j=1

ωijbj ≥ ξ, ∀(a, b) ∈ P i>

q∑
j=1

ωijyj −
q∑
j=1

ωijxj + (1− bx)M ≥ ξ (4.18)

q∑
j=1

ωijzj −
q∑
j=1

ωijxj + (1− bz1)M ≥ 0, ∀z ∈ Z1 ∪ Z3 (4.19)

q∑
j=1

ωijyj −
q∑
j=1

ωijzj + (1− bz2)M ≥ ξ, ∀z ∈ Z2 ∪ Z3 (4.20)

bz3 ≤ bz1, ∀z ∈ Z3 (4.21)

bz3 ≤ bz2, ∀z ∈ Z3 (4.22)

ωij ≥ 0, ∀j ∈ {1, . . . , q} (4.23)

bx ∈ {0, 1}; bz1 ∈ {0, 1}, ∀z ∈ Z1 ∪ Z3 (4.24)

bz2 ∈ {0, 1}, ∀z ∈ Z2 ∪ Z3

bz3 ∈ {0, 1}, ∀z ∈ Z3

Proposition 34. Si ¬(x %Neci y), alors PMRi(x, y,Ωi) = |My,x|+OPT , où OPT est la valeur optimale

de PLNEy,x.

La preuve de cette proposition est délibérément omise du fait de sa forte similitude avec celle de la

proposition 33. Soulignons toutefois que, puisque la fonction objectif est cette fois-ci à maximiser, les

variables binaires bx, bz1 (pour z ∈ Z1), bz2 (pour z ∈ Z2) et bz3 (pour z ∈ Z3) sont instanciées à 1 sauf si

les contraintes du programme linéaire les obligent à valoir 0. Ce comportement est modélisé à l’aide des

équations (4.18-4.22).

Finalement, nous avons proposé deux programmes linéaires en nombres entiers pour déterminer de

manière exacte la valeur PMRi(x, y,Ωi) associée à chaque agent i ∈ N . Néanmoins, dans les situations

de vote où le nombre d’alternatives possibles est relativement grand, la résolution de ces programmes

engendre des temps de calcul excessifs, puisque ces derniers impliquent jusqu’à trois variables booléennes

par alternative du problème. C’est pourquoi nous nous intéresserons aussi à la relaxation continue de ces

programmes, c’est-à-dire aux programmes linéaires obtenus en remplaçant toutes les variables booléennes
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par des variables continues devant appartenir à l’intervalle unité. L’intérêt de ces relaxations linéaires est

de se ramener à des problèmes d’optimisation pouvant être résolus en temps polynomial par programma-

tion linéaire. Cependant, la valeur optimale de ces programmes linéaires ne correspond plus exactement

à la valeur PMRi(x, y,Ωi) mais nous fournit à la place une borne supérieure de cette dernière. Ces bornes

supérieures peuvent être utilisées pour dériver des bornes supérieures sur les valeurs PMR(x, y,Ω) pour

finalement obtenir une borne supérieure sur la valeur mMR(X ,Ω). En procédant de la sorte, nous ob-

tenons une garantie de performance qui est certes moins forte que la valeur mMR(X ,Ω) exacte mais

beaucoup plus facile à calculer. Par ailleurs, dans la Section 4.1.4 dédiée aux tests numériques, nous

verrons que cette borne supérieure est relativement proche de la valeur réelle en pratique.

4.1.3 Stratégies d’élicitation

En fonction des ensembles Ωi, i ∈ N , à considérer, il est possible que la garantie de performance

quantifiée par la valeur mMR(X ,Ω) ne soit pas suffisamment satisfaisante pour les votants. Dans ces

situations, il est préférable de réduire l’imprécision sur les jeux de poids ωi, i ∈ N, modélisant les

préférences de nos agents afin d’améliorer la qualité de la recommandation. Il s’agit de poser des questions

aux différents agents, soigneusement choisies les unes après les autres, de manière à obtenir l’inégalité

mMR(X ,Ω) ≤ δ en sollicitant les votants le moins possible, où δ est un seuil de tolérance jugé acceptable

par ces derniers. Rappelons que, dans le cas où δ = 0, l’alternative qui sera recommandée est par définition

est gagnant nécessaire par la méthode de Borda. Pour produire une question informative à une itération

donnée, nous proposons de nous concentrer sur une paire d’alternative (x∗, y∗) ∈ X 2 telle que :

x∗ ∈ arg min
x∈X

MR(x,X ,Ω)

y∗ ∈ arg max
y∈X

PMR(x∗, y,Ω)

Poser une question permettant de diminuer significativement la valeur PMR(x∗, y∗,Ω) peut en effet

réduire aussi nettement la valeur mMR(X ,Ω) courante, car nous avons mMR(X ,Ω) = PMR(x∗, y∗,Ω)

par définition. Rappelons que cette idée est au cœur de la stratégie d’élicitation CSS (présentée section

1.4.2) qui s’est révélée très efficace en pratique dans le cadre de la problématique de choix mono-agent.

Cette dernière stratégie consiste à demander au décideur de comparer directement les alternatives x∗

et y∗, la réponse permettant de faire passer soit PMR(x∗, y∗,Ω) soit PMR(y∗, x∗,Ω) en dessous de la

valeur zéro. Dans notre contexte de décision collective avec la méthode de Borda, la valeur PMR(x, y,Ω),

pour deux alternatives x, y ∈ X quelconques, ne dépend pas uniquement des préférences de nos agents

concernant les alternatives x et y. En particulier, nous avons vu que la donnée x %Neci y pour un agent

i ∈ N donné ne suffit pas nécessairement à connâıtre la contribution PMRi(x, y,Ω) de cet agent. Cette

dernière valeur dépend en réalité de la position relative de toutes les alternatives z ∈ X par rapport aux

alternatives x et y, dans le classement induit par la relation de préférence %i de l’agent i. Nous proposons

ci-après deux stratégies d’élicitation de complexité différente, visant à réduire la valeur PMR(x∗Ω, y
∗
Ω,Ω).



184 Chapitre 4. Méthodes pour la décision collective avec préférences incomplètes

Multicritère-CSS0 (M-CSS0). Cette stratégie vise à choisir une paire (agent, question) telle que la

question permette de réduire la contribution de l’agent à la valeur PMR(x∗Ω, y
∗
Ω,Ω). Plus précisément,

nous commençons par sélectionner un agent i ∈ N au hasard puis nous cherchons une question permettant

de diminuer la valeur PMRi(x∗Ω, y
∗
Ω,Ω) (s’il en existe) en procédant comme décrit ci-dessous :

1) Cas où x∗ %Neci y∗ (cf. figure 4.1a) : rappelons que, dans ce cas, nous avons PMRi(x∗, y∗,Ωi) =

−|Mx∗,y∗ |−minωi∈Ωi |{z ∈ Z1∪Z2∪Z3∪{y∗} :
∑q

j=1 ω
i
jx
∗
j >

∑q
j=1 ω

i
jzj ≥

∑q
j=1 ω

i
jy
∗
j }|. Nous distinguons

alors les deux scénarios suivants :

• Cas où Z1 ∪ Z2 ∪ Z3 = ∅ : si nous avons ¬(x∗ �Neci y∗), alors nous demandons à l’agent i s’il

préfère strictement l’alternative x∗ à l’alternative y∗. Si en revanche x∗ �Neci y∗ est vraie, alors

la différence de scores entre l’alternative x∗ et y∗ pour l’agent i vaut exactement −|Mx∗,y∗ | − 1.

Dans ce cas, la contribution de l’agent i à la valeur PMR(x∗, y∗,Ω) ne peut pas diminuer, et donc

il est préférable de ne pas lui poser de question à cette étape. La stratégie M-CSS0 sélectionne

alors un autre agent au hasard pour l’interroger.

• Cas où Z1 ∪ Z2 ∪ Z3 6= ∅ : une alternative z∗ dans Z1 ∪ Z2 ∪ Z3 est choisie au hasard par la

procédure. Par définition de ces ensembles, notre connaissance actuelle sur les préférences de

l’agent i ne nous permet pas de conclure si x∗j �i z∗ %i y∗ est vraie ou non. Plus précisément, si

z∗ ∈ Z1, alors l’inégalité
∑q

j=1 ω
i
jx
∗
j >

∑q
j=1 ω

i
jz
∗
j est vérifiée pour tout ωi ∈ Ωi mais il existe au

moins un jeu de poids ωi ∈ Ωi tel que
∑q

j=1 ω
i
jz
∗
j <

∑q
j=1 ω

i
jy
∗
j . Par conséquent, si z∗ ∈ Z1, alors

M-CSS0 demande à l’agent i s’il préfère (faiblement) z∗ à y∗ pour pouvoir obtenir l’information

manquante. Similairement, si z∗ ∈ Z2, alors l’inégalité
∑q

j=1 ω
i
jz
∗
j ≥

∑q
j=1 ω

i
jy
∗
j est vraie pour

tout ωi ∈ Ωi mais nous avons
∑q

j=1 ω
i
jz
∗
j ≥

∑q
j=1 ω

i
jx
∗
j pour au moins un jeu de poids ωi ∈ Ωi. De

ce fait, si z∗ ∈ Z2, alors la procédure demande à l’agent i s’il préfère strictement x∗ à z∗. Dans le

cas où z∗ ∈ Z3, aucune des deux inégalités n’est vraie pour tous les jeux de poids ωi ∈ Ωi (sinon

z∗ appartiendrait à Z1 ou à Z2). Par conséquent, nous avons ici le choix entre deux questions,

demander à l’agent i s’il préfère (faiblement) z∗ à y∗ ou lui demander s’il préfère strictement x∗

à z∗ (le choix entre ces deux questions est ici laissé au hasard).

2) Cas où ¬(x∗ %Neci y∗) ∧ (y∗ %Neci x∗) (cf. figures 4.1b) : commençons par rappeler que dans ce cas

PMRi(x∗, y∗,Ωi) = |My∗,x∗ |+maxωi∈Ωi |{z ∈ Z1∪Z2∪Z3∪{x} :
∑q

j=1 ω
i
jy
∗
j >

∑q
j=1 ω

i
jzj ≥

∑q
j=1 ω

i
jx
∗
j}|.

Nous distinguons ici aussi les deux scénarios suivants :

• Cas où Z1∪Z2∪Z3 = ∅ : si ¬(y∗ �Neci x∗), alors nous demandons à l’agent i s’il préfère strictement

y∗ à x∗. Par contre, si y∗ �Neci x∗ à la place, alors la différence de scores entre x∗ et y∗ pour cet

agent est forcément égale à |My∗,x∗ |+ 1. Dans ce cas, M-CSS0 choisit un autre agent au hasard.

• Cas où Z1 ∪ Z2 ∪ Z3 6= ∅ : une alternative z∗ dans Z1 ∪ Z2 ∪ Z3 est choisie au hasard et nous

cherchons à savoir si y∗ �i z∗ %i x∗ est vraie ou non. Plus précisément, si z∗ ∈ Z1, alors nous

demandons à l’agent i s’il préfère (faiblement) z∗ à x∗. Si z∗ ∈ Z2, alors nous lui demandons si y∗

est strictement meilleure que z∗. Enfin, si z∗ ∈ Z3, alors nous choisissons au hasard une des deux

questions précédentes.
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3) Cas où ¬(x∗ %Neci y∗) ∧ ¬(y∗ %Neci x∗) (cf. figure 4.1c) : dans ce cas, les alternatives x∗ et y∗ sont

incomparables pour le système, et donc nous demandons à l’agent i de comparer directement ces deux

alternatives pour pouvoir se ramener aux cas précédents.

Multicritère-CSS1 (M-CSS1). Cette stratégie est une adaptation de l’heuristique proposée par

Lu and Boutilier [2011b] à notre contexte de décision collective avec évaluation multicritère. L’objectif

est de trouver la question avec le plus grand potentiel de réduction de la valeur PMR(x∗, y∗,Ω). Plus

précisément, au lieu de sélectionner l’agent i ainsi que l’alternative z∗ ∈ Z1 ∪Z2 ∪Z3 au hasard (comme

dans la stratégie M-CSS0), il s’agit ici d’envisager toutes les paires (agent, question) possibles pour

pouvoir déterminer celle qui offre la meilleure réduction de la valeur PMR(x∗, y∗,Ω) dans le scénario

de réponse le plus favorable. Par conséquent, cette stratégie nécessite de calculer les regrets résultants

dans tous les scénarios de réponse possibles et ce pour chaque paire (agent, question) envisageable ; cette

méthode incrémentale est donc plus gourmande que la stratégie M-CSS0.

4.1.4 Résultats expérimentaux

Dans cette sous-section, nous évaluons la pertinence des méthodes interactives M-CSS0 et M-CSS1

(cf. Section 4.1.3) que nous avons proposées pour la détermination du vainqueur par la méthode de

Borda dans un contexte de vote où les préférences des agents sur les alternatives multicritères sont

imprécisément connues. Dans nos expériences, les vecteurs de performances associés aux alternatives du

problème ont été engendrés de manière aléatoire dans [0, 1]q. Chacune de nos simulations commence avec

aucune information disponible sur les préférences des agents. À chaque itération, une question est posée

à un agent i ∈ N particulier et la réponse de celui-ci est simulée à l’aide du jeu de poids ωi que nous

avons engendré aléatoirement en début de simulation. Les tests ont été réalisés sur un Intel Core i7 CPU

3.60GHz avec 16GB de mémoire et les optimisations de regrets ont été effectuées par le solveur Gurobi

depuis un programme écrit en Java.

Nos premières expériences ont pour objectif d’estimer l’apport d’une représentation compacte des

préférences sur domaine multicritère. C’est pourquoi nous avons choisi de comparer ici nos stratégies

M-CSS0 et M-CSS1 à la procédure d’élicitation incrémentale proposée dans Lu and Boutilier [2011b]

(nommée CSS1 ci-après), qui ne fait aucune hypothèse sur la structure des préférences de nos agents 2.

Dans la figure 4.2, nous reportons les valeurs mMR(X ,Ω) observées aux différentes itérations de ces

procédures d’élicitation incrémentale. Dans cette figure, les valeurs de regrets sont exprimées sur une

échelle normalisée, la valeur 1 correspondant à la valeur mMR initiale (c’est-à-dire celle obtenue sans

aucune information sur les préférences des agents). Rappelons que lorsque la valeur mMR vaut 0, la

procédure a en réalité identifié un vainqueur nécessaire au sens de Borda.

2. Ainsi, les stratégies CSS1 et M-CSS1 adoptent exactement la même stratégie de sélection de questions mais, contrai-
rement à CSS1 qui utilise uniquement les données de préférence explicitement formulées par les agents, la stratégie M-CSS1
exploite la structure multicritère du problème pour identifier les ensembles Z1, Z2, etc., et en déduire les valeurs de regrets.
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Figure 4.2 – Comparaison des stratégies d’élicitation (30 alternatives, 5 critères, 10 agents, 30 tests).

Dans la figure 4.2, nous observons que la valeur mMR diminue plus lentement avec la stratégie

CSS1 qu’avec sa version multicritère M-CSS1. Par exemple, après 20 questions par agent en moyenne,

la valeur mMR est toujours au dessus de 40% du regret initial avec la stratégie CSS1 alors que cette

valeur est en dessous des 10% avec la stratégie M-CSS1. Par ailleurs, après environ 30 questions par

agent, la valeur mMR est toujours aux alentours des 40% avec la stratégie CSS1 alors que la stratégie

M-CSS1 est capable de déterminer un vainqueur nécessaire à ce moment là. Enfin, nous constatons assez

étonnamment que l’heuristique utilisée par M-CSS1 n’est finalement pas plus efficace que la stratégie

M-CSS0 qui comporte une partie aléatoire. Par conséquent, nous utiliserons exclusivement la stratégie

M-CSS0 dans nos expériences suivantes puisque M-CSS1 requiert bien plus de calculs que M-CSS0 sans

se révéler plus informative.

Dans la Section 4.1.2, nous avons montré comment les valeurs mMR(X ,Ω) pouvaient être calculées

de manière exacte en faisant usage de la programmation linéaire en nombres entiers (cf. propositions 33

et 34). Rappelons que la relaxation linéaire des programmes en nombre entiers correspondants permet

de déduire des bornes supérieures des valeurs mMR(X ,Ω) en des temps plus courts. C’est pourquoi les

expériences suivantes ont pour objectif de quantifier la perte de précision provoquée par l’utilisation de

la relaxation linéaire de ces programmes durant l’élicitation des préférences. Dans la figure 4.3, nous

reportons à chaque itération la valeur mMR(X ,Ω), la borne supérieure de cette valeur obtenue par

relaxation linéaire, et le regret réel en terme de scores de Borda ; Les regrets sont ici aussi normalisés, la

valeur 1 correspondant à la borne supérieure initiale de la valeur mMR.
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Figure 4.3 – Comparaison entre la valeur mMR, sa borne supérieure obtenue par relaxation linéaire
et le regret réel, observés à chaque itération de la stratégie de génération de questions M-CSS0 (30
alternatives, 5 critères, 10 agents, 30 tests).

Dans la figure 4.3, nous observons que les relaxations linéaires fournissent en pratique une borne

supérieure relativement proche de la valeur exacte. Cette borne devient par ailleurs de plus en plus

précise au fur et à mesure des interactions. De ce fait, il semble que travailler avec cette borne supérieure

ne nous fait pas perdre en efficacité d’élicitation. Signalons aussi que la version relaxée permet de réduire

significativement les temps de calculs en pratique. À titre d’exemple, sans aucune information sur les

préférences des agents, la borne supérieure de la valeur mMR est obtenue en seulement 1 seconde contre 30

secondes en moyenne pour l’obtention de la valeur exacte, dans des problèmes impliquant 30 alternatives,

5 critères et 10 agents. Enfin, nous voyons sur cette même figure que le regret réel (ici associé à la

recommandation de l’alternative minimisant la valeur MR approchée) est en pratique relativement faible

en comparaison avec la borne supérieure fournie par le mMR.

Les expériences suivantes ont pour objectif d’évaluer le nombre de questions produites par la stratégie

M-CSS0 (avec mMR approchées) sur de plus grandes instances. Plus précisément, nous allons faire varier

le nombre d’alternatives, le nombre d’agents ainsi que le nombre de critères du problème. Les résultats

que nous avons obtenus sont reportés dans la figure 4.4. Dans cette figure, nous voyons que, dans tous les

situations considérées, la stratégie M-CSS0 est capable de déterminer un gagnant nécessaire au sens de

Borda après un nombre relativement raisonnable de questions par agent. Notons toutefois que le nombre

de critères semble être la donnée ayant le plus grand impact sur le nombre de questions engendrées. Ce

constant s’explique par le fait que ce paramètre contrôle directement le nombre de poids ωij à apprendre.
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(a) 10 agents, 50 alternatives et 5 critères. (b) 50 agents, 50 alternatives et 5 critères.

(c) 10 agents, 100 alternatives et 5 critères. (d) 10 agents, 50 alternatives et 7 critères.

Figure 4.4 – Performances de la stratégie M-CSS0 appliquée à la borne supérieure du mMR obtenue
par relaxation linéaire (30 tests).

4.1.5 Rangement par élicitation incrémentale

Dans de nombreuses situations, il est utile de connâıtre les k meilleures alternatives du problème, par

exemple lorsque plusieurs postes sont à pourvoir au sein d’une entreprise. Quand le profil de préférences

est parfaitement connu, les alternatives peuvent être rangées de la meilleure à la plus mauvaise en

suivant les scores attribués par la méthode de vote scorage (ici la méthode de Borda). Cependant,

dans les situations où les préférences individuelles ne sont pas connues de manière précise, les infor-

mations préférentielles disponibles peuvent être insuffisantes pour déduire le rangement représentant

les préférences collectives. Dans ces situations, il s’agit de poser des questions aux agents permettant de

détecter le plus rapidement possible le rangement des alternatives associé à la méthode de vote considérée.
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Comme le nombre de rangements possibles est combinatoire, nous proposons de déterminer les k

meilleures alternatives du problème en utilisant une méthode par choix itérés (comme dans la Section

2.3.1). Plus précisément, dans notre contexte de vote avec la méthode de Borda, nous commençons par

engendrer des questions selon la stratégie M-CSS0 tant que la borne supérieure de la valeur mMR est

strictement plus grande que zéro. Dès que ce n’est plus le cas, la procédure a en fait détecté la meilleure

alternative au sens de Borda et donc celle-ci peut être placée à la première position du rangement final.

Cette alternative est ensuite retirée de l’ensemble des alternatives 3 afin de pouvoir itérer le processus et

détecter la seconde meilleure alternative, etc.

Nous présentons maintenant quelques résultats expérimentaux pour évaluer les performances cette

méthode de rangement incrémental par choix itérés. Dans la figure 4.5, nous donnons le nombre moyen

de questions produites par cette méthode pour déterminer les k meilleures alternatives du problème, avec

k variant de 0 à 10. Nous observons que le coût marginal pour identifier l’alternative en position k dans

le rangement final diminue lorsque la position k augmente ; autrement dit, il nous faut de moins en moins

d’informations préférentielles pour trouver la prochaine alternative à insérer dans le rangement final. Par

ailleurs, nous voyons que la majeure partie des questions est engendrée à la première itération, c’est-à-

dire lors de la détermination de la meilleure alternative ; ceci illustre l’intérêt de l’approche incrémentale

pour résoudre des problèmes de rangement.

Figure 4.5 – Performance de la méthode de rangement incrémental par choix itérés fondés sur la stratégie
M-CSS0 et la borne supérieure du mMR obtenue par relaxation linéaire (20 agents, 5 critères, 30 tests).

3. Cette alternative reste toutefois associée à des variables binaires de types bz1, bz2, bz3, dans les programmes linéaires
en nombres entiers que nous utilisons pour calculer les valeurs de PMR (car le score de Borda d’une alternative dépend de
toutes les autres alternatives du problème).
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À présent, nous souhaitons comparer les performances de notre algorithme de rangement incrémental

(nommé RI ci-après) avec celles d’autres méthodes de rangement. Par exemple, pour déterminer le

rangement induit par les scores de Borda, nous pouvons envisager une méthode en deux phases consistant

tout d’abord à éliciter le profil de préférences complet puis à calculer les scores de Borda associés au

profil de préférences ainsi obtenu. Cette première phase peut être réalisée de différentes manières. Nous

considérons ici les deux méthodes suivantes :

• S0 : pour chaque agent, nous déterminons le rangement des alternatives selon ses préférences

individuelles en utilisant un algorithme de tri standard : une question lui est posée par com-

paraison effectuée durant le déroulement de l’algorithme de tri. Cette méthode nécessite donc

O(|X | log2(|X |)) questions par agent.

• S1 : les rangements individuels sont ici déterminés par élicitation incrémentale. Plus précisément,

nous utilisons l’approche incrémentale par choix itérés dédiée au cas mono-agent et fondée sur la

stratégie CSS (présentée en 1.2.4).

Dans la table 4.1, nous donnons le nombre moyen de questions par agent qui a été nécessaire pour

identifier les 10 meilleures alternatives. Dans cette table, nous faisons varier n le nombre d’agents, q

le nombre de critères ainsi que |X | le nombre d’alternatives du problème. Nous constatons que notre

algorithme de rangement incrémental fondé sur les scores de Borda est plus performant que les méthodes

en deux phases S0 et S1 sur toutes les instances considérées. Notons toutefois que le nombre de questions

posées augmente drastiquement avec le nombre de critères du problème.

n |X | q RI S0 S1

10 30 5 43.3 147.2 58.7
10 50 5 43.7 282.2 67.4

100 30 5 51.1 147.2 87.2
10 30 10 93.3 147.2 178.2

Table 4.1 – Comparaison des méthodes de rangement sur la base du nombre de questions (30 tests).

Dans cette section, nous nous sommes intéressés à des situations de vote où les préférences des

agents sont modélisées à l’aide d’une somme pondérée dont les poids devaient être précisés. Dans ce

contexte, nous avons proposé des algorithmes interactifs permettant de déterminer de manière efficace

un gagnant nécessaire pour la méthode Borda ; nous avons aussi proposé une méthode par choix itérés

fondée sur les scores de Borda pour la problématique de rangement. Bien que ces méthodes se soient

révélées relativement efficaces en pratique, celles-ci deviennent impraticables dans des contextes de vote

combinatoire, dans lesquels l’ensemble des alternatives possibles est défini implicitement tout en étant

de très grande taille. En effet, dans ces contextes, il n’est plus envisageable d’énumérer toutes les paires

d’alternatives (x, y) ∈ X 2 pour calculer la valeur mMR(X ,Ω) à partir des valeurs PMR(x, y,Ω). C’est

pourquoi nous nous attaquons à la problématique de vote sur domaine combinatoire en présence de

préférences incomplètes dans la sous-section suivante.
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4.2 Un problème sur domaine combinatoire : sac à dos multi-agents

et vote par approbation

La décision collective sur domaine combinatoire intervient dans de nombreux contextes, comme dans

le cadre de la planification d’investissement, de l’allocation de ressources ou encore de la configuration

par groupe. Cette tâche est généralement très complexe car il s’agit d’identifier, parmi un nombre com-

binatoire de possibilités, la meilleure alternative du point de vue des différents agents intervenant dans

la prise de décision (chacun d’eux ayant sa propre rationalité et son propre système de valeurs). En

raison des aspects stratégiques souvent liés à la prise de décision collective et des divergences possibles

entre les valeurs individuelles, il parâıt essentiel de développer des méthodes et des outils formels per-

mettant de modéliser les préférences des agents sur domaine combinatoire et de résoudre efficacement

les problèmes de décision associés. Cette observation a motivé ces dernières années de nombreux tra-

vaux dans le domaine du choix social computationnel (e.g., [Brandt et al., 2016] chapitre 9). Dans cette

section, nous allons étudier le problème du sac à dos multi-agents qui, étant donné un ensemble fini

d’objets de coût positif, consiste à déterminer le sous-ensemble d’objets maximisant l’utilité des agents

sous une contrainte de budget donnée. Ce problème est relativement standard en optimisation combi-

natoire avec de nombreuses applications, comme la sélection de projets, la gestion de portefeuille ou

encore l’élection de comité (e.g., [Lu and Boutilier, 2011c, Elkind et al., 2014, Oren and Lucier, 2014,

Skowron et al., 2015a]).

Dans le cadre de problèmes d’optimisation combinatoire, il n’est pas raisonnable d’espérer que les

agents nous fournissent leurs préférences complètes sur l’espace des solutions. Pour pouvoir résoudre

efficacement ces problèmes, il est nécessaire de gérer les préférences individuelles et collectives à l’aide de

représentations compactes. En l’occurrence, pour le problème du sac à dos mono-agent, les préférences sur

les sous-ensembles d’objets possibles sont traditionnellement modélisées en utilisant une fonction d’utilité

additive. Plus précisément, l’utilité d’un sous-ensemble d’objets pour le décideur est définie comme la

somme des utilités de chaque élément de ce sous-ensemble. Dans un contexte multi-agents, même si des

représentations numériques des préférences sont disponibles sous la forme de fonctions d’utilité, celles-ci

sont généralement construites de manière indépendante pour chaque agent, ce qui ne permet pas de

comparer les satisfactions des individus de manière intelligible. En particulier, définir l’utilité collective

comme la somme des utilités des agents (critère utilitaire) n’aurait aucun sens dans ce contexte, et

ce même en supposant que les utilités sont exprimées sur la même échelle. Pour nous en convaincre,

intéressons-nous à l’exemple suivant :

Exemple 29. Considérons un problème de sac à dos multi-agents impliquant 3 objets et 2 agents. Tout

sous-ensemble d’objets possible peut être caractérisé par un vecteur x = (x1, x2, x3) ∈ {0, 1}3 avec xj = 1

si et seulement si le j ème objet est dans le sous-ensemble en question. Les 2 agents doivent se mettre

d’accord sur un sous-ensemble d’objets x vérifiant la contrainte de budget suivante : x1 + x2 + x3 ≤ 2.

Un tel problème pourrait se poser par exemple pour la formation d’un comité de taille 2, étant donnés

3 candidats et 2 votants. Supposons que les fonctions d’utilité de nos deux agents sont respectivement
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définies par u1(x) = u1
1x1 + u1

2x2 + u1
3x3 et u2(x) = u2

1x1 + u2
2x2 + u2

3x3, où uij représente l’utilité de

l’objet j pour l’agent i ∈ {1, 2}. Supposons par ailleurs que les préférences individuelles �i, i ∈ {1, 2},
sur les sous-ensembles possibles sont les suivantes :

{2, 3} �1 {1, 3} �1 {1, 2}

{1, 2} �2 {1, 3} �2 {2, 3}

Une représentation numérique possible de ces préférences, utilisant la même échelle, est la suivante :

(u1
1, u

1
2, u

1
3) = (1, 2, 4) et (u2

1, u
2
2, u

2
3) = (4, 2, 1). Cette représentation numérique attribue les utilités sui-

vantes aux sous-ensembles de taille 2 :

{1, 2} {2, 3} {1, 3}
u1 3 6 5

u2 6 3 5

Observons que ces valeurs sont bien cohérentes avec les relations de préférence �1 et �2. Avec le critère

utilitaire, nous déduisons de ce tableau que la solution optimale est le sous-ensemble {1, 3} car celui-

ci maximise la somme des utilités (5 + 5 = 10 > 3 + 6 = 9). Changeons à présent la représentation

numérique en remplaçant les valeurs (1, 2, 4) par les valeurs (0, 3, 4). Dans ce cas, nous obtenons deux

nouvelles fonctions d’utilité caractérisées par (u1
1, u

1
2, u

1
3) = (0, 3, 4) et (u2

1, u
2
2, u

2
3) = (4, 3, 0), ce qui nous

donne les utilités suivantes :
{1, 2} {2, 3} {1, 3}

u1 3 7 4

u2 7 3 4

Soulignons que cette représentation numérique est elle aussi compatible avec les relations de préférence

�1 et �2. Avec cette représentation numérique, nous devons maintenant admettre que le sous-ensemble

{1, 3} constitue le plus mauvais choix possible, ce dernier minimisant la somme des utilités (4 + 4 = 8 <

7+3 = 10). De ce fait, nous constatons que le résultat dépend ici fortement de la représentation numérique

choisie par le système : la décision finale semble plus être la conséquence d’un choix arbitraire de la

représentation numérique plutôt qu’une conclusion robuste induite par le profil de préférences (�1,�2)

observé. Notons que le problème persiste même après avoir normalisé les utilités u1 et u2 de sorte

que la valeur 1 soit attribuée à l’ensemble {1, 2, 3}. Par ailleurs, il est important de souligner que ce

problème ne se pose pas uniquement dans le cadre d’une agrégation additive des préférences ; des exemples

similaires peuvent en effet être construits pour d’autres agrégateurs, comme par exemple le minimum

(critère égalitaire).

Lorsque les échelles d’utilité individuelles ne sont pas commensurables et/ou pas suffisamment riches

pour pouvoir construire une fonction d’utilité sociale, il semble naturel de recourir à l’utilisation d’une

règle de vote car celles-ci réalisent une agrégation ordinale des préférences. Pour mettre en œuvre une

procédure de vote, il est en effet inutile de savoir comment comparer les bien-être individuels, il suffit
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de connâıtre les relations de préférence individuelle sur les solutions du problème. À ce niveau, il est

important de souligner que mettre en place une procédure de vote dans notre contexte n’entre pas

en contradiction avec la représentation des valeurs individuelles par des utilités. En effet, les fonctions

d’utilité individuelles vont ici être vues comme des représentations commodes et compactes des relations

de préférence individuelle, et leur utilisation permettra de réduire significativement le nombre de questions

à poser aux agents pour déterminer le gagnant de l’élection. Notons que certaines contributions récentes

envisagent l’utilisation des règles de vote à des fins différentes, étudiant par exemple leur capacité à

approximer le gagnant d’une élection au sens du critère utilitaire (e.g., [Procaccia and Rosenschein,

2006b, Caragiannis and Procaccia, 2011, Boutilier et al., 2015]).

Quand les préférences individuelles ne sont pas totalement connues, nous pouvons nous intéresser à la

problématique de détermination des gagnants possibles et nécessaires à partir d’un profil de préférences

partiel (e.g., [Konczak and Lang, 2005, Xia and Conitzer, 2011, Lang et al., 2012]). Dans ce contexte,

nous pouvons aussi chercher à identifier le gagnant de l’élection par élicitation incrémentale pour y par-

venir avec un nombre réduit d’interactions avec les agents (e.g., [Kalech et al., 2010, Lu and Boutilier,

2011b, Ding and Lin, 2013, Dery et al., 2014, 2016]). Toutefois, dans le problème du sac à dos multi-

agents, les solutions possibles sont en très grand nombre et définies de manière implicite, ce qui consti-

tue un défi supplémentaire pour la détermination des gagnants. Notre objectif ici est de proposer une

procédure de vote incrémentale dans laquelle les préférences individuelles sont révélées progressivement

jusqu’à pouvoir déterminer le vainqueur de l’élection. Cette procédure doit tirer parti du fait que les

préférences individuelles sont représentables par des fonctions d’utilité additives pour pouvoir déterminer

rapidement la bonne décision. En effet, la linéarité des préférences permet de caractériser l’ensemble des

relations de préférence compatibles avec un ordre partiel donné par un polyèdre convexe dans l’espace

des utilités. Ceci rend possible le recours à la programmation mathématique pour explorer toutes les

complétions possibles d’un profil de préférences partiel quelconque.

Dans cette section, nous nous concentrons sur le vote par approbation qui est une règle de vote suf-

fisamment simple pour être envisagée sur domaine combinatoire et qui peut être décisive même lorsque

le profil de préférences est partiellement connu. Rappelons que le vote par approbation permet aux

agents de voter pour autant de solutions qu’ils le souhaitent, la solution gagnante étant celle qui reçoit

le plus de votes en sa faveur (cf. section 1.2.3 pour une description détaillée). Pour le problème du

sac à dos multi-agents, il suffit donc d’identifier tous les sous-ensembles d’objets que chaque agent ap-

prouve pour pouvoir déterminer le sous-ensemble d’objets gagnant. Soulignons que cette problématique

diffère du vote par approbation pour l’élection de gagnants multiples, qui consiste à demander aux

agents de donner leur approbation à des objets pris séparément mais jamais de s’exprimer sur des

sous-ensembles d’objets (e.g., [Kilgour, 2010, Aziz et al., 2015a,c]). Plus généralement, la plupart des

approches proposées pour le vote à gagnants multiples suppose que les préférences individuelles sur les

objets suffisent à expliquer les préférences sur les sous-ensembles d’objets, parce que les agents tirent sa-

tisfaction uniquement de leur objet préféré dans le sous-ensemble (e.g., [Chamberlin and Courant, 1983,

Monroe, 1995, Potthoff and Brams, 1998, Procaccia et al., 2008, Meir et al., 2008, Lu and Boutilier,
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2011c, Betzler et al., 2013, Elkind et al., 2014, Skowron et al., 2015b], et [Lu and Boutilier, 2013] pour

l’élicitation incrémentale des préférences). Cette hypothèse semble plutôt bien adaptée aux problèmes

d’élection de représentants, les objets du problème correspondant alors aux différents candidats qui se

présentent. Cependant, même pour ces problèmes, cette hypothèse peut parâıtre assez restrictive dans

certaines situations. Par exemple, il est impossible de modéliser le comportement suivant : la présence du

candidat préféré parmi les élus ne permet pas de contrebalancer le fait que plusieurs candidats détestés

en fassent aussi partie. Ce dernier fait est illustré dans l’exemple suivant :

Exemple 30. Considérons un problème de décision collective où 3 votants doivent choisir 3 candidats

parmi les 5 en lice pour former un comité de représentants. Supposons que les préférences de nos votants

sur les différents candidats sont les suivantes :

1 �1 2 �1 3 �1 4 �1 5

4 �2 2 �2 3 �2 5 �2 1

5 �3 2 �3 3 �3 1 �3 4

Nous allons montrer que la célèbre règle de Chamberlin-Courant (e.g., [Chamberlin and Courant, 1983]),

conçue pour les élections à gagnants multiples, peut conduire ici à l’élection d’un comité approuvé par

aucun votant. Pour ce faire, commençons par décrire cette règle de vote. L’idée principale est de fournir

une répartition optimale des votants sur les membres du comité en utilisant une fonction de satisfaction.

Plus précisément, pour tout comité possible, le représentant de chaque votant est le membre du comité

qui est le mieux classé dans son ordre de préférences. La satisfaction de chaque agent est alors l’image

par une fonction décroissante de la position de son représentant dans son ordre de préférences. Le comité

optimal au sens de la règle de Chamberlin-Courant est le comité maximisant la somme des satisfactions

des agents. Dans notre situation de vote, la règle de Chamberlin-Courant conduit donc forcément à

l’élection du comité {1, 4, 5}. Supposons maintenant que les préférences de nos agents sont représentables

par les fonctions d’utilité suivantes :

1 2 3 4 5

u1 0.35 0.30 0.25 0.10 0.00

u2 0.00 0.30 0.25 0.35 0.10

u3 0.10 0.30 0.25 0.00 0.35

Notons que ces valeurs numériques sont bien compatibles avec les relations �1, �2 et �3. Supposons

aussi que chaque agent approuve un comité donné si et seulement si l’utilité de l’agent pour ce comité

est plus grande que 0.5. Dans ce cas, aucun agent n’approuve le comité {1, 4, 5}, qui est élu par la règle

de Chamberlin-Courant, alors que tous les comités comprenant 2 et 3 sont approuvés par tous.

Cette sous-section s’organise comme suit : nous commençons par introduire le problème de sac à dos

multi-agents avec vote par approbation avant d’étudier les enjeux computationnels liés à ce problème.

Puis, nous proposons une procédure de recherche par séparation et évaluation permettant de déterminer
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tous les gagnants possibles de ce problème de vote. Nous combinons ensuite cette procédure de recherche

avec une stratégie d’élicitation incrémentale de manière à identifier un gagnant de l’élection. Enfin, nous

terminons notre étude avec une analyse expérimentale de nos procédures.

4.2.1 Formalisation du problème et enjeux computationnels

Considérons un problème de décision collective où un ensemble d’agents N = {1, . . . , n} doivent

choisir collectivement un sous-ensemble d’objets (e.g., candidats, projets) de l’ensemble Q = {1, . . . , q}.
Les sous-ensembles X ⊆ Q réalisables sont ici caractérisés par la contrainte de sac à dos standard :∑

j∈X
wj ≤W

où wj > 0 est le poids de l’objet j et W > 0 est le poids total maximum. Soulignons toutefois que les

algorithmes proposés dans cette sous-section restent applicables après ajout de contraintes (linéaires)

supplémentaires (e.g., budget, cardinalité, parité). Nous supposons ici que les préférences de l’agent

i, i ∈ N, peuvent être représentées par une fonction ui : 2Q → R mesurant l’utilité globale de tout

sous-ensemble X ⊆ Q. Plus précisément, l’agent i préfère X à X ′ si et seulement si ui(X) ≥ ui(X ′).

Dans le cadre du problème du sac à dos multi-agents, nous supposons que la fonction ui est de la forme

suivante :

ui(X) =
∑
j∈X

uij

où uij ∈ R représente l’utilité de l’objet j pour l’agent i. Les représentations numériques ui, i ∈ N, des

relations de préférence individuelle peuvent être utilisées dans le cadre du vote par approbation de la

manière suivante : un sous-ensemble X ⊆ Q est approuvée par l’agent i si et seulement si ui(X) ≥ λi, où

λi ∈ R est une valeur seuil, appelée seuil d’approbation, permettant de séparer les solutions approuvées

de celles qui ne le sont pas. À partir des vecteurs u = (u1, . . . , un) et λ = (λ1, . . . , λn), nous pouvons

définir le score d’approbation A(X,u, λ) de tout sous-ensemble réalisable X ⊆ Q comme suit :

A(X,u, λ) = |{i ∈ N : ui(X) ≥ λi}|

Les sous-ensembles réalisables X ⊆ Q maximisant la valeur A(X,u, λ) sont les solutions optimales du

problème. Dans un premier temps, nous nous intéressons à la complexité du problème de décision suivant :

Problème de Sac à dos Multi-agents avec vote par Approbation (PSMA) :

Entrée : un ensemble fini Q d’objets ; un poids total maximum W > 0 ; un poids wj > 0 pour chaque

objet j ∈ Q ; un ensemble fini N d’agents ; un seuil d’approbation λi ∈ R pour chaque agent i ∈ N ; une

utilité uij ∈ R pour chaque agent i ∈ N et chaque objet j ∈ Q ; un entier positif K.

Question : existe-t-il un ensemble X ⊆ Q tel que
∑

j∈X wj ≤W et A(X,u, λ) ≥ K ?
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Proposition 35. PSMA est NP-complet.

Démonstration. Cette proposition se montre très simplement à l’aide d’une réduction du problème de

sac à dos standard (mono-agent). En effet, tester l’existence d’un sous-ensemble d’objets admissible avec

une utilité plus grande K ′ pour un décideur donné est équivalent à résoudre une instance du problème

PSMA avec K = 1 et un unique agent, celui-ci ayant les mêmes utilités sur les objets que le décideur et

un seuil d’approbation égal à K ′.

Il existe toutefois des cas particuliers assez simples pour lesquels le problème devient plus facile,

comme par exemple le suivant :

Proposition 36. Si W est constant et si wj est un entier pour tout j ∈ Q, alors PSMA est dans P.

Démonstration. Puisque wj est un entier strictement positif pour tout j ∈ Q, alors nous savons que

tous les sous-ensembles réalisables ont nécessairement au plus W objets. Le nombre de sous-ensembles

de taille au plus W est :
W∑
k=0

(
q

k

)
=

W∑
k=0

q!

k!(q − k)!

Ce nombre est trivialement polynomial en q lorsque W est constant. Par conséquent, le résultat que nous

souhaitons montrer peut être obtenu relativement facilement en considérant la procédure näıve suivante :

pour tous les sous-ensembles X ⊆ Q de taille au plus W , tester si
∑

j∈X wj ≤ W est vraie (condition

de faisabilité) puis calculer le score A(X,u, λ) = |{i ∈ N : ui(X) ≥ λi}| dans le cas où le test réussit.

Cette procédure, qui est polynomiale en q et n lorsque W est constant, permet en effet de déterminer

s’il existe ou non une solution réalisable avec un score d’approbation supérieur ou égal à K.

La proposition 35 montre que, dans le cas général, trouver le sous-ensemble d’objets maximisant le

score d’approbation est NP-difficile. Par ailleurs, les méthodes de résolution pseudo-polynomiales fondées

sur la programmation dynamique conçues pour le problème de sac à dos standard ne sont pas directement

transposables au problème de sac à dos multi-agents avec vote par approbation :

Exemple 31. Considérons un problème de décision collective où 2 agents doivent choisir ensemble 2

représentants parmi les 3 candidats qui se sont présentés (i.e. N = {1, 2}, Q = {1, 2, 3}, W = 2 et

wj = 1 pour tout j ∈ Q). Supposons que les utilités et les seuils d’approbation sont les suivants :

u1
1 u1

2 u1
3 λ1 u2

1 u2
2 u2

3 λ2

0.5 0.3 0.2 0.5 0.2 0.5 0.3 0.7

Dans ce cas, nous avons A({1}, u, λ) = 1 > 0 = A({2}, u, λ) mais A({1, 3}, u, λ) = 1 < 2 = A({2, 3}, u, λ).

Nous observons donc une inversion du sens de préférence : {1} est collectivement préféré à {2} mais

{2, 3} est collectivement préféré à {1, 3}. Ainsi, les préférences collectives induites par les scores d’ap-

probation ne sont pas additives par rapport à l’union de sous-ensembles disjoints. Ceci nous interdit de

construire la solution optimale à partir de sous-ensembles optimaux pour le score d’approbation.
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Néanmoins, le sous-ensemble d’objets vainqueur de l’élection peut être déterminé en résolvant le

programme linéaire en nombres entiers suivant (nommée LPA) :

max
∑
i∈N

ai (4.25)

s.c.
∑
j∈Q

uijxj − λi ≥M(ai − 1), ∀i ∈ N (4.26)

∑
j∈Q

wjxj ≤W (4.27)

xj ∈ {0, 1}, ai ∈ {0, 1}, ∀i ∈ N, ∀j ∈ Q

Dans ce programme, le vecteur x = (x1, . . . , xq) représente le sous-ensemble X ⊆ Q contenant l’objet j si

et seulement si xj = 1. Par ailleurs, l’équation (4.27) correspond à la contrainte de sac à dos et M est une

constante arbitrairement grande permettant d’introduire des variables booléennes ai, i ∈ N, qui seront

égales à 1 si et seulement si l’agent i approuve le sous-ensemble d’objets X associé au vecteur x. En

effet, comme la fonction objectif est à maximiser, alors la variable ai sera mise à 1 sauf si ui(X)−λi < 0

(cf. équation 4.26), autrement dit sauf si l’agent i n’approuve pas le sous-ensemble X. Dans la suite,

nous noterons X l’ensemble des vecteurs solutions x = (x1, . . . , xq) ∈ {0, 1}q représentant tous les sous-

ensembles d’objets X ⊆ Q vérifiant la contrainte de sac-à-dos ; par définition, l’ensemble X est constitué

de toutes les solutions réalisables de notre problème. Par abus de langage, nous utiliserons aussi les

notations ui(x) et A(x, u, λ) pour faire référence à l’utilité ui(X) et au score A(X,u, λ) respectivement.

Déterminer un gagnant de l’élection en utilisant LPA nécessite de connâıtre précisément les fonctions

ui, i ∈ N, ainsi que les seuils λi, i ∈ N . Cependant, l’élicitation totale des utilités individuelles et des

seuils d’approbation est une tâche dont on doit faire l’économie lorsqu’il s’agit de prendre une décision

en limitant les interventions des agents. C’est pourquoi nous nous intéressons dans cette sous-section à

la résolution de ce problème par élicitation incrémentale de préférences. Comme étape préliminaire, nous

étudions la problématique de recherche des gagnants possibles en présence de préférences incomplètes.

4.2.2 Détermination des gagnants possibles

Nous proposons ici un algorithme permettant de déterminer tous les gagnants possibles pour le vote

par approbation en présence de préférences partiellement connues. Plus précisément, en entrée de notre

algorithme, nous considérons trois ensembles de données préférentielles par agent i ∈ N :

• un ensemble Ai de solutions que l’agent i a approuvées,

• un ensemble Āi de solutions que l’agent i a désapprouvées,

• un ensemble P i constitué de paires (y, z) ∈ X 2 telles que nous savons que l’agent i préfère y à z.

Bien que les éléments de P i ne soient pas des déclarations d’approbation, ces derniers peuvent être utilisés

pour déduire de nouvelles informations en les combinant avec les données des ensembles Ai et Āi. Par

exemple, si (y, z) ∈ P i et z ∈ Ai, alors nous savons que l’agent i approuve la solution y bien que cette

information ne nous soit pas donnée de manière explicite.
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Notons U i (resp. Λi) l’ensemble des fonctions d’utilité ui (resp. des seuils d’approbation λi) compa-

tibles avec les informations disponibles sur les préférences de l’agent i ∈ N . Par définition, (U i,Λi) est

l’ensemble des paires (ui, λi) vérifiant les inégalités suivantes :

1. ∀y ∈ Ai, ui(y) ≥ λi

2. ∀y ∈ Āi, ui(y) < λi

3. ∀(y, z) ∈ P i, ui(y) ≥ ui(z)

où ui est de la forme ui(a)=
∑

j∈Q u
i
jaj et λi∈R. Étant donnés U=U1×. . .×Un et Λ=Λ1×. . .×Λn, il s’agit

pour nous de déterminer l’ensemble GP(X , U,Λ) des gagnants possibles pour le vote par approbation :

Définition 53. L’ensemble GP(X , U,Λ) des gagnants possibles pour le vote par approbation est l’en-

semble de toutes les solutions x ∈ X qui maximisent le score d’approbation pour au moins un profil

d’utilités u ∈ U et un vecteur de seuils d’approbation λ ∈ Λ. Plus formellement :

GP(X , U,Λ) =
⋃

(u,λ)∈U×Λ

arg max
x∈X

A(x, u, λ)

Rappelons que l’exemple 31 montre que les procédures de programmation dynamique standards ne

peuvent pas être utilisées en l’état pour déterminer les gagnants de l’élection quand les utilités et les

seuils d’approbation sont précisément connus. Cette difficulté demeure bien évidemment lorsque ces der-

niers sont imprécisément définis. De ce fait, nous nous intéressons plutôt à l’approche de résolution par

séparation et évaluation (ou branch and bound en anglais), qui est l’outil générique le plus couram-

ment utilisé pour résoudre des problèmes d’optimisation combinatoire NP-difficiles. Un algorithme par

séparation et évaluation permet une énumération intelligemment guidée des solutions admissibles, exploi-

tant des bornes sur la valeur optimale pour éviter d’explorer tout l’espace des solutions. Nous proposons

maintenant un algorithme de recherche par séparation et évaluation permettant de déterminer l’ensemble

GP(X , U,Λ) des gagnants possibles pour le vote par approbation. Dans notre algorithme, les nœuds de

l’arbre d’exploration représentent des instanciations partielles des variables de décision x = (x1, . . . , xq).

Plus précisément, chaque nœud η de l’arbre d’exploration est caractérisé par une paire (Q0
η,Q1

η), où

Qkη = {j ∈ Q : xj = k} pour k ∈ {0, 1}. De manière moins formelle, l’ensemble Q0
η (resp. Q1

η) représente

l’ensemble des objets que nous avons rejetés (resp. sélectionnés) pour arriver au nœud η ; à la racine de

l’arbre d’exploration, nous avons Q0
η = Q1

η = ∅. Chaque nœud η est associé à une région de l’espace des

solutions. Plus précisément, la solution x = (x1, . . . , xq) est rattachée au nœud η si et seulement si :

1.
∑

j∈Q xjwj ≤W (contrainte de faisabilité)

2. ∀k ∈ {0, 1}, ∀j ∈ Qkη, xj = k

L’ensemble des solutions rattachées au nœud η sera noté Sη ci-après. Par ailleurs, nous noterons Qη =

Q \ (Q0
η ∪ Q1

η) l’ensemble des objets pour lesquels, au niveau du nœud η, il n’a pas encore été décidé

s’ils devaient être sélectionnés ou non. Avec ces notations, nous pouvons à présent décrire les principales

caractéristiques de notre procédure de recherche :
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Initialisation. Une procédure de recherche par séparation et évaluation commence généralement par

construire un ensemble S0 de solutions réalisables à l’aide d’une méthode heuristique afin d’obtenir une

borne initiale sur la valeur optimale du problème d’optimisation considéré. Pour le problème du sac à

dos multi-agents avec vote par approbation, nous préconisons d’utiliser l’heuristique suivante : il s’agit

tout d’abord de demander aux agents de trier les objets disponibles par ordre de préférences. Notons

alors pij la position de l’objet j dans l’ordre de préférences fournit par l’agent i. Définissons ensuite le

score αij = (q−pij)/wj pour chaque agent i ∈ N et chaque objet j ∈ Q représentant le compromis réalisé

par cet objet entre préférence et poids. Avec ces scores, nous construisons alors une solution si par agent

i ∈ N en utilisant un algorithme glouton consistant à sélectionner les objets j ∈ Q par ordre décroissant

de valeur αij , excluant ceux dont le poids excède la capacité résiduelle de la solution en construction. Pour

chaque agent i, nous ajoutons à l’ensemble S0 la solution si ainsi construite car celle-ci doit sûrement

constituer une bonne solution du point de vue de l’agent i par définition. Par ailleurs, nous proposons

d’appliquer cet algorithme glouton au score moyen défini par αj = 1/n
∑n

i=1 α
i
j pour tout objet j ∈ Q.

Cette dernière opération nous permet de compléter l’ensemble de solutions initial S0 avec une solution

un peu plus consensuelle que les solutions si, i ∈ N . Cette solution sera notée s̄ dans la suite de cette

sous-section.

Évaluation et élagage. Plaçons nous à une itération donnée de la procédure de recherche. Notons S

l’ensemble des solutions réalisables détectées jusque-là (initialement, nous avons S = S0). Notons par

ailleurs O l’ensemble des nœuds de l’arbre qu’il reste à explorer. Notre règle d’élagage de nœuds est

fondée sur la notion de setwise max regret que nous définissons comme suit :

Définition 54 (Setwise max Regret (SR)). Le SR de Y ⊆ X par rapport à Z ⊆ X est défini par :

SR(Y, Z, U,Λ) = max
(u,λ)∈U×Λ

{
max
z∈Z

A(z, u, λ)−max
y∈Y

A(y, u, λ)
}

Le setwise max regret SR(Y,Z, U,Λ) de l’ensemble de solutions Y ⊆ X par rapport à l’ensemble de

solutions Z ⊆ X est égal à la plus grande différence de score possible entre la meilleure solution de Z

et la meilleure solution de Y . Par définition, si SR(Y, Z, U,Λ) < 0, alors Z ne contient aucun gagnant

possible. En effet, de cette inégalité stricte, nous déduisons que, pour toute solution z ∈ Z, pour tout

profil u ∈ U et pour tout vecteur λ ∈ Λ, il existe une solution y ∈ Y telle que A(z, u, λ) < A(y, u, λ). Par

conséquent, nous proposons d’élaguer tout nœud η ∈ O tel que SR(S, Sη, U,Λ) < 0 car aucune solution

rattachée au nœud η ne peut être un gagnant possible dans ce cas. Pour pouvoir calculer efficacement la

valeur SR(S, Sη, U,Λ), nous utilisons le résultat suivant :

SR(S, Sη, U,Λ) = max
(u,λ)∈U×Λ

{
max
x∈Sη

A(x, u, λ)−max
s∈S

A(s, u, λ)
}

= max
x∈Sη

max
(u,λ)∈U×Λ

min
s∈S

{
A(x, u, λ)−A(s, u, λ)

}
Cette formulation alternative de la valeur SR(S, Sη, U,Λ) nous permet de calculer SR(S, Sη, U,Λ) en
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résolvant le programme en nombres entiers suivant :

max t (4.28)

s.c. t ≤
∑
i∈N

ai −
∑
i∈N

ais, ∀s ∈ S (4.29)∑
j∈Q1

η

uij +
∑
j∈Qη

uijxj − λi ≥M(ai − 1),∀i ∈ N (4.30)

∑
j∈Q

uijsj − λi + ξ ≤Mais, ∀s ∈ S, ∀i ∈ N (4.31)

∑
j∈Qη

wjxj +
∑
j∈Q1

η

wj ≤W (4.32)

∑
j∈Q

uij = M, ∀i ∈ N (4.33)

∑
j∈Q

uijyj ≥ λi, ∀i ∈ N, ∀y ∈ Ai (4.34)

∑
j∈Q

uijyj ≤ λi − ξ, ∀i ∈ N, ∀y ∈ Āi (4.35)

∑
j∈Q

uijyj ≥
∑
j∈Q

uijzj , ∀i ∈ N, ∀(y, z) ∈ P i (4.36)

uij ≥ 0, λi ≥ 0, ∀i ∈ N, ∀j ∈ Q (4.37)

t ∈ R; xj ∈ {0, 1}, ∀j ∈ Qη
ai ∈ {0, 1}, ∀i ∈ N ; ais ∈ {0, 1}, ∀i ∈ N, ∀s ∈ S

Dans ce programme, l’équation (4.32) correspond à la contrainte de sac à dos et ξ > 0 est une constante ar-

bitrairement petite permettant de modéliser les inégalités strictes. Les équations (4.34-4.36) contraignent

les utilités et seuils d’approbation à être compatibles avec les préférences collectées. Les équations (4.33)

et (4.37) sont des contraintes de normalisation. En effet, sans perte de généralité, nous pouvons supposer

que les utilités ui et les seuils λi sont positifs et bornées supérieurement par une constante M puisque

les préférences ne sont pas modifiées après application d’une fonction affine strictement croissante. En

ce qui concerne les variables booléennes ai, i ∈ N , celles-ci seront mises à 1 si et seulement si l’agent

i approuve la solution x. En effet, comme la variable t est à maximiser et que t doit être inférieure à∑
i∈N a

i −
∑

i∈N a
i
s pour tout s ∈ S (cf. équation (4.29)), alors chaque variable ai sera mise à 1 sauf si

celle-ci est contrainte de valoir 0 par l’équation (4.30). Cette dernière équation impose que la variable

ai soit mise à 0 dans le cas où
∑

j∈Q1
η
uij +

∑
j∈Qη u

i
jxj < 0, i.e. lorsque que la solution x n’est pas

approuvée par l’agent i. Ainsi, la variable ai est égale à 1 si et seulement si la solution x est approuvée

par l’agent i. De manière analogue, pour tout i ∈ N et tout s ∈ S, la variable booléenne ais sera mise

à 0 pour maximiser la fonction objectif sauf si celle-ci est contrainte à valoir 1 par l’équation (4.31).

Cette équation oblige la variable ais à être égale à 1 si et seulement si
∑

j∈Q u
i
jsj − λi ≥ 0, i.e. si et

seulement si la solution s est approuvée par l’agent i. Ceci nous permet de conclure que l’équation (4.29)
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introduit une variable t ∈ R représentant, pour tout (u, λ) ∈ U ×Λ et pour tout x ∈ Sη, la différence de

score d’approbation entre la solution x et la meilleure solution de l’ensemble S. Ainsi, ce programme en

nombres entiers nous permet bien de calculer la valeur SR(S, Sη, U,Λ) pour un nœud η. Ce programme

contient une variable uij par couple (i, j) ∈ N ×Q, une variable ais par couple (i, s) ∈ N ×S, une variable

λi et une variable ai par agent i ∈ N , une variable de décision xj par objet j ∈ Qη et enfin une variable

réelle t ; nous avons donc en tout n(q+ |S|+ 2) + |Qη|+ 1 variables. Notons toutefois que ce programme

n’est pas linéaire car l’équation (4.30) inclut des termes quadratiques de type uijxj avec i ∈ N et j ∈ Qη.
Afin de linéariser les contraintes associées à cette équation, nous introduisons des variables positives vij
permettant de représenter le produit uijxj pour tout i ∈ N et tout j ∈ Qη. Plus précisément, il suffit de

remplacer l’équation (4.30) par les contraintes suivantes :∑
j∈Q1

η

uij +
∑
j∈Qη

vij − λi ≥M(ai − 1), ∀i ∈ N

vij ≤ uij , ∀i ∈ N, ∀j ∈ Qη (4.38)

vij ≤Mxj , ∀i ∈ N, ∀j ∈ Qη (4.39)

vij ≥ uij +M(xj − 1), ∀i ∈ N, ∀j ∈ Qη (4.40)

vij ≥ 0, ∀i ∈ N, ∀j ∈ Qη

Les quatre dernières équations permettent de garantir que chaque variable vij est bien égale au produit

uijxj . En effet, dans le cas où xj = 1, nous avons d’une part vij ≤ min{uij ,M} = uij par les équations

(4.38-4.39) et d’autre part vij ≥ uij par l’équation (4.40). Par conséquent, si xj = 1, alors nous avons

forcément vij = uij = uijxj . Dans le cas où xj = 0, nous avons obligatoirement vij = 0 puisque vij est

une variable positive et que l’équation (4.39) impose la contrainte vij ≤ M × 0 = 0. Signalons que cette

instanciation de la variable vij n’entre en contradiction ni avec l’équation (4.38) (car uij est une variable

positive) ni avec l’équation (4.39) (car uij −M ≤ 0 par définition de la constante M). De ce fait, nous

avons bien vij = uijxj dans tous les cas. Le programme linéaire en nombres entiers résultant de cette

modification sera appelé PLNEη ci-après.

Séparation. Les valeurs SR(S, Sη, U,Λ) disponibles aux différents nœuds η ∈ O sont utilisées non

seulement pour élaguer des nœuds durant l’exploration, mais aussi pour sélectionner le prochain nœud

à explorer. Plus précisément, nous choisissons d’explorer en priorité un nœud η∗ ∈ O maximisant la

valeur SR(S, Sη, U,Λ). Cette stratégie a pour but d’améliorer le plus possible nos capacités d’élagage,

en insérant le plus rapidement possible de meilleures solutions dans l’ensemble de solutions S. En effet,

par définition, la solution optimale x∗ de PLNEη∗ vérifie :

max
(u,λ)∈U×Λ

{
A(x∗, u, λ)−max

s∈S
A(s, u, λ)

}
≥ max

(u,λ)∈U×Λ

{
A(x, u, λ)−max

s∈S
A(s, u, λ)

}
pour tout x ∈

⋃
η∈O Sη. L’exploration du nœud η∗ ∈ O consiste à diviser/séparer l’ensemble de solutions
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Sη∗ en deux sous-ensembles disjoints, en suivant les instanciations possibles d’une variable xj de PLNEη∗ .

Nous proposons de choisir en priorité un objet j ∈ Qη tel que x∗j = 1 dans l’optique d’insérer le plus

rapidement possible la solution x∗ dans S.

Filtrage. Dans la partie “évaluation et élagage”, nous avons vu que notre règle d’élagage supprime

uniquement des nœuds η vérifiant Sη ∩ GP(X , U,Λ) = ∅. Par conséquent, notre algorithme par séparation

et évaluation retourne, en général, un sur-ensemble des gagnants possibles pour le vote par approbation.

Afin de retirer de l’ensemble S les éléments indésirables, nous appliquons à la fin de son exécution une

procédure de filtrage sur l’ensemble S. Cette procédure, nommée (U,Λ)-Filter, consiste à supprimer

itérativement toutes les solutions s′ ∈ S telles que SR(S\{s′}, {s′}, U,Λ) < 0 (de manière analogue à

notre procédure Ω-Filter en décision multicritère). Chaque test est réalisé à l’aide du programme suivant :

max t

s.c. Équation (4.29)∑
j∈P

uijs
′
j − λi ≥M(ai − 1), ∀i∈N

Équations (4.31-4.37)

ai ∈ {0, 1}, ∀i ∈ N ; ais ∈ {0, 1}, ∀i ∈ N, ∀s ∈ S

Pour résumer, ces différentes opérations sont mises en œuvre dans l’algorithme 8.

Algorithm 8: Recherche fondée sur les scores d’approbation

Input: S0 : solutions initiales ; Ai, Āi,P i : préférences collectées auprès de l’agent i
1 S ← S0 ; η ← [∅, ∅] ; O ← {η}
2 while O 6= ∅ do
3 Choisir un nœud η∗ dans l’ensemble arg maxη∈O SR(S, Sη, U,Λ)
4 if Qη∗ = ∅ then
5 S ← S ∪ Sη∗
6 else
7 Choisir un objet j ∈ Qη si possible tel que xj vaut 1 dans la solution optimale de PLNEη
8 Générer les nœuds η∗0 = [Q0

η∗ ∪ {j},Q1
η∗ ] et η∗1 = [Q0

η∗ ,Q1
η∗ ∪ {j}]

9 forall η ∈ {η∗0, η∗1} do
10 if Sη 6= ∅ et SR(S, Sη, U,Λ) ≥ 0 then
11 O ← O ∪ {η}
12 end

13 end

14 end
15 O ← O \ {η∗}
16 end
17 return (U,Λ)-Filter(S)
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Cet algorithme est justifié par la proposition suivante :

Proposition 37. L’algorithme 8 retourne l’ensemble GP(X , U,Λ).

Démonstration. Puisque notre règle d’élagage ne supprime que des nœuds ne contenant aucun gagnant

possible, alors S est un sur-ensemble de GP(X , U,Λ) à la fin de la boucle “while”. Supposons qu’il existe

s′ ∈ S tel que s′ 6∈ GP(X , U,Λ) à la fin de la boucle. Puisque s′ n’est pas un gagnant possible, alors

pour tout (u, λ) ∈ U × Λ, il existe s ∈ GP(X , U,Λ) ⊆ S tel que A(s, u, λ) < A(s′, u, λ). Par conséquent,

la solution s′ sera forcément supprimée durant le filtrage par définition de ce dernier. Ainsi, seules les

solutions de GP(X , U,Λ) sont retournées à la fin.

En fonction des ensembles U i et Λi définis implicitement par les données de préférences collectées

auprès de l’agent i, il est possible que l’ensemble GP(X , U,Λ) des gagnants possibles soit trop grand

pour être énumérer de manière efficace. Afin de réduire les temps de résolution, nous pouvons envisager

un instant de déterminer une approximation de cet ensemble avec garantie de performance. Rappelons

qu’un FPTAS est un algorithme d’approximation ayant une complexité en temps et en espace qui est

polynomiale à la fois en la taille de l’instance et en 1/ε, où ε est le paramètre représentant l’erreur

d’approximation. Dans la littérature, plusieurs FPTAS ont été proposées pour le calcul d’une approxi-

mation des solutions dans le cadre du problème de sac à dos standard (e.g., [Ibarra and Kim, 1975,

Lawler, 1979]). Malheureusement, ces algorithmes ne s’étendent pas directement au problème de sac à

dos multi-agents avec vote par approbation car ces derniers exploitent des algorithmes de programmation

dynamique standards, conçus pour le problème du sac à dos mono-agent. À la place, nous proposons

maintenant un algorithme de résolution interactif permettant de déterminer une solution nécessairement

optimale par élicitation incrémentale des préférences.

4.2.3 Un algorithme interactif par séparation et évaluation pour la détermination

d’un gagnant de l’élection

Dans la sous-section précédente, nous avons proposé un algorithme pour la détermination des ga-

gnants possibles pour le vote par approbation (cf. algorithme 8). Cependant, en présence de préférences

incomplètes, le nombre de gagnants possibles peut être très grand du fait de la nature combinatoire

de l’ensemble des solutions admissibles. Cet algorithme peut donc être utilisé uniquement dans des si-

tuations de vote où une portion relativement importante des jugements d’approbation est disponible.

Dans les autres situations, il est plus raisonnable d’interroger les agents pour diminuer l’imprécision qui

entoure leurs préférences de manière à pouvoir prendre une décision.

Dans l’idéal, les ensembles U et Λ devraient réduire suffisamment pour permettre l’identification d’un

gagnant nécessaire : une solution x ∈ X est un gagnant nécessaire si et seulement si A(x, u, λ) ≥ A(y, u, λ)

pour toute solution y ∈ X et toute paire (u, λ) ∈ U × Λ. Notons que si, à la fin de la recherche réalisée

par l’algorithme 8, il existe une solution x∗ ∈ S telle que A(x∗, u, λ) ≥ A(y, u, λ) pour toute solution

y ∈ S et toute paire (u, λ) ∈ U × Λ, alors la solution x∗ est un gagnant nécessaire. En effet, rappelons

que l’ensemble S contient tous les gagnants possibles à la fin de la recherche. Par conséquent, pour tout
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y ∈ X et pour tout (u, λ) ∈ U × Λ, il existe x ∈ S tel que A(x, u, λ) ≥ A(y, u, λ) ce qui implique

A(x∗, u, λ) ≥ A(y, u, λ) par transitivité. Ce résultat pourrait nous insuffler l’envie de mettre en œuvre

une méthode en deux phases consistant tout d’abord à appliquer l’algorithme 8 puis à poser des questions

aux agents dans le but de révéler une alternative x∗ ∈ S telle que A(x∗, u, λ) ≥ A(y, u, λ) pour toute

solution y ∈ S et toute paire (u, λ) ∈ U ×Λ. Cependant, une telle procédure ne serait pas très efficace en

pratique car l’ensemble des gagnants possibles peut être très grand quand les ensembles U et Λ initiaux

ne sont pas suffisamment discriminants. À la place, nous proposons une nouvelle fois de combiner la

recherche et l’élicitation incrémentale des préférences de sorte à concentrer plus rapidement nos efforts

sur des régions pertinentes de l’espace de solutions et à réduire le nombre d’interactions avec les agents en

posant uniquement des questions à des moments clés de la recherche. Intégrer l’élicitation à la recherche

effectuée par l’algorithme 8 est rendue possible par le résultat suivant :

∀U ′ ⊆ U,∀Λ′ ⊆ Λ, ∀Y,Z ⊂ X , SR(Y,Z, U ′,Λ′) ≤ SR(Y, Z, U ′,Λ′)

Ainsi, lorsque U et Λ réduisent en cours de résolution, nous sommes sûrs que tout élagage ne sera jamais

remis en cause plus tard durant la recherche. Plus précisément, l’algorithme retournera à la fin l’ensemble

GP(X , Uf ,Λf ), où Uf et Λf représentent les ensembles U et Λ à la fin de la résolution. À présent, il reste

à déterminer quand poser des questions durant la recherche pour garantir l’existence d’une alternative

x∗ ∈ S telle que l’inégalité A(x∗, u, λ) ≥ A(y, u, λ) soit vraie pour toute solution y ∈ S et toute paire

(u, λ) ∈ U × Λ à la fin de l’exécution.

Notre procédure consiste à poser des questions durant l’exécution de l’algorithme 8 de manière à

discriminer entre les solutions trouvées jusque là (celles qui sont stockées dans S). En pratique, l’ensemble

S est maintenant restreint aux solutions qui ont reçu le plus d’approbations. Parmi ces solutions, nous

choisissons arbitrairement un représentant, que nous appelons le titulaire. Initialement, le titulaire peut

être n’importe quelle solution du problème de sac à dos, comme par exemple la solution de consensus

s̄ qui a été introduite dans la partie initialisation de la sous-section précédente. Durant l’exploration, à

chaque fois qu’une nouvelle solution est trouvée (i.e. lorsque le test en ligne 6 de l’algorithme 8 réussit),

celle-ci est comparée au titulaire en terme de scores d’approbation. Nous expliquons ci-après comment

cette comparaison est mise en œuvre.

Étant donnés des ensembles U et Λ, une solution x ∈ X est nécessairement approuvée par un agent

i, i ∈ N, si l’inégalité ui(x) ≥ λi est vraie pour tout (u, λ) ∈ U × Λ. Cette dernière propriété est en fait

vérifiée si et seulement si la valeur optimale du programme linéaire suivant est positive :

min
∑
j∈Q

uijxj − λi

s.c. Équations (4.33-4.37)

Par conséquent, tester si une solution x ∈ X est nécessairement approuvée par un agent i, i ∈ N, peut

être réalisé en temps polynomial par programmation linéaire. De même, tester si une solution x ∈ X
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est nécessairement désapprouvée par un agent i, i ∈ N, peut être effectué en utilisant la programmation

linéaire. Ainsi, à chaque fois qu’une nouvelle solution est trouvée (appelée challenger), il est possible de

déterminer de manière efficace si des agents approuvent/désapprouvent nécessairement cette solution.

Par conséquent, une stratégie d’élicitation qui semble naturelle consiste à demander à tous les autres

agents s’ils approuvent ou non le challenger. De cette façon, nous pouvons dériver le score d’approbation

du challenger et le comparer avec celui du titulaire. Le challenger est ajoutée à l’ensemble S si celui-ci

a le même score d’approbation que le titulaire. Si en revanche le challenger a un score d’approbation

strictement plus grand que celui du titulaire, alors l’ensemble S est réinitialisé de sorte à contenir unique-

ment le challenger, ce dernier devenant le nouveau titulaire. Rien ne se passe dans le cas où le challenger

reçoit strictement moins de votes que le titulaire. Cette stratégie d’élicitation intégrée à la résolution

nous donne un algorithme de recherche interactif que nous nommerons RIA (pour Recherche Interactive

fondée sur les scores d’Approbation) ci-après.

L’algorithme RIA permet de déterminer un gagnant de l’élection par élicitation incrémentale de

préférences. En réalité, l’algorithme RIA peut être interrompu à tout moment de la résolution et retourner

la meilleure solution trouvée jusque là (c’est-à-dire le titulaire). Supposons que l’algorithme a été arrêté

à une certaine itération k. Notons sk le titulaire à la fin de cette itération. Il est intéressant de remarquer

que la qualité de la solution sk peut être mesurée à l’aide de la notion de Max Regret suivante :

MR(sk,X , Uk,Λk) = max
x∈X

max
(u,λ)∈Uk×Λk

{
A(x, u, λ)−A(sk, u, λ)

}
où Uk et Λk représentent respectivement l’état des ensembles U et Λ à la fin de l’itération k. Ce regret

est en effet une borne supérieure de l’écart à l’optimalité. Plus précisément, cette quantité est égale à la

plus grande perte possible en terme de score d’approbation lorsque la solution sk est recommandée aux

agents. Cette valeur peut être calculé relativement facilement en utilisant les valeurs SR({sk}, Sη, Uk,Λk)
qui sont disponibles aux différents nœuds η ∈ Ok, où Ok représente l’état de l’ensemble O à la fin de

l’itération k. Plus précisément, nous avons le résultat suivant :

Proposition 38. MR(sk,X , Uk,Λk) = max
η∈Ok

SR({sk}, Sη, Uk,Λk).

Démonstration. Montrons que nous avons maxη∈Ok SR({sk}, Sη, Uk,Λk) = maxx∈X R(sk, x, Uk,Λk), où

R(sk, x, Uk,Λk) = max(u,λ)∈Uk×Λk{A(x, u, λ) − A(sk, u, λ)}. Soit Y l’ensemble de solutions défini par

Y = {x ∈ Sη : η ∈ Ok}. Soulignons le fait que l’ensemble Y n’est pas vide puisque l’algorithme RIA a

été interrompu. Par définition des regrets SR, nous avons pour tout noeud η ∈ Ok :

SR({sk}, Sη, Uk,Λk) = max
(u,λ)∈Uk×Λk

{
max
x∈Sη
{A(x, u, λ)} −A(sk, u, λ)

}
= max

(u,λ)∈Uk×Λk
max
x∈Sη
{A(x, u, λ)−A(sk, u, λ)}

= max
x∈Sη

max
(u,λ)∈Uk×Λk

{A(x, u, λ)−A(sk, u, λ)}

= max
x∈Sη

R(sk, x, Uk,Λk)



206 Chapitre 4. Méthodes pour la décision collective avec préférences incomplètes

Par conséquent, nous avons maxη∈Ok SR({sk}, Sη, Uk,Λk) = maxx∈Y R(sk, x, Uk,Λk). Par ailleurs, par

définition de notre règle d’élagage, nous avons SR({sk}, Sη, Uk,Λk) ≥ 0 pour tout η ∈ Ok, ce qui implique

maxx∈Y R(sk, x, Uk,Λk) ≥ 0. En conséquence, afin d’établir le résultat souhaité, il suffit de montrer que

nous avons R(sk, x, Uk,∆k) ≤ 0 pour toute solution x ∈ X\Y . Trois cas sont alors possibles :

• Cas où x = sk : nous avons trivialement R(sk, x, Uk,Λk) = 0 dans ce cas.

• Cas où x ∈ S : dans ce cas, puisque sk est le titulaire à la fin de l’itération k, alors A(x, u, λ) =

A(sk, u, λ) pour tout (u, λ) ∈ Uk × Λk (par définition de notre stratégie d’élicitation). Par

conséquent, nous avons forcément R(sk, x, Uk,Λk) = 0.

• Cas où x ∈ Sη, où η est un nœud qui a été élagué durant la recherche : soit s′ le titulaire qui a

permis d’élaguer le nœud η. Par définition de la règle d’élagage, nous avons SR({s′}, Sη, U ′,Λ′)<0,

où U ′ et Λ′ représentent respectivement l’état des ensembles U et Λ au moment de l’élagage.

Comme Uk ⊂ U ′ et Λk ⊆ Λ′, alors nous en déduisons SR({s′}, Sη, Uk,Λk) < 0. Par ailleurs, par

définition de notre stratégie d’élicitation, nous savons que A(sk, u, λ) ≥ A(s′, u, λ) pour tout u∈Uk
et tout λ∈Λk. Par conséquent, nous avons SR({sk}, Sη, Uk,Λk)≤SR({s′}, Sη, Uk,Λk)<0. Enfin,

comme nous venons de montrer que SR({sk}, Sη, Uk,Λk) = maxx′∈Sη R(sk, x
′, Uk,Λk), alors nous

en concluons R(sk, x, Uk,Λk) < 0.

Ainsi, nous avons montré MR(sk,X , Uk,Λk) = maxx∈X R(sk, x, Uk,Λk) = maxx∈Y R(sk, x, Uk,Λk) =

maxη∈Ok SR({sk}, Sη, Uk,Λk).

4.2.4 Résultats expérimentaux

Comme déterminer le sous-ensemble d’objets maximisant le score d’approbation est un problème NP-

difficile, et ce même lorsque les utilités et les seuils d’approbation sont connus (cf. proposition 35), alors

toute procédure par séparation et évaluation pour résoudre ce problème peut bien évidemment avoir de

très mauvais temps de résolution (dans le pire cas, toutes les solutions peuvent être énumérées). Com-

munément, l’efficacité d’une procédure par séparation et évaluation est estimée de manière empirique,

en analysant des instances avec un grand nombre de solutions possibles. Dans cette sous-section, nous

reportons des résultats d’expériences permettant de démontrer l’efficacité pratique de nos algorithmes.

Les temps de calcul sont ici donnés en secondes, pour des expériences réalisées sur un Intel Core i7

CPU 3.60GHz avec 16GB de mémoire. Dans ces expériences, nous utilisons le solveur Gurobi depuis un

programme écrit en Java pour résoudre tous les programmes linéaires intervenant dans les calculs.

Tout d’abord, nous nous intéressons aux performances de l’algorithme 8 conçu pour la problématique

de détermination des gagnants possibles ; cet algorithme sera appelé RA (pour Recherche fondée sur les

scores d’Approbation) ci-après. Afin d’évaluer les performances de RA, nous considérons des instances

du problème de sac à dos multi-agents avec q = 12 et dont les poids wj , j ∈ Q, ont été tirés uniformément

dans l’ensemble {1, . . . , 100}. Dans ces expériences, la capacité du sac à dos W est quant à elle définie

par W = d×
∑

j∈Qwj , où d = 0.3, 0.4 et 0.5 de manière à faire varier le nombre de solutions admissibles.

De cette façon, en moyenne, nous obtenons des instances avec respectivement 500, 1000 et 2000 sous-

ensembles d’objets qui sont à la fois admissibles et maximaux par rapport à l’inclusion. Par ailleurs, pour
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évaluer l’impact des ensembles U et Λ sur les temps de résolution, nous posons p = 10, 20 questions par

agent (engendrées aléatoirement) avant de lancer la recherche. Les moyennes des temps obtenus sur 30

tests, pour des problèmes impliquant 20 agents, sont données dans la table 4.2. Dans cette table, nous

reportons aussi la taille de l’ensemble retourné par l’algorithme RA.

d = 0.3 d = 0.4 d = 0.5

p temps #S temps #S temps #S

10 26.6 19.8 71.8 29.8 614.4 111.4
20 25.2 17.4 55.7 23.9 442.3 90.3

Table 4.2 – Performances de l’algorithme RA (20 agents, 30 tests).

Dans la table 4.2, nous voyons tout d’abord que les temps de calcul augmentent rapidement avec

la taille du problème. Par ailleurs, nous observons que les temps de résolution diminuent lentement

avec le nombre de données collectées avant de lancer la recherche (lorsque celles-ci ont été engendrées

aléatoirement). Toutefois, notre algorithme est capable de déterminer tous les gagnants possibles en

moins de 10 minutes sur toutes les instances considérées.

À présent, nous souhaitons évaluer les performances de RIA notre algorithme de recherche interactive.

Dans les expériences qui vont suivre, nous supposons connâıtre initialement les préférences des agents sur

les objets pris séparément, pour pouvoir construire l’ensemble de solutions initiales S0 (comme décrit en

Section 4.2.2). Par ailleurs, les réponses aux questions vont être simulées à l’aide de fonctions d’utilité et

de seuils d’approbation engendrés aléatoirement avec des corrélations négatives entre les agents, de sorte

à obtenir des instances compliquées. Les premiers tests ont pour objectif d’évaluer les performances de la

règle d’élagage de RIA en terme de nœuds explorés en moyenne (ce qui correspond à la taille moyenne de

l’arbre d’exploration). Comme point de comparaison, nous reportons aussi le nombre de nœuds explorés

par une énumération exhaustive des solutions réalisables (cette procédure näıve sera nommée S0 ci-après).

Du fait que RIA puisse collecter des données de préférence, cet algorithme est capable de résoudre des

instances bien plus grandes que les précédentes. Nous considérons ici des instances avec q = 12, 15, 18, 20

(et d = 0.4), conduisant à des problèmes de décision collective avec respectivement 1000, 8500, 60000 et

250000 sous-ensembles d’objets admissibles et maximaux en moyenne (cf. table 4.3).

q S0 RIA

12 3024 109
15 21468 238
18 152415 289
20 647834 440

Table 4.3 – Nombre de nœuds explorés en moyenne (30 agents, 30 tests).
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Dans la table 4.3, nous observons que le nombre de nœuds explorés par RIA reste relativement faible

lorsque le nombre de solutions admissibles crôıt, ce qui est loin d’être le cas pour l’énumération exhaustive.

Par exemple, notre règle d’élagage permet de réduire la taille moyenne de l’arbre d’exploration par un

facteur 30 pour q = 12 et par un facteur 1500 pour q = 20.

Nous souhaitons à présent évaluer la pertinence de la stratégie de séparation de RIA, car celle-

ci impacte directement l’efficacité de sa stratégie d’élicitation. En effet, rappelons que cette stratégie

d’élicitation consiste à demander aux agents s’ils approuvent ou non des solutions qui ont été découvertes

durant la recherche ; ces solutions dépendent de la stratégie de séparation choisie. À titre de comparaison,

nous considérons aussi la procédure par séparation et évaluation (nommée Random ci-après) qui diffère

de RIA uniquement sur la stratégie de séparation : nous choisissons aléatoirement le prochain nœud à

explorer ainsi que la prochaine variable à instancier. Pour les deux procédures considérées, nous calculons

le regret MR du titulaire courant (en utilisant la proposition 38) à chaque fois qu’un agent répond à une

question durant la recherche. Rappelons que ce regret est une borne supérieure de l’erreur commise en

recommandant le titulaire (en terme de score d’approbation). En particulier, lorsque ce regret est égal

à 0, alors le titulaire courant est un gagnant nécessaire. Les regrets sont ici exprimés sur une échelle

normalisée attribuant la valeur 1 au regret initial, c’est-à-dire avant d’avoir posé des questions. La figure

4.6 présente les moyennes des résultats obtenus sur 30 tests.

Figure 4.6 – MR du titulaire par rapport au nombre de questions posées (q = 12, d = 0.4, n = 30).

Dans la figure 4.6, nous voyons que la valeur MR du titulaire réduit beaucoup plus rapidement avec

l’algorithme RIA qu’avec l’algorithme Random. Par exemple, après 240 questions (c’est-à-dire 8 questions

par agent en moyenne), le regret associé au choix du titulaire est en dessous de 10% du regret initial avec

RIA, tandis que ce regret est toujours au dessus de 65% avec la stratégie de séparation aléatoire. Ainsi,

notre stratégie d’élicitation semble être bien plus efficace avec notre stratégie de séparation fondée sur

les regrets que lorsque celle-ci est combinée avec la stratégie de séparation aléatoire.
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Les tests suivants ont pour but d’évaluer la procédure RIA en tant qu’algorithme interruptible à tout

moment (ou anytime algorithm en anglais). À titre de comparaison, nous considérons une nouvelle fois

la procédure Random. Pour ce faire, nous calculons la valeur MR du titulaire à chaque itération des

procédures de résolution, ce qui nous donne une garantie sur l’erreur associée à la recommandation du

titulaire à chaque itération de celles-ci. Les moyennes des valeurs MR obtenues sur 30 tests sont données

dans la figure 4.7.

Figure 4.7 – MR du titulaire à chaque itération des procédures interactives (q = 15, d = 0.5, n = 30).

Dans la figure 4.7, nous observons que la valeur MR du titulaire réduit beaucoup plus rapidement

avec RIA. Par exemple, après 200 itérations en moyenne, la valeur MR du titulaire est en dessous de 10%

du regret initial avec RIA alors que celui-ci est toujours au dessus de 70% avec la procédure Random. Par

ailleurs, avec RIA, ce regret réduit de manière significative dès les premières itérations, ce qui montre que

notre procédure interactive est capable de déterminer des solutions de bonne qualité assez rapidement.

Nos dernières expériences ont pour objectif d’estimer les performances de RIA en terme de temps de

calcul et de nombre de questions posées par agent. Les moyennes observées sur des instances avec 10, 20

et 30 agents sont reportées dans la table 4.4.

q = 15 q = 18 q = 20

n temps questions temps questions temps questions

10 9.2 10.5 29.8 12.2 48.7 14.3
20 17.7 9.8 42.2 10.1 162.1 14.9
30 29.7 10.9 154.0 11.8 225.7 13.1

Table 4.4 – Performances de l’algorithme RIA (30 tests).
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Dans la table 4.4, nous voyons que RIA est globalement très efficace. Par exemple, pour les problèmes

avec 10 agents et 20 objets (≈ 250000 solutions), RIA détermine un gagnant de l’élection en moins de 50

secondes avec moins de 15 questions d’approbation par agent. De plus, bien que le nombre de solutions

réalisables croisse de manière exponentielle avec q le nombre d’objets, nous observons que le nombre

moyen de questions par agent reste quant à lui plutôt stable. Ceci nous montre que la représentation

compacte des préférences individuelles est globalement bien exploitée par RIA durant la recherche. Fi-

nalement, en comparant les tables 4.4 et 4.2, nous constatons que combiner recherche et élicitation

incrémentale est une approche bien plus efficace en pratique que celle consistant à poser des questions

avant de commencer la résolution. Par exemple, avec 20 agents, RIA parvient à déterminer un gagnant

de l’élection avec moins de 15 questions par agent pour des problèmes avec environ 250000 solutions,

alors que poser 20 questions par agent avant la résolution nous laisse avec encore 90 gagnants possibles

sur de plus petits problèmes (≈ 2000 solutions) tout en doublant les temps de calcul. Ceci illustre le fait

que l’élicitation dirigée par la résolution permet de réduire à la fois les temps de calcul et le nombre de

questions nécessaires pour pouvoir prendre une décision.

4.3 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés aux problèmes de décision collective en présence de

préférences imprécisément connues. Dans le cadre de problèmes de vote avec préférences incomplètes,

nous avons étudié le potentiel de l’élicitation incrémentale pour déterminer rapidement le gagnant de

l’élection en limitant le nombre de questions posées aux votants.

Sur domaine non combinatoire, nous nous sommes concentrés sur des problèmes de vote où les alter-

natives sont évaluées sur différents critères à la fois. Dans ce contexte, en supposant que les préférences

des agents sont représentables par une somme pondérée, nous avons proposé une procédure interactive

fondée sur la notion de regret, permettant de déterminer un gagnant nécessaire pour la méthode de

Borda. Cette méthode étend les travaux publiés dans [Lu and Boutilier, 2011b] au domaine multicritère.

La principale difficulté provient de la gestion de la structure multicritère lors de l’optimisation des regrets.

Dans la Section 4.1, nous avons introduit des programmes linéaires en nombres entiers pour résoudre ces

problèmes d’optimisation, puis nous avons proposé des stratégies de génération de questions permettant

de collecter des informations pertinentes sur les préférences des agents. Les expériences ont montré que

notre méthode exploite relativement bien la structure multicritère des préférences, le gagnant de l’élection

étant détecté avec un nombre de questions par agent assez faible.

Nous avons ensuite présenté une nouvelle approche pour le vote par approbation sur domaine com-

binatoire, illustrée sur le problème de sac à dos multi-agents. La première spécificité de notre approche

est d’utiliser la représentation compacte des préférences individuelles par des utilités additives pour pro-

poser des méthodes d’élicitation plus efficaces. En effet, dans ce cadre, apprendre que l’agent i approuve

ou non une certaine alternative x n’est pas une information isolée. Celle-ci induit une contrainte sur

l’espace des utilités admissibles pour l’agent i, ce qui permet de déduire implicitement des jugements
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d’approbation sur d’autres alternatives du problème. Nous avons vu que cela contribue, en pratique, à

une réduction importante du nombre de questions posées aux agents pour pouvoir déterminer les vain-

queurs de l’élection. La seconde spécificité de notre approche est de combiner l’élicitation et la recherche.

Cela permet en pratique d’éliciter les préférences des agents sur un domaine combinatoire, avec un

double avantage en vue de la détermination des gagnants. D’une part, travailler avec des instanciations

partielles dans l’arbre d’exploration facilite l’identification de questions pertinentes et réduit le nombre

d’interactions nécessaires à la prise de décision. D’autre part, la recherche est plus rapidement focalisée

sur les régions intéressantes de l’espace de solutions grâce aux questions posées à des moments décisifs

de la résolution (ce qui permet de réduire drastiquement les temps de résolution). Cette approche nous a

permis de résoudre des instances de grande taille pour lesquelles l’élicitation systématique des jugements

d’approbation n’est pas une option envisageable.

Dans le chapitre suivant, nous nous intéressons aux problèmes de décision dans le risque en présence de

préférences imprécisément spécifiées et proposons une nouvelle mise en œuvre de l’élicitation incrémentale

sur domaine combinatoire.





Chapitre 5

Méthodes incrémentales pour la décision

dans le risque sur domaine combinatoire

Ce chapitre, fondé sur nos travaux publiés dans [Benabbou and Perny, 2017], est consacré à la prise

de décision dans le risque avec préférences incomplètes sur domaine combinatoire. Plus précisément,

nous nous intéressons aux problèmes de décision séquentielle dans le risque dont les stratégies possibles

sont décrites par un arbre de décision. Dans ce contexte, il n’est pas envisageable d’énumérer toutes les

stratégies possibles dans le but d’identifier celle que les agents décisionnels préfèrent, car le nombre de

stratégies dans un arbre de décision est exponentiel en la taille de l’arbre. Pour atteindre ce but plus

efficacement, nous proposons de considérer une approche mêlant la résolution de l’arbre de décision et

l’élicitation incrémentale des préférences. Plus précisément, nous introduisons ici un algorithme interactif

par induction arrière permettant de construire en temps polynomial une stratégie (presque) optimale au

sens de l’utilité sociale espérée, en posant un nombre polynomial de questions dans le pire cas.

213
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5.1 Introduction et formalisation du problème

Dans les chapitres précédents, nous avons considéré des problèmes de décision dans lesquels les

différents agents impliqués avaient une unique décision à prendre. Cependant, très souvent, il ne s’agit

pas de prendre une unique décision mais de déterminer la meilleure séquence de décisions, étalées dans le

temps, en fonction des différentes réalisations d’événements de la nature ; une telle séquence de décision est

communément appelée stratégie dans la littérature. Lorsque les probabilités sur les événements possibles

sont connus, on parle de problèmes de décision séquentielle dans le risque. À titre illustratif, un exemple

de problème de décision séquentielle dans le risque est donné ci-dessous :

Exemple 32. Un couple envisage d’investir 100 euros pour commencer à cultiver ses fruits et légumes

dans son jardin domestique, dans l’optique de faire des économies sur long terme (estimées à 1000 euros).

Ces deux personnes sont au courant que, parmi leurs voisins qui ont tenté de faire leur propre potager,

30% n’y sont pas parvenus à cause de la structure et de la fertilité de leur sol. Avant de prendre sa

décision, le couple a la possibilité de payer 200 euros pour qu’un spécialiste vienne tester la qualité de

son sol. Si le test s’avère positif, alors la probabilité que ce couple rencontre des difficultés passe à 10%

(au lieu de 30% sans information). En revanche, si le résultat est négatif, cette probabilité monte à 80%.

Par ailleurs, 40% des tests effectués par ce spécialiste dans la région se sont révélés positifs. En prenant

en compte toutes ces informations, le couple doit décider de faire appel ou non au spécialiste, puis décider

de cultiver ou non son jardin.

Les problèmes de décision séquentielle dans le risque sont relativement fréquents dans la vie de tous

les jours. Nous pouvons par exemple penser à une entreprise cherchant à définir sa stratégie marketing

sur plusieurs années, ou encore à des médecins luttant contre une maladie à l’aide de divers traitements

à conséquences non certaines. Afin de déterminer le meilleur plan d’action possible, les systèmes de

planification multi-agents ont besoin de modèles informatiques conçus pour la prise de décision collective

en situation d’incertitude. En effet, ces derniers permettent non seulement de contrôler le choix des

décisions à prendre dans les différents états possibles, mais aussi de tenir compte des situations qui

peuvent se présentées dans le futur suite à leurs actions (e.g., [Boutilier et al., 1999, Guestrin et al.,

2001, Goldman and Zilberstein, 2008, Wooldridge, 2009, Wu et al., 2011]). Dans ce chapitre, nous nous

intéressons plus particulièrement aux problèmes de décision séquentielle dans le risque représentés sous

la forme d’arbres de décision, qui sont des outils formels offrant la possibilité de modéliser de manière

simple une très grande partie des problèmes de décision séquentielle rencontrés en pratique.

5.1.1 Les arbres de décision comme modèle graphique

Dans la littérature, il existe différents modèles graphiques permettant de représenter un problème

de décision séquentielle dans le risque, comme les diagrammes d’influence (e.g., [Howard and Matheson,

1984]) ou encore les processus décisionnels de Markov (e.g., [Bellman, 1957]). Dans ce chapitre, nous nous

intéressons aux arbres de décision (e.g., [Raiffa, 1968]), car cette modélisation offre une représentation

simple et explicite de nombreux problèmes de décision séquentielle dans le risque. Plus précisément, ce
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modèle graphique permet de représenter toute situation de décision dans le risque se décomposant en un

nombre fini de décisions, conditionnées par un nombre fini d’évènements. Un arbre de décision est ce que

l’on appelle une arborescence, c’est-à-dire un graphe orienté acyclique dans lequel on distingue un nœud

racine (sans parent), les autres nœuds ayant exactement un parent. Un arbre de décision A = (V, E) est

constitué d’un ensemble fini de nœuds V et d’un ensemble fini d’arcs E , l’ensemble V se partitionnant en

trois sous-ensembles :

• VD : chaque nœud de cet ensemble représente un état dans lequel les agents peuvent être amenés

à prendre une décision. Chaque arc sortant d’un tel nœud modélise une décision possible dans cet

état. Ces nœuds sont appelés nœuds de décision et sont représentés graphiquement par un carré.

• VC : chaque nœud de cet ensemble représente un état où ce n’est pas aux agents de prendre

une décision mais la nature. Celle-ci intervient dans le processus de décision sous la forme d’une

variable aléatoire. Plus précisément, les arcs sortant d’un tel nœud correspondent aux événements

possibles et sont étiquetés par leur probabilité sachant toutes les décisions qui ont été prises

précédemment et tous les événements qui se sont déjà produits. Ces nœuds sont appelés nœuds

de chance et sont représentés graphiquement par des ronds.

• VC : cet ensemble correspond aux feuilles de l’arbre et représente l’ensemble des conséquences

possibles pour le problème de décision séquentielle considéré.

Afin de rendre cette définition un peu plus concrète, nous donnons ci-après l’arbre de décision associé

au problème de décision séquentielle présenté dans l’exemple 32 :

Exemple 33. Nous souhaitons construire l’arbre de décision correspondant au problème de décision

séquentielle dans le risque décrit dans l’exemple 32. Dans cette situation, le couple doit dans un premier

temps décider de faire appel à un spécialiste (décision s) ou non (décision s̄), puis décider de cultiver

(décision c) ou non (décision c̄). Notons Rpot la variable aléatoire représentant le résultat obtenu après

une tentative de création de potager ; les éventualités possibles sont un échec (noté E) ou une réussite

(noté R). Par ailleurs, notons Rtest la variable aléatoire représentant la conclusion du spécialiste ; les

éventualités possibles sont notées P et N pour un résultat positif et négatif respectivement. Rappelons

que nous avons les probabilités a priori suivantes :

P (Rpot = R) = 0.7, P (Rpot = E) = 0.3, P (Rtest = P ) = 0.4, P (Rtest = N) = 0.6

Comme le couple doit décider de cultiver ou non son jardin après avoir décider de faire appel ou non au

spécialiste (décision séquentielle), nous avons aussi besoin de connâıtre la distribution de probabilité de

Rpot sachant Rtest. Celle-ci est rappelée ci-dessous :

P (Rpot = R | Rtest = P ) = 0.9, P (Rpot = E | Rtest = P ) = 0.1,

P (Rpot = R | Rtest = N) = 0.2, P (Rpot = E | Rtest = N) = 0.8.

Enfin, pour pouvoir construire l’arbre de décision, il est nécessaire de connâıtre les conséquences qui
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découlent de leurs actions. Rappelons que tenter de mettre en place un potager coûte 100 euros, que sa

réussite dégage un gain de 1000 euros et que le spécialiste demande 200 euros. Ainsi, l’arbre de décision

représentant ce problème de décision séquentielle dans le risque est le suivant :

D1

D2

D3

D4

C1

C2

C3

C4s

s̄

0.4

0.6

c

c̄ 0e

0.7 900e

0.3 −100e

c̄ −200e

c

0.9 700e

0.1 −300e

c

c̄ −200e

700e

−300e

0.2

0.8

Un arbre de décision est généralement représenté de gauche à droite pour rappeler l’aspect séquentiel

du processus décisionnel. Chaque chemin de l’arbre correspond à un déroulement possible des événements.

Décrivons par exemple le chemin du haut : le nœud D1 représente l’état où le couple doit prendre sa

première décision. À ce nœud, il choisit de payer le spécialiste (décision s), ce qui l’amène au niveau du

nœud chance C1 modélisant le résultat du test réalisé par le spécialiste. Comme le test s’avère positif,

alors le couple se retrouve ensuite au niveau du nœud de décision D3. À ce niveau, il s’agit pour le couple

de prendre une décision concernant la création du potager, sachant que le test a réussi. Le couple décide

alors de lancer la création de son potager, ce qui le conduit au nœud de chance C3 modélisant sa réussite

ou son échec. Finalement, dans ce déroulement des événements, le couple parvient à avoir son potager

et dégage un gain de 700 (= 1000− 200− 100) euros.

Dans un arbre de décision, une stratégie consiste à sélectionner une décision possible par nœud

de décision de l’arbre. Autrement dit, chaque ensemble d’arcs contenant exactement un arc sortant par

nœud de décision permet de caractériser une stratégie possible du problème. À titre d’exemple, l’ensemble

d’arcs {(D1, C1), (D2, 0e), (D3, C3), (D4,−200e)} définit une stratégie possible pour l’arbre de l’exemple

33. Remarquons que l’information (D2, 0e) ne semble pas pertinente pour cette stratégie, car le nœud

de décision D2 n’est plus accessible dès lors que la décision (D1, C1) a été prise. Plus généralement,

nous pouvons résumer une stratégie en enlevant tous les arcs associés à des nœuds de décision qui ne

peuvent plus être atteints au vu des décisions qui les précèdent dans le temps ; en particulier, la stratégie

{(D1, C1), (D2, 0e), (D3, C3), (D4,−200e)} se résume à l’ensemble {(D1, C1), (D3, C3), (D4,−200e)}.
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Dans un arbre de décision, nous appellerons sous-arbre tout sous-graphe défini par un nœud de

décision donné et l’ensemble de ses descendants ; la restriction d’une stratégie à un sous-arbre sera quant

à elle appelée sous-stratégie. Par ailleurs, un nœud de décision sera dit accessible en suivant une (sous-

)stratégie si et seulement s’il existe une réalisation des événements telle que cette (sous-)stratégie mène

à un moment donné à ce nœud de décision.

À chaque stratégie possible, nous pouvons associer une loterie simple représentant la distribution de

probabilité sur les conséquences obtenues en suivant la stratégie. Pour construire la loterie simple associée

à une stratégie, nous commençons par élaguer tous les sous-arbres correspondant aux décisions ne faisant

pas partie de la stratégie. Par exemple, pour la stratégie s1 = {(D1, C1), (D3, C3), (D4,−200e)}, nous

obtenons le sous-graphe suivant :

D1

D3

D4

C1

C3

s

0.4

0.6

c
0.9 700e

0.1 −300e

c̄
−200e

Il s’agit ensuite de faire disparâıtre tous les nœuds de décision (ainsi que leur unique arc sortant) puisque

ces derniers n’ont plus aucun impact sur la distribution de probabilité. Pour la stratégie s1, nous obtenons

alors la loterie composée suivante :

C1

C30.4

0.6 −200e

0.9 700e

0.1 −300e

En supposant que les préférences des agents vérifient l’axiome de réduction des loteries composées (cf.

Section 1.3.2), la loterie composée ainsi construite est équivalente à la loterie simple qui associe les mêmes

conséquences avec les mêmes probabilités. La loterie simple correspondant à la stratégie s1 est :

C1

0.36
700e

0.60 −200e
0.04

−300e

Avec l’axiome de réduction des loteries composées, comparer des stratégies dans un arbre de décision

revient à comparer les loteries simples qui leur sont associées. Dans la suite, nous noterons LA l’ensemble

des loteries simples associées à une stratégie possible dans l’arbre de décision A.
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5.1.2 Modélisation des préférences

Considérons un problème de décision collective où un ensemble N = {1, . . . , n} d’agents se retrouve

face à un problème de décision séquentielle dans le risque modélisé sous la forme d’un arbre de décision

noté A = (V, E). Nous faisons ici l’hypothèse que l’ensemble VC des conséquences possibles sont des

valeurs réelles à maximiser (e.g., bénéfices, performances, durées). Par ailleurs, nous supposons que les

différents agents impliqués dans la prise de décision ont leur propre système de valeurs mais qu’ils sont

prêts à coopérer pour maximiser le bien-être social. Dans ce contexte, notre objectif est d’étudier des

approches centralisées pour la prise de décision collective par élicitation incrémentale des préférences.

Les principales questions à traiter concernent alors la gestion de préférences incomplètes au sein du

processus décisionnel ainsi que la génération de questions informatives pour identifier rapidement la

meilleure stratégie pour notre groupe d’agents.

Nous adoptons ici la théorie de l’utilité espérée aussi bien au niveau individuel que collectif (e.g.,

[von Neumann and Morgenstern, 1947]). Plus précisément, au niveau individuel, nous supposons que tous

les agents cherchent à maximiser leur utilité espérée et que leurs préférences sont compatibles avec les

postulats de la théorie de von Neuman et Morgenstern (vNM) ; en particulier, nous faisons l’hypothèse que

les préférences des agents vérifient l’axiome de réduction des loteries composées. Au niveau collectif, nous

adoptons ici le point de vue d’un coordinateur en charge du bien-être social, agissant tel un observateur

impartial guidé par des notions d’intérêt collectif et de justice impartiale, comme considéré dans le cadre

du théorème d’Harsanyi (e.g., [Harsanyi, 1978]). Le théorème d’Harsanyi peut se formuler comme suit :

si les préférences des agents et de l’observateur impartial sont compatibles avec la théorie de vNM et

que les préférences de l’observateur impartial vérifient le principe de Pareto fort 1, alors la fonction

d’utilité de l’observateur impartial est une agrégation linéaire des utilités individuelles avec des poids

strictement positifs. Par ailleurs, lorsque les comparaisons interpersonnelles des utilités sont autorisées

et que les individus doivent être traités de manière équivalente par le système, John C. Harsanyi suggère

d’utiliser des poids égaux et de définir la fonction de bien-être social par w =
∑n

i=1 ui, où les fonctions

ui représentent les utilités individuelles des n agents. Cette justification de la règle utilitaire pure a

été largement discutée et critiquée dans la litérature (e.g., [Sen, 1986, Weymark, 1991]), mais le résultat

initial a été utilement revisité et reformulé dans différents contextes plus généraux (e.g., [Hammond, 1992,

Mongin, 1994, Blackorby et al., 2008, Fleurbaey and Mongin, 2016]). Par exemple, le formalisme multi-

profils considéré dans [Mongin, 1994] étudie les fonctions de bien-être social admettant plusieurs profils

d’utilités (u1, . . . , un) en entrée. Dans ce cadre, une caractérisation équivalente au théorème d’Harsanyi

a été proposée, permettant de déterminer les poids indépendamment des utilités données, et d’obtenir

des poids tous égaux en introduisant une condition d’anonymat (impliquant la symétrie de l’opérateur

d’agrégation). Ce résultat ainsi que d’autres mentionnés ci-dessus améliorent la justification initiale du

critère utilitaire pure pour la prise de décision collective avec des utilités de vNM.

1. Le principe de Pareto fort nécessite que, si tous les agents préfèrent la situation sociale A à la situation sociale B,
avec au moins un de ces agents qui préfère strictement A à B, alors la société (ici l’observateur impartial) doit préférer
strictement A à B.
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En cohérence avec le cadre décrit ci-dessus, nous supposons que les préférences de chaque agent i ∈ N
sont représentables par le modèle EU (pour Expected Utility en anglais) définie par :

EU(`, ui) =
m∑
k=1

pkui(xk)

pour toute loterie ` = (x1, p1; . . . ;xm, pm), où ui : R → R est la fonction d’utilité de vNM de l’agent i.

Plus précisément, la loterie `1 ∈ LA est meilleure que la loterie `2 ∈ LA pour l’agent i si et seulement

si EU(`1, ui) ≥ EU(`2, ui). Par ailleurs, étant donné le profil u = (u1, . . . , un), les préférences sociales

sont caractérisées par l’utilité de vNM w =
∑n

i=1 ui. Les préférences sociales sont donc représentables

par l’utilité sociale espérée EW (pour Expected social Welfare en anglais) définie par :

EW (`, u) = EU(`, w) =
n∑
i=1

EU(`, ui)

pour toute loterie ` ∈ LA. La loterie `1 ∈ LA est meilleure que la loterie `2 ∈ LA pour notre groupe

d’agents si et seulement si EW (`1, w) ≥ EW (`2, w). Par conséquent, dans notre contexte, tout élément

de l’ensemble arg max`∈LA EW (`, w) correspond à une stratégie optimale dans l’arbre de décision A.

Comme EW (`, u) = EU(`, w) par définition, alors les méthodes de résolution conçues pour le modèle

EU peuvent être utilisées dans notre contexte multi-agents. En particulier, lorsque l’utilité de vNM

w =
∑

i∈N ui est connue précisément, une stratégie optimale peut être construite en remontant l’arbre

de décision à partir des feuilles et en réalisant, au niveau de chaque nœud de décision, une sélection fondée

sur le critère EU(·, w). En effet, il est bien connu qu’un tel algorithme, dit par induction arrière, permet

de déterminer (en temps polynomial) une stratégie EU-optimale dans un arbre de décision, car toute

stratégie EU-optimale vérifie le principe d’optimalité suivant : toute sous-stratégie d’une stratégie opti-

male est elle aussi optimale parmi les sous-stratégies possibles dans le même sous-arbre (e.g., [Hammond,

1988]). Par exemple, si la stratégie {(D1, C1), (D3, C3), (D4,−200e)} est EU-optimale dans le problème

de l’exemple 33, alors la sous-stratégie définie par {(D4,−200e)} est forcément EU-optimale dans le

sous-arbre enraciné en D4 et la sous-stratégie définie par {(D3, C3)} est quant à elle nécessairement

EU-optimale dans le sous-arbre enraciné en D3.

Cependant, en pratique, il est difficile pour les agents de fournir directement les utilités permettant de

modéliser précisément leurs préférences. À la place, ces utilités doivent être élicitées au préalable en collec-

tant des informations sur les préférences des agents. Néanmoins, l’élicitation totale des fonctions d’utilité

de vNM nécessite en pratique de poser de nombreuses questions aux agents pour être réalisée de manière

précise. En pratique, nous pouvons uniquement observer quelques informations du type “je préfère `1

à `2”, où `1 et `2 sont deux loteries relativement simples. Dans ces situations, nous devons considérer,

pour chaque agent i ∈ N , l’ensemble Ui de toutes les fonctions croissantes ui : R→ R compatibles avec

l’ensemble Pi des données de préférences disponibles concernant l’agent i. Plus précisément, toute paire

(`1, `2) ∈ Pi, représentant le fait que l’agent i préfère `1 à `2, induit la contrainte EU(`1, ui) ≥ EU(`2, ui)
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sur l’ensemble des fonctions ui admissibles. Dans ce chapitre, nous supposons que les éventuelles informa-

tions disponibles sur les préférences des agents nous permettent de réduire l’ensemble U = U1× . . .×Un
des profils d’utilités u = (u1, . . . , un) admissibles, mais que celles-ci ne sont pas suffisantes pour pouvoir

construire précisément les fonctions d’utilité de vNM des agents. Dans ce contexte, nous nous intéressons

à la prise de décision collective par élicitation incrémentale des préférences.

À titre préliminaire, nous allons commencer par étudier le problème de détermination de toutes les

loteries potentiellement optimales dans l’arbre de décision, c’est-à-dire toutes les loteries ` ∈ LA qui

maximisent EW (`, u) pour au moins un profil d’utilités u = (u1, . . . , un) admissible. Puisque les lo-

teries possibles dans un arbre de décision sont très nombreuses et définies de manière implicite, nous

proposons un algorithme par induction arrière pour la détermination efficace des loteries potentielle-

ment optimales. Soulignons le fait que ce problème s’écarte des études précédentes dans les arbres de

décision qui considèrent le problème de détermination des stratégies potentiellement optimales au sens de

préférences partielles induites par des probabilités imprécises (e.g., [Kikuti et al., 2011]). Dans notre cas,

l’arbre de décision est complètement spécifié et les probabilités sur les événements possibles sont connus

précisément ; l’indétermination provient uniquement de l’imprécision sur les utilités de vNM. Dans un

second temps, nous proposerons une procédure de recherche par élicitation incrémentale permettant de

déterminer une loterie nécessairement optimale en temps polynomial avec un nombre polynomial de

questions dans le pire cas.

5.2 Calcul des solutions potentiellement optimales au sens de l’utilité

sociale espérée

Étant donné un ensemble de profils admissibles U = U1 × . . . × Un et un ensemble de loteries L

quelconque, l’ensemble POU (L) des loteries potentiellement optimales est défini par :

POU (L) =
⋃
u∈U

arg max
`∈L

EW (`, u) (5.1)

Dans cette sous-section, nous nous intéressons au calcul efficace de l’ensemble POU (LA), c’est-à-dire

l’ensemble des loteries potentiellement optimales parmi celles associées à des stratégies dans l’arbre A.

Cet ensemble de loteries peut être construit en utilisant la relation de dominance suivante :

Définition 55 (�U -dominance). Pour tout ensemble de loteries L et toute loterie `0 :

L �U `0 ⇔ ∀u ∈ U,∃` ∈ L, EW (`, u) > EW (`0, u)

Cette relation de dominance vérifie en effet la propriété intéressante suivante :

Proposition 39. Pour tout ensemble de loteries L et toute loterie `0 ∈ L :

`0 ∈ POU (L) ⇔ ∀L′ ⊆ L,¬(L′ �U `0)

où ¬ représente l’opérateur de négation logique.
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Démonstration. (⇒) Soit `0 ∈ POU (L). Supposons qu’il existe un ensemble de loteries L′ ⊆ L tel que

nous ayons L′ �U `0. Par définition de la�U -dominance (cf. définition 55), pour tout profil u ∈ U , il existe

une loterie ` ∈ L′ telle que EW (`, u) > EW (`0, u). Comme l’inclusion L′ ⊆ L est vraie par hypothèse,

alors pour tout profil admissible u ∈ U , nous avons `0 6∈ arg max`∈LEW (`, u). En utilisant l’équation

(5.1) définissant POU (L), nous en déduisons que la loterie `0 ne peut pas appartenir à l’ensemble POU (L),

ce qui contredit notre hypothèse de départ.

(⇐) Soit `0 ∈ L une loterie telle que ¬(L′ �U `0) pour tout ensemble de loteries L′ ⊆ L. En

particulier, nous avons ¬(L �U `0). Par définition de la �U -dominance, nous en déduisons qu’il existe

un profil admissible u ∈ U tel que EW (`, u) ≤ EW (`0, u) pour toute loterie ` ∈ L. Par conséquent, nous

avons forcément `0 ∈ POU (L) par définition de POU (L) (cf. équation (5.1)).

Cette proposition nous donne une autre caractérisation de l’ensemble des loteries potentiellement

optimales dans l’arbre. Plus précisément, POU (LA) est l’ensemble des loteries non �U -dominées dans LA.

Signalons que, dans la littérature, il existe des travaux sur la détermination des solutions non dominées

sur domaine combinatoire, pour des relations binaires quasi-transitives représentant des préférences (e.g.,

[Perny and Spanjaard, 2005]). Nos travaux se distinguent de ces derniers en considérant une relation de

dominance qui est fondée sur des préférences imprécises et qui utilise des ensembles de loteries pour

dominer une seule loterie.

Pour déterminer l’ensemble POU (LA), nous introduisons maintenant un algorithme par induction

arrière avec des sélections fondées sur la �U -dominance. Pour simplifier la présentation, nous supposons

sans perte de généralité que la racine de l’arbre A est un nœud de décision et que les nœuds de décision

sont indexés suivant un ordre topologique : s’il existe un chemin dans A partant du nœud Dk ∈ VD et

arrivant au nœud Dl ∈ VD, alors nous avons forcément k < l. En commençant par le dernier nœud de

décision dans l’ordre topologique, il s’agit de faire remonter dans l’arbre uniquement les loteries non �U -

dominées en chaque nœud de décision, jusqu’à atteindre la racine de l’arbre. Cette idée est implémentée

dans l’algorithme 9. Dans cet algorithme, chaque nœud de décision Dk garde un ensemble Lk de loteries

associées à des sous-stratégies du sous-arbre enraciné en Dk. Cet ensemble, stocké dans l’attribut nommé

loteries, est calculé en examinant tous les enfants A du nœud Dk dans l’arbre A :

• Si A est un nœud de décision, alors toutes les loteries qui ont été stockées dans A (durant une

itération antérieure) sont ajoutées à l’ensemble Lk.

• Si le nœud A est une feuille de l’arbre, alors la loterie (A, 1) associant la conséquence A avec une

probabilité de 1 est ajoutée à l’ensemble Lk.

• Si A est un nœud chance, alors toutes les combinaisons de loteries stockées dans les descendants de

A doivent être insérées dans l’ensemble Lk. Ces combinaisons sont calculées à l’aide de l’algorithme

récursif nommé Combinaison, à partir de l’appel initial Combinaison(A,A), où p(A,Al) représente

la probabilité associée à l’arc (A,Al) de l’arbre A.

Finalement, seuls les éléments non �U -dominés dans l’ensemble Lk sont stockés dans l’attribut loteries

du nœud de décision Dk.
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Algorithm 9: Induction arrière

Input: A = (V, E) : un arbre de décision ; U = U1 × . . .× Un : un ensemble de profils admissibles
Output: L’ensemble POU (LA)

1 for k = |VD|, . . . , 1 do
2 Lk ← ∅
3 forall (Dk, A) ∈ E do
4 if A ∈ VD then
5 Lk ← Lk ∪A.loteries
6 else if A ∈ VC then
7 Lk ← Lk ∪ Combinaison(A,A)
8 else

/* cas où A est une feuille de l’arbre */

9 `← (A, 1)
10 Lk ← Lk ∪ {`}
11 end

12 end
13 Dk.loteries← {` ∈ Lk : ∀L ⊆ Lk,¬(L �U `)}
14 end
15 return D1.loteries

Algorithm 10: Combinaison

Input: A : un nœud chance ; A : un arbre de décision contenant A
Output: L’ensemble des loteries obtenu en combinant toutes les loteries stockées dans les nœuds

enfants du nœud A.
1 Soient A1, . . . Am les m enfants du nœud A dans A
2 for l = 1, . . . ,m do
3 if Al ∈ VD then
4 L′l ← Al.loteries
5 else if Al ∈ VC then
6 L′l ← Combinaison(Al)
7 else

/* cas où Al est une feuille de l’arbre */

8 `← (Al, 1)
9 L′l ← {`}

10 end

11 end
12 L← ∅
13 forall (`1, . . . , `m) ∈ L′1 × . . .× L′m do
14 L← L ∪ {

∑m
l=1 p(A,Al)`l}

15 end
16 return L
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Les propositions suivantes vont nous permettre de montrer que notre algorithme de recherche par

induction arrière est valide.

Proposition 40 (Indépendance). Pour tout ensemble de loteries L et toute loterie `0 :

L �U `0 ⇒ {λ`+ (1− λ)`′ : ` ∈ L} �U λ`0 + (1− λ)`′

pour toute loterie `′ et tout nombre réel λ ∈]0, 1[.

Démonstration. Notons �u la relation de préférence sociale définie par `1 �u `2 si et seulement si

EW (`, u) > EW (`2, u). Soient L et `0 tels que L �U `0. Considérons par ailleurs une loterie `′ et une

valeur réelle λ ∈]0, 1[ quelconques. Comme nous avons L �U `0, alors pour tout profil u ∈ U , il existe

une loterie ` ∈ L telle que ` �u `0 (par définition de la �U -dominance). Puisque que la relation de

préférence sociale �u respecte la théorie de vNM, alors nous avons λ` + (1 − λ)`′ �u λ`0 + (1 − λ)`′

d’après l’axiome d’indépendance de la théorie de vNM (cf. Section 1.3.2). Par conséquent, nous avons

EW (λ`+ (1−λ)`′, u) > EW (λ`0 + (1−λ)`′, u) par définition de la relation �u. En utilisant la définition

de la �U -dominance (cf. définition 55), nous en déduisons {λ`+ (1−λ)`′ : ` ∈ L} �U λ`0 + (1−λ)`′.

Notons Lk l’ensemble des loteries associées à une sous-stratégie enracinée en Dk. Nous avons alors le

résultat suivant :

Proposition 41. Soient deux nœuds Dk, Dl ∈ VD tels que Dl est un descendant de Dk dans A. Soit `k

la loterie associée à une sous-stratégie s enracinée en Dk. Soit `l la loterie associée à la sous-stratégie

de s enracinée en Dl. Si `l est �U -dominée dans Ll alors `k est �U -dominée dans Lk.

Démonstration. Comme `l est �U -dominée dans Ll, alors il existe L ⊆ Ll tel que L �U `l. Montrons

alors que la loterie `k est forcément �U -dominée dans Lk. Puisque le nœud Dl est un descendant du

nœud Dk dans l’arbre A, alors il existe une unique chemin partant du nœud Dk et menant au nœud Dl.

Soient (A1, . . . , Am) la séquence de nœuds rencontrés le long de ce chemin, en particulier, nous avons

A1 = Dk et Am = Dl. Deux cas peuvent alors se produire :

• Cas où Aj ∈ VD pour tout j ∈ {1, . . . ,m} : dans ce cas, nous avons nécessairement `k = `l ainsi

que L ⊆ Lk. Par conséquent, en utilisant les hypothèses, nous en déduisons L �U `k et donc la

loterie `k est �U -dominée dans Lk.
• Cas où Aj ∈ VC pour au moins un indice j ∈ {1, . . . ,m} : dans ce cas, la loterie `k est forcément

de la forme `k = λ`l + (1− λ)`′ où :

λ =
∏

j:Aj∈VC

p(Aj , Aj+1)

p(Aj , Aj+1) représentant la probabilité étiquetée sur l’arc (Aj , Aj+1). En utilisant la propriété

d’indépendance (cf. proposition 40), nous déduisons ensuite L′ �U `k de notre hypothèse L �U `l,
où L′ = {λ` + (1 − λ)`′ : ` ∈ L}. Comme L′ ⊆ Lk, alors nous en déduisons que la loterie `k est

�U -dominée dans Lk.
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Proposition 42 (Transitivité). Pour tous ensembles de loteries L,L′ et pour toutes loteries `0, `1 :

L′ �U `1 et L ∪ {`1} �U `0 ⇒ L ∪ L′ �U `0

Démonstration. Soient L,L′, `0, `1 tels que L′ �U `1 et L ∪ {`1} �U `0. Nous voulons montrer que nous

avons forcément L∪L′ �U `0. Pour y parvenir, il suffit de prouver que pour tout profil admissible u ∈ U ,

il existe une loterie ` ∈ L∪L′ telle que EW (`, u) > EW (`0, u) (par définition de la �U -dominance). Soit

u ∈ U un profil d’utilités admissible quelconque. Puisque L ∪ {`1} �U `0 par hypothèse, alors il existe

une loterie ` ∈ L ∪ {`1} telle que EW (`, u) > EW (`0, u) (par définition de la �U -dominance). Deux cas

sont alors possibles : soit ` ∈ L soit ` = `1. Dans le premier cas, le résultat est directement établi puisque

la loterie ` appartient trivialement à l’ensemble L ∪ L′. Supposons maintenant que ` = `1. Dans ce cas,

puisque L′ �U `1 par hypothèse, alors il existe une loterie `′ ∈ L′ telle que EW (`′, u) > EW (`1, u) (encore

par définition de la �U -dominance). Par conséquent, nous obtenons EW (`′, u) > EW (`1, u) > EW (`0, u)

par transitivité des inégalités. Comme `′ ∈ L′ par définition, alors nous avons à la fois `′ ∈ L ∪ L′ et

EW (`′, u) > EW (`0, u), ce qui nous permet de conclure la preuve.

Proposition 43. Pour tout ensemble de loteries L :

∀`0 ∈ L, `0 6∈ POU (L) ⇒ POU (L) �U `0

Démonstration. Soit `0 6∈ POU (L). Supposons que ¬(POU (L) �U `0). Dans ce cas, il existe un profil

d’utilités admissible u ∈ U tel que EW (`, u) ≤ EW (`0, u) pour toute loterie ` ∈ POU (L) (par définition

de la �U -dominance). D’après l’équation (5.1) définissant POU (L), nous en déduisons que l’inégalité

EW (`, u) ≤ EW (`0, u) est vraie pour toute loterie ` ∈ L. Ceci implique `0 ∈ POU (L) par définition de

POU (L) (cf. équation (5.1)), ce qui contredit notre hypothèse de départ.

Proposition 44. Pour tous ensembles de loteries L,L′ :

POU (L) ⊆ L′ ⊆ L ⇒ POU (L′) ⊆ POU (L)

Démonstration. Soient deux ensembles de loteries L,L′ quelconques. Supposons que les inclusions sui-

vantes sont vérifiées : POU (L) ⊆ L′ ⊆ L. Soit `′ ∈ POU (L′). Nous voulons montrer que nous avons

forcément `′ ∈ POU (L). Soulignons que la loterie `′ appartient bien à L car nous avons POU (L′) ⊆ L′ ⊆ L
par hypothèse. Ainsi, pour montrer que `′ ∈ POU (L), il suffit de démontrer que ¬(L′′ �U `′) pour tout

ensemble de loteries L′′ ⊆ L (cf. proposition 39). Montrons ce résultat par contraction en supposant qu’il

existe un ensemble de loteries L0 ⊆ L tel que L0 �U `′.
Puisque `′ ∈ POU (L′) par définition, alors nous avons ¬(L′′ �U `′) pour tout ensemble de loteries

L′′ ⊆ L′ (cf. proposition 39). Comme nous avons aussi POU (L) ⊆ L′ par hypothèse, alors nous avons

¬(L′′ �U `′) pour tout ensemble de loteries L′′ ⊆ POU (L). Par conséquent, puisque L0 ⊆ L et L0 �U `′,
alors il existe forcément une loterie `0 ∈ L0 telle que `0 6∈ POU (L). En utilisant la proposition 43, nous en

déduisons que POU (L) �U `0 est forcément vrai. Comme par ailleurs nous avons L0 �U `′ par hypothèse,

alors nous obtenons POU (L) ∪ L0\{`0} �U `′ par transitivité de la �U -dominance (cf. proposition 42).

Soit L1 = POU (L) ∪ L0\{`0}. Remarquons que par définition nous avons POU (L) ⊆ L1. S’il existe une
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loterie `1 ∈ L1 telle que `1 6∈ POU (L), alors avec un raisonnement similaire nous pouvons montrer que

L2 �U `′, où L2 = POU (L)∪L1\{`1}. En itérant ce raisonnement, nous pouvons construire une séquence

embôıtée L1 ⊃ . . . ⊃ Lk = POU (L) telle que Lj �U `′ pour tout j ∈ {1, . . . , k} ; en particulier, nous

avons POU (L) �U `′. Comme POU (L) ⊆ L′ par hypothèse, alors nous en déduisons que `′ 6∈ POU (L′).

Cependant, ce dernier fait contredit nos hypothèses car nous `′ ∈ POU (L′) par définition.

Proposition 45. L’algorithme 9 retourne exactement l’ensemble POU (LA).

Démonstration. Soit LS l’ensemble de loteries en sortie de l’algorithme. Nous allons montrer que nous

avons à la fois POU (LA) ⊆ LS et LS ⊆ POU (LA).

• POU (LA) ⊆ LS : en utilisant la proposition 41, nous déduisons que seules des sous-stratégies

conduisant à des stratégies �U -dominées dans LA sont supprimées durant la résolution (en ligne

13). Puisque POU (LA) est exactement l’ensemble des loteries non �U -dominées dans LA (d’après

la proposition 39), alors nous avons bien POU (LA) ⊆ LS .

• LS ⊆ POU (LA) : cette inclusion découle de la proposition 44 en prenant L = LA et L′ = LS .

En effet, nous venons de montrer que l’inclusion POU (LA) ⊆ LS est vraie et, par ailleurs, nous

avons LS ⊆ LA. En appliquant la proposition 44, nous obtenons POU (LS) ⊆ POU (LA). Comme

en plus nous avons POU (LS) = LS (d’après la ligne 13, appliquée au nœud racine), alors nous en

déduisons LS ⊆ POU (LA).

Ainsi, nous avons bien LS = POU (LA).

Pour pouvoir mettre en œuvre cet algorithme, il est nécessaire de pouvoir réaliser l’étape de sélection

des loteries en chaque nœud de décision Dk de manière efficace (cf. ligne 13). Pour toute loterie ` ∈ Lk,
s’il existe L ⊆ Lk tel que L �U `, alors nous avons forcément Lk �U `. Par conséquent, pour savoir si

une loterie ` ∈ Lk doit être éliminée ou non, il suffit de tester si Lk �U ` est vraie ou non ; ainsi, il n’est

pas nécessaire d’énumérer tous les ensembles L ⊆ Lk pour pouvoir prendre cette décision. Par ailleurs,

nous avons l’équivalence suivante :

Lk �U ` ⇔ min
u∈U

max
`′∈Lk

{EW (`′, u)− EW (`, u)} > 0

Ce résultat, qui découle directement de la définition 55, nous permet de tester si Lk �U ` est vraie ou

non en résolvant le problème d’optimisation suivant :

min t (5.2)

s.c. t ≥ EW (`′, u)− EW (`, u), ∀`′ ∈ Lk (5.3)

EU(`1, ui)− EU(`2, ui) ≥ 0, ∀i ∈ N, ∀(`1, `2) ∈ Pi (5.4)

ui(x) ≤ ui(y), ∀i ∈ N, ∀x, y ∈ R : x ≤ y (5.5)

ui(x) ∈ R, ∀i ∈ N, ∀x ∈ R (5.6)

t ∈ R (5.7)
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Dans ce problème d’optimisation, l’équation (5.3) est une linéarisation classique de l’opération de maxi-

misation, l’équation (5.4) oblige la fonction d’utilité ui, i ∈ N, à être compatible avec les données de

préférences disponibles (stockées dans l’ensemble Pi) et l’équation (5.5) garantie que la fonction ui est

croissante pour chaque agent i ∈ N . Notons que les variables de ce problème sont les fonctions d’uti-

lité ui, i ∈ N (plus la variable t représentant le résultat de la maximisation). Dans la sous-section 5.4,

nous proposerons une représentation des fonctions d’utilité ui, i ∈ N, utilisant un ensemble fini de va-

riables réelles, ce qui nous permettra de résoudre ce problème d’optimisation par programmation linéaire.

L’exemple suivant présente une exécution de notre algorithme sur un problème simple :

Exemple 34. Considérons une situation de décision séquentielle admettant la représentation suivante :

D1

C1

C2

D2

D3
haut

bas D4

D5

0.85

0.15

0.5

0.5

C3

C4

16

5

3

19

0.45

0.55
0.05

0.95

haut

bas

C5

C6

2

9

18

9

0.15

0.85
0.65

0.35

haut

bas

C7

C8

haut

bas
6

12

6

13

0.5

0.5
0.75

0.25

C9

C10

haut

bas
16

13

19

13

0.05

0.95
0.9

0.1

Pour simplifier l’exemple, nous considérons que ce problème de décision séquentielle implique un seul

agent que nous appelons décideur. Supposons que le système ne possède aucune information sur les

préférences du décideur. Dans ce cas, l’ensemble U est composé de toutes les fonctions u : R → R
croissantes. Cet arbre de décision contient exactement 8 stratégies possibles conduisant à 8 loteries

distinctes. Il s’agit pour nous de déterminer celles qui sont potentiellement optimales. Pour ce faire,

nous déroulons maintenant l’algorithme 9.

Durant la première itération, c’est le nœud D5 qui est traité par l’algorithme. L’ensemble L5 est

constitué des loteries (13, 0.1; 19, 0.9) et (13, 0.95; 16, 0.05) associées respectivement aux sous-stratégies

{(D5, C9)} et {(D5, C10)}. Comme L5 �U (13, 0.95; 16, 0.05), alors la sous-stratégie {(D5, C10)} est

éliminée au niveau du nœud D5 (cf. ligne 13). Puisque nous avons ¬(L5 �U (13, 0.1; 19, 0.9)), alors

nous avons L5.loteries = {(13, 0.1; 19, 0.9)} à la fin de cette itération (cf. ligne 13).
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Durant la deuxième itération, c’est le nœud D4 qui est considéré par l’algorithme. L’ensemble L4

est composé des loteries (6, 0.75; 13, 0.25) et (6, 0.5; 12, 0.5) associées respectivement aux sous-stratégies

{(D4, C7)} et {(D4, C8)}. Au niveau de ce nœud, la sous-stratégie {(D4, C8)} est éliminée car nous avons

L4 �U (6, 0.5; 12, 0.5) (cf. ligne 13). En revanche, la sous-stratégie {(D4, C7)} n’est pas supprimée car

nous avons ¬(L4 �U (6, 0.75; 13, 0.25)). Par conséquent, nous avons L4.loteries = {(6, 0.75; 13, 0.25)}.

Durant la troisième itération, l’algorithme s’occupe du nœud D3. L’ensemble L3 est constitué des

loteries (2, 0.15; 9, 0.85) et (9, 0.35; 18, 0.65) associées respectivement aux sous-stratégies {(D3, C5)} et

{(D3, C6)}. Dans ce nœud, la sous-stratégie {(D3, C5)} est éliminée car nous avons L3 �U (2, 0.15; 9, 0.85)

(cf. ligne 13). Par ailleurs, comme nous avons ¬(L3 �U (9, 0.35; 18, 0.65)), alors la sous-stratégie

{(D3, C65)} n’est pas supprimée. Finalement, nous avons L3.loteries = {(9, 0.35; 18, 0.65)}.

Durant la quatrième itération, c’est le nœud D2 qui est examiné par l’algorithme. L’ensemble L2 est

composé des loteries (5, 0.55; 16, 0.45) et (3, 0.05; 19, 0.95) associées respectivement aux sous-stratégies

{(D2, C3)} et {(D2, C4)}. Comme nous avons ¬(L2 �U (5, 0.55; 16, 0.45)) et ¬(L2 �U (3, 0.05; 19, 0.95)),

alors aucune sous-stratégie n’est éliminée en ce nœud et par conséquent nous avons D2.loteries =

{(5, 0.55; 16, 0.45), (3, 0.05; 19, 0.95)}.

À la dernière itération, notre algorithme se concentre sur le nœud D1 (la racine de l’arbre). L’ensemble

L1 est constitué des trois loteries suivantes :

• `1 =(5, 0.4675; 9, 0.0525; 16, 0.3825; 18, 0.0975) associée à la stratégie {(D1, C1), (D2, C3), (D3, C6)},
• `2 =(3, 0.0425; 9, 0.0525; 18, 0.0975; 19, 0.8075) associée à la stratégie {(D1, C1), (D2, C4), (D3, C6)},
• `3 =(6, 0.375; 13, 0.175; 19, 0.45) associée à la stratégie {(D1, C2), (D4, C7), (D5, C9)}.

Au niveau du nœud D1, aucune stratégie n’est supprimée car nous avons ¬(L1 �U `1), ¬(L1 �U `2)

et ¬(L1 �U `3) (cf. ligne 13). Ainsi, nous avons L1.loteries = {`1, `2, `3}. Finalement, l’algorithme 9

se termine en retournant l’ensemble de loteries {`1, `2, `3} (cf. ligne 15) qui est composé de toutes les

loteries potentiellement optimales du problème.

L’algorithme 9 repose sur les bonnes propriétés de la relation �U qui permettent de construire effica-

cement les loteries potentiellement optimales dans un arbre de décision par programmation dynamique.

Cependant, lorsque l’ensemble U des profils admissibles n’est pas suffisamment discriminant, l’ensemble

POU (LA) des loteries potentiellement optimales peut être très grand. En particulier, cet ensemble peut

inclure Θ(22p) éléments pour des arbres de décision binaires parfaits de profondeur p (e.g., [Jeantet,

2010]). Pour de telles instances, l’algorithme 9 retourne un ensemble de loteries de taille exponentielle

en le nombre de nœuds de l’arbre, ce qui ne permet pas de formuler une recommandation aux agents.

Ceci nous motive à proposer dans la section suivante un algorithme pour la détermination d’une loterie

nécessairement optimale par élicitation incrémentale des préférences.
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5.3 Un algorithme interactif par induction arrière pour déterminer

une solution optimale au sens de l’utilité sociale espérée

Dans la section précédente, nous avons proposé un algorithme pour la détermination de l’ensemble

POU (LA) des loteries potentiellement optimales dans l’arbre A (cf. algorithme 9). Lorsque les agents

sont prêts à répondre à nos questions, nous pouvons envisager de les interroger sur leurs préférences

individuelles afin de réduire suffisamment l’ensemble U de manière à détecter une loterie nécessairement

optimale : la loterie ` ∈ LA est dite nécessairement optimale si et seulement si EW (`, u) ≥ EW (`′, u)

pour toute loterie `′ ∈ LA et tout profil admissible u ∈ U . Notons toutefois que l’ensemble LS retourné

par l’algorithme 9 contient forcément une loterie nécessairement optimale quand il existe une loterie

` ∈ LS telle que EW (`, u) ≥ EW (`′, u) pour toute loterie `′ ∈ LS et tout profil admissible u ∈ U .

En effet, par définition de POU (LA), nous en déduisons que l’inégalité EW (`, u) ≥ EW (`′, u) est vraie

pour toute loterie `′ ∈ LA et tout profil admissible u ∈ U , ce qui signifie que ` est nécessairement

optimale. Ainsi, si l’ensemble LS contient une telle loterie `, alors il est inutile de poser des questions aux

agents : cette loterie peut être recommandée aux agents sans craindre de regretter cette décision plus

tard. Dans le cas contraire, nous pouvons envisager de poser des questions aux agents après l’exécution

de l’algorithme LS pour réduire progressivement l’ensemble U de manière à faire apparâıtre une loterie

nécessairement optimale. Néanmoins, cette approche ne serait pas très efficace en pratique dans les

situations où l’ensemble POU (LA) contient un grand nombre d’éléments. C’est pourquoi nous proposons

une nouvelle fois de mêler la recherche et l’élicitation incrémentale des préférences pour limiter à la fois

les temps de résolution et le nombre de questions posées aux agents.

Afin de collecter des informations sur les préférences des agents, nous adoptons l’approche d’élicitation

incrémentale fondée sur le critère Minimax Regret (cf. Section 1.4.2). Dans notre contexte, les notions

de pairwise max regret (PMR), de max regret (MR) et de minimax regret (mMR) sont définies par :

PMR(`, `′, U) = max
u∈U

{
EW (`′, u)− EW (`, u)

}
MR(`,LA, U) = max

`′∈LA
PMR(`, `′, U)

mMR(LA, U) = min
`∈LA

MR(`,LA, U)

Par définition, la valeur mMR(LA, U) représente la plus grande perte que nous pouvons induire en

recommandant une loterie ` qui minimise la valeur MR(`,LA, U). En particulier, si mMR(LA, U) = 0,

alors toutes les loteries de l’ensemble arg min`∈LA MR(`,LA, U) sont nécessairement optimales. Cette

observation nous suggère de poser des questions aux agents tant que l’inégalité mMR(LA, U) > δ est

vraie, où δ ≥ 0 est un seuil de tolérance que les agents estiment acceptable. Idéalement, nous aimerions

nous renseigner auprès des agents tant que la valeur mMR(LA, U) est strictement positive pour pouvoir

identifier une loterie nécessairement optimale. Cependant, pour limiter le nombre de questions posées, il

est préférable de considérer un seuil δ strictement positif représentant la perte maximale admissible.

Nous proposons maintenant un algorithme de recherche par élicitation incrémentale permettant de

déterminer une loterie ` ∈ LA telle que MR(`,LA, Uf ) ≤ δ, où Uf représente l’ensemble des profils
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d’utilités admissibles à la fin de l’exécution de l’algorithme. Notre algorithme par induction arrière pose

des questions aux agents durant la résolution dans le but de discriminer entre les loteries stockées en

chaque nœud de décision Dk (cf. algorithme 11). Plus précisément, nous engendrons des questions tant

que mMR(Lk, U) > δ/d, où d représente le plus grand nombre de nœuds de décision dans un chemin

de la racine à une feuille de l’arbre A. Contrairement à l’algorithme 9, une seule loterie est finalement

stockée dans l’attribut loteries du nœud de décision Dk : cette loterie est choisie arbitrairement parmi

les loteries ` qui minimisent la valeur MR(`, Lk, U) (cf. lignes 20-21). Imposer mMR(Lk, U) ≤ δ/d au

lieu de mMR(Lk, U) ≤ δ permet de garantir que le regret reste inférieur au seuil δ suite à la propagation

des erreurs commises en chaque nœud de décision.

Algorithm 11: Induction arrière interactive

Input: A = (V, E) : un arbre de décision ; U = U1 × . . .× Un : un ensemble de profils admissibles
Output: Une loterie nécessairement optimale

1 for k = |VD|, . . . , 1 do
2 Lk ← ∅
3 forall (Dk, A) ∈ E do
4 if A ∈ VD then
5 Lk ← Lk ∪A.loteries
6 else if A ∈ VC then
7 Lk ← Lk ∪ Combinaison(A,A)
8 else

/* cas où A est une feuille de l’arbre */

9 `← (A, 1)
10 Lk ← Lk ∪ {`}
11 end

12 end
13 Lk ← {` ∈ Lk : ∀L ⊆ Lk,¬(L �U `)}
14 while mMR(Lk, U) > δ/d do
15 (x, i)← Choisir(

⋃
`∈Lk S(`), N)

16 λ← (maxui∈Ui ui(x) + minui∈Ui ui(x))/2

17 Demander à l’agent i de comparer les loteries `x et `λ

18 Mettre à jour l’ensemble Ui en fonction de sa réponse

19 end
20 Sélectionner une loterie ` dans l’ensemble arg min`′∈Lk MR(`′, Lk, U) ;
21 Dk.lotteries← {`} ;

22 end
23 return D1.loteries

Pour réduire la valeur mMR(Lk, U), nous pourrions envisager de demander aux agents de comparer

des loteries de l’ensemble Lk, comme dans la stratégie CSS (présentée en Section 1.4.2). Cependant,

les loteries associées à des sous-stratégies dans un arbre de décision sont des objets complexes avec

plusieurs conséquences, ce qui rend toute comparaison directe cognitivement difficile. Nous proposons

à la place de demander aux agents de comparer des loteries certaines de type `x = (x, 1) avec des
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loteries de type `λ = (x>, λ;x⊥, 1 − λ), où x> et x⊥ représentent respectivement la meilleure et la pire

conséquence possible (cf. ligne 17). Soulignons le fait que demander de comparer des loteries certaines

à des loteries de type `λ fait partie des questions standards dans la littérature sur l’aide à la décision

[Keeney and Raiffa, 1976] ; ce type de questions a d’ailleurs été utilisé plus récemment dans de nombreux

travaux (e.g., [Chajewska and Koller, 2000, Boutilier, 2002, Wang and Boutilier, 2003, Boutilier et al.,

2006, Braziunas and Boutilier, 2007, 2010]).

Pour faciliter l’élicitation, nous pouvons imposer ui(x
⊥) = 0 et ui(x

>) = 1 pour tout agent i ∈ N
puisque les utilités de vNM sont uniques à une transformation affine strictement croissante près. En

procédant ainsi, nous obtenons EU(`λ, ui) = λui(x
>) + (1 − λ)ui(x

⊥) = λ pour tout λ ∈ [0, 1]. Par

ailleurs, nous avons EU(`x, ui) = ui(x) pour toute conséquence x ∈ VC . Par conséquent, si l’agent i

préfère la loterie `x à la loterie `λ, alors nous devons restreindre l’ensemble Ui aux fonctions ui vérifiant

la contrainte ui(x) ≥ λ ; pour la préférence inverse, c’est la contrainte ui(x) ≤ λ qui doit être imposée.

Ceci montre que nous devons choisir λ = (maxui∈Ui ui(x) + minui∈Ui ui(x))/2 pour réduire l’incertitude

sur la valeur ui(x) le plus possible dans le pire scénario de réponse (cf. ligne 16). À chaque itération, la

procédure Choisir sélectionne une conséquence x et un agent i pour lui demander de comparer les loteries

`x et `λ (cf. ligne 15). Dans le but de réduire le plus possible la valeur mMR(Lk, U), cette procédure choisit

une conséquence x ∈
⋃
`∈Lk S(`) et un agent i ∈ N tels que la valeur maxui∈Ui ui(x) − minui∈Ui ui(x)

est la plus grande possible, où S(`) est l’ensemble des conséquences possibles {x1, . . . , xm} de la loterie

` = (x1, p1; . . . ;xm, pm) ; l’ensemble S(`) est souvent appelé le support de la loterie `.

Pour pouvoir utiliser cette procédure, il est nécessaire de pouvoir calculer efficacement la valeur

mMR(Lk, U) à chaque itération. Par définition, cette quantité peut être obtenue en calculant préalablement

la valeur PMR(`, `′, U) pour chaque paire de loteries (`, `′) ∈ L2
k. Il s’agit alors de proposer une méthode

efficace pour le calcul de la quantité PMR(`, `′, U) pour une paire de loteries (`, `′) ∈ L2
k quelconque.

Cette dernière quantité correspond à la valeur optimale du problème d’optimisation suivant :

max EW (`′, u)− EW (`, u) (5.8)

s.c. EU(`1, ui)− EU(`2, ui) ≥ 0, ∀i ∈ N, ∀(`1, `2) ∈ Pi (5.9)

ui(x) ≤ ui(y), ∀i ∈ N, ∀x, y ∈ R : x ≤ y (5.10)

ui(x) ∈ R, ∀i ∈ N, ∀x ∈ R (5.11)

Dans ce programme, il convient d’ajouter les conditions ui(x
⊥) = 0 et ui(x

>) = 1 pour que les

contraintes de l’équation (5.9) associées aux réponses des agents s’écrivent bien sous la forme “ui(x) ≥ λ”

ou “ui(x) ≤ λ”. Soulignons que, dans ce programme, les variables sont les fonctions d’utilité ui, i ∈ N .

Dans la section suivante, nous montrerons comment ces fonctions d’utilité peuvent être représentées de

manière compacte pour que ce problème d’optimisation se formule comme un programme linéaire pouvant

être résolu en temps polynomial. Mais avant cela, nous nous intéressons aux garanties de performance

de notre procédure interactive, en supposant que ces calculs peuvent être effectués en temps polynomial.



Chapitre 5. Méthodes pour la décision dans le risque sur domaine combinatoire 231

Proposition 46. Pour tout ensemble U de profils d’utilités admissibles et tout ensemble L de loteries :[
∀i ∈ N, ∀x ∈

⋃
`∈L

S(`), max
ui∈Ui

ui(x)− min
ui∈Ui

ui(x) ≤ δ/(2nd)
]
⇒ mMR(L,U) ≤ δ/d

Démonstration. Notons u∗ le profil d’utilité (u∗1, . . . , u
∗
n), où u∗i représente la véritable fonction d’utilité

de vNM de l’agent i. Soit ` = (x1, p1; . . . ;xm; pm) une loterie de l’ensemble arg max`′∈LEW (`′, u∗). Notre

objectif est de montrer que nous avons MR(`, L, U) ≤ δ/d. Pour toute loterie `′ = (x′1, p
′
1; . . . ;x′l; p

′
l) ∈ L :

PMR(`, `′, U) + EW (`, u∗)− EW (`′, u∗)

= max
u∈U

{ l∑
k=1

( n∑
i=1

ui(x
′
k)
)
p′k −

m∑
k=1

( n∑
i=1

(ui(xk)
)
pk

}
+

m∑
k=1

( n∑
i=1

u∗i (xk)
)
pk −

l∑
k=1

( n∑
i=1

u∗i (x
′
k)
)
p′k

= max
u∈U

{ l∑
k=1

( n∑
i=1

(ui(x
′
k)− u∗i (x′k))

)
p′k −

m∑
k=1

( n∑
i=1

(ui(xk)− u∗i (xk))
)
pk

}
≤

l∑
k=1

(
n× δ

2nd
× p′k

)
−

m∑
k=1

(
n× (− δ

2nd
)× pk

)
=

δ

2d

( l∑
k=1

p′k +
m∑
k=1

pk

)
=

δ

2d
× 2

=
δ

d

Ainsi, nous avons PMR(`, `′, U) + EW (`, u∗)− EW (`′, u∗) ≤ δ/d. Comme EW (`, u∗)− EW (`′, u∗) ≥ 0

par définition de la loterie `, alors nous en déduisons PMR(`, `′, U) ≤ δ/d et donc MR(`, L, U) ≤ δ/d.

Proposition 47. L’algorithme 11 a une complexité temporelle en O(poly(n, |V|, 1/δ)) et pose seulement

O(poly(n, |V|, 1/δ)) questions dans le pire cas, où n est le nombre d’agents, |V| est le nombre de nœuds

de l’arbre de décision et δ > 0 est le seuil de tolérance.

Démonstration. Concernant le nombre de questions : Initialement, puisque ui ∈ Ui est une fonction

croissante pour tout i ∈ N , alors nous avons maxui∈Ui ui(x)−minui∈Ui ui(x) ≤ ui(x>)−ui(x⊥) = 1 pour

toute conséquence x ∈ VC . Notre procédure pose des questions au niveau de chaque nœud Dk tel que

mMR(Lk, U) > δ/d. À chaque itération, la procédure Choisir sélectionne une conséquence x ∈
⋃
`∈Lk S(`)

et un agent i ∈ N tels que la valeur maxui∈Ui ui(x)−minui∈Ui ui(x) est la plus grande possible. Comme

nous avons mMR(Lk, U) > δ/d, alors nous avons forcément maxui∈Ui ui(x) − minui∈Ui ui(x) > δ/2nd

(d’après la proposition 46). La question posée en ligne 17 permet alors de diviser par deux la valeur

maxui∈Ui ui(x) − minui∈Ui ui(x). Par conséquent, pour chaque conséquence x ∈ VC , notre algorithme

a besoin de poser au plus dlog2(2nd/δ)e questions par agent pour que la quantité maxui∈Ui ui(x) −
minui∈Ui ui(x) passe de 1 à une valeur inférieure à δ/2nd pour tout i ∈ N . D’après la proposition 46, cela

suffit à garantir que mMR(Lk, U) ≤ δ/d en tout nœud de décision Dk. Comme nous avons |VC | ≤ |V| et

d ≤ |VD| ≤ |V|, alors nous en déduisons que notre algorithme pose au plus n× |V| × dlog2(2n|V|/δ)e.
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Concernant la complexité temporelle : nous supposons ici que les tests de �U -dominance et les calculs

de PMR peuvent être réalisés en temps polynomial (par rapport à |V|) par programmation linéaire (nous

justifierons cette hypothèse dans la section suivante). À chaque nœud de décision Dk, l’algorithme 11

calcule l’ensemble Lk composé des loteries rattachées aux mk enfants du nœud Dk (cf. lignes 2-12) ; les

loteries �U -dominées sont ensuite retirées de l’ensemble Lk (cf. ligne 13). Puisque une seule loterie est

stockée dans l’attribut loteries de chaque nœud de décision, alors l’ensemble Lk contient au plus mk

éléments. Par conséquent, dans le pire cas, le calcul de mMR(Lk, U) nécessite de résoudre mk(mk − 1)

problèmes PMR. Comme nous avons mk ≤ |V| et que les résolutions de PMR sont effectuées en temps

polynomial (par rapport à |V|), alors toutes les valeurs mMR(Lk, U) sont obtenues en temps polynomial

(par rapport à |V|). Par ailleurs, à chaque nœud de décision Dk, la valeur mMR(Lk, U) est calculée

exactement qk + 1 fois, où qk est le nombre de questions posées à l’itération k. Comme nous venons de

prouver que notre algorithme pose uniquement O(poly(n, |V|, 1/δ)) questions en tout et pour tout, alors

celui-ci a une complexité temporelle en O(poly(n, |V|, 1/δ)).

Ci-dessous, nous présentons le déroulement de l’algorithme 11 sur le problème de l’exemple 34 :

Exemple 35. Déroulons l’algorithme 11 sur l’exemple 34 avec δ = 0.001. Supposons que la fonction

d’utilité de vNM du décideur est définie par u∗(x) = (x/20)2. Supposons par ailleurs que le système ne

possède aucune information sur les préférences du décideur avant de lancer la procédure de recherche

interactive ; l’ensemble U est donc initialement composé de toutes les fonctions u : R → R croissantes.

Dans l’exemple 34, nous avons constaté que les nœuds D5, D4 et D3 contiennent une seule loterie non

�U -dominée. Par conséquent, l’algorithme 11 ne pose aucune question au niveau de ces nœuds. Les

premières différences avec l’algorithme 9 apparaissent à la quatrième itération.

Durant la quatrième itération, c’est le nœud D2 qui est examiné. L’ensemble L2 est constitué des

loteries (5, 0.55; 16, 0.45) et (3, 0.05; 19, 0.95) associées respectivement aux sous-stratégies {(D2, C3)}
et {(D2, C4)}. Comme ¬(L2 �U (5, 0.55; 16, 0.45)) et ¬(L2 �U (3, 0.05; 19, 0.95)), alors aucune sous-

stratégie n’est éliminée ici (cf. ligne 13). En revanche, comme mMR(L2, U) > δ/2, alors le décideur doit

répondre à une question (cf. ligne 14). La procédure Choisir retourne une conséquence x ∈ {3, 5, 16, 19}
qui maximise la valeur maxu∈U u(x)−minu∈U u(x). Comme U contient toutes les fonctions ui croissantes,

alors Choisir sélectionne arbitrairement dans l’ensemble {3, 5, 16, 19}. Supposons que Choisir retourne la

conséquence x = 5. Dans ce cas, le décideur doit comparer la loterie (5, 1) à la loterie (x>, 0.5;x⊥, 0.5),

où x⊥ = 0 et x> = 20 (cf. ligne 17). Comme EU((5, 1), u∗) = 0.0625 < EU((x>, 0.5;x⊥, 0.5), u∗) =

0.5, alors le décideur nous apprend qu’il préfère la loterie (x>, 0.5;x⊥, 0.5) à la loterie (5, 1). L’en-

semble U est ensuite mis à jour selon la contrainte u(5) ≤ 0.5 (cf. ligne 18). À présent, nous avons

MR((3, 0.05; 19, 0.95), L2, U) ≤ δ/2. Par conséquent, la loterie (5, 0.55; 16, 0.45) est éliminée et nous

avons D2.loteries = {(3, 0.05; 19, 0.95)} (cf. ligne 21). Durant la dernière itération, notre algorithme

s’occupe du nœud D1 (la racine de l’arbre). L’ensemble L1 est constitué des deux loteries suivantes :

• `2 =(3, 0.0425; 9, 0.0525; 18, 0.0975; 19, 0.8075) associée à la stratégie {(D1, C1), (D2, C4), (D3, C6)},
• `3 =(6, 0.375; 13, 0.175; 19, 0.45) associée à la stratégie {(D1, C2), (D4, C7), (D5, C9)}.
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Comme L1 �U `3, alors la stratégie {(D1, C1), (D2, C4), (D3, C6)} est retirée de L1 (cf. ligne 13). Par

conséquent, nous avons trivialement mMR(L1, U) = 0 ≤ δ/2 et donc aucune question n’est posée ici (cf.

ligne 14). Cette itération se termine en stockant la loterie `3 dans l’attribut loteries du nœud D1. Finale-

ment, notre algorithme retourne la loterie `3 qui est associée à la stratégie {(D1, C2), (D4, C7), (D5, C9)}
(cf. ligne 23). Le problème a ici été résolu en posant seulement une question au décideur.

5.4 Représentation des utilités de von Neuman et Morgenstern

Pour pouvoir mettre en œuvre notre algorithme interactif introduit dans la section précédente, il

convient de représenter efficacement les fonctions d’utilité de vNM de nos agents. En effet, pour réaliser

les tests de �U -dominance et calculer les valeurs mMR(Lk, U) en chaque nœud de décision, nous devons

résoudre des problèmes d’optimisation (cf. problème (5.2-5.7) et problème (5.8-5.11)) dont les variables

sont les fonctions d’utilité de vNM.

5.4.1 Une variable par conséquence possible

Dans l’optique de résoudre ces problèmes par programmation linéaire, nous pouvons envisager un

instant de définir une variable ui,r par paire (i, xr) ∈ N × VC représentant l’utilité de l’agent i pour la

conséquence xr. Avec cette représentation numérique, toute donnée (`, `′) ∈ Pi modélisant la préférence

“je préfère la loterie ` à la loterie `′” se traduit par l’inégalité suivante :

|VC |∑
r=1

p(xr)ui,r ≥
|VC |∑
r=1

p′(xr)ui,r

où p(xr) (resp. p′(xr)) représente la probabilité de la conséquence xr avec la loterie ` (resp. `′). De

ce fait, l’ensemble Ui des fonctions d’utilité admissibles pour l’agent i peut être représenté par un

polyèdre convexe, caractérisé par les contraintes linéaires imposées par les données de l’ensemble Pi.
Cette représentation permet ainsi de tester la �U -dominance et de calculer les valeurs mMR(Lk, U) en

utilisant la programmation linéaire. Signalons que cette représentation des utilités a déjà été utilisée

dans de précédents travaux sur l’élicitation incrémentale fondée sur le critère Minimax Regret (e.g.,

Wang and Boutilier [2003]).

Cependant, cette représentation possède deux inconvénients majeurs. D’une part, le nombre de va-

riables ui,r crôıt avec le nombre d’agents impliqués et avec le nombre de feuilles de l’arbre de décision.

D’autre part, comme les utilités de vNM sont des fonctions croissantes par définition, alors il est nécessaire

de contraindre ces variables à vérifier aussi :

ui,r ≤ ui,r+1, ∀i ∈ N, ∀r ∈ {1, . . . , |VC | − 1}

en supposant que les conséquences sont numérotées de sorte que nous ayons x1 ≤ . . . ≤ x|VC |. Par

conséquent, cette représentation numérique des fonctions d’utilité de vNM semble trop coûteuse pour
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résoudre efficacement des problèmes de décision collective avec un nombre important d’agents et/ou un

arbre de décision de grande taille. Pour pouvoir appliquer nos algorithmes sur de grandes instances, nous

présentons ci-après une représentation plus compacte fondée sur les splines.

5.4.2 Représentation par combinaison de I-splines

Les splines sont des fonctions polynomiales par morceaux dont les éléments sont reliés les uns aux

autres de manière particulièrement lisse (égalité des dérivées aux points de raccordement). Ces fonctions

sont très largement utilisées en interpolation de données et en approximation de formes du fait de

leur capacité à approximer des formes complexes (par ajustement de courbe, conception interactive

de courbe...) tout en garantissant que des courbes lissent seront produites à partir de données lisses

(e.g., [Beatty and Barsky, 1995]). L’utilisation de fonctions polynomiales par morceaux en régression

non linéaire étend l’avantage des fonctions polynomiales en offrant une plus grande flexibilité, des effets

locaux par modification de paramètres et la possibilité d’imposer des contraintes sur les fonctions estimées

(e.g., [Ramsay, 1988]).

Une autre caractéristique importante des splines est que celles-ci peuvent être engendrées par combi-

naison linéaire de splines de base. Cette spécificité est particulièrement intéressante dans notre contexte

car elle permet de réduire l’élicitation de splines (représentant les utilités de vNM) à la détermination

de leurs poids dans la base de splines considérée. Une base de splines particulièrement attractive pour

la régression non linéaire est la famille des M-splines [Ramsay, 1988]. Les M-splines d’ordre k sont des

fonctions polynomiales par morceaux dont chaque morceau (non nul) est de degré k−1. Sur un intervalle

[a, b] quelconque, nous pouvons définir une base de M-splines d’ordre k avec m paramètres libres à l’aide

d’une séquence de nœuds t = (t1, . . . , tm+k) vérifiant les propriétés suivantes :

• t1 = . . . = tk = a,

• tm+1 = . . . = tm+k = b,

• tl ≤ tl+1 pour tout l ∈ {1, . . . ,m+ k − 1},
• tl < tl+k pour tout l ∈ {1, . . . ,m}.

Plus précisément, la base de M-splines construite à partir d’une séquence de nœuds t = (t1, . . . , tm+k)

contient exactement m éléments d’ordre k, notés Ml(x; k, t), l ∈ {1, . . . ,m}, et définis pour tout x ∈ [a, b]

par la formule de récurrence suivante :

• Si k = 1, alors :

Ml(x; k, t) =


1

tl+k − tl
si x ∈ [tl, tl+k[

0 sinon

• Sinon :

Ml(x; k, t) =


k[(x− tl)Ml(x; k − 1, t) + (tl+k − x)Ml+1(x; k − 1, t)]

(k − 1)(tl+k − tl)
si x ∈ [tl, tl+k[

0 sinon
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La séquence de nœuds t permet de définir la subdivision de l’intervalle [a, b] telle que, sur chaque

sous-intervalle, la spline Ml, l ∈ {1, . . . ,m}, est soit un polynôme de degré k−1 soit la fonction nulle. Par

ailleurs, en tout point de raccordement x, le nombre de nœuds tj dans la séquence t tels que tj = x définit

l’ordre de continuité de chaque spline Ml au point x. En particulier, si un seul nœud tj vérifie tj = x,

alors l’ordre de continuité en x de chaque spline Ml est égal à k − 1 ; autrement dit les k − 2 premières

dérivées des morceaux incidents au point x associent la même image à la valeur x. Signalons que ce

choix de conception est le plus rencontré en pratique pour la production de courbes lisses. L’existence de

plusieurs nœuds tj vérifiant tj = x entrâıne un ordre de continuité plus faible au point de raccordement

x. Par exemple, lorsque k nœuds tj vérifient cette propriété, toute spline engendrée à partir de la base

Ml, l ∈ {1, . . . ,m}, est discontinue au point de raccordement x (cf. [Ramsay, 1988] pour plus de détails).

Chaque spline Ml possède les mêmes propriétés qu’une densité de probabilité sur l’intervalle [tl, tl+k[.

En particulier, Ml correspond à la densité uniforme pour k = 1 (cf. figure 5.1a) alors que Ml est la

densité triangulaire de mode tl+1 pour k = 2 (cf. figure 5.1b). Plus généralement, la variable aléatoire X

de distribution Ml(x; k, t) a les moments [Ramsay, 1988] :

E[X] =

k∑
j=0

tl+j

k + 1
et V [X] =

l+k∑
j=l

l+k∑
j′=j+1

(tj′ − tj)2

(k + 1)2(k + 2)

En pratique, il est assez standard d’utiliser des splines d’ordre k = 3 pour produire des courbes

régulières tout en gardant suffisamment de flexibilité. En effet, ce choix permet à la fois d’engendrer

des fonctions polynomiales par morceaux de degré relativement faible et de garantir que les dérivées

premières et secondes de morceaux adjacents cöıncident (cf. figure 5.1c pour un exemple avec k = 3).

(a) k=1, t=(0, 0.1, 0.3, 0.6, 0.7, 1). (b) k=2, t=(0, 0, 0.1, 0.3, 0.7, 1, 1). (c) k=3, t=(0, 0, 0, 0.3, 0.7, 1, 1, 1).

Figure 5.1 – Splines Ml, l∈{1, . . . ,m}, d’ordre k associées à la séquence t sur l’intervalle [0, 1].

À partir d’une base de M-splines Ml, l ∈ {1, . . . ,m}, définie sur un intervalle [a, b], nous pou-

vons approximer toute fonction définie sur [a, b] par une spline de la forme f =
∑m

l=1 αlMl avec

α = (α1, . . . , αm) ∈ Rm. Comme nous avons Ml(x; k, t) ≥ 0 pour tout l ∈ {1, . . . ,m} et tout x ∈ [a, b],

alors la spline f est positive sur [a, b] dès lors que les valeurs αl, l ∈ {1, . . . ,m}, sont toutes positives.
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Par ailleurs, comme chaque M-spline Ml, l∈{1, . . . ,m}, est nulle en dehors de l’intervalle [tl, tl+k[, alors

toute modification du poids αl affecte uniquement la spline f sur ce dernier intervalle. Ceci illustre le

fait que les M-splines offrent une certaine flexibilité locale très appréciable et une subdivision plus fine

de l’intervalle [a, b] permet d’obtenir un contrôle plus fin de la forme de la spline f . À titre illustratif, la

figure 5.2 présente différentes splines f engendrées à partir d’une base de M-splines d’ordre 3.

(a) α = {0.7, 1, 0.7, 0.4, 0.1}. (b) α = {0.1, 0.5, 1, 1.5, 0.9}. (c) α = {0.1, 3, 1, 2, 0.6}.

Figure 5.2 – Spline f =
∑m

l=1 αlMl (couleur cyan) pour la base de M-splines Ml, l∈{1, . . . ,m}, d’ordre
3 définie sur l’intervalle [0, 1] avec t = (0, 0, 0, 0.3, 0.7, 1, 1, 1).

Pour représenter l’utilité de vNM de l’agent i ∈ N , nous pouvons donc envisager dans un premier

temps d’utiliser la formulation suivante :

ui =

m∑
l=1

αilMl

où αil, l ∈ {1, . . . ,m}, sont les coefficients permettant de modéliser au mieux les préférences de l’agent i

avec la base Ml, l ∈ {1, . . . ,m}. Le principal avantage de cette représentation, par rapport à celle de la

Section 5.4.1, est de fournir une définition plus compacte des utilités. En effet, seules m × n variables

sont ici nécessaires pour caractériser complètement le profil d’utilité u = (u1, . . . , un) contre |VC | × n
variables pour l’autre représentation.

Avec la représentation fondée sur les M-splines, toute donnée (`, `′) ∈ Pi représentant la préférence

“je préfère la loterie ` à la loterie `′” se traduit par la contrainte linéaire suivante :

|VC |∑
r=1

p(xr)

m∑
l=1

αilMl(xr; k, t) ≥
|VC |∑
r=1

p′(xr)

m∑
l=1

αilMl(xr; k, t)

où p(xr) (resp. p′(xr)) représente la probabilité de la conséquence xr avec la loterie ` (resp. `′). Cependant,

ces contraintes ne suffisent pas à caractériser exactement l’ensemble Ui des fonctions ui admissibles pour

l’agent i car rien ne garantit que ui est bien une fonction croissante (cf. figure 5.2 pour des contre-
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exemples). Il faut donc par ailleurs imposer les contraintes suivantes :

m∑
l=1

αilMl(xr; k, t) ≤
m∑
l=1

αilMl(xr+1; k, t), ∀i ∈ N, ∀r ∈ {1, . . . , |XA| − 1}

en supposant que les conséquences sont numérotées de sorte que nous ayons x1 ≤ . . . ≤ x|VC |. Par

conséquent, cette représentation des préférences conduit à des formulations linéaires dont le nombre de

contraintes augmente avec le nombre d’agents et le nombre de conséquences de l’arbre de décision.

Pour obtenir une représentation plus compacte des préférences, il nous faudrait en réalité une base de

splines spécialement conçue pour la génération de fonctions non décroissantes. Remarquons que si toutes

les splines de la base sont non décroissantes, alors toute combinaison linéaire de ces splines à coefficients

positifs conduit nécessairement à une fonction non décroissante. Du fait que les M-splines sont positives

par définition, il a été proposé de considérer la famille de fonctions obtenue par intégration des M-splines

pour construire des bases de fonctions non décroissantes ; ces fonctions obtenues par intégration sont

appelées I-splines (e.g., [Ramsay, 1988]). Plus formellement, à partir d’une base de M-splines Ml, l ∈
{1, . . . ,m}, nous obtenons la base de I-splines Il, l∈{1, . . . ,m}, définies par :

Il(x; k, t) =

∫ x

a
Ml(y; k, t) dy

Comme les M-splines sont des fonctions polynomiales par morceaux (non nuls) de degré k − 1, alors les

I-splines Il, l∈{1, . . . ,m}, sont des fonctions polynomiales par morceaux (non nuls) de degré k ; la figure

5.3 nous montre les bases de I-splines associées aux bases de M-splines de la figure 5.1.

(a) k=1, t={0, 0.1, 0.3, 0.6, 0.7, 1}. (b) k=2, t={0, 0, 0.1, 0.3, 0.7, 1, 1}. (c) k=3, t={0, 0, 0, 0.3, 0.7, 1, 1, 1}.

Figure 5.3 – Splines Il, l∈{1, . . . ,m}, d’ordre k associées à la séquence t sur l’intervalle [0, 1].

Chaque I-spline Il admet par ailleurs, pour tout x ∈ [a, b], la formulation alternative suivante :

Il(x; k, t) =



0 si l > j

j∑
l′=l

(tl′+k+1 − tl′)Ml′(x; k + 1, t)

k + 1
si j − k + 1 ≤ l < j

1 sinon
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où j est l’entier tel que tj ≤ x < tj+1. Cette formulation nous donne un moyen pratique de calculer la

valeur Il(x; k, t) à partir de la base de M-splines d’ordre k+1 définie avec la même séquence de nœuds t.

Notons que, pour que cette formulation soit valide dans le cas où j = m, nous devons ajouter à la fin de

la séquence de nœuds t un élément tm+k+1 égal à b.

À partir d’une base de I-splines Il, l ∈ {1, . . . ,m}, nous pouvons approximer toute fonction non

décroissante définie sur [a, b] par une spline de la forme f =
∑m

l=1 αlIl avec α = (α1, . . . , αm) ∈ Rm+ . En

utilisant uniquement ces m valeurs αl, l∈{1, . . . ,m}, il est possible d’engendrer une infinité de fonctions

lisses permettant d’approximer relativement bien toutes les fonctions non décroissantes sur [a, b] ; pour

les courbes complexes à irrégularités locales, il convient bien évidemment d’utiliser une subdivision fine

de l’intervalle [a, b]. Récemment, une procédure d’élicitation incrémentale a été proposée pour le modèle

RDU [Quiggin, 1992] (pour Rank-Dependent Utility en anglais) utilisant la famille des I-splines pour

approximer la fonction de déformation des probabilités de ce modèle [Perny et al., 2016]. En ce qui nous

concerne, il s’agit de représenter les fonctions d’utilité de vNM à l’aide de la famille de I-splines. Plus

précisément, nous proposons de définir les utilités de vNM de nos agents par :

ui =

m∑
l=1

αilIl

où αi = (αi1, . . . , α
i
m) ∈ Rm+ est le vecteur de poids positifs permettant de représenter au mieux les

préférences de l’agent i ∈ N . Avec cette représentation, le profil d’utilité (u1, . . . , un) est complètement

caractérisé avec seulement m × n paramètres. Par ailleurs, en utilisant cette représentation, l’ensemble

Ui des utilités ui admissibles est entièrement décrit par les contraintes suivantes :

|VC |∑
r=1

p(xr)
m∑
l=1

αilIl(xr; k, t) ≥
|VC |∑
r=1

p′(xr)
m∑
l=1

αilIl(xr; k, t), ∀(`, `′) ∈ Pi

αil ≥ 0, ∀l ∈ {1, . . . ,m},∀i ∈ N

où p(xr) (resp. p′(xr)) représente la probabilité de la conséquence xr avec la loterie ` (resp. `′). Par

conséquent, l’ensemble Ui forme un polyèdre convexe, ce qui permet d’utiliser la programmation linéaire

pour réaliser les tests de �U -dominance et calculer les valeurs mMR(Lk, U). Notons que les I-splines

nous offrent ici une représentation compacte des profils admissibles, utilisant un nombre de variables et

de contraintes qui ne dépend pas de la taille de l’arbre.

La figure 5.4 présente trois fonctions f de différentes formes que nous avons engendrées à partir

d’une base de I-splines d’ordre k = 3. Dans notre contexte décisionnel, ces fonctions pourraient très bien

représenter les utilités de vNM ui de trois agents impliqués dans le processus de décision. Dans ce cas,

la figure 5.4a (resp. figure 5.4b) correspondrait à un agent adverse au risque (resp. attiré par le risque)

car sa fonction d’utilité est concave (resp. convexe), tandis que la figure 5.4c serait associée à un agent

dont les préférences sont définies par une utilité dite en forme de S (e.g., [Fishburn and Kochenberger,

1979, Kahneman and Tversky, 1979]).
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(a) α = {0.5, 0.3, 0.2, 0, 0}. (b) α = {0, 0, 0.2, 0.3, 0.5}. (c) α = {0.3, 0.2, 0, 0.2, 0.3}.

Figure 5.4 – Spline f =
∑m

l=1 αlIl (couleur cyan) pour la base de I-splines Il, l∈{1, . . . ,m}, d’ordre 3
définie avec t = {0, 0, 0, 0.3, 0.7, 1, 1, 1} sur l’intervalle [0, 1].

Dans le cadre de cette thèse, nous travaillons uniquement avec des bases composées de I-splines

d’ordre k = 3 et définies sur l’intervalle [a, b] = [0, 1]. Nous supposons donc que les conséquences de

l’arbre de décision ont été normalisées au préalable de sorte que nous ayons x⊥ = 0 et x> = 1, où x⊥ et

x> représentent respectivement la pire et la meilleure conséquence de l’arbre de décision. Rappelons que,

dans la Section 5.3, nous avons décidé d’imposer les contraintes ui(x
⊥) = 0 et ui(x

>) = 1 en utilisant le

fait que les utilités de vNM sont uniques à une transformation affine strictement croissante près. Puisque

les I-splines Il, l ∈ {1, . . . ,m}, vérifient Il(0; k, t) = 0 pour tout ordre k et toute séquence de nœuds t,

alors nous avons f(0) = 0 pour toute spline f de la forme f =
∑m

l=1 αlIl ; par conséquent, nous avons

forcément ui(0) = 0 lorsque ui est définie par ui =
∑m

l=1 α
i
lIl. En revanche, pour avoir ui(1) = 1, nous

devons ajouter la contrainte de normalisation suivante :

m∑
l=1

αil = 1

En effet, comme Il(1; k, t) = 1 pour tout ordre k et toute séquence de nœuds t, alors cette normalisation

implique ui(1) =
∑m

l=1 α
i
lIl(1; k, t) =

∑m
l=1 α

i
l = 1.

5.5 Résultats expérimentaux

Dans cette sous-section, nous présentons différents résultats expérimentaux permettant d’évaluer les

performances de nos méthodes 2. Pour commencer, nous comparons RI la représentation par I-spline (cf.

Section 5.4.2) avec RP la représentation consistant à ajouter une variable par paire (agent,conséquence)

(cf. Section 5.4.1) en terme de temps nécessaire au calcul de la valeur mMR(L, U), où U est l’ensemble

de tous les profils possibles et L est un ensemble de loteries engendré aléatoirement. Pour obtenir des

instances difficiles, l’ensemble L est engendré de sorte que toutes les loteries soient incomparables les

2. Les tests ont été réalisés sur un Intel Core i7 CPU 3.60GHz avec 16GB de mémoire et les optimisations linéaires ont
été effectuées par le solveur Gurobi depuis un programme écrit en Java.
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unes aux autres avec la dominance stochastique. Dans ces expériences, nous utilisons la base de I-splines

d’ordre k = 3 représentée dans la figure 5.4. Par ailleurs, nous faisons varier n le nombre d’agents, m

le nombre de loteries et c le nombre de conséquences à probabilité non nulle dans chaque loterie de

l’ensemble L. Les résultats obtenus sont donnés dans la table 5.1.

n m c RP RI

10 100 5 1.14 0.84
10 100 10 1.54 0.76
10 100 20 2.45 0.82

10 200 5 2.90 2.31
10 200 10 3.61 1.58
10 200 20 5.38 2.11

50 100 5 3.70 1.11
50 100 10 7.48 1.18
50 100 20 15.27 1.43

50 200 5 9.85 2.83
50 200 10 18.73 2.82
50 200 20 37.96 2.61

Table 5.1 – Temps nécessaire au calcul de la valeur mMR (moyenne sur 30 tests, en secondes).

Dans cette table, nous voyons que, dans toutes les configurations considérées, les temps de calcul sont

meilleurs avec la représentation RI qu’avec la représentation RP. Par ailleurs, l’écart de performance

est d’autant plus important que la taille de l’instance est grande. Par exemple, la représentation RI

permet de réduire les temps de calcul par un facteur 1.4 sur les instances avec 10 agents, 100 loteries

et 5 conséquences possibles, et par un facteur 15 sur les instances avec 50 agents, 200 loteries et 20

conséquences possibles. Par conséquent, la représentation RI semble plus adaptée que la représentation

RP à la résolution de problèmes de décision collective sur domaine combinatoire.

Les expériences suivantes ont pour but d’évaluer la pertinence de notre stratégie de génération de

questions, présentée en Section 5.3 et nommée IE ci-après, pour la détermination de la meilleure loterie

dans un ensemble L de loteries donné en extension ; les ensembles L sont ici engendrés aléatoirement de

manière à contenir 100 loteries à 5 conséquences possibles non dominées stochastiquement. Nous avons

implémenté une version de IE avec la représentation RI (nommée IE-RI ci-après) et une version avec la

représentation RP (nommée IE-RP ci-après). Comme base de comparaison, nous avons aussi implémenté

la stratégie de génération de questions nommée IE-RP-Rand qui se distingue de IE-RP uniquement en

choisissant aléatoirement l’agent i et la conséquence x à chaque itération. Pour chaque agent i ∈ N , nous

commençons avec un ensemble Pi de données collectées vide et les réponses aux questions sont simulées

à l’aide d’une fonction d’utilité ui préalablement engendrée de manière aléatoire. Dans la figure 5.5, nous

reportons les valeurs mMR(L, U) observées à chaque itération des procédures. Ces regrets sont exprimés

sur une échelle normalisée, attribuant la valeur 1 à la valeur mMR initiale.
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Figure 5.5 – Comparaison de méthodes d’élicitation incrémentale pour des problèmes de décision avec
10 agents et 100 loteries (30 tests).

En comparant IE-RP et IE-RP-Rand, nous voyons que la valeur mMR(L, U) réduit plus vite avec

notre stratégie de génération de questions qu’avec la stratégie aléatoire fondée sur le même type de

questions. En confrontant ensuite IE-RI et IE-RP, nous observons que la valeur mMR(L, U) diminue

plus rapidement avec la représentation RI qu’avec la représentation RP. Par exemple, après 15 questions

par agent en moyenne, IE-RI est capable de déterminer une loterie nécessairement optimale (car la valeur

mMR(L, U) est à zéro) alors que la valeur mMR(L, U) est toujours au dessus de 30% du regret initial

avec RP. Ceci s’explique par le fait que cette dernière représentation possède plus de paramètres à éliciter.

La figure 5.6 présente l’imprécision finale sur la fonction ui de quatre agents à la fin de l’exécution de

IE-RI sur une instance avec 100 loteries possibles. Sur cette figure, nous donnons la fonction ui de chaque

agent i (en trait continu) ainsi que les bornes supérieures et inférieures sur les valeurs ui(x) compatibles

avec les données de préférence collectées : les lignes en pointillé (resp. tiretées) correspondent aux bornes

calculées avec la représentation RI (resp. RP). Cette figure permet d’illustrer l’intérêt de l’approche

incrémentale : même si les fonctions ui ne sont pas connues avec précision, l’élicitation a été interrompue

parce qu’une loterie nécessairement optimale a été détectée par le système. Par ailleurs, observons que

les utilités des agents n’ont pas été élicitées avec le même degré de précision, ce qui ne nous a pas

empêché de déterminer la meilleure loterie pour le groupe. Enfin, cette figure montre aussi la puissance

des I-splines : l’imprécision sur les fonctions ui est toujours plus faible avec la représentation RI qu’avec

la représentation RP.
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Figure 5.6 – Imprécision finale sur les valeurs d’utilité ui(x) observées à la fin de la procédure IE-RI
sur une instance impliquant uniquement quatre agents.

Nos dernières expériences ont pour objectif de tester l’efficacité de notre algorithme par induction

arrière interactive (nommée IAI ci-après) sur des ensembles de loteries définis implicitement par un arbre

de décision. À des fins comparatives, nous considérons aussi la procédure en deux phases (nommée DP

ci-après) consistant à calculer l’ensemble POU (LA) avec l’algorithme 9 puis à appliquer la stratégie IE sur

cet ensemble. Pour ces deux procédures, nous considérons la représentation RI qui utilise des I-splines.

Comme dans les expériences précédentes, nous commençons avec un ensemble Pi vide pour tout agent

i et nous simulons ses réponses avec une fonction ui engendrée aléatoirement. Nous engendrons ici des

arbres binaires parfaits, alternant nœuds de décision et nœuds de chance sur chaque chemin depuis la

racine. Dans nos expériences, nous faisons varier la profondeur de l’arbre de décision de 6 à 20 pour

évaluer l’impact de la taille de l’arbre. Dans la table 5.2, nous reportons à la fois le temps de résolution

moyen (en secondes) et le nombre de questions moyen par agent. Dans cette table, le symbole “-” signifie

tout simplement que la procédure continue de s’exécuter après 5 heures.
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IAI DP

profondeur temps questions temps questions

6 4.7 8.28 15.0 6.4
8 7.5 12.9 41.2 6.9
10 10.1 15.9 362.0 8.4
12 14.0 17.8 17475.1 9.7
14 27.1 20.0 - -
16 73.1 21.3 - -
18 264.1 22.4 - -
20 1031.3 23.4 - -

Table 5.2 – Comparaison des méthodes IAI et DP pour les arbres de décision (n = 10, δ = 0.1, 30 tests)

Tout d’abord, nous voyons que la procédure IAI est très efficace sur les deux critères considérés

(c’est-à-dire le temps d’exécution et le nombre de questions). Par exemple, sur nos plus grandes instances

(profondeur égale à 20), IAI est capable de formuler une recommandation en moins de 25 minutes et

avec moins de 25 questions par agent en moyenne. Par ailleurs, notons que IAI est beaucoup plus rapide

que DP en pratique : avec une profondeur de 12, IAI se termine en moins de 15 secondes alors que

DP a besoin de plus de 4 heures pour formuler une recommandation. Cette observation illustre le fait

que combiner la recherche avec l’élicitation incrémentale des préférences permet d’accélérer les temps de

résolution sur domaine combinatoire.

5.6 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons étudié le potentiel de l’élicitation incrémentale dans le cadre de problèmes

de décision collective dans le risque sur domaine combinatoire avec préférences incomplètes. Plus parti-

culièrement, nous nous sommes intéressés aux problèmes de décision séquentielle se modélisant sous la

forme d’arbre de décision et nous avons adopté le critère de l’utilité sociale espérée pour la comparaison

des stratégies/loteries possibles. Dans un premier temps, nous avons proposé un algorithme de recherche

par induction arrière pour la détermination de toutes les loteries potentiellement optimales au sens de

l’utilité sociale espérée. Dans un second temps, nous avons introduit un algorithme combinant l’élicitation

incrémentale et la recherche pour l’identification d’une loterie (presque) optimale. Nous avons montré

que cet algorithme interactif de complexité polynomiale pose un nombre polynomial de questions dans

le pire cas. Par ailleurs, cet algorithme s’est révélé très efficace en pratique comparé à une méthode en

deux phases, et plus particulièrement lorsque les utilités de vNM sont représentées à l’aide de I-splines.





Conclusion et perspectives

Synthèse

Les travaux menés durant cette thèse relèvent de la théorie de la décision algorithmique, un domaine

qui se situe au carrefour de la théorie de la décision, de l’intelligence artificielle et de l’optimisation

combinatoire. Ces travaux portent essentiellement sur la prise de décision par élicitation incrémentale

de préférences dans des contextes où les alternatives possibles sont évaluées selon différents points de

vue (critères, agents, scénarios). Cette thèse débute ainsi par une introduction à la problématique de

modélisation des préférences en décision multi-critère, multi-agents et dans le risque. Après une courte

discussion portant sur les approches standards en élicitation des préférences, nous nous concentrons sur

l’approche incrémentale fondée sur la notion de regret pour parvenir à déterminer la meilleure alternative

du problème tout en limitant le nombre de questions posées aux agents.

Modélisation complexe des préférences. La première difficulté que nous nous sommes efforcés

de surmonter réside dans l’utilisation de modèles de préférences sophistiqués, permettant de refléter

des comportements décisionnels relativement complexes. Dans le cadre de problèmes de décision mul-

ticritère, nous nous sommes intéressés à l’intégrale de Choquet qui est une fonction d’agrégation très

appréciée dans le domaine de l’aide à la décision, notamment pour sa capacité à modéliser des in-

teractions positives et négatives entre plusieurs critères. L’utilisation d’une intégrale de Choquet dans

une approche incrémentale pose un certain nombre de difficultés techniques liées aux paramètres de ce

modèle décisionnel. En particulier, cela nécessite de pouvoir résoudre efficacement des problèmes d’op-

timisation comprenant un nombre de variables et de contraintes qui est exponentiel en le nombre de

critères du problème. Dans le Chapitre 2, nous avons montré que ces problèmes d’optimisation pou-

vaient être simplifiés et résolus en temps polynomial, à condition de restreindre les interactions avec le

décideur à un certain type de questions/réponses. Nous avons exploité ce résultat pour répondre aux trois

problématiques de référence en aide à la décision : le choix (détermination de la meilleure alternative),

le rangement (classement des alternatives de la meilleure à la plus mauvaise) et le tri (affectation des

alternatives à des catégories prédéfinies). Dans le cadre de problèmes de décision multi-agents, nous nous

sommes intéressés à la détermination de la meilleure alternative au sens de la méthode de Borda (cf.

Chapitre 4). Cette dernière règle de vote, très connue dans le domaine du choix social, permet d’éviter des

situations de “tyrannie de la majorité” : l’alternative gagnante par la méthode de Borda est généralement

245
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moins controversée que le vainqueur de Condorcet. Le vainqueur de l’élection avec la méthode de Borda

est l’alternative qui reçoit le plus de points de la part des agents, chaque agent donnant autant de points

à une alternative que le nombre d’alternatives qu’il considère plus mauvaises. Par conséquent, lorsque

les préférences des agents sont imprécisément connues, la mise en œuvre de l’approche incrémentale

avec la méthode de Borda nécessite de résoudre des problèmes d’optimisation tenant compte de tous

les classements possibles des alternatives. Pour résoudre ces problèmes de manière efficace, nous avons

introduit une méthode de calcul exacte utilisant la programmation linéaire en nombres entiers pour pou-

voir considérer tous les classements admissibles de manière implicite et compacte. Dans nos expériences,

nous avons constaté que la relaxation linéaire de ces programmes ne dégrade pas la précision des calculs

outre mesure tout en permettant une résolution en temps polynomial.

Domaine combinatoire. Pour des raisons d’efficacité, l’élicitation incrémentale fondée sur le concept

de regret est généralement réservée aux problèmes de décision avec un faible nombre d’alternatives.

Comme deuxième source de complexité, nous avons donc envisagé des situations de décision dans les-

quelles les alternatives possibles sont en nombre combinatoire et définies de manière implicite. Dans

ce contexte, nous avons proposé et étudié une nouvelle approche consistant à entremêler l’élicitation

incrémentale et la résolution du problème combinatoire, pour tenter de déterminer le plus rapidement

possible la meilleure alternative. Pour mettre en œuvre cette approche, nous avons tout d’abord introduit

des algorithmes permettant de trouver toutes les alternatives potentiellement optimales : une alternative

est potentiellement optimale si et seulement si elle est optimale pour au moins un profil de préférences

compatible avec les informations que nous avons collectées sur les préférences des agents. Nous avons

ensuite proposé de poser des questions à des moments clés de la résolution de manière à garantir que

ces algorithmes retournent à la fin une alternative nécessairement optimale, c’est-à-dire une solution qui

est optimale pour tous les profils de préférences compatibles avec les données préférentielles recueillies.

Pour ne pas cumuler les difficultés, nous avons étudié en premier lieu des problèmes de décision dans

lesquels les préférences des agents sont représentables par des modèles décisionnels simples (e.g., somme

pondérée, utilité espérée). En décision multicritère, nous avons étudié le problème de recherche dans un

graphe d’états (cf. Section 3.1) ainsi que le problème d’arbres couvrants (cf. Section 3.2), en supposant

que les préférences du décideur sont représentables par une somme pondérée. Pour ces problèmes, nous

avons élaboré des algorithmes interactifs utilisant respectivement la programmation dynamique et le

principe glouton afin de déterminer la meilleure alternative pour le décideur. Comme problème de vote

sur domaine combinatoire, nous avons considéré le problème de sac à dos multi-agents avec vote par

approbation (cf. Section 4.2). En supposant que les préférences des agents sur les sacs à dos possibles

sont additives, nous avons proposé un algorithme interactif par séparation et évaluation permettant de

déterminer le sac à dos approuvé par le plus grand nombre de personnes. Dans le cadre de la décision

dans le risque, nous nous sommes intéressés aux problèmes de décision séquentielle se modélisant sous la

forme d’arbre de décision (cf. Chapitre 5). Plus précisément, nous avons conçu un algorithme interactif

par induction arrière permettant de construire une stratégie optimale au sens de l’utilité sociale espérée.
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Tous ces algorithmes ont été testés expérimentalement et nous avons observé que ces derniers sont plus

efficaces que les approches classiques ne combinant pas la recherche et l’élicitation incrémentale.

Modélisation complexe sur domaine combinatoire. Enfin, nous avons abordé le problème de

recherche dans un graphe d’états multi-objectifs avec une utilité espérée à la Choquet (cf. Section 3.1.5).

Il s’agissait pour nous de tenter de surmonter à la fois la difficulté liée à une modélisation sophistiquée

et celle engendrée par la nature combinatoire de l’espace des solutions. L’utilisation d’un modèle non

linéaire (comme l’utilité espérée à la Choquet) sur domaine combinatoire exclut la possibilité d’exploiter

le modèle de préférence pour éliminer en cours de résolution des sous-solutions par comparaison avec

d’autres. Pour compenser cette perte des coupes locales due à l’utilisation d’un modèle décisionnel

non linéaire, nous avons proposé une procédure interactive inspirée de la littérature sur l’optimisation

combinatoire approchée pour réduire la taille de l’arbre d’exploration. Pour pouvoir rétablir notre garantie

de performance (en terme de regrets), nous avons introduit un nouveau type de regret, que nous avons

accompagné d’une stratégie de génération de questions permettant de garantir la convergence de notre

procédure de recherche interactive. Expérimentalement, nous avons observé le caractère opérationnel

de notre procédure sur des instances de taille relativement grande. Cette observation nous encourage à

poursuivre dans cette voie pour aborder d’autres problèmes de décision sur domaine combinatoire en

présence de préférences complexes.

Recherches futures

Les travaux menés durant cette thèse laissent entrevoir de nombreuses perspectives de recherche

intéressantes pour la problématique de résolution par élicitation incrémentale des préférences. Nous

présentons maintenant celles qui nous semblent devoir être explorées en priorité.

Borner le nombre de questions. Tout au long de cette thèse, nous avons constaté que l’approche

d’élicitation incrémentale permet en pratique de trouver rapidement la meilleure alternative possible, en

posant relativement peu de questions aux agents décisionnels. Toutefois, selon la stratégie de génération

de questions envisagée et le problème de décision considéré, il n’est pas toujours évident de déterminer

une borne supérieure théorique sur le nombre de questions produites par une procédure de résolution par

élicitation incrémentale. Pour les problèmes d’arbres couvrants multicritères et de décision séquentielle

dans les arbres de décision, nous sommes parvenus à proposer des algorithmes interactifs de complexité

polynomiale, posant un nombre polynomial de questions dans le pire cas. En revanche, nous ne sommes

pas arrivés à majorer finement le nombre de questions que peuvent produire nos algorithmes interac-

tifs conçus pour le problèmes de recherche dans un graphe d’états multi-objectifs et de sac à dos avec

vote par approbation. À première vue, pour pouvoir détecter la meilleure solution, ces algorithmes in-

teractifs pourraient avoir besoin de poser autant de questions par agent que le nombre de solutions

réalisables. Pour nous en convaincre, nous pourrions aborder ces problèmes d’élicitation sous l’angle de

la complexité de communication (e.g., [Kushilevitz and Nisan, 1997, Conitzer and Sandholm, 2002, 2005,
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Nisan and Segal, 2006, Procaccia and Rosenschein, 2006a, Brandt et al., 2013]). Par exemple, nous pour-

rions essayer de déterminer une borne inférieure sur le nombre de questions nécessaires à l’identification

de la meilleure alternative, indépendamment de la procédure d’élicitation utilisée.

Compatibilité du modèle et gestion des incohérences. Il est important de souligner que l’absence

de redondances dans les questions engendrées par nos algorithmes est un élément clé dans la produc-

tion de questionnaires efficaces. En effet, nous posons une question aux agents uniquement si toutes les

réponses possibles sont compatibles avec les informations préférentielles que nous avons déjà collectées.

Cet avantage pratique force de manière implicite la cohérence des données recueillies et des préférences

que nous pouvons inférer. De ce fait, nos procédures interactives ne contrôlent ni la cohérence interne des

agents ni l’adéquation du modèle décisionnel avec leurs préférences, ce dernier problème étant supposé

réglé préalablement. Revisiter l’approche incrémentale pour tenir compte des incohérences éventuelles et

autoriser la falsification du modèle, tout en préservant l’efficacité pratique de cette approche, constitue

une ligne de recherche très intéressante. Nous pourrions commencer par essayer d’exploiter les travaux

existants sur la programmation par contraintes souples, qui étudie des problèmes combinatoires dont

les solutions possibles sont définies implicitement par des contraintes pouvant être transgressées (e.g.,

[Fargier and Lang, 1993, Schiex et al., 1995, Rossi et al., 2006, 2009]). La programmation par contraintes

souples permet en particulier de travailler avec des systèmes de contraintes n’admettant aucune solution

réalisable. De ce fait, pour pouvoir tester la cohérence des agents, nous pourrions envisager de leur poser

des questions dont la réponse peut être déduite des informations disponibles et de gérer les éventuelles

incohérences avec les outils développés pour la programmation par contraintes souples. Pour la remise en

cause du modèle décisionnel, nous pourrions par exemple décider d’interrompre le processus d’élicitation

lorsque le système de contraintes contient trop d’incohérences. À ce moment là, il conviendrait de rempla-

cer le modèle considéré par un autre modèle décisionnel satisfaisant un plus grand nombre de contraintes

imposées par les données de préférences collectées.

Autres modèles de préférences. Une extension directe de nos travaux consiste à proposer des

méthodes de résolution par élicitation incrémentale pour d’autres modèles de préférences (e.g., HWA

[Llamazares, 2011], WOWA [Torra, 1997], RDU [Quiggin, 1992]...). En particulier, le modèle RDU permet

d’étendre les possibilités descriptives offertes par le modèle EU en considérant par ailleurs une fonction

de déformation des probabilités. Par conséquent, il serait plaisant de parvenir à étendre au modèle

RDU nos travaux menés sur les arbres de décision avec le modèle EU. La principale difficulté réside

dans le fait que le critère RDU n’est pas cohérent dynamiquement (contrairement au modèle EU).

De ce fait, il parâıt difficile de construire une stratégie RDU-optimale à l’aide d’un algorithme par

induction arrière (même lorsque le modèle de préférence est complètement caractérisé). Cette observation

a conduit à la proposition d’un algorithme par séparation et évaluation pour la détermination d’une

stratégie RDU-optimale au sens du critère minimax regret avec modèle précis [Jeantet et al., 2012].

Cet algorithme pourrait servir de point de départ pour la conception d’une procédure de décision par

élicitation incrémentale pour le modèle RDU dans les arbres de décision. Par ailleurs, un algorithme
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interactif a récemment été proposé pour éliciter le modèle RDU de manière incrémentale sur domaine

non combinatoire [Perny et al., 2016]. Nous pourrions essayer de combiner ces deux derniers algorithmes

pour produire une procédure de recherche par élicitation incrémentale pour le modèle RDU dans les

arbres de décision.

Autres problèmes d’optimisation combinatoire. Une prolongation naturelle des travaux réalisés

durant cette thèse est de considérer d’autres problèmes d’optimisation combinatoire (e.g., problèmes

multicritères de flots, de voyageur de commerce, d’affectation, d’emplacement d’installations...). En par-

ticulier, nous pourrions envisager la problématique d’allocation de ressources avec vote par approbation.

Il s’agirait de déterminer la répartition des ressources sur les différents agents qui est approuvée par le

plus grand nombre de personnes. Le problème d’allocation de ressources est un problème d’optimisation

combinatoire étudié à l’origine en économie et faisant actuellement partie des sujets phares en choix

social computationnel. Pour concevoir un algorithme de résolution par élicitation incrémentale pour ce

problème de vote, nous pourrions donc nous inspirer des méthodes proposées dans la littérature pour

résoudre des problèmes d’allocation équitable avec préférences parfaitement connues (e.g., [Brandt et al.,

2016] partie II). Notons par ailleurs que cette problématique est relativement proche du problème de sac

à dos multi-agents que nous avons introduit en Section 4.2, qui consiste à déterminer le sous-ensemble

d’objets approuvé par le plus de personnes. Il serait intéressant de savoir si notre procédure interactive

par séparation et évaluation spécialement conçue pour le problème de sac à dos multi-agents peut être

étendue efficacement au problème d’allocation de ressources.

Manipulation des procédures de décision collective. Dans cette thèse, nous avons introduit

plusieurs procédures de recherche par élicitation incrémentale pour résoudre des problèmes de décision

collective. Sous leur forme actuelle, ces procédures ne se protègent pas contre les éventuelles manipula-

tions orchestrées par des agents pour faire élire une alternative qu’ils estiment meilleure. Signalons que

la question de la manipulation des systèmes de vote est un sujet très actif dans le domaine du choix

social (e.g., [Brandt et al., 2016] chapitre 6). Au sein de nos procédures, les manipulations possibles

sont sous la forme de mauvaises réponses transmises volontairement au système par des votants dans

le but de maximiser leur propre profit. Pour nous prémunir contre ce type de comportement relative-

ment “égöıste”, nous pourrions par exemple essayer de modifier nos procédures en nous inspirant des

mécanismes de type Vickrey-Clarke-Groves (e.g., [Vickrey, 1961, Clarke, 1971, Groves, 1973]) qui sont

des mécanismes à véracité garantie permettant de déterminer une alternative optimale pour le critère

utilitaire en incluant un système de paiements monétaires. Combiner ce type de mécanisme avec l’ap-

proche d’élicitation incrémentale semble constituer une piste de recherche prometteuse pour la décision

collective sur domaine combinatoire.





Annexe

Démonstration de la proposition 9 (chapitre 2). Il s’agit de prouver que l’algorithme 1 construit une

solution optimale du programme LP2. Pour ce faire, il suffit de montrer par récurrence que la proposition

suivante, notée P (j), est vraie à la fin de chaque itération j ∈ {0, . . . , |A−|} :

P (j) : l’instanciation des variables dans {vA−l : 1 ≤ l ≤ j}, notée Ij , peut être étendue en une solution

optimale du programme LP2.

En effet, si la proposition P (j) est vraie pour j = |A−|, alors nous savons que l’instanciation des

variables dans {vA : A ∈ A−} peut être étendue en une instanciation complète optimale. Par ailleurs,

nous savons aussi que les variables dans {vA : A ∈ A+} vérifient les conditions nécessaires d’optimalité

à la fin de l’algorithme (cf. proposition 8). Par conséquent, nous pouvons conclure que l’instanciation

des variables dans {vA : A ∈ A−} ∪ {vA : A ∈ A+} forme nécessairement une instanciation complète

optimale.

Pour l’itération j = 0 (avant d’entrer dans la boucle “for”), la proposition P (j) est trivialement vraie

puisque l’ensemble {vA−l : 1 ≤ l ≤ j} est vide. Supposons maintenant que la proposition P (j−1) est vraie

pour une certaine itération j ∈ {1, . . . , |A−|}. Montrons alors que la proposition P (j) est aussi vraie.

Tout d’abord, notons que l’algorithme ne modifie aucune des variables de l’ensemble {vA−l : 1 ≤ l ≤ j−1}
durant l’itération j ; ainsi, l’instanciation Ij ne diffère de l’instanciation Ij−1 que sur la variable vA−j

.

De plus, par hypothèse de récurrence, il existe au moins une instanciation complète optimale étendant

l’instanciation partielle Ij−1. Par conséquent, pour montrer P (j), il suffit de prouver que, parmi les

instanciations complètes optimales étendant l’instanciation partielle Ij−1, il en existe au moins une qui

étend aussi l’instanciation Ij . C’est ce à quoi nous nous attelons maintenant.

La valeur de la variable vA−j
est déterminée durant la j ème itération en exécutant une boucle “while”.

Deux scénarios sont alors possibles : la valeur de vA−j
est fixée à la ligne 4 ou à la ligne 12. Pour simplifier la

preuve, nous supposons maintenant que la valeur de vA−j
est déterminée par la ligne 12 (nous reviendrons

sur cette hypothèse à la fin de cette preuve). Plus précisément, nous supposons que la boucle “while”

s’arrête à une certaine itération k ∈ {1, . . . , |Dj |} à cause du test en ligne 11 et que la valeur ujk est

affectée à la variable vA−j
en ligne 12, où ujk est la valeur de la variable v

Djk
au début de l’itération j.

D’après la proposition 7, nous avons :

ujk = min{u
Djk
, min
A∈Paj−1(Djk)

vA}
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où Paj−1(Dj
k) = {A−l , 1 ≤ l ≤ j − 1 : Dj

k ⊂ A−l }. Cette égalité nous informe que la valeur ujk représente

la plus grande valeur admissible pour la variable v
Djk

sachant les valeurs prises par les variables dans

{vA : A ∈ Paj−1(Dj
k)}. Comme en plus nous avons {vA : A ∈ Paj−1(Dj

k)} ⊆ {vA−l : 1 ≤ l ≤ j − 1},
alors nous en déduisons qu’il existe au moins une instanciation complète optimale qui étend Ij−1 tout

en vérifiant v
Djk
≤ ujk. De ce fait, nous pouvons ajouter la contrainte v

Djk
≤ ujk au programme LP2 tout

en restant capable de trouver une solution optimale au programme LP2. Ainsi, nous étudions à présent

le problème d’optimisation suivant :

max
u∈[l

D
j
k

,ujk]
f(u,A(x,y)) (5.12)

où f(u,A(x,y)) représente la valeur optimale du sous-problème suivant :

max
vA,A∈A(x,y)

∑
A∈A(x,y)

cAvA (5.13)

s.c. v
Djk

= u

Équations (2.28-2.32)

À présent, notre objectif est de montrer que le problème d’optimisation (5.12) admet une solution

optimale qui étend l’instanciation Ij−1 tout en vérifiant vA−j
= ujk. Pour y parvenir, nous allons montrer

que la fonction f(u,A(x,y)) atteint sa valeur maximale en u = ujk. Soit u ∈ [l
Djk
, ujk] une valeur quelconque.

Afin de calculer la valeur f(u,A(x,y)), nous introduisons les ensembles suivants :

• S(Dj
k) = {A ∈ A(x,y) : A ⊇ Dj

k} : l’ensemble des sur-ensembles de Dj
k restreint aux ensembles de

A(x,y). Chaque élément de S(Dj
k) est associé à une variable qui est bornée inférieurement par la

valeur u (à cause de la contrainte v
Djk

= u).

• P (Dj
k) = {A ∈ A(x,y) : A ⊂ Dj

k} : l’ensemble des parties de Dj
k restreint aux ensembles de A(x,y).

Chaque élément de l’ensemble P (Dj
k) correspond à une variable qui est bornée supérieurement

par u (encore une fois à cause de la contrainte v
Djk

= u).

• I(Dj
k) = {A ∈ A(x,y) : A 6⊇ Dj

k, A 6⊂ D
j
k} : les ensembles de A ∈ A(x,y) qui sont incomparables avec

l’ensemble Dj
k pour l’inclusion. Notons que nous avons nécessairement I(Dj

k) ∩ A
+ = ∅ puisque

Dj
k ∈ A

+ et que A+ est une séquence embôıtée. Par conséquent, tous les éléments de I(Dj
k) font

en réalité partie de la séquence A−. Par définition de la séquence A−, nous avons cA < 0 pour tout

A ∈ I(Dj
k) ; ainsi, la fonction objectif du problème (5.13) augmente strictement lorsque la variable

vA diminue. Montrons que les solutions optimales du problème (5.13) vérifient vA ≤ max{lA, u}
pour tout A ∈ I(Dj

k). Soit A ∈ I(Dj
k). Tout d’abord, supposons qu’il n’existe aucun ensemble

A′ ∈ A(x,y) tel que A′ ⊂ A. Dans ce cas, les équations (2.28-2.30) n’induisent aucune contrainte

de type vA′ ≤ vA avec A′ ∈ A(x,y). Comme en plus la fonction objectif du problème (5.13)

augmente strictement lorsque la variable vA diminue, alors nous en déduisons que les solutions

optimales de ce problème vérifient vA = lA ≤ max{lA, u}. Supposons maintenant qu’il existe

un ensemble A′ ∈ A(x,y) tel que A′ ⊂ A. Nous allons commencer par montrer que la contrainte
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vA ≤ max{lA, u} n’impacte aucunement la variable vA′ . Deux cas sont à distinguer : cA′ > 0

ou cA′ < 0. Dans le premier cas, notons que l’inclusion A′ ⊂ Dj
k est nécessairement vraie car

sinon nous aurions Dj
k ⊆ A′ ⊂ A (ce qui contredirait le fait que A appartienne à I(Dj

k)). Par

conséquent, A′ appartient forcément à l’ensemble P (Dj
k) et donc vA′ est bornée supérieurement

par la valeur u. De ce fait, imposer la contrainte vA ≤ max{lA, u} n’impacte aucunement la

variable vA′ . Plaçons-nous à présent dans le deuxième cas : A′ ⊂ A et cA′ < 0. Notons que nous

avons soit A′ ∈ P (Dj
k) soit A′ ∈ I(Dj

k) car sinon nous aurions Dj
k ⊆ A

′ ⊂ A (ce qui contredirait le

fait que A appartienne à I(Dj
k)). Si A′ ∈ P (Dj

k), alors vA′ est bornée supérieurement par la valeur

u et donc la contrainte vA ≤ max{lA, u} n’a aucun impact sur la variable vA′ . Si en revanche

A′ ∈ I(Dj
k), alors il s’agit d’itérer tout le raisonnement sur l’ensemble A′ pour obtenir le résultat.

Ainsi, dans tous les cas, nous pouvons imposer la contrainte vA ≤ max{lA, u} sans impacter la

variable v
Djk

. Ce résultat nous permet de déduire que toutes les solutions optimales du problème

(5.13) vérifient vA ≤ max{lA, u} car la fonction objectif de ce problème augmente strictement

lorsque vA diminue.

Finalement, nous venons de décomposer l’ensemble A(x,y) en trois sous-ensembles disjoints S(Dj
k),

P (Dj
k) et I(Dj

k) tels que :

f(u,A(x,y)) = h(u, P (Dj
k), I(Dj

k)) + g(u, S(Dj
k))

où h(u, P (Dj
k), I(Dj

k)) représente la valeur optimale du problème d’optimisation suivant :

max
vA,A∈P (Djk)∪I(Djk)

∑
A∈P (Djk)∪I(Djk)

cAvA

s.c. vA ≤ u, ∀A ∈ P (Dj
k)

vA ≤ max{lA, u}, ∀A ∈ I(Dj
k)

Équations (2.28-2.32) restreintes à P (Dj
k) ∪ I(Dj

k)

et g(u, S(Dj
k)) représente celle du problème suivant :

max
vA,A∈S(Djk)

∑
A∈S(Djk)

cAvA

s.c. v
Djk

= u

vA ≥ u, ∀A ∈ S(Dj
k)

Équations (2.28-2.32) restreintes à S(Dj
k)

Observons que h(u, P (Dj
k), I(Dj

k)) est une fonction qui crôıt avec la valeur u puisque les contraintes

de type “vA ≤ u” ou “vA ≤ max{lA, u}” deviennent de moins en moins contraignantes lorsque la valeur

u augmente. Cette observation nous permet de conclure que la fonction h(u, P (Dj
k), I(Dj

k)) est maximale
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pour la valeur u = ujk. Ainsi, pour montrer que la fonction f(u,A(x,y)) atteint sa valeur maximale en

u = ujk, il suffit de prouver que la fonction g(u, S(Dj
k)) est maximale pour u = ujk.

Commençons par simplifier le calcul de la valeur g(u, S(Dj
k)). Rappelons que, par hypothèse de

récurrence, toutes les variables {vA−l : 1 ≤ l ≤ j−1} ont été “correctement” instanciées. Par conséquent,

ces variables peuvent être retirées du problème d’optimisation ; il suffit en effet de contraindre les futures

instanciations à être compatibles avec leur valeur. De plus, étant donnée l’instanciation de ces variables,

nous pouvons obtenir la valeur optimale de chaque variable de l’ensemble {vA, A ∈ A+ : A 6⊂ A−j }
en utilisant les conditions nécessaires d’optimalité décrites par l’équation (2.26) ; ces variables peuvent

donc elles aussi être supprimées du problème d’optimisation. Finalement, nous souhaitons montrer que

la fonction g(u, s(Dj
k)) est maximale pour u = ujk où :

s(Dj
k) = S(Dj

k)\({A
−
l : 1 ≤ l ≤ j − 1} ∪ {A ∈ A+ : A 6⊂ A−j })

Soit u ∈ [l
Djk
, ujk]. Supposons tout d’abord que u est une valeur réalisable pour toutes les variables dans

{vA : A ∈ s(Dj
k)} ; autrement dit, nous supposons que lA ≤ u ≤ uA pour tout A ∈ s(Dj

k). Sous cette

hypothèse, nous allons montrer qu’il existe une valeur α > 0 telle que g(u, s(Dj
k)) = α×u. Pour ce faire,

nous commençons par décomposer l’ensemble s(Dj
k) en deux sous-ensembles s(Dj

k)
+ et s(Dj

k)
− :

• s(Dj
k)

+ = A+∩s(Dj
k) = {Dj

m : 1 ≤ m ≤ k}. Cet ensemble est composé des k premiers descendants

positifs du nœud A−j .

• s(Dj
k)
− = A− ∩ s(Dj

k) = {A−l : j ≤ l ≤ L}, où L est la plus grande valeur l telle que j ≤ l ≤ |A−|
et A−l ⊃ D

j
k. Cet ensemble est composé de tous les ensembles A ∈ A− tels que Dj

k ⊂ A ⊆ A
−
j .

Montrons tout d’abord que toutes les variables de l’ensemble {vA : A ∈ s(Dj
k)
−} peuvent être

retirées du problème d’optimisation. Pour tout l ∈ {k, . . . , L}, comme Dj
k ⊂ A−l ⊆ A−j , alors Dl

1 ap-

partient nécessairement à l’ensemble s(Dj
k)

+. Par conséquent, nous pouvons décomposer s(Dj
k)
− en k

sous-ensembles s(Dj
k)
−
m, m ∈ {1, . . . , k}, définis comme suit :

s(Dj
k)
−
m = {A−l , j ≤ l ≤ L : Dl

1 = Dj
m}

Soit A ∈ s(Dj
k)
−
m. D’une part, comme cA < 0, alors g(u, s(Dj

k)) augmente lorsque vA diminue. D’autre

part, comme Dj
m = Dl

1 par définition de s(Dj
k)
−
m, alors nous avons :

Dj
m ⊂ A et 6 ∃A′ ∈ A+, Dj

m ⊂ A′ ⊂ A

Par conséquent, les contraintes de monotonie imposées par les équations (2.28-2.30) induisent l’égalité

vA = max{lA, vDjm} à l’optimum. Comme par ailleurs nous avons v
Djm
≥ u (par définition de g) et u ≥ lA

(par hypothèse), alors nous avons en réalité vA = v
Djm

à l’optimum. Ceci nous permet de substituer la

variable vA par la variable v
Djm

dans le problème d’optimisation. De ce fait, la valeur g(u, s(Dj
k)) peut
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être calculée en résolvant le problème d’optimisation suivant :

max
v
D
j
m
,m∈{1,...,k}

k∑
m=1

(
c
Djm

+
∑

A∈s(Djk)−m

cA

)
v
Djm

(5.14)

s.c. v
Djk

= u

v
Djm
≥ u, ∀m ∈ {1, . . . , k − 1}

Équations (2.28-2.32) restreintes à s(Dj
k)

+

Observons que ce problème d’optimisation n’implique que les variables positives v
Djm

,m ∈ {1, . . . , k}.
Pour montrer qu’il existe une valeur α > 0 telle que g(u, s(Dj

k)) = α × u, nous allons prouvé que le

problème (5.14) admet une solution optimale telle que v
Dj1

= . . . = v
Djk

. Pour ce faire, nous allons

tout d’abord étudier le terme associé à la variable v
Dj1

dans la fonction objectif du problème (5.14). Le

coefficient de la variable v
Dj1

dans la fonction objectif est en réalité égal à c+ + c−, où c+ et c− sont

deux valeurs définies à la première itération de la boucle “while”. Puisque la boucle “while” s’arrête à

l’itération k à cause du test en ligne 11, alors l’inégalité c+ + c− < 0 est forcément fausse à la première

itération (sauf si k = 1 bien sûr) ; par conséquent, la fonction objectif (5.14) augmente lorsque v
Dj1

diminue. Par ailleurs, les contraintes de monotonie imposent uniquement la contrainte v
Dj1
≥ v

Dj2
. En

conséquence, le problème (5.14) admet une solution optimale telle que v
Dj1

= max{l
Dj1
, v

Dj2
}. Comme en

plus nous avons v
Dj2
≥ u (par définition de g) et u ≥ l

Dj1
(par hypothèse), alors nous en concluons que

cette solution vérifie v
Dj1

= v
Dj2

. Ce résultat nous permet de substituer la variable v
Dj1

par la variable

v
Dj2

, ce qui nous conduit au problème d’optimisation suivant :

max
v
D
j
m
,m∈{2,...,k}

[ 2∑
m=1

(
c
Djm

+
∑

A∈s(Djk)−m

cA

)]
v
Dj2

+
k∑

m=3

(
c
Djm

+
∑

A∈s(Djk)−m

cA

)
v
Djm

s.c. v
Djk

= u

v
Djm
≥ u, ∀m ∈ {2, . . . , k − 1}

Équations (2.28-2.32) restreintes à s(Dj
k)

+ \ {Dj
1}

En itérant le raisonnement, nous pouvons conclure que le problème (5.14) admet une solution optimale

telle que v
Dj1

= . . . = v
Djk

et que la valeur g(u, s(Dj
k)) peut être obtenue en résolvant le problème suivant :

max
v
D
j
k

( ∑
A∈s(Djk)

cA

)
v
Djk

s.c. v
Djk

= u
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De ce fait, nous avons finalement :

g(u, s(Dj
k)) =

( ∑
A∈s(Djk)

cA

)
× u = α× u

avec α =
∑

A∈s(Djk)
cA. Puisque la boucle “while” s’arrête à l’itération k à cause du test en ligne 11, alors

nous avons c+ + c− > 0 à cette itération ; ainsi, nous avons α = c+ + c− > 0.

Soulignons le fait que l’égalité g(u, s(Dj
k)) = α×u est vraie seulement si u ≥ lA pour tout A ∈ s(Dj

k).

Dans le cas contraire, certaines variables vA, A ∈ s(Dj
k), ont été autorisées à décrôıtre en dessous de

leur borne inférieure lA durant le raisonnement (pour améliorer la fonction objectif) et donc nous avons

uniquement : g(u, s(Dj
k)) ≤ α × u. Cependant, cette égalité est bien vraie pour u = ujk. En effet, d’une

part l’inégalité ujk ≥ lA est vraie pour tout A ∈ s(Dj
k) puisque ujk ≥ lA−j

(cf. ligne 8) et d’autre part

l’inégalité lA−j
≥ lA est vraie pour tout A ∈ s(Dj

k) puisque A−j ⊃ A. Par conséquent, pour tout u 6= ujk,

nous avons :

g(u, s(Dj
k)) ≤ α× u < α× ujk = g(ujk, s(D

j
k))

Ceci montre que la fonction g(u, s(Dj
k)) atteint sa valeur maximale en u = ujk ; ainsi, la fonction

f(u,A(x,y)) atteint aussi sa valeur maximale pour u = ujk. En résumé, pour le cas où vA−j
est fixée

à la valeur ujk (à cause de la condition en ligne 11), nous venons de montrer que le programme LP2

admet une solution optimale qui étend l’instanciation Ij−1 tout en vérifiant vA−j
= v

Dj1
= v

Djk
= ujk ;

ainsi, la proposition P (j) est vrai dans ce cas là.

Pour le cas où vA−j
est fixée à la valeur lA−j

(cf. ligne 4), deux scénarios sont à distinguer :

• Si Dj = ∅ ou v
Dj1
≤ lA−j

, alors aucune variable positive n’est “en conflit” avec la variable vA−j
.

Comme par ailleurs la fonction objectif augmente strictement lorsque vA−j
décrôıt, alors nous

savons que vA−j
doit être fixée à sa borne inférieure lA−j

dans ce cas.

• Dans le cas contraire, nous pouvons reprendre les mêmes arguments que ceux utilisés pour le cas

où vA−j
est fixée à la valeur ujk (en ligne 12). Plus précisément, un raisonnement similaire avec

k = M permet d’établir le résultat, où M est la plus grande valeur m telle que 1 ≤ m ≤ |Dj | et

v
Djm

> lA−j
. La principale différence réside dans le fait que nous obtenons une fonction qui décrôıt

en fonction de u à la fin du raisonnement (puisque tous les tests en ligne 11 échouent) et donc la

variable vA−j
doit être mise à sa borne inférieure lA−j

à la place.

Ainsi, la proposition P (j) est vérifiée dans tous les cas, ce qui signifie que notre algorithme est valide. �
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Richard Bellman. A markovian decision process. Journal of Mathematics and Mechanics, 6, 1957.
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Nawal Benabbou, Patrice Perny, and Paolo Viappiani. Incremental elicitation of Choquet capacities for

multicriteria decision making. In Proceedings of ECAI’14, pages 87–92, 2014. Cité page 63.
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Edith Elkind, Piotr Faliszewski, Piotr Skowron, and Arkadii Slinko. Properties of multiwinner voting

rules. In Proceedings of AAMAS’14, pages 53–60, 2014. Cité pages 191 et 194.
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Lucie Galand and Patrice Perny. Search for Compromise Solutions in Multiobjective State Space Graphs.

In Proceedings of ECAI’06, pages 93–97, 2006. Cité pages 12 et 123.
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Lucie Galand, Julien Lesca, and Patrice Perny. Dominance Rules for the Choquet Integral

in Multiobjective Dynamic Programming. In Proceedings of IJCAI’13, pages 538–544, 2013.
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tions handling interacting criteria. European Journal of Operational Research, 239(3) :711–730, 2014.
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Pierre Hansen. Bicriterion path problems. In Multiple criteria decision making theory and application,

pages 109–127. Springer, 1980. Cité pages 20, 136, 142, et 143.

S. Harikumar and Shashi Kumar. Iterative deepening multiobjective A*. Information Processing Letters,

58 :11–15, 1996. Cité page 128.
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Cité page 55.
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Eric Jacquet-Lagrèze and Jean Siskos. Assessing a set of additive utility functions for multicriteria

decision-making, the UTA method. European journal of operational research, 10(2) :151–164, 1982.
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Frédéric Koriche and Bruno Zanuttini. Learning conditional preference networks. Artif. Intell., 174(11) :

685–703, 2010. Cité pages 13 et 122.
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multipartite ranking. In J. Balcázar, F. Bonchi, A. Gionis, and M. Sebag, editors, Machine Learning

and Knowledge Discovery in Databases, volume 6323 of Lecture Notes in Computer Science, pages

115–130. Springer Berlin Heidelberg, 2010. Cité page 94.
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Cité pages 28, 41, et 68.

Anthony F. Shorrocks. Ranking income distributions. Economica, 50(197) :3–17, 1983. Cité page 25.
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Paolo Viappiani and Craig Boutilier. Optimal set recommendations based on regret. In The 7th In-

ternational Workshop on Intelligent Techniques for Web Personalization and Recommender Systems

(ITWP), 2009a. Cité page 64.
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Résumé. Les travaux menés dans cette thèse s’inscrivent dans le cadre de la théorie de la décision al-

gorithmique, domaine de recherche à la croisée de la théorie de la décision, de la recherche opérationnelle

et de l’intelligence artificielle. Notre objectif dans cette thèse est de concevoir des algorithmes efficaces

pour la résolution de problèmes de décision dans des environnements complexes (multicritère, multi-

agents, incertain). Nous nous intéressons d’une part à l’élicitation des préférences fondée sur des modèles

décisionnels et d’autre part à l’exploitation de ces préférences pour la recherche des solutions optimales

sur des espaces définis de manière explicite ou implicite (optimisation combinatoire). Pour la résolution

de problèmes combinatoires, nous proposons et étudions une nouvelle approche, consistant à combiner

l’élicitation incrémentale des préférences et l’exploration implicite des solutions potentielles. L’intuition

sous-jacente est d’utiliser l’exploration des solutions potentielles pour identifier des questions informa-

tives tout en exploitant les réponses obtenues pour mieux focaliser la recherche sur les solutions préférées.

Cette approche nous a conduit à proposer des procédures de décision par élicitation incrémentale pour

les problèmes de recherche dans un graphe d’états multi-objectifs, les problèmes de chemins optimaux et

d’arbre couvrants dans les graphes multicritères, les problèmes de sac à dos multi-agents et les problèmes

de décision séquentielle dans l’incertain. Nous établissons des résultats théoriques garantissant la correc-

tion des algorithmes proposés et présentons des tests numériques montrant leur efficacité pratique.

Mots-clés : Aide à la décision, élicitation de préférences, optimisation combinatoire, décision multicritère,

décision collective, décision dans l’incertain.

Abstract. This thesis work falls within the area of algorithmic decision theory which is at the junction

of decision theory, operations research and artificial intelligence. Our aim is to produce algorithms allo-

wing the fast resolution of decision problems in complex environments (multiple criteria, multi-agents,

uncertainty). This work focuses on decision-theoretic elicitation and uses preferences to efficiently de-

termine the best solutions among a set of alternatives explicitly or implicitly defined (combinatorial

optimization). For combinatorial optimization problems, we propose and study a new approach consis-

ting in interleaving incremental preference elicitation and preference-based search. The idea is to use

the exploration to identify informative preference queries while exploiting answers to better focus the

search on the preferred solutions. This approach leads us to propose incremental elicitation procedures

for multi-objective state-space search problems, multicriteria shortest path problems, multicriteria mini-

mum spanning tree problems, multi-agents knapsack problems and sequential decision problems under

uncertainty. We provide theoretical guarantees on the correctness of the proposed algorithms and we

present numerical tests showing their practical efficiency.

Keywords : Decision Aid, Preference Elicitation, Combinatorial Optimization, Multicriteria Decision

Making, Collective Decision Making, Decision Making Under Uncertainty.


