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Introduction

L'intérêt pour la propagation des ondes près du sol s'est initialement développé dans

la première décennie du XXe siècle. La réussite des expériences de Marconi, qui a été

capable d'établir une communication sans �l transatlantique par des ondes électromagné-

tiques en 1901 [1], a incité la communauté scienti�que à comprendre les mécanismes de

la propagation d'ondes permettant une telle longue portée.

Une première explication a été délivrée par Zenneck en 1907 [2]. Il a constaté que

les équations de Maxwell peuvent décrire une onde dite de surface, qui à présent porte

le nom de Zenneck. Cette onde existerait en présence d'une interface entre deux milieux,

avec une forte atténuation verticale et une faible atténuation radiale. Ainsi, la plupart

de l'énergie se concentrerait près de l'interface. Ce guidage de surface pouvait à l'époque

expliquer le succès des expériences de Marconi. Néanmoins, l'excitation de cette onde ou,

plus précisément, la présence de cette onde dans le rayonnement dipolaire, n'ont pas fait

l'objet d'études par Zenneck [3].

En 1909, Sommerfeld publie son célèbre travail sur le rayonnement d'un dipôle élé-

mentaire au-dessus d'une interface plane [4]. Il a été le premier à communiquer sur une

formulation mathématique exacte de ce problème. De plus, son évaluation analytique

prévoyait l'excitation d'une onde de surface de Zenneck, appuyant ainsi l'hypothèse du

guidage surfacique de l'onde. Par conséquent, cette explication a été retenue pour justi�er

la longue portée des ondes.

Néanmoins, une décennie après, en 1919, Weyl revisite les calculs de Sommerfeld

et constate que l'onde de surface ne peut pas exister [5]. En 1926, Sommerfeld révise

ses calculs et constate que sa première évaluation analytique présentait des erreurs et

qu'e�ectivement l'analyse de Weyl était juste [6]. Dans la même année, Breit et Tuve

publient leurs travaux qui démontrent expérimentalement la ré�exion des ondes électro-
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magnétiques dans l'ionosphère, ce qui devient l'explication acceptée pour la propagation

des ondes en longue portée [7].

Cependant, l'intérêt porté aux mécanismes de propagation près du sol ne s'est jamais

éteint et a fait l'objet de plusieurs travaux depuis 1930. Par la suite, nous faisons un rappel

non-exhaustif des principales communications sur ce sujet.

En 1930, Van der Pol et Niessen évalue le rayonnement d'un dipôle au-dessus d'une

interface plane [8]. Leur conclusion valide la solution de Weyl et la deuxième version de la

solution de Sommerfeld. Les études de ces auteurs ont servi de base pour les travaux de

Norton [9]�[12], dont l'objet était la simpli�cation de la solution de Sommerfeld pour la

mettre sous une forme plus pratique à l'usage des ingénieurs radiofréquences. Ces approxi-

mations ont connu une forte notoriété, étant jusqu'à présent parmi les plus référencées

dans ce domaine. Une autre approximation aussi célèbre apparaît quatre décennies plus

tard, publiée par Bannister [13]-[14]. Les résultats de ces deux approximations sont dis-

cutés dans le chapitre 1.

Deux autres auteurs clés dans sur ce domaine sont Wait et Baños. Depuis 1951,

Wait a étudié le rayonnement au-dessus d'une interface, en le généralisant pour le cas

des milieux strati�és [15]-[18]. Il s'est également intéressé à la propagation au-dessus d'un

milieu anisotrope, sujet également étudié par Kong [19]. Baños publie un des principaux

ouvrages sur le rayonnement près d'une interface [20] en 1966. Dans sa monographie,

Baños évalue le rayonnement d'un dipôle élémentaire arbitraire (électrique ou magnétique,

vertical ou horizontal), positionné dans l'air ou intégré dans le deuxième milieu. Dans ce

travail, l'auteur s'est limité à des milieux isotropes.

Dans les ouvrages les plus récents, nous citons une révision de la littérature concer-

nant ce problème par Collin en 2004 [21]. Dans ce travail, l'auteur discute quelques contro-

verses et incompréhensions qui persistent dans ce domaine. Un autre auteur très impliqué

dans le domaine de la propagation près du sol est Michalski, qui a publié en collaboration

avec d'autres auteurs plusieurs articles dans les trois dernières années [22]-[28].

Malgré la diversité des techniques d'évaluation des champs excités par un dipôle

au-dessus d'une interface, donnant lieu parfois à des débats et des controverses, tous

les travaux sus-mentionnés sont basés sur la solution de Sommerfeld-Weyl. Toutefois, en

2013, W. Dyab et al. ont proposé une nouvelle approche au problème, la formulation

� dite de Schelkuno� � [29][30]. Le but des auteurs était de délivrer une formulation plus
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adaptée à l'analyse numérique, étant donné que le traitement numérique de la solution

de Sommerfeld-Weyl est particulièrement ardu. Néanmoins, cette nouvelle formulation a

suscité quelques contestations dans la littérature [25][31], contrairement à la solution de

Sommerfeld-Weyl, qui depuis 1919 n'a jamais été remise en cause. Une évaluation détaillée

de la formulation � dite de Schelkuno� � est présentée dans le chapitre 3.

Systèmes sans �l fonctionnant près d'une interface

L'engouement pour l'analyse de la propagation près du sol s'est particulièrement

accentué dans la dernière décennie au vu du développement de divers systèmes de cap-

teurs dont les antennes doivent être positionnées près du sol ou, de manière plus générale,

près d'une interface entre deux milieux. Dans la plupart des cas, les systèmes sont sen-

sés collecter des signaux qui exigent le placement des antennes à proximité du sol ou le

déploiement du système impose ce placement dû à des questions d'accessibilité et d'en-

combrement. Parmi ces systèmes, nous pouvons citer comme exemples :

• Réseaux BAN (Body Area Network) : ils sont composés de capteurs positionnés

sur le corps humain pour des raisons médicales ainsi que pour d'autres applications

multimédia [32]. La principale di�culté pour extraire un modèle pour ce système

résulte de la complexité des tissus du corps humain [33]. Des modèles analytiques de

canal pour le BAN ont été déjà proposés [34]. Les fréquences pour cette application

s'échelonnent de quelques centaines de MHz jusqu'à 60 GHz [35].

• Réseaux UGS (Unattended Ground Sensors) : ils sont composés de di�érents

types de capteurs (acoustique, sismique, électromagnétique), à faible coût et localisés

près du sol, pour obtenir des informations pour des applications militaires, dans des

zones urbaines ou éloignées dont l'accès peut être contraint ou interdit [36][37]. La

principale di�culté pour la modélisation de la propagation de ces réseaux tient à

l'irrégularité du sol, soit à petite échelle (rugosité du sol), soit à grande échelle

(présence des montées et des descentes) [38]. Il est intéressant de noter que les

propriétés du terrain peuvent être complètement inconnues avant le déploiement du

système.

• Surveillance environnementale : ces réseaux de capteurs sont déployés pour

mesurer des caractéristiques importantes du sol, comme l'humidité et l'acidité. Ces
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réseaux sont indispensables dans le cadre de l'agriculture de précision (de l'anglais,

precision agriculture), qui exploite les informations sur les sols agricoles pour une

meilleure gestion de ressources [39]. Des modèles de canal ont été déjà proposés pour

les forêts [39], les terrains agricoles et les jardins [40].

• Radar à onde de surface en HF (de l'anglais, high frequency surface wave radar -

HFSWR) : ces systèmes sont basés sur la possibilité d'une propagation des ondes

de surface à très longue portée au-dessus de l'eau de mer [41] et sont notamment

déployés dans la surveillance des zones exclusives économiques [42]. Le principal dé�

de ces systèmes consiste à supprimer les échos parasites (clutter) causés par les vents

et les vagues, qui engendrent une rugosité à l'interface de la mer.

• Plasmon polariton de surface (de l'anglais, surface plasmon polariton - SPP) :

ce sont les modes guidés dus à la présence d'une onde de surface à l'interface entre

un diélectrique et un métal à des fréquences du spectre visible ou au-delà [43] [44].

Ces ondes intensi�ent le champ électrique dans des nanostructures métalliques. Les

applications des SPP sont nombreuses dans le domaine de l'optique. Pour les métaux

à des fréquences de quelques centaines de THz, la permittivité électrique présente

une partie réelle négative. Cette propriété engendre une di�culté mathématique

supplémentaire dans le traitement des ondes de surface pour cette application.

En fonction des bandes de fréquences de chaque application (du HF au EHF), les

antennes sont positionnées tout au plus à quelques mètres du sol et les distances entre les

antennes d'émission et de réception varient de quelques centimètres à quelques centaines

de kilomètres. Pour toutes ces applications, la proximité des antennes avec l'interface

doit être prise en compte pour la modélisation du canal de propagation, autrement les

estimations seront erronées et la conception du réseau sera sous-optimale.

Il existe plusieurs études de la modélisation de canal pour les systèmes sans �l près

du sol basées sur des mesures. Ces études prennent en compte l'e�et des hauteurs et

des diagrammes de rayonnement des antennes et l'environnement qui les entoure (comme

la végétation [45]). Les canaux ultra large bande outdoor [46] et indoor [47] ont été

également modélisés. Le défaut de ces études et de toute autre étude empirique, est

que leurs résultats se limitent uniquement à l'application pour lesquelles elles étaient

conçues. Elles s'adaptent rarement à un autre contexte. Par ailleurs, la compréhension

des phénomènes physiques de la propagation près du sol est plus di�cile à partir d'une
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étude empirique. De plus, certains paramètres physiques ne sont pas pris en compte,

comme les propriétés électromagnétiques du sol.

Les approches basées sur la physique o�rent une meilleure compréhension, mais

leur application à un contexte réel impose des hypothèses simpli�catrices. Selon plusieurs

études récentes [48][49], nous pouvons a�rmer catégoriquement que les méthodes basées

sur le tracé des rayons ne sont pas su�santes pour décrire la propagation près du sol.

Une discussion plus détaillée est présentée dans le chapitre 1. Toutefois, une analyse

rigoureuse qui mène à la manipulation des fonctions de Green sous forme dyadique est trop

compliquée pour un ingénieur souhaitant concevoir un système sans �l [50]. Il serait donc

souhaitable d'approcher les systèmes sans �l près du sol avec le cas canonique d'un dipôle

élémentaire rayonnant au-dessus d'une interface plane et à partir des approximations

respectant des contraintes mathématiques et physiques, obtenir des formules simples mais

utiles pour les concepteurs de systèmes près du sol.

Objectifs de l'étude

Cette thèse a été développée au sein du groupe � Antennes et propagation en mi-

lieux complexes � du laboratoire ESYCOM. Elle s'inscrit dans le cadre du projet du

laboratoire � Systèmes de communication et capteurs pour la ville, l'environnement et la

personne �, qui combine les compétences sur les systèmes de communication, les capteurs

et les microsystèmes.

En dépit d'une vaste littérature sur la propagation près du sol, l'identi�cation des

scénarios pour des systèmes sans �l pouvant pro�ter de la proximité des antennes au sol a

fait l'objet de peu de communications. Dans ce contexte, un des objectifs de cette thèse est

de délivrer un outil précis et pratique aux ingénieurs des systèmes de communication pour

concevoir des liaisons sans �ls plus optimales en tirant pro�t de la propagation près du

sol, en choisissant les paramètres physiques convenables, tout en respectant les contraintes

imposées par l'application du système.

Pour garantir la précision et assurer la compréhension physique, nous e�ectuons

un calcul rigoureux des fonctions de Green pour le cas canonique d'un dipôle élémen-

taire rayonnant au-dessus d'une interface plane, selon la formulation de la solution de

Sommerfeld-Weyl. Cependant, avec la formulation rigoureuse et une évaluation numé-
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rique, l'utilisation de l'outil exigerait la maîtrise des techniques avancées dans ce do-

maine. Par conséquent, nous optons pour une analyse analytique de ces fonctions par

une approche asymptotique (méthode de la plus grande pente). La combinaison de cette

technique avec d'autres développements asymptotiques permet de mettre en valeur l'im-

portance de plusieurs paramètres physiques, à savoir, la fréquence de travail, les propriétés

électromagnétiques des milieux et les hauteurs des antennes.

Cette thèse présente pour la première fois une condition essentielle pour une pro-

pagation près du sol optimale en fonction des paramètres physiques mentionnés. A�n de

tirer pro�t de cette propagation optimale, nous identi�ons deux distances critiques entre

le début et la �n de la zone où l'amélioration de l'a�aiblissement de trajet est observable.

Les conclusions tirées de l'ensemble de ces trois équations constituent une contribution

scienti�que importante de cette thèse, car elles aident les ingénieurs de systèmes de com-

munication à ajuster les paramètres imposés par l'application et à régler les autres de

manière à optimiser la liaison sans �l.

Un deuxième objectif de cette thèse est de faire une démonstration de faisabilité

de l'amélioration d'une liaison sans �l par la proximité des antennes au sol, pour une

fréquence de travail de l'ordre de quelques GHz. Pour ce faire, il est nécessaire de couvrir

le sol avec un matériau dont les propriétés électromagnétiques conviennent à ce type de

propagation d'après les prévisions du modèle théorique. Etant donné que les matériaux

classiques pour la couverture du sol ne présentent pas nécessairement de telles propriété, il

faut e�ectuer des investigations pour la réalisation peu coûteuse d'un matériau convenable.

Dans un axe de recherche parallèle, cette thèse se �xe également comme objectif

l'analyse de la nouvelle formulation théorique pour le rayonnement d'un dipôle élémen-

taire au-dessus d'une interface plane. Cette formulation � dite de Schelkuno� � a suscité

des controverses dans la littérature. Le but dans ce manuscrit est d'évaluer les points

d'inconsistance soulignés dans la littérature et d'appliquer la méthode de la plus grande

pente à cette formulation pour véri�er si les résultats sont compatibles avec ceux de la

solution Sommerfeld-Weyl.
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Plan du manuscrit

Ce manuscrit comporte quatre chapitres, structurés de la manière suivante.

Le chapitre 1 présente di�érentes méthodes d'évaluation du rayonnement d'un dipôle

élémentaire au-dessus d'une interface plane : la méthode à deux rayons basée sur l'optique

géométrique ainsi que les approximations des fonctions de Green fournies par Norton et

par Bannister. Comme les simpli�cations des ces approximations cachent partiellement la

physique de la propagation près du sol, nous calculons les fonctions de Green sous forme

d'intégrales de Sommerfeld, en nous inspirant de la théorie des images.

Le chapitre 2 est consacré à l'évaluation analytique des fonctions de Green. Pour

atteindre ce but, certains aspects mathématiques des intégrales de Sommerfeld sont dis-

cutés et un changement de variable est proposé a�n de retrouver une forme facilitant la

manipulation mathématique de ces intégrales. Nous présentons en détail ensuite la mé-

thode de la plus grande pente, qui est �nalement appliquée aux intégrales de Sommerfeld.

Les résultats de la méthode de la plus grande pente sont validés par une comparaison avec

les approximations de Norton et de Bannister.

En se basant sur les développements mathématiques du chapitre précédent, le cha-

pitre 3 présente une évaluation détaillée de la formulation � dite de Schelkuno� �. Premiè-

rement elle est comparée avec la formulation classique de Sommerfeld. Ensuite, les points

controversés sont identi�és et clari�és par une analyse dans le plan complexe et par une

évaluation asymptotique à la lumière de la méthode de la plus grande pente.

Le chapitre 4 présente la condition essentielle pour que la propagation d'une onde

soit améliorée par le placement des antennes près d'une interface. Deux distances impor-

tantes pour la propagation près du sol sont également identi�ées. Des lignes directrices sur

l'amélioration de ce type de propagation ainsi que des exemples concrets sont présentés.

Le chapitre se termine par la description des pistes envisagées pour une démonstration de

faisabilité de nouvelles hypothèses introduites dans cette thèse.

Trois annexes sur la dé�nition des fonctions de Green, des potentiels vecteur et

scalaire et des points et coupures de rami�cation sont présentés à la �n du manuscrit et

sont complémentaires aux deux premiers chapitres.
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L'objectif de ce chapitre est de présenter di�érentes modélisations du rayonnement

d'un dipôle élémentaire au-dessus d'une interface plane.

La première modélisation présentée est basée sur la méthode à deux rayons. Cette

méthode, inspirée de l'optique géométrique, a l'avantage de la simplicité. Néanmoins, elle

ne prend en compte que les composantes directe et ré�échie de l'onde. Cette limitation

peut rendre la méthode inadaptée pour la propagation près du sol.

Une manière rigoureuse de traiter le rayonnement d'un dipôle élémentaire au-dessus

d'une interface plane est l'analyse par les fonctions de Green. Nous présentons d'abord les

fonctions de Green simpli�ées, proposées par Norton [9]�[12] et par Bannister [13]-[14].

Ce sont les approximations les plus répandues dans la littérature. La confrontation de

ces approximations avec la méthode à deux rayons révèle l'inadéquation de cette dernière

pour la modélisation de la propagation près du sol.

Grâce aux approximations appliquées, cette formulation est entièrement analytique

et simple à utiliser. Cependant, la simpli�cation rend la compréhension de la physique

plus compliquée. De ce fait, nous optons pour le calcul direct des fonctions de Green. Pour

ce faire, le rayonnement d'un dipôle dans un milieu homogène est combiné avec la théorie

des images. Les fonctions de Green sont �nalement présentées sous forme d'intégrales de

Sommerfeld.

L'évaluation des fonctions de Green constitue une étape importante. Dans cette

thèse, nous avons choisi une évaluation analytique asymptotique. Toutefois, l'outil utilisé,

à savoir, la méthode de la plus grande pente, mérite une attention particulière. Ainsi,

un deuxième chapitre est dédié au développement de cet outil et à son utilisation pour

l'analyse des fonctions de Green présentées dans ce chapitre.

Le présent chapitre est structuré comme suit. Dans la section 1.1, la méthode à deux

rayons est présentée et quelques résultats sont discutés. Ensuite, dans la section 1.2, cette

méthode est confrontée aux approximations de Norton et Bannister. Finalement, dans

la section 1.3, les fonctions de Green sont calculées, en s'inspirant du rayonnement d'un

dipôle dans un milieu homogène et de la théorie des images.
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1.1 Méthode à deux rayons

Cette méthode décrit la propagation de l'onde à l'aide de la technique des rayons, qui

consiste à utiliser une approche géométrique simpli�ée, supposant que l'onde se comporte

comme des rayons de lumière de l'optique classique. Son but est d'estimer l'a�aiblissement

de trajet entre l'émetteur et le récepteur, en supposant que la liaison se fait par deux

composantes principales : l'onde directe en ligne de vue entre l'émetteur et le récepteur et

l'onde ré�échie par le sol [51, Sec. 2.3.1]. La �gure 1.1 illustre cette méthode. On y voit une

interface entre deux milieux semi-in�nis, caractérisés par leur perméabilité magnétique (µ)

et leur permittivité électrique (ε̂). L'accent circon�exe indique que cette valeur peut être

complexe pour prendre en compte des pertes diélectriques ou la conductivité électrique

(σ). Généralement, on considère que le premier milieu est l'air. La source et le point

d'observation du champ se trouvent dans le premier milieu.
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Figure 1.1 � Schéma de la méthode à deux rayons.

On sait que la densité de puissance surfacique p émise par une antenne est donnée

par l'expression :

p(θ) =
PtGt(θ)

4πr2
(1.1)

où Pt est la puissance transmise par l'antenne, Gt(θ) est le gain de l'antenne et r est la

distance du point d'observation à l'antenne. En champ lointain, on peut écrire :

p(θ) =
E(θ)2

η
(1.2)

où E(θ) est le module du champ électrique et η est l'impédance du milieu. Ainsi, on peut

écrire :

E(θ) =

√
ηPtGt(θ)

4πr2
=

√
ηPt

4π

√
Gt(θ)

r
(1.3)

Sachant que pour une polarisation donnée (TM/parallèle ou TE/perpendicualire),
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les composantes directe et ré�échie de l'onde sont parallèles en champ lointain, il est

possible d'écrire le champ total (Etot) par la simple somme scalaire :

Etot = Ed + Er (1.4)

On suppose que toutes les grandeurs ont une variation temporelle sinusoïdale, re-

présentée par l'exponentielle ejωt, supprimée de toutes les expressions par simplicité. Les

composantes directe et ré�échie du champ électrique sont données par :

Ed = |Ed|e−jkrd

Er = |Er|e−jkrr
(1.5)

En introduisant les équations 1.5 en 1.4, on obtient :

Etot = (|Ed|+ Γ|Er|e−jk(rr−rd))e−jkrd (1.6)

où on a introduit le coe�cient de ré�exion Γ complexe qui prend en compte les pro-

priétés électriques et magnétique du milieu 2, ainsi que la polarisation de l'onde excitée

(TM/parallèle ou TE/perpendicualire).

On peut développer l'équation 1.6 en y introduisant l'équation 1.3 :

Etot =

√
ηPt

4π

(√
Gt(θd)

rd

+ Γ

√
Gt(θr)

rr

e−jk(rr−rd)

)
e−jkrd (1.7)

L'équation 1.7 résume la méthode à deux rayons. Cette équation est valable pour

tout type d'antenne, sous réserve de connaître son gain. Il est également indispensable de

connaître la polarisation (TM/parallèle ou TE/perpendicualire) de l'onde excitée. Si cette

dernière présente des composantes de polarisation di�érente, il est nécessaire de traiter

chaque composante séparément pour ensuite faire un traitement du champ électrique

total. Nous rappelons que la méthode à deux rayons ne peut être appliquée dans la zone

proche de l'antenne.

Dans ce manuscrit, la méthode décrite dans cette section est appliquée uniquement

à un dipôle élémentaire électrique vertical. Cette antenne excite une onde de polarisation

TM/parallèle. La puissance Pt est celle associée à un moment dipolaire unitaire. Nous

donnons plus de détails dans la section 1.3.1.
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La �gure 1.2 présente l'a�aiblissement de trajet prévu par cette méthode pour la

composante Ez du champ électrique excité par un dipôle élémentaire électrique vertical

rayonnant à 2, 4 GHz dans l'air, positionné à 2 m au-dessus d'une surface plane, dont la

permittivité électrique relative est égale à 15 et la tangente de pertes est égale à 10−3. La

hauteur d'observation est de 1 m.

L'a�aiblissement de trajet montré à la �gure 1.2 est très représentatif des estima-

tions de la méthode à deux rayons. Il peut être divisé en deux zones. Dans la zone I,

le module du champ est oscillatoire, car dans cette zone, les composantes directe et ré-

�échie de l'onde interagissent de manière constructive et destructive. Dans cette zone,

l'enveloppe du champ diminue de 10 dB/déc. Dans la zone II, la composante ré�échie

interagit uniquement de manière destructive avec la composante directe, ce qui résulte en

un a�aiblissement de trajet qui décroît de 20 dB/déc.

La �gure 1.3 montre une propagation avec les mêmes paramètres, à l'exception de

la nature du deuxième milieu, qui a été remplacé par un conducteur dont la conductivité

électrique σ est égale à 107 S/m. En plus des deux zones décrites dans la �gure 1.2, on

observe un régime supplémentaire, entre les zones I et II, où les oscillations cessent et
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Figure 1.2 � Prévision de la méthode à deux rayons de l'a�aiblissement de trajet du
champ électrique excité par un dipôle élémentaire électrique vertical rayonnant à 2, 4
GHz. ht = 2 m, hr = 1 m, εr2= 15, tan δ2 = 10−3.
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Figure 1.3 � Prévision de la méthode à deux rayons de l'a�aiblissement de trajet du
champ électrique excité par un dipôle élémentaire électrique vertical rayonnant à 2, 4
GHz. ht = 2 m, hr = 1 m, σ2 = 107 S/m.

l'a�aiblissement de trajet est de 10 dB/déc. Cette zone est mise en évidence par la �èche

orange dans la �gure 1.3. Elle n'apparaît que dans le cas où l'interface présente une très

grande conductivité. Il est important de souligner que pour les distances trop grandes,

comme dans la �gure 1.3, la terre ne peut plus être considérée comme plane en raison de

sa courbure.

La �gure 1.4 illustre un dernier exemple d'estimation de la méthode à deux rayons.

Elle montre la composante Ez du champ électrique excité par un dipôle élémentaire élec-

trique vertical rayonnant à 8, 2 GHz, positionné à 10 cm d'une surface plane, dont la

conductivité électrique, plutôt modérée, est égale à 5 · 103 S/m. La hauteur d'observation

du champ est de 10 cm. La zone supplémentaire à −10 dB/déc présentée dans la �gure

1.3 est absente, car la conductivité du deuxième milieu n'est pas su�samment élevée.
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Figure 1.4 � Prévision de la méthode à deux rayons de l'a�aiblissement de trajet
du champ électrique excité par un dipôle élémentaire électrique vertical rayonnant à
8, 2 GHz. ht = 10 cm, hr = 10 cm, σ2 = 5 · 103 S/m.

1.2 Comparaison de la méthode à deux rayons avec les

approximations de Norton et Bannister

La description du rayonnement d'un dipôle élémentaire au-dessus d'une interface

plane entre deux milieux semi-in�nis peut se faire par l'analyse des fonctions de Green.

Ces fonctions s'écrivent sous forme d'intégrales de Sommerfeld, dont l'évaluation rigou-

reuse présente des di�cultés mathématiques. Plusieurs études sont dédiées aux expres-

sions analytiques simpli�ées pour ces fonctions de Green. Les deux approximations les

plus célèbres sont celles fournies par Norton [9]�[12] et Bannister [13]�[14].

Bannister utilise la méthode des images complexes, qui est une déclinaison de la

théorie des images traditionnelle (détaillée dans la section 1.3.2.1), en éliminant l'inter-

face et en la remplaçant par une antenne à une distance complexe d. Cette distance ne

possède pas un sens physique, elle n'est qu'un outil mathématique pour éliminer l'inter-

face. Bannister impose une seule condition qui est celle d'avoir le carré de la valeur absolue
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de l'indice de réfraction n, dé�ni par :

n2 =
ε̂r2
ε̂r1

(1.8)

supérieur à 10. Les équations sont assez générales, le choix du type de dipôle élémentaire

(vertical ou horizontal, électrique ou magnétique) et les points d'émission et d'observation

(au-dessus ou sur le sol) est arbitraire. En revanche, dans la décomposition spatiale des

champs, Bannister ne distingue pas les composantes directe, ré�échie et de surface.

Norton a validé ses approximations des intégrales de Sommerfeld par des données

obtenues expérimentalement. Ses équations sont également assez générales et permettent

tous les choix (dipôle horizontal ou vertical, électrique ou magnétique, émission et ré-

ception positionnées au sol ou surélevées). La seule condition imposée est sur la distance

entre l'émission et l'observation. En e�et, elles doivent être séparées de quelques longueurs

d'onde. Nous avons adopté une distance minimale de réception de dix longueurs d'onde.

Contrairement à Bannister, Norton sépare chaque composante de champ en partie directe,

ré�échie et de surface.

Les �gures 1.5 à 1.7 reprennent les mêmes cadres que ceux des �gures 1.2 à 1.4.

Ainsi, il est possible de comparer les résultats de la méthode à deux rayons avec les

approximations de Norton et Bannister. Dans ces �gures, les courbes bleues en trait plein

représentent les réponses de la méthode à deux rayons, les courbes noires en trait pointillé

représentent la réponse de l'approximation de Bannister et les courbes vertes en trait

pointillé représentent la réponse de l'approximation de Norton. Nous notons que le niveau

initial de champ a été normalisé par rapport aux résultats de la méthode à deux rayons,

pour faciliter la comparaison des allures.

Pour le premier exemple (�gure 1.5), nous remarquons que les résultats de la mé-

thode à deux rayon et les approximations de Norton et de Bannister coïncident.

Pour le deuxième exemple (�gure 1.6), dans la zone I, le champ électrique prévu par

les trois méthodes coïncide. Cependant, il y a une très grand écart entre les résultats pour

de grandes distances. En e�et, la zone sans oscillations décroissant de 10 dB/déc estimée

par les approximations de Norton et de Bannister (mise en évidence par la �èche orange)

s'étend à des distances supérieures à celles prévues par la méthode à deux rayons.

Pour le troisième exemple (�gure 1.7), on observe que les trois méthodes prévoient

le même champ électrique pour la zone I. En revanche, les approximations de Norton et
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Figure 1.5 � Comparaison des approximations de Norton et de Bannister avec la méthode
à deux rayons (2R), dans les mêmes conditions qu'à la �gure 1.2 (f = 2, 4 GHz, ht = 2
m, hr = 1 m, εr2= 15, tan δ2 = 10−3).
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Figure 1.6 � Comparaison des approximations de Norton et de Bannister avec la méthode
à deux rayons (2R), dans les mêmes conditions qu'à la �gure 1.3 (f = 2, 4 GHz, ht = 2
m, hr = 1 m, σ2 = 107 S/m).
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Figure 1.7 � Comparaison des approximations de Norton et de Bannister avec la méthode
à deux rayons (2R), dans les mêmes conditions qu'à la �gure 1.4 (f = 8, 2 GHz, ht = 10
cm, hr = 10 cm, σ2 = 5 · 103 S/m).

de Bannister prévoient une zone sans oscillations dont l'a�aiblissement de trajet est de

10 dBV/déc (mise en évidence en orange). Cette zone n'est pas prévue par la méthode à

deux rayons. Elle se présente à des distance entre une dizaine et une centaine de mètres.

Ces trois exemples synthétisent la comparaison entre la méthode à deux rayons et les

approximations de Norton et de Bannister. De manière générale, il est possible d'a�rmer

que ces trois méthodes coïncident si le contraste de l'indice de réfraction entre les deux

milieux n'est pas élevé, comme c'est le cas de pour �gure 1.5. Toutefois, si ce contraste

augmente, soit par une très forte permittivité réelle (|ε̂r| � 100), soit par une conductivité

(qui peut être modérée et de l'ordre de 103 S/m à 104 S/m), la méthode à deux rayons

donne des résultats di�érents. En e�et, les approximations de Norton et de Bannister pré-

voient une zone avec un a�aiblissement de trajet moins important. L'apparition de cette

zone peut être prévue par la méthode à deux rayons pour le cas de très forte conducti-

vité, mais les approximations de Norton et de Bannister estiment qu'elle s'étend à des

distances plus importantes. L'étude paramétrique des approximations permet de déduire

que la hauteur des antennes joue un rôle très important pour l'apparition de cette zone.

Positionner l'antenne d'émission ainsi que le point d'observation plus près de l'interface
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favorise l'apparition de cette zone.

La comparaison de ces méthodes montre qu'un a�aiblissement de trajet moins im-

portant est réalisable en jouant sur la qualité du sol et sur la hauteur des deux antennes. Il

serait désormais souhaitable de trouver les conditions favorisant la propagation de l'onde

près du sol a�n d'avoir un meilleur bilan de liaison sans �ls. Bien que les expressions

analytiques de Norton et de Bannister facilitent l'étude paramétrique de la propagation

d'ondes près d'une interface, l'analyse de l'origine physique de la nouvelle composante de

surface n'est pas explicite. Par conséquent, une analyse plus rigoureuse s'impose.

1.3 Traitement rigoureux du rayonnement par les fonc-

tions de Green

A�n de mieux maîtriser le phénomène physique de la propagation d'onde près d'une

interface et mieux connaître les paramètres in�uant le bilan de liaison, nous analysons les

fonctions de Green à l'origine des approximations de Norton et de Bannister. L'annexe A

propose un bref rappel de la dé�nition mathématique des fonctions de Green.

Dans le cadre du rayonnement des antennes, le sens physique des fonctions de Green

est le rayonnement d'un dipôle élémentaire, puisque celui-ci est une représentation phy-

sique �ctive d'une excitation impulsionelle telle que la fonction delta de Dirac.

L'importance de bien maîtriser ce rayonnement est qu'en théorie, il est possible de

déduire le rayonnement de n'importe quelle autre antenne, à condition de connaître sa

répartition de courant. En pratique, la tâche demeure compliquée pour des di�cultés

mathématiques (liées à une intégrale de convolution, voir annexe A) et surtout physique

(le courant imposé par l'antenne n'est pas toujours connu). Néanmoins, le rayonnement

du dipôle élémentaire peut ouvrir des pistes pour l'évaluation physique de la propagation.

Le rayonnement d'un dipôle élémentaire est mathématiquement décrit par l'équation

de Helmholtz. Soit un dipôle électrique élémentaire, positionné à l'origine, dont le courant

est dirigé selon âz. L'équation à résoudre est :

∇2A + k2A = −δ(r)âz (1.9)

où A est le potentiel vecteur magnétique. Dans ce manuscrit, les grandeurs vectorielles
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sont identi�ées en gras. Un rappel sur la dé�nition des potentiels scalaire et vecteur est

donné dans l'annexe B. Dans ce manuscrit, nous utilisons la dé�nition du potentiel vecteur

magnétique proposé par Harrington [52, Ch. 3], H = ∇ × A, selon l'équation B.5, qui

di�ère légèrement de la dé�nition B = ∇×A habituellement utilisée dans la littérature.

D'après l'équation 1.9, le système d'équations à résoudre est :

∇2Ax + k2Ax = 0 (1.10a)

∇2Ay + k2Ay = 0 (1.10b)

∇2Az + k2Az = −δ(r) (1.10c)

Nous nous intéressons dans un premier temps au rayonnement d'un dipôle élémen-

taire dans un milieu homogène. Cette première analyse prépare les bases pour le calcul

du rayonnement d'un dipôle élémentaire en présence d'une interface plane.

1.3.1 Rayonnement d'un dipôle élementaire électrique dans un

milieu homogène

La seule condition à appliquer aux composantes du champ dans un milieu homogène

est la condition de rayonnement de Sommerfeld [53, Sec. 28]. Il faut que l'onde soit

sortante de l'antenne (� les sources doivent être des sources, pas des puits d'énergie �,

selon Sommerfeld [53, p. 189]) et que l'énergie tende vers zéro à de grandes distances.

Etant donné la symétrie sphérique liée à la taille ponctuelle de la source, l'équation

1.10c n'a pas de dépendance en θ et ϕ et peut donc s'écrire :

d2Az
dr2

+
2

r

dAz
dr

+ k2Az = δ(r) (1.11)

Pour r 6= 0, l'équation devient homogène :

d2Az
dr2

+
2

r

dAz
dr

+ k2Az = 0 (1.12)

La solution générale de 1.12 est de la forme :

Az = C1
e−jkr

r
+ C2

ejkr

r
(1.13)
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L'hypothèse d'une onde sortante de l'antenne impose C2 = 0. La forme de la solution

respecte ainsi la condition aux limites imposée à l'énergie. L'intégrale du terme 1.10c sur

le volume d'une sphère centrée à l'origine et de rayon ε qui tend vers zéro permet de

déterminer C1 = 1
4π
. La solution complète est :

Az =
e−jkr

4πr
(1.14)

Le théorème d'unicité nous garantit que cette solution, respectant toutes les condi-

tions aux limites imposées, est unique. Par conséquent, les solutions triviales Ax = 0 et

Ay = 0 sont su�santes pour les équations 1.10a et 1.10b. La solution complète sous forme

vectorielle s'écrit donc :

A =
e−jkr

4πr
âz (1.15)

Si l'orientation du dipôle change, une simple rotation des coordonnées spatiales

permet de retrouver la solution. Le potentiel vecteur magnétique d'un dipôle dont le

courant est dirigé selon âξ devient donc :

A =
e−jkr

4πr
âξ (1.16)

Le potentiel vecteur magnétique A excité par une antenne �laire selon âz de petite

taille ∆`, dont le courant I peut être considéré constant tout au long de sa longueur,

est donné par l'expression 1.15 multipliée par I∆`. Ce terme est connu comme moment

dipolaire. Dans ce texte, il est toujours �xé à l'unité.

On peut résoudre le même problème par la méthode de la transformée de Fourrier,

qui permet d'écrire la solution du potentiel sous une forme convenant mieux à une inter-

prétation physique et plus adaptée au cas d'un milieu hétérogène. Nous rappelons d'abord

quelques dé�nitions mathématiques. La transformée de Fourier en deux dimensions d'une

fonction g(x, y) est la fonction g̃(kx, ky), dé�nie par :

g̃(kx, ky) =
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
g(x, y)ej(kxx+kyy)dxdy (1.17)

Il est possible de retrouver la fonction originale à partir de la transformée inverse
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par la relation suivante :

g(x, y) =
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
g̃(kx, ky)e

−j(kxx+kyy)dkxdky (1.18)

Nous avons choisi une dé�nition di�érente de celle usuellement trouvée dans la lit-

térature vis-à-vis du signe de j dans la transformée et de la présence du terme 1
2π
. Le

premier choix se justi�e par rapport au sens de la propagation d'onde dans la convention

temporelle choisie. La préférence pour faire apparaître le terme 1
2π

met en évidence la

symétrie de la transformée avec son inverse.

Une propriété intéressante de la transformée de Fourier est la simpli�cation de la

dérivée. En e�et, si on analyse 1.18, on remarque que les dérivées partielles de g par

rapport à x et à y sont remplacées par une simple multiplication par −jkx ou −jky dans

le domaine de la transformée. Ainsi, il est possible de réduire la dimension de l'équation

1.10c, avec la transformée de Fourier :

(
−k2

x − k2
y +

∂2

∂z2

)
Ãz + k2Ãz = − 1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ(x)δ(y)δ(z)ej(kxx+kyy)dxdy(

∂2

∂z2
+ k2

z

)
Ãz = − 1

2π
δ(z) (1.19)

où k2
z = k2 − k2

x − k2
y. L'équation 1.19 peut s'écrire partout, sauf en z = 0 :

(
∂2

∂z2
+ k2

z

)
Ãz = 0 (1.20)

La solution générale est alors de la forme :

Ãz = c1e
−jkz |z| + c2e

jkz |z| (1.21)

où nous avons introduit la valeur absolue de z pour garantir l'apparition d'une fonction

de Dirac pour la dérivée du deuxième ordre.

La solution est une onde sortante de l'antenne, on pose alors c2 = 0. Il faut aussi

choisir une valeur convenable pour kz =
√
k2 − k2

x − k2
y. Les conditions imposées à kz sont :

<e{kz} ≥ 0 et =m{kz} ≤ 0 simultanément. Pour trouver c1, on calcule l'intégrale de 1.19

sur l'axe z de −ε à ε et on fait tendre ε vers zéro. On trouve donc c1 = 1
2π

1
2jkz

. La solution
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s'écrit :

Ãz =
1

2π

1

2jkz
e−jkz |z| (1.22)

Pour trouver la valeur de Az, on se sert de l'équation 1.18 :

Az =
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

e−j(kxx+kyy+kz |z|)

4πjkz
dkxdky (1.23)

En changeant le système de cordonnées cartésiennes ((x, y) et (kx, ky)) en cordonnées

cylindriques ((ρ, ϕ) et (kρ, kϕ)) [54], on obtient :

Az =
1

4π

∫ +∞

0

e−jkz |z|

jkz

∫ 2π

0

1

2π
e−j(kρρ cos(ϕ−kϕ))dkϕ︸ ︷︷ ︸

=J0(kρρ)

kρdkρ

Az =
1

4π

∫ +∞

0

kρ
jkz

J0(kρρ)e−jkz |z|dkρ (1.24)

où J0(·) est la fonction de Bessel du premier type d'ordre 0 et les conditions imposées à

kz demeurent les mêmes.

L'équation 1.24 peut être vue comme la transformée inverse de Hankel de la fonction

e−jkz |z|

jkz
. La transformée de Hankel d'ordre 0 d'une fonction g(ρ), écrite comme g̃(kρ), et

son inverse se dé�nissent par :

g̃(kρ) =

∫ +∞

0

g(ρ)J0(kρρ)ρdρ (1.25)

g(ρ) =

∫ +∞

0

g̃(kρ)J0(kρρ)kρdkρ (1.26)

La transformée de Hankel peut être vue comme la transformée de Fourier en deux

dimensions d'une fonction g(x, y) présentant une symétrie axiale. Elle s'écrit comme une

fonction de ρ indépendante de ϕ. En e�et, les équations 1.17 et 1.25 sont identiques avec

ces conditions, ainsi que les équations 1.18 et 1.26.

L'équation 1.24 respecte toutes les conditions pour être la solution de 1.10c. En

e�et, il s'agit d'une onde sortante de l'antenne, car l'équation 1.24 est la somme des

ondes cylindriques stationnaires (représentées par la fonction de Bessel) pondérées par des

ondes planes (représentées par la fonction exponentielle), qui se propagent vers l'extérieur

de l'antenne. De plus, l'intégrale tend bien vers zéro si r =
√
ρ2 + z2 tend vers l'in�ni

(condition de rayonnement). Le théorème d'unicité garantit alors l'égalité des équations
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1.14, 1.23 et 1.24 :

e−jkr

r
=

1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

e−j(kxx+kyy+kz |z|)

jkz
dkxdky (1.27)

e−jkr

r
=

∫ +∞

0

kρ
jkz

J0(kρρ)e−jkz |z|dkρ (1.28)

où kz =
√
k2 − k2

x − k2
y =

√
k2 − k2

ρ, <e{kz} ≥ 0 et =m{kz} ≤ 0.

Les équations 1.27 et 1.28 sont connues respectivement comme l'identité de Weyl

[55] et l'identité de Sommerfeld [53]. D'un point de vue mathématique, elles présentent

la transformée de Fourier en deux dimensions et la transformée de Hankel d'ordre 0 de

la fonction e−jkr

r
. Elles o�rent également des interprétations physiques di�érentes à la

fonction e−jkr

r
, qui décrit une onde sphérique. L'identité de Weyl montre qu'une onde

sphérique peut être vue comme la somme d'ondes planes dans toutes les directions, y

compris des ondes évanescentes. L'identité de Sommerfeld montre que l'onde sphérique est

la somme d'ondes cylindriques stationnaires pondérées par des ondes planes se propageant

le long de l'axe z, en s'éloignant de l'origine.

1.3.2 Rayonnement d'un dipôle élémentaire électrique en pré-

sence d'une interface plane

Dans cette section nous traitons la propagation d'un dipôle électrique au-dessus

d'une interface parfaitement plane. Le dipôle est positionné à l'origine et l'interface se

situe à z = −z0. Les deux milieux sont caractérisés par εi, µi e σi, où l'indice i désigne le

milieu 1 (où se trouve l'antenne) ou 2.

Pour ce problème, des conditions aux limites supplémentaires s'ajoutent. Soient Et

et Ht les composantes tangentielles des champs électrique et magnétique à l'interface et

En et Hn leurs composantes normales à l'interface. A l'exception d'une interface parfai-

tement conductrice, les équations de Maxwell imposent que les composantes Et, ε̂En, Ht

et µHt soient continues à l'interface. Pour le cas d'une interface parfaitement conduc-

trice, la présence de charges et de courants surfaciques permettent une discontinuité des

composantes Ht et ε̂En [56, Sec. 1.5].
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1.3.2.1 Interface parfaitement conductrice

Nous analysons tout d'abord le cas particulier d'une interface plane parfaitement

conductrice. Cela signi�e que σ2 tend vers l'in�ni. Pour ce cas, nous utilisons la théorie

des images, illustrée par la �gure 1.8.

De manière générale, il s'agit de remplacer l'interface par une image de l'antenne,

positionnée symétriquement par rapport à l'interface. Pour le dipôle électrique vertical, son

image a la même polarisation que l'antenne d'origine. Pour le dipôle électrique horizontal,

l'image présente une inversion de polarisation. Cette substitution n'est valable que pour les

champs du premier milieu. Le champ électrique dans le milieu parfaitement conducteur est

nul. Le potentiel vecteur magnétique A pour les dipôles électriques vertical et horizontal

(selon âx), d'après la théorie des images, est présenté dans le Tableau 1.1.

Nous pouvons démontrer que cette solution est exacte. Pour cela, il faut démontrer

que la solution véri�e l'équation d'onde et respecte les conditions aux limites imposées. Le

Tableau 1.2 montre la transformée de Fourier en deux dimensions de la solution donnée

par la théorie des images. Le Tableau 1.3 résume les composantes des champs électrique

et magnétique liées à ces potentiels, données par les équations B.5, B.8 et B.11.

x

z = 0

z = -z0


r

z



x

z = 0

z = -z

z = -2z
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0
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Figure 1.8 � Théorie des images : la surface parfaitement conductrice est remplacée par
une image de l'antenne, positionnée symétriquement par rapport à l'interface.

TABLEAU 1.1 � potentiel vecteur magnétique A pour un dipôle électrique rayonnant au-
dessus d'un plan métallique parfaitement conducteur.

Dipôle Vertical (selon âz) Dipôle Horizontal (selon âx)

Az1 =
1

4π

(
e−jk1r

r
+
e−jk1rI

rI

)
Az2 = 0

Ax1 =
1

4π

(
e−jk1r

r
− e−jk1rI

rI

)
Ax2 = 0

r =
√
x2 + y2 + z2 rI =

√
x2 + y2 + (z + 2z0)2
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TABLEAU 1.2 � Transformée de Fourier du potentiel vecteur magnétiqueA pour un dipôle
électrique rayonnant au-dessus d'un plan métallique parfaitement conducteur.

Dipôle Vertical Dipôle Horizontal

Ãz1 =
1

4π

(
e−jkz1 |z|

jkz1
+
e−jkz1 |z+2z0|

jkz1

)
Ãz2 = 0

Ãx1 =
1

4π

(
e−jkz1 |z|

jkz1
− e−jkz1 |z+2z0|

jkz1

)
Ãx2 = 0

TABLEAU 1.3 � transformée de Fourier des composantes des champs électrique et magné-
tique d'un dipôle électrique.

Dipôle Vertical Dipôle Horizontal

Ẽx = jkxṼ

Ẽy = jkyṼ

Ẽz = −jωµÃz −
∂Ṽ

∂z

H̃x = −jkyÃz
H̃y = jkxÃz

H̃z = 0

Ẽx = −jωµÃx + jkxṼ

Ẽy = jkyṼ

Ẽz = −∂Ṽ
∂z

H̃x = 0

H̃y =
∂Ãx
∂z

H̃z = jkyÃx

Ṽ = − 1

jωε̂

∂Ãz
∂z

Ṽ =
1

jωε̂
jkxÃx

1.3.2.2 Interface diélectrique ou conductrice imparfaite

La théorie des images ne peut être utilisée que dans le cas où l'interface est parfai-

tement conductrice. Néanmoins, il est possible de s'en inspirer pour trouver la solution

dans le cas d'une interface diélectrique ou présentant une conductivité �nie [57]. L'idée

consiste à pondérer le poids de l'image. Il est cependant nécessaire de considérer égale-

ment la partie transmise dans le deuxième milieu. Nous analysons le cas de chaque dipôle

électrique.

• Dipôle électrique vertical

Pour faciliter les calculs, nous utilisons la transformée de Fourier du potentiel vecteur
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magnétique A. Nous supposons une solution sous forme :

Ãz1 =
1

4π

(
e−jkz1 |z|

jkz1
+Rev

e−jkz1 (z+2z0)

jkz1

)
Ãz2 =

1

4π
Teve

jkz2z

(1.29)

avec kzi =
√
k2
i − k2

x − k2
y, i = 1, 2. Les constantes Rev et Tev peuvent être interprétées

comme des coe�cients de ré�exion et transmission du dipôle électrique vertical. Nous

avons supprimé le module du terme z+2z0, car dans le milieu 1, z > −z0, donc |z+2z0| =

z + 2z0. La forme de Ãz2 ne suit pas celle de Ãz1 , car dans le milieu 2 l'équation d'onde

devient homogène, puisque la source de courant est dans le milieu 1. Le choix du signe

de l'exponentielle est dû au fait que l'onde dans le milieu 2 se propage vers −âz. Les

potentiels scalaires de chaque milieu s'écrivent (voir Tableau 1.3) :

Ṽ1 =
1

4πjωε̂1

(
sgn(z)e−jkz1 |z| +Reve

−jkz1 (z+2z0)
)

Ṽ2 = − jkz2
4πjωε̂2

Teve
jkz2z (1.30)

A l'aide du Tableau 1.3, les composantes des champs sont calculées et présentées

dans le Tableau 1.4. Nous remarquons que les constantes de propagation kx et ky sont

identiques dans les deux milieux, étant donné l'adaptation de phase (phase matching)

imposée par les conditions aux limites [56, Sec. 7.1].

A�n de calculer les coe�cients Rev et Tev, les conditions aux limites sont impo-

TABLEAU 1.4 � Composantes des champs électrique et magnétique excités par un dipôle
électrique vertical élémentaire au-dessus d'une interface plane.

Premier milieu Deuxième milieu

Ẽx1 =
jkx

4πjωε̂1

(
sgn(z)e−jkz1 |z| +Reve

−jkz1 (z+2z0)
)

Ẽx2 =
−jkxjkz2
4πjωε̂2

Teve
jkz2z

Ẽy1 =
jky

4πjωε̂1

(
sgn(z)e−jkz1 |z| +Reve

−jkz1 (z+2z0)
)

Ẽy2 =
−jkyjkz2
4πjωε̂2

Teve
jkz2z

Ẽz1 =
k2
ρ

4πjωε̂1

(
e−jkz1 |z|

jkz1
+Rev

e−jkz1 (z+2z0)

jkz1

)
Ẽz2 =

k2
ρ

4πjωε̂2

Teve
jkz2z

H̃x1 =
−jky
4π

(
e−jkz1 |z|

jkz1
+Rev

e−jkz1 (z+2z0)

jkz1

)
H̃x2 =

−jky
4π

Teve
jkz2z

H̃y1 =
jkx
4π

(
e−jkz1 |z|

jkz1
+Rev

e−jkz1 (z+2z0)

jkz1

)
H̃y2 =

jkx
4π

Teve
jkz2z

H̃z1 = 0 H̃z2 = 0
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sées à chaque composante du champ. Pour que les composantes tangentielles des champs

électrique et magnétique soient continues en z = −z0, il faut :
1

ε̂1

(−1 +Rev) e−jkz1z0 = −jkz2
ε̂2

Teve
−jkz2z0

(1 +Rev)
e−jkz1z0

jkz1
= Teve

−jkz2z0
(1.31)

Ce système d'équations nous permet de trouver les expressions suivantes :

Rev =
ε̂2jkz1 − ε̂1jkz2
ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

Tev =
2ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2
e−jkz1z0+jkz2z0 (1.32)

• Dipôle électrique horizontal

La démarche pour trouver la solution du dipôle horizontal est similaire. Cependant,

il est impossible de satisfaire les conditions aux limites avec une seule composante du

potentiel vecteur magnétique. En analysant le Tableau 1.3, nous observons d'une part que

pour la continuité de Ẽy, il faut que Ṽ soit continu. Cela implique que Ãx
ε̂

soit continu.

D'autre part, pour la continuité de Ex, il faut que Ãx soit continu. Cette contradiction

nous oblige à rajouter une nouvelle composante. En suivant la démarche de Sommerfeld

[53, Sec. 33], nous choisissons les composantes Ãx et Ãz. Nous supposons alors une solution

de la forme :

Ãx1 =
1

4π

(
e−jkz1 |z|

jkz1
+Reh

e−jkz1 (z+2z0)

jkz1

)
Ãz1 =

1

4π
Cae

−jkz1z

Ãx2 =
1

4π
Tehe

jkz2z Ãz2 =
1

4π
Cbe

jkz2z

(1.33)

Etant donné qu'il n'y a pas de courant selon âz, l'équation d'onde devient homogène

pour la composante z. Par conséquent, la forme de Ãzi devient similaire à celle de Ãx2 .

Reh et Teh peuvent être interprétés comme des coe�cients de ré�exion et de transmission

du dipôle électrique horizontal. Ca et Cb sont des constantes dont les valeurs se calculent

par les conditions aux limites. Le choix du signe des exponentielles dépend de la direction

de propagation. Le potentiel scalaire dans chaque milieu est donné par l'équation B.11 :

Ṽi =
1

jωε̂i

(
jkxÃxi −

∂Ãzi
∂z

)
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Ṽ1 =
1

4πjωε̂1

(
jkx

(
e−jkz1 |z|

jkz1
+Reh

e−jkz1 (z+2z0)

jkz1

)
+ jkz1Cae

−jkz1z
)

(1.34)

Ṽ2 =
1

4πjωε̂2

(jkxTeh − jkz2Cb) ejkz2z (1.35)

A l'aide des équations B.5 et B.8, il est possible de calculer toutes les composantes

des champs électrique et magnétique. Le résultat est présenté dans le Tableau 1.5.

Pour trouver les valeurs de Reh, Teh, Ca et Cb, il faut imposer les conditions aux

limites. En z = −z0, les composantes tangentielles des champs électrique et magnétique

sont continues. Il faut alors :

1

ε̂1

(
(k2

1 − k2
x) (1 +Reh)

e−jkz1z0

jkz1
+ jkxjkz1Cae

jkz1z0

)
=

1

ε̂2

(
(k2

2 − k2
x)Teh − jkxjkz2Cb

)
·

e−jkz2z0

1

ε̂1

(
jkx (1 +Reh)

e−jkz1z0

jkz1
+ jkz1Cae

jkz1z0

)
=

1

ε̂2

(jkxTeh − jkz2Cb) e−jkz2z0

Cae
jkz1z0 = Cbe

−jkz2z0

(1−Reh)e−jkz1z0 + jkxCae
jkz1z0 = (jkz2Teh + jkxCb)e−jkz2z0

(1.36)

A partir de ce système d'équations, les expressions suivantes sont obtenues :

Reh =
jkz1 − jkz2
jkz1 + jkz2

Teh =
2

jkz1 + jkz2
e−jkz1z0+jkz2z0

Ca = 2jkx
ε̂1 − ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

1

jkz1 + jkz2
e−j2kz1z0

Cb = 2jkx
ε̂1 − ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

1

jkz1 + jkz2
e−jkz1z0+jkz2z0

(1.37)

1.3.3 Intégrales de Sommerfeld

Nous avons présenté les solutions pour le rayonnement d'un dipôle électrique élé-

mentaire au-dessus d'une interface plane sous forme de transformée de Fourier. Pour

retrouver la solution spatiale du problème, il su�t d'appliquer la transformée inverse de

Fourier (équation 1.18). Comme démontré précédemment, la transformée de Fourier d'une

fonction à symétrie axiale devient identique à la transformée de Hankel d'ordre 0 (équation

1.25). L'identité suivante est valable pour la fonction de Bessel :

J0(kρρ) =
1

2

[
H

(1)
0 (kρρ) +H

(2)
0 (kρρ)

]
(1.38)
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TABLEAU 1.5 � Composantes des champs électrique et magnétique rayonnés par un dipôle
électrique horizontal élémentaire au-dessus d'une interface plane.

Ẽx = −jωµÃx + jkxṼ H̃x = −jkyÃz

Ẽy = jkyṼ H̃y =
∂Ãx
∂z

+ jkxÃz

Ẽz = −jωµÃz −
∂Ṽ

∂z
H̃z = jkyÃx

Ẽx1 =
1

4πjωε̂1

((
k2

1 − k2
x

)(e−jkz1 |z|
jkz1

+Reh
e−jkz1 (z+2z0)

jkz1

)
+ jkxjkz1Cae

−jkz1z
)

Ẽy1 =
jky

4πjωε̂1

(
jkx

(
e−jkz1 |z|

jkz1
+Reh

e−jkz1 (z+2z0)

jkz1

)
+ jkz1Cae

−jkz1z
)

Ẽz1 =
1

4πjωε̂1

(
jkx
(
sgn(z)e−jkz1 |z| +Rehe

−jkz1 (z+2z0)
)

+ k2
ρCae

−jkz1z
)

H̃x1 = −jky
4π

Cae
−jkz1z

H̃y1 =
1

4π

(
−sgn(z)e−jkz1 |z| −Rehe

−jkz1 (z+2z0) + jkxCae
−jkz1z

)
H̃z1 =

jky
4π

(
e−jkz1 |z|

jkz1
+Reh

e−jkz1 (z+2z0)

jkz1

)
Ẽx2 =

1

4πjωε̂2

((
k2

2 − k2
x

)
Teh − jkxjkz2Cb

)
ejkz2z

Ẽy2 =
jky

4πjωε̂2

(jkxTeh − jkz2Cb) ejkz2z

Ẽz2 =
1

4πjωε̂2

(
−jkxjkz2Teh + k2

ρCb

)
ejkz2z

H̃x2 = −jky
4π

Cbe
jkz2z

H̃y2 =
1

4π
(jkz2Teh + jkxCb) ejkz2z

H̃z2 =
jky
4π

Tehe
jkz2z

où H(n)
0 (·) est la fonction de Hankel de énième espèce (n = 1, 2) d'ordre zero. L'interpré-

tation physique de l'équation 1.38 permet de conclure que l'onde cylindrique stationnaire

(représentée par la fonction J0(·)) peut être présentée comme la somme de deux ondes cy-

lindriques progressives dans les deux sens (H(1)
0 (·) décrit l'onde entrante et H(2)

0 (·) l'onde

sortante). Nous pouvons réécrire l'équation 1.26 :

g(ρ) =
1

2

∫ +∞

0

g̃(kρ)
[
H

(1)
0 (kρρ) +H

(2)
0 (kρρ)

]
kρdkρ
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=
1

2

[∫ +∞

0

g̃(kρ)H
(1)
0 (kρρ)kρdkρ +

∫ +∞

0

g̃(kρ)H
(2)
0 (kρρ)kρdkρ

]
(1.39)

Sachant que :

H
(1)
0 (−kρρ) = −H(2)

0 (kρρ) (1.40)

l'équation 1.39 peut être réécrite en faisant une substitution de variable :

g(ρ) =
1

2

[∫ −∞
0

g̃(−kρ)H(1)
0 (−kρρ)(−kρ)(−dkρ) +

∫ +∞

0

g̃(kρ)H
(2)
0 (kρρ)kρdkρ

]
=

1

2

[
−
∫ −∞

0

g̃(−kρ)H(2)
0 (kρρ)kρdkρ +

∫ +∞

0

g̃(kρ)H
(2)
0 (kρρ)kρdkρ

]
(1.41)

Pour une fonction paire g̃(−kρ) = g̃(kρ), nous pouvons développer l'équation 1.41 :

g(ρ) =
1

2

[
−
∫ −∞

0

g̃(kρ)H
(2)
0 (kρρ)kρdkρ +

∫ +∞

0

g̃(kρ)H
(2)
0 (kρρ)kρdkρ

]
=

1

2

[∫ 0

−∞
g̃(kρ)H

(2)
0 (kρρ)kρdkρ +

∫ +∞

0

g̃(kρ)H
(2)
0 (kρρ)kρdkρ

]
=

1

2

∫ +∞

−∞
g̃(kρ)H

(2)
0 (kρρ)kρdkρ (1.42)

L'équation 1.42 résume le calcul de la transformée de Fourier inverse g(ρ) d'une

fonction à symétrie axiale dont la transformée de Hankel est paire. Il est important de

noter que le chemin d'intégration de l'équation 1.42 n'est plus l'axe réel, comme c'est le

cas de la transformée de Fourier, en raison de l'introduction de la fonction de Hankel. Les

détails sont présentés dans le chapitre 2, section 2.1.

Il est possible de réécrire l'identité de Sommerfeld (équation 1.28) en utilisant l'équa-

tion 1.42 :
e−jkr

r
= −j

2

∫ +∞

−∞

kρ
kz
H

(2)
0 (kρρ)e−jkz |z|dkρ (1.43)

L'interprétation physique de l'équation 1.43 nous permet de conclure que l'onde

sphérique peut être vue comme la somme des ondes cylindriques progressives (représen-

tées par la fonction H
(2)
0 (·)) pondérées par des ondes planes. L'identité de Sommerfeld

telle qu'elle est présentée dans l'équation 1.43 di�ère de la forme présentée par son au-

teur, notamment sur le signe de l'exponentielle et l'espèce de la fonction de Hankel, car

Sommerfeld a adopté une convention temporelle di�érente de celle choisie dans ce texte.

L'équation 1.42 est un exemple d'une intégrale de Sommerfeld, qui peut se présenter
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d'une manière plus générale sous forme :

Sn[g̃(kρ)] =

∫ +∞

−∞
g̃(kρ)H

(2)
n (kρρ)kn+1

ρ dkρ (1.44)

En introduisant la notation de l'intégrale de Sommerfeld, nous pouvons réécrire

l'équation 1.42 :

g(ρ) =
1

2
S0[g̃(kρ)] (1.45)

Le but de cette section est de réécrire les champs électrique et magnétique d'un dipôle

électrique rayonnant au-dessus d'une interface plane sous forme d'intégrale de Sommerfeld.

Cette forme facilite l'analyse des champs à l'aide de la méthode de la plus grande pente,

décrite dans le chapitre 2. Pour ce faire, il faut que les composantes du champ aient

une symétrie axiale et qu'elles soient paires par rapport à kρ. L'examen des Tableaux

1.4 et 1.5 con�rme que cette dernière condition est bien remplie. Cependant, certaines

composantes ne présentent pas de symétrie axiale. Néanmoins, ces composantes présentent

une partie avec une symétrie axiale qui peut être mise en évidence. Cela permet d'écrire

ces composantes sous forme d'intégrales de Sommerfeld.

Soit une fonction f = f(x, y) sans symétrie axiale et g = g(x, y) = g(ρ) avec une

symétrie axiale. Supposons que la relation entre leurs transformées de Fourier prenne une

des quatre formes suivantes :

f̃(kx, ky) =



−jkx · g̃(kρ)

−jky · g̃(kρ)

(−jkx)(−jky) · g̃(kρ)

−k2
x · g̃(kρ)

(1.46)

Il est alors possible de retrouver f :

f(x, y) =



∂

∂x
g(ρ)

∂

∂y
g(ρ)

∂2

∂x∂y
g(ρ)

∂2

∂x2
g(ρ)

=



cosϕ
∂

∂ρ
g(ρ)

sinϕ
∂

∂ρ
g(ρ)

cosϕ sinϕ

(
∂2

∂ρ2
− 1

ρ

∂

∂ρ

)
g(ρ)(

sin2 ϕ
1

ρ

∂

∂ρ
+ cos2 ϕ

∂2

∂ρ2

)
g(ρ)

(1.47)
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Pour écrire f sous forme d'intégrale de Sommerfeld, il faut donc connaître la dérivée

de g par rapport à ρ. On sait que :

∂

∂ρ
H

(2)
0 (kρρ) = −H(2)

1 (kρρ) · kρ (1.48)

∂

∂ρ
H

(2)
1 (kρρ) = H

(2)
0 (kρρ) · kρ −

H
(2)
1 (kρρ)

ρ
(1.49)

Les dérivées de g peuvent alors s'écrire :

∂

∂ρ
g(ρ) =

1

2

∂

∂ρ
S0[g̃(kρ)]

=
1

2

∂

∂ρ

(∫ +∞

−∞
g̃(kρ)H

(2)
0 (kρρ)kρdkρ

)
= −1

2

∫ +∞

−∞
g̃(kρ)H

(2)
1 (kρρ)k2

ρdkρ

= −1

2
S1[g̃(kρ)] (1.50)

∂2

∂ρ2
g(ρ) =

∂

∂ρ

∂

∂ρ
g(ρ) = −1

2

∂

∂ρ
S1[g̃(kρ)] = −1

2

∂

∂ρ

(∫ +∞

−∞
g̃(kρ)H

(2)
1 (kρρ)k2

ρdkρ

)
=− 1

2

(∫ +∞

−∞
g̃(kρ)H

(2)
0 (kρρ)k3

ρdkρ −
1

ρ

∫ +∞

−∞
g̃(kρ)H

(2)
1 (kρρ)k2

ρdkρ

)
= −1

2

(
S0[k2

ρg̃(kρ)]−
1

ρ
S1[g̃(kρ)]

)
(1.51)

Nous pouvons réécrire l'équation 1.47 :

f(x, y) =



∂

∂x
g(ρ)

∂

∂y
g(ρ)

∂2

∂x∂y
g(ρ)

∂2

∂x2
g(ρ)

=



−1

2
cosϕS1[g̃(kρ)]

−1

2
sinϕS1[g̃(kρ)]

−1

2
cosϕ sinϕ

(
S0[k2

ρg̃(kρ)]−
2

ρ
S1[g̃(kρ)]

)
−1

2

(
cos2 ϕS0[k2

ρg̃(kρ)]− cos(2ϕ)
1

ρ
S1[g̃(kρ)]

)
(1.52)

Nous disposons de toutes les informations nécessaires pour écrire les composantes

des champs présentées dans les Tableaux 1.4 et 1.5 sous forme d'intégrales de Sommerfeld.

Le résultat est présenté dans les Tableaux 1.6 à 1.8 [58, Ch. 14].
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TABLEAU 1.6 � Composantes des champs électrique et magnétique rayonnés par un dipôle
électrique vertical élémentaire au-dessus d'une interface plane sous forme d'intégrales de
Sommerfeld.

Ex1 =
cosϕ

8πjωε̂1

S1

[
sgn(z)e−jkz1 |z| +

ε̂2jkz1 − ε̂1jkz2
ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

e−jkz1 (z+2z0)

]
Ey1 =

sinϕ

8πjωε̂1

S1

[
sgn(z)e−jkz1 |z| +

ε̂2jkz1 − ε̂1jkz2
ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

e−jkz1 (z+2z0)

]
Ez1 =

1

8πjωε̂1

S0

[
k2
ρ

(
e−jkz1 |z|

jkz1
+
ε̂2jkz1 − ε̂1jkz2
ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

e−jkz1 (z+2z0)

jkz1

)]
Hx1 = −sinϕ

8π
S1

[
e−jkz1 |z|

jkz1
+
ε̂2jkz1 − ε̂1jkz2
ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

e−jkz1 (z+2z0)

jkz1

]
Hy1 =

cosϕ

8π
S1

[
e−jkz1 |z|

jkz1
+
ε̂2jkz1 − ε̂1jkz2
ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

e−jkz1 (z+2z0)

jkz1

]
Hz1 = 0

Ex2 = − cosϕ

4πjω
S1

[
jkz2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2
ejkz2 (z+z0)e−jkz1z0

]
Ey2 = − sinϕ

4πjω
S1

[
jkz2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2
ejkz2 (z+z0)e−jkz1z0

]
Ez2 = − 1

4πjω
S0

[
k2
ρ

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2
ejkz2 (z+z0)e−jkz1z0

]
Hx2 = − sinϕ

ε̂2

4π
S1

[
ejkz2 (z+z0)e−jkz1z0

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

]
Hy2 = cosϕ

ε̂2

4π
S1

[
ejkz2 (z+z0)e−jkz1z0

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

]
Hz2 = 0
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TABLEAU 1.7 � Composantes des champs électrique et magnétique rayonnés par un dipôle
électrique horizontal élémentaire au-dessus d'une interface plane sous forme d'intégrales
de Sommerfeld (milieu 1).

Ex1 =
1

8πjωε̂1

(
S0

[
k2

1

(
e−jkz1 |z|

jkz1
+
jkz1 − jkz2
jkz1 + jkz2

e−jkz1 (z+2z0)

jkz1

)]
− cos2 ϕS0

[
k2
ρ

([
jkz1 − jkz2

jkz1
+ 2jkz1

ε̂1 − ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

]
e−jkz1 (z+2z0)

jkz1 + jkz2
+
e−jkz1 |z|

jkz1

)]
+ cos(2ϕ)

1

ρ
S1

[(
jkz1 − jkz2

jkz1
+ 2jkz1

ε̂1 − ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

)
e−jkz1 (z+2z0)

jkz1 + jkz2
+
e−jkz1 |z|

jkz1

])
Ey1 = −cosϕ sinϕ

8πjωε̂1

(
S0

[
k2
ρ

([
jkz1 − jkz2

jkz1
+ 2jkz1

ε̂1 − ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

]
e−jkz1 (z+2z0)

jkz1 + jkz2

+
e−jkz1 |z|

jkz1

)]
− 2

ρ
S1

[(
jkz1 − jkz2

jkz1
+ 2jkz1

ε̂1 − ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

)
e−jkz1 (z+2z0)

jkz1 + jkz2

+
e−jkz1 |z|

jkz1

])
Ez1 =

cosϕ

8πjωε̂1

(
S1

[(
jkz1 − jkz2 + 2k2

ρ

ε̂1 − ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

)
e−jkz1 (z+2z0)

jkz1 + jkz2

+ sgn(z)e−jkz1 |z|
])

Hx1 =
cosϕ sinϕ

4π

(
S0

[
k2
ρ

ε̂1 − ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

1

jkz1 + jkz2
e−jkz1 (z+2z0)

]
− 2

ρ
S1

[
ε̂1 − ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

1

jkz1 + jkz2
e−jkz1 (z+2z0)

])
Hy1 =

1

8π

(
S0

[
−sgn(z)e−jkz1 |z| − jkz1 − jkz2

jkz1 + jkz2
e−jkz1 (z+2z0)

]
− cos2 ϕS0

[
2k2

ρ

ε̂1 − ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

1

jkz1 + jkz2
e−jkz1 (2z+z0)

]
+ cos(2ϕ)

1

ρ
S1

[
2

ε̂1 − ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

1

jkz1 + jkz2
e−jkz1 (2z+z0)

])
Hz1 =

sinϕ

8π
S1

[
e−jkz1 |z|

jkz1
+
jkz1 − jkz2
jkz1 + jkz2

e−jkz1 (z+2z0)

jkz1

]
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TABLEAU 1.8 � Composantes des champs électrique et magnétique rayonnés par un dipôle
électrique horizontal élémentaire au-dessus d'une interface plane sous forme d'intégrales
de Sommerfeld (milieu 2).

Ex2 =
1

4πjωε̂2

(
S0

[
k2

2

jkz1 + jkz2
ejkz2 (z+z0)e−jkz1z0

]
− cos2 ϕS0

[
k2
ρ

ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2
ejkz2 (z+z0)e−jkz1z0

]
+ cos(2ϕ)

1

ρ
S1

[
ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2
ejkz2 (z+z0)e−jkz1z0

])
Ey2 = −cosϕ sinϕ

4πjω

(
S0

[
k2
ρ

ejkz2 (z+z0)e−jkz1z0

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

]
− 2

ρ
S1

[
ejkz2 (z+z0)e−jkz1z0

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

])
Ez2 = − cosϕ

4πjωε̂2

(
S1

[(
jkz2 − k2

ρ

ε̂1 − ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

)
ejkz2 (z+z0)e−jkz1z0

jkz1 + jkz2

])
Hx2 =

cosϕ sinϕ

4π

(
S0

[
k2
ρ

ε̂1 − ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

1

jkz1 + jkz2
ejkz2 (z+z0)e−jkz1z0

]
− 2

ρ
S1

[
ε̂1 − ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

1

jkz1 + jkz2
ejkz2 (z+z0)e−jkz1z0

])
Hy2 =

1

4π

(
S0

[
jkz2

jkz1 + jkz2
ejkz2 (z+z0)e−jkz1z0

]
− cos2 ϕS0

[
k2
ρ

ε̂1 − ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

1

jkz1 + jkz2
ejkz2 (z+z0)e−jkz1z0

]
+ cos(2ϕ)

1

ρ
S1

[
ε̂1 − ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

1

jkz1 + jkz2
ejkz2 (z+z0)e−jkz1z0

])
Hz2 =

sinϕ

4π
S1

[
ejkz2 (z+z0)e−jkz1z0

jkz1 + jkz2

]
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Conclusion

La confrontation de la méthode à deux rayons avec les approximations des fonctions

de Green présentées par Norton et Bannister pour le rayonnement d'un dipôle élémentaire

au-dessus d'une interface montre que cette première peut être insu�sante pour modéliser

la propagation des ondes électromagnétiques près du sol. Il est nécessaire alors de trouver

une méthode d'évaluation plus rigoureuse.

Les approximations étudiées sont simples à utiliser, cependant les simpli�cations

cachent la physique que nous souhaitons saisir. Par conséquent, nous avons décidé d'ef-

fectuer le calcul des fonctions de Green.

Dans le prochain chapitre, nous évaluerons ces fonction de Green par une analyse

asymptotique et nous les comparerons aux approximations de Norton et de Bannister.

Cette analyse s'e�ectuera à l'aide de la méthode de la plus grande pente.
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Dans le chapitre précédent, les intégrales de Sommerfeld ont été présentées en intro-

duisant la fonction de Hankel à la place de la fonction Bessel. Le présent chapitre est

consacré à l'évaluation analytique de ces intégrales. Il est nécessaire d'étudier d'abord le

chemin d'intégration de ces intégrales suite à ce changement. Il est également important

d'assurer que, sur le chemin d'intégration, la condition de rayonnement de Sommerfeld

soit respectée, c'est-à-dire, que les champs rayonnés à l'in�ni tendent vers zéro et que

l'onde excitée soit sortante de l'antenne.

Mathématiquement, cela se traduit par des conditions imposées aux parties réelle

et imaginaire des constantes de propagation kzi : <e{kzi} > 0 et =m{kzi} < 0. Par consé-

quent, une évaluation de signe de chaque partie des constantes de propagation s'impose.

Pour ce faire, il faut étudier la fonction racine carrée liée à la dé�nition de ces constantes.

Cette fonction étant multivaluée, il est indispensable de connaître ses points de rami�ca-

tion, ses coupures de rami�cation et les feuilles de Riemann. Ces concepts sont supposés

connus par le lecteur, cependant un bref rappel en est présenté dans l'Annexe C.

A�n de mettre les intégrales de Sommerfeld sous une forme permettant de s'a�ran-

chir d'une des deux coupures de rami�cation, une représentation angulaire des constantes

de propagation est proposée. Cela implique un changement de variable et une transposi-

tion de plan complexe. Ces deux sujets sont investigués en détail.

Pour l'approximation asymptotique des intégrales de Sommerfeld, nous faisons appel

à la méthode de la plus grande pente. Cette méthode distord le chemin d'intégration vers

un autre dont les propriétés sont adaptées à l'évaluation asymptotique. La présence des

points de singularité (points de rami�cation et pôles) impose une attention particulière

pour cette distorsion. Une discussion sur chacun de ces points est ainsi présentée.

Finalement, l'approximation asymptotique est e�ectuée, à la lumière de tous les

points discutés. Cette approximation est confrontée à celles de Norton et de Bannister.

Une bonne concordance entre ces approximations est véri�ée.

Ce chapitre est structuré comme suit. La section 2.1 étudie le chemin d'intégration

des intégrales de Sommerfeld, avec notamment l'évaluation des parties réelle et imaginaire

des constantes de propagations kzi . La section 2.2 propose une représentation angulaire

de ces constantes qui facilite l'évaluation asymptotique des intégrales de Sommerfeld. La

section 2.3 présente en détail la méthode de la plus grande pente, utilisée pour l'évaluation

analytique des intégrales de Sommeferld. Dans la section 2.4, les champs rayonnés par un
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dipôle élémentaire électrique vertical sont évalués par la méthode de la plus grande pente

et validés par la confrontation avec les approximations de Norton et de Bannister.

2.1 Chemin d'intégration des intégrales de Sommerfeld

L'analyse pour développer l'intégrale de Sommerfeld (équation 1.44) a comme point

de départ une transformée de Fourier, dont le chemin d'intégration est l'axe réel. Néan-

moins, l'introduction de la fonction de Hankel ne nous permet pas de continuer avec le

même chemin d'intégration, car cette fonction a un point de rami�cation à l'origine. De

plus, la coupure de rami�cation la plus usuelle pour cette fonction est l'axe réel négatif.

Le chemin d'intégration de 1.44 ne peut donc pas être l'axe réel, mais un chemin légè-

rement distordu qui tend vers cet axe et évite l'origine. De plus, il faut que sur tout le

chemin, les conditions imposées sur kz =
√
k2 − k2

ρ soient respectées. Nous devons donc

véri�er l'évolution des parties réelle et imaginaire de kz pour chaque choix de coupure de

rami�cation [55, Sec. 2.2.3] [59, Sec. 5.3b].

D'abord, nous considérons une constante de propagation k purement réelle et nous

analysons la coupure de rami�cation <e{kz} = 0. En supposant que la feuille supérieure

présente <e{kz} > 0, a�n de déterminer les régions où =m{kz} > 0, il faut trouver les

régions où arg(k2
z) est compris entre 0 et π. Il faut donc que arg(k2

ρ) soit compris entre

−π et 0. Par conséquent, −π/2 < arg(kρ) < 0 ou π/2 < arg(kρ) < π, comme montre la

�gure 2.1a. Dans les autres régions, =m{kz} < 0. Par conséquent, dans la feuille inférieure

montrée sur la �gure 2.1b, les signes des parties réelle et imaginaire sont opposés.

Une analyse similaire nous permet d'établir les signes des parties réelle et imaginaire

de kz pour la coupure de rami�cation =m{kz} = 0 (�gure 2.2). Sur ces �gures, le trait

bleu matérialise la coupure de rami�cation de la fonction racine carrée.

D'après les �gures 2.1 et 2.2, il est impossible de tracer un chemin continu dans

les régions où les conditions imposées à kz sont respectées (feuille supérieure dans les

régions non-hachurées), tout en évitant l'origine (en raison de la fonction Hankel). Les

cas sans pertes (où la constante de propagation k est purement réelle) se montrent ainsi

particulièrement problématiques. Toutefois, l'introduction de petites pertes, traduite par

une constante de propagation complexe, permet de contourner cette di�culté. Avec k =
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Figure 2.1 � Coupure de rami�cation <e{kz} = 0.
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Figure 2.2 � Coupure de rami�cation =m{kz} = 0.

kre + jkim et kρ = kρre + jkρim
, les équations des coupures de rami�cation deviennent :

<e{kz} = 0 kρre · kρim
= kre · kim k2

ρre
− k2

ρim
> k2

re − k2
im

=m{kz} = 0 kρre · kρim
= kre · kim k2

ρre
− k2

ρim
< k2

re − k2
im

(2.1)

Ces équations sont des hyperboles qui s'écartent des axes réel et imaginaire. Cela

laisse la place pour introduire un chemin d'intégration qui tend vers l'axe réel, tout en

évitant l'origine et l'axe réel négatif et en respectant les conditions imposées, pour les

deux coupures de rami�cation présentées. Les �gures 2.3 et 2.4 montrent en vert le chemin

d'intégration, en orange la coupure de rami�cation de la fonction de Hankel et en bleu la

coupure de rami�cation de la constante de propagation.



2.1. Chemin d'intégration des intégrales de Sommerfeld 43

Im(k ) < 0zIm(k ) > 0z

Im(k ) > 0zIm(k ) < 0z

k

−k

ρ

Re(k )

Im(k )

ρ

(a) Feuille supérieure

<e{kz} > 0

Im(k ) > 0zIm(k ) < 0z

Im(k ) < 0zIm(k ) > 0z

ρ

Re(k )

Im(k )

ρ

−k

k

(b) Feuille inférieure

<e{kz} < 0

Figure 2.3 � Coupure de rami�cation <e{kz} = 0. La courbe en orange présente la
coupure de rami�cation de la fonction Hankel et celle en vert, le chemin d'intégration des
intégrales de Sommerfeld.
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Figure 2.4 � Coupure de rami�cation =m{kz} = 0. La courbe en orange présente la
coupure de rami�cation de la fonction Hankel et celle en vert, le chemin d'intégration des
intégrales de Sommerfeld.

Ce chemin d'intégration n'est pas le mieux adapté, car la fonction n'a pas de pro-

priété facilitant l'évaluation de l'intégrale. La méthode que nous utilisons pour évaluer

cette intégrale (la méthode de la plus grande pente) fait appel à un changement de che-

min d'intégration, qui facilite une approximation asymptotique. Néanmoins, ce change-

ment nécessite un certain nombre de conditions à respecter. Certains points critiques,

comme les points de rami�cation et les pôles doivent être bien pris en compte.

Avant d'étudier la méthode de la plus grande pente, nous présentons un arti�ce
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mathématique qui nous permet d'éviter une des deux coupures de rami�cation dues aux

constantes de propagation.

2.2 Représentation angulaire

Un changement de variable dans les intégrales de Sommerfeld permet d'éliminer les

coupures de rami�cation dues à une des constantes de propagation. Cette technique se

montre aussi très utile lors de l'application de la méthode de la plus grande pente pour

l'analyse de cette intégrale [59, Sec. 5.3c].

Le changement de variable introduit est le suivant :

kρ = k sinw (2.2)

où w est une variable complexe (ou un angle complexe). Il existe plusieurs valeurs de w

pour chaque kρ. Il est donc possible de transposer les deux feuilles de Riemann du plan

kρ au plan w d'une manière convenable.

Nous analysons cette représentation angulaire pour le cas d'une constante de pro-

pagation purement réelle. En décomposant kρ et w en partie réelle et imaginaire (kρ =

kρre + jkρim
et w = wre + jwim) :

kρre = k sinwre coshwim kρim
= k coswre sinhwim (2.3)

L'analyse de signe des équations 2.3 permet d'identi�er la transposition de chaque

quadrant et des axes réel et imaginaire du plan kρ dans le plan w, comme présenté dans

la �gure 2.5. Cette �gure nous montre que les deux feuilles de Riemann de kρ peuvent

être transposées en un � ruban de largeur 2π � dans le plan w, éliminant ainsi la coupure

de rami�cation due à la dé�nition de kz.

Une fois la transformation 2.2 imposée, kz s'écrit :

kz =
√
k2 − k2 sin2w =

√
k2 cos2w = +k cosw (2.4)

Le choix du signe positif pour la racine carrée se justi�era ultérieurement. Ainsi :

<e{kz} = k coswre coshwim =m{kz} = −k sinwre sinhwim (2.5)
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Figure 2.5 � Transposition des quadrants et des axes (a) du plan kρ ; (b) au plan w, pour
k réel.

Les équations 2.5 nous permettent d'identi�er les feuilles supérieure et inférieure.

Cela dépend, néanmoins, du choix de rami�cation. Les �gures 2.6a et 2.6b font référence

aux coupures de rami�cation des �gures 2.1 et 2.2 respectivement.
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Figure 2.6 � Transposition des feuilles de Riemann supérieure (S) et inférieure (I) vers
le plan w, pour k réel et pour les coupures de (a) la �gure 2.1 et (b) la �gure 2.2.

Comme véri�é à la section 2.1, il est impossible d'insérer un chemin d'intégration si

la constante de propagation est purement réelle. Il faut alors analyser la représentation

angulaire avec une constante de propagation complexe. En décomposant la constante de

propagation en parties réelle et imaginaire (k = kre + jkim), les équations 2.3 deviennent :

kρre = kre sinwre coshwim − kim coswre sinhwim

kρim
= kre coswre sinhwim + kim sinwre coshwim

(2.6)
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La �gure 2.7 montre que la transposition des quadrants et des axes du plan kρ

di�ère légèrement de celle de la �gure 2.5. Les distorsions des axes réel et imaginaire ne

nous permettent pas de faire la distinction entre les feuilles supérieure et inférieure pour

le deuxième et le quatrième quadrant. Il est donc nécessaire de tracer les transpositions

des coupures de rami�cation pour désigner les régions associées aux feuilles supérieure et

inférieure. Pour k complexe, les équations 2.5 deviennent :

<e{kz} = kre coswre coshwim + kim sinwre sinhwim

=m{kz} = −kre sinwre sinhwim + kim coswre coshwre

(2.7)

Im(w)

Re(w)
π
2

π−π π
2

−

42 13

2 413

Figure 2.7 � Transposition des quadrants et des axes (réel en gris et imaginaire en rouge)
du plan kρ au plan w, avec k complexe.

Les coupures <e{kz} = 0 et =m{kz} = 0 sont présentées dans la �gure 2.8, où les

feuilles supérieure et inférieure sont identi�ées.

La �gure 2.9 montre les régions associées à la feuille supérieure pour les deux cou-

pures di�érentes. Elle justi�e le choix du signe positif dans l'équation 2.4. Cela nous

permet d'associer l'origine de la feuille supérieure du plan kρ à l'origine du plan w. La

feuille supérieure présente une région "continue", contrairement à la feuille inférieure.

La transposition du chemin d'intégration et de la coupure de rami�cation de Hankel

se fait facilement car cette dernière coïncide avec l'axe réel négatif et le premier n'est que

l'axe réel légèrement distordu. La �gure 2.10 inclut ces transpositions pour le cas de k
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Figure 2.8 � Transposition des feuilles de Riemann supérieure (S) et inférieure (I) au
plan w, avec k complexe, pour les coupures de rami�cation de (a) la �gure 2.3 et (b) la
�gure 2.4.
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Figure 2.9 � Transposition de la feuille de Riemann supérieure pour les coupures de
rami�cation : (a) <e{kz} = 0 ; (b) =m{kz} = 0.

complexe avec de petites pertes.

Deux observations importantes par rapport à la �gure 2.10 sont à noter : première-

ment, il existe deux coupures de rami�cation de la fonction Hankel dans le plan w, chacune

dans une région associée à une feuille di�érente. Deuxièmement, le chemin d'intégration

se trouve dans la région associée à la feuille supérieure. En e�et, la �gure 2.9 con�rme

cette conclusion.

Etant donné qu'il y a deux constantes de propagation selon âz (kz1 et kz2), cette

représentation ne permet pas de s'a�ranchir des deux coupures de rami�cation dues à kz.

En e�et, il est possible d'éliminer uniquement les coupures de rami�cation d'une constante
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Figure 2.10 � Transposition de la coupure de rami�cation de la fonction de Hankel (en
orange) et du chemin d'intégration (en vert).

kz avec cette technique (cf. �gure 2.9).

2.3 Méthode de la plus grande pente

La méthode de la plus grande pente est une technique d'évaluation des intégrales de

la forme [57]-[62] :

I(Ω) =

∫
C

f(ζ)eΩh(ζ)dζ (2.8)

où f est une fonction analytique de la variable complexe ζ sur le chemin d'intégration C,

qui s'étend de −∞ à +∞, h est une fonction analytique dans tout le plan complexe et Ω

est un terme réel positif très grand.

Soit un chemin C ′ dans le plan complexe ζ, qui passe par le point ζ = ζs, le point où

<e{h(ζ)} trouve sa valeur maximale. La valeur absolue de la fonction eΩh(ζ) est maximale

au même point. De plus, vu que |Ω| est très grand, cette fonction exponentielle décroit

fortement au voisinage du point ζs. Si l'intégrale 2.8 est calculée sur ce nouveau chemin,

I(Ω) dépend fortement de la contribution de la zone autour du point ζs. Si f ne varie

pas brusquement autour de ζs, elle peut être approximée par f(ζs). Ainsi, l'intégration se

simpli�e davantage.

Le but de la méthode de la plus grande pente est de distordre le chemin d'intégration
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C, ne possédant pas nécessairement les propriétés intéressantes pour l'analyse de l'inté-

grale 2.8, vers le chemin C ′ décrit dans le paragraphe précédent. Le nom de la méthode

est dérivé de la propriété de ce chemin.

La �gure 2.11 montre la distorsion du chemin C vers C ′. L'intégrale I(Ω) se calcule en

fermant le chemin total à l'aide de C−∞ et C+∞. En absence de singularités (pôles ou points

de rami�cation), l'intégrale sur un chemin fermé est nulle (IC − IC′ + IC−∞ + IC+∞ = 0).

Par le lemme de Jordan, la contribution de IC−∞ et IC+∞ tend vers zéro. Donc, en absence

de singularités, IC = IC′ . En revanche, il est possible que l'intégrant ait des pôles (ζp) ou

des points de rami�cation (ζram). La contribution de ces points doit être prise en compte.

L'intégrale IC peut être décomposée en trois parties :

IC = IC′ + Ip + Iram (2.9)

où Ip et Iram sont les contributions des pôles et des points de rami�cation, respectivement.

Par la suite, il faut trouver le chemin C ′ dont les propriétés permettent une approxi-

mation asymptotique de l'intégrale IC′ .

Im(ζ)

Re(ζ)

c
c’

c+∞

x

ζs

x

ζp

x

ζram

c−∞

Figure 2.11 � Distorsion du chemin C vers C ′.
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2.3.1 Chemin de la plus grande pente

Pour trouver le point ζs, nous écrivons ζ = ζre + jζim, ζre et ζim étant réels. De

manière similaire, h(ζre + jζim) = u(ζre, ζim) + jv(ζre, ζim), où u et v sont des fonctions

réelles. D'après la dé�nition, u trouve son maximum à ζs sur le chemin C ′. Ce point

n'est pourtant pas un maximum local. D'après le principe du maximum d'une fonction

complexe, la valeur absolue d'une fonction analytique n'a pas de maximum local. Donc,

|eh| n'a pas de maximum local. Du fait que |eh| = |eu|, u n'en a pas non plus. Le point ζs

est donc un point selle (ou point col) de la fonction u. Un tel point a pour caractéristique

d'être à la fois maximum d'une fonction dans certains chemins et minimum dans d'autres.

Vu l'importance de ce point pour la méthode de la plus grande pente, elle est aussi connue

comme la méthode du point col.

Les dérivées partielles du premier ordre d'une fonction au point selle sont nulles.

Ainsi, ∂u
∂ζre

= ∂u
∂ζim

= 0 à ζ = ζs. Par les équations de Cauchy-Riemann, ∂v
∂ζre

= ∂v
∂ζim

= 0 au

même point. En conséquence, dh
dζ

= 0 à ζ = ζs. Alors, ζs est un point stationnaire de la

fonction h.

Après avoir trouvé ζs (point stationnaire de h ou point selle de u), nous cherchons le

chemin C ′ où u trouve son maximum à ζs. Nous imposons également que C ′ soit le chemin

de la plus grande variation, autrement dit, que ce chemin soit parallèle au gradient de

la fonction u. En faisant le produit interne des gradients de u et de v et en évoquant les

équations de Cauchy-Riemann, nous obtenons :

∇u · ∇v =

(
∂u

∂ζre

ax +
∂u

∂ζim

ay

)
·
(
∂v

∂ζre

ax +
∂v

∂ζim

ay

)
=

(
∂u

∂ζre

ax +
∂u

∂ζim

ay

)
·
(
− ∂u

∂ζim

ax +
∂u

∂ζre

ay

)
= 0

Nous pouvons conclure que les gradients de u et de v sont perpendiculaires. De ce

fait, C ′ est perpendiculaire au gradient de v. Ainsi, la fonction v reste constante tout au

long de C ′. De même, la phase de eh est constante sur ce chemin. Pour cette raison, on

appelle C ′ le chemin de la phase constante.

Toutefois, l'équation v(ζre, ζim) = v(ζres , ζims) ne décrit pas uniquement le chemin C ′.

En e�et, elle décrit les chemins qui passent par ζs et ont la plus grande variation possible.

Elle peut, à la fois, décrire le chemin de la plus grande descente (C ′ recherché) et le chemin

de la plus grande montée. La �gure 2.12 met en évidence les chemins de la plus grande



2.3. Méthode de la plus grande pente 51

variation pour h(ζ) = ζ2. Dans ce cas, u(ζre, ζim) = ζ2
re − ζ2

im et v(ζre, ζim) = 2ζreζim.

dh
dζ

= 2ζ, donc ζs = 0. Les chemins de la plus grande variation de u sont décrits par

=m{h(ζ)} = =m{h(ζs)} = 0, ou bien 2ζreζim = 0, c'est-à-dire, les axes réel et imaginaire.

Sur l'axe réel, d'après la �gure 2.12, le gradient diverge à partir du point ζs, qui est donc

un minimum. C'est donc le chemin de la plus grande montée. Inversement, le gradient

sur l'axe imaginaire converge vers l'origine, qui est donc un maximum. Par conséquent,

l'axe imaginaire est le chemin C ′ recherché. Nous remarquons que les deux chemins sont

perpendiculaires. Cela est toujours le cas localement au point ζs pour un point stationnaire

du premier ordre.

0

+

−

ζ
s

Im(ζ)

Re(ζ)

Figure 2.12 � Cartographie de u pour trouver les chemins de la plus grande variation
pour la fonction h(ζ) = ζ2. Les chemins de la plus grande montée et de la plus grande
descente coïncident, respectivement, avec l'axe réel et l'axe imaginaire.

Le chemin de la plus grande pente n'est pas unique lorsque le point stationnaire

n'est pas du premier ordre. Pour les fonctions à traiter dans ce manuscrit, ce cas ne se

présente pas.

2.3.2 Evaluation asymptotique

Après l'étude du chemin C ′, il est possible d'obtenir une approximation asympto-

tique de IC′ de l'équation 2.9, qui représente la contribution du point selle à la totalité de
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l'intégrale IC . Nous pouvons écrire :

IC′(Ω) =

∫
C′
f(ζ)eΩh(ζ)dζ (2.10)

Comme en C ′ la partie imaginaire de h ne varie pas et la partie réelle trouve son

maximum, nous pouvons introduire un changement de variable :

h(ζ)− h(ζs) = −s2 (2.11)

L'équation 2.11 transpose les points ζ sur le chemin C ′ à l'axe réel du plan complexe

s. L'équation 2.10 peut se réécrire :

IC′(Ω) = eΩh(ζs)

∫ +∞

−∞
F (s)e−Ωs2ds (2.12)

où la fonction F (s) est dé�nie par :

F (s) = f(ζ)
dζ

ds
(2.13)

L'équation 2.11 est utilisée pour calculer dζ
ds

:

dζ

ds
= − 2s

dh

dζ

(2.14)

La transposition 2.11 associe le point stationnaire ζs à l'origine du plan s. La fonc-

tion e−Ωs2 atteint son maximum à l'origine et décroit très rapidement en dehors de ce

point. L'équation 2.12 peut être approchée par la contribution des points au voisinage

de l'origine, la contribution ailleurs étant négligeable du fait de la décroissance rapide

de l'exponentielle. Si la fonction F est régulière autour de l'origine, le développement

suivant :

F (s) = F (0) + F ′(0)s+ F ′′(0)
s2

2!
+ ...+ F (n)(0)

sn

n!
+ ... (2.15)

est valable dans un disque centré à l'origine et de rayon r (la distance entre l'origine et la

singularité la plus proche). S'il n'y a pas de singularité près de s = 0 (ζ = ζs), la fonction

F (s) peut être approchée au voisinage de l'origine par F (0). La dérivée de l'équation 2.13
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à s = 0 (ζ = ζs) est indéterminée. En appliquant la règle de L'Hôpital à 2.14 :

dζ

ds

∣∣∣∣
s=0

= − 2

d2h

dζ2

∣∣∣∣
ζ=ζs

dζ

ds

∣∣∣∣
s=0

(
dζ

ds

)2

s=0

= − 2

d2h

dζ2

∣∣∣∣
ζ=ζs

dζ

ds

∣∣∣∣
s=0

=

√
− 2

h′′(ζs)
(2.16)

Le choix du signe de la racine carrée de l'équation 2.16 doit prendre en compte que

l'argument de
dζ

ds
en s = 0 est égal à l'argument de dζ à ζ = ζs sur le chemin C ′. On

trouve F (0) :

F (0) = f(ζs)

√
− 2

h′′(ζs)
(2.17)

En introduisant l'approximation de F , l'équation 2.12 devient :

IC′(Ω) ≈ eΩh(ζs)F (0)

∫ +∞

−∞
e−Ωs2ds (2.18)

Connaissant la valeur de F (0) et l'intégrale de Gauss, IC′ devient :

IC′(Ω) ≈ eΩh(ζs)f(ζs)

√
− 2π

Ωh′′(ζs)
si Ω� 1 (2.19)

L'équation 2.19 n'est pourtant pas valable lorsqu'il y a un pôle ζp très près de ζs. Cela

veut dire qu'il existe un pôle sp près de l'origine dans le plan s et donc l'approximation

F (s) ≈ F (0) n'est pas su�samment précise. Cette con�guration peut se présenter lors du

traitement des équations du rayonnement d'un dipôle élémentaire près d'une interface,

nous devons donc présenter une nouvelle approximation pour ce cas de �gure.

Admettons que f(ζ) ait une seule singularité du type pôle du premier ordre à ζ = ζp

et que ce point soit associé au point sp. Nous pouvons donc écrire :

f(ζ) = t(ζ) +
Res

ζ − ζp

F (s) = T (s) +
Res

s− sp

(2.20)
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où Res est le résidu associé au pôle, dé�ni par :

lim
ζ→ζp

[(ζ − ζp)f(ζ)] = lim
s→sp

[(s− sp)F (s)] (2.21)

et t(ζ) et T (s) sont des fonctions holomorphes sans aucune singularité. Cela veut dire que

t(ζ) et T (s) peuvent être développées autour de ζs et 0 respectivement, sans que le rayon

de convergence soit in�uencé par le pôle malgré sa proximité.

Nous pouvons réécrire l'équation 2.12 :

IC′(Ω) = eΩh(ζs)

(∫ +∞

−∞
T (s)e−Ωs2ds+

∫ +∞

−∞

Res

s− sp

e−Ωs2ds

)
(2.22)

Vu que T (S) n'a pas de pôle, l'approximation T (s) = T (0) est su�samment précise

au voisinage de l'origine. La première intégrale de 2.22 peut être approchée par :

∫ +∞

−∞
T (s)e−Ωs2ds ≈ T (0)

∫ +∞

−∞
e−Ωs2ds =

(
F (0) +

Res

sp

)√
π

Ω
(2.23)

Pour trouver la valeur de la deuxième intégrale, nous posons G(Ω) et H(Ω) de la

façon suivante :

G(Ω) =

∫ +∞

−∞

Res

s− sp

e−Ωs2ds (2.24)

H(Ω) = eΩs2pG(Ω) =

∫ +∞

−∞

Res

s− sp

e−Ω(s2−s2p)ds (2.25)

La dérivée de H par rapport à Ω est donnée par :

dH

dΩ
=

∫ +∞

−∞
−Res ·

(s2 − s2
p)

s− sp

e−Ω(s2−s2p)ds

= −Res · eΩs2p

∫ +∞

−∞

(s+ sp)���
��(s− sp)

���
�s− sp

e−Ωs2ds

= −Res · eΩs2p

(
���

���
���:

0∫ +∞

−∞
s · e−Ωs2ds+ sp

∫ +∞

−∞
e−Ωs2ds

)

= −Res · eΩs2psp

√
π

Ω

dH = −Res · eΩs2psp

√
π

Ω
dΩ (2.26)
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En imposant H(+∞) = 0, l'intégrale de l'équation 2.26 de Ω à +∞ est la suivante :

∫ H(+∞)

H(Ω)

dH = −Res · sp

√
π

∫ +∞

Ω

eΩ̄s2p

√
Ω̄

dΩ̄

H(Ω) = Res · sp

√
π

∫ +∞

Ω

eΩ̄s2p

√
Ω̄

dΩ̄ (2.27)

Pour évaluer l'intégrale de l'équation 2.27, le changement de variable suivant est à

e�ectuer :
x̄2 = −Ω̄s2

p x̄ = ∓jsp

√
Ω̄

dx̄ = ∓j sp

2

dΩ̄√
Ω̄

dΩ̄√
Ω̄

=
±2j

sp

dx̄
(2.28)

L'intégrale de l'équation 2.27 devient :

∫ +∞

Ω

eΩ̄s2p

√
Ω̄

dΩ̄ =
±2j

sp

∫ +∞

x

e−x̄
2

dx̄ =
±j
√
π

sp

erfc(x) (2.29)

où nous avons introduit la fonction d'erreur complémentaire, dé�nie par :

erfc(x) =
2√
π

∫ +∞

x

e−x̄
2

dx̄ (2.30)

Les valeurs de cette fonction sont tabulées pour les arguments réels ainsi que com-

plexes. La fonction H(Ω) de l'équation 2.27 peut s'écrire :

H(Ω) = ±jπRes · erfc(x) = ±jπRes · erfc(∓jsp

√
Ω) (2.31)

Pour choisir le bon signe de l'argument de la fonction erfc(∓jsp

√
Ω), il faut savoir

que H(Ω) tend vers 0 si Ω tend vers +∞. La fonction erfc tend vers zéro si la valeur

absolue de son argument tend vers l'in�ni sur un chemin de partie réelle positive. Il faut

donc respecter <e{∓jsp} > 0. Le signe négatif est alors choisi si =m{sp} > 0 et le signe

positif si =m{sp} < 0. Une analyse du point sp s'impose. A l'aide de l'équation 2.11, nous

pouvons écrire :

sp =
√
h(ζs)− h(ζp) (2.32)

La valeur de la racine carrée à choisir dans l'équation 2.32 dépend de l'analyse de
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la dérivée de ζ par rapport à s :

ζp − ζs

sp

≈ dζ

ds

∣∣∣∣
s=0

(2.33)

Etant donné l'équation 2.16, la valeur de sp doit véri�er :

sp →
ζp − ζs√
− 2

h′′(ζs)

(2.34)

Pour la valeur de la racine carrée au dénominateur, il faut se référer aux conditions

imposées par l'équation 2.16.

A présent, nous pouvons calculer l'intégrale G(Ω) de l'équation 2.24, en utilisant les

équations 2.25 et 2.31 :

G(Ω) = ±jπe−Ωs2pRes · erfc(∓jsp

√
Ω) =m{sp} ≷ 0 (2.35)

A l'aide des équations 2.17, 2.23 et 2.35, une expression asymptotique de l'intégrale

2.22 peut être obtenue :

IC′(Ω) = eΩh(ζs)

[(
f(ζs)

√
− 2

h′′(ζs)
+

Res

sp

)√
π

Ω
± jπe−Ωs2pRes · erfc(∓jsp

√
Ω)

]

= eΩh(ζs)

[
f(ζs)

√
− 2π

Ωh′′(ζs)
+

Res

sp

√
π

Ω

(
1± j

√
πΩspe

−Ωs2perfc(∓jsp

√
Ω)
)]

=m{sp} ≷ 0 si Ω� 1

(2.36)

Nous dé�nissons la variable suivante :

τ = Ωs2
p (2.37)
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et l'introduisons dans l'équation 2.36 :

IC′ = eΩh(ζs)

 f(ζs)

√
− 2π

Ωh′′(ζs)︸ ︷︷ ︸
Contribution du point stationnaire

+ Res

√
π

τ

(
1± j

√
πτe−τerfc(∓j

√
τ)
)

︸ ︷︷ ︸
Contribution du pôle


=m{sp} ≷ 0 si Ω� 1 (2.38)

Les premier et deuxième termes de l'équation 2.38 sont dus respectivement au point

stationnaire et au pôle.

Si la valeur absolue de sp est très grande (par extension, |τ | très grand), autre-

ment dit, si le pôle ne se trouve pas près du point stationnaire, il est possible d'e�ectuer

l'approximation suivante :

erfc(∓j
√
τ) ≈ ±j eτ√

πτ

[
1 +

1

2τ
+O

(
1

τ 2

)]
(2.39)

erfc(∓j
√
τ) ≈ ±j eτ√

πτ
si |τ | � 1 (2.40)

Ainsi, si le pôle est su�samment distant de l'origine, nous pouvons remplacer l'équa-

tion 2.40 dans l'équation 2.38 et nous obtenons la même formule que celle présentée dans

l'équation 2.19. L'utilisation de la formule 2.38 est donc recommandée uniquement lors

de la présence d'un pôle.

2.3.3 Points de singularité

Le chemin C ′, issu de la déformation du chemin C, peut croiser des points de sin-

gularité (voir �gure 2.11), dont les contributions doivent être prises en compte. Pour le

cas des pôles, il faut tout simplement utiliser le théorème des résidus. Les points de rami-

�cation nécessitent un traitement un peu plus sophistiqué, mais nous ne les prenons pas

en compte dans ce manuscrit. Néanmoins, une discussion à ce sujet est présentée dans la

section 2.4.3.1.
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2.4 Evaluation asymptotique du champ Ez rayonné par

un dipôle élémentaire vertical

Dans la présente section, la méthode de la plus grande pente, décrite dans la section

2.3, est appliquée aux intégrales de Sommerfeld présentées dans le chapitre 1 (tableaux 1.6

à 1.8). A titre d'exemple, nous développerons l'expression asymptotique de la composante

z du champ électrique rayonné par un dipôle élémentaire électrique vertical au-dessus

d'une interface plane dans le milieu 1. Ce choix est dû au fait que le dipôle électrique

vertical est le mieux adapté pour une propagation près du sol [34]. L'onde excitée par ce

type de dipôle est caractérisée par la composante z [55, Sec. 2.6.2].

2.4.1 Préparation de l'intégrale à évaluer

Comme indiqué au Tableau 1.6, nous pouvons écrire la composante Ez dans le milieu

1 sous la forme intégrale suivante :

Ez =
1

8πjωε̂1

∫
CSOM

k3
ρ

jkz1

[
e−jkz1 |z| +Reve

−jkz1 (z+2z0)
]
H

(2)
0 (kρρ)dkρ (2.41)

où CSOM est le chemin d'intégration des intégrales de Sommerfeld dans le plan complexe

kρ, comme montré dans les �gures 2.3 et 2.4. Le terme Rev a été dé�ni dans les équations

1.32. Pour rappel :

Rev =
ε̂2jkz1 − ε̂1jkz2
ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

(2.42)

Pour le développement de ces intégrales, nous utilisons l'approximation suivante :

H(2)
n (kρρ) ∼

√
2

πkρρ
e−j(kρρ−

nπ
2
−π

4 ) |kρρ| � 1 (2.43)

En introduisant l'équation 2.43 en 2.41, nous obtenons [63, Eq. 9.2.4] :

Ez =
1

8πjωε̂1

∫
CSOM

k3
ρ

jkz1

√
2

πkρρ
ej

π
4

[
e−j(kz1 |z|+kρρ) +Reve

−j(kz1 (z+2z0)+kρρ)
]

dkρ (2.44)
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Selon la �gure 1.8, l'équation 2.44 peut être divisée en deux parties :

Ez =
ej

π
4

8πjωε̂1

(∫
CSOM

k3
ρ

jkz1

√
2

πkρρ

[
e−j(kz1 |z|+kρρ)

]
dkρ︸ ︷︷ ︸

Onde directe

+

∫
CSOM

k3
ρ

jkz1

√
2

πkρρ

[
Reve

−j(kz1 (z+2z0)+kρρ)
]

dkρ

)
︸ ︷︷ ︸

Onde due à l'image

(2.45)

Nous pouvons combiner la représentation angulaire de la section 2.2 et la représen-

tation géométrique de la �gure 1.8 :

kρ = k1 sinw kz1 = k1 cosw dkρ = k1 coswdw

|z| = r cos θ ρ = r sin θ (z ≥ 0)

|z| = r cos(π − θ) ρ = r sin(π − θ) (z < 0)

|z| = r cos θ′ ρ = r sin θ′ θ′ =

θ, z ≥ 0

π − θ, z < 0

z + 2z0 = rI cos θI ρ = rI sin θI

(2.46)

Les exposants de l'équation 2.45 deviennent :

kz1 |z|+ kρρ = k1 cosw · r cos θ′ + k1 sinw · r sin θ′

= k1r cos(w − θ′)

kz1(z + 2z0) + kρρ = k1 cosw · rI cos θI + k1 sinw · rI sin θI

= k1rI cos(w − θI)

(2.47)

Nous pouvons également écrire le coe�cient Rev en fonction de w :

Rev(w) =
ε̂2jk1 cosw − ε̂1j

√
k2

2 − k2
1 sin2w

ε̂2jk1 cosw + ε̂1j
√
k2

2 − k2
1 sin2w

(2.48)
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En introduisant les équations 2.47 et 2.48 dans l'équation 2.45 :

Ez =
ej

π
4

8πjωε̂1

(∫
CSOM

−jk3
1 sin3w

√
2

πk1 sinw · r sin θ′
e−jk1r cos(w−θ′)dw︸ ︷︷ ︸

Onde directe

+

∫
CSOM

−jk3
1 sin3w

√
2

πk1 sinw · r sin θI

Rev(w)e−jk1rI cos(w−θI)dw

)
︸ ︷︷ ︸

Onde due à l'image

(2.49)

Les deux intégrales de l'équation 2.49 sont de la forme 2.8, où :

Ω = r ou rI

h(w) = −jk1 cos(w − α) (2.50)

où α peut être θ′ ou θI, ces deux angles sont compris entre 0 et π
2
. Dans le cas où les pertes

au milieu 1 sont très faibles, de sorte que k1 est quasi réel, nous pouvons l'extraire de la

fonction h et l'introduire dans Ω. Généralement le milieu 1 est l'air dont les pertes sont

e�ectivement très faibles. Ainsi, la condition de validité des approximations par la méthode

de la plus grande pente (Ω � 1) devient k1r � 1. Par conséquent, ces approximations

sont valables pour la zone du champ lointain.

2.4.2 Distorsion du chemin d'intégration

Avant l'application de l'approximation de la méthode de la plus grande pente, il

faut analyser la distorsion du chemin d'intégration vers le chemin de la plus grande pente.

Comme présenté dans la section 2.3.1, ce chemin passe par le point stationnaire ws de

h(w). La fonction h(w) conserve la même partie imaginaire le long de ce chemin, tout en

ayant un minimum de la partie réelle en w = ws. Pour h(w) = −jk1cos(w − α), nous

pouvons déduire :

h′(w) = jk1 sin(w − α) ws = α (2.51)

Comme le long de C ′ la fonction conserve la même partie imaginaire et

=m{h(ws)} = =m{−jk1} = −k1re , donc =m{h(w)} = −k1re . Cela implique :

=m{h(w)} = −k1re · cos(wre − α) coshwim − k1im
· sin(wre − α) sinhwim = −k1re (2.52)
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sur le chemin C ′.

La �gure 2.13 montre la valeur de la partie réelle de h(w) pour un k1 quasi réel et

α = π
4
. Les deux courbes décrites par 2.52 y sont présentées en bleu. C ′ est le chemin en

trait plein, car le long de cette courbe, <e{h(w)} trouve son maximum en w = ws.

Im(w)

Re(w) 0

+

45°

−

Figure 2.13 � Partie réelle de h(w). Les deux courbes en bleu sont les chemins de la plus
grande variation passant par le point w = ws = α. Le chemin de la plus grande pente (C ′)
est en trait plein.

L'application de l'approximation de la méthode de la plus grande pente implique le

choix de la valeur de la racine carrée de l'équation 2.16 selon l'argument de dw en ws.

Pour le cas d'une constante quasi réelle, cet argument tend vers 45o (ou π
4
radians). Pour

le cas général :

−s2 = h(w)− h(ws)

−s2 = −jk1 cos(w − α) + jk1

s2 = −jk1(1− cos(w − α))

s2 = −jk12 sin2

(
w − α

2

)
s = ±

√
2|k1| sin

(
w − α

2

)
e
−j
(
π
4
− arg(k1)

2

)
(2.53)
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En dérivant l'équation 2.53 en s = 0 (w = ws = α) :

dw

ds

∣∣∣∣
s=0

= ±

√
2

|k1|
e
j
(
π
4
− arg(k1)

2

)
(2.54)

Comme présenté sur la �gure 2.13, pour k1 quasi réel, l'argument de dw en ws tend

vers 45o. Nous choisissons le signe positif dans l'équation 2.54. Par conséquent, pour k1

quelconque, l'argument de dw en ws peut s'écrire :

arg(dw)|w=ws
=
π

4
− arg(k1)

2
(2.55)

2.4.3 Points de singularité

La transposition des singularités du plan kρ vers le plan w doit être étudiée. L'équa-

tion 2.49 montre que l'intégrale de l'onde directe n'a aucun point de singularité. Cela

facilite son évaluation asymptotique, étant donné que la formule 2.19 peut être directe-

ment appliquée. En revanche, l'intégrale de l'onde due à l'image a des singularités associées

au terme Rev. Ce terme contient kz2 qui introduit des coupures de rami�cation et son dé-

nominateur peut s'annuler, introduisant un pôle à l'intégrant. Nous étudions dans cette

section le traitement de ces deux types de singularité.

2.4.3.1 Points de rami�cation

Nous avons vu dans la section 2.2 que nous pouvons nous a�ranchir des coupures de

rami�cation dues à k1, car les deux feuilles de kρ associées à cette constante de propagation

peuvent être transposées à un "ruban de largeur 2π" dans le plan w. Il nous reste donc

les coupures de rami�cation dues à k2 à traiter. Les points de rami�cation dans le plan w

peuvent être obtenus par la transposition des points ±k2 :

wram = sin−1

(
±k2

k1

)
= sin−1

(
±
√
ε̂2

ε̂1

)
(2.56)

L'équation 2.56 nous montre qu'il y a quatre points de rami�cation dans le "ruban"

−π < wre < π du plan w. Si les pertes du milieu 1 sont plus faibles que celles du

deuxième, le terme
√

ε̂2
ε̂1

a une partie réelle positive et une partie imaginaire négative

ou vice-versa. Par conséquent, les points de rami�cation transposés se trouvent dans les
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régions associées aux deuxième et quatrième quadrants, comme le prévoient les �gures 2.3

et 2.4. La transposition des coupures de rami�cation montrées dans ces �gures vers le plan

w se fait par l'analyse de kz2 . Les coupures choisies sont <e{kz2} = 0 et =m{kz2} = 0.

Sachant que kz2 =
√
k2

2 − k2
1 sin2w, il faut trouver les chemins où le terme k2

2−k2
1 sin2w est

purement réel. La �gure 2.14 montre la transposition de ces coupures de rami�cation du

plan kρ vers le plan w pour un milieu 1 à très faibles pertes (permittivité électrique quasi

réelle) et un deuxième milieu diélectrique avec de petites pertes (mais plus importantes

que celles du milieu 1).

xx

x x

Im(w)

Re(w)

Figure 2.14 � Transposition des coupures de rami�cation des �gures 2.3 et 2.4 vers le
plan complexe w. La courbe en trait plein représente =m{kz2} = 0 et la courbe en trait
discontinu représente <e{kz2} = 0. Les points de rami�cation sont représentés par les
croix rouges.

La contribution du point de rami�cation doit être prise en compte s'il �gure à

l'intérieur du chemin fermé à l'in�ni entre C et C ′. Si ce point est à l'extérieur du chemin

fermé, le chemin C ′ peut croiser une coupure de rami�cation. Comme expliqué dans

l'annexe C, les coupures de rami�cation sont arbitraires. Ainsi, si le chemin C ′ croise

une coupure, nous pouvons distordre la coupure de rami�cation et redé�nir la fonction

par continuité analytique, de sorte qu'elle soit holomorphe à l'intérieur du chemin fermé.

Cette condition est essentielle pour garantir que l'intégrale sur le chemin fermé soit nulle.

Néanmoins, cette condition n'est pas remplie si un point de rami�cation se trouve à

l'intérieur de ce chemin, car, par dé�nition, il est impossible d'avoir une fonction continue
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dans un disque centré en un point de rami�cation.

Si un point de rami�cation se trouve à l'intérieur du chemin fermé, il faut le contour-

ner, comme montré sur la �gure 2.15. Par conséquent, il est nécessaire de prendre en

compte l'intégrale sur ce contour supplémentaire. La position du point de rami�cation

wram vis-à-vis du chemin fermé dépend de sa position dans le plan w et de celle du point

stationnaire ws. La �gure 2.16 présente une évaluation de la position de wram en fonc-

tion du module et de la phase de ε̂2, en considérant le milieu 1 l'air (ε̂1 quasiment réel,

approximativement égal à la permittivité du vide). Dans cette �gure, ws → π
2
. Pour une

phase nulle de ε̂2, wram se trouve sur la droite wre = π
2
et se déplace le long des courbes

horizontales en couleur en augmentant la valeur absolue de la phase. Ainsi, dans la plupart

des cas, le point de rami�cation se trouve à l'intérieur du chemin fermé. Deux cas sont

notamment importants. Le premier est le cas où les pertes du milieu 2 sont faibles. Cela

veut dire que le point de rami�cation se trouve très près de wre = π
2
et à l'intérieur du

chemin fermé pour presque tous les angles ws. Le deuxième cas traite d'un milieu à très

forte conductivité. Dans ce cas, la valeur absolue de ε̂2 est très élevée et a une phase qui

tend vers −π
2
. Cela implique que wram se trouve sur la droite wre = 3π

4
. La contribution

du point de rami�cation ne se fait que si l'angle ws est supérieur à π
4
.

La contribution des points de rami�cation correspond à une atténuation très forte,

proportionnelle au carrée de la distance entre les points d'émission et la réception. De plus,

en présence des pertes, une atténuation exponentielle s'y ajoute, de sorte que normalement

cette contribution est négligeable. Toutefois, il existe quelques exceptions : les cas d'un

milieu 1 dispersif et un milieu 2 sans pertes ou deux milieux sans pertes, le premier étant

diélectriquement plus dense que le deuxième [59, pp. 508-509]. Comme ces deux cas de

�gure ne feront pas l'objet des nos études par la suite, la contribution des points de

rami�cation ne sera pas prise en compte dans ce manuscrit.

2.4.3.2 Pôles

Les singularités de type pôle apparaissent quand le dénominateur du terme Rev(w)

s'annule. Il faut alors chercher les zéros du dénominateur :

ε̂2jk1 coswp + ε̂1j
√
k2

2 − k2
1 sin2wp = 0

ε̂r2k1 coswp = −ε̂r1
√
k2

2 − k2
1 sin2wp (2.57)
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Im(w)

Re(w)

x

x

Chemin C

x

Coupure de

ramification (Hankel)
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ramification (k   ) 

Points de ramification

Contour des points

de ramification

z2

π−π π

2
−

π

2

Figure 2.15 � Transpositions des éléments importants du plan kρ vers le plan w pour
l'intégration.
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Figure 2.16 � Evaluation de la position des points de rami�cation en fonction de la valeur
absolue et de la phase de ε̂2, pour ε̂1 quasi réel, approximativement égal à la permittivité
du vide et ws → π

2
.
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En élevant l'équation 2.57 au carré et sachant que k2
2

k2
1

=
ε̂r2
ε̂r1

, nous obtenons :

ε̂2
r2
k2

1 cos2wp = ε̂2
r1
k2

1

(
k2

2

k2
1

− sin2wp

)
ε̂2
r2

(1− sin2wp) = ε̂r1 ε̂r2 − ε̂2
r1

sin2wp

(ε̂2
r1
− ε̂2

r2
) sin2wp = ε̂r2(ε̂r1 − ε̂r2)

sin2wp =
ε̂r2

ε̂r1 + ε̂r2
cos2wp =

ε̂r1
ε̂r1 + ε̂r2

(2.58)

wp = sin−1

(
±

√
ε̂r2

ε̂r1 + ε̂r2

)
wp = cos−1

(
±

√
ε̂r1

ε̂r1 + ε̂r2

)
(2.59)

Les équations 2.58 et 2.59 montrent qu'il y a quatre pôles. En revanche, ils ne se

trouvent pas dans la même feuille de Riemann. En e�et, il y a une paire de pôles associés

à chaque feuille de Riemann de kz2 . Si les pertes du milieu 1 sont plus petites que celles du

milieu 2, le terme
√

ε̂r1
ε̂r1+ε̂r2

a une partie réelle positive et une partie imaginaire négative ou

vice-versa. Les pôles se trouvent alors dans les régions du plan w associées aux deuxième

et quatrième quadrants du plan kρ. A l'instar de la �gure 2.16, la �gure 2.17 montre

l'évaluation de la position des pôles en fonction de la valeur absolue et de la phase de ε̂r2

pour un ε̂r1 quasi réel, approximativement égal à l'unité.

Pour chaque courbe de la �gure 2.17, le point sur l'axe réel est associé à la phase

nulle. Si la valeur absolue de la phase augmente, le pôle se déplace le long de la courbe

en couleur. Les pôles qui peuvent contribuer au calcul de l'intégrale sont ceux localisés

dans le "ruban" 0 < wre <
π
2
et π

2
< wre < π. Dans la feuille supérieure de Riemann,

où l'intégrale est calculée, ils sont soit à l'intérieur du chemin fermé (il faudrait alors

appliquer le théorème des résidus) soit très près du chemin C ′ (il faudrait alors appliquer

l'approximation de l'équation 2.38). Pour préciser la feuille correspondante à chaque pôle,

nous analysons le signe des parties réelle et imaginaire du pôle (kz2p). Le dénominateur

du coe�cient Rev s'annule pour :

ε̂r2kz1p + ε̂r1kz2p = 0

kz2p = − ε̂r2
ε̂r1
kz1p (2.60)
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Figure 2.17 � Evaluation de la position des pôles en fonction de la valeur absolue et de
la phase de ε̂2.

Il est donc important de connaître la phase de kz1p en analysant l'expression :

kz1p = k1 coswp = k1

√
ε̂r1

ε̂r1 + ε̂r2
(2.61)

En supposant que arg(ε̂r1) ≈ 0 (par conséquent, arg(k1) ≈ 0), nous trouvons que

0 < arg
(

ε̂r1
ε̂r1+ε̂r2

)
< −arg(ε̂r2). Ainsi, nous en déduisons que 0 < arg(kz1p) < −

arg(ε̂r2 )

2
ou

π < arg(kz1p) < −
arg(ε̂r2 )

2
+ π.

Pour le pôle qui se trouve dans la région 0 < wre <
π
2
et wim < 0, nous avons

obligatoirement 0 < arg(kz1p) < −arg(ε̂r2 )

2
, car dans cette région, les parties réelle et

imaginaire de cosw sont positives, donc la phase est comprise entre 0 et π
2
. Par conséquent,

en analysant l'équation 2.60, arg(kz2p) = π + arg(ε̂r2) + arg(kz1p). Nous pouvons ainsi

conclure que pour ce pôle, kz2p a une partie réelle négative et une partie imaginaire

positive. Une telle valeur est associée à la feuille inférieure de Riemann. Par conséquent,

le pôle dans cette région ne contribue pas au calcul de l'intégrale.

Toutefois, le pôle dans la région π
2
< wre < π et wim > 0 se trouve dans la

feuille supérieure, car dans cette région, le signe de la fonction cosinus change. Donc

π < arg(kz1p) < −
arg(ε̂r2 )

2
+π et arg(kz2p) = 2π+arg(ε̂r2)+arg(kz1p) = arg(ε̂r2)+arg(kz1p),
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ce qui nous permet de conclure que kz2p a une partie réelle positive et une partie imagi-

naire négative. Comme montré par la �gure 2.17, ce pôle ne peut pas être à l'intérieur

du chemin fermé, cependant il contribue au calcul de l'intégrale dans la mesure où il se

trouve près du chemin C ′, surtout si ws s'approche de π
2
.

La proximité du pôle au chemin C ′ impose l'utilisation l'équation 2.38 pour l'éva-

luation de l'intégrale. A�n d'appliquer cette équation, il est nécessaire d'analyser le point

sp et le résidu associé à ce pôle. D'après les équation 2.32 et 2.50 :

sp =
√
jkz1(cos(wp − θI)− 1) (2.62)

où le signe de la racine carrée est choisi selon l'équation 2.34. A partir de l'équation 2.54,

nous pouvons écrire :

sp →
wp − ws√

2
k1
ej

π
4

(2.63)

Dans cette équation, arg(sp) = −π
4

+ arg(wp − ws). La �gure 2.17 nous permet de

déduire que arg(wp−ws) <
π
4
. Donc, sp a une partie réelle positive et une partie imaginaire

négative. Il faut alors choisir le signe correspondant à =m{sp} < 0 dans l'équation 2.38.

La variable τ dé�nie par l'équation 2.37 devient :

τ = jk1rI(cos(wp − θI)− 1) (2.64)

Si θI tend vers π
2
, τ devient :

τ |θI=π
2

= jk1rI(sinwp − 1) = jrI(kρp − k1) = % (2.65)

où kρp est le pôle dans le plan kρ. % est appelée distance numérique par Sommerfeld [53]. Il

est important de remarquer que dans son manuscrit, Sommerfeld présente cette distance

avec un signe négatif. Cela est dû au fait que l'auteur utilise la convention temporelle

e−jωt. Dans ce manuscrit et en accord avec d'autres auteurs, comme Collin [21], nous

appelons τ la distance numérique.

A�n de compléter l'analyse de l'intégrale, il faut calculer le résidu associé au pôle,
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dé�ni dans l'équation 2.21. Pour rappel :

Res = lim
ζ→ζp

(ζ − ζp)f(ζ) (2.66)

En écrivant f(ζ) = f ∗(ζ)Rev, où f ∗(ζ) est holomorphe et le pôle ζp est dû à Rev,

nous pouvons calculer le résidu associé à Rev et ensuite le multiplier par f ∗(wp) pour

trouver le résidu dû à la fonction dans sa totalité. Le résidu de Rev se calcule :

ResRev = lim
w→wp

ε̂2jk1 cosw − ε̂1j
√
k2

2 − k2
1 sin2w

ε̂2jk1 cosw + ε̂1j
√
k2

2 − k2
1 sin2w

(w − wp) (2.67)

En appliquant la règle de l'Hôpital à l'équation 2.67, nous obtenons :

ResRev = lim
w→wp

ε̂2jk1 cosw − ε̂1j
√
k2

2 − k2
1 sin2w

−ε̂2jk1 sinw − ε̂1j
k2

1 sinw cosw√
k2

2 − k2
1 sin2w

ResRev =
ε̂r2k1 coswp − ε̂r1

√
k2

2 − k2
1 sin2wp

−ε̂r2k1 sinwp − ε̂r1
k2

1 sinwp coswp√
k2

2 − k2
1 sin2wp

(2.68)

En appliquant l'équation 2.57 à l'équation 2.68, nous obtenons :

ResRev =
ε̂r2k1 coswp + ε̂r2k1 coswp

−ε̂r2k1 sinwp + ε̂r1
k2

1 sinwp coswp

ε̂r2
ε̂r1
k1 coswp

ResRev =
2ε̂r2 coswp

sinwp

(
ε̂2
r1

ε̂r2
− ε̂r2

)
ResRev = 2

ε̂2
r2

ε̂2
r1
− ε̂2

r2

coswp

sinwp

ResRev = 2
ε̂r2

ε̂r1 − ε̂r2
ε̂r2

ε̂r1 + ε̂r2

coswp

sinwp

ResRev = 2
ε̂r2

ε̂r1 − ε̂r2
sin2wp

coswp

sinwp

ResRev = 2
ε̂r2

ε̂r1 − ε̂r2
sinwp coswp (2.69)
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2.4.4 Expression asymptotique du champ

Suite à l'analyse de la distorsion du chemin et des points de singularité dans le

plan w, nous pouvons e�ectuer l'approximation de la méthode de la plus grande pente à

l'intégrale 2.49. Nous commençons par l'intégrale de l'onde directe. Vu que cette intégrale

ne présente pas de pôle, l'approximation de l'équation 2.19 est su�sante, sachant que

ws = θ′ et que l'équation 2.16 a été calculée pour notre cas dans l'équation 2.54 :

Ezdir
≈ e−jk1r

(
ej

π
4

8πjωε̂1

(
−jk3

1 sin3(θ′)
)√ 2

πk1r sin2(θ′)

√
2π

k1r
ej

π
4

)

≈ 1

4πjωε̂1

k2
1 sin2 θ′

r
e−jk1r (2.70)

En introduisant l'impédance du milieu η =
√

µ̂
ε̂

= k
ε̂ω

et sachant que sin2 θ′ = sin2 θ,

l'onde directe devient :

Ezdir
≈ −jη1k1 sin2 θ

e−jk1r

4πr
(2.71)

L'approximation de la méthode de la plus grande pente pour l'onde directe est

conforme aux résultats trouvées dans la littérature par d'autres méthodes [64].

Pour l'intégrale de l'onde due à l'image, il faut appliquer l'approximation 2.38, en

raison de la singularité du terme Rev. La contribution du premier terme de cette équation,

dû au point stationnaire ws = θI, appelé Ezimage C′
, peut s'écrire :

Ezimage C′
≈ −jη1k1 sin2 θIRev(θI)

e−jk1rI

4πrI

(2.72)

Le deuxième terme de l'équation 2.38 est la contribution due à la proximité du pôle

au chemin C ′. A partir du résidu du terme Rev, donné par l'équation 2.69, il est possible

de calculer le résidu de la fonction en sa totalité :

Res = − ej
π
4

8πωε̂1

k3
1 sin4wp

√
2

πk1 sinwprI sin θI

2
ε̂r2

ε̂r1 − ε̂r2
coswp (2.73)
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Ce deuxième terme de l'équation 2.38, appelé Ezimage pole
, s'écrit alors :

Ezimage pôle
≈ e−jk1rI

(
− ej

π
4

8πωε̂1

k3
1 sin4wp

√
2

πk1 sinwprI sin θI

2
ε̂r2

ε̂r1 − ε̂r2
coswp

·
√
π(1− j

√
πτe−τerfc(j

√
τ))√

jk1rI(cos(wp − θ1)− 1)

)

Ezimage pôle
≈ e−jk1rI

(
− 1

4πωε̂1

k2
1

rI

√
2 sin7wp

ε̂r2
ε̂r1 − ε̂r2

coswp
1− j

√
πτe−τerfc(j

√
τ)√

sin θI(cos(wp − θ1)− 1)

)

Ezimage pôle
≈ −e

−jk1rI

4πrI

η1k1

(√
2 sin7wp

ε̂r2
ε̂r1 − ε̂r2

coswp
1− j

√
πτe−τerfc(j

√
τ)√

sin θI(cos(wp − θ1)− 1)

)
(2.74)

Le champ total dû à l'image est la somme des équations 2.72 et 2.74 :

Ezimage
≈ −jη1k1

(
sin2 θIRev(θI) +

−j
√

2 sin7wp
ε̂r2

ε̂r1 − ε̂r2
coswp

1− j
√
πτe−τerfc(j

√
τ)√

sin θI(cos(wp − θ1)− 1)

)
e−jk1rI

4πrI

(2.75)

Le champ total Ez est donné par la somme des équations 2.71 et 2.75 :

Ez ≈ −jη1k1

(
sin2 θ

e−jk1r

4πr
+

sin2 θIRev(θI)
e−jk1rI

4πrI

+

−j
√

2 sin7wp
ε̂r2

ε̂r1 − ε̂r2
coswp

1− j
√
πτe−τerfc(j

√
τ)√

sin θI(cos(wp − θ1)− 1)

e−jk1rI

4πrI

) (2.76)

L'équation 2.76 peut être divisée en deux parties, Ez2R
et Ezpole

, de la manière

suivante :

Ez2R
= −jη1k1

(
sin2 θ

e−jk1r

4πr
+ sin2 θIRev(θI)

e−jk1rI

4πrI

)
(2.77)

Ezpole
= −jη1k1

(
−j
√

2 sin7wp
ε̂r2

ε̂r1 − ε̂r2
coswp

· 1− j
√
πτe−τerfc(j

√
τ)√

sin θI(cos(wp − θ1)− 1)

e−jk1rI

4πrI

)
(2.78)



72 Evaluation asymptotique du champ Ez

Le premier terme, Ez2R
, est identique au champ estimé par la méthode à deux

rayons. Nous pouvons clairement distinguer les composantes directe et ré�échie du champ.

Le deuxième terme, Ezpole
, correspond à la partie négligée par la méthode à deux rayons.

Mathématiquement, il est dû à la proximité du pôle avec le chemin d'intégration distordu.

Physiquement, il s'explique par la di�raction de l'onde sur l'interface entre deux milieux

[59, Sec. 1.7d].

2.4.5 Validation et analyse

Pour valider les champs estimés par les approximations de la méthode de la plus

grande pente, nous avons comparé le champ électrique de l'équation 2.76 avec la méthode

à deux rayons et les approximations de Norton et de Bannister pour les trois scénarios

étudiés dans les sections 1.1 et 1.2. Les �gures 2.18 à 2.20 présentent cette comparai-

son. Nous véri�ons que le champ de l'équation 2.76 est identique à ceux estimés par les

approximations de Norton et de Bannister. Nous pouvons ainsi valider les expressions

asymptotiques obtenues dans ce chapitre.
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Figure 2.18 � Comparaison du résultat de la méthode de la plus grande pente (PGP),
des approximations de Norton et de Bannister et de la méthode à deux rayons (2R) dans
les mêmes conditions qu'à la �gure 1.2 (f = 2, 4 GHz, ht = 2 m, hr = 1 m, εr2= 15,
tan δ2 = 10−3).
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Figure 2.19 � Comparaison du résultat de la méthode de la plus grande pente (PGP),
des approximations de Norton et de Bannister et de la méthode à deux rayons (2R) dans
les mêmes conditions qu'à la �gure 1.3 (f = 2, 4 GHz, ht = 2 m, hr = 1 m, σ2 = 107 S/m).
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Figure 2.20 � Comparaison du résultat de la méthode de la plus grande pente (PGP),
des approximations de Norton et de Bannister et de la méthode à deux rayons (2R) dans
les mêmes conditions qu'à la �gure 1.4 (f = 8, 2 GHz, ht = 10 cm, hr = 10 cm, σ2 = 5 ·103
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Nous concluons que la di�érence entre le champ électrique estimé par la méthode

à deux rayons et les autres approximations est expliquée par la prise en compte de la

composante di�ractée de l'onde à l'interface, Ezpole
. En e�et, sous certaines conditions,

cette composante peut être plus importante que les autres. Par exemple, analysons Ezpole

pour la propagation au-dessus d'une surface conductrice (|ε̂2| → ∞) dans la zone du

champ lointain (rI →∞ et θI → π
2
). D'après l'équation 2.65, τ → %, qui dans cette zone

est proportionnelle à ρ. Par ailleurs, d'après les équations 2.59, wp → π
2
. Ainsi, il est

possible de montrer que coswp√
cos(wp−θI)−1

→ −j
√

2 et l'équation 2.78 peut se réécrire :

Ezpole
≈ −jη1k1(1− j

√
πτe−τerfc(j

√
τ))

e−jk1rI

2πrI

(2.79)

En utilisant la dé�nition de la fonction d'erreur complémentaire (équation 2.30), on

peut écrire :

Ezpole
≈ −jη1k1

 1︸︷︷︸
1

− j
√
πτe−τ︸ ︷︷ ︸

2

+ j2
√
τe−τ

∫ j
√
τ

0

e−x
2

dx︸ ︷︷ ︸
3

 e−jk1rI

2πrI

(2.80)

Le premier terme de l'équation 2.80 a la forme d'une onde ré�échie et intervient

dans la ré�exion. Le deuxième terme quant à lui est plus complexe à interpréter. Puisque

τ est directement proportionnel à ρ, il est possible de montrer que ce terme présente

une atténuation proportionnelle à 1√
ρ
et une très forte atténuation dans la direction z

(plus forte que l'atténuation dans la direction ρ). Par conséquent, cette composante a

les caractéristiques d'une onde de surface de Zenneck. Nous ne pouvons pas tirer pro�t

des propriétés intéressantes de cette composante de manière isolée, car le troisième terme

interfère avec l'onde de surface et peut même annuler ses e�ets à grande distance. Bien

que l'onde de Zenneck ne soit pas excitée indépendamment des deux autres composantes,

sous certaines conditions, Ezpole
peut améliorer la propagation de l'onde rayonnée par un

dipôle élémentaire, permettant un a�aiblissement de trajet plus favorable à de grandes

distances.
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Conclusion

Dans le présent chapitre, les intégrales de Sommerfeld des champs rayonnés par un

dipôle élémentaire, présentées dans le chapitre 1, ont été évaluées analytiquement. Cette

évaluation a été e�ectuée à la lumière de la méthode de la plus grande pente, qui propose

une distorsion du chemin d'intégration original vers un autre chemin dont les propriétés

sont adaptées à une évaluation asymptotique. A cette �n, il a été nécessaire d'étudier le

chemin d'intégration des intégrales de Sommerfeld. Une représentation angulaire a aussi

été introduite pour faciliter l'application de cette méthode.

Les résultats délivrés par la méthode de la plus grande pente ont été confrontés à

ceux issus des approximations de Norton et de Bannister. Une bonne concordance a été

observée. Nous avons identi�é que le terme responsable de la di�érence entre la méthode

à deux rayons et les approximations de Norton et de Bannister est Ezpole
. Mathématique-

ment, ce terme apparaît en raison de la proximité du pôle de Rev du chemin d'intégration

distordu. Physiquement, il s'agit d'une composante de l'onde di�ractée à l'interface entre

les deux milieux. Nous avons déjà montré que ce terme peut devenir prépondérant de-

vant les composantes d'onde directe et ré�échie. Par conséquent, il serait souhaitable

d'identi�er les conditions pour lesquelles cette composante di�ractée prend le relais de la

propagation. Ceci constitue l'objectif principal d'étude du chapitre 4.
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Avant de débuter l'analyse du comportement du champ électrique excité par un dipôle

électrique élémentaire au-dessus d'une interface plane, tirons pro�t des analyses mathé-

matiques développées dans les chapitres précédents pour évaluer une nouvelle formulation

pour la propagation près du sol.

La formulation mathématique rigoureuse présentée dans le chapitre 1 a été intro-

duite par Sommerfeld. Ainsi on fera référence à cette solution comme formulation de

Sommerfeld. La démarche présentée dans ce manuscrit pour trouver cette solution n'est

pas identique à celle de Sommerfeld, bien que les deux traitements fassent appel à la mé-

thode de superposition des di�usions (de l'anglais, scattering superposition method) qui

sera détaillée ultérieurement.

En dépit d'une première analyse par Sommerfeld qui a été parfois contestée jusqu'à

nos jours, sa formulation a été reprise et validée par plusieurs auteurs, comme Weyl [5],

Norton [9]�[12], Wait [16], Bannister [13]�[14], Collin [21], Michalski et Mosig [22]�[25].

Ainsi, la formulation de Sommerfeld jouit d'une large acceptation dans la communauté

scienti�que et son exactitude n'a jamais été remise en question. Néanmoins, cette for-

mulation n'est pas adaptée pour une analyse numérique puisqu'elle présente une forte

oscillation et une lente décroissance pour les distances d'intérêt de la propagation près

du sol [59, pp. 480-482]. Ainsi, juste après la publication de cette formulation au début

du XXe, elle a été davantage l'objet d'évaluations asymptotiques. Au fur et à mesure

de l'augmentation de la puissance des ordinateurs et du perfectionnement de di�érentes

techniques de calcul, l'analyse numérique des intégrales de Sommerfeld a pu se développer

et devenir tout-à-fait maîtrisée.

Dans le but de délivrer une formulation dédiée à l'analyse numérique, W. Dyab et al.

ont proposé une nouvelle formulation [29][30]. Les auteurs ont repris la même démarche

que Sommerfeld, mais ils ont utilisé l'identité de Schelkuno�. Ainsi, on appelle la solution

proposée la formulation dite � de Schelkuno� �. Toutefois, cette nouvelle formulation n'a

pas été unanimement acceptée dans la littérature, étant notamment contestée dans [31]

et remise en cause par [25, p. 31, note 18].

L'objectif de ce chapitre est d'éclairer les points controversés sur la formulation

dite � de Schelkuno� �. Ce chapitre est structuré comme suit. Premièrement, la sec-

tion 3.1 décrit la méthode de superposition des di�usions, souvent utilisée pour résoudre

des équations di�érentielles. Ensuite, la section 3.2 détaille la démarche de Sommerfeld
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pour résoudre le problème du rayonnement d'un dipôle au-dessus d'une interface plane

et rapporte certaines curiosités historiques de cette formulation. La section 3.3 présente

l'intégrale de Schelkuno� et détaille la nouvelle formulation proposée par W. Dyab et al.

pour le problème du rayonnement d'un dipôle au-dessus d'une interface plane, en se ba-

sant sur cette intégrale. La section 3.4 présente des analyses dans le plan complexe pour

démontrer l'égalité entre les identités de Sommerfeld et de Schelkuno� et évalue les deux

formulations. Finalement, la section 3.5 confronte les deux formulations par une évalua-

tion asymptotique en utilisant la méthode de la plus grande pente, telle qu'elle est décrite

dans le chapitre 2.

3.1 Méthode de superposition des di�usions

A�n de résoudre les équations di�érentielles inhomogènes (le second membre de

l'équation non nul ou, par une interprétation physique, en présence d'une source), la

méthode de superposition des di�usions part du principe que la solution peut être dé-

composée en la somme d'une solution particulière, forcée par la source (le second membre

non-nul), et d'une solution générale de l'équation homogène (sans source), permettant

d'établir les conditions aux limites.

En réécrivant l'équation 1.10c pour les deux milieux semi-in�nis de la �gure 1.8 :

∇2Azm + k2
mAzm = −δ(r) (3.1)

où l'indice m a été introduit pour faire référence aux milieux 1 (z > −z0, où se trouve

la source) et 2 (z < −z0), la méthode de la superposition des di�usions prévoit que la

solution Azm peut s'écrire sous forme :

Azm = Ap
zm + Ah

zm (3.2)

où Ap
zm est une solution particulière et Ah

zm est une solution à l'équation homogène [65, p.

300].

L'absence de source dans le milieu 2 rend l'équation de Helmholtz homogène dans ce

milieu, on peut véri�er que Ap
z2

= 0. L'étape suivante serait de calculer Ap
z1
supposant que

le milieu 1 est in�ni et ensuite de trouver Ah
z1
et Ah

z2
de sorte que les conditions aux limites
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soient respectées. Physiquement, Ap
z1
est la composante excitée par le dipôle élémentaire

dans le milieu 1 en l'absence du milieu 2. Ah
z1
et Ah

z2
tiennent compte de l'interface.

Comme présenté dans la section 1.3.1, Ap
z1
a une forme analytique explicite simple,

sous forme de l'exponentielle de l'équation 1.14. Toutefois, la solution de Ah
z en présence

d'une interface n'a pas de solution analytique explicite, comme montré dans le chapitre 1.

Ainsi, des développements sous forme d'intégrale, comme les identités de Weyl (équation

1.27) et de Sommerfeld (équations 1.28 et 1.43) sont indispensables pour résoudre le

problème.

On remarque que la théorie des images présentée dans la section 1.3.2.1 est une ap-

plication directe de la méthode de superposition des di�usions. En généralisant la théorie

des images pour une interface diélectrique à pertes ou conductrice imparfaite, nous avons

utilisé indirectement les principes de la méthode de superposition des di�usions.

3.2 Formulation de Sommerfeld

En 1909, Arnold Sommerfeld a été le premier scienti�que à essayer de modéliser

la propagation d'un dipôle électrique au-dessus d'une interface [4] (sa communication la

plus accessible date néanmoins de 1949 [53]). Il a aussi fait appel à la théorie des images

(et conséquemment à la méthode de superposition des di�usions), mais contrairement à

ce qui est présenté dans ce manuscrit, il n'a pas utilisé la transformée de Fourier ou de

Hankel. A la place, il a développé l'identité qui actuellement porte son nom en se basant

sur la propriété de � complétude des fonctions propres � de l'opérateur laplacien. Cette

propriété garantit que toute fonction continue dans son domaine (y compris l'exponen-

tielle de l'équation 1.14) peut être développée comme une somme des fonctions propres

de cet opérateur. Etant donné que le domaine du problème est in�ni, cette somme de-

vient une intégrale car le spectre de valeurs propres et fonctions propres est continu. Un

développement plus détaillé de cette procédure dépasse le cadre de ce manuscrit.

Après avoir établi une forme intégrale à Ap
z1
, Sommerfeld suppose une forme similaire

à Ah
z1
et Ah

z2
, en faisant intervenir des fonctions RSom

ev et T Som
ev , qu'il a dénommées distri-

butions spectrales des fonctions propres. Il les a déterminées en invoquant les conditions

aux limites. Mathématiquement, la formulation de Sommerfeld pour le dipôle élémentaire
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électrique vertical peut être présentée sous forme [22] :

ASom
z1

=
1

4π

(∫ +∞

0

kρ
jkz1

J0(kρρ)e−jkz1 |z|dkρ︸ ︷︷ ︸
Ap
z1

+

∫ +∞

0

RSom
ev

kρ
jkz1

J0(kρρ)e−jkz1 (z+2z0)dkρ

)
︸ ︷︷ ︸

Ah
z1

(3.3)

ASom
z2

=
1

4π

∫ +∞

0

T Som
ev kρJ0(kρρ)e−jkz2 (z+z0)e−jkz1z0dkρ︸ ︷︷ ︸

Ah
z2

(3.4)

où

kzm =
√
k2
m − kρ (3.5)

RSom
ev =

ε̂2jkz1 − ε̂1jkz2
ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

T Som
ev =

2ε̂2

ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2
(3.6)

La seule di�érence entre les coe�cients des équations 1.32 et 3.6 est l'absence de

l'exponentielle en T Som
ev , qui a été introduite directement dans l'équation 3.4. On note

aussi que le terme I∆` a été �xé à l'unité. Ainsi ces intégrales donnent origine aux champs

présentés dans le tableau 1.6.

La démarche de Sommerfeld possède des qualités de simplicité mathématique et

physique. Elle peut aussi être validée par des concepts mathématiques plus élaborés et

sophistiqués, comme les opérateurs di�érentiels et les propriétés des fonctions de Green

caractéristiques [59, Sec. 3.3]. Une procédure détaillée est disponible dans [22].

Il est intéressant de savoir que lors de la première analyse asymptotique de sa for-

mulation, Sommerfeld a commis une erreur qui est devenue très célèbre. Ainsi, lors de

l'évaluation asymptotique, Sommerfeld a conclu que le pôle des coe�cients RSom
ev et T Som

ev

de l'équation 3.6 était intercepté par le chemin d'intégration distordu. Par conséquent,

ses calculs prévoyaient une onde de surface de Zenneck, de caractéristique cylindrique,

présentant une forte atténuation verticale, mais une lente décroissance radiale (propor-

tionnelle à l'inverse de la racine carrée de ρ) [3] [26]. Or, dans la section 2.4.3.2 nous avons

démontré que, pour des milieux dont la permittivité diélectrique complexe a une partie

réelle positive, il est impossible que ce pôle soit intercepté, même s'il peut se trouver très

près du chemin d'intégration (original et/ou distordu).

Il semblerait qu'une erreur mineure est à l'origine de cette fausse conclusion : une
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erreur de signe, selon Norton [66]. L'identi�cation de cette erreur a donné lieu à des doutes

sur la localisation du pôle de ce problème et son existence dans la feuille de Riemann

supérieure. Ces doutes ont été levés à plusieurs reprises et la localisation de ce pôle dans

la feuille supérieure de Riemann peut être prouvée [22], comme démontré dans la section

2.4.3.2.

Quasiment un siècle après la première communication de Sommerfeld sur le rayonne-

ment d'un dipôle au-dessus d'une interface plane, Collin a révisé ses calculs et n'a trouvé

aucun indice de cette erreur de signe, qu'il a quali�ée de mythe [21]. Cette remise en

question de l'explication qui, jusqu'alors, faisait consensus est utilisée par des auteurs

contemporains qui réfutent toutes les démonstrations de l'existence de ce pôle [29].

3.3 Formulation dite � de Schelkuno� �

Les identités de Weyl (équation 1.27) et de Sommerfeld (équations 1.28 et 1.43)

ne sont pas les seules développements possibles de l'exponentielle de l'équation 1.14 sous

forme d'intégrales. En 1936, Schelkuno� a proposé une intégrale modi�ée de Sommerfeld

[67], connue comme identité de Schelkuno� et qui s'écrit comme suit :

e−jk1r

4πr
=

1

2π2

∫ +∞

0

K0

(
ρ
√
k2
z − k2

1

)
cos(kzz)dkz (3.7)

oùK0(·) est une fonction de Bessel modi�ée connue comme fonction de Macdonald d'ordre

zéro. On pourrait également écrire
√
k2
z − k2

1 = jkρ, sachant que dans cette intégrale,

contrairement à l'identité de Sommerfeld, kρ est donné en fonction de la variable indé-

pendante kz.

Schelkuno� a souligné que cette version modi�ée de l'identité de Sommerfeld est

plus adaptée à l'application des conditions aux limites pour les frontières cylindriques,

contrairement à l'identité originale de Sommerfeld, qui se révèle très e�cace pour les

frontières planes.

Cela n'est pas le seul avantage de cette identité. Felsen et Marcuvitz ont remarqué

que cette identité a une décroissance très rapide pour de larges valeurs de ρ [59, pp.

480-482]. Cette propriété est intéressante pour les analyses numériques.

Soucieux de présenter une formulation plus adaptée au traitement numérique que

celle de Sommerfeld, W. Dyab et al. ont proposé une nouvelle formulation pour le rayon-
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nement d'un dipôle élémentaire électrique vertical au-dessus d'une interface plane [29][30].

Les auteurs ont repris la démarche de Sommerfeld, qui consiste à appliquer la méthode

de superposition des di�usions en utilisant une forme intégrale pour Ap
z1
et postuler des

formes similaires à Ah
z1

et Ah
z2

en utilisant des coe�cients à déterminer suite à l'appli-

cation des conditions aux limites. Cependant, dans leur écriture, la forme intégrale pour

Ap
z1

est issue de l'identité de Schelkuno�. Ainsi, on appelle cette nouvelle proposition la

formulation dite � de Schelkuno� �. Le développement mathématique de cette nouvelle

formulation est similaire à celui de Sommerfeld :

ASch
z1

=
1

2π2

(∫ +∞

0

K0

(
ρ
√
k2
z1
− k2

1

)
cos(kz1z)dkz1︸ ︷︷ ︸

Ap
z1

+

∫ +∞

0

RSch
ev K0

(
ρ
√
k2
z1
− k2

1

)
cos (kz1 (z + 2z0)) dkz1

)
︸ ︷︷ ︸

Ah
z1

(3.8)

ASch
z2

=
1

2π2

∫ +∞

0

T Sch
ev K0

(
ρ
√
k2
z2
− k2

2

)
cos (kz2 (z + z0)− kz1z0) dkz1︸ ︷︷ ︸

Ah
z2

(3.9)

où

RSch
ev =

ε̂2jkz1 − ε̂1jkz2
ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

T Sch
ev =

2ε̂2jkz1
ε̂2jkz1 + ε̂1jkz2

(3.10)

et
√
k2
z1
− k2

1 =
√
k2
z2
− k2

2 = jkρ, donc :

kz2 =
√
k2
z1
− k2

1 + k2
2 (3.11)

Au premier regard, la formulation dite � de Schelkuno� � paraît scienti�quement

solide, sachant que la même démarche que Sommerfeld a été reprise pour y accéder.

Toutefois, une analyse plus approfondie révèle certaines incohérences.

Le premier point qui soulève des questions porte sur le choix de la variable d'intégra-

tion. La formulation dite � de Schelkuno� � suppose une solution basée sur un développe-

ment spectral sur la constante de propagation verticale (kz). Néanmoins, cette composante

n'est pas identique dans les deux milieux. En e�et, d'après la condition d'adaptation de

phase (phase matching), la constante de propagation radiale (kρ) doit être identique dans

les deux milieux. Ainsi, utiliser cette nouvelle formulation au détriment de celle de Som-
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merfeld ne semble pas très intuitif. De plus, Schelkuno� a préconisé l'utilisation de cette

identité pour le rayonnement d'une source située à l'intérieur d'un milieu constitué de

couches multiples coaxiales cylindriques. En e�et, l'utilisation de cette nouvelle propo-

sition semble mieux appropriée pour une con�guration multicouche concentrique autour

de l'axe z, car, dans ce cas, l'adaptation de phase impose kz identique pour toutes les

couches.

Cette apparente inadaptation de la formulation dite � de Schelkuno� � aux milieux

strati�és planaires n'est pas su�sante pour la remettre en cause. Néanmoins, une analyse

approfondie des deux formulations dans le plan complexe, développée dans la section 3.4,

montre qu'elles ne sont pas identiques, même si les identités à l'origine le sont. Par ailleurs,

l'application de l'approximation asymptotique de la plus grande pente (cf. chapitre 2) à la

formulation dite � de Schelkuno� � dans la section 3.5 n'entraîne pas les mêmes résultats

que ceux de la formulation de Sommerfeld.

3.4 Analyse dans le plan complexe

Préalablement à l'analyse des deux formulations dans le plan complexe, nous allons

démontrer l'égalité des identités qui sont à l'origine de chaque formulation. Soit l'iden-

tité de Sommerfeld écrite sous forme de l'équation 1.43. Par convenance, elle peut être

réécrite, en présentant la constante de propagation verticale en fonction de la constante

de propagation radiale :

e−jk1r

4πr
=

1

8π

∫
CSom

kρ

j
√
k2

1 − k2
ρ

H
(2)
0 (kρρ)e−j

√
k2

1−k2
ρ|z|dkρ = ICSom

(3.12)

où CSom est le chemin d'intégration présenté initialement dans la �gure 2.4a. La �gure 3.1

présente le plan complexe kρ et reprend ce chemin d'intégration (courbe verte).

Les seuls points de singularité de l'intégrale de l'équation 3.12 sont kρ = 0 et kρ = k1,

dus respectivement à la fonction de Hankel et la fonction racine carrée. Les coupures de

rami�cation choisies pour chaque point de rami�cation sont données, respectivement,

par les courbes orange et bleue de la �gure 3.1. Par convenance, nous avons choisi pour

kρ = k1 la coupure de rami�cation correspondant à =m
{√

k2
1 − k2

ρ

}
= 0. Ainsi, sur le

chemin Cram1, la fonction
√
k2

1 − k2
ρ est purement réelle. Comme démontré dans la section
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Figure 3.1 � Plan complexe kρ pour l'analyse des identités de Sommerfeld et de Schel-
kuno�.

2.1, ce choix de coupure de rami�cation garantit que la partie imaginaire de la fonction

racine carrée est négative dans tout le plan kρ, alors que la partie réelle de la racine carrée

est positive sur le chemin CSom. Ainsi les conditions de rayonnement sur la constante de

propagation de l'exponentielle de l'intégrale sont respectées.

Etant donné l'absence de point de singularité dans le chemin fermé constitué par

CSom, C∞ et Cram1, l'intégrale sur ce contour est nulle. Ainsi :

ICSom
+ IC∞ − ICram1 = 0 (3.13)

Par le lemme de Jordan, IC∞ = 0. Par conséquent :

ICSom
= ICram1 (3.14)

Introduisons le changement de variable suivant :

kz1 =
√
k2

1 − k2
ρ kz1dkz1 = −kρdkρ (3.15)

Sachant que kz1 est purement réel et varie de +∞ à −∞ sur Cram1, on peut alors

écrire :

ICram1 =
1

8πj

∫ +∞

−∞
H

(2)
0

(
ρ
√
k2

1 − k2
z1

)
e−jkz1 |z|dkz1 (3.16)

Nous introduisons le changement de variable k′z1 = −kz1 à l'intégrale de l'équation
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3.16 :

ICram1 =
1

8πj

∫ +∞

−∞
H

(2)
0

(
ρ
√
k2

1 − k′2z1

)
ejk
′
z1
|z|dk′z1 (3.17)

La comparaison des équations 3.16 et 3.17 permet de conclure que l'on peut s'af-

franchir du signe de l'exponentielle. Ainsi, |z| peut être remplacé tout simplement par z

dans l'équation 3.16.

Pour retrouver la forme de l'identité de Schelkuno�, on peut utiliser la relation

suivante :

H
(2)
0 (kρρ) =

2j

π
K0(jkρρ) − π

2
6 arg(jkρρ) 6 π (3.18)

Par conséquent, l'équation 3.16 peut s'écrire comme suit :

ICram1 =
1

4π2

∫ +∞

−∞
K0

(
ρ
√
k2
z1
− k2

1

)
e−jkz1zdkz1 (3.19)

La dernière étape de cette démonstration consiste à décomposer l'exponentielle en

parties réelle et imaginaire et à invoquer les propriétés d'intégration des fonctions paire

et impaire :

ICram1 =
1

4π2

(∫ +∞

−∞
K0

(
ρ
√
k2
z1
− k2

1

)
cos(kz1z)dkz1

− j
((((

((((
(((

((((
(((

((∫ +∞

−∞
K0

(
ρ
√
k2
z1
− k2

1

)
sin(kz1z)dkz1

)
(3.20)

ICram1 =
1

2π2

∫ +∞

0

K0

(
ρ
√
k2
z1
− k2

1

)
cos(kz1z)dkz1 (3.21)

Etant donné que l'équation 3.12 peut être réécrite en utilisant la fonction de Bessel

J0(·) (équation 1.28) et compte tenu des équations 3.14 et 3.21, il est possible d'écrire :

1

4π

∫ +∞

0

kρ

j
√
k2

1 − k2
ρ

J0(kρρ)e−j
√
k2

1−k2
ρ|z|dkρ =

1

2π2

∫ +∞

0

K0

(
ρ
√
k2

1 − k2
z1

)
cos(kz1z)dkz1

(3.22)

L'équation 3.22 démontre l'équivalence entre les identités de Sommerfeld et de Schel-

kuno�.

A présent, nous allons appliquer le même raisonnement pour évaluer l'équivalence de

la formulation de Sommerfeld et celle dite � de Schelkuno� �. L'équation 3.22 démontre

que les termes Ap
z1

de chaque formulation sont équivalents, vu qu'il s'agit des identités
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de Sommerfeld et de Schelkuno�. Il reste à évaluer les termes Ah
z1
et Ah

z2
. D'abord, nous

analysons le terme Ah
z1

de la formulation de Sommerfeld. Par convenance, ce terme est

réécrit en utilisant la fonction de Hankel et en faisant apparaître la dépendance de chaque

terme à la constante de propagation radiale :

AhSom
z1

=
1

8π

∫
CSom

ε̂2j
√
k2

1 − k2
ρ − ε̂1j

√
k2

2 − k2
ρ

ε̂2j
√
k2

1 − k2
ρ + ε̂1j

√
k2

2 − k2
ρ︸ ︷︷ ︸

RSom
ev (kρ)

kρ

j
√
k2

1 − k2
ρ

H
(2)
0 (kρρ)e−j

√
k2

1−k2
ρ(z+2z0)dkρ

(3.23)

Outre kρ = 0 et kρ = k1, AhSom
z1

présente d'autres points de singularité : kρ = k2, dû à

la fonction
√
k2

2 − k2
ρ et kρ = kρp, le pôle du dénominateur de RSom

ev . La �gure 3.2 reprend le

plan complexe kρ de la �gure 3.1 et intègre ces nouveaux points de singularité. A l'instar de

kρ = k1, nous avons choisi pour kρ = k2 la coupure de rami�cation correspondant à

=m
{√

k2
2 − k2

ρ

}
= 0. Ainsi, sur le chemin Cram2, la fonction

√
k2

2 − k2
ρ est purement

réelle.

k

ρ

Re(k )

Im(k )

ρ

1

CSom

Cram1

C∞k2

x

kρp

Cram2

Figure 3.2 � Plan complexe kρ pour l'analyse de la formulation de Sommerfeld et celle
dite � de Schelkuno� �.

En appliquant le théorème de résidus à l'intégrale AhSom
z1

, appelée ICSom
, nous pouvons

écrire :

ICSom
+ IC∞ − ICram2 + 2πjRes(kρp)− ICram1 = 0 (3.24)

où Res(kρp) est le résidu du noyau de l'intégrale de l'équation 3.23. Par le lemme de

Jordan, IC∞ = 0. Par conséquent :

ICSom
= ICram1 + ICram2 − 2πjRes(kρp) (3.25)
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En introduisant le changement de variable de l'équation 3.15 et la relation 3.18,

ICram1 s'écrit :

ICram1 =
1

4π2

∫ +∞

−∞

ε̂2jkz1 − ε̂1j
√
k2
z1
− k2

1 + k2
2

ε̂2jkz1 + ε̂1j
√
k2
z1
− k2

1 + k2
2︸ ︷︷ ︸

RSom
ev (kz1 )

K0

(
ρ
√
k2
z1
− k2

1

)
e−jkz1 (z+2z0)dkz1

(3.26)

On remarque que la forme de ICram1 présente des similitudes avec le terme Ah
z1
de la

formulation dite � de Schelkuno� � (équation 3.8). En e�et, en supposant que RSom
ev est

une fonction paire par rapport à kz1 , l'exponentielle pourrait être décomposée en parties

réelle et imaginaire et à terme être remplacée par un cosinus. Or, RSom
ev n'est pas une

fonction paire par rapport à kz1 et ICram1 n'est donc pas identique au terme Ah
z1

de la

formulation dite � de Schelkuno� �.

En introduisant le changement de variable suivant :

kz2 =
√
k2

2 − k2
ρ kz2dkz2 = −kρdkρ (3.27)

et la relation 3.18, l'intégrale ICram2 peut s'écrire :

ICram2 =
1

4π2

∫ +∞

−∞

ε̂2j
√
k2
z2
− k2

2 + k2
1 − ε̂1jkz2

ε̂2j
√
k2
z2
− k2

2 + k2
1 + ε̂1jkz2︸ ︷︷ ︸

RSom
ev (kz2 )

kz2√
k2
z2
− k2

2 + k2
1

K0

(
ρ
√
k2
z2
− k2

2

)

· e−j
√
k2
z2
−k2

2+k2
1(z+2z0)dkz2 (3.28)

Pour calculer le résidu associé au point kρ = kρp, on peut utiliser le résultat du résidu

du coe�cient Rev, ResRev , de l'équation 2.69. Toutefois, ce résidu a été calculé après le

changement de variable de la représentation angulaire de l'équation 2.2 (kρ = k sinw).

L'intégrale de l'équation 3.23 peut être présentée de façon suivante après le changement
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vers la variable w :

AhSom
z1

=
1

8πj

∫
CSomw

ε̂2jk1 cosw − ε̂1j
√
k2

2 − k2
1 sin2w

ε̂2jk1 cosw + ε̂1j
√
k2

2 − k2
1 sin2w︸ ︷︷ ︸

RSom
ev (w)

(k1 sinw)H0 ((k1 sinw) ρ)

· e−j(k1 cosw)(z+2z0)dw (3.29)

En utilisant l'équation 2.69, il est possible de trouver :

− 2πjRes(wp) = −2πj
1

8πj
2

ε̂r2
ε̂r1 − ε̂r2

sinwp coswp(k1 sinwp)H0 ((k1 sinwp) ρ)

· e−j(k1 coswp)(z+2z0) (3.30)

En utilisant l'équation 2.58, on peut déduire :

− 2πjRes(wp) =
1

2

ε̂2
r2

ε̂2
r2
− ε̂2

r1

(k1 coswp)H0 ((k1 sinwp) ρ) e−j(k1 coswp)(z+2z0) (3.31)

En réécrivant l'équation 3.31 en fonction de kρp, on obtient :

− 2πjRes(kρp) =
1

2

ε̂2
r2

ε̂2
r2
− ε̂2

r1

√
k2

1 − k2
ρpH0 ((kρp) ρ) e−j

√
k2

1−k2
ρp(z+2z0) (3.32)

Bien que les termes ICram2 et−2πjRes(kρp) fassent partie de AhSom
z1

, ces termes ne sont

pas inclus dans la formulation dite � de Schelkuno� �. Autrement dit, cette formulation

ne prend que ICram1 en compte et ce de manière incorrecte [31].

Il est intéressant de noter qu'en raison de l'absence du coe�cient Rev (et en consé-

quence en raison de l'absence de ses points de singularité) dans les identités de Sommerfeld

et de Schelkuno�, un simple changement de variable su�t pour démontrer l'égalité de ces

identités. En revanche, les points de singularité du terme Rev rendent le passage de la

formulation de Sommerfeld à celle dite � de Schelkuno� � impossible. Si l'on répète l'ana-

lyse développée dans cette section pour les termes Ah
z2

de chaque formulation, la même

conclusion est valide, sachant que le coe�cient Tev introduit les mêmes points de singu-

larité que Rev. De nouveau, les termes ICram2 et −2πjRes(kρp) seront négligés et le terme

ICram1 sera pris en compte de manière erronée. En conséquence, ces deux formulations ne

sont pas équivalentes. Etant donné qu'il est possible de valider la formulation de Sommer-

feld en utilisant d'autres méthodes que celle de la superposition des di�usions, comme les
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opérateurs di�érentiels et les propriétés des fonctions de Green caractéristiques [59, Sec.

3.3] [22], on conclut que la formulation dite � de Schelkuno� � est incomplète et ne peut

pas décrire de manière rigoureuse le rayonnement d'un dipôle électrique au-dessus d'une

interface plane.

3.5 Evaluation asymptotique

L'évaluation asymptotique constitue une deuxième façon de confronter les deux for-

mulations décrites dans ce chapitre. Pour e�ectuer cette évaluation, nous utilisons la

méthode de la plus grande pente, décrite dans la section 2.3.

Dans la présente section, nous nous intéresserons uniquement aux termes Ah
z1
, car

dans la section 3.4 nous avons démontré l'égalité des termes Ap
z1
de chaque formulation.

D'après la section 2.3, la méthode de la plus grande pente est applicable aux intégrales

présentant un chemin d'intégration qui s'étend de −∞ à +∞. Ainsi, pour la formulation

de Sommerfeld, nous utilisons l'équation 3.23. Pour la formulation dite � de Schelkuno� �,

nous utilisons l'équation 3.26. Bien que cette équation ne soit pas identique à celle pro-

posée par W. Dyab et al., elle présente la version � corrigée � qui prend au moins en

compte la contribution de la rami�cation du point kρ = k1 et possède des caractéristiques

souhaitables pour une évaluation par la méthode de la plus grande pente.

Il est possible de donner aux deux équations la forme canonique de l'équation 2.8 en

introduisant la relation de l'équation 3.18, l'approximation de l'équation 2.43, la représen-

tation angulaire de la section 2.2 (équations 2.2 et 2.4) et la représentation géométrique

de la section 2.4.1. En prenant tout en compte, on peut écrire :

AhSom
z1

=
1

8πj

∫
CSomw

Rev(w)

√
2jk1 sinw

πrI sin θI
e−jk1rI cos(w−θI)dw (3.33)

AhSch
z1

= − 1

8πj

∫
CSchw

Rev(w)

√
2jk1 sinw

πrI sin θI
e−jk1rI cos(w−θI)dw (3.34)

où Rev(w) est donné par l'équation 2.48.

Etant donné que la di�érence de signe entre les équations 3.33 et 3.34 peut être

insérée dans le chemin d'intégration, on remarque que ces intégrales di�èrent uniquement

par leur chemin d'intégration. Ainsi, les deux formulations ont la même fonction h(w),

donnée par h(w) = −jk1 cos(w − θI) et étudiée dans la section 2.4.1. Par conséquent, les
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deux formulations partagent le même point col et le chemin d'intégration distordu dans

le plan w (cf. section 2.4.2). Cela permet de conclure que la contribution du point col est

identique pour les deux formulations.

Comme dans le chapitre 2, on néglige ici les contributions des points de rami�cation.

Il reste alors à évaluer la contribution des pôles. Pour cela, il faut bien connaître la trans-

position des chemins d'intégration de chaque formulation vers le plan w et les éventuelles

positions du pôle dans ce même plan.

Pour la formulation de Sommerfeld, la transposition du chemin d'intégration du

plan kρ vers le plan w est étudiée dans la section 2.2 et présentée par une courbe verte

dans la �gure 2.10. La position du pôle dans le plan w est étudiée dans la section 2.4.3.2,

pour le cas où |k2| > |k1|. Puisque le pôle est identique pour la formulation dite � de

Schelkuno� �, cette étude est également valide pour cette formulation.

Quant à la transposition du chemin d'intégration de la formulation dite � de Schel-

kuno� � vers le plan w, on peut s'inspirer de l'étude sur la constante de propagation kz

dans la section 2.2. En e�et, cette transposition est montrée par une courbe bleue sur la

�gure 2.8b.

La transposition des chemins d'intégration pour chaque formulation ainsi que la

région dans laquelle le pôle peut se situer sont présentées sur la �gure 3.3, où θI → π
2
.

Im(w)

Re(w)

Chemin d’intégration 

(Sommerfeld)

Chemin d’intégration 

(« Schelkunoff »)

Chemin distordu

Locus wp

π
2

π−π π
2

−

Figure 3.3 � Transposition des chemins d'intégration du plan kρ pour la formulation
de Sommerfeld et du plan kz1 pour la formulation dite � de Schelkuno� � vers le plan
complexe w et la région où se situerait le pôle (identique pour les deux formulations).
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Comme conclu dans la section 2.4.3.2, pour la formulation de Sommerfeld, aucun

pôle ne peut se trouver à l'intérieur du parcours fermé constitué par les chemins d'inté-

gration original et distordu reliés à l'in�ni. Ainsi, cette formulation ne prévoit pas d'onde

de surface, conformément à la physique des milieux dont la partie réelle de la permittivité

complexe est positive [22]. En revanche, contrairement à la formulation de Sommerfeld,

celle dite � de Schelkuno� � présente toujours une onde de surface, car le pôle se trouve

toujours à l'intérieur du chemin fermé reliant les chemins d'intégration original et distordu.

De nouveau, nous avons démontré que les deux formulations, sensées décrire le même phé-

nomène, donnent des résultats di�érents. Il est intéressant de noter que, si la formulation

dite � de Schelkuno� � est corrigée en prenant en compte le terme −2πjRes(kρp) lors de

l'analyse dans le plan complexe, la contribution du pôle de l'évaluation asymptotique sera

compensée et ainsi les deux formulations présenteront la même analyse asymptotique.

Conclusion

Malgré l'existence d'une solution centenaire bien maîtrisée délivrée premièrement

par Sommerfeld, W. Dyab et al. ont revisité le problème du rayonnement d'un dipôle

élémentaire au-dessus d'une interface plane dans le but d'améliorer l'évaluation numérique

[29][30]. Les auteurs ont suivi la même démarche que Sommerfeld en appliquant la méthode

de superposition des di�usions pour résoudre le problème. Cette méthode de résolution

des équations di�érentielles consiste à étendre la réponse particulière à une source avec

une solution de l'équation homogène, a�n d'établir les conditions aux limites.

Pour le problème présent, la solution particulière pour le dipôle électrique vertical

s'écrit sous forme d'une simple exponentielle. Sommerfeld a développé cette exponentielle

sous forme d'une intégrale, qui aujourd'hui porte son nom, et a supposé des réponses ho-

mogènes de forme similaire à cette intégrale. W. Dyab et al. ont repris la même démarche,

mais les auteurs ont utilisé un autre développement pour la fonction exponentielle, qui

porte le nom de Schelkuno�.

Bien que cette démarche semble a priori rationnelle, la solution proposée n'est pas

exacte. Nous avons montré dans ce chapitre, par une analyse dans le plan complexe, que

cette nouvelle formulation di�ère de celle de Sommerfeld car les contributions d'une cou-

pure de rami�cation et d'un pôle ne sont pas prises en compte. Par ailleurs, le prise en
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compte de la contribution de l'unique terme de ce développement présente des inexac-

titudes. Etant donné que la formulation de Sommerfeld peut être validée par d'autres

techniques mathématiques plus sophistiquées, cela veut dire que la nouvelle formulation

est erronée. En plus, une évaluation asymptotique de cette nouvelle solution par la mé-

thode de la plus grande pente met en évidence la non-compensation du pôle du problème.

Ce pôle pourrait donc générer une onde de surface qui est physiquement non-existante.

Les travaux de ce chapitre donnent lieu à une perspective de travail. Il serait intéres-

sant de trouver la faille (mathématique ou physique) dans l'application de la démarche,

pourtant juste, de Sommerfeld à l'intégrale de Schelkuno�.
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Nous avons mis en évidence que dans certaines con�gurations de liaison près du sol,

la composante Ezpole
est non négligeable et joue un rôle important dans l'amélioration de

l'a�aiblissement de trajet. Par conséquent, ce chapitre est consacré à l'évaluation détaillée

de cette composante et de son importance pour la propagation près du sol.

Le premier objectif de ce chapitre est de maîtriser les conditions physiques favorisant

la prépondérance de la composante Ezpole
en comparaison aux autres composantes du

champ. Le deuxième but est d'identi�er des distances critiques pouvant être utiles pour

la conception d'un système sans �l à proximité du sol. Les conclusions de ce chapitre font

partie des contributions scienti�ques importantes de cette thèse. Plusieurs études ont été

e�ectuées pour appuyer ces conclusions. Quelques unes sont présentées dans ce chapitre.

Comme une des perspectives de ce travail est de valider expérimentalement les hy-

pothèses théoriques présentées dans cette thèse, nous détaillons également les pistes en-

visagées pour une démonstration de faisabilité.

Ce chapitre est structuré de la manière suivante. La section 4.1 investigue les condi-

tions physiques favorables à l'excitation de la composante Ezpole
. La section 4.2 étudie

des distances critiques de la propagation près du sol. La section 4.3 présente un résumé

de toutes les conclusions extraites des analyses e�ectuées aux sections précédentes. La

section 4.4 présente des exemples illustrant la validité des analyses présentées dans les

sections 4.1 et 4.2 ainsi que les conclusions de la section 4.3. En�n, la section 4.5 décrit

les pistes envisagées pour la réalisation d'une démonstration de faisabilité validant les

nouvelles hypothèses proposées dans cette thèse.

4.1 Condition de la prédominance du pôle

Dans cette section, on s'intéresse aux conditions physiques qui favorisent la pré-

pondérance de Ezpole
(équation 2.78) en comparaison de Ez2R

(équation 2.77). Pour les

trouver, il faut étudier le comportement de ces deux composantes pour de grandes dis-

tances d'observation. Dans cette section ainsi que dans le reste du chapitre, le premier

milieu est considéré quasi sans pertes. Par conséquent, on considère k1 réel.

Nous étudions d'abord le comportement de Ez2R
pour r � 1. Dans cette condition,

la �gure 1.8 nous montre que θ ≈ θI ≈ π
2
. En plus, les atténuations 1

r
et 1

rI
tendent vers
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la même valeur. Ainsi, l'équation 2.77 se simpli�e :

Ez2R
|r�1 ≈ −jη1k1

e−jk1r

4πr

(
1 +Rev(θI)e

−jk1(rI−r)
)

(4.1)

Concernant la di�érence de phase entre les composantes directe et ré�échie de l'onde,

le terme (rI − r) devient de plus en plus petit pour de grandes valeurs de r. On sait que

pour la fonction exponentielle, l'approximation suivante est valable au premier ordre :

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ ... ≈ 1 + x x→ 0 (4.2)

On peut donc réécrire :

Ez2R
|r�1 ≈ −jη1k1

e−jk1r

4πr
[1 +Rev(θI)− jRev(θI)k1(rI − r)] (4.3)

Il est nécessaire de trouver le comportement des termes jRev(θI)k1(rI − r) et 1 +

Rev pour r � 1. Nous pouvons réécrire Rev (équation 2.48), en introduisant l'indice de

réfraction n, dé�ni par l'équation 1.8 :

Rev(w) =
ε̂2jk1 cos θI − ε̂1j

√
k2

2 − k2
1 sin2 θI

ε̂2jk1 cos θI + ε̂1j
√
k2

2 − k2
1 sin2 θI

Rev(θI) =

ε̂r2
ε̂r1

cos θI −
√

k2
2

k2
1
− sin2 θI

ε̂r2
ε̂r1

cos θI +
√

k2
2

k2
1
− sin2 θI

Rev(θI) =
n2 cos θI −

√
n2 − sin2 θI

n2 cos θI +
√
n2 − sin2 θI

(4.4)

1 +Rev(θI) =
2n2 cos θI

n2 cos θI +
√
n2 − sin2 θI

(4.5)

Vu que θI tend vers π
2
, n2 cos θI devient très petit devant

√
n2 − sin2 θI . On peut

donc approximer l'équation 4.5 par :

1 +Rev(θI) ≈
2n2 cos θI√
n2 − sin2 θI

(4.6)

En introduisant cos θI = z+2z0
rI

= ht+hr

rI
≈ ht+hr

r
(ht et hr étant les hauteurs des
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antennes de transmission et réception, respectivement, cf. �gure 1.8) et sin θI ≈ 1 :

1 +Rev(θI) ≈
2n2

√
n2 − 1

ht + hr

r
(4.7)

D'après la géométrie de la �gure 1.8, la di�érence (rI − r) s'exprime par :

rI − r =
√

(z + 2z0)2 + ρ2 −
√
z2 + ρ2 =

√
(ht + hr)2 + ρ2 −

√
(ht − hr)2 + ρ2

rI − r = ρ

√(ht + hr

ρ

)2

+ 1−

√(
ht − hr

ρ

)2

+ 1

 (4.8)

Pour de petites valeurs de x, l'approximation suivante est valable au premier ordre :

√
x+ 1 =

∞∑
n=0

(−1)n(2n)!

(1− 2n)(n!)2(4n)
xn = 1 +

1

2
x− 1

8
x2 +

1

16
x3 + ... ≈ 1 +

1

2
x (4.9)

Etant donné que les hauteurs des antennes ht et hr sont plus petites que la distance

radiale ρ, l'approximation 4.9 peut être appliquée à l'équation 4.8 :

rI − r ≈ ρ

(
1 +

1

2

(
ht + hr

ρ

)2

− 1− 1

2

(
ht − hr

ρ

)2
)

rI − r ≈
1

2ρ

(
(ht + hr)

2 − (ht − hr)
2
)

rI − r ≈
2hthr

ρ
(4.10)

On sait que pour de grandes valeurs de r,
1

ρ
→ 1

r
, on peut réécrire l'équation 4.10 :

rI − r ≈
2hthr

r
(4.11)

Sachant que Rev → −1 si θI → π
2
et en introduisant les approximations 4.7 et 4.11

dans l'équation 4.3 :

Ez2R
|r�1 ≈ −jη1k1

e−jk1r

2πr2

(
n2

√
n2 − 1

(ht + hr) + jk1hthr

)
(4.12)

L'équation 4.12 montre que pour de grandes valeurs de r, le champ électrique décroit

proportionnellement à 1
r2 , soit une atténuation de 20 dB/déc obtenue précédemment. Cette

équation reste valable quelle que soit la valeur de n.
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Après avoir estimé le comportement asymptotique de Ez2R
à de grandes distances,

nous estimons le comportement asymptotique de Ezpole
(équation 2.78). Pour ce faire,

nous nous intéressons d'abord au terme 1− j
√
πτe−τerfc(j

√
τ). On sait que |τ | (équation

2.64) augmente pour de grandes distances r. On peut donc utiliser l'approximation de

l'équation 2.39 et écrire :

1− j
√
πτe−τerfc(j

√
τ) ≈ 1− j

√
πτe−τ · (−j) eτ√

πτ

(
1 +

1

2τ

)
1− j

√
πτe−τerfc(j

√
τ) ≈ − 1

2τ
(4.13)

Vu que θI → π
2
, τ → % (équation 2.65). On peut récrire l'équation 4.13 :

1− j
√
πτe−τerfc(j

√
τ) ≈ − 1

2%
= − 1

2jk1rI(sinwp − 1)
(4.14)

En introduisant l'équation 4.14, θI → π
2
et l'indice de réfraction n dans l'équation

2.78 :

Ezpole

∣∣
r�1
≈ −jη1

√
2 sin7wp

sinwp − 1

n2

1− n2

coswp
2(sinwp − 1)

e−jk1rI

4πr2
I

(4.15)

On peut récrire les équations 2.58 en fonction de n :

sin2wp =
n2

1 + n2
cos2wp =

1

1 + n2
(4.16)

On peut développer l'équation 4.15 en introduisant les équations 4.16 :

Ezpole

∣∣
r�1
≈ −jη1

√
2 sinwp

sinwp − 1
sin2wp sinwp

n2

1− n2

coswp
2(sinwp − 1)

e−jk1rI

4πr2
I

Ezpole

∣∣
r�1
≈ −jη1

√√√√√√ 2
n√

1 + n2

n√
1 + n2

− 1

n2

1 + n2

n√
1 + n2

n2

1− n2

1√
1 + n2

2

(
n√

1 + n2
− 1

) e−jk1rI

4πr2
I

Ezpole

∣∣
r�1
≈ −jη1

√
2

n

n−
√

1 + n2

n5

1− n4

1

2(n
√

1 + n2 − 1− n2)

e−jk1rI

4πr2
I

(4.17)

A�n d'estimer le poids de Ezpole devant Ez2R , nous devons comparer les équations

4.12 et 4.17. Néanmoins, cette comparaison n'est pas aisée avec les formes actuelles de ces

équations. Par conséquent, nous rajoutons une condition simpli�catrice supplémentaire :



100 Chapitre 4. Conception de liaison près du sol

|n2| > 10. Pour ce cas, nous pouvons utiliser l'approximation de l'équation 4.9 :

√
1 + n2 = n

√
1

n2
+ 1 ≈ n

(
1 +

1

2n2

)
= n+

1

2n
(4.18)

Alors, nous pouvons réécrire l'équation 4.17 pour le cas |n2| > 10 :

Ezpole

∣∣
r�1 et |n2|>10

≈ −jη1

√√√√2
n

n− n− 1

2n

(−n)
1

2

(
n

(
n+

1

2n

)
− 1− n2

) e−jk1rI

4πr2
I

Ezpole

∣∣
r�1 et |n2|>10

≈ −jη1

√
−4n2(−n)

1

2

(
n2 +

1

2
− 1− n2

) e−jk1rI

4πr2
I

Ezpole

∣∣
r�1 et |n2|>10

≈ −η1n
2 e
−jk1rI

2πr2
I

(4.19)

A de grandes distances, les atténuations 1
rI

et 1
r
s'approchent, nous avons donc :

Ezpole

∣∣
r�1 et |n2|>10

≈ −η1n
2 e
−jk1rI

2πr2
(4.20)

Par ailleurs, pour le cas où |n2| > 10, nous pouvons également simpli�er l'équation

4.12 :

Ez2R
|r�1 et |n2|>10 ≈ −jη1k1

e−jk1r

2πr2
(n(ht + hr) + jk1hthr) (4.21)

A présent, il est possible d'établir une condition pour que le terme Ezpole
participe de

façon prépondérante à la propagation à de grandes distances. Ainsi, il faut que la valeur

absolue de Ezpole
, à de très grandes distances, soit plus grande que celle de Ez2R

pour les

conditions imposées dans les équations 4.20 et 4.21. Par conséquent, la condition suivante

s'établit :

|n2| > k1 | n(ht + hr) + jk1hthr | |n2| > 10 (4.22)

L'équation 4.22 est la condition de la prédominance du pôle. Elle constitue l'une des

contributions importantes de cette thèse. Elle nous permet d'extraire quelques conclusions

générales sur l'in�uence du terme dû au pôle. Premièrement, la condition de prédominance

dépend essentiellement de trois paramètres clés : les hauteurs des antennes, les caracté-

ristiques électriques des milieux et la fréquence de travail. De plus, nous pouvons a�rmer

que le terme dû au pôle pro�te d'une augmentation de la valeur absolue de n et de la dimi-

nution de k1, ht et hr. Ainsi, placer les antennes plus près du sol et diminuer la fréquence
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de travail facilite l'excitation de ce terme.

Une condition similaire mais limitée a été déjà rapportée auparavant [35, Eq. 9],

mais pour un cas particulier où l'observation est e�ectuée sur l'interface (hr = 0). La

condition de l'équation 4.22 est universelle puisqu'elle demeure valable pour des valeurs

arbitraires des hauteurs des antennes (ht et hr).

4.2 Distances Critiques

Après avoir établi la condition de la prédominance du pôle, il faut identi�er deux

distances critiques. La première est la distance à partir de laquelle Ezpole
devient plus

important que Ez2R
. De manière alternative, nous pouvons la dé�nir comme la distance à

partir de laquelle la méthode à deux rayons échoue dans l'estimation de l'atténuation. Nous

appelons cette distance ρmin. La deuxième distance est celle où les pertes de propagation

sont de 20 dB/déc. Nous appelons cette distance ρrupture.

4.2.1 Estimation de ρmin

A�n d'estimer ρmin, nous cherchons le minimum de la valeur absolue du coe�cient

Rev. Pour un n réel, ce minimum est égal à zéro. A des distances plus grandes, le coe�-

cient Rev est négatif et la contribution des composantes directe et ré�échie de l'onde est

destructive.

L'angle pour lequel la valeur absolue de Rev est minimale est connu comme l'angle

de Brewster [68]. En imposant la condition |n2| > 10, le coe�cient Rev de l'équation 4.4

se simpli�e :

Rev(cos θI)||n2|>10 ≈
n cos θI − 1

n cos θI + 1
(4.23)

En supposant n = nre + jnim, où nre et nim sont les parties réelle et imaginaire de

n, on peut calculer la valeur absolue de Rev :

Rev(cos θI)||n2|>10 ≈
(nre + jnim) cos θI − 1

(nre + jnim) cos θI + 1

Rev(cos θI)||n2|>10 ≈
(nre cos θI − 1) + jnim cos θI
(nre cos θI + 1) + jnim cos θI

| Rev(cos θI) |2
∣∣
|n2|>10

≈ n2
re cos2 θI − 2nre cos θI + 1 + n2

im cos2 θI
n2

re cos2 θI + 2nre cos θI + 1 + n2
im cos2 θI
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| Rev(cos θI) |2
∣∣
|n2|>10

≈ |n
2| cos2 θI + 1− 2nre cos θI
|n2| cos2 θI + 1 + 2nre cos θI

(4.24)

Sachant que la dérivée d'une fonction de la forme f = f1−f2

f1+f2
est nulle pour f ′1f2 =

f1f
′
2, l'expression 4.24 est minimum pour θImin

tel que :

(−2|n2| cos θImin
sin θImin

)(2nre cos θImin
) = (|n2| cos2 θImin

+ 1)(−2nre sin θImin
)

cos2 θImin
=

1

|n2|
(4.25)

Étant donné l'hypothèse de départ sur |n2|, l'approximation suivante est valable :

tan θImin
=

√
1− cos2 θImin

cos θImin

=

√
1

cos2 θImin

− 1 =
√
|n|2 − 1 ≈ |n| (4.26)

Comme ρmin est la distance où la valeur absolue de Rev est minimale et d'après la

géométrie de la �gure 1.8 indiquant tan θImin
= ρmin

ht+hr
, nous pouvons conclure que :

ρmin ≈ |n|(ht + hr) |n2| > 10 (4.27)

Il est important de noter que pour n réel, l'équation 4.27 n'est plus une approxima-

tion car l'équation 4.26 représente précisément la dé�nition de l'angle de Brewster.

Cette distance a aussi une particularité : elle minimise la distance numérique τ .

Cette variable est donnée par :

τ = jk1rI(cos(wp − θI)− 1)

τ = jk1rI(coswp cos θI + sinwpsinθI − 1)

τ = jk1

(
coswp · (ht + hr) + sinwp · ρ−

√
ρ2 + (ht + hr)2

)
(4.28)

Si l'on considère n réel, τ est purement imaginaire et négatif. En dérivant ce terme

par rapport à ρ pour trouver sa valeur absolue minimale :

τ ′ = jk1

(
sinwp −

ρ√
ρ2 + (ht + hr)2

)
(4.29)
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On peut donc écrire :

ρ2
min

ρ2
min + (ht + hr)2

= sin2wp

ρ2
min

ρ2
min + (ht + hr)2

=
n2

1 + n2

ρmin = n(ht + hr) (4.30)

On constate empiriquement que l'équation 4.30 peut être généralisée pour le cas

complexe si n est remplacé par sa valeur absolue. Ce résultat est important car la com-

posante due au pôle est proportionnelle à erfc(j
√
τ)√

τ
. Si τ est quasi imaginaire, erfc(j

√
τ)

atteint sa valeur absolue maximale quand son argument passe par sa valeur absolue mini-

male. Ainsi, Ezpole
béné�cie du minimum de τ à ρmin. Par conséquent, cette estimation met

en évidence la distance à partir de laquelle la méthode à deux rayons n'est plus valable

et la propagation se fait principalement via Ezpole
.

L'estimation de la distance ρmin est une autre avancée de cette thèse, car l'ana-

lyse de cette distance permet d'extraire d'importantes conclusions. Premièrement, le seul

paramètre dépendant de la fréquence dans ce terme est l'indice de réfraction n. Si l'on

considère que la permittivité électrique du deuxième milieu est constante dans la bande

de fréquences d'intérêt, alors ρmin est indépendante de la fréquence. Deuxièmement, pour

mieux pro�ter de la propagation par Ezpole
, il est souhaitable que cette distance ne soit

pas grande. Pour minimiser cette distance, il faut donc positionner les antennes le plus

près du sol et choisir |n| le plus petit possible.

Il est important de noter que le choix de n impose ainsi un compromis. D'une part,

il faut qu'il soit le plus grand possible, vu la condition de la prédominance du pôle 4.22

et d'autre part il faut qu'il soit petit pour que la contribution de Ezpole
apparaisse à des

distances proches de la source.

4.2.2 Estimation de ρrupture

Après la condition de la prédominance du pôle et la distance ρmin, il est envisageable

d'étudier la distance ρrupture, où le régime de −20 dB/déc est atteint.

Pour ce faire, il est nécessaire de véri�er à partir de quelle distance l'approximation

asymptotique de l'équation 4.20 est valable. L'approximation de l'équation 4.13, utilisée
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pour obtenir l'équation 4.20, est su�samment précise pour des valeurs absolues de la

distance numérique τ à partir de l'unité. Ainsi, la distance où |τ | = 1 constitue une bonne

estimation de ρrupture. Cette hypothèse est également présente dans [22, Sec. 2F].

Pour trouver cette distance, nous étudions la distance numérique dans sa forme

développée dans l'équation 4.28. En imposant la condition |n2| > 10 aux équations 4.16

et en prenant en considération le signe de ces équations, analysé dans la section 2.4.3.2,

on obtient les approximations suivantes :

coswp ≈ −
1

n
(4.31)

sinwp =

√
n2

1 + n2
=

√
1− 1

1 + n2
≈ 1− 1

2(1 + n2)
≈ 1− 1

2n2
(4.32)

La distance numérique devient alors :

τ ||n2|>10 ≈ jk1

− 1

n
(ht + hr) + ρ

(
1− 1

2n2

)
− ρ

√
1 +

(
ht + hr

ρ

)2
 (4.33)

Le terme ht+hr

ρ
est petit pour ρ = ρrupture. Par conséquent, on peut utiliser l'approxi-

mation de racine carrée de l'équation 4.7 :

τ ||n2|>10 ≈ −jk1

(
1

n
(ht + hr) +

ρ

2n2
+

(ht + hr)
2

2ρ

)
τ ||n2|>10 ≈ −

jk1ρ

2n2

(
2n

ρ
(ht + hr) + 1 +

(
n(ht + hr)

ρ

)2
)

τ ||n2|>10 ≈ −j
k1ρ

2n2

(
1 +

n(ht + hr)

ρ

)2

(4.34)

Pour de grandes valeurs de ρ, l'équation 4.34 peut se réduire à :

τ ||n2|>10 et ρ�1 ≈ −j
k1ρ

2n2
(4.35)

L'équation 4.35 permet d'estimer la distance où la valeur absolue de τ est approxi-

mativement égale à l'unité. Cette distance est désignée ρrupture, où la zone sans oscillations

décroissant de 10 dB/déc prend �n :
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ρrupture =
2|n2|
k1

|n2| > 10 (4.36)

A notre connaissance, cette distance a été présentée pour la première fois dans la

littérature internationale dans [25, Eq. 90] en 2016. Toutefois, nous avions déjà commu-

niqué sur cette distance dans une conférence nationale qui précède cet article [69, Eq. 7]

en 2015.

L'équation 4.36 nous permet de conclure que ρrupture ne dépend pas des hauteurs

des antennes. A�n de prolonger la zone sans oscillations de décroissance à 10 dB/déc, il

est souhaitable que ρrupture soit la plus grande possible. Il est donc préférable que |n2| soit

su�samment grand et que la fréquence soit su�samment petite. Cependant, l'augmen-

tation de la valeur absolue de n implique celle de ρmin, ce qui n'est pas souhaitable. Un

compromis sur |n| s'impose.

4.3 Lignes directrices

Une contribution scienti�que importante de cette thèse réside dans les informations

sur la propagation près du sol qui s'extraient de l'ensemble des trois equations : la condition

de la prédominance du pôle (équation 4.22), ρmin (équation 4.27) et ρrupture (équation 4.36).

Il est possible de conclure que :

� La propagation près du sol garantit un meilleur a�aiblissement de trajet si la condi-

tion de la prédominance du pôle est véri�ée ;

� La diminution des hauteurs des antennes facilite le respect de la condition de la

prédominance du pôle. Cela diminue aussi la valeur de ρmin, ce qui signi�e que la

zone sans oscillations de décroissance à 10 dB/déc est observée à des distances d'ob-

servation faibles. Néanmoins, ρrupture est indépendant des hauteurs des antennes ;

� La diminution de la fréquence favorise elle aussi le respect de la condition de la

prédominance du pôle. Cela augmente aussi la valeur de ρrupture, ce qui signi�e que

la stabilisation de la de décroissance à 20 dB/déc est atteinte à des distances plus

éloignées. Néanmoins, la fréquence n'interfère pas sur la valeur de ρmin si |n| peut

être considéré indépendant de la fréquence ;

� L'augmentation de |n| convient également à la condition de la prédominance du pôle.
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Cela augmente aussi la valeur de ρrupture, ce qui signi�e que le régime permanent de

décroissance à 20 dB/déc est atteint à des distances plus éloignées. Néanmoins, la

valeur de ρmin devient elle aussi plus grande. Ainsi, un compromis pour le choix de

|n| s'impose.

4.4 Exemples

Les �gures 4.1 à 4.4 illustrent des exemples de propagation qui ne sont pas bien dé-

crits par la méthode à deux rayons car la condition de la prédominance du pôle est véri�ée

et, par conséquent, la composante Ezpole
est non négligeable et joue un rôle important.

Dans tous ces exemples, les antennes sont des dipôles élémentaires électriques verticaux.

Les courbes noires en trait plein et les courbes grises en trait pointillé représentent l'a�ai-

blissement de trajet du champ électrique prévu respectivement par la méthode de la plus

grande pente (PGP) et la méthode à deux rayons (2R).

La �gure 4.1 présente l'a�aiblissement de trajet pour le cas où les antennes rayonnent

à 100 MHz et se trouvent à 1 m au-dessus de la mer, dont l'eau est caractérisée par εr = 70

et σ = 5 S/m à cette fréquence [70]. Pour cet exemple, la condition de la prédominance

du pôle est satisfaite. En conséquence, l'a�aiblissement de trajet du champ électrique est

en réalité meilleur que celui prévu par la méthode à deux rayons. Le terme ρmin est égal

à 60 m et à cette distance, la di�érence entre les champs électriques estimés par les deux

méthodes est égale à 2, 24 dB. Le terme ρrupture est égal à 860 m et à cette distance la

méthode de la plus grande pente prévoit un écart de 10, 6 dB par rapport à la méthode

à deux rayons. On note que pour cet exemple, les distances importantes considérées sont

exploitables car la liaison se fait à l'extérieur.

La �gure 4.2 présente une propagation à 868 MHz. L'antenne de transmission est

positionnée à 10 cm au-dessus d'une interface composée d'un matériau diélectrique sans

perte, dont la permittivité relative est égale à 100. L'antenne de réception est positionnée

sur l'interface. Etant donné les caractéristiques de cette propagation, la condition de la

prédominance du pôle est véri�ée. Pour cette propagation, ρmin est égal à 1 m et à cette

distance, la di�érence entre les champs électriques estimés par les deux méthodes est de

1, 52 dB. Le terme ρrupture est égal à 11 m et à cette distance, la di�érence entre les

champs électriques estimés par les deux méthodes est de 5, 63 dB. On remarque que ces
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Figure 4.1 � A�aiblissement de trajet du champ électrique entre deux dipôles élémen-
taires électriques verticaux rayonnant à 100 MHz, positionnés à 1 m au-dessus de la mer.
εr = 70, σ = 5 S/m, ρmin = 60 m et ρrupture = 860 m.
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Figure 4.2 � A�aiblissement de trajet du champ électrique entre deux dipôles élémen-
taires électriques verticaux rayonnant à 868 MHz. L'antenne de transmission est position-
née à 10 cm au-dessus d'une interface composée d'un matériau diélectrique sans perte.
L'antenne de réception est positionnée sur l'interface. εr = 100, ρmin = 1 m et ρrupture = 11
m.
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deux distances sont convenables pour une communication indoor, comme, par exemple,

les applications RFID.

La �gure 4.3 reprend l'exemple de la �gure 1.4, où on décrit la propagation de

l'onde au-dessus d'une interface relativement conductrice (σ = 5 · 103 S/m). Les antennes

rayonnent à 8, 2 GHz et se trouvent à 10 cm au-dessus de l'interface. Pour cette con�-

guration, la condition de la prédominance du pôle est satisfaite. Le terme ρmin est égal

à 21 m et à cette distance, la di�érence entre les champs estimés par les deux méthodes

est égale à 1, 85 dB. Le terme ρrupture est égal à 128 m et à cette distance, la di�érence

entre les champs estimés par les deux méthodes est égale à 5,86 dB. Cet exemple montre

que la propagation près du sol peut améliorer la communication entre deux points même

à des fréquences plus élevées (bande SHF) à des distances raisonnables grâce à un maté-

riau adapté. Dans ces conditions, les distances correspondent à une liaison à l'intérieur, à

l'échelle d'un hangar ou d'une gare.

La �gure 4.4 montre un exemple dans la bande EHF. La fréquence de travail est

de 60 GHz et la propagation de l'onde a lieu au-dessus d'une interface constituée de ni-

chrome, un alliage non magnétique de nickel et de chrome, dont la conductivité est égale à

6, 6 · 105 S/m. Les antennes de transmission et de réception sont placées respectivement à

5 cm et 1 cm au-dessus de l'interface. Etant donné les caractéristiques de cette propaga-

tion, la condition de la prédominance du pôle est véri�ée. Le terme ρmin est égal à 27 m

et à cette distance, la di�érence entre les champs estimés par les deux méthodes est égale

à 2, 21 dB. Le terme ρrupture est égal à 315 m et à cette distance, la méthode de la plus

grande pente estime le champ avec un écart de 8, 74 dB par rapport à la méthode à deux

rayons. Cette liaison reste convenable pour des applications indoor.

Dans les �gures 4.1 à 4.4, compte tenu du fait que la condition de la prédominance

du pôle est respectée, la méthode de la plus grande pente prévoit un a�aiblissement de

trajet entre ρmin et ρrupture moins important que celui prévu par la méthode à deux rayons

(10 dB/déc contre 20 dB/déc). En revanche, au-delà de ρrupture, les pentes prévues par

les deux méthodes sont identiques. Toutefois, le champ calculé par la méthode de la plus

grande pente demeure supérieur. Par ailleurs, ces exemples montrent que la contribution

du terme lié au pôle peut être décisivement important dans des scénarios qui di�èrent

largement en fréquence, caractéristiques du milieu et hauteurs des antennes. Ces exemples

con�rment que les estimations de ρmin et ρrupture sont précises.
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Figure 4.3 � A�aiblissement de trajet du champ électrique entre deux dipôles élémen-
taires électriques verticaux rayonnant à 8, 2 GHz, positionnés à 10 cm au-dessus d'une
interface relativement conductrice. σ = 5 · 103 S/m, ρmin = 21 m et ρrupture = 128 m.
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Figure 4.4 � A�aiblissement de trajet du champ électrique entre deux dipôles élémen-
taires électriques verticaux rayonnant à 60 GHz. L'antenne de transmission est positionnée
à 5 cm au-dessus d'une interface composée de nichrome. L'antenne de réception est posi-
tionnée à 1 cm au-dessus de l'interface. σ = 6.6 · 105 S/m, ρmin = 27 m et ρrupture = 315
m.
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Outre que la composante Ezpole
garantit un a�aiblissement de trajet moins important

à de grandes distance, elle peut être utile pour supprimer des oscillations.

Nous savons que diminuer la hauteur des antennes réduit les oscillations du champ

dues aux interférences constructives et destructives des composantes directe et ré�échie de

l'onde. Néanmoins, cette suppression a un prix : une baisse de la puissance reçue. Comme

exemple, la �gure 4.5 compare les a�aiblissements de trajet prévus par la méthode de la

plus grande pente dans deux con�gurations di�érentes au-dessus d'une interface composée

d'un matériau diélectrique dont la permittivité relative est égale à 10. La courbe noire

décrit l'a�aiblissement de trajet du champ pour le cas où les antennes de transmission et

de réception sont placées à 2 m au-dessus de l'interface. Pour la courbe bleue, celles-ci sont

positionnées à 20 cm au-dessus de l'interface. Nous pouvons constater qu'e�ectivement la

diminution des hauteurs des antennes supprime les oscillations, mais entraîne une baisse

de la puissance reçue.

Cette baisse de puissance n'a pas lieu si la composante due au pôle prend le relais.

En e�et, la �gure 4.6 met en évidence qu'il est possible d'éliminer les oscillations tout en

conservant les mêmes niveaux de puissance. Cette �gure reprend l'exemple de la �gure
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Figure 4.5 � A�aiblissement de trajet du champ électrique entre deux dipôles élémen-
taires électriques verticaux rayonnant à 1 GHz, au-dessus d'une interface diélectrique sans
perte (εr = 10).
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Figure 4.6 � A�aiblissement de trajet du champ électrique entre deux dipôles élémen-
taires électriques verticaux rayonnant à 1 GHz, au-dessus d'une interface diélectrique sans
perte (εr = 1000).

4.5, à l'exception de la permittivité relative de l'interface, qui est ici égale à 1000. Dans

ce cadre, la condition de la prédominance du pôle est respectée. Par conséquent, la di-

minution des hauteurs des antennes supprime les oscillations, mais la baisse de puissance

n'est pas véri�ée, grâce à la présence de la composante Ezpole
. Cet exemple met en évi-

dence l'importance des propriétés électromagnétiques du sol pour la propagation près de

l'interface.

4.5 Vers une démonstration de faisabilité

Les exemples de la section 4.4 présentent une di�culté concernant le choix du maté-

riau. A l'exception de la �gure 4.1, qui décrit un cas de �gure pour la propagation d'onde

relativement connu au-dessus de l'eau de mer dans la bande VHF [71][72], les matériaux

des autres exemples ont des caractéristiques qui ne sont pas faciles à trouver ou ne sont

pas adaptés pour couvrir une grande surface.

Pour démontrer la faisabilité d'une propagation qui peut tirer pro�t de Ezpole
, il est

souhaitable de se mettre dans des conditions où la distance ρmin n'est pas très grande. Si

cette distance dépasse quelques dizaines de mètres, la validation des prévisions théoriques
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serait di�cile. A partir des lignes directrices de la section 4.3 et des exemples de la section

4.4, on constate que l'interface entre le premier milieu (l'air) et le deuxième doit présenter

un contraste d'indice de réfraction modéré : assez grand pour remplir la condition de la

prédominance du pôle et ainsi garantir l'excitation de la composante Ezpole
, cependant pas

trop grand pour garder la distance ρmin su�samment proche de l'émission.

Deux solutions sont possibles pour des applications dans la bande de fréquence de

l'ordre de quelques dizaines de GHz : le deuxième milieu doit présenter soit une permitti-

vité électrique élevée (> 100), soit une conductivité modérée (103 S/m < σ < 105 S/m).

Comme ces caractéristiques ne correspondent pas à des propriétés d'un sol classique (terre,

bitume, parquet, bois, béton...), il est nécessaire d'intervenir pour changer les propriétés

électromagnétiques du sol.

Une possibilité est de tapisser le sol avec un matériau présentant les caractéristiques

souhaitées. Néanmoins, l'ajout d'une couche diélectrique supplémentaire entraîne la prise

en compte d'un milieu multicouche qui n'est pas l'objectif principal du modèle développé

dans ce manuscrit. En revanche, si la couche est relativement conductrice avec une épais-

seur plus grande que l'épaisseur de peau, nous pouvons supposer que l'onde pénétrant

dans le deuxième milieu est atténuée en raison des pertes et l'ensemble peut être consi-

déré comme un milieu semi-in�ni. Par conséquent, la piste d'un matériau modérément

conducteur a été privilégiée pour envisager une démonstration de faisabilité.

4.5.1 Matériaux envisagés

Deux matériaux di�érents ont été envisagés pour la démonstration de faisabilité :

du papier avec un dépôt métallique et des feuilles de graphite, présentés dans la �gure

4.7.

(a) Papier métallisé (b) Feuille de graphite

Figure 4.7 � Matériaux envisagés pour la démonstration de faisabilité.
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Le papier métallisé testé (�gure 4.7a) est conçu par le Centre Technique du Papier

(CTP). Ce laboratoire, situé à Grenoble, a pour domaine d'expertise l'électronique im-

primée sur papier et sur certains polymères. Le savoir-faire du CTP domine deux types

di�érents de procédures : la �exographie et la sérigraphie. Ces procédures permettent

d'imprimer l'encre métallique sur plusieurs types de substrat (papier, carton, plastique...)

et avec di�érents types de motifs. L'échantillon de la �gure 4.7a, de dimension 18, 9 cm ×

8 cm, présente de l'encre argentée comme dépôt métallique. Selon le fabricant, l'épaisseur

du dépôt métallique varie de 8 µm à 12 µm. Nous avons essayé d'e�ectuer une mesure de

l'épaisseur dans un pro�lomètre mécanique. Cet instrument mesure le relief d'une surface.

La rugosité du dépôt métallique et du papier ne nous a pas permis de mesurer précisément

l'épaisseur. Cependant, nous avons pu valider l'ordre de grandeur de l'épaisseur annoncée

par le fabricant. Par la suite, nous considérons l'épaisseur du dépôt e = 10 µm.

La feuille de graphite (�gure 4.7b) est conçue par la société Mersen, basée à la

Défense et anciennement appelée Carbone Lorraine. Cette société est un expert mondial

des spécialités électriques et des matériaux avancés, comme le graphite. Papyex®, le

produit envisagé pour notre application, est du graphite souple sous forme de rouleau

aux propriétés intéressantes pour l'étanchéité industrielle. Les diverses déclinaisons de ce

produit sont utilisées dans les secteurs suivants : la chimie, la pétrochimie, les ra�neries,

l'énergie, la mécanique et l'automobile [73]. Les dimensions de l'échantillon de la �gure

4.7b sont 30 cm × 20, 9 cm (quasiment le format A4). L'épaisseur donnée par le fabricant

est de 0, 5 mm. Nous avons e�ectué une mesure de l'épaisseur avec l'équipement Tesatronic

Swiss TTD60, normalement utilisé au sein de notre laboratoire pour mesurer l'épaisseur

des wafers de semi-conducteurs. Le résultat de plusieurs mesures sur un échantillon de la

feuille de graphite a donné des résultats qui varient entre 493 µm et 500 µm, avec une

valeur moyenne de 497 µm. Ainsi, nous avons validé l'épaisseur fournie par le fabricant.

4.5.2 Caractérisation de la conductivité statique par une mesure

à quatre pointes

La procédure la plus connue pour mesurer la conductivité d'une couche conductrice

�ne est la mesure à quatre pointes [74, Case 7]. Le schéma pour ce type de mesure est

montré dans la �gure 4.8. Dans cette �gure, les quatre pointes sont espacées d'une même

distance d. Les deux pointes les plus externes forcent un courant qui impose une di�érence
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V

d d
d

Figure 4.8 � Schéma d'une mesure à quatre pointes.

de potentiel entre les pointes les plus internes. Si les pointes sont éloignées des bords de

l'échantillon, le rapport entre l'épaisseur et la plus petite dimension de la surface est très

petit et le rapport entre l'épaisseur et la distance entre les pointes est également petit,

alors il est possible de modéliser l'échantillon comme une surface in�nie parfaitement

bidimensionnelle. La formule suivante devient alors valable :

R� =
ρ

e
=
V

I

π

ln2
(4.37)

où R� est la résistance par carré (en Ω/sq), ρ est la résistivité du matériau (en Ωm,

considérée uniforme), e est l'épaisseur du matériau, V est la di�érence de potentiel entre

les pointes intérieures due au courant I forcé par les pointes extérieures. La conductivité

électrique (en S/m) du matériau se calcule directement par :

σ =
1

ρ
(4.38)

Pour ces mesures, nous avons utilisé le SMU (SourceMeter® Source Measure Unit)

Series 2400 de Keithley [75]. La �gure 4.9 montre le banc de mesure pour la feuille de

graphite. Les quatre pointes sont encadrées par le carré orange.

Pour le papier métallisé, nous avons mesuré V
I

= 0, 1880 Ω et ainsiR� = 0, 8521 Ω/sq.

En considérant e = 10 µm, la conductivité est égale à σpapier = 1, 17 · 105 S/m. Lors d'une

collaboration avec le laboratoire STICC (Sciences et Techniques de l'Information, de la

Communication et de la Connaissance), de l'Université de Bretagne Occidentale, une

deuxième mesure à quatre pointes a été e�ectuée sur un autre échantillon de ce papier

métallisé. Le résultat de cette mesure donne R� = 0, 8248 Ω/sq. L'erreur entre cette

mesure et celle e�ectuée au sein de notre laboratoire est très faible (3,4 %).
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Figure 4.9 � Mesure à quatre pointes sur l'échantillon de la feuille de graphite.

Pour la feuille de graphite, nous avons mesuré V
I

= 0, 0055 Ω et ainsi

R� = 0, 0249Ω/sq. En considérant e = 0, 5 mm, la conductivité est égale à

σfeuille = 8, 02 · 104 S/m.

4.5.3 Caractérisation radio-fréquence de la conductivité

La mesure à quatre pointes donne la conductivité statique (DC) du matériau. A�n

de véri�er si le comportement de la conductivité électrique varie en fonction de la fré-

quence, nous avons procédé à une caractérisation radio-fréquence. Pour ce faire, nous

avons envisagé deux méthodes di�érentes. La première, plus adaptée pour le papier avec

un dépôt métallique, consiste à fabriquer une ligne CPW et à déduire la valeur de la

conductivité du dépôt métallique à partir de la caractérisation de la ligne. La deuxième

consiste à insérer les deux échantillons à l'intérieur des guides d'ondes rectangulaires en

bande S et en bande X pour ensuite déduire la conductivité de ces matériaux à partir de

la caractérisation du guide. Cette deuxième méthode a été e�ectuée au sein du laboratoire

STICC.

4.5.3.1 Caractérisation par une ligne CPW

Dans le but de caractériser la conductivité du papier métallisé en hautes fréquences

(bande S), nous avons réalisé une ligne CPW présentée dans la �gure 4.10.

La ligne CPW a été réalisée sur un substrat en verre fourni par Corning (Pyrex®

7740) [76], sur lequel le papier métallisé a été collé. L'épaisseur de ce substrat est de 1 mm.

Les connecteurs utilisés sont du type SMA 1, 2 mm. Une di�culté dans la réalisation de
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Figure 4.10 � Ligne CPW réalisée avec le papier métallisé collé sur un substrat en verre.
Les connecteurs sont du type SMA 1, 2 mm.

cette ligne est liée au fait que le papier ne permet pas de soudure solide. Ainsi, pour �xer

les connecteurs, nous avons utilisé une pâte argentée qui se durcit après une exposition

à la chaleur. Le résultat �nal de la �xation des connecteurs avec la pâte argentée est un

peu fragile. En e�et, il nous a fallu réaliser deux pistes CPW pour pouvoir e�ectuer des

mesures.

A�n de déduire la conductivité, nous avons simulé la structure avec le logiciel HFSS

entre 2 GHz et 6 GHz. La structure simulée est présentée dans la �gure 4.11. Les dimen-

sions sont celles de la ligne CPW réalisée (�gure 4.10).

Dans la structure simulée, les couches de colle et de papier n'ont pas été représentées.

Néanmoins, elles ont été prises en compte dans la permittivité électrique du substrat. En

Figure 4.11 � Simulation de la ligne CPW de la �gure 4.10.
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e�et, cette dernière a été adaptée dans la simulation pour mieux représenter les mesures.

Pour choisir la bonne valeur de la permittivité électrique, nous avons étudié le résultat de

la mesure du paramètre S11, présenté dans la �gure 4.12. Les mesures ont été e�ectuées

par avec un analyseur de réseau vectoriel N9923A d'Agilent Technologies.

Les oscillations du paramètre S11 s'expliquent par le fait que l'impédance caracté-

ristique (Z0) de la ligne CPW n'est pas adaptée à l'impédance des ports (50 Ω). Ainsi, ce

paramètre trouve ses minima quand l'impédance vue par le port 1 (Zin) est égale à 50 Ω.

En appelant l'impédance du port 2 ZL, il est possible de calculer [77, équation 2.44] :

Zin = Z0
ZL + jZ0 tan β`

Z0 + jZL tan β`
(4.39)

où β est la constante de propagation de la ligne et ` est la longueur de la ligne (76 cm).

Le terme β` est connu comme longueur électrique. Si cette longueur est multiple de π,

alors Zin = 50 Ω. Deux minima consécutifs aux fréquences f1 et f2 (associées aux longueur

d'onde λ1 et λ2) correspondent à une di�érence de longueur électrique de π. Nous pouvons

alors déduire :

(
2π

λ1

− 2π

λ2

)
` = π

2π`
√
εreff

c
(f2 − f1) = π

εreff
=

(
c

2`∆f

)2

(4.40)

où εreff
est la permittivité électrique relative e�ective de la ligne et c est la vitesse de la

lumière dans le vide.

La mesure sur la ligne CPW indique que ∆f = 1, 3 GHz. Par conséquent, à partir de

l'équation 4.40, on obtient εreff
= 2, 305. Selon Gupta et al. [78, Sec. 7.2.1, pp. 381-383] :

εreff
= 1 + q(εr − 1) (4.41)

où εr est la permittivité relative du substrat et q est un coe�cient à calculer en prenant en

compte les dimensions de la ligne. En suivant la démarche de Gupta et al., nous obtenons

que q = 0, 3361 et ainsi εr = 4, 8826. Cette valeur a été choisie pour la permittivité

électrique du substrat lors de la simulation et prend en compte simultanément les couches



118 Chapitre 4. Conception de liaison près du sol

2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
−30

−25

−20

−15

−10

−5

fréquence (GHz)

S
1
1 (
d
B
)

 

 

Mesuré

Simulé

∆f

Figure 4.12 � S11 simulé et mesuré de la ligne CPW de la �gure 4.10.

de verre, de colle et de papier et l'in�uence du support où a été positionnée la ligne pendant

les mesures. La �gure 4.12 montre que cette valeur de permittivité relative permet de bien

superposer les résultats de mesure et de simulation en supposant la conductivité électrique

du dépôt métallique égale à celle mesurée par la méthode des quatre pointes.

Toutefois, pour connaître la valeur de la conductivité, il faut comparer les résultats

de simulation et de mesure du paramètre S21, car ce paramètre quanti�e l'in�uence des

pertes dans la ligne. Il est important de noter que le substrat en verre utilisé a une

tangente de pertes très faible (tan δ = 5 · 10−4). Comme la valeur de la conductivité

électrique estimée est de l'ordre de 105 S/m, nous avons considéré que les pertes sont

principalement dues au dépôt métallique.

La �gure 4.13 présente les résultats de la mesure et de la simulation du paramètre S21

de la ligne CPW en utilisant deux valeurs de conductivité électrique. La simulation de la

ligne CPW considérant la conductivité électrique σ = 1, 17·105 S/m (valeur trouvée par la

mesure à quatre pointes) présente des pertes légèrement plus élevées que celles constatées

en mesure (cf. �gure 4.13). Ainsi, on peut supposer que la conductivité est légèrement

plus grande. La simulation avec σ = 1, 5 · 105 S/m conduit à des pertes légèrement plus

faibles. On peut conclure que la valeur vraie de la conductivité électrique est comprise

dans cet intervalle (1, 17 · 105 − 1, 5 · 105 S/m). Nous concluons également que la valeur

de la conductivité électrique ne change pas par rapport à sa valeur statique en bande S
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(2 GHz à 4 GHz) et C (4 GHz à 8 GHz).
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Figure 4.13 � S21 simulé et mesuré de la ligne CPW de la �gure 4.10.

4.5.3.2 Caractérisation à l'aide d'un guide d'ondes rectangulaire

Il est possible d'e�ectuer la caractérisation radio-fréquence des propriétés électroma-

gnétiques des matériaux à l'aide d'un guide d'ondes rectangulaire comme montré dans la

�gure 4.14. La caractérisation présentée dans cette section a été e�ectuée au laboratoire

STICC.

Préalablement aux mesures, il faut e�ectuer un réglage qui consiste à unir les deux

transitions de guide d'ondes de la �gure 4.14 pour véri�er une transmission quasi-parfaite

(S11 < −70 dB et S21 > −0.01 dB). Ensuite, l'échantillon du matériau à caractériser

est positionné entre les transitions, comme montré dans la �gure 4.15. A partir de l'im-

pact sur les paramètres S, il est possible d'extraire les propriétés électromagnétiques de

l'échantillon.

Pour estimer la valeur de la conductivité électrique, nous avons suivi la même dé-

marche que pour la ligne CPW : rétrosimuler la structure en faisant varier la conductivité

électrique pour retrouver en simulation les valeurs des mesures. La structure simulée avec

HFSS est présentée dans la �gure 4.16. Les deux plans en évidence sont les ports de la

simulation (wave port). Les dimensions des ports pour la bande S et la la bande X sont

respectivement 72, 126 mm × 34, 036 mm et 22, 86 mm × 10, 16 mm.
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Figure 4.14 � Transitions d'un guide d'ondes rectangulaire pour la caractérisation radio-
fréquence de di�érents matériaux.

Figure 4.15 � Echantillon à caractériser positionné entre les transitions du guide d'ondes
rectangulaire.

Nous avons mesuré l'épaisseur du papier seul e = 102 µm. Cette valeur a été utilisée

pour la simulation. Les caractéristiques électriques du papier (εr = 2, 78 et tan δ = 0, 06)

sont repris de Nguyen et al. qui ont également utilisé des échantillons fournis par le CTP

[79]. Bien que les pertes du substrat en papier soient élevées, elles restent négligeables
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Figure 4.16 � Simulation du guide d'ondes rectangulaire avec l'échantillon d'un maté-
riaux à l'intérieur.

devant les pertes métalliques. Les �gures 4.17 et 4.18 montrent les résultats de simulation

superposés aux mesures pour les bandes S et X respectivement. Pour la bande S, la

conductivité électrique qui décrit le mieux les mesures est égale à σbandeS = 6, 4 · 104 S/m.

Cette valeur est 1, 83 fois plus petite que celle obtenue par la mesure à quatre pointes,

validée par les mesures avec la ligne CPW. Pour la bande X, la conductivité électrique

qui représente le mieux les mesures est égale à σbandeX = 3, 9 · 104 S/m. Cette valeur est

3 fois plus petite que celle obtenue par la mesure à quatre pointes.

Bien que les mesures à l'aide des guides d'ondes ne donnent pas précisément le même

résultat que la mesure à quatre pointes, nous constatons que la variation de la valeur de

la conductivité reste limitée et aucun changement d'ordre n'est observé. Cette conclusion

con�rme la tendance de la littérature. En e�et, les travaux sur l'électronique sur papier ne

présentent pas de caractérisation radio-fréquence de la conductivité électrique [80]-[82].

Dans ces travaux, l'impact de di�érentes techniques de métallisation sur la conductivité

statique et sur la rugosité du dépôt métallique est étudié. En revanche, la caractérisation

radio-fréquence de la conductivité électrique n'a pas fait l'objet de ces études et sa valeur

statique est considérée comme étant su�sante.

Pour la feuille de graphite, la caractérisation à l'aide de guides d'ondes a été e�ectuée

uniquement dans la bande X. Cependant, étant donné l'épaisseur importante de la feuille,

l'atténuation de l'onde est trop importante. Ainsi, comme le montre la �gure 4.19, les

niveaux du paramètre S21 sont très faibles. Par conséquent, les données dans cette bande
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Figure 4.17 � S11 et S21 simulés et mesurés d'un guide d'ondes rectangulaire en bande
S avec un échantillon de papier métallisé.
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Figure 4.18 � S11 et S21 simulés et mesurés d'un guide d'ondes rectangulaire en bande
X avec un échantillon de papier métallisé.

ne sont pas exploitables.

Dans le cadre de la démonstration de faisabilité dans cette thèse, parmi les deux
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Figure 4.19 � S11 et S21 mesurés d'un guide d'ondes rectangulaire en bande X avec un
échantillon de feuille de graphite.

matériaux sélectionnés, la feuille de graphite est la plus adaptée. En e�et, le dépôt mé-

tallique sur le papier présente une épaisseur très faible. Si l'on considère la conductivité

statique mesurée, il faut que la fréquence de travail soit supérieure à 21, 65 GHz pour

que cette épaisseur soit plus grande que l'épaisseur de peau. Par ailleurs, l'étude avec le

pro�lomètre a révélé que la rugosité de ce dépôt est du même ordre que l'épaisseur du

dépôt. La montée en fréquence pour une couche aussi rugueuse n'est pas favorable pour

notre objectif. La feuille de graphite présente une épaisseur nettement supérieure. Si l'on

considère la conductivité statique mesurée, à 12, 62 MHz, l'épaisseur de la feuille de gra-

phite est égale à son épaisseur de peau, ce qui simpli�e l'utilisation de ce matériau à des

fréquences autour de quelques dizaines de GHz. En plus, lors de la mesure de l'épaisseur,

nous avons identi�é des variations toujours inférieures à 2%.

L'aspect économique favorise aussi le choix de la feuille de graphite. D'après les pre-

miers devis, une rame de papier métallisé en format A4 (31, 2 m2) coûterait 2000 e tandis

que deux rouleaux de graphite 50 m × 1 m (100 m2) coûteraient 500 e.
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4.5.4 Vers une surface de conductivité réglable

Etant donné que la conductivité optimale pour une application donnée satisfaisant

les conditions de la section 4.3 dépend de la fréquence de travail, il serait souhaitable de dis-

poser d'un matériau dont la conductivité électrique est réglable. Dans ce but, nous avons

fait des investigations préliminaires pour introduire des motifs sur une surface conductrice

pour détériorer la conductivité électrique totale.

Pour ce faire, nous avons étudié la caractérisation d'une surface conductrice à partir

d'un guide d'ondes composé de deux plaques parallèles in�nies. Ce type de guide d'ondes

en particulier est convenable pour cette étude car elle supporte le mode TEM. Ainsi,

le guide d'ondes peut être modélisé comme une ligne de transmission dont le coe�cient

d'atténuation peut être relié à la conductivité électrique des plaques. De plus, la constante

de propagation de l'onde guidée est parallèle à la surface conductrice, ce qui s'approche

de la propagation rasante en champ lointain de l'onde excitée par un dipôle près du sol.

Nous avons modélisé un guide d'ondes composé de deux plaques métalliques avec

HFSS. Dans la �gure 4.20, on voit un parallélogramme dont les faces opposées ont les

mêmes caractéristiques. Les faces grises sont des plaques conductrices. Il s'agit des surfaces

avec la condition aux limites Finite Conductivity. Cette condition permet de simuler une

plaque conductrice en tenant compte de son épaisseur, qui a été ajustée à 0, 5 mm. Les faces

rouges sont des ports d'excitation (wave port), dont l'impédance est adaptée à l'impédance

caractéristique du guide d'ondes. La condition aux limites Perfect H a été imposée aux

faces bleues latérales. On crée alors des parois électriques qui s'étendent à l'in�ni. La

distance entre les deux plaques métalliques a été ajustée à 1 cm. La longueur du guide

d'onde a été ajustée à 10 cm.

L

Finite
 Conductivity

Perfect H

Wave
Port

Figure 4.20 � Guide d'ondes composé de deux plaques conductrices parallèles.
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Etant donné que les deux ports sont adaptés au guide d'ondes, si le port 1 est excité

avec une tension entrante, le port 2 présente la même tension sortante atténuée de e−αL,

où α est le coe�cient d'atténuation. Sachant que le rapport entre la tension sortante du

port 2 et celle entrante du port 1 est le paramètre S21, il est possible de déduire :

α = − 1

L
ln |S21| (4.42)

où L est la longueur du guide d'ondes.

En appliquant la méthode de la perturbation au guide d'ondes composé de deux

plaques conductrices [77, Ch. 3, p. 117], le coe�cient d'atténuation, selon Pozar [77, Ch.

2, pp. 94-96], est donné par :

α =

√
ωµ

2σ

1

Z · L
(4.43)

où Z est l'impédance caractéristique du guide d'ondes en négligeant les pertes.

Ainsi, en disposant du paramètre S21, il est possible de déduire la conductivité

électrique. Pour valider cette démarche, nous avons �xé la conductivité électrique des

plaques de la �gure 4.20 à σ = 1 · 107 S/m. A partir du paramètre S21 de la simulation

de la structure entre 10 GHz et 20 GHz (�gure 4.21a), nous avons calculé le coe�cient

d'atténuation associé à partir de l'équation 4.42 (�gure 4.21b) pour ensuite calculer la

valeur de la conductivité électrique à partir de l'équation 4.43 (�gure 4.21c).

La �gure 4.21c montre que cette démarche estime la valeur de la conductivité élec-

trique des plaques avec une erreur légèrement plus grande que 4%.

Après avoir validé la démarche de l'estimation de la conductivité électrique des

plaques à partir du paramètre S21 du guide d'onde, nous avons créé des motifs carrés tout

au long des plaques pour étudier l'impact sur la conductivité. La vue du dessus de cette

nouvelle structure est montrée dans la �gure 4.22. Les carrés sont de dimensions 1, 5 mm

× 1, 5 mm et les centres sont espacés de 15 mm. On note la petite taille des carrés par

rapport à la longueur d'onde de la bande de fréquences pour con�ner l'énergie à l'intérieur

du guide et éviter le rayonnement. Autrement dit, nous souhaitons obtenir une surface de

conductivité e�ective plus petite et non un réseau d'antennes à fentes.

A partir du paramètre S21 de la simulation de la structure de la �gure 4.22, présenté

dans la �gure 4.23a, on déduit la valeur du coe�cient d'atténuation (�gure 4.23b) et

ensuite la valeur de la conductivité électrique (�gure 4.23c).
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(c) Conductivité électrique σ

Figure 4.21 � Valeurs déduites du coé�cient d'atténuation et de la conductivité élec-
trique à partir du paramètre S21.

Figure 4.22 � Insertion des carrés sur les plaques métalliques de la structure de la �gure
4.20 (vue du dessus).

On véri�e que dans la bande de fréquences de 10, 7 GHz à 12, 5 GHz, la conductivité

électrique est presque constante, oscillant peu autour de σ = 4 · 106 S/m. On conclut

que l'introduction de ces motifs carrés dans les plaques joue le rôle d'une plaque uniforme

dont la conductivité électrique est 60% plus petite. Par ailleurs, la conductivité varie entre

2 · 106 S/m et 6, 0 · 106 S/m sur l'ensemble de la bande de fréquences, ce qui garantit le

même ordre de grandeur sur une large bande.

La �gure 4.24 montre que la fuite du champ électrique par les carrés est négligeable

(10−5 fois la valeur maximale du champ à l'intérieur du guide d'ondes).
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Figure 4.23 � Valeurs déduites du coé�cient d'atténuation et de la conductivité diélec-
trique à partir du paramètre S21 après l'introduction des motifs.

Figure 4.24 � Champ électrique entre les plaques conductrices du guide d'ondes de la
�gure 4.22.

Cette étude constitue une première étape pour concevoir des surfaces dont la conduc-

tivité électrique peut être réglable. Une étude plus approfondie fera l'objet de l'une des
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perspectives de cette thèse.

Conclusion

A partir des développements asymptotiques du chapitre 2, il a été possible d'e�ectuer

une étude détaillée permettant une compréhension plus approfondie de la propagation

près du sol. De cette étude, une équation mathématique simple, appelée la condition de

la prédominance du pôle, a pu être mise en évidence. Cette équation résume les conditions

physiques qui favorisent la présence du terme lié au pôle et démontre le rôle que jouent

certains paramètres physiques, à savoir : la fréquence, les propriétés électromagnétiques

du sol et les hauteurs des antennes.

Cette étude a permis également d'identi�er deux distances critiques pour la propa-

gation près du sol : ρmin et ρrupture. Ces distances bornent une zone qui n'est pas prévue

par la méthode à deux rayons, où la composante du champ électrique liée au pôle devient

la composante la plus importante et garantit un a�aiblissement de trajet moins important

et sans oscillations.

L'ensemble de ces trois équations (condition de la prédominance du pôle, ρmin et

ρrupture), valables seulement avec l'hypothèse |n2| > 10, sont analytiques et simples à

utiliser. A partir de ces équations, nous pouvons déduire des lignes directrices qui peuvent

être très utiles à des ingénieurs lors de la conception des systèmes sans �l. Nous notons bien

que ces équations n'ont pas pour vocation à remplacer des simulations électromagnétiques

numériques. Cependant, elles peuvent délivrer des informations utiles sans le besoin d'un

traitement plus sophistiqué.

A la lumière de ces lignes directrices, certaines démarches vers une démonstration

de faisabilité ont été réalisées, dans le but de constater expérimentalement les nouveautés

théoriques présentées dans cette thèse. La principale di�culté réside dans le contraste

entre les permittivités électriques des deux milieux de l'interface, pour que la condition

de la prédominance du pôle soit respectée, tout en conservant ρmin à des distances rai-

sonnables. La piste d'une �ne couche conductrice pour tapisser le sol a été retenue. Dans

ce cadre, des méthodes de caractérisation de la conductivité électrique (statique et radio-

fréquence) ont été présentées, ainsi qu'une étude préliminaire sur le réglage de la conduc-

tivité électrique d'une surface.



Conclusion et perspectives

Les études de cette thèse ont porté sur la modélisation de la propagation des ondes

électromagnétiques près du sol, dans le contexte de nouvelles applications où les antennes

sont positionnées près d'une interface. L'objectif principal a été de véri�er si la proximité

de l'interface peut améliorer le bilan de liaison entre deux antennes.

Initialement, nous avons véri�é si la méthode de tracé de rayons était valide pour

la modélisation de la propagation près du sol. Cette méthode o�re une interprétation

physique simple à la propagation, en considérant les ondes en champ lointain comme

des rayons de lumière de l'optique géométrique. Pour un dipôle élémentaire au-dessus

d'une interface, le cas canonique traité dans ce manuscrit, le tracé de rayon devient la

méthode à deux rayons. La propagation est ainsi modélisée par la composante directe

en ligne de vue entre les antennes et par la composante ré�échie au sol, pondérée par

un coe�cient de ré�exion. Pour cette raison, cette méthode est aussi connue comme la

méthode du coe�cient de ré�exion. L'a�aiblissement du trajet prévu par cette méthode

peut être divisé en deux zones. Dans la première zone, à des distances d'observation plus

proches de l'antenne d'émission, la composante principale du champ excité présente des

oscillations et son enveloppe décroît de 10 dB/déc. Dans la deuxième zone, à des distances

d'observation plus éloignées, la composante principale du champ excité ne présente plus

d'oscillations, mais décroît de 20 dB/déc.

Pour véri�er la validité de la méthode à deux rayons pour la propagation près du sol,

nous l'avons comparée avec les fonctions de Green approchées, développées par Norton et

par Bannister. Nous avons choisi d'utiliser ces approximations car elles sont analytiques et

simples à mettre en ÷uvre. Ainsi, des résultats précis peuvent être obtenus sans recourir

à un lourd traitement numérique. La comparaison de ces approximations avec la méthode

à deux rayons révèle que, dans certains cas, l'a�aiblissement de trajet peut présenter une
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zone supplémentaire, entre les deux zones décrites dans le paragraphe précédent, où la

composante principale du champ excité a l'avantage de ne présenter aucune oscillation

et de décroitre de 10 dB/déc. Après l'identi�cation de cette nouvelle zone, nous avons

recherché les conditions pour lesquelles cette zone d'intérêt se présente en investiguant ses

origines physique et mathématique.

Pour ce faire, nous avons dû abandonner les approximations de Norton et de Ban-

nister. En dépit de leur simplicité d'utilisation, elles cachent partiellement la physique du

phénomène. De ce fait, nous avons procédé à un calcul rigoureux des fonctions de Green.

Dans ce calcul, nous nous sommes inspirés de la théorie des images et nous avons fait

appel à la transformée de Fourier à deux dimensions, pour avoir une forme plus simple

et adaptée à l'application des conditions aux limites. Les champs rayonnés ont �nalement

été écrits sous forme d'intégrales de Sommerfeld.

Comme le but était de décrire la zone sans oscillations et de décroissance de 10

dB/déc avec des équations analytiques simples, nous avons opté pour une évaluation des

fonctions de Green par une analyse asymptotique. Pour cela, nous avons choisi la méthode

de la plus grande pente donnant une évaluation asymptotique des fonctions de Green pour

de grandes distances. Les intégrales de Sommerfeld étant adaptées à cette méthode, il est

commode d'écrire les fonctions de Green sous cette forme se justi�e. Nous avons étudié

exhaustivement cette méthode a�n de donner une interprétation physique de chacun des

termes de l'expression du champ et également de maîtriser la méthode pour plusieurs cas

de �gure, même ceux qui n'ont pas fait l'objet d'étude dans ce manuscrit et qui pourront

être utilisés par des travaux futurs. Deux types de points sont fondamentaux dans cette

méthode : les points stationnaires et les points de singularité. Les points stationnaires

donnent origine aux ondes d'espace : les composantes directe et ré�échie de l'onde. Les

points de singularités peuvent être de deux types : points de rami�cation (négligés dans

ce manuscrit en raison de leur forte atténuation) et pôles. Un pôle, selon sa localisation,

peut donner naissance à deux types di�érents d'ondes : une onde de surface ou une onde

di�ractée. Les cas étudiés dans ce manuscrit (le milieu 1 avec source étant sans pertes et

le milieu 2 plus électriquement dense et à pertes) présentent une onde di�ractée. Cette

onde di�ractée est à l'origine de la di�érence entre les a�aiblissements de trajet prévus

par la méthode à deux rayons et par l'analyse des fonctions de Green.

En comparant les expressions approchées du champ d'espace et du champ di�racté,
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il a été possible de trouver une équation simple pour la prédominance de l'onde di�ractée.

Ainsi, cette équation résume mathématiquement les cas où la zone sans oscillations de

décroissance de 10 dB/déc existe. La manipulation des expressions approchées des champs

nous a permis également d'identi�er deux distances clés pour la propagation près du sol,

qui démarquent le début et la �n de cette zone. L'ensemble de ces trois équations, pré-

senté pour la première fois dans le cadre de cette thèse, a l'avantage d'être synthétique,

analytique et simple à l'usage. De cet ensemble, nous avons pu extraire des lignes direc-

trices pour la conception des liaisons près du sol mettant en valeur les rôles joués par les

paramètres physiques, à savoir : la fréquence de travail, les hauteurs des antennes et les

propriétés électromagnétiques des milieux. Les trois expressions obtenues sont valables

uniquement pour un indice de réfraction de valeur absolue supérieure à 10. Nous notons

que ces équations n'ont pas vocation à remplacer la simulation numérique ou des logiciels

dédiés. En revanche, elles peuvent o�rir rapidement des informations utiles préliminaires

pour la conception d'une liaison près du sol, sans utiliser un traitement plus sophistiqué.

Nous avons e�ectué les premières démarches vers une démonstration de faisabilité

des nouveaux concepts présentés dans ce manuscrit. A partir des lignes directrices, nous

avons conclu que le début de la zone de la prépondérance de l'onde di�ractée a lieu à

de distances raisonnables, si le contraste de permittivité électrique entre les deux milieux

reste modéré. Autrement dit, le contraste ne doit être ni trop faible, au risque de ne pas

bien exciter l'onde di�ractée, ni trop grand, au risque de repousser le début de la zone

d'intérêt à de grandes distances. La solution retenue est de tapisser le sol avec un matériau

de conductivité électrique modérée. Le matériau pré-senti est une feuille de graphite, dont

la conductivité électrique statique mesurée est de 8, 2 ·104 S/m. Nos études permettent de

véri�er que la conductivité électrique ne présente pas de grandes variations en fréquences

radio. Par ailleurs, a�n d'obtenir une surface de conductivité réglable, nous avons aussi

procédé à des études préliminaires pour ajuster la conductivité e�ective d'une surface en

introduisant des motifs périodiques de petite taille.

Dans cette thèse, nous avons également étudié une nouvelle formulation mathéma-

tique proposée pour le rayonnement d'un dipôle au-dessus d'une interface. La formulation

classique utilisée dans ce manuscrit, introduite par Sommerfeld, présente une di�culté

particulière pour l'évaluation numérique due aux fortes oscillations et à la lente décrois-

sance de la fonction de Hankel pour les distances d'intérêt de la propagation près du
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sol. Du fait que l'intégrale de Schelkuno� présente des caractéristiques souhaitables pour

l'évaluation numérique pour ces distances, une nouvelle formulation basée sur cette in-

tégrale a été proposée dans la littérature. Cette formulation dite � de Schelkuno� � n'a

pourtant pas été unanimement acceptée dans la communauté scienti�que. En évaluant les

points d'inconsistance soulignés dans la littérature, nous avons pu mettre en évidence que

la formulation dite � de Schelkuno� � est e�ectivement inexacte. Nous avons également

appliqué la méthode de la plus grande pente à cette formulation et nous avons constaté

qu'elle ne donne pas la même solution que la formulation de Sommerfeld. Malgré cette

inexactitude, la formulation dite � de Schelkuno� � doit faire l'objet d'études ultérieures,

pour véri�er dans quels cas les erreurs qu'elle entraîne restent faibles, permettant que

ces propriétés intéressantes pour l'évaluation numérique puissent être exploitées, tout en

garantissant une bonne précision des résultats.

Perspectives

Les études menées dans cette thèse ouvrent la perspective à divers sujets de recherche

théorique et pratique.

Concernant l'évaluation asymptotique du rayonnement d'un dipôle élémentaire près

d'une interface plane, ce manuscrit couvre en détail la procédure mathématique pour

le cas précis d'un dipôle électrique vertical placé dans le milieu 1 présentant très peu

de pertes au-dessus du milieu 2 électriquement plus dense. L'évaluation asymptotique

a été e�ectuée pour le rayonnement dans le milieu 1, les deux milieux étant des milieux

physiques à pertes avec une partie réelle de la permittivité positive et une partie imaginaire

négative. Ce cadre peut être étendu aux con�gurations suivantes :

• Dipôle élémentaire arbitraire : électrique horizontal et magnétique vertical et hori-

zontal ;

• Milieux semi-in�nis arbitraires :

� Milieu 1 plus dense et/ou présentant plus de pertes que le milieu 2 ;

� Milieu(x) à permittivité électrique de partie réelle négative (métamatériau ou

plasmon) ;

• Observation arbitraire : évaluation asymptotique des champs électromagnétiques

pénétrant dans le milieu 2 (milieu sans source) ;
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Quant à la démonstration de faisabilité, quelques travaux sont envisageables :

• Finalisation des études préliminaires sur le réglage de la conductivité électrique

e�ective d'une surface à motifs périodiques de petite taille ;

• Conception des antennes adaptées à la propagation près du sol, étant donné que les

études théoriques portent actuellement sur un dipôle in�nitésimal ;

• Réalisation d'un banc de mesures automatisé près du sol, éventuellement avec un

robot pouvant déplacer l'une des deux antennes et visant à fournir une cartographie

de puissance avec un grand nombre de données.

Ces mesures o�riront la possibilité d'une étude statistique en vu d'un modèle de

canal prenant en compte la fréquence de travail, les hauteurs des antennes et les propriétés

électromagnétiques des milieux.

Concernant la formulation dite � de Schelkuno� �, nous pouvons envisager les études

suivantes :

• Explication des défauts mathématiques et physiques dus à la reprise de la démarche

de Sommerfeld (méthode de superposition des di�usions) et de son application à

l'identité de Schelkuno� ;

• Evaluation des erreurs entraînées par la formulation dite � de Schelkuno� � a�n

d'estimer les cas pouvant être décrits par cette formulation avec su�samment de

précision et ainsi de tirer pro�t de sa forme adaptée au traitement numérique.





Annexe A

Fonctions de Green

Les fonctions de Green sont un outil important pour la résolution des équations

di�érentielles. Soit le problème suivant :

Lxu = f (A.1)

où Lx est un opérateur di�érentiel linéaire sur le vecteur x, f est une fonction connue

qui représente une excitation et u est la fonction que l'on souhaite calculer en imposant

certaines conditions aux limites. Soit G(x, ξ) une fonction telle que :

LxG = δ(x− ξ)

avec les mêmes conditions imposées à u. δ(x − ξ) est la fonction delta de Dirac. Il est

possible de montrer que :

u =

∫
G(x, ξ)f(ξ)dξ (A.2)

Pour véri�er que A.2 est bien une solution de A.1, on y applique l'opérateur Lx :

Lxu = Lx

[∫
G(x, ξ)f(ξ)dξ

]
Lxu =

∫
[LxG(x, ξ)]f(ξ)dξ

Lxu =

∫
δ(x− ξ)f(ξ)dξ

Lxu = f
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La fonction G(x, ξ) est appelée la fonction de Green de l'opérateur Lx. Son impor-

tance est due au fait qu'elle permet de calculer u pour une excitation f quelconque. On

peut remarquer qu'aucune connaissance de f n'est nécessaire pour trouver G(x, ξ). Il su�t

de connaître Lx et les conditions aux limites.



Annexe B

Equation d'onde des potentiels

La dé�nition des potentiels vecteur et scalaire ainsi que les équation de Maxwell nous

permettent d'obtenir l'équation d'onde 1.9. Dans ce travail, nous avons choisi la convention

temporelle ejωt, les dérivés temporelles peuvent donc être remplacées simplement par le

facteur jω. Dans un milieu parfaitement isotrope et linéaire, les relations suivantes sont

établies :

D = εE (B.1a)

B = µH (B.1b)

J = σE (B.1c)

dans lesquelles ε, µ, σ sont, respectivement, la permittivité électrique, la perméabilité

magnétique et la conductivité électrique du milieu.

En introduisant Ji et Mi les vecteurs de courant électrique et magnétique imposés

par des sources extérieures, les équations de Maxwell s'écrivent :

∇× E = −jωµH−Mi (B.2a)

∇×H = σE + jωεE + Ji = jωε̂E + Ji (B.2b)

∇ · (jωε̂E + Ji) = 0 (B.2c)

∇ · (jωµH + Mi) = 0 (B.2d)

où nous avons introduit la permittivité électrique complexe, ε̂ =
(
ε− j σ

ω

)
. Ainsi, la par-

tie imaginaire de la permittivité complexe modélise les pertes dues à la conductivité
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électrique. Nous pouvons également utiliser une permittivité complexe pour prendre en

compte les pertes diélectriques. Nous choisissons dans ce manuscrit une permittivité ef-

fective complexe, pour modéliser les pertes électriques, quelle que soit leur nature.

Les champs électrique et magnétique peuvent être divisés en deux composantes : EJ

et HJ, créées exclusivement par des sources électriques (Mi = 0) et EM et HM, créées

exclusivement par des sources magnétiques (Ji = 0). Les équations de Maxwell peuvent

donc être divisées en deux parties [52, Sec 3.2] :

TABLEAU B.1 � Equations de Maxwell en présence exclusive d'une source électrique ou
d'une source magnétique.

Source électrique Source magnétique

∇× EJ = −jωµHJ (B.3a)

∇×HJ = jωε̂EJ + Ji (B.3b)

∇ · (jωε̂EJ + Ji) = 0 (B.3c)

∇ ·HJ = 0 (B.3d)

∇× EM = −jωµHM −Mi (B.4a)

∇×HM = jωε̂EM (B.4b)

∇ · EM = 0 (B.4c)

∇ · (jωµHM + Mi) = 0 (B.4d)

Nous étudions d'abord les équations de Maxwell en présence exclusive d'une source

électrique (tableau B.1). La divergence de HJ étant nulle (équation B.3d), il est possible

d'y attribuer un potentiel vecteur magnétique [52, Sec. 3.2] :

HJ = ∇×A (B.5)

En substituant l'équation B.5 dans l'équation B.3a, nous obtenons :

∇× EJ = −jωµ∇×A

∇× (EJ + jωµA) = 0 (B.6)

Comme le rotationnel de EJ + jωµA est nul (équation B.6), il est possible d'y

attribuer un potentiel scalaire :

EJ + jωµA = −∇V (B.7)

EJ = −∇V − jωµA (B.8)
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En substituant les équations B.5 et B.8 dans l'équation B.3b, nous obtenons :

∇×∇×A = jωε̂(−∇V − jωµA) + Ji (B.9)

L'identité du calcul vectoriel ∇ × ∇ × A = ∇(∇ · A) − ∇2A, nous permet de

développer l'équation B.9 :

∇(∇ ·A)−∇2A = ∇(−jωε̂V ) + k2A + Ji (B.10)

Dans l'équation B.10, le nombre d'onde k est dé�ni par k2 = ω2ε̂µ. Pour continuer

le développement, il faut connaître la relation entre A et V . Cependant, les équations B.5

et B.7 ne dé�nissent pas de manière unique ces grandeurs, vu que la paire (A +∇ψ) et

(V − jωµψ) satisfait également ces équations. La fonction scalaire ψ représente un degré

de liberté pour la dé�nition de A et V . Le choix d'une jauge s'impose. Nous choisissons :

∇ ·A = −jωε̂V (B.11)

L'équation B.11 est connue comme la jauge de Lorenz. Sa dé�nition permet de

simpli�er l'équation B.10 de la manière suivante :

∇2A + k2A = −Ji (B.12)

L'équation B.12 est connue comme l'équation d'onde du potentiel. En suivant une

démarche similaire pour les équations en présence exclusive d'une source magnétique

(tableau B.1), il est possible de trouver une équation d'onde similaire. Les potentiels

vecteur F et scalaire U ainsi que la jauge de Lorenz sont donnés par :

EM = −∇× F (B.13a)

HM = −∇U − jωε̂F (B.13b)

∇ · F = −jωµU (B.13c)

En substituant les équations B.13 dans l'équation B.4a, nous obtenons :

∇2F + k2F = −Mi (B.14)
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Pour calculer les fonctions de Green de la propagation dans un environnement spé-

ci�que, les sources de courant (Ji et Mi) sont remplacées par des fonctions delta de Dirac.

Ainsi, à partir de l'équation B.12, nous pouvons retrouver l'équation 1.9.



Annexe C

Points et coupures de rami�cation

Dans le chapitre 1, la constante de propagation kz du milieu a été dé�nie comme :

kz =
√
k2 − k2

ρ (C.1)

La racine carrée de l'équation C.1 étant une fonction multivaluée, il est nécessaire

de choisir une des deux valeurs possibles de kz pour chaque valeur de kρ. Toutefois, cette

fonction ne peut pas être continue dans tout le plan complexe. Quelle que soit la dé�nition

de la racine carrée de l'équation C.1, les points kρ = ±k introduisent une discontinuité.

Pour démontrer cette discontinuité, nous évaluons la fonction kz le long d'un chemin

fermé, très près autour de k dans le plan kρ. Pour simpli�er, nous considérons k réel,

comme montré dans la �gure C.1a. Nous commençons cette évaluation par le point A du

plan kρ (cf. �gure C.1a). Pour cette valeur de kρ, les deux valeurs possibles de kz sont

purement imaginaires. Nous choisissons une valeur négative pour la partie imaginaire,

montrée dans la �gure C.1b. Les autres valeurs de kz sont choisies de sorte que l'image du

chemin fermé du plan kρ forme une courbe continue dans le plan kz. La �gure C.1 montre

qu'un chemin fermé dans le plan kρ est associé à un chemin ouvert dans le plan kz. Ainsi,

le point A dans le plan kρ qui est à la fois le point du début et le point de la �n de notre

évaluation, a été associé à deux valeurs di�érentes dans le plan kz. Par conséquent, la

fonction de l'équation C.1 ne peut pas être continue.

La suppression des points kρ = ±k n'est pas su�sante pour rendre la fonction

continue. Des courbes supplémentaires doivent être supprimées du plan complexe. Ainsi,

la fonction racine carrée de l'équation C.1 peut être continue seulement si son domaine est
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Re(kρ)

Im(kρ)

A

k

(a) Chemin fermé très près de la

constante de propagation k, considérée
réelle, dans le plans complexe kρ.

x
A

Re(k

Im(kz)

z)

(b) Image dans le plan complexe kz
du chemin fermé présenté en (a).

Figure C.1 � Evaluation de la fonction racine carrée présente dans la dé�nition des
constantes de propagation kz.

un plan complexe � coupé �. Par exemple, si nous souhaitons que kz ait une partie réelle

strictement positive, il est nécessaire de supprimer une partie de l'axe réel correspondant à

|kρ| > k (pour un k réel), comme montré dans la �gure C.2. Cette � coupure � correspond

à <e{kz} = 0. Dans ce plan complexe � coupé �, il est possible de rendre la fonction kz

continue avec le choix de la valeur de la racine carrée de partie réelle positive. Cela signi�e

que dans ce plan, un chemin fermé, à condition qu'il n'intercepte pas les � coupures �,

présente une image également fermée dans le plan kz .

A partir de cette analyse de la constante de propagation, quelques concepts impor-

tants sur les fonctions multivaluées peuvent être présentés. Soit une fonction complexe

Re(kρ)

Im(kρ)

k−k

Figure C.2 � � Coupures � introduites dans le plan complexe pour rendre la fonction kz
continue, pour le choix <e{kz} > 0.
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f(ζ) multivaluée et ζ0 un point dans le plan complexe ζ, autour duquel on trace de très

près un chemin fermé. Si l'image de ce chemin fermé peut présenter une variation continue,

mais le point �nal ne se superpose pas au point initial, alors ζ0 est un point de singu-

larité appelé point de rami�cation. Pour la fonction kz, kρ = ±k sont des points de

rami�cation. Les rami�cations se réfèrent à chaque valeur possible issue de la dé�nition

de la fonction. La constante de propagation kz a deux rami�cations, chacune associée à

une des valeurs possibles de la racine carrée. Les coupures permettant de dé�nir continu-

ment une rami�cation de la fonction dans le plan complexe sont appelées coupures de

rami�cation.

Chaque plan complexe auquel on associe une dé�nition (rami�cation) d'une fonction

multivaluée est une feuille de Riemann. Les feuilles de Riemann unies par les coupures

de rami�cation peuvent former une nouvelle topologie complexe où une fonction multiva-

luée peut être dé�nie continument, chaque valeur possible étant associée à une feuille de

Riemann di�érente. Dans ce manuscrit, nous appelons feuille de Riemann supérieure le

plan complexe où les conditions imposées aux constantes de propagation sont susceptibles

d'être respectées.

Il est important d'observer que la dé�nition des coupures de rami�cation est arbi-

traire et relève des valeurs choisies pour la fonction multivaluée. Pour la fonction racine

carrée évaluée dans cet annexe, nous pouvons également choisir la valeur dont la partie

imaginaire est négative. Cela entraîne les coupures de rami�cation montrées dans la �gure

C.3. Nous soulignons que les coupures de rami�cation de la �gure C.3 correspondent à

=m{kz} = 0, région particulièrement problématique si nous souhaitons choisir une valeur

de la racine carrée basée sur le signe de la partie imaginaire.

Re(kρ)

Im(kρ)

k−k

Figure C.3 � Coupure de rami�cation de la fonction kz pour le choix de =m{kz} < 0.
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Dans ce manuscrit, nous évaluons des intégrales dans le plan complexe, notamment

sur des chemins fermés, où normalement les intégrales sont nulles, sauf en présence des

points de singularité à l'intérieur du chemin. Ainsi, si nous souhaitons calculer une inté-

grale sur un chemin fermé en présence d'un point de rami�cation, une analyse spéciale

s'impose.

Nous prenons comme exemple le chemin fermé C de la �gure C.4a, le long duquel

nous souhaitons intégrer la fonction kz de l'équation C.1. Si nous distordons le chemin

C de sorte qu'il contourne le point de rami�cation et la coupure de rami�cation, comme

montré dans la �gure C.4b, il est possible d'a�rmer :

IC′ − ICram = 0 (C.2)

où IC′ et ICram sont, respectivement, les intégrales le long du chemin C′ et Cram de la �gure

C.4b. L'équation C.2 se justi�e par l'absence de points de singularité dans le parcours

fermé constitué de C′ et Cram. Vu que le chemin C′ tend vers le parcours fermé C et

d'après l'équation C.2, nous concluons que l'intégrale le long de C est égale à l'intégrale

le long de la coupure de rami�cation.

Re(kρ)

Im(kρ)

k

C

(a)

Re(kρ)

Im(kρ)

k

C’

Cram

(b)

Figure C.4 � Intégrale sur un parcours fermé à l'intérieur duquel il y a un point de
rami�cation.
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Modélisation de la propagation des ondes électromagnétiques près du sol: applica-

tion aux réseaux sans �l

Résumé

Motivée par le développement de diverses applications déployant des antennes près d'une inter-

face, comme les systèmes militaires UGS, les réseaux corporels sans �l BAN et la surveillance envi-

ronnementale impliquant des capteurs au sol, cette thèse porte sur la modélisation de la propagation

des ondes électromagnétiques près d'une interface. Tout d'abord, la méthode classique de l'optique

géométrique est confrontée à des formules approchées fournies par Norton et par Bannister. Cette

étude met en évidence les cas où l'optique géométrique ne décrit pas correctement la propagation près

de la surface. Pour une compréhension plus exhaustive, les fonctions de Green de ce type de propa-

gation, présentées sous forme d'intégrales de Sommerfeld, sont évaluées à la lumière de la méthode de

la plus grande pente. Cette évaluation permet d'extraire trois équations importantes pour la propaga-

tion près d'une interface. La première est la condition essentielle pour que la proximité au sol puisse

pro�ter au bilan de liaison grâce à l'excitation d'une composante de l'onde di�ractée qui se propage

près de l'interface. Les deux autres identi�ent des distances critiques qui bornent le début et la �n

de la zone présentant un a�aiblissement de trajet amélioré. L'ensemble de ces trois équations permet

d'évaluer le rôle de certains paramètres physiques, notamment les propriétés électromagnétiques du

sol, la fréquence de travail et la hauteur des antennes. Cette thèse inclut également les pistes pratiques

envisagées pour une démonstration de faisabilité de l'amélioration d'une liaison sans �l par la proximité

des antennes à l'interface. La couverture du sol ayant une importance prépondérante, nous présentons

des recherches préliminaires sur la réalisation et la caractérisation d'un matériau approprié pour ce

type de propagation. Dans un axe de recherche parallèle, cette thèse évalue également l'exactitude et

la pertinence d'une nouvelle formulation théorique pour la propagation près du sol. Cette formulation

dite � de Schelkuno� � suscite des controverses dans la communauté scienti�que.

Mots clés: Propagation près du sol, milieux semi-in�nis, fonctions de Green, intégrale de Som-

merfeld, intégrale de Schelkuno�, évaluation asymptotique, conception de liaison radio.

Near-ground wave propagation modelling: application to wireless networks

Abstract

Motivated by the development of various applications deploying antennas near an interface, such

as military systems (UGS), wireless body area networks (BAN) and environmental monitoring involving

ground sensors, this thesis deals with the near-ground wave propagation modelling. First, the results of

the geometrical optics are confronted with the approximations provided by Norton and Bannister. This

study reveals the cases where geometrical optics does not correctly describe the wave propagation near

the surface. For a more comprehensive understanding, Green's functions of this type of propagation,

presented as Sommerfeld integrals, are evaluated using the steepest descent technique. This evaluation

o�ers the possibility to extract three important equations for near-ground wave propagation. The �rst

one presents the essential condition under which the link budget can bene�t from the ground proximity

through the excitation of a di�racted wave component propagating near the interface. The other two

equations identify critical distances indicating the beginning and the end of the zone with an improved

path loss. All these three equations highlight the role of certain physical parameters, in particular

the electromagnetic properties of the ground, the working frequency and the heights of the antennas.

This thesis also includes the practical solutions that can be considered to demonstrate the feasibility

of improving a wireless link by the proximity of the antennas to the interface. Since �oor coating

is of major importance, we present preliminary research on the realisation and characterisation of a

suitable material for this type of propagation. In a parallel research axis, this thesis also evaluates the

accuracy and relevance of a new theoretical formulation for near-ground propagation. The "so-called

Schelkuno�" formulation has become a controversial issue in the scienti�c community.

Keywords: Near-ground wave propagation, half-space problem, Green's functions, Sommerfeld

integral, Schelkuno� integral, asymptotic evaluation, guidelines for wireless design.
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