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Résumé

Résumé

Le theme central de cette theése est ’étude des groupes d’homologie et de cohomologie en-
tieres, et plus particulierement de leur sous-groupes de torsion, des variétés de dimension 3. On
s’intéresse principalement au comportement de ces derniers dans des suites de revétements finis,
et ce probléme est relié & 'approximation des invariants ¢2 de revétements infinis.

Dans une premiére partie (correspondant aux chapitres 1 et 2) on s’intéresse au cas des
revétements abéliens d’'un complexe cellulaire quelconque et on établit en toute généralité des
résultats sur la croissance de la partie de torsion des groupes d’homologie dans les revétements
cycliques et des résultats partiels pour les revétements abéliens plus généraux.

La deuxiéme partie (chapitres 3 & 6 et Appendice A) traite uniquement de variétés hyper-
boliques de volume fini en dimension 3; on s’intéresse d’abord au probleme de I'approximation
pour les invariants L? analytiques dans un cadre général puis on s’intéresse plus particulierement
aux variétés de congruence. Pour ces dernieres on étudie aussi la cohomologie entiere.

Mots-clefs

3—variétés, revétements, homologie, torsion de Reidemeister, torsion analytique, groupes de
Bianchi.

Homological torsion in finite covering spaces

Abstract

The main subject of this thesis is the study of the homology and cohomology of three—
manifolds with integer coefficients, with an emphasis on their torsion subgroups. We are mainly
intersted in studying the latter in sequence of finite covers and this last problem is related to
that of approximating ¢? invariants by finite ones.

In a first part (corresponding to Chapters 1 and 2) we study abelian covering spaces of CW
complexes. We prove in all generality results on the growth of the torsion part of the homology
groups in sequences of cyclic covers and partial results for more general abelian covering spaces.



The second part (which comprises Chapters 3 through 6 and the Appendix A) deals with
finite-volume hyperbolic 3-manifolds. We study the problem of approximation for L?-analytic
invariants in general setting before turning to the exclusive study of congruence manifolds. For
these we also deal with Reidemeister torsions and integral homologies.

Keywords

3—manifolds, covering spaces, homology, Reidemeister torsion, analytical torsion, Bianchi
groups.
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Introduction

Homologie entiere des variétés de dimension 3

La topologie des variétés de dimension 3 est suffisamment complexe pour qu’il soit intéres-
sant de les étudier a revétement fini pres. Par exemple on sait depuis Poincaré qu’il existe des
variétés M compactes de dimension 3, différentes de la sphére S3, telles que I'on ait néanmoins
H{(M) =0 (ou H; désigne le premier groupe d’homologie a coefficients entiers) ; on a méme de
nombreux exemples qui soient de plus hyperboliques. Il a en revanche été conjecturé par Thurs-
ton (et trés récemment prouvé par I. Agol, a la suite de travaux de D. Wise) que toute variété
hyperbolique de dimension 3 possede un revétement fini telle que le premier nombre de Betti
b1 (M) = dim(H;(M) ® Q) soit non nul (et méme arbitrairement grand). L’homologie entiére se
décompose comme Hy(M) = 7Zh(M) ¢ | 1(M)tors €t la partie de torsion a été moins étudiée. On
n’a par exemple pas de réponse a la question suivante.

Question 0.1. Soit M une variété hyperbolique de volume fini et A > 0; existe-t-il un revéte-
ment fini M’ de M tel que 'on ait |Hy (M )ors| > A7

Les conjectures de Thurston sont assez subtiles (par exemple, il existe des suites M,, de
revétements d’une variété fixée tels que le rayon d’injectivité des M, tende vers l'infini mais
H,(M,)®Q = 0 pour tout n, cf. [CD06],[BE06]) et leur solution a nécéssité 'usage de propriétés
géométriques fines des variétés hyperboliques. Par contraste on peut espérer obtenir une réponse
affirmative a la question en exhibant des suites de revétements finis M,, tels que |Hy (M, )tors]
croisse exponentiellement avec le degré. Par exemple on a la question plus précise suivante.

Question 0.2. Soit M une variété hyperbolique de volume fini; existe-t-il une suite (M,,) de
revétements finis de M tels que

lim inf IOg ’H1 (Mn)tors|

>07
n—00 vol M,

Dans certains cas (pour les variétés arithmétiques) on conjecture que la réponse est affirma-
tive (cf. Conjecture ci-dessous). Le seul élément de réponse pour le cas général est donné
par des résultats sur des modeles aléatoires de variétés pour lesquels on obtient avec une tres
forte probabilité (qui tend vers 1 quand la “complexité géométrique” du modele augmente) que
le H; est fini et non trivial ; pour plus de détails on réfere a [DT06],[Kow08, Proposition 7.19]).
Le probleme d’étudier les groupes d’homologie dans des suites de revétements finis a par ailleurs
un intérét propre, et est lié a ’autre probleme qui motive cette these.

Approximation des invariants ¢> et homologie des revétements
finis

Si H est un groupe et H, une suite de sous-groupes on dit que H, est exhaustive si pour
tout g € H il n’existe qu’un nombre fini de n tels que g € H,. Soit X un CW-complexe fini,
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A un groupe résiduellement fini, I' = 71(X), ¢ : ' — A un morphisme surjectif et Ap_un
suite exhaustive de sous-groupes distingués, d’indice fini, de A. On note T, = ¢ 1(A,), X le
revétement universel de X et X,, = I',\ X.

Question 0.3. Pour £ =0,...,dim X, quel est le comportement asymptotique des suites

bk(Xn> log |Hk(Xn)tors‘ 2
[A: A A A ’

La réponse devrait étre donnée en terme des “invariants 27 du revétement infini X =
ker(¢)\X. On refere a [Liic02, Chapter 13] pour un apercu plus complet sur la question dans le
cas des nombres de Betti.

Nombres de Betti

Soit X un CW-complexe fini. Si X — X est un revétement infini alors les groupes d’homologie
de X sont en général de rang infini. Si c’est un revétement galoisien de groupe A le complexe
cellulaire de X (& coefficients complexes) est isomorphe & un C[A]-module libre et on peut se
limiter & considérer des chaines de carré intégrable. On peut alors donner un sens aux nombres
de Betti 2 du revétement X — X, ce sont des nombres réels que 'on note bg) ()A( ). La premiere
partie de la question ci-dessus a alors été complétement traitée par W. Liick dans [Liic94a] :

Théoréme 0.4 (Liick). On reprend la notation de la question . Pourp=20,...,dim X on a
la limite

On a méme des estimées sur la vitesse de convergence, cf. [CWO03] et [1.3.1] ci-dessous. Dans
le cas ou X est une variété hyperbolique de volume fini et A = 71(X) le premier nombre de
Betti bg2) (X) est nul (cf. [Liic02, Chapitre 4]).

Le schéma de la preuve de Liick est le suivant : on munit les X,, de leurs structures cel-
lulaires 71 (X )-invariantes relevées de celle de X, et on note d; les différentielles du complexe
cellulaire Cy(X;,). Les mesures spectrales p;, des différentielles dj) sont par définition les mesures
de comptage des valeurs propres des (dg)*dg, et on veut alors calculer la limite de MZ(O) : plus
précisément on veut montrer que l'on a

1 (0)/[A = Ay — 1P (0) (1)

ou les ug) sont les “mesures spectrales £2” des différentielles du complexe C*()A( ). Pour cela on

; s o 753 (2) .
commence par démontrer que 1’on a les limites ﬁ — up’ (au sens de la convergence faible

des mesures) ou ug) sont les mesures spectrales (2 des différentielles du complexe C’*(X' ). La

convergence faible n’est pas suffisante pour impliquer la limite : par exemple les masses de
Dirac d,, en 1/n convergent faiblement vers la masse de Dirac o, en 0 mais on a d,(0) = 0 pour
tout n alors que doo(0) = 1. Il faut donc contréler les petites valeurs propres des (dy)*dy pour
démontrer qu’il “n’y a pas de masse positive se déplacant vers 07, i.e. que ’on a une majoration
uniforme sur les py((0,€))/[A : Ay] pour € > 0 assez petit : c’est le contenu du lemme 2.8 de
[Liic94a], qui donne l'estimée 72 ((0,¢))/[A : Ap] < (—loge)™".
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Torsion homologique

Il n’y a pas d’analogue 2 aux torsions homologiques |Hj(X )tors| connu en toute généralité.
On a besoin de passer par la torsion de Reidemeister pour énoncer une conjecture précise en
rapport avec la question La torsion de Reidemeister 7(X) de X est un invariant incorporant
le produit alterné des ordres des sous-groupes de torsion Hp(M )iors, qui dépend en général de
la structure cellulaire (cf. le lemme |1.3| ci-dessous et [Tur01]). On peut lui définir un analogue £2
pour les revétements infinis, 7(2)(X). Si X est une variété hyperbolique de volume fini, A = 71 (X)
alors 7(2) ()A( ) ne dépend pas de la structure cellulaire et est toujours négatif. La question naturelle
(cf. [BV], 7.8]) est alors :

Question 0.5. Quand est-ce-que 'on a

La torsion de Reidemeister et la torsion ¢2 sont toutes deux définies & partir des fonctions
spectrales, plus précisément on a

dim X d/’Lp ()\) dim X

T(Xn)ﬁ—eXP Z / A.A] , (X)) =exp Z/ log/\d,up)(/\)
(3)

Comme la fonction log diverge en 0 la convergence faible n’implique pas la convergence des

intégrales ci-dessus, et la majoration “[;’LA(:[/?ZD < (—loge)™!

n’est pas non plus suffisante. Une

condition suffisante, donnée dans [Liic94al, Theorem 3.4], est que “E’}A(:[/(i:}})) < €% pour un a > 0.

En pratique cette derniere n’a été vérifiée systématiquement que pour les revétements cycliques
(cf. par exemple [Liic02, Lemma 13.63]) et pour certaines suites de revétements abéliens (cf. la
proposition plus bas).

Une réponse positive a la question ne donne pas immédiatement de résultat sur la crois-
sance de l'ordre de la torsion de chacun des groupes Hp,(X,). En général il n’est méme pas
clair que 'on puisse quantifier le comportement de la suite log|Hp(Xy,)tors|- De plus les termes
additionnels dans 7(X,,) peuvent a priori étre eux aussi a croissance exponentielle. Dans le cas
abélien ces problémes sont en partie résolus dans les chapitres 1 et 2 de cette these (qui ont été
publiés dans larticle [Rail2b]) et il le sont complétement (modulo une conjecture de théorie des
nombres) dans l'article [Le] (qui donne aussi des résultats partiels plus précis que les notres).

Enfin, il est possible de poser la question dans un cadre analytique (cf. la question ci-
dessous) et de relier la croissance des invariants analytiques a celle des invariants topologiques.
Ces problémes sont étudiés dans [BV],|JABB™| pour les variétés localement symétriques com-
pactes, et le but des chapitres 3 a 6 ci-dessous est d’étudier le cas des 3—variétés hyperboliques
non-compactes.

Croissance de la torsion homologique dans les revétements abé-
liens

On présente ici les résultats des chapitres 1 et 2.
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Un bref historique

Le premier contexte ol la croissance de l'ordre de I’homologie de torsion a été étudiée est
celui des revétements cycliques des extérieurs de noeuds. Soit k& un noeud dans la sphére S3,
K un voisinage régulier de k et M = S? — K. C’est une variété de dimension 3 compacte dont
le bord est un tore. On sait que w1 (M) = H;(M) = 7Z et on a donc un revétement cyclique
infini M — M associé a la surjection m (M) — Hy (M) et des revétements finis M,, associés aux
applications m (M) — Hi(M) — Z/nZ, de sorte que 1'on est dans le cadre de la question
Le polynéme d’Alexander A(k) € Z[t*!] de K est un invariant classique que I’on sait calculer
a partir d’un diagramme pour k (cf. pour une définition). Par exemple, pour le noeud de
huit kg illustré ci-dessous on a A(kg) = —t +3 — ¢t~ 1.

FIGURE 1 — Le noeud de huit (source : Wikipédia)

Pour certains n on a alors une expression explicite pour 'ordre de Hy(Mp, )tors, la formule de
Fox : on sait que pour tout n on a by(M,) > b1(M) = 1, et si on a I'égalité (b1(M,,) = 1) alors
on a :

|H1(MN)tors|: H |A(k)(<)|

¢N=1
(cette formule a été énoncée par J. Fox, cf. [Web79] pour une preuve compléte). On sait que
A(k) # 0, et en utilisant un résultat d’approximation diophantienne de A. Gelfond (ou une
version plus forte diie & M. Baker) on peut alors montrer que 1'on a la limite

=3 logl A o m(A®E) = [ log|AK)(2)ld

C’"« 1 n—o0

(ot T! est le cercle unité de C muni de la mesure de Lebesgue de masse 1), voir par exemple le

lemme ou la proposition 2.8 de [SW02h].

Les premiers résultats de croissance exponentielle de la torsion homologique ont été établis
en utilisant ces considérations, comme on va maintenant le décrire. Soit d le produit des entiers
[ tels que le l-iéme polynome cyclotomique divise A(k). On sait alors que pour tout 7 on a

Hy(My) @ Q = Hy(My4q) ® Q
(cf. [SWO02b|, Proposition 2.2] ou [Gor72, Theorem 4.1(ii)]). On obtient alors que

lim
n—oo

1
( log ’Hl(Mn)torsD = m(A> ;
din—1 n
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en particulier, si m(A(k)) > 0 on obtient ainsi une suite de revétements finis M,, de M tels que
lim inf |H1 (M) tors|» > 0. Ce résultat a été originellement démontré par F. Gonzdlez-Acuna et
H. Short (cf. [GAS91]) et, indépendamment, par R. Riley (cf. [Ril90]). Il répond affirmative-
ment & une question de C. Gordon, qui avait démontré dans [Gor72] que si m(A(k)) = 0 on
a en fait Hy(M,) = Hi(My,+q). Vu que le noeud de huit est hyperbolique et que m(A(ks)) =
log (327\/5) > 0 ce résultat donne des exemples de 3—variétés hyperboliques de volume fini ayant
une torsion dans leur H; aussi grande que 'on veut.

Soit maintenant £ un entrelacs & m > 1 brins (i.e. une union disjointe de m noeuds) dans S3,
L un voisinage régulier et M = S3 — L. On a alors A := Hy(M) = Z™ et pour un sous-groupe
A’ d’indice fini dans A on note My, le revétement fini associé & w1 (M) — A — A/A’. On veut
étudier le comportement de log |Hi(Ma, )tors|/[A : Ay] dans des suites (A,,) exhaustives (i.e.
telles que pour tout v € A on ait v € A, dés que n est assez grand). La formule de Fox admet
une généralisation, die a J. Mayberry et K. Murasugi (cf. [MM82], ou [Por04] pour une preuve
plus courte), qui s’applique aux My tels que by (My/) = m. Cependant les nombres de Betti de
My, peuvent tendre vers l'infini, ce qui rend la démonstration ci-dessus inapplicable dans ce
cas. Deux autres obstructions apparaissent : la généralisation au cas de plusieurs variables de
Pestimée de Gelfond utilisée plus haut n’est pas connue, et le premier polynéme d’Alexander
peut étre nul.

En utilisant des méthodes issues des systemes dynamiques algébriques, D. Silver et S.
Williams on démontré dans [SW02a] que si le polynéme d’Alexander A(¢) est non nul alors
il existe une suite A,, telle que

5 ’ﬁfi(f\f\iﬁ)tors‘ n—oo’ m(AW0) (= /]Tm log|A(O])

De plus la limite supérieure du terme de gauche est toujours inférieure ou égale & m(A(¥)). Si
¢ =k est un noeud alors on a en fait

lim 10g|H1(Mn)tors| _

n—00 n

m(A(k))

(ce dernier résultat est aussi démontré dans [SW02b]). Ils conjecturent que dans le cas général,
si A;(¢) est le premier polyndéme non nul dans la suite des polynémes d’Alexander de ¢ alors on

a la limite log |H (My Jion
. og 1 Ay, Jtors
pour toute suite exhaustive A,,.
La mesure de Mahler m(A()) peut étre interprétée comme la torsion £2 du revétement acy-
clique M (cf. ci—dessous, [LZ06] ou [Liic94b]). Dans [BV] N. Bergeron et A. Venkatesh ont
utilisé ceci pour donner une nouvelle preuve du théoreme de Silver and Williams sur les noeuds :

la non-nullité du polynéme d’Alexander signifie que le premier nombre de Betti ¢2, bgz) (]\//.7 ), du
revétement cyclique infini M— M , est nul, et dans ce cas (comme on I’a mentionné plus haut)
il est connu que la suite T(Mn)% converge vers 7(2)(]\7 ) : lestimée diophantienne de Baker est
exactement ce dont on a besoin pour controler les petites valeurs propres (qui correspondent
aux valeurs d’un polynéme a coefficients entiers). Bergeron et Venkatesh montrent ensuite que

la croissance exponentielle de la torsion de Reidemeister ne peut venir que de Hy(M,,)tors (vOIr
[BV], Theorem 7.3] ou le corollaire [2.4] ci-dessous).

Résultats

Le principal résultat de la premiere partie de cette thése (Théoréme [2.19)) est une généra-
lisation des résultats de [BV] au cas de revétements abéliens libres de n’importe quel rang, et
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qui ne sont pas forcément £2-acycliques (i.e. les b;S,2) ne sont pas tous nuls). Un corollaire en est

I’approximation suivante a la conjecture de Silver et Williams.

Théoréme 0.6. On reprend la notation de (). Il existe une suite ezhaustive (A,,) telle que

. log‘Hl(MAn)tors| _ .
A A Ay i)

Une solution compléte a la conjecture de Silver et Williams (modulo la généralisation des
résultats d’approximation diophantienne nécéssaires) est donnée dans [Lel, qui démontre aussi in-
cositionnellement que la limite supérieure de log |Hy (X, )/[A : A,] est inférieure & m(A;(Hy(X))).

Dans le cas de revétements cycliques on obtient un résultat plus propre, le théoreme [2.5
qui généralise le théoreme 2.10 de [SW02b] et résoud complétement la question dans le cas

cyclique.

Théoréeme 0.7. Soit X un CW-complexe fini. On suppose que l'on a un morphisme non-
trivial m(X) — Z, soit X,,, X les revétements cycliques finis et infini associés. On a alors pour
p=0,...,dim X :

lim IOg‘Hp(Xn)torS‘ _

n—00 n

m(A;j(Hy(X)))
ol Aj(Hp()?)) est le premier polynome d’Alexander non nul de H,,()A().

On donne quelques exemples de variétés de dimension 3 auxquelles ce théoréme s’applique,
dans 'optique d’une réponse positive a la question dans la section

Plan de preuve

Dans le chapitre 1 on relie les invariants £2 (nombres de Betti et torsion) & des invariants
classiques (rang et polynémes d’Alexander). On réalise ensuite la premiére étape vers le théoréme
la preuve d’une version faible de 'approximation de la torsion ¢? énoncée dans la question
La preuve est basée sur le résultat (connu) dans le cas cyclique, a partir duquel on construit
des suites pour lesquelles la limite reste vraie.

Dans le chapitre 2 on commence par adapter les arguments de [BV], Section 7] a notre cadre
pour obtenir un résultat d’approximation pour le produit alterné Hgi:n(’)x | Hp (X7 )tors| dans le
cas ou X est (?-acyclique. A partir de ce moment on passe dans un cadre algébrique : on
peut définir des invariants £2 pour les modules en utilisant des résolutions finies, et le résultat
d’approximation établi pour les complexes acycliques a pour conséquence un résultat sur les Z[A]-
modules de torsion (le lemme . On veut alors établir le méme résultat pour des modules de
type fini généraux, ce qui se fait en considérant d’abord le cas sans torsion. On commence par
considérer le cas ot A = Z (donc Z(A) = Z[t*!]) : on montre alors que si M est un Z[t*!]-
module sans torsion alors la Z-torsion des modules M /(t"™ — 1)M est bornée indépendamment
de n. L’idée de la preuve est essentiellement contenue dans I’exemple suivant.

Exemple 0.8. Soit p un nombre premier et M le Z[t*!]-module (¢t — 1,p) C Z[t*!]. On voit
aisément que 'on a M/(t" —1)M = Z/p@® Z"~ ', en particulier sa torsion est toujours égale & p.

On en déduit la croissance exponentielle de ’homologie de torsion pour des complexes de
Z[t*']-modules en utilisant des manipulations algébriques élémentaires. Pour le cas m > 1,
comme pour démontrer ’approximation de la torsion 2 on se ramene au cas cyclique. Pour ce
faire on utilise les conséquences algébriques d’un théoreme de Bombieri et Zannier.
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Torsion analytique et homologie de torsion des variétés hyperbo-
liques de volume fini

On présente ici le contenu des chapitres 3 & 6 et de 'appendice A.

Invariants analytiques et topologiques et approximation pour les variétés com-
pactes

Soit M une variété riemannienne compacte ; il est bien connu que I'on peut relier les nombres
de Betti de M a l'analyse des espaces de formes différentielles sur M, via la cohomologie de de
Rham et les formes harmoniques. On peut aussi exprimer la torsion de Reidemeister par des
biais analytiques : la torsion analytique T'(M) est un invariant riemannien défini a partir du
spectre des laplaciens sur les formes différentielles (cf. [RST1]) et le théoréme de Cheeger-Miiller
[Che79], [Ml78] montre qu’elle est égale & une certaine torsion de Reidemeister. Par exemple,
si M est une 3—variété hyperbolique compacte et Hi (M) ® Q =0 on a

T(M) = vol M x |Hy(M)iors| "

Dans le cas ou H1(M) ® Q # 0 il 8’y rajoute un facteur lié aux 1-formes harmoniques sur M.

La définition de la torsion analytique est la méme que celle des torsions de Reidemeister en
utilisant la mesure spectrale des Laplaciens de Hodge a la place de celles des différentielles du
complexe cellulaire. Idéalement on voudrait poser

dim M + dim M

TN =exp | > p(-17 [ losdi! () | =exp | X w17 Sl ) 10X | (5)
p=0 p=0 jz1

ot 10! ([a, b]) est le nombre de valeurs propres dans [a, b] (comptées avec multiplicités) de AP[M],
(N = phy([0,A]) — 1y ([0,2)) et (A)),j > 1 sont les valeurs propres positives de AP[M].
L’intégrale dans I’exponentielle ne converge pas vu que AP[M] est un opérateur non borné;
pour donner néanmoins un sens a on définit une fonction zeta par (y(s) = ;51 (N) 7"
Celle-ci converge pour Re(s) assez grande et se prolonge en une fonction méromorphe qui est
holomorphe en s = 0, et on a alors formellement (,(0) = 3,4 log /\f . On pose ainsi

dim M

T(M)=exp| > p(=1)¢,(0)

p=0

Comme dans le cadre combinatoire, on déduit de maniere formelle de la convergence des mesures
spectrales et d’estimées sur les petites valeurs propres des résultats d’approximation pour les
invariants analytiques. Il est cependant plus pratique de travailler avec des noyaux de la chaleur.

Lorsqu’on se restreint & étudier des suites de variétés riemanniennes on gagne un degré de
liberté au sens ou on n’a plus besoin de considérer des revétements finis d’une variété fixée pour
donner un sens a la question Si on fixe un groupe de Lie simple non-compact et a centre fini
G, un sous-groupe compact maximal K alors S = G/K est un espace symétrique riemannien
et si I',, est une suite de sous-groupes cocompacts sans torsion alors les M,, = I';,\\S sont des
variétés riemaniennes compactes. On se pose alors la question suivante.

Question 0.9. Quel peut étre le comportement asymptotique des suites

bp(Mn> log ’Hp(Mn)tors’ o
vol M, ’ vol M, ’
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On peut ainsi reprouver le théoréeme de Liick pour les suites d’espaces localement sy-
métriques ; cette approche analytique permet méme de le généraliser & certaines suites I';, non
exhaustives, voir par exemple le théoreme [0.11

En revanche, pour ce qui est de la torsion on se heurte au probléme des petites valeurs propres.
Par exemple, si M est une 3-variété hyperbolique compacte alors toute suite exhaustive (M,,)
de revétements finis de M a un nombre arbitrairement grand de valeurs propres arbitrairement
petites sur les 1-formes, et la répartition de ces derniéres reste bien incomprise. On peut ce-
pendant démontrer des résultats d’approximation en considérant la torsion a coefficients dans
certains fibrés dits fortement acycliques, par exemple ({§]) . On discutera cette situation plus loin,
on refére aussi a [BV],|JABB™| et aux sections |4.1] et ci-dessous pour plus de précisions.

Utilisation des noyaux de la chaleur

L’opérateur de la chaleur sur les p-formes est défini formellement par e *2"Ml (est un

opérateur borné et dans le cas ou M est compacte il est méme compact et a trace, c’est-

a~dire qu’il existe une base hilbertienne qbg-’ des p-formes de carré intégrable sur M telle que
—i)? )P P

e_tAp[M}gb? =e ¢§ et > i>0€ By < +00, on note Tre tAPIM] — 2j>0€ A5, Un calcul formel

donne alors I’égalité

LT ey msarpn
M@—N$A £ Tre t

pour Re(s) assez grande, oli T' est la fonction d’Euler définie par T'(s) = [;"* e **~1dt. 1l vient
par prolongement analytique

dim M

d 1 pfee o dt
logT(M) = s Zo p(_l)pf(s)/o t*Tre tAP[M]7
p= s=0

Pour tout ty > 0 le coté droit est égal a

dim M
d 1 to dt +oo dt
BRIV B N L —tAP[M}) Tpe—tarim dt )
pz:;) p(=1) (ds (F(s)/o re t * re t

s=0 to

L’opérateur de la chaleur est un opérateur de convolution par un noyau symétrique, c’est-a-
dire qu’il existe une fonction, notée abusivement e t*A7[M] sur M x M & valeurs dans APTM &
APT*M (i.e. on a e A" Ml(z ) € Hom (APT; M, NPT M)) telle que pour toute p-forme f de
carré intégrable on ait

@) = [ e M) )y
M

On a alors

Tr e A7 IM] :/ tre A" M(z, 2)dx.
M

Une telle fonction existe aussi pour 'opérateur de la chaleur de M , et on définit sa trace par
rapport a l'action de I' = m (M) par

Trp o~ tAP[M] :/ trefmp[ﬁ[](x,a:)dx
D

ol D est un domaine fondamental pour l'action de I' sur M. La torsion analytique L? du
revétement M — M est alors définie comme suit :

dim M
d 1 to dt +oo o dt
loe T® (M) — _1)p (/ s —tAP[M]> Tpe o—tAPAI 4L
0og (M) pEO p(=1) (ds () Jo t>Trre 7 s—0+ a rre ;
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Dans le cas ot M = S est un espace symétrique riemannien la trace tr e tAPIS] (z,z) ne dé-
pend pas de z € S et il suit que Trp e *28] = vol M tr e *2"151(zg, ) pour tout zo € S et
log T (M) = t@ (M) vol M ot t® (M) ne dépend que de S. Dans le cas ou S = H? on a
2 (H3) < 0. Si M,, est une suite de 3-variétés hyperboliques compactes telle que inj M,, — oo
(on rappelle que pour x € M le rayon d’injectivité inj, (M) est le plus petit r > 0 tel que
Bys(z,r) soit homéomorphe & une boule ouverte et inj M = inf,cps inj, M) on montre (cf. [BV])
que pour tout tg > 0 on a

1 Ty e~ t0A?[Mn]

—toAp[HS]
vol M, (w0, o) (6)

=tre

pour n’importe quel zg € H? et que

1 d 1 to _iarin, At d 1 to _iApms dt
vol M, ds <F(3) /0 £ Ty e~ ]t)szo nooo ds (r(s) /0 Ty oy e ]t>s:0'
(7)
L’approximation pour les invariants L? analytiques est le probléme suivant ; on pose bz(?) (H3) =
—toAPE] (1) 2:0) pour n’importe quel zo € H3.

lims o tre

Question 0.10. Soit S un espace symétrique. Pour quelles suites M,, de quotients de volume
fini de S a t’on les limites

bp(Mn) b(?)

vol M,, n—oo P

log T'(M.)
vol M, nc

t2(8)?

On a vu que la premiére limite est vérifiée au moins par les suites exhaustives de variétés (i.e.
dont le rayon d’injectivité tend vers I'infini). Pour la seconde, d’apres @ il suffit de démontrer
que l'intégrale aux grands temps, qui tend vers 0 quand ty — oo, le fait uniformément en n.
Pour ceci on aurait besoin d’estimées uniformes sur les petites valeurs propres des laplaciens.
Voir [ABB™, Conjecture 10.4] pour un énoncé conjectural de conditions suffisantes.

Torsion a coefficients locaux

On peut généraliser les problémes ci-dessus en introduisant un fibré vectoriel réel £ — M
muni d’un produit euclidien ; les p-formes de carré intégrables sur M a coefficients dans E sont
munies d’un laplacien et d’un noyau de la chaleur que 1’on notera encore AP[M], e tAPIM] of on
peut définir la torsion analytique comme ci-dessus. Le théoreme de Cheeger-Miiller s’étend a ce
cadre, cf. [Miil93],[BZ92]. L’intérét de cette généralisation est que dans certains cas les laplaciens
ont un spectre uniformémement minoré, ce qui permet de déduire de I’approximation pour
la torsion analytique. On appelle de tels fibrés des fibrés fortement acycliques, pour des variétés
hyperboliques il en existe toujours (cf. [BV] Section 4] ou la proposition plus bas). Par
exemple, si E est le fibré plat induit par la représentation de SLy(C) sur V = Sym™ C? ®
Sym™? T’ il est fortement acyclique si ny # ngy et si on note T'(M;V) la torsion analytique a
coefficients dans E et t) (V) = log T®) (M;V)/vol M on a t (V) < 0 et

n—00 vol

(V) (8)

n

pour toute suite M,, de 3—variétés hyperboliques compactes telle que inj M,, — oo. Siles M, sont
des variétés arithmétiques on peut définir une homologie entiere H,(M,; V7). La forte acyclicité
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implique en particulier, via la théorie de de Rham-Hodge, que 'on a H*(M; E') = 0 et les groupes
H,(M,;Vz) sont donc finis. Le théoréme de Cheeger-Miiller implique alors que l'on a
[ Ho(Mp; Vz)| |[Ha(Mn; Vz)|
T(My; V) =
(M V) H (M, V)|

d’ou il suit que

.. Jdog|Hy(M,;Vz)|
| f
I vol M,

—t@ (V) > 0.

Pour des suites de congruence on sait que log |Hy,(Mpy; Vz)| = o(vol M,,) pour p # 1 et il suit que
l'on a lim W = —t)(V) (cf. [ABBT], Theorem 10.9] et Théoréme .

vol My,

Convergence d’espaces localement symétriques

Dans le but d’étudier les probleémes [0.9] et [0.10] pour des suites non exhaustives une no-
tion assez souple de convergence pour les espaces localement symétriques a été introduite dans
[ABB™], la “convergence de Benjamini-Schramm” (voir aussi 'appendice A). L’exemple le plus
simple d’une telle convergence, qui illustre bien le contenu géométrique de la notion, est la géné-
ralisation suivante d’une suite exhaustive : pour une variété riemannienne N et x € N on note
inj, (V) le rayon d’injectivité en z, et on dit que M,, converge au sens de Benjamini-Schramm
vers S si pour tout R > 0 on a

vol{x € M,,inj,(M,) < R}
vol M, n—00

\

Cette approche permet de prouver des résultats assez frappants. Par exemple le théoréme suivant
est le résultat principal de [ABB™11].

Théoréeme 0.11. Soit G un groupe de Lie simple, K un sous-groupes compact maximal, S =
G/K etT,, une suite de réseaux sans torsion de G. Soient M, = T',)\S : on suppose de plus que
le rayon d’injectivité des M, est uniformément minoré. On a alors pour tout p =0,...,dim S

lim M =0.

n—oo vol M,

Dans [ABBT] les auteurs obtiennent aussi des résultats sur ’approximation pour la torsion
analytique (& coefficients dans un fibré fortement acyclique), comme mentionné plus haut. Ce-
pendant on sait qu'il existe des suites M,, qui BS-convergent vers H? mais telles que log T'(M,,) =
o(vol M,,) (J. Brock et N. Dunfield [BD|] ont en effet construit des suites BS-convergentes M,
telles que Hy(M,,) = 0 pour tout n)

Variétés a cusps

Les questions et la notion de convergence de Benjamini-Schramm font sens pour des
variétés de volume fini non-compactes. Pour démontrer des résultats on utilise ici une hypothese
supplémentaire sur les suites de variétés que 1’on considere : on veut que leurs cusps ne dégénerent
pas (dans l'espace des tores euclidiens unimodulaires), on dit qu'une suite est cusp-uniforme
si elle vérifie cette condition (cf. la section . Le premier but de la seconde partie est
d’étudier le généralisation des résultats d’approximation (@, au cas de variétés hyperboliques
de volume fini (et pour des suites BS-convergentes et cusp-uniformes). Le second est d’énoncer
et de démontrer une version du théoreme de Cheeger-Miiller dans ce cadre et d’en déduire
des résultats de croissance exponentielle de I’homologie de torsion. On refere a [MP12],[Pfal2],
[MP11] pour des travaux sur des thémes proches.
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Trace régularisée

Soit M une 3—variété hyperbolique de volume fini, non-compacte. Les opérateurs de la chaleur
e tAPIM] pe sont pas A trace (ils ne sont méme pas compacts) et pour utiliser ’approche ci-dessus
a la question il faut donc trouver un moyen de donner malgré tout un sens a leur trace. Pour
ce faire on utilise la formule des traces de A. Selberg. La variété M est composée d'une partie
compacte M! qui est une variété ayant h composantes de bord toutes homéomorphe au tore T?
et de “bouts” Fj, ..., B, homéomorphes a T? x [1,+00), recollés sur les composantes de bord.
On peut réaliser cette décomposition de maniere géométrique, ce qui donne une paramétrisation
des bouts par T? x [1,+00). On note alors MY = M' U U;‘Zl E}/ ol EJY est I'image dans K
de T? x [1,Y]. Les noyaux de la chaleur sont intégrables sur les variétés compactes MY et la
formule de pré-trace de Selberg donne une asymptotique pour l'intégrale de leur trace sous la
forme suivante :

/Ytre*tA”[M}(x,x)da: = AlogY + B+ o(1). (9)
M

On définit alors la trace régularisée Trgr de 'opérateur de la chaleur par Trg e tAM] — B La
décomposition de M en M et E; n’est pas canonique et la trace régularisée dépend des choix
faits, c’est pourquoi I’on est réduit a ne I’étudier que dans des suites de revétements d’une variété
fixée (on fait les choix pour cette derniere et cela les détermine dans tous ses revétements).

Il y a en fait deux formes pour la formule de pré-trace : I'une exprime B en fonction de la
géométrie de M (cf. la proposition plus bas) et 'autre en fonction du spectre de AP[M] (le
résultat que l'on appelle usuellement formule des traces est ’égalité des deux cotés). Le coté
géométrique permet d’étudier le comportement des traces dans des suites de variétés et on peut
ainsi établir le résultat suivant (Théoreme [4.6)).

Théoréme 0.12. Soit M une 3-variété hyperbolique de volume fini et M, une suite cusp-
uniforme de revétements de M qui BS-converge vers H3. Alors pour tout t > 0 on a

Trp e tAP [My]

—tAP[H]
vol M., e tre (o, x0)-

Torsions analytiques

La torsion analytique régularisée d’une variété de volume fini non-compacte se définit par la
méme formule que dans le cas compact :

3
d (1 [t dt +o0 dt
Tr(M) = —1 p( Tr etA‘”[M}tS) + Trre tAYIMIZ
R(M) };p( )ds I'(s) Jo R t)eo Juo R t

Il faut bien str vérifier que les intégrales convergent pour Re(s) assez grande et qu’elles se
prolongent analytiquement : on refere a [Par09],[MP12] et a la section ci-dessous pour les
détails. Dans une suite de revétements on étudie le terme aux petits temps en utilisant le coté
géométrique de la formule des traces et on n’a aucun mal a démontrer qu’il approxime bien
le terme L? correspondant. Le terme aux grands temps se traite en utilisant le coté spectral,
mais les termes additionnels venant du spectre continu viennent compliquer son évaluation par
rapport au cas compact. On obtient donc finalement un résultat conditionnel (Théoréme :
pour une suite comme dans le théoréme [0.12] et un fibré fortement acyclique provenant d’une
représentation de dimension finie V' de SLy(C), sous une condition supplémentaire de nature
analytique on a bien

lim TR(Mn; V)m — t(2)(V)

n—oo
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Sous les mémes hypotheses on montre une égalité asymptotique entre la torsion régularisée
des M, et la torsion analytique absolue ou relative* d'une suite de variétés tronquées MY"
(Théoreme . La preuve de ce dernier résultat est semblable a celle de 'approximation pour
les torsions analytiques : pour les petits temps on estime les intégrales des noyaux de la chaleur
sur les variétés tronquées, en utilisant notamment un résultat de W. Liick et T. Schick [LS99].
Pour les grands temps on a besoin d’estimer le trou spectral pour les laplaciens absolus ou relatifs
sur les variétés tronquées, ce qui se fait a 'aide de résultats de F. Calegari and A. Venkatesh
[CVI0, Chapter 6].

Variétés de congruence

Soit F' un corps quadratique imaginaire (par exemple F' = Q(¢)) et Op son anneau des
entiers (dans l'exemple donné, Op = Zl[i]). I' = SLa(OF) est alors un réseau arithmétique de
SL2(C) non cocompact, qui contient de la torsion. Les sous-groupes de congruence principaux
sont définis par

Q)= {(CCL Z) € SLy(OF), b,c€ 3, a,d € 1 —{—3}

pour J un idéal non nul de O, et un sous-groupe de congruence est un sous-groupe de I' qui
contient 'un des I'(J).

Pour les variétés de congruence l'image assez floue que I'on a des résultats d’approximation
et de la croissance de I’homologie de torsion devient plus claire. Par exemple on a la conjecture
suivante (une légere généralisation de [BV], Conjecture 1.3]) :

Conjecture 0.13. Soit I un groupe arithmétique dans SLo(C) et Ty, une suite de sous-groupes
de congruence de I' deux o deux distincts. Soit Vz un I'-module arithmétique, on a la limite :

. log ’HI(Fn' VZ)tors| (2
| ’ = -2
no  vol D, \HB =)

et ausst
i log ’H2 (Fm VZ)tors| .
im =

_+2)
n=00 vol T, \H3 £2v)

Cette conjecture semble hors de portée dans le cas ou Vz®C n’est pas fortement acyclique, en
particulier dans le cas de coefficients triviaux. Dans le cas de coeflicients fortemement acycliques
elle a été démontrée pour des groupes cocompacts dans |[ABB™| (voir aussi le théoréme
ci-dessous), mais pour des groupes non-cocompacts nous ne parvenons pas ici a une solution
complete (cette derniére semble cependant accessible par les méthodes utilisées). En plus de
ces résultats partiels la conjecture est supportée par des expérimentations numériques de M.H.
Sengun [Jenll], et par des considérations arithmétiques (cf. [CV10],[BV] Section 6]).

Pour la premiere étape (I'approximation pour les torsions analytiques) il faut vérifier les
conditions du théoreme La BS-convergence est vraie pour toutes les suites de variétés de
congruence (cf. Théoreme et [ABBT, Theorem 1.11]). On vérifie la cusp-uniformité pour

x. Ces derniéres sont définies comme la torsion analytique des variétés compactes mais en utilisant I’extension
du laplacien avec des conditions—absolues ou relatives—au bord, cf. @ plus bas.
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certaines suites explicites de sous-groupes de congruence de SLo(Op), définies par

To(3) = {(CC” Z) € SLy(Op), ¢ € 3} ,

T(3) = {(Z Z) € SLy(Op), c €3, a,d € 1+3}.

On a alors le résultat suivant (cf. Théoreme [5.11]).

Théoréme 0.14. Soit J,, une suite d’idéaux de O deux a deux distincts et T',, = T'(3,),T1(3y)
ouTo(J3,)NT(3) T, M, =T,\H?. On a

n—00 vol M,

=t (w).

On établit aussi pour ces mémes suites explicites un “théoréeme de Cheeger-Miiller asymp-
totique”. Contrairement a ce qui se passe pour des variétés compactes, méme si V est une
représentation fortement acyclique de SLy(C) on peut avoir Hy(M; V) # 0 pour M une variété
de volume fini, ce qui vient du fait que toute la cohomologie n’est pas représentée par des formes
de carré intégrable. Pour énoncer une égalité de la torsion analytique avec une torsion de Reide-
meister il faut donc d’abord définir cette derniére. Une telle définition est donnée par Calegari
et Venkatesh? : on pose

‘Hl(M; VZ)tors’ R2
Rl ’H2(M§ VZ)tors|

T(M;Vz) = (10)
oit RP est le covolume du réseau H'(M;Vz)ine C HY(M;V) pour une métrique euclidienne
définie d’une maniére réminescente du procédé de régularisation (cf. |[CV10, Section 6.2] et
(6.5)) , plus bas). Une maniére naturelle pour tenter de prouver que Tr(M; V') = 7(M; Vz) est
donc d’appliquer le théoréme de Cheeger-Miiller a bord [BM11], [Liic02] aux variétés tronquées

et de comparer les deux coté de I’égalité T,ps = Tabs avec leurs analogues régularisés. On obtient
ainsi le résultat suivant (Théoreme [6.4]).

Théoréme 0.15. Soient Ty, V' comme dans l’énoncé du théoréme[0.14, on a

log TR(MM V) — log T(Mn; VZ)
vol M, n—00

0.

On ne parvient cependant pas a établir la véracité de la conjecture[0.13|dans ces cas. On arrive
& montrer que les termes |H'(M,; V7 )ors| et R? dans ont une croissance sous-exponentielle,
mais pas & majorer la croissance de R! (ce dernier probléme est lié aux propriétés arithmétiques
des fonctions L de Hecke). On n’obtient ainsi qu'une borne supérieure (Théoreme [6.10)).

Théoréme 0.16. Soient I',, comme dans l’énoncé du théoréme et Vg = 0% ; on a

2 .
lim sup 10g |H (Mna VZ)tors| S .
n—o0 VOl Mn

t2 (V).

1. Les groupes I'g(J) contiennent de la torsion et on I’élimine en les intersectant avec un sous-groupe de
congruence sans torsion.

1. Leur définition incorpore en fait des termes additionnels, mais comme nous ne nous intéressons ici qu’au
comportement asymptotique et que ces derniers sont de logarithme négligeable devant le volume on ne les a pas
retenus.
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En utilisant une astuce géométrique on parvient néanmoins a démontrer le résultat suivant

(Théoreme [6.19)).

Théoréme 0.17. Soit I',, comme dans I’énoncé du théoréme[0.14), n1 # ng deux entiers positifs
ou nuls et Vz = Sym™ (0%) ® Sym"? (@;) Il existe une suite I}, de sous-groupes d’indice 2 dans

I'y, tels que l'on a
.. dog |Hy(M]; V) tors| 1
lim inf n > ——t@ ).
oo vol M/, 2t V)

Multiplicités limites

Soit M une variété hyperbolique de volume fini. [’expression spectrale pour la torsion régu-
larisée a la forme .
Trge "M = 3™ mf (AD)e ™™ + S(M)
j=>0

ou A? ,7 > 0 sont les valeurs propres de AP[M] dans les p-formes de carré intégrable et S(M)
est composé de termes liés au spectre continu du Laplacien (et dépend des choix faits lors de la
définition de la trace régularisée). Une question intéressante est de déterminer le comportement
asymptotique des m?wn (A? ) dans une suite BS-convergente de variétés, ce qui d’apres le théoréme
[0] revient & étudier celui de S. Pour les suites de congruence introduites plus haut on montre
que S(M,) = o(vol M,,), ce qui résulte dans le théoréeme suivant (Corollaire [5.10)).

Théoréme 0.18. Soit I';, comme dans l’énoncé du théoréme|0.14 Pour tout A € [0,+00) on a

Ce résultat est bien connu dans de nombreux autres cadres, dont une liste (non exhaustive)
suit. Savin prouve dans [Sav89] la convergence des multiplicités de représentations (qui implique
le corollaire via la formule de Matsushima) pour toute suite de sous-groupes de congruence
principaux dans un Q-groupe simple fixé. Dans le cas cocompact la limite est due a de George
et Wallach [dGWT8] et on a en fait des bornes sous-linéaires explicites dues a Sarnak et Xue
[SX91] pour les sous-groupes de congruence principaux des groupes arithmétiques cocompacts.
Ces bornes ont été généralisées aux sous-groupes de congruence non principaux et a un groupe
G quelconque dans [ABB™] (mais on perd sur le coté explicite). Enfin, le résultat de multipli-
cités limites est établi sous une forme plus forte dans [FLM12] pour les suites de sous-groupes
principaux de GL,(F') ou F est un corps de nombres.
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0.1 Homologie cellulaire

0.1.1 Anneaux de groupes et modules

Si E est un ensemble et A un anneau on note A[E] le A-module libre dont une base est
indexée par E. Si E est un groupe cet ensemble a de plus une structure de A-algebre dont la
multiplication est donnée par (a.g) x (b.h) = (ab).gh.

Soit I" un groupe dénombrable. Sin,n’ > 1 et A est une matrice nxn’ & coefficients dans A[I']
on la considére comme un morphisme de T-modules de A[[']* dans A[T]" en faisant opérer A[T]
sur lui-méme par multiplication a droite. On notera enfin ¢2(I") le sous-espace de C'' composé
des séries formelles de carré sommable :

() = {Z a7y, ay € C, Z la, | < +oo} .

vyel yel
Un Z[I']-complexe fini est une suite

d dn d d
05 A, ™ Ay — .. A 4020

ou chaque A, est un Z[I'J-module et les d,, sont I'-équivariantes et vérifient d,_; o d, = 0. On
notera A,, d, un tel complexe et H,(A) son homologie, définie par Hy,(A) = ker(dp)/im(dp—1).

0.1.2 Complexes cellulaires pour les revétements finis et coefficients locaux

Une bonne référence pour le contenu de cette section est [Hat02, Chapter 2, Chapter 3.H].
Soit X un CW-complexe fini, i.e. X = UZ:l XP? ott XY est un ensemble fini de points et pour
p=1,...,dona

Tp
XP = X"y, <|_| ef>
=1
ot les €}’ sont homéomorphes & la boule fermée de dimension p et ¢ est une application continue de
LI;?, O€l vers XP~1. Le complexe cellulaire de X est le Z-module gradué C.(X) = @ZZO Cp(X)
ott C(X) est le Z-module libre sur les e}'. On peut définir des différentielles d,, : Cp, — Cp_1 qui
vérifient d,_1d, = 0 et ’homologie H,(X) est alors I'homologie du complexe C\(X), d, ; elle ne
dépend que du type d’homotopie de X. Ces définitions s’étendent sans probléme & des complexes
cellulaires infinis.
Soit X le revétement universel de X et I' 2 71(X) le groupe de Galois de X — X. Alors
X a une structure cellulaire -invariante qui reléve celle de X ; on fixe des relevés arbitraires
el des p-cellules de X & X , le complexe cellulaire de X muni de cette structure cellulaire est
alors un Z[[']-complexe et C,(X) est un Z[[']-module libre dont une base est formée par les ev.
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Soit ¢ : I' — A un morphisme surjectif et X = ker qb\)? qui est donc un revétement Galoisien de
X de groupe de Galois A. La structure cellulaire I'-invariante sur X descend en une structure
A-invariante sur X et il suit que pour tout p, Cp(X) est un Z[A]-module libre dont une base est
donnée par les €] ou €] est I'image de €] dans X. Le complexe C’*()A( ) est un Z[A]-complexe et
chaque Hp()A( ) est donc naturellement un Z[A]-module.

Un systéme local sur X est pour nous la donnée d’un Z-module V7 (qui dans la suite sera
toujours libre de type fini) et d’une représentation o : I' = 71 (X) — SL(V7), autrement dit d’un
Z[T'J-module. On définit alors le complexe Cy(X;V7z) des chaines sur X a coefficients dans V7
par : B

CP(X; V) = CP(X) ®Z[F] VZ (11)
ou l'on rappelle que 'on considére Cp()~( ) comme un I-module & droite, 'action étant donnée
par :

(vel) 7' = (r)e
On note H.(X;V) I'homologie du complexe C.(X;V). Le fait suivant sera utile pour calculer
I’homologie des revétements finis.

Lemme 0.19. Soit X un compleze cellulaire, T' C T = m(X) et Y = I'\X. Alors pour tout
Z[T')-module V' on a un isomorphisme de complexes I'-équivariant

C.(Y;V) = (Cu(X) @ V) @gyp) Z[T/T'].
En particulier on a H.(Y) = H.(X;Z['/T]).

Démonstration. 11 suffit de vérifier que 'application

CoX) @z Voz@u— (z@v)®1 € (Ci(X)® V) Z[T/T']

est bien définie et est un isomorphisme. Ceci suit immédiatement de la définition du produit
tensoriel. O

0.1.3 Dualités
Cohomologie

On reprend les notations de la section précédente. On pose CP(X; V) = Homgyp (C’p()? ), V),
par dualité on peut définir des applications dP : CP(X;V) — CPY(X;V), ce qui définit un
complexe dont on note H*(X; V') ’homologie.

Forme de Kronecker

On note V* le dual Hom(V,Z), Z,(X;V) = ker(d,) et ZP(X;V*) = ker(d’). On a une
forme bilinéaire naturelle sur Z,(X; V) x ZP(X; V*) dont on vérifie qu’elle descend en une forme
bilinéaire non dégénérée

('7 -)X : HI(X; V)libre X Hl(X; V*)libre — 2.

Si Y est un sous-CW-complexe de X et ¢ son inclusion dans X on a la propriété de naturalité
suivante :

Vn € Hy(Y;V*),we HI(X; V) (in,w)x = (1,i"w)y. (12)

Si V' est muni d’une forme bilinéaire non-dégénérée et I'-invariante on obtient une forme de
Kronecker sur Hy(X; V )iibre X HP(X; V )libre qui possede les mémes propriétés.
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Dualité de Poincaré

On suppose maintenant que X est une variété compacte de dimension n ayant un bord 0.X.
On fixe une structure cellulaire sur X telle que X soit un sous-CW-complexe et on définit
Ci(X,0X;V) = Cu(X;V)/C(OX; V).

La dualité de Poincaré est un isomorphisme (de Z-modules gradués) H,(X;V) = H"*(X,0X;V)
(on a aussi une dualité H,(X,0X;V) = H" *(X;V)).

D’autre part on a la suite exacte longue d’homologie :

o= Hy 1 (X,0X,V) = Hy(0X; V) = Hy(X; V) = Hy(X,0X;V) = Hpp 1 (0X; V) — ...
Proposition 0.20. Le diagramme :

. ——  H,(0M;V) —— Hy(M;V) —— H,(M,0M;V) —— ...

| | l

. —— H"1P(OM;V*) —— H" P(M,OM;V*) —— H" P(M;V*) +—n ...
commute, ot les fleches verticales représentent la dualité de Poincaré.

La dualité de Poincaré et la proposition sont établies dans [Bre97, Theorem V.9.3].

0.2 Fibrés plats sur les espaces localement symétriques

Si Vz est un Z[I'l-module et on pose V = V7 ® R on obtient une homologie réelle H,(X;V)
et I'image de H,(M; V7z)iibre dans H,(X; V') est un réseau. D’autre part on peut définir un fibré
sur X dont l'espace total est I'\(V ® X ); on va s’intéresser ci-dessous a ces fibrés dans le cas ou
X est une variété riemanienne localement symétrique.

0.2.1 Espaces symétriques et localement symétriques

Soit G un groupe de Lie réel simple non compact. Les sous-groupes compacts maximaux de
G sont tous conjugués, on en choisit un que 'on note K. Si € C g est 'algebre de Lie de K alors
la forme de Killing B de g est définie négative sur £ et en notant p I'orthogonal de € pour B on a
donc g = E@p et p est stable sous l'action adjointe de K sur g. Le sous-espace p s’identifie donc a
I'espace tangent en K a la variété G/K. La forme de Killing est définie positive et K-invariante
sur p et ceci munit donc S = G/K d’une métrique riemannienne G-invariante. On peut de plus
montrer que 'application exponentielle induit un difféomorphisme de p sur S'; ce dernier est
donc une variété riemanienne simplement connexe (en fait difféomorphe & un R?) dont on peut
montrer qu’elle est & courbure sectionnelle négative.

Le groupe d’isométries directes de S est égal a I'image de GG et agit donc transitivement. Si
I" est un sous-groupe discret de G alors l'action de I sur S est discontinue (i.e. pour tout z € S
il existe un voisinage U de S tel que vU N U est non-vide seulement pour un nombre fini de
v €T, et si de plus I' est sans torsion alors il n’a pas de point fixe et il suit que pour tout x € S
il existe un voisinage U 3 z tel que Vy € T' — {1g}, 7U NU = 0. Le quotient I'\S est alors
une variété riemannienne localement isométrique a S. On dit qu’'un sous-groupe discret I' C G
est un réseau si le quotient I'\G admet une mesure G-invariante finie, de maniere équivalente si
I'\S est de volume riemannien fini.
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0.2.2 Fibrés plats

On fixe G, K comme ci-dessus et un sous-groupe discret sans torsion I' C G. Les fibrés
vectoriels réels plats sur M = I'\\S sont tous obtenus comme suit : soit o une représentation de
I" sur un R-espace vectoriel de dimension finie W ; on a un fibré vectoriel F,, sur M dont I’espace
est le quotient I'\(S x W). Pour v € T et une p-forme f sur S a coefficients dans W (i.e. f est
une section lisse du fibré trivial APT*H? ® W) on note v*f = o(y) "' o f o APTy (ou T'g désigne
'action de g € G sur TH?). Alors les p-formes sur M & coefficients dans F,, correspondent aux
sections I'-équivariantes de APT'S — W, i.e. aux f € QP(S; W) qui vérifient v*f = f pour tout
vel.

On s’intéresse ici aux fibrés plats tels que la représentation de monodromie o soit la restriction
a I" d’une représentation p de G sur un espace vectoriel réel V. La représentation o = p|pr n’est
jamais orthogonale mais le fibré F, a une autre description qui permet de le munir d’un produit
euclidien. A un facteur pres il existe un unique produit scalaire sur V pour lequel K agisse par
isométries et p par des endomorphismes auto-adjoints. D’autre part, le groupe K agit a droite
sur I\G x V par (g,v).k = (gk, p(k~")v) et le quotient (I'\G x V)/K est 'espace d'un fibré
vectoriel de fibre V' sur M que 'on notera E,. Comme K préserve le produit euclidien sur V' le
fibré E, est muni d’une métrique eucidienne, que I’on désignera dans la suite par |.|. Les sections
de carré intégrable de E, correspondent alors au sous-espace

{f:T\G =V, |f| € L*(T\G), Vg € G,k € K, f(gk) = p(k™")f(9)},

et plus généralement les p-formes sur M a coefficients dans E, correspondent a
K
LXOP(M; B,) = (LX(T\G) ® V @ APp*) " = Homy(APp, L*(T\G) © V),

On a un isomorphisme naturel de E, vers F, induit par I'application G x V' — G x V, (g,v) —
(g, p(g).v). Dans la suite on notera L?>QP(M; V) l'espace des p-formes de carré intégrable sur M
a coeficients dans FE,,.

0.2.3 Laplaciens

On garde la notation de la sous-section précédente. Les Laplaciens de Hodge AP[M] sont
des opérateurs non-bornés des espaces L2QP(M; V) qui sont essentiellement auto-adjoints. dont
on donne maintenant une breve description. La différentielle extérieure sur QP (M; V') est définie
localement par d(f ® v) = df ® v pour v € V et f € QP(M). Elle définit un opérateur non borné
de L2QP(M; V) vers L2QPL(M;V); on note d,, son adjoint formel, et on définit les laplaciens
par AP[M] = djd,~+d,—1d,,_;. 1l est bien connu (cf. [Che73]) que ces derniers sont des opérateurs
essentiellement autoadjoints.

Les définitions ci-dessus sont valables pour toute variété Riemannienne, dans le cas des
espaces localement symétriques on a une description alternative de ces opérateurs en termes de
représentations unitaires que ’on va exposer succintement en suivant [BWQQ, Chapter II] (voir
aussi [BCO5, Chapitre 1]). L’élément de Casimir C' de G est un élément du centre de l'algebre
enveloppante de g. Il agit donc sur un sous-espace dense H* dans la représentation

Homg (APp, L*(G) @ V)
de G (ou l'action sur APp est triviale). Les sous-espaces

L2QP(M;V) = Homg (APp, L*(G) @ V).
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sont contenus dans H™ et stables sous I'action de C. Si f ® v = w € L2QP(M;V) on a alors
Vu € APp, AP[Mw(u) = (=C f(u)) @ v(u) + f(u) @ (C- v(u))

(ce résultat est connu sous le nom de Lemme de Kuga). Le Casimir agit par un scalaire Ay
dans la représentation irréductible V de G, et si H, C L?(I'\G) est une représentation unitaire
irréductible de G le Casimir y est représenté par un scalaire A;. Si w € Homg (APp, Hr @ V') C
L?QP(M;V) on a donc AP[M]w = (A\y — Ar)w. En particulier la décomposition de L(T'\G) en
représentations irréductibles donne la décomposition de L2QP(M; V) en espaces propres pour le
Laplacien : soit A € [0,400) et G(A) Pensemble des représentations irréductibles 7 de G pour
lesquelles on a 7(C') = A. Le sous-espace des p-formes propres du Laplacien pour la valeur propre
—\ est égal a
@ Hom (APp, Hy @ V)™Lm
TeG(A-Ay)

ott m(T,7) est la multiplicité de 7 dans L?(I'\G), i.e. le plus grand entier m tel que 1’on ait un
plongement G-équivariant (H,)™ — L*(T\G).

En général, si M est non-compacte les espaces L2QP(M; V') ne sont pas décomposés en somme
directe de sous-espaces propres pour les Laplaciens (de maniére équivalent L?(T'\G) n’est pas une
somme directe de représentations irréductibles) et on doit utiliser des “paquets spectraux” pour
le décrire completement. Dans tous les cas ou une telle situation a lieu on décrira explicitement
la décomposition.

0.2.4 SLy(C)
Représentations unitaires

Pour G = SLy(C) on a une classification compléte des représentations unitaires irréductibles.
On définit les sous-groupes suivants de G :

Poo:{<g aﬁ),aecﬁbec}, Noo:{@ Ii),be@},
6
Aoo:{<g a01>,a€Ri}, Moo:{<60 60i9>,06[0,2ﬂ']}-

Pour a € A on note |a| la valeur absolue du terme en haut a gauche. Si o est un caractere de
M et v € C on définit la représentation induite 75, de G comme agissant par g.f(z) = f(zg)
sur le complété du sous-espace

H,, = {f € C¥(G), f(mang) = o(m)|a|***V f(g)

pour le produit préhilbertien
(.= [ sk

(cf. [KnaOll, Chapter VII.1]). La représentation 7, , est unitaire exactement quand v € (iR) ou
quand o est trivial et v € [0, 2]. Elle est irréductible si v # 0,2, et toute représentation unitaire
irréductible non triviale de G est isomorphe a l'une des 7, ,. Les seuls isomorphismes entre
ces derniéres sont donnés par m,, = 7z _,. Pour une discussion complete de ces résultats on
peut consulter [KnaOll Chapter XVI.1]. On notera G lensemble des représentations unitaires
irréductibles de G, qui est donc en bijection avec (Z x RU[0,2])/ ~ ou (k,v) ~ (—k, —v) pour
veiR, t ~2—tpourte|0,2] et (0,1) ~ 1. Ceci le munit d’'une topologie (qui est en fait la
topologie de Fell, cf. [BCO5, Chapitre 2.2]).
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Formule de Plancherel et mesures spectrales

La formule de Plancherel pour les groupes semi-simples, diie & Harish-Chandra, donne une
décomposition explicite de L?(G) en représentations irréductibles pour 'action & droite ou &
gauche de G. On se contente ici de I’énoncé suivant, pour lequel on réfere a [Ped97, (0.11)] et
[KnaO1l Theorem 11.2]. On définit la transformée de Fourier d’une fonction f € C°(G) par

m) = [ Io)n(g)dg € BUL).

Théoréme 0.21. Pour toute f € C°(G) on Uopérateur f(m) est a trace. Il existe une me-
sure Borélienne v sur G, supportée sur les représentations de la série principale et absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue, telle que

/ Tr(n / Tr(f(7) o 7(h))dv ().

L’application f — ]? se prolonge en un isomorphisme G x G-équivariant d’espaces de Hilbert

29)%/55(11

ot G x G agit sur B(Hy) par (g, h).¢p = m(g) o pom(h)~! et sur L?>(G) par la représentation
biréguliere ((g,h).f)(x) = f(g~'xh).

Il suit que 'on a un isomorphisme G-équivariant a gauche
(L*(G) @ APp* @ VI = /A Hom g (Hy, \p @ V*) @ Hy du(r).
G

La valeur propre du Casimir de G dans P'espace H, ,, est égale & v? — (1 — |l|/ 2) La mesure
spectrale sur les p-formes a coefficients dans V' est alors la mesure borélienne 4, sur [0, +00)
définie par

/ dimc Homg (APp, Hy @ V)dv(7r). (13)
7oy (=2 +(1-1]/2)24 Ay )€A

Noyaux automorphes

On note H? la variété riemannienne G'/K. Les laplaciens sur H? sont eux aussi des opéra-
teurs essentiellement auto-adjoints et pour ¢ € C*°([0,+00)) on peut donc définir un opérateur
#(AP[H3)) sur L2QP(H3; V). Pour ¢ € S(R) c’est un opérateur a noyau, c’est-a-dire qu'il existe

kyp € C(H3 x H3; (NPTH? @ V) @ (NTH? @ V)*),

tel que ¢(A) soit Popérateur de convolution avec ke p, i.e. kg p(7,y) € Hom(APT,H3@V, APT,H3®
V) et pour une p-forme f € L?QP(H3; V) on a

H(AP[HP]) f / ko p(x,y)f(x)dx.
La formule de Plancherel implique que pour zg € H? on a
+0o0
tr kg (xo, x0) = ; d(N)dpl (). (14)

Pour une large classe de fonctions ¢ les noyaux kg ), sont a décroissance rapide. On retiendra le
résultat suivant.
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Théoréme 0.22. I existe un sous-espace dense (dans la métrigue C*°) A(R) C S(R) tel que
pour toute ¢ € R on ait kg p(x,y) < e~ AU=Y) pour tout A > 0.

On verra plus loin par d’autres biais (cf. section que la conclusion est vérifiée par
u — e ™. Pour une preuve on refére & [ABBT, Lemma 7.2] (o il en fait est montré que les
transformées de Fourier de noyaux & support compact contiennent un sous-espace dense). Les
noyaux kg, sont équivariants sous I’action diagonale de G sur H? x H3, ce qui veut dire que
pour tout g € G, z,y € H3 on a

kop(,y) = (APTeg ™ @ plg) ") 0 kg p(gz, gy) o (N'Trg © p(g)). (15)

Pour g € G on pose g*kgp(x,y) = (NPTog @p(g) 1 )okep(2,y) € Hom(APT,HP*QV, APT, -1, H3®
V') et on définit le noyau automorphe associé a ¢ par

Kg,p(xa y) = Z 7*k¢,p(x7 fYy)
vyel

La série converge uniformément sur les compacts d’apres I'estimée du lemme plus loin. On
voit enfin que K};,p est I-équivariant en chaque variable et que pour f € L2QP(M;V) on a

HNMDIw) = | Koolww)f (2)da (16)

Représentations de dimension finie et forte acyclicité

Le groupe G = SLy(C) agit sur C? de la maniere naturelle, mais aussi par des transfor-
mations anti-holomorphes via g — g. On note C2 I'espace de cette derniere représentation, les
représentations réelles de dimension finie de G sont alors les représentations sur les espaces

Viy iy = Sym™ (C?) ® Sym™ C?

pour nj, ng deux entiers positifs ou nuls. On remarque que p(—1¢g) = 1SL(Viy, .0, Si €t seulement si

ny)
ny—ng est impair. On note ey, e2 la base canonique de C? et ey ; le vecteur (em~Fekyo(ef2eh) e
Vi no, de sorte que {eg;,k=0,...,n1, [ =0,...,n2} sont une base de V,, p,.

La propriété la plus importante pour nous des Vj,, », est le fait qu’ils ont un trou spectral
uniforme quand n; # ng. Le résultat suivant est une conséquence immédiate de [BV), Lemma
4.1].

Proposition 0.23. Soient ny # ny et V. = Vi, n,. Il existe un A\g > 0 tel que pour tout sous-
groupe discret T C G, N =T\H?, p=0,1,2,3 et ¢ € L?QP(N;V) on a :

(AP[N]®, ¢) L2ar(vivy = Mol @l L2ar(vyv)-

Bergeron and Venkatesh donnent a cette propriété de la représentation de G sur V' le nom
de forte acyclicité.

0.3 Variétés hyperboliques de volume fini

Dans cette section on note G = SLy(C) et on fixe comme sous-groupe compact maximal
K =SU(2).
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0.3.1 L’espace hyperbolique H?

Pour un exposé sur le contenu de cette sous-section on référe a [EGM98, Chapter 1]. L’espace
symétrique Riemannien G/ K est isométrique & I’espace hyperbolique H? que 1’on identifiera ici
au demi-espace C x (0,+00) muni de la métrique Riemannienne donnée par M dans les
coordonnées (z,y). Les géodésiques dans ce modele sont les arcs de cercle orthogonaux a C x {0}
(ot1 'on considére C x [0, +00) comme plongé dans I’espace euclidien R3) et les droites verticales.
Une géodésique est donc déterminée par deux points dans C U {oc} = P1(C).

Pour voir ce fait on fait agir G sur la droite projective complexe P!(C), ce qui donne une
action sur les géodésiques de H3. Un point x € H? peut étre réalisé comme 'intersection de
deux géodésiques c1,ca de H?, et si g € G on définit g.x = (g.c1) N (g.c2). Cette définition ne
dépend pas du choix de ci, co. Il existe aussi une réalisation de cette action par une formule en
coordonnées, cf. [EGM98| Chapter 1, equations (1.9), (1.10)].

0.3.2 Classification des isométries

On rappelle qu'un élément non trivial g € SLa(C) est dit :

e Parabolique ou unipotent si trg = 2;

e Elliptique si trg € Ret |trg| < 2;

e Loxodromique dans les cas restants.

Un élément parabolique fixe exactement un point du bord et agit par des translations eucli-
diennes sur les horospheéres issues de ce point.

Un élément elliptique g fixe exactement deux points du bord et la géodésique qui les joint
(que l'on appellera son axe). Il agit par rotations euclidiennes sur les horospheres issues de ses
points fixes et par rotations hyperboliques sur les hyperplans orthogonaux & son axe. Toutes
ces rotations ont le méme angle 6, que I'on appellera donc 'angle de g. Si « € H? la distance
d(z, gx) ne dépend que de la distance r de = a l’axe de g, on notera d(z, gx) = ly(r).

Enfin, un élément loxodromique g fixe exactement deux points du bord ; il agit par translation
sur la géodésique qui les joint (que 1’on appellera son axe). Il existe un unique élément elliptique
h de méme axe tel que gh = hg préserve les hyperplans pasant par son axe, sur lesquels il agit
comme un élément hyperbolique.

0.3.3 Fonctions hauteurs sur H?

On rappelle que les sous-groupes P, Aoo, Noo €t Mo, ont été définis dans la section[0.2.4 On
appelle sous-groupe parabolique de G un sous-groupe conjugué a P, (de maniére équivalente
P est un sous-groupe qui préserve une droite de C? et qui est maximal pour cette propriété).
Le bord visuel de H? est naturellement identifié & C U {oo} = P}(C) et il y a alors une bijection
entre les sous-groupes paraboliques et les points au bord, qui associe a P la droite de C? qu’il
préserve (Pso est le stabilisateur de la droite verticale).

Soit P = gPsg~! un sous-groupe parabolique, N, A, M les conjugués respectifs de Noo, Ao, Moo
par g. On appelle norme sur A toute fonction conjuguée a 8 a91 — a?. On a la décom-
position de Langlands P = NAM = MAN et la décomposition d’Iwasawa G = NAK. On
appelle alors fonction hauteur sur H? en P n’importe quelle fonction de la forme gK + |a| ot
g = nak € NAK et |.| est une norme sur A (un exemple parlant est donné par P = Py, pour
lequel les fonctions hauteur sont les (z,y) — ty pour t € RY).

Les ensembles de niveau d’une fonction hauteur en P sont appelés horospheéres issues de P
elles sont isométrique au plan Euclidien C et le sous-groupe N agit simplement transitivement
sur chacune d’entre elles. Soit yp une fonction hauteur en P, d’aprés ce qui précéde on peut
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identifier N avec I’horosphére {yp = 1} = C et on note |n| le module d’un élément de N obtenu
via cette identification. Pour # € H3 le quotient |n|/yp(x) ne dépend pas du choix de yp. On
normalise la mesure de Haar dn sur N pour qu’elle soit le tiré en arriere de la mesure de Lebesgue
dzdz/2i de C. La forme volume de H? = N x (0, +00) est alors égale & dndyp/y3. On a enfin le
résultat suivant pour le déplacement des éléments unipotents.

Lemme 0.24. [l existe une fonction ¢ : [0,4+00) — [0,+00) telle que

d(x,nz) =1 (ylﬂc)) (17)

pour tout sous-groupe parabolique P = MAN, n € N et x € H3. De plus on a £(r) > log(1+7).

Démonstration. 11 suffit évidemment de démontrer le résultat pour P = P, ; soit n = i) €
Noo, on normalise la fonction hauteur y., en Py, pour que |n| = |z|. Soit € H?, y = yoo(z). La

formule exacte [BP92l, Corollaire A.5.8] donne

diznz) =2 (tog (14— ) “pog (1[I (18)
S D ] + 432

et il suit que l'on a bien d(x,nz) = ¢(|n|/y) ou 'on a posé

((r) =2 (log (14 (14 (r/2)™2)72) —log (1 - (1 + (r/2)72)72))

Il reste a vérifier que £(r) > log(1 + r) : le premier terme est dans [0,log(2)]. D’autre part
on a pour tout ¢ € [0, +00) la minoration évidente (1 +¢=2)"%2 > (1 +¢t~1)~! et il vient

—log(1 — (14+t72)7Y2) > —log(1 — (1 + ¢t~ 1)) =log(1 +t71).

d’on la conclusion suit immédiatement. O

0.3.4 Fonctions hauteurs sur les variétés hyperboliques

Soit I un réseau dans G (i.e. I' est discret et I'\G a une mesure Borélienne finie qui est
G-invariante). Si P est un sous-groupe parabolique on note I'p = I' N P et on dit que P est
I-rationnel si I'p contient un sous-groupe isomorphe & Z? (de maniére équivalente, si I' N N
est cocompact dans N). Alors I' est cocompact si et seulement si il n’existe aucun parabolique
I-rationnel (ou encore si I' ne contient aucun élément unipotent). Dans tous les cas les I'-classes
de conjugaison de paraboliques I'-rationnels sont en nombre fini. On choisit des représentants
Py, ..., P, decesclasses;siyp,,...,yp, sont des fonctions hauteur en chacun d’entre eux on pose
Yj = MaXyer/rp Yp; (y~1x) et on appelle une telle fonction une fonction hauteur I'-invariante

(dont on voit qu’elle est en effet I'-invariante).

Convention

Si IV C T est un sous-groupe d’indice fini les fonctions hauteur I'-invariantes sont aussi des
fonctions hauteur I'V-invariantes. En présence de revétements finis on supposera donc toujours
que les fonctions hauteur sur le revétement viennent de fonctions hauteur sur la variété revétue.
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0.3.5 Réseaux euclidiens

On munit C de la structure euclidienne canonique.

Théorémes de Minkowski

Soit A un réseau dans C; on note vol(A) son covolume et a(A) = min{|v|,v € A, v # 0}. On
rappelle les résultats classiques suivants, dis a H. Minkowski (cf. par exemple [Sie89]).

Théoréme 0.25. Premier théoréme. Si C est un sous-ensemble convere compact, C =
—C et volC > 4vol A alors il existe un vecteur non-nul dans C N A.
Second théoréme. Il existe des vecteurs vi,ve € A linéairement (sur R) indépendants, tels
que |v1||va] < %VOIA.

Ensembles uniformes

Soit A un réseau dans C; le premier théoréme de Minkowski implique que si 772 > 4 vol(A)
alors A contient un point de module > 0 et inférieur & 7 et il suit que vol(A)/a(A)? > w/4. On
dit qu'un ensemble S de réseaux dans C est uniforme s’il existe un § > 0 tel que

vol(A) < da(A)? (19)

Par le critere de Mahler (cf. Wikipedia)) ceci est équivalent a la condition que les représentants
normalisés des éléments de S forment un sous-ensemble relativement compact de SLa(R)/SL2(Z).

On note Nj(r) le nombre de points de A de module inférieur & r et N3 (r) = Ny(r) — 1.
L’équivalent et le terme d’erreur pour A, donnés dans le lemme suivant sont diis & Gauss,
comme on en a besoin sous une forme plus précise on en rappelle la preuve.

Lemme 0.26. Soit S un ensemble uniformes de réseaux dans C , il existe un C > 0 tel que
pour tout A € S on ait

Démonstration. On considére d’abord les r < «(A), pour lesquels on a Nj(r) = 1 et donc
Ea(r) =72/ vol A. L’uniformité de S implique alors que I'on a Ex(r) < (r/a(A))? < r/a(A) ou
la constante ne dépend que de S.

On suppose maintenant que 7 > «(A). Par le second théoreme de Minkowski on peut choisir
vol(A)
a(A)
absolues). Soient z1,..., 2, les points de A dont les modules |z;| < r, on a alors B(0,r —d) C

Uk 2& + IT € B(0,7 + d) de sorte que 7(r — d)? < vol(Il)n < 7(r + d)2. 11 vient :

un parallélogramme fondamental IT pour A dont le diameétre d est = (avec des constantes

7T’I“2

d? 2rd vol(A) 47
vol(A)

= Soln) T vol(ad) € aar tay

‘NA(T) -

Le quotient ;0(1/(\/)‘2) est majoré par une constante ne dépendant que de S et il suit que le coté

droit est < r/a(A) +1 < 2r/a(A), ce qui finit la preuve de (0.26]) dans ce cas. O
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0.3.6 Décomposition fine/épaisse et compactification de Borel-Serre
Structure de la partie fine

Le lemme de Margulis (cf. par exemple [BP92, Theorem D.1.1]) affirme qu’il existe une
constante £ > 0 (appelée constante de Margulis) telle que si I" est un sous-groupe discret de G,
x € H3 et T'.(z) est le groupe engendré par les éléments v € T tels que d(z,yz) < ¢ alors T'.(z)
contient un sous-groupe abélien distingué d’indice fini.

On rappelle que les composantes non-compactes de M., := I'\{z € H?,3y € ' {1}, d(z,yx) <
¢} sont homéomorphes aux quotients I'p,\{yp, > Y} ot P; parcourt des représentants des classes

de conjugaison des paraboliques I'-rationnels, yp, est une fonction hauteur en P; et Y; dépend
du choix de yp, (cf. [BP92, Theorem D.3.3]).

Troncation et compactification de Borel-Serre

Soit T' un réseau de G, que I’on suppose sans torsion, et soit M la variété hyperbolique I'\H?.
Pour Y € (0, +00)" on pose :

MY ={x e M,Vj=1,...,honayz) <Y} (20)

11 suit du paragraphe précédent que pour Y assez grand (dépendant du choix originel des fonc-
tions hauteur yp,) M Y est une variété compacte dont le bord est une union de tores plats
Tj, j =1,...,h, que l'on identifiera & T'p,\N;. Les bouts {z € M, y;(x) > Y;} sont isométrique

. . s de?+dy? | L
aux produits tordus T x (Y}, +00) munis des métriques ° " % ot da? est la métrique plate

J
sur 7). Dans la suite on supposera que les fonctions hauteur sont normalisées de sorte que les
applications I'p, \{yp, > 1} — M soient des plongements.

La “compactification de Borel-Serre” M de M est définie comme 1'union disjointe ML (|_| j Tj)
munie de la topologie o1, pour x,, € T}, z, — 2 et y, € [1,+00),yn — 00 On & (Tpn,Yn) — (2,y).
C’est une variété compacte dont le bord est | |; T} et qui est homéomorphe aux M Y. L’inclusion
M — M est une équivalence d’homotopie.

0.3.7 Orbifolds hyperboliques

On ne considerera ici que des “bons” orbifolds, complets et sans bord, i.e. pour nous un
orbifold hyperbolique est I’espace quotient de H? par un groupe discret. Par le lemme de Selberg,
si M est un orbifold de volume fini (i.e. le groupe est un réseau) il est égal au quotient d’une
variété hyperbolique de volume fini par un groupe (fini) d’isométries. Si M = T'\H? est un
orbifold hyperbolique de volume fini, son lieu singulier est par définition I’ensemble des images
dans M des axes des éléments elliptiques de I'. On va donner une description des images de ces
axes dans M (pour une description locale plus poussée on réfere a [BMP03, Chapter 2.1]).

Siy € I est elliptique et n’appartient pas a un parabolique I'-rationnel (i.e. il ne fixe pas un
cusp de M) alors son normalisateur Np(7y) est isomorphe & Z @ Z/q ou a (Z & Z/q) x (Z/2) ou
I’élément non-trivial de Z/2 agit par (z,y) — (—z, —y). Dans les deux cas ¢ est 'ordre maximal
d’un élément elliptique de I' ayant son axe L en commun avec v qui est alors une puissance de
celui-ci et le facteur Z est engendré par un élément loxodromique 7 € I" d’axe L ; on note £(7) la
longueur de translation de 7. Dans le cas ou L ne rencontre aucun autre axe d’élément elliptique
de I le normalisateur est Z@®Z/q et L se projette sur une courbe fermée dans M. Si L rencontre
I’axe d’un elliptique n € T alors € Np(7y) si et seulement s’il est d’ordre 2 et il engendre alors
le facteur semi-direct Z/2 de Np(v) = (Z ® Z/q) x (Z/2); L se projette alors sur un segment.
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Si P est un parabolique I'-rationnel et 4 € P alors le normalisateur de 7 est Z/q engendré par
un elliptique de méme axe que v d’ordre maximal ou Z/q x Z/2 avec le second facteur agissant
non-trivialement, engendré par un elliptique d’ordre 2 d’axe orrthogonal a celui de 7. Selon le
cas I'axe de ~ se projette sur une géodésique bi-infinie entre deux cusps ou une demi-droite issue
d’un cusp. Dans les deux cas on note £(y) la longueur de la partie de ’axe de  comprise entre
deux horosheéres de hauteur 1 (ceci dépend bien siir du choix des fonction hauteur I'-invariantes).

On appellera classe cuspidale une I'-classe de conjugaison dont chaque élément fixe un cusp
de M, et classes non-cuspidales les autres classes de conjugaison elliptiques de I'. Le lieu singulier
non-cuspidal est alors I’ensemble des projections des axes des éléments des classes non-cuspidales,
de manieére équivalente I’ensemble des géodésiques singulieres fermées de M.

0.3.8 Comptage

Soit T' un réseau dans G et M 1'orbifold T\H?®. Si x € M on définit le rayon d’injectivité de

M en z par
£, = 2inj, (M) = inf{d(7,77), v € T — {16}}
oit 7 est un relevé de x dans H3. Si I' est sans torsion /£, /2 est égal au rayon d’injectivité
riemannien en x. On note I'jox Pensemble des éléments loxodromiques de I' et pour tout = € H?
et r > 0 on pose
Nr(z,r) = {7 € Tox, d(x,vx) < 1}

L’estimée suivante sur N1 est bien connue.
Lemme 0.27. Il existe une constante absolue ¢ > 0 et un C > 0 qui ne dépend que de M telles

que
Nr(z,r) < Ce.

Démonstration. Soit r > 0, x € H3 et £y = %minwerlox d(xz,yz) > 0. Alors les boules ouvertes
By (yz, £o) sont disjointes pour v € Ty et il suit que

vol Bys(x,r + Ly) > N (z, 1) vol(B(z, {y)).
11 existe par ailleurs des constantes ¢, C’, C” > 0 telles que ’on ait les bornes C”e® < vol Bys(z, s)
C’e® pour le volume d’une boule de rayon s dans H?. Il vient alors
Clec(r—l—ﬁo)

" ecto

ott I'on a posé C = C'/C" e~ O

N(z,r) < < Ce"

Lemme 0.28. Pour tout x € H? il existe une constante Cy, dépendant du rayon d’injectivité de
M en x et du lieu singulier de M telle que

{y el d(z,yz) <r}| < Coe.

Démonstration. Dans le cas ou I est sans torsion cette majoration se prouve de la méme maniere
que le lemme [0.27] en remplagant £y par le rayon d’injectivité ¢, en x. Sinon on choisit un sous-
groupe d’indice fini sans torsion I C I' et on peut alors conclure en utilisant la majoration
suivante.

{y el d(@,ya) <r}| < [D:T|{y eI, d(z,yz) < 2} < Cpe.

x
Pour démontrer cette derniére on observe que si 1,72 € I' vérifient d(z,v,x) < R et v; Ly =
~v €I il vient d(x,vx) < 2R. O

<
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0.4 Noyau de la chaleur

0.4.1 Généralités

Soit X une variété Riemannienne (sans bord) de dimension d, F un fibré euclidien plat sur
X ; les espaces de formes a coefficients dans X sont alors munis d’un laplacien de Hodge AP[X]
qui sétend en un opérateur essentiellement auto-adjoint sur les espaces L2QP(X; E) de formes de
carréintégrable. Une solution fondamentale a ’équation de la chaleur sur X est une fonction lisse
H sur (0,400) x X x X a valeurs dans le fibré E*® FE sur X x X (i.e. Hy(z,y) € Homg(E;,, Ey))
qui soit symétrique (i.e. Hy(x,y)est 'adjoint de Hy(y,x)), qui vérifie I'’équation de la chaleur en
la seconde variable :

(5 - 91X, ) Hife.) = 0

et telle que Hy(z,.) converge, dans l'espace des distributions sur X a coefficients dans E, vers
la masse de Dirac en x quand ¢ — 0.

Dans le cas ot X a un quotient compact et E est trivial il est bien connu qu’une telle solution
fondamentale est unique et vérifie les propriétés suivantes (cf. [Don79]).

(i) Pour tout o > 0 il existe une constante C' > 0 telle que

dx (,y)?

0 < Hy(z,y) < Ct e (21)

pour tous t € (0,%p) et z,y € X.
(ii) Il existe des fonctions u; € C°(X x X),l > 0 qui ne dépendent que de la géométrie
locale de X et telles que pour tout m > 0 on ait
m—+d 2
_d _dx(zy) _d
Hy(z,y) =, ; w(z,y)t=2e” " @ 4 O™ 7). (22)

0.4.2 L’espace hyperbolique

Le noyau automorphe kg, sur H? associé a la fonction ¢(\) = e~ est appelé noyau de la
chaleur de H3. Il posséde les mémes asymptotiques que pour des coefficients triviaux :
e Pour tout ¢y > 0 il existe une constante C' telle que pour tous z,y € H? et t € (0,%g) on
ait )
AT (z,y) < O35 (23)
e Il existe des fonctions o} € C®(G x H?, End(APp @ V)) telles que pour tout x € H? on ait
en t — 0 le développement asymptotique suivant :

& m d(z, I)Z
g e g gr) = 3 ab(gx)e a2 + Ot
k=-3

m—+1

). (24)

On a de plus of (hgh™!, hx) = ok (g, ) pour tous x € H3, g,h € G.

On va déduire ces propriétés de celles du noyau de la chaleur sur G en suivant la preuve
de [BV][Lemme 3.8]. On munit G de 'unique métrique Riemannienne G-invariante a gauche et
K-invariante a droite qui induise la métrique utilisée sur p C T7,G. Le noyau de la chaleur de
G (A coefficients triviaux) est alors donné par Hy(g, h) = p;(g~'h) qui vérifie p;(kgk™') = pi(g).
Soit W =V ® APp*, on note o l'action a droite de K sur W, Q le Casimir de K. Alors o(Qk)
est défini positif et si O € H? est le point fixe de K on a (cf. par exemple [BV], (3.8.1)]) :

e A0, g0) = /K B eyt gky Mo (k125 ky) dky dks.
X
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On voit ainsi que est une conséquence directe de . On va expliquer comment suit
de . Apres avoir écrit pour p; sous la forme

m

piLg) = 3 ayg)e b1/ L O™,
l=—6

2t g

développé en série I’exponentielle e il reste a montrer que pour tout [,

/ an (kL ghy Ve 10k 9k 2/ (e O o e ey — / ar(kLg)edRT192 % 0 (1) Y
KXK K

a un développement asymptotique de la forme souhaitée. On va supposer que dg(l,g9) =
dy3 (0, gO) (si ce n’est pas le cas on s’y rameéne par un changement de variable dans K). On
peut alors se limiter a considérer 'intégrale sur un petit voisinage 15 dans K, sur lequel on passe
en coordonnées linéaires. On écrit alors (dans ces coordonnées) le développement de Taylor de
dg(1,k71g)?, un changement de variable v =34 rend alors I'intégrande indépendante de ¢ et
multiplie I'intégrale par t4™ & = 3 ce qui donne le développement voulu, avec le bon exposant.

On notera aussi e **"IM](. ) le noyau automorphe Kg,p associé & ¢(u) = e, Par unicité
des solutions a 1’équation de la chaleur c’est la solution fondamentale sur M a coefficients dans

E,.

0.4.3 Variétés a bord
Généralités

Soit X une 3-variété Riemanienne compacte a bord et V un fibré vectoriel sur X muni
d’une métrique Euclidienne. L’espace QP(M; V') des p-formes lisses sur X & coefficients dans V'
est muni d’'un Laplacien de Hodge AP[X]. La restriction de AP[X] aux formes f satisfaisant
des conditions absolues au bord (i.e. les restrictions & 0X de xf et xdf sont nulles) admet
une extension essentiellement autoadjointe A.ps & l'espace L2QP(X;V) des p-formes de carré
intégrable. On peut ainsi former 'opérateur e~ A% X] qui est alors donné par la convolution
avec un noyau lisse e "asX1 ().

I existe aussi une extension essentiellement auto-adjointe de AP[X] restreint aux formes
satisfaisant des conditions relatives (i.e. xf satisfait des conditions absolues), qui a les mémes
propriétés et que l'on notera AL [X].

Variétés hyperboliques tronquées

Soit M = I'\H? une variété hyperbolique compléte de volume fini, y1,. ..,y des fonctions
hauteur I'-invariantes. Pour Y € [1, +00)" le sous-ensemble de H? donné par

Mff:{er?’,Vj:l,.--,hi yi(z) <Y}

est le revétement universel de MY. Une p-forme f € QP(MY;V) satisfait a des conditions
relatives au bord si et seulement si pour tout j et tout = € MY tel que y;j(r) = 0 on a
(f ANdyj)(x) = 0 = (xd * f A dy;) ().

On note e~ ansM” Nz, y) (resp. e~ 1AL (MY l(z,vy)) la solution fondamentale & 'équation de

la chaleur sur MY (resp. MY), on a alors le développement en série absolument convergente
suivant :

p p
e ar (M =Y e Bl (g, ). (25)
~yel'
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On a également des bornes euclidiennes pour le noyau de la chaleur des MY . pour tout
to > 0, il existe une constante C' > 0 ne dépendant pas de Y € [1,+00)" telle que pour tout
t € (0,tp] I'on ait

d(z,y)?

e_tAibs[MY](m,y) §C1t_%€_ E (26)

Cette estimée peut se déduire de la preuve du lemme 5.12 et du corollaire 5.14 de [RS71] (qui
ne traitent que des coefficients orthogonaux) vu que l'on a une estimée de cette forme pour
e~IAPIEP] ot que la construction que les auteurs donnent du noyau de la chaleur reste valable
pour des coefficients plus généraux.

. . —tAP MY s A "
Les noyaux de la chaleur avec conditions relatives e *2rell™" ] vérifient les mémes propriétés.

0.5 Théorie algébrique des nombres

Pour toute cette section on réfere le lecteur a [MRO03, Chapter 0] ou & [Nar04] pour un exposé
plus complet.

Soit d un entier sans facteur carré et F = Q(v/—d) C C le corps de nombre quadratique
imaginaire associé. On note Op son anneau d’entiers. On rappelle que Op est I’ensemble des
éléments de F' dont le polynéme minimal est & coefficients entiers, dans le cas d’un corps qua-
dratique on voit facilement que :

0 Z[Vd], sid=2,3 (mod 4)
= Z[HQ\/E] sid=1 (mod 4).
Si J est un idéal de O on note |J| sa norme (i.e. le cardinal de Op/J). On rappelle que tout
idéal admet une unique factorisation

T
1=
k=1

ou lp > 1 et les Py sont des idéaux premiers. Le groupe de classes C(F') de F' est le groupe
abélien (noté multiplicativement) engendré par les idéaux premiers P de O avec les relations
| ‘332’“ = 1si][[} ‘B;j est un idéal principal. C’est un groupe fini et on notera hp son
cardinal.

0.5.1 Complétions et adeles

Soit 9 un idéal premier ; pour a € O on écrit (a) = P*J ot J n’est pas divisible par P et
on pose

laly = %] 7.

Pour x € F* on écrit x = a/b, a,b € OF et on pose |z|p = |a|p/|blyp. Il est alors facile de vérifier
que ||y est une valuation sur F. Si v est une telle valuation on notera v foo (ces valuations sont
appelés les “valuations non archimédiennes” de F', ou encore ses “places finies”).

Si v foo on note F, le complété de F' en v et O, son anneau des entiers (’adhérence de Op
dans F),, ou encore I’ensemble des éléments de valuation < 1) qui est alors un voisinnage compact-
ouvert de 0. On note encore O,° I'ensemble des éléments inversibles de O,, i.e. 'ensemble des
éléments de F,, de valuation égale & 1. On choisit une uniformisante m, pour O,, i.e. m, est un
élément de valuation < 1 maximale. On a alors F* = [J,cz 7¥O.¢. On notera |z, plutdt que
v(x) la valuation de = € F), et si B, est 'idéal premier de O associé & v on note v

Qv ‘= !‘131)\ = ’Ov/ﬂvov’
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de sorte que pour x = mru,u € OF on a |z|, = ¢;*. Enfin, on note |.|s le carré de la valeur

absolue usuelle sur C, de sorte que pour z € F' on ait |z]oo [[,40 [2]o = 1.
Soit A 'anneau des adeles de F, i.e. le sous-anneau

{z € H F,, z € O, pour presque toute v oo}
v

et Ay = ANJ]ys Fo- On munit A de la valuation |z = ], [zu[s- On note A I'ensemble des
adeles inversibles, i.e.

A" ={x € A, z, € O pour presque toute v foo} = {z € A, |z| # 0}

et enfin A = {a € AX,|a| = 1}. Le quotient F*\A! est compact.
Enfin, I'application

Af sz = T worke — T 9%
olbo

induit un isomorphisme F X\A; /1o O = C(F). Comme I'espace & droite est un quotient de
F*\Al/ [L,50 OF et donc compact on retrouve ainsi la finitude de C(F).

0.5.2 Mesures de Haar, dualité et la “these de Tate”

On réfere a [Bum97, Chapter 3.1] ou [MRO03, Chapter 7] pour le contenu de cette sous-section.
1
Soit v foo. On normalise la mesure de Haar additive dz,, de I, pour que [, d, = |d|; /2 si

1
d =1 (mod 4) et B,[2 et [, dx, = [d|; sinon. On prend pour mesure de Haar multiplicative
d*wy = (1 q; )

[zo]*
Pour tout = € F, il existe un z1 € F et un xo € Op tels que 'on ait x = x1 + x2, on pose

alors

€ (.1') — e2i7r(a:1+51)

qui est bien défini vu que x1 est bien défini modulo Op et est un morphisme continu F,, — C*.
On définit la transformée de Fourier d’une fonction f sur F, continue (i.e. localement constante)
et a support compact par

F© = [ evlo)f@ya,

v

on a alors la “formule d’inversion” f = f.

De méme, on note C°(A?) l'espace engendré par les fonctions [] f, oul foo € C°(C?) et
pour toute place finie v, f, est localement constante et & support compact. Si ¢ € C2°(A?), on
définit sa transformée de Fourier par :

bly) = | vl@)eleys = w2p1)dz

oue =[], €,. On a la formule d’inversion de Fourier f = f, et la formule sommatoire de Poisson :

Zwmﬂ;ZQWn (27)

reF? zeF?
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0.5.3 Caractéres de Hecke et fonctions L

Un caractére de Hecke est un morphisme continu de F*\A* dans C*, il est de la forme
X = Xoo HWSO Xv- On ne s’intéressera ici qu’aux caracteres tels que xo soit trivial sur R} C FZ,
il est alors de la forme xoo(2) = (2/V/]2])* =: xx(2) pour un k € Z.

D’autre part, la continuité de x implique que pour toute place v Jfoo on ait un plus petit
entier k, > 0 tel que x, soit trivial sur 1 + Wf” O, et que presque tous ces entiers soient nuls;
on dit que y ramifie en v si k, > 0. Le conducteur de x est alors 'idéal Hvlbo Pre | noté fy- S1 X
est non-ramifié en v alors x(7,) ne dépend pas du choix de I'uniformisante 7, et on peut donc
poser x(P,) = x(my). On voit donc que x définit une fonction sur les idéaux premiers a f, que
I’on notera encore Y.

La fonction L de Hecke associée a un caractére de Hecke y est définie pour Re(s) > 1 par :

L(x,s) = Z X(js)

(fx,3)=1 &

et prolongée méromorphiquement (elle est entiere si x s # 1) au plan complexe [Bum97, Theorem
1.7.2]. On a aussi expression en produit Eulérien :

—sy— _ s dz
v = T G-xtmg™ =TI 0-a)™ [ e
(B fr)=1 (o fr)=1 o ’

(28)

qui est elle aussi convergente si Re(s) > 1 (les facteurs locaux convergent pour Re(z) > 0).
L’équation fonctionnelle de Hecke pour L(x,.) (cf. [Bum97, Theorem 1.7.2] ou [Nar04, Corollary
1 on page 338]) est la suivante :

L(x;1—=s) =~(s)L(X; s) (29)

I(s+ %)
I(l-s+5

W (x) est une constante qui ne dépend que de x telle que |W(x)| = 1, cxo(s) est une fonction
entiere en s qui ne dépend que du corps F' et Xoo = Xk-

Y(s) = W(x)eoo(s) ]2,






Chapitre 1

Invariants /2 et approximation dans
le cadre combinatoire

Dans ce chapitre on rappelle la définition des invariants £? combinatoires (nombres de Betti et
torsions) des revétements infinis en suivant le livre de W. Liick [Liic02]. Dans le cas des groupes
résolubles on les relie & des invariants algébriques plus classiques (dimension de Ore et torsion de
Reidemeister) dans le lemme et la proposition Dans le cas de revétements abéliens libres
on calcule explicitement la torsion £? & partir des mesures de Mahler des polynémes d’Alexander
(Corollaire [1.8] et Proposition [L.11]), généralisant les résultat de [LZ06],[Liic94b]. Dans ce méme
cadre on montre enfin que la torsion £ est la limite de torsions de Reidemeister (normalisées)
de revétements finis (Proposition [1.13)).

1.1 Invariants (> et invariants classiques

Dans toute cette section I' est un groupe sans torsion résoluble *.

1.1.1 Localisation de Ore

On sait (cf. [DLM™03, Theorem 1.3, Theorem 6.4]) que 'anneau R = Z[I'] satisfait la
condition de Ore a gauche :

Va € R, Vb€ R — {0}, 3a’ € R,3' € R — {0} tels que b'a = a'b.

On remarque que Z[I'] satisfait aussi & la condition de Ore & droite (vu que 'involution g €
I +— g~ ! inverse les produits). Il existe alors un corps de quotients Q(T") pour Z[I'] défini comme
suit : il est composé des éléments de la forme b~1a pour b € R — {0}, a € R modulo les relations
évidentes (cb)~!(ca) = b~'a pour tout ¢ € R — {0}, 'addition est définie par

blat+dlc=eld+)one=db=Vd,  =bcetd =da
et la multiplication par
(b71a)(de) = (d'b) " (d'c) ou d'd = d'a.

On aura besoin plus loin du lemme suivant :

*. Diverses conjectures sur les anneaux de groupes impliquent que les résultats de cette section sont valables
pour tout groupe moyennable de type fini sans torsion.



44 CHAPITRE 1. INVARIANTS /2> ET APPROXIMATION DANS LE CADRE COMBINATOIRE

Lemme 1.1. Si fi,...,fn € Q') il existe un a € R — {0} (resp. b € R — {0}) tel que
afi,...,afp € R (resp. fib,..., fnb € R).

Démonstration. On écrit f; = cj_lbj. Pour a € R il existe a3, ¢; tels que c;a = a;cj, et il vient
alors af; = (¢j)7'(a)b). Si a = ec; pour un e € R il vient cje = a; vu que R est integre et il
suit que af; = eb € R. On voit ainsi que si a € [; Re; il satisfait bien af; € R pour tout j. Il
reste a voir que l'intersection ﬂj Rc; est non nulle, ce qui suit immédiatement du fait que Q(I")
satisfait aussi a la condition de Ore a droite. La preuve du second point est similaire. O

/A

Il est bien connu (cf. par exemple [Liic02, Lemme 8.15]) que Q(I") est plat sur Z[I']. Le rang
rg(M) d’un Z[I']-module M est par définition la dimension du Q(I')-espace vectoriel M @ Q(T").
On utilisera systématiquement dans la suite les faits suivants.

Lemme 1.2. Soit M un R-module de type fini de rang r. Il existe un plongement i : M — R",
et si M est sans torsion il existe aussi un plongement i’ : R" — M. Les quotients M/im(i) et
R"/im(i") sont alors des R-modules de torsion.

Démonstration. Soit x1,...,z, une base de 'espace vectoriel Q(I") ® M telle que x € M pour
k=1,...,r. Alors le Z[I'l-module L engendré par zi,...,z, est un sous-module libre de rang
r de M. Si M est sans torsion il est plongé dans Q(I') ® M. Par le lemme |1.1}il existe alors un
f € Z[I'] tel que fM C L, ce qui donne le plongement souhaité de M dans un module libre. I
suit aussi que f annihile M/L et L/fM, d’ou la seconde partie suit. O

1.1.2 Dimension de von Neumann et nombres de Betti />

On définit un I'-module de Hilbert de type fini comme un espace de Hilbert H muni d’une
action unitaire de T' et d’une surjection T'-équivariante ¢2(I")" — H pour un entier nf. Si
M C Z[T']™ est un sous-module 'adhérence de M @ C est un I'-sous-module de Hilbert de ¢2(I")"
et en particulier c’est un I'-module de Hilbert de type fini. La dimension de von Neumann
d’un T-module unitaire de type fini est définie pour n’importe quel groupe discret I ([Liic02,
Definition 1.10]) et associe a un tel module M un nombre réel dimp(M) défini comme suit. La
trace de von Neumann d’une application T-équivariante ¢ : ¢*(T')" — ¢?(I')" est définie comme
trr ¢ = >t (¢ei, €;) ot les e; sont les vecteurs d’une I'-base hilbertienne ¥. Cette définition ne
dépend pas du choix de la base (e;). Si M est un I'-module de Hilbert de type fini on choisit
une surjection T'-équivariante 7 : £2(I") — M. Soit 7 le projecteur orthogonal sur (ker @)=, ; c’est
un endomorphisme I'-équivariant de £2(I')" (vu que ker 7 et donc aussi son orthogonal sont des
sous-I-modules) et on pose alors

dimp (M) = trp(m).

Cette définition ne dépend pas du choix de 7. La fonction dimp satisfait aux mémes propriétés
de base que la dimension des espaces vectoriels (cf. [Liic02, Theorem 1.12]), mais peut prendre
des valeurs non entieres (pour des I-modules de Hilbert ne provenant pas de C[I']-modules).
Dans le cas ou Z[I'] posséde une localisation de Ore la dimension de von Neumann coincide en
fait avec le rang.

Lemme 1.3. Soit M un sous-module de C[T'|"; alors la dimension de von Neumann de son
adhérence dans (?(T)" est égale a son rang.

1. Cette terminologie n’est pas standard, dans le livre de Liick ces modules sont appelés N (I')-modules de
Hilbert. On n’a pas voulu introduire ici 'algébre de von Neumann A/ (T") et on se reposera donc uniquement sur
les propriétés démontrées dans cette référence.

i. ie.lesye; pour i =1,...,n et v €I sont deux a deux orthogonaux et engendrent un sous-espace dense de
21",
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Démonstration. On commence par se ramener au cas d’'un module libre : soit L C M de méme
rang r (cf. Lemme [I.2). On va montrer que L est dense dans M : comme M /L est de torsion,
pour tout z € M l'intersection C[I']z N L est non nulle et égale & Ix pour un idéal & gauche non
nul I de C[I']. Il suffit donc de montrer que tout tel idéal I de C[I'] est dense. Soit f € I —{0};
onaalors I D Rf et par [Liic02, Lemme 1.14] on sait que Rf est dense dans C[I'], ce qui termine
la preuve.

L’adhérence de M dans ¢2(I')" est donc égale & celle de L. D’autre part le plongement
C[T]" — C[I']™ est continu et se prolonge donc en un plongement ¢2(I')" — ¢2(I')" dont I'image
est I'adhérence de L. On a donc finalement dimp M = dimp ¢2(T')" et on a vu que cette derniere
est égale a r. O

De la méme manieére, si on a un complexe de Z[I'|-modules libres de type fini C, d, on définit
son homologie 2 réduite de la maniére suivante : les Cp ® C peuvent étre munis d’une métrique
préhilbertienne I'-invariante (on choisit comme base orthonormée une Z[I']-base et les translatés
sous I' de ses vecteurs), on note 01(72) le complété de C}, ® C qui est alors un I'-module de Hilbert
de type fini. Les différentielles d, se prolongent en des opérateurs bornés dl(,2) de C’z(,Q) vers C’Z(,Z_)l.
On pose alors

HP(C) = ker(d?) /im(d?),), b = dimp H?(C).

p p+1

11 suit immédiatement du lemmeet de la platitude de Q(I") sur Z[I'] que ng)(C) =rg(H,(C))
(voir aussi [Liic02, Lemma 1.34]). Ainsi le complexe C, est £?-acyclique si et seulement si tous
les H,(C') sont de torsion sur Z[I'].

1.1.3 Déterminant de Fuglede-Kadison

Le déterminant de Fuglede-Kadison détr¢ d’un morphisme ¢ entre I'-modules de Hilbert
est défini dans [Liic02, Definition 3.11]. Nous n’en aurons besoin ici que pour des morphismes
induits par des applications linéaires entre des Z[I']-modules libres. Soit A une matrice de taille
(n x n') & coefficients dans Z[I'], on continue & noter A 'opérateur borné de ¢2(I')" vers ¢2(I')"
induit par A et par détp(A) son déterminant de Fuglede-Kadison. Les propriétés du déterminant
de Fuglede-Kadison que ’on utilisera dans la suite sont :

(i) (JLic02, Theorem 3.14(1)]) Si U ERS 7N W, f a une image dense et g est injective on a

détp(g o f) = détp(f)détr(g).
(ii) (JLiic02, Theorem 3.14(2)]) Si fi est d’image dense et fs est injective on a

0 fo
(iii) ([Lic02, Lemma 3.15(3)]) On a

détr <f1 f3> = détp(f1)détr(fa).

détr(fleml) ) = détr(f)

(iv) (|Liic02, Lemma 3.15(4)]) soit f* 'adjoint de f, on a :

détp(f*) = détr(f) = \/détr(ff*).

Les groupes résolubles satisfont la Conjecture du Déterminant de Liick [Liic02, Conjecture
13.2], en particulier toute matrice sur Z[I'] a un déterminant de Fuglede-Kadison non nul. On
obtient ainsi une application détr de Z[T'] — {0} vers R*. On note Q(I')* I’abélianisé du groupe
multiplicatif de Q(I"). Le résultat suivant peut alors s’obtenir comme une conséquence de la
propriété universelle de la localisation de Ore.
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Lemme 1.4. L’application g~ f v détr(g)~1détr(f) est bien définie et est un morphisme de
groupes Q(I') — RX. Il descend en un morphisme Q(I)**/ £ T — R.

Démonstration. Soit f € Z[I'], Papplication g — fg est un automorphisme de I’espace de Hilbert
¢%(T). Ainsi, pour tous f, f' € Z[I'] il suit du point (i) ci-dessus que détr(ff’) = détr(f)détr(f')
et on vérifie en utilisant la condition de Ore que détr est bien défini par la formule donnée sur
Q(I)*. On voit immédiatement que c’est un morphisme et il descend donc & Q(I')* vu que R
est abélien. Il reste & vérifier que détr(4g) = 1 pour tout g € I'. Comme 'action de I" sur ¢2(T")
est unitaire, si g € I' 'adjoint (£g)* est égal a £¢~1; il suit alors du point (iv) ci-dessus que

détr(£g) = détr(dg o (£9)*)2 = détp(kgo (£g7))2 = 1.
0

Soit M € M, (Z[I']) une matrice carrée; il existe des matrices triangulaires supérieures A, B
et une matrice de permutation P telles que M = APB, voir par exemple [Art96, Chapitre 4].
On définit alors le déterminant de Dieudonné de M comme le produit des valeurs diagonales
de A et B dans Q(A)* §'il est non nul et 0 sinon et on le note dét(M). Le résultat suivant
généralise ’égalité démontrée pour I' abélien dans [Liic02, Exercise 8]).

Lemme 1.5. Soit M telle que dét(M) € Q(T')2> soit non nul, on a alors I’égalité

détr (M) = détr(dét(M)).

Démonstration. On notera @ I'image de v € Q(I') dans Q(I')2P. Si M est une matrice triangulaire
supérieure le résultat est évident. Dans le cas général on écrit

1 * U1 *
M = APB = P
1 Up,
ol P est une matrice de permutation, de sorte que par définition on a dét(M) =
Par le lemme il existe a,b € R — {0} tels que aA € M,(Z[I']) et Bb € Mpy(
déterminants dét(aA),dét(Bb) sont égaux respectivement a a” et b"u ... Uy, celui de P a 1. 11
vient détp(aMb) = détr(a) "détr(aAPBb)détp(b) ™™ d’ou suit :
détp(M) = détr(a) "détr(aA)détp(P)détr(Bb)détr(b)™"
= détp(uq)...détr(uy)
= détp(détM)

ou la seconde ligne est une conséquence du résultat pour les matrices triangulaires. O

1.1.4 Torsions de Reidemeister et torsion ¢?
Torsion de Reidemeister pour les revétements finis

On commence par rappeler quelques définitions élémentaires. Soient V' = Vg, W = W deux
Q-espaces vectoriels de dimension finie ; on suppose que chacun est muni d’une forme quadratique
qui devient définie positive quand on étend les scalaires a R. On munit les complexifiés Vi, W
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du produit hermitien qui étend le produit scalaire sur Vg, Wg. Si f € Homg(Vp, Wg) on définit
le déterminant restreint dét’(f) par la formule :

dét'(f) = \/dét(f* Flier( )2 )-

On dit qu'un réel est une valeur singuliere de f s’il est une valeur propre de ’endomorphisme
autoadjoint f*f; le déterminant restreint est donc la racine carrée du produit des valeurs sin-
gulieres non nulles.

Un réseau de Vg est un sous-Z-module L de rang maximal. Son volume est le module du
déterminant d’un endomorphisme qui envoie une base unitaire de V¢ (ou une base orthogonale
de VR) sur une Z-base de L. Si V' est un sous-espace de V tel que V' N L engendre V' c’est aussi
vrai de son supplémentaire orthogonal V" et on a

vol(L) = vol(L N V") vol(L") = vol(L) vol(L N V") (1.1)

ou L', L" sont les projections orthogonales de L sur V', V" respectivement (les projecteurs sont
définis sur Q). De (1.1]) on déduit aisément la “formule du rang métrique” suivante

_dét/(f)vol(L)

vol(im(f)) = vol(ker /) (1.2)

Soit maintenant C,, d, un complexe fini de Z-modules libres de type fini; on choisit pour
chaque p une Z-base de C, et on munit Cy ® C du produit Hermitien pour lequel ces bases sont
unitaires. La partie libre Hy(C)jipre €st un réseau dans H,(C' ® C) qui peut lui-méme étre vu
comme l'orthogonal de im(d,+1) dans ker(d,) ® C. On définit alors la torsion de Reidemeister
de C, par :

7(C.) = [[ dét’(d,) ="
p

Lemme 1.6. La torsion 7(Cy) ne dépend pas des choix de bases faits et l'on a en fait

o H Ol T
7(Cy) = H <V01(Hp(c)libre)> : (1.3)

i

Démonstration. Soit V¢ I'orthogonal dans ker(d,) ® C de im(dp4+1), c’est un sous-espace Q-
rationnel et on a donc la décomposition en somme directe :

ker(dp) ®RQ= im(dp+1) Qe V.

Par définition, le volume vol Hp(C)jibre est égal au volume du projeté orthogonal de ker(dp) sur
Ve. On a donc :

vol(ker(d,)) = vol(Hp(C)iibre) X vol(ker(d,) Nim(dp+1) ® Q)
= vol(Hp(C)iibre) X [ker(dp) Nim(dpy1) ® Q : im(dp41)] X vol(im(dp+1))
vol(im(dp+1))
|Hp(c)tor5‘ .
De et de la derniere égalité on tire alors

= vol(Hp(C)iibre)

vol(Hp,(C)iibre)
|Hp(C)torS‘

d’ou (|1.3) suit en prenant le produit alterné. O

dét'd, = vol(im dp) vol(ker d,) = vol(im d,,) vol(im dj+1)



48 CHAPITRE 1. INVARIANTS /2> ET APPROXIMATION DANS LE CADRE COMBINATOIRE

Torsions de Reidemeister pour les revétements infinis et torsion ¢2

Soit Cy, d, un complexe fini de Z[I'-modules de type fini ; on suppose qu’il est Q(T")-acyclique,
on a vu qu'il est alors aussi £2-acyclique. On choisit une Z[I']-base ¢, de C,, une Q(I')-base b,
de im(d,) ® Q(T) et un relevé b, de b, dans C, ® Q(T'). Comme le complexe est acyclique, b,
est une base de ker(d,) ® Q(I') et la réunion b, 1 U b, est donc une base de C, ® Q(T'). On
note [c, : byr1bp] le déterminant de Dieudonné du changement de base de ¢, & b,11 U b,. Soit
U le groupe des unités de Z[I']¥ et U?P son image dans Q(I")*. On définit enfin la torsion de

Reidemeister 7 de C par :

7(Cy) = []les : bibisa) V" € Q(I)*/U. (1.4)
7
On vérifie que ceci est bien défini : le coté droit ne dépend pas du choix des b, ni de celui des
l;p (cf. [Tur01, Chapitre I]). D’autre part si on fait un autre choix ¢, pour les bases des C}, on
multiplie 7 par une unité de Z[I'].
Comme I satisfait a la conjecture du déterminant, pour u € U on a détp(u) = 1 et il suit en
particulier que détp(7) est un nombre réel positif bien défini. On définit d’autre part la torsion
¢? de C,,d, par :

() =[] détr(dy) V", (1.5)

Le résultat principal de cette section est alors I’égalité suivante.

Proposition 1.7. Si C, est un complexe fini de Z[I'|-modules libres de type fini qui est de plus
Q(T)-acyclique on a
détp(7) = 2,

Démonstration. On note n, = 1g(Cp), m;, = rg(dp). L'orthogonal de im(dp11) est de rang
np — My, on choisit dedans un sous-module L, libre de rang maximal et une Z[T']-base b, de Ly,.
11 suit que b, = dp,(b,) est une base de im(d,) ® Q(I") et bybp41 de Cp ® Q(I'). On a donc d’apres

(T.4) I'égalité

détr(r(C.)) = [T détr (ep : bybpra]) " (1.6)

On note j, l'inclusion de L, dans C),; on a alors
détr(d,)détr(jp) = détr(dp o jp). (1.7)

L’application L,_1 x L, — C,_1 donnée par j,—1 X (d, o j,) est représentée par une matrice
carrée dont le déterminant de Dieudonné est non nul, et qui est en fait la matrice du changement

de base de ¢, & b, = d,(by). 11 suit donc de (I.7) et du lemme H que :

détrcy : bybpr1]) = détr(jp—1)détr(d, o jp) 18
= détr (jp_l)détp (dp)détp (]p)

Le terme de droite de ([1.6) est donc égal a [, détr(dp), ce qui termine la preuve. O

On refere au travail récent de H. Li et A. Thom [LT12] pour des résultats plus poussés dans
cette direction.

§. Il est conjecturé que si I" est sans torsion on a U = +£I" et ceci a été démontré dans le cas ou I est nilpotent.
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1.2 Invariants /2 des revétements abéliens

1.2.1 Anneaux de groupes abéliens, polyné6mes et mesure de Mahler

A partir de maintenant on fixe un entier m > 0 et un groupe abélien libre A = Z™. On
identifiera ’anneau de groupe Z[A] & Panneau de polynémes de Laurent Z[tF!, ... tEl] via le
choix d’une famille génératrice libre t1,...,%t, de A. On appelle polynéme cyclotomique de
ZIEEY, .. tE1 un élément de la forme u®(t™ ... t5m) onl u est une unité et ® € Z[t] est un
polynéme cyclotomique classique (i.e. divise ## — 1 pour un entier [ > 1) et on étend cette
définition aux éléments de Z[A].

Soit T™ = {|z| = 1} C C™; la mesure de Mahler d’un polynéme f € (C[t{cl, co 5 est
définie par :

M(P) = exp( [ Tog|/(2)]dz),

I'intégrale étant absolument convergente d’apres [EW99, Lemme 3.7]. On a évidemment M(fg) =
M(f)M(g). Les polynémes cyclotomiques sont de mesure de Mahler égale a 1, et ce sont les
seuls (cf. [EW99, Theorem 3.10]).

Si A € SL,,,(Z) elle induit un automorphisme A* de C[ti!,... '] par f — fo A et on a
alors

M(A* f) = /Tm F(Az)dz = /Tm F(2)|détAldz = M(f).

Ainsi la mesure de Mahler d’un élément f € Z[A] peut étre définie indépendamment de la base
choisie pour identifier Z[A] & Z[tE!, ..., !]. On a alors le résultat suivant (cf. [[iic02, Example
3.13]) : pour f € C[A] on a
déta(f) = M), (1.9)
On notera enfin m la mesure de Mahler logarithmique, qui comme son nom l'indique est
définie pour f € C[A] par
m(f) =log M(f).

1.2.2 Polyn6émes d’Alexander

Soit M un Z[A]-module de type fini; il existe alors une matrice de présentation A €
My n(Z[A]) de M, ie. M = Z[A]™/AZ[A]". On définit le l-ieme idéal élémentaire I;(M) de
M comme l'idéal engendré par les (m — [)-mineurs de A. On sait que deux matrices de pré-
sentation de M difféerent d’une suite d’opérations qui n’affectent pas les I; et ces derniers ne
dépendent donc pas du choix d’une présentation (cf. [Tur0l, Lemme 4.4]). Comme Z[A] est noe-
therien et factoriel, on peut définir le plus grand commun diviseur d’un idéal (c’est le pged d’une
famille génératrice finie, ou de maniere équivalente le générateur du plus petit idéal principal le
contenant) ; on pose A;(M) = pged(1;), que 'on appelle [-ieme polynéme d’Alexander de M.
Il est facile de voir que Ay(M) est nul pour | < rg(M) et que Ay onr)(M) = Aj(Miors) (bien
entendu, Mo est ici le sous-module de Z[A]-torsion maximal de M).

On remarque que Ag est multiplicatif, i.e. si on a une suite exacte courte 0 — M’ — M —
M" — 0, alors Ag(M) = Ag(M')Ag(M"). En effet, on peut supposer que M’, M" sont de torsion
et si A’, A” sont des matrices de rangs maximaux m’,m” qui présentent M’ et M"”, M admet
une matrice de présentation de la forme :

A x
A: (O AII> I

dont les (m’ +m’)-mineurs non nuls sont les produits des m/-mineurs de A’ avec les m”-mineurs

de A”.
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Enfin, la mesure de Mahler de Aj(M) est bien définie puisque les unités de Z[A] ont une
mesure de Mahler égale a 1.

1.2.3 Calcul de la torsion ¢?
Pour une matrice A € M,,(Z[A]) le lemme [1.4] et (1.9) donnent

déta(A) = M(détA)

si détA # 0. D’autre part, dans le cas de coefficients abéliens la torsion de Reidemeister a été
calculée par Milnor (cas cyclique) et Turaev (cas général, cf. [Tur01, Theorem 4.7]) en fonction
des polynémes d’Alexander de ’homologie : si Cy est un complexe de Z[A]-modules libres de
longueur d tel que H,(C) soit de torsion on a

d
7(C) = [] Ao(Hy(C)) V",
p=0

On obtient donc comme conséquence de la proposition le résultat suivant.

Corollaire 1.8. Soit C, un compleze de Z[A]-modules libres qui est £*-acyclique. On a

r@(C) = [[ M(2o(H,(0)) " (1.10)

1.2.4 Exemple : Extérieurs d’entrelacs

Soit £ un entrelacs & m brins dans S? et L un voisinage régulier de £. On fixe une cellulation
X de S® — L et on note A = H;(X) = Z™. On note X le revétement abélien maximal de X, son
groupe de Galois est donc A et ’homologie H*()A( ) est un Z[A]-module. Le seul p pour lequel
H,(X) peut contenir de la torsion est p = 1. Dans le cas ot rg H;(X) = 0 il suit donc du
corollaire [1.§ que
T (X) = M(A(1)

-~

ol A(f) est le polynome d’Alexander de ¢, i.e. A(f) = Ag(H1(X)) (qui est non nul puisque
rg H; = 0). Dans le cas ott X n’est pas Q(A)-acyclique on a A(f) = 0 et la torsion ¢? dépend de
la cellulation choisie. La dépendance précise est calculée plus loin, dans la proposition [I.11]

1.2.5 Une extension de au cas non-acyclique

Notre but ici est de généraliser le calcul du corollaire |1.§ ci-dessus au cas d’'un complexe dont
I’homologie n’est pas de torsion (ce qui en donne aussi une nouvelle preuve). Le résultat précis
est donné dans la proposition ci-dessous.

Definition du volume ¢2

On veut définir un volume ¢2 pour les sous-modules de Z[A]" par analogie avec le volume des
réseaux d’espaces Hermitiens. Pour des sous-modules libres on a une définition assez naturelle :
si L C Z[A]" est libre de rang r tous les plongements Z[A]" — Z[A]" d’image L ont le méme
déterminant de Fuglede-Kadison ; en effet, si on fixe un tel plongement f, n’importe quel autre
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peut s’écrire fowu ol u est un automorphisme de Z[A]" qui est donc de déterminant de Fuglede-
Kadison égal a 1. On choisit donc une matrice A € My, ,(Z[A]) d’image L et on définit

vol@ (L) = déty (A) = M(dét(A*A)).

Si M est un sous-module de Z[A]"™ de rang r on peut choisir un sous-module libre de rang
maximal . C M par le lemme Le quotient M /L est alors de torsion et son premier polynéme
d’Alexander Ag(M /L) est donc non nul. On pose alors (I’analogie avec le volume en dimension
finie est que ce dernier est multiplicatif par rapport a lindice, i.e. si [L : L] est fini on a
vol(L") = [L : L' vol(L)) :

vol®(L)
M(Ao(M/L))

Le lemme suivant montre que ceci est bien défini.

vol @ (M) =

vol( , . .
Lemme 1.9. Le nombre réel % ne dépend pas du sous-module libre de rang maximal

LCM.

Démonstration. Soient Li, Ly deux sous-modules libres de rang maximal dans M. Alors Ly N Ls
est un sous-module de rang maximal et contient donc un sous-module libre de rang maximal. Il
suffit donc de prouver que si L' C L C M sont deux modules libres de méme rang rg M on a

M‘(’Zlii)]\(é,L/lg,)) = M?Zl(iz()]\(/fl})l/))‘ Soient b, b’ des bases respectives de L, L. On a

vol® (L) = détp([b : b']) vol P (L) = M(Ag(L/L)) volP (L)
Par ailleurs on a la suite exacte courte 0 — L/L" — M /L' — M/L — 0 d’ou il suit que :
M(Ao(M/L')) = M(Ao(L/L))M(Ao(M/L))

Il vient finalement que :

vol (L) B vol® (L)
M(Ao(M/L)) — M(Ao(M/L))M(Ao(L/L))
vl d(1)
— M(Ao(M/L))
ce qui finit la preuve. O

Formule du rang métrique
On a l'analogue suivant de ([1.2]), dont la preuve est similaire.

Lemme 1.10. Soient M, M’ des Z[A]-sous-modules d’un module libre et f un morphisme de M

vers M', on a l’égalité suivante :

_détp(f) volP (M)
vol® (ker(f))

vol @ (f(M)) (1.11)

Démonstration. On suppose pour simplifier que vol® (M) = 1. Soient L' C ker(f) et L” C
ker(f)* des sous-modules libres de rang maximal, alors la somme directe L' @ L” est un
sous-module libre de rang maximal dans M. On pose 7" = ker(f)/L', T" = im(f)/f(L") =
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M/(ker(f)® L") et T = M/(L' @ L"). On obtient un suite exacte courte 0 = 7" - T —T" — 0
en appliquant le lemme du serpent au diagramme suivant :

0 —— ker(f) — M —— im(f) —— 0

I I K

0O—— L —Ls»l — L' —— 0

11 suit que M(Ao(T)) = M(Ao(T"))M(Ao(T")). Par ailleurs, comme L’ et L” sont orthogonaux
on a

vol (L) vol P (L") = vol D (L' + L")
et il suit que

vl (L) vol (L") = M(Ag(T))
= M(Ap(T")M(Ao(T')).

Vu que fiz» est injective f(L") est un sous-module libre de rang maximal de im(f) et on obtient
ainsi que

vl (im(f)) = vol®(f(L"))/M(Lo(im(f)/ f(L")));
= vol®(f(L")/M(A < "))-

Enfin, on a

vol @ (f(L")) = détp(f) vol @ (L").
Il suit des trois égalités ci-dessus que

détp(f) vol® (L")
M(Ao(T"))
0
L)

vol® (im( f))

détr (f)M(Ao(T"))
vol® (L
détr(f)
vol® (ker(f))

Calcul de la torsion ¢2

Soit Cy,d, un complexe fini de Z[A]-modules libres de type fini. Pour chaque p on choisit
un sous-module libre de rang maximal L dans H,(C) ; alors L se releve en un sous-module libre de
rang maximal L’ dans 'orthogonal de im(dp41) dans ker(d,). Soit T le quotient (Hy(C)/Hp(C)tors)/ L,
on pose :

vol & (H,(C)) = M(Ao(T)) vol @ (L).

On remarque que si C, est £2-acyclique ceci vaut 1 puisque 'orthogonal de im(d,+1) dans ker(d,)
est nul.

Proposition 1.11. Avec les notations ci-dessus on a [’égalité

(=P
() = (M(Abf’m)(Hp(C))) l .

vol®) (H,(0))
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Démonstration. Soit M), 'orthogonal de im(dp41) dans ker(d)), qui est un sous-module de rang

bé,2)(C) dans Cp. Soit L', L"” des sous-modules libres de rang maximal dans im(d,—1) et M,
respectivement, L = L' & L” est alors un sous-module libre de rang maximal dans ker(d,).
Comme M, et im(d,_1) sont orthogonaux on a vol® (L) = vol® (L) vol®(L"). En posant
T = ker(dp)/L il suit que :

vol® (L) VOI(Q)(L’) VOl(Q)(L”)
vol® (ker(d,)) = M (T)) (BT

On pose maintenant 7" = M,/L"”, T' = im(d,—1)/L’; il y a un plongement naturel de 7" & 7"
dans T dont le conoyau est isomorphe & Hy,(C)/M, =: Ty. On obtient ainsi une suite exacte
courte 0 > T" @ T" — T — Ty — 0 et il suit que 'on a

M(Ao(T)) = M(Ao(T") M(Ao(T")) M(Ao(Th)).

Enfin, soit H,(C) le quotient de H),(C') par son sous-module de torsion, dans lequel M), se plonge,
et Ty = H)(C)/M,. Le volume ¢ de H,(C) est bien défini et égal a vol® H,(C). On a d’autre
part la suite exacte courte 0 — 11 — Ty — Hp(C)iors — 0 et il vient :

M(Ao(Tp)) = M(Ao(T1)) M(Ao(Hp(C)tors))-

En rassemblant toutes ces égalités on obtient :

vy val® () 1
vol® (ker(d,)) = M(Bo(T) © MB(T")  M(Bo(T0))
@ vol®(My) 1
14)( (dp—l)) ( OTI)) (Ao(Hp(C)torS)>

(
vol® (im(d,1)) vol® (H(
M(AO( p(C)tors))

)

et de la derniére ligne il suit en utilisant (1.11)) que :

déta (dp—1) vol @ (H(C))
M(Do(Hp(C)tors)) vol® (ker d,, 1)

vol® (ker(d,)) =

et en prenant le produit alterné sur p on peut conclure que :

=0 VO“Q)(ffp(O)))(_l)p |

MO (B, (C)ror))

1.3 Approximation pour la torsion de Reidemeister

Pour toute cette section on fixe un groupe abélien libre A = Z™. Pour une famille génératrice
libre S = {t1,...,tm} de A et v =t]' ...t on note |v|s = maxj—1,__m|vi|. ST A C A est un
sous-groupe on note

ag(A) = Ueglij%} v]s-
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Si S, S sont deux familles génératrices il existe un C' > 0 tel que C~1|.|s < |.]s» < C|.|s. Comme
la plupart du temps on sera intéressé au comportement “a grande échelle” de ag on notera
simplement a(A) = ag(A) sans se soucier du choix d’une famille génératrice.

Pour un Z[A]-module M on note Ma le Z[A/A]-module obtenu en restreignant les scalaires :

Ma = ZIA/A] QZ[A] M.

On a un isomorphisme A/A-équivariant de M vers le module quotient M /(A — 1)M. Pour un
morphisme f : Z[A]" — Z[A]"” on note fa Iapplication de Z[A/A]" — Z[A/A]" induite. Les
déterminants dét’(fa) sont toujours pris pour la métrique Hermitienne canonique sur C[A/A]
pour laquelle les éléments du groupe sont une base orthonormée. Si Cy, d, est un complexe de
Z[A]-modules on note Ca le Z[A/A]-complexe tel que Cy Ao = (Ci)a et dioa = (di)a-

Cette section est consacrée a prouver une version faible de ’approximation pour le détermi-
nant de Fuglede-Kadison pour le groupe A. On obtient le résultat suivant.

Proposition 1.12. Soit A € M, ,;(Z[A]), on a la limite

) log dét A
limsup ———= = log déty A.
a(A)—oo [A : A}

Plus précisément on montre le résultat suivant, qui est celui que I'on utilisera dans la section
suivante.

Proposition 1.13. Soit Ay,..., A, une collection finie de matrices a coefficients dans Z[A].
1l existe une suite exhaustive Ay de sous-groupes d’indice fini dans A tel que 'on ait pour
l=1,...,n:
(i)
log dét’(A
lim g ( l,AN)

N—o0 [A : AN] - log detA(Al)

(i)
| dim(ker(A4; 5,) ® C) — [A 2 An]rg(ker(A4;))| = O(log[A : An]).

La proposition est une conséquence directe du point (i) vu que l'on a

Tim sup (dét' (Ax) F8T) < déty (A)

a(A)—oo

(cf. la preuve du lemme ou [Liic94al, Theorem 3.4(2)] pour un énoncé plus général).

1.3.1 Croissance des nombres de Betti

On aura besoin d’estimées précises sur la vitesse de convergence dans le théoreme [0.4] de
Liick. Pour un sous-groupe A C A on pose :

At ={Ce N, Vel ((v)=1}

qui est un sous-groupe fini de cardinal [A : A] de A*.
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Proposition 1.14. Soit M un Z[A]-module de type fini (resp. Cyx un complexe fini de Z[A]-

modules libres de type fini). Il existe un P € Z[M] tel que pour tout sous-groupe A C A on
q .
al :

| dim(Ma ® C) — [A: Alrg(M)| < [{¢ € A, P(¢) = 0}

(resp.
Vp, [b(Ca) = [A: AP (CL)] < [{C € AL, P(¢) = 0}]).

Démonstration. On prouve d’abord le résultat pour les modules. Soit M un Z[A]-module de
type fini, 7 : L — M un plongement d’un module libre de rang maximal dans M et T le module
de torsion M /L. On a alors

| dim(Ma ® C) — [A: A]rg(M)| < dim(Th ® C) + dim(ker(ipn) @ C).
Les deux lemmes qui suivent donnent la majoration souhaitée pour le terme de droite.

Lemme 1.15. Soit T un Z[A]-module de torsion de type fini; il existe un P € Z[A] non nul tel
que pour tout sous-groupe A d’indice fini on ait

dim(Tx ©C) < [{¢ € AL, P(C) = 0}

Démonstration. Soient aq,...,as des générateurs de T'. Il existe un P € Z[A] tel que Pa; = 0
pour i = 1,...,s. On obtient ainsi une surjection C[A]/(P) — T et il suit que

dim(Tx ® C) < sdim(C[A]/(P) ® C[A/A]).

On va maintenant conclure en montrant que la dimension dim(C[A]/(P))a est égale au nombre
de zéros de P dans A'. La suite exacte courte

0 — C[A] 25 €Al & C[A]/(P) — 0
donne pour tout A une suite exacte
CIA/A] 225 CIA/A] 2 (C[A)/(P))s = 0

ol Pa est I'image de P dans C[A/A]. On rappelle que pour un caracteére ¢ € Hom(A/A,C*) =
AL on désigne par C¢ la droite complexe sur laquelle A/A agit par le caractere ¢ et que 'on a
une décomposition

ClA/A]= & C..

cent

Pour v € C¢ on a Pa.v = P(¢)v et on a donc C; C PAC[A/A] si et seulement si P(¢) # 0. 11
suit que le noyau de application wa est égal a

ker(m) = @ Ce
CEAL,P(()#0
de sorte que ’on a bien
dim(C[A]/(P))a = [A/A] = [{¢ € A+, P(¢) # 0}
= AT = [{¢ e AN P(Q) # 0}
= [{¢ e At P(Q) #0}.

€. On compte toujours les multiplicités dans le nombre de zéros d’un polynéme
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Lemme 1.16. Soit i : My — My un morphisme injectif de Z[A]-modules. Il existe un Q € Z[A]
non nul tel que pour tout A d’indice fini on ait

dim(ker(ipn) ® C) < [{¢ € AL, Q(¢) =0}/

Démonstration. On considere tout d’abord le cas o M C Z[A]™ est un sous-module d’un module
libre et 4 I'inclusion. On commence par montrer qu’il existe un @)1 tel que

dim(My ®C) < [A: Alrg(M) +[{C € A, Qu(¢) = 0}]. (112)

On pose T'= M/L ou L C M est un sous-module libre de rang maximal. L’image de Lan ® C
dans Ma ® C est de dimension inférieure a dim(La ® C) = rg(M)[A : A] et de codimension
égale a dim(Th ® C) de sorte que est vérifiée pour Q1 égal au polyndme associé a T' par
le lemme [[.T5]
Soit maintenant M’ C Z[A]" un sous-module tel que M N M' =0 et rg(M) +rg(M') = n et
i’ Vinclusion de M’. Le quotient 7" := Z[A]" /(M @ M') est de torsion et par le lemme il
existe un Qo tel que
dim(T4 © C) < [{¢ € A, Qa(C) = 0}, (1.13)

D’autre part on a une suite exacte courte
0 MaM L5 ZA" T -0

qui apres avoir tensorisé par Z[A/A] devient :

Ma @ My 252 7210 /A) = T4 = 0.
On obtient ainsi
dim(ker(ia) ® C) + dim(ker(i’y ) ® C) = dim(Th ® C) + dim(Ma & My ® C) — n[A : A].

Le raisonnement utilisé pour prouver appliqué & M’ donne un Qs tel que dim(M) ® C) —
[A: Alrg(M') est inférieur au nombre de zéros de Q3 dans At ; en posant Q = Q1Q2Q3
et (1.13) ci-dessus et cette derniére majoration montrent que le coté droit de ’égalité ci-dessus
est majoré par le nombre de zéros de Q dans AL,

Dans le cas général on peut plonger Mj/(Mj)iors dans un module libre Z[A]™; si ¢’ est le
plongement de Msy/(Ma)iors dans Z[A]™ ainsi obtenu on obtient le résultat en appliquant le
raisonnement ci-dessus a ¢’ et le lemme a (M2)tors- O

Soit C, un complexe fini de Z[A]-modules libres de type fini ; on utilise les arguments habituels
pour déduire le résultat sur la croissance de I'homologie des (Cy)a du résultat sur les modules.
Soit ny = rgzA)(Cp), on a alors dim(Cp A ® C) = [A : Aln,, et il suit que

by(Ca) = dim(kerd, o) — dim(im dp 1 A)
= dim(kerd, o) + np+1[A : A] — dim(ker dpyq a).

Par ailleurs on a
b](f)(C) = 18y (ker dp) + np1 — 18z (ker dpy1)
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et il suffit donc de montrer que pour une matrice A € M,, ,,/(Z[A]) la différence dim(ker Ax)—[A :
A]rgyp(ker A) est majorée par le nombre de racines dans At d’un polynéme. Le lemme
et le résultat pour les modules donnent

dim(im Ax) = [A : Alrggpy(im A) +e
ot e est le nombre de zéros dans AL+ d’un polynéme. Vu que l'on a
dim(im Ay) + dim(ker Ayr) = n'[A : A] = (vgzn) im(A) + rggy ker A)[A : A
on obtient le résultat désiré. O

Si P € Z[A] est non nul on peut obtenir une majoration pour le nombre de ses zéros dans
C[A/A]. Plus généralement, si X est une sous-variété affine du sous C-espace vectoriel de C*
engendré par A* on note X [A] le sous-ensemble fini A+ N X ; il existe alors une constante C' ne
dépendant que de X telle que

[A: A
XAl <C .
X[l < CES
(cf. [CWO03, Section 2]). La proposition et cette borne donnent une généralisation au cas
non-#?-acyclique de leur théoreme 2.1.

(1.14)

Corollaire 1.17. Soit M un Z[A]-module de type fini (resp. C un complexe fini de Z]|A]-modules
libres de type fini) 1l existe un C' > 0 tel que

|dim(Ma ® C) — [A : Alrg(M)] < 0[1; (:AA)]
(resp. A
() - [0 ABP(C) < )

1.3.2 Convergence des sommes de Riemann

On rappelle ici les faits suivants, qui sont bien connus.

Lemme 1.18. Soit P € Z[t] non nul;
(i) On a
i 1
lim Y log|P(Q)] = m(P):
N

N—oo

1
P(O)#0

(7i) 1l existe un Cp > 0 telle que pour toute racine N-iéme de 'unité ¢ vérifiant P(() # 0
on ait log |P(¢)| > —Cplog N.

Démonstration. Soient ay,...,aq € Q les racines de P. On a alors :

=172

d
m(P) :/ S log |2 — ayldz
d

= logmax(1, |a])

=1
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ou la seconde ligne suit de la formule de Jensen (cf. Wikipédia)). Il suffit ainsi de montrer que si
a€Qona:

0sila] <1

log|al si |a| > 1.

. 1
]&inoozvzlogf‘a'—{

Les cas oil |a| # 1 sont triviaux. Si |a| = 1 on définit pour tout € > 0 une fonction f. sur T' par

log|z —al si |z —al| > ¢;
fe(z) = .
log |ze —al si |z —a| <e.

ou z est I'une des solutions & ’équation |z — a| = €. On a alors log|z — a| < f(z) pour tout
z € T et il suit que pour € assez petit on a :

hmsup— Z log|¢ —al < hm — Z fe(¢ 7/@ fe(2)dz

c;éa “tra

Le coté droit tend vers [r1log |z — a|dz quand € — 0 et on peut donc conclure que

— Z log]C—a\</ log |z — aldz = 0.
CN 1
C#a

Il reste a prouver que

l}wnf— > log|¢ —al > 0.
N=1

C#a
D’aprés un résultat diophantien de A. Baker [EW99, Lemma 1.11] il existe un Cj, > 0 tel que

II I¢—al> NC (1.15)
V=1
(#a
Il suit que pour tout N > 1 on a
—Cylog N
—Zlog\g—a|> o8
N
CN 1
(F#a

et comme le coté droit tend vers 0 quand N — oo le point (i) du lemme suit.
Le point (ii) se déduit de . Il suffit de prouver que pour tout nombre algébrique a il
existe un C! tel que pour tout N > 1 et toute racine N-iéme de I'unité ¢ # a on a

log|¢ —a| > —C/ log N. (1.16)

Le cas oll a est une racine de 'unité est trivial ; on suppose donc que a’¥ # 1 pour tout N > 1.
Soit (p la racine N-iéme la plus proche de a. On suppose maintenant que ((1.16)) n’est pas vérifiée
par (p. Soit ¢ une racine N-ieme distincte de (y; on a

¢ —al* = ¢ — Co|* + 2Re(¢ — o) (¢o — a) + [¢o — al®
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et il suit que

1 (¢ —¢o)(C—a) | |¢o—al?
log|¢ —al —log|¢ — (| = 510g(1+2Re C— G +’C_<0’2)
(€ —¢0)(Co — a)
= ORI

vu que l'on a supposé |(p — a| < 1/N < |¢ — (p|. Par ailleurs on a

ng:1’§ C’2 Re(¢ = ¢o)(¢o — a) CNX:]_’C <’_|CO_ a|N
C#Co ¢#Co

et comme on a supposé que |(yp — a| décroit plus vite que toute puissance de N il vient

> log|¢—al— Y log|¢ — ol = o(1).
V= V=1
¢#Co ¢#Co

Soit Q(t) =t — 1, on a finalement

> log ¢ — Co| =1log|Q'(¢o)| = log N
%#?01

et comme on a supposé que log N = o(log|(p — a|) il suit > .~_; log|( — 4 o oo ce qui
— 00
contredit ([1.15)). O

Pour m > 1 le méme argument que ci-dessus montre que si P € Z[A] on a :

lim sup Z log |[P(C)| < m(P).
a(A)—oo ceAt

P(¢)#0
En revanche l'analogue de (|1.15)) (ot méme de la propriété plus faible (1.16))) n’est pas connue

pour les polynoémes en plusieurs variables ; on ne peut donc pas démontrer la limite. Pour contour-
ner ce probléeme on utilise un résultat d’approximation de D.W. Boyd et W. Lawton pour déduire
du lemme ci-dessus un résultat moins précis sur les polynémes en plusieurs variables.

1.3.3 Construction de Ay

Pour cette sous-section on fixe une identification A = Z™ et la fonction longueur associée,
de sorte que a(A) = min,ea_{oy Max;=1,_._m |vi-

Proposition 1.19. Soit P une collection finie de polynéomes dans Z[t1,. .., ty]. Il existe une
suite exhaustive de sous-groupes d’indice fini Ay C A tels que pour tout P € P on ait

Z log |P(¢)| —— m(P); (i)
é«?ﬁ
{¢ € Ay, P(¢) =0} < log[A : Ay]; (i)

V¢ € Ay, log|P(¢)| > —(log[A : An])>. (iif)
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Démonstration. On commence par considérer le cas d’un seul polynéme P € Z[ty,. .., tn], le
cas général en suivra trivialement.
Pour v = (v1,...,v) € Z™ on note v* le sous-groupe {(u1,...,un) € Z™, >, ujv; = 0}.

On pose ¢(v) = a(v*) et pour P € Z[ty,...,ty] on note P,(X) = P(X",..., X""). Le résultat
principal de [Law83| est la limite suivante :

m(P,) — m(P). (1.17)

q(v)—o0
Pour un nombre premier p on note p = p; < p2 < ... < py, la suite des m nombres premiers qui
le suivent et on pose r; = [[;,; pj pour i = 1,...,m et 7 = (r1,...,7y). On voit aisément que
q(r) >p:siy;sir; =0pourun s € Z™ et pour un j on a s; # 0 on obtient —s;7; = p; Ditj 1%8"'
Comme p; ne divise pas r; on doit avoir pj|s; et il suit que ¢(r) > |s;| > p; > p. De ((1.17)) il suit
ainsi que m(P,) — m(P). Pour un entier M > 0 on definit le sous-groupe suivant de Z™ :
p—00

Apv={ve Zm,Zviri =0 (mod M)}.

On a alors Ay, pr = r* ®ZMwv pour tout v € Z™ qui engendre un supplémentaire a 7* et A, s est
d’indice M dans Z™. On montre que si M > mp1 ...pm ona a(Ap ) > p. Soit v € Ay ar, v & .
Alors on a | 32, rvi| > M et il suit que |v;[ > M/(m]],.; pi) pour au moins un j. Le coté droit
est supérieur a p pour M comme indiqué.

On fixe maintenant € > 0 et on choisit p assez grand pour que |m(P.) — m(P)| < €; par le
Lemme [1.1§]il existe un entier My tel que pour tout M > My on ait

1

m(P.) — i Z log |P-(¢)]| < e.
¢M=1, P(Q)#0

On a AiM ={(¢™,...,¢"™), ¢M =1} et il suit donc que

1

m(F) - [A = Ap ]

Z log |P(¢)]| < 2e

CEAL 1, P(O#0

pour tout M > M.
Le nombre de zéros de P dans A; st majoré par le nombre de racines de P, qui est
lui-méme inférieur a

m(m+1)

max |ri| x deg(P) < deg(P)pi . .. pm < deg(P)2" 5 p

vu que p; < 2p;—1 par un théoréeme de Chebyshev (cf. Wikipédia). Il existe donc un entier M
tel que pour tout M > M; le nombre de zéros de P dans A, ps soit inférieur a log(M).

Du lemme on tire que pour tout p il existe un C, > 0 tel que pour tout ¢ € A;M qui
ne soit pas un zéro de P on ait

log [P(C)| > —Cyplog(M)

et il suit que pour M > My = exp(C}) on a log |P(¢)| > —log(M)>.

On peut donc construire un suite Ay = Ay, ar,y OU py est le N-ieme nombre premier et
My un entier bien choisi : on demande que My > mpn ...pNym—1 pour que o(Apy ay) > PN,
My > My, My, Ma (on My est Pentier ci-dessus correspondant & € = 1/p) et on obtient ainsi
que (i), (ii) and (iii) sont vérifiés par cette suite.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Postulat_de_Bertrand
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Dans le cas de plusieurs polynémes Py, ..., P, on obtient des suites M]lv,l =1,...,n,0 =
1,2,3 telles que les conclusions de la proposition soient vérifiées pour chaque P; avec la suite
Apy iy pour toute suite My > ML, En posant My = max;—1,_, M4 et Ay = Ay sy On
obtient une suite telle que les propriétés (i), (ii) et (iii) soient vérifées pour tous les P;. O

Notation

Dans l'identification A = Z™ on a défini le sous-groupe Ay = r3 @ Moy ; dans la suite on
gardera cette notation et on considérera ry comme un élément du dual Hom(A, Z) et r} comme
son noyau.

1.3.4 Preuve de la proposition [1.13

Dans cette preuve on utilisera systématiquement le lemme suivant.

Lemme 1.20. Soient V,W deux espaces hermitiens et f € Homg(V, W). On suppose que toute
valeur singuliére non nulle X de f satisfait c < X < C. On pose f' = fiv 5 on a alors l'encadre-
ment

dlog(c) < log(dét’ f) — log(dét’ f') < dlog(C).

Démonstration. Si A1 > ... > Adimv sont les valeurs propres d’un endomorphisme auto-adjoint
positif g of V' on a ’égalité bien connue (cf. Wikipedia) :

U 1]
' F<vdim(F)=izeF ||x||’
et en appliquant cecia g = f*f ]ker( )L on obtient que si ALy ooy Mim v —g Sont les valeurs propres

de gy on a \; > AL > X4 pour tout 4. Il suit que

d
log(dét'(f)) — log(dét'(f')) < D log(X;) < dlog(C)
i=1

dim V'

log(dét'(f)) — log(dét/(f)) > 3. log(As) > dlog(c).
i=dim V —d

O]

Démonstration de la proposition[1.15 Comme dans la preuve de la proposition [I.19]on peut se
limiter au cas d’une seule matrice. De plus il suffit de démontrer le résultat pour des matrices
auto-adjointes vu que si A € M, ,,(C[G]) on a détp(A) = /détp(A*A).

Soit donc A € M,,(Z[G]) une matrice auto-adjointe. On veut montrer que

log dét’(Ap )

lim ————=%> = déty (A
N—o0 [A :A N] A( )

pour une suite Ay obtenue par la proposition La stratégie de la preuve est d’utiliser le
lemme ci-dessus et les estimées sur les valeurs propres de Ay, pour se ramener au cas d'une
matrice inversible. Le résultat est ensuite déduit du point (i) de la proposition appliqué a
dét(A). Soit L un sous-Z[A]-module libre de rang maximal dans 'orthogonal de ker(A), L’ son


http://en.wikipedia.org/wiki/Min-max_theorem#Min-max_Theorem
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image par A (qui est un sous-module libre de rang maximal dans im A) et h, g des isomorphismes
de Z[A]" (r =1g(A)) vers L, L, de sorte que le diagramme suivant soit commutatif :

ZIA] —2 Z[A]

al d
ZIA" —2 Z]A]

ou A" € M, (Z(A]) est une matrice carrée de déterminant non nul. Vu que L ® C est dense dans
ker(A)* on obtient par [Liic02, Lemma 3.15(3)] I'égalité

détp (A) = déty(g)déty(A)déty(h1).

On écrit dét(t — A) = 31 Pi(t1, - - -, tm)t". Soit P I'ensemble de polyndomes contenant tous
les P; non nuls ainsi que tous les coefficients non nuls des polynomes caractéristiques de A’, hh*
et gg*, tous les polynémes apparaissant dans le lemme [1.16| pour A et g et ceux du lemme
1.15| pour (Z[A]"/im(h))iors €t im(A)/im(g). Soit Ax la suite associée a P par la proposition
1.19] Comme dét’ A(¢) = £P;(¢) pour i = dim ker(A(¢)) (et une égalité semblable vaut pour les
autres matrices) le point (iii) de la proposition implique que pour toute valeur singuliere A
de AAN’A;XN’hAN ou gp, ona

log A > —log[A : Ay]?. (1.18)
D’apres le lemme et le point (ii) de la proposition on voit que le sous-espace ker(hy ,, )+
ker(ga,) de C[A/AN]" est de dimension < log[G : Gy]. De la méme maniére le lemme [1.15]
montre que im(hy ) et im(gp, ) = Apimhy,, sont de codimension inférieure & log[A : Ay] dans
ker(Ax)t. On définit des sous-espaces Vi C C[A/AN]" et Vo C C[A/An]" par
Vi = ker(hy )" Nker(A) )N Ay ! (ker(ga,)b)
Va = hyy (V1)

et on a donc un diagramme commutatif

!

AAN ,
Vi —— A, (V1)

hANJ{ gANl

A
Vo —20 Ay, (Vo)
ol toutes le fleches sont des isomorphismes. Pour ¢ = 1,2 on a aussi
dimV; — r[A : An] = O(log[A : An])).

Dans la suite on utilisera I’abréviation log(us,) = log(va,) + o([A : AN]) en up, ~ wvp,-
Du lemme et de la minoration il suit que pour toute f : Z[A]" — Z[A]" et toute
suite de sous-espaces Fy C C[A/An]" tels que dim(Fy) = O([A : An]®) pour un b < 1 on a
dét’(fa,) ~ dét’(fay|Fy)- En appliquant ceci & f = A’ et Fy = V4 on obtient que

dét/(A/AN) ~ dét/( ;\N‘Vl)'

De la méme maniére on a

, , Ay Vo, _
dét' (Al lv) = det/((gGN|A,G§V1) YAgyhay i)

. AcVar 1 1. ,
det(gGN|AgZVi) 1det(AGN’V2)det(hGN‘V1)

~ dét/(gGN)_1dét/(AGN)dét/(hGN)7
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ou la derniere ligne suit du lemme appliqué a f = ga,, V = C[A/AN]", W = im(A)a,
et V' = AANV1 puis & f = Ap,, V = W = im(A),, et V! = V5 et finalement & f = hy,,
V =C[A/AN]", W =im(A),, et V' = Vj. On conclut que

log(dét'(Ap,))  log(dét'(ha, )~ dét’ (A} | )dét'(gay)) N
[A:AN] [A: Ap]

o(1)

et on voit qu’il suffit donc de considérer le cas ou le déterminant est non nul que ’on peut ensuite
appliquer & A’, hh* et gg*.

On suppose donc maintenant que P = dét(A) # 0 et on reproduit la preuve classique donnée
par exemple dans [Liic02, Lemma 13.53]. On décompose C[A/AN]" en la somme P, AL Ve on
A/AN agit sur la droite Vi par le caracteére ¢, de sorte que Ay, est représenté dans V¢ par la
matrice A(¢). Le nombre de ¢ € Ay tels que dét(A)(¢) = 0 est inférieur & log[A : Ax] et comme
les valeurs propres de Ap, sont majorées par une constante et minorées par on obtient
par le lemme que

1 1
loe dét’ (A = ——— > logdét’A
[A: Ap] 0B dét'(Any) [A:An] Cent og détA(C)
o [AlAM S logdét(A(C)).

CEAR, dét(A) ()0

Le point (i) de la proposition appliquée au coté droit montre qu’il converge vers log dét (A)
quand N — oo.

Le point (ii) de la proposition est une conséquence immédiate du (ii) de la proposition
et de la proposition O






Chapitre 2

Croissance de ’homologie de torsion
dans les revétements abéliens

Dans ce chapitre on relie le taux de croissance exponentielle de la torsion homologique dans
les revétements abéliens aux mesures de Mahler des polynémes d’Alexander. On traite le cas des
revétements cycliques dans le théoreme [2.5] et on obtient un résultat partiel pour le cas général
dans le théoreme Dans tout ce chapitre A est un groupe abélien libre de rang fini.

2.1 Le cas (*-acyclique, d’aprés [BV]

On s’occupe ici de la croissance du terme parasite []; vol(HZ-)(_l)i dans (1.3)). Le résultat
suivant est une adaptation de [BV, Theorem 7.3].

Proposition 2.1. Soit Cy, d. un complezxe fini de Z[A]-modules libres de type fini. Si HZSQ)(C) =
0 et An est la suite associée auz d, par la proposition on a

| log vol(H(C y iibre)| = O(log[A : ANT?).

Démonstration. On reprend la notation de [BV] et on note R,(A) = vol(Hp(A)iibre) pour tout
complexe A, de Z-modules libres de type fini tel que A, ® R soit muni d'un produit scalaire
défini sur Q. Les deux lemmes suivants sont issus de cette référence.

Lemme 2.2. Soit K un groupe fini qui agit sur un complexe A, de Z-modules. On suppose que
A, RC est muni d’une métrique Hermitienne pour laquelle K agit par isométries. Soient M, v des
majorants respectifs des normes des différentielles de Ay et des normes d’une famille génératrice
de A,. Soit X C K l'ensemble des caractéres qui apparaissent dans la K-représentation H,(A®
C) et D le mazimum des dimensions des sous-espaces X -isotypiques des A,. Alors on a pour
tout p :

Ry(A) > (My|K[?)P.

Lemme 2.3. Soit A, comme ci-dessus et B, le compleze dual By, = Hom(A,,Z) muni de la
métrique duale. On a pour tout p :

Rp(As) Ry —p(Bs) = 1.
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Il existe M > 0 tel que les différentielles d, o des complexes (Cx)a sont de norme inférieure
a M pour tout A C A d’indice fini et les (Cp)a sont engendrés par des vecteurs unitaires. Soit
X T'ensemble des caracteéres de A/A qui apparaissent dans H,(Ca) @ C et D le maximum des
dimensions des sous-espaces X-isotypiques des (Cp)a et Dy ce maximum pour A = Ay. Le
lemme 2.2] donne
Ry(Ca) > (M[A : AP)P.

11 suit alors du lemme que l'on a
(M[A : 6]%)P > R, (Ca) > (M[A : AP)~P. (2.1)

Vu que Cp = Z[A]" on a (Cp)a @ C = C[A/A]" et il suit que pour tout ensemble de caracteres
Y C Hom(A/A,C*) la dimension du sous-espace Y-isotypique de (Cp)a ® C est égale a n|Y|.
En particulier on a D < ndim(H,(Ca) ® C) et du point (ii) de la proposition [1.13] il suit
que Dy = O(log[A : Ay]) et la majoration souhaitée est alors une conséquence immédiate de

E1). O

Corollaire 2.4. Soit C,,d, un complexe (*-acyclique fini de Z[A]-modules libres de type fini. Il
existe une suite exhaustive de sous-groupes d’indice fini Ay C A telle que l'on ait

, (-1 ey (2)
lim H|Hp(CAN)tors| =79(0).
p

N—o0

Démonstration. Par les propositions [2.1] et il existe une telle suite Ay telle que

log 7(Cay)

@ (c
Aay] vow T )
et
| log vol(Hp(Ca tibre) | 0
[A :A N] N—o0
Le corollaire suit alors de (/1.3)). O

2.2 Croissance de I’homologie de torsion dans les revétements
cycliques

Soit X un CW-complexe fini, X son revétement universel et ¢ une surjection m (X) — Z;
alors pour tout N > 1, Xy = ¢ H(IV Z)\X est un revétement cyclique de degré N de X et
X = ker(qb)\)N( en est un revétement cyclique infini. Le but de cette section est de démontrer le
résultat suivant.

Théoréme 2.5. Soit V' un Z-module libre de type fini et p : m(X) — SL(V). Pour p =
0,...,dim X soit j le plus petit indice tel que Aj(Hy(X;V)) # 0. On a la limite

. 10g|Hi(XN;V)tors| S
Jim. & (A (H (X5 V).

Démonstration. C’est une conséquence directe de (2.2]) ci-dessous et du lemme O
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Le reste de cette section est donc dédié a la preuve des deux résultat suivants : si (Cl,d.)
est un complexe fini de Z[t*']-modules libres de type fini on a pour tout p

. log|Hp(CN)tors
lim | pEVN)t ‘:m(Ab;Q)(c)(Hp(C))) (2.2)

N—oo

et si M est un Z[t*']-module de rang r on a

lim log’(MN)tOrS‘ _
N—o00 N

On déduit plus loin (2.2)) de (2.3 et cette derniére limite est elle-méme prouvée en trois étapes :
on considere d’abord le cas d’'un module sans torsion, puis celui d’un module de torsion et on
combine ces deux cas pour démontrer le résultat en général.

m(A,(M)) (2.3)

2.2.1 Modules sans torsion

On suppose ici que M est sans torsion et on veut montrer que :
1
—1 M — 0. 2.4
N og | (M )tors| Neoo 0 (2.4)

On montre en fait que la Z-torsion dans My est bornée indépendamment de N, et la preuve est
remarquablement semblable au cas-jouet On choisit un plongement de M dans un module
libre L & Z[tH1]".

Lemme 2.6. Soit T'= L/M ; alors le sous-module de Z-torsion de T est d’exposant fini; soit e
non nul tel que eT' soit un Z-module libre, alors pour tout N > 1 'exposant de (Mp)tors divise
e.

Démonstration. La partie de Z-torsion de T est isomorphe & M'/M ou M’ = LN M ® Q est de
type fini, et si x1,...,x, € L en est une famille génératrice il existe pour tout ¢ un entier n; > 0
tel que n;x; € M. 11 suit que 'exposant de T' divise ny ...ny.

Supposons maintenant qu'un x € M ait une image d’ordre exactement n dans Mpy. Ceci
signifie qu'il existe un y € M tel que y & dM pour tout diviseur d > 1 de n et nz = (tV — 1)y.
Dans le module libre L on voit en appliquant le lemme de Gauss coordonnée par coordonnée
que n doit diviser . Il suit que n~'y est d’ordre n dans L/M. O

Il existe donc un K > 0 ne dépendant que de M tel que pour tout N la Z-torsion de My
soit de la K-torsion et (2.4) est donc une conséquence du lemme suivant.

Lemme 2.7. Soit M un Z[t*']-module de type fini (resp. Cx un Z[t*]-complexe libre fini) et K
un entier non nul. On suppose que la partie de K -torsion de M (resp. Hy(C)) est finie, alors
la K-torsion de My (resp. H,(Cn)) est bornée indépendamment de N.

Démonstration. Soit p]f o pfl la factorisation en nombres premiers de K. La partie de K-torsion
de My se décompose comme suit :

D z/p*

di, N
Jj=1

l
(MN)K—tOTS = @
i=1
ou d; vy =dim(My @ Fp,) —r87(Mn) et o; ; < k;. 11 suit que

!
|(My) K —tors| < > pF (dim(My @ F,,) — dim(My ® Q)).
=1
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Ainsi il suffit de prouver que pour p = p1,...,p; la différence
dim(MN ® Fp) — dim(MN & Q)

est bornée indépendamment de N. On peut le montrer en examinant la preuve de [LLS11]
Theorem 0.2(i)] dans notre cas particulier, mais on va en donner une preuve courte et élémentaire.
A noter qu’elle est tres similaire a celle de la proposition

On suppose que M est sans torsion, on pose r = rgz;+11(M) et on choisit un plongement de
M dans un module libre L de rang r. Par la proposition on sait que rg; (My)—rN est borné
et on doit donc montrer que dim(My ® F,) —rN est borné. Dans la suite on note abusivement
M, L les Fp-espaces vectoriels M @ F,, L @ [F,,. 1l existe un f € Fp[t] tel que fL C M. On a
alors fnLy C My C Ly et il suffit donc de montrer que dimp, ker( f~) est borné. Supposons
que L = F,[t!] soit de rang 1; alors on peut identifier Ly avec les polynémes de F[t] de degré
inféreur & N. Soit ¢ = deg(f), si h € Fp[t] est non nul et de degré deg(h) < N — ¢ le produit
fh est encore un polynéme de degré < N et fh est donc non nul dans Ly. Il suit que fy est
injective sur un sous-espace de dimension N — ¢ et son noyau est donc de dimension inférieure
a . Si L= TF,[t*']" on peut utiliser le méme argument coordonnée par coordonnée.

En général, vu que la p-torsion de M est de rang sur Z fini on a rgmp[tﬂ](M ®@Fpy) =r.
Comme on a montré le résultat pour M /Moy il suffit de montrer que dim((Miors) v @ Fpy) est
bornée. Soit f € Fp[t] qui annihile My, on a alors une surjection (F,[t1]/( f))k — T et par
l'argument ci-dessus on a dim((Mios)ny @ Fp) = dim coker(f) < kdeg f.

L’énoncé sur 'homologie d’un complexe se déduit de I’énoncé pour un module exactement
comme dans la preuve de la proposition O

2.2.2 Modules de torsion

Soit T un Z[t*']-module de torsion de type fini, on veut montrer que :

lim log|(TN)t0rs‘ _

Am N m(Ao(T)). (2.5)

Le résultat suivant permet d’appliquer le théoréeme 7.3 de [BV]. Noter que ’énoncé et la
preuve du lemme ci-dessous se transposent presque mot pour mot au cas d’un Z[A]-module de
torsion (ot A = Z'™); il suffit de remplacer 3 par m + 2.

Lemme 2.8. [] existe une résolution
0B BRA3RAT S0 (2.6)

de T par des Z[tﬂ}—modules libres de type fini. Le complexe F, ¢, est {2-acyclique et sa torsion
2 est égale @ M(Ao(T))~L. De plus, pour tout p > 1 il existe un Z[t']-module M), sans torsion
tel que pour tout N > 1, H,(Fn) se plonge dans (M) .

Démonstration. L’anneau Z[t] est régulier de dimension 2 d’apres [Ser00l IV.D, Proposition 25];
vu que ses localisés sont les méme que ceux de Z[tﬂ] ce dernier I'est aussi. Ceci signifie que tout
Z[t*']-module de type fini a une résolution de longueur inférieure & 3 par des modules projectifs
de type fini. Comme tous les Z[t*!]-modules projectifs sont libres par [Lam06], Corollary V.4.12]
on obtient la résolution On a alors Hy(F') = 0 pour p > 1 et H(F) =T d’ou il suit que F,
est (2-acyclique et par le corollaire 1.8 sa torsion ¢2 est égale & —m(Ag(T)).

Soit N > 1 et p > 1; l'image im(¢p ) est égale & im(¢p,)nv = ker(¢p)n et le groupe
d’homologie H,(F) est donc isomorphe au quotient ker(¢,, n)/ ker(¢,) n. L’application ¢, donne
un plongement de M, = F,/ker(¢,) dans Fj,_; et ker(¢, n)/ker(¢,)n est alors isomorphe au
noyau de l'application induite M, y — F},_1 v qui est bien sir plongé dans M, . O
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Il suit du lemme ci-dessus et de (2.4)) que pour p > 1 on a

1 1
N 10g |Hp(CN)tors| S N log ‘(Mp,N)tors| I

N—oo

et (2.5) suit donc du corollaire appliqué au complexe Fy, ¢, vu que Hy(Fn) = Ty.

2.2.3 Conclusion

Soit M un Z[t*']-module de type fini, on a la suite exacte courte

0 — Mo -5 M — M’ — 0

ou M’ = M /Mo est sans torsion. En tensorisant par Z[Z/N| on obtient

(Mtors)N ﬂ My — M]/V — 0.
Lemme 2.9. Pour tout N > 1 Uapplication iy : (Miors) N — My est injective.

Démonstration. Soit x € Mo tel que I'image de x dans (Mios)n soit dans le noyau de iy. 11
existe donc un y € M tel que z = (" — 1)y. Mais il suit de cette derniére égalité que y € Miors
d’ou il suit que z est déja nul dans (Miers) - ]

Il suit que 'on a I'inégalité

’(MN)tor5’ /
——— < (M )tors-
‘(Mtors)N)tors’ o ( N)t

Le terme de droite est borné d’apres (2.4) et il suit que

1<

. 1 . 1
]\}gnoo N log [(MN)tors| = ]\}gnoo N log | ((MtorS)N)

= m(AO(Mtors))
= m(A(M))

tors|

ce qui finit la preuve de (2.3).

Soit maintenant Cy,d, un complexe fini de Z[t*!]-modules libres de type fini; I’application
naturelle de ker(d,)n vers ker(d, n) induit une application jy : H,(C)n — Hp(Cn). Une
preuve * similaire a celle du lemme montre que jy est injective et il suit que

|Hp(ON)tors|
~ [(Hp(C) ¥ )tors]

Pour traiter le c¢oté droit on utilise la méme astuce que dans la preuve de (2.5)) : le conoyau de
jn se plonge dans ker(dp )/ ker(d,)n qui lui-méme se plonge dans My ot M = C,,/ ker(d,) est
sans torsion et il suit que |coker(jn )iors| €st borné. Au final on a donc prouvé que

< ‘ COker(jN)tors‘-

) 1
lim N’HP(CN)

N—oo

AN sl = (8,0 (H(C))

= 1. _
s = Jim_ ]

ou la derniere égalité suit de ([2.3)) appliqué a H,(C).

x. Si x € ker(dp) est nul dans Hy(Cn), ie. ¢ = y+ (t" — 1)z, y € im(dps1), z € (tY — 1)C, on obtient
(tN —1)d,(2) = 0 et il suit que z € ker(d;p) donc x est nul dans H,(C)n.
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2.2.4 Exemples en dimension 3
Une présentation pour les modules d’Alexander d’une 3—variété

Si M est une 3-variété et M un revétement cyclique infini il serait plaisant d’obtenir une
formule aussi explicite que possible pour le polynéme d’Alexander Aj(]\/f\ ). Le cas le plus simple
est celui out M fibre sur S! et le morphisme 71 (M) — Z vient du tiré en arriere d'un générateur
de H(S') : il n’est pas dur de voir (cf. [BV] Corollary 7.7]) que si S est une surface fermée, ¢
un difféomorphisme de S et M = (S x [0,1])/{(x,0) = (¢(z),1)} on a

Ao(M) = dét(1 — te,) (2.7)

ou ¢, est 'endomorphisme de H;(S) induit par ¢.

Plus généralement tout morphisme 71 (M) — Z est obtenu par la forme d’intersection avec
une surface S plongée, 7i-injective et séparante dans M T (cf. [Hem76, Lemma 6.6]). On suppose
maintenant que M est une 3—variété compacte qui contient une telle surface S et que M est le
revétement cyclique infini associé a S. Soit U = S x (—1, 1) un voisinage tubulaire de S dans M
et M’ = M —U. On note Sy les composantes connexes de M’ correspondant a S x {+1} C U.
Le groupe fondamental 71 (M) est alors une extension HNN : si on considére les 71 (S4) comme
plongés dans 71 (M') il existe un isomorphisme « : 71 (S+) — m1(S-) tel que

T (M) = (m(M'), 1| Vg € m1(S4), tgt™" = alg)).

On note a, lapplication induite H;(Sy) — H1(S-) et on choisit un difféomorphisme o de S
qui induise « sur m1(5).

On peut utiliser S pour donner une construction géométrique de M : elle est difféomorphe
a la variété obtenue & partir de M’ x Z en recollant Sy x {k} & S_ x {k + 1} avec a. Soit i le
plongement de S dans M’ correspondant & Sy . On sait que Hy (]\//.7 ) = 0 et que 'application de
H,(S+) vers Hi(M') est injective et la suite exacte longue d’homologie de la paire

Sx7Z —s M xZ— M
(1—ta)i

donne ainsi la suite exacte

P

Z[tY @ Hi(S) —— Z[t*] ® H{(M') — Hy (M) — 0. (2.8)

(1—tas)ix

o~

qui est une présentation de Hj(M). Il semble difficile de calculer les mineurs de la matrice
(1 — taw)is en toute généralité vu qu’on ne sait pas grand-chose sur i,.

Cylindres d’homologie rationnelle

On conserve les notations précédentes et on ajoute la condition que la paire M’,i4 soit un
cylindre d’homologie rationnelle, c’est-a-dire que les applications (iy)* : H1(S;Q) — H1(M';Q)
sont des isomorphismes. Le revétement M est alors (?-acyclique et on peut calculer le premier
polyndéme d’Alexander.

—

Lemme 2.10. Dans la situation décrite ci-dessus on a Ao(Hy(M)) = 7(M', S4+)dét(1 —taw) ou
T(M',5¢) = [Hi(M') /i H1(S)].

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de (2.8) vu que l'application (1 — ta) o i, est
représentée par une matrice carrée de déterminant égal & 7(M’, S1)dét(1 — tov). O

f. La classe correspondante dans H*(M) est la classe duale & S
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Dans le cas ou M est 'extérieur d’'un nceud on retrouve ainsi [Lic97, Theorem 6.5] et dans
le cas ol M est fibrée on retrouve .

Il existe beaucoup d’exemples non triviaux de cylindres d’homologie. Si M’, i1 est un cylindre
d’homologie entiere Cha, Friedl et Kim en construisent un nouveau en faisant une chirurgie
dans Uintérieur de M’ (cf. [CEK11l Section 4.3]). Cette construction laisse inchangé le polynéme
d’Alexander du revétement cyclique infini de M = M'/{Vxz € S, i1 (x) =i_(z)} dual & S.

Nombres de Betti ¢? positifs

Il est facile de donner des exemples de revétements cycliques qui ne soient pas £2-acycliques :
si My est une 3—variété ayant un revétement cyclique infini M\o et N est une 3—variété telle que
b1(N) > 0 la somme connexe M = MyfN a un revétement cyclique infini M difféomorphe a
Mo#(N x Z) et on a alors

Hy(M) = H,(My) © (Z[t*] © Hi(N))

d’ott il suit que b?) (M) > by(N) et Abl(N)H(Hl(M\)) = A;(Mp).

L’exemple ci-dessus est artificiel mais élémentaire ; par contraste la récente solution par I.
Agol [AGMI12] (a la suite de travaux décisifs de D. Wise) de la conjecture VH¥ permet de
montrer le résultat suivant.

Lemme 2.11. Soit M une 3—variété hyperbolique; il existe un revétement Galoisien M de M
dont le groupe est virtuellement infini cyclique et tel que b§2) (M;7) > 0.

Démonstration. 11 suffit de montrer qu’il existe un revétement fini M’ de M tel que M’ ait un
revétement cyclique infini de premier nombre de Betti ¢? positif. La preuve de Agol et Wise
montre en fait qu’il existe un revétement fini M’ de M dont le groupe fondamental se surjecte
sur le produit libre Z x Z, on va montrer que le revétement M de M’ associé a la projection sur
le premier facteur a un premier nombre de Betti ¢? supérieur & 1. En effet, soit My le N-ieme
revétement cyclique de M’ ; le noyau de I'application Z *Z — Z/N est le sous-groupe librement

engendré par a¥,b,aba™!, ..., a¥ " 1ba! =V et il suit que m (My) se surjecte sur un groupe libre
de rang N et en particulier que by (My) = bi(m1(Mpy)) > N et le théoréme implique alors
que bgz) (M) > 1. O

Torsion virtuelle

La méconnaissance de ’action des relevements de classes d’homéomorphismes sur I’homologie
des revétements finis est un obstacle majeur & lapplication du théoréme [2.5] & la question [0.1
Méme dans le cas ot M est elle-méme fibrée sur le cercle de fibre S et de monodromie ¢ on ne
sait pas 8’il existe une revétement fini S’ de S et un relevé ¢’ de ¢ a S’ tel que le revétement
cyclique infini de la variété fibrée M’ obtenue & partir de S’, ¢ ait une torsion ¢? strictement
supérieure a 1, ce qui d’apres revient & demander que l'action de ¢’ sur Hy(S’;C) ait une
valeur propre de module > 1. A noter que comme on sait d’apres [AGM12] que toute variété est
virtuellement fibrée, une réponse positive a [0.1] dans ce cas impliquerait sa véracité pour toute
variété. T. Koberda a étudié brievement ces problémes dans [Kob12] ou il donne aussi quelques
exemples.

i. Virtuellement Haken
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2.3 Quelques résultats sur les Q[A]-modules

Soit A =2 Z™, m > 1. On rappelle que ry € Hom(A,Z) a été défini dans la preuve de la
proposition m que 77 désigne son orthogonal kerry C A et que vy est un vecteur tel que
rn(vn) = 1. Le but de cette section est de démontrer les deux résultats suivants.

Proposition 2.12. Soit M un Q[A]-module que l'on suppose plongé dans un module libre L ;
pour N assez grand il existe un produit ® de polynomes cyclotomiques tels que le noyau de
M, — Lyy soit annihilé par O (tFVN),

Proposition 2.13. Mémes notations, pour N assez grand il existe un produit ® de polynomes
cyclotomiques tels que le noyau de 'application (Mtors)r}‘\, — M,x soit annihilé par @ .

On introduit un peu de notation supplémentaire (qui ne servira que dans cette section) : si
A € M, (Z) on note A4 le sous-groupe de zm' engendré par ses lignes. On notera abusivement
A Dapplication Z[Z™] — Z[Z™'] induite par A. On identifie A & Z™ et Z[A] & Z[t{!, ... tE!] et
on notera v — t¥ cette derniere identification.

2.3.1 Le théoréme de Bombieri-Zannier-Schinzel

Le résultat suivant est une généralisation immédiate d’un résultat de Bombieri et Zannier
(qui améliore un résultat plus ancien de Schinzel).

Théoréme 2.14. Soient fi,..., fi € Z[A] des polynomes tels que pged(f1,..., fr) = 1. Il existe
un ¢ = c(f1,..., fm) tel que pour tout A = Z™ et tout A € Hom(A, ) telle que a(HY) < c le
polynome pged(Afi, ..., Afx) € Z[N'] est un produit de facteurs cyclotomiques.

Démonstration. On le déduit d’une récurrence facile sur le nombre de polynémes en utilisant
[Sch00, Theorem 45 et page 517] (cf. aussi [Le, Proposition 5.2]). O

2.3.2 Démonstration de la proposition [2.12]

On note A™ Papplication donnée par A™(f1,..., fn) = (Af1,...,Afn). La proposition
est une conséquence rapide du résultat suivant.

Proposition 2.15. Soit M C Q[A]™ un sous-module ; il existe un cpy > 0 telle que pour toute
A € Hom(A, A'), si a(HY) > cpr il existe un produit de polynémes cyclotomiques ® 4 tel que l'on
ait

O 4 ker(A™) N M C ker(A)M.

Démonstration. Dans cette preuve on note Q[A] = R et Q[A'] = R'. 1l suffit de démontrer le
résultat pour A’ cyclique.

On commence par le cas ou M = fR est un idéal principal non nul de R. Pour un sous-
groupe A avec a(A) assez grand le support de f s’injecte dans A/A et en particulier pour a(A%)
assez grand on a Af # 0. L’idéal ker(A) est premier vu que R/ker(A) = R’ est intégre et si
fg € ker(A) il suit que g € ker(A), ce qui montre que fR Nker(A) = fker(A).

On démontre maintenant le résultat dans le cas crucial ou M est un idéal de R. Ce dernier
est Noetherien et on peut donc démontrer le résultat par une récurrence sur le nombre de
générateurs. On réduit d’abord au cas ou M n’est contenu dans aucun idéal principal. Soit f
le pged de M, on peut alors écrire M = fM' ou M’ n’est contenu dans aucun idéal principal.



2.3. QUELQUES RESULTATS SUR LES Q[A]-MODULES 73

On a alors ker(A) N fM’ = fker(A) N fM’ par 'argument utilisé ci-dessus et il suffit donc de
démontrer le résultat pour M’ C fR.

Soit donc fi,..., fr € Q[A] une famille génératrice de M ayant un nombre minimal d’élé-
ments et telle que pged(fi,..., fr) = 1. Soit A telle que a(A%) > ¢ = ¢(f1,..., fr) ou c est la
constante donnée par le théoréme appliqué a fi,..., fx. Le pged de Afy,..., Af; est donc
un produit ® € R’ de polyndmes cyclotomiques. Soit h = Y, h; f; € ker(A) N M, il vient

—AhAfi =) AhiAf;

122

et il suit que ¢ = pged(Afa, ..., Afy) divise ®Ahy. Comme A’ est cyclique Panneau Q[A'] est
principal et il existe donc des go, .. ., g tels que g = Zf:2 Ag;Af;. On obtient ainsi que ®Ah; =
S ¥, ARLAf; pour des hb,..., k) € R et il vient :

k
dhy =Y _hifi+h)
=2
pour un h} € ker(A), soit encore :

k
Oh = ®hy f1+ Y _(hi + hif1) fi.
i=2
Soit M’ I'idéal (fa, ..., fr); par I'hypothese de récurrence il existe un ¢ > 0 tel que si a(A%) >
ey alors Yo iso(hy + R f1) fi € ®' ker(A)M’ et le résultat suit avec cpr = max(c, cpp).

On suppose maintenant que rg(M) =1 et que M est plongé dans un module libre L = R";
soit v1 € L ® Q(A) un vecteur générateur de M @ Q(A) tel que M C Ruvy et va,...,v, € L tels
que (v1,...,vy) soit une base de L ® Q(A). Soit L’ le R-module libre engendré par vy, ..., vy ;
par le résultat pour les idéaux il existe un ® tel que ®(ker(A)L") N M C ker(A)M dou il suit
que l'on a aussi ®(ker(A)L) N M C ker(A)M.

On prouve finalement le résultat en toute généralité par une récurrence sur le rang de M.
On suppose que rg(M) =r > 1 et M C R"; soit [ < n tel que l'intersection My = M N (R! x 0)
soit de rang 1 et M} = M /My ; alors M est sans torsion et on a un diagramme commutatif

O — My —— M —— M7y —— 0

l ! l

0 — > Rx0 —— R*" — 5 R — 40

Soit & € ker(A™)NM ; son image x1 dans M; est contenue dans ker(A"~!)NM; et par 'hypothese
de récurrence il existe un ® tel que ¢z € ker(A)M;. Il suit que Px = y+x( pour un y € ker(A)M
et un xg € ker(A™) N My. Comme rg(My) = 1 on sait qu’il existe @’ tel que ®'z € ker(A)Mj et
on obtient enfin que ®®’x € ker(A)M, ce qui termine la preuve. O

Démonstration de la proposition[2.19. On voit que ker(A) est égal & (A% — 1)R; en effet les
groupes A’ et A/A% sont isomorphes via A et il suit que le noyau de Papplication A : R — R’ et
celui de la projection R — R/(A% — 1)R sont égaux. Ainsi, si M C L est un sous-module d'un
module libre la proposition ci-dessus donne un c¢ tel que pour toute A telle que a(A%) > c il
existe un produit de polyndémes cyclotomiques ® 4 tel que ® 4 annihile le noyau de ’application

Mys, = M/(Ny —1)M — L/(A} — 1) = Ly

La proposition suit de ceci en prenant pour A la forme linéaire ry, vu que a(ry) tend vers
I’infini quand N — oo. O
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2.3.3 Démonstration de la proposition [2.13

On démontre en fait la proposition m pour une suite de sous-groupes qui contiennent un
facteur direct de Z™ par récurrence sur le rang, en utilisant le lemme suivant.

Lemme 2.16. Soit A un sous-groupe de A qui contient un facteur direct de A de rang m — 1.
Alors il existe des sous-groupes A D Ay D ... D Ap—1 = 0 tels que pour tout ¢ > 1 on a
187 (Aiy1) = rgy(A;) + 1, le sous-groupe A; est un facteur direct de A et on a a(AY) > a(A).

Démonstration. On identifie A = Z™. Soit A; le facteur direct de rang m — 1 contenu dans A.
L’intersection A1 N (0 x Z?) est non-vide, soit v = (0, a,b) un vecteur non nul dedans; on peut
supposer que ged(a,b) =1 vu que Aj est un facteur direct et il suit que min(lal, |b]) > a(A),

donc a(v*) > a(A). On choisit une base {v1 = v, vz, ..., vm-1} de A; et on pose A; = @y Zv; :
tous les A; contiennent v et il suit que a(A}) > a(v*). Les autres conclusions sont clairement
vérifiées. ]

La proposition [2.13| est donc une conséquence du résultat suivant.

Proposition 2.17. Soit M un R-module de type fini. Il existe un ¢ > 0 tel que si A est un
sous-groupe de A de rang r et s’il existe une suite Ay D ... D A, de sous-groupes de A vérifiant
les conclusions du lemme ci-dessus alors le noyau de Uapplication (Miors)a — Ma est annihilé
par un produit de polynomes cyclotomiques.

Démonstration. Si A est de rang 1 on a montré que cette application est injective (cf. le lemme
ci-dessus). Pour 'étape de récurrence on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.18. Il existe un ¢ > 0 tel que pour toute A € Hom(A, A') telle que a(A%) > c il existe
un produit ® 4 de polyndmes cyclotomiques telle que Uapplication Miors — ® 4(M /) ker A)iors S0it
surjective .

Démonstration. Soit M’ = M /M que Pon plonge dans un R-module libre L, on note 7
lapplication M — L ainsi obtenue. On suppose que z € M se projette sur un élément de R’-
torsion dans M/ker A; il existe alors un f € R tel que Af # 0 et fx € ker(A)M. Soit ¢ la
constante pour M’ C L donnée par la proposition [2.15[; pour a(A%) > c il existe alors un ® 4 tel
que Py7(fx) € ker(A)M’ et il suit que Py =y + 2’ ot y € Myors = ker(m) et 2’ € ker(A)M.
Ce qui signifie exactement que AP 4x est dans I'image de Mo par A. ]

Soit I C R lannihilateur de Miq,s ; pour a(A) assez grand (dépendant de M) ona l ¢ (A—1),
de sorte que pour tout sous-groupe A’ de A I'application M — Ma, envoie les éléments de Mo
sur des éléments de Q[A/A’]-torsion. On supposera dans la suite que cette hypothése est vérifiée
par A.

On écrit A = Zv @ Ag. Soit © € Mo, on suppose que = € (A — 1)M et on veut montrer
qu’il existe un @ produit de polyndémes cyclotomiques tel que ¢z € (A — 1) M. On écrit
x = (t"—1)2'+z avec z € (Ay—1)M et on choisit des A, A € Hom(A, A’) tels que ker(A) = As.
Il vient Az = (t4Y — 1)Az’ et il suit que Az’ est un élément de torsion de M/ker(A). Par le
lemme ci-dessus il existe donc un @ tel que ®a’ = y + 2’ avec 2’ € ker(A)M = (Ay — 1)M et
Y € Miors. 1l suit que ®x = (¥ — 1)y + Pz + 2/, on pose ' = @z + 2’ de sorte que y € Mios €t
y' € (A2 —1)M. Par 'hypothése de récurrence il existe un @' tel que ®'(z + 2) € (A — 1) Miors
et il suit que ®' Pz € (A — 1) Myoys- O
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2.4 Lecasm>1

On fixe un groupe abélien libre A = Z™, m > 1. Soit X un CW-complexe fini et ¢ un mor-
phisme surjectif m(X) — A. Pour un sous-groupe A C A on note Xa le revétement P HAN\X
et on note X le revétement ker(¢)\ X.

Théoréme 2.19. Soit V. un Z-module libre de type fini et p : m(X) — SL(V). Pour p =
0,...,dim X soit j(p) le plus petit indice tel que Aj(Hy(X;V)) # 0. Il existe un suite exhaustive
de sous-groupes d’indice fini Ay C A telle que pour tout p on ait

log ‘Hp(XAN§ V)tors| .

Jim e = m(A;(Hy(X;V))).

C’est une conséquence immédiate (cf. la preuve du théoreme [2.5) du résultat algébrique
suivant.

Théoréme 2.20. (i) Soit M un Z[A]-module de type fini, r = rg M. Il existe une suite Ay
telle que
. 10g|(MA )tors’
lim ———=N220 — (A (M)). 2.9
N T Ay A AD) (29)
(ii) Soit Cy,d. un complexe de modules libres de type fini, il existe une suite Ay telle que
pour tout p on ait

lOg |Hp(CAN)t0rs’ .

lim = m(Bye 0, (Hy(C))): (2.10)

N—o0 [A : AN]

Pour prouver ce dernier résultat on utilise le méme schéma de preuve que dans le cas cyclique.

2.4.1 Modules sans torsion

On prouve ici que si M, ..., M} sont des Z[A]-modules sans torsion de type fini il existe une
suite exhaustive Ay de sous-groupes d’indice fini telle que pour ¢ = 1,...,k on ait
1
—1 M; —— 0. 2.11
(A An] 0g |((M;) Ay )tors| Neoo ( )

La suite Ay est obtenue a partir de la proposition On rappelle qu’elle est de la forme
AN = T’}kv ® ZkN’UN (2.12)

oury € Hom(A,Z) et vy € A vérifients ry(vy) = 1. Il suffit de considérer le cas d’un seul module
M. On remarque que M, est un Z[t*"N]-module (on identifie 'anneau de groupe Z[Zvy] & 7Z
via ry). La stratégie de preuve pour est alors d’appliquer les résultats obtenus dans le
cas cyclique aux Z[t*"N]-modules M« et de recoller les morceaux avec la proposition (2.12

On suppose que M est plongé dans un module libre L. Il suit de la proposition [2.12] que
pour N assez grand le noyau 17" de I'application Myx — Ly« est annihilé par K®y ou K est
I'exposant de la partie de Z-torsion de L/M et ®x est un produit de polynémes cyclotomiques
en t"V. Le sous-module T est la partie de Z[tTVN]-torsion de M+ et il suit que I'application de
Ty = T/(*N"N — 1)T vers My, est injective d’apres le lemme Soit M’ I'image de My
dans L,z et My = M'/(tknoN — 1)M’. On a la suite exacte courte

0— Ty — My, > My —0
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et il suit que
|(May )tors| < [(Thy )tors| X |(M]IV)torS|'

Le Z[t*"N]-module T" = KT est annihilé par le polynéme ®x qui est de mesure de Mahler
logarithmique nulle et il suit donc de ([2.5) que I'ordre de (T})tors €st un o(k). On a aussi

|(TkN)tors| < ‘(TkN)Kftors| X |(T]:;N)tors|

et le terme de droite est un o(k) d’apres ce qui précede et le lemme On peut ainsi choisir
kn tel que Von ait |(Tn)tors| < kn/N. Comme M) ne contient pas de Z[t*VN]-torsion il suit de

(2.4) que I'on peut en plus exiger aussi [(My)tors| < kn/N. La conclusion (2.11)) suit vu que
ky =[A: An]).
2.4.2 Conclusion

Comme remarqué plus haut le lemme reste valide pour des Z[A]-modules de torsion et il
suit par le corollaire et (2.11) que si T est un tel module on peut choisir la suite ky dans

(2.12) telle que 'on ait

[AZIAN] log |(TAN)tors‘ m m(Ao(T)) (213)

Soit maintenant M un Z[A]-module de type fini; on a la suite exacte courte
0— Myors — M — M — 0

ou M' = M/Mios. D’apres (2.11]) on peut choisir les ky pour que (M/’\N)mS = o([A : An]) et
pour déduire (2.9) de (2.13) il reste & montrer que l'on a :

log | ker ((Miors)ay — M.
Og| el"(( t )AN AN)tors| 0. (214)
[A : AN] N—oo

Pour ce faire on utilise la proposition 2.13] et un argument similaire & celui utilisé dans la preuve
du lemme Supposons que € Miors descende en un élément de ker((Miors)a,, — May ), il
existe alors des y € M,z € (ry — 1)M tels que © = (tF¥"N — 1)y + 2. 11 suit que y € Myops +
(r% — 1)M et on peut donc écrire z = (t*¥"N — 1)y + 2/ pour des ¥ € Moy et 2’ € (15 — 1) M.
Il suit que x et 2z’ ont la méme image dans (Miors)a, €t que le noyau ker((Miors)ay — Miy)
est V'image de T' = ker((Miors)rs, — M,z ). D’apreés la proposition (2.7) et (2.5) on peut
choisir kn tel que [(Tky )tors| < kn/N. La torsion dans ker((Miors)a,, — Ma,, est alors elle aussi
d’ordre plus petit que ky/N = o([A : An]) et (2.14]) suit.

Soit Cy, d, un complexe de Z[A]-modules libres de type fini. On fixe N > 1, p et on compare
la croissance de la Z-torsion dans (Hy(C)ps )p = Hp(C)T}«V/(tk”N — 1)Hp(C)ys, avec celle de
Hy((Crs )k = Hp(Cys, / (thvn — 1)Cy+ ). Plus précisément on montre que

o1
tim (108 ((H(C)rg Johon] — 108 [(Hp{(Cr )i uorel) =01 (2.15)
Soit ¢ lapplication de (HP(C)T;KV)torS vers Hp(Cr]*v)tors : on montre qu’il existe un produit ®y de
polynémes cyclotomiques qui annihile ker(¢). Soit = € ker(d,) dont I'image soit dans ker(¢) ; on
a alors = y + 2 pour un z € ker(d,) N (ry — 1)C, et un y € im(d,,). Par la proposition [2.12]% il
existe un @ tel que Pz € (ry — 1) ker(dp) et il suit que yz est nul dans (Hp(C)rs tors-

§. On remarque que C,/ ker d, ne contient pas de Z-torsion
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De la méme maniere, en appliquant la proposition au plongement de Cp/ ker(d,) dans
Cp—1 via d, on obtient qu’il existe un entier K indépendant de N et un polynéme cyclotomique
P’y tels que K @'y coker(¢) = 0. On obtient finalement qu’il existe des polyndmes cyclotomiques
®, @’ et un entier K’ > 0 tels que PAo(Hy(C);, ) = K'®'A¢(Hy(Cys ) ; il suit alors de (2.2) que
I'on a

. 1 . 1
lim sup ‘k (10g |(Hp(0rjv)k)tors| — log |((Hp(0)r}‘\,)k)tor5|) ’ < lim sup E log ‘(Hp(crjv)k)K—torS|

k—o0 k—o0

et par le lemme le coté droit tend vers 0 quand k& — oo, ce qui finit de prouver (2.15)). On
peut donc choisir la suite kn de sorte que I'on ait

1i log |(Hp(C)AN)t0rS| — log |Hp(CAN)t0rS| .
im =
N—o0 [A : AN]

et on déduit alors (2.10)) de (2.9)) appliqué a H,(C).

0,






Chapitre 3

Torsion analytique pour les variétés
hyperboliques de volume fini

Le but de ce chapitre est de définir la torsion analytique pour les variétés hyperboliques
non-compactes a coeflicients dans les fibrés plats E,, . . On suit une approche similaire a celle
de [Par09],[MP12] mais utilisant une forme grossiére de la formule des traces de Selberg et le
développement asymptotique du noyau de la chaleur de H?> On donne cette formule de pré-trace
dans la proposition aprés qu’on ait défini les traces régularisées en utilisant les relations de
Maass-Selberg dans la section Le développement asymptotique en t — 0 pour la trace du
noyau de la chaleur est obtenu dans la proposition

Conventions

Dans tout ce chapitre on note G = SLy(C), K = SU(2) et on identifie G/K & H? (cf. [0.3.1).
On fixe un réseau non cocompact I' C G et on suppose (sauf dans la derniére section) que
pour tout parabolique I'-rationnel P = M AN le sous-groupe I' N P ne contient pas d’élément
de trace —2 (en particulier, —1¢ ¢ I'). On choisit des représentants P, ..., P, des I'-classes de
conjugaison de paraboliques I'-rationnels, des fonctions hauteur I'-invariantes yq,...,yn et on
note P; = M;A;N; la décomposition de Langlands de P;. On suppose enfin que les fonctions y;
sont normalisées pour que les ensembles {y; > 1} soient deux a deux disjoints. Enfin, V' est une
représentation réelle de dimension finie de G et on utilisera les notations de la section

3.1 Analyse spectrale sur les variétés de volume fini

3.1.1 Décomposition spectrale

On a dit plus haut (0.2.3) que les laplaciens AP[M] sont des opérateurs essentiellement
autoadjoints ; pour définir les traces régularisées et la torsion analytique on a besoin de quelques
détails sur leur spectre. Plus précisément on va expliquer comment obtenir la décomposition

L2QP(M; V) = LA QP (M; V) @ L2, QP (M; V)

disc cont

ott L2, QP(M;V) a une base hilbertienne de fonctions propres de AP[M] et L2, QP (M;V) a

disc cont
une décomposition en “paquets spectraux” (similaire a celle donnée par I'analyse de Fourier

classique sur R) que 'on décrira explicitement en utilisant les séries d’Eisenstein.
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3.1.2 Formes cuspidales et séries d’Eisenstein

Soit P un parabolique I'-rationnel. Si f € L2QP(H?; V) est une p-forme I'-équivariante on
définit son terme constant en P comme la p-forme fp donnée par

N dn
fp(v) = /FP\Nn f(”)m- (3.1)

C’est une forme I'p-équivariante et N-équivariante qui ne dépend que de la I'-classe de conju-
gaison du parabolique P. Si h: I'\G — V ® APp* est la fonction K-équivariante correspondant
a f celle qui correspond & fp est donnée par g — fFP\N h(ng)dn.

L’analyse harmonique sur I'p\H?® (voir par exemple [EGMO98| 3.3]) permet de montrer que
pour toute forme propre f du Laplacien sur M on a f — fp, < Ce™® ou ¢ ne dépend que du
choix de la fonction hauteur y; et du groupe I'p; et C' ne dépend que de I'p; et de la valeur propre
A de f pour le Laplacien. On dit que f est cuspidale si fp = 0; on voit donc que toute forme
cuspidale qui est une forme propre du Laplacien est de carré intégrable. On note Lguspr (M;V)

I’espace des p-formes cuspidales de carré intégrable sur M et L?hSCQp (M;V) l'adhérence de la

somme des espaces propres de AP[M] dans L?QP(M; V), on verra dans la suite que 'on a

L2, QP (M; V) C L3, QF (M; V).

cusp

On peut construire explicitement toutes les formes dans I'orthogonal de Lgusp par le biais de
la théorie des séries d’Eisenstein. L’idée premiere en est la suivante : si P est un parabolique I'-
rationnel, on a une application Ep du sous-espace des formes N-équivariantes dans L2QP (H3; V)
vers I'espace L2QP(M; V'), donnée par :

Ep(f)= > 'f (3.2)
~ver'/T'p
On a alors : .
L3 (M; V) = @im Ep, = L Q(M; V)
j=1
et il existe un sous-espace de dimension finie L2, C L3, tel que L3, = Lgusp @® L2,,. On note
L2, QP(M;V) T'orthogonal de L?hsc; c’est un espace stable par le Laplacien et qui ne contient

aucune fonction propre.

3.1.3 Description des séries d’Eisenstein

On donne ici une bréve et pragmatique présentation des séries d’Eisenstein ; on utilisera le
complexifié Vo = V ® C de la représentation V et du fibré plat sur M associé. On rappelle
que h désigne le nombre de cusps de M et que 17,...,T, sont les composantes du bord de la
compactification de Borel-Serre M de M (cf. .

Sections

On suppose pour le moment que I'p, C N; pour tout j. Soient v; € V¢ et s € C, on définit
une section de V¢ sur I'p, \H? comme suit : c’est la section correspondant & la fonction K-
équivariante & droite et I'p-invariante de G dans V' définie par ¢5(nak) = y;(aK)**p(k)~ v
pour nak € N;A;K. Pour v € (Vg)" et Re(s) assez grande la série suivante est alors convergente :

h
E(s,v) =Y Ep(¢});
j=1
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Ainsi, s — FE(s,v) définit une application holomorphe sur un demi-plan. Elle se prolonge en
une application méromorphe de C dans C*(I'\G; V¢ )¥ dont tous le poles sont dans l'intervalle
(0, 1]. I1 existe une application méromorphe ayant les méme pdles

U= (¥y,...,%,) : C — Endc (V)
telle que pour tout s € C,v = (vy,...,vy) € V" on ait
E(s,v)p, =y v + 1y, Wi(s) (v).

De plus on a W(s)~! = ¥(—s) et ¥(s) est unitaire pour Re(s) = 0.
L’espace V¢ se décompose en une somme orthogonale

Vo — heq Vor g =42 ny — ny pair;
- q _ nitng—1 : :
Di— ;-1 Vorr1 ¢ = "5, n1 — ny impair

ot V; est I’espace sur lequel le sous-groupe abélien M = T! agit par le caractére o; : z — z!. On
choisit des g; € G tel que nggj_1 = M; et on note V} ; = g;V;. Pour v € @;‘:1 Vi; les fonctions
E(s,v) sont des fonctions propres du Laplacien, de valeur propre (1 — %)2 — 524 Ay ol Ay est
la valeur propre du Casimir de G dans la représentation irréductible V. (Pour voir ceci il suffit
de constater que les sections K-équivariantes g — p(g)_lgbj-(g) sont des éléments des espaces
H, .). Les séries d’Eisenstein ne sont pas de carré intégrable, mais si ¢ € L?(R) la fonction

Toy,s

B = [ wwB(i, 5 v)du

2

cont (M Vi) est alors égale au sous-espace vectoriel engendré par ces

I’est. La partie continue L
fonctions. De plus, on a

1
£, v)lL2arv) = %”¢"L2(R)‘ (3.3)

Enfin, espace L2 (M;V) est engendré par les résidus des séries d’Eisenstein en leurs poles

(dont on rappelle qu'’ils sont tous dans (0, 1]) et la valeur propre d’un résidu de E(s,v) en s est
égale a (1 — %)2 — 524+ Ay si v € (V)" Dans le cas ot V est fortement acyclique il n’y a pas de
résidus.

1-formes

On identifie N; a C, ce qui le munit d’une coordonnée complexe z;. Soit Q7 (V) l'espace des 1-
formes sur M engendré par les Z;'L=1 dzj®@v; pour (vi,...,v) € (Vo) et Q7 (V) celui engendré
par les Z?Zl dzZ; ® v;. On identifie C[dy;, dz;, dZ;] a p*, sur lequel K agit par la représentation
adjointe. Pour w € Q7 (V) on définit une 1-forme w?® sur ?:1 Lp, \H? par :

h
w(nak) = y;(naK)* (k™" .dzj) @ (p(k) " .v))
j=1
et de méme pour w € Q7 (V). La série

h
E(s,w) := Z Ep; (w})
j=1
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converge pour Re(s) assez grand et se prolonge en une fonction entiere de C dans (C*°(I'\G; Vp)®
APp*)K 11 existe des applications holomorphes

ot = (®F,...,®) : C — Home(QF(V), QF(V))
tels que pour tous s € C,w = (wy,...,wp) € QF(V) on ait
E(s,w)p; = y3Hwj +y; 7" (5)(w).

On a ®*(s)~! = ®F(—s) et I'opérateur ®*(s) est unitaire pour Re(s) = 0.
Comme dans le cas des fonctions les espaces QF se décomposent en des sommes orthogonales :

Q+(V) — {®Z‘—q Q+(‘/2k+2) q= nlgima ny —ng pail";
@Z:_q Q+(V2k:+3) q= %ﬂrl, n1 — No impair;

Qf(v) — @Z‘qu Q- (‘/2]4)—2) q= MTM, ny —na pair;
@Z:,q Q (Vog—1) ¢ = "t22=1 ny — ny impair;

ot Q*(V}) (resp. 2~ (V})) est le sous-espace engendré par les formes Y-, dz; @ v; pour v; € Vi_a;
(resp. >°; dz; ® vj pour vj € Vija5). Pour w € OF (V) la 1-forme E(s w) est une forme propre

du Laplacien de valeur propre (1 — %) — 2+ Ay qui n’est pas de carré intégrable. Les 1-formes
définies par

E(p,w) = /+OO o(u)E(iu, w)du

—0o0
pour ¢ € L?(R) sont de carré intégrable et L2 Q' (M;V¢) est engendré linéairement par 1’en-
semble de ces formes pour w € QF (V) ainsi que les dE(1),2). On a aussi la formule :

1E(p, W)l 201 (aryv) = 7||‘P”L2 (3.4)

2- et 3-formes

La description des espaces de 2- et 3-formes de carré intégrable se fait par 'opérateur * de
Hodge qui donne des isométries A*-équivariantes L2QP(M; V) — L2Q37P(M; V*).
Troncation, relations de Maass-Selberg

Si f est une forme sur M, on peut la tronquer en lui retirant son terme constant a partir
d’une certaine hauteur. Formellement, on définit les opérateurs de troncation par :

T f(9) Zl[YJroo (yi(9))fpr;(9)

pour f € L>(I'\G) et Y € [1,+00)". Les séries d’Eisenstein tronquées sont de carré intégrable
sur M, et on a les formules, dites de Maass-Selberg, suivantes : pour Re(s) =0

ITY E(s,0)l[72 1,7y = 2log(YV) vl — (¥ ()70 (s) (v), v}y

L B (3.5)
+ g(Y (U(=s)(v),v)y =Y <\I’(3)(U)7U>V)

ITY E(s, ) 7201 (ara) = 2108(Y)|wlge 1y — (2F(s) 7125 (5)' (w), w)ax(v) (3.6)

Noter que la dépendance en les fonctions hauteur du c6té droit est contenue dans les opérateurs
d’entrelacement U, ®.
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Remarque

On a travaillé avec le modele K-équivariant pour le fibré; si on veut représenter les séries
d’Eisenstein comme des formes I'-équivariantes sur H? les termes constants changent de forme.

Pour v = (0,...,exy,...,0) (ex; & la jo-ieme place) on a

E(S U)Pj _ 5§0y;+1+n1+n2—2(k:+l)ek7l +y;—s—n1—n2+2(k+l)qu(s)v (37)
et pour w = dzj, ® ey ou dzj, @ ey

E(S,w)pj _ 5§Oyj+nl+n2_2(k+l)€k,l + y]'—s—nl—n2+2(k+l)(p;|:(s)w' (38)

Le cas ou I' contient des elliptiques cuspidaux

Si pour un j on a I'p; ¢ Nj alors la construction des sections ¢} (resp. des 1-formes sz) n’est
valide que pour v € VCF "M (vesp. w € QF(V)IMi). Toutes les séries d’Eisenstein pour M sont

obtenues pour ces valeurs.

3.1.4 Références

Une description précise de la théorie (avec des preuves complétes) pour le cas des fonctions
est donnée dans [EGMO98, Chapters 3,6]. Les séries d’Eisenstein pour les groupes de rang 1 sont
décrites en toute généralité par exemple dans [War79, Section 2| (mais cette référence ne contient
pas de preuve du prolongement analytique). Une courte preuve du prolongement analytique des
séries d’Eisenstein est donnée dans [CdV&I]. Enfin, la section ci-dessous contient un exposé
complet de tous ces résultats pour les sous-groupes de congruence.

3.2 Trace régularisée des noyaux automorphes

Dans cette sous-section on fixe une fonction ¢ € A(R); on rappelle que les noyaux kg ,, (resp.
ngp) associé a 'opérateur borné, positif et auto-adjoint ¢(AP[H3]) (resp. ¢(AP[M])) on été défi-
nis dans la section On notera ¢(AP[M])dgisc, P(AP[M])cont, les restrictions de ¢p(AP[M]) aux
sous-espaces stables L3, QP (M; V), L2 QP(M;V) et (K};p)disc, (K};p)com les noyaux associés.
Un des résultats principaux (bien connu) de cette section est le fait que ¢(AP[M])qisc est un

opérateur a trace (Proposition [3.1).

Troncation

Soit P un sous-groupe parabolique, on définit le terme constant de kg, en P comme le noyau
donné par

(kopp(a,y) = [ n'kpla,ny)dn
Si P est I'-rationnel le terme constant (Kgp) p de Kgp en P est alors défini par

1

WV*(%J))P(% YY)-

(Kgp)p(z,y) = )

YETp\T

Pour f € L?QP(M;V) un calcul de routine donne alors que

(K, p(f) = (K§,)(fp). (3.9)
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Pour Y € [1,+00)" on définit naturellement les noyaux tronqués par
TYK}; — {Kg,p(x? y) - E?:l( qE,p)Pj (:U> y) y](y) > ijv
K, (n,y) yeMY
et les opérateurs associés TY ¢(AP[M]). 1l suit de (3.9) que I'on a
TY¢(AP[M])disc(f) = ¢(AP[M])dlbc(TYf) (310)

L’intérét de la troncation réside dans le résultat suivant (on rappelle que la classe A(R) a
été introduite dans le théoréme |0.22]).

Proposition 3.1. Pour ¢ € A(R) lopérateur TY ¢(AP[M]) donné par la convolution avec le
noYyau TYK};p est a trace et on a

Te TY ¢(AP[M]) = /M tr(TY K} (x, x))da.

Démonstration. On va montrer que x +— ]TYngp(x, x)| est une fonction intégrable sur M. Il

suit qu’elle est aussi de carré intégrable et 'opérateur T ¢(AP[M]) est donc de Hilbert-Schmidt.
On utilise alors le fait suivant.

Lemme 3.2. Les opérateurs TY ¢(AP[M]) sont positifs.

Démonstration. On traite le cas ou M n’a qu’'un cusp associé a un parabolique P. On le

montre sur chacun des espaces stables Lgusp et Li. . Pour f € LguSpQP(M ;V) on a en fait

TY p(APIM))f = ¢(AP[M])f : vu que y (K(g,p(m,y))p est orthogonal a L2, QP(M;V) on
a TYK(E’pf = Kgmf pour toute f € L%, QF(M;V). Sur LE; QP (M;V) Vopérateur T est un

projecteur orthogonal et on a donc pour f € L?(T'p\H?; V)
(TYKE(f), E(f)) = (TY KLE(f), TV E(f)) = (K§TYE(f), TV E(f)) 2 0
ou la deuxieéme égalité suit de (3.10]), ce qui termine la preuve du lemme. O

Ainsi il existe une base hilbertienne ¢, k > 1 de L2QP(M; V) telle que I'on ait en norme L2

TV Kjp =) ardn @ 0}
k>1
On veut alors montrer que l'on a Y7~ ax = [y, tr(TYK(g,p(x, x))dz. Ceci suit de la positivité

des ay, et de la convergence L2.
On doit donc montrer que

/M—MY

On considere d’abord le cas ot I' est sans torsion. On fixe un domaine fondamental D pour
'action de I" sur H? dont les sommets & l'infini sont exactement les points fixés par Pi, ..., P,
et pour un Y € [1, +00)" on pose

h

r r
K¢>,p - Z(K¢,p)Pj
j=1

(z,z)dr < +00.

DY ={z € D, Vjy;(z) <Y;}
={x € D, Vjyp;(x) < Y;pour minY; assez grand}
J
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(on notera que y; et yp, sont égales loin dans le cusp mais bien str par sur H3). Si N est un
sous-groupe unipotent quelconque, n € N et x € H? la trace tr(n*ks(z,nx)) ne dépend que de
la distance de translation ¢ = d(z,nz). On définit ainsi une fonction h sur R par

h(€) = tr(n*kg(x,nx)). (3.11)

On a alors :

b - by — (K} x,x)dx
/M—MY tqub,p(x,x)d:U—/D_DY tr(K¢7p (K¢7p)P)( ,z)d
volAj/YJroo< > hnl/y) lA / h(£(|n|/y))d )Zg

h
+ > (Y kgp(zya) + ) > > Wlnl/yp(v'2))) | dx

D-DY -_
V€T 10x J=1~el'/T'p,—{'p;} neA;—{0}

72/1) DY volA

S [ plelinl/yety ) dnda:
J V€T /Tp,
W#FP

On va d’abord montrer que les intégrandes de la deuxieme et troisieme lignes sont bornées. La
somme sur les éléments loxodromiques est bornée uniformément pour z € M d’apres la rapide
décroissance de kg4, et le lemme

Pour un parabolique I'-rationnel P on pose

Np(z,y) = {y € T/Tp, yp(v"'z) 2 y},
pour lequel on a l'estimée (non-optimale) suivante.

Lemme 3.3. Il existe C dépendant de T, yp telle que pour yp(x) > 1 on ait Np(z,y) > Cy~>

Démonstration. On sait que la série 3 cp, yp(y~1z)3 est absolument convergente et que I’'on a
le développement asymptotique

> yp(y '2)? =yp(2)® + 0(1),

v€l'p

ou le O(1) est uniforme pour yp(xz) > 1 (cf. par exemple [EGM9S8, Proposition II1.2.3]). On a
donc

Ne(z,yy’ < Y yp(y ')’ <C
velpy#l'p
pour une constante C' ne dépendant que de I', yp. ]

On note f(y) = fN h(e(|n|/y))dn; on a f(y),df /dy < y~4 pour tout A d’aprés le théoréme
[0:22] et le lemme [3.3] légitime le calcul suivant :

S [ wetinl/yet ) Win = [ F)ap(.y)
YEL/Tp,
7¢FP

= f()Np(2,1) +/ f/vpxy)

<C 1+C/—‘3d
<Cf(1) o at W
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et on voit que le co6té droit est borné indépendamment de z. On procede de méme pour montrer

que Z’YGF/FP]- ZnGA]-—{O} h(£(|77|/yP(’7_135))) est borné.

Y#lp;
Il reste a voir que

/:”( S hlelnl/a) = o, Ml )Zi

nel;—{0}

est absolument convergente. On integre par parties :

/;OO( S henl/) = o, HEnl/)a )dy

neA; —{0}
" 2mr dy
:/ / (Er/9)) (N ;1) = vol A; dr )

B > dh(l r/y y 7r? dy
B / / (NAJ' (r) - vol Aj> dr;
N / / - dh M) g, (Ty)dri

11 suit du lemme que l'on a Ej,(ry) < y quand y — oo, et on voit ainsi que le c6té droit
est fini.

Enfin, il reste a considérer le cas ou I' contient des éléments elliptiques. On choisit un sous-
groupe sans torsion d’indice fini IV distingué dans I', de sorte que

h h

KL — KL x,x)dr = F:F'il/ KL — KL Vp (2, z)dx
| K, St =01 IR, = YK (@0

et cette derniere intégrale est celle de la troncation d’un noyau automorphe (associé au noyau
symetrlque G-invariant 1/2 El LV kg p(x, i) ot 1, ..., Ym sont des représentants de I'/I"” et

Yiem = ;1) sur M — (M")Y, qui est donc absolument convergente. O
Corollaire 3.4. Lopérateur ¢(AL [M]) est a trace. On a L2, QP (M;V) C L3, QP (M;V) et

H(AR [M]) est lui aussi & trace.

Démonstration. On a vu plus haut que (TYKF )eusp = (Kgp)cusp. Comme l'opérateur TV ¢(AP[M])
est positif il suit donc de la proposition 3.1] que ¢(AP, [M]) est a trace. En particulier il est
compact et ceci implique, par un argument standard (cf. par exemple [Berlll Chapitre 3.9]),
que AP, ,[M] est diagonalisable. Comme on I'a énoncé plus haut, Lcusp est de codimension finie

dans L3, . et il suit que ¢(AP[M]) est lui aussi a trace. O

Développement spectral

Pour ¢,9 € L?>(R), v € Vi et w € QF(V]) on a

—00

0o 2
(A M) E(,w) = /+ ¢ ((1 - ‘;‘) +u? 4 >\V> ¥ () E (i, w)du

P(A [M])E(p,v) = /+OO o ((1 — ‘Q) +u? + )\V> o(u)E(iu, v)du.
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On note d = dim V' et on choisit des bases orthonormées vy, k = 1,...,dh de V et w;,w;, j =
,dh de Qi(V) telles que tous les v € @h,l Vi,..; et tous les w;,w; € Qi(Vlj)). Des égalités
precedentes et de et (3.10) on déduit que l'on a

|k ? 2 Y s 2
Te(TY $(A°[M]))con ( — | +u "+ ) T E(iu, vg)||“du
.= / iy (1- 1) v ‘
Tr(TY¢(A [M]))cont = Tr(T (K¢>,0)Ei8)
o dh N2
- % /+ > o ((1 - ‘2’) +u? + )\V> 2| T B (iu, w;)||*du
On pose ®(s) = &~ (—s)PT(s), il vient

tr(®(s) L@ (s)) = tr(®T(s) LD T(s)) + tr(® 7 (—s) 1D (—5))

et les relations de Maass-Selberg ([3.5) . 3.6)) donnent (pour n; —ng pair, ¢ = "1+"2 , d;p = dim(V}),
U, est la restriction de ¥ a EB]-: V}J, etc.)

Te(T" ¢(A°[M]))

= Tr(K}o)disc — o / 2q > ¢ <(1 - ”;)2 +u? + )\V> tr (w,(w)*‘W) du

—2q
logY [t+oo X 11\ 2 3.12
1 Alos / Zdl¢<<1—H) +u®+ Ay | du (3.12)
T oo 2
l=—2q
2 2 +oo (yiu —iu) — (YY) tr Wy (i
L S 6 (1_’”) 4y / (Y™) br @y (—iu) = (V) tr i) |
27712_2(1 2 o0 X

Te(TV (A [M]))

Shlogy oo 202 2
:Tr(TY(K£70)C0nt)+h0g/ S dig (1—'”) +u?+ Ay | du

™

1 oo 202 1\ 2 A, (iu)
+ Tr(K} 1 )disc — 7/ > oo <1 — ) +u® 4+ Ay | tr (@,(m)—l) du.
27 J—oo 1= 02 2 du

Définition de la trace régularisée

Les développements (3.12)) et (3.13)) permettent de définir la trace régularisée en prenant le
terme constant quand Y — oo. Par exemple en degré 0 on pose

2q

0o 2
Trr ¢(A°[M]) = lim (Tr(TY¢(A0[M))) _ hlog¥ /+ > di <(1 — “2|> +u? + )\V> du)

(3.14)
Un calcul classique (cf. [EGMO98| Proposition 5.3 du Chapter 6]) montre que pour toute fonction
¢eSR)ona:

i ( /+oo £ Y20ty Uy (—iu) — YV 2 b Uy () du)

Y —o0 — 00 21u

= LE(0) i1, (0)
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et (3.13) donne ainsi le développement spectral suivant :

Trr ¢(A[M]) = Tr(p(A[M]))dise + Z o << — ‘”) + )\V> tr U;(0)

l*—2q

1 [+oo X N, o A (i)
— 5 quf)((lz) +u +)\V> tr(\Ill(w) du> du.

X =—2

(3.15)

On laisse au lecteur le soin de voir quels sont exactement les définitions et développements
spectraux pour les autres degrés et pour n; — ng impair (les indices dans les sommes sur [
changent). Une fois encore on fait remarquer que la trace régularisée dépend du choix des
fonctions hauteur via les opérateurs d’entrelacement.

3.3 Expression géométrique

Pour cette section on fixe p et on note ky = kg, etc. On rappelle que la fonction h a été
définie plus haut par h(f) = tr(n*kg(x,nx)) pour n unipotent et d(x,nx) = ¢. Pour énoncer la
formule des traces pour un orbifold on aura aussi besoin de la fonction suivante : si § € R/27Z et
g € G est un élément elliptique d’angle § # 0 et d’axe L alors pour x € H? la trace tr(g*ky(x, gx))
ne dépend que de 0 et de la distance r = d(z, L) et on la note f(r,#). Enfin, pour y € R et
un parabolique P on note d(y) la longueur d’un arc géodésique issu d'un x avec yp(z) = v,
parallelement aux horospheéres issues de P et aboutissant sur ’horosphére {yp = 1} (ceci ne
dépend pas de P ou des fonctions hauteur). Le résultat suivant est un calcul grossier du coté
géométrique de la formule des traces.

Proposition 3.5. On note A; le réseau euclidien TNN;. Pour j =1,...,h on posep; = |['p, /A
et

/+°° dp (1 +2loga(Aj))
N vol Aj '
Soient y1,...,7ve € T tels que tout sous-groupe cyclique fini mazimal (non-trivial) de T' soit

engendré par un I'-conjugué de l'un des ;. On note q; l'ordre de vy;, des représentants pour les
classes de conjugaison elliptiques dans I' sont alors :

q1—1 1
’77"'771 7’)/27"'7’736

On note de plus l; = (v;) (cf. et wj = Np((v;))/T; ou T} est le sous-groupe des éléments
semisimples de I" ayant le méme azxe que ~y; (de sorte que w; =1 ou 2) et e; = 0 pour une classe
non-cuspidale et 1 sinon.

On a alors légalité suivante :

Trr ¢(AP[M]) = Trp k:¢—|—/ Z tr(y kg (x, yx))d

'Yerlox
1A,
+27TZ / rlog(r)h(0(r)) dr+zw / rh(6(r))dr
Jj= ]-p‘] 7j=1 p.]

e 45—

21 +00 2l +00 2 d
ZZ qﬂ (/ f( W)dr—l—Qaj/ / ( W)dry>.
j=1 1=1 0 d(y q; Y

(3.16)
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On remarque que la dépendance en la fonction hauteur de cette expression géométrique est
contenue dans les terme - log a(Aj) et 3°, £; (ot on somme sur les classes elliptiques cuspidales).

Démonstration. On va établir un développement asymptotique de la forme
r
/MY tr K, (7, x)dz = AlogY + B + o(1).

Comme TrTYK};p — [y tr K£7p(x,x)dx = o(1) d’apres la preuve de la proposition il suit
que 'on a Trp KU = B. I reste ensuite & calculer B pour obtenir le résultat voulu, ce qui sera
fait au cours de la preuve.

Termes paraboliques

Soient D, DY les domaines fondamentaux utilisés dans la preuve de la proposition Soit
P = M AN un sous-groupe parabolique et A un réseau dans N. On choisit une fonction hauteur
yp en P, un domaine fondamental O pour 'action de A sur I'horosphere {yp = 1} et on pose

By = AO, BY = {z € By, yp(z) <Y}, (3.17)
On veut une asymptotique en ¥ — oo de 'intégrale :
/ Z h(d(z,nx))
BX neA—{0}
L’intégrande est N-invariante et il suit que ceci vaut :

wl) [ X weali) Sy =vold) S [ ne

2
neA—{0} neA—{0} nl/y In|
+o0 1
— vol(A) / () Y —dr.
0 o<imzry I
On rappelle que A est la fonction de comptage de A, Nf = Ny —1et Ep(r) = Nf— % < ﬁ
de sorte que pour tout r > 0 on a :

L[ dNR(p) _ Na(R) " NR(p)
3 7_/ A = —|—/(A) [/‘) dr

0<‘U|ST‘ |’U|2 a(A) p2
:NA(R)_/’" mp? dp | / X
R? (a) Vol A p3

NA(R)  27(logr — loga(A)) +°° dp +oo dp

= Ex(0)2 - Ex(p) L.
En posant
+oo dp 7w(1+2loga(A))
= Ex(o)-£ —
A /a(A) Ap) P’ vol A

on obtient ainsi que

/BY Z h(d(z,nx) d:z—/ 21 log(rY )rh(€(r))dr 4+ vol(A)ry /O+OO rh(e(r))dr

A neA—-0
+oo +oo d
- [ ntee [ Ex(p) f dr
max(a(A),rY) P

Too AINA(TY) ™
_volA/ < Al T~ VOIA>h(€(r))dr.
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Le terme de la seconde ligne est le reste d’une intégrale convergente et tend ainsi vers 0 quand
Y — oo. L'intégrande de la troisieme ligne tend vers 0 quand Y — oo et par le théoreme
de convergence dominée il suit que l'intégrale tend elle aussi vers 0. Au final on a donc le
développement suivant quand Y — oo :

/BX ngz_oh(d(m,nx))dx = /O+OO 2 log(rY )rh(€(r))dr+vol(A)ka /(:oo h(£(r))dr+o(1). (3.18)

Termes elliptiques non-cuspidaux

Soit 79 € I' un élément elliptique d’ordre ¢, C(7p) sa I'-classe de conjugaison et § = 2i7/q son
angle ; on suppose que 7y ne fixe pas un cusp et on rappelle que ’on note ¢(p) la longueur de la
géodésique singuliere associée. Dans le cas ou le normalisateur de g ne contient pas d’élément
elliptique dont 'axe est distinct de celui de g on a alors quand ¥ — o0 :

/ Z tr(v*k(xz, yx))dx = Il [T f (r, 2?) dr. (3.19)

v€C(70) 7 /0

Dans le cas restant on divise le c6té droit par 2.

Termes elliptiques cuspidaux

On suppose maintenant que o fixe un cusp ; son axe dans H? relie alors deux cusps corres-
pondant a des paraboliques I'-rationnels P; et P». On note yp,, yp, les fonctions hauteur en P; et
P,, H; les horospheres yp, = 1, on rappelle que I'on a alors défini ¢(vyg) = d(H1, H2). L’intégrale
sur M de la partie du noyau K £ liée a la classe de g diverge, on va donc calculer I’asymptotique
de I'intégrale sur MY . On définit pour Y € [1,+00) le domaine :

BY ={z, pouri=1,2o0na yp,(x) <Y},

on a alors

/MY Z tr(v*k(x,yz))de = /BY tr(v*k(x, yoz))dx + o(1).

YEC(v0)

Soit S1, S5 les hyperplans orthogonaux & ’axe de g aux points de hauteur 1 sur cet axe, A' la
zone entre ces deux hyperplans. Soit S} '’hyperplan paralléle a S;, rencontrant ’axe & hauteur
yp, =Y, AY la zone entre S; et S . Enfin, soit C} la zone entre S} et I’horosphére {yp, = Y}.
On définit de méme AY,CY", de sorte que I'on ait

BY =cyuAyuAtuAYucoY

avec des intersections de mesure nulle, comme illustré ci-dessous :



yP

ﬂ
AY

(i

On voit immédiatement que l'on a :
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. 2 [too 2w
[ o ka0@)de = €)= [T ( q) dr

-
A

q

+o00 2
/ tr(y"k(z, yox))dr = / tr(v*k(z, vor))dz = 1ogY f (r’ M) dr
AY AY q

1 2
+oo 21 d
/ tr(y*k(z, yox))dx :/ tr(y*k(z, yox))dx = —/ / ( W) dr—y
oy ey d(y/Y) Y

Si aucune autre isométrie elliptique ne préserve 1’axe de 7 il vient finalement :

2

/MY > (Y k(z,yx))de = 2;(5(’70) +2logY) /(foof <7~7 2277) dr

v€C(70) (320)

+2/+oo/d ( 2”) drdyy o(1).

Comme ci-dessus, dans le cas contraire on divise par 2 a droite.

Conclusion

On suppose que les classes elliptiques sont ordonnées de sorte que 71, ...,y sont les généra-
teurs des stabilisateurs des cusps (quitte a rajouter des classes triviales). On applique (3.18]) et
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(3-20) & chacun des I'p; et (3.19) aux classes elliptiques restantes puis en sommant on obtient
r +0o0 +oo
/MY tr K, (v, v)dr = (27rh/0 rh(ﬁ(r))dr) logY + 27rh/0 2 log(r)rh((r))dr

h oo
+ Z vol(A;)ka, /0 rh(£(r))dr + o(1)

h Gty oo 2w
+ZZ 0(v; +2logY)/ f<r,.> dr

J=11=1 0 j

+/+Oo/d(y) < 2lj>d C;y +oll)

e

n Z 2776("@-)/0 OOf( 2ql7r> dr

j=ht1 D J

F‘/erlox

+/DY (trkrd,’p(x,x)Jr Z tr(y*kzd)’p(:p,vx))) dx

ce qui termine la preuve. ]

3.4 Torsion régularisée

3.4.1 La trace du noyau de la chaleur en ¢t — 0

On démontre ici le développement asymptotique suivant (voir aussi [MP12] Proposition 6.9]).

Proposition 3.6. Pour p = 0,1,2,3 et pour tout m > 1 il existe des coefficients ab, ..., dL,,
bh,...,bE, et une fonction continue HP tels que
tAP[M m+3 k—3 k—1
Trp(e A My = > (aitT + Wt logt) + HP(t) (3.21)
k=0

et HP(t) < t"2 ent — 0.

Démonstration. On fixe p et si n € G est unipotent, z € H? et d(z,nz) = £ on note hY(f) =
tr(n*e A" [Ml(z na)). On conserve les notations introduites dans la preuve de la proposition
et on pose

+oo
Sy (t) = 2rh /0 rlog(r) A2 (£(r))dr,

e 41 . +o0
S4(t) — 2(l7 QJ)ng f <7.7 2l7T> dn
: j 0

75

S(t) = 2::; /+oo/+oo < 2l7r>drdy

Y
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de sorte que cette proposition donne :
, 5
Trpe "8 = Trp e AT 137 5(0). (3.22)
i=1

On va établir le développement séparément pour chacun des termes. En prenant ¢ = 14 dans
’égalité [24] et en intégrant sur D on obtient le développement

3 mt3 k
Trre A" = vol D 3 fht2 (3.23)
k=0

ot les f} sont des coefficients absolus, ce qui traite le premier terme.
On s’occupe ensuite de S3; en posant

by = inf{d(x,’yx), T € H37’7 S 1—‘lox}

on obtient :
d(x, :t)2
Z tr(’y*e_tAp[M] (x’fyx)) S Z Ct_%e_ 5’1
Y€ ox YE 1ox
—+o00 22
=C e stdNr(z,0)
Lo (3.24)
+oo 5 02
< / t=24e” 5t Np(z, £)dl
Lo
5 4
KLt 2e Bt

de sorte que S3(t) est en fait un o(tmTH) pour tout m > 0.
Pour traiter Sy et So on va utiliser le développement en ¢ — 0 suivant, qui est une conséquence

immeédiate de :

m

W)= 3 B0e Ttk + o™ (3.25)

On montre maintenant que si w est une fonction lisse sur [0, 1] il existe pour tout m > 1 des
constantes ¢, ¢l =1,...,m+ 1 telles que

1 m
/ rlog(r)w(r)eff(’")z/“dr - Ztl/2(cl + c)logt) < eyt M2, (3.26)
0 1=2

Vu que ¢ — rlog(r)/¢log(f) est lisse au voisinage de 0 on se rameéne par le changement de
variable r — £(r) & démontrer que si wy est une fonction lisse sur [0, 1] on a un développement
en t — 0 de la forme désirée pour

1 22 t71/2 ) ) t71/2 1 5
/ Clog(O)wo(f)e ¥ de = tlog t / two(t30)e~C db + t / Clog(O)wo(t30)e " de.
0 0 0

Ce dernier fait est une conséquence immédiate de la formule de Taylor avec reste intégral et de
I’estimée suivante

t —+o00
/ el ap = / e+ Ot 5e 1),
0 0

=
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On obtient de la méme maniére que pour w lisse sur [0, 1] il existe des coefficients ¢ tels
que :

1 Y
/ w(r)e™ i dr = Zc”tl/Q Lo, (3.27)
0

On a finalement démontré que pour tout m > 1 on a des coefficients cz, dZ> ez tels qu’'en t — 0
on a

N E

~+o00 m m
/ rlog(r)hY (¢(r))dr = Z cpt2 + Z eZtg logt—l-O(t%),
0 - —_
e =t (3.28)

m

400 m
/ PR dr = S ebts + 0",
0

k=—3

On note fF(r,0) = tr(g*e*tAp[Hﬂ (x,gz) si g est une rotation d’angle 0 et = est & distance r
de son axe, on rappelle que 1’on note alors aussi d(z, gx) = g(r) (cf. |0 - 1l suit alors de

que 'onaent—0

T (3.29)

fP(r,0) = Zﬁpre

=-3

Il suit de ) et - ) que si 'on pose
+oo
5O = [ 5o
0

on a le développement asymptotique en ¢ — 0 suivant :

m+3
o)=Y a7 +0(t") (3.30)
k=0

qui montre que Sy a un développment de la forme souhaitée. On pose encore :

+oo +00
= [ [ o,
1 d(y) )
Yi T m
:/ 0/0 2 0)dr 2 1 o™,
1 Jd(y) Y

ou yo = sup(y, d(y) < rg) et ro = sup(r,€p(r) < 1). On a

(T)2 Y 1 2
/ / B2 (r, 6)e " dy:/ 0/ w(t)e e
Y 1 Jey(d(y)) Y

ou w(¥) est une fonction lisse. La fonction ¢ — y(¢) inverse de y — fy(d(y)) est aussi lisse et il

vient T o g . ,
0 Ly(r
/ / B8 (r,0)e - ar™Y = / w(l) log y(0)e— 7 df
1 Jd(y) Y 0

d’ot il suit avec (3.29)), (3.26|) que 'on a
m+3

JPO) =S o) +0(t"),

k=0

on a pour tout m > 1 :

ce qui permet d’obtenir le développement souhaité pour Ss. ]
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3.4.2 Déterminant régularisé et torsion analytique

On utilise la notation habituelle I' pour la fonction Gamma d’Euler, dont on rappelle qu’elle
est définie pour Re(s) > 0 par la formule I'(s) = f0+°° e tts % et qu’elle se prolonge en une
fonction méromorphe sur C. Elle a alors un péle simple en chaque entier négatif et aucun zéro,
de sorte que 1/I" est une fonction entiére sur C. On pose

Cp(s) = F(ls) /O o TrR(e*tN’[M})tS%. (3.31)

Pour démontrer le prolongement analytique on aura besoin du résultat élémentaire bien
connu suivant.

Lemme 3.7. Soit ¢ € C%0,+o0) telle qu’il existe des entiers m,m’ > 0, des coefficients

ag, k=0,...,m et une fonction H définie au voisinage de 0 tels que
m k &
o(t) =i-0 Z art™2 + bt 2 logt + H(t)
k=—m'

et H(t) < t™37 ent — 0. Alors pour tout to > 0 la fonction s — ﬁ 6’0 qﬁ(t)ts% est définie sur
le demi-plan Re(s) > m/2, se prolonge méromorphiquement sur le demi-plan Re(s) > —m'/2 et

est holomorphe en s = 0.

Démonstration. Le résultat suit d’un calcul explicite des intégrales, laissé au lecteur. O

On peut maintenant démontrer le résultat fondamental suivant.

Proposition 3.8. On suppose que la représentation V est fortement acyclique. Alors lintégrale
(3.31) converge pour Re(s) > 3/2, et s — (p(s) se prolonge en une fonction méromorphe sur C
qui est holomorphe en 0.

Démonstration. La convergence aux grands temps est assurée par le trou spectral du Laplacien *.
Le développement spectral appliqué au noyau de la chaleur donne, par exemple pour p = 1,
I’égalité suivante :

Trg e—tAl[M] _ Tr(e—tAl[M])cusp + etV g

ou

L1 e f: dle—t<(1_%l)2+u2) tr (‘I’l(iu)_ldqlcll(iw> -

U

Pour ¢t >1on a

dimV 1 ptoo X 2 AT, (i)
< _ —Uu \I/ . -1
|S] < Tt o /_Oo lz de tr( 1(iu) ~—du )du,

:—2(1

le coté droit est fini et ne dépend pas de ¢ et il suit que Pon a Trp e *AM « e~ en ¢ — oo,
ou \p = min(Ay, /\éisc) avec )\éisc > 0 la plus petite valeur propre de Aéisc [M]. 11 suit donc que
pour touts s € C et ty > 0 I'intégrale ft;roo TrR(e_tAp[M])ts% est convergente.

x. S’il n’y a pas de trou spectral cette partie de I'intégale ne converge que pour Re(s) < ¢ < 0 et on peut la
prolonger méromorphiquement en une fonction sur C réguliére en 0, cf. [MP12].
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La convergence (pour Re(s) > 3/2) et le prolongement méromorphe de l'intégrale aux petits
temps fgo Trp(e tA"M])s % sont des conséquences du lemme et de la proposition ci-
dessus. O

On définit finalement le déterminant régularisé du Laplacien par
détp AP[M] := exp((,(0)) (3.32)
et la torsion analytique associée par

. }
Tr(M) = | [ déta(AP[M) V7| = (détr(A°[M]) " détp(A'[M]))2. (3:33)
p=0

3.5 Les cas déviants

Dans cette section on ne suppose plus (contrairement au reste du chapitre) que I' ne contient
pas d’élément de trace —2 (mais on garde I’hypothese que —1g ¢ I') et on travaille avec V =
Vi ,ne tel que nq —ng soit impair. On garde les notations du chapitre, et on ordonne les P; pour
que I'p; ne contienne pas d’éléments de trace —2 pour j = 1,..., ho et en contienne pour j > hy.

3.5.1 Opérateurs tronqués

La différence avec les cas traités précédemment vient du fait suivant.
Lemme 3.9. Soit f € QP(M;V); pour j > hg on a fp, = 0.

Démonstration. Soit f € (L*(T'\G) ® APp* @ V)X correspondant & f. Comme remarqué dans
—1¢ € K agit trivialement sur B et par —1y sur V et il suit que f(—1gg) = —f(g). Il
existe un n € I'p; N (=) et on obtient alors

1

/ f(ng)dn = = f(ng)dn
(p;AN)\N 2 Jrp\(~=NUN)
d’ou le résultat suit vu que le c6té droit est nul. O
En particulier, on a en fait
ho
Y 3T r r
T" Kgp=Kgp— Z(K¢,p)1’j’ (3.34)
j=1

et une conséquence immédiate de la proposition est le corollaire suivant.

Corollaire 3.10. Si pour tout j =1,...,h le sous-groupe I'p, est sans torsion mais on a I'p;
N; alors pour p=0,...,3 ¢(AP[M]) est un opérateur a trace et L3 QP(M;V) = L2*QP(M;V).

En général on peut définir la trace régularisée comme ci-dessus et on a une expression spec-
trale semblable & ([3.15)), ot les opérateurs d’entrelacement ne sont définis que sur (V)" et son
analogue en degré 1.
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3.5.2 Expression géométrique, torsion analytique

Pour j = hg+1,...,h on note A;» le sous-réseau d’indice 2 de A; tel que 'N N; = A;- et on
pose /13- = KA On va établir I'expression géométrique suivante, qui permet d’étendre la preuve

de la proposition au cas présent.

Trr ¢(AP[M]) = Trpk¢+/ Z tr(y* kg (x, yz))de

"/EFIDX
ho oo "0 kivol Aj [+
+2ry — rlog(r)h(ﬁ(r))dr—i—zjij/ rh(£(r))dr
j:l p] 0 j:1 pj 0
(2K — kj)vol Aj oo
+ Z (2r; = ry) ]/ rh(€(r))dr
j:ho-l—l pj 0
e 45—
2(1 +oo 21 oo pteo 21 d
Py (670 (B s [ [ (5T ).
j=11=1 Wil 0 y

(3.35)

Tous les autres termes ayant été éxaminés dans la preuve de la proposition on doit
seulement examiner la somme sur les I'N (£N;) pour j > hg : on veut montrer que pour j > hg
on a

/ > Sty (@ oy ) de =

V€T /T p; nELNEN; pj

(2K — k) vol A

+oo
/0 rh(£(r))dr + o(1).

Pour g e G on a
tr((—9)"kg(z, (—g)x)) = — tr(g kg (z, g))

vu que —lg agit par —1 sur V ® APp*. Si A C N est un réseau euclidien, a est un élément
non-trivial de Hom(A, {£1}) on pose A’ = ker « et

Jfalm)
“‘{< a<n>>’”“}

[y S wbatenis = [ (22h< () -5 (s |n|)>>)dx_

A vell 'eN!

D’autre part, les calculs faits dans la preuve de la proposition donnent

/BY Z h ( ( 7] ))) dzx = /O+oo 2 log(rY )rh(€(r))dr + K volA/OJroo rh(£(r))dr + o(1);

Jo 20 GE)) =3 Ly 20 Gis))

A /eA/

= % (/OJrOO 27 log(rY )rh(€(r))dr + ka2 VOlA/(fOO rh(ﬁ(r))d?”) +o(1).

On a finalement

+o0o
/BY Z tr(v kg (x, yr)de = (260 — KA VOIA/ h(£(r))dr

A yell



98 CHAPITRE 3. TORSION ANALYTIQUE

et (3.35) suit en appliquant ce développement asymptotique & chacun des Aj, avec a; 1'unique
morphisme A; — {£1} de noyau A (de sorte que II;)I' N £N;).

On démontre en utilisant (3.35) un développement asymptotique en ¢ — 0 comme dans la
proposition [3.6] et on peut alors définir la torsion analytique régularisée comme dans le cas ou
I' ne contient pas d’élément de trace —2.



Chapitre 4

Convergence d’espaces localement
symétriques et approximation des
invariants L analytiques

Dans ce chapitre on étudie les traces régularisées des noyaux automorphes et la torsion ana-
lytique régularisée pour des suites de variétés hyperboliques de volume fini. On commence par
rappeler les résultats de [ABB™| dans le cas cocompact et pour tout espace localement symé-
trique (avec des résultats plus rigides en rang supérieur). On définit ensuite les suites d’orbifolds
hyperboliques qui nous intéresseront et on prouve la convergence des traces (Théoréme ,
puis on démontre l'approximation pour la torsion analytique (Théoréme sous une hypo-
these supplémentaire sur les opérateurs d’entrelacement. On compare ensuite, pour usage futur,
la torsion analytique régularisée a la torsion analytique absolue des variétés tronquées dans des
suites de variétés (Théoreme [4.15).

4.1 Le cas compact (d’aprés [ABB™])

4.1.1 Topologie de Benjamini-Schramm

Dans [BS01] I. Benjamini et O. Schramm étudient la convergence des graphes au sens suivant :
une suite X,, de graphes finis d-réguliers est dite BS-convergente si pour tout entier N, tout
graphe d-régulier Y et tout sommet y € Y la probabilité

o e e X By (e, ) = By (1. V)
" ]

converge. Si la suite de graphes converge (dans la topologie de Gromov-Hausdorff) vers une
graphe X ayant un quotient fini alors elle est BS-convergente et la limite de la suite (p,) ci-
desssus est la probabilité correspondante pour un quotient compact de X. L’exemple le plus
simple est donné par une suite de graphes dont le rayon d’injectivité moyen tend vers +oo, la
limite de p,, est alors 0 pour touts N,Y 3> y sauf si By (y, N) est isomorphe a une boule de I'arbre
d-régulier. En général on peut donner un sens a la limite d’une suite BS-convergente (mais ce
n’est bien stir plus un graphe), et dans ce contexte M. Abert a étendu le théoréme de Liick

Dans |[ABB™] les auteurs introduisent une notion semblable pour les variétés riemanniennes,
ou on remplace ’espace d’échantilonnage des boules dans des graphes par des boules rieman-
niennes. Pour des suites d’espace localement symétriques on peut montrer que les limites corres-
pondent & des sous-groupes aléatoires invariants de G, cf. 'appendice [A] ci-dessous ou |[ABB™,
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Section 3] pour les détails. On ne s’intéressera ici qu’a la situation la plus simple, quand le rayon
d’injectivité tend presque partout vers I'infini (analogue a la convergence d’un graphe vers l'arbre
d-régulier). Si S est un espace symétrique riemannien non compact et M,, une suite de quotients
de S par des réseaux sans torsion on dit que M, converge au sens de Benjamini-Schramm vers
S si on a pour tout R > 0 la limite

lim vol(xz € Xy, inj, (M) < R)

= 0. 4.1
n—00 vol M, (4.1)

On abréviera cela en “M,, BS-converge vers S”. Le résultat suivant est alors un corollaire de
[ABB™, Theorem 1.4].

Théoréme 4.1. Sim > 3 et S = SL,,,(R)/SO(m) alors pour toute suite infinie I'), de réseaux
de SLy,(R) la suite I',\S BS-converge vers S.

En revanche pour S = H™ (ou plus généralement pour S de rang réel 1) on a des suites qui
BS-convergent vers d’autres limites. Il est par exemple facile de voir que si M est de volume fini,
N — M est un revétement galoisien de groupe de Galois infini et résiduellement fini il existe une
suite de revétements finis de .S qui convergent sur tout compact vers N et donc en particulier
BS-convergent vers N. Voir [A] pour des exemples plus exotiques.

4.1.2 Multiplicités limites dans le cas compact

Le théoréme suivant et son corollaire sont (strictement) contenus respectivement dans [ABB™,
Section 8] et [ABB™, Corollary 1.5, Theorem 1.7]. Si G est un groupe de Lie on dit qu'une suit
I';, de sous-groupes discrets est uniformément discréte s’il existe un voisinage U de 1g tel que
glng™ ' NU = {15} pour tout n > 1,9 € G (si les ', sont sans torsion ceci est équivalent au
fait que le rayon d’injectivité des variétés riemanniennes I',,\ S soit uniformément minoré).

Théoréme 4.2. Soit S = H" (resp. S = SL,,,(R)/SO(m),m > 3) et Iy, une suite de réseaux
cocompacts de SO(n, 1) telle que M, = T',\H™ BS-converge vers H™ (resp. une suite unifor-
mément discréte de réseauz cocompacts de SL,,(R)). Alors pour toute fonction ¢ € A(R) et
p=0,...,n (resp. m(m+1)/2—1) on a :

Tr ¢(AP[M,])
S ol (T, o)
ot g est un point arbitraire de X .

Corollaire 4.3. Soit I';, comme dans le théoréme précédent et p € {0,...,m}, p # m/2 (resp.
p=0,....,m(m+1)/2—1). On a la limite :

lim bp(L'n) =0.

n—o0 vol M,

La preuve dans les deux cas est la méme et similaire & celle du lemme [£.12] ci-dessous. La
formulation plus souple dans le cas ou I'), est une suite de réseaux de SL,,(R) est bien siir une
conséquence du théoréme [4.1] La restriction sur le rayon d’injectivité dans ce cas vient du fait
qu’on peut, en rang 1, mener une analyse détaillée du noyau de la chaleur dans la partie fine
d’un espace localement symétrique compacte qui ne se généralise pas immédiatement au rang
supérieur en raison de la plus grande complexité géométrique de cette derniere. Pour plus de
détails voir [ABB™, Section 9].
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4.1.3 Torsion analytique

Une preuve semblable & celle de [BV], Theorem 4.5] (voir aussi la preuve de la proposition
ci-dessous) permet de démontrer le résultat suivant [ABB™, Theorem 10.9].

Théoréme 4.4. Soit V une représentation fortement acyclique de G et I'y, une suite uniformé-
ment discréte de réseaux uniformes sans torsion de G telle que M, = I',\S BS-converge vers
S. Alors on a la limite
lim M — (2
n—oo  vol My,

(V).

La condition d’uniforme discrétude n’est pas optimale mais on ne peut pas espérer un résultat
aussi clair que dans le cas des nombres de Betti. En effet un théoreme de J. Brock et N. Dunfield
montre qu'il existe une suite de 3-variétés hyperboliques compactes qui BS-converge vers H?
mais pour lesquelles la torsion analytique (& coefficients triviaux) est toujours égale a 1. Pour
plus de détails on refere le lecteur a [ABB™) Section 10].

4.2 Suites d’orbifolds hyperboliques de volume fini

4.2.1 Suites cusp-uniformes

Soit I'' un réseau de G. Soit P un parabolique et yp une fonction hauteur en P. Soit n > 1
tel que P soit I'y,-rationnel, A = I' N N est alors un réseau euclidien et la quantité vol A/a(A)
ne dépend pas du choix de yp. On peut donc définir une suite (I',)) comme étant cusp-uniforme
si I’ensemble des réseaux

{I'y NN, n > 1, P est un parabolique I',-rationnel}

est uniforme, i.e. il existe un § > 0 tel que pour tout n et tout P qui soit I'-rationnel, A = I',,NN
on a volA/a(A) > 6. Pour un réseau fixé il existe toujours des suites cusp-uniformes de sous-
groupes d’indice fini qui BS-convergent vers H?, comme le montre le résultat plus précis suivant.

Proposition 4.5. Soit I' C G un réseau, il existe une suite cusp-uniforme I';, C T' qui est de
plus exhaustive.

Démonstration. 11 est bien connu (cf. [MRO3], Corollary 3.2.4]) qu’a conjugaison prés on peut
supposer que I' C SLy(F') pour un corps de nombres F. Comme I' est de type fini il existe en
fait un a € O tel que I'on ait T' C SLa(Op[a™!]). Si T C OF est un idéal de O qui soit premier
avec a on a Op[a™t]/IOrla™!] = Op/IOF et le sous-groupe

() = {(Z Z) el, a,de€1+30p[a"Y, bce joF[a—l]}

est donc un sous-groupe d’indice fini. La suite des I'(n) pour n € N premier avec a est clairement
exhaustive et elle est aussi cusp-uniforme. En effet, si P est un prabolique I'-rationnel on a
I'p = 14 ZX; + ZX5 pour des matrices nilpotentes X1, Xo € Ma(Op[a~!]). Soit J I'idéal de
Opla~!] engendré par les coefficients de X7 et X5 et m l'entier naturel tel que J N Z = mZ.
On pose A, = nI'p; alors les A, sont une famille uniforme de réseaux dans N et on a A, C
L(n)p C m~'A, d’ou il suit que {I'(n)p,n} est lui aussi uniforme. Comme les sous-groupe
['(n) sont distingués dans T il suffit de considérer un nombre fini de paraboliques et le résultat
suit. O
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4.2.2 Conditions de BS-convergence

On rappelle que si I' est un sous-groupe discret de G, x € T'\H? et & € H? est un relevé de
x on a défini

l(T) = inf{d(z,7Zz), v € I — {1g}}.

On dit qu’une suite M, = I',\H?® d’orbifolds de volume fini BS-converge vers H? si pour tout

R > 0 on a la limite
vol{x € M,,0,(T',) < R}

vol M, n—00

Variétés
Le résultat suivant est une observation basique.

Lemme 4.6. Soit M, une suite de 8-variétés hyperboliques de volume fini et h, le nombre de
cusps de M,,. Si M,, BS-converge vers H?® alors on a h, = o(vol M,).

Démonstration. Soit ¢ la constante de Margulis pour H®. Il y a alors h, composantes non-
compactes dans la partie e-fine de M,, que l'on notera Ej,...,E . Il existe une constante
absolue ¢ > 0 telle que pour chaque j on ait vol F; > ce? et il suit que pour tout R > € on a

vol{x € M,, : £, < R} > h,
de sorte que (4.1)) force h,, = o(vol M,,). O

Un résultat semblable pour le nombre de géodésiques de petite longueur est valable (pour
toutes les suites et tous les espaces symétriques de rang 1), cf. [ABBT, Theorem 6.11]. Une
preuve plus élémentaire permet de démontrer le critere suivant *.

Lemme 4.7. Soient M,,n > 1 des variétés hyperboliques de volume fini. On suppose que
inj, (M,) > § > 0 pour tout n. Pour R > 0 on note G,(R) le nombre de géodésiques fermées de
longueur inférieure & R dans M,,. Si la suite M,, BS-converge vers H? alors pour tout r > 0 on
a Gn(r) = o(vol M,,).

Démonstration. On montre plus bas que pour tous R, ¢ > 0 il existe un entier A(R,?) tel que
toute boule de rayon R dans une variété hyperbolique contienne au plus A(R,¢) géodésiques
fermées simples de longueur inférieure a . On en déduit facilement le résultat sous I’hypothese
que pour tout n on ait inj(M,) > § : en effet, on peut alors recouvrir la partie r-fine de M,
par a, = o(vol M,,) boules de rayon 2r telle que toute boule de rayon r soit contenue dans 1'une
d’entre elles. Le nombre de géodésiques de longueur inférieure a r dans M,, est alors majoré par
(re~Y)A(2r,7)a, = o(vol My,,).

Supposons donc qu’il existe R > 0 et une suite z, € M, telle que le nombre de géo-
désiques fermées simples de longueur < ¢ contenues dans B(z,, R) tende vers l'infini. Soit
o € M3, on choisit des monodromies m(M,) — I, de sorte que z, = I',z9. On pose
Sn = {7 € (T'n)iox, d(x0,v20) < Crl} ou Cr est telle que tout élément loxodromique de lon-
gueur de translation ¢ déplace un point a distance < R de son axe d’au moins Cr¥¢, de sorte
que l'on ait |S,| — oo quand n — oco. Comme lensemble S = {g € G,d(z,gx) < Cgrl} est
compact il existe une suite (v,,) avec Yan—1,72n € S, d’axes distincts et v, — g € S quand
m — 0o0. On a alors que tr(y2n_174, ), tr([Y2n—1,72x]) tendent toutes deux vers 2. D’autre part
on a [Yan_1%9m > Yon] = [Y2n_1,72n] et il suit que pour m assez grand on a

| tr(Yon—17am)? — 4] + [ tr[v2n—17am, Y2n) — 2| < 1,

*. Une analyse plus poussée de la partie fine permettrait sans doute de supprimer I’hypothése inj M,, > §.



4.2. SUITES D’ORBIFOLDS HYPERBOLIQUES DE VOLUME FINI 103

ce qui contredit l'inégalité de Jorgensen [EGM9S8|, Theorem I1.4.1] vu que 72, Y2n—1 engendrent
un groupe non-élémentaire. O

On a le critére suivant pour la BS-convergence d’une suite de revétements finis (on rappelle
que Nt (z,7) est le nombre d’éléments loxodromiques de T';, qui déplacent = d’une distance < 7).

Proposition 4.8. Soit M,, une suite de revétements finis d’une 3-variété hyperbolique M et h,,
le nombre de cusps de M. ST M, est cusp-uniforme les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) La suite M, BS-converge vers H?.
(it) Pour tout R >0 on a Gp(R) = o(vol M,,).
(7ii) On a la limite
an Nr, (x,r)dx

vol M, n—o0

0. (4.2)

Démonstration. On a démontré que (i)=-(ii) dans le lemme
On montre ensuite que (ii)=(iii) ; supposons que pour un r > 0 on ait G,(r) = o(vol M,,),
on montre que 'intégrale de AT, (.,7) sur

(Mn)H,gr - {x c Mna Eli?’)/ € (Fn)lox tel que d(fﬁfyf) S r}

tend vers 0 quand n — co. Le déplacement des éléments loxodromiques des I';; est uniformément
minoré et d’apres le lemme [0.28[ on a donc un C' > 0 ne dépendant pas de n tel que

/ N, (z,r)dz < Ce” vol(My) m,<r
(Mn)< N

sr

et il reste donc & montrer que I'on a vol(M,) g <, = o(vol My,). Il existe un R > 0 ne dépendant
que de la systole de M tel que (M,)nH <, soit inclus dans le R-voisinage des géodésiques de
longueur < r dans M, et il suit que vol(M,,)m,<, < vol Bys(R)Gy(r) est un o(vol M,,).

Pour démontrer (iii)=-(i) il est suffisant de démontrer que la partie de M, ou un élément
unipotent a un déplacement inférieur & r a un volume négligeable. Plus précisément, si I’'on pose

(My)v<r ={x € M, : 3P,z,n e (I'y)p — {1g} tel que d(z,nz) <r}

on veut montrer que vol(M,)y <, = o(vol M,,). Par le lemme il existe un ¢ > 0 (dépendant
du choix des fonctions hauteur I'-invariantes) tel que (Mp )y, <, soit contenu dans |J;{y; < cr~1}.
11 suit que l'on a

hn
vol(Mp)u,<r < vol{y; > cr 1}
=1
hn oo g
<> [ L=
=1 er—1 Y

ou la constante de la seconde ligne ne dépend que de I'. Ainsi la BS-convergence de la suite
M,, suit du fait que h,, = o(vol M,,) que l'on va maintenant démontrer. L’idée est que s’'il y a
beaucoup de cusps, alors on a beaucoup de “petits” éléments unipotents et que les produits de
ces derniers donnent beaucoup de “petits* éléments loxodromiques, ce qui contredit I’hypothese.

Si P est un parabolique I'-rationnel P on note h,, p le nombre de I',,-classes de conjugaison
dans la I'-classe de conjugaison de P. Si on n’a pas h,, = o(vol M,,) il doit exister un parabolique
I-rationnel P et un ¢ > 0 tels que l'on ait h,, p > ¢[I" : I';)] pour une infinité de n > 1; en passant
a une sous-suite on peut supposer que c’est le cas pour tout n > 1. On choisit des représentants
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P; pour les I',-classes de conjugaison dans la I'-classe de P, on écrit A; =T p; et Anj = (T'y) P;
et on réordonne les P; pour que [A; : A, ;] soit croisssante en j. Enfin, pour j =1,...,h, p on
choisit un vy, ; € I' tel que P; = fyn’jP'y;}.

Pour C > 0 on note a$ le plus grand indice j tel que l'on ait [A; : A, ;] < C. Il existe alors
un sous-groupe d’indice fini A < I'p (dépendant de C) tel que pour tous n > 1let j=1,...,a¢

on ait

'Yn,jA’YTZ} C AnJ’.
On fixe un I'-conjugué P’ de P différent de P. Pour tout C on a

aS 4+ C(hpp —aS) <0 :Ty] < ¢ thyp

et pour C' > 1 on a donc af > CCTET hy,p. On peut donc choisir un C assez grand pour que 1'on
ait ag > 2hy, p/3 pour tout n.

L’ensemble des conjugués de P’ par les v, j,7 = 1,... ,a% et I'ensemble des conjugués de P’
qui sont égaux a I'un des Yri P Vn, } pour j € {1,... ,ag } sont tous deux des sous-ensembles de

cardinal ag > 2/3h,, p de 'ensemble de tous les I'y-conjugués de P’ qui est lui de cardinal h,, p.
II suit que leur intersection

Jo={j=1,... al, 35 € {1,... ,ag},'ynJP"y;} est I'y-conjugué a Py}

YN

est de cardinal au moins égal & hy, p/3 > (¢/3)[I" : T'y]. Soit A’ C T'pr le conjugué de A, pour

j € Jp on a alors linclusion v, ; A’ Vo, ; C I'y,. On choisit un n € A non-trivial, il existe alors un

n" € A’ tel que yo = nn’ soit loxodromique. Pour tous n et j € J, on a alors v, 707, ; el,.
Soit I'y, le centraliseur de vy dans I', on sait que vy = A% pour un élément primitif y; € T' et un
entier k£ > 1 et qu’alors I',; est le sous-groupe cyclique de I' engendré par ;. Pour des entiers
n>1,j¢€J,etmeZon écrit m=1k+ravecr € {0,...,k—1}; on a alors :

—1 lk_ —1 —1 [ -1
N VgL' = Y M Vn j Vg M1 VgL' = Y0 V1 Vn j V0,5 Y0 Vs n = V1,5

Il suit que
k—1
Ly vngln = U 7m0 = J M msTn
meZ r=0

contient k ou moins I',-classes a gauche. Les classes a droite v, ;I', sont deux a deux différentes
et il suit qu’il existe au moins m = L“]—]:'J doubles classes distinctes 'y, v, ;I avec j € J,. Soient
Yrjis- - - n,jm des représentants de ces classes, alors les ¢léments loxodromiques vn, 5,707y, ;l el
ne sont pas [',-conjugués. Il suit que la géodésique fermée de M qui correspond a g a au moins
m relevés distincts dans M, qui ont la méme longueur qu’elle. Comme on a vu plus haut que
m/ vol M, > |J,,|/ vol M,, ne tend pas vers 0 ceci contredit le fait que G, (R) = o(vol M,,) pour
R > {(). O

Orbifolds

Soit T, une suite de réseaux de G, M, = I[',\H?. On note €2 le nombre de classes de
conjugaison elliptiques non-cuspidales de I',. On ordonne les classes de conjugaison elliptiques
pour que 1,...,en° soient les classes non-cuspidales.

Lemme 4.9. Si la suite M, BS-converge vers H? alors on a hy, e, — enc = o(vol My,).
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Démonstration. Le stabilisateur d’'un cusp contient au plus deux classes de conjugaison de sous-
groupes cycliques maximaux (ce qui suit de la classification des réseaux d’isométries du plan
euclidien) et ces groupes contiennent chacun au plus une rotation fixant le cusp, cette derniére
ayant un angle multiple de 7/12; on a donc e,, —el® < 12h,,. Pour démontrer que h,, = o(vol M,,)
on peut soit adapter la preuve du lemme (en tenant compte du fait que l'ordre des éléments
elliptiques cuspidaux est uniformémement borné) ou utiliser le lemme de Selberg et le résultat
pour une suite de variétés. O

Proposition 4.10. Soit I' un réseau de G, I'), une suite de sous-groupes d’indice fini. Soient
l1,... Lenc les longueurs des géodésiques et des segments géodésiques du lieu singulier non-
cuspidal de M,. Si la suite T',, est cusp-uniforme alors M, = T,\H3 BS-converge vers H?>
st et seulement si l’on a

an Nrn (1‘, ’l“)dl’

Vr >0
r>b vol M, o0

> 0 (4.3)
et

Zﬁj = o(vol My,). (4.4)

Démonstration. Soit I" un sous-groupe sans torsion, d’indice fini C' dans I". Pour tout n le sous-
groupe I/, = T"NT,, est alors d’indice < C' dans I',,. On suppose que M,, BS-converge vers H?, la
suite M/ = T/ \H? est alors elle aussi BS-convergente vers H?. D’autre part, pour tout z € M},
on a trivialement

Nt (z,7) < ./\/‘F;L(C'r)

et il suit que l'on a

Np, (x,7r)dz < / Np, (z,7r)dz < Nt (x, Cr)da
Mj,

M/

n

Mpy

et le coté droit est un o(vol M,,) d’apres la proposition ce qui finit de montrer que (4.3]) est
vérifié par la suite M,,. On va maintenant vérifier (4.4) : il existe un € > 0 (dépendant de M) tel
que pour un x appartenant a 'axe d’un élément elliptique non-cuspidal dans I',, 'application

Stabr,, (x)\Bf?H(az, g) = M,

soit injective. Quitte & diminuer € on peut supposer que pour tout z € H? et pour tous y €
B (x,€) et v € Stabrx on ait d(y,yy) < r. Il suit que

vol(My) <y > (m%)g |Stabr(z)[) ™! vol V2
TE

ou V; est un e-voisinage du lieu singulier non-cuspidal de M,,. On a alors vol V; > chiCl ¢; (on
¢ dépend de ¢) et il suit que ngl l; = o(vol M,,).

On suppose maintenant que M,, vérifie et ; il suit immédiatement que M), vérifie
aussi . Soit Ay, h!, les nombres de cusps respectifs de M,,, M ; d’apres la propositionon a
hi, = o(vol M},), ce qui implique clairement h,, = o(vol M,,) et donc que vol(M,,),, <, = o(vol My,).
Le lieu ou les classes non-cuspidales déplacent de moins que r est un d-voisinage tubulaire des
géodésiques singulieres fermées (ou d ne dépend que de 7) et son volume est donc < Z?El l;
qui est un o(vol M,,) par hypothese.
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Il reste & montrer que le lieu ou les classes cuspidales déplacent de < r est de volume
o(vol M,,). Si v € '), est une classe cuspidale elliptique on note

Ln(’y,T‘) = {l‘ € MThd(l‘a’yx) S T}’ Mn(’yﬂ“)l = Ln(r)/vr) N Mév
En(%r)l = Lyp(vy,7) N (My, — Mrlz)

Tout d’abord le volume de M, (v, 7)! est borné indépendamment de n : en effet, M, (v,7)" est
un d-voisinage du relevé & M,, de l'intersection de 1'un des arcs singuliers de M avec M!. Soient
maintenant y;,y, sont es fonctions hauteur I'-invariantes en les cusps ou finit le lieu singulier
de l'arc associé a v et A, j (resp. A;) le réseau de {y; = 1} correspondant au cusp de M, (resp
M). Le volume de {y; > [A; : A, ]} est borné indépendamment de n. D’autre part, si vg est
l'aire d’un disque de rayon e? dans le plan euclidien on a

Vol By (v, 7)! = vol(Bn(v,m) ' N0 {y; > [Ay : A j]} + vol(EBu(v, ) N {1 <y < [Aj: Ajl})
< VOl{yj > [AJ : An,j]} + Vg log[AJ : An,j]

et on a donc
hn

vol B, (7y,7) < hy + Zlog[/\j P A -
j=1

On a par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

Comme Z?;l[Aj Ayl =Ml Ty) et (loglA; : A j])?/[Aj : An ] est borné indépendamment
de n, j il vient donc

hn
> loglA; 1 A ] < (h[D: T,])?
j=1

et le coté droit est un o(vol M,,) par le lemme Il suit finalement que M, est bien BS-
convergente vers H?>. O
4.2.3 Convergence des traces

Soient ¢ € A(R) et D un domaine fondamental pour I’action de I' sur H?; la trace normalisée
de kg relativement a I' est définie comme suit :

Trp k:¢:/ trkg(x, x)dx. (4.5)
D

Comme k est G-invariant (cf. (15)) on a I'égalité Trr ke, = vol(D) tr kg (0, z0) pour tout
To € H3.

Théoréme 4.11. Soit T' un réseau de SLa(C) et T',, une suite cusp-uniforme de sous-groupes
d’indice fini tels que M, = I',\H® BS-converge vers H®. On a alors la limite suivante :

Ly
TI‘R K¢
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Démonstration. Soit D,, un domaine fondamental dans H? pour I',, et h,, le nombre de cusps de
M,,. On choisit des représentants P, ..., P, pour les I',,-classes de conjugaison des paraboliques
[-rationnels et on note A, ; le réseau euclidien (I'y) p; de N; (olt 'on rappelle que I'on a ientifié le
radical unipotent IN; de P; avec I’horosphere {yp] =1} On va utiliser ’expression géométrique
de la proposition pour démontrer le résultat.

On rappelle que d = dim V, pour p =0,1,2,3 on a 3d > dim(V ® APp) de sorte que 'on a

tr(y kg (z,v2)) < 3dlp(v )|y |kg(z,v2)|.

Pour z = gK,y = hK € H? on pose H(d(z,y)) = 3d|p(g~1h)| |ks(z, )], on a alors H(r) < e~ 4"
pour tout A > 0 quand r — co. On pose :

h
n in lAn . +oo
U, =Y Hin YO lng / rh(0(r))dr,
j=1 2] 0
Hn—/ Z H(d(xz,~x))dx,
'Yerlox

2(1 +00 21 +0o0 21 d
ZZ 2 g5)m ( / f< W)dr—i—s]/ / ( ”)dry>,

—1 Wi 0 d(y) 4j Y

de sorte que par la proposition on ait
—+00
Trg ¢(AP[M,)]) = Trr ¢(AP[H?]) + H,, + E, + Uy, + 27 Z o / rlogrh(£(r))dr.  (4.7)
j=1"7

On estime en premier lieu la série sur les éléments loxodromiques :
Lemme 4.12. Si M,, BS-converge vers H? on a H,, = o(vol M,,).

Démonstration. La preuve est la méme que dans [ABB™]. On a

+oo dH +oo dH
H(d(z,vz))dx —/ / d—/\/'pn (x,r)drdx </ CZ— Nt (z,r)dx dr
Dy, n 0 T

n

et par le lemme on a Np, (z,7) < Ce pour des C, ¢ ne dépendant que de I'. Le résultat
suit alors de (4.2) et du théoreme de convergence dominée. O

On a

a4l o( 2
b o UL A (I
j=1 1=1 wjd;j
en ) . 400 9 400 p4oo )
N
j=eneq1 =1 Wil 0 Y

enc
<Y b+ (en —e)
j=1

vu que les £; pour j > e;¢ sont bornées indépendamment de n (en effet ce sont les longueurs de
segments qui se relevent de M a M,,). Le coté droit de la dernieére ligne est un o(vol M,,) d’apres
le lemme et la proposition d’ott il suit finalement que E,, = o(vol M,,).
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Le terme 27 Zhll(pj)*l o7 rlog(r)h(£(r))dr dans ([@7) est < hy, et donc un o(vol M)
d’apres le lemme Il reste donc a montrer que le terme U,, de (4.7) est lui aussi un o(vol M,,).
On pose o, = a(Ay, ;) ; on rappelle que :

+oo dp w(1—2log al)

= B,
l‘fj,’n, aj A7L1.7 (p) p3 VO]. An7]

Comme les A, ; sont une famille uniforme de réseaux euclidiens on obtient par le lemme
I’estimée suivante :

1 [t°dp logad o logad
K — — al)” L
in S o /odL p?  volA, <o)t vol Ay, j
log o
< 8%
vol Ay,

ol la constante ne dépend pas de n ou j. Le fait suivant va nous permettre de conclure.

Lemme 4.13. Sous les hypothéses du théoréme on a Z?;l ol = o(vol My,).

Démonstration. On montre que pour tout C' > 0 on a

hn af
li == <ol 4.8
RSP M, S (48)

On ordonne les P; de sorte que aJ soit croissante en j et on note hS le plus grand indice tel que
o, < C pour tout j < hS. 1l vient :

hn hn hn
Yool < ChS+ Y (ad) A Ayl < Ch + (@B )71 ST A1 Ay ]
Jj=1 j=hC+1 j=h§+1

< Chy +C 'yl : Ty

ot hy est le nombre de cusps de M. La conclusion (4.8]) suit immédiatement au vu du lemme

4.0l ]
On a donc
hn hn, ‘ hn
Up < ZvolAn,j/{nJ < Zlog o) < Z al,
j=1 j=1 j=1
et le terme & droite est négligeable par le lemme ci-dessus. O

4.3 Approximation pour la torsion analytique

A partir de maintenant on fixe une représentation fortement acyclique p, V de G et toutes
les formes sont a coefficients dans le fibré plat E,,.

Théoréeme 4.14. Soit I'), une suite cusp-uniforme de sous-groupes d’indice fini, sans torsion
dans un réseau T' C G telle que la suite M, := I',\H® BS-converge vers H3. On suppose de plus
qu’il existe un € > 0 et une suite a, = o(vol My,) telles que pour tout n et tous u € [—¢,¢|, | on

ait
AW (i d®, (i
tr (%(zu)lcll(m)) < ap, tr <<I>l(iu)1 (;(W)) < anp.

u u

On a alors Tp(M,: V)
HILHgO vol M, t

oty t2N (V) est défini par [@11) ci-dessous.

(V). (4.9)
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4.3.1 Torsion L2

Le candidat naturel & étre approximé par les torsions analytiques “finies” est la torsion L2
analytique, cf. [Liic02, Question 13.73]. On la définit en utilisant la méme formule que pour la
torsion analytique sur une variété compacte :

13 d/ 1 [t _ o
logT(Q)(M; V)= 3 Zp(_wp(ds (I‘(s)/o Trr(e tAP[H3])t 1dt)
p=1 s=0 (4.10)
+o0 .
[ T (et dt) .
to t

La premiere intégrale converge pour Re(s) > 3/2 et se prolonge méromorphiquement en une fonc-

tion réguliere en 0 d’apres le développement asymptotique et le lemme La convergence

de V’intégrale aux grands temps suit ici du fait que le Laplacien sur H® a un trou spectral f.
Par ailleurs il est évident que log T’ (2) est un multiple de vol D par une constante ne dépendant

que de V' ; on pose donc

_ log TO(M;V)

N vol M '

Les constantes t(2)(V) ont été calculées pour tous les les espaces localement symétriques dans
[BV, Section 5]; dans le cas de l’espace hyperbolique ils montrent que [BV), Section 5.9.3,
Example 3] :

t@(v) (4.11)

-1
t(2)(Vn1,n2) = 487((n1+n2+2)3—\nl—n2]3—|—3]n1—ng\(n1+n2—|—2)(n1—|—n2—|—2—|n1—nﬂ)). (4.12)
4.3.2 Plan de la preuve

Il est naturel d’étudier séparément les grands et petits temps. On va prouver ci-dessous que
pour tout tp > 0 on a la limite :

S ([ e e ) o )
vol My, ds \ Jo ‘7€ fTa i€ t ) g noo '
La preuve de ceci est essentiellement une combinaison de celles des propositions et
Une fois cette étape menée a bien on s’occupe de quantifier la convergence de l'intégrale aux
grands temps lorsque n tend vers 'infini. Plus précisément on a besoin des limites suivantes, que
I'on prouve dans [£.3.3] ci-dessous.

+oo Trp (e tAPIMAlY gt
li li —— ] =0 4.14
to—lg-loo ( lrILILSo%p to vol M, t ’ ( )
+oo dt
lim ( ﬁr(e—tAP[H31)> =0. (4.15)
to—00 to t

La preuve du théoréme est facile une fois ces résultats connus : la limite (4.13) donne
que pour tout tg > 0 on a

log T’ M, 1 T(2) M,,; +oo T —tAP[My] +o00
0g Tp(My: V) ~log TO(Mui V) / Trp(e 2 ) db) [ pypemtariy @
to vol M, t to t

lim sup
n—00 vol Mn n—00

et par (4.14)),(4.15) le coté droit tend vers 0 quand ty — 400 d’ou il suit que la limite supérieure
de gauche doit étre nulle.

1. En général (par exemple pour des coefficients triviaux) il faut analyser la distribution du spectre du laplacien
prés de 0, cf. [Liic02] Chapter 2].
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4.3.3 Trou spectral et grands temps

L mtegrale [iF° Trp e‘mp ldt/t est absolument convergente et de ceci suit immédiatement
. La preuve de (4.14]) utilise le fait que le trou spectral pour les AP[M,,] est uniforme. Par la
proposition la borne inférieure A9 > 0 pour le spectre des AP[M,,] est strictement positive.

Soit u € [e, +00), les relations de Maass-Selberg ({3.5) pour Y = 1 donnent pour v € V(Ch
_1d¥(iu)

du
Comme W (iu) est unitaire le coté droit est minoré par —2¢~! et il suit que 25*11%11—\1/(@'11)*1 %qju)

— (W (iu) U,’U)V(Ch = |T1E(iu,v)\%z(Mn;VC) + i((q/(iu).v,wvch - (W(—iu).v,v)vél).

mu

est un opérateur positif pour |u| > e. En utilisant ceci, le fait que
an 1AV (iu) )
tr( ————1,n, — V;(tu)  ———= | >0
(hndimV Ve i) =0, =) =

et Pégalité e~ = e e 2= pour ¢ > 1, il vient alors :
29

% Z e~ Ov+1=5D) ¢ U;(0)

l=—2q

Z/ e~ (W HA=I/2?) ¢ g, (tu)~ 1d\Ifcli(iu) dul|
u

’TrR(eftAO[Mn]” < er(tfl) Tr eftAgisc[Mn] + 67)\‘/(1&71)

e M=) + e_w‘VO(an + hy)

< e—)\o(t 1) TI‘R(G [Mn]) +e tAVO(VOl Mn)
d’ou il suit que :

1 +oo dt
Tp p(e—tAP[Mn] )
sup (Vol ), rr(e )~ "

Par le théoreme la suite Trp(e=2"Mnl) est bornée, et le coté droit est donc borné et tend
vers 0 quand tg — oo.

+
< / - 6’_/\0“_1)% sup TrR(e_Ap[Mn]) + Ce Mo,
to n

4.3.4 Petits temps

On va analyser chacun des termes apparaissant dans (3.22]). On garde les notations A;,,, o,
et k;, introduites dans la preuve de la proposition On a alors :

Trg e 1A Ml _ pyp o 1AV / Z tr 'y*e*tAp[Hza](:z,’yaz)dx
" /YEFIOX

+o00 hn +o0
4 27h,, / rlog(r)hY (¢(r))dr + Z Kn,j VOl Ay, / rh (¢(r))dr
0 , 0
J=1

' 271' (1,q5) 27l 2wl
+ZZ (I (5) + g5 T (5)
j=11=1 Wi 4j 4q;

=T +Tr + T5.
Par D’estimée on obtient que

d s to d(z,’yz) 7§dt
dS(oTlt ) <<// Ze Cat  duxt -

" yelox

(z,y2)>
—/ (/ e dcgtt_Zdt> dx

™ y€lox
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et le coté droit est un o(vol M,,) d’apres le lemme
On s’occupe maintenant de 75 ; on pose

t —+o00
=(s // rlog(r)RE ((r))dr tsdt

to [+oo dt
// rhY (0(r))dr ts

fonctions de s qui ne dépendent que de V. Il suit de (3.28]) et du lemme|3.7|que E, © se prolongent
méromorphiquement & C et sont holomorphes en 0. On peut ainsi écrire :

(4.16)

d ( [to_ . dt d: de
ds( | Tt t>8_0—27rh n +anvom ni - (0).

Par ailleurs on a vu dans la preuve du théoréme [A.11] que pour une suite I';,, vérifiant les hypo-
theses du théoreme on a Z;Lgl Kjn VOl Aj,, = o(vol My,). On a donc finalement :

d to - dt han
% </O T2t t>S:0 <K hn +Jz::1 Kj,n vol A],n = O(VOI Mn)

On pose

To(s) = /0 ° 1;’(9)#% Qy(s) = /0 ° Jg’(e)ﬁ% (4.17)

D’apreés le lemme et (3.30) ci-dessus ceci définit une fonction holomorphe sur le demi-plan
Re(s) > 3/2, qui se prolonge méromorphiquement en une fonction holomorphe en 0. On obtient
alors :

d (o dt w5 on(l,q;)  dY
- T ts = 4’ J 67 0
dS ( 0 3 t )820 X ; J ( )

en %*1 T )
s> 3zl (o) Ro)

jmenet1 =1 Wi

et le coté droit est un o(vol M,,) d’apres le lemme et la proposition ce qui termine la
preuve de (4.13) et du théoréme.

4.4 Egalité asymptotique entre les torsions analytiques

On démontre ici le théoréme suivant, qui est obtenu & partir des propositions [£.16] et [£.17 de
la méme maniere que dans la preuve du théoréme Pour la preuve de ces derniers résultats
on aura besoin de résultats techniques que l'on a relegués dans la section suivante

Théoreme 4.15. Soit V une représentation fortement acyclique de G. Soit I' un réseau de G et
I, une suite cusp-uniforme de sous-groupes d’indice fini dans T tels que les variétés M,, = I',,\H?>
BS-convergent vers H2, on fait la méme hypothése sur les opérateurs d’entrelacement U que dans
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le théoréme 4.1/} 11 existe alors une suite Y™ € [1,+00)" telle que min; Yj/ad, — O et que l'on
att les limites suivantes :

log Tr(My; V) — log Tabs(M}L/"; V) logTr(M,;V) — log Trel(Mgn; V)
vol M,, ’ vol M, n—00

0.  (4.18)

On donnera toutes les preuves dans le cas de conditions absolues, elles sont exactement les
mémes pour des conditions relatives.

Démonstration. Soit Y™ la suite définie dans la proposition ci-dessous. On note Try ¢(AP[M,,]) =
Sy Kg}*;), D’apres la proposition on a alors

1 d/ 1 [t dt
4 Trp o tAPIM] _ Ty, o tAP[M,)] s) ‘
vol M, ds (F(s)/g (Trre ve i L e

Il suffit donc de montrer que pour tout tg > 0 on a d’une part

t n
i L / O(Tryn e tAP[Mn] _ tA‘;’bb[M,’L’ )ts@ ——0,
ds F(S) 0 t o= 00

ce qui est fait dans la proposition [£.16] ci-dessous, et d’autre part que

+oo

n dt
lim sup (Trg e tAPIMn] _ my o —tAL (M })7 . 0
n—00 to t to—oo
ce qui suit de (4.14) et de la proposition a suivre. O

4.4.1 Torsions analytiques absolue et relative

L operateur et RaslXT est A trace et on a un développement asymptotique Tr(e™* AZbel

ast™% + ..+ ap + O(t2) en t — 0 (cf. [GiI95, Theorem 1.11.4]). Comme le spectre de AP,
est discret on a 'estimée en ¢ — oo suivante :

X])
[X]

Tr(e " w:X1) — dim ker(A?, [X]) < e~ M
ou Ap est la plus petite valeur propre positive. Il suit que la fonction zeta

1 dt

Cpabs(8) == P(S)/OJFOO(TY( —tAL XDy dim ker(A}) ([X ]))t57

est bien définie pour Re(s) > 3/2 et se prolonge en une fonction méromorphe sur C qui est
holomorphe en 0. On pose alors dét(A?, [X]) = exp( pabs(0)) et

1
2
abs X V (Hdet abs ( l)pp) .

La torsion Ty (X; V) est définie de la méme maniére en utilisant les AP [X].
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4.4.2 Comparaison aux petits temps

Proposition 4.16. Soit to >0, p=1,2,3 et Y" la suite de la proposition[{.23. On a

1 d 1 to —tAP[M,,)] _tAP [Myn] Sdt
vol M., ds (F(s) /0 (Tryn(e ) — Tr(e "“abs )t t) ——0. (4.19)

Démonstration. 11 suit de que 'on a :

T‘I'Yn(e_tAp[Mn]) — Tr(e_tAgbs[M%m}) — /

YTL
= 'YEFn_{I}

=: F1 + E> + Ej5.

Les variétés M)Y" et MY" sont égales, de sorte que

d _q [to . e
S(r(s) /0 Bt dt)s—o = vol My (log T (M; V) — log T (MY V).

D’apres [LS99, Section 2] on a*

log T®(M; V) —1og TE (MY;V) ——— 0 (4.20)

all Y;—o0

et vu que 'on a min;(Y}") —— +oo il vient
n—00

d 1 to dt
— (/ Elts) — 0.
ds F(S) 0 t s—p M@

Par ailleurs ’estimée donne

tr(e Pans] (2, y2)), tr(e 12 abs [A7] (z,yx)) < t~3/2ed@n2)*/5t

avec une constante indépendante de Y, et on a donc (dans la notation de la proposition [4.22)
les majorations Eo, F3 < S(n,t,Y™). Il suit alors de la proposition que l'on a

d 1 to
L pea) o
dS F(S) 0 s=0 n—00

pour i = 2,3, ce qui finit la preuve. ]

4.4.3 Trace aux grands temps

Proposition 4.17. Pour la suite Y™ de la proposition[{.16 on a que

+o0 P n
sup </ Tr(eftAabs[M%/ ])dt>

n>1 to t

est fini et tend vers 0 quand ty — oo.

1. Les auteurs ne traitent que des coefficients triviaux mais la preuve de leur théoréme 2.26 s’étend au cas de
coefficients quelconques et le reste de leur preuve ne pose pas de probléeme.
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Trou spectral pour les variétés tronquées

On énonce (sans preuve) certains résultats [CV10, Chapter 6] sous une forme plus précise
(dont la preuve est la méme que celle des résultats originaux). On a vu qu’il existe des constantes
C,c > 0 ne dépendant que de T telles que pour tout n > 1, toute forme propre f € L2QP(M;V)
de valeur propre A et tout Y € [1,+00)" tel que l'on ait Y;/ad > CvVpour j=1,...,hyla
majoration suivante (précisant [CV10] 6.1.3]) tient :

_ @

C
|f(@) = fr(@)| < |flr2ar(muorvye n  pour tout x € M, — M, . (4.21)

On rappelle que ¥, ® sont les opérateurs d’entrelacement pour les sections et les 1-formes
respectivement (cf. la section [3.1.3)). Suivant [CV10] on pose f1(s) = dét(1 —Y ~45®(s)), fo(s) =
dét(1 — Y 25U(s)) et N¢(u) = |{s € i[0,u], f(s) = 0}|. On note Nj:(u) le nombre de valeurs
propres (avec multiplicités) de AP [MY] dans [0,u?] et N, (u) le nombre de valeurs propre

de AP [M,] dans le méme intervalle. En utilisant la majoration (4.21)) ci-dessus dans la preuve

cusp

de [CV10, Theorem 6.12] on obtient le résultat suivant.

Théoréme 4.18. On pose Ny = N\, + Ny, + Ny, Il existe ¢,C > 0 ne dépendant que de T
telles que pour touts n,Y vérifiant Vj, Y; > Caf et tout A tel que M < (Yj/ad)? on ait :

_e X

N (VA —e oh) < NH(WVN) g/\@n(ﬁw_ci) (4.22)

Un résultat semblable tient pour les sections de V et les 2- et 3-formes, ot I'on remplace N/'!
par une fonction approprié (cf. [CV10]; dans le cas ou les coefficients sont fortement acycliques
W n’a pas de pole et il n’apparait donc pas de “valeurs propres monstres” comme Calegari
et Venkatesh les appellent). Ce théoréme a le corollaire plus faible suivant (on rappelle que
Ap > 0 est la borne inférieure du spectre des laplaciens a coefficients dans V' sur les variétés
hyperboliques completes).

Corollaire 4.19. I existe une constante C' (dépendant de I') telle que pour tous n,Y wvérifiant
Y; > Cad la plus petite valeur propre non nulle de AP [M}{] est plus grande que \o/2.

abs

Conclusion

Démonstration de la proposition[{.17. On procéde comme dans apreés avoir vérifié que 1'on
a bien :
(i) 11 existe un A3 tel que pour tout n et toute f € L2QP, (MY "; V) on ait

abs
<A§bsf7 f>LQQP(M7§;";V) > )\gbs‘

(ii) La suite Tr(e*Agbs[Mgn]) est bornée.
Le point (i) est une conéquence immédiate du corollaire vu que 'on a min (Y}’ /af,) — oo
quand n — oo.

Quand a (ii), il suit du fait que pour tout ¢ > 0 on a :

Tr eitAp [MT)L/”}

abs

lim ————— = Typ(e 127D (4.23)

n—00 vol M,
En effet, on voit que

’ Tr(e_tAst[M%/n]) _ Trr(eftAP[H:i])’
vol M,

S(n,t,Y™)
vol M,

< | Tep (e B lM) — Tap(em 27
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et il suit de la proposition que S(n,t,Y™) = o(vol M,,). Le premier terme est le reste sur
D — DY" d’une intégrale absolument convergente sur D et tend donc vers 0 quand n — co.
D’apres le point (i) on a donc pour t > 1

SR gy
to t
et la proposition suit alors du point (ii). -

4.4.4 Une application : croissance des nombres de Betti dans les suites BS-
convergentes

On prouve maintenant le résultat suivant, qui n’est pas une conséquence directe du théoréeme
[4.11] vu que Pon ne sait pas controler le coté spectral de la formule des traces dans une suite
de variétés non-compactes (voir la proposition ci-dessous pour des résultats dans le cas de
groupes de congruence).

Corollaire 4.20. Soit M,, une suite cusp-uniforme de revétements finis d’une 3-variété hyper-
bolique de volume fini, qui BS-converge vers H3. On a alors pour tout p :

by(Mn)
AR (4.24)

n Y'n
Démonstration. Pour tout n et tout ¢ > 0 on a dimker(A?, [MY"]) < Tre "% Mn"] | Par
ailleurs les groupes de cohomologie HP (MY ") sont isomor%hes aux noyaux ker(AZ, [M}"]) par
I'application de Hodge-de Rham, et comme 'inclusion M,)" C M,, est une équivalence d’homo-
topie on a b,(M,) = dimker(AF, [M}]). Pour tout ¢ > 0 on obtient alors en faisant tendre n
vers l'infini :

M Tr ftAZ g[MTSL/"]
lim sup bp( n) im ¢t

—tAP[H3]
< lim =Trre .
n—oo VOl M, — n—oo vol M,

Le coté droit tend vers 0 quand ¢t — oo vu que bl(f) (H3) = 0 (cf. [Liic02, Theorem 1.63]) et (4.24))
en suit vu que H*(M,,) = H*(M,) = H*(M)"). O

La convergence (4.24)) est bien connue pour certaines suites de groupes arithmétiques, cf.
Pour des suites exhaustives de revétements d’une variété de volume fini elle suit du théoreme
de Liick appliqué aux variétés tronquées.

4.5 Intégrales tronquées

4.5.1 Convergence des traces tronquées

Proposition 4.21. Soit M une variété de volume fini, M, une suite cusp-uniforme de revéte-
ments finis de M qui BS-converge vers H3. Il existe une suite Y™ € [1,4o00)" wvérifiant pour
tout j > 1 que min; Yj"/oz;” ——— +oo et telle que l'on ait :

Japen K(g" (x,z)dx

Trp kg. (4.25)
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Démonstration. On reprend les notations H, H,, utilisées dans la preuve du théoreme on
rappelle que A, ; = (I'y) p; et pour j =1,...,hy et Y; > 0 soit B:Jj une bande fondamentale
pour A, ; tronquée a hauteur Y; (cf. (3.17)). On a alors :

hn
| Try K(g” — Trp, k| < Hp + Z v, Z h(e(nl/yp;(x)))dx =: Hy, + uy.
7=1"Bn5 nen, ;—{0}

Du lemme il suit que H,, = o(vol M,,) ; on va maintenant démontrer que pour une suite Y
bien construite on a UY" = o(vol M,,).

Soit P = M AN un sous groupe parabolique et yp une fonction hauteur en P. Par , si
S est un ensemble uniforme de réseaux euclidiens dans N alors pour tout A € S on a 'estimée :

/ S H(d(z, na))dz < log Y + log a(A) (4.26)
BY
A neA-0

avec des constantes ne dépendant que de S et yp. On définit maintenant la suite Y qui convien-
dra : pour j =1,...,hy on pose logY;" = max(y/ %ﬁ/l", al), et de cette définition il suit immé-
. ) . . y
diatement que 'on a min;(Y}"/af,) — 7 T
Soit n > 1 et j € {1,...,hy}; il existe un unique jo € {1,...,h} tel que l'on ait P; =
'yn,ijofyyz} pour un 7y, ; € I' et il vient alors :

Lo ¥ H@emade= [ Y Hwme)ds

J
md n€An,;—{0} 90 n€n,jAn,j7, {0}

On réordonne les P; pour que o) soit croissante en j et on note A’ le plus grand indice j tel
que l'on ait o, < y/vol My, /hy,. On applique l'estimée (4.26)) ci-dessus a l’ensemble uniforme de

réseaux 'ymjAn,j'y;} dans les N1, ..., Ny pour obtenir :
hn
U< [ X Hw )
Jj=1""nj nelA, ;—{0}
h7, hn
<D log(Y]) + Y log(Y]") + ha
J=1 J=h%+1
B ‘
< Vhpvol My, + > al +hy
j=hb+1
avec des constantes qui ne dépendent que du choix originel des fonctions hauteurs yp,,...,yp,.
Par le lemme on a hp,/hyvol M, = o(vol M), de méme Z?lhzﬂ ol = o(vol M,,) par le
lemme [£.13] et Ta conclusion suit. O

4.5.2 Trace tronquée aux petits temps

Proposition 4.22. On conserve les notations de la proposition [4.21] et on pose :

S(n7t)Y) - / v Z efd(x:’YfE)Q/Czt.
M

n 'Yernv ’Y#l
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Pour tout tg > 0 la fonction s — fgo S(n,t,Y)tS_%dt/t est holomorphe sur C, et il existe une
suite Y™ € [1,400)" telle que minj—y,_p, (Y;j/od) —— 0t
n o

0 5=0 0

ds \T'(s) vol M, t volM, t n—oo

Démonstration. On écrit

_d(zyw)? hn _d(z " ta)?
Hn)= > t2c o, U= > ¥ iz o
'Ye(Fn)lox j=1 VGFH/(FTL)PJ' neA”J‘*{O}

Soit ¢ = minyer,  min,cys d(z,y) ; comme dans la preuve du lemme on a
to to “+oo dt
/ Hi(x )dx— < / / 2 3re Czt N, (z, r)d:cdr—

0o Jpy" D

et par le méme argument on obtient que foto Jpyn H(z)dzdt/t = o(vol My,).
Pour le terme en U; on utilise des majorations plus brutes que celles que peuvent fournir
(3.18). Pour n > 1,5 =1,...,hyet Y; >0o0na

d(z,yny~ "z)” d(z,nz)?

Z Z t"3e”  Oaf = */ Z e ©C2t dx

Y€ /(Tn)p; n€AR, ;—{0} W3 nEhn; {0}

(on rappelle que B}; ;= BXW_ a été défini en (3.17))). Il vient :

3 _deamy~'a)? Yj ptoo _t/w? dy
/ Z t z2e Cat =vol Ay, j / e 2t dNY (r)—
0

i n,j 3
DY ~el,/( a, y
”GAnJ {0}
Yj oo 1 14l Hef)® dy
=vol A, —_— * —
= Vo J /Otfl CQtydT (T/y)e N ( ) yg
+oo 1 dﬁ _n)? d
= vol A ——e Gt ¥ dr—
=vo ,j/ /J/y Cgth 2 N'J(Ty) r

Par le lemme et I'uniformité des A, ; on a Ny ;(ry) < (ry)?/ vol A, ; avec une constante
indépendante de n, j. Il vient :

_d@ynyta)? Y; ptoo «n? (g
/ Z t2e Gt dx <</ J/_ r2e” Gt dr Y- (4.27)
’YEFn/(Fn 0 a%/y Yy
An,j {0}

On va maintenant séparer l'intégration en r > 2 et 04% Jy <r < 2. Pour r > 2 on a d’apres le
lemme la minoration £(r) > logr et il vient donc :

to +o0 «?  d dt to _ (log2)? dt
/ / / r?e” C2t dr—= y — <</ e 2t logY; T
Y t 0 t

(4.28)
< logy;.
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D’autre part, pour r € [0,2] on a £(r) > c¢r pour un ¢ > 0 et on a ainsi :
to Y5 2 /(T)Q s dt o (od/w)? /y)2 5 dt dy
N
o Jo a%/y ty
1 _s5dt > dy
< e Cit 2 — | = -
0 13 a% Y
Yi\®
(0%7)

Y; = max(od, log ad,, (vol M, /) 10),

On pose maintenant

on voit que min;(Y;/ad) —= 0 D’autre part on a (Y;/ad) > logY; pour j = 1,...

sorte que pour tout j (4.27)),(4.28)),(4.29) ci-dessus donnent I'estimée :

to 3 _deany"te)? ¢ i\5 5
/ / Z t"2e Cat + < max((log o,)”, (vol My, /hy,)?).
n Wern/ Fn P;j
’V]EAn,j {0}

On note hY le plus petit j tel que o, logad > (vol Mn/hn)%, on obtient alors que :

to vol M, \ 16 A
7\
/ /MW ydat~ 3 < Z ( ) + 'Z (log o))

9

hnp
< (hn) 10 (vol M) 10 + 3 (log o))
j=1

(4.29)

(4.30)

s i, de

Le premier terme est un o(vol M,,) par le lemme et le second en est aussi un par le lemme

ce qui conclut la preuve de la proposition.

4.5.3 Comparaison avec la trace régularisée

Proposition 4.23. On a pour la suite de la proposition :
Trg p(AP[Ms]) — Tryn ¢(AP[M,])

vol M, n—00

1 d 1 to —tAP[M,] —tAP[M,] (At N
vol M,, ds (F(s)/o (Trre —Tryme )t t)s o e 0.

\
Y

Démonstration. D’aprés 'expression du o(1) dans (3.18)) on a pour Y € [1, +o00)"n

Try ¢(AP[My]) — Trr ¢(AP[M, Z27rlogY / rhi (¢

hn [e%s) “+o00
+3 Vol Ay, /0 PR (€(r) / B (02
j=1 m

ax (oY)

ho, too B
+ZV01AM/ "J V) 12 (0(r)) .
j=1

O]

(4.31)



4.5. INTEGRALES TRONQUEES 119

La premiere limite suit d’une analyse de chacun des termes, on laisse au lecteur le soin de vérifier
que tout se passe bien. La seconde est plus subtile vu qu’on a besoin de prolonger analytiquement.
On pose :

hn +o00
Ty=)Y 2r long/O rhY (0(r))dr

7j=1
I +oo By (rY;)
=3 volA,, / s 23 1 o)) dr
jZ::l "o (ry;)?
T ij s [ meeen [T By (0%
3= ) VO n/ r r / , A, (p)—=dr
j=1 ! 0 ! max(a,,rY;) 7 P3

On rapelle que © a été définie en (4.16]), on a :
d (1 [ dt i e
== Tt — = 2w log Y, — (0
ds(I‘(s)/o 1 t>8:0 3. 2rlos Yy 0

et par la définition (4.30) de la suite Y le coté droit est un O(log(vol M,,) + 2?21 log ) et
donc un o(vol M,,) d’apres le lemme [1.13]
On rappelle le développement asymptotique (3.25)) :

pr Je &y +O(t2).

d to Jin A (rY;) U2 | dt
Is ( / ZVOIA ,J/ Ty (rYy) ] e ©Oat drts+27
s=0

1 dt

Z(r)
/ ZVO]A J/ ’”TY Cat (:l?“tz7

et il suit que :

d to dt
— Tot®—
ds (F s) Jo 2 t >50
teo EAn N ( ) £ k dt

hnp
=33 5 (st [ S e S are b ot

On étudie I'intégrale sur r séparément des deux cdtés du point r = o, / Y;; on a tout d’abord :

+oo EA ( ) _on)? ; +oo . _n)?
o RN S < ad) ™ [ e

vol AnJ’
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ol la constante ne dépend pas de n,j. D’autre part :

vol Ay, j ah /Yy Ep, (T‘Y) _on)? od /Y a(r)?
S [T e e i = [ e S ar

1 2 1 "2
= [ Wittty Srar = [ e
0 «

n/Y;

_un? _(ed/x)? 7 L )
On a ] /Y W(l(r))e “2fdr < e cr et dautre part on a d’aprés ([3.27) un développement
asymptotique

1 2(r)?
/0 bh(l(r))e 2t dr = chtl/2
=2

ol les ¢; sont indépendants de n, j. Il vient

o /Y; By (rY; (n)? (a n/Y>

vol Ay, j Mbi(ﬁ( ))e G2t dr = ﬂ'ZCﬂfZ/Q +O0(e” )
0 (rY;)? =

En rassemblant ces estimées on obtient :

d 1 [t dt to (/Y i dt
— [ — Tot’— hy, 1 - t72 —.
S(F(S)/O ) t)_<< +zz o )/Oe i

s=0 7=1k=0

Le second terme de droite se traite comme dans la preuve de la proposition [£.22] : on voit que

pour k=1,2,3 on a
oz. 2 . k
/tO 6_%#15_%@ < <YJ> /+OO I/Ctt—ﬁdt
0 t ~ \a/ Jo ¢

. Y.

t (ad, /Y;)? —+t )

/0 e~ ot % = /a% ’ e_l/Ct% < log(Yj/ad)
0 0

o e <5 ()
— | —— Tot®— < —
ds \I'(s) Jo 2 s ]2 ol

qui tend bien vers 0 quand n — oo pour Y =Y.

et pour k=0

d’ou on tire finalement que

Le terme T3 se traite de maniere semblable. Pour n > 1et j =1,...,h, on pose
+oo dp
/
K; = vol Ay ; _ Ern (p)—,
J " max(az,,rY;) ™ (p) ,03

on voit que /<;3~ est bornée indépendamment de n, j et il vient :

Wy [ ey [ E a4
VOLAn,j r r . r
7 0 t( ( )) /max(ai“ryj) A"J( >p
| R ) [ B0
= K; T T T T T ] T
7 Jo ' oy max(ad, )

(od, /)2

1
:/@;/ rhy({(r))dr + Ot 2e” ¢t
0

w
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On a donc . _
d 1yt dt noorto (en/Yp? s dt
el Tot®— h / ——©¢cr t 2=
ds <F(s)/o 3 t>s:0<< n+jz::1 0 c f t

et on a vu plus haut que la somme dans le terme de droite est un o(vol M,,), ce qui termine la
preuve. ]






Chapitre 5

Sous-groupes de congruence des
groupes de Bianchi

On étudie ici certaines suites de sous-groupes de congruence des groupes de Bianchi SLy(OF).
Apreés les avoir définies on étudie leur géométrie : on démontre en [5.2.1] en utilisant essentiel-
lement les résultats de [ABB™, Section 5] que les suites d’orbifolds de congruence revétant un
orbifold de Bianchi BS-convergent toujours vers H®. Une étude fine de la structure de ’ensemble
des cusps et des opérateurs d’entrelacement permet alors de conclure que pour certaines suites
définies explicitement (cf. ci-dessous) les conditions du théoréme sont vérifiées, ce qui
démontre dans ces cas 'approximation pour la torsion analytique (Théoréeme et égalité
asymptotique avec la torsion absolue (Théoréme . On peut aussi établir dans la foulée la
convergence des traces discrétes pour ces suites (Théoréme d’ou découlent des résultats de
“multiplicités limites” pour le spectre (Corollaire .

Une bonne partie de ce chapitre est dédiée a étudier les opérateurs d’entrelacement, ce qui
se fait le mieux dans un cadre adélique. On introduit les outils nécéssaires, puis on développe
I'analyse harmonique sur SLo(A) et notamment la théorie des séries d’Eisenstein dans les sec-
tions [5.3] et et on finit par démontrer les estimées nécéssaires sur la dérivée des opérateurs
d’entrelacement dans la section [5.5

5.1 Les groupes de Bianchi et leurs sous-groupes de congruence

5.1.1 Groupes de Bianchi

On appelle groupes de Bianchi les groupes I'(Of) = SL2(OF) pour F' un corps quadratique
imaginaire. Ce sont des sous-groupes discrets de SLa(C) et le quotient T'(Op)\H? est un orbifold
de volume fini non-compact (cf. par example [EGM98, Theorem VIIL.1.1]). Les paraboliques
['(OF)-rationnels sont ceux qui sont définis sur F, i.e. ceux dont le point fixe est dans P'(F) C
PL(C). 11 est alors bien connu que 'application P + (a : b) — (a,b) (ou (a : b) est le point
fixe de P avec a,b € Op et (a,b) est 'idéal engendré par a et b) induit une bijection des
classes de I'-conjugaison des paraboliques I'-rationnels sur le groupe de classes C(F') de F, cf.
[EGMO98| Theorem 2.4]. On décrit maintenant les stabilisateurs dans I'(Of) de ces cusps. Soient
¢y,..., ¢, tous les idéaux de Of qui n’'ont pas de diviseur principal non-trivial ; en particulier
ils forment un ensemble de représentants pour C(F).

Proposition 5.1. Soient a,b € Op n’ayant pas de diviseur en commun dans Op. Alors l’idéal
(a,b) est égal a l'un des €; et on écrit (a) = €;A, (b) = €;'B, de sorte que (A,B) = 1. Soit



124 CHAPITRE 5. SOUS-GROUPES DE CONGRUENCE DES GROUPES DE BIANCHI

P = MAN le stabilisateur dans G de (a : b), on a alors

a. _a, ~be ¢
T(Op)NN=1+< (b 2O ceB?r =1+ B, ], ceAy.
C —EC *afzc EC

s
J

contient (a,b) est de la forme indiquée. On a aa + Bb = 0 = va + 6b et il suit que a,y € B et
B,0 € A. Comme a = —d on a de plus 6 € B, ce qui force v € B2. Notant v = ¢ on doit donc

avoir )
a f _ %c —Z—Qc
v 4 c —%c

La matrice de droite appartient & My(Op) et on obtient la premiére paramétrisation. La seconde
est obtenue de maniere exactement semblable. O

Démonstration. On veut montrer que toute matrice nilpotente € My(Op) dont le noyau

L’origine arithmétique des groupes de Bianchi permet de construire un ensemble canonique
de fonctions hauteurs I'(Op)-invariantes sur H3. Pour z = (z,y) € C x (0, 4+00) = H? on note
Yoo(x) = y. Si P est un idéal premier de O on note |.|p la valuation P-adique normalisée
sur F' et Fy, Oy le corps P-adique et son anneau d’entiers. Pour tout g € SLa(Fip) on a une

, i b . .
décomposition d’Iwasawa g = ol k avec k € SLa(Og) ; elle n’est pas unique mais vu que

a
0
les éléments inversibles de Oy sont de valuation B-adique égale a 1 on peut définir ap(g) := |alyp

et ay(g) =Ilpap(g) Sig= (8 agl € SLy(F) on a ar(g) = |a| 72 ot |.| est la valeur absolue

usuelle sur C. Il suit que pour tout parabolique F-rationel P et tout g € SLy(F') qui conjugue
PaP,,
yp(x) = a(9)yoo(g) (5.1)

ne dépend pas du choix de g, et il est évident que ces fonctions définissent un systéeme I'-invariant
de fonctions hauteurs. Dans la suite on considérera toujours les variétés arithmétiques comme
munies de ces derniéres.
5.1.2 Sous-groupes de congruence

Dans la suite on fixe F' et on note I' = T'(Op) et pour un idéal J de Op, w5 la projection
SLQ(OF) — SLQ(OF/:T).
Approximation forte

Le théoréme suivant est dii a M. Eichler dans un cadre plus général, il suit de la version
adélique énoncée ci-dessous (Théoreme [5.22]).

Théoréme 5.2. La projection w5 est surjective pour tout J.

On pose :

I'(3) = ker(ms) = {(Z Z) € SLy(Op), a,d € 1+ J and b,c € 3} .

On notera de plus G5 = SLa(Or/J). Si 3 =P*, ¢ = |P| on a |G| = ¢**(¢> — 1). Le théoréme
d’approximation forte a les conséquences suivantes.
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Corollaire 5.3. 5i 7 =[[;_; ‘]32’“ alors Uapplication naturelle

T
Gj — l};[l G‘ﬁif

est un isomorphisme. En particulier, |G5| = [1j—1 qil’“fl(q,% —1) = [3P T (1 — g 2).

Corollaire 5.4. Si 73,3 sont des idéauz et & = (3,3) leur PGCD alors le sous-groupe engendré
par I'(J) et I'(J) est égal a I'(R).

Définition et exemples

Les sous-groupes I'(J) sont habituellement appelés sous-groupes de congruence principaux.
Un sous-groupe de congruence de I' est un sous-groupe qui contient I'(J) pour un idéal J, et son
niveau est le plus grand tel idéal, qui est bien défini d’apres le corollaire Un sous-groupe
de congruence de niveau J est donc égal & 75 ' (H) pour un sous-groupe H de SLy(Op/3) = Gy
qui ne contient aucun des sous-groupes distingués 7(I'(J)) pour J un diviseur de J. On notera
Ly i=my Y(H); pour éviter toute ambiguité on supposera toujours que —1q, € H, de sorte que
I'y détermine H.

On définit les sous-groupes de G5 suivants :

e {< a91> € SLa(Or), a € (Op/3), be Or/ j}’

Ny = {(1 Z;) S SLQ(OF), be OF/j} .

Les cardinaux de Ny, Py sont respectivement égaux a |J2[];_;(1—q; ') et |J]. On note I'g(J) =
I'p,, I'1(J) = T'n,. On a plus explicitement :

Fo(j) = Wj_l(P(OF/j) = {(CCL Z) S SLQ(OF), (S j} s

3 = Wj_l(P(OF/j) = {( Z) € SLy(OF), c€J,a,d e 1 —i—j}.

(SIS

Les groupes I'g(J) sont parfois appelés sous-groupes de congruence de Hecke.

Pour |J| > 3 il n’y a pas d’élément de torsion dans I'(J). Ainsi les My = I'(3)\H? sont des
variétés hyperboliques pour J assez grand. De méme les T'1(J) sont sans torsion pour |J| assez
grande et on note M;(J) la variété I';(J)\H3. En revanche les I'g(J) contiennent des éléments
de torsion pour tout J, et si d = 1,3 le groupe O contient strictement {F1} et il y a donc en
plus des éléments de torsion qui fixent le cusp & 'infini dans tous les I'g(J). On notera My(J)
orbifold T'o(J)\H?3.

Remarque 5.5. Les orbifolds My et My(J) ont une systole qui tend vers l'infini avec |J]. Il n’est
pas dur de voir qu’il existe des suites de sous-groupes de congruence pour lesquelles ce n’est pas
le cas, par exemple si 'on fixe un élément loxodromique g € I' et ’'on pose :

I'y(3) = {7 el, 3k,y =~ (mod 3)} . (5.2)

On peut aussi construire une suite de sous-groupes de congruence de I' qui n’est pas cusp-
uniforme, en remplagant le vy loxodromique ci-dessus par un élément unipotent.
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Cusps

Lemme 5.6. St H est un sous-groupe de Gy on pose
C(H) = H\G3/N3.

Si F # Q(v/—=1),Q(v/=3) les cusps de My := Ty \H? sont en bijection naturelle avec l’ensemble
C(F)xC(H). Si FF =Q(v—1),Q(+/—3) on note Ur le sous-groupe des unités de O, agissant
a droite™ sur C(H). L’ensemble des cusps de My est alors en bijection avec C(H)/UF.

Démonstration. Soit P un parabolique F-rationnel tel que n5(I'p) = N3(J). L’ensemble des
cusps de My au-dessus du cusp de M (Op) = I'\H? correspondant & P est en bijection naturelle
avec FH\F/FP = H\Gj/Nj

11 suffit donc de démontrer que si P est un parabolique F-rationnel alors I'image 75(I'p) est

Gj-conjugée a Nj. Comme N = 73(I'p) est le produit de ses projections sur les G%zk il suffit
k

de montrer ceci pour J = B, P premier. L’adhérence de T'p dans SL2(Ogp) est égale au com-
mutateur de P(Ogy). D’autre part SLa(Ogyp) agit transitivement sur P!(Fy) et il suit que I'p est
SLy(Og)-conjuguée au commutateur [Pu(Og), Poo(Op)] = Noo(Op). Soit K(J) le sous-groupe
de SLy(Og) constitué des matrices congrues a 1 modulo 7*Og, on a alors SLa(Og)/K (J3) = G4
et 73(Tp) =Tp/(Tp N K(J)) qui est donc Gy-conjugué a Noo(Ogp)/(Noo(Ogp) N K(PF)) = N;.

L’énoncé pour F' = Q(v/—1), Q(v/—3) se prouve de la méme maniére. O

On démontre pour finir la cusp-uniformité des groupes de congruence définis plus haut. On
notera dans la suite 'y = T'N N pour P = M AN un sous-groupe parabolique.

Lemme 5.7. L’ensemble des réseaux euclidiens {I'(J)n}, {To(T)n},{T1(T)n}, pour T un idéal
de Op et P = MAN un parabolique F-rationnel, est uniforme.

Démonstration. D’apres la proposition sib# 0 et P est le stabilisateur de (a : b) on a

a. _a
F(J)N:1+{<bc lfc>7cej%2}
C _BC

qui & homothétie pres est isométrique & B2J C C. De méme,

a, _a, )
Fo(j)NZI—l- b l:f ,cETNB* ),
(& —EC

2

I () =1+ { <bcc __bZCC> ,c€IB 0%2}.

b

Enfin, pour P = Py, on a

To(M)n =T1(3)y =)y = 1+{<(1) i) ce j}.

Ainsi il suffit de montrer que les idéaux de O sont un ensemble uniforme de réseaux. Si J est
un idéal et o la conjugaison complexe alors Jo(J) est égal & |J|?Op, d’ott il suit que tout idéal
de Op contient un idéal d’indice 2 de la forme mOp pour un entier m € Z. Comme ces derniers
forment évidemment un ensemble uniforme on obtient la conclusion souhaitée. O]

*. On envoie © € Up sur la matrice diagonale ayant u,u "' (mod J) comme coefficients, elle normalise alors
N3 et agit donc a droite sur G3/N3.
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5.1.3 Indice et niveau

Le lemme suivant sera utile plus loin.

Lemme 5.8. Pour tout sous-groupe de congruence I' C I'(OF) de niveau J on a

[T(OF) : T] >

C»J\»—'

RIER

w\»—~

Démonstration. 11 faut montrer que pour un idéal J de O et un sous-groupe propre H de G5
qui ne contienne aucun des sous-groupes

G3(3) ={9€G3,9=0 (mod J)}

pour J divisant J on a [Gy: H| > |3|§/3

On traite d’abord le cas oit J = B* pour un premier B, par récurrence sur k. Si k =1 et H
est un sous-groupe de Gyp = SLa(kyp) distinct de {£1}, alors H n’est pas distingué dans G vu
que le quotient Goz/{%1} = PSLy(kyp) est simple. Comme tout sous-groupe de Gy contenant le
sous-groupe engendré par les carrés est lui-méme distingué, il existe un g € Gip tel que ¢* ¢ H.
Ainsi G n’agit pas par involutions sur G/ H et il suit que le représentation de Gy sur C[Gy/H]
contient un composant irréductible de dimension > 1 vu que G%b Z/2. Comme la dimension
minimale d’une telle représentation est (|| —1)/2 (cf. par exemple [FH91], Lecture 5]) on obtient
le résultat voulu dans ce cas.

On suppose maintenant que k > 1; on a la suite exacte

0 — R¥sly(kyp) — SL2(Op/B*) = SLa(Op/PB"1) — 1.

Vu que ‘Bkslg(km) est un p-groupe abélien (ou p est le premier rationnel au-dessus de ) ses
sous- groupes propres ont un idice au moins égal a p > |£B|%

Enfin, si 3 =[]}, ‘,]3 et Hy est la projection de H dans G s alors on a szl[G by s Hy <
[G5 : HJ]. Pour conclure il suffit donc de montrer que Hj, # G ' et sily > 2, Hy ZS G ' (‘]32)

pour tous k et 0 < <[ — 1, ce pour quoi on refere & la preuve de [ABB™, Lemma 5. 9] O

5.1.4 Torsion analytique pour les M,

On a —1g € T'g(J) pour tout J et I'g(J) n’est donc pas égal au groupe fondamental de My(7).
Quand n; — ng est impair, pour pouvoir définir un systéme local sur My(J) on doit donc choisir
un relevé de PT'5(J) & SLy(C). Vu que P5 ne contient aucun élément de trace nulle, pour tout
idéal J # Op le sous-groupe I'g(OF) ne contient pas de 2-torsion. Par le résultat principal de
[Cul86] on peut donc relever PT'g(J) & SLa(C). Les résultats que 1'on énoncera sont valables pour
n’importe quel choix de ces relevés.

5.2 Asymptotiques

Soit ¢ € A(R). D’apres les théoremes et pour toute suite cusp-uniforme T, de
sous-groupes de congruence on a la limite :

Ty
lim e K¢ = Trr(or) ko
n—oo  vol M, vol(D)
En particulier cette limite est vrai si I';, ne contient que des sous-groupes principaux ou de type

I'p ou I'y d’aprés le lemme Pour ces derniers on peut de plus donner des estimées pour le
cOté spectral de la formule de pré-trace, ce qui permet de démontrer le résultat suivant.

(5.3)
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Théoréme 5.9. Soit ¢ € A(R) etT',, une suite de sous-groupes de congruence de type I'(J),To(J)
ou I'1(J) deuz a deux distincts. On a

i Tr(Kgn)disc TrF((’)F) k?¢
1 = .
n—oo  vol M), vol(D)

Pour X € [0,400) on pose
my, (L, A) = dim(ker AP[M,] — \),

ce qui définit une mesure sur [0,400). On rappelle que les mesures spectrales m}, de H? ont
été définies par et qu’elles sont absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue.
Comme A(R) est dense dans L!([0,+0c0)) le théoréme ci-dessus implique alors :

Corollaire 5.10. Soit I';, une suite vérifiant les hypothéses du théoréme et A un borélien
régulier de [0,400), on a alors la limite

D oxeA mjxo/(rm A) p (A).

m
vol M, n—oo

En particulier, pour tout X € [0,+00) on a m{,(I'n, ) = o(vol M,,).

Enfin, le controle du c6té spectral nous permet aussi de vérifier I’hypothese des théorémes
.14 et 15l et on obtient ainsi les résultat suivants.

Théoréme 5.11. Soit V' une représentation fortemement acyclique de G et 'y, une suite de
sous-groupes de congruence de type I'(3),To(J) ou I'1(J) deux d deuz distincts. On a

log Tr(My; V')
m e P
n—00 vol M,

=t (w).

Théoréme 5.12. Sous les mémes hypothéses il existe une suite Y™ € [1,+oo)h” telle que
min; Y;" /g, tende vers Uinfini et que l'on ait les limites

log Tr(M,; V) — log Tabs(M}["; V) logTr(M,;V) —log Trel(M}Lm; V)
vol Mn ’ vol Mn n— 00

On démontre les théorémes [5.9] [5.11] et [5.12] pour les groupes de congruence principaux dans
pour les groupes de Hecke dans et finalement pour les groupes I'y dans
5.2.1 Convergence des orbifolds de congruence

Le théoréme suivant est un cas particulier de [ABB™, Theorem 1.10].

Théoréme 5.13. Il existe un § > 0 (dépendant de F) tel que pour tout o € I' il existe une
constante C, dépendante de vy, telle que pour tout sous-groupe de congruence I' C T' le nombre
de points fizes de ~o dans T'/T" soit inférieur a C[T : /]9,

Comme dans le cas cocompact on peut en déduire la BS-convergence des suites de congruence.
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Théoréme 5.14. Soit I' = T'(Op) un groupe de Bianchi et T',, une suite de sous-groupes de
congruence principaux ou de type I'g ou I'y et deux a deux distincts. Alors la suite des orbifolds
M, = T,,\H3 BS-converge vers H3.

Démonstration. Comme la suite I';, est cusp-uniforme, il suffit de vérifier les deux conditions de
la proposition [£.10]

On commence par montrer que si ¢ est une géodésique de longueur £y dans M = +\H? alors
le nombre de ses relevés de longueur ¢ dans M,, est un o(vol My,), d’ou il suit immédiatement que
pour tout R > 0 le nombre de géodésiques de longueur inférieure a R dans M, est un o(vol M,,).
Soient g un élément de la classe de conjugaison représentant c et v1,..., v, des représentants
des I'j,-classes de conjugaison de 7y contenues dans I',,, le nombre de géodésiques de longueur
lp au-dessus de ¢ dans M, est ainsi égal a m. D’autre part, si I'on écrit v, = gj_lfyogj pour un
g; € I' on tire de v; € I';, que l'on a ypg;I'y, = g;I',. Comme les ; ne sont pas I',-conjugués les
classes & droite g;I';, sont deux a deux distinctes et il suit que 7y a au moins (en fait exactement)
m points fixes dans I'/T',,, d’out il suit que m < C[I": T',]*~°.

On vérifie maintenant la condition sur le lieu singulier : soit 79 € I' un élément elliptique

non-cuspidal, on va montrer que si y1,...,vn € 'y, sont des représentants des I'y,-classes de
conjugaison de 7y contenues dans 'y, et £1, ..., ¢, les longueurs des géodésiques fermées associées
alors
m
St < Cl)[D: Tp) 2, (5.4)
j=1

d’ou la condition souhaitée suit immédiatement.
Soit 1 € I' un élément loxodromique primitif normalisant . On écrit
1 liv —1
v =9%9; » N, (v) = 9;(vi )9,
de sorte que ¢; = k;jly. On va donc montrer que le nombre de points fixes de o dans I'/T',, est
égal a 377" kj, d’ou (5.4)) suit d’apres le théoreme Pour cela on remarque que les points

fixes de 79 dans I'/T,, sont exactement les vg;I';, pour v € Np(v) (vu que g7, = gI'y si et
seulement si gyog~! € T';,) et que l'orbite de g;T',, sous Np (o) est de cardinal égal a

Nr(70)/Stabny (40) (95Tn) = Nr(70)/ (95N (v0)g5 ' N Tw) = k;

ce qui termine la preuve. O

On rappelle que les opérateurs d’entrelacement ¥;(s), ®;(s) ontété définis dans la section [5.4]
et dépendent de n.

Corollaire 5.15. Si '), est comme dans le théoréme|5.11 et on a pour tout | des estimées

AWy (i d®it (i
tr (\h(z‘u)ljl(jw)\ > |t (‘I’l(iuﬂldfbm) = o(vol M)
uniformes pour u prés de 0 alors on a les limites
. log TR(Mn' V) 2
lim —e— V" P ) 42y
ntoo  vol M, V)
et (pour la suite du théoréme
Y ym,
lim log TrR(M,,; V) — log Taps(M,, ;V) _o
n—00 vol M,

Démonstration. Ces limites sont une conséquence directe du théoreme [4.14] (resp. 4.15), du
théoréme [5.14] et du lemme B.71 O
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5.2.2 Préliminaires a la preuve
Opérateurs d’entrelacement

On fixe J et un sous-groupe H de G3 = SLy(Op/J), M = My et h le nombre de cusps de
M. On rappelle que 'on a posé C(H) = N3\G5/H. On note

Ty = {(“ a1> Lac (OF/J)X},

on a |Ty| = 3| [T5-1(1 — gz ') (ou 3 =TI, ‘132’“) On voit que T5 normalise Nj et il agit donc a
doite sur C(H). On identifie V# & U = C[C(F) x C(H)] ® V et on considére ainsi les opérateurs
d’entrelacement ¥(s) comme des endomorphismes de U. L’espace U est un C(F') x T3-module
(ou laction sur V est triviale) et pour un caractere x de T5 x C'(F') on note U, le sous-espace
x-isotypique. De la méme maniére, on identifie U ® p* & la somme V& & QT (V) & Q= (V) et on
note U*(x) les sous-espaces y-isotypiques dans U ® C[dz;], U ® C[dz;] respectivement.

Pour tout J on a une surjection FX\A} — Ty (cf. , et tout caractére y de Ty x C(F)
se releve donc en un caractere de Hecke . Le conducteur f, de x est alors défini comme le
conducteur f (cf. la section ) et le résultat suivant est alors un corollaire des estimées
adéliques prouvées a la fin du chapitre (la proposition et de la discussion de ci-

dessous.

Proposition 5.16. Les opérateurs W(s) sont unitaires sur U et préservent les sous-espaces
U(x) @ U(X). Pour tout € > 0 et tout | = —2q,...,2q il existe une fonction C. d croissance
polynomiale sur R telle que l'on ait

d . ~ 1
@éi@u)wim@w < Ce(w)|Tfx |2

d _ .
ey

9

De l’estimée sur les traces aux multiplicités limites

Le théoreme [5.9) est une conséquence des estimées sur les opérateurs d’entrelacement et du
fait suivant.

Lemme 5.17. Soit I';, une suite de sous-groupes de I', cusp-uniforme et BS-convergente vers

H3. Si pour tout | = —2q,...,2q on a une estimée
W, (i AP (i
r <\I/l(iu)_ldcllgﬂ)>‘ < Clu)o([[ : T)) (resp. [tr <q>f(w)-1ldi”‘)> < Cw)o([l: T]))

avec C'(u) a croissance polynomiale alors on a pour p =0 (resp. p=1)

. Trdisc ¢(Ap [Mn])
A [T,

= Trp ¢(AP[H?)).

Démonstration. D’apres ((5.3) les traces régularisées convergent et on doit donc montrer que
Trp Kg’p - Tr(K};,p)diSC est un o(vol M3). On traite p = 0; de (3.15]) il suit que l'on a

2q 2

1 |

TI‘R K(I;:(‘) — TT(K;%)disc = 1 l ZQ dmﬁ (( — 2) + Av) tr \IJI(O)
=—=zq

—217r/_+00 iq: dl¢<<1—’é|>2+u2+/\v> tr <x1:l(m)1cw> du
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Comme WV (ju) est unitaire pour tout u € R il vient
1 & 11 2
- d - — Ay | tr ¥y (0) < C d; < Chy,.
P 2 ao((1-5) n)emoze & asen

En posant

on obtient alors :
r ro) +oo
| Trr K5 — Te(KE D )atee] < Chi + / £(w)C(w)duo([T : T))
—o
et d’apres le lemme le c6té droit est un o([I" : T',]), ce qui termine la preuve. O

5.2.3 Groupes principaux

Le résultat suivant est un corollaire grossier de la proposition ci-dessus.

Lemme 5.18. Pour un sous-groupe de congruence de niveau J et u € R on a la majoration
du

< Cs(u)lj\%+€ ot C:(u) ne dépend que de F et 'V et est a croissance polynomiale en u.

Pour les groupes principaux les cusps sont en bijection avec G5/N3, qui est de cardinal
< |3I3/13| = |3|? et on a donc pour tout € > 0 la majoration

4w (i
tr (wl(m)lcll(:“))‘ < Cu(w)[3]5¥ dim(V)|Ga/Ns| << Cu(u)[7]3+¢

(et des estimée semblables sont valables pour les ®¥). Le coté droit est bien un o[T" : T'\(3)])

pour € < 1/2, et les théoréemes et (resp. le théoréme pour les groupes principaux
suivent immédiatement du corollaire (resp. du lemme [5.17)).

5.2.4 Groupes de Hecke

En général les considérations grossiéres utilisées ci-dessus ne sont pas suffisantes pour vérifier
I’hypothese du lemme (par exemple pour les groupes de Hecke de niveau 3? I'indice est
= [B|? et le nombre de cusps est égal & [33| +1). On a besoin de prendre en compte la structure
de I’ensemble des cusps comme Th-module pour majorer les termes spectraux, ce qui est fait
dans le lemme suivant.

Lemme 5.19. Il existe une constante C ne dépendant que de F,V telle que pour tout idéal J,
H = P5 ou H = Nj et toutl on ait la majoration

3
.\ 1dT (i) |PsN(gHg~ Y|\ ™2
o (Wit )| G| e ZIEPNGa T ([¥artarty )

du
[F : FH] B depj\Gj/H|PJO(QH971)|71'
. . L o\ 1dU (4
Une majoration similaire est valable pour ‘tr (@l(zu) 1#)‘.
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Démonstration. Soient H = Py ou N3, g € G et Uj(g) le sous-espace de C[C(F) x C(H)] ® V;
engendré par les C'(F') x Ty-orbites de (1¢(f), g) ®v pour v € V;. On va commencer par démontrer
que l'on a

‘d\Il(zu)

1
-1 2
i) < 20.(u)[3] 7 (’ijgﬂg') : (5.5)

|PyNgHg™ !

On vérifie que les sous-groupes de 75 pouvant fixer une classe NygH (pour H = N3 ou Ps,
ce n'est bien sir pas vrai en général) sont les noyaux T5(J) des applications 75 — T3 pour J

B

divisant J. En effet pour g = (: 5

) on a (a a1 € Stab(N;gH) si et seulement s’il existe

un b € Op/7J tel que g (a ;1) gleH Ona

a b 1 [a+(a—a 1By —bay
g a ]9 T y(da—at)y—b) a4+ (a—aHBy+bay)’
On voit ainsi que l'existence d’un b convenable est équivalente & une condition @ = 1 (mod J)
pour un J ne dépendant que de g.
On a donc Staby, NygH = T5(J(g)) pour un idéal J(g) divisant J et il suit que si x est un

caractere intervenant dans U(g) alors f, divise J(g). On a [T5y)| = [(Or/3(9))*| = 1/2[3(g)] et
il vient

N |T5] |T5|
J(9)| <2|T5p | = =2
()l < 2Ty T5() |Stabr, NygH |
op(|Stabra gl _ o 5 [N3 O gH g
- |Stabp, gH | |PsNgHg™ 1|
ou l'inégalité de la seconde ligne suit du fait que
|Stabp,gH|
Stabp, NygH| = ———27 .
[Stabr, NagH| |Staby, g H |

L’estimée ((5.5)) est alors une conséquence immédiate de la proposition
On a
cle@) xemlovi= @ Ul
9ET;\C(H)

et il suit de (5.5 et du fait que ¥(iu) est unitaire que l'on a

o 1dY(tu . d¥(iu
tr (\Ill(zu) 1clii)>’ < > dimUlyg) ’d(u)|Ul(g)
gETH\C(H)

1

NyNgHg 1\ 2

<20l Y dimUi) (';gHg') .
g€T5\C(H) | 3ﬂg g |

Comme
|75

Stabp, NygH

IN; N gHg™!

) = e P> gy |

dimV; < hpdimV; |7
on obtient finalement que

tr(\I/l(iu)_ld\pl(w)>§2C€(u)hpdimVl]3|g+€ 3 <

du gET>\C(H)

3
IN;NgHg '\ ?
|PyNgHg™ !
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D’autre part on a T5\C(H) = P;\G5/H et le calcul suivant pour l'indice :
: _ _ Il s 1o —1-1
L:Tul=1Gs/H| = >, g 25l > [PngHg™|
9eP\Gs3/H P9 9eP\Gs/H

d’ot le résultat suit finalement, avec C' = 4hp max; dim V;. La preuve pour les ®; est la méme
en remplacant V par V ® p*. O

On traite maintenant le cas particulier des groupes de Hecke I'g(J). On pose

w:<(1’ ‘01>.

On a [wPyw~™' N Py| =1 et on en tire que

Z ’nggil N Pj|71 > |wP3w71 NP >1
9EP\G5/ P

et il suit alors du lemme [5.19] que 'on a

.\ 1dY(iu)
(vt O ) < C.(u)C[3|" 34| P\ Ga/ Py
T To0)

Le lemme suivant permet alors d’appliquer le lemme [5.17] et le corollaire [5.15] ce qui finit le

preuve des théorémes et dans ce cas.
Lemme 5.20. On a |P5\G73/P5| = o(|3|%) pour tout € > 0.

Démonstration. On note Gy = GL2(OF/3) et Py la préimage de Py dans Gy, on a alors
P5\G5/P; = P;\G5/Ps.
On commence par traiter le cas oit J = B¥. On note ¢ = |B| et on choisit un 7 € POF—R20F
de sorte que pour tout I on ait B'(Op/JF) = 7'Op/J. On va montrer que w,1 + 7w, ..., 1 +
7~1w, 1 sont des représentants des doubles classes de 153 dans 6’3. Pour Il =1,...,k—1 et
g=1+ mtw on a :
lgPyg™! N Py = ¢t (g - ). (5.6)

En effet on voit que g~' =1 — (1 + 7r2l)_17rlw, et pour h = (a Zé) il vient :
ghg™t =14+ a(14+72)~? (wh — hw + 7! (whw ™ — h)

- (wl(l + 7r2l)_.1.(.a —c+ 7'b) > ;

pour avoir ghg~! € P; une fois a € (Op/3)* fixé on doit donc choisir ¢ tel que a — ¢ € 7tOp/J
(ce qui fait gk possibilités) et 72D est alors déterminé, ce qui donne ¢ choix possibles. Comme
(Op/3)*| = (g —1)¢"! on obtient bien (5.6).

On déduit de (5.6)) que les ]%—orbites de wﬁg, (1+ 7rw)]53, e ]53 sont deux a deux distinctes
et que Pon a |Py.(1 + nlw)Ps| = ¢*7'=1(¢ — 1). L’orbite de wP; est de cardinal ¢*, celle de P;
de cardinal 1. La somme des cardinaux de toutes ces orbites est donc égale a

¢+ 2@- D+ a1+ +(g- D) +1=¢"+¢"" =|Gy/P|
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et il suit que ce sont toutes les orbites, on conclut donc que |P;\G5/P5| = k + 1.
SiTJ =TIk ‘Bﬁj, comme Py est le produit de ses projections sur les facteurs G_;, de G5 on
k

obtient par le calcul précédent que

r

|PA\G3 /Pyl = Tk +1).
k=1

Comme pour tout € > 0 on a que ¢*¢/(k + 1) tend vers 0 quand max(q, k) tend vers infini le
coté droit est bien un o(|J|%). O

5.2.5 Groupes [’y

Pour les groupes I'1(J) le cardinal de |Ps\G5/N3| n’est pas un o(]|J|*) pour tout € et on doit
donc analyser chacun des termes de la somme du numérateur dans le lemme [5.19

Lemme 5.21. Soit k > 1, 3 = P*. Pourl = 1,..., {%J et u € kqé le nombre de doubles
classes PygNy telles que g = 1 + unlw (mod PH1) est égal a ¢'~', et pour un tel g on a
[gNag™' N Py| = ¢* et [gNsg™' N N;| = ¢.

Pourl = {%J ..., k=1 le nombre de telles classes est égal d ¢"'=" et on a |gN3g~'NPs| =
¢" et [gNag™' N N3 = ¢
Démonstration. On commence par calculer le cardinal des stabilisateurs. On travaille dans GLo

pour simplifier (on note Ny la préimage de Ny dans Gg) et il suffit de faire le calcul pour u =1
vu que le choix de 7 a été fait & multiplication par une unité prés. Pour ¢ = 1 + 7%w on a déja

fait les calculs dans la preuve du lemme |5.20|: pour h = <a b) on a

a
hal a— (1+7x2)~17ly
= 1+ 22w a+ (1+72)alb

et on voit donc que ghg_1 € Py si et seulement si m2b = 0, ce qui donne bien ¢? possibilités
pour bsil < l—J et ¢F sil > VHJ De méme, on a ghg~! € Ny si et seulement si b = 0, et
on a donc [Ny N gN5g~ 1| = q pour tout I.

Dans tous les cas Ny N gNag~! et Py N gNyg~! sont contenus dans Zng(’,Bk’ b (ot Zy est
le centre de Gg et Gj(‘Bk 1) est I’ensemble des matrices de G 5 congrues & 1 modulo P~ et
ils sont donc invariants par conjugaison par une matrice congrue a 1 modulo B’ ; il suit que les
cardinaux sont les mémes pour g = 1 +7lw 42,2 = 0 (mod P') que pour 1+ 7lw, et la seconde
partie du lemme suit.

On va maintenant en déduire la premiere partie. On minore d’abord le nombre de classes
par le résultat souhaité : on va voir que si k > 21 alors le nombre de classes est au moins ¢*~!~1,
et comme on a alors une surjection Py\G5/Ny — Pyai\Ggzi /Ny on déduit le résultat dans ce
cas du résultat pour k = 2I. Pour démontrer cette minoration on prouve que si g = 1 + 7w
(mod P tout élément ¢’ € PygNy tel que ¢’ = 1 (mod P'~1) a le méme coefficient en bas &

gauche que g. On peut en effet écrire ¢ = hg(1+ n) avec h € Py et n = 8 g) 1l vient

g'=h(1-n)g(l+n)="Hg+h'(gn—ng)

ott ' = h(1+n) € Py. Comme ¢’ = 1 (mod ') on a nécéssairement A’ = 1 (mod P'~1), d’ott
il suit que h'g a le méme coefficient en bas a gauche que g; d’autre part gn — ng est une matrice
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triangulaire supérieure et il suit que ¢’ lui-méme a le méme coefficient en bas a gauche que g, ce
qui termine la preuve de la minoration.

On a |Ps\G5| = ¢* + ¢*~1; d’autre part (Pyw).N5 est de cardinal ¢*, et le cardinal d’une
orbite (P5g).Nj avec g congru a 1 modulo 32 est égal a ¢"2 d’apres la premiere partie du
lemme. Il y a ainsi au plus (¢ — 1) telles orbites, et il y en a donc exactement (¢ — 1). De méme,
si le résultat est vrai jusqu’a [ le cardinal total des classes qui ne sont pas = 1 (mod ‘}3[) est
égal & ¢"~'71.Sil < (k —1)/2 le cardinal d’une classe = 1 (mod '), # 1 (mod ")P'*! est égal
4 ¢" 2 il y en a au plus (¢ — 1)¢'~2, donc exactement ce nombre; si I > (k — 1)/2 le cardinal
d’une telle classe est 1, il y en donc au plus (¢ — 1)¢g*~!=2 et par suite c’est le nombre exact. [

D’aprés ce lemme, pour J = B* on a donc

5 (lP:; mgng*l)‘
a—1
9eP3\G5 /N3 N30 gNag ™|

[w

_ 3(k=1)
2

| 532]
=1+ > (¢-Dd'qg 2+ (¢—1)g" g
=1

k+1
g2+2{;J q

N|=

<k+3.

D’autre part le dénominateur } cp\q,/n; |Py N gN5g~1|~! est supérieur a 1 vu que le terme

pour g = w vaut 1, et il suit donc du lemme que pour J = [[;_; ‘,]32’“ on a
tr \I/(zu)M ‘ r

U ”*%+€
R B aa e I AU

et comme plus haut il suit que tr <\If(zu) dqld(i")) est un o(vol M1(7J)). On peut donc appliquer le

lemme [5. 17 et le corollaire [5.151

5.3 Passage aux adeles

5.3.1 Notations

On réfere a la section pour les notations et définitions standards concernant I’anneau A
des adeles de F'. On utilisera a partir de maintenant les notations suivantes, qui peuvent parfois
contredire celles introduites dans les précédents chapitres :

o G(A) = SLy(A), G(F) = SLa(F) ; on considere G(F') comme plongé diagonalement dans

G(A).
e G =SLy(C), Gy = H;Xoo SLa(Fy) ;
o Ko, =SU(2), K, =SLs(0,) pour v foo;

e P(A) = {(g a::) , a €A™ xGA}, N(A) = {<(1) af) , xGA}; on définit de méme
P(F), N(F) et P(F,), N(F,) pour toute place v de F.

68) a91 , laly =17 et M =], M,, de sorte que P(A) = MAN(A).
v

a 0 a 0
voo:{<0 a_1>’a€Ri}’A1:{<O a_1>,a€A1}.

On a F*\A'/M = C(F). Pour toute place v on a la décomposition G(F,) = P(F,)K,; on
obtient ainsi que G(A) = P(A)K = N(A)A'A K. On a enfin la décomposition de Bruhat :

o M, =

G(F) = P(F) U N(F)wP(F) (5.7)
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(on rappelle que w = <(1) _01> ).

5.3.2 Groupes de congruence

Si K’ C K est un sous-groupe d’indice fini (i.e. K’ = KoK avec K; C Ky ouvert) on note
'y = G(F) N K’ qui est un sous-groupe d’indice fini de SLo(Op). Les sous-groupes de G(F)
ainsi obtenus sont donc discrets de covolume fini dans G, et on les appelle sous-groupes de
congruence. Les quotients G(A)/K’ sont alors des unions disjointes de composantes connexes
identifiées canoniquement & G /Ko (par des éléments de G(Ayf)) dont on rappelle qu’il est
isométrique & H? lorsqu’on le munit d’une métrique Riemannienne G,.-invariante a gauche. Le
théoréme suivant est la version adélique de I'approximation forte (Théoreme , on référe par
exemple & [Hum80, Theorem on page 69] pour une preuve.

Théoréme 5.22. Le sous-groupe G(F) est dense dans G(Ay).

Il suit que G(F)Gs est dense dans G(A), en particulier le quotient G(F)\G(A)/K’' n’a
qu’une composante connexe et on obtient une identification

My = G(F)\G(A)/K' = T/ \H°. (5.8)

Les cusps de Mg sont isométriques aux composantes connexes de P(F)N(Af)\G(A)/K’,
et ils sont donc en bijection avec P(F)N(A)Ax\G(A)/K'. On décrit enfin les fonctions hau-
teurs adéliquement. Si g € G(A) on écrit ¢ = naa'lk € N(A)AA'K et on pose y(g) = |t|?
t

1
y(r) = max,eqr)Y(y2). Si y1,...,Ynp sont les fonctions hauteur sur My issues des fonc-
tions hauteur I'(Op)-invariantes introduites dans la sous-section précédente on a alors y(x) =

max;=1, hp Y5 ().

ou a = , et pour x € Mg on choisit un ¢ € G(A) au-dessus de = et on pose

5.3.3 Mesures de Haar

On rappelle que 'on a donné des normalisations des mesures de Haar sur A, Al en m
On fixe la mesure de Haar dk, de K, pour qu’elle ait masse totale égale a 1; la mesure de
Haar sur P(F,) = F, x E* est d(nya,) = ‘ﬁ: ® d*x, On munit les groupes adéliques de leurs

mesures produits, on voit que les espaces compacts N (F)\N(A) et F*\ A sont de mesure 1. On
considerera toujours que le quotient par un sous-groupe de volume fini est muni de la mesure
poussée en avant par la projection, en particulier la mesure de Haar sur G(A) est le poussé en
avant de dnda = dk.

| oo|oo

5.3.4 Espaces fonctionnels

Soit v une place finie et H, I'un des groupes v-adiques définis ci-dessus. On définit ’espace
des fonctions lisses C*°(H,) comme l’ensemble des fonctions de H, dans V' qui soient continues,
i.e. localement constantes. On note C°(H,,) I'espace des fonction & support compact et L?(H,)
son complété pour la norme L2. L’espace C™°(Hy) est 'espace engendré par les [[, f, ol f, €
C>(H,) et le support de f, est contenu dans un sous-groupe compact pour presque toute v € Sy.

Pour H = K le théoreme de Peter-Weyl (cf. Wikipédia) donne une décomposition en irré-
ductibles de L?(K,). Si 7, W est une représentation irréductible complexe continue de K, (qui
est forcément unitaire de dimension finie vu qu’elle factorise a travers un quotient fini) on note


http://fr.wikipedia.org/wiki/Groupe_compact#Th.C3.A9or.C3.A8me_de_Peter-Weyl
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C*(7) la projection dans C*(K,) du sous-espace (C®(K,) ® (W @ W*))&v (ou K, agit sur
Coo(Ky) par g.f(x) = f(g'zg)). On a alors une décomposition en somme Hilbertienne

L}(Ky) = € C=(r)

TGI?’U

On définit de méme le M-type a gauche, chaque C°°(7) est stable sous l’action de M a gauche et
se décompose donc en une somme finie de représentations irréductibles de M, on note C*°(&, 1)
I'espace des fonctions de M,,-type a gauche & (i.e. f(mzx) = &(m) f(z) pour tous m € M,,x € K,)
et [7 : £ sa multiplicité qui est toujours finie et nulle pour presque toute £. On a donc la
décomposition en somme Hilbertienne

PE)= P D 0x(re). (5.9)

TEI?U [7'55]7&0

On note H l'espace L?(F*\(A'K)). Si s € C et ¢ € H N C®(A'K) il existe un unique
prolongement ¢, de ¢ a G(A) qui vérifie :

Vn € N(A), oo € Aso,a € Al k € K ¢y(nasak) = |a(as)|5 ¢(ak) (5.10)

et on notera H, ’espace de ces fonctions.

Si x est un caractére de Hecke on lui associe un caractére du groupe abélien A' via I'isomor-
phisme naturel A = Al. On obtient aussi un caractére de P(A) via le morphisme P(A) — Al
On a un isomorphisme K-équivariant a droite et A'-équivariant & gauche

H = C[C(F)] ® L*(K);

d’apres (5.9) ci-dessus on a donc une décomposition H = @,  C°°(7,§) @ C[C(F)] et chacun des
espaces C™(7,¢&) ® C[C(F)] se décompose suivant 'action de A' & droite en une somme sur les
caracteres de Hecke dont la restriction a M est égale a £ ; on a donc finalement la décomposition

H = @H(X,T)

ou la somme est prise sur les caracteres de Hecke.

5.3.5 Définition des séries d’Eisenstein
Soit f : G(A) — V une fonction P(F)N(A)-invariante; on définit une fonction G(F')-

invariante par la série suivante (si elle converge) :

E(f)lg)= >, p(Mf(r7 9. (5.11)

VEG(F)/P(F)
Le K-type a droite de E(f) est alors le méme que celui de f. On note « la fonction sur P(A)
définie par « “ aa_cl> = a?, pour g = nak on note y(g) = |a(a)|. La fonction y est alors
P(F)-invariante.

Lemme 5.23. La série

> yvly)®

YEG(F)/P(F)

est absolument convergente pour Re(s) > 2.
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Démonstration. Un argument similaire & celui utilisé pour démontrer [Kna97, Lemma 6.7]
montre que :

1
y(w (1 af) nak) < [or tdlw pour z =d/c € F, neo = (1 i)

ou la constante ne dépend que de g = nak. Par la décomposition de Bruhat il suit que

1 dx
-1 _\s
y(v 9’ < < /
VGG(FZ):/P(F) c,cgoF ez 4+ dlSe  Jaera ja>1 2]
(C,d):l
et il est bien connu que le c6té droit converge pour Re(s) > 2. 0

Si ¢ € H la fonction ¢ donnée par ((5.10]) est P(F)N (A)-invariante, on note E(¢s) = E(¢, s)
qui est bien définie pour Re(s) > 2 d’apres le lemme On peut en fait la prolonger a tout le
plan complexe d’apres la proposition suivante, dont une preuve est donnée dans la section [5.4.1]
ci-dessous.

Proposition 5.24. Pour ¢ € H la fonction holomorphe définie pour Re(s) > 2 par s — E(¢, s)
se prolonge en une fonction méromorphe sur C. De plus, si x est un caractére de Hecke non
trivial et ¢ € H(x) ce prolongement est en fait entier. Si x =1 il a un unique pole d’ordre 1 en
s=1.

5.3.6 Espaces de formes et L*(G(F)\G(A))

Pour cette section on fixe un sous-groupe compact ouvert K’ C K. On note M = Mg et h
le nombre de cusps de M.

Identification

Soit p une représentation irréductible de G sur un espace vectoriel réel V' de dimension finie
que ’on munit de 'unique produit euclidien qui soit K,-invariant et pour lequel les éléments
de p agissent par des transformations autoadjointes. On rappelle que 'on a défini en le
systeme local E, sur M. On identifiera une fonction dans (L*(G(F)\G(A)) @ APp @ V)& & une
p-forme dans L2QP(M; V).

Séries d’Eisenstein

Soit s € C; les séries d’Eisenstein adéliques donnent une application

/7

Koo K
BE: (L(P(F)AN(ANG(A)/K}) @ Ve @ Ap*) " — (LAGF)\G(A)) @ Ve @ APp)

Un élément v sur la gauche correspond & une fonction ¢ sur A'K & valeurs dans Ve ® APp* qui
est K’'-équivariante et E2(v) est alors défini comme la série d’Eisenstein E(s, ¢).

D’autre part on a une identification du c6té gauche avec l'espace C" ® Ve ® APp* et ce
dernier s’identifie avec Vél ® APp* qui est lui-méme naturellement isomorphe a VéL sip=0et
Véb QT(V)®dQ (V) si p=1. On a donc dans les deux cas une application Fys de cet espace
dans les p-formes sur M a coefficients dans E, ® C (cf. [3.1.3)).
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Le diagramme suivant est alors commutatif :

Es+1

(L2(P(F)AxN(A)\G(A)/K}) @ Ve © APp*) K — 2 (L2(G(F)\G(A)) @ Ve ® Avp7)

C[C(F) x C(H)] ® Ve ® APp* LI L2QP(T y\H3; V)
On laisse au lecteur le soin de vérifier les points suivants :
e Le prolongement méromorphe des E(w, s) et E(v, s) se déduit de la proposition
e Les décompositions spectrales de L2(M; V) et L2QY(M; V) énoncées en suivent des
résultats provés dans
o Les relations de Maass-Selberg , sont des conséquences de .

5.4 Séries d’Eisenstein

On démontre ici les principales propriétés des séries d’Eisenstein adéliques définies en [5.3.5
ci-dessus.

5.4.1 Prolongement méromorphe

On prouve ici la proposition démontrée par Selberg pour SLa/Q et due en toute géné-
ralité (pour G réductif) a Langlands. Ici on adapte la démonstration de Godement pour SLy/Q
(cf. [God66]) a notre cas.

L’espace homogene G(A)/N(A) est identifié & A% — {0}, soit donc ¢ € C°(A? —{0}). Soient
s € C, Re(s) > 0 et x un caractere de Hecke. On définit une fonction f € Hs(x) par la formule :

16 =peat) = [0 (57 (5) ) mterava

ott pi5(a) = x(a)|al?*. D’apres le lemme E(s,g) = E(f)(g) est absolument convergente pour
Re(s) > 2. 1l est facile de voir que pour toute ¢ € H(y) il existe une 1 telle que ¢ = f; on
va donc montrer le prolongement pour E(f). La différence entre les cas ou x est trivial ou non
vient du fait suivant.

Lemme 5.25. Soit x un caractére de Hecke non trivial et ¢ € C2°(A?) ; il existe w € ker(ps.y)
telle que ¥(0) = w(0) et 1h(0) = &(0).

Démonstration. On suppose que xy # 1, on choisit des représentants ay, ..., a.) de C(F) dans
A; et on pose
0 T ¢ I_IiaiK
wo(g) =
P(0) z€a;K

qui vérifie que wp(0) = 1(0) et dont I'image dans Hs(x) est nulle. En posant w(g) = wo(g)

~

+
¥(0)1a,(g) on obtient le résultat voulu. O

On montre maintenant la proposition en supposant y # 1 et ¢(0) = 0 = ¥(0). L’action de
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G(F) sur F*\F? — {0} est transitive et le stabilisateur de (1

0) est P(F). On a ainsi :

Beg) = Y[ vl anu(e)aa

z€F*\F2—{0}

— /AX/FX > (g ) ps(a) d*a.

z€F2—{0}

On sépare 'intégrale sur a en deux parties f| al>1 €t f| al<15 On fait dans la seconde intégrale le

changement de variable a — o™, il vient :

E(s,g) = /16AX/FX Z w(g_lax)/%(a) dxa+/leAX/Fx Z ¢(g_1a_1x)MS(a_1)an
la|>1 x€F2-{0} la|>1 xeF%2—{0}

On a ps(a=) x |a]? = x(a)|al**™*) = p1_4(a); en appliquant la formule de Poisson ala
seconde intégrale on obtient donc :

E(S,g) = /IGAX/FX Z ¢(9_1ax)ﬂs(a)dxa + /LGAX/FX Z &(g_lax)ﬂlfs(a) d*a

laj>1  zeF?—{0} la|>1 zeF2—{0}
(5.12)
En recollant les morceaux de I'intégrale on obtient finalement que
E(s,g) = / Y(g  ax) ps(a)d™ a + O(g  ax) 1 —s(a) d*a.
la|>1 la|>1

Les deux intégrales sont absolument convergentes pour tout s € C tel que 0 < Re(s) < 1 vu que
Y € C(A?) et on obtient ainsi une continuation holomorphe de s ++ E(s, g) au plan complexe.

Si x = 1 on ne peut plus supposer que ¥ et & s’annulent en 0. Il faut alors isoler le terme
correspondant dans I’expression ci-dessus et on obtient au final que

E(s.9) = fiopo1 W9~ an)us(@)da+ fys; g~ az)—s(a) d¥a

+7J)(0) faeAX/FX pi—s(a)d*a —(0) [oeax JF> ps(a)d*a.
la|>1 lal<1

La seconde ligne se calcule explicitement et on voit qu’elle a un prolongement méromorphe a C
avec un pole simple en s = 1 (voir la preuve de la proposition 3.1.6 dans [Bum97]), ce qui finit
la preuve de la proposition [5.24]

On remarque que la preuve ci-dessus fournit aussi I’équation fonctionnelle E(s, g) = E'(1 —
s,g) ou E’ est la série d’Eisenstein obtenue & partir de @Z et X.

5.4.2 Termes constants et opérateurs d’entrelacement

Si f est une fonction continue sur G(F)\G(A), on définit son terme constant par :

fe@)= [ flng)dn.
N(F)\N(A)
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Soit ¢ € H, ¢ définie par et f = E(¢s). D’apres la décomposition de Bruhat - on a
G(F)/P(F)={P(F)}U {’wa( ),7 € N(F)} et pour Re(s) > 3/2 on obtient alors :

frle) = | 657" "ng)dn
N(F)\N(A) 76@(2)/}:( F)
= ¢s(ng)dn + / ¢s(wyng)dn
/N(F)\N(A) Z

YEN(F)

= ¢5(g)+/ ¢s(wng)dn.

N(A)

On définit donc l'opérateur d’entrelacement W(s) sur H par
(U(s)6)(ak) = / b (wnak)dn ; (5.13)
N(A)

on a alors (avec la notation de (5.10)) :
E(¢S)P =¢s+ (\P(S)d))l,s. (5'14)

En effet, pour g = ngas.ak il vient apres le changement de variable n — agolnngaoo
/ ¢s(wng)dn = |a(ax |/ ¢s(wasenak)dn = |a(aoo)]1_s/ ¢s(wnak)dn
N(A) N(4)

vu que a(wasew ) = —afas) L.
Enfin, I’équation fonctionnelle pour les séries d’Eisenstein montre que si ¢ = ps ()| 41 on
U(s).0 = p1_s5(¥)| a1k (et que de plus U(s)~! = U(1—s)). En utilisant la formule de Poisson
de la méme maniere que pour la preuve de I’équation fonctionnelle on peut alors montrer que si
Re(s) =1/2 on a ”Plfs,i(@ZJ)‘AlKHH = ||ps,x ()| a1 ||2- Les opérateurs ¥(s) sont donc unitaires
pour s sur la droite critique.

5.4.3 Décomposition de L?(G(F)\G(A))
Décomposition de L*(P(F)N(A)\G(A))

On rappelle la formule classique d’inversion de Mellin : si f € C°(R%), on définit sa trans-

formée de Mellin par f(s) = o7 flu)ut=* % pour s € C. On démontre alors (par exemple en

utilisant I'inversion de Fourier) que pour tout cc€Rona

£t = — /R o, Ferds (5.15)

2T
On a L*(P(F)N(A)\G(A)) = L?(F*\AxA'K); en appliquant I'inversion de Mellin aux fonc-

t

tions f, : t e RY — f on obtient une isométrie K-équivariante
g + 9

41
L*(P(F)N(A EB / )d(Im s) (5.16)
2im Re(s) .

ou la somme est prise sur tous les caractéres de Hecke.
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Partie discréte et partie continue

On note L2, (G(F)\G(A)) I'adhérence du sous-espace

cusp
{f € CZ(G(F)\G(A)), fp = 0}
Le résutat suivant est classique, cf. par exemple [Bum97, Proposition 3.7.4] :

Proposition 5.26. L’application E : L*(P(F)N(A)\G(A)) — L*(G(F)\G(A)) est un plonge-
ment isométrique dont l'image est l’orthogonal de L2 (G(F)\G(A)).

cusp

C’est une conséquence immédiate du lemme suivant :

Lemme 5.27. Si f € L2(N(A)P(F)\G(A)) et h € L*>(G(F)\G(A)) on a

(E(), M) 2arnaa)) = (> he) (v a) PG (a)) -

Démonstration. Pour h € C°(P(F)N(A)\G(A)) on a :

(E(f), M) r2@crncia)y) = / hg) > f(v'g)dg
GUENGA)  eq(ry/p(F)
= [ f@)hle)dg
PF\G(A)
= / f(9) / h(ng)dndg,
P(F)N(A\G(A) N(4)
ce qui finit la preuve vu que F est un plongement isométrique. ]

Si x # 1 le prolongement analytique des séries d’Eisenstein donne un plongement isométrique
du sous-espace [gq(s)=1 Hs(x) dans L?(G(F)\G(A)). Si x = 1 un facteur C apparait a cause du
2
pole en s = 1. On a donc finalement

du

- (5.17)

PHGINGA) = L GINGA) & CoD [ Hy )

5.4.4 Relations de Maass-Selberg

On note 1y l'indicatrice de l'intervalle (Y, +00) et on définit les opérateurs de troncation par

TV f(9) = f(9) — Ly (y(9))fr(9)
pour f € C*(G(A)).

Proposition 5.28. Si ¢, € H, s,s €Cets#s',1—5 ona

(TYE(s,9), TY E(s', %)) r2(G(FpG(a)) =

e (UL O R e L TGO DTN R
1

+ m(yﬂsf?) <¢’ W(SI)¢>H . Y2(fs+§’)<‘l,(5)¢’ ¢>7{)
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Démonstration. On prouve le résultat pour Re(s),Re(s’) > 1 et le cas général s’en déduit par
prolongement analytique. D’aprés le lemme on a

(TYE(s,¢), T E(s', %)) 12c(rnaay) = (T E(s,¢), E(s', %)) 12\ (a))

D’autre part on voit que

TYE(s,0)(9)= Y. (1-1Iy(w(y '9))s(v"9) — Iy (y(v'9)¥(s)d(g)

YEG(F)/P(F)
et il vient (dans la suite on note ¢’ = W(s)¢ et ¢’ = W(s')y) et pour t € R}, a; = (t t1>) :

(T E(s, ), E(s',9)) r2(c(rc(a))
= /P NG (1 =1y (y(9)))p(9) + 1y (y(9))¢'(9)) E(s,)dg

- <1 - 1y (a(@)o(ak) + Iy (a@))o' @) [ s D naR)an

FX\AK |a

= /Y/ ¢’ (arak)(yp(aiak) + @b’(atak))dadk@
0 JraAlk

+o0
+ / /FX\AlK ¢(arak)(y(arak) +¢’(atak))dadk%

= / (P (6, ) + 20702,y )dt

7 dt
t2 —5+s )+2 / t—2 s+s R YV o
[ (@ )+ @05
Le résultat suit en calculant les intégrales en t. O

Pour s = 1/24iu, u # 0, en faisant tendre s vers s’ dans ([5.18))on obtient le résultat suivant :
4 d
(TYE(,5), TV E®), $)72rnaay =208 Y ) {0, ¥)u + ((s) 1@‘1’(5)925, V)n

. ﬁ(y%u@, U(s)p) — Y20 (5), 1))

(5.19)

et si ¢, 1) sont de Al-type & gauche respectifs x, x’ la seconde ligne est nulle & moins que Y’ = X.
Pour s e R,s >1/2 on a

Y4s 2 Y 4542
(TY E(¢,5), TV E(v, )12 crpaa)) = yrs AL

5 ((s)0, W(s)P)n

ey O

+1og Y(¥(s)p, ¥y +
5.5 Estimées sur la dérivée des opérateurs d’entrelacement

Si J est un idéal de O on note K(J) le sous-groupe compact-ouvert de Ky donné par

ILo joo Ky(my) ou J =T, pi* et

Ky(my) = {(Z Z) € Ky,a,d=1 (mod m,""O,), b,c=0 (mod va”(’)v)}.

Le but de cette section est de démontrer :
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Proposition 5.29. Soit 7., une représentation de dimension finie de K. Soit J un idéal de
Or et x un caractére de Hecke tel que f,|J. Soit 75 la représentation de Ky sur C[Ky/K(J)],
T = Too @75 et ¢ € H(x,T). 1l existe une fonction C sur R, a croissance polynomiale et ne
dépendant que de F,e et T, telle que pour tout u € R on ait :

| (5 +i) ¢>HH < C)aFlfy ) ] (5.21)

Dans toute la suite de cette section on suppose que la fonction ¢ € C*°(K) se décompose
en un produit ®,¢,, quelle est invariante a droite par un K(J) et de Al-type x pour un
caractere de Hecke de conducteur f, divisant J. On peut de plus supposer qu’en toute place on
a ||¢vllr2(k,) = 1. Il suffit alors de montrer que

d 1 ~ere 1L
o (1), <P

En effet on a ||.|% = Vhrll.||L2(k) pour les fonctions A'-équivariantes. On va en fait montrer
que pour toute ¢ € L?(K) de norme 1 on a

<d‘iqf (; + zu) ¢,¢>L2(K) < [3FIf 3. (5.22)

On peut de plus se limiter & montrer cette derniere majoration pour une fonction 1 qui est aussi
K (J)-invariante a droite.

5.5.1 Calcul des opérateurs d’entrelacement
Facteurs L

On note S5 'ensemble des places divisant J, pour v finie hors de Sy le caracteére x, n’est pas
ramifié et on a ¢, = 1. On utilisera a plusieurs reprises la décomposition d’Iwasawa explicite :

-1
w (1 3;) = <x ;) <x£1 1> pour z € F, — O,. (5.23)

On a alors le calcul classique :

U, (s)dy(k) = /F_O s (w (1 f) k) dr +1
= / \xlﬁsx(w)lé(( - 1) k) dr +1
F,—0O, x

1y _ 1— x(my)q, %
= 1+ (1-¢, e "x(m) e, > = e
kz>:1 v v v v 1— X(Wv)% 2s+1
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Places ramifiées

On suppose maintenant que v € S5. Il vient en utilisant (5.23)) et (5.10) :

<‘va(8)¢va¢v>L2(Kv) = /|z| 1 | 28 / @ZJU << 1) k‘) dkdz
+/ . P, (k (( )k; dkdz

)

A (A
+/U Kvwv (( ) )dkdm

=: I+//wv (( ;)k)dkdx

La seconde intégrale est indépendante de s et bornée par ¢y z2(x,)ll%wll 22(k,) = 1, on la note
Jy. D’autre part, comme K,(m,) est distingué ¢, est aussi invariante a gauche par K,(m,);

pour z € O, et k € K, on a donc ¢, ((i 1) k) = ¢u(k). Siv € Sy ona [ox x(z)dr =0

et il suit que :

- 252 — 1
e /|zv>1 2™ x(@) /K %(k)%(((x 1) k> dkdz
1 oen [ = 1
N Op—nT 10, X(@) 7l Z/KU Vo (k) o <<x 1) k) dkdx.

Cette derniére intégrale est convergente pour tout s et pour Re(s) = 1/2 elle est majorée en
valeur absolue par

ZQJ(QRe(S)ﬁ)lq;l”%||L2(Kv)||1/JUHL2(KU) = My.
Siv ¢ S, le méme calcul donne :
(B(s)6u(h) 0udsey = Lot dot [ [ ) k)5, ()

- 1—x(m)g, >
= I, +J, + (1-2s)(my+1) T my+1 v)qy J/
v v T4y X( v) 11— (Wv)q,u 2571

ouona J, = <¢va¢v>L2(Kv) <let

— 1 =z
L=[ wm [ e (w( 1)k)dxdk:smvu%nmmuwvumw:mv.
Ky 1<|IIU<QU v

Place infinie

On calcule finalement Ioo = (Voo (8)Poo(k), Poo) 12(k.)- On a la décomposition d’Iwasawa

explicite
1 =z / —u~tz oyt
w < 1) — >k2> U= ‘Z|OO+17 kz: < ufl ulz>

VR
I
AR
IS
s L
N
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11 suit que

I —/(|z|oo+1 / Goo (kok) Doy (k) dhd2dz

e
& ( dk)

On a donc pour Re(s) > 1/2:

;1
Quand z — oo on a < |z]o¢ (pour n’importe quelle norme |.| sur K).

Ioo = /(CXOO(Z)(’Z|OO + 1)_25d2d2<¢oo,¢oo>L2(Koo) + 0(1) (524)

oit le O(1) dépend de ¢, (en fait de sa norme C') mais pas de s. Si xoo # 1 I'intégrale est nulle
pour tout Re(s) > 0 et dans ce cas I est donc borné indépendamment de s pour Re(s) > 1/2.
Si Xoo = 1 on a le calcul classique suivant

I'(2s—1)

—2s = _
/(C(\z|oo+1) dzdz = T(25)

et I, a donc un prolongement méromorphe tel que Io — (25 — 1) /T'(25)(¢o0, Yoo) 12(K o) SOit
borné indépendamment de s pour Re(s) > 1/2.

Expression finale

On a finalement le résultat suivant pour s dans le demi-plan Re(s) > 1/2 :

(W61 000 = oo P30 T e

2s)(m m 1 x (7 ql 2s
% H <q1()1 2s)( U+1)X(7Tv) U+1J1/)+1()vs( I, +Jp)
vES;—Sy - (77'1))%)

(5.25)

— _ 1-2s
On notera I! = qgl 25)(m”+1)x(7rv)mv+1j’ + %(Iv + Jy,). On voit immédiatement que

v 1=x(mv)q
pour Re(s) =1/2 on a |I]| <2+ 4|1,

5.5.2 Démonstration de la proposition X # 1

Dans toute la preuve on écrira s = o+iu et on supposera (sauf mention expresse du contraire)
que o = 1/2. En dérivant le produit (5.25)) on obtient :

d il)(x, 2s)
\ps.¢,w> = 2T (W (s).p, ) 2
PRI Lw%)<m )12k
L(X’ 2s) vESy vEST— 8y,
X,28 L(x,2s —1) dl,
+ > Is “L(025)  du I @w+J7,) I &
vESy L(x; V' €Sy 0 v V' ESy—Sy
X,2s L(x,2s—1) dI},
+ Z I TL(us) II (o + J) o 1T i’
vEST— L(x. V'ESy V€85 — Sy v v

=: L1+L2+L3+L4

Pour majorer L; et Lo on aura besoin du lemme suivant.
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Lemme 5.30. Si le caractere de Hecke x est non-trivial on a

A L(x.2s)

L0 25) < (log |y ) (5.26)

ot la constante ne dépend que de s (et est a croissance polynomiale en Im(s)) et de F.

Démonstration. Le produit Eulérien pour L(x,2s) donne pour Re(s) > 1/2 l'expression en série
absolument convergente

mL(x:2s) _ 3~ 2i(l0 00)g; *x(m)
L(Xv 25) Ugsx 1- X(Wv)q;%

Il vient
da L(x, 25) k_—2k
Z 2i(log gv)q, “*x(mv) ZX(T%) 4"
L(X, 2s) =
On voit que la série 3, 4g (log @)y 2 sx(m) > ks1 X (7o) ¥ gy 2FS est absolument convergente pour
Re(s) > 1/4 et que sa somme est bornée par une constante ne dépendant que de F', on doit donc
valuer S,z (108 60y > X (7).
Soient x1,...,Xnp les caractéres de Hecke sur FX\A! tels que ker(x;) D M. Si x est un
caractere de Hecke il existe un j tel que x(7m,) = x;(m,) pour toute place v € S,. On a alors

> g log(g)x(m) = > ¢;  log(aw)x;(m) = D g, > log(gu)x; ().

v Sy vESx; vESX—Sx;

Comme yx; est non-trivial, H : s — ZWZSXJ- ¢, %* log(qu)x;j(my) se prolonge en une fonction
holomorphe sur un ouvert contenant le demi-plan fermé Re(s) > 1/2, et par un argument
standard de convexité on a une borne polynomiale en w pour H(1/2 + iu). D’autre part, en
posant ¢ = max,es, ¢y, pour Re(s) = 1/2 on a

1
<logq Y — < (logq)®
vg S, Y

> (logqu)ay *x(my)

vES—Sy

et comme ¢ < |f,| on obtient bien que

4 L(x,2s)

AT < C(u)(log [fy)*

ou C(u) est polynomiale en . O

Comme ¥(s) est unitaire on a ainsi

L
Ll < 1505

< C(u)(loglfy])®

ou C(u) est a croissance polynomiale.
On traite maintenant Lo ; I'équation fonctionnelle (29) donne :

L(IoL(x,25—1) d L(X,2 — 2s) LL(x,2—2s) L(x,2 — 25)
’ L(x,25) = =V Ty ) : (0.2 —25)  L(x,2s)
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D’apres et la forme explicite de ~(s) la fonction Iy(s) est entiere sur Re(s) > 0 et
est majorée par C(u)\fX]% ou C dépend de F,T, xo €t est polynomiale en w; il suit aussi que
%(Ioo’y(s)) < C(u)log|fy| (avec la méme constante C'(u)). D’autre part on voit que L(X,2 —
2s) = L(x,2s) d’ot suit |L(x,2 — 2s)/L(x,2s)| = 1. Enfin on a £ L(x,2 — 2s)/L(X,2 — 2s) <
(log |fy|)? d’apres le lemme Au final on obtient bien que

Ly < C(w)lfy| (log [fy])?

avec C'(u) a croissance polynomiale.

En dérivant l’expression explicite pour I, obtenue en [5.5.1] on voit que

dIv . 25—2
T :/O oo, Xo(z)2i(log |z|,)|x|Z / b, (k (( 1>>dkd:c

d’ou il suit immédiatement que |%| < 2my(log qy)|1,| et donc d’apres on a |%\ <
2m?2(log gy). 1l vient donc :

L(x,2 —295) dlr.
Ly < ’IOO’Y(S)L(ZS) T: H ’Iv’ + Jv’| H |Izl)"
Xo €5y V' €Sy 0 v V'ESs— Sy
1
< C(u)lfyl2 Z 2m? (log ¢») H (my + 1) H (4dmy + 2)
vESy v’ €Sy v #v v'€S5—Sy

1
< C)IF[5l>

ou C(u) dépend de F e et est polynomiale en w.

Enfin, le terme L4 se traite de la méme fagon pusqu’on voit que

45
du

On a fini de prouver ((5.22), et la proposition, dans ce cas.

dl,
< 2my log q, + 4|1,| log g, + 4d—1j

5.5.3 Lecas y=1
On obtient ici I’expression
2s —1 —98\(m 1—ql=2
(U(s)p, d)n :hF[OOM H <q1(Jl 2s)( v+1)+1_‘1q_28(1-v+1)>_

CF(QS) vESy v

1—

1-2 v+l —gl—2s o .
On note Iy = [],¢g, (qf, s)(motl) | 1‘27,25(1' + 1))7 il vient :

h;1<ciﬁl’<s>¢,¢>% = (los((25 — 1)¢r(29))) (25 — 1 aGr(25 — 1) X T

A ((2s — 1) 1o(p(25 — 1))
(25 = 1)Cr(2s)

CF(2S — 1) de
CF(QS) E

—+ XH3+IOO

Tous les termes sont holomorphes autour de Re(s) = 1/2. Le seul qui dépende de J est I3 que
I'on a déja analysé ci-dessus. La proposition tient donc aussi dans ce cas.
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5.5.4 Estimées hors de la droite critique

Toutes les estimées faites dans la preuve de la proposition restent valides pour tout
réel s (au moins si les opérateurs d’entrelacement n’ont pas un poéle en s), avec la différence
que des exposants plus (ou moins) élevés pour |J| et f, en sortent (que ce soit dans 1’équation
fonctionnelle de la fonction L ou les estimées d’intégrales locales). On se contentera d’énoncer
le résultat imprécis suivant, qui suffira a nos besoins dans la prochaine section.

Proposition 5.31. Pour toutc € R, x #1 et ¢ € H(x,T) on a

d¥ (o + iu)

1(5) ol | %

¢H < O3l 6l
H

ot C ne dépend que de F,e,0 el 7o et ¢ ne dépend que de o.






Chapitre 6

Croissance de ’homologie de torsion
pour les variétés arithmétiques

Dans ce dernier chapitre on relie la torsion analytique régularisée a une torsion de Reide-
meister définie a partir de I’homologie entiére des variétés de congruence et de certaines séries
d’Eisenstein harmoniques. Le résultat précis (Théoreme est une égalité asymptotique. On
étudie aussi le comportement des différents facteurs qui composent la torsion de Reidemeister
dans des suites de congruence, ce qui résulte dans le théoreme qui donne une borne su-
périeur pour lordre de croissance de la torsion dans le H?. On démontre aussi la croissance
exponentielle de la torsion pour certaines suites de groupes arithmétiques (cf. le théoréeme .

6.1 Le cas compact, d’aprés [BV] et [ABB™]

Soit G un Q-groupe algébrique semisimple anisotrope, de sorte que I' = G(Z) est un réseau
cocompact dans G = G(R). Soit p une Q-représentation de G sur un espace Vy telle que la
représentation p ® R soit fortement acyclique; on note V = Vp ® R. Par le théoreme ci-
dessus et [ABBT, Theorem 1.11], si I';, est une suite de sous-groupes de congruence de I' et
M, =T,\S ou S est 'espace symétrique associé a G on a

logT(M,; V)

— 42

La forte acyclicité implique que 'on a H,(M;V) = 0. Soit Vz un réseau de Vg préservé par
p(I') : ’'homologie entiere H,(Mpy;V7) est donc finie pour tout p. On pose :

dim X
r(MsZ) =[] Hy(Mai V),
p=0

et le théoreme de Cheeger-Miiller [Mil93] donne alors dans ce cas
T(My; V) = 7(Mn; Vz).

Avec (6.1)) on en déduit que I'un au moins des groupes H,(My;V7z) a un cardinal qui croit
exponentiellement avec vol M,,.

Bergeron et Venkatesh montrent [BV] Section 8.6] que la torsion de Hy et de Hgy, s—1 ont
une croissance polynomiale en le niveau pour les groupes de congruence principaux de G(Q);
il est bien connu que l'indice d’un sous-groupe de congruence est minoré par une puissance du
niveau (cf. [LS03|, Proposition 6.1.1]) et il suit que log |Ho(I'y; Vz)| et log | Hgim s—1(I'n; Vz)| sont
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des o([T" : T',,]) pour une suite T',, de sous-groupes de congruence de G(Q). Comme pour S = H?
ce sont les seuls groupes d’homologie autres que H; qui peuvent contenir de la torsion on obtient
ainsi le résultat suivant.

Théoréme 6.1. Soit G une Q-forme anisotrope de SO(3,1) x G’ ot G’ est un groupe de Lie
réel compact, Vz un réseau dans V' et I' = Stabgq)Vz. Soit I'y, une suite de sous-groupes de
congruence sans torsion de I'. On a

log | Hy(T:
lim og |Hy(Ty; Vz)|

= —t® .
n—00 vol M, (V) >0

L’exemple classique d’un tel G est le suivant : soit ¢ est une forme quadratique anisotrope
en 4 variables sur un corps quadratique réel F' telle que ¢ soit de signature (3, 1) et g soit définie
positive, ol - est 'automorphisme non-trivial de F. Soit G la restriction de Weil de SO(q)/F,
alors

G(R) = SO(¢,R) x SO(q,R) = SO(3,1) x SO(4).

On peut par exemple prendre F' = Q(v/2) et
q(x) = prt + @3 + 25 — V21,

pour un premier p, on obtient méme ainsi une infinité de classes de commensurabilité (cf. [ABB™,
Section 13.7] ou [Rail2al, Proposition 4.1]).

6.2 Homologie des variétés a cusps et torsion de Reidemeister

On fixe une représentation réelle fortement acyclique ™ p de G sur V, un corps quadratique
imaginaire F' et un réseau Vz C V préservé par I'(Op) = SLa(Op). On suppose de plus que
n1 > ng (le cas ny < ny se traite de maniére symmétrique).

6.2.1 Cohomologie du bord

On rappelle que pour un idéal J de O les groupes G5, N5 ont été définis dans la section
et que pour un sous-groupe H C G5 on note C(H) = H\G5/N5 et I'y la préimage
de H dans SLy(Op), My = T'y\H3. Les cusps de de M = My sont alors en bijection avec
C(H) x C(F), et on reprend la notation de la Section pour les composantes T du bord M
de la compactification de Borel-Serre de My. On va réaliser la cohomologie H*(9M; V) comme
un espace de formes différentielles fermées. Pour une version adélique de cette description on
refere a [Ber08, Section 3].

Soit ¢ = n1 4+ no. En degré 1 on a un isomorphisme

HYOM; V) =2 QT (V) @ Q (V) =C[C(H) x C(F)] & (V, ®V_,) (6.2)

défini comme suit : si vy,...,v, € Vg, v1,...,0, € V_4 on leur associe la classe de de Rham de
la 1-forme w donnée par

h

_ _ 1 =z
" dz ® (gipns, o)) + dz;  (gip(ns))v)),  ns = ( 1) .
j=1

*. On peut étendre sans peine les définitions de cette section au cas non fortement acyclique.
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On vérifie qu'elle est fermée. On a v; = wj ® uj ott w; € (Vy, o)V et uj € (Von,)?N, donce
p(n.).v; = w; @ 302, Ql(E)ué- ol (ué) est la bas canonique de Vo, = Sym™ C? et Q; est
un polynéme ne dépendant que de ng, et z — p(n.)v; est donc anti-holomorphe. De la méme

maniere, z — p(n,)v; est holomorphe, et on a donc

d(dz; @ (gjp(nz;)vs)) = 0 = d(dz; @ (g;p(nz;)0;))-

donc w est fermée. On vérifie (cf. par exemple la preuve de [MP11], Proposition 2.11]) que toutes
ces formes donnent des classes linéairement indépendantes en cohomologie de De Rham. On
notera H(0M; V) le sous-espace de H'! correspondant & C[C(H) x C(F)|@V, et H**(0M; V)
celui correspondant & C[C(H) x C(F)] ® V_,.

Pour les degrés 0 et 2 on a des isomorphismes

HY(OM;Ve) 2 C[C(H) x C(F)] @ Viy—ny = H*(OM; V). (6.3)

En effet, V;,, _n, est formé des vecteurs fixés par Noo, et & v1, ..., v, € Vp, _p, on associe la (classe
de la) section holomorphe Z?Zl gjv; (resp. de la 2-forme holomorphe Z?Zl(de NdZj) ® (g;v5))-

6.2.2 Cohomologie et séries d’Eisenstein

La cohomologie L? de M & coefficients dans V¢ est nulle (cf. par exemple [MP10, Théoréme
2.1]) et 'application 7, : HP(M; V) — HP(OM; V¢) est donc injective pour p = 1,2. On montre
alors en utilisant la suite exacte longue et la forme de Kronecker que

dim H'(M; Ve) = 1/2dim H'(OM; V) (6.4)
(cf. par exemple [Ser70, Lemme 11]) et d’autre part on voit immédiatement que
dim H?(M; V) = dim H*(OM; V) — dim H°(M; V) = dim H*(OM; Vi)

en utilisant la suite exacte, vu que H°(M; V) = 0. On va maintenant décrire plus précisément
l'application i, pour p =1,2.

A une forme harmonique w € H'(OM; V) et s € C est associée la série d’Eisenstein E(s,w) €
QY(M; V). Le résultat suivant est bien connu, cf. la preuve de [Har87, Theorem 2]. On note [f]
la classe de cohomologie de de Rham représentée par une 1-forme fermée f € QY(M; V¢)

Lemme 6.2. On pose si, = ny — ny. Soit w € HYO(OM; V) une 1-forme holomorphe (resp.
w € HY(OM;V¢)), alors la série d’Eisenstein E(s\,,w) (resp. E(—si,,w)) est une I-forme
fermée. De plus les [E(si;,w)] engendrent H*(M; Vg).

Démonstration. 11 suffit de vérifier que si P est un parabolique I'-rationnel, le terme constant
de E(si,,w) en P est une forme fermée sur I'p\H?. Ce dernier est égal & w + ®*(si,)w d’apres
vu que l'on a w = 7, dzj ® €gp,. Comme w, @*(s%,)w sont des formes harmoniques sur
OM (donc fermées) on a bien d(w + ®¥(s{,)w) = 0. Comme E(—s{,,w) = E(si,, ®~(—s{,)w)
on obtient l'autre énoncé. Enfin on voit que le terme constant de E(s{,,w) est non-exact (parce
qu’il ne P'est pas en restriction & OM) et il suit que I'application H(9M; Vi) 3 w +— [E(s}/), w]
est injective. Comme

dim H'0(OM; V) = 1/2dim H (9M; V) = dim H'(M; Vi)

il suit qu’elle est aussi surjective. O
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On obtient donc une application E : HY(OM;Ve) — HY(M;Vg) définie par EY(w + @) =
[E(si,,w) + E(—si,,w)] pour w € HYO(OM; V), w € H*(OM; V¢). D’apres la formule pour le
terme constant d’une série d’Eisenstein, on a

iTEYN W) = w+ o1 (st )w, we HY(OM; V)
et il suit que
imi} = {w+ & (s} )w, w € HYY(OM; V)l = {® (—s{)w+w, @e H"YOM;Ve)}.

En degré 2 la suite exacte longue de cohomologie de la paire M, M montre que I'application
i% est surjective vu que H*(M,0M;Ve) = H°(M;Ve) = 0. Pour représenter les classes de
cohomologie de H?(M;V¢) par des formes fermées on a le lemme suivant, dont la preuve est
semblable a celle du lemme [6.2

Lemme 6.3. On pose s?/ =ni+no+1letve Vy:= @?:1 V(évj i HO((?M; Vi) la 2-forme
xdE(sY,,v) est fermée. De plus, les ia[*dE(sY,,v)] pour v € Viy engendrent H?(M; Vg).

Démonstration. On sait que E(s),,v) est harmonique, d’olt il suit que dxdE(s;,v) = 0. Le terme
constant est une 2-forme holomorphe non nulle donc *dFE(s},,v) n’est pas nulle en cohomologie
de de Rham, et par égalité des dimensions toutes les classes dans H?(M; V) sont donc obtenues
de cette maniére. O]

On note E? l'application H°(OM;Ve) — H*(M; V) définie par v — [xdE (s, v)].

6.2.3 Produits intérieurs sur la cohomologie

On rappelle que I'on suppose nq > ng, de sorte que s} > 1. D’aprés les formules de Maass-
Selberg (5.20)) on a pour w € HY9(OM; V¢) la limite

. —92s1 —
Jim Y B TY B ) 32 = (50) 7 el 2a g,

On définit donc un produit intérieur sur Hy, (M; V) par

(EEN @)L AE @ m, an = (V) 71w, ) Lagi mn)

6.5
= lim Y—Qslv(TYE(slv,w),TYE(slv,w’»%ng(M). (65)
Y —oco
De la méme maniere on définit
. o 1
(i5[E*(0)], i5[E*(V)]) g2 (M) = (sv) 2 <Ua“/>L2(aM)
Eis (66)

= lim Y 2V(TY (xdE(sY,0)), TY (+dE(s%,v'))) 12 (a1)-

Y —o0

6.2.4 Torsion de Reidemeister des variétés arithmétiques non-compactes

Pour p = 1,2 la cohomologie entiere HP(M;Vz)ipre est un réseau dans HP(M;Vg). On
rappelle que I'on a défini le covolume vol d’un réseau dans un espace hermitien dans la section
On définit la torsion de Reidemeister de M a coeflicients dans V par

|H1(M; VZ)tors| vol HZ(M; VZ)libre
vol HI(M; VZ)libre ‘H2(M, VZ)tors| ’

T(M;Vz) = (6.7)
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6.3 Théoreme de Cheeger-Miiller asymptotique
On démontre dans cette section le résultat suivant.

Théoréme 6.4. Soit I' un groupe de Bianchi, I';, une suite cusp-uniforme de sous-groupes de
congruence de I' principauz, sans torsion et d’indice borné dans des T'g(J) ou de type T'1, et deuz
a deuz distincts, M,, = T',\H3. Pour tout T'-module arithmétique Vz fortement acyclique on a :

. logT(Mn; VZ) — log TR(Mn; V)
lim

=0.
|J] =00 vol M,

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du Théoreme[6.5)et de la proposition O

6.3.1 Torsions de Reidemeister absolue et relative

La partie libre HP(M Y;Vz)hbre de 'homologie entiere est naturellement un réseau dans
HP(MY;V) = ker(AP, [MY]) et on note vol HP(M?Y; V7 )jibre son covolume respectivement a la
métrique L? sur ce dernier. On définit alors la torsion de Reidemeister absolue par :

im —1)?
d X( |Hp(MY;VZ)tors| >( )

abs (M5 V) = |
Tabs ( Vz) H vol HP (MY ; V7 )libre o

p=0

Dans la suite on notera HY, (MY ; Vi) l'espace HP(MY ; Vi) muni de la métrique L2. De la méme

maniere on définit la torsion de Reidemeister relative par

_1)P
3 < ‘Hp(MyjaMY;VZ)tOTS‘ >( : . (69)

vl (MY V) =
Tel( Z) pl_[l VO}HP(MY,(?MY;VZ)libre

ou l'on considére les HP (M Y oMY V2z)1ibre comme des réseaux des espaces euclidiens HQI(M Y. V)=
ker AP [MY].

rel

6.3.2 Application du théoréeme de Cheeger-Miiller a bord

Le passage des torsions analytiques aux torsions de Reidemeister se fait dans le théoreme
suivant.

Théoréme 6.5. Soit p, V une représentation fortement acyclique de G. Soit I' un réseau non-
uniforme G et 'y, une suite de sous-groupes d’indice fini dans I', sans torsion qui soit cusp-
uniforme et telle que la suite M, = T,\H3> BS-converge vers H3. On suppose enfin que T

préserve un réseau Vz C Vet s0it Taps (T€Sp. Trel) donné par (resp. (6.9)) ci-dessus. Pour
toute suite Y™ € [1,+o00)" telle que lon ait Y9 > Y (ou Y™ € [1,+00)hn est la suite de la

proposition on a :

log TR(MnS V) - log Trel(MgHS VZ) log TR(MM V) - log Tabs(M;zrn? VZ)
vol M, ’ vol M, n—00

> 0. (6.10)

Démonstration. On écrit la démonstration pour des conditions absolues au bord mais elle reste
valable pour des conditions relatives. On commence par démontrer le résultat pour Y™ = Y™,
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Si M est une variété hyperbolique de volume fini et Y € [1,400)" on note gy la métrique
hyperbolique sur MY et g; une métrique Riemanienne sur MY qui soit égale & g sur MY/3 et
soit un produit pres du bord,par exemple on peut prendre

g1(x) = dyf +(log(¥;/y; ()Y + (1 — ¥(log(Y; /y;(x))))y;

ol ¢ est une fonction lisse nulle sur [1,400) et égale & 1 au voisinage de 0. On pose g, =
ug1 + (1 — u)go. Vu que le germe sur le bord des métriques g, ne dépend pas de M ou Y, par
[Che79, Theorem 3.27] il existe des fonctions lisses ¢, sur [0, 1] qui ne dépendent pas de M,Y
telles que l'on ait

3

% (108 Tans (MY, 9,); V) = log rans (MY, gu); Vi) ) = vol(OMY) >~ p(—1)Pey(w).
p=0

Par le théoreme de Cheeger-Miiller & bord de Briining et Ma [BMI1, Theorem 0.1] on a
Tuns (MY, 91); V) = Taps (MY, g1); Vz) et il suit finalement que I'on a :

Log To (M7 Vv)ozj\l;g s (MY V) o ony / )pep(u)du (6.11)
Par le théoreme pour la suite Y™ € [1, +00)" on a
log Taps(MY"; V) — log Tr(M,; V') = o(vol M,,) (6.12)
et min; Y} — 7 oo Il vient
vol(dM)Y™) < (m]m Yj")72 vol(OM}) = o(vol M,,)
et par il suit que
log Taps (MY ; V) — log Tans (MY ; Vz) = o(vol M,,). (6.13)

Le théoreme est une conséquence immédiate de (6.12)), (6.13) et du lemme suivant, dont la
preuve est semblable & ce que l'on a déja fait.

Lemme 6.6. Pour toute suite Y € [1,4o00)" telle que pour j =1,...,h, on a T} >Y! ona

(log Tabs(M%/n; V) - log Tabs(M%/n§ VZ)) - (log Tabs(MnTn; V) - IOg Tabs(MnTn; VZ))
vol M, n—00

Démonstration. On commence par fixer une variété hyperbolique de volume fini M ayant h > 1
cusps. Soit gy, u € [1,+00)" une famille lisse de métriques riemanniennes sur M telle que (M, g,,)
soit isométrique a M™. Alors le germe de la métrique en un point du bord ne dépend pas de u
et d’apres on a donc pour tous Y'Y 1’égalité

log( abs(M V)/TabS(M Vz)) log( abs(M V)/TabS(M VZ ZCP/Y/ VO] ],gu)d
7j=1
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ol ¢, = ¢,(0) dans la notation de (6.11)). On a vol(7}, g,) = (Y;/u)?vol(T}, gy) et il suit en
particulier que

108(Tabs (MY ; V) /Tabs (MY 5 V2)) = 1og(Tans (MY 3 V) /Taps (MY V)
max; Y!

< ¢, vol(OM™) min(Yj)*2/ T u2du < cp vol(OM™).

min; YJ
En particulier, on a
(log TabS(MZn; V) —log Tabs(M}l/n; Vz)) — (log TabS(M;Lrn; V) —log Tabs(M;rn; Vz)) < hy,

ce qui conclut la preuve du lemme et du théoreme. ]

6.3.3 Egalité asymptotique des torsions de Reidemeister

On démontre ici le résultat suivant, ce qui finit la preuve du théoreme

Proposition 6.7. Soit I',, comme dans ["énoncé du théoréme [6.4) Il existe une suite Y™ telle
que l’on ait
log Tabs (MY V) — log 7(My; Vz)
vol M, n—00

(6.14)

On aura besoin de la proposition ci-dessous, dont la preuve est essentiellement contenue dans
[CV10, 6.8.3].

Proposition 6.8. Il existe des constantes C,c ne dépendant que de F' telles que l'on ait les
propriétés suivantes. Soient T' C G(F) un sous-groupe de congruence, M = T'\H®, h son nombre
de cusps, aj = a(l'y;) o Ni,..., Ny, sont des représentants des sous-groupes unipotents I'-
rationnels et Y € [1,+00)" tel que Y; > Ca;. Soient w € HYO(OM; Vi), f = E(si,,w) et fy la

projection de f|yv sur le sous-espace HY (MY ; V). On a

1f = Frllzeqarry < CllIleqarrye ™0 03/2%9) vol (MY — MY/2).

Démonstration. On introduit une fonction lisse h : [1,+00) — [0, 1] telle que A(1) = 1,h(2) =0
et on définit une fonction f{, sur MY par f;, = f — h(Y/y)(f — fp) (ol y = max; y;). D’apres
[@21) on a

£ = olliaaery < 1F = Follgaqaey —aevy < Ifllaqaerye=cmm052), (6.15)
On vérifie maintenant que fy vérifie des conditions absolues au bord : prés du bord on a fy- = fp,
vu que l'on a clairement dy A xfp = 0 et que dfp = 0 on a bien fi € QL (MY;V¢). On peut
donc calculer :

Naps[MY]fy = AN MY fy = =AYMT(W(Y/y)(f — fp)) = (fp — HIAMY]A(Y/y)  (6.16)

abs

et la norme L? du coté droit est < C||fHLz(MY)e*cmi“J'(YJ/QO‘J‘).



158 CHAPITRE 6. CROISSANCE DE L’'HOMOLOGIE DE TORSION

D’apres le corollairem quitte & augmenter C' on peut supposer que si Y; > Ca; le laplacien
Al [MY] n’a pas de valeur propre dans (0,\/2) pour Y; > Ca;, et il suit alors de (6.15) et
(6.16]) que 'on a

If = fyllezayy < NF = Fellzory + 1y = frllzou)

h
< HfHLQ(MY) (/ ¥ _agvi2 Z —cmin;(y;(z /O‘J))2dx)

1
2

+ 3l = DAL YY) zars

1
< HfHL2(MY) (/ v v e —Cmin; yj(x)/ajdm) 2
MY —M

< ”fHLZ(MY) VOI(MY — MY/Q)e—Cminj(Yj/aj)
ou la derniere ligne suit de 'inégalité de Cauchy-Schwarz. O
Démonstration de la proposition[6.7. Soit T € [1,+00)" ; on a

T(Mn; VZ) vol HZ(Mn; VZ)hbre vol Hl( T' VZ)libre

Tabs (M3 V) vol H2(M,X; Vi )1ipre vol HY (M VZ)libre

et on va donc montrer que pour p=1,2 on a
log vol HP(My,; Vz)tibre — log vol HP(M,X"; V2 )tipre = o(vol M,,)

pour une suite T bien choisie.

On traite p = 1, le cas p = 2 est similaire. Soit r, 'application de restriction H'(M,;V¢) —
HY(MY; V). Comme linclusion de M,I dans M, est une équivalence d’homotopie elle induit
un isomorphisme entre les groupes de cohomologie entiere et on a ainsi

vol HY (MY Vi )iibre = |dét(r )| vol HY (M V) )tibre

ou le déterminant est pris pour des bases unitaires de chaque espace (I’espace a gauche étant
muni de la métrique définie par et celui & droite de la métrique L?). On va donc montrer
que log |dét(r,)| = o(vol My,) (en fait on va établir le résultat plus précis |ryl, |rn|™' < 1+ &,
pour une suite &, telle que by (M,; V) loge, = o(vol M,,)).

On reprend la notation fy de la proposition pour une forme fermée f on a alors r,[f] =
[fr]. Pour majorer || fr|[z2(pvy on écrit

[ frll2aeey < N fllpzoary + 11 = Frlleeury < 1+ Cha) L f Il 2y (6.17)

ol la seconde inégalité suit de la proposition et de la majoration grossiere vol(M T_ MY/ )<
Chy, (ot la constante est uniforme vu que Y}"/2a7 est borné et la suite I';, est cusp-uniforme).
On majore maintenant le c6té droit en utilisant le lemme suivant.

Lemme 6.9. SoitY = max; Y;, a = s%/ et 3, le niveau de T'y,. Il existe des b,C > 0 (dépendant
de F et V') tels que l'on a

€Y = ClIN M an < M l2arry < CE®+ Tl a1 (as,)- (6.18)
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Démonstration. Soit MY la variété tronquée a hauteur (Y,...,Y) € [1,+00)"", de sorte que
MY c MY et 1l zanymy < 2oy < ||TYf||L2(Mn). D’apres les relations de Maass-Selberg

25 -1 Y- 28 +1 N
||T f||L2 Mn) = 9 1 _ || ||L23M KHQ) (SV)WHLQ (91)

ddT(si, + iu)
g Y 8% (sl comn [luscomn + Hdzwuzow el 2oy
L2(0M)
D’aprés la proposition il vient
1T #1122
M) ¢ Y2 4 (3,091 4 log V) < V2 |3,
ML?(@M)
et la majoration suit. La minoration se prouve de la méme manieére. O
On a
hn < hp|Gs, /N3, | < hp|3,?
et il suit donc de (6.17)) et du lemme qu’il existe un e > 0 tel que
el zearey < [Tn]Y* (6.19)

(on conserve la notation ¥ = max; Y;).
La minoration de || fx | z2(pr) est plus subtile. On écrit

I ll2oary = 1 lz2aeey = 1 = Frlleau
> (1—vol(MY — M"/?)e _cy/maxa") £l 22y

ou la seconde minoration suit de la proposition On a maxad, < ]3\% et aussi vol(M7T —
M7Y/?) <« h, < |3,|? et par le lemme il vient

Y
el 2ty = (1= C13al? exp(—e—))(C Y = ClIP)[f]ll i1 21,)- (6.20)

1]
Pour tout A assez grand et la suite T} = |3,/471 il suit de ( et (6.20) que l'on a
20U any < Iy llzzazny < ClL3al N et -
On a donc |r,|7! < 2 et |r,] < C|3,]4¢ et comme dim H'(M,; Vc) = hy, il suit que
|log dét(ry)| < hy log|Ty|.

D’autre part on a vu dans les sections et 5.2.5(que 'on a h, < [I": Fn]1*5 pour un 4§ > 0,
et il suit que le coté droit est un o(vol M,,), ce qui termine la preuve pour p = 1. O
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6.4 Croissance de la torsion

On démontre ici le résultat suivant; ’énoncé lui-méme n’est pas extrémement intéressant
mais la méthode de preuve n’est pas tres loin de démontrer ’égalité.

Théoréme 6.10. Soit I',, une suite de sous-groupes de congruence principaux ou de type I'y
dans G(F) et Vz = O%. On a

2 .
lim sup 1Og |H (Mn7 VZ)tors| < _

@), 21
n—o00 vol M, - (V) (6 )

Démonstration. On a d’apreés les théorémes et la limite

|HY (M3 VZ)tors|  vol H?(My; V) )tibre _ @)
VOlHl(Mn;VZ)libre |H2(MH;VZ)tors| '

i, 108

Le logarithme du numérateur est un o(vol M,,) par les lemmes et ci-dessous, et il suit
que 'on a

. log |H?(M,,; V; L
lim sup gl V(d]’\}n 2hosl oy — lim inf log vol H' (Mp; V2)1ibre
et par le lemme le coté droit est égal & —t) (V). O

6.4.1 Croissance du H,

Lemme 6.11. Soit ', une suite de sous-groupes de congruence de I'(Of), M, = I',\H3. On a
log |Ho(M,; V)| = o(vol M,,)

Démonstration. On commence par prouver le résultat pour les groupes principaux. On montre
que 'on a NJ3Vy C (I'(3) — 1)V pour un entier N ne dépendant que de ni,ns, de sorte que
|Ho(Ms; Vz)| < (N]3))3™V et log |Ho(My; Vz)| = O(log|J]) est bien un o(vol My).

Soient X, = 8 (1) et Xg = (1) 8 . Pour a € J on a alors n, = 1+ aXy € I'(J).
On considére d’abord le cas ou ng = 0,n1 = n; on pose e; = (1,0) et ez = (0,1), la famille
er, e?_leQ, ...,e5 est alors Z-base du module libre V7. Soit N le produit de tous les coefficients

n—k _k

biniomiaux (}}), on a alors Nae} “e3 € (I'(J) — 1) pour tout k& < n. En effet, on voit que ael =
Na-(e1e5 1) — e1ed ! et comme d’autre part 7,.(e¥T el ™81y — At 1en=h=1 st une combinaison
linéaire des elleg_l pour [ > k on peut démontrer ceci par une récurrence. On a aussi ae] =
(14 aXo)el tey — el ey € (I'(F) — 1)V, ce qui finit la preuve dans ce cas. On peut utiliser la
méme démonstration pour le cas ou ny = 0 et le cas ou ny,ng # 0.

Si H C Gy est un sous-groupe propre on a une surjection Ho(Mp; Vz) — Ho(Mz3;Vz). Si 3,
est le niveau de I',, on a donc log |Hy(M,; Vz)| = O(log|J,]), et il suit du lemme que l'on a
bien log |Ho(My; Vz)| = o(vol M,,). O

6.4.2 Homologie du bord
Complexes cellulaires

Soit T" un tore, U un Z-module libre de rang fini et p : m (7)) — SL(U). On suppose que T’
est muni d’une structure cellulaire standard ayant une 2-cellule 2, deux 1-cellules e} et el et un
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sommet e, on note u1, uz la base de 71(7T') associée (i.e. u; est représenté par le lacet e}). On a
alors un isomorphisme de Z-modules respectant les degrés C,(T;U) = Ci(T) ® U qui descend
en un isomorphisme

CoTU)=Cu(T:U) ® ZZc(T)®U
Z[m1(T)]

et les différentielles sont données par les formules suivantes :

da(e* ©v) = e1 @ (v — p(uz)v) + €3 © (p(ur)v — v),

di(e} @v) = @ (v — plu)v). (6.22)

Torsion

Lemme 6.12. Soit A un réseau dans un groupe unipotent F-rationnel N, alors pour toute suite
A, de sous-groupes deux a deux distincts de A on a

log |HO(Ana VZ)tors‘alog ‘Hl (Ana VZ)tors| = 0([A : An])

Démonstration. On démontre le résultat pour A = 1 + OpX (o Xo = (8 é)) On a

démontré dans la preuve du lemme que si 1 +aXy € A alors (A" —1)Vz D NaVyz, on
V7 = ker p(X). En particulier on a, si d = dim V' :

|(Vz/ (A = 1)Vz)ors| < (N[A: A])

d’ou le résultat pour Hy suit immédiatement.
On écrit A’ = Zui®Zus. D’apres (6.22)), Hy (A'; Vz) est un sous-module de (VzHVz)/ im(p(uq)—
1) @ (p(ug) — 1). La Z-torsion de ce dernier module se plonge dans

Vz/(im(p(u1) = 1) ® Vz(p(uz) — 1)).

On a vu que ce dernier module a une torsion d’ordre inférieur & (N |ui|? x N|uz|?)? < [A : A']3¢,
ce qui finit la preuve. O

Volumes

On suppose que Vz = O%, et on fixe une composante T" du bord de M. Le sous-espace
HY(T; Vi) € HY(T; V) est rationnel et on note H?(T;V7) son intersection avec H(T;V7);
on définit de méme H*'(T; V7).

Lemme 6.13. Le réseau H(T;Vy) @ HOY(T;Vy) est d'indice < (volT)* dans H(T;Vz).

Démonstration. On peut choisir une décomposition cellulaire de 7' comme plus haut telle que
les éléments uy,us € m (T) associés & e}, ed vérifient vol T < |uy| x |ug|. On fixe des vecteurs
v1,v9 € V7 tels que vy soit fixé par tous les éléments de w1 (7)) et vy, vy engendrent Vz sur Op.
On a alors p(uj)vy = vy + ajv1, p(ug)ve = vy + aguy pour des aj,as € O ; de plus |a;] < |u;].

On pose

91:6%@)@1, w1 =dz ® vs,

Oy = (age% — ale%) & v2 wo =dz ® vy.
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On vérifie que 61, 02 sont des cycles entiers qui engendrent (sur O) un réseau d’indice < |ay ag|2
dans Hy(T;Vyz). Par ailleurs wy,ws sont des formes fermées et on calcule que

(wi,61)7 = a1, (w2, 62)7 = 2a1a2,
(w1,02)r = (w2,601)r =0

et il suit que wy,ws sont entiéres et engendrent un réseau d’indice < |ajas|* < (vol T)* dans
HY(T;Vy). 0

Lemme 6.14. On a |logvol HP(OM; V7)libre| = o(vol M,,) pour p=0,1,2,(0,1) et (1,0).

Démonstration. Pour p = 0,2 la preuve est laissée au lecteur. D’apres le lemme précédent, le
résultat pour p = 1 suit de celui pour (0,1) et (1,0). On a par ailleurs, en gardant la notation
de la preuve du lemme précédent :

(vol T) "2 |w1|? < vol HYO(T; V) < |wr |2

d’ot il suit bien que logvol H'(T;Vz) < logvol T, et de la méme maniére on démontre que
log vol H%Y(T; V) < logvol T O

6.4.3 Torsion dans le H'

On travaille dans cette section avec le systéme local donné par la représentation canonique
de T'(OF) sur Vz = 0%. On a alors une forme bilinéaire ¢ non-dégénérée et I'(Op)-invariante sur
Vz x Vz donnée par ¢(z,y) = x1y2 — T2y1, de sorte que pour toute variété M = I'\H?, T C I'(OF)
on a une forme de Kronecker sur Hy(M;Vz) x H'(M;Vz). On aura besoin du fait suivant pour
exploiter ceci.

Lemme 6.15. Soient A € Hom(Z™,Z") et B € Hom(Z",Z™) tels que pour tout p € Hom(Z™,Z)
et v € Z" on ait (¢, Bv) = (@ o A,v). Alors Z™/BZ" et Z"JAZ™ ont les méme sous-groupe de
torsion.

Démonstration. Si on fixe des bases de Z" et Z™ les matrices de A et B sont transposées ['une
de l'autre et ont donc les mémes facteurs élémentaires. O

Lemme 6.16. On a
log |I—I1 (MTM VZ)tors’

vol M, n—00

(6.23)

Démonstration. Tous les groupes de (co)homologie sont & coefficients dans V7. L’existence de la
forme de Kronecker, la propriété de naturalité (cf.]0.1.3)) et le lemme impliquent que

[H2(M)libre : (lm ZE)libre] = [Hg(aﬁ)libre : (lm i;)libre]
et il vient alors
[H2(M)libre : (1m Zz)libre] = [HO(aM)libre : im(él)libre] < |H0(M)’

ou I’égalité est obtenue par dualité de Poincaré (proposition [0.20)) et la majoration est une consé-

- R 1 P
quence du segment Hy(M,0M) 2, Ho(OM) — Hy(M) de la suite exacte longue d’homologie.
En utilisant une nouvelle fois la dualité de Poincaré on obtient que

[H (M, 0M) : im 8] = [Ha(M)iipre : (im i) ibre] < |Ho(M )tors|. (6.24)
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D’autre part la suite exacte longue de cohomologie de M, M contient la séquence
H(OM) 2% HY(M,0M) — H (M) — H'(9M)
d’ou il suit que

log | HY (M )tors| < log[HY(M,dM) : im 6] + log |H (M )sors|
§ log |H0(M)t0rs| + log |H1 (8M)tors|

ou la seconde ligne suit de (6.24]). Le coté droit est un o(vol M,,) par ce qui précede et les lemmes
et ce qui finit la preuve. O

6.4.4 Volume du H?
Lemme 6.17. Soit V; = (’)%, on a

log vol H2(M,,; Vz)1ibre
vol M, n—00

0. (6.25)

Démonstration. L’application i : H?(M,;Vc) — H?*(OM,;Vc) est une isométrie d’aprés la
définition du produit hermitien sur H2(M,; V). De plus en utilisant la suite exacte on
obtient

[H*(OM,; Vz) : imi3) = |H3(M,,,0M; V)| = |Ho(M,; Vz)|

et il suit donc que
| log vol H?(My; Vg )iibre| < log |Ho(My; Vz)| + |logvol H*(OM; V)|

et le coté droit est un o(vol M,,) d’apres les lemmes et O

6.4.5 Volume du H!

Le plongement H'(M,; V) — H'(OM,;V¢) est isométrique par définition de la métrique
sur HY(M,; V) et son image est donnée par

{w+ &T(si)w,w € HY(OM,; Vi) }.

Soit 7 la projection orthogonale de H'(OM,;V¢) sur HY(OM,; V), alors d’aprés le lemme
Iimage 7(H'(OM,; Vz)) contient H'C(9M ,;Vz) avec indice < (vol M, )*"n. Comme

vol (i HY (M,,; Vz)) < volit HY (M,,; Vz)

on obtient que
vol HY(M,,; Vz) > (vol M,,)*" vol HYO(OM ,,; V)

et avec le lemme [6.14] on obtient ainsi le résultat suivant.

Lemme 6.18. On a .
| lH (M,;
lim inf &% (My; Vz) > 0.
n—00 vol M,
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Si w est entiere (i.e. prend des valeurs entieres sur les cycles de Z;(9M;Vz)) alors E'(w)
est rationnelle (cf. [Har87]). Il existe donc un entier N > 1 tel que NE(w) € H'(M,;Vz) pour
toute w € H“°(OM; V7). Si on note

L= {(w,® (s )w), w e HY(OM,;Vz)}
on a donc NL C i{H'(M,;Vz). D’autre part,
vol L = dét(1 + & (s1,)*® " (si,)) vol HM*(OM .5 V)
et il suit finalement que
vol HY(My; Vz) < N dét(1 + T (si,)* @ T (si,)) vol HYO(OM ,; V).

11 suit de la la proposition m que dét(1+ ®F(si,)* @t (s})) < (3, pour un C > 0 (ot Ty, est
le niveau de I';,) et d’apres le lemme lemme ceci implique que log dét(1+®T (s}, )*®T(s},)) =
o(vol M,,). Avec le lemme on obtient donc que le coté droit est égal & hy log N + o(vol My,).
On voit ainsi que si on savait que h, log N = o(vol M,,) (par exemple si N était a croissance
polynomiale en |J,|) on aurait en fait

. logvol HY(M; Vz)
lim

= 0.
n—00 vol M,

Le probleme d’estimer N est lié (via I’expression pour les opérateurs d’entrelacement) a
des problémes d’intégralité de valeurs de fonctions L. On réfere a [CV10l Section 6.6] pour une
discussion de ce sujet en rapport avec le probléme traité ici. Les propriétés arithmétiques des
valeurs spéciales de fonctions L sont aussi discutées dans [Ber0§].

6.5 Une autre méthode

On peut court-circuiter la méthode indiquée ci-dessus par une astuce géométrique (1’existence
de relevés acycliques) et un peu d’algebre homologique pour démontrer le résultat suivant.

Théoréme 6.19. Soit F' un corps de nombres quadratique imaginaire, nqy # no et Vz =
Sym™ 0% ® Sym™2 @%. Soit 'y, une suite de sous-groupes de congruence principauz ou de type
Iy deuz & deuz distincts. Il existe une suite de sous-groupes I',, C Ty, d’indice 2 telle que 'on ait

log |H1(T,; ors 1
lim inf 08 | H1(Ty: V2 ors| > ——¢(?

oo vol(T, \HP) 50" (Vi ng)- (6.26)

6.5.1 Relevements acycliques

Soit M une 3-variété hyperbolique complete de volume fini (orientée), on fixe une monodro-
mie 71 (M) — PSLy(C). On dit qu’un réseau I' C SLy(C) est un relevé de m (M) a SLo(C) s’il
se projette bijectivement sur 71 (M) sous 'applcation SLo(C) — PSLg(C). Un résultat classique
(voir par exemple [Cul86, Corollary 2.3] affirme qu’un tel relevé existe toujours, et on a en fait
le résultat suivant (cf. [MP11l, Proposition 2.7]).

Lemme 6.20. L’ensemble des relevés de mi(M) C PSLa(C) da SLa(C) est en bijection avec
Hom(7w1(M),Z/2) = H'(M;Z/2). De plus il existe un tel relevé T qui vérifie T NP ¢ N pour
tout parabolique T'-rationnel.
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Démonstration. On fixe un relevé T' de m1(M) a SLy(C) et on identifie le préimage totale T'
de m1 (M) dans G = SLy(C) avec I' ® Z/2. Pour o« € Hom(m1(M),Z/2) = Hom(I',Z/2) le
sous-groupe

Lo ={(r,a(y)),vel}cl

est alors un relevé de 7 (M). Réciproquement, si I' C G est un relevé de w1 (M) on peut définir
un morphisme « : 71 (M) — Z/2 par v — € ot (7,¢€) € I est I'unique préimage de v dans I et
on a alors IV =T, ce qui prouve que I'application o — I', est une bijection.

La seconde partie du lemme est beaucoup plus profonde : c’est une conséquence du théo-
reme de chirurgie de Dehn hyperbolique de Thurston et de l'interprétation des relevés comme
structures de spin sur M : on refere a [MP11l Proposition 2.7] pour la preuve compleéte. O

On fixe un relevé ' de 71 (M) qui vérifie I'p ¢ N pour tous les paraboliques I'-rationnels.
On a alors une repreésentation linéaire 7w (M) = T' C G — SL(V) et on note Vr le systeéme de
coefficients sur M associé. Noter que si « € HY(I';Z/2) et C, est la représentation de dimension
1 de T' associée on a un isomorphisme (M )-équivariant Vp, — C, ® Vp. Notre but est de
démontrer le résultat suivant, qui justifie ’appellation “relevé acyclique” pour T'.

Proposition 6.21. On fixe M,T" comme ci-dessus et V. = Vy, n, avec nq — ng impair. Alors
I’homologie H(M; Vr) est nulle.

Démonstration. Comme on est dans le cas fortement acyclique il suffit de montrer que H.(T; V') =
0 pour toute composante T' de OM. Pour Hy c’est trivial vu que si tr(n) = —1 on aim(p(n)—1) =
V. Par dualité il suit que 'on a aussi Hy = 0, et comme la caractéristique de Poincaré de T est
nulle il suit que H; = 0. 0

6.5.2 Preuve du théoréme [6.19]

Par le lemme [6.20| et la proposition [6.21| on obtient que pour tout n il existe un o, €
Hom(I'y,,Z/2) tel que Hy(I'y; 0, ® V) = 0. On peut par ailleurs appliquer les théorémes et
a la suite de sous-groupes I';, ,, et comme il n’y a pas d’autre terme que la torsion dans la

définition on obtient :

, 1 |Hy (My; oy @ Vz)ml) 2
] 1 ’ = —t@ (). 6.27
n3o vol M, o8 (’H()(Mn; an ® Vz)tors] ") ( :

Le théoréeme est alors une conséquence immédiate de (6.27)), du lemme et du résultat

suivant.

Lemme 6.22. Soit I}, = keray,, on a

log |H0(Fn; Vz ® O4n)tors|a log ‘HO(F;L; VZ) = O(VOI Mn)v (6'28)
log |H1(T),, V2 )tors| = log |Hy (T, iy @ Vi )tors| + o(vol My,). (6.29)

Démonstration. Les asymptotiques sont prouvées exactement comme dans le lemme
ci-dessus.

Par ailleurs, la restriction de «,, ® V7 au sous-groupe I'), est isomorphe a celle de V7 et la
suite spectrale de Hochschild-Serre permet alors d’obtenir la suite exacte suivante :

Hy(Tp; V) = Ha(Ty /Ty Ho(Ty; V) — Hy(Ty; Vz)r, oy —
— Hl(Fn; an X Vz) — HI(Fn/F%, H0<F;L7 VZ)) —0
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(cf. [Bro82, Corollary 6.4 in Chapter VII]); on rappelle que pour un groupe H et un H-module
M on désigne par My le quotient M/(H — 1)M. Vu que I, /T, = 7Z/2 on en tire :

AR7Z/2 — Hy(T); VZ)pn/p% - H (T, ®Vz) > BRZ/2—0
ou A, B sont des quotients de Hy(I'); Vz) de sorte que (6.28)) implique que l'on a
|(H1(Ty; VZ)Fn/F'n)torS| = (1 + o(vol My,))[H1(L'n; a ® V) tors| (6.30)

Il reste a voir que la torsion du terme de gauche n’est pas beaucoup plus grande que celle de
H,(T},; V), et pour ceci on doit montrer que la partie libre de ce dernier ne s’y envoie pas sur des
classes de torsion d’ordre trop grand. On note 7 la projection de Hy(I'},; Vz) sur Hi(I',; Vz)r, T,
et o 1’élément non-trivial de I',, /T, ; pour tout v € Hy(I'}; Vz) on a 2v = (v + o.v) + (v — o.v),
d’out suit 47 (v) = 27(v + 0.v) vu que w(v — 0.v) est de la 2-torsion. Comme 7 est injective sur
I'image de I'application v — v + 0.v on obtient

|(H1 (F;u VZ)Fn/F%)tors| < 2h (TnsVe) ’HI (F;w VZ)tors|

et la conclusion suit enfin de (6.30) vu que by (I'),; Vi) = o(vol M,,). O



Annexe A

Sous-groupes aléatoires invariants
des groupes de Lie simples

Le but de cet appendice est de donner une idée de la démonstration du théoreme et de
décrire quelques constructions pour les groupes SO(n, 1).

A.1 Convergence de Benjamini-Schramm et sous-groupes aléa-
toires invariants

Si G est un groupe topologique localement compact ’ensemble Subg des sous-groupes fermés
est muni d’une topologie naturelle appelée topologie de Chabauty. Une base d’ouverts est formée
par les

{H € Subg, HN K =0} et {H € Subg, HNU # (0}

ou K (resp. U) parcourt les compacts (resp. ouverts) de G. L’espace Subg est alors un espace
métrisable compact sur lequel G agit contintiment par H +— gHg~!. Un sous-groupe aléatoire
de GG est une mesure de probabilité Borélienne sur Subg et il est dit invariant si GG préserve cette
mesure. On abréviera sous-groupe aléatoire invariant en SAI dans la suite. Pour les propriétés
de base des SAI on renvoie & [ABB™, Section 2].

Si H € Subg on a une application naturelle et G-équivariante v
G/H — Subg, gH +— gHg ™'

Si H =T est un réseau de G cette application permet de définir un SAI ur de G en poussant
en avant la mesure de probabilité G-invariante sur G/T". Si G est un groupe de Lie simple le
résultat suivant est un corollaire de la preuve de Furstenberg du théoreme de densité de Borel,
cf. [ABBT, Theorem 2.3].

Proposition A.1. 57 G est un groupe de Lie simple alors les SAI de G qui ne sont pas la masse
de Dirac en G ou {1g} sont supportés sur les sous-groupes discrets et Zariski-denses.

On va maintenant définir rigoureusement la convergence de Benjamini-Schramm dans le
cas général. Soit & 'ensemble des variétés Riemanniennes complétes localement isométiques a
S = G/K, i.e. 'ensemble des quotients de S par des sous-groupes discrets sans torsion de G.
Soit encore

Xr = {BX(QC‘,R), X e G,Z'GX}
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qui est un espace métrique localement compact quand on le munit de la topologie de Gromov-
Hausdorff pointée (on pointe une boule en son centre). Si u est une mesure sur Subg supportée
sur les sous-groupes discrets on définit une mesure mp(u) sur Xp par :

mp(p)(A) = p{l' € Subg, Br\s(K, R) € A}.

On dit qu’une suite M, = I',\S de quotients de volume fini de S BS-converge si la mesure
mpg(ur, ) a une limite faible. On a alors le résultat suivant (cf. [ABB™, Lemma 3.6]), qui montre
en particulier que la limite d’une suite BS-convergente peut étre interprétée comme un SAIL

Proposition A.2. Soit I, une suite de réseaux de G et un SAI de G. Alors la suite de mesures
ur converge faiblement vers p si et seulement si pour tout R > 0 la suite I',\S BS-converge vers

mR(,u).

On a défini plus haut la “BS-convergence vers S” (cf. (4.1)), dans le cadre des IRS elle

s’interprete donc comme suit.

Corollaire A.3. La suite I',\S BS-converge vers S si et seulement si ur, converge faiblement
vers la masse de Dirac en {1g}.

A.2 Théoréme de Nevo-Stiick-Zimmer et BS-convergence en rang
supérieur

Un SAI p est dit ergodique s’il n’existe pas de Borélien A de Subg qui soit G-invariant et
tel que u(A) # 0,1. En rang supérieur on a la classification suivante des SAI ergodiques, due a
Nevo, Stiick et Zimmer.

Théoreme A.4. Soit G un groupe de Lie simple de rang > 2. Alors tout SAI ergodique de G
est égal a la masse de Dirac en G ou {1g} ou d un pr pour un réseau I' de G.

Couplé avec les résultats suivants et le corollaire on obtient le théoréme 4.1

Proposition A.5. Soit I';, une suite de réseaux dans un groupe de Lie simple G ayant la
propriété (T) ;

(i) On ne peut pas avoir ur, — oG ;

(i) SiT est un réseau de G on ne peut pas avoir pup, — ur ;

(iii) Toute valeur d’adhérence de (pur, ) est un SAI ergodique de G.

Le point (i) est un fait général, cf. [ABB™, Proposition 2.1]; (ii) et (iii) sont des conséquences
de la propriété (T') de Kazhdan, cf. [ABB™ Lemma 4.6, Lemma 4.8].
A.3 Sous-groupes aléatoires invariants en rang 1

Dans cette section on montre que le théoreme de Nevo-Stiick-Zimmer n’est pas vrai pour des
groupes de rang 1. Pour les groupes SO(n, 1) en particulier on a des contructions assez diverses
de SAL
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A.3.1 Induction
Soit u un SAT d’un réseau I' dans un groupe de Lie G. On a une application naturelle
G x Subr 3 (g,A) — g *Ag € Subg

qui descend au quotient (G xSubr)/T" (ou I agit par (g, A)y = (gv,7 *Av)). Soit A une mesure de
Haar de G, alors A® 1 est I'-invariante et descend en une mesure de volume fini sur (G x Subp/)I’
et son poussé en avant définit un SAI de G, que 'on appelle le SAI induit par p.

En particulier, si un réseau I' de G a un sous-groupe distingué A d’indice infini on obtient
un SAI p de I' en prenant la masse de Dirac en A et la construction ci-dessus donne un SAI
ergodique de G supporté sur les conjugués de A, ce qui montre que le théoreme de Nevo-Stiick-
Zimmer ne s’étend & aucun groupe de rang 1 (pusque tous les réseaux des groupes de rang réel 1
possedent de tels sous-groupes distingués). En-dehors des groupes libres non-abéliens (L. Bowen,
[Bow12]), d’exemples non-archimédiens similaires (S. Mozes, non publié) et des groupes qui se
surjectent virtuellement sur les premiers (parmi lesquels les réseaux de SLy(C) et de nombreux
exemples dans les SO(n, 1), n > 4 on ne connait pas d’exemple de SAI de groupes discrets qui
ne provienne pas d’un sous-groupe distingué.

A.3.2 Variétés hybrides et SAI de SO(n, 1)

On présente maintenant la construction de SAI dans G = SO(n, 1) qui ne sont pas induits
par des SAI de réseaux : en fait leur support est disjoint des Subp pour I' un réseau de G. La
construction utilise des idées de [GPS8§|. Le fait suivant est bien connu, cf. JABB™, Section 13].

Proposition A.6. Il existe des n-variétés arithmétiques noncommensurables compactes My, My
et une n—1-variété hyperbolique compacte ¥ qui se plonge comme une hypersurface non-séparante
dans My et M.

On note N, la complétion de M, — X, ce sont toutes les deux des variétés compactes a
bord totalement géodésique isométrique a deux copies de ¥, on fait un choix d’étiquettes + et
d’identification & ¥ pour toutes ces composantes et on les note Y. Pour a € {0,1}% soit :

No = | || Nay x {i} | /(iZ2.0) ~ (iy, @i+ 1) (i €Z,x €X)

Qi+l
1€

Pour toute mesure de probabilité v sur {0,1}% on peut alors définir un SAI p,, de SO(n,1) en
choisissant un repére orthonormé aléatoire dans N, x {0} C N, ol « est une suite v/-aléatoire
et
V(A) = Ja vol(Na,)dv(e) '

f{0,1}Z vol(Ng, )dv(a)
Si v est invariante par décalage alors u, est un SAI, et si elle est ergodique il I’est aussi.

Si v est supportée sur une une orbite périodique du décalage engendrée par une suite «
de prériode k alors pu, est induit du réseau cocompact I', qui est la monodromie de la variété
compacte

Mo = | || Nayx{i}|/(ilx,i) ~ (ig, 2, i4+1) (i€Z/kxeX)
i€Z/k

et du sous-groupe distingué qui est le groupe fondamental de N,. Dans le cas contraire u, a
un support non dénombrable (homéomorphe & un Cantor) et on a le résultat suivant [ABB™,
Theorem 13.5].
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Théoréme A.7. Sin > 3 et a est une suite non-périodique la variété N, n’a pas de quotient
compact. En particulier, si la mesure ergodique v n’est pas supportée sur une orbite finie le SAI
py n'est pas un SAI induit.

A.3.3 Variétés hyperboliques de petite dimension

En dimensions 2 et 3 on a d’autres exemples de SAI non-induits, utilisants des constructions
gémoétriques propres & ces dimensions (le recollement de pantalons en dimension 2 et—entre
autres—les “mapping tori” des difféomorphismes pseudo-Anosov en dimension 3). On refére a
[ABB™) Section 12].

A.4 Construction de variétés hyperboliques réelles non com-
mensurables

Une partie des techniques utilisées pour démontrer le théoreme peuvent étre adaptées
pour prouver le résultat suivant [Rail2al Theorem 1.1].

Théoreme A.8. Soit n > 3; il existe des V, K > 0 qui ne dépendent que de n telles que pour
tout entier m > V il existe au moins 2™ variétés hyperboliques compactes de dimension n qui
sont non-commensurables et qui ont toutes le méme volume v < K'm.

On peut voir ce résultat comme donnant une borne inférieure explicite dans le théoréme de
Wang [Wan72] qui affirme que pour n > 4 et v > 0 il n'y a qu’un nombre fini de n-variétés
hyperboliques de volume inférieur & v. Pour ce probléeme il existe déja des résultats donnant une
borne bien meilleure ; par exemple dans [BGLMO02] il est prouvé que pour m assez grand il y a
au moins m! variétés hyperboliques de dimension n ayant le méme volume inférieur & K'm (ou
K’ dépend de n). Cependant toutes ces variétés sont obtenues comme revétements d’une variété
fixée et le résultat ci-dessus est donc essentiellement différent de ce dernier ou de ceux prouvés
par V. Emery [Emel2] ou B. Zimmermann [Zim94]. Un corollaire immédiat en est :

Corollaire A.9. Soit Leom(v) le nombre de classes de commensurabilité de n-variétés hyperbo-
liques qui contiennent un élément de volume inférieur a v. On a

lim inf 710g Leom (v)
V—00 v

> 0.

Comme il y a au moins un élément maximal par classe de commensurabilité il suit aussi du
théoréeme que pour v > V il existe au moins 2% réseaux maximaux de covolume inférieur
a v. Il a été démontré par M. Belolipetsky [Bel07] que le taux de croissance des sous-groupes
arithmétiques maximaux est sous-exponentiel et on a donc le résultat suivant.

Corollaire A.10. On note Lyax(v) (resp. Lo max(v)) le nombre de classes de conjugaison de
réseauzx cocompacts mazimauz dans SO(1,n) (resp. le nombre de celles qui sont arithmétiques)
de covolume inférieur a v. Alors Lymax est au moins exponentiel, en particulier on a

lim log L max(v)

=0.
v—=00 10g Liax (V)
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A.5 Une idée de la preuve des théorémes [A.7| et [A.8

Le théoreme est une conséquence immédiate du résultat suivant [Rail2al, Proposition
2.1] et d’un dénombrement trivial.

Proposition A.11. Soient o, 5 € {0, I}Z/m. Les variétés hyperboliques My, ... o, €t Mg, . 3.,
sont commensurables si et seulement s’il existe un p € Z/m tel que Uon ait ¥j, ajyp = S5 ou
bien Vj, ap—j = f3;.

Le principal ingrédient de la preuve de cette proposition est le lemme suivant, qui est prouvé
en utilisant des arguments inspirés de [GPS88].

Lemme A.12. Si W est une variété hyperbolique compléte, Njj, N1 sont des revétements finis de
No, Ny respectivement et 1o, 11 des plongements N, N — W alors 1o(N))Ne1(N]) est d’intérieur
vide.

Le théoréme [A7] est nettement plus dur & prouver. Cependant il est assez facile de montrer
que N, n’admet aucune isométrie d’ordre infini (et donc qu’elle n’a pas de quotient Galoisien)
en utilisant le lemme et la proposition (cf. [ABB™, Corollary 13.12]). Le cas général
utilise un argument semblable (mais plus compliqué) une fois qu’on a démontré (cf. [ABBT,
Lemma 13.17]) :

Lemme A.13. Si N, a un quotient compact il existe un revétement fini de N, qui admette une
isométrie d’ordre infini.

La preuve de ce dernier lemme utilise des résultats profonds et tres récents de I. Agol et D.
Wise (cf. [ABBT, Proposition 13.14]).
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