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Résumé

De nos jours, la plupart des analyses CEM d’équipements et systémes électroniques sont
basées sur des approches quasi-déterministes dans lesquelles les parametres internes et
externes des modeles sont supposés parfaitement connus et ol les incertitudes les affec-
tant sont prises en compte sur les réponses par le biais de marges de sécurité importantes.
Or, I'inconvénient de telles approches est qu’elles sont non seulement trop conservatives,
mais en outre totalement inadaptées a certaines situations, notamment lorsque I’objectif de
I’étude impose de prendre en compte le caractere aléatoire de ces parametres via des modé-
lisations stochastiques appropriées de type variables, processus ou champs aléatoires. Cette
approche probabiliste a fait I'objet ces dernieres années d'un certain nombre de recherches
en CEM, tant au plan national qu’au plan international. Le travail présenté dans cette these
est une contribution a ces recherches et a un double objectif : (1) développer et mettre en
ceuvre une méthodologie probabiliste et ses outils numériques d’accompagnement pour
I’évaluation de la fiabilité et 'analyse de sensibilité des équipements et systemes électro-
niques en se limitant a des modélisations stochastiques par variables aléatoires; (2) étendre
cette étude au cas des modélisations stochastiques par processus et champs aléatoires dans
le cadre d’'une analyse prospective basée sur la résolution des équations des télégraphistes
(équations aux dérivées partielles) a coefficients aléatoires.

L'approche probabiliste mentionnée au point (1) consiste a évaluer la probabilité de dé-
faillance d'un équipement ou d'un systeéme électronique vis-a-vis d'un critere de défaillance
donné et a déterminer 'importance relative de chacun des parametres aléatoires en pré-
sence. Les différentes méthodes retenues a cette fin sont des adaptations a la CEM de mé-
thodes développées dans le domaine de la mécanique aléatoire pour les études de propaga-
tion d’incertitudes. Pour le calcul des probabilités de défaillance, deux grandes catégories de
méthodes sont proposées : celles basées sur une approximation de la fonction d’état-limite
relative au critere de défaillance et les méthodes de Monte-Carlo basées sur la simulation nu-
mérique des variables aléatoires du modeéle et ]’estimation statistique des probabilités cibles.
Pour I'analyse de sensibilité, une approche locale et une approche globale sont retenues. Ces
différentes méthodes sont d’abord testées sur des applications académiques afin de mettre
en lumieére leur intérét dans le domaine de la CEM. Elles sont ensuite appliquées a des pro-
blemes de lignes de transmission et d’antennes plus représentatifs de la réalité.

Dans 'analyse prospective, des méthodes de résolution avancées sont proposées, basées
sur des techniques spectrales requérant les développements en chaos polynomiaux et de
Karhunen-Loéve des processus et champs aléatoires présents dans les modeles. Ces mé-
thodes ont fait I'objet de tests numériques encourageant, mais qui ne sont pas présentés
dans le rapport de theése, faute de temps pour leur analyse complete.

Mots-clés : compatibilité électromagnétique, propagation d’incertitudes, analyse de fiabi-
lité, analyse de sensibilité, lignes de transmission, antennes, développement en polynomes
chaos, développement de Karhunen-Loeve, équations des télégraphistes stochastiques.
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Abstract

Nowadays, most EMC analyzes of electronic or electrical devices are based on determi-
nistic approaches for which the internal and external models’ parameters are supposed to be
known and the uncertainties on models’ parameters are taken into account on the outputs
by defining very large security margins. But, the disadvantage of such approaches is their
conservative character and their limitation when dealing with the parameters’ uncertainties
using appropriate stochastic modeling (via random variables, processes or fields) is required
in agreement with the goal of the study. In the recent years, this probabilistic approach has
been the subject of several researches in the EMC community. The work presented here is
a contribution to these researches and has a dual purpose : (1) develop a probabilistic me-
thodology and implement the associated numerical tools for the reliability and sensitivity
analyzes of the electronic devices and systems, assuming stochastic modeling via random
variables; (2) extend this study to stochastic modeling using random processes and random
fields through a prospective analysis based on the resolution of the telegrapher equations
(partial derivative equations) with random coefficients.

The first mentioned probabilistic approach consists in computing the failure probability of
an electronic device or system according to a given criteria and in determining the relative
importance of each considered random parameter. The methods chosen for this purpose are
adaptations to the EMC framework of methods developed in the structural mechanics com-
munity for uncertainty propagation studies. The failure probabilities computation is per-
formed using two type of methods : the ones based on an approximation of the limit state
function associated to the failure criteria, and the Monte Carlo methods based on the simu-
lation of the model’s random variables and the statistical estimation of the target failure pro-
babilities. In the case of the sensitivity analysis, a local approach and a global approach are
retained. All these methods are firstly applied to academic EMC problems in order to illus-
trate their interest in the EMC field. Next, they are applied to transmission lines problems
and antennas problems closer to reality.

In the prospective analysis, more advanced resolution methods are proposed. They are ba-
sed on spectral approaches requiring the polynomial chaos expansions and the Karhunen-
Loeve expansions of random processes and random fields considered in the models. Al-
though the first numerical tests of these methods have been hopeful, they are not presented
here because of lack of time for a complete analysis.

Keywords : electromagnetic compatibility, uncertainty propagation, reliability analysis, sen-
sitivity analysis, transmission lines, antennas, polynomial chaos expansion, Karhunen-Loeve
expansion, stochastic telegrapher equations.
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Chapitre 1

Introduction générale

Les équipements embarqués dans les systemes électriques et/ ou électroniques modernes,
tels que dans les aéronefs, les véhicules ou les trains, sont généralement soumis a des inter-
férences électromagnétiques (IEMs) d’origines diverses. D'une part, ces IEMs peuvent étre
émises par des sources électromagnétiques (équipements électriques, antennes, etc.) pré-
sentes dans I’environnement électromagnétique de ces systemes embarqués. D’autre part
elles peuvent étre conduites par le biais des canaux offerts par les cables électriques em-
ployés pour transmettre aussi bien de la puissance que des signaux a travers les systémes
électroniques susmentionnés. Etant donné que ces IEMs peuvent étre sources de graves
conséquences sur le bon fonctionnement des systémes embarqués, et par suite des systéemes
électroniques au sein desquels ils sont installés, leur prédiction représente un enjeu majeur
dans le domaine de la Compatibilité Electromagnétique (CEM).

En vue de répondre a ce besoin de prédiction des IEMs au sein des systemes électriques
et/ou électroniques modernes, de nombreuses méthodes numériques déterministes, basées
sur une modélisation 3D des champs électromagnétiques, ont été développées. Parmi ces
méthodes on peut citer a titre d’exemple la méthode des Différences Finies dans le Domaine
Temporel (Finite-Difference in Time-Domain, FDTD) [TH00, Sul13], la méthode des Volumes
Finis dans le Domaine Temporel (Finite-Volume in Time-Domain, FVTD) [BEFM*99], la mé-
thode des moments (Method of Moments, MoM) [BP81] basée sur la résolution d’équations
intégrales, ou encore la méthode de modélisation des lignes de transmission par des ma-
trices (Transmission-Line Matrix, TLM) [Chr96].

Dans la plupart des cas étudiés, les différentes méthodes déterministes de modélisation nu-
meérique sont efficaces et fournissent des résultats précis. Cependant, les IEMs, potentielle-
ment néfastes pour les systemes embarquées, sont définies a travers un tres grand nombre
de parametres qui, dans la pratique, sont pour la plupart entachés d’incertitudes (angle
d’incidence, polarisation, amplitude, ...). Par conséquent, étant donné que ces incertitudes
peuvent avoir un impact réel sur la CEM des équipements au sein des systemes électriques
et/ou électroniques modernes, la quantification de leurs effets sur les réponses des modeles
électromagnétiques de simulation numérique s’avere étre d'une importance capitale au sein
de la communauté CEM. En ce sens, plusieurs chercheurs se sont tournés vers l'intégration
des approches probabilistes en CEM, et par suite, plusieurs méthodes relatives a ce type
d’approches ont été récemment proposées dans la littérature.
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Le premier type d’approches proposé consiste a caractériser les moments statistiques et/ou
la densité de probabilité de la réponse d’'un modele électromagnétique. La méthode de Monte-
Carlo (MC) [KTB11], considérée comme méthode de référence, peut étre notamment utilisée
dans cet objectif. Toutefois dans certains cas, elle requiert un trés grand nombre de simula-
tions pouvant induire des temps (ou cofits) de calcul prohibitifs. Plusieurs alternatives ont
alors été explorées en contexte CEM afin de s’affranchir des cofits de calcul, parfois prohibi-
tifs, induit par MC. On peut citer par exemple la méthode de collocation stochastique basée
sur les polynémes de Lagrange [Dio08, BDC*09], la méthode de collocation stochastique ba-
sée sur les intégrales de Stroud [BYHMO09], la méthode “Unscented Transform” [dAC*08], ou
la méthode du développement en polynémes chaos [CHLO6, ALW" 11, MC14b].

Toutefois, lorsque des exigences de fiabilité ou normatives sont imposées a des équipe-
ments ou des systemes potentiellement soumis a des IEMs, le recours a un second type
d’approche est nécessaire [Gar10]. Dans ce contexte, 'on s’'intéresse a la probabilité qu'un
systeme soit défaillant vis-a-vis d'un critére ou d’'un ensemble de critéres de défaillance don-
nés (e.g. un dépassement de valeurs seuils de courants, de tensions ou de puissances). Une
telle approche, communément désignée par “analyse de fiabilité”, a par exemple été explo-
rée dans [KMDRO07, Gar10, GKZ" 11]. Plus récemment encore, I'application en contexte CEM
de méthodes issues du domaine de la mécanique des structures, relatives a I’analyse de fia-
bilité, a été explorée au cours de travaux de these. Ces travaux de these, débutées en Octobre
2012 simultanément avec ceux présentés au sein de ce manuscrit, ont été conduits par M.
Larbi et dirigés par M. Philippe Besnier [Lar16]. Toujours relativement a I’analyse risque, le
recours a I'évaluation des valeurs extrémes d’'un modele électromagnétique sujet a des in-
certitudes a été explorée dans [KHDP13, BR15].

Alinstar des travaux présentés dans [Lar16], les travaux de thése décrits au sein de ce manus-
crit s’'inscrivent dans le cadre de 'application de méthodes d’analyse de fiabilité en contexte
CEM, I'objectif étant d’explorer leur intégration au sein du domaine de la CEM. Les princi-
pales méthodes de fiabilité développées dans le domaine de la mécanique des structures y
sont alors présentées et détaillées. Leur adaptation et leur application au cadre du domaine
de la CEM sont, dans un premier temps, testées a travers un exemple simple de fiabilité
CEM. En outre, une analyse tres souvent utilisée en complément de I'analyse de fiabilité,
a savoir 'analyse de sensibilité, est abordée au sein de ce mémoire. Comme les méthodes
d’analyse de fiabilité, les principales méthodes d’analyse de sensibilité y sont présentées et
détaillées. Il est important de noter que parmi ces méthodes d’analyse de sensibilité, figure
une méthode qui n’a jamais été mise en ceuvre dans le domaine de la mécanique ou encore
moins dans le domaine de la CEM. Cette méthode d’analyse de sensibilité a été développée
de maniére exclusive dans le cadre de ces travaux de these. Lefficacité, la précision et I'in-
térét des méthodes de fiabilité et de sensibilité présentées au sein de ce manuscrit sont en-
suite explorées a travers différentes applications représentatives de la réalité. Ces différentes
applications concernent plus spécifiquement des problemes de lignes de transmission et
d’antennes. D’une part, la fiabilité et la sensibilité de lignes de transmission soumises a des
incertitudes d’origines diverses sont étudiées en supposant de tres fortes exigences de fiabi-
lité (i.e. de trés faibles probabilités de défaillance). D’autre part, les méthodes d’analyse de
fiabilité et de sensibilité sont appliquées dans le cadre de la conception d'une antenne large
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bande afin de garantir un certain niveau de fiabilité de celle-ci, au regard des incertitudes
inhérentes a sa conception. Ce cas d’étude a notamment fait 'objet de la fabrication et du
test d'un prototype d’antenne.

Avant d’aborder les différents points mentionnés ci-dessus, commencons tout d’abord par
aborder le contexte et les motivations qui ont poussé a mener ces travaux. Cette démarche
est notamment conduite au sein du chapitre 2, qui outre le contexte et les motivations de
ces travaux, présente un état de I'art des études relatives a l'intégration des approches pro-
babilistes en CEM en insistant sur leur intérét pour la discipline. De plus, les objectifs de
ces travaux y sont présentés, et une description plus détaillée de I'organisation du travail
présenté au sein de ce manuscrit est donnée.
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2.1 Contexte et motivations

2.1.1 Définition et approche historique des IEMs

Pour tout projet industriel faisant intervenir de I'électronique, tel que la conception d’'un
appareil élémentaire électrique et/ou électronique (e.g. capteur, etc.) ou la conception d'un
systtme ! (e.g. aéronef, automobile, train, centrale électrique, etc.), 'environnement élec-
tromagnétique est devenu 'un des parametres a prendre en compte au méme titre que la
tenue en température ou la tenue aux vibrations. Cette prise en compte doit avoir lieu de
la conception a l'installation ou la mise en service finale du produit. Aux différents stades
d’évolution de celui-ci, les facteurs d’influence pris en considération doivent évoluer et étre
aussi représentatifs que possible de la réalité. A de rares exceptions pres, les appareils élec-
triques et/ou électroniques au sein d'un systeme ne travaillent pas de maniere isolée. De
I'énergie électromagnétique peut franchir non intentionnellement les frontieres soit pour y
pénétrer, soit pour s’en échapper, par différents acces (voir la figure 2.1) regroupés en deux
grands types, a savoir les acces par rayonnement (ou acces par I’enveloppe) et les acces par
conduction (ou acces par les cables électriques). On parle alors de perturbations ou d’inter-
férences électromagnétiques (IEMs).

Réseau d'alimentation AC

1" Acces par les bornes
) dalimentation '\

Capteur 1 [ p=——————e = Emm————
Unité de controle
et de commande ST
Acces par les bornes
Capteur 1 de sortie ' |
| |l f
Acces par les bornes || I. |
de terre — 1 )
i Acces par les bornes
_ de mesure et de contréle

Appareil

FIGURE 2.1 — Acces d'un appareil [COS16].

Une interférence électromagnétique (IEM) peut avoir lieu aussi bien sur un appareil que
sur un systeme ou une installation comprenant plusieurs appareils électriques et/ou élec-
troniques. Pouvant étre un bruit électromagnétique, un signal non désiré, ou une modifi-
cation du milieu de propagation lui-méme, toute IEM présente un risque pour I'appareil
ou le systeme sur lequel elle occure. En effet, 'énergie électromagnétique captée non in-

1. On entend par systéme, une association de plusieurs appareils (ou équipements) élémentaires congus
pour accomplir une tache donnée et destinés a fonctionner en tant qu’en entité individualisée, par exemple
I'ordinateur composé d’'une unité centrale, d'un écran, d'une souris, d'une imprimante, etc.

6
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tentionnellement par un appareil ou un systeme électrique et/ou électronique peut entrai-
ner une perturbation dans le fonctionnement de celui-ci. Cette perturbation peut aller du
simple désagrément, comme le crépitement dans un récepteur radio ou 'image rayée sur
un écran de télévision, a la perte de fonctionnalité momentanée ou permanente d'un appa-
reil ou d'un systeme. Ainsi, une IEM se définit plus formellement comme “tout phénomene
électromagnétique susceptible de dégrader les performances d'un dispositif ou d'un sys-
teme électrique et/ou électronique”.

Le phénomene des IEMs a attiré I'attention depuis déja plusieurs décennies. En effet, des
chercheurs s’y sont intéressés des 1930, date des débuts du développement des transmis-
sions radiophoniques. Les premieres études sont alors lancées et des comités de réflexion
voient le jour (e.g. création en 1934 du Comité International Spécial des Perturbations Radio-
électriques (CISPR) [COS16], organisme qui s’intéresse aux perturbations radioélectriques
rayonnées et émises). Leurs travaux cernent déja les facteurs déterminants dans les pertur-
bations et définissent les premiers concepts qui servent aujourd’hui a qualifier les phéno-
menes et matériels. Mais ces préoccupations ne concernent encore que les phénomeénes
rayonnés a haute fréquence. Jusqu'en 1950, les machines alimentées en basse fréquence
restent en effet pratiquement insensibles aux phénomenes perturbateurs. Les fortes ampli-
tudes des tensions qui les alimentent leur conferent encore une insensibilité suffisante.

Au cours des années 1960, plusieurs évolutions technologiques concourent simultanément
a augmenter I'impact des IEMs et leur enjeu économique :

e On assiste tout d’abord a un rapide développement des applications de I’électricité
dans tous les domaines (aéronautique, ferroviaire, automobile, défense, télécommu-
nications, etc.); le nombre d’appareils utilisant I’énergie électrique augmente rapide-
ment et, par voie de conséquence, le nombre de sources d’'IEMs.

o Lélectronique fait son entrée a grande échelle dans tous les secteurs de I'activité éco-
nomique; 'utilisation des appareils de commande et de contrble électroniques se ré-
pand. Plus généralement, les systemes électroniques voient leurs champs d’applica-
tion s’étendre a la plupart des domaines de I'industrie et du tertiaire ; alimentés par des
signaux de faible amplitude et placés dans I'’environnement des machines alimentées
en courant fort, ils sont particulierement sensibles aux phénomenes perturbateurs.

e Linformation enfin connait une véritable explosion. Ses fonctions se multiplient, de-
puis les activités de gestion et de traitement de texte jusqu’a la gestion des process.

Depuis les années 1960, ces tendances se sont accentuées. Tout d’abord, les équipements ont
vu leur sensibilité électromagnétique augmentée. En effet, les composants électroniques,
dont l'utilisation est devenue quasi générale, travaillent a des niveaux de tension de plus en
plus bas, et peuvent alors étre perturbés des que la tension s’écarte de plus de 3% de sa valeur
nominale en régime établi. En outre, intégrés aux matériaux les plus divers, les composants
électroniques sont largement décentralisés et interconnectés, augmentant ainsi les effets né-
gatifs des IEMs. Et enfin, les sources d’'IEMs sont devenues de plus en plus nombreuses.

Du fait des augmentations simultanées de la sensibilité électromagnétique des équipements,
des effets néfastes des IEMs, et du nombre de leurs sources, les IEMs ont été responsables de
nombreux accidents par le passé. On peut citer par exemple la destruction du porte-avions
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Forrestal en 1967 lors de la guerre du Viét-Nam, la mise hors service du destroyer britannique
HMS Sheffield en 1982, ou encore les accidents survenus aux hélicopteres Sikorsky de la sé-
rie UH-60 Black Hawk [COS16]. Plus généralement, des incidents de fonctionnement allant
jusqu’a des détériorations de process, des pertes d'information (perte ou altération de don-
nées en informatique, erreurs de calcul) constituant des dysfonctionnements graves et aux
conséquences parfois préjudiciables, ont été observés au fil des années. Ce contexte a alors
amené depuis I'ensemble des partenaires compétents a conduire un travail de clarification
des concepts, a développer des méthodologies d’analyse et de mesure, et a esquisser des en-
sembles de recommandations acceptables par tous les partenaires concernés, en renforcant
la maitrise de la compatibilité électromagnétique.

2.1.2 La Compatibilité Electromagnétique

La compatibilité électromagnétique (CEM) est définie comme étant ’aptitude d'un dis-
positif, d'un appareil ou d'un systéme a fonctionner dans son environnement électroma-
gnétique de facon satisfaisante et sans produire lui-méme des perturbations électromagné-
tiques intolérables pour tout ce qui se trouve dans cet environnement. Elle revét donc deux
aspects détaillés ci-apres :

o Tout appareil doit fonctionner de facon satisfaisante dans son environnement élec-
tromagnétique. Cela signifie que chaque appareil doit “résister” aux agressions que
constituent les IEMs provenant du méme milieu, et donc qu’il doit étre “immunisé”
contre celles-ci. Son niveau d'immunité doit alors étre suffisamment élevé : cela reléve
de la susceptibilité électromagnétique.

e Aucun appareil ne doit produire lui-méme des IEMs intolérables pour tout ce qui se
trouve dans son environnement. Plus précisément, son niveau d’émission de pertur-
bations pour ledit environnement doit étre suffisamment bas pour que tout ce qui fi-
gure dans cet environnement lui soit insensible.

La définition de la CEM met donc en lumieére les trois notions fondamentales suivantes :

1. le niveau d’émission, caractérisant quantitativement la production d’'IEMs par un ap-
pareil ou un équipement;

2. le niveau d’immunité, caractérisant la résistance d'un appareil aux agressions que
constituent les IEMs en provenance de son environnement;

3. 'environnement électromagnétique qui détermine le couplage entre les sources des
IEMs et les appareils ou composants “victimes”.

Le but de 'analyse CEM d’'un équipement ou d’'un systeme électrique et/ou électronique
est alors d’estimer de maniere quantitative la compatibilité électromagnétique de celui-ci.
Il s’agit de déterminer la marge de compatibilité électromagnétique de 1'équipement sous
étude, ou de chaque équipement du systeme sous étude, et de vérifier qu’elle est supérieure
a une valeur positive fonction de la sécurité recherchée; cette marge de compatibilité élec-
tromagnétique étant définie a travers le niveau d'immunité d'un appareil élémentaire et le
niveau d’émission auquel cet appareil est soumis?. En régle générale, I'analyse CEM d’un

2. Pour plus de détails concernant la détermination de la marge de compatibilité électromagnétique d'un
équipement ou d'un systeme électrique et/ou électronique, le lecteur peut se référer a I'ouvrage [COS16].

8
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FIGURE 2.2 — Test sur un F-16 de I'U.S. Air Force au sein d'une chambre anéchoique [For14].

systeme est menée de maniére expérimentale en évaluant les effets des IEMs sur celui-ci
par le biais de moyens d’essai, parmi lesquels on peut citer a titre d’exemple les chambres
anéchoiques (voir la figure 2.2) et les chambres réverbérantes (voir la figure 2.3). En com-
plément de ces moyens d’essai expérimentaux, qui peuvent se révéler tres couteux ou tres
compliqués (voire impossible) a mettre en ceuvre, de nombreuses méthodes numériques
déterministes basées sur une modélisation 3D des champs électromagnétiques ont été dé-
veloppées; ces méthodes permettant notamment de limiter les surcoftts liés a la mise ceuvre
d’essais expérimentaux. Parmi ces méthodes on peut citer la méthode des Différences Fi-
nies dans le Domaine Temporel (Finite-Difference in Time-Domain, FDTD) [TH00, Sul13],
la méthode des Volumes Finis dans le Domaine Temporel (Finite-Volume in Time-Domain,
FVTD) [BEM*99], la méthode des moments (Method of Moments, MoM) [BP81] basée sur la
résolution d’équations intégrales, ou encore la méthode de modélisation des lignes de trans-
mission par matrices (Transmission-Line Matrix, TLM) [Chr96]. Outre ces méthodes numé-
riques, des formules analytiques ou semi-analytiques additionnelles ont été développées se-
lon la complexité du phénomeéne d’'IEMs étudié. On peut citer par exemple la formule ana-
lytique de couplage d’'une onde plane sur une ligne de transmission donnée dans [RBHT02],
ou encore la formule analytique de couplage par diaphonies inductive et capacitive au sein
d’une ligne de transmission, donnée dans [Pau07].

Avec les récentes évolutions technologiques, la CEM connait un essor fulgurant et revét une
trés grande importance dans le processus de conception d'un appareil ou d'un systeme
électrique et/ou électronique. On assiste d’'une part a une évolution croissante du nombre
d’appareils électriques et/ou électroniques au sein des véhicules, des aéronefs et des trains
(e.g. ordinateurs de bord, rétroviseurs électriques, caméras, borne de chargement par induc-
tion, antennes wifi, capteurs) qui, par voie de conséquence, augmente le nombre de sources
d'IEMs; et d’autre part ces appareils électriques et/ou électroniques deviennent de plus en
plus sensibles aux IEMs. Dans la pratique, I'approche CEM est, par conséquent, rendue assez
délicate du fait de la diversité des phénomeénes rencontrés et des possibilités d’action a leur
égard dont peu disposer un ingénieur en cas de probleme rencontré. Cela nécessite tres sou-
vent de réaliser un compromis entre différents impératifs, et notamment de tenir compte des
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FIGURE 2.3 — Photograhie de la chambre réverbérante de I'Institut Pascal [Jan14].

cotits, directs ou induits, des choix effectués [Mau1l3]. Dans cet esprit, il est également néces-
saire de prendre en compte la nature aléatoire de certains phénomenes perturbateurs, et par
voie de conséquence, la nature aléatoire des réponses des appareils ou systémes électriques
et/ou électroniques soumis a ces phénomenes perturbateurs entachés d’incertitudes.

2.1.3 Lesincertitudes en CEM

Alinstar de la plupart des domaines scientifiques (la mécanique, la chimie, etc.), les in-
certitudes ont toujours été présentes dans le domaine de I'électromagnétisme. Par exemple,
il est facile de s’en apercevoir a travers les bases de données des composants électriques
et/ou électroniques, ou a travers certaines normes [Rog, AFN13]. En effet, en se référant
aux bases de données des composants électriques et/ou électroniques mis en vente sur
le marché, il est possible de voir que la donnée des valeurs nominales de leurs caracté-
ristiques (électriques, thermiques, etc.) est associée a des niveaux de tolérance définies en
termes d’intervalles centrés autour de ces valeurs nominales (voir par exemple [Rog]). On
pourrait aussi se référer a cet effet, a la norme francaise NF EN 62305-1 de Novembre 2013
[AFN13] relative a la protection contre la foudre, au sein de laquelle il est indiqué que les
parametres du courant de foudre (le courant de créte, le temps de montée, la durée du choc,
etc.) sont sujets a des distributions statistiques, ces derniéres pouvant étre supposées lo-
gnormales [LoLHVES91].

Le domaine spécifique de la CEM ne fait pas exception a cette regle. Notamment, dans le
cadre de’analyse CEM d’'un équipement ou d'un systeme, les niveaux d'immunité et d’émis-
sion permettant de déterminer la marge de compatibilité électromagnétique, sont en pra-
tique sujets a des distributions statistiques [COS16]. Par exemple, la nature aléatoire du ni-
veau d’émission peut étre dii a un manque de connaissance précise sur les parametres des
éventuelles IEMs pertubatrices (d’origine artificielle ou naturelle), et le niveau d’immunité
peut également montrer une distribution aléatoire en raison des aléas inhérents a la fabri-
cation de I’équipement concerné. Compte tenu de ces incertitudes, I’analyse CEM en mi-
lieu industriel est menée d’'une part en considérant pour les niveaux d'immunité et d’émis-
sion d’'intérét, des valeurs jugées “extrémes” dans le sens ou elles ne seraient potentielle-
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ment presque jamais dépassées. Ces valeurs jugées “extrémes” peuvent étre par exemple
95%, 98% ou 99% des distributions statistiques susmentionnées [COS16], la spécification de
ces valeurs étant fixée par un accord entre les parties concernées, ou par la norme du pro-
duit concerné. D’autre part, toujours compte tenu de ces incertitudes, on impose que les
marges de compatibilité électromagnétique soit tres grandes (e.g. supérieures a 10 dB ou 20
dB) de sorte a couvrir au mieux les occurences de ces marges, qui en pratique s’averent étre
aléatoires. Néanmoins, bien qu’ayant fait ses preuves, cette procédure possede des limita-
tions non négligeables qu'’il convient de mettre en lumiere. En effet, on s’apercoit aisément
qu’elle peut d'une part mener a un surdimensionement de I'équipement ou du systéme sous
étude, et qu’elle peut d’autre part s’avérer insuffisante a garantir la CEM d’un systeme dans
des situations réellement extrémes. Par exemple, le surdimensionnement d'un élément non
critique au sein d'un systéme pourrait engendrer un cotit de production prohibitif au regard
de son utilité. En outre, dans le cas de systemes hautement sensibles telles que des centrales
élecriques, des “data-centers” ou des avions commerciaux, des occurences des niveaux d’im-
munité et d’émission supérieures a leurs valeurs supposées “extrémes” peuvent conduire a
une perte de fonctionnalité permanente, non envisageable d’'un point de vue économique
et/ou sécuritaire (e.g. la perte de fonctionnalité permanente d'une centrale électrique prive-
rait d’électricité des milliers de familles et induirait de trés importants coftits de réparation).

FIGURE 2.4 — Photograhie d'un avion de ligne victime d'un impact foudre.

En opposition a ces différentes limitations, I'impact des incertitudes en CEM ne cesse de
grandir compte tenu de la sensibilité électromagnétique de plus en plus accrue des équi-
pements, et de 'augmentation toujours grandissante du nombre de sources d'IEMs au sein
des systemes. Il est devenu des lors urgent au sein de la communauté CEM de définir de
nouvelles procédures adaptées a une prise en compte plus efficace des incertitudes en CEM.
C’est notamment dans ce contexte, que la communauté CEM s’est sont tournée au cours
des dernieres années vers une approche probabiliste, intégrant de facon naturelle les incer-
titudes (ou la nature aléatoire) des grandeurs considérées.
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2.2 Approche probabiliste en CEM

2.2.1 Etatdelart

Lintégration d'une approche probabiliste en CEM afin de prendre en compte de ma-
niere rationnelle les incertitudes est une problématique encore trés récente, mais qui s’est
constamment développée au sein de la communauté CEM au cours de ces derniéres an-
nées. Compte tenu de I'intérét de ce type d’approche, qui sera détaillé plus loin, sa popu-
larité au sein de la communauté CEM pour la prise en compte des incertitudes a connu
un essor fulgurant. De ce fait, ce type d’approche a fait I'objet de plusieurs applications, au
fil de ces derniéres années, en CEM [Dio08] et plus spécifiquement dans le cadre de la Bio-
CEM [VMNPO08], de l'efficacité de blindage [dTC09], de la vulnérabilité [PBL11], ou encore de
la propagation et la dispersion [PBL11]. Ces applications ont alors donné lieu au développe-
ment et/ou a la mise en ceuvre de plusieurs méthodes numériques adaptées, généralement
connus sous I'appelation de méthodes de propagation d’incertitudes. Dans ce contexte, nous
nous proposons de donner un bref apercu de quelques méthodes de propagation d’incerti-
tudes parmi les plus utilisées en CEM de nos jours.

Les premieres méthodes de propagation d’incertitudes utilisées en CEM sont axées sur 1’éva-
luation des moments statistiques de la réponse aléatoire des systemes et, dans certains cas,
sur le calcul de la loi de cette derniere. Parmi ces méthodes, on peut citer a titre d’exemple
les méthodes de Monte-Carlo [KTB11], la méthode de collocation stochastique [BDC*09,
BYHMO09], la méthode “Unscented Transform” [dAC™08], ou encore la méthode du dévelop-
pement en polyndmes chaos [MC14b], parmi les plus populaires et les plus utilisées. Une
breve description de ces derniéres est donnée ci-apres.

Les méthodes de Monte-Carlo désignent les méthodes visant a calculer une valeur numé-
rique en utilisant des procédés aléatoires [KTB11]. C’est notamment ce qui a inspiré leur
nom, faisant allusion aux jeux de hasard pratiqués a Monte-Carlo, dans la principauté de Mo-
naco. La méthode fondatrice, désignée par méthode de Monte-Carlo classique (Crude Monte
Carlo) ou tout simplement par méthode de Monte-Carlo (MC), a été inventée et utilisée au
cours de la seconde guerre mondiale lors de la réalisation de la premiere bombe atomique.
Elle utilise la loi des grands nombres afin d’évaluer une quantité déterministe, généralement
une intégrale, représentant I’espérance mathématique d’'une certaine variable aléatoire d’in-
térét. Robuste (du fait de son indépendance vis-a-vis de la dimension et de la régularité du
probleme traité) et treés simple a implémenter, la méthode de MC est considérée comme la
méthode de référence. Elle a, par exemple, été mise en ceuvre dans [MBCDO02] pour la si-
mulation d'une onde plane au sein d’'une chambre réverbérante, ou encore dans [ORMP06]
afin d'un définir un modele statistique pour une chambre réverbérante. Cependant, du fait
de sa convergence lente (en 1/ Vv'N, ol N représente le nombre de réalisations du vecteur
aléatoire considéré), la méthode de MC requiert un nombre relativement important d’éva-
luations qui, dans certains cas, induit des temps de calcul prohibitifs. Face a cette limitation,
de nombreux travaux ont été réalisés afin de réduire le nombre d’évaluations de la méthode
de MC. Ceux-ci ont donné lieu a I’élaboration de plusieurs variantes de cette méthode, com-
munément appelées méthodes de réduction de variance. Sans étre exhaustif, on peut citer
parmi les plus populaires, la méthode de Quasi Monte-Carlo (QMC), la méthode d’échan-
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tillonnage préférentiel, ou la méthode de stratification ®. D’autres types de méthodes de ré-
duction de variance ont été aussi proposées dans [MBCDO02]. Contrairement aux méthodes
plus génériques susmentionnées, celles-ci sont basées sur une réécriture spécifique des for-
mules de calcul des moments statistiques, en fonction des caractéristiques de la quantité
d’intérét considérée.

Toute comme les méthodes de Monte-Carlo, la méthode de collocation stochastique (CS)
permet d’évaluer les moments statistiques de la réponse aléatoire d'un modéle. Représen-
tant une alternative a la méthode de MC, le principe de cette méthode consiste tout d’abord
a projeter la réponse aléatoire du modele sur une base de polynémes de Lagrange. A partir
de cette projection, il devient aisé d’approcher les moments statistiques de la quantité aléa-
toire d’'intérét par des sommes pondérées mettant en jeu, d'une part des réalisations de la
réponse du modele au niveau de points spécifiques appelés points de collocation, et d’autre
part des poids de collocation. Ces points et poids de collocation, données par la regle de
quadrature (ou d’'intégration) de Gauss, sont choisis en fonction des lois de probabilité des
variables aléatoires d’entrée du modeéle considéré. Par exemple, pour une variable aléatoire
normale (resp. uniforme), les points et poids de collocation associés sont choisis en accord
avec la regle de quadrature de Gauss-Hermite (resp. Gauss-Legendre). En contexte CEM, la
méthode de CS a été mise en ceuvre dans [BDC*09] afin de simuler numériquement une
chambre réverbérante, ou encore dans [Jan14] afin de quantifier 'impact des incertitudes
dans le processus du retournement temporel. Outre la méthode de collocation susmention-
née, il existe une méthode de collocation stochastique qui elle, est basée sur les regles d’in-
tégration de Stroud [Str57]. Cette derniere a notamment été mise en ceuvre en contexte CEM
dans [BYHMO09] afin de caractériser, d’'un point de vue statistique, les IEMs et la CEM de pla-
teformes électriquement grandes telles que des carrosseries de véhicules.

La méthode “Unscented Transform” (UT) représente également une alternative ala méthode
de MC et s’appuie sur une philosophie assez similaire a celle de la CS susmentionnée. En ef-
fet, elle permet d’approcher les premiers moments statistiques de la réponse aléatoire du
modele considéré par le biais de sommes pondérées. Les points (appelés “sigma points”) et
les poids, définissant ces sommes pondérées, sont déterminés ici a partir de la résolution
d'un systéme d’équations linéaires mettant en jeu les moments statistiques d’ordre k des
différentes variables aléatoires d’entrée du modele [JU0O4]. Ce systeme d’équations est ob-
tenu d’'une part en décomposant chacune des variables aléatoires d’entrée en une somme
de sa moyenne et d'une variable aléatoire centrée de loi connue, et d’autre part en consi-
dérant un développement de Taylor tronqué a 'ordre k de la réponse aléatoire du modele.
Alinstar de la CS, les “sigma points” et les poids peuvent étre déterminés par le biais de la
regle de quadrature de Gauss, et par suite, sont fonctions des lois respectives des variables
aléatoires d’entrée. Dans la littérature, la méthode UT a été mise en ceuvre en contexte CEM
dans [dAC"08] dans le cadre de la caractérisation de fréquence de résonance en cavité et
dans le cadre de propagation guidée, afin de valider cette approche en domaine fréquentiel
et en domaine temporel. Elle a aussi été mise en ceuvre dans [dTCO09] afin de caractériser
d'un point de vue statistique 'efficacité de blindage d'une boite métallique possédant une
ouverture.

3. Pour une description plus détaillée des méthodes de réduction de variance, le lecteur intéressé peut se
référer aux ouvrages [KTB11, Sad09].
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Une autre alternative a la méthode de MC, trés populaire dans le domaine de la CEM est la
méthode du développement en polyndmes chaos [SK00]. Elle consiste en une projection de
la réponse aléatoire du modele considéré sur une base de polynémes orthogonaux, commu-
nément appelés polynémes chaos; une telle projection permet alors d’approcher aisément
les moments statistiques de la réponse aléatoire du modeéle. Cette méthode a été proposée
dans [SMC11] afin de caractériser les tensions et courants évoluant au sein d'une ligne de
transmission soumise a des incertitudes. Au fil des années, elle a été mise en ceuvre dans
le cadre de plusieurs applications CEM [ALW* 11, MC12, MC14b, MCl4a, MGZC15], permet-
tant ainsi de prouver sa précision, son efficacité, ainsi que son grand intérét dans le cadre de
I'étude de la propagation d’incertitudes en CEM. Une description beaucoup plus détaillée
de cette méthode est donnée au sein de I’annexe B.3. Bien que les alternatives a la méthode
de MC susmentionnées soient d'une tres grande efficacité, elles souffrent cependant d’'une
forte dépendance a la dimension aléatoire du probleme de propagation d’incertitudes sous
étude qui, dans certains cas, induit des temps de calculs plus importants que ceux de MC.

D’autres méthodes de propagation d’incertitudes ont fait leur apparition dans le domaine de
la CEM tres récemment. Ces méthodes sont congues pour prendre en compte des exigences
de fiabilité ou normatives imposées a des systemes potentiellement soumis a des IEMs. Dans
ces cas, on s'intéresse a la probabilité qu'un équipement ou un systeme électrique et/ou
électronique soit défaillant (ou a la “probabilité de défaillance” de ce systeme) vis-a-vis d'un
critere ou d'un ensemble de criteres de défaillance donné, e.g. des valeurs seuils de cou-
rants, de tensions ou de puissances a ne pas dépasser. De telles méthodes, désignées sous le
nom de méthodes d’analyse de fiabilité ou méthodes d’analyse de risque, visent a définir le
meilleur compromis (ou I’équilibre le plus adéquat) entre le niveau d’émission de I'environ-
nement électromagnétique et le niveau d'immunité du systeme étudié, soit pour satisfaire
des exigences imposées par des organisations gouvernementales ou normatives, soit pour
définir un meilleur dimensionnement CEM des équipements en termes de fiabilité et de
cotit. Une introduction a 'analyse de fiabilité en contexte CEM est notamment donnée au
sein de 'article [Gar10]. Une des méthodes d’analyse de fiabilité proposée dans la littéra-
ture, consiste a émettre des hypotheses sur le type de loi de la réponse aléatoire du modele
considéré. Cette démarche a notamment été mise en ocuvre dans [KMDRO07] ou1 une loi de
Rayleigh est utilisée pour I'amplitude d’'une composante du champ électrique a I'intérieur
d’'une chambre réverbérante, ainsi que dans [GKZ*11] ou1 une loi beta généralisée est consi-
dérée pour une tension induite par couplage. En outre, lorsque la loi de la réponse aléatoire
du modele considéré est inconnue, une méthode alternative consiste a évaluer les valeurs
extrémes du modele considéré. Cette méthode basée sur la théorie des valeurs extrémes a
notamment fait ’objet de travaux récents présentés dans [KHDP13, BR15].

Plus récemment encore, le recours a des méthodes avancées d’analyse de fiabilité, telles
que celles développées dans le domaine de la mécanique des structures, a été proposé dans
[LBP15] ou ces méthodes sont appliquées a un probléme de couplage par diaphonie. Etant
donné que I'intégration en contexte CEM des méthodes de fiabilité développées dans le do-
maine de la mécanique des structures fait aussi I'objet de ces travaux de these, une descrip-
tion détaillée de celles-ci sera donnée plus loin.
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2.2.2 Intérét d’'une approche probabiliste en CEM

Lintérét d'une approche probabiliste en CEM est tout d’abord de mieux maitriser les
marges de compatibilité électromagnétique en tenant compte de leur nature aléatoire. En
effet, on comprend bien que les marges de compatibilité électromagnétique actuelles, aussi
grandes soient-elles, ne permettent pas de savoir quelle est la probabilité qu’elles deviennent
négatives compte tenu des incertitudes inhérentes a I’équipement ou au systeme électrique
et/ou électronique réel sous étude. Imposer qu’elles soient élevées (voire tres élevées) a alors
pour objectif de couvrir ce risque, mais cette démarche peut induire un surdimensionne-
ment ou s’avérer tout simplement insuffisante lors de I'analyse CEM d'un équipement ou
d’un systeéme électrique et/ou électronique [FKP* 16]. Aussi, étant donné que les marges de
compatibilité électromagnétique sont pour la plupart génériques, elles ne permettent pas de
s’adapter a chaque cas d’étude possédant ses spécificités propres.

Ensuite, puisque les marges de compatibilité électromagnétique actuelles sont générale-
ment régies par des normes (francaises, européennes et/ou internationales), elles sont dif-
ficilement discutables et, proposer une évolution de ces marges demeure compliqué sans
démonstration rigoureuse. Pour cette raison, la mise en ceuvre d’'une approche probabiliste,
en appui a I'approche déterministe déja existante, peut permettre de remettre en question
ces marges de compatibilité électromagnétique de facon rigoureuse et par suite, peut per-
mettre de les faire évoluer dans le sens de la prise en compte des incertitudes inhérentes aux
phénomeénes physiques observés.

De plus, dans le cadre d'une démarche industrielle, I'intégration d’'une approche probabi-
liste en CEM peut servir a optimiser le dimensionnement d’'un équipement ou d'un systeme,
auregard de la CEM et de la nature aléatoire de certains phénomeénes perturbateurs. En effet,
une telle approche peut permettre de renforcer, en amont, certaines spécifications ou d’en
relacher d’autres, en fonction du niveau de sécurité recherché ou de toute autre contrainte
(financiere, technique,...) liée a la production et a la mise en service effective de 1'équipe-
ment ou du systeme sous étude [BDG*16].

De maniere plus générale, 'approche probabiliste en CEM peut avoir une importante ap-
plication dans la prise de décision grace aux informations qu’elle fournit. Ceci peut étre no-
tamment le cas pour comparer des solutions de design CEM ou comparer des procédés de
fabrication tout en tenant compte, a la fois, des aspects CEM, aléatoires, techniques, finan-
ciers, etc. On peut, par exemple, calculer un bilan qui associe une probabilité de défaillance
aun cott de défaillance et un cotit de réparation, pour choisir le meilleur compromis. Aussi,
elle peut aider a la détermination des composants critiques d'un équipement, ou des équi-
pements critiques au sein d'un systeme. Dans ce cas, un travail sur la réduction des incerti-
tudes a considérer peut étre envisagée.
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2.3 Objectifs et organisation du travail

2.3.1 Objectifs du travail

Bien qu'il existe dans la littérature plusieurs théories liées a la prise en compte des incer-
titudes (e.g. la logique floue introduite par Zadeh [Zad65] mise en ceuvre en contexte CEM
dans [[TS"99], ou l'arithmétique des intervalles introduite par Moore en 1966 [Moo066]),
nous adoptons, a l'instar des différents travaux susmentionnés, une vision probabiliste des
incertitudes en CEM. L'objectif principal de ces travaux de these est alors d’explorer l'inté-
gration d’'une approche probabiliste relative aux analyses de fiabilité et de sensibilité, dans
le cadre de la CEM. Plus spécifiquement, on s’intéresse au cas des lignes de transmission et
des antennes qui, de nos jours, voient leur importance s’accroitre de plus en plus au sein des
systémes électriques et/ou électroniques, et qui dans le méme temps sont sujets a des phé-
nomenes de nature aléatoire. On se propose alors de donner des éléments de justification de
ces choix ci-apres.

(a) Photographie (b) Modélisation numérique

FIGURE 2.5 — Cables au sein d'un Airbus A380.

D’une part, les lignes de transmission (ou plus communément les cables électriques) sont
de plus en plus employées pour transmettre aussi bien de la puissance que des signaux au
sein des systemes électriques et/ou électroniques modernes comme les aéronefs ou les vé-
hicules. A titre d’exemple, '’Airbus A320 compte deux cent kilometres de cablage [Guil4], et
I’Airbus A380 en compterait quatre cent kilometres [Jul13]. Autant pour des raisons pratiques
de montage que pour optimiser 'encombrement, ces cables sont généralement constitués
d’'un grand nombre de lignes électriques regroupées dans des torons. Les champs électro-
magnétiques présents dans I'espace confiné ou se trouvent regroupées ces lignes multiples
interagissent avec chacune d’entre elles et génerent des couplages par diaphonies pouvant
induire des IEMs néfastes pour les circuits situés en bout de lignes. La prédiction de ces
IEMs représentant un enjeu majeur en CEM, bon nombre de modeéles déterministes, parmi
ceux présentés a la section 2.1.2, ont été mis en ceuvre afin de prédire ces IEMs. Cepen-
dant, les grandeurs véhiculées par ces cables ou faisceaux de cables sont sensibles a un trés
grand nombre de parameétres qui, en pratique, sont entachés d’incertitudes : la polarisa-
tion, 'angle d’incidence et 'amplitude des IEMs perturbatrices, la position des équipements
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et I'architecture de cablage [KMDRO07] au sein du systeme (longueur, position, hauteur par
rapport au plan de masse), la variabilité des composants, ou une pure absence de connais-
sance [BP01]. On s’apercoit alors que, pour les mémes raisons que celles évoquées au sein de
la section 2.1.3, le recours a une simple analyse déterministe via les modeles susmentionnés
est insuffisante et inadaptée.

D’autre part, a l'instar des lignes de transmission, les antennes interviennent de plus en
plus dans notre quotidien. En témoigne I’avenement de la communication sans fil, tres uti-
lisée dans de nombreux secteurs tels que la télécommunication (réseau GSM, réseau 3G,
réseau 4G, etc.) [RMP"13], 'automobile (réception radio, réseau wifi, etc.), ou la défense.
Ce type de communication est le fruit d’émission et de réception de signaux par des an-
tennes ou des réseaux d’antennes, souvent tres complexes, allant des Radio-Fréquences (RF)
al’optique. Ainsi, la mise en oeuvre de moyens (expérimentaux et numériques) performants
visant a reproduire ces systemes de communication complexes au plus prés est primor-
diale [XHT*08, LHK"09, HLLJ11]. Ces points se révelent cruciaux tant les structures mises
en oeuvres sont complexes et originales : objets massivement communicants, systemes de
communications du futur (e.g. véhicules connectés). Il est notamment connu que ces élé-
ments développés a partir de cavités métalliques résonantes (aux échelles micro- et nano-
métriques) ou a base de méta-matériaux, sont a la fois sujets a de forts niveaux de pertes
et aux incertitudes liées a leur développement (fabrication, simulation). Généralement, trés
peu voire pas du tout prises en compte dans le processus de conception des antennes, les
différentes incertitudes liées a leur développement (pouvant étre d’origine matérielle, élec-
trique, manufacturiere, etc.) sont trés souvent sources de problémes divers liés au fonction-
nement des antennes dans leur environnement électromagnétique. La résolution de tels
problemes nécessiterait par conséquent de prendre en considération I'aspect aléatoire dans
le processus de conception des antennes [SM10, DR17]. Le recours aux méthodes de propa-
gation d’incertitudes dans ce cadre se justifie alors amplement.

FIGURE 2.6 — Illustration d’'un ensemble de véhicules autonomes et connectés.

Naturellement, 'intégration d'une approche probabiliste dans le cadre de la CEM néces-
site une certaine adaptation, autant au niveau de 'utilisation des outils adéquats que de la
pratique des ingénieurs CEM. Pour cette raison, I'objectif de ce travail de thése reste mo-
deste dans le sens ou I'on cherche a savoir comment appliquer une approche probabiliste
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face aux incertitudes inhérentes aux lignes de transmission et aux antennes, tres souvent
sources d'IEMs perturbatrices. Cette interrogation renvoie plus spécifiquement au choix de
la méthode adaptée aux objectifs visés, en considérant les avantages et les inconvénients
de celle-ci; ces derniers étant la plupart du temps relatifs a la simplicité d'implémentation
et d’exécution de la méthode, et surtout au temps de calcul induit par la méthode. La dé-
marche reste alors pour 'instant relativement prospective. On cherche a présenter les mé-
thodes d’analyses de fiabilité et de sensibilité, tout en mettant en lumiere leur adaptabilité
en CEM ainsi que leurs avantages et inconvénients. En outre, toujours dans un esprit rela-
tivement prospectif, on cherche a proposer différentes solutions permettant d’aller au-dela
des approches et inconvénients relatifs aux méthodes d’analyses de fiabilité et de sensibilité
présentées.

2.3.2 Organisation du travail

Le cceur des travaux menés au cours de cette thése est présenté au sein de ce manuscrit a
travers trois principaux chapitres, a savoir les chapitres 3, 4 et 5, et un chapitre prospectif: le
chapitre 7. Une bréve présentation de ces chapitres est donnée ci-apres.

Le chapitre 3 est consacré a la présentation du concept d’analyse de fiabilité et a la des-
cription des principales méthodes d’analyse de fiabilité existantes. Deux différents types de
méthodes sont abordés, a savoir les méthodes de simulation (de type Monte-Carlo) [LCM10,
DMO07,RK07,KTB11,AB01, ZBAK12] et les méthodes d’approximation [DM07, LCM10]. Déja
bien connues et tres utilisées au sein de la communauté de la mécanique des structures, ces
différentes méthodes d’analyse de fiabilité sont illustrées tout au long de ce chapitre a tra-
vers un probléme simple de fiabilité CEM lié a la détermination de la marge de CEM d’'un
équipement élémentaire. Ceci permettra notamment de mettre en lumiere I'intérét réel que
pourraient avoir les méthodes d’analyse de fiabilité dans le domaine de la CEM, ainsi que
leurs avantages et inconvénients.

Le chapitre 4, quant a lui, traite de I’analyse de sensibilité et différentes méthodes d’ana-
lyse de sensibilité y sont détaillées. A I'instar du chapitre 3, deux types de méthodes d’ana-
lyse de sensibilité sont présentés, a savoir deux méthodes d’analyse de sensibilité locale
[LCM10, DM07] et une méthode d’analyse de sensibilité globale [Sob93]. Bien que la plu-
part des méthodes présentées dans ce chapitre soit déja bien connue et tres utilisées au sein
de la communauté de la mécanique des structures, 'une d’elle est une méthode d’analyse
de sensibilité qui n’a jamais été mise en ceuvre dans le domaine de la mécanique ou encore
moins dans le domaine de la CEM. Cette méthode d’analyse de sensibilité a été développée
de maniere exclusive au cours des travaux de cette thése. Tout comme précédemment, ces
différentes méthodes sont illustrées a travers un probléme simple de fiabilité, afin d’illustrer
leur importance et leur intérét dans le cadre de la CEM.

Le chapitre 5 est pour sa part entierement consacré a 'application des méthodes d’analyses
de fiabilité et de sensibilité a des problemes de lignes de transmission et d’antenne plus re-
présentatifs de la réalité. En tout, trois applications y sont présentées. Tout d’abord, la pre-
miere application (voir la section 5.2) traite de ’analyse de la fiabilité et de la sensibilité d'une
ligne de transmission illuminée par une onde plane. La totalité des parametres relatifs a la
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ligne de transmission et a 'onde plane excitatrice sont, dans cette application, supposés
incertains. Ensuite, la seconde application (voir la section 5.3) présente a I'instar de la pre-
miere, une analyse de la fiabilité et de la sensibilité d'un réseau de lignes de transmission
soumis a des perturbations extérieures en considérant que les parametres de ce réseau et
ceux des sources de perturbations sont entachés d’incertitudes. Toutefois, en complément
de la premiere application, celle-ci traite le cas de la corrélation entre un certain nombre
de parametres incertains, corrélation qui est trés souvent observée dans le cadre de projets
industriels réels. La troisieme et derniere application traitée dans ce chapitre (voir la sec-
tion 5.4) a trait a la conception et a I’optimisation d’'une antenne large bande, basée sur une
analyse de fiabilité de cette antenne au regard des incertitudes inhérentes a ses parametres
géométriques et électriques.

Enfin, apres une conclusion générale, nous consacrons une derniere partie a une analyse
prospective ciblée sur la résolution des équations aux dérivées partielles dites des télégra-
phistes, lorsque certains parametres de cette derniére sont supposés aléatoires et modélisés
par des variables aléatoires et des processus stochastiques. Plusieurs méthodes sont propo-
sées et décrites en détail, et leurs avantages et inconvénients sont discutés. Avant d’aborder
ces différents chapitres, commencons tout d’abord par rappeler quelles sont les hypothéses
et notions de probabilité que nous utiliserons dans tout le reste du manuscrit.

2.4 Rappels de probabilité

Quelques notions issues de la théorie des probabilités, utiles a la prise en compte des
incertitudes, sont brieévement rappelées dans cette section*. Les notations qui y sont utili-
sées sont celles adoptées dans tout le mémoire. Dans tout ce qui suit, ({2, </, P) désigne un
espace de probabilité, ou {2 est I'univers des possibles (ou référentiel, ou espace fondamen-
tal), o/ est une tribu sur 2 (la tribu des événements) et IP une probabilité sur /. Toutes les
grandeurs aléatoires (variables aléatoires) considérées dans ce mémoire seront supposées
définies sur cet espace de probabilité.

2.4.1 Variable aléatoire

Une variable aléatoire X définie sur ({2, </, P), a valeurs dans R, est une application de 2
dans R, mesurable de ({2, «/) dans (R, 8Rr). Vw € R, X(w) € R est appelé une w-réalisation,
ou plus simplement une réalisation, de X. Dans toute la suite, une telle réalisation sera no-
tée x. Plus généralement, les variables aléatoires seront notées par des lettres majuscules
et les variables déterministes (et notamment les réalisations de variables aléatoires) par des
lettres minuscules.

Laloi de X est la probabilité image X (IP) de P par X. C’est une application o-additive Px de
%1, dans [0,1] de masse totale 1 (i.e. Px(R) = 1), telle que, VB € BB, Px(B) = P(X € B), ou
{X € B} € of est]’événement {w € B: X(w) € B}.

4. Les notions élémentaires en probabilité ne sont pas rappelées dans ce manuscrit. Le lecteur intéressé
pourra se référer aux ouvrages de référence [Loe77,Loe78, Mal97].
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On appelle fonction de répartition de X (ou de Py) la fonction Fx de R dans [0, 1], croissante
et cadlag (continue a droite avec limite a gauche en chaque point de discontinuité), telle
que, VxeR:

Fx(x)=P(X <x)=Px(]—o0,x]). (2.1

On supposera dans toute la suite que la loi Px de X est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue dx sur (R, #R), donc que X est continue. Par conséquent, il existe une
fonction fx de R dans R, intégrable sur R, telle que, V B € %R :

Px(B) :f fxx)dx. 2.2)
B
Cette fonction, appelée densité de Py, ou densité de probabilité de X, vérifie :
f fxx)dx=1, (2.3)
R
et est liée a la fonction de répartition Fy par la relation :
dFx
=—. 2.4
fx P (2.4)
Le moment d’ordre 1 de X, ou moyenne de X, est défini par:
,uX:IE[X]:fofX(x)dx. (2.5)
La variance de X, ou moment centré d’ordre 2 de X, est définie par :
0% =VIXI=E[(X-E[X])?*] = fR (x—px)* fx(x)dx, (2.6)

avec 0 x = / V[X] I'écart-type de X. Le coefficient de variation de X, noté d x, est défini par :

Ox

Ox=——. 2.7)
1754
On appelle moment centré d’ordre r de X, r € N*, la quantité :
,ug(:]E[(X—]E[X])’]:f]R(x—,uX)er(x)dx. (2.8)
On définit les coefficients d’asymétrie, ¢ x, et d’aplatissement, x x, par les relations :
3 4
I
cx=—x et Kx=—x. (2.9)
Ox Ox

2.4.1.1 Exemple: cas gaussien

Soit X une variable aléatoire gaussienne de moyenne ux et de variance 0§(. On dit encore
que X suit une loi gaussienne de moyenne py et de variance Ui, et on note X ~ A (ux, 0§().
Sa densité de probabilité s’écrit, Vx e R :

(2.10)

_ 2
o= M) ,

1
————exp (— >
\/2710%( 20%
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Lorsque la moyenne de X est nulle (ux =0), et sa variance unité (0% =1), on dit que c’est une
variable gaussienne centrée normée, ou gaussienne standard, et on note X ~ .A4°(0,1). Dans
ce cas, sa densité de probabilité et sa fonction de répartition, notées respectivement ¢ et @,
s’écrivent, Vxe R :

<p(x):\/%_nexp(—%x2) et d(x)= \/_f exp(——t)dt. (2.11)

Pour toute variable aléatoire X gaussienne (standard ou non), ses coefficients d’asymétrie
¢x et d’aplatissement k x, ont pour valeurs :

¢x=0 et xx=3. (2.12)

A titre d’exemple, les graphes de densités de probabilité et de fonctions de répartition de
quelques variables aléatoires gaussiennes, dont la gaussienne standard, sont représentés sur
la figure 2.7.

—X~N(©,1) ‘ ‘ —X~N(0,1)
04— X ~ N(2,4) 1 In—X ~ N(2,4)
~ N(0,9) X ~N(0,9)
0.35} 1
0.8+
0.3t
E 0.25 ] E 0.61
| >
& 02 9
0.15} 0.4
0.1F 1
0.2+
0.05t \ 1
Yo -5 0 5 10 Yo -5 0 5 10
x x
(a) Densité de probabilité (b) Fonction de répartition

FIGURE 2.7 — Graphes des densités de probabilité et fonctions de répartition de quelques variables
aléatoires gaussiennes.

2.4.1.2 Exemple: cas lognormal

On dit que Y est une variable aléatoire lognormale de moyenne py et de variance U%,,

etonnote Y ~ N (,uy,ai), silaloi Py de Y sur (R, %R) admet une densité fy qui s’écrit,
VyeR:

1 1 (n(y) - Ay)?
fr(y)= ——— — ex —y—zy) Ig: (), (2.13)
2ny% Y 2¢y
oulyet( %, sont données par les relations :
Ay =In| —£L . 2=In(1+62) ; Sy=—L. (2.14)

T Y Y
V1+6% Hy
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On a le résultat important suivant : il existe une variable aléatoire gaussienne X a valeurs
dans R, de moyenne ux = Ay, et de variance Ui( =( %,, telle qu’on ait I’égalité en loi suivante :

Y=exp(X). (2.15)

Un calcul simple montre que, connaissant les moyenne ux et variance ai de la variable
gaussienne X, les moyenne py et variance 0'%, de la variable aléatoire lognormale Y, sont
données par les relations :

1
,uy:exp(,ux+§a§() ; oy =exp(2ux+oy)(exp(o%)-1). (2.16)

A titre d’exemple, les graphes de densités de probabilité et de fonctions de répartition de
quelques variables aléatoires lognormales sont représentés sur la figure 2.8.

—X ~ LN(10,1) (L
04— X ~ LN (5,4)
0.35 | |— X ~ LN(10,25)
0.8
03+
—~ —
Foxs| I Zoe
> L i <
« 0.2 L‘Lq
0.15 047
011 ] sl —X ~ LN(10,1) ||
0.05 | | : — X ~ LN (5,4)
: \ X ~ LN(10,25)
0 - il 0 - L L
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
(a) Densité de probabilité (b) Fonction de répartition

FIGURE 2.8 — Graphes des densités de probabilité et fonctions de répartition de quelques variables
aléatoires lognormales.

2.4.2 Vecteur aléatoire

Un vecteur aléatoire X défini sur ({2,<f,P), a valeurs dans R" est une application de {2
dans R”, mesurable de ({2,o/) dans (R",%Rr~»). Un tel vecteur est encore appelé vecteur
aléatoire n-dimensionnel ou variable aléatoire n-dimensionnelle. On notera Xj,..., X, ses
composantes relativement 4 la base canonique de R” : X = (X3, ..., X,,). Sa i®™¢ composante
X;, 1 <1i < n, estune variable aléatoire définie sur ({2, o/, P), avaleursdans R. Vw € {2, X(w) €
R" est appelée une w-réalisation, ou plus simplement une réalisation, de X. dans toute la
suite, une réalisation de X = (Xj,..., X;;) seranotée x=(xy,..., X;).

La loi de X est la probabilité image X(IP) de IP par X. C’est une application o-additive Px de
%Brn dans [0,1] de masse totale 1 (i.e. Px(R") =1) telle que, VB € %r», Px(B) =P(X e B), ou
{X € B} € of est’événement {w € (2: X(w) € B}. Cette loi est encore appelée loi conjointe des
composantes Xi,..., X, deX.

On appelle fonction de répartition de X (ou de Px) la fonction Fx de R” dans [0, 1], croissante
et cadlag par rapport a chacune de ses variables, telles que, Vx = (x,...,x;) € R":
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K& =P{X; sxi}n---n{Xp = x,}) = Px (] —0o,x1] x -+ x] —00, xp]) . (2.17)

On supposera dans toute la suite que la loi Px de X est absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue dx sur (R"”, ZR»), donc que X est continue. Par conséquent, il existe
une fonction fx de R” dans R, intégrable sur R”, telle que, VB € %y~ :

Px(B) :fB ) dx. (2.18)

cette fonction, appelée densité de Px, ou densité de probabilité de X, ou encore densité de
probabilité conjointe des composantes Xj, ..., X, de X, vérifie :

f xxdx=1, (2.19)
Rn
et est liée a la fonction de répartition Fx par la relation :
0" Fx
= 2.20
fX axl M 6)6” ( )

On appelle loi marginale d’ordre i de X, la loi Py, de la composante X; de X. Sa fonction de
répartition Fy,, telle que, V x; € R, Fy, (x;) = Px, (] — 00, x,]) = P(X; < x;), estliée a celle de X,
par la relation :

Fx, (x;) = Fx(+00,...,+00, Xj, +00,...,+00), VYx,€R. (2.21)

Sa densité de probabilité fx, : R — R, : x; — fx, (x;) est telle que :

= ; (x)=1, .
X; % X; (X;
etestliée a fx par larelation :
Ix; (xi) ——f . fxxX)dxy---dxj—1dxiy---dx,, VxieR. (2.23)

Les composantes de X sont dites mutuellement indépendantes, ou indépendantes dans leur
ensemble, si Vx=(x1,...,x,) € R":

Fxx) =[] Fx,(x1), (2.24)
i=1

ou, ce qui revient au méme :
n

@ =]] fx, (x) - (2.25)

i=1
La moyenne de X est le vecteur des moyennes de ses composantes :
px = EX] = (E[X1],..., E[Xa]) = (ux,, .-, Bx,) - (2.26)

Pour tout i, j € {1,..., n}, on appelle covariance de deux variables X; et X}, la grandeur :

0§(,-,X,- = Cov[X;, Xj] = E[(X; - E[X;]) (X; - EIX;D] = E[X; Xj] - px, px; - (2.27)
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Pour tout i, j€{1,...,n},ona:
2 _ 2 2 _ 2
O'Xl_ij —UXj'Xi et 0% x;,=0%, - (2.28)

La matrice de covariance de X est la matrice symétrique Cx € R"**" telle que :

0% 0%y - O%x,
Gt L g2
Cx=E[X- pux) X—pux) "] = X XX (2.29)
[Sym]

2
oy,
ol (X— ux) T représente la transposée du vecteur (X — x). Cx est une matrice symétrique et
dans le cas général, elle est positive. Dans toute la suite, nous la supposerons définie positive,
donc inversible. Le coefficient de corrélation linéaire entre deux variables X; et Xj, est la

grandeur :
2
O%,,X;

PX;X; = (2.30)

UXiUXj '
Il est compris entre —1 et 1, et vaut 0 lorsque les variables X; et X; sont indépendantes. En
outre, on a pour tout i, j €1{1,...,n}:

PXi,X; =PX;X; 5 PXpX;= 1. (2.31)

La matrice de corrélation normalisée de X est la matrice symétrique Rx € R"*" telle que :

1 PxXi,X, -+ PX1,Xy
1 e pX X,
Ry = . : . (2.32)
[Sym] . :
1
En introduisant la matrice diagonale :
0x,
Dx = . , (2.33)
126

n

il est facile de voir que Cx et Rx sont liées par la relation :

Cx=DxRxDx <= Rx=Dy'CxDy'. (2.34)

2.4.2.1 Exemple: cas gaussien

Un vecteur aléatoire est dit gaussien si toute combinaison linéaire de ses composantes
est une variable aléatoire gaussienne. Soit X = (Xj, ..., X;;) un vecteur aléatoire gaussien de
moyenne ux et de matrice de covariance Cx. On peut encore dire que X suit une loi gaus-
sienne multidimensionnelle de moyenne px et de matrice de covariance Cyx, et on note X ~
N (ux, Cx). En supposant Cx définie positive, donc inversible, sa densité de probabilité s’écrit,
vxeR":

1 1
) = exp |~ (x— ix) Cx' x—px) ' |, (2.35)

v/ (2m)" det(Cx)
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ou det(Cx) estle déterminant de la matrice Cx. Lorsque la moyenne px est nulle (ux =0), etla
variance de chacune des composantes Xj,..., X,, est unité (O'ii =1,Vie{l,...,n}),levecteur
X est dit gaussien centré normé. Si de plus, la matrice de covariance Cx est unité (Cx =1I,,),
le vecteur X est dit gaussien standard, et on note X ~ .47,(0,1,). Dans ce cas, sa densité de
probabilité, notée ¢, s’écrit, Vxe R" :

1 2
Pnx) = exp (_E x|l ) ) (2.36)

1
v(@2m)"

ot x| =xx', et ||| désigne la norme euclidienne canonique dans R”, et sa fonction de
répartition est notée @,. Des graphes de densités de probabilité de lois gaussiennes bidi-
mensionnelles (1 = 2) sont représentés sur les figures 2.9 et 2.10.

(b) Iso-valeurs

(a) Densité de probabilité

FIGURE 2.9 — Graphe de la densité de probabilité et courbe des iso-valeurs correspondantes, relatifs
au vecteur gaussien standard bidimensionnel (n =2).

2.4.2.2 Exemple: cas lognormal

OnditqueY=(Yy,...,Y,) estun vecteur aléatoire lognormal de moyenne py et de matrice
de covariance Cy, et on note Y ~ Z A4}, (uy, Cy), si la loi Py de Y sur (R",%R») admet une
densité fy qui s’écrit, Vy= (y1,...,yn) € R":

1
Ky = exp —E(ln(y)—Ay)FY'l(ln(y)—/ly)T LTwon(y), (237

1 1
Venrdet(y) I, vi

ot In(y) = (In(y;)) € R” est un vecteur n-dimensionnel, Ay = (1y,) € R" est un vecteur n-

dimensionnel et [y = ({ %,l Y]_) e R’**" est une matrice définie positive, tels que, V (i, j) € {1, ..., ny?:

Ay, =In| —22% s 3 =1+ —2L| 8y =L, (2.38)

’ Y;,Y; f
1/1+5§/_ ! Hy; Hy; Hy;
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(b) Iso-valeurs

(a) Densité de probabilité

FIGURE 2.10 — Graphe de la densité de probabilité et courbe des iso-valeurs correspondantes, relatifs
au vecteur gaussien centré normé corrélé bidimensionnel (7 = 2), de corrélation 0.7.

On a le résultat important suivant : il existe un vecteur aléatoire gaussien X a valeurs dans
R", de moyenne pux = Ay, et de matrice de covariance Cx = Iy, telle qu’on ait 1’égalité en loi
suivante :

Y=expX) << Y;=exp(X;) , i=1,...,n. (2.39)

Un calcul simple montre que, connaissant la moyenne ux = (ux,) et la matrice de cova-
riance Cx = (U§<~ x.) du vecteur gaussien X, la moyenne uy = (uy;) et la matrice de covariance
i A

Cy = (U%,, y,) duvecteur aléatoire lognormal Y, sont telles que, V (i, j) € {1,..., ny?:
irdj

Uy; = €xp (/,in + % 0'§(i) ; O-iiij = (/Jyl. ,uy].) (exp (Uihxj) - 1) . (2.40)

A titre d’exemple, des graphes de densités de probabilité de lois lognormales bidimension-
nelles (n = 2) sont représentés sur les figures 2.11 et 2.12.
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FIGURE 2.11 - Graphe de la densité de probabilité et courbe des iso-valeurs correspondantes, relatifs
au vecteur lognormal bidimensionnel (n = 2) Y, de moyenne py = (10,10), de variance unité, et de
corrélation nulle.

(b) Iso-valeurs

(a) Densité de probabilité

FIGURE 2.12 - Graphe de la densité de probabilité et courbe des iso-valeurs correspondantes, relatifs
au vecteur lognormal bidimensionnel (n = 2) Y, de moyenne py = (10,10), de variance unité, et de
corrélation 0.7.
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3.1 Introduction

D’apres [MV74], la fiabilité est une caractéristique d'un dispositif exprimée par la pro-
babilité qu’il accomplisse une fonction requise dans les conditions données, pendant un
temps donné. Ainsi, 'analyse de fiabilité consiste a déterminer la probabilité qu'un systeme
soit dans une configuration considérée fiable, en prenant en compte les incertitudes asso-
ciés aux différents phénomenes physiques agissant sur ce systéme. Elle a longtemps été dé-
veloppée en mécanique des structures, pour le dimensionnement des structures dans un
contexte incertain, mais est également applicable a tout autre domaine d’ingénierie. Pour
certains, ses origines remontent a I’antiquité, vers 1730 avant notre ere, avec le code d'Ham-
mourabi [Fin83], au sein duquel, les articles 229 et 230 visaient a assurer un certain niveau
de fiabilité des habitations. Bien que visant a réduire la probabilité d’effondrement des ha-
bitations, ces articles restent tres loin de la conception faite de I'analyse de fiabilité de nos
jours. En effet, ils représentaient de tres graves sanctions allant a ’encontre de macons res-
ponsables d'une construction peu fiable. Depuis cette époque, ’analyse de fiabilité a évo-
lué du fait de la progression de la connaissance de '’homme, jusqu’a ’avenement des diffé-
rents concepts de base de la fiabilité des structures autour des années 1950. Ces différents
concepts de base ont été développés a partir d'un probléeme simple de fiabilité appelé “ap-
proche contrainte/résistance”, approche qui est considérée jusqu’aujourd’hui comme la base
de la fiabilité des structures. Cette approche, explicitement détaillée dans I'ouvrage de Le-
wis [Lew87], a largement été reprise dans plusieurs ouvrages afin d’'introduire le concept de
I'analyse de fiabilité. Notamment, M. Lemaire [LCM10] présente cette approche par le biais
d'un probléeme de dimensionnement d’'une tige encastrée (de section A et de limite d’élas-
ticité L,) soumise a une force normale P par 'application d'une action de traction (voir la
figure 3.1). En accord avec la regle de dimensionnement donnée par :

p

Z<Le — AL,—-P>0, (3.1)
I'analyse de la fiabilité, pour ce probléme, est menée par le biais de la fonction g,; donnée
par g,5(R,S) = R—-S, ou R = AL, représente la résistance, et S = P représente la sollicitation
ou contrainte.

(/ Force P

Section 4
Limite d'élasticité L,

FIGURE 3.1 - Illustration du probléme de dimensionnement d’'une tige encastrée (de section A et de
limite d’élasticité L,) soumise a force normale P.

A partir des concepts de base de la fiabilité des structures, la théorie de la fiabilité des struc-
tures, ainsi que les principales méthodes de calcul associées, ont été développées entre les
années 1970 et 1985. Le principal objectif de ces méthodes est alors d’évaluer la fiabilité d'un
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systeme, dans un cadre général. Plusieurs familles de méthodes ont alors été développées
afin d’étudier la fiabilité des systemes mécaniques, chacune avec ses avantages et ses incon-
vénients. Depuis lors, avec le développement de la recherche au sein de la communauté de la
fiabilité des structures, I’analyse de fiabilité a connu une importante évolution, avec le déve-
loppement de méthodes de calcul, de plus en plus générales et de plus en plus performantes.
Différentes méthodes de fiabilité, parmi les plus utilisées en mécanique des structures de
nos jours, seront présentées au sein de ce chapitre. Leur application au cadre de la compa-
tibilité électromagnétique sera testée a travers un premier probléme simple de compatibi-
lité électromagnétique. Principalement inspiré de I’approche contrainte/résistance mention-
née précédemment, ce probléme servira a illustrer le plus clairement possible les différents
concepts de 'analyse de fiabilité, tout en démontrant son trés grand intérét dans le domaine
de la compatibilité électromagnétique. En outre, ce probleme simple de compatibilité élec-
tromagnétique servira a mettre en exergue les avantages et inconvénients des méthodes de
fiabilité présentées dans la suite.

3.2 Formulation du probleme de fiabilité

3.2.1 Position du probléme

On consideére qu'un systeme électromagnétique (électrique, électronique, etc.) peut étre
aisément représenté par le biais d'une relation mathématique y = .# (x) définie de R” dans
R™. x=(x1,...,x5) € XS R", n =1, estle vecteur des parameétres d’entrée, ety = (y1,..., Ym) €
R™, m = 1, est le vecteur des quantités d’intérét fournies par le systeme, communément ap-
pelé la réponse du modele. Naturellement, le modéle .4 peut étre décrit analytiquement ou
par un code numérique basé sur des méthodes de résolution de systemes d’équations aux
dérivées partielles telles que la méthode des différences finies dans le domaine temporel (Fi-
nite Difference Time Domain—FDTD) [Pau94] oula méthode des moments [Pau07]. Pour des
raisons de simplicité, on suppose dans toute la suite, que m = 1, c’est-a-dire que la réponse
du modele devient une variable scalaire notée y et donnée par la relation y = .# (x). Notons
que dans le cas ot m > 1, les notions abordées dans la suite, se généralisent aisément.

Lintégrité d’'un tel systeme, traduisant son état de stireté ou de défaillance, est définie par
le biais d’'une fonction g, appelée fonction de performance ou fonction d’état-limite, définie
par:

g:X—R:x—gx), (3.2)

et qui dépend de la réponse du modele y = . (x). Par convention, on considere que le sys-
teme est str (ou fiable) lorsque g(x) > 0, et que le systéme est défaillant lorsque g(x) < 0.
Ainsi, la fonction de performance g divise 'espace X en un domaine de stireté noté .%, et
un domaine de défaillance noté %, définis comme suit :

Fi=xeX:gx) >0} et Fx={xeX:8x)=<0}. (3.3)

La frontiere entre le domaine de défaillance % et le domaine de streté . est ’hypersurface
Z0 de X, communément appelée surface d'état-limite, définie par :

F={xeX:gx)=0}. (3.4)
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A titre d’exemple simple, si on note par y. = 4 (x) le module de courant calculé en un point
quelconque d’un circuit électrique, et par y; une valeur critique de module de courant a ne
pas franchir afin de garantir le bon fonctionnement du circuit, la fonction de performance g
se définirait par exemple comme suit :

g X—Rix—gX)=ys—Yc=ys—MX). (3.5)

Dans un contexte probabiliste, les parametres d’entrée du systeme sont considérés incer-
tains et modélisés par des variables aléatoires Xj,..., X, dont les densités de probabilité
fx;» 1 =i < n,sontsupposées connues. SoitX = (Xj,..., X,), le vecteur aléatoire n-dimensionnel
a valeurs dans 'espace X < R”, regroupant les n variables aléatoires X;, 1 < i < n. L'espace
X est, dans ce cas, communément appelé l'espace des variables aléatoires physiques ou en-
core tout simplement I'espace physique. On rappelle que la densité de probabilité conjointe
de X, de support X, est donnée par :

K X—R;ix— xX). (3.6)

La réponse du modele devient alors une variable aléatoire scalaire (ou unidimensionnelle),
notée Y, a valeurs dans R, donnée par la relation mathématique Y = .# (X). Le vecteur des
parametres d’entrée x et la quantité d’intérét y sont maintenant vus comme des réalisations
du vecteur aléatoire X et de la variable aléatoire Y, respectivement. En introduisant I'événe-
ment de défaillance E défini par :

E={gX) <0}, (3.7)

I'analyse de la fiabilité d'un tel systeme électromagnétique, relativement au critere de dé-
faillance décrit par la fonction g, passe par le calcul de sa probabilité de défaillance py, re-
présentant la probabilité d’occurrence de E, et donnée par :

pe=PE)=P(gX) <0)= fx 1z, X fx&x)dx=E[1gX)], (3.8)
oudx=dx;...dx,, et 1 représente la fonction indicatrice du domaine &2 définie par :
1 si xe€9
]1@()6):{ 0 si x¢9 3.9)
La fiabilité R de ce systéme électromagnétique est alors donnée par la relation :
R=1-ps. (3.10)

Reprenons I'exemple simple, sus-mentionné, dont le critéere de défaillance est défini par la
fonction g décrite a I'équation (3.5). En supposant que le module de courant calculé sur
le circuit électrique est aléatoire, on dira que ps représente la probabilité que le module de
courant y, excede la valeur critique y;.

Le calcul de la probabilité de défaillance p; nécessite donc le calcul de I'intégrale multidi-
mensionnelle définie a '’équation (3.8). A I'exception de cas tres simples, cette intégrale ne
peut étre calculée de manieére analytique. En effet, dans le cas ou le modele est issu d'un code
numérique, la fonction de performance n’est pas exprimée de maniere explicite, ce qui com-
plexifie nettement le calcul de cette intégrale. De ce fait, le recours a des méthodes d’inté-
gration numérique classiques (méthode des trapezes, méthode d’intégration de Gauss, mé-
thode du point milieu, etc.) pour I'estimation de cette intégrale serait aisément justifiable.
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Hy,

Y.

0 ;“i\}

FIGURE 3.2 — Illustration dans I'’espace physique, des domaines de défaillance % et de streté %, de
la surface d’état-limite 3?,9 , et des iso-valeurs de la densité fx.

Toutefois, I'erreur numérique induite par de telles méthodes peut étre du méme ordre de
grandeur que la probabilité calculée. Ce qui illustre parfaitement le fait que ce type de mé-
thodes n’est pas adapté a I’analyse de fiabilité. Par conséquent, des méthodes spécifiques au
calcul de 'intégrale (3.8) ont été développées afin de mener des analyses de fiabilité perti-
nentes. Celles-ci sont communément appelées méthodes de fiabilité ou méthodes fiabilistes.
Ces méthodes peuvent étre scindées en deux groupes distincts, a savoir : les méthodes de
simulation (la méthode de Monte-Carlo et ses variantes) et les méthodes d’approximation.
D’une part, les méthodes de simulation estiment I'intégrale (3.8) a partir d’échantillons de
plusieurs réalisations d'un vecteur aléatoire. D’autre part, les méthodes d’approximation
construisent dans un premier temps une approximation de la fonction d’état-limite g (ou de
la surface d’état-limite 3}’,?), et estiment dans un second temps, la probabilité de défaillance
pr a partir de cette approximation. Les différentes méthodes de simulation et d’approxima-
tion principalement utilisées au cours de cette these, sont décrites dans la suite.

Il estimportant de noter que le calcul del'intégrale (3.8) par les méthodes fiabilistes se heurte
généralement aux difficultés suivantes :

 le modeéle probabiliste peut impliquer un trés grand nombre 7 de variables aléatoires
(e.g. dans le cas ou le modéele fait intervenir un trés grand nombre de parametres in-
certains, ou dans le cas ou les parametres d’entrée incertains sont modélisés par des
processus ou champs aléatoires);

« la fonction d’état-limite g caractérisant le critere de défaillance du systéme, est tres
souvent non-linéaire et, plus généralement, la géométrie de la surface d’état-limite
est, dans la plupart des cas, trés complexe;

« le cotit de calcul d'une unique évaluation de la fonction d’état-limite g peut étre tres
élevé (e.g. dans le cas ou le modeéle .4 est issu d'un code numérique de résolution de
systemes d’équations aux dérivées partielles) ;

« la probabilité de défaillance a calculer est faible, voire tres faible, pour des systemes
a fortes exigences de fiabilité (la probabilité de défaillance py est souvent inférieure a
1073 s0it 0.1%).

Selon la nature de la difficulté du probleme de fiabilité étudié, 'une ou I’autre des méthodes
fiabilistes existantes sera la mieux adaptée. Les différents problemes de fiabilité CEM menés
au cours de ces travaux, illustrent tres clairement ce fait.
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3.2.2 Probleme-modele

Pour une meilleure illustration des concepts de ’analyse de fiabilité, ceux-ci seront pré-
sentés a travers un probleme simple de compatibilité électromagnétique (CEM), analogue a
I'approche contrainte/résistance introduite a la section 3.1. Ce probléme est énoncé ci-apres.

On rappelle que la définition de la compatibilité électromagnétique (voir la section 2.1.2)
met en lumiere les trois notions fondamentales suivantes :

1. le niveau d’émission, caractérisant quantitativement la production de perturbations
par un équipement électromagnétique;

2. le niveau d'immunité, caractérisant le niveau d’acceptance d'un équipement électro-
magnétique vis-a-vis des agressions que constituent les perturbations en provenance
de son environnement de fonctionnement;

3. 'environnement électromagnétique qui détermine le couplage entre sources de per-
turbations et équipements “victimes”.

Comme mentionné en introduction, le but de I’analyse de compatibilité électromagnétique
d'un équipement ou d'un systeme électrique et/ou électronique consiste d’'une part a dé-
terminer la marge de compatibilité électromagnétique de I'’équipement sous étude, ou de
chaque appareil du systéeme sous étude, et d’autre part a vérifier que cette marge est positive
et supérieure a une valeur fonction de la sécurité recherchée. Dans le cas d'un systéme ou
d’une installation composée de plusieurs systéemes, cette démarche peut étre trés complexe
et nécessite plusieurs étapes successives (voir [COS16] pour plus de détails). Dans le cas d'un
équipement élémentaire par contre, cette marge se définit comme la différence entre la li-
mite d'immunité de I'équipement, représentant son niveau minimal d'immunité, et la limite
d’émission, représentant le niveau maximal d’émission auquel pourrait étre soumis 1'équi-
pement. La figure 3.3 en donne une représentation schématique explicite.

Niveau de
perturbation

A
w Niveau d'immunité

Limite d'immunité T

1
Marge
d'immunité .

i Niveau

de compatibilité

Marge
de compatibilité
électromagnétique

lI\/’Ialrge
/

y d'émission o e
Limite d'émission ——

\j\—/\/\—\, Niveau d'émission

FIGURE 3.3 — Limites d’émission, d'immunité et marge de compatibilité électromagnétique [COS16].

Fréquence

Dans la pratique, les niveaux d'immunité et d’émission susmentionnés, sont sujets a des dis-
tributions statistiques. Ainsi, il est tres difficile, voire impossible, de déterminer ses limites
réelles d'immunité et d’émission, qui n'apparaissent que trés rarement. De plus, il ne serait
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généralement pas économique de définir la marge de compatibilité électromagnétique pour
ces valeurs auxquelles I’équipement ne serait pas exposé la plupart du temps. Pour ces rai-
sons, la marge de compatibilité électromagnétique est définie par rapport aux niveaux d’im-
munité et d’émission qui ne seraient dépassés que dans un petit ou un trés petit nombre de
cas. Typiquement, ces niveaux pourraient, par exemple, étre 95%, 98%, 99%, des distribu-
tions statistiques. Cette nouvelle procédure de détermination de la marge de compatibilité
électromagnétique est illustrée schématiquement a la figure 3.4. Cependant, il y a lieu d’ob-

Niveau

Niveau
d'immunité

——————————————————————————————————— Limite d'immunité

Marge d'immunité
Marge de CEM

------------------------------------- Niveau de CEM

Marge d'émission

...... et -~ Limite d'émission

Niveau
d’émission

Probabilité d’émission et d'immunité

FIGURE 3.4 — Distributions statistiques des niveaux d'immunité et d’émission [COS16].

server que cette procédure, bien qu’ayant fait ses preuves dans la pratique, présente des limi-
tations non négligeables. En effet, le choix des limites d'immunité et d’émission (soit 95% ou
98% des distributions statistiques) permettant la détermination de la marge de compatibilité
électromagnétique, reste soumis a 'appréciation de 'ingénieur en charge de la procédure.
De plus, cette procédure réduit la marge de compatibilité électromagnétique, qui est aléa-
toire dans ce cas (du fait du caractere aléatoire des niveaux d’immunité et d’émission), a une
quantité déterministe, négligeant ainsi certaines de ses valeurs extrémes, pouvant s’avérer
étre tres importantes une fois I’équipement en fonctionnement. C’est notamment pourquoi,
les équipements sont jugés compatibles pour des marges généralement tres grandes (supé-
rieures a 10 dB, voire 20 dB dans certains cas extrémes), de sorte a couvrir le mieux possible
I’ensemble des occurrences de cette marge, et éviter par suite qu’elle ne prenne des valeurs
négatives dans la pratique. On s’apercoit finalement que cette procédure peut mener a un
dimensionnement beaucoup trop conservatif de I'équipement sous étude.

Afin de remédier a ces limitations, nous proposons de mener I’analyse de compatibilité élec-
tromagnétique sous un aspect fiabiliste, prenant ainsi en compte le caractere probabiliste
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des niveaux d'immunité, d’émission, et de la marge de compatibilité électromagnétique, de
I’équipement sous étude. Clairement, cette analyse peut étre conduite en s’inspirant de I'ap-
proche contrainte/résistance mentionnée a la section 3.1. En effet, par analogie, le niveau
d’'immunité s’identifie a la résistance R de la tige, le niveau d’émission s’identifie a la solli-
citation S de la tige, et la marge de compatibilité électromagnétique s’identifie a la fonction
grs (voir la section 3.1).

On considere alors un équipement, pour lequel est mené une analyse fiabiliste de compati-
bilité électromagnétique. Sans perte de généralité, on considere que cet équipement est jugé
compatible, ou fiable, lorsque sa marge de compatibilité électromagnétique est supérieure a
zéro. Ainsi, son intégrité peut étre représentée par la fonction d’état-limite g, définie par :

g: X — R

(s,c) — g(s,0=s-c, (3.11)

ol s désigne son niveau d’'immunité, ¢ désigne son niveau d’émission, et g(s,c) désigne sa
marge de compatibilité électromagnétique. Dans un contexte probabiliste, les niveaux d’im-
munité et d’émission sont modélisés par des variables aléatoires, respectivement notées S
et C. En désignant par X le vecteur aléatoire a valeurs dans X tel que : X = (S, C), la variable
aléatoire M définie par :

M=gX)=S-C, (3.12)

modélise la marge de compatibilité électromagnétique de I'’équipement sous étude. Le vec-
teur x = (x1, x2) = (s, ¢) sera alors vu comme une réalisation de X. Mener une telle analyse,
revient donc a déterminer la probabilité de défaillance de I'équipement sous étude (voir la
section 3.2.1) qui, dans notre cas, équivaut a la probabilité que la marge de compatibilité
électromagnétique M soit inférieure a zéro.

Tout au long de ce chapitre, la détermination de la probabilité de défaillance de cet équipe-
ment sera effectuée en considérant deux cas d’étude, selon les lois et les paramétres des lois,
considérés pour les variables aléatoires S et C, a savoir :

1. Set Csont des variables aléatoires indépendantes telles que :

o Sestgaussienne de moyenne us =7 dB et d’écart-type 05=0.5 dB
e C estlognormale de moyenne ¢ =5 dB et d’écart-type ¢ =0.5 dB;

2. S et Csont des variables aléatoires corrélées telles que :

* Sestlognormale de moyenne us=7 dB et d’écart-type o5 =0.5 dB
¢ C estlognormale de moyenne pc =1 dB et d’écart-type o¢ =0.5 dB
« le coefficient de corrélation entre Set Cest: psc=0.5.

Selon les supports des variables aléatoires considérées, I'espace physique correspondant au
cas d’étude 1 estdonné par: X = RxR7, et]’espace physique correspondant au cas d’étude 2
est donné par: X = R*2. La fonction d’état-limite g, quant a elle, est identique dans les deux
cas (voir I'équation (3.11)). Par conséquent, la surface d’état-limite %_ est aussi identique
dans les deux cas, et est donnée par :

=9,?:{x€X:s:c}. (3.13)
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Ainsi, dans I'espace physique, les cas d’étude 1 et 2 sus-mentionnés, présentent une fonc-
tion d’état-limite g linéaire, et une surface d’état-limite % représentant un hyperplan. La
figure 3.5 représente la surface d’état-limite 2, les domaines de défaillance F et de stireté
%, ainsi que les iso-valeurs de la densité de probabilité conjointe fx, correspondant aux
deux cas d’étude sus-mentionnés.

Les différents concepts de ’analyse de fiabilité, présentés dans les sections suivantes, seront
illustrés a travers ces deux cas d’étude.

10 w \ ‘ ‘ 10
N
8r 8 &
Fre={x:9(x) <0} Fe={x:g(x) <0} N\*
+
6r 6
T2 To
4t at
2t Sk ={x:g(x) >0} 1 2r
% 2 4 6 8 10 % 2 4 6 8 10
X1 I
(a) Probleme-modele - cas 1 (b) Probléeme-modele - cas 2

FIGURE 3.5 - Représentation dans I'espace physique, des domaines de défaillance % et de stireté .%,
de la surfaces d’état-limite 2, et des iso-valeurs de la densité conjointe fx.

3.3 Transformation isoprobabiliste

Au sein de la communauté de la fiabilité structurale, la détermination de la probabilité
de défaillance pr passe tout d’abord par une reformulation du probleme de fiabilité défini
par I'intégrale multidimensionnelle (3.8). En effet, le probleme de fiabilité (3.8), initialement
défini dans I'’espace physique X dans lequel les variables aléatoires suivent des lois quel-
conques avec d’éventuelles corrélations entre elles, est redéfini dans un nouvel espace dans
lequel toutes les variables aléatoires sont des variables gaussiennes standards (centrées, nor-
mées) décorrélées et par conséquent mutuellement indépendantes. Cet espace est généra-
lement appelé espace normal standard ou tout simplement espace standard qui, conformé-
ment aux supports des variables aléatoires gaussiennes standards, s'identifie a '’ensemble
R™. Dans cet espace standard, toutes les variables aléatoires du vecteur X défini dans X, de-
viennent donc des variables aléatoires gaussiennes standards décorrélées mutuellement in-
dépendantes. Le passage de I'espace physique X vers I'espace standard R” s’effectue par le
biais d'une application appelée transformation isoprobabiliste, notée I qui, par définition,
conserve la mesure de probabilité. Le principe de cette transformation est détaillé ci-apres.
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3.3.1 Principe

Soient U = (U, ..., Uy) un vecteur aléatoire gaussien standard n-dimensionnel (ses com-
posantes U;, 1 < i < n, étant des variables aléatoires gaussiennes standards mutuellement
indépendantes), et u = (uy,..., u,) une réalisation du vecteur U. Sous certaines conditions
généralement satisfaites et admises dans toute la suite, il existe un C!-difféomorphisme I
défini par:

T X—R''x—u=9 x), (3.14)

impliquant I’égalité en loi :
U=9X < X=9'WU), (3.15)

ou I 1 définie de R” dans X, représente l'inverse du C 1-difféomorphisme I . Dans l'es-
pace standard R”, la fonction d’état-limite est notée G, et est définie par :

G : R" — R

u — G(U):(goff—_l) (ll), (316)

ol g est la fonction d’état-limite définie dans I'espace physique X (voir I'équation (3.2)). Par
analogie, la fonction d’état-limite G divise 'espace R” en un domaine de stireté noté .%, et
un domaine de défaillance noté %,, définis comme suit :

Fu=ueR":Gu) >0} et Fy={ueR":Gu)<0}. (3.17)

Dans I'espace normal standard, la surface d’état-limite, notée 93 , représente alors la fron-
tiere entre le domaine de défaillance %, et le domaine de stireté .4, et est défini par :

Fo={ueR":G(u)=0}. (3.18)
En redéfinissant I'événement de défaillance E, dans I'espace standard R”, comme suit :
E={G(U) <0}, (3.19)

et en effectuant le changement de variable u = 9 (x) dans l'intégrale (3.8) (changement de
variable licite car 9~ est un C!-difféomorphisme), la probabilité de défaillance py, dans I'es-
pace standard R", s’écrit :

P=PB-PCW 0= | 15,W¢,wdu=ElLs, W), 3.20

oudu=du,...du,. En contexte fiabiliste, les méthodes utilisées pour I'évaluation de la pro-
babilité de défaillance pf opérent sur la formulation (3.20), appelée communément formu-
lation standard du probleme de fiabilité.

Il existe dans la littérature, une multitude de transformations isoprobabilistes assurant le
passage de I'espace physique X vers I'espace standard R". Dans le cas ou les composantes
du vecteur X sont mutuellement indépendantes, la transformation 9~ se construit, variable
par variable, par le biais de la fonction de répartition inverse de la loi gaussienne standard et
des fonctions de répartition respectives des composantes du vecteur X. Par contre, dans le
cas ol il existe une corrélation non nulle entre les composantes de X, elle se construit par le
biais de transformations spécifiques.
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Espace physique Espace normé centré
X,

Transformation
isoprobabiliste

FIGURE 3.6 - Illustration du principe de la transformation isoprobabiliste.

3.3.2 Cas de variables aléatoires indépendantes

Lorsque les variables aléatoires X;, 1 < i < n, de X sont indépendantes, on peut écrire
I’égalité entre les probabilités associées aux variables X; et U;, de la facon suivante :

D(u;)=Fx,(x;), Viell,..., n}. (3.21)
On en déduit aisément que, Vi€ {1,...,n}:
wi=(@"oFy) () = xi=(Fylod)w. (3.22)
Par conséquent, la transformation isoprobabiliste 9 est définie, dans ce cas, par :

g : X — R"

@_1 OFX1 X1
(3.23)
X — u= : : ,
@_1 OFXn Xn
et son inverse 9 ! est donnée par :
g1l . R — X
F_l O@ ul
A (3.24)
u — X= : : ,
ng o Uy
En notant, Vi€ {l,...,n}:
Ti=0"'oFy,, (3.25)

il est facile de voir que la connaissance des J;, 1 < i < n, détermine la complete connais-
sance de la transformation isoprobabiliste 9. Les transformations J; sont communément
appelées transformations isoprobabilistes élémentaires. Dans le cas de variables aléatoires in-
dépendantes de lois quelconques, ces transformations élémentaires sont données par leur
forme générale représentée a I’équation (3.25). Toutefois, pour certaines lois de probabilité,
ces transformations élémentaires sont simples et souvent linéaires. Les cas particuliers de
lois gaussienne et lognormale sont brievement décrits ci-dessous. Il est a noter qu’on définit
de maniere analogue les transformations isoprobabilistes élémentaires inverses par :

f’/—l._le)_(ilo@,ViE{l,...,l’l}. (3.26)
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3.3.2.1 Cas particulier d’'une loi gaussienne

Soit X; une variable aléatoire gaussienne de moyenne px; et d’écart-type ox,. On a alors
I’égalité en loi :

Xi— HXx;
Xi:,UXl-“'UX,-Ui — U=——. (3.27)
oXx;
Ainsi, d’apres (3.27), la transformation J; est définie, dans ce cas, par :
Xi—HUx
Tyt xy ey = A HX (3.28)
0Xx;
et son inverse 3'1._1 est donnée par :

T iup— xi=px, o x Ui - (3.29)

3.3.2.2 Cas particulier d’'une loi lognormale

Soit X; une variable aléatoire lognormale de moyenne uy, et d’écart-type oy,. Alors, il
existe une variable aléatoire Z; suivant une loi gaussienne de moyenne 7, et d’écart-type
oz, telle qu’on ait I'égalité en loi :

Xi=exp(Z;)) <= Z;=In(Xj)), (3.30)

avec:

KX, 2
pz;=Ax,=In| ———=| et o0z =0{x,=4/In(1+6%). (3.31)
V1+6%, X

Puisque Z; est une variable aléatoire gaussienne, d’apres (3.27) et (3.31), I'égalité en loi (3.30)
peut encore s’écrire :

In(X;) - Ax,
(x; .

On en déduit aisément que la transformation J7;, pour une variable aléatoire lognormale, est
définie par:

X;i= EXp(ﬂXi +(Xl. Uj) << U;= (3.32)

In(x;) — Ax,
T xi— uj = ——— %0 (3.33)
{x;
et son inverse ?Tl._l est donnée par :
3‘[1 cuj— x;=exp(Ax; +{x, u;) . (3.34)

3.3.2.3 Illustration

Afin de donner un exemple de transformation isoprobabiliste pour un probléme de fia-
bilité CEM avec des variables aléatoires indépendantes, on considere le cas 1 du probleme-
modele énoncé a la section 3.2.2. Le but est donc de déterminer, dans ’espace standard, la
fonction d’état-limite G correspondant a ce probléme. On rappelle que la fonction d’état-
limite g définie dans I'espace physique X, est donnée par :

g: X — R

(s,c) — g(s,00=s—c, (3.35)
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ou X =R xR} (voir la section 3.2.2). Conformément a I’équation (3.16), la fonction d’état-
limite G se détermine par le biais de la transformation isoprobabiliste inverse 9 ~!. Etant
donné que S et C sont toutes deux indépendantes, J ! se construit a partir des transforma-
tions isoprobabilistes élémentaires inverses f/‘i‘l, i =1,2. Dansle cas de variables gaussienne
et lognormale, les transformations isoprobabilistes élémentaires inverses sont respective-
ment données aux équations (3.29) et (3.34).

Soient U = (U;, U) un vecteur gaussien standard a valeurs dans R2, et u=(uy, us) représen-
tant une réalisation de U. D’apres les équations (3.29) et (3.34),on a:

S Us+0s iy
- . (3.36)
c exp(Ac +{c u2)

On en déduit que la fonction d’état-limité G, est donnée par :

G : R2 — R

3.37
u — Gw=pus+osu;—exp(Ac+{cu), (3-37)

et que la surface d’état-limite . associée est donnée par :
Fl={ueR?: us+0osu; —exp(Ac+{cup) =0}. (3.38)

On constate que, contrairement a la fonction d’état-limite g, linéaire dans I’espace physique
X (voir la section 3.2.2), la fonction d’état-limite G n’est pas linéaire dans I’espace standard
(voir I'’équation (3.37)). La surface d’état-limite 93 , les domaines de défaillance %, et de sii-
reté .%,, correspondant a ce cas d’étude, ainsi que les iso-valeurs de la densité de probabilité
conjointe de U, sont illustrés sur la figure 3.7. A I'instar de la fonction d’état-limite G, la sur-

10 ‘ ‘ ‘ ‘ 10 :
Fu={u:G(u) <0} .Gkﬁ\é(\\
8 S
5 A
6,
) U2 ol
4,
_5,
2t Sk ={x:g(x) >0}
Sy ={u:G(u) >0}
0 : : ‘ : -10 ‘ : : : :
0 2 4 6 8 10 -10 -5 0 5 10
T U1
(a) Espace physique (b) Espace standard

FIGURE 3.7 — Représentation pour le cas 1 du probleme-modele, des domaines de défaillance et de
streté, de la surfaces d’état-limite, et des iso-valeurs de la densité conjointe, avant et apres la trans-
formation isoprobabiliste.

face d’état-limite &0 présente une géométrie différente de celle de la surface d’état-limite
g}? . En effet, ﬁ,? est un hyperplan dans 'espace physique (voir la figure 3.5), tandis que gfl’,
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dans I'espace standard, est curviligne (voir la figure 3.7).

La probabilité de défaillance associée a ce cas d’étude sera donc calculée en utilisant la fonc-
tion G définie al’équation (3.37). Les sections suivantes présenteront les différents résultats
de probabilité de défaillance obtenus pour ce cas d’étude.

3.3.3 Cas de variables aléatoires corrélées

Dans le cas de variables aléatoires corrélées (corrélation non nulle entre les composantes
X; du vecteur aléatoire X), il existe plusieurs transformations isoprobabilistes assurant le
passage de I'espace physique X vers I'espace standard R”. Lutilisation de 'une ou 'autre
dépend de I'information disponible sur les variables aléatoires d’entrée composant le vec-
teur aléatoire X. Comme dans le cas de variables aléatoires indépendantes, il existe des cas
particuliers pour lesquels la transformation 9 est simple. Il s’agit notamment des cas de
variables aléatoires multidimensionnelles gaussienne et lognormale. Outre ces transforma-
tions particulieres, il existe des transformations isoprobabilistes plus générales, adaptées au
cas de variables aléatoires quelconques. Certaines de ces transformations sont détaillées de
facon explicite dans [LCM10]. Parmi celles-ci, on peut citer a titre d’exemple les transforma-
tions régulierement utilisées en pratique, a savoir la transformation de Rosenblatt [Ros52] et
la transformation de Nataf [Nat62]. Ces dernieres ainsi que les transformations isoprobabi-
listes correspondant aux cas de variables gaussiennes et lognormales multidimensionnelles
sont brievement décrites dans cette section.

3.3.3.1 Cas particulier d’'une variable aléatoire gaussienne multidimensionnelle

Soit X une variable aléatoire gaussienne n-dimensionnelle de moyenne ux, de matrice de
covariance Cx. En supposant Cx définie positive, on définit Lx le facteur de Cholesky de Cx,
c’est-a-dire la matrice triangulaire inférieure d’ordre n telle que (factorisation de Cholesky
de Cx) :

Cx=ILxLy . (3.39)

On a alors I'égalité en loi :
X=px+IxU < U=L'X-ux). (3.40)
D’apres (3.40), il est facile de constater que la transformation 9~ peut s’écrire :

g : X — R"

x — u=L'x-u), (3.41)

et son inverse 9 ~! est donnée par :

g1l . R'" — X

u — x=pux+Lxu. (3.42)

3.3.3.2 Cas particulier d’'une variable aléatoire lognormale multidimensionnelle

On suppose cette fois que X est une variable aléatoire lognormale n-dimensionnelle de
moyenne px et de matrice de covariance Cyx. Alors il existe une variable aléatoire gaussienne
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n-dimensionnelle Z de moyenne uz et de matrice de covariance Cgz, supposée définie posi-
tive, telle qu’on ait I'égalité en loi :

X=exp(Z) <— Z=InX), (3.43)

avec uz € R" et Cz = [Uzzp,zq] e R™" telles que, ¥ (p,q) € {1,...,n}*:

2
HX), 2 2 UXP’Xq
Uz =Ax, =In| ———=| et o =( =In|1+ (3.44)
S BY/er ) e B T
p

Puisque Z est une variable gaussienne multidimensionnelle, d’apres (3.40), 1’égalité (3.43)
peut encore s’écrire :

X=exp(uz+1zU) < U=L;'(InX) -uz), (3.45)

ou Lz est le facteur de Cholesky de Cz. On en déduit que la transformation isoprobabiliste
I est définie, dans ce cas, par :
g : X — R”"

X — u= Lil (ln(x) _ IJZ) (346)

et que son inverse est donnée par :

g1l . R" — X

u — x=exp(uz+LzU). (3.47)

3.3.3.3 Transformation de Rosenblatt

La transformation de Rosenblatt, du nom de son auteur Murray Rosenblatt, a été intro-
duite en 1952 [Ros52]. Cette transformation permet d’effectuer le passage de I'espace phy-
sique X vers I'espace standard R" dans le cas ot les variables aléatoires d’entrée du modéle
(les composantes du vecteur X) sont corrélées. Elle requiert, dans ce but, la connaissance de
la loi conjointe du vecteur X.

Vi,p,gefl,...,n}telque p#i, g#iet p<g,onnote:

Fx;1X)=xp,.. Xg=x4 » (3.48)

la fonction de répartition de laloi de la variable aléatoire X; conditionnée par les événements
{Xp=xp,..., X4 = x4} La transformation de Rosenblatt s’écrit alors :

gRosenblatt : X — R”

@_1OFX1 X1
-1
. " D7 o Fx, | x=x, X2 (3.49)
—_— = .
-1
o ° Fx, X121, Xpo1=Xn1 Xn

Bien que proposant une solution générale pour le passage de 'espace X vers I'espace R"”, la
transformation de Rosenblatt pose cependant deux inconvénients majeurs :
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o 'application de cette méthode nécessite la connaissance de la densité de probabilité
conjointe du vecteur aléatoire X, représentant une information tres riche mais rare-
ment disponible dans les problemes réels. L'alternative est d’obtenir les densités de
probabilité conditionnelle par des moyens numériques et d’utiliser ensuite ces densi-
tés de probabilité conditionnelle pour obtenir les fonctions de répartition condition-
nelle;

« la transformation de Rosenblatt n’est pas unique. Elle dépend intrinsequement de
I'ordre choisi des variables d’entrée pour le conditionnement des lois. Une modifica-
tion de I'ordre des variables d’entrée implique différentes surfaces d’état-limite dans
I'espace standard. On dénombre au total n! transformations possibles.

3.3.3.4 Transformation de Nataf

Tout comme la transformation de Rosenblatt, la transformation de Nataf [Nat62] permet
le passage de I'espace physique X vers I'espace standard R”, dans le cas ot les variables
aléatoires sont corrélées. S’effectuant en deux étapes, cette transformation ne requiert que
la connaissance des lois marginales du vecteur X et de sa matrice de corrélation Ry.

La premiere étape de la transformation de Nataf consiste a passer de I’espace des variables
aléatoires X vers I’espace des variables aléatoires gaussiennes centrées normées corrélées.
Son principe est brievement décrit ci-dessous.

Soit U = (U, ..., Uy) un vecteur aléatoire n-dimensionnel tel que ses composantes U;, 1 < i <
n, sont des variables aléatoires gaussiennes normées centrées corrélées. Nataf suppose qu'il
est possible d’associer une densité de probabilité conjointe aux variables X;, notée f;(, par le
biais d’'une matrice de corrélation Ry = [po,ij] € R™*", telle que, Vi€e{l,...,n}:

&(u;) = Fx, (x;) . (3.50)
La matrice Ry, supposée définie positive, représente la matrice de corrélation du vecteur U,

etVi, jef{l,...,n}, po,;j représente le coefficient de corrélation entre les variables (7,~ et U j-
La densité de probabilité fx est donnée par [DKL86] :

Fx (x1) fx, (x2) ... fx, (xn)
P) @(Up) ... (T,

ol ¢, (+,Ry) représente la densité de probabilité de la loi gaussienne n-dimensionnelle cen-

trée normée, de matrice de corrélation Ry. La matrice Ry est obtenue en déterminant cha-

cun des coefficients de corrélation pg;; donnés, Vi, j € {1,...,n}, par I'équation intégrale
[DKL86] :

+00 +00 [y — ) Xi—Ux; o le-(x')fX»(x')
pXier:f f ( l qu)( ! ])(Pz(ui,uj,Po,ij)#dxidx]', (3.52)

ox; oXx; (u;) p(u;)

fx(X) = @, (@, Ry)

(3.51)

Afin d’obtenir les coefficients pg;;, 'équation (3.52) peut étre résolue de fagon itérative.
Toutefois ce type de résolution implique dans la plupart des cas des calculs tres fastidieux
[DKL86]. Afin d'y remédier, Liu et Der Kiureghian [DKL86] proposent un ensemble de for-
mules semi-empiriques estimant le ratio :

_ Po,ij

F )
PX;,X;

(3.53)
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donnant de bonnes approximations des coefficients pg ;;. La premiere étape de la transfor-
mation de Nataf peut alors étre représentée par une application Jy,.qr1 donnée par :

(3.54)

La seconde étape de la transformation de Nataf consiste a effectuer le passage del’espace des
variables aléatoires gaussiennes normées centrées corrélées vers I'espace standard R”. Ce
qui s’effectue aisément, du fait de la nature gaussienne des variables aléatoires Ui, l<i=n.
En effet, d’aprés (3.40) et vu que le vecteur U est centré normé (ses composantes étant des
variables gaussiennes centrées normées), on déduit I'égalité en loi :

U=L,U, (3.55)

ou Ly représente le facteur de Cholesky de Ry. Par conséquent, la deuxieme étape de la trans-
formation de Nataf peut étre représentée par I'application Jy4;4f2 donnée par :

g-NamfZ : U" — R”

~ ~ 3.56
u — u= Lal u, ( )
La transformation de Nataf Iy, 8'écrit alors :
LO/—Nataf X — Rn
@_l o FX1 X1
-1 . . (3.57)
X — u= LO : : ,
@_1 o FXVL Xn
: -1 5 .
et son inverse ETNamf est donnée par :
-1 . Rn
E/“Namf : R — X 1
F_ o@ ul
X (3.58)
u —_— X = . LO
F;(i o Uy

3.3.3.5 Illustration

Afin d’illustrer la transformation isoprobabiliste avec des variables aléatoires corrélées,
on considere le cas d’étude 2 du probleme-modele énoncé a la section 3.2.2. Comme pré-
cédemment, on recherche la fonction d’état-limite G défini dans I'espace standard. On rap-
pelle que la fonction d’état-limite g, définie dans I'’espace physique X, est donnée par :

g: X — R

(s,c) — g(s,00=s—c, (3.59)
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ot X = R*? (voir la secction 3.2.2). Rappelons aussi que la détermination de G se fait a par-
tir des transformations isoprobabilistes inverses. Puisque les variables aléatoires S et C sont
lognormales dans ce cas, la transformation isoprobabiliste inverse décrite pour le cas parti-
culier de variables lognormales multidimensionnelles (voir I'équation (3.47)) sera appliquée
pour la détermination de G.

Soient U = (U;, Us) un vecteur gaussien standard a valeurs dans R2, et u=(uy, us) représen-
tant une réalisation de U. Alors, il existe une variable aléatoire gaussienne bidimensionnelle
Z telle que, d’apres (3.44) :

As 5 Pz,2CsCc
MZ = et CZ = . (360)
Ac Pz,2CsCc ez
avec: In( 5.50)
n(l+
P21,7, = Pscoste . (3.61)
\/In(1+62) In(1 +6%)
Un calcul simple montre que Cz =Lz L; (factorisation de Cholesky), avec :
(s 0
Ly= . (3.62)
le,ZZ(C l_pZZl,ZZ CC
Alors, d’apres (3.47),ona:
S exp(As+{suq)
_ . (3.63)

c exp (Ac +(c (.021.22 up + \/TZZI,ZZ”Z))

On en déduit que, pour ce cas d’étude, la fonction d’état-limite dans I’espace standard est la
fonction G définie de R? dans R donnée par :

G(u) =exp(As+ (s u;) —exp ()Lc +(c (le,ZZ up+4/1- pZZhZ2 Mg)) . (3.64)

On remarque que G est une fonction non linéaire dans I'’espace standard, contrairement a
la fonction d’état-limite g qui est linéaire dans I'espace physique X (voir la section 3.2.2).
Toutefois, dans ce cas trés particulier, la surface d’état-limite &2 associée a G conserve une
géométrie plane. En témoigne le calcul de . donné ci-dessous :

F) = {ueR*:GU)=0}
7 g Pl rbclonzia 1= 4w))
= € - _
) "’ exp(As+ (s u1) (3.65)
L%? = {uE]Rz:((S_‘OZI'ZZCC)UI_(C\/%uz+(/ls—ﬂc):0},
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10 ‘ ‘ ‘ ‘ 10
S Fu={u:G(u) <0}
8r o
& 5t 2y
Fx={x:g(x) <0} f\f S .
'G(u)\
6r S0
x2 u2 or
4r S ={x:y(x) >0}
_5,
gl A&
7 xix Sy ={u:G(u) >0}
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(a) Espace physique (b) Espace standard

FIGURE 3.8 — Représentation pour le cas 2 du probleme-modele, des domaines de défaillance et de
streté, de la surfaces d’état-limite, et des iso-valeurs de la densité conjointe, avant et apres la trans-
formation isoprobabiliste.

Ainsi, a l'instar de 9‘,? (voir la figure 3.5), la surface d’état-limite 93 dans I'espace standard,
est une droite. La surface d’état-limite gg , les domaines de défaillance % et de slireté .4,
ainsi que les iso-valeurs de la densité de probabilité conjointe de U, sont illustrés sur la fi-
gure 3.8.

La probabilité de défaillance associée a ce cas d’étude sera donc calculée en utilisant la fonc-
tion G définie a I'’équation (3.64). A l'instar du cas 1 du probleme-modele, les sections sui-
vantes présenteront les différents résultats de probabilité de défaillance obtenus pour ce cas
d’étude.

3.4 Méthodes d’approximation

Cette section présente I'ensemble des méthodes fiabilistes d’approximation mises en
ceuvre au cours de cette thése. Basées sur une approximation de la fonction d’état-limite
G (ou de la surface d’état-limite F_), elles sont les plus utilisées de nos jours en ingénierie,
car elles permettent de résoudre la majorité des problemes rencontrés avec un cofit de calcul
raisonnable et relativement indépendant de la probabilité de défaillance a trouver [LCM10].
Deux méthodes d’approximation ont principalement été utilisées au cours de cette these.
La premiere, basée sur une approximation linéaire de la fonction G, est appelée First-Order
Reliability Method (FORM), et la seconde basée sur une approximation quadratique de G,
est connue sous le nom de Second-Order Reliability Method (SORM). Pour plus de détails
sur ces méthodes, le lecteur intéressé peut se référer aux ouvrages [DMO07] et [LCM10]. Les
approches FORM et SORM s’appuient principalement sur le calcul d'un indice dit indice de
fiabilité, et 1a détermination du point ayant la plus forte probabilité d’occurrence dans 'es-
pace standard, appelé point de défaillance le plus probable (PDPP). Ces deux notions sont
briévement présentées dans la section 3.4.1.
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3.4.1 Indice de fiabilité et point de défaillance le plus probable

Le concept d’'indice de fiabilité a été introduit par Cornell en 1969, a partir de 'approche
contrainte/résistance (voir la section 3.1). Par analogie avec le probleme-modele décrit a la
section 3.2.2, I'indice de Cornell, noté B¢, est défini comme l'inverse du coefficient de varia-
tion (CV) de la variable aléatoire M = S — C, connue sous le nom de marge de stireté :

_ kM
Bc = o (3.66)

Néanmoins, I’emploi de cet indice n’est valide que dans le cas particulier ou les variables S
et C sont gaussiennes, et la fonction d’état-limite est linéaire. En effet, 'indice de Cornell S¢
pose les problemes suivants :

« le premier probleme réside dans la non invariance de I'indice ¢ en fonction de la re-
présentation de I'état-limite. A titre d’exemple, on considere une représentation équi-
valente de la fonction d’état-limite du probleme-modele (voir la section 3.2.2), don-
née par : g(x) = (s/c) — 1. Dans ce cas les deux premiers moments de la variable M =
(§/C) — 1, ne sont plus calculables analytiquement, ce qui complique naturellement
I’évaluation de I'indice (¢. En particulier, si S et C sont gaussiennes, alors M suit une
loi de Cauchy dont les moments statistiques ne sont pas définis analytiquement;

 le second probleme réside dans le passage de I'indice ¢ a la probabilité de défaillance
pr. En effet, en accord avec Cornell, la probabilité de défaillance pf se déduit de I'indice
Bc parlarelation: py = @(—f¢). Toutefois, cette relation suppose que la marge de stireté
M =S - C est une variable aléatoire gaussienne, ce qui est rarement le cas.

Afin de résoudre le probléme de la non invariance de ¢, Hasofer et Lind [HL.74] ont proposé
de déterminer l'indice de fiabilité dans 'espace standard R”. Ce nouvel indice est commu-
nément appelé indice de fiabilité d’Hasofer-Lind et est noté fyy. Il est défini comme la dis-
tance entre l'origine O de I'espace R" et la surface d’état-limite .. Plus précisément, S,
représente la distance de l'origine O au point de &% le plus proche de O. Le point de F_
le plus proche de l'origine O est noté P* et est communément appelé point de défaillance
le plus probable (PDPP) ou point de conception. 1l est solution du probleme d’optimisation
quadratique sous contraintes suivant :

uw'=argminu'u sc. Gu)=0, (3.67)

ueR”

ol u* est le vecteur des coordonnées de P* dans l'espace standard. Les coordonnées du
point P* peuvent étre également trouvées dans |'espace physique X afin de donner une in-
terprétation plus significative de ce point. Le vecteur des coordonnées de P* dans I'espace
physique sera noté x*, et se déduit du vecteur u* par la relation : x* =9 ! (u*). En introdui-

sant le vecteur unitaire « (i.e. |a|? = a @ =1) tel que:
VGu*)
a=-—" (3.68)
VG|

ol V représente I'opérateur gradient, I'indice Sy, est donné par la relation :
T, %
Pur=a u*. (3.69)
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La détermination du point P*, intrinsequement lié au calcul de I'indice de fiabilité d’'Hasofer-
Lind fyr, passe donc par la résolution du probleme d’optimisation (3.67). Différents algo-
rithmes standards d’optimisation peuvent alors étre utilisés pour la résolution de ce pro-
bleme. On peut citer notamment, la méthode de dichotomie, la méthode du gradient projeté,
la méthode de Newton, ou encore la méthode SQP (Sequentiel Quadratic Programming).
Outre ces méthodes générales de résolution de probleme d’optimisation, différentes mé-
thodes spécifiques a la résolution du probleme (3.67) ont été développées dans le cadre de
I’analyse de fiabilité. La plus connue parmi elles est la méthode d’Hasofer-Lind-Rackwitz-
Fiessler (HLRF) qui est une adaptation de la méthode du gradient projeté au probleme de
recherche du PDPP P*. Cette méthode a été développée par Hasofer et Lind [HL74], puis
étendue plus tard par Rackwitz et Fiessler [RF78], afin de prendre en compte les variables
aléatoires non-gaussiennes. La résolution du probléme (3.67) par la méthode HLRF se fait
de maniere itérative et nécessite le calcul du gradient de la fonction d’état-limite G. Le vec-
teur gradient de G se calcule généralement par différences finies, et le nombre d’itérations
de I'algorithme HLRF nécessaires a I’obtention d'une solution est assez peu dépendant de la
probabilité de défaillance a trouver. Bien que la convergence de cette méthode ne soit pas
assurée, elle est particulierement bien adaptée pour les problemes de recherche du PDPP.
Afin de remédier au probleme de convergence de la méthode HLRE Zhang et Der Kiure-
ghian [ZDK95] en ont proposé une amélioration connue sous le nom de improved Hasofer-
Lind-Rackwitz-Fiessler algorithm (iHLRF). Outre les méthodes HLRF et iHLRE il existe beau-
coup d’autres méthodes de recherche du PDPP P* spécifiques a I'analyse de fiabilité, parmi
lesquelles on peut aussi citer la méthode d’Abdo-Rackwitz, faisant intervenir le Hessien de
la fonction d’état-limite G. Tout au long de ces travaux, I’algorithme iHLRF a été choisi pour
la recherche du PDPP P*, et par suite pour le calcul de I'indice de fiabilité By .

FIGURE 3.9 — [llustration de I'indice de fiabilité d’'Hasofer-Lind By .

Remarque En général, le point O appartient au domaine de stireté .4,, et Py est, par
conséquent, positif. Par contre, lorsque le point O appartient au domaine de défaillance Z,
I'indice B, est négatif.

3.4.1.1 Illustration

Les indices de fiabilité ont été déterminés numériquement pour les cas 1 et 2 du probleme-
modele présenté a la section 3.2.2. Dans les deux cas, I'indice de fiabilité a été obtenu apres
48 évaluations de la fonction d’état-limite G. L'indice de fiabilité obtenu pour le cas 1 est
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donné par: By = 2.7213, et 'indice de fiabilité pour le cas 2 est donné par : Sy » = 4.6796.
La figure 3.10 donne une représentation graphique de ces indices. Dans le cas particulier du
cas 2, I'indice de fiabilité exact peut étre calculé de manieére analytique, et est donné par :

As—A
s~ Acl ~4.6796. (3.70)

PHL exact = dist(0, 373) =

Ccpz,z—Cs)?+{2a(l-pz,2)

On constate que I'indice de fiabilité calculé numériquement coincide parfaitement avec I'in-
dice de fiabilité exact. Ceci justifie bien la pertinence de I'algorithme iHLRE Cet algorithme
servira a la recherche du PDPP P* pour tous les problemes de fiabilité étudiés dans la suite.
Un récapitulatif des résultats est donné au sein du tableau 3.1, ou Ng représente le nombre
d’évaluations de la fonction d’état-limite G.

10 10

Brr1 =~ 2.7213 BuL2 =~ 4.6796

U,z o- UZ or
_5, _5,
-10 ‘ : : : : -10 : : : : :
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
U1 U1
(a) Probleme-modele - cas 1 (b) Probléeme-modele - cas 2

FIGURE 3.10 — Représentation de I'indice de fiabilité obtenu par I'algorithme iHLRE

TABLEAU 3.1 — Récapitulatif des résultats associés au probleme-modele.

Cas1 Cas 2
Surface d’état-limite 2 Non linéaire Linéaire
Méthode Cas 1 Cas 2
Pur  pr Ne¢ Pur pr Ng
iIHLRF 27213 - 48 4.6796 - 48

3.4.2 First-Order Reliability Method - FORM

On suppose dans cette section que le point P* est unique. Lapproche FORM consiste a
construire dans un premier temps une approximation linéaire de la fonction d’état-limite
G au voisinage du point P* puis, dans un second temps, a approcher la probabilité de dé-
faillance py a partir de cette approximation [DMO07], [LCM10]. Son principe est donné ci-
apres.
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3.4.2.1 Principe

On considere que la fonction G est continue et dérivable au voisinage du point P* (condi-
tion généralement satisfaite dans la pratique). Alors, le développement en série de Taylor a
I'ordre 1 de la fonction G au point P* s’écrit :

G =Gu*)+VGu*) T u-u*)+o(lu-u*|?). (3.71)

Etant donné que P* appartient a la surface d’état-limite &2, G(u*) est égal a 0 (voir I'équa-

tion (3.17)). Ainsi, I'approximation linéaire (ou du premier ordre) de G au point P*, notée G,
est alors donnée par la relation :

G =VG")' (m-u"), (3.72)

qui, apres normalisation, devient :

Giw) _ VGu")'
VG~ VG|

Gi(u) = (u-u*)=fu.—a u. (3.73)

FORM consiste alors a approcher la probabilité de défaillance pf comme suit :

pi=P(GU) =0) = prrorm =P (G1(U) =0), (3.74)
avec:
P(Gi(U)=<0)= jRn lgz, Wy, (Wdu=E[1lg, (U)], (3.75)
ou:
Fy=ueR":G(w) <0}. (3.76)
Ainsi :
prrorM = P(G1(U) <0) = IP((~}1 U)=<0)= ]P(—aTU < —fuL) - (3.77)

Puisque U est un vecteur aléatoire gaussien standard et que & est un vecteur unitaire, il est
facile de voir, a 'aide d'un calcul simple, que —a U est une variable aléatoire gaussienne
standard. Ce qui implique, d’aprés (3.77), que :

pirorm = P(—PHL) - (3.78)

Lapproche FORM revient donc a remplacer la surface d’état-limite &2 par un hyper-plan
tangent a % au point P* et a évaluer la probabilité du demi-espace délimité par cet hyper-
plan, du c6té du domaine de défaillance %, (voir la figure 3.11). Lapproximation linéaire G;
de la fonction d’état-limite G au point P* n’est précise que dans le cas ol la fonction d’état-
limite G est elle-méme linéaire ou tres faiblement non-linéaire. Par conséquent, lorsque G
est linéaire, la probabilité de défaillance psrorm correspond a la probabilité de défaillance
exacte recherchée. Néanmoins, pour une fonction d’état-limite G fortement non-linéaire,
I’'approche FORM peut ne pas étre adéquate pour trouver une probabilité de défaillance rai-
sonnablement correcte.
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R ?‘Cbl(-:__- —
il )\ e i(u)<0
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FIGURE 3.11 - Illustration du principe de I’analyse FORM.

3.4.2.2 TIllustration

On rappelle que, pour les cas 1 et 2, les indices de fiabilité obtenus sont respectivement
donnés par :

Prur1=2.7213 et Pyr2 =4.6796. 3.79)

Conformément a I’équation (3.78), les probabilités de défaillance FORM associées, sont res-
pectivement données par :

prrorM1 = 3.25x 1070 et prrormz = 1.44x107°. (3.80)

Concernant le cas 2, puisque la surface d’état-limite, dans I'espace standard, est un hyper-
plan, I'approximation linéaire de la surface d’état-limite coincide avec la surface d’état-limite
exacte. Ainsi, la probabilité psrorm 2 correspond a la probabilité de défaillance exacte. Ce qui
n’est pas vérifié concernant le cas 1, étant donné que ’approximation linéaire de la surface
d’état-limite ne coincide pas avec la surface d’état-limite exacte. En effet, celle-ci admet une
courbure autour du point P* dans I’espace standard. La figure 3.12 représente dans I’'espace
standard I'approximation linéaire de la surface d’état-limite pour les cas d’étude 1 et 2 du
probleme-modele. Un récapitulatif des résultats de probabilité de défaillance est donné au
sein du tableau 3.2, ot N représente le nombre d’évaluations de la fonction d’état-limite G.

TABLEAU 3.2 — Récapitulatif des résultats associés au probleme-modeéle.

Cas 1 Cas 2
Surface d’état-limite F2 Non linéaire Linéaire
Méthode Cas1 Cas 2
BHL ps N  PuL ps Ng
iHLRF 2.7213 - 48 4.6796 - 48
FORM - 325x1073 0 - 1.44x107% 0
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10

Fur = {n:Gr(w) < 0) Fur = {u: Gi(w <0)

5
Z
P

By =~ 2.7213 B> ~ 4.6796 Gy
u)
\ 0
u
] 2 ol i

0 5 10 ~10 0 -5 0 5 10

Ul Uy
(a) Probleme-modele - cas 1 (b) Probleme-modele - cas 2

FIGURE 3.12 — Approximation linéaire de la surface d’état-limite 2 par I’analyse FORM.

3.4.3 Second-Order Reliability Method - SORM

Lorsque la fonction d’état-limite G (ou la surface d’état-limite 93) est non-linéaire, 'ap-
proximation de ps par FORM peut étre de mauvaise qualité. Ceci a conduit Breitung [Bre84]
a proposer la méthode SORM qui approche la probabilité p; a partir d'une approximation
quadratique (ou du second ordre) de la fonction d’état-limite G au point P*. Cette méthode
est particulierement efficace lorsque la surface d’état-limite &2 présente des courbures au
point de défaillance le plus probable P*.

3.4.3.1 Principe
3.4.3.1.a Curvature fitting SORM

On considere que la fonction G est continue et au moins deux fois dérivable au voisinage
du point P* (condition généralement satisfaite dans la pratique). Alors, le développement
en série de Taylor a I'ordre 2 de la fonction G, au point P*, s’écrit :

Gu = Gu")+VGu")' u-u*

+ %(u—u*)TVZG(u*)(u—u*)+0(”u_u*“3)’ (3.81)

ol1 V2 représente I'opérateur Hessien. On en déduit I'’approximation quadratique (ou du se-
cond ordre) de G au point P*, notée G, donnée par :

1
G,(w)=VGu™) " (u-u*) + S - u)TVAGu*) (u—-u*). (3.82)
SORM consiste alors a approcher la probabilité de défaillance pr comme suit :

pr=P(GU) =0) = prsorm =P (G2(U) <0), (3.83)

avec:
P(G2(U) <0) = fR" 1z, @, du=E[1g,W)], (3.84)
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Fp=ueR":Gy(u) <0}. (3.85)

La détermination de la probabilité pfsorm passe donc par I'évaluation de I'intégrale (3.84),
dont I'expression exacte, établie par Tvedt [Tve88, Tve90], est donnée par :

2 rieq (s+Bu)?\ = 1
=P(- R — f - ) ds|, 3.86
prsorm = P (= PHL) e(]\/n A S exp 5 E VT s) (3.86)

ol j représente le nombre complexe tel que j% =1, etles x;, 1 < i < n— 1, représentent les
courbures principales de la surface d’état-limite & au point P*. I'évaluation de cette ex-
pression impliquant des calculs fastidieux, plusieurs formules d’approximation de pfsorm
sont proposées dans la littérature [Bre84, HR88, Tve90]. Notamment, Breitung [Bre84] a pro-
posé d’approcher pssorym cOmme suit :

n—-1 1
prsorm = P(—Pur) [ |

=1 \/1+%; fuL

en montrant que cette expression approchait asymptotiquement la probabilité de défaillance
exacte pour des valeurs de By, tendant vers 'infini. Ainsi, I’expression (3.87) donne de bons
résultats pour de grandes valeurs de fyr. En revanche, lorsque les courbures principales
tendent vers 1/fyr, i.e. k; = 1/ fyL, cette approximation devient erronée. C’est pourquoi, en
introduisant la quantité ¥ (fur) = ¢(BuL)/P(—PuL), et en assumant que Vi € {1,...,n -1},
k; > —1/y¥(Bur), Hohenbichler et Rackwitz [HR88] proposent une amélioration de (3.87)
donnée par :

(PuL — 00), (3.87)

-1

prsorm = P(—Pur) (PHL — 00) . (3.88)

1
=1 \/1+x;y(BuL)

Lexpression (3.88) est celle qui a été retenue au cours de ces travaux. L'estimation de pfsorm
dépend donc de la capacité a déterminer les courbures principales x;. Ces courbures sont
définies comme les valeurs propres de la matrice de Weingarten associée a la surface d’état-
limite % au PDPP P* [HGKR87, HR88]. La détermination de cette matrice requiert le calcul
de la matrice Hessienne V2G(u*), qui est généralement calculée numériquement par la mé-
thode des différences finies, engendrant un nombre élevé de calculs pour des problémes de
grande dimension, i.e. lorsque n est grand. Cette approche SORM est communément appe-
lée curvature fitting SORM (SORM®). Son principe est illustré sur la figure 3.13.

3.4.3.1.b Point fitting SORM

Une méthode alternative aI’approche SORM®, connue sous le nom de point fitting SORM
(SORMPY), a été proposée par Der Kiureghian et al. [DKLH87]. Cette méthode consiste en
I'approximation de la surface d’état-limite . par une surface quadratique par morceaux,
qui doit étre tangente a la surface d’état-limite au PDPP P*. Cette surface quadratique par
morceaux interpole la surface d’état-limite & a partir d’'un ensemble de points (fitting points)
appartenant a la surface d’état-limite & (voir [DKLH87]). Cette méthode est particulie-
rement avantageuse lorsqu’il est difficile voire impossible de calculer les courbures «;,i =
1,...,n—1, et pour des surfaces d’état-limite légerement irrégulieres telles que celles issues
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d'un code de calcul numérique. En effet dans ce dernier cas de figure, il est difficile de cal-
culer la matrice Hessienne V2G(u*) avec une précision acceptable pour des probléme de
grande dimension, i.e. lorsque 7n est grand. Le principe de cette méthode est illustré sur la
figure 3.13.

La méthode SORMP! opere dans un nouvel espace normal standard au sein duquel le der-
nier axe de coordonnées u;,L coincident avec la direction (O, P*). La transformation orthogo-
nale vers ce nouvel espace, généralement construite par le biais d'un algorithme de Gram-
Schmidt, est défini par u’ = R; u, ou1 u’ représente le vecteur de coordonnées dans cet es-
pace. Pour chaque coordonnée u/,i = 1,...,n — 1, 'objectif est de trouver deux points de
la surface d’état-limite de coordonnées (kp, u;%_ ;) et (kpB, ”;1 L) ol B est I'indice de fiabi-
lité d’'Hasofer-Lind et k est un parametre pré-sélectionné qui controéle la distance entre ces
points et I'axe (O, P*) (voir la figure 3.13). Les coordonnées u;%_l. et u;“i de ces points sont
solutions de I’équation suivante :

GR;'u)=0, (3.89)

ouu' =(0,...,0, u;., 0,...,0, u'n)T, u; =+kp, etu), = u’n’ii. Ainsi, deux semi-paraboles tangentes
a la surface d’état-limite au point P* et passant par ces points, peuvent étre définies dans
le plan (u}, u;) (voir la figure 3.13). Les courbures du point P* correspondantes sont alors
données par k.; = 2(u;1' Li— B/ (kB)? et 'approximation de Hohenbichler et Rackwitz (3.88)

devient :

n-11 1 1
Dreornt < DP) [] = ¥ ) . (3.90)
FSORM i1 2 \V1+x_;9(B) 1+x;w(p)
u,G2(u)=0 u
. semi-parabola A n
@gif_grie G2 (u)=0 G(R'w)=0 »
/;’_—ﬁ:ﬁf fitting point
[ (7 | t
\0{,‘—’ thy
|- | 4 cw=0
Gi(u)=p-a'u=0
f
() SORM®! (b) SORMP

FIGURE 3.13 - Illustration du principe de I’analyse SORM.

3.4.3.2 Illustration

On rappelle que les probabilités de défaillance FORM obtenues pour les cas 1 et 2 sont
respectivement données par :

prrorM1 = 3.25x 107 et prrormz = 1.44x107°. (3.91)
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Les approches SORM®! et SORMP! ont été utilisées pour I’estimation des probabilités de dé-
faillance. Les probabilités de défaillance estimées via SORM®! sont données par :

Prsormet] = 341 % 1073 et Pisopmets = 1.44 % 1()—6, (3.92)
et les probabilités de défaillance via SORMP' sont données par :
Pesormrts =341 x107° et prooppr, =1.44x107°. (3.93)

Tout d’abord, et conformément a nos attentes, on constate que les probabilités obtenues via
SORM®! et SORMP! sont identiques. En effet, pour des surfaces d’état-limite possédant de
faibles courbures autour du point P*, les deux méthodes coincident [DKLLH87]. Ensuite, on
observe que, concernant le cas 2, les probabilités SORM coincident parfaitement avec les
probabilités FORM. Cela s’explique par le fait que la surface d’état-limite du cas 2 soit un
hyperplan dans I'espace standard, impliquant que son approximation quadratique coincide
avec son approximation linéaire. Enfin, on observe que, concernant le cas 1, les probabilités
SORM sont différentes des probabilités FORM, conformément a la géométrie de la surface
d’état-limite dans I'espace standard (voir la figure 3.7). Dans ce cas, les approches apportent
donc une correction aux estimations FORM. Il est aussi important de noter que pour les
deux cas traités, les estimations via SORMC! ont nécessité 5 évaluations de la fonction d’état-
limite, tandis que les estimations via SORMP' ont nécessité respectivement 20 évaluations de
la fonction G pour le cas 1 et 8 évaluations de la fonction G pour le cas 2. Un récapitulatif des
résultats de probabilité de défaillance est donné au sein du tableau 3.3, out N représente le
nombre d’évaluations de la fonction d’état-limite G.

10 10

Fu2 = {u:Gse(u) <0}

Fuz ={u: (\7'3('11) <0}

By ~ 2.7213 B ~ 4.6796 rf,/,
\ X 0
u
J 2 o

0 5 10 ~107 0 -5 0 5 10

Uq U1
(a) Probleme-modele - cas 1 (b) Probleme-modele - cas 2

FIGURE 3.14 — Approximation quadratique de la surface d’état-limite % par I'approche SORM,
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TABLEAU 3.3 — Récapitulatif des résultats associés au probleme-modele.

Cas1 Cas 2
Surface d’état-limite F2 Non linéaire Linéaire
Méthode Cas 1 Cas 2
BrL pr N  Bnur pt Ng
iHLRF 2.7213 - 48  4.6796 - 48
FORM - 3.25x107% 0 - 1.44x107% 0
SORM¢ - 341x107% 5 - 1.44x107% 5
SORMPf - 3.41x107% 20 - 1.44x107% 8

3.5 Méthodes de simulation

Les méthodes de simulation regroupent la bien connue méthode de Monte-Carlo et ses
différentes variantes [LCM10, DMO07, RK07, KTB11, AB01, ZBAK12]. Ces méthodes estiment
la probabilité de défaillance pr a partir d’échantillons de réalisations aléatoires et indépen-
dantes du vecteur aléatoire U, et ne font aucune approximation de la fonction d’état-limite
G. Il est important de noter que, jusqu’a nos jours, la méthode de Monte-Carlo “classique”
reste la référence en terme de résultat de probabilité de défaillance.

3.5.1 Méthode de Monte-Carlo

La méthode de Monte-Carlo date de la seconde guerre mondiale avec Fermi, Von Neu-
mann et Ulman, lors de la réalisation de la bombe H. Elle utilise la loi des grands nombres
afin d’évaluer une quantité déterministe, généralement une intégrale, représentant I'espé-
rance d'un vecteur aléatoire a valeurs dans R". Etant donné que la probabilité de défaillance
s’exprime comme une espérance de variable aléatoire (vecteur aléatoire unidimensionnel),
la méthode de Monte-Carlo est naturellement applicable pour son estimation [RK07,KTB11].
Son principe est brievement décrit ci-apres.

3.5.1.1 Principe

On rappelle que la probabilité de défaillance pr a estimer est donnée par |'expression
suivante (voir I'’équation (3.20)) :

pe=P(GU) <0) = fRn lg,@@pu)du=E[1g, U], (3.94)

ou la fonction indicatrice 1 g, vaut:

1 si Gw)=<0

0 si Gw)>0 (3.95)

lg, )= {
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Grace a la loi des grands nombres, la probabilité de défaillance p peut étre estimée par :

|INg,|

N (3.96)

N
Pimc = L Y 1g,m%)=

N i3
ou N représente le nombre de réalisations (ou simulations) aléatoires indépendantes du
vecteur U, u”, 1 <i < N, désigne la ji®me réalisation de U, et |Ng,| représente le cardinal
de 'ensemble Ng, = {i : Gu'”) < 0}. De maniére plus pragmatique, la méthode de Monte-
Carlo pour I'estimation de la probabilité de défaillance, revient a évaluer N fois la fonction
d’état-limite G sur un échantillon de N réalisations indépendantes du vecteur U et a diviser

le nombre de résultats défaillants par le nombre total de réalisations.

La quantité pryc est elle-méme une variable aléatoire étant donné qu’elle est définie comme
une somme de N variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de Ber-
noulli {1 g, u®),i=1,...,N} Sa moyenne est donnée par :

E[Prmc] = pr, (3.97)
ce qui signifie que 'estimation de ps est sans biais, sa variance est donnée par [LCM10] :

1
2 —
e = PEL= PO, (3.98)

et son coefficient de variation (CV) est donné par :

O# _ _Pimc _ . 3.99
prMc Pf N l7f ( )

En général, le coefficient de variation 6 5;,,. est utilisé pour évaluer la précision de I'estima-
tion de py. Ainsi, si on souhaite obtenir un coefficient de variation (ou un niveau de préci-
sion) donné sur I'estimation de la probabilité de défaillance py, il est possible d’estimer le

nombre de simulations nécessaires par la relation :

1-ps
2 Pt

Prmc

N= (3.100)

En pratique, étant donné que la probabilité py est généralement inconnue a l’avance, les

quantités azﬁch et 0 ;. sont elles aussi estimées de la facon suivante :

2 ~2 11 Y () 2 ~ 2 3 V 62117ch
o =0 ==|< X (]]‘g:u(u )) — (Pmc) b Ot ®O0pruc=—%—— - (3.101)

PrMc pitmc N Ni:l ﬁfMC

La méthode de Monte-Carlo pour |'estimation de la probabilité de défaillance possede de
nombreux avantages. En effet, elle reste efficace quelle que soit la dimension (le nombre de
variables aléatoires) du probleme et la régularité (la linéarité ou la non-linéarité) de la fonc-
tion d’état-limite. Outre ces avantages tres importants dans I'estimation de la probabilité de
défaillance, elle reste la méthode de fiabilité la plus simple a mettre en ceuvre. Cependant,
elle possede un défaut qui reste a nos jours tres contraignant en ingénierie. En effet, pour ob-
tenir une bonne précision de I'’estimation, elle nécessite un nombre important d’évaluations
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FIGURE 3.15 — Illustration du principe de la méthode de Monte-Carlo.

de la fonction de performance, impliquant dans la plupart des cas des temps de calcul prohi-
bitifs. Ceci s’observe surtout dans le cas de probabilités de défaillance faibles (inférieures ou
égales a 1073). D’apres (3.100), on observe que pour une probabilité de défaillance estimée a
10~%, il faut simuler N = 10¥*2 réalisations aléatoires indépendantes du vecteur U, pour ob-
tenir un coefficient de variation égal a 10%. Ainsi, pour k = 3 (resp. k = 6), il faudrait simuler
N =10° (resp. N = 108) réalisations aléatoires et indépendantes de U pour obtenir une esti-
mation de pf avec un coefficient de 10%. Ce résultat prouve que la méthode de Monte-Carlo
est difficilement applicable en pratique pour estimer des probabilités de défaillances faibles,
surtout sil’évaluation de la fonction de performance est cotiteuse. De nombreux travaux ont
été réalisés afin de réduire le nombre d’évaluations de la fonction de performance induit par
la méthode de Monte-Carlo. Ceux-ci ont notamment donné lieu a I’élaboration de plusieurs
variantes de la méthode de Monte-Carlo (voir [KTB11,RK07,AB01,ZBAK12]) communément
appelés méthodes de réduction de variance au sein de la communauté probabiliste. Les sec-
tions suivantes en détaillent quelques-unes.

3.5.1.2 Illustration

La méthode de Monte-Carlo a été mise en ceuvre pour I'estimation des probabilités de
défaillance, dans le cadre des cas d’étude 1 et 2 du probleme-modele énoncé a la section 3.2.2.
Tout d’abord, la figure 3.16 illustre un échantillon de 103 réalisations du vecteur U pour
I'estimation de ces probabilités dans les deux cas. Les points bleus représentent les réali-
sations n’appartenant pas au domaine de défaillance et les points rouges correspondent aux
réalisations appartenant au domaine de défaillance. D'une part, on observe qu’aucune des
réalisations de U (parmi les 103 simulées), n’appartient au domaine de défaillance dans le
cas 2. Lestimation de la probabilité de défaillance avec un tel échantillon est donc impos-
sible (pgmc = 0). D’autre part, bien qu'il y ait des réalisations de U appartenant au domaine
de défaillance pour le cas 1, il n'y en a pas suffisamment pour avoir une estimation de la pro-
babilité de défaillance avec une précision acceptable.

Ainsi, afin d’obtenir des estimations assez précises de pg, la méthode de Monte-Carlo est
alors appliquée pour plusieurs valeurs N du nombre de réalisations du vecteur aléatoire U,

variant de 10* 25 x 10® pour le cas 1 et de 10° 2 25 x 108 pour le cas 2. Les résultats de proba-
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FIGURE 3.16 — Représentation d’'un échantillon de 103 réalisations du vecteur U pour I'estimation de
la probabilité de défaillance par Monte-Carlo.

bilités de défaillance obtenues ainsi que les coefficients de variation (CVs) correspondants
sont représentés par les figures 3.17 et 3.18. Outre ces résultats, ces figures représentent aussi
les intervalles de confiances a 95% de prnic [KTB11], qui se déduit aisément des valeurs de
Prvc, N et 85,,.. Conformément a nos attentes, on observe une augmentation de la pré-
cision de l'estimation lorsque le nombre N de réalisations augmente. Cela se traduit par
une décroissance du coefficient de variation (ou une réduction de I'intervalle de confiance),
lorsque N augmente.

55X 10 0.2
' Intervalle de confiance
5 |
8 § 0.151
Z4s ;:
= s
z :
I [}
P = ol
= 5
235 2
£ E
g 3 S 0.05
(=™
2.5
%0 50 100 500 1000 5000 10 50 100 500 J000 5000
Nombre de simulations (x10?) Nombre de simulations (x10%)
(a) Probabilités de défaillance (b) Coefficients de variation

FIGURE 3.17 — Evolution de la probabilité de défaillance obtenue par Monte-Carlo et du coefficient de
variation associé, en fonction du nombre de réalisations, pour le cas 1.

Tout d’abord, intéressons-nous au cas d’étude 1 (voir la figure 3.17). Conformément a la
formule (3.100), pr est estimée dans ce cas, avec un coefficient de variation de 10% pour
N =30000, et avec un coefficient de variation de 1% pour N =3 x 10%, en notant que ce der-
nier releve d'un tres haut niveau de précision. Les probabilités de défaillance correspon-
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FIGURE 3.18 — Evolution de la probabilité de défaillance obtenue par Monte-Carlo et du coefficient de
variation associé, en fonction du nombre de réalisations, pour le cas 2.

dantes sont respectivement données par : 3.00 x 1073 et 3.40 x 1073. On peut remarquer que
I'estimation obtenue pour N =3 x 10° est en parfait accord avec I'estimation obtenue avec
I’analyse SORM présentée ala section 3.4.3.2. Concernantle cas d’étude 2 (voir la figure 3.18),
on observe que les différentes valeurs du nombre N ne suffisent pas a obtenir une estima-
tion avec une précision acceptable. En effet, pour toutes les valeurs de N considérées, les
probabilités de défaillance obtenues sont estimées avec un coefficient de variation supé-
rieur 2 10%. Plus précisément, pour N =25 x 105, la probabilité de défaillance obtenue est de
1.12 x 107% et le coefficient de variation (CV) correspondant est de 19%. Cette observation
est bien conforme 2 la formule (3.100) qui implique que N doit étre supérieur a 108 pour ob-
tenir un coefficient de variation inférieur a 10%. Un récapitulatif des résultats de probabilité
de défaillance est donné au sein du tableau 3.4, ot N représente le nombre d’évaluations
de la fonction d’état-limite G.

TABLEAU 3.4 — Récapitulatif des résultats associés au probleme-modele.

Cas1 Cas 2
Surface d’état-limite F2 Non linéaire Linéaire
Méthode Cas 1 Cas 2
BrL Pt CV  Ng BrL pt Cv Ng
iHLRF 2.7213 - - 48  4.6796 - - 48
FORM - 3.25x1073 - 0 - 1.44x107% - 0
SORM¢ - 341x107% - 5 - 144x1076 - 5
SORMPf - 341x107% - 20 - 144x10°6 - 8
Monte-Carlo - 3.40x107% 1% 3x10° - 1.12x107% 19% 25x10°
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3.5.2 Subset simulation

La méthode subset simulation est la plus récente des méthodes de réduction de variance
(variantes de la méthode de Monte-Carlo). Introduite au sein de la communauté fiabiliste
par Au et Beck [ABO1] en 2001, elle permet de résoudre les problémes de fiabilité dont la pro-
babilité de défaillance est faible voire tres faible, avec un cott de calcul tres inférieur a celui
induit par la méthode de Monte-Carlo. L'idée principale de cette méthode est de définir la
probabilité faible d'un événement rare comme un produit de probabilités conditionnelles
d’événements intermédiaires. Ces événements intermédiaires sont choisis de sorte que les
probabilités conditionnelles correspondantes soient plus fortes que la probabilité recher-
chée et par conséquent plus faciles a estimer (i.e. nécessitant un nombre relativement faible
d’évaluations de la fonction de performance pour leurs estimations) [ABO1]. Une breve des-
cription de cette méthode est donnée dans la suite. Le lecteur intéressé par plus de détails
peut se référer a I'article de référence [ABO1].

3.5.2.1 Principe

Soit {Ey, ..., E;n}, une m-famille d’événements intermédiaires définis dans I’espace stan-
dard R" tels que E;, c E;,—) € --- € E» € Ep, ou E,;, = E et m représente le nombre d’événe-
ments. A partir de la régle d’inclusion E = n]"" | Ey (résultat de I'ordonnancement par inclu-
sion précédente), et par conditionnements successifs, il est facile de montrer que la proba-
bilité de défaillance ps peut s’écrire sous la forme suivante [ABO1] :

m
pe=PE) =[] pk, (3.102)
k=1
avec:
p1=P(E)) et pp=PElE1),Vkel2,...,m}, (3.103)

ou P(E|Er-1) représente la probabilité conditionnelle de Ej sachant Ej_;. Ainsi, la proba-
bilité de défaillance ps recherchée s’exprime comme le produit de m probabilités intermé-
diaires, chacune étant plus forte que pr par construction, et donc plus facile a estimer.

Soit (¥x)k=1,.,m une suite de nombres réels tels que y;; < ym-1 < --- < y1, avec ¥, = 0. A
partir de cette suite, on peut définir dans I’espace standard une séquence de domaines de
défaillance intermédiaires & définis par :

Fr=fueR":Gw) <y}, Vke{l,...,m}. (3.104)

Les réels yi, k € {1,...,m}, représentent alors des seuils intermédiaires de la surface d’état-
limite correspondant au probleme de fiabilité a résoudre. Une telle séquence de domaines
de défaillance intermédiaires est illustrée sur la figure 3.19. Les événements intermédiaires
Ej sont définis tels que :

Er={GU) <y}, Vke{l,...,m}, (3.105)

de sorte qu'’ils correspondent aux domaines de défaillance intermédiaires Z, et qu’ils soient
en complete adéquation avec la régle d’inclusion des Ey, k € {1,..., m}, définie précédem-
ment. Par conséquent les probabilités intermédiaires pj peuvent étre aisément définies re-
lativement aux seuils intermédiaires yi, k€ {1,...,m} par:

p1=P(E) =P(GU) < y1) =E[1g W], (3.106)
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etVkel{2,...,m}:
pi =P (Ex|Ex-1) = P(GU) < yk| Ex-1) = Eg,, (15 [L, (U], (3.107)

ol ¢, (-|Ex_1) représente la densité de probabilité de la loi conditionnelle Gaussienne stan-
dard n-dimensionnelle sachant Ej_;, et £, [-] désigne I'espérance d'une variable aléatoire
relativement a une densité de probabilité 7 donnée.

X,

)y

F

NN\

FIGURE 3.19 — [llustration d’'une séquence de domaines de défaillances intermédiaires.

3.5.2.2 Estimation des probabilités intermédiaires

Lestimation de la probabilité de défaillance ps par subset simulation revient donc a esti-
mer chacune des probabilités intermédiaires py, k € {1,..., m}. Un choix judicieux des seuils
intermédiaires yy, k € {1,..., m} est nécessaire afin que les probabilités p; soient estimées de
maniere efficace par le biais de simulations de réalisations aléatoires. Ainsi, les seuils inter-
meédiaires yy sont choisis de facon a ce que les probabilités intermédiaires py, k€ {1,...,m—
1}, soient toutes égales a une méme valeur py, relativement grande (e.g. po = 0.1), et par
conséquent plus facile a estimer :

Pk=po,Vkel{l,...,m—1}. (3.108)

Le parametre py détermine le nombre d’événements de défaillance % requis pour atteindre
le domaine de défaillance %,. Tout comme les seuils intermédiaires yi, po doit étre choisi de
facon adéquate. En effet, de faibles valeurs de p( assureraient une rapide exploration des do-
maines de défaillance intermédiaires sans pour autant garantir une estimation précise des
probabilités intermédiaires. Conformément a [AB01], la plage optimale pour py est [0.1, 0.3].
En pratique, pg est généralement fixé a 0.1 (po = 0.1). La procédure de choix des seuils inter-
meédiaires y, k € {1,..., m}, intrinsequement lié a I'estimation des probabilité py, est brieve-
ment détaillée ci-dessous.

Premiere étape (k=1)
Le premier seuil intermédiaire y; peut étre défini comme le py-quantile de la variable aléa-
toire G(U) (voir ’équation (3.106)). Ainsi, il est estimé a partir d'un N-échantillon de réalisa-

tions de la variable G(U), &; = (GuV),...,Gu'™)), elles-mémes calculées par le biais d'un
N-échantillon $4; = (uWV,...,u'™) de réalisations aléatoires indépendantes du vecteur U. Plus
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précisément, y; représente la [poN] eme yaleur de @, rangé dans|’ordre croissant,ou V x € R,
[x] représente le plus petit entier supérieur ou égal a x. Une fois que le seuil y; est estimé,
la probabilité p, correspondante et son coefficient de variation sont respectivement estimés
par [ABO1] :

J— u e . .
! N i=1 91 ! NpAl

Ftapes intermédiaires (k=2,...,m—1)

Tout comme le seuil y, les seuils yi tels que k € {2,...,m — 1} sont définis comme des py-
quantiles (voir I'équation (3.107)). Conformément a (3.107), les seuils yg, k € {2,...,m -1},
sont alors estimés a partir d'un échantillon &g, = (G(ugcl)), . ..,G(uECN ))), construit par le
biais d'un échantillon Uy g, | = (ug), . ..,uch) ), ol les (ugj))ﬁ.\i | Teprésentent N réalisations in-
dépendantes d'un vecteur aléatoire de densité de probabilité conjointe ¢, (-|Ex-1). Tandis
que la simulation des réalisations (u("))ﬁ , est directe et s’effectue via un tirage Monte-Carlo
classique, celle des (ug))ﬁ.\i , est néanmoins beaucoup moins intuitive. En effet, elles repré-
sentent des réalisations d’'une loi conditionnelle multidimensionnelle. Au et Beck [ABO1]
proposent de simuler les réalisations (ug))ﬁ , bar une technique de Monte-Carlo par Chaines
de Markov (Markov Chain Monte Carlo, MCMC) [KTB11, RK07]. Cette technique est mise en
ceuvre via une version modifiée de I'algorithme de Metropolis [AB01, ZBAK12]. Représen-
tant le point central de la méthode subset simulation, cet algorithme possede les propriétés

suivantes :

 l'algorithme mis en ceuvre dans SS fonctionne composante par composante et via des
densités de probabilité tests unidimensionnelles, ce qui rend la méthode subset simu-
lation bien adaptée a des problemes de fiabilité de grande dimension;

« laloi de probabilité cible des échantillons construits par MCMC est généralement ob-
tenue sous la forme d'une chaine de Markov stationnaire (ou asymptotiquement sta-
tionnaire), irréductible, apériodique, réversible et ergodique, ayant pour loi invariante
la loi cible. Dans cet algorithme, les états initiaux des chaines de Markov suivent déja
la loi cible ¢, (-|Ex-1), ce qui implique que tout autre état suit cette méme loi cible
(pn('lEk—l) )

« les échantillons générés par I'algorithme de Metropolis modifié ne sont pas indépen-
dants en raison des densités de probabilité instrumentales utilisées dans I’algorithme.
Ces lois de probabilité sont généralement choisies uniformes centrées autour d'un
point de départ. Lefficacité de SS dépend de la largeur de I'intervalle de définition de
ces lois qui ne doit étre ni trop petite, ni trop grande [ZBAK12].

Ainsi, Yk € {2,..., m — 1}, le seuil y; est estimé comme la [poN1®™¢ valeur de & E,_, Tangé
dans I'ordre croissant. La probabilité p; correspondante et son coefficient de variation sont
alors respectivement estimés par [ABO1] :

p 1%]1 @?) et Sr=y/ Pk 0y (3.110)
k=— . (u e k= — —Yk)>» .
s NG Tk N pi Y

ol Y est un coefficient tenant compte de la corrélation entre les NV vecteurs aléatoires qui
constituent I'’échantillon &g, | généré via MCMC [ABO1].
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Derniere étape (k = m)

La derniere étape de I'estimation des seuils intermédiaires yi, k € {1,..., m} est atteinte lorsque
le po-quantile de I'échantillon & g, , estinférieur a 0. Le seuil y,, est alors fixé a 0 (y,, = 0).
La probabilité p,, correspondante et son coefficient de variation sont respectivement esti-
més par :

INz,,|

P = — §N 1g,, W) 5 L=Dm (4 (3.111)
= u = = — , .
Pm N & Fm Uy m N Ym

ou | Ng,,| représente le cardinal de I'ensemble Ng,, = {i : G(ugfl)) < 0}. La probabilité p,, esti-

mée pour le dernier seuil y,, =0 est alors supérieure ou égal a pg (P, = 0).

3.5.2.3 Estimation de la probabilité de défaillance
La probabilité de défaillance ps est alors estimée par :
Piss = Pm (P0)" " . (3.112)

Contrairement a I'’estimation par Monte-Carlo (voir la section 3.5.1.1), cette estimation est
biaisée en raison de la non-indépendance des échantillons générés par ’algorithme MCMC
utilisé [ABO1], impliquant une dépendance des estimateurs py, k € {1,..., m}. Toutefois, il
est démontré dans [AB01] qu’il est asymptotiquement sans biais et que, plus les chaines de
Markov sont longues, plus le biais est faible. Afin d’évaluer la précision de I'estimation de
pr, Au et Beck [ABO1] proposent un encadrement du coefficient de variation 6 5, de prss,
donné par :

(3.113)

E

~
1
—_

Laborne inférieure (resp. supérieure) de (3.113) est obtenue en assumant que les estimateurs
des probabilités intermédiaires py sontindépendants (resp. completement corrélés). Malgré
le fait que les estimateurs pj soient généralement corrélées, plusieurs exemples menés dans
[ABO1] ont montré que le coefficient de variation 65, peut étre trés bien approché par la
borne inférieure de I'’encadrement (3.113). On a alors :

m
O prss = \/215?- (3.114)
i=

En supposant que les coefficients yg, k € {1,..., m}, sont tous égaux a une constante vy, il

est possible d’évaluer le nombre de simulations minimal Nss min, par étape de SS, nécessaire

pour obtenir un niveau de précision visé de I'estimation de p;. Dans ce contexte, il a été

montré dans [Dub11] que pour estimer une probabilité de défaillance avec un coefficient de
variation dy :

Nss min = 1=po > Po (1 + ( log(pr

85 Po log(po)

Il est important de noter qu’en pratique le coefficient y est tres difficile a choisir, car il dé-

pend du probleme traité. En supposant que le coefficient y, est choisi de facon adéquate, le

nombre total de simulations Nss correspondant est alors donné par :

log(py)
log(po)

—1) (1+yO)) . (3.115)

Nss = m Nss min = Nss min - (3.116)
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3.5.2.4 Illustration

Tout d’abord, on note par Nssstep le nombre de simulations par étape intermédiaire de
la méthode subset simulation. Cette méthode a été appliquée pour I'estimation des proba-
bilités de défaillance des cas d’étude 1 et 2 du probleme-modele, pour différentes valeurs
de Nssstep- Les valeurs choisies sont comprises entre 500 et 250000. Naturellement, pour
chacune des valeurs choisies de Nsgstep, le nombre total de simulations Nsgs induit par la
méthode subset simulation est donné par : Nss = m Nss step-

Examinons dans un premier temps les résultats du cas d’étude 1. Avant de débuter, il est
important de noter que, dans ce cas, le nombre Ngg total de réalisations du vecteur U va-
rie entre 1400 et 720000. Il est facile de remarquer que ces valeurs sont tres inférieures aux
nombres de réalisations considérées pour la mise de la méthode de Monte-Carlo (voir la
section 3.5.1.2). La figure 3.20 représente les probabilités de défaillance, les intervalles de
confiance a 95% et les coefficients de variation associés obtenus. A I'instar de la méthode
de Monte-Carlo, on observe naturellement une augmentation de la précision des estima-
tion lorsque Nssstep augmente. En outre, les résultats obtenus font état d'une trés grande
précision des estimations par subset simulation, malgré des nombres de simulations rela-
tivement faibles, en comparaison de ceux utilisés a la section 3.5.1.2. En effet, on obtient
pour Nss =~ 13000 (resp. Nss = 720000), une probabilité de défaillance estimée a 3.51 x 1073
(resp. 3.40 x 1073) avec un coefficient de variation environ égal a 10% (resp. 1%). Concer-
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(a) Probabilités de défaillance (b) Coefficients de variation

FIGURE 3.20 — Evolution de la probabilité de défaillance obtenue par subset simulation en fonction de
Nss step, pour le cas 1.

nant le cas d’étude 2, le nombre total Ngg de réalisations du vecteur U induit varie entre
2700 et 1.5 x 10%. Comme précédemment, ces valeurs restent tres inférieures aux nombres
de simulations considérés pour la mise en ceuvre de la méthode de Monte-Carlo (voir la sec-
tion 3.5.1.2). Les résultats obtenues pour ce cas sont donnés a la figure 3.18. Les coefficients
de variation associées aux probabilités de défaillance obtenues varient de facon décroissante
lorsque Nss step augmente, ce qui est en accord avec les observations précédentes. Al'inverse
de I'estimation des probabilités de défaillance par la méthode de Monte-Carlo, on observe
dans ce cas une tres grande précision des estimations obtenues. En effet, on obtient pour
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FIGURE 3.21 - Evolution de la probabilité de défaillance obtenue par subset simulation en fonction de

Nss step, pour le cas 2.

Ngs = 84000 (resp. Nss = 1.5 x 10%), une probabilité de défaillance estimée a 1.66 x 1076 (resp.

1.44 x 1075) avec un coefficient de variation environ égal a 10% (resp. 2%).

Ces différentes observations illustrent trés clairement la grande précision de la méthode sub-
set simulation et surtout sa grande efficacité en comparaison de la méthode de Monte-Carlo.
On peut aussi remarquer que plus la probabilité de défaillance cible est faible, plus I'effica-
cité de cette méthode, par rapport a celle de Monte-Carlo, est élevée. Un récapitulatif des
résultats de probabilité de défaillance est donné au sein du tableau 3.5, ot N représente le
nombre d’évaluations de la fonction d’état-limite G.

TABLEAU 3.5 — Récapitulatif des résultats associés au probleme-modele.

Cas1 Cas 2
Surface d’état-limite F2 Non linéaire Linéaire
Méthode Cas 1 Cas 2
BrL pr CV  Ng BrL pr Ccv Ng
iHLRF 2.7213 - - 48  4.6796 - - 48
FORM - 3.25x107% - 0 - 1.44x107% - 0
SORM¢ - 3.41x107% - - 1.44x107% - 5
SORMPf - 341x107% - 20 - 144%x1076 - 8
Monte-Carlo - 340x107% 1% 3x10° - 1.12x107% 19% 25x10°
Subset Simulation - 3.40x107% 1% 720000 - 1.44x10°% 2% 1.5x10°
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3.5.3 Autres méthodes de simulation

Outre la méthode subset simulation qui reste sans doute de nos jours la plus perfor-
mante des méthodes de réduction de variance (variantes de la méthode de Monte-Carlo),
il existe bien d’autres méthodes de réduction de variance. On peut citer a titre d’exemple la
méthode du tirage d'importance, aussi appelée méthode d’échantillonnage préférentiel, qui
reste tres célebre au sein de la communauté de la fiabilité des structures, ainsi que la mé-
thode des simulations directionnelles. Ces méthodes sont explicitement détaillées au sein
des ouvrages [DM07,KTB11,RK07]. Bien que n’étant pas tres utilisée au sein de ces travaux,
de par leurs limitations, ces méthodes sont brievement décrites dans cette section afin d’en
présenter le concept.

Lidée principale de la méthode du tirage d'importance est de réduire la variance azﬁch de
Prmc en introduisant une fonction de pondération positive représentant une densité de pro-
babilité conjointe. De toutes les fonctions de pondération proposées dans la littérature a cet
effet, la plus communément utilisée de nos jours est celle basée sur une gaussienne centrée
réduite, centrée sur le PDPP P* dans I'espace standard. En effet la connaissance du PDPP
permet d’introduire une nouvelle densité de probabilité ¢, (u—u*) permettant d’accélérer
la convergence de la méthode de Monte-Carlo. De maniere plus pragmatique, la méthode
du tirage d’'importance revient donc a évaluer la fonction d’état-limite G sur un échantillon
de réalisations aléatoires centrées autour du point P*. Lefficacité de cette méthode dépend
fortement de la géométrie de la surface d’état-limite. En effet pour des surfaces d’état-limite
possédant de faibles courbures autour du point P*, elle s’avere bien plus efficace que la mé-
thode de Monte-Carlo. Toutefois, dans les cas ot la surface d’état-limite est fortement irrégu-
liére autour du point P*, I'estimation de p; par tirage d'importance peut s’avérer fortement
imprécise voire biaisée. De plus, il faut noter que I'information que I'on a sur le PDPP peut
étre faussée et n’est pas a priori un minimum global.

La méthode des simulations directionnelles quant a elle, est basée sur le concept de proba-
bilités conditionnelles et utilise la symétrie de I’espace standard. Aprés une expression des
points de I'espace standard en coordonnées sphériques, elle consiste a déterminer une di-
rection dans laquelle se trouve le domaine de défaillance puis a échantillonner dans cette
direction en partant de points choisis aléatoirement. La probabilité de défaillance est alors
calculée conditionnellement a la direction déterminée. Cette méthode nécessite de calcu-
ler les intersections des directions avec I'état-limite. Cette étape peut impliquer des calculs
fastidieux étant donné qu’elle requiert plusieurs évaluations de la fonction d’état-limite. De
plus, cette méthode s’avere tres peu efficace pour des probléemes de fiabilité de dimension
supérieure ou égale a cing.

3.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la présentation du concept d’analyse de fiabilité. Différentes
méthodes permettant d’évaluer la fiabilité d'un systeme électromagnétique (pouvant natu-
rellement étre représenté par un modele analytique ou par un modeéle numérique) en te-
nant compte des incertitudes inhérentes aux différents phénomeénes physiques auxquels il
est soumis, ont alors été présentés.
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Les méthodes de fiabilité proposées au sein de ce chapitre, sont issues du domaine de la
mécanique des structures au sein duquel elles occupent une place trés importante de nos
jours. Elles estiment la fiabilité d'un systeme par le biais de I’évaluation de sa probabilité
de défaillance. Leur application requiert la modélisation aléatoire des différents parameétres
incertains considérés et la définition d'un critére de fiabilité (ou de défaillance) précis, asso-
cié au systeme étudié. Selon leurs principes, elles sont scindées en deux groupes distincts, a
savoir : les méthode de simulation et les méthodes d’approximation. Les méthodes de simu-
lation estiment la probabilité de défaillance du systeme via un échantillon de réalisations
aléatoires tandis que les méthodes d’approximation, comme le nom l'indique, estiment la
probabilité de défaillance du systeme a partir d’approximations. Quatre méthodes majeures
de la fiabilité des structures ont été présentées, a savoir : la méthode de Monte-Carlo, la mé-
thode subset simulation, FORM et SORM. La méthode de Monte-Carlo et subset simulation
sont des méthodes de simulation, i.e. basées sur un échantillon de réalisation d’un vecteur
aléatoire, tandis que FORM et SORM sont des méthodes d’approximation.

L'application de ces méthodes a un probleme illustratif de compatibilité électromagnétique
a permis de prouver leur adaptabilité, leur importance et leur intérét dans un cadre CEM.
En effet, elle a parfaitement mis en lumiere le fait que ces méthodes pourraient permettre
a un ingénieur CEM de quantifier le risque de défaillance d'un systeme soumis a des IEMs
entachées d’incertitudes, et par suite la CEM de ce systéme, sans avoir a définir de facon
arbitraire des valeurs jugées “extrémes” relatives aux différentes grandeurs aléatoires en pré-
sence. En outre, cette application illustrative a permis de mettre en exergue les avantages
et inconvénients des différentes méthodes proposées. D'une part concernant les méthodes
de simulation, la méthode de Monte-Carlo, bien que robuste et précise, s’est avérée inef-
ficace pour I'estimation de probabilités de défaillance faibles. Elle a nécessité dans ce cas
de figure, un nombre trop important de calculs, impliquant des cofits de calcul prohibitifs.
La méthode subset simulation, quant a elle, s’est avérée bien meilleure que la méthode de
Monte-Carlo dans le cas de I'estimation de probabilité de défaillance tres faible. D’autre part,
les approches FORM et SORM ont été les méthodes les moins cotliteuses en termes de temps
de calcul, et les plus précises aussi. Toutefois, il est important de mentionner que le cas illus-
tratif traité au sein de ce chapitre ne représente qu'un cas académique pour lequel toutes les
conditions nécessaires a la précision des méthodes d’approximation sont satisfaites.

L'adaptabilité et 'intérét des méthodes de fiabilité, dans le cadre de I'analyse de compatibi-
lité électromagnétique, étant prouvés au sein de ce chapitre, différents problemes de fiabilité
CEM plus représentatifs de la réalité seront étudiés dans la suite. Avant tout, le chapitre sui-
vant présentera les fondements d'un type d’analyse trés souvent utilisé en appui a I’analyse
de fiabilité et connu sous le nom d’analyse de sensibilité.
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4.1 Introduction

Tout comme dans le chapitre précédent, on considére qu'un systeme électromagnétique
peut étre aisément représenté par le biais d'une relation mathématique y = .4 (x) définie
de R" dans R™. On rappelle que x = (x1,...,x,) € X € R", n = 1, est le vecteur des para-
metres d’entrée, ./ représente le modele (analytique ou numérique) qui décrit le systéeme,
ety=(y1,...,ym) € R™, m =1, est le vecteur des quantités d’intérét fournies par le systéme,
communément appelé la réponse du modele. Pour des raisons de simplicité, on suppose
que m = 1, c’est-a-dire que la réponse du modele devient une variable scalaire notée y et
donnée par la relation y = ./ (x). Naturellement, les différentes notions introduites dans ce
chapitre, se généralisent aisément au cas out m > 1. Dans un contexte probabiliste, les para-
metres d’entrée du systéme sont considérés incertains et modélisés par des variables aléa-
toires Xj,..., X;;, dont les densités de probabilité fx,, 1 < i < n, sont supposées connues. Soit
X=(Xy,..., Xn), le vecteur aléatoire n-dimensionnel a valeurs dans I'espace X < R”, regrou-
pant les n variables aléatoires X;, 1 < i < n. Laréponse du modele devient alors une variable
aléatoire, notée Y, a valeurs dans R, donnée par la relation mathématique Y = .4 (X). Le
vecteur des parametres d’entrée x et la quantité d’'intérét y sont maintenant vus comme des
réalisations du vecteur aléatoire X et de la variable aléatoire Y, respectivement.

L'analyse de sensibilité, aujourd’hui utilisée dans plusieurs domaines scientifiques, tels que
lamécanique [Sob93,SCS08], ou encore la compatibilité électromagnétique [LJBP12,L.GS™ 14],
vise a identifier la contribution des parametres d’entrée X;, i = 1,...,n, dun modele .#, sur
la variabilité de sa réponse Y. Les objectifs d'une analyse de sensibilité sont multiples :

 analyser le role des parametres dans le modéele, i.e. analyser la contribution propre de
chacun des parameétres ou d’éventuelles interactions entre eux;

« identifier les parametres les moins influents dans le modele, afin de réduire la dimen-
sion stochastique du probleme (le nombre de parametres aléatoires) pour de futures
analyses;

e réduire la dispersion de la réponse du modeéle, en minimisant la variabilité des para-
metres les plus influents dans le modele.

Il existe deux grands types de méthodes d’analyse de sensibilité : les méthodes qualitatives,
et les méthodes quantitatives. Les méthodes qualitatives fournissent des résultats représen-
tés par des données non mesurables, dont I'interprétation de ces résultats nécessite le re-
gard d’'un « expert ». On peut citer parmi les méthodes qualitatives existantes, les méthodes
de criblage (screening methods), dont fait partie la méthode de Morris [Mor91], qui permet
de classer les parametres aléatoires d’entrée X;, i =1,...,n, en 3 groupes :

1. les parametres négligeables;
2. les parametres avec effets linéaires et interactions nulles;
3. les parametres avec effets non linéaires et interactions non nulles.

Cette méthode a notamment été mise en ceuvre en contexte CEM, dans le cadre de la thése
de Basile Jannet [Jan14], et a fourni des résultats tres satisfaisants, liés a la réduction de la
dimension stochastique des problemes sous étude [LJBP12]. Toutefois les méthodes quali-
tatives sont confrontées a de nombreuses limitations. Par exemple dans le cas de la méthode
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de Morris, bien que connaissant les parametres a interactions non nulles, il est impossible
de déterminer précisément les parametres interagissant entre eux et les ordres d’interaction.
Contrairement aux méthodes qualitatives, les méthodes quantitatives proposent des résul-
tats mesurables de fagon précise. Elles permettent ainsi une bien meilleure interprétation
des résultats obtenus en comparaison aux méthodes qualitatives et une hiérarchisation pré-
cise des différents parametres d’entrée X;, i = 1,..., n, en fonction de leurs contributions sur
la variabilité de Y. Dans le but de réduire la dispersion de la réponse d'un modele, cette der-
niere particularité pourrait s’avérer étre trés importante, dans le sens ou elle permettrait a
un ingénieur de déterminer de facon appropriée les différents parametres aléatoires d’en-
trée pour lesquels il faudrait minimiser la variabilité. En outre, les méthodes quantitatives
permettent de déterminer avec précision les parametres interagissant entre eux ainsi que les
ordres d’interaction.

Auregard des limitations des méthodes qualitatives, nous avons choisi de mettre ’accent sur
les méthodes quantitatives d’analyse de sensibilité. Ces dernieres peuvent aussi étre scin-
dées en deux types, a savoir : les méthodes d’analyse de sensibilité locale et les méthodes
d’analyse de sensibilité globale. L'une ou I'autre de ces méthodes est mise en ceuvre en fonc-
tion de I'objectif de I'étude menée. En effet, dans le cas ou I’évaluation de la fiabilité du sys-
teme est I'objectif poursuivi, I'intérét est généralement porté sur les contributions des para-
metres aléatoires au niveau de la défaillance du systéme, i.e. au point de défaillance le plus
probable (voir la section 3.4.1). Ainsi, du fait de leur nature locale (au point de défaillance le
plus probable), ces contributions sont évaluées par le biais de méthodes d’analyse de sensi-
bilité locale. Par contre, sil’on a besoin d’évaluer la sensibilité des parametres X;, i =1,..., n,
sur tout le support de leur densité de probabilité conjointe, il est préférable d’avoir recours
aune méthode d’analyse de sensibilité globale. Dans certains cas particuliers, les méthodes
d’analyse de sensibilité locale et globale, fournissent des résultats identiques. Néanmoins,
étant donné que leurs domaines d’applications sont completement différents, il n'est pas
anormal que les résultats obtenus par une analyse de sensibilité locale soient différents de
ceux obtenus par une analyse de sensibilité globale.

Dans ce chapitre, nous proposons tout d’abord deux méthodes d’analyse de sensibilité lo-
cale. La premiere, déja bien connue dans le domaine de la fiabilité structurale, est une mé-
thode basée sur les résultats de I'analyse FORM (voir la section 3.4.2). La seconde, quant a
elle, est une méthode d’analyse de sensibilité locale basée cette fois sur les résultats de 'ana-
lyse SORM (voir la section 3.4.3). Il est important de noter que cette méthode n’ayant jamais
été mise en ceuvre dans le domaine de la mécanique ou encore moins dans le domaine de
la CEM, a été développée de maniere exclusive au cours de ces travaux de these. Enfin, nous
proposons une méthode d’analyse de sensibilité globale, connue sous le nom d’analyse de
Sobol’ [Sob93].

4.2 Analyse de sensibilité locale

Quantifier 'importance de chaque variable aléatoire d’entrée X;, i = 1,..., n, au point de
défaillance le plus probable associé a une fonction d’état-limite releve d’'une trés grande im-
portance en analyse de fiabilité. Mesurer ces importances apporte de I'information supplé-
mentaire concernant le modele (ou le probleme physique) sous étude et permet de hiérar-
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chiser les différents parametres aléatoires d’entrée selon leurs contributions relatives. Cette
information peut étre utilisée pour améliorer I'allocation de ressources (par exemple dans
le cadre de la fabrication d'un équipement) ou pour guider des campagnes pour la collecte
de données statistiques. En outre, elle pourrait tout simplement étre utilisée pour réduire le
nombre de parametres aléatoires d’entrée pour de futures analyses de fiabilité. Dans cette
section, nous proposons deux types d’analyse de sensibilité locale. La premiere, déja bien
connue et tres répandue en mécanique des structures, est basée sur les résultats de 'analyse
FORM, tandis que la seconde, basée sur les résultats de I'analyse SORM, est une méthode
originale développée au cours de ces travaux. Ces méthodes d’analyse de sensibilité locale
sont décrites ci-apres.

4.2.1 Analyse de sensibilité locale via FORM

Cette section est consacrée a I’analyse de la sensibilité locale a partir des résultats issus
de I'analyse de fiabilité par FORM. Son principe est brievement rappelé ci-dessous.

On considere un probleme de fiabilité dont la fonction d’état-limite est définie sur X par :
g: X — R:x— gx). Soient U = (Uy,...,Uy) un vecteur aléatoire gaussien standard n-
dimensionnel a valeurs dans I'espace standard R”, et G: R"” — R :u~— G(u), I'équivalent
dans I'espace standard de la fonction d’état-limite g (voir la section 3.3 du chapitre 3). Le
vecteur u = (uy,..., U,) peut étre vu ici comme une réalisation du vecteur aléatoire U. On
rappelle que I'analyse de fiabilité par FORM opere dans I'espace standard, donc sur la fonc-
tion d’état-limite G, et consiste a remplacer G par son approximation linéaire G; au point de
défaillance le plus probable (PDPP) P*. Par suite, I’analyse de fiabilité par FORM fournit une
approximation de la probabilité de défaillance py de la fagon suivante :

pr=P(G(U) <0) = prrorm = P(G1(U) <0) = P(G,(U) 0), (4.1)
ou: Giw
~ 1 u T
_ = B — 4.2
G1(u) Teal fuL-a u, (4.2)

avec u* € R" le vecteur des coordonnées du PDPP P* dans I'espace standard R” et a le
vecteur unitaire donné par: @« = -VGu*)/[|[VGu*)|.Onaalors: @ = (a;),avec Vi€ {l,...,n}:
1 0Gu*)

i=— . 4.3
YETIVGW 0w (*3)

En général, 'analyse de sensibilité locale pour un probléeme de fiabilité est réalisée en deux
étapes, a savoir : (1) la détermination dans I'espace standard R”, des contributions rela-
tives des variables aléatoires U;, i = 1,..., n, sur la variabilité de G(U) au PDPP P*, puis (2)
la déduction des contributions relatives, dans I’espace physique X, des variables aléatoires
X;, i=1,...,n,surlavariabilité de g(X) au PDPP P*. Dans le cadre de I’analyse de fiabilité par
FORM, la probabilité de défaillance est approchée a partir de la fonction G, issue de I'ap-
proximation linéaire G, de G au voisinage du PDPP P*. Par conséquent, la premieére étape de
I’analyse de sensibilité locale via FORM consistera plus précisément, a déterminer les contri-
butions relatives des variables Uj;, i = 1,..., n, sur la variabilité de G (U). Il est donc naturel
d’étudier a cet effet, la variance de G;(U).On a:

V[GW]=E|(Gw-E[Gw])|. (4.4)
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Vu que U est un vecteur gaussien standard, on a le résultat suivant : [£ [U] =0, d’'otiona:
E[GW)]=F | -a’u|=pu - aT BV =, (4.5)
Par conséquent :

V[Gi ()] =F (—aTU)Z

=E[(-a"U) (-U"a)|=a"E[UUT]| a. (4.6)
Puisque U est un vecteur gaussien standard, ona: E[U UT] =Cy=I,,douil vient:

V[GiU)] =a"a=a’+a’+---+a?. 4.7)

A partir de cette expression de la variance de G;(U), il apparait que les carrés des compo-
santes a;, i = 1,...,n, du vecteur unitaire &, sont représentatifs des contributions relatives
des variables aléatoires U;, i = 1,..., n, correspondantes sur la variabilité de G; (U). Les coef-
ficients af, i =1,...,n, sont communément appelés facteurs d'importance. 1l est important
de noter que la somme de ces indices est égale a 1, ce qui en facilite I'interprétation.

Les contributions relatives des variables aléatoires X;, i =1,..., n, sur la variabilité de g(X) au
PDPP P* se déduisent aisément des facteurs d’'importance a?, i =1,...,n. En effet, lorsque
les variables aléatoires d’entrée X;, i = 1,...,n, sont indépendantes, les facteurs d’'impor-
tance af, i=1,...,n, expriment clairement les importances relatives des variables aléatoires
X;, i =1,...,n, correspondantes. Par contre, dans le cas ou les variables X;, i = 1,..., n, sont
corrélées, cette assertion n’est plus vérifiée. Dans un tel contexte, Der Kiureghian [DKO03] a
introduit un nouveau vecteur y = (yy,...,¥,) de facteurs d’'importance en considérant un

vecteur normal “équivalent” dans I'espace physique X au PDPP P*, noté X, tel que :
u=u"+Jsy(X-x"), (4.8)

ol Jg =], x est la matrice jacobienne de la transformation isoprobabiliste 9~ (voir la sec-
tion 3.3 du chapitre 3) évaluée en x*, et x* représente le vecteur des coordonnées dans
I'espace physique X du PDPP P*. Ce vecteur de facteurs d'importance est exprimé comme
suit [DKO03] :

T a'] T D

=, (4.9)
laTJs DI

o1 D = (D;;) est une matrice carrée diagonale de dimension , telle que, Vi € {1,..., 7} :

Dii=\Jaii . (4.10)

Vie{l,...,n}, le terme J,;; représente le i*™° terme de la diagonale de la matrice J, = (J2;)
donnée par:

-

Jo=Jg-1(Jg1) 4.11)

ol Jg—1 =J, , représente la matrice jacobienne de I'inverse 3 ~! de 9 évaluée en u*. Ainsi,
dans le cas ou les variables aléatoires d’entrée X;, i = 1,..., n sont corrélées, leurs contribu-
tions relatives sont données par les coefficients ylz., i =1,...,n, correspondants. Naturelle-
ment, lorsque les variables X;, i =1,...,n, sont indépendantes, ona:y = a.
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Clairement, les facteurs d’'importance a?, i=1,...,net ylz., i=1,...,n,sontdéterminés a par-
tir de 'approximation linéaire G; de la fonction d’état-limite exacte G associée au probleme
de fiabilité considéré. Par conséquent, ces facteurs d’'importance sont pertinents lorsque la
fonction d’état-limite G est linéaire ou tres faiblement non-linéaire. Par ailleurs, dans le cas
ol la fonction G est non-linéaire, ceux-ci peuvent s’avérer inappropriés pour une quantifi-
cation raisonnablement correcte des contributions relatives des parametres d’entrée sur la
variabilité du modele sous étude, au niveau de la défaillance. C’est pourquoi, nous propo-
sons une méthode d’analyse de sensibilité locale basée sur les résultats de 'approche SORM,
qui considere une approximation quadratique de la fonction d’état-limite pour I’estimation
de la probabilité de défaillance. Le principe de cette méthode fera notamment I'objet de la
section suivante.

4.2.2 Analyse de sensibilité locale via SORM

L'analyse de sensibilité locale via SORM développée au cours de ces travaux a été me-
née en ne considérant que 'approche SORM® (voir la section 3.4.3.1) et en supposant que
les variables aléatoires d’entrée X;, i = 1,..., n, sont mutuellement indépendantes. Dans ce
cas, identifier les contributions relatives des variables U;, i = 1,..., n, sur la variabilité de
G(U) au PDPP P*, revient a identifier directement les contributions relatives des variables
Xi,i=1,...,n, sur la variabilité de g(X) au PDPP P*. Ainsi, dans cette section, on ne s’'inté-
ressera qu’'a la premiere étape de I’analyse de sensibilité locale pour un probleme de fiabilité,
mentionnée dans la section précédente. Le cas de corrélation non nulle entre les variables
aléatoires X;, i=1,...,n etI’étude de la sensibilité locale basée sur SORMP!, feront 'objet de
travaux futurs.

On rappelle que I'analyse de fiabilité par SORM opére dans I’espace standard sur la fonction
d’état-limite G. Elle consiste dans un premier temps a remplacer G par son approximation
quadratique G, au point de défaillance le plus probable (PDPP) P*, puis a approximer la
probabilité de défaillance ps de la facon suivante :

pr=P(GU) <0) & pygopper = P(G2(U) <0)=P(Gr(U) <0), (4.12)

ou: G
Cou) = —2% 4.13
2= 56w 13

Par conséquent et conformément a la méthode présentée dans la section précédente, la pre-
miere étape de I'analyse de sensibilité locale via SORM consistera précisément a déterminer
les contributions relatives des variables U;, i = 1,..., n, sur la variabilité de 52 (U). Cette étape
nécessite donc d’étudier la variance de G, (U), puis d’identifier a partir de cette derniere,
les contributions des variables U;, i = 1,..., n, sur la variabilité de G»(U). A cet effet, la sec-
tion 4.2.2.1 détaille le calcul de la variance de G, (U), et la section 4.2.2.2 présente la méthode
d’identification des contributions relatives des variables aléatoires U;, i = 1,..., n, a partir de
cette variance.

4.2.2.1 Calcul delavariance de (~}2 (U)

Etant donné que, Yu e R", (~}2 (u) se déduit aisément de G, (u) par la relation (4.13), on
s’'intéressera dans un premier temps au calcul de la variance de G, (U). Par suite, la variance
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de (~}2 (U) s’en déduira aisément.

4.2.2.1.a Réécriture de Papproximation SORM de la fonction d’état-limite
On rappelle que, YVue R":
*y T * 1 $\ T w2 * *
Go(wW)=VGu") (u—u )+§(u—u ) V'Gu ) (u—u’). (4.14)

On pose :
y=GweR , D=VGu")eR" , H=V’Gu*)eR™",

La relation précédente (4.14) se réécrit alors :
T * 1 T *
y=D (u-u )+£(u—u) Hu—-u’). (4.15)

En développant cette expression on a:

1
D'u-D'u* +5 u Hu-u") —u*TH(u—u*)]

y

1
D u-D'u* +3 u' (Hu-Hu") —u*T(Hu—Hu*)]

(4.16)

1
D'u-D"u* +§ u' Hu-u' Hu* —u*THu+u*THu*]

y —DTu*+%u*THu*+DTu—% uTHu*+u*THu]+éuTHu,

qui, en remarquant que : u*' Hu=u' Hu*, peut se réécrire :
y:—DTu*+%u*THu*+DTu—u*THu+%uTHu. (4.17)

D’oly, apres un dernier réarrangement, Vue R :

1 1
y=Gw=-D"u"+ Ju"THu' + (D" —u*TH) u+Zu' Hu. (4.18)

4.2.2.1.b Calcul de la variance de G, (U)

On rappelle que U ~ .4},(0,1,,). On considere alors la variable aléatoire Y telle que :

1 1
Y:GZ(U):—DTu*+§u*THu*+(DT—u*TH)U+§UTHU, (4.19)
que 'on peut réécrire :
1
Y:GZ(U):a+bU+§UTHU, (4.20)
avec . 1
a:—DTu*+§u*THu* eR , b=D'-u*"H ¢ R". 4.21)
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On s’intéresse alors dans cette section au calcul de la variance de la variable aléatoire Y, qui
par définition est donnée par :

VIYI=E[(Y -E[YD?] = VG (U)]. (4.22)

Tout d’abord, on aborde le calcul de la moyenne IE[Y] de la variable aléatoire Y. D’apreés
I’équation (4.20) on a:

E[Y]:a+bIE[U]+%E[UTHU], (4.23)

soit puisque U ~ .A47,(0,1,,) (i.e. py=E[U] =0) :
1
]E[Y]:a+§]E[UTHU] . (4.24)

Pour calculer E [UTHU], nous allons réduire H a sa forme diagonale, ce qui est toujours
possible car H est symétrique. Soit Hp la matrice diagonale des valeurs propres 1j, 1 < j < n,
de H, telle que:

A
. 0
Hp =diag(1;) = Aj , (4.25)
0
An
etsoit P = [e1 ..o lejl. .| en] la matrice de ses vecteurs propres normés associés, telles que,
Vjefl,...,n}:

Hej:)Ljej, (4.26)

avec, V (i, j) €1{1,...,n}*:
(e,-,ej):e]Tei:(?ij, (4.27)

ou (e, o) représente le produit scalaire euclidien dans R" et §;; désigne le symbole de Kro-
necker. La matrice P est une matrice orthogonale (donc vérifie P~! =PT), et on a la relation :

Hp=P 'HP=P' HP, (4.28)

de laquelle on tire :
H=PHpP'. (4.29)

En portant (4.29) dans I'expression (4.24), il vient alors :
E[Y]:a+%]E UTPHpP'U| . (4.30)
On introduit maintenant la variable aléatoire n-dimensionnelle Z = (Zy, ..., Z,) telle que :
Z=P'U. (4.31)
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Ona:Z~ A,(uz,Cz), avec:

pz = EZ]=PTE[U]=PT uy=0

C; = B|(Z-p) (2-z)'|=E[22"|=E|[PTUUTP|
- PTIE[UUT]P:PTCUP:PTInP:PTP

Cz = I,.

Par conséquent, Z est isonome a U (i.e. a méme loi que U).

De (4.31), on tire (en se rappelant que P =pP):
U=PZ,
et en portant (4.33) dans (4.30), il vient :
E[Y]=a+ %E 2" Hpz| .

Or: ;
T 2
y/ HDZ:ZIAj zZs,

]:

ce qui nous permet d’écrire :
T < L
E [z HDZ] =Y AE [ZJZ] =Y A;=Tr Hp),
j=1 Jj=1
ou Tr (Hp) désigne la trace de la matrice Hp. Par suite, on a:

]E[Y]:a+%Tr(HD).

Ensuite, on s’intéresse au calcul de la quantité Y — [E[Y]. De (4.20) et (4.37), on tire :

1 1
Y —E[Y] :—ETr(HD)+bU+EUTHU,

soit d’apres (4.33) :
1 1
Y-E[Y]= —5 Tr(Hp) + bPZ+ 5ZTPTHPZ.

D’apres la relation (4.28), cette expression peut se réécrire :
1 1. 1
Y-E[Y]= -5 Tr(Hp) +cZ+ EZ HpZ,
ol nous avons posé ¢ = bP, matrice ligne de dimenion n, telle que :

c=(D"-u*TH|P.
( )

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)
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Notons que I'expression (4.41) peut encore s’écrire, d’apres (4.29) :

c = (DT—u*TPHDPT)P - D'P-uTPHp, (4.42)
soit finalement :
c=D"P-z"THp, (4.43)
ol nous avons posé :
zt = Plu*. (4.44)

Enfin, on aborde le calul proprement dit de la variance de Y. Au regard de I’expression (4.40),
la variance de la variable aléatoire Y est donnée par :

2
VIYI=E (—%TI(HD)+CZ+%ZTHDZ) ] , (4.45)

soit, en développant :

ViY] = E[ Tr2(Hp) + (cZ)% + - (ZTHDZ) —Tr (Hp)(cZ)
—%Tr(HD)(ZTHDZ)+(cZ)(ZTHDZ)
(4.46)
VY] = iTrZ(HD)+E[(cZ)2]+iE (ZTHDZ)Z]—Tr(HD)cE[Z]

—% Tr (Hp) E [ZTHDZ] +cR [Z (ZTHDZ)] .
D’une part,ona:
E[(c2)?]=E|(c2) (DT |=E|czZT | =cB[22T| T =cCreT =clycT=ccT.  @a7)

D’autre part :

n 2 n n
E[(ZTHDz)Z] - E (ZAJZZ [(ZAJ ZAka E[ZZAJ-A,CZ]?Z,f
j=1 Jj=1k=1
n
= E(XAZ + Y A Mz
j=1 J, k=1
j#k
2 n
E|ZTHpz)’| = Y B[z + ¥ M MB[22 2.
j=1 J k=1

j#k
(4.48)
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Enremarquantque, Vje€{l,...,n},Vke({l,...,n} telque j #k:

B|z|=3 , B|z}|=1 , B|22z}|=E|2}|B[Z}]=1,

il en résulte que :

E|(zTHp2)’|

E|(z"Hpz)’| =
En outre,on a:

E(Z]

E(ZTHpZ]

E(Z(Z"THpZ)]

n
2 2%+ YA+ Y Ak
j=1 j=1 J k=1

27Tr (H%) + Tr (Hp) Tr (Hp)

2Tr (H%) + Tr?(Hp).

I
&=
o
"N

[ n
E|ZY A;Z;
[ =

Aj A = 2Tr (H3) + (ZAJ-)(Z Ak)
j=1 k=1

n
- ZAjE[ZZ]?] - 0.
=1

Par conséquent, il vient, en revenant a I’expression (4.46) de la variance de Y :

VY] = ;LTrZ(HD) + cc' + ;L[ZTr (H) + Tr*(Hp)] - %Tr(HD)Tr(HD)

1 1 1 1
= cc' + ZTrz(HD) + 5 Tr (H) + ZTrZ(HD) - ETrZ(HD)

VY]

D’apres (4.43) :

cel = (DTP—Z*THD)(PTD—HDZ*) (HE:HDcarHDestdiagonale)

cel + %Tr (H%) .

cc' = D'PP'D-D"PHpz* -z "THpP' D+z*"HpHpz* .

Or:

.
PP =PP'=1, et z*THDPTD:(DTPHDz*) - D'PHpz" .

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)
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D’oui:
cc” =D'D - 2D"PHpz* + z'THLZ .

Par ailleurs, en introduisant I’expression (4.44) dans (4.53), il vient :
cc' =D'D - 2D"PHpP u* + u'PHLP u*.
En outre, d’apres (4.29) : H=PHpP' etona:

H2 = HxH = (PHDPT)(PHDPT)

PH,P'PHLP' = PHpHpP'

2 2 pT
H> = PH3P'.

Il en résulte que :
cc' =D'D - 2D"Hu* + u*' H?u".

Par suite, on déduit aisément que :
1
V[Y]=D'D + 5 Tr (H2) — 2D"Hu* + u*'H?u".

Toutefois, il est important de remarquer que :

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

1. la trace d'un endomorphisme est invariante (i.e. une grandeur qui se conserve dans

toute représentation matricielle de cet opérateur),

2. etd’apres (4.28) on a:
W3 = (PTHP|(PTHP) = PTH?P = PT'H?P.

On en déduit alors que :
Tr (H) = Tr (H?),

et finalement, il vient :

V(Y] = V[G,(U)] = DD + %Tr(Hz) ~ 2D"Hu* + u''H?u".

4.2.2.1.c Calcul de la variance de G,(U)
On rappelle que :

Ga(u) _ G2 (u)

G = -
2™ = G@nl - D]

et U~A4,01,).

On consideére alors la variable aléatoire Y telle que :

GU)  GU) _ Y

Y = G,(U) = = = )
IVGu*)|| (D] Dl
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Par conséquent, on s’'intéresse dans cette section au calcul de la variance de la variable aléa-
toire Y, qui est donnée par :

1
DI

~ Y ~
VI[Y] = V[m] = VY] = V[GW)]. (4.60)

Ainsi, en portant I'expression (4.58) de V[Y], dans I'expression (4.60), on a:

. 1 1
V[Y] = e (DTD + S (H?) - 2D"Hu* + u''H?u"
D'D 1 H? D'H . T B,
= —— + -Tr|—=| - 2——u" +u s> u (4.61)
IDI| 2 1Dl Dl IDI|
- D' D 1 H? D' H H?
V[Y] = —— + = r(—z) —2——u" +u'’ 2u*
(D] Dl 2 1Dl DI D]l 1Dl
Par suite, en se rappelant que :
VGu*) D .
= - = - , u = fure,
IVGu*)|l Dl
et en introduisant la matrice H € R™*" telle que :
_ H H
H = = ,
IVG@*)]| IDI|
il vient :
~ ~ 1 . . _
V[Y] = V[GW)] = a’a + ETr(HZ) + 2ByLa Ha + f3 o' B a. (4.62)

Cette expression de la variance de G»(U) servira alors a l'identification des contributions
relatives des variables aléatoires U;, i = 1,..., n, qui sera décrite dans la section suivante.

4.2.2.2 Identification des contributions relatives

Afin d’identifier les contributions relatives des variables aléatoires U;, i = 1,...,n, sur la
variabilité de G, (U), il est nécessaire de détailler I'expression (4.62) de la variance de G (U).
A cet effet on pose : H=(H;;), tel que, Vi, j€{1,...,n}:

go_ 1 0°Gmy
YT IVG@N du; duy

(4.63)
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En utilisant cette notation, un calcul trés simple montre que :

a'a = Y o
i=1
" 1nnn
Sh@) = Y A
2 2l:1j:1
(4.64)
n o n
ZﬁHL(l Ha = zﬁHLZZalHl]a]
i=1 j=1
T n n n _
ﬁ%ILa Ha = ﬁ%ILZZZalHl]H]kakr
i=1 j=1 k=1
d’oti:
_ n ) 12 _, n o n N ) n o n o n o
VIGW] -3 ey 5 Az 33 e s Y 5wy
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 k=1

(4.65)
A partir de cette nouvelle expression tres détaillée de la variance de G, (U), il devient trés
aisé d’identifier les contributions des variables U;, i = 1,..., i, sur la variabilité de (~}2 (U). En
effet, grace al’expression (4.65), il apparait qu'il est possible d’identifier : (1) les contributions
principales des variables considérées seules, (2) les contributions des interactions de deux
variables non prises en compte par les contributions principales, (3) les contributions des
interactions de trois variables, non prises en compte par les contributions principales et les
interactions deux a deux. Par conséquent, Vi, j, k€ {l1,...,n}, telque i < j < k, on définit les
quantités suivantes :

~ 1 ~ ~ ~
2 2 2 2 2 2
o, = ai+§Hii+2,5HL06,~ Hii + By a7 Hjj
g _ 1 ~9 T3 2 2 172 I 7
ij = 5 Z Hiliz +2 ,BHL Z (ail Hiliz (ij) + IBHL Z ail Hiliz +2 @iy Hilil Hilizaiz
i, iz€li,j} i, ip€{i, j} i1, ip€li, j}
1702 1712 1702

) ~ -
Sije = Ba ). (2aq Hip Hin i)
i1,i2,13€{i, ], k}
i1 #i2#13
(4.66)
représentatives des contributions relatives des variables aléatoires U;, i = 1,..., n, sur la va-

riabilité de G, (U) (contributions principales et contribution des interactions), de sorte que :

n~ ~ ~
V[GW]=> 6+ > 6ij+ > bijk- (4.67)

i=1 l<i<j=n l<i<j<ksn

Ainsi, on en déduit aisément 'indice de sensibilité de premier ordre (ou d’ordre 1) :

i

- = ) (468)
V[G:(0)]

O;
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quantifiant la contribution principale de la variable U; sur la variabilité de G, (U), puis l'in-
dice de sensibilité de second ordre (ou d’ordre 2) :

S5ii= - 4.69
ij V[Gz(U)] ( )

quantifiant la contribution de I'interaction des variables U; et U}, sur la variabilité de G, (U),
non prise en compte dans les contributions principales 6; et § ;, et enfin I'indice de sensibi-
lité de troisieme ordre (ou d’ordre 3) :

Oijk

- = ) (470)
V[G(0)]

Oijk
quantifiant la contribution de I'interaction des variables U;, U; et Uy sur la variabilité de
(~}2 (U), non prise en compte dans les contributions principales §;, 6 j» 0 et les interactions
de second ordre §;;, 6;i et 6 jr. Tout comme les facteurs d'importance définis précédem-
ment, les indices de sensibilité locale via SORM ont été définis de sorte que leur somme soit
égale a 1, facilitant ainsi leur interprétation. Toutefois, il est important de remarquer que par
définition, ces indices ne sont pas forcément tous supérieurs a 0, du fait qu’ils sont issus de
sommes de termes non nécessairement supérieurs a 0 (voir I’équation (4.66)).

Une application des méthodes d’analyse de sensibilité locale via FORM et SORM est pré-
sentée a la section 4.4.2. Ces méthodes seront appliquées a plusieurs problemes de fiabilité
présentant différentes géométries de fonctions d’état-limite, de sorte a observer les avan-
tages et les inconvénients de chacune d’elles. Outre les méthodes d’analyse de sensibilité
locale, la méthode d’analyse de sensibilité globale considérée au cours de ces travaux sera
aussi appliquée a ces problemes, afin d’observer les différences entre ces deux types de mé-
thodes. Cette méthode d’analyse de sensibilité globale fera notamment I'objet de la section
suivante.

4.3 Analyse de sensibilité globale

Contrairement a I'analyse de sensibilité locale, I’analyse de sensibilité globale n’est pas
restreinte a un petit sous-ensemble de 1'espace X, mais explore la totalité de cet espace.
De toutes les méthodes existantes dans la littérature permettant de mener une analyse de
sensibilité globale (e.g. les méthodes de régression, de décomposition de la variance, non
paramétriques), nous avons choisi au cours de ces travaux de mettre 1’accent sur une mé-
thode de décomposition de la variance, connue sous le nom d’analyse de Sobol’ [Sob93]. Le
but de cette méthode est de déterminer des indices de sensibilité, communément appelés
indices de sensibilité de Sobol’, caractérisant les contributions des parametres X;, i =1,...,n,
sur la variabilité de Y. Le principe de I'analyse de Sobol’, ainsi que celui de la détermination
pratique des indices de Sobol’, sont brievement décrits dans les sections suivantes.

4.3.1 Analyse de Sobo!’

La méthode de décomposition de la variance ou méthode ANOVA (ANalysis Of VAriance)
a été introduite par Efron et Stein [ES81]. Comme son nom l'indique, cette méthode consiste
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en la décomposition de la variance de la réponse du modele Y en une somme de variances
élémentaires a partir desquelles sont déterminées les contributions des parametres X;, i =
1,...,n. Dans le cadre de 'analyse de Sobol’, la détermination des indices de sensibilité ca-
ractérisant les contributions des parametres X;, i = 1,..., i, sur la variabilité de Y passe no-
tamment par la décomposition de la variance de Y. Son principe est brievement décrit ci-
apres.

On considere dans toute la suite que le modele .4 est une fonction de carré intégrable, i.e.
[E [.4 (X)?] < +00. On suppose en outre que les parametres d’entrée X;, i = 1,..., n, sont mu-
tuellement indépendants et uniformes sur [0, 1], impliquant que .# soit de carré-intégrable
sur [0,1]". Sobol’ [Sob93] démontre que le modeéle .4 admet une décomposition unique,
communément appelée décomposition de Sobol’, donnée par :

n
M (X) :~/%0+Z./%i(xl')+ Z /%,-,j(xi,xj)+ R /AL

i=1 l<i<j<n

n(X1,...,Xp) (4.71)

.....

ou ./, est une constante, et ou Vk € {1,...,s}, V{iy,...,is} € {1,...,n}, les autres fonctions
vérifient :

1
‘[0 ./%il is(xil,...,xis) dx,-k:O, (4.72)

et sont orthogonales entre elles, i.e. V{iy,...,is} < {1,...,n}, V{ji,..., jid S {1,...,n}:
1
L '/%il,...,l's (xil) ceey xis)'/%jl,...,jt (le)' cey xjt) dx=0. (473)

Conformément aux équations (4.72) et (4.73), les fonctions de la décomposition de Sobol’
ont pour expressions :

1
./%() = f/%(x)dx
0
1
Mi(x;) = fu%(x)dx~i—/%o
0
1
M (X1, X5) = fJ%(X)dlhi,j—%0—%i(xi)—%j(xj)
0
n
'/%l,...,l’l(xl) ---)xl’l) = ./%(X) _'/%0 - Z'/%i(xi) T e T Z '/%l'l,...,l'n_l (xil)"')xin_l) ’
i=1 1<i;<-<ip-1=<n
(4.74)

ouVvViefl,...,n},dx.;=dxy- -dxj_1dx;s - dx,. Par conséquent, la variance de Y = . (X),
admet une décomposition en variances élémentaires, d’apres le théoréme suivant.

Théoreme 1. La variance de la réponse Y du modele 4/ admettant la décomposition de So-
bol’ (4.71) peut étre décomposée comme suit :

n
V=V[Y]=) Vi+ > Vij+..+ Vi, (4.75)
i=1 1<i<j<n
ou:
Vi = VIE[Y]X;]
Vij = VIEYIX;, X;l]-Vi=V;
(4.76)
Vien = V= Vij—eom X Vi

1<i<j<n 1<ij<-<ip-1<n
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avec, V{iy,...,is} €1{1,...,n}:

‘/il...is :V['/%i (Xil)---)Xis)] . (477)

lwuis
U

Les contributions des parametres X;, i = 1,...,n, sur la variabilité de Y se déduisent de la
décomposition (4.75) de la variance de Y. En effet, pour apprécier I'importance de la variable
X; surlavariabilité de Y, la décroissance de la variance de Y lorsque X; est fixée a une valeur
X; est étudiée. Cette étude se fait par le biais de la variance conditionnelle de Y sachant que
Xi=X;:

VIYIX;=X;]. (4.78)

Etant donné que cette quantité dépend de la valeur %;, il est nécessaire de calculer son espé-
rance mathématique [E[V[Y]|X;]] afin de prendre en compte toutes les valeurs possibles la
variable X;. Plus la contribution de X; est forte, plus la valeur de cette espérance est faible.
Un résultat trés important du théoréeme de la variance totale [Sob93] permet de définir un
nouvel indicateur de la sensibilité de Y a la variable X;. En effet, d’apres ce théoreme, on a
la relation suivante :

VIY]=VIE[Y|X;]]+E[V[YI|X;]], (4.79)

a partir de laquelle il est aisé de montrer que la part de la variance de Y due a la variable X;
est représentée par la quantité V[IE[ Y|X;]] et que la quantité E[V[Y]X;]] représente la part
delavariance de Y lorsque X; est connue. Ainsi, Sobol’ [Sob93] définit'indice de sensibilité :

VIE[YIX; V;

;= Sl clel L A (4.80)
VY] %4

quantifiant la part de la variance de Y due a la variable X;, ou encore la contribution de la
variable X; sur la variabilité de la réponse Y. Cet indice est communément appelé indice
de sensibilité de Sobol’ du premier ordre ou d’ordre 1. En outre, étant donné que la variance
conditionnelle V[IE[ Y|X;]] est normalisée par la variance totale V[Y ], il est toujours com-
prisentreOetl (Vi€ {l,...,n}, S; €[0,1]).

Suivant la méme logique, Sobol’ [Sob93] a défini les indices de sensibilité d’ordre supérieur

a1l (d’ordres 2 a n), quantifiant les contributions des interactions entre les parametres aléa-

toires X;,i = 1,...,n, sur la variabilité de Y. A titre d’exemple, les indices de sensibilité de

Sobol’ d’ordre 2 et d’ordre 3 sont respectivement donnés par, Vi, j, k€ {1,...,n}:
Vijk

ij
Sij=—— 5 Sijk=—

v v (4.81)

Sij mesure la contribution de I'interaction de X; et X; sur la variabilité de Y, non prise en

compte dans les contributions des parametres X; et X; seuls, et S; jx mesure la contribution

de I'interaction de X;, X; et Xy sur la variabilité de Y, non prise en compte dans les contri-

butions séparées de ces parametres et de leurs interactions deux a deux. En général, on a,

Yiiy,..., i) €11,...,1}:

Viyois
v

Siyois = (4.82)
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ATinstar des indices d’ordre 1, les indices de sensibilité de Sobol’ d’ordre supérieur a 1, sont
comprisentre O et 1 (V{iy,...,ig} ={1,...,n}, S;..i €[0,1]).

Il est facile de montrer que la somme totale de tous les indices de sensibilité de Sobol’ (d’ordre
1 a n) vaut 1, ce qui en facilite I'interprétation : plus un indice est grand, plus le parametre
aléatoire qu’il concerne a d'importance. Aussi, il estimportant de mentionner que le nombre
total de tous ces indices de sensibilité de Sobol’ est égal a 2" —1, de sorte qu’il explose rapide-
ment lorsque 7 croit. Ainsi, lorsque 7 est grand, l'interprétation de ces indices devient alors
malaisée. C’est pourquoi Saltelli [SCS08] a introduit la notion d’indice de sensibilité total qui
exprime la sensibilité totale de la réponse Y a un parametre d’entrée X; du modele .#, c’est-
a-dire la sensibilité a X; seule et a ses interactions avec les autres composantes de X. Ainsi
I'indice de sensibilité total STj, i € {1,..., n}, mesure la contribution du parametre d’entrée
X; et de toutes ses interactions avec les autres composantes de X sur la variabilité de la ré-
ponse Y. Il est alors défini comme la somme de tous les indices de sensibilité relatifs a X;, a
savoir :

STi= ) Sk, (4.83)

ke#i
ol #i représente tous les ensembles d’'indices contenant i. Par exemple, dans le cas ou n =3,
STy =81+ 812+ 813+ S123. En outre, a l'instar des indices de sensibilité définis précédemment
(les indices de sensibilité de Sobol’ d’ordres 1 a n), I'indice total ST; s’exprime en fonction
de la variance d'une espérance conditionnelle de la réponse Y comme suit :
VIE[YIX.;]]

ST;=1- v (4.84)

ol1 X.; représente le vecteur aléatoire X privé de sa i*™° composante.

Il existe aujourd’hui plusieurs méthodes permettant de déterminer ces différents indices de
sensibilité, chacune avec ses avantages et ses inconvénients. Certaines de ces méthodes pos-
sedent un cadre d’application général mais nécessitent un temps de calcul relativement im-
portant. D’autres par contre, bien que tres peu cotliteuses en temps de calcul, sont restreintes
aun type de modele bien précis. Afin de demeurer dans un cadre général, sans se soucier de
la contrainte de temps de calcul, nous avons choisi au cours de ces travaux d’évaluer ces in-
dices par le biais d'une méthode de Monte-Carlo. Ceci est notamment |'objet de la section
suivante.

4.3.2 Détermination des indices de Sobol’

Conformément a la définition des indices de sensibilité de Sobol’, I’évaluation de ces in-
dices nécessite celle de variances d’espérances conditionnelles de la réponse Y. Une straté-
gie naturelle pour I'évaluation de ces variances d’espérances conditionnelles est de recourir
a une méthode de Monte-Carlo. Celle utilisée au cours de ces travaux est une méthode de
Monte-Carlo proposée par Sobol’ [Sob93] et Saltelli [SCS08]. Son principe est brievement
décrit ci-apres.

Soient A = (aj;) et B=(bj;), ot i=1,...,net j=1,...,N, deux matrices de N-échantillons

indépendants du vecteur aléatoire X, telles que a;; et bj; représentent la jéme réalisation
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de la variable X;. On note Ag) (resp. BX)), la matrice A (resp. B) dont la i®™¢ colonne est
remplacée par celle de B (resp. A). A titre d’exemple, on a :

a1 ... a4y ... dip
A=| aj o @y o am | (4.85)
anNy ... ani ... AdnNnp
a1 ... a1 by @i ... ai
Ay = a;-l aj;-_l b']-l- aj;-ﬂ o ajn |- (4.86)
ani ... ani-1 bni aniy1 ... ann

Soient A; la j*™° ligne de la matrice A, et .4 (A) = (#(A);) le vecteur N-dimensionnel tel
que ./ (A)j = 4 (Aj). Alors, les variances d’espérances conditionnelles de Y, sont estimées a

partir des matrices A et BX) (resp. B etAg)). En effet, ona V{i,...,is} <{1,...,n}:

1Y - _
VIELY iy, Xi )l = 5 MB)j M B ;= My (4.87)
j=1

ol1 ., est un estimateur de la moyenne de Y :

— 1 X
ElY] = Mo==) MA);. (4.88)
NS
Ainsi, les estimateurs des variances V;, V;j, ..., V1., (voir I'équation (4.76)) de la décompo-
sition (4.75) sont respectivement donnés par :
o 1 iy _ 72
Vo= XMW MBY) - Ay
& 1 & Wiy _ 72 oo
Vij = g LMW MBY )= My = Vi= V] (4.89)
k=1
Vl...n = ‘7_ Z fil] T el T Z ‘/}il---in—l )
l<i<j=n 1<i1<-<ip-1=<n

oi1 V est une estimation de la variance V = V[ Y], donnée par :
V==> (W) - . (4.90)
N5

On en déduit alors les estimateurs des indices de sensibilité de Sobol’ d’ordres 1 a n, données
par, V{ii,...,is} <{1,...,n}:

= Vi
Siy.isg =

Loy (4.91)
%
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Quant aux estimateurs des indices totaux, notés ST;, i = 1,..., n, ils sont obtenus a partir de

la relation (4.84). En effet, en notant \A/Nl- I’estimateur de la variance V[E[ Y|X.;]],ona:
~ 1 X : —~
VIE[YIX~;]] = VNizﬁzl/%(A)jﬂ(Ag))j—%oz, (4.92)
]:
dol, Vie!l,..., n: R
— V.i
ST;=1-—. (4.93)
174

Ainsi, la détermination des estimateurs des différents indices de sensibilité, requiert la géné-
ration des matrices A et B de N-échantillons indépendants de X. En régle générale, celles-
ci sont obtenues par le biais de la méthode d’échantillonnage de Monte-Carlo classique.
Il existe toutefois d’autres méthodes d’échantillonnage permettant d’obtenir ces matrices,
a savoir I’échantillonnage stratifié [KTB11], I'hypercube latin (Latin Hypercube Sampling —
LHS) [KTB11], ou encore les suites de Sobol’ [Sob93]. Ces méthodes ont la particularité de
permettre une amélioration de la vitesse de convergence des estimateurs des indices de sen-
sibilité, en comparaison a celle obtenue avec un échantillonnage de Monte-Carlo classique.

En regle générale, I’analyse de Sobol’ est menée en estimant les indices d’ordre 1 et les in-
dices totaux. Si ces indices sont proches, il n’est pas nécessaire de poursuivre avec I’estima-
tion des indices d’ordres supérieurs a 1. Au contraire, si des écarts importants sont constatés
entre les indices d’ordre 1 et les indices totaux, cela signifie que les interactions ont une part
importante dans la variabilité de la réponse du modele. Par conséquent, I'évaluation des in-
dices d’ordre 2 et plus pourrait apporter de I'information supplémentaire. En pratique, le
nombre réel de simulations nécessaire a I'estimation des indices de Sobol’ differe selon les
indices recherchés. D’'une part, dans le cas de I'’estimation des indices d’ordre 1 ou des in-
dices totaux, ce nombre est de N(n + 2). D’autre part, lorsqu’il s’agit d’estimer des indices
d’ordre 1 et des indices totaux, ce nombre est de N(2n + 2). En outre, étant donné que la gé-
nération des échantillons de X est aléatoire, il est souhaitable, si le cotit de calcul le permet,
que la procédure d’estimation des indices de Sobol’ soit répétée plusieurs fois, de sorte a ob-
tenir une moyenne empirique et un écart-type de ces indices. Les moyennes empiriques ob-
tenues sont considérées comme les indices de sensibilité et les écarts-types obtenus servent
a quantifier leurs niveaux de précision. Une application de la méthode d’analyse de Sobol’
est présentée dans la section suivante.

4.4 Illustration des méthodes d’analyse de sensibilité

Cette section est consacrée a l'illustration des différentes méthodes de sensibilité dé-
crites dans les sections précédentes. A cet effet, on considere un probléme de fiabilité de
dimension 2 (comportant 2 variables aléatoires) dont la description est donnée a la sec-
tion 4.4.1 suivante. Les résultats issus de I'application des différentes méthodes d’analyse
de sensibilité sont, quant a eux, donnés a la section 4.4.2.

4.4.1 Probleme-modele

Le probleme de fiabilité considéré pour l'illustration des méthodes d’analyse de sensi-
bilité est un probléme de dimension 2 directement défini dans I'’espace standard. Afin d’ex-
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courbure d’'une telle fonction d’état-limite au point P*,ona, Va € [0,27] :

Sqymetrne DX
th

y=—21. (4.96)

Selon les valeurs choisies pour f, A et a, 6 principaux cas d’étude spécifiques ont été défi-
nis. Il est important de noter que bien qu’ils ne couvrent pas la totalité des cas d’étude pos-
sibles, ces 6 cas spécifiques permettent de facon aisée d’effectuer une généralisation a tous
les autres cas d’étude possibles associés au probleme-modele général. Lapplication des dif-
férentes méthodes d’analyse de sensibilité aux différents cas d’étude spécifiques considérés
est'objet de la section suivante.
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4.4.2 Applications

Les valeurs de B, a et A choisies pour les différents cas d’étude spécifiques considérés
sont données par :

Cas1 p=1 ; a=0 ;i A=0

Cas 2 p=1 ; a=0 ;o A=1/2

Cas 3 =1 ; a=0 ; A=-1/2

Cas4 =1 ; a=n/4 ; A=0 (4.97)
Cas5 =1 ; a=n/4 ; A=1/2

Cas6 : B=1 ; a=n/4 ; A=-1/2.

Les surfaces d’état-limite ainsi que les domaines de défaillance et de streté associées a cha-
cun des cas sus-mentionnés sont illustrés sur la figure 4.2. Les surfaces d’état-limite sont
représentées par des lignes de couleur bleu-ciel et les domaines de défaillance (resp. de si-
reté) sont représentés par des zones bleues (resp. rouges). Les carrés noirs représentent |’ori-
gine de I'espace standard R?, et les points verts représentent le point de défaillance le plus
probable P*. On observe que les surfaces d’état-limite considérées sont soit linéaires ou pa-
raboliques de courbure négative ou positive. En outre, quel que soit le cas d’étude spécifique
considéré, 'origine de I'espace RR? se situe dans le domaine de streté (>0).

A chacun des cas d’étude spécifiques ainsi construits, les méthodes de sensibilité locale via
FORM et SORM, ainsi que I'analyse de Sobol’, ont été appliquées. Dans le cas de I'analyse de
Sobol’, nous avons choisi pour chacun des cas, un échantillon de X de taille N = 10% en répé-
tant |'’estimation des indices de sensibilité 10 fois. Cette répétition permet d’avoir des écarts-
types des indices de sensibilité de Sobol’ tous inférieurs a 0.01 (soit 1%), ce qui représente un
tres bon niveau de précision. Les résultats obtenus sont donnés au sein des tableaux 4.1-4.3.

TABLEAU 4.1 — Indices de sensibilité pour les cas 1 et 2

Cas1 Cas 2
FORM a? as - a? as -
1.0000 0.0000 - 1.0000 0.0000 -
SORM 01 02 012 01 P 012
1.0000 0.0000 0.0000 | 0.6667 0.3333 0.0000
Indices de Sobol’ S1 S, S12 S1 S, S12
1.0000 0.0000 0.0000 | 0.6667 0.3333 0.0000

Les commentaires suivants se déduisent de ces résultats :

o Tout d’abord, lorsque la surface d’état-limite est linéaire (cas 1 et cas 4), on observe
qu’il n’existe aucune interaction entre les variables aléatoires et que les indices de sen-
sibilité locale via FORM et SORM, ainsi que les indices de sensibilité de Sobol’, coin-
cident parfaitement. D'une part la coincidence entre les indices de sensibilité locale
(via FORM et SORM) provient du fait que lorsque la fonction d’état-limite G est li-
néaire, les fonctions d’état-limite approchées associées G, et G, (voir la section 3.4)
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(a) Cas 1 (b) Cas 2

-6 4 -2 0 2 4
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(c)Cas3 (d) Cas 4

-6 -4 -2 0 2 4 6 =6 -4 -2 0 2 4
uy uy

=

(e) Cas 5 (f) Cas 6

FIGURE 4.2 — Graphes des surfaces d’état-limite, ainsi que des domaines de défaillance et de streté,

correspondant a chacun des cas d’étude spécifiques considérés.

TABLEAU 4.2 — Indices de sensibilité pour les cas 3 et 4

Cas 3 Cas 4
FORM as a3 - as a3 -
1.0000 0.0000 - 0.5000 0.5000 -
SORM 01 02 012 01 P 012
0.6667 0.3333 0.0000 | 0.5000 0.5000 0.0000
Indices de Sobol S1 S S12 M S S12
0.6667 0.3333 0.0000 | 0.5000 0.5000 0.0000
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TABLEAU 4.3 — Indices de sensibilité pour les cas 5 et 6

Cas5 Cas6
FORM a% ag - a% ag -
0.5000 0.5000 - 0.5000 0.5000 -
SORM 01 02 012 01 02 012
0.8335 0.8335 -0.6671 | 0.1668 0.1668 0.6665
Indices de Sobol S; So S12 S1 S, S12
0.4167 0.4167 0.1666 | 0.4167 0.4167 0.1666

sont identiques. En effet, vu que G est linéaire, il est facile de voir que la matrice hes-
sienne V2G(u*) est nulle. D’ol1 le fait que les indices de sensibilité SORM s’identifient
exactement aux facteurs d’importance oclz., i =1,...,n, obtenus via I'analyse FORM.
D’autre part, il est facile de montrer que dans le cas ou la fonction d’état-limite G est
linéaire, les facteurs d'importance a?, i=1,...,n, etlesindices de Sobol’ S;,i=1,...,n,
sont identiques. Cette derniére assertion, provient du fait que G, coincide parfaite-
ment avec G dans ce cas de figure. Conformément aux géométries des surfaces d’état-
limite correspondantes, les résultats obtenus montrent que dans le cas 1 (resp. le cas 4),
seule la variable U; a une contribution importante (resp. les variables U; et U, ont des
contributions égales) sur la variabilité de G(U), tant localement que globalement.

Ensuite, dans le cas ol11a surface d’état-limite est parabolique d’axe Ou, (cas 2 et cas 3),
on observe qu’il n’existe toujours pas d’interaction entre les variables aléatoires, et que
les indices de sensibilité obtenus ne coincident pas tous. D'une part, les facteurs d'im-
portance obtenus via FORM sont différents des indices SORM, da au fait que la fonc-
tion d’état-limite n'est pas linéaire dans ce cas. En effet, lorsque la fonction d’état-
limite G n’est pas linéaire, les fonctions d’état-limite approchées associées G; et G, ne
sont pas identiques. D’autre part, on remarque que les indices de sensibilité locale ob-
tenus via SORM sont identiques aux indices de Sobol’ Ils indiquent notamment que
les variables U; et U, ont chacune une part dans la variabilité de G(U), tant localement
que globalement (voir les tableaux 4.1 et 4.2). Il est facile de voir que les indices SORM
et de Sobol’ sont bien conformes aux géométries des surfaces d’état-limite correspon-
dantes. Cela nous permet d’affirmer que I'analyse de sensibilité locale via FORM ne
suffit pas a identifier de facon précise les contributions relatives des variables aléa-
toires sur la variabilité de G(U) dans ce cas. En effet, les facteurs d'importance obtenus
via FORM indiquent une nouvelle fois que seule la variable U; contribue ala variabilité
de G(U). Par contre, conformément aux résultats obtenus, on peut affirmer que dans
ce cas de figure, I'analyse de sensibilité locale via SORM, permet d’obtenir de facon
précise les informations recherchées, tant localement que globalement.

Enfin, on considere le cas ou la surface d’état-limite est une parabole dont I'axe est
différent de Ou, (cas 5 et cas 6). La premiére observation faite dans ce cas de figure, est
qu'il existe une interaction non nulle entre les variables aléatoires U; et U, impossible
aidentifier par les facteurs d'importance, contrairement aux indices SORM et de Sobol’
(voir le tableau 4.3). Cette observation suffit a affirmer qu'une analyse de sensibilité lo-
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cale via FORM est une nouvelle fois inefficace dans ce cas de figure. Les indices SORM
et de Sobol’, bien que différents dans ce cas, fournissent des informations analogues,
et conservent la méme hiérarchie entre les contributions des variables sur la variabi-
lité de G(U). En effet, ils indiquent que les contributions principales des variables U] et
U, sont égales, et que la contribution de I'interaction de ces variables est non nulle. En
s’intéressant plus particulierement aux indices SORM, on remarque que les indices 2
quantifiant'interaction de U et U, sont signés, et que leurs signes dépendent du signe
de la courbure de la surface d’état-limite au point P* correspondante. En effet, dans
lecas5ona: y=-1avecd,2 =—-0.6671, etdanslecas6ona: y=1avec 012 = 0.6665.
Ainsi, tout comme précédemment, I'analyse de sensibilité locale via SORM permet de
quantifier les contributions relatives des variables aléatoires sur la variabilité de G(U),
tant localement que globalement, tout en apportant une information supplémentaire
sur le signe de la courbure de la surface d’état-limite au point P*.

4.5 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la présentation des différentes méthodes d’analyse de la sen-
sibilité mises en ceuvre au cours de ces travaux. Deux types d’analyse de sensibilité ont été
considérés aux cours de ces travaux : 'analyse de sensibilité locale, et 'analyse de sensibilité
globale. Selon I'objectif visé par un ingénieur, I'une ou 'autre de ces analyses est la plus ap-
propriée. En effet, dans un contexte fiabiliste, I’analyse de sensibilité locale est la plus adap-
tée pour la recherche de la contribution des variables aléatoires d’entrée sur la variabilité du
modele sous étude, au niveau de la défaillance de ce modele. Tandis que, pour I’évaluation
de la contribution de chaque variable aléatoire d’entrée sur la variabilité du modele étudié,
en considérant le support entier de la densité de probabilité conjointe de ces variables, 'ana-
lyse de sensibilité globale est le type d’analyse qui doit étre mené.

Deux méthodes d’analyse de sensibilité locale et une méthode de sensibilité globale ont été
présentées dans ce chapitre. La premiere méthode d’analyse de sensibilité locale est une
méthode basée sur les résultats de 'analyse FORM. Cette méthode consiste a obtenir les
contributions de chaque variable, a partir de la variance de 'approximation linéaire de la
fonction d’état-limite considérée. Bien que treés efficace, surtout dans le cas ol la fonction
d’état-limite associée au probleme de fiabilité considéré est linéaire, cette méthode possede
des limites, notamment dans le cas ol la fonction d’état-limite est non-linéaire. C’est pour-
quoi, nous avons proposé une seconde méthode d’analyse de sensibilité locale, basée cette
fois sur les résultats de I’analyse SORM. Cette méthode, exclusivement développée au cours
de ces travaux, consiste a identifier les contributions relatives des variables aléatoires d’en-
trée a partir de la variance de I'approximation quadratique de la fonction d’état-limite du
probleme de fiabilité considéré. Les premiers résultats de 'application de cette méthode ont
révélé sa tres grande efficacité, notamment lorsque la fonction d’état-limite présente des
courbures au point de défaillance le plus probable. La derniere méthode présentée dans ce
chapitre est une méthode d’analyse de sensibilité globale connue sous le nom d’analyse de
Sobol. Pour cette méthode, la part des variables aléatoires d’entrée dans la variabilité du
modele sous étude est quantifiée par des indices de sensibilité estimés par une méthode de
Monte-Carlo. L'application de ’analyse Sobol’ a un probleme académique de fiabilité a per-
mis d’obtenir de trés bons résultats en adéquation avec le phénomeéne physique observé.
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A ce stade du présent mémoire, différentes méthodes d’analyse de fiabilité et de sensibilité
ont été décrites. Leurs premieres applications a des cas d’étude relativement simples ont
permis d’illustrer leurs principes de calcul et d’identifier leurs avantages et inconvénients.
Il conviendrait alors de mettre en lumiére leur intérét pour la compatibilité électromagné-
tique au travers de cas d’étude beaucoup plus significatifs. Le chapitre suivant illustre a cet
effet'application de ces méthodes a des problemes de compatibilité électromagnétique tres
représentatifs de problemes réels.
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CHAPITRE 5. APPLICATION DES METHODES D’ANALYSES DE FIABILITE ET DE
SENSIBILITE

5.1 Introduction

Ce chapitre présente différentes applications des méthodes d’analyse de fiabilité et de
sensibilité, présentées au sein des chapitres 3 et 4, dans le cadre de problemes de CEM et
d’antenne représentatifs de la réalité. Trois applications sont présentées au sein de ce cha-
pitre. Les deux premieres sont consacrées a des problemes de CEM et la derniére concerne
un probléme d’antenne. Tout d’abord, le premier cas d’étude présenté dans la suite est un
probléme de couplage d’'une onde plane sur une ligne de transmission. L'objectif pour ce
cas d’étude est dans un premier temps d’estimer la probabilité de défaillance de la ligne de
transmission illuminée par cette onde plane en considérant toutes les incertitudes liées au
phénomeéne de couplage et aux caractéristiques de la ligne de transmission, puis dans un
second temps, d’évaluer 'importance relative de ces différents parameétres incertains sur le
phénomene de couplage observé. Ensuite, la seconde application traite d'un réseau de lignes
de transmission soumis a des perturbations électromagnétiques induites par des sources
présentes dans son environnement électromagnétique. A I'instar du premier cas d’étude, et
en considérant les incertitudes liées aux interférences observées, I'objectif de cette appli-
cation est d’étudier la probabilité de défaillance d'un tel réseau et d’évaluer I'importance
relative des différents parametres incertains intervenant. Les phénomeénes étudiées lors de
ces deux premieres applications sont respectivement modélisés par une formule analytique
et un code numérique. Enfin, le dernier cas d’étude présenté dans ce chapitre traite de la
conception d'une antenne. Dans un premier temps, en tenant compte des incertitudes liées
aux propriétés matérielles de I’antenne considérée et a son processus de fabrication, les mé-
thodes d’analyse de fiabilité et de sensibilité sont appliquées afin d’estimer sa probabilité de
défaillance et évaluer I'importance relative des parametres incertains pris en compte. Puis
dans un second temps, une méthode permettant d’améliorer la probabilité de défaillance
de cette antenne est proposée .

Les différentes sections suivantes détaillent chacune de ces applications et présentent les
différents résultats obtenus. Conformément a la chronologie susmentionnée, la section 5.2
présente le probleme de couplage d'une onde plane sur une ligne de transmission, la sec-
tion 5.3 traite du réseau de lignes de transmission soumis a des interférences électromagné-
tiques, et la section 5.4 détaille le probleme de conception d’antenne.

5.2 Ligne de transmission illuminée par une onde plane

Le probleme considéré pour cette étude est un probleme de couplage d'une onde plane
sur une ligne de transmission bien connu au sein de la communauté CEM. Il a notamment
fait 'objet de plusieurs travaux dans un cadre stochastique. En effet, on peut citer a titre
d’exemple Rannou [RBHTO02] qui a proposé d’estimer le quantile du module de courant in-
duit a 'extrémité de la ligne de transmission par krigeage, et Diouf [Dio08] qui a proposé
d’évaluer les moments statistiques de ce méme courant par la méthode de collocation sto-
chastique. En outre, ce méme cas d’étude a fait 'objet d'une analyse de sensibilité dans le
cadre des travaux de these de Basile Jannet [Jan14], par le biais de la méthode de Morris

1. Cette application a été menée en collaboration avec I'équipe Applied Electromagnetics du School of Elec-
trical and Electronic Engineering, University of Adelaide, Australia, dans le cadre du Programme de Mobilité
Scientifique 2014 financé par la Section Scientifique et Culturelle de 'Ambassade de France en Australie.
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mentionnée a la section 4.1. Si ces différentes analyses ont prouvé leur pertinence et leur
intérét dans le cadre de la compatibilité électromagnétique, il est souvent primordial de dé-
passer ces approches en proposant une évaluation du risque de défaillance de la ligne de
transmission étudiée.

A cet effet, cette section est consacrée a I'étude de la fiabilité d'une ligne de transmission
illuminée par une onde plane, en tenant compte des incertitudes liées aux propriétés maté-
rielles et électriques de la ligne de transmission et de celles liées au phénomene de couplage
engendré. Le scénario de défaillance considéré pour la conduite de cette étude, est que le
module du courant induit a 'extrémité de la ligne de transmission, considéré comme ob-
servable, excéde une valeur seuil de courant donnée. En complément, différentes analyses
de sensibilité ont été menées afin de déterminer les contributions respectives des incerti-
tudes considérées, d'une part sur la défaillance de la ligne de transmission, d’autre part sur
la variabilité de I'observable. Il est aussi important de noter que pour ce cas d’étude, le mo-
dule du courant induit a 'extrémité de la ligne de transmission est décrit par une formule
analytique [RBHT02, Dio08].

5.2.1 Description du probleme
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FIGURE 5.1 — Représentation schématique d'une ligne de transmission située au-dessus d'un plan de
masse, et illuminée par une onde plane [RBHT02].

On considere une ligne de transmission a pertes, de longueur L, de diamétre d, de coeffi-
cient d’atténuation «, et d'impédance caractéristique Z., positionnée a une hauteur / (uni-
forme) d'un plan de masse parfaitement conducteur, et chargée a ses deux extrémités par des
impédances Zj et Z; (voir la figure 5.1). En outre, elle est illuminée, a une fréquence f don-
née, par une onde plane caractérisée par le champ électrique E = E(x, y, z) d’amplitude a,,
ol (x,y,z) sont les coordonnées cartésiennes d'un point quelconque de la ligne de trans-
mission. Les angles d’incidence de 'onde plane sont notées ¢, (azimut) et 6, (élévation),
et I’angle de polarisation du champ électrique E est noté 6,. On rappelle que I'observable
considéré dans le cadre de cette étude est le module du courant induit a I'extrémité L de la
ligne de transmission, dont I'’expression déterministe est donnée a la section suivante.
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5.2.1.1 Modélisation déterministe

Pour une telle ligne de transmission, le courant induit a son extrémité L est fonction des
angles ¢y, 0, 0., et est donné par [RBHT02] :

2ha,

I(L) = , 5
cosh(yL)(ZyZ. + Z1.Z) + sinh(yL) (ZZ + Zy Z1)

sin(khcos(0)))
khcos(6p)

[jkcos(B)) (—sin(8,) cos(8,) sin(¢p)))

exp [(y + jksin(0,)sin(¢pp)) L] -1
Y + jksin(0p) sin(¢p,) L (5.1)

1
—(Zc+ Z
2(c 0)

exp [~ (y + jksin(@,)sin(¢p)) L] — 1
Y — jksin(0,)sin(¢p,) L

1
——(Ze— Z
2( c 0)

+sin(8,) sin(6,) (Zc — (Z, cosh(yL) + Zysinh(yL))

exp [(y + jksin(0,)sin(¢pp))L])] ,

avec:

2n . . .
= 2nf le nombre d’onde caractérisant la propagation dans l'air

c
Y = a+jk le coefficient linéique de propagation

2
Z, = 6OCosh_1(§).

Cette formule se déduit aisément du formalisme d’Agrawal [APG80], en utilisant le fait que
les courant et tension sont induits par les contributions des polarisations verticale et hori-
zontale du champ électrique excitateur [Dio08, RBHTO02]. Pour des raisons de commodité,
I'expression (5.1) sera représentée par la relation mathématique :

I(L)=rx), (5.2)

oux estle vecteur des parametres d’entrée donné parx= (L, h,d, Z1, Zy, Ge,0¢,0p, Py, f, @), €t
r est la fonction définie de R!! dans R explicitement décrite a 'équation (5.1). Par suite, en
introduisant la fonction ., telle que pour tout x € R : 4 (x) = |r(x)|, le module du courant
I(L), noté y, se déduit aisément par la relation :

y=MX). (5.3)

5.2.1.2 Modélisation probabiliste

Dans un contexte probabiliste, on assume que tous les parameétres d’entrée du modele .4
(i.e. les composantes du vecteur x) sont entachés d’'incertitudes et modélisés par des va-
riables aléatoires continues mutuellement indépendantes. Ces variables aléatoires sont no-
tées respectivement Xj,..., X;;, conformément au vecteur X, et regroupées au sein du vec-
teur aléatoire X = (X, ..., X71). Par conséquent, le module de courant induit a I'’extrémité de
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la ligne de transmission devient une variable aléatoire, notée Y.

On suppose que I'angle de polarisation (X7 = 6,) et les angles d’incidence (Xg =0, et Xg =
¢p) sont incertains sur leurs plages de définition respectives, sans aucune information a
priori sur leurs valeurs spécifiques. Pour cette raison, ces angles sont modélisés par des
variables aléatoires uniformes continues dont les supports respectifs couvrent entiérement
leurs plages de définition respectives. Dans le méme ordre d’idée, la fréquence (X;o = f) et
le coefficient d’atténuation (X1; = a) sont aussi modélisées par des variables aléatoires uni-
formes continues. Concernant les autres composantes de X, trois différents cas sont consi-
dérés :

1. Xi,..., X sont des variables aléatoires lognormales

2. Xj,..., Xg sont des variables aléatoires gaussiennes tronquées sur R,

3. Xi,..., Xg sont des variables aléatoires uniformes.

Les parametres des lois des variables aléatoires considérées sont données au sein du ta-
bleau 5.1. Le tableau présente les valeurs numériques des moyennes et des coefficients de
variation (CVs) considérés pour les différentes variables aléatoires, d'une part, et leurs sup-
ports respectifs, d’autre part.

TABLEAU 5.1 — Parametres (moyennes, CVs) et supports des lois des variables aléatoires, pour chacun
des trois cas considérés

Variable Moyenne Ccv Loi / Support
X; HX; ox; Cas 1 Cas 2 Cas 3
X1=L(m) 4.2 10% lognormale / R} gaussienne tronquée / R4 uniforme / [3.47;4.93]
X>=h (m) 0.02 10% lognormale / R’ gaussienne tronquée / R4 uniforme / [0.017;0.024]
X3=d (m) 0.001 5% lognormale / IRj‘r gaussienne tronquée / R4 uniforme / [0.0009;0.0011]
X4=21 (£ 1,000 20% lognormale / IRfr gaussienne tronquée / R4 uniforme / [653.6;1346.4]
X5=29 (£2) 50 5% lognormale / R} gaussienne tronquée / R4 uniforme / [45.67;54.33]
X6 =ae (V/im) 1 20% lognormale / R’ gaussienne tronquée / R4 uniforme / [0.65;1.35]
X7 =0, (rad) /4 57.7% uniforme / [0;7/2] uniforme / [0;7/2] uniforme / [0;7/2]
Xg = Bp (rad) /4 57.7% uniforme / [0;7/2] uniforme / [0;7/2] uniforme / [0;7/2]
Xg=¢p (rad) b4 57.7% uniforme / [0;27[ uniforme / [0;27] uniforme / [0;27]
Xj0=f (MHz) 30 9.6% uniforme / [25;35] uniforme / [25;35] uniforme / [25;35]
Xi1=a(-) 0.0010 28.9%  uniforme / [0.0005;0.0015] uniforme / [0.0005;0.0015] uniforme / [0.0005;0.0015]

5.2.2 Analyse de fiabilité

La fonction de performance considérée pour I'analyse de la fiabilité de la ligne de trans-
mission considérée est donnée par :

§X)=ys— M), (5.4)

ol ys est une valeur seuil de module de courant, au-dela de laquelle la ligne de transmission
est considérée défaillante. Cette défaillance peut étre vue comme I'apparition de défauts sur
laligne de transmission perturbant la transmission du signal le long de la ligne, ou plus séve-
rement sa rupture complete. La valeur seuil y; du module de courant est choisie a 1.5 x 1074
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A. Cette valeur de y; a été choisie de sorte a obtenir un tres haut niveau de fiabilité de la ligne
de transmission (i.e. une tres faible probabilité de défaillance). Naturellement, une telle ana-
lyse de fiabilité pourrait étre menée pour différents seuils de module de courant.

La probabilité de défaillance de référence est obtenue par la méthode de Monte-Carlo (MC).
Etant donné que le modele . est analytique, et donc trés peu coliteux en termes de temps
de calcul, la méthode de Monte-Carlo a été appliquée avec pour objectif d’avoir une tres
grande précision de I'estimation de la probabilité de défaillance (i.e. un trés faible coefficient
de variation de p¢pic). Un échantillon de 10° réalisations aléatoires et indépendantes du vec-
teur U a donc été utilisé a cet effet. La méthode subset simulation (SS) est mise en ceuvre avec
un échantillon de Nss step = 2500 réalisations aléatoires a chaque étape intermédiaire (voir la
section 3.5.2). Il est important de noter que I'utilisation d’échantillons d'une telle taille (de
I'ordre de 1000), est une pratique commune avec SS. Bien str 'utilisation d’échantillons de
taille supérieure serait possible, si les ressources de calcul le permettent. Avec un échan-
tillon de taille inférieure, la probabilité de défaillance estimée par SS devient moins précise.
Dans une telle configuration, elle pourrait méme étre biaisée si le probleme présente plu-
sieurs domaines de défaillance d’'importances comparables et si ces domaines sont insuf-
fisamment échantillonnés ou tout simplement pas du tout. Les méthodes d’approximation
utilisées pour cette application sont FORM et SORM®. Les estimations de la probabilité de
défaillance de la ligne de transmission obtenues dans chacun des trois cas considérés sont
données au sein du tableau 5.2. Les estimations obtenues par subset simulation sont donnés
avec leurs intervalles de confiance (ICs) a 95%. Les commentaires suivants se déduisent des
résultats obtenus :

e Les probabilités de défaillance de référence (obtenues par Monte-Carlo) dépendent
fortement du type de lois considérées pour les variables aléatoires Xj,..., Xg. En effet,
les probabilités de défaillance de référence sont estimées a : 2.24 x 10~ pour le cas 1;
3.53x 1074 pour le cas 2; et 8.81 x 10> pour le cas 3. Cela met I'accent sur I'importance
de la caractérisation de données statistiques appropriées, afin d’obtenir des lois d’en-
trée de confiance. Ces estimations sont d’autant plus pertinentes que les coefficients
de variation qui leur sont associés sont tres faibles. En effet, ceux-ci sont estimés a :
0.2% pour le cas 1; 0.2% pour le cas 2; et 0.3% pour le cas 3. Ceci justifie le fait que ces
estimations soient considérées comme résultats de référence.

e Les estimations par subset simulation de la probabilité de défaillance de la ligne de
transmission considérée sont obtenus avec les CVs de : 18.4% pour le cas 1; 18.9%
pour le cas 2; et 20.7% pour le cas 3. La conformité de ces CVs avec la limite empirique
de 20%, considérée acceptable au sein de la communauté de la fiabilité des structures,
prouve la pertinence des estimations obtenues. Ces derniéres, données par:2.12x10™4
pourlecas1;3.28x 10 pourle cas 2; et 7.89 x 10~° pour le cas 3, sont notamment trés
proches des estimations de référence. Bien qu’on ait un niveau de précision inférieur
a celui obtenu par la méthode de Monte-Carlo, mais qui toutefois reste acceptable, ces
résultats illustrent parfaitement 'intérét et |'efficacité de la méthode subset simulation
pour I’évaluation de probabilité de défaillance faibles. En effet, le nombre total de si-
mulations Nsg obtenu lors de la mise en ceuvre de cette méthode est d’environ 10000
pour les cas 1 et 2, et d’environ 12500 pour le cas 3.

o Lesrésultats obtenus font état d'une incapacité des méthodes d’approximation (FORM
et SORM®) a estimer de facon précise les probabilités de défaillances dans chacun
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des trois cas considérés. Les estimations obtenus par FORM sont d’environ un a deux
ordres de grandeur supérieures aux estimations de référence. En outre, ces estimations
sont obtenues au détriment d’'un grand nombre d’évaluations de la fonction d’état-
limite (environ 10000 dans les trois cas). Bien que les estimations obtenues par SORM®
soient meilleures que celles obtenues par FORM, leur écart avec les estimations de
référence reste grand. Cette situation nous a conduit a mener une analyse plus ap-
profondie sur la géométrie de la surface d’état-limite au point de défaillance le plus
probable, afin de comprendre pourquoi FORM et SORM®' sont incapables de fournir
des estimations assez précises des probabilités de défaillance.

La géométrie de la surface d’état-limite a été analysée en tous les (u;, u;)-plans de coupe
possibles passant par le point de défaillance le plus probable (PDPP), pour i, j € {1,...,11}.
La figure 5.2 représente certains de ces plans de coupe, obtenus pour le cas 1. Le carré noir
représente le point de défaillance le plus probable dans I'espace standard, la croix noire est
la projection de I'origine O de I'espace standard sur le plan de coupe associé, la ligne noire
représentent la surface d’état-limite, et la zone rose (resp. verte) représente le domaine de
défaillance (resp. de streté). Cette analyse montre que la surface d’état-limite est plutot ré-
guliere pour tous les plans de coupe, exceptés ceux faisant impliquant I'angle d’azimut ¢,
de I'onde incidente (correspondant a la 9°™€ composante du vecteur X). En effet, 'angle in-
certain ¢, induit une surface d’état-limite fortement irréguliere au point de défaillance le
plus probable (voir les trois plans de coupe au bas de la figure 5.2), mettant ainsi en lumiere
la raison pour laquelle FORM et SORM®' estiment difficilement la probabilité de défaillance
de la ligne de transmission avec une précision acceptable. Cette irrégularité de la surface
d’état-limite est due a une forte sensibilité du modele ./ al’angle d’azimut ¢,,. En effet, de
tres faibles variations de ¢, autour de 0 et 7, induisent une forte augmentation du module
de courant au bout de la ligne de transmission. Ceci se traduit par une concentration de la
probabilité de défaillance a proximité de ces deux valeurs de I'angle ¢,,. Conformément aux

(4,6) (4,7) (6,7)
4 4 4
2 2 2
0 + 0 + 0 +
-2 -2 —2
—4 —4 —4
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
(4,9) (6,9) (7.9)
4 4 4 .
2 2 \ 2
o—/—=a + 0 + m—— 0 +B—
-2 -2 o -2
—4 —4 —4
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

FIGURE 5.2 - Exemples de (u;, uj)-plans de coupe passant par le PDPP dans I'espace standard pour le
cas 1. La numérotation des composantes de X est défini dans la premiére colonne du tableau 5.1.

conclusions issues de I'analyse de la géométrie de la surface d’état-limite autour du point
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de défaillance le plus probable, une approche alternative a été développée afin d’estimer
la probabilité de défaillance de la ligne de transmission par les approches FORM et SORM®,
Afin d’éviter les irrégularités de la surface d’état-limite, on propose d’appliquer les méthodes
FORM et SORM* conditionnellement 4 des valeurs déterministes fixées de I’angle ¢ petdes-
timer la probabilité de défaillance comme suit :

pe= [X IP(E|Xg = x9) fx,(x9) dxg, (5.5)
9

ol Xg = [0, 27r[ est le support de Xy. Le terme P(E| Xg = x9) (représentant la probabilité d’oc-
currence de E sachant que Xy = Xg) est estimé ici par FORM et SORM® pour toute valeur xq
de ¢,,. Lexpression (5.5) est remplacée par :

1 M
pis 5 Y P(E|Xg=xq), (5.6)
j=1

ol (xg1,..., X9 M) €st un ensemble de M valeurs de ¢, réparties sur le support Xg = [0, 27].
Etant donné que Xy est une variable aléatoire uniforme, ces M valeurs sont régulierement
réparties sur le support Xg = [0, 27[. Dans chacun des trois cas considérés, I’approche alter-
native est menée en choisissant M = 100. Au cours des estimations des différentes proba-
bilités conditionnelles par FORM et SORM®, des discontinuités de ces probabilités ont été
observées pour ¢, € [4.5;5.4] rad. Ces discontinuités sont dues a un manque de précision
des estimations via FORM (resp. SORM®Y). Néanmoins, il est important de mentionner que
ces inexactitudes se produisent pour de tres faibles probabilités conditionnelles IP (E| Xg = x9)
(de 'ordre de 107° (resp. 107°)) — en comparaison avec celles pour ¢p ~0etp,~m (voir la
figure 5.3) — qui ne contribuent donc quasiment pas a I’estimation de pr a partir de I'expres-
sion (5.6). En guise d’illustration, la figure 5.3 présente les résultats de probabilités condi-
tionnelles obtenues par FORM et SORM®! en fonction des valeurs choisies de 'angle ¢ p» pour
le cas 1. Les résultats d’estimation de la probabilité de défaillance pf obtenus par cette nou-
velle approche, sont présentés aux deux dernieres lignes du tableau 5.2. Il en ressort que les
estimations issues de I'approche alternative via FORM et SORM®’ améliorent en termes de
précision les précédentes estimations issues des approches FORM et SORM®' toutes seules,
notamment dans le cas de I'approche alternative via SORM! qui fournit des estimations en
bon accord avec les estimations de référence dans chacun des trois cas. Toutefois, il est im-
portant de remarquer que I'approche alternative via FORM induit un nombre tres important
d’évaluations de la fonction d’état-limite (environ 70000 pour le cas 1; environ 400000 pour
le cas 2; environ 4 x 10° pour le cas 3), ce qui rend cette approche alternative inefficace en
termes de temps de calcul, en comparaison avec la méthode subset simulation.

5.2.3 Analyse de sensibilité

Plusieurs analyses de sensibilité ont été mises en ceuvre dans le cadre du cas 1 (voir la
section 5.2.1.2). Tout d’abord, une analyse de sensibilité locale via FORM a été conduite au
niveau de la défaillance de la ligne de transmission étudiée, suivie d’'une analyse de sensibi-
lité locale via SORM®! au niveau de cette méme défaillance. Puis, une analyse de sensibilité
globale a été menée sur la variabilité de la quantité d’'intérét a savoir la variable aléatoire Y
caractérisant I'intensité de courant observée. Les sections suivantes en donnent les résultats.
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FIGURE 5.3 — Probabilités de défaillance issues des analyses FORM et SORM®' en fonction de I'angle

d’azimut ¢, pour le cas 1.

TABLEAU 5.2 — Résultats des estimations de la probabilité de défaillance de la ligne de transmission,

dans chacun des trois cas considérés

Méthode

Cas1 Cas 2

Probabilité de défaillance (# évaluations de la LSF)

Cas 3

MC (référence) 2.24x107* (10%) 3.53 x107% (10%)

8.81x107° (109)

CV de p¢ 0.2% 0.2% 0.3%
SS 2.12x 107 (= 10,000) 3.28 x 10~ (= 10, 000) 7.89x 1072 (= 12,500)
CV de prss 18.4% 18.9% 20.7%
IC 295% de prss [1.36;2.88] x 1074 [2.06; 4.49] x 1074 [4.69;11.1] x 107°
FORM 31.83 x 1074 (9, 144) 42.85x 1074 (13,584) 603.74 x 107° (9,528)
SORM®f 1.10x 1074 (77%) 1.81x 1074 (775 5.41 x 107 (779
alternative via FORM  7.42x107% (= 7.1x10%) 10.00x107% (24.1x10%°) 154.80x 107> (= 3.8 x 10%)

alternative via SORM¢E 1.95 x 104 (6,500%) 3.27 x 1074 (6,500%)

10.08 x 107> (6,500%)

¥ * . Les valeurs reportées ici sont associés a la seule analyse SORM®,
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5.2.3.1 Analyse de sensibilité locale via FORM

Du fait de la meilleure précision de 'analyse FORM obtenue par le biais de 'approche
alternative (estimation de la probabilité de défaillance en estimant plusieurs probabilités
conditionnellement a des valeurs déterministes fixées de I'angle ¢, voir la section 5.2.2),
I'analyse de sensibilité locale via FORM a été conduite pour chacune des valeurs détermi-
nistes fixées de I'angle ¢, considérées précédemment. Les facteurs d’importance ont été
calculés a partir des résultats des différentes analyses FORM menées pour chacune des va-
leurs choisies de I'angle ¢,,. En raison de I'indépendance mutuelle des variables aléatoires
considérées pour ce probleme, I'analyse des composantes, élevées au carré, du vecteur uni-
taire a, a été retenue. Pour chacune des M valeurs de I'angle ¢, appartenant a [0, 27, les
facteurs d'importance a? associés a chaque composante X;, i € {1,...,11}\ {9}, de X, sont re-
présentés sur la figure 5.4. La premiere observation faite est que trois parametres aléatoires

1

)
0,9 -
e
0,8 =7
1
0,7 Cde
/6,
0,6 = ),
. f
& 0,5 -
0,4 M
0,3
0,2
0,1
0
0 /2 i 3m/2 21
¢p (rad)

FIGURE 5.4 — Facteurs d'importance a? issus de I'analyse FORM en fonction de I'angle d’azimut ¢,
pour le cas 1.

d’entrée n'ont presqu’aucune influence sur la défaillance de la ligne de transmission, a sa-
voir : 'impédance 7, le diametre de la ligne d, et le coefficient d’atténuation a. Ainsi, si ces
parametres aléatoires étaient remplacés par des valeurs déterministes, e.g. leurs moyennes,
les résultats de probabilité de défaillance seraient identiques a ceux obtenus lors de I'ana-
lyse de fiabilité menée précédemment (voir la section 5.2.2). Conformément a cette analyse
et aux phénomenes physiques liés a cette application, il estimportant de discuter les cas spé-
cifiques ¢, =0 et ¢, = 71, ot la probabilité de défaillance et le couplage entre la ligne de trans-
mission et I’onde plane incidente sont au maximum. Pour ces valeurs de ¢, les parametres
les plus influents sont en ordre décroissant : 1) a,, 2) Z, 3) h, 6, et 0,, 4) L et f. Une atten-
tion particuliere doit aussi étre accordée aux cas ¢, = /2 et ¢, = 37/2, caractérisés par de
tres faibles niveaux de couplage entre 'onde plane incidente et la ligne de transmission. Ceci
implique de faibles effets des parametres 6,, (prévisible d'un point de vue physique vu que
le couplage reste minimal dans ce cas quelle que soit la valeur de 0,,), Z, (principalement en
raison de I’écart avec Z; ou le courant est mesuré), et a (de tres faibles valeurs d’atténuation
impliquant des effets quasi inexistants sur la ligne de transmission). En outre, puisque de
tres faibles niveaux de couplage avec la ligne de transmission sont attendus pour ¢, =7/2 et
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¢, =3m/2, il n’est pas surprenant d’observer une sensibilité accrue de la défaillance a la lon-
gueur L de la ligne de transmission. Enfin, un commentaire additionnel doit étre fait au re-
gard des discontinuités des facteurs d'importance apparaissant pour ¢, € [4.5; 5.4] rad. Ces
discontinuités sont dues a un manque de précision des estimations via FORM. Néanmoins,
il est important de mentionner que ces inexactitudes se produisent pour de trés faibles pro-
babilités conditionnelles P (E| Xy = x9) (de I’ordre de 10~°) — en comparaison avec celles pour
¢p =0 et ¢, =~ 7 (voir la figure 5.3) — qui ne contribuent donc quasiment pas a l'estimation
de ps a partir de I'expression (5.6). Un récapitulatif des résultats est donné au sein du ta-
bleau 5.3, ot les variables aléatoires sont classées de la plus influente a la moins influente.

TABLEAU 5.3 — Récapitulatif des résultats d’analyse de sensibilité pour le cas 1.

Influence des FORM

variables aléatoires ¢, =0 ¢, =7/2

1 de Qe

2 Zr L

3 h, 0,0, Zr, [

4 Lf h, 0,

5 0y
Quasi-nulle Zo,d,a Zy d,«

5.2.3.2 Analyse de sensibilité locale via SORM

En complément de I'analyse de sensibilité locale via FORM présentée a la section précé-
dente, une analyse de sensibilité locale via SORM®' a été menée dans le cadre de cette appli-
cation. La mise en ceuvre de cette analyse de sensibilité locale supplémentaire a principale-
ment été motivée par le fait que I'estimation de la probabilité de défaillance par I'approche
alternative (estimation de la probabilité de défaillance en estimant plusieurs probabilités
conditionnellement a des valeurs déterministes fixées de I'angle ¢, voir la section 5.2.2) via
SORM s’est avérée plus précise que celle utilisant I'approche FORM. Pour les mémes rai-
sons susmentionnées, cette analyse a été conduite pour chacune des valeurs déterministes
fixées de I'angle ¢, considérées précédemment. Ainsi les différents indices de sensibilité lo-
cale ont été calculés a partir des résultats des différentes analyses SORM®' menées pour cha-
cune des valeurs choisies de I'angle ¢,,. Etant donné la difficulté d’interprétation des indices
de sensibilité d’ordre 2 et 3 induite par le nombre important de variables aléatoires pour ce
probléeme, nous nous sommes limités au calcul et a I'interprétation des indices de sensibilité
du premier ordre §; associés a chaque composante X;, i € {1,...,11} \ {9} de X. Ces derniers
sont notamment illustrés au sein de la figure 5.5 ci-apres. La premiére observation faite est
qu’al'instar de 'analyse de sensibilité locale via FORM, trois parametres aléatoires d’entrée
n’ont presqu’aucune influence sur la défaillance de la ligne de transmission, a savoir : I'im-
pédance 7, le diametre de la ligne d, et le coefficient d’atténuation a. De méme, si ces pa-
rametres aléatoires étaient remplacés par des valeurs déterministes, e.g. leurs moyennes, les
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FIGURE 5.5 — Indices de sensibilité locale du premier ordre §; issus de I'analyse SORM en fonction
de I'angle d’azimut ¢, pour le cas 1.

résultats de probabilité de défaillance seraient identiques a ceux obtenus lors de I’analyse de
fiabilité menée précédemment (voir la section 5.2.2). Pour les mémes raisons évoquées dans
le cadre de I'analyse de sensibilité locale via FORM, nous nous intéresserons tout particulie-
rement aux cas spécifiques : 1) ¢, =0 et ¢, =7, 2) ¢, = /2 et ¢, =371/2. D’'une part pour
¢p =0 et ¢, =, les parametres les plus influents sont en ordre décroissant : 1) 6., 2) 60, 3)
ae et Zp,4) h,5) Let f. D'autre part pour ¢, = /2 et ¢, =37m/2, on observe de faibles effets
des parametres 6, (prévisible d'un point de vue physique vu que le couplage reste minimal
dans ce cas quelle que soit la valeur de 8,,), Z (principalement en raison de I'écart avec Zj,
ou le courant est mesuré), et a (de trés faibles valeurs d’atténuation impliquant des effets
quasi inexistants sur la ligne de transmission). Pour ces mémes valeurs de ¢, on observe
en outre une sensibilité accrue de la défaillance a la longueur L de la ligne de transmission.
Il est facile de remarquer que ces différents résultats présentent une quasi-similitude avec
ceux issus de 'analyse de sensibilité locale via FORM, a I’exception de la hiérarchie entre les
parametres influents pour ¢, = 0 et ¢, = 7. A I'instar de I'analyse de sensibilité locale via
FORM, des discontinuités des indices de sensibilité §;, i € {1,...,11}\ {9}, apparaissent pour
¢p € [4.5;5.4] rad. En effet tout comme précédemment, ces discontinuités sont dues a un
manque de précision des estimations via SORM dans cet intervalle. Néanmoins, il est im-
portant de mentionner que ces inexactitudes se produisent pour de trés faibles probabilités
conditionnelles P(E| Xy = xg) (de I'ordre de 107%) — en comparaison avec celles pour ¢p =0
et ¢, =~ 7 (voir la figure 5.3) — qui ne contribuent donc quasiment pas a I’estimation de pr a
partir de I'’expression (5.6). Pour conclure, il est important de remarquer que les valeurs ob-
tenues des indices de sensibilité de premier ordre 6;, i € {1,...,11}\ {9}, nous renseignent sur
'existence ou non d’interaction entre les différents parametres aléatoires observés. En effet,
étant donné que par définition la somme de tous les indices de sensibilité locale via SORM®!
(indices d’ordre 1, 2 et 3) vaut 1, et que pour chacune des valeurs déterministes de I'angle ¢,,
on observe que la somme des indices de sensibilité de premier ordre 6;, i € {1,...,11} \ {9},
est différente de 1, il est facile de conclure qu'il existe des interactions non nulles entre les
composantes Xj, i € {1,...,11}\ {9}, de X, sans devoir forcément les calculer. Un récapitulatif
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des résultats est donné au sein du tableau 5.4, ou les variables aléatoires sont classées de la
plus influente a la moins influente.

TABLEAU 5.4 — Récapitulatif des résultats d’analyse de sensibilité pour le cas 1.

Influence des FORM SORM

variables aléatoires ¢, =0 ¢pp=7/2 $p=0 Pp=7/2
1 ae e 0 e
2 Zr L 0, Lf
3 h,0.,0, Zn f Qe, 21, Qe, 1.
4 Lf h, 0. h h
5 0p Lf 0y

Quasi-nulle Zo,d,a Zp,d,a Zyda Zyd a

5.2.3.3 Analyse de sensibilité globale

En addition aux analyses de sensibilité locale, une analyse de sensibilité globale, basée
sur les indices de Sobol’, a été menée avec pour objectif d’identifier les parametres aléatoires
qui influent le plus sur la variabilité de 'amplitude de courant mesuré a I'extrémité L de
la ligne de transmission. On rappelle que le modeéle analytique .# utilisé ici permet autant
d’appels que nécessaire sans aucune limite imposée par le cotit de calcul. Par conséquent,
les indices de Sobol’ sont estimés par une approche Monte-Carlo classique sans perte de
précision sur les indices estimés. Les indices de Sobol’ de premier ordre et totaux sont esti-
més par le biais d’'un échantillon de taille N = 10%, et 'analyse est répétée 30 fois afin d’éva-
luer la précision des indices estimés, représenté sous la forme d’intervalles de confiance
a 95% basés sur les moyennes et écart-types empiriques des indices calculés. Le nombre
total d’évaluations de la fonction d’état-limite engendré par cette analyse s’éleve donc a
30N(2n+2)=7.2x108. Les indices de Sobol’ de premier ordre et totaux obtenus ainsi que les
intervalles de confiance associés sont représentés sur la figure 5.6. A 'instar des analyses de
sensibilité locales menée précédemment (voir les sections 5.2.3.1 et 5.2.3.2), on observe que
les parametres Zy, d et a ne contribuent quasiment pas a la variabilité de I'observable. Les
indices de Sobol’ totaux indiquent en outre que les parametres aléatoires les plus influents
sont les angles 6., 0, et ¢,,. Les parametres L, a. et f ont une influence plus faible et les
indices totaux associés sont du méme ordre de grandeur. Une remarque importante est que
des différences existent entre les indices de Sobol’ de premier ordre et les indices de Sobol’
totaux. Ces différences traduisent le fait qu’il existe des interactions non négligeables entre
les parametres aléatoires d’entrée du modele .4 . Malgré ces différences, il est important de
noter que la hiérarchie entre les variables influentes est respectée, excepté dans le cas de la
variable aléatoire relative a I’angle 6,,. En dernier lieu, on remarque que la sensibilité globale
et la sensibilité locale a la défaillance ne classent pas les importances des parametres aléa-
toires d’entrée dans le méme ordre. Toutefois, il est important de mentionner qu’en compa-
raison avec I'analyse de sensibilité locale via FORM, la hiérarchie des parameétres aléatoires
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FIGURE 5.6 — Indices de sensibilité de Sobol’ du premier ordre et totaux issus de I’analyse de sensibilité
globale menée pour le cas 1.

les plus influents issue de I'analyse de sensibilité locale via SORM® est bien plus proche de
celle donnée par I'analyse de sensibilité globale. Les différences existantes entre les résultats
issus des analyses de sensibilité globale et locale ne sont pas surprenantes étant donné la
différence entre les approches locale (a la défaillance) et globale de ces mesures de sensi-
bilité. En effet, si le critére de défaillance est la préoccupation principale, I'approche locale
(a la défaillance) des mesures de sensibilité est a privilégier. En revanche, si I'objectif est de
classer 'importance de parametres aléatoires d’entrée au regard d’'un observable, indépen-
damment de tout événement d’échec, une analyse de sensibilité globale est plus appropriée.
Un récapitulatif des résultats est donné au sein du tableau 5.5, ou les variables aléatoires sont
classées de la plus influente a la moins influente.

TABLEAU 5.5 — Récapitulatif des résultats d’analyse de sensibilité pour le cas 1.

Influence des FORM SORM Sobol’
variables aléatoires ¢, =0 ¢p,=7/2 =0 Pp=7/2
1 Qe A 6, 0, bp
2 Zr L 0, Lf 0.
3 h, 0., 0, zZr, f ae, 21 ae, 21 0p
4 L f h, 0, h h L, a, f
5 0, L f 0, Zr
6 h
Quasi-nulle Zo,d,a Zp,d,a Zy,da Zyd,a Zyd,a
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5.2.4 Conclusion de I’étude

Létude réalisée au cours de cette application a permis de quantifier la probabilité de
défaillance (plus particulierement, de dépassement d’'un courant mesuré au niveau de 'im-
pédance de charge) d'une ligne de transmission illuminée par une onde plane dans un en-
vironnement stochastique et d’analyser la sensibilité du phénoméne de couplage observé
aux différents parametres considérés comme aléatoires. Les méthodes d’analyse de fiabi-
lité et de sensibilité présentées au sein des chapitres précédents ont été utilisées a cet effet.
Ce probleme a fait preuve d’'une tres grande difficulté d'un point de vue fiabiliste, qui s’est
traduite par la forte imprécision des approches FORM et SORM® pour I'estimation de la
probabilité de défaillance de la ligne de transmission étudiée. Cette imprécision était due a
une forte irrégularité de la surface d’état-limite autour du point de défaillance le plus pro-
bable. A contrario, la méthode subset simulation a fait preuve d'une trés grande efficacité.
En effet, elle a permis d’estimer les différentes probabilités de défaillance avec une préci-
sion acceptable, moyennant un nombre de calculs tres inférieur au nombre de calculs in-
duit par I'estimation des probabilités de référence par la méthode de Monte-Carlo. En outre,
des analyses de sensibilité locale et globale ont été appliquées au cours de cette étude. Elles
ont permis d’identifier différents parametres aléatoires non influents au cours du couplage
de I'onde plane sur la ligne de transmission, et de hiérarchiser les parametres aléatoires les
plus influents. Il est important de remarquer que cette application a été menée en considé-
rant différentes modélisations des parametres aléatoires considérés. Ceci a notamment per-
mis de mettre I’accent sur I'importance d'une modélisation précise des lois des parametres
aléatoires a considérer, du fait que les estimations des probabilités de défaillance obtenues
étaient différentes selon les lois de distribution utilisées. Pour conclure, il serait intéressant
de rappeler que le caractere analytique du modele utilisé au cours de cette application a été
un trés grand avantage, car permettant I'utilisation de méthodes de simulation en garan-
tissant un tres haut niveau de précision des estimations obtenues, tant sur le plan de I'es-
timation des probabilités de défaillance, que sur le plan de I'analyse de sensibilité globale.
La seconde application menée au cours de ces travaux quant a elle, a été mise en ceuvre par
le biais d'un modéle numérique, permettant ainsi de confronter les méthodes d’analyses de
fiabilité et de sensibilité au type de modele CEM le plus souvent rencontré en industrie. Cette
application fait notamment I’objet dans la section suivante.

5.3 Réseau de lignes de transmission soumis a des perturba-
tions externes

La seconde application présentée au sein de ce chapitre traite de I'analyse de la fiabilité et
de la sensibilité d'un réseau de lignes de transmission (LTs) soumis a des perturbations élec-
tromagnétiques dans un contexte stochastique. Le réseau étudié ici est modélisé par un code
numérique basé sur la résolution des équations des télégraphistes par FDTD. Tout comme
lors de I'application précédente, le scénario de défaillance considéré pour la conduite de
cette application est que le module du courant induit mesuré au niveau d’'une impédance
de charge du réseau de lignes de transmission, considéré comme observable, excede une
valeur seuil donnée. En plus de représenter une étude sur un modele numérique, cette ap-
plication propose une étude de fiabilité en considérant une corrélation entre les variables
aléatoires considérées, ce qui peut étre observé dans le cas de problemes compatibilité élec-
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tromagnétique industriels réels.

5.3.1 Description du probleme

On considere une réseau de lignes de transmission aérien, dont chaque ligne de trans-
mission est un cable uniforme et qui s’étend a travers quatre compartiments électrique-
ment isolés (voir le figure 5.7). Le réseau de lignes de transmission est composé de trois

A

Source 1 Source 2 Source 3

FIGURE 5.7 — Représentation schématique du réseau de lignes de tranmission

nceuds et de huit lignes de transmission uniformes, numérotés de 1 a 8, de longueurs respec-
tives Ly,..., Lg, et d'impédances caractéristiques respectives Z,, ..., Z,. Leurs résistances et
conductances respectives sont égales et sont respectivement notées R et G. Ce réseau est
chargé a ses extrémités par des impédances 2%y, Z1,, Zi,, Z1,, Z1,, €t Zr,. On suppose que
I'efficacité de blindage est défectueuse en trois point précis du réseau, due e.g. 2 un mauvais
blindage de connecteurs, a une efficacité de blindage des cables défectueuse, a des raccor-
dements de blindage imparfaits, a un vieillissement des lignes électriques, etc. L'évaluation
des tensions et courants induits requiert la connaissance des champs électromagnétiques le
long des différentes sections de lignes de transmission. Le réseau est soumis a des perturba-
tions électromagnétiques émises au niveau de ses trois sections défectueuses par des sources
électromagnétiques présentes dans chacun des compartiments, e.g. des équipements élec-
troniques, induisant des phénomenes de couplage au niveau des trois points de blindage
défectueux. L'analyse menée ici ne considére que les composantes tangentielles des champs
électromagnétiques caractérisant les interférences électromagnétiques induites au niveau
des trois points de couplage. Notées respectivement El ke {1,3,5}, ces composantes tan-
gentielles sont données a un instant donné ¢, par :

(t—to,)?
0.2

E{:(Skak exp(—
k

)ek pour =1y, (6.7)

ol ay dénote I'amplitude de E{, fo, est le retard temporel de E, o représente la largeur a
mi-hauteur de Ei, ey représente le vecteur unitaire de la ligne k, et 0 est un scalaire tel que::

B 1 pour k=1
5k_{ -1 pour kef{3,5} ° (5.8)
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Conformément aux positions des points de couplage, ET est appliquée au centre de la LT#1,
Eg est appliquée sur la LT#3 a une distance de 0.07 m du nceud de jonction entre les LT#3, 4
et5, et Eg est appliquée sur la LT#5 a une distance de 0.03 m de Zp,.

5.3.1.1 Modélisation déterministe

Le probleme de I’évaluation des courants et tensions au sein de ce réseau est résolu par le
modele de ligne de transmission basé sur les équations des télégraphistes [Pau07] associé au
formalisme d’Agrawal [APG80] pour le couplage entre un champ électromagnétique et une
ligne de transmission. Les équations aux dérivées partielles couplées en temps et en espace
gouvernant ce modele, sont résolues par le biais d'un schéma FDTD 1D classique [Pau94].
Les tensions et courants sont alors obtenus sur chaque cellule de discrétisation spatiale du
réseau, a chaque pas de temps issu de la discrétisation temporelle. Lobservable considéré
dans cette application est le maximum, sur un temps de simulation donné (représenté par
I'intervalle [0, T']), du module de courant mesuré au niveau de I'impédance Zj,. Cet obser-
vable, noté y, est défini par I'expression suivante :

y: tgl0a¥] |r1 (IJR) L) G,Zc,ZO,ZL, a)tO) o')l ) (5-9)

ou la fonction r; représente le modele numérique basé sur le schéma FDTD 1D sus-mentionné,
L= (Ll) .. -)L8)) ZC = (chy- (¥ ZCB)! ZL = (ZL4) () ZLg)) a= (al) as, aS)) to = (tolr t03) t05)) eto =
(01,03,05). En introduisant le vecteur x = (Zp, a, tp), et la fonction ./ telle que :

-/%(X): max |rl(tyR}L)G)ZC)ZO)X)0')|7 (510)
tel0, T]

la relation (5.9) devient :
y=MX). (5.11)

5.3.1.2 Modélisation probabiliste

Dans un contexte probabiliste, on fait 'hypothése que toutes les composantes du vecteur
x sont entachées d’incertitudes et modélisées par des variables aléatoires continues notées
respectivement X, ..., Xj;. Soit X le vecteur aléatoire regroupant ces variables aléatoires,
donné par : X = (Xj,..., X11). Par conséquent, le module de courant y devient une variable
aléatoire notée Y et donnée par: Y = .4 (X).

On suppose que les variables aléatoires Xj,..., Xg sont des variables lognormales et que les
variables aléatoires Xjo,..., X;; sont des variables uniformes. En outre, toutes les compo-
santes de X sont considérées mutuellement indépendantes, exceptées Xg = a; et X7 = asz qui
sont considérées corrélées. Le coefficient de corrélation linéaire px, x, pourrait étre inter-
prété e.g. comme un niveau de dépendance existant entre les niveaux d’émission des sources
1 et 2 (voir la figure 5.7). Une telle situation pourrait se produire si ces deux équipements sont
fabriqués par le méme manufacturier (e.g. un haut niveau d’émission pourrait étre induit par
une mauvaise qualité de fabrication). Les parameétres (moyennes, coefficients de variation)
et supports des lois de toutes les variables aléatoires considérées sont données au sein du
tableau 5.6. Les valeurs numériques des parametres considérés déterministes sont données
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au sein du tableau 5.7. Les applications numériques menées au cours de cette étude sont
réalisées pour plusieurs valeurs de p x,, x, définies comme suit :

Pxs.x, € 1{0,0.3,0.6, 0.9} . (5.12)

TABLEAU 5.6 — Parametres (moyennes, CVs) et supports des lois des variables aléatoires

Variable X; Moyenne ux;, CV oy, Loi / Support
X1=21, (1) 180 20% lognormale / R}
Xo =21, () 180 20% lognormale / R
X3=Z1, (1) 220 20% lognormale / R
Xy=Z1, () 220 20% lognormale / R}
X5=2Z1, (1) 220 20% lognormale / R}
Xs=a; (V/m) 4 20% lognormale / R
X7=az (V/m) 8 20% lognormale / R}
Xg =as (V/m) 9 20% lognormale / R

Xg=1y, (sec)  7.5x1071"  19.3%  uniforme / [5;10] x 1071°
Xi0=1to, (sec)  7.5x1071%  19.3%  uniforme / [5;10] x 10710
Xi1 = foy, (sec) 10x 10710 11.6% uniforme / [8;12] x 10710

TABLEAU 5.7 — Valeurs numériques des parameétres déterministes

Parametre Valeur Parametre Valeur Parametre Valeur

Ly (m) 0.03 Ze, () 50 Zy () 50
L (m) 0.09 Ze, () 100 R (12) 25
Ls (m) 0.10 Ze, () 100 G (H) 0
Ly (m) 0.06 Ze, () 180 o1 (sec)  8x 10711
Ls (m) 0.07 Ze, (§2) 180 o3 (sec)  8x1071!

Lg (m) 0.06 Zee () 250 05 (sec)  8x1071!
L7 (m) 0.10 Ze, () 250
Lg (m) 0.07 Zey () 250

5.3.2 Analyse de fiabilité

La fonction de performance considérée pour I'analyse de la fiabilité du réseau étudié est

donnée par:
g§X)=ys—MX), (5.13)

ol y; est une valeur seuil de module de courant au-dela de laquelle le réseau de lignes de
transmission est considéré défaillant. Dans ce cas, cette défaillance peut étre vue e.g. comme
une surintensité de courant provoquant un dysfonctionnement de I'équipement représenté
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par 'impédance de charge Z;,,. La valeur seuil y; du module de courant est choisi a 8x 1073 A.
La méthode subset simulation est appliquée avec un échantillon de taille Nsg step = 2500 réa-
lisations aléatoires a chaque étape intermédiaire (voir la section 3.5.2), permettant d’estimer
la probabilité de défaillance du réseau de lignes de transmission étudié, avec un coefficient
de variation compris entre 15% et 20%, pour les niveaux de probabilités de défaillance vi-
sés. Rappelons que ces niveaux de coefficients de variation sont en accord avec la limite
empirique de 20% considérée acceptable au sein de la communauté de la fiabilité des struc-
tures. Les estimations par subset simulation sont, cette fois, considérées comme résultats de
référence. Les méthodes d’approximations mises en ceuvre pour cette application, sont les
méthodes FORM et SORMP!, Les résultats des estimations de la probabilité de défaillance
du réseau étudié obtenus avec chacune de ces trois méthodes sont donnés au sein du ta-
bleau 5.8 (et représentées sur la figure 5.8), pour chacune des quatre valeurs de p,, x, défi-
nies a I’équation (5.12). Les estimations obtenues par subset simulation sont données avec
leurs intervalles de confiance (IC) a 95%.

TABLEAU 5.8 — Résultats de probabilité de défaillance

Méthode Probabilité de défaillance (# évaluations de la LSF)
0xg,x; =0 0Xe,x; =03 0Xsx;=0.6 0Xe,x;=0.9

SS (référence)  2.79x107% (10,000) 9.78 x 107% (10,000) 20.40 x 10™% (7,500)  24.76 x 10~* (7,500)
CV de prss 20.0% 18.3% 15.9% 15.7%
IC295% de prss  [1.68;3.911x10™%  [6.28;13.29] x 10™*  [14.05;26.75] x 10™*  [17.13;32.39] x 1074

FORM 5.76 x 1074 (1,164) 17.16 x 1074 (788) 35.94 x 10~ (855) 62.14x 1074 (1,836)
SORMP! 4.03 x 107* (620%) 9.62 x 10~* (620%) 18.59x 1074 (620")  30.73 x 10~* (620%)

% : Les valeurs reportées ici sont associés a la seule analyse SORMP!.
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FIGURE 5.8 — Probabilités de défaillance en fonction de px;,, x,

On observe, dans un premier temps, que les estimations de probabilité de défaillance ob-
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tenues pour chacune des trois méthodes augmentent avec la valeur de px, x, (voir la fi-
gure 5.8). Lorsque le coefficient de corrélation entre les amplitudes a; et as augmente, le
réseau est moins fiable au niveau de I'impédance de charge Zj,. Il serait donc plus str de
connecter au réseau de lignes de transmission des équipements provenant de différents ma-
nufacturiers, sil’on s’intéresse a la défaillance due a une surintensité de courant au niveau de
la charge Z1,. Une seconde observation importante, au regard de la précision des méthodes
d’approximation FORM et SORMPY, pourrait étre mentionnée. D’une part, malgré une évolu-
tion similaire en fonction du coefficient de corrélation px; x,, les estimations FORM restent
tres loin des estimations de référence (obtenues par subset simulation), traduisant ainsi un
manque de précision des estimations FORM. D’autre part, les estimations de probabilité
de défaillance obtenues par SORMP! fournissent des résultats en trés bon accord avec les
résultats de référence. En effet, pour chacune des valeurs de px, x,, |’ estimation SORMPf as-
sociée appartient a I'IC a 95% de I'estimation de référence (obtenue par subset simulation)
correspondante (voir le tableau 5.8 et la figure 5.8). Linterprétation que 'on pourrait don-
ner a ces résultats est que ce probleme est caractérisé par un unique point de défaillance le
plus probable autour duquel il existe des courbures qui sont relativement bien évaluées par
'approche SORMP!,

5.3.3 Analyse de sensibilité

Dans le cadre de cette application, seule une analyse de sensibilité locale a été menée.
Cela est principalement di au fait qu'’il existe une corrélation non nulle entre les variables
aléatoires considérées, incompatible avec la théorie de 'analyse de sensibilité globale de
Sobol’ [Sob93] (voir la section 4.3.1).

5.3.3.1 Analyse de sensibilité locale

En raison de la corrélation non nulle existante entre les amplitudes des champs tangen-
tiels Ef et Eg, il est nécessaire de mener I'analyse de sensibilité locale par le biais des facteurs
d'importance yf, i €{l,...,11}, issus de I'analyse FORM (voir la section 4.2.1). On observe
dans un premier temps que quelle que soit la valeur du coefficient de corrélation px;, x, les
parametres aléatoires d’entrée fy,, as, Z1,, Z1,, Z1, €t Z, n'ont quasiment aucune influence
sur la défaillance du réseau. A contrario, les parametres aléatoires ty,, fo,, a1, az et Z, ont
une influence non négligeable sur la défaillance du réseau, pour toutes les valeurs de px; x,.
La figure 5.9 illustre I’évolution en fonction des valeurs de px, x, des facteurs d'importance
7/? associés aux différents parametres d’influence non négligeable sur la défaillance du ré-
seau. Ces résultats sont en parfaite adéquation avec la physique du systeme étudié. Tout
d’abord, il n’est pas étonnant que les parametres aléatoires influant sur la défaillance du
réseau, correspondent aux champs électromagnétiques excitateurs les plus proches de I'im-
pédance Zj, a laquelle I'intensité de courant est mesurée. En effet, les parametres a;, as,
fo,, et fp, représentent respectivement les amplitudes et retards temporels des champs tan-
gentiels ET et Eg En outre, étant donné que le courant électrique pris en compte dans le
critere de défaillance du réseau est celui mesuré au niveau de I'impédance Zz,, I'influence
non négligeable du parametre Z, sur la défaillance du réseau se justifie également. Concer-
nant I'impact du coefficient de corrélation, on observe que px,, x, a une faible influence sur
le niveau d'importance des parametres aléatoires. Cela se traduit par le fait que, quelle que
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FIGURE 5.9 — Facteurs d'importance yf en fonction de px; x,

soitla valeur de px; x,, la hiérarchie entre les parametres aléatoires, au regard de leur impor-
tance a la défaillance, reste inchangée. Les parametres les plus importants a la défaillance
sont les amplitudes a; et as. Les facteurs d'importance associés a ces parametres sont qua-
siment égaux et décroissent faiblement lorsque le coefficient de corrélation p x,, x, augmente
(voir la figure 5.9). Une tendance inverse est observée concernant les parametres fy, et f,.
Quant a 'impédance Zz,, son poids sur la défaillance du réseau reste quasiment insensible
au coefficient de corrélation px; x,.

5.3.4 Conclusion de I’étude

Cette application a exploré 'utilisation des méthodes de fiabilité dans le cadre d'un pro-
bleme de compatibilité électromagnétique modélisé par un modéle numérique, relative-
ment colteux en temps de calcul. Tout comme lors de ’application précédente, la méthode
subset simulation a fait preuve d'une grande efficacité. Mais, la plus performante dans le
cadre de cette étude a été 'approche SORMP!, qui a fait preuve d’une trés grande préci-
sion, en comparaison aux résultats de références, moyennant un cotit bien plus faible que les
cotts de référence. Toutefois, I’aspect majeur 2 mentionner concernant cette application est
la prise en compte de variables aléatoires corrélées, ce qui peut étre un cas rencontré dans
le cadre de problémes industriels réels. Une étude de I'influence de la corrélation entre les
variables aléatoires considérées sur la probabilité de défaillance a donc été mise en ceuvre
dans cette application. Outre I'application des méthodes d’analyse de fiabilité, cette étude a
fait 'objet d'une analyse de sensibilité qui, compte tenu de la corrélation existante entre les
variables aléatoires considérées et de I'utilisation de I’approche SORMP!, n’a consisté qu’en
une analyse de sensibilité locale via FORM. Bien que les résultats d’analyse de sensibilité
obtenus aient été représentatifs de la physique du probleme, il est important de souligner
qu’ils sont a prendre avec réserve, étant donné que cette analyse a été menée sur la base de
résultats FORM peu précis en terme de probabilité de défaillance. En perspective, il serait
intéressant d’avoir des sensibilités locales via SORM dans le cas de variables aléatoires cor-
rélées. Enfin, cette étude a mis en lumiere I'importance d'une modélisation précise d’éven-
tuelles corrélations entre les variables aléatoires, dans le cadre d’'une étude de fiabilité com-
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patibilité électromagnétique en milieu industriel réel. En effet, pour chacune des valeurs du
coefficient de corrélation considéré au cours de cette application, les estimations des proba-
bilités de défaillance obtenues étaient différentes.

Cette étude met fin aux applications des méthodes d’analyses de fiabilité et de sensibilité
dans un contexte CEM stochastique. Comme mentionné en introduction de ce chapitre, la
section suivante présente donc I'application de ces méthodes dans le cadre de la conception
d’antenne en tenant compte des différentes incertitudes liées au processus de fabrication de
I’antenne et a ses propriétés matérielles et électriques.

5.4 Conception d’'une antenne large bande

Cette section présente une application des méthodes d’analyses de fiabilité et de sensi-
bilité dans le cadre de la conception d’antennes. On se propose, a partir de ces méthodes,
de résoudre les problémes liés aux incertitudes inhérentes aux processus complexes de fa-
brication d’antennes qui peuvent irrémédiablement altérer les caractéristiques recherchées
de ces antennes. Cette application a été conduite dans le cadre de la conception et de I'op-
timisation d'une antenne large bande, en tenant compte de diverses incertitudes liées a ses
propriétés matérielles et au processus de fabrication. Pour une telle antenne, un critere de
défaillance peut étre aisément défini, en accord avec les spécifications (ou normes) liées a
son coefficient de réflexion |S1;|, qui doivent étre strictement respectées sur toute la gamme
de fréquences prévue pour son fonctionnement. Cette application a été menée en collabo-
ration avec I'équipe Applied Electromagnetics du School of Electrical and Electronic Enginee-
ring, University of Adelaide, Australia, dans le cadre du Programme de Mobilité Scientifique
2014 financé par la Section Scientifique et Culturelle de '’Ambassade de France en Australie.

5.4.1 Description du probleme

L'antenne large bande considérée pour cette application est basée sur le principe du
guide d’ondes conique (tapered half-mode substrate-integrated waveguide — tHMSIW) pré-
senté dans [LFHV09] et a été récemment proposée par [NTKF13a]. Il est toutefois important
de noter que les différentes méthodes proposées dans cette section peuvent aisément s’ap-
pliquer a tout type d’antenne. De plus, cette antenne est tres proche de la ligne de trans-
mission connue sous le nom de half-width microstrip line, déja proposée pour différentes
applications dans [ZTH" 07, MRGTCFMC13,TTK"13,D. 13,KEB15]. La figure 5.10 donne une
représentation schématique du design d’'une telle antenne. La conception et le principe de
fonctionnement de cette antenne ont été explicitement décrits dans [NTKF13a], incluant
en outre la description de son alimentation donnée dans [NTKF13b]. Ses caractéristiques,
e.g. son coefficient de réflexion |S;; |, sont calculées par le biais d'un modele semi-analytique
relativement rapide et d'une grande précision proposé par [NTKF14]. Cette antenne doit res-
pecter des spécifications particulieres afin de garantir un bon fonctionnement : (1) sagamme
de fréquence (bandwidth — BW) doit inclure une gamme de fréquence spécifique BWspec
définie pour son fonctionnement, et (2) son coefficient de réflexion |S;;| doit étre inférieur
a un coefficient de réflexion spécifique [S11|spec, €.g. défini par un organisme normatif gou-
vernemental, sur toute la gamme de fréquence spécifique. Bien que [NTKF14] ait prouvé le
bon fonctionnement d’'une telle antenne dans différents contextes, de légeres breches du
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coefficient de réflexion considérées comme configurations de défaillance ont été observées
lors de mesures expérimentales. En effet, la spécification définie étant que le coefficient de
réflexion soit strictement inférieur a —10 dB, i.e. [S11]spec = —10 dB, il a été observé dans cer-
tains cas, apres mesures, que celle-ci n’était pas respectée sur toute la gamme de fréquence
spécifique de I'antenne. La figure 5.11 en donne un exemple représentatif.

Dans le but de concevoir une antenne de plus en plus sure (ou fiable), il devient alors trées
important de réduire autant que possible 'apparition de ces breches, méme légeéres, du coef-
ficient de réflexion. Ces bréches étant dues aux incertitudes liées aux propriétés matérielles,
électriques et au processus de fabrication, il serait d'un trés grand intérét d’inclure une ap-
proche probabiliste dans le processus de conception de I'antenne afin de les réduire. A cet
effet, les méthodes d’analyse de fiabilité et de sensibilité présentées au sein des chapitres
précédents sont appliquées a ce probleme. Lobjectif recherché est alors d’évaluer dans un
premier temps la probabilité d’apparition des breches du coefficient de réflexion de I'an-
tenne, considérée ici comme la probabilité de défaillance de I'antenne, puis dans un second
temps, de proposer un moyen de réduire cette probabilité afin de garantir au mieux le bon
fonctionnement des antennes concgues.
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transition section
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FIGURE 5.10 — Design de 'antenne considérée.

5.4.1.1 Modélisation déterministe

Pour les besoins de I'analyse de fiabilité, on se concentrera sur le modele et les para-
metres d’entrée décrivant le corps de ’antenne. L'alimentation de I'antenne étant généra-
lement réalisée avec suffisamment de précision, elle ne représente pas la cause des évé-
nements défaillants. Lantenne est fabriquée en utilisant un substrat connu sous le nom
de Rogers Ultralam 2000 substrate [Rog], avec une permittivité relative de €, = 2.5 et une
épaisseur i = 60mil = 1.524mm. Dans cette analyse, la paroi supérieure de I’antenne (voir
la figure 5.10) est modélisée par un conducteur parfait (perfect electric conductor — PEC) en
utilisant la formule donnée dans [XWO05]. Ainsi, la géométrie de 'antenne peut étre définie
par le biais des vecteurs w = (wy,..., wy) et1=(l,...,ly), o N est le nombre de sections
de I'antenne (voir la figure 5.10). Le choix de la valeur de N, généralement en-dessous de
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FIGURE 5.11 - Coefficient de réflexion |S;;| d'une antenne congue pour une gamme de fréquences de
6.7 GHz a 17 GHz. |S1;| est d'une part calculé a partir du modele décrit dans [NTKF14] (Analysis), et
d’autre part déterminé a partir de mesures expérimentales (Measurement).

10, a été justifié dans [NTKF14], et la longueur totale de 'antenne, notée L, est la somme
des longueurs [;, i € {1,..., N}. Le design de cette antenne est optimisé pour une gamme de
fréquences cible BWtg, de sorte que son coefficient de réflexion |S;;| ne dépasse pas un co-
efficient de réflexion cible [S1;/sg sur toute cette gamme. Cette optimisation est proposée
et décrite explicitement dans [NTKF14] et est menée en utilisant la méthode d’optimisation
par essaims particulaires (Particle Swarm Optimization — PSO) [KE95]. La fonction cofit liée
a ce processus d’optimisation, explicitement décrite dans [NTKF14], a été définie afin d’op-
timiser Lan, sous la contrainte que |S1;| n’excede pas |S11l;g, dans la gamme de fréquence
cible BWtg. Généralement, afin de garantir que I'antenne optimisée respecte les spécifica-
tions définies, BWtg est choisie de sorte que BWspec < BWtg et |S11];4 est choisi tel que
IS11ltg < IS11lspec- Bien que la longueur de I'antenne ait été choisie ici comme parametre
a optimiser, tout autre parametre pourrait étre optimisé en adaptant la fonction cotit don-
née dans [NTKF14]. Conformément a I’objectif de cette application, 'observable considéré
est le coefficient de réflexion |S;;| de I'antenne étudiée. En représentant le modele donné
dans [NTKF14] par la fonction .#, et en introduisant le vecteur x regroupant les parametres
de ’antenne tel que : x= (¢,, h,w,1), |S11| peut étre défini par la relation :

[S11] =AM (X) . (5.14)

5.4.1.2 Modélisation probabiliste

Dans un contexte probabiliste, on considere que toutes les composantes du vecteur x
sont incertaines et modélisées par des variables aléatoires indépendantes. Par souci de sim-
plicité, les variables aléatoires associées aux parametres de 'antenne seront notées de facon
identique. Ainsi, le vecteur aléatoire X regroupant les différentes variables aléatoires consi-
dérées dans le cadre de cette application sera donné par : X = (¢, h,w,1). Les moyennes des
variables €, et h sont respectivement données par la permittivité relative et I'épaisseur du
substrat choisi pour 'antenne (voir la section 5.4.1.1), tandis que les moyennes des variables
w et ] sont issues des résultats d’'une optimisation déterministe du design de ’antenne par
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PSO. Les incertitudes sont considérées ici comme des valeurs de tolérance définies autour de
la moyenne de chacune des variables aléatoires considérées. Dans le cas de €, et h, ces va-
leurs de tolérance sont issues de bases de données disponibles dans la littérature, e.g. [Rog],
tandis que pour w et ], elles sont estimées a partir de la machine de fabrication utilisée. Les
moyennes et les valeurs de tolérance considérées sont données au sein du tableau 5.9. Puis-

TABLEAU 5.9 — Moyennes et valeurs de tolérance des parametres de 'antenne sous étude

Variable aléatoire | Moyenne | Tolérance
€ 2.5 0.14
h (mm) 1.524 1.524 x0.05
w (mm) - 0.05
1 (mm) - 0.05

gu’aucune information précise sur la variabilité de ces valeurs de tolérance n’est donnée, une
distribution uniforme est choisie pour chacune des variables aléatoires considérées, en bon
accord avec le principe du maximum d’entropie introduit par Jaynes [Jay57]. Ainsi, le sup-
port de chaque variable aléatoire est défini par un intervalle de +¢ autour de sa moyenne, ou
t représente la valeur de tolérance.

5.4.2 Analyses de fiabilité et de sensibilité

Conformément a I’événement défaillant considéré dans cette étude, la fonction de per-
formance considérée pour cette application est donnée par la fonction g définie comme
suit :

g(X) = |Sll|spec - ([fmﬁl;%ax] .//[(X)) » (5.15)

ol [ fmin; fmax] représente la gamme de fréquence spécifique BWspec de I'antenne considé-
rée. Les différentes analyses conduites au cours de cette application ont été menées sur deux
types d’antenne, désignées respectivement par “Antenne I” et “Antenne II”. La gamme de fré-
quences spécifique de la premiere est [8; 12] GHz et la gamme de fréquences spécifique de
la seconde est [7; 14] GHz. Un coefficient de réflexion spécifique commun aux deux types
d’antenne étudiés est défini tout au long de cette application. Il est donné par :

|Sll|spec:—10 dB. (5.16)

5.4.2.1 Analyse de fiabilité

En premier lieu, une optimisation déterministe par PSO du design des Antennes I et Il a
été menée. Pour I’Antenne I, I'optimisation par PSO a été conduite pour une valeur de |Sy1|¢g
inférieure a —10 dB et BWtg égale a BWspec. Par contre pour I’Antenne II, elle a été conduite
pour une valeur de |Sy; ;¢ inférieure a —10dB en considérant BWtg plus large que BWspec.
Les valeurs numériques des parametres de I'optimisation des Antennes I et II par PSO, sont
données au sein du tableau 5.10. Les premieres analyses de fiabilité ont été conduites dans
le but d’obtenir un haut niveau de précision des estimations de la probabilité de défaillance
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TABLEAU 5.10 — Spécifications et parametres d’ optimisation des Antennes I et II sous étude.

BWspec Bth |Sll|spec |Sll|tg
Antennel | [8;12] GHz [8;12] GHz -10dB -12dB
Antennell | [7; 14] GHz | [6.86;14.28] GHz | —10dB | —10.5dB

des antennes sous étude, sans se soucier du temps de calcul induit. Par conséquent, la mé-
thode de Monte-Carlo a été mise en ceuvre avec un coefficient de variation (CV) cible de
1%. Il est important de noter que les analyses de fiabilité ont été menées au cours de cette
application en considérant les gammes de fréquences spécifiques des antennes étudiées.
Les estimations de la probabilité de défaillance des deux antennes ont été obtenues, en
accord avec le critére de précision défini, avec un échantillon de 10000 réalisations aléa-
toires pour I’Antenne I, et un échantillon de 5000 réalisations aléatoires pour ’Antenne II.
Les résultats obtenus montrent que la probabilité de défaillance pour ’Antenne I est de 56%
(CV =0.9%), et que la probabilité de défaillance pour I’Antenne II est de 70% (CV =0.9%).
Ces résultats indiquent que, dans les deux cas, I'utilisation des valeurs de |S1;¢g définies au
sein du tableau 5.10 conduit a une tres forte probabilité de défaillance de I'antenne dans sa
gamme de fréquences spécifique. Cette observation peut étre prévisible puisqu’'une varia-
tion au sein des parametres du design des antennes induit certainement une variation de
leurs coefficients de réflexion respectifs. La figure 5.12 montre les coefficients de réflexion,
calculés a partir du modele .4, des Antennes I et II, ainsi que les histogrammes des fré-
quences auxquelles la défaillance, i.e. |S;;| > —10dB, est observée. A partir de ces figures, on
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FIGURE 5.12 — Coefficients de réflexion calculés a partir du modele .#, et histogrammes des fré-
quences auxquelles la défaillance est observée. Les histogrammes sont basés sur les échantillons res-
pectifs de 10000 et 5000 réalisations aléatoires, utilisés pour les premieres analyses de fiabilité des
Antennes I et II.

peut remarquer que, dans le cas de I’Antenne I, la majorité des occurrences de I'événement
de défaillance, apparait aux bornes inférieures et supérieures de sa gamme de fréquences
spécifique. Puisque la gamme de fréquences cible est dans ce cas identique a la gamme de
fréquences spécifique, la plupart des occurrences de la défaillance sont principalement at-
tribuées a un décalage en fréquence résultant des variations de la permittivité relative ¢, du
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substrat. A contrario, dans le cas de I’Antenne II, une fréquence de tolérance est déja consi-
dérée dans 'optimisation en utilisant une gamme de fréquences cible plus large. Dans ce
cas, les occurrences de la défaillance apparaissent a I'intérieur de sa gamme de fréquences
spécifique et peuvent étre attribuées aux variations de la géométrie de I’antenne. Ces deux
cas illustrent'importance de choisir de fagon appropriée les | S11 |4 et gamme de fréquences
cible dans le processus d’optimisation des antennes.

5.4.2.2 Analyse de sensibilité

En complément de I'analyse de fiabilité menée précédemment, une analyse de sensibi-
lité globale de Sobol’ a été menée sur le coefficient de réflexion |S;;| des Antennes I et II.
Due a la contrainte de temps de calcul et au nombre élevé de variables aléatoires considé-
rées dans cette étude (15 variables aléatoires pour I’Antenne I et 21 variables aléatoires pour
I’Antenne II), 'analyse a été menée pour les Antennes I et II avec un échantillon de taille
N =10000 et n’a été exécutée qu'une seule fois. Ceci a induit un nombre total de simulations
de 170000 pour ’Antenne I et de 230000 pour I’Antenne II (voir la section 4.3.2 pour le calcul
du nombre total de simulations induit pour une analyse de Sobol’). Seuls les indices de sen-
sibilité totaux ont été observés lors de cette étude. Les résultats d’indice de sensibilité totaux
obtenus sont représentés sur la figure 5.13.

1 T I
- ‘ [ITotal sensitivity indices ‘ [ Total sensitivity indices
0.8" , : 1 0.8 7]
0.6r : : 8 0.6
0.4 , : 1 0.4}
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FIGURE 5.13 — Résultats d’analyse de sensibilité globale menée sur le coefficient de réflexion |S;;| des
Antennes I et II. Les estimations des indices de sensibilité totaux sont basées sur des échantillons
Monte-Carlo respectifs de 170000 réalisations aléatoires pour I’Antenne I, et de 230000 réalisations
aléatoires pour ’Antenne II.

Ces résultats impliquent les commentaires suivants. Tout d’abord les résultats concernant
I’Antenne I sont discutés. Il peut étre observé que la permittivité relative du substrat €, joue
le role le plus important sur la variabilité de |S;;|. Ceci est conforme aux observations atten-
dues car une variation de €, induit un décalage en fréquence dans la bande passante, causant
ainsi la défaillance aux limites de la gamme de fréquences (voir la figure 5.12a). Concernant
les parametres w;, i =0,...,6, les parametres les plus influents sont ceux localisés au début
et ala fin de 'antenne. Ceci parce que ces parametres déterminent la fréquence de coupure
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a la fréquence limite supérieure et inférieure. Ensuite, concernant I’Antenne II, il est inté-
ressant d’observer que €, joue toujours le role le plus important sur la variabilité de |Sy;].
Puisque pour I'’Antenne II, |Sy; ;g est trés proche de la spécification |S11|spec, une variation
de €, changerait la hauteur des pics de |S1;]| et par suite pourrait causer des événements dé-
faillants. Conformément a nos attentes, les parametres w;, i = 0,...,9, jouent aussi un role
important sur la variabilité de |S1;|. En effet, leurs variations peuvent causer des défaillances
a l'intérieur de la gamme de fréquences de 'antenne (voir la figure 5.12b). Enfin, pour les
Antennes I et II, on observe que des variations des longueurs /; n'ont quasiment aucune
influence sur la variabilité de |S;;|. Ceci peut aussi s’expliquer puisque les valeurs de tolé-
rance des ces longueurs (50 um, voir le tableau 5.9) sont tres faibles comparée a leurs valeurs
moyennes, qui sont de I'ordre du millimetre.

Ces différentes observations fournissent des informations tres utiles dans I'objectif de ré-
duire la probabilité des Antennes I et II, en jouant sur la variabilité du coefficient de réflexion
|S11]. En effet, étant donné que la permittivité relative €, est le parametre le plus influent sur
la variabilité de |S1,], I'utilisation d'un substrat de meilleure qualité, donc de plus faible va-
riabilité, réduirait fortement la variabilité de |S;;|. Aussi, une meilleure précision de la ma-
chine de fabrication, impliquant une réduction des variations des parametres w;, permet-
trait une réduction de la variabilité de |S;;|. Par suite, en réduisant la variabilité de |Sy;],
et donc de son maximum, on pourrait réduire la probabilité de défaillance des antennes
concues. Malheureusement, il était impossible de se procurer un substrat de meilleure qua-
lité, ou de modifier la précision la précision de la machine utilisée. Ceci nous a donc amené a
réfléchir a une méthode alternative permettant d’améliorer la probabilité de défaillance des
Antennes I et II.

5.4.3 Amélioration de la probabilité de défaillance

En I'état actuel des travaux et conformément aux premiers résultats d’analyse de fiabi-
lité, une solution simple permettant d’obtenir une antenne conforme aux spécifications est
de réduire |S11(;4 et de définir une marge suffisamment grande pour la bande passante en
étendant la gamme de fréquences cible BWtg. Cependant, en procédant de cette fagcon de
maniere arbitraire, la longueur de 'antenne augmentera et la conception ne sera pas op-
timale. Par conséquent |’élaboration d'une méthode d’amélioration de la probabilité de dé-
faillance garantissant une longueur optimale de I'antenne est requise. A cet effet, la premiére
partie de cette section présente tout d’abord la tendance de la probabilité de défaillance des
Antennes I et I en fonction de la marge sur le coefficient de réflexion et la bande passante.
Ensuite les deux dernieres parties de cette section présentent respectivement la méthode
proposée et les résultats obtenus lors de I'application de cette méthode.

5.4.3.1 Analyse paramétrique

Afin d’observer I’évolution de la probabilité de défaillance des antennes en fonction des
parametres de I'optimisation par PSO, différents designs des Antennes I et II sont optimi-
sés par PSO pour différentes valeurs de [S1;/;¢ et de BWtg, puis leurs probabilités de dé-
faillance respectives sont estimées. Les différentes valeurs de BWtg choisies sont obtenues
en définissant une marge, notée Apyy, telle que la gamme de fréquences cible est donnée
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par: [fmin(1 - Apw); fmax(1 + Apw)l, ot l'intervalle [ fiin; fmax] représente la gamme de fré-
quences spécifique. 30 Antennes I et 30 Antennes Il ont alors été obtenues a partir des valeurs
de|S11l;g et Ay données par: [Sy1l,4 € {—10.5, —11, ..., —13} dB et Ay € {0, 0.01, ..., 0.04}.
Afin d’éviter des temps de calcul prohibitifs qui pourraient étre engendrés par d’éventuelles
probabilités de défaillance faibles, cette étude a été conduite par le biais de la méthode sub-
set simulation avec Nss step = 5000 (voir la section 3.5.2). Les résultats de probabilités de dé-
faillance obtenues en fonction de [S11/;¢ et Apw sont donnés par les figures 5.14 et 5.15.
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FIGURE 5.14 — Résultats de |’analyse de fiabilité paramétrique pour ’Antenne I (optimisée pour [8; 12]
GHz) avec différentes valeurs de Apy et |S11]sg. Le résultat de la premiere analyse de fiabilité (voir la
section 5.4.2.1) est illustré sur la figure 5.14a
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FIGURE 5.15 — Résultats de I'analyse de fiabilité paramétrique pour I’Antenne II (optimisée pour
[7; 14] GHz) avec différentes valeurs de Apw et |S11lrg. Le résultat de la premiere analyse de fiabi-
lité (voir la section 5.4.2.1) est illustré sur la figure 5.15a

La premiere observation faite est que dans chacun des deux cas (Antenne I et Antenne II),
les coefficients de variations associées aux estimations de la probabilité de défaillance sont
inférieurs a 20%, et ce méme dans des régions ou la probabilité de défaillance obtenue est
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tres faible. Conformément a la limite empirique de 20% de coefficient de variation, consi-
dérée acceptable en fiabilité des structures, ceci nous permet, dans un premier temps, de
prouver la pertinence des estimations obtenues par subset simulation. Comme prévu, on
observe une tres forte de probabilité de défaillance lorsque |S1; |4 est trés proche de —10dB
et pour de tres faibles valeurs de Agyy . En outre, on observe que la probabilité de défaillance
diminue avec |S11];4 et Apyw . Toutefois la remarque la plus importante a mentionner est que
pour toute valeur donnée py, de probabilité de défaillance, une courbe de valeurs du couple
(18111 tg Apw) peut étre trouvée, de telle sorte que, si une antenne est optimisée (par PSO)
avec les valeurs |S11],¢ et Apy appartenant a cette courbe, sa probabilité de défaillance se-
rait égale a pg. Une telle courbe sera désignée par pg-courbe dans la suite. Lapproximation
par interpolation linéaire d’'une de ces pg-courbes, avec pgy = 0.01 (soit 1%), est représentée
sur la figure 5.14a et la figure 5.15a. Si cette courbe peut étre obtenue de fagon précise pour
une probabilité de défaillance donnée, 'antenne optimale de cette courbe pourrait étre ai-
sément obtenue. En effet, vu que |'objectif premier de I'optimisation du design des antennes
est d’obtenir des antennes de longueur minimale, celle-ci serait tout simplement I’antenne
de plus petite longueur appartenant a la pg-courbe. Malheureusement, conduire une ana-
lyse paramétrique telle que précédemment, peut devenir trés cher en temps de calcul, vu
que les estimations de probabilité de défaillance requiert un grand nombre de calculs. Ainsi,
I'idée de construire un algorithme permettant d’approcher aussi précisément que possible
une pg-courbe en un temps relativement court, serait d'un treés grand intérét. Cela nous
permettrait notamment d’obtenir une antenne de longueur minimale, en garantissant une
certaine probabilité de défaillance cible, fonction des niveaux d’exigence de fiabilité recher-
chés. Ceci est notamment le sujet de la section suivante.

5.4.3.2 Algorithme pour 'amélioration de la probabilité de défaillance
5.4.3.2.a Principe

Sur la base des conclusions émises dans la section précédente, un algorithme itératif de
recherche de contour a été construit afin d’approcher la pg-courbe. La premiere étape de
cet algorithme est d’identifier les intervalles appropriés [|S11lsg start, [S11l¢g ena] d'une part,
et [Apw starty ABw end] d’autre part, délimitant les domaines de recherche respectifs pour
IS11l¢¢ €t Apw. Ces intervalles peuvent étre étendus pendant le processus d’optimisation, si
nécessaire. La détermination de la pgy-courbe requiert de trouver un ensemble de valeurs de
|S111¢g et Apw pour lesquelles la probabilité de défaillance de I'antenne optimisée par PSO
associée, soit d'une part plus petite que pyy, et d’autre part aussi proche que possible que
Pro- Ainsi, de maniére itérative, I'algorithme proposé opére un choix de valeurs pour |S11 |
et Apw, puis optimise I'antenne par PSO avec ces valeurs (comme décrit dans [NTKF14]),
et enfin estime la probabilité de défaillance de I'antenne obtenue par subset simulation. Le
passage a une itération supérieure est effectué, en augmentant ou diminuant la valeur cou-
rante de |S11/rg 0u Agw step, de [S11lrg step OU Apw step respectivement. Typiquement, cet al-
gorithme peut étre considéré comme un algorithme de recherche en escalier. Le choix des
valeurs de |S11];¢ et Apw a considérer a chaque itération, est tres crucial pour obtenir une
Pro-courbe en un temps raisonnable. Par conséquent, a chaque itération de I’algorithme, les
valeurs de [S11],4 et Apw a considérer a l'itération suivante, sont choisies en tenant compte
des valeurs courantes de |S11];g et Apw, et des deux derniers résultats de probabilité de dé-
faillance obtenus. Une description détaillée de 1’algorithme proposé, ainsi qu'un schéma
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représentatif explicite, sont donnés dans la suite. Une fois que la pg-courbe est obtenue,
I’antenne optimale est choisie comme celle qui a la longueur minimale parmi toutes les an-
tennes de la pg-courbe (i.e. avec une probabilité de défaillance inférieure a py). Il convient
de souligner que l'idée principale de ce processus est la détermination optimale des para-
metres [S11l;¢ et Agw, de I'optimisation par PSO, garantissant une antenne plus sure et de
longueur minimale. Une modification systématique de ces valeurs (en diminuant |Sy1;g ou
en augmentant Apgyy) ne représente pas une solution optimale et peut méme conduire a une
antenne plus longue, sans aucun controle sur la probabilité de défaillance.

5.4.3.2.b Algorithme

‘Sl 1 ‘tg end

PARTIT 7y

‘S11|tg

,,,,,,,,,

5
A

BW start

FIGURE 5.16 — Illustration de 'algorithme d’approximation de la pg-courbe.

L'algorithme de recherche de contour construit pour obtenir une approximation de la
pro-courbe est illustré sur la figure 5.16. La courbe noire sur cette figure est supposée étre la
pro-courbe exacte inconnue. L'objectif de I'algorithme est alors d’obtenir autant que possible
les rectangles bleus (voir la figure 5.16) qui sont le plus proche possible de la courbe exacte,
correspondant ainsi a une probabilité de défaillance p; < pgy. Le domaine de recherche de
I'algorithme est défini par [|S11lsg start, [S11l1g end] €t [Apw starty Apw endl- Afin d’obtenir un
nombre maximum de valeurs de |S11];4 et Apw décrivant la pg-courbe, I’algorithme pro-
posé est divisé en deux parties, débutant aux bornes inférieures et supérieures du domaine
de recherche. La premiére partie est réalisée dans la partie de la courbe exacte ol 1a pente est
supérieure a 1. Dans cette partie, I'algorithme recherche vérifie alternativement la condition
ps < pro en augmentant et en diminuant Ay par Agw step- LOrsqu’un point satisfaisant est
atteint, I'algorithme augmente |S;;|,¢ et continue comme précédemment. La seconde par-
tie de I'algorithme a le méme principe général que la premiére partie, fait varier tout d’abord
IS111¢g puis Apw. Dans chacune des parties, I’algorithme s’arréte lorsqu’il atteint un point
pour lequel idéalement la pente de la courbe exacte est égale a 1. Puisque la courbe exacte est
inconnue, ce point peut étre estimé a partir des résultats de I’analyse paramétrique (voir les
figures 5.14a et 5.15a). Ce point est défini par Agyy 1im tel que : Agw 1im € [ABw starty ABW endl-
Au début de I'algorithme, les parametres d’itération |Si1lsg sep €t Apw step Sont définis re-
lativement grands, a savoir —0.25 dB et 0.01 respectivement, afin d’atteindre rapidement
la région d’intérét. Ils sont ensuite respectivement réduits a —0.1 dB et 0.001, une fois que
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la premiere occurrence de probabilité de défaillance inférieure a pg est atteinte. L'algo-
rithme 1 donne une description plus détaillée de I'algorithme d’approximation de la py-
courbe construit.

Il estimportant de mentionner que I’algorithme proposé ne représente qu’'une solution simple
pour obtenir meilleure une approximation de la pg-courbe, comparée a une approximation
par interpolation linéaire “classique” comme illustrée sur les figures 5.14a et 5.15a. Afin d’ob-
tenir une approximation plus fine de la pg-courbe, il est possible d’inclure un algorithme de
maillage adaptatif. Toutefois, les résultats obtenus lors des différentes applications menées,
préfigurent qu'une approximation plus fine de la pg-courbe ce fournirait pas une améliora-
tion significative de ces résultats. Le détail des applications menées et des résultats obtenus
fait notamment I'objet de la section suivante.

5.4.3.3 Application et résultats

L'algorithme a été appliqué pour I'optimisation du design des antennes tHMSIW men-
tionnées précédemment (voir la section 5.4.2). Il est important de mentionner que la condi-
tion nécessaire d’'une telle analyse est qu'une simple évaluation déterministe du modéle
considéré, soit relativement peu cotiteuse en temps de calcul, afin de permettre un grand
nombre de calculs en un temps raisonnable. Ceci n'est généralement pas possible en utili-
sant des simulations électromagnétiques full-wave pour une antenne dont la structure est
complexe. Néanmoins, une telle analyse est possible pour I’antenne sous étude, en considé-
rant le modele semi-analytique .4, proposé dans [NTKF14]. En effet, ce modeéle prédit de fa-
con tres précise le coefficient de réflexion de ’antenne considérée dans cette étude, sur une
tres grande gamme de fréquences. 1l existe toutefois un décalage de fréquence de I'ordre de
2.8% entre 'analyse et la simulation full-wave dans la gamme de fréquences de [6; 18] GHz,
qui est due a l'erreur dans le calcul de la constante de propagation. Ce changement de fré-
quence a été systématiquement observé pour toutes les antennes examinées dans [NTKF14].
Ainsi, il peut étre traité comme une erreur systématique et par conséquent compensé avec
une rétrogradation des résultats calculés de 2.8%. L'algorithme a été appliqué sur les An-
tennes I et II pour probabilité de défaillance maximale cible de 1%, i.e. pgp = 0.01. A chaque
itération de I'algorithme, la probabilité de défaillance de I'antenne optimisée par PSO est
estimée par subset simulation avec Nss siep = 5000 pour I'’Antenne I, et Nsgstep = 2500 pour
I’Antenne II. Ces valeurs assurent, dans les deux cas, des estimations avec un coefficient de
variation inférieur a 20%.

Les parametres de I'algorithme utilisés pour I'optimisation des Antennes I et II, sont donnés
au sein du tableau 5.11. En outre, les figure 5.17a et 5.18a représentent la 1%-courbe appro-
chée obtenue a partir de I'algorithme décrit a la section 5.4.3.2, dans le cas des Antennes I
et II. Ces figures présentent deux ensembles de points obtenus a partir de I'algorithme de
recherche en escalier : les points rouges représentent les cas ou les antennes ont une proba-
bilité de défaillance supérieure a 1%, tandis que les carrés bleus représentent les cas ou les
antennes ont une probabilité de défaillance inférieure a 1%, et correspondent a I’approxi-
mation de la 1%-courbe. L'allure de cette derniere est en bon accord avec 'approximation
par interpolation linéaire présentée aux figures 5.14a et 5.15a. Toutefois, la précision des cal-
culs de probabilité de défaillance est nettement supérieure a la simple interpolation linéaire.
Les longueurs des antennes appartenant a la 1%-courbe approchée obtenue, présentées sur
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Algorithm 1 Algorithme d’approximation de la pg-courbe

% PART I
|Sll|tg - |Sll|tgstart» ABW - ABWstart
while Agy < ABWlim do
Initialize Pfo14, Pnew
% find the smallest value of Agw for which Py < Py
while stop = 0 do
Optimize antenna with |Sy11;¢ and Apw
Compute the failure probability Py, Pfje, — Pt
if P01 = Py then
Increase Agw, Pso1a — Prnew
else if Ps,.,y < Pro & Pro1a < Pro then
Decrease Agw, Pioid — Prnew
else
stop — 1
end if
end while
Increase [S11l¢g
end while

% PART II
|Sll|tg - |Sll|tgend’ Apw — ABWend
while ABW > ABWlim do
Initialize Pfy4, Prnew
% find the smallest value of |S11|¢g for which Ps < Py
while stop = 0 do
Optimize antenna with |Sy; /¢ and Apw
Compute the failure probability P¢, Pfje, — Pt
if P01 = Py then
Decrease |S11ltg, Proia < Ptnew
else if Ps;,., < Prg & P14 < Pro then
Increase [S11ltg, Proid < Ptnew
else
stop — 1
end if
end while
Decrease Agy
end while
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TABLEAU 5.11 — Parametres de I'algorithme utilisés pour I'amélioration des Antennes I et I

Antennel Antennell

|Sll|tgsmrt (dB) -13 -13
|Sll|tgend (dB) -11 -10
ABW start 0 0
ABW end 0.04 0.04
Apwiim 0.026 0.026
-10.5 . . 120 . : .
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FIGURE 5.17 — Résultats de 'algorithme pour '’Antenne I

les figures 5.17b et 5.18b, sont utilisées pour déterminer 'antenne optimale. Il est important
de noter que toutes les antennes appartenant a la 1%-courbe approchée obtenue, ont une
probabilité de défaillance inférieure a la probabilité de défaillance cible de 1%. Les résultats
définitifs obtenus, pour les Antennes I et II, sont donnés au sein du tableau 5.12.

Les résultats obtenus ont été utilisés pour la fabrication d'une antenne. Une validation de
cette antenne a été proposée en effectuant des mesures expérimentales de son coefficient
de réflexion sur sa gamme de fréquences de fonctionnement. Cette étude est présentée au
sein de la section suivante.

5.4.4 Fabrication et mesures

Une validation rigoureuse des résultats obtenus (voir la section 5.4.3.3) est difficilement
possible dans un cadre de recherche universitaire, puisque cela nécessiterait une produc-
tion de masse d’antennes et des mesures expérimentales successives du coefficient de ré-
flexion de ces dernieres. Toutefois, des commentaires sur un prototype d’antenne fabriqué
sont proposés, en appui aux résultats numériques obtenus. Ce prototype, a été fabriqué au
sein du laboratoire du School of Electrical and Electronic Engineering, University of Adelaide,
Australia, a donc fait 'objet de mesures expérimentales de son coefficient de réflexion. Ces
mesures ne servent que d’exemple de démonstration de I'intérét d’'une approche fiabiliste
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FIGURE 5.18 — Résultats de 'algorithme pour I’Antenne II

TABLEAU 5.12 — Résultats de ’amélioration des Antennes I et 11

Antennel Antennell

Probabilité de défaillance (%) 0.83 0.36
Coefficient de variation (%) 9.05 13.60
[S11l¢g (dB) -12.20 -12.20
Apw 0.022 0.027
Lant (mm) 97.93 160.69
Temps de calcul (h) 70 73

pour la conception des antennes sous étude, et par suite, pour la conception d’équipements
électromagnétiques en général.

Pour une vérification des résultats d’optimisation obtenus, un prototype avec les spécifi-
cations de I’Antenne II (optimisée pour 7 — 14 GHz) a été fabriqué. Les parametres de fa-
brication utilisés sont issus des résultats d’optimisation obtenus précédemment (voir le ta-
bleau 5.12). Les parametres géométriques de 'antenne fabriqué, sont donnés par les moyennes
des variables w et 1 (obtenues suite a 'optimisation par PSO), associées a ’Antenne II avec
une probabilité de défaillance de 0.36% (voir le tableau 5.12). Une photographie du proto-
type fabriqué est données a la figure 5.19. Le coefficient de réflexion du prototype sur la

FIGURE 5.19 — Photographie du prototype d’antenne fabriqué (Antenne II)

gamme de fréquences cible a été mesuré et I'on peut observer que I’objectif visé a été atteint
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avec succes. Les résultats de mesures du coefficient de réflexion, comparés aux résultats de
calcul du coefficient de réflexion a partir du modele .#, sont présentés sur la figure 5.20. Il est
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FIGURE 5.20 — Coefficient de réflexion |Sy;| du prototype d’antenne fabriqué. Comparaison des résul-
tats obtenus a partir du modeéle semi-analytique .# (Analysis), d'une simulation full-wave (Simula-
tion) et de mesures expérimentales (Measurement)

a noter que l'erreur systématique de décalage de 2.8% sur la fréquence est prise en compte
dans le calcul, par le modele .4, du |S1;|. Ce qui implique un excellent accord entre les ré-
sultats obtenus par le modele .4 et ceux par simulation full-wave. Ces résultats permettent
entre autres de vérifier également la précision du modele de semi-analytique .4 utilisé dans
le processus d’optimisation. La gamme de fréquences atteinte est de 6.78 GHz a 14.57 GHz,
avec un coefficient de réflexion maximum de —10.9 dB.

5.4.5 Conclusion del’étude

Au cours de cas d’étude, I'application des méthodes d’analyses de fiabilité et de sen-
sibilité dans le cadre d'un processus d’optimisation et de conception d'une antenne large
bande basée sur une tHMSIW a été étudiée. Naturellement, cette étude a été menée en te-
nant compte des incertitudes inhérentes aux propriétés matérielles de I’antenne et a sa fa-
brication. Les différentes analyses mises en ceuvre ont été bénéfiques a différents niveaux.
Tout d’abord, I'analyse de fiabilité a permis d’évaluer le risque de défaillance des antennes
issus d'un processus d’optimisation et d’identifier les sources d’apparition de la défaillance
des antennes. Ensuite une analyse de Sobol’ a permis d’avoir un apercu de la sensibilité du
design de I'antenne et de quantifier les effets des incertitudes pour le type d’antenne consi-
déré. A partir des résultats de ces analyses, une méthode permettant d’améliorer la proba-
bilité de défaillance des antennes optimisées a été proposée. Cette méthode a été appliquée
a différents types d’antennes, afin de garantir une probabilité de défaillance des antennes
optimisées inférieure a 1%. Les différents résultats obtenus ont prouvé la pertinence et I'in-
térét de l'algorithme mis en ceuvre. Basé sur ces résultats, une antenne a large bande avec
une bande passante de 7 GHz a 14 GHz a été optimisée en assurant une probabilité de dé-
faillance de cette antenne, inférieure a 1%. Un prototype de cette antenne a été fabriqué et
testé avec succes en guise d’illustration.
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Il est important de noter que ’analyse menée au cours de cette application ne se limite pas
qu’au type d’antenne considéré, mais peut étre généralisée a tout autre type d’antenne opti-
misée pour une bande passante, ol une des principales spécifications est que le coefficient
de réflexion sur la gamme de fréquences soit inférieur a un niveau spécifié. En outre, la mé-
thode proposée peut étre adaptée pour cibler d’autres spécifications, par exemple en termes
de diagramme de rayonnement, etc. La principale limitation de cette méthode est que I'an-
tenne soit modélisée par une formule analytique, semi-analytique, ou un code numérique
relativement rapide, afin de mener un grand nombre de calculs en un temps relativement
court.

5.5 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a I'application des méthodes d’analyse de fiabilité et de sen-
sibilité a des problemes de compatibilité électromagnétique et d’antennes. Le premier pro-
bleme considéré est un probleme de lignes de transmission bien connu au sein de la com-
munauté CEM. Il traite du couplage d'une onde plane sur une ligne de transmission simple
située au-dessus d'un plan de masse. Quant a la seconde, elle traite d'un réseau de lignes de
transmission soumis a des perturbations électromagnétiques dues a des sources présentes
dans son environnement électromagnétique. La troisieme et derniere application considé-
rée concerne un probleme lié a 'optimisation et a la conception d'une antenne large bande.
Naturellement, chacune des applications considérées a été menée en considérant les incer-
titudes inhérentes aux propriétés matérielles des systemes impliqués, aux phénomenes phy-
siques observés, et plus particulierement au processus de fabrication des antennes dans le
cadre dela troisieme application. Les méthodes d’analyse de fiabilité et de sensibilité ont une
nouvelle fois prouvé leurs pertinences et surtout leur grand intérét dans le cadre de la com-
patibilité électromagnétique et du domaine d’optimisation et de conception d’antenne. En
effet, elles ont permis d'une part d’estimer la probabilité de défaillance (ou le risque de dé-
faillance) des systéemes électromagnétiques mis en jeu (ligne de transmission simple, réseau
de lignes de transmission, antennes), et d’autre part d’observer les importances relatives des
différents parametres incertains considérés. Conformément aux spécificités des méthodes
d’analyse de sensibilité mises en ceuvre, ces importances relatives ont été observées soit au
niveau de la défaillance des systéemes étudiés, soit sur la variabilité de la quantité d’intérét
des systemes étudiés. En outre, les méthodes d’analyse de fiabilité ont permis tout parti-
culierement de mettre 'accent sur I'importance d’'une modélisation précise des parametres
aléatoires considérés, tant au niveau de la définition des lois de distribution, qu’au niveau de
'existence de corrélation entre les différents parametres incertains impliqués. Enfin, dans le
cadre particulier de 'optimisation et la conception d’antenne, le recours aux méthodes de
fiabilité et de sensibilité a permis de construire un algorithme permettant d’améliorer la pro-
babilité de défaillance d'un certain type d’antennes. A partir des résultats issus de la mise en
ceuvre de cet algorithme sur un cas pratique, un prototype d’antenne a été fabriqué et testé
lors de mesures expérimentales réelles. les résultats obtenus, conformes a nos attentes, ont
permis de valider la méthode d’amélioration de la probabilité de défaillance proposée.
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Conclusion générale

La volonté de prendre en compte les incertitudes dans le domaine de la Compatibilité
Electromagnétique (CEM) est une problématique qui n'a cessé de se développer au cours
de ces dernieres années. En effet, vu 'augmentation accrue du nombre et de la sensibilité
électromagnétique des équipements au sein des systemes électriques et/ou électroniques
modernes (telles que les aéronefs ou les véhicules), I'impact des incertitudes inhérentes a
certains phénomenes perturbateurs ne cesse de prendre de 'ampleur. Afin de mieux mai-
triser 'impact de ces incertitudes dans le domaine de la CEM, plusieurs méthodes probabi-
listes relatives a I’estimation des moments statistiques (et/ou de la densité de probabilité) de
la réponse aléatoire d'un systeme ont été proposées dans la littérature. Au fil des années, ce
type de méthodes a mis en lumiere I'intérét d'une approche probabiliste en CEM a travers
diverses applications allant du cas académique aux cas industriels réels. Cependant, ce type
de méthodes s’est avéré limité dans certains cas. En effet, lorsque des exigences de fiabilité
ou normatives sont imposées a des systemes, la pertinence des résultats relatifs a ce type de
méthodes est profondément discutable.

Afin de remédier a ces limitations, et dans I'optique de maitriser de mieux en mieux I'impact
des incertitudes en CEM, les travaux conduits au cours de cette thése et présentés au sein de
ce manuscrit contribuent au développement de ’analyse de la propagation des incertitudes
en CEM, en explorant le recours a des approches probabilistes encore trés récentes dans le
domaine de la CEM. Plus précisément, deux aspects de 'analyse de la propagation d’incer-
titudes ont été étudiés, a savoir I’analyse de la fiabilité et I’analyse de la sensibilité. L'objectif
visé était alors de chercher a savoir comment intégrer les différentes méthodes relatives a ce
type d’approches, au cadre de la CEM, et plus spécifiquement dans le cas de problemes de
lignes de transmission et d’antennes, tout en mettant lumiere leur intérét pour la discipline.

Dans un premier temps, les principales méthodes d’analyse de fiabilité mises en ceuvre au
cours de ces travaux ont fait I’'objet d'une présentation détaillée. Historiquement, ces mé-
thodes ont essentiellement été développées pour la résolution de problemes de fiabilité dans
le domaine de la mécanique des structures et du génie civil. Elles permettent de détermi-
ner la probabilité de défaillance d'un systeme vis-a-vis d'un critére ou d'un ensemble de
criteres de défaillance. Deux types de méthodes d’analyse de fiabilité ont été présentées, a
savoir les méthodes d’approximation et les méthodes de simulation (la méthode de Monte-
Carlo et ses variantes), chacune d’elles possédant ses avantages et ses inconvénients. Etant
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donné que ces méthodes de fiabilité ont été développé afin de résoudre des problemes de
mécanique et de génie civil, leur adaptation et leur application au cadre de la CEM ont tout
d’abord été testées sur un probleme simple de fiabilité construit a partir du principe de base
de la caractérisation CEM d'un équipement. La pertinence des résultats obtenus a permis de
prouver I'adaptabilité et 'applicabilité des méthodes de fiabilité dans le cadre de problémes
CEM d’une part, et d’entrevoir le trés grand intérét que pourrait avoir ce type de méthodes
dans le domaine de la CEM d’autre part. Ensuite, ont été présentées différentes méthodes
d’analyse de sensibilité. Généralement utilisées en complément des méthodes de fiabilité,
ces méthodes sont aussi issues du domaine de la mécanique des structures et du génie ci-
vil. Elles permettent de déterminer le role (en terme d'importance, d’influence ou de poids)
des parametres aléatoires d’entrée, i.e. qu’elles analysent la contribution propre (resp. com-
binée) de chacun des parametres aléatoires (resp. d’éventuelles interactions entre les para-
metres aléatoires) du modele soumis a des incertitudes. A I'instar des méthodes de fiabilité,
deux types de méthodes d’analyse de sensibilité ont été présentées, a savoir une méthode de
sensibilité globale et deux méthodes de sensibilité locales. Parmi ces dernieres, figure une
méthode d’analyse de sensibilité locale qui n’a jamais été mise en ceuvre dans le domaine de
la mécanique ou méme dans le domaine de la CEM. Cette méthode d’analyse de sensibilité
a été développée de maniere exclusive dans le cadre de ces travaux de thése. Appliquées a un
probleme de simple de fiabilité, les méthodes d’analyse de sensibilité ont montré, a I'instar
des méthodes d’analyse de fiabilité, un tres grand intérét pour le domaine de la CEM.

Enfin, la fiabilité et la sensibilité de lignes de transmission et d’antennes soumises a des
incertitudes ont été étudiées a travers diverses applications plus représentatives de la réa-
lité. La premiere application étudiée concernait le cas d'une ligne de transmission aérienne
soumises a une excitation par une onde plane. Pour cette application, des incertitudes ont
été supposées sur les caractéristiques géométriques et électriques de la ligne de transmis-
sion d’'une part, et sur les caractéristiques de I’'onde excitatrice d’autre part. Cette premiere
application a permis de mettre en évidence : (1) les limitations des méthodes de fiabilité
d’approximation en termes de précision dans certains cas, (2) 'intérét des méthodes de si-
mulation avancées (des variantes de la méthode de Monte-Carlo généralement considérée
comme référence), (3) I'importance d'une modélisation précise des incertitudes considé-
rées. Dans une seconde application, concernant cette fois un réseau de lignes de transmis-
sion soumis a des interférences électromagnétiques externes, le cas d’incertitudes, modé-
lisées ici par des variables aléatoires, corrélées a été étudié. Une étude de 'influence de la
corrélation sur la fiabilité et la sensibilité du réseau de lignes de transmission considéré a
été menée. Enfin, une troisieme application traitant de la conception d'une antenne large
bande a été étudiée. Il s’agissait précisément dans ce cas de concevoir une antenne large
en lui garantissant un certain niveau de fiabilité en termes de qualité de fonctionnement.
Naturellement, cette étude a été menée au regard des incertitudes inhérentes aux caractéris-
tiques géométriques et électriques de I'antenne sous étude. Cette application a fait 'objet du
développement d’'un algorithme permettant de définir de maniere optimale un dimension-
nement de l’antenne garantissant un certain niveau de fiabilité. A partir des résultats d’étude
obtenus, un prototype d’antenne a été fabriqué et mesuré; les résultats de mesure obtenus
ayant permis de valider effectivement notre approche.

Au regard des différentes difficultés rencontrées au cours de ces travaux, plusieurs perspec-
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tives sont envisageables afin de répondre a un plus large type de problemes d’analyse de pro-
pagation d’incertitudes en CEM. D’une part, bien que les méthodes de fiabilité présentent
un trés grand intérét pour la CEM, elles ont fait état dans certains cas d'une imprécision
notamment lorsque les méthodes d’approximation ont été utilisées. Dans cette configura-
tion, seul le recours a des méthodes de simulation avancées permettrait d’estimer avec une
précision acceptable la probabilité de défaillance du systeme étudié. Un moyen d’éviter des
cotts de calcul prohibitifs dans de tels cas, serait d’avoir recours aux méta-modeles afin de
bénéficier de la précision des méthodes de simulation sans se soucier du temps de calcul
induit. En effet, étant donné que les méta-modeles réduisent une évaluation élémentaire
de la réponse d'un modele a I’évaluation d'un polynéme, la mise en ceuvre combinée d'une
méthode de simulation et d'un méta-modele induirait un cofit de calcul négligeable, méme
avec un nombre important d’appels au modele. Dans le cadre de ’analyse de sensibilité, le
recours aux méta-modeles pourrait induire aussi un important gain de temps lors du proces-
sus d’évaluation des indices de Sobol’. Plusieurs travaux ont déja été initiés dans le domaine
de la CEM en ce sens.

D’autre part, intéressons-nous aux hypotheses de modélisation aléatoire effectuées tout au
long de ces travaux. A I'instar de la plupart des travaux relatifs a ’analyse de la propagation
d’incertitudes en CEM, I'’ensemble des incertitudes considérées au cours de ces travaux de
thése sont modélisés par des variables aléatoires. Si ce type de modélisation aléatoire est
représentatif de la réalité dans certains cas (lorsqu’une réalisation de la quantité aléatoire
considérée est rigoureusement scalaire, e.g. la résistance d'un équipement ou 'amplitude
maximale de courant sur une plage temporelle), il conviendrait de remarquer qu’elle est for-
tement inadaptée dans la plupart des cas. En effet, il est facile de voir par exemple :

e qu’au sein des systemes modernes, la position des cables électriques n’est générale-
ment pas uniforme le long de leurs axes de propagation (e.g. la hauteur des cables par
rapport au plan de masse est variable le long de I'axe de propagation, la position des
cables les uns par rapport aux autres est variable le long de leurs axes de propagation
au sein des torons, etc.);

e que durant le cycle de vie des antennes ou des cables électriques, I'impact des phé-
nomenes naturels et/ou artificiels sur leurs caractéristiques électriques et/ou géomé-
triques n'est généralement pas uniforme (e.g. la pression de I’eau est variable le long
de son axe de propagation d'un cable sous-marin, la résistivité d'un sol est variable le
long de I'axe de propagation d'un céble de terre, I'érosion d'une antenne par l'air est
non uniforme, etc.).

Dans le cas des différents exemples susmentionnés, une modélisation des incertitudes inhé-
rentes aux parametres en présence par des variables aléatoires, ne suffirait pas a quantifier la
variabilité stochastique spatiale observée. La mise en ceuvre d'une analyse de fiabilité dans
un tel contexte ne permettrait alors pas de prendre en compte la variabilité aléatoire réelle
inhérente au probleme étudié. Par conséquent, il convient alors en perspective :

e d’une part, d’étendre la modélisation des parametres incertains au cadre des proces-
sus et/ou champs aléatoires, intégrant de facon naturelle la variabilité stochastique
spatiale et/ou temporelle d'une quantité aléatoire;

o et d’autre part, I'analyse de fiabilité en CEM a ces concepts, afin de caractériser au
mieux 'impact des incertitudes en CEM.
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Persuadés du bien fondé de cette derniére perspective et désireux de participer aux efforts
a déployer pour l'atteindre, il était donc naturel d’octroyer a la modélisation des incerti-
tudes par des processus et champs aléatoires une place de choix au sein de cette thése, en
lui consacrant une analyse prospective étendue. Faisant I'objet du chapitre 7, cette analyse
prospective étendue traite de la résolution des équations des télégraphistes stochastiques,
en assumant que les parametres linéiques de la ligne sous étude sont entachées d’incerti-
tudes et modélisées par des variables aléatoires et des champs aléatoires.
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Chapitre 7

Equations des télégraphistes stochastiques
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7.1 Introduction

Au sein de ce chapitre, relatif a I’analyse prospective étendue menée au cours de cette
thése, on s’'intéresse a la résolution des équations des télégraphistes stochastiques, en sup-
posant que les parametres linéiques de la ligne sous étude sont entachés d’incertitudes et
modélisés par des variables aléatoires et des champs aléatoires. Naturellement, le modele
de ligne de transmission, d’'un point de vue déterministe, choisi pour présenter cette ap-
proche est celui basé sur les équations aux dérivées partielles (EDPs) connues sous le nom
des équations des télégraphistes [Pau07]. De prime abord, la caractérisation de ces tensions
et courants évoluant au sein de la ligne de transmission soumise a des incertitudes se fera
ici en évaluant leurs premiers moments statistiques et leurs lois marginales d’ordre 1. Aprés
une formulation des équations des télégraphistes stochastiques modélisant notre problé-
matique, ce chapitre présente les principes respectifs de différentes méthodes de calcul sto-
chastique adaptées a la résolution de ces équations. Bien que nous nous limitons ici au cas
d’une ligne de transmission monofilaire, les différents concepts introduits se généralisent
aisément au cas multifilaire et au cas des réseaux de lignes de transmission.

Avant d’aborder les différents points sus-cités, commencons par rappeler quelques princi-
pales hypothéses de probabilité que nous utiliserons au sein de ce chapitre '. Toutes les gran-
deurs aléatoires considérées ici (variables ou champs aléatoires) seront supposées définies
dans le méme espace de Hilbert ({2, <7, P), et sont supposées du second ordre. C’est-a-dire
que pour tout X une variable aléatoire définie sur ({2, </, P) a valeurs dans R”, et pour tout
X = (¥ (1,),T € D) un champ aléatoire défini sur ({2, «/,IP), indexé sur D < R4 a valeurs
dans R", ona:Xel2(f2,o,P;R™ et, VT € D, X (t,) € L2(2, o7, P;R™), o1 L2(12, o7, P; R™)
est 'espace de Hilbert des (classes de) variables aléatoires définies sur ({2, </, P) a valeurs
dans R" et de carré intégrable (de moment d’ordre deux fini). Aussi, nous nous limiterons
ici, sans perte de généralité, au cas des variables et champs aléatoires scalaires. C’est-a-dire
que toutes les grandeurs aléatoires considérées ici (variables ou champs aléatoires) sont sup-
posées scalaires. Par souci de simplicité, et lorsqu’aucune confusion ne sera a craindre, nous
adopterons quelquefois les notations “incorrectes” X(w) et & (T, w) pour respectivement dé-
signer la variable aléatoire X et le champ aléatoire &'. Enfin, afin d’éviter toute confusion,
les variables z et t représenterons respectivement les dimensions spatiale et temporelle des
différentes quantités auxquelles elles seront associées dans toute la suite.

7.2 Position du probléeme

7.2.1 Formulation des équations des télégraphistes stochastiques

On considere une ligne de transmission de longueur L. Soit le domaine D < R tel que
D =10, L,], soit en outre le domaine D* c R tel que D* = D\ {0, L}, et soit enfin T € R} un
temps final (éventuellement égal a +00). La tension v et le courant i évoluant au sein de cette
ligne de transmission sont alors régis par les EDPs couplées en espace et en temps, connues
sous le nom des équations des télégraphistes et définies de la fagon suivante :

1. Les notions élémentaires en probabilité relatives aux processus et champs aléatoires sont données au
sein de 'annexe B.
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VzeD*,Vtel0,T[:

0i(z, 1) . ez - ov(z,t)
0z svwebTeTS,
(7.1)
ov(z, 1) ) 0i(z, 1)
g = —-ri(z,t)-1 En ,

our, I, c et g sont les parametres linéiques de la ligne de transmission [Pau07]. Les équa-
tions (7.1) doivent étre complétées par la définition de conditions aux limites de la forme :

VtE]O) T[ ) U(O) t): VO,tER ) U(LZ) t): ULZ,IE]R'
(7.2)
VzeD , v(z,0=v,0eR

On rappelle que :

1. Dansle cas d'une ligne de transmission sans pertes, les fuites diélectriques et les pertes
dans le métal sont négligeables. Par conséquent, il vient : r = g = 0, qui par suite permet
de simplifier les équations des télégraphistes (7.1) comme suit :

VzeD*,Vtel0,T[:

di(z,1) e dv(z, 1)
oz ot
(7.3)
ov(z,t) . 0i(z, 1)
0z B ot

2. Dans le cas ou la ligne de transmission est uniforme, les parametres linéiques r, [, ¢, g
sont constants le long de I’axe de propagation de la ligne.

3. Lorsque la ligne de transmission est non uniforme, les parametres linéiques r, [, ¢, g
varient le long de ’axe de propagation de la ligne.

Dans un contexte probabiliste, les parameétres linéiques de cette ligne de transmission sont
considérés incertains et modélisés par des variables aléatoires ou des champs aléatoires. En
effet, le choix de I'un ou I'autre de ces deux types de modélisation aléatoire dépend du type
de ligne de transmission étudiée.

7.2.1.1 Cas d’'une ligne de transmission uniforme

On rappelle que d'un point de vue déterministe, les parameétres linéiques d'une ligne de
transmission uniforme sont constants le long de 1’axe de propagation. Par conséquent dans
ce cas, les parametres linéiques incertains sont modélisés par des variables aléatoires sca-
laires définies sur ({2,<f,P), a valeurs dans R, respectivement notées R, L, C, G. Par suite,
la tension et le courant évoluant au sein d’une telle ligne de transmission deviennent des
champs aléatoires définis sur ({2,.<¢,P), indexés sur Dx]0, T[, a valeurs dans R, respective-
ment notés

Viz,t,0)=V (2 t,9), (2,1) e Dx]0,T]) ; F(z,t,9)=(I(z10), (21)eDx]0,T) ,

et régis par les “équations des télégraphistes stochastiques” données par :
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VzeD*,Vtel0,T[,Vwe 2:

0.%(z,t,w) NV (z, t,w)

(7.4)
NV (z, t,w) 0% (z,t,w)
0. - RIGLe-L—H—

Naturellement, dans le cas d'une ligne de transmission uniforme sans pertes, les équations
stochastiques (7.4) se simplifient comme suit :

VzeD*,Vte]0,T[,Vwe:

0.%(z, t,w) - _C IV (z,t,w)
0z B ot
(7.5)
IV (z,t,w) _ 0.%(z, t,w)
Oz B ot

7.2.1.2 Cas d’'une ligne de transmission non uniforme

On rappelle que d’'un point de vue déterministe, les parametres linéiques d'une ligne de
transmission non uniforme varient le long de I’axe de propagation. Par conséquent dans ce
cas, les parametres linéiques incertains sont modélisés par des processus aléatoires (champs
aléatoires unidimensionnels) définis sur ({2, o/, P), indexés sur D c R, a valeurs dans R, res-
pectivement notés

RX(z,9)=(R(z,0), z€eD) ; ZL(z,9)=(ZL(z,%),z€D) ,
€(z,9)=(€(z,%),z€D) ; Y(z,0)=(¥9(z,9), z€ D)

Par suite, la tension et le courant évoluant au sein d'une telle ligne de transmission de-
viennent des champs aléatoires définis sur ({2, </, P), indexés sur Dx]0, T'[, a valeurs dans IR,
respectivement notés

V(z,t,0)=V(z,t,0), (z,1) e Dx]0, T)) ; F(zgt,0)=(F(z1,59), (2,1)eDx]0,T) ,

et régis par les “équations des télégraphistes stochastiques” données par :

VzeD*,Vtel0,T[,Vwe2:

IELOD) ez tw) -6 (e,0) Ll
0z ot
(7.6)
PEbo) a0 9t - Law) 22 E0
0z ot

Naturellement, dans le cas d'une ligne de transmission non uniforme sans pertes, les équa-
tions stochastiques (7.6) se simplifient comme suit :

VzeD* VYte€lo, T[,YVwe:

0% (z,t,w) I (z, t,w)
9z -~ o —y
(7.7)
IV (z, t,w) 0.%(z,t,w)
T - teo /5
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7.2.2 Méthodes de calcul stochastique

On se propose dans cette section de donner une vue d’ensemble des principales mé-
thodes stochastiques classiques existantes et une tres breve présentation des méthodes pro-
posées pour la résolution des équations des télégraphistes stochastiques. On considere a cet
effet un systéme physique dont le modele au niveau déterministe est régi par des EDPs a
I'instar des lignes de transmission. La prédiction de la réponse d'un tel modéle peut aisé-
ment se ramener a la recherche d'une fonction u, appartenant a un certain espace fonction-
nel, et vérifiant un ensemble d’EDPs notées :

Mu)=b (7.8)

ou ./ représente I'opérateur différentiel et b le second membre. Les incertitudes (ou aléas)
inhérentes a un tel modele peuvent étre formalisées comme une dépendance de 1'opéra-
teur ./ et du second membre b vis-a-vis de I'événement élémentaire w € {2. La réponse du
modele aléatoire qui en découle sera donc une quantité aléatoire (variable, processus ou
champ aléatoire) notée (abusivement) u(w), a valeurs dans un certain espace fonctionnel,
devant vérifier presque stirement un ensemble d’'EDPs stochastiques notées :

A (u(w);w) =blw) . (7.9)

Une classe importante de méthodes appropriées a ce type de problemes est celle des tech-
niques directes basées sur 'approche de Monte-Carlo [Caf98, KTB11] 2. Cette approche est
basée sur la résolution de plusieurs problemes déterministes découplés construits a partir
d’'un échantillon de réalisations aléatoires (ou en pratique pseudo-aléatoires) indépendantes
de variables aléatoires. Bien que tres faciles a mettre en ceuvre, les méthodes de type Monte-
Carlo peuvent nécessiter la résolution d'un tres grand nombre de problemes déterministes
et ainsi engendrer des cofits de calcul prohibitifs. Plusieurs alternatives aux méthodes de
Monte-Carlo sont alors apparues des les années 70. Toutes ces méthodes alternatives, ap-
propriées au type de problemes (7.9), sont généralement regroupées sous I'appellation “Mé-
thodes des Eléments Finis Stochastiques” (MEFS), car fondées sur 'emploi d'un modele aux
Eléments Finis. On peut citer a titre d'exemple 'approche FOSM (First Order Second Moment
Method) développée par Cornell [Cor72] au cours des années 1970, la méthode de pertur-
bation [KH92], la méthode de décomposition de Neumann [GS91, BC02], ou encore les mé-
thodes de quadrature [PFTV88].

Les différentes méthodes citées précédemment sont classiquement utilisées pour I'évalua-
tion de prédiction telles que les moments d'une quantité d’intérét. Lapplication de ces mé-
thodes se trouve limitée par des hypotheses plus ou moins restrictives (importances des va-
riabilités d’entrée, linéarité du probleme,...) mais surtout par le cotit de calcul souvent pro-
hibitif engendré par I'évaluation de la réponse du modele pour des réalisations particuliéres
des variables d’entrée. Une approche alternative consiste a rechercher une représentation
fonctionnelle de la solution u(w) recherchée sous la forme d'un développement sur une cer-
taine base fonctionnelle. Connaissant une représentation fonctionnelle suffisamment pré-
cise de u(w), on peut alors opérer un post-traitement rapide (évaluation de réalisations, gra-
dients,...) et en déduire par des approches classiques et génériques des informations telles

2. Les méthodes de type Monte-Carlo ne seront pas présentées dans ce chapitre. Le lecteur intéressé pourra
se référer aux ouvrages de référence [Caf98, KTB11, SK00].
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que les moments statistiques, voire une description complete et relativement précise de la
loi de probabilité de u(w).

Depuis les travaux de Ghanem et Spanos [GS91], portant notamment sur une telle approche
pour la résolution d’EDPs stochastiques dans le cadre de la mécanique des structures, un
intérét croissant a été porté a ce type d’approches, couramment baptisées “approches spec-
trales stochastiques”. Ces approches different par le choix des bases de fonctions et par la
définition (et donc le calcul) des coefficients du développement. Selon la définition des co-
efficients notamment, on distingue deux types d’approches : les approches directes (pro-
jection L? et régression) [LMK10] aussi appelées approches non intrusives et les approches
de type Galerkin au niveau stochastique [GS91] encore appelées approches intrusives. Les
approches de type Galerkin au niveau stochastique [GS91] reposent sur les mémes fonde-
ments mathématiques que les approches de Galerkin au niveau déterministe. Reposant sur
des bases mathématiques fortes, elles permettent généralement une bonne maitrise de 1’ap-
proximation de la solution et s’averent souvent plus robustes et nettement plus efficaces
que les approches de type Monte-Carlo. Les approches de projection L? et de régression
[LMK10, Ber05] quant a elles, utilisent une définition différente des coefficients du dévelop-
pement de u(w). Leur calcul ne nécessite alors que la résolution de problemes déterministes
découplés. Ces approches ne nécessitent donc a priori aucun développement logiciel spéci-
fique, dans la mesure ot les codes de résolution déterministe sont disponibles.

Auregard des différentes méthodes brievement discutées ci-dessus, il apparait sans ambages
que les méthodes spectrales stochastiques peuvent étre vues comme des alternatives viables
aux méthodes de type Monte-Carlo. Sur cette base, les différentes méthodes stochastiques,
proposées pour la résolution des équations des télégraphistes stochastiques, s'inspirent des
deux types de méthodes spectrales stochastiques susmentionnés afin de bénéficier de leurs
avantages. Dans la suite de ce chapitre, trois méthodes stochastiques sont proposées pour la
résolution des équations des télégraphistes stochastiques. La premiere méthode proposée,
décrite au sein de la section 7.3, s’inspire des approches de type Galerkin au niveau stochas-
tique, et les deux dernieres méthodes proposées, faisant I'objet de la section 7.4, s’inspirent
des approches spectrales stochastiques directes (projection L? et régression).

7.2.3 Probleme-modele

Pour une meilleure description des méthodes stochastiques proposées pour la résolu-
tion des équations des télégraphistes stochastiques, celles-ci seront présentées a travers le
probléeme-modeéle énoncé ci-apres.

On consideére une ligne de transmission monofilaire non uniforme sans pertes composée
uniquement d’un fil conducteur et d'un plan de masse (conducteur de référence) supposé
parfaitement conducteur. Le fil conducteur, de longueur L, de rayon r,, et d'impédance
caractéristique Z., est positionné a une hauteur /2, du plan de masse. Il est alimenté a son
extrémité initiale par un générateur de tension Gs (délivrant une tension Vs) d'impédance
interne Zg et chargée al'autre extrémité par une impédance de charge Z;_ (voir la figure 7.1).

Soit le domaine D c R tel que D = [0, L,], soit le domaine D* < R tel que D* = D\ {0, L.}, et
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FIGURE 7.1 — Représentation schématique de la ligne de transmission considérée pour le probleme-
modeéele.

soit enfin T € R un temps final (éventuellement égal a +o00). D'un point de vue détermi-
niste, la tension v et le courant i évoluant au sein d’une telle ligne de transmission sont régis
par les équations des télégraphistes données par :

VzeD*,Vtel0,T[:

di(z,1) —e() ov(z, 1)
0z - ot
ov(z,t) Di(z, ) (7.10)
= —l(2) ,
0z ot

auxquelles on associe les conditions aux limites de la forme :

Vtelo,T[ , v(O0,D=voeR , v(lz,0=v,:€ER
(7.11)
VzeD , v(z,0=v,0eR

Dans un contexte probabiliste, on considere que 'inductance linéique et/ou la capacité li-
néique sont incertaines et modélisées par des processus aléatoires (champs aléatoires unidi-
mensionnels) définis sur ({2, &, IP), indexés sur D c R, avaleurs dans R, respectivement no-
tées £ (z,¢) et €(z,). Par suite, la tension et le courant évoluant au sein d'une telle ligne de
transmission deviennent des champs aléatoires définis sur ({2, o/, IP), indexés sur Dx]0, T'[, a
valeurs dans IR, respectivement notés 7 (z, t, ), #(z, t, ), et régis par les “équations des télé-
graphistes stochastiques” données par :

VzeD*,Vtel0,T[,Vwe2:

0% (z,t,w) V(z, t,w)
o - teo—5—
(7.12)
IV (z, t,w) 0% (z,t,w)
—ox = fee —p5—

Les différentes méthodes stochastiques proposées pour la résolution des équations des télé-
graphistes stochastiques sont présentées a travers ce probleme-modele. Bien qu’il concerne
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une ligne de transmission monofilaire sans pertes, les différentes approches de calcul sto-
chastique introduites a travers ce probléeme se généralisent aisément au cas plus généraux
tels qu'une ligne de transmission a pertes, une ligne de transmission multifilaire, un réseau
de lignes de transmission, etc. De plus, il est important de mentionner que ces approches
s’appliquent également au cas de la modélisation des parametres linéiques incertains par
des variables aléatoires.

7.3 Méthode spectrale stochastique de Galerkin

La méthode spectrale stochastique de Galerkin proposée pour la résolution des équa-
tions des télégraphistes stochastiques (7.12) est une méthode stochastique intrusive. C’est-
a-dire qu’elle nécessite une modification profonde des méthodes de calcul déterministe
existantes afin de prendre en compte la dimension stochastique du probleme étudié. A I'ins-
tar des approches de type Galerkin au niveau stochastique brievement discutées dans la
section 7.2.2, celle que nous proposons repose sur les mémes fondements mathématiques
qu'une approche de Galerkin déterministe développée au cours de ces travaux pour la réso-
lution des équations des télégraphistes. Cette méthode déterministe, dont la description est
donnée au sein de ’annexe A, est une méthode des éléments finis dans le domaine temporel
(Time-Domain Finite-Element Method — TDFEM) s’inspirant de la méthode du méme nom
introduite par Jin-Fa Lee dans [LLC97] pour la résolution des équations de Maxwell.

Plus précisément, la méthode spectrale stochastique de Galerkin définit une approximation
de la solution, représentée sur une certaine base fonctionnelle d’approximation, en s’ap-
puyant sur une formulation faible (encore appelée formulation variationnelle) des équations
des télégraphistes stochastiques (7.12). Dans le cadre de ces travaux, la base de polynomes
chaos généralisés (voir la section annexe B.3) a été choisie comme base fonctionnelle. On se
ramene alors a rechercher les P-approximations respectives 7p et #p des champs aléatoires
V et £ définies de la facon suivante :

P-1 _

Vp(z,t,o):z Va(z,0)¥(&(e)) , V(z,1) €Dx]0, T[ , (7.13)
a=0
P-1 _

fp(z,t,o):z Fa(z,0)W(&(e)) , V(z,1) €Dx]0, T[ , (7.14)
a=0

olles (77a(z, ),0<sa<P-1et (ﬁa(z, 1), 0 < a < P-1) sont les modes stochastiques a déter-
miner (voir la section annexe B.3), ot1 (¥, (€(e)), 0 < a < P —1) est une famille orthonormale
finie donnée de polyndmes chaos généralisés de germe &, et ou & est une variable aléatoire

définie sur ({2, o7, P), a valeurs dans R (N € IN* a choisir) et de loi donnée, choisie dans le
respect de la propriété d’orthonormalité de cette famille).

Dans cette section, on expose les principes de base de la méthode spectrale stochastique de
Galerkin, appliquée a notre problématique, permettant d’estimer les modes stochastiques
(ﬂ (z,1),0=sa<P-1)et (7/ (z,1), 0<a < P-1). Pour ce faire nous suivons une démarche
en deux grandes étapes. La premiere étape consiste a définir la formulation variationnelle
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(ou formulation faible) des équations (7.12) et la seconde étape consiste a approcher la so-
lution en discrétisant la formulation variationnelle établie. Une description détaillée de ces
différentes étapes est donnée ci-apres.

7.3.1 Formulation variationnelle

Le développement de la méthode stochastique de Galerkin passe tout d’abord par la dé-
termination de la formulation variationnelle du probleme (7.12). L'établissement de cette
formulation variationnelle est décrit ci-apres.

7.3.1.1 Formulation variationnelle au niveau déterministe

On rappelle que LIZR(D) est'espace de Hilbert des (classes d’équivalence de) fonctions de
D dans R, de carré intégrable, muni du produit scalaire :

Yu, weleR(D) ,  (Ulw);z :fD ux)wx)dx , (7.15)
et de la norme associée :
1/2
Vuel? (D) , lulp=(ww:)"?= UD lu(x)? dx) . (7.16)
On introduit I'espace de Hilbert :
H'(D)= {u:Dc R—R, [ul?, <+oo, |u|f> < +oo} : (7.17)
et on introduit I'’espace variationnel déterministe W défini par :
W={ue H' (D), u0)=vo, ul)=vr,:} (7.18)
qui est lui aussi un espace de Hilbert.
Tout d’abord on multiplie les équations (7.12) par une fonction test u € W qui ne dépend

ni du temps ¢ ni de 'événement élémentaire w et on les integre sur le domaine D. Nous
obtenons donc:

f‘g(z,w)mu(z)dz + fMu(z)dz 0
D ot D 0z

(7.19)

ff(z,w)wu(z)dz + fwu(z)dz 0
D ot D 0z

Comme ni D ni u ne varient avec le temps ¢, on peut réécrire ces équations sous la forme :

0.%(z, t,w)
— " u

d
Echg(z,w)V(z,t,w)u(z)dz + fD o (z)dz = 0
(7.20)
if Lzw) I L) uz)dz + fwu(z)dz -0
dt Jp D 0z
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Exploitant le fait que les variables z, f et w jouent des roles différents, nous pouvons séparer
ces variables en considérant désormais 7 et .# comme des fonctions de ¢ et de w a valeurs
dans I'espace W. Plus précisément, on considere que 7 et .# sont définies par :

vV : 10,T[x?2 — W I 10, T[x?2 — W

(tw) — Vtw (t0) — Ftw) . (7.21)

et nous nous “autoriserons” a noter ¥ (z, t,w) sous la forme 7 (¢,w)(z), et £ (z, t,w) sous la
forme .# (t,w)(z). En introduisant les formes bilinéaires ay (e, o; w), a;(e, o;w) et b(e, ¢;w) dé-
finies par, V uy, up e W

av(ul,uz;w):f €(z,0)u1(Dux(z)dz (7.22)
D
az(ul,uz;w):f ZL(z,w)u1(2) up(2)dz (7.23)
D
b, uno = [ 2Dy az (7.24)
p 0z

la formulation variationnelle au niveau déterministe du probleme (7.12) est donnée par :

Trouver 7 (t,w), # (t,w) fonctions de ]0, T[x {2 a valeurs dans W telles qu’on ait presque
strement, Vue W:

%av(Y/(t,w),u;w) + b(F (o), u,w) = 0
(7.25)
ditaz(f(t,w),u;w) + bV (tw),u;w) = 0

7.3.1.2 Formulation variationnelle au niveau stochastique

En général, la solution recherchée est soit une variable aléatoire du second ordre, soit un
champ aléatoire du second ordre. On recherche alors classiquement une solution du pro-
bléme (7.12) dans I'espace de Hilbert L2 ({2, «¢,IP; W) des (classes de) variables aléatoires dé-
finies sur ({2, o/, 1P) a valeurs dans I'’espace de Hilbert W :

LZ(Q,.d,JP;W):{X:Q—»W,E[||X||§2]<+oo}~ . (7.26)
Lespace L2(2,of,P; W) est muni du produit scalaire :
VX, Y e, P;W) (X, Yhw=E[(XIV)2] , (7.27)
et de la norme associée :
2 1/2 1/2 2 1\M/2
VX L2 (2., PiW) Xl = (X, X0 = (BlxX100]) 2= (B [1XI1%]) . 728

En supposant (conformément au cadre de notre problématique) que W est indépendant de
I'événement élémentaire w, on peut alors assimiler 'espace fonctionnel L? ({2, «/,IP; W) a un
produit tensoriel d’espaces :

L2(,of,P;W) = WeL?(2,«4,P) = WS . (7.29)
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Exploitant le fait que les variables z, f et w jouent des roles différents, nous pouvons séparer
ces variables en considérant désormais 7 et .# comme des fonctions de ¢ a valeurs dans
I'espace W ® S. Plus précisément, on considere que 7 et .# sont définies par :

Vo ]O,TL[ : 7V/V(;Z))S : £ 0, TL[ : };V(?)S (7.30)
En outre, on introduit les formes bilinéaires Ay, A; et B définies par,
VUL eWeS, VU eW®S:
Ay (%, %) = Elay (%1,%%2;0)] (7.31)
A%, %) = Elag (WU, %Us; )] (7.32)
B(%, %) = D%, %25 0)] . (7.33)

La formulation variationnelle du probleme (7.12) s’écrit alors :

Trouver 7 (t), #(t) fonctions de ]0, T'[ a valeurs dans W ® S telles que, V% e W® S :

%AV(VU),%) + BI(1),%) = 0
(7.34)
%Al(j(t),%) + BV, %) = 0

La formulation variationnelle (7.34) des équations des télégraphistes stochastiques (7.12)
étant établie, il est nécessaire avant toute chose de prouver I'existence et I'unicité de sa so-
lution. Ces propriétés se démontrent aisément par une extension au cas stochastique de la
démonstration analogue relative au cas déterministe (donnée au sein de I’annexe A). Pour
plus de détails, le lecteur peut se référer aux analyses mathématiques relatives a ce sujet,
présentées dans plusieurs ouvrages telles que [BCL99, Nou08, MKO05, BTZ05, Bes00, FSTO05].

7.3.2 Approximation de la solution

Dans le cadre de I’approche spectrale stochastique de Galerkin, I’approximation de la so-
lution du probléme stochastique (7.12) se fait en trois étapes. La premiére étape consiste a
approcher la formulation variationnelle (7.34), la seconde étape consiste a appliquer la mé-
thode de Galerkin afin de définir le systéme linéaire équivalent a la formulation variation-
nelle approchée, et la troisieme étape consiste en la discrétisation temporelle du systeme
linéaire ainsi construit. Une description détaillée de ces étapes est donnée ci-apres.

7.3.2.1 Formulation variationnelle approchée

La premiere étape de 'approximation du probléme variationnel (7.34) est de définir une
famille finie de variables aléatoires indépendantes du second ordre {¢ j}ﬁ.V: p N € IN*, défi-
nies sur (2,<,1P), a valeurs dans R et décrivant de facon suffisamment précise la variabilité
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stochastique de notre probleme. On suppose que les densités de probabilités des variables
aléatoires ¢, 1 < j < N, respectivement notées fgj, 1 < j < N, sont connues. On définit en
outre & = (£1,...,¢n) le vecteur aléatoire de dimension N a valeurs dans RY, regroupant les
N variables aléatoires ¢1,...,¢ y. Cette étape, qui est souvent considérée comme une étape
a part entiere de la modélisation du probléme stochastique étudié, pourrait par exemple
étre réalisée en opérant un développement de Karhunen-Loéeve ou un développement en
polynémes chaos (voir 'annexe B) des champs aléatoires £ et €, tronqué a un nombre
suffisant de termes. Par suite, la variabilité stochastique du probléme (7.12) peut étre main-
tenant représentée a travers sa dépendance vis-a-vis des variables aléatoires ¢4, ...,¢ n. De ce
fait, pour plus de simplicité et lorsqu’aucune confusion ne sera a craindre, nous adopterons
quelquefois les notations “incorrectes” suivantes, pour tout champ aléatoire & du second
ordre défini sur ({2, &/, P), indexé sur D et a valeurs dans R :

%(Z,.) ::%(z)é‘l(.)r---ré]\f(.)) ::%(zrf)

SoitVjelN,1<j<N,[:= Ej(Q) le support de la variable aléatoire ¢j, 1 < j < N. Par suite,
le support du vecteur aléatoire &, noté I, est donné par :

Ii=TIyx---xIy < RN |

et exploitant le fait que les variables aléatoires ¢1,...,¢y sont supposées indépendantes, la
densité de probabilité conjointe du vecteur aléatoire &, notée f, est définie comme suit :

fe: I'—Rii&— fe @) =fer,E1) - fe, EN)

Soit L% (I") := S'' I'espace engendré par les variables aléatoires {¢ j};\’: N € N*. Tl estfacile de

voir que Lé(F) est un espace de Hilbert tel que :
LI = 8" c L*(Q,P)

En remplacant L2, o4, P) par LE(F) := ST’ la formulation variationnelle stochastique (7.34)
peut étre reformulée en termes du vecteur aléatoire ¢ de la facon suivante :

Trouver ¥ (¢),.# (t) fonctions de ]0, T[ a valeurs dans W ® S telles que, V% e W® St

%AV(VU),@/) + BB = 0
(7.35)
%Almn,%) + BOWA = 0 ,
avec .
Ay (0, 2) = f £ fD C@8) V(020U 8 dzdE (7.36)
I
0.% (1) (z,
B (1), %) = f £:® f WIDEE) o) 0 5y dzde (7.37)
r D 0z
AL (D), %) = fp f:(®) fD L2892 U () dzdE (7.38)
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V(1) (z,
B(V(t),%):ff;(é)f MW(z,f)dzd{ . (7.39)
r D 0z

On se ramene ainsi a définir le contenu probabiliste de notre probleme a partir d'un nombre
fini de variables aléatoires.

Soient maintenant, DZ une subdivision du domaine D par des intervalles uniformes de
longueur Az, et Dfl une subdivision du domaine D par des intervalles uniformes de lon-
gueur Az, respectivement associées a 1’évaluation de la tension et a celle du courant évo-

Thiiant a11 cnin An la liaena Aa trancmicecinn rancidArAn Mn nata

vV _ 14 v v
2 =0 25 23 ZN, =
g I g I
21 Z Z3 ZN;

FIGURE 7.2 — Représentation graphique de la discrétisation spatiale du domaine D.

Tout d’abord, on introduit deux sous-espaces de dimension finie de I'espace variationnel
déterministe W, notés W', W}, et donnés par :

wy = vect{pr,....pn} = W (7.40)
wl = vect{yy,...yn} < W (7.41)
tels,que les fonctions ¢y, 1 < k < Ny, et les fonctions v,,, 1 < m < Nj, vérifient la condition
sulyante: 2 4. wre; © 8 10
V _ _ =
br(z) )_6kl_{ 0 sinon 1<kI<Ny , (7.42)
I 1 sim=n
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Plus précisément, elles sont définies de la facon suivante :

1%
zZ—2z
k-1 . 1% 1%
TV size [zk_l,zk]
k k-1
1%
b (2) =4 Zi—% ) v v , k=1,...,Ny , (7.44)
—zV v 51z€[zk,zk+1]
k+1 k
0 sinon
I
zZ—2z
m—1 . I I
7 i sizelz,, |, 2]
Zm— 2, 1
Ym(@) =3 Zp.-2 L , m=1,..,N; . (7.45)
e siz€(z,,2,,,]
Zm+1 ~ “m
0 sinon

Ensuite, on introduit le sous-espace de dimension finie de I'espace S noté Sf;, et défini de
la fagon suivante :
S}, =vect (¥ (&), ¥ (&),...,¥p1 (&)} < S, (7.46)

ol (¥,(&), 0 < a < P —1) est une famille orthonormale finie donnée de polynomes chaos
généralisés de germe & (variable aléatoire définie sur (£2,.«,P), a valeurs dans R" et de loi
donnée, choisie dans le respect de la propriété d’orthonormalité de cette famille) 3, formant
une base de I'espace S .

Enfin, on introduit les sous-espaces de dimension finie de 'espace W ® S donnés par :

W) @S ={Une WeS" :U,evect{p2) V&) :pe W) We S} « wesS' |, (747
WleS =W eWeS :#evect{y(@ V(&) :we W/, wes)}} « wesS" . (7.48)
Ainsiona:
VULeW) |, Upz,E) =) dr(2)Val&) Uia (7.49)
k,a
VILEW,  #iz8) =) Yn@Y%@Wna (7.50)

et les champs aléatoires 7, .# sont approchés comme suit :

(2, 6,8 =Y pr(2)Wa(®) Via() (7.51)
k,a

In(2,6,8) =) Ym(2D V(&) Imal(l) . (7.52)
m,x

3. 1l existe dans la littérature plusieurs choix possibles de construction de la base du sous-espace 85
[EEUO07]. Le choix d'une base de polyndmes chaos généralisés, opéré dans cette theése, a été effectué pour les
différentes raisons évoquées dans ’annexe B.3.1.4.
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Par suite, la formulation variationnelle approchée est donnée par :

Trouver 7}, (t) fonction de ]0, T'[ a valeurs dans W}y ® Sf; ,et #(r) fonction de ]0, T'[ a valeurs
dans W/ ® S/ telles que, V%, € W, @S] et V#j, e W ®S,

d
aAV(Vh(t)y%h) + B(Sy(1), %) = 0
(7.53)
d
EAI(jh(t);Wh) + Bh(o,#,) = 0 ,
avec .
Ay (0, %) = f £©® f €(2,8) V(1) (2, E) Un(2, ) dz dE (7.54)
0.9, (t
B(#y,(1),%y,) = ff{(f)f M%h(z,ﬁ)dzdf , (7.55)
AT, W) = f £ f L8 IO Wh(zE) dzdE (7.56)
oV, (t
B, W) = f £ f M%(z,a dzd¢ . 7.57)

7.3.2.2 Méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin consiste a réécrire le probléme variationnel approché (7.53) sous
la forme d’un systeme d’équations linéaires. Son principe est décrit ci-apres.

Pour %y, € W) ® S} et pour #j, € W/ ® S/ tels que::
Un(z,8) =Pr(D)Wa(§) et Wp(2,8) =ym(2)¥a(8)

le probléme variationnel approché (7.53) devient :

d
i f £:(@) f G (2,8) (D)2, 8) i (2) U (&) dz A&
dat Jr D

0.9, (1) (z,
+ff£(f)f h(a#zamm%(rf) dzd&=0
r D <

k=1,...,Ny,a=0,...,P-1
(7.58)

d
" f £:@® f L2, &) In(0)(2, E)Wm(2) Ve (€) dz dE
tJr D

O (1) (2,
+ff£(€)f %Zawm(@%(f) dzdg=0
r D z

m=1,...,N;,a=0,...,P-1
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On considére dans un premier temps la premiere équation des équations (7.58). En utilisant
les égalités (7.51) et (7.52) ona:

d
= f fe(@® f €(2,8) Y. $1(2) V(&) V1,p(1) Pr(2) Vo (§) dz dE
tJr D 1B

f £ ® f Z ‘9‘”’”( 2 (&) T 0 (Dp1(2) W (&) dz dE =0 (7.59)
k=1,...,Ny,a=0,...,P-1 ,
ce qui donne :
dan, (1)
Z([ fz(f)Wﬁ(E)J’a(f)f ‘é(z,i)dbz(z)gbk(z)dzdf)
1,B r D dat
+y ( f Fr @ V58 V() f W@ o o dzdz)fm,ﬁ(t):o (7.60)
m,p I D 0z
k=1,...,Ny,a=0,...,P-1
En introduisant les matrices C(&) € RV *V et Ky € RM*M telles que :
[C(f)]k'l:\/‘ cg(zyg)gbl(z)(pk(z) dZ ) k)lzly---)NV ) (7-61)
Ky = aw”’(Z)(/)k(z)dz . k=1,...Ny,m=1,....N; , (7.62)
I’équation (7.60) se réécrit :
V(1)
(f e &) Wp(8) ¥y () C(f)]kldf)
(7.63)

+ 3 ([ 5O 7520 @ 111 08 ) gt =0
m,f3

k=1,...,Ny,a=0,...,P-1

En outre, en introduisant les matrices de RNV *Nv et de RNV N respectivement données par :

[AV]a,ﬁ=f Up€) ¥ (§) C(&) fc(8)dé , a,p=0,...,P-1 , (7.64)

r
[BV]a,ﬁ:f V(&) V(&) Ky fe(§)dé , a,p=0,...,P-1 , (7.65)

r

et en définissant les matrices globales Ay et By par :
Avoo -~  Avop-1 Bvoo ... Bvop-1
Ay = : : ; By= : : ) (7.66)
Avp-10 --- Avp-1p1 Bvp-10 --- Bvp-1p-1
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I’équation (7.63) peut se réécrire sous la forme du systeme linéaire :

AV%V(I)+BVI(t):0 ) (7.67)
ou:
Vo (1) N,p(1)
V()= : S V(D)= : , B=0,...P—1 , (7.68)
| Vp_1(2) Yy, p(1)
et
I(®) S1,p(1)
1) = : s 1) = : , B=0,...P—1 . (7.69)
| Ip-1(8) IN,, (1)

On considere maintenant la seconde équation des équations (7.58). Par analogie, on intro-
duit les matrices L(&) € RN*N et Ky e RN telles que :

[L(f)]m,n=f ZLz8)yn(2ymz)dz , m,n=1,...,,N; , (7.70)
D
0
[K,]mk:[ P& @dz . k=1,...Ny,m=1,..,N; , (7.71)
’ p 0z
les matrices de RN*N1 et de RV NV respectivement données par :
(Arlap= [ U5 V@ L) e | @ p=0,...P-1 @.72)
r
Brlop= [ 75 7@ Ki f5©)dE | ap=0....P-1 , (7.73)
r
et on définit les matrices globales Ay et By par:
Aroo -+ Arop-1 Broo - Brop-1
Ar= : : ; Br= : : . (7.74)
Arp-10 .- Arp-1pr-1 Brp-10 -.- Brp-1p-1

En suivant la méme procédure que précédemment, on montre aisément que la seconde
équation des équations (7.58) peut se réécrire sous la forme du systeme linéaire :

Aj %I(t)+Bl V(i)=0 . (7.75)

Par conséquent, le probleme variationnel approché (7.53) s’écrit sous la forme du systeme
d’équations linéaires donné par :

d
AV%V(I) + BylI(t) = 0
(7.76)
A i[(t) + BV =0
Idt 1 =
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7.3.2.3 Assemblage des matrices

L'assemblage des matrices du systéme d’équations linéaires (7.76) tient compte de la na-
ture des quantités aléatoires £ et €. Deux cas seront discutés dans la suite, a savoir le cas ot
% et € sont des champs aléatoires gaussiens, et le cas ot Z et € sont des champs aléatoires
non gaussiens (e.g. lognormaux).

7.3.2.3.a Cas de champs aléatoires gaussiens

Dans le cas ou les champs aléatoires £ et € sont gaussiens, on consideére leurs approxi-
mations respectives £y et €y obtenues par le biais d'une troncature a 'ordre N de leurs
développements de Karhunen-Loéve respectifs (voir 'annexe B.2). Dans ce cas, £y et €y
sont de la forme::

N

LNz, &=L (D +), Li)E; (7.77)
j=1
N

Nz, =%6(2)+) € (7.78)
j=1

ol % (z) et 6y(z) représentent les moyennes respectives des champs aléatoires £ et €, ou
les fonctions £}, j=1,...,Net 6}, j=1,..., N sont obtenues en suivant la procédure décrite
dans I'annexe B.2, et o les variables aléatoires {;, j =1,..., N sont des variables aléatoires
gaussiennes centrées réduites, indépendantes et décorrélées (voir 'annexe B.2 pour plus de
précisions sur I'obtention de ces développements).

On s’intéresse tout d’abord a I'assemblage des matrices Ay et Aj. D’apres les égalités (7.77)
et (7.78), il est facile de montrer que les matrices L(§) et C(£), respectivement associées aux
champs aléatoires £ et €, sont données par :

N N
C&)=Co+) Cjéj ; LE&=Ly+) Lj&; , (7.79)
j=1 j=1

oules Cj, j=0,...,N, sont des matrices de RNv>NV et les L;, j=0,...,N, sont des matrices
de RN M telles que :

[cj]kyl:fD%j(zup,(z)gbk(z)dz , kI1=1,...,Ny , (7.80)

[Lj]m,n:fDgj(Z)Wn(Z)Wm(Z)dZ , mmn=1,...,N; . (7.81)

Par conséquent, d’apres les égalités (7.64), (7.66), (7.72) et (7.74), les matrices globales Ay et
Ay sont de la forme :

N N
Ay=Gy®Co+) G;j®C;j ; A;=Gy®Ly+) G;®L; , (7.82)
j=1 j=1

oules Gj, j=0,..., N, sont des matrices de R"*” telles que :
Golep= [ Tp(©Val® O dE @ p=0,...P-1 (7.83)
r
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[Gj]a_ﬁ:fpéj%(é)%(z)fz(«f)dz , @,f=0,...,P-1,j=1,..,N . (7.84)

Intéressons-nous ensuite a I'assemblage des matrices By et By. On rappelle alors que les
matrices Ky et Ky sont telles que :

[Kv]k,m:f Wg(2)¢k(z)dz . k=1,...,Ny,m=1,...,N; , (7.85)

D Z

[K,]m,k:f WD dz , k=1,..Ny,m=1,. Ny . (7.86)
p Oz

Par conséquent, d’apres les égalités (7.65), (7.66), (7.73) et (7.74), les matrices globales By et
B sont de la forme :
By=Gy®Ky ; Bi=Gy®Kp . (7.87)

7.3.2.3.b Cas de champs aléatoires non gaussiens

Dans le cas ou les champs aléatoires £ et € sont non gaussiens, on considere leurs ap-
proximations respectives £p et €p obtenues par le biais d'une troncature al’ordre P de leurs
développements en polyndmes chaos respectifs (voir I'annexe B.3). Dans ce cas, £p et 6p
sont de la forme :

P-1

Lp(2,8) =) LW E) (7.88)
v=0
P-1

6p(2,&) =) €2 Py (&) , (7.89)
v=0

ou les coefficients &£y, y=0,...,P—1et 6y, y=0,...,P —1 sont obtenus en suivant la procé-
dure décrite dans 'annexe B.3, oules ¥,y =0,..., P—1 sont des polyndmes chaos généralisés
(voir 'annexe B.3), et ot la variable aléatoire multidimensionnelle & représente le germe du
développement (voir I'annexe B.3 pour plus de précisions sur I'obtention de ces développe-
ments).

On s’intéresse tout d’abord a I'assemblage des matrices Ay et Aj. D’apres les égalités (7.88)
et (7.89), il est facile de montrer que les matrices L(§) et C(£), respectivement associées aux
champs aléatoires £ et €, sont données par :

P-1 P-1
Cé&=) C0 Q& ; L&=) L& , (7.90)
v=0 v=0

oules Cy, y =0,...,P -1, sont des matrices de RNv NV et les Ly, y=0,...,P—1, sont des
matrices de RNV telles que:

[Cy]k’l:fD‘éy(z)qbl(z)(/)k(z)dz , kI1=1,...,Ny , (7.91)

[Ly]m,n:fDfy(z)Wn(z)Wm(z)dZ , mmn=1,...,N; . (7.92)
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Par conséquent, d’apres les égalités (7.64), (7.66), (7.72) et (7.74), les matrices globales Ay et

Ay sont de la forme :
pP-1

P-1
Ay=) G,®C, ; A=) G,®L, , (7.93)
v=0 y=0
ottles Gy, y=0,..., P — 1, sont des matrices de R”*?, telles que :

[Gy]a’ﬁ:fpwy(z)wﬁ(é)%(é)fz(z)df , a,p=0,...,P-1 . (7.94)

Intéressons-nous ensuite a I'assemblage des matrices By et By. On rappelle alors que les
matrices Ky et Ky sont telles que :

[KV]k,m:fD%(pk(z)dz , k=1,....Ny,m=1,...,N; , (7.95)
[Kz]m,szD 3¢gz(Z)wm(z)dz , k=1,...,.Ny,m=1,...,N; . (7.96)

Par conséquent, d’apres les égalités (7.65), (7.66), (7.73) et (7.74), les matrices globales By et
Bj sont de la forme :
By=Gy®Ky ; Br=Gy®K; , (7.97)

oll, en se rappelant que par convention ¥, = 1, Gy est une matrice de R”*? telle que :
Golap= [ Tp(@ Val®) O dE @ p=0,...P-1 . (7.98)
r

7.3.2.4 Discrétisation temporelle

Afin de résoudre completement le systeme d’équations linéaires (7.76) (en espace et en
temps), il est nécessaire d’opérer une discrétisation temporelle de ce méme systeme d’équa-
tions linéaires. Il est important de remarquer que ce dernier peut se réécrire sous la forme
d’un systeme d’équations de la forme :

d
Ay —V() = -ByI()
(7.99)
a1 - SV
Idt = 1

La discrétisation temporelle mise en ceuvre au cours de ces travaux est effectuée par le biais
du trés célebre schéma temporel “saute-mouton” utilisée dans la méthode FDTD pour la ré-
solution des équations de Maxwell dans le domaine temporel [Sull3, LLC97]. Considérant
une discrétisation temporelle par des intervalles uniformes de longueur At, ce schéma nu-
mérique temporel permet d’estimer les quantités V(¢) et I(f) a des instants décalés d'un
demi-pas de temps. Plus précisément, les nceuds temporels associés a V(f) sont décalés
d’'un demi-pas de temps A¢/2 par rapport aux nceuds temporels associés a I(¢). On se ra-
mene alors a résoudre un systeme linéaire a chaque demi-pas de temps At/2 par le biais
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d'une méthode numérique classique de résolution de systéme linéaire. Il est important de
mentionner que ce schéma temporel est conditionnellement stable. La condition de stabilité

est donnée par [Sull3, Pau07] :

A
At< TZ , (7.100)

ol v est la vitesse de propagation le long de la ligne de transmission.

La résolution (en espace et en temps) du systeme linéaire (7.99) permet ainsi de déterminer
les vecteurs V (1), I(t), et par suite d’estimer les P-approximations respectives 7p et .#p des
champs aléatoires 7 et .# de la facon suivante :

P-1
oz, t,w) =) Val(t) Ue(&) (7.101)
a=0

P-1
Ip(z, t,w) =) Io(t) Ve(&) . (7.102)
a=0

7.3.3 Post-traitement

Nous nous intéressons dans cette section aux caractéristiques statistiques suivantes des
P-approximations respectives 7p et #p de 7' et ¢ données par (7.13) et (7.14) :

la moyenne
(z,0) — uy (2, 1) =E[Vp(z, 1)1,

(Zy t) — U (Z) t) =k [jP(-Zy t)] ’

la variance
(z,1) — 075, (2,0) = E[(Vp(2, 1) — iy, (2, 1)°],

(z,0) — 0% (2, 1) =El(Fp(2, 1) - g, (2, )],

le coefficient d’asymétrie
(2, 1) — ¢y, (2, 1) =05 Bl @p (2, 1) — (2, )],

(2, 1) — C.g(2,0) =0 Bl(Ip(z, 1) - pig, (2, 0)°],

le coefficient d’aplatissement

(2, 1) — Ky, (2, 1) = 05 Bl @p (2, 1) — iy, (2, )],

(2, 1) — K g, (2, 1) =0 ;) BI(Ip(2, 1) — g, (2, 1)1,

la fonction de covariance
((z1, 1), (22, 12)) — Cy, (21, 1), (22, B2)) = E[(Vp (21, 71) — pyp (21, 1)) (Vp(22, o) — pyp (22, 22))]
(21, 11), (22, 12)) — C.g,((z1, 1), (22, 1)) = E[(Fp (21, 1) — pgp (21, 1)) (I (22, L2) — Phgp (22, 12))],
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et la densité de sa loi finidimensionnelle d’ordre un en {(z, t)} (pour (z, t) fixé dans Dx]0, T'|),
c’est-a-dire les densités respectives v — fy,(z,n (v, 2, 1) et i — fg,(21 (i, 2, 1) des lois des va-
riables aléatoires 7 (z, t) et #(z, t), pour (z, t) fixé dans Dx]0, T'.

Un simple calcul a partir de (7.13) et (7.14) montre que les cinq premieres caractéristiques
ont pour expressions :

W =Yz 0=Vo(t) 5 pap=To(z 0 =I(0) (7.103)
pP-1 _ pP-1 pP-1 _ pP-1
05, =Y Vian=Y Vo Vi) 5 05 =) Jiz0=) I, I51) (7.104)
a=1 a=1 a=1 a=1
1 P=1P-1P-1 _ _ _
= =2 2 Y BlWL@WUs&)Wy (&) Valz, 0Vp(z, 0¥y (2, 1)
0y, a=1 =1 y=1

1 P-1P-1P-1
= = 2 2 ElW@Vs@)% Q&) Valz, OVs(z, OV (2, 1)

=1

Q
=
S
1l
N
b
I
~<

(7.105)
P-1P-1P-

—

Cop = E[W, (§)¥p(E) Wy (&) Ia(z, 1).I5(2, 1) Fy (2, 1)

1

o3
p a=1 p=1 y=1
1

P-1P-1P-1
= — ElWa(8)¥p(8) ¥y (&) In(z, 1)Ip(z, 1) Iy(z, 1)
0%, a=1 p=1 y=1
] P=1P-1P-1P-1 _ B _ B
Kyp = — > EWa(8)¥p(8) Wy (85 ()] Vo (2, )Vp(z, )V (2, D V5(2, 1)
09, a=1 =1 y=1 6=1
] P-1P-1P-1P-1
= — > Ea(8)¥p( &)Wy (85 Valz, )V (2, )Vy(2, ) Vs(z, 1)
07, a=1 p=1 y=1 §=1
] P-1P-1P-1P-1 B B _ _
Kop = > E[Wa(8)¥p(8) ¥y (§)W5(8)] Fu(z, 1) Ip(2, 1) Iy (2, 1) I5(2, 1)
0 g, a=1 =1 y=1 5=1
1 P-1P-1P-1P-1
= =2 > E(W, (§)¥5(§) Wy (§)Ws (&) 1a(z, 1) 5(z, ) Iy (2, ) I5(2, 1)
0y, a=1 B=1 y=1 5=1
(7.106)
P-1 _ B
Cip((21, 1), (22, 1)) = ). Valz1,11) Val(22, 12)
a=0
(7.107)

v
L

Ia(21, 1) Ig(22, 1) .
0

Pour le calcul des densités de probabilité v — fy,.,n(v,2, 1) et i — fg,(2,(i,2, 1) des va-
riables aléatoires 7p(z, t) et #p(z, t) (pour (z, t) fixé dans Dx]0, T'[), on procéde comme suit :

Cyg, (21, 1), (22, 12))

S
1l

1. On construit un M-échantillon numérique (& Y ) 1< Jj < M) de réalisations simulées
de la variable aléatoire &;
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2. On en déduit, via (7.108) et (7.109), les M-échantillons correspondants
TP 1<j<sm) et (I 1<j<Mm)

des variables aléatoires 7p(z, t) et Fp(z, t) (pour (z, t) fixé dans Dx]0, T'[), avec

., P-1 .
1 =Y Va0 We@V), Vjedl,..., M,

a=0

I .
g = ZO L)W @V), Vjell,. .., M};
a=

3. Enfin, a partir de ces échantillons, on estime les densités respectives fy, (e, z,t) et
fop(z,0 (2, 2, 1), soit en utilisant I'estimateur empirique classique, soit un estimateur a
noyau.

7.4 Méthodes spectrales stochastiques directes

Les méthodes spectrales stochastiques directes sont des méthodes stochastiques non in-
trusives. C’est-a-dire que leur mise en ceuvre ne nécessite a priori aucun développement lo-
giciel spécifique, dans la mesure ou les codes de résolution déterministe sont disponibles. A
I'instar de la méthode spectrale stochastique de Galerkin (voir la section 7.3), les méthodes
spectrales stochastiques directes consistent a déterminer les P-approximations respectives
Vp et Fp des champs aléatoires 7 et .# définies de la facon suivante :

pP-1

To(z,t,9)= Y Valz, D Wa(E(*) , Y(z,0) € Dx]0,TI, (7.108)
a=0
P-1 _

Ip(z,t,e) = Z Fo(z, )V, (&) , V(z,t) €Dx]0,T]. (7.109)
a=0

ou les (ja(z, 1),0<sa<P-1et (ﬁa(z, 1), 0 < a < P—1) sont les modes stochastiques a dé-
terminer (voir 'annexe B.3), et ot (¥, (&(¢)), 0 < a < P—1) est une famille orthonormale finie
donnée de polyndmes chaos généralisés de germe & (variable aléatoire définie sur ({2, </, P),
avaleurs dans R" et de loi donnée, choisie dans le respect de la propriété d’orthonormalité
de cette famille). Toutefois, ces méthodes utilisent un calcul différent des modes stochas-
tiques des développements (7.108) et (7.109). En effet, 'estimation des modes stochastiques

(Fu(z,0),0<a<P-1) et (Fylz,1),0<a<P-1)

par les méthodes spectrales stochastiques directes ne nécessitent que la résolution de pro-
blemes déterministes découplés. Ainsi, contrairement a la méthode spectrale stochastique
de Galerkin, elles ne nécessitent aucune modification des méthodes déterministes existantes
afin de prendre en compte la dimension stochastique du probleme étudié. Deux types de
méthodes spectrales stochastiques directes sont proposées pour la résolution des équations
des télégraphistes stochastiques (7.12), a savoir la méthode de projection L? et la méthode
de régression. Les principes respectifs de ces méthodes sont présentés dans la suite.

163



CHAPITRE 7. EQUATIONS DES TELEGRAPHISTES STOCHASTIQUES

7.4.1 Hypotheses

On rappelle que nous nous limitons ici, sans perte de généralité, au cas des champs aléa-
toires scalaires. On considere donc les champs aléatoires £ et € définis sur ({2, </, IP), indexé
sur D c R, a valeurs dans R, du second ordre et de lois supposées connues.

Soit X = (X (z,e), z € D) le champ aléatoire défini sur ({2, «/,IP), indexé sur D c R, a valeurs
dans (R*)?, tel que, Vze D, Vwe £2:

X(z,w)=(L(z,w), €(z,0)) . (7.110)

Soient en outre :
1. (w,z,t)— 4 (u,z, t) une fonction de R? x Dx]0, T[ dans R?, de fonction partielle as-
sociée u— ./ (u, z, t) mesurable pour tout u dans D?, et
2. % = (¥(z,t,9), (2, 1) € Dx]0,T[) un champ aléatoire défini sur ({2, </, P), indexé sur
Dx]0, T[, a valeurs dans R?, tel que, VY (z,t) e Dx]0, T[,Vwe §2:

W(z, t,w)=(z,tw), F(ztw) , (7.111)

et tel qu'on al’égalité :
WY (z,t,0) =M (X (2,9),2,1) . (7.112)

Dans notre cas précis, le modele .4 est décrit par un code numérique basé sur la résolution
des équations des télégraphistes déterministes par la méthode FDTD [Pau07] ou par |'ap-
proche TDFEM (voir I'annexe A).

On suppose que, pour tout (z, t) fixé dans Dx]0, T, le domaine de définition de la fonction
u— ./ (u,z,t): R? — R? contient le support de la loi de la variable aléatoire & (z, ») et que
cette fonction est telle que la variable scalaire % (z, ¢, ¢) soit du second ordre. On cherche
alors, sous ces hypotheses, a construire un développement en chaos polynomiaux de % de
la forme (voir ’annexe B.3) :

W (z,t,0) = Z Yz, 1) Ua(e)) , V(z,t) €Dx]0,TY, (7.113)
a=0
oll (Y, (&(e)), a € IN) est une famille orthonormale totale donnée de polynémes chaos gé-
néralisés de germe & (variable aléatoire définie sur ({2, o/,IP), a valeurs dans RN et de loi
donnée).

Comme, pour tout (z, f) fixé dans Dx]0, T[, 'égalité (7.113) est une égalité (en loi) de va-
riables aléatoires, les méthodes de projection et de régression exposées dans I’annexe B pré-
cédent sont encore utilisables ici pour le calcul des modes stochastiques %, pour tout (z, )
fixé dans Dx]0, T[. Les sections suivantes en rappellent les principes respectifs.

7.4.2 Méthode de projection

La base (¥, (&(e)), a € IN) étant donnée (i.e. connue), cette méthode consiste a projeter
orthogonalement I'égalité (7.113) sur chaque élément de cette base. On obtient ce faisant,
compte tenu de 'orthonormalité mutuelle des variables aléatoires ¥, (£) :

Yoz, ) =E W (2,1,9)Ta&(+)] , V(a,1)eNxDx]0,TI, (7.114)
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soit, d’apres (7.112) :
Yoz, ) =B M (X (2,9),2,1) Ue&(*))] , Y(az1elNxDx]0,TI. (7.115)

Compte tenu de cette expression, chaque coefficient Yy (z, 1) peut alors étre évalué par une
méthode de Monte-Carlo. Pour tout @ € IN et tout entier fini M suffisamment grand, une
M-estimée Monte-Carlo %M (z, t) de %, (z, t) s'obtient ainsi par :

M . .
@Zw(z,th]\i/[Z%(x(”,z,t)%(é(”) , VY(z,1)eDx]0,TI, (7.116)
j=1

ot (x, 1< j<M)et (&7, 1<j< M) sontdes M-échantillons numériques de réalisations
simulées du champ aléatoire & et de la variable aléatoire &, respectivement.

La relation (7.115) peut étre réécrite sous une forme plus explicite. En effet, introduisant
I’égalité en loi (B.128) dans (7.115), il vient (voir 'annexe B.3.2.4.b) :

V(2,0 =Bl (Fypiy (FE®),2,0),2,8) W@ V(@z0eNxDx)0,T,  (7.117)

expression que 1'on peut réécrire, d’apres la définition de '’espérance mathématique sous
une loi:

@va(z,t):fﬁzJ%(Fg_{(z)(Fg(y),z,t),z,t)Wa(y)f;(y)dy , V(a,1)e NxDx]0,T[, (7.118)

ou Fg et fz sont la fonction de répartition et la densité de probabilité de la variable aléa-
toire &, et F. (¢, 2, 1) est I'inverse généralisée de la fonction de répartition For () (e, 2, 1) de
la variable aléatoire & (z) = X (z, ). Pour tout (z, t) fixé dans Dx]0, T, le calcul a partir de
(7.118) de chaque coefficient @, (z, t) pourra étre effectué soit a 'aide d’'une méthode de
Monte-Carlo (ou de quasi Monte-Carlo), soit a I'aide d'une méthode de quadrature numé-
rique déterministe.

En pratique, on recherche une P-approximation %p de % obtenue a partir d'une troncature
al'ordre P (i.e. a P termes) du développement en polynémes chaos (7.113). De ce fait, les

coefficients @; (z, t) sont estimés pour @ =0,...,P—1, et on en déduit la P-approximation %p
de % donnée par :

P-1
Yp(z,t,9)= Y Walz, N Wa(E(+)) , Y(z1) €Dx]0,T[. (7.119)
a=0

Par suite, on tire les P-approximations respectives 7p et #p de 7 et .# données par :

P-1

Vp(z,t,0) = Z Valz, DW,(&(s)) , VY(z1) €Dx]0,TI, (7.120)
a=0
P-1

Ip(z,1,9)= Y Fu(z,DWu(&(e)) , V(1) €Dx]0,TI. (7.121)
a=0
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7.4.3 Méthode de régression

On considere ici la P-approximation de %p = (¥p(z, t, ), (z,t) € Dx]0, T[) du champ %/,
telle que, V (z,1) € Dx]0, T :

pP-1
W (z,t,0) = Z Yoz, 0)Wa(&(e)) , V(z,1) €Dx]0, T, (7.122)
a=0

dans laquelle les chaos polynomiaux ¥, (&(e)), 0 < a < P — 1, sont connus, et on cherche a
déterminer les P modes stochastiques

Y= Wz, 0), (z,0) € Dx]0,T]), 0<a<P—1,

de cette approximation. La résolution de ce probleme est immédiate en se référant aux ré-
sultats de 'annexe B.3.2.1, de 'annexe B.3.2.2, de ’annexe B.3.2.3, et de ’annexe B.3.2.4. En
effet, nous basant sur ces résultats, il est aisé de montrer que la famille

(%= (Fatz 0, (20 eDx10,T1), 0sa<P-1}
des modes stochastiques de %p peut étre approximée par la famille
(g =@ =(22" (2,0, (2,0 e Dx)0, T(), 0<a < P-1}

solution du systeme linéaire cramérien symétrique P-dimensionnel suivant :

M . o M . . M . .
Y BEDY%EY) Y %EDY T D) _ Y M (xD, 2,0 WEY)
j=1 j=1 @O(Zy t) j=1
M - . M .' . o y N . .
N Up 1 ENWED) o Y p ) Tp_ V) P-1(2,7) N ot (xD, 2, ) p_y &V
j=1 j=1 j=1

(7.123)
dans lequel (x, 1< j < M) et (Y, 1 < j < M) sont des M-échantillons numériques de réa-
lisations simulées du champ aléatoire & et de la variable aléatoire &, respectivement. Pour
déterminer ces modes, qui sont des fonction de (z, t), on est ainsi conduit a résoudre (7.123)
autant de fois que le nombre de points (zg, ;) a considérer dans D x]0, T[ pour décrire cor-
rectement chaque mode, ces points coincidant généralement avec les nceuds (ou une partie
des nceuds) du maillage de Dx]0, T'.

On détermine ainsi la P-approximation %p de % donnée par :

P-1
Wp(z,1,9)= Y. Yalz,0Wa(&(+)) , V(z,1) €Dx]0,TI, (7.124)

a=0
et par suite, on tire les P-approximations respectives 7p et #p de 7" et 4 données par :

P-1
Vo(z,1,9)= Y. Valz, D Wu(&(*)) , V(z,1) €Dx]0,TI, (7.125)

a=0

pP-1
Ip(z,t,0)= Z (2, ) Ua(E()) , V(z,t) €Dx]0,T]. (7.126)

a=0
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7.4.4 Post-traitement

Le post-traitement permettant d’obtenir les caractéristiques statistiques (la moyenne, la
variance ou 'écart-type, etc.) des P-approximations respectives 7p et .#p des champs aléa-
toires 7 et .#, est identique au post-traitement analogue réalisé au sein de la section 7.3.3
dans le cadre de la méthode spectrale stochastique de Galerkin.

7.5 Conclusion

Ce chapitre a fait I'objet de la caractérisation probabiliste des tensions et courants évo-
luant au sein d’'un ligne de transmission soumises a des incertitudes. La particularité de
I’étude menée dans ce chapitre, est que les incertitudes sont modélisées par des proces-
sus aléatoires afin de prendre en compte la variabilité stochastique spatiale des parametres
incertains inhérents aux lignes de transmission en contexte réel. Le modele stochastique uti-
lisé pour mener cette étude, désigné dans ce chapitre par “les équations des télégraphistes
stochastiques”, est basé sur les équations des télégraphistes au niveau déterministe. Par consé-
quent, la caractérisation probabiliste recherchée a été menée a travers la résolution des
équations des télégraphistes stochastiques, modélisant notre problématique. Aprés une breve
description des équations des télégraphistes stochastiques, plusieurs méthodes de calcul
stochastiques, inspirées de celles développées dans le domaine de la mécanique des struc-
ture, ont été proposées pour leur résolution.

La premiere méthode proposée est une méthode de Galerkin au niveau stochastique. Cou-
ramment appelée “méthode spectrale stochastique de Galerkin”, cette méthode suitle méme
principe que la méthode de Galerkin au niveau déterministe. En effet, elle propose une ré-
solution des équations des télégraphistes stochastiques a partir d'une formulation faible de
celles-ci. Les solutions sont alors recherchées dans un certain espace fonctionnel adapté au
probleme étudié. Tres souvent appelée “méthode stochastique intrusive” au sein de la com-
munauté probabiliste, cette méthode nécessite une profonde modification des codes de ré-
solution déterministe déja existants. Outre la méthode spectrale stochastique de Galerkin,
deux méthodes dite “méthodes spectrales stochastiques directes” ont été proposées, a savoir
la méthode de projection et la méthode de régression. Contrairement a la méthode spec-
trale stochastique de Galerkin, ces méthodes proposent une résolution des équations des
télégraphistes stochastiques a partir de la résolution de plusieurs problemes déterministes
découplés. Elles ne nécessitent donc a priori aucune modification des codes de résolution
déterministe déja existants. D’ou le fait qu’elles soient couramment appelées “méthodes sto-
chastiques non intrusives” au sein de la communauté probabiliste. Lensemble de ces mé-
thodes stochastiques permet définir une P-approximation des tensions et courants régis par
les équations des télégraphistes stochastiques fourni par un développement en polynomes
chaos tronqué de ces tensions et courants. A partir de ces P-approximations, il devient alors
aisé d’obtenir les caractéristiques probabilistes recherchées de ces tensions et courants.

Des applications numériques de ces méthodes ont été déja conduites par I'auteur. Cepen-

dant, étant donné qu’'une interprétation rigoureuse des résultats obtenus nécessite un peu
plus de temps, nous avons choisi de ne pas les présenter dans ce mémoire.
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Méthode des Eléments Finis dans le
Domaine Temporel pour la résolution des
équations des télégraphistes
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ANNEXE A. METHODE DES ELEMENTS FINIS DANS LE DOMAINE TEMPOREL POUR LA
RESOLUTION DES EQUATIONS DES TELEGRAPHISTES

A.1 Introduction

Ce chapitre annexe est consacré a la description de la méthode des éléments finis dans le
domaine temporel (Time-Domain Finite-Element Method — TDFEM) développée pour la ré-
solution des équations des télégraphistes au niveau déterministe. S’inspirant de la méthode
du méme nom introduite par Jin-Fa Lee dans [LLC97] pour la résolution des équations de
Maxwell dans le domaine temporel, elle définit une approximation de la solution, représen-
tée sur une certaine base fonctionnelle d’approximation, en s’appuyant sur une formulation
variationnelle (ou formulation faible) des équations des télégraphistes. La mise en ceuvre de
la TDFEM est décrite dans la suite a travers un probléme-modele traitant le cas d'une ligne
monofilaire sans pertes. Bien que ce cas soit relativement particulier, les différentes notions
introduites dans la suite se généralisent aisément au cas d'une ligne a pertes, d'une ligne
multifilaire et d'un réseau de lignes de transmission.

A.2 Probleme-modele

On considere une ligne de transmission monofilaire sans pertes composée uniquement
d’'un fil conducteur et d'un plan de masse (conducteur de référence) supposé parfaitement
conducteur. Le fil conducteur, de longueur L, de rayon r, et d'impédance caractéristique Z,
est positionné a une hauteur s, du plan de masse. Il est alimenté a son extrémité initiale par
un générateur de tension Gg (délivrant une tension Vs) d’'impédance interne Zg, et chargée
al'autre extrémité par une impédance de charge Z; (voir la figure A.1).

FIGURE A.1 - Représentation schématique de la ligne de transmission considérée pour le probleme-
modeéele.

La tension V etle courant I évoluant au sein d'une telle ligne de transmission sont alors régis
par les équations des télégraphistes données par [Pau07] :

dI(z, 1 IV(z 1)
T

AN ) (CY) A
0z~ T
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ou Let Csontl'inductance linéique etla capacité linéique de la ligne de transmission [Pau06].
A ces équations, on associe les conditions aux limites de la forme :

Veelo,T[ , VO,0=Vo: , V(L0 =V,;
(A.2)
Vze [O, Lz] ’ V(Z, O) = VZ,O ’

ou Vo, :10,T[— Ret Vg, :]10,T[ — IR sont des fonctions du temps ¢ a valeurs dans IR, et
Vzo0 @ [0,L;] — R est une fonction de z a valeurs dans R. On peut par exemple définir la
condition de tension a I'extrémité initiale de la ligne (e.g. Vo ;= Vp-sin(2z f 1), avec Vp € Ry,
pour une ligne alimentée par une source sinusoidale), et définir une relation entre courant
et tension a 'autre extrémité (e.g. Vi_; = Z; - I(L,, t) pour une ligne chargée par une impé-
dance Z;, ou I(L;, t) =0 pour une ligne a vide).

Onrappelle que les équations de propagation associées aux équations (A.1), obtenues en dé-
rivant successivement la premiere et la seconde équation de (A.1) par rapport a la variable z,
sont données par :

Pz, 1) L2 C@) O1(z, 1) A3
0z? B ot? ’ '
9?V(z, 1) 9?V(z, 1)
2z - L(z) C(2) 0z (A.4)

A.3 Méthode des Eléments Finis dans le Domaine Temporel

Afin de mettre en ceuvre la TDFEM pour la résolution des équations des télégraphistes,
nous suivons une démarche en trois étapes. La premiere étape consiste a établir une formu-
lation variationnelle (ou formulation faible) des équations (A.1), la seconde étape consiste
a montrer 'existence et I'unicité de la solution de cette formulation variationnelle, et enfin
la troisiéeme et derniére étape consiste a approcher la solution en discrétisant la formula-
tion variationnelle établie. Une description détaillée de ces différentes étapes est donnée
ci-apres.

A.3.1 Formulation variationnelle

Le développement de la TDFEM passe par une formulation variationnelle (ou formula-
tion faible) du probleme (A.1). L'établissement de cette formulation variationnelle est décrit
ci-apres.

Soit D = [0, L,] et soit L%R(D) I'espace de Hilbert des (classes d’équivalence de) fonctions de
D dans R, de carré intégrable, muni du produit scalaire :

Vu,welZ (D) (u,w)Lz:f uzw@dz (A.5)
D
et de la norme associée :
1/2 1/2
Vuelsa (D) , lullz=(u u):) :(fDlu(z)lzdx) : (A.6)
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On introduit 'espace de Hilbert :
H'(D)={u: DR~ R, ul?, < +oo, |u/|f2 < +o0} (A7)
et on introduit I'espace variationnel :
W={ue H(D), u(0)=Vo,, u(l) =V} , (A.8)

qui lui aussi est un espace de Hilbert.

Tout d’abord on multiplie les équations (A.1) par une fonction test u € W qui ne dépend pas
du temps ¢ et on les integre sur le domaine D. Nous obtenons donc :

f co V@D Lnar 4 f oD vax = o
D ot D 0z

f L@ D a4 f V@D vaz = o
D ot p Oz

(A.9)

Comme ni D ni u ne varient avec le temps ¢, on peut réécrire ces équations sous la forme :

4 f Cla) Ve Dulz)dz + f &0 iz 0
dt D D 0z

(A.10)

4 f L) Iz, Dulz)dz + f V@D vaz = o
dt Jp D 0z

Exploitant le fait que les variables z et ¢ jouent des roles différents, nous pouvons séparer
ces variables en considérant désormais V(z, t) et I(z, ) comme des fonctions du temps ¢ a
valeurs dans I'espace H! (D). Plus précisément, on considere que V et I sont définies par :

v . 10T[ - W I : 107T[ - W

t — V(@ t — I(1) 7 (A.11)

et nous nous “autoriserons” a noter V(z, t) (resp. I(z, t)) sous la forme V(#)(z) (resp. I1(¢)(z)).
En introduisant les formes bilinéaires ay, a; et b définies par, ¥ uj,up € W:

av(ubuz):fDC(Z) u(2ux(2)dz (A.12)

az(ul,uz):fDL(Z) u(z2) up(2)dz (A.13)

b, un = [ 22 az (A.14)
0z

la formulation variationnelle du probleme (A.1) est donnée par :

Trouver V(¢), I(t) fonctions de ]0, T'[ a valeurs dans W tel que, Vue W :

%QV(V(I),M) + bI(®),u) = 0

(A.15)
icl I(),u) + bV®,u) = 0
dt 1 ’ ’ =
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Considérons maintenant I’équation de propagation (A.3). Tout comme précédemment, on
la multiplie par une fonction test u € W qui ne dépend pas du temps ¢, puis on l'integre sur
le domaine D. Grace a une intégration par parties simple, nous obtenons :

9*V(z, 1) 1 OV (z, t) Ou(z)
- A.16
fD 52 u(z)dz + fD 12CE 02 P dz 0 . ( )

Pour les mémes raisons que celles évoquées ci-dessus, et en introduisant la forme bilinéaire h
définie par :

1 ouy (z) Ous(2)
Yu,u, el4(D) , h(u, :f dz , A17
uy, uz € L (D) (u1, u2) 1@ Ce 0z 9z P# (A.17)
la formulation variationnelle de I'équation de propagation (A.3) est donnée par :
Trouver V (¢) fonction de ]0, T'[ a valeurs dans W tel que, Vue W :
d2
— (V(D), w2 + hV(D),u) = 0 . (A.18)

dr?

De méme, la formulation variationnelle de I’équation de propagation (A.4) est donnée par :

Trouver I(¢) fonction de ]0, T'[ a valeurs dans W tel que, Vue W :

2

d
ﬁU(t)’u)Lz + hIH,u = 0 . (A.19)

A.3.2 Existence et unicité de la solution

On se propose dans cette section de montrer I’existence et 'unicité de la solution de la
formulation variationnelle (A.15) des équations des télégraphistes (A.1). Etant donné que les
équations (A.1) et (A.3)-(A.4) sont équivalentes, il apparait clairement que les formulations
variationnelles (A.15) et (A.18)-(A.19) sont aussi équivalentes. Par conséquent, I’existence et
I'unicité de la solution de (A.15) sera prouvée en démontrant |'existence et I'unicité de la so-
lution des formulations variationelles (A.18)-(A.19).

D’apres un résultat général bien connu [All05], on garantit I'existence et I'unicité de la so-
lution du probleme variationnel (A.18) (resp. (A.19)) si la forme bilinéaire / est continue et
coercive dans W, i.e. s'il existe c,, cp € R} tellesque Vu, we W :

[h(u, w)| < cq llully2 lwll2
(A.20)
hu,u) = cp lul?,

En faisant I'hypothese suivante (généralement vérifiée dans le cadre de notre probléme) :

<;<K1<+oo ) (A.21)
L(z)C(2)

on montre aisément, grace al'inégalité de Cauchy-Schwarz et al'inégalité de Poincaré [All05],
que h est une forme bilinéaire continue et coercive dans W. On assure ainsi I'existence et
I'unicité de la solution du probleme vairationnel (A.18) (resp. (A.19)), et par suite I'existence
et 'unicité de la solution du probléme variationnel (A.15).

3 Ko,KleR: , 0<xg
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RESOLUTION DES EQUATIONS DES TELEGRAPHISTES

A.3.3 Approximation de la solution

L'approximation de la solution des équations (A.1) parla TDFEM se fait en trois étapes. La
premieére étape consiste a discrétiser (ou approcher) le probleme variationnel (A.15), la se-
conde étape consiste a appliquer la méthode de Galerkin afin de définir le systeme linéaire
équivalent au probleme variationnel discrétisé, et la troisieme étape consiste en la discréti-
sation temporelle du systeme linéaire ainsi construit. Une description détaillée de ces étapes
est donnée ci-apres.

A.3.3.1 Formulation variationnelle approchée

Soient DZ une subdivision du domaine D par des intervalles uniformes de longueur Az,
et Di une subdivision du domaine D par des intervalles uniformes de longueur Az, respec-

tivement acencidec a 'dvaliiatinn de la tencinn ot 3 colle dir contrant Avnhiiant an eain de la

FIGURE A.2 — Représentation graphique de la discrétisation spatiale du domaine D.

On introduit deux sous-espaces de dimension finie de I’espace variationnel déterministe W,
notés W), W/, et donnés par :

wy = vect{py,....pn,} = W (A.22)

wl = vect{y,...yn} € W , (A.23)

tels que les fonctions ¢y, 1 < k < Ny, et les fonctions v¥,,, 1 < m < Ny, vérifient la condition
Sui\ﬁante . | | | | |

1 sik=1
0 2 ¢k(z,V)=6kz=4{ 0w B 1skIsNyg 10A.24)

12
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1 sim=n
0 sinon

wm(zg):amn:{ , 1<mns<N; . (A.25)

Plus précisément, elles sont définies de la fagcon suivante :

1%
Z—Z
k-1 . v oV
size|z z/ ]
1% 1% k-1""k
e T2k
Pr(2)=1 2/, -z | v oy . o k=L Ny, (A.26)
W SlZE[Zk,Zk+1]
k+1 k
0 sinon
I
zZ—2z, )
- "}1 51z€[z,1n_l,z,ln]
Zm = Zm-1
Ym(2)=X 2L .-z , m=1,....N; . (A.27)
" % sizelzl, 2] ]
Zm+1 " “m
0 sinon
Ainsiona:
14 _
YupeW, , up@=) ¢r@ux , (A.28)
k
I _
YwreW, , wp(@=) vm@wn . (A.29)
m

La tension V et le courant I sont alors approchés comme suit :

Vi(z, 1) =) ¢r(2) V() (A.30)
k

In(z, 0= Ym@ In(t) . (A.31)
m
Par suite, la formulation variationnelle approchée est donnée par :

Trouver Vj,(t) fonction de 10, T[ a valeurs dans W.”, et I(¢) fonction de ]0, T[ & valeurs
dans W/ telles que, ¥ u, € W, et V wy, € W)l :

d
EaV(Vh(t),uh) + bUp(H),up) = 0
(A.32)
d
Eal(lh(f),wh) + b(Vu(t),wp) = 0

VII
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A.3.3.2 Méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin consiste a réécrire le probléme variationnel approché (A.32) sous
la forme d’un systeme d’équations linéaires. Son principe est décrit ci-apres.

Pour u, € W) et pour wy, € W/ tels que :

up(2) =¢r(z) et wp@=v,; ,

le probléeme variationnel approché (A.32) devient :

d OIp(t
—f C(2) V(1) (2) pr(2) dz + f M(Pk( )dz=0 , k=1,...,Ny
dt Jp p Oz
(A.33)
if L(z) In(O)(2)ym(z)dz + f Mwm(z)dz:o , m=1,...,Np
dt Jp D 0z

On considere dans un premier temps la premiere équation des équations (A.33). En utilisant
les égalités (A.30) et (A.31) ona:

d m
d—f C@) Y. 12 V(D) pi(2) dz + f y W@ | b dz=0 , k=1,...Ny ,
tJp i D'm 0z

ce qui donne :

dv(t m
ZUDC(z)¢,(z)¢k(z)d) d’() ( % (z)(,bk(z)dz In(®=0 , k=1,....Ny
l

(A.35)
En introduisant les matrices C € RNV*Nv et Ky € RNV NI telles que :
[Clk,1 :‘/‘D C()p;(2)px(2)dz , k,1=1,...,Ny , (A.36)
Ky = awm(Z)(pk(z)dz , k=1,...Ny,m=1,....N; , (A.37)
I’équation (A.35) peut se réécrire sous la forme du systeme linéaire :
d
CEV(t)+KVI(t):O , (A.38)
oll:
Vi(1) L(1)
V(1) = : et 1(f)= : . (A.39)
Vi (1) In, (1)

On considere maintenant la seconde équation des équations (A.33). Par analogie, on intro-
duit les matrices L € RVNN1 et Ky e RN telles que :

[L]m,l’l:\/‘D L(Z) 'Wn(z) 'Wm(z) dz ’ m;n: 1)--'!NI ) (A-40)
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[KI]m,k=fDa¢akz(Z)t//m(z)dz , k=1,...,.Ny,m=1,...,N; , (A.41)

et on montre aisément que la seconde équation des équations (A.33) peut se réécrire sous la
forme du systeme linéaire :

L%I(t)-l—KIV(t):O . (A.42)

Par conséquent, le probleme variationnel approché (A.32) s’écrit sous la forme du systeme
d’équations linéaires donné par :

d
C%V(I) + KyI(r) = 0
(A.43)
L i I) + K;V(i) = 0
dt I -

A.3.3.3 Discrétisation temporelle

Afin de résoudre completement le systéme d’équations linéaires (A.43) (en espace et en
temps), il est nécessaire d’opérer une discrétisation temporelle de ce méme systeme d’équa-
tions linéaires. Il est important de remarquer que ce dernier peut se réécrire sous la forme
d’un systeme d’équations de la forme :

d
CV) = -KyLp)
(A.44)
t Y - kv
dt a I

La discrétisation temporelle mise en ceuvre au cours de ces travaux est effectuée par le biais
du tres célebre schéma temporel “saute-mouton” utilisée dans la méthode FDTD pour la
résolution des équations de Maxwell dans le domaine temporel [Sull3, LLC97]. Considé-
rant une discrétisation temporelle par des intervalles uniformes de longueur A¢, ce schéma
numérique temporel permet d’estimer les quantités V(¢) et I(¢) a des instants décalés d’'un
demi-pas de temps. Plus précisément, les noeuds temporels associés a V() sont décalés d'un
demi-pas de temps At/2 par rapport aux nceuds temporels associés a I(¢). On se raméne
alors a résoudre un systeme linéaire a chaque demi-pas de temps At/2 par le biais d'une
méthode numérique classique de résolution de systéme linéaire. Il est important de men-
tionner que le schéma temporel “saute-mouton” est un schéma conditionnellement stable.
La condition de stabilité est donnée par [Sull3, Pau07] :

A
At< TZ , (A.45)

ol v est la vitesse de propagation le long de la ligne de transmission.
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ANNEXE B. DEVELOPPEMENTS SPECTRAUX DE VARIABLES, PROCESSUS ET CHAMPS
ALEATOIRES

B.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre annexe deux types de développements spectraux par-

ticulierement bien adaptés a la représentation des processus et champs aléatoires : le déve-
loppement de Karhunen-Loeve et le développement en polynomes chaos, ce dernier permet-
tant également de construire des représentations de variables aléatoires. Initialement tres
utilisés dans le domaine de la mécanique, notamment en fiabilité structurale pour la modéli-
sation probabiliste des parametres incertains et la résolution des problémes de propagation
d’incertitudes, ces développements ont vu leur champ d’applications s’étendre considéra-
blement ces vingt dernieres années jusqu’a atteindre récemment le domaine de I'électroma-
gnétisme, ou les quelques applications dont ils ont été I'objet sont porteuses de beaucoup
d’espoir quant a leur pérennité dans ce domaine.
Dans toute la suite, toutes les grandeurs aléatoires considérées (variables ou champs aléa-
toires) seront supposées définies dans le méme espace de probabilité ({2, <7, P). Rappelons
qu’'une variable aléatoire X définie sur ({2, </, IP) a valeurs dans R", avec n un entier fini su-
périeur a 1, est une application de {2 dans R, mesurable de ({2, &) dans (R", 2R») et que
sa loi Px est une application o-additive de Zr» dans [0, 1] telle que Px = X(P) et Px(R") = 1.
Rappelons également qu'un champ aléatoire & défini sur (12, <7, P), indexé sur D < R4 a va-
leurs dans R", avec d et n des entiers finis supérieurs a 1, peut étre regardé, point de vue que
nous adopterons ici, comme une famille infinie de variables aléatoires définies sur ({2, <, P)
avaleurs dans R” et indexées par un parametre T assujetti a parcourir le sous-ensemble D de
R4 appelé ensemble d’indexation du champ & . Relativement a ce point de vue, un tel champ
peut alors étre noté & = (X' (t,), T € D), ou Vt € D fixé, & (T, *) est une variable aléatoire
définie sur ({2,.of,P) a valeurs dans R”*; autrement dit est telle que w — & (7, w) est une
application de (2 dans R”, mesurable de ({2, o/) dans (R", ZR~»). On peut également le dé-
signer par la notation tres courante : & = (¥ (7), T € D). Par souci de simplification, et lors-
qu’aucune confusion ne sera a craindre, nous adopterons quelquefois, a la place de ces deux
derniéres notations, la notation “incorrecte” & (r,w) pour désigner le champ aléatoire & '.
Rappelons enfin que, pour tout w fixé, X(w) est une w-réalisation de la variable aléatoire X,
et D> 17— % (1,w) est une w-réalisation, ou w-trajectoire, du champ aléatoire Z'.

Nous supposerons que toutes les variables aléatoires et tous les champs aléatoires consi-
dérés sont du second ordre. Nous aurons ainsi, en désignant toujours par X une variable
aléatoire définie sur ({2, o/, P) a valeurs dans R"” et par Z = (Z (t, ), T € D) un champ aléa-
toire défini sur ({2, <7, P), indexé sur D < R% a valeurs dans R” : X € 12(2, o7, P;R") et,
VT € D, Z(1,0) € L2(2, o/, P;R™), ot1 L({2, o ,IP; R") est 'espace de Hilbert des (classes de)
variables aléatoires définies sur ({2, </, P) a valeurs dans R” et de carré intégrable, c’est-a-
dire de moment d’ordre deux fini, cet espace étant muni du produit scalaire :

(XIV)=E[<X,Y>], VX, Ye L2(2,«/,P;R"), (B.1)
et de la norme associée :
X1 = (X, X)Y2 = (B[< X, Y >D 2= (BE[IX12])"? , vX, Ye 1202, o/, P;RY) (B.2)

ol < e, > et | || désignent respectivement le produit scalaire euclidien canonique sur R"
et la norme euclidienne canonique associée.
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Lappartenance des variables aléatoires X et {Z (T,¢),T € D} a L2, <, P;R") équivaut donc
a|IX||12 < oo et |||Z (T, ¢)|||? < +00, VT € D, et garantit ainsi a X |'existence d'une moyenne
ux € R™ et d'une matrice de covariance Cx € R"*", et a & l'existence d’'une moyenne pg :
D — R": 1 — ug (r) et d'une fonction de covariance Cyo : D x D — R™*" : (11,T2) —
Co(T1,T2), avec:

px = EIX]
Cx = B[X-pu)X-px) "] =E[XXT] - puxpuy

par(®) = E[Z(T,9)]
(B.3)
Cor(T1,T2) = E[(Z(T2,9) - par (®2)) (X (T1,9) — par (t1) ]

= E[Z (12,0 % T (x1,)] - par (12) - (T1)

= Ro(11,72) — par (12) - (T1)

ouDxD3(T1,T2) — Ry (T1,T2) = E [%(12, X T(1y, o)] est la fonction d’autocorrélation
du champ aléatoire &'.

On a par ailleurs :

11X1]1? tr (Cx)

(B.4)

1 (x, )17 tr(Cy(r, 7)) , VTED.

Notons que si le champ aléatoire & est stationnaire alors D = R4, sa moyenne T — U (T)
estindépendante de T et est donc constante, et sa fonction de covariance (11, T2) — Coq (T1,T2)
ne dépend que de T, — ;. On adopte alors dans ce cas les abus de notation habituels sui-

vants :
pa () = pa , VreR?

(B.5)
C%(TI)TZ) = C%(TZ_Tl) ) V(Tl)TZ)EDXDr
avec, Vue R? :
Cam) = E[(@X(T+u,e)—puz) (X (T, ) —pa)"]
= E[Z@+u,9X T (z,9)] - pa p) (B.6)

= R%(u)_u%u;)

ouR45u— Ry(w)=FE [Z (T +u, X T (r, )| =E[Zu, X T (0, *)] € R"™" est la fonction
d’autocorrélation du champ stationnaire &'.

B.2 Développement de Karhunen-Loeve

Le développement de Karhunen-Loeve (KL) d'un processus ou d'un champ aléatoire du
second ordre est une représentation de cette grandeur sous la forme d'un développement
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en série représentatif de I'écriture de celle-ci sur la base des fonctions propres de son opéra-
teur de covariance. Utilisé dans de nombreux domaines scientifiques (mécanique, biologie,
mathématiques financieres, théorie des probabilités, statistique, ...), il a paradoxalement
été tres peu employé en électromagnétisme jusqu’a présent. Apres avoir décrit en détail son
principe constructif, nous montrerons sur un exemple simple comment mettre en ceuvre
pratiquement ce principe. Tous les détails sur ce développement pourront étre trouvés dans
les références [KS47,Kard7,Loe65, GS91].

B.2.1 Construction du développement

Soit & (t,w) un champ aléatoire défini sur ({2,</,P), indexé sur un compact D de R4
(i.e. T € RY), a valeurs dans R”, de moyenne pg : D € T — g (r) € R” et de fonction
de covariance D x D 3 (11,T2) — Cq(T1,T2) € R On suppose ce champ du second
ordre (i.e. VT € D, Z (t,) € L2(£2,o/,P; R™) et continu en moyenne d’ordre deux (i.e. I'ap-
plication T — &' (7, *) est continue de D dans L2(£2, <, P;R"), autrement dit vérifie, VT €
D, limg_.o |[|Z (T/,0) =X (7, )|l =0).

o
Soit ¥ (1, w) le champ aléatoire centré associé a & (T, w), c’est-a-dire tel que, VT € D :
o
X(T,0) =X (1,%) —ux (7). (B.7)

o
Il est défini sur ({2, o7, P), indexé sur D, a valeurs dans R”, centré (i.e. VT € D, E[Z (T,)] =0)
et sa fonction d’autocorrélation D x D 3 (T1,T2) — Rl% (T1,T2) € R™", telle que V(T1,T2) €
DxD:
[0) o T
R;K(TI»TZ) = E|Z (12,9 )X (1,9)

E[(% (T2,%) = par (T (71, %) — pr (11)) ] B

= Cq(T1,72),
coincide avec la fonction de covariance du champ & (r,w). De plus, a l'instar de ce dernier,
il est du second ordre et continu en moyenne d’ordre deux.

Intéressons-nous alors a ce champ aléatoire centré. Comme il est continu en moyenne d’ordre
deux, sa fonction d’autocorrélation Rg% est continue sur D x D, ainsi que I'application T —

o
[[|Z (,e)||| sur D. Comme de plus D est compact, il en résulte que :
2
f ’Ro (Tl,‘l'g)‘ dr,dty < +00, (B.9)
DxD! & F

ol | « |p désigne la norme matricielle de Frobenius, telle que V M € R™*", |M|12: —trM'"M) =
tr(MMM").

Soit Lﬁ{n (D,dt) 'espace de Hilbert des (classes d’équivalence de) fonctions de D dans R”,
de carré intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue dt sur (D, %p), muni du produit
scalaire :

(flg)Lz:fD <f@),gx)>dr , Vfgeli.(Ddr), (B.10)
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et de la norme associée :
1/2
£l = (f117 = ( fD I f(r)llzdr) , Vfelg.(Ddr), (B.11)

et soit €: L%E{” (D,dt) — LZ]Rn (D,dt) : f — Cf, 'opérateur intégral de noyau fonction R;;’
telque, V f € LZR,, (D,dT) :

(€f)(x)= fD R (r,7) f(x"dr'. (B.12)

o
Il résulte des propriétés de & que cet opérateur linéaire, appelé opérateur de covariance de

o
Z (oude X)), est continu, borné, auto-adjoint positif et de Hilbert-Schmidt (HS), sa norme
HS s’écrivant :

|€|§{s:f IR o (71»72”12: dr;dz,, (B.13)
DxD %
et vérifiant :
|€lps < +oo. (B.14)
De plus, il existe une base hilbertienne (f;);en+ de L%R" (D,dr) (i.e. une famille dénombrable
orthonormale totale de L%R" (D,dr)) telle que, Vie IN* :
C€HiT=A;fi(x) , VtreD, (B.15)

les (A;);en+ étantles valeurs propres de € et les (f;) ey« les fonctions propres orthonormales
associées. Les valeurs propres sont positives et peuvent étre ordonnées de maniére a former
une suite décroissante (i.e. A; > A, > --- > A > ---). Cette suite tend vers 0 a I'infini et est de
carré sommable (i.e. } ;- /1? < +400). Les fonctions propres sont continues et telles que,
V(i,j)e N* xIN* :
f <fi(m),fix)>dr=0, sii#j
D
(fil fijz = (B.16)
fllfi(r)llzdrzl, sii=j,
D
c’est-a-dire telles que (fi|fj);2 = §;j, ol nous rappelons que < ¢, > et || ¢ | désignent ici,

respectivement, le produit scalaire euclidien canonique sur R” et la norme euclidienne ca-
nonique associée.

En outre, les couples (1, fi) e+ Vérifient, Vie IN* :
f Rg%(r, ) fixhdr' =A; fi(x) , VreD. (B.17)
D

Rappelons par ailleurs que, outre sa propriété de continuité sur D x D, la fonction d’autocor-
rélation R% possede les trois propriétés naturelles suivantes : elle est bornée, de type positif

et symétrique, c’est-a-dire telle que: Rg"g (r,7) =R (¢/,7), V (r,7') € Dx D. On peut alors ap-
x

pliquer le théoréme de Mercer [Mer09] qui montre que Rg% peut s’écrire, ¥ (t1,T2) € Dx D :

Ro (T1,T2) =Y Mifix)f (T, (B.18)
=0
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la série du membre de droite de (B.18) étant normalement (et donc uniformément) conver-
gente sur D x D. Par suite, en appliquant le théoréeme de Karhunen-Loeve [KS47, Kar47,

]
Loe65], le champ & peut s’écrire, V (t,w) € D x (2
) 00
Z(T,0)=) VA fim)niw), (B.19)
i=0

ol les (n;);ew+ sont des variables aléatoires définies sur ({2, <7, P), a valeurs dans R, centrées
(i.e. telles que E[n;] =0, Vi € IN*), orthonormales (i.e. telles que E[n;n;]1=6;;, V (i, j) e N* x
IN*) et tellesque, Vie IN* :

1 0 o
Ni=——=(X|fi)2= <Z(t,e), fi(r)>dr. (B.20)

ad e,

o
Larelation (B.19) est appelée développement (ou représentation) de Karhunen-Loeve de & et
I'égalité qui y figure doit étre comprise au sens L2

Posons, V(T,w)e Dx 2et VN e IN*:

o N
ZNTw) =) VA fi@)n (). (B.21)
i=1
[0)
On définit ainsi une suite de champs aléatoires (5?5 N(T, a))) basés sur ({2, o, P), indexés
NelN*

sur D, a valeurs dans R” et il est facile de montrer que, VT € D :

soit, d’apres (B.18) et en remarquant que tr (R(% (T, r)) =272 Ai ||fz (7) ||2 :

o (0] 2
%(T,.)_%‘N(Ty.)

N
=tr(R, (¥,7)) - l:zl A @), (B.22)

2

0o 0 oo

' X -yl = Y A|fo| . (B.23)
i=N+1
Il en résulte que :

[0 o 2

' X(T,8) —X n(T,0) — 0. (B.24)
N—o0o
o
Par conséquent, la suite de champs aléatoires (5?5 N(T,w)) converge dans L2 et unifor-
NelN*

o
mément en T sur D vers le champ aléatoire & (T, w).

o o
Pour tout N fixé dans IN*, & y est appelé une N-approximation de &'. Ce champ approxi-

o
mant & y est défini sur ({2, o/, P), indexé sur D, a valeurs dans R", centré et sa fonction
d’autocorrélation s’écrit, V (t1,T2) € Dx D :

N
Ro (11,712)=Y A filx) fi (x2). (B.25)
XN i=1



ANNEXE B. DEVELOPPEMENTS SPECTRAUX DE VARIABLES, PROCESSUS ET CHAMPS
ALEATOIRES

Revenons a présent au champ non centré & de départ. D’apres (B.7) et (B.19), il admet le
développement de Karhunen-Loéve suivant :

X T,0) =@+ VA i), (B.26)

i=1

ol I'égalité dans (B.26) doit étre comprise comme celle dans (B.19), au sens L? et ot les
(ni)ien+ sont des variables aléatoires définies sur ({2, </, P), a valeurs dans R, centrées, or-
thonormales (i.e. orthogonales et de variance 1) et telles que, d’apres (B.7) et (B.20) :

ni:if <X (t,®)—ug (1), filt)y>dr , VielN*, (B.27)
Vidp

les (A, fi)iew+ €étant les valeurs et fonctions propres normées de 'opérateur de covariance €
défini par la relation (B.12) qui peut se réécrire, compte tenu de (B.8) :

€N :f Cy(r,T)f(xhdr , Vfe L%R,, (D,dt), (B.28)
D
ces valeurs et fonctions propres vérifiant, d’apres (B.8) et (B.17) :
f Co(r,T) fi(m)dr'=A; fi(xr) , VreD,VieN*". (B.29)
D

Une approximation X de & s’obtient en tronquant a 'ordre N la somme figurant dans
(B.26). Elle s’écrit donc :

N
XN(T,0) = o (T)+ ) VA [i(®)n;i (), (B.30)
i=1

et on a, compte tenu de (B.7), (B.8), (B.22) et (B.23) :

% (x,) — Xn(T, o)l

N
tr (Co (7, 7)) = ) A || fi(®) ||2
-1

oo (B.31)
2
= 2 Mills@|”.
i=N+1
B.2.2 Remarques
1. Posons,VTeD:
e) () =1I1Z (7,9) - Zn (T, )l . (B.32)

Cette grandeur est appelée erreur quadratique moyenne ponctuelle d’approximation et
a pour expression, d’apres (B.31) :

eq (¥) =t (Co (7,7)) - 2 A Ifi@I*= 2 A Ifi@I2. (B.33)
i= iI=N+

On appelle alors erreur quadratique moyenne intégrée d’approximation, la grandeur
ep; telle que::

N N
en;=| ep@dr, (B.34)
Q1 fD Q
qui s’écrit donc, d’apres (B.33) et en tenant compte de (B.16) :
N ()
eglzf tr (Co (T,T)) d‘r—z A= Z Aj. (B.35)
D i=1 i=N+1
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La qualité de la N-approximation X de & est bien évidemment dépendante du choix
de N. Pour effectuer ce choix, on procede alors comme suit :

(a) On se donne un réel € > 0 petit (par exemple £ = 1072 ou 1073).

(b) On calcule les valeurs propres de I'opérateur de covariance € et on les ordonne
par ordre décroissant (A > Ay > --+).

(c) On considere la suite (eg Kxen- telle que, VK e IN*

K 00
= [ wCammdr-Y A= 3. A, (B.36)
D i=1 i=K+1

(d) Dans la suite précédente, on retient le plus petit K, noté Ky,;p, tel que :

e <€ f tr (Cg (7, 7)) d7, (B.37)
D
soit d’apres (B.36) :
Kmin
Y Aiz(1-8tr(Cy(r,7))drT. (B.38)

i=1
(e) On prend N = Kpjin.

Rappelons que les fonctions propres (f;) jew+ figurant dans (B.26), qui sont des €lé-
ments de LZRH (D,dT), sont non seulement deux a deux orthogonales mais sont égale-
ment normées, donc telles (fil fj)ra = 6l-j, Y (i,j) € N* x IN*. Or, la résolution du pro-
bléme spectral gouvernant ces valeurs et fonctions propres ne fournit pas, a priori,
des fonctions propres normées. En effet, un tel probleme s’écrit : trouver les couples
Ai, i) € Ry x Lan (D,dt), i=1,2,..., solutions de I'’équation de Fredholm de seconde
espece en (A, @) :

f Co(r,thorhdt' =Ae(x) , VTeED, (B.39)
D

et la résolution de ce probléme, si elle fournit bien des (¢;) ;ev+ deux a deux orthogo-
nales (du fait des propriétés de I'opérateur de covariance € et donc de Cg ), ne garantit
en aucun cas a ces fonctions d’étre normées. Il faut alors procéder a une normalisation
pour obtenir les (f;);ew+, qui sont donc données par :

ieIN*. (B.40)

Pi Qi
fi TE

il (@ilgi),

Le développement de Karhunen-Loéve d'un champ aléatoire & tel que celui consi-
déré jusqu’a présent est optimal au sens suivant. Soit ® '’ensemble de toutes les re-
présentations de & de la forme ug (7) + Z‘i’:l gi(1)v;(w), avec (g;)ie+ des fonctions
deux a deux orthogonales de LZ]Rn (D,dT) et (v;);en+ des variables aléatoires centrées
de L*(2, o/, P;R") telles que v; = [, <X (T,) — ua (7), fj(1) > dt, Vi e N* (la repré-
sentation de Karhunen-Loeve fait donc partie de ©). Soient N un entier fixé dans IN*,
® n 'ensemble constitué des N-approximations des éléments de ® (chaque élément
de ® y est donc de la forme pg (T) - Zé\i 1 8i(T)vi(w)) et €y I'ensemble des erreurs
quadratiques moyennes intégrées associées aux éléments de ® y (donc constitué des
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éléments de la forme fD X (T,0) — (ua (T) — Zﬁ.\il gi(T) vi(e))|l|?>dT). Alors, pour tout
N fixé dans IN*, le plus petit élément de €y est celui correspondant au développement
de Karhunen-Loéeve de &'

5. Si & est un champ aléatoire gaussien, alors les variables aléatoires (1;) e+ figurant
dans les développements (B.19) et (B.26) sont gaussiennes. Etant orthogonales et cen-
trées, elles sont donc mutuellement indépendantes. De plus, étant de variance unité,
elles constituent une famille (dénombrable) de copies indépendantes d'une variable
aléatoire gaussienne standard scalaire.

B.2.3 Calcul des valeurs et fonctions propres de 'opérateur ¢

Lorsque 'expression de la fonction de covariance du champ aléatoire & s’y préte (cas
tres rare en pratique), le calcul des valeurs et fonctions propres de I'opérateur de covariance
peut étre mené par voie analytique. Le plus souvent, toutefois, le calcul analytique n’est pas
possible et il faut alors recourir a une procédure numérique. Nous allons brievement exa-
miner ces deux approches, en nous appuyant pour illustrer notre propos sur un exemple
simple.

Rappelons (voir la remarque 3 de la section B.2.2) que le calcul des valeurs et fonctions
propres (A;, fi)iew+ de I'opérateur de covariance € d’'un champ aléatoire & = X (7,w) dé-
fini sur (£2,<¢,P), indexé sur D < R4, a valeurs dans R” et de fonction de covariance C 9, S€
fait en deux étapes :

1. OnrésoutI’équation intégrale de Fredholm en (A, ¢)
f Co(tr,T)()dTr=A0(T) , VTED. (B.41)
D

2. (Ai,@i)ien+ désignant les solutions de cette équation, on norme les (¢;) e+ (par rap-
portalanorme | ¢|;> del'espace de Hilbert L%n (D,dt) auquel appartiennent ces fonc-
tions) pour obtenir les (f;) e~ :

Pi @i

- _ ieN*. (B.42)
loilliz  (pilgp;)

fi

12
L2
L'exemple utilisé pour illustrer notre propos est celui d'un processus (et non d’'un champ)
aléatoire & = (% (1,9), 7 € D) défini sur (£2,7,P), indexé sur D € R, a valeurs dans R”,
avec d =1 (ce qui justifie que c’est un processus et non un champ), n =1 (ce processus est
donc scalaire), le domaine d’indexation étant I'intervalle fermé borné D = [—a, a] de R, avec
a un réel fini strictement positif. Ce processus est en outre du second ordre (i.e. VT € D =
[—a,al, Z(1,e) € L2(£2, o, P;R)), continu en moyenne d’ordre deux, gaussien, centré (i.e.
pa (1) =E[ZX (1,0)] =0, VT € D =[-a,al) et de fonction d’autocorrélation Cy : Dx D — R :
(11, T2) — Cor (11, T2) = E[Z (T2, ) X (11, #)], ayant pour expression :

|71 — 72l
b

ou b est un réel strictement positif fixé. Un tel processus peut étre vu comme 1’observation
sur D = [—a, a] d'un processus X = (X(1,e), T € R) défini sur ({2, 7, P), indexé sur R (et

C%(Tl;TZ):eXp(_ ) , V(t1,720)€EDXD, (B.43)

XIX
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non sur D), a valeurs dans R, du second ordre, gaussien, stationnaire, centré, continu en
moyenne d’ordre deux et de fonction de covariance Cq, : R x R : (71,72) = Ca(71,72)
ayant méme expression que Cg, mais avec ici (71, 72) parcourant R x R tout entier et non
limité au compact D x D comme pour Cg .

Le développement de Karhunen-Loéve de & et sa N-approximation associée Z s’ écrivent,
respectivement, V (7,w) € D x {2

X (t,0) = _Z\/A_ifi(r)m(w)

= (B.44)
InE,0) = Y VA [,

i=1

ou les (n;);ew+ sont des variables aléatoires gaussiennes standards scalaires indépendantes
etles (1;, fi)iew+ sont les valeurs et fonctions propres normées de I'opérateur de covariance
¢ de &, de noyau fonction la fonction de covariance Co- donnée par (B.43).

De plus, la fonction de covariance Cq;, et celle Cg;,, de X, admettent les représentations
suivantes :

Cor(r1,12) = Y Aifi(t)) fi(r2) , ¥ (11,72)€D XD

= (B.45)
Coy(T1,T2) = Y Aifi(xr) fixa) , V(11,72)€DxD.

i=1

Enfin, les couples (1, fi) e+ S'obtiennent en résolvant le probleme spectral (P) suivant :

1. Calculer les couples (A;, ¢;) e+ solutions de I'équation intégrale (B.41),

avec Cq donnée par (B.43).

(P) (B.46)

2. En déduire les (f;) e+ par (B.42).

B.2.3.1 Calcul analytique

Compte tenu de I'expression (B.43) de la fonction de covariance Co de &, la solution
exacte du probleme (P) ci-dessus peut étre calculée par voie analytique. Un simple calcul
montre, en effet, que les valeurs et fonctions propres normées de 'opérateur de covariance
de & s’écrivent, Vie IN*:

2¢ {7 est pai
, Siiestpair
w? + ¢
Aj= (B.47)
2¢c C .
= 5 sl estimpalr,
w;+c
cos(w; T) .. .
, Sl1estpair
+ sin(2 w; a)
a 2w;
fi®) =1 _ (B.48)
sin(w; 1) .. . .
— , Siiestimpair,
+ sin(2w; a)
a 2wW;
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avec: )
c==, (B.49)
b
et ot les (w;) e+ et les (w;) e+ sont les solutions respectives, rangées par ordre croissant
(ie.wy<wy<--- ; W) <w<---),des équations trigonométriques :
c—-wtan(wa) = 0
(B.50)
w+ctan(wa) = 0.

La figure B.1 montre I’évolution des fonctions i — A; et i — f; = (fi(7), T € [-a, a]) pour
i €{1,2,3,4}. Par construction, les (1;);ey+ décroissent lorsque i croit (il n’est donc pas né-
cessaire ici de les ordonner par valeurs décroissantes) et on peut voir que les oscillations des
(fi)iew+ augmentent avec i, résultats tout a fait conformes a ceux présentés dans [GS91] et
obtenues pour les valeurs suivantes des parametres a et b :

a=05 , b=1 (doncc=1). (B.51)

Toujours pour ces valeurs de a, b et c, les figures B.2, B.3 et B.4 montrent le graphe de la

0.8 : : : : : 2— : :
q — fi(7)
0.7 ] Lsl i fa(T) ]
S SR TN B M 1
0.6/ oo S ~= ]
0.5¢
~ 05
<04/ =
= o
0.3
0.2 ] -0.5
0.1F ] -1r
s 2 25 3 35 4 L3 |
1
(a) Valeurs propres A; (b) Fonctions propres f;(7)

FIGURE B.1 — Premiéres valeurs propres et premiers vecteurs propres, analytiques, de la fonction de
covariance Cq (11,T2) =exp (—|t; — 72|/b), avec —0.5<7,,72 <0.5et b=1.

fonction de covariance cible C¢ donnée par (B.43) (figure B.2) et celui de la fonction de co-
variance Cg;,, donnée par (B.45), pour N =4 (figure B.3) et N =10 (figure B.4).

Sur les figures B.3 et B.4 est également tracé le graphe de la fonction (7,72) — 6 n(71,72)
telle que, V (11,72) € [—a,a]l x [—a,a] :

ON(T1,T2) =Co (T1,72) — Cory (T1,T2) , (B.52)

et qui représente (pour N = 4 sur la figure B.3 et pour N = 10 sur la figure B.4) 1'évolu-
tion sur [—a,al x [—a, a] de I'écart algébrique (i.e. signé) entre la fonction de covariance
cible Cq- (i.e. celle de &) et la fonction de covariance approchée Cg;,, (i.e. celle de la N-
approximation X de & donnée par (B.44)). On peut remarquer sur les figures B.3b et

XXI
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0.06
= ~~ 0.04
& S
5 -
\t:: 5 0.02
3 3 o
8
T2 0.5 -05 T1 T2 05 -05 T1
(a) Fonction de covariance approchée (b) Erreur d’approximation

FIGURE B.4 — Approximation de la fonction de covariance Co (71,72) = exp (—|t1 — 72|/ b), avec —0.5 <
T1,T2 < 0.5 et b = 1, issue du développement de Karhnunen-Loeve analytique de & tronqué a 10
variables aléatoires (INV = 10).

B.4b que cet écart, que nous conviendrons d’appeler (abusivement) erreur d’'approxima-
tion, est maximal sur la diagonale principale de [—a, a] x [—a, al], i.e. sur le segment de droite
A={(t1,72) € [-a,a]l x [-a,a] : T1 = T2} et qu’il diminue, comme attendue, lorsque N aug-
mente. De plus, en dehors de 4, il présente des oscillations d’amplitudes beaucoup plus
petites que celles observées sur cette diagonale. Le comportement spécifique de cet écart
est bien connu des spécialistes de la question et n’est pas propre qu’au modele de fonction
de covariance considéré ici. Il s’observe en effet sur la plupart des modeles utilisés dans la
pratique.

Enfin, la figure B.5 montre, pour N =4 et N =10, I’évolution, en fonction de la longueur de
corrélation b, de l'erreur maximale d’approximation :

O™ = max On(11,72), (B.53)

(11,72)EDXD

avec D = [—a, a]. Lexamen de cette figure confirme tout d’abord le résultat précédent, a sa-
voir que, pour une longueur de corrélation fixée, plus N est grand, meilleure est 'approxima-
tion. On peut par ailleurs observer que, pour N fixé, 'approximation est d’autant meilleure
que la longueur de corrélation est grande, résultat bien connu des spécialistes de 1a modéli-
sation stochastique et que met en lumiére, dans un cas particulier, cette application.

B.2.3.2 Calcul numérique

Revenons a la résolution du probléme (P), et plus particulierement a la premiére étape
de la résolution, i.e. au calcul des couples (1;,¢;) e+ solution de I'équation intégrale (B.41),
en nous souvenant que dans cette équation Cy est la fonction de covariance d'un processus
X = (X (1,9), T € D), défini sur (2, «/,P), indexé sur D = [—a, a], a > 0, a valeurs dans R, du
second ordre, continu en moyenne d’ordre deux, gaussien, centré, et que cette fonction de
covariance a pour expression (B.43).

XXIII
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FIGURE B.5 - Evolution de l'erreur maximale d’approximation de la fonction de covariance
Co(11,T2) =exp(—|t1 —T2|/b), avec —0.5< 71,72 <0.5et b=1.

Pour procéder a cette résolution par voie numérique, on commence par limiter a N (entier
fini supérieur ou égal a 1 a choisir) le nombre de couples inconnus a déterminer. Il s’agit
donc de calculer les N couples (1, (pl-)ﬁ.\i ,» chacun devant vérifier I'équation intégrale (B.41),
i.e. étretelque, Vie{l,...,N}:

fDC&r(n,Tz)tpi(rz) dta—A;i@;(11)=0. (B.54)

On se donne (i.e. on choisit) ensuite une base hilbertienne (h;) ey de LIZR" (D, dr) et on écrit
chaque ¢; dans cette base. On obtient ainsi, pour tout 7 dans D et tout i dans {1,..., N} :

i)=Y al h(), (B.55)
k=1

o, Vie{l,...,N}, les (ag))kE]N* sont les composantes de ¢; dans la base (i) xen+. Partant
de 13, on adopte la stratégie suivante :

1. On approxime chaque ¢; par (pﬁ.v telleque, VT e D:

N

=Y al h(). (B.56)
k=1
2. Onpose,Vie(l,...,N}:
eV (1) :fD Ca(T1,72) @} (1) dT2 = A @} (1)) , VT1€D, (B.57)
soit encore, d’apres (B.56) :
. N
Q=Y a fD Co (11,72 hi(r2) dro = AN hi(r1)| , V71€D,  (B.58)
k=1

et on utilise la méthode de Galerkin pour déterminer les couples (AY,pM)¥ . Cette

est orthogonale dans

méthode consiste a écrire, Vi € {1,..., N}, que la fonction 85\?
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L%R(D, dT) au sous-espace vectoriel engendré par les fonctions de la base hilbertienne
tronquée (hk)fcvzl. On écrit donc, Vi € {1,..., N}, et en se souvenant que le produit sca-
laire de L%, (D, d7) a été noté (s|e) ;2 :

(e01ny) , =0, jet ., Ny, (B.59)

soit en explicitant, Vi € {1,..., N} :

N
Y]
k=1 D

jl; Co (11,72) hj(12) dT2

hj(Tl)dTl—M-VfDhk(Tl)hj(Tl)dTl =0,

(B.60)

l'indice j parcourant’ensemble fini {1,..., N}. Posant, V (i, j, k) € {1,..., N}3:
Cjk=f f Co (11,72) hj(11) hi(T2) dT1 dT2 (B.61)

D JD
Bjk:fD hj(t1) he(T1) dT1 (B.62)
Ai=al (B.63)
/lij:/lév5ij , (B.64)
et en introduisant les matrices carrées réelles N x N :

A=(Ax) , B=Bj) , C=(Cj) , A=), (B.65)

avec B et C symétriques et définies positives, le systeme d’équations (B.60) peut se
réécrire :

CA=ABA, (B.66)
équation matricielle ot les inconnus sont les matrices A et A et en laquelle on recon-
nait un probleme aux valeurs propres généralisé pour la résolution duquel on dispose
aujourd’hui d’algorithmes performants.

3. Une fois I'’équation (B.66) résolue et les solutions obtenues rangées par ordre déqrois—
sant des valeurs propres, on dispose de N familles (IN+1)-dimensionnelles (Af.v , ail e

a%)) qui ne sont autres que les approximations cherchées des N premieres solutions
exactes (Ai,(pi)ﬁ 1 de I'équation intégrale (B.41).
NyN

4. Ilnereste plus alors qu’a normer les fonctions (¢;");., pour obtenir les approximations
N

visées (A;, fN)N | des N premiers couples cibles (1;, fj)¥ |, avec :
N N
_ P _ P
loNlz  (@NleM)

ik — , i€{l,...,N}. (B.67)
L2

Pour le choix de la base hilbertienne (i) e+, beaucoup d’options sont possibles. On
peut, par exemple, opter pour des bases polynomiales [PHQ02,Réc08] ou des bases tri-
gonométriques [PHQO02]. On peut également utiliser des bases d’ondelettes [PHQO02].
Le choix de cette base est bien entendu fortement dépendant de ’ordre de troncature
N de la représentation approchée (B.56) des fonctions propres, ordre de troncature
qui, rappelons-le, doit étre égal a celui de la représentation de Karhunen-Loéve appro-

chée &'y du processus .



ANNEXE B. DEVELOPPEMENTS SPECTRAUX DE VARIABLES, PROCESSUS ET CHAMPS
ALEATOIRES

Pour illustrer cette approche numérique, nous utilisons le méme processus-modele que ce-
lui considéré dans la section précédente B.2.3.1, a savoir le processus & défini sur ({2, </, P),
indexé sur D = [—a, a], a valeurs dans R, du second ordre, continu en moyenne d’ordre deux,
gaussien, centré et de fonction de covariance Cq donnée par (B.43), avec a=0.5et b= 1.
Pour le calcul numérique des valeurs et fonctions propres de I'opérateur de covariance, nous
avons utilisé la méthode décrite ci-dessus en choisissant pour base hilbertienne de repré-
sentation des fonctions propres, une base d’ondelettes de Haar [PHQO02, Pho03], choix ayant
pour avantage de conduire a des matrices B et C creuses et par suite de faciliter grandement
la résolution du probleme spectral (B.66).

L'approximation numérique issue de ce calcul de la fonction de covariance Cy,, donnée par
(B.45) est notée Cq,,. Elle est telle que, V (11,72) e Dx D :

N
Cay (1,12 =Y AY [N(a2) [N (72). (B.68)
i=1

Nous noterons & y son écart algébrique 2 la fonction de covariance exacte (i.e. cible) Cy, tel
que, VY (11,72) €D x D :
ON(T1,T2) =Co (T1,72) — Cory (T1,72) , (B.69)

et que nous conviendrons d’appeler erreur d’approximation.
Les figures B.6 et B.7 montrent les graphes des fonctions Cq, et Sy, pour N=4 et N=10

respectivement. Par comparaison avec les résultats obtenus par voie analytique, on peut
constater la grande efficacité de la méthode numérique présentée.

0.15
—~ —
lc\\: a 0.1
— -
\F/ C 0.05
= ~—
zs S
-0.05
0.5
0.5
0 0
T 0.5 —0.5 5l T2 -0.5 0.5 a1
(a) Fonction de covariance approchée (b) Erreur d’approximation

FIGURE B.6 — Approximation de la fonction de covariance Cy (71,72) = exp (—|t1 — 72|/ b), avec —0.5 <
71,72 < 0.5 et b =1, issue du développement de Karhnunen-Loéve numérique de & tronqué a 4 va-
riables aléatoires (IN =4).
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Cxy (11, 72)

Ty 05 -05 T Ty 05 -05 T

(a) Fonction de covariance approchée (b) Erreur d’approximation

FIGURE B.7 — Approximation de la fonction de covariance Cy (71,72) = exp (—|t1 — 72|/ b), avec —0.5 <
71,72 < 0.5 et b =1, issue du développement de Karhnunen-Loéve numérique de & tronqué a 10
variables aléatoires (INV = 10).

B.3 Développement en polynomes chaos

Représentation trés utilisée dans le domaine du calcul stochastique, et notamment dans
certaines méthodes d’éléments finis stochastiques dédiées a la quantification des incerti-
tudes et a I'analyse de leur propagation, le développement en polyndémes chaos (on dit en-
core en polynomes de chaos ou en chaos polynomiaux) de variables et champs aléatoires est
basé sur la théorie du chaos homogene de Wiener [Wie38] et sur les travaux de Cameron et
Martin [RHC47]. Nous en rappelons quelques résultats ci-dessous, que nous utiliserons dans
les applications présentées dans le chapitre 7.

B.3.1 Chaos polynomial de dimension finie

Soit {£ i}ﬁ\i pNe IN*, une N-famille de variables aléatoires du second ordre gaussiennes
standards, définies sur ({2, </, IP), a valeurs dans R, mutuellement orthogonales (donc mu-
tuellement indépendantes car gaussiennes et centrées), et soit & la variable aléatoire gaus-
sienne standard définie sur ({2, «/,P) a valeurs dans R", telle que : { = ({1,...,¢{n). On note f;
sa densité de probabilité, qui s’écrit, Vy = (y1,..., yn) € RV :

2
fely) = exp _M) , (B.70)

@mN'2 ( 2

et qui n'est autre que la densité (par rapport a la mesure de Lebesgue sur (RY, %)) de la
mesure gaussienne canonique (i.e. standard) sur (R, %), densité pouvant se réécrire :

N N
Jely) = (® ffl-) =[]/, (B.71)

i=1 i=1
ou, Vie{l,...,N}, f¢, estla densité de probabilité de la iéme composante ¢; de &, telle que,

v Yi € R:
1 vz
(y;) = exp|——|1, (B.72)
f‘fz yl \/ﬁ p( 2 )
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expression en laquelle on reconnait la densité (par rapport a la mesure de Lebesgue sur
(IR, #Rr)) de la mesure gaussienne canonique sur (R, Rr) (Brn~ et Br désignant les tribus
de Borel respectives de RV et R).

Dans tout ce qui suit, on notera LfRK (2,4, P; f) 'espace de Hilbert des (classes de) variables
aléatoires du second ordre continues définies sur ({2, o7, P), a valeurs dans RX, K € N*, et de
densité de probabilité f : RX — R,. Revenant a la variable aléatoire &, on a donc, compte
tenu de cette notation :

EeLl (2,5,P;fp) . (B.73)

Pour tout entier p = 0, on désigne par T‘p (&) 'espace de tous les polynomes (aléatoires) en
¢ de degré total au plus égal a p et, pour p = 1, par I',(¢) le supplémentaire orthogonal de
f“p_l (&) dans fp (), i.e.le sous-espace de Tp (&) tel que :

I, =T, &el,®. (B.74)
Par densité, on a alors :
Lin (2,54, P; f) =P T:(®), (B.75)
ieIN

avec la convention To &) = f“o (&). Le sous-espace T'p (&) est appelé p"€ chaos homogeéne de
dimension p. 1l est constitué de tous les polyndmes aléatoires de degré p faisant intervenir
toutes les combinaisons possibles des composantes ¢; de &. De plus, toute base orthogonale

%Bp(&) de T‘p (&) est appelée chaos polynomial d’ordre p.

Toute variable aléatoire du second ordre X, définie sur ({2, </, P), a valeurs dans R, admet
alors une représentation en fonction des chaos polynomiaux qui s’écrit (Cameron et Mar-
tin [RHCA47]) :

N
ao o+ Y ai, I (&7,)

i1=1

X

N

i1
+ Z Z Qiyi, FZ ('fl'l’él'z) (B.76)

i1=1 ip=1

N 11 12
+ Z Z Z ai1i2i3F3(€i1’5iz’€i3)+""

i1=1ix=1 i3=1

ou dans cette écriture [, (6 i1 €Cigreeer§ i,,) doit étre interprété comme un polyndéme de la base
%, (&), chaque polyndome pouvant changer d’expression pour chacun des termes des multi-
sommations. Par exemple, pour un développement bidimensionnel (N = 2), la représenta-
tion (B.76) devient :

2
X = a0F0+Z a,-lfl(éil)
1
2 i1 h=
+ Z alllz FZ é‘ll!é‘iz)
1=1 ix=1
11 lz

2
+ Z Z“mm 5 (€iyr€iprEig) Fone

1:1 12:1 l =

~.
—
~.

~.
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Un point important de ce résultat est que la série du membre de droite de (B.76) converge
vers X en moyenne quadratique. On adonc, VN € IN* :

; 2
Ip-1

N 11
im B ||uoLo+-+ Y. Y oo Y @iyiyiy Dp (s €y )~ X

p—oe i1=1 =1 ip=1

=0. (B.77)

De plus, comme cette convergence est en moyenne quadratique, c’est aussi une convergence
en probabilité et en loi.

Ilimporte par ailleurs de noter que, par construction, dans le développement (B.76) les chaos
polynomiaux d’ordre strictement supérieurs a 0 sont centrés (i.e. d’espérance mathématique
nulle) et que tous les polyndmes sont mutuellement orthogonaux relativement a la mesure
gaussienne canonique.

Pour faciliter la manipulation des développements en chaos polynomiaux du type (B.76),
on peut réécrire leurs expressions sous une forme plus compacte obtenue en définissant
une relation univoque entre les fonctionnelles polynomiales (17;(e), j € IN) et de nouvelles
fonctionnelles polynomiales (¥, (¢), @ € IN) également appelées chaos polynomiaux. Le dé-
veloppement (B.76) prend alors la forme :

+00
X=) aa¥ (& , &=(1,&2,....EN), (B.78)

a=0

avec ¥y(§) = 1 par convention et ou les variables aléatoires ¥, (§) sont ordonnées par ordre
polynomial croissant. Dans un tel développement, la variable aléatoire vectorielle & porte le
nom de germe et les coefficients a, sont appelés modes stochastiques de X ou du développe-
ment en chaos polynomiaux de X.

B.3.1.1 Base polynomiale unidimensionnelle

Une facon simple de construire les polyndmes chaos N-dimensionnels est de procéder
par tensorisation partielle de polynémes unidimensionnels. On s’intéresse donc dans un
premier temps aux polyndmes d'une unique variable aléatoire ¢, avec ¢ gaussienne standard
définie sur ({2, o/, P), a valeurs dans R. Ces polyndémes chaos sont orthogonaux par rapport
a la mesure gaussienne canonique sur (R, 2pR) et constituent la famille bien connue des
polynémes de Hermite. On a ainsi pour les six premiers, et pour tout x € R :

To(x)=1 7 (x) = x , Py (x) =x*—1
(B.79)
Us(x)=x3-3x , Uu(x)=x*-6x*+3 , W(x)=x>-10x3+15x,
et la famille aléatoire (¥, (¢), a € IN) vérifie :
E (W@ Ws6)] =6ap E[V5(&)] , Y(a,p)eN?
(B.80)

E[P2(©®)]=a! , YaeN.

A titre d’illustration, les graphes des applications x — ¥, (x) sont représentés sur la figure B.8
pour xe[-3,3]eta=0,...,3.
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FIGURE B.8 — Graphes des applications x — ¥, (x), pour x€ [-3,3] et ¢ =0,...,3.

B.3.1.2 Base polynomiale multidimensionnelle

On co~nsidére maintenant le cas N-dimensionnel, avec N > 1, et on cherche a construire
le chaos I',,(§) a partir des polyndmes de Hermite sur IR : {H;};c. Rappelons que la variable
aléatoire N-dimensionnelle & = ({1,...,¢n) est gaussienne standard, de densité de probabi-
lité fz donnée par (B.71), et notons A(p) 'ensemble de multi-indices tel que :

i=1

N
/l(p):{y:(yl,...,yN)elNN:Zy,-:p}. (B.81)
Le péme chaos homogeéne de dimension N est alors construit comme suit :
_ N
I',(&) = vect H, ()¢ . B.82
(&) Yexl(p){g ¥i (fz)} (B.82)

Ainsi, dans le cas N =2, le développement (B.76) prend la forme :

X aoHo+ay Hi (1) + ax Hi (&)

+ apn Ho (1) + azy Hi(E2) Hi (&) + age Ha(S2) (B.83)
+ a1 H3(S1) + ap11 H1($2) Ha(S1) + ago1 Ha(S2) Hi(E1) ’
+ ap H3(S2) +...,
expression qui peut étre réécrite sous la forme condensée :
+00
X=) au¥a. &) , &=(1,8), (B.84)

a=1
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avec les relations de correspondance :

ap=ay (&) =Hy

a=ar Y1(&)=Hi (1)
ay=ay; ¥2(&)=H;({2)
az=ayn ¥3(&)=H>(S1)
as=az W) =H (&2) Hi(&1)

— B.
as=axy Ys5(&)=H>(¢>) (B.85)
as=ain Y& =H3(1)
a;=axn Y7(&) =H1(&2) Ha(&1)
ag=az Ys(&)=Hy(S2) Hi(S1)
dg=agy Y9(&)=H3(S>),
o, VxeR:
Hy=1 ) Hy(x)=x ) Hy(x)=x*>-1
(B.86)
Hy(x)=x3-3x , Hy(x)=x*-6x*+3 , Hs(x)=x>-10x3+15x.

On notera que I'ensemble de multi-indices (B.81) correspond a la tensorisation partielle de
la base polynomiale unidimensionnelle. On peut toutefois, pour certains problemes, avoir
recours a la tensorisation complete de cette base, et dans ce cas I’ensemble de multi-indices
a considérer est :

Ap)={y=(r1,....yn) eNV:y;<p, Vie{l,...,N}}. (B.87)
A titre d'illustration les graphes des applications (xi, x2) — Y4 (x1, X2) sont représentés sur
la figure B.9 pour (x1, xp) € [-3, 31%eta=0,1,...,5.
B.3.1.3 Développement en chaos tronqué

Considérons le développement en chaos polynomiaux de la variables aléatoire X, écrit
sous la forme condensée (B.78). Dans les applications pratiques, un tel développement doit
étre tronqué a un ordre polynomial fini p. Pour p fixé, la somme du membre de droite de
I’égalité (B.78) devient finie et on montre [GS91] qu’elle comporte P termes, avec :

N+ p)!
_WNEp) (B.88)
N!p!
Le développement (B.78) peut alors se réécrire :
P-1
X=Y) GaWa(§)+ep(&), (B.89)
a=0

ou &,(&) est une variable aléatoire définie sur ({2, </, P), a valeurs dans R, qui représente I'er-
reur de troncature et est donc logiquement indexée par p. D’apres (B.77), le développement
tronqué 25;01 aq ¥, (&) converge vers X en moyenne quadratique lorsque p, et donc P, tend
vers +oo. Par conséquent, cette erreur vérifie :

. 2 _
lim B [gp(z)] -0. (B.90)
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FIGURE B.9 — Graphes des applications (x1, x2) — Wy (x1, X2), pour (x1, x2) € [-3, 31%2eta=0,1,...,5.

On note Xp la variable aléatoire définie sur ({2, </, P), a valeurs dans R et du second ordre,
telle que :

P-1
Xp=) GaPa(&) , &=(1,....¢N). (B.91)
a=0

Cette variable aléatoire, appelée P-approximation de X, sera d’autant plus proche de X (en
moyenne quadratique) que P sera grand. Toutefois, compte tenu de la dépendance de P avec
p et N, cette approximation ne sera véritablement efficace, d'un point de vue pratique, que
si des valeurs modérées de p sont suffisantes pour approcher précisément X avec un germe
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¢ de taille N pas trop grande.

Notons que les développements (B.78) et (B.91) se généralisent sans difficulté au cas des va-
riables aléatoires vectorielles. Ainsi, si X est non plus une variable aléatoire scalaire, mais est
une variable aléatoire vectorielle (i.e. un vecteur aléatoire) a valeurs dans R”, alors (B.78) et
(B.91) tiennent encore, mais les coefficients a, (i.e. les modes stochastiques) de ces déve-
loppements sont cette fois des vecteurs de R’ et non plus des réels, les éléments de la base
principale restant quant a eux inchangés.

B.3.1.4 Chaos polynomiaux généralisés

La question qui vient naturellement a I'esprit lorsque I'on veut construire un dévelop-
pement en chaos polynomiaux tronqué est : pour une variable aléatoire donnée (i.e. de loi
connue), existe-t-il, parmi toutes les bases polynomiales orthogonales possibles, une base
principale, c’est-a-dire qui conduirait a une erreur de représentation minimale? La réponse
est bien évidemment oui. Par exemple, pour une variable aléatoire gaussienne scalaire, il est
facile de voir que la base des polynomes de Hermite est optimale puisque le développement
avec p =1 et N =1 fournit une représentation exacte. ce résultat peut en fait étre généralisé :
le développement optimal sera celui construit en choisissant pour base de projection une
base polynomiale orthogonale par rapport a la loi de la variable aléatoire considérée. Ainsi,
pour une variable aléatoire uniformément distribuée sur un intervalle borné de R, on choi-
sira une base polynomiale orthogonale par rapport a la loi uniforme sur [0, 1], c’est-a-dire
une base de polyndmes de Legendre; pour une variable aléatoire distribuée suivant une loi
Gamma, c’est une base de polynémes de Laguerre qu’il faudra utiliser, car elle est orthogo-
nale par rapport a cette loi; pour une variable aléatoire distribuée suivant laloi Beta, c’est ala
base des polynomes de Jacobi qu’il faudra se référer, etc. Plus généralement, Xiu et Karniada-
kis [XK02] ont montré que pour de nombreuses lois de probabilité, les familles associées de
polyndmes orthogonaux sont déterminées par le schéma de Askey [AW85]. Ces polynomes
sont appelés chaos polynomiaux généralisés (gPC). Le tableau B.1 donne la correspondance
entre quelques lois de probabilité (continues et discrétes) et les familles de polynémes ortho-
gonaux associées. Notons que dans le cas de variables aléatoires (et donc de lois de probabi-
lité) pour lesquelles on ne dispose pas d'une famille naturelle de polynémes orthogonaux, on
peut toujours construire numériquement la base polynomiale en ayant recours au procédé
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt [QGSS00]. On notera également que |'expression des
chaos polynomiaux multidimensionnels présente 'avantage de s’étendre naturellement au
cas ou le germe aléatoire & = (¢1,...,¢ n) est constitué de variables aléatoires ¢; mutuellement
indépendantes et de lois différentes.

Dans toute la suite, les développements en chaos considérés seront construits a partir de
bases polynomiales constituées de chaos polynomiaux généralisés. De plus, par souci de
simplification, des expressions, ces bases seront normalisées (ce que ’on peut toujours faire).
Nous ne manipulerons donc que des orthonormales, et par conséquent les relations (B.80)
devront dorénavant étre considérées sous la forme :

E[V2©]=1 , E[0@Ws@&)]=0ap , Y(apelN*. (B.92)
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TABLEAU B.1 - Lois de probabilité et familles de polynémes orthogonaux associées.

Loi de probabilité Polynome Support

Gaussienne Hermite ] — 00, oo
Gamma Laguerre [0, oo
Beta Jacobi [a, b]
Uniforme Legendre la, b]
Poisson Charlier {0,1,2,...}
Binomiale Krawtchouk {0,1,2,...,n}
Binomiale négative Meixner {0,1,2,...}

Hypergéométrique Hahn {0,1,2,...,n}

B.3.2 Construction des développements en chaos polynomiaux

Nous considérons d’abord le cas des variables aléatoires. Nous aborderons ensuite celui
des fonctions de variables aléatoires, puis terminerons par celui des champs aléatoires.

B.3.2.1 Cas des variables aléatoires
B.3.2.1.a Hypotheses, position du probléme

Nous nous limitons ici, sans perte de généralité, au cas des variables aléatoires scalaires.
Soit donc X une variable aléatoire définie sur ({2, </, IP), a valeurs dans R, du second ordre
et de loi Px connue, définie par sa fonction de répartition Fx. Une telle variable admet un
développement en chaos polynomiaux de la forme (B.78), avec & = ({1,...,¢{ ) définie sur
(£2,¢,1P), a valeurs dans RY, et nous supposons que les ¥, (&) sont des polyndmes chaos
généralisés (donc & n'est pas nécessairement gaussienne standard), la famille (¥, (£), a € IN)
étant orthonormale, donc vérifiant les relations (B.92). Nous supposons également, toujours
sans perte de généralité, que X est une variable aléatoire continue. Donc & est également une
variable aléatoire continue et nous notons f; sa densité de probabilité, supposée connue.
Il s’agit alors de calculer les coefficients a, (i.e. les modes stochastiques) du développe-
ment (B.78). Plusieurs méthodes sont disponibles dans la littérature pour effectuer ce cal-
cul. Nous en avons retenu deux dans ce travail : I'une basée sur une technique de projec-
tion [PPS02,XK02, Pho03], 'autre sur une procédure de régression [[su99, MHRO03]. Nous en
rappelons briévement les principes ci-apres.

B.3.2.1.b Calcul des modes stochastiques
Calcul par la méthode de projection

Pour calculer les coefficients a, du développement (B.78) a 'aide de cette méthode,
on commence par projeter orthogonalement la variable aléatoire X donnée par (B.78) sur
chaque élément de la base orthonormale (¥, (£), a € IN). Compte tenu de (B.78) et (B.92), on
obtient, Va e IN :

Ao =E XV ()] . (B.93)

XXXIV



ANNEXE B. DEVELOPPEMENTS SPECTRAUX DE VARIABLES, PROCESSUS ET CHAMPS
ALEATOIRES

Reste alors a évaluer chaque d, par un calcul Monte-Carlo basé sur (B.93). Pour tout a € IN
et tout entier fini M suffisamment grand, une M-estimée Monte-Carlo ﬁgf de a, est ainsi
donnée par :
v 1 Mo .
al=— Z D, &V, (B.94)
M ]:1

ot (x, 1< j<M)et (&7, 1=<j< M) sontdes M-échantillons numériques de réalisations
simulées de X et &, respectivement.

Dans le cas ot1 N =1, donc ou1 & est une variable aléatoire scalaire (£ sera alors notée ¢ dans
ce cas), une autre formulation des coefficients d, peut étre obtenue, basée sur I'égalité en
loi : Fx(X) = F¢(£), dans laquelle Fx et F¢ sont les fonctions de répartition de X et ¢ respecti-
vement, et ol Fx(X) = Fx o X et F¢(¢) = Fr o¢. En effet, de cette égalité en loi on tire :

X =Fx(F:($), (B.95)
ou Fy est I'inverse généralisée de Fy, tel que, Vu € [0, 1] :
Fy(u)=inf{xe R:Fx(x)=u}. (B.96)
Portant alors (B.95) dans (B.93), il vient, Va € IN :
do =T [Fy (F:(9) a@] (B.97)

d’oul'on tire, d’apres la définition de I'espérance mathématique sous une loi :

a'a:fRF);(Ff(y))%(y)ﬁ(y)dy , VaeN, (B.98)

ou f¢ est la densité de probabilité de la variable aléatoire ¢. Notons que dans le cas ou la
fonction de répartition Fx est strictement monotone et continue, son inverse généralisée Fy
coincide avec son inverse classique F ;(1. Le calcul de l'intégrale (B.98) requiert généralement
I’emploi d'une méthode numérique, soit de type Monte-Carlo ou quasi Monte-Carlo, soit de
type quadrature déterministe (méthode de Gauss par exemple).

Calcul par la méthode de régression

Cette méthode est basée sur 'emploi conjoint d’'une technique des moindres carrés et
d’'une méthode de Monte-Carlo. On pourra en trouver un exposé détaillé et des applications
dans les références [Isu99, MHRO03]. On s’intéresse ici a la P-approximation Xp de X donnée
par (B.91) et on cherche a évaluer les P modes stochastiques d,, 0 < @ < P — 1, de cette
approximation. Soit Eé 'erreur quadratique moyenne d’approximation (i.e. de troncature),
telle que (voir les équations (B.89) et (B.90)) :

p-1 2
Ej=E (X— Y Zza%(z)) l : (B.99)
a=0

La méthode est alors basée sur la stratégie suivante :
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1. Soient (x\, 1< j<M)et (E(j), 1 < j < M) des M-échantillons de réalisations simulées
des variables aléatoires X et &, respectivement, avec 1V = X(w i f(j) =é(wj), wj €
2,V je{l,...,M}. On notera que, puisque ces deux variables aléatoires sont de lois
connues, leur simulation numérique est toujours possible.

2. Soit eg I'estimée de Eé associée a ces échantillons numériques. En utilisant I'estima-
teur empirique de 'espérance mathématique, elle s’écrit :

2

1 M . P-1 .
eg=77 2 (¥ = X Gl . (B.100)
j:l a=0

3. Il s’agit alors de minimiser cette estimée par rapport aux coefficients d,, 0<a <P -1,
ce qui conduit a écrire les P conditions du premier ordre :

X
6eQ )

Tous calculs faits, et apres réarrangement, on obtient le systeme linéaire suivant :

0, a=0,...,P-1.

M M M
Y BN WHEY) Y BED) Tp_ €V Y xV €W

j=1 j=1 ao j=1

o)) gyp_l(f(j))

Q
b

Il
—

M .. . . M .. o
Y Up 1@ WED) o Y Wp ) Tp_ (V)
j=1 j=1 J

(B.101)
qui est un systeme cramérien symétrique P-dimensionnel dont la résolution fournit
les valeurs cherchées, notées @/, 0 < @ < P -1, des modes stochastiques @y, 0 <
a< P-1.

B.3.2.1.c Post-traitement

La P-approximation Xp de la variable aléatoire X une fois construite, il importe de confron-
ter cette P-approximation a la cible X. Cela se fait classiquement en comparant les quelques
premiers moments et la densité de probabilité de Xp aux caractéristiques correspondantes
de X. Il est donc nécessaire d’établir les expressions des caractéristiques statistiques concer-
nées de Xp.

Pour les moments de cette approximation, on choisit généralement sa moyenne px, = £[Xp],
sa variance 0'§(P = E[(Xp — ux,)?], son coefficient d’asymétrie ¢x, = U;(i E[(Xp — ux,)’] et
son coefficient d’aplatissement k x,, = 0};{ E[(Xp — x,)*]. Un simple calcul a partir de (B.91)
montre que ces caractéristiques ont pour expressions :

L, = do (B.102)
P-1
0%, =Y (B.103)
a=1
1 P-1P-1P-1
o= B0 U, () Gadpdy (B.104
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Kxp=— E %o (§) V5 (E)Wy (§)Ws ()] dadpty s . (B.105)

Dans certains cas, par exemple si X est une variable gaussienne (donc ¢ est gaussienne stan-
dard et les polynémes ¥, sont des polyndmes de Hermite normalisés), le calcul des espé-
rances mathématiques peut étre entierement mené par voie analytique et on dispose alors
d’expressions analytiques explicites exactes pour ces grandeurs. Dans la plupart des cas,
toutefois, leur calcul exact n’est pas possible et on est alors contraint de recourir a 'emploi
d'un procédure numérique (de type Monte-Carlo, quasi Monte-Carlo ou quadrature déter-
ministe) pour les évaluer avec une précision raisonnable.

Pour le calcul des la densité de probabilité de Xp, on proceéde par simulation numérique et
estimation statistique. Plus précisément, on commence par construire un M-échantillon nu-
mérique (& @W1< j < M) de réalisations simulées de la variable aléatoire &, avec & D =&w i
w;j €2,V jell,..., M}, duquel on déduit par (B.91) un M-échantillon (x}()]), 1<j<M)deréa-
lisations de Xp, avec xg) =y Pl G, wEY), v jefl,...,M}. Puis, a partir de cet échantillon,
on estime la densité de probabilité de Xp en utilisant, soit '’estimateur empirique classique
d’une telle caractéristique, soit un estimateur a noyau [Sil86].

B.3.2.2 Cas des fonctions de variables aléatoires

B.3.2.2.a Hypotheses, position du probleme

Dans tout ce qui suit, nous nous limiterons encore (toujours sans perte de généralité) au
cas des variables aléatoires scalaires. Soit donc X une variable aléatoire définie sur ({2, </, P),
a valeurs dans R, du second ordre, de loi Px connue définie par sa fonction de répartition
Fx, et soit g une fonction mesurable de R dans R, de domaine de définition contenant le
support de Py et telle que la variable aléatoire :

Y=goX:=g(X), (B.106)

définie sur ({2, o/, P), a valeurs dans R, soit du second ordre. On cherche alors a construire
un développement en chaos polynomiaux de Y, de la forme :

Y=) 8a¥al®), (B.107)
a=0

ol (¥, (&), a € IN) est une famille orthonormale totale donnée de polyndmes chaos générali-
sés de germe & (variable aléatoire définie sur ({2, </, P), a valeurs dans RN et de loi donnée,
choisie dans le respect de la propriété d’orthonormalité de cette famille). Comme précé-
demment, nous retiendrons deux méthodes pour le calcul des modes stochastiques g, : la
méthode de projection et la méthode de régression.

B.3.2.2.b Calcul des modes stochastiques
Calcul par la méthode de projection

La base (¥, (£), a € IN) étant donnée, il s’agit de calculer les modes stochastiques g, du
développement (B.107) en projetant successivement |’égalité (B.107) sur chaque élément de
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cette base. On obtient ainsi, Va € IN :
8a=E[Y ¥ (8)], (B.108)
soit, d’apres (B.106) :
ga=E[g(X)¥(&)] . (B.109)

Chaque coefficient g, est alors évalué par un calcul Monte-Carlo basé sur (B.109). Pour tout
a € IN et tout entier fini M suffisamment grand, une M-estimée Monte-Carlo g% de g, est
ainsi donnée par :

1

M . o
i Y gaMw, &V, (B.110)

=i

8 =

ot (x, 1< j<M)et (&Y, 1< j< M)sontdes M-échantillons numériques de réalisations
simulées de X et &, respectivement.

Dans le cas ou N = 1, donc ol & est une variable aléatoire scalaire, que nous noterons ¢,
une autre formulation des coefficients g, peut étre obtenue en tenant compte de I'égalité en
loi (B.95). En effet, introduisant cette égalité dans (B.109), il vient, Va € IN :

8a=E[g(Fx(F:(&)) Y], (B.111)

expression que 1'on peut réécrire, d’apres la définition de '’espérance mathématique sous
une loi :

fg“a:fR(F;((Fg(y)))lpa(y)]}(y)dy , YaeN, (B.112)

ou nous rappelons que F; et f; sont la fonction de répartition et la densité de probabilité de
la variable aléatoire ¢, et que Fy est I'inverse généralisée de la fonction de répartition Fx de
X. Le calcul de l'intégrale (B.112) doit en général étre effectuée par voie numérique, soit en
ayant recours a une méthode de Monte-Carlo ou de quasi Monte-Carlo, soit en utilisant une
méthode de quadrature déterministe (par exemple la méthode de Gauss).

Calcul par la méthode de régression
On s’'intéresse ici a la P-approximation Yp de Y, donnée par :
P-1
Yp=) 8a¥ald), (B.113)

a=0

pour laquelle on veut calculer les P modes stochastiques g5, 0 < a < P — 1. On introduit a
cette fin I'erreur quadratique moyenne d’approximation :

P-1 2
Eng =k [(g(X)— > %%(E)) ] , (B.114)
a=0

p-1 2
Y- Z ga L-Da(f))
a=0

et on utilise la procédure suivante :

1. Soient (x\, 1< j<M)et (E(j), 1 < j < M) des M-échantillons de réalisations simulées
des variables aléatoires X et &, respectivement.
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2. Soit eg I'estimée numérique (associée a ces échantillons) de I'erreur Eé . Elle est don-

née par :
2

1 M ) pP-1 _ .
e0=77 2 (86 = X BalalD)| . (B.115)
j:]_ a=0
3. Les valeurs cherchées des coefficients g,, 0 < a < P — 1, sont alors celles qui mini-
misent eg. Ce critere conduit a écrire les P conditions du premier ordre :

08a

desquelles on tire le systéme linéaire symétrique cramérien P-dimensionnel :

M . . M . . M . .
Y BENWE) Y B &) Ip_ €Y - Y gy
]:1 ]:1 gO ]:1
& () () - () ) gf;—l N ()
Y Up 1 (€N TEY) o D Wp @) WUp 1Y) Y g wp_ (V)
j=1 j=1 j=1

(B.116)
dont la solution {gy , 0 < a=<P -1} estlafamille des valeurs cherchées de modes sto-
chastiques g5, 0<a < P-1.

B.3.2.2.c Post-traitement

Il s’agit ici d’estimer numériquement la moyenne py, = I£[Yp], la variance 0 =E[(Yp -
pyp)z], le coefficient d’asymétrie ¢y, = U}g El(Xp—u XP)3] le coefficient d’aplatlssement Kyp =
a;ﬁ El(Xp—p XP)4] et la densité de probabilité y — fy,(y) de la P-approximation Yp, don-
née par (B.113), de la variable aléatoire Y = g(X).

En tenant compte del’orthonormalité conjointe des différentes variables aléatoires (¥, (§), a =
0,...,P— 1), un simple calcul a partir de (B.113) montre que les quatre premieres caractéris-
tiques ont pour expressions :

Ky, = 8o (B.117)
0%, = Z (B.118)
CYp="—3~ Z Z Z E[Wa (§)¥s(&) ¥y (&) §a8s8y (B.119)
Yp a=1 : :1
1 P-1P-1P-1P-1
Ky, = E[W, ()¥s(&) Wy (§)Ws(E)] 82858185 - (B.120)

Les espérances mathématiques figurant dans (B.119) et (B.120) peuvent étre calculées ex-
plicitement dans quelques cas particuliers (notamment dans le cas gaussien), mais doivent
en général etre évaluées numériquement a 'aide de techniques appropriées (méthodes de
Monte-Carlo, de quasi Monte-Carlo, de quadrature déterministe).

XXXIX




ANNEXE B. DEVELOPPEMENTS SPECTRAUX DE VARIABLES, PROCESSUS ET CHAMPS
ALEATOIRES

Pour I'’estimation de la densité de probabilité de Yp, on procéde par simulation numérique et
estimation statistique. Autrement dit, on commence par construire un M-€échantillon numé-
rique (Y, 1 < j < M) de réalisations simulées de la variable aléatoire &, duquel on déduit le
M-échantillon numérique correspondant (y(j 1< Jj < M) de Yp, avec yl(,j) = Zi;ol S W(ED),
VY je{l,...,M}, et enfin, a partir de cet échantillon et en utilisant un estimateur approprié
(par exemple a noyau), on estime la densité cherchée.

B.3.2.3 Cas des champs aléatoires
B.3.2.3.a Hypotheses, position du probléme

On se limite ici, sans perte de généralité, au cas de champs aléatoires scalaires (i.e. a
valeurs dans RR), que I'on regardera, en accord avec leur définition classique, comme des
familles infinies de variables aléatoires (scalaires dans notre cas) indexés par un parametre
d-dimensionnel T assujetti a parcourir un sous-ensemble (généralement compact) D de R¢
(avec éventuellement D = R?), o1 d est un entier fini supérieur a 1.

Soit (X' (T,e), T € D) un champ aléatoire défini sur ({2, </, P), indexé sur D < R4, a valeurs
dans R (i.e. VT € D, Z (T, *) est une variable aléatoire définie sur ({2, &/, P), a valeurs dans R)
et supposons satisfaites les hypothéses suivantes :

H1l. & estdusecond ordre (i.e. VT € D, la variable aléatoire & (t, o) est du second ordre) ;

H2. &% est continu en moyenne d’ordre deux sur D, i.e.:

VTeD, lim B[ (z,s)-Z (T, +)*]=0;
T—7
H3. & est presque stirement a trajectoires continues sur D.

Alors, sous ces hypotheses, Z admet un développement en chaos polynomiaux qui s’écrit,
VteD:

+00
Z(t,0) = Z Ao (T) Ve ((9)), (B.121)
a=0

ol (Y4 (€(e)), a € IN) est une famille orthonormale totale de polyndmes chaos généralisés, de
germe & = (¢1,...,¢y) défini sur ({2, </, P), a valeurs dans RN et de loi donnée (choisie dans
le respect de la propriété d’orthonormalité mutuelle des polynéme§ chaos de la famille), et
oll, Va € N, T — @, () est une application de D dans R appelée a®*™€ mode stochastique
du champ &'.

Une P-approximation Zp = (Xp(t,e), T € D) du champ & peut étre déduite du développe-
ment (B.106) par troncature de ce dernier a 'ordre P — 1. Elle s’écrit, VT € D :

P-1
Xp(T,0)= ) Aa(T)Pu(&()), (B.122)
a=0
et on a le résultat suivant :
vreD , lim E[(% (r,%) - Zp(T,9)?] =0. (B.123)
—+00
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Le champ (¥ (7, ¢), T € D) étant donné, construire un développement en chaos polynomiaux
de ce dernier revient ainsi a construire une base orthonormale de polynomes chaos géné-
ralisés (¥, (&(e)), a € IN) puis, relativement a cette base, a calculer les modes stochastiques
aq = (ag(7), T € D) de ¥ . Bien entendu, le choix de la base (¥, (&(e)), @ € IN) n’est pas unique.
Il doit toutefois tenir compte de la loi de &, de la dimension d du parametre d’indexation T
et du fait que la base doit étre orthonormale par rapport a la loi du germe &. Pour le calcul
des modes stochastiques, les méthodes de projection et de régression peuvent a nouveau
étre utilisées.

B.3.2.3.b Calcul des modes stochastiques
Calcul par la méthode de projection

Comme 1’égalité (B.121) est, pour tout 7 fixé dans D, une égalité (en loi) de variables
aléatoires, la méthode de projection décrite dans la section B.3.2.1 s’applique directement
au champ & et on obtient, VT e D :

Ay =E[X (T,9) W (&())] , Vael. (B.124)

L'évaluation de ces coefficients se fait alors par un calcul Monte-Carlo basé sur (B.124). Pour
tout a € IN et tout entier fini M suffisamment grand, une M-estimée Monte-Carlo Zig/[ =
(@ (1), T € D) du mode stochastique @, = (G, (T), T € D) est ainsi obtenue par :

M
aM(r) = L Y V@ w,EY) , vreD, (B.125)

ot xV =(xV (1), reD), 1<j<M) et (&,1<j<M) sontdes M-échantillons numériques
de réalisations simulées du champ aléatoire & et de la variable aléatoire &, respectivement.

Dans le cas ou d =1 (donc ou & est un processus aléatoire scalaire, T sera alors noté 7 dans
ce cas) et N =1 (donc ot le germe & est une variable aléatoire scalaire, que nous noterons
alors ¢), une autre formulation peut étre obtenue pour les modes stochastiques, basées sur
I’égalité en loi :

F%(T)(%(T,O),T):Fg(f(ﬂ) , VteD, (B.126)

ol Fg-(1)(e,7) estla fonction de répartition de la variable aléatoire & (1) = & (7, ). En effet,
notant F;L,( - (e,7) I'inverse généralisée de cette fonction, tel que :

Fo (1,7 =inf{xeR:Fymn(x,7)=u} , VYuel0,1]. (B.127)

On tire de (B.126) :
X () =Fyq (Fe@,7) , V1eD, (B.128)

relation qui permet de réécrire (B.124) sous la forme :
Go(®) =B [Fy ) (Fe©,7) Wa@)| , V(@neNxD, (B.129)

laquelle peut encore s’écrire, d’aprés la définition de I'’espérance mathématique sous une
loi:
Gg(T) :f]R oy (Fe),T) Ya) fe(ndy , V(a,1)eNxD (B.130)
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ol nous rappelons que F; et f; sont la fonction de répartition et la densité de probabilité de
la variable aléatoire ¢. Pour tout 7 fixé dans D, le calcul de chaque coefficient a, (7) via (B.130)
peut étre effectué soit en utilisant une méthode de Monte-Carlo (ou de quasi Monte-Carlo),
soit en ayant recours a une méthode de quadrature numérique déterministe (comme, par
exemple, la méthode de Gauss).

Calcul par la méthode de régression

On s’'intéresse ici a la P-approximation de & donnée par (B.122) et on cherchera a cal-
culer ses P modes stochastiques d, = (dq(T), T € D), 0 < a < P —1. Comme, pour tout T fixé
dans D, I’égalité (B.122) est une égalité (en loi) de variables aléatoires, la méthode de régres-
sion décrite dans la section B.3.2.1 fonctionne également pour le champ &', en convenant
(comme nous I'avons fait jusqu’a présent) de regarder celui-ci comme une famille infinie de
variables aléatoires indexées par T € D. Son application a I'observation Xp(t) = Zp(7,*) de
Z'p pour tout T dans D, conduit alors au résultat suivant : la famille

des modes stochastiques de Zp peut étre approximée par la famille
{a =@y, reD),0<sa<P-1}

solution du systeme linéaire cramérien symétrique P-dimensionnel :

M . .. M . . M .. .
Y BEDY%EY) Y %ED)Y U V) ~ Y D@ wpEY)
J=1 Jj=1 ao(T) =1
& ;') () & ('.) () 5P—'1 (T) S ) | )
Y Up 1 ENRED) o Y Up @) Ep V) Y x @ wp_ €Y
j=1 j=1 j=1

(B.131)
dans lequel (x) = (x(r), T € D),1 < j < M) et (£,1 < j < M) sont des M-échantillons
numériques de réalisations simulées du champ aléatoire & = (¥ (t,¢), T € D) et de la va-
riable aléatoire &, respectivement. La détermination de ces modes, qui sont des fonction de
T, requiert donc la résolution de (B.131) pour tout 7 fixé dans D. Bien entendu, en pratique
la résolution est effectuée par un famille finie de points T} de D, qui sont généralement
les nceuds du maillage de D (ou d'une partie de ce maillage) utilisé pour la simulation du
champ &

B.3.2.3.c Post-traitement

On s’intéresse ici aux caractéristiques statistiques suivantes de la P-approximation Zp
de &', donnée par (B.122) :
sa moyenne
T— pa,(T) =E[ZXp(T)],

sa variance
T— 0%, = BI%p(T) - o, (1)1,
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son coefficient d’asymétrie
T— Co, (1) =05 BI(Zp(T) - pa, (1))°],
son coefficient d’aplatissement
T— K5, (T) =05 BIXp(T) — o ()],
sa fonction de covariance
(T1,T2) — Cop (71, T2) = E[(ZXp(T1) — pap (T1)) (Xp(T2) — pap (T2))],

et la densité de sa loi finidimensionnelle d’ordre un en {r} (pour 7 fixé dans D), c’est-a-dire
la densité x — fa7,1)(x,T) de la loi de la variable aléatoire & (t), pour 7 fixé dans D. Un
simple calcul a partir de (B.122) montre que les cinq premieres caractéristiques ont pour
expressions :

Uarp = Go(T) (B.132)
P-1
0§g}, = Z afx(r) (B.133)
a=1
| R G
C%P_UT Z Z Z [V (§)Wp(E) Wy (8) aq (T)ap(T)ay (T) (B.134)
2p a=1 p=1 y=1

Karp = —— Wy (E)W5(&) Wy (E)Ws(8)] dg (1) dp(1) Gy (D)@ (1) (B.135)

P-1
Corp (T1,T2) = ), Ga(T1) da(T2). (B.136)

a=0
Pour le calcul de la densité de probabilité x — fo,(r)(x,T) de la variable aléatoire Xp(T)
(pour 7 fixé dans D), on utilise la méme stratégie que celle exposée a la section B.3.2.1. Au-
trement dit, on commence par construire un M-échantillon numérique (', 1 < j < M)
de réalisations simulées de la variable aléatoire &; on en déduit ensuite via (B.122), le M-

échantillon numérique correspondant (foj), 1 = j = M) de la variable aléatoire Zp(7) =

Xp(T,e), avec x(]) ZP dq(T) Ll'/a(‘r(j)), Vj e {l,...,M}; enfin, a partir de cet échantillon,
on estime la densr[e f%P(T)(',T) en utilisant, soit I'’estimateur empirique classique, soit un
estimateur a noyau.

B.3.2.4 Cas des fonctions de champs aléatoires

B.3.2.4.a Hypotheses, position du probleme

Nous nous limiterons ici, sans perte de généralité, au cas des champs aléatoires scalaires.
Soit donc ¥ = (¥ (1, ), T € D) un champ aléatoire défini sur ({2, </, P), indexé sur D < R4,
a valeurs dans R, du second ordre et de loi supposée connue. Soient en outre : (1) (x,T) —
g(x,T) une fonction de R x D dans R, de fonction partielle associée x — g(x, T) mesurable
pour tout T dans D, et (2) % = (% (t, ), T € D) un champ aléatoire défini sur ({2, </, P), indexé
sur D, avaleurs dans R, telque, VT € D :

W(t,o)=8 (X (1,),7) . (B.137)
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On suppose que, pour tout T fixé dans D, le domaine de définition de la fonction x —
g(x,7) : R — R contient le support de la loi de la variable aléatoire & (t, ) et que cette
fonction est telle que la variable scalaire % (t, ») soit du second ordre. On cherche alors, sous
ces hypothéses, a construire un développement en chaos polynomiaux de % de la forme :

Y(T,9)=) 8a(T)Wu(&(s)) , VT ED, (B.138)
a=0

ol (¥4 (&(e)), @ € IN) est une famille orthonormale totale donnée de polynomes chaos gé-
néralisés de germe & (variable aléatoire définie sur ({2, </,P), a valeurs dans RN et de loi
donnée).

Comme, pour tout T fixé dans IN, I'égalité (B.138) est une égalité (en loi) de variables aléa-
toires, les méthodes de projection et de régression exposées dans la section B.3.2.2 sont en-
core utilisables ici pour le calcul des modes stochastiques g, (t), pour tout 7 fixé dans D.
Nous en rappelons brievement le principe ci-apres.

B.3.2.4.b Calcul des modes stochastiques
Calcul par la méthode de projection

La base (¥, (&(e)), a € IN) étant donnée (i.e. connue), cette méthode consiste a projeter
orthogonalement I'égalité (B.138) sur chaque élément de cette base. On obtient ce faisant,
compte tenu de 'orthonormalité mutuelle des variables aléatoires ¥, (£) :

Su(@)=E¥ (T, )¥(&())] , V(a,T)eNxD, (B.139)

soit, d’apres (B.137) :
S =E[g( X (r,9), 1) V()] , V(a,T)eNxD. (B.140)
Compte tenu de cette expression, chaque coefficient g, (r) peut alors étre évalué par une

méthode de Monte-Carlo. Pour tout @ € IN et tout entier fini M suffisamment grand, une
M-estimée Monte-Carlo g (t) de g,(t) s'obtient ainsi par :

M . .
gjx”(r):]\%Zg(x(f’(r),r)%({(ﬂ) , VteD, (B.141)
=1

ott (x = (xW(x), TeD), 1< j<M)et (&Y, 1< j< M) sontdes M-échantillons numériques
de réalisations simulées du champ aléatoire & et de la variable aléatoire &, respectivement.

Dans le cas o d =1 (donc ou & et % sont des processus aléatoires scalaires, T sera alors
noté 7 dans ce cas) et N =1 (donc ol le germe ¢ est une variable aléatoire scalaire, que nous

noterons alors ¢), larelation (B.140) peut étre réécrite sous une forme plus explicite. En effet,
introduisant I’égalité en loi (B.128) dans (B.140), il vient :

% =E|g(Fyq (F©,7),7) @] , Vi@neNxD, (B.142)
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expression que 1'on peut réécrire, d’apres la définition de '’espérance mathématique sous
une loi:

gu(1) = fR g (Fggm (F,g(y),r),r) Vo) fr(pdy , VY(a,1)eNxD (B.143)

ou F¢ et fr sont la fonction de répartition et la densité de probabilité de la variable aléatoire
¢, etF, . (e, 7) estl'inverse généralisée de la fonction de répartition Fo (1) (¢, T) de la variable
aléatoire X (1) = X (1, ). Pour tout 7 fixé dans D, le calcul a partir de (B.143) de chaque co-
efficient g, () pourra étre effectué soit a I'aide d'une méthode de Monte-Carlo (ou de quasi
Monte-Carlo), soit a 'aide d’'une méthode de quadrature numérique déterministe.

Calcul par la méthode de régression

On consideére ici la P-approximation de %p = (%p(7,), T € D) du champ %, telle que,
VteD:
p-1
Y(T,0)=) &mVl() , VTeD, (B.144)
a=0
dans laquelle les chaos polynomiaux ¥, (&(e)), 0 < a < P — 1, sont connus et on cherche a
déterminer les P modes stochastiques g, = (g4(7), T € D), 0 < @ < P — 1, de cette approxi-
mation.La résolution de ce probleme est immédiate en se référant aux résultats de la sec-
tion B.3.2.1, de la section B.3.2.2 et de la section B.3.2.3. En effet, nous basant sur ces résul-
tats, il est aisé de montrer que la famille

{82=@.(r), TeD),0<a<P-1}
des modes stochastiques de %p peut étre approximée par la famille
{§§/’:(§§4(r), TeD), 0sasP—1}

solution du systeme linéaire cramérien symétrique P-dimensionnel suivant :

M . . M . . M . .
Y BENY%EY) Y BEDY U D) - Y gV @), 1) %EY)
j=1 j=1 8o(7) j=1
.- .(') ) .- ('-) () g’P—.l () S )
Y Up @) WED) o Y p (&) Tp_1(EV) Y g @, 1)1V
=1 j=1 j=1

(B.145)
dans lequel xW = V), TreD),1< j < M) et (E(j), 1 < j < M) sont des M-échantillons
numériques de réalisations simulées du champ aléatoire & = (Z'(t,¢), T € D) et de la va-
riable aléatoire &, respectivement. Pour déterminer ces modes, qui sont des fonction de 7,
on est ainsi conduit a résoudre (B.145) autant de fois que le nombre de points T a consi-
dérer dans D pour décrire correctement chaque mode, ces points coincidant généralement
avec les nceuds (ou une partie des nceuds) du maillage de D utilisé pour la simulation du
champ &
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B.3.2.4.c Post-traitement

Comme pour la P-approximation Xp de & (voir la section B.3.2.3), la P-approximation
%p donnée par (B.144) du champ % défini par (B.137), nous nous intéressons aux caracté-
ristiques statistiques suivantes :
sa moyenne

T— U, (T) =E[@p(T)],

sa variance
rT— Ugf/p =E[(@p (1) - pa, (1)1,

son coefficient d’asymétrie

T— 6, (T) =05 BI@p(T) - tay, (1)1,
son coefficient d’aplatissement

T— Ke, (T) = O'éé E[(@p(T) - pa, @1,
sa fonction de covariance

(T1,T2) — Ca;, (71, T2) = E[(@p(T1) — pay, (T1)) (@p(T2) — pay, (T2))],

et la densité de sa loi finidimensionnelle d’ordre un en {r} (pour 7 fixé dans D), c’est-a-dire
la densité y — fa, ) (), T) de la loi de la variable aléatoire % (t), pour 7 fixé dans D. Un

simple calcul a partir de (B.144) montre que les cinq premiéres caractéristiques ont pour
expressions :

U, = 8o(T) (B.146)
p-1
0, = Zl g1 (B.147)
a=
1 pP-1P-1P-1
Cap=—=— 2 2, 2 ElWa@P&)¥ () ga(®)gp(T)8y(T) (B.148)
%Yp a=1 p=1 y=1
1 P-1P-1P-1P-1
Kayp = —— Y ElWa (&5, (§)T5(8)] 8a(T) 8p(T) gy (T) 85 (T) (B.149)
Ogp a=1 p=1 y=1 5=1
p-1
Cop(T1,T2) = ) da(T1) Ao (T2). (B.150)
a=0

Pour le calcul de la densité de probabilité y — fa, 1) (), 7) de la variable aléatoire %p ()
(pour T fixé dans D), on procéde comme dans les sections B.3.2.1, B.3.2.2 et B.3.2.3 : on
construit un M-échantillon numérique (t\, 1 < j < M) de réalisations simulées de la va-
riable aléatoire & ; on en déduit, via (B.144), le M-échantillon correspondant ( y(] ), l<j=<M)
de la variable aléatoire %p(T) = %p(T, ), avec y;)]) = Zg;ol 8a(T) ¥y (), Vjedl,...,M}; en-
fin, a partir de cet échantillon, on estime la densité fa, ) (e, T), soit en utilisant I'’estimateur
empirique classique, soit un estimateur a noyau.
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B.3.3 Quelques applications numériques

Afin de juger de 'efficacité de la méthode de représentation par polyndomes chaos, plu-
sieurs exemples ont été traités, mettant en jeu aussi bien des variables aléatoires que des
processus et champs aléatoires. Nous présentons dans cette section quelques résultats is-
sus de cette étude, concernant quatre variables aléatoires et deux processus aléatoires. Pour
ces deux classes de grandeurs aléatoires, I'efficacité de la méthode est jugée a travers la ca-
pacité de la représentation approchée qu’elle fournit de chaque grandeur a restituer avec
une précision satisfaisante certaines caractéristiques statistiques (moyenne, variance, coef-
ficients d’asymétrie et d’aplatissement, densité de probabilité, pour les variables aléatoires;
moyenne, variance, densité d’une loi finidimensionnelle d’ordre un en un point de D, pour
les champs aléatoires) de la grandeur cible correspondante.

B.3.3.1 Application a des variables aléatoires

Nous considérons ici quatre variables aléatoires scalaires du second ordre : une variable
gaussienne, une lognormale, et une uniforme et une variable fonction d'une variable lognor-
male. Les trois premieéres sont notées X, la quatrieme Y, et chacune d’elles est approximée
par son développement en chaos polynomiaux tronqué. Donc, chaque variable aléatoire X
est approximée par une variable aléatoire Xp représentée par un développement de la forme

(voir la section B.3.2.1) :
pP-1

Xp=)_ GqPa(&), (B.151)
a=0

ol la base orthonormale (¥, (&), a € IN) est a choisir en fonction de la loi de X. Pour le cal-
cul des modes d,, 0 < @ < P —1, nous avons utilisé les deux méthodes présentées dans la
section B.3.2.1, a savoir la méthode de projection et la méthode de régression. Rappelons
que I'ordre du développement P est lié a I'ordre polynomial p via la formule (B.88) dans la-
quelle N est la dimension du germe aléatoire £. Comme pour les trois variables aléatoires X
considérées ici, N = 1, on aura donc P = p + 1. Quant a la variable aléatoire Y, qui est telle
que Y = g(X), ou X est une variable aléatoire lognormale et g une application mesurable
donnée de R} dans R, elle est approximée par une variable aléatoire Yp représentée par un
développement en chaos tronqué de la forme (voir la section B.3.2.2) :

P-1
Yp=) Za¥ald), (B.152)
a=0

ol la base orthonormale (¥, (€), a € IN) est a choisir en fonction de la loi de la variable aléa-
toire X sous-jacente, P est toujours donné par la formule (B.88), avec N = 1, donc encore égal
a p+ 1 et ou nous avons a nouveau utilisé les méthodes de projection et de régression pour
calculer les modes g4, 0<a <P -1, de Yp.

B.3.3.1.a Variable gaussienne

On considere ici une variable aléatoire X gaussienne, de moyenne ux = 2 et de variance
ag( =1, donc de coefficient de variation  x = 0.5. En remarquant que cette variable peut

0 o o
s'écrire : X = ux +o0x X =2+ X, avec X gaussienne standard, il est naturel (et optimal) de
choisir pour les polynomes ¥, (¢) de la représentation approchée (B.151) de X les polynomes
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de Hermite normalisés unidimensionnels. Le germe ¢ est alors dans ce cas une variable aléa-
toire gaussienne standard scalaire, que nous noterons ¢. Nous avons donc effectué ce choix
et, sur la base de celui-ci, construit 'approximation Xp de X pour deux valeurs de 'ordre p :
p=1,donc P =2 (développement al’ordre 1) et p =2, donc P =3 (développement a I'ordre 2),
avec, en utilisant dans chaque cas (i.e. pour chaque ordre retenu) les méthodes de projection
et de régression pour le calcul des modes stochastiques d,, 0 < @ < P—1, de Xp. Les résultats
de cette expérience numérique sont résumés, d’'une part dans le tableau B.2 ou sont com-
parées les caractéristiques statistiques px,, ox,, ¢x,, Kx, de Xp, aux caractéristiques cibles
correspondantes px, 0x, Gx, Kx de X, et d’autre part sur la figure B.10 qui compare le graphe
de la densité de probabilité de Xp a celui, cible, de la densité de probabilité de X.

TABLEAU B.2 — Comparaison des caractéristiques statistiques px,, 0 x,, ¢x,, Kx, de Xp, aux caracté-
ristiques cibles correspondantes ux, ox, ¢x, kx de X, pour X ~ A4 (2,1).

Caractéristiques exactes Ux Ox Cx Kx
2.0000 1.0000 0.0000 3.0000
Caractéristiques approchées  pux, OXxp CXp KXp
Projection (ordre 1) 2.0000 1.0000 0.0000 1.0000
Projection (ordre 2) 2.0000 1.0000 0.0000 3.0000
Régression (ordre 1) 2.0000 1.0000 0.0000 1.0000
Régression (ordre 2) 2.0000 1.0000 0.0000 3.0000
0.4 ~ 0.4} ~
L 0357 ,’: A L, 035 ,.' \
8 025t | [—Cible S 025t | [—Ccible
= { |-==Projection (ordre p=1) N J | == -Projection (ordre p =2)
; 0.2r : Régression (ordre p = 1) g 0.2r f Régression (ordre p = 2)]]
2015 / \- 2015 / \
) / A =) / 4
0.1 { \ 0.1 / \
I LY i [Y
0.05f / \ 0.05+ / \
—"’I ‘\~— i 0 L ‘,// L 1 I ““— "
6 ~4 -2 0 2 4 6 8

(@) Ordre p=1 (b) Ordre p=2

FIGURE B.10 — Comparaison de la densité de probabilité approchée a la densité de probabilité cible,
pour X ~ A (2,1).
Lensemble de ces résultats confirme ce que 1'on était en droit d’attendre dans ce cas (i.e.

compte tenu du choix effectué de la base polynomiale), a savoir que toutes les approxi-
mations obtenues coincident avec les grandeurs cibles exactes des I'ordre un. En effet, un
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simple calcul a partir de la formule (B.98) montre que :
do=px=2 , @=1 , de=0,YVa=2. (B.153)

Par conséquent, (B.121) s’écrit, VP =2

Xp=ap¥(§) + a1 (S) . (B.154)
Or, les ¥, () étant des polyndmes d’Hermite normalisés :

Pp@)=1 , ¥"@)=¢, (B.155)
d’ou, en portant (B.122) et (B.124) dans (B.123) :

Xp=2+¢ , YP=2, (B.156)

avec ¢ gaussienne standard. Il en résulte que Xp = X pour tout P = 2 et donc pour tout p = 1
(carici P = p+ 1, comme mentionné plus haut). Il n’est donc pas étonnant que les résultats
numériques obtenus confirment cette égalité a travers les grandeurs statistiques estimées,
et ce pour tous les développements d’ordre supérieur ou égal a un.

B.3.3.1.b Variable lognormale

On considére maintenant une variable aléatoire X lognormale, de moyenne uyx = 2, et
de variance ai( =0.36, donc de coefficient de variation 6 x = 0.3. En remarquent qu’une telle

o 0]
variable peut s’écrire : X =exp(m + o Z), avec Z gaussienne standard et m, o données par :

tix
\/1+6%

il est naturel (bien que non optimal ici) de choisir pour les polynémes ¥, () de la représen-
tation approchée (B.121) de X, les polynomes de Hermite normalisés unidimensionnels. Le
germe & est alors dans ce cas une variable aléatoire gaussienne standard scalaire, que nous
noterons ¢. Nous avons donc opté pour cette solution, et sur la base de celle-ci, construit
I’approximation Xp de X pour plusieurs ordres polynomiaux, allant de 'ordre un (i.e. p =1,
donc P =2) jusqu’'al’ordre cinq (i.e. p =5, donc P = 6). De plus, dans chaque cas les méthodes
de projection et de régression ont été utilisées pour le calcul des modes stochastiques de Xp.
Les résultats de cette application sont résumés, d'une part dans le tableau B.3, o1 sont com-
parés les caractéristiques statistiques x,, 0x,, Sxp» Kx, de Xp, aux caractéristiques cibles
correspondantes ux, 0, ¢x, kKx de X, et d’autre part sur la figure B.11 qui compare, pour les
développements a |'ordre deux et trois, le graphe de la densité de probabilité de Xp a celui,
cible, de la densité de probabilité de X.

m=1In =0.6501 , o=4/In(1+6%)=0.2936, (B.157)

L'examen de ces résultats montre tout d’abord que, a ordre de développement donné, les
méthodes de projection et de régression conduisent toutes deux aux mémes valeurs des ca-
ractéristiques statistiques px,, 0 x,, Cxp, Kx, (elles fournissent en fait les mémes valeurs des
modes stochastiques, ce qui explique cela). On peut également constater que les valeurs
cibles exactes de ces caractéristiques (i.e. les valeurs de uy, ox, ¢x et Kk x) sont atteintes des
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TABLEAU B.3 - Comparaison des caractéristiques statistiques px,, 0x,, ¢x,, Kx, de Xp, aux caracté-
ristiques cibles correspondantes py, ox, ¢x, Kx de X, pour X ~ £.A4(2,0.36).

Densité de probabilité

e e 2o o 2
[ S =N

o
=

2

= = =Projection (ordre p=1) |
Régression (ordre p=1)

(@) Ordre p=1

g
=N

4
93

I
w

Densité de probabilité
S
~

e
[}

o
=

(=)

Caractéristiques exactes Ux Ox Cx Kx
2.0000 0.6000 0.9270 4.5659
Caractéristiques approchées  pux, O Xp SXp KXp
Projection (ordre 1) 1.9988 0.5705 0.0000 1.0000
Projection (ordre 2) 2.0000 0.5989 0.8170 3.2262
Projection (ordre 3) 2.0000 0.6000 0.9196 4.3637
Projection (ordre 4) 2.0000 0.6000 0.9267 4.5470
Projection (ordre 5) 2.0000 0.6000 0.9270 4.5646
Régression (ordre 1) 1.9988 0.5705 0.0000 1.0000
Régression (ordre 2) 2.0000 0.5989 0.8170 3.2262
Régression (ordre 3) 2.0000 0.6000 0.9196 4.3637
Régression (ordre 4) 2.0000 0.6000 0.9267 4.5470
Régression (ordre 5) 2.0000 0.6000 0.9270 4.5646
T T 0.8 T T T
—Cible —Cible
0.7 ’A“ = = =Projection (ordre p = 2) |

Régression (ordre p = 2)

(b) Ordre p=2

FIGURE B.11 — Comparaison de la densité de probabilité approchée a la densité de probabilité cible,

pour X ~ £.A4(2,0.36).

le premier ordre pour px,, dés le troisieme ordre pour o x,, dés le cinquiéme ordre pour ¢,
et qu’elles ne sont pas tout a fait atteintes a 1’ordre cinq pour x x,. On retrouve la un résultat
tout a fait logique, et qui peut d’ailleurs se justifier théoriquement : pour le calcul des mo-
ments d'une variable aléatoire a partir d'un développement en chaos tronqué de cette der-
niere, 'ordre de troncature a choisir pour atteindre une précision donnée est une fonction
croissante de 'ordre du moment a évaluer, la vitesse de croissance étant fortement dépen-
dante du choix de la base polynomiale. Il est important de noter que cet ordre de troncature
a choisir pour atteindre une précision donnée, dépend aussi du coefficient de variation de
la variable aléatoire cible a approcher. Concernant la densité de probabilité, on voit sur la
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figure B.11 qu’elle est insuffisamment approximée a |’ordre un mais que son approximation
est tout a fait correcte a I'ordre deux. Afin de ne pas surcharger cette figure, nous n’avons
pas représenté les graphes des approximations aux ordres trois, quatre et cing, qui sont tous
d’excellente qualité.

B.3.3.1.c Variable uniforme

On consideére ici une variable aléatoire uniformément distribuée sur l'intervalle [1,2],
donc de moyenne px = 1.5, de variance ai =0.0833 et de coefficient de variation 6 x = 0.1925.
En remarquant qu’une telle variable peut s’écrire : X =1.5+ 0.5 U, avec U une variable aléa-
toire uniforme sur [—1, 1], il est naturel (et optimal) de choisir pour les polynomes ¥, (e) de
la représentation (B.121) de X, les polyndmes de Legendre normalisés. Le germe ¢ est alors
dans ce cas une variable aléatoire scalaire uniforme sur [-1, 1], que nous noterons ¢. Nous
avons donc effectué ce choix et , sur la base de celui-ci, construit 'approximation Xp de X
pour deux valeurs de |'ordre polynomial p : p=1, donc P =2 (développement a I'ordre 1) et
p =2, donc P =3 (développement a I'ordre 3), en utilisant dans chaque cas les méthodes de
projection et de régression pour le calcul des modes stochastiques d,, 0 <a < P -1, de Xp.
Les résultats de cette application sont résumés, d'une part dans le tableau B.4, o1 sont com-
parés les caractéristiques statistiques px,, 0x,, Sx,, Kx, de Xp, aux caractéristiques cibles
correspondantes Ly, 0x, Gx, Kx de X, et d’autre part sur la figure B.12 qui compare le graphe
de la densité de probabilité de Xp a celui, cible, de la densité de probabilité de X.

TABLEAU B.4 — Comparaison des caractéristiques statistiques px,, 0 x,, ¢x,, Kx, de Xp, aux caracté-
ristiques cibles correspondantes ux, ox, ¢x, kx de X, pour X ~%([1,2]).

Caractéristiques exactes Ux Ox Cx Kx
1.5000 0.2887 0.0000 1.8000

Caractéristiques approchées  pux, OXxp Cxp KXp
Projection (ordre 1) 1.5000 0.2887 0.0000 1.0000
Projection (ordre 2) 1.5000 0.2887 0.0000 1.8000
Régression (ordre 1) 1.5000 0.2887 0.0000 1.0000
Régression (ordre 2) 1.5000 0.2887 0.0000 1.8000

L'ensemble de ces résultats confirme ce que 1'on était en droit d’attendre dans ce cas (i.e.
compte tenu du choix adopté de la base polynomiale), a savoir que toutes les approximations
obtenues coincident avec les grandeurs cibles exactes dés |’ordre un. En effet, un simple cal-
cul a partir de la formule (B.98), dans laquelle les ¥, (¢), a € IN, sont maintenant les poly-
nomes de Legendre normalisés et ¢ est uniforme sur [—1, 1], montre que :

3 1
dy=— , a1=—— , dg=0,Va=2. (B.158)
V2 V6 ¢
Par conséquent, (B.151) s’écrit,V P =>2:
Xp=ap W)+ a1V (S). (B.159)
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FIGURE B.12 — Comparaison de la densité de probabilité approchée a la densité de probabilité cible,
pour X ~%([1,2]).

Or, les ¥, () étant des polyndmes de Legendre normalisés :

1 3
H)=— , Ep()=¢j , (B.160)
0(¢ 7 1(¢ 25
d’ot, en portant (B.158) et (B.160) dans (B.159) :

Xp=15+05¢ , VP=2. (B.161)

Comme ¢ est uniforme sur [—1, 1], il en résulte que Xp = X pour tout P = 2 et donc pour tout
p =1 (carici P = p+ 1, comme vu plus haut). Il n’est donc pas surprenant que les résultats
numériques obtenus confirment cette égalité a travers les grandeurs statistiques estimées,
et ceux pour tous les développements d’ordre supérieur ou égal a un.

B.3.3.1.d Fonction d’'une variable aléatoire lognormale

On s’intéresse ici a la vitesse de propagation v au sein d'un cable coaxial de section cir-
culaire. Désignant par u la perméabilité magnétique du milieu, par ¢y la permittivité du vide
et par ¢, la permittivité relative du diélectrique, cette vitesse est donnée par :

1
VHENES .

On suppose que les grandeurs p et £p sont connues avec précision, mais que, par contre,
la permittivité ¢, est fortement entachée d’'incertitude, et on prend ce fait en considération
en modélisant cette grandeur par une variable aléatoire X lognormale de moyenne uy et de
variance 03( données. Dans ces conditions, la vitesse v est aussi une variable aléatoire, que
nous noterons désormais Y et qui est telle que :

V= (B.162)

Y=g(X), (B.163)

*

ou g est'application de R dans R telle que, Vxe R} :

K
gx)= (B.164)

ﬁ ’
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avec K la constante strictement positive donnée par :

1
VEg

On cherche alors a approximer Y par une variable aléatoire Yp représentée par un dévelop-
pement en chaos tronqué de la forme (B.152). En remarquant que X peut s’écrire :

K=

(B.165)

]
X:exp(m+UZ) ) (B.166)

o
ol Z est une variable gaussienne standard et ou m et o sont données par :

—EX | o=\/n(1+6%) , ox=EX, (B.167)
\/1+6% X

il est alors naturel de choisir pour les polynomes ¥, (¢) de la représentation (B.152) les poly-
nomes de Hermite normalisés unidimensionnels, le germe & étant dans ce cas une variable
gaussienne standard scalaire, que nous noterons ¢. Nous avons donc opté pour cette situa-
tion et, sur la base de ce choix, construit 'approximation Yp cherchée de Y en considérant
plusieurs ordres polynomiaux (i.e. les valeurs de p = P — 1), depuis 'ordre un (i.e. p =1, donc
P =2) jusqu’a l'ordre quatre (i.e. p =4, donc P =5). Nous avons en outre dans chaque cas,
calculé les modes stochastiques g,, 0 < a < P—1, de Yp al’aide des méthodes de projection
et de régression. On observe au passage que I’on aurait pu formuler le probléme directement

m=In

o
en fonction de la variable gaussienne standard Z. en effet, compte tenu de (B.163), (B.164)
et (B.166), Y peut s’écrire :

Y=exp|ln-2-2 7
= exp 2 27)
(0] o
soit encore, puisque In(K) — % - % Z etIn(K) — % + %Z sont deux variables gaussiennes iso-
nomes : .
Y=G(2), (B.168)
avec G l'application de R dans R telleque, Vze R :
m o
G(2) = exp (1n(1<) -5t z) . (B.169)

Cette nouvelle formulation justifie ainsi pleinement le choix de la base des polyndmes de
Hermite normalisée unidimensionnels pour construire la représentation de Yp. Elle permet
en outre de voir que Y est elle-méme une variable lognormale et d’en déduire les expressions
exactes de tous ses moments. En effet, de (B.168) et (B.169) on tire :

Y=exp(2), (B.170)
o
ol Z =In(K) — 7 + § Z est une variable gaussienne de moyenne pz et de variance UZZ telles
que:

'uZ:In(K)—% = In(K(1+8%)"" ux"?), (B.171)
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T m(aesy)").

o5, (B.172)

Il en résulte que Y estlognormale de moyenne py et d’écart-type oy donnés par :

2
{1y = exp (pz+%) = Kpd?(+6%)"", (B.173)
o, 5 _1/2 213/8 o 1/4
Oy =exp ,uz+7 Vexpoz)—1 = Kuy'*(1+6%) (1+6%) " —1. (B.174)
De plus, ses coefficients d’asymétrie ¢y et d’aplatissement x y s’écrivent :
sv=(exp(0%)+2)\Jexp(02)-1 = ((1+8%)" +2)/(1+63)"" -1,  (®175)
Ky =exp(40%) +2exp(30%) +3exp(20%)-3 = 6%+2(1+6%) +3(1+6%)"*-2.
(B.176)

Cette application a été effectuée avec les valeurs suivantes des parametres y, €g, Ux et 0 x =

Ux/,llxl
1

367 x 109
Les résultats obtenus sont résumés, d'une part dans le tableau B.5, ol1 sont comparées les
caractéristiques statistiques py,, 0y,, Syp, Ky, de Yp, aux caractéristiques cibles correspon-
dantes uy, oy, ¢y, Ky de Y, et d’autre part sur la figure B.13 qui compare, pour les dévelop-
pements a l'ordre deux et trois, le graphe de la densité de probabilité de Yp a celui, cible, de
la densité de probabilité de Y.

p=4nx10"" , & , ux=21 , 8x=0.1. (B.177)

TABLEAU B.5 - Comparaison des caractéristiques statistiques ty,, 0y,, Sy, Ky, de Yp, aux caractéris-

tiques cibles correspondantes py, oy, Gy, Ky de Y.

Caractéristiques exactes Uy Oy Cy Ky
2.0779x 108 1.0370x 107 0.1498 3.0399

Caractéristiques approchées Hyp Oyp Syp Kyp
Projection (ordre 1) 2.0779x 108 1.0355x 107 0.0000 3.0000
Projection (ordre 2) 2.0779x10% 1.0370x 107 0.1493 3.0374
Projection (ordre 3) 2.0779x10% 1.0370x 10° 0.1498 3.0398
Projection (ordre 4) 2.0779x10% 1.0370 x 10’ 0.1498 3.0399
Régression (ordre 1) 2.0779x 108 1.0355x 107 0.0000 3.0000
Régression (ordre 2) 2.0779x 108 1.0370x 107 0.1493 3.0374
Régression (ordre 3) 2.0779x10% 1.0370x 10° 0.1498 3.0398
Régression (ordre 4) 2.0779x10% 1.0370 x 10° 0.1498 3.0399

LIV



ANNEXE B. DEVELOPPEMENTS SPECTRAUX DE VARIABLES, PROCESSUS ET CHAMPS

ALEATOIRES
N -
4x10 ‘ ‘ ‘ ‘ 4x10 ‘
e 7N\
7\ / \
3.5 -\ 35 -\
/ \‘ / \‘

3 l \ ,] \

\

\

N
W

LY
—Cible
= = =Projection (ordre p =2) p

Régression (ordre p = 2)
Y g

N
n

1
—Cible
== =Projection (ordre p=1) j

Régression (ordre p = 1)
) d

—_
W
T

&
Densité de probabilité
3]

Densité de probabilité
N

—_
T
~—
’4
—_
T
~—
-

\ J L
0.5 / \

o
[
\N
P
/
\
/
/

(@) Ordre p=1 (b) Ordre p=2

FIGURE B.13 — Comparaison de la densité de probabilité approchée a la densité de probabilité cible.

A l'instar de 'exemple traité précédemment concernant également une variable aléatoire
lognormale, I'examen de ces résultats amene aux conclusions suivantes : (1) a ordre de dé-
veloppement donné, les méthodes de projection et de régression fournissent les mémes va-
leurs des approximations py,, 0y,, Gy,, Ky, de Yp des caractéristiques cibles uy, oy, ¢y, Ky
(résultat découlant du fait que ces deux méthodes fournissent les mémes valeurs des modes
stochastiques); (2) les valeurs exactes de ces caractéristiques sont atteintes des 1’'ordre un
pour uy,, dés I'ordre deux pour ovy,, deés l'ordre trois pour ¢y, et dés 'ordre quatre xy,,
constat illustrant le résultats de convergence bien connu selon lequel, pour I'estimation des
moments, la vitesse de convergence est une fonction décroissante de I'ordre du moment.
Remarquons au passage que la convergence est plus rapide dans cet exemple que dans celui
traité précédemment. Ceci tient au fait que le coefficient de variation de la variable aléatoire
lognormale X considéré précédemment est beaucoup plus grand que celui de la variable
aléatoire Y considéré dans cet exemple (6 x = 0.3, 6y = 0.05). Concernant la densité de pro-
babilité, on peut constater sur la figure B.13 qu’elle est suffisamment approximée a 1'ordre
un. Les graphes des approximations aux ordres trois et quatre de cette densité n’'ont pas été
représentés sur cette figure afin de ne pas la surcharger. Ils montrent toutefois qu'une excel-

lente approximation est atteinte des I'ordre trois.

B.3.3.2 Application a des processus aléatoires

Nous considérons ici deux processus aléatoires scalaires du second ordre : un processus
lognormal stationnaire &, donc indexé sur D = R (le parameétre d’indexation 7 sera alors
noté 7 dans ce cas), et un processus lognormal % fonction d'un processus lognormal sta-
tionnaire par I'intermédiaire d’'une application mesurable g : R — R.. Notant encore &
le processus lognormal stationnaire dont dépend %/, nous avons ainsi I'égalité :

W (T,0)=8(X(1,9)) . (B.178)
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Ces deux processus seront approximés respectivement par des processus Xp et %p repré-
sentés par des développements en chaos tronqués de la forme :

P-1
XZp(T,0)=) Go(T)Va&(e)) , VTER, (B.179)

a=0

P-1
Wp(1,9)= ) Ga@Val(s) , VTER, (B.180)

a=0
dans lesquels les polyndmes ¥, (), 0 < a < P —1, sont les P premiers polynémes de Hermite
normalisés et le germe & est une variable aléatoire gaussienne standard a valeurs dans R",
avec N a choisir. Pour le calcul des modes dy = (dg (1), T€eR) et g4 = (a(1), TER),0<a <
P —1, nous utiliserons a nouveau conjointement la méthode de projection et la méthode de
régression.

B.3.3.2.a Processus lognormal

Nous considérons ici un processus lognormal stationnaire & = (¥ (7, ), T € R) défini sur
(£2,44,P), indexé sur R, a valeurs dans R}, donc completement caractérisé par la donnée
de sa moyenne (constante) pg = E[Z (1,9)] € R} et de sa fonction de covariance Cy : R —
R:u— Coq(uw) = E[(Z (T + u,*) — ug) (X (1,) — ug)l. Pour cette application, I’expression
suivante de Cq a été choisie :

ng:ugzg (exp (ln(1+62%) cos(mw)-1) , VueR, (B.181)
et les caractéristiques g et 04 ont été fixées aux valeurs suivantes :
pe=2 , 62=03, (B.182)
0 désignant le coefficient de variation du processus &, tel que :

_oz _(CxO)'?

Sx (B.183)
Hax Hax
Notons que ce processus peut s'écrire, VT € R :
o
X, =exp|n| —LZ |+ /In(0+62)Gw,9 |, (B.184)

\/1+6%

o o
ol G = (G(t,), T € R) est un processus gaussien stationnaire défini sur ({2, o/, P), indexé sur
R, a valeurs dans R, de moyenne nulle, de variance unité et de fonction d’autocorrélation

C& R—R:u— C&(u) = E[g}(r +u,e) é(r, ¢)] donnée par:
Cé(u):cos(n u , VrtelR, (B.185)
un tel processus pouvant s’écrire (mais cette représentation n’est pas unique), V7 € R :
&(T, o)=Z(e) cos(mT) — Zy(e) sin(w 1), (B.186)
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ou les Z; et Z, sont des variables aléatoires gaussiennes standards scalaires indépendantes
définies sur ({2, </, P).

La qualité de I'approximation Zp de &', donnée par le développement tronqué (B.179), a été
testée a travers :

1. d’une part, la proximité de sa moyenne pg;, et de son écart-type o g, par rapport aux
caractéristiques (cibles) correspondantes g et oo de &, proximités mesurées par les
erreurs relatives d’approximation :

P :‘u%—u%p
Ha Uar

p |0~ 02
’ 0‘3{_

; (B.187)
Ox

2. d’autre part la proximité de sa fonction de covariance u— Cq, (1) par rapport a celle
(cible) u — Cq (u) de &', proximité jugée par comparaison des graphes de ces fonc-
tions;

3. et enfin, la proximité de sa densité de probabilité marginale d’ordre un x — fg, (x)
(i.e.la densité de la loi — indépendante de 7 par stationnarité — de la variable aléatoire
ZXp(1) =Zp(1,), T € R) par rapport a la caractéristique (cible) correspondante x —
far(x) de &, proximité également jugée par comparaison des graphes.

Les résultats obtenus sont résumés, d'une part dans les tableaux B.6 et B.7, o1 sont données
les valeurs des erreurs relatives d’approximation sur la moyenne (sﬁ %) et I'écart-type (85 %),
calculées pour quatre ordres polynomiaux: p =1,2,3,4, et d’autre part sur la figure B.14 et la
figure B.15, o1 sont comparés les graphes de la fonction de covariance u — Cgq, (1) et de la
densité de probabilité marginale d’ordre un x — fg, (x) du processus approximant Xp aux
graphes des caractéristiques (cibles) correspondantes u— Cq (1) et x — fa (x) de X

Rappelons que la fonction de covariance cible u — Cgq (1) est donnée par (B.181). Quant a
la densité de probabilité cible x — fg-(x), étant celle d'une observation quelconque % (1)
du processus lognormal stationnaire & (de moyenne g et de variance ai, = Cg(0)), donc
d’une variable aléatoire (indépendante de 7) lognormale, de moyenne pg et de variance 02%,
elle a pour expression :

1 1 (In(x) — m)?
f%(X):\/Eg;eXp(_T)]lRi(X) , VxelR, (B.188)
avec .
m=In| —== , o=y/In(1+6%) , by=—t. (B.189)

Jieh o

Pour le calcul de la moyenne, de la variance et de la loi marginale d’ordre 1 du proces-
sus, nous nous sommes ramenés au cas des variables aléatoires (principe de parcimonie).
En effet, comme le processus & est stationnaire, ces grandeurs sont indépendantes de T,
car relatives a la variable aléatoire & (t) pour tout 7 fixé dans R, et la loi de cette variable
aléatoire est indépendante de 7. Donc pour ces calculs, le germe & est scalaire. Par contre,
pour le calcul de la fonction de covariance de &, qui elle, dépend de la loi des couples
(X @), X (1)), V(,j) € NxN, la méthode de décomposition en chaos généralisés a été
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appliquée, et dans ce cas le germe & est multidimensionnel.

Notons par ailleurs qu'un simple calcul a partir de (B.130), (B.132) et (B.133) (en remplacant
dans (B.130) I'inverse F,, o (r) P I'inverse F, %( , de la fonction de répartition de la loi margi-
nale d’ordre un de &, qui ne dépend pas de 7 et s'obtient directement a partir de (B.188))
montre qu’en utilisant la méthode de projection, g, et aégp sont donnés par :

Hap=Ux VP=1 (B.190)

0 si P=1

2 _

2 z 1020 pao,
et nous pourrons vérifier, au passage, que lorsque P — +00,

02% — 15 (exp(In(1+65) - 1)) =p5. 65,

P
Ko

p

et donc 02, — o2,.. Concernant les erreurs relatives d’approximation €”_ et €” , on aura
Zp xX Ox

donc dans ce cas:

€h,=0 , VYP=1 (B.192)
1 si P=1
P _
£h, = = 1n(1+5 2 ) (B.193)
1- — si P=2,
b \ a1

avec g5 — 0lorsque P — +oo.

TABLEAU B.6 — Erreur relative sﬂ 4 Sur la moyenne pour quatre ordres polynomiaux: p =1,2,3,4, pour
les développements en chaos fournis par les méthodes de projection et de régression.

Ordre polynomial p 1 2 3 4
Projection 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Régression 6.05x107 521x107% 321x107% 1.54x1071°

A la lueur de ces divers résultats, on peut conclure que I'approximation Xp de & fournie
par le développement en chaos tronqué (B.179) est trés satisfaisante des le développement
d’ordre polynomial p =2 pour décrire les caractéristiques du second ordre et la loi marginale
d’ordreun de &'.
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. P )4 i . —
TABLEAU B.7 - Erreur relative €, sur I'écart-type pour quatre ordres polynomiaux: p =1,2,3,4, pour

g

les développements en chaos fournis par les méthodes de projection et de régression.

Ordre polynomial p 1 2 3 4
Projection 215x1072 6.06x107* 1.30x107° 2.23x107°
Régression 492x1072 1.80x107% 4.61x10™° 8.88x107’
0.4 ‘ 0.4
~
8 0.2r of £ 8 0.2r of £
g F A\ g F A\
E 0.1f / \‘ E 0.1f / ‘\‘
§ 0 I \ @ 0oF :’ ‘\
& o &
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(a) Méthode de projection

(b) Méthode de régression

FIGURE B.14 — Comparaison de la fonction de covariance du processus approximant Zp a la fonction
de covariance (cible) du processus &', pour deux ordres polynomiaux: p=1et p=2.
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FIGURE B.15 — Comparaison de la densité de probabilité marginale d’ordre un du processus approxi-
mant Zp ala caractéristique (cible) correspondante du processus & pour deux ordres polynomiaux :

p=letp=2.

B.3.3.2.b Fonction d’'un processus aléatoire lognormal

Nous reprenons ici I’exemple du cable coaxial traité dans la section B.3.3.1 mais en sup-
posant cette fois que la permittivité relative €, du diélectrique est modélisée par un pro-
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cessus lognormal stationnaire & = (Z (1,¢), T € R) défini sur ({2, «/,P), indexé sur R, a va-
leurs dans R}, de moyenne (constante) ug = E[Z (7,9)] € R} et de variance (constante)
0% =E[(% (1,%) - pa)?] connues, tel que, VT € R :

%(T,o):exp(m+0.§f(r,o)) , (B.194)

ol m et 0 sont donnés par :

s , o=\In(1+6%) , by=tE, (B.195)

o o
et Z = (Z(1,), T € R) est un processus scalaire gaussien stationnaire centré de variance 1
défini sur ({2, </, P), admettant, pour tout 7 dans R, la représentation :

m=In

%(T, o) = % (Z1(®) cos(mT) — Zy(e) sin(m 1) + Z3(¢) cos(2m 1) — Z4(¢) sin(2m 7)), (B.196)

avec 71, Z», Z3 et Z, des variables aléatoires gaussiennes standards scalaires indépendantes
définies sur ({2, </, P). Un simple calcul montre que la fonction de covariance Ce% R—R:

o o
u— C:oz(u) =E[Z (T + u,*) Z(1,9)] de ce processus s’écrit, Vu e R :

C&(u) :% (cos(mu) +cos2mu)) . (B.197)

Il en résulte que la fonction de covariance Cg- : R — R: u+— Co (1) = E[Z (T + u, ) X (1, )]
a pour expression :

Cor =iy (exp(In(1+8%)Cs W) -1) | VueR. (B.198)

Compte tenu de la modélisation, la vitesse de propagation v est alors un processus aléatoire
du second ordre défini sur ({2, «/,P), indexé sur R, a valeurs dans R}, que nous noterons
% = (¥ (1,e), T€R) et qui est tel que, V7 € R (voir la section B.3.3.1) :

Y (1,0)=8 (X (1,9)), (B.199)

avec g l'application de R dans R, telle que, Vxe R} :

K
(x)=—=, (B.200)
g Jx
et K la constante strictement positive donnée par :
1
K= ) (B.201)
VHEo

U et €9 désignant respectivement la perméabilité magnétique du milieu et la permittivité du
vide.
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On cherche a approximer ce processus par un processus aléatoire %p = (%p(7,), T € R) re-
présenté par un développement en chaos tronqué de la forme :

P-1
Yp(1,0)= ) a(T)PUe(&(s)), (B.202)
a=0

dans lequel les polyndmes ¥, (¢), 0 < a < P — 1, sont les P premiers polynémes de Hermite
normalisés et le germe & est une variable aléatoire gaussienne standard a valeurs dans RY,
avec N a choisir. Notons que le choix de ce type de polyndmes et de ce type de germe est na-
turel ici du fait des égalités en loi (B.194) et (B.199) qui montrent que, pour tout 7 fixé dans IR,
la variable aléatoire % (1) = % (1, ) est fonction d’'une variable aléatoire gaussienne standard

scalaire .ZOZ ()= .ZOZ (7, ). Nous avons donc effectué ce choix et, sur la base de celui-ci, construit
le développement (B.202) en utilisant, comme habituellement, les méthodes de projection
et de régression pour le calcul des modes stochastiques, et en considérant plusieurs ordres
polynomiaux (i.e. valeurs de p=P —1).

Il convient de remarquer, avant d’aller pus loin, que le processus % = (¥ (1,), T € R) est

lognormal et stationnaire. En effet, compte tenu de (B.194) et (B.200), I’égalité en loi (B.199)
peut se réécrire, VT € R :

W (1,e) =€xp (ln(K) - % — gﬁr(r, -)) , (B.203)

] o
soit encore, puisque, pour tout 7 fixé dans R, In(K) - 3 — 5 Z(1,) et In(K) - F + 5 Z (1, *)

2
sont isonomes (i.e. ont méme loi) :

% (1,%) =exp

M+5 2, -)) , (B.204)

oltnous avons posé m =In(K)—m/2 et o = 0/2, parametres qui se réécrivent, d’apres (B.195) :

m=in(K (1+6%)"" 131?) 6:\/ln((1+62%)1/4). (B.205)

o o
Le processus Z = (Z(t,¢), T € R) étant gaussien, stationnaire, centré, de variance 1 et de
fonction de covariance u — C:%(u) donnée par (B.197), il en résulte que & = (¥ (1,9), T €

R) est lognormal stationnaire et que sa moyenne g, son écart-type o et sa fonction de
covariance u — Cg (u) sont données par :

~2
,uy:exp(ﬁﬂ-%) = Kpy'*(1+6%

~2
ﬁz+%)\/m = Kup? (1462 +82) " -1, (B207)

) (B.206)

(B.208)
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ou la fonction de covariance u — C;%(u) est donnée par (B.197). De plus, la densité y —
fa (y) de sa loi marginale d’ordre un a pour expression :

11 _(n(y) - )
f@(y)_mayexp( 252

avec m et 0 donnés par (B.205).

)]lm(y) , VyeRR, (B.209)

Observons qu’en réalité le processus %, qui est indexé sur R (car stationnaire), n’est observé
que le long du cable, donc que sur le compact D = [0, L] de R, ot L estlalongueur du cable.
Or cette observation sur D de %/, qui est en fait le vrai modele probabiliste de la vitesse v
et que 'on peut assimiler a un processus yD — (WP (1e), T € D) tel que YD (1,0) =W (1,0),
V1 € D, dont la fonction de covariance 71,72 — Cgp(71,72) Vérifie : Cyp(71,72) = Car(T1 —
T2), Y (11,72) € D x D, n'est pas stationnaire mais est seulement localement stationnaire. Ce-
pendant, nous ne ferons pas ce distinguo ici et continuerons a utiliser % comme modele
probabiliste de v, en gardant toutefois a I'esprit que le parametre d’indexation 7 de ce pro-
cessus est assujetti a rester dans D et que la variable u de sa fonction de covariance est as-
treinte a vivre dans l'intervalle [- T, T].

Pour cette application, les valeurs suivantes ont été attribuées a la moyenne pg et au coeffi-
cient de variation 6 o du processus modele & :

pax =21 , Og=0.1. (B.210)

Les parametres déterministes L, i et g ont quant a eux été fixés aux valeurs suivantes :

1

“367x10°’ (B.211

L=1m , u:4nx10_7 , €0
desquelles on tire, d’apres (B.201) :
K=3x10%, (B.212)

La qualité de’approximation %p de %/, donnée par le développement en chaos tronqué (B.202)
a été testée a travers :

1. d’'une part, la proximité de sa moyenne ug, et de son écart-type og, par rapport aux
caractéristiques (cibles) correspondantes tg et oo de %, proximités mesurées par les
erreurs relatives d’approximation :

P o_ ‘ﬂ@/ ~Hap : (B.213)

£ =
Hy oy

p _ |0~ 0
) 0'@_ 0_@

2. d’autre part la proximité de sa fonction de covariance u— Cg, (1) par rapport a celle
(cible) u — Cax (u) de &, proximité jugée par comparaison des graphes de ces fonc-
tions;

3. et enfin, la proximité de sa densité de probabilité marginale d’ordre un x — fa; (x)
(i.e. la densité de la loi — indépendante de 7 par stationnarité — de la variable aléatoire
%p (1) =%p(1,), T € R) par rapport a la caractéristique (cible) correspondante x —
fa (x) de %, proximité également jugée par comparaison des graphes.
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Les résultats obtenus sont résumés, d'une part dans les tableaux B.8 et B.9, ou1 sont données
les valeurs des erreurs relatives d’approximation sur la moyenne (8 ) et 'écart-type (8 ),
calculées pour quatre ordres polynomiaux: p = 1,2,3,4, et d’autre part sur la figure B. 16 et
la figure B.17, ou sont comparés les graphes de la fonction de covariance u — Cg, (1) et de
la densité de probabilité marginale d’ordre un x — fa,(y) du processus approximant %p
aux graphes des caractéristiques (cibles) correspondantes u — Cg (u) et x — fa (y) de %,
caractéristiques données par (B.208) et (B.209) respectivement.

Pour le calcul de la moyenne, de la variance et de la loi marginale d’ordre 1 du proces-
sus, nous nous sommes ramenés au cas des variables aléatoires (principe de parcimonie).
En effet, comme le processus & est stationnaire, ces grandeurs sont indépendantes de T,
car relatives a la variable aléatoire % () pour tout 7 fixé dans R, et la loi de cette variable
aléatoire est indépendante de 7. Donc pour ces calculs, le germe & est scalaire. Par contre,
pour le calcul de la fonction de covariance de ¢, qui elle, dépend de la loi des couples
(¥ (1), % (1), V(,j) € NxIN, laméthode de décomposition en chaos généralisés a été ap-
pliquée, et dans ce cas le germe & est multidimensionnel.

Notons qu'il est possible de calculer les valeurs exactes de pgy, et ag,/P. En effet, un simple

calcul a partir de (B.143), (B.146) et (B.147) (en remplacant dans (B.143) I'inverse F,, 2@ bar
I'inverse F{;JV ) de la fonction de répartition de la loi marginale d’ordre un de &, qui ne dé-
pend pas de 7 et s'obtient directement a partir de (B.188), et en observant que la fonction g,
donnée par (B.200), ne dépend pas de 7) montre qu’en utilisant la méthode de projection,

Hay, et g, sont donnés par :

M%P =K 1/2 (1 +5 )3/8 , VP>1 (B214)
0 si P=1
2 —
= 2,1 54 22! (In1 +62 )1’4) (B.215)
Ky (1+64) Z — si P>2.
a=1 .

Compte tenu de (B.206), la relation (B.214) montre que :
Hao, =py , VYP=1. (B.216)

Par conséquent, I’erreur d’approximation sur la moyenne est nulle a tous les ordres de déve-
loppement :

€, =0 , VP=z1. (B.217)
Quant al’erreur d’approximation surI'écart-type, elle s’écrit d’apres (B.213), (B.207) et (B.215) :
1 si P=1
eb, = poq (n(+o2un® 112 (B.218)
’ Yool T al .
1- si P=2,

(1+62.)"* -1

et en observant que :

o (1 (1+5 )1’4“
> (n ) =(1+6%)"" -1, (B.219)

a=1
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on voit que :

TABLEAU B.8 — Erreur relative

P
M

lim ¢
P—+00

P _0.

Oap -

(B.220)

sur la moyenne pour quatre ordres polynomiaux: p = 1,2,3,4, pour
les développements en chaos fournis par les méthodes de projection et de régression.

Ordre polynomial p 1 2 3 4
Projection 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Régression 5.15x 1077 1.28x10710 227x107 229x1071°

TABLEAU B.9 - Erreur relative eﬁg sur I'écart-type pour quatre ordres polynomiaux: p=1,2,3,4, pour
les développements en chaos fournis par les méthodes de projection et de régression.

Ordre polynomial p 1 2 3 4
Projection 6.22x107* 515x1077 3.20x1071% 1.60x 10713
Régression 1.50x 1072 1.60x107% 1.16x107 6.60x 10713
14 14
15X 10 15X 10
1 7N 1F N
I 4 LY I 4
o 4 o 4 \
g 7\ g / \
§ / \ g i \
S 0.5 / ! g 0.5 [
) 5 \ ) ¥y \
o / \ o } \
3 § % 3 5 \
g OIQ " “ ; g OIQ '. “ w
B LN ry A\ < 5 L N ; ) -
g t\ ; \ V4 2 \ Y, \ ‘,?
= N / \ / = AN / N/
—0.5 Y’ [m=Cible S —0.5 Nus’  [m=Cible ) 7
*Ordre p=1 *Ordrep=1
| Ordre p=2 | Ordre p=2
-1 -0.5 0 0.5 -1 -0.5 0 0.5 1
U U
(a) Méthode de projection (b) Méthode de régression

FIGURE B.16 — Comparaison de la fonction de covariance du processus approximant %p a la fonction
de covariance (cible) du processus %/, pour deux ordres polynomiaux: p=1et p=2.

A la lueur de ces divers résultats, on peut conclure que I'approximation %p de % fournie
par le développement en chaos tronqué (B.180) est trés satisfaisante des le développement
d’ordre polynomial p = 1 pour décrire les caractéristiques du second ordre et la loi marginale

d’ordre un de %.
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FIGURE B.17 — Comparaison de la densité de probabilité marginale d’ordre un du processus approxi-
mant %p a la caractéristique (cible) correspondante du processus % pour deux ordres polynomiaux :

p=letp=2.

B.4 Conclusion

Ce chapitre annexe a fait I'objet d'une description détaillée de méthodes de dévelop-
pement spectral de variables, processus et champs aléatoires. Deux principales méthodes
de décomposition spectrale bien adaptées a la représentation de variables, processus et
champs aléatoires, ont été présentées au sein de ce chapitre, a savoir le développement de
Karhunen-Loéve et le développement en polynomes chaos. Tandis que la premiere méthode
n'opere que sur les processus et champs aléatoires, la seconde quant a elle opére a la fois sur
les variables, processus et champs aléatoires.

D’une part, le développement de Karhunen-Loeve représente les processus et champs aléa-
toires par une combinaison linéaire de variables aléatoires centrées (d’espérance nulle) et or-
thonormales (orthogonales et de variance 1). Dans le cas particulier de processus ou champs
aléatoires gaussiens, ces variables aléatoires sont gaussiennes et par suite (du fait qu’elles
soient centrées et orthonormales) mutuellement indépendantes. D’autre part, le dévelop-
pement en polyndmes chaos définit une représentation de variables, processus et champs
aléatoires par le biais d'une combinaison linéaire de polynémes orthogonaux de variables
aléatoires, couramment appelés polynémes chaos (ou chaos polynomiaux). En pratique,
étant donné que ces deux méthodes de décomposition spectrale induisent des sommes in-
finies de termes, on déduit une approximation des variables, processus et champs aléatoires
représentés en effectuant une troncature de ces développements en un nombre fini (suffi-

samment grand) de termes.

Outre la description des principes respectifs du développement de Karhunen-Loéve et du
développement en polyndmes chaos, quelques applications académiques simples de ces
méthodes ont été présentées au sein de ce chapitre. Les différents problemes posés pour ces
applications ont été choisis de sorte a disposer d'une solution analytique nous permettant
de valider efficacement les méthodes de développement spectral proposées. Les résultats
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issus de ces différentes applications présentées ont permis de valider la précision et I'effica-
cité du développement de Karhunen-Loeéve ainsi que du développement en polyndmes en
chaos. En effet, les approximations des variables et processus aléatoires étudiés lors de ces
applications, effectuées tant par troncature d'un développement de Karhunen-Loeve que
par troncature d'un développement en polyndmes chaos, se sont avérés tres précises avec
un nombre fini (relativement petit) de termes.
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Résumé

De nos jours, la plupart des analyses CEM d’équipements et systemes électroniques sont basées sur des approches quasi-déterministes
dans lesquelles les parameétres internes et externes des modeles sont supposés parfaitement connus et ol les incertitudes les affectant sont
prises en compte sur les réponses par le biais de marges de sécurité importantes. Or, I'inconvénient de telles approches est qu’elles sont
non seulement trop conservatives, mais en outre totalement inadaptées a certaines situations, notamment lorsque 1'objectif de 1'étude
impose de prendre en compte le caractere aléatoire de ces parametres via des modélisations stochastiques appropriées de type variables,
processus ou champs aléatoires. Cette approche probabiliste a fait 1'objet ces derniéres années d'un certain nombre de recherches en CEM,
tant au plan national qu’au plan international. Le travail présenté dans cette these est une contribution a ces recherches et a un double
objectif : (1) développer et mettre en ceuvre une méthodologie probabiliste et ses outils numériques d’accompagnement pour I'évaluation
de la fiabilité et I'analyse de sensibilité des équipements et systémes électroniques en se limitant a des modélisations stochastiques par
variables aléatoires; (2) étendre cette étude au cas des modélisations stochastiques par processus et champs aléatoires dans le cadre d'une
analyse prospective basée sur la résolution des équations des télégraphistes (équations aux dérivées partielles) a coefficients aléatoires.
Lapproche probabiliste mentionnée au point (1) consiste a évaluer la probabilité de défaillance d’'un équipement ou d'un systéme électro-
nique vis-a-vis d'un critére de défaillance donné et a déterminer I'importance relative de chacun des parametres aléatoires en présence.
Les différentes méthodes retenues a cette fin sont des adaptations a la CEM de méthodes développées dans le domaine de la mécanique
aléatoire pour les études de propagation d’incertitudes. Pour le calcul des probabilités de défaillance, deux grandes catégories de mé-
thodes sont proposées : celles basées sur une approximation de la fonction d’état-limite relative au critére de défaillance et les méthodes
de Monte-Carlo basées sur la simulation numérique des variables aléatoires du modéle et I’estimation statistique des probabilités cibles.
Pour I'analyse de sensibilité, une approche locale et une approche globale sont retenues. Ces différentes méthodes sont d’abord testées
sur des applications académiques afin de mettre en lumiere leur intérét dans le domaine de la CEM. Elles sont ensuite appliquées a des
probléemes de lignes de transmission et d’antennes plus représentatifs de la réalité. Dans I’analyse prospective, des méthodes de résolution
avancées sont proposées, basées sur des techniques spectrales requérant les développements en chaos polynomiaux et de Karhunen-
Loeve des processus et champs aléatoires présents dans les modeles. Ces méthodes ont fait I'objet de tests numériques encourageant,
mais qui ne sont pas présentés dans le rapport de these, faute de temps pour leur analyse complete.

Mots-clés : compatibilité électromagnétique, propagation d’incertitudes, analyse de fiabilité, analyse de sensibilité, lignes de transmis-
sion, antennes, développement en polyndémes chaos, développement de Karhunen-Loéve, équations des télégraphistes stochastiques.

Abstract

Nowadays, most EMC analyzes of electronic or electrical devices are based on deterministic approaches for which the internal and
external models’ parameters are supposed to be known and the uncertainties on models’ parameters are taken into account on the outputs
by defining very large security margins. But, the disadvantage of such approaches is their conservative character and their limitation when
dealing with the parameters’ uncertainties using appropriate stochastic modeling (via random variables, processes or fields) is required in
agreement with the goal of the study. In the recent years, this probabilistic approach has been the subject of several researches in the EMC
community. The work presented here is a contribution to these researches and has a dual purpose : (1) develop a probabilistic methodology
and implement the associated numerical tools for the reliability and sensitivity analyzes of the electronic devices and systems, assuming
stochastic modeling via random variables; (2) extend this study to stochastic modeling using random processes and random fields through
a prospective analysis based on the resolution of the telegrapher equations (partial derivative equations) with random coefficients. The
first mentioned probabilistic approach consists in computing the failure probability of an electronic device or system according to a given
criteria and in determining the relative importance of each considered random parameter. The methods chosen for this purpose are adap-
tations to the EMC framework of methods developed in the structural mechanics community for uncertainty propagation studies. The
failure probabilities computation is performed using two type of methods : the ones based on an approximation of the limit state function
associated to the failure criteria, and the Monte Carlo methods based on the simulation of the model’s random variables and the statistical
estimation of the target failure probabilities. In the case of the sensitivity analysis, a local approach and a global approach are retained. All
these methods are firstly applied to academic EMC problems in order to illustrate their interest in the EMC field. Next, they are applied
to transmission lines problems and antennas problems closer to reality. In the prospective analysis, more advanced resolution methods
are proposed. They are based on spectral approaches requiring the polynomial chaos expansions and the Karhunen-Loéve expansions of
random processes and random fields considered in the models. Although the first numerical tests of these methods have been hopeful,
they are not presented here because of lack of time for a complete analysis.

Keywords : electromagnetic compatibility, uncertainty propagation, reliability analysis, sensitivity analysis, transmission lines, anten-
nas, polynomial chaos expansion, Karhunen-Loéve expansion, stochastic telegrapher equations.



