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Résumé

La dégénérescence des disques intervertébraux est un processus naturel qui touche une
grande partie de la population. Toutefois, elle peut devenir pathologique et ainsi être ac-
célérée par de multiples facteurs et conduire à un dysfonctionnement précoce des disques
lombaires. La dégénérescence discale (DD) est un phénomène asymptomatique, ce qui le
rend délicat à diagnostiquer précocement. Dans ce cadre, le présent travail vise à développer
une méthodologie de diagnostic de la DD utilisant imagerie médicale et modélisation bio-
mécanique.

Les disques intervertébraux (DIV) sont des articulations fibro-cartilagineuses qui lient
les vertèbres du rachis entre elles. Ils ont pour rôle de supporter et redistribuer les charge-
ments appliqués au rachis tout en assurant sa mobilité. Le DIV peut être assimilé d’un point
de vue mécanique à un milieu poreux biologique dont le squelette est formé par la matrice
extracellulaire (MEC) et la phase fluide par son contenu hydrique. C’est un milieu hétéro-
gène et anisotrope. Possédant une pression osmotique interne élevée, les DIV ne sont pas
vascularisés et possèdent un contenu hydrique important dans lesquels les nutriments cellu-
laires diffusent à partir des vertèbres adjacentes. Cette particularité rend le fonctionnement
des disques très dépendant de la régulation en eau en particulier lorsque ces derniers sont
soumis à des sollicitations mécaniques non physiologiques.

L’une des clés dans l’élaboration d’un diagnostic fiable de la DD peut être de déterminer
de manière objective certaines des caractéristiques internes au disque relatives à son hy-
dratation. Dans le présent travail, une méthodologie de diagnostic quantitatif de la viabilité
discale et plus largement de la DD est ainsi proposée. Cette méthodologie se base sur un
couplage entre l’imagerie médicale et l’analyse par modélisation du comportement biomé-
canique du DIV. Un modèle physique biphasique du DIV est développé à l’aide de données
déduites d’images IRM. Ce modèle tient compte de l’anisotropie du DIV et des effets in-
duits par les déformations mécaniques sur le processus de transport nutritif.

La partie mécanique du modèle est tout d’abord validée en utilisant des résultats d’essais
de relaxation réalisés précédemment par l’équipe de biomécanique d’IRPHE. Le modèle est
à même de reproduire la distribution de la porosité à l’intérieur du DIV et la perte d’eau
suite à un effort mécanique. Cela permet de confirmer la fiabilité de la méthodologie de
diagnostic développée pour les cas étudiés. En intégrant le couplage mécano-métabolique,
la réponse biomécanique du DIV à des chargements quasi statiques et cycliques est ensuite
analysée.

Mots-clés
Disque intervertébral, Dégénérescence discale, Grandes déformations, Milieu poreux,

Anisotropie, Diffusion des nutriments cellulaires.





Absract

Intervertebral disc degeneration (DD) is a natural process affecting a large part of the
population. However, it can be accelerated by several factors and then become associated to
lumbar disc pathologies. Given that the DD is symptomless, it is complicated to diagnostic
it early. In this context, the present work aims to develop a new methodology of DD diag-
nostic based on medical imaging and biomechanical modeling.

The intervertebral discs (IVD) are fibro-cartilaginous joints that connect vertebrae toge-
ther ensuring their relative motion. They support and distribute loads applied on the spine.
Mechanically, the IVD can be assimilated to a biological porous media in which the solid
phase is composed of the extracellular matrix (MEC) and the fluid phase is formed by water
content. It is a non-homogeneous and anisotropic component. The IVD is nonvascularized
and characterized by a high water content in which cell nutrients diffuses from the adjacent
vertebrae. Given this latter particularity, the porosity of the IVD presents a key factor in in
its functioning especially when exposed to mechanical non-physiological loads.

One of the main keys in the elaboration of a reliable DD diagnostic is to determine ob-
jectively some of the IVD interne properties related to its water content. In the present work,
a new quantitative methodology of DD diagnostic is proposed. This method is based on a
coupling between the medical imaging and the IVD biomechanical behavior modeling. A
biphasic IVD model is developed using data from MRI imaging. This model takes into ac-
count the anisotropy of the IVD and the effect of the mechanical deformation on the nutrient
transport process.

The mechanical part of the developed model was firstly validated using results of re-
laxation tests previously performed by the biomechanics staff of IRPHE. The model is able
to predict water distribution within the IVD and the water loss as response to a mechanical
load. These results confirm the reliability of the developed diagnostic methodology for the
studied cases. The biomechanical response to quasi-static and cyclic loads is then analyzed.
The present work proposes and evaluates a new methodology of DD quantitative diagnostic.
It also analyzes and compares mechanical and metabolic responses to quasi-static and cyclic
loads.

Keywords
Intervertebral disc, Disc degeneration, Finite deformation, Porous media, Anisotropy,

Cell nutrient diffusion.
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Introduction

Les disques intervertébraux sont des articulations qui lient des corps vertébraux adja-
cents tout en permettant d’assurer leur mobilité relative. Ils jouent également un important
rôle d’amortisseurs mécanique pour le rachis car ils supportent et redistribuent les charge-
ments appliqués sur les vertèbres. Les disques intervertébraux sains se développent jusqu’à
l’age d’environ 20 ans puis entament un long processus naturel de dégénérescence qui se
prolonge tout au long de la vie : c’est la dégénérescence discale (DD). Si cette dernière
évolue en principe lentement, elle peut sous l’influence de divers facteurs s’accélérer bru-
talement et devenir alors pathologique et remettre non seulement en cause l’intégrité du
disque mais également sa fonctionnalité et ainsi engendrer des lombalgies importantes. Se-
lon la Caisse Nationale d’Assurance Maladie française, la lombalgie est la première cause
d’invalidité avant l’âge de 45 ans. Elle coûte environ 2,3 milliards d’euros aux autorités de
santé chaque année. Les chiffres de l’Institut de Santé et de Sécurité au Travail de Tunisie
indiquent que la prévalence annuelle de la lombalgie dépasse 50%, celle de la lombalgie
chronique étant d’environ 12.8%.

Ces chiffres importants et préoccupants soulignent l’importance que revêt une détec-
tion précoce de la DD pathologique. A ce stade de la maladie il est possible de mettre en
place avec un certain succès des protocoles cliniques permettant de ralentir voire de stop-
per la progression de la pathologie. Lorsque le diagnostic de DD avancée est constaté une
intervention chirurgicale est par contre, malheureusement, très souvent rendue nécessaire.
Plusieurs modalités d’examen radiologiques ou d’IRM permettent à ce jour d’effectuer un
diagnostic indirect de la DD en évaluant l’état des structures et tissus adjacents. Le diagnos-
tic est donc souvent indirect et l’étiologie des diagnostics effectués à l’aide de ces méthodes
est toujours un sujet de recherche et de controverses.

Mettre en place un diagnostic fiable et performant de la viabilité discale est donc un enjeu
majeur et l’un des objectifs de ce travail de thèse consiste précisément à évaluer l’efficacité
du couplage entre des outils de modélisation numérique et l’IRM quantitative pour effectuer
ce diagnostic.

Le disque intervertébral est un organe singulier dans le corps humain : c’est un fibrocar-
tilage, riche en eau, sans vascularisation, et, pour ces deux raisons, possédant une très faible
densité cellulaire. Ces particularités en font un organe dont le fonctionnement est très sen-
sible aux variations de son contenu hydrique. C’est en effet dans l’eau que sont transportés
les nutriments nécessaires aux cellules discales, et de faibles variations entraînent des dimi-
nutions drastiques de l’efficacité des mécanismes de transport. Un modèle du comportement
biomécanique du disque a été élaboré durant cette thèse. Le modèle tient compte de l’ani-
sotropie et de l’hétérogénéité du disque, des effets du couplage mécano-électro-osmotique
et permet également de simuler une voie métabolique de la nutrition cellulaire. Nous mon-
trons dans le présent manuscrit qu’à l’aide, d’une part, des données recueillies par imagerie
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et, d’autre part, des résultats de simulations numériques basées sur le modèle biomécanique
il est possible d’identifier plusieurs paramètres mécaniques du disque comme sa porosité
ou sa perméabilité. Ces paramètres permettent de renseigner l’état de viabilité discale et
d’établir à terme un diagnostic objectif de la fonction discale.

Le présent rapport est scindé en trois parties :

- Une partie bibliographique contenant deux chapitres. Dans le premier chapitre, le
contexte biomécanique général du disque intervertébral est défini. Une étude sur les
aspects anatomique et fonctionnel est ainsi proposée suivie d’une description de la
dégénérescence discale et de la problématique clinique qui y est reliée. Le deuxième
chapitre comporte une présentation de l’historique des modèles in− vivo, in− vitro
et in− silico développés dans la littérature afin d’appréhender le comportement bio-
mécanique du disque intervertébral et les principaux phénomènes physiques par les-
quels il est régit.

- La deuxième partie, comprenant deux chapitres, détaille les étapes de préparation
et d’implémentation numérique du modèle. Le troisième chapitre est ainsi consacré
à la formulation théorique détaillée du modèle et à la détermination du bilan des
équations à résoudre. L’exploitation des séquences IRM, la construction et l’implé-
mentation du modèle sont présentés au sein du quatrième chapitre .

- La dernière partie est consacrée aux résultats et à la discussion. Elle comporte un
chapitre de validation du modèle développé ainsi qu’un autre chapitre d’étude du
comportement biomécanique du disque.
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Chapitre 1

Contexte général et problématique
clinique

Dans ce chapitre, le contexte biomécanique du problème est
présenté. Les aspects anatomique, mécanique, clinique et
biochimique sont détaillés afin de définir le cadre de cette étude.

Le chapitre commence par une étude anatomique qui décrit
la composition des disques intervertébraux, leurs rôles et
l’importance de leur présence dans le rachis humain.

La problématique clinique est ensuite abordée. Une description
de la dégénérescence discale, de ses manifestations et des fac-
teurs qui la favorise est présentée. Nous finissons par proposer
quelques classifications cliniques de la dégénérescence discale.

La dernière partie de ce chapitre sera consacrée à la description
des différents phénomènes électrochimiques qui interviennent
dans fonctionnement du disque intervertébral.
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I.1 Anatomie et biomécanique du disque intervertébral

I.1.1 Rachis humain

I.1.1.1 Rôles et architecture

Le rachis humain est la principale structure du squelette. C’est l’axe central du corps
humain, il est limité par l’arrière du crâne et par le bassin. Le rachis a essentiellement trois
fonctions : supporter le poids du corps par la distribution et la transmission des charges
appliquées, assurer le mouvement du tronc et du crâne grâce à sa structure et protéger le
système nerveux en abritant la moelle épinière.

FIGURE 1.1 – Architecture du rachis (Cramer & Darby, 1995)

Le rachis (ou colonne vertébrale) est composé de 33 vertèbres liées réparties sur 5 zones
(Fig. 1.1)

* Le rachis cervical comprenant 7 vertèbres mobiles dont la première est liée à la base
du crâne. Les vertèbres cervicales sont numérotées de C1 à C7

* Le rachis dorsal lié au thorax. Il est composé de 12 vertèbres de T 1 à T 12
* Le rachis lombaire situé au niveau de l’abdomen. Il comprend 5 vertèbres : L1 à L5.

Les vertèbres lombaires sont les plus grandes vertèbres mobiles du rachis
* Le sacrum situé au niveau du bassin. Il comprend 5 vertèbres : S1 à S5. Les vertèbres

sacrées sont soudées à partir de l’âge de 10-12 ans.
* Le coccyx formé par 3 à 5 vertèbres. Il constitue la terminaison de la colonne verté-

brale. Les vertèbres coccygiennes sont semi-mobiles

I.1.1.2 Composants du rachis

a/ Les vertèbres Les vertèbres sont des structures osseuses distribuées le long du rachis.
Les forme des vertèbres diffèrent d’une partie du rachis à l’autre mais elles sont toutes
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caractérisées par deux zones appelées corps vertébral et arc neural. Les deux zones sont
composées d’un os trabéculaire au centre et d’un os compact périphérique (Cramer & Darby,
1995).
Le corps vertébral est la partie volumineuse de la vertèbre. Il est cylindrique avec une forme
un peu concave en arrière (Ricard, 2011). Les faces supérieures et inférieures des corps
vertébraux sont les zones où les disques intervertébraux sont attachés. Ces faces sont plates
mais non parallèles.
L’arc neural est composé d’une paire de lames verticales, d’une paire de pédicules et de 7
processus : quatre articulaires, deux transverses et un épineux (Fig. 1.2). Entre l’arc neural
et le corps vertébral se situe un espace vide appelé foramen vertébral. La succession des
foramens vertébraux le long du rachis constitue le canal vertébral dans lequel passe la moelle
épinière.

FIGURE 1.2 – Structure d’une vertèbre (Cramer & Darby, 1995)

b/ Les articulations Les vertèbres sont liées entre elles par des articulations permettant
les mouvements nécessaires pour le tronc et le cou. Au niveau des arcs neuraux, les vertèbres
sont articulées à travers les processus (ou bien apophyses) articulaires. Les deux apophyses
articulaires inférieures de chaque vertèbre sont en contact avec les deux apophyses supé-
rieures de la vertèbre voisine. Au niveau des corps vertébraux, ce sont les disques interver-
tébraux qui assurent cette articulation. Les disques intervertébraux sont nommés selon les
deux vertèbres qui les limitent, par exemple entre les vertèbres T6 et T7 on trouve le disque
T6-T7. Dans la suite une étude détaillée des disques intervertébraux sera présentée.

c/ Les ligaments Le système ligamentaire du rachis comporte 5 ligaments qui ont un rôle
essentiellement protectif (Fig.1.3). Deux ligaments appelés ligaments longitudinaux anté-
rieur et postérieur entourent les corps vertébraux et les disques qui les relient. Un ligament
appelé ligament jaune est présent sur la face antérieure des lames. Ces trois ligaments ont
un comportement viscoélastique et sont très résistants aux forces de traction grâce à l’orien-
tation de leurs fibres de collagène parallèle à l’axe du rachis (Rannou et al., 2004).
Les ligaments inter-épineux et supra-épineux lient les vertèbres adjacentes à travers leur
processus épineux. Ils ont une faible résistance. Les ligaments les moins résistants sont les
ligaments supra-épineux, ils sont lâches et pauvres en collagène (Rannou et al., 2004).
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FIGURE 1.3 – Principaux ligaments du rachis

I.1.2 Le disque intervertébral (DIV)
Les disques intervertébraux sont des articulations fibro-cartilagineuses qui occupent en-

viron 25% de la hauteur totale du rachis et qui lient les vertèbres au niveau des corps verté-
braux. Les DIVs sont des structures hétérogènes très résistantes aux contraintes mécaniques.

I.1.2.1 Anatomie du DIV

Trois différentes parties peuvent être distinguées dans le DIV (Fig. 1.4) :
— Le noyau pulpeux ou Nucleus Pulposus (NP) : au centre du DIV avec un petit déca-

lage postérieur.
— L’anneau fibreux ou Annulus Fibrosus (AF) : sur la partie périphérique, entourant le

nucleus.
— Les plateaux vertébraux (PCV) : qui constituent les limites supérieure et inférieure

du DIV et le lient aux vertèbres adjacentes.

FIGURE 1.4 – Anatomie du disque intervertébral (Tomaszewski et al., 2015)
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a/ Le nucleus pulposus Le noyau pulpeux occupe environ 50% du volume discal (Ran-
nou et al., 2004). C’est une structure gélatineuse très déformable. Le NP se distingue par sa
forte hydratation.

b/ L’annulus fibrosus L’anneau est formé par 7 à 15 lamelles concentriques. Les lamelles
sont liées entre elles d’une façon lâche afin de permettre leur mouvement relatif. L’AF est
une structure ferme et élastique, elle permet de garder le NP dans les limites discales et
empêche son expulsion. Deux zones dans l’anneau se distinguent par certaines propriétés :
l’anneau interne (AFI) qui est en contact avec le noyau sans limite macroscopique nette et
l’anneau externe (AFE) périphérique et fortement lié au corps vertébral. L’AFE est alimenté
par des capillaires sanguins périphériques (Bibby et al., 2001).

c/ Les plateaux vertébraux Appelés aussi plaques cartilagineuses vertébrales. Les PCV
sont des structures osseuses formées de cartilage hyalin. Elles séparent le noyau et l’AFI du
corps vertébral. L’épaisseur des plateaux est minimale au centre et croît vers la périphérie.
La partie centrale est plus perméable aux nutriments cellulaires et aux ions (Moore, 2000).
Dans les premières années de la vie, des petits vaisseaux sanguins traversent les PCV et
disparaissent avec la maturation squelettique (l’arrêt de croissance) .

I.1.2.2 Composition du DIV

Le DIV est un milieu poreux saturé composé d’une matrice extracellulaire (MEC), d’eau
et de cellules. La MEC est un réseau formé par plusieurs types de protéines fibreuses gly-
colisées (fibronactine, laminine) ou non glycolisées (élastine) enrobées dans un gel de pro-
téoglycane. Les collagènes sont la famille protéinique la plus importante dans la matrice
extracellulaire. La distribution de ces composants varie d’une zone à l’autre à l’intérieur du
disque, et elle se modifie avec l’age. Cette distribution influe sur les caractéristiques méca-
niques du disque.

a/ L’eau La phase fluide occupe 65% à 90% du volume du DIV (Rannou et al., 2004;
Jongeneelen, 2006). La teneur en eau varie selon la zone du DIV : le noyau présente la
zone la plus hydratée avec une fraction massique qui peut atteindre 85%. Les plateaux sont
les moins hydratés avec environ 60% d’eau en masse. la quantité d’eau diminue également
lorsqu’on s’éloigne du noyau vers l’anneau externe.
L’eau joue un rôle important dans le comportement du DIV, elle permet de répartir de ma-
nière optimale les chargements appliqués et assure le transport des nutriments cellulaires et
des ions indispensables au fonctionnement discal.

b/ Les protéoglycanes (PG) Les protéoglycanes sont des macromolécules composées
d’une protéine centrale sur laquelle sont attachés des agrégats de haute densité de charges
négatives : les glycosaminoglycanes (GAG) (Fig. 1.5). Les GAG sont des longues chaînes
de polymère non ramifiées qui jouent un rôle important dans la conservation des caractéris-
tiques mécaniques du DIV.

Le DIV contient plusieurs types de protéoglycane tel que le biglycane, la décorine et la
fibromoduline mais le protéoglycane le plus abondant est l’agrécane (Mwale et al., 2008).
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Les agrégats produits par l’agrécane assurent l’anti-angiogenèse ou l’interdiction de crois-
sance de nouveaux vaisseaux sanguins dans le tissus discal. L’électronégativité de ces agré-
gats assure en effet l’existence d’une pression osmotique qui interdit la déshydratation du
DIV et maintient sa hauteur. C’est cette pression osmotique qui est responsable de l’anti-
angiogenèse. La perte de protéoglycane présente un signe précoce de la dégénérescence
discale.

FIGURE 1.5 – Schéma de protéoglycanes (Roberts & Urben, 1998)

La distribution des protéoglycanes dans le DIV joue un grand rôle dans ses caracté-
ristiques mécaniques. Une grande concentration de protéoglycanes est un indicateur d’une
forte pression osmotique ; c’est le cas du NP (Jongeneelen, 2006). La concentration des PG
dans le disque diminue du noyau vers l’annulus externe.

c/ Le collagène Le collagène se présente comme un réseau fibreux très résistant qui ancre
le DIV sur le corps vertébral. Plusieurs types de collagène coexistent dans le DIV avec deux
types majoritaires : les collagènes I et II qui présentent environ 80% du collagène du DIV.
Le collagène I est toutefois quasi-absent dans le noyau, sa concentration diminue de l’annu-
lus externe vers le centre du disque (Bayliss & Johnstone, 1992).

La concentration du collagène augmente du NP vers l’annulus externe ce qui donne une
résistance maximale à ce dernier. Dans le noyau, les collagènes existants sont de types II,VI,
IX et XI (Bayliss & Johnstone, 1992). Le réseau de collagène formé est lâche et l’orientation
des fibres est aléatoire ce qui assure l’isotropie du nucleus et lui affecte un comportement hy-
drostatique (Bibby et al., 2001). Les fibres présentes dans le noyau sont radiales et continues
jusqu’aux plateaux vertébraux où elles commencent à se dévier pour devenir horizontales et
parallèles au corps vertébral. Ces fibres ancrent le plateau au corps de la vertèbre.

Dans l’anneau, les collagènes présents sont de types I,II, III, V,VI, IX et XI. Le réseau de
collagène annulaire est très orienté. Les fibres de collagène sont orientées d’environ ±30◦

par rapport au plan horizontal (Rannou et al., 2004). La direction des fibres est différente
pour deux lamelles consécutives. Dans une même lamelle, les fibres de collagène ont une
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même direction. Cette orientation permet à l’anneau d’avoir un comportement anisotrope.
Les fibres de l’annulus externe sont directement liées au corps vertébral pour assurer la fixa-
tion de la partie externe du disque sur la vertèbre.

FIGURE 1.6 – Orientation des fibres de collagène dans l’AF (Elliot & Setton, 2000)

Le collagène se caractérise par une grande résistance et un comportement mécanique
fortement non-linéaire grâce à sa structure hélicoïdale stabilisée par des ponts intermolécu-
laires. En effet une fibrille de collagène est constituée de plusieurs molécules composées de
trois chaînes α contenant chacune 1050 acides aminés et enroulés entre elle pour former un
hélice de pas de rotation droit et d’angle spiral de 15◦ (Lodish et al., 2000; Ushiki, 2002)
(fig. 1.7). Le comportement non-linéaire du collagène dépend de l’historique du chargement,
sa rigidité augmente avec l’effort appliqué.

FIGURE 1.7 – Fibres de collagène (Protocol-world, 2014)

d/ Les cellules Les cellules présentent environ 1% du volume total du disque, avec une
densité variable dans le DIV mais faible avec environ 14000 cellule/mm3 dans les plateaux,
8000 cellule/mm3 dans l’anneau et 4000 cellule/mm3 dans le noyau.

Les cellules du noyau d’un adulte sont des chondrocytes qui ont remplacé les cellules no-
tochordales présentes dès le stade embryonnaire. Les chondrocytes du NP sont des cellules
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arrondies et volumineuses, leur taux de production de protéoglycanes est le plus grand entre
les cellules discales. L’anneau interne contient des cellules fibrocartilagineuses ou fibro-
chondrocytes arrondies et protégées par une matrice territoriale. L’anneau externe contient
des fibroblastes de forme allongée et mince. Elles sont alignées avec les fibres de collagène.
Contrairement aux chondrocytes, les fibro-chondrocytes et les fibroblastes produisent le col-
lagène I.

Les cellules discales sont indispensables au fonctionnement du DIV, elles sont respon-
sables du renouvellement de la matrice extracellulaire en synthétisant à la fois les compo-
santes de la matrice extracellulaire et leurs agents de dégradation. L’activité cellulaire est
fortement dépendante de l’état de l’environnement extracellulaire, de l’apport en nutriments
et des chargements mécaniques appliqués sur le DIV (Jongeneelen, 2006). La nutrition cel-
lulaire se fait dans le disque par diffusion des nutriments dans la phase fluide à cause de
l’absence des vaisseaux sanguins. En effet, seul l’anneau externe est alimenté par des capil-
laires périphériques. Les cellules discales peuvent se trouver à une distance de 8mm du plus
proche vaisseau (Bibby et al., 2001). La modification du métabolisme cellulaire affecte la
synthèse et ainsi le renouvellement de la MEC ce qui peut initier la dégénérescence discale.

I.1.3 Biomécanique du disque intervertébral

I.1.3.1 Rôles mécaniques du disque intervertébral

Le disque intervertébral a essentiellement deux rôles :

— Assurer la mobilité du rachis : Le disque intervertébral lie deux vertèbres entre
elles en assurant leur mouvement relatif. Les DIVs sont des articulations qui confèrent
à la colonne vertébrale toute l’étendue de son mouvement.

— Absorber les chocs et redistribuer les chargements appliqués : Un chargement
appliqué sur le disque est amorti par le mouvement de l’eau contenue dans le DIV.
L’eau commence à s’évacuer lentement grâce à la porosité de la matrice extracellu-
laire, cela est accompagné d’un gonflement qui convertit une partie du chargement
axial en chargement radial supporté par l’anneau externe et le ligament longitudinal
antérieur. La présence des plateaux empêche le gonflement du noyau en dehors de la
limite discale et transmet l’effort à la vertèbre adjacente et par suite au disque voisin.

I.1.3.2 Pression intradiscale

Les chargements mécaniques appliqués sur le DIV sont convertis en pression hydrosta-
tique grâce à la présence du fluide et de son mouvement dans les pores. Cette pression est
définie et variable dans le disque selon la composition du milieu et notamment sa porosité et
sa perméabilité. Dans la littérature, la pression intradiscale désigne la pression mesurée au
niveau du noyau pulpeux. Ce choix est basé sur le fait que le noyau a un comportement hy-
drostatique quand le disque est encore sain et dans les premiers stade de sa dégénérescence
(Nachemson, 1960; Steffen et al., 1998).

La pression intradiscale suit un rythme circadien, elle augmente dans la journée suivant
les efforts appliqués, les mouvements effectués et la posture du corps. Durant le sommeil,
cette pression devient faible. L’augmentation de la pression durant la journée est accompa-
gnée d’une perte du fluide interstitiel ; durant le sommeil nocturne le DIV absorbe de l’eau.
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Les mesures de la pression intradiscale in vivo ont montré que cette dernière varie avec
la posture du corps. En effet, quand le DIV est soumis à une flexion, torsion ou extension,
une augmentation remarquable dans la valeur de pression intradiscale est enregistrée. Dans
certaines études, la pression intradiscale est mesurée dans différentes positions du corps (Na-
chemson & Elfström, 1970; Wilke et al., 1999). Il est mis en évidence que dans la posture
allongée la pression intradiscale lombaire est minimale, elle est maximale dans la posture
debout avec flexion du DIV. La pression augmente si des charges supplémentaires sont por-
tées (fig. 1.8).

FIGURE 1.8 – Valeur de la pression intradiscale selon la posture (D’après Wilke et al. (1999))

La pression intradiscale est proportionnelle à la force appliquée sur le DIV. Il est possible
de déterminer la valeur du chargement à partir la pression mesurée (Dreischarf et al., 2013).
Plusieurs facteurs influent sur la valeur de la pression intradiscale tel que la quantité d’eau
et l’âge (Nachemson, 1960; Park et al., 2013). Pour une même force appliquée, la pression
intradiscale mesurée chez un jeune est inférieure à celle mesurée chez un adulte.

I.1.3.3 Contraintes appliquées et mouvements

Les DIVs présentent des points pivot pour la colonne vertébrale, ils permettent à deux
vertèbres consécutives d’avoir un mouvement relatif selon six degrés de liberté (les trois
rotations et les trois translations) selon l’activité exercée (Hsieh & Julianne Twomey, 2010).
Les efforts appliqués sur le DIV peuvent changer sa hauteur et sa forme pour mieux s’adap-
ter avec la nouvelle architecture d’empilement des vertèbres dans le rachis (Nazari et al.,
2012).

Le DIV est soumis en permanence à des contraintes mécaniques. Plusieurs types de char-
gements statiques ou dynamiques peuvent être appliqués sur le DIV tel que le chargement en
compression, en traction, en torsion, en flexion, en cisaillement ou un chargement composé
(Jongeneelen, 2006). Pour un type de chargement donné, chaque compartiment dans le DIV
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se comporte d’une façon particulière (Rannou et al., 2000) (fig 1.9).

Cas de compression : Le noyau représente une chambre de pression, il convertit les
charges en pression hydrostatique, sa hauteur diminue et son diamètre augmente sans chan-
ger sa position. Le NP transmet la contrainte à l’anneau fibreux qui subit un étirement au
niveau de ses lamelles (Rannou et al., 2000; Nazari et al., 2012). L’étirement le plus remar-
qué dans l’AF est dans sa partie interne, l’étirement de la partie externe est entravé par le
réseau de collagène résistant et bien orienté et par la présence des ligaments externes. Pour
un disque dégénéré contenant très peu de fluide, la compression engendre au niveau de l’an-
neau interne des contraintes de compression au lieu de l’étirement, les lamelles de l’AFI
tendent à se déplacer vers l’intérieur du DIV (Shirazi-Adl et al., 1984; Jongeneelen, 2006).

Cas de flexion : Le noyau se déplace légèrement vers le côté postérieur du DIV, l’anneau
subit une compression du coté antérieur et une traction de son coté postérieur. Ce compor-
tement est inversé dans le cas de l’extension. En général, pour une flexion, extension ou
flexion latérale, l’anneau se comprime du côté du déplacement et s’allonge de l’autre côté,
le noyau migre légèrement vers la zone étirée.

Cas de torsion : L’anneau est le plus affecté par cette déformation, il subit des efforts
de cisaillement. La torsion est plus intense dans la zone postéro-latérale. Les déformations
de torsion peuvent causer des déchirures circonférentielles (Rannou et al., 2000).

FIGURE 1.9 – Déformations non composées du DIV (Etienne, 2013)

I.2 Dégénérescence discale et problématique clinique

La dégénérescence discale (DD) est un phénomène qui se déclenche d’une manière na-
turelle vers la deuxième décennie de la vie chez l’homme. En effet, la dégénérescence des
DIV commence avant n’importe quel autre tissu conjonctif dans le corps (Kepler et al.,
2013). Ce phénomène se manifeste par des changements mécaniques et structurels impor-
tants qui aboutissent à la dégradation des caractéristiques fonctionnelles des disques.

Plusieurs facteurs sont à l’origine de la DD y compris les facteurs mécaniques. L’exposi-
tion du disque intervertébral à des chargements complexes, répétitifs et permanents accélère
le phénomène de la dégénérescence discale. Le phénomène de la DD est irréversible et dis-
cret vu que les DIVs sont très peu innervés. Le premier symptôme est souvent le mal au dos
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ressenti à des stades avancés de la dégénérescence (Silva-Correia et al., 2013). A ce stade
l’individu peut être atteint d’une, parmi plusieurs, discopathies pouvant être le résultat de la
dégénérescence discale.

I.2.1 Changements morphologiques et structurels et leurs effets sur la
mécanique du DIV

La composition de la matrice extracellulaire discale change avec l’age. Ceci est essen-
tiellement dû à la perturbation des fonctions cellulaires notamment la synthèse et la dégrada-
tion du tissu discal suite à la modification du processus d’approvisionnement en nutriments
cellulaires.

I.2.1.1 Changements structurels

a/ Les Protéoglycanes Au cours de la dégénérescence, la concentration des protéogly-
canes diminue d’une façon remarquable dans le noyau provoquant la déshydratation du
disque (Adams et al., 2009; Whatley & Wen, 2012; Silva-Correia et al., 2013). La concen-
tration des agrégats produits par les protéoglycanes diminue également permettant aux ca-
pillaires sanguins de pénétrer dans le DIV vers l’âge de 40 ans (Repanti et al., 1998; Adams
et al., 2010).

b/ Le Collagène Avec l’âge, les fibres de collagènes se dégradent et perdent leurs proprié-
tés. La concentration du collagène II, présent surtout dans le nucleus, commence à diminuer
(Antoniou et al., 1996; Whatley & Wen, 2012). La perte du collagène de type II est accom-
pagnée de changement dans la structure du collagène de type I : Les fibres du collagène I
deviennent plus grossières et plus enchevêtrées, le réseau de ces fibres devient moins orga-
nisé (Adams et al., 2009, 2010; Whatley & Wen, 2012)

c/ Les Cellules Les fonctions cellulaires sont perturbées. Les cellules d’un disque au
cours de la dégénérescence produisent plus d’agents de dégradation des macromolécules
que d’agents de synthèse. Les cellules du disque dégénèrent avec le changement des pro-
priétés discales. La densité des cellules discales constituent un bon indicateur du stade de
dégénérescence (Adams et al., 2010). Leur disparition s’accompagne d’un changement des
propriétés discales. Le nombre des cellules vivantes dans le disque diminue à 90% à 50 ans
et à 40% à 70 ans (Silva-Correia et al., 2013). Une proportion de cellules est dégénérée par
apoptose (mort programmée des cellules) mais plus de 50% de ces cellules dégénèrent par
nécrose (mort non programmée) (Urban & Roberts, 2003).

I.2.1.2 Changements morphologiques

Dans les différents stades de dégénérescence, le disque intervertébral subit plusieurs
changements morphologiques remarquables. Il est simple de différencier un DIV sain d’un
DIV dégénéré. Un disque en phase de dégénérescence perd chaque année de 1% à 3% de sa
hauteur et subit un gonflement de 2% par an (Videman et al., 2008).
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L’architecture d’un disque dégénéré se détériore au cours de la DD (fig. 1.10). La perte
d’eau provoque la dessiccation du tissu discal, Le nucleus devient plus fibreux et moins gé-
latineux (Urban & Roberts, 2003; Whatley & Wen, 2012). Contrairement au cas du disque
sain, la frontière entre l’anneau et le noyau devient difficile à déterminer.

FIGURE 1.10 – Changements morphologiques qui affectent le DIV au cours de la dégéné-
rescence. Plan sagittal. Chronologie de dégénérescence (tab. 1.1) du grade 1 (figure A) au
grade 4 (figure D) (Adams, 2004)

La structure lamellaire de l’anneau devient fortement désorganisée. L’anneau se rigidifie
et devient plus exposé aux blessures. Des lésions circonférentielles et radiales apparaissent
dans l’AF (Adams et al., 2010; Whatley & Wen, 2012; Kepler et al., 2013). Ces lésions
peuvent se regrouper et se propager augmentant le risque d’une hernie discale (Adams et al.,
2010; Kepler et al., 2013).

I.2.1.3 Modification des propriétés mécaniques du DIV

Avec le développement de la dégénérescence, le DIV perd ses caractéristiques méca-
niques. La perte de protéoglycanes induit une diminution de la pression osmotique et par
suite une déshydratation du disque (Silva-Correia et al., 2013). La distribution de la pres-
sion intradiscale devient non-homogène et le noyau perd son comportement hydrostatique.
La perméabilité du tissu discal diminue suite au dessèchement du DIV (sauf dans les zones
de déchirures).

Les contraintes de chargement sont concentrées sur la périphérie de l’anneau interne
quelque soit la posture (Adams et al., 2009). Les zones de concentration de contraintes sont
plus larges dans un disque dégénéré. La modification du réseau des fibres de collagène en-
traîne la diminution de la résistance du DIV aux chargements appliqués. Le DIV devient
moins élastique (Whatley & Wen, 2012).

Les plateaux perdent leur résistance notamment au niveau de leurs parties centrales
(Grant et al., 2002). Ils s’amincissent et subissent des remaniements de forme (Cotten &
Demondion, 2000). Les efforts appliqués ne passent plus des plateaux vers le noyau mais
sont distribués d’une façon moins homogène. Les périphéries des plateaux supportent la
grande partie du chargement et par suite le disque perd sa capacité à distribuer les efforts.
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I.2.2 Facteurs de la dégénérescences discale

De multiples facteurs sont à l’origine de la dégénérescence discale. Les facteurs de dé-
clenchement et d’accélération de la DD sont les facteurs biologiques, la modification du
mécanisme de la nutrition cellulaire et les facteurs mécaniques. D’autres facteurs tel que le
tabagisme contribuent d’une façon moins importante.

I.2.2.1 Facteur génétique

Plusieurs études ont abordé la relation entre la génétique et la dégénérescence discale. La
plupart des résultats ont montré un effet remarquable des facteurs génétiques sur le risque de
la DD. L’héritabilité de la DD peut atteindre 74% dans le rachis lombaire (Sambrook et al.,
1999). Pour deux vrais jumeaux, les motifs de la dégénérescence discale sont presque iden-
tiques même s’ils n’ont pas le même travail ou les mêmes habitudes (tabagisme, pratique du
sport...) (Kim et al., 2011).

Certaines mutations affectent les gènes des éléments de la matrice extracellulaire ou
des éléments en relation avec sa fonction. Plusieurs polymorphismes 1 induits par ces mu-
tations sont associés à la dégénérescence discale, mais les trois polymorphismes essentiels
concernent l’agrécane, le collagène et les récepteurs de la vitamine D.

— Polymorphisme de l’agrécane : la molécule d’agrécane est la principale responsable
de la pression osmotique dans le DIV. Le PG est constitué de trois zones : une zone
riche en kératane-sulfate (KR) et deux zones de sulfate de chondroïtine (CS1 et CS2).
Une mutation qui affecte le gène de l’agrécane induit un raccourcissement dans la
zone CS1 et provoque un polymorphisme de taille. Cette mutation influe sur la fonc-
tion de l’agrécane ; elle a une grande relation avec la dégénérescence discale (Urban
& Roberts, 2003; Froes et al., 2005; Kalichman & David Hunter, 2008; Mashayekhi
et al., 2010).

— Polymorphisme du collagène : la fibre de collagène de type I est formée par deux
chaînes protéiniques α1 et une chaîne α2. Une mutation dans le gène COLIA1 co-
dant de la chaîne α1 augmente le risque de la fracture vertébrale et de la dégénéres-
cence discale (Pluijm et al., 2004). Le collagène IX peut être également atteint d’un
polymorphisme suite à la mutation qui affecte ses deux gènes COL9A2 et COL9A3,
ce polymorphisme est en relation avec la dégénérescence des DIV lombaires (Urban
& Roberts, 2003; Kalichman & David Hunter, 2008).

— Polymorphisme des récepteurs de la vitamine D : la vitamine D assure la régulation
de la minéralisation et de la quantité du calcium dans les os. Le gène VDR, cor-
respondant aux récepteurs de la vitamine D, subit une mutation qui peut produire
des ostéophytes (Kalichman & David Hunter, 2008). Le polymorphisme des récep-
teurs de la vitamine D conduit à une dégénérescence discale bien que ces récepteurs
n’aient pas de relation directe avec la matrice extracellulaire du DIV (Urban & Ro-
berts, 2003; Froes et al., 2005).

1. On appelle polymorphisme la co-existance de deux ou plusieurs formes d’un même gène dans une
population
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I.2.2.2 Modification du mécanisme de la nutrition cellulaire

Comme mentionné précédemment, les cellules sont responsables du renouvellement de
la matrice extracellulaire en produisant à la fois les agents de dégradation et de synthèse du
tissu de la matrice. Toute perturbation dans la fonction cellulaire provoque un déséquilibre
de production de ces agents et par suite modifie les propriétés du DIV. Des études ont mon-
tré que l’activité cellulaire est très sensible aux variations de la concentration d’oxygène, de
glucose et du pH du milieu (Urban & Roberts, 2003). La synthèse de la MEC chute brutale-
ment dans un milieu acide ou dans un milieu où la concentration d’oxygène dans le milieu
est faible (Ishihara & Urban, 1999).

Les consommations de glucose et d’oxygène dépendent de leurs concentrations ainsi que
de l’acidité du milieu (Urban & Roberts, 2003; Bibby et al., 2005). Dans un milieu acide
(pH < 7), la consommation de ces nutriments diminue d’une façon remarquable. A faible
concentration, la consommation du glucose et de O2 devient très faible quel que soit le pH
du milieu.

La production du lactate dépend fortement du pH du milieu, mais aussi de la concentra-
tion de l’oxygène notamment quand cette dernière est faible (Bibby et al., 2005). A faible
concentration d’oxygène, la production du lactate chute. De ce fait, la glycolyse anaérobie
nécessite paradoxalement aussi la présence de l’oxygène.

La viabilité des cellules est également en relation avec la concentration des nutriments
dans le milieu discal. Le pourcentage des cellules vivantes diminue dans un milieu acide ou
dans un milieu pauvre en glucose quel que soit son pH. Sous ces deux conditions regroupées
la viabilité des cellules chute d’une façon très remarquable (Urban & Roberts, 2003; Bibby
& Urban, 2004).

Pour conclure, l’activité et la viabilité cellulaire favorisent un milieu discal légèrement
basique et riche en glucose et en oxygène. La modification de ces conditions, qui peut se
produire à cause de changements de propriétés du milieu poreux, notamment la perméabilité,
perturbe les fonctions cellulaires et modifie les caractéristiques et les propriétés de la MEC.

I.2.2.3 Facteurs mécaniques

L’exposition du disque intervertébral à des efforts mécaniques est un facteur essentiel
dans l’accélération de la dégénérescence discale. Plusieurs travaux ont cherché à isoler les
chargements simples et à déterminer leurs contributions dans les modifications fonction-
nelles du DIV.

Les plateaux vertébraux sont endommagés par les efforts de compression axiale répétitifs
(Adams et al., 2010). Même un léger endommagement des PCV provoque des changements
dans la structure de la MEC du disque intervertébral (Adams et al., 2000). L’exposition à des
forces de compression de forte intensité pendant de longues périodes inhibe la production
des protéoglycanes et du collagène II et stimule la production du collagène I dans le NP et
l’annulus interne (Rannou et al., 2001).

Les contraintes de cisaillement contribuent également d’une façon remarquable à la dé-
générescence, non seulement du disque sous chargement, mais aussi des disques voisins
(Kim et al., 2012). Les efforts de torsion sont à l’origine de déchirures circonférentielles
dans l’anneau. Les contraintes provoquées par la pression intradiscale peuvent contribuer à
la modification de la composition extracellulaire selon l’intensité et la durée d’exposition à
cette pression.
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D’autres facteurs d’origine mécaniques mais en relation avec le travail ou le style de vie
tel que le port répété de charges contribuent à l’accélération de la dégénérescence discale.
Par exemple l’exposition aux vibrations et l’instabilité du rachis provoquent des déforma-
tions anormales dans l’anneau et les plateaux et influent sur les caractéristiques du disque.
Cette influence devient de plus en plus remarquable avec l’avancement de la dégénérescence
(An et al., 2006).

Par ailleurs, les conditions mécaniques influent sur la fonction cellulaire dans le disque
intervertébral. Les cellules nucléaires sont sensibles aux valeurs de pression intradiscale,
alors que les cellules annulaires sont plus influencées par les efforts de traction cycliques
(Ishihara et al., 1996; Rannou et al., 2003).

I.2.3 Classification de la dégénérescence discale

La classification de la dégénérescence discale sert à identifier l’avancement du processus
dégénératif en fonction des modifications apportées sur le DIV. Les classifications les plus
connues se basent sur les modifications morphologiques. Une autre méthode de classifica-
tion est plutôt microscopique, elle est basée sur les changements histologiques et cellulaires.

I.2.3.1 Classification morphologique

Les techniques utilisées pour cette classification sont des techniques essentiellement
d’observation clinique liée à l’imagerie médicale. Les différences trouvées dans les résultats
reviennent essentiellement à la différence des techniques utilisées et à la nature des échan-
tillons choisis.

Thompson et al. (2004) ont investigué les changements morphologiques qui surviennent
dans quatre régions : le noyau, l’anneau, les plateaux et les vertèbres en analysant les images
dans le plan sagittal de 68 DIVs humains. Les auteurs ont supposé à travers ces résultats
qu’il existe 5 grades de dégénérescence. D’autres études, telles que Coventry et al. (1945);
Nachemson (1992); Pfirrmann et al. (2001) proposent des classifications différentes ont été
proposées.

Grade Corps vertébral NP AF PCV
I Frontières Gel gonflable lamelles fibreuses épaisseur uniforme,

arrondies discrètes
Frontières tissus fibreux matériau nucléaire épaisseur irrégulière

II anguleuses blanc sur la infiltré entre les
périphérie lamelles

quelques ostéo- tissus fibreux infiltration extensive endommagements
III phytes sur les consolidés du noyau, perte de focaux

bords limite AF-NP
IV Ostéophytes lésions parallèles perturbations fibrocartilage étendu

< 2mm aux PCV focales de l’os subchondral
V Ostéophytes fissures traversant fissures traversant sclérose

> 2mm le noyau l’anneau

TABLE 1.1 – Classification de Thompson
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I.2.3.2 Classification basée sur l’IRM

Plusieurs classifications de la DD basée sur des séquences IRM ont été proposées dont
la plus détaillée est celle de Pfirrmann et al. (2001) basée sur des séquences pondérées en T2
et acquises dans le plan sagittal. Selon cette étude, 5 stades de dégénérescence discale sont
distingués (table 1.2).

Grade Structure Signal
I Homogène Blanc lumineux

Hauteur normale Hyper-intense
Non homogène Blanc limineux

II Hauteur normale Hyper-intense
Distinction claire entre l’AF et le NP Avec ou sans bandes horizontales grises

Non homogène Gris
III Hauteur normale ou légèrement diminuée Moyennement intense

Distinction non claire entre l’AF et le NP
Non homogène Gris foncé

IV Hauteur légèrement diminuée Hypo-intense
Pas de distinction entre l’AF et le NP

V Non homogène Noir
Espace discal perdu Hypo-intense

TABLE 1.2 – Classification de Pfirrmann

I.2.3.3 Classification histologique

La classification histologique de Boos et al. (2002) a pour objectif de déterminer l’évolu-
tion de l’état du tissu du DIV et des changements de la distribution cellulaire avec l’âge. Pour
cela, cette équipe a analysé les variations produites dans 5 régions du cartilage (2 pour l’an-
neau interne, 2 pour l’externe et 1 pour le nucleus) et six régions des plateaux (antérieure,
postérieure et centrale de chaque plateau). Contrairement aux classification précédentes,
cette classification affecte à chaque propriété une échelle de dégénérescence (Tableau 1.3).
Cette étude a mis en évidence la relation entre les changements microscopiques, l’âge et les
changements morphologiques du DIV.
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Grade NP et AF PCV
Cellules Déchirures Organisation Micro-fractures

Mort cellulaire du cartilage Sclérose osseuse
0 Pas de prolifération Absent structuré Absentes
1 Densité élevée Rarement présents Irrégularités Présentes
2 Connexion de deux Moyennement Désorganisation C/DT*

chondrocytes présents Épaississement
3 Clones** de petite Abondamment Désorganisation

taille (2-7 cellules) présents totale
4 Clones de taille C/DT C/DT

moyenne (>8 cellules)
5 Clones de grande

taille (15 cellules)
6 C/DT

TABLE 1.3 – Classification de Boos : quelques propriétés microscopiques et morphologiques
et leurs changements au cours de la dégénérescence.

*C/DT : cicatrices et défauts dans le tissu.
**Clone : regroupement de plusieurs cellules

I.3 Phénomènes électrochimiques présents dans le DIV

I.3.1 Transfert diffusif

I.3.1.1 Flux diffusif

Le flux diffusif traduit la tendance d’un système à uniformiser la concentration d’une
espèce chimique dans tous ses compartiments. Ce phénomène est un phénomène de trans-
port irréversible effectué par la migration des molécules d’une espèce chimique d’une zone
à l’autre suivant un gradient de concentration décroissant. La migration se fait d’une zone
concentrée vers une zone moins concentrée.

L’expression du flux diffusif
−→
J Dα d’une espèce chimique α est donnée par la loi de

Fick :

−→
J Dα =−Dα

−→
∇ cα

Avec
Dα : le coefficient de diffusion de α dans le milieu exprimé en m2s−1

cα : la concentration de α en mol.m−3

Le coefficient de diffusion Dα traduit l’aptitude des molécules de l’espèce α à diffuser
dans un milieu. En assimilants les molécules de α à des sphères de rayon rα, Dα s’écrit
suivant la relation d’Einstein en fonction de la température T , de la constante des gaz parfaits
R et de la mobilité mécanique molaire des molécules de α dans le milieu notée bα :

Dα = bαRT
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La mobilité mécanique molaire bα est exprimée en mol.s.kg−1 elle est définie par :

bα =
1

6πNAηrα

Avec
NA : nombre d’Avogadro (6,023×1023mol−1)
η : viscosité du milieu en Pa.s

I.3.1.2 Osmose et pression osmotique

Dans le cas d’une membrane dialysante dont les pores sont plus petits que le volume
moléculaire du soluté, la diffusion de ce dernier est stoppée au niveau de l’interface de
séparation. Les molécules du soluté exercent sur la paroi une pression appelée pression
osmotique. L’expression de la pression osmotique est donnée par :

π = RT cα

Avec
π : pression osmotique exprimée en Pa
cα : concentration du soluté α exprimée en mol.m−3

Pour annuler le gradient de concentration entre les deux compartiments, c’est le solvant
(généralement l’eau) qui diffuse de la zone moins concentrée vers la zone plus concentrée
c’est le phénomène de l’osmose. L’osmose apparaît donc comme un phénomène de diffusion
de solvant. Cette diffusion se fait dans le sens contraire de celui de la diffusion du soluté.
La pression osmotique est la pression hydrostatique qu’il faut exercer sur la solution pour
contrecarrer la diffusion du solvant.

I.3.2 Transfert convectif

I.3.2.1 Flux convectif dans un milieu poreux

La convection est un phénomène de transfert effectué suivant un gradient de pression
mécanique (le plus souvent d’origine hydrostatique). Le mélange passe de la zone ayant une
forte pression à la zone ayant une faible pression.

L’expression du flux convectif
−→
J Cδ d’un solvant δ dans un milieu poreux est donnée

par :

−→
J Cδ =−bδ

−→
∇ p

Avec p la pression hydrostatique en Pa et bδ la mobilité mécanique de δ.
Le transfert par convection du soluté est appelé solvent-drag. Pour deux compartiments

séparés par une membrane totalement perméable à un soluté α, le flux convectif de α s’écrit :

−→
J Cα = cα.

−→
J Cδ =−cαbδ

−→
∇ p
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I.3.2.2 Ultrafiltration

Le transfert par convection d’une solution à travers une membrane semi-perméable as-
sure le passage du solvant et des petits solutés mais empêche le transfert des grands solutés.
Ce type de transfert est appelé ultrafiltration.

Soient S1 et S2 deux solutions séparées par une membrane dialysante. Soit c1 et c2 les
concentrations du soluté α dans S1 et S2 respectivement. Quand une pression est appliquée
du coté de S1, un transfert convectif du mélange de S1 à S2 est observé. On appelle transmit-
tance membranaire de α et on note Tα le rapport c2/c1. Si on néglige le transfert diffusif du
soluté, le flux convectif du soluté α s’écrit :

−→
J Cα =−c2bH2O

−→
∇ p

Pour une transmittance égale à 1, la membrane est totalement perméable à α. Si Tα =
0, la membrane est imperméable au soluté α, c2 = 0 et le flux convectif est nul. Soit Q f
(en m3s−1) le débit volumique convectif de l’eau passant de S1 à S2. Une différence de
concentration sera créée entre les deux compartiments qui va engendrer un flux diffusif de
l’eau du compartiment S1 à S2 obéissant à l’osmose. Soit Qosm le débit généré par ce flux, le
débit total d’ultrafiltration Qultra est donné par :

Qultra = Q f −Qosmo

I.3.3 Migration électrique

I.3.3.1 Flux électrique

Le flux électrique traduit la tendance d’un système à annuler le potentiel électrique entre
les zones qu’il renferme. Ce flux entraîne la migration des anions de l’endroit où le potentiel
est faible vers l’endroit où le potentiel est élevé. La migration des cations se fait dans le sens
inverse.

Le flux électrique
−→
J Eβ d’un ion β est donnée par :

−→
J Eβ =−zβFbβcβ

−→
∇ ξ

Avec
zβ : la valence de l’ion β

F : Constante de Faraday (96485 Cmol−1)
bβ : la mobilité mécanique molaire de l’ion β dans le milieu exprimée en mol.s.kg−1

cβ : la concentration de l’ion β

ξ : le potentiel électrique exprimé en V

I.3.3.2 Effet Donnan

L’effet Donnan (ou Gibbs-Donnan) caractérise le mécanisme de transfert des ions de
deux solutions séparées par une membrane dialysante en présence d’une espèce ionique non
diffusible (retenue par la membrane).

La migration des ions diffusibles est déclenchée lorsque un gradient de concentration (et
par suite un flux diffusif) est établi. Le flux diffusif s’annule après migration d’une quantité
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de cette espèce ionique vers le coté de basse concentration. Cela interrompt la neutralité
électrique des solutions et crée un potentiel électrique qui réactive la migration des ions
selon le flux électrique correspondant. Cette alternance continue jusqu’à obtenir un état
d’équilibre appelé équilibre de Donnan et caractérisé par un flux total

−→
J T β nul :

−→
J T β =

−→
J Eβ +

−→
J Dβ =

−→
0

I.3.4 Application des phénomènes électrochimiques au cas du DIV

I.3.4.1 Mouvement de l’eau et des solutés chargés

La frontière du DIV est une surface séparatrice entre deux milieux ayant des composi-
tions et des propriétés électrochimiques différentes : le milieu intradiscal poreux saturé par
sa phase fluide et le milieu extradiscal contenant le fluide interstitiel. Chaque fluide comporte
un nombre d’espèces chargées. Le fluide interstitiel du milieu extradiscal contient plusieurs
types de solutés ioniques (Na+, Cl−, Ca2+, SO2−

4 ) qui peuvent pénétrer à l’intérieur du DIV.
La structure du réseau de fibres de collagène ne permet l’échange que des solutés de petit
volume moléculaire entre les deux milieux. Les protéoglycanes sont liés au milieu intradis-
cal à cause de leurs grands volumes moléculaires. Peu mobiles, elles sont assimilées à des
charges fixes (Maroudas, 1980). La présence de ces charges fixes permet au DIV d’avoir
une pression osmotique et d’absorber l’eau de l’extérieur vers ses pores. La concentration
des charges fixes, qui varie avec la déformation mécanique, est très importante dans la régu-
lation du comportement mécanique et électrochimique du DIV.

La tendance du milieu intradiscal à être électriquement neutre et à avoir une pression
égale à celle du milieu extérieur provoque un comportement polyélectrolytique où les solutés
sont échangés par les deux milieux. Étant donné que le DIV est un milieu avascularisé, le
transport des solutés en son sein se fait par diffusion et/ou par convection.

Une perturbation mécanique provoque une modification de la pression intradiscale du
disque (∆P 6= 0), le fluide passe d’un milieu à l’autre en modifiant la concentration des
charges fixes. Cela entraîne une modification de la pression osmotique à l’intérieur de disque
et finalement de la quantité d’eau retenue dans les pores. Un transfert diffusif commence afin
d’établir l’électro-neutralité du milieu accompagné d’un flux électrique des ions entrants
et sortants. L’état d’équilibre est défini par un flux diffusif, un flux convectif et un flux
électrique nuls.

I.3.4.2 Nutrition cellulaire

Comme mentionné précédemment, les cellules ont un rôle important dans le disque. Ce
sont les agents qui assurent le renouvellement des composants de la matrice extracellulaire
et qui permettent de conserver les propriétés du tissu discal. Pour ce faire, les cellules ont
besoin d’un mécanisme de production d’énergie : les réactions de synthèse d’adénosine
triphosphate (ATP). L’ATP est synthétisé à partir de l’adénosine diphosphate (ADP) selon
deux réactions principales : une réaction aérobie et une réaction anaérobie. La réaction aé-
robie possède un grand rendement énergétique mais elle est lente et ne contribue qu’à la
production de 40% d’ATP (Holm et al., 1981). Bien que le rendement de la réaction anaéro-
bie soit faible, elle est rapide et elle se produit en présence d’oxygène.
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Le glucose, l’oxygène et le lactate sont les trois nutriments qui interviennent dans l’acti-
vité cellulaire. Comme les solutés chargés, ces nutriments cellulaires sont transportés grâce à
la phase fluide du DIV par convection ou par diffusion. L’oxygène et le glucose proviennent
des PCV et des vaisseaux sanguins liés à l’anneau externe et diffusent vers l’intérieur du
DIV pour être consommés par les cellules. Le lactate, produit par les cellules lors de la ré-
action anaérobie diffuse dans le sens inverse pour être évacué du DIV. Les taux d’apport de
ces nutriments (exprimés en mol.m−3s−1) sont liés. Selon les réaction de glycolyse, le taux
d’apport de glucose Rg s’écrit en fonction de celui de l’oxygène RO et du lactate Rl :

Rg =
−Rl

2
+

R0

6
(1.1)

Compte tenu du sens d’apport de ces nutriments on distingue le taux de production
pour le lactate Rprod

l et les taux de consommation de l’oxygène et du glucose Rcons
O et Rcons

g
respectivement avec :

Rl = Rprod
l × [��C] ; Rg =−Rcons

g × [��C] ; RO =−Rcons
O × [��C] (1.2)

[��C] représente ici la concentration de cellules (en cellule/mm3) dans le milieu. Sous cer-
taines conditions relatives à la concentration des nutriments, l’activité cellulaire peut être
affectée. Selon Holm et al. (1981); Ishihara & Urban (1999) la diminution de la concen-
tration d’oxygène provoque une augmentation dans la consommation du glucose et dans la
production du lactate ainsi qu’une augmentation dans la consommation d’oxygène. D’autre
part, la viabilité cellulaire dépend de la concentration du glucose et du pH du milieu (Gu
et al., 2014). A basse concentration du glucose, les cellules discales ne peuvent pas vivre
même en présence d’oxygène. Le pH du milieu dépend de la concentration du lactate. Le
milieu devient plus acide quand la concentration du lactate augmente. Il a été démontré par
Bibby & Urban (2004) que la viabilité cellulaire diminue quand la valeur du pH diminue de
7.4 (milieu neutre ou légèrement basique) à 6.2 (milieu acide). Quand ces deux conditions
sont vérifiées (basse concentration de glucose et pH acide) la viabilité cellulaire diminue
d’une façon remarquable (fig. 1.11).

FIGURE 1.11 – Effet de diminution du pH et de la concentration du glucose sur la viabilité
cellulaire. (a) à une pression partielle de 0% d’oxygène. (b) à une pression partielle de 21%
d’oxygène (Bibby & Urban, 2004)
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Conclusion

Ce chapitre a permis de présenter le cadre et la problématique clinique de cette étude.

Le disque intervertébral est un fibro-cartilage non vascularisé et peu innervé. C’est un
milieu poreux saturé composé d’une phase aqueuse et d’une phase solide formée par la ma-
trice extracellulaire. Cette dernière est constituée essentiellement par des protéoglycanes, un
réseau de fibres de collagène et des cellules. La distribution non homogène de ces consti-
tuants permet d’avoir des caractéristiques biomécaniques différentes dans les zones du DIV.
Elle permet également les échanges de certaines espèces chimiques chargées et non char-
gées suivant des phénomènes électrochimiques. Trois zones sont ainsi distinguées : le NP,
l’AF et les PCV. La transition entre le NP et l’AF est progressive, on ne trouve pas une limite
nette qui séparent ces deux éléments.

Les cellules permettent le renouvellement des composants de la matrice extracellulaire
et le maintien des caractéristiques biomécaniques du DIV. Les nutriments qui assurent l’ac-
tivité cellulaire sont transportés dans l’eau qui occupe les pores du DIV.

La dégénérescence discale est généralement accompagnée d’une perte de continu hy-
drique, d’une dégradation des propriétés mécaniques et d’une perturbation dans le méca-
nisme de nutrition cellulaire. Ce phénomène peut être accéléré par plusieurs facteurs dont le
facteur mécanique.
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Chapitre 2

État de l’art : modèles in-vivo, in-vitro et
in-silico

Ce deuxième chapitre est consacré à la présentation des diffé-
rents modèles expérimentaux et numériques développés pour le
disque intervertébral.

Certaines études expérimentales qui traitent des aspects mé-
caniques et métabolique sont tout d’abord présentés. Nous
décrivons ensuite certaines modalités d’imagerie médicale et
leur contribution dans la compréhension de la dégénérescence
discale.

Par la suite, nous introduisons un historique des différentes
théories et modèles descriptifs développés pour le disque
intervertébral. Cette partie aborde les modèles mécaniques, les
modèles métaboliques et les modèles de couplage entre les deux
aspects.
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II.1 Études expérimentales

II.1.1 Études mécaniques

II.1.1.1 Mesure des déformations et des contraintes

Le disque intervertébral est un milieu hétérogène et sa géométrie est complexe. La me-
sure des déformations et des contraintes qu’il subit est importante dans la détermination de
son comportement mécanique et des conditions qui peuvent contribuer à sa dégénérescence.

Les premières études réalisées dans ce contexte ont décrit le comportement global du
DIV en chargement statique et en fatigue. Ces travaux ont permis de tracer quelques courbes
caractéristiques telles que la déformation en fonction de la contrainte et le changement de
volume en fonction du chargement (virgin, 1951; Brown et al., 1957).

Récemment, les études se sont plus concentrées sur la mesure des déformations locales
sous les différents types de chargement afin de déterminer les zones du DIV les plus sollici-
tées (Costi et al., 2007; Cuchanski et al., 2010). Ces études ont révélé que les déformations
les plus importantes sont engendrées au niveau de la zone postéro-latérale lors de la flexion
latérale. En compression, la zone postérieure subit une déformation maximale (figure 2.1).

D’autres mesures de la déformation locale ont été effectuées pour déterminer le gon-
flement du DIV et la déformation des fibres de collagène sous des chargements simples et
complexes. Il est démontré ainsi que la déformation des fibres n’est pas liée au gonflement
du DIV (Heuer et al., 2008) et que le comportement mécanique de l’AF est dépendant de
l’historique de chargement (Gregory & Callaghan, 2012).
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FIGURE 2.1 – Résultats de Costi et al. (2007) : déformations locales dans le DIV pour des
essais de compression, cisaillement et cisaillement latéral (en haut) et des essais de flexion,
extension, rotation axiale et flexion latérale (en bas).
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II.1.1.2 Détermination des propriétés mécaniques

La plupart de essais expérimentaux réalisés sur le DIV ont servi à la détermination de
ses propriétés mécaniques et à comparer le comportement du disque dans différents stades
de dégénérescence. La littérature fait état d’essais mécaniques effectués sur les DIVs ou sur
des extraits de leurs tissus suivant plusieurs protocoles (tableau 2.1).

Essais mécanique Auteurs Échantillon
Compression confinée Heneghan & Riches (2008) Tissu de NP (B)

Compression Meakin et al. (2001) DIV + deux demi VA (H)
non confinée Römgens et al. (2012) Tissu de AF (B)

Yang et al. (2016) DIV + 2 VA (H)
Traction Ebara et al. (1996) Tissu de AF (H)

Guerin & Elliot (2007) Tissu de AF (H)
Baldit et al. (2014) Tissus de AF (H)+ (P)

Flexion et/ou McMillan et al. (1996) DIV + 2 VA (H)
torsion Hongo et al. (2008) DIV + 2 VA (P)

Reutlinger et al. (2014) DIV + 2 VA (O)
indentation Lukes et al. (2009) Tissus de AF et PCV (P)

MacLean et al. (2007) DIV seul / DIV + 2 VA (M)
Fluage Hwang et al. (2012) DIV + 2 VA (M)

Cortes et al. (2014) Tissus de AF, NP et PCV (H)
Relaxation Huber et al. (2007) DIV + 2 VA (O)

Ghiss et al. (2015) DIV + 2 demi VA (P)
Chargement cyclique Boxberger et al. (2009) DIV + 2 VA (M)

TABLE 2.1 – Quelques essais mécaniques effectués sur le DIV dans la littérature. VA :
vertèbres adjacentes. (H) : humain, (O) : ovin, (B) : bovin, (P) : porcin, (M) : murin.

Il est important de noter que les différents protocoles expérimentaux utilisés donnent des
valeurs des paramètres mécaniques très variées et orientent le choix des modèles proposés.
Ce point a été abordé par Recuerda et al. (2011) où des essais de relaxation en compression
non confinée sur des DIV bovins ont été réalisés avec des conditions initiales différentes. En
jouant sur le gonflement initial (Fig. 2.2) et sur le préchargement, 6 cas ont été étudiés.

FIGURE 2.2 – Les trois protocoles de gonflement utilisés par Recuerda et al. (2011)

Les tests de compression réalisés ont permis de déterminer les modules d’Young E pour
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un modèle viscoélastique de la MEC et les perméabilités k dans le NP et le AF. Bien que
le modèle d’identification soit le même pour chaque cas, une grande différence entre les
valeurs de ces paramètres a été trouvée (Tableau 2.2).

Protocole 1 2 3 4 5 6
Gonflement sans radial libre libre libre libre

Précharge (%) 0 0 0 5 10 10
Déformation imposée (%) 5 5 5 5 5 10

ENP(kPa) 14.96 5.97 6.13 4.04 6.12 8.35
EAF 10.71 8.52 14.56 7.63 8.88 15.57

kNP(10−14m4/NS) 13.83 10.76 9.34 11.09 5.53 17.53
kAF(10−14m4/NS) 7.75 3.24 2.03 4.99 2.71 1.79

TABLE 2.2 – Résultats de Recuerda et al. (2011) pour les différents protocoles utilisés

Dans le même cadre, les essais de relaxation en compression de Holmes & Hukins
(1996) et en nano-indentation de Lukes et al. (2009) sur des tissus discaux, ont mené à
des choix différents du modèle rhéologique du comportement du DIV. Bien que le compor-
tement viscoélastique soit affecté à la MEC dans les deux études, des modèles rhéologiques
différents ont été déduits des essais réalisés (Fig. 2.3).

FIGURE 2.3 – Modèles rhéologique pour le DIV. A- dans Holmes & Hukins (1996). B- dans
Lukes et al. (2009)

Pour résumer, les modèles choisis pour la description du comportement du disque et les
propriétés matériaux sont dépendants du protocole expérimental utilisé. Cette dépendance
est traduite par une large variation des valeurs des propriétés mécaniques du disque présentes
dans la littérature.

II.1.2 Transport métabolique et profil des concentrations des nutriments

Le traitement du transport des nutriments dans le DIV a présenté un axe de recherche
important en raison de son lien avec la DD (Urban et al., 2004). Les nutriments cellulaires
sont transportés dans le DIV par voie diffusive et par voie convective. Plusieurs facteurs
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peuvent perturber ces mécanismes et provoquer une modification dans l’activité et la viabi-
lité cellulaire et par suite contribuer à la dégénérescence discale.

L’étude de Maroudas et al. (1975) a permis de déterminer le coefficient de diffusion du
glucose, la perméabilité du tissu discal et la concentration des cellules dans chaque zone du
DIV en examinant histologiquement des DIVs humains. Bibby et al. (2002) ont démontré
plus tard que seulement 90% des cellules d’un DIV sont vivantes et contribuent au fonction-
nement discal.

Dans un autre contexte, la mesure des concentrations des nutriments et leur taux de
production a permis d’avoir une idée sur leur distribution dans le DIV, leur processus de
synthèse et leur mécanismes de transport. Il est ainsi démontré que la synthèse d’ATP se
fait surtout par voie anaérobie, que le principal mécanisme de transport des nutriments est
la diffusion et que l’approvisionnement en nutriments pour le NP se fait principalement à
travers les PCV (Holm et al., 1981; Kang et al., 2014). Dans le même cadre, l’étude in
vitro menée par Bibby et al. (2005) sur les cellules discales a permis d’écrire des équations
empiriques qui relient les concentrations de nutriments à leurs taux d’apport. Ces relations
ont ouvert la porte à la modélisation et à la simulation numérique du mécanisme de nutrition
cellulaire dans le DIV.

II.1.3 Contribution de l’imagerie médicale

II.1.3.1 Généralités sur la RMN et l’IRM

Les noyaux atomiques à nombre de protons ou de neutrons impairs (notés également
spin 1/2) sont capables d’absorber des radiations de radio-fréquence (RF) pour aligner le
spin nucléaire intrinsèque dans la direction de plus haute énergie puis retourner à leur état
d’équilibre initiale en émettant la RF absorbée. La résonance magnétique nucléaire (RMN)
est une étude de ces phénomènes d’absorption et d’émission des RF par les noyaux ato-
miques de certains matériaux et tissus particuliers dans un champ magnétique fort.

Nous rappelons ci-dessous brièvement les définitions des termes et des variables qui
seront utilisés dans la suite du document.

Temps de relaxation : Chaque tissu étudié est caractérisé par deux temps de relaxation
principaux : le temps de relaxation longitudinal T1 et le temps de relaxation transversal T2.
On note M0 la norme de l’aimantation longitudinale.

Le temps de relaxation T1 représente le temps nécessaire pour que l’aimantation longi-
tudinale ML récupère 63% de sa valeur finale après la perturbation RF. La relaxation totale
est supposée atteinte après un temps TR = 5×T1. T1 permet d’écrire la relation suivante :

ML = M0.
(

1− e−t/T1

)
(2.1)

Le temps de relaxation T2 représente le temps nécessaire pour que l’aimantation trans-
versale atteint 37% de sa valeur initiale après la perturbation de Radio Fréquence RF. L’ai-
mantation transverse est calculée par :

MT = M0.e
−t/T2 (2.2)
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Ces temps de relaxation sont caractéristiques des matériaux étudiés. On peut trouver
d’autres temps caractéristiques pouvant être obtenus par la RMN tel que : le temps T1ρ

qui définie le temps de relaxation transverse dans le repère tournant lié à la composante
transverse par rapport à ~B0 et longitudinale par rapport à ~B1 ou le temps T ∗2 appelé temps de
relaxation transverse effectif qui tient compte du déphasage dû à l’inhomogénéité du champ
~B0.

Pondérations des séquences IRM La pondération des séquences d’imagerie de réso-
nance magnétique est le réglage de certaines entrées physiques afin de sélectionner une
propriété en fonction de laquelle le contraste des séquences est modulé. Cette propriété peut
être un des temps de relaxation déjà cités comme elle peut être la densité de proton (ρH) dans
le tissu. Le contraste des séquence IRM est alors distribué selon la valeur de la propriété sé-
lectionnée, par exemple une séquence IRM pondérée en T1 n’a pas la même distribution de
contraste qu’une séquence pondérée en T2. La pondération des séquences IRM se fait prin-
cipalement à partir du choix de deux entrées : le temps d’écho (T E) et le temps de répétition
(T R). Un T R et un T E courts donnent une image pondérée en T1. Un T E court associé à un
T R long donnent une image pondérée en densité de proton ρH . Si les deux temps sont longs,
l’image obtenue est plutôt pondérée en T2. D’autres réglages tels que l’angle de bascule
entre les deux champs ~B0 et ~B1 permettent d’avoir d’autres types de pondération.

II.1.3.2 Applications de l’IRM au DIV

L’IRM est la technique la plus utilisée dans l’évaluation de l’avancement de la DD grâce
à son contraste élevé dans le traitement des tissus mous (Mok et al., 2016; Zheng et al.,
2017).

Outre la classification de la DD basée sur l’IRM décrits dans le paragraphe 1.2.3.2, il est
démontré qu’il est possible de détecter les changements structuraux qui affectent le DIV au
cours de sa dégénérescence à l’aide de l’IRM. Ce sont notamment les modifications liée à
la perte d’eau et à la composition de la MEC qui sont les plus utiles. Pour ce faire, la cor-
rélation entre la composition du DIV et les temps de relaxations a fait l’objet de plusieurs
études.

La pondération en T1 n’est pas très utilisée dans l’imagerie des DIVs mais certaines
études ont montré que T1, est corrélé avec les modifications dans la quantité d’eau et la
concentration des protéoglycanes dans le DIV et peut donner des informations sur l’inté-
grité structurelle du DIV (Antoniou et al., 1998).

Contrairement à T1, la pondération en T2 est largement utilisée dans les études des DIVs.
En effet, bien que les deux temps de relaxation soient corrélés avec les grades de dégéné-
rescence, la porosité et la concentration des PG (Haughton, 2004; Johannessen et al., 2006;
Marinelli et al., 2010; Xie et al., 2017), la corrélation de T2 s’avère plus pertinante et peut
capter des modifications dégénératives précoces (Chiu et al., 2001; Haughton, 2011). Le
temps de relaxation T2 est corrélé également à l’intégrité du réseau de fibre de collagène
(Antoniou et al., 1998). Selon Welsch et al. (2011), le temps de relaxation transverse effectif
T ∗2 est comparable avec le temps T2 dans l’étude des changements structurels du DIV et il
peut donner des résultats plus précis en ce qui concerne l’organisation des fibres de colla-
gène. Dans une autre application, la pondération en T2 a été utilisée par Schleich et al. (2016)
sur des séquences sagittales et transverses des DIVs humains in vivo afin de déterminer la
relation entre les pathologies des facettes articulaires et la concentration des GAG dans le
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DIV.
D’autres études se sont intéressées à la pondération T1ρ et à la corrélation de ce temps

de relaxation avec les composants du DIV. Il est démontré ainsi que T1ρ peut générer des
séquences dont le contraste dépend de la quantité de protéines (Wang et al., 2007) et qu’il
est en forte corrélation avec la quantité des protéoglycanes et les GAG sulfatés. Par suite il
constitue un moyen de détection des changements dégénératifs précoces de la DD (Auer-
bach et al., 2006; Johannessen et al., 2006; Nguyen et al., 2008; Blumenkrantz et al., 2010).

La pondération en densité de protons, ou ρH , est liée à la densité des protons H+ présents
dans le DIV. Ce type de pondération est essentiellement utilisé dans la détermination de la
quantité d’eau dans le DIV. Ghiss et al. (2015) ont réussi à déterminer la distribution d’eau
dans des DIVs lombaires porcins lors d’essais de relaxation en compression uni-axiale en
ex-vivo. Les essais expérimentaux et les résultats de cette étude seront détaillés vu qu’ils
seront utilisés dans le développement du modèle physique de cette thèse. In vivo et sur des
DIV humains, Nazari et al. (2015) ont déterminé la quantité d’eau dans le NP pour 3 pos-
tures différentes par la même technique de pondération (ρH).

L’IRM a été utilisé dans d’autre applications telles que la détermination de la déforma-
tion du DIV sous chargement et des propriétés diffusives du milieu. Dans le travail de Fazey
et al. (2006), les changements de forme et de position du NP lors de la modification de l’état
de contrainte du rachis (en flexion et en torsion) ont été étudiés en utilisant des séquences
IRM pondérées en T2 acquise in vivo. Wang et al. (2009) ont utilisé deux modalités d’ima-
gerie afin de déterminer la déformation du DIV humain lors d’un changement de posture.
Les deux modalités sont l’IRM pondéré en T2 et la fluoroscopie. D’autre part, l’IRM écho-
stimulé a été l’outil utilisé par Antoniou et al. (2004) pour déterminer les coefficients de
diffusion apparents du NP, de l’AF postérieur et de l’AF antérieur dans les 3 directions.

Outre l’IRM, d’autres techniques d’imagerie ont été utilisées essentiellement pour dé-
terminer les propriétés géométriques des DIVs. On cite par exemple l’utilisation de la radio-
graphie numérique basse dose à balayage (EOS) pour la définition précise des limites entre
les DIV et les vertèbres (Rillardon et al., 2005) ainsi que la micro-tomographie aux rayons
X (µCT ) avec laquelle Lin et al. (2016) ont essayé de calculer précisément le volume total
du DIV murin et le volume de son noyau in vitro.

II.2 Théories et modèles descriptifs du milieu poreux vivant

II.2.1 Introduction

La modélisation physique du disque intervertébral a énormément progressé depuis les
premiers modèles développés dans la deuxième moitié des années 1970. Plusieurs aspects
physiques ont été étudiés tels que la composition du milieu, les propriétés mécaniques et les
lois de comportement. Les premiers modèles sont des modèles monophasiques où chaque
compartiment du disque a été assimilé à un milieu continu homogène. Généralement le
noyau a été modélisé par un fluide parfait incompressible et l’anneau par un solide élastique
orthotrope ou viscoélastique (Belytschko et al., 1974; Burns & Kaleps, 1980; Kulak et al.,
1976). Ces modèles ont démontré l’importance de la prise en compte de la non linéarité et
de l’anisotropie du tissu mais ils demeurent très limités par rapport aux modèles multipha-
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siques.

II.2.2 Les modèles multiphasiques

II.2.2.1 Théorie du mélange

La théorie du mélange, appliquée aux tissus mous, a été décrite pour la première fois par
Mow et al. (1980) dans le cadre de la modélisation du comportement mécanique du cartilage
articulaire. Dans cette théorie, le tissu est assimilé à un milieu poreux saturé constitué d’un
solide contenant des pores emplis d’un fluide. Phase solide et phase fluide désignent les
deux constituants du tissu. Les deux phases sont supposées isothermes, non miscibles et
intrinsèquement incompressibles.

a/ Le modèle biphasique Dans les modèles biphasiques chaque compartiment du DIV
est assimilé à un milieu poreux saturé de phases incompressibles. La phase solide décrit le
comportement de la matrice extracellulaire. Le fluide interstitiel est modélisé par une phase
fluide incompressible. La variation du volume du DIV n’est due qu’à l’échange de la phase
fluide entre le milieu discal et le milieu extra-discal. La contrainte totale dans le DIV s’écrit :

σσσ = σσσ
e− p111

Avec σσσ la contrainte de Cauchy totale, σσσe la contrainte effective liée à la phase solide ou
contrainte de Terzaghi et p la pression de la phase fluide. L’incompressibilité intrinsèque
des phases et la saturation du milieu permet d’écrire la loi de Darcy qui décrit l’écoulement
de la phase aqueuse à l’intérieur du disque sous la forme :

∇.−→v s = ∇.
(

k
−→
∇ p
)

Avec−→v s la vitesse de la matrice solide et k la perméabilité du milieu. Le modèle biphasique
de Mow et al. (1980) a été notamment validé pour des essais de compression confinée en
petites déformations sur des cartilages articulaires du condyle fémoral bovin et de la rotule
humaine.

b/ Gonflement et effet osmotique La pression de la phase fluide est composée d’une
pression interstitielle et d’une pression osmotique dues à la présence des charges fixes dans
la matrice solide. La modélisation de cette pression permet de considérer l’état de précon-
trainte dans le disque à l’homéostasie et par suite d’effectuer les simulations avec des condi-
tions initiales physiologiques.

Plusieurs méthodes ont été utilisées afin de prendre en compte la pression osmotique
souvent appelée pression de gonflement dans le DIV. Une première méthode appelée mo-
dèle à pression osmotique du bord (POB) consiste à fixer une pression positive comme
condition aux limites géométrique du disque. Cette méthode simple permet d’avoir toujours
une différence de pression entre le milieu extradiscal et le milieu discal. La valeur de cette
pression a été choisie à partir des travaux expérimentaux de Takahashi et al. (1995); Wilke
et al. (1999) : 0.1MPa dans le modèle de Argoubi & Shirazi-Adl (1996) et 0.25MPa dans le
modèle de Schmidt et al. (2010).
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Une deuxième méthode consiste à ajouter une composante hydrostatique constante à
l’expression de la contrainte de de Cauchy :

σσσ = σσσ
e− p111−∆π111 = σσσ

e− (p+∆π)111 = σσσ
e− pT 111

Ce modèle appelé modèle à pression osmotique fixe (POF) a été utilisé par Olsen et al.
(2004) avec une pression osmotique qui vaut 0.18Mpa. Ces deux méthodes peuvent mo-
déliser la pression osmotique initiale qui correspond à l’homéostasie mais elles ne tiennent
pas compte de la dépendance de la valeur de la pression osmotique à la déformation méca-
nique. En effet, la valeur de la pression osmotique est relative à la concentration des charges
fixes des protéoglycanes dans le disque. Lors d’une déformation mécanique, le volume du
disque change à cause du mouvement de l’eau alors que la quantité de charges fixes, liée
à la phase solide, reste constante. Cela entraîne une modification de la concentration des
charges fixes et par suite de la valeur de la pression osmotique. La troisième méthode de
modélisation de la pression osmotique tient compte de cet effet. En supposant que les ions
mobiles présents dans le DIV sont toujours en équilibre chimique avec le milieu extradiscal
(Lanir, 1987; Galbusera et al., 2011) l’expression de la pression osmotique en fonction de
la concentration des charges fixes s’écrit (Wilson et al., 2005a; Huyghe & Janssen, 1997) :

∆π = RT

ϕint

√
C2

f c +4
(

γext

γint

)2

C2
e −2ϕextCe


Avec R la constante des gaz parfaits, T la température absolue, ϕint et ϕext les coefficients
osmotiques interne et externe, γint et γext les coefficients d’activité internes et externes, Ce
la concentration du sel dans le plasma et C f c la concentration des charges fixes. Ce modèle
s’appelle modèle biphasique avec gonflement (BG).

Les comparaisons entre ces méthodes ont montré que le modèle BG est plus adapté
aux problèmes de caractérisation mécanique des disques intervertébraux. En effet, contrai-
rement aux modèles POB et POF , le modèle BG tient compte de la déformation due à la
modification de la concentration des charges fixes suite aux chargements mécaniques et qui
affecte les valeurs de la porosité et de la perméabilité du milieu. Néanmoins, les modèles
POB et POF sont adaptés pour décrire le comportement global du disque tel que dans des
problèmes de cinématique du rachis où l’on ne s’intéresse qu’aux mouvements mécaniques
de l’ensemble des composants étudiés (Galbusera et al., 2011).

II.2.2.2 Théorie de couplage mécano-électro-chimique

Le modèle biphasique ne tient pas compte des échanges ioniques et de la diffusion des
ions dans l’eau. Afin de considérer cette propriété dans les modèles des tissus mous, une
autre formulation a été proposée par Lai et al. (1991) appelée théorie de couplage mécano-
électro-chimique.

a/ Le Modèle triphasique En prenant comme hypothèse le fait que le flux électrique dans
le milieu est nul, le modèle triphasique décrit, avec le comportement du solide et du fluide,
le transport d’une troisième phase incompressible composée de deux espèces ioniques du
même sel sans distinguer les anions des cations. Selon Lai et al. (1991), le gonflement du
DIV n’est pas seulement lié à la pression osmotique mais aussi à la force répulsive relative à
l’existence des protéoglycanes. Cette force, appelée force d’expansion chimique, ne dépend
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que de la concentration des charges fixes au contraire de la pression osmotique qui dépend
également de la concentration du sel dans le plasma. Pour ce modèle, la contrainte s’écrit :

σσσ = σσσ
e− (pT )111−Tc111 = σσσ

e− (pT +Tc)111

Avec Tc111 la contrainte d’expansion chimique et pT la pression relative totale dans le milieu
calculée à partir de la différence des potentiels chimiques interne et externe du fluide qui
s’écrivent :

µ f = µ f
0 +

1
ρ f (pint +RT ϕint(2Ce +C f c))

µ f = µ f
0 +

1
ρ f (pext−2RT ϕextCe)

Avec
µ f et µ f les potentiels chimiques internes et externes du fluide
µ f

0 le potentiel chimiques standard du fluide
ρ f la masse volumique du fluide
pint et pext les pressions à l’intérieur et à l’extérieur du milieu

La pression pT est la quantité pT = pint − pext . Dans ce modèle, la pression osmotique
n’a pas besoin d’être définie à part, elle est déjà inclue dans le calcul de pT . La concentration
de charges fixes C f c dans ce modèle est également dépendante de la déformation. Cependant,
la concentration du sel dans la phase fluide du milieu Ce, considérée constante et égale à sa
concentration dans le plasma extérieur dans le modèle biphasique, est déterminée à partir
des potentiels chimiques internes et externes du sel présent :

µsel = µsel
0 +

RT
Msel ln(γ2

intCe(Ce +C f c)

µsel = µsel
0 +

RT
Msel ln(γ2

extCe
2
)

Avec
µsel et µsel les potentiels chimiques internes et externes du sel
µsel

0 le potentiel chimique standard du sel
Msel la masse molaire du sel
Ce et Ce les concentrations molaires du sel dans le fluide l’intérieur et à l’extérieur

du milieu.

b/ Le Modèle quadriphasique Utilisant la même théorie, le modèle triphasique a été
étendu à un modèle quadriphasique où la phase incompressible des ions du même sel a été
décomposée en deux phases incompressibles : une phase cationique et une phase anionique
(Na+ et Cl− dans le cas du DIV). Ce modèle, décrit par Huyghe & Janssen (1997) néglige
la contrainte d’expansion chimique et tient compte du flux électrique des ions. Le modèle
quadriphasique différencie les charges fixes et mobiles et définit pour chaque espèce un
potentiel électrochimique. L’expression du potentiel chimique du fluide devient :

µ f = µ f
0 +

1
ρ f (pint +RT ϕint(C++C−))
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Avec C+ et C− les concentrations des cations et des anions. Les potentiels électrochi-
miques des phases ioniques s’écrivent :

µ+ = µ+0 +
RT
M+

ln(γ+
C+

C0
)+ z+

Fξ

M+

µ− = µ−0 +
RT
M−

ln(γ−
C−

C0
)+ z−

Fξ

M−

Avec
µ+ et µ− les potentiels électrochimiques des cations et des anions
M+ et M− les masses molaires des cations et des anions
C+, C− les concentrations molaires des cations , des anions
C0 la concentration du sel dans le plasma externe
z+ et z− les valences des cations et des anions
F la constante de Faraday
ξ le potentiel électrique du milieu

Suivant les réactions de l’effet Donnan, la concentration des charges fixes C f c intervient
dans l’écriture de C− et C+. Ce modèle a été validé pour des essais de compression confinée
sur des DIV canins par Frijns et al. (1997).

Par une autre approche, une extension du modèle quadriphasique a été développée par
Loret & Simões (2007) et Loix et al. (2008). Dans cette approche, deux phases fluides sont
différenciées : une phase de fluide intrafibrillaire (FI) qui remplie l’espace entre les fibres
et une phase de fluide extrafibrillaire (FE) présente dans le reste du DIV. La phase FI est
définie par des concentrations de Na+ et Cl− différentes de celles de la phase FE. Les
charges fixes de PG ne sont présentes que dans la phase FE. De plus, le FI n’échange ses
constituants qu’avec le FE alors que cette dernière peut échanger ses constituants avec le
milieu extradiscal. Ces deux nouvelles phases représentent environ 1

4 pour le FI et 3
4 pour le

FE du volume de la phase aqueuse.

II.2.2.3 Comparaison entre les modèles multiphasiques

Le modèle quadriphasique est le modèle multiphasique le plus achevé dans la modé-
lisation des tissus mous. Il met en jeu les flux électriques et chimiques en distinguant les
anions des cations. Le modèle triphasique considère que le flux électrique est nul mais tient
compte de transport du sel dans le milieu. Des études ont montré que les flux d’électrolytes
peuvent être négligés dans la modélisation des tissus mous (Lanir, 1987). Le rôle des espèces
chargées dans le gonflement du disque, non existant dans le modèle biphasique, est pris en
compte grâce à l’ajout de la pression osmotique dans le modèle BG. Selon van Loon et al.
(2003), le modèle biphasique avec gonflement présente une simplification de la théorie du
couplage mécano-électro-chimique. Cependant, il peut être possible de trouver une même
réponse mécanique avec les deux modèles en ajustant les valeurs de certains paramètres
(Wilson et al., 2005a). En effet, le modèle biphasique avec gonflement ne considère que le
résultat final de l’équilibre de Donnan, alors que le modèle de couplage mécano-électro-
chimique décrit le déroulement des échanges des solutés ce qui ralentit l’établissement glo-
bal de l’équilibre si les deux modèles ont une même valeur de perméabilité.
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II.2.3 Propriétés mécaniques
Les modèles biomécaniques des DIV sont très variés du point de vue des propriétés mé-

caniques. Plusieurs lois de comportement sont utilisées pour décrire la réponse de la matrice
extracellulaire (MEC) aux chargements mécaniques tel que l’élasticité, l’hyperélasticité et
la viscoélasticité. La détermination de la perméabilité du tissu est également un objectif de
recherche pour la modélisation des tissus mous.

II.2.3.1 MEC isotrope

Certains modèles du disque considèrent que la MEC est entièrement isotrope, d’autres
la décrivent par une superposition d’un milieu isotrope renforcé par des fibres (collagène)
ce qui offre au DIV un comportement anisotrope. En général, le comportement anisotrope
n’est affecté qu’à l’AF afin de déterminer la contribution du réseau fibré présent dans ses
lamelles.

a/ Elasticité linéaire La loi de comportement la plus utilisée est l’élasticité linéaire. Elle
permet de décrire le comportement du DIV en petites déformations souvent pour des essais
de compression statique ou dynamique (Argoubi & Shirazi-Adl, 1996; Magnier et al., 2009;
Cheung et al., 2003; Ferguson et al., 2004; Yao & Gu, 2007; Malandrino et al., 2009). Dans
ce modèle, la contrainte effective s’écrit selon la loi de Hooke. L’expression de la contrainte
totale devient alors :

σσσ = σσσ
s− pT 111 =

E
1+ν

εεε+

(
Eν

(1+ν)(1−2ν)
.tr(εεε)− pT

)
111

Avec E le module d’Young, ν le coefficient de Poisson et εεε le tenseur des petites défor-
mations lié à la phase solide.

Dans certaines études, le comportement du tissu en compression a été différencié de
celui en traction dans (Huang & Gu, 2008; Soltz & Ateshian, 2000). Pour ces modèles,
deux modules d’élasticité sont définis pour le matériau : E+ pour la traction et E− pour la
compression.

b/ Hyperélasticité Afin d’examiner la réponse du DIV en grande déformation méca-
nique, une loi de comportement hyperélastique pour la matrice extracellulaire est utilisée.
Cette loi est utilisée pour décrire la partie isotrope de la MEC (Schroeder et al., 2010; Castro
et al., 2014).

σσσ
s =

2
J

∂W
∂BBB

BBB (2.3)

Avec
J le jacobien de la déformation
BBB le tenseur de déformation de Cauchy Green gauche
W la densité d’énergie de déformation

Plusieurs expressions de la densité d’énergie de déformation ont été utilisées. Dans les
travaux de Schmidt et al. (2007) qui ont cherché à déterminer le risque d’avoir une hernie
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discale sous des chargement complexes pour plusieurs stades de dégénérescence, un mo-
dèle de Mooney-Rivlin (MR) a été choisi pour l’énergie de déformation. Le même modèle
a été utilisé par Castro et al. (2014) afin d’étudier le comportement en fluage du disque in-
tervertebral. Un modèle de Neo-Hooke (NH) a été utilisé par Schmidt & Reitmaier (2013)
dans une étude comparative entre le comportement du DIV humain et celui du DIV bovin
ainsi que par Galbusera et al. (2011) dans sa comparaison entre les méthodes de modélisa-
tion de la pression osmotique. Le modèle porohyperélastique est validé pour des essais de
compression confinée par Cortes et al. (2014). Dans cette dernière étude, l’expression de
l’énergie de déformation utilisée est celle de Holmes & Mow (1990) développée pour les
tissus conjonctifs hydratés.

W =



C10(I1−3)+C01(I2−3)+ κ

2 (J−1)2 Mooney−Rivlin

µ
2(I1−3)+ κ

2 (J−1)2 Neo−Hooke

C1

Iβ

3

e[C2(I1−3)+C3(I2−3)] Holmes−Mow

Avec
C10 et C01 les paramètres du modèle de Mooney Rivlin.
µ le module de cisaillement.
κ le module de compressibilité.
C1 coefficient du rigidité.
C2 et C3 coefficients de non linéarité avec β =C2 +2C3.
I1 I2 et I3 invariants de déformation.
I1 et I2 invariants de déformation isochore.

II.2.3.2 Anisotropie

La présence de fibres de collagène entre les lamelles de l’anneau rend isotrope la MEC
(Wagner & Lotz, 2004). Ces fibres contribuent à la rigidité des DIV en traction et en com-
pression (Wilson et al., 2004; Römgens et al., 2012). Certaines études ont mis en évidence
l’insuffisance des modèles isotropes dans la prédiction du comportement d’étirement des
tissus biologiques mous sous un chargement quelconque (Korhonen et al., 2003). Afin de
prendre en compte les propriétés anisotropes du milieu, la MEC est modélisée par un solide
isotrope renforcé par des fibres qui représentent les fibres de collagène. Deux formulations
ont été proposées pour modéliser l’anisotropie. La première formulation considère que le
milieu est une superposition d’un solide isotrope et d’un réseau de ressorts. La deuxième
est basée sur la théorie de Holzapfel (2000), qui consiste à définir une densité d’énergie de
déformation anisotrope.

a/ Modèle à ressorts Le modèle à ressorts de la MEC est basé sur la superposition de
deux milieux : une matrice isotrope et un réseau de fibres (figure 2.4). Il est utilisé surtout
pour le cartilage articulaire mais on peut trouver quelques applications de ce modèle sur les
tissus de l’AF telle que l’étude de Ambard & Cherblanc (2009). Dans cette étude, l’anneau
a été modélisé par la superposition d’une matrice viscoélastique et de fibres élastiques dans
le but de déterminer le comportement expérimental de DIVs porcins et ovins en traction. Un
bon accord entre les résultats expérimentaux et les résultats de simulations fournis par ce
modèle a été enregistré.
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FIGURE 2.4 – Composition du milieu fibreux (Kiviranta et al., 2006)

Les fibres peuvent avoir plusieurs orientations. Des fibres possédant une même orienta-
tion constituent une famille de fibres. A chaque orientation on associe un vecteur unitaire
~ei

f qui définit la direction des fibres de la famille i. Le tenseur de contrainte de Cauchy de
la phase solide est composé de deux parties, l’une isotrope pour la matrice non fibrillaire,
σσσn f , et l’autre pour les contraintes dans les fibres σσσ f . Cette décomposition est définie pour
le tenseur de Piola-Kirchhoff 2 du solide noté SSSe :

σσσ
e = (1−

nd

∑
i=1

ρ
i
f )σσσn f +

nd

∑
i=1

ρ
i
f σσσ

i
f (2.4)

SSSe = (1−
nd

∑
i=1

ρ
i
f )SSSn f +

nd

∑
i=1

ρ
i
f SSSi

f (2.5)

Où ρi
f est la fraction volumique des fibres de la famille i et nd est le nombre total de

directions des fibres (ou des familles de fibres). La contrainte σσσi
f dépend de la direction des

fibres −→e i
f , elle peut être écrite sous la forme suivante :

σσσ
i
f = σ

i
f~e

i
f ⊗~ei

f (2.6)

SSSi
f = Si

f~e
i
f 0⊗~ei

f 0 (2.7)

On introduit la première contrainte de Piola-Kirchhoff Pi
f qui permet, grâce à la défor-

mation unidirectionnelle des fibres, d’obtenir l’expression suivante des tenseurs de Cauchy
et PK2 :

σ
i
f =

λi

J
Pi

f (2.8)

Si
f =

Pi
f

λi =
Pi

f∥∥∥FFF .~ei
f 0

∥∥∥ (2.9)

Où λi est l’élongation d’une fibre de la famille i, FFF est le tenseur gradient de déformation
et J son déterminant. Plusieurs comportements ont été attribués aux fibres de collagène
(figure 2.5).
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FIGURE 2.5 – Modèles rhéologiques des fibres de collagène

A-Julkunen et al. (2009); Ambard & Cherblanc (2009)
B-Li et al. (1999); Korhonen et al. (2003); Wilson et al. (2007)
C-Wilson et al. (2005b, 2006); Julkunen et al. (2008)

Fibres élastiques linéaires :
L’expression de la contrainte PK1 dans ce type de fibre s’écrit :

Pi
f = E f ε

i
f (2.10)

Avec εi
f est la déformation logarithmique de la fibre : εi

f = log(λi). Les contraintes de Cau-
chy et PK2 des fibres ont alors comme expressions :

σ
i
f =

E f

J
λ

i
ε

i
f =

E f

J
λ

ilog(λi) (2.11)

Si
f = E f

εi
f

λi = E f

log(
∥∥∥F .ei

f 0

∥∥∥)∥∥∥FFF .~ei
f 0

∥∥∥ (2.12)

Fibres élastiques non linéaires :
Une fibre est modélisée par deux ressorts parallèles de modules d’Young E0 et E1 = Eεε f .

L’expression de la contrainte PK1 dans cette fibre s’écrit :

Pi
f = (E0 +E1)ε

i
f = (E0 +Eεε

i
f )ε

i
f (2.13)

Pour ce modèle, les contraintes de Cauchy et PK2 s’écrivent :

σ
i
f =

(E0 +Eεεi
f )

J
λ

i
ε

i
f = λ

i E0log(λi)+Eεlog2(λi)

J
(2.14)

Si
f = (E0 +Eεε

i
f )

εi
f

λi =
E0log(λi)+Eεlog2(λi)∥∥∥FFF .~ei

f 0

∥∥∥ (2.15)

Fibres viscoélastiques :
Les fibres sont assimilées à un ressort linéaire de Module d’Young E0 en parallèle avec

un groupement en série d’un ressort non linéaire de module d’Young E1 et d’un amortis-
seur de constante d’amortissement η. Le comportement mécanique de la fibre dépend de sa
déformation totale ε f , de la déformation εe du ressort de la partie viscoélastique et de leurs
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dérivées. Pour tenir compte de la dépendance de la rigidité à la déformation, le comporte-
ment des ressorts et de l’amortisseur sont remplacés par une relation contrainte-déformation
exponentielle à deux paramètres. La contrainte PK1 est alors décomposée en deux parties :
Pi

f 0, qui caractérise la partie élastique, et Pi
f 1 qui caractérise la partie viscoélastique.

Pi
f 0 = E0(ek0ε f −1)

Pi
f 1 = E1(ek1εe−1) = n0(ε̇ f − ε̇e)

k0 et k1 sont sans dimension et n0 en MPa.s sont les paramètres du modèle. La contrainte
PK1 s’écrit donc :

Pi
f = Pi

f 0 +Pi
f 1 = E0(ek0ε f −1)+E1(ek1εe−1) (2.16)

b/ Énergie de déformation anisotrope Cette formulation est appliquée pour la modélisa-
tion de différents tissus mous comme le DIV, le cartilage articulaire et les différentes couches
de la paroi artérielle. Elle permet de caractériser la non linéarité de la matrice de protéogly-
canes ainsi que l’anisotropie des fibres de collagène (Holzapfel, 2000; Gasser et al., 2006;
Cacho et al., 2007; Vasta et al., 2013). Dans la modélisation de l’anisotropie du DIV, cette
formulation n’est jusqu’à présent utilisée que pour l’AF, les autres composants du disque
sont généralement considérés comme des solides élastiques isotropes.

La méthode consiste à décomposer l’énergie de déformation en deux parties isotropes
de la matrice : isochore et volumique et une partie anisotrope qui définit le comportement
des fibres :

W =Wvol +W =Wvol +W iso +
nd

∑
i=1

W i
aniso (2.17)

L’énergie de la déformation volumique ne dépend que du déterminant du gradient de la
déformation J. Son expression générale s’écrit en fonction du coefficient du compressibilité
κ de la matrice :

Wvol =Wvol(J) =
κ

2
(J−1)2 (2.18)

La partie isotrope isochore dépend de la déformation isochore de la matrice. Elle pré-
sente la partie isochore de l’énergie de déformation d’un modèle hyperélastique quasi-
incompressible. Généralement, elle s’écrit en fonction du module de cisaillement µ :

W =W (I1) =
µ
2
(I1−3) (2.19)

On définit pour chaque famille de fibre i d’orientation initiale ~ei
f 0 un tenseur qui défi-

nit cette orientation AAAi =~ei
f 0⊗~ei

f 0. On définit également pour la famille i deux invariants
d’orientation I2i+2 et I2i+3 (I4 et I5 pour la première famille, I6 et I7 pour la deuxième etc) :

I2i+2 =CCC : AAAi, I2i+3 =CCC
2

: AAAi (2.20)

avec CCC le tenseur de Cauchy-Green (C-G) droit isochore. Pour chaque famille de fibres
i, un terme de la partie anisotrope de la densité d’énergie de déformation dépendant de
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l’invariant d’orientation I2i+2 est défini. Généralement, ce terme varie exponentiellement
pour tenir compte de la dépendance de la rigidité des fibres à la déformation ainsi que pour
différencier le comportement en traction de celui en compression :

W i
aniso =

ai

2bi
(e f (I2i+2)−1) (2.21)

avec f (I2i+2) une fonction de R∗ dans R∗+, ai en Pa paramètre qui définit la rigidité des
fibres et bi, sans dimension, contrôle leur non linéarité. La forme exponentielle est la plus
utilisée mais elle n’est pas unique. Peng et al. (2006) ont travaillé avec une loi polynomiale
et ont déterminé l’effet de la modification de l’angle d’orientation de la fibre sur la réponse
mécanique. D’autre formes de loi tel que la forme de puissance par rapport à I2i+2 existent
dans la littérature.

L’expression du tenseur de contrainte de Cauchy se compose de trois parties comme
l’énergie de déformation :

σσσ = σσσvol +σσσiso +
nd

∑
i=1

σσσ
i
aniso (2.22)

La contrainte de Cauchy anisotrope d’une famille i des fibres est calculée par la dérivation
de l’énergie de la déformation par rapport à la déformation de Cauchy Green gauche BBB :

σσσ
i
aniso =

2
J

∂W i
aniso

∂BBB
BBB (2.23)

Cette formulation a été validée pour des essais de traction uniaxiale (Eberlein et al., 2001) et
pour des essais de compression quasi-statique, de fluage et de relaxation des DIV humains
(Jacobs et al., 2014).

Dans certaines études, l’interaction entre les différentes familles de fibres a été considé-
rée comme un élément qui intervient dans la réponse mécanique du tissu (Wagner & Lotz,
2004; Reutlinger et al., 2014).

L’interaction entre les fibres d’orientation différentes est modélisée par une nouvelle
partie ajoutée à l’expression de l’énergie de déformation :

W =Wvol +W iso +
nd

∑
i=1

W i
aniso +W inter (2.24)

Avec l’énergie l’interaction W inter pour deux famille de fibres i et j présents dans la
MEC s’écrit :

W inter =
ai j

bi j
e f (I1i j,I2i j,I3i j) (2.25)

avec I1i j = I2i+2 + I2 j+2 ; Ii j = I2i+3 + I2 j+3 et I3i j = I2i+2.I2 j+2. La modélisation de l’in-
teraction des fibres a été étendue à la prise en compte de l’interaction entre les fibres et
la matrice (Peng et al., 2006; Reutlinger et al., 2014), à la différentiation entre l’interac-
tion tangentielle et perpendiculaire(Guerin & Elliot, 2007; Hollingsworth & Wagner, 2011)
et à la contribution du comportement inter-lamellaire dans la réponse mécanique de l’AF
(Mengoni et al., 2015). Tous ces travaux ont permis d’investiguer le comportement com-
plexe du DIV et notamment de l’AF ainsi que de déterminer les paramètres mécaniques qui
permettent à ce tissu d’avoir des telles caractéristiques mécaniques.
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Modèle à gradient d’anisotropie :
Deux expressions d’énergie de déformation anisotrope plus générales ont été proposées

pour tenir en compte du degré d’orientation des fibres de collagène dans le tissu par rap-
port à la MEC ou (Gasser et al., 2006; Holzapfel et al., 2005). Ces deux expressions font
intervenir chacune de nouveaux paramètres sans dimension ρ et K qui définissent le degré
d’anisotropie du tissu :

ρ−model : W i
aniso =

ai

2bi

(
exp
[
bi
(
ρ(I2i+2−1)2 +(1−ρ)(I1−3)2)]−1

)
(2.26)

K−model : W i
aniso =

ai

2bi

(
exp
[
bi
(
KI1 +(1−3K)I2i+2−1

)2
]
−1
)

(2.27)

Dans ces deux modèles, la densité d’énergie de déformation des fibres comporte deux
parties : une partie anisotrope en I2i+2 et une partie isotrope I1. La partie anisotrope décrit
le comportement dû aux fibres quand ces dernières ont une orientation bien établie. L’autre
partie décrit le comportement des fibres aléatoirement disposées. Pour K = 1/3 et ρ = 0 les
deux expressions décrivent un comportement totalement isotrope, les fibres sont donc en-
tièrement disposées de façon aléatoire comme pour le noyau pulpeux. Pour K = 0 et ρ = 1
on retombe sur une des lois présentées dans le paragraphe précédent et utilisées pour un
tissu entièrement anisotrope tel que l’anneau fibreux externe. Les modèles à gradient d’ani-
sotropie sont très peu utilisés dans la modélisation des disques intervertébraux ; la plupart
des modèles actuels modélisent l’anneau comme un tissu entièrement anisotrope et le noyau
comme un solide élastique linéaire ou hyperélastique. Cependant, dans l’étude de Baldit
et al. (2013), qui est une des rares études où le tissu de l’AF est modélisé par un K−model,
il est mis en évidence que ce modèle permet de reproduire fidèlement la réponse mécanique
expérimentale de l’AF à des essais de traction.

II.2.4 Modélisation de la nutrition cellulaire
Les premières études expérimentales et analytiques qui ont examiné le mécanisme de

nutrition des cellules discales ont permis de prévoir la distribution d’oxygène et de glucose
à l’intérieur du DIV sous certaines conditions en supposant que la concentration des cellules
et le taux d’apport sont constants (Maroudas et al., 1975; Holm et al., 1981; Urban et al.,
2004). La relation entre la viabilité cellulaire et les concentrations des nutriments a été étu-
diée par Bibby & Urban (2004). En utilisant ces informations, les équations de diffusion des
nutriments sont enrichies par des relations empiriques qui définissent les termes sources ou
puits fonctions des concentrations des nutriments, de la densité cellulaire et du pH (Bibby
et al., 2005).

Ces travaux ont constitué un point de départ pour de nombreux modèles afin de mieux
comprendre le couplage entre mécanique et nutrition cellulaire.

II.2.4.1 Modèles de transport

La modélisation de transport des nutriments cellulaires a commencé par des modèles
purement métaboliques qui visent à déterminer la distribution des nutriments dans le DIV
et les paramètres qui influent sur le transport nutritif. Dans ces modèles, le transport est
supposé purement diffusif.
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L’effet de l’ajout du couplage entre les concentrations des nutriments et la valeur du pH
a été étudié par Mokhbi Soukane et al. (2005). Dans cette étude, la distribution du lactate
et de l’oxygène dans une géométrie axisymétrique du DIV a été déterminée en distinguant
les paramètres de transport dans l’anneau à ceux présents dans le noyau. Ce travail a mis en
évidence l’importance de considérer le couplage entre les concentrations des nutriments et a
déterminé l’effet de la modification de la valeur du pH du milieu. Ce modèle a été amélioré
en ajoutant les PCV à la géométrie et en distinguant l’anneau interne à l’anneau externe afin
de pouvoir déterminer l’effet de changement de la surface d’échange des nutriments entre
le DIV et le milieu extradiscal par Mokhbi Soukane et al. (2007). Ce modèle a également
permis de déterminer l’effet d’un chargement de compression sur la distribution finale de
glucose, d’oxygène et de lactate. En utilisant une géométrie plus complexe, ce modèle a
permis de confirmer que le taux d’activité cellulaire, la calcification des PCV et le char-
gement mécanique appliqué influent sur les concentrations des nutriments cellulaires. Le
glucose est le nutriment le plus affecté. Dans ces trois travaux le transport nutritif suit une
loi de diffusion simple qui s’écrit à l’équilibre :

∇.(Dβ
∇Cβ) = Rβ (2.28)

Avec Dβ le coefficient de diffusion du nutriment β, Cβ sa concentration et Rβ son taux
de réaction. La même équation a été utilisée pour déterminer la distribution des nutriments
dans un état d’équilibre physiologique par Das et al. (2009). Les coefficients de diffusion,
déterminés expérimentalement, sont dépendants de la porosité de chaque zone dans le DIV.

II.2.4.2 Couplage modèle métabolique/modèle mécanique

Les modèles de couplage introduisent une interaction entre les physiques des deux mo-
dèles. Deux types de couplage sont développés : un couplage faible et un couplage fort.
Dans le cas du couplage faible la résolution du problème de nutrition cellulaire nécessite
des informations fournies par le problème mécanique sans effectuer une rétroaction sur ce
dernier. Le couplage fort consiste à avoir deux problèmes qui dépendent l’un de l’autre. Au-
trement dit, chacun des deux problèmes à résoudre (mécanique et métabolique) nécessite
des données qui proviennent du résultat de l’autre problème.

a/ Couplage faible Le premier modèle de couplage mécanique/métabolique est déve-
loppé par Huang & Gu (2008). Dans ce modèle, l’expression de la porosité intervient dans
l’écriture des équations de diffusion des nutriments. Le transport nutritif est à la fois diffusif
et convectif :

∂(φCβ)

∂t
+∇.(Jβ

d + Jβ

c +φCβvs) = Rβ (2.29)

Avec Jβ

d = Jβ

d(φ) le flux diffusif du nutriment β, Jβ

c son flux convectif, vs la vitesse
liée au solide (Huang & Gu, 2008). Ce modèle a permis de conclure que le chargement de
compression quasi-statique diminue la diffusion des nutriments dans le DIV et que le char-
gement dynamique l’augmente. En négligeant la convection devant la diffusion, Magnier
et al. (2009) ont pu effectuer une comparaison entre un DIV sain et un DIV dégénéré. Dans
ce modèle, les coefficients de diffusion dépendent de la porosité

Malandrino et al. (2011) ont supposé que les nutriments sont transportés par les voies de
diffusion et de convection. Dans ce modèle, l’équation de diffusion d’un nutriment β s’écrit :
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∂Cβ

∂t
+

1
φ

v f
∇Cβ−∇.(Dβ

∇Cβ) = Rβ (2.30)

Ce modèle a révélé que l’effet de la convection est négligeable devant la diffusion dans
le cas du chargement quasi-statique. En utilisant le modèle de transport de Huang & Gu
(2007), une concentration des cellules dépendant linéairement à la concentration de glucose
est considérée par Jackson et al. (2011).

[��C] =


[��C]0 si Cglu > 0.5 mM

[��C]0× Cglu−0.2
0.3 si 0.2 >Cglu > 0.5 mM

0 si Cglu < 0.2 mM

Avec [��C] la concentration des cellules à un instant t quelconque, [��C]0 leur concentration
initiale et Cglu la concentration de glucose. Pour ce même modèle de transport, cette relation
est améliorée par Jackson et al. (2012) :

[��C] = [��C]0.exp
(

ζ

(
Cglu−0.5
Cglu +0.2

− |C
glu−0.5|

Cglu +0.2

)
t
)

(2.31)

Avec ζ = 1 jour−1. Ces études ont démontré que les chargements de compression quasi-
statique affectent la viabilité cellulaire car ils diminuent la concentration de glucose. D’autre
part, les chargements dynamiques améliorent la viabilité cellulaire et la contribution de la
convection dans le transport nutritif. Ce résultat a été démontré expérimentalement par Gull-
brand et al. (2015). Malandrino et al. (2014) ont continué le travail sur le modèle de Malan-
drino et al. (2011) en supposant que le transport est purement diffusif et en ajoutant une loi
de variation de concentration des cellules en fonction du glucose et du pH :

[��C] = [��C]0.e−(αglu+αpH)t

 αglu = 9.28 10−6s−1 si Cglu < 0.5 mM et nul sinon

αpH = 3.43 10−6s−1 si pH < 6.8 et nul sinon
(2.32)

Les constantes αglu et αpH sont déduites de l’étude de Horner & Urban (2001). Le même
modèle est utilisé par Wills et al. (2016) afin de déterminer l’effet des petites modifications
dégénératives de la MEC sur la distribution des nutriments cellulaires.

b/ Couplage fort Le taux de production des glycosaminoglycanes (GAG) est liée à l’état
des cellules discales. Un déficit d’approvisionnement en nutriments, agit sur les fonctions
cellulaires. La concentration des charges fixes peut alors varier en fonction de la concen-
tration des cellules. Dans l’étude de Gu et al. (2014), une nouvelle formulation basée sur
un modèle quadriphasique qui vise à déterminer l’effet de la modification du métabolisme
cellulaire sur la synthèse des GAG a été développée. L’idée de l’étude a été la recherche
d’une relation entre la concentration des cellules et la concentration des GAG (CGAG). La
relation proposée est :

RGAG = λ1.[��C]−λ2.CGAG (2.33)
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avec RGAG, λ1 et λ2 sont respectivement les taux d’apport, de synthèse et de dégradation
de GAG par cellule. La concentration des GAG est déterminée à partir de l’équation de
conservation de la masse qui s’écrit :

∂CGAG

∂t
+∇.(CGAG.~vs) = RGAG (2.34)

Avec ce modèle, Gu et al. (2014) ont déterminé les effets d’une diminution de la concen-
tration de glucose sur la concentration cellulaire, la concentration des GAG, la porosité et le
volume du DIV à long terme (après 55 ans). Plus tard, la même équipe a proposé un nouveau
modèle mathématique qui lie le taux de synthèse des GAG à la modification du volume des
cellules et par suite à la déformation mécanique (Gao et al., 2015).

λ1 = λ10

(
1−α

∣∣∣∣∣V �C

V �C
0

−1

∣∣∣∣∣
)

(2.35)

où λ10 est le taux de synthèse initial des GAG, α un paramètre positif et V �C et V �C
0 respec-

tivement les volumes cellulaires actuel et à l’état optimal (équilibre physiologique). Cette
formulation a été mise en œuvre par Gao et al. (2016) sur un modèle du DIV où le synthèse
des GAG est dépendante à la fois du volume et de la concentration cellulaire. Ce dernier
modèle a regroupé les deux formulations de Gu et al. (2014) et Gao et al. (2015) et a permis
de déterminer l’effet d’un chargement mécanique en fluage sur la synthèse des GAG dans le
disque bovin caudal à court terme.

∂CGAG

∂t
+∇.(CGAG.~vs) = λ10.[��C]

(
1−α

∣∣∣∣∣V �C

V �C
0

−1

∣∣∣∣∣
)

(2.36)

Dans cette étude, λ2, le taux de dégradation de GAG a été négligé car cette dégradation
ne devient significative qu’après 20 ans alors que les simulations sont faites pour un temps
physique de 8 heures.
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Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté certaines études expérimentales qui traitent l’as-
pect mécanique et l’aspect biochimique du DIV tout en mettant le point sur la contribution de
l’imagerie médicale dans les travaux menés sur les disques intervertébraux et la dégénéres-
cence discale. Nous avons ensuite proposé un revue de littérature regroupant les principales
théories et modèles descriptifs développés pour l’étude du DIV.

Dans la présente étude, on s’intéressera seulement aux aspects osmotico-mécanique et
métabolique du DIV. Le modèle retenu est un modèle biphasique avec gonflement intégrant
la nutrition cellulaire. Bien que ce modèle soit plus simple que le modèle quadriphasique, il
reste fiable, notamment, si la focalisation n’est pas faite sur les échanges des espèces char-
gées.

La contribution des fibres de collagène dans le comportement mécanique du DIV sera
considérée. La loi de comportement retenu est ainsi une loi poro-hyperélastique à gradient
d’anisotropie.

Dans la partie métabolique, nous supposerons que le transport des nutriments est pure-
ment diffusif. Ainsi, la convection sera négligée.
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Deuxième partie

Développement du modéle biomécanique
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Chapitre 3

Description du modèle et formulation

Dans ce chapitre, nous présentons les démarches qui permettent
de construire le modèle physique de cette étude. C’est un
modèle de couplage mécanique/métabolique où le DIV est
assimilé à un milieu biphasique avec gonflement osmotique.

La formulation qui décrit la partie mécanique de ce modèle est
basée sur les travaux de Mow et al. (1980), Lanir (1987) et Bour-
geois (1997). Le modèle de nutrition est construit à partir des
travaux de Bibby et al. (2005) et Huang & Gu (2008).

75



CHAPITRE 3. DESCRIPTION DU MODÈLE ET FORMULATION Page 76

III.1 Modèle Mécanique

III.1.1 Définitions et hypothèses
On désigne par milieu poreux un milieu solide à travers lequel un fluide peut circuler.

L’espace non occupé par le solide est appelé réseau de pores. Un milieu poreux est un milieu
délimité par une matrice solide contenant des espaces vides souvent connectés appelés pores
et dans lesquels un ou plusieurs écoulements fluides (solide ou gaz) peuvent être établis.
Tout milieu poreux est définit par une porosité, noté Φ, qui désigne la fraction volumique
des pores dans un milieu poreux et par une fraction volumique du solide Φs tel que :

Φ =
Vpores

VT
; Φ

s =
V s

VT
; Φ+Φ

s = 1 (3.1)

Avec Vpores le volume total des pores, V s le volume de la matrice solide et VT le volume
total du milieu.

Une phase désigne tout constituant solide, liquide ou gaz (dans le cas où l’on ne tient
pas compte des espèces ioniques) présents dans le milieu poreux. Généralement un milieu
poreux est constitué d’une phase solide et n− 1 phases fluides. Ce milieu est dit saturé si
toutes les pores sont remplis de fluide. Autrement dit, si le milieu est parcouru par n− 1
fluides, la somme des fractions volumique des fluides représente la porosité du milieu.

Φ =
n−1

∑
i=1

Φ
f
i =

n−1

∑
i=1

V f
i

VT
(3.2)

Avec V f
i le volume du fluide i présent dans le milieu et Φ

f
i sa fraction volumique.

Si, de plus, le milieu poreux saturé est dit biphasique, alors il est constitué d’une phase
solide et d’une seule phase fluide. Dans ce cas on peut confondre la porosité à la fraction
volumique du fluide contenu dans les pores Φ f .

Φ = Φ
f =

V f

VT
; Φ

f +Φ
s = 1 (3.3)

Dans ce travail, le milieu poreux étudié est le disque intervertébral : un tissu biologique
mou caractérisé par des pores microscopiques saturés. Afin de modéliser macroscopique-
ment ce milieu, on considère que le milieu est une superposition de deux milieux continus
occupant chacun tout le domaine matériel étudié noté Ω. Les deux milieux continus modé-
lisés sont un milieu solide qui représente la matrice extracellulaire et un milieu fluide qui
représente le fluide interstitiel (fig. 3.1).

FIGURE 3.1 – Modélisation macroscopique du milieu poreux
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On définit par la suite pour chaque élément de volume dV de Ω la fraction volumique
du solide φs et la porosité locale, notée φ, qui représente la fraction volumique de la phase
fluide dans ce domaine élémentaire.

φ = φ
f =

dV f

dV
; Φ =

1
VT

∫
Ω

φ dV ; φ
f +φ

s = 1 (3.4)

Avec dV f le volume du fluide contenu dans dV . Dans la suite, pour éviter toute confu-
sion, on appellera porosité, la fraction volumique locale du fluide φ (confondue avec φ f )
définie en tout point du domaine Ω et porosité globale la fraction volumique du fluide dans
tout le volume Φ . De même, pour la fraction du solide φs et la fraction globale du solide
Φs.

Trois volumes peuvent donc être définis dans un domaine élémentaire de Ω, dV le vo-
lume élémentaire, dV f = φdV le volume du fluide contenu dans dV et dV s = φsdV le vo-
lume occupé par le solide dans dV . On peut par conséquent définir pour chaque phase α

(α = { f ,s}), deux masses volumiques : une masse volumique apparente ρα
A qui représente

le rapport de la masse de la phase α présente dans le domaine élémentaire par le volume total
dV de ce domaine et une masse volumique intrinsèque ou absolue notée ρα

I qui représente le
rapport de la masse de la phase α par le volume effectif occupé par cette même phase dV α.
Les deux masses volumiques sont reliées par :

ρ
α
A = φ

α.ρα
I (3.5)

Nous considérons dorénavant les hypothèses suivantes :
— H1 : Le milieu poreux est biphasique, saturé et renferme deux phases intrinsèque-

ment incompressibles, non miscibles, et isothermes.
— H2 : Toutes les transformations se font à une température constante égale à la tem-

pérature d’homéostasie du corps humain, 310K.

Le milieu étudié sera assimilé macroscopiquement à une superposition de deux milieux
continus et plus précisément à un milieu continu "ouvert" délimité par la frontière externe
du solide et dans lequel le fluide peut entrer et sortir selon les chargements appliqués sur le
milieu. Il faut noter que, contrairement à une idée fausse, l’incompressibilité intrinsèque des
deux phases ne veut pas dire que le milieu total est incompressible. En effet, l’incompressi-
bilité du solide traduit la conservation du volume de la phase solide dans le milieu alors que
l’incompressibilité du fluide implique que le volume du fluide perdu lors d’un chargement
peut être regagné si ce chargement est enlevé. Une conséquence important en découle :

— C3 : Tout changement de volume du milieu n’est liée qu’aux échanges du fluide
entre l’intérieur et l’extérieur du milieu. Le volume du solide est inchangé.

III.1.2 Cinématique
Afin de décrire la cinématique d’un milieu poreux, on procède généralement à une des-

cription des deux phases mises en jeu. Dans cette étude, une description macroscopique des
transformations mécaniques de la matrice solide est suffisante pour décrire la cinématique
du milieu. Ce paragraphe introduit quelques rappels sur la cinématique d’un milieu continu
et la définition de quelques outils utiles pour le reste de la formulation.
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III.1.2.1 Description de mouvement

L’espace est muni d’un repère (O,~E1,~E2,~E2). On considère un solide déformable, S,
dans l’espace. Soit M un point matériel appartenant à S. On appelle configuration actuelle et
on note Ωt l’ensemble des points matériels appartenant au solide S à un instant t quelconque.
En particulier, pour un instant t0 donné, on associe au solide une configuration Ω0 appelée
configuration de référence. On note ∂Ωt et ∂Ω0 les frontières des configurations Ωt et Ω0
respectivement (fig 3.2). On utilisera le formalisme Lagrangien.

FIGURE 3.2 – Représentation du mouvement du solide

Un point matériel défini par son vecteur position ~OM0 = ~X dans la configuration de
référence Ω0 est repéré par un autre vecteur position ~OM =~x dans la configuration actuelle
Ωt . On définit une application χ bijective pour tout instant t entre Ω0 et Ωt . Cette application
est supposée différentiable d’une façon continue par rapport à ~X et par rapport à t avec :

χ : (Ω0, t) 7→Ωt

(~X , t) 7→~x(~X , t) (3.6)

On définit ainsi un champ de déplacement ~u , un champ de vitesse~vs et un champ d’ac-
célération~γs lagrangien relatifs à χ tel que :

~u(~X , t) =~x(~X , t)−~X (3.7)

~vs(~X , t) =
∂~u(~X , t)

∂t
(3.8)

~γs(~X , t) =
∂2~u(~X , t)

∂t2 (3.9)

On introduit le tenseur gradient de transformation FFF tel que :

FFF = ∇∇∇X

(
~χ(~X , t)

)
=

∂xi

∂X j
ei⊗ e j ; FFF = ∇~u+111 (3.10)

Le tenseur ∇∇∇X(~.) est l’opérateur gradient dans la configuration de référence (Lagrangien)
appliqué sur un vecteur.
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III.1.2.2 Relations de transport et de déformation

a/ Rappel : Transport d’éléments géométriques Soient d~X un vecteur matériel élémen-
taire, d~S0 une surface matérielle élémentaire orientée et dV0 un volume matériel élémentaire
qui appartiennent à la configuration de référence Ω0. Ces éléments sont transformés par
l’application χ respectivement en un vecteur matériel élémentaire d~x, une surface matérielle
élémentaire orientée d~S et un volume matériel élémentaire dV dans la configuration actuelle
Ωt selon les relations :

d~x = FFF .d~X (3.11)

d~S = JF−T .d~S0 (3.12)

dV = J.dV0 (3.13)

FFF−T et J sont respectivement le transposé de l’inverse de FFF et son déterminant.

b/ Transport des produits scalaires Soient d~Xa et d~Xb deux vecteurs matériels élémen-
taires dans la configuration de référence Ω0 et soient respectivement d~xa et d~xb leurs images
par χ respectivement. La relation entre le produit scalaire des vecteurs de Ω0 et celui des
vecteurs de Ω est donnée par :

d~xa.d~xb = FFF .d~Xa.FFF .d~Xb = d~Xa.FFFT F.d~Xb = d~Xa.CCC.d~Xb (3.14)

CCC = FFFT FFF (3.15)

Le tenseur CCC qui apparaît dans cette transformation est le tenseur de dilatation ou ten-
seur de Cauchy Green droit qui exprime les dilatations matérielles. De la même façon, en
partant de la configuration actuelle, le tenseur de dilatation de Cauchy Green gauche noté BBB
s’exprime comme :

BBB = FFFFFFT (3.16)

On peut déterminer par la suite le tenseur de déformation de Green Lagrange noté EEE par la
déformation que subit le produit scalaire d~Xa.d~Xb au cours de la transformation :

d~xa.d~xb−d~Xa.d~Xb = d~Xa.(CCC−111) .d~Xb = 2
(

d~Xa.EEE.d~Xb

)
(3.17)

EEE =
1
2
(CCC−111) (3.18)

En partant de la configuration actuelle, on obtient le tenseur de déformation d’Euler Almansi
noté AAA avec :

AAA =
1
2
(
111−BBB−1) (3.19)

On rappelle que les tenseurs de déformation CCC et EEE sont des tenseurs Lagrangiens car
ils représentent des mesures de la déformation dans la configuration de référence. Alors que
les tenseurs BBB et AAA sont des tenseurs Eulériens. Tous les tenseurs de déformations cités sont
symétriques.
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III.1.3 Équations de conservation

III.1.3.1 Conservation de la masse

L’équation de conservation de la masse pour chaque phase s’écrit en fonction de la masse
volumique apparente ρα

A pour chaque phase α tel que α = { f ,s} :

∂ρα
A

∂t
+∇x.(ρ

α
A.~v

α) = 0 (3.20)

Le scalaire ∇x.(~.) est l’opérateur divergence dans la configuration actuelle (Eulérien) appli-
qué sur un vecteur. En introduisant la masse volumique intrinsèque définie dans l’équation
(3.5), et en utilisant l’hypothèse de compressibilité intrinsèque des phases (H1), il est pos-
sible d’exprimer la conservation de la masse de chaque phase en fonction de sa fraction
volumique φα :

∂φα

∂t
+∇x.(φ

α.~vα) = 0 (3.21)

La sommation des deux équations de conservation de la masse de la phase solide et
fluide donne :

∂
(
φs +φ f )

∂t
+∇x.

(
φ

s.~vs +φ
f .~v f
)
= 0 (3.22)

L’hypothèse de la saturation du milieu (H1) permet d’écrire la relation
(
φs +φ f )= 1 qui

permet d’écrire l’équation (3.22) comme :

∇x.
(
(1−φ) .~vs +φ.~v f

)
= 0 (3.23)

Finalement, on obtient une relation entre la porosité et les vitesses des deux phases présentes
dans le milieu :

∇x.(~vs)+∇x.
(

φ

(
~v f −~vs

))
= 0 (3.24)

III.1.3.2 Conservation de la quantité de mouvement

Soit Ωe un volume élémentaire de Ωt constitué des particules des deux phases et limité
par la frontière ∂Ωe. La quantité de mouvement d’une particule de la phase α contenu dans
Ωe est donnée par : ∫

Ωe

(ρα
A~v

α)dV (3.25)

Le volume de la phase α contenu dans Ωe est soumis à des efforts extérieurs volumiques
représentés par une densité de force ~f α

v par unité de masse de α et à des forces de contact
représentés par une densité de forces ~Fα

s . On considère deux particules de phase différente
qui coïncident dans Ωe. La particule de chaque phase exerce sur la particule de l’autre phase
une force surfacique de contact ~mα/αdV (~m f/sdV et ~ms/ f dV ). Selon le principe de l’action
et la réaction, les deux forces sont opposées et de même valeur. Alors pour un point M donné
de Ωe la résultante des efforts extérieurs de la phase α est donnée par :

~Rα =
∫

∂Ωe

~Fα
s dS+

∫
Ωe

(
ρ

α
A
~f α

v +~mα/α

)
dV (3.26)

M. A. CHETOUI IRPHE, LGM



CHAPITRE 3. DESCRIPTION DU MODÈLE ET FORMULATION Page 81

Selon la deuxième loi de Newton, la dérivée de la quantité de mouvement est égale à la
somme des forces extérieures appliquées sur le milieu matériel. Cette loi permet d’avoir une
égalité entre l’équation (3.26) et la dérivée par rapport au temps de l’équation 3.25.∫

∂Ωe

~Fα
s dS+

∫
Ωe

(
ρ

α
A
~f α

v +~mα/α

)
dV =

∫
Ωe

(ρα
A~γ

α)dV (3.27)

Selon le lemme de Cauchy, il existe un tenseur σα vérifiant la relation
~Fα

s = σσσ
α.~n (3.28)

avec ~n la normale extérieure à la face sur laquelle est appliquée la force surfacique ~Fα
s .

En utilisant ce résultat et en appliquant le théorème de la divergence, on obtient l’équation
d’équilibre pour la phase α :

~∇x.(σσσ
α)+ρ

α
A

(
~f α

v −~γα

)
+~mα/α =~0 (3.29)

Le vecteur ~∇x.(.) est l’opérateur divergence Eulérien appliqué à un tenseur d’ordre 2. La
sommation des équations d’équilibre des deux phases permet d’écrire l’équation d’équilibre
totale du milieu. Selon le principe d’action et de réaction, la somme des forces appliquées de
chaque phase sur l’autre est nulle

(
~ms/ f +~m f/s = 0

)
. En définissant le tenseur de contrainte

total du milieu σ = σs +σ f on obtient :
~∇x.(σσσ)+ρ

s
A

(
~f s

v −~γs
)
+ρ

f
A

(
~f f

v −~γ f
)
=~0 (3.30)

III.1.4 Porohyperélasticité
Dans ce paragraphe, les expressions des contraintes totales du milieu seront déterminées.

Un comportement de fluide visqueux newtonien sera affecté à la phase fluide du milieu.
Deux lois de comportement seront utilisées pour décrire la matrice extracellulaire solide :
l’une hyperélastique isotrope et l’autre hyperélastique anisotrope.

III.1.4.1 Comportement de la phase fluide

a/ Expression de l’évolution de la porosité Il est possible de déterminer la loi d’évolu-
tion de la porosité en fonction de la déformation à l’aide de la conséquence C3. On considère
deux volumes élémentaires dV0 de Ω0 et dV de Ω contenant respectivement les volumes des
solides dV s

0 et dV s. La conséquence C3 permet de dire que les deux volumes dV s
0 et dV s

sont égaux :

dV s
0 = dV s ⇒ φ

s
0 dV0 = φ

s dV (3.31)

Selon l’hypothèse de la saturation du milieu (H1) la somme des fractions volumiques du
solide et du fluide est égale à 1 :

(1−φ0)dV0 = (1−φ)dV ⇒ φ = (φ0−1) .
dV0

dV
+1 (3.32)

Finalement, la porosité φ s’écrit en fonction de sa valeur initiale φ0 et le jacobien de la
transformation J

φ = 1− 1−φ0

J
(3.33)
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b/ Loi de comportement fluide Dans le cas du disque intervertébral, le fluide circulant
dans les pores de la matrice solide est l’eau. Ce fluide exerce sur les parois des pores une
pression hydrostatique :

σσσ
f =−pT 1 (3.34)

pT est la pression totale du fluide dans les pores. Comme mentionné dans la description
du modèle biphasique avec gonflement, l’existence de charges fixes, les protéoglycanes,
provoque une pression osmotique qui attire l’eau à l’intérieur du milieu. La pression totale
du fluide est donc la sommation de deux pressions : une pression interstitielle p et une
pression osmotique ∆π.

σσσ
f =−(p+∆π)111 (3.35)

c/ Expression de la pression osmotique On rappelle l’équation de la pression osmo-
tique :

∆π = RT

ϕint

√
C2

f c +4
(

γext

γint

)2

C2
e −2ϕextCe

 (3.36)

Avec R la constante des gaz parfaits exprimée en J/(mol.K) , T la température absolue en K,
ϕint et ϕext les coefficients osmotiques interne et externe, γint et γext les coefficients d’activité
internes et externes, Ce en mol/m3 la concentration du sel dans le plasma et C f c en mol/m3

la concentration des charges fixes.
La concentration des charges fixes est liée à la quantité d’eau présente dans le milieu. La

conservation de la quantité des charges fixes dans le DIV entre deux volumes élémentaires
dV0 de Ω0 et dV de Ω contenant respectivement le volumes du fluide dV f

0 et dV f permet
d’écrire :

C f c dV f =C f c0 dV f
0 (3.37)

En introduisant la porosité φ, cette relation devient :

C f c φ dV =C f c0 φ0 dV0 (3.38)

Finalement, la concentration des charges fixes s’écrit en fonction de sa valeur initiale C f c0 :

C f c =C f c0
φ0

φ J
(3.39)

La concentration des charges fixes est donc reliée à la déformation par φ et J.

d/ Détermination de pression interstitielle Les effet dynamiques de l’écoulement fluide
sont décrits par la loi de Darcy. Cette loi s’écrit pour un milieu poreux dans lequel la vitesse
du solide est non nulle :

φ(~v f −~vs) =
−kI

µ f
~∇x (p) (3.40)

Le vecteur ~∇x(.) est l’opérateur gradient Eulérien appliqué sur un scalaire, kI la perméabi-
lité intrinsèque exprimée en m2 et qui ne dépend que du réseau de pores et µ f la viscosité
dynamique du fluide exprimée en kg/(m.s)−1. Dans la suite, on utilisera la perméabilité k
exprimée en m4/(N.s) tel que :

k =
kI

µ f (3.41)
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Les deux équations 3.40 et 3.24 permettent d’écrire l’équation à dérivée partielle qui lie
la pression à la vitesse du solide :

∇x.
(

k~∇x (p)
)
= ∇x.(~vs) (3.42)

e/ Expression de la perméabilité La perméabilité dépend du fluide présent dans la struc-
ture ainsi que du réseau des pores. Elle décrit l’aptitude d’un milieu poreux à être traversé
par un fluide donné. La perméabilité évolue avec la déformation, elle diminue avec la perte
du fluide contenu dans les pores. Le modèle d’évolution de la perméabilité en fonction de
la porosité retenue est celui décrit par Argoubi & Shirazi-Adl (1996) basé sur les résultats
d’essais de compression sur un segment lombaire. Bien que cette relation soit largement uti-
lisée dans la modélisation physique du DIV, elle présente plusieurs limites notamment son
indépendance à la direction des fibres de collagène. Cette relation s’écrit :

k = k0

(
e(1+ e0)

e0(1+ e)

)2

exp
[

M
(

1+ e
1+ e0

−1
)]

(3.43)

Avec
k0 la perméabilité initiale en m4/(N.s)
M un paramètre empirique
e = φ/(1−φ).
e0 = φ0/(1−φ0).

III.1.4.2 Modèle à MEC hyperélastique isotrope

Dans le premier modèle mécanique développé, on considère que la MEC suit une loi de
comportement hyperélastique isotrope. Le modèle d’hyperélasticité choisi est le modèle de
Mooney Rivlin quasi incompressible défini par sa densité d’énergie de déformation W avec :

W =C10
(
I1−3

)
+C01

(
I2−3

)
+

1
2

κ(J−1)2 (3.44)

Ce comportement donné à l’ensemble des composants du DIV (NP, AF, PCV) avec toutefois
des valeurs différentes des paramètres du modèle C10 et C01 et du coefficient de compres-
sibilité κ. I1 et I2 sont le premier et le deuxième invariants du tenseur de Cauchy Green
incompressible CCC avec :

CCC = J−
2
3CCC ; I1 = trace

(
CCC
)

; I2 =
1
2

(
trace2 (CCC)− trace

(
CCC
)2
)

(3.45)

Le tenseur des contraintes de Cauchy du solide σs et le tenseur de contrainte de Piola
Kirchoff 2 SSSs s’écrivent en fonction de W :

σ
s =

2
J

∂W
∂BBB

BBB ; SSSs = 2
∂W
∂CCC

(3.46)

Soit finalement :
σ

s =
2
J

(
C10BBB−C01BBB−1

)D
+κ(J−1)111 (3.47)
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SSSs = J−
2
3

[
−2

3
(
C10I1 +2C10I2

)
CCC
−1

+2
((

C10 +C01I1
)

111−C01CCC
)]

+ Jκ(J−1)CCC−1

(3.48)
(.)D désigne le déviateur du tenseur considéré : (.)D = (.)− 1

3trace(.)111

III.1.4.3 Modèle à MEC hyperélastique anisotrope

Ce modèle est également appelé modèle hyperélastique avec renforcement des fibres.
Dans ce modèle, une partie anisotrope s’ajoute à l’expression de la densité d’énergie de
déformation W : la densité d’énergie de déformation est donc composée de trois parties, une
partie volumique Wvol , une partie isochore isotrope W iso et une partie isochore anisotrope
qui définit la contribution de chaque famille de fibre i dans la rigidité de la matrice :

W =Wvol +W iso +
nd

∑
i=1

W i
aniso (3.49)

Les expressions de Wvol et de W iso sont données par :

Wvol =Wvol(J) =
κ

2
(J−1)2 ; W iso =W iso(I1) =

µ
2
(I1−3) (3.50)

Afin de déterminer l’expression de la partie anisotrope de la densité d’énergie de dé-
formation, on définit, conformément à la disposition des fibres de collagène dans l’anneau
fibreux externe, deux familles de fibres de caractéristiques mécaniques identiques et d’orien-
tation différentes. Ces deux familles sont orientées avec des angles opposés par rapport au
plan transversal du DIV. Soit ~e f 0

1 et ~e f 0
2 les deux vecteurs directeurs de l’orientation des

fibres de la première et de la deuxième familles respectivement (Fig. 3.3). On définit un
tenseur d’orientation AAAi pour chaque famille tel que :

AAA1 =~e f 0
1 ⊗~e

f 0
1 ; AAA2 =~e f 0

2 ⊗~e
f 0
2 (3.51)

FIGURE 3.3 – Orientation des deux familles de fibres (Hollingsworth & Wagner, 2011)

On définit par la suite les invariants d’orientation I4 et I6 tel que :

I4 =CCC : AAA1 ; I6 =CCC : AAA2 (3.52)
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L’expression de la partie anisotrope de la densité d’énergie de déformation est choisie
de sorte qu’on considère l’isotropie du NP, l’anisotropie de l’AF externe et l’anisotropie
partielle de la zone intermédiaire. Le modèle choisi est donc le ρ-model définie par Gasser
et al. (2006) et qui présente l’expression de W i

aniso sous la forme :

W 1
aniso =

a1

2b1

(
exp
[
b1
(
ρ(I4−1)2 +(1−ρ)(I1−3)2)]−1

)
(3.53)

W 2
aniso =

a2

2b2

(
exp
[
b2
(
ρ(I6−1)2 +(1−ρ)(I1−3)2)]−1

)
(3.54)

ai (en MPa) renseigne sur la rigidité des fibres, (bi) sans unité renseigne sur leur non
linéarité et ρ (sans unité) définit le degré d’anisotropie du matériau. Dans notre cas, on
prend a1 = a2 = a et b1 = b2 = b à valeurs non nulles et différentes entre l’AF et le NP.
Dans les PCV, la valeur de a est nulle ; les plateaux vertébraux sont assimilés à un solide de
Neo Hooke.

La valeur de ρ change également de l’AF externe (ρ = 1) au NP (ρ = 0). En effet, les
fibres sont très orientées dans l’AF externe, leur contribution dans la rigidité est purement
anisotrope. Par contre dans le NP, les fibres sont disposées aléatoirement dans toutes les
directions, leur contribution dans la rigidité de la matrice ne dépend pas de la direction du
chargement.

Le tenseur de contrainte de Cauchy σs et le tenseur de contrainte de Piola Kirchoff 2 SSSs

du solide sont déterminés par :

σσσ
s =

2
J

(
dWvol

dB
+

dW iso

dB
+

2

∑
i=1

dW i
aniso

dB

)
BBB = σσσvol +σiso +

2

∑
i=1

σσσ
i
aniso (3.55)

SSSs = 2

(
dWvol

dC
+

dW iso

dC
+

2

∑
i=1

dW i
aniso

dC

)
= SSSvol +SSSiso +

2

∑
i=1

SSSi
aniso (3.56)

Finalement, le calcul des dérivées de l’équation 3.55 permet d’écrire les expressions de
chaque partie de σs :

σσσvol = κ(J−1)111 ; σσσiso =
µ
J

BBBD (3.57)

σσσ
1
aniso = 2ψ

ρ

2
1
J

[
ρ
(
I4−1

)
aaaD

1 +(1−ρ)
(
I1−3

)
BBBD
]

(3.58)

σσσ
2
aniso = 2ψ

ρ

2
1
J

[
ρ
(
I4−1

)
aaaD

2 +(1−ρ)
(
I1−3

)
BBBD
]

(3.59)

Avec
ψ

ρ

i = aeb(ρ(I2i+2−1)2+(1−ρ)(I1−3)2) ; aaai = J−
2
3 FFFAAAiFFFT

De la même façon, en calculant les dérivées de l’équation 3.56 on peut déterminer les
différentes parties de SSSs :

SSSvol = Jκ(J−1)CCC−1, SSSiso = µCCC−1CCC
D

(3.60)

SSS1
aniso = 2ψ

ρ

1

[
ρ
(
I4−1

)( 1

J
2
3

AAA1−
I4

3
CCC−1

)
+(1−ρ)

(
I1−3

)( 1

J
2
3

111− I1

3
CCC−1

)]
(3.61)

SSS2
aniso = 2ψ

ρ

2

[
ρ
(
I6−1

)( 1

J
2
3

AAA2−
I6

3
CCC−1

)
+(1−ρ)

(
I1−3

)( 1

J
2
3

111− I1

3
CCC−1

)]
(3.62)
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III.1.4.4 Bilan des contraintes

Après avoir déterminé les expressions des tenseurs de contrainte de chaque phase, la
contrainte totale de Cauchy du milieu est déterminée par :

σσσ = σσσ
s +σσσ

f

⇒ σσσ = σσσ
s− (p+∆π)111 (3.63)

Dans cette expression apparaît le tenseur de contraintes de Cauchy qui gouverne le com-
portement du solide seul σσσs ou tenseur de contrainte de Terzaghi. Le tenseur σσσ est un ten-
seur Eulérien qui décrit les contraintes dans la configuration actuelle, son équivalent dans
la configuration de référence est le second tenseur de contrainte de Piola Kirchoff SSS. La
relation entre ces deux tenseurs est :

σσσ = J−1FFFSSSFFFT (3.64)

Le tenseur SSS est déterminé à partir des équations 3.63 et 3.64. Il s’écrit :

SSS = SSSs− J (p+∆π)CCC−1 (3.65)

III.2 Modèle de nutrition cellulaire

Le modèle de nutrition cellulaire sert à déterminer les concentrations des nutriments dans
le DIV. En effet, étant donné que les nutriments cellulaires diffusent dans la phase fluide,
leurs concentrations dépendent de la porosité du milieu. Deux nutriments seront considérés :
l’oxygène (O) et le lactate (l). Le problème de transport du glucose ne sera pas résolu car
son apport est lié à ceux de l’oxygène et du lactate et se déduit facilement des équations de
bilan de ces constituants. Le modèle est basé sur les relations entre les concentrations de
nutriments élaborées par Bibby et al. (2005) lors de mesures expérimentales in vivo (voir
3.2.2). On prendra comme hypothèse le fait que le transport est purement diffusif (Etienne,
2013).

III.2.1 Les équations de diffusion
Soit β un nutriment cellulaire avec β = {O2, lac}. La conservation de la masse de β est

exprimée par l’équation suivante :

∫
Ωt

∂ρ
β

A
∂t

dV +
∫

∂Ω

ρ
β

A~v
β.~ndS =

∫
Ωt

rβdV (3.66)

Avec ρ
β

A en kg/m3 la masse volumique apparente de β, ~vβ en m/s sa vitesse propre, rβ

en kg/
(
m3.s

)
son taux d’apport massique et ~n la normale extérieure à la surface dS. On

introduit les grandeurs molaires de β : Mβ en kg/mol sa masse molaire, Cβ en mol/m3

sa concentration molaire (par rapport au volume de fluide) et Rβ en mol/
(
m3.s

)
son taux

d’apport molaire. Ces grandeurs permettent d’exprimer les grandeurs massiques comme
suit :

ρ
β

A =
CβMβV f

V
=CβMβ

φ (3.67)
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rβ = RβMβ (3.68)

Ces relations permettent d’écrire la conservation de la masse de β comme suit :

∫
Ωt

∂

(
φCβ

)
∂t

dV +
∫

∂Ω

φCβ~vβ.~ndS =
∫

Ωt

RβdV (3.69)

En appliquant le théorème de la divergence on obtient l’expression locale de l’équation
précédente :

∂

(
φCβ

)
∂t

+∇x.
(

φCβ~vβ

)
= Rβ (3.70)

En assimilant la vitesse du fluide à la vitesse de convection du mélange et avec la loi de Fick
on obtient :

⇒ φCβ~vβ =−φDβ

A
~∇x

(
Cβ

)
+φCβ~v f (3.71)

Avec Dβ

A en m/s le coefficient de diffusion apparent de β. On remarque que cette équation fait
intervenir la vitesse du fluide~v f ou la vitesse du mélange qui traduit le transport convectif.
Cela permet d’écrire :

∂

(
φCβ

)
∂t

+∇x.
(
−φDβ

A
~∇x

(
Cβ

)
+φCβ~v f

)
= Rβ (3.72)

⇒Cβ

[
∂φ

∂t
+∇x.

(
φ~v f
)]

+φ
∂Cβ

∂t
+φ∇x.

(
Cβ~v f

)
−∇x.

(
φDβ

A
~∇x

(
Cβ

))
= Rβ (3.73)

Selon l’équation de conservation de la masse 3.21, le premier terme de l’équation pré-
cédente est nul, d’où :

φ
∂Cβ

∂t
+φ∇x.

(
Cβ~v f

)
−∇x.

(
φDβ

A
~∇x

(
Cβ

))
= Rβ (3.74)

Pour des écoulements à faible vitesse, le terme de transport convectif est négligé devant
le terme de transport diffusif. ∣∣∣φCβ~v f

∣∣∣� ∣∣∣φDβ

A
~∇x

(
Cβ

)∣∣∣ (3.75)

On obtient finalement l’équation de diffusion d’un nutriment β :

φ
∂Cβ

∂t
+∇x.

(
φDβ

A
~∇x

(
Cβ

))
= Rβ (3.76)

Les coefficients de diffusion apparents Dβ

A s’écrivent en fonction de la porosité du milieu
et de leurs coefficients de diffusion dans l’eau Dβ

H2O :

Dβ

A =
Dβ

H2Oφ

τ
= Dβ

H2O
φ2

(2−φ)2 (3.77)

Le terme τ = (2−φ)2/φ représente la tortuosité du milieu.
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III.2.2 Relations de Bibby et al. (2005)
On rappelle les relations entre les taux d’apport et la concentration cellulaire citées dans

le dernier paragraphe du premier chapitre :

Rl = Rprod
l × [��C] ; RO =−Rcons

O × [��C] (3.78)

Avec [��C] en cellule/m3 est la concentration des cellules, Rcons
O en mol/(s.cellule) le taux

de consommation d’oxygène et Rprod
l de même unité que le taux de production de lactate.

Selon Bibby et al. (2005) les taux Rcons
O et Rprod

l s’écrivent

Rcons
O =

7.28× (pH−4.95)× [O2]

1.64+4.03× (pH−4.95)+ [O2]
(3.79)

Rprod
l = exp(−2.47+0.93pH +0.16[O2]−0.0058[O2]

2) (3.80)

avec [O2] la pression partielle de l’oxygène et pH le pH du milieu. Si on note SO/H2O la
solubilité de l’oxygène dans l’eau alors :

[O2] =
CO

SO/H2O
(3.81)

Le pH s’écrit en fonction de la concentration de lactate :

pH = 7.4−0.09Cl (3.82)

Comme ces équations sont empiriques, on doit faire attention aux unités des quantités
qui interviennent dans ces équations. Les unités utilisées sont :

* pH en unité de pH
* [O2] en kPa
* Rprod

l et Rcons
o en nmol/(106cellule.h)

* Cl et Co en mol/m3

III.3 Déformations finies et bilan final

La formulation présentée a permis de déterminer les equations nécessaires pour résoudre
les deux problèmes mécanique et nutritif. La porosité φ, dépendante de la déformation, appa-
raît dans les equations de diffusion des nutriments et dans l’expression de leurs coefficients
de diffusion ce qui permet le couplage entre les deux modèles. Le système d’équations qui
constitue le modèle de couplage mécano-nutritif est formé par les équations (3.30), (3.42)
et (3.76) :

Dans Ωt



~∇x.(σ)+ρs
A

(
~f s

v −~γs
)
+ρ

f
A

(
~f f

v −~γ f
)
=~0

∇x.
(

k~∇x (p)
)
= ∇x.(~vs)

φ
∂CO

∂t −∇x.
(

φDO
A
~∇x
(
CO))= RO

φ
∂Cl

∂t −∇x.
(

φDl
A
~∇x
(
Cl))= Rl

(3.83)
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III.3.1 Déformations finies et changement de configuration

En grandes déformations, la configuration de référence et la configuration actuelle ne
peuvent pas être confondues. La quantité des nutriments ne diffuse pas dans le même do-
maine géométrique au cours de la déformation, il est donc nécessaire de prendre en compte
la modification de la configuration dans l’équation de diffusion. Deux méthodes peuvent
être utilisée : résoudre tout le problème en total Lagrange, c’est à dire écrire les équations
de diffusion dans la configuration de référence ou bien utiliser une formulation arbitraire-
ment Lagrangienne-Eulérienne (ALE). Un travail précédent de l’équipe biomécanique de
IRPHE a permis de comparer ces deux méthodes (Chetoui, 2014). La conclusion retenue est
que la formulation total Lagrange est moins coûteuse en terme de temps de calcul et espace
mémoire. Un autre argument qui pousse à privilégier la résolution du système d’équations
dans la configuration de référence est que le logiciel d’élément finis Comsol multiphysicsr
utilisé dans la résolution de ce problème, résout le problème mécanique solide (relatif à σσσ

dans notre cas) dans la configuration de référence. Il est nécessaire donc de transformer les
équations du système dans la configuration de référence. Pour ce faire, on réécrit ces équa-
tions dans la forme intégrale, on applique les relations de transport local puis en utilisant la
théorème de la divergence on revient à la forme locale.

On néglige les efforts volumiques. Soit (∇X) et (∇X .) les opérateurs gradient et diver-
gence Lagrangiens, (∇x) et (∇x.) les opérateurs gradient et divergence Eulériens et ψ un
champ matériel quelconque. Les relations suivantes permettent le passage entre les opéra-
teurs gradient :

∇X ψ = ∇xψ.FFF ∇xψ = ∇X ψ.FFF−1 (3.84)

L’équation d’équilibre ∫
∂Ω

σσσ. ~ndS =~0

⇒
∫

∂Ω0

J σσσ.FFF−T ~NdS0 =~0

⇒ ∇X .(ΠΠΠ) =~0 (3.85)

Avec ΠΠΠ est le premier tenseur de contrainte de Piola Kirchoff, lié au second tenseur de
contrainte Piola Kirchoff et au tenseur de contrainte de Cauchy par les relations suivantes :

ΠΠΠ = JσσσFFF−T ; ΠΠΠ = FFFSSS (3.86)

L’équation de la pression ∫
∂Ω

(
k~∇x (p)

)
~ndS =

∫
∂Ω

~vs~ndS

⇒
∫

∂Ω0

Jk~∇x (p)FFF−T~ndS0 =
∫

∂Ω0

J~vsFFF−T~NdS0

⇒ ∇X .
(

Jk~∇X (p)CCC−1
)
= ∇x.

(
J~vsFFF−T) (3.87)
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L’équation de diffusion d’un nutriment β∫
Ω

φ
∂Cβ

∂t
dV −

∫
∂Ω

.
(

φDβ

A
~∇x

(
Cβ

))
~ndS =

∫
Ω

RβdV

⇒
∫

Ω0

Jφ
∂Cβ

∂t
dV0−

∫
∂Ω0

(
JφDO

A
~∇x

(
Cβ

)
FFF−T

)
~NdS0 =

∫
Ω0

JRβdV0

Jφ
∂Cβ

∂t
−∇X .

(
JφDβ

A
~∇X

(
Cβ

)
CCC−1

)
= JRβ (3.88)

III.3.2 Bilan final
En écrivant les équations de diffusion et l’équation de la pression interstitielle dans la

configuration de référence, le bilan final des équations constitutives du problème devient :

Dans Ω0



~∇X .(FFFSSS) =~0

∇X .
(

Jk~∇X (p)CCC−1
)
= ∇x.

(
J~vsFFF−T)

Jφ
∂CO

∂t −∇X .
(

JφDO
A
~∇X
(
CO)CCC−1

)
= JRO

Jφ
∂Cl

∂t −∇X .
(

JφDl
A
~∇X
(
Cl)CCC−1

)
= JRl

(3.89)

Ce système formé par 6 équations scalaires permet de déterminer les 6 inconnues du
problème :

* Le 3 composantes du champ de déplacement~u
* La pression interstitielle p
* Les concentrations de lactate de d’oxygène Cl et CO respectivement

Le système est résolu à l’aide des équations suivantes :
* L’expression de SSS (éq. 3.65)
* L’évolution de la porosité φ avec la déformation (éq. 3.33)
* L’évolution de la concentration des charges fixes C f c avec la déformation (éq. 3.39)
* L’évolution de la perméabilité k avec la porosité (éq. 3.43)
* L’évolution des coefficients de diffusions apparents Dβ

A avec la porosité (éq. 3.77)
* Les équations de Bibby et al. (2005) (éq. 3.79 ; 3.80 ; 3.81 ; 3.82)
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Chapitre 4

Construction et mise en œuvre du modèle

Le modèle biomécanique du DIV a été élaboré en partie à l’aide
des résultats expérimentaux des essais effectués précédemment
par l’équipe biomécanique de IRPHE (Ghiss et al., 2015). Dans
ce paragraphe, ces essais seront décrits brièvement.

Les données expérimentales sont utilisées par la suite dans
la construction de la géométrie, dans la détermination de la
distribution initiale de la porosité et dans la délimitation des
éléments des disques intervertébraux utilisés. La méthodologie
d’exploitation de ces données est décrite au cours de ce chapitre.

Pour finir, une étude de sensibilité de maillage est utilisée afin
de choisir le maillage avec lequel la résolution du modèle par
éléments finis sera effectuée.
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IV.1 Données expérimentales

Dans le reste de ce rapport, on va considérer les trois plans anatomiques suivants : le
plan transverse (~X ,~Y ), le plan sagittal (~Z,~X) et le plan frontal (~Y ,~Z) (figure 4.1).

FIGURE 4.1 – Les trois plans anatomiques. A. Par rapport au corps humain. B. Par rapport
au DIV. T : plan transverse en rouge (~X ,~Y ), S : plan sagittal en jaune (~Z,~X), F : plan frontale
en vert (~Y ,~Z)

IV.1.1 Description des essais expérimentaux

2 DIVs porcins ont été extraits avec leurs demi-vertèbres adjacentes des segments lom-
baires de cochons sains de 4 mois d’âge moyen. Les disques ont été disposés dans la chambre
d’un banc de compression. La chambre est remplie d’une solution physiologique de concen-
tration 154mmol/l. Trois essais de relaxation consécutifs ont été appliqués pour chaque DIV.
Pour chaque essai, un déplacement axial a été imposé pendant une courte période (entre 10 et
20s) sur la face d’une des deux demi vertèbres puis le déplacement est arrêté pour permettre
la relaxation du DIV. La face de l’autre demi vertèbre est bloquée en appui sur un plateau
fixe (Figure 4.2). L’échantillon est libre de se déformer radialement (Figure 4.2). L’évolution
au cours du temps de la force de compression appliquée au disque a été enregistrée.

Pendant les essais de relaxation, le dispositif a été placé dans un imageur horizontal de
4.7T afin d’acquérir des séquences IRM. Pour chaque DIV, l’acquisition des séquences a été
effectuée avant le premier chargement et après chaque relaxation. Les séquences sont dans
les plans transverse (X ,Y ) et sagittal (Z,X).
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FIGURE 4.2 – Essais expérimentaux de relaxation. A. Composantes du banc de compression.
B. Déplacement imposé en fonction du temps. tdi : temps de fin d’application déplacement
i. tri : temps de relaxation du chargement i

IV.1.2 Séquences IRM
A chaque état d’équilibre (avant le chargement et après chaque relaxation), deux séries

d’images IRM ont été acquises pour chaque disque (Tableau 4.1). La première série est ac-
quise dans le plan transverse et elle comporte 40 images. La deuxième série est composée de
50 images acquises dans le plan sagittal. Les séquences obtenues sont pondérées en densité
de protons ρH .

Plan nombre d’images Résolution (µm) Épaisseur∗ (mm) FOV∗∗ (mm)
Transverse 40 312×312 0.75 80×80

Sagittal 50 271×271 1 70×70

TABLE 4.1 – Propriétés des séquences IRM acquises pour chaque disque à chaque état
d’équilibre. ∗Épaisseur : distance entre deux image consécutives. ∗∗FOV : taille de la zone
de codage de l’image

IV.1.3 Évolution de la contrainte au cours de l’essai de compression
Durant chaque essai de relaxation en compression, l’évolution de la force induite par

le déplacement sur l’échantillon (DIV+ 2 demi vertèbres) a été enregistrée. On suppose
que les vertèbres sont des corps rigides. Cette hypothèse permet de considérer que la force
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appliquée sur le DIV est égale à la force appliquée sur tout l’échantillon et mesurée pendant
la relaxation.

A partir des courbes d’évolution de la force, il est possible de déterminer la contrainte
de Cauchy de compression moyenne σzm telle que :

σzm =
Fz

Sm
(4.1)

Avec Fz la force enregistrée et Sm la moyenne des surfaces des deux faces supérieure et
inférieure du DIV. On suppose que cette surface est constante car les PCV font la liaison
du DIV avec les corps vertébraux supposés être rigides. Les courbes de relaxation obtenues
contiennent des zones de bruit dues aux bobines de l’imageur (figure 4.3).

Afin de pouvoir utiliser ces courbes dans la validation du modèle EF développé, un
lissage des courbes expérimentales est effectué à l’aide d’une fonction d’interpolation. La
fonction d’interpolation choisie est de la forme :

f (t) = a.e−α(t−td)+b.e−β(t−td)+σr (4.2)

où a, b en MPa déterminent la rigidité du matériau, α et β en s−1 contrôlent le temps de
relaxation, td en s présente le temps d’application du déplacement et σr en MPa la contrainte
à la relaxation.
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FIGURE 4.3 – Courbes de relaxations expérimentales et courbes d’ajustement du 1er DIV

Pour les deux DIVs, les paramètres des fonctions d’interpolation de chaque relaxation
sont regroupés dans le tableau 4.2. Un algorithme de Levenberg-Marquard (moindre carré
non linéaire) est utilisé pour l’optimisation des paramètres de f (t). Pour chaque courbe le
coefficient de détermination R2 est calculé.
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DIV Relaxation a (MPa) α (s−1) b (MPa) β (s−1) σr (MPa) ti (s) R2

1 0.325 0.0135 0.16 6.10−4 0.1345 0 0.96
1 2 0.529 0.0164 0.235 10.10−4 0.2893 3900 0.98

3 0.467 0.0145 0.303 11.10−4 0.5712 7800 0.98
1 0.256 0.0206 0.148 9.10−4 0.1356 0 0.97

2 2 0.387 0.0188 0.232 12.10−4 0.2595 3785 0.99
3 0.435 0.0168 0.339 11.10−4 0.4476 7430 0.98

TABLE 4.2 – Paramètres des fonctions d’interpolation des courbes de relaxation

IV.2 Exploitation des séquences IRM

IV.2.1 Reconstruction des géométries

Les géométries des DIVs sont construites en utilisant les séquences transverses du DIV
avant chargement. Parmi les 40 images transverses, celles qui sont acquises dans des plans
appartenant aux deux demi vertèbres sont rejetées (figure 4.8). A partir des images acquises
dans les plans (X ,Y ) qui interceptent le DIV, les contours qui définissent les limites géomé-
triques du DIV sont déterminés. L’extraction des contours est effectuée avec un script de
traitement d’images développé sur Matlab. Le script permet de déterminer les coordonnées
(xi j,yi j,z j) d’un nombre fini de point np qui appartiennent au contour (i ∈ {1, ..,np}). Les
contours obtenus sont par suite exportés vers le logiciel SolidWorks afin de créer la surface
extérieure du DIV. On s’assure que les faces supérieure et inférieure soient planes. Cela per-
met de faciliter l’application des conditions aux limites et la résolution du problème par le
logiciel de calcul. Finalement, la conversion de la géométrie surfacique obtenue en volume
permet d’obtenir la géométrie finalisée du DIV (figure 4.4).

FIGURE 4.4 – Géométries reconstruites. A. DIV1. B. DIV2

On définit ainsi les trois frontières de chaque géométrie : la face supérieure ∂SΩ, la face
inférieure ∂IΩ et la face latérale ∂LΩ (figure 4.5).
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FIGURE 4.5 – Frontières du DIV2

IV.2.2 Détermination des champs de porosité initiaux
La pondération des séquences IRM en ρH permet de lier le niveau de gris de chaque

pixel de l’image à la densité de protons H+. Ce dernier, majoritairement présent dans la
molécule d’eau, présente un indicateur de la distribution de la porosité dans le DIV. A l’aide
d’une routine Matlab, le niveau de gris des pixels des séquences transverses est converti en
une valeur de porosité. Tout d’abord, les régions d’intérêt (ROI) sont définies. Ce sont les
zones définies par les contours déterminés dans le paragraphe précédent (4.2.1). La routine
permet de déterminer pour chaque pixel les coordonnées de son centre (xi j,yi j,z j) et le
niveau de gris Ng(xi j,yi j,z j) correspondant. Les valeurs de la fonction Ng(xi j,yi j,z j) sont
ensuite rapportées à l’échelle de la porosité du DIV. Soient Ngmax et Ngmin respectivement
les valeurs maximale et minimale du niveau du gris des pixels présents dans les ROI, et
soient φmax et φmin respectivement les porosités maximale et minimale dans chaque DIV. La
porosité d’un point de coordonnées (xi j,yi j,z j) est obtenue par la relation suivante :

φ0(xi j,yi j,z j) = φmin +
Ng(xi j,yi j,z j)−Ngmin

Ngmax−Ngmin
(φmax−φmin) (4.3)

Les valeurs φmax et φmin ont été déterminées expérimentalement par Ghiss et al. (2015)
(tableau 4.3). Finalement, une projection linéaire permet de transformer les valeurs de poro-
sités déterminées discrètement en un champ de porosité continu et donc définies dans toute
la géométrie.

FIGURE 4.6 – Champs de porosité initiaux obtenus. A. DIV1 : coupes sagittales à gauche,
plan median transverse à droite. B. DIV2 : coupes sagittales à gauche, plan médian trans-
verse à droite.
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IV.2.3 Délimitation des composants du DIV
Dans un DIV non dégénéré, on ne trouve pas de séparation nette entre l’AF et le NP.

La transition entre ces deux éléments est progressive (Rannou et al. 2004). Cette propriété
physiologique est prise en compte en utilisant la distribution de la porosité. En effet, la po-
rosité φ est un indicateur fiable de délimitation entre l’AF et le NP étant donné sa variation
remarquable entre ces deux composants (Iatiridis et al. 2007).

Les Plateaux vertébraux sont tout d’abord délimitées en utilisant leur épaisseur moyenne
mesurée sur les séquences sagittales. Ensuite, selon la valeur de porosité définie en chaque
point (voir paragraphe 4.2.2), le volume restant est divisé en trois régions (NP, AF et une
zone intermédiaire). Le NP et l’AF sont respectivement définis par deux valeurs de porosité
φlimAF au dessous de laquelle la zone est considérée appartenante à l’AF et φlimNP au des-
sus de laquelle on définit la zone occupée par le NP. Dans la zone intermédiaire définie par
φlimAF < φ0 < φlimNP, les propriétés mécaniques sont linéairement interpolées. Les valeurs
de φlimNP et φlimNP sont déterminées selon la distribution de porosité obtenue et en s’ap-
puyant sur la visualisation des images IRM transverses (tableau 4.3). Soient Mi un point de
la zone intermédiaire, φ0Mi sa porosité, P un paramètre mécanique quelconque. La valeur de
P en Mi noté PMi est déterminée par :

PMi = PAF +
φ0Mi−φlimAF

φlimNP−φlimAF
(PNP−PAF) (4.4)

Avec PAF et PNP les valeurs du paramètre mécanique P respectivement dans le NP et l’AF.

FIGURE 4.7 – Délimitation des zones des DIV. A. DIV1 : plan médian transverse en haut,
plan médian frontal en bas. B. DIV2 : plan médian transverse en haut, plan médian frontal
en bas. Couleurs : rouge foncé= zone du NP, vert= zone de l’AF, violet et bleu foncé= zone
des PCV, autres couleurs : zones intermédiaires

IV.2.4 Récapitulatif
Pour résumer, le traitement réalisé dans le présent travail des séquences IRM faites par

Ghiss dans le plan transverse permet de reconstruire une géométrie réaliste et d’avoir une
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distribution de porosité physiologique. Les séquences sagittales aident, avec la distribution
de porosité, à déterminer les limites géométriques des composants de chaque DIV (NP, AF
et PCV) (figure 4.8). Ces résultats permettent de définir des distributions spatiales continues
de propriétés dans les DIVs et de construire des gradients de propriétés réalistes.

FIGURE 4.8 – Exploitation des images IRM : Récapitulatif

Les propriétés de chaque géométrie et les valeurs de la porosité déduite sont présentés
dans le tableau récapitulatif 4.3.

DIV l(cm) L(cm) H(mm) V0(cm3) Epcv (mm) φmin φlimAF φlimNP φmax
1 2.12 3.4 9 4.421 1.5 0.73 0.8 0.84 0.86
2 2.39 3.5 8.2 4.381 1.2 0.72 0.76 0.8 0.83

TABLE 4.3 – Dimensions géométriques et valeurs limites de porosités des deux DIVs. l :
largeur sur l’axe X , L : longueur sur l’axe Y , H : hauteur sur l’axe Z, V0 : volume initial,
Epcv : épaisseur moyenne des PCV mesurée dans les séquences sagittales, φmin et φmax :
valeurs de porosité locale resp. minimale et maximale (Ghiss et al., 2015).

IV.3 Résolution du modèle

IV.3.1 Propriétés physiques affectées

IV.3.1.1 Propriétés mécaniques

Les propriétés mécaniques du modèle sont les paramètres nécessaires pour écrire les lois
de comportement. Dans la littérature il apparaît une grande diversité de valeurs de rigidité,
de perméabilité et de paramètres d’anisotropie. Afin de choisir les paramètres mécaniques
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qui permettent aux deux modèles développés de reproduire le comportement mécanique ex-
périmental, une procédure d’optimisation est effectuée. Dans cette procédure, l’intervalle
d’optimisation de chaque paramètre est borné par une valeur minimale et une valeur maxi-
male extraites toutes les deux de la littérature. Ce choix permet d’avoir des paramètres op-
timaux dans le corridor des valeurs observées dans la littérature. Les différents paramètres
mécaniques à optimiser sont regroupés dans le tableau 4.4. Finalement, l’optimisation sera
effectuée sur 15 paramètres mécaniques pour le modèle isotrope et 17 pour le modèle ani-
sotrope.

Loi de comportement
Isotrope Anisotrope Perméabilité

MEC MEC Fibres
C10 C01 κ µ κ a f b f α k0 M

NP • • • • • • • ⊗ • •
AF • • • • • • • • • •

PCV • • • • • ⊗ ⊗ ⊗ • •

TABLE 4.4 – Valeurs des propriétés mécaniques de la littérature

• : paramètre à optimiser
⊗ : paramètre non défini dans la formulation

La fonction de coût utilisée dans l’optimisation est la suivante :

F(P) =

√
n

∑
i=1

(
σexp(ti)−σnum(P, ti)

n

)2

(4.5)

Avec P le vecteur des paramètres, les ti sont les instants d’enregistrement, n le nombre to-
tal de ces instants, σexp(ti) la contrainte expérimentale enregistrée à l’instant ti et σnum(P, ti)
la contrainte numérique calculée avec le vecteur des paramètre P au même instant.

IV.3.1.2 Propriétés biochimiques

Les propriétés nécessaires à la résolution du modèle métabolique et à la détermination
de la pression osmotique sont extraites de la littérature. Ci-dessous les concentrations de
charges fixes et des cellules pour chaque zone du DIV, les diffusibilités et la solubilité des
nutriments dans l’eau et les constantes du modèle sont précisées (tableaux 4.5, 4.6, 4.7).
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ϕ
(c)
e (1) Coefficient osmotique externe 0.92

ϕ
(d)
i (1) Coefficient osmotique interne 0.72

C(c)
e (mol/mm3) Concentration du sel dans le plasma 150

T (K) Température absolue 310
R (N.m/(mol.K) Constante universelle des gaz 8.314
(γext/γint)

(c) (1) rapport des coefficients d’activités 1

TABLE 4.5 – Constantes du modèle
Paramètre NP AF PCV

C(a)
f c0 (mol/mm3) 250 150 90
[��C](b) (1/mm3) 3870 7560 13860

TABLE 4.6 – Concentration de charges fixes et densité cellulaire

(a) : Jackson et al. (2011) ; (b) : Maroudas et al. (1975) et corrigé par Bibby et al. (2002) ; (c) :
Galbusera et al. (2011) ; (d) : Huyghe et al. (2003) ;

Paramètre lactate (l) Oxygène (O)
Dβ

H2O (mm2/h) 5 10.8
Sβ/H2O nmol/(kPa.mm) - 1.0268×10−2

TABLE 4.7 – Diffusibilité des nutriments et solubilité de l’oxygène dans l’eau

IV.3.2 Maillages

Pour chaque DIV, 4 maillages ont été testés pour vérifier la convergence de la solution
pour les 4 inconnues déterminées par la résolution du système d’équation : le champ de
vitesse ~u, la pression p et les concentrations des nutriments Cl et CO. Le maillage le plus
fin est pris comme référence (figure 4.9). Dans cette étude de sensibilité, un déplacement
compressif de uz = 0.5mm est appliqué sur la face supérieure de chaque disque. La face
inférieure est encastrée et la face latérale est libre de se déformer. Le déplacement est établi
pendant 20s puis il reste constant à sa valeur environ 60min, le temps de la relaxation du
DIV. Il faut noter que l’étude de sensibilité de maillage est effectuée avec une déformation
de 6%. Le seuil des grandes déformations n’est donc pas atteint. Les résultats analysés pour
déterminer le maillage optimal sont :

* La contrainte de Cauchy moyenne de la face supérieure σzm.
* La pression totale au centre du DIV.
* Les concentrations Cl et CO au centre du DIV.

Étant donné la non régularité de la géométrie, les éléments de maillages utilisés sont des
éléments tétraédriques. On trace l’évolution des différentes inconnues au cours du temps.
Soient χ(t,Mi) et χ(t,MRe f ) les fonctions de variation d’une inconnue χ au cours du temps
obtenues respectivement avec le maillage i et le maillage de référence, L’erreur de calcul de
χ entre les deux maillage est définie par :
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∆%χ =

[
|χ(t,Mi)−χ(t,MRe f )|

χ(t,MRe f )
×100

]
max

(4.6)

Il s’agit d’un critère local car l’évolution de l’inconnue χ au cours de temps est tracée
au centre du DIV. Un critère plus global est également examiné en utilisant les profils des
concentrations des nutriments à la fin de la relaxation sont tracés sur la ligne moyenne de
direction Y (figure 5.5). Les courbes de comparaison entre les maillages du premier DIV sont
regroupées (figures 4.10 à 4.14). Les résultats obtenus (tableau 4.8) permettent de confirmer
que le calcul converge à partir du troisième maillage défini pour chaque DIV. Ces maillages
seront utilisés pour les simulations.

Maillage 1 Maillage 2

Maillage 3 Maillage 4 (Référence)

FIGURE 4.9 – Les différents maillages du premier disque
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FIGURE 4.10 – Evolution de la contrainte de compression moyenne (à gauche) et de la
pression au centre du DIV (à droite)
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FIGURE 4.11 – Evolution de la concentra-
tion du lactate Cl au centre du DIV
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FIGURE 4.12 – Profil de la concentration du
lactate sur la ligne Y moyenne
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FIGURE 4.13 – Evolution de la concentra-
tion d’oxygène CO au centre du DIV
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FIGURE 4.14 – Profil de la concentration
d’oxygène sur la ligne Y moyenne
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DIV Maillage Nb.E DDL TC (min) ∆%σzm ∆% p ∆%Cl ∆%CO

1 42639 240050 127 5.04 31 1.35 0.66
1 2 52778 290064 144 1.55 7.3 0.38 0.19

3 66317 357122 206 0.25 2.3 0.05 0.06
4 77699 413209 338 - - -
1 31032 178150 72 3.2 40 1.45 3

2 2 41870 233504 118 0.7 13 0.42 0.76
3 54737 296426 165 0.15 4 0.08 0.12
4 75773 398907 245 - - - -

TABLE 4.8 – Caractéristiques des maillages des deux DIVs. Nb.E : nombre d’éléments,
DDL : degrés de liberté, TC : temps de calcul, ∆% : différence relative en %

Il est noté que l’étude de sensibilité au maillage est effectuée avec des valeurs de para-
mètres présentées dans la littérature. Pour cette étude et pour toute autre simulation décrite
dans ce rapport, la résolution temporelle est effectuée avec la méthode différentielle impli-
cite d’Euler (algorithme BDF). Les éléments d’interpolation sont des éléments de Lagrange
quadratiques pour le déplacement et linéaires pour la pression et les concentrations des nutri-
ments. Ce choix permet d’éviter les oscillations numériques et d’avoir une meilleur stabilité
des calculs. Le couplage numérique entre les différentes équations est un couplage fort (voir
Annexe A.I.2).
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Conclusion

En exploitant des données déduites des images IRM, nous avons introduit certaines pro-
priétés réalistes dans la construction du modèle du disque intervertébral.

En exploitant les séquences IRM acquises dans le plan transverse, les contours qui
forment la face latérale du DIV ont été exportés grâce à un script de traitement d’image.
Ces contours ont permis de construire la géométrie réelle du disque intervertébral.

Le développement d’une procédure originale de traitement d’images a permis de déter-
miner la distribution de la porosité à l’intérieur du DIV en fonction du niveau de gris de
chaque pixel dans les images.

Afin de différencier les différentes parties du DIV, nous avons développé une technique
de projection permettant à partir du champ de porosité déduit de l’IRM de fixer des champs
variables de propriétés.

Une fois le modèle implémenté, une étude de sensibilité au maillage a permis de choisir
le maillage le plus adapté pour conduire les simulations à effectuer.
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Chapitre 5

Validation du modèle mécanique

Ce chapitre est consacré à la validation du modèle mécanique implémenté. Une première
étape consiste à identifier les paramètres matériaux optimaux pour reproduire le comporte-
ment expérimental du DIV. La deuxième étape consiste à comparer les résultats avec les
données expérimentales en relation avec la phase aqueuse (porosité, volume et gonflement
après chargement).

V.1 Procédure d’identification des paramètres

Dans les formulations proposées, 15 paramètres pour le modèle isotrope et 17 paramètres
pour le modèle anisotrope sont à identifier. Pour chaque modèle la procédure d’identification
est d’abord effectuée pour un seul chargement puis pour deux chargements consécutifs. Les
déplacements imposés sont mesurés directement sur les séquences IRM sagittales de réso-
lution spatiale de 273µm. Compte tenu de cette incertitude, les déplacements imposés sont
considérés comme des paramètres à optimiser dans l’intervalle de résolution des séquences.
Ainsi, sur les images IRM on mesure deux déplacements : uz1 = uz2 = 0.57mm±0.273.

Pour l’ensemble des paramètres à optimiser, des intervalles de valeurs extraites de la
littérature sont définis afin de s’assurer que l’ensemble des solutions trouvées soit dans une
gamme physiologique. Une étape de validation de la procédure d’identification est enfin ef-
fectuée. Cette étape consiste à comparer le changement de volume, le gonflement du DIV
et la modification de porosité mesurés dans l’expérience avec ceux obtenus numériquement
avec les paramètres identifiés.

V.1.1 Algorithme d’optimisation
Un script d’optimisation couplé Comsol-Matlab est développé pour la procédure d’iden-

tification. Ce script fonctionne avec le module Comsol with Matlab intégré dans la librairie
du logiciel Comsol multiphysics r. Un vecteur de paramètres initiaux V0 est d’abord dé-
fini. Le script fait ensuite appel au fichier Comsol contenant le modèle du DIV et effectue
le calcul avec le vecteur des paramètres définis. Le résultat du calcul (contrainte moyenne
sur la face supérieure au cours du temps) est utilisé pour le comparer avec les courbes ex-
périmentales et effectuer un pas d’optimisation afin de déterminer le nouveau vecteur de
paramètres V1. Dans cette étape, la méthode utilisée est un algorithme à région de confiance
ou Trust Region Reflective. Cet algorithme est intégré dans la fonction lscurvefit du module
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d’optimisation non linéaire dans Matlab. Le nouveau vecteur de paramètres est réintégré
dans Comsol pour déterminer le nouvel état de contrainte et le comparer avec les courbes
expérimentales. La différence entre la courbe expérimentale et la courbe numérique obtenue
avec un vecteur de paramètres Vi est déterminée par le calcul du résidu RESi défini par :

RESi =
tr

∑
t j=ta

√(
σzm(t j)−σzm/num(Vi, t j)

)2 (5.1)

Avec ta l’instant auquel le chargement est appliqué, tr le temps de relaxation (instant final),
t j les instants d’enregistrement de la force, σzm(t j) la valeur expérimentale de la contrainte
déterminée à l’instant t j et σzm/num(Vi, t j) sa valeur numérique calculée avec le vecteur Vi au
même instant. L’algorithme s’arrête lorsque une des conditions suivante est atteinte :

RESi < ∆Emin (5.2)

∆p = RESi−RESi−1 < ∆Pmin (5.3)

La quantité ∆Emin est la valeur au dessous de laquelle la différence entre la courbe numé-
rique et la courbe expérimentale est considérée négligeable. Dans ce cas, le résultat cherché
est supposé atteint. ∆Pmin représente la valeur au dessous de laquelle le pas d’avancement
de l’algorithme est considéré négligeable. Dans ce cas, on suppose que le résultat trouvé ne
peut pas être amélioré et la recherche d’un autre vecteur de paramètre n’est pas pertinente.
Les valeurs de ces critères d’arrêt sont : ∆Emin = 10−4MPa et ∆Pmin = 10−6MPa.
Les ordres de grandeurs des paramètres matériaux optimisés sont très variés. Ils vont de
10−16(m4/(N.s)) pour la perméabilité initiale jusqu’à 107Pa pour la rigidité des fibres.
Ainsi, dans l’algorithme d’optimisation, toutes les valeurs des paramètres sont rapportées à
des valeurs entre 0.1 et 10 (adimensionnées) pour éviter les problèmes de différence d’ordre
de grandeur. Toutes les procédures d’optimisation sont effectuées 3 fois avec un jeu de vec-
teurs de paramètres initiaux différents afin de vérifier que l’algorithme n’est pas sensible à
la variation des valeurs initiales.

V.1.2 Paramètres et intervalles d’optimisation pour le modèle isotrope

On rappelle l’expression de la densité d’énergie W du modèle isotrope et l’expression
de la perméabilité k en fonction de la porosité :

W =C10
(
I1−3

)
+C01

(
I2−3

)
+

1
2

κ(J−1)2 (5.4)

k = k0

(
e(1+ e0)

e0(1+ e)

)2

exp
[

M
(

1+ e
1+ e0

−1
)]

(5.5)

Dans ces équations, pour chaque élément du DIV (NP, AF et PCV)) les paramètres
matériaux C10,C01,κ,k0,M sont inconnus. Comme mentionné dans le paragraphe précédent
les déplacements uzi sont aussi à optimiser. Au total, 17 paramètres sont ainsi identifiés.
Les intervalles d’optimisation de ces paramètres sont déterminés à partir de données de la
littérature (tableau 5.1) :
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MEC Perméabilité Déplacements
Paramètre C10 C01 κ k0×10−15 M uz1,uz2

(Unité) (MPa) (MPa) (MPa) (m4/(N.s)) (unitless) mm
max 0.67(b) 0.03(a) 0.8(b) 0.9(d) 10(b)

NP
min 0.15(a) 0 0.15(c) 0.3(e) 1.92( f )

max 1.23(b) 0.5 2.9(b) 0.75(c) 12(b) max min
AF

min 0.18(a) 0 0.67(c) 0.3(e) 3.5( f ) 0.84 0.3
max 6.25(e)(∗) 0.5 11.5(e)(∗) 7.5(c)(∗∗) 10(b)

CEP
min 1(a) 0 1.88(c)(∗) 7(e) 3.79( f )

TABLE 5.1 – Intervalles d’optimisation des paramètres du modèle isotrope

(a) : Castro et al. (2014) ; (b) : Schmidt & Reitmaier (2013) ; (c) : Galbusera et al. (2011) ; (d) : Périé
et al. (2005) ; (e) : Cheung et al. (2003) ; ( f ) : Jacobs et al. (2014) ; (g) : Jackson et al. (2011)
(∗) : Non trouvé pour un modèle hyperélastique, remplacé par C10 =

(
E

4(1+ν)

)
± 10% et

κ =
(

E
3(1−2ν)

)
±10% avec E le module d’Young et ν le coefficient de Poisson d’un modèle élastique

linéaire.
(∗∗) : Remplacé par 10×10−15(m4/(N.s))

V.1.3 Paramètres et intervalles d’optimisation pour le modèle anisotrope

On rappelle l’expression de l’énergie de déformation du modèle anisotrope :

W =
κ

2
(J−1)2 +

µ
2
(I1−3)+

nd

∑
i=1

2a f

b f

(
exp
[
b f
(
ρ(I2i+2−1)2 +(1−ρ)(I1−3)2)]−1

)
(5.6)

Dans cette équation, le comportement de la MEC est régi par deux paramètres µ et κ

pour chaque élément. La contribution des fibres est déterminée par deux paramètres a f et
b f pour l’anneau et pour le noyau ainsi que par leur orientation initiale α. Les intervalles
d’optimisation de ces paramètres sont regroupés dans le tableau 5.2. Les paramètres de
perméabilité et les deux déplacements sont optimisés dans les mêmes intervalles que ceux
utilisés pour le modèle isotrope.
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MEC Fibres
Paramètre µ κ a f b f α

(Unité) (MPa) (MPa) (MPa) (1) (°)
max 1.34(b) 0.8(b) 15(∗∗) 1045( j)

NP
min 0.3(a) 0.15(c) 0.25(∗∗) 27( f )

max 2.46(b) 2.9(b) 23.92( j) 1045( j) min max
AF

min 0.39(a) 0.67(c) 0.795( f ) 27( f ) 25(h) 39(i)

max 12.5(e)(∗) 11.5(e)(∗) N/d N/d
CEP

min 2(a) 1.88(c)(∗) N/d N/d

TABLE 5.2 – Intervalles d’optimisation des paramètres du modèle anisotrope

(a) : Castro et al. (2014) ; (b) : Schmidt & Reitmaier (2013) ; (c) : Galbusera et al. (2011) ; (d) : Périé
et al. (2005) ; (e) : Cheung et al. (2003) ; ( f ) : Jacobs et al. (2014) ; (g) : Jackson et al. (2011) ; (h) :
Guerin & Elliot (2006) ; (i) : Reutlinger et al. (2014) ; ( j) :Mengoni et al. (2015)
(∗) : Non trouvé pour un modèle hyperélastique, remplacé par C10 =

(
E

4(1+ν)

)
± 10% et

κ =
(

E
3(1−2ν)

)
±10% avec E le module d’Young et ν le coefficient de Poisson d’un modèle élastique

linéaire.
(∗∗) : Non défini dans la littérature, l’intervalle est choisi pour vérifier que la rigidité des fibres du
NP soient inférieures à celles de l’AF.
N/d : Non défini dans la littérature et non utilisé par les deux modèles du travail présent.

V.2 Optimisation sur un seul chargement

V.2.1 Paramètres identifiés

La procédure d’optimisation converge après 8 itérations pour les deux lois de comporte-
ment avec le premier DIV. Pour le second DIV, 9 itérations ont été nécessaires pour atteindre
le vecteur final des paramètres avec la formulation isotrope, versus seulement 6 itérations
pour l’anisotrope. Dans tous ces calculs, le critère d’arrêt était relatif au pas d’avancement :
∆p < ∆pmin. La combinaison des paramètres optimaux pour chaque disque est présentée
dans les tableaux 5.3 et 5.4.

La plupart des valeurs des paramètres mécaniques identifiés des deux disques sont proches.
Il est seulement noté que la rigidité et le coefficient de compressibilité des CEP (C10 et κ)
sont plus grands pour le DIV1. Cette différence est trouvée également pour le modèle aniso-
trope en comparant µ et κ des PCV des deux DIV. Cette différence peut être liée à la position
du DIV dans le rachis (DIV1 : L3-L4 et DIV2 : L2-L3).

Le passage du modèle isotrope au modèle anisotrope n’a pas d’effet remarquable sur
le coefficient de compressibilité κ et sur la rigidité (on compare µ à 2×C10) des PCV. Ce-
pendant, la prise en compte de la contribution des fibres dans l’AF et le NP résulte en une
diminution de la rigidité de la MEC notamment au niveau de l’AF (µ = 1.38/1.04MPa pour
le modèle isotrope µ = 0.85/0.67MPa pour le modèle anisotrope). Ce résultat est attendu
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car la rigidité du tissu dans le modèle anisotrope est partagée entre les fibres et la MEC.

Paramètre DIV1 DIV2
NP AF CEP NP AF CEP

C10(MPa) 0.28 0.69 6.069 0.28 0.52 3.86

C01(MPa) 0.023 0.012 0.17 0.017 0.01 0.098

κ(MPa) 0.34 1.39 11.37 0.54 1.65 6.63

k0×10−15(m4/(N.s)) 0.88 0.64 7.82 0.85 0.6 7.94

M 8 10.68 6.32 7.03 10.83 4.59
uz1(mm) 0.52 0.47

Critère d’arrêt ∆Pmin = 9.34×10−7MPa ∆Pmin = 8.79×10−7MPa

TABLE 5.3 – Combinaison optimale des paramètres matériaux (DIV1, modèle isotrope)

Paramètre DIV1 DIV2
NP AF CEP NP AF CEP

µ(MPa) 0.48 0.85 12.12 0.58 0.67 8.23

κ(MPa) 0.63 1.51 11.48 0.64 2.23 6.64

a f (MPa) 0.54 1.47 - 0.8 1.1 -

b f 48.87 29.6 - 49.51 40.63 -

k0×10−15(m4/(N.s)) 0.9 0.67 7.96 0.81 0.65 7.98

M 2.6 9.8 3.87 4.49 10.62 3.82
α (°) 25.4 24.1

uz1(mm) 0.53 0.44
Critère d’arrêt ∆Pmin = 1.98×10−7MPa ∆Pmin = 8.32×10−7MPa

TABLE 5.4 – Combinaison optimale des paramètres matériaux (1 palier, modèle anisotrope)

La perméabilité initiale k0 pour chaque élément ne subit pas de changement remarquable
entre les deux modèles contrairement au paramètre M. Ce dernier diminue de 8 à 2.6 pour
le DIV1 et de 7 à 4.5 pour le DIV2 au niveau du NP. Cette diminution n’a pas un grand effet
sur le calcul car la contrainte moyenne σz calculée n’est pas sensible à une modification
d’une telle quantité de la valeur de MNP. Cette diminution est, à priori, relative au pas de
l’algorithme d’optimisation.
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V.2.2 Courbes de relaxation
Les vecteurs de paramètres trouvés dans le paragraphe précédent ont permis de déter-

miner les courbes de relaxation numériques des deux disques avec les deux modèles (figure
5.1 pour le DIV 1 et figure 5.2 pour le DIV2).

FIGURE 5.1 – Contrainte σzm, DIV1 pour les deux formulations

FIGURE 5.2 – Contrainte σzm, DIV2 pour les deux formulations

Pour le premier DIV, l’erreur quadratique moyenne entre la courbe expérimentale et
la courbe numérique est de 3.11% pour le modèle isotrope et de 3.61% pour le modèle
anisotrope. Ces valeurs sont proches de celles trouvées pour le deuxième DIV où l’erreur
évaluée atteint 2.46% pour le modèle isotrope et 3.81% pour le modèle anisotrope.

M. A. CHETOUI IRPHE, LGM



CHAPITRE 5. VALIDATION DU MODÈLE MÉCANIQUE Page 113

Ce résultat permet de conclure que pour un seul chargement, les deux modèles sont
capables de reproduire correctement le comportement expérimental du DIV.

V.3 Optimisation sur deux chargements

V.3.1 Paramètres identifiés
Dans cette étape, l’identification des paramètres matériaux est réalisée pour les deux

tests de relaxation consécutifs. Les procédures d’optimisation pour les DIV sont arrêtées
par le critère de convergence de pas de calcul (∆p < ∆pmin). Pour le modèle isotrope, cette
condition d’arrêt est atteinte après 7 itérations pour les deux DIV. L’identification des para-
mètres avec le modèle anisotrope nécessite 8 itérations pour le premier DIV et 10 itérations
pour le deuxième DIV pour converger. Les paramètres optimaux identifiés avec deux essais
de relaxation successifs pour chacun des deux modèles de comportement sont regroupés
dans les tableaux 5.5 et 5.6.

La différence entre le coefficient de compressibilité des PCV du DIV1 et du DIV2 notée
dans l’optimisation avec une seule relaxation est retrouvée en optimisant sur deux relaxa-
tions. Les rigidités des deux DIV sont toutefois du même ordre lorsqu’on optimise sur deux
chargements. Les valeurs des autres paramètres identifiés sont proches pour les deux DIV.

Comme prévu, la rigidité de la MEC du modèle anisotrope a diminué par rapport à
celle du modèle isotrope dans l’AF et le NP. Cela est imputable à la prise en compte de la
contribution des fibres dans le comportement mécanique du DIV. Les perméabilités initiales
identifiées sont du même ordre pour les deux modèles. Une modification du paramètre M
est enregistrée. L’algorithme tend à ralentir la diminution de la perméabilité pour s’appro-
cher de la deuxième courbe de relaxation. Il est important de noter que les déplacements des
premières relaxations des deux DIV trouvés avec le modèles isotrope sont identiques à ceux
trouvés avec l’autre modèle. Les deuxièmes déplacements diminuent légèrement quand on
utilise le modèle anisotrope.

Paramètre DIV1 DIV2
NP AF CEP NP AF CEP

C10(MPa) 0.35 0.72 6.13 0.36 0.57 6.24

C01(MPa) 0.024 0.064 0.36 0.019 0.051 0.48

κ(MPa) 0.17 0.86 10.94 0.21 0.84 6.53

k0×10−15(m4/(N.s)) 0.89 0.7 7.99 0.85 0.62 7.33

M 3.55 4.5 4.3 2.56 4.23 3.8
uz1(mm) 0.49 0.47
uz2(mm) 0.46 0.44

Critère d’arrêt ∆Pmin = 8.92×10−7MPa ∆Pmin = 9.22×10−7MPa

TABLE 5.5 – Combinaison optimale des paramètres matériaux (modèle isotrope, 2 charge-
ments)
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Paramètre DIV1 DIV2
NP AF CEP NP AF CEP

µ(MPa) 0.46 1.27 12.4 0.46 0.76 12.47

κ(MPa) 0.162 1.03 5.45 0.532 1.39 3.81

a f (MPa) 0.41 1.49 - 0.36 1.26 -

b f 47.71 39.82 - 29.12 28.69 -

k0×10−15(m4/(N.s)) 0.88 0.64 7.82 0.87 0.65 7.98

M 4.12 5.61 5.34 1.93 6 3.83
α (°) 30.7 29.2

uz1(mm) 0.49 0.47
uz2(mm) 0.43 0.42

Critère d’arrêt ∆Pmin = 8.61×10−7MPa ∆Pmin = 6.28×10−7MPa

TABLE 5.6 – Combinaison optimale des paramètres matériaux (modèle anisotrope, 2 char-
gements)

V.3.2 Courbes de relaxation

Les courbes de relaxations tracées avec les deux formulations (figures 5.3 et 5.4) sont
dans la marge d’erreur expérimentale (15% tracé en gris dans les courbes). L’erreur qua-
dratique entre la courbe expérimentale et les courbes numériques calculée pour le DIV1 est
de 9.6% et 11.48% respectivement pour le modèle isotrope et le modèle anisotrope. Pour le
DIV2 cette erreur est de 14.1% pour le modèle isotrope et 13.34% pour le modèle aniso-
trope.
L’erreur calculée entre les courbes de relaxation numériques et expérimentales est de même
ordre pour les deux modèles. Globalement, le modèle isotrope décrit légèrement mieux la
réponse mécanique du DIV à ce type de chargement. Cependant il est remarqué que pour le
deuxième chargement, la relaxation est mieux décrite par le modèle anisotrope.

Les 4 courbes de relaxation sont tracées (figures 5.3 et 5.4). montrent que les courbes
du modèle anisotrope commencent avec une contrainte σzm maximale plus grande que celle
trouvée avec le modèle isotrope et finissent par une contrainte de relaxation inférieure à ce
dernier. Pour le même chargement appliqué, la contrainte σzm du modèle anisotrope varie
plus que σzm du modèle isotrope. On remarque également qu’expérimentalement, la dif-
férence entre la contrainte maximale et la contrainte de relaxation augmente du premier au
deuxième chargement. Cela permet de conclure que pour des essais de relaxation successifs,
le modèle anisotrope semble plus précis.
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FIGURE 5.3 – Contrainte σzm, DIV1 pour les deux formulations

FIGURE 5.4 – Contrainte σzm, DIV2 pour les deux formulations
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V.4 Résumé des résultats d’optimisation

La procédure d’identification des propriétés matériaux a été réalisée avec les deux mo-
dèles développés en optimisant la contrainte de relaxation numérique obtenue pour un seul
chargement puis pour deux chargement successifs.

Les résultats finaux montrent que la différence relative entre les courbes expérimentales
et numériques augmentent de 3% à 14% quand l’optimisation est réalisée sur deux relaxa-
tions successives mais reste toujours dans la marge de l’erreur expérimentale (15%). Cela
est dû au cumul d’incertitude sur les variables qui dépendent de la déformation. En effet, la
simulation du premier chargement est effectuée à partir des conditions initiales expérimen-
tales (distribution de la porosité, volume, répartition des composantes ...) contrairement au
deuxième chargement.

Mise à part l’erreur trouvée, la compressibilité des éléments du DIV diminue si on opti-
mise sur deux chargements. Un autre changement remarquable est l’angle d’orientation ini-
tial des fibres qui passe de 25o pour l’optimisation sur une seule courbe à 30o si on optimise
sur deux courbes. Ces modifications peuvent être expliquées par la tendance de l’algorithme
d’optimisation sur deux courbes à avoir un état de contrainte minimal lors de la première
relaxation afin de pouvoir s’approcher au mieux de la deuxième courbe (Figures 5.3 et 5.4).

La rigidité de la matrice extracellulaire du modèle isotrope est supérieure à celle du mo-
dèle anisotrope. Cela est dû à la prise en compte de la contribution des fibres dans le com-
portement mécanique du DIV. La compressibilité des PCV diminue à la moitié de sa valeur
trouvée avec le modèle isotrope lorsqu’on utilise le modèle anisotrope pour l’optimisation
sur deux courbes.

V.5 Validation du modèle

V.5.1 Porosité globale, volume et gonflement

Lors de la relaxation du DIV, une partie de l’eau qu’il contient s’évacue. Le volume de
la partie solide étant constant, la porosité diminue. Le DIV subit un gonflement radial et
son volume total diminue. Le gonflement du DIV peut être approximé par le calcul de la
variation de la surface de sa section transverse moyenne après la relaxation. Afin de valider
la procédure d’identification, une comparaison entre le changement de porosité φ, de volume
total V et de surface de la section transverse moyenne S, entre chaque modèle et les résultats
expérimentaux est réalisée (tableaux 5.7 et 5.8). Les résultats présentés ne concernent que
la procédure d’optimisation sur deux courbes.

Les variations de porosité et de volume sont liées. Le volume diminue si la porosité di-
minue. La différence relative entre les résultats de porosité globale de l’expérience et des
simulations est petite pour la première relaxation mais elle atteint 4% dans la deuxième
relaxation du DIV2. La différence calculée pour le volume augmente avec celle de la po-
rosité et atteint 8% avec le modèle anisotrope du deuxième DIV. Le calcul du gonflement
du disque présente également une différence relative qui varie de 1% à 8.5%. Cet écart est
atteint pour le deuxième DIV avec le modèle isotrope.

Ces résultats montrent que les deux modèles sont fiables dans la description du compor-
tement mécanique du DIV. L’erreur trouvée ne dépasse pas 8%. Afin de déterminer la cause
de cette erreur, une comparaison entre les profils de porosité à l’intérieur de chaque DIV
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Propriété modèle R1 ∆1 R2 ∆2
Exp 0.95 - 0.843

V/V0 HI 0.934 1.2% 0.898 6.5%
HA 0.94 1% 0.889 5.5%
Exp 1.049 - 1.05

S/S0 HI 1.0054 4% 1.01 3.8%
HA 1.012 3.5% 1.019 3%
Exp 0.983 - 0.95

φ/φ0 HI 0.985 0.2% 0.975 2.5%
HA 0.984 0.1% 0.972 2.2%

TABLE 5.7 – Changement de volume, de porosité et extension radiale après la relaxation.
DIV 1

Propriété modèle R1 ∆1 R2 ∆2
Exp 0.91 - 0.84

V/V0 HI 0.936 2.9% 0.884 5.2%
HA 0.953 4.7% 0.91 8.3%
Exp 1.036 - 1.085

S/S0 HI 1.0005 3.4% 1.001 8.5%
HA 1.017 1.8% 1.039 4.2%
Exp 0.975 - 0.937

φ/φ0 HI 0.983 0.8% 0.967 3.2%
HA 0.987 1.2% 0.977 4.3%

TABLE 5.8 – Changement de volume, de porosité et extension radiale après la relaxation.
DIV 2

Exp : Ghiss et al. (2015), HI : Hyperélastique isotrope, HA : Hyperélastique anisotrope ,
R1 : Fin de la première relaxation, ∆1 : Différence relative calculée par rapport à

l’expérimental lors de la première relaxation, R2 : Fin de la deuxième relaxation, ∆1 :
Différence relative calculée par rapport à l’expérimental lors de la deuxième relaxation.

pour les deux modèles et les profils de porosité déduits des séquences IRM est effectuée.
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V.5.2 Distribution de la porosité

La détermination de la porosité locale à l’intérieur du DIV à partir des modèles nu-
mériques permet de déterminer les sources de différence relative trouvée dans la porosité
globale, la perte de volume et le gonflement. On trace ainsi les profils de porosité à la fin
des deux relaxations sur la ligne moyenne de direction Y (figure 5.5) pour chaque disque
(figures 5.6 et 5.7).

FIGURE 5.5 – Ligne moyenne de direction Y

Sur ces profils, on remarque l’existence d’une zone centrale où les valeurs de la porosité
sont élevées par rapport au reste du profil. Cette zone représente le NP. Le reste du profil
représente l’AF et la zone intermédiaire.

Les figures 5.6 et 5.7 font apparaître que la différence relative locale entre les résultats
des simulations et les profils expérimentaux est plus importante au niveau de l’AF. Elle est
de l’ordre de 2% à 3%. Au niveau du NP, la différence relative maximale par rapport à
l’expérimental ne dépasse pas 1%.

Les deux modèles donnent des profils de porosité très proches. L’ordre de grandeurs des
différences par rapport aux profils expérimentaux est équivalent. Cependant, il est noté que
le modèle anisotrope décrit légèrement mieux la distribution de porosité après la seconde
relaxation avec 0.6% de différence maximale au niveau du NP et 2.3% au niveau de l’AF par
rapport à l’expérimental. Ces deux différences relatives calculées avec le modèle isotrope
atteignent respectivement les valeurs 0.88% et 2.84%.

Dans les courbes expérimentales, la porosité diminue d’une façon remarquable au niveau
du NP contrairement à l’AF où elle garde le même niveau (ce résultat est plus remarquable
pour le premier DIV). Par ailleurs, on remarque une diminution de la largeur du noyau après
chaque relaxation. Ces deux effets ne sont pas captés par les deux modèles. En effet, dans
les deux formulations, la porosité ne dépend que de la déformation, ainsi on trouve que la
porosité numérique diminue que ce soit au niveau du NP ou de l’AF.

On peut conclure qu’il existe un autre facteur que la déformation mécanique agissant sur
la distribution de porosité. Ce facteur est à priori lié aux fibres de collagène étant donné la
différence trouvée entre les profils numériques et expérimentaux au niveau de l’AF.
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FIGURE 5.6 – Profil de porosité sur la ligne moyenne de direction Y. DIV1
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FIGURE 5.7 – Profil de porosité sur la ligne moyenne de direction Y. DIV2
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V.6 Discussion

Une méthode inverse d’identification de paramètres mécaniques a été développée pour
deux DIVs porcins lombaires. L’originalité de cette méthode réside dans l’utilisation des sé-
quences IRM, de résultats des essais de relaxation et d’un algorithme d’optimisation couplé
Comsol-Matlab afin d’investiguer les paramètres mécaniques optimaux qui permettent aux
deux modèles implémentés (isotrope et anisotrope) de reproduire le comportement méca-
nique du DIV en compression. Le nombre de paramètres à identifier est grand par rapport
aux nombres de courbes de relaxation disponibles (15 à 17 paramètres pour 4 courbes de
relaxation). Ce nombre important de degré de liberté simplifie la tâche d’optimisation et
augmente la probabilité d’avoir plusieurs minima locaux avec des valeurs non physiques
des paramètres identifiés. Deux solutions ont été ainsi proposées pour remédier à ce pro-
blème. La première consiste à fixer des intervalles d’optimisation extraites de la littérature
pour chaque paramètre afin de garantir que les valeurs de ces paramètres soient physiques.
La deuxième solution consiste à répéter la procédure pour 3 vecteurs de paramètres initiaux
différents pour vérifier que le minimum obtenu n’est pas local.

La procédure d’identification est appliquée aux DIVs pour un seul essai de relaxation
puis pour deux relaxations successives. Selon les résultats obtenus, la différence entre l’ex-
périmental et le numérique augmente si le nombre d’essais utilisés augmente. En effet pour
le premier chargement, la distribution de porosité et la répartition des propriétés mécaniques
sont proches de la réalité physiologique puisqu’elles sont déduites des images IRM. L’état
d’équilibre obtenu à l’issue de la première relaxation constitue la condition initiale pour le
deuxième chargement. Ce dernier état d’équilibre est obtenu numériquement et présente une
différence par rapport à l’état expérimental.

Les deux modèles implémentés ont reproduit assez fidèlement la réponse mécanique ex-
périmentale du DIV pour les essais effectués. On déduit que pour un chargement axial, le
modèle isotrope est à même de décrire le comportement du DIV. Ce résultat est conforme
aux conclusions de l’étude de Hollingsworth & Wagner (2011). On anticipe que l’apport du
modèle anisotrope par rapport au modèle isotrope sera plus remarqué pour des chargements
non axiaux tel que la rotation, la flexion et la flexion latérale.

La comparaison entre les paramètres obtenus pour les deux formulations ne présente pas
une grande différence. La seule différence remarquable est la rigidité de la matrice extracel-
lulaire de l’AF et le NP. En effet, cette rigidité est plus importante pour le modèle isotrope.
Cela est attendu car dans le modèle anisotrope, la rigidité totale du tissu fait intervenir la
rigidité des fibres de collagène non considérée dans la formulation isotrope.

Une comparaison entre la variation de porosité, la perte du volume et le gonflement ra-
dial expérimentaux et numériques a été réalisée afin de valider la procédure d’identification.
Cette comparaison a permis de montrer que l’évolution de ces quantités globales après les
relaxations est bien captée par les modèles développés avec un écart qui ne dépasse pas 8%
entre les résultats expérimentaux et numériques. Selon la formulation proposée, ces quanti-
tés sont liées à l’évolution de la porosité en tout point du disque. Pour investiguer la cause
de l’écart trouvé, les profils de porosité tout au long la ligne moyenne de direction Y des
deux DIVs sont tracés. Les profils tracés ont montré que les deux modèles décrivent l’évo-
lution de la porosité au niveau du NP. Cependant, au niveau de l’AF le niveau de porosité
expérimental est supérieur à celui trouvé dans les deux modèles.
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Selon ces résultats, on peut conclure que le réseau des fibres de collagène ne contri-
buent pas seulement dans la rigidité du tissu mais aussi dans la distribution de la porosité
dans l’AF. En effet, ce réseau structuré agit comme un obstacle et piège l’eau entre les la-
melles annulaires. Cet effet est décrit par Loret & Simões (2007) et Loix et al. (2008) en
décomposant l’eau présente dans le DIV en deux parties : l’eau extra-fibrillaire et l’eau
intra-fibrillaire. Selon ces travaux, seule l’eau extra-fibrillaire, qui présente 75% de la phase
fluide, peut être échangé avec le milieu extra-discal. Cet échange se fait par les chargements
mécaniques et l’osmose. La partie restante, l’eau intra-fibrillaire, ne communique qu’avec
le milieu extra-fibrillaire du DIV et elle est échangée essentiellement suivant des processus
électrochimiques.

D’autre part, le réseau structuré des fibres permet d’avoir une anisotropie dans le tenseur
de perméabilité non considérée dans cette étude. Cette anisotropie agit sur les directions de
passage de l’eau et limite son évacuation radiale à travers l’AF.

Les deux effets décrits permettent d’expliquer la sous-estimation du gonflement du DIV
dans les simulations ainsi que la conservation, selon les profils expérimentaux, du niveau
de porosité dans l’AF après les relaxations. En conséquence, des mécanismes, autre que la
pression osmotique des protéoglycanes, permettent de garder une quantité d’eau au niveau
de l’AF. Ces mécanismes sont liés au réseau de collagène structuré. Ceci est en accord avec
les résultats de Antoniou et al. (2004) qui stipulent que la quantité d’eau dans l’AF ne change
pas avec l’âge même après la diminution de la concentration des protéoglycanes.
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Chapitre 6

Modèle de couplage
mécanique-métabolique

VI.1 Étapes de résolution et conditions aux limites

VI.1.1 Étape d’initialisation
Au repos (sans déformation mécanique et avec une pression interstitielle nulle), le DIV

est caractérisé par une distribution de pression osmotique et une distribution de nutriments
cellulaires qui définissent son équilibre physiologique ou homéostasie. Ces distributions sont
dues à la présence de charges fixes et de cellules. Généralement, l’homéostasie est établie
durant le sommeil nocturne.

Numériquement, avant l’application d’un chargement mécanique, il faut s’assurer que
cet équilibre soit établi en accord avec la réalité physiologique. Pour ce faire, avant tout
chargement mécanique, on procède à une étape d’initialisation ou de pré-conditionnement
effectuée en stationnaire. La pression osmotique est responsable du gonflement du DIV au
repos, or, dans notre cas, les géométries construites sont issues des images IRM des DIV
déjà gonflés. Aucune déformation mécanique ne doit donc apparaître numériquement lors
de l’établissement de la distribution de la pression osmotique. Par conséquent, dans l’étape
d’initialisation, seule la résolution des équations de diffusion des nutriments, des relations
de Bibby et de l’équation de la pression osmotique est effectuée.

VI.1.1.1 Distribution de la pression osmotique au repos

Pour déterminer la pression osmotique en tout point du disque, il suffit d’avoir défini la
distribution initiale des charges fixes C f c0. Sans déformation mécanique, la concentration de
charges fixes reste inchangée : C f c0 =C f c. Cela permet de déterminer la pression osmotique
au repos :

∆π = RT

ϕint

√
C2

f c0 +4
(

γext

γint

)2

C2
e −2ϕextCe

 (6.1)

Selon les paramètres utilisés, la pression osmotique maximale au repos est localisée au
NP. En effet, dans la zone du NP on trouve la concentration de charges fixe maximale (C f c0 =
250mol/mm3). La valeur de la pression osmotique dans le noyau vaut ∆πNP = 0.013Mpa.
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On trace la cartographie de la pression osmotique normalisée par rapport à ∆πNP dans le plan
médian transverse (figure 6.1). La valeur de la pression osmotique déduite de cette étape
est utilisée comme une pré-contrainte pour l’étape de chargement. La pression osmotique
au niveau de l’anneau est négative. Ceci est dû à la faible concentration de charges fixes
présentent dans cette zone.

FIGURE 6.1 – Cartographie de la pression osmotique normalisée par rapport à sa valeur dans
le NP (∆πNP = 0.013MPa) dans le plan médian transverse (XY ) (couleur rosée)

VI.1.1.2 Distribution des nutriments cellulaires au repos

L’étape d’initialisation permet la résolution des équations de diffusion des nutriments
sans dérivée temporelle et sans déformation mécanique. L’équation de diffusion d’un nutri-
ment β se réduit dans ces conditions à :

−∇X .
(

φ0Dβ

A
~∇X

(
Cβ

))
= Rβ (6.2)

Pour résoudre cette équation aux dérivées partielles, il faut définir les conditions aux
limites correspondantes. Dans notre cas ces conditions aux limites sont de types Dirichlet.
La concentration d’oxygène dans le plasma s’écrit selon l’équation 3.81 :

CO =
[O2]

S0/H2O
(6.3)

Sur les bords, les concentrations des nutriments prennent les valeurs de leurs concentra-
tions dans le plasma entourant le DIV en tenant compte de la perméabilité de l’AF et des
PCV (Huang & Gu, 2008) (tableau 6.1).

Frontière Cl(mol/m3) [O2](kPa)
∂SΩ coté AF Cl = 0.9 [O2] = 5.8

& ∂IΩ coté PCV Cl = 0.8 [O2] = 5.1
∂LΩ Cl = 0.9 [O2] = 5.8

TABLE 6.1 – Conditions aux limites relatives aux concentrations des nutriments

Selon l’activité des cellules discales, le lactate est produit à l’intérieur du disque et dif-
fuse vers le milieu extra-discal. L’oxygène suit le chemin inverse pour être consommé par
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les cellules. Cela explique les distributions de ces deux nutriments trouvées après l’étape
d’initialisation (figure 6.2) où la concentration du lactate est minimale sur les bords et maxi-
male dans les zones à forte densité cellulaire. Dans ces zones, la concentration de lactate
atteint 4 fois sa valeur dans le plasma. Pour l’oxygène, on trouve la concentration minimale
dans les zones de grande concentration cellulaire. Sur les bords, Co est maximale.

FIGURE 6.2 – Cartographie de la concentration du lactate (à gauche) et de la concentration
d’oxygène (à droite) normalisées par rapport à leurs valeurs dans le plasma sur le plan
médian transverse (XY )

VI.1.2 Étape de chargement

VI.1.2.1 Chargement de compression

Pour modéliser la compression uni-axiale du DIV, on applique un déplacement imposé
dans la direction axiale (~uz) sur sa face supérieure. La face inférieure doit être encastrée
car elle est liée aux corps vertébraux supposés rigides. La face latérale est libre de se dé-
placer. Concernant la pression interstitielle p, une seule condition aux limites de Dirichlet
est appliquée sur toutes les frontières car la pression calculée est une pression relative. Les
conditions aux limites appliquées aux concentrations des nutriments cellulaires sont iden-
tiques dans l’étape de chargement et dans l’étape d’initialisation (tableau 6.2).

Frontière Mécanique p Cl(mol/m3) [O2](kPa)
Coté AF Coté PCV Coté AF Coté PCV

∂SΩ ~u =~uz p = 0 Cl = 0.9 Cl = 0.8 [O2] = 5.8 [O2] = 5.1
∂IΩ ~u =~0 p = 0 Cl = 0.9 Cl = 0.8 [O2] = 5.8 [O2] = 5.1
∂LΩ σσσ.~n =~0 p = 0 Cl = 0.9 - [O2] = 5.8 -

TABLE 6.2 – Conditions aux limites dans le cas d’un chargement en compression
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VI.2 Chargement quasi-statique

Dans ce paragraphe, les réponses mécanique et nutritionnelle du DIV aux chargements
quasi-statiques d’un cycle nycthéméral seront étudiées. Le cycle nycthéméral décrit les char-
gement subis par le DIV durant une journée (16 heures) et une nuit (8 heures). On suppose
qu’au début de la journée, lors de la mise en station verticale (ou levée), le DIV subit une
compression qui diminue sa hauteur à hi < h0, h0 étant la hauteur du DIV au repos. Le temps
nécessaire pour atteindre cette hauteur est appelé le temps de chargement tc. Ce chargement
est maintenu pendant toute la journée. Après 16 heures, lorsque le sujet se remet en position
horizontale au couché, la compression est supprimée. Au bout d’un temps de décharge td le
DIV revient à sa hauteur initiale h0 et l’équilibre commence à s’établir. Cet état est maintenu
jusqu’à la fin de la nuit (t=24 heures) (figure 6.3).

FIGURE 6.3 – Chargement quasi-statique appliqué

Pendant une activité physique modérée, le disque subit un effort mécanique compressif
de valeur 1 à 2 kN (Lewis & Fowler, 2009). Cet effort engendre une diminution de la hauteur
des DIVs de 1.2 mm en moyenne pendant 2 à 3 heures (Adams et al., 1996). Pour simuler un
effort dans cette gamme physique, nous avons choisi d’appliquer un déplacement imposé de
10% et de 14% de la hauteur au repos ( hi

h0
= 0.9 et hi

h0
= 0.86) avec un temps de chargement

tc = 2h. Le temps de décharge retenu est de td = tc = 2h.

VI.2.1 Pression
A l’état d’équilibre, la pression interne totale du DIV est égale à sa pression osmotique.

Lors de chargement en compression, une pression additionnelle d’origine mécanique liée
au caractère poroélastique du milieu apparaît. La pression totale, somme de pression méca-
nique et osmotique, montre une évolution similaire lors d’un chargement de compression.
On observe une augmentation, un passage par un maximum puis une relaxation vers un état
d’équilibre où la pression totale recouvre une valeur identique à la nouvelle valeur de la
pression osmotique. Ceci est mis en évidence sur la figure 6.4 pour le cycle nycthéméral
décrit précédemment. La pression osmotique augmente avec la déformation. En effet, l’ex-
pulsion de l’eau du DIV entraîne une diminution du volume et par suite une augmentation
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de la concentration des protéoglycanes responsables de la création de cette pression. Les
protéoglycanes ne peuvent pas passer au milieu extradiscal à travers la membrane du DIV à
cause de leur grande taille.

On note Pmin et Pmax les pressions minimale et maximale de chaque cas de chargement
évaluées aux instants tpmin et tpmax respectivement. La pression totale au centre du premier
DIV atteint un maximum de 0.36MPa pour un chargement de 14% et de 0.22MPa pour un
chargement de 10%. La valeur maximale de la pression dans le DIV 2 est plus élevée. Elle
vaut 0.44MPa pour un chargement de 14% et 0.28MPa à tpmax = 1h24min pour un char-
gement de 10% de déformation. tpmax ne dépend pas de la déformation, il est de l’ordre de
1h25min pour tous les cas étudiés. Ces maxima sont donc atteint avant la fin du charge-
ment. Dans le chapitre précédent, la diminution de la pression commence juste après la fin
de l’application de compression. Ces différences proviennent de la différence de vitesse du
chargement, 0.1mm/min pour les simulations numériques versus 1.5mm/min pour les expé-
riences. Après environ 4h45min la pression totale atteint l’équilibre et devient de nouveau
égale à la pression osmotique. A cet état d’équilibre la valeur de la pression osmotique est
de l’ordre de 0.1MPa.

La pression totale diminue dès le début de la décharge pour atteindre, en environ 21h30min,
une valeur d’équilibre qui représente la valeur de la pression osmotique. Les états d’équi-
libres initial et final sont caractérisés par la même valeur de la pression osmotique ∆π =
0.013MPa. Avant cet équilibre, la pression totale passe par un minimum de l’ordre de
−0.15MPa atteint après environ 17h20min.

L’évolution de la pression le long de la ligne moyenne de direction Y du DIV 1 en 4
instants : t0 = 0, t1 = 2h (fin de chargement) t2 = 16h (avant la décharge), t3 = 24h (fin du
cycle) est représentée sur la figure 6.5. Les profils de pression montrent que l’état de départ
t0, bleu) et l’état de fin du cycle (t3, violet) sont quasiment identiques. La pression, en ces
deux instants d’équilibre correspond à la pression osmotique. La différence maximale de la
pression entre ces deux instants vaut 3kPa au niveau de l’AF et 0.5kPa au niveau du NP. On
retrouve les mêmes profils initiaux et finaux pour les deux cas de chargement.

A la fin du premier chargement (t1), la déformation est maximale et la relaxation n’est
pas encore établie. A cet instant, la pression au niveau du NP vaut 0.11MPa et 0.15MPa
pour les déformations de 10% et de 14%. La première relaxation du DIV est établie entre t2
et t3 ce qui explique la diminution de la pression du NP entre entre ces deux instants.

Les cartographies de pression du DIV 1 aux instants tpmin et tpmax (figure 6.6) permettent
de localiser les zones de pression minimale et maximale. A t = tpmax la pression maximale
est trouvée au centre du DIV et la pression minimale est située sur la périphérie. En effet, en
comprimant le disque, l’eau présente dans le NP tend à être expulsée vers l’extérieur mais
reste piégée à cause de la faible perméabilité de l’AF. Ceci engendre une grande valeur de
pression au niveau du NP.

Lors de la décharge, le volume du DIV augmente créant une dépression par rapport au
milieu extradiscal. L’eau tend à pénétrer à travers les PCV et les lamelles de l’AF. La faible
perméabilité de ce dernier entrave le mouvement de l’eau vers l’intérieur du DIV induisant
une pression maximale sur sa périphérie. A cet instant on remarque que les valeurs de la
pression sont négatives. En effet, la pression d’origine mécanique calculée est une pression
relative dont la valeur est donnée par rapport à l’ambiance extérieure du DIV.
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FIGURE 6.4 – Evolution de la pression totale et de la pression osmotique au centre du DIV
1 (A) et du DIV 2 (B). Pt : pression totale, Po : pression osmotique
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FIGURE 6.5 – Profil de pression le long de la ligne moyenne Y du DIV 1 aux instants t0, t1,
t2 et t3 pour un chargement axial de 10% (A) et de 14% (B).

FIGURE 6.6 – Cartographies de la pression sur les plan médians XY et YZ du DIV 1 aux
instant tpmax (A) et tpmin (B) pour 14%ded f ormation.

Le tableau 6.3 récapitule les valeurs de la pression obtenues durant le cycle de charge-
ment. Les valeurs de la pression atteintes dans les DIVs lors d’un chargement de compres-
sion sont de l’ordre de 0.3− 0.4MPa. Ces valeurs sont en accord avec plusieurs études
in− vivo et in− silico pour des DIV humains p = 0.5MPa dans Wilke et al. (1999) et
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p = 0.36MPa dans Kuo et al. (2010). La pression osmotique augmente entre 5 et 9 fois de
sa valeur initiale pour les chargements étudiés. Cette augmentation entraîne un déplacement
radial supplémentaire évalué à 0.3mm sur la face latérale des DIVs à la fin du chargement.

DIV 1 DIV 2
Déformation axiale 10% 14% 10% 14%

État initial : pt = ∆π(MPa) 0.013 0.013 0.013 0.013
Pression à l’équilibre∗ (MPa) 0.089 0.13 0.071 0.102

Phase de chargement %∆pt 585 900 446 684
Temps de relaxation (min) 273 297 270 303
Valeur maximale (MPa) 0.233 0.373 0.274 0.432

Pression à l’équilibre∗ (MPa) 0.013 0.013 0.013 0.013
Phase de décharge %∆pt 0 0 0 0

Temps de relaxation∗∗ (min) 324 354 321 345
Valeur minimale (MPa) −0.1 −0.162 −0.165 −0.248

TABLE 6.3 – Récapitulatif des résultats de pression dans les NP (chargement quasi-statique)

où %∆pt : différence relative entre la valeur initiale et la valeur d’équilibre de la pression totale.
∗ : A l’équilibre la pression totale est équivalente à la pression osmotique. ∗∗ : calculée à partir de
l’instant de début de décharge.

Il est à noter que le temps de relaxation dépend de la déformation. La relaxation est
retardée si l’effort appliqué augmente. Cependant, pour les chargements étudiés, la valeur
de la pression dans le NP atteint sa valeur d’équilibre avant environ 2h30min de la fin du
cycle.

VI.2.2 Porosité

La porosité diminue lorsqu’un chargement de compression est appliqué en raison de
l’expulsion du contenu aqueux du DIV à travers les surfaces d’échange avec l’ambiance
extérieure (CEP et plasma). Inversement, suite à une diminution de l’effort mécanique ap-
pliqué, il regagne du fluide par les même surfaces d’échange. La figure 6.7 met en évidence
l’échange décrit pendant le cycle étudié.

Le tableau 6.4 récapitule les résultats de l’évolution de la porosité globale pour les deux
DIVs. Pendant la période de chargement, le DIV perd 2 à 3% de sa porosité ce qui corres-
pond à une perte de 9.5 à 15% du volume d’eau. Ceci est en accord avec le travail de Adams
& Hutton (1983). Selon cette dernière étude, la perte moyenne du volume d’eau du DIV
suite à un chargement compressif proche du poids du corps est d’environ 11%.
Vers la fin du cycle, la porosité globale tend vers une valeur constante. La valeur finale de la
porosité est légèrement plus faible que sa valeur initiale (−0.12%).
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FIGURE 6.7 – Evolution de la porosité globale dans le DIV 1 (A) et le DIV 2 (B).

DIV 1 DIV 2
Déformation axiale 10% 14% 10% 14%

État initial : Φ0 0.817 0.817 0.795 0.795
Porosité à l’équilibre 0.798 0.79 0.779 0.771

Phase de chargement %∆Φ −2.32 −3.3 −2.01 −3.02
Temps de relaxation (min) 318 354 312 366

Porosité 0.816 0.816 0.794 0.794
Phase de décharge %∆Φ −0.12 −0.12 −0.12 −0.12

Temps de relaxation∗ (min) 276 294 252 288

TABLE 6.4 – Récapitulatif des résultats de porosité globale (chargement quasi-statique)

%∆Φ : différence relative entre la valeur initiale et la valeur d’équilibre de la porosité globale.
∗ : calculée à partir de l’instant de début de décharge.

VI.2.3 Distribution des nutriments
Les concentrations des nutriments cellulaires sont principalement dépendantes de la pré-

sence d’eau dans le DIV. En effet, les nutriments diffusent dans les deux sens entre le milieu
extradiscal et l’intérieur du DIV. Les courbes d’évolution des concentrations de nutriments
au centre des DIVs (figures 6.8 pour le DIV 1 et 6.9 pour le DIV 2) ont la même allure
(inversée pour l’oxygène) que les courbes représentant l’évolution de la porosité. Il est noté
que les valeurs des concentrations des nutriments aux centres du DIV 1 sont très différentes
de celles du DIV 2. Au centre du premier disque, la concentration du lactate diminue d’en-
viron 5% et la concentration d’oxygène augmente d’environ 8.5% lors du chargement. Pour
le deuxième disque la variation des concentrations ne dépasse pas 1.2% pour le lactate et le
1.9% pour l’oxygène. Cette différence est essentiellement liée à la porosité initiale des deux
DIV. En effet, au centre des DIVs, la porosité initiale vaut 0.857 pour le premier disque
alors qu’elle ne dépasse pas 0.827 pour le deuxième disque (valeurs déterminées à partir des
images IRM).
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FIGURE 6.8 – Evolution des concentrations de nutriments au centre du DIV 1. A- concen-
tration de lactate et B- concentration d’oxygène

FIGURE 6.9 – Evolution des concentrations de nutriments au centre du DIV 2. A- concen-
tration de lactate et B- concentration d’oxygène

Dans la suite on s’intéressera aux phénomènes de transport dans le DIV 1 car ces phéno-
mènes sont plus remarquables. Sur la figure 6.8, on observe que la concentration de lactate
diminue avec le chargement et augmente lors de la décharge. L’évolution de la concentra-
tion d’oxygène se fait inversement. Lors d’un chargement mécanique de compression, les
cellules produisent du lactate et consomment de l’oxygène. Cela provoque, une augmenta-
tion de la concentration du lactate et une diminution de la concentration d’oxygène dans le
disque. Le lactate est ensuite évacué vers le milieu extradiscal où la concentration de lac-
tate est plus faible et l’oxygène diffuse vers l’intérieur du DIV pour compenser la quantité
consommée par les cellules. A ce stade, la concentration du lactate diminue et la concentra-
tion d’oxygène augmente vers deux valeurs d’équilibre. Ce processus est plus clair sur les
courbes d’évolution des concentrations des nutriments au point Pcr défini par le point où la
concentration de lactate est maximale et la concentration d’oxygène est minimale (figures
6.10, 6.11, 6.12 et 6.13).
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FIGURE 6.10 – Cartographie de lactate sur le
plan moyen XY à l’instant t2 = 16h

FIGURE 6.11 – Evolution de la concentration
de lactate dans le point de concentration cri-
tique Pcr

FIGURE 6.12 – Cartographie d’oxygène sur
le plan moyen XY à l’instant t2 = 16h

FIGURE 6.13 – Evolution de la concentra-
tion d’oxygène dans au point de concentra-
tion critique Pcr

Le tableau 6.5 récapitule les résultats de l’évolution de concentrations des nutriments
pour le premier DIV. L’établissement des équilibre des concentrations de lactate et d’oxy-
gène sont très décalés (15h pour le lactate et 8h30 pour l’oxygène). Cette différence provient
du fait que l’oxygène diffuse plus rapidement avec un coefficient de diffusion dans l’eau de
10.8mm2/h versus un coefficient de diffusion de lactate valant 5mm2/h.

A la fin du cycle, les concentrations de lactate et d’oxygène n’atteignent pas leur va-
leur initiale. Le processus de diffusion n’est pas terminé et l’équilibre n’est pas établi. La
concentration finale du lactate au point critique est plus grande que sa concentration initiale
de 0.2%. La fin du cycle est achevée par une concentration d’oxygène de 0.5% de moins par
rapport à sa valeur initiale.

Afin de suivre la variation des concentrations des nutriments sur une ligne du DIV, on
trace les profils de concentrations de lactate et d’oxygène au long de la ligne moyenne de
direction Y pour les deux cas de chargements aux instants t0, t1, t2 et t3 (figures 6.14 et 6.15).
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Lactate Oxygène
Déformation axiale 10% 14% 10% 14%

État initial : Cβ

0 (mol/m3) 3.336 3.336 0.0199 0.0199
Cβ

eq(mol/m3) 3.29 3.27 0.0201 0.0203
Phase de chargement %∆Cβ −1.38 −1.98 1.21 2.01

Temps de relaxation (min) 906 918 510 519
Cβ

f (mol/m3) 3.343 3.342 0.0198 0.0198
Phase de décharge %∆φ 0.21 0.18 −0.5 −0.5

Temps de relaxation (min) ∗∗ : ∗∗ ∗∗ : ∗∗ ∗∗ : ∗∗ ∗∗ : ∗∗

TABLE 6.5 – Récapitulatif des résultats de concentrations des nutriments au Pcr du DIV 1
(chargement quasi-statique)

Cβ

0 : concentration initiale de β

Cβ
eq : concentration à l’équilibre de β ; Cβ

f : concentration finale de β

%∆φ : différence relative entre la valeur initiale et la valeur d’équilibre de la porosité globale.
∗∗ : ∗∗ : équilibre non atteint

FIGURE 6.14 – profil de concentration de lactate le long de la ligne moyenne de direction Y.
DIV1 pour une déformation axiale de 10% (A) et de 14% (B)

FIGURE 6.15 – profil de concentration d’oxygène le long de la ligne moyenne de direction
Y. DIV1 pour une déformation axiale de 10% (A) et de 14% (B)
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D’après les courbes, la concentration maximale de lactate et la concentration minimale
d’oxygène sont localisées sur la limite intérieur de l’AF. En effet, c’est la zone la plus éloi-
gnée de la périphérie du DIV qui comporte la concentration maximale des cellules et par
suite une activité cellulaire maximale.

Les profils de concentration des nutriments à t0 et t3 (début et fin du cycle) sont pratique-
ment confondus avec une différence relative maximale de 0.29% pour le lactate et 0.65%
pour l’oxygène. On est alors proche des valeurs mesurées au point de concentration cri-
tique. Les profils des instants t1 (fin du chargement) et t2 (fin de la première relaxation)
sont plus écartés des profils initiaux et finaux lorsque le chargement appliqué est plus grand.
L’échange de nutriments est donc proportionnel à la déformation. Ceci montre que le char-
gement quasi-statique favorise le transport des nutriments par diffusion.

VI.3 Chargement cyclique

Dans cette partie, le chargement quasi-statique appliqué précédemment est conservé
(∆h

h0
= 10%). Entre les instants t = tc et t = 16h, on ajoute deux chargements cycliques

sinusoïdaux de durée tcc = 4h, d’amplitude hcc = 2% de la hauteur initiale du DIV et de fré-
quence fcc = 2h−1 (figure 6.16). Les deux chargements sont séparés de 2h, ils correspondent
à deux séances de travail (matin et après midi) provoquant des cycles de compression-
traction de faible amplitude et de faible fréquence.

FIGURE 6.16 – Chargement cyclique appliqué

VI.3.1 Pression et porosité
Lors du chargement, la pression au centre du DIV augmente puis diminue suite à l’ex-

pulsion de l’eau des DIVs. En présence du chargement cyclique, la pression totale ne tend
pas vers la valeur de la pression osmotique. Sa valeur oscille avec le cycle de compression-
traction suite à l’absorption et à l’expulsion alternées de l’eau sous l’effet mécanique (figure
6.17). A la fin de la phase de chargement la pression augmente sans atteindre une valeur
d’équilibre. A cet instant, la différence relative entre la pression totale et la pression osmo-
tique est de 3.5%. La relaxation totale n’est pas donc établie.
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La pression totale diminue au début de la décharge puis augmente à cause de la péné-
tration de l’eau dans les pores du DIV. La pression totale atteint à la fin du cycle sa valeur
initiale qui correspond à la valeur de la pression osmotique initiale (0.013MPa).
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FIGURE 6.17 – Evolution de la pression totale et de la pression osmotique au centre de DIV
1 (A) et du DIV 2 (B).
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FIGURE 6.18 – Profil de pression le long de la ligne moyenne Y du DIV 1 (A) et du DIV 2
(B) aux instants t0, t1, t2 et t3

Les profils de pression le long de la ligne moyenne de direction Y tracés aux instants t0,
t1, t2 et t3 (figure 6.18) ne montrent pas une différence remarquable par rapport aux mêmes
profils tracés pour le chargement quasi-statique. La seule différence notée est une différence
maximale de 0.2% entre les profils tracés à l’instant t3 pour le chargement quasi-statique
et le chargement cyclique. Ceci résulte du fait que la relaxation dans le cas de chargement
cyclique n’est pas totalement établie.

D’une manière identique, l’évolution de la porosité globale en présence du chargement
cyclique ne modifie pas sa valeur à la fin du cycle. Cependant des cycles d’augmentation
et de diminution de porosité dus à l’attraction et l’expulsion de l’eau sous effet mécanique
apparaissent dans la phase de chargement (figure 6.19). A la fin de cette phase, la porosité
vaut sa valeur d’équilibre enregistrée pour le chargement quasi-statique (0.798 pour le DIV
1 et 0.779 pour le DIV 2).
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FIGURE 6.19 – Evolution de la porosité globale pour le DIV 1 (A) et le DIV 2 (B).

VI.3.2 Distribution des nutriments

Comme décrit précédemment, une déformation compressive augmente la diffusion du
lactate produit par les cellules vers le milieu extradiscal et la diffusion d’oxygène vers le
DIV pour assurer l’activité cellulaire. les courbes d’évolution des concentrations de nutri-
ments (figure 6.20 A et B) montrent que ce comportement est présent au cours du premier
chargement, pendant les chargements cycliques et lors de la décharge. Aucune différence
de valeurs de concentrations à la fin de la phase de chargement et à la fin du cycle n’est
enregistrée entre les résultats de chargements quasi-statique et cyclique.

FIGURE 6.20 – Evolution de la concentration de lactate (A) et d’oxygène (B) dans le point
de concentration critique Pcr du DIV 1 (chargement cyclique)

De même, les profils de concentration de nutriments sur la ligne moyenne de direction
Y aux instants t0, t1, t2 et t3 (figure 6.21) ne montrent aucune différence des profils tracés
pour le chargement quasi-statique.
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FIGURE 6.21 – profils de concentration de lactate (A) et d’oxygène (B) le long de la ligne
moyenne de direction Y du DIV 1 (chargement cyclique)

VI.4 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons examiné la réponse biomécanique du modèle anisotrope
développé pour des chargements quasi-statique et cyclique qui décrivent un cycle nycthémé-
ral. Les chargements ont été choisi pour appartenir à la gamme physiologique. Les propriétés
suivies dans cette analyse sont la pression, la porosité et les concentrations des nutriments
cellulaires. Il est démontré que, comme nous pourrions l’attendre, la valeur de la pression,
l’échange de fluide et la diffusion des nutriment augmentent avec la déformation mécanique
appliquée.

Les valeurs de la pression obtenues à l’intérieur du DIV sont en accord avec certaines
études de mesure de pression des DIVs humains dans la littérature (Wilke et al., 1999;
Kuo et al., 2010). En ce qui concerne des DIVs porcins, qui se rapprochent de notre étude,
les travaux de Holm et al. (2007) ont permis d’avoir accès à des mesures de la pression
intradiscale des DIVs porcins L3-L4 et L2-L3. Les disques L3-L4 ont été exposés à une
incision de l’AF ou une perforation des PCV afin de simuler une dégénérescence discale
(cas 1). Leurs adjacents L2-L3 ne subissent aucun traitement, ce sont des disques sains (cas
2). On trace l’évolution de la pression intradiscale en fonction de la contrainte axiale pour
les deux DIVs du présent modèle lors du chargement et l’on compare avec les résultats de
Holm et al. (2007) (figure 6.22). Nos résultats sont situées entre les deux cas de l’étude citée
et s’approchent plus des DIV sains. Ce résultat est important car les porcs utilisés dans Holm
et al. (2007) et les porcs utilisés dans le développement du présent modèle sont de même
age (4 mois). L’accord des résultats de pression constitue une deuxième validation pour le
modèle développé.
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FIGURE 6.22 – Courbe d’évolution de la pression en fonction de la contrainte axiale

Contrairement à la porosité et à la pression intradiscale, la diffusion des nutriments conti-
nue dans le DIV après l’établissement de l’équilibre mécanique. Bien que les états de dé-
formation initial et final soient identiques, les concentrations de nutriments ne reviennent
pas à leurs valeurs initiales à la fin du cycle. Le deuxième cycle commence donc avec une
concentration de lactate légèrement plus grande et une concentration d’oxygène légèrement
plus petite que le premier cycle. Après N cycles on pourra avoir un cumul de lactate qui
acidifie le milieu et un déficit d’oxygène à l’intérieur du DIV. Ces deux propriétés sont for-
tement liées à la dégénérescence discale (Bibby et al., 2005; Bibby & Urban, 2004).

Lors de l’introduction des chargements cycliques, seuls les échanges de fluide et de nu-
triments au cours du cycle sont modifiés. Aucun effet sur l’état du DIV à la fin du cycle n’a
été enregistré. L’effet des chargements cycliques sera peut être plus observable en considé-
rant le transport convectif dans le modèle métabolique (Gullbrand et al., 2015).
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Conclusion

L’objectif de ce travail était de proposer et de valider un modèle biomécanique du disque
intervertébral alimenté par des données recueillies de l’imagerie médicale. Ce modèle per-
mettra d’une part d’étudier la faisabilité d’une nouvelle méthodologie de diagnostic de la
dégénérescence discale en examinant la possibilité d’identifier des propriétés osmotico-
mécaniques liées à cette dégénérescence et, d’autre part, d’analyser le comportement méca-
nique et les mécanismes de diffusion des nutriments cellulaires dans un disque exposé à des
chargement physiologiques.

Les géométries et les distributions spatiales de la porosité initiale de deux disques inter-
vertébraux porcins sont déterminées à partir des séquences IRM acquises lors d’un travail
précédent. La distribution de la porosité initiale a permis de définir des champs de propriétés
continus afin de différencier les comportements des différents composants du disque (NP,
AF, PCV). Cette démarche est originale et elle permet de s’affranchir de la subjectivité de
l’opérateur dans la délimitation des zones du DIV.

Deux modèles physiques sont proposés pour caractériser le comportement mécanique
du milieu étudié. L’un est poro-hyperélastique isotrope et l’autre est poro-hyperélastique
anisotrope incorporant la contribution des fibres de collagène dans la réponse mécanique du
DIV. Chacun de ces modèles est couplé avec un modèle de nutrition cellulaire qui décrit
le transport des nutriments dans la phase fluide. Le problème est résolu par la méthode des
éléments finis en utilisant le logiciel Comsol Multiphysics ®.

Dans un premier temps, la réponse numérique du DIV à des chargements rapides de re-
laxation est comparée à des résultats d’essais de relaxation expérimentaux effectués précé-
demment. Une procédure d’optimisation a été développée afin de déterminer les paramètres
optimaux pour chaque modèle par méthode inverse. Il est démontré que les deux modèles
(isotrope et anisotrope) reproduisent assez fidèlement la réponse mécanique aux essais de
relaxations effectués. La plupart des paramètres optimaux des deux modèles sont proches.
Cependant, la rigidité de la matrice extracellulaire diffère d’un modèle à l’autre à cause
de l’existence d’une rigidité supplémentaire liée aux fibres de collagène dans le modèle
anisotrope. Une deuxième étape de validation a permis de conclure que les deux modèles
développés décrivent bien le changement de la distribution de porosité, la perte du volume
et le gonflement radial du disque observés suite aux chargements appliqués. Pour ces pro-
priétés, l’erreur entre les résultats numériques et expérimentaux ne dépasse pas 8% et il
apparaît que c’est au niveau de l’anneau que la correspondance entre la porosité numérique
et expérimentale est la moins bonne. Cette partie met donc en relief trois points importants :

• La méthodologie développée pour la détermination des propriétés discale est assez
fiable vu le bon accord trouvé un bon accord avec les résultats expérimentaux.

• Pour des chargements uni-axiaux, les modèles isotropes et anisotropes peuvent dé-

139



CHAPITRE 6. MODÈLE DE COUPLAGE MÉCANIQUE-MÉTABOLIQUE Page 140

crire la réponse mécanique du DIV. Cependant, avec un modèle isotrope, il faut at-
tribuée à la matrice extracellulaire une rigidité plus grande que la réelle pour repro-
duire le comportement expérimental. Le temps nécessaire pour effectuer la procédure
d’optimisation est plus petit avec le modèle isotrope vu le nombre de paramètres à
optimiser. On peut conclure que pour des chargements uni-axiaux, le modèle isotrope
est le plus rentable en terme temps de calcul (Annexe B).

• La contribution des fibres de collagène dans le comportement du disque ne se limite
pas au renforcement et à l’anisotropie mécanique. Le réseau structuré de ces fibres
permet de piéger l’eau au niveau de l’anneau et crée une anisotropie dans le tenseur
de perméabilité.

Ensuite, en introduisant le couplage mécanique/métabolique, la réponse biomécanique
du modèle anisotrope à des chargements physiologiques quasi-statique et cyclique est exa-
minée. Les valeurs de la pression trouvées sont en ligne avec la littérature. De plus, le com-
portement en pression déduit des simulations est comparable à celui des travaux expérimen-
taux de Holm et al. (2007) effectué sur des DIV porcins de même âge que les porcs utilisés
dans la construction de notre modèle.

Les résultats de simulations ont permis de conclure que la valeur de la pression et la
diffusion de nutriments augmentent avec la déformation. Le mouvement de l’eau est régi
par le niveau de pression. En compression, la pression augmente et engendre une expulsion
de l’eau et par suite une diminution de porosité. Lors de la décharge, le DIV subit une dé-
pression, l’eau pénètre vers les pores discaux suivant le gradient de pression créé.

Les concentrations critiques de nutriments sont situés entre l’AF et la zone intermédiaire.
L’activité cellulaire dans cette zone est grande car elle est caractérisée par une grande densité
cellulaire. Il est également démontré que l’équilibre de concentrations des nutriments n’est
pas atteint après un cycle nycthéméral. La diffusion des nutriments continue même après
l’établissement de l’équilibre mécanique. Ceci engendre une légère augmentation dans la
concentration de lactate et une légère diminution de la concentration d’oxygène à la fin du
cycle par rapport à l’état d’équilibre initial. Le cumul de ces modifications peut être liée à la
modification dégénérative de l’activité cellulaire. Il est important de noter que, en négligeant
la convection, l’ajout de chargements cycliques n’a pas d’effet sur les valeurs de concentra-
tions de nutriments à l’équilibre.

En conclusion, ce travail a permis de développer une nouvelle méthodologie d’investi-
gation des propriétés osmotico-mécaniques des disques intervertébraux ainsi que de mieux
comprendre le mécanisme de transport des nutriments cellulaires. Le modèle issu de cette
méthodologie est validé pour des essais de relaxation uni-axiale. Cette méthodologie pour-
rait être mieux exploitée dans le diagnostic de la dégénérescence discale notamment en
utilisant l’IRM à champ ouvert permettant d’avoir des séquences IRM in− vivo dans plu-
sieurs postures (assis, debout ...).

Ce travail pourrait être amélioré en recourant, lors de la détermination des propriétés
osmotico-mécaniques, à une base de données expérimentales plus enrichies. Il serait éga-
lement intéressant d’incorporer l’anisotropie du tenseur de perméabilité et la contribution
du réseau de fibres de collagène dans la distribution de la porosité au niveau de l’anneau
fibreux. Du point de vue métabolique, Il pourrait être intéressant d’étudier la rétroaction du
mécanisme de nutrition cellulaire sur les propriétés mécaniques du DIV ce qui permettrait
d’étudier l’impact réel de chargements répétés sur le métabolisme discal.
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Annexe A

Comsol Multiphysics

Le logiciel COMSOL Multiphysics est un logiciel de calcul scientifique conçu pour la
résolution des problèmes scientifiques par la méthode des éléments finis. Ce logiciel en-
globe un module CAO pour la création des géométries, un environnement de modélisation
physique comportant une base de données d’équations qui permettent la modélisation de
plusieurs problèmes physiques, un environnement de calcul numérique et une interface d’af-
fichage et de post-traitement des résultats.

La particularité de COMSOL Multiphysics est son aptitude à résoudre des modèles
constitués de plusieurs problèmes physiques couplées entre elles par certains paramètres.

I.1 Principe de résolution

À tout problème à résoudre, COMSOL associe une EDP définie sur un domaine Ω

continu ayant la forme générique suivante

eeea
∂2~u
∂t2 +ddda

∂~u
∂t

+~∇.(−ccc : ∇∇∇(~u)−ααα.~u+ γγγ)+βββ : ∇∇∇(~u)+aaa.~u = ~f dans Ω

~N.(−ccc : ∇∇∇(~u)−ααα.u+ γ)++βββ : ∇∇∇(~u)+qqq.~u =~g−hhhT .µ sur ∂Ω

hhh.~u =~r sur ∂Ω

Avec

~u le vecteur des inconnues
eeea le coefficient de masse
ddda le coefficient d’amortissement
ccc le coefficient de diffusion
ααα le coefficient de flux convectif conser-
vatif
γγγ le terme source flux conservatif
βββ le coefficient de convection
aaa le coefficient d’absorption
~f le terme source

~N la normale sortante

qqq le coefficient des conditions de Neu-
mann

~g le terme source des conditions Neu-
mann

h le coefficient des conditions de Diri-
chlet

~r le terme source des conditions de Diri-
chlet

~µ le multiplicateur de Lagrange
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Suivant le maillage choisi par l’utilisateur, COMSOL écrit cette équation dans chaque
noeud en utilisant le vecteur de degrés de liberté U dont les composantes sont les valeurs
des inconnues en chaque nœud. Le problème discrétisé est de la forme

~L
(
~U ,̇~U ,̈~U, t

)
−NNNF

(
~U , t
)
.~Λ =~0

vecM
(
~U , t
)
=~0

Avec
~L le vecteur résidu de l’équation
NNNF la matrice jacobienne des forces des sollicitations
~M le vecteur résidu des sollicitations
~Λ le vecteur discrétisé des multiplicateurs de Lagrange

Les valeurs de u en tout point d’un élément Ωe sont calculées à l’aide des fonctions
d’interpolation.

Les multiplicateurs de Lagrange sont des variables introduites pour que la résolution
du problème respecte des contraintes physiques supplémentaires. C’est le cas lors de la
résolution des système d’EDP par couplage fort.

I.2 Couplage fort et couplage faible

Pour résoudre les problèmes de couplage multi-physiques, Comsol dispose de deux mé-
thodes de couplage : un couplage faible (ou ségrégé) et un couplage fort. Dans le couplage
faible, les différentes équations du problème sont résolues séquentiellement. Pour chaque
équation à résoudre, Comsol définit un vecteur d’inconnues et une matrice de rigidité. Dans
le cas du couplage fort, les différentes équations sont résolues simultanément. Un seul vec-
teur d’inconnues est défini dans ce type de couplage. Ce vecteur contient l’ensemble des
inconnues du système à résoudre. De la même manière, une seule matrice de rigidité global
est définie et elle englobe tous les coefficients nécessaires pour la résolution. Comsol calcule
un jacobien globale pour la résolution du système dans ce type de couplage.

Il est noté que pour la résolution d’un problème multiphysique, le couplage fort nécessite
moins d’itérations mais prend plus de temps itération.

I.3 Linéarité des équations

Si les équations sont linéaires, c’est-à-dire si aucun coefficient de l’EDP ne dépend du
vecteur des inconnues, la résolution se fait par un solveur linéaire.
La version utilisée du logiciel de calcul (COMSOL 5.3) dispose de 8 solveurs linéaires dont
quatre sont directs et quatre sont itératifs. La différence des caractéristiques des solveurs per-
met à l’utilisateur de trouver le meilleur compromis stabilité-mémoire adapté au problème.

Si au moins un des coefficients d’une EDP dépend du vecteur des inconnues ou de ses
dérivées partielles, l’équation est dite non linéaire. Dans ce cas, Comsol utilise un solveur
non linéaire qui applique l’algorithme de Newton pour linéariser le problème. Le système
linéarisé est ensuite résolu par un solveur linéaire.
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I.4 Dépendance au temps

Si les dérivées par rapport au temps du vecteur des inconnues sont nulles, COMSOL
procède à une analyse stationnaire qui s’intéresse à la solution du problème à l’état d’équi-
libre.

Dans le cas contraire, l’analyse du problème est temporelle. L’analyse temporelle consiste
à suivre l’évolution de la solution du problème au cours du temps. Pour l’analyse temporelle
d’un problème sur COMSOL, le solveur utilise par défaut un schéma de temps implicite basé
selon le choix de l’utilisateur sur l’algorithme BDF (Backward differenciation formula) ou
l’algorithme α-généralisé. Cependant, l’utilisateur peut choisir un schéma explicite basé sur
l’algorithme de Range-Kutta.
L’algorithme BDF résout des problèmes à condition initiale, ou problème de Cauchy. La
formule générale de cet algorithme s’écrit

∑(ak.yn+k) = h.β. f (tn+s,yn+s)

Avec

β l’ordre de l’algorithme

ak le coefficient choisi pour atteindre un ordre maximal s

h le pas de temps

Pour les deux premiers ordres, la formule BDF s’écrit
— premier ordre (ou méthode d’Euler) correspond à β = 1; a0 = a1 = 1

yn+1 = yn +h. f (tn+1,yn+1)

— second ordre correspond à β = 2; a0 = 1, a1 = 4, a2 = 3

yn+2 =
4
3
.yn+1 +

1
3
.yn +

2
3

h. f (tn+2,yn+2)

Les cinq premiers ordres de l’algorithme BDF peuvent être utilisés sur COMSOL. Cet
algorithme est stable mais il est caractérisé par des grandes effets d’amortissement numé-
rique surtout pour les premiers ordres. Il est bien adapté aux des problèmes complexes et
aux systèmes d’équations aux dérivées ordinaires (ODE).

L’algorithme α-généralisé a des propriétés similaires à un algorithme BDF de second
ordre, mais il se caractérise par un paramètre α qui contrôle l’amortissement pour les grandes
fréquences. Bien que cet algorithme soit moins stable que BDF, il est plus précis et cause
moins d’amortissement. Cet algorithme est convenable pour les problèmes à grandes dissi-
pations (acoustique, structure ...).

I.5 Critère de convergence

Le passage d’un pas de calcul au pas suivant est effectué après validation d’une condi-
tion appelée critère de convergence.
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Pour une analyse stationnaire le critère de convergence s’écrit√
1

nddl

nddl

∑
i=1

(
|Ei|
|Ui|

)2

< R

Pour une analyse temporelle le critère de convergence est donné par√√√√√√ 1
nddl

nddl

∑
i=1


∣∣∣~Ei

∣∣∣
Ai +R.

∣∣∣~Ui

∣∣∣
2

< 1

Avec
~U le vecteur approximation de la solution
~E l’erreur estimée sur ce vecteur

nddl le nombre de degrés de liberté

R la tolérance relative définie par l’utilisateur

A la tolérance absolue du degré de liberté i définie par l’utilisateur
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Calculateurs et temps de calcul

Durant cette thèse, deux machines de calcul ont été utilisées dans les simulations. Les
caractéristiques de ces deux machines sont présentées dans le tableau B.1.

Machine Utilisation RAM Processeur
Cœurs Fréquence Mémoire Cache

Saran PC de Bureau 16 Go 4 3.6 GHz 8 Mo
Turbot2 Calculateur 128 Go 16 2.27 GHz 24 Mo

TABLE B.1 – Propriétés des machines de calcul

Le temps nécessaire pour effectuer les itérations d’optimisation est présenté dans le ta-
bleau B.2.

Modèle Disque Temps de calcul par itération nombre d’itérations
Isotrope DIV 1 11h 7

DIV 2 9h 8
Anisotrope DIV 1 14h 7

DIV 2 11h 10

TABLE B.2 – Temps de calcul pendant la procédure d’optimisation

Le temps nécessaire pour effectuer les simulations avec les chargements quasistatique et
dynamique est présenté dans le tableau B.3.

Chargement Disque Temps de calcul par itération
Quasi-statique DIV 1 8h

DIV 2 6h
Dynamique DIV 1 21h

DIV 2 17h

TABLE B.3 – Temps de calcul pour les chargements quasi-statiques et dynamiques
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Annexe C

Modélisation d’une sphère mince
hyperélastique isotrope sous pression
interne

III.1 Position du problème

On considère une sphère mince hyperélastique soumise à une pression intérieur de gon-
flement. à l’instant t=0, la sphère est définie par son rayon moyen initial R et son épaisseur
initiale H avec :

R =
Rint +Rext

2
, H = Rext−Rint et H� R

Où Rint et Rext sont respectivement les rayons intérieur et extérieur initiaux du la sphère. A
un instant t quelconque, la sphère devient caractérisée par son nouveau rayon moyen r et
sa nouvelle épaisseur h. Le système de coordonnées utilisés est le système des coordonnées
sphériques définie par ses trois vecteur (−→e r,

−→e θ,
−→e ϕ) et son centre O confondu avec le

centre de la sphère. Un point M de l’espace sera définie par ses coordonnées sphériques
(rM,θM,ϕM) (figure C.1).

FIGURE C.1 – Sphère sous pression
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Cinématique

Un point M de la sphère est définie par son vecteur position
−−→
OM = rM

−→e r. La distance
rM peut être écrite comme suit :

rM = r+ξ.h avec
−1
2
≤ ξ≤ 1

2
−−→
OM0 = (R+ξ.H)

−→
E r ,

−−→
OM = (r+ξ.h)−→e r

d
−−→
OM0 = dξ.H

−→
E r +(R+ξ.H)(dθ

−→
E θ + sinϕdϕ

−→
E ϕ

d
−−→
OM = dξ.h−→e r +(r+ξ.h)(dθ

−→e θ + sinϕdϕ
−→e ϕ

En négligeant ξ.H devant H et ξ.h devant h on obtient :

d
−−→
OM0 ' dξ.H

−→
E r +Rdθ

−→
E θ +Rsinϕdϕ

−→
E ϕ , d

−−→
OM ' dξ.h−→e r + rdθ

−→e θ + rsinϕdϕ
−→e ϕ

Finalement, on obtient le tenseur gradient de déformation F tel que :

F.d
−−→
OM0 = d

−−→
OM =⇒ F =

 h
H 0 0
0 r

R 0
0 0 r

R


III.1.1 Densité d’énergie de déformation

La loi de comportement utilisée est une loi hyperélastique isotrope. Le modèle retenu
est un modèle de Neo-Hooke quasi incompressible.

La densité d’énergie de déformation s’écrit :

W =
µ
2
(I1−3)+

κ

2
(J−1)2 (C.1)

Où µ le premier paramètre de Lamé, κ le coefficient de compressibilité et I1 le premier
invariant de la partie incompressible du tenseur de déformation de Cauchy-Green gauche BBB
déterminé par :

B = F.FT
, F = J−

1
3 F

III.1.2 Calcul des contraines
L’expression du tenseurs de contraintes de de Cauchy σσσ s’écrit :

σ =
2
J

dW
dB

B =
1

J
5
3

µBBBD +κ(J−1)111 (C.2)

Où

BBBD = BBB− 1
3

tr(BBB)111 ; BBB = FFF .FFFT =

( h
H )2 0 0
0 ( r

R)
2 0

0 0 ( r
R)

2

 ; J = tr(FFF) =
hr2

HR2 (C.3)
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III.2 Comparaison entre la solution analytique et la solution
numérique de Comsol

Les valeurs de propriétés mécaniques utilisées sont regroupés dans le tableau C.1.

Paramètre R(mm) H (mm) µ (MPA) κ (MPA)
Valeur 10 0.1 0.91 0.08

TABLE C.1 – Paramètres mécaniques utilisés (sphère sous pression)

On applique une pression pint à l’intérieur du disque. Pour chaque valeur de pint , On
obtient un rayon r, une épaisseur h et une contrainte sphérique σH = 1

3tr(σσσ). Certaines
valeurs de la pression pint appliquée et les valeurs de r, h et σH analytique et numérique
correspondantes sont regroupées dans le tableau C.2

pint(kPa) r (mm) h (mm) σH
analytique (Mpa) σH

numrique (Mpa) %∆σH

0 10 0.1 0 8.361×10−12 -
29.5 10.21 0.0994 0.030584 0.030586 6.5×10−3%
56.5 10.43 0.0987 0.061171 0.061173 3.7×10−3%
84 10.72 0.09748 0.099543 0.099545 2×10−3%

130 10.72 0.09748 0.141683 0.141684 7.6×10−4%
175 11.4 0.09378 0.183253 0.183252 5.4×10−4%
249 12.02 0.08995 0.248845 0.248839 2.4×10−3%

TABLE C.2 – Résultats de calcul (sphère sous pression)
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Annexe D

Modélisation d’un anneau mince
hyperélastique anisotrope sous
compression

IV.1 Position du problème

On considère un anneau cylindrique mince d’axe z et de comportement hyperélastique
anisotrope soumis à un chargement de compression de direction axiale appliquée sur sa
face supérieure, le déplacement de la face inférieure étant permit sur le plan (x,y). à l’état
initiale, l’anneau est défini par son rayon moyen initial R, son épaisseur initiale P et sa
hauteur initiale H avec :

R =
Rint +Rext

2
, P = Rext−Rint et P� R

Où Rint et Rext sont respectivement les rayons intérieur et extérieur initiaux du cylindre.
A un instant t quelconque, l’anneau devient caractérisé par son nouveau rayon moyen r, sa
nouvelle épaisseur p et sa hauteur actuelle h. Le système de coordonnée utilisé est le système
de coordonnées cylindriques (−→e r,

−→e θ,
−→e z) de centre O confondu avec le centre de la base

cylindrique inférieure de l’anneau. Un point M de l’espace est définie par ses coordonnées
cylindriques (rM,θM,zM).

FIGURE D.1 – Anneau mince sous compression
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Cinématique

Un point M de l’anneau est définie par son vecteur position
−−→
OM = rM

−→e r + zM
−→e z. Les

distances rM et zM s’écrivent :

rM = r+ξ.p avec
−1
2
≤ ξ≤ 1

2
et zM = η.z avec 0≤ η≤ 1

−−→
OM0 = (R+ξ.P)

−→
E r +η.H

−→
E z ,

−−→
OM = (r+ξ.p)−→e r +η.h−→e z

d
−−→
OM0 = dξ.P

−→
E r +(R+ξ.P)dθ

−→
E θ +dη.H

−→
E z

d
−−→
OM = dξ.p−→e r +(r+ξ.p)dθ

−→e θ +dη.h−→e z

En négligeant ξ.P devant R et ξ.p devant r on obtient :

d
−−→
OM0 ' dξ.P

−→
E r +Rdθ

−→
E θ +dη.H

−→
E z , d

−−→
OM ' dξ.p−→e r + rdθ

−→e θ +dη.h−→e z

Finalement, on obtient le tenseur gradient de déformation F tel que :

F.d
−−→
OM0 = d

−−→
OM =⇒ F =

 p
P 0 0
0 r

R 0
0 0 h

H


IV.1.1 Densité d’énergie de déformation

La formulation utilisée est celle utilisée dans la modélisation de la matrice extracellulaire
pour les tissus biologiques mous (Holzapfel 2000).

La densité d’énergie de déformation est décomposée en deux parties isotropes de la
matrices : isochore et volumique et une partie anisotrope qui définit le comportement des
fibres :

W =Wvol +W =Wvol +W iso +W aniso (D.1)

L’énergie de la déformation volumique ne dépend que du déterminant du gradient de la
déformation J, Son expression générale s’écrit en fonction du coefficient du compressibilité
κ du solide :

Wvol =Wvol(J) =
κ

2
(J−1)2 (D.2)

On considère les deux invariants I1 et I2 des tenseurs isochores de Cauchy-Green droit
C et gauche B avec :

C = FT
.F, B = F.FT

, F = J−
1
3 F (D.3)

I1 = trC, I2 =
1
2
((trC)2− tr(C)2) (D.4)

La partie isotrope isochore dépend de la déformation isochore de la matrice. Elle s’écrit
dans le modèle de Neo-Hooke en fonction du module de cisaillement µ :

W =W (I1) =
µ
2
(I1−3) (D.5)
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Pour chaque famille de fibres i, la densité d’énergie de déformation W i
aniso dépend de la

direction initiale des fibres −→e f 0
i. Pour chaque direction i on définit un tenseur d’orientation

Ai et deux invariants I2i+2 et I2i+3 (I4 et I5 pour la première famille, I6 et I7 pour la deuxième
etc) :

Ai =
−→e f 0

i⊗−→e f 0
i, I2i+2 = C : Ai, I2i+3 = C2 : Ai (D.6)

Plusieurs modèles d’énergie de déformation anisotrope sont proposés dans la littérature
pour décrire le comportement des fibres dans la matrice extracellulaire. On s’intéresse au
modèle de holzapfel et al.2005 appelé ρmode. Dans ce modèle, Le paramètre ρ permet de
définir le degré d’anisotropie du tissue. On définie deux paramètres pour chaque direction
de fibres i : ai qui définit la rigidité des fibres et bi pour contrôler leur linéarité.

W aniso =
2ai

i
bi

(
exp
[
bi
(
ρ(I2i+2−1)2 +(1−ρ)(I1−3)2)]−1

)
(D.7)

IV.1.2 Calcul des contraines
Les expressions des tenseurs de contraintes de PK2 S et de Cauchy σ s’écrivent en

fonction de W , du tenseur de Cauchy-Green droit C et du tenseur de Cauchy-Green gauche
B :

S = 2
dW
dC

= 2

(
dWvol

dC
+

W iso

dC
+

∑
nd
i=1W i

aniso
dC

)
= Svol +Siso +

nd

∑
i=1

Si
aniso (D.8)

σ =
2
J

dW
dB

B =
2
J

(
dWvol

dB
+

W iso

dB
+

∑
nd
i=1W i

aniso
dB

)
B = σvol +σiso +

nd

∑
i=1

σ
i
aniso (D.9)

Les expression des deux parties isotropes des tenseurs de contraintes de PK2 S et de
Cauchy σ sont :

Svol = Jκ(J−1)C−1, σvol = κ(J−1)1 (D.10)

Siso = µ
(

1

J
2
3
.1− I1

3
C−1

)
= µC−1CD

, σiso = µ
(

1

J
2
3
.B− I1

3
1
)
=

µ
J

BD (D.11)

IV.1.2.1 Contrainte anisotrope : ρ-model avec une famille de fibres

Pour une famille de fibres, la densité d’énergie de déformation anisotrope s’écrit :

W aniso =
a1

2b1

(
eb1(ρ(I4−1)2+(1−ρ)(I1−3)2)−1

)
(D.12)

Les tenseurs de contrainte anisotropes Saniso de PK2 et σaniso ont pour expression :

Saniso = 2ψ
ρ

[
ρ
(
I4−1

)( 1

J
2
3

A− I4

3
C−1

)
+(1−ρ)

(
I1−3

)( 1

J
2
3

1− I1

3
C−1

)]
(D.13)
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σaniso = 2ψ
ρ 1

J

[
ρ
(
I4−1

)( 1

J
2
3

a− I4

3
1
)
+(1−ρ)

(
I1−3

)( 1

J
2
3

B− I1

3
1
)]

(D.14)

Où
ψ

ρ = a1eb1(ρ(I4−1)2+(1−ρ)(I1−3)2) et a = FAFT

avec a le tenseur d’orientation actuelle des fibres. On définit a = J−
2
3 a. On remarque que

l’invariant I4 est le trace du tenseur a :

I4 = A : C = tr(AC) = tr(AFT F) = tr(FAFT
) = tr(J−

2
3 FAFT ) = tr(a) (D.15)

Ce passage est permis vu que le tenseur C est symétrique et l’opérateur tr() est une forme
linéaire. Le tenseur de contrainte de Cauchy anisotrope pour ce modèle s’écrit alors :

σaniso = 2ψ
ρ 1

J

[
ρ
(
I4−1

)
aD +(1−ρ)

(
I1−3

)
BD
]

(D.16)

IV.1.2.2 Contrainte anisotrope avec deux famille de fibres de même propriétés et de
différente orientation

Pour une structure hyperélastique renforcée par deux familles de fibre, on définit l’angle
d’orientation de chaque famille par rapport à un axe principal du repère donné. On suppose
que les deux direction sont symétrique par rapport à l’axe −→e z. Si la première famille est
orientée d’un angle α par rapport à l’axe−→e θ, l’orientation de la deuxième famille par rapport
au même axe est de −α. On définit les deux vecteurs d’orientation des fibres −→e f 0

1 et −→e f 0
i et

les deux tenseurs A1 et A2 :

−→e f 0
1 =

 0
cos(α)
sin(α)

 , −→e f 0
2 =

 0
−cos(α)
sin(α)

 (D.17)

A1 =

0 0 0
0 cos2(α) cos(α)sin(α)
0 cos(α)sin(α) sin2(α)

 , A2 =

0 0 0
0 cos2(α) −cos(α)sin(α)
0 −cos(α)sin(α) sin2(α)


(D.18)

Les deux invariants de direction I4 et I6 s’écrivent :

I4 = C : A1, I6 = C : A2 (D.19)

On suppose que les deux familles de fibres ont les même paramètres mécaniques. L’ex-
pression de la partie anisotrope de l’énergie de déformation s’écrit :

W aniso =
a1

2b1

(
e[b1(ρ(I4−1)2+(1−ρ)(I1−3)2)] + e[b1(ρ(I6−1)2+(1−ρ)(I1−3)2)]−2

)
(D.20)

Les contraintes S de PK2 et σ de Cauchy du milieu s’écrivent :

Saniso =
2

∑
i=1

[
2ψ

ρ

i

(
ρ
(
I2i+2−1

)( 1

J
2
3

Ai−
I2i+2

3
C−1

)
+(1−ρ)

(
I1−3

)( 1

J
2
3

1− I1

3
C−1

))]
(D.21)
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σaniso =
2

∑
i=1

[
2
J

ψ
ρ

i

(
ρ
(
I2i+2−1

)( 1

J
2
3

ai−
I2i+2

3
1
)
+(1−ρ)

(
I1−3

)( 1

J
2
3

B− I1

3
1
))]
(D.22)

Avec :

ψ
ρ

i = a1eb1(ρ(I2i+2−1)2+(1−ρ)(I1−3)2) et ai = FAiFT

IV.2 Comparaison entre la solution analytique et la solution
numérique de Comsol

IV.2.1 Cas d’une seule direction des fibres

Les valeurs de propriétés mécanique utilisées sont regroupés dans le tableau D.1. L’évo-
lution de la contrainte σz en fonction des différentes paramètres est tracée (fig. D.2). La
différence relative entre les courbes analytique et les courbes expérimentales est de l’ordre
de 10−2−10−3%.

a1(MPa) b1 µ (MPA) κ (MPA) ρ α

Calcul initial 0.1 1 0.1 1 1 π/2
Variation des paramètres 0.1 ;0.5 ;1 1 ;5 ;10 0.1 ;0.5 ;1 1 ;1.5 ;2 0 ;0.2 ;0.5 ;1 0 ; π/2

TABLE D.1 – Paramètres mécaniques utilisés (anneau mince sous compression, une seule
famille de fibres)

IV.2.2 Cas de deux directions des fibres (α et −α)

Les valeurs de propriétés mécanique utilisées sont regroupés dans le tableau D.2. L’évo-
lution de la contrainte σz en fonction des différentes paramètres est tracée sur la figure D.3.
La différence relative entre les résultats analytiques et les résultats numériques est de l’ordre
de 10−2−10−3%. Il est remarqué que la contrainte σz varie peu avec le coefficient b1.

a1(MPa) b1 ρ α

Calcul initial 0.1 1 1 π/4
Variation des paramètres 0.1 ;0.2 ;0.5 0.5 ;1 ;3 0 ;0.5 ;1 0 ;π/6 ;π/4 ; π/3 ;π/2

TABLE D.2 – Paramètres mécaniques utilisés (anneau mince sous compression, deux fa-
milles de fibres)
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FIGURE D.2 – Contrainte σz en fonction des différentes paramètres (une seule famille de
fibre)

M. A. CHETOUI IRPHE, LGM



Annexe D. Page 159

FIGURE D.3 – Contrainte σz en fonction des différentes paramètres (deux familles de fibres)
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