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➚ ♠♦♥ ♣èr❡ ❆❧✐✱ ♠❛
♠èr❡ ■♥s❛❢✱ ♠❡s s♦❡✉rs ▼❛②ss❛❛✱

❲❛❡❞✱ ❉✐②❛❛✱ ❩❛❤r❛❛✱ ♠♦♥ ❢rèr❡ ❍♦✉s✲
s❡✐♥✱ ♠♦♥ ♥❡✈❡✉ ❍♦✉ss❡✐♥✱ ♠❛ ♥✐è❝❡ ❘♦✲
s❛❧✐♥❡✱ ♠♦♥ ♦♥❝❧❡ ❑❛ss❡♠ ❡t à ♠♦♥ ❨♦✉s✲
s❡❢✳ ❱♦✉s ❛✈❡③ t♦✉❥♦✉rs été ♣rés❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s
❜♦♥s ❝♦♥s❡✐❧s✳ ❱♦tr❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❡t ✈♦tr❡ s♦✉✲
t✐❡♥ ♠✬♦♥t été ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ s❡❝♦✉rs ❛✉ ❧♦♥❣
❞❡ ♠❛ ✈✐❡✳ ❱❡✉✐❧❧❡③ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❝❡ ♠♦✲
❞❡st❡ tr❛✈❛✐❧ ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r
t♦✉s ✈♦s ❡✛♦rts✳ P✉✐ss❡ ❉✐❡✉✱
❧❡ t♦✉t ♣✉✐ss❛♥t✱ ✈♦✉s ♣ré✲

s❡r✈❡r ❡t ✈♦✉s ❛❝❝♦r❞❡r
s❛♥té✱ ❧♦♥❣✉❡ ✈✐❡

❡t ❜♦♥❤❡✉r✳
♥





❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

Si tu remerciais Dieu à toutes les joies qu’il t’a donné,

il ne te resterait plus de temps pour te plaindre

Maître Eckhart

Merci Dieu

J ❡ t✐❡♥s à ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠❡s ✈✐❢s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts àRACHID REGBAOUI ♠♦♥
♠❛îtr❡ ❞❡ st❛❣❡ ❞❡ ▼❛st❡r ✷ q✉✐ ❡st ❞❡✈❡♥✉ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✳ ❏✬❛✐ ❡✉ ❧❛
❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ♠❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦✉s s❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❏❡ ❧✉✐ s✉✐s r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t❡
❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❜é♥é✜❝✐❡r t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ s❛ ❣r❛♥❞❡ ❝♦♠♣ét❡♥❝❡✱ ❞❡ s❛ r✐❣✉❡✉r
✐♥t❡❧❧❡❝t✉❡❧❧❡✱ ❡t ❞❡ s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ❝❡rt❛✐♥❡ q✉❡ ❥❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡r❛✐ ❥❛♠❛✐s✳

J ❡ s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t❡ ❡♥✈❡rs ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❍❊❇❊❨✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈❡r❣②✲
P♦♥t♦✐s❡✱ ❡t ❊t✐❡♥♥❡ ❙❆◆❉■❊❘✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ✶✷ ♣♦✉r ❧✬❤♦♥♥❡✉r q✉✬✐❧s ♠✬♦♥t
❢❛✐t ❡♥ ❛❝❝❡♣t❛♥t ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r à ♠♦♥ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡ ❡♥ q✉❛❧✐té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧
❡t ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

J ✬❛ss♦❝✐❡ à ❝❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥t ❈♦❧❡tt❡ ❆◆◆❊✱ ❝❤❛r❣é❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❈◆❘❙ à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té
❞❡ ◆❛♥t❡s✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❍❯▼❇❊❘❚✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❋r❛♥❝♦✐s ❘❛❜❡❧❛✐s✱ ▼♦❤❛♠❛❞
▼❊❍❉■ ❡t ❆❧✐ ❲❊❍❇❊✱ ♣r♦❢❡ss❡✉rs à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ▲✐❜❛♥❛✐s❡✱ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡
❞✉ ❥✉r② ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳ J ❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❆❧✐ ❋❆❘❉❖❯◆✱ ♠❛îtr❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s
à ❧✬❯❇❖✱ ♣♦✉r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❛✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ ♠❡♠❜r❡ ❞✉ ❥✉r② ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
♣♦✉r ♠❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ t❤ès❡ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇r❡st✳

J ❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❇❡♥♦✐t ❙❆❯❙❙❖▲ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❞❛♥s ❧❡ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡
▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❇r❡t❛❣♥❡ ❆t❧❛♥t✐q✉❡✱ ❡t ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ♣❡r♠✐s ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❞✬❛✉ss✐
❜♦♥♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ J ❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡s q✉❡ ❥✬❛✐ r❡❝♦♥tré❡s ❛✉ s❡✐♥
❞❡ ▲▼❇❆✳ ▼❡r❝✐ ❛✉① s❡❝rét❛✐r❡s ❆♥♥✐❝❦ ❡t ❙❛❜✐♥❡ ♣♦✉r ❧❡✉r ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❡t ❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té✳

J ✬❛♣ér❝✐❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✉ ❝♦❡✉r ❧✬❛♠✐t✐é q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❞✉
❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❍✐❡♥ ❚r♦✱ ❳✉❛♥✱ ❚❤✐ ❍✐❡♥✱ ▼❛r✐♦♥✱ ❑❛♠❡❧✱ ▼♦❦❞❛❞✳ ❏❡
r❡♠❡r❝✐❡ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ▲❛r❛✱ ❊❧s❛✱ ◆❛s❛❜ ❡t ◆❛t❛❤❧✐❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❡♥s❡♠❜❧❡ ✉♥❡ ❜❡❧❧❡
❢❛♠✐❧❧❡ à ❧✬étr❛♥❣❡r✳ ❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡r❛✐ ❥❛♠❛✐s t♦✉t❡s ❧❡s ♠♦♠❡♥ts q✉✬♦♥ ❛ ♣❛rt❛❣é❡s ❡♥s❡♠❜❧❡✱



❧❡s ✈♦②❛❣❡s✱ ❧❡s r❡♣❛s ❡t t♦✉t❡s ❧❡s s♦✐ré❡s✳ ❱♦✉s ét✐❡③ ❞❡s ✈ér✐t❛❜❧❡s ❛♠✐❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❥✬❛✐
t♦✉❥♦✉rs ♣✉ ❝♦♠♣t❡r✳ ◗✉❡ ❧❛ ❜♦♥❤❡✉r ❡t ❧❛ ré✉ss✐t❡ ✈♦✉s ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❞❛♥s ✈♦tr❡ ✈✐❡✳

▼♦♥ ♦♥❝❧❡ KASSEM✱ ❧❡s ♠♦ts ♥❡ s✉✣s❡♥t ❣✉èr❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧✬❛tt❛❝❤❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♠♦✉r
❡t ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ q✉❡ ❥❡ ♣♦rt❡ ♣♦✉r t♦✐✳ J ❡ s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r t♦♥ ❛✐❞❡✱ t❡s ❝♦♥s❡✐❧s
❡t t♦♥ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ♠❛ ✈✐❡ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♠❛ ✈✐❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡✳

YOUSSEF ✱ ❧♦rsq✉❡ ❥❡ t✬❛✐ ❝♦♥♥✉✱ ❥✬❛✐ tr♦✉✈é ❧✬❤♦♠♠❡ ❞❡ ♠❛ ✈✐❡ ❡t ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ♠♦♥ ❝❤❡✲
♠✐♥✳ J ❡ t❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r t❛ ❣r❛♥❞❡ ♣❛t✐❡♥❝❡✱ t♦♥ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t✱ t❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ t❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡
❡t t♦♥ s♦✉t✐❡♥ ♠♦r❛❧ ✐♥✐♥t❡rr♦♠♣✉✳

J ❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♠❡s s♦❡✉rs ❡t ❢rèr❡✳ ▼❛❧❣ré ♠♦♥ é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡♣✉✐s ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ❛♥♥é❡s✱ ✈♦tr❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ✈♦tr❡ t❡♥❞r❡ss❡ ❡t ✈♦tr❡ ❛♠♦✉r ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ♠❡ ♣♦rt❡♥t ❡t
♠❡ ❣✉✐❞❡♥t t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs✳ ❏❡ ✈♦✉s r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r ✈♦tr❡ s♦✉t✐❡♥ q✉✐ ♠✬❛ été ❜✐❡♥ ✉t✐❧❡ ❞✉r❛♥t
♠❛ t❤ès❡✳

▼❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♣❡♥sés ✈♦♥t ✈❡rs ♠❡s ♣❛r❡♥ts✳ PAPA✱ r✐❡♥ ❛✉ ♠♦♥❞❡ ♥❡ ✈❛✉t ❧❡s ❡✛♦rts
❢♦✉r♥✐s ❥♦✉rs ❡t ♥✉✐ts ♣♦✉r ♠♦♥ é❞✉❝❛t✐♦♥ ❡t ♠♦♥ ❜✐❡♥ êtr❡✱ t✉ r❡♣rés❡♥t❡s ♣♦✉r ♠♦✐ ❧❛
s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❞é♦✉❡♠❡♥t q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❝❡ssé ❞❡ ♠✬❡♥ ❡♥❝♦✉r❛❣❡r ❡t ❞❡ ♣r✐❡r ♣♦✉r ♠♦✐✳MAMAN ✱
t❛ ♣r✐èr❡ ❡t t❛ ❜é♥é❞✐❝t✐♦♥ ♠✬♦♥t été ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ s❡❝♦✉rs ❞❛♥s ♠❛ ✈✐❡✱ t✉ ❛s ❢❛✐t ♣❧✉s q✉✬✉♥❡
♠èr❡ ♣✉✐ss❡ ❢❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ s❡s ❡♥❢❛♥ts s✉✐✈❡♥t ❧❡ ❜♦♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧❡✉r ✈✐❡ ❡t ❧❡✉rs ét✉❞❡s✳
❈❤èrs ♣❛r❡♥ts✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧❡ ❢r✉✐t ❞❡ ✈♦s s❛❝r✐✜❝❡s s❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❥❡ ♥✬❡♥ s❡r❛✐s ♣❛s ❧à
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳
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✵✳✹ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✵✳✺ ▲❡ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✷✸
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✶✳✷✳✸ ❊q✉❛t✐♦♥s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❡t ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✶✳✷✳✹ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❡t ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r♥❛❝❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢ ✸✸
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✸ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢ ✻✶
✸✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ✢♦t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
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✸✳✶✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ✢♦t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
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✸✳✸ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ à ❧✬✐♥✜♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✶✹
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✢♦ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ❨❛♠❛❜❡
q✉✐ s♦♥t ❧✐és ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡
❝♦♠♣❛❝t❡✳ P♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠♦❞✐té ❞✉ ❧❡❝t❡✉r✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣rés❝r✐t❡ ❞♦♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❢✉t ❧❡ ❢❛♠❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❨❛♠❛❜❡✳

✵✳✶ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❨❛♠❛❜❡

❙✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ s❛♥s ❜♦r❞ (M, g0) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 3✱ ♦♥ ❞✐t
q✉✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ g ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ à g0 s✐ g = wg0 ❛✈❡❝ 0 < w ∈ C∞(M)✳

❙✐ ❧✬♦♥ é❝r✐t w = u
4

n−2 ❛✈❡❝ u > 0✱ ❛❧♦rs ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ Rg ❞❡ g ❡t
R0 ❝❡❧❧❡ ❞❡ g0 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Rg = u−n+2
n−2 (−cn∆0u+R0u) ,

♦ù cn = 4
n− 1

n− 2
❡t ∆0 ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❇❡❧tr❛♠✐ ❛ss♦❝✐é à g0✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ g ❝♦♥❢♦r♠❡ à g0 ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡
s❝❛❧❛✐r❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

−cn∆0u+R0u = λu
n+2
n−2 , u > 0, ✭✶✮

♦ù λ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♠❛❜❡✳ ■❧

s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣r✐♥✐❝✐♣❛❧❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ u
n+2
n−2 ✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été ❝♦♥❥❡❝t✉ré ♣❛r ❨❛♠❛❜❡ ❡♥ ✶✾✻✵ q✉✐ ❛♥♥♦♥ç❛ ❞❛♥s [✸✵] ❧✬❛✈♦✐r rés♦❧✉✳
◗✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s ♣❧✉s t❛r❞✱ ❡♥ ✶✾✻✽✱ ❚r✉❞✐♥❣❡r ❬✷✽❪ ❞é❝♦✉✈r❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
❨❛♠❛❜❡ ❡t rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ❆♣rès ❚r✉❞✐♥❣❡r✱ ❡♥ ✶✾✼✻✱ ❆✉✲
❜✐♥ ❬✶❪ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
✐♥é❣❛❧✐té s✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ✭✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳ ❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❛ été ❞é♠♦♥tré❡ ♣❛r
❆✉❜✐♥ ❬✶❪ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❡t ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r ❙❝❤♦❡♥ ❬✷✷❪ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ❡♥ ✶✾✽✹✳

❚r✉❞✐♥❣❡r✱ ❆✉❜✐♥ ❡t ❙❝❤♦❡♥ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞é❝r✐t ❝✐✲❛♣rès✳

✾



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✵✳✷ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✐t❡ ❞❡ ❨❛♠❛❜❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E(u) =

∫

M

(
cn|∇u|20 +R0u

2
)
dvg0

(∫
M
u

2n
n−2dvg0

)n−2
n

,

❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r u ∈ H1(M) \ {0}✱ ♦ù dvg0 ❞és✐❣♥❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐é à g0✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ E s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❨❛♠❛❜❡ ✭✶✮✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ E ❡st ♠✐♥♦ré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♥♦♠♠é❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡✱ ❞♦♥t ❧❛
✈❛❧❡✉r ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ✿

Y (M, g0) = inf{E(u) : 0 < u ∈ C∞(M)}.

❖♥ ♣❡✉t rés✉♠❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ♣❛r tr♦✐s t❤é♦rè♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❚r✉❞✐♥❣❡r [✷✽] ❛ ❞é♠♦♥tré q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ α(M) t❡❧❧❡ q✉❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ Y (M, g0) < α(M)✳ ❆✉❜✐♥ [✶] ❛ ❛♠é❧✐♦ré ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❚r✉❞✐♥❣❡r ❡♥ ❞é♠♦♥tr❛♥t q✉❡ α(M) = Y (Sn) ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐été ❝♦♠♣❛❝t❡ (M, g0)✱ ♦ù
Y (Sn) ❡st ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ S

n ♠✉♥✐❡ ❞❡ s❛ ♠étr✐q✉❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✶ ✭❆✉❜✐♥ ❬✶❪✮ P♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ (M, g0)✱ ♦♥ ❛

Y (M, g0) ≤ Y (Sn),

♦ù Y (Sn) = n(n − 1)ω
2
n
n ✱ ❛✈❡❝ ωn ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ S

n✱ ❡st ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡
S
n ♠✉♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐

Y (M, g0) < Y (Sn), ✭✷✮

❛❧♦rs ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ E ❡st ❛tt❡✐♥t ❡t ♣❛r s✉✐t❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u > 0
❡t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ λ q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t (1)✳

❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✱ ❆✉❜✐♥ ❬✶❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✮ ❡st ✈r❛✐❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✷ ✭❆✉❜✐♥ ❬✶❪✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (M, g0) s♦✐t ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠✲
♣❛❝t❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 6 ❡t ♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ♣❧❛t❡✱ ❛❧♦rs

Y (M, g0) < Y (Sn).

✶✵



✵✳✸ ▲❡ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡

▲❡s ❝❛s r❡st❛♥ts ♦♥t été ❞é♠♦♥trés ♣❛r ❙❝❤♦❡♥[✷✷] ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✸ ✭❙❝❤♦❡♥ ❬✷✷❪✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (M, g0) s♦✐t ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≤ 5
♦✉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ♣❧❛t❡ ❡t ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧❛ s♣❤èr❡ st❛♥❞❛r❞ S

n✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛

Y (M, g0) < Y (Sn).

❉❛♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r Y (Sn) ❡st ❧❡ s❡✉✐❧ ❝r✐t✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ E ❝❡ss❡ ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥
❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ H1(M) ⊂ Lp(M) ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡ ♣♦✉r p < 2n

n−2
♠❛✐s ♣❛s ♣♦✉r p = 2n

n−2
✳

❆ ❧✬✐♥st❛r ❞✉ ✢♦t ❞❡ ❘✐❝❝✐ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡
P♦✐♥❝❛ré✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❍❛♠✐❧t♦♥ ❬✶✺❪ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ✿ ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡✳

✵✳✸ ▲❡ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡

▲❡ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❍❛♠✐❧t♦♥ ❬✶✺❪ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✽✵ ❝♦♠♠❡ ✉♥
♦✉t✐❧ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s ♠étr✐q✉❡s à ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✳ ■❧
❛ ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ✢♦t s✉✐✈❛♥t ✿





∂tg(t) = −
(
Rg(t) − rg(t)

)
g(t)

g(0) = g0
✭✸✮

♦ù rg(t) ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ g(t) ✿

rg(t) =

∫
M
Rg(t)dvg(t)∫
M
dvg(t)

,

❡t g0 = u
4

n−2

0 g0✱ ❛✈❡❝ 0 < u0 ∈ C∞(M)✱ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

▲❡ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❡st ✉♥ ✢♦t ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✐t❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡
s❝❛❧❛✐r❡ t♦t❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E(g) =
∫
M
Rgdvg

(
∫
M
dvg)

n−2
n

,

♦ù dvg ❞és✐❣♥❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g✳

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❝❡ ✢♦t ♣rés❡r✈❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡

(M, g0)✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ g(t) = u(t)
4

n−2 g0✱ ❛✈❡❝ 0 < u(t) ∈ C∞(M)✱ ❛❧♦rs u ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

∂tu
N =

n+ 2

4

(
cn∆0u−R0u+ rg(t)u

N
)
, ✭✹✮

✶✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♦ù N = n+2
n−2

✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧✬ét✉❞❡ ❡st très ❞é❧✐❝❛t❡ à ❝❛✉s❡ ❞✉
t❡r♠❡ uN ✳

❍❛♠✐❧t♦♥ ❬✶✺❪ ❛ ét✉❞✐é ❧❡ ❝❛s ♦ù R0 ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ❡t ✐❧ ❛ ♦❜t❡♥✉ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✹ ✭❍❛♠✐❧t♦♥ ❬✶✺❪✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R0 ≤ 0✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
g0✱ ❧❡ ✢♦t ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✸✮ ❡①✐st❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ❧♦rsq✉❡ t → +∞ ✈❡rs ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡
g∞ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳

▲♦rsq✉❡ R0 > 0 ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❉❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✉ t②♣❡
✓ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✔ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à s✐❣♥❛❧é à ♣r♦♣♦s
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❛ r❛✐s♦♥ ❡♥ ❡st ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❛♥s ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈

H1(M) ⊂ L
2n
n−2 (M)✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts très ✐♠♣♦rt❛♥ts ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❨❡ ❬✸✶❪

❧♦rsq✉❡ (M, g0) ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ♣❧❛t❡✱ ♣✉✐s ❙❝❤✇❡t❧✐❝❦✲❙tr✉✇❡ ❬✷✹❪ ❡t ❇r❡♥❞❧❡
❬✼❪ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✺ ✭❇r❡♥❞❧❡ ❬✼❪✱ ❙❝❤✇❡t❧✐❝❦✲❙tr✉✇❡ ❬✷✹❪✱ ❨❡ ❬✸✶❪✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R0 > 0
❡t q✉❡ (M, g0) ❡st s♦✐t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ♣❧❛t❡ ♦✉ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ≤ n ≤ 5✳ ❆❧♦rs
♣♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ g0✱ ❧❡ ✢♦t ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✸✮ ❡①✐st❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡
♠étr✐q✉❡ g∞ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳

❯♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❇r❡♥❞❧❡ ❬✽❪ tr❛✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 6 ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s
❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❲❡②❧ ❞❡ g0✳

▲✬✐♥t❡rêt ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ✭✸✮ ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❨❛♠❛❜❡ ♠❛✐s ✐❧ s✬❛❣✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✈❡rs
✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ✢♦t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▼♦rs❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ t♦t❛❧❡ E ✳ ◆♦t♦♥s
q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✹✮ r❡♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉① ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✶❪✮✳ P♦✉r ✜♥✐r ♥♦tr❡ r❛♣♣❡❧ s✉r ❧❡ ❢♦t ❞❡
❨❛♠❛❜❡✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝✐t❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ●✉rs❦② ❬✶✹❪ q✉✐ ét✉❞✐❡ ✉♥ ✢♦t ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ♣♦✉r
❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s✳

❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❨❛♠❛❜❡✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ très ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ g0✱ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡
tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ à g0 ❞♦♥t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ s✉r
M ✳

✵✳✹ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡

❙♦✐❡♥t (M, g0) ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 3 ❡t F ∈ C∞(M)✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ g ❝♦♥❢♦r♠❡ à

✶✷



✵✳✹ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡

g0✱ t❡❧❧❡ q✉❡ F s♦✐t s❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡✱ ✐✳❡

Rg = F.

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉P s✉✐✈❛♥t❡

−cn∆0u+R0u = FuN , u > 0, ✭✺✮

♦ù N =
n+ 2

n− 2
✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ F ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❨❛✲
♠❛❜❡✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ R0 ❡t ❞❡ F ✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ ❨❛♠❛❜❡✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ g0✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ R0 s❛t✐s❢❛✐t
✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

R0 < 0, R0 > 0 ♦✉ R0 = 0.

❖♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ F ♣♦✉r q✉❡ ✭✺✮ ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✶ ❙♦✐❡♥t (M, g0) ✉♥❡ ✈❛r✐été ❘✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 3
❡t F ∈ C∞(M)✳ ❙✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (5) ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ u > 0 ❛❧♦rs ✿

✶✳
∫
M
Fdvg0 < 0 ❧♦rsq✉❡ R0 < 0✳

✷✳
∫
M
Fdvg0 < 0 ❡t max

x∈M
F (x) > 0 ❧♦rsq✉❡ R0 = 0✳

✸✳ max
x∈M

F (x) > 0 ❧♦rsq✉❡ R0 > 0✳

❍♦r♠✐s q✉❡❧q✉❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❝✐té❡s ❞❛♥s ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✳ ◆♦t♦♥s
✐❝✐ q✉❡ ❧♦rsq✉❡M = S

n✱ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥♥✉❡s s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❑❛③❞❛♥✲❲❛r♥❡r
s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡✳
▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ♦♥t ❛tt✐ré ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❡r❝❤❡✉rs
❧♦rs ❞❡s tr❡♥t❡ ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ✭❬✷❪✱ ❬✻❪✱ ❬✾❪✱ ❬✹❪✱ ❬✶✷❪✱ ❬✶✻❪✱ ❬✶✼❪✱
❬✶✽❪✱ ❬✶✾❪✮ ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s q✉✐ s✬② r❛tt❛❝❤❡♥t✳ ◆♦t♦♥s ✐❝✐ q✉❡ t♦✉s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❛❜♦r❞❡♥t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✢♦ts
❣é♦♠étr✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✮ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡✳

✶✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✵✳✺ ▲❡ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡

P♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣rés❝r✐t❡✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉①
❝❛s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿ R0 < 0 ❡t R0 > 0✳ ▲❡ ❝❛s R0 = 0 ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
✐❧ s❡r❛ ét✉❞✐é ❞❛♥s ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ✉❧tér✐❡✉r✳ ❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ s✉r
❧❡ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 3✳ ▲❡ s❡✉❧ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥♥✉ tr❛✐t❛♥t ❞✉ ❝❛s F ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡
❈❤❡♥✲❳✉ ❬✶✵❪ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù M = S

n✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n = 2✱ ❙tr✉✇❡ ❬✷✼❪ ét✉❞✐❛ ✉♥
✢♦t ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss ♣r❡s❝r✐t❡ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ S

2 ✭♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ◆✐r❡♥❜❡r❣✮✳ ❖♥ ♣❡✉t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❝✐t❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❇❛✐r❞✲❋❛r❞♦✉♥✲❘❡❣❜❛♦✉✐ ❬✺❪ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss
s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❡✉① ✢♦ts ❝♦rrs❡♣♦♥❞❛♥ts à ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ R0✳ ▲❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡s ❞❡✉① ❝❛s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛❞❛♣té❡s ❛✉ s✐❣♥❡ ❞❡ R0✳

▲❡ ❝❛s R0 < 0

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ✢♦t s✉✐✈❛♥t ✿




∂tg(t) = −
(
Rg(t) − F

)
g(t)

g(0) = g0
✭✻✮

♦ù g0 = u
4

n−2

0 g0✱ ❛✈❡❝ 0 < u0 ∈ C∞(M)✱ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ✢♦t ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E(g) =
∫

M

Rg dvg −
n− 2

n

∫

M

Fdvg.

❈❡ ✢♦t ♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ (M, g0)✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ g(t) = u(t)
4

n−2 g0✱ ❛✈❡❝
0 < u(t) ∈ C∞(M)✱ ❛❧♦rs u ✈ér✐✜❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿





∂tu
N = n+2

4

(
cn∆0u−R0u+ FuN

)

u(x, 0) = u0(x),
✭✼✮

♦ù N = n+2
n−2

✳

❆✐♥s✐ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✼✮ q✉✐ ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡
✭❡♥ t❡♠♣s✮ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s✳

◆♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
✭✻✮ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ∈ C∞(M)✳

✶✹



✵✳✺ ▲❡ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡

❚❤é♦rè♠❡ ✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R0 < 0 ❡t F ∈ C∞(M)✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

g0 = u
4

n−2

0 g0 ❛✈❡❝ 0 < u0 ∈ C∞(M)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❞✉ ✢♦t
(6) ❞é✜♥✐❡ s✉r [0,+∞)✱ ❛✈❡❝ 0 < u ∈ C∞(M × [0,+∞))✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ E ❡st
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ✢♦t✱ ✐✳❡

d

dt
E(g(t)) ≤ 0.

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ rés✐❞❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t ❞é❣é♥ér❡r ✭s✬❛♥♥✉❧❡r✮ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❉✬♦ù ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❊♥ ❢❛✐t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥é❣❛❧✐té s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ u ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ✭✼✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ u ∈ C∞(M × [0, T )) ❛✈❡❝ T < +∞✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡

C−1 ≤ u(x, t) ≤ CeCT ✭✽✮

♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ (M, g0)✱ F ❡t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0✳ ▲❛
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✳

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❛✐♥s✐ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡
❢♦♥❝t✐♦♥ F ∈ C∞(M)✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥❡ s✉✣t ♣❛s ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t ❧♦rsq✉❡
t t❡♥❞s ✈❡rs +∞✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ F ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✱
♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡

u(x, t) ≥ Ct
n−2
4 ,

♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ u(x, t) → +∞ ❧♦rsq✉❡ t → +∞✳
■❧ ❢❛✉❞r❛ ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r ❛✉ ♠♦✐♥s q✉❡ F ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ q✉❡❧q✉❡ ♣❛rt ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣ré✈✐s✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✶ ❝❛r s✐♥♦♥ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ✢♦t s❡r❛✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✲
é❣❛❧✐té ✭✽✮ ♠❛✐s ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ t❡♠♣s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❛♥s ✭✽✮ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ t✱ ❝❡❧❛
❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ R0 < 0✳ ■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r u ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡ ❞❡ t✳ ❈✬❡st ❧à q✉❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r F ❡t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 ✈♦♥t
✐♥t❡r✈❡♥✐r✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❛♥s ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡st q✉❡ s✐ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r
✉♥❡ s✉r✲s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r u(t) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞❡ t ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t ❡st ❞♦♥❝ ❛ss✉ré❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ✈❛ ✐♥t❡r✈❡♥✐r
♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉r✲s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡
q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞✬é♥♦♥❝❡r ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F

❙✐ Ω ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ M ✱ λΩ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❝♦♥❢♦r♠❡
L := −cn∆0 +R0 s✉r Ω ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ✐✳❡

λΩ = inf
0 6=u∈H1

0 (Ω)

∫
M
(cn|∇u|20 +R0u

2)dvg0∫
M
u2dvg0

.

✶✺



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r F s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt Ω ⊂ M t❡❧ q✉❡

λΩ > 0 ❡t F < 0 s✉r M\Ω ✭❍✶✮

❡t

sup
Ω

F ≤ CΩ inf
M\Ω

|F |, ✭❍✷✮

♦ù CΩ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ Ω✳

●râ❝❡ ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s (H1) ❡t (H2)✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉✐✲
✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R0 < 0 ❡t F ∈ C∞(M) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (H1) ❡t
(H2)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ 0 < ū ∈ C∞(M) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

g0 = u
4

n−2

0 g0 ❛✈❡❝ 0 < u0 ≤ ū✱ ❧❡ ✢♦t g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s

C∞(M) ✈❡rs ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ g∞ = u
4

n−2
∞ g0 ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ é❣❛❧❡ à F ✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ū ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷ ❡st ✉♥❡ s✉r✲s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✱ ✐✳❡ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡

−cn∆0ū+R0ū ≥ F ūN .

❯♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✐♠♠é❞✐❛t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R0 < 0 ❡t F ∈ C∞(M) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (H1) ❡t
(H2)✳ ❆❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ 0 < u ∈ C∞(M)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
♠étr✐q✉❡ g ❝♦♥❢♦r♠❡ à g0 ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ é❣❛❧❡ à F ✳

❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (H1) ❡t (H2) s♦♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ❡st
❧♦rsq✉❡ F ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t s✉r M ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R0 < 0 ❡t F ∈ C∞(M) t❡❧❧❡ q✉❡ F < 0 ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t
s✉r M ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ 0 < ū ∈ C∞(M) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

g0 = u
4

n−2

0 g0✱ ♦ù 0 < u0 ≤ ū✱ ❧❡ ✢♦t g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s C∞(M) ✈❡rs ✉♥❡

♠étr✐q✉❡ g∞ = u
4

n−2
∞ g0 ❝♦♥❢♦r♠❡ à g0✱ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ é❣❛❧❡ à F ✱ ✐✳❡✱

Rg∞ = F.

✶✻



✵✳✺ ▲❡ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡

❉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❍✶✮✲✭❍✷✮ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❛✉✲
t❡✉rs ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✮ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳ ❱♦✐r ❬✷✶❪✱ ❬✻❪✱ ❬✷✾❪ ♣♦✉r ♣❧✉s
❞❡ ❞ét❛✐❧s✳

❆♣rès ❛✈♦✐r ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (H1) ❡t (H2) ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s❡ ♣♦s❡ ✿ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s (H1) ❡t (H2) s♦♥t✲❡❧❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t ❄ ▲❡ t❤é♦rè♠❡
s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s ❛✣r♠❡ q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❛✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (H1) ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R0 < 0 ❡t F ∈ C∞(M) t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (H1) ♥❡ s♦✐t ♣❛s
♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ✐✳❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♦✉✈❡rt Ω ⊂ M t❡❧ q✉❡ F > 0 s✉r M\Ω✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ λΩ ≤ 0✳
❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ 0 < u0 ∈ C∞(M)✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (7) s❛t✐s❢❛✐t

max
x∈M

u(x, t) ≥ Ct
n−2
n+2 ,

♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ max
x∈M

u(x, t) → +∞ q✉❛♥❞ t → +∞.

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✸ ♥♦✉s ❞✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❍✶✮ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✭✺✮✳

▲❡ ❝❛s R0 > 0

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ✢♦t s✉✐✈❛♥t ✿




∂tg(t) = − 4

n+ 2

(
Rg(t) − λ(t)F

)
g(t)

g(0) = g0,

✭✾✮

♦ù g0 = u
4

n−2

0 g0✱ ❛✈❡❝ 0 < u0 ∈ C∞(M)✱ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❡t

λ(t) =
rg(t)

f(t)

❛✈❡❝ rg(t) ❡t f(t) ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ Rg(t) ❡t F ✿

rg(t) =

∫
M
Rg(t)dvg(t)∫
M
dvg(t)

❡t f(t) =

∫
M
Fdvg(t)∫

M
dvg(t)

.

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ g(t) ❞❡ ✭✾✮ ❡st ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✐t❡ ✓ é♥❡r❣✐❡ ✔
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E(g) =
∫
M
Rgdvg

(
∫
M
Fdvg)

n−2
n

,

❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

MF =

{
g ∈ [g0] :

∫

M

Fdvg > 0

}
,

✶✼



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♦ù [g0] ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ g0✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s R0 < 0✱ ❝❡ ✢♦t ♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ (M, g0)✳ P❛r ❝♦♥sé✲

q✉❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ g(t) = u(t)
4

n−2 g0✱ ❛✈❡❝ 0 < u(t) ∈ C∞(M)✱ ❛❧♦rs u ✈ér✐✜❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t





∂tu
N = cn∆0u−R0u+ λFuN

u(x, 0) = u0(x),
✭✶✵✮

♦ù ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ 0 < u0 ∈ C∞(M) ❡st t❡❧❧❡ q✉❡
∫
M
Fu

2n
n−2

0 dvg0 > 0✱ ✐✳❡ g0 = u
4

n−2

0 g0 ∈
MF ✳

❙✐ F ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❡❧q✉❡ ♣❛rt✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ MF 6= ∅✳ ❊♥s✉✐t❡ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r
q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✮ ❡st ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s 0 < u ∈ C∞(M × [0, T ]),

❛✈❡❝ T > 0, t❡❧❧❡ q✉❡ g = u
4

n−2 g0 ∈ MF ✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡
♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ❊❉P ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s✳ P❛r éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ✭✾✮ ❡t ✭✶✵✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ✢♦t g(t) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✾✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
MF ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❧❡ ✢♦t✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ❞✉ ✢♦t g(t) ✿

✕ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ (M, g(t)) r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ✢♦t✳
✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ é♥❡r❣✐❡ E ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ✢♦t✳
✕ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ f(t) ❞❡ F ❡st ♠✐♥♦ré❡ ❡t ♠❛❥♦ré❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ t✳
✕ ▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ Rg(t) ❡st ♠✐♥♦ré❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ t✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ✢♦t ♥❡ ❞é❣é♥èr❡ ♣❛s ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ✢♦t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹ ❙✉♣♣♦s♦♥s R0 > 0 ❡t F ∈ C∞(M) t❡❧❧❡ q✉❡ max
x∈M

F (x) > 0✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡

❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ g0 = u
4

n−2

0 g0 ∈ MF ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❞✉ ✢♦t
✭✾✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r [0,+∞) ❛✈❡❝ 0 < u ∈ C∞(M × [0,+∞))✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ g(t) ∈ MF ♣♦✉r t♦✉t
t ∈ [0,+∞) ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ E ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ✢♦t✳

❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é♠♦♥tré ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ✢♦t (9)✱ ♥♦tr❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❜✉t ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r
s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s R0 < 0✱ ✐❝✐ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés
❞✉ t②♣❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐♥té❣r❛❧❡s s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ Rg(t)✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ P♦✉r t♦✉t p ≥ 1✱ ♦♥ ❛

lim
t→+∞

∫

M

|Rg(t) − λ(t)F |pdvg(t) = 0.

✶✽



✵✳✺ ▲❡ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ✈r❛✐❡ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣r❡s❝r✐t❡ F ✱ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✈❛❧❛❜❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✉ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡✱ ❡❧❧❡ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ Rg(t) ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t
♣r♦❝❤❡ ❞❡ F ✭à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣rès✮ ❧♦rsq✉❡ t ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞
❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ✢♦t g(t) ♣❡✉t ❡①♣❧♦s❡r à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❡st q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ tν → +∞✱ ❧❛ s✉✐t❡ uν := u(tν) ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡
❞❛♥s H1(M) ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡

E(u) := E(u 4
n−2 g0) =

∫
M
(cn|∇u|2 +R0u

2)dvg0

(
∫
M
Fu

2n
n−2dvg0)

n−2
n

.

◆♦t♦♥s ✐❝✐✱ ❝♦♠♠❡ E(u(t)) ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ q✉❡

lim
ν→+∞

E(uν) = lim
t→+∞

E(u(t)) := E∞.

❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (uν) ❧♦rsq✉❡ ν → ∞✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s✳

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s up,ε ∈ C∞(M) ❛✈❡❝ p ∈ M ❡t 0 < ε < ε0✱ ♦ù ε0 > 0
❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ❡st ❞✉ t②♣❡ ✓ ❜✉❧❧❡ st❛♥❞❛r❞ ✔ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿





up,ε(x) =

(
ε

ε2 + d(p, x)2

)n−2
2

s✐ x ∈ B(p, δ)

‖up,ε‖C2(M\B(p,δ)) ≤ Cε
n−2
2 ,

✭✶✶✮

♦ù 0 < δ < ✐♥❥M ✭r❛②♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ (M, g0)✮ ❡t C > 0 s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
❞❡ (p, ε)✱ ❡t d(p, .) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ✭ ♣❛r r❛♣♣♦rt à g0✮ ❛✉ ♣♦✐♥t p✳

●râ❝❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞és♦r♠❛✐s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❇❛❤r✐✲❈♦r♦♥ [✸] ❡t ❙tr✉✇❡ [✷✻]✱ q✉✐tt❡ à ♣❛ss❡r
à ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (uν)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r m ≥ 0✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts xk,ν ∈ M ❛✈❡❝ 1 ≤ k ≤ m✱
ν ≥ 1✱ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s ✈ér✐✜❛♥t εk,ν −→

ν→+∞
0 ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ k ≤ m✱ ❡t ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ 0 ≤ u∞ ∈ C∞(M) t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u∞ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥

−cn∆0u∞ +R0u∞ = λ∞FuN
∞,

♦ù λ∞ = lim
ν→+∞

λ(tν).

✷✳ P♦✉r t♦✉t i 6= j✱ ♦♥ ❛

εi,ν

εj,ν
+

εj,ν

εi,ν
+

d(xi,ν , xj,ν)

εi,νεj,ν
−→

ν→+∞
+∞.

✶✾



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✸✳ xk,ν −→
ν→+∞

xk ♣♦✉r t♦✉t k = 1, ...,m✱ ♦ù x1, ..., xk ∈ M s♦♥t t❡❧s q✉❡ F (xk) > 0 ❡t

∥∥∥∥∥uν − u∞ −
m∑

k=1

(
4n(n− 1)

λ∞F (xk)

)n−2
4

uxk,ν ,εk,ν

∥∥∥∥∥
H1(M)

−→
ν→+∞

0,

♦ù (up,ε) ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ✓ ❜✉❧❧❡ st❛♥❞❛r❞ ✔✱ ✐✳❡ ✈ér✐✜❛♥t
❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✶✶✮✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞és❝r✐♣t✐♦♥ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ✓ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✔ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡
(uν) ❛✉t♦✉r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ x1, · · · , xm✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♠❡ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠
❞❡ ✓ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✉❧❧❡s ✔ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❆✐♥s✐ s✐ m = 0 ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ ✐❧ ♥✬② ❛
♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡t ♣❛r s✉✐t❡✱ (uν) ✈❛ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❞❛♥s H1(M) ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

u∞ > 0 ❝❛r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ gν = u
4

n−2
ν g0 ❡st ❝♦♥st❛♥t✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡st

é❝❛rté❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ u(t) ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s C∞(M) ✭✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ t✮ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡
✈❡rs u∞ ♣❛r ✉♥ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❬✷✺❪ s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ E∞✱
q✉✐ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❖♥ ❛

E∞ =

(
m∑

k=1

Y (Sn)
n
2

F (xk)
n−2
2

) 2
n

s✐ u∞ = 0

❡t

E∞ =

(
E(u∞)

n
2 +

m∑

k=1

Y (Sn)
n
2

F (xk)
n−2
2

) 2
n

s✐ u∞ > 0.

■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥ér❣✐❡✱ q✉❡ s✐ m 6= 0✱ ❛❧♦rs
❧✬é♥ér❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 ✈ér✐✜❡ ✿

E(u0) >
Y (Sn)

(maxM F )
n−2
n

. ✭✶✷✮

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ (12) ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈ér✐✜é❡✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 3 ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ m = 0✳ ❆✐♥s✐
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts (xk

ν) ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♥♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳
❈✬❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❝❧é q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R0 > 0 ❡t F ∈ C∞(M) t❡❧❧❡ q✉❡ max
M

F > 0✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡

❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ g0 = u
4

n−2

0 g0 ❛✈❡❝ u0 ✈ér✐✜❛♥t

E(u0) ≤
Y (Sn)

(maxM F )
n−2
n

, ✭✶✸✮

✷✵



✵✳✺ ▲❡ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡

❧❡ ✢♦t g(t) ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤è♦rè♠❡ ✹ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s C∞(M) ✈❡rs ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ g∞ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡
s❝❛❧❛✐r❡ é❣❛❧❡ à λ∞F ✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ λ∞ > 0✳

❉❛♥s ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❧✐♠✐t❡ g∞ ❛ ♣♦✉r ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ λ∞F ✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

F ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ λ
−n−2

4∞ g∞✳

❖♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✸✮
❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❊s❝♦❜❛r✲❙❝❤♦❡♥ ❬✶✷❪ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡
❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ M ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ❡t ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à S

3✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (M, g0) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ❛✈❡❝ R0 > 0 ❡t q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s
❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ s♣❤èr❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ S

3✳ ❆❧♦rs t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ∈ C∞(M) t❡❧❧❡
q✉❡ max

M
F > 0 ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ à g0✳

◆♦t♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ S
n ❡st ❡①❝❧✉ ♣❛r ❝❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛

❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ S
n✱ ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ✓ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ◆✐r❡♥❜❡r❣ ✔

❡st très ❞é❧✐❝❛t à ét✉❞✐❡r à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❛✉t❡✉rs s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥♥é❡s✱ ✈♦✐r ❬✷❪✱ ❬✹❪✱ ❬✾❪✱ ❬✶✵❪✱ ❬✶✼❪✱
❬✶✾❪✱ ❬✷✸❪✳ ❚♦✉s s❡s tr❛✈❛✉① ❛❜♦r❞❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ◆✐r❡♥❜❡r❣ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à s✐❣♥❛❧é ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ s❡✉❧ tr❛✈❛✐❧ q✉✐ ét✉❞✐❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ✢♦t ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈❤❡♥✲❳✉ ❬✶✵❪✳

❉❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ g0 = u
4

n−2

0 g0 ✈ér✐✜❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✸✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ✭F ❝♦♥st❛♥t❡✮✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r ❧❛
q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F q✉✐ ❣✉❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ g0 ❄ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ✓ ❜✉❧❧❡ st❛♥❞❛r❞ ✔ ✿ up,ε ✈ér✐✜❛♥t
❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✶✶✮✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

E(up,ε) ≤
Y (Sn)

F (p)
n−2
n

, ✭❍✮

♣♦✉r t♦✉t p ∈ M t❡❧ q✉❡ F (p) > 0 ❡t t♦✉t 0 < ε < ε0✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✻ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R0 > 0 ❡t F ∈ C∞(M) t❡❧❧❡ q✉❡ max
M

F > 0 ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (H)✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ g0 = u
4

n−2

0 g0 ❛✈❡❝ 0 < u0 ∈ C∞(M)✱

❧❡ ✢♦t g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s C∞(M) ✈❡rs ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡

g∞ = u
4

n−2
∞ g0 ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ é❣❛❧❡ à λ∞F ✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ λ∞ > 0✳

✷✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞èr❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❇r❡♥❞❧❡ ❬✼❪ q✉✐
❞é♠♦♥tr❛ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡✱ ✐✳❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t F ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥✲
♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❞é♠♦♥tr❡ ✭❧♦rsq✉❡ F ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✮
q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❍✮ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡
(M, g0) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≤ 5✳ P♦✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣✲
♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❲❡②❧ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✭✈♦✐r ❇r❡♥❞❧❡ ❬✽❪✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡
♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍✮ ❡st
✈ér✐✜é❡✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❊s❝♦❜❛r✲❙❝❤♦❡♥ ❬✶✷❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ (M, g0) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✸ ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ s♣❤èr❡ S

3 ❡t F s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❍✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✻ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

E(u(t))− E∞ ≤ C

(∫

M

|Rg(t) − λ(t)F | 2n
n+2dvg(t)

)n+2
2n

(1+γ)

♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0 ❡t γ > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ t✳

●râ❝❡ à ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✱ ✐✳❡✱
♣♦✉r t♦✉t η > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ r > 0 t❡❧ q✉❡

∫

Br(x)

u(t)
2n
n−2dvg0 ≤ η

♣♦✉r t♦✉t x ∈ M ❡t t♦✉t t ≥ 0. ■❧ s✬❛❣✐t ❧à ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❝❧é ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t✳

P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ tr♦✐s ❝❤❛♣✐tr❡s ✿

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡s✱ ❡t q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣ré✲
s❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù R0 ❡st ♥é❣❛t✐✈❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ✢♦t
❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣rés❝r✐t❡ ❧♦rsq✉❡ R0 ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✳
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▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
❜❛s❡ ✉t✐❧✐sés t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts r❛♣♣❡❧és ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦✉ ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t t✐rés ❞❡s ♦✉✈r❛❣❡s ❬✶✸❪✱ ❬✶✻❪✱ ❬✷✵❪✳

✶✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ (M, g) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 3✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ∇
❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ ❞❡ M ✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❧♦❝❛❧❡ (x1, ..., xn)✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

∇∂i∂j = Γk
ij∂k,

♦ù Γk
ij s♦♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡❧✱ ❞é✜♥✐s ♣❛r

Γk
ij =

1

2
gkl
(
∂glj

∂xi

+
∂gli

∂xj

− ∂gij

∂xl

)
,

❛✈❡❝ gij✱ g
ij q✉✐ ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ g ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥

✐♥✈❡rs❡✳ ■❝✐ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❊✐♥st❡✐♥ s✉r ❧❛ s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ré♣étés ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳

❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r Γ(M) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs C∞ ❞é✜♥✐s s✉r M ✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡
❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡s ✿

✕ ▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✱ ♥♦té Rm✱ ❡st ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ t②♣❡ ✭✶✱✸✮ ❞é✜♥✐ ♣❛r

Rm(X, Y )Z = ∇X(∇YZ)−∇Y (∇XZ)−∇[X,Y ]Z,

♣♦✉r t♦✉sX, Y ❡t Z ∈ Γ(M)✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❧♦❝❛❧❡✱ s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s Rl
ijk s♦♥t ❞♦♥♥é❡s

♣❛r ✿

Rm(∂i, ∂j)∂k = Rl
ijk∂l =

(
∂jΓ

l
ki − ∂kΓ

l
ji + Γl

jαΓ
α
ki − Γl

kαΓ
α
ji

)
∂l.
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✕ ▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❘✐❝❝✐ ❡st ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞✉ t②♣❡ ✭✵✱✷✮ ❞é✜♥✐ ♣❛r

Ric(X, Y ) = trg (Rm( . , X)Y ) .

❙❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❧♦❝❛❧❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

Rij = Ric(∂i, ∂j) = Rl
ilj.

✕ ▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❡st ❧❛ tr❛❝❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❘✐❝❝✐✱ ♥♦té❡ R✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❧♦❝❛❧❡✱
♦♥ ❛

R = gijRij.

P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ∈ C2(M)✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✿

✕ ▲❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ u✱ ♥♦té ∇u✱ ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞é✜♥✐ ♣❛r

g(∇u,X) = du(X)

♣♦✉r t♦✉t X ∈ Γ(M)✱ ♦ù du ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ u✳

✕ ▲❡ ❤❡ss✐❡♥ ❞❡ u✱ ♥♦té ∇2u✱ ❡st ❧❡ (0, 2)✲t❡♥s❡✉r ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

∇2u(X, Y ) = g (∇X(∇u), Y )

♣♦✉r t♦✉t X, Y ∈ Γ(M)✳ ❙❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❧♦❝❛❧❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

(∇2u)ij = ∇2u(∂i, ∂j) = ∂2
iju− Γk

ij∂ku.

✕ ▲❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ u ❡st ❧❛ tr❛❝❡ ✭♣❛r r❛♣♣♦rt g✮ ❞✉ ❤❡ss✐❡♥ ❞❡ u✱ ♥♦té ∆u✳ ❉❛♥s ✉♥❡
❝❛rt❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ♦♥ ❛

∆u = gij
(
∂2
iju− Γk

ij∂ku
)
.

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ très ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡
tr❛✈❛✐❧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶ ❙♦✐t (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ [g] ❞❡ g ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠étr✐q✉❡s r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡s s✉r M q✉✐ s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ vg ❛✈❡❝ 0 < v ∈
C∞(M).

P♦✉r r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ♣❛r❢♦✐s ❞❡ ♣♦s❡r v = u
4

n−2 ✱ ♦ù n ≥ 3 ❡st
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ M ✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ vg ❝♦♥❢♦r♠❡ à g✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✷✹
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶ ❙♦✐t g̃❂u
4

n−2 g ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ à g✱ ❛✈❡❝ 0 < u ∈ C∞(M)✳ ❆❧♦rs
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ Rg ❞❡ g ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ Rg̃ ❞❡ g̃ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Rg̃ = u−n+2
n−2 (−cn∆gu+Rgu) ✭✶✳✶✮

❛✈❡❝ cn = 4n−1
n−2

✳ ■❝✐✱ ∆g ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r très ✉t✐❧❡ ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡ ▲❛✲
♣❧❛❝✐❡♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ✿

Lg(ϕ) := −cn∆gϕ+Rgϕ , ϕ ∈ C∞(M). ✭✶✳✷✮

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ Lg ❡t Lg̃ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ g̃

❝♦♥❢♦r♠❡ à g✳ ❊❧❧❡ ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ Lg ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✷ ❙♦✐❡♥t (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 3 ❡t Lg ❧✬♦♣é✲

r❛t❡✉r ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❝♦♥❢♦r♠❡✳ ❙✐ g̃ = u
4

n−2 g✱ ❛✈❡❝ 0 < u ∈ C∞(M)✱ ❡st ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥❢♦r♠❡
à g✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

Lg̃(ϕ) = u−n+2
n−2Lg(uϕ), ✭✶✳✸✮

♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ∈ C2(M).

✶✳✷ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ (M, g) ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❧❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts
❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❊❉P ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❡t ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳

✶✳✷✳✶ ❊s♣❛❝❡s ❞❡ ❍ö❧❞❡r✳

P♦✉r α ∈ (0, 1)✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍ö❧❞❡r Cα(M) ✿

u ∈ Cα(M) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

sup
x 6=y∈M

|u(x)− u(y)|
d(x, y)α

< +∞,

♦ù d(x, y) ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ x ❡t y s✉r M.

Cα(M) ❡st ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

‖u‖Cα(M) = ‖u‖C0(M) + sup
x 6=y∈M

|u(x)− u(y)|
d(x, y)α

.

✷✺
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▼✉♥✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦r♠❡✱ Cα(M) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳

P♦✉r m ∈ N✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ Cm+α(M) ♣❛r ✿

Cm+α(M) = {u ∈ Cm(M) : ∇mu ∈ Cα(M)},
❡t ♦♥ ♠✉♥✐t Cm+α(M) ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

‖u‖Cm+α(M) = ‖u‖Cm(M) + sup
x 6=y∈M

|∇mu(x)−∇mu(y)|
d(x, y)α

.

Cm+α(M) ♠✉♥✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦r♠❡ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍ö❧❞❡r ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s✳

❙♦✐t I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ R ❡t s♦✐t D = M × I✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
♣♦✐♥ts z1 = (x1, t1) ∈ D ❡t z2 = (x2, t2) ∈ D ♣❛r ✿

ρ(z1, z2) = d(x1, x2) + |t1 − t2|
1
2 .

P♦✉r α ∈ (0, 1)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍ö❧❞❡r ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ Cα,α
2 (D) ♣❛r

Cα,α
2 (D) =

{
u ∈ C0(D) : sup

z1 6=z2∈D

|u(z1)− u(z2)|
ρ(z1, z2)α

< +∞
}
.

❖♥ ♠✉♥✐t Cα,α
2 (D) ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡

‖u‖
Cα,α2 (D)

= ‖u‖C0(D) + sup
z1 6=z2∈D

|u(z1)− u(z2)|
ρ(z1, z2)α

q✉✐ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳

P♦✉r m ∈ N✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ C2m+α,m+α
2 (D) ♣❛r ✿

C2m+α,m+α
2 (D) =

{
u ∈ C2m,m(D) : ∂

j
t∇ku ∈ Cα,α

2 (D), ∀ j, k t❡❧s q✉❡ 0 < k + 2j ≤ 2m
}
,

❖♥ ♠✉♥✐t ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✿

‖u‖
C2m+α,m+α

2 (D)
=

∑

k+2j≤2m

∥∥∂j
t∇k

∥∥
Cα,α2 (D)

q✉✐ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳

P♦✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I ❞❡ R✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

C2m+α,m+α
2 (M × I) = C2m+α,m+α

2 (M × Ī), ✭✶✳✹✮

♦ù Ī ❡st ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ I.
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✶✳✷✳✷ ❊s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ❙♦✐❡♥t (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ p ≥ 1 ✉♥ ♥♦♠❜r❡
ré❡❧ ❡t k ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ H

p
k(M) ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ C∞(M) ♣♦✉r ❧❛

♥♦r♠❡

‖u‖k,p =
k∑

l=0

‖∇lu‖p.

▲♦rsq✉❡ p = 2✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛

Hk(M) = H2
k(M).

❙✐ Ω ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ M ✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r Hk
0 (Ω) ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ C∞

0 (Ω) ✭❢♦♥❝t✐♦♥s C∞

à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Ω✮ ❞❛♥s Hk(M)✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts très ✐♠♣♦rt❛♥ts s✉✐✈❛♥ts s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✮✳ ❙♦✐t (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡
❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❡t s♦✐❡♥t k ❡t l ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❛✈❡❝ k ≥ l ≥ 0✳

✶✳ ❙✐ p, q ≥ 1 s♦♥t ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ 1
p
≤ 1

q
+ (k−l)

n
✱ ❛❧♦rs H

p
k(M) ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s H

q
l (M)

❡t ❝❡tt❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Hp
k(M) ⊂ Lq(M) s✐ 1

q
≤ 1

p
+ k

n
.

✷✳ ❙✐ r ∈ N ❡t k − n
q
≥ r✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ H

q
k(M) ⊂ Cr(M) ❡t ❝❡tt❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rés✉❧t❛t ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡
♣ré❝é❞❡♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✷ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❡✐❧❧✐❝❤✲❑♦♥❞r❛❦♦✈✮✳ ❙♦✐t (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡
❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❡t s♦✐❡♥t k ❡t l ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❛✈❡❝ k > l ≥ 0✳

✶✳ ❙✐ p, q ≥ 1 s♦♥t ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ 1
p
< 1

q
+ (k−l)

n
✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ H

p
k(M) ⊂ H

q
l (M)

❡st ❝♦♠♣❛❝t❡✳

✷✳ ❙✐ r ∈ N ❡t k − n
q
> r✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ H

q
k(M) ⊂ Cr(M) ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡✳

✶✳✷✳✸ ❊q✉❛t✐♦♥s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❡t ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s✳

❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ P : C∞(M) → C∞(M) q✉✐ ♣r❡♥❞
❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❝❛rt❡ ❧♦❝❛❧❡ U ⊂ M ✱ x = (x1, ..., xn)✱

Pu =
n∑

i,j=1

aij(x)∂
2
iju+

n∑

k=1

bk(x)∂ku+ c(x)u, ✭✶✳✺✮

✷✼
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♦ù aij, bk, c ∈ C∞(U) s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ P ❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡ (U, x1, ..., xn).

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r P ❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✐ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❝❛rt❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (aij)1≤i,j≤n

❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐✳❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ λ > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ U ❡t t♦✉t
ξ ∈ R

n✱ ♦♥ ❛✐t
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ λ | ξ |2 .

❖♥ ❞✐t q✉❡ P ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✐ ∃ λ ❡t Λ > 0 t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❛rt❡ ❧♦❝❛❧❡
(U, x1, ..., xn)✱ ♦♥ ❛✐t

Λ|ξ|2 ≥
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ λ | ξ |2 . ✭✶✳✻✮

❊♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❞❡❣ré s✉r M ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡

Φ(u) = 0, ✭✶✳✼✮

♦ù ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❧♦❝❛❧❡ U ⊂ M ✱ x = (x1, ..., xn)✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Φ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡

Φ(u) = ϕ(x, u,Du,D2u)

❛✈❡❝ Du = (∂1u, ..., ∂nu) ∈ R
n✱ D2u = (∂2

iju)1≤i,j≤n ∈ R
n2

❡t ϕ : Ω → R ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

C∞ s✉r ✉♥ ♦✉✈❡rt Ω ⊂ R
n × R× R

n × R
n2
✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ Φ ❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ♦✉ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✮ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r Φ ❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t
u0 ∈ C2(M)✱ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❞❡ Φ ❡♥ u0✱ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛rt❡ ❧♦❝❛❧❡ U ⊂ M ✱ x = (x1, ..., xn)✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t w ∈ C∞(U)✱

d

dt
Φ(u0 + tw)

∣∣∣
t=0

=
n∑

i,j=1

aij(x)∂
2
ijw +

n∑

k=1

bk(x)∂kw + c(x)w

♦ù

L :=
n∑

i,j=1

aij(x)∂
2
ij +

n∑

k=1

bk(x)∂k + c(x) ✭✶✳✽✮

❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✮

∂tu = Φ(u). ✭✶✳✾✮

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✾✮ ❡st ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Φ ❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✷✽
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❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✸ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Φ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s
s♦✐t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t u0 ∈ C∞(M)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ T ∗ > 0 ❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ∈
C∞(M × [0, T ∗)) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ 




∂tu = Φ(u)

u(x, 0) = u0(x).

▲❡s ❞❡✉① t❤è♦rè♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡t ♣❛r❛❜♦✲
❧✐q✉❡ q✉✐ s❡r♦♥t très ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ét✉❞✐é❡s
❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✹ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✮ ❙♦✐❡♥t L ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✶✳✺✮ ✱ α ∈ (0, 1) ❡t f ∈ Cα(M)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✿

✶✳ u ∈ C2+α(M) s♦✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Lu = f s✉r M ✳

✷✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ L ✈ér✐✜❡♥t ✿

||aij||Cα(M) + ||bk||Cα(M) + ||c||Cα(M) ≤ θ.

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ θ✱ λ ❡t Λ✱ ♦ù λ ❡t Λ s♦♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s (1.6)
t❡❧❧❡ q✉❡

‖u‖C2+α(M) ≤ C
(
‖f‖Cα(M) + ‖u‖C0(M)

)
.

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t
❧✬♦♣ér❛t❡✉r L ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ✭✶✳✺✮✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❞é♣❡♥❞r❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ t ∈ [0, T ]✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✺ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✮ ❙♦✐❡♥t L ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
é❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✶✳✺✮✱ α ∈ (0, 1) ❡t f ∈ Cα,α

2 (M × [0, T ])✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✿

✶✳ u ∈ C2+α,1+α
2 (M × [0, T ]) s♦✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥





∂tu− L(u) = f(x, t)

u(x, 0) = u0(x).
✭✶✳✶✵✮

✷✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ L ✈ér✐✜❡♥t ✿

||aij||Cα,α2 (M×[0,T ])
+ ||bk||Cα,α2 (M×[0,T ])

+ ||c||
Cα,α2 (M×[0,T ])

≤ θ.

✸✳ u0 ∈ C2+α(M)✳

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C q✉✐ ❞❡♣❡♥❞ ❞❡ θ✱ λ ❡t Λ✱ ♦ù λ ❡t Λ s♦♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s (1.6)✱
t❡❧❧❡ q✉❡

‖u‖
C2+α,1+α

2 (M×[0,T ])

≤ C
(
‖u0‖C2+α(M) + ‖u‖C0(M×[0,T ]) + ‖f‖

Cα,α2 (M×[0,T ])

)
.

✷✾
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✶✳✷✳✹ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❡t ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r♥❛❝❦✳

❉❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡ ❨❛♠❛❜❡✱ ❧❡ ♣r✐♥✐❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ très
✐♠♣♦rt❛♥t✳ ◆♦✉s ❡♥ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡❧q✉❡s ✈❡rs✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✻ ✭Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❍♦♣❢✮ ❙♦✐❡♥t (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été ❘✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡
❝♦♠♣❛❝t❡ ❡t u ∈ C2(M) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥✉❧❧❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t x ❞❡ M ✱

(∆gu)(x) ≥ u(x)f(x, u(x)),

♦ù f : M × R → R ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❆❧♦rs u ❡st s♦✐t ♣❛rt♦✉t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱
s♦✐t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✳

P♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✼ ✭Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✮ ❙♦✐❡♥t M ✉♥❡ ✈❛✲
r✐été ❝♦♠♣❛❝t❡✱ T ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ g(t) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡s
s✉r M ✱ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 s✉r M × [0, T ] ❡t u : M × [0, T ] → R ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡
C2✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ M × [0, T ]✱ ♦♥ ❛

∂tu−∆g(t)u ≥ 0.

❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t (x, t) ∈ M × [0, T ]✱ ♦♥ ❛ u(t, x) ≥ min
x∈M

u0(x, 0).

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ❍❛r♥❛❝❦ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡❧✲
❧✐♣t✐q✉❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❞❛♥s ❇r❡♥❞❧❡ ❬✼❪ ✭❆♥♥❡①❡
❆✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✽ ✭❘é❣✉❧❛r✐té ✐♥tér✐❡✉r❡✮ ❙♦✐❡♥t (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐tété r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡

❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❡t q >
n

2
✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s η1 ❡t C t❡❧❧❡s q✉❡ ✿ s✐

0 < u ∈ C∞(M) ✈ér✐✜❛♥t ∫

Br(x)

u
2n
n−2dvg ≤ 1

❡t ∫

Br(x)

|R(u)|qdvg ≤ η1,

♦ù R(u) = u−n+2
n−2 (−∆gu+Rgu) , ♦♥ ❛

u(x) ≤ Cr−
n−2
2

(∫

Br(x)

u
2n
n−2dvg

)n−2
2n

.
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◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r♥❛❝❦ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✾ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r♥❛❝❦✮ ❙♦✐t (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐tété r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❡t s♦✐❡♥t a, u ❞❛♥s C∞(M) ❛✈❡❝ u > 0 t❡❧❧❡s q✉❡

−∆gu+ au ≥ 0.

❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0 q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ a t❡❧❧❡ q✉❡

∫

M

u
2n
n−2dvg ≤ C inf

M
u (sup

M

u)
n+2
n−2 .

✸✶
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❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡

♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢

❙♦✐❡♥t (M, g0) ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ s❛♥s ❜♦r❞ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 3✱ ❞❡
❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ R0 < 0 ❡t F ∈ C∞(M)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r ❧❡ ✢♦t s✉✐✈❛♥t ✿





∂tg(t) = −(Rg(t) − F )g(t)

g(0) = g0,

✭✷✳✶✮

♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ g(t) ❡st ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ s✉r M ✱ g0 = u
4

n−2

0 g0✱ ❛✈❡❝ 0 < u0 ∈
C∞(M)✱ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❡t Rg(t) ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ g(t)✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ✢♦t ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✐t❡ ✓ é♥❡r❣✐❡ ✔ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E(g) =
∫

M

Rg dvg −
n− 2

n

∫

M

Fdvg, ✭✷✳✷✮

♦ù dvg ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ g✳

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❝❡ ✢♦t ♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ (M, g0)✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t g(t)

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ g(t) = u(., t)
4

n−2 g0✱ ❛✈❡❝ 0 < u(., t) ∈ C∞(M)✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡é❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥❢♦r♠❡ u s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿





∂tu
N = n+2

4

(
cn∆0u−R0u+ FuN

)

u(x, 0) = u0(x),
✭✷✳✸✮

♦ù N =
n+ 2

n− 2
, cn = 4

n− 1

n− 2
❡t ∆0 ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g0✳ ▲❡

❢❛❝t❡✉r ❝♦♥❢♦r♠❡ s❡r❛ ♥♦té ♣❛r❢♦✐s u(t) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ u(., t) ♣♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥❢♦r♠❡ u✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ E ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

✸✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢

E(u) :=

∫

M

(
cn|∇u|2 +R0u

2 − n− 2

n
FuN+1

)
dvg0 .

▲❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡
s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿

−cn∆0u+R0u = FuN . ✭✷✳✹✮

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡

❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ Rg ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g = u
4

n−2 g0 ❡st é❣❛❧❡ à F ✳

❆ ❧✬✐♥st❛r ❞✉ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t ✭✷✳✶✮ ❞♦♥♥❡r❛✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ✢♦t ❡st ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✈❡rs ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✭✷✳✹✮✳
❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡r❛✐t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▼♦rs❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
E ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ◆♦t♦♥s ✐❝✐ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ ét✉❞✐❛♥t ✉♥ ✢♦t ❣é♦♠étr✐q✉❡
❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été M ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 3
❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ S

n✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❡ s❡✉❧ tr❛✈❛✐❧ tr❛✐t❛♥t
✉♥ ✢♦t ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❈❤❡♥✲❳✉ ❬✶✵❪ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❛s M = S

n✳
P♦✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❙tr✉✇❡ ❬✷✼❪ ❧✐é ❛✉ ♣r♦❜è♠❡ ❞❡ ◆✐r❡♥❜❡r❣ s✉r S2✱
❛✐♥s q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇❛✐r❞✲❋❛r❞♦✉♥✲❘❡❣❜❛♦✉✐ ❬✺❪ s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✬✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✢♦t ✭✷✳✶✮ ❡t ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ é♥ér❣✐❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ✢♦t✳ ❉❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ♦♥ ét❛❜❧✐r❛ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u(t) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (2.3)q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s
♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❣♦❧❛❜❧❡ ❞✉ ✢♦t s✉r [0,+∞)✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ♦♥ ét✉❞✐❡r❛ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ✢♦t✱ ❡t ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐r❛ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ♣♦✉r
❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳

✷✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ P♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ g0 = u
4

n−2

0 g0 ❛✈❡❝ 0 < u0 ∈ C∞(M)✱ ✐❧

❡①✐st❡ T ∗ > 0 ❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❞✉ ✢♦t ✭✷✳✶✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r [0, T ∗)✱ ❛✈❡❝
0 < u(t) ∈ C∞(M × [0, T ∗))✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❞é❥à ✈✉ q✉❡ ❧❡ ✢♦t ✭✷✳✶✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✭✷✳✸✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ g(t) ❞❡ ✭✷✳✶✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ u(t) ❞❡
✭✷✳✸✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r [0, T ∗)✳ ❖r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥
♣♦s❡

Φ(u) =
n− 2

4
u− 4

n−2

(
cn∆0u−R0u+ FuN

)
,

✸✹



✷✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡

❛❧♦rs ❧❛ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❞❡ Φ ❡♥ u0 ❡st

L(w) :=
d

dt
Φ(u0 + tw)

∣∣∣
t=0

=
n− 2

4
u
− 4

n−2

0

(
cn∆0w −R0w +NFuN−1

0 w
)

− u
−n+2

n−2

0

(
cn∆0u0 −R0u0 + FuN

0

)
w.

❖♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉❡ L ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ❡t ♣❛r s✉✐t❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ❡st ♣❛r❛❜♦✲
❧✐q✉❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✸ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ T ∗ > 0 ♠❛①✐♠❛❧
❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ u(t) ❞❡ ✭✷✳✸✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r [0, T ∗)✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥

g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❞❡ ✭✷✳✶✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r [0, T ∗).
�

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ é♥❡r❣✐❡ E ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ é♥ér❣✐❡ E ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ✢♦t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé✲
♠❡♥t✱ ♦♥ ❛

d

dt
E(g(t)) = −n− 2

2

∫

M

|Rg(t) − F |2dvg(t) ≤ 0 , ∀t ∈ [0, T ∗). ✭✷✳✺✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉ér✐✈♦♥s E(g(t)) ♣❛r r❛♣♣♦rt à t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱

d

dt
E(g(t)) = d

dt

(∫

M

Rg(t)dvg(t) −
n− 2

n

∫

M

Fdvg(t)

)

=
d

dt

∫

M

(
cn|∇u|20 +R0u

2
)
dvg0 −

n− 2

n

d

dt

∫

M

Fu
2n
n−2dvg0

= 2

∫

M

(cn∇u∇∂tu+R0u∂tu) dvg0 − 2

∫

M

FuN∂tudvg0 .

❈♦♠♠❡ ♣❛r ✭✷✳✸✮ ♦♥ ❛

∂tu = −n− 2

4

(
Rg(t) − F

)
u,

❛❧♦rs
∫

M

(cn∇u∇∂tu+R0u∂tu) dvg0 = −
∫

M

(cn∆0u−R0u) ∂tudvg0

= −n− 2

4

∫

M

Rg(t)(Rg(t) − F )dvg(t),

❡t ∫

M

FuN∂tudvg0 = −n− 2

4

∫

M

F
(
Rg(t) − F

)
dvg(t).

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝

✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢

d

dt
E(g(t)) = −n− 2

2

∫

M

Rg(t)(Rg(t) − F )dvg(t) +
n− 2

2

∫

M

F (Rg(t) − F )dvg(t)

= −n− 2

2

∫

M

|Rg(t) − F |2dvg(t) ≤ 0, ✭✷✳✻✮

❞✬♦ù E(g(t)) ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳ �

✷✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ✢♦t ✭✷✳✶✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥
❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶ P♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ g0 = u
4

n−2

0 g0 ❛✈❡❝ 0 < u0 ∈ C∞(M)✱ ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❞✉ ✢♦t (2.1) ❞é✜♥✐❡ s✉r [0,+∞)✱ ❛✈❡❝ 0 < u(t) ∈
C∞(M × [0,+∞))✳

❉é♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ g(t) ❞❡ ✭✷✳✶✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r [0,+∞)✱ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à
❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ u(t) ❞❡ ✭✷✳✸✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r [0,+∞)✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥
❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✿

✕ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦♥ ✈❛ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r u

✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r [0, T ∗) ✳

✕ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r u ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍ö❧❞❡r
Cα,α

2 (M × [0, T ∗))✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ❙♦✐t g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r [0, T ∗)✳ ❆❧♦rs ♦♥
❛✱ ♣♦✉r t♦✉t (x, t) ∈ M × [0, T ∗)✱

u(x, t) ≥ min(C0,min
M

u0), ✭✷✳✼✮

❛✈❡❝ C0 =

(
minM |R0|
maxM |F |

)n−2
4

✳

❙✐ ❞❡ ♣❧✉s T ∗ < +∞✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t (x, t) ∈ M × [0, T ∗)✱

u(x, t) ≤ max(1,max
M

u0) e
C1T

∗

, ✭✷✳✽✮

❛✈❡❝ C1 =
n−2
4

(
max
M

|R0|+max
M

|F |
)
✳

✸✻



✷✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t T ∈ [0, T ∗) ✜①é ❡t s♦✐t (t0, x0) ∈ M × [0, T ] t❡❧ q✉❡ u(x0, t0) =
min

M×[0,T ]
u✳ ❙✐ t0 = 0✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t (x, t) ∈ M × [0, T ]

u(x, t) ≥ min
M

u0. ✭✷✳✾✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ t0 > 0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛

∂tu(x0, t0) ≤ 0 ❡t ∆u(x0, t0) ≥ 0. ✭✷✳✶✵✮

❈♦♠♠❡ u ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

∂tu
N =

n+ 2

4

(
cn∆0u−R0u+ FuN

)
,

❛❧♦rs

∂tu
N ≥ n+ 2

4

(
cn∆0u+ C1u− C2u

N
)

✭✷✳✶✶✮

❛✈❡❝ C1 = min
M

|R0| ❡t C2 = max
M

|F |.

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t (2.10) ❞❛♥s (2.11)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

0 ≥ ∂tu
N(x0, t0)

≥ n+ 2

4
u(x0, t0)

(
C1 − C2u

N−1(x0, t0)).

❈♦♠♠❡ u(x0, t0) > 0✱ ❛❧♦rs

C1 − C2u
N−1(t0, x0) ≤ 0.

❉♦♥❝

u(x0, t0) ≥
(
C1

C2

) 1
N−1

. ✭✷✳✶✷✮

■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✷✳✾✮ ❡t ✭✷✳✶✷✮ q✉❡

u(x, t) ≥ min

{
min
M

u0,

(
minM |R0|
maxM |F |

)n−2
4

}

♣♦✉r t♦✉t (x, t) ∈ M × [0, T ]✳ ❈❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✭ ✷✳✼✮✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✽✮✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v = e−C1tu ♦ù

C1 =
n− 2

4

(
max
M

|R0|+max
M

|F |
)
✳ ❖♥ ✜①❡ T ∈ [0, T ∗) ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t (x0, t0) ∈ [0, T ] t❡❧ q✉❡

v(x0, t0) = max
[0,T ]×M

v✳

❙✐ t0 = 0✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ v(x, t) ≤ max
M

v0 ♣♦✉r t♦✉t (x, t) ∈ M × [0, T ]✳ P❛r s✉✐t❡

u(x, t) ≤ max
M

u0 e
C1t ✭✷✳✶✸✮

✸✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢

♣♦✉r t♦✉t (x, t) ∈ M × [0, T ]✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ t0 > 0✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ∂tv(x0, t0) ≥ 0 ❡t ∆0v(x0, t0) ≤ 0✳ ❖r

∂tv(x0, t0) = −C1v(x0, t0) + e−C1t∂tu(x0, t0) ❡t ∆0v(x0, t0) = e−C1t∆0u(x0, t0).

❉♦♥❝
∂tu(x0, t0) ≥ C1u(t0, x0) ❡t ∆0u(x0, t0) ≤ 0, ✭✷✳✶✹✮

❡t ❝♦♠♠♠❡ u ✈ér✐✜❡

∂tu
N =

n+ 2

4

(
cn∆0u−R0u+ FuN

)
, ✭✷✳✶✺✮

❛❧♦rs ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t (2.14) ❞❛♥s (2.15) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

NC1u
N(x0, t0) ≤

n+ 2

4

(
max
M

|R0|u(x0, t0) + max
M

|F |uN(x0, t0)
)
.

❈♦♠♠❡

NC1 =
n+ 2

4

(
max
M

|R0|+max
M

|F |
)
,

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
u(t0, x0) ≤ 1. ✭✷✳✶✻✮

●râ❝❡ à ✭✷✳✶✸✮ ❡t ✭✷✳✶✻✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

u(t) ≤ max(1,max
M

u0) e
C1T

∗

.

❈❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
�

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ u ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s Cα,α
2 (M × [0, T ∗))✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬ét❛❜❧✐r q✉❡❧q✉❡s

❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐♥té❣r❛❧❡s s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ Rg(t)✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✈❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é♠♦♥tr❡r
❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶ ▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g(t) ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿

∂tRg(t) = Rg(t)

(
Rg(t) − F

)
+ (n− 1)∆g(t)(Rg(t) − F ). ✭✷✳✶✼✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

∂tRg(t) = −∂t
(
u−N(cn∆0u−R0u)

)

= Nu−1∂tu u−N (cn∆0u−R0u)− u−N (cn∆0∂tu−R0∂tu)

= −NRg(t)∂tu u−1 − u−N (cn∆0∂tu−R0∂tu) . ✭✷✳✶✽✮

❉✬❛♣rès ✭✷✳✸✮ ♦♥ ❛

∂tu
N =

n+ 2

4

(
cn∆0u−R0u+ FuN

)
,

✸✽



✷✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡

❞✬♦ù
∂tu

u
= −n− 2

4

(
Rg(t) − F

)
. ✭✷✳✶✾✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t v =
∂tu

u
❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

−u−N(cn∆0∂tu−R0∂tu) = −cn∆g(t)

(
∂tu

u

)
+Rg(t)

∂tu

u
. ✭✷✳✷✵✮

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ✭✷✳✶✾✮ ❡t ✭✷✳✷✵✮ ❞❛♥s ✭✷✳✶✽✮✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡

∂tRg(t) = Rg(t)

(
Rg(t) − F

)
+ (n− 1)∆g(t)(Rg(t) − F ).

�

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✷ P♦✉r p ≥ 2✱ ♦♥ ❛

d

dt

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t)

= −4
(n− 1)(p− 1)

p

∫

M

∣∣∣∇g|Rg(t) − F | p2
∣∣∣
2

g
dvg(t) + p

∫

M

F |Rg(t) − F |pdvg(t)

+
(
p− n

2

)∫

M

(
Rg(t) − F

)
|Rg(t) − F |pdvg(t), ✭✷✳✷✶✮

♦ù ∇g ❡t | . |g ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛

d

dt

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t)

=

∫

M

d

dt
(|Rg(t) − F |p)dvg(t) +

∫

M

|Rg(t) − F |ptrg(∂tg)dvg(t)

= p

∫

M

|Rg(t) − F |p−2(Rg(t) − F )
d

dt
(Rg(t) − F )dvg(t) −

n

2

∫

M

|Rg(t) − F |p(Rg(t) − F )dvg(t).

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ✭✷✳✶✼✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

d

dt

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t)

=
(
p− n

2

)∫

M

(
Rg(t) − F

)
|Rg(t) − F |pdvg(t) + p

∫

M

F |Rg(t) − F |pdvg(t)

+ p(n− 1)

∫

M

|Rg(t) − F |p−2(Rg(t) − F )∆g(t)(Rg(t) − F )dvg(t).

✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡
∫

M

|Rg(t) − F |p−2(Rg(t) − F )∆g(t)(Rg(t) − F )dvg(t) = −4
p− 1

p2

∫

M

∣∣∣∇g|Rg(t) − F | p2
∣∣∣
2

g
dvg(t),

❛❧♦rs ♦♥ ❛✱

d

dt

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t)

=
(
p− n

2

)∫

M

(
Rg(t) − F

)
|Rg(t) − F |pdvg(t) + p

∫

M

F |Rg(t) − F |pdvg(t)

− 4
(n− 1)(p− 1)

p

∫

M

∣∣∣∇g|Rg(t) − F | p2
∣∣∣
2

g
dvg(t).

�

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ❙♦✐t p =
n2

2(n− 2)
✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C q✉✐ ❞é♣❡♥❞

❞❡ F, g0 ❡t u0 t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ T ∗ < +∞✱ ♦♥ ❛
∫

M

|Rg(t) − F |p dvg(t) ≤ CeCT ∗

✭✷✳✷✷✮

♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ∗)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ C ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ g0, u0,

❡t F ❡t ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉rr❛✐t ❝❤❛♥❣❡r ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱
♦♥ ❛

d

dt

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t)

= −4
(n− 1)(p− 1)

p

∫

M

∣∣∣∇g(t)|Rg(t) − F | p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t) +

(
p− n

2

)∫

M

(
Rg(t) − F

)
|Rg(t) − F |pdvg(t)

+ p

∫

M

F |Rg(t) − F |pdvg(t).

❈♦♠♠❡ F ≤ max
M

F ✱ ❛❧♦rs

d

dt

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t)

≤ −4
(n− 1)(p− 1)

p

∫

M

∣∣∣∇g(t)|Rg(t) − F | p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t) +

∣∣∣p− n

2

∣∣∣
∫

M

|Rg(t) − F |p+1dvg(t)

+ C

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t).

✹✵



✷✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 2.2.1✱ ♦♥ ❛ u ≥ C✳ ❉✬♦ù

∫

M

∣∣∣∇g(t)|Rg(t) − F | p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t) =

∫

M

∣∣∣∇|Rg(t) − F | p2
∣∣∣
2

u2dvg0

≥ C

∫

M

∣∣∣∇|Rg(t) − F | p2
∣∣∣
2

dvg0 . ✭✷✳✷✸✮

❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✱ ♣♦✉r t♦✉t ϕ ∈ H1(M)✱ ♦♥ ❛

(∫

M

|ϕ| 2n
n−2dvg0

)n−2
n

≤ C

(∫

M

|∇ϕ|2dvg0 +
∫

M

|ϕ|2dvg0
)
.

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ϕ = |Rg(t) − F | p2 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

(∫

M

|Rg(t) − F | pn

n−2dvg0

)n−2
n

≤ C

(∫

M

∣∣∣∇|Rg(t) − F | p2
∣∣∣
2

dvg0 +

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg0
)
,

❞✬♦ù ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✷✸✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫

M

∣∣∣∇g(t)|Rg(t) − F | p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t) ≥ C

(∫

M

|Rg(t) − F | pn

n−2dvg0

)n−2
n

− C

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg0 .
✭✷✳✷✹✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ u ≥ C✱ ♦♥ ❛

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t) =
∫

M

|Rg(t) − F |pu 2n
n−2dvg0

≥ C

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg0 . ✭✷✳✷✺✮

❊t ❝♦♠♠❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 2.2.1✱ ♦♥ ❛ u ≤ CeCT ∗

✱ ❛❧♦rs

(∫

M

|Rg(t) − F | pn

n−2dvg0

)n−2
n

=

(∫

M

|Rg(t) − F | pn

n−2u− 2n
n−2dvg(t)

)n−2
n

≥ C−1e−CT ∗

(∫

M

|Rg(t) − F | pn

n−2dvg(t)

)n−2
n

. ✭✷✳✷✻✮

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t (2.25) ❡t (2.26) ❞❛♥s (2.24)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫

M

∣∣∣∇g(t)|Rg(t) − F | p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t) ≥ C−1e−CT ∗

(∫

M

|Rg(t) − F | pn

n−2dvg(t)

)n−2
n

− C

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t).
✭✷✳✷✼✮

✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡

d

dt

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t)

≤
∣∣∣p− n

2

∣∣∣
∫

M

|Rg(t) − F |p+1dvg(t) + C

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t)

− C−1e−CT ∗

(∫

M

|Rg(t) − F | pn

n−2dvg(t)

)n−2
n

.

✭✷✳✷✽✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ p =
n

2
❞❛♥s ✭✷✳✷✽✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

d

dt

∫

M

|Rg(t) − F |n2 dvg(t) ≤ C

∫

M

|Rg(t) − F |n2 dvg(t). ✭✷✳✷✾✮

❖♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ∫

M

|Rg(t) − F |n2 dvg(t) ≤ CeCT ∗

. ✭✷✳✸✵✮

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✷✳✷✽✮ ❡♥tr❡ 0 ❡t T ∗ ✭♣♦✉r p = n
2
✮✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✸✵✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫ T ∗

0

(∫

M

|Rg(t) − F | n2

2(n−2)dvg(t)

)n−2
n

dt ≤ CeCT ∗

. ✭✷✳✸✶✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0 ❡t p >
n

2
✱

∫

M

|Rg(t)−F |p+1dvg(t) ≤ ε

(∫

M

|Rg(t) − F | pn

n−2dvg(t)

)n−2
n

+ε
− n

2p−n

(∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t)
) 2p−n+2

2p−n

.

✭✷✳✸✷✮

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ε =
∣∣∣p− n

2

∣∣∣
−1

C−1e−CT ∗

❡t ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ✭✷✳✸✷✮ ❞❛♥s ✭✷✳✷✽✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

d

dt

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t) ≤ CeCT ∗

(∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t)
) 2p−n+2

2p−n

+ C

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t),

❡t ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t), ♦♥ ❛✉r❛

d

dt
log

(∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t)
)

≤ C

(
eCT ∗

(∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t)
) 2

2p−n

+ 1

)
.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r p =
n2

2(n− 2)
✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❡♥tr❡ 0 ❡t t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

log

(∫

M

|Rg(t) − F | n2

2(n−2)dvg(t)

)
≤ log

(∫

M

|Rg(0) − F | n2

2(n−2)dvg(0)

)

+ CeCT ∗

∫ t

0

(∫

M

|Rg(s) − F | n2

2(n−2)dvg(s)

)n−2
n

ds+ Ct.

✹✷



✷✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡

▼❛✐s ❞✬❛♣rès ✭✷✳✸✶✮ ♦♥ ❛

∫ t

0

(∫

M

|Rg(s) − F | n2

2(n−2)dvg(s)

)n−2
n

ds ≤ CeCT ∗

.

❉✬♦ù

log

(∫

M

|Rg(t) − F | n2

2(n−2)dvg(t)

)
≤ CeCT ∗

.

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré❡✳
�

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ u ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s Cα,α
2 (M × [0, T ∗)).

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ❙♦✐t g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (2.1) ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ [0, T ∗)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ α ∈ (0, 1)✱ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡
u0, g0 ❡t F t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ T ∗ < +∞✱ ♦♥ ❛

|u(x1, t1)− u(x2, t2)| ≤ CeCT ∗

((t1 − t2)
α
2 + d(x1, x2)

α) ✭✷✳✸✸✮

♣♦✉r t♦✉s x1, x2 ∈ M ❡t t1, t2 ∈ [0, T ∗)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦s♦♥s α = 2 − n

p
♦ù p =

n2

2(n− 2)
✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ❡t

❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫

M

|cn∆0u−R0u|p dvg0 ≤ CeCT ∗

✭✷✳✸✹✮

❡t ∫

M

|∂tu(t)|p dvg(t) ≤ CeCT ∗

. ✭✷✳✸✺✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛

∫

M

|cn∆0u−R0u|p dvg0 =
∫

M

∣∣∣Rg(t)u
n+2
n−2

∣∣∣
p

dvg0 ,

❡t ❝♦♠♠❡ u ≤ CeCT ∗

❡t

∫

M

∣∣Rg(t) − F
∣∣p dvg(t) ≤ CeCT ∗

✱ ❛❧♦rs

∫

M

|cn∆0u−R0u|p dvg0 ≤ CeCT ∗

∫

M

|Rg(t)|pdvg(t)

≤ CeCT ∗

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t) + CeCT ∗

∫

M

|F |pdvg(t)

≤ CeCT ∗

.

✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢

❊t

∫

M

|∂tu(t)|p dvg(t) =
∫

M

∣∣∣∣
n− 2

4
(R− F )u

∣∣∣∣
p

dvg(t)

≤
(
n− 2

4

)p ∫

M

|Rg(t) − F |pupdvg(t)

≤ CeCT ∗

.

❉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✸✹✮ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ∆0u ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s Lp(M)✳ ■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ♣❛r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té
❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ q✉❡ u ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s H

p
2 (M)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡

❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✱ ♦♥ ❛ H
p
2 (M) ⊂ Cα(M) ❛✈❡❝ α = 2 − n

p
✳ P❛r s✉✐t❡ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ u

❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s Cα(M)✱ ✐✳❡✱

|u(x1, t)− u(x2, t)| ≤ CeCT ∗

d(x1, x2)
α ✭✷✳✸✻✮

♣♦✉r t♦✉t x1, x2 ∈ M ❡t t ∈ [0, T ∗).

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ M ❡t 0 < t1 < t2 < T ∗

|u(x, t1)− u(x, t2)| =
1

❱♦❧(B)

∫

B(x,
√
t2−t1)

|u(x, t1)− u(x, t2)|dvg0

♦ù ❱♦❧(B) ❡st ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ B = B(x,
√
t2 − t1) ♣❛r r❛♣♣♦rt à g0✳ ❉♦♥❝

|u(x, t1)− u(x, t2)| ≤ C(t2 − t1)
−n

2

∫

B(x,
√
t2−t1)

|u(x, t1)− u(x, t2)|dvg0

= C(t2 − t1)
−n

2

∫

B(x,
√
t2−t1)

|u(x, t1)− u(x, t2)− u(y, t1) + u(y, t1)− u(y, t2)

+ u(y, t2)|dvg0(y)
≤ C(t2 − t1)

−n
2CeCT ∗

d(x, y)α(t1 − t2)
n
2

+ C(t1 − t2)
−n

2CeCT ∗

d(x, y)α (t2 − t1)
n
2

+ C(t2 − t1)
−n

2

∫

B(x,
√
t2−t1)

|u(y, t1)− u(y, t2)|dvg0(y).

❖♥ ❛ y ∈ B(x,
√
t2 − t1)✱ ❞♦♥❝ d(x, y) ≤ (t2 − t1)

1
2 ✱ ❡t ♣❛r s✉✐t❡

|u(x, t1)− u(x, t2)| ≤ C(t2 − t1)
−n

2

∫

B(x,
√
t2−t1)

|u(y, t1)− u(y, t2)|dvg0(y) + CeCT ∗

(t2 − t1)
α
2

≤ C(t2 − t1)
−n−2

2 sup
t2≤t≤t1

∫

B(x,
√
t2−t1)

|∂tu(t)| dvg0(y) + CeCT ∗

(t2 − t1)
α
2 .

✹✹



✷✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t

❖r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✸✺✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫

B(x,
√
t2−t1)

|∂tu(t)| dvg0 ≤
(∫

B(x,
√
t2−t1)

|∂tu(t)|p dvg0
) 1

p

(t2 − t1)
n
2
(1− 1

p
)

≤ CeCT ∗

(t2 − t1)
np−n

2p .

❉♦♥❝ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉s x ∈ M ❡t 0 < t1 < t2 < T ∗✱

|u(x, t1)− u(x, t2)| ≤ CeCT ∗

(t2 − t1)
α
2 . ✭✷✳✸✼✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✸✻✮ ❡t ✭✷✳✸✼✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

|u(x1, t1)− u(x2, t2)| ≤ |u(x1, t1)− u(x1, t2)|+ |u(x1, t2)− u(x2, t2)|
≤ CeCT ∗

(|t2 − t1|
α
2 + d(x1, x2)

α).

♣♦✉r t♦✉s x1, x2 ∈ M ❡t 0 < t1 < t2 < T ∗
�

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✳ ❙♦✐t g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✮ ❞é✜♥✐❡
s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ [0, T ∗)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡ T ∗ < +∞✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡

‖u‖
Cα,α2 (M×[0,T ∗))

≤ CT ∗ ,

♣♦✉r α ∈ (0, 1)✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ u ❡st ❜♦r♥é❡
❞❛♥s C2k+α,k+α

2 (M × [0, T ∗)) ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✱ ✐✳❡✱

||u||
C2k+α,k+α

2 (M×[0,T ∗))
≤ Ck,T ∗

♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Ck,T ∗ ✳ ❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ u s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uT ∗ ∈ C∞(M)
♣♦✉r t = T ∗✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ ♦♥ ❛ uT ∗ ≥ C > 0✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ uT ∗ ✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♣r♦❧♦♥❣❡r
u ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ T ∗✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ♠❛①✐♠❛❧✐té ❞❡ T ∗ ✭♣❧✉s ❣r❛♥❞ t❡♠♣s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✮✳ ❖♥ ❛
❞♦♥❝ T ∗ = +∞ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré✳ �

✷✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ✢♦t g(t) à ❧✬✐♥✜♥✐✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ✢♦t ✭ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✮ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r❡s❝r✐t❡ F ∈ C∞(M) ♥✬❡st ❞❡♠❛♥❞é❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛

✹✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t ♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r F ✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s✐ F ≥ 0✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡
❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡

u(x, t) ≥
(
min
M

|R0|min
M

u0

)
t
n−2
4 .

❉♦♥❝ u(x, t) → +∞ q✉❛♥❞ t → +∞. ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞✉ ✢♦t✱ ♦♥ ❞♦✐t s✉♣♣♦s❡r ❛✉ ♠♦✐♥s q✉❡ F ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡ q✉❡❧q✉❡ ♣❛rt s✉r M ✳
❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ u > 0 ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✭✷✳✹✮ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈ér✐✜❡r ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✷✳✹✮ ♣❛r u−N ❡t
❡♥ ✐♥té❣r❛♥t s✉r M ✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r
❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t✳ ❖♥ ✈❛ ✜①❡r q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✿

❙✐ Ω ⊂ M ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt✱ ♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r λΩ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❝♦♥❢♦r♠❡
L := −cn∆0 +R0 s✉r Ω ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ✐✳❡

λΩ = inf
0 6=u∈H1

0 (Ω)

∫
M
(cn|∇u|20 +R0u

2)dvg0∫
M
|u|2dvg0

.

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ✈❛ s✉♣♣♦s❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r F ✿

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt Ω ⊂ M ✱ t❡❧ q✉❡

λΩ > 0 ❡t F < 0 s✉r M\Ω ✭❍✶✮

❡t
sup
Ω

F ≤ CΩ inf
M\Ω

|F |, ✭❍✷✮

♦ù CΩ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ Ω✳

●râ❝❡ ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s (H1) ❡t (H2)✱ ♦♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R0 < 0 ❡t F ∈ C∞(M) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (H1)
❡t (H2)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ 0 < ū ∈ C∞(M) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

g0 = u
4

n−2

0 g0 ❛✈❡❝ 0 < u0 ≤ ū✱ ❧❡ ✢♦t g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ 2.2.1 ❝♦♥✈❡r❣❡

❞❛♥s C∞(M) ✈❡rs ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ g∞ = u
4

n−2
∞ g0 ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ é❣❛❧❡ à F ✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ū ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶ ❡st ✉♥❡ s✉r✲s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✱ ✐✳❡ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡

−cn∆0ū+R0ū ≥ F ūN .

❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✳

✹✻



✷✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸✳✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R0 < 0 ❡t F ∈ C∞(M) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (H1) ❡t
(H2)✳ ❆❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ 0 < u ∈ C∞(M)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ g ❝♦♥❢♦r♠❡ à g0 ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ é❣❛❧❡ à F ✳

❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (H1) ❡t (H2) s♦♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ❡st
❧♦rsq✉❡ F ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t s✉r M ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸✳✷ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R0 < 0 ❡t F ∈ C∞(M) t❡❧❧❡ q✉❡ F < 0 ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t
s✉r M ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ 0 < ū ∈ C∞(M) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

g0 = u
4

n−2

0 g0✱ ♦ù 0 < u0 ≤ ū✱ ❧❡ ✢♦t g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s C∞(M) ✈❡rs ✉♥❡

♠étr✐q✉❡ g∞ = u
4

n−2
∞ g0 ❝♦♥❢♦r♠❡ à g0✱ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ é❣❛❧❡ à F ✱ ✐✳❡✱

Rg∞ = F.

❉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❍✶✮✲✭❍✷✮ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❛✉✲
t❡✉rs ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✭✷✳✹✮ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✭♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✮✱ ✈♦✐r ❇✐s♠✉t❤ ❬✻❪✱ ❘❛✉③② ❬✷✶❪ ❡t
❱❛③q✉❡③✲❱ér♦♥ ❬✷✾❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
s✉r✲s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt Ω ⊂ M t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (H1) ❡t

(H2) s♦✐❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ḡ = ū
4

n−2 g0✱ ❛✈❡❝ 0 < ū ∈ C∞(M)✱ t❡❧❧❡
q✉❡

Rḡ − F ≥ 0

✐✳❡✱
−cn∆0ū+R0ū− F ūN ≥ 0.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ε > 0✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t

Ωε = {x ∈ M : d(x,Ω) < ε}.

❙♦✐t λΩε
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ −cn∆0 + R0 s✉r Ωε ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✳ P♦✉r

ε > 0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ (H1)✱

λΩε
> 0.

❙♦✐t D ⊂ M ✉♥ ♦✉✈❡rt à ❜♦r❞ ❧✐ss❡ t❡❧ q✉❡ Ω ⊂ D ⊂ Ωε✳ ❈♦♠♠❡ Ω ❡st ❝♦♠♣❛❝t✱ ♦♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ D ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s
D1, · · · , DN ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s Dj ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ D✱

d(∂Dj,Ω) ≥ d(∂D,Ω) > 0. ✭✷✳✸✽✮

✹✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢

❈♦♠♠❡ Dj ⊂ D ⊂ Ωε✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t j = 1, · · ·N ✱

λDj
≥ λD ≤ λΩε

> 0. ✭✷✳✸✾✮

❙♦✐t ϕj ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣♦r❡ λDj
✱ ✐✳❡✱

−cn∆0ϕj +R0ϕj = λDj
ϕj, j = 1, · · · , N.

❆❧♦rs ϕj ∈ C∞(Dj) ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♥ ❛ ϕj > 0 s✉r Dj✳ ◗✉✐tt❡ à
♠✉❧t✐♣❧✐❡r ϕj ♣❛r (maxϕj)

−1✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡

0 < ϕj ≤ 1 s✉r Dj, j = 1, · · · , N. ✭✷✳✹✵✮

❙♦✐t χj ∈ C∞
0 (Dj) t❡❧❧❡ q✉❡ 0 ≤ χj ≤ 1 ❡t χj = 1 s✉r Ω ∩Dj ✭❝❡ q✉✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à

✭✷✳✸✽✮✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ū ∈ C∞(M) ♣❛r

ū = δ

N∑

j=1

(χjϕj + 1− χj),

♦ù δ > 0 ❡st à ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣❧✉s t❛r❞✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✹✵✮ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ χj✱ ♦♥ ❛

m0 :=
N∑

j=1

inf
M
(χjϕj + 1− χj) > 0

❡t ❞♦♥❝
inf
M

ū ≥ δm0 > 0. ✭✷✳✹✶✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡

L(ū) := −cn∆0ū+R0ū− F ūN ≥ 0.

▼♦♥tr♦♥s ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ s✉r Ω✳ ❙✐ x ∈ Ω✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ j ∈ {1, · · · , n} t❡❧
q✉❡ x ∈ Dj✳ ❖r s✉r Ω ∩Dj✱ ♦♥ ❛ χj = 1 ❡t ❞♦♥❝ ū(x) = δϕj(x)✳ ❉✬♦ù✱ ♦♥ ❛ s✉r Ω ∩Dj ✿

L(ū) = −cn∆0(δϕj) +R0(δϕj)− F (δϕj)
N

= δλDj
ϕj − FδNϕN

j

= δϕj(λDj
− δN−1ϕN−1

j F )

≥ δϕj(λDj
− δN−1ϕN−1

j sup
Ω

F )

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✸✾✮ ❡t ✭✷✳✹✵✮ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

L(ū) ≥ δϕj(λD − δN−1 sup
Ω

F ) s✉r Ω ∩Dj.

✹✽



✷✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t L(ū) ≥ 0 s✉r Ω✱ ♦♥ ❞♦✐t s✉♣♣♦s❡r

δN−1 sup
Ω

F ≤ λD. ✭✷✳✹✷✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❡①❛♠✐♥❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ L(ū) s✉r M \ Ω✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ū

L(ū) =
N∑

j=1

δ(−cn∆0 +R0)(χjϕj + 1− χj)− F ūN ,

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✹✶✮ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ F < 0 s✉r M \ Ω✱ ✐❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡

Lū ≥ −δm1 + δNmN
0 inf

M\Ω
|F |,

♦ù

m1 =
N∑

j=1

sup
M

|(−cn∆0 +R0)(χjϕj + 1− χj)|.

❆✐♥s✐ s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t L(ū) ≥ 0 s✉r M \ Ω✱ ♦♥ ❞♦✐t s✉♣♣♦s❡r

−m1 + δN−1mN
0 inf

M\Ω
|F | ≥ 0

❝✬❡st à ❞✐r❡

δN−1 inf
M\Ω

|F | ≥ m1m
−N
0 . ✭✷✳✹✸✮

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ δ > 0 s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✭✷✳✹✷✮ ❡t ✭✷✳✹✸✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❍✷✮ ❛✈❡❝ CΩ = λD
mN

0

m1
✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré❡✳

�

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ✈ér✐✜❡ u0 ≤
ū✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u(t) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
❞❡ t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 ∈ C∞(M) ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (2.3)
s❛t✐s❢❛✐t 0 < u0 ≤ ū✳ ❆❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u(t) ❞❡ (2.3) s❛t✐s❢❛✐t ♣♦✉r t♦✉t (x, t) ∈ M × [0,+∞)✱

min(C0,min
M

u0) ≤ u(x, t) ≤ max
M

ū, ✭✷✳✹✹✮

❛✈❡❝ C0 =

(
minM |R0|
maxM |F |

)n−2
4

✳

✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ❞é❥à ❞é♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ■❧
r❡st❡ ❞♦♥❝ à ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥é❣❛❧✐té✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

u(x, t) ≤ max
M

ū.

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ū ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

−cn∆0ū+R0ū− F ūN ≥ 0 ✭✷✳✹✺✮

❡t u ✈ér✐✜❡

∂tu
N =

n+ 2

4

(
cn∆0u−R0u+ FuN

)
. ✭✷✳✹✻✮

❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ✭✷✳✹✺✮ ❡t ✭✷✳✹✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∂t(ū
N − uN) ≥ n+ 2

4

(
cn∆0(ū− u)−R0(ū− u) + F (ūN − uN)

)
. ✭✷✳✹✼✮

P♦s♦♥s v = ū− u✱ ❛❧♦rs ūN − uN = av✱ ♦ù

a(x, t) = N

∫ 1

0

(sū(x, t) + (1− s)u(x, t))N−1ds.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✹✼✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∂t(av) ≥
n+ 2

4
(cn∆0v −R0v + Fav) ,

❡t ❝♦♠♠❡ v(x, 0) = ū(x)− u0(x) ≥ 0✱ ❛❧♦rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t
q✉❡ v(x, t) ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t (x, t) ∈ M × [0,+∞)✱ ❡t ♣❛r s✉✐t❡

u(x, t) ≤ ū(x).

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré❡✳ �

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❛♥s ✭✷✳✷✷✮ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮ t❡♥❞s ✈❡rs 0
❧♦rsq✉❡ t t❡♥❞s ✈❡rs +∞.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸ ❙♦✐t 0 < u0 ∈ C∞(M) t❡❧❧❡ q✉❡ u0 ≤ ū✱ ♦ù ū ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦✲

s✐t✐♦♥ 2.3.1✳ ❙♦✐t g(t) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (2.1) ❛✈❡❝ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ g0 = u
4

n−2

0 g0✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t
p ≥ 1✱ ♦♥ ❛

lim
t→+∞

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t) = 0. ✭✷✳✹✽✮

✺✵



✷✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✱ C ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ u0✱
g0 ❡t F ✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✺✮
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷ ❡♥tr❡ 0 ❡t t✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱

n− 2

2

∫ t

0

∫

M

|Rg(s) − F |2dvg(s)ds = E(g(0))− E(g(t)). ✭✷✳✹✾✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

E(g(t)) =
∫

M

(
cn|∇u|2 +R0u

2 − n− 2

n
Fu

2n
n−2

)
dvg0 ,

❡t ❝♦♠♠❡ u ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 2.3.2✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
♣♦s✐t✐✈❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ E(g(t)) ≥ −C✳ ■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✷✳✹✾✮ q✉❡ ✿

∫ +∞

0

∫

M

|Rg(t) − F |2dvg(t) ≤ C. ✭✷✳✺✵✮

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ g(t) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é✳ ❆❧♦rs ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✭✷✳✹✽✮ ♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ pk → +∞.

❖♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r ✭✷✳✹✽✮ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r p = pk✱ ♦ù

pk :=
n

2

(
n

n− 2

)k

, k ∈ N.

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é♠♦♥tr❡r ✭✷✳✹✽✮ ♣♦✉r p0 = n
2
✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✷✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ u ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t p > 1✱ ♦♥ ❛

d

dt

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t)+C−1

(∫

M

|Rg(t) − F | pn

n−2dvg(t)

)n−2
n

≤ C

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t)

+
(
p− n

2

)∫

M

|Rg(t) − F |p+1dvg(t). ✭✷✳✺✶✮

P♦s♦♥s

φp(t) =

∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t).

❙✐ p0 < 2✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ♦♥ ❛

φp0 ≤ Cφ
p0
2
2 . ✭✷✳✺✷✮

❉♦♥❝ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t p = p0 =
n
2
❞❛♥s ✭✷✳✺✶✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

d

dt
φp0 ≤ Cφ

p0
2
2 ,

✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢

❡t ♣❛r s✉✐t❡
d

dt
φ

2
p0
p0 ≤ Cφ2. ✭✷✳✺✸✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ✭✷✳✺✵✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ tν → +∞ t❡❧❧❡ q✉❡ φ2(tν) → 0 ❡t∫ +∞
tν

φ2(s)ds → 0✳ ❉♦♥❝ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✷✳✺✸✮ ❡♥tr❡ tν ❡t t✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✺✷✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

φ
2
p0
p0 (t) ≤ φ

2
p0
p0 (tν) + C

∫ t

tν

φ2(s)ds

≤ Cφ2(tν) + C

∫ t

tν

φ2(s)ds,

❞✬♦ù φp0(t) → 0 q✉❛♥❞ t → +∞✳

❙✐ p0 ≥ 2✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0,

∫

M

|Rg(t) −F |p0dvg(t) ≤ ε

(∫

M

|Rg(t) − F |
p0n
n−2dvg(t)

)n−2
n

+ ε−
n(p0−2)

4

(∫

M

|Rg(t) − F |2dvg(t)
) p0

2

✭✷✳✺✹✮

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ε = C−2

2
❞❛♥s ✭✷✳✺✹✮✱ ♦ù C ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ✭✷✳✺✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞✬❛♣rès ✭✷✳✺✶✮

✭❛✈❡❝ p0 = p = n
2
✮✱

d

dt
φp0 +

C−1

2
φ

n−2
n

p0
n

n−2
≤ (2C)

n(p0−2)
4 φ

p0
2
2 ,

❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à
d

dt
φp0 + Cφ

n−2
n

p0
n

n−2
≤ Cφ2φ

p0
2
−1

2 .

❖r ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ♦♥ ❛

φ2 ≤ Cφ
2
p0
p0 ,

❞✬♦ù
d

dt
φp0 + Cφ

n−2
n

p0
n

n−2
≤ Cφ2φ

1− 2
p0

p0 . ✭✷✳✺✺✮

❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ✭✷✳✺✺✮ ♣❛r φ
1− 2

p0
p0 ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

d

dt
φ

2
p0
p0 + Cφ

n−2
n

p0
n

n−2
φ

2
p0

−1

p0 ≤ Cφ2,

❡t ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ♦♥ ❛✱

φp0 ≤ Cφ
n−2
n

p0
n

n−2
,

✺✷



✷✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝
d

dt
φ

2
p0
p0 + Cφ

2
p0
p0 ≤ Cφ2. ✭✷✳✺✻✮

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✷✳✺✻✮ ❡♥tr❡ 0 ❡t t ♦♥ ❛

φ
2
p0
p0 (t)− φ

2
p0
p0 (0) + C

∫ t

0

φ
2
p0
p0 (s)ds ≤ C

∫ t

0

φ2(s)ds.

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✺✵✮✱ q✉❡

∫ t

0

φ
2
p0
p0 (s)ds ≤ C,

❡t ❝♦♠♠❡ t ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❛❧♦rs ∫ +∞

0

φ
2
p0
p0 (s)ds ≤ C.

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ tν → +∞ t❡❧❧❡ q✉❡

φp0(tν) → 0 q✉❛♥❞ ν → +∞. ✭✷✳✺✼✮

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✷✳✺✻✮ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥tr❡ tν ❡t t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

φ
2
p0
p0 (t) ≤ φ

2
p0
p0 (tν) + C

∫ t

tν

φ2(s)ds,

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✺✵✮ ❡t ✭✷✳✺✼✮ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡

φ
2
p0
p0 (t) → 0 q✉❛♥❞ t → +∞.

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡

lim
t→+∞

φpk(t) = 0. ✭✷✳✺✽✮

❖♥ ✈❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r q✉❡

lim
t→+∞

∫ t+1

t

φ
n−2
n

pk+1(s)ds = 0. ✭✷✳✺✾✮

P♦✉r k = 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✭✷✳✺✾✮ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✷✳✺✶✮ ❡♥tr❡ t ❡t t+1 ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✭✷✳✺✽✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ k ≥ 1✳ ●râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
❨♦✉♥❣✱ ♦♥ ❛

∫

M

|Rg(t)−F |p+1dvg(t) ≤ ε

(∫

M

|Rg(t) − F | pn

n−2dvg(t)

)n−2
n

+ε
− n

2p−n

(∫

M

|Rg(t) − F |pdvg(t)
)1+ 2

2p−n

.

✭✷✳✻✵✮

✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢

❊♥ ♣r❡♥❛♥t p = pk ❡t ε = 1
2
C−1 ♦ù C ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ✭✷✳✺✶✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ✭✷✳✺✶✮

d

dt
φpk +

1

2
C−1φ

n−2
n

pk+1 ≤ Cφpk + Cφ
1+ 2

2pk−n

pk .

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ t ❡t t+ 1✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✺✽✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

lim
t→+∞

∫ t+1

t

φ
n−2
n

pk+1(s)ds = 0.

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ♣r❡♥❞ p = pk+1 ❞❛♥s ✭✷✳✻✵✮ ❡t ε = C−1

pk+1−n
2
✱ ♦ù C ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ✭✷✳✺✶✮✱

❛❧♦rs ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✷✳✺✶✮
d

dt
φpk+1

≤ Cφ1+αk
pk+1

+ Cφpk+1
, ✭✷✳✻✶✮

♦ù αk =
2

2pk+1−n
✳

✭✷✳✻✶✮ ❡st ❡q✉✐✈❛❧❡♥t à
d

dt
log φpk+1

≤ C
(
φαk
pk+1

+ 1
)
. ✭✷✳✻✷✮

❉✬❛♣rès ✭✷✳✺✾✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ tν → +∞ t❡❧❧❡ q✉❡ ν ≤ tν ≤ ν+1 q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t φpk+1
(tν) → 0

q✉❛♥❞ ν → +∞✳ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✷✳✻✷✮ ❡♥tr❡ tν ❡t t✱ ♦ù t ∈ [ν, ν + 1]✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

log
φpk+1

(t)

φpk+1
(tν)

≤ C

(∫ ν+1

ν

φαk
pk+1

(s)ds+ 1

)
. ✭✷✳✻✸✮

❈♦♠♠❡ αk ≤ n−2
n
✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t ✭✷✳✺✾✮ ♦♥ ❛

∫ ν+1

ν

φαk
pk+1

(s)ds ≤
(∫ ν+1

ν

φ
n−2
n

pk+1(s)ds

)αkn

n−2

→ 0 q✉❛♥❞ ν → +∞.

❉♦♥❝ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞❡ ✭✷✳✻✸✮ q✉❡

log
φpk+1

(t)

φpk+1
(tν)

≤ C.

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ φpk+1
(t) → 0 q✉❛♥❞ t → +∞✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré❡✳
�

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ u ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s Cα,α
2 (M × [0,+∞)).

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ❙♦✐t 0 < u0 ∈ C∞(M) t❡❧❧❡ q✉❡ u0 ≤ ū ♦ù ū ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ α ∈ (0, 1)✱ t❡❧ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ❞❡ ✭✷✳✸✮ ❛✈❡❝ ❞♦♥♥é❡
✐♥✐t✐❛❧❡ u0✱ s❛t✐s❢❛✐t

||u||
Cα,α2 (M×[0,+∞))

≤ C,

♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ u0, g0 ❡t F.

✺✹



✷✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❋✐①♦♥s ✉♥ ré❡❧ p t❡❧ q✉❡ n
2
< p < n✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 2.3.2 ❡t

2.3.3 ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ∫

M

|cn∆0u−R0u|p dvg0 ≤ C ✭✷✳✻✹✮

❡t ∫

M

|∂tu(t)|p dvg0 ≤ C. ✭✷✳✻✺✮

❉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✻✹✮ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ∆0u ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s Lp(M)✱ ❡t ❞♦♥❝ u(t) ❡st ❜♦r♥é❡
❞❛♥s Hp

2 (M) ♣❛r ré❣✉❧❛r✐té ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳ ❖r Hp
2 (M) ⊂ Cα(M)✱ ❛✈❡❝ α = 2 − n

p
✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

q✉❡ u(t) ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s Cα(M)✱ ✐✳❡✱

|u(x1, t)− u(x2, t)| ≤ Cd(x1, x2)
α ✭✷✳✻✻✮

♣♦✉r t♦✉t x1, x2 ∈ M ❡t t ≥ 0.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉s x ∈ M ❡t t1 ≥ t2 ≥ 0✱

|u(x, t1)− u(x, t2)| =
1

❱♦❧(B)

∫

B(x,
√
t1−t2)

|u(x, t1)− u(x, t2)|dvg0 ,

♦ù ❱♦❧(B) ❡st ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ B = B(x,
√
t1 − t2) ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g0.

❉✬♦ù

|u(x, t1)− u(x, t2)| ≤ C(t1 − t2)
−n

2

∫

B(x,
√
t1−t2)

|u(x, t1)− u(x, t2)|dvg0

= C(t1 − t2)
−n

2

∫

B(x,
√
t1−t2)

|u(x, t1)− u(x, t2)− u(y, t1) + u(y, t1)− u(y, t2)

+ u(y, t2)|dvg0(y)
≤ C(t1 − t2)

−n
2C d(x, y)α(t1 − t2)

n
2

+ C(t1 − t2)
−n

2C d(x, y)α (t1 − t2)
n
2

+ C(t1 − t2)
−n

2

∫

B(x,
√
t1−t2)

|u(y, t1)− u(y, t2)|dvg0(y).

❖♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ B(x,
√
t1 − t2)✱ d(x, y) ≤ (t1 − t2)

1
2 ✱ ❡t ♣❛r s✉✐t❡

|u(x, t1)− u(x, t2)| ≤ C(t1 − t2)
−n

2

∫

B(x,
√
t1−t2)

|u(y, t1)− u(y, t2)|dvg0(y) + C(t1 − t2)
α
2

≤ C(t1 − t2)
−n−2

2 sup
t2≤t≤t1

∫

B(x,
√
t1−t2)

|∂tu(t)| dvg0 + C(t1 − t2)
α
2 .

✺✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✻✺✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫

B(x,
√
t1−t2)

|∂tu(t)| dvg0 ≤
(∫

B(x,
√
t1−t2)

|∂tu(t)|p dvg0
) 1

p

(t1 − t2)
n
2
(1− 1

p
)

≤ C(t1 − t2)
np−n

2p .

❉♦♥❝✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ M ❡t 0 < t1 − t2 < 1✱ ♦♥ ❛

|u(x, t1)− u(x, t2)| ≤ C(t1 − t2)
α
2 ✭✷✳✻✼✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✻✻✮ ❡t ✭✷✳✻✼✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

|u(x1, t1)− u(x2, t2)| ≤ |u(x1, t1)− u(x1, t2)|+ |u(x1, t2)− u(x2, t2)|
≤ C(|t1 − t2|

α
2 + |x1 − x2|α).

♣♦✉r t♦✉s x1, x2 ∈ M ❡t t1 ≥ t2 ≥ 0 t❡❧s q✉❡ 0 < t1 − t2 < 1.
❈❡❝✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

�

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✳ ❙♦✐t g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (2.1) ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❡ t❤ér♦è♠❡ ✷✳✷✳✶✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 2.3.2✱ ♦♥ ❛ u ❜♦r♥é❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r [0,+∞)✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (2.3) ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 2.3.4 ♦♥ ❛ u ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s Cα,α

2 (M × [0,+∞))✱ ♣♦✉r α ∈ (0, 1)✳ ❆❧♦rs ❧❛ t❤é♦r✐❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✺ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à (2.3)✱
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ u ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s C2k+α,k+α

2 (M × [0,+∞)) ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✱

‖u‖Ck(M×[0,+∞)) ≤ Ck, ✭✷✳✻✽✮

♦ù Ck ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ u0, g0, F ❡t k✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✷✳✸✳✷✱ ♦♥ ❛

inf
M×[0,+∞)

u ≥ C, ✭✷✳✻✾✮

♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ u0, g0 ❡t F ✳

❉✬❛♣rès (2.68) ❡t ✭✷✳✻✾✮ ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ tν → +∞ ❡t 0 < u∞ ∈ C∞(M)✱ t❡❧❧❡ q✉❡

u(tν) −→
ν→+∞

u∞ ❞❛♥s C∞(M).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ Rg(tν) −→
ν→+∞

Rg∞ ✱ ❛✈❡❝ g∞ = u
4

n−2
∞ g0✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

2.3.3 ♦♥ ❛

lim
ν→+∞

∫

M

|Rg(tν) − F |pdvg(tν) = 0 ♣♦✉r t♦✉t p ≥ 1.

✺✻



✷✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ Rg∞ = F.

❉✬❛♣rès ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❙✐♠♦♥ [✷✺]✱ u∞ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ u(t) ❧♦rsq✉❡ t → +∞✳

❈❡❝✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ 2.3.1✳ �

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸✳✷✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ 2.3.1✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt Ω ❞❡ M ♦ù ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (H1) ❡t (H2) s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❈♦♠♠❡ F ❡st
♥é❣❛t✐✈❡ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t s✉r M ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r ε > 0 s✉✣s❛♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

Ωε = {x ∈ M : F (x) > −ε}

❡st ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t❡✳ ❙♦✐t µΩε
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ −cn∆0 s✉r Ωε ❛✈❡❝

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✳ ❆✐♥s✐ s✐ ε ❡st s✉✣s❛♠❡♥t ♣❡t✐t✱ µΩε
❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡✳ ▼❛✐s

❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ λΩε
✱ ♦♥ ❛

λΩε
≥ µΩε

+min
M

R0.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t λΩε
> 0 s✐ ε ❡st s✉✣s❛♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ❡t ♣❛r s✉✐t❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (H1) ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ F ♦♥ ❛ F ≤ 0 ♣❛rt♦✉t s✉r M ✳ ❉✬♦ù

sup
Ωε

F = 0 ❡t inf
M\Ωε

|F | ≥ ε.

❆✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (H2) ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ▲❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❡st ❞é♠♦♥tré✳
�

❆♣rès ❛✈♦✐r ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (H1) ❡t (H2) ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s❡ ♣♦s❡ ✿ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s (H1) ❡t (H2) s♦♥t✲❡❧❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t ❄ ▲❡ t❤é♦rè♠❡
s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s ❛✣r♠❡ q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❛✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (H1) ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R0 < 0 ❡t F ∈ C∞(M) t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (H1) ♥❡ s♦✐t
♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ✐✳❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♦✉✈❡rt Ω ⊂ M t❡❧ q✉❡ F > 0 s✉r M\Ω✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ λΩ ≤ 0✳
❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ 0 < u0 ∈ C∞(M)✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (2.3) s❛t✐s❢❛✐t

max
x∈M

u(x, t) ≥ Ct
n−2
n+2 ,

♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ max
x∈M

u(x, t) → +∞ q✉❛♥❞ t → +∞.

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷ ♥♦✉s ❞✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❍✶✮ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ rés♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✭✷✳✹✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ε > 0 ❡t s♦✐t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♦✉✈❡rts s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ωε = {x ∈ M : F (x) > −ε}.

✺✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ λε := λΩε
. ❈♦♠♠❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ λΩ ≤ 0 ♣♦✉r t♦✉t

♦✉✈❡rt Ω t❡❧❧❡ q✉❡ F > 0 s✉r M\Ω✱ ❛❧♦rs

λε ≤ 0 ♣♦✉r t♦✉t ε > 0. ✭✷✳✼✵✮

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❛r❞✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ εn → 0 t❡❧❧❡ q✉❡ εn s♦✐t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ré❣✉❧✐èr❡
❞❡ F ✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ Ωεn q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

∂Ωεn = {x ∈ M : F (x) = −εn}

❡st ❧✐ss❡✳ ❙♦✐t ϕn ≥ 0 ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞❡ −cn∆0 + R0 ❛ss♦❝✐é❡ à λεn ✳ ❈♦♠♠❡ ϕ = 0 s✉r
∂Ωεn ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

∂ϕn

∂ν
≤ 0 s✉r ∂Ωεn , ✭✷✳✼✶✮

♦ù ν ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ❡①tér✐❡✉r ❞❡ ∂Ωεn ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡
❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ ∫

Ωεn

ϕn dvg0 = 1. ✭✷✳✼✷✮

❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t (2.3) ♣❛r ϕn ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t s✉r Ωεn ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

d

dt

∫

Ωεn

uNϕn dvg0 =
n+ 2

4

∫

Ωεn

(cn∆0u−R0u)ϕn dvg0 +
n+ 2

4

∫

Ωεn

FuNϕn dvg0 . ✭✷✳✼✸✮

❉✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✱ ♦♥ ❛

cn

∫

Ωεn

∆0uϕn dvg0 = cn

∫

Ωεn

u∆0ϕn dvg0 − cn

∫

∂Ωεn

∂ϕn

∂ν
u dvg0 .

❉✬♦ù
∫

Ωεn

(cn∆0u−R0u)ϕn dvg0 =

∫

Ωεn

(cn∆0ϕn −R0ϕn)udvg0 − cn

∫

∂Ωεn

∂ϕn

∂ν
u dvg0

= −λεn

∫

Ωεn

uϕn dvg0 − cn

∫

∂Ωεn

∂ϕn

∂ν
u dvg0 .

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ❣râ❝❡ à (2.70)✱ (2.71)✱ ✭✷✳✼✷✮ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ϕn ≥ 0✱

∫

Ωεn

(cn∆0u−R0u)ϕn dvg0 ≥ −λεn inf
M

u− cn inf
M

u

∫

∂Ωεn

∂ϕn

∂ν
dvg0 . ✭✷✳✼✹✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

−cn

∫

∂Ωεn

∂ϕn

∂ν
dvg0 = −cn

∫

Ωεn

∆0ϕn dvg0 =

∫

Ωεn

(λεn −R0)ϕn dvg0 ,

✺✽



✷✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t (2.72)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝

−cn

∫

∂Ωεn

∂ϕn

∂ν
dvg0 ≥ λεn + inf

M
|R0|. ✭✷✳✼✺✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t (2.74) ❡t (2.75)✱ ♦♥ ❛

∫

Ωεn

(cn∆0u−R0u)ϕn dvg0 ≥ inf
M

|R0| inf
M

u. ✭✷✳✼✻✮

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t (2.76) ❞❛♥s (2.73)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

d

dt

∫

Ωεn

uNϕn dvg0 ≥
n+ 2

4
inf
M

|R0| inf
M

u+
n+ 2

4

∫

Ωεn

FuNϕn dvg0 . ✭✷✳✼✼✮

❖r ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ♦♥ ❛ u ≥ C ❛✈❡❝ C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ u0, g0 ❡t F ✳ ■❧ s✬❡♥ s✉✐t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ F > −εn s✉r Ωεn ✱

d

dt

∫

Ωεn

uNϕn dvg0 ≥ C − n+ 2

4
εn

∫

Ωεn

uNϕn dvg0 .

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ 0 ❡t t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫

Ωεn

uN(t)ϕn dvg0 ≥
∫

Ωεn

uN
0 ϕn dvg0 + Ct− n+ 2

4
εn

∫ t

0

∫

Ωεn

uN(s)ϕn dvg0ds,

❡t ♣✉✐sq✉❡ ∫

Ωεn

ϕn dvg0 = 1,

❛❧♦rs

max
M

uN(x, t) ≥ Ct− n+ 2

4
εn

∫ t

0

max
x∈M

uN(x, s)ds.

❊♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ n ✈❡rs +∞✱ ♦♥ ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t

max
M

uN(x, t) ≥ Ct.

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré✳
�

✺✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢

✻✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡

♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ (M, g0) ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
n ≥ 3✱ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ R0 > 0✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ✿

Y (M, g0) = inf
0 6=ϕ∈H1(M)

∫
M
(cn|∇ϕ|2 +R0ϕ

2) dvg0
(∫

M
|ϕ| 2n

n−2dvg0

)n−2
n

,

❛✈❡❝ cn = 4n−1
n−2

✱ s❡r❛ s✉♣♣♦sé Y (M, g0) > 0✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ∈ C∞(M)✱ ♦♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r ❧❡ ✢♦t s✉✐✈❛♥t ✿





∂tg(t) = − 4

n+ 2

(
Rg(t) − λ(t)F

)
g(t)

g(0) = g0,

✭✸✳✶✮

♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ g(t) ❡st ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ s✉r M ✱ g0 = u
4

n−2

0 g0✱ ❛✈❡❝ 0 < u0 ∈
C∞(M)✱ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ Rg(t) ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ g(t)✱ ❡t

λ(t) =
rg(t)

f(t)

❛✈❡❝ rg(t) ❡t f(t) ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ Rg(t) ❡t F ✿

rg(t) =

∫
M
Rg(t)dvg(t)∫
M
dvg(t)

❡t f(t) =

∫
M
Fdvg(t)∫

M
dvg(t)

.

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ g(t) ❞❡ ✭✸✳✶✮ ❡st ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✐t❡ ✓ é♥❡r❣✐❡ ✔
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E(g) =
∫
M
Rgdvg

(
∫
M
Fdvg)

n−2
n

✻✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

MF =

{
g ∈ [g0] :

∫

M

Fdvg > 0

}
,

♦ù [g0] ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ g0✳

❈❡ ✢♦t ♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ (M, g0)✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t g(t) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ g(t) =

u(., t)
4

n−2 g0✱ ❛✈❡❝ 0 < u(., t) ∈ C∞(M)✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡é❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
❢❛❝t❡✉r ❝♦♥❢♦r♠❡ u s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿





∂tu
N = cn∆0u−R0u+ λFuN

u(x, 0) = u0(x),
✭✸✳✷✮

♦ù N = n+2
n−2

, cn = 4n−1
n−2

✱ ❡t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ 0 < u0 ∈ C∞(M) ❡st t❡❧❧❡ q✉❡
∫
M
Fu

2n
n−2

0 dvg0 >

0✱ ✐✳❡ g0 = u
4

n−2

0 g0 ∈ MF ✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ E ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥❢♦r♠❡ u ✿

E(u) =

∫
M
(cn|∇u|2 +R0u

2) dvg0
(∫

M
Fu

2n
n−2dvg0

)n−2
n

. ✭✸✳✸✮

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

−cn∆0u+R0u = kFuN ✭✸✳✹✮

♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ k > 0✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ❀

❡❧❧❡ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g = u
4

n−2 g0 ❡st é❣❛❧❡ à kF ✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ✈❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐é✲
tés ❞✉ ✢♦t ✭✸✳✶✮✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ s♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ g(t) ❞é❢♥✐❡ s✉r [0,+∞) ❞❡ (3.1)✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❛ss✉ré❡✱ ♦♥ s✬✐♥téréss❡r❛
à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬✐♥✜♥✐✱ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à
❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✐♥tér❡ss❛♥ts ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✓ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✉❧❧❡s ✔✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r F ❛ss✉r❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬♦❜t❡✲
♥✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐
✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✈❡rs ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡
s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ✭ ✈♦✐r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✮ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❍❛♠✐❧t♦♥ ❬✶✺❪ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✽✵
❡t q✉✐ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ✭✈♦✐r ❬✼❪✱ ❬✽❪✱ ❬✷✹❪✱ ❬✸✶❪✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à
s✐❣♥❛❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r tr❛✐t❛♥t ❞✬✉♥ ✢♦t ❣é♦♠étr✐q✉❡
❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 3 ❞✐✛ér❡♥t❡
❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ S

n✳

✻✷



✸✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ✢♦t

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ✈❛ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ max
x∈M

F (x) > 0. ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st

♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ E s♦✐t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❝❛r s✐ max
x∈M

F (x) > 0✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

MF 6= ∅✳ ■❧ ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ u > 0 ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✭✸✳✹✮ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡
✈ér✐✜❡r ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✸✳✹✮ s✉r M ❛♣rès ❧✬❛✈♦✐r ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r u−N ✳

✸✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ✢♦t

✸✳✶✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ P♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ g0 = u
4

n−2

0 g0 t❡❧❧❡ q✉❡ 0 < u0 ∈ C∞(M) ❡t
∫
M
Fu

2n
n−2

0 dvg0 > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ T ∗ > 0 ❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ∈ MF ❞✉ ✢♦t
✭✸✳✶✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r [0, T ∗)✱ ❛✈❡❝ 0 < u ∈ C∞(M × [0, T ∗))✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❞é❥❛ ✈✉ q✉❡ ❧❡ ✢♦t ✭✸✳✶✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✭✸✳✷✮✱ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ g(t) ❞❡ ✭✸✳✶✮ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ u(t) ❞❡
✭✸✳✷✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r [0, T ∗)✳ ❖r ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❡st ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ s✉r

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s 0 < u ∈ C∞(M × [0, T ]) ❛✈❡❝
∫
M
Fu

2n
n−2dvg0 > 0✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛

♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❛s
R0 < 0✳

�

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r T ∗ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ t❡♠♣s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ T ∗ = +∞✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✈❛ t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❝❡ ✢♦t✳

✸✳✶✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ✢♦t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ✭❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✮ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ M r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉
✢♦t ✿ ∫

M

dvg(t) =

∫

M

dvg0 ∀ t ≥ 0.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉ér✐✈♦♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ M ♣❛r r❛♣♣♦rt à t ✿

d

dt

∫

M

dvg(t) =

∫

M

∂tu
2n
n−2dvg0

=
2n

n− 2

∫

M

u−1∂tu dvg(t).

❈♦♠♠❡ u ✈ér✐✜❡ ✭✸✳✷✮✱ ♦♥ ❛

∂tu = −n− 2

n+ 2

(
Rg(t) − λ(t)F

)
u,

✻✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❞✬♦ù
d

dt

∫

M

dvg(t) = − 2n

n+ 2

∫

M

(
Rg(t) − λ(t)F

)
dvg(t). ✭✸✳✺✮

❈♦♠♠❡ λ(t) =
rg(t)

f(t)
✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

∫

M

(
Rg(t) − λ(t)F

)
dvg(t) = 0

❝❛r

rg(t) =

∫

M

Rg(t)dvg(t)
∫

M

dvg(t)

❡t f(t) =

∫

M

Fdvg(t)
∫

M

dvg(t)

.

❆✐♥s✐ ♦♥ ❛
d

dt

∫

M

dvg(t) = 0.

�

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✈❛ s✉♣♣♦s❡r s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ ❱♦❧(M, g(t)) = 1 ♣♦✉r t♦✉t
t ∈ [0, T ∗)✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦♣r✐été ❞✉ ✢♦t✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡

f(t) =
∫
M
Fu

2n
n−2 (t)dvg0 ❞❡ F ✈ér✐✜❡ f(t) > 0 ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ∗)✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣❛r ❧❡

t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✱ g(t) = u
4

n−2 (t)g0 ∈ MF ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ∗)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸ ✭❉é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✮ ▲✬é♥ér❣✐❡ E ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉
✢♦t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛

d

dt
E(g(t)) = −2

n− 2

n+ 2
f−n+2

n (t)

∫

M

|Rg(t) − λ(t)F |2dvg(t) ≤ 0. ✭✸✳✻✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛

E(g(t)) = E(u(t)) =

∫
M
(cn|∇u|20 +R0u

2) dvg0
(∫

M
Fu

2n
n−2dvg0

)n−2
n

= f
2−n
n (t)

∫

M

(
cn|∇u|20 +R0u

2
)
dvg0 .

❉ér✐✈♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à t ✿

d

dt
E(u(t)) =

d

dt

(
f

2−n
n (t)

∫

M

(
cn|∇u|20 +R0u

2
)
dvg0

)

= −n− 2

n
f

−2(n+1)
n f ′(t)

∫

M

Rg(t)dvg(t) + f
2−n
n

∫

M

(2cn∇u∇∂tu+ 2R0u∂tu) dvg0 .

✻✹



✸✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ✢♦t

❖r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮✱ ♦♥ ❛
∫

M

(cn∇u∇∂tu+R0u∂tu) dvg0 = −
∫

M

(cn∆0u−R0u)∂tu

= −n− 2

n+ 2

∫

M

Rg(t)(Rg(t) − λF )dvg(t),

❡t

f ′(t) =
2n

n− 2

∫

M

FuN∂tu dvg0 = − 2n

n+ 2

∫

M

F
(
Rg(t) − λ(t)F

)
dvg(t).

❖♥ ❛ ❞♦♥❝

d

dt
E(u(t)) = −2

n− 2

n+ 2
f− 2(n+1)

n (t)

(
f(t)

∫

M

Rg(t)(Rg(t) − λ(t)F )dvg(t)

− rg(t)

∫

M

F (Rg(t) − λ(t)F )dvg(t)

)

= −2
n− 2

n+ 2
f− 2(n+1)

n (t)

∫

M

(Rg(t) − λ(t)F )(f(t)Rg(t) − rg(t)F )dvg(t)

= −2
n− 2

n+ 2
f−n+2

n (t)

∫

M

|Rg(t) − λ(t)F |2dvg(t). ✭✸✳✼✮

❈♦♠♠❡ f(t) > 0 ✭ ❝❛r g(t) ∈ MF ✮✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

d

dt
E(u(t)) ≤ 0.

❈❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ �

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ f(t) ❞❡
F ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ(t)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹ ❖♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ∗) ✿

C0 ≤ f(t) ≤ max
x∈M

F (x)

❡t
0 < λ(t) ≤ C1,

♦ù C0 =
(

Y (M,g0)
E(g0)

) n
n−2

❡t C1 =
(

E(g0)n
Y (M,g0)2

) 1
n−2

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✭s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✮ q✉❡ ❱♦❧(M, g(t)) =
1 t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ f(t)✱ ♦♥ ❛

f(t) =

∫

M

Fdvg(t) ≤ max
x∈M

F (x)

∫

M

dvg(t) = max
x∈M

F (x).

✻✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❉✬❛♣rés ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ E ✱ ♦♥ ❛

f
n−2
n (t) =

rg(t)

E(g(t)) ,

❡t ❝♦♠♠❡ ❧✬é♥ér❣✐❡ ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ✢♦t✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

f
n−2
n (t) ≥ rg(t)

E(g0) .

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ✿

Y (M, g0) = inf
0 6=ϕ∈H1(M)

∫
M
(cn|∇ϕ|2 +R0ϕ

2) dvg0
(∫

M
|ϕ| 2n

n−2dvg0

)n−2
n

♦♥ ❛

rg(t) =

∫

M

u−n+2
n−2 (−cn∆0u+R0u) dvg(t)

=

∫

M

(
cn|∇u|20 +R0u

2
)
dvg0

≥ Y (M, g0)

(∫

M

u
2n
n−2dvg0

)n−2
n

= Y (M, g0)

❝❛r
∫
M
u

2n
n−2dvg0 = ❱♦❧(M, g(t)) = 1✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝

f(t) ≥ C0,

❛✈❡❝ C0 =

(
Y (M, g0)

E(g0)

) n
n−2

✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉r λ(t)✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ λ(t) = f− 2
n (t)E(g(t))✱ ❡t ❝♦♠♠❡

E(g(t)) ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♦♥ ❛ E(g(t)) ≤ E(g0)✳ ❊♥s✉✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té f(t) ≥ C0 q✉❡
❧✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

λ(t) ≤ E(g0)C− 2
n

0 =

( E(g0)n
Y (M, g0)2

) 1
n−2

.

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré❡✳
�

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ Rg(t) ❡st ♠✐♥♦ré❡ s✉r [0, T ∗)✳ P♦✉r
❝❡❧❛ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶ ▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g(t) s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❡✈♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿

∂tRg(t) =
4

n+ 2
Rg(t)

(
Rg(t) − λF

)
+ 4

n− 1

n+ 2
∆g(t)

(
Rg(t) − λF

)
. ✭✸✳✽✮

✻✻



✸✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ✢♦t

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛

∂tRg(t) = −∂t
(
u−N(cn∆0u−R0u)

)

= Nu−Nu−1∂tu (cn∆0u−R0u)− u−N (cn∆0(∂tu)−R0∂tu) .

❖r ♣❛r ✭✸✳✷✮ ♦♥ ❛

∂tu = −n− 2

n+ 2

(
Rg(t) − λF

)
u,

❡t ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✷ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♦♥ ❛

u−N (cn∆0ut −R0∂tu) = cn∆g(t)

(
∂tu

u

)
−Rg(t)

(
∂tu

u

)
.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝✱

∂tRg(t) = Rg(t)

(
Rg(t) − λF

)
+ 4

n− 1

n+ 2
∆g(t)

(
∂tu

u

)
− n− 2

n+ 2
Rg(t)

∂tu

u

=
4

n+ 2
Rg(t)

(
Rg(t) − λF

)
+ 4

n− 1

n+ 2
∆g(t)

(
Rg(t) − λF

)
.

�

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ u0, g0 ❡t F t❡❧❧❡ q✉❡✱ s✐
T ∗ < +∞✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ∗) ✿

Rg(t) ≥ −CT ∗ − C.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ C ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ g0, u0

❡t F ✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❉✬❛♣rès (3.8) ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱
♦♥ ❛

∂t(Rg(t) − λF ) = 4
n− 1

n+ 2
∆g(t)(Rg(t) − λF ) +

4

n+ 2
Rg(t)(Rg(t) − λF )− F∂tλ(t). ✭✸✳✾✮

❈♦♠♠❡ λ(t) =
rg(t)

f(t)
✱ ❡t

d

dt
rg(t) = −2

n− 2

n+ 2

∫

M

Rg(t)

(
Rg(t) − λF

)
dvg(t),

d

dt
f(t) = − 2n

n+ 2

∫

M

F
(
Rg(t) − λF

)
dvg(t),

❛❧♦rs ♦♥ ❛

∂tλ(t) = −2
n− 2

n+ 2
f−1

∫

M

|Rg(t) − λF |2dvg(t) +
4

n+ 2
λf−1

∫

M

F (Rg(t) − λF )dvg(t). ✭✸✳✶✵✮

✻✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✉r f(t) ❡t λ(t) ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✱ ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ (3.10) ❡t
(3.9)

∂t(Rg(t)−λF ) ≥ 4
n− 1

n+ 2
∆g(t)(Rg(t)−λF )+

4

n+ 2
(Rg(t)−λF )2−C|Rg(t)−λF |−Cφ2(t)−C,

♦ù φ2(t) =
∫
M
|Rg(t) − λF |2dvg(t).

❖r
4

n+ 2
|Rg(t) − λF |2 − C|Rg(t) − λF | ≥ −n+ 2

16
C2.

❉♦♥❝

∂t(Rg(t) − λF ) ≥ 4
n− 1

n+ 2
∆g(t)(Rg(t) − λF )− Cφ2(t)− C,

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t S = Rg(t) − λF + C

∫ t

0

φ2(s)ds+ Ct,

∂tS ≥ 4
n− 1

n+ 2
∆g(t)S. ✭✸✳✶✶✮

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♣♣❧✐q✉é à (3.11) ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

min
x∈M

S(x, t) ≥ min
x∈M

S(x, 0).

❉✬♦ù

Rg(t) ≥ min
M

(R0 − λ(0)F ) + λF − C

∫ t

0

φ2(s)ds− Ct, . ✭✸✳✶✷✮

▼❛✐s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✱ ♦♥ ❛

d

dt
E(g(t)) = −2

n− 2

n+ 2
f−n−2

n

∫

M

|Rg(t) − λF |2dvg(t)

= −2
n− 2

n+ 2
f−n−2

n φ2(t)

❡t ❝♦♠♠❡ f(t) ≤ max
M

F ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✱ ❛❧♦rs

φ2(t) ≤ −C
d

dt
E(g(t)). ✭✸✳✶✸✮

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t (3.13) ❡♥tr❡ 0 ❡t t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫ t

0

φ2(s)ds ≤ −C

∫ t

0

d

ds
E(g(s))ds

≤ C(E(g(0))− E(g(t)))
≤ C. ✭✸✳✶✹✮

✻✽



✸✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ✢♦t✳

❆✐♥s✐ ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✸✳✶✷✮ ❡t ✭✸✳✶✹✮ q✉❡

Rg(t) ≥ −Ct− C

≥ −CT ∗ − C.

❈❡❝✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
�

✸✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ✢♦t✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ✢♦t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶ ❙♦✐t F ∈ C∞(M) t❡❧❧❡ q✉❡ max
x∈M

F (x) > 0✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

g0 = u
4

n−2

0 g0 ∈ MF ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❞✉ ✢♦t (3.1) ❞é✜♥✐❡ s✉r
[0,+∞) ❛✈❡❝ 0 < u(t) ∈ C∞(M × [0,+∞))✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ g(t) ∈ MF ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0 ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡
E ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ✢♦t✳

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ g(t) ❞❡ ✭✸✳✶✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r [0,+∞)✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡
♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ u(t) ❞❡ ✭✸✳✷✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r [0,+∞)✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥
❞✬ét❛❜❧✐r t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❞❡✉① rés✉❧❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ T ∗ < +∞✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
♣♦s✐t✐✈❡ CT ∗ t❡❧❧❡ q✉❡✱ s✐ u ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (3.2) ❞é✜♥✐❡ s✉r [0, T ∗)✱ ♦♥ ❛

C−1
T ∗ ≤ u(x, t) ≤ CT ∗ , ♣♦✉r t♦✉t (x, t) ∈ M × [0, T ∗).

✕ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ CT ∗ > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ||u||
Cα,α2 (M×[0,T ∗))

≤
CT ∗ .

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ❙♦✐t g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✶✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r [0, T ∗)✳ ❙✐ T ∗ <

+∞✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ CT ∗ > 0 t❡❧❧❡ q✉❡

C−1
T ∗ ≤ u(x, t) ≤ CT ∗ , ♣♦✉r t♦✉t (x, t) ∈ M × [0, T ∗). ✭✸✳✶✺✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ C ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ M ✱ u0✱
g0 ❡t F ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳

❉✬❛♣rès (3.2)✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u(t) ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

∂tu

u
= −n− 2

n+ 2

(
Rg(t) − λ(t)F

)
.

✻✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✱ ♦♥ ❛ 0 < λ(t) ≤ C1✳ ❉✬♦ù

0 ≤ λ(t)|F | ≤ C.

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 3.1.5 ✱ ♦♥ ❛ Rg(t) ≥ −CT ∗ − C✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝

∂tu

u
≤ CT ∗ + C. ✭✸✳✶✻✮

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t (3.16) ❡♥tr❡ 0 ❡t t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

ln(u(x, t)) ≤ ln(u0(x)) +

∫ t

0

(CT ∗ + C)ds

≤ ln(u0(x)) + CT ∗2 + CT ∗.

❉✬♦ù
u(x, t) ≤ CT ∗ max

x∈M
u0(x), ✭✸✳✶✼✮

♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ CT ∗ > 0 ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ T ∗✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r u(x, t) ≥ C−1
T ∗ ✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ a ∈ C∞(M) ♣❛r

a = R0 + (CT ∗ + C)(CT ∗ max
x∈M

u0(x))
4

n−2 ,

♦ù C ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺ ❡t CT ∗ ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✼✮
❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❆❧♦rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✼✮✱ ♦♥ ❛

−cn∆0u+ au ≥ −cn∆0u+R0u+ (CT ∗ + C)u
n+2
n−2 = (Rg(t) + CT ∗ + C)u

n+2
n−2 ≥ 0.

❆✐♥s✐ ✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✾ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✭♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
♣♦s✐t✐✈❡ C t❡❧❧❡ q✉❡

∫

M

u
2n
n−2 (t)dvg0 ≤ Cmin

x∈M
u(x, t)

(
max
x∈M

u(x, t)

)n+2
n−2

.

❖r
∫
M
u

2n
n−2 (t)dvg0 = ❱♦❧(M, g(t)) = 1 ❡t max

x∈M
u(x, t) ≤ CT ∗ max

x∈M
u0(x) ♣❛r ✭✸✳✶✼✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

❞♦♥❝ ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ CT ∗ > 0 ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ T ∗

inf
x∈M

u(x, t) ≥ C−1
T ∗ .

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❛✐♥s✐ t❡r♠✐♥é❡✳
�

❆✈❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ u ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s Cα,α
2 (M × [0, T ∗))✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r

❞❡✉① rés✉❧t❛ts t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✼✵



✸✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ✢♦t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✶ ❙♦✐t p > 1✳ ❙✐ T ∗ < +∞✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ CT ∗ > 0 ❞✁♣❡♥❞❛♥t ❞❡
p, T ∗, g0, u0 ❡t F t❡❧❧❡ q✉❡

d

dt

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t) ≤− C−1

T ∗

(∫

M

|Rg(t) − λF | pn

n−2

)n−2
n

+

∣∣∣∣
4p− 2n

n+ 2

∣∣∣∣
∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p+1

dvg(t)

+ CT ∗

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

)1− 1
p
∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣2 dvg(t)

+ CT ∗

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t). ✭✸✳✶✽✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t C ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ p, g0✱ u0

❡t F ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ CT ∗ > 0 ❞és✐❣♥❡r❛ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ C✱ ♠❛✐s q✉✐ ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ T ∗✳ ❈♦♠♠❡
♦♥ ❧✬❛ ❞é❥à s✐❣♥❛❧é ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✭s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✮ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
q✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ (M, g(t)) = 1✳

❖♥ ❛

d

dt

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t) = p

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p−2 (

Rg(t) − λF
) d

dt

(
Rg(t) − λF

)
dvg(t)

+
1

2

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p trg(∂tg))dvg(t).

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡

λ(t) =
rg(t)

f(t)

❡t

∂tRg(t) =
4

n+ 2
Rg(t)

(
Rg(t) − λF

)
+ 4

n− 1

n+ 2
∆
(
Rg(t) − λF

)
.

❉♦♥❝
d

dt
rg(t) = −2

n− 2

n+ 2

∫

M

Rg(t)

(
Rg(t) − λF

)
dvg(t),

d

dt
f(t) = − 2n

n+ 2

∫

M

F
(
Rg(t) − λF

)
dvg(t)

❡t

trg(∂tg)dvg(t) = − 2n

n+ 2

(
Rg(t) − λF

)
dvg(t).

❉♦ù ✱

✼✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

d

dt

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

= −16
(p− 1)(n− 1)

p(n+ 2)

∫

M

∣∣∣∇g(t)

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t)

+
4p− 2n

n+ 2

∫

M

(Rg(t) − λF )
∣∣Rg(t) − λF

∣∣p dvg(t)

+
4p

n+ 2

∫

M

λF
∣∣Rg(t) − λF

∣∣p dvg(t)

+ p
2n− 4

n+ 2

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p−2 (

Rg(t) − λF
)
Fdvg(t)

∫

M

f−1
(
Rg(t) − λF

)2
dvg(t)

− 4p

n+ 2

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p−2 (

Rg(t) − λF
)
Fdvg(t)

∫

M

λFf−1
(
Rg(t) − λF

)
dvg(t).

❉✬❛♣rès ✭✸✳✶✺✮✱ ♦♥ ❛ u ≥ C−1
T ∗ ✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

∫

M

∣∣∣∇g(t)|Rg(t) − λF | p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t) =

∫

M

∣∣∣∇|Rg(t) − λF | p2
∣∣∣
2

u2dvg0

≥ C−1
T ∗

∫

M

∣∣∣∇|Rg(t) − λF | p2
∣∣∣
2

dvg0 . ✭✸✳✶✾✮

❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t ϕ ∈ H1(M)

(∫

M

|ϕ| 2n
n−2dvg0

)n−2
n

≤ C

(∫

M

|∇ϕ|2dvg0 +
∫

M

|ϕ|2dvg0
)
.

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ϕ = |Rg(t) − λF | p2 ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

(∫

M

|Rg(t) − λF | pn

n−2dvg0

)n−2
n

≤ C

(∫

M

∣∣∣∇|Rg(t) − λF | p2
∣∣∣
2

dvg0 +

∫

M

|Rg(t) − λF |pdvg0
)
,

❞✬♦ù

∫

M

∣∣∣∇|Rg(t) − λF | p2
∣∣∣
2

dvg0 ≥ C

(∫

M

|Rg(t) − λF | pn

n−2dvg0

)n−2
n

− C

∫

M

|Rg(t) − λF |pdvg0 .
✭✸✳✷✵✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ✭✸✳✶✺✮ ♦♥ ❛ u ≥ C−1
T ∗ ✱ ❛❧♦rs

∫

M

|Rg(t) − λF |pdvg(t) =
∫

M

|Rg(t) − λF |pu 2n
n−2dvg0

≥ C−1
T ∗

∫

M

|Rg(t) − λF |pdvg0 , ✭✸✳✷✶✮

✼✷



✸✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ✢♦t✳

❡t t♦✉❥♦✉rs ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✺✮✱ ♦♥ ❛ u ≤ CT ∗ ✱ ❞✬♦ù

(∫

M

|Rg(t) − λF | pn

n−2dvg0

)n−2
n

=

(∫

M

|Rg(t) − λF | pn

n−2u− 2n
n−2dvg(t)

)n−2
n

≥ C−1
T ∗

(∫

M

|Rg(t) − λF | pn

n−2dvg(t)

)n−2
n

. ✭✸✳✷✷✮

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t (3.21) ❡t (3.22) ❞❛♥s (3.20)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫

M

|∇|Rg(t) − λF | p2 |2dvg0 ≥ C−1
T ∗

(∫

M

|Rg(t) − λF | pn

n−2dvg(t)

)n−2
n

− CT ∗

∫

M

|Rg(t) − λF |pdvg(t),
✭✸✳✷✸✮

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❣râ❝❡ à ✭✸✳✶✾✮

∫

M

∣∣∣∇g(t)|Rg(t) − λF | p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t) ≥ C−1

T ∗

(∫

M

|Rg(t) − λF | pn

n−2dvg(t)

)n−2
n

− CT ∗

∫

M

|Rg(t) − λF |pdvg(t).

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✉r λ(t) ❡t f(t) ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✱ ♦♥ ❛

4p

n+ 2

∫

M

λF
∣∣Rg(t) − λF

∣∣p dvg(t) ≤ C

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

❡t

p
2n− 4

n+ 2

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p−2 (

Rg(t) − λF
)
Fdvg(t)

∫

M

f−1
(
Rg(t) − λF

)2
dvg(t)

≤ C

(∫

M

|Rg(t) − λF |pdvg(t)
)1− 1

p
∫

M

|Rg(t) − λF |2dvg(t).

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❞❡r✱ ♦♥ ❛

− 4p

n+ 2

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p−2 (

Rg(t) − λF
)
Fdvg(t)

∫

M

λFf−1
(
Rg(t) − λF

)
dvg(t)

≤ C

∫

M

|Rg(t) − λF |pdvg(t).

✼✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❉❡ ❝❡ q✉✐ ♣ré❝é❞❡ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ CT ∗ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

d

dt

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t) ≤− C−1

T ∗

(∫

M

|Rg(t) − λF | pn

n−2dvg(t)

)n−2
n

+

∣∣∣∣
4p− 2n

n+ 2

∣∣∣∣
∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p+1

dvg(t)

+ CT ∗

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

)1− 1
p
∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣2 dvg(t).

+ CT ∗

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t).

❈❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡✳ �

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ❙♦✐t p =
n2

2(n− 2)
✳ ❙✐ T ∗ < +∞✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ CT ∗ > 0 q✉✐

❞é♣❡♥❞ ❞❡ F ✱ g0✱ u0 ❡t T ∗ t❡❧❧❡ q✉❡

∫

M

|Rg(t) − λ(t)F |pdvg(t) ≤ CT ∗ , ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ∗).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t C ❞és✐❣♥❡r❛ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ u0, g0 ❡t F ✱ ❞♦♥t ❧❛

✈❛❧❡✉r ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ P♦s♦♥s φp(t) =
∫
M
|Rg(t) − λF |pdvg(t)✳ P♦✉r p = n

2
✱

♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✶✱

φ′
n
2
(t) ≤ CT ∗φn

2
(t) + CT ∗φ

1− 2
n

n
2

(t)φ2(t).

❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ ♦♥ ❛

φ
1− 2

n
n
2

(t) ≤ C(φn
2
(t) + 1),

❞✬♦ù

φ′
n
2
(t) ≤ CT ∗

(
φn

2
(t) + 1

)
(φ2(t) + 1) .

❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♣❛r φn
2
(t) + 1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

(
φn

2
(t) + 1

)′
(
φn

2
(t) + 1

) ≤ CT ∗ (φ2(t) + 1)

❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ 0 ❡t t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

φn
2
(t) + 1 ≤

(
φn

2
(0) + 1

)
eCT∗

∫ t

0 (φ2(s)+1)ds. ✭✸✳✷✹✮

✼✹



✸✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ✢♦t✳

▼❛✐s✱ ❞✬❛♣rès (3.7) ♦♥ ❛

d

dt
E(g(t)) = −2

n− 2

n+ 2
f−n−2

n

∫

M

|Rg(t) − λ(t)F |2dvg(t)

= −2
n− 2

n+ 2
f−n−2

n φ2(t)

❡t ❝♦♠♠❡ C0 ≤ f(t) ≤ max
M

F ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✱ ❛❧♦rs

φ2(t) ≤ −C
d

dt
E(g(t))

❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❡♥tr❡ 0 ❡t t ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫ t

0

φ2(s)ds ≤ −C

∫ t

0

d

ds
E(g(s))ds

≤ C(E(g(0))− E(g(t)))
≤ C. ✭✸✳✷✺✮

❆✐♥s✐ ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✸✳✷✹✮ ❡t ✭✸✳✷✺✮

φn
2
(t) ≤ CeCt

≤ CeCT ∗

. ✭✸✳✷✻✮

Pr❡♥♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ p = n
2
❞❛♥s (3.18)✳ ❖♥ ❛

φ′
n
2
(t) ≤ −CT ∗φ

n−2
n

n2

2(n−2)

(t) + CT ∗φn
2
(t) + Cφ

1− 2
n

n
2

(t)φ2(t),

❡t ❡♥ ✐♥tè❣r❛♥t ❡♥tr❡ 0 ❡t t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

φn
2
(t)− φn

2
(0) + CT ∗

∫ t

0

φ
n−2
n

n2

2(n−2)

(s)ds ≤ CT ∗

∫ t

0

φn
2
(s)ds+ C

∫ t

0

φ
1− 2

n
n
2

(s)φ2(s)ds.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✷✺✮ ❡t ✭✸✳✷✻✮ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫ t

0

φ
n−2
n

n2

2(n−2)

(s)ds ≤ CT ∗ . ✭✸✳✷✼✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0 ❡t

p >
n

2
✱

∫

M

|Rg(t) − λF |p+1dvg(t) ≤ ε

(∫

M

|Rg(t) − λF | pn

n−2dvg(t)

)n−2
n

+ ε
− n

2p−n

(∫

M

|Rg(t) − λF |pdvg(t)
) 2p−n+2

2p−n

. ✭✸✳✷✽✮

✼✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ε =

∣∣∣∣
4p− 2n

n+ 2

∣∣∣∣
−1

C−1
T ∗ ❡t ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✽✮ ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✽✮

❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✶ ✭✐❝✐ CT ∗ ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

φ′
p ≤ CT ∗

(
φ

2p−n+2
2p−n

p + φp + φ
1− 1

p
p φ2

)
. ✭✸✳✷✾✮

❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ p ≥ 2✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱

φ
1− 1

p
p φ2 ≤ φpφ

1
2
2 ,

❞✬♦ù✱ s✐ p > max(2, n
2
)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ✭✸✳✷✾✮ ✿

φ′
p ≤ CT ∗

(
φ

2p−n+2
2p−n

p + φp + φpφ
1
2
2

)

❡t ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r φp, ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

d

dt
log φp ≤ CT ∗

(
φ

2
2p−n
p + φ

1
2
2 + 1

)
.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ p =
n2

2(n− 2)
✱ ❡t ♦♥ ✐♥té❣r❡ ❡♥tr❡ 0 ❡t t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

log

(
φ n2

2(n−2)

(t)

)
≤ log

(
φ n2

2(n−2)

(0)

)
+ CT ∗

∫ t

0

φ
n−2
n

n2

2(n−2)

(s)ds+ CT ∗

∫ t

o

φ
1
2
2 (s)ds+CT ∗t. ✭✸✳✸✵✮

▼❛✐s ❞✬❛♣rès ✭✸✳✷✼✮ ♦♥ ❛ ∫ t

0

φ
n−2
n

n2

2(n−2)

(s)ds ≤ CT ∗ ,

❡t ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t ✭✸✳✷✺✮ ♦♥ ❛

∫ t

o

φ
1
2
2 (s)ds ≤

√
t

(∫ t

0

φ2(s)ds

) 1
2

≤ C
√
T ∗.

❆✐♥s✐ ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✸✳✸✵✮ q✉❡

log

(∫

M

|Rg(t) − λ(t)F | n2

2(n−2)dvg(t)

)
≤ CT ∗ ,

❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ �

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ u ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s Cα,α
2 (M × [0, T ∗)).

✼✻



✸✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ✢♦t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ❙♦✐t g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (3.1) ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ [0, T ∗)✳ ❆❧♦rs✱ s✐ T ∗ < +∞✱ ✐❧ ❡①✐st❡ α ∈ (0, 1)✱ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ CT ∗ q✉✐
❞é♣❡♥❞ ❞❡ u0, g0✱ F ❡t T ∗ t❡❧❧❡ q✉❡

|u(x1, t1)− u(x2, t2)| ≤ CT ∗((t1 − t2)
α
2 + d(x1, x2)

α) ✭✸✳✸✶✮

♣♦✉r t♦✉s x1, x2 ∈ M ❡t t1, t2 ∈ [0, T ∗).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t C ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ p, g0✱ u0

❡t F ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ CT ∗ > 0 ❞és✐❣♥❡r❛ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ C✱ ♠❛✐s q✉✐ ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ T ∗✳ P♦s♦♥s

α = 2− n

p
, ♦ù p = n2

2(n−2)
. ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ❡t ✸✳✷✳✷✱ ♦♥ ❛

∫

M

|cn∆0u−R0u|p dvg0 ≤ CT ∗ ✭✸✳✸✷✮

❡t ∫

M

|∂tu(t)|p dvg(t) ≤ CT ∗ ✭✸✳✸✸✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛

∫

M

|cn∆0u−R0u|p dvg0 =
∫

M

∣∣∣Rg(t)u
n+2
n−2

∣∣∣
p

dvg0 ,

❡t ❝♦♠♠❡ u ≤ CT ∗ ❡t

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t) ≤ CT ∗ ✱ ❛❧♦rs

∫

M

|cn∆0u−R0u|p dvg0 ≤ CT ∗

∫

M

|Rg(t)|pdvg(t)

≤ CT ∗

∫

M

|Rg(t) − λ(t)F |pdvg(t) + CT ∗

∫

M

|λ(t)F |pdvg(t)
≤ CT ∗ ,

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ 0 ≤ λ(t)|F | ≤ C ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛

∫

M

|∂tu(t)|p dvg(t) =
∫

M

∣∣∣∣
n− 2

4
(R− F )u

∣∣∣∣
p

dvg(t)

≤
(
n− 2

4

)p ∫

M

|Rg(t) − F |pupdvg(t)

≤ CT ∗ .

❉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✸✷✮ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ∆0u ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s Lp(M)✳ ■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ♣❛r ❧❛
ré❣✉❧❛r✐té ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ q✉❡ u ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s H

p
2 (M)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧❡

✼✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✱ ♦♥ ❛ H
p
2 (M) ⊂ Cα(M) ❛✈❡❝ α = 2 − n

p
✳ P❛r s✉✐t❡ ♦♥

❝♦♥❝❧✉t q✉❡ u ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s Cα(M)✱ ✐✳❡✱

|u(x1, t)− u(x2, t)| ≤ CeCT ∗

d(x1, x2)
α ✭✸✳✸✹✮

♣♦✉r t♦✉t x1, x2 ∈ M ❡t t ∈ [0, T ∗).

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ M ❡t 0 < t1 < t2 < T ∗

|u(x, t1)− u(x, t2)| =
1

❱♦❧(B)

∫

B(x,
√
t2−t1)

|u(x, t1)− u(x, t2)|dvg0

♦ù ❱♦❧(B) ❡st ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ B = B(x,
√
t2 − t1) ♣❛r r❛♣♣♦rt à g0✳ ❉♦♥❝

|u(x, t1)− u(x, t2)| ≤ C(t2 − t1)
−n

2

∫

B(x,
√
t2−t1)

|u(x, t1)− u(x, t2)|dvg0

= C(t2 − t1)
−n

2

∫

B(x,
√
t2−t1)

|u(x, t1)− u(x, t2)− u(y, t1) + u(y, t1)− u(y, t2)

+ u(y, t2)|dvg0(y)
≤ C(t2 − t1)

−n
2CT ∗ d(x, y)α(t1 − t2)

n
2

+ C(t1 − t2)
−n

2CT ∗ d(x, y)α (t2 − t1)
n
2

+ C(t2 − t1)
−n

2

∫

B(x,
√
t2−t1)

|u(y, t1)− u(y, t2)|dvg0(y).

P♦✉r y ∈ B(x,
√
t2 − t1)✱ ♦♥ ❛ d(x, y) ≤ (t2 − t1)

1
2 ✱ ❡t ♣❛r s✉✐t❡

|u(x, t1)− u(x, t2)| ≤ C(t2 − t1)
−n

2

∫

B(x,
√
t2−t1)

|u(y, t1)− u(y, t2)|dvg0(y) + CT ∗(t2 − t1)
α
2

≤ C(t2 − t1)
−n−2

2 sup
t2≤t≤t1

∫

B(x,
√
t2−t1)

|∂tu(t)| dvg0(y) + CT ∗(t2 − t1)
α
2 .

❖r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✸✸✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫

B(x,
√
t2−t1)

|∂tu(t)| dvg0 ≤
(∫

B(x,
√
t2−t1)

|∂tu(t)|p dvg0
) 1

p

(t2 − t1)
n
2
(1− 1

p
)

≤ CT ∗(t2 − t1)
np−n

2p .

❉♦♥❝ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉s x ∈ M ❡t 0 < t1 < t2 < T ∗✱

|u(x, t1)− u(x, t2)| ≤ CT ∗(t2 − t1)
α
2 . ✭✸✳✸✺✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✸✹✮ ❡t ✭✸✳✸✺✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

|u(x1, t1)− u(x2, t2)| ≤ |u(x1, t1)− u(x1, t2)|+ |u(x1, t2)− u(x2, t2)|
≤ CeCT ∗

(|t2 − t1|
α
2 + d(x1, x2)

α).

✼✽



✸✳✸ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ à ❧✬✐♥✜♥✐

♣♦✉r t♦✉s x1, x2 ∈ M ❡t 0 < t1 < t2 < T ∗✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré❡✳ �

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✳

❙♦✐t g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✶✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ [0, T ∗)✳ ❙✉♣✲
♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡ T ∗ < +∞✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡

‖u‖
Cα,α2 (M×[0,T ∗))

≤ CT ∗ ,

♣♦✉r α ∈ (0, 1)✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ u ❡st ❜♦r♥é❡
❞❛♥s C2k+α,k+α

2 (M × [0, T ∗)) ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✱ ✐✳❡✱

||u||
C2k+α,k+α

2 (M×[0,T ∗))
≤ Ck,T ∗

♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Ck,T ∗ ✳ ❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ u s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uT ∗ ∈ C∞(M)
♣♦✉r t = T ∗✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✱ ♦♥ ❛ uT ∗ ≥ C−1

T ∗ > 0✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ uT ∗ ✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♣r♦✲
❧♦♥❣❡r u ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ T ∗✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ♠❛①✐♠❛❧✐té ❞❡ T ∗ ✭♣❧✉s ❣r❛♥❞ t❡♠♣s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✮✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ T ∗ = +∞ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré✳

�

✸✳✸ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ à ❧✬✐♥✜♥✐

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ Rg(t) ❞✉ ✢♦t g(t)
♣♦✉r t ❣r❛♥❞✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ❝✐✲
❛♣rès✮ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 3.2.2 t❡♥❞s ✈❡rs 0 ❧♦rsq✉❡ t t❡♥❞s ✈❡rs
+∞. ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ q✉✐ ❡st ✈r❛✐❡ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣r❡s❝r✐t❡ F ✱ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✈❛❧❛❜❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✉ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡✱ ❡❧❧❡ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ Rg(t) ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t
♣r♦❝❤❡ ❞❡ F ✭à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣rès✮ ❧♦rsq✉❡ t ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱
❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ✢♦t g(t) ♣❡✉t ❡①♣❧♦s❡r à ❧✬✐♥✜♥✐✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ P♦✉r t♦✉t p ≥ 1✱ ♦♥ ❛

lim
t→+∞

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t) = 0.

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶ ❙♦✐t p ≥ min
(
2, n

2

)
✳

✼✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

✶✳ ❙✐ 2 ≤ p ≤ n

2
✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t t❡❧❧❡ q✉❡

d

dt

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t) ≤ −2

n− 2p

n+ 2
Y (M, g0)

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ pn

n−2 dvg(t)

)n−2
n

+ C

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t) + C

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

)1− 1
p
∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣2 dvg(t)

✷✳ ❙✐ p >
n

2
✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t t❡❧❧❡ q✉❡

d

dt

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t) ≤− (p− 1)(n− 1)

p(n+ 2)
Y (M, g0)

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ pn

n−2 dvg(t)

)n−2
n

+ C

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t) + C

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

) 2p−n+2
2p−n

.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡M, u0, g0, F

❡t p✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ 3.2.1✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡

d

dt

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

= −16
(p− 1)(n− 1)

p(n+ 2)

∫

M

∣∣∣∇g(t)

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t)

+
4p− 2n

n+ 2

∫

M

Rg(t)

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

+
2n

n+ 2

∫

M

λF
∣∣Rg(t) − λF

∣∣p dvg(t)

+ p
2n− 4

n+ 2

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p−2 (

Rg(t) − λF
)
Fdvg(t)

∫

M

f−1
(
Rg(t) − λF

)2
dvg(t)

− 4p

n+ 2

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p−2 (

Rg(t) − λF
)
Fdvg(t)

∫

M

λFf−1
(
Rg(t) − λF

)
dvg(t).

✽✵



✸✳✸ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ à ❧✬✐♥✜♥✐

❈♦♠♠❡ 0 < λ(t) ≤ C1 ❡t C0 ≤ f(t) ≤ C ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❝❡
q✉✐ ♣ré❝è❞❡

d

dt

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

≤ −16
(p− 1)(n− 1)

p(n+ 2)

∫

M

∣∣∣∇g(t)

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t)

+
4p− 2n

n+ 2

∫

M

Rg(t)

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

+ C

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

+ C

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p−1

dvg(t)

)∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣2 dvg(t)

+ C

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p−1

dvg(t)

)∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ dvg(t) ✭✸✳✸✻✮

P♦✉r 2 ≤ p <
n

2
✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ✿

−16
(p− 1)(n− 1)

p(n+ 2)

∫

M

∣∣∣∇g(t)

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t)+

4p− 2n

n+ 2

∫

M

Rg(t)

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

= −2n− 4p

n+ 2

(
4
(p− 1)(n− 1)

p(n
2
− p)

∫

M

∣∣∣∇g(t)

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t) +

∫

M

Rg(t)

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

)
✳

▼❛✐s s✐ 2 ≤ p < n
2
✱ ♦♥ ❛ 4

(p− 1)(n− 1)

p(n
2
− p)

≥ 4
n− 1

n− 2
= cn✳ ❉✬♦ù

−16
(p− 1)(n− 1)

p(n+ 2)

∫

M

∣∣∣∇g(t)

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t) +

4p− 2n

n+ 2

∫

M

Rg(t)

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

≤ −2n− 4p

n+ 2

(∫

M

cn

∣∣∣∇g(t)

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t) +

∫

M

Rg(t)

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

)

≤ −2n− 4p

n+ 2
Y (M, g0)

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ pn

n−2 dvg(t)

)n−2
n

. ✭✸✳✸✼✮

▼❛✐s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ Y (M, g0)✱ ♦♥ ❛

∫

M

cn

∣∣∣∇g(t)

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t) +

∫

M

Rg(t)

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

≥ Y (M, g0)

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ pn

n−2 dvg(t)

)n−2
n

.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ✭✸✳✸✼✮✱

✽✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

−16
(p− 1)(n− 1)

p(n+ 2)

∫

M

∣∣∣∇g(t)

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t) +

4p− 2n

n+ 2

∫

M

Rg(t)

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

≤ −2n− 4p

n+ 2
Y (M, g0)

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ pn

n−2 dvg(t)

)n−2
n

. ✭✸✳✸✽✮

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ✭✸✳✸✽✮ ❞❛♥s ✭✸✳✸✻✮ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❛✉ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡
❞❡ ✭✸✳✸✻✮ ♦♥ ❛ ✿

d

dt

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t) ≤ −2

n− 2p

n+ 2
Y (M, g0)

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ pn

n−2 dvg(t)

)n−2
n

+ C

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t) + C

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

)1− 1
p
∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣2 dvg(t).

✭✸✳✸✾✮

❙✐ p = n
2
✱ ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ✭✸✳✸✻✮ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❛✉ ❞❡r♥✐❡r

t❡r♠❡ q✉❡

d

dt

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t) ≤ C

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

+ C

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

)1− 1
p
∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣2 dvg(t)

q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✭✸✳✸✾✮ s✐ p = n
2
✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ p >
n

2
✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ Y (M, g0) ✿

∫

M

cn

∣∣∣∇g(t)|Rg(t) − λF | p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t) ≥ Y (M, g0)

(∫

M

|Rg(t) − λF | pn

n−2dvg(t)

)n−2
n

−
∫

M

Rg(t)|Rg(t) − λF |pdvg(t). ✭✸✳✹✵✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ |λF | ≤ C ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✱ ♦♥ ❛

∫

M

Rg(t)|Rg(t) − λF |pdvg(t)

≤
∫

M

|Rg(t) − λF |p+1dvg(t) +

∫

M

|λF ||Rg(t) − λF |pdvg(t)

≤
∫

M

|Rg(t) − λF |p+1dvg(t) + C

∫

M

|Rg(t) − λF |pdvg(t). ✭✸✳✹✶✮

✽✷



✸✳✸ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ à ❧✬✐♥✜♥✐

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭✸✳✹✵✮ ❡t ✭✸✳✹✶✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

−16
(p− 1)(n− 1)

p(n+ 2)

∫

M

∣∣∣∇g(t)|Rg(t) − λF | p2
∣∣∣
2

g(t)
dvg(t) ≤

C

(∫

M

|Rg(t) − λF |p+1dvg(t) +

∫

M

|Rg(t) − λF |pdvg(t)
)

− 16
(p− 1)(n− 1)

p(n+ 2)
Y (M, g0)

(∫

M

|Rg(t) − λF | pn

n−2dvg(t)

)n−2
n

. ✭✸✳✹✷✮

❆✐♥s✐ ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ✭✸✳✹✷✮ ❞❛♥s ✭✸✳✸✻✮✱ ♦♥ ❛

d

dt

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t) ≤ −16

(p− 1)(n− 1)

p(n+ 2)
Y (M, g0)

(∫

M

|Rg(t) − λF | pn

n−2

)n−2
n

+ C

∫

M

|Rg(t) − λF |p+1dvg(t) + C

∫

M

|Rg(t) − λF |pdvg(t)

+ C

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t) + C

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

)1− 1
p
∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣2 dvg(t).

✭✸✳✹✸✮

❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r I ❡t II ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs t❡r♠❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✹✸✮✱ ❛❧♦rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

I + II ≤ C

∫

M

|Rg(t) − λF |p+1dvg(t) + C

∫

M

|Rg(t) − λF |pdvg(t).

❆✐♥s✐ ✭✸✳✹✸✮ ❞❡✈✐❡♥t

d

dt

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t) ≤ − 16

(p− 1)(n− 1)

p(n+ 2)
Y (M, g0)

(∫

M

|Rg(t) − λF | pn

n−2

)n−2
n

+ C

∫

M

|Rg(t) − λF |p+1dvg(t) + C

∫

M

|Rg(t) − λF |pdvg(t). ✭✸✳✹✹✮

❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ♦♥ ❛ ✱

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p+1

dvg(t) ≤
(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

) 2p−n+2
2p

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ pn

n−2 dvg(t)

)n−2
2p

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✱
∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p+1

dvg(t)

≤ ε
− n

2p−n

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

) 2p−n+2
2p−n

+ ε

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ pn

n−2 dvg(t)

)n−2
n

.

✽✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❆✐♥s✐ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ε = 15 (p−1)(n−1)
p(n+2)

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✹✹✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

d

dt

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t) ≤− (p− 1)(n− 1)

p(n+ 2)
Y (M, g0)

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣ pn

n−2 dvg(t)

)n−2
n

+ C

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t) + C

(∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t)

) 2p−n+2
2p−n

.

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré✳
�

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✷ ❙♦✐t Y ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r [0,+∞)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s C, α, β, θ > 0 t❡❧❧❡s q✉❡

Y ′(t) ≤ C
(
Y α(t) + Y β(t)

)
, ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0 ✭✸✳✹✺✮

❡t

lim
t→+∞

∫ t+1

t

Y θ(s) = 0. ✭✸✳✹✻✮

❆❧♦rs ♦♥ ❛
lim

t→+∞
Y (t) = 0.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ Y (t) −→
t→+∞

0✱ ✐✳❡

∀ε > 0, ∃ T > 0 : ∀t ≥ T, ♦♥ ❛ Y (t) < ε. ✭✸✳✹✼✮

P❛r ✭✸✳✹✻✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡ ✭tj) t❡❧❧❡ q✉❡

lim
j→+∞

Y (tj) = 0 ❛✈❡❝ j < tj < j + 1, ♣♦✉r t♦✉t j ∈ N.

■❧ ❡♥ ❞❡➣♦✉❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ j0 ∈ N t❡❧ q✉❡

∀j ≥ j0, Y (tj) <
ε

δ
❡t

∫ j+1

j

Y θ(t)dt <
(ε
δ

)1+θ

, ✭✸✳✹✽✮

♦ù δ ≥ 1 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣❧✉s t❛r❞✳

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ✭✸✳✹✼✮ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r T = tj0+1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✭✸✳✹✼✮ ♥❡ s♦✐t ♣❛s
✈r❛✐❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ t ≥ T t❡❧ q✉❡ Y (t) ≥ ε✳ P♦s♦♥s ❛❧♦rs

T1 = inf{ t ≥ T : Y (t) ≥ ε }.

❖♥ ❛ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ Y ✱
Y (T1) = ε ✭✸✳✹✾✮

✽✹



✸✳✸ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ à ❧✬✐♥✜♥✐

❡t
Y (t) < ε s✐ T ≤ t < T1. ✭✸✳✺✵✮

❙♦✐t j1 ∈ N ❞é✜♥✐ ♣❛r
tj1 = max{ tj : tj ≤ T1 }.

❆❧♦rs ♦♥ ❛ ♥❡❝éss❛✐r❡♠❡♥t tj1 ≤ T1 < tj1+1 ❡t

tj1 ≥ tj0+1 = T. ✭✸✳✺✶✮

❆✐♥s✐ ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✸✳✹✽✮

Y (tj1) <
ε

δ
. ✭✸✳✺✷✮

❙✐ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✸✳✹✺✮ ♣❛r Y θ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

(Y 1+θ)′ ≤ C(1 + θ)(Y α + Y β)Y θ

❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❡♥tr❡ tj1 ❡t T1✱ ♦♥ ❛

Y (T1) ≤ Y 1+θ(tj1) + C(1 + θ)

∫ T1

tj1

(Y α + Y β)Y θ(t)dt.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✺✵✮✱ ✭✸✳✺✶✮ ❡t ✭✸✳✺✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝

Y (T1) ≤
(ε
δ

)1+θ

+ C(1 + θ)(εα + εβ)

∫ T1

tj1

Y θ(t)dt.

❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r 0 < ε < 1✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝

Y (T1) ≤
(ε
δ

)1+θ

+ 2C(1 + θ)

∫ T1

tj1

Y θ(t)dt. ✭✸✳✺✸✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ j0 ≤ j1 ≤ tj1 ≤ T1 < tj1+1 ≤ j1 + 2✱ ♦♥ ❛ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✹✽✮

∫ T1

tj1

Y θ(t)dt ≤
∫ j1+1

j1

Y θ(t)dt+

∫ j1+2

j1+1

Y θ(t)dt ≤ ε

δ
+

ε

δ
= 2

ε

δ

❡t ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❞❛♥s ✭✸✳✺✸✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Y (T1) ≤
(ε
δ

)1+θ

+ 4C(1 + θ)
ε

δ
≤ ε

δ
+ 4C(1 + θ)

ε

δ

❝❛r ε < 1 ❡t δ ≥ 1✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t δ = 2 (1 + 4C(1 + θ))✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t Y (T1) ≤ ε
2
✱ ❝❡ q✉✐

❝♦♥tr❡❞✐t ✭✸✳✹✾✮✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré✳
�

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶

✽✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t C ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦✲
s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ M, g0, u0, F ❡t p✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳

❙♦✐t φp(t) =

∫

M

∣∣Rg(t) − λF
∣∣p dvg(t). ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶✱ ♦♥ ❛ ✿

s✐ p ≤ n

2
✱ φp(t) ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✿

φ′
p(t) ≤ −α0φ

n−2
n
pn

n−2
(t) + C φp(t) + Cφ

1− 1
p

p (t)φ2(t), ✭✸✳✺✹✮

s✐ p >
n

2
✱ φp(t) ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✿

φ′
p(t) ≤ −α1φ

n−2
n
pn

n−2
(t) + C φ

2p−n+2
2p−n

p (t) + C φp(t), ✭✸✳✺✺✮

♦ù α0 = 2 n−2p
n+2

Y (M, g0) ❡t α1 =
(p−1)(n−1)

p(n+2)
Y (M, g0)✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ M ❡st ❝♦♥st❛♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t
❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ pk → +∞✳ ❖♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r
ré❝✉r❡♥❝❡ ♣♦✉r p = pk✱ ❛✈❡❝

pk = p0

(
n

n− 2

)k

, k ∈ N,

♦ù p0 ∈ [3
2
, 2] ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ pk 6= n

2
♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ t❡❧ ❝❤♦✐① ❡st

t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r p0 ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s [3
2
, 2]✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ pk ❡st

✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❞♦♥❝ pk 6= n
2
✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r p = p0✳ ❈♦♠♠❡ p0 < 2✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

❞❡ ❍ö❧❞❡r φp0(t) ≤ φ
p0
2
2 (t)✱ ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡

lim
t→+∞

φ2(t) = 0.

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✱ ♦♥ ❛

d

dt
E(g(t)) = −2

n− 2

n+ 2
f−n−2

n

∫

M

|Rg(t) − λF |2dvg(t)

= −2
n− 2

n+ 2
f−n−2

n φ2(t)

❡t ❝♦♠♠❡ f(t) ≤ max
M

F ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✱ ❛❧♦rs

φ2(t) ≤ −C
d

dt
E(g(t)). ✭✸✳✺✻✮

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t (3.56) ❡♥tr❡ 0 ❡t t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∫ t

0

φ2(s)ds ≤ −C

∫ t

0

d

ds
E(g(s))ds

≤ C(E(g(0))− E(g(t)))
≤ C. ✭✸✳✺✼✮

✽✻



✸✳✸ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ à ❧✬✐♥✜♥✐

❈♦♠♠❡ t ≥ 0 ❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝
∫ +∞

0

φ2(t) dt ≤ C. ✭✸✳✺✽✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ lim
t→+∞

φ2(t) = 0✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛s✱

s✐ 2 ≤ n

2
✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✭✸✳✺✹✮ ✭❡♥ ♣r❡♥❛♥t p = 2✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛✱

φ′
2(t) ≤ C φ2(t) + Cφ

3
2
2 (t).

❙✐ 2 >
n

2
✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❛ n = 3✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✭✸✳✺✺✮ ✿

φ′
2(t) ≤ Cφ3

2(t) + Cφ2(t).

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✺✽✮ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ 3.3.2✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡

lim
t→+∞

φ2(t) = 0. ✭✸✳✺✾✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 3.3.1 ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r p = pk ❡t ♦♥ ✈❛ ❧❛ ❞é♠♦♥tr❡r
♣♦✉r pk+1✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝✱

lim
t→+∞

φpk(t) = 0 ✭✸✳✻✵✮

❡t ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡

lim
t→+∞

φpk+1
(t) = 0.

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡

lim
t→+∞

∫ t+1

t

φ
n−2
n

pk+1(s)ds = 0. ✭✸✳✻✶✮

❈♦♠♠❡ pk 6= n
2
✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛s ✿ pk <

n

2
❡t pk >

n

2
✳

❙✐ pk <
n

2
✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✺✹✮ ❛✈❡❝ p = pk ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

φ′
pk
(t) ≤ −α0φ

n−2
n

pk+1(t) + C φpk(t) + Cφ
1− 1

pk
pk (t)φ2(t). ✭✸✳✻✷✮

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✸✳✻✷✮ ❡♥tr❡ t ❡t t+ 1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

φpk(t+ 1) + α0

∫ t+1

t

φ
n−2
n

pk+1(s) ≤ φpk(t) + C

∫ t+1

t

φpk(s) ds+ C

∫ t+1

t

φ
1− 1

pk
pk (s)φ2(s)ds,

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✺✾✮ ❡t ✭✸✳✻✵✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝

lim
t→+∞

∫ t+1

t

φ
n−2
n

pk+1(s)ds = 0.

✽✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❙✐ pk >
n

2
✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✺✺✮ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✭✸✳✺✹✮ ❡t ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡

❝❛s pk <
n
2
✳ ❆✐♥s✐ ✭✸✳✻✶✮ ❡st ❞é♠♦♥tré❡✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ lim
t→+∞

φpk+1
(t) = 0✳ ▲à ❡♥❝♦r❡ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛s ✿ pk+1 <

n

2

❡t pk+1 >
n

2
✳

❙✐ pk+1 <
n

2
✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✺✹✮ ❛✈❡❝ p = pk+1 ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

φ′
pk+1

(t) ≤ Cφpk+1
(t) + Cφ

1− 1
pk+1

pk+1 (t)φ2(t) ✭✸✳✻✸✮

♠❛✐s ♣❛r ✭✸✳✺✾✮ ♦♥ ❛ φ2(t) ≤ C✳ ❉✬♦ù

φ′
pk+1

(t) ≤ Cφpk+1
(t) + Cφ

1− 1
pk+1

pk+1 (t).

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✷ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✻✶✮ ♣♦✉r ❛✈♦✐r

lim
t→+∞

φpk+1
(t) = 0.

❙✐ pk+1 >
n

2
✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✺✺✮ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✭✸✳✺✹✮ ❡t ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡

❝❛s pk+1 <
n
2
✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré❡✳
�

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ Rg(t) ❡st ♠✐♥♦ré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥t❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t✱ t❡❧❧❡ q✉❡

Rg(t) ≥ −C ∀t ≥ 0.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ C ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ u0, g0
❡t F ✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❤❛♥❣❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳
❉✬❛♣rès ✭✸✳✽✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶✱ ♦♥ ❛

∂tRg(t) =
4

n+ 2
Rg(t)

(
Rg(t) − λF

)
+ 4

n− 1

n+ 2
∆g(t)

(
Rg(t) − λF

)
.

❊♥ ♣♦s❛♥t R̃ = Rg(t) − λF ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∂tR̃ =
4

n+ 2
(R̃ + λF )R̃ + 4

n− 1

n+ 2
∆R̃− F∂tλ. ✭✸✳✻✹✮

▼❛✐s✱

∂tλ = −2
n− 2

n+ 2
f−1

∫

M

|Rg(t) − λF |2dvg(t) +
4

n+ 2
λf−1

∫

M

F (Rg(t) − λF )dvg(t).

✽✽



✸✳✸ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ à ❧✬✐♥✜♥✐

❖r ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ♦♥ ❛
∫

M

|Rg(t) − λF |pdvg(t) ≤ C ∀p ≥ 1,

❡t ❝♦♠♠❡ C0 ≤ f ≤ max
M

F ❡t 0 < λ(t) ≤ C1 ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ (3.1.4)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C t❡❧❧❡ q✉❡
|∂tλ| ≤ C.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C t❡❧❧❡ q✉❡

|λF | ≤ C.

■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✸✳✻✹✮ q✉❡

∂tR̃ ≥ 4
n− 1

n+ 2
∆g(t)R̃ +

4

n+ 2
R̃2 − C|R̃| − C. ✭✸✳✻✺✮

❋✐①♦♥s t ∈ [0,+∞) ❡t s♦✐t (x0, t0) ∈ M × [0, t] t❡❧ q✉❡ R̃(x0, t0) = min
M×[0,t]

R̃✳ ❙✐ t0 = 0✱

❛❧♦rs min
M×[0,t]

R̃ = R̃(x0, 0)✱ ❡t ❞♦♥❝

min
x∈M

R̃(x, t) ≥ min
x∈M

R̃(x, 0).

❆❧♦rs ♣❛r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ R̃(x, t)✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡ q✉❡

min
x∈M

R(x, t) ≥ min
x∈M

R0(x)− C.

❙✐ t0 > 0✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ∂tR̃(x0, t0) ≤ 0 ❡t ∆R̃(x0, t0) ≥ 0✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès (3.65)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

0 ≥ 4

n+ 2
|R̃(x0, t0)|2 − C|R̃(x0, t0)| − C.

P♦s♦♥s S = |R̃(x0, t0)|, ♦♥ s❛✐t q✉❡

4

n+ 2
S2 − CS − C ≤ 0

s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S ≤ S1 :=
n+ 2

8

(
C +

√
C2 +

16C

n+ 2

)
✳

❉♦♥❝ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡
|R̃(x0, t0)| ≤ S1

❡t ♣❛r s✉✐t❡
R̃(x0, t0) ≥ −S1.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ S ❡t R̃✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C t❡❧❧❡
q✉❡

R(x, t) ≥ −C.

❈❡❝✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ �

✽✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

✸✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢♦t à ❧✬✐♥✜♥✐

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ✢♦t g(t) ❧♦rsq✉❡
t → +∞✳ ❖♥ ♠❡ttr❛ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss✉r❛♥t s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ s♦♥ ♣r♦✜❧ ❡♥ ❝❛s ❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ✭♥♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡r❛ ❛✐♥s✐
❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✓ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✉❧❧❡s ✔ ❞é❥à r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞✉
✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ✳

❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡
s✉✐t❡ tν → +∞✱ ❧❛ s✉✐t❡ uν := u(tν) ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ ❞❛♥s H1(M) ♣♦✉r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ E✱ ✐✳❡ E(uν) ❡st ❜♦r♥é❡ ❡t dE(uν) −→

ν→+∞
0 ❞❛♥s H−1(M)✱ ♦ù dE(uν) ❡st ❧❛

❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ E ❡♥ uν ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ p = 2n
n+2

❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ♦♥ ❛

lim
ν→+∞

∫

M

|Rg(tν))− λ(tν)F | 2n
n+2dvg(tν) = 0,

✐✳❡

lim
ν→∞

∫

M

∣∣∣∣cn∆0uν −R0uν + λ(tν)Fu
n+2
n−2
ν

∣∣∣∣

2n
n+2

dvg0 = 0. ✭✸✳✻✻✮

❉✬❛✉tr❡s ♣❛rt✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡

dE(uν)(ϕ) =

∫

M

(
−cn∆uν +R0uν − λ(tν)Fu

2n
n+2
ν

)
ϕdvg0 , ♣♦✉r t♦✉t ϕ ∈ H1(M),

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ♣✉✐s ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ H1(M) ⊂ L
2n
n−2 (M) ✿

‖dE(uν)‖H−1(M) ≤ C

∥∥∥∥−cn∆uν +R0uν − λ(tν)Fu
2n
n+2
ν

∥∥∥∥
L

2n
n+2 (M)

.

❆✐♥s✐ ♣❛r ✭✸✳✻✻✮ ♦♥ ❛ ‖dE(uν)‖H−1(M) −→
ν→+∞

0✳

❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (uν) ❧♦rsq✉❡ ν → ∞✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s✳

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s up,ε ∈ C∞(M) ❛✈❡❝ p ∈ M ❡t 0 < ε < ε0✱ ♦ù ε0 > 0
❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ❡st ❞✉ t②♣❡ ✓ ❜✉❧❧❡ st❛♥❞❛r❞ ✔ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿





up,ε(x) =

(
ε

ε2 + d(p, x)2

)n−2
2

s✐ x ∈ B(p, δ)

‖up,ε‖C2(M\B(p,δ)) ≤ Cε
n−2
2 ,

✭✸✳✻✼✮

♦ù 0 < δ < ✐♥❥M ✭r❛②♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ (M, g0)✮ ❡t C > 0 s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
❞❡ (p, ε)✱ ❡t d(p, .) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à g0✮ ❛✉ ♣♦✐♥t p✳

●râ❝❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞és♦r♠❛✐s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❇❛❤r✐✲❈♦r♦♥ [✸] ❡t ❙tr✉✇❡ [✷✻]✱ q✉✐tt❡ à ♣❛ss❡r
à ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (uν)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✾✵



✸✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢♦t à ❧✬✐♥✜♥✐

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r m ≥ 0✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts xk,ν ∈ M ❛✈❡❝ 1 ≤ k ≤ m✱
ν ≥ 1✱ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s ✈ér✐✜❛♥t εk,ν −→

ν→+∞
0 ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ k ≤ m✱ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

0 ≤ u∞ ∈ C∞(M) t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u∞ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥

−cn∆0u∞ +R0u∞ = λ∞FuN
∞,

♦ù λ∞ = lim
ν→+∞

λ(tν).

✷✳ P♦✉r t♦✉t i 6= j✱ ♦♥ ❛

εi,ν

εj,ν
+

εj,ν

εi,ν
+

d(xi,ν , xj,ν)

εi,νεj,ν
−→

ν→+∞
+∞.

✸✳ xk,ν −→
ν→+∞

xk ♣♦✉r t♦✉t k = 1, ...,m✱ ♦ù x1, ..., xk ∈ M s♦♥t t❡❧s q✉❡ F (xk) > 0 ❡t

∥∥∥∥∥uν − u∞ −
m∑

k=1

(
4n(n− 1)

λ∞F (xk)

)n−2
4

uxk,ν ,εk,ν

∥∥∥∥∥
H1(M)

−→
ν→+∞

0,

♦ù (up,ε) ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ✓ ❜✉❧❧❡ st❛♥❞❛r❞ ✔✱ ✐✳❡ ✈ér✐✜❛♥t
❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✻✼✮✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞és❝r✐♣t✐♦♥ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ✓ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✔ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡
(uν) ❛✉t♦✉r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ x1, · · · , xm✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♠❡ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠
❞❡ ✓ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✉❧❧❡s ✔ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❆✐♥s✐ s✐ m = 0 ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✱ ✐❧
♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡t ♣❛r s✉✐t❡✱ (uν) ✈❛ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❞❛♥s H1(M) ✈❡rs ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ u∞ > 0 ❝❛r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ gν = u
4

n−2
ν g0 ❡st ❝♦♥st❛♥t✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉

✈♦❧✉♠❡ ❡st é❝❛rté❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ u(t) ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s C∞(M) ✭✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ t✮
❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs u∞ ♣❛r ✉♥ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❬✷✺❪ s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
F ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é❝❛rt❡r ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u∞✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷ ❖♥ ❛ s♦✐t u∞ > 0 ♦✉ ❜✐❡♥ u∞ ≡ 0✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❙✐ u∞ s✬❛♥♥✉❧❡ ❡♥
✉♥ ♣♦✐♥t✱ ❛❧♦rs u∞ ❡st ♥✉❧❧❡ ♣❛rt♦✉t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u∞ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

cn∆0u∞ −R0u∞ + λ∞Fu
n+2
n−2
∞ = 0,

❞✬♦ù

∆0u∞ = u∞ c−1
n

(
R0 − λ∞Fu

4
n−2
∞

)
.

✾✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❈♦♠♠❡ u∞ ≥ 0✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❍♦♣❢ ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✮✱ u∞ ❡st s♦✐t ♣❛r✲
t♦✉t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱ s♦✐t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✳ ❈❡❝✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳�

❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ E ❡st ❞é✲
❝r♦✐ss❛♥t❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ✢♦t✳ ❈❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ E(uν) ❛ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ E∞
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (tν)✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❛

E∞ = lim
t→+∞

E(u(t)).

◆♦t♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ E ♦♥ ❛

E(uν) = f(tν)
2−n
n

∫

M

(cn∇uν |2 +R0u
2
ν)dvg0 ≥ f(tν)

2−n
n Y (M, g0)

❝❛r ∫

M

u
2n
n−2
ν dvg0 = ❱♦❧(M, g(tν) = 1.

❈♦♠♠❡ f(tν)
2−n
n ≥

(
max
M

F
) 2−n

n

✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

E(uν) ≥
(
max
M

F
) 2−n

n

Y (M, g0),

❞✬♦ù ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡

E∞ ≥
(
max
M

F
) 2−n

n

Y (M, g0) ❡t λ∞ ≥
(
max
M

F
)−1

Y (M, g0).

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s s✉r E∞✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✸ E∞ ✈ér✐✜❡ ✿

✶✳ ❙✐ u∞ = 0✱ ❛❧♦rs

E∞ =

(
m∑

k=1

Y (Sn)
n
2

F (xk)
n−2
2

) 2
n

. ✭✸✳✻✽✮

✷✳ ❙✐ u∞ > 0✱ ❛❧♦rs

E∞ =

(
E(u∞)

n
2 +

m∑

k=1

Y (Sn)
n
2

F (xk)
n−2
2

) 2
n

. ✭✸✳✻✾✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ f(t) ✈ér✐✜❡ C0 ≤ f(t) ≤ max
M

F ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳

❆❧♦rs q✉✐tt❡ à ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ lim
ν→+∞

f(tν) = f∞ ≥ C0 > 0✳ ❖♥

❛ ❞♦♥❝

f∞ = lim
ν→+∞

f(tν)

= lim
ν→+∞

∫

M

F (x)u
2n
n−2
ν dvg0 .

✾✷



✸✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢♦t à ❧✬✐♥✜♥✐

▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ♦♥ ❛

uν = u∞ +
m∑

k=1

(
4n(n− 1)

λ∞F (xk)

)n−2
4

uxk,ν ,εk,ν + o(1),

♦ù o(1) →
ν→∞

0 ❞❛♥s H1(M). ❉♦♥❝✱

f∞ = lim
ν→+∞

∫

M

F (x)

(
u∞ +

m∑

k=1

(
4n(n− 1)

λ∞F (xk)

)n−2
4

uxk,ν ,εk,ν + o(1)

) 2n
n−2

dvg0 .

❯♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uxk,ν ,εk,ν ♥♦✉s ❞♦♥♥❡

f∞ =

∫

M

F (x)u
2n
n−2
∞ dvg0 + lim

ν→∞

m∑

k=1

(
4n(n− 1)

λ∞F (xk)

)n
2

F (xk)

∫

M

u
2n
n−2
xk,ν ,εk,νdvg0 . ✭✸✳✼✵✮

■❝✐ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛s ✿ u∞ = 0 ❡t u∞ > 0✳

❙✐ u∞ = 0✱ ❞❡ (3.70) ♦♥ ❛

f∞ = lim
ν→∞

m∑

k=1

(4n(n− 1))
n
2

λ
n
2∞F (xk)

n−2
2

∫

M

u
2n
n−2
xk,ν ,εk,νdvg0 .

❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❍❡❜❡② [✶✻] ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✶✸✮✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡

lim
ν→+∞

∫

M

u
2n
n−2
xk,ν ,εk,ν dvg0 =

(
Y (Sn)

4n(n− 1)

)n
2

. ✭✸✳✼✶✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝

f∞ =
m∑

k=1

Y (Sn)
n
2

λ
n
2∞F (xk)

n−2
2

.

❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ♣❛r λ
n
2∞ ❡t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ λ∞ = E∞f

− 2
n∞ ✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

E∞ =

(
m∑

k=1

Y (Sn)
n
2

F (xk)
n−2
2

) 2
n

.

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t u∞ > 0✳ ❈♦♠♠❡ u∞ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

−cn∆0u∞ +R0u∞ = λ∞Fu
n+2
n−2
∞ ,

❛❧♦rs ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ♣❛r u∞ ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t s✉r ▼✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∫

M

(
cn|∇u∞|20 +R0u

2
∞
)
dvg0 = λ∞

∫

M

Fu
2n
n−2
∞ dvg0 .

✾✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❖r ♦♥ ❛ E(u∞) =

∫

M

(
cn|∇u∞|2 +R0u

2
∞
)
dvg0

(∫

M

Fu
2n
n−2
∞ dvg0

)n−2
n

✳ ❉✬♦ù

∫

M

Fu
2n
n−2
∞ dvg0 =

(
E(u∞)

λ∞

)n
2

.

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❞❛♥s ✭✸✳✼✵✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✼✶✮✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

f∞ =

(
E(u∞)

λ∞

)n
2

+
m∑

k=1

F (xk)

(
Y (Sn)

λ∞F (xk)

)n
2

.

❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ♣❛r λ
n
2∞ ❡t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ λ∞ = E∞f

− 2
n∞ ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

E∞ =

(
E(u∞)

n
2 +

m∑

k=1

Y (Sn)
n
2

F (xk)
n−2
2

) 2
n

.

❈❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ �

❈♦♠♠❡ ♦♥ ✈❛ ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✶ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❛ ❝❛s u∞ = 0 ❞❛♥s ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ m 6= 0✳ ■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱
❣râ❝❡ à ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥ér❣✐❡✱ q✉❡ s✐ m 6= 0✱ ❛❧♦rs ❧✬é♥ér❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0

✈ér✐✜❡ ✿

E(u0) >
Y (Sn)

(maxM F )
n−2
n

. ✭✸✳✼✷✮

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ (3.72) ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈ér✐✜é❡✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✸ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ m = 0✳
❆✐♥s✐ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts (xk

ν) ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♥♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉
✈♦❧✉♠❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❝❧é q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡
t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R0 > 0 ❡t F ∈ C∞(M) t❡❧❧❡ q✉❡ max
M

F > 0✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r

t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ g0 = u
4

n−2

0 g0 ❛✈❡❝ u0 ✈ér✐✜❛♥t

E(u0) ≤
Y (Sn)

(maxM F )
n−2
n

, ✭✸✳✼✸✮

❧❡ ✢♦t g(t) ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s C∞(M) ✈❡rs ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ g∞ ❞❡
❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ é❣❛❧❡ à λ∞F ✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ λ∞ > 0✳✳

✾✹



✸✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢♦t à ❧✬✐♥✜♥✐

❉❛♥s ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❧✐♠✐t❡ g∞ ❛ ♣♦✉r ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ λ∞F ✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

F ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ λ
−n−2

4∞ g∞✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♥❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ♣❛s✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ✜①é ❞❛♥s M ✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t η > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡
r > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0,+∞)✱ ♦♥ ❛✐t

∫

B(x,r)

u(t)
2n
n−2dvg0 ≤ η. ✭✸✳✼✹✮

❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✭✸✳✼✹✮ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈r❛✐❡✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ η0 > 0 ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡
tj → +∞ t❡❧s q✉❡

∫

B(x, 1j )
u(tj)

2n
n−2dvg0 ≥ η0 ♣♦✉r t♦✉t j ≥ 1. ✭✸✳✼✺✮

❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ à ❧❛ s✉✐t❡ uj = u(tj)✳ ❖♥ ✈❛ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝❛s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧✬❡♥t✐❡r m ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ✿

❙✉♣♣♦s♦♥s m > 0✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✸

E∞ ≥ Y (Sn)

(maxM F )
n−2
n

,

❡t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ✭✸✳✼✸ ✮ ♦♥ ❛

E(u0) ≤
Y (Sn)

(maxM F )
n−2
n

.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ E(u0) = E∞✳ ❈♦♠♠❡ E∞ ≤ E(u(t)) ≤ E(u0) ♣❛r ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ E(u(t))✱
♦♥ ❛ ❞♦♥❝ E(u(t)) ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▼❛✐s✱

d

dt
E(u(t)) = −2

n− 2

n+ 2
f−n−2

n

∫

M

|Rg(t) − λF |2dvg(t)

= −2
n+ 2

n− 2
f−n−2

n

∫

M

|∂tu|2u−2dvg(t)

❡t ❝♦♠♠❡ u > 0✱ ❛❧♦rs
∂tu = 0,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ✢♦t ❡st ❝♦♥st❛♥t✳ ❆✐♥s✐ s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t r > 0 t❡❧ q✉❡

∫

B(x,r)

u(0)
2n
n−2dvg0 ≤

η0

2
✱ ♦♥ ❛✉r❛ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱

∫

B(x,r)

u(t)
2n
n−2dvg0 =

∫

B(x,r)

u(0)
2n
n−2dvg0 ≤

η0

2
,

❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✭✸✳✼✺✮✳

✾✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ m = 0✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✱ ♦♥ ❛ uj → u∞
❞❛♥s H1(M)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✱ uj → u∞ ❞❛♥s L

2n
n−2 (M)✳ ❆✐♥s✐

s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ r > 0 t❡❧ q✉❡

∫

B(x,r)

u
2n
n−2
∞ dvg0 ≤

η0

4
✱ ♦♥ ❛✉r❛ ♣♦✉r j ❛ss❡③ ❣r❛♥❞

∫

B(x,r)

u
2n
n−2

j dvg0 ≤
η0

2
,

❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ✭✸✳✼✺✮✳ ❆✐♥s✐ ✭✸✳✼✹✮ ❡st ❞é♠♦♥tré❡✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ u(t) ❡st ♠❛❥♦ré❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ t✳ ❈✬❡st ❧à q✉❡ ✈❛
✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ♥♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
ré❣✉❧❛r✐té ✐♥tér✐❡✉r❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✽ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r♥❛❝❦ ✭t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✾
❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❙♦✐t x ∈ M ✜①é ❡t s♦✐t
η1 ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✽✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉❞r❛ tr♦✉✈❡r r > 0 ✈ér✐✜❛♥t ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0 ✿

∫

Br(x)

|Rg(t)|qdvg(t) ≤ η1,

♦ù q > n
2
✳

❋✐①♦♥s p > q > n
2
✳ ❖♥ ❛

∫

M

|Rg(t)|pdvg(t) =
∫

M

|Rg(t) − λF + λF |pdvg(t)

≤ C

∫

M

|Rg(t) − λF |pdvg(t) + C

∫

M

|λF |pdvg(t),

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ♦♥ ❛

∫

M

|Rg(t) − λF |p dvg(t) ≤ C✱ ❡t ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹ ♦♥

❛ |λF | ≤ C✳ ❉✬♦ù ∫

M

|Rg(t)|pdvg(t) ≤ C.

❊t ❞✬❛♣rès ✭✸✳✼✹✮✱ ♣♦✉r t♦✉t η0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ r > 0 t❡❧ q✉❡
∫

Br(x)

dvg(t) ≤ η0,

♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0. ❉♦♥❝✱ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ♦♥ ❛

∫

Br(x)

|Rg(t)|qdvg(t) ≤
(∫

Br(x)

|Rg(t)|pdvg(t)
) q

p
(∫

Br(x)

dvg(t)

) p−q

p

,

≤ C
p

q η
p−q

p

0 .

✾✻



✸✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢♦t à ❧✬✐♥✜♥✐

❊♥ ❝❤♦s✐ss❛♥t η0 > 0 t❡❧ q✉❡ C
p

q η
p−q

p

0 ≤ η1 ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

∫

Br(x)

|Rg(t)|qdvg(t) ≤ η1.

●râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✽ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡

u(x, t) ≤ C r−
n−2
2

(∫

Br(x)

dvg(t)

)n−2
2n

≤ C r−
n−2
2

❝❛r

∫

M

dvg(t) = 1✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré q✉❡ u ❡st ♠❛❥♦ré❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ t✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ✈❛ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ u ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ♣♦s❡

a = R0 + C

(
sup

(x,t)∈M×[0,+∞)

u(x, t)

) 4
n−2

,

♦ù C ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳

❖♥ ❛

−cn∆u(t) + au(t) ≥ −cn∆0u(t) +R0u(t) + Cu(t)
n+2
n−2

= (Rg(t) + C)u(t)
n+2
n−2 ≥ 0.

❆✐♥s✐ ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r♥❛❝❦ ✭t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✾✮✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡

inf
x∈M

u(x, t)

(
sup
x∈M

u(x, t)

)n+2
n−2

≥ C

∫

M

u
2n
n−2dvg0 = C,

♣❛r s✉✐t❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C ′ > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t t❡❧❧❡ q✉❡

inf
x∈M

u(x, t) ≥ C ′.

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ u ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍ö❧❞❡r Cα,α
2 (M × [0,+∞))✱

♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✭❝❛s
R0 < 0✮✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉✬✐❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳

❆✐♥s✐ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✺ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮
❛♣♣❧✐q✉é❡ à (3.2)✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ u ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s C2k+α,k+α

2 (M × [0,+∞)) ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✱

‖u‖Ck(M×[0,+∞)) ≤ Ck, ✭✸✳✼✻✮

✾✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

♦ù Ck ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ u0, g0, F ❡t k✳

❉✬❛♣rès (3.76) ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ tν → +∞ ❡t u∞ ∈ C∞(M)✱ t❡❧❧❡ q✉❡

u(tν) −→
ν→+∞

u∞ ❞❛♥s C∞(M).

❉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ u(x, t) ≥ C✱ ❛✈❡❝ C > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t✱ ♦♥ ❛ u∞ ≥ C✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r

♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ Rg(tν) −→
ν→+∞

Rg∞ ✱ ❛✈❡❝ g∞ = u
4

n−2
∞ g0✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

3.3.1 ♦♥ ❛

lim
ν→+∞

∫

M

|Rg(tν) − λ(tν)F |pdvg(tν) = 0 ♣♦✉r t♦✉t p ≥ 1.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ Rg∞ = λ∞F, ❛✈❡❝ λ∞ = lim
ν→+∞

λ(tν)✳

❉✬❛♣rès ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❙✐♠♦♥ [✷✺]✱ u∞ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ u(t) ❧♦rsq✉❡ t → +∞✳ ▲❡
t❤é♦rè♠❡ 3.4.2 ❡st ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré✳

�

❖♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✼✸✮
❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✶✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❊s❝♦❜❛r✲❙❝❤♦❡♥ ❬✶✷❪ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡
❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ M ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ❡t ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à S

3✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✳✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (M, g0) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ❛✈❡❝ R0 > 0 ❡t q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s
❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ s♣❤èr❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ S

3✳ ❆❧♦rs t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ∈ C∞(M) t❡❧❧❡
q✉❡ max

M
F > 0 ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ à g0✳

◆♦t♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ Sn ❡st ❡①❝❧✉ ♣❛r ❝❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡
s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ S

n✱ ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ✓ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ◆✐r❡♥❜❡r❣ ✔✱ ❡st très
❞é❧✐❝❛t à ét✉❞✐❡r à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs
s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥♥é❡s✱ ✈♦✐r ❬✷❪✱ ❬✹❪✱ ❬✾❪✱ ❬✶✵❪✱ ❬✶✼❪✱ ❬✶✾❪✱ ❬✷✸❪✳
❚♦✉s s❡s tr❛✈❛✉① ❛❜♦r❞❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ◆✐r❡♥❜❡r❣ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à s✐❣♥❛❧é ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ s❡✉❧ tr❛✈❛✐❧ q✉✐ ét✉❞✐❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞✉ ✢♦t ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈❤❡♥✲❳✉ ❬✶✵❪✳

❉❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✶ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ g0 = u
4

n−2

0 g0 ✈ér✐✜❡
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✼✸✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ✭F ❝♦♥st❛♥t❡✮✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r
❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F q✉✐ ❣✉❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ g0 ❄ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ✓ ❜✉❧❧❡ st❛♥❞❛r❞ ✔ ✿ up,ε ✈ér✐✜❛♥t
❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✻✼✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

E(up,ε) ≤
Y (Sn)

F (p)
n−2
n

, ✭❍✮

✾✽



✸✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢♦t à ❧✬✐♥✜♥✐

♣♦✉r t♦✉t p ∈ M t❡❧ q✉❡ F (p) > 0 ❡t t♦✉t 0 < ε < ε0✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R0 > 0 ❡t F ∈ C∞(M) t❡❧❧❡ q✉❡ max
M

F > 0 ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (H)✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ g0 = u
4

n−2

0 g0 ❛✈❡❝ 0 < u0 ∈ C∞(M)✱ ❧❡

✢♦t g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s C∞(M) ✈❡rs ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡

g∞ = u
4

n−2
∞ g0 ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ é❣❛❧❡ à λ∞F ✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ λ∞ > 0✳

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❇r❡♥❞❧❡ ❬✼❪ q✉✐
❞é♠♦♥tr❛ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡✱ ✐✳❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t F ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥✲
♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❞é♠♦♥tr❡ ✭❧♦rsq✉❡ F ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✮
q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❍✮ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡
(M, g0) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≤ 5✳ P♦✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣✲
♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❲❡②❧ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✭✈♦✐r ❇r❡♥❞❧❡ ❬✽❪✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡
♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍✮ ❡st
✈ér✐✜é❡✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❊s❝♦❜❛r✲❙❝❤♦❡♥ ❬✶✷❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ (M, g0) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✸ ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ s♣❤èr❡ S

3 ❡t F s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❍✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♥❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ♣❛s ❧♦rsq✉❡
t → +∞✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✳ ❖♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡r❛ ❢❛✐t❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F s❡r❛ s✉♣♣♦sé❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❍✮ ❝✐✲
❞❡ss✉s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹ ❙♦✐t g(t) = u(t)
4

n−2 g0 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✢♦t (3.1) ❡t F ∈ C∞(M) t❡❧❧❡ q✉❡
(H) s♦✐t ✈ér✐✜é❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s γ, C, ❡t t0✱ t❡❧s q✉❡

E(u(t))− E∞ ≤ C

(∫

M

|Rg(t) − λ(t)F | 2n
n+2dvg(t)

)n+2
2n

(1+γ)

✭✸✳✼✼✮

♣♦✉r t♦✉t t ≥ t0✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞é♠♦♥tré❡✱ ❡❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✺ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡ q✉❡

∫ ∞

0

(∫

M

u(t)
2n
n−2

∣∣Rg(t) − λ(t)F
∣∣2 dvg0

) 1
2

dt ≤ C

✾✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ (M, g(t)) é❣❛❧❡ à 1✳ ❖♥
❞és✐❣♥❡ ♣❛r C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ g0, u0 ❡t F ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❤❛♥❣❡ ❞✬✉♥❡
❧✐❣♥❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸ ♦♥ ❛

d

dt
(E(u(t))− E∞) = −2

n− 2

n+ 2
f−n−2

n

∫

M

u(t)
2n
n−2

∣∣Rg(t) − λF
∣∣2 dvg0 .

❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ♦♥ ❛

(∫

M

|Rg(t) − λF | 2n
n+2dvg(t)

)n+2
2n

≤
(∫

M

|Rg(t) − λF |2dvg(t)
) 1

2

,

❡t ❝♦♠♠❡ f =

∫

M

Fdvg(t) ≤ max
x∈M

F (x)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡ q✉❡

d

dt
(E(u(t))− E∞) ≤ −C

(∫

M

u(t)
2n
n−2 |Rg(t) − λF | 2n

n+2dvg0

)n+2
n

.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹ ♦♥ ❛ ✱

E(u(t))− E∞ ≤ C

(∫

M

u(t)
2n
n−2 |Rg(t) − λF | 2n

n+2dvg0

)n+2
2n

(1+γ)

.

P❛r s✉✐t❡

d

dt
(E(u(t))− E∞) ≤ −C(E(u(t))− E∞)

2
1+γ . ✭✸✳✼✽✮

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

d

dt
(E(u(t))− E∞)−

1−γ

1+γ = −1− γ

1 + γ
(E(u(t))− E∞)

−2
1+γ

d

dt
(E(u(t))− E∞)

≥ C. ✭✸✳✼✾✮

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✸✳✼✾✮ ❡♥tr❡ 0 ❡t t✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡

(E(u(t))− E∞)−
1−γ

1+γ ≥ C t,

❞♦♥❝✱

E(u(t))− E∞ ≤ C t
− 1+γ

1−γ . ✭✸✳✽✵✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ♦♥ ❛✱

∫ 2T

T

(∫

M

u(t)
2n
n−2 (Rg(t) − λF )2dvg0

) 1
2

dt

≤
(∫ 2T

T

∫

M

u(t)
2n
n−2 (Rg(t) − λF )2dvg0dt

) 1
2
(∫ 2T

T

dt

) 1
2

.

✶✵✵



✸✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢♦t à ❧✬✐♥✜♥✐

▼❛✐s✱
d

dt
E(u(t)) = −2

n− 2

n+ 2
f−n−2

n

∫

M

(
Rg(t) − λF

)2
u

2n
n−2dvg0 ,

❛❧♦rs
∫ 2T

T

(∫

M

u(t)
2n
n−2 (Rg(t) − λF )2dvg0

) 1
2

dt

≤
(
− n+ 2

2(n− 2)
T

∫ 2T

T

f
n−2
n

d

dt
E(u(t))dt

) 1
2

,

✭✸✳✽✶✮

❡t ❝♦♠♠❡
d

dt
E(u(t)) ≤ 0 ❡t f ≤ max

M
F ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C t❡❧❧❡ q✉❡

∫ 2T

T

(∫

M

u(t)
2n
n−2 (Rg(t) − λF )2dvg0

) 1
2

dt

≤
(

n+ 2

2(n− 2)
C T (E(u(T ))− E(u(2T )))

) 1
2

.

❉✬❛♣rès ✭✸✳✽✵✮ ♦♥ ❛✱

E(u(T ))− E(u(2T )) ≤ E(u(T ))− E∞

≤ CT
− 1+γ

1−γ ,

❞♦♥❝✱
∫ 2T

T

(∫

M

u(t)
2n
n−2 (Rg(t) − λF )2dvg0

) 1
2

dt

≤ C(T T
− 1+γ

1−γ )
1
2

≤ C T
− γ

1−γ . ✭✸✳✽✷✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱

∫ ∞

0

(∫

M

u(t)
2n
n−2 (Rg(t) − λF )2dvg0

) 1
2

dt =

∫ 1

0

(∫

M

u(t)
2n
n−2 (Rg(t) − λF )2dvg0

) 1
2

dt

+
∞∑

k=0

∫ 2k+1

2k

(∫

M

u(t)
2n
n−2 (Rg(t) − λF )2dvg0

) 1
2

dt

❣râ❝❡ à ✭✸✳✽✷✮ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡

∫ ∞

0

(∫

M

u(t)
2n
n−2 (Rg(t) − λF )2dvg0

) 1
2

dt ≤ C

∞∑

k=0

2−
γ

1−γ
k

≤ C.

✶✵✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

�

❖♥ ❛ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t s✉r ❧❛ ♥♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✳✷ P♦✉r t♦✉t η0 > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ r > 0 t❡❧ q✉❡
∫

Br(x)

u(t)
2n
n−2dvg0 ≤ η0

♣♦✉r t♦✉t x ∈ M ❡t t♦✉t t ≥ 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❛✱

∫ ∞

0

(∫

M

u(t)
2n
n−2

∣∣Rg(t) − λF
∣∣2 dvg0

) 1
2

dt ≤ C,

❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ T > 0 t❡❧ q✉❡

∫ ∞

T

(∫

M

u(t)
2n
n−2

∣∣Rg(t) − λF
∣∣2 dvg0

) 1
2

dt ≤ η0

2n
.

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ré❡❧ r > 0 t❡❧ q✉❡
∫

Br(x)

u(t)
2n
n−2dvg0 ≤

η0

2
✭✸✳✽✸✮

♣♦✉r t♦✉t x ∈ M ❡t t♦✉t 0 ≤ t ≤ T ✳

❉♦♥❝ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (3.2)✱ ♦♥ ❛
∫

Br(x)

u(t)
2n
n−2 dvg0 −

∫

Br(x)

u(T )
2n
n−2 dvg0

= −
∫ T

t

∫

Br(x)

∂

∂s
(u(s)

2n
n−2 ) dvg0 ds

≤ 2n

n+ 2

∫ T

t

∫

Br(x)

u(s)
2n
n−2 |Rg(s) − λF | dvg0 ds

≤ 2n

n+ 2

∫ T

t

∫

M

u(s)
2n
n−2 |Rg(s) − λF | dvg0 ds

≤ 2n

n+ 2

∫ T

t

(∫

M

u(s)
2n
n−2 |Rg(s) − λF |2 dvg0

) 1
2

ds

≤ 2n

n+ 2

η0

2n

≤ η0

2
,

✶✵✷



✸✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢♦t à ❧✬✐♥✜♥✐

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✽✸✮ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

∫

Br(x)

u(t)
2n
n−2dvg0 ≤

∫

Br(x)

u(T )
2n
n−2 dvg0 +

η0

2

≤ η0

♣♦✉r t♦✉t x ∈ M ❡t t ≥ 0. ▲❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré✳ �

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐
s✉✐t C ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞✬✉♥❡
❧✐❣♥❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳

❖♥ ✈❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r q✉❡ u(t) ❡st ♠❛❥♦ré❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ t✳ ❈✬❡st ❧à q✉❡ ✈❛ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ♥♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ q✉✐
♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ✐♥tér✐❡✉r❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✽ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
✶✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r♥❛❝❦ ✭t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✾ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳ ❙♦✐t η1 ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✶✳✷✳✽✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉❞r❛ tr♦✉✈❡r r > 0 ✈ér✐✜❛♥t ♣♦✉r t♦✉t x ∈ M ✿

∫

Br(x)

|Rg(t)|qdvg(t) ≤ η1,

♦ù q > n
2
✳

❋✐①♦♥s p > q > n
2
✳ ❖♥ ❛

∫

M

|Rg(t)|pdvg(t) =
∫

M

|Rg(t) − λF + λF |pdvg(t)

≤ C

∫

M

|Rg(t) − λF |pdvg(t) + C

∫

M

|λF |pdvg(t),

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ♦♥ ❛

∫

M

|Rg(t) − λF |p dvg(t) ≤ C✱ ❡t ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹ ♦♥

❛ |λF | ≤ C✳ ❉✬♦ù ∫

M

|Rg(t)|pdvg(t) ≤ C.

❊t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t η0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ r > 0 t❡❧ q✉❡

∫

Br(x)

dvg(t) ≤ η0,

∀ x ∈ M ❡t ∀ t ≥ 0.

✶✵✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❉♦♥❝✱ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ♦♥ ❛

∫

Br(x)

|Rg(t)|qdvg(t) ≤
(∫

Br(x)

|Rg(t)|pdvg(t)
) q

p
(∫

Br(x)

dvg(t)

) p−q

p

,

≤ C
p

q η
p−q

p

0

❊♥ ❝❤♦s✐ss❛♥t η0 > 0 t❡❧ q✉❡ C
p

q η
p−q

p

0 ≤ η1 ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

∫

Br(x)

|Rg(t)|qdvg(t) ≤ η1.

●râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✽ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡

u(x, t) ≤ C r−
n−2
2

(∫

Br(x)

dvg(t)

)n−2
2n

≤ C r−
n−2
2 ,

❝❛r

∫

M

dvg(t) = 1✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré q✉❡ u ❡st ♠❛❥♦ré❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ t✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ✈❛ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ u ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ♣♦s❡

a = R0 + C

(
sup

(x,t)∈M×[0,+∞)

u(x, t)

) 4
n−2

,

♦ù C ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳

❖♥ ❛

−cn∆u(t) + au(t) ≥ −cn∆0u(t) +R0u(t) + Cu(t)
n+2
n−2

= (Rg(t) + C)u(t)
n+2
n−2 ≥ 0.

❆✐♥s✐ ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r♥❛❝❦ ✭t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✾✮✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡

inf
x∈M

u(x, t)

(
sup
x∈M

u(x, t)

)n+2
n−2

≥ C

∫

M

u
2n
n−2dvg(t) = C,

♣❛r s✉✐t❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C ′ > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t t❡❧❧❡ q✉❡

inf
x∈M

u(x, t) ≥ C ′.

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ u ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍ö❧❞❡r Cα,α
2 (M × [0,+∞))✱

♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✭❝❛s

✶✵✹



✸✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢♦t à ❧✬✐♥✜♥✐

R0 < 0✮✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉✬✐❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳

❆✐♥s✐ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✺ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮
❛♣♣❧✐q✉é❡ à (3.2)✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ u ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s C2k+α,k+α

2 (M × [0,+∞)) ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✱

‖u‖Ck(M×[0,+∞)) ≤ Ck, ✭✸✳✽✹✮

♦ù Ck ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ u0, g0, F ❡t k✳

❉✬❛♣rès (3.84) ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ tν → +∞ ❡t u∞ ∈ C∞(M)✱ t❡❧❧❡ q✉❡

u(tν) −→
ν→+∞

u∞ ❞❛♥s C∞(M).

❉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ u(x, t) ≥ C✱ ❛✈❡❝ C > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t✱ ♦♥ ❛ u∞ ≥ C✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r

♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ Rg(tν) −→
ν→+∞

Rg∞ ✱ ❛✈❡❝ g∞ = u
4

n−2
∞ g0✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

3.3.1 ♦♥ ❛

lim
ν→+∞

∫

M

|Rg(tν) − λ(tν)F |pdvg(tν) = 0 ♣♦✉r t♦✉t p ≥ 1.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ Rg∞ = λ∞F, ❛✈❡❝ λ∞ = lim
ν→+∞

λ(tν)✳

❉✬❛♣rès ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❙✐♠♦♥ [✷✺]✱ u∞ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ u(t) ❧♦rsq✉❡ t → +∞✳ ▲❡
t❤é♦rè♠❡ 3.4.2 ❡st ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré✳

�

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s 5.6 ❡t 6.15 ❡t ❞❡s
❝♦r♦❧❧❛✐r❡s 5.5 ❡t 6.10 ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❇r❡♥❞❧❡ [✼]✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
♥❛t✉r❡❧❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧❡s s✉✐t❡s (xk,ν)✱ (εk,ν) ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts
(x1, · · · , xm) s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F s❛t✐s❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍✮✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
s✉✐t❡s α1,ν , ..., αm,ν ✈ér✐✜❛♥t αk,ν →

ν→+∞
1 ♣♦✉r t♦✉t k = 1, ...,m✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ϕν ∈

C∞(M) ✈ér✐✜❛♥t ϕν →
ν→+∞

u∞ ❞❛♥s H1(M)✱ t❡❧❧❡s q✉❡ s✐ ♦♥ ♣♦s❡

vν = ϕν +
m∑

k=1

αk,ν

(
4n(n− 1)

λ∞F (xk)

)n−2
4

uεk,ν ,xk,ν

❡t

wν = uν − vν ,

✶✵✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❛❧♦rs ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r ν s✉✣s❛♠❡♥t ❣r❛♥❞✱

n+ 2

n− 2
λν

∫

M

Fv
4

n−2
ν w2

νdvg0 ≤ (1− C0)

∫

M

(
cn|∇wν |20 +R0w

2
ν

)
dvg0 ,

♦ù C0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ν✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s
γ ❡t C1 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ν ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ♦♥ ❛✐t ✿

E(vν) ≤
(
E(u∞)

n
2 +

m∑

k=1

Y (Sn)
n
2

F (xk)
n−2
2

) 2
n

+ C1

(∫

M

u
2n
n−2
ν |Rgν − λ(tν)F | 2n

n+2dvg0

)n+2
2n

(1+γ)

.

▲❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t
❝❧é ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✻ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ 0 < γ < 1 ❡t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0 t❡❧❧❡s q✉❡

E(uν)− E∞ ≤ C

(∫

M

u
2n
n−2
ν |Rgν − λ(tν)F | 2n

n+2dvg0

)n+2
2n

(1+γ)

.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ C ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ u0, g0
❡t F ✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❤❛♥❣❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡

∫

M

u
2n
n−2
ν dvg0 = 1,

Rgν = −u
−n+2

n−2
ν (cn∆uν −R0 uν) ,

❡t s✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡

fν := f(tν) =

∫

M

Fu
2n
n−2
ν dvg0

♦♥ ❛

E(uν) =

∫

M

(
cn|∇uν |2 +R0 u2

ν

)
dvg0 f

−n−2
n

ν ,

❡t ❞♦♥❝

f
n−2
n

ν E(uν) =

∫

M

(
cn|∇uν |2 +R0 u2

ν

)
dvg0 .

◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t

λν := λ(tν).

✶✵✻



✸✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢♦t à ❧✬✐♥✜♥✐

❈♦♠♠❡ uν = vν + wν ✱ ❛❧♦rs

∫

M

(
cn|∇uν |2 +R0 u2

ν

)
dvg0

=

∫

M

(
cn|∇(vν + wν)|2 +R0 (vν + wν)

2
)
dvg0

=

∫

M

(
cn|∇vν |2 +R0 v2ν

)
dvg0 +

∫

M

(
cn|∇wν |20 +R0 w2

ν

)
dvg0

+ 2

∫

M

(cn 〈∇vν ,∇wν〉+R0 vν wν) dvg0 .

▼❛✐s

2

∫

M

(cn 〈∇vν ,∇wν〉+R0 vν wν) dvg0

= 2

∫

M

(
cn|∇wν |2 +R0 w2

ν + cn 〈∇vν ,∇wν〉+R0 vν wν

)
dvg0 − 2

∫

M

(
cn|∇wν |2 +R0 w2

ν

)
dvg0

= 2

∫

M

(cn 〈∇uν ,∇wν〉+R0 uν wν) dvg0 − 2

∫

M

(cn|∇wν |2 +R0 w2
ν) dvg0

= 2

∫

M

(−cn ∆0uν wν +R0 uν wν) dvg0 − 2

∫

M

(
cn|∇wν |2 +R0 w2

ν

)
dvg0

= 2

∫

M

u
n+2
n−2
ν Rgν wν dvg0 − 2

∫

M

(
cn|∇wν |2 +R0 w2

ν

)
dvg0 .

❉♦♥❝✱

f
n−2
n

ν E(uν) =

∫

M

(cn|∇vν |2 +R0 v2ν) dvg0

+ 2

∫

M

u
n+2
n−2
ν Rgν wν dvg0

−
∫

M

(cn|∇wν |2 +R0 w2
ν) dvg0 .

❖r✱

∫

M

(cn|∇vν |2 +R0 v2ν) dvg0 = E(vν)

(∫

M

F v
2n
n−2
ν dvg0

)n−2
n

,

✶✵✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❛❧♦rs

f
n−2
n

ν E(uν) = E(vν)

(∫

M

F v
2n
n−2
ν dvg0

)n−2
n

+ 2

∫

M

u
n+2
n−2
ν (Rgν − λν F )wν dvg0

−
∫

M

(
cn|∇wν |2 +R0 w2

ν −
n+ 2

n− 2
λνFv

4
n−2
ν w2

ν

)
dvg0

+ λν

∫

M

F

(
−n+ 2

n− 2
v

4
n−2
ν w2

ν + 2 (vν + wν)
n+2
n−2wν

)
dvg0 .

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h(X) = X
n−2
n ✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡

X
n−2
n − 1 ≤ n− 2

n
(X − 1) ∀X > 0.

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t X =

∫
M
Fv

2n
n−2
ν dvg0

fν
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

(∫

M

F v
2n
n−2
ν dvg0

)n−2
n

− f
n−2
n

ν

≤
∫

M

(
n− 2

n
Fv

2n
n−2
ν f

− 2
n

ν − n− 2

n
f

n−2
n

ν

)
dvg0

= f
− 2

n
ν

∫

M

(
n− 2

n
Fv

2n
n−2
ν − n− 2

n
fν

)
dvg0 ,

♦r✱

fν =

∫

M

Fu
2n
n−2
ν dvg0 =

∫

M

F (vν + wν)
2n
n−2dvg0 ,

❛❧♦rs

(∫

M

F v
2n
n−2
ν dvg0

)n−2
n

− f
n−2
n

ν ≤ f
− 2

n
ν

∫

M

F

(
n− 2

n
v

2n
n−2
ν − n− 2

n
(vν + wν)

2n
n−2

)
dvg0 .

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱

E(vν)

(∫

M

F v
2n
n−2
ν dvg0

)n−2
n

= f
n−2
n

ν E∞ + (E(vν)− E∞)

(∫

M

F v
2n
n−2
ν dvg0

)n−2
n

+ E∞

((∫

M

F v
2n
n−2
ν dvg0

)n−2
n

− f
n−2
n

ν

)
.

✶✵✽



✸✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢♦t à ❧✬✐♥✜♥✐

❉♦♥❝✱

f
n−2
n

ν E(uν) ≤ f
n−2
n

ν E∞ + (E(vν)− E∞)

(∫

M

F v
2n
n−2
ν dvg0

)n−2
n

+ 2

∫

M

u
n+2
n−2
ν (Rgν − λν F )wν dvg0

−
∫

M

(
cn|∇wν |2 +R0 w2

ν −
n+ 2

n− 2
λνFv

4
n−2
ν w2

ν

)
dvg0

+ λν

∫

M

F

(
n− 2

n
v

2n
n−2
ν − n− 2

n
(vν + wν)

2n
n−2

−n+ 2

n− 2
v

4
n−2
ν w2

ν + 2 (vν + wν)
2n
n−2wν

)
dvg0 .

▼❛✐s 0 < λν ≤ C ✭❞✬❛♣rès Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ 3.1.4✮ ❡t F ≤ max
M

F ✱ ❛❧♦rs

f
n−2
n

ν E(uν) ≤ f
n−2
n

ν E∞ + (E(vν)− E∞)

(∫

M

F v
2n
n−2
ν dvg0

)n−2
n

+ 2

∫

M

u
n+2
n−2
ν (Rgν − λν F )wν dvg0

−
∫

M

(
cn|∇wν |2 +R0 w2

ν −
n+ 2

n− 2
λνFv

4
n−2
ν w2

ν

)
dvg0

+ C

∫

M

∣∣∣∣
n− 2

n
v

2n
n−2
ν − n− 2

n
(vν + wν)

2n
n−2

− n+ 2

n− 2
v

4
n−2
ν w2

ν + 2 (vν + wν)
2n
n−2wν

∣∣∣∣ dvg0 .

●râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ♦♥ ❛
∫

M

u
n+2
n−2
ν (Rgν − λν F )wν dvg0

≤
(∫

M

u
2n
n−2
ν |Rgν − λνF | 2n

n+2dvg0

)n+2
2n
(∫

M

|wν |
2n
n−2dvg0

)n−2
2n

.

✭✸✳✽✺✮

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✱ ♦♥ ❛

n+ 2

n− 2
λν

∫

M

F v
4

n−2
ν w2

ν dvg0 ≤ (1− C0)

∫

M

(
cn|∇wν |20 +R0w

2
ν

)
dvg0 ,

❞♦♥❝✱

∫

M

(
cn|∇wν |20 +R0w

2
ν −

n+ 2

n− 2
λνFv

4
n−2
ν w2

ν

)
dvg0 ≥ C0

∫

M

(
cn|∇wν |20 +R0w

2
ν

)
dvg0 .

✶✵✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❉✬♦ù ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ Y (M, g0)

∫

M

(
cn|∇wν |20 +R0w

2
ν −

n+ 2

n− 2
λνFv

4
n−2
ν w2

ν

)
dvg0 ≥ C0Y (M, g0)

(∫

M

|wν |
2n
n−2dvg0

)n−2
n

.

✭✸✳✽✻✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

∣∣∣∣
n− 2

n
v

2n
n−2
ν − n− 2

n
(vν + wν)

2n
n−2 − n+ 2

n− 2
v

4
n−2
ν w2

ν + 2(vν + wν)
2n
n−2wν

∣∣∣∣

≤ Cv
max{0, 4

n−2
−1}

ν |wν |min{ 2n
n−2

,3} + C|wν |
2n
n−2 .

❉♦♥❝✱

∫

M

∣∣∣∣
n− 2

n
v

2n
n−2
ν − n− 2

n
(vν + wν)

2n
n−2 − n+ 2

n− 2
v

4
n−2
ν w2

ν + 2 (vν + wν)
2n
n−2wν

∣∣∣∣ dvg0

≤ C

∫

M

v
max{0, 2n

n−2
−3}

ν |wν |min{ 2n
n−2

,3}dvg0 + C

∫

M

|wν |
2n
n−2dvg0

≤ C

(∫

M

|wν |
2n
n−2dvg0

)n−2
n

min{ n
n−2

, 3
2
}
.

✭✸✳✽✼✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s tr♦✐s ✐♥é❣❛❧✐tés ✭✸✳✽✺✮✱ ✭✸✳✽✻✮ ❡t ✭✸✳✽✼✮✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡

f
n−2
n

ν E(uν) ≤ f
n−2
n

ν E∞ + (E(vν)− E∞)

(∫

M

F v
2n
n−2
ν dvg0

)n−2
n

+ 2

(∫

M

u
2n
n−2
ν |Rgν − λνF | 2n

n+2dvg0

)n+2
2n
(∫

M

|wν |
2n
n+2dvg0

)n−2
2n

− C−1

(∫

M

|wν |
2n
n−2dvg0

)n−2
n

+ C

(∫

M

|wν |
2n
n−2dvg0

)n−2
n

min{ n
n−2

, 3
2
}
,

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r ν ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ wν → 0 ❞❛♥s H1(M) ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✸✳✹✳✶✱

f
n−2
n

ν E(uν) ≤ f
n−2
n

ν E∞ + (E(vν)− E∞)

(∫

M

F v
2n
n−2
ν dvg0

)n−2
n

+ C

(∫

M

u
2n
n−2
ν |Rgν − λνF | 2n

n+2dvg0

)n+2
n

,

❡t ❝♦♠♠❡

(∫

M

F v
2n
n−2
ν dvg0

)n−2
n

≤ C ❝❛r vν−uν → 0 ❞❛♥s H1(M) ❡t
∫
M
u

2n
n−2
ν dvg0 = 1✱ ❛❧♦rs

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

✶✶✵



✸✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢♦t à ❧✬✐♥✜♥✐

f
n−2
n

ν E(uν) ≤ f
n−2
n

ν E∞ + C (E(vν)− E∞)

+ C

(∫

M

u
2n
n−2
ν |Rgν − λνF | 2n

n+2dvg0

)n+2
n

, ✭✸✳✽✽✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ 3.4.1 ✿

E(vν) ≤
(
E(u∞)

n
2 +

m∑

k=1

Y (Sn)
n
2

F (xk)
n−2
2

) 2
n

+ C1

(∫

M

u
2n
n−2
ν |Rgν − λνF | 2n

n+2dvg0

)n+2
2n

(1+γ)

.

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✱

E(vν)− E∞ ≤ C

(∫

M

u
2n
n−2
ν |Rgν − λνF | 2n

n+2dvg0

)n+2
2n

(1+γ)

.

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❛♥s ✭✸✳✽✽✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

f
n−2
n

ν (E(uν))− E∞) ≤ C

(∫

M

u
2n
n−2
ν |Rgν − λνF | 2n

n+2dvg0

)n+2
2n

(1+γ)

+

(∫

M

u
2n
n−2
ν |Rgν − λνF | 2n

n+2dvg0

)n+2
n

,

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ♣✉✐sq✉❡ 0 < γ < 1

f
n−2
n

ν (E(uν))− E∞) ≤ C

(∫

M

u
2n
n−2
ν |Rgν − λνF | 2n

n+2dvg0

)n+2
2n

(1+γ)

.

▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 3.1.4✱ ♦♥ ❛ fν ≥ C0✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C

t❡❧❧❡ q✉❡

E(uν)− E∞ ≤ C

(∫

M

u
2n
n−2
ν |Rgν − λνF | 2n

n+2dvg0

)n+2
2n

(1+γ)

.

❈❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ �

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❝❧♦t ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ ✿ ∀ 0 < γ < 1
❡t ∀ t0 > 0 ∃ t ≥ t0 t❡❧s q✉❡

E(u(t))− E∞ ≥
(∫

M

u(t)
2n
n−2 |Rg(t) − λ(t)F | 2n

n+2dvg0

)n+2
2n

(1+γ)

.

✶✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢

❉♦♥❝✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ {tν : ν ∈ N} tν → +∞ t❡❧❧❡ q✉❡

E(u(tν))− E∞ ≥
(∫

M

u(tν)
2n
n−2 |Rgν − λ(tν)F | 2n

n+2dvg0

)n+2
2n

(1+ 1
ν
)

.

▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✻ ♦♥ ❛

E(u(tν))− E∞ ≤ C

(∫

M

u(tν)
2n
n−2 |Rtν − λ(tν)F | 2n

n+2dvg0

)n+2
2n

(1+γ)

,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

1 ≤ C

(∫

M

u(tν)
2n
n−2 |Rtν − λ(tν)F | 2n

n+2dvg0

)n+2
2n

(γ− 1
ν
)

.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶

lim
ν→∞

(∫

M

u(tν)
2n
n−2 |Rtν − λ(tν)F | 2n

n+2dvg0

)n+2
2n

(γ− 1
ν
)

= 0.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ �

✶✶✷



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
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❬✷✺❪ ▲✳ ❙✐♠♦♥✱ ❆s②♠♣t♦t✐❝s ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦
❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❆♥♥✳ ♦❢ ▼❛t❤✳✱ ✶✶✽✭✸✮✱ ✺✷✺✲✺✼✶ ✭✶✾✽✸✮✳

❬✷✻❪ ▼✳ ❙tr✉✇❡✱ ❆ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss r❡s✉❧t ❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
❧✐♠✐t✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ ▼❛t❤✳ ❩✳ ✶✽✼✱ ✺✶✶✲✺✶✼ ✭✶✾✽✹✮✳

❬✷✼❪ ▼✳ ❙tr✉✇❡✱ ❆ ✢♦✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ◆✐r❡♥❜❡r❣✬s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❉✉❦❡✳ ▼❛t❤✳ ❏✳ ✶✷✽✱ ✶✾✲✻✺ ✭✷✵✵✺✮✳

❬✷✽❪ ◆✳ ❚r✉❞✐♥❣❡r✱ ❘❡♠❛r❦s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ str✉❝✲
t✉r❡s ♦♥ ❝♦♠♣❛❝t ♠❛♥✐❢♦❧❞s✱ ❆♥♥❛❧✐ ❙❝✉♦❧❛ ◆♦r♠✳ ❙✉♣✳ P✐s❛ ✷✷✱ ✷✻✺✲✷✼✹ ✭✶✾✻✽✮✳

❬✷✾❪ ❏✳ ❱❛③q✉❡③ ❡t ▲✳ ❱ér♦♥✱ ❙♦❧✉t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s s❡♠✐✲❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ❞❡s
✈❛r✐étés r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡s ❝♦♠♣❛❝t❡s✱ ❈✳ ❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❡✐✳ P❛r✐s✳ ❙ér✳ ■ ▼❛t❤✳ ✸✶✷✱ ✽✶✶✲✽✶✺
✭✶✾✾✶✮✳

❬✸✵❪ ❍✳❨❛♠❛❜❡✱ ❖♥ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ str✉❝t✉r❡s ♦♥ ❝♦♠♣❛❝t ♠❛♥✐❢♦❧❞s✱ ❖s❛❦❛
▼❛t❤✳ ❏✳✱ ✶✷✱ ✷✶✲✸✼ ✭✶✾✻✵✮✳

❬✸✶❪ ❘✳❨❡✱ ●❧♦❜❛❧ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❨❛♠❛❜❡ ✢♦✇✱ ❏✳ ❉✐✛✳ ●❡♦♠✳ ✸✾✱ ✸✺✲✺✵ ✭✶✾✾✹✮✳

✶✶✹





❚✐tr❡ ✿ ❋❧♦t ❞❡ ❨❛♠❛❜❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡

♣r❡s❝r✐t❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s
✢♦ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡
s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠✲
♣❛❝t❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r (M, g0) ✉♥❡
✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 3✱ ❡t
s✐ F ∈ C∞(M) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡
♠étr✐q✉❡ g ❝♦♥❢♦r♠❡ à g0 t❡❧❧❡ q✉❡ F s♦✐t s❛ ❝♦✉r❜✉r❡
s❝❛❧❛✐r❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬❊❉P s✉✐✈❛♥t❡ ✿

−4
n− 1

n− 2
∆u+R0u = Fu

n+2
n−2 , u > 0, ✭❊✮

♦ù R0 ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
g0 ❡t ∆ ❡st ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛ss♦❝✐é à g0✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❛

❞✐✣❝✉❧té ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ t❡r♠❡ u
n+2
n−2 ✳ ❍♦r♠✐s ❧❡

❝❛s ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ st❛♥❞❛r❞ S
n✱ t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥s❛❝rés

à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮ s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛✲
sé❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✢♦ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s q✉✐
♣❡r♠❡t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮✳ ▲❛
q✉❡st✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
g0 ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ s❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ R0✳

▲❡s ✢♦ts ✐♥tr♦❞✉✐ts s♦♥t ❞❡s ✢♦ts ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛ss♦❝✐és
à ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡
R0✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉ ❝❛s
R0 < 0✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ✢♦t s✉✐✈❛♥t✱ ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ g(t)
❡st ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ s✉r M,

{
∂tg(t) = −

(
Rg(t) − F

)
g(t)

g(0) = g0,

♦ù g0 = u
4

n−2

0 g0✱ ❛✈❡❝ 0 < u0 ∈ C∞(M)✱ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡
✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❡t Rg(t) ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ g(t)✳

❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥ tr❛✐t❡ ❧❡ ❝❛s R0 > 0✳ ❖♥
ét✉❞✐❡r❛ ❧❡ ✢♦t ✿

{
∂tg(t) = − 4

n+2

(
Rg(t) − λ(t)F

)
g(t)

g(0) = g0,

♦ù λ(t) =
rg(t)
f(t) ✱ ❛✈❡❝ rg(t) ❡t f(t) s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

♠♦②❡♥♥❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ Rg(t) ❡t F ✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉
✢♦t ❡t ♦♥ ét✉❞✐❡ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ à
❧✬✐♥✜♥✐✳

▼♦ts ❝❧é ✿ ▼étr✐q✉❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✱ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡✱ ✢♦t
❞❡ ❨❛♠❛❜❡✳

❚✐t❧❡ ✿ ❨❛♠❛❜❡ ✢♦✇ ✇✐t❤ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ s❝❛❧❛r ❝✉r✲

✈❛t✉r❡

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢
❣❡♦♠❡tr✐❝ ✢♦✇s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ s❝❛❧❛r
❝✉r✈❛t✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t r✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② (M, g0) ❛ ❝♦♠♣❛❝t
r✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 3✱ ❛♥❞ ✐❢
F ∈ C∞(M) ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ s❝❛❧❛r
❝✉r✈❛t✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❡✲
tr✐❝ g t♦ g0 s✉❝❤ t❤❛t F ✐s ✐ts s❝❛❧❛r ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❚❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
P❉❊ ✿

−4
n− 1

n− 2
∆u+R0u = Fu

n+2
n−2 , u > 0, ✭❊✮

✇❤❡r❡ R0 ✐s t❤❡ s❝❛❧❛r ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡tr✐❝
g0 ❛♥❞ ∆ ✐s t❤❡ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ g0✳

■t ✐s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐❢✲

✜❝✉❧t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❡r♠ u
n+2
n−2 ✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s♣❤❡r❡ Sn✱ ❛❧❧ t❤❡ ✇♦r❦s t❤❛t st✉❞② t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊✮ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✢♦✇s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
t♦ s♦❧✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊✮✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡tr✐❝ g0 ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡
s✐❣♥ ♦❢ ✐ts s❝❛❧❛r ❝✉r✈❛t✉r❡ R0✳

❚❤❡ ✢♦✇s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✢♦✇s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥
♦❢ R0✳

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡
R0 < 0✳ ❲❡ st✉❞② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✢♦✇✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥ g(t) ✐s ❛ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❡tr✐❝ ♦♥ M,

{
∂tg(t) = −

(
Rg(t) − F

)
g(t)

g(0) = g0,

✇❤❡r❡ g0 = u
4

n−2

0 g0✱ ✇✐t❤ 0 < u0 ∈ C∞(M)✱ ✐s t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❣✐✈❡♥✱ ❛♥❞ Rg(t) ✐s t❤❡ s❝❛❧❛r ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ g(t)✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✇❡ tr❡❛t t❤❡ ❝❛s❡ R0 > 0✳ ❲❡ ✇✐❧❧
st✉❞② t❤❡ ✢♦✇ ✿

{
∂tg(t) = − 4

n+2

(
Rg(t) − λ(t)F

)
g(t)

g(0) = g0,

✇❤❡r❡ λ(t) =
rg(t)
f(t) ✱ ✇✐t❤ rg(t) ❛♥❞ f(t) ❛r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Rg(t) ❛♥❞ F ✳

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ♦✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ♣r♦♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ st✉❞② ✐ts ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t ✐♥✜✲
♥✐t②✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❡tr✐❝✱ s❝❛❧❛r ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❨❛✲
♠❛❜❡ ✢♦✇✳


