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Abstract

Predictive models are needed to properly design assembled structures. The main issue
with this kind of structure is to deal with non-linear phenomena, such as contact or friction,
while considering sources of uncertainties mainly responsible for the deviation between
the effective behavior of the structure and results from deterministic simulations. This
work aims to provide a pragmatic approach to characterize the vibrational behavior of
light assembled structures considering the variability of parameters of the joints. This
approach would be useful for robust design of solutions, such as solutions for damping
vibrations, dedicated to assembled structures and taking into account the variability of the
real behavior of each joint. In this work, the dynamical behavior of an actual light structure
is studied in order to identify a "just sufficient" nominal model of the considered joints.
A non-intrusive approach is then proposed to reduce the vibrational stochastic model of
a structure with random parameters. This approach, referred to as the SMR approach
(for Stochastic Model Reduction approach), takes advantage of the order of variability
of random eigenvectors which is usually lower than the variability of the corresponding
random eigenfrequencies. This allows us to significantly reduce the computational cost for
a given accuracy to estimate the structure’s random eigenfrequencies. The cornerstone of
this approach is to adapt the stochastic modeling to each random eigenfrequency depending
on a global accuracy requirement on the whole set of sought random eigenfrequencies. The
key point is then to identify the stochastic model used for each configuration of random
eigenfrequencies. A computationally free indicator is then proposed. Finally, a stochastic
mechanical model of the joints of the studied structure is proposed. The SMR approach is
used in an optimization process based on the maximum likelihood principle to identify the
parameters of this stochastic model. This last step allows us to characterize the vibrational
behavior of assembled structures involving many joints taking into account the variability
of each joint. This work is then concluded by applying the proposed approach to the design
of an original strategy for robust reduction of vibration of light structures.

Keywords : Parametric uncertainties, bolted joints, random stiffness, stochastic model
reduction, robust design.
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Résumé

La conception des structures assemblées nécessite de disposer d’outils de simulation
prédictifs permettant de minimiser les écarts entre les comportements réel et simulé de ces
structures. Et ce, d’autant plus que les exigences en terme de performance du système sont
élevées et qu’une conception optimale est recherchée. Lors du dimensionnement des struc-
tures assemblées, la pratique généralement adoptée en bureau d’étude consiste à définir un
coefficient de securité permettant de tenir compte de la variabilité du comportement réel
de ces structures. L’inconvénient est de conduire nécessairement à un surdimensionnement
qui peut aller à l’encontre des objectifs de dimensionnement optimal de ces structures.
Les liaisons sont le siège de phénomènes non-linéaires tels que le contact ou le frotte-
ment et différentes sources d’incertitude induisent une variabilité sur les caractéristiques
dynamiques réelles des liaisons. Malgré les capacités des calculateurs actuels, la prise en
compte conjointe des phénomènes non linéaires et des incertitudes lors de la simulation de
structures assemblées complexes reste difficilement envisageable par une approche directe.
L’objectif de ce travail est de proposer une approche pragmatique de caractérisation du
comportement vibratoire des structures légères assemblées en tenant compte de la varia-
bilité des paramètres des liaisons. L’intérêt de cette approche est de pouvoir être intégrée
dans une phase de dimensionnement robuste. On peut ainsi envisager de dimensionner une
solution d’amortissement des vibrations d’une structure assemblée en tenant compte de la
variabilité du comportement réel des liaisons de cette structure.

Ce travail étudie d’abord le comportement dynamique d’une structure légère réelle afin
d’identifier un modèle nominal «juste suffisant» des liaisons considérées. Une approche non
intrusive de caractérisation du comportement vibratoire d’une structure en présence de
paramètres incertains est ensuite proposée. Cette approche, intitulée approche SMR (pour
Stochastic Model Reduction), exploite le fait que la variabilité des vecteurs propres d’une
structure est généralement d’un ordre de grandeur inférieur à la variabilité des fréquences
propres associées ce qui permet de réduire considérablement le coût de calcul de l’approche
tout en gardant une bonne précision sur l’estimation des fréquences propres aléatoires de
la structure. Le principe de l’approche est alors d’adapter la modélisation stochastique à
chaque fréquence propre aléatoire en fonction d’une exigence de précision globale sur l’en-
semble des fréquences propres aléatoires recherchées. Le point clé de cette approche consiste
à identifier le modèle stochastique adapté à chaque configuration de fréquence propre, pour
cela un indicateur sans coût de calcul supplémentaire est proposé. Finalement, un modèle
stochastique des liaisons de la structure considérée est proposé et l’approche SMR est
utilisée dans un processus d’optimisation basé sur le principe du maximum de vraisem-
blance pour identifier les paramètres de ce modèle. Cette dernière étape de la démarche
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proposée permet alors de caractériser le comportement vibratoire de structures assemblées
constituées de nombreuses liaisons en tenant compte de la variabilité du comportement
de chacune des liaisons. La démarche mise en place dans le cadre de cette thèse est alors
concrétisée par la proposition d’une stratégie originale de réduction robuste des vibrations
d’une structure assemblée légère.

Mots clés : Réduction des vibrations, assemblages boulonnés, incertitudes paramé-
triques, Réductin de Modèles Stochastiques, raideur aléatoire, dimensionnement robuste
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Introduction

Les liaisons jouent un rôle clé dans le comportement dynamique des structures as-
semblées. Elles sont en effet le siège de phénomènes non-linéaires comme le contact ou
le frottement qui induisent de la dissipation d’énergie au sein de l’assemblage et peuvent
avoir des effets rigidifiant ou assouplissant sur le comportement vibratoire des structures
assemblées. La prise en compte du comportement des liaisons dès la phase de conception
d’une structure assemblée permet d’optimiser le dimensionnement de ces structures et ainsi
d’améliorer les performances des systèmes mécaniques assemblés que l’on retrouve dans de
nombreux domaines industriels.

La nécessité de disposer de modèles prédictifs permettant de rendre compte du compor-
tement des structures assemblées n’a cessé d’attiser l’intérêt de la communauté scientifique
et industrielle au cours des dernières décennies. Les nombreux projets récents portant sur
l’étude du comportement des assemblages confirment l’actualité de ces problématiques. On
peut notamment citer les projets FUI MAIAS, CARAB, SICODYN et CLIMA. Le projet
FUI MAIAS (Maîtrise de l’Amortissement Induit dans les ASsemblages), débuté en 2010 et
porté par EADS innovation work (désormais Airbus Group Innovation), vise à développer
des technologies de transmission d’efforts permettant un contrôle de l’amortissement. Le
projet FUI CARAB (Conception Avancée Robuste pour les Assemblages Boulonnés) dé-
buté en 2012 et porté par la SNECMA (désormais Safran Aircraft Engines), a pour objectif
de produire un ensemble de méthodes et d’outils permettant l’optimisation et la validation
des assemblages boulonnés dans les équipements aéronautiques et spatiaux. Le projet FUI
SICODYN (SImulations crédibles via la COrrélation calcul-essai et l’estimation d’incer-
titudes en DYNamique des structures), débuté en 2012 et porté par EDF R&D, a pour
objectif d’évaluer le niveau de confiance associé aux résultats de simulations dynamiques
d’un système complexe en tenant compte des incertitudes de modèles et paramétriques. Le
système étudié étant constitué de différentes structures assemblées entre elles, une des par-
tie du projet est dédiée à la prise en compte de l’influence des liaisons sur le comportement
dynamique du système complet. Enfin, le projet FUI CLIMA (Conception de Liaisons Mé-
caniques Amortissantes), débuté en 2015 et porté par Airbus Group Innovation, se focalise
sur l’identification et la prédiction de l’amortissement dans les jonctions mécaniques.

Parmi ces projets, seul le projet SICODYN intègre la prise en compte des incertitudes
lors de la simulation d’un système complexe. La motivation de ce projet peut s’expliquer par
le fait que l’augmentation des exigences de performance des systèmes conduit généralement
à une plus grande sensibilité de leur comportement réel aux incertitudes, qu’il s’agisse
d’incertitudes de modèles ou paramétriques. Plusieurs études bibliographiques soulignent
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également la nécessité de tenir compte des incertitudes dès la phase de conception des
structures assemblées [Ames et al. 2009 ; Ibrahim et Pettit 2005] et cette préoccupation
continue de recevoir un intérêt croissant [Brake 2017].

Contrairement au projet SICODYN dont le contexte industriel est celui d’une structure
massive assemblée (pompe de centrale thermique) et dont les incertitudes sont modélisées
par une approche de type "méconnaissance", ce travail s’intéressera au cas du comporte-
ment vibratoire des structures assemblées dites légères pour lesquelles la prise en compte
des incertitudes sera abordée dans un cadre probabiliste. La prise en compte des phéno-
mènes non-linéaires intervenant au sein des liaisons nécessite de mobiliser des ressources
de calculs relativement importantes. De plus, les structures légères assemblées sont géné-
ralement constituées d’un grand nombre de liaisons et les méthodes classiques de prise en
compte des incertitudes sont également coûteuses en temps de calcul. La simulation du
comportement vibratoire de structures industrielles à l’aide de méthodes directes est alors
difficilement envisageable. L’objectif de cette thèse est de proposer une démarche de carac-
térisation du comportement vibratoire des structures légères assemblées en tenant compte
de l’incertitude sur les paramètres de liaison. Cette démarche se veut pilotée par le com-
portement réel de ce type de structure. Elle se basera donc sur le comportement observé
expérimentalement d’une structure assemblée pour identifier un modèle de comportement
"juste suffisant" des liaisons étudiées. Afin de tenir compte de la variabilité du comporte-
ment réel des liaisons, on choisit de se placer dans un contexte probabiliste paramétrique.
Une approche non intrusive de réduction de modèles stochastique est ainsi proposée. Cette
approche permet de caractériser les espaces propres aléatoires de structures en présence de
paramètres incertains et peut être ainsi intégrée à une phase d’identification des paramètres
d’un modèle stochastique de liaison. Dans un contexte de réduction du niveau vibratoire
des structures assemblées, la démarche proposée pourra être appliquée afin de proposer
des solutions de réduction des vibrations robustes vis-à-vis de la variabilité effective du
comportement des structures réelles.

Cette thèse s’articule autour de quatre chapitres.

Le premier chapitre passe en revue les différents outils nécessaires à la caractérisation
vibratoire des structures assemblées en présence de paramètres incertains. Un panorama des
différentes méthodes de modélisation du comportement des liaisons couramment utilisées
dans la littérature est proposé. Les méthodes d’identification des paramètres de ces modèles
sont ensuite répertoriées. Enfin, les méthodes de simulation déterministe et stochastique
sont recensées. Le choix de chacune des méthodes à mettre en oeuvre pour caractériser
une structure assemblée en contexte vibratoire incertain est directement lié à la structure
étudiée. L’objectif final de ce chapitre est alors de définir une démarche de caractérisation
adaptée aux structures assemblées dites légères, démarche qui sera alors suivie dans le reste
de cette thèse.

Le second chapitre de cette thèse est dédié à la première étape de la démarche
proposée. L’objectif est de définir un modèle nominal de liaison permettant de rendre
compte du comportement observé expérimentalement pour une structure représentative des
structures légères. Ce modèle se veut "juste suffisant" afin de tenir compte de l’influence
des liaisons sur le comportement vibratoire de la structure complète avec un minimum de
ressources de calcul. La définition du modèle nominal de liaison est directement pilotée par
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les résultats expérimentaux présentés dans ce chapitre.

Le troisième chapitre est consacré à la mise en place d’une méthodologie de caracté-
risation du comportement vibratoire des structures en présence de paramètres incertains.
Une nouvelle approche dite de réduction de modèles stochastiques est proposée. Désignée
approche SMR dans la suite de ce travail pour Stochastic Model Reduction, cette ap-
proche non intrusive est basée sur l’exploitation des propriétés particulières des vecteurs
propres aléatoires des structures en présence de paramètres incertains. Les performances
de cette approche sont évaluées à l’aide de différents exemples de complexité croissante.

Le quatrième et dernier chapitre de cette thèse capitalise les outils mis en place
dans les chapitres précédents afin de simuler le comportement vibratoire d’une structure
assemblée en tenant compte de la variabilité des paramètres de liaison. Un modèle sto-
chastique de liaison est proposé en se basant sur le principe du maximum d’entropie et les
paramètres de ce modèle sont ensuite identifiés à l’aide de l’approche SMR. Deux structures
munies de plusieurs liaisons sont étudiées afin de valider l’aptitude de la démarche suivie à
caractériser la réponse vibratoire de ces structures lorsque les paramètres de liaison varient
aléatoirement. Pour cela, les résultats des simulations stochastiques de ces structures sont
comparés à la variabilité effective des structures réelles. La démarche de caractérisation
robuste du comportement vibratoire des structures assemblées est finalement appliquée au
dimensionnement robuste d’une solution originale de réduction du niveau vibratoire d’une
structure assemblée.
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Chapitre 1

Outils au service de la
caractérisation du comportement
vibratoire des structures assemblées
en présence de paramètres incertains

L’objectif de ce chapitre est d’identifier une démarche permettant de caractériser le
comportement vibratoire d’une structure assemblée en tenant compte de la variabilité des

paramètres de liaison. Pour cela, les différentes méthodes de modélisation du
comportement des liaisons, d’identification des paramètres de ces modèles et de simulation
déterministe et stochastique couramment utilisées dans la littérature sont passées en revue

afin d’identifier une démarche adaptée à la caractérisation vibratoire des structures
assemblées.



Outils de caractérisation vibratoire robuste des structures assemblées

1.1 Introduction

Le comportement des structures assemblées a fait l’objet de nombreuses études au cours
des cinquante dernières années. Il en résulte un grand nombre de modèles de comportement
disponibles dans la littérature. Ces modèles, suivant leur niveau de complexité, permettent
de tenir compte de tout ou partie des phénomènes intervenant au sein des liaisons. Ces
modèles dépendent fortement des caractéristiques réelles des liaisons telles que les caracté-
ristiques des interfaces de contact (défauts, lubrification, etc) ou la pression de contact pour
les liaisons boulonnées. Les incertitudes sur ces caractéristiques peuvent alors induire des
écarts importants entre les comportements observés et simulés des structures assemblées.
Ces écarts sont d’autant plus sensibles aux incertitudes sur les paramètres du modèle que
les phénomènes mis en jeu sont non-linéaires. Dans le cadre de ce travail, on s’intéresse
aux structures assemblées dites légères. Ces structures sont généralement constituées d’un
grand nombre de liaisons, il est alors d’autant plus probable que les caractéristiques des
liaisons diffèrent d’une liaison à l’autre de la structure par rapport au modèle nominalement
établi.

Les exigences de performance des systèmes mécaniques sont de plus en plus contrai-
gnantes et les écarts entre les comportements réel et simulé d’une structure peuvent re-
mettre en cause certains choix de dimensionnement. Par exemple, si le dimensionnement
d’un composant du système mécanique dépend du comportement de la structure assemblée,
ces écarts entre modèle et réel peuvent fortement diminuer l’efficacité du composant tel que
dimensionné en phase de conception. On pense notamment au dimensionnement optimal
de solutions amortissantes basées sur des dispositifs piézoélectriques [Ducarne, Thomas
et Deü 2012 ; Thomas, Ducarne et Deü 2012] ou de solutions de type amortisseur à
masse accordée [Liu et Liu 2005]. Lorsque le dimensionnement d’un composant est réalisé
de manière à être indépendant des sources de variabilité pouvant exister sur le système réel,
on parle de dimensionnement robuste [Zang, Friswell et Mottershead 2005]. C’est
dans le cadre du dimensionnement robuste des structures que se place ce travail. Se pose
alors la question de l’intégration de la prise en compte des incertitudes dans les modèles
de liaison classiquement utilisés.

Afin de préciser le cadre de cette étude, une proposition de définition du terme liaison
est d’abord proposée. Une liaison peut être définie comme étant une solution technolo-
gique permettant de lier cinématiquement deux sous-structures distinctes afin de garantir
un comportement macroscopique de l’ensemble assimilable à une structure continue. La
nécessité de recourir à des liaisons se justifie par l’incapacité des moyens de production de
réaliser la structure globale directement ou la nécessité de désolidariser l’ensemble pour des
raisons diverses (montabilité, maintenance, conditionnement, transport, etc.). Une liaison
peut être réalisée de manière permanente (on pensera notamment aux liaisons obtenues
par soudage, clinchage et certains collages) ou être démontable (vis, clous, rivets, agrafes,
certaines colles, etc.). Les liaisons réalisées par soudage garantissent la solidarité de l’en-
semble par continuité de la matière entre les sous-structures assemblées. Cette solution
d’assemblage est donc la plus rigide et n’induit pas de dissipation supplémentaire autre
que l’amortissement structurel des matériaux utilisés. Dans le cas des liaisons boulon-
nées, la solidarité de l’ensemble est obtenue par adhérence, la liaison ayant pour fonction
de maintenir un effort presseur entre les surfaces en contact des deux sous-structures as-
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semblées. On désignera par liaison l’ensemble constitué de l’interface de contact entre les
sous-structures à assembler, les éléments participant à l’application de l’effort presseur ainsi
que les volumes de matières situés à proximité de l’interface et issus des sous-structures
assemblées. La Figure 1.1 présente la frontière définissant une liaison pour un cas simple
de deux poutres assemblées par une liaison boulonnée à simple recouvrement.

Liaison

Sous-structure 1
Sous-structure 2

Figure 1.1 – Définition des éléments constitutifs d’une liaison

L’adhérence entre les surfaces en contact est directement liée à l’effort presseur appliqué.
Suivant les sollicitations, l’effort normal dans l’interface de la liaison peut varier et la
raideur de la liaison évoluera alors en conséquence. D’un point de vue dynamique, si les
sollicitations appliquées à la liaison restent suffisamment faibles, la zone pour laquelle il y
a adhérence reste constante et la raideur de la liaison peut être modélisée par une raideur
linéaire. Le comportement dynamique de la structure peut alors être simulé à l’aide des
outils classiques d’analyse modale linéaire. Lorsque que l’effort normal n’est plus suffisant
pour assurer l’adhérence de l’ensemble de l’interface, les surfaces en contact peuvent glisser
les unes contre les autres plus ou moins localement. Deux régimes de glissement peuvent
être mis en évidence. Soit l’intégralité de la surface de contact glisse, on parle alors de
macro-glissement, soit une partie de l’interface glisse tandis que le reste adhère, on parle
de glissement partiel [Festjens 2014 ; Peyret 2012]. La partie de l’interface pour laquelle
il y a adhérence dépend fortement du type de sollicitation et de son amplitude. La raideur
de liaison peut alors être modélisée par une raideur non-linéaire. Pour la partie de l’interface
où il y a glissement, le frottement entraîne une dissipation d’énergie. Du point de vue de la
structure globale, la liaison induit de l’amortissement. On peut d’ailleurs montrer que ce
phénomène dissipatif est la principale source d’amortissement observée dans les structures
assemblées. Comparé à l’amortissement structurel des matériaux utilisés pour les sous-
structures, l’amortissement induit par le glissement au sein des liaisons est 10 à 100 fois plus
important. Ungar [Ungar 1973] évoque un facteur de perte de l’ordre de 10−4 à 10−3 pour
les structures métalliques monolithiques à comparer au cas des structures aéronautiques
assemblées pour lesquelles le facteur de perte est de l’ordre de 10−2. L’amortissement dans
la liaison, comme la raideur de liaison, dépend donc également du type de sollicitation de
la liaison et de son amplitude. En résumé, on entend par modèle de liaison, un modèle
comprenant :

— un modèle du comportement des volumes de matière associé à chacune des sous-
structures assemblées ;

— un modèle du comportement des éléments participant à l’application de l’effort
presseur ;

— un modèle de comportement de l’interface.
C’est principalement le modèle de comportement de l’interface qui représente une dif-

25



Outils de caractérisation vibratoire robuste des structures assemblées

ficulté, le comportement des sous-structures à proximité de l’interface étant généralement
pris en compte à l’aide d’une discrétisation éléments finis identique à celle du reste de la
structure ou à l’aide d’éléments rigides (condensation des noeuds de l’interface en un noeud
maître). Concernant les éléments participant à l’application de l’effort presseur, c’est éven-
tuellement de leur masse dont il faudra tenir compte lorsque le matériau de ces derniers
est plus dense que celui du reste de la structure. On pense notamment aux cas de boulons
en acier utilisés pour assembler des structures en aluminium ou en composite. Leur prise
en compte peut se limiter à l’ajout de masses ponctuelles.

L’objectif de ce chapitre est d’identifier une démarche permettant de caractériser le
comportement vibratoire d’une structure assemblée en tenant compte de la variabilité des
paramètres de liaison. Cette démarche passe par le choix d’un modèle de liaison, l’identi-
fication des paramètres de ce modèle (à partir de résultats expérimentaux ou de résultats
de simulations basées sur des modèles fins), la simulation du comportement de la structure
globale ainsi que la prise en compte de la variabilité des paramètres de liaison. Le choix des
trois premières étapes de la démarche est intimement lié à la structure étudiée. Cela rejoint
le raisonnement de Bograd et al. [Bograd et al. 2011] d’après lesquels, afin de simuler le
comportement d’une structure assemblée, un modèle dédié doit être défini et une technique
d’identification adaptée doit être choisie pour évaluer les paramètres du modèle et ce pour
chaque caractéristique de la liaison dont on souhaite tenir compte.

Dans ce qui suit, un panorama des différents modèles classiquement utilisés dans la
littérature est d’abord établi partie 1.2. Les différentes techniques d’identification permet-
tant de déterminer les paramètres constitutifs des modèles de liaison sont ensuite présentées
partie 1.3. Puis l’intégration de ces modèles pour la simulation des structures assemblées
est abordée partie 1.4. Il reste finalement à tenir compte de la variabilité des paramètres
de liaison. Les principales méthodes de caractérisation du comportement vibratoire des
structures en présence de paramètres incertains sont étudiées afin d’évaluer la méthode la
mieux adaptée à la caractérisation des structures assemblées.

1.2 Modèles de comportement

Parmi les phénomènes intervenant au sein d’une liaison, les phénomènes de glissement
et d’impact (slapping) sont réputés être les principales sources de dissipation d’énergie
au sein des assemblages boulonnés [Ahmadian et Jalali 2007a ; Ahmadian et Jalali
2007b ; Segalman 2003]. Le phénomène d’impact apparaît notamment dans le cas de
liaisons à simple recouvrement sollicitées en flexion ou encore dans le cas des liaisons de
type bride sollicitées en traction-compression dans la direction axial des pièces assemblées.
Dans le cadre de ce travail, on suppose que le niveau vibratoire des structures étudiées reste
suffisamment faible pour ne pas voir apparaître de phénomènes d’impact. On se limitera
donc à la prise en compte des phénomènes de glissement.

Deux types d’approches peuvent être abordées afin de tenir compte des phénomènes
non-linéaires intervenant au sein des liaisons. La première consiste à modéliser les pro-
priétés de la liaison par l’intermédiaire de forces extérieures équivalentes à l’influence de
la liaison sur le comportement dynamique de la structure [Ahmadian et Jalali 2007a ;
Crawley et Aubert 1986 ; Ren, Lim et Lim 1998]. Ces approches, que l’on peut qualifier
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de non-paramétriques, ont l’avantage de ne nécessiter aucun a priori sur les phénomènes
physiques intervenant au sein des liaisons. Le second type d’approches, certainement le
plus intuitif, se base sur une modélisation paramétrique des liaisons permettant de rendre
compte des différents phénomènes mis en jeu. Ces modèles sont généralement utilisés pour
tenir compte des non-linéarités et dissipations dues au phénomène de frottement. Une ma-
nière de classifier les différents modèles paramétriques de liaison consiste à différencier les
modèles dits constitutifs des modèles dits phénoménologiques [Festjens 2014 ; Gaul et
Nitsche 2001 ; Ibrahim et Pettit 2005]. Les modèles constitutifs utilisent une approche
locale tenant compte de la physique du contact afin d’obtenir une relation entre les champs
de contrainte et de déplacement dans les différents éléments de la liaison. Les modèles phé-
noménologiques abordent le problème d’un point de vue plus global en cherchant à définir
une relation entre les forces de frottement et le déplacement relatif des pièces assemblées.
Ils sont généralement basés sur des observations expérimentales du comportement de la
liaison.

1.2.1 Modèles constitutifs

Les modèles constitutifs visent à décrire les efforts transmis entre deux composants
en se basant sur la mécanique du contact. Cette approche permet de décrire finement
les processus microscopiques intervenant dans la liaison. On peut d’abord référencer les
modèles analytiques, avec en particulier deux cas de référence basés sur le comportement
de poutres en contact sollicitées en flexion ou en traction : le problème de Goodman et
Klump [Goodman et Klumpp 1956] et le problème de Metherell et Diller [Metherell
et Diller 1968]. Dans ces deux cas, l’état de contrainte dans l’interface de contact est
obtenu analytiquement en considérant un chargement uniforme des poutres. D’autres cas
de chargements plus réalistes ont également été étudiés [Nanda 2006 ; Song et al. 2005].
Cependant, le principal inconvénient de ce type de modèle est qu’ils restent limités à des
géométries simples. Afin de traiter des géométries plus complexes, des approches basées sur
une discrétisation éléments finis des constituants de la liaison peuvent être utilisées. Par
exemple, le comportement quasi-statique d’une liaison discrétisée par éléments finis peut
être caractérisé en considérant un modèle de frottement de Coulomb aux interfaces de la
liaison [Crocombe et al. 2006 ; Oldfield, Ouyang et Mottershead 2005]. La princi-
pale limitation de ce type d’approche est qu’elles peuvent vite devenir coûteuses en termes
de temps de calcul. En effet, la résolution du problème non-linéaire est souvent obtenue par
des méthodes itératives de type Newton-Raphson et la prise en compte du contact nécessite
l’utilisation de maillages très fins. Le dernier type de modélisations abordé ici correspond
aux modèles dits tribologiques. L’objectif de ces modèles est de décrire les phénomènes de
frottement par la modélisation du contact entre les aspérités des surfaces en contact. Clas-
siquement, le contact est modélisé en ayant recourt à la théorie de Hertz ou en utilisant un
modèle de Coulomb [Mindlin 1949 ; Peyret 2012]. L’effort de frottement global interve-
nant au sein d’une liaison de géométrie donnée est alors obtenu en définissant une certaine
distribution des aspérités dans la zone de contact. Des modèles de distribution statistique
ou fractale peuvent être utilisés, les paramètres de ces modèles étant généralement iden-
tifiés à partir de résultats expérimentaux. Ces modèles dépendent fortement des mesures
expérimentales et supposent généralement un effort normal constant au court d’un cycle de
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Figure 1.2 – Définition des sollicitations appliquées à une liaison boulonnée

chargement de la liaison, ce qui est difficile à garantir expérimentalement [Festjens 2014].
Ces inconvénients, auxquels s’ajoutent le nombre important de paramètres nécessaires à la
description des modèles tribologiques, permettent de conclure que de manière générale les
modèles constitutifs ne sont pas adaptés à la simulation de structures assemblées dont les
sous-structures nécessitent un grand nombre de degrés de liberté et comprenant un grand
nombre de liaisons.

1.2.2 Modèles rhéologiques

Contrairement aux modèles constitutifs, les modèles phénoménologiques ou modèles
rhéologiques abordent le comportement des liaisons d’un point de vue macroscopique. Ils
se basent sur des observations empiriques pour décrire une relation globale entre effort tan-
gentiel et déplacement relatif dans l’interface de frottement. Bien qu’ils puissent être basés
sur des considérations microscopiques, en règle générale, ce type de modèles ne cherche pas
à traduire la physique fondamentale du problème. Leur principal avantage réside dans le
faible nombre de paramètres nécessaires à leur description. Dans ce qui suit, on présente
brièvement les principaux modèles rhéologiques issus de la littérature. Par souci d’uniformi-
sation des notations utilisées pour présenter les différents modèles rhéologiques issus de la
littérature, on définit sur la Figure 1.2 les sollicitations appliquées à une liaison boulonnée.

•Modèle Signum : Certainement l’approche la plus simple, le modèle dit Signum est
basé sur la loi de Coulomb. La force de frottement s’écrit simplement :

Fx = FC sgn(u̇) = µFN sgn(u̇) (1.1)

où FC correspond à l’effort tangentiel dû au frottement, u̇ à la vitesse de déplacement
relatif des composants de la liaison, µ au coefficient de frottement et FN à l’effort normal
dans l’interface. Ce modèle suppose que le frottement est indépendant de la vitesse de
déplacement bien qu’il soit possible de tenir compte du frottement visqueux. On peut éga-
lement considérer une éventuelle dépendance de l’effort normal à la vitesse de déplacement.
L’inconvénient principal de ce modèle est qu’il ne permet pas de tenir compte du cas où il
y a adhérence entre les pièces.

• Elément de Jenkins ou modèle de glissement élastique (Elasto-slip model) :
Aussi appelé élément de Masing ou élément de Coulomb, ce modèle vise à tenir compte
de la déformation intervenant avant la phase de glissement lorsqu’il y a adhérence en tout
point des surfaces en contact. Il est constitué d’un ressort élastique de raideur k en parallèle
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avec un frotteur de Coulomb. La force de frottement s’écrit :

Fx = ku+

{
r(t) si |r(t)| < h
h sgn(u̇) sinon

|r(t)| = |k(u(t)− u+)− h sgn(u̇+)|
(1.2)

où u+ correspond au déplacement lors du changement de sens de la vitesse de déplacement
et h correspond à la force limite à partir de laquelle l’élément se met à glisser.

• Modèle de Dahl : Le modèle de Dahl [Dahl 1968] propose de calculer l’effort de
frottement par intégration sur le déplacement u de l’équation :

dF

du
= σ

(
1− Fx

Fmaxx

sgn(u̇)

)γ
(1.3)

où Fmax correspond à l’effort lorsque l’ensemble de l’interface glisse et σ est la rigidité
avant glissement. Le paramètre γ permet d’ajuster la forme de la courbe d’hystérésis as-
sociée au modèle. Comme pour les modèles précédents, l’effort de frottement est considéré
indépendant de la vitesse de déplacement.

• Modèle LuGre : Proposé par De Wit et al. [Canudas-De-Wit et al. 1995], le
modèle LuGre (Lund Grenoble) permet de tenir compte de l’effet Stribeck suivant lequel,
lorsque la vitesse de glissement augmente, l’effort de frottement diminue dans un premier
temps avant de croître si la vitesse continue d’augmenter. Le modèle LuGre est un bon
exemple de modèle rhéologique basé sur des considérations microscopiques. En effet, l’effort
de frottement est obtenu en considérant l’interface de contact comme un ensemble de
brins élastiques de raideur donnée. Lorsqu’un effort tangentiel est appliqué, les brins se
déforment. L’utilisation d’un modèle de Dahl à chacunes des extrémités des brins permet
alors de remonter à l’effort de frottement global dans la liaison. La force de frottement Fx
est obtenue par le système d’équation suivant :

Fx = k0φ+ k1φ̇+ k2u̇ (1.4)

φ̇ = u̇− k0
|u̇|
g(u̇)

φ (1.5)

g(u̇) = F cx + F∆ exp
(
−(u̇/u̇s)

2
)

(1.6)

où u̇ est la vitesse de glissement relative au niveau de l’interface de frottement, φ représente
la flèche moyenne des brins, F cx la force limite de glissement, k0 la raideur des brins et k1

et k2 sont deux paramètres définissant l’influence de la force de frottement à la vitesse
de déplacement. L’inconvénient de ce modèle est son nombre de paramètres relativement
importants.

• Modèle de Valanis : Initialement dédié à la modélisation de matériaux thermo-
viscoplastiques [Valanis 1970], le modèle de Valanis peut être utilisé pour modéliser le
comportement d’une liaison aussi bien en régime établi que transitoire [Gaul et Nitsche
2001]. Ce modèle permet, avec une seule formulation, de tenir compte des phénomènes de
macro-glissement (glissement de l’ensemble de la liaison) et de micro-glissement (glissement
partiel de l’interface). L’effort de frottement Fx est obtenu à l’aide de l’équation non-linéaire
suivante :

Ḟx =
E0u̇

[
1 + λ

E0
sgn(u̇)(Etu− Fx)

]
1 + κ λ

E0
sgn(u̇)(Etu− Fx)

(1.7)

29



Outils de caractérisation vibratoire robuste des structures assemblées

où u est le déplacement relatif de l’interface, E0 une raideur associée à la phase d’adhérence,
Et une raideur correspondant à la phase de glissement, κ pondère l’influence du micro-
glissement et λ est un paramètre matériau.

• Modèle de Bouc-Wen : Introduit par Bouc [Bouc 1967] et développé par [Wen
1976], le modèle de Bouc-Wen décrit la force de frottement par une forme hystérétique
générale sans sens physique apparent. La force de frottement est obtenue par intégration
de l’équation :

Ḟx = −α|u̇||z|m−1z − βu̇|z|m +Au̇ (1.8)

où les paramètres α, β, A et m permettent de régler la forme de l’hystérésis. Seul A a un
sens physique et décrit la raideur initiale du modèle. L’inconvénient de ce modèle est qu’il
ne respecte pas la règle de Masing [Masing 1926] selon laquelle, au cours d’un cycle avec
glissement total de l’interface, la raideur instantanée au point d’inversion de la charge est
égale à la raideur de la liaison sans glissement. Une description détaillée de cette loi est
proposée dans [Segalman et Starr 2004]. Il y est notamment développé la relation entre
l’énergie dissipée par cycle et la courbe dite backbone correspondant au chargement initial
de la liaison.

• Modèle d’Iwan : Le modèle d’Iwan [Iwan 1966 ; Iwan 1967] consiste en l’asso-
ciation en parallèle d’éléments de Jenkins ayant des seuils de glissement différents comme
illustré Figure 1.3 page 31. Ce modèle permet de décrire un cycle d’hystérésis en fonction
de la distribution des éléments de Jenkins. Dans sa forme discrète (distribution discrète
d’éléments de Jenkins), le modèle d’Iwan à N éléments peut être assimilé à un ensemble de
brins en contact glissant, ce qui se rapproche de la physique du contact réel et rejoint l’idée
du modèle de LuGre. Le modèle d’Iwan peut être formulé avec une distribution continue
d’éléments de Jenkins [Segalman 2001 ; Segalman et Starr 2004 ; Smallwood, Gre-
gory et Coleman 2001] ce qui permet notamment de réduire le nombre de paramètres
du modèle. Par exemple, le modèle proposé par Segalman [Segalman 2001] ne nécessite
que trois paramètres. Le modèle le plus répandu dans la littérature est un modèle d’Iwan
à quatre paramètres également proposé par Segalman [Segalman 2003]. En se basant sur
une densité donnée d’éléments de Jenkins de raideur constante, l’effort appliqué s’écrit :

Fx(t) =

∫ ∞
0

ρ(φ)[u(t)− x(t, φ)]dφ (1.9)

et

ẋ(t, φ) =

{
u̇ si ||u− x(t, φ)|| = φ et u̇(u− x(t, φ)) > 0
0 sinon (1.10)

où ρ(φ) est la distribution des éléments de Jenkins et x(t, φ) le déplacement à l’instant
t de l’élément de Jenkins ayant glissé de φ. Les éléments sont supposés avoir une masse
négligeable, la force de frottement est considérée constante durant la phase de glissement
et les coefficients de frottement dynamiques sont supposés tous égaux. En définissant une
densité d’éléments de Jenkins adaptée à la prise en compte de faibles et fortes sollicitations,
du macro-glissement et de la rigidité de la liaison, la force appliquée à l’ensemble s’écrit :

Fx(t) =

∫ φmax

0
[u(t)− x(t, φ)]Rφχdφ+ S[u(t)− x(t, φmax)] (1.11)
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avec

R =
FS(χ+ 1)

φχ+2
max(β + χ+1

χ+2)
(1.12)

et

S =

(
FS
φmax

) β

β +
(
χ+1
χ+2

)
 (1.13)

Les quatre paramètres de ce modèle sont alors : χ, un paramètre sans dimension associé
à la distribution des éléments de Jenkins, FS , l’effort nécessaire pour obtenir un macro-
glissement de l’ensemble, φmax, une singularité définissant le déplacement maximum et
β, un paramètre sans dimension permettant d’ajuster la forme de l’hystérésis lors de la
comparaison à des résultats expérimentaux. Contrairement au modèle d’Iwan à trois pa-
ramètres [Segalman 2001], le modèle à quatre paramètres permet de tenir compte du
macro-glissement de la liaison et ne se limite pas aux faibles sollicitations.

k1

k2

k3

ki

Fx(t)

u(t)

Figure 1.3 – Modèle d’Iwan en parallèle pour une distribution discrète d’éléments de
Jenkins

Le modèle d’Iwan considère un chargement en suivant Fx de la liaison constant au cours
du temps. Dans le cas d’une liaison sollicitée en flexion, cette hypothèse n’est plus vérifiée et
ce modèle ne peut plus être utilisé tel quel. Pour palier à cet inconvénient, Song et al. [Song
et al. 2004] définissent un élément de type poutre incluant deux éléments d’Iwan disposés
judicieusement. Cet élément construit de manière similaire à un élément poutre d’Euler-
Bernoulli est alors tout à fait adapté aux cas de liaisons sollicitées en flexion. Le formalisme
proposé par Song et al. [Song et al. 2004] est présenté Figure 1.4 page 32. Les degrés de
libertés considérés pour cet élément sont les déplacements et rotations de section aux
extrémités de l’élément notés respectivement vi et θi (i = 1, 2). Les efforts de cisaillement
et moments de flexion associés sont notés respectivement Fx et Mz. Connaissant h et L,
respectivement hauteur et longueur de l’élément, les efforts aux extrémités de l’élément
peuvent s’écrire :
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Figure 1.4 – Elément poutre d’Iwan ajusté

−Fx = F1(∆1, φ1), −Mz = L
2F1(∆1, φ1) + h

2F2(∆2, φ2),

Fx = −F1(∆1, φ1), Mz = L
2F1(∆1, φ1)− h

2F2(∆2, φ2)
(1.14)

où Fi(∆i, φi) correspond à la force de rappel du modèle d’Iwan, ∆i à l’élongation de l’élé-
ment et φi un vecteur dont les composantes sont les déplacements de chacun des frotteurs
de Coulomb internes à l’élément. Afin de tenir compte de la raideur effective de la liaison
en phase de glissement total mise en évidence par [Gaul et Lenz 1997], Song et al. [Song
et al. 2004] proposent d’ajouter une raideur ka en parallèle de l’élément d’Iwan. Ce nouveau
modèle d’élément est alors désigné élément poutre d’Iwan ajusté.

La plupart des modèles rhéologiques présentés dans cette partie ont pour but de tra-
duire le comportement d’interfaces de contact travaillant en cisaillement avec une pression
dans l’interface constante au cours du temps. Dès lors que la liaison n’est plus sollicitée
uniquement en cisaillement, le formalisme proposé par Song et al. [Song et al. 2004], que
l’on retrouve également dans la thèse de Festjens [Festjens 2014] semble être un bon can-
didat pour décrire le comportement d’une liaison boulonnée lorsque la structure travaille
en cisaillement et en flexion (Fz etMy non nuls). Une autre approche, proposée par Ahma-
dian et al. [Ahmadian et Jalali 2007a] permet également de palier aux inconvénients des
modèles précédents lorsque la liaison est sollicitée en flexion. Cette autre approche consiste
à proposer une formulation éléments finis de type poutre pour laquelle les composantes des
matrices de raideur et d’amortissement sont définies de manière générique. Les différents
modèles rhéologiques définis précédemment peuvent alors être directement appliqués aux
composantes de ces matrices. Il est ainsi envisageable de traduire le comportement d’une
liaison avec plus ou moins de finesse suivant le modèle rhéologique utilisé.

1.3 Méthodes d’identification des paramètres de liaison

La partie précédente a permis de faire un tour d’horizon des modèles de comportement
classiquement utilisés dans la littérature pour décrire les phénomènes physiques intervenant
au sein des liaisons. Il en ressort que les modèles rhéologiques semblent être les mieux
adaptés à la simulation de structures comprenant un grand nombre de liaisons. Lorsqu’un
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de ces modèles est choisi pour décrire le comportement d’une liaison particulière, il reste
alors à identifier les paramètres du modèle correspondant à la liaison étudiée. Cette phase
d’identification s’appuie généralement sur des résultats expérimentaux lorsque la liaison
étudiée peut être isolée de la structure à laquelle elle appartient. Une autre solution consiste
à se baser sur des résultats de simulations obtenus à l’aide de modèles fins de liaison
(modèles constitutifs), on parle alors de virtual testing [Caignot 2009].

• Mesure directe effort-déplacement : L’approche la plus répandue et certaine-
ment la plus directe pour identifier les paramètres d’un modèle de frottement est de me-
surer expérimentalement la courbe effort-déplacement de la liaison afin d’y faire coïncider
la courbe d’hystérésis issue du modèle de liaison [Belvin 1987 ; Gaul, Lenz et Sachau
1998 ; Segalman et Starr 2004 ; Segalman 2003]. Certaines précautions doivent ce-
pendant être prises en compte lors de la mesure expérimentale. Il peut notamment être
nécessaire d’ajouter des résonateurs à la structure test afin de faciliter l’acquisition des
grandeurs d’intérêt [Gaul, Lenz et Sachau 1998]. En effet, les grandeurs à mesurer sont
souvent relativement faibles lorsque la structure est sollicitée en fonctionnement nominal
(les liaisons n’étant pas dimensionnées pour être soumises à des déplacements importants).
Une fois la courbe d’hystérésis de la liaison obtenue expérimentalement, les paramètres du
modèle peuvent ensuite être identifiés soit par lecture directe de points caractéristiques
de la courbe d’hystérésis lorsque le modèle le permet [Gaul, Lenz et Sachau 1998], soit
par minimisation de l’erreur entre les courbes expérimentales et simulées [Belvin 1987 ;
Segalman 2003].

• Technique de représentation dans le plan d’état (Force-State mapping) :
Le principal inconvénient de l’identification directe à partir de la courbe d’hystérésis de
la liaison est que les éventuelles dépendances de l’effort à la vitesse de déplacement ainsi
que l’effet mémoire de la liaison ne sont pas pris en compte [Crawley et O’Donnell
1987 ; Ibrahim et Pettit 2005]. Une solution consiste à caractériser le comportement
de la liaison dans le plan vitesse-déplacement. Cette technique est appelée "Force-State
mapping" [Belvin 1987 ; Crawley et Aubert 1986 ; Crawley et O’Donnell 1987 ;
Jalali, Ahmadian et Mottershead 2007] ce qui peut être traduit par représentation
dans le plan d’état. Le principe de cette technique est le suivant : en négligeant la masse
de la liaison devant la masse de la sous-structure, l’équation du mouvement de la liaison
étudiée s’écrit :

Mẍ = F (t)−K(x, ẋ)x−C(x, ẋ)ẋ (1.15)

où x et ẋ représentent les déplacement et vitesse relatifs des deux parties de la liaison,
K(x, ẋ) et C(x, ẋ) sont les raideurs et amortissements généralisés de la liaison et F (t) est
l’effort appliqué à la liaison. L’effort FT transmis d’un élément à l’autre de la liaison peut
alors se déduire de la mesure de l’effort appliqué à la liaison et des accélérations de part et
d’autre de la liaison de la manière suivante :

FT = K(x, ẋ)x+ C(x, ẋ)ẋ = F (t)−Mẍ (1.16)

Le tracé de l’évolution de FT dans le plan vitesse-déplacement fourni une surface appelée
"force-state map" traduisant le comportement de la liaison. Les raideurs et amortissements
non-linéaires de la liaison peuvent alors être identifiés par minimisation de l’erreur entre la
surface associée au modèle de liaison et la surface expérimentale. Bien qu’elle soit simple
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à mettre en place, l’inconvénient principal de cette approche est que la liaison doit être
isolée du reste de la structure [Ibrahim et Pettit 2005], ce qui n’est pas toujours en-
visageable. De plus, cette technique est basée sur une mesure temporelle des grandeurs
d’intérêt ce qui peut conduire à un grand volume de données à gérer pour extraire les
propriétés de la liaison. Pour palier à cet inconvénient, Kimm et Park [Kimm et Park
1994] proposent d’étendre la méthode en se basant sur la réponse fréquentielle des sous-
structures constituant l’assemblage. Cependant, cette variante nécessite de connaître les
vitesses et déplacements de tous les degrés de liberté correspondant à la liaison, ce qui est
difficilement réalisable en pratique.

• Méthode de Balance-Harmonique : Les techniques désignées sous le terme de
Balance Harmonique sont des méthodes d’approximation permettant de convertir une équa-
tion différentielle non linéaire en une équation non linéaire algébrique lorsque le système
étudié est soumis à une excitation harmonique. Cette approche est très répandue pour si-
muler le comportement de systèmes non-linéaires [Ahmadian et Jalali 2007a ; Bograd
et al. 2011 ; Böswald et Link 2004 ; Cameron et Griffin 1989 ; Ferreira 1998 ; Ferri
et Bindemann 1992 ; Festjens 2014 ; Ren, Lim et Lim 1998]. L’utilisation la plus cou-
rante [Bograd et al. 2011 ; Böswald et Link 2004 ; Ferri et Bindemann 1992] consiste
à utiliser la balance harmonique pour passer d’un modèle de liaison dépendant de l’état
de la liaison et de son histoire à un modèle ne dépendant plus que de l’amplitude d’ex-
citation de la liaison. Cela permet ainsi de s’affranchir de l’intégration temporelle de la
loi de comportement de la liaison qui peut être très coûteuse. Pour obtenir la FRF sur
toute une plage de fréquence, la démarche consiste alors à évaluer la réponse de la struc-
ture pour une série d’excitations monofréquentielles appliquées à la structure. Pour chaque
fréquence d’excitation, la réponse de la structure peut être supposée périodique et donc
décomposable en série de Fourier. Le calcul des coefficients de cette décomposition per-
met alors de déterminer la réponse de la structure pour cette fréquence d’excitation. En
procédant ainsi de suite pour chaque fréquence d’excitation, on peut ainsi évaluer la FRF
de la structure sur toute la plage de fréquence considérée. L’utilisation de la méthode de
Balance Harmonique pour l’identification des paramètres d’un modèle de liaison consiste à
déterminer la réponse non-linéaire de la structure sur une plage de fréquence donnée puis
à chercher le jeu de paramètres du modèle de liaison qui minimise l’écart entre la réponse
expérimentale de la structure et la réponse simulée avec la Balance Harmonique. A titre
d’exemple, Ren et al. [Ren, Lim et Lim 1998] utilisent le formalisme de la balance har-
monique pour tracer la courbe d’hystérésis d’une liaison. L’effort et le déplacement dans
la liaison sont ainsi décomposés en séries de Fourier et les coefficients de cette décomposi-
tion sont identifiés expérimentalement pour chaque fréquence d’excitation par minimisation
d’erreur entre les réponses expérimentales et calculées. Les signaux temporels de l’effort et
du déplacement dans la liaison sont alors déduits des séries de Fourier. L’inconvénient de
cette approche est sa sensibilité aux erreurs de mesures des grandeurs d’intérêts. Boswald
et al. [Böswald et Link 2004] utilisent la méthode de Balance harmonique pour identifier
les raideurs et amortissements non-linéaires des liaisons boulonnées d’un moteur d’avion.
Les raideurs et amortissements équivalents obtenus à chaque pas de fréquence en utilisant
l’HBM permettent de tracer la réponse en fréquence (FRF) analytique de la structure et
les paramètres de la liaison sont alors identifiés par minimisation de l’erreur entre les FRF
non-linéaires expérimentales et analytiques.
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• Identification basée sur la méthode des "éléments spectraux" (Spectral
element method) : Une autre approche permettant de simuler le comportement dyna-
mique d’une structure consiste à décomposer la structure en degrés de liberté fréquentiels
et non plus spatiaux comme c’est la cas dans la méthode des éléments finis. Ainsi, un
degré de liberté spectral dépend directement des composantes fréquentielles du champ de
déplacement et les fonctions de forme utilisées sont des fonctions de la fréquence basées sur
une résolution exacte des équations différentielles du problème. L’utilisation de la méthode
des éléments spectraux permet de modéliser un élément structurel uniforme (c-à-d : sans
discontinuité géométrique ou matériau) avec un seul élément spectral indépendamment de
la dimension de l’élément structurel. Le problème est donc ainsi grandement réduit sans
rogner sur la précision de la solution obtenue. A titre d’exemple, cette approche est utili-
sée par Lee [Lee 2001] pour identifier les paramètres de masse et de raideur équivalentes
d’une liaison de type bride. Esteban et Rogers [Esteban et Rogers 2000] utilisent cette
approche pour caractériser l’énergie dissipée dans une liaison simple à deux boulons. Dans
les deux cas, l’identification des paramètres de liaison nécessite uniquement la mesure des
déplacements de part et d’autre de la liaison. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle
est difficilement applicable à des structures complexes. Les structures étudiées dans le cadre
de ce travail sont constituées de sous-structures simples, élancées et potentiellement sans
discontinuité géométrique ou matériau. La méthode des éléments spectraux ne poserait a
priori pas de problème d’implémentation dans ce cas. On préférera toutefois garder la pos-
sibilité d’appliquer la démarche choisie à des structures plus complexes. Pour cette raison,
cette approche ne sera pas retenue pour identifier les paramètres des liaisons étudiées.

• Approche par réseau de neurones : L’approche classique d’identification par
algorithme d’optimisation consiste à minimiser l’erreur entre le comportement expérimental
du système et le modèle qui en est fait. Comme évoqué par Song [Song et al. 2004], ces
d’algorithmes sont souvent basés sur des calculs de gradients ce qui peut poser certains
problèmes lorsque la structure étudiée présente de fortes non-linéarités. Pour s’en affranchir,
une solution consiste à utiliser une approche de type réseau de neurones pour identifier les
paramètres de liaison. Des résultats expérimentaux sont alors utilisés pour "entraîner" le
réseau de neurones choisi. Song et al. [Song et al. 2004] utilisent par exemple les résultats
d’essais au marteau de choc sur une structure simple constituée de deux poutres assemblées
par une liaison à double recouvrement. Il est important de noter que la définition du nombre
de noeuds et de couches du réseau utilisé peut conduire à l’obtention de paramètres très
différents et dont le domaine de validité doit être étudié en détail. L’expertise nécessaire à
la bonne mise en place de ce type de méthode fait qu’elle ne sera pas privilégiée dans le
cadre de ce travail. On peut également ajouter que, bien que les phénomènes intervenant
au sein des liaisons soient fortement non-linéaires, le comportement de l’ensemble de la
structure assemblée reste quand à lui faiblement non-linéaire [Festjens 2014]. Le recourt
à une approche de type réseau de neurones ne semble donc pas adapté.

En dehors des approches par réseaux de neurones, les méthodes d’identifications consistent
généralement à choisir une méthode de simulation adaptée à la complexitée ou au niveau
de non-linéarité du modèle de liaison choisi puis à chercher les paramètres du modèle qui
minimisent l’erreur entre les comportements expérimentaux et simulés de la liaison. La
méthode de Balance Harmonique apparaît alors comme la méthode la plus adaptée à la si-
mulation du comportement vibratoire des systèmes non-linéaires. Se pose alors la question
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du niveau de non-linéarité à appliquer au modèle de liaison pour traduire le comportement
observé expérimentalement. Une phase d’analyse expérimentale du comportement de la
liaison à modéliser semble alors nécessaire et sera mise en place au chapitre 2.

1.4 Méthodes de simulation déterministe d’une structure as-
semblée complète

Une fois un modèle de comportement choisi pour les liaisons considérées et les para-
mètres de ce modèle identifiés, il est alors possible de simuler le comportement vibratoire
d’une structure assemblée complète en tenant compte du comportement des liaisons.

Quatre types d’approches peuvent être recensées pour simuler le comportement d’une
structure assemblée, chaque approche étant plus ou moins adaptée au régime de fonction-
nement considéré (statique, dynamique transitoire ou stationnaire). On distingue ainsi les
techniques d’intégration temporelle utilisées afin de caractériser le comportement statique
et transitoire des structures assemblées [Belvin 1987 ; Gaul et Nitsche 2001 ; Song
et al. 2004]. Ces techniques sont inefficaces pour l’étude du comportement vibratoire des
structures et sont donc inadaptées au cadre de ce travail. Une seconde approche consiste à
caractériser de manière "exacte" le comportement vibratoire d’une structure en exploitant
le caractère linéaire par morceaux des lois de comportement du contact. Ces approches sont
revues en détails par Gaul et Nitsche [Gaul et Nitsche 2001]. Il en ressort que, bien que
précises, ces approches sont limitées à des structures ayant un faible nombre de liaisons.
La troisième classe de techniques de simulation répandues pour l’étude du comportement
vibratoire des structure assemblées correspond aux techniques basées sur la méthode de la
Balance Harmonique [Ahmadian et Jalali 2007a ; Bograd et al. 2011 ; Claeys et al.
2016 ; Gaul et Nitsche 2000]. Comme évoqué précédemment, la Balance Harmonique
consiste à réécrire un problème non-linéaire dans le domaine fréquentiel. Pour cela, les
forces non-linéaires sont supposées périodiques puis décomposées en série de Fourier. En
négligeant les harmoniques d’ordres supérieurs, l’équation du mouvement peut alors se ra-
mener à une équation algébrique non-linéaire pour chaque excitation mono-fréquentielle
considérée. Les équations algébriques non-linéaires sont alors résolues à l’aide de méthodes
de résolution classiques de type Newton-Raphson par exemple [Bograd et al. 2011]. La ré-
ponse en fréquence de la structure est obtenue en balayant une plage de fréquence point par
point. Cette approche peut devenir très coûteuse dès lors qu’un grand nombre de degrés de
libertés non-linéaires sont considérés ou que le système présente de fortes non-linéarités. Fi-
nalement, la dernière approche de simulation du comportement vibratoire d’une structure
assemblée consiste à effectuer une analyse modale linéaire classique de la structure assem-
blée en considérant une raideur et un amortissement équivalent des liaisons [Bograd et al.
2011 ; Crocombe et al. 2006]. Dans le cas étudié par Crocombe [Crocombe et al. 2006],
une relation entre l’énergie dissipée dans la liaison et la sollicitation de la liaison par le
reste de la structure est déterminée. La liaison est modélisée par une raideur équivalente
et l’analyse modale linéaire permet de déterminer l’effort appliqué à la liaison à l’aide d’un
logiciel éléments finis commercial. Cette approche se justifie par le fait que, dans le cas des
structures assemblées, les non-linéarités sont localisées au niveau des liaisons et le reste
de la structure, les sous-structures assemblées, a un comportement globalement linéaire.
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La structure globale en régime forcé répond alors sur des modes quasi-linéaires comme le
montrent Heller et al [Heller, Foltête et Piranda 2009] et les vecteurs propres d’une
structure globale présentant des non-linéarités localisées peuvent être considérés comme
linéaires.

Finalement, se pose la question de la modélisation de la structure assemblée et de ses
différents constituants. En règle générale, les sous-structures élastiques sont modélisées
en ayant recourt à une discrétisation éléments finis mais d’autres approches peuvent être
trouvées dans la littérature comme par exemple les approches multi-corps [Gaul, Lenz et
Sachau 1998] ou les approches par éléments spectraux (Spectral element method) [Este-
ban et Rogers 2000 ; Lee 2001]. La méthode des éléments finis étant la plus répandue, on
se basera sur cette dernière pour modéliser les sous-structures élastiques étudiées. Il reste
alors à définir comment les liaisons peuvent être intégrées aux modèles de sous-structures.
Lorsque la structure globale le permet, c-à-d lorsque les liaisons sont suffisamment éloignées
des singularités géométriques ou des discontinuités matériaux des sous-structures qu’elles
relient ou lorsque les dimensions des liaisons sont faibles devant les dimensions du reste de
la structure, un modèle rhéologique peut être implémenté directement entre deux noeuds
du modèle éléments finis des sous-structures à assembler. Les éléments "sans-épaisseurs"
(zero-thickness elements) [Bograd et al. 2011 ; Mayer et Gaul 2007] permettent de
modéliser l’interaction entre les surfaces de contact de deux structures définies par des
maillages volumiques. Ce sont des éléments surfaciques entre lesquels sont imposées des
relations traduisant les phénomènes physiques intervenant dans l’interface. On peut par
exemple définir une raideur linéaire ou non et un amortissement par l’intermédiaire d’une
matrice de dimension égale au nombre de noeuds des deux éléments surfaciques. D’autres
éléments peuvent être définis pour modéliser le comportement de l’interface comme les
éléments minces (thin layer elements). Ces éléments sont des éléments volumiques dont
l’épaisseur est faible devant les autres dimensions caractéristiques de l’élément sans que
cela n’engendre de problèmes numériques. Ces éléments sont directement reliés aux élé-
ments du maillage volumique des structures assemblées et nécessitent alors des maillages
adaptés. Les derniers modèles d’interfaces présentés ici sont les éléments dits noeuds-à-
noeuds (node-to-node elements) [Belvin 1987 ; Bograd et al. 2011 ; Song et al. 2004]. Ils
consistent à appliquer une relation traduisant le comportement de l’interface entre chaque
noeud en vis-à-vis des maillages à assembler. Il y aura alors autant de relations à détermi-
ner que de noeuds en vis-à-vis dans l’interface. Si l’interface comprend un grand nombre
de noeuds, on comprend vite que le coût de ce type d’approche peut devenir rédhibitoire.
Lorsque l’influence locale de la liaison doit être prise en compte (ex. : rigidification locale
des pièces assemblées) il est nécessaire de définir un modèle "numérique" adapté basé sur
le modèle physique de comportement de la liaison et permettant de tenir compte de ces
effets. Les modèles précédents peuvent être adaptés en condensant une partie des surfaces
de contact en un noeud. On parle alors d’éléments node-to-surface.

1.5 Prise en compte de la variabilité des paramètres de liaison

Afin de mieux prédire le comportement réel d’une structure, la variabilité observée du
comportement réel de la structure doit être modélisée dès la phase de conception. On parle
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ainsi de dimensionnement robuste de la structure. On suppose ici que cette variabilité est
principalement due aux incertitudes sur les paramètres du système étudié. Afin de pro-
pager les incertitudes au travers du modèle de comportement d’un système, deux types
d’approches peuvent être identifiées suivant qu’elles soient probabilistes ou non. Parmi les
approches non-probabilistes, on évoquera notamment les approches de type logique floue
[Zadeh 1999], les approches par intervalles ou la théorie des méconnaissances [Daouk
2016 ; Ladevèze, Puel et Romeuf 2006]. Les approches non-probabilistes se justifient
dès lors que les incertitudes sont d’ordre épistémiques, c’est à dire qu’elles sont dues à un
manque d’information. Les approches probabilistes visent quant à elles à modéliser la va-
riabilité naturelle des phénomènes aléatoires. Deux branches peuvent alors être distinguées
suivant que l’on cherche à tenir compte de la variabilité des paramètres des modèles utilisés,
on parle alors d’approches probabilistes paramétriques, ou que l’on cherche à tenir compte
également de l’incertitude due au modèle choisi ou aux incertitudes de mesure, on parle
alors d’approches probabilistes non-paramétriques [Soize 2013]. L’approche probabiliste
est particulièrement bien adaptée à la résolution numérique des problèmes de structure
[Blanzé 2003 ; Blanzé et Champaney 2004 ; Blanzé et Rouch 2005] et l’on suppose
dans un premier temps que la qualité des modèles utilisés est suffisante pour ne pas signi-
ficativement induire d’incertitudes supplémentaires. C’est donc tout naturellement dans le
cadre probabiliste paramétrique que l’on se placera pour la suite de ce travail.

Afin de résoudre un problème dynamique en contexte incertain, les méthodes basées sur
un échantillonnage statistique ou méthodes de Monte-Carlo constituent l’approche la plus
directe, la plus simple d’implémentation et surtout la plus précise puisque ces méthodes
convergent, par définition, vers la solution exacte du problème stochastique [Schenk et
Schüller 2005 ; Shinozuka et Astill 1972]. Le principe des méthodes de Monte-Carlo
est le suivant : des réalisations des Variables Aléatoires associées aux paramètres struc-
turaux incertains sont générées numériquement. L’ensemble des réponses correspondantes
à chacune des réalisations est ensuite calculé. Enfin, un traitement statistique permet de
qualifier l’incertitude des grandeurs d’intérêt [Ghanem et Spanos 1990]. Les principaux
avantages des méthodes de Monte-Carlo sont qu’elles sont insensibles à la dimension sto-
chastique du problème et qu’elles permettent de traiter n’importe quel niveau de variabilité
des grandeurs considérées [Papadrakakis et Kotsopulos 1999]. En contrepartie, leurs
performances sont fortement dépendantes de la qualité du générateur de nombres aléa-
toires utilisé mais surtout le coût en temps de calcul nécessaire à garantir la convergence
du résultat explose lorsque la durée d’un seul calcul déterministe de la structure étudiée
augmente. De nombreuses techniques ont été mises en place afin d’optimiser le temps de
calcul des simulations de Monte-Carlo. Ces techniques sont généralement basées sur des
méthodes de réduction de variance ou sur la parallélisation des calculs associés à chaque
réalisation [Van den Nieuwenhof et Coyette 2003]. Malgré cela, dans le cas du calcul
de structure, ces méthodes restent difficilement envisageables. Pour ces raisons, différentes
méthodes sans échantillonnage statistique ont été développées ces dernières décennies. Les
deux approches les plus répandues dans la littérature permettant d’estimer les propriétés
statistiques de la réponse d’un système aléatoire sont les méthodes dites de perturbation
et les méthodes spectrales. Ces deux familles de méthodes sont présentées ici afin d’iden-
tifier les avantages et inconvénients de chacune d’entre elles et d’évaluer leur potentielle
application au cas des structures assemblées.
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1.5.1 Méthodes de perturbation

Les méthodes de perturbation sont basées sur l’approximation des variables aléatoires
d’intérêt à l’aide d’un développement de Taylor tronqué. Simple à implémenter, le déve-
loppement de Taylor utilisé est généralement limité à l’ordre deux car les termes d’ordre
supérieur sont relativement coûteux en temps de calcul. De plus, ces méthodes se limitent
aux faibles niveaux de variabilité des paramètres aléatoires d’entrée [Ghanem et Spanos
1990 ; Nair et Keane 2003 ; Sudret et Kiureghian 2000]. On considèrera typiquement
comme ayant une faible variabilité des variables aléatoires dont le coefficient de variation
(δ[•] = σ[•]/E[•]) 1 est inférieur à 20 %. Le développement de Taylor est généralement
appliqué au voisinage de la valeur moyenne des variables aléatoires à estimer. A titre
d’exemple, Collins et Thomson [Collins et Thomson 1969] utilisent ce type de déve-
loppement afin d’estimer les moments statistiques des valeurs propres et vecteurs propres
aléatoires de systèmes simples. Adhikari et Friswell [Adhikari et Friswell 2007] pro-
posent quant à eux de réaliser le développement de Taylor au voisinage d’un point optimal
garantissant une meilleure estimation des premiers moments statistiques des valeurs propres
aléatoires. Nair et Keane [Nair et Keane 2003] se basent sur une méthode de perturbation
afin d’estimer les vecteurs propres aléatoires du système et d’en déduire les valeurs propres
aléatoires associées. Les vecteurs propres aléatoires sont décomposés sur une base formée
des vecteurs propres déterministes et des sensibilités de ces vecteurs propres calculées à la
valeur nominale des paramètres aléatoires d’entrée.

1.5.2 Méthode des Eléments Finis Spectraux Stochastiques

La méthode des Eléments Finis Spectraux Stochastiques (SSFEM) a été introduite par
Ghanem et Spanos [Ghanem et Spanos 1990] à partir des travaux initiés par Wiener
[Wiener 1938]. L’idée consiste à discrétiser les variables aléatoires du problème sur un
espace fini engendré par une base de fonctions aléatoires. Les variables aléatoires sont ainsi
généralement décomposées sur une base de polynômes multi-variés orthogonaux, fonctions
de variables aléatoires de distribution connue. Cette base est appelée Chaos Polynomial.
Par exemple, pour les problèmes dont les paramètres d’entrée sont assimilables à des va-
riables aléatoires gaussiennes, la base la mieux adaptée à la décomposition sur le Chaos
Polynomial est composée des polynômes d’Hermite multivariés [Ghanem et Spanos 2003].
En effet, cette base assure une convergence rapide et une bonne estimation des variables
aléatoires recherchées. Lorsque les paramètres d’entrée ne sont pas gaussiens, d’autres bases
de décomposition ont été développées afin d’assurer une convergence optimale de l’approxi-
mation [Xiu et Karniadakis 2003]. Une fois la base de décomposition choisie, il reste à
déterminer les coefficients correspondants à la variable aléatoire recherchée. Une première
méthode, proposée par Ghanem et Gosh [Ghanem et Ghosh 2007], consiste à estimer
ces coefficients à l’aide d’un échantillonnage de Monte-Carlo couplé à une méthode de Ga-
lerkin. Cependant, cette méthode souffre de sa sensibilité à la qualité du générateur de
nombres aléatoires utilisé et devient vite très coûteuse dès lors que des polynômes d’ordres
élevés sont nécessaires ou que le nombre de paramètres aléatoires devient important [Gha-

1. E[•] et σ[•] sont définis comme étant respectivement les espérance et écart-type d’une variable aléa-
toire
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nem et Ghosh 2002 ; Ghosh, Ghanem et Petit 2003]. Afin de surmonter ces inconvé-
nients, Ghanem et Gosh [Ghanem et Ghosh 2007] proposent une seconde approche basée
sur une méthode de Galerkin permettant de déterminer les coefficients de la décomposi-
tion en se ramenant à un jeu d’équations non-linéaires mais déterministes. Cette méthode
nécessite alors l’utilisation d’algorithmes de résolution de problèmes non-linéaires (type
Newton-Raphson). D’autres méthodes dites de Chaos creux, permettent de rendre ce type
d’approche moins contraignantes à implémenter. Cependant, le principal inconvénient des
méthodes basées sur le Chaos Polynomial est leur coût lorsque le nombre de paramètres
aléatoires augmente et que des polynômes d’ordre élevé sont requis.

1.5.3 Bilan

Les approches basées sur le Chaos Polynomial présentent un cadre d’étude à la fois
général et précis permettant de caractériser les espaces propres d’une structure en présence
de paramètres incertains. Cependant, leur mise en oeuvre peut s’avérer coûteuse dès que
le nombre de paramètres aléatoires du problème augmente. Les structures assemblées dites
légères sont généralement constituées d’un grand nombre de liaisons. Afin de tenir compte
de la variabilité du comportement de l’ensemble des liaisons d’une structure, il est néces-
saire de définir au moins autant de variables aléatoires que de liaisons. Pour cette raison,
l’utilisation du Chaos Polynomial ne semble pas adaptée au cas des structures assemblées
comprenant un grand nombre de liaisons. Concernant les méthodes de perturbation, ces
dernières sont bien plus simples à implémenter et permettent d’estimer les variables aléa-
toires recherchées avec un temps de calcul très réduit. Cependant, ces méthodes sont moins
générales et se limitent aux problèmes académiques et aux cas des faibles variabilités.

Afin de tenir compte de la variabilité des paramètres de liaison d’une structure in-
dustrielle assemblée dite légère, on cherchera à définir une méthodologie permettant de
caractériser les espaces propres aléatoires de ce type de structure.

1.6 Approche retenue

Bien que de nombreuses études aient été effectuées sur le comportement dynamique des
structures assemblées (modélisation [Ahmadian et Jalali 2007a ; Ahmadian et Jalali
2007b ; Festjens 2014 ; Gaul et Lenz 1997 ; Gaul et Nitsche 2001 ; Segalman 2001 ;
Segalman et Starr 2004 ; Smallwood, Gregory et Coleman 2001 ; Song et al. 2004],
simulation [Ahmadian et Jalali 2007a ; Ahmadian et Jalali 2007b ; Belvin 1987 ;
Bograd et al. 2011 ; Eriten et al. 2013 ; Esteban et Rogers 2000 ; Gaul et Nitsche
2001 ; Heller, Foltête et Piranda 2009 ; Mayer et Gaul 2007 ; Song et al. 2004],
identification [Ahmadian et Jalali 2007a ; Belvin 1987 ; Bograd et al. 2011 ; Bös-
wald et Link 2004 ; Caignot 2009 ; Cameron et Griffin 1989 ; Crawley et Aubert
1986 ; Esteban et Rogers 2000 ; Ferreira 1998 ; Ferri et Bindemann 1992 ; Festjens
2014 ; Gaul et Lenz 1997 ; Ibrahim et Pettit 2005 ; Jalali, Ahmadian et Motter-
shead 2007 ; Lee 2001 ; Ren, Lim et Lim 1998 ; Segalman 2003 ; Song et al. 2004] des
liaisons), ces travaux se limitent généralement au cadre déterministe. L’étude bibliogra-
phique proposée par Ibrahim et Petit [Ibrahim et Pettit 2005] illustre bien la nécessité
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de prendre en compte les incertitudes lors de la caractérisation dynamique des structures
assemblées. Dans l’ouvrage proposé par Ames et al. [Ames et al. 2009] et visant à four-
nir un manuel d’étude du comportement des structures assemblées, les conclusions sur la
variabilité des caractéristiques dynamiques des liaisons soulignent également l’importance
de la prise en compte des incertitudes pour le dimensionnement de ce type de structures.
Pour les géométries de liaisons simples étudiées dans ce document, la variation de raideur
de liaison est de l’ordre de 30 % et le taux d’energie dissipée dans ces liaisons varie
d’un facteur trois. On retrouve dans la littérature quelques travaux étudiant le compor-
tement dynamique de structures assemblées en tenant compte des incertitudes. Ghanem
et Red-Horse [Ghanem et al. 2000] se basent sur l’utilisation du Chaos Polynomial pour
caractériser les fréquences propres aléatoires d’une portion d’échelle en aluminium. Cette
étude est purement numérique. Les thèses de Gant [Gant 2011] et Daouk [Daouk 2016]
se basent sur la théorie des méconnaissances afin de tenir compte des sources d’incertitudes
présentes dans les liaisons lors du dimensionnement statique [Gant 2011] et dynamique
[Daouk 2016] des structures assemblées. Seule la thèse de Daouk [Daouk 2016] confronte
résultats expérimentaux et simulations. Mignolet et al [Mignolet, Song et Wang 2015]
proposent une modélisation stochastique du comportement dynamique d’une liaison se ba-
sant sur un modèle d’Iwan. Les paramètres stochastiques de ce modèle sont identifiés à
partir de résultats expérimentaux obtenus sur la liaison de références sur laquelle se base
l’ouvrage de Ames et al. [Ames et al. 2009]. Dans ses travaux de thèse, Karim [Karim 2013]
étudie une solution de réduction des vibrations d’une structure boulonnée par le contrôle
de l’effort de serrage d’une des liaisons. Une phase de caractérisation du comportement
vibratoire de cette structure en tenant compte de la variabilité des paramètres influants est
mise en place afin d’évaluer la robustesse de la stratégie de contrôle de l’effort de serrage
de la liaison.

Parmi les travaux issus de la littérature et tenants compte de la variabilité due à la
présence des liaisons, les structures traitées ne présentent qu’un nombre limité de liaison,
nombre généralement réduit à un. Dans ce travail, on cherche à proposer une démarche
de caractérisation robuste du comportement vibratoire des structures assemblées légères
comprenant un grand nombre de liaison.

Figure 1.5 – Structure de référence : Portique 3 barres boulonnées
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Ce travail se place dans le cadre des structures assemblées dites légères pour lesquelles
les sous-structures assemblées sont élancées et présentent un comportement globalement
élastique-linéaire. Les liaisons sont de faibles dimensions devant celles des sous-structures,
les non-linéarités sont donc très localisées et le comportement vibratoire de l’ensemble de
la structure est globalement linéaire. L’ensemble de ce travail sera illustré à partir du cas
d’un un portique constitué de trois poutres assemblées entre elles à l’aide de cornières et de
liaisons boulonnées. Cette structure étant représentative des structures légères, la démarche
suivie pourra être étendue à n’importe quelle autre structure assemblée. L’architecture du
portique étudié est représentée sur la Figure 2.1 page 45.

Un modèle éléments finis poutre semble dès lors tout à fait adapté pour traduire le
comportement dynamique des différents constituants de cette structure. Les modèles d’in-
terface de type éléments minces ou éléments sans épaisseurs sont plutôt destinés à être
intégrés dans des modèles volumiques voir 2D pour les éléments sans épaisseurs. Partant
d’un modèle 1D, l’influence de l’interface peut alors être intégrée au modèle de structure à
l’aide d’éléments noeuds-à-noeuds ou en modifiant la définition des éléments de la structure
relatifs à la liaison. On peut par exemple chercher à définir des éléments poutres ayant une
formulation adaptée au type de liaisons étudiées, la formulation de ces éléments étant alors
définie par le modèle d’interface choisi. La complexité du modèle se doit d’être adaptée aux
phénomènes dont le concepteur souhaite tenir compte lors de la simulation de la structure
assemblée. Dans le cas du portique de référence, les liaisons sont sollicitées principalement
en flexion et les phénomènes intervenant au sein de l’interface et régissant le comportement
de la liaison sont l’adhérence et le glissement dans l’interface ainsi que le "claquement". Le
"claquement" étant un phénomène de type choc, sa prise en compte peut représenter une
certaine difficulté. On choisit donc de limiter cette étude à des niveaux de sollicitations
n’induisant pas de phénomènes de ce type.

Concernant l’influence de l’adhérence et du glissement dans l’interface sur les caracté-
ristiques dynamiques de la liaison, il semble difficile a priori d’évaluer si ces phénomènes
sont significatifs et surtout si l’un est prépondérant devant l’autre, de manière systématique
ou non. Deux approches peuvent alors être envisagées. La première consiste à définir un
modèle numérique le plus fin possible de la liaison. On pourrait par exemple envisager de
définir un modèle éléments finis volumique avec prise en compte du contact dans l’interface
en fonction de la géométrie des surfaces en contact (aspérités, défauts de forme, etc). Puis
de simuler le comportement de ce modèle de liaison afin d’évaluer les zones d’adhérence,
de glissement, de décollement, etc. L’inconvénient principal de cette approche est lié au
temps de calcul nécessaire à la réalisation d’une telle simulation. Dans le cadre de ce travail,
on choisit d’envisager la deuxième approche qui consiste à observer expérimentalement le
comportement de la structure assemblée afin d’en déduire les phénomènes prédominants à
prendre en compte puis d’identifier in fine le modèle de comportement le mieux adapté à
rendre compte du comportement observable.

Après avoir défini un modèle de liaison adapté aux observations expérimentales, une
méthode de simulation adaptée à la nature de ce modèle (linéaire ou non suivant le modèle
choisi) peut être sélectionnée et les paramètres du modèle de liaison peuvent être identifiés.
On choisit d’identifier les paramètres du modèle par minimisation de l’erreur au sens des
moindres carrés entre le comportement observé expérimentalement et le comportement
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simulé.

Cette démarche purement déterministe ne permet pas de tenir compte des incertitudes
sur les paramètres de liaison. On cherche ensuite à définir une méthode de caractérisation du
comportement vibratoire des structures en présence de paramètres incertains. On veillera à
ce que cette méthode soit non-intrusive afin d’être appliquée à partir de n’importe quel code
éléments finis commercial et peu coûteuse en temps de calcul afin d’être applicable aisément
aux cas des structures présentant un grand nombre de liaisons. La méthode alors mise en
place vise à exploiter les particularités du comportement des structures assemblées pour
étendre le principe des méthodes de perturbation à des variabilités plus importantes. Après
validation, cette méthode peut alors être utilisée afin d’identifier les paramètres d’un modèle
stochastique de liaison. On cherche ainsi à identifier les paramètres des distributions des
variables aléatoires associées aux modèles de liaison. Pour cela, une stratégie d’optimisation
au sens du maximum de vraisemblance peut être mise en place en travaillant directement
dans l’espace des paramètres du problème (c-à-d les raideurs de liaison) [Mignolet, Song
et Wang 2015]. On cherche alors les paramètres des variables aléatoires associées aux
raideurs de liaison minimisant l’écart entre les moments statistiques des fréquences propres
expérimentales de la structure et les moments statistiques des fréquences propres aléatoires
simulées numériquement.

La démarche développée dans le cadre de ce travail afin de simuler le comportement
d’une structure assemblée légère et illustrée à partir du portique de référence 2.1 page 45
peut être résumée de la manière suivante :

1. Etapes préliminaires : Caractérisation des vis instrumentées et des conditions expéri-
mentales, identification des paramètres matériaux des éléments utilisés, caractérisa-
tion des raideurs d’encastrement du système de fixation utilisé, choix des conditions
d’excitation et validation du modèle éléments finis du portique monolithique ;

2. identification des propriétés que doit respecter le modèle de liaison au vu des résultats
de l’analyse différentielle expérimentale et déduction du modèle nominal de liaison
utilisé ;

3. identification des paramètres de liaison (raideur, amortissement) ;

4. identification d’un modèle stochastique de liaison (raideur et amortissement modélisés
par des variables aléatoires) permettant de tenir compte de la variabilité des réponses
de la structure assemblée complète ;

5. simulation stochastique du comportement vibratoire du portique et validation à partir
de résultats expérimentaux

Les trois premières étapes de cette démarche font l’objet du chapitre 2. Dans ce chapitre,
le point de vue est purement déterministe et vise à appréhender les phénomènes observables
afin d’en déduire un modèle déterministe "juste suffisant" permettant de retrouver le com-
portement observé expérimentalement pour une configuration donnée de portique. Afin
de pouvoir mener à bien l’étape 4 de cette démarche, il est nécessaire de se doter d’une
méthodologie de caractérisation du comportement vibratoire des structures en présence de
paramètres incertains suffisamment peu coûteuse en temps de calcul pour être couplée à un
algorithme d’optimisation et permettre d’identifier les paramètres du modèle stochastique
de liaison. L’approche SMR, pour Stochastic Model Reduction, développée dans ce travail
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fait l’objet du chapitre 3. Finalement, l’identification des paramètres du modèle stochas-
tique est alors mise en place au chapitre 4. Ces paramètres sont identifiés à partir de la
variabilité effective (obtenue expérimentalement) du comportement vibratoire de différents
portiques boulonnés. L’ensemble de la démarche est alors validée dans ce même chapitre à
partir du comportement vibratoire de deux configurations de portique munis de plusieurs
liaisons boulonnées. Pour chacune de ces structures, les variabilités observées expérimen-
talement sont comparées aux résultats de la simulation stochastique de ces structures. On
propose finalement, pour clôturer le chapitre 4 et par la même occasion la démarche mise
en place au cours de ce travail, de mettre en application l’outil de simulation numérique
ainsi obtenu afin de dimensionner de manière robuste une solution de réduction du niveau
vibratoire d’une structure assemblée de type portique.

44



Chapitre 2

Caractérisation et simulation du
comportement vibratoire d’une
structure assemblée

L’objectif de ce chapitre est de mettre en place les outils nécessaires à la simulation du
comportement vibratoire d’une structure assemblée dite légère. Pour cela, il sera

nécessaire de définir un modèle de comportement physique d’une liaison ainsi qu’une
méthodologie de simulation permettant de retrouver le comportement observé

expérimentalement de la structure étudiée. On choisit comme cas d’étude un portique
constitué de trois poutres assemblées par des liaisons boulonnées.

Figure 2.1 – Structure de référence : Portique 3 barres boulonnées
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Introduction

Ce travail se concentre sur l’étude vibratoire des structures assemblées qualifiées de
légères. Ces structures sont ici assimilées à des structures globalement linéaires présen-
tant des non-linéarités localisées au niveau des liaisons. Cette hypothèse se justifie par le
fait que, en dehors des liaisons, ces structures sont généralement constituées d’éléments de
grandes dimensions (comparées à l’échelle des liaisons) dont le comportement est globa-
lement linéaire (petites déformations, domaine élastique linéaire des matériaux, etc). En
terme de simulation, la majeure partie d’une structure assemblée peut donc être facilement
discrétisée par éléments finis et les méthodes de résolution linéaires classiques peuvent être
appliquées directement. Les liaisons ont une influence non négligeable sur le comportement
de la structure assemblée. Les phénomènes intervenant au niveau des interfaces de contact
des liaisons sont non-linéaires ce qui peut induire certaines difficultés lors de la simulation
de la structure. On pense notamment au temps de calcul nécessaire à la prise en compte
de ces non-linéarités, temps de calcul d’autant plus important que le nombre de liaisons
de la structure assemblée est important. Comme évoqué précédemment, le comportement
de la structure assemblée globale restant très proche du domaine linéaire, il sera ainsi pos-
sible d’envisager certaines simplifications pour simuler le comportement de la structure
assemblée en tenant compte de l’influence des liaisons.

Il existe de nombreuses géométries de liaison dépendantes des sous-structures à assem-
bler, du type de sollicitation, du régime de fonctionnement attendu pour le système étudié,
de son environnement, etc. Le choix d’une structure conditionne donc nécessairement le
type de liaison étudié. Il semble difficile de définir une approche unique valide pour n’im-
porte quelle structure assemblée. Dans le cadre de ce travail, on se focalisera sur l’étude
d’une structure représentative des structures légères : un portique encastré à sa base et
constitué de trois barres liées entre elles par des liaisons boulonnées. Un schéma de cette
structure est présenté Figure 2.1 page 45.

L’objectif de ce chapitre est de mettre en place les outils nécessaires à la simulation du
comportement vibratoire nominal d’une structure assemblée. Pour cela, trois étapes ont été
mises en évidence au chapitre 1. La première consiste à identifier un modèle physique per-
mettant de prendre en compte les phénomènes prépondérants influant sur le comportement
d’une liaison dans un contexte donné (on s’intéresse ici au cas d’un portique boulonné dont
les liaisons sont principalement sollicitées en flexion). Une fois ce modèle physique choisi,
il est nécessaire d’identifier les paramètres du modèle correspondant au type de liaisons
étudiées. Enfin, ce modèle peut être intégré à un modèle global de structure assemblée afin
de simuler le comportement complet de la structure étudiée.

Le choix de chacune des étapes de la démarche est intimement lié à la structure étudiée.
Cela rejoint le raisonnement de Bograd et al. [Bograd et al. 2011] d’après lesquels, afin
de simuler le comportement d’une structure assemblée, un modèle dédié doit être identifié
et une technique d’identification adaptée doit être choisie pour évaluer les paramètres du
modèle et ce pour chaque caractéristique de la liaison dont on souhaite tenir compte. Avant
de s’arrêter sur un choix de modèle de liaison adapté à la structure considérée (ici le portique
de référence présenté Figure 2.1), on choisit de procéder dans un premier temps à une phase
d’analyse expérimentale du comportement d’une configuration simplifiée de portique. Cette
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étape préliminaire a pour but de définir les limites des phénomènes observables pour ce type
de structure et ainsi choisir un modèle de liaison de complexité adaptée aux observations
expérimentales.

La première partie de ce chapitre présente la démarche expérimentale suivie ainsi que
la caractérisation des différents éléments du dispositif expérimental utilisé. Cette étape
préliminaire permet notamment de réduire les sources d’incertitudes dues aux conditions
expérimentales et pouvant intervenir lors de l’identification du modèle de liaison. Afin
d’identifier un modèle de liaison adapté au comportement observable des liaisons considé-
rées, une phase d’analyse expérimentale est alors mise en place en deuxième partie de ce
chapitre. Cette étape permet d’identifier un modèle de liaison "juste suffisant" permettant
de rendre compte du comportement observé expérimentalement avec un coût de calcul
minimal. Une fois le modèle de liaison choisi, ses paramètres peuvent être identifiés et la
simulation du comportement vibratoire de la structure peut être effectuée. Ces dernières
étapes de la démarche sont mises en place en dernière partie de ce chapitre.

2.1 Caractérisation du dispositif expérimental utilisé

L’objectif de cette partie est de caractériser le dispositif expérimental permettant d’éva-
luer l’influence des liaisons sur le comportement vibratoire de la structure globale étudiée
(le portique présenté Figure 2.1). L’influence des liaisons sur le comportement de la struc-
ture peut être obtenue par analyse différentielle en comparant la structure assemblée à
une structure monolithique équivalente. La différence de comportement observée entre les
deux structures peut ainsi être imputée à la présence des liaisons. Les grandeurs influant
principalement sur le comportement d’une liaison sont la pression au niveau de l’interface
de contact et la surface effective de contact [Ames et al. 2009 ; Heller, Foltête et Pi-
randa 2009 ; Ibrahim et Pettit 2005]. Ces grandeurs sont directement liées au serrage
(ou précharge) de la liaison et à l’amplitude de la sollicitation appliquée à la liaison. Le
dispositif expérimental doit donc permettre d’évaluer et idéalement de contrôler ces gran-
deurs. Afin de contrôler l’effort de serrage dans les liaisons du portique, on choisit de se
doter de vis instrumentées. L’amplitude de la sollicitation appliquée aux liaisons est direc-
tement liée à l’amplitude d’excitation de la structure globale. On cherchera alors à évaluer
le comportement de la structure pour différents niveaux d’excitation.

Après une présentation du protocole expérimental permettant de caractériser l’influence
des liaisons sur le comportement du portique, on propose de caractériser les vis instrumen-
tées permettant de mesurer et contrôler l’effort de serrage de chaque liaisons. Les conditions
expérimentales seront ensuite étudiées en détail afin de réduire les sources de variabilité
associées qui pourraient remettre en cause la caractérisation du comportement des liaisons.

Remarque 2.1 : On notera que d’autres paramètres peuvent également jouer un
rôle clé sur le contact au niveau de l’interface comme les défauts de forme [Peyret
2012], l’état de surface, la lubrification (souhaitée ou non)[Ibrahim et Pettit 2005].
Malheureusement, ces paramètres sont difficilement maîtrisables à moindre coût. On
fait l’hypothèse que l’influence de la méconnaissance de ces paramètres pourra être
pris en compte lors de la modélisation stochastique des liaisons.
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2.1.1 Présentation de la démarche expérimentale : Analyse différentielle
du portique

Généralement, lors de la mise en place d’une analyse différentielle, les structures mono-
lithiques utilisées comme références sont obtenues à partir d’un seul bloc de matière en usi-
nant directement dans la masse. Dans le cas du portique étudié, le bloc de matière nécessaire
à une telle opération devrait avoir des dimensions d’au moins 435 mm× 310 mm× 30 mm,
soit un volume d’environ 4× 10−3 m3 et la structure monolithique obtenue représenterait
un volume d’environ 2× 10−4 m3, soit une perte de matière de 95 %. D’un point de vue
simplement économique, la réalisation d’un portique équivalent monolithique usiné dans
la masse ne semble pas envisageable dans le cadre de ce travail. De plus, le portique étu-
dié est constitué de poutres et de cornières en aluminium assemblées entre elles par des
vis, boulons et rondelles en acier. Il n’est malheureusement pas possible d’obtenir une
structure monolithique bi-matériaux équivalente à la structure étudiée. On peut également
ajouter que les poutres et cornières constituants le portique sont généralement obtenues à
l’aide d’un procédé d’extrusion de type tréfilage ou étirage. Ce type de procédé induit une
modification des propriétés mécaniques des profilés ainsi obtenus. Ces propriétés seraient
alors nécessairement différentes des propriétés d’une structure obtenue par usinage dans la
masse. Pour ces raisons, on choisit de réaliser la structure de référence à partir des diffé-
rentes pièces du portique collées entre elles à l’aide d’une colle epoxy 3MTM Scotch-WeldTM

DP 460. L’utilisation d’une colle permet d’assurer l’adhérence des surfaces en contact au
niveau des interfaces ce qui supprime les phénomènes non-linéaires liés au contact ou au
frottement. La structure ainsi collée sera assimilée à une structure monolithique et sera
désignée comme tel dans la suite de ce travail.

La structure de référence étant désormais définie et réalisée, il reste à définir la dé-
marche expérimentale utilisée pour l’acquisition des données nécessaires à l’identification
du modèle de liaison. On s’intéresse à la réponse fréquentielle du portique et notamment à
l’influence des liaisons sur le comportement vibratoire de la structure. Bien que les phéno-
mènes intervenant au sein des liaisons soient non-linéaires, le comportement de la structure
globale est quant à lui quasiment linéaire. Cette hypothèse pourra être mise en évidence
lors des mesures expérimentales. Pour réaliser l’analyse différentielle, on se base sur les
Fonctions de Réponse en Fréquence (FRF) de la structure monolithique de référence et de
la structure assemblée présentées sur la Figure 2.2. Les caractéristiques géométriques des
différents éléments constitutifs de ces portiques sont détaillés en annexe page 170. Leurs
FRF sont obtenues à l’aide d’une analyse modale expérimentale linéaire. Pour cela, les
structures sont excitées par un signal de type Sinus balayé à l’aide d’un pot vibrant Brüel
& Kjaer type 4809. L’effort appliqué à la structure est alors mesuré à l’aide du capteur
d’effort d’une tête d’impédance Brüel & Kjaer type 8001.

2.1.2 Caractérisation de vis instrumentées pour la mesure de l’effort de
serrage dans une liaison

On a vu dans la partie précédente que le comportement d’une liaison était directement
lié à l’effort de serrage appliqué. En effet, les phénomènes de contact et de frottement sont
pilotés par l’effort normal au niveau des interfaces. Une connaissance précise de cet effort
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Figure 2.2 – Portiques monolithique et assemblé utilisés pour l’analyse différentielle

permet donc d’identifier le comportement d’une liaison en fonction de l’effort de serrage
appliqué mais également, lors de la simulation d’une structure plus globale constituée de
plusieurs liaisons, de réduire l’écart entre le système réel et le système simulé associé à la
variabilité de l’effort de serrage. Il est important de rappeler que la dispersion de l’effort de
serrage effectif dans une liaison boulonnée serrée à l’aide d’une clé dynamométrique peut
dépasser les ±30% [Guillot 2007]. On choisit donc de se doter d’une procédure de serrage
permettant un meilleur contrôle de la précharge dans la liaison. Cette procédure fait l’objet
de la partie suivante.

2.1.2.1 Spécification des vis instrumentées

Il existe un grand nombre de procédé de serrage des assemblages boulonnés (clé à choc,
couple moteur de l’outil utilisé pour le serrage, clé dynamométrique, serrage hydraulique,
serrage à l’angle, serrage à la limite élastique). La dispersion la plus faible est obtenue pour
les procédés se basant sur une mesure de l’allongement de la vis lors du serrage. On peut
identifier notamment la mesure de l’allongement par ultrasons et par jauge d’extensométrie
comme étant les mieux adaptées à l’obtention d’un serrage précis (dispersion pouvant être
réduite à ±1% pour ces deux techniques [Oberg et al. 2016]). Dans le cadre de ce travail,
on choisit de mesurer la précharge d’une liaison boulonnée en se basant sur une mesure
de déformation par jauge d’extensométrie. Cette approche a été choisie pour sa simplicité
de mise en oeuvre vis-à-vis d’une mesure par ultrasons. Les vis instrumentées ont ainsi pu
être réalisées directement au laboratoire sans nécessiter d’investissements importants.

La précharge dans la liaison est déduite de la déformation d’une des parties de la vis qui
constitue alors le corps d’épreuve du capteur. Typiquement, deux parties de la vis peuvent
être utilisées comme corps d’épreuve : la tête de vis et le fût de la vis. En effet, lors du
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Figure 2.3 – Configurations de jauge pour vis instrumentées

serrage de la liaison, le fût de la vis, alors sollicité en traction, subit une élongation pro-
portionnelle à la précharge de la vis. La tête de vis est quant à elle sollicitée en flexion. Il
est ainsi possible de mesurer les déformations associées à l’aide de jauges d’extensométrie.
Quatre configurations de jauges peuvent être utilisées [Bouaziz 2017 ; McCarthy et al.
2005 ; Pan, Yamaguchi et Suzuki 2011], elles sont présentées sur la Figure 2.3. Les confi-
gurations ¬ et ­ visent à mesurer l’élongation du fût de la vis. La configuration ¬ consiste
à mesurer l’élongation du fût de la vis pour un serrage donné. Une seule jauge est nécessaire
et est collée sur la paroi intérieure d’un trou colinéaire à l’axe de la vis. L’intérêt est que la
jauge est positionnée au plus près de la fibre neutre de la vis. Si la vis travaille en flexion
en plus de la traction initialement attendue (à cause de défauts géométriques de la vis
par exemple), cette configuration permet de réduire l’erreur de mesure due à la contrainte
normale associée à la flexion. L’inconvénient réside dans la difficulté de réalisation de cette
configuration, que ce soit dans la réalisation du perçage ou du collage de la jauge. Une autre
solution consiste à coller une paire de jauges directement sur le fût de la vis. Ces jauges
sont diamétralement opposées afin d’annuler la composante de l’effort normal due à une
éventuelle flexion du fût de la vis. Le principal inconvénient de cette configuration est que
les jauges ou leurs connectiques peuvent être endommagées lors du montage/démontage de
la vis. Les configurations ® et ¯ exploitent la déformation de la tête de vis en fonction du
serrage. Les jauges peuvent être positionnées soient directement sur la tête de vis, soit sur
les parois d’un trou conique, cette deuxième configuration permet d’améliorer la sensibilité
du capteur [Bouaziz 2017]. L’avantage de ces configurations est qu’elles se basent sur des
surfaces non fonctionnelles de la vis. Ces surfaces ne sont donc pas fortement contraintes
d’un point de vue normalisation ce qui permet d’instrumenter n’importe quelle vis stan-
dard sans modification des procédures de dimensionnement normalisées. Cette contrainte
peut ne pas être respectée dans le cas de la configuration ­, le fût de la vis pouvant néces-
siter une opération de dressage pour supprimer les filets et permettre le collage des jauges.
Les configurations ¬ et ¯ ne seront pas retenues pour la réalisation des vis instrumentées
car les dimensions des vis utilisées nécessiterait l’utilisation de jauges de dimensions très
faibles dont le collage précis ne pourrait pas être réalisé au sein du laboratoire. Le choix
entre la configuration ­ et ® s’appuie sur les observations de Pan et al. [Pan, Yamaguchi
et Suzuki 2011] selon lesquels la configuration ® présente une plus grande dispersion de
mesure. Ainsi on retiendra la configuration ­ pour l’instrumentation des vis. La Figure 2.4
présente les dimensions caractéristiques des vis utilisées.
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Figure 2.4 – Dimensions caractéristiques des vis M8× 25 instrumentées utilisées et illus-
tration du Pont de Wheatstone

2.1.2.2 Etalonnage des vis

Afin de mesurer avec précision l’effort de serrage appliqué à la liaison, on choisit d’ins-
trumenter les vis utilisées à l’aide de jauges de déformation positionnées sur le fût de la vis.
Afin de garantir une mesure de la déformation due uniquement à l’effort normal appliqué
au fût de la vis, on choisit d’utiliser une paire de jauges parallèles à l’axe de la vis. On
peut montrer qu’un défaut de perpendicularité de l’axe de la vis par rapport à la surface
plane sous la tête de vis ou un défaut de désaxage du point d’application de l’effort de
traction peut conduire à une contrainte normale due à la flexion de la vis non négligeable
devant la contrainte normale due au seul effort de traction. A titre d’exemple, pour les vis
instrumentées réalisées au laboratoire, la partie du fût de la vis sur laquelle ont été collées
les jauges a été usinée à un diamètre de 6.2 mm. Lorsque la vis est soumise à un effort de
traction colinéaire à l’axe de la vis mais désaxé par rapport à cet axe, la vis travaille alors à
la fois en traction et en flexion. Le rapport entre la déformation longitudinale du fût de la
vis au niveau du point de mesure due à la flexion et la déformation longitudinale due à la
traction seule est de 1.3 pour un défaut de 1 mm. Le même rapport peut être calculé dans
le cas d’un défaut d’orthogonalité entre la surface sous la tête de vis et l’axe de la vis. Pour
un défaut de perpendicularité de 1◦, le rapport des déformations dues à la flexion induite
par le défaut et la déformation due à la traction est de 0.45. Pour s’affranchir de cette
source d’erreur de mesure, les jauges sont positionnées sur le fût de la vis de manière à être
diamétralement opposées. L’utilisation d’un demi pont de Wheatstone permet d’annuler
directement la déformation due à la flexion. Le branchement du pont est présenté sur la
Figure 2.4.

Outre l’erreur de mesure due à la flexion, compensée par l’utilisation de deux jauges
diamétralement opposées, le mauvais positionnement des jauges sur le fût de la vis peut
également induire une erreur de mesure. Afin de minimiser l’influence de cette erreur sur
la mesure, une expression de cette erreur en fonction du défaut de positionnement angu-
laire ou de coaxialité des jauges peut être obtenue analytiquement mais la compensation
de cette erreur nécessiterait alors de connaître finement les défauts réels du capteur après
collage des jauges. Ces grandeurs sont difficilement mesurables. On choisit donc de procé-
der à un étalonnage des vis instrumentées afin de déterminer les courbes caractéristiques
P = f(ε) = kε de chacune des vis, où P est la précharge appliquée à la vis et ε la
déformation des jauges de déformations dans leur configuration collée réelle.
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(a) Vis instrumentées (b) Machine de traction (c) Détails - Mors de la machine
de traction

Figure 2.5 – Etalonnage des vis instrumentées

Vis 2 4 5 6 7 8 9 10
Gain (N/µε) 5.98 6.15 5.45 6.06 6.45 6.00 6.25 6.7

Table 2.1 – Gain des vis instrumentées

Les vis instrumentées réalisées pour cette étude sont présentées Figure 2.5a. Chaque
vis a été numérotée afin de pouvoir associer à chacune d’elle le gain identifié expérimen-
talement. Les courbes d’étalonnage de ces vis sont obtenues à l’aide d’une machine de
traction (Figure 2.5b) équipée de mors pour éprouvettes de traction cylindriques (Figure
2.5c). Afin dévaluer une éventuelle déviation de la mesure au cours du temps, plusieurs
cycles de charge-décharge sans démontage ont été appliqués à chacune des vis. La courbe
d’étalonnage de la vis instrumentée No 2 est présentée Figure 2.6. Les gains moyens iden-
tifiés pour cette vis ainsi que les huit autres vis réalisées sont présentées dans le tableau
2.1.

2.1.3 Caractérisation des conditions expérimentales

Avant de procéder à la caractérisation des liaisons du portique, une étude approfondie
des conditions expérimentales a été mise en place afin de réduire autant que possible les
sources de variabilité pouvant remettre en cause la caractérisation des liaisons. En effet,
les phénomènes intervenant au sein des liaisons dont on cherche à quantifier les effets
sur le comportement global de la structure induisent des variations relativement faibles
du comportement global de la structure. La méconnaissance d’autres paramètres de la
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Figure 2.6 – Courbes d’étallonage de la vis 2

structure globale tels que les paramètres matériaux ou les conditions aux limites pourraient
alors conduire à une mauvaise identification des paramètres de liaison.

2.1.3.1 Identification des paramètres matériaux de la structure réelle

Les deux paramètres matériaux ayant une influence prépondérante sur le comportement
vibratoire de la structure étudiée sont le module d’Young et la masse volumique. Ces deux
paramètres peuvent varier par rapport aux valeurs moyennes couramment utilisées pour
les simulations numériques car les profilés d’aluminium sont obtenus soit par extrusion,
soit par tréfilage/étirage.

Afin d’identifier le module d’Young, un essai de traction a été réalisé sur une éprou-
vette non normalisée prélevée dans la même barre de matière que celle utilisée pour réaliser
les poutres du portique. Le moyen d’essai utilisé est une machine de traction universelle
MTS CriterionTMModel 43 munie d’un extensomètre axial. Afin de réduire la dispersion
de la mesure due au moyen d’essai, l’essai a été répété 5 fois sur la même éprouvette avec
démontage-remontage complet de l’éprouvette et de l’extensomètre. La masse volumique
est obtenue par simple mesure de la masse à l’aide d’une balance de précision et calcul du
volume de la pièce correspondante par mesure de ses différentes dimensions et ce pour plu-
sieurs pièces d’aluminium. Les caractéristiques matériaux ainsi identifiées sont présentées
dans le tableau 2.2. Les caractéristiques matériaux des cornières utilisées pour réaliser les
différents portiques seront prises égales à celles des poutres de section rectangulaire.
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Moyenne E[•] Ecart-type σ[•]
Module d’Young (Pa) 65.5 109 5.7 103

Masse volumique (kg m−3) 2.65 103 56

Table 2.2 – Paramètres matériaux identifiés pour les barres d’aluminium utilisées pour la
réalisation des différents portiques

kx N m−1 ky N m−1 kθz N rad−1

6.3 106 1 1012 4 103

Table 2.3 – Raideurs d’encastrement identifiées à partir de la réponse expérimentale de
la poutre encastrée

2.1.3.2 Caractérisation des conditions d’encastrement

Une autre source de variabilité entre le comportement réel du portique et le comporte-
ment simulé par EF peut provenir de la modélisation des conditions aux limites notamment
lorsque la structure étudiée est encastrée. En effet, la modélisation d’un encastrement est
souvent réalisée par suppression des degrés de liberté de la structure correspondant aux
encastrements ce qui revient à considérer la liaison comme infiniment rigide.

Afin de fixer le portique sur le marbre utilisé pour l’expérience, il a été nécessaire de
réaliser deux encastrements dédiés. Les défauts potentiels de ces encastrements peuvent
conduire à un assouplissement de la liaison réelle comparé au modèle initial. Cette diffé-
rence de rigidité entre le système réel et le modèle utilisé pour la simulation induit une
erreur sur l’estimation des fréquences propres de la structure étudiée potentiellement non
négligeable notamment lorsque l’on monte en fréquence. Pour réduire l’écart entre le com-
portement du système réel et le comportement simulé, on choisit de modéliser la raideur des
liaisons encastrement du portique. Cette raideur est alors identifiée à partir de la réponse
en fréquence expérimentale d’une poutre encastrée à l’une de ses extrémités.

La poutre est modélisée par un modèle éléments finis constitué de 165 éléments poutres.
L’encastrement est quant à lui modélisé par trois raideurs {kx, ky, kθz} suivant les trois de-
grés de liberté du noeud encastré. L’identification de ces paramètres est alors obtenue par
minimisation de l’erreur au sens des moindres carrés entre les fréquences propres expéri-
mentales de la poutre et les fréquences propres simulées. Expérimentalement, la poutre
utilisée a les mêmes caractéristiques matériaux et géométriques que celles utilisées pour la
réalisation du portique à savoir E = 65.5 MPa, ρ = 2710 kg m−3, L = 410 mm, b = 30 mm
et h = 6 mm. Ces caractéristiques sont utilisées pour définir les éléments poutres du mo-
dèle éléments finis. Elle est excitée à l’aide d’un pot vibrant Brüel & Kjaer type 4809. La
réponse en fréquence expérimentale de cette poutre est présentée Figure 2.7.

Les raideurs de liaisons ainsi identifiées sont données dans le tableau 2.3. La FRF simu-
lée à l’aide du modèle éléments finis ainsi recalé est présentée également sur la Figure 2.7.
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Figure 2.7 – Modèle éléments finis et FRF de la poutre encastrée simulée après recalage

2.1.3.3 Choix des conditions d’excitation

Les deux types d’excitation les plus couramment utilisés en analyse modale expéri-
mentale sont l’excitation par marteau de choc et l’excitation par pot vibrant ou système
bobine-aimant [Hewlett-Packard 1986]. Le marteau de choc tire son intérêt de la sim-
plicité de mise en oeuvre de la mesure, qui nécessite relativement peu de matériel, et de
la rapidité d’acquisition. Cependant, l’obtention de résultats consistants nécessite une cer-
taine expérience de l’expérimentateur. L’utilisation de pot vibrant ou de système bobine
aimant permet d’imposer la forme du signal d’excitation et l’amplitude de l’effort avec
une meilleure précision qu’avec un marteau de choc. Les résultats sont également moins
dispersés. L’utilisation d’un système bobine-aimant permet de s’affranchir des problèmes
liés à la liaison entre le pot vibrant et la structure mais l’amplitude de l’effort transmissible
reste faible. Ce type d’excitation est donc bien adapté aux structures légères en condition
libre.

Afin de caractériser une liaison du portique définie partie 2.1.1, les critères de choix de
l’excitation sont les suivants :

— avoir une amplitude d’excitation variable ;
— permettre d’observer une dizaine de modes propres du portique, ce qui correspond

à une bande de fréquence de 0 à 1250 Hz pour le portique étudié ;
— avoir un bon rapport signal à bruit ;
— garantir une répétabilité de la mesure.
Au vue de ces critères, on choisit d’exciter la structure à l’aide d’un pot vibrant Brüel &

Kjaer type 4809. La mesure de l’effort d’excitation est obtenue à l’aide du capteur d’effort
d’une tête d’impédance Brüel & Kjaer type 8001. En règle générale, la tête d’impédance est
fixée directement sur la structure. Elle peut alors être liée à la structure par l’intermédiaire
de cire ou de colle adaptée, de tige filetée ou même d’aimant en fonction du niveau d’effort
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à transmettre [Hewlett-Packard 1986]. L’effort appliqué par le pot vibrant est alors
transmis à la tête d’impédance par l’intermédiaire d’une tige métallique appelée "stinger"
ou d’une corde à piano. La tête d’impédance permet de mesurer un effort uniquement selon
son axe longitudinal, il est nécessaire de garantir que l’effort imposé par le pot vibrant soit
exclusivement dirigé dans la direction de mesure de la tête d’impédance. Pour cela le stinger
doit avoir une rigidité importante dans la direction longitudinale et faible dans les autres
directions. On choisit comme stinger une tige en acier de diamètre 0.6 mm et de longueur
3.6 mm fixé à la tête d’impédance et au pot vibrant par un système de mors adaptés comme
présenté Figure 2.8.

Une première série de mesures est effectuée afin de valider le système d’excitation et
notamment d’évaluer la répétabilité de la mesure effectuée. Pour cela, un écrou est collé
sur la structure à l’aide d’une colle cyanoacrylate et la tête d’impédance est fixée à cet
écrou par l’intermédiaire d’une tige filetée dont les dimensions garantissent le contact entre
la surface de mesure de la tête d’impédance et l’écrou. Une première série de quatre me-
sures ont été effectuées sur le portique monolithique de référence. Cette série est présentée
Figure 2.9 et correspond aux courbes désignées sous l’appellation "Pot_vibrant_A". Pour
chacune des mesures de cette série, le portique n’a pas été démonté, le pot vibrant a été
réglé lors du premier essai afin d’assurer un bon alignement de ce dernier vis-à-vis de l’écrou
collé sur la structure et ce positionnement n’a pas été modifié d’un essai à l’autre, la tête
d’impédance, le stinger et les mors ont été démontés entre chaque essais. On peut constater
que la mesure obtenue n’est pas répétable notamment pour le mode 5 pour lequel une va-
riabilité importante est observée entre chaque montage-démontage. La forme de la réponse
en fréquence au niveau de ce même mode laisse penser que la structure est amortie par un
système équivalent à un amortisseur à masse accordée. Une proposition d’explication peut
être liée à la position du point d’excitation par rapport à la déformée du portique pour le
mode 5. En effet, pour ce mode, le point d’excitation est proche d’un noeud et la normale
à la poutre en ce point varie au cours du temps. La tête d’impédance étant liée en ce point
induit une certaine inertie en rotation de la poutre qui n’est pas prise en compte dans la
mesure de la réponse en fréquence. La validation de cette conjecture ne présentant pas un
intérêt particulier pour cette étude et le comportement observé lors cette série de mesure
n’étant pas satisfaisant, on choisit de changer la configuration de la tête d’impédance. La
caractérisation des liaisons du portique étant obtenue par "analyse différentielle" avec un
portique "monolithique", la répétabilité de la mesure doit être assurée lors du changement
de structure expérimentale. Pour garantir une meilleure répétabilité, on choisit de position-
ner la tête d’impédance non plus sur la structure mais directement sur le pot vibrant
comme présenté sur la Figure 2.8. L’idée sous-jacente est que de cette manière le stinger
sera positionné entre l’excitation et la structure ce qui permet de réduire considérablement
le couplage en flexion entre la structure et la tête d’impédance. Une série de trois mesures,
référencée "Pot_vibrant_B" sur la Figure 2.9, a été réalisée. Entre chaque mesure l’en-
semble stinger-tête d’impédance a été démonté puis remonté. Deux mesures ont également
été effectuées à l’aide d’une excitation de type bobine-aimant avec démontage du support
de la bobine entre chaque mesure. Cette série de mesures est désignée sous l’appellation
"Bobine_aimant" sur la Figure 2.9. L’excitation par bobine-aimant étant réputée très ré-
pétable, cette série de mesures permet de connaître la FRF de référence attendue pour le
portique monolithique.
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Figure 2.8 – Application et mesure de l’effort d’excitation de la structure étudiée
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Figure 2.9 – Répétabilité de la mesure de la FRF du portique monolithique pour différents
types d’excitation

On constate que la mesure pour laquelle la tête d’impédance est fixée directement sur
le pot vibrant est tout à fait répétable. L’inconvénient principal est que cette configuration
ajoute une raideur intermédiaire suivant l’axe du stinger entre la mesure de l’effort et
le point d’application de l’excitation sur la structure. Une attention particulière devra
donc être portée à la modélisation du stinger (raideur et masse ajoutée par le stinger et
les mors) qui doit désormais être considéré comme faisant partie de la modélisation de la
structure. On rappelle que l’intérêt de l’utilisation du pot vibrant comparé à une excitation
par bobine-aimant est de pouvoir faire varier l’amplitude d’excitation sur une plus grande
plage de valeurs.

2.1.3.4 Modélisation du stinger

Afin de tenir compte du stinger positionné entre la tête d’impédance et la structure à
exciter, on ajoute au modèle éléments finis de la structure étudiée un élément défini par des
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Figure 2.10 – Définition du modèle éléments finis du portique monolithique

raideurs généralisées ainsi que deux masses ponctuelles. L’une des masses est positionnée
directement sur la structure à l’endroit où est appliqué l’effort du stinger sur la structure.
Cette masse correspond à la masse du mors utilisé pour maintenir le stinger à laquelle est
ajoutée la masse de l’écrou collé à la structure et permettant de lier le mors à la struc-
ture. Cette masse est mesurée à l’aide d’une balance de précision et vaut mmorsA = 5±1g.
La seconde masse est positionnée à l’extrémité de l’élément correspondant au stinger et
vaut mmorsB = 6±1g. Elle correspond à la masse du second mors à laquelle s’ajoute la
masse de la partie de la tête d’impédance située en aval du capteur d’effort. Le stinger
ayant pour fonction de transmettre uniquement les efforts longitudinaux, on peut supposer
que sa rigidité dans les autres directions est très faible par rapport à la rigidité longitudi-
nale. Afin d’identifier la rigidité longitudinale du stinger, on choisit de définir un modèle
éléments finis du portique monolithique tenant compte des raideurs d’encastrement. L’en-
semble des paramètres de cette structure ayant été identifiés précédemment, on peut alors
facilement identifier la raideur du stinger à partir de la FRF expérimentale du portique
monolithique en minimisant l’erreur entre les fréquences propres expérimentales et celles
obtenues numériquement. La raideur du stinger ainsi identifée vaut alors ks = 106N m−1.

Le modèle éléments finis utilisé pour réaliser cette simulation est présenté sur la Fi-
gure 2.10. La Figure 2.11 présente la FRF du portique monolithique simulé à l’aide du
modèle éléments finis recalé tenant compte des raideurs d’encastrement et du stinger. Afin
de tenir compte au mieux du comportement des différentes pièces constituant le portique
monolithique, notamment le décalage de ligne moyenne entre les poutres et les cornières
au niveau des liaisons, on choisit de lier noeud-à-noeud les éléments des maillages relatifs à
ces pièces par des liaisons rigides. La FRF expérimentale du portique monolithique est éga-
lement présentée Figure 2.11. On constate que le modèle éléments finis de cette structure
traduit bien le comportement observé expérimentalement.

2.2 Identification d’un modèle de liaison

Le dispositif expérimental étant désormais entièrement caractérisé, on cherche alors à
définir un modèle de liaison adapté à la structure étudiée. Une première phase d’analyse
expérimentale du comportement vibratoire de cette structure est d’abord mise en place.
L’objectif est ainsi d’évaluer le degré de complexité du modèle de liaison qu’il faudra choi-
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Figure 2.11 – FRF simulée après recalage et FRF du portique monolithique

sir pour rendre compte du comportement "observable" de cette structure. Cette analyse
consiste à comparer le comportement d’un portique muni d’une seule liaison au compor-
tement d’un portique monolithique équivalent afin d’évaluer qualitativement l’influence de
la présence de la liaison sur le comportement de la structure globale. Cette analyse per-
met également d’identifier la sensibilité des caractéristiques dynamiques de la structure
aux paramètres de liaison. Après avoir défini un modèle de liaison adapté à la simulation
du comportement vibratoire du portique étudié, les paramètres de ce modèle sont identi-
fiés. Deux approches sont alors proposées. La première consiste à identifier les paramètres
minimisant l’erreur entre les fréquences propres expérimentales et les fréquences propres
simulées du portique. La seconde reprend l’une des méthodes utilisée au chapitre 3 pour
identifier les paramètres de liaison à partir d’un modèle éléments finis d’une structure mo-
nolithique équivalente à la structure assemblée à laquelle appartient la liaison. Finalement,
le modèle de liaison ainsi défini et caractérisé est confronté à une autre configuration de
portique afin d’évaluer si ce modèle peut être étendu à l’ensemble des liaisons du portique
de référence défini Figure 2.1.

2.2.1 Analyse expérimentale des paramètres de liaison

L’objectif de ce paragraphe est de comparer les FRF expérimentales du portique mo-
nolithique et du portique muni d’une seule liaison afin d’en déduire les critères à respecter
par le modèle de liaison cherché.

2.2.1.1 Identification des fréquences propres et de l’amortissement modal du
portique expérimental

La structure étudiée étant faiblement amortie, on choisit d’identifier les paramètres
modaux que sont les fréquences propres et amortissements modaux par la méthode de
lissage du cercle de Nyquist [Ewins 1984 ; Rouleau 2013]. Cette méthode consiste à
déterminer l’équation du cercle décrivant le mieux la réponse en fréquence de la structure
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au voisinage d’un mode lorsque la FRF est tracée dans le plan complexe. On peut montrer
que les caractéristiques de ce cercle dépendent directement de la fréquence de résonnance
et de l’amortissement modal. Ainsi, connaissant le centre et le rayon de ce cercle, on peut
en déduire les relations suivantes :

ω2
i =

ω2
1 tan(ω2/2)− ω2

2 tan(θ1/2)

tan(θ2/2)− tan(θ1/2)

ηi =
ω2

2 − ω2
1

ω2
i (tan(θ1/2) + tan(θ2

2)

(2.1)

où ω1 et ω2 sont les fréquences associées à deux points de mesure de la FRF expérimen-
tale de part et d’autre de la résonnance, θ1 et θ2 sont les angles définissant les positions
angulaires des points de mesure de la FRF expérimentale H(ω1) et H(ω2) dans le plan de
Nyquist. Ces angles sont définis par rapport à l’axe des imaginaires dans le repère centré
sur le centre du cercle relatif au mode étudié.

2.2.1.2 Premières observations expérimentales

Fréquences propres :
On considère que la configuration nominale du portique assemblé correspond au serrage

maximal de la liaison boulonnée. Ce serrage maximal est défini comme étant le serrage
limite en dessous duquel la limite élastique du matériau n’est pas dépassée en tout point
de l’interface de contact. Un rapide calcul élément fini permet de montrer que la précharge
de la liaison boulonnée correspondant à ce critère est de 6000 N. L’utilisation d’une vis
instrumentée telle que définie partie 2.1.2 permet d’assurer le serrage nominal de la liai-
son. La Figure 2.12 page 61 présente la réponse en fréquence expérimentale du portique
muni d’une seule liaison comparée à la réponse du portique monolithique. On observe un
décalage des fréquences de résonnances de la structure boulonnée allant dans le sens d’un
assouplissement de la structure comparé au portique monolithique de référence. Cette va-
riation est due uniquement à la présence de la liaison. La première observation que l’on
peut tirer de ce résultat est qu’il n’y a pas de relation évidente entre la variation relative de
fréquence propre et la fréquence de chaque mode comme en atteste la Figure 2.13 page 62.
La variation relative de fréquence propre n’étant pas constante pour tous les modes, un
modèle de raideur constante ne semble pas adapté. "L’assouplissement" de la structure
varie d’un mode à l’autre ce qui peut s’expliquer par le fait que la liaison n’est pas sol-
licitée de la même manière suivant le mode considéré. Festjens [Festjens 2014] propose
de déterminer les caractéristiques dynamiques d’une structure assemblée (fréquence de ré-
sonnance et amortissement) à partir de la connaissance des modes propres linéaires de la
structure globale. La façon dont est sollicitée la liaison est déterminée à partir des modes
propres de la structure globale, une raideur équivalente et une énergie dissipée par la liaison
peuvent alors être déduites des modes de la structure globale. En suivant ce raisonnement,
la liaison du portique étant sollicitée principalement en flexion, c’est essentiellement la
courbure locale (au niveau de la liaison) de la forme propre du portique qui varie d’un
mode à l’autre. On peut en déduire que la raideur de liaison doit dépendre directement de
la courbure locale des vecteurs propres du portique. Le portique étudié étant constitué de
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pièces élancées, une modélisation poutre est tout à fait adaptée à la modélisation de ces
éléments.

Amortissement :
Concernant l’amortissement, la Figure 2.13 présente la variation relative du facteur

d’amortissement modal entre les configurations assemblée et monolithique du portique.
On peut constater que cette variation est quasiment nulle pour la majorité des modes
considérés. Seuls les modes 5 et 8 présentent une réelle augmentation de l’amortissement
de la structure due à la présence de la liaison. Certaines valeurs de variation relative du
facteur d’amortissement sont négatives, ce qui traduit une dissipation d’énergie plus im-
portante pour le cas du portique monolithique que pour le cas du portique assemblé. Ces
résultats vont à l’encontre du comportement attendu d’une structure assemblée comparée
à une structure équivalente monolithique. Les deux structures étant toutes deux assez fai-
blement amorties, l’évaluation du facteur d’amortissement par lissage du cercle de Nyquist
à partir du régime forcé de la structure peut alors être remis en cause. En effet, le nombre
de points de mesure étant relativement faible autour des pics de résonnance, l’évaluation
des caractéristiques du cercle dans le plan de Nyquist peut être entachée d’une erreur non
négligeable qui conduit à ce résultat. Les limitations du système d’acquisition, notamment
au niveau logiciel et capacité machine, imposent une discrétisation fréquentielle maximale
pour réaliser la transformée de Fourrier des grandeurs mesurées nécessaire à l’obtention de
la réponse en fréquence du portique. Sur la plage de fréquence pour laquelle les 9 premiers
modes plans du portique sont obtenus, la discrétisation choisie pour l’acquisition des FRF
est maximale. Une solution pour augmenter la résolution des FRF obtenues est de réduire
la plage de fréquence étudiée tout en conservant la discrétisation maximale proposée par
le logiciel mais cela ne permettrait plus de caractériser une dizaine de modes du portique
comme souhaité initialement.
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Figure 2.12 – FRF expérimentales obtenues pour le portique monolithique et le portique
muni d’une seule liaison
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Figure 2.13 – Variation relative de fréquence propre et de facteur d’amortissement modal
pour chacun des modes propres du portique muni d’une seule liaison comparé au portique
monolithique

Remarque 2.2 : Afin de réduire l’erreur sur l’évaluation du facteur d’amortissement,
d’autres méthodes permettant d’évaluer le taux d’amortissement à partir de la réponse
temporelle d’une structure sembleraient mieux adaptées au cas du portique étudié dans
ce travail. On pense notamment à la méthode utilisée dans la thèse de Festjens et basée
sur la réponse temporelle d’une structure en régime libre après avoir été excitée au
voisinage d’une fréquence de résonance [Festjens 2014]. Etant donnés les ressources
matérielles et logicielles disponibles à court terme, cette approche ne sera pas envisagée
dans le cadre de ce travail.

Bien qu’il soit possible d’enrichir les données d’entrée de la méthode de lissage du cercle
de Nyquist ou de mettre en place une autre méthode d’identification du facteur d’amor-
tissement (en se basant sur la réponse temporelle de la structure par exemple), il semble
important de rappeler que les éléments constituant le portique étudié ici sont réalisés en
aluminium et que les caractéristiques du contact aluminium-aluminium ont tendance à
favoriser l’adhérence des surfaces en contact (le coefficient de frottement pour ce type de
contact est relativement élevé, des valeurs supérieures à 1 peuvent être retrouvées dans la
littérature [Besançon 1990]). Il est alors tout à fait possible que le faible amortissement
observé s’explique par le fait que la zone de micro glissement au niveau de l’interface de
contact soit quasiment nulle. Une caractérisation tribologique expérimentale du comporte-
ment de l’interface de contact lorsque le portique est sollicité dynamiquement permettrait
de vérifier cette hypothèse. Il est par exemple possible d’utiliser un film sensible à la pression
similaire au film utilisé par Resor et Starr [Resor et Starr 2007].

62



Caractérisation et simulation du comportement vibratoire d’une structure assemblée

Remarque 2.3 : Un portique constitué de pièces en acier aurait certainement permis
de visualiser une différence d’amortissement modal plus importante entre la structure
assemblée et la structure monolithique de référence. Le choix d’un portique en alumi-
nium était initialement motivé par le souhait d’obtenir le plus possible de fréquences
de résonances expérimentales en dessous des 2 kHz, fréquence à partir de laquelle le
dispositif expérimental, notamment les encastrements et le marbre sur lequel est fixé
le portique, ne permet plus de garantir que le comportement du portique est découplé
du comportement du bâti.

2.2.1.3 Influence du serrage de la liaison et de l’amplitude d’excitation sur le
comportement expérimental du portique

Les résultats du paragraphe précédent ont été obtenus pour un serrage maximal de
la liaison correspondant au fonctionnement nominal de l’assemblage. Les deux grandeurs
réputées pour être les plus influentes sur le comportement d’une liaison étant le serrage
de la liaison et l’amplitude d’excitation, on cherche ici à évaluer leurs influences sur les
fréquences propres et l’amortissement du portique.

Amplitude d’excitation maximale du dispositif expérimental utilisé :
Comme il a pu être évoqué partie 2.2.1.2, l’effort de serrage maximal est imposé par un

critère de tenue mécanique des matériaux au niveau de l’interface de contact de la liaison.
La précharge maximale dans la liaison est ainsi fixée à 6000 N. Concernant l’amplitude
d’excitation, ce sont les caractéristiques du dispositif expérimental qui limitent l’amplitude
maximale applicable aux portiques étudiés. En effet, afin de garantir que le comporte-
ment observé (potentiellement non-linéaire) soit bien dû uniquement à la présence de la
liaison, il est nécessaire de s’assurer que le reste du dispositif expérimental conserve un
comportement linéaire. Pour cela, on choisit de solliciter le portique monolithique à l’aide
de différents niveaux d’amplitude d’excitation jusqu’à apparition d’artefacts sur la réponse
en fréquences traduisant l’émergence de phénomènes non-linéaires. On pense notamment à
l’apparition d’harmoniques d’ordres supérieures sur la FRF. Pour définir le niveau initial,
dit niveau "faible", le portique monolithique est sollicité à l’aide du pot vibrant Brüel &
Kjaer type 4809 utilisé jusqu’à présent et alimenté par un signal piloté en courant à l’aide
d’un amplificateur Brüel & Kjaer type 2718. L’amplitude de ce signal est fixée de manière
à ce que la FRF du portique ne présente aucune oscillation parasite. L’amplitude de l’effort
correspondant appliqué à la structure en dehors des pics de résonnance vaut 400 mN.

Lorsque le niveau du signal d’excitation augmente, dès lors qu’une non-linéarité est
activée par l’excitation lors du balayage en fréquences, on peut voir apparaître sur la FRF
des oscillations, notamment autour des pics de résonance. Ces oscillations ne traduisent pas
le comportement de la structure étudiée mais sont une conséquence du traitement du signal
par transformée de Fourier. Afin de supprimer ces oscillations parasites, on choisit d’exciter
la structure non plus sur toute la bande de fréquence étudiée mais par bandes de fréquences
réduites dans l’idée de ne pas solliciter la fréquence correspondant à la non-linéarité. Initia-
lement, le sinus balayé utilisé pour exciter la structure couvre une plage de fréquence allant
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de 0 à 1250 Hz. Cette plage de fréquence sera utilisée pour l’ensemble des résultats expéri-
mentaux dits à "faible amplitude". Pour obtenir une FRF à "forte amplitude" sur la même
plage de fréquence on procède en quatre séries de mesures pour lesquelles le sinus balayé
utilisé couvre les plages de fréquences [100 Hz; 220 Hz],[220 Hz; 460 Hz],[460 Hz; 800 Hz] et
[800 Hz; 1250 Hz]. La FRF sur la plage de fréquence totale est ensuite obtenue par assem-
blage des quatre FRF élémentaires. Les fréquences inférieures à 100 Hz ont été volontai-
rement écartées car la FRF obtenue sur cette plage de fréquence est fortement perturbée
pour cette amplitude d’excitation.

Le Figure 2.14 présente la FRF à "forte amplitude" du portique monolithique obtenue
par sinus balayé "par morceaux". On peut constater qu’il n’y a plus d’oscillation parasites
sur cette courbe. On observe cependant une diminution de l’amplitude de la réponse en
amont de certaines fréquences propres. Pour des amplitudes d’excitation au moins 10 fois
supérieure au niveau "faible", on observe en pratique, que pour certaines fréquences d’exci-
tation, le stinger se met à vibrer sur des modes de flambement. Ces modes du stinger sont
alors visuellement observables sur le dispositif expérimental. Les artefacts observés sur la
FRF à "forte" amplitude de cette figure sont certainement dus à l’apparition du flambe-
ment du stinger. La FRF de la Figure 2.14 est obtenue pour une amplitude d’excitation 5
fois supérieure au niveau "faible". Pour cette amplitude on constate que les chutes d’am-
plitude de la FRF en amont des pics de résonances n’influent pas sur les pics de résonance
eux même (par comparaison à la FRF à "faible" amplitude).

On peut donc en conclure que, pour évaluer l’influence de l’amplitude d’excitation sur
le comportement du portique muni d’une seule liaison, on fera varier l’amplitude du signal
appliqué au pot vibrant de manière à ce que l’effort appliqué à la structure en dehors des
pics de résonnance varie entre 400 mN et 2 N. Ces deux bornes seront désignées par la suite
amplitude "faible" et "forte" de l’excitation.

Remarque 2.4 : De façon comparable, le cas d’une poutre assemblée par une liai-
son à simple recouvrement a été étudié par Ahmadian et Jalali [Ahmadian et Jalali
2007b]. La structure est excitée à l’aide d’excitations mono-fréquentielles et l’amplitude
de l’effort appliqué à la structure est asservie. Ils déterminent ainsi la FRF non-linéaire
de la structure étudiée pour deux niveaux d’efforts d’excitation valant respectivement
47.6 mN et 90.6 mN. Avec ces amplitudes d’excitations et une démarche expérimen-
tale adaptée à l’observation de phénomènes non-linéaires, la variation de fréquence de
résonance observée par Ahmadian et Jalali [Ahmadian et Jalali 2007b] entre les
deux amplitudes d’excitations utilisées reste très faible et la disymétrisation du pic de
résonance étudié due à la non-linéarité ne semble pas très significative. La faible distor-
sion des pics de résonance laisse penser que l’obtention de la FRF du portique à l’aide
d’une approche linéaire (transformée de Fourier rapide des signaux) pour deux niveaux
d’amplitude du signal d’excitation sera suffisante pour observer l’influence de la liaison
sur le comportement du portique. On peut s’attendre à ce que le comportement du
portique ne soit que faiblement influencé par l’amplitude d’excitation.

Influence du serrage et de l’amplitude d’excitation sur le comportement du
portique assemblé :
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Figure 2.14 – Comparaison de la FRF du portique monolithique pour deux niveau d’am-
plitude d’excitation

Les bornes de variation des paramètres étudiés étant désormais fixées, il reste à éva-
luer comment varient les caractéristiques dynamiques du portique assemblé en fonction de
la précharge de la liaison et de l’amplitude d’excitation. Les réponses en fréquences du
portique muni d’une seule liaison (présenté Figure 2.2), sont obtenues expérimentalement
pour différentes valeurs de précharge de la liaison et d’amplitude d’excitation. On choisit
d’évaluer ces FRF pour neuf niveaux de serrages pris entre 1 N et 6000 N. Pour chaque
niveau de serrage, les FRF sont obtenues pour différentes amplitudes d’excitation. La du-
rée d’une mesure à "forte" amplitude étant relativement longue du fait du protocole suivi
(sinus balayé par morceaux ), on se limite dans un premier temps à deux niveaux d’ampli-
tudes correspondant aux amplitudes "faible" et "forte" définies au paragraphe précédent.
On verra qu’il ne semble pas nécessaire d’effectuer des mesures à des niveaux d’amplitudes
intermédiaires du fait des caractéristiques de la structure étudiée.

La Figure 2.15 présente les FRF ainsi obtenues. Les échelles de couleur verte et mauve
correspondent au niveau de serrage de la liaison en échelle logarithmique pour les deux
amplitudes d’excitation considérées : l’échelle verte correspond à l’amplitude faible et la
mauve à l’amplitude forte.

On peut constater que le serrage de la liaison a tendance à rigidifier la structure. Les
fréquences propres du portique augmentent avec le serrage de la liaison. L’amplitude d’ex-
citation a tendance à augmenter l’amortissement modal du portique. Ces observations sont
cohérentes avec le comportement attendu de la liaison. En effet, le serrage a tendance à
augmenter la zone d’adhérence au sein de l’interface de liaison, la liaison apparaît donc
comme plus rigide du point de vue de la structure globale. L’amplitude d’excitation, en
sollicitant plus intensément la liaison, a tendance à augmenter la zone de glissement dans
l’interface et donc la dissipation d’énergie. On constate toutefois que les grandeurs dy-
namiques du portique varient relativement peu pour les plages de variations considérées.
La Figure 2.16 présente sous une autre forme la fréquence propre et le facteur d’amortis-
sement modal identifiés par la méthode de lissage du cercle de Nyquist pour chacun des
modes 2 à 9 du portique lorsque le serrage de la liaison varie. Le premier mode n’étant
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pas observé dans le cas de l’excitation à forte amplitude du fait de la plage de fréquence
étudiée, ce mode ne sera pas considéré ici. On constate que, hormis pour les modes 2 et 5
où la variation de fréquence propre est quasi-nulle, les fréquences propres du portique ont
la même évolution en fonction du serrage et convergent vers une valeur limite correspon-
dant au serrage maximum de la liaison. La raideur de liaison évolue ainsi dans le même
sens. L’amplitude d’excitation a tendance à influer dans le sens d’un assouplissement de la
structure, les fréquences de résonances étant globalement plus faibles à forte amplitude. Ce
constat est également observé expérimentalement par Gaul et Lenz [Gaul et Lenz 1997].
Toutefois cette variation de fréquence reste négligeable pour les niveaux d’amplitude consi-
dérés, la variation relative de fréquence propre entre les niveaux d’amplitude faible et fort
est globalement très inférieure à 1 % avec un maximum à 1.1 %. L’hypothèse de faible non-
linéarité due à la liaison sur le comportement de la structure globale sur laquelle se basent
les travaux de Fesjtens [Festjens 2014] semble donc tout à fait vérifiée pour le cas du
portique étudié. Il ne semble pas nécessaire de réaliser d’autres séries de mesures avec des
niveaux d’amplitude d’excitation intermédiaires.

Remarque 2.5 : Des résultats similaires sont obtenus par Ahmadian et Jalali [Ah-
madian et Jalali 2007b] pour le cas de deux poutres assemblées par une liaison à
simple recouvrement. Dans leur cas, une démarche expérimentale non-linéaire a été
mise en place pour caractériser le comportement de la liaison étudiée. La structure est
excitée à différentes fréquences avec une force sinusoïdale d’amplitude imposée. Deux
niveaux d’amplitude de la force excitatrice sont considérés, le niveau haut étant deux
fois supérieur au niveau bas. Ces résultats confortent donc les observations expéri-
mentales obtenues dans le cas du portique muni d’une seule liaison pour deux niveaux
d’excitation (dont l’un est cinq fois supérieur au second).

Concernant l’amortissement, aucune loi liant le facteur d’amortissement au serrage de la
liaison ne semble pouvoir être mise en évidence à partir des résultats expérimentaux. L’am-
plitude d’excitation semble influer sur le facteur d’amortissement dans le sens d’une aug-
mentation de celui-ci à forte amplitude mais cette observation reste discutable. A nouveau,
l’utilisation d’éléments en aluminium peut expliquer ces résultats concernant l’amortisse-
ment (le contact aluminium-aluminium ne favorisant pas le glissement). On peut également
se demander si un comportement plus marqué pourrait être observé avec une amplitude
d’excitation plus importante mais cela nécessiterait quelques modifications du dispositif
expérimental, notamment au niveau du stinger liant le pot vibrant à la structure. Sur les
graphiques relatifs au facteur d’amortissement de la Figure 2.15, les facteurs d’amortisse-
ment modaux du portique monolithique ont été ajoutés afin d’évaluer si l’amortissement
observé est dû majoritairement à la présence de la liaison ou s’il s’agit principalement
d’amortissement structural. En considérant la variation relative d’amortissement modal
par rapport à la structure monolithique (cf Figure 2.13), seuls les modes 5 et 8 sollicitent
la liaison de manière à ce qu’elle dissipe de l’énergie. Le tableau 2.4 présente les facteurs
d’amortissement modaux du portique monolithique ainsi que les moyennes et coefficients
de variation (δ[•] = σ[•]/E[•]) des facteurs d’amortissement du portique assemblé. Les
moyennes et coefficients de variation sont calculés par rapport à la variable "serrage de
la liaison". L’écart relatif entre les facteurs d’amortissement moyens du portique assem-
blé et les facteurs d’amortissement du portique monolithique est également fourni dans
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Figure 2.15 – Influence du serrage de la liaison et de l’amplitude d’excitation sur le
comportement expérimental du portique

Mode 2 3 4 5 6 7 8 9
Portique
monolithique ηM (10−3) 3.1 3.3 2.3 0.52 1.5 2.1 1.5 2.2

Portique
assemblé

E[ηA](10−3) 3.1 2.8 2.0 0.98 2.1 0.11 11. 1.8
δ[ηA] 10 % 20 % 27 % 34 % 54 % 18 % 15 % 21 %

|E[ηA]−ηM |
ηM

0.6 % 16 % 15 % 88 % 38 % 48 % 620 % 17 %

Table 2.4 – Ecarts relatifs entre les facteurs d’amortissement modaux du portique assemblé
et du portique monolithique

ce tableau. On constate bien que les modes 5 et 8 sont les principaux modes pour les-
quels l’amortissement modal de la structure assemblée est significativement différent de
l’amortissement de la structure monolithique. Pour les autres modes on ne pourra alors
pas tirer de conclusion concernant l’amortissement induit par la liaison, la liaison n’étant
visiblement pas suffisamment sollicitée pour faire apparaître du glissement dans l’interface
de contact.

2.2.1.4 Conclusions vis-à-vis du modèle de liaison

Cette partie a permis de mettre en évidence expérimentalement l’influence de la pré-
sence de la liaison sur le comportement vibratoire du portique comparé au comportement
d’un portique monolithique équivalent. Il en ressort que, pour la structure considérée, la
variation de fréquence propre ainsi que l’amortissement ajouté par la liaison dépendent
directement des modes considérés et plus particulièrement des vecteurs propres de la struc-
ture globale. Cette conclusion est particulièrement liée au fait que la liaison est sollicitée
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Figure 2.16 – Influence du serrage de la liaison et de l’amplitude d’excitation sur le
comportement expérimental du portique
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principalement en flexion pour la structure étudiée. On en déduit que le modèle de raideur
de liaison choisi devra dépendre directement de la courbure locale des vecteurs propres du
portique.

Une étude approfondie de l’influence des grandeurs physiques réputées les plus influentes
sur le comportement dynamique des liaisons a été mise en place. Cette étude a permis de
montrer qualitativement que l’influence de ces grandeurs, le serrage de la liaison et l’am-
plitude d’excitation, sur les fréquences propres de la structure est conforme aux résultats
de la littérature. D’un point de vue quantitatif, on constate que la variation des fréquences
propres en fonction de l’amplitude d’excitation reste inférieure au pourcent ce qui confirme
l’idée de faible non-linéarité d’un point de vue de la structure globale. Un modèle de liai-
son linéaire semble donc tout à fait suffisant, la variabilité due à l’amplitude d’excitation
pourra alors être prise en compte lors de la modélisation stochastique de la liaison. Bien
que la variabilité du comportement de la structure en fonction du serrage de la liaison
soit plus significative, on peut en tirer la même conclusion. On peut ajouter que le modèle
de liaison ne nécessite pas de dépendance directe au serrage ou à l’amplitude d’excitation.
Ces grandeurs étant difficilement mesurables sur une structure en fonctionnement réel, l’in-
fluence de ces grandeurs sur le modèle de liaison sera prise en compte de manière implicite
dans la modélisation stochastique des liaisons. La connaissance fine du comportement de la
structure vis-à-vis de ces grandeurs permettra d’envisager une modélisation stochastique
plus précise et dans un sens "plus adaptée" aux liaisons étudiées.

On peut également conclure de ces résultats expérimentaux qu’il semble (malheureuse-
ment) difficile de caractériser finement l’amortissement induit par la liaison pour l’ensemble
des modes sollicités du fait des caractéristiques physiques de la structure étudiée et des
limites du dispositif expérimental utilisé.

La structure étudiée étant constituée de pièces élancées, on se base sur une modélisation
éléments finis poutre pour simuler le comportement vibratoire des différents éléments du
portique. Parmi les modèles d’interface présentés partie 1.4, les modèles d’éléments sans-
épaisseur ou éléments minces sont plutôt destinés à être intégrés dans des modèles éléments
finis volumiques. Pour une structure de type poutre, un modèle d’élément noeud-à-noeud
paraît dès lors tout à fait adapté. L’approche la plus directe consiste alors à modéliser la
liaison par des raideurs et amortissement génériques, linéaires ou non, entre deux noeuds
des maillages des pièces assemblées [Ahmadian et Jalali 2007b ; Van Buren et al. 2015].
On définit ainsi autant de raideurs et d’amortisseurs que de degrés de liberté aux noeuds.
Une illustration de ce type de modèle appliqué au portique est proposé Figure 2.17. Comme
évoqué partie 1.4, on peut également définir un élément noeud-à-noeud pour chacunes des
paires de noeuds de l’interface. Un première approche proposée par Van Buren et al [Van
Buren et al. 2015] consiste à modéliser le comportement de la liaison, notamment la raideur
de liaison, par des liaisons noeud-à-noeud rigides dans un rayon d’influence r autour d’un
noeud défini comme étant le centre de la liaison. Ce rayon représente d’une certaine manière
la zone de l’interface pour laquelle il y a adhérence. La Figure 2.17 présente également un
schéma de principe de ce modèle appliqué au cas du portique. L’avantage, comparé à une
approche par raideurs généralisées, est que ce modèle ne nécessite qu’un seul paramètre
r pour décrire le comportement de la liaison. Van Buren et al [Van Buren et al. 2015]
montrent que les résultats de ce modèle comparé au modèle de raideurs généralisées sont
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Figure 2.17 – Modèles de liaison adaptés à la modélisation éléments finis poutre du
portique

tout à fait similaires. L’inconvénient de ce modèle est que le paramètre r est directement
lié à la discrétisation de l’interface et donc du maillage choisi. Pour identifier ce paramètre
il sera donc nécessaire de remailler localement la structure ce qui peut devenir fastidieux
à automatiser . Une dernière approche consiste à partir non plus d’un maillage par pièces
à assembler mais d’un maillage uniforme de la structure puis à modifier la formulation de
certains éléments afin de tenir compte du comportement de la liaison, on pense notamment
aux éléments génériques définis par Ahmadian et Jalali [Ahmadian et Jalali 2007a]
ou aux éléments poutres d’Iwan ajustés définis par Song et al [Song et al. 2004]. Les
résultats expérimentaux sur le comportement du portique muni d’une seule liaison ont
mis en évidence la faible non-linéarité de la raideur de liaison vis-à-vis de l’amplitude
d’excitation et un amortissement dû à la liaison quasi-nul pour la plupart des modes étudiés.
Les modèles utilisés par Ahmadian et Jalali [Ahmadian et Jalali 2007a] ou Song et al
[Song et al. 2004] tiennent compte d’une raideur non-linéaire et de l’amortissement dû au
glissement dans l’interface de contact de la liaison. Ces modèles sont donc trop fins pour
modéliser le comportement de la liaison du portique étudié. La principale contrainte sur
le modèle de liaison recherché est que la raideur de liaison doit être directement liée à la
courbure locale des modes propres du portique. Par définition, pour un élément de type
poutre en flexion, l’énergie de déformation de flexion dépend directement de la courbure
et est proportionnelle à EI.

On choisit donc de modéliser la raideur de la liaison par l’intérmédiaire d’un module
d’Young équivalent appliqué aux éléments du portique correspondants à la liaison. L’in-
fluence de la courbure étant prise en compte directement par la formulation éléments finis
des éléments poutres du portique. Ce modèle de liaison est présenté sur la Figure 2.17 à
partir du modèle du portique monolithique utilisé au paragraphe 2.1.3.4 lors de l’identi-
fication des caractéristiques du stinger. La prochaine étape consiste alors à identifier ce
module d’Young et fera l’objet du prochain paragraphe.

2.2.2 Identification de la raideur de liaison

Le paramètre de liaison que l’on cherche à identifier ici est la raideur de liaison. Pour
le modèle de liaison choisi, la raideur de liaison est prise en compte par le module d’Young
appliqué aux éléments correspondant à la liaison. Pour identifier ce module d’Young, deux
approches peuvent être mises en place. La première consiste à minimiser l’erreur entre
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les fréquences propres mesurées expérimentalement et les fréquences propres issues d’une
simulation éléments finis du portique muni d’une seule liaison. Pour la seconde approche,
l’identification est obtenue à partir du modèle éléments finis du portique monolithique en
exploitant les propriétés des vecteurs propres de cette structure sur le même principe que
l’approche de Réduction de Modèle Stochastique (SMR) présentée dans le chapitre 3.

2.2.2.1 Identification par minimisation d’erreur

On définit la fonction coût à minimiser comme étant la somme des écarts au carré entre
les fréquences propres expérimentales du portique muni d’une seule liaison et les fréquences
propres calculées à partir du modèle EF présenté Figure 2.18. Il s’agit donc de l’erreur au
sens des moindres carrés définie par :

εls =

N∑
k=1

(ωexpk − ωEFk )2 (2.2)

Les résultats expérimentaux présentés partie 2.2.1.3 étant disponibles, on choisit d’utiliser
comme valeur de référence des fréquences de résonance du portique la moyenne de chacune
des fréquences propres obtenues pour les différentes valeurs de serrage et d’amplitude d’ex-
citation. La Figure 2.19 présente la variation de l’erreur définie précédemment lorsque le
module d’Young YLiaison varie. On observe bien un minimum local pour lequel le module
d’Young vaut YLiaison = 11.5 GPa. Il est important de noter ici que cette valeur de module
d’Young ne traduit pas le comportement physique des matériaux utilisés pour réaliser la
liaison. La valeur du module d’Young ainsi identifié est liée à la modélisation éléments finis
de la liaison. Les liaisons rigides noeuds à noeuds appliquées ont tendance à rigidifier l’en-
semble poutre-cornière correspondant à la liaison, la valeur relativement faible du module
d’Young identifié "compense" en quelque sorte cette rigidité due au modèle de liaison.

Figure 2.18 – Modèle éléments finis du por-
tique muni d’une seule liaison
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Figure 2.19 – Erreur au sens des moindres
carrés entre les fréquences propres expéri-
mentales et simulées pour différentes valeurs
du module d’Young appliqué à la liaison
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La FRF obtenue à partir du modèle éléments finis du portique et du module d’Young
ainsi identifié pour la liaison est présentée Figure 2.20. Cette FRF est comparée aux FRF
expérimentales obtenues pour l’ensemble des niveaux de serrage appliqués à la liaison.
L’amplitude d’excitation correspond au niveau faible tel que défini au paragraphe 2.2.1.2.
On constate que le modèle de raideur de liaison choisi permet de retrouver le comportement
du portique muni d’une seule liaison observé expérimentalement.
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Figure 2.20 – FRF expérimentale et simulée du portique muni d’une seule liaison

2.2.2.2 Identification directe (ou par analyse différentielle)

La principe de cette approche est similaire au principe de l’approche SMR proposée
au chapitre 3 et notamment du second niveau de raffinement SMR2. Cette approche a été
initialement mise en place afin de caractériser les espaces propres aléatoires d’une structure
en présence de paramètres incertains. Cette approche étant basée sur une interprétation
paramétrique du problème aux valeurs propres aléatoires, elle est ainsi tout à fait adaptée à
l’identification d’un paramètre structurel déterministe tel que le module d’Young du modèle
de liaison choisi. Cette approche permet alors d’identifier une valeur de module d’Young
pour chaque fréquence propre mesurée expérimentalement à l’aide d’une seule simulation
éléments finis ce qui la différencie de l’approche précédente qui nécessite de procéder par
itérations afin de converger vers une valeur de module d’Young unique sur une plage de
fréquence donnée.

La méthode proposée se base sur le fait que la variation de fréquence observée entre les
fréquences propres du portique monolithique et celles du portique muni d’une seule liaison
(Figure 2.12) peut s’écrire en fonction des vecteurs propres et des matrices de rigidités
issus des modèles EF des deux structures. En effet, notons ∆λk = λLk − λMk la différence
entre la kme valeur propre du portique muni d’une seule liaison et la kme valeur propre du
portique monolithique. Dans ce qui suit, les exposants L et M désignent respectivement
les quantitiés relatives au portique muni d’une seule Liaison et au portique Monolithique.
En supposant les structures non-amorties, la variation de fréquence propre entre les deux
structures peut s’écrire sous la forme :
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∆λk = ΦL>
k KLΦL

k −ΦM>
k KMΦM

k (2.3)

où Φk représente le vecteur propre associé à la kme valeur propre λk, KL et KM les matrices
de rigidité des structures étudiées. On suppose que les vecteurs propres sont normalisés par
la masse. Les deux structures ayant les mêmes caractéristiques géométriques et matériaux,
leurs matrices de masse sont donc identiques.

La matrice de rigidité du portique muni d’une seule liaison peut s’écrire sous la forme :

KL =

m∑
i=0

kiK
M
i (2.4)

où ki est un coefficient adimensionné représentant le rapport de raideur entre un élément
du portique monolithique et l’élément correspondant appartenant au portique muni d’une
seule liaison. On note m le nombre d’éléments du modèle éléments finis et KL

i la matrice
de rigidité élémentaire de l’élément i. En dehors des éléments correspondant à la liaison,
les modules d’Young et matrices de raideurs élémentaires des deux portiques étudiés sont
égaux, on a donc :

KL = KM
0 + kL

∑
i∈Liaison

KM
i (2.5)

où KM
0 =

∑
i/∈Liaison KM

i . Leurs matrices de rigidité étant différentes, les vecteurs propres
du portique muni d’une seule liaison sont nécessairement différents des vecteurs propres
du portique monolithique. Cependant, on peut supposer que les vecteurs propres du por-
tique muni d’une liaison sont relativement proches de ceux du portique monolithique. On
peut donc écrire les vecteurs propres du portique muni d’une seule liaison à partir d’un
développement de Taylor des vecteurs propres du portique monolithique. En première ap-
proximation on a donc :

ΦL
k = ΦM

k +
∂ΦM

k

∂kL

∣∣∣∣
kL=1

(kL − 1) (2.6)

En injectant les équations 2.5 et 2.6 dans 2.3, la variation de fréquence propre entre les
deux structures s’écrit alors :

∆λk =
[
ΦM
k + dΦM

k

]> (
KM

0 + kLK
M
Liaison

) [
ΦM
k + dΦM

k

]
−ΦM

k
>

KMΦM
k (2.7)

où

dΦM
k =

∂ΦM
k

∂kL

∣∣∣∣
kL=1

et KM
Liaison =

∑
i∈Liaison

KM
i

∆λk peut alors se mettre sous la forme

⇒ ∆λk = A+BkL + Ck2
L +Dk3

L (2.8)
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L’équation 2.8 montre que kL est racine d’un polynôme d’ordre 3 dont les coefficients
sont définis à l’aide de grandeurs relatives au portique monolithique. Un modèle éléments
finis du portique monolithique suffisamment précis et représentatif du comportement du
portique monolithique réel peut être obtenu facilement afin de déterminer les coefficients
ainsi définis. Une expression analytique des racines du polynôme défini par l’équation 2.8
peut être obtenue [Abramowitz, Stegun et al. 1966].

Cette méthode est particulièrement adaptée à l’identification des paramètres pour les-
quels la matrice de masse ou de rigidité est linéaire par bloc par rapport à ces paramètres.
On pense notamment au cas où les liaisons sont modélisées par des raideurs généralisées.
Dans le cadre de ce travail, une identification de la raideur de liaison par minimisation de
l’erreur au sens des moindres carrés entre les fréquences propres expérimentales et simulées
sera utilisée pour identifier les raideurs des liaisons du portique. Ce choix se justifie par
la simplicité de mise en oeuvre de cette méthode qui ne nécessite pas de calcul de sensi-
bilité des vecteurs propres. De plus, le nombre de simulations éléments finis nécessaires à
l’identification d’une raideur de liaison étant relativement faible, l’identification directe ne
garantie pas, pour le cas considéré, de gain en temps de calcul suffisamment important pour
être justifiée ici. On pourra toutefois envisager dans le cadre de travaux futurs d’utiliser
cette méthode afin d’identifier un modèle de raideur de liaison de type raideur généralisée
dépendant du mode de la structure. On peut également envisager d’utiliser cette méthode
afin d’identifier plusieurs raideurs de liaisons à partir d’une seule FRF.

2.3 Simulation du comportement vibratoire d’une autre confi-
guration de portique

On cherche ici à caractériser le comportement d’un portique muni d’une seule liaison
lorsque celle-ci n’est plus positionnée sur une des poutres verticales mais sur la poutre ho-
rizontale du portique comme illustrée sur la Figure 2.21. Dans cette nouvelle configuration,
la liaison n’est pas sollicitée de la même manière que précédemment, il apparaît alors né-
cessaire de vérifier la validité du modèle utilisé ainsi que la valeur de raideur identifiée sur
la première configuration de portique. La raideur identifiée dans la partie précédente est
utilisée afin de simuler le comportement vibratoire de cette autre configuration de portique.
Les résultats issus de cette simulation seront alors comparés au comportement observé ex-
périmentalement de ce portique afin d’évaluer si une nouvelle phase d’identification pour
cette configuration de liaison doit être mise en place.
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Figure 2.21 – Schéma, photo et modèle EF du portique muni d’une seule liaison lorsque
celle-ci est située sur la poutre horizontale

2.3.1 Modélisation du second portique muni d’une seule liaison

Le modèle éléments finis utilisé afin de simuler le comportement de cette seconde confi-
guration de portique est identique au modèle utilisé au paragraphe 2.2.2.1 à ceci près que
le module d’Young de la liaison étudiée précédemment entre la poutre verticale de droite
et la cornière correspondante est pris à nouveau égal au module d’Young de l’aluminium
et le module d’Young associé aux éléments de la liaison étudiée (liaison entre la poutre
supérieure et la cornière de droite) est pris égal au module d’Young identifié au paragraphe
2.2.2.1. On a donc à nouveau YLiaison = 11.5 GPa. Les raideurs d’encastrement ainsi que
le modèle du stinger identifiés précédemment sont conservés dans ce modèle.

2.3.2 Validation du modèle de comportement de la liaison

Afin d’évaluer la validité du modèle de liaison dans le cas où la liaison n’est plus située
sur une des poutres verticales du portique mais sur la poutre horizontale, une campagne
expérimentale a été mise en place. Le portique utilisé expérimentalement, présenté sur la
Figure 2.21, a les mêmes caractéristiques géométriques que le portique utilisé pour l’analyse
différentielle et les pièces (poutres et cornières) ne correspondant pas à la liaison étudiée
ont été collées en suivant le même procédé que pour le cas du portique monolithique.
Cela permet à nouveau de s’assurer que seule la liaison étudiée travaille et influe sur le
comportement de la structure. Les conditions expérimentales restent les mêmes que pour
les cas étudiés précédemment.

La Figure 2.22 présente les FRF expérimentales de la seconde configuration du portique
muni d’une seule liaison ainsi que la FRF du portique simulée à l’aide du modèle de
liaison identifié sur la configuration précédente du portique. Les FRF expérimentales sont
obtenues pour trois niveaux de serrage allant d’un serrage faible (quelques newtons) au
serrage maximal de la liaison (6000 N) et l’amplitude d’excitation correspond au niveau
faible tel que défini au paragraphe 2.2.1.2. On constate que la valeur du module d’Young
identifiée sur la première configuration du portique n’est plus adaptée à cette nouvelle
configuration, ce qui peut se justifier par la sollicitation de la liaison qui est alors différente
de la sollicitation appliquée à la première configuration de liaison , tant en terme de nature
de sollicitation que d’intensité. La valeur du module d’Young appliqué aux éléments doit
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donc être réévaluée. La procédure d’identification mise en place partie 2.2.2 peut être
appliquée à cette nouvelle configuration de portique. Le module d’Young ainsi identifié
vaut alors YLiaison = 25 109Pa. La Figure 2.23 présente la FRF simulée avec cette nouvelle
valeur de module d’Young ainsi que les FRF expérimentales de cette configuration de
portique pour les différentes valeurs de serrage considérées. On constate qu’on retrouve
bien le comportement du portique observé expérimentalement.

Bien que la valeur de la raideur de liaison nécessite d’être réévaluée suivant que la liaison
soit associée à une poutre verticale ou horizontale du portique, le modèle de liaison choisi
permet de retrouver le comportement vibratoire du portique observé expérimentalement
pour cette deuxième configuration de portique. Le portique de référence définit Figure 2.1
étant symétrique, les modules d’Young identifiés pour chacune des liaisons de la cornière
de droite peuvent être directement appliqués pour modéliser le comportement des liaisons
de la cornière de gauche. On peut donc désormais simuler le comportement du portique
tout entier muni de ses quatres liaisons. Cependant, bien que deux liaisons symétriques du
portique soient supposées soumises aux mêmes sollicitations, il existe nécessairement une
certaine variabilité entre les comportements de ces liaisons. Cette variabilité peut être due
aux différences géométriques ou matériaux, à l’état de surface ou encore à la précharge
des liaisons qui peut différer d’une liaison à l’autre. Simuler le comportement du portique
muni de quatre liaisons avec une approche déterministe conduirait nécessairement à des
écarts importants entre les comportements simulés et observés expérimentalement de cette
structure due à la présence de ces variabilités. Pour cette raison la simulation du portique
complet défini au début de ce chapitre sera abordée avec une approche probabiliste. La
présentation de cette approche fera l’objet du chapitre 3. La caractérisation stochastique
du comportement du portique complet sera ensuite aboordée au chapitre 4.
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Figure 2.22 – FRF expérimentale et simulée de la seconde configuration de portique muni
d’une seule liaison - Simulation obtenue avec le module d’Young identifié sur la première
configuration de portique
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Figure 2.23 – FRF expérimentale et simulée de la seconde configuration de portique après
ré-identification de la raideur de liaison

Remarque 2.6 : Le choix du modèle de liaison utilisé pour la première configuration
de portique a été motivé par les observations expérimentales du comportement du
portique. Afin d’assurer que ce modèle puisse être réutilisé afin de traduire le compor-
tement de la deuxième configuration de liaison, des résultats similaires aux résultats
présentés Figure 2.15 page67 et Figure 2.16 page 68 ont été obtenus expérimentale-
ment. Ces résultats aboutissent aux mêmes conclusions quand au modèle de liaison et
ne seront donc pas présentés dans le cadre de ce travail. Afin de présenter rapidement
les différences de comportement observées entre les deux configurations de portique,
la Figure 2.24 présente les résultats de l’analyse différentielle de la deuxième configu-
ration du portique muni d’une seule liaison. Les variations relatives de fréquence de
résonance entre le portique muni d’une seule liaison et le portique monolithique et no-
tées ∆rel(f) sur la Figure 2.24 dépendent à nouveau du mode considéré. On constate
cependant que les ∆rel(f) ne présentent aucun lien avec les mêmes variations rela-
tives observées pour la première configuration de portique Figure 2.13 page 62. Pour
l’amortissement, le mode 8 ne semble plus solliciter la liaison de manière à dissiper
de l’énergie et les modes 1 et 2 font désormais travailler la liaison. On rappelle que ce
n’était pas le cas pour la première configuration de portique. Le mode 5 induit toujours
significativement un amortissement supplémentaire due à la présence de la liaison.

2.4 Conclusion

Ce chapitre a permis de mettre en évidence un modèle simple de liaison permettant de
simuler le comportement vibratoire d’une structure assemblée dite "légère" : un portique
constitué de trois barres assemblées par des liaisons boulonnées. L’étude de la littérature
montre que le choix d’un modèle de liaison, d’une méthode d’identification des paramètres
de ce modèle et d’une méthode de simulation est difficilement généralisable à n’importe
quel cas d’application. Ces choix sont ainsi très dépendants du cadre d’étude choisi. Dans
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Figure 2.24 – Variation relative de fréquence propre ∆rel(f) et de facteur d’amortissement
modal ∆rel(η) pour chacun des modes propres de la deuxième configuration de portique
muni d’une seule liaison comparé au portique monolithique. Le serrage de la liaison est
maximal et l’excitation utilisée est au niveau faible

le cadre de ce travail, un modèle de liaison adapté à la structure étudiée est choisi après
avoir observé expérimentalement la variabilité des phénomènes observables ainsi que les
limitations imposées par les moyens d’essais utilisés.

Une première étape de caractérisation fine des différents constituants du dispositif ex-
périmental est mise en place afin de tenter de réduire au mieux les incertitudes dues aux
moyens d’essais. L’influence de la présence d’une liaison sur le comportement vibratoire
global du portique est ensuite étudiée par analyse différentielle expérimentale. Cette étape
consiste à comparer les réponses expérimentales d’un portique muni d’une seule liaison
à un portique monolithique équivalent ayant les mêmes caractéristiques géométriques et
matériaux mais pour lequel les interfaces de contact ont été supprimées. Cette phase explo-
ratoire permet ainsi d’identifier un modèle de liaison très simple mais tout à fait suffisant
pour simuler le comportement du portique. Pour modéliser l’influence de la liaison, on choi-
sit d’appliquer un module d’Young non physique aux éléments du modèle éléments finis du
portique correspondant à la liaison.

Parmi les limitations imposées par les moyens expérimentaux, il ressort notamment
que l’amortissement induit par les liaisons du portique est quasiment nul sur la majeure
partie de la plage de fréquence étudiée. Le portique utilisé, et notamment le choix des
matériaux utilisés pour réaliser cette structure, semble limiter les possibilités de glissement
de l’interface. Il en résulte que, hormis pour certains modes particuliers du portique, la
liaison ne dissipe pas (ou peu) d’énergie. Il ressort également que l’utilisation d’un modèle
non-linéaire ne soit pas nécessaire étant donné les faibles variations des caractéristiques
dynamiques du portique lorsque l’amplitude d’excitation varie. On choisit ainsi de tenir
compte de la variabilité de la raideur de liaison due à l’amplitude d’excitation directement
dans le modèle stochastique du portique (ce qui sera abordé au chapitre 4). Comme le
font remarquer Boswald et Link [Böswald et Link 2004], dans le cas d’un modèle non-
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linéaire de liaison, la raideur et l’amortissement sont très sensibles aux incertitudes sur les
paramètres de liaison (serrage, géométrie, amplitude, etc). Par conséquent, dès lors que la
variabilité des paramètres de la structure assemblée devient importante, la prédictibilité
d’un modèle éléments finis n’est pas nécessairement améliorée par l’utilisation de modèles
non-linéaires pour traduire le comportement des liaisons. C’est dans cette optique que se
place la démarche de modélisation stochastique mise en place dans la suite de ce travail.
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Chapitre 3

Réduction de Modèles Stochastiques
pour la caractérisation robuste du
comportement vibratoire des
structures assemblées

L’objectif de ce chapitre est de définir une méthodologie de caractérisation des espaces
propres aléatoires d’une structure dont les paramètres varient aléatoirement. On tiendra
en particulier à ce que la démarche proposée soit non-intrusive et peu coûteuse en terme

de temps de calcul.



Réduction de Modèles Stochastiques pour la caractérisation robuste du comportement
vibratoire des structures assemblées

3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de caractériser de manière robuste la réponse vibratoire
d’une structure en contexte incertain à partir d’un modèle éléments finis de structure. On
s’intéresse particulièrement à la caractérisation des espaces propres aléatoires des systèmes
linéaires dont les propriétés dynamiques sont modélisées par des variables aléatoires. Les
structures assemblées, notamment les structures légères, ont la particularité d’être consti-
tuées d’un ensemble de sous-structures, dont le comportement reste globalement linéaire-
élastique, assemblées entre-elles par des liaisons, dont le comportement est lui non-linéaire.
Ces non-linéarités restant toutefois très localisées à l’échelle de la structure globale, le com-
portement de la structure assemblée reste globalement linéaire. Ainsi, restreindre la cadre
de cette étude stochastique au cas des structures linéaires ne constitue pas un frein à son
application au cas des structures assemblées.

L’approche proposée dans ce travail est une approche non-intrusive permettant de ca-
ractériser les espaces propres aléatoires d’une structure à partir d’un nombre réduit de
calculs éléments finis déterministes. Cette approche est basée sur la propriété suivante :
la variabilité des vecteurs propres est généralement d’un ordre de grandeur inférieur à la
variabilité des la valeur propre associée. En première approximation, un simple calcul dé-
terministe suffit à caractériser les modes propres aléatoires de la structure. Pour les valeurs
propres ne pouvant être estimées ainsi, on propose de recourir à des méthodes d’approxima-
tion plus précises. Cette approche, désignée par la suite approche de Réduction de Modèle
Stochastique ou approche SMR pour Stochastic Model Reduction consiste alors à adapter le
modèle stochastique utilisé à chaque valeur propre en fonction d’un critère de précision glo-
bal imposé pour l’ensemble du jeu de valeurs propres recherchées. Ainsi, l’approche SMR
permet de minimiser le temps de calcul nécessaire à la détermination d’un ensemble de
valeurs propres en concentrant les ressources numériques disponibles sur certaines valeurs
propres en fonction de leur configuration. Ce chapitre est décomposé en deux parties. La
première partie présente les fondements de l’approche SMR ainsi que son implémentation.
La seconde partie vise à confronter l’approche proposée à différents cas d’application allant
de structures académiques simples au cas d’une structure industrielle. Ces applications
permettront d’illustrer les performances de l’approche SMR mais églament de mettre en
évidence certaines particulartiés de cette approche.

3.2 Caractérisation des fréquences propres aléatoires d’une
structure par l’approche de Réduction de Modèles Sto-
chastiques

3.2.1 Définition du problème aux valeurs propres aléatoires

Le problème aux valeurs propres aléatoires généralisé pour un système non-amorti ou
proportionnellement amorti peut s’écrire

λk(θ)M(θ)Φk(θ) = K(θ)Φk(θ) (3.1)
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où
λk(θ) ∈ R, Φk(θ) ∈ Rn, M(θ) ∈ Rn×n, K(θ) ∈ Rn×n, θ ∈ Ω

λk(θ) est la kième valeur propre aléatoire et Φk(θ) le vecteur propre aléatoire associé. La
kième pulsation propre du système se déduit de la valeur propre par la relation λk = ω2

k.
Dans l’ensemble de ce travail, on suppose que les vecteurs propres sont normalisés par la
masse. On a ainsi Φ>k MΦk = 1. On définit l’espace probabilisé (Ω,F , p) associé à l’ensemble
des expériences aléatoires. θ ∈ Ω est un événement élémentaire de l’espace des probabilités
Ω. L’espace des variables aléatoires de carré intégrable est noté L2(Ω) et forme un espace de
Hilbert muni de la norme ‖ · ‖L2(Ω). Les matrices M(θ) et K(θ) représentent les matrices
de masse et de raideur de la structure étudiée. L’aspect aléatoire est dû aux paramètres
physiques de la structure comme la masse volumique, le module d’Young ou les proprié-
tés géométriques. On notera désormais E[·], Var[·] et σ[·] les opérateurs mathématiques
correspondants à l’espérance, la variance et l’écart-type.

Dans le cadre de ce travail, on s’intéresse au cas des structures assemblées. Ces struc-
tures peuvent être considérées comme étant constituées de sous-structures linéaires assem-
blées entre elles par des éléments de raideurs connues. Dans un premier temps on s’inté-
resse au cas de structures composées de n sous-structures de modules d’Young différents
(Y1, Y2, ..., Yn). Ces modules d’Young sont modélisés par des variables aléatoires indépen-
dantes, la matrice de rigidité K(θ) est donc aléatoire. La matrice de rigidité peut s’écrire
en fonction des matrices de rigidités des sous-structures Ki(θ) sous la forme :

K(θ) =
n∑
i=1

Ki(θ) =
n∑
i=1

γi(θ)Ki (3.2)

où γi(θ) est la variable aléatoire associée au ième module d’Young et définie tel que :

γi(θ) =
Yi(θ)

Y0i
; Y0i = E[Yi(θ)] and E[γi(θ)] = 1

Les matrices Ki sont les matrices de sensibilités de la matrice de rigidité globale par
rapport aux paramètres γi(θ). On suppose que la matrice de masse M de la structure est
quant à elle déterministe.

L’approche proposée est basée sur l’observation suivante : pour une structure dont les
paramètres varient aléatoirement et dont on cherche à déterminer un jeu de fréquences
propres aléatoires, il apparaît que certains vecteurs propres associés à certaines fréquences
propres varient peu et peuvent, par conséquent, être considérés comme étant déterministes.
Les valeurs propres aléatoires associées peuvent alors être déterminées avec un coût de
calcul réduit à partir de ces vecteurs propres déterministes. Lorsque les vecteurs propres ne
peuvent plus être considérés comme déterministes, en première approximation, on propose
de tenir compte de la variabilité des vecteurs propres à l’aide d’une décomposition en
série de Taylor au premier ordre en fonction des paramètres aléatoires de la structure.
Ainsi, le modèle stochastique du kième mode propre (λk(θ),Φk(θ)) est réduit en fonction
de la configuration du mode étudié et les ressources numériques disponibles peuvent être
concentrées sur la détermination d’un nombre réduit de valeurs propres aléatoires. Cette
approche de Réduction de Modèle Stochastique se base sur les travaux initiés dans la
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thèse de Karim [Karim 2013] et sera désignée par la suite approche SMR pour Stochastic
Model Reduction. On identifie deux niveaux de raffinement notés SMR1 et SMR2 suivant
la configuration du mode étudié.

3.2.2 L’approche de Réduction de Modèles Stochastiques (SMR)

Cette partie présente les fondements de l’approche SMR. Comme évoqué précédem-
ment, l’approche SMR est basée sur le constat que, pour une structure dont les paramètres
varient aléatoirement et dont on cherche à déterminer un couple de valeur propre - vecteur
propre aléatoires, dans certains cas, le vecteur propre recherché varie peu avec les para-
mètres aléatoires de la structure. La valeur propre aléatoire associée à ce vecteur propre
peut alors être obtenue directement à partir de la connaissance du vecteur propre détermi-
niste de la structure. En première approximation, on peut ainsi déterminer un jeu de valeurs
propres aléatoires d’une structure à partir de ses vecteurs propres déterministes. Dans le
cas d’une structure ne présentant qu’une seule variable aléatoire, les vecteurs propres sont
même exactement déterministes comme le démontre Martini [Martini 2008]. Martini se
base d’ailleur également sur ce phénomène afin de développer la procédure dite de stabilité
modale MSP (Modal Stability Procedure). Cette procédure est équivalente à la méthode de
perturbation à l’ordre un et par conséquent également équivalente au premier niveau de
raffinement de l’approche SMR.

Lorsqu’un vecteur propre aléatoire ne peut plus être approximé par sa valeur détermi-
niste, on propose de l’estimer en fonction des paramètres aléatoires de la structure. Cela
permet d’améliorer l’estimation des valeurs propres aléatoires par la prise en compte de la
variabilité des vecteurs propres. Après avoir illustré les hypothèses fondatrices de l’approche
SMR, les deux niveaux de raffinement SMR1 et SMR2 sont présentés.

Afin de tenir compte de la variabilité des vecteurs propres, un développement de Tay-
lor au premier ordre a été choisi comme fonction d’approximation des vecteurs propres
aléatoires. L’approche SMR peut être perçue comme une méthode de perturbation, cepen-
dant, quelques nuances sont à préciser par rapport aux méthodes de perturbation que l’on
retrouve classiquement dans la littérature. Ce point sera abordé à la fin de cette partie.

3.2.2.1 Hypothèse fondatrice de l’approche SMR

On rappelle que l’on s’intéresse au cas d’une structure composée de n sous-structures
de modules d’Young différents (Y1, Y2, ..., Yn). Ces modules d’Young sont modélisés par
des variables aléatoires indépendantes, la matrice de rigidité K(θ) est donc aléatoire. On
suppose que la matrice de masse M de la structure est quant à elle déterministe.

Une première illustration de l’hypothèse fondatrice de l’approche SMR est basée sur
une méthode très répandue dans la littérature [Adhikari et Friswell 2007 ; Sudret
et Kiureghian 2000] : la méthode de perturbation au premier ordre. Cette méthode
consiste à développer la kième valeur propre aléatoire λk(γ(θ)) en série de Taylor au voi-
sinage de la valeur moyenne des paramètres d’entrée E[γ(θ)] = γ0, γ(θ) étant le vecteur
aléatoire des n paramètres de la structure étudiée. Par souci de simplification des notations,
la dépendance à l’aléa du vecteur γ(θ) sera implicite et on retiendra la notation γ dans
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le reste de cette partie. Le développement de Taylor à l’ordre 1 de la kième valeur propre
aléatoire s’écrit alors :

λk(γ) = λk(γ0) +
n∑
i=1

(
∂λk
∂γi

∣∣∣∣
γ=γ0

(γi − γi0)

)
(3.3)

L’expression de la dérivée partielle d’une valeur propre par rapport à un paramètre γi,
mise en évidence par Fox et Kapoor [Fox et Kapoor 1968], s’écrit :

∂λk
∂γi

(γ) = Φ>k (γ)

[
∂K

∂γi
(γ)− λk(γ)

∂M

∂γi
(γ)

]
Φk(γ) (3.4)

En supposant les vecteurs propres normalisés par la masse tels que Φ>k MΦk = 1, le
premier terme du développement de Taylor peut s’écrire λk(γ0) = Φk

>
KΦk. Ainsi, la

méthode de perturbation à l’ordre 1 nous donne l’expression suivante de la kième valeur
propre aléatoire :

λk(γ) = Φk
>

KΦk +

n∑
i=1

[(
Φk
>
[
∂K

∂γi
(γ0)− λk

∂M

∂γi
(γ0)

]
Φk

)
(γi − γi0)

]
(3.5)

Il apparaît directement que la kième valeur propre aléatoire dépend uniquement du
vecteur propre déterministe correspondant.

L’hypothèse fondatrice de l’approche SMR peut également se justifier par une descrip-
tion du problème aux valeurs propres d’un point de vue purement paramétrique. L’étude
du comportement des valeurs propres lorsque les paramètres du système étudié varient a
été l’objet de nombreuses études [Balmes 1993 ; Du Bois, Adhikari et Lieven 2011 ;
Perkins et Mote 1986]. Il apparaît que les systèmes dont les paramètres varient sur une
plage relativement importante présentent souvent un phénomène de coalescence et/ou de
veering de leurs modes propres. Ces phénomènes apparaissent lorsque, pour une variation
d’un paramètre d’entrée, les lieux de deux valeurs propres se rapprochent l’un de l’autre
puis s’écartent brusquement, chacun empruntant alors la trajectoire initiale de l’autre. Les
vecteurs propres associés à chacune des valeurs propres considérées permutent alors lors du
passage des lieux des valeurs propres par la zone de dite de veering. En dehors de cette zone,
les vecteurs propres restent constants. Ce phénomène est illustré sur la Figure 3.1 page 86.
Cette figure présente le lieu des valeurs propres (Figure 3.1 - a) d’un système à trois de-
grés de liberté (d.d.l.) de type masse-ressort non amorti (Figure 3.1 - b). Les paramètres
de ce système ont été choisis afin d’observer le phénomène de veering entre la seconde
et la troisième valeur propre lorsque la raideur k2 varie. Les autres raideurs sont prises
égales à {ki}(i=1,...,6) = {1, k2, 3, 0.1, 0.1, 0.1} et les trois masses sont considérées unitaires
(m1 = m2 = m3 = 1). Les fenêtres situées au dessus de chaque lieu de valeur propre sur la
Figure 3.1 correspondent aux vecteurs propres associés dans la plage de valeur de k2.

Considérons à présent le cas d’un système dont l’un des paramètres p(θ) varie aléatoi-
rement avec une certaine densité de probabilité. La variabilité de ce paramètre peut être
comparée aux lieux des valeurs propres du système étudié. Considérons à nouveau le cas
du système à trois d.d.l.. Deux cas particuliers peuvent être mis en évidence. Le premier
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correspond au cas où la majeur partie de la fonction densité de probabilité du paramètre
aléatoire se situe en dehors de la zone de veering. Dans ce cas, un tirage du paramètre
aléatoire, k2(θ) par exemple, conduira dans la plupart des cas à une valeur propre associée
à un vecteur propre constant comme l’illustre la Figure 3.2a page 87. Le vecteur propre ob-
tenu pour la valeur déterministe du paramètre d’entrée peut alors être utilisé pour estimer
la valeur propre aléatoire associée. Cela illustre bien l’hypothèse fondatrice de l’approche
SMR. Le second cas pouvant apparaître correspond au chevauchement de la zone de vee-
ring par la densité de probabilité du paramètre aléatoire illustré Figure 3.2b page 87. La
dépendance du vecteur propre au tirage du paramètre aléatoire est immédiate. Il est alors
nécessaire de tenir compte de la variabilité du vecteur propre pour estimer la valeur propre
aléatoire associée.
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Figure 3.1 – Lieu des valeurs propres et vecteurs propres associés (a) d’un système à trois
degrés de liberté (b)

Ce paragraphe illustre donc bien les fondements de l’approche SMR et notamment l’hy-
pothèse suivant laquelle les vecteurs propres peuvent être considérés déterministes suivant
la configuration des modes propres étudiés. On verra dans le paragraphe suivant que la
kième valeur propre aléatoire d’une structure s’écrit alors très facilement et que ses pre-
miers moments statistiques et sa densité marginale de probabilité se déduisent sans calcul
supplémentaire.

3.2.2.2 Premier niveau de raffinement : SMR1

Conformément à l’hypothèse fondatrice de l’approche SMR, on suppose que les varia-
tions des paramètres aléatoires de la structure n’influent pas sur les vecteurs propres. On
choisit ici comme paramètres aléatoires les modules d’Young des différentes sous-structures
composant le système étudié. Ainsi, la matrice des vecteurs propres aléatoires est supposée
égale à la matrice des vecteurs propres calculés avec les valeurs nominales des paramètres
aléatoires.

Φ(θ) = Φ (3.6)
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Figure 3.2 – Densités marginales des deuxième et troisième valeurs propres d’un système
à trois d.d.l. lorsque la densité de probabilité du paramètre d’entrée k2(θ) est en dehors de
la zone de veering (a) ou la chevauche (b)

Cette hypothèse associée à la normalisation par la masse des vecteurs propres permet
d’écrire la kième valeur propre aléatoire sous la forme :

λk(θ) = ω2
k(θ) =

n∑
i=1

γi(θ)Φk
>

KiΦk =

n∑
i=1

λkiγi(θ) (3.7)

où
λki = Φk

>
KiΦk (3.8)

La kième valeur propre s’écrit donc simplement en fonction des paramètres aléatoires
d’entrée du problème. Les coefficients de cette décomposition sont déterministes et la va-
riabilité de la valeur propre est due uniquement à la variabilité des paramètres d’entrée.

Estimation des premiers moments statistiques :

Le principal intérêt de ce niveau de raffinement est que les deux premiers moments
statistiques d’une valeur propre aléatoire ainsi estimée peuvent être déduits directement,
sans aucun coût de calcul supplémentaire. En effet, en supposant les paramètres aléatoires
comme étant des variables aléatoires indépendantes, l’espérance de la kième valeur propre
s’obtient directement :

E[λk] =
n∑
i=1

E[γi]Φ
>
k KiΦk =

n∑
i=1

Φ>k KiΦk =
n∑
i=1

λki = λk (3.9)

où λk est la valeur propre déterministe associée au problème au valeur propre déterministe :

K0Φk = λkMΦk (3.10)

et

K0 = K|γi(θ)=1 =

n∑
i=1

Ki (3.11)
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La variance de la kième valeur propre s’écrit :

Var[λk] =
n∑
i=1

λ2
ki Var[γi] =

n∑
i=1

λ2
kiδ

2
i (3.12)

où δi = σ[Yi]/E[Yi] est le coefficient de variation du iième paramètre aléatoire Yi.

L’estimation des deux premiers moments statistiques est donc obtenue à l’aide d’un
seul calcul éléments finis déterministe et de la connaissance des moments statistiques des
paramètres aléatoires de la structure. Aucun calcul stochastique n’est donc nécessaire pour
obtenir ces estimations. On désignera par la suite SMR1 ce premier niveau de raffinement
de l’approche SMR.

3.2.2.3 Deuxième niveau de raffinement : SMR2

Lorsque la variabilité des vecteurs propres augmente, il n’est alors plus possible d’es-
timer les vecteurs propres aléatoires à l’aide des vecteurs propres déterministes. Afin d’es-
timer les valeurs propres associées à ces vecteurs propres, on propose de tenir compte de
la variabilité des vecteurs propres à l’aide d’un développement de Taylor au voisinage du
point γ(θ) = γ0. Ce niveau de raffinement sera désigné SMR2 dans la suite de ce document.

La kième valeur propre aléatoire λk(γ(θ)) et le kième vecteur propre φk(γ(θ)) estimé
par son développement de Taylor au premier ordre s’écrivent :

λk(θ) =

n∑
i=1

γi(θ)Φ
>
k (γ(θ))KiΦk(γ(θ)) (3.13)

Φk(γ(θ)) = Φk(γ0) +
n∑
i=1

∂Φk

∂γi

∣∣∣∣
γi=1

(γi(θ)− 1) (3.14)

Il reste alors à déterminer les sensibilités des vecteurs propres par rapport aux para-
mètres aléatoires. De nombreux papiers sur l’analyse et le calcul de sensibilité des valeurs et
vecteurs propres peuvent être trouvés dans la littérature. L’approche SMR se veut peu coû-
teuse et non intrusive, le calcul des sensibilités des vecteurs propres doit donc être adapté
à ces critères. La partie 3.2.3 dédiée à l’implémentation de l’approche SMR présente les
différentes méthodes de calcul des dérivées d’un vecteur propre afin d’identifier la méthode
la mieux adaptée à l’approche SMR.

3.2.2.4 Comparaison avec la méthode de perturbation à l’ordre 2

Comme évoqué au paragraphe 3.2.2.1, le premier niveau de raffinement de l’approche
SMR peut être assimilé à une méthode de perturbation à l’ordre un. La méthode de pertur-
bation à l’ordre deux est également répandue dans la littérature [Adhikari et Friswell
2007] et il semble important à ce niveau de l’étude de confronter le second niveau de
raffinement de l’approche SMR à la méthode classique de perturbation à l’ordre deux.

Considérons le problème aux valeurs propres aléatoires défini par l’équation 3.1. Les
matrices de masse M(γ) : Rn 7→ RNxN et de raideur K(γ) : Rn 7→ RNxN sont supposées
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continuement dérivables et au moins deux fois dérivables par rapport au vecteur γ ∈ R
représentant les n paramètres du système vibratoire étudié. La méthode de perturbation à
l’ordre deux consiste à estimer la kième valeur propre aléatoire par son développement de
Taylor à l’ordre deux au voisinage du point γ = γ0 où γ0 est composé des valeurs moyennes
des paramètres. Cette approximation de λk(γ) sera notée λpert.2k . On a donc :

λk(γ) ≈ λpert.2k = λ(γ0) +
n∑
i=1

(
∂λk
∂γi

∣∣∣∣
γ=γ0

(γi − γi0)

)

+
n∑
i=1

n∑
j=1

(
1

2

∂2λk
∂γi∂γj

∣∣∣∣
γ=γ0

(γi − γi0)(γj − γj0)

)
(3.15)

La dérivée première d’une valeur propre a été présentée précédemment (équation 3.4).
Cette expression ne fait intervenir que les sensibilités des matrices de masse et de raideur
prises à la valeur moyenne du vecteur des paramètres γ. Dans le cas où les valeurs propres
sont distinctes, Plaut et Huseyin [Plaut et Huseyin 1973] montrent que la dérivée seconde
de la kième valeur propre s’écrit :

∂2λk
∂γi∂γj

(γ) = Φk(γ)>
[
∂2K(γ)

∂γi∂γj
− λk(γ)

∂2M(γ)

∂γi∂γj

]
Φk(γ)

−
(

Φk(γ)>
∂M(γ)

∂γi
Φk(γ)

)(
Φk(γ)>Gkj(γ)Φk(γ)

)
−
(

Φk(γ)>
∂M(γ)

∂γj
Φk(γ)

)(
Φk(γ)>Gki(γ)Φk(γ)

)
+ 2

N∑
r=1
r 6=k

(
Φr(γ)>Gki(γ)Φk(γ)

) (
Φr(γ)>Gkj(γ)Φk(γ)

)
λk(γ)− λr(γ)

(3.16)

où

Gki(γ) =

[
∂K(γ)

∂γi
− λk(γ)

∂M(γ)

∂γi

]
(3.17)

Cette expression peut être reformulée sous la forme d’un polynôme d’ordre deux dont
les variables sont les composantes du vecteur γ :

λpert.2k = ak +
n∑
i=1

bkiγi +
∑

(i,j)∈[[1;n]]2

ckijγiγj (3.18)

Dans le cas du second niveau de raffinement de l’approche SMR, la kième valeur proche
est estimée en considérant le développement de Taylor à l’ordre un du vecteur propre associé
(et non plus le développement de Taylor à l’ordre deux de la valeur propre elle-même).
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L’expression de la valeur propre dans le cas SMR2 s’écrit alors :

λSMR2
k =

n∑
i=1

γiΦ
>
k (γ)KiΦk(γ) (3.19)

=
n∑
i=1

γi

Φk(γ0) +
n∑
j=1

∂Φk

∂γj

∣∣∣∣
γj=1

(γj − 1)

>Ki

Φk(γ0) +
n∑
j=1

∂Φk

∂γj

∣∣∣∣
γj=1

(γj − 1)


(3.20)

En écrivant à nouveau la valeur propre sous la forme d’un polynôme fonction des
paramètres du problème, on constate que le degré du polynôme est alors supérieur à celui
du polynôme correspondant à λpert.2k :

λSMR2
k = ek +

n∑
i=1

fkijγi +
∑

(i,j)∈[[1;n]]2

gkijγiγj +
∑

(i,j,l)∈[[1;n]]3

hkijlγiγjγl (3.21)

On verra ultérieurement (partie 3.2.3.3) que le calcul des sensibilités des vecteurs
propres peut être formulé de manière à ne nécessiter que la connaissance au point γ = γ0

du couple valeur-vecteur propre, des matrices de masse et de raideur et de leurs sensi-
bilités. La méthode de perturbation à l’ordre deux nécessite quant à elle de calculer les
dérivées premières et secondes des matrices de masse et de raideur ainsi que l’ensemble des
vecteurs propres du problème. Le calcul de λSMR2

k est par conséquent moins coûteux que
celui de λpert.2k . De plus, λSMR2

k est approchée avec un polynôme d’ordre supérieur à celui
utilisé pour estimer λpert.2k . L’approximation obtenue avec SMR2 sera donc plus à même
d’approximer la surface de réponse réelle des valeurs propres aléatoires recherchées.

3.2.3 Implémentation de l’approche SMR

Après avoir présenté les fondements de l’approche SMR, cette partie a pour objectif de
présenter l’implémentation pratique de l’approche appliquée au cas des structures réelles.
Lors de la caractérisation des espaces propres aléatoires d’une structure réelle, le premier ni-
veau de raffinement peut être suffisant pour déterminer certaines valeurs propres aléatoires
de la structure alors que pour d’autre le second niveau sera nécessaire. L’approche SMR
peut être organisée de manière à allouer au mieux les ressources de calcul disponibles pour
déterminer un jeu de valeurs propres aléatoires d’une structure réelle. Dans cette optique,
une démarche pratique sera alors présentée ici sous forme d’un algorithme de résolution.

Il apparaît alors que le bon fonctionnement de l’approche nécessite d’identifier quand
SMR1 ou SMR2 doivent être utilisés. On définira alors un critère permettant de distinguer
les différents cas.

Comme il a pu être évoqué précédemment, l’implémentation de SMR1 ne représente
pas de grande difficulté, les valeurs propres aléatoires étant déduites de la connaissance des
vecteurs propres déterministes et des matrices de sensibilités des matrices de masse et de
raideur. L’implémentation de SMR2 nécessite cependant de déterminer les sensibilités des
vecteurs propres associés aux valeurs propres recherchées. Le choix d’une méthode de calcul
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adaptée au contexte apparaît alors indispensable pour garantir la minimisation du temps
de calcul nécessaire à la détermination du jeu de valeur propre aléatoire. Les différentes
méthodes de calcul de dérivée de vecteur propre classiquement utilisées dans la littérature
seront alors passées en revue afin d’identifier la méthode la mieux adaptée au contexte de
l’approche SMR.

Finalement, afin de résoudre le problème stochastique considéré, il ne restera plus qu’a
définir le modèle stochastique des paramètres de la structure.

3.2.3.1 Application au cas d’un structure réelle

Pour une structure réelle dont on cherche à déterminer un jeu de valeurs propres aléa-
toires, l’ensemble de valeurs propres recherché est très susceptible de contenir aussi bien des
valeurs propres correspondant à des vecteurs propres quasi-déterministes que des valeurs
propres associées à des vecteurs propres aléatoires. Ainsi les deux niveaux de raffinement de
l’approche SMR sont nécessaires pour assurer une bonne estimation de l’ensemble du jeu
de valeurs propres aléatoires. Dans la mesure du possible, on cherche à minimiser le temps
de calcul nécessaire à l’évaluation de l’ensemble des valeurs propres aléatoires recherchées.
Dans ce but, on propose d’adapter les ressources de calcul investies à la détermination
de chacune des valeurs propres en suivant la démarche de résolution présentée sur la Fi-
gure 3.3 page 92. La première étape consiste alors à estimer l’ensemble des valeurs propres
aléatoires recherchées avec le premier niveau de raffinement SMR1. Cela revient à considé-
rer l’ensemble des vecteurs propres aléatoires comme étant déterministes. Comme nous
avons pu le voir au paragraphe 3.2.2.2, cette étape nécessite un temps de calcul quasi-nul
et fournit une première estimation de toutes les valeurs propres aléatoires du problème.
Il est alors nécessaire d’évaluer pour chaque valeur propre si l’hypothèse faite avec SMR1
est valide ou si il est nécessaire de raffiner en tenant compte de la variabilité des vecteurs
propres. Une idée apparaissant dans différents papiers portant aussi bien sur les méthodes
de perturbation [Adhikari et Friswell 2007], que sur le calcul de sensibilité des valeurs-
vecteurs propres [Lin, Wang et Lim 1996] ou encore sur l’étude du lieu des valeurs propres
d’une structure [Balmes 1993 ; Du Bois, Adhikari et Lieven 2011] consiste à distin-
guer le cas où les valeurs propres sont distinctes les unes des autres du cas où elles sont
proches. En effet, dans le cas où les valeurs propres sont bien distinctes, la sensibilité des
vecteurs propres aux variations des paramètres de la structure est faible [Balmes 1993],
l’hypothèse associée à SMR1 est donc valide et les valeurs propres aléatoires seront donc
correctement estimées à l’aide de SMR1. Dans le cas où les valeurs propres ne peuvent
plus être considérées comme étant bien distinctes, il est alors proposé d’utiliser le second
niveau de raffinement SMR2 pour obtenir une meilleure estimation des valeurs propres
aléatoires. Ainsi, SMR2 n’est appliqué qu’à un nombre réduit de valeurs propres ce qui mi-
nimise les calculs nécessaires à la détermination de l’ensemble des valeurs propres aléatoires
recherchées.

De même que pour SMR1, la qualité de l’approximation faite avec SMR2 diminue
lorsque les valeurs propres tendent à se rapprocher. Le développement de Taylor au premier
ordre des vecteurs propres peut devenir insuffisant pour tenir compte de la variabilité de ces
derniers. Un développement de Taylor à l’ordre deux des vecteurs propres semble inappro-
prié car il nécessiterait de calculer les dérivées secondes des vecteurs propres. Une solution
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consisterait à estimer les vecteurs propres aléatoires de la structure à l’aide d’une décompo-
sition sur le Chaos Polynomial (CP). Les coefficients de cette décomposition peuvent être
complexes à déterminer [Ghanem et Ghosh 2007], c’est pourquoi cette approche n’est
envisagée que pour les valeurs propres aléatoires pour lesquelles SMR2 n’est plus suffisant.

Problème aux valeurs
propres aléatoire

λk(θ)M(θ)φk(θ) = K(θ)φk(θ)

SMR1
φk(θ) est déterministe

λk(θ) bien séparées FIN

SMR2
Développement de

Taylor de φk(θ)

λk(θ) pas “trop” proches FIN

Développement sur le
Chaos Polynomial de φk(θ)

NON

NON

OUI

OUI

Figure 3.3 – Résolution du problème aux valeurs propres aléatoires par l’approche SMR

Dès lors, il apparaît que le bon fonctionnement de l’approche proposée est directement
liée à l’aptitude à caractériser la "proximité" entre deux valeurs propres. Cette notion n’est
pas clairement définie dans la littérature pour le cas des valeurs propres aléatoires et sera
donc l’objet de la partie suivante.

3.2.3.2 Définition d’un Facteur de Proximité entre deux valeurs propres aléa-
toires

La notion de "valeurs propres proches" apparaît dans différents papiers portant sur le
phénomène de veering du lieu des valeurs propres [Balmes 1993 ; Du Bois, Adhikari et
Lieven 2011], sur les approches SEA (Statistical Energy Analysis) [Manohar et Keane
1994], sur le calcul des dérivées des valeurs et vecteurs propres [Lin, Wang et Lim 1996] et,
a fortiori, sur le problème aux valeurs propres aléatoires [Adhikari et Friswell 2007]. Les
cas de valeurs propres proches et distinctes sont traités systématiquement dans ces papiers
mais la limite entre les deux configurations n’apparaît pas clairement lorsqu’il s’agit de
valeurs propres aléatoires. Initialement prévu pour l’étude paramétrique des valeurs propres
d’une structure ou pour des approches statistiques, deux critères issus de la littérature
semblent pouvoir être adaptés au cas du problème aux valeurs propres aléatoires. Il s’agit
des critères proposés par Du Bois et al. [Du Bois, Adhikari et Lieven 2011] et par
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Manohar et Keane [Manohar et Keane 1994]. Du Bois et al. [Du Bois, Adhikari
et Lieven 2011] proposent un facteur de couplage modal inspiré des travaux de Perkins
et Mote [Perkins et Mote 1986]. Ce facteur est basé sur les matrices de sensibilité des
matrices de masse et de raideur. Ces grandeurs sont également nécessaires pour l’application
de SMR1 ce qui rend ce critère assez cohérent pour une utilisation dans l’approche SMR.
Cependant, cet indicateur de "proximité" entre deux valeurs propres est initialement prévu
pour le cas où un seul paramètre varie au sein de la structure étudiée. Une adaptation de
ce critère au cas d’un système multi-paramétrique semble possible mais n’a pas encore
était validé pour le moment. Dans un premier temps on choisit alors de se baser sur le
critère proposé par Manohar et Keane [Manohar et Keane 1994]. Leur critère appelé
"facteur de chevauchement statistique" (statistical overlap factor) est défini comme étant
le rapport entre l’écart-type de la kième valeur propre et l’écart moyen avec la valeur
propre suivante. Etant basé sur les moments statistiques des valeurs propres, il est alors
très peu coûteux puisque ces grandeurs sont obtenues directement avec SMR1. On propose
d’adapter le facteur de chevauchement statistique afin de tenir compte d’une éventuelle
différence d’écart-type entre deux valeurs propres successives, on définit alors ce que nous
appellerons dans la suite le Facteur de Proximité (FP) entre deux valeurs propres aléatoires
λi, λi+1 tel que :

FP (λi) =
2(σ[λi] + σ[λi+1])

E[λi+1]− E[λi]
(3.22)

Le Facteur de Proximité permet de qualifier la qualité de l’estimation obtenue avec
SMR1 ou SMR2. Lorsque le FP est supérieur à une certaine limite, on peut choisir dans
un premier temps FP > 1, les valeurs propres aléatoires correspondantes sont supposées
"proches" et l’hypothèse liée à SMR1 (i.e. les vecteurs propres sont supposés déterministes)
n’est alors plus valide. Pour SMR2, on peut également fixer une valeur de FP au delà de
laquelle les vecteurs propres aléatoires ne peuvent plus être simplement estimés par leur
développement de Taylor à l’ordre un. En d’autre terme, le taux de "confiance" attribué
à l’estimation faite avec SMR1 ou SMR2 pour une valeur propre aléatoire donnée est
directement liée à la valeur du Facteur de Proximité de cette valeur propre par rapport
aux valeurs propres adjacentes.

3.2.3.3 Calcul de sensibilité des vecteurs propres

Le second point technique pouvant influer sur l’efficacité de l’approche SMR est le
calcul des dérivées des vecteurs propres aléatoires. Le calcul des dérivées des valeurs et
vecteurs propres a été largement étudié ces dernières décennies. En effet, le calcul des
dérivées de ces grandeurs apparait dans de nombreuses applications telles que l’optimisation
de forme, le recalage de modèle ou l’analyse de sensibilité. Le but de cette partie est
d’identifier la méthode de calcul des dérivées d’un vecteur propre la plus adaptée au niveau
de raffinement SMR2. Quatre types d’approches peuvent être identifiées dans la littérature.
Cette classification se veut adaptée au contexte de l’approche SMR et vise à faciliter le choix
de la méthode retenue. Une cinquième approche sortant des quatre catégories identifiées
sera également présentée.

Dans un premier temps, on peut identifier les méthodes de superposition modales ini-

93



Réduction de Modèles Stochastiques pour la caractérisation robuste du comportement
vibratoire des structures assemblées

tiées par les travaux de Fox et Kapoor [Fox et Kapoor 1968]. Deux résultats principaux
ressortent de ce papier. Le premier est une expression de la dérivée d’un vecteur propre
basée sur les valeur et vecteur propre du mode considéré. L’inconvénient de cette formu-
lation est qu’elle nécessite d’inverser une matrice dense de dimension (n × n) où n est le
nombre de d.d.l. du système étudié. Pour s’affranchir de cette inversion très coûteuse en
temps de calcul, Fox et Kapoor proposent une seconde expression basée sur la décomposi-
tion de la dérivée du vecteur propre sur la base des modes propres. De nombreux papiers
ont fait suite aux travaux de Fox et Kapoor. A titre d’exemple, Roger [Rogers 1970] a
étendu ces résultats au cas général des matrices non symétriques, Hirai et Kashiwaki [Hi-
rai et Kashiwaki 1977] se sont concentrés sur le cas particulier des structures obtenues
par modification d’un faible nombre de paramètre par rapport à une structure de réfé-
rence. Le principal inconvénient du développement sur la base des modes propres est que
l’ensemble des vecteurs propres de la structure est nécessaire pour obtenir une expression
exacte des dérivée des vecteurs propres et la précision de la méthode décroit dès lors que
la base utilisée est tronquée. Pour compenser cela, de nombreuses formulations basées sur
une compensation statique ou sur des approches itératives ont été proposées [Alvin 1997].
Lin [Lin, Wang et Lim 1996] propose une formulation basée sur la superposition modale
de Fox et Kapoor permettant d’estimer la dérivée d’un vecteur propre à partir des seuls
paramètres modaux du mode considéré. Cependant, cette méthode reste une méthode ap-
prochée et devient inappropriée lorsque les valeurs propres sont trop proches les unes des
autres. L’ensemble des méthodes basées sur les formulations de Fox et Kapoor ne semblent
donc pas adaptées au contexte de l’approche SMR.

La seconde classe de méthode correspond aux méthodes basées sur la méthode pro-
posée par Nelson [Nelson 1976]. Nelson propose de calculer la dérivée du kième vecteur
propre d’un système d’ordre n symétrique ou non à partir de la seule connaissance des
vecteurs propres à gauche (ou à droite) du problème et des valeurs propres associées. Le
principal avantage de cette méthode est qu’elle ne nécessite que la connaissance du couple
valeur propre - vecteur propre du mode considéré et que la structure bande du problème
aux valeurs propres initial est conservée. De nombreux travaux sont basés sur la méthode
de Nelson. Friswell [Friswell 1996 ; Friswell 1995] montre notamment que la méthode
peut être étendue aux cas de dérivée d’ordre n des valeurs propres et vecteurs propres.
Ojalvo [Ojalvo 1987], Mills-Curran [Mills-Curran 1988 ; Mills-Curran 1990] et Dai-
ley [Dailey 1989] ont contribué à étendre la méthode de Nelson aux cas de valeurs propres
multiples. Cependant, ces approches nécessitent de calculer les dérivées secondes des ma-
trices de masse et de raideur ce qui les rend inappropriées à une implémentation dans
SMR2. Chen [Chen 1993] a mis en évidence le fait que, dans certains cas particuliers de
valeurs propres multiples, les méthodes de Ojalvo, Mills-Curran et Dailey peuvent être
évitées mais ces cas particuliers ne correspondent pas au cadre de l’approche SMR. En
gardant à l’esprit que, comme le fait remarquer Lee [Lee et Jung 1997], la méthode de
Nelson peut être fastidieuse à programmer et relativement longue pour calculer les dérivées
des vecteurs propres, elle reste néanmoins plus rapide que les méthodes modales basées sur
les travaux de Fox et Kapoor. La méthode de Nelson semble donc être adaptée au calcul
des dérivées des vecteurs propres du second niveau de raffinement de l’approche SMR.

Les méthodes itératives de calcul des dérivées des vecteurs propres constituent la troi-
sième classe de méthode identifiée dans le cadre de ce travail. On peut citer par exemple les
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travaux de Belegundu et Yoon [Belegundu et Yoon 1988] qui proposent de perturber le
vecteur des paramètres d’entrée du problème pour ensuite résoudre le problème non-linéaire
obtenu par une méthode classique de type Newton-Raphson. En suivant un processus ité-
ratif, la méthode permet de converger vers la dérivée du vecteur propre recherchée. Alvin
[Alvin 1997] propose lui d’utiliser un algorithme itératif basé sur une technique de projec-
tion sur une base de Gradient conjugué (Preconditioned Conjugate Projected Gradient-based
technique) pour faire converger la méthode de Fox et Kapoor tronquée vers la valeur de
la dérivée recherchée. Andrew [Andrew et Tan 1999] utilise une méthode d’itération si-
multanée pour calculer les dérivées croisées d’ordre deux des valeurs propres et vecteurs
propres quelque soit l’ordre de multiplicité des valeurs propres considérées. De manière gé-
nérale, l’approche SMR ayant pour but de s’affranchir de l’aspect itératif des méthodes de
Monte-Carlo, le calcul itératif des dérivées des vecteurs propres ne sera donc pas privilégié.

La dernière classe de méthode correspond aux méthodes dites semi-analytiques. Ces
méthodes présentent l’avantage d’être exactes (aux erreurs d’arrondi numérique près). Jan-
kovic [Jankovic 1994] propose ainsi de calculer de manière exacte la dérivée des valeurs et
vecteurs propres dans le cas de valeurs propres simples de problèmes aux valeurs propres
aussi bien linéaires que non-linéaires. Olhoff et Lunf [Lund et Olhoff 1994 ; Olhoff,
Lund et Seyranian 1994] s’intéressent aux cas des valeurs propres simples et multiples
de structures complexes et Mateus [Mateus et al. 1997] traite le cas des valeurs propres
multiples des structures coques. Bien que la précision de ces méthodes soit très intéressante,
elles nécessitent une implémentation au niveau élémentaire du solveur éléments finis ce qui
ferait perdre le caractère non-intrusif de l’approche SMR. Ces méthodes ne sont donc pas
envisageables.

Une attention particulière peut être apportée à la méthode algébrique proposée par
Lee [Lee, Kim et Jung 1999a ; Lee, Kim et Jung 1999b] afin de calculer les dérivées des
vecteurs propres d’une structure amortie. Cette méthode n’appartient pas explicitement
à l’une des catégories identifiées précédemment mais apparaît comme tout à fait adaptée
à une implémentation dans l’approche SMR. Cette méthode est appliquée dans un cas
intrusif pour calculer les dérivées de matrices élémentaires dans le logiciel libre Code Aster
développé par Électricité De France (EDF) [Andriambololona 2009]. Cette méthode
est basée sur la formulation matricielle du problème aux valeurs propres et de la condition
d’orthogonalité des vecteurs propres. Le cas traité dans les références [Lee, Kim et Jung
1999a ; Lee, Kim et Jung 1999b] considère un système amorti. Dans un premier temps
l’approche SMR est appliquée au cas d’une structure non-amortie. La condition d’ortho-
gonalité des modes étant différente dans le cas d’un système amorti ou non, le paragraphe
suivant détaille l’implémentation du calcul de la dérivée d’un vecteur propre dans le cas
d’un système non amorti telle qu’elle sera effectuée dans l’approche SMR. Lorsque deux va-
leurs propres se "rapprochent" avec la variation d’un paramètre, le cas d’une valeur propre
double peut être vu comme le cas limite où les valeurs propres sont suffisamment proches
pour être confondues. Pour cette raison, le raisonnement présenté dans le paragraphe sui-
vant est développé à partir du cas de valeurs propres d’ordre de multiplicité quelconque. Le
cas de valeurs propres simples étant un cas particulier pour lequel l’ordre de multiplicité
est égal à 1, il se déduit facilement du cas général d’ordre de multiplicité quelconque.
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3.2.3.4 Implémentation de la méthode de calcul de sensibilité des vecteurs
propres

Considérons le cas d’une valeur propre λm d’ordre de multiplicité quelconque noté m.
On définit ci-dessous le problème aux valeurs propres où Φm est la matrice (n ×m) des
vecteurs propres associés à la valeur propre λm :

−MΦmΛm + KΦm = 0 (3.23)

où
Λm = Im ∗ λm

La condition d’orthogonalité des vecteur propres s’écrit :

Φ>mMΦm = Im (3.24)

On introduit X la matrice des vecteurs propres adjacents. Les vecteurs propres adjacents
sont définis dans la documentation technique du logiciel Code_Aster [Andriambololona
2009] comme étant les m vecteurs propres d’un même sous espace propre multiple vers
lesquels tendent les m vecteurs propres (X(p)) deux à deux distincts lorsque le paramètre p
tend vers sa valeur nominale p0. Lesm valeurs propres associées aux vecteurs propres (X(p))
tendent alors vers la valeur propre multiple λm lorsque p tend vers p0. Une transformation
orthogonale permet d’écrire les vecteurs propres adjacents en fonction de la matrice des
vecteurs propres Φm de la manière suivante :

X = ΦmT (3.25)

où T est la matrice de transformation, d’ordre m et vérifiant T>T = Im. La matrice des
vecteurs adjacents X satisfait également la condition d’orthogonalité X>MT = Im.

Afin de calculer ∂Λm
∂p et X, on écrit puis différencie un second problème aux valeurs

propres défini ci-dessous :
−MXΛm + KX = 0 (3.26)

En différenciant par rapport à un paramètre p de la structure, on obtient :

(K−ΛmM)
∂X

∂p
= −(

∂K

∂p
−Λm

∂M

∂p
)X + MX

∂Λm

∂p
(3.27)

En prémultipliant par Φ>m et substituant X = ΦmT dans (3.27), on obtient un nouveau
problème aux valeurs propres :

DT = ET
∂Λm

∂p
(3.28)

où

D = Φ>m(−λm
∂M

∂p
+
∂K

∂p
)Φm (3.29)

E = −Φ>mMΦm = −Im (3.30)

La méthode de Lee commence à proprement parler à cette étape. Cette méthode consiste
à ajouter une équation à l’équation 3.27 pour obtenir un système régulier et symétrique
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à résoudre. En différenciant la condition d’orthogonalité des vecteurs propres adjacents, le
problème peut se réécrire sous forme d’une équation matricielle en combinant les équations
(3.27) et (3.31) :

X>M
∂X

∂p
= −1

2
X>

∂M

∂p
X (3.31)

[
K− λmM MX

X>M 0

] [∂X
∂p

0

]
=

[
−(∂K

∂p −Λm
∂M
∂p )X + MX∂Λm

∂p

−1
2X> ∂M

∂p X

]
(3.32)

La résolution de ce système peut être obtenue par une factorisation LDL> ou une
décomposition LU par exemple.

L’algorithme de Lee peut être résumé par les étapes suivantes :

Algorithm 1 Lee’s algorithm

1: Calcul des matrices D = Φ>m

(
−λm

∂M

∂p
+
∂K

∂p

)
Φm et E = −Im

2: Résolution du problème aux valeurs propres DT = ET
∂Λm

∂p
et normalisation des vec-

teurs propres tels que T>T = Im
3: Définition des nouveaux vecteurs propres X = ΦmT

4: Définition de la matrice A =

[
K− λmM MX

X>M 0

]
5: Calcul de la matrice F =

{
−
(
∂K
∂p −Λm

∂M
∂p

)
X + MX∂Λm

∂p

−1
2X> ∂M

∂p X

}
6: Calcul du vecteur des composantes de la dérivée des vecteurs propres (résolution du

système linéaire suivant)
[∂X
∂p

0

]
= [A]−1F

3.2.3.5 Implémentation de l’approche SMR couplée avec le logiciel éléments
finis MSC Nastran

Comme évoqué précédemment, l’approche SMR est non intrusive et peut être mise en
place à l’aide d’un logiciel éléments finis commercial. On choisit de travailler avec le logiciel
MSC Nastran. L’approche SMR a été implémentée en langage python et la librairie libre
pyNastran, développée par Steeve Doyle [pyNastran], permet d’exploiter simplement les
données issues de Nastran. La Figure 3.21 page 115 présente l’implémentation de l’approche
SMR couplée avec Nastran. La modélisation stochastique des paramètres aléatoires de
la structure a été implémentée à l’aide de la librairie libre OpenTURNS [OpenTURNS ]
également disponible sous python.

L’architecture choisie pour implémenter l’approche SMR est détaillée ici. A partir d’un
fichier d’entrée du logiciel MSC Nastran (fichier ∗.bdf ) généré, par exemple, à l’aide du
préprocesseur MSC Patran, le fichier est configuré de manière à exporter les matrices de
masse et de raideur de la structure étudiée. Les résultats du calcul Nastran, notamment
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les valeurs propres et vecteurs propres de la structure, sont stockés dans un fichier binaire
de type ∗.op2 propre à Nastran. Les matrices de masse et de rigidité sont quant à elles
exportées dans un autre type de fichier binaire Nastran d’extension ∗.op4. Ces fichiers
binaires de résultats sont alors lus à l’aide des fonctions dédiées de la librairie pyNastran.
Les matrices de sensibilités des matrices de masse et de raideur par rapport aux paramètres
du problème sont obtenues par différences finies. Pour cela, le fichier ∗.bdf est modifié (à
nouveau à l’aide de fonctions de la librairie pyNastran) et les nouvelles matrices de masse
et de rigidité sont exportées. Ces données (valeurs propres, vecteurs propres et matrices de
sensibilités) constituent alors une partie des données d’entrée de l’approche SMR, il reste
à définir les variables aléatoires d’entrée du problème. Les distributions de ces variables
aléatoires sont alors définies à l’aide de la librairie OpenTURNS. Finalement, les valeurs
propres aléatoires de la structure sont générées à l’aide de la classe openturns.RandomVector
et des données d’entrées.

Figure 3.4 – Implémentation de l’approche SMR couplée avec le logiciel éléments finis
MSC Nastran

3.2.3.6 Modélisation stochastique des paramètres incertains

Les différentes étapes de l’implémentation de l’approche SMR étant désormais établies,
afin d’appliquer l’approche au cas d’une structure, il reste à définir, le plus objectivement
possible, la loi de probabilité des paramètres de la structure. On choisit de définir leur
fonction densité de probabilité, notée pdf dans la suite.

Soit X(θ) un paramètre aléatoire de la structure étudiée. Pour modéliser ce paramètre,
il est nécessaire de tenir compte des informations suivantes [Soize 2013] :

— X(θ) est une variable aléatoire à valeurs positives (grandeur physique telle que le
module d’Young par exemple),

— X(θ) est une variable aléatoire du second ordre, i.e. E[X2(θ)] <∞,
— la valeur moyenne de X(θ) est connue et notée E[X(θ)] = x > 0,
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— la solution du problème, ici λ(θ) est également une variable aléatoire du second
ordre.

Lorsque des informations supplémentaires sont disponibles, comme des données expéri-
mentales par exemple, la pdf d’une variable aléatoire peut être obtenue à l’aide du principe
du maximum de vraisemblance. Dans le cas contraire, on peut construire la pdf à l’aide
du principe du maximum d’entropie [Soize 2013]. Par exemple, en se basant sur le prin-
cipe du maximum d’entropie, une variable aléatoire X à valeurs réelles et support positif
Supp(X) =]0,+∞[ telle que E[X] = mX et Var[X] = σ2

X suit une distribution Gamma.

Pour un matériau donné, le module d’Young varie aléatoirement. Son espérance et
son écart-type sont supposés connus et ce paramètre est à support positif. En utilisant
le principe du maximum de vraissemblance, le module d’Young peut être modélisé par
une variable aléatoire dont la distribution suit une loi Gamma. Si Yi  Gamma(αi, βi) =
Γ(αi, βi) alors on a E[Yi] = αiβi et Var[Yi] = αiβ

2
i . αi et βi sont alors définis par :

αi =

(
E[Yi]

σYi

)2

et βi =
σ2
Yi

E[Yi]
(3.33)

La propriété de changement d’échelle de la distribution Gamma est définie telle que,
si Y  Gamma(α, β) = Γ(α, β), alors pour tout c > 0, cY  Gamma(α, cβ). Cette
propriété nous permet de définir les variables aléatoires d’entrée du problème γi en fonction
du coefficient de variation des différents modules d’Young δi =

σYi
E[Yi]

:

γi  Gamma

(
1

δ2
i

, δ2
i

)
(3.34)

Une deuxième propriété intéressante des distributions Gamma est la propriété de som-
mation. La distribution d’une somme de variables aléatoires indépendantes (Yi)1≤i≤N de
distributions respectives Gamma(αi, β) pour i = 1, ..., N ayant le même facteur d’échelle
β s’écrit :

N∑
i=1

Yi  Gamma

(
N∑
i=1

αi, β

)
(3.35)

On verra que ce résultat permet, dans certains cas, de caractériser directement la loi des
valeurs propres d’une structure.

3.3 Applications de l’approche SMR

Cette partie a pour objectif de valider les différentes propriétés de l’approche SMR à
l’aide d’exemples pratiques basés sur trois structures différentes. Dans un premier temps,
un simple système masse-ressort à trois d.d.l. permet d’estimer les premiers moments sta-
tistiques et densité de probabilité des valeurs propres du système avec l’approche SMR et
de les comparer à leurs valeurs analytiques. Ce système permet également de comparer
la précision de l’approche SMR à celle de la méthode classique de perturbation à l’ordre
deux et de caractériser le facteur de proximité permettant de sélectionner le niveau de
raffinement de l’approche SMR. La deuxième structure étudiée est un portique constitué
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de trois poutres. Cette structure permettra de confronter l’approche SMR à une structure
réelle modélisée par éléments finis. Finallement, le rapport précision - gain en temps de
calcul de l’approche SMR sera illustré à l’aide d’une structure industrielle modélisée par
éléments finis : l’Adaptateur Charge Utile d’Ariane. L’implémentation de l’approche SMR
couplée avec un logiciel éléments finis commercial sera présentée sur cet exemple.

3.3.1 Système à trois degrés de liberté

Le premier exemple applicatif de l’approche SMR est basé sur un système simple : un
système masse-ressort à trois degrés de liberté. Cet exemple, présenté Figure 3.5, est tiré
de la littérature [Adhikari et Friswell 2007 ; Friswell 1996] et présente l’avantage de
pouvoir facilement configurer les valeurs propres du système par la modification d’un seul
des paramètres du problème. Cette propriété sera exploitée afin de caractériser la qualité
de l’approche SMR lorsque les valeurs propres aléatoires recherchées sont distinctes ou
proches.

m1

m2

m3k1

k2

k3k4 k5

k6

Figure 3.5 – Système masse-ressort non amorti à trois d.d.l.

3.3.1.1 Modélisation stochastique

Les matrices de masse et de raideur de ce système à trois d.d.l. s’écrivent :

M =

m1 0 0
0 m2 0
0 0 m3

 et K =

k1 + k4 + k6 −k4 −k6

−k4 k2 + k4 + k5 −k5

−k6 −k5 k3 + k5 + k6

 (3.36)

On suppose que seules les raideurs des ressorts ki pour i = 1, ..., 6 varient aléatoirement
et on note x le vecteur des raideurs aléatoires tel que x = [k1, ..., k6]>. Chaque raideur
aléatoire est supposée suivre une distribution Gamma d’espérance ki = 1 N m−1 pour
i = 1, ..., 5. L’espérance de la raideur k6 est fixée à k6 = 3 N m−1 pour les simulations
correspondant au cas où toutes les valeurs propres aléatoires du système sont bien disctintes.
Pour le cas de valeurs propres proches on prendra k6 = 1.275 N m−1. L’écart-type de chaque
raideur aléatoire est pris égal à σki = 0.15 N m−1 pour i = 1, ..., 6.

Une simulation de Monte-Carlo permet de calculer les pdf ainsi que les deux premiers
moments statistiques des valeurs propres aléatoires du système. Pour cela, les tirages des six
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λ1 λ2 λ3

Erreur relative
sur l’espérance 3.6 · 10−3 1.9 · 10−3 1.4 · 10−3

Erreur relative
sur l’écart-type 6.1 · 10−3 6.6 · 10−3 2.2 · 10−3

Table 3.1 – Erreur relative sur l’estimation des deux premiers moments statistiques obte-
nus avec SMR1 comparée aux résultats de la simulation de Monte-Carlo

variables aléatoires indépendantes suivant des loi Gamma sont générés et les valeurs propres
du système sont calculées pour chaque tirage en résolvant le problème aux valeurs propres
(3.1) correspondant. Une simulation de Monte-Carlo basée sur 30 000 tirages permet de
garantir une estimation des deux premiers moments statistiques avec une erreur inférieure
à 0.1 %. Les résultats de cette simulation de Monte-Carlo seront pris comme référence pour
évaluer la qualité des estimations réalisées avec l’approche SMR.

3.3.1.2 Estimation des premiers moments statistiques et densité de probabilité
pour des valeurs propres aléatoires distinctes ou proches

Considérons dans un premier temps le cas de valeurs propres aléatoires distinctes, ce qui
correspond au cas ki = 1 N m−1 pour i = {1, . . . , 5} et k6 = 3 N m−1. On suppose que les
formes propres aléatoires sont déterministes et égales aux formes propres obtenues pour la
valeur moyenne des paramètres aléatoires d’entrée. Les deux premiers moments statistiques
des valeurs propres aléatoires sont obtenus directement à partir des expressions 3.9 et 3.12.
On définit l’erreur relative sur l’estimation du ième moment statistique obtenu avec SMR1
et notée m̂SMR1

i :

Error
(
m̂SMR1
i [λk]

)
= ε

(
m̂SMR1
i [λk]

)
=

∣∣∣∣m̂SMR1
i [λk]− m̂MC

i [λk]

m̂MC
i [λk]

∣∣∣∣ (3.37)

Le tableau 3.1 présente l’erreur relative sur l’estimation des deux premiers moments
statistiques obtenus avec SMR1 comparé à la simulation de Monte-Carlo de référence. On
peut constater que l’espérance et l’écart-type sont estimés avec une erreur respectivement
inférieure à 0.4 % et 0.7 % pour l’ensemble des valeurs propres. Les moments statistiques
de référence, obtenus avec la simulation de Monte-Carlo, nécessitent 30 000 résolutions du
problème aux valeurs propres correspondant à chaque réalisation du jeu de raideurs aléa-
toires d’entrée. En comparaison, l’estimation obtenue avec SMR1 n’a nécessité qu’une seule
résolution déterministe du problème aux valeurs propres pour une précision équivalente. On
peut remarquer que, dans ce cas, le premier niveau de raffinement de l’approche SMR est
suffisant pour estimer les deux premiers moments statistiques de toutes les valeurs propres
car celles-ci sont toutes bien distinctes les unes des autres.

On s’intéresse alors au cas où deux valeurs propres aléatoires sont dites "proches".
Pour cela, on fixe l’espérance de la 6ième raideur aléatoire à k6 = 1.275 N m−1. Cela a
pour effet de garder la première valeur propre du système relativement inchangée par
rapport au cas précédent et de rapprocher les 2ième et 3ième valeurs propres l’une de l’autre.
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Cette configuration permet alors d’appliquer SMR1 au cas de valeurs propres aléatoires
proches et de mettre en évidence les avantages du second niveau de raffinement SMR2. La
Figure 3.6 page 102 présente les densités marginales des trois valeurs propres aléatoires du
système à 3 d.d.l. Il est important de noter que cette représentation est utilisée uniquement
pour illustrer la proximité entre deux valeurs propres aléatoires, les densités marginales
étant une sorte de "projection" des lois jointes, représenter ces densités marginales sur un
même axe peut porter à confusion.

(a) (b)

Figure 3.6 – Superposition des densités marginales des trois valeurs propres aléatoires
du système à 3 d.d.l. (a)Les trois valeurs propres aléatoires sont bien séparées. (b) Deux
valeurs propres aléatoires sont proches

La Figure 3.7 page 103 présente l’erreur relative sur l’estimation des deux premiers
moments statistiques obtenus avec SMR1 et SMR2. Cette figure illustre bien la dégradation
de l’estimation obtenue avec SMR1 lorsque les valeurs propres se rapprochent. L’erreur sur
l’estimation des deux premiers moments statistiques est alors près de dix fois supérieure
au cas de valeurs propres bien distinctes. Le second niveau de raffinement SMR2 permet
alors de réduire l’erreur relative sur l’estimation de l’espérance des 2e et 3e valeurs propres
respectivement à 5.9 · 10−3 et 5.1 · 10−3. Cette erreur est de 5.7 · 10−3 et 7.1 · 10−3 pour
l’estimation de l’écart-type de ces valeurs propres avec SMR2.

3.3.1.3 Comparaison de l’approche SMR à une méthode classique de pertur-
bation à l’ordre deux

La Figure 3.7 page 103 présente également l’estimation des deux premiers moments
statistiques obtenus avec une méthode classique de perturbation à l’ordre deux. On peut
constater que l’espérance est mieux estimée avec la méthode de perturbation qu’avec SMR2,
cependant l’estimation de l’écart-type est bien moins performante avec la méthode de
perturbation à l’ordre deux qu’avec SMR2. En effet, l’erreur relative sur l’estimation de
l’écart-type obtenu avec SMR2 est inférieure à 1 % alors que la méthode de perturbation
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Figure 3.7 – Erreur relative sur l’estimation des deux premiers moments statistiques

à l’ordre deux induit une erreur relative supérieure à 5 %. Cela peut s’expliquer par la
forme de la surface de réponse exacte des valeurs propres qui est alors mieux représentée
par l’approximation SMR2 comme l’illustre la Figure 3.8 page 104. Cette figure présente
une coupe des surfaces de réponses exactes des 2e et 3e valeurs propres lorsque les cinq
premiers paramètres de raideur k1, . . . , k5 sont fixés à leur valeur moyenne ki = 1 N m−1 et
k6 varie entre 0 et 2 N m−1. La surface de réponse exacte, indicée Ref (pour référence), est
comparée aux surfaces de réponse approchées obtenues avec SMR1, SMR2 et la méthode
de perturbation à l’ordre deux (Pert2). On retrouve les conclusions de la partie 3.2.2.4
selon lesquelles la méthode de perturbation revient à estimer les valeurs propres aléatoires
par un polynôme multivarié des paramètres aléatoires d’entrée. L’estimation SMR2 revient
alors à utiliser un polynôme d’ordre supérieur. La forme de la surface de réponse réelle
justifie alors la meilleure approximation obtenue avec SMR2. La Figure 3.8 page 104 est
équivalente à une coupe dans le plan x = k6 des hyper-surfaces de réponse obtenues avec
les différentes méthodes de résolutions. La réprésentation des hyper-surfaces n’étant pas
envisageable en dimension 6, on choisit de représenter ici une vue en coupe équivalente à
la variation d’une seule variable mais les conclusions mises en évidence restent valides pour
le cas de plusieurs variables.

3.3.1.4 Caractérisation du facteur de proximité

La modularité du système à trois d.d.l est particulièrement bien adaptée pour carac-
tériser le comportement du facteur de proximité pour différentes configurations de valeurs
propres aléatoires. Afin d’étudier des cas pour lesquels les deuxième et troisième valeurs
propres du système sont plus où moins proches, on choisit de conserver les mêmes ca-
ractéristiques (espérance et écart-type) pour l’ensemble des paramètres aléatoires d’entrée
définis au paragraphe 3.3.1.1 excepté pour la raideur aléatoire k6 pour laquelle l’espérance
varie entre 1.275 N m−1 et 3 N m−1.

On étudie dans un premier temps la qualité de l’estimation réalisée avec SMR1 et
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Figure 3.8 – Coupe des surfaces de réponse des valeurs propres 2 et 3 calculées avec la
résolution exacte du problème (ref) et comparaison avec les surfaces estimées avec SMR1,
SMR2 et la méthode de perturbation à l’ordre deux

SMR2 lorsque le facteur de proximité varie. La Figure 3.9 page 105 présente l’erreur sur
l’estimation de l’espérance et de l’écart-type obtenue avec SMR1 et SMR2 relativement
aux résultats de la simulation de Monte-Carlo. On observe que la qualité de l’estimation
des moments statistiques diminue lorsque le facteur de proximité augmente. On peut ainsi
identifier une valeur du facteur de proximité pour laquelle les valeurs propres aléatoires sont
correctement estimées avec SMR1. Pour un facteur de proximité inférieur à 1, on constate
que l’espérance des valeurs propres λ2 et λ3 est estimée avec une erreur inférieure 0.7 %
et l’écart-type avec une erreur inférieure à 3 %. En imposant le même critère de qualité
pour l’estimation avec SMR2, le facteur de proximité maximum pour lequel les moments
statistiques des valeurs propres aléatoires sont correctement estimés vaut 1.5.

Le facteur de proximité est donc un bon indicateur de la qualité de l’estimation obtenue
avec SMR1 et SMR2 et permet d’évaluer quand il est nécessaire de raffiner la méthode
d’estimation des valeurs propres. On a vu ici que pour un critère de qualité fixé pour
l’estimation des deux premiers moments statistiques des valeurs propres λ2 et λ3, si le
facteur de proximité entre ces deux valeurs propres est supérieur à 1, il est nécessaire de
recourir à SMR2 pour estimer les valeurs propres.

L’erreur sur l’estimation des premiers moments statistiques induit une certaine ap-
proximation du facteur de proximité lui même. Deux valeurs propres aléatoires peuvent
être considérées proches lorsque la différence de leurs espérances est faible ou que leurs
écarts-type sont importants. On propose alors d’étudier l’estimation du facteur de proxi-
mité obtenu avec SMR1 et SMR2 lorsque l’espérance et l’écart-type des valeurs propres
aléatoires étudiées varient. Pour cela, on choisit de simuler le comportement du système à
3 d.d.l. pour différentes valeurs d’espérance et d’écart-type de la raideur aléatoire k6. On
choisit 10 valeurs d’espérance E[k6] comprises entre 1.275 et 4, et 12 valeurs de coefficient
de variation δ[k6] = σ[k6]/E[k6] comprises entre 0.05 et 0.3. La raideur aléatoire k6(θ)
est assimilée à une variable aléatoire de loi Gamma. Pour chaque simulation, on prend
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Figure 3.9 – Erreur relative sur l’estimation des premiers moments statistiques lorsque le
facteur de proximité varie

comme référence la valeur du facteur de proximité obtenue à l’aide d’une simulation de
Monte-Carlo à 30 000 tirages.

La Figure 3.10 page 106 présente la surface de réponse "exacte" du facteur de proximité
(PF) obtenue par interpolation à partir des résultats de la simulation de Monte-Carlo
(surface bleue PF exact2 ). On constate que pour les valeurs du facteur de proximité inférieures
à 1 et représentées par le plan rouge d’équation z = 1, l’estimation de PF avec SMR1 et
SMR2 est très proche de la valeur de référence. Une représentation quantitative de l’erreur
sur l’estimation de PF obtenue avec SMR1 et SMR2 est donnée Figure 3.11 page 106. La
droite d’équation y = x représente la valeur limite PF = 1 et une interpolation cubique
a été utilisée pour représenter la tendance de l’erreur relative sur l’ensemble de la plage
d’étude. Ce choix de représentation justifie le manque d’information dans la zone supérieure
gauche des figures représentées. Comme espéré, on constate que le facteur de proximité est
moins bien estimé pour les valeurs supérieures à PF = 1. Cependant, l’objectif de cet
indicateur est d’identifier le domaine de validité des estimations obtenues avec SMR1 et
SMR2. En d’autres termes, cet indicateur a pour but d’identifier avec une certaine précision
la valeur limite de PF au dessus de laquelle la méthode utilisée pour estimer les valeurs
propres aléatoires doit être raffinée. On peut constater que l’erreur sur l’estimation de la
valeur limite PF = 1 obtenue avec SMR1 est inférieure à 10 %. On peut donc considérer
que l’estimation de PF avec SMR1 est suffisante pour identifier quand passer de SMR1
à SMR2. De même, on peut envisager d’utiliser cet indicateur pour évaluer pour quelle
configuration de valeurs propres aléatoires SMR2 ne sera plus suffisant, par exemple pour
des valeurs de PF supérieures à PF = 1.5.

Discussion : Par définition, l’estimation de PF est plus sensible à la proximité des valeurs
propres aléatoires que l’estimation des deux premiers moments statistiques eux-mêmes.
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Figure 3.10 – Estimation du facteur de proximité lorsque λ2 et λ3 se rapprochent

Figure 3.11 – Erreur relative sur l’estimation du facteur de proximité obtenu avec SMR1
et SMR2
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Cependant, cette sensibilité n’est pas critique dans le sens où l’objectif du facteur de
proximité est d’identifier quel niveau de raffinement est le mieux adapté à l’estimation des
moments statistiques. Considérons le cas SMR1 et notamment l’estimation de la valeur
limite du facteur de proximité PF = 1. Cette valeur limite, matérialisée par la droite rouge
d’équation y = x sur la Figure 3.11 page 106, est estimée avec une erreur proche de 8 % alors
que les espérances et écarts-types correspondants sont estimés avec une erreur respective
inférieure à 0.8 % et 3 %. Ainsi, bien que le facteur de proximité soit relativement mal
estimé, l’erreur sur l’estimation des premiers moments statistiques est acceptable. Cette
remarque reste valable pour SMR2. Afin d’assurer une meilleure estimation du facteur
de proximité, la valeur limite à partir de laquelle la méthode doit être raffinée peut être
diminuée. Cela revient à diminuer la pente de la droite rouge sur la Figure 3.11 page 106.
Cependant, le nombre de valeurs propres aléatoires considérées comme proches augmentera
et avec lui le coût en temps de calcul nécessaire à l’estimation de l’ensemble des valeurs
propres aléatoires recherchées. Le choix de la valeur limite du facteur de proximité joue donc
un rôle clé dans le rapport précision-temps de calcul de l’approche SMR. Diminuer la valeur
limite du facteur de proximité permet d’améliorer la qualité de l’estimation en raffinant la
méthode utilisée pour estimer les vecteurs propres aléatoires pour un plus grand nombre
de valeurs propres aléatoires mais cela nécessite un investissement en temps de calcul plus
important.

3.3.2 Une structure simple modélisée par éléments finis : un portique

Le second exemple abordé ici est une structure constituée de plusieurs sous-structures
dont les caractéristiques matériaux, notamment les modules d’Young de chaque sous-
structure, peuvent être considérées comme variant aléatoirement. On choisit une structure
académique simple jugée représentative des structures assemblées dites légères : un por-
tique. Cette structure est modélisée par éléments finis et présente l’avantage d’apporter un
support illustratif du fonctionnement de l’approche SMR.

3.3.2.1 Modélisation stochastique du portique

Figure 3.12 – Définition du portique

Le portique étudié, présenté Figure 3.12 page 107, est constitué de trois poutres assem-
blées entre elles à leurs extrémités. Les modules d’Young des deux poutres verticales sont
supposés varier aléatoirement et sont modélisés par des variables aléatoires indépendantes,
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notées Y1(θ) et Y2(θ), de valeur nominale Y1 = Y2 = 75 GPa. Le module d’Young de la
poutre horizontale, noté Y3, est supposé déterministe et vaut Y3 = 20 GPa. Les propriétés
géométriques des trois poutres sont supposées identiques et définies de la manière suivante :
longueur 250 mm, largeur 10 mm et épaisseur 1 mm. Leurs masses volumiques sont suppo-
sées identiques et égales à ρ = 2800 kg m−3. Le portique est modélisé par éléments finis à
l’aide de 30 éléments poutres à 3 d.d.l par noeuds. La base du portique est encastrée. Le
système complet est ainsi constitué de 87 d.d.l.

Les deux paramètres aléatoires Y1(θ) et Y2(θ) sont modélisés par des variables aléatoires
indépendantes suivant des lois Gamma. Leurs deux premiers moments statistiques sont
définis tels que E[Y1] = E[Y2] = 75 GPa et σ[Y1] = σ[Y2] = 5 GPa (soit un coefficient de
variation δ = σ[Yi]/E[Yi] = 1/15), ce qui correspond à une faible variabilité des modules
d’Young. Une simulation de Monte-Carlo à 30 000 tirages permet alors d’approximer les
pdf de chaque variable aléatoire d’intérêt. Les résultats, issus de cette simulation, seront
alors pris comme référence pour la suite de cette étude et seront comparés aux résultats
issus de l’approche SMR.

3.3.2.2 Illustration "visuelle" de l’hypothèse fondatrice de l’approche SMR

La simulation de Monte-Carlo mise en place sur le portique défini précédemment per-
met de représenter les densités marginales des cinq premières valeurs propres aléatoires du
portique. La Figure 3.13 page 109 présente les densités marginales des fréquences propres
aléatoires du portique en vis-à-vis desquelles sont représentées les formes propres associées
aux différents tirages. On observe que pour les 1re, 2e et 5e fréquences propres aléatoires,
les formes propres associées ne varient quasiment pas alors que pour les 3e et 4e fréquences
propres, la variabilité des vecteurs propres est importante. Cela illustre l’hypothèse fonda-
trice de l’approche SMR suivant laquelle certains vecteurs propres peuvent être considérés
comme étant déterministes alors que d’autre nécessitent de tenir compte de leur variabilité.
Le comportement des modes 3 et 4 peut dès lors être rapproché de la configuration des
fréquences propres aléatoires associées. En effet, en traçant les densités marginales de cha-
cune des fréquences propres aléatoires sur un même axe, on constaterait que les densités
marginales des 3e et 4e fréquences propres se chevaucheraient alors que celles des autres
fréquences propres resteraient bien séparées.

3.3.2.3 Estimation des cinq premières valeurs propres aléatoires du portique

On s’intéresse désormais à l’estimation des cinq premières fréquences propres aléatoires
du portique obtenues avec SMR1 et SMR2. La Figure 3.14 page 110 présente les densités
marginales de ces fréquences propres estimées avec SMR1 et SMR2. On constate que pour
les fréquences propres bien distinctes les unes des autres, les densités marginales estimées
avec SMR1 et SMR2 correspondent parfaitement avec les densités marginales de référence.
Dans le cas de fréquences propres proches, les densités marginales ne sont pas correctement
estimées avec SMR1 alors que SMR2 reste en accord avec les résultats de référence.

Les Figures 3.15 page 111 et 3.16 page 111 présentent les erreurs relatives sur l’es-
timation des deux premiers moments statistiques des cinq premières fréquences propres
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(a) (b)

Figure 3.13 – Densités marginales des 5 premières fréquences propres aléatoires du por-
tique (a) et formes propres correspondantes (b)
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Figure 3.14 – Densités marginales des cinq premières fréquences propres du portique
estimées avec SMR1 et SMR2

aléatoires du portique lorsque celles-ci sont estimées avec SMR1 et SMR2. A titre de com-
paraison, les erreurs correspondant à une estimation des fréquences propres à l’aide d’une
méthode de perturbation à l’ordre deux classique sont également présentées sur ces figures.
On observe que, pour le cas des trois fréquences propres bien distinctes les unes des autres
(ω1, ω2 et ω5), les deux premiers moments statistiques sont estimés avec une erreur infé-
rieure à 0.5 %. Comme on pouvait s’y attendre, l’erreur est plus faible lorsque les fréquences
propres sont estimées avec SMR2 mais il semble superflu de mettre en place une méthode
plus coûteuse en temps de calcul alors que la qualité des résultats obtenus avec SMR1
est largement suffisante. Le tableau présenté en dessous de chacun des diagrammes d’er-
reur illustre l’estimation du facteur de proximité obtenu à partir des moments statistiques
obtenus respectivement avec SMR1 et SMR2 ainsi que la valeur du facteur de proximité
de référence obtenu à partir des résultats de la simulation de Monte-Carlo. Le facteur de
proximité étant relatif à deux valeurs propres consécutives, la cellule du tableau située
entre la première et la deuxième fréquence propre représente donc le facteur de proximité
entre ces deux fréquences propres. Il en va de même pour le reste des fréquences propres.
La couleur de la cellule indique la position du facteur de proximité par rapport à la valeur
limite PF = 1. Une cellule violette correspond alors à un facteur de proximité inférieur à
PF = 1 et la couleur orange indique un facteur de proximité au dessus de cette limite. Une
cellule orange indique donc que l’estimation des fréquences propres correspondantes avec
SMR1 n’est pas suffisante et qu’il est nécessaire d’utiliser le second niveau de raffinement
SMR2. On constate que le facteur de proximité identifie correctement les deux fréquences
propres pour lesquelles il est nécessaire d’utiliser SMR2.

3.3.2.4 Estimation des 25 premières valeurs propres du portique

Le cas du portique permet, à la différence du système à trois d.d.l étudié précédemment,
d’étudier le comportement de l’approche SMR pour des fréquences propres plus élevées.
Les Figure 3.17 page 113 et 3.18 page 113 présentent la qualité des estimations des 25
premières fréquences propres aléatoires du portique. On peut constater que l’espérance
est estimée pour l’ensemble des fréquences propres avec une erreur inférieure à 1.5 % avec
SMR1 et inférieure à 1.1 % avec SMR2. Pour l’écart-type, l’erreur maximale est inférieure
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Figure 3.15 – Erreur relative sur l’estimation de l’espérance obtenue avec SMR1, SMR2
et une méthode de perturbation à l’ordre deux
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Figure 3.16 – Erreur relative sur l’estimation de l’écart-type obtenue avec SMR1, SMR2
et une méthode de perturbation à l’ordre deux
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à 20 % avec SMR1 et inférieure à 14 % avec SMR2 pour l’ensemble des fréquences propres
étudiées. D’un point de vue global, l’erreur relative augmente avec la fréquence.

On propose d’analyser plus en détail certaines valeurs propres aléatoires du portique :

— Concernant les 6e et 19e fréquences propres aléatoires du portique, on constate
que les premiers moments statistiques de ces fréquences propres sont moins bien
estimés avec SMR1 qu’avec SMR2. L’erreur sur l’estimation de l’espérance de la
6e fréquence propre passe de 0.3 % avec SMR1 à 0.03 % avec SMR2 soit un gain
de 95 % en terme de précision d’estimation. Pour la 19e fréquence propre le gain
sur la précision de l’estimation de l’écart-type est de 75 % en passant de SMR1
à SMR2. Le point commun à ces deux fréquences propres est que leur facteur de
proximité est inférieur à 1, ce qui indique que SMR1 reste suffisant pour estimer
ces fréquences propres et contredit les observations précédentes. La valeur limite
du facteur de proximité initialement choisie à PF = 1 peut donc être remise en
cause. La Figure 3.19 page 114 illustre le nombre de fréquences propres consédérées
comme proches en fonction de la valeur du facteur de proximité choisi. Pour une
valeur limite du facteur de proximité PF = 1, on identifie 13 fréquences propres
considérées comme proches pour lesquelles SMR1 n’est plus suffisant. Pour une
valeur limite du facteur de proximité PF = 0.5, 16 fréquences propres, dont ω6 et
ω19 sont identifiées comme étant proches. Ces observations confirment le rôle clé du
choix de la valeur limite du facteur de proximité.

— Les fréquences propres 10 et 11 ont la particularité d’avoir une indication du facteur
de proximité différente suivant que celui-ci soit évalué avec SMR1, SMR2 ou avec la
simulation de Monte-Carlo. Cela s’explique par une valeur du facteur de proximité
très légèrement inférieure à 1. Dans le cas de l’estimation avec SMR1, le facteur de
proximité indique une nécessité de raffiner la méthode utilisée alors que le facteur
de proximité de référence (calculé à partir de la simulation de Monte-Carlo) aurait
validé une estimation moins précise de ces fréquences propres. Ce cas particulier
peut être vu aussi bien comme un avantage qu’un inconvénient suivant le point-de-
vue pris par le concepteur. En effet, la précision de l’estimation est améliorée par
le raffinement de la méthode utilisée mais cela induit une augmentation du coût
en temps de calcul pour un gain de précision relativement faible. Le critère choisit
pour évaluer quelle méthode doit être mise en place est un critère "tout-ou-rien"
alors que le caractère proche de deux valeurs propres est une notion plus floue. A
nouveau, la valeur limite du facteur de proximité doit être choisie avec une attention
toute particulière suivant les objectifs de conception choisis.

— Le dernier cas étudié ici est celui des 23e et 24e fréquences propres. On constate
qu’aucun des moments statistiques n’est estimé avec une erreur inférieure à 10 %,
que ce soit avec SMR1 ou avec SMR2. Cela peut s’expliquer par la proximité de ces
deux fréquences propres aléatoires. En effet, si l’on s’intéresse à la valeur du facteur
de proximité correspondant à ce jeux de fréquences propres, on constate que celle-ci
est très grande devant la valeur limite PF = 1. Les hypothèses sur lesquelles sont
basées SMR1 et SMR2 ne sont donc plus valides et la variabilité des vecteurs propres
aléatoires associés à ces fréquences propres n’est plus correctement modélisée. Pour
ce couple de fréquences propres aléatoires, il semble approprié d’estimer les vecteurs
propres aléatoires associés à l’aide d’une autre méthode. On pourrait par exemple
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utiliser un développement sur la base du Chaos Polynomial [Ghanem et Ghosh
2007].
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Figure 3.17 – Erreur relative sur l’estimation de l’espérance des 25 premières fréquences
propres du portique
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Figure 3.18 – Erreur relative sur l’estimation de l’écart-type des 25 premières fréquences
propres du portique
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Figure 3.19 – Influence de la valeur limite du facteur de proximité sur le nombre de valeurs
propres pour lesquelles la méthode de calcul utilisée doit être raffinée.

3.3.3 Une structure industrielle : l’Adaptateur Charge Utile d’Ariane

Le dernier exemple de ce chapitre est l’occasion d’appliquer l’approche SMR au cas
d’une structure réelle modélisée par éléments finis à l’aide d’un code commercial. On choisit
d’étudier le cas de l’Adaptateur Charge Utile d’Ariane 5. Ariane 5 est un lanceur lourd
capable de transférer jusqu’à deux charges utiles en orbite géostationnaire. Les charges
utiles sont localisées sous la coiffe et positionnées l’une en dessous de l’autre. Chaque
charge est arrimée à une structure intérmédiaire appelée Adaptateur Charge Utile (ACU)
qui assure l’interface avec le lanceur. La Figure 3.20 page 115 illustre le lanceur Ariane
5 ainsi qu’un modèle d’ACU. Il existe différents types d’ACU dépendant des profils de
mission du lanceur. On choisit ici d’étudier le cas de l’ACU 1666MVS [Ariane 5, User’s
Manual 2011].

Comme évoqué précédemment, l’objectif de cet exemple est d’appliquer l’approche SMR
au cas d’une structure réelle modélisée à l’aide d’un logiciel éléments finis commercial. On
choisit de travailler avec le logiciel MSC Nastran. L’approche SMR a été implémentée en
langage python et la librairie libre pyNastran, développée par Steeve Doyle [pyNastran],
permet d’exploiter simplement les données issues de Nastran. La Figure 3.21 page 115
présente l’implémentation de l’approche SMR couplée avec Nastran. La modélisation sto-
chastique des paramètres aléatoires de la structure a été implémentée à l’aide de la librairie
libre OpenTURNS [OpenTURNS ] également disponible sous python.

3.3.3.1 Modélisation stochastique

L’ACU 1666MVS est une structure conique constituée d’une interface supérieure com-
patible avec la charge utile et d’une interface inférieure boulonnée compatible avec le lan-
ceur. Un schéma de l’architecture de l’ACU est proposé Figure 3.22.a page 117. Le cône
inférieur est en matériaux composite. On suppose pour cette application qu’il s’agit d’un
matériaux composite de type carbone-epoxy de module d’Young isotrope homogénéisé. Sa
valeur nominale est prise égale à Y Composite = 350 000 MPa. Son coefficient de Poisson est
fixé à 0.28 et sa densité à 1590 kg m−3. Le cône supérieur est une pièce monolithique en
aluminium. On suppose que son module d’Young nominal vaut Y Alu = 70 000 MPa, son
coefficient de Poisson est pris égal à 0.3 et sa densité est fixée à 2800 kg m−1. Un anneau en
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Figure 3.20 – Illustration du Lanceur Ariane 5 et de l’un de ses Adaptateur Charge Utile
[Ariane 5, User’s Manual 2011]

Figure 3.21 – Implémentation de l’approche SMR couplée avec le logiciel éléments finis
MSC Nastran
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aluminium est inclus comme élément de structure du cône inférieur en composite. Un se-
cond anneau métallique constitue l’interface boulonnée du cône en composite. On suppose
que ces anneaux ont les mêmes caractéristiques matériaux que le cône supérieur.

Afin d’étudier le comportement vibratoire de l’ACU lorsque ses paramètres maté-
riaux varient aléatoirement, on suppose dans un premier temps que les modules d’Young
des deux matériaux sont des variables aléatoires indépendantes de distribution Gamma.
Leur espérance et écart-type respectifs sont définis tels que E[YComposite] = Y Composite =
350 000 MPa, E[YAlu] = Y Alu = 70 000 MPa, δ[YComposite] = δ[YAlu] = 0.20.

L’ACU est une structure axisymétrique, par conséquent, l’ensemble de ses modes propres
sont des modes doubles. Dans le cadre de l’approche SMR, on se limite au cas de modes
propres simples plus ou moins proches les uns des autres. L’approche pourrait être adaptée
au cas de modes multiples mais ce cas n’a pas été étudié et validé et sort par conséquent
du cadre de ce travail. On propose donc de disymétriser l’ACU en lui appliquant des condi-
tions aux limites non symétriques. L’ACU 1666MVS est fixé au lanceur par le biais de 72
liaisons boulonnées régulièrement espacées sur le contour de l’anneau inférieur. On choisit
de désolidariser certaines portions angulaires de l’interface boulonnée. Ce choix peut être
interprété comme un défaut de conditions aux limites dû à une rupture de liaison ou un
assemblage défectueux. Afin de choisir les portions angulaires libres, on se donne comme
critère qu’au moins les dix premiers modes de l’ACU soient des modes simples. Une rapide
étude préliminaire permet d’identifier que, dans le cas d’une seule portion angulaire libre
d’ouverture π/6 rad, les sept premiers modes de l’ACU sont clairement identifiés comme
étant des modes simples. Pour obtenir un minimum de dix modes simples, on choisit une
configuration pour laquelle trois portions d’encastrement sont désormais libres. Deux pe-
tites portions d’angle π/6 rad espacées d’un angle de π/2 rad et une portion plus large
d’angle π/3 rad espacée de π/6 rad de l’une des petites portions. Cette configuration est
illustrée sur la Figure 3.22.b page 117. Avec cette configuration, un calcul déterministe
permet de montrer que le premier mode double est le 12e mode de l’ACU.

L’analyse éléments finis de l’ACU a été réalisée avec le logiciel commercial MSC Nas-
tran. L’ACU a été modélisé à l’aide d’éléments coques et on choisit de limiter le modèle à
20 000 d.d.l afin d’éviter des coûts de calcul rédhibitoires. Une simulation de Monte-Carlo à
10 000 tirages permet de déterminer les pdf des dix premières fréquences propres aléatoires
de l’ACU. Elle sera prise comme référence afin d’évaluer la qualité des estimations réali-
sées avec l’approche SMR. Cette simulation a été réalisée à l’aide d’un ordinateur équipé
d’un processeur quatre-coeurs Intel R© Xeon R© CPU E5507 - 2.27 GHz et disposant de 16 Gb
de mémoire vive DDR3-1066. La durée totale de la simulation de Monte-Carlo sur cette
machine est d’environ 16 heures.

3.3.3.2 Résultats numériques

Les dix premières fréquences propres de l’ACU ont été estimées avec SMR1 et SMR2
ainsi qu’avec une méthode classique de perturbation à l’ordre deux. Les Figures 3.23 et 3.24
présentent les erreurs relatives sur l’estimation des deux premiers moments statistiques
obtenus avec les trois méthodes étudiées. Le tableau situé sous les diagrammes d’erreur
présente, sous forme de code couleur, la position du facteur de proximité par rapport à
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Figure 3.22 – Définition de l’ACU 1666MVS d’Ariane 5. (a) Vue de coupe de l’ACU PAS
1666MVS. (b) Définition des conditions d’encastrement du cône inférieur.

la valeur limite PF = 1. Les cellules violettes indiquent un facteur de proximité inférieur
à 1 ce qui signifie que pour les fréquences propres correspondantes, SMR1 est suffisant.
Les cellules oranges correspondent aux facteurs de proximité au dessus de la valeur limite
PF = 1 et indiquent donc la nécessité d’utiliser SMR2 plutôt que SMR1.

En n’utilisant que le premier niveau de raffinement de l’approche SMR, l’espérance et
l’écart-type des dix premières fréquences propres aléatoires de l’ACU sont estimés avec
une erreur maximale respectivement de 3.0 % et 12 %. Le temps de calcul nécessaire à
l’obtention de ces grandeurs, sur la même machine que celle utilisée pour le simulation de
Monte-Carlo de référence, est inférieur à la minute. Avec le second niveau de raffinement
SMR2, l’erreur sur l’estimation de l’espérance et de l’écart-type est réduite à 1.6 % et 9.2 %
et ce avec un temps de calcul inférieur à 18 minutes pour le calcul de l’ensemble des
fréquences propres aléatoires considérées. On peut constater sur les Figures 3.23et 3.24que
la méthode de perturbation à l’ordre deux est à nouveau moins performante que SMR2 pour
estimer l’écart-type des fréquences propres aléatoires étudiées. Concernant l’estimation
de l’espérance, la méthode de perturbation constitue pour certaines fréquences propres
une meilleure estimation que SMR2. Cependant pour ces fréquences propres, l’estimation
obtenue avec SMR2 reste entièrement satisfaisante. Les "mauvaises" performances de la
méthode de perturbation, notamment concernant l’estimation de l’écart-type, s’expliquent
par le niveau de variabilité des paramètres aléatoires de la structure. En effet, le coefficient
de variation des différents modules d’Young est de δ = 0.20 et les méthodes de perturbation
sont réputées être limitées aux cas de coefficients de variations inférieurs à 0.20 %. Le
cas traité ici est donc à la limite du domaine de validité des méthodes de perturbation.
L’approche SMR permet donc de traiter des cas de variabilité plus important que les
méthodes de perturbation classiques.

L’un des principes de l’approche SMR est de minimiser l’investissement en temps de
calcul en utilisant le second niveau de raffinement de l’approche uniquement lorsque cela
est nécessaire. Pour le cas de l’ACU, on constate que le facteur de proximité indique la
nécessité d’utiliser SMR2 pour la quasi-totalité des fréquences propres aléatoires recher-
chées. Cependant, pour les fréquences propres ω3, ω4 et ω8, le recourt à SMR2 ne semble
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pas nécessaire. Le facteur de proximité semble donc indiquer un faux-positif qui peut aller
à l’encontre de l’objectif de minimisation du temps de calcul. Une solution pour palier à
ce défaut du facteur de proximité serait de définir un autre critère permettant d’identifier
quand raffiner la méthode utilisée. Une solution consisterait, en s’inspirant des travaux
de Perkins et Mote [Perkins et Mote 1986] et Du Bois et al. [Du Bois, Adhikari et
Lieven 2011], à définir un critère basé sur la courbure des surfaces que constituent les
lieux des valeurs propres. L’objectif étant d’identifier quand ces surfaces sont suffisamment
planes pour être approchées par SMR1.
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Figure 3.23 – Erreur relative sur l’estimation de l’espérance des 10 premières fréquences
propres aléatoires de l’ACU

3.4 Conclusion

3.4.1 Validation de l’approche SMR

Ce chapitre a permis de définir une nouvelle approche permettant d’estimer les fré-
quences propres aléatoires d’une structure dont les paramètres de raideur varient aléatoi-
rement. Cette approche intitulée approche SMR pour Réduction de Modèle Stochastique
(Stochastique Model Reduction en anglais) ne nécessite qu’un nombre extrêmement réduit
de calculs éléments finis comparé aux méthodes statistiques couramment utilisées pour ca-
ractériser les espaces propres aléatoires d’une structure. Son principal avantage est d’être
non-intrusive, ce qui permet de la coupler à n’importe quel code éléments finis commercial.

L’approche SMR est basée sur l’hypothèse suivant laquelle, au voisinage d’un mode
donné, le comportement dynamique d’une structure est principalement caractérisé par les
propriétés modales du mode considéré dès lors que les autres fréquences propres de la
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Figure 3.24 – Erreur relative sur l’estimation de l’écart-type des 10 premières fréquences
propres aléatoires de l’ACU

structure sont suffisamment éloignées. Cette hypothèse permet de considérer les vecteurs
propres du problème comme étant quasi-déterministes en première approximation. Dès lors
que les fréquences propres de la structure deviennent proches, cette hypothèse doit être
remise en cause car le système devient alors plus couplé. On propose alors de raffiner la
méthode en tenant compte de la variabilité des vecteurs propres à l’aide d’un développe-
ment de Taylor au premier ordre. Le point clé de l’approche réside dans l’identification de
la méthode à utiliser pour estimer une fréquence propre aléatoire en fonction de sa configu-
ration. Pour cela, un premier indicateur appelé Facteur de Proximité a été proposé. Basé
sur les premiers moments statistiques des fréquences propres aléatoires, cet indicateur ne
représente aucun coût de calcul supplémentaire. L’efficacité de l’approche SMR en terme
de rapport précision - temps de calcul est alors directement liée au choix de la valeur limite
de cet indicateur à partir de laquelle la méthode utilisée pour estimer les fréquences propres
aléatoires de la structure doit être raffinée. Le choix de cette valeur limite dépend alors de
l’appréciation du concepteur.

Trois cas d’étude ont été traités afin de tester les performances de l’approche proposée.
Dans un premier temps, un système à trois degrés de liberté a permis de valider l’approche
SMR. Ce système simple a également permis de caractériser le comportement du Facteur
de Proximité et sa capacité à identifier quand passer du premier niveau de raffinement de
l’approche (SMR1) au second plus précis mais également plus coûteux (SMR2). Avec le
second exemple, un portique dont les modules d’Young varient aléatoirement, l’approche
SMR a pu être testée sur une large gamme de fréquences propres aléatoires. Les hypothèses
fondatrices de l’approche SMR ont notamment pu être mises en évidence visuellement grâce
au caractère didactique de cet exemple. La capabilité du facteur de proximité a été validée
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sur un grand nombre de configuration de fréquence propres. Finalement, l’approche SMR
a été appliquée au cas d’une structure industrielle : l’Adaptateur Charge Utile d’Ariane
5. Modélisée par éléments finis à l’aide d’un logiciel commercial, cette structure a per-
mis d’illustrer le caractère non-intrusif de l’approche ainsi que le gain en temps de calcul
comparé à une simulation de Monte-Carlo. Les moments statistiques des dix premières
fréquences propres de l’ACU ont ainsi pu être correctement estimés avec une réduction
du temps de calcul de 16 heures à 18 minutes (soit une réduction du temps de calcul
de 98 %).

On peut donc conclure que le rapport précision - temps de calcul de l’approche SMR en
fait une approche particulièrement efficace en prédimensionnement. Le facteur de proximité,
permettant d’adapter la méthode utilisée à chaque fréquence propre, joue un rôle clé dans
l’efficacité de l’approche. Une attention toute particulière doit être apportée au choix de la
valeur limite du facteur de proximité en fonction du compromis précision - temps de calcul
imposé par le concepteur.

3.4.2 Application au cas d’un portique dont les paramètres aléatoires
influent localement

Les exemples traités dans ce chapitre afin de valider l’approche SMR considèrent tous
des variables aléatoires ayant une influence globale sur le comportement des structures étu-
diées. L’approche SMR sera appliquée au chapitre suivant au cas de structures assemblées
afin de tenir compte de la variabilité des paramètres de liaison sur le comportement vi-
bratoire de ces structures. Comme évoqué dans les chapitres précédents, les liaisons d’une
structure assemblée ont une influence relativement locale. Se pose alors la question de la
validité de l’approche SMR dans le cas où les variables aléatoires considérées ont une in-
fluence locale sur le comportement de la structure. L’objet de ce paragraphe est alors de
valider l’approche SMR dans le cas de variables aléatoires agissant localement.

Figure 3.25 – Définition du modèle éléments finis du portique avec variables aléatoires
localisés

La structure étudiée est un portique dont les coins sont supposés de raideur variable.
Le modèle éléments finis utilisé pour cette application est similaire au modèle utilisé par-
tie 3.3.2. Les propriétés géométriques des trois poutres sont reprises de cet exemple et
sont rappelées ici : longueur 250 mm, largeur 10 mm et épaisseur 1 mm. Leurs masses vo-
lumiques sont supposées identiques et égales à ρ = 2800 kg m−3. Le portique est modélisé
par éléments finis à l’aide de 30 éléments poutres et 3 d.d.l par noeuds. L’ensemble des
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éléments poutres du portique sont définis comme ayant un module d’Young déterministe
égal à Y0 = 75 109Pa à l’exception des éléments situés dans les angles. Les modules d’Young
appliqués à ces éléments sont modélisés par des variables aléatoires indépendantes suivant
des distributions Gamma et sont notés respectivement Y1(θ) et Y2(θ). Ces variables aléa-
toires sont définies de manière à ce que leur espérance soit égale à la moitié du module Y0

du reste du portique. On a donc E[Y1] = E[Y2] = 37.5 109Pa. Leur coefficient de variation
est pris égale à δ = σ[Y1]/E[Y1] = σ[Y2]/E[Y2] = 0.2.

Une simulation de Monte-Carlo à 10 000 tirages de calculer les pdf des dix premières
fréquences propres aléatoires du portique. Les résultats de cette simulation sont pris comme
référence et sont comparés aux résultats issus de l’approche SMR. Il en ressort que l’ap-
proche SMR permet d’estimer l’espérance des fréquences propres aléatoires considérées
avec une erreur inférieure à 0.3 % avec SMR1 et inférieure à 0.06 % avec SMR2. Pour
l’écart-type, l’erreur maximale est de 10 % avec SMR1 et de 3.6 % avec SMR2. On peut
en conclure que l’approche SMR reste tout à fait applicable au cas de structures pour les-
quelles les variables aléatoires considérées ont une influence localisée sur le comportement
de la structure globale.
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Chapitre 4

Réduction robuste des vibrations
d’un portique 3 barres

L’objectif de ce chapitre est de caractériser de manière robuste le comportement
vibratoire d’un portique muni de plusieurs liaisons dans le but de proposer une solution

robuste de réduction des vibrations de cette structure.
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4.1 Introduction

La prise en compte de la variabilité des paramètres de liaison dès la phase de conception
d’une structure assemblée permet notamment de proposer des solutions de réduction des
vibrations plus robustes aux écarts existant entre le système réel et le système défini initia-
lement. Le chapitre 3 de ce travail a permis de définir une nouvelle approche permettant de
caractériser les espaces propres aléatoires d’une structure de manière non-intrusive, c’est-
à-dire pouvant être mise en place à partir de n’importe quel logiciel éléments finis. Cette
approche, intitulée approche SMR, est tout à fait adaptée aux structures assemblées pour
lesquelles les paramètres de liaison peuvent être assimilés à des variables aléatoires définies
localement. De plus, l’approche SMR est très peu coûteuse en temps de calcul. Le second
chapitre a permis de définir un modèle de liaison adapté aux structures dites légères (pour
lesquelles les sous-structures assemblées sont élancées et les liaisons sont localisées). Bien
que très simple, le modèle de liaison choisi est tout à fait suffisant pour simuler le compor-
tement de ces structures. Le cas d’un portique constitué de trois barres a été caractérisé
expérimentalement et confirme cette hypothèse. L’objectif de ce chapitre est de capitaliser
les méthodologies mises en place au cours des chapitres précédents afin de caractériser de
manière robuste le comportement vibratoire d’un portique muni de plusieurs liaisons et
permettre ensuite de proposer une solution robuste de réduction des vibrations de cette
structure.

Dans un premier temps, on s’intéresse à la modélisation stochastique des paramètres
du modèle de liaison choisi. En se basant sur le principe du maximum d’entropie [Migno-
let, Song et Wang 2015 ; Soize 2013], la distribution associée aux différentes variables
aléatoires modélisées peut être ainsi définie et les premiers moments statistiques identifiés
à partir des résultats d’une campagne expérimentale. Les cas de deux portiques munis
respectivement de deux et quatre liaisons sont ensuite traités. Une modélisation stochas-
tique des liaisons étant définie, l’objectif de cette seconde partie est de vérifier la validité
de ce modèle stochastique lorsque la structure comprend plusieurs liaisons. Pour chacun
des cas, une campagne expérimentale permet de comparer les résultats de la simulation
stochastique à la variabilité effective des structures réelles et ainsi de valider l’ensemble de
la démarche suivie. Enfin, disposant désormais des outils nécessaires à la caractérisation
robuste du comportement vibratoire d’une structure assemblée, la dernière partie de ce
chapitre vise à proposer une solution de réduction robuste des vibrations d’un portique. La
solution proposée tire son originalité de la volonté d’agir directement sur les formes propres
de la structure étudiée par l’intermédiaire d’une liaison pilotée. Une loi de commande de
l’effort de serrage de la liaison peut alors être définie à partir de la simulation stochastique
de la structure à "amortir". Concernant le contrôle de l’effort de serrage de la liaison, on
peut envisager d’appliquer cet effort par l’intermédiaire d’un actionneur piézoélectrique
[Belly et al. 2017 ; Bouaziz 2017 ; Karim 2013].

Remarque préliminaire concernant le modèle de portique utilisé :
La Figure 4.1 page 125 présente le modèle éléments finis qui sera utilisé dans la suite

de ce travail. Les éléments utilisés sont des éléments poutre de module d’Young YLi pour
i ∈ [1, 2, 3, 4] pour les éléments correspondant aux liaisons et Y0 en dehors des liaisons.
L’épaisseur des éléments est prise égale à ei = 11 mm pour les éléments correspondant aux
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liaisons et vaut e0 = 6 mm sinon. Le reste des caractéristiques géométriques et matériaux
sont prises égales pour l’ensemble des éléments. La masse volumique est celle de l’aluminium
prise égale à ρ = 2710 kg m−3 et la largeur des éléments est égale à b = 30 mm.

Figure 4.1 – Modèle éléments finis du portique sans liaisons rigides au niveau des liaisons

4.2 Modélisation stochastique d’une liaison boulonnée à par-
tir de résultats expérimentaux

4.2.1 Identification des premiers moments statistiques des variables aléa-
toires associées aux paramètres de liaison

Lorsqu’un grand nombre de données sont disponibles, la densité de probabilité d’une
variable aléatoire peut être estimée à l’aide de méthodes non paramétriques dites méthodes
par noyau [Mignolet, Song et Wang 2015 ; Soize 2012]. Ces méthodes nécessitent de dis-
poser d’échantillons relativement importants ce qui n’est pas le cas ici. Lorsque un nombre
limité d’informations sur la variable à modéliser est disponible, il est possible d’identifier
la distribution d’une variable aléatoire par méthode indirecte à l’aide d’une décomposition
de la variable aléatoire à modéliser en fonction d’un jeu de variables aléatoires de distri-
butions connues. On peut par exemple décomposer la variable aléatoire recherchée sur le
Chaos Polynomial [Mignolet, Song et Wang 2015 ; Soize 2012]. L’approche directe,
déjà évoquée au paragraphe 3.2.3.6 chapitre 3, consiste à appliquer le principe du maxi-
mum d’entropie afin d’identifier une densité de probabilité appropriée. La raideur de liaison
dont on cherche à définir un modèle stochastique est à valeurs réelles et support positif
Supp(KLiaison) =]0,+∞[. Il en résulte que la raideur de liaison peut être modélisée par
une variable aléatoire suivant une distribution Gamma. La connaissance de l’espérance et
de l’écart-type permet de définir entièrement les paramètres de cette loi Gamma. Expéri-
mentalement, on dispose des fréquences propres du portique muni d’une seule liaison pour
différentes valeurs de serrage de la liaison et différents niveaux d’excitation obtenus au
chapitre 2, et ce pour deux configurations de portique muni d’une seule liaison. On cherche
alors à déterminer les deux premiers moments statistiques de la raideur de liaison corres-
pondant à la variabilité observée des caractéristiques dynamiques des deux configurations
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de portique. La loi Gamma étant une loi à deux paramètres, les deux premiers moments
statistiques des varaibles aléatoires associées aux raideurs de liaison sont alors suffisants.
On cherche alors à identifier les "meilleurs" paramètres de la loi Gamma. Le chapitre 2
a mis en évidence la nécessité de différencier l’influence de la liaison sur le comportement
global du portique suivant que la liaison soit liée à une poutre verticale ou horizontale du
portique. La modélisation stochastique des raideurs de liaison doit donc être adaptée à
chacune des configurations de liaison. On identifiera ainsi deux couples de moments sta-
tistiques, un couple pour chacune des configurations du portique muni d’une seule liaison.
Pour simplifier, le raisonnement est développé sur le cas du portique muni d’une seule liai-
son pour lequel la liaison est positionnée sur la poutre verticale (première configuration).
Il sera ensuite appliqué à la seconde configuration de portique. L’identification des para-
mètres du modèle stochastique de la raideur de liaison est obtenue en utilisant le principe
du maximum de vraisemblance [Mignolet, Song et Wang 2015]. Pour cela, on cherche
les deux premiers moments statistiques de la variable aléatoire associée à cette raideur
qui minimisent l’erreur entre les moments statistiques des fréquences propres observées
expérimentalement et calculées à l’aide du modèle stochastique du portique.

Afin de déterminer les moments statistiques du modèle numérique, une simulation de
Monte-Carlo avec un nombre suffisant de tirages permettrait d’obtenir une estimation
précise de ces grandeurs. Cependant, le nombre de tirages nécessaires pour garantir la
convergence du résultat d’une simulation de Monte-Carlo étant de l’ordre de 10 000, l’uti-
lisation de cette méthode pour déterminer les moments statistiques des fréquences propres
du portique est donc difficilement envisageable dans le cadre d’une démarche d’optimisa-
tion. L’approche SMR développée au chapitre 3 permet d’estimer avec une bonne précision
les moments statistiques des fréquences propres aléatoires d’une structure assemblée et ce
avec un temps de calcul extrèmement réduit. L’approche SMR ne nécessite en effet qu’un
nombre réduit de calculs déterministes (égal au nombre de variables aléatoires si le calcul
des matrices de sensibilités des matrices de masse et de raideur sont obtenues par différences
finies). On choisit donc d’utiliser cette approche afin d’estimer les moments statistiques des
fréquences propres "simulées" du portique nécessaires à l’identification du modèle stochas-
tique de liaison. On définit ainsi l’erreur suivante pour chaque moment statistique :

εE =

N∑
i=1

[
E[ωexp]− E[ωSMR]

]2 (4.1)

εδ =

N∑
i=1

[
δ[ωexp]− δ[ωSMR]

]2 (4.2)

Où εE correspond à l’erreur sur l’espérance des fréquences propres du portique muni
d’une seule liaison et εδ l’erreur sur le coefficient de variation. Dans un premier temps, on
cherche l’espérance de la raideur de liaison minimisant l’erreur εE . Une fois cette espérance
identifiée, le coefficient de variation de la raideur de liaison est alors obtenu en minimisant
l’erreur εδ. Les paramètres de la loi Gamma associée à la raideur aléatoire sont déduits de
ces moments statistiques à partir des propriétés des lois Gamma énoncées partie 3.2.3.6.
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Moments statis-
tiques raideur de
liaison

E[YL1] (Pa) δ[YL1] E[YL2] (Pa) δ[YL2]

24 109 0.09 73.5 109 0.22
Paramètres loi
Gamma αγ1 βγ1 αγ2 βγ2

123 0.0081 20.7 0.0484

Table 4.1 – Identification des paramètres du modèle stochastique de liaison pour la pre-
mière configuration de portique (L1) et la seconde (L2)

Ainsi pour Yi = Yiγi et γi  Gamma(αi, βi) = Γ(αi, βi),αi et βi sont définis par :

αi =

(
E[Yi]

σYi

)2

=

(
1

δ[Yi]

)2

et βi =

(
σYi

E[Yi]

)2

= δ2[Yi] (4.3)

On procède de la même manière pour la seconde configuration de portique. Les résultats
de deux phases d’identifications sont présentés dans le Tableau 4.1 où l’indice L1 correspond
aux paramètres de la liaison de la première configuration de portique et l’indice L2 aux
paramètres de la seconde configuration.

4.2.2 Application de l’approche SMR au cas du portique muni d’une
seule liaison

Les paramètres de la variable aléatoire associée à la raideur de liaison étant désormais
identifiés, on peut vérifier a posteriori la qualité des résultats obtenus à l’aide de l’approche
SMR. Cette étape permet de s’assurer que, pour les valeurs des paramètres identifiés, le
comportement vibratoire aléatoire du portique est bien dans le domaine de validité de
l’approche SMR.

La Figure 4.2 page 128 présente les erreurs relatives sur l’estimation des deux premiers
moments statistiques des dix premières fréquences propres du portique muni d’une seule
liaison. Ces résultats sont obtenus pour le cas d’une liaison associée à une poutre verticale
et la raideur de liaison est modélisée par une variable aléatoire Y1 = Y1γ1 où γ1 suivant
une loi Gamma de paramètres αγ1 = 123 et βγ1 = 0.081. On constate que pour les dix
premières fréquences propres aléatoires de la première configuration de portique, l’espérance
est estimée avec une erreur très inférieure au pourcent pour l’ensemble des fréquences
propres considérées et ce quelque soit la méthode de résolution utilisée. L’estimation de
l’écart-type est obtenue avec une erreur maximale de 2.1 % avec SMR1 et une erreur très
inférieure au pourcent avec SMR2. Cela peut s’expliquer par la faible variabilité de la
raideur aléatoire dont le coefficient de variation est inférieur à 0.1.

La même démarche est ensuite mise en place pour la seconde configuration de portique
muni d’une seule liaison. L’erreur maximale sur l’estimation de l’espérance des 10 premières
fréquences propres de cette seconde configuration de portique est de 0.13 % avec SMR1 et
très inférieure au pourcent avec SMR2. L’erreur maximale sur l’estimation de l’écart-type
est quand à elle de 10.2 % avec SMR1 et 1.8 % avec SMR2. On constate donc que pour les
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Figure 4.2 – Erreur sur l’estimation des deux premiers moments statistiques des dix
premières fréquences propres aléatoires du portique muni d’une seule liaison

deux configurations de portique, les variables aléatoires considérées permettent d’assurer
la validité de l’approche SMR.

L’étude précédente a montré que la qualité des estimations des premiers moments sta-
tistiques obtenus avec SMR1 est tout à fait suffisante pour les dix premières fréquences
propres des deux configurations de portique munis d’une seule liaison. On peut donc se
limiter à l’utilisation de SMR1 pour simuler le comportement vibratoire de ces portiques
en tenant compte de la variabilité des raideurs de liaison. La Figure 4.3 page 129 présente
la variabilité des FRF expérimentales ainsi que la variabilité des FRF simulées à l’aide de
SMR1 pour la première configuration du portique muni d’une seule liaison. La même étude
a été mise en place pour la deuxième configuration de portique muni d’une seule liaison.
Les conclusions étant similaires dans les deux cas, on se limite ici à la présentation des
résultats sur la première configuration de portique (liaison entre la cornière et la poutre
verticale).

Afin de mettre en forme les résultats obtenus avec SMR1, on choisit de représenter la
FRF moyenne du portique (trait plein référencé FRF_SMR1 dans la légende). Cette FRF
moyenne est obtenue à partir de l’espérance des valeurs propres aléatoires estimée avec
SMR1 et des vecteurs propres déterministes (hypothèse SMR1) du portique. L’enveloppe
des FRF obtenues avec SMR1 à partir de 1000 tirages indépendants des raideurs aléatoires
considérées est représentée également sur la Figure 4.3 page 129. Cette représentation peut
être soumise à discussion car elle ne permet pas de rendre compte de la probabilité de réali-
sation de chacune des FRF comprises dans l’enveloppe alors que cette probabilité pourrait
être estimée avec SMR1 (ou SMR2). L’absence d’outil de représentation adapté justifie le
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Figure 4.3 – FRF expérimentale et simulée de la première configuration de portique après
ré-identification des paramètres du modèle stochastique de liaison

choix de l’utilisation d’une courbe enveloppe afin de rendre compte de la variabilité du
comportement vibratoire du portique.

On constate alors, sur la Figure 4.3 page 129, que la variabilité du comportement observé
expérimentalement est bien retrouvée numériquement. On observe toutefois un décalage de
la moyenne de certaines fréquences propres par rapport à la valeur moyenne des fréquences
propres expérimentales correspondantes, notamment pour les fréquences plus élevées. Cette
erreur est due au choix du modèle de liaison qui reste trop simpliste pour représenter
correctement le comportement vibratoire du portique. Ce défaut du modèle était déjà en
partie observable au chapitre 2 (cf Figure 2.20 page 72) pour le modèle éléments finis de
portique avec liaison rigide au niveau des liaisons.

4.3 Cas d’un portique muni de plusieurs liaisons

Les modèles stochastiques de liaison sont désormais définis et validés, aux limitations
du modèle moyen de liaison près. Pour chacune des configurations de liaison, il est alors
possible de caractériser de manière robuste le comportement vibratoire de n’importe quelle
configuration de portique muni de plusieurs liaisons. Le but de cette partie est de valider
la portabilité du modèle stochastique de liaison aux cas de portiques comprenant plusieurs
liaisons. On s’intéresse notamment ici aux cas de portiques munis de deux et quatre liai-
sons. Pour chacun de ces portiques, une campagne de mesures expérimentales a été mise
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Essai 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Amplitude faible Vis A 1 1 1 2 2 2 3 3 3
Vis B 1 2 3 1 2 3 1 2 3

Amplitude forte Vis A 1 1 1 2 2 2 3 3 3
Vis B 1 2 3 1 2 3 1 2 3

Table 4.2 – Plan d’expérience complet pour le portique muni de deux liaisons

en place afin d’évaluer la variabilité de la réponse vibratoire du portique lorsque les para-
mètres de liaison varient. Les résultats de ces campagnes expérimentales permettent ainsi
de confronter la réponse aléatoire simulée à l’aide de l’approche SMR à la variabilité du
comportement du portique réel observé expérimentalement.

4.3.1 Portique muni de deux liaisons

Figure 4.4 – Illustration et photo du portique muni de deux liaisons

4.3.1.1 Campagne expérimentale

Dans un premier temps, on s’intéresse à la variabilité expérimentale du comportement
vibratoire d’un portique muni de deux liaisons lorsque les paramètres de liaison varient.
On choisit comme paramètres de l’étude le serrage des liaisons et l’amplitude d’excitation
de la structure. On utilisera deux niveaux d’excitation dits à "faible" et "forte" amplitude
définis de la même manière qu’au paragraphe 2.2.1.3. L’amplitude forte est ainsi prise 5
fois supérieure au niveau faible. Pour minimiser la durée de la campagne expérimentale,
trois niveaux de serrage sont considérés. Les valeurs de serrage des liaisons sont référencées
de 1 à 3 où l’indice 1 correspond à un niveau de serrage faible de moins d’une centaine
de newtons, l’indice 2 correspond à un serrage moyen de l’ordre de 1800 N et l’indice 3
correspond à un serrage fort de l’ordre de 6000 N. Le tableau 4.2 présente le schéma du
plan d’expérience complet suivi pour cette campagne expérimentale. A titre indicatif, les
vis instrumentées utilisées pour cette campagne expérimentale et référencées vis A et B
dans le tableau 4.2 sont respectivement les vis no 4 et 6.
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4.3.1.2 Simulation stochastique du comportement du portique muni de deux
liaisons

On dispose désormais de la variabilité expérimentale du portique muni de deux liai-
sons. On cherche alors à retrouver numériquement cette variabilité à partir des modèles
stochastiques de liaisons identifiés dans la partie 4.2.1. L’approche SMR est appliquée au
portique muni de deux liaisons dont un modèle éléments finis poutre est défini Figure
4.4 page 130. Les caractéristiques de ce modèles sont les mêmes que celles définies en in-
troduction de ce chapitre. Les modules d’Young des liaisons correspondant à la cornière de
droite sur la Figure 4.4 page 130 sont assimilés à des variables aléatoires de distribution
Gamma. Les premiers moments statistiques de ces variables aléatoires sont définis tels que
E[YL3(θ)] = 73.5 109Pa et δ[YL3(θ)] = 0.22 pour la liaison entre la cornière et la poutre
horizontale et à E[YL4(θ)] = 24 109Pa et δ[YL4(θ)] = 0.09 pour la liaison entre la cornière
et la poutre verticale.

La figure 4.5 page 132 présente la variabilité de la FRF du portique simulée à l’aide
de SMR1 et SMR2. Les FRF moyennes obtenues avec les deux méthodes sont représentées
en trait plein. Elles sont obtenues à partir des espérances des valeurs propres aléatoires
estimées avec chacune des méthodes et les vecteurs propres considérés sont les vecteurs
propres déterministes du portique. Les enveloppes de FRF présentées sont obtenues à
partir de 1000 tirages indépendant des raideurs aléatoires considérées. A nouveau, ce choix
de représentation ne permet pas de représenter la probabilité de réalisation de chacune des
FRF mais permet d’illustrer la variabilité du comportement du portique. On peut constater
que l’écart de comportement entre SMR1 et SMR2 est très faible ce qui laisse penser qu’à
nouveau SMR1 reste tout à fait suffisant.

Les FRF obtenues à partir de la campagne expérimentale présentée paragraphe 4.3.1.1
sont alors comparées aux résultats de simulations stochastiques. La simulation stochastique
du portique muni de deux liaisons permet bien de retrouver la variabilité expérimentale
du comportement vibratoire du portique. On retrouve un certain décalage entre les fré-
quences propres moyennes expérimentales et simulées pour les fréquences les plus élevées.
Cette observation peut à nouveau être imputée à la qualité du modèle éléments finis de la
structure.

4.3.2 Portique entièrement boulonné

4.3.2.1 Campagne expérimentale

L’objectif de cette campagne expérimentale est d’observer expérimentalement la varia-
bilité du comportement vibratoire d’un portique entièrement boulonné lorsque les para-
mètres de liaison varient. A nouveau, on choisit comme paramètres de l’étude le serrage
des liaisons et l’amplitude d’excitation de la structure. On utilisera deux niveaux d’exci-
tation définis de la même manière que pour les études précédentes. Une illustration du
dispositif expérimental utilisé est présentée Figure 4.6 page 132. Etant donné le nombre de
liaisons, il semble difficile de considérer un nombre important de niveaux de serrage. On
choisit donc de se limiter à deux niveaux de serrages correspondant à un serrage "faible" et
un serrage "fort" de la liaison. La forme des courbes traduisant l’évolution des fréquences
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Figure 4.5 – Variabilité expérimentale et simulée à l’aide de l’approche SMR du compor-
tement vibratoire du portique muni de deux liaisons

Figure 4.6 – Illustration et photo du portique entièrement boulonné
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Essai 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
Vis A 1 3 1 1 1 3 3 3 1 1 1 3 3 3 1 3 2
Vis B 1 1 3 1 1 3 1 1 3 3 1 3 3 1 3 3 2
Vis C 1 1 1 3 1 1 3 1 3 1 3 3 1 3 3 3 2
Vis D 1 1 1 1 3 1 1 3 1 3 3 1 3 3 3 3 2

Table 4.3 – Plan d’expérience à "faible" niveau d’excitation

Essai 1 2 3 4 5 6 7
Vis A 3 3 3 1 3 1 2
Vis B 3 3 1 3 3 1 2
Vis C 3 1 3 3 3 1 2
Vis D 1 3 3 3 3 1 2

Table 4.4 – Plan d’expérience à "fort" niveau d’excitation

propres en fonction du serrage (cf parties 2.3 et 2.2.1) montre qu’un serrage dit "moyen"
ne conduirait pas à un comportement très différent d’un serrage "fort". De plus, un serrage
"fort" correspondrait plus à une configuration d’assemblage réel. La configuration serrage
"faible" peut-être assimilée à une liaison défaillante.

La mesure à amplitude faible étant relativement rapide, on considérera l’ensemble des
valeurs de serrage des liaisons. En notant 1 le niveau de serrage faible et 3 le niveau de
serrage fort, les mesures à effectuer sont résumées dans le tableau 4.3. On choisit d’ajouter
également un point de mesure correspondant à une configuration moyennement serrée de
toutes les liaisons. A titre indicatif, les vis instrumentées utilisées pour cette campagne
expérimentale et référencées Vis A à D dans le tableau 4.3 sont respectivement les Vis no 2,
6, 7 et 9.

L’obtention de la réponse en fréquence à "forte" amplitude d’excitation sur l’ensemble
de la plage de fréquence est obtenue par morceaux, c’est à dire que l’obtention d’une
FRF complète est obtenue par plusieurs séries de mesures sur des gammes de fréquences
réduites. Chaque FRF sur toute la gamme de fréquence étudiée est donc relativement longue
à obtenir. On choisit donc de réduire le plan d’expérience. Le niveau de serrage dit "fort"
est le niveau le plus proche du serrage effectif d’une liaison boulonnée sur une structure
réelle. En conservant la notation précédente pour les niveaux de serrage, la configuration
du portique assemblée dont toutes les liaisons sont serrées avec un serrage fort est notée
3333. On choisit de concentrer les mesures autour de cette configuration. On considère
alors les sommets directement adjacents à cette configuration. Un schéma du type de plan
d’expérience utilisé est proposé Figure 4.7a en se basant sur le cas d’un système à trois
paramètres (un plan à 4 paramètres étant difficilement représentable) et trois niveaux par
paramètre. On note 1 le niveau faible, 2 le niveau moyen et 3 le niveau fort. On ajoutera
également les cas où toutes les liaisons sont faiblement et moyennement serrées. Le tableau
4.4 résume les niveaux de serrage considérés pour ce plan d’expérience à forte amplitude
d’excitation.
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(b) Forte amplitude d’excitation

Figure 4.7 – Plan d’expérience pour un système à trois paramètres et trois niveaux par
paramètre

4.3.2.2 Simulation stochastique du comportement du portique entièrement
boulonné

Les FRF expérimentales du portique entièrement boulonné obtenues à partir de la
campagne définie précédemment sont présentées sur la Figure 4.8 page 135. La simula-
tion stochastique de ce portique est obtenue à l’aide du modèle éléments finis défini Figure
4.6 page 132 pour lequel les raideurs de liaisons YL1(θ), YL2(θ), YL3(θ)etYL4(θ) sont modéli-
sées par des variables aléatoires de distribution Gamma. Les premiers moments statistiques
de ces variables aléatoires valent respectivement :

E[YL1] = E[YL4] = 24 109Pa

E[YL2] = E[YL3] = 73.5 109Pa

δ[YL1(θ)] = δ[YL4(θ)] = 0.09

δ[YL2(θ)] = δ[YL3(θ)] = 0.22

La Figure 4.8 page 135 présente les résultats de la simulation stochastique du portique
entièrement boulonné. Cette simulation a été réalisée à l’aide de l’approche SMR et des
modèles stochastiques de raideur de liaison identifiés précédemment. La représentation des
résultats de simulation reste la même que pour la Figure 4.5 page 132 de la partie 4.3.1.2
à savoir une FRF moyenne et une enveloppe de FRF obtenue à partir de 1000 tirages des
raideurs aléatoires considérées et ce pour chacune des simulations obtenues avec SMR1 et
SMR2. A nouveau, on peut constater que les résultats obtenus à partir des deux méthodes
sont très similaires et SMR1 est tout à fait suffisant.

Contrairement à ce qui était attendu, on constate que les résultats des simulations sto-
chastiques de ce portique ne coïncident pas parfaitement avec les résultats expérimentaux.
Globalement, les fréquences propres aléatoires du portique simulé sont surestimées compa-
rées aux fréquences propres observées expérimentalement. Le portique simulé semble ainsi
plus "rigide" que le portique réel. Cette observation remet en question le caractère intrin-
sèque des variables aléatoires associées aux raideurs de liaison identifiées partie 4.2.1.Cette
différence de comportement peut s’expliquer par les conditions de l’essai sur le portique

134



Réduction robuste des vibrations d’un portique 3 barres

entièrement boulonné. En effet, cette structure est fortement hyperstatique et la séquence
d’assemblage des différents éléments du portique peut conduire à l’ajout de contraintes
supplémentaires au niveau des liaisons. Afin d’assembler cette structure, les poutres verti-
cales ont dans un premier temps été fixées au bâti à l’aide des encastrements dédiés. Puis
l’ensemble des pièces (poutres + cornières + vis) ont été mises en position sans appliquer
de serrage au niveau des liaisons. Enfin, chaque vis a été serrée au serrage maximal à l’aide
d’une clé dynamométrique sans tenir compte de l’ordre de serrage des vis. Du fait de cette
procédure de serrage, l’état de contrainte initial des liaisons du portique peut alors être
différent de l’état de contrainte des liaisons utilisées pour l’identification des paramètres du
modèle de liaison. Les liaisons se comportent alors différemment des liaisons utilisées lors de
la phase d’identification. Van Buren et al [Van Buren et al. 2015] étudient l’influence de
l’ordre de serrage des liaisons d’un portique similaire au portique considéré dans ce travail.
Il en ressort que l’ordre de serrage des liaisons d’une telle structure influe de manière non
négligeable sur les fréquences propres de la structure ce qui rejoint l’hypothèse avancée ici.
On peut également ajouter qu’à nouveau, les "mauvaises qualités" du contact aluminium-
aluminium peuvent favoriser les écarts de comportement entre deux liaisons de géométries
nominalement identiques. En effet, les caractéristiques du contact aluminium-aluminium
ont tendance à favoriser l’adhérence et la présence de défauts au niveau des surfaces de
contact des deux pièces à assembler peut alors conduire à des comportements d’interfaces
très différents.
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Figure 4.8 – Variabilité expérimentale et simulée à l’aide de l’approche SMR du compor-
tement vibratoire du portique entièrement boulonné
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4.4 Réduction robuste des vibrations d’une structure assem-
blée

Pour des raisons de confort ou de sécurité, la réduction des vibrations des structures
assemblées légères en environnement dynamique représente un enjeu important de concep-
tion dans de nombreux domaines industriels. Des solutions telles que l’ajout de matériaux
viscoélastiques ou l’utilisation de dispositifs piézoélectriques couplés à un circuit électrique
peuvent être mises en place afin de répondre à ces contraintes. L’optimisation de ces solu-
tions passe alors par une caractérisation des modes propres de la structure.

Comme il a pu être évoqué précédemment, différents facteurs peuvent influer sur le
comportement des liaisons, notamment le serrage de la liaison, la géométrie effective des
éléments constituants la liaison ainsi que l’amplitude des sollicitations appliquées à la liai-
son. Ces paramètres varient d’une liaison à l’autre et induisent des écarts entre le compor-
tement de la structure réelle et le comportement prédit à partir d’un modèle déterministe
de la structure (pour lequel tous ces paramètres sont pris à leur valeur nominale). Lors-
qu’un composant d’une structure ou d’un système mécanique est dimensionné en tenant
compte de la variabilité des paramètres de la structure réelle, on parle de dimensionnement
robuste. Cette partie a pour objectif de proposer une solution de réduction des vibrations
d’une structure assemblée qui soit robuste vis-à-vis de la variabilité des raideurs de liaison
qui peut exister d’une liaison à l’autre dans le cas d’une structure assemblée réelle.

4.4.1 Stratégie de réduction des vibrations d’une structure assemblée

Afin de limiter le niveau vibratoire d’une structure en régime entretenu, deux stratégies
peuvent être envisagées. La première consiste à amortir le ou les modes de la structure sol-
licités lors des différentes phases de fonctionnement de la structure à l’aide de phénomènes
dissipatifs. On peut par exemple recourir à l’utilisation d’amortisseurs à masse accordée,
de dispositifs piézoélectriques ou de matériaux viscoélastiques. Dans le cas des structures
assemblées, la principale source de dissipation naturelle de ces structures est due à la pré-
sence de frottement dans les interfaces de contact des liaisons [Ungar 1973]. Il pourrait
sembler judicieux, avec un raisonnement simple, de chercher à exploiter ce phénomène
afin de maximiser la dissipation au sein des liaisons de la structure et limiter ainsi le ni-
veau vibratoire. Toutefois, on peut montrer que le serrage d’une liaison boulonnée visant à
maximiser la dissipation par frottement est contradictoire avec la fonction principale de la
liaison qui est d’assurer la rigidité de l’assemblage. Beards [Beards 1983] cite à ce sujet
de nombreuses études sur l’amortissement dans les liaisons boulonnées. Afin d’exploiter le
frottement d’une liaison pour dissiper de l’énergie, il est nécessaire d’ajouter à la structure
des liaisons dont la fonction principale est purement dissipative ou d’ajouter des éléments
de type frotteur. Beards et Williams [Beards et Williams 1977] étudient le cas d’un cadre
mécano-soudé en acier muni d’un tirant entre deux coins opposés du cadre. Ils étudient
notamment l’amortissement induit par une des liaisons boulonnées du tirant sollicitée uni-
quement en torsion lorsque le serrage de la liaison varie. L’inconvénient principal de cette
solution est que l’efficacité de l’amortissement est très dépendant de la valeur effective du
serrage de la liaison.
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La seconde stratégie de réduction des vibrations d’une structure consiste à modifier les
caractéristiques vibratoires de la structure lorsque celle-ci est sollicitée au voisinage d’une
de ses fréquences de résonances (afin que la fréquence d’excitation diffère de la fréquence
propre de la structure). La masse d’une structure est difficilement modifiable mais il est
possible d’intervenir sur la rigidité de la structure en modifiant, par exemple, le serrage
d’une ou plusieurs de ses liaisons. En modifiant ainsi la raideur de la structure, ses modes
peuvent être décalés. Le cas traité par Bears et Williams [Beards et Williams 1977] met
également en évidence cette propriété sur le cas d’un cadre couplé à un tirant. Le niveau
vibratoire de la structure peut ainsi être diminué du fait de l’éloignement de la fréquence de
résonance par rapport à la fréquence d’excitation. C’est cette stratégie qui sera envisagée
dans le cadre de ce travail. Le chapitre 2 a permis de mettre en évidence le lien entre la
raideur d’une liaison et le serrage de celle-ci. C’est cette propriété qu’on cherche à exploiter
ici.

La structure dont on souhaite réduire les vibrations est un portique constitué de trois
barres assemblées entre elles par quatre liaisons boulonnées. Cette structure est identique
au portique entièrement boulonné traité partie 4.3.2. Pour simplifier l’étude, on considère
uniquement les modes plans de ce portique. On suppose que la géométrie initiale du por-
tique répond à une fonction structurelle définie par une première phase de conception, elle
ne peut donc être modifiée. Le serrage nominal des liaisons doit permettre de garantir l’in-
tégrité du portique. Les liaisons ont donc un rôle structurel et il n’est ainsi pas envisageable
de modifier une ou plusieurs des liaisons initiales du portique pour modifier la rigidité de
l’ensemble. Afin de modifier la rigidité de cette structure et décaler ses modes propres en
fonction de l’excitation appliquée, on conclut qu’il est nécessaire d’introduire une ou plu-
sieurs liaisons supplémentaires à cette structure. Cette liaison est dimensionnée de manière
à influer sur les modes de la structure suivant la valeur de serrage appliquée à cette liaison.
Le serrage de la liaison influe ainsi comme un actionneur permettant de modifier la rai-
deur locale du portique. En pilotant ce serrage, à l’aide d’une rondelle piézoélectrique par
exemple [Bouaziz 2017 ; Gaul et Nitsche 2000 ; Karim 2013], on peut alors envisager de
modifier le comportement de la structure en fonction de la fréquence d’excitation appliquée
et ainsi "éloigner" les modes de la structure de la fréquence d’excitation si nécessaire. La
liaison dont on pilote l’effort de serrage sera désignée liaison pilotée dans la suite de ce
travail.

Le positionnement de la liaison pilotée sur le portique initial est défini de manière à
pouvoir influer sur un ou plusieurs des modes du portique initial (l’idée étant de solliciter la
liaison à l’aide des modes de la structure initiale afin d’assurer une variation de raideur de
liaison significative lorsque le serrage de celle-ci varie). L’intégration de la liaison pilotée au
portique est obtenue à l’aide de deux poutres et deux cornières en liaison boulonnée avec le
reste du portique. La Figure 4.10 page 138 présente le portique trois barres initial muni de
la liaison pilotée et des éléments nécessaires à l’intégration de cette liaison. Les deux poutres
utilisées pour intégrer la liaison pilotée au reste du portique seront désignées par la suite
demi-poutres centrales du portique. Le choix de ce montage s’explique par la simplicité de
réalisation de cette solution. Une autre raison est que, de cette manière, les liaisons utilisées
pour lier les demi-poutres au reste du portique sont modélisables de la même manière que
les liaisons identifiées dans les parties précédentes de ce travail. Ce qui permet de simuler
le comportement de cette structure sans phase d’identification supplémentaire de modèle
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de liaison.

Mode 1
 f1 = 25 Hz

Mode 2
 f2 = 123 Hz

Mode 3
 f3 = 178 Hz

Mode 4
 f4 = 272 Hz

Mode 5
 f5 = 427 Hz

Mode 6
 f6 = 488 Hz

Mode 7
 f7 = 695 Hz

Mode 8
 f8 = 852 Hz

Mode 9
 f9 = 1001 Hz

Mode 10
 f10 = 1297 Hz

Figure 4.9 – Modes plans du portique

Les modes plans du portique initial sont présentés sur la Figure 4.9 page 138. On choisit
dans un premier temps d’exploiter la forme propre associée au second mode de ce portique.
Pour ce mode, les poutres verticales travaillent sur un mode de flexion en opposition de
phase l’une de l’autre. En ajoutant une liaison de manière à lier les deux poutres verticales
du portique, on peut ainsi "contraindre" le second mode de cette structure. La liaison
pilotée travaille alors globalement en cisaillement.

P

Figure 4.10 – Schéma de principe du portique 3 barres équipé d’une liaison "amortissante"

Une remarque peut être faite concernant la masse ajoutée à la structure initiale par
l’ajout d’une ou plusieurs liaisons. Il semble en effet que cette solution de réduction de
vibration présente une augmentation de masse plus importante que des solutions basées
sur l’utilisation de dispositifs piézoélectriques ou de matériaux viscoélastiques. Toutefois,
l’intérêt de cette approche est que les éléments utilisés sont des éléments standards très
peu coûteux, contrairement aux solutions basées sur des dispositifs piézoélectriques. De
plus, contrairement aux solutions utilisant des matériaux viscoélastiques, la modification
de raideur induite par la liaison "amortissante" influe sur les premiers modes de la structure
et est indépendante de la température.
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4.4.2 Faisabilité de la réduction robuste du niveau vibratoire d’un por-
tique boulonné par la stratégie proposée

L’objectif de cette partie est d’évaluer la faisabilité de la stratégie proposée pour réduire
le niveau vibratoire d’une structure assemblée de manière robuste. En d’autres termes, on
cherche à évaluer ici si la modification de la raideur d’une liaison dédiée (et judicieusement
choisie) permet de réduire le niveau vibratoire d’une structure assemblée en tenant compte
de la variabilité des raideurs des autres liaisons de la structure.

Le cas traité est celui du portique défini Figure 4.10Cette étude étant illustrative et
ne disposant pas d’un modèle adapté au comportement de la liaison pilotée, on choisit
de modéliser cette liaison par trois raideurs généralisées kX , kY et kθ entre les noeuds
terminaux des demi-poutres centrales du portique. On évalue alors l’influence de la variation
de chacune de ces raideurs sur le comportement vibratoire du portique. L’objectif est
d’évaluer si il existe une plage de variation de ces raideurs généralisées pour laquelle le
mode du portique dont on souhaite limiter l’influence varie suffisamment pour ne plus être
sollicité par une fréquence d’excitation donnée. Le caractère robuste de la stratégie sera
validé si ce comportement est valable quelque soit les raideurs effectives des autres liaisons
du portique.

Pour évaluer la faisabilité d’une réduction robuste du niveau vibratoire du portique, le
comportement du portique muni de la liaison pilotée est simulée à l’aide de l’approche SMR
pour différentes valeurs des raideurs généralisées associées à la liaison pilotée. Le comporte-
ment des liaisons du portique, à l’exception de la liaison pilotée, est pris en compte à l’aide
des modèles stochastiques de liaison identifiés partie 4.2.1. La représentation du comporte-
ment du portique en tenant compte de la variabilité des raideurs de liaison est obtenue en
traçant les FRF moyennes et l’enveloppe des FRF obtenue pour 1000 tirages indépendants
des raideurs aléatoires. Trois cas de raideur de la liaison pilotée sont considérés dans ce qui
suit afin d’étudier séparément l’influence des raideurs kX , kY et kθ.

4.4.2.1 Influence de la raideur kX de la liaison pilotée

Le premier cas traité ici correspond à la raideur en cisaillement de la liaison kX . On
définit les raideurs kY et kθ de manière à ce que les degrés de liberté des noeuds des demi-
poutres associés à ces raideurs soit fixes les uns par rapport aux autres. Les valeurs choisies
en pratique pour ces raideurs sont respectivement kY = 1010N m−1 et kθ = 108N rad−1.
On simule alors le comportement du portique à l’aide de l’approche SMR pour kX =
{2 105, 2.5 105, 5 105, 107}N m−1. La valeur maximale a été choisie de manière à ce qu’une
valeur plus élevée de la raideur kX ne modifie pas la FRF du portique. La valeur minimale
a été choisie de manière à ce que l’enveloppe des FRF du portique au voisinage de la
troisième fréquence de résonance ne coïncide en aucun point avec l’enveloppe des FRF
correspondant au serrage maximal de la liaison.

La Figure 4.11présente les FRF du portique muni de la liaison pilotée pour les diffé-
rentes valeurs de raideur kX . On constate que, notamment pour les troisième et quatrième
fréquences propres du portique, le passage de la valeur minimum de la raideur en cisaille-
ment de la liaison pilotée à la valeur maximale permet d’assurer un décalage suffisant des
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fréquences de résonances du portique pour réduire le niveau vibratoire du portique confor-
mément à la stratégie proposée. La Figure 4.12présente les dix premières formes propres du
portique pour ces mêmes valeurs de raideur de la liaison pilotée. On constate que les modes
3 et 4 sont bien modifiés par la raideur en cisaillement de la liaison. Sur cette figure, les
valeurs des fréquences propres associées à chacun des modes sont indiquées afin de faciliter
la comparaison des Figures 4.11et 4.12. Ces fréquences propres du portique sont obtenues
à partir de la raideur maximale kX de la liaison pilotée.
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Figure 4.11 – Illustration du principe de réduction robuste du niveau vibratoire du por-
tique par contrôle de la raideur de la liaison pilotée
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Figure 4.12 – Dix premiers modes propres moyens du portique pour différentes valeurs
de la raideur kX associée à la liaison pilotée

La Figure 4.13présente plus en détail les FRF du portique pour les différentes valeurs de

140



Réduction robuste des vibrations d’un portique 3 barres

raideur kX de la liaison pilotée. On constate ainsi que les enveloppes des FRF correspondant
aux valeurs extrémales de la raideur kX ne se chevauchent pas aux voisinages des pics de
résonance ce qui permet de conclure que la stratégie de réduction du niveau vibratoire est
bien robuste à la variabilité des raideurs des autres liaisons du portique. La variation de
la troisième fréquence propre du portique entre les valeurs extrémales de la raideur kX est
d’environ 30 Hz mais une variation d’une vingtaine de Hertz semble suffisante pour garantir
une réduction robuste du niveau vibratoire en suivant la stratégie proposée.
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Figure 4.13 – Réponses en fréquence du portique au voisinage des troisième et quatrième
fréquences propres lorsque la raideur suivant x (direction horizontale) de la liaison pilotée
varie

4.4.2.2 Influence de la raideur kY de la liaison pilotée

Etant données les formes propres du portique muni de la liaison pilotée présentées
Figure 4.12 page 140 pour le cas ou seule la raideur kX varie, on peut remarquer que
certains modes auront tendance à faire travailler la liaison sur un mode d’ouverture de la
liaison (les extrémités des demi-poutres assemblées par la liaison ont tendance à s’écarter
l’une de l’autre dans la direction verticale), en particulier pour les deux premiers modes du
portique. La variation de la raideur de la liaison pilotée suivant la direction verticale kY
peut alors permettre d’appliquer la stratégie de réduction du niveau vibratoire à ces modes.
Pour cette étude, les raideurs kX et kθ sont prises respectivement égales à kX = 1010N m−1

et kθ = 108N rad−1 et les différentes valeurs de la raideur "d’ouverture" de la liaison sont
prises égales à kY = {103, 104, 105, 105}N m−1.

La Figure 4.14présente les cinq premières fréquences propres du portique lorsque la
raideur kY varie. On constate que seule la première fréquence propre du portique varie de
manière significative et permet d’envisager l’application de la stratégie proposée.
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Figure 4.14 – Réponses en fréquence du portique au voisinage des quatre premières fré-
quences propres lorsque la raideur suivant y (direction verticale) de la liaison pilotée varie

4.4.2.3 Influence de la raideur kθ de la liaison pilotée

On étudie enfin l’influence de la raideur kθ les modes propres du portique. Pour cette
simulation les raideurs kX et kY sont prises égales à kX = kY = 1010N m−1 et les différentes
valeurs de la raideur en flexion de la liaison sont kθ = {102, 2.5 102, 5 102, 105}N rad−1.

La Figure 4.15présente les FRF du portique au voisinage des troisième et quatrième
fréquences propres pour les différentes valeurs de raideur kθ. Les deux premiers modes
du portique n’étant pas impactés par la variation de raideur kθ, ils ne sont pas présentés
ici. On constate que les enveloppes des FRF associées aux valeurs de raideurs minimum
et maximum ne se chevauchent pas au voisinage des pics de résonance ce qui permet de
conclure que le pilotage de la raideur suivant θ permet d’envisager de réduire le niveau
vibratoire du portique sur une plage de fréquence englobant les modes 3 et 4.

4.4.3 Evaluation expérimentale de la faisabilité de la stratégie de réduc-
tion des vibrations du portique assemblé

L’objectif de cette partie est d’évaluer si la variation de raideur de la liaison pilotée
réelle en fonction du serrage permet effectivement de mettre en place la stratégie proposée.

Afin d’évaluer la faisabilité pratique d’une réduction du niveau vibratoire du portique
par le contrôle de la raideur d’une liaison pilotée ajoutée à la structure initiale, une série
d’essais expérimentaux a été mise en place. La Figure 4.16illustre le dispositif expérimental
utilisé. Pour ce portique, on considère que toutes les liaisons autres que la liaison pilotée sont
structurelles. Elles sont serrées avec un serrage nominal assurant la fonction encastrement
entre les pièces à assembler. Ce serrage est choisit de manière à maximiser l’effort presseur
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Figure 4.15 – Réponses en fréquence du portique au voisinage des troisième et quatrième
fréquences propres lorsque la raideur suivant θ (rotation autour de l’axe orthogonal au plan
du portique) de la liaison pilotée varie

entre les deux pièces assemblées tout en assurant que la limite élastique du matériau ne
soit pas dépassée en tout point de l’interface de contact. Ce serrage correspond à un effort
normal dans le fût de la vis de 6000 N et est appliqué à chacune des vis structurelles à
l’aide d’une clé dynamométrique. La liaison amortissante est quant à elle équipée d’une vis
instrumentée permettant d’imposer précisément le serrage de cette liaison afin d’étudier
l’influence de la variation de raideur de cette liaison sur le comportement vibratoire de la
structure globale. Différents niveaux de serrage sont alors considérés allant d’une liaison
très faiblement serrée (quelques newtons) à une liaison serrée avec un serrage maximum
(6000 N).

La Figure 4.17présente les FRF expérimentales de ce portique pour différents serrages
de la liaison. L’ajout des demi-poutres centrales accueillant la liaison pilotée a comme
inconvénient de favoriser certains modes de torsion des poutres verticales du portique qui
se retrouvent alors observables sur la plage de fréquence étudiée. Afin d’identifier la présence
de ces modes hors-plan sur les FRF expérimentales du portique, les déformées modales des
poutres verticales du portique sont également représentées sur la Figure 4.17pour chacune
des fréquences propres identifiées expérimentalement. On déduit de la Figure 4.17que les
déformées modales relatives aux 4ème ,7ème ,8ème et 10ème modes semblent correspondre à
des modes hors plan du portique.

On constate sur la Figure 4.17 page 145 que la fréquence de résonance du troisième
mode plan du portique est bien influencée par le serrage de la liaison. Dans l’état actuel
de la mesure, il semble difficile de conclure quant à la présence du second mode influencé
par la raideur kX de la liaison et défini comme étant le quatrième mode du portique simulé
partie 4.4.2.1. Concernant les autres modes plan du portique, on retrouve les conclusions
de la partie 4.4.2.1. Ces modes ayant tendance à faire travailler la liaison dans le sens d’une
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ouverture de la liaison suivant l’axe de la vis, la variation de précharge de la liaison n’a donc
pas d’influence significative sur ces modes. On peut également remarquer que les modes 8
et 10 présentent une variation significative de leur fréquence de résonance en fonction du
serrage de la liaison. Ces modes ne correspondent pas à des modes clairement identifiés
comme étant plan. Le maillage utilisé pour réaliser la mesure expérimentale ne permet pas
d’identifier clairement les formes propres du portique associées à ces fréquences propres.
Il semble à nouveau difficile dans l’état actuel des choses de conclure sur l’influence de la
liaison pour ces modes.

Figure 4.16 – Illustration du portique équipé d’une liaison pilotée

La Figure 4.18 page 145 présente la FRF du portique au voisinage de la troisième fré-
quence propre lorsque le serrage de la liaison pilotée varie. On peut constater que l’évolution
de la fréquence de résonance et de l’amortissement n’est pas monotone avec le serrage de
la liaison pilotée. On observe bien une fréquence de résonance limite fmax3 aux alentours
de 206 Hz pour les valeurs de serrage fort de la liaison. Cela semble tout à fait conforme
avec les observations expérimentales obtenues pour d’autres types de liaison dans les cha-
pitres précédents de ce travail. Toutefois, pour certaines valeurs de serrage faible (90 N et
188 N la fréquence de résonance est égale à la fréquence limite associée au serrage fort. Cela
laisse penser que, pour ces valeurs de serrage, il y adhérence de l’ensemble de l’interface
de contact de la liaison. Ce phénomène peut s’expliquer par les mauvaises propriétés du
contact aluminium-aluminium. Ce comportement n’est pas satisfaisant vis-à-vis de l’objec-
tif initial de réduction du niveau vibratoire de la structure par modification de la raideur
locale. Dans la partie suivante, une proposition de modification de la liaison est présentée
afin de garantir une évolution monotone de la troisième fréquence propre du portique avec
le serrage de la liaison pilotée.
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Figure 4.17 – FRF du portique équipé d’une liaison "amortissante" et déformées modales
des poutres verticales du portique pour chacune des fréquences propres de la structure
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Figure 4.18 – Détail de la troisième fréquence propre du portique - Influence du serrage
de la liaison pilotée
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4.4.3.1 Ajout d’un patin en polytétrafluoroéthylène (PTFE)

Afin d’observer un comportement monotone entre la variation de fréquence de réso-
nance et la serrage de la liaison, on choisit de modifier les caractéristiques de la liaison
pilotée afin de favoriser le glissement dans l’interface de liaison. Pour cela, un patin en
polytétrafluoroéthylène (PTFE) est ajouté entre les poutres centrales du portique. La Fi-
gure 4.19 page 146 présente l’intégration du patin en PTFE à la liaison pilotée.

Figure 4.19 – Illustrations de la modification de la liaison par l’ajout d’un patin en PTFE

La Figure 4.20 page 147 présente les FRF du portique pour différents niveaux de serrage
de la liaison pilotée désormais équipée d’un patin en PTFE. On retrouve un comportement
vibratoire similaire au comportement du portique avec liaison pilotée sans patin en PTFE.
La variation de fréquence de résonance pour les modes 3, 8 et 10 est désormais bien mo-
notone avec le serrage de la liaison pilotée. La Figure 4.21 page 147 permet de confirmer
cette hypothèse sur le cas du troisième mode plan du portique. La Figure 4.21 page 147
permet également d’évaluer la plage de variation de la troisième fréquence de résonance
lorsque le serrage de la liaison pilotée varie entre un serrage très faible (quelques newtons)
et le serrage maximal. La variation maximale de la troisième fréquence de résonance est de
l’ordre de 15 Hz. La sensibilité de cette fréquence de résonance au serrage de la liaison pilo-
tée est relativement faible. Toutefois, en comparant aux résultats de simulations présentés
partie 4.4.2.1, cette variation peut s’avérer suffisante sous réserve que la variabilité réelle
des raideurs des autres liaisons du portique ne dépasse pas les variabilités identifiées partie
4.2.1. Afin d’assurer la robustesse de la stratégie de réduction des vibrations proposée dans
le cas de variabilités plus importantes des paramètres de la structure, la sensibilité de la
raideur de la liaison pilotée à l’effort de serrage doit être maximisée. Pour cela, on peut
chercher à identifier les paramètres influant sur la sensibilité à la raideur de liaison des fré-
quences propres dont on souhaite limiter l’influence. La partie suivante propose d’étudier
expérimentalement certaines caractéristiques de la liaison pilotée.

4.4.4 Modifications heuristiques de la liaison pilotée

On cherche ici à évaluer l’influence de certains paramètres sur la sensibilité de certaines
fréquences de résonance du portique au serrage de la liaison pilotée. Les paramètres étudiés
sont choisis de manière heuristique. On étudiera notamment l’influence de la position des
poutres centrales du portique par rapport aux poutres verticales ainsi que l’influence de
l’orientation de l’axe de la liaison par rapport au plan du portique.
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Figure 4.20 – FRF du portique équipé d’une liaison pilotée munie d’un patin en PTFE
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Figure 4.21 – Détail de la troisième fréquence propre du portique - Influence du serrage
de la liaison pilotée avec patin en PTFE
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4.4.4.1 Décallage de la position verticale de la liaison pilotée par rapport au
troisième mode plan du portique

Lors de l’analyse des FRF expérimentales du portique au voisinage de la troisième fré-
quence de résonance, la faible sensibilité de cette fréquence de résonance au serrage de la
liaison pilotée a été mise en évidence. La position de la liaison pilotée par rapport aux
poutres verticales du portique a été initialement choisie de manière à ce que l’interface de
liaison soit positionnée au centre des poutres verticales du portique. Ce choix de position-
nement était initialement motivé par le fait que pour le second mode plan d’un portique
trois barres simple (cf Figure 4.9 page 138), les poutres verticales travaillent en opposition
de phase et le déplacement maximal est obtenu au centre de ces poutres. L’ajout d’une
barre centrale au portique modifie les formes propres de ce dernier. Le premier mode plan
pour lequel les poutres verticales vibrent en opposition de phase est alors le troisième mode
observé sur les FRF expérimentales de la Figure 4.20 page 147. Ce mode présente désor-
mais un noeud au centre des poutres verticales. On peut alors se demander si la liaison
pilotée est suffisamment sollicitée pour que la sensibilité de la fréquence de résonance au
serrage de la liaison soit significative. On propose d’éloigner les demi-poutres centrales
du portique du noeud du mode des poutres verticales. Les cornières permettant de lier
les poutres horizontales aux poutres verticales sont alors retournées comme définies sur la
Figure 4.22 page 149. Le patin en PTFE dans l’interface de liaison est conservé.

La Figure 4.22 page 149 présente les FRF expérimentales obtenues pour différentes
valeurs de serrage de la liaison pilotée (allant de quelques newtons au serrage maximal de
la liaison) lorsque la liaison pilotée est en position 2. On constate alors que l’influence du
serrage sur le troisième mode du portique est alors négligeable. La liaison pilotée ne semble
alors plus suffisamment sollicitée dans cette configuration de portique pour que l’influence
du serrage soit significative. La liaison est alors "trop" rigide quelque soit l’état de serrage
de la liaison pilotée.

On peut en conclure que la liaison pilotée nécessite un positionnement optimal par
rapport aux modes du portique sous peine de voir son efficacité fortement diminuée. Les
outils développés dans le cadre de ce travail, et notamment l’approche SMR, permettent
d’envisager la mise en place d’une démarche de positionnement optimal de la liaison pilotée
indépendamment de la variabilité du comportement des autres liaisons du portique. Cette
démarche n’a pas pu être mise en place dans l’état actuel de ce travail du fait des limitations
du modèle choisi pour les différentes liaisons du portique ainsi que de l’absence de modèle
dédié au comportement de la liaison pilotée. Cette étude pourra toutefois être mise en place
dans le cadre de travaux futurs.

4.4.4.2 Positionnement de l’axe de la liaison orthogonalement au plan des
modes étudiés

Les liaisons pilotées étudiées jusqu’à présent n’ont aucune influence sur les modes du
portique pour lesquels les poutres verticales vibrent en phase. Cela s’explique par le fait que
pour ces modes, les demi-poutres assemblées par la liaison pilotée ont tendance à s’éloigner
l’une de l’autre de manière à ouvrir la liaison. Les résultats des simulations présentés
partie 4.4.2.2 ont montré qu’une variation de la raideur kY de la liaison pilotée influe
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Figure 4.22 – Illustration de la nouvelle position verticale de la liaison pilotée
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Figure 4.23 – FRF du portique équipé d’une liaison pilotée munie d’un patin en PTFE
La position de la liaison est décalée du centre des poutres verticales et différents niveaux
de serrage sont considérés
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significativement sur la première fréquence propre du portique. Dans le cas du portique
muni d’une liaison pilotée traité expérimentalement jusqu’à présent, c’est essentiellement
la rigidité de la vis (en acier) qui permet de faire transiter les efforts d’une demi-poutre à
l’autre, et ce quelque soit l’effort de serrage de la liaison. Il semble ainsi difficile de faire
varier la raideur kY de la liaison pour cette géométrie de portique. Une autre configuration
de liaison est alors proposée telle que l’interface de liaison soit sollicitée en cisaillement pour
l’ensemble des modes plans du portique. Pour cela, l’axe de la vis de la liaison pilotée doit
nécessairement être orthogonal au plan du portique. La Figure 4.24illustre cette nouvelle
configuration de liaison pilotée.

Le comportement du portique muni de cette nouvelle configuration de liaison pilotée
est alors testé expérimentalement pour différentes valeurs de serrage. La Figure 4.25pré-
sente les FRF ainsi obtenues. On constate que les trois premiers modes ne sont quasiment
pas influencés par la variation du serrage de la liaison pilotée. L’absence de variation de la
troisième fréquence propre en fonction du serrage de la liaison pilotée peut en partie s’ex-
pliquer par la solution retenue pour assembler les cornières aux demi-poutres. En effet, les
deux pièces sont emboîtées l’une dans l’autre par l’intermédiaire de fentes et l’assemblage
est assuré par une colle époxy à défaut de solution de soudage ou de brasage disponible au
laboratoire. La rigidité de l’assemblage peut donc être remise en question notamment pour
des efforts longitudinaux dans les demi-poutres centrales du portique. Concernant les deux
premiers modes, la rigidité des cornières peut justifier le comportement observé. En effet,
des liaisons relativement souples entre les demi-poutres centrales du portique et les poutres
verticales n’influent pas sur les deux premiers modes du portique car pour ces modes, la
partie supérieure du portique est alors assimilable à un parallélogramme déformable. La
liaison n’est donc pas fortement sollicitée dans le plan du portique pour ces modes.

On observe une influence du serrage de la liaison sur les modes suivant. Toutefois, c’est
essentiellement l’amortissement du cinquième mode qui semble être influencé par la serrage
de la liaison. On observe également une variation de la fréquence de résonance de ce mode
avec le serrage mais cette variation est trop peu significative pour être exploitable dans le
cadre de la stratégie de réduction du niveau vibratoire du portique choisie dans ce travail.

Figure 4.24 – Illustration de la liaison pilotée dont l’axe est orthogonal au plan du portique

On peut conclure que, bien que la liaison soit désormais positionnée de manière à ce
que l’axe de la vis soit orthogonal au plan du portique, le choix de la solution technologique
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Figure 4.25 – FRF d’un portique équipé d’une liaison "amortissante" munie d’un patin
en PTFE pour lequel l’axe de la liaison est orthogonal au plan des modes considérés

ainsi que la qualité de réalisation de celle-ci ne permettent pas d’observer une variation
significative des fréquences propres de plusieurs modes plans du portique lorsque le serrage
de la liaison pilotée varie. En plus du positionnement de la liaison pilotée par rapport
aux constituants de la structure globale, les solutions technologiques choisies pour intégrer
la liaison pilotée au reste de la structure sont également déterminantes pour assurer le
bon fonctionnement de la stratégie de réduction du niveau vibratoire du portique. Un
dimensionnement adapté des demi-poutres liant la liaison pilotée au reste de la structure
ainsi que des liaisons entre les demi-poutres et les poutres verticales semble nécessaire.
Pour un modèle de liaison adapté à la géométrie de la liaison pilotée, une optimisation des
caractéristiques géométriques des demi-poutres centrales du portique peut être envisagée
avec comme objectif de maximiser la plage de variation de certaines fréquences propres
du portique en fonction du serrage de la liaison. On peut par exemple modéliser la liaison
pilotée par une raideur généralisée bornée par deux valeurs identifiées expérimentalement à
partir d’une liaison. Pour ces deux valeurs de raideurs on peut alors quantifier une plage de
variation maximale pour une ou plusieurs fréquences propres du portique et identifier des
paramètres des demi-poutres (comme la section ou le moment quadratique) maximisant la
variation des fréquences propres d’intérêt.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, l’ensemble des outils développés au cours de ce travail ont été capi-
talisés afin de caractériser de manière robuste le comportement vibratoire d’une structure
assemblée. Un modèle stochastique de liaison a été proposé et identifié à l’aide de l’ap-
proche SMR. Les qualités de l’approche SMR et notamment sa rapidité de calcul a permis
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de mettre en place une méthode d’optimisation afin d’identifier les moments statistiques
des variables aléatoires associées aux raideurs de liaison. Ces quantités sont ainsi obtenues
en minimisant l’erreur au sens des moindres carrés entre les moments statistiques des fré-
quences propres expérimentales de la structure et les moments statistiques des fréquences
propres simulées à l’aide de l’approche SMR. La variabilité expérimentale des fréquences
propres est obtenue en faisant varier le serrage de la liaison étudiée et l’amplitude d’exci-
tation appliquée à la structure.

Les modèles stochastiques de raideur de liaison identifiés pour chacun des types de
liaison de la structure (suivant que la liaison soit associée à une poutre verticale ou hori-
zontale du portique) sont alors utilisés pour simuler le comportement de deux structures
munis de plusieurs liaisons en tenant compte de la variabilité de chacune des liaisons. Les
résultats de ces simulations sont comparés à la variabilité expérimentale de ces structures.
Il en ressort que les modèles stochastiques de raideur de liaison mis en place permettent
de retrouver la variabilité observée expérimentalement dans le cas d’un portique muni de
deux liaisons. Dans le cas d’une structure entièrement boulonnée, les résultats de simula-
tion présentent une allure générale ainsi qu’une variabilité autour de la réponse nominale
de cette structure conformes aux observations expérimentales. Toutefois, un décalage de
la plupart des fréquences propres moyennes simulées par rapport aux fréquences propres
expérimentales est observé et peut s’expliquer par la sensibilité importante du modèle de
liaison aux conditions de montage de la structure. De plus, les caractéristiques des ma-
tériaux utilisés semblent aggraver cette sensibilité. Ces résultats mettent en évidence une
des limitations de la démarche suivie et notamment du modèle de liaison proposé : il ne
tient pas compte de la variabilité des paramètres qui influent sur la nature du contact tels
que les défauts macro-géométriques des constituants de la structure, défauts de formes et
défauts micro-géométriques des interfaces de contact.

Aux limitations du modèle de liaison choisie, le comportement vibratoire d’une structure
assemblée quelconque peut ainsi être caractérisé numériquement en tenant compte de la
variabilité des raideurs de liaison. Une stratégie de réduction robuste des vibrations d’une
structure assemblée est alors proposée. Cette stratégie est basée sur la variation de la raideur
de la structure par la modification du serrage d’une liaison boulonnée dédiée. Les outils mis
en place dans le cadre de ce travail sont alors utilisés afin d’évaluer la faisabilité de cette
stratégie. Les résultats de simulations montrent qu’à partir d’éléments standards similaires
aux éléments constitutifs de la structure et d’une liaison pilotée de raideur variable il est
possible de limiter le niveau vibratoire de manière robuste. Lors de cette phase de simulation
exploratoire, la liaison pilotée est modélisée par des raideurs généralisées. Différentes plages
de variation permettant d’assurer la robustesse de la stratégie sont identifiées pour chacune
de ces raideurs. La faisabilité pratique de cette stratégie est alors testée expérimentalement.
Il en ressort qu’à partir de choix technologiques simples, la variation de serrage d’une
liaison permet de décaler certaines fréquences propres d’un portique réel. Toutefois, une
phase d’optimisation des caractéristiques de la liaison semble nécessaire afin de maximiser la
plage de variation des fréquences propres de la structure et d’assurer le bon fonctionnement
de la stratégie de réduction des vibrations. Cette phase d’optimisation pourra faire l’objet
de travaux futurs.

L’optimisation des paramètres de la liaison pilotée nécessite d’identifier un modèle de
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comportement dédié à la liaison pilotée. L’inconvénient des modèles rhéologiques est que
leurs paramètres dépendent d’une phase d’identification expérimentale pour laquelle les
caractéristiques de la liaison sont difficilement modifiables. Dans la mesure où certains
paramètres de la liaison sont amenés à être modifiés lors de la phase d’optimisation, l’uti-
lisation d’un modèle constitutif de l’interface de contact de la liaison pilotée semble être
plus adapté. Ces modèles sont réputés coûteux en temps de calcul mais sont fidèles à la
physique du problème. La nécessité de ne modéliser finement qu’une seule liaison de la
structure, à savoir la liaison pilotée, permet d’envisager ce type de modèle.

Un autre paramètre à prendre en compte lors du dimensionnement de la liaison est le
dimensionnement de l’actionneur permettant d’imposer la valeur de serrage de la liaison.
Dans le cas d’un actionneur piézoélectrique on prendra notamment garde à la faisabilité
technologique de ce type de composant, en particulier à la plage d’effort que peut imposer
le composant [Belly et al. 2017 ; Bouaziz 2017].
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Conclusion et perspectives

Les travaux développés dans cette thèse ont permis de proposer une démarche de ca-
ractérisation robuste du comportement vibratoire des structures légères assemblées. Cette
démarche permet de caractériser les espaces propres de ce type de structures lorsque les pa-
ramètres dynamiques des liaisons (notamment la raideur) varient aléatoirement. L’intérêt
est alors de pouvoir proposer, dès la phase de dimensionnement d’un système mécanique,
des solutions robustes aux variabilités des paramètres dynamiques des liaisons. Dans le
cadre de cette thèse, la démarche est appliquée au dimensionnement robuste d’une solu-
tion de réduction du niveau vibratoire d’une structure assemblée.

Les différentes étapes de la démarche proposée peuvent se résumer de la manière sui-
vante :

Algorithm 2 Démarche de caractérisation robuste du comportement vibratoire d’une
structure légère assemblée
1: Choix d’un modèle de liaison adapté à la structure étudiée
2: Intégration du modèle de liaison dans un modèle de structure globale 1

3: for Chaque configuration de liaison de la structure complète do
4: Identification des caractéristiques nominales des paramètres de liaison
5: Identification de la variabilité des paramètres de liaison
6: Simulation stochastique de la structure

Les méthodes de caractérisation du comportement des structures en présence de pa-
ramètres incertains sont généralement coûteuses en terme de temps de calcul. Un modèle
"juste suffisant" permettant de traduire le comportement des liaisons apparaît dès lors
comme une nécessité afin de limiter la durée des simulations. Dans le cadre de ce travail, le
choix du modèle de liaison est piloté par les résultats expérimentaux. Le chapitre 2 pré-
sente la démarche de caractérisation expérimentale suivie dans cette thèse afin de choisir
un modèle de liaison et d’en identifier les caractéristiques nominales. Une structure
représentative des structures légères a été choisie : un portique constitué de trois barres
en aluminium assemblées entre elles par des liaisons boulonnées. De par le choix de cette
structure constituée d’éléments en aluminium, et du fait des limitations imposées par les
moyens d’essais utilisés, le modèle de liaison "juste suffisant" permettant de rendre compte

1. Les sous-structures composant la structure globale et assemblées par des liaisons sont généralement
modélisées par éléments finis, différentes solutions d’intégration du modèle de liaison au modèle de la
structure globale peuvent alors être envisagées suivant le type de sous-structures.
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de l’influence des liaisons sur le comportement de la structure complète est très simplifié
et peut se réduire à une raideur linéaire. L’amortissement induit par la présence des
liaisons, notamment par le glissement au niveau des interfaces de contact des liaisons, n’est
pas suffisamment significatif dans le cas de la structure étudiée pour être pris en compte
dans le modèle de liaison.

Afin d’identifier la variabilité des paramètres de liaison et plus généralement de caracté-
riser la réponse vibratoire d’une structure assemblée en présence de paramètres incertains,
une nouvelle approche a été mise en place au chapitre 3 : l’approche de Réduction de
Modèle Stochastique ou approche SMR (Stochastic Model Reduction). Cette approche
non-intrusive permet d’estimer avec une très bonne précision les fréquences propres aléa-
toires d’une structure à partir d’un seul calcul déterministe et ce pour des paramètres
incertains de variabilité moyenne. Le principe de l’approche SMR consiste à exploiter les
propriétés particulières des vecteurs propres aléatoires de la structure pour adapter le mo-
dèle stochastique utilisé à chaque fréquence propre aléatoire en fonction d’un critère de
précision global imposé pour l’ensemble des fréquences propres recherchées. Un critère per-
mettant d’identifier la méthode à utiliser pour estimer une fréquence propre aléatoire en
fonction de sa configuration est proposé. Ce critère est basé sur les premiers moments
statistiques des fréquences propres aléatoires et ne représente donc aucun coût de calcul
supplémentaire. L’approche SMR est appliquée à trois structures tests de complexité crois-
sante : un système masses-ressorts à trois ddl, un portique trois barres dont les modules
d’Young sont modélisés par des variables aléatoires et une structure industrielle correspon-
dant à l’Adaptateur Charge Utile (ACU) d’Ariane 5. Ces applications permettent de valider
les performances de l’approche SMR et notamment le gain en temps de calcul comparé à
une simulation de Monte-Carlo classique.

L’approche SMR a été présentée lors de conférences nationales et internationales [Ghienne
et Blanzé 2015 ; Ghienne, Blanzé et Laurent 2017a ; Ghienne et Blanzé 2016] et fait
l’objet d’un article dans un journal à comité de lecture international [Ghienne, Blanzé
et Laurent 2017b].

Après avoir proposé un modèle stochastique de raideur de liaison en se basant sur le
principe du maximum d’entropie, les caractéristiques des variables aléatoires associées aux
raideurs de liaisons sont ainsi identifiées au chapitre 4. Pour cela, les variabilités des fré-
quences propres de différentes configurations de portiques munis d’une seule liaison sont
caractérisées expérimentalement. Le rapport précision-temps de calcul de l’approche SMR
permet d’intégrer cette approche dans un processus d’optimisation basé sur le principe
du maximum de vraisemblance pour identifier les paramètres d’un modèle stochastique
de raideur de liaison. Les paramètres de ce modèle sont ainsi identifiés par minimisation
de l’erreur au sens des moindres carrés entre les fréquences propres expérimentales et les
fréquences propres aléatoires simulées à l’aide de l’approche SMR. Ces modèles de raideur
aléatoires sont ensuite utilisés pour simuler le comportement stochastique de portiques
munis de plusieurs liaisons boulonnées. La comparaison des résultats de simulations aux
résultats expérimentaux montre que la démarche suivie permet de retrouver la va-
riabilité expérimentale du comportement de ces structures. Bien qu’il existe certains
écarts entre le comportement nominal prédit et le comportement nominal observé expéri-
mentalement, ces écarts peuvent être imputés aux limitations du modèle nominal de liaison
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et ne remettent pas en cause la démarche suivie. Cette démarche est alors utilisée afin de
proposer une stratégie de réduction robuste du niveau vibratoire d’une structure assem-
blée. Cette stratégie est basée sur la variation de raideur de la structure globale induite par
la variation de serrage d’une liaison boulonnée dédiée. La liaison boulonnée est modélisée
par des raideurs généralisées ce qui permet de tester l’influence des différents paramètres de
liaison sur la faisabilité de la stratégie proposée. Une phase de validation expérimentale est
également mise en place et permet de valider le potentiel de la stratégie proposée. Les résul-
tats expérimentaux soulignent la nécessité d’une phase d’optimisation des caractéristiques
de la liaison afin de maximiser la sensibilité des modes propres de la structure complète
au serrage de la liaison pilotée. En effet, le serrage de la liaison pilotée peut être imposé
à l’aide d’un actionneur piézoélectrique et la maximisation de la sensibilité des modes de
la structure au serrage de la liaison permettrait de limiter les exigences de performance de
l’actionneur.

Les résultats de ce travail ont permi de soulever certaines limitations de la démarche
suivie et un certain nombre de perspectives peuvent être envisagées.

Perspectives

Tout d’abord, le modèle de comportement nominal choisi pour tenir compte de l’in-
fluence des liaisons sur le comportement de la structure complète peut être questionné. Le
modèle de liaison utilisé dans cette thèse est linéaire alors que les phénomènes intervenant
au niveau des interfaces de contact des liaisons sont fortement non-linéaires, ce qui suggé-
rerait l’utilisation de modèles de liaison également non-linéaires. Ce choix se justifie par le
fait que les modèles non-linéaires sont généralement très sensibles aux incertitudes sur les
paramètres du modèle [Böswald et Link 2004] ce qui peut conduire à réduire la prédic-
tibilité d’un modèle non-linéaire comparé à un modèle linéaire moins fidèle à la physique
du problème mais moins sensible aux incertitudes. On peut alors envisager d’implémenter
différents modèles non-linéaire de liaisons issus de la littérature et simuler le comporte-
ment dynamique de cette structure pour chaque modèle considéré en tenant compte des
incertitudes sur les paramètres de liaisons. La variabilité du comportement vibratoire de
ce portique ayant été caractérisée expérimentalement, on pourra ainsi évaluer l’intérêt de
chaque modèle non-linéaire de liaison. La réponse vibratoire stochastique d’une structure
non-linéaire pouvant être obtenue à l’aide de la méthode de Balance Harmonique multi-
dimensionnelle stochastique proposée par [Didier, Sinou et Faverjon 2013].

Ensuite, la modélisation des liaisons considérées dans ce travail a été pilotée par les
résultats expérimentaux obtenus à partir d’une structure réelle. Le choix de la structure
étudiée n’a pas permis d’observer certains phénomènes comme la dissipation induite par la
présence des liaisons pour chacun des modes étudiés. Seuls quelques modes font travailler
suffisament les liaisons pour induire du glissement au niveau des interfaces de contact. Il est
donc, dans l’état actuel des choses, difficile d’en déduire un modèle d’amortissement pour
les liaisons étudiées. Apparaît alors la nécessité d’une étude tribologique de l’interface
des liaisons considérées afin de mettre en évidence les paramètres prépondérants pour
la dissipation d’énergie dans les liaisons [Peyret, Chevallier et Dion 2016]. Il sera
ensuite possible de concevoir un dispositif expérimental permettant l’étude de la dissipation
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d’énergie dans les assemblages.

Le Facteur de Proximité de l’approche SMR présente certaines limitations. En effet,
le cas de l’ACU traité au chapitre 3 a mis en évidence la possibilité d’apparition de faux-
positifs de cet indicateur. Ces faux-positifs conduisent à une augmentation du temps de
calcul global sans amélioration significative de la qualité d’estimation des fréquences propres
aléatoires de la structure. L’étude d’un autre indicateur est actuellement en cours de va-
lidation. Cet indicateur est basé sur l’étude de la courbure du lieu des valeurs propres
au voisinage de la valeur nominale des paramètres du système. Il pourra faire l’objet de
travaux futurs.

L’approche proposée de simulation du comportement vibratoire des structures en pré-
sence de paramètres incertains est suffisamment "légère" pour être intégrée dans une dé-
marche de dimensionnement optimal robuste. On peut ainsi se baser sur l’approche SMR
pour dimensionner une solution d’amortissement vibratoire de manière à maximiser l’effi-
cacité de la solution quelque soit les variations des paramètres des liaisons de la structure.
On pense notamment au dimensionnement de dispositifs piézoélectriques amortissants ou
d’amortisseurs à masse accordée.

Deux catégories de liaisons peuvent être mises en évidence : les liaisons dites structu-
relles, dont la fonction est de garantir l’intégrité de la structure, et les liaisons dédiées à
la modification pilotée du comportement vibratoire de la structure. Ces liaisons pilotées
sont généralement en nombre réduit. Le dimensionnement de cette deuxième catégorie de
liaisons, dont l’effort de serrage est supposé piloté par un actionneur dédié, nécessite une
phase d’optimisation de ses cactéristiques afin de maximiser son efficacité. L’utilisation
d’un modèle fin de liaison (modèle constitutif) est rendu possible par le faible nombre de
liaisons pilotées considérées et par le coût réduit de la simulation stochastique par l’uti-
lisation de l’approche SMR. Les autres liaisons de la structure peuvent être modélisées à
l’aide de modèles simples tels qu’utilisés dans cette thèse.

Enfin, à plus long terme, on peut envisager de mettre en place une maquette numérique
de liaison [Caignot 2009] permettant d’évaluer l’influence de paramètres tels que l’effort
de serrage, l’amplitude d’excitation, le coefficient de frottement dans l’interface de contact
sur le comportement de la liaison et notamment sur la raideur équivalente de liaison. On
peut également envisager d’étudier l’influence des défauts micro et macro géométriques des
pièces assemblées sur le comportement de la liaison. Cette étude permettrait d’identifier la
variabilité de la raideur équivalente de liaison en s’affranchissant de la phase de caractéri-
sation expérimentale. Cette variabilité pourrait alors être associée à un modèle simplifié de
liaison ce qui permettrait de simuler le comportement d’une structure assemblée complète
munis d’un grand nombre de liaisons. Cette maquette numérique pourrait également servir
de base afin d’évaluer l’amortissement induit par le glissement au niveau des interfaces de
contact de la liaison étudiée.
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Martin GHIENNE
Conception et caractérisation de liaisons
boulonnées pour la réduction robuste de

vibrations de structures

Résumé :
La conception des structures assemblées nécessite de disposer d’outils de simulation prédictifs permettant de minimiser les
écarts entre les comportements réel et simulé de ces structures. Cette affirmation est d’autant plus vraie que les exigences en
terme de performance du système sont élevées et qu’une conception optimale est recherchée. Lors du dimensionnement des
structures assemblées, la pratique généralement adoptée en bureau d’étude consiste à définir un coefficient de securité permettant
de tenir compte de la variabilité du comportement réel de ces structures. L’inconvénient est que cela conduit nécessairement
à un surdimensionnement qui peut aller à l’encontre des objectifs de dimensionnement optimal de ces structures. Les liaisons
sont le siège de phénomènes non-linéaires tels que le contact ou le frottement et différentes sources d’incertitude induisent une
variabilité sur les caractéristiques réelles de la dynamique des liaisons. Malgré les capacités des calculateurs actuels, la prise
en compte conjointe des phénomènes non linéaires et des incertitudes lors de la simulation de structures assemblées complexes
reste difficilement envisageable par une approche directe. L’objectif de ce travail est de proposer une approche pragmatique de
caractérisation du comportement vibratoire des structures légères assemblées en tenant compte de la variabilité des paramètres
des liaisons. L’intérêt de cette approche est de pouvoir être intégrée dans une phase de dimensionnement robuste. On peut
ainsi envisager de dimensionner une solution d’amortissement des vibrations d’une structure assemblée en tenant compte de la
variabilité du comportement réel des liaisons de cette structure. Ce travail étudie d’abord le comportement dynamique d’une
structure légère réelle afin d’identifier un modèle nominal «juste suffisant» des liaisons considérées. Une approche non intrusive de
caractérisation du comportement vibratoire d’une structure en présence de paramètres incertains est ensuite proposée : l’approche
SMR pour Stochastic Model Reduction. Cette approche, intitulée approche SMR (pour Stochastic Model Reduction), exploite
le fait que la variabilité des vecteurs propres d’une structure est généralement d’un ordre de grandeur inférieur à la variabilité
des fréquences propres associées ce qui permet de réduire considérablement le coût de calcul de l’approche tout en gardant une
bonne précision sur l’estimation des fréquences propres aléatoires de la structure. Le principe de l’approche est alors d’adapter la
modélisation stochastique à chaque fréquence propre aléatoire en fonction d’une exigence de précision globale sur l’ensemble des
fréquences propres aléatoires recherchées. Le point clé de cette approche consiste à identifier le modèle stochastique adapté à chaque
configuration de fréquence propre, pour cela un indicateur sans coût de calcul supplémentaire est proposé. Finalement, un modèle
stochastique des liaisons de la structure considérée est proposé et l’approche SMR est utilisée dans un processus d’optimisation
basé sur le principe du maximum de vraisemblance pour identifier les paramètres de ce modèle. Cette dernière étape de la démarche
proposée permet alors de caractériser le comportement vibratoire de structures assemblées constituées de nombreuses liaisons en
tenant compte de la variabilité du comportement de chacune des liaisons. La démarche mise en place dans le cadre de cette thèse
est alors concrétisée par la proposition d’une stratégie originale de réduction robuste des vibrations d’une structure assemblée légère.

Mots clés :
Réduction des vibrations, assemblages boulonnés, incertitudes paramétriques, Réductin de Modèles Stochastiques, raideur aléatoire,
dimensionnement robuste

Abstract :
Predictive models are needed to properly design assembled structures. The main issue with this kind of structure is to deal
with non-linear phenomena as contact or friction while considering sources of uncertainties mainly responsible for the deviation
between the effective behavior of the structure and results from deterministic simulations. This work aims to provide a pragmatic
approach to characterize the vibrational behavior of light assembled structures considering the variability of joints parameters.
This approach would be useful for robust design of solutions, such as damping solutions, dedicated to assembled structures and
taking into account the variability of the real behavior of each joints. In this work, the dynamical behavior of an actual light
structure is studied in order to identify a "just sufficient" nominal model of the considered joints. A non intrusive approach is
then proposed to reduce the vibrational stochastic model of a structure with random parameter is then proposed. This approach,
referred as the SMR approach (for Stochastic Model Reduction approach), takes advantages of the order of variability of random
eigenvectors which is usually lower than the variability of corresponding random eigenfrequencies. It then allows to significantly
reduce the computational cost for a given accuracy to estimate the structure random eigenfrequencies. The approach cornerstone
is to adapt the stochastic modeling to each random eigenfrequency depending on a global accuracy requirements on the whole set
of sought random eigenfrequency. The key point is then to identify the stochastic model used for each configuration of random
eigenfrequency. A computationally free indicator is then proposed. In the end, a stochastic mechanical model of the joints of the
studied structure is proposed. The SMR approach is used in an optimization process based on the maximum likelihood principle
to identify the parameters of this stochastic model. This last step allows to characterize the vibrational behavior of assembled
structures involving many joints and taking into account the variability of each joints. This work is then concluded by applying
the proposed approach to the design of an original strategy for robust reduction of vibration of light structures.

Keywords :
Parametric uncertainties, bolted joints, random stiffness, stochastic model reduction, robust design.
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