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Résumé

La prédiction du bruit de roulement ferroviaire est en enjeu majeur pour la maitrise
des nuisances sonores. Au point de contact roue/rail, la roue et la voie sont excités
de maniére dynamique, ce qui enclenche le rayonnement du bruit de roulement. Les
réponses vibratoires au point de contact ainsi que les taux de décroissance des ondes
sont des données primordiales pour simuler de maniere précise le bruit de roulement.
Or, la dimension infinie de la voie ferrée conduit bien souvent a des modeles éléments
finis cotiteux et non adaptés a la recherche de solutions innovantes. La these a pour
objectifs de proposer un modele vibratoire de voie en éléments finis qui prenne en
compte la dimension infinie périodique de la voie, mais aussi d’inclure une portion de
voie non-périodique sur laquelle des solutions anti-vibratiles peuvent étre testées.

La propagation des vibrations est exprimée sous la forme d'une décomposition en
ondes par la méthode WFE (Wave Finite Element). Le calcul de la réponse vibratoire
de la voie périodique infinie est obtenu a partir du déplacement d’une cellule physique
longue d’environ 0.6 m. Pour réduire les temps de calcul nécessaires a sa condensation
dynamique, une méthode de bi-périodisation est proposée. Le couplage entre les mé-
thodes éléments finis et WFE est développé pour prendre en considération les supports
élastiques dans cette cellule. Les comparaisons avec des mobilités expérimentales ainsi
que des taux de décroissance montrent un tres bon accord calculs-mesures.

Enfin, le modele développé dans cette these a permis de tester l'efficacité d’une solu-
tion anti-vibratile innovante développée au sein du projet CERVIFER. Celle-ci offre
un comportement bi-mode, elle assouplit les supports autour de la roue préservant
ainsi 'infrastructure, mais elle rigidifie les supports loin de la roue pour augmenter les
taux de décroissance. Les résultats numériques se révelent prometteurs en terme d’ef-
ficacité du dispositif et entrevoient une poursuite du développement de cette solution

anti-vibratile.

Mots clés : Périodicité, voie ferrée, semelles, WFEM, éléments finis, taux de décrois-

sance, solutions anti-vibratiles.



Abstract

Railway noise is a critical issue concerning environmental noise. At the wheel/rail
contact point, both the wheel and the track are dynamically excited and vibrate to-
gether to emit the well known rolling noise. The point receptance of the rail and
the track decay rates are important quantities to accurately predict wheel-rail noise
emission. However, the infinite dimension of the track leads to cumbersome numerical
finite-element (FE) models and not adapted to assist the research of innovative solu-
tions. The goals of this thesis are to build an efficient numerical model for calculating
the vibration from an infinite railway track, but also to include a central non-periodic
part with the aim of testing anti-vibration solutions.

The vibration propagation along the track is expressed as a sum of different waves
using the WFEM (Wave Finite Element Method). The displacements of a 0.6 m unit
cell lead to the computation of the whole track. To reduce the dynamic condensation
of this cell, a bi-periodic method is proposed in this thesis. The FEM - WFEM cou-
pling is proposed to easily include elastic supports inside the unit cell. Results show
a good correlation between test and calculation.

Finally, the model proposed in this thesis was used to test the efficiency of an inno-
vative anti-vibration solution developed within the CERVIFER project. It is a dual
mode device which makes the supports softer around the wheel to protect the in-
frastructure, and stiffer away from the wheel to increase the track decay rates. The
numerical results revealed to be really promising, and they will permit to pursue the

development of this anti-vibration solution.

Keywords : Periodicity, railway track, pads, WFEM, finite-element, track decay

rates, anti-vibration solution.
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Introduction

0.1 Contexte des travaux de these

L’industrie ferroviaire utilise des moyens expérimentaux tres onéreux pour qualifier
et certifier I'infrastructure et le matériel roulant. Une utilisation optimisée des logiciels
de prototypage permettrait un gain considérable de cofit et de temps de développement
des systemes liés au transport ferroviaire. Les travaux de these se situent dans le cadre
du projet CERVIFER (Certification Virtuelle Ferroviaire) qui est un projet coopératif

impliquant 14 membres du secteur privé et public :

— Cinq industriels du ferroviaire (ALSTOM, RATP, SNCF-Infra, RFF, VOSSLOH-
COGIFER).

— Quatre organismes publics de recherche et de formation (IFSTTAR, UTC, LILLEL,
UVHC), un centre Technique le CETIM de Senlis et I'IRT RAILENIUM.

— Trois autres industriels (ESI Group, HUTCHINSON, VIBRATEC).

Le projet CERVIFER vise a développer une plateforme de calcul numérique col-
laborative pour la pré-certification de composants ferroviaires. La réduction de temps
et de colit sur ces opérations de certification permettront a 'industrie francaise fer-
roviaire de gagner en compétitivité par rapport a ses concurrents a travers le monde.
L’ambition premiere étant de limiter les tests physiques d’ici 2020 en remplacant 50%

de ces essais par des essais virtuels sur ordinateur.

Le projet est divisé en cing lots concentrés sur des taches bien distinctes, pilotés
par 'UTC, 'FSTTAR, Lille 1 ou ESI Group. La thése est consacrée au Lot 4 -
Réduction des nuisances et plus particulierement a la tache du Lot 4.1 - Modélisation

du bruit de roulement.
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FIGURE 1 — Lots du projet CERVIFER

0.2 Objectifs scientifiques de la these

Les travaux prévus dans le cadre de la theése s’orienteront vers le développement
de méthodes et d’outils numériques validés expérimentalement, permettant de faire
du prototypage sur ordinateur pour la recherche de solutions de réduction du bruit de
roulement. Les travaux de recherche concerneront donc la modélisation par éléments
finis de la réponse vibratoire d’une voie ferrée. Afin de limiter les temps de calcul, des
méthodes utilisant le principe de la périodisation des structures seront développés.
Pour représenter au mieux le comportement dynamique de la voie, il sera nécessaire
de développer un modele prenant en considération la répartition longitudinale des
supports élastiques sous le rail. De plus, le modele devra intégrer une portion de voie
dont les raideurs ont été localement modifiées suite a 'influence par exemple de la
charge statique du véhicule ou de dispositifs anti-vibratiles. Ceci permettra d’assister
la recherche de solutions innovantes au sein du projet CERVIFER, pour la réduction

des nuisances sonores et vibratoires.



Chapitre 1

Etat de I'art

Ce chapitre présente [’état de l’art des modéles du comportement dynamique des voies
pour le bruit de roulement. Les modeéles analytiques et numériques de la dynamique des
voies ferrées seront confrontés . En tenant compte des avantages et inconvénients de
chacune des approches, un choix de méthodologie sera effectué pour répondre aux pro-
blématiques du projet CERVIFER. Les apports des travaux de thése seront explicités

en se positionnant par rapport a [’état de l’art.
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1.1 Le bruit de roulement

1.1.1 La voie ferrée

La voie ballastée est composée de deux rails, de traverses espacées périodiquement
et d'une couche de ballast. Une travée est définie comme étant un troncon de voie
pris entre deux milieux de traverses consécutives. Le rail de la voie est fixé par 'in-
termédiaire de clips de serrage sur les traverses faites de béton, de bois ou de fer.
L’ensemble repose généralement sur le ballast, une couche de pierres régulierement

concassées permettant de répartir uniformément la charge de la voie sur le sol.

/ \ / Clips Semelles.

Traverses

O

\
2

59\ Ballast
S\

o
P\
haten

Sous-couches

FIGURE 1.1 — Vue de coupe d’une voie ferrée [1]

Dans le contexte du bruit de roulement, les couches sous le ballast ne sont pas
considérées comme influentes. La couche de ballast peut aller jusqu’a 30 centimetres
d’épaisseur. Le systeme d’attache est quant a lui composé d’une semelle en élastomere

située sous le rail et qui permet de protéger les traverses des impacts.

La voie peut reposer sur des dalles de béton mais ce systeme reste plus coliteux
et les frais d’entretien sont plus élevés. Dans cette configuration, le rail peut étre
fixé directement sur la dalle et impose un systeme de fixation plus souple que sur un
systeme classique pour compenser l'absence du ballast. Par la suite, la modélisation
sera effectuée sur une voie ballastée (avec traverses et ballast). Les traverses peuvent
étre de type bi-bloc, elles sont alors composées de deux blocs de béton reliés par une

tige métallique. Les autres traverses sont monoblocs et sont faites de béton ou de bois.

1.1.2 Phénomene physique

Le phénomene physique lié au bruit de roulement a été initialement analysé par
Remington [2] dans les années 1980. Thompson [3] a développé un modele pour décrire
le modele vibratoire lié au bruit de roulement, plus récemment 'auteur a rédigé un
ouvrage complet sur les phénomenes du bruit de roulement et de sa modélisation

numérique [1]. La roue et le rail présentent des défauts microscopiques en surface
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appelés rugosité. La rugosité est définie comme étant la différence de hauteur entre
la surface de roue (ou de rail) et une surface de roue parfaite. La rugosité entraine
une excitation au point de contact roue/rail dii a ce déplacement relatif imposé. Cette
excitation mécanique provoque la vibration des composants de la voie et de la roue

entrainant leur rayonnement acoustique dans I’environnement.

FIGURE 1.2 — Représentation du phénoméne du bruit de roulement [1]

1.1.3 Modeéle du bruit de roulement

Remington [2] a été le premier a mettre en place un modele mathématique du bruit
de roulement basé sur la notion de déplacement relatif imposé au contact. La roue agit
sur le rail en imposant une pré-charge liée a la masse du véhicule. Le contact entre la
roue et le rail est bien souvent modélisé par un ressort de type Hertzien linéarisé. La
voie est représentée par un systeme double couche composé du rail et des traverses
reposant sur les raideurs des semelles et du ballast. L’Eq. (1.1) relie la rugosité r
aux déplacements verticaux de la roue, du rail et du contact notés respectivement
Xoroue Xrait X contact

T = Xroue T Xrait + X contact (1.1)

La rugosité verticale agit ici comme un déplacement relatif vibratoire qui est absorbé
par les déplacements combinés du rail, de la roue et du contact. Le contact représente

une déformation tres localisée de l'acier dans la zone de contact roue/rail.

La rugosité des rails et des roues ne peut étre prédite mais seulement mesurée.
Pour la roue, sa rugosité est généralement mesurée par trois capteurs de déplacement
en contact avec la bande de roulement d’une roue surélevée en rotation. La rugosité du

rail est quant a elle mesurée par I'intermédiaire d'un ou plusieurs capteurs en parallele



6 Chapitre 1 — Etat de l'art

fixés sur une poutre reposant sur le rail. Les rugosités sont bien souvent représentées
sous la forme d’un spectre de longueur d’onde A qui est lié la fréquence f d’excitation

et a la vitesse V' du train par :
Vv
= — 1.2
=1 (12)
Les longueurs d’onde de rugosité qui contribuent au bruit de roulement sont comprises
entre 1 ecm et 100 em. L’amplitude de rugosité associée est comprise entre 1 pum et
100 pm. Les fréquences d’excitation relatives au bruit de roulement pour des vitesses

de train usuelles sont comprises entre 100 Hz et 5000 Hz.

1.1.4 Force de contact dynamique

Le véhicule impose une charge statique sur la voie par 'intermédiaire de la roue,
cette charge modifie les raideurs des supports sous la voie. En considérant I’hypothese
pour laquelle 'amplitude de la force dynamique générée a l'interface roue/rail est
faible par rapport a la charge statique, l'interaction de contact roue/rail peut étre
linéarisée. Les forces dynamiques générées au contact peuvent étre considérées comme
étant proportionnelles a Pamplitude de la rugosité r [1]. Cela implique que dans un cas
idéal de rail et de roue aux surfaces parfaites, le bruit de roulement serait inexistant.
Thompson [1] a montré que la force dynamique de contact agissant sur le rail dépend
de I'impédance de la roue, du rail, du contact et de la rugosité combinée (combinaison
énergétique des rugosités du rail et de la roue).

B jwr
" Dyoue + Dyait + Deontact

(1.3)

F est 'amplitude complexe de la force dynamique de contact en Newtons, r 'ampli-
tude de rugosité combinée en metres, D,oue Diair €6 D eontact TEPrésentent les mobilités

respectivement du rail, de la roue et du contact.

1.1.5 Rayonnement acoustique du bruit de roulement

La force de contact dynamique va étre responsable du rayonnement acoustique de
I’ensemble roue/voie. La roue va rayonner du bruit dans I'environnement et sa contri-
bution sera majeure en hautes fréquences. Le rayonnement du bogie et de I’essieu du
train sont de nature secondaire par rapport a la roue.

Le rayonnement de la voie est fortement lié au rayonnement du rail. Néanmoins 1’in-

fluence du rayonnement des traverses n’est pas négligeable, en particulier pour les
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basses fréquences inférieures a 500 Hz [1]. Le rayonnement de la plateforme (en ballast
ou en béton) est négligé pour le bruit de roulement. Les phénomeénes d’amortissement
jouent un roéle important dans le rayonnement le long du rail. Le taux de décroissance
des ondes se propageant dans le rail est donc utilisé pour caractériser le comportement
dynamique de la voie. Il est important de comprendre que la différence de contribution
entre la voie et la roue dépend de la vitesse de déplacement du train. Pour de grandes
vitesses, la contribution de la roue sera majoritaire, pour de plus faibles vitesses la

voie contribuera le plus au bruit de roulement [1].

1.1.6 Les logiciels de prédiction du bruit de roulement

Les logiciels commerciaux principalement utilisés dans la simulation du bruit de
roulement sont Twins et Stardamp [4], ils sont essentiellement basés sur une approche
analytique (en bleu sur la Fig. 1.3). Twins a été développé dans les années 1990,
Stardamp est le résultat d'un programme de recherche franco-allemand et finalisé en
2013. Twins est plus complet que Stardamp mais nécessite un degré d’expertise plus

important. Les deux logiciels sont basés sur la méme architecture de modules de calcul.

Excitation rugosité
(Somme roue + rail)

Modele de roue Modele de voie

|
I
I
I
(EF) : (Analytique) |
I
I
i ! :
Réceptance Intéraction : Réceptance !
Roue Roue/Rail | Rail :
I
I
¢ : |
Efforts | !
Au contact | :
|
|
! |
Réponse Réponse Réponse
Roue Rail Traverses
Rayonnement Rayonnement| |[Rayonnement
Roue Rail Traverses

Propagation simple avec réflexion au sol

FI1GURE 1.3 — Architecture des logiciels de simulation du bruit de roulement Twins et

Stardamp [5]
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Les données d’entrée sont les suivantes :

— Les rugosités combinées de la roue et du rail

— Les données modales de la roue considérée comme axisymétrique (obtenues par

un code externe éléments finis)
— Les propriétés de la voie
— Les propriétés du véhicule (vitesse, charge)
Les résultats de sortie possibles sont :

— Le niveau de puissance ou le niveau de pression en tiers d’octave a une position

de réception définie

— Les contributions acoustiques de la voie et de la roue

L’objectif du travail de recherche réalisé dans le cadre de la these vise a proposer
un modele de simulation du bruit de roulement en se basant sur la méthode des
éléments finis pour la voie. Les points clés a développer dans ce projet concernent

principalement [4] :

1. Utilisation des éléments finis pour une modélisation fine de la voie considérée

comme périodique infinie.

2. Recherche de solutions anti-vibratiles par simulations numériques de la dyna-

mique de la voie.

1.2 Les modeles analytiques de la voie

Pour modéliser le bruit de roulement, il est nécessaire de connaitre le compor-
tement dynamique de la voie par l'intermédiaire de la fonction de réponse au point
de contact en fréquence (en anglais la Frequency Response Function ou FRF). 11 est
ainsi possible d’obtenir 'admitance de la voie pour calculer la force de contact liée
a l'interaction roue/rail, puis d’en déduire le rayonnement acoustique de la voie. La
force d’excitation se modélise comme une charge aléatoire statique ou mobile agis-
sant sur le rail lors du contact. L’approche fréquentielle permet ainsi de résoudre la
propagation des ondes dans une structure infinie comme le rail. Dans la littérature,
deux approches ont été amplement utilisées pour calculer la réponse de la voie de ma-
niére analytique [1]. La premiere réside dans un modele de poutres infinies pour des

structures simples sur supports continus. La seconde méthode dérive quant a elle de
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la théorie des structures périodiques énoncée par Floquet [6] et Bloch [7] puis reprise
par Mead [8-12]. Celle-ci permet de calculer la propagation d’ondes au sein d’un rail

infini sur supports répartis de maniere réguliere et discrete.

1.2.1 Poutres infinies sur support continu

Les premiers modeles de réponse dynamique de la voie ont utilisé des poutres
infinies, le rail étant considéré comme une structure infiniment longue. Il est important
de comprendre que le rail n’a donc pas de modes propres de vibration mais se conduit
comme un guide d’ondes qui peuvent étre propagatives ou évanescentes. Le calcul de
sa réponse dynamique est effectué selon les méthodes classiques de propagation des
ondes. Il est alors possible d’inclure ou non les supports comme des couches élastiques
continues (voir Fig. 1.2.2). La semelle et le ballast sont alors définis comme des raideurs
élastiques linéiques (qui peuvent étre dépendantes des fréquences et comprenant de
"amortissement). Remington [13] a développé les premiers modeéles du comportement
dynamique de la voie en approche fréquentielle en 1976. En utilisant des modeles
simplifiés de roue et de rail, il a été capable de prédire les premiers résultats liés
au bruit de roulement. Grassie [14] a amélioré ces modeles en représentant le rail
par une poutre de Timoshenko (autorisant une rotation des sections), valides sur une
plage de fréquences plus large qu’avec une poutre d’Euler-Bernoulli. Plusieurs modeles
sont présentés dans [14] en incluant un support monocouche élastique (poutre sur
une fondation de Winkler) et un support double couche prenant en considération les

traverses.

p7 A? E7 I? G7 K: Rall
Sp Semelles
M, )
Sp Ballast

FIGURE 1.4 — Modélisation d’un rail sur une fondation double couche Ks : raideur
linéique de la semelle en N/m?, Kb : raideur linéique du ballast en N/m?, mt : masse
linéique des traverses en kg/m
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1.2.2 Poutres infinies sur supports discrets périodiques
1.2.2.1 Motivations

Les modeles de poutres précédents se basent sur une représentation continue des
supports, or en pratique les traverses sont réparties sous le rail de maniere discrete.
Il est possible de modéliser les supports par leur raideur dynamique et leur espace-
ment qui peuvent étre variables ou constants. Le fait de prendre en considération la
répartition discrete des supports permet de faire apparaitre des fréquences clés dans
le comportement dynamique des voies comme la "pinned pinned frequency’ [1]. Cette
fréquence se manifeste lorsque la demi longueur d’onde de flexion au sein du rail est
égale a I’écart entre deux supports, elle est donc indépendante des caractéristiques des
semelles ou des traverses. Par exemple, pour un rail classique de type UIC 60 cette
fréquence se produit a 1070 Hz [1] dans la direction verticale. La réponse dynamique

est alors maximale en milieu de travée et est minimale au-dessus d’une traverse.

FIGURE 1.5 — Représentation du comportement dynamique du rail a la "pinned pinned
frequency”

1.2.2.2 Principe de superposition

p7 A7 E? I7 G7 K Rall

S D Semelles
M ; Traverses
Sp Ballast

FIGURE 1.6 — Modélisation d’un rail sur des supports discrets élastiques, Ks : raideur
de la semelle en N/m, Kb : raideur du ballast en N/m, mt : masse des demi-traverses
en kg

L’ensemble des supports répartis de maniere discrete sous le rail peut étre modélisé
en utilisant le principe de superposition. La contribution des supports résulte d'un en-

semble de forces agissant sur la poutre infinie. La réponse dynamique de la poutre libre
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infinie est déterminée par les fonctions de Green, pour la poutre d’Euler-Bernouilli

celle-ci est donnée par (voir Annexe B) :

1

Avec : )
Mw 1 1
kg = ()14 = Fy=—r 1.5
5= g1 P Ak T ks (1.5)

kg étant le nombre d’onde de flexion de la poutre d’Euler-Bernouilli, M la masse
linéique, F le module de Young, I le moment quadratique de la poutre et z, la position
du point d’impact. Le principe de superposition appliqué au rail inifini sur supports

discrets s’exprime ainsi :

£(z,w) = Fopt G*(2,2p,w) + Z Zn(W)GE(2, 2, w)E(2) (1.6)
n=—oo

Avec £(z) le déplacement dynamique dans la direction verticale de la poutre a l’abscice
z et Z,(w) la raideur dynamique équivalente du support n. En réalité, les travées ne
sont pas toutes égales, leur espacement et la raideur des semelles peuvent varier. Le
principe de superposition permet de modéliser un ensemble de raideurs qui peuvent
étre différentes le long du rail. Heckl [15] a développé un modele simple de poutre de
Timoshenko reposant sur un nombre fini N de supports discrets, chacun d’eux étant
modélisé par une raideur dynamique. L’Eq. (1.6) a été évaluée a chaque position des
supports z, pour former un systeme de résolution a N lignes et ainsi obtenir la ré-
ponse du rail en tout point. Heckl [15] a étudié I'influence d’un espacement irrégulier
des traverses. Elle en a conclu qu'un espacement aléatoire avait pour conséquences
une augmentation de I'amplitude de vibration autour du point d’excitation et des
taux de décroissance des ondes de flexion dans les zones passe bandes. Heckel [16] a
ensuite développé ce modele en I'appliquant a une poutre de Timoshenko avec des
ondes couplées, elle a calculé la matrice des fonctions de Green associées et a appliqué
de la méme maniere le principe de superposition.
Thompson [17] a utilisé ce principe pour calculer la réponse dynamique d’une voie sous
I'influence d’une pré-charge statique représentant le véhicule. La pré-charge modifie
la raideur des supports localement autour de la roue et influe le comportement dyna-
mique du rail. Les raideurs chargées ont été déterminées en effectuant au préalable un
calcul statique non-linéaire. En prenant un nombre de supports suffisamment élevé il

a été en mesure de simuler la réceptance du rail sous influence de raideurs dynamiques
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différentes en fonction de leur position par rapport a l’excitation externe. Thompson
a montré 'importance de la prise en compte des raideurs chargées notamment pour

la réceptance autour du point d’impact et pour le calcul des taux de décroissance.

A¥aWaYaya¥ayaya
FI1GURE 1.7 — Influence de la charge statique sur les raideurs des supports autour de
la roue

1.2.2.3 Application du principe de périodicité

Lorsque les supports sont supposés répartis de maniere périodique le long de la voie,
il est possible d’utiliser le principe de périodicité pour calculer la réponse dynamique
de la voie. Mead [8, 9] s’est intéressé au comportement des structures périodiques
en utilisant une constante de propagation permettant de calculer la réponse de ces
systeémes infinis. Cette propriété est basée sur le théoréme de Bloch [7] introduisant la
constante de propagation p qui stipule que dans une structure périodique de période

l, les ondes libres se propagent de telle sorte que :

Ez+nl) = E(z)e (L.7)
v= a+jf (18)

Avec « la constante d’atténuation et 3 la constante de propagation de 'onde de Bloch.

En utilisant le principe de périodicité asssocié au principe de superposition, il
est possible de faire converger la somme infinie de I'Eq. (1.6) et ainsi obtenir une
nouvelle relation de propagation des ondes au sein du rail. Nordborg [18] a utilisé le
principe de périodicité associé a une transformée de Fourier pour obtenir la fonction
de Green d’une poutre d’Euler-Bernoulli infinie supportée de maniere périodique sur
des supports élastiques. Hamet et Thompson [5, 19] ont amélioré le modele précédent
en l'appliquant & une poutre de Timoshenko. Munjal et Heckl [20] ont développé un
modele de vibrations verticales d’'une poutre de type Euler-Bernoulli fixée sur des

supports périodiques discrets, la propagation des ondes est calculée par une méthode
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de matrices de transfert. Il est possible de définir une matrice de transfert 7' entre

deux éléments périodiques telle que :

QL,N+1 =T QL,N (1-9)

Avec Qp v Qrn Qpny1 Qg les vecteurs des coordonnées et forces généralisées
respectivement de la section gauche/droite de I’élément N et de la section gauche (en

anglais left L) /droite (en anglais right R) de 1'élément N+ 1.

Qr N QR,N QL,N+1 QR,N+1

En | |Ens1

FIGURE 1.8 — Représentation de deuz cellules périodiques adjacentes

1.3 Déformations de section : les modeéles éléments finis de voie

1.3.1 Motivations

La réponse dynamique d’un rail a été expérimentée in situ [21] et simulée numé-
riquement par Thompson, les résultats tendent a discréditer les modeles basés sur la
théorie des poutres simples au-dela de 1500 Hz [22]. Les modeles analytiques précé-
dents sont donc limités a une plage fréquentielle restreinte. Dans le cadre du bruit de
roulement, il est nécessaire d'utiliser des modeles de types éléments finis pour repro-
duire les déformées de section pouvant apparaitre a partir de 1500 Hz dans la direction

latérale et de 3500 Hz dans la direction verticale [1].

Afin de prendre en considération la déformation de la section du rail, des méthodes
semi-analytiques ont tout d’abord été mises en place en calculant ses modes de sec-
tion. La méthode SAFE (Semi-Analytical Finite Element) a initialement été proposée
par Aalami [23] et permet d’étudier les vibrations d'une structure dont la section
est uniforme dans la direction longitudinale. La méthode suppose une séparation du
champ de déplacement en écrivant la propagation des ondes libres sous la forme e=7*
le long de 'axe du guide. Gavric [24] et Hayashi [25] ont utilisé la méhtode SAFE pour

calculer les courbes de dispersion d’un rail libre infini (sans supports). Cependant, les
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supports élastiques contribuent a la réponse dynamique du rail et leur présence ne
peut donc pas étre négligeable. Ryue [26] a montré que les semelles ont une influence
sur les courbes de dispersion du rail jusqu'a 5 kHz, méme si I’apport des traverses et
du ballast est négligeable au dessus de 1 kHz [27]. La prise en compte de la géométrie
de la section du rail ainsi que des supports élastiques est donc primordiale pour le

calcul de la réponse forcée.

1.3.2 Section complexe sur support continu infini

La présence des supports a d’abord été modélisée de maniére continue sous le
rail. Deux approches sont alors envisageables pour la modélisation numérique, une
approche semi-analytique basée sur les modes de section (SAFE) ou une méthode issue
de la théorie des structures périodiques [9]. Il est nécessaire de différencier le terme de
périodicité numérique et de périodicité physique. La périodicité numérique désignera
une tranche dont la longueur est définie selon les besoins d’un calcul numérique.
La périodicité physique représentera une cellule dont la longueur correspond a la

périodicité physique du probleme.

Un modele original de rail en éléments finis se basant sur la propagation des ondes
dans des structures périodiques par matrices de raideur dynamique a été mis en place
par Orris et Petyt [28]. La périodicité a été considérée comme physique et des éléments
de poutres aux sections indéformables ont été utilisés. Thompson [21] a repris ces
travaux en ’appliquant a un rail a section complexe reposant sur une couche élastique
continue. La périodicité a été considérée comme numérique 7.e il a utilisé une tranche
de rail de 10 mm assemblée par la méthode traditionnelle des éléments finis. Cette
méthode constitue les prémices de la Wave Finite Element Method (WFEM). Elle a
I’avantage d’utiliser des éléments classiques présents dans toutes les bases de logiciels
commerciaux et de mettre en jeu des systemes de taille tres inférieure a une méthode
classique par éléments finis [29]. Thompson a utilisé une longueur de rail élémentaire
tres courte afin d’éviter les erreurs numériques dues au mauvais conditionnement
du calcul [21, 30]. Tl a ensuite appliqué la théorie des structures périodiques pour
exprimer les déplacements et les forces de la section droite en fonction de celle de
gauche. Cette formulation I’a mené a un probleme aux valeurs propres généralisé dont
les solutions sont les ondes caractéristiques se propageant dans la structure infinie. La
réponse forcée dynamique du guide a été formulée sous influence d’une force extérieure

stationnaire.



1.3 Déformations de section : les modéles éléments finis de voie 15

Récemment Li et al. [31] ont proposé I'étude de la réponse forcée dynamique d'un
rail sur support continu en appliquant la méthode SAFE. Un systeme multi-couches
a été modélisé et représente les semelles, les traverses et le ballast. L’analyse porte
sur 'influence de parametres tels que 'amortissement, le maillage ou encore le type

de supports considérés.

FIGURE 1.9 — (a) WFEM : Tranche élémentaire (rouge) du modéle de Thompson [21]
(b) SAFE : Section élémentaire du rail (rouge) utilisée par Li [31]

1.3.3 Section complexe sur supports discrets périodiques

Les modeles éléments finis précédents se basent sur une représentation continue des
supports, or comme il a été souligné dans la section 1.2.2 les traverses sont réparties
sous le rail de maniere discrete. Certains auteurs ont donc tenté de modéliser cette

répartition discréte en tenant compte de la section du rail maillée par éléments finis.

Un modele de représentation dynamique du rail basé sur ses modes de section et
considérant les supports répartis de maniere discrete et périodique a été proposé par
Gry [32]. L’inclusion des supports est effectuée en se basant sur la théorie des struc-
tures périodiques [9], il a cependant constaté que la présence d’ondes évanescentes
rendait les équations du mouvements mal conditionnées menant ainsi a des problemes
numériques difficiles a résoudre. Il a donc utilisé une méthode alternative basée sur
I’expression de matrices de transfert et d’une base réduite afin d’éliminer les ondes
responsables de ce mauvais conditionnement. Plus tard, Gry et Gontier [33] ont déve-
loppé une approche plus générale en résolvant le probleme par matrices de transfert
et séries de Fourier temporelles et spatiales. Les ondes libres se propageant dans la
structure ont été calculées en résolvant un probleme aux valeurs propres généralisé,

la réponse forcée due a une force extérieure stationnaire a ensuite été formulée dans
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le domaine fréquentiel pour un impact appliqué a l'intérieur de la cellule élémentaire
et a son interface.

Plus récemment, Sheng et al. [34, 35] ont développé une méthode basée sur la recherche
du nombre d’onde dans des structures périodiques. L’intérét de cette approche est
I’application pour tout type de rail sur supports discrets identiques en présence dune
force extérieure aléatoire stationnaire ou mobile. Sheng [34] a développé la résolution
complete de la réponse dynamique forcée du rail par transformée de Fourier en pré-
sence d’une force extérieure. Il a démontré l'efficacité de la méthode en I'appliquant
sur des modeles de poutres classiques pour le calcul des constantes de propagation

[35].

FIGURE 1.10 — Cellule élémentaire (rouge) du modéle de Gry [32] et Sheng [3/]

1.3.4 Section complexe sur supports répartis périodiques

Dans les modeles précédents, les supports sous le rail ont été considérés comme dis-
crets i.e sans prendre en compte la dimension longitudinale des semelles. Cependant,
en hautes fréquences la longueur des semelles ne peut étre négligée par rapport aux
longueurs d’ondes se propageant dans le rail [32]. Tl est donc nécessaire de prendre en
considération la largeur réelle des semelles pour une représentation physique correcte
des ondes en hautes fréquences. Brown [30] a mis en place un modele Wave Finite
Element Method (WFEM) original pour des cellules périodiques non-uniformes et I’a
appliqué a un rail incluant la largeur des supports. Il a amélioré la méthode proposée
par Thompson [21] en combinant les éléments finis, la théorie des structures pério-
diques et une méthode de sous-structuration en réduisant le nombre de coordonnées
généralisés. Il a décomposé une travée en trois sous-structures (deux portions libres et
une supportée). Celles-ci ont été assemblées en utilisant une base réduite des modes

de propagation d’une tranche élémentaire en éléments finis de chaque sous-structure.
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Les supports ont été modélisés en utilisant une périodicité numérique. La réponse
dynamique forcée de la structure infinie a cependant été développée pour un impact
situé uniquement a linterface des trois sous-structures i.e entre deux supports (voir
Fig. 1.11). Le modele est ainsi limité a I’étude de la réponse dynamique au point

d’impact d'une structure supposée infinie périodique.

Sous-structure 3
Sous-structure 2

Sous-structure 1
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FIGURE 1.11 — Sous-structuration du modéle de Brown [30] les cellules rouges repré-
sentent les cellules élémentaires de chaque sous-structure



18 Chapitre 1 — Etat de l'art

1.4 Apports de la these

L’étude bibliographique a mis en avant une liste non-exhaustive de modeles utilisés
depuis 1976 pour simuler le comportement vibratoire des voies ferrées dans le cadre

du bruit de roulement.

Les premiers modeles ont considéré le rail comme une poutre de type Euler-
Bernouilli ou de Timoshenko & section indéformable, ceci a permis d’effectuer les
premieres études dynamiques de la voie sur des supports continus. L’application du
théoreme des structures périodiques a mené a des modeles prenant en considération
une répartition discrete des supports. Des fréquences clés du comportement dyna-

mique du rail ont pu étre mises en avant comme la "pinned pinned frequency”.

Les comparaisons essais-calculs ont cependant révélé que les modeles de poutres
aux sections indéformables étaient limités a une plage fréquentielle inférieure a 1500Hz.
Ainsi, I’évolution des méthodes numériques a permis d’utiliser les éléments finis pour
introduire les modes de section du rail. Les méthodes semi-analytiques (SAFE par
exemple) ont dans un premier temps été utilisées pour le calcul des modes de section
d’un rail libre sans supports. Ces méthodes ont ensuite été améliorées pour prendre
en considération un support continu ou réparti de maniere discréte sous le rail. Des
méthodes spectrales (WFEM) tirées de la théorie des structures périodiques ont été
utilisées a partir d’'une tranche de rail utilisée comme périodicité numérique. L’avan-
tage de cette méthode est double, elle permet 'utilisation d’éléments finis classiques
présents dans les bases de logiciels commerciaux. De plus elle offre une plus grande
liberté dans la modélisation des guides par rapport aux méthodes semi-analytiques
qui contraignent bien souvent l'utilisation d’un guide aux propriétés homogenes dans
la direction longitudinale. Dans la mesure ou la WFEM s’applique sur une tranche du
guide, il est par exemple possible d’intégrer la largeur réelle des semelles du rail plus

facilement qu’a l'aide de méthodes semi-analytiques.

La présentation des différentes méthodes relatives au comportement dynamique
de la voie a mis en évidence les bénéfices et les limitations de chacune d’entre elles.
Dans un cadre industriel, ’objectif de la theése est de modéliser la voie par éléments
finis afin de tester des solutions de réduction des nuisances sonores et vibratoires. Le
modele devra de plus intégrer une portion de voie chargée due a la présence de la
charge statique du véhicule. Ainsi, la méthode numérique choisie est la WFEM. Celle-

ci permet de modéliser des cellules périodiques non-uniformes en se basant sur une
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tranche de structure. L’implémentation par exemple de semelles réparties, de semelles
raidies due a la pré-charge statique, ou encore d’absorbeurs dynamiques est envisa-
geable grace a cette méthode. De plus, la méthode utilise des éléments finis classiques
pour l'assemblage des tranches de structure et est donc propice a une utilisation in-
dustrielle. Le modele WFEM devra donc étre en mesure de fournir la réponse forcée
dynamique d’une voie ferrée en éléments finis suite a une excitation stationnaire située
a n’importe quel endroit de la voie. La réponse devra étre observable en tout point
du guide, les taux de décroissance des ondes pourront étre calculés pour caractériser
les performances de la voie. De plus, le modeéle devra étre en mesure d’intégrer une
portion de voie non-périodique, a l'intérieur de laquelle il sera par exemple possible

d’'implémenter des semelles raidies ou des solutions anti-vibratiles.

1.5 Organisation de la these

Le rapport de these s’organise autour de cing chapitres. Le premier chapitre qui
vient d’étre exposé a présenté un ensemble de méthodologies possibles pour modéli-
ser la réponse dynamique d’une voie ferrée dans le cadre du bruit de roulement. La
méthode retenue pour les objectifs de la these est la WFEM (Wave Finite Element
Method). Celle-ci apporte une souplesse dans la modélisation qui répond parfaitement,
aux requétes du projet CERVIFER.

Le deuxieme chapitre présentera plus en détails le comportement dynamique de la
voie ferrée a I'aide d’'une méthode analytique périodique. Les objectifs sont doubles,
étre capable dans un premier temps d’exposer de maniere claire les enjeux de la dyna-
mique ferroviaire dans le cadre du bruit de roulement en analysant les parametres les
plus influents. La voie sera modélisée par une poutre de Timoshenko infinie reposant
sur une infinité de supports élastiques. Le calcul de la réponse se fera au moyen d’une
fonction de Green du rail supporté. Ainsi, le principe de périodicité sera utilisé de
maniere analytique. Il constitue le second objectif de ce chapitre, introduire de ma-
niere simple le phénomene de propagation des ondes dans des structures périodiques
infinies. L’accent sera mis sur le lien entre les bandes d’atténuation des ondes et les

modes propres des cellules élémentaires.

Le troisiéme chapitre sera acces sur la WFEM (Wave Finite Element Method),
les propriétés fondamentales de cette méthode y seront détaillées afin d’utiliser cet
outil pour résoudre les objectifs de la these. Deux approches seront présentées, la WA

(Wave Approach) et la DSM (Dynamic Stiffness Matrix), qui permettent d’obtenir
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les réponses forcées de structures périodiques a partir d’une cellule élémentaire. Les
avantages et les inconvénients des approches seront étudiés afin de construire par la
suite un modele périodique optimal de la voie ferrée. La réduction modale sera étudiée

et posera les limites de son utilisation en fonction des conditions limites du modele.

Le quatrieme chapitre présentera une méthode innovante de calcul par bi-périodisation
et couplage entre la méthode des éléments finis (FEM) et la WFEM. Le couplage a
une fonction double, mettre en place tout type d’hétérogénéité au sein d'une cellule
et réduire le nombre de modes de propagation pour le calcul des réponses forcées.
La bi-périodisation sera ensuite développée, elle consiste a utiliser la DSM afin de
condenser de maniere dynamique une cellule élémentaire longue, 'opération étant in-
dépendante du nombre de degrés de liberté internes. Enfin, le couplage FEM-WFEM
sera combiné a la bi-périodisation afin de calculer la réponse forcée de structures

infinies comprenant des portions hétérogenes.

Le cinquieme chapitre utilise les outils numériques présentés dans les chapitres trois
et quatre pour résoudre le cas industriel d'une voie ferrée ballastée comprenant une
solution anti-vibratile. Le calcul et 'analyse des modes de propagation d’un rail UIC60
libre seront effectués dans un premier temps. La méthode de bi-périodisation associée
au couplage FEM-WFEM sera utilisée pour calculer la réponse dynamique de la voie
périodique jusque 5000 Hz. Une comparaison expérimentale permettra de valider le
modele proposé en utilisant des données de mobilité et les taux de décroissance de la
voie. Enfin, le modéle mis en place dans cette these servira a ’étude d’une solution
anti-vibratile en cours de développement au sein du projet CERVIFER. Ce dispositif
fonctionne sur deux modes distincts, un mode souple déclenché suite a ’application
d’une charge statique et un mode raide actif dans le cas contraire. Le modele d'une
structure infinie comprenant une portion centrale non périodique sera utilisé afin de

confirmer les performances escomptées du dispositif anti-vibratile.



Chapitre 2

Modele analytique périodique de la

voie ballastée

Ce chapitre présente le comportement dynamique d’une voie ballastée par l’intermé-
diaire d’une méthode analytique périodique. Le modéle de voie utilisera une poutre de
Timoshenko infinie reposant sur une infinité de supports élastiques. La résolution du
comportement dynamique de la voie sera obtenue au moyen d’une fonction de Green
du rail supporté. La théorie des structures périodiques sera présentée pour les modéles
analytiques. Ceci permettra d’analyser les grandes propriétés relatives aux bandes de
propagation et d’atténuation qui influent fortement le comportement dynamique de la

voie ferrée.

21
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2.1 Les structures périodiques

Une structure périodique est définie comme un systeme constitué d’une répéti-
tion d’éléments unitaires identiques [9]. La périodicité peut étre définie selon une ou

plusieurs directions, on distingue trois types de périodicité :

-
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FIGURE 2.1 — Les trois types de périodicité selon leur dimension

— Unidimensionnelle : répétition de 1’élément dans une direction de ’espace

(par exemple : une voie ferrée)

— Bidimensionnelle : répétition de I’élément dans deux directions de 1’espace

(par exemple : une plaque perforée ou une structure en nid d’abeille)

— Tridimensionnelle : répétition de 1’élément dans les trois directions de 1’espace

(par exemple : certains cristaux )

— E, : Es ;;;i Dy —

FIGURE 2.2 — Diagramme en blocs d’un systéme périodique unidimensionnel

La voie ferrée est considérée comme un systeme périodique unidimensionnel multi-
couplé i.e dont les éléments unitaires sont couplés par plusieurs degrés de liberté a
chaque extrémité [11] (voir Fig. 2.2). Un systéme multi-couplé est considéré d’ordre
n. lorsque l'interface entre deux éléments est couplée par n. degrés de liberté. On
notera les déplacements harmoniques q; et g ainsi que les forces harmoniques F';, et

F' appliquées respectivement aux extrémités gauches et droites d’un élément unitaire
(voir Fig. 2.3).
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FIGURE 2.3 — Forces et déplacements appliqués a deux éléments unitaires adjacents

Le théoreme de Bloch [7], nommé aussi Floquet-Bloch, provient d’une généralisa-
tion en 3 dimensions du théoréme de Floquet [6] qui décrit la propagation des ondes
dans une structure périodique. Pour une structure périodique unidimensionnelle de
période [, dans la direction z, les ondes libres se propagent selon une constante de

propagation complexe v de telle sorte que :

q(z,y,z +nle,t) = e "eq(z,y, 2, t) (2.1)
Avec v la constante de propagation telle que :
Y=o+ (2.2)

Ou « représente la composante d’atténuation de I'onde entre deux éléments et 5 son

nombre d’onde.

Dans le cas d'une cellule d’un systéeme périodique multi-couplé, 1'utilisation du
théoreme de Bloch permet de lier les déplacements et les efforts des deux extrémités

d’un élément de telle sorte que [11] :

dr | _ —y. ) 4L
EIERT I

Le signe - devant F'g traduit 'opposition des forces au niveau de I'interface de deux cel-
lules élémentaires adjacentes (voir Fig. 2.3). Cette formulation permet une description
ondulatoire du comportement vibratoire des structures périodiques. La propagation
d’une onde au travers d’un ensemble d’éléments unitaires est calculée en multipliant
son amplitude par une exponentielle complexe e ™ qui décrit un déphasage entre les

cellules pour la partie imaginaire de p et d’'une atténuation pour sa partie réelle.
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2.2 Modélisation analytique

La modélisation des structures périodiques a suscité un fort intérét dans la com-
munauté scientifique, et ce, depuis le 17 éme siecle lorsque Sir Isaac Newton a tenté
de représenter la propagation du son dans 'air a 'aide de masses ponctuelles et de
ressorts. Rayleigh [36] fut le premier & s’intéresser a la modélisation d’un systéme
périodique continu en 'appliquant a une corde tendu dont la densité variait le long
de celle-ci de maniere périodique. L’étude des structures périodiques a ensuite été dé-
veloppée par Brillouin [37], initialement pour le domaine de la cristallographie. Dans
son ouvrage, il y a décrit les modeles mathématiques utilisés pour la propagation
d’ondes dans les solides, le long de lignes électriques ou encore pour les réflexions en
optique. Au cours des dernieres décennies, de nombreuses méthodes ont été mises en
place pour le calcul des ondes de propagation au sein des systémes périodiques [12].
Deux méthodes principalement utilisées pour une résolution de maniere analytique
sont présentées dans cette section (des méthodes numériques seront présentées par la

suite, voir section 3.1 ).

2.2.1 Méthode des réceptances

La méthode des réceptances est I'une des premieres méthodes a avoir été dévelop-
pée. C’est une approche locale puisqu’elle s’applique sur une cellule élémentaire de la
structure globale [10, 11]. 11 est possible de caractériser chaque élément par sa matrice
de réceptance a qui est le rapport entre le déplacement harmonique de I’élément et

les forces harmoniques qui y sont appliquées :

Gl e
qr arr, arr| (Fr

Pour un systeme multi-couplé d’ordre n., la matrice o est sous-divisée en quatre
matrices de dimension n. X n.. Si la structure est linéaire, on obtient la relation
arr = ak; . Les matrices af, et agp sont toutes deux symétriques [11]. La méthode
des réceptances a été amplement utilisée par Mead pour décrire le comportement
dynamique de structures mono et multi-couplées [10, 11]. En combinant le théoréme

de Bloch de I'Eq. (2.3) et I'Eq. (2.4), il a obtenu le systéme suivant :

{ q;, = (o, —e " arp)Fy

e tq; = (ag, —e " apr)Fy,
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Pour un systeme multi-couplé, ce systéeme admet des solutions si et seulement si :
|aLL+aRR—e_”aLR—e”aRL| =0 (26)

Pour le cas d'une structure périodique simple mono-couplée, cette condition se traduit

par la relation :
(apr + arr)

2.7
arn (2.7)

cosh(p) =

La méthode des réceptances a été employée majoritairement jusque dans les années 70
afin de décrire le comportement des systémes périodiques mono-couplés. Sen Gupta
[38] et Mead [8] s’en sont servis pour 1’étude d’une poutre périodique mono-couplée
sur supports périodiques. La méthode a ainsi permis une premiere compréhension du

phénomeéne de propagation des ondes au sein de structures périodiques.

2.2.2 Méthode directe

Contrairement a la méthode des réceptances, la méthode directe est une approche
globale de résolution du probleme périodique i.e sans découpage de la structure en
cellules élémentaires. La méthode utilise le comportement d’un élément dans son in-
tégralité par 'intermédiaire par exemple de ses équations analytiques du mouvement.
La périodicité du systeme intervient ensuite sous la forme d’efforts et de moments sur
la structure. Connaissant le comportement vibratoire de la structure continue seule,
il est possible de déterminer la propagation des ondes au sein de la structure reposant
sur des éléments périodiques. La méthode a été utilisée par Mace [39] pour calculer
la réponse acoustique et vibratoire d’une plaque comportant des raidisseurs répartis
de maniere périodique. Nordborg [18] et Hamet [19] ont étudié la réponse vibratoire

d’un rail infini sur supports périodiques.

Cette méthode sera utilisée dans ce chapitre pour établir les équations qui régissent
la propagation d’ondes élastiques de flexion verticales au sein d’un rail infini compre-
nant des supports répartis de maniere périodique. Le rail sera modélisé par une poutre

de Timoshenko, les supports représentent 1’ensemble semelle-traverse-ballast.
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2.3 Etude d’un rail infini en flexion verticale par méthode directe

2.3.1 Modélisation du rail et des supports

+00

Semelles  mm —— a—— - s, -
Traverses [ 1 D M
Ballast B LI S

(a) (b)

FIGURE 2.4 — (a) Voie ballastée de période l. (b) Modélisation des supports discrets
du systéeme par des liaisons de type ressort-masse-ressort

La poutre de Timoshenko infinie représente dans ce cas d’étude un rail infini en
flexion verticale reposant sur des supports répartis de maniere discrete et périodique
de période [, (voir Fig. 2.4). Les supports sont composés de traverses liées au rail
par 'intermédiaire de semelles modélisées par des raideurs élastiques linéaires. Les
traverses reposent sur une couche de ballast modélisée dans ce cas d’étude par une
raideur élastique linéaire. Les traverses sont considérées comme des masses rigides.

Un seul rail est modélisé et donc une demi traverse est prise en considération.

Les considérations suivantes seront adoptées dans le reste du chapitre :
1. L’origine des abscisses zg = 0 est placée sur une traverse
2. Les points d’attache sont en quantité infinie et équidistants d’une distance [,
3. L’abscisse du point d’attache n est z, = nl,
4. La raideur dynamique du support n est notée Z,(w)

5. La force exercée par le support sur le rail est proportionnelle au déplacement &

et a la raideur dynamique Z,, du support n telle que :

Fo(w) = —Zn(w)é(zn, w) (2.8)

Le Tab. 2.1 regroupe les valeurs des raideurs dynamiques de deux types de supports

élastiques.
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Raideurs dynamiques Z(w) des supports Z(w) = %
s1(Mw? — s9) S
R t; Masse R t (Semelle T Ballast Z =
essort; Masse Ressort (Semelle Traverse Ballast) o Myo? — (o1 5) M,
Sa
Masse Ressort (Traverse Ballast) 7 = —-Mw?+s M,
s

Tableau 2.1 — Raideurs dynamiques de différents types de supports [16]

2.3.2 Déplacement vertical de la cellule élémentaire par le principe de
périodicité

Le calcul de la réponse forcée de la poutre de Timoshenko infinie sur supports ré-

partis de maniere périodique est effectué par méthode directe en appliquant le principe

de superposition. Pour cela, il est nécessaire de connaitre le comportement dynamique

de la structure seule (i.e sans la présence des supports) soumise a une réponse impul-

sionnelle.

Les équations du mouvement de la poutre de Timoshenko libre (sans supports)
en flexion verticale soumise a une force extérieure concentrée en z. (voir Annexe A)

s’écrivent :

2
a9 0,(z,t) — 9€(t) +MM = F(z,1)
0z 0z ot? (2.9)
0¢(2, 1) 0y (2. t) | 0%0,(2 1) _ '
r'A <9y(z, t) — ~ ) —FEI 922 +pl 9z = 0

La fonction de Green associée a la poutre de Timoshenko libre (voir Annexe B) s’écrit :

1 .
GL<Z,Zf,(,U> = _E [Fdefkd‘zfzﬂ + ,l’Fpeflkp\zfzfq

Avec :

oL BCR+ R _1-2B+R)

= F, =
P 2k, (K2 + k2) T 2k (k2 + R2)




28 Chapitre 2 — Modeéle analytique périodique de la voie ballastée

OT—>2 le £(z,w)

-0 ... .. T 00

FIGURE 2.5 — Structure infinie sur des supports discrets périodiques de période .

La méthode directe considere 'influence des supports comme une somme de forces
ou de moments discrets agissant sur le rail. En utilisant le principe de superposition et

d’apres les Egs. (B.2) et (2.8) les ondes de flexion verticales sont solution de I’équation :

Cr U il ot 1= 28 el S 7wz )it = 0
dz2 T (g2 T RSV T T R Va2 e[| A AnlWISLs J0ET) =
(2.10)
La fonction de Green G¥(z,z;,w) est solution de I'Eq. (B.9), ainsi la solution de
I'Eq. (2.10) est :

[e.e]

£(z,w) = Z —Zn (W)€ (2, w) G (2, 2, W) (2.11)

n=-—0oo

Le rail est considéré comme une structure périodique unidimensionnelle de période
[, si toutes les raideurs dynamiques des supports sont égales. Ainsi, il est possible
d’utiliser le théoreme de Floquet-Bloch [6, 7] qui lie le déplacement d’une cellule a

une autre par une constante complexe v tel que :
E(z 4 nle,w) = E(z,w)e e (2.12)

En substituant 'Eq. (2.12) dans I'Eq. (2.11), on obtient :

Z > .
{(z,w) = —f(&w)% S [FyeRalzmnlel 4 emikplzmnlel]gmmle (2.13)

n=—oo

Si0 <z <, la somme infinie de 'Eq. (2.13) est convergente, en calculant la conver-

gence de séries géométriques [19] on obtient :

Z(w) sin(ky(le — 2)) + e e sin(k,2) sinh(kq(le — 2)) + e~ sinh(kg42)

é(Z, w) = *5(07 w) Fp COS(kple) — cosh(’yle) —Fa COSh(kdle) — COSh(’Yle)
(2.14)
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Il est possible d’écrire le déplacement vertical de la cellule élémentaire comme étant :

Vz e [0,l] ¢&(zw)= —£(0,w)%Y(z,w,7) (2.15)

Avec la déformée modale Y (z,w, ) telle que :

sin(k,(l. — 2)) + e e sin(k,z) sinh(ky(l. — 2)) + e sinh(kq2)

Y - | F —F
(2,w,7) p cos(kyl.) — cosh(7le) d cosh(kqle) — cosh(vle)
(2.16)

Le déplacement vertical de la poutre en dehors du domaine de définition [0, .| est

déterminé grace au théoreme de Floquet-Bloch de 'Eq. (2.12).

2.3.3 Ondes de flexion de la cellule élémentaire

Une fois le déplacement vertical de la cellule élémentaire exprimé grace a 'Eq. (2.15),
il est possible de calculer la constante complexe «y en exprimant 'Eq. (2.15) en z = 0,

on obtient :

1=—

i - (2.17)

Z(w) » sinh(kqle) sin(kpl.)
P cosh(kgl.) — cosh(vl.) dcos(kple) — cosh(vle)

On obtient alors une relation de dispersion du second degré en cosh(vl.) :

cosh(11,) +cosh(41.) [@(F sinh(Fkale) — Fy sin(kL)) — (cosh(kale) + cos(hy.)

A
+ [% ( F, cosh(kgle) sin(kyl.) — Fycos(kyle) sinh(kale) ) + cosh(kale) cos(kple)] =0

(2.18)

La résolution de I'Eq. (2.18) meéne a deux solutions possibles notées cosh(v,le) et
cosh(va4le). Chacune admet deux valeurs complexes associées %7, et £v, définies a
21 /l, pres. Ces 4 valeurs complexes correspondent aux constantes de propagation
des ondes au sein de la poutre sur supports discrets périodiques. Les ondes dont
la décroissance est la moins rapide seront associées aux constantes £, et appelées
"propagatives’ (en anglais propagative), celles dont la décroissance est la plus rapide
seront associées aux constantes +v, et appelées "évanescentes" (en anglais decaying).
Les constantes de propagation s’écrivent respectivement v, = o, +105, et 74 = ag+1i34.

Par convention, 7, et 4 seront définies comme étant a partie réelle positive.
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2.4 Analyse des constantes de propagation d'un rail infini

2.4.1 Calcul des constantes de propagation

Les constantes de propagation d’un rail UIC 60 infini reposant sur des supports
périodiques élastiques sont calculées en utilisant 'Eq. (2.18). Les parametres utilisés

pour modéliser la voie sont présentés dans les Tabx. 2.2 et 2.3.

Parameétres de la voie sous rail

Masse d'une demi traverse M; = 162 kg
Raideur de semelle sp =3 x 10®* N/m
Raideur de ballast sp = 7.5 x 10" N/m
Amortissement de semelle np = 0.1
Amortissement de ballast m = 0.4

Longueur de travée le =0.6 m

Tableau 2.2 — Parameétres de la voie sous rail

Parameétres du rail UIC 60

Module de Young E = 2,1 x 10! N/m?
Amortissement structural 1, = 0.004

Moment quadratique I =3,055 x 107° m*
Coefficient de rigidité en flexion B =6,405 x 10° N.m?
Coefficient de poisson vr=20,3

Module de cisaillement G =8,08 x 10'° N/m?
Masse volumique p = 7850 kg/m?
Masse linéique M =60 kg/m

Aire de la section équivalente A =76 x 1073 m?

Coefficient de cisaillement de la section k =0,4167
Coefficient de rigidité au cisaillement K =2,589 x 10® N/m

Tableau 2.3 — Parameétres du rail UIC 60

Les constantes de propagation du rail supporté de maniere périodique ainsi que
sans supports sont présentées sur la Fig. 2.6. Par soucis de clarté, seules les ondes
se propageant dans la direction positive sont représentées, soit les ondes liées aux

constantes 7, et 4.

Le taux de décroissance de la voie (en anglais Track Decay Rate TDR), exprimé
en dB/m en fonction de la fréquence, est calculé grace a la formulation 20log;o(e™?)
[21]. TI permet de mesurer la décroissance des ondes le long de la voie, ainsi un taux

plus élevé est souvent synonyme d’une vibration plus faible sur de grandes distances



2.4 Analyse des constantes de propagation d'un rail infini

31

10*

TDR [dB/m]

107

30

207

Nombre d'onde [m

——20logy(e
——20log10(e™
———20logyo (™)
-——= 20logip(e™

ay,

)
)
k

R zk-,,))

1000 2000 3000 4000 5000
Fréquence [Hz]

(a)

-10

50

1000 2000 3000 4000
Fréquence [Hz]

()

5000

—
Ny

Nombre d'onde [m

Nombre d'onde [m'l]

5000

30 :
ﬁp
_‘ﬁd
20+ — 3K
----S(k )
10/
0/\/ /
-
-10 : : : :
50 1000 2000 3000 4000
Fréquence [Hz]
(b)
30
20t
10t
0
O L L L L
50 1000 2000 3000 4000 5000

Fréquence [Hz]

(d)

FIGURE 2.6 — (a) Tauz de décroissance en dB/m des ondes de la poutre de Timo-
shenko sur des supports périodiques de type Ressort-Masse-Ressort (b) Constantes de
propagation en m~1 dans la premiére zone de Brillowin (c) Constantes de propagation
en m~' déroulées (d) Constantes de propagation en m™' pour Z =0
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et donc d’'un rayonnement acoustique plus faible [1]. Les TDR de I'onde propagative
vp et évanescente 4 sont tracés sur la Fig. 2.6(a). L’onde propagative possede des
bandes fréquentielles ou l'atténuation s’accroit. Ces zones seront nommeées "bandes
d’atténuation’ (en anglais stop-bands), elles proviennent de la répartition périodique
des supports et seront détaillées dans la section 2.4.2. Il est a noter qu’en hautes fré-
quences, les constantes de propagation tendent vers les constantes de propagation de
la poutre sans supports ik, et k;. La poutre périodique se découple en effet progres-

sivement de ses supports et tend a vibrer comme une poutre libre.

Les nombres d’onde 3, et 4 du rail sur supports discrets en fonction de la fréquence
sont présentés sur la Fig. 2.6(b). Ils sont dans la premiére zone de Brillouin [37] d’ou le
décalage visible entre le nombre d’onde de la poutre avec et sans supports pour 'onde
propagative. La Fig. 2.6(c) représente les nombres d’ondes déroulés sur le spectre
fréquentielle, en ajoutant 27/l, dés que leur valeur dépasse 7/l.. Le nombre d’onde
de 'onde évanescente est quant a lui quasiment nul pour une fréquence supérieure a
500 Hz, avec une rétroaction visible en dessous de cette fréquence. L’onde évanescente
a principalement une fonction d’atténuation et ne se propage donc pas le long de la

poutre.

Lorsque la raideur dynamique des supports est définie nulle, les constantes de
propagation 7, et 74 calculées correspondent aux nombres d’ondes complexes ik, et kq
de la poutre sans supports en flexion verticale (voir Fig. 2.6(d) ). En effet, une poutre
continue infinie peut étre considérée comme une structure périodique numérique de
période arbitraire (voir section 1.3.2), le fait d’appliquer une raideur dynamique nulle
sur la poutre infinie revient donc a calculer les constantes de propagation de la poutre

infinie sans supports.
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2.4.2 Condition de propagation des ondes sans amortissement interne

La répartition périodique de supports sous la poutre induit donc la présence de
bandes particulieres nommeées stop-bands dans lesquelles I'atténuation s’accroit. Sans
la présence d’amortissement interne dans la structure, la constante de propagation
est soit réelle pure ou imaginaire pure [10]. Ainsi, une onde peut se propager dans la

structure uniquement si v est imaginaire pure, ce qui arrive lorsque :
| cosh(yle)| =1 (2.19)

L’intervalle de fréquences pour lesquelles une onde peut se propager est borné par les
fréquences limites telles que cosh(vl.) = %1 et donc sinh(yl) = 0 [10]. La Fig. 2.7(a)
représente la variation fréquentielle de | cosh(v,l.)|. Les fréquences qui ne respectent
pas la condition | cosh(7l.)| = 1 appartiennent aux bandes d’atténuation (stop-bands)
et ne permettent pas la propagation des ondes. En revanche, les fréquences qui la res-
pectent appartiennent aux bandes de propagation (en anglais pass-bands). La Fig. 2.7(b)
représente le nombre d’onde 3, et la constante d’atténuation «, de I'onde propaga-
tive. On remarque la présence d’amortissement lorsque ’onde ne peut se propager. Un
systeme périodique peut donc atténuer les ondes a certaines fréquences méme sans la

présence d’amortissement interne.

[ 7 ol T ' [ |
| “ 1 [Stopband] | i
! 61 [Pass-band] |
| = "ell v l
— Pass-band| f= l i l
~ 1 c 4] 1 :
X ‘ o ‘ ; ‘
= ¥ | o } | 1
H | s 3 | i
! oI 1 :
3 S 291\ 3 :
| 1 | |
) ‘ i ol N ‘ ‘ ‘ i
2000 3000 4000 5000 50 1000 2000 3000 4000 5000
Fréquence [Hz] Fréquence [Hz]
(a) (b)

FIGURE 2.7 — (a) Variation de |cosh(yyle)| (b) nombre d’onde 5, en blew / de la
constante d’atténuation o, en rouge en fonction de la fréquence de la poutre sur sup-
ports de type ressort-masse-ressort périodiques sans amortissement interne
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2.5 Fréquences limites des bandes d'atténuation

2.5.1 Fréquences propres d'une cellule élémentaire

Cette section met en lien la relation entre les fréquences limites des bandes d’atté-
nuation et des fréquences propres d’une cellule élémentaire symétrique. La relation est

redémontrée [10] pour un systéme mono-couplé i.e & un degré de liberté de couplage.

Pour un systeme mono-couplé, la constante v peut étre liée a la réceptance grace
a l'Eq.(2.7) :
cosh(vl.) = (oL + ann)
2aR
Si un systeme est linéaire, 1’égalité ar,r = apgp est assurée. De plus, si la cellule
élémentaire est symétrique, on obtient agg = . Cela se traduit par une nouvelle
relation :

arr

cosh(vl.) = (2.20)

QLR
En utilisant la condition cosh(vl.) = £1 imposée pour la limite de propagation des
ondes, les fréquences limites des bandes d’atténuation sont obtenues pour ap; =

:i:OzLR.

Cette condition peut étre liée aux fréquences naturelles d'un élément symétrique
mono-couplé libre ou bloqué & ses extrémités [10]. Par exemple, les équations qui

régissent les déplacements d’un élément symétrique bloqué a ses extrémités sont dé-

finies par :
=ap, Fr+argr Fr=0
qr L 'y LR I'R (2.21)
qr = arp F, +argr Fr =0
Ce systeme d’équation admet des solutions si et seulement si :
! Q@
R (2.22)
QRL QRR

En utilisant les conditions de symétrie et de linéarité telles que agr = arr et argr =
arr, VEq. (2.22) se traduit par la relation oy, = tapg. Ainsi, aux fréquences propres
de I'élément unitaire, on obtient la méme relation que pour cosh(yl.) = =£1. Les

fréquences limites des bandes d’atténuation du systéme mono-couplé ! correspondent

1. Ceci n’est vrai que pour des éléments unitaires symétriques. Dans le cas d’éléments non symé-
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donc aux fréquences propres d'un élément unitaire aux extrémités libres ou bloquées
[10].

Mead [11] a étendu ce théoréeme en appliquant aux systéme multi-couplés. Pour un
systeme symétrique linéaire, les deux matrices agp et o, sont symétriques et 1’égalité
agr, = al, est assurée. En utilisant la relation cosh(vl.) = £1 et sinh(yl.) = 0, il est

parvenu a la relation :

|(apr + agr) £ (arL +arr)| =0 (2.23)

Il a développé le méme raisonnement que pour les systémes mono-couplés a partir de
cette équation en séparant les coordonnées en type 1 et en type 22. Pour une structure
en flexion verticale, les déplacements verticaux peuvent étre considérés comme étant de
type 1 et les rotations de type 2 [11]. Dans le cas de cellules élémentaires symétriques,
il est possible de lier leurs fréquences naturelles aux fréquences limites des bandes en

distinguant deux types de modes propres [11] :

1. Les modes propres de type I admettent les coordonnées de type 2 bloqués et

ceux de type 1 libres.

2. Les modes propres de type II admettent les coordonnées de type 1 bloqués et
ceux de type 2 libres.

Mead [11] a ainsi pu obtenir une condition sur les fréquences limites des bandes
d’atténuation de systemes multi-couplés. Ces limites correspondent aux fréquences
propres d’une cellule élémentaire aux coordonnées de type 1 et 2 alternativement
libres ou bloquées a ses extrémités. En regle générale, les bandes d’atténuation seront
bornées par deux fréquences propres des modes de type I et/ou de type II, cependant

il n’est pas possible de prévoir 'ordre de ces bornes [11].

triques, les fréquences propres des éléments libres ou bloqués aux extrémités se trouvent a l'intérieur
des bandes d’atténuation mais ne constituent pas les fréquences limites.[10]

2. Pour des éléments symétriques on peut distinguer deux types de coordonnées. Si un mode est
symétrique, les coordonnées de type 1 seront en phase de méme amplitude alors que les coordonnées
de type 2 seront déphasés de méme amplitude. Si un mode est antisymétrique, les coordonnées de
type 1 seront déphasés de méme amplitude alors que les coordonnées de type 2 seront en phase de
méme amplitude.
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2.5.2 Comportement des cellules élémentaires aux fréquences limites des

bandes d'atténuation

Aux fréquences limites des bandes d’atténuation, la relation cosh(vyl.) = +1 est
assurée ainsi la constante 7 est soit nulle soit égale & im/l.. D’apreés 'Eq. (2.3), on

obtient aux fréquences limites la relation suivante :

qr = tq,, (2.24)

Les déplacements aux extrémités des cellules élémentaires sont donc en phase si ~
est nulle et sont en opposition de phase si v est égale a in/l.. Pour des cellules
élémentaires symétriques, les ondes libres au sein de la structure sont symétriques ou
antisymétriques au niveau de l'interface. Pour analyser leur déformée, il est nécessaire
de considérer les deux valeurs possibles de v aux fréquences limites ainsi que les

conditions de symétrie et d’antisymétrie [35].

i

(a) Symétrie par rapportaz =0
T | - Rotations bloquées
ype \i/ Translations autorisées (déphasées)
' Antisymétrie par rapportaz=1/,/2

J(—> Cellule élémentaire
(b) Antisymétrie par rapportaz =0
-« >
Type Il Q& Rotations autorisées (déphasées)

Translations bloquées

Symétrie par rapportaz =1ie/2

FIGURE 2.8 — Comportement de deux cellules élémentaires adjacentes pour v = i/l
en fonction des conditions symétriques et antisymétriques

La condition v = in/l, impose g = —q;, si I'onde libre est de nature symétrique
par rapport a U'interface en z = 0 (voir Fig. 2.8 (a)), alors les rotations sont bloquées
et les translations sont en déphasage de méme amplitude. La déformation de la cellule
est ainsi antisymétrique par rapport & z = [./2. Si 'onde libre est de nature antisy-
métrique par rapport a U'interface en z = 0 (voir Fig. 2.8 (b)), alors les rotations sont
en déphasage de méme amplitude et les translations sont bloquées. La déformation

de la cellule est ainsi symétrique par rapport a z = [./2. La méme analogie peut étre
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Symétrie par rapportaz =0

Rotations bloquées
Translations autorisées (en phase)

Symétrie par rapportaz =1/,/2

Cellule élémentaire

(d)

Type 1l

Antisymétrie par rapportaz =0

Rotations autorisées (en phase)
Translations bloquées

Antisymétrie par rapportaz=1/e/2

FI1GURE 2.9 — Comportement de deux cellules élémentaires adjacentes pour v =0 en
fonction des conditions symétriques et antisymétriques

effectuée pour v = 0 (voir Fig. 2.9 ).

La condition de symétrie par rapport a l'interface correspond aux rotations blo-
quées et aux translations autorisées, elle sera nommée type I (voir Fig. 2.10). La
condition d’antisymétrie par rapport a l'interface correspond aux translations blo-
quées et aux rotations autorisées, elle sera nommée type II. Ce sont les fréquences
propres de ces modes de types I et II qui correspondent aux fréquences limites des

bandes d’atténuation du systéme périodique.

b

Type | Type Il
Rotations bloquées Rotations autorisées
Translations autorisées Translations bloquees

FiGURE 2.10 — Conditions limites des modes de type I et de type II d’une cellule
élémentaire



38 Chapitre 2 — Modeéle analytique périodique de la voie ballastée

2.5.3 Calcul des fréquences propres de type | et |l

Cette section se concentre sur le calcul des fréquences propres de type I et II pour la
poutre en flexion verticale sur des supports élastiques de type ressort-masse-ressort.
Dans I’étude, les supports étant situés aux extrémités de la cellule élémentaire, le
calcul des fréquences propres est réalisé en prenant en compte des demi-supports [35].
Pour un support de type ressort-masse-ressort, une demie masse est utilisée ainsi que
des demies raideurs par rapport aux valeurs précédemment utilisées (voir Tab 2.2).
Les fréquences propres des modes de type I et II ont été calculées par éléments finis en
bloquant /autorisant les rotations/translations aux extrémités de la poutre. Les modes
de type II ont été calculés en négligeant la raideur de rotation des supports, le rail est
ainsi considéré comme reposant sur des appuis simples. Entre 50 Hz et 5000 Hz, six
modes propres de type I sont trouvés ainsi que trois modes propres de type II (voir
Fig. 2.11).

Type 1

(l.a) 97 Hz (l.Lb) 211 Hz (l.c) 492 Hz
(l.d) 1251 Hz (l.e) 2972 Hz ) 4792 Hz

Type I1

(Il.a) 1078 Hz (.b) 2903 Hz (1l.c) 4749 Hz

FIGURE 2.11 — Les 9 premiers modes propres de type I et I d’une cellule élémentaire
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Les trois premiers mode propres de type I correspondent aux modes rigides d’un
systeme a 3 degrés de liberté (le déplacement vertical du rail et des deux traverses).
Le mode (I.a) est symétrique purement rigide dans lequel le rail vibre en phase avec
les traverses. Il correspond a la résonance du rail sur les semelles et le ballast. Ce

premier mode rigide peut étre calculé analytiquement de la fagon suivante [1] :

-1/2
fi ! <% + Mle(i + i)) (2.25)

21w\ s Sp Sy

Le mode (I.b) antisymétrique correspond a une résonance déphasée du rail et des
traverses. 1l est associé & une antirésonance de la voie suite & une excitation du rail.

Ce mode peut étre approximé par une formule analytique de corps rigide :

1 Jsp+ s
—— 2.26
e ' M, (2.26)

Cette formulation estime la résonance du mode 2 a 242 Hz ce qui est plus élevé que

la fréquence (I.b) a 211 Hz. L’approximation ne prend pas en compte le cisaillement
interne de la poutre et tend a surestimer la fréquence du mode propre. Le mode
(L.c) est symétrique avec une légere déformation en flexion du rail, il correspond a la
résonance du rail sur les semelles. Le rail vibre en déphasage avec les traverses. Ce

troisieme mode peut étre approximé par :

1 Sp Sp + Sp

fs =57 M1, M,

(2.27)

Cette formulation estime la résonance du mode 3 a 510 Hz ce qui est plus élevé que
la fréquence (I.c) a 492 Hz. L’approche analytique ne prend pas en considération la
flexion du rail. Les autres modes (I.d) (I.e) et (I.f) apparaissent respectivement a 1251
Hz, 2972 Hz et 4792 Hz. Le rail se découple progressivement des supports et les modes

symétriques/antisymétriques sont alternativement présents.

Le premier mode de type II est présent a partir de 1078 Hz, c’est un mode symé-
trique de flexion. Cette fréquence est communément appelée en anglais pinned pinned
frequency, elle est associée a un mode dont la longueur d’onde est telle que Apinnea = 2L
801t kpinned = 7T/le. La raideur de rotation étant négligée, ce mode est indépendant des
caractéristiques des supports. Les autres modes (I1.b) et (Il.c) apparaissent a 2903 Hz

et 4749 Hz, ils correspondent a des modes antisymétriques et symétriques.
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2.5.4 Analogie entre fréquences propres et fréquences limites des bandes

d’atténuation

Les fréquences propres de la section 2.5.3 sont les limites ® des bandes d’atténuation
de la structure périodique, on peut distinguer deux types de bandes [40] : les bandes
de Bragg (en anglais Bragg scattering stop bands) et les bandes de résonances locales
(en anglais Local resonance stop bands). Les bandes de Bragg sont dues a la périodicité
géométrique de la structure, elles apparaissent lorsque les longueurs d’onde sont du
méme ordre que la période. Les bandes de résonance locales dépendent quant a elles

des propriétés mécaniques des supports.

Les fréquences propres des modes de type I et II de la poutre sur des supports de
type ressort-masse-ressort, ainsi que les bandes d’atténuation correspondantes, sont
regroupées dans le Tab. 2.4. Le diagramme de dispersion de 'onde propagative su-
perposé aux bandes d’atténuation ainsi que les fréquences propres de type I et II sont
représentés sur la Fig. 2.12. Les bandes de résonances locales sont ici bornées par des
fréquences propres de type I. La fréquence nulle est située dans la premiere bande
d’atténuation. En effet, Mead [10] a montré que pour des systemes d’éléments défi-
nis positifs? (par exemple : une structure sur des supports élastiques) les fréquences
proches de 0 Hz se situent dans une bande d’atténuation. La propagation commence
ainsi a partir de la premiere fréquence propre (I.a) du systéeme. On constate de plus
une antisymétrie fréquentielle de la constante de propagation v aux bornes de la bande
d’atténuation de résonance locale n°2 comme 1’a montré Liu [40].

Les bande de Bragg sont quant a elles bornées par une fréquence de type I et II. Bien
que dans ce cas d’étude, les fréquences inférieures soient de type I et les fréquences
supérieures de type II, il n’est en théorie pas possible de prévoir l'ordre de ces deux
fréquences [10] qui peuvent étre alternées selon la bande d’atténuation. On constate
une symétrie fréquentielle de la constante de propagation v ce qui est caractéristique
des bandes de Bragg [40]. De plus, pour ce type de support, plus la fréquence est
élevée plus la largeur de la bande de Bragg diminue dans la mesure ou les fréquences

propres de type I et II tendent a se rapprocher en hautes fréquences.

3. A condition que les cellules élémentaires soient symétriques.

4. Soit une matrice M symétrique réelle d’ordre n. Elle est définie positive si pour toute matrice
colonne X non nulle & n éléments réels, I'inéquation X7 M X > 0 est respectée. En termes de modes
propres, cela signifie qu’il n’y a pas de modes de corps rigide a la fréquence nulle.
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Fréquence Type de mode vy Zone stop bande n°®  Type de bande
907I—II{ZZ I symétrique 0 1 Local resonance
e e 2 Local resonance
1(2)2? gi %Iasn};?sl;:llé?rlieque EZ%Z 3 Bragg scattering

072 Hy Lpméoiaue 0 E Bragg scattering

4749 Hz Il symétrique im/le . Brags scattering

4972 Hz 1 antisymétrique  im /I,

Tableau 2.4 — Variation de la constante v en fonction des fréquences propres des
modes de type I et de type II et bandes d’atténuation de la poutre sur supports de type
TeSSOTt-Mmasse-ressort

(l.a) (Lb)(l.c) (l.a)(l.d) (I.b)(l.e) (I.c)(L.f)

-1

a, et B, en [m
w

LY ! ! ! ! ! !
50 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Fréquence [Hz]

0

FIGURE 2.12 — Diagramme de dispersion de la poutre sur supports de type ressort-
masse-ressort et fréquences propres des mode de type I et II. Les zones grisées corres-
pondent aux bandes d’atténuation

La méme analogie est effectuée que précédemment avec une poutre sur des supports
de type masse-ressort. Les nouvelles fréquences propres de type I et II ainsi que les
bandes d’atténuation sont regroupées dans le Tab. 2.5 et sur la Fig. 2.13. Le systeme
est encore défini positif, ainsi la fréquence nulle est située de nouveau dans une bande
d’atténuation. Les masses étant directement liées a la poutre, il n’y a qu'un mode
rigide (I.a) a 195 Hz, on ne trouve donc qu’une seule bande de résonance locale.

Les limites des bandes de Bragg sont encore bornées par une fréquence propre de type
I et II mais leur ordre est inversé par rapport au cas précédent. Les fréquences propres
de type I et II ont de plus tendance a s’éloigner en hautes fréquences, ce qui provoque

un ¢largissement des bandes de Bragg. L’ordre des bornes des bandes d’atténuation
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dépend donc de la nature des supports. La symétrie fréquentielle de la constante ~

est respectée pour les bandes de Bragg.

Fréquence Type de mode v Zone stop bande n°  Type de bande
0 Hz 1 Local
195 Hz I symétrique 0 ocat resonance
391 Hz I antisymétrique  in/I .
. 2 B
1078 Hz  II symétrique im/l ragg scattering
1642 Hz I symétrique 0 . .
2903 Hz  II antisymétrique 0 3 Bragg scattering
3125 Hz I antisymétrique i/l .
4 B
4749 Hz 11 symétrique im/l ragg scattering

Tableau 2.5 — Variation de la constante v en fonction des fréquences propres des

modes de type I et de type II et bandes d’atténuation de la poutre sur supports de type
masse-ressort

(l.a) (l.b) (Il.a) (l.c) (I.b) (l.d) (Il.c)

-1

a, et By en [m
w

) e

0

50 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Fréquence [Hz]

FIGURE 2.13 — Diagramme de dispersion de la poutre sur supports de type masse-

ressort et fréquences propres des mode de type I et II. Les zones grisées correspondent
aux bandes d’atténuation
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2.6 Réponse forcée de la voie analytique

Les ondes libres ayant été calculées dans la section 2.3, il est désormais possible
d’appliquer une force extérieure sur la structure et de calculer sa réponse forcée spec-
trale et spatiale. Celle-ci est déterminée par I’expression d’une fonction de Green de

la poutre supportée.

2.6.1 Fonction de Green du rail infini sur supports discrets

L’équation différentielle (2.10) admet quatre solutions, la solution générale des
ondes dans la poutre sur supports périodiques est donc une combinaison linéaire de

ces solutions telle que [19] :

VzeR 3z€[0,l] TneN, z=z+nl

5(2’, w) = a,lY(é, _de)en’Ydle + GQY(Za _Vp)envple + b1Y(§, Vd)ein%lle + bQY(ga Vp)einwple
(2.28)

Les coefficients a; as by by représentent les amplitudes des déformées modales Y (Z, £, /d).

X

OT—‘»Z Fezt f(zf,w) = FthL(Z, vaw)
. L+
z =z 3220
| | |
F4 Fo Fi

FIGURE 2.14 — Réponse forcée du rail suite a une force extérieure appliquée en z = z5

La méthode directe ci-dessous reprend le raisonnement établi dans la section 2.3
pour la poutre de Timoshenko infini sur supports discrets en incluant la présence d’une
force extérieure F,;. La fonction de Green G®(z,zy,w) correspond a la réponse de
la poutre sur supports discrets soumise a une force extérieure unitaire concentrée en
z = zs. Elle est donc solution de I'équation (B.2) avec présence d'un second membre

regroupant la force d’excitation extérieure et les forces exercées par les supports :
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&2 ?
H—dz? + kf} {@ + kf} - 7%‘413] Gz, 2p,w)+
Z B[ & 3
% ll - {ﬁ + ka >, Gz, z5,w)d(2 —nl)

Le systéme est considéré comme libre en tout point z # z¢, la fonction de Green est

donc solution de I’équation :

H;—;#—ki} {(j—;ijf}—k‘lB] G5(z, 25, w)+
%ll—g{@JrkgH i G%(z,zp,w)d(z —nl) =0 (2.30)

La fonction de Green peut donc étre exprimée comme une combinaison linéaire des

solutions élémentaires de I'Eq.(2.10) :

S aY (2, —ya)e™dle + apY (2, —y,)e"?e siz=Z+nl, <z, n€ZL"
G”(z, zp,w) =
DY (Z,74)e ™l + byY (Z,9,)e ™"l siz=Z+nl>z;, n€N

(2.31)

Les coefficients a; as by et by sont déterminés en intégrant successivement I’'Eq. (2.30)
par rapport a z de part et d’autre de z;. La fonction de Green étant continue en zy,

on obtient alors un systéme de 4 équations pour la résolution des coefficients :

@G (Z,Zfaw)|zf— = E[l + ?kt]
& s 7
@G (z,zf,w)|zf, =0
(2.32)
d g 2F 1
@G (2, Zfaw)\z}: T K

2T

G%(z, zp, W)z =0

La détermination des coefficients a; as by et by revient a résoudre le systeme matriciel
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suivant
—Y(Ze, _fyd) —Y(Ze, _fyp) Y<z67 fyd) Y(Ze, fyp) ax O
_Y(Zea _Vd) _Y(Zea _Vp) Y(Zea Vd) Y(Zea Vp) 5) _ _l/K (2 33)
_Y(Zea _’Yd) _Y(Z€7 _’Yp) Y(Zea ’Yd) Y(267 ’Yp) b1 0
_Y<Z€7 _fyd) _Y<Ze, _pr) Y<zeu fyd) Y.(Zm pr) b2 % [1 + %k?]

Les dérivées Y Y et ¥ correspondent respectivement aux dérivées partielles d’ordre
1,2 3 de Y par rapport a z. La résolution de ces 4 équations linéaires permet de former
la fonction de Green G*(z, zr,w) relative & la réponse de la poutre de Timoshenko sur

supports discrets soumise a une force unitaire concentrée en z = z;.

2.6.2 Analyse de la réponse forcée spatiale du rail

La fonction de Green du rail sur supports discrets déterminée précédemment per-
met de calculer la réponse forcée du rail soumis a une force extérieure. Cette force peut
représenter I'action dynamique de la roue sur la voie (voir section 1.1.4). L’analyse est
effectuée sur la réceptance qui quantifie le rapport du déplacement vertical sur ’am-
plitude de la force extérieure. Les supports utilisés sont de type ressort-masse-ressort
(modélisant ’ensemble semelle-traverse-ballast). La longueur élémentaire d’une cel-

lule, soit la distance entre deux traverses est considérée comme étant égale a 0.6 m.

Les Figs. 2.15(a), 2.15(b) et 2.15(c) représentent les valeurs absolues des réponses
spatiales du rail suite & une excitation située respectivement a z = 0 m (au dessus du
support 0), & z = 0.1 m et a z = 0.3 m (en milieu de travée) & 500 Hz. Il est clair
que les ondes se propagent de maniere symétrique de part et d’autre de I'impact si la
force est appliquée au dessus des supports ou en milieu de travée (voir Figs. 2.15(a)
et 2.15(c)). En revanche, pour 'impact situé en z = 0.1 m la propagation des ondes
est clairement non symétrique. A la fréquence de 500 Hz, Pamplitude de la réceptance
est plus importante en milieu de travée ce qui s’explique par le mode propre de type I
de la cellule élémentaire proche de 500 Hz (voir mode propre (I.c) de la Fig 2.11). La
Fig. 2.15(d) représente la valeur absolue de la réponse spatiale suite a un impact situé
a z = 0.3 m a 400 Hz. Cette fréquence est située dans une bande d’atténuation de
résonance locale (voir Fig. 2.12). L’amplitude au point d’impact est clairement plus

faible et la décroissance spatiale bien plus importante que précédemment.

Les Figs. 2.16(a) et 2.16(b) représentent les valeurs absolues des réponses spatiales
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FIGURE 2.15 — Valeur absolue de la réponse spatiale du rail soumis a une force unitaire
concentrée en (a) z =0 m (au dessus du support n°0) (b) z=0.1m (c) z=03m
(entre deuz supports) a 500 Hz et (d) en z = 0.3 m a 400 Hz. Les fléches corres-
pondent au point d’impact, les traits verticaux noirs correspondent respectivement aux
emplacements des supports n°-1 n°0 et n°l

pour un impact situé en milieu de travée et sur un support aux fréquences respec-
tives de 1077Hz et 1200Hz. La réponse a 1077 Hz est nettement moins atténuée en
distance par rapport a celles effectuées a 500 Hz et a 1200Hz. La fréquence de 1077
Hz correspond a la pinned-pinned frequency et constitue la premiere fréquence propre
du type II. Si 'on reprend la Fig. 2.6(a) il s’agit de la fréquence pour laquelle la

constante d’atténuation est minimale (les autres minimums locaux de la constante
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d’atténuation sont atteints pour les autres fréquences propres du type II). De plus la
réponse a 1077Hz est bien moindre pour un impact situé sur le support qu’en milieu
de travée. Ceci est dli au mode propre a 1077 Hz qui admet un maximum en milieu
de travée et des minimums aux extrémités. L'importance des bandes d’atténuation et
de propagation est claire sur ces exemples pour la propagation des ondes au sein des

structures périodiques.
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FI1GURE 2.16 — Valeur absolue de la réponse spatiale du rail soumis a une force unitaire
concentrée en (a) z =0 m pour la courbe rouge et z = 0.3 m pour la courbe bleue d

1077 Hz (b) z = 0 m pour la courbe rouge et z = 0.3 m pour la courbe bleue a 1200
Hz.

L’analyse est maintenant effectuée sur I'influence de 'amortissement interne des
semelles et du rail. Les Figs 2.17(a) et 2.17(b) représentent les valeurs absolues des
réponses spatiales a 700 Hz et 1077 Hz. La Fig. 2.17(a) montre qu’a 700Hz des semelles
plus amorties engendrent logiquement une décroissance plus rapide de 'onde de flexion
sans modifier 'amplitude au point de contact. Cependant, la Fig. 2.17(b) montre qu'un
amortissement plus élevé des supports n’engendre pas de décroissance visiblement
plus importante a 1077 Hz. C’est 'augmentation de I’'amortissement interne du rail
qui entraine ici une décroissance plus rapide de 'onde tout en diminuant 'amplitude
au point d’impact. En effet, a cette premiere pinned-pinned frequency le rail vibre de
maniere quasi indépendante des parameétres du support (voir mode propre (Il.a)) et

seul 'amortissement du rail affecte réellement la décroissance de 1’onde.
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FIGURE 2.17 — Valeur absolue de la réponse spatiale du rail soumis a une force unitaire
concentrée en (a) z = 0 m a 700 Hz avec un amortissement des semelles ns = 0.25 pour
la courbe rouge et un amortissement des semelles ns = 0.1 pour la courbe bleue (b) en
z=0.3m a 1077 Hz avec un amortissement du rail n, = 0.004 et un amortissement
des semelles ns = 0.1 pour la courbe - - bleue, n, = 0.004 et ny = 0.25 pour la courbe
grise, 0, = 0.008 et ns = 0.1 pour la courbe - - rouge, n, = 0.008 et n, = 0.25 pour la
courbe verte.

2.6.3 Analyse de la réponse forcée spectrale du rail

L’analyse de la réponse forcée est maintenant effectuée en balayant le spectre
fréquentiel. La valeur de la réceptance est ainsi calculée pour chaque fréquence sur
une bande de fréquences allant de 50 a 5000 Hz.

La Fig. 2.18 représente la valeur absolue de la réceptance du rail et de sa phase
associée au point d’impact situé en z = 0 m (au dessus d’un support) et en z = 0.3 m
(en milieu de travée). La réponse d’un rail sur support continu [1] (sans la répartition
périodique discrete) est superposée aux deux courbes.

La premiére bande d’atténuation se situe entre 0 Hz et 97 Hz. A 97 Hz, apparait
le premier mode propre de type I, le rail se déplace comme un corps rigide. Les
déplacements verticaux sont donc de méme amplitude quelque soit la localisation
de I'impact. Entre 211 Hz et 492 Hz se trouve la deuxiéme bande d’atténuation. Le
deuxieéme mode propre de type Il apparait a 211 Hz, avec un maximum aux extrémités
de la cellule et un minimum en son milieu. A 492 Hz, apparait le troisitme mode

propre de type I, ce mode n’est cependant pas rigide et fait apparaitre de la flexion
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d’ot une amplitude de déplacement vertical 1égerement supérieure en milieu de travée
par rapport aux extrémités. Entre 1077 Hz et 1251 Hz se situe la troisieme bande
d’atténuation. A 1077 Hz apparait la pinned- pinned frequency relative au premier
mode propre de type II. Les translations étant bloquées aux extrémités, la réponse
admet une anti-résonance pour un impact situé sur un support et une résonance pour
un impact situé en milieu de travée. A 1251 Hz apparait le quatriéme mode propre de
type I. Le déplacement vertical est ainsi minimal en milieu de travée et est maximal
aux extrémités. Entre 2903 Hz et 2972 Hz se trouve la quatriéme bande d’atténuation.
A 2903 Hz apparait le deuxiéme mode propre de type II. Les déplacements verticaux
aux extrémités et en milieu de travée sont minimaux et ainsi égaux. A 2972 Hz apparait
le cinquieme mode propre de type I. Les déplacements verticaux en milieux de travée

et aux extrémités sont ainsi de méme amplitude. Entre 4749 Hz et 4792 Hz se situe la
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FiGURE 2.18 — Valeur absolue et phase de la réceptance du rail avec un impact
en z = 0 m pour la courbe rouge, en z = 0.3 m pour la courbe bleue et sur un
support continu pour la courbe - - noire. Les zones grisées correspondent aux bandes
d’atténuation.
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cinquiéme bande d’atténuation. A 4749 Hz apparait le troisitme mode propre du type
II. Les déplacements aux extrémités sont a un minimum alors que les déplacements en
milieu de travée sont au maximum. A 4792 Hz apparait le sixiéme mode propre de type
I. Les déplacements en milieu de travée sont a un minimum alors que les déplacements
aux extrémités sont a un maximum. La méme analogie peut étre effectuée pour un

impact situé a z = 0.15 m (voir Fig. 2.19).
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FIGURE 2.19 — Valeur absolue et phase de la réceptance du rail avec un impact en
milieu de travée pour la courbe bleue et en z = 0.15 m pour la courbe verte.

Il est intéressant d’analyser 'influence des bandes d’atténuation sur la réceptance
du rail. La Fig. 2.20 représente les réponses calculées a z =9 m, 2 =6 m, 2z =3 m et
z = 0.3 m de l'origine avec un impact en z = 0.3 m. L’effet des bandes d’atténuation
est clairement visible sur la figure. La décroissance des ondes est majeure dans les
trois premieres bandes d’atténuation, en accord avec le taux de décroissance de I'onde
de flexion verticale (voir Fig. 2.6). Les bandes de résonance locales offrent donc des

taux de décroissance tres importants empéchant les ondes de s’y propager.
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F1GURE 2.20 — Valeur absolue de la réceptance du rail en z =9 m pour la courbe - -
verte, en z = 6 m pour la courbe .. jaune, en z = 3 m pour la courbe -.-rouge et en
z = 0.3 m pour la courbe bleue. La force est appliquée en z = 0.3 m.

L’analyse est ensuite portée sur le comportement dynamique du rail supporté par
des raideurs de semelles différentes. La Fig. 2.21(a) représente la réceptance et la
phase associée au point d’impact d’un rail sur des semelles de raideur s, = 3e8 N/m
et s, = 6e8 N/m. Le mode propre (I.c) qui correspond a la résonance du rail sur les
semelles est logiquement le plus affecté et voit sa fréquence accrue pour une raideur
des semelles plus importante. On rappelle que les fréquences propres de type I, qui
dépendent directement des caractéristiques des supports, sont aussi les fréquences
supérieures des bandes d’atténuation de Bragg. Ainsi, des semelles plus raides vont
venir élargir ces bandes particulieres et faire accroitre le taux de décroissance des
ondes.

D’un point de vue vibratoire, I'avantage de semelles plus raides est visible sur la
Fig. 2.21(b). La réceptance y est calculée a z = 3 m pour un impact situé¢ a z = 0.3 m.
Les bandes d’atténuation sont clairement plus larges et ont pour conséquence une
atténuation accrue de 'onde dans ces bandes. Les semelles rigides ne semblent donc
pas avoir d’avantage localement autour de 'impact mais sont bénéfiques en termes
de décroissance des ondes. Ce phénomeéne s’explique par une transmission d’énergie
plus importante du rail aux traverses dans une configuration sur semelles rigides. A
I'inverse, pour des semelles plus souples, les traverses sont mieux isolées et les ondes

peuvent se propager plus aisément le long du rail. [1].
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FIGURE 2.21 — Valeur absolue de la réceptance et phase du rail en z = 0.3 m (a)
(b) en z = 3 m pour un impact situé en z = 0.3 m. La raideur de la semelle est de
sp = 3e8 N/m pour la courbe bleue et s, = 6e8 N/m pour la courbe - — rouge. Les
zones grisées correspondent aux bandes d’atténuation calculées avec s, = 3e8 N/m

Les Figs 2.22 et 2.23 représentent la mobilité le long du rail sur supports pério-
diques discrets et sur support continu en fonction de la fréquence. Cette représentation
permet de visualiser I’atténuation spatiale des stop bands. Le comportement en basses
fréquences du rail sur support continu est trés proche de celui du rail sur supports
périodiques discrets (voir aussi Fig. 2.18). Le support continu ne prend pas en compte
la dimension périodique des supports et explique 'absence des fréquences propres
de type II. Il n’y a donc pas de bandes de Bragg caractéristiques des structures pé-
riodiques et donc pas de bandes d’atténuation apres 500 Hz. Il est donc primordial
de prendre en compte la dimension périodique de la voie pour I'étude de sa réponse

dynamique en hautes fréquences.
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FI1GURE 2.23 — Valeur absolue de la mobilité le long du rail sur support continu en

fonction de la fréquence avec un impact en z = 0.3 m
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2.7 Conclusion

Ce chapitre a permis de mettre en avant la modélisation de structures périodiques
de maniére analytique en s’appuyant sur I’étude d’une voie ferrée ballastée. La voie
a été considérée comme une poutre de Timoshenko infinie reposant sur une infinité
de supports élastiques. Ces derniers ont été modélisés par un modele bi-couche com-
prenant la semelle, la traverse et le ballast. La réponse libre du rail supporté a été
calculée grace a sa fonction de Green. Les constantes de propagation des ondes de
flexion du rail ont ainsi pu étre déterminées. Ceci a mené a 1’étude de zones particu-
lieres des structures périodiques, les bandes d’atténuation. Ces zones sont bordées par
des fréquences limites qui sont les fréquences propres d’une cellule élémentaire aux

conditions limites particulieres (modes de type I ou II).

L’étude des ondes périodiques a ainsi permis de faire un lien entre le comportement
dynamique de la voie ballastée et les bandes d’atténuation du rail. Un ensemble de
bandes particulieres telles que les bandes de résonances locales ou les bandes de Bragg
ont été étudiées. Ces bandes sont caractéristiques des supports, les semelles jouent
ainsi un réle primordial dans 'atténuation des ondes. Pour améliorer les performances
vibratoires et acoustiques de la voie ferrée, il est nécessaire d’utiliser des semelles raides
pour élargir les bandes de Bragg. Ceci permet d’accroitre le taux de décroissance des

ondes et donc de limiter leur propagation.

L’étude bibliographique a cependant révélé que les modeles analytiques ne sont
plus valables apres 1500 Hz dans la mesure ou les modes de section du rail contribuent
fortement a la réponse dynamique. Ainsi, bien que tres intéressants pour comprendre
les bases de la physique des ondes périodiques au sein d’une voie ferrée, les modeles
analytiques ne pourront étre utilisés dans le cadre du projet CERVIFER pour la pré-
certification des infrastructures. Il est nécessaire de prendre désormais en considération
la géométrie réelle du rail afin de calculer ses modes de section. La méthode choisie
dans le chapitre 1 est la WFEM (Wave Finite Element Method) qui permet de calculer
les modes de propagation d'une cellule élémentaire modélisée par éléments finis, elle

sera présentée et développée dans les chapitres suivants.



Chapitre 3

Modele numérique des structures

périodiques par Wave Finite Element

Ce chapitre sera consacré a l’étude de la WFEM (Wave Finite Element Method). Deux
approches y seront présentées, la WA (Wave Approach) et la DSM (Dynamic Stiffness
Matriz), qui permettent d’obtenir les réponses forcées de structures périodiques a partir
d’une cellule élémentaire. Les deux approches seront comparées afin de construire les
bases du modéle périodique de la voie ferrée. La réduction modale sera étudiée et posera

les limites de son utilisation en fonction des conditions limites du modéle.

55
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3.1 La méthode Wave Finite Elements (WFE)

3.1.1 Matrice de transfert du guide périodique
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FIGURE 3.1 — Forces et déplacements appliqués a deux cellules élémentaires adjacentes

Le principe de la méthode WFE [29, 41, 42] consiste a décrire la propagation
des ondes dans une structure périodique a partir d’'une cellule élémentaire modéli-
sée par éléments finis. La méthode exprime les déplacements et les forces aux in-
terfaces gauche et droite des cellules élémentaires. Si I'on considere n. degrés de
liberté présents sur chaque interface de couplage, il est possible de définir un vec-
teur @ y de variables indépendantes et de dimension [2n. x 1] (voir Fig. 3.1) re-
présentant les coordonnées et les forces de la section gauche de 1’élément N. Le vec-

teur Q; y, est associé aux composantes de la section gauche de I’élément N + 1.

ar N dr.N+1
LN = ’ Qrnia = ’ (3.1)
{FL,N} ! {FL,NH}

La matrice de transfert T' de dimension [2n. X 2n.] entre deux cellules élémentaires

est définie telle que :
QL,N+1 =T QL,N (3-2)

La continuité des déplacements et 1’équilibre des forces aux sections de couplage im-

posent :

dr.N+1 = 4dRrN Frni1i=—Fgrn (3.3)

On obtient la relation :

Qprn=T Q,y avec Qpy= { e } (3.4)

—Fpry
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3.1.2 Discrétisation par éléments finis

Par rapport aux méthodes analytiques, les modeles éléments finis permettent
une plus grande liberté dans la modélisation des cellules élémentaires en prenant
en compte, par exemple, la forme réelle de la section d’un rail. La formulation du pro-
bleme par éléments finis passe par une discrétisation de la forme faible de 1’équation
d’équilibre dynamique qui s’écrit [43] :

2

0
M z,y,z,t) + C —q(z,y,2,t) + K q(z,y,2,t) = F(x,y, z,t) (3.5)

@‘K ot

Avec M la matrice de masse, C' la matrice d’amortissement et K la matrice de raideur
de la cellule. Le vecteur ¢ = [q; q; qg|* représente les degrés de liberté (notés ddl),
q, constitue les n; ddl internes, q; et qp représentent respectivement les n. ddl des
sections gauche et droite. De méme pour le vecteur F' des efforts généralisés défini
comme étant F = [Fy F; Fg]T.
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FIGURE 3.2 — Degrés de liberté d'une cellule élémentaire

En appliquant la transformée de Fourier par rapport au temps de 1'Eq. (3.5), on
trouve :
(K + wC — wQM) q(z,y,z,w) = F(r,y,2,w) (3.6)

Avec w est la pulsation en [rad.s™!], on note D la matrice de raideur dynamique de

la cellule élémentaire telle que :
D =K +iwC —w’M (3.7)

Si aucune force n’est appliquée, la composante F'; est nulle et seules les forces de

couplage F'j, et F'g sont présentes. Il est ainsi possible de réorganiser la matrice D
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selon ses ddl gauches et droits telle que :

5LL ﬁLi ELR q;, F,
BiL ﬁzz EZR q, ( — 0 (3-8)
5RL BRi 5RR qdr Fpr

La matrice de raideur dynamique peut étre condensée en exprimant les ddl internes
en fonction des ddl de couplage [41] et ainsi écrire la matrice de raideur dynamique

en une matrice de dimension [2n, X 2n.|. Ceci meéne a une simplification de I'Eq. (3.8)
D D F
LL LE| J49r | _ L (3.9)
Dpri Drgr| \4r Fr

1~ —1

DLL :E/LL_E/LiBi_@' DiL DLRIBLR—BMDM DiR (31())
—_ _~ ~—1 —_ ~ o~ ] ~
DRL:DRL_DRZ'Dii DiL DRR:DRR_DRiDii DiR

telle que :

En posant :

La matrice de transfert T peut étre exprimée de maniere discréte en combinant les
Egs. (3.3) (3.4) (3.9) :

-D7L D D7l
T — r YLL LR

- " | (3.11)
—Dpg; +Dgrr D;p D,  —Dpgrr Dip

Pour obtenir les déplacements et les forces au sein de la structure périodique, il est

possible de résoudre le probleme aux valeurs propres généralisé :

(T-A1)Q, ={0} (3.12)

La résolution de I'Eq. (3.12) fournit 2n. couples ();, ¢;) pour chaque fréquence dé-
finissant un ensemble d’ondes caractéristiques découplées se propageant le long de
la structure. La forme de I'onde caractéristique j est définie par ¢;, A; est lié a sa
constante de propagation telle que :

\j = e il N =eH (3.13)

J

Cependant, le calcul direct aux valeurs propres de la matrice de transfert T' peut étre

sujet & des problemes numériques [30, 44, 45]. En effet, les matrices de transfert sont
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naturellement mal conditionnées par I'implication dans un seul et méme vecteur de
composantes de déplacements et de forces dont les valeurs peuvent étre tres éloignées.
Ainsi, un nombre important de degrés de liberté aux interfaces de couplage peut
conduire a I'apparition d’ondes tres évanescentes, posant des probléemes de condition-

nement pour la résolution directe du probleme aux valeurs propres généralisé.

3.1.3 Reformulation du probléme aux valeurs propres généralisé

Pour pallier ces problemes de conditionnement, un probleme aux valeurs propres
généralisé mieux conditionné [45] est explicité dans la suite. Le théoréme de Floquet-
Bloch (voir Eq. (2.3) ) permet d’exprimer les déplacements/forces des interfaces d'une

cellule élémentaire par rapport a une cellule adjacente, on obtient ainsi le systeme

D D F
LL LR q;, _ L <3.14>
Dpg; Dgg| e q, —e e Fp

Le nouveau probleme aux valeurs propres généralisé des coordonnées de couplage est

suivant :

donné en égalisant les deux lignes de I'Eq. (3.14) :

D D D D 0
RL RR| | = LL LR ar { _ (3.15)
0,, In, -I,, O, qr 0

L’Eq. (3.15) est un probléme aux valeurs propres généralisé qui s’écrit [44] :

_DLL _DLR
InC Onc

L =

D D
Nw]' = )\jij N = [ AL RE

0., In,

] (3.16)

Une valeur propre \; est associée a un vecteur propre w; des déplacements modaux

)‘j¢qj

Il est possible de déterminer le vecteur propre qbfj des forces modales de dimension

de dimension [2n, x 1] :

[ne x 1] grace a la premiere ligne de 'Eq. (3.14) :
¢s; = (Drr+ N Drr) ¢g; (3.18)

Il existe ainsi 2n, vecteurs ®; pour chaque fréquence représentant une base utilisée
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pour décrire les composantes de déplacements et de forces au sein de la structure

périodique. Cette base de dimension [2n, X 2n.| est donnée par :

bq
® = (3.19)
{¢f } 1..2n¢

Le probleme aux valeurs propres généralisé de 'Eq. (3.16) est mieux conditionné que
celui de I'Eq. (3.12) dans la mesure ou les vecteurs propres n’impliquent que les com-
posantes du déplacement. La résolution de ce nouveau probleme est cependant plus
complexe car les matrices IN et L ne sont pas symétriques, non définies positives et
peuvent étre singulieres [30]. L’utilisation d’un algorithme robuste® est donc néces-
saire pour ce calcul aux valeurs propres généralisé. Ainsi, la résolution du probleme
reformulé peut s’avérer plus lente en temps de calcul que celle de 'Eq. (3.12), mais
accroit sa stabilité numérique surtout en présence d’'un nombre important de degrés
de liberté.

3.1.4 Application de la méthode a des éléments de poutres 1D

Cette partie met en exergue les valeurs des constantes de propagation tirées du
probléeme aux valeurs propres généralisé de I'Eq. (3.16) par éléments finis a celles
déterminées par des méthodes analytiques (voir section 2.4.1 ). La matrice de raideur
dynamique d’une cellule élémentaire est assemblée avec n. éléments de longueur h,
puis est condensée aux nceuds de couplage conformément a I’'Eq. (3.9). L’analyse est

effectuée sur une poutre d’Euler-Bernouilli puis de Timoshenko.

L R
° oo o ®

A
Y

FI1GURE 3.3 — Cellule élémentaire concaténée avec des éléments de longueurs h,

1. Un algorithme de type QZ [46] qui transforme les matrices non symétriques en matrices trian-
gulaires supérieures pour permettre le calcul aux valeurs propres.
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On considére un élément en flexion verticale a deux degrés de liberté (translation
verticale et rotation), de longueur élémentaire [., d’aire A et de moment quadratique
I,. En utilisant des polynémes d’ordre 3 pour les fonctions de forme associées, les

matrices de raideur et de masse sont données par [47] :

1. La matrice élémentaire de raideur statique K,

12 —6he —12 —6h,
EI, —6he h2(4+¢) 6he h2(2—¢)
e =3 (3.20)
h(1+y) | —12 6he 12 6he
~6he hZ(2—¢) 6he hZ(4+¢)
2. La matrice élémentaire de masse M,
mq mo ms my mry mg —my msg
M. — pAhe mo ms —Mmy me 4 pIy ms mo —mg Mio
‘ 420(1+¢)2 mg3 —1My mi —my 30he(1+¢)2 —my7 —msg m7 —msg
my Mg —M2 M5 mg  Mmig —MmMg Mo
(3.21)
12E1
Avec : ¢ = Y = kG
Vee 1 0= oar

my = (156 + 294¢ + 1406%) ms = —0.5h(44 + T7¢ + 35¢%) ms = (54 + 126¢ + 706?)
my = 0.5h.(26 + 63¢ + 35¢%) ms = 0.5h%(8 + 14¢ + 7¢?) mg = —0.5h2(6 + 14¢ + T¢?)
mry =36 mg = —he(?) — 15(b) mg = hz<4 + 5(b + 10¢2> mig = —hg<1 + 5(b — 5(}52>

Le terme k correspond au coefficient de cisaillement de la section. Pour le modele
de poutre d’Euler, qui ne prend pas en compte le cisaillement (voir Eq. (A.21)), les
matrices élémentaires sont obtenues en annulant le terme ¢. La structure est considérée
comme libre infinie. Apres I'assemblage des matrices élémentaires, il est possible de
calculer de maniere formelle les valeurs propres de I’'Eq. (3.16). Pour la poutre d’Euler-

Bernouilli, ceci mene a la constante de propagation 3, telle que :

By = kg (1 + (kphe)* /2880 — j(kphe)® /2880 + o((k;Bhe)f’)) (3.22)
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L’erreur relative par éléments finis s’exprime donc :

Evelative.cf = (kBhe)* /2880 — j(kBhe)® /2880 + o((kghe)® (3.23)

L’erreur relative provient de la discrétisation h. de la cellule élémentaire, elle peut
aussi étre démontrée par la méthode des différences finies en discrétisant 'Eq. (A.21)

du mouvement de la poutre d’Euler (voir Annexe D) :

1 3
Erelative,df = ﬂ<k3h6>2 + 6TO<the>4 + O((the)4 (324)

En pratique, au moins six éléments sont nécessaires par longueur d’onde afin de
représenter le systeme de maniere précise [48]. Ce qui correspond au critere he < A, /6
soit |Bphene| < 2nem/6, avec n. le nombre d’éléments de longueur h. concaténés dans
la cellule élémentaire. L’erreur relative dépend des fonctions de forme de 1’élément,

ainsi dans certains cas le critere h, < \,/3 sera suffisant [49].

La Fig. 3.4 représente le diagramme de dispersion de I'onde propagative de la poutre
d’Euler-Bernouilli en flexion verticale. La cellule unitaire est maillée avec des éléments
de telle sorte que he = Apaz/Mmin, Amae représente la longueur d’onde de 'onde de
flexion a la fréquence maximale d’étude et n,,;, un nombre entier caractéristique
du nombre d’éléments par longueur d’onde. Trois cas sont analysés pour les valeurs
entieres Nyin = 1, Npin = 2 €t Ny = 3. Le critére he < A4,/3 semble dans ce cas
suffisant pour approximer la constante de propagation a la fréquence de 5000 Hz avec

une erreur relative inférieure a 1% (voir Fig. 3.4(c)).

La Fig. 3.5 représente le diagramme de dispersion de l'onde propagative de la
poutre de Timoshenko en flexion verticale. La cellule unitaire est maillée avec des
éléments tels que Nyin = 1, Npin = 3 et Ny = 10. 11 est clair que 10 éléments
au minimum sont nécessaires dans ce cas pour limiter I'erreur relative du probléme
éléments finis a 1% jusque 5000 Hz. Afin d’atteindre ce niveau d’erreur relative, le
nombre minimum d’éléments par longueur d’onde doit étre plus important que pour la
poutre d’Euler-Bernouilli. L’élément de poutre de Timoshenko est donc plus sensible
a la discrétisation de la cellule élémentaire. Cette différence s’explique par la prise en
compte des effets de cisaillement et des inerties de rotations qui ne sont pas présents

pour la poutre d’Euler-Bernouilli.
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FI1GURE 3.4 — Constante de propagation de la cellule élémentaire de la poutre d’Euler-
Bernouilli avec (a) Npin = 1, Npin = 2 et Ny = 3 (b) zoom de la Figure. a (c¢) Erreur
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3.1.5 Propriétés des vecteurs propres
3.1.5.1 Sens de propagation

Les valeurs propres complexes \; apparaissent en paires [11, 41] ()\j,)\j_l), elles
correspondent aux ondes se propageant dans la direction positive ou négative. En

effet, si 'on combine la premiere et la deuxieme ligne de I'Eq. (3.14) :

1
(DLL +Dgrr +ADpg + XDRL) q, =0 (3.25)

En prenant la transposée de cette équation et en utilisant les propriétés de symétrie

de la matrice de raideur dynamique, la structure étant supposée linéaire on obtient :

1
th (DLL+DRR+XDLR+ADRL) =0 (326)

Le vecteur q; est a la fois vecteur propre droit associé a la valeur propre A et vecteur
propre gauche associé a la valeur propre 1/X. Si A est une valeur propre de I'Eq. (3.25),
il en est de méme pour la valeur propre 1/X. En notant \; = 1/ )\;r, Iensemble ()\;L, Aj)
représente un couple de valeurs propres associé aux vecteurs propres CI);F et @ Il est

ainsi possible de scinder la base ® telle que :

g
ot

o=[ot o] @ = P =

bq
3.27
d’f} 327

Avec @7 les vecteurs propres de dimension [2n, x n.] associés aux ondes se propa-
geant dans le sens positif et @ les vecteurs propres de dimension [2n. X n.] associés

aux ondes se propageant dans le sens négatif.

Pour déterminer le sens de propagation de 'onde j associée a la valeur propre A;,

il suffit de déterminer sa valeur absolue :
— Si |Aj| > 1 l'onde se propage dans le sens négatif des z < 0
— Si |Aj| < 1 l'onde se propage dans le sens positif des z > 0

Sans la présence d’amortissement, ou si 'onde est tres peu atténuée, il est pos-
sible d’obtenir |A;| = 1. Dans ce cas, il est nécessaire d’analyser le signe de I’énergie

vibratoire de I'onde pour déterminer sons sens de propagation :
— Si %(iw¢f¢f) > 0 I'onde se propage dans le sens négatif des z < 0

— Si %(iw¢f¢f) < 0 l'onde se propage dans le sens positif des z > 0
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3.1.56.2 Orthogonalité

Une des propriétés intéressantes des vecteurs propres de la base ® concerne l'or-
thogonalité des modes. Il est a noter que la matrice T est symplectique [45] ce qui
signifie que :

T'JT =J J = (3.28)

0., I,
_Inc Onc

La matrice identité et la matrice nulle de dimension [n.xn.] sont notées respectivement

I, et 0, . On obtient ainsi la relation :

1
Vi, N # S = ®,;" TP, =0 (3.29)
k
Ce qui signifie que :
Vi, A £ Tor. — il =
I A # " = Gq, P55 — PrPg; =0 (3.30)

La norme des vecteurs propres peut donc étre choisie de telle sorte que [44] :

vie{l.n]CN} &F'Jd; =& JBF =1 (3.31)

J J

L’Eq. (3.31) s’écrit de maniere matricielle :

O e
¢q ¢q ¢f _¢f

3.1.56.3 Suivi fréquentiel des vecteurs propres

Pour chaque fréquence on obtient autant d’ondes qu’il y a de degrés de liberté sur
la face gauche et droite de la cellule élémentaire. L’approche numérique fournit les
vecteurs propres ®; et les valeurs propres \; associés a des fréquences discretes, afin
d’analyser I’évolution fréquentielle d’'un mode il est nécessaire d’utiliser un critere de
suivi [44] :

1. Les relations d’orthogonalité de I'Eq. (3.30) permettent de suivre 1’évolution fré-
quentielle des modes de propagation. En considérant deux modes p et k définis

a la fréquence w tels que A\, (w) = 1/)\,(w), avec un pas fréquentiel Aw suffisam-
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ment faible, il est possible de suivre le mode k a la fréquence w + Aw tel que :

b, (w)? p(w+ Aw) {‘ W) B(w+ Aw) ‘} 3.33)
1@, (W) ||‘5kW+AW|| @) [1®;(w + Aw)] '

Avec || A|| la norme hermitienne du vecteur telle que ||A|| = VA" A . Ce critére
s’avere erroné en tres basses fréquences dans le mesure ou les différentes valeurs

propres peuvent étre tres proches les unes des autres.

2. Le critere de MAC (Modal Assurance Criterion) est plus général que le critére
d’orthogonalité. Il consiste a analyser un mode a deux fréquences distinctes selon
le produit scalaire hermitien. En considérant le mode p défini a la fréquence w,
avec un pas fréquentiel Aw suffisamment faible, il est possible de suivre le mode

k a la fréquence w + Aw tel que :

(3.34)

Or(w)T Pp(w+ Aw) :m&x.{ ®r(w)T Bj(w+ Aw) }
|| ()] || Pr(w + Aw)] T U@ (w )Hll‘ﬁ (w+ Aw)]

3.1.5.4 Régularisation analytique directe des vecteurs propres

Il est important de noter que le probleme aux valeurs propres généralisé de 1’Eq.
(3.16) peut étre sujet a de légeres dispersion numériques [50]. Ainsi, le critére analy-
tique stipulant que )\j =1/ Aj, peut ne pas étre vérifié d'un point de vue numérique.
Cela peut conduire a des erreurs lors du calcul des réponses forcées de structures
périodiques. Une solution a ce probleme, valable uniquement pour les structures aux
cellules symétriques par rapport a leur plan milieu, consiste a imposer de maniere

analytique les relations suivantes [32, 50] :

& (3.35)

Avec R la matrice de symétrie par rapport au plan milieu de la cellule de dimension
[ne X n.| telle que RR = I, . Cette régularisation permet de renforcer la relation qui

lie les vecteurs propres positifs et négatifs au sein d’une structure périodique.

3.1.5.5 Réduction du nombre de modes de propagation

Le calcul aux valeurs propres généralisé du probléeme périodique donne pour chaque

fréquence autant d’ondes qu’il y a de degrés de liberté sur les interfaces gauche et droite
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de la cellule élémentaire. Toutes ces ondes ne contribuent pas de la méme maniere a la
réponse forcée de la structure [41, 44, 51], la contribution des ondes trés évanescentes
y est faible loin de la force extérieure. L’inclusion de ces ondes dans le calcul peut de
plus détériorer la précision numérique du probléme [52], il est donc préférable de ne
pas les comptabiliser. Pour une structure aux nombreux degrés de liberté de couplage,
il peut étre judicieux d’utiliser un algorithme de Lanczos [53, 54| afin de sélectionner
uniquement les modes les plus propagatifs et donc réduire les temps de calcul (voir

section 3.1.6).

La Fig. 3.6 représente un exemple des valeurs absolues des valeurs propres des
modes de propagation. Plus la valeur absolue s’éloigne de 1'unité, plus l'onde sera
atténuée et donc moins influente sur la réponse de la structure. En pratique [41, 54],
il est possible de fixer un critére de sélection du nombre de modes agissant sur la
réponse forcée en se basant par exemple sur la valeur absolue de leur constante de

propagation.

3.1.6 Régularisation généralisée pour tout type de cellule

La régularisation proposée dans I'Eq. (3.35) (b) est valable uniquement pour des
cellules symétriques. Pour faire face a la dispersion numérique dans le cas de cellules
non symétriques par rapport a leur plan milieu, un probleme aux valeurs propres
généralisé basé sur une transformation de type T + T~ ' a été proposé [32, 45, 54—
56]. Cette transformation permet d’exprimer un nouveau probléme selon une valeur

propre double, on obtient ainsi (voir Annexe C) :

(A= + %) B)p;=0 (3.36)

Avec les matrices A et B de dimension [2n. X 2n.] telles que :

A (Drr, — Drr) (Dpp+ DRR)] B [ 0,. —Dgs

(3.37)
—(Dpr + Dgrgr) (Dgrp— Dyrr) Dir  Op, ]

Les vecteurs propres @j et @, de I'Eq. (3.27) peuvent étre liés au vecteur propre p;
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de I'Eq. (3.36) tels que [55] :
I, 0, 1 0, -1,
@j— — c c _ _+ c c
—Dprr Dgp Aj |Drrp —Dpp

I.. O, 0, -I,
®; = ‘ PV || p; (3.39)
_DRR DRL DLR _DLL

La résolution du probléme par la transformation T + T~ ' garantit la relation analy-

) Pj (3.38)

tique AT = 1/X~ en mettant en jeu la valeur propre double (A; + 1/);). De plus, la
formulation du probleme de 'Eq. (3.36) permet de calculer directement un nombre
réduit de valeurs propres et de vecteurs propres en utilisant par exemple un algorithme

de type Lanczos [41, 54].
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FIGURE 3.6 — (a) Valeurs absolues des valeurs propres d’une cellule élémentaire sy-
métrique (b) zoom sur les ondes les plus propagatives
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3.2 Exemples numériques

3.2.1 Application aux poutres a section variable

[’analyse va maintenant étre portée sur les bandes de Bragg d’une poutre a section
variable. La méthode des éléments finis permet de mettre en place facilement une
hétérogénéité des propriétés de la poutre d'une cellule élémentaire. Il est intéressant
d’analyser comment une telle hétérogénéité peut affecter les fréquences limites des

bandes d’atténuation. Trois cas d’étude sont étudiés par la suite :

1. Cellule a section constante Sj.

2. Cellule avec une portion de section Sy de longueur le/12 centrée sur la cellule

pour conserver les propriétés de symétrie.

3. Cellule avec deux portions de section Sy aux extrémités de longueur le/24.

52

Cas 1 Cas 2 Cas 3

FIGURE 3.7 — & cas d’étude pour les poutres a section variable

Pour les cas2 et cas3, on introduira un coefficient de variabilité c tel que la largeur de
la section 2 soit Iy = ¢ [;. Cette hétérogénéité entraine une modification du moment
quadratique I, o = ¢ I, ; et de la masse linéique Mly = ¢ Ml;. Une cellule élémentaire
de 0.6m de long est modélisée par des éléments de poutre de Timoshenko de longueur
équivalente a 0.064 A, conformément a I’étude de convergence réalisée dans la sec-
tion précédente. Des conditions élastiques de type ressort-masse-ressort (voir Chapitre

2) sont appliquées aux extrémités de la cellule élémentaire.

La Fig.3.8(a) représente la partie réelle o, de 'onde propagative entre 900 Hz et
5000 Hz pour ne visualiser que les bandes de Bragg. Le cas uniforme est comparé au

cas2 avec le coefficient de variabilité ¢ = 1.25 et ¢ = 2. L’influence de la variation de
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section est nettement visible en hautes fréquences. La largeur des bandes de Bragg
tend a croitre avec la variation de section de la portion centrale. Contrairement a la
cellule élémentaire a section constante, les fréquences propres de type I et de type
IT du cas2 s’éloignent les unes des autres en hautes fréquences. Par conséquent, les
fréquences limites des bandes d’atténuation s’écartent et les largeurs des bandes de
Bragg augmentent.

Les fréquences supérieures des bandes 1 et 3 sont plus élevées que celles du casl.
En effet, ces fréquences correspondent aux modes propres (I.d) et (I.f) qui possedent
un noeud de vibration au centre de la cellule. L’augmentation de section au centre
de la cellule tend a rigidifier la cellule et augmente donc ces fréquences propres. Les
fréquences inférieures des bandes 1 et 3 correspondent aux modes (IL.a) et (Il.c) qui
possedent un ventre de vibration en leur centre, ainsi la variation de section tend a
ajouter de la masse a la cellule et diminue les fréquences inférieures.

Cependant, la fréquence supérieure de la bande de Bragg 2 correspond au mode (I.e)
qui possede un ventre en son centre, la variation de section diminue donc sa borne
supérieure. Sa borne inférieure correspond au mode (II.b) qui possede un noeud en son
centre, la cellule est ainsi rigidifiée et la fréquence inférieure augmente. Si la section
centrale est en dessous d’'une valeur critique (par exemple ¢ = 1.25), la largeur de la
bande diminue par rapport au casl. Au dessus de cette valeur critique (par exemple

¢ = 2), ces deux bornes peuvent s’inverser et la largeur de la bande augmente.

La Fig. 3.8(b) correspond au casl et au cas3 avec le coefficient de variabilité
c =1.25et ¢ = 2. La largeur de la bande 1 du cas3 est plus faible que celle du cas2. Le
mode propre (I.d) ayant un ventre aux extrémités de la cellule, la variation de section
diminue la borne supérieure. De méme pour le mode (II.a) qui posséde un nceud de
vibration aux extrémités et augmente ainsi la borne inférieure. A partir d’une certaine
valeur critique, les bornes pourront s’inverser et la largeur de la bande augmentera.
Pour la bande 2, 'inversion des bornes inférieure et supérieure est identique au cas2.
Pour la bande 3, les bornes s’inversent mais pour une valeur critique plus faible que la
bande 2. La configuration du cas3 a donc pour conséquence une inversion des bornes
inférieures et supérieures des trois bandes a partir d'une certaine valeur critique du

coefficient c.

Pour améliorer I'atténuation au sein du systéme périodique, il est donc nécessaire

de séparer au maximum les fréquences propres de type I et de type II d’'une cellule
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élémentaire, afin d’obtenir des bandes de Bragg les plus larges possibles. Un choix
judicieux de masses appliquées le long de la cellule élémentaire peut permettre de
prédire les bandes fréquentielles dans lesquelles 'atténuation sera plus importante.
La configuration du cas2 semble intéressante dans la mesure ou elle permet d’éloigner
efficacement les bornes limites des bandes 1 et 3 et donc accroit les taux de décroissance
le long de la structure. Ces phénomenes peuvent constituer des pistes intéressantes

pour le développement de dispositifs anti-vibratiles le long de la voie ferrée.
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FIGURE 3.8 — Zones stop bandes des casl et cas2

3.2.2 Application a une cellule 3D

Une cellule modélisée par éléments finis en 3 dimensions est utilisée dans cette
partie. L’influence de la discrétisation de sa section est analysée en fonction des valeurs
des constantes de propagation associées. Une cellule de largeur 0.034m, de hauteur
0.22m et de profondeur 0.01m est maillée avec des éléments linéaires hexaédriques
a 8 nceuds. Trois différents maillages sont étudiés, ils comprennent 30, 63 et 288
ddls par section. Les nombres d’onde des ondes les plus propagatives sont calculés,
soit 5; = 1/1,R(log1o(A;)). L'utilisation appropriée de I'un des criteres de suivi (voir

section 3.1.5.3) permet de tracer I’évolution des constantes de propagation par mode.

La Fig. 3.9 représente les constante de propagation des quatre premieres ondes

propagatives se propageant dans la direction positive. Dans les trois configurations,
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seul le maillage de la section est modifié. Ce sont les ondes de flexion latérale et de
torsion qui sont les plus affectées par le maillage. La différence est notable en hautes
fréquences, comme il a été montré dans la section 3.1.4. Par la suite, la configuration

2 a 63 degrés de liberté sera utilisée pour 'analyse des réponses forcées.

La Fig. 3.10 représente les déformées des six premiers modes de propagation a 5000
Hz. La déformée de chaque section est multipliée par sa constante de propagation afin
de visualiser la propagation et l'atténuation de ces modes le long de la structure.
On retrouve bien les ondes de flexion latérale/verticale, de torsion et de traction-
compression. La Fig. 3.10(e) représente le premier mode de section de la structure
avec une déformée latérale. La Fig. 3.10(f) représente le premier mode évanescent &

5000 Hz, on constate bien que l'onde s’atténue rapidement le long de la structure.
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o
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g 107
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/ Y\] Traction Compression ‘
0 1 1 1

50 1000 2000 3000 4000 5000
Fréquence [Hz]

(a) (b)

FIGURE 3.9 — (a) Maillage des cellules élémentaires (b) Constantes de propagation en
fonction des maillages
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Les criteres de suivi des modes (voir section 3.1.5.3) sont comparés pour la cellule
3D. La Fig. 3.11 représente le critere de MAC (Modal Assurance Criterion) et les
relations d’orthogonalité entre les vecteurs propres. Ces critéres sont calculés entre
4990 Hz et 5000 Hz. Il est nécessaire d’utiliser un pas fréquentiel relativement faible
pour obtenir une concordance entre les modes notamment pour le critere de MAC.
Les relations d’orthogonalité fournissent un tres bon indicateur de suivi des modes.
Cependant, ce critére n’est pas forcément assuré en tres basses fréquences la ou les
constantes de propagation sont tres proches les unes des autres, ainsi le critére de

MAC peut étre une alternative plus fiable dans cette plage fréquentielle.

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
0 20 40 60
Modes

(b)

FIGURE 3.11 — (a) Critére de MAC (b) Relations d’orthogonalité entre 4990 Hz et
5000 Hz
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3.3 Réponse forcée des structures périodiques par WFE
3.3.1 Déplacements et forces au sein de la structure périodique

qr1 dRr,1

El Fr,

Fr

le

Cellule élémentaire

FIGURE 3.12 — Ondes positives et négatives au sein d’une cellule périodique

Pour calculer la réponse forcée de la structure périodique, il est nécessaire d’utiliser
la base ® comme une base de projection pour les forces et déplacements au sein du
systeme périodique. Les forces et déplacements au sein de la cellule élémentaire F

résultant des 2n, ondes libres s’écrivent :

2nc 2nc

dr1 = Z ¢q]'"wbj Fp.= Z ¢fj17bj (3-40)
=1 i=1

Avec 1 les amplitudes modales associées aux vecteurs propres de déplacements et
de forces. En utilisant le théoreme de Floquet-Bloch de 1'Eq. (2.3), les déplace-

ments/forces aux extrémités d’une cellule s’écrivent de telle sorte :

2Nnc 2nc

dr1 = 4o = Z ¢qj)\j’¢j FR,l = —FL,2 = - Z ¢fj)\j¢j (3-41)
Jj=1 J=1

La base @ de vecteurs propres étant scindée entre les modes @1 et ®~, il est préférable
[42, 50] d’écrire les vecteurs Qp ; et Qp, comme une somme des contributions des

ondes se propageant dans le sens positif et négatif (voir Fig.3.12) :

FL,l j=1 —FR,l j=1

q Ne _ _ q e =
{ L’l} =D @ P + @\ { o }: D@ N+ Ry (3.42)

Avec \; la valeur propre de l'onde j associée au vecteur propre (b;r tel que |\ <1
ou %(zwqﬁ(’}:H(}b}rj) < 0. Dans la suite, deux méthodes seront analysées pour le calcul
des réponses forcées, une approche ondulatoire directe et une approche ondulatoire

modale.
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3.3.2 Réponse forcée par une approche ondulatoire directe

3.3.2.1 Formulation

La premiere approche ondulatoire possible consiste a calculer directement les de-
grés de liberté physiques de la structure par l'intermédiaire de la matrice de raideur
dynamique ou Dynamic Stiffness Matrice (DSM) en anglais. Dans ce cas précis, elle
differe de ’approche classique par éléments finis dans la mesure ot elle utilise les modes
de propagation d’une cellule périodique. Cette méthode s’applique uniquement aux
structures finies. La méthode utilise 'Eq. (3.42) ainsi que les relations d’orthogonalité

des vecteurs propres de I'Eq. (3.30).

Soient g ; et qp, les vecteurs de déplacements des extrémités gauche et droite

de la structure finie et F'1; et Fp, les vecteurs de forces. Il est possible de lier ces

F
Lil _ D,, qr,1 (3.43)
Fpg, dr.n

Avec D,, la matrice de raideur dynamique construite a partir des modes de propaga-

vecteurs tel que [41] :

tion de la cellule élémentaire telle que (voir Annexe E) :

-1

n—1,_—1 -1 xn g ——1
o | |Drr On.| |97 A" 0 dErdT b A", In,

—1 —1 n -1
. Dgr| |0n. Drr|| ¢7Aeé7 pFAT1gF I, P A" Dy

(3.44)

L’expression de la matrice D,, permet de lier les forces des extrémités de la struc-
ture globale a ses déplacements en calculant les vecteurs propres et les valeurs propres
d’une cellule élémentaire. Le temps de calcul nécessaire a cette tache est donc in-
dépendant du nombre de cellules totales au sein de la structure. La formulation de
I'Eq. (3.44) minimise les problemes de conditionnement en inversant une matrice dont
la diagonale comporte des valeurs propres telles que |A| < 1, ceci permet de jouer le
role de "filtre naturel" pour les ondes évanescentes [54]. La DSM permet d’obtenir fa-
cilement la matrice de raideur dynamique d’une structure condensée a ses interfaces.
Elle ne permet cependant pas de revenir directement aux déplacements ou aux forces

présents a l'intérieur de la structure.
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3.3.2.2 Comparaison aux éléments finis

Le calcul de la réponse forcée par DSM est comparé a la réponse par éléments finis.
Une structure finie sur supports élastiques comprenant n cellules est considérée (voir
Fig. 3.13). Apres la résolution du probléme aux valeurs propres généralisé, la matrice
de raideur dynamique condensée aux interfaces est calculée grace a I'Eq. (3.44). Des
conditions limites élastiques sont ensuite ajoutées sur les arrétes externes de la struc-
ture sous forme d’une matrice d'impédance. La nouvelle matrice de raideur dynamique

avec des conditions limites élastiques s’écrit :

D,, D, [p, D K* 0
LL LR _ LL LR + ) (345)
Dpr;, Dgr Drgr; Dgpg 0 K

Avec K™ la matrice de raideur des supports élastiques appliquée sur chaque interface.

La cellule est maillée en 3D par des éléments linéaires hexaédriques a 8 nceuds,
les propriétés du guide et des supports élastiques sont résumées dans le Tab. 3.1.
Chaque section du guide est composée de 63 degrés de liberté : soit 63 modes se
propageant dans la direction positive et 63 modes dans la direction négative. La Fig.
3.14 compare la réponse par DSM a celle obtenue par éléments finis suite a une force
extérieure appliquée sur la face gauche de la structure. L’erreur relative fréquentielle
est calculée en comparant la moyenne quadratique des amplitudes des degrés de liberté

de la premiere section a celle obtenue par éléments finis, soit :

€relati _ | quf(w)HQ_Hqur(W)HQ |
’ [ges(w)]2

(3.46)

Il est clair que les deux méthodes donnent la méme réponse forcée avec une erreur
relative moyenne des amplitudes quadratiques d’environ 0.01%. Si le maillage de la
structure par éléments finis correspond a celui par DSM, les réponses forcées obtenues

seront sensiblement les mémes.

3.3.2.3 Analyse de la réduction modale

Dans cette étude, I'influence de la réduction modale est analysée sur la réponse
forcée par DSM. Une force ponctuelle ou répartie est appliquée sur une extrémité
de la structure. La réponse est observée au point d’application de la force selon le
nombre de modes de propagation sélectionnés. Considérons un nombre 2p de modes

de propagation retenus par un critere de sélection (voir section 3.1.5.5 ), soit p modes
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Periodisation
DSM

Ajout des conditions
limites elastiques

FIGURE 3.13 — Structure assemblée par DSM avec conditions limites élastiques

Tableau 3.1 — Parameétres d’étude

Parameétres d’étude

Guide E (Pa) 7 p(kg/m3) v Section
|
2.1 x 101! 0.004 7850 0.3
|
Périodicité n cellules
60
Supports K, (N/m) K, (N/m) K, (N/m)
3.6 x 107 1.8 x 108 1x 108
Nz Ty UP
0.2 0.2 0.2
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FIGURE 3.14 — (a) Amplitude de la réceptance et (b) Erreur relative des amplitudes
quadratiques de surface entre le modéle éléments finis et DSM
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Force ponctuelle Force répartie

FI1GURE 3.15 — Force ponctuelle et répartie appliquées sur une section

positifs et p modes négatifs, les matrices de vecteurs propres ¢j q,’); (j)}r ¢ sont donc
désormais de dimension n. X p. En notant ( )* Popération de pseudo-inverse gauche,
la formulation de la matrice de raideur dynamique condensée par DSM de I'Eq. (3.44)

s’écrit alors :

Drr, 0 Drr 0 SN TP dEABT) P A" (0g)" I
D. = +
0 Dgr 0 Dgg b AP )" PFATTH o) I ST (D F )
(3.47)

Le calcul a été effectué sur une tranche de lem maillée par des éléments linéaires
3D avec 63 degrés de liberté/interface. L’analyse est effectuée dans un premier temps
avec des conditions aux limites nulles. Une force verticale ponctuelle ou répartie est
appliquée sur la premiere section de la structure périodique finie. Des conditions li-
mites élastiques sont ensuite ajoutées sur la structure. Le nombre de modes retenus
est choisi selon la valeur absolue des valeurs propres a la fréquence maximale. Ainsi,
pour |AT| < 1iln’y a pas de réduction modale, pour |A*| > 0.1 on obtient 100 modes,
IAt| > 0.4 on obtient 44 modes et pour |[A*| > 0.9 on obtient 14 modes sur 126

possibles.

La Fig. 3.16 représente 'amplitude de la réponse de la structure soumise a une
force ponctuelle sur la face supérieure de la premiere section ainsi que l'erreur relative
des amplitudes quadratiques selon la valeur du critére de sélection. L’influence de la
réduction est clairement visible. Le critére [A*T| > 0.9, soit une réduction de pres de
90% du nombre de modes de propagation, semble trop restrictif pour reconstituer la
réponse dynamique. L’erreur relative y est proche de 200 % sur ’ensemble du spectre.
Pour les deux autres criteres de sélection, soit 44 modes et 100 modes, les pics de

résonance sont prédits aux mémes fréquences que celles déterminées par éléments
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finis. Cependant pour les anti-résonances, qui sont hautement régies par la présence
)
d’ondes évanescentes, I'imprécision due a la réduction modale y est maximale. Bien
)
qu'un nombre important de ces modes restent tres évanescents, ’application d’une
force ponctuelle sur 'interface agit comme un point singulier, cette condition nécessite
b

donc un nombre important de modes pour réduire I'erreur relative.
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FIGURE 3.16 — Structure aux conditions limites nulles sous influence d’une force
ponctuelle (a) Amplitude de la réceptance et (b) Erreur relative des amplitudes qua-
dratiques de surface entre le modéle éléments finis et DSM

La Fig. 3.17 représente 'amplitude de la réponse de la structure soumise a une
force répartie sur la premiere section. L’influence de la réduction est bien moins visible
que dans le cas précédent. L’erreur moyenne pour les différents criteres a diminué par
rapport au cas précédent avec une valeur de 66 % pour le critere |[AT| > 0.9. Une
réduction a 44 modes, soit [A\T| > 0.4, semble ici suffisante pour reconstruire la réponse
forcée avec une erreur relative moyenne de 26%. La force répartie n’agit donc plus
comme un point singulier pour ’excitation, en s’appliquant sur un plus grand nombre
de degrés de liberté elle fait intervenir un plus grand nombre de modes propagatifs.
Le nombre de modes minimum pour reconstruire la réponse forcée est donc plus faible

que dans le cas d'une excitation ponctuelle.

La Fig. 3.18 représente I'amplitude de la réponse de la structure avec des condi-
tions limites élastiques et soumise a une force ponctuelle. On constate comme sur la
Fig. 3.16 un important décalage entre la réponse par éléments finis et celle par DSM

en ne sélectionnant que 14 modes notamment au niveau des pics de résonances basses
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FIGURE 3.17 — Structure aux conditions limites nulles sous influence d’une force

répartie (a) Amplitude de la réceptance et (b) Erreur relative des amplitudes quadra-
tiques de surface entre le modele éléments finis et DSM

fréquences liés aux supports. Il est nécessaire d’utiliser au moins 100 modes, soit le cri-
tére |A*| > 0.1, pour obtenir les bonnes fréquences de résonance en basses fréquences.
L’erreur relative liée a la réduction modale est globalement plus importante que celle
du cas aux conditions limites nulles et notamment en basses fréquences. Les condi-
tions limites élastiques sont en fait associées a des contraintes spatiales importantes.
Elles nécessitent donc I'emploi de vecteurs propres d’ordres élevés liés aux ondes tres
évanescentes [54]. Ainsi, afin de converger au mieux vers la réponse éléments finis, il
est nécessaire d’utiliser un nombre de modes plus important que dans le cas d’une

structure aux conditions limites nulles.

La Fig. 3.19 représente I'amplitude de la réponse de la structure avec des conditions
limites élastiques et soumise a une force répartie. Contrairement a la structure aux
conditions limites nulles avec une force répartie, il est plus difficile de converger vers la
réponse éléments finis. Qu'importe la nature de la force d’excitation, les importantes
contraintes spatiales associées aux conditions limites élastiques obligent 1'utilisation
d’un grand nombre de modes de propagation pour le calcul de la réponse forcée par

WFEM.
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FIGURE 3.18 — Structure auz conditions limites élastiques sous influence d’une force
ponctuelle (a) Amplitude de la réceptance et (b) Erreur relative des amplitudes qua-
dratiques de surface entre le modéle éléments finis et DSM
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FIGURE 3.19 — Structure auz conditions limites élastiques sous influence d’une force
répartie (a) Amplitude de la réceptance et (b) Erreur relative des amplitudes quadra-
tiques de surface entre le modéle éléments finis et DSM
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3.3.3 Réponse forcée par approche ondulatoire modale
3.3.3.1 Formulation

La seconde approche possible est 'approche ondulatoire [29, 44, 49] ou Wave Ap-
proach (WA) en anglais, elle traduit les réflexions/transmissions aux extrémités de la
structure périodique. Les déplacements et forces aux interfaces de chaque cellule sont
déterminés grace a 'Eq. (3.42). Contrairement a la méthode DSM, celle-ci peut étre
utilisée pour les structures infinies. D’une maniére générale, en utilisant 1'Eq. (3.42),

les forces et déplacements des interfaces de la cellule k sont exprimés par :

qry = OITNTT @I N YT gy = dT A YT+ oo N TRy (3.48)
Fri = of N + AN Ry Fry = —gF AR — g7 Ay (3.49)

Le principe de la WA consiste donc a déterminer les amplitudes 1+ et ¥~ des
vecteurs propres ®* et @ . Le probléme aux limites de la structure peut étre écrit

comme étant [44, 49] :

P = XNy + F (3.50)
P = X N+ F- (3.51)

X représentant une matrice de réflexion et de transmission aux frontieres de I’élément
et F le vecteur source. Le systéme matriciel des Eqs. (3.50) (3.51) s’écrit donc A =
F, 1a résolution du probléme revient a calculer les amplitudes des modes telles que
W = A7'F. Cette méthode peut étre appliquée dans le cas de milieux finis, semi-
infinis et infinis en considérant la présence ou non d’ondes réfléchies dans le systeme
[42].

I?)_’ E,  FEs5 E,.1 E, D

FI1GURE 3.20 — Structure soumise a une force Fy et un déplacement imposé qq

Pour un probléme classique de type Dirichlet Neumann ou I'on impose une force
d’un c6té de la structure et un déplacement de l'autre (voir Fig 3.20), les conditions

limites s’écrivent :

Fp,= ¢}_’¢+ + ¢J:>\n’¢7 =Fy qg,= ¢;>\n¢+ + o, ¢ =q (3.52)
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Y| | Fo
oHE e

L’inversion matricielle requise de 'Eq. (3.53) peut cependant poser des problémes de

Soit de maniere matricielle :

dF A"
D S

singularité [50] dans la mesure ou elle fait intervenir des grandeurs liées aux déplace-

ments et aux forces. On réécrira donc le probléme de la forme [50] :

{W} - {(ﬁ)ﬂ%} (3.54)
(o (#;) a0

La solution du probleme consiste a résoudre le systeme :

{w}:[ L. @ ey {(cb,T)lFo} 55
o B (RS R (&) a0

I, (pF) pF A"
(¢7) dpF A I,

Les déplacements a l'intérieur d'une cellule élémentaire N s’expriment grace aux Eqs.
(3.8) (3.49) tels que :

1.~ ~
q;ny = —Dii [Dir qin + Dir qp N (3.56)

)

3.3.3.2 Comparaison aux éléments finis

La réponse par WA est dans un premier temps comparée a la réponse par éléments
finis avec des conditions limites élastiques. La présence de ces conditions limites inter-
vient directement dans la formulation par WA sous forme d’une matrice de réflexion.
Soit une structure soumise a une force extérieure F,,;, les conditions limites élastiques
peuvent étre considérées comme des forces agissant sur les sections externes telles
que F; = K*q; , et Fj, = K*qg,, (voir Fig. 3.21). L’équilibre dynamique des deux

sections externes donne :
FL,l_'_FL*_'_Fe:vt :0 FRm"‘F*R :O (357)

En utilisant les expressions des forces/déplacements au sein de la structure périodique,
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Fr 1

FIGURE 3.21 — Forces appliquées auz interfaces d’une structure avec conditions limites
élastiques

on trouve :

[¢F + K of 1T + [0 + K'p N9t = —F. (3.58)
[~¢F + K'¢f Nyt + [-¢F + K ¢ Jp~ =0 (3.59)

O e

C* =[]+ K¢ b, + K'¢,] F'=—[¢pf+ K¢ " Feu(3.61)
C~ =[-9; + K¢, '[-¢f + K'¢]] (3.62)

Une réécriture du systeme donne :

I ctXx
c\" I

La Fig. 3.22 représente l'erreur relative entre la réponse par WA et DSM par rapport
a celle par éléments finis. Les deux erreurs relatives sont globalement tres faibles,
méme si celle par WA semble inférieure a la DSM en basses fréquences au niveau des
résonances des supports élastiques. Cela vient du fait que la WA implique des systemes
a inverser dont les amplitudes des vecteurs propres varient de maniere progressive le

long de la structure [54] et donc mieux conditionnés que la méthode DSM.

La réponse forcée est ensuite analysée sur une structure longue. Une cellule élé-
mentaire de 60 cm de long est condensée puis est périodisée deux fois avec et sans
régularisation analytique des vecteurs propres (voir la section 3.1.5.4). Sans régula-
risation, les méthodes DSM et WA présentent de fortes instabilités numériques (voir
Fig. 3.23(a)), d’autant plus importantes par DSM. Comme il vient d’étre expliqué, la
WA met en situation des amplitudes de vecteurs dont la variation est gouvernée par

des systeémes plus simples et mieux conditionnés que la DSM [54]. Ainsi, les instabi-



3.3 Réponse forcée des structures périodiques par WFE 87

7‘ DSM em;y:l.Ze-4
—— WA Emoy:1.88-5
10°
2102
@
8 I 1 “
510" Mot ol .
SO I T i
w . anll % I J r“. ! )H “‘ \‘ “‘ r
10 WW v' l 'w‘, ]
10

50 1000 2000 3000 4000 5000
Fréquence [Hz]

FIGURE 3.22 — Erreur relative de la WA et DSM aux éléments finis
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FIGURE 3.23 — Amplitude de la réponse forcée (a) sans régularisation analytique (b)
avec régularisation analytique des vecteurs propres

lités numériques naturellement présentes dans le probleme aux valeurs propres sont
amplifiées par la périodisation de cellules longues (voir Chapitre 4 ). Afin de converger
vers la réponse éléments finis, il est donc nécessaire de recourir a une régularisation
analytique? (voir section 3.1.5.4 ) ou d’utiliser la transformation de type T + T~ *

(voir section 3.1.6) dans le cas plus général (voir Fig. 3.23(b)).

2. Pour les cellules symétriques par rapport & leur plan milieu
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3.3.3.3 Analyse de la réduction modale

L’influence de la réduction modale est analysée sur la réponse forcée par WA. La

résolution du probléme suite a la réduction modale s’écrit a partir de 'Eq. (3.60) :

G-
P 0

C* =[¢pf +Ko[1'(¢; +K'¢,] F'=—[¢p}+K¢S"Feuy (3.64)
C~ =[-¢; + K¢ 'l-o] + K" ¢]] (3.65)

I ct\x
c " I

Avec (*) lopération de pseudo-inverse gauche.

Le cas le plus contraignant de la section 3.3.2.3 est reproduit soit une force ponctuelle
sur la structure aux conditions limites élastiques. Le nombre de modes retenus est
choisi selon une valeur minimale de la valeur absolue des valeurs propres. Ainsi, pour
|[AT| > 0.1 on obtient 100 modes, |AT| > 0.4 on obtient 44 modes et pour |A\T| > 0.9
on obtient 14 modes. La Fig. 3.24 représente 'amplitude de la réponse, 'influence
de la réduction est clairement visible surtout en basses fréquences. Par rapport a la
méthode DSM, il est plus difficile de retrouver les pics de résonance des supports
élastiques ainsi que les anti-résonances fortement liés aux ondes évanescentes. Dun
point de vue numérique, cette différence peut provenir de la projection de la force
extérieure sur la base modale tronquée par rapport a la méthode directe qui opere sur

les degrés de liberté physiques.
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FIGURE 3.24 — Structure auz conditions limites élastiques sous influence d’une force
ponctuelle (a) Amplitude de la réceptance et (b) Erreur relative des amplitudes qua-
dratiques de surface entre le modéle éléments finis et WA
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3.3.3.4 Structures infinies

Les structures infinies sont un cas particulier dans la mesure ou les ondes des
cellules élémentaires ne se propagent que dans une seule direction sans la présence

d’ondes retour.

1. Réponse forcée d'une structure infinie avec impact entre deux cellules :

F ext

v
B dRr-1|9L,0 + dro

E—l Fio 11T EO

L0 Fp

I

FIGURE 3.25 — Force extérieure a l'interface de deuz cellules élémentaires

Lorsque la force extérieure est située a l'interface des cellules Eq et E_; on trouve :

dro=¢q " r1= Qg VY Fro=¢s " Fr.1=—¢; 97 (3.66)
La continuité des déplacements et 'opposition des forces a l'interface donnent :

s e
¢ ¢f+ _¢f Fext

Afin d’éviter une inversion matricielle, il est possible d’utiliser les relations d’ortho-

gonalité des vecteurs propres (Eq. (3.30)) pour exprimer les amplitudes 11~ [52] :

+ o — o + T O
{i—}:m’i ;; {F} (368)

2. Réponse forcée d'une structure semi-infinie avec impact en son extrémité :

Soit une structure semi-infinie droite soumise a une force extérieure en son extré-

mité gauche. L’opposition des forces sur cette extrémité s’écrit :
Fea:t = FL,O = ¢}_¢+ (369)
Les amplitudes 1T s’expriment donc telles que :

I (3.70)
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3. Influence de la réduction modale

La Fig. 3.26 représente la réponse par inversion directe (Eq. (3.67)) puis en utilisant
les relations d’orthogonalité (Eq. (3.68)) d’'une structure infinie soumise a une force
extérieure entre deux cellules. Tous les modes sont pris en compte dans le calcul.
Les deux réponses sont identiques, la formulation par orthogonalité fait intervenir des

relations analytiques exactes entre vecteurs propres et sera donc utilisée par la suite.

100 ‘ ‘
——Orthogonalité
+ Inversion directe
— 107]
P
~
E
3]
8
§ 10
o
[
[}
E:) »_A.uHAH_é
10%0 : *

1010 ‘ ‘ ‘ ‘
50 1000 2000 3000 4000 5000

Fréquence [Hz]

FIGURE 3.26 — Amplitude de la réponse forcée de la structure infinie

L’influence de la réduction modale sur la réponse est maintenant analysée. La ré-
ponse forcée est calculée au niveau de I'impact (voir Fig. 3.27(a)) avec une réduction
a 14 modes, soit [AT| > 0.9, par formulation directe et par orthogonalité. La réduc-
tion modale par inversion directe (Eq. (3.67)) cause des instabilités numériques et
surestime fortement la réponse a cause de I'inversion d’'une matrice rectangulaire. La
deuxiéme réponse est obtenue en utilisant les relations d’orthogonalité (Eq. (3.68)), le
fait de ne pas inverser une matrice rectangulaire limite ainsi les erreurs numériques. La
réponse est cependant sous estimée par rapport a celle qui comptabilise tous les modes
de propagation. Les modes tres évanescents ont une influence sur la réponse, plus par-
ticulierement autour de la force extérieure. Comme il est visible sur la Fig. 3.27(b),
lorsque I’on se situe plus loin du point d’impact, les deux réponses sont similaires. Ceci
montre bien I'influence locale de ces modes tres évanescents. Il est donc préférable de
prendre en considération les modes propagatifs et quelques modes évanescents [49]

pour le calcul de la réponse forcée.
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FIGURE 3.27 — (a) Amplitude de la réponse forcée au niveau du point d’impact (b)
éloignée du point d’impact

A 4640 Hz, on observe un pic de la réponse forcée qui correspond & un mode de
section. La Fig. 3.28(a) représente les amplitudes b des 10 premiers modes positifs
a cette fréquence, le mode n°® 5 (3.28(b)) y est prépondérant. La fréquence du pic
correspond a la fréquence de coupure du mode, quand l'onde devient propagative
(voir Fig. 3.29).
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FIGURE 3.28 — (a) Contribution des modes a 4640 Hz au niveau de la section d’impact
(b) Mode de propagation n°5 a 5000 Hz
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FIGURE 3.29 — Partie imaginaire 3 et partie réelle a de la constante de propagation
v de l'onde n°5

4. Influence du calcul aux valeurs propres

L’influence de I'algorithme du probléeme aux valeurs propres généralisé est analysé
dans cette section. Le calcul est appliqué a une cellule élémentaire longue de 60 cm.
L’algorithme de I’Eq. (3.16) (avec régularisation analytique) est comparé a celui de la
transformation de type T 4 T~' (voir section 3.1.6 ). La formulation de 'Eq. (3.16)
est d’abord utilisée, la Fig. 3.30 montre des instabilités numériques importantes par
orthogonalité avec tous les modes et avec réduction modale. Méme si la troncature
modale tend & diminuer ces instabilités, I'utilisation des propriétés d’orthogonalité des

modes introduit des erreurs numériques.

—0—Inversion directe
Orthogonalité
------Orthogonalité 10 modes

=
]
©

[Eny

S
-
o

Réceptance [m/N]
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F1GURE 3.30 — Amplitude de la réponse forcée a la section d’impact sans transforma-
tion de type T +T !
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L’application du principe de périodicité a des cellules longues entraine ’apparition
d’ondes tres évanescentes qui détériorent fortement le calcul et ne garantissent pas les
relations d’orthogonalité. Les Figs. 3.32(a) 3.32(b) représentent le critere de MAC et
les relations d’orthogonalité entre 4990Hz et 5000Hz des modes de la cellule élémen-
taire calculés a partir de 'Eq. (3.16). Le critere de MAC montre qu'une corrélation
entre les modes peut étre effectuée uniquement jusqu’au 7°™¢ mode. De plus, il est clair
qu’a partir du 9" mode, les propriétés d’orthogonalité entre les modes ne sont plus
assurées. Dans cet exemple, ce nombre correspond aux modes dont la valeur absolue
de la valeur propre devient inférieure & 107°. Ainsi la précision machine ne permet
plus de calculer correctement les vecteurs propres et les relations d’orthogonalité ne

sont clairement plus garanties.

Une solution pour améliorer notamment 1’orthogonalité des modes consiste a uti-
liser un autre algorithme de calcul pour le probleme aux valeurs propres. On utilisera
par la suite la transformation de type T+ T~ (voir section 3.1.6) qui fournit une sta-
bilité accrue. Cet algorithme consiste a reformuler le probleme aux valeurs propres en
termes de (A + X) La Fig. 3.31 représente la réponse forcée avec 'utilisation de cette
transformation. Il est clair que la réponse par orthogonalité qui considere 10 modes est
nettement plus stable que précédemment (voir Fig. 3.31(b)). Les Figs. 3.32(c) 3.32(d)
représentent le critere de MAC et les relations d’orthogonalité avec 'utilisation de
cet algorithme entre 4990Hz et 5000Hz. Il est clair que celui-ci permet d’améliorer
les relations d’orthogonalité jusqu’au 17°™¢ mode de propagation. Cet algorithme a
le double avantage d’offrir une meilleure stabilité numérique mais aussi de permettre
de sélectionner le nombre de modes désirés avant méme le calcul aux valeurs propres.
Ceci pourra s’avérer utile lors de I'application a des cellules comprenant un nombre

important de degrés de liberté par section.
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FIGURE 3.31 — (a) Amplitude de la réponse forcée d la section d’impact avec trans-
formation de type T + T ' (b) Erreur relative aux éléments finis avec et sans trans-
formation de type T + T "
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3.4 Conclusion

Ce chapitre a mis en avant deux approches ondulatoires pour le calcul des réponses
forcées de structures périodiques par WFEM. Une méthode directe (DSM) et une mé-
thode modale (WA). La méthode directe permet d’exprimer les forces aux extrémités
d’une structure périodique par rapport a ses déplacements, elle donne ainsi acces a
la matrice de raideur dynamique condensée calculée grace aux modes de propagation
d’une cellule élémentaire. La méthode ne s’applique donc qu’aux structures finies.
La seconde méthode ondulatoire (WA), s’applique aux structures finies ou infinies et
apporte plus de flexibilité dans la modélisation des conditions limites des structures

périodiques.

L’influence de la réduction modale a été analysée sur les deux méthodes suite
a lapplication d'une force extérieure sur I'une des extrémités de la structure. La
présence de conditions limites élastiques sur celle-ci a montré 'importance d’une prise
en compte d’'un nombre important de modes pour reconstituer la réponse forcée.
L’influence de la réduction modale est d’autant plus notable en basses fréquences
au niveau des résonances des supports. Bien que la méthode ondulatoire mette en
situation des systemes plus simples et mieux conditionnés que la méthode directe, elle
présente plus de difficultés a reconstituer la réponse en basses fréquences notamment

du fait de la projection de la force extérieure sur la base modale tronquée.

L’utilisation de la transformation de type T + T~! pour le calcul aux valeurs
propres semble la plus adaptée pour réduire les erreurs numériques. Notamment dans
le cas de cellules longues qui peuvent présenter des instabilités dues a la présence d'un

nombre trés important d’ondes évanescentes.

Pour le calcul aux valeurs propres d’une cellule élémentaire représentant une por-
tion de rail de 0.6m, il sera donc primordial d’utiliser ce type d’algorithme de calcul.
Cependant, la fréquence maximale d’étude est de 5000 Hz, il sera donc nécessaire de
discrétiser de maniere fine cette cellule. Ainsi la condensation dynamique de la cellule
pourra s’avérer tres couteuse en temps de calcul. Le chapitre suivant présentera une
technique de bi-périodisation basée sur la DSM afin d’accélérer le calcul. Les deux ap-
proches présentées dans ce chapitre seront de plus couplées a la méthode des éléments

finis pour modéliser tout type d’hétérogénéité le long de la voie.
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Chapitre 4

Bi-périodisation des structures par
couplage FEM - WFEM

Introduction

Ce chapitre présente une méthode innovante pour le calcul de la réponse dyna-
mique d’'une voie ferrée par bi-périodisation et couplage FEM-WFEM. Le couplage
FEM-WFEM permet de modéliser aisément des cellules élémentaires aux conditions
limites élastiques. Il a une fonction double, inclure tout type d’hétérogénéité au sein
d’une cellule et améliorer la réduction du nombre de modes de propagation. La bi-
périodisation sera ensuite présentée, elle permet de condenser de maniére dynamique
une cellule élémentaire longue par la méthode DSM. Enfin, le couplage FEM - WFEM
sera combiné a la bi-périodisation afin de calculer la réponse forcée de structures infi-

nies comprenant des portions hétérogénes.

99
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4.1 Couplage WFEM - FEM

4.1.1 Influence sur la réduction modale d'une structure finie

4.1.1.1 Motivations et principe

Comme il a été montré dans la section 3.3.2.3, 'utilisation de conditions limites
élastiques sur les extrémités du guide d’onde modélisé par WFEM nécessite une prise
en compte importante du nombre de modes de propagation, notamment pour les
résonances basses fréquences et les anti-résonances. Pour la modélisation d'un rail en
éléments finis supporté périodiquement par des supports élastiques, la prise en compte
de nombreux modes peut s’avérer contraignante en termes de temps de calcul et de

stockage.

FEM

FEM
FiGure 4.1 — Couplage FEM - WFEM de la structure

Une solution a ce probleme consiste a séparer le guide en trois parties distinctes :

1. Deux parties aux extrémités du guide modélisées par FEM sur lesquelles sont

appliquées les conditions limites élastiques.

2. Une partie centrale homogene du guide modélisée par WFEM.

Cette configuration permet de limiter le probleme de la réduction modale di aux
conditions limites élastiques. Le fait d’appliquer ces conditions sur les deux sous-
structures FEM permet de diminuer les contraintes spatiales a 'interface du guide ho-
mogene WFEM [54]. En utilisant une méthode ondulatoire directe (DSM voir section
3.3.2), la matrice de raideur dynamique D, du guide homogene peut étre calculée par
WFEM gréace a 'Eq.(3.44). En notant D 4 et Dp les matrices de raideur dynamique

des deux parties FEM extrémes de la structure, le couplage des trois sous-structures
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est effectué de la sorte [54] :
D,=LD,L,+L'D.L,+ L5DgLp (4.1)

Avec L,, L. et Lg les matrices booléennes de passage qui expriment les degrés de
liberté des sous-structures dans le repere global de la structure couplée et D, sa

matrice de raideur dynamique.

WFEM Structure

-~
Cellule élémentaire

!

FEM -WFEM Structure

A ‘ 1 ‘ 2 ‘ n-1 ‘ n ‘ B
g ~> §

Cellule élémentaire

FEM WFEM FEM

FIGURE 4.2 — Structure sans et avec couplage FEM WFEM

4.1.1.2 Exemple numérique

La Fig. 4.3 représente les réponses forcées d'une structure sur supports élastiques,
soumise a une force ponctuelle, avec et sans couplage FEM-WFEM, et avec une réduc-
tion modale. La configuration sans couplage comporte 60 cellules élémentaires, celle
avec couplage comporte 2 sous-structures FEM et 58 cellules élémentaires. Comme
dans le Chapitre 3, trois réductions modales sont proposées : |A*| > 0.1 soit 100
modes, |AT| > 0.4 soit 44 modes et pour |[AT| > 0.9 soit 14 modes sur les 126 modes
possibles. L’erreur relative a la réponse éléments finis est clairement diminuée grace
au couplage FEM-WFEM. On constate une amélioration de la prédiction des fré-
quences de résonances des supports et des anti-résonances. Le couplage semble donc
optimal lors de la réduction modale d’une structure périodique aux conditions limites

élastiques qui imposent de fortes contraintes spatiales aux extrémités du guide.
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FIGURE 4.3 — Amplitude de la réceptance avec et sans couplage FEM - WEFEM pour
(a) |INT| > 0.9 (b) |AT] > 0.4 (¢) |AT] > 0.1 sous Uinfluence d’une force ponctuelle
verticale (d) Erreur relative des amplitudes quadratiques de surface entre le modéle
éléments finis et DSM
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4.1.2 Réponse forcée d'une structure hétérogene infinie

4.1.2.1 Réponse forcée d’une structure comprenant une partie hétérogene chargée

9r.14L0 dro :‘I}f,l
i F ext _:_
—00 4 Y Tt
Semi infini - «—N :/\/V\» Semi infini +
E- 1 FL,U 4—1‘_‘]:5{'() E 1
[ /]
WFEM FEM WFEM

FIGURE 4.4 — Bilan des efforts d’une structure périodique comprenant une partie hé-
térogene chargée

En couplant deux systemes semi-infinis a un élément hétérogene, il est possible
de rompre la périodicité d'un systeme périodique pour calculer par exemple la ré-
ponse d’une structure comprenant des dommages [57]. Les deux systémes semi-infinis
ne sont pas forcément identiques mais imposent une continuité des déplacements et
I'opposition des forces aux interfaces de couplage. On considere une structure soumise
a une force a l'intérieur d’'une partie hétérogene. Le systeme est composé de trois
sous-systemes, la portion hétérogene et deux systémes semi-infinis couplés (voir Fig.
4.4). En reprenant I’Eq. 3.8 avec la présence d’une force interne, S étant la matrice

de raideur dynamique de la portion hétérogene :

gLL gu gLR dro Fryo
Si  Si Sir dio ( — Fevt (4.2)
Srr Sri Srr dro Frpo

Ainsi, il est possible d’exprimer les déplacements internes g, en fonction des déplace-

ments aux interfaces de couplage et de la force externe :
~71 ~ ~
q;ny = —S; [Sic apn + Sir qpn — Feat (4.3)

La force F'1 o appliquée a l'interface gauche de la cellule chargée s’exprime donc :

Fro=[S1— 818, Siz) a0+ Scr — S1iSs Sir] apo + S1:8y Few  (4.4)
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D’apres ’'Eq. (3.11), on obtient :

~ o~
Fro=S81149,0+ SLr qro+SLiS;; Fip (4.5)

-~ .
Fro=Srr 910+ Srr Qro + SriS; Fipo

Avec Sy et Spg les termes de la matrice de raideur dynamique condensée de la por-
tion hétérogene. Les inconnues sont donc les déplacements des interfaces de couplage
de la portion chargée avec les deux systeémes semi-infinis. L’opposition des forces au

niveau de ces interfaces s’écrit :
_ - _ +
Fro= —FRﬁ1 Fproy= —FL71 (4.6)

Avec Fp, ; et F} | les forces aux interfaces des deux systémes semi-infinis. Or d’apres
I'Eq. (3.70) :
— —-1 5 -1
YT = —¢f FR,—l ¢+ = ¢—f+_ FJLF,1 (4-7)

I1 est possible d’exprimer les déplacements aux interfaces tels que :
-1 _ — -1
qJLr,1 = ¢j¢}’_ Fz_,l dr,-1 = —¢q ¢f FR,—1 (4.8)
L’opposition des forces et la continuité des déplacements donnent :

-1

Fro= —¢}_¢3_ dRro (4.9)
|

Fro=¢:0, a9

La combinaison des Egs. (4.5) (4.9) mene au systeme suivant :

- ,_-1 -1 ~ ~_1
dr0 (SLL — @5 P, ) Srr S1iS;; Fip
= — (4.10)

_ -1
dry Srr (SRR + ff)}’_(f);— 1) SriS; Fio

Ainsi, on obtient les déplacements q; , et g, de la portion hétérogene en fonction
des vecteurs propres des cellules périodiques et des termes de sa matrice de raideur
dynamique condensée . Les termes diagonaux de la matrice inverse sont propres au
couplage FEM - WFEM entre la cellule chargée et les deux systemes semi-infinis. Les

déplacements au sein de la structure sont déterminés de telle sorte :
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1. Dans la portion chargée, les déplacements sont déterminés grace a 'Eq. (4.3).

2. Dans le systéme semi-infini droit, pour n > 1, les déplacements de la cellule n

;. _ -1
s’écrivent qp, ,, = d)j)\" 1¢);" dro

3. Dans le systeme semi-infini gauche, pour n > 1, les déplacements de la cellule

, el -1
-n s'écrivent qp _,, = ¢ A" 1¢q drp

4.1.2.2 Réponse forcée d’'une structure périodique infinie avec impact a l'intérieur

d’une cellule

La méthode de résolution est donc la méme que celle utilisée dans la section pré-
cédente, en remplagant Sy, Spr par Dy et Dpg, qui sont les termes de la matrice

de raideur dynamique condensée de la cellule élémentaire.

4.1.2.3 Exemple numérique

Le couplage FEM - WFEM présenté dans la section 4.1.2.1 est appliqué a I’étude de
la réponse forcée d’un rail soumis a une pré-charge statique. Les effets d’une pré-charge
sur la réponse dynamique de la voie ont été analysés par Thompson [17]. Il a modélisé
la voie par I'intermédiaire d’'une poutre de Timoshenko infinie et a utilisé des résultats
expérimentaux [58] pour modéliser le comportement non linéaire des supports. Il a
utilisé un modele équivalent de rail supporté de maniére continue pour calculer la
raideur de différents supports autour de la roue en fonction de la pré-charge statique.
Les différentes raideurs ont ensuite été linéarisées atour de ces valeurs (hypothese des
petits déplacements). Ces valeurs sont regroupées dans le Tab. 4.1 pour une pré-charge
statique de 125 kN au dessus d’un support. Les supports sont modélisés sous forme
d’une impédance mécanique Z(w), une série de deux ressorts amortis et d’'une masse

rigide représentant les semelles le ballast et la traverse :

2
o Ssemelle<M W™ — Sballast)
M Wz — <Ssemelle + Sballast)

Z(w) (4.11)
Thompson a considéré un nombre fini de supports agissant sur la poutre de Timo-
shenko par l'intermédiaire de fonctions de Green. Il a pu obtenir le déplacement ver-

tical ¢ de la voie sous l'influence de la pré-charge F, en z = z. tel que :

N

£(z) = — Z G (2, 2, w)E(20) Zn(w) 4 Fo(w)GH(2, 2o, w) (4.12)

n=—N
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Le couplage FEM - WFEM permet de reprendre le modele analytique proposé par
Thompson en incluant cette fois un nombre infini de supports par l'intermédiaire des
éléments finis. Le couplage inclut une partie centrale dont les supports ont été rigidi-
fiés par la pré-charge au sein de la voie infinie . Le rail est modélisé par des éléments
de poutre de Timoshenko (1D). Les parametres des raideurs varient en fonction de la
position du support selon les données fournies par le Tab. 4.1. La partie centrale est

couplée a deux systeémes semi-infinis modélisés par WFEM.

La Fig. 4.6 représente 'amplitude et la phase de la réceptance de la voie hété-
rogene sous l'influence d’une force extérieure au dessus d’un support. Le calcul avec
couplage est comparé a la réponse obtenue de maniere analytique par Thompson. Les
deux méthodes donnent bien le méme résultat, ce qui valide ’approche par couplage.
Comme avancé par Thompson, la réponse locale est semblable a la réponse sur sup-
ports chargés uniformément le long de la voie. Le taux de décroissance est quant a lui

proche de celui de la voie sur supports déchargés uniformément.

— 0
Semi infini -

|

WFEM FEM WFEM

cht +OO

Semi infini +

FI1GURE 4.5 — Voie infinie comprenant une partie centrale chargée auzr raideurs va-
riables

Position du support | Raideur de semelle | Raideur de ballast
autour de la roue MN/m MN/m
0 473.7 449.3
1 195 381
2 95.7 286.5
3 73.3 207.9
4 69.0 154.1
5 68.2 139.2
00 68.8 151

Tableau 4.1 — Valeurs des raideurs de supports pour une précharge de 125 kN au dessus
d’un support
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FIGURE 4.6 — Valeur absolue de la réceptance de la voie hétérogéne avec impact au
dessus d’un support
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4.2 Bi-périodisation de cellules homogenes longues

Le principe de bi-périodisation est présenté dans cette partie pour le calcul des

vecteurs propres d'une cellule physique homogene longue.

4.2.1 Principe et motivations

La condensation dynamique (premiere étape du calcul de la WFEM), consiste a
exprimer les degrés de liberté internes au travers d'une inversion matricielle Dy (voir
Eq. (3.11)) . L’inversion s’avere cofiteuse en temps de calcul et risque de provoquer
des erreurs numériques [52]| en présence d’'un nombre important de degrés de liberté

internes.

Le principe de bi-périodisation est utilisé a I'intérieur d’une cellule physique homo-
gene i.e elle méme décomposée en un nombre n de motifs périodiques [42]. Le motif
périodique de la cellule physique sera nommé "tranche élémentaire", la procédure est
schématisée sur la Fig. 4.7. Un exemple concret est le cas d’un rail supporté périodi-
quement tous les 0.6 m. Une tranche élémentaire peut étre périodisée par DSM afin
d’obtenir la matrice de raideur dynamique condensée D,, de la cellule physique de
0.6 m. La longueur de la tranche élémentaire est choisie de fagon a concorder avec
la longueur de maille élémentaire du maillage souhaité pour la cellule physique. Le
calcul aux valeurs propres est ensuite effectué sur cette cellule physique condensée aux

interfaces.

Cellule physique Périodisation 2 : DSM ou WA

Périodisation 1 : DSM

Tranche élémentaire

FIGURE 4.7 — Principe de la bi-périodisation
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La procédure se résume donc en trois étapes :
1. Condensation dynamique de la tranche élémentaire et calcul aux valeurs propres.

2. Périodisation de la tranche n fois par DSM en une cellule physique et ajout de

conditions limites .
3. Calcul aux valeurs propres de la cellule physique.

La bi-périodisation est donc indépendante, en termes de temps de calcul, du nombre
de motifs périodiques qui constituent la cellule physique. Elle permet une conden-
sation dynamique de la cellule physique beaucoup plus rapide qu'une condensation
dynamique directe et limite les erreurs numériques en présence d’un nombre impor-
tant de degrés de liberté internes. La méthode ne peut cependant s’appliquer qu’a des

cellules élémentaires homogenes constituées de motifs périodiques.

4.2.2 Comparaison avec la condensation directe

La condensation de la matrice de raideur dynamique doit étre effectuée pour
chaque fréquence, or une inversion directe de la matrice D par FEM peut s’avé-
rer tres couteuse. Une comparaison est effectuée entre la condensation d’une cellule
physique de 0.6m de long par méthode directe (voir 'Eq. (3.11)) puis par DSM en
utilisant les modes de propagation de la tranche élémentaire. La discrétisation lon-
gitudinale est choisie en fonction du nombre minimale n,,;, d’éléments par longueur
d’onde de flexion latérale a 5000 Hz. Les tranches sont choisies de longueur égale a
la taille de maille élémentaire (voir Fig. 4.8(a) ). Les temps de calcul de la condensa-
tion pour une seule fréquence sont présentés sur la Fig. 4.8(b). Le temps nécessaire
a la condensation directe est croissant pour une discrétisation plus fine du maillage.
Il varie de 0.52 a 447 secondes pour la discrétisation la plus fine comprenant 7497
degrés de liberté internes. Cependant pour la condensation par DSM, le temps né-
cessaire au calcul des valeurs propres de la tranche (voir Eq. (3.16)) et de la matrice
condensée D, (voir Eq. (3.44)) est de l'ordre de 0.05 secondes. Le temps de calcul
de la condensation par DSM est donc bien plus rapide que par la méthode directe et

reste indépendant du nombre de tranches qui constituent la cellule physique.

4.2.3 Calcul des valeurs propres par bi-périodisation

Pour plus de clarté, les modes de propagation de la cellule physique associés a

la valeur propre A; seront notés ©; = [GQj OF;|" d’amplitude ¥ et Fp g Qr/r
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FIGURE 4.8 — Temps de calcul pour la condensation de la a une fréquence en fonction
de la taille de maille élémentaire

les forces/déplacements associés. Les modes de la tranche élémentaire associés a la
valeur propre \; seront notés ®; = [(,l)qj qbfj]T d’amplitude ¥ et f r qr /5 les

forces/déplacements.

Le principe de bi-périodisation est appliqué a une cellule physique constituée de
60 tranches de lcm et aux conditions limites nulles. La Fig. 4.9 représente la partie
imaginaire des constantes de propagation 7 de la cellule physique (A = e7*<). Les
constantes de propagation v se trouvent dans la premiére zone de Brillouin [7] soit

dans U'intervalle | | avec L, = 0.6 m. La Fig 4.9 (a) représente les constantes de

Le L.
propagation des 4 premieres ondes positives. La cellule physique ayant des conditions
aux limites nulles, les constantes de propagation des ondes propagatives de la cellule
physique et de la tranche élémentaire sont censées étre identiques. La Fig. 4.9 (b)
représente les constantes de propagation de la cellule physique déroulées tous les i—:
et superposées a celle de la tranche élémentaire, les constantes sont donc logiquement

égales.

4.2.4 Influence de la discrétisation longitudinale

L’analyse est maintenant effectuée sur la discrétisation longitudinale de la cellule
physique. Différentes longueurs de tranches élémentaires sont choisies pour former
la cellule physique (voir Fig. 4.10(a)). Les longueurs sont choisies en fonction du

nombre minimale n,,;, de tranches par longueur d’onde de flexion latérale de la cellule
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FIGURE 4.9 — Nombres d’onde des 4 premieres ondes propagatives positives de la

or

cellule physique (a) dans la premiére zone de Brillouin (b) déroulés tous les 3

physique. La Fig. 4.10 représente les constantes de propagation des 4 premiers modes
pour n,,;, variant de 2 a 50. Les résultats montrent que les ondes de flexion latérale
et verticale ainsi que celle de torsion sont affectées par la discrétisation, méme si les
ondes de flexion latérale et de torsion y sont plus sensibles. Pour n,,;, = 25, U'erreur
relative par rapport a la solution la plus discrétisée devient inférieure a 1 %, dans la
suite de 1’étude le nombre n,,;, = 25 sera choisi, soit des tranches élémentaires de 1

cm pour la cellule physique.

La Fig. 4.11 représente les valeurs absolues des valeurs propres de la cellule phy-
sique et de la tranche. La cellule physique étant constituée de 60 tranches, ses valeurs
propres A correspondent physiquement a A%. Ceci explique le fait que la plupart de
ses ondes sont tres évanescentes i.e dont les valeurs absolues sont tres faibles ou tres
¢élevées. La Fig. 4.12 représente les 6 premiers modes de la cellule physique a 5000 Hz.
On retrouve bien les mémes ondes que pour la tranche élémentaire, a savoir les ondes
de flexion latérale/verticale, de torsion et de traction-compression. La Fig. 4.12(e)
représente le premier mode de section de la structure avec une déformée latérale.
La Fig. 4.12(f) représente le premier mode évanescent a 5000 Hz. Cette onde s’atté-
nue tres rapidement et ne parvient pas a atteindre la deuxiéme section de la cellule

élémentaire, ce qui s’explique par la faible valeur de |Ag| (voir Tab 4.2).
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FIGURE 4.10 — (a) Exemple de deux discrétisations longitudinales (b) Constantes de
propagation de la cellule physique en fonction de la longueur de maille longitudinale
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FIGURE 4.11 — (a) Valeurs absolues des valeurs propres de la cellule physique (b) de
la tranche élémentaire

Tableau 4.2 — |A;| de la cellule physique a 5000 Hz

| A

1 2 3 4 S 6 7 8 9
0,984 0,982 0,988 0,992 0,948 3.88e-02 2.56e-05 2.56e-05 1.69¢-06
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4.3 Couplage FEM - WFEM pour la bi-périodisation

4.3.1 Principe et motivations

La section 4.1 a montré l'intérét d'un couplage FEM - WFEM pour 'application
de conditions limites particulieres a une structure finie notamment pour la réduction
modale. La section 4.2 a montré le principe et les bénéfices de la bi-périodisation pour
la condensation dynamique dune cellule longue homogene comprenant un nombre
important de degrés de liberté. Les bénéfices apportés par le couplage FEM -WFEM
vont étre associés au principe de bi-périodisation pour l'application du principe de
périodicité a des cellules longues comprenant une portion hétérogene. L’intérét est
de pouvoir modéliser un rail infini supporté de maniere périodique par des supports
élastiques. Le principe est schématisé sur la Fig. 4.13.

Couplage FEM-WFEM  (Condensation Périodisation 2 : DSM ou WA

D . —_
Périodisation 1 : DSM

A /leTranche élémentaire Cellule physique

FIGURE 4.13 — Principe de la bi-périodisation avec couplage FEM-WFEM

La procédure se résume donc en quatre étapes :
1. Condensation dynamique de la tranche élémentaire et calcul aux valeurs propres.
2. Périodisation de la tranche n fois par DSM.
3. Ajout des conditions limites sur la portion FEM, assemblage FEM - WFEM en

une cellule physique.
4. Condensation dynamique de la cellule physique.
5. Calcul aux valeurs propres de la cellule physique.

La bi-périodisation avec couplage sera utilisée pour le calcul de la réponse forcée
d’une structure considérée comme une infinité de cellules physiques composées d’un
couplage FEM - WFEM (voir Fig. 4.14). Les exemples numériques de ce chapitre
considéreront le guide rectangulaire précédent reposant sur des supports élastiques
dans les trois directions de I’espace. Les propriétés mécaniques sont rassemblées dans

le Tab. 4.3. L’étude complete de la voie ballastée sera présentée dans le Chapitre 5.
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Cellule physique

_fL’l
H
FL,O —> A —> 1
#
FEM WFEM
FIGURE 4.14 — Opposition des forces a l'interface FEM - WFEM

Parameétres d’étude

Guide E (Pa) p(kg/m?) v
2.1 x 101 7850 0.3
Supports K, (N/m) K, (N/m) K, (N/m)
3.6 x 107 1.8 x 10% 1 x 108
yr Ty UPZ
0.2 0.2 0.2

Tableau 4.3 — Propriétés mécaniques du support et du guide
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La Fig. 4.15 représente la partie imaginaire des 4 premieres ondes propagatives
de la cellule physique aux conditions limites nulles et élastiques. On constate comme
dans le Chapitre 2 une différence notamment en basses fréquences ou 'influence des
supports est principale sur le nombre d’onde de propagation. En hautes fréquences, le
nombre d’onde avec conditions limites élastiques tend vers celui aux conditions limites

nulles, en effet la structure se découple progressivement du support.

25 ‘ ‘ 10
Conditions limites élastiques
- - - - Conditions limites nulles
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FIGURE 4.15 — Nombres d’onde de propagation de la cellule physique avec conditions
limites €lastiques (continu) et conditions limites nulles (pointillés)
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4.3.2 Réponses forcées

4.3.2.1 Force aux interfaces

Cellule physique

FIGURE 4.16 — Force externe appliquée a l'interface de deux cellules physiques

La réponse forcée de la structure infinie couplée est maintenant exprimée sur toute
sa longueur. On consideére ici une force extérieure appliquée a linterface de deux
cellules physiques. La réponse interne d’une cellule par WFEM est traditionnellement
exprimée grace a I'Eq. (3.56) :

-~ 1

a¢in = —Dii [Dir qr.n + Dir qrN) (4.13)

Or, en utilisant le principe de bi-périodisation, la matrice D;; du guide homogéne n’a
pas été construite. En effet, les noeuds internes contenus dans la partie WFEM ont
été directement condensés par la méthode DSM. Ainsi afin d’obtenir les déplacements
et les forces au sein de la cellule physique, il est nécessaire d’exprimer la propagation
des ondes au sein de la partie homogene. En considérant une force externe appliquée
entre deux cellules physiques, les forces et déplacements Qg o F'r/ro sont connus
aux extrémités de la cellule Ey. On considere D4 et Dp les matrices de raideur
dynamique des deux structures éléments finis respectivement a gauche et a droite de
la partie homogene. Les équations du mouvement liées aux deux parties éléments finis

s’écrivent :

{ Fi, } _ _DA,LL DA,LR_ {QL,O} (4.14)

—fra ' Dart. Dagrr| | 4qr1

—fR,n _ DB,LL DB,LR drn (4 15)
Fro ' Dpri Dprr| |Qro

La deuxieéme ligne I'Eq. (4.14) et la premieére ligne de 'Eq. (4.15) donnent :

Darr Qro+Darrqr1=—fra (4.16)
Dy qrn+ Dprr Qro= —frn
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On obtient d’apres 'Eq. (3.49) :

Darp Qo+ Dagrr [0 0" + g N7 = —[ds T + ¢~ A"p7] (4.17)
Dprr [0 "N + ¢ ¥ |+ Dprr Qro= [y AT + 5 9]

En factorisant par les amplitudes des vecteurs propres :

Darr Qro+ [Dagrr ¢g X'+ &5 XN = —[¢oy" + Dagr ¢y " (4.18)
Dpir Qro+ [Dprr &g N'¢s N " = [¢pf —Dprp ¢g ] ¢~

Une réécriture du systeme donne :

YT =C N\~ + F*' (4.19)
Y =C Nt + F~

Avec :

C* =-[Darr ¢4 + @5 ' [Darr ¢q~ +¢57] (4.20)
C™ =-[Dpir ¢q — &5 ' [Dprr ¢g" — ¢5"]

F* =-[Dsgrg ¢g" + &5 ' Dar. Qpy

F~ =-[Dpip ¢g — b5 'Dprr Qry

Ce systeme peut se mettre sous la forme matricielle :

Sl Tl

Les matrices carrées CT et C~ de dimension n, x n, correspondent aux matrices

de réflexion des interfaces gauche et droite du couplage FEM - WFEM. Les vecteurs
colonnes F'* et F~ sont les vecteurs sources de I'excitation. Les déplacements Q /R0
présents au sein des vecteurs sources sont connus et proviennent de I'Eq. (3.68), ils
agissent ici comme des déplacements imposés aux extrémités de la cellule Ey. Une fois
I'Eq. (4.21) résolue, les amplitudes modales de la tranche élémentaire permettent de

reconstituer la réponse le long de la structure.
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Cette formulation a I’avantage numérique de faire intervenir I’identité en diagonale
et améliore ainsi le conditionnement [54]. Le conditionnement est primordial pour
I'inversion de cette matrice notamment si des ondes trés évanescentes sont mises en
jeu. Un autre avantage de cette formulation est la possibilité d’utiliser un nombre
réduit de modes de propagation pour diminuer le temps de calcul nécessaire a la
résolution de I'Eq. 4.21. La réduction modale peut aussi étre avantageuse pour ne
calculer directement qu’'un nombre réduit de modes pour le probleme aux valeurs
propres en utilisant un algorithme de Lanczos (voir section 3.1.6). Considérons un
nombre 2p de modes retenus pour la réponse forcée, les vecteurs propres ¢y sont donc
de dimension n, x p, les matrices C*™ C~ de dimension p x p et les vecteurs colonnes

F" F~ de dimension p x 1 tels que :

C" =—[Darr g + &5 "[Darr ¢ +¢5] (4.22)
C™ = —[Dprr ¢y — &5 |"[Dpir &g — &5 (4.23)
F'=—[Dagrr ¢g" + ¢ " Da s QLo (4.24)
F~ = —[DprL ¢g — ¢ |"Dprr Qro (4.25)

L’opérateur (*) correspond a la pseudo-inverse gauche nécessaire a l'inversion de
matrices rectangulaires. Les amplitudes modale 1™ 1~ de I'Eq. (4.21) sont donc de

dimension p x 1.

La Fig. 4.17(a) représente le conditionnement de la matrice a inverser de ’Eq.
(4.21). Afin d’analyser l'influence de sa formulation, le conditionnement du systéeme
matriciel de 'Eq. (4.18) est également calculé. Ce dernier correspond a la formulation
de ’'Eq. (4.21) avant le réarrangement, c’est a dire sans la présence de Iidentité sur la
diagonale. La réduction modale n’a pas d’influences majeures sur le conditionnement
de la matrice a inverser, il est d’environ 50 sur ’ensemble du spectre. Cependant,
le conditionnement de la matrice sans réarrangement est bien plus élevé avec une
moyenne de 300 et une valeur supérieure a 1000 en basses fréquences. La matrice a
inverser de I’'Eq. (4.21) apres réarrangement est donc mieux conditionnée et permet de
réduire les erreurs numériques liées a la réduction modale. La Fig. 4.17(b) représente
Iamplitude des réponses forcées de la structure infinie suite a une force verticale
unitaire située entre deux cellules physiques. La réponse est observée dans la direction
verticale au milieu de la cellule physique grace a la résolution de 'Eq. (4.21). Le
nombre de modes sélectionnés pour la cellule physique est fixé a 18 selon les relations

d’orthogonalité vues dans la section 3.3.3.4 soit le critére |A| > 1e~®. Une réduction
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du nombre de modes de la tranche élémentaire est testée pour |A| > 0.9 soit 14
modes de propagation et |A| > 0.98 soit 8 modes. La réduction & 8 modes semble trop

restrictive et sous estime la réponse, cependant la réduction a 114 modes est suffisante

pour reconstituer la réponse.
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FIGURE 4.17 — (a) Conditionnement de la matrice de I’Eq. (4.21) avec et sans réar-
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4.3.2.2 Force entre les interfaces
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FIGURE 4.18 — Force externe appliquée a ['intérieur d’une cellule physique
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On considere dans cette section une force externe appliquée a 'intérieur de la cel-
lule physique. Comme il a été expliqué précédemment, 'utilisation de la bi-périodisation
ne donne pas accés directement & la matrice D;; du guide homogene. La réponse de la
structure doit donc de nouveau étre calculée en exprimant la propagation des ondes

par WFEM.

La force extérieure est modélisée par des ondes incidentes v, (8 s> calculées
comme des ondes se propageant dans un milieu infini (voir section 3.3.3.4). Ces ondes
se propagent de part et d’autre du point d’application de la force, elles sont ensuite ré-
fléchies et transmises au niveau des interfaces de couplage FEM - WFEM. On rappelle

la formulation des amplitudes modales pour un systeme infini :

T b —bt 0
{ﬂ}:mf ;:i {F} (4.:26)

Les ondes réfléchies au niveau des interfaces de couplages sont notées ¥~ et ™,

elles se propagent dans la partie homogene WFEM. Les ondes transmises sont notées
9~ et 97, elles correspondent aux ondes de propagation de la cellule physique. Elles ne
sont pour 'instant pas connues, contrairement au cas précédent ou la force extérieure
était projetée sur les extrémité de la cellule physique. En notant n; et n, le nombre de
cellules a gauche et a droite de la force extérieure tel que n = n;+ns, les déplacements

et forces au sein du guide homogene sont une contribution des ondes réfléchies et

incidentes :
dri = ¢>j>\k_1¢+ + ¢;>\"+1_’“¢_ g N R (4.27)
dr) = oF Nt + @, X' RpT g A

Fro= @FN YT+ or AT YT T A

)

Fri=  —of NPT —@rN"TT — A Ty,

)



122 Chapitre 4 — Bi-périodisation des structures par couplage FEM - WFEM

— Sing<k<n
Q= OFNTIT PN YT g AT (4.28)

A= OINYT TN YT+ p AT

fL,k _ ¢}_Ak_11,b+ + ¢;An+1_k’¢_ + ¢f+Ak—n1—1 i—;f
Fre= —OFNYT — N T — g AT

Les forces et déplacements aux extrémités de la cellule physique sont :

— Sim=0
Qi . =O©, A" F;_, =©; A" (4.29)

Qb = Oy A9 Fp. =0, A" (4.30)

Le probléme posséde donc 4 inconnues 1t 9~ 97 9~ déterminées en exprimant
les équations d’équilibre dynamique aux 4 interfaces de couplage (voir Fig. 4.18).
1. L’équation d’équilibre dynamique a l'interface 1 s’écrit :

Dyrt Qro+Darrqry=—fra (4.31)

En exprimant les déplacements et forces comme étant une somme des ondes de

propagation, on trouve :

YT —CTXNY ™ + ZiDap®, 9 =C A", (4.32)
C* = —[Dagrr ¢ + &5 ' [Darr &g + &5 ] (4.33)
Zsa=[Darr &4 + ¢4 (4.34)

C correspond a la matrice de réflexion de 'élément A liée a I'interface 1.
2. L’équation d’équilibre dynamique a l'interface 2 s’écrit :

D11 qr,+ Dprr Qro=—frn (4.35)
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Une réécriture du systéme donne :

Y~ — C APt + ZE;;DB,LR(Z)qE = Ci)\n2’l,b;;f (4.36)
C = _[DB,LL ¢q_ - ¢f_]71[DB,LL ¢q+ - ¢f+] (437)
Zpy=|Dprr ¢g — ¢y (4.38)

C" correspond a la matrice de réflexion de 1’élément B liée a l'interface 2.

3. L’équation d’équilibre dynamique a l'interface 3 s’écrit :
D rr Qry+ Darr Qro = Fro (4.39)
Une réécriture du systéme donne :

Zpi 9" + Dprigg ¥ + DpriX'dg T = —Dp rrdg AN, (4.40)
Zpy = [DB,RR ®Q+ + @FJr] (441)

4. L’équation d’équilibre dynamique a l'interface 4 s’écrit :

Dy Qro+Darrqr; = Fro (4.42)

Une réécriture du systeme donne :

Zag O + Darppg T+ DarpXN'dy ™ = —Darrdg NMpy,, (4.43)
Zag=|Darr, ®g —Op ] (4.44)

La combinaison des Eqs.(4.34) (4.38) (4.41) (4.44) meéne au systéme matriciel

suivant :

Pt I —CtA" 0 Z,)DAr1®g~ B CTAMy, .
| | -CA" I Z 5 Dp LrOQ" 0 C Ayl
9" Xt A" Xog I 0 -quq*)\"w;bf
9~ Wao,m W, A" 0 I Wy A"y
(4.45)
Avec
W =2,Dyrr X =2ZpDprL (4.46)

Le bloc supérieur gauche de la matrice a inverser correspond a la matrice de 1'Eq.
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(4.21). 11 est possible de considérer le systéme comme un ensemble d’ondes réfléchies
sur les interfaces FEM-WFEM en notant 'onde de propagation positive comme la

somme des deux contributions : 1/)+ =T+ A" 7 et l'onde de propagation néga-

tive:p = + AT

Comme dans le cas précédent, il est possible d’utiliser un nombre réduit de modes
de propagation pour le calcul des amplitudes des vecteurs propres. Les matrices carrées

C*t C~ s'écrivent donc apres réduction modale :

C* = —Z4,Darr ¢q + &5 C™ =-Zp,[DprL g —dst]  (4.47)

Les Figs. 5.9(a) 5.9(b) représentent les amplitudes des réponses forcées du sys-
teme infini suite a une excitation verticale et latérale au sommet de la section. La
comparaison est effectuée en se basant sur le principe de réciprocité i.e on observe
la réponse forcée du systeme au milieu de la cellule suite a I'action d’une force entre
deux cellules physiques (voir section 4.3.2.1 ) et on compare avec la réponse entre
deux cellules suite a l'action d’une force au milieu de la cellule. Les réponses forcées
sont obtenues en utilisant les critéres [AT| > 1le™ et [AT| < 1 . Les deux méthodes

donnent bien les mémes résultats, ce qui valide les formulations proposées.

La Fig 4.19(c) représente les amplitudes des réponses forcées verticales avec et sans
réduction modale de la tranche élémentaire. La réduction modale est effectuée avec
le critere |[A*| > 0.9 soit 14 modes de propagation et |[A*| > 0.98 soit 8 modes.
La réduction a 8 modes ne permet pas de reproduire correctement la résonance des
supports en basses fréquences. Contrairement a la section 4.3.2.1, la réduction a 1a 18
mod n’est toujours pas suffisante et sous estime légerement la fréquence de résonance

en basses fréquences.

Il est & noter que le conditionnement de la matrice a inverser de I'Eq. (4.57) (voir Fig.
4.19(d)) est proche de 10° en basses fréquences. La réduction modale ne modifie que
treés peu le conditionnement de cette matrice, en moyennes fréquences le conditionne-
ment diminue et reste proche de 103. Le conditionnement de la matrice & inverser est
beaucoup plus élevé que celui du systéme plus simple lié & 'Eq. (4.21) (courbe noire)
lors de 'application d’'une force aux interfaces. Ainsi, il sera nécessaire de porter une
attention toute particuliere lors de la sélection modale pour la réponse forcée dune

structure soumise a une force a l'intérieur de la cellule physique.
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FIGURE 4.19 — (a) Vérification du principe de réciprocité selon les deux méthodes de
calcul suite a une force extérieure verticale (b) latérale (¢) Amplitude de la réponse
forcée suite a une réduction modale du nombre de modes de propagation de la tranche
(d) Conditionnement des matrices a inverser des Eqs. (4.57) (4.21)
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4.3.3 Couplage avec une partie centrale aux portions hétérogenes

Portions hétérogenes

/N

-00 E E +o0o
T T T 7 A T 7 7 @) T T T el T T T T ]
Cellule physique Portions homogenes Cellule physique

FI1GURE 4.20 — Structure infinie avec une partie centrale auz portions hétérogenes

On considere ici une structure infinie aux portions hétérogenes i.e une structure
constituée d’une infinité de cellules physiques et qui comporte une partie centrale avec
un certain nombre de portions hétérogenes sur sa longueur. Les portions homogenes
seront constituées d'un nombre n; de tranches élémentaires. Les portions hétérogenes
notées P; sont assemblées par éléments finis et représentent une discontinuité de la

structure.

— + — + — + =
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: ' ' ' - ; ' e TR N R [
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| - > < >
|

N
Tranche élémentaire’|

FIGURE 4.21 — Ondes présentes au sein de la structure hétérogéne infinie

La réponse forcée de cette structure est calculée par WFEM, la portion homogene
J est traversée par des ondes positives et négatives notées zb;r ¥ . La force extérieure
est appliquée sur I'une des portions hétérogenes (voir Fig 4.21). La propagation des
ondes au travers des portions hétérogenes est modélisée en utilisant les matrices de
diffusion [57]. I’équation d’équilibre dynamique d’une portion P chargée peut s’écrire
d’apres I'Eq. (4.5) :

D;;, Dgr arr| | FrL B DP,LiD}_:"ln'Fe:ct (4.48)
Drr Dgr|, \9prr Fpp DpriDp}iFet
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Fe:ct
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1
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dp;

dp1 dpRr

FIGURE 4.22 — Ondes réfiéchies et incidentes de [’élément P

Soient ¢, ¢, les matrices des ondes incidentes et réfléchies de 1’élément P :

) inc(1l) 0 ref(1) 0
D)= % : ¢, = % (4.49)
0 ¢ch(2) q 0 ¢Zef(2)
inc(1) ref(1)
. 0 0
¢y = ¢ inc(2) <Z)fMJc - ¢ ref(2) (4.50)
0 ¢f 0 ¢f
Si les deux guides connectés a 1’élément P sont égaux, alors on obtient (Z)((ll) =
qb,(f) et (Z)Scl) = —¢§c2) [59]. En écrivant 'Eq. (4.48) sous forme modale, on obtient
[57, 59, 60] :
wref — 5]3 ¢inc + F (451)

Avec 1p"¢T )" les amplitudes modales des ondes réfléchies et incidentes. Cp repré-
sente la matrice de diffusion de 'élément P et F le vecteur source, en notant Dp la

matrice de raideur dynamique condensée aux interfaces de I’élément P :

_ C. C:
- [0 0

1 . .
021 6’72’2] ., = — [DPd)Zef + ¢7}ef} {Dpd);nc + q‘l)?fnc} (452)

— FV1 -1 DPLingl‘Fext
F = - = |Dporef 4 o ’ 4.53
{ } [Droyt +67] Dy D5l Feu 459)
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D’apres la Fig. 4.22, pour I’élément Py, les ondes incidentes 'l,b(l) 1,01(72“)} des guides (1)

et (2) correspondent respectivement aux ondes A"2¢pS et A" . D’aprés 'Eq. (4.51),

pour une force extérieure appliquée a 1’élément Fy, on a donc :

{¢2—} - [(’i” O {}‘n2¢2+}+{§} (4.54)
'nb;_ Cy Cyp Py A"aps F,

Le méme raisonnement est appliqué pour les portions hétérogenes non chargées, on

obtient ainsi pour les portions P et P; :
N [en Gl [t
Y| _ [Cu Co i i (4.55)
P Cy Cyp Py A2y

() [ 2 s -
v Cy Cyxp P A"y

L’expression des amplitudes 9+ 9~ 4 b, peut étre déduit des équations d’équilibre
dynamique des interfaces FEM-WFEM exprimées dans 'Eq. (4.45). La résolution de

ce probléme peut ainsi étre écrit de maniere matricielle (voir Eq. (4.57)).

Pour valider la formulation de 'Eq. (4.57), la réponse forcée est analysée dans le
cas de portions hétérogenes identiques correspondant aux doubles portions FEM des
cellules physiques. Les portions homogenes sont identiques aux guides homogenes des
cellules physiques. L’intérét étant de pouvoir comparer la réponse forcée calculée a
partir de 'Eq. (4.57) a la réponse qui découle de la section 4.3.2.1 (Force appliquée a
I'interface de la cellule physique et la réponse a U'intérieur de celle-ci). La Fig. 4.23(a)
représente la réponse forcée au milieu de la portion homogene adjacente au support 0
suite a une force extérieure appliquée sur ce support. La réponse est donc comparée
a la réponse au milieu de la cellule physique suite a un impact situé sur son interface.
Les réponses sont sensiblement les mémes avec néanmoins une atténuation spatiale
légerement plus faible en hautes fréquences pour la méthode de la section 4.3.2.1. Ceci
vient du fait que la projection de la force extérieure avait été effectuée sur une base
modale réduite des modes de propagation de la cellule physique. Les résultats tendent
donc a valider 'approche proposée dans cette section pour la réponse d’une structure

hétérogene infinie.
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La structure est maintenant composée d’un ensemble de 11 portions hétérogenes
correspondant aux supports sous charge de la section 4.1.2.3. La force extérieure est
appliquée sur la portion Fy. La réponse est observée au niveau du support chargé et
du support n°6 (& la limite droite de la zone chargée) sur la Fig. 4.23(b). On voit
bien l'influence des raideurs chargées sur la réponse dynamique, avec la présence de
résonances basses fréquences qui different selon la position d’observation. En hautes
fréquences, les ondes sont logiquement atténuées a cause de I'amortissement interne
du guide et des supports. Les Figs. 4.23(c) et 4.23(d) représentent les coefficients de
réflexion et de transmission de la matrice de diffusion de I’élément Py (voir Eq. (4.52)).
Ces coefficient correspondent respectivement aux valeurs réelles diagonales de C; et
Cs; et sont donc représentés pour chaque mode de propagation. Les coefficients de
réflexion des ondes propagatives sont majoritairement négatifs en basses fréquences
et tendent vers la valeur nulle en hautes fréquences, ce qui correspond au fait que les
supports se découplent progressivement du guide. Les coefficients de transmission sont
positifs et inférieurs a 1 en basses fréquences. Ceux des ondes de traction-compression
et de flexion verticale tendent vers la valeur unitaire en hautes fréquences, ceux des
ondes de flexion latérale et de torsion tendent vers 0.9, ce qui indique que ces dernieres

sont légerement plus atténuées.

La formulation de I'Eq. (4.57) donne les amplitudes modales d'une structure avec
une force extérieure appliquée sur une portion hétérogene. Dans le cas d’une force
appliquée entre deux portions hétérogenes, les termes F, F, du vecteur source sont
remplacés par les termes 1} 7 ¥,y multipliés par les termes des matrices de diffusion

correspondants (voir section 4.3.2.2).
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FIGURE 4.23 — (a) Amplitudes des réceptances suite da une force aux interfaces ou au
milieu de la cellule physique (b) Amplitude des réceptances au point d’impact et au
support 6 de la structure sur supports raidis dans la portion centrale (c¢) Coefficients
de réflexion (c) Coefficient de transmission des ondes d’un support
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4.4 Conclusion

Ce chapitre a tout d’abord mis en avant la méthode de couplage FEM-WFEM pour
la réduction modale de structures finies. En effet, le chapitre précédent avait pointé la
difficulté de réduire le nombre de modes de propagation d'une structure aux conditions
limites élastiques. En concentrant les conditions limites sur des portions assemblées
par éléments finis, les contraintes spatiales imposées sur les cellules de la WFEM ont
pu étre diminuées. Le nombre de modes de propagation dans les parties homogenes a
pu étre réduit, permettant d’accélérer les temps de calcul. Cette méthode de couplage
permet de plus d’inclure aisément tout type d’hétérogénéité sur la structure, ce qui

est un des objectifs attendus du projet CERVIFER.

La méthode de bi-périodisation a été introduite, elle permet de condenser une
cellule longue en se basant sur la méthode DSM. Ainsi, il est bien plus rapide d’ob-
tenir la matrice de raideur dynamique condensée, et ce méme sans réduction modale,
d’une cellule longue homogene discrétisée finement dans la direction longitudinale.
Une comparaison avec la méthode directe de condensation a confirmé l'intérét de

cette approche en termes de temps de calcul.

Le couplage FEM-WFEM a été associé a la méthode de bi-périodisation pour cal-
culer la réponse dynamique d’une structure infinie constituée de cellules élémentaires
aux portions hétérogenes. La réponse forcée y a été calculée pour une force située a
I'intérieur de la cellule physique et au niveau de ses interfaces. De plus, la méthode a
été étendue au calcul de la réponse dynamique dune structure infinie comprenant une
partie centrale aux portions hétérogenes. Ceci permettra de mettre en place, dans le
chapitre suivant, la réponse dynamique d’une voie ballastée comprenant une solution

anti-vibratile.



Chapitre 5

Etude d’une voie ballastée

comprenant une solution anti-vibratile

Ce chapitre utilise les outils numériques présentés dans les deux chapitres précédents
pour ’étude d’une voie ferrée ballastée avec une solution anti-vibratile. Le calcul et
l’analyse des modes de propagation d’un rail UIC60 libre seront effectués dans un
premier temps. La méthode de bi-périodisation associée au couplage FEM-WFEM sera
ensuite utilisée pour calculer la réponse dynamique de la voie ballastée jusque 5000 Hz.
Une comparaison expérimentale permettra de valider le modeéle proposé en utilisant
des données de mobilité et les taur de décroissance de la voie. Enfin, le modéle mis
en place dans cette these servira a l'étude d’une solution anti-vibratile en cours de
développement au sein du projet CERVIFER.

133
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5.1 Principe de calcul

Les méthodes numériques présentées dans les chapitres précédents sont appliquées
a I’étude d’une une voie ballastée. Celle-ci est composée d’un rail UIC 60 reposant de
maniere périodique sur des traverses. Une semelle élastique répartie assure le contact
entre le rail et la traverse, ces dernieres reposent sur une couche de ballast. Les sous-
couches présentes sous le ballast (influentes en trés basses fréquences) ne sont pas
considérées. Les traverses utilisées sont de type bi-bloc. La section du rail UIC 60 est
présentée sur la Fig. 5.1. Les propriétés mécaniques du rail, des semelles, du ballast

et des traverses sont regroupées dans le Tab. 5.1

Les calculs sont effectués sur la plage fréquentielle comprise entre 50 et 5000 Hz. Le
maillage éléments finis de la section du rail est effectué a I'aide du logiciel Gmsh®[61].
L’ensemble des calculs sont ensuite réalisés a ’aide de Matlab®. Une force harmonique
stationnaire est appliquée a diverses positions sur la section du rail. Les réponses for-
cées du rail sont calculées sous forme de mobilité, i.e le rapport entre la vitesse et
la force appliquée au point d’excitation. La propagation des ondes est présentée sous
forme de taux de décroissance en dB/m calculés de la méme maniére qu’expérimen-

talement [62].
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FIGURE 5.1 — Dimensions en mm de la section du rail UIC 60
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Tableau 5.1 — Parametres de la voie ballastée [32]
Parameétres d’étude
Rail E (Pa) n p (kg/m?) v
2.1 x 101 0.004 7850 0.3
Périodicité L, le Largeur semelles
0.6 m 0.01 m 0.18 m
Latéral Vertical Longitudinal
Semelles Kirans(N/m) 2.5 x 108 8.5 x 108 5.0 x 108
n 0.2 0.2 0.2
Ballast Kians(N/m) 3.0 x 108 2.5 x 108 9.5 x 108
n 0.4 0.4 0.2
K,o(N/rad) 2.0 x 108 2.5 x 108 2.0 x 10°
n 0.8 0.8 0.8
Demi-traverse (m=122 kg) 1 (kg m?) 0.64 1.32 1.14
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5.2 Calcul des modes de propagation du rail UIC 60

5.2.1 Ondes libres par WFEM

La premiere étape consiste a calculer les modes et constantes de propagation de la
tranche élémentaire, soit une tranche libre de rail de 0.01 m de longueur. Les relations
de dispersion sont présentées sur la Fig. 5.2. Seules les 13 premieres ondes propagatives
sont présentées, une multitude d’autres ondes ont été calculées mais elles présentent
un taux de décroissance tres important et contribuent peu a la réponse du rail. On
rappelle que la valeur propre du systéme périodique est notée \ et est liée a la constante
de propagation p telle que A = e # = e~ (@t Afin de distinguer plus facilement les
différentes ondes, la partie imaginaire 3 est tracée en échelle linéaire et logarithmique
sur les Figs. 5.2(a) 5.2(b). La partie réelle o qui correspond a l'atténuation des ondes

est tracée sur la Fig. 5.2(c).

Les quatre ondes classiques, les plus propagatives, sont identifiées sur ces courbes.
L’onde n°1 correspond a l'onde de flexion latérale. L’onde n°2 représente 'onde de
torsion, 'onde n°3 est l'onde de flexion verticale et I’onde n°4 correspond a ’onde de
traction-compression. Ces quatre ondes ont une fréquence de coupure a OHz. Leur dé-
formée est tracée sur la Fig. 5.3. Le vecteur propre du mode est multiplié par sa valeur
propre pour représenter la propagation du mode sur quelques cellules. La colonne de
gauche représente les modes a 500 Hz et la colonne de droite a 5000Hz. On constate
une différence dans la sollicitation des parties de la section du rail. Par exemple, pour
I’onde de flexion latérale, la déformée de la téte est prépondérante en basses fréquences
alors que celle du pied devient majeure en hautes fréquences. Cela passe aussi par une
augmentation du déphasage entre deux sections, due a ’accroissement de la valeur de
B, et donc par 'apparition de plus de noeuds et de ventres en hautes fréquences. La
méme remarque est valable pour les autres ondes, notamment 1'onde de flexion laté-
rale dont la déformée du pied du rail est prépondérante contrairement a sa déformée

en basses fréquences.

Les ondes n°5 et n°6 correspondent a des modes de section latéral et de torsion du
rail. Ces modes ont une fréquence de coupure a 1420 Hz et a 4480 Hz respectivement.
Il est clair qu’avant ces fréquences, ces modes sont trés évanescents et ne contribueront
que tres peu a la réponse. En hautes fréquences, ils deviennent propagatifs (voir Fig.
5.4) et leur contribution n’est plus négligeable. Ces modes de section ne peuvent étre

calculés que par la prise en compte de la géométrie réelle du rail. Les modes n°7
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et n°8, associés aux ondes évanescentes de flexion latérale et verticale, peuvent étre
déterminés de maniere analytique en reprenant la théorie des poutres de Timoshenko
(voir Chapitre 2). Leur fréquence de coupure est supérieure a 5000 Hz, ces ondes

restent donc évanescentes sur toute la plage fréquentielle d’étude.
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0
X{m)

FIGURE 5.3 — Onde de flexion latérale (a) 500 Hz (b) 5000 Hz, Onde de torsion
(¢) 500 Hz (d) 5000 Hz, Onde de flexion verticale (e¢) 500 Hz (f) 5000 Hz, Onde
de compression (g) 500 Hz (h) 5000 Hz
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FIGURE 5.4 — Mode de section latéral (a) 500 Hz (b) 5000 Hz, Mode de section
de torsion (c) 500 Hz (d) 5000 Hz, Onde évanescente de flexion latérale (e)

500 Hz (f) 5000 Hz, Onde évanescente de flexion verticale (g) 500 Hz (h) 5000
Hz
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5.2.2 Choix du maillage

L’influence du maillage est analysée sur les courbes de dispersion de la tranche du
rail. Trois maillages sont proposés, un linéaire a 99 nceuds, puis deux quadratiques a 84
nceuds et 185 nceuds. La Fig. 5.5(d) représente leurs courbes de dispersion. On constate
une différence importante en hautes fréquences entre les maillages quadratiques et le
linéaire, notamment pour les ondes de flexion latérale/verticale et de torsion. De plus,
un décalage est présent au niveau des fréquences de coupure des deux modes de section,
plus prononcé pour le second (courbe verte). La différence entre les deux maillages
quadratiques est nettement plus faible, le maillage quadratique a 84 nceuds permet
donc une convergence des courbes de dispersion notamment pour les modes les plus
propagatifs. Ce maillage offre un bon compromis entre le nombre de degrés de liberté

et la convergence des courbes de dispersion, il sera donc utilisé par la suite.
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5.3 Calcul de la réponse dynamique d'une voie ballastée

Le calcul de la réponse dynamique de la voie est effectué en utilisant la méthode
de couplage FEM-WFEM (voir Chapitre 4). Les étapes nécessaires au calcul sont :

1. Condensation dynamique de la tranche élémentaire et calcul aux valeurs propres.

2. Périodisation de la tranche n fois par DSM.

3. Ajout des conditions limites sur la portion FEM, assemblage FEM - WFEM en

une cellule physique.
4. Condensation dynamique de la cellule physique.

5. Calcul aux valeurs propres de la cellule physique.

La premiere étape a été présentée dans la section précédente. L’étape 2 est effectuée

par l'intermédiaire de 'Eq. (3.44).

5.3.1 Prise en compte des conditions limites élastiques

L’ajout des conditions limites sur la portion FEM est effectué par I'intermédiaire
de matrices d’impédance. Un modele éléments finis représentant la semelle, la tra-
verse et le ballast est créé sous Abaqus ® (voir Fig. 5.6). Un ensemble de 33 ressorts
correspondant aux degrés de liberté du pied du rail sont reliés a la traverse bi-bloc
modélisée par une masse ponctuelle. Elle repose sur le ballast considéré comme 3 res-
sorts de translation et de rotation. La matrice d’impédance est obtenue en inversant
le systeme qui exprime les déplacements de chacun des noeuds du pied du rail en
fonction des forces imposées sur chacun d’eux. Les demis matrices d’'impédance sont

ensuite appliquées aux interfaces de la cellule physique.

N\ Semelles
Traverse
/_

\_Ballast

FIGURE 5.6 — Support élastique en éléments finis
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5.3.2 Calcul des modes de propagation du rail supporté

L’étape 4 consiste a condenser dynamiquement les trois sous-structures par mé-
thode directe. Pour 1’étape 5, le calcul aux valeurs propres de la cellule physique est
réalisé par la transformation de type T + T~ (voir section 3.1.6). La cellule phy-
sique étant de longueur 0.6 m, seules les 26 premieres ondes sont calculées, ce qui
correspond & un taux de décroissance maximum de 35 dB/m. Ceci permet de réduire
le temps de calcul en ne conservant que les ondes dont les propriétés d’orthogonalité
sont respectées (voir section 3.3.3.4). La Fig. 5.7 représente les relations de dispersion
de la cellule physique avec conditions limites élastiques. On remarque que ’ensemble
des ondes de propagation sont impactées par les supports élastiques par rapport aux
courbes de dispersion de la tranche élémentaire libre. La partie réelle a de la constante
de propagation montre clairement les bandes d’atténuation, les bandes de Bragg ou
les bandes de résonances locales (voir Chapitre 2). Celles-ci sont présentes pour les
ondes de flexion latérale/verticale, torsion, compression et pour le premier mode de
section, dans la mesure ou ces ondes ont une valeur de § qui atteint la limite de la

premiéere zone de Brillouin soit 7 \ 0.6 entre 50 et 5000 Hz.
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FIGURE 5.7 — Courbes de dispersion du rail sur des traverses bi-bloc (a) Partie ima-
ginaire B (b) Partie réelle o de la constante de propagation v = o + i3
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5.3.3 Comparaison expérimentale des mobilités

Cette section met en avant la comparaison des mobilités (le rapport entre la vi-
tesse et la force au point d’impact) expérimentales et simulées de la voie. Les résultats
expérimentaux sont tirés de la publication de L.Gry [32] et ont été réalisés sur une
ligne grande vitesse. Les parametres de la voie sont présentés dans le Tab. 5.1. L’exci-
tation est effectuée au marteau de choc dans la direction verticale et latérale du rail.
La simulation est réalisée avec des supports élastiques répartis et non répartis. Les
supports répartis prennent en compte la dimension réelle des supports (voir Fig. 5.8).
Les supports élastiques non répartis sont appliqués sur une ligne nodale sans prendre

en considération la largeur physique des semelles.

(a) (b)

FIGURE 5.8 — Cellule physique avec supports non répartis et répartis

La Fig. 5.9 compare les mobilités suite a une force entre deux supports. La simula-
tion résulte de I'Eq. (4.45) qui permet de résoudre le probléme d’une force appliquée
entre les interfaces de la cellule physique. L’accord calculs mesures est bon sur sur la
plage fréquentielle pour I'excitation verticale et a partir de 200 Hz pour 'excitation
latérale. En dessous de 400 Hz, le mouvement de la traverse est relativement impor-
tant, I'influence du ballast n’y est donc pas négligeable. Or il peut étre sujet a des
phénomeénes de non linéarité et peut expliquer les différences basses fréquences obser-
vées pour les mouvements verticaux et latéraux. Les pinned-pinned frequencies, qui
correspondent a la demi longueur d’onde égale a la distance entre supports, sont bien
prédites a 1090 Hz et & 520 Hz pour la direction verticale et latérale. Les Figs. 5.11(a)
5.11(b) représentent les réponses 3D du rail a ces fréquences. On retrouve de méme

les résonances verticales et latérales dues a la répartition périodique des supports a
3030 Hz et 3040 Hz 5.12(a) 5.11(b).
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Les résultats de simulation montrent qu’il est préférable d’utiliser le modele réparti
qui prend en compte la dimension physique des semelles. Il permet notamment pour
le mouvement vertical de prédire correctement la fréquence de résonance du rail sur
les semelles a 770 Hz. Il réduit de plus la résonance du modele a 4240 Hz visiblement
amortie sur la courbe expérimentale. Pour le mouvement latéral, le modele réparti
diminue 'amplitude des oscillations a partir de 2000 Hz et est donc plus proche de
la mesure. Les bénéfices du modele réparti s’expliquent physiquement par le fait que
les longueurs d’onde des ondes propagatives ne peuvent pas étre considérées comme
tres grandes devant la largeur des semelles (environ 18 cm). Il n’est donc pas correct
de moyenner l'influence des semelles sur une seule section, car cela autoriserait la
présence d’ondes évanescentes qui sont en réalité atténuées par la largeur des semelles.
Ainsi, le modele non réparti confere au rail une souplesse excessive, ce qui explique
la différence avec la fréquence de résonance du rail sur les semelles et les oscillations

latérales surestimées.

La Fig. 5.10 compare les mobilités au dessus d'un support. La simulation résulte
de I'Eq. (3.68) qui permet de résoudre le probleme d’une force appliquée aux interfaces
de la cellule physique. Les remarques évoquées pour le modele réparti et non réparti
sont aussi valables pour ce cas. L’accord calculs mesures est bon jusqu’a 4000 Hz, a
partir de cette fréquence on peut néanmoins observer une légere sous-estimation des
niveaux vibratoires, notamment pour la réponse verticale. Cette différence provient du
fait que la périodisation d’une cellule longue ne permet pas de calculer avec précision
la totalité des ondes de propagation. Un certain nombre de modes trés évanescents
ont été retirés de la solution afin d’améliorer la stabilité de la réponse. Ces modes
peuvent néanmoins contribuer a la réponse autour du point d’impact. C’est ce qui
explique la différence des niveaux en hautes fréquences, et particulierement pour la

réponse verticale qui est observée au niveau du point d’impact.

La Fig. 5.13 compare le modele éléments finis proposé avec le modele analytique
du Chapitre 2. La réponse verticale par les deux méthodes donne des résultats proches
jusque 4000 Hz, malgré des résonances surestimées pour le modele analytique. Apres
4000 Hz, les déformations de section dans la direction verticale influent fortement la
mobilité du rail. Pour la réponse latérale, les déformations de section sont présentes
des 1000 Hz et explique la différence importante des niveaux vibratoires. De plus, le
modele analytique ne permet pas de reproduire le couplage existant entre les ondes

de torsion et de flexion.
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FIGURE 5.11 — Déplacement le long des quatre premicres cellules suite a une excitation
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5.3.4 Comparaison expérimentale des taux de décroissance

Les performances acoustiques d’une voie ferrée sont évaluées par la mesure des
taux de décroissance (Track Decay Rates TDR en anglais). Si I'on considére une dé-
croissance exponentielle des ondes le long du rail, 'amplitude d’une onde en un point
z représentant la distance depuis le point de contact peut étre exprimée par l'inter-
médiaire d'une constante de propagation fionge telle que [Vonae(2)| = [Vonde(0)]e Honde?.
Cette constante peut étre exprimée [62] en terme de taux de décroissance A en dB/m
telle que :

A = 20logyp(etonde) (5.1)

Le taux de décroissance est calculé de maniere expérimentale grace a une ensemble de
fonctions de transfert a différentes positions le long du rail. Ces taux correspondent
a une décroissance globale dans la direction verticale ou latérale, englobant ainsi
toutes les ondes. Le rail est excité au marteau de choc suivant une grille de positions
prédéfinies [62]. L’excitation se situe bien souvent entre deux supports, les mesures
sont effectuées a quatre positions par travée pour les deux premieres travées (voir Fig.
5.14). Au dela de la deuxieme travée, les points de mesure sont nécessaires uniquement
au dessus et entre deux supports. L’espacement restreint des points de mesure dans
les premieres travées permet de mesurer les taux de décroissance tres importants de
I'ordre de 10 dB/m. Pour les taux de décroissance faibles, c’est la longueur de mesure

totale qui devient déterminante.

3 Travée -
_CX) ¢ | | | | | | | | | | I_tm
AR IR O R

FIGURE 5.14 — Positions des accélérometres pour la mesure du taux de décroissance

Si 'on considere M (z) comme la mobilité de transfert entre le point d’impact et
le point de mesure en z, la constante de propagation expérimentale p s’exprime :
L [|M(z)P T | M(z)?

R N C A SA N PN T A (5.2)
2u ) [M(O)P? ;O\M<zo>|2
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La valeur z,,,, représente la longueur de mesure et Az; la distance entre deux

points. Le taux de décroissance peut ainsi étre exprimé par :

4.343| M (z0) |2
B M () 2Az
0

zi=

A =~

(5.3)

La mesure de la mobilité au point d’impact est donc essentielle pour calculer correc-
tement les taux de décroissance. D’apres I'Eq. (5.2), la valeur minimale du taux de

décroissance mesurable dépend de la longueur de mesure et s’exprime comme :

4.343

zmax

Afin de comparer les valeurs expérimentales des taux de décroissance aux simula-
tions, le méme procédé est réalisé de maniere numérique. Les données sont intégrées
en tiers d’octave moyenné. L’impact est appliqué entre deux supports, les valeurs des
mobilités a diverses positions le long de la voie sont ensuite utilisées pour calculer le
taux de décroissance selon 'Eq. (5.3). Pour la direction verticale, une force est appli-
quée au sommet de la téte du rail, et sur 'arréte pour la direction latérale. Les calculs
de la mobilité sont réalisés au point d’impact. La Fig. 5.15 représente un exemple des

9 premieres mobilités le long de la voie pour la direction verticale.
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FIGURE 5.15 — Mobilités des 9 premieres positions suite a un impact dans la direction
verticale
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Les Figs. 5.16(a) 5.16(b) comparent les taux de décroissances mesurés a ceux
simulés. Les mesures des taux de décroissance proviennent du rapport technique [63]
réalisé par 1'Université de Southampton sur une voie test. La voie repose sur des
traverses monoblocs et des semelles souples dont la raideur verticale est estimée a
1.2e8 N/m et la latérale a 2.4e7 N/m. Le taux de décroissance est simulé sur une
distance de 28 m ce qui garantit un taux de décroissance minimum de 0.15 dB/m.
Pour la direction verticale, I'accord calculs mesures est bon sur la plage fréquentielle.
En basses fréquences, le taux de décroissance est élevé a cause du couplage entre le
rail et la traverse. Apres 300 Hz, le rail se découple du support, les ondes deviennent
propagatives et le taux de décroissance chute. Dans la bande de 5000 Hz, un pic est
visible et provient du mode de battement du pied du rail [64] (voir Fig. 5.17(a)) dont la
fréquence de coupure est d’environ 5000 Hz. Ce mode de section vertical provoque une
augmentation de la déformation de la semelle et donc accroit le taux de décroissance
des ondes verticales. Pour la direction latérale, ’accord calculs mesures est bon, avec
une légere sous-estimation du pic dans la bande de 3000 Hz. Ce pic correspond a

I’apparition du mode de section de torsion qui provoque de méme un battement du
pied du rail (voir Fig. 5.17(b)).

Les Figs. 5.16(c) 5.16(d) comparent le taux de décroissance vertical et latéral d'une
voie sur supports souples et raides. Les parametres des supports raides sont ceux du
Tab. 5.1, les supports souples sont ceux utilisés dans le cas précédent. La confrontation
des taux montre clairement ’avantage d’un point de vue vibratoire des semelles raides.
Plus le taux de décroissance est important plus les ondes seront atténuées le long de la
voie. Sur les semelles raides, le rail se découple plus haut en fréquences et permet de
conserver un taux de décroissance élevé jusque 900 Hz. De plus, les bandes de Bragg
(liées a la périodicité des supports, voir Chapitre 2) sont plus larges par rapport a la
voie sur semelles souples. Ce qui explique un taux plus haut entre 1500 Hz et 4000
Hz par rapport aux semelles souples. La méme analyse est valable pour le taux de
décroissance latéral, avec un pic accru dans la bande de 1500 Hz di a 'apparition du

mode de section latéral (voir Fig. 5.17(c)).
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5.4 Application a une solution anti-vibratile

5.4.1 Présentation du dispositif

Les semelles sont des éléments essentiels de la voie ferrée qui influent fortement la
propagation des ondes. Pour améliorer les performances acoustiques, il est préconisé
d’utiliser des semelles raides pour obtenir un taux de décroissance élevé. Cependant,
pour réduire les coiits de maintenance de la voie, il est nécessaire de poser des sup-
ports souples afin de mieux répartir les efforts. Ceci permet notamment de limiter les
phénomenes d’affaissement du ballast. Un compromis doit donc étre choisi entre les

performances acoustiques et les requétes de la maintenance.

Le groupe Hutchinson a donc développé un prototype de support bi-mode in-
novant [65]. Son fonctionnement est dépendant de la charge exercée sur le rail par

I'intermédiaire d’un seuil d’effort. Le support respecte les criteres suivants :

— Faible raideur verticale sous charge (maintenance du matériel)

— Forte raideur verticale sans charge (performance acoustique)

— Forte raideur latérale quasi-statique de la voie vue du rail (éviter I’écartement)
— Effort résistif longitudinal élevé (résister aux efforts de dilatation thermique)

— Forte raideur de torsion (éviter le déversement)

Le support est composé d'une semelle supérieure viscoélastique raide (raideur ver-
ticale supérieure a 5e8 N/m), d’une selle métallique qui joue le role de bride et de
batteur dynamique, et d’une semelle inférieure résiliente souple (raideur statique in-
férieure a 5e7 N/m). Le systéme est précontraint par lintermédiaire d’entretoises
épaulées qui assurent le contact entre la selle et le socle. Lorsqu’aucune charge n’est
appliquée sur le rail, celui-ci repose uniquement sur la semelle supérieure raide (voir
Fig. 5.19(a)), ainsi le taux de décroissance associé aux ondes verticales est élevé. Lors-
qu’'une charge est appliquée sur le rail et qu’elle dépasse le seuil d’effort, I’épaulement
des entretoises n’est plus en contact avec la selle métallique qui peut se déplacer libre-
ment (voir Fig. 5.19(b)). Le rail repose ainsi sur 'intégralité des étages de semelles, il
peut donc s’affaisser de plusieurs millimetres au passage du train et répartir la charge
sur plusieurs travées. La semelle inférieure a une précontrainte fixée a 26 kN ce qui
permet par exemple de déclencher 4 supports autour de la roue pour une charge de

150 kN située entre deux supports [65].
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Selle métallique

FIGURE 5.18 — Vue isométrique du support bi-mode

Semelle supérieure

Selle métallique bloquée

Semelle inférieure

<«—Socle

Entretoise

/ Selle métallique libre

FIGURE 5.19 — Vue en coupe du mécanisme du (a) support non déclenché (b) déclenché
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5.4.2 Phénoméne d'ondes stationnaires

La section 4.1.2.3 a présenté une voie dont les supports autour de la roue étaient
raidies a cause de la charge statique de la roue. Thompson [17] a montré que la
réponse au point d’impact était semblable a celle obtenue en considérant des supports
raidis uniformément le long de la voie. Au contraire, les taux de décroissance obtenus
étaient plus semblables a ceux calculés avec les supports non raidis uniformes. On
devrait retrouver le méme type de résultats pour les supports bi-modes, cependant la
configuration pour le dispositif est différente. Le fait d’introduire des raideurs souples
dans une partie centrale qui est bordée par des raideurs plus importantes, entraine
I’apparition d’ondes stationnaires a cause des conditions de réflexion aux extrémités.
Ce phénomene est problématique car les ondes stationnaires peuvent détériorer les

performances acoustiques et vibratoires attendues pour le support bi-mode.

Pour mettre en avant ce phénomene, deux cas d’étude sont proposés. Le premier
compare la réponse verticale suite a une excitation entre deux supports d’une voie sur
supports raides uniformes avec une voie dont la portion centrale comporte de 2 a 8
supports raides (les autres supports sont alors souples). Les supports raides ont une
raideur verticale de 7.5e8 N /m, celle des supports souples est de 4e7 N /m. Ces raideurs
correspondent a celles des semelles supérieure et inférieure du support bi-mode. La
Fig. 5.20(a) montre que quelque soit le nombre de supports centraux raidis, la réponse

au point d’impact est trés proche de celle sur supports uniformément raides.

Le second cas compare la réponse d’'une voie sur supports souples uniformes avec
une voie dont la portion centrale comporte de 2 a 8 supports souples (voir Fig. 5.20(b)).
Cette configuration correspond a la répartition des raideurs dues aux supports bi-
modes. La différence est nette avec le premier cas, un certain nombre de résonances
sont présentes pour la voie comportant une portion centrale souple. Plus le nombre
de supports souples est important, plus le nombre d’ondes stationnaires est grand. La
conception de la solution anti-vibratile prévoit le déclenchement de 4 supports autour
de la roue, ce qui correspond a des résonances principales situées a 620 Hz, 730 Hz,
1140 Hz, 1790 Hz, 2420 Hz et 3560 Hz. Cependant, ces résonances sont susceptibles
d’étre modifiées dans un cas réel. En effet, la roue va imposer un noeud de vibration au
niveau du contact, les pics deviendront des anti-résonances et vice-versa. De plus, les
raideurs ont été considérées comme constantes et la présence de la selle métallique n’a
pas été prise en compte. La maitrise de ces ondes stationnaires est un enjeu majeur

pour obtenir les bénéfices escomptés des supports bi-modes.
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5.4.3 Calcul des raideurs dynamiques du support bi-mode

Le comportement dynamique du support bi-mode réel est complexe notamment
en hautes fréquences. En effet, la selle métallique intermédiaire induit des effets dy-
namiques non négligeables et les matériaux que constituent les semelles peuvent avoir

des effets de rigidification en hautes fréquences.

Un modele numérique en 3D a été développé par Hutchinson afin d’évaluer les
raideurs dynamiques du support dans chacun de ses deux modes de fonctionnement.
La semelle supérieure est contrainte par une rigidité (sans masse) représentant le rail.
Le déplacement de la selle métallique est bloqué pour la configuration non-déclenchée.
Un effort est appliqué dans chacune des trois directions, le déplacement au centre de
la semelle supérieure y est calculé. La matrice d’impédance du support est calculée

comme dans la section 5.3.1.

La Fig. 5.21(a) représente les raideurs dynamiques verticales du support déclenché
et non déclenché. La raideur du mode déclenché est bien plus faible que celle du
mode non déclenché, ce qui respecte les deux premieres conditions imposées dans
la section 5.4.1. L’écart quasi-statique des deux modes est conservé sur 1’ensemble
de la plage fréquentielle malgré des effets de résonances internes [65]. Pour le mode
déclenché, on observe un creux de rigidité a 300 Hz qui est dii a la résonance de la
selle métallique sur les semelles comme batteur dynamique. Cette résonance sépare
un régime basses fréquences, ou la raideur est quasi constante et souple (di a la
semelle souple inférieure), d’un régime hautes fréquences qui tend vers une raideur
plus importante (di a la semelle raide supérieure). Le pic a 840 Hz correspond a une
anti-résonance de la selle entre les deux semelles. Les deux creux a 1710 Hz et 1840
Hz correspondent aux deux premieres fréquences de résonance des modes de flexion

de la selle métallique (voir Fig 5.22).

Les Figs. 5.21(b) et 5.21(c) correspondent aux raideurs latérales et longitudinales
du support bi-mode. On constate que pour les deux modes, les raideurs tendent vers
une valeur commune qui correspond a celle de la couche supérieure en cisaillement. Le
matériau viscoélastique fortement amorti de celle-ci permet de limiter les résonances

des modes propres de la selle métallique.
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FIGURE 5.22 — Deuz premiers modes propres de flexion de la selle métallique [65]



160 Chapitre 5 — Etude d’une voie ballastée comprenant une solution anti-vibratile

5.4.4 Simulations sur voie

Une simulation de la réponse dynamique de la voie avec le support bi-mode est
réalisée en se basant sur le modele de la section 4.3.3. Une force est appliquée entre
deux supports, quatre supports sont supposés déclenchés (deux de part et d’autre
de la force). Les autres supports sont considérés comme non déclenchés (raides). Les
raideurs des supports complets sont calculées en utilisant la section 5.3.1 et les données

numériques du support bi-mode.

La Fig. 5.23(a) compare la mobilité verticale de la voie sur 4 supports déclenchés
avec une voie sur des supports uniformes en mode déclenché et non déclenché. Ceci
permet d’analyser I'influence des supports bi-modes sur les ondes stationnaires évo-
quées dans la section 5.4.2. Pour la réponse sur supports déclenchés uniformes, on
observe un premier pic a 170 Hz qui correspond a la résonance du rail sur I’ensemble
semelles-ballast. Deux pics sont ensuite visibles a 710 Hz et 940 Hz, ils correspondent
aux résonances du rail sur la semelle inférieure et supérieure. Le creux a 840 Hz corres-
pond a l'anti-résonance de la selle métallique entre les deux semelles. On retrouve la
pinned-pinned frequency a 1090 Hz, ainsi que la résonance a 2960 Hz qui correspond a
la borne supérieure de la deuxiéme bande de Bragg (voir Chapitre 2). Pour la réponse
sur supports non déclenchés, on observe de nouveau la résonance basses fréquences
liée au ballast. La raideur du support étant tres forte dans cette configuration, la
résonance du rail sur le support se situe a 1450 Hz. Il n’y a qu'une résonance sur le
support dans la mesure ou la selle n’est pas libre. La borne supérieure de la deuxieme

bande de Bragg est logiquement plus élevée et se situe a 3460 Hz.

La comparaison avec la mobilité de la voie sur 4 supports déclenchés montre qu’il
n’y a pas d’ondes stationnaires créées par les supports bi-modes avant 1200 Hz. Dans
la section 5.4.2, la Fig. 5.20(b) présentait un ensemble d’ondes stationnaires dues a
la configuration bi-raideur a 620 Hz, 730 Hz et 1140 Hz. Cependant, les supports ne
comprenaient pas la selle métallique qui joue visiblement le role d’atténuateur dyna-
mique avant son premier mode de flexion (1710 Hz). Le role de batteur dynamique
est un peu plus limité a partir de ce premier mode. On voit clairement apparaitre une
succession de résonances a 1830 Hz 2540 Hz et d’anti-résonances a 1550 Hz 2300 Hz,
semblables a celles observées sur la Fig. 5.20(b). Cependant leur amplitude semble
moins importante que sans la présence de la selle métallique. La configuration du sup-
port bi-mode permet donc bien d’atténuer les ondes stationnaires en basses fréquences

qui étaient susceptibles de détériorer les performances acoustiques du dispositif.
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La Fig. 5.23(b) compare les mobilités latérales de la voie dans les mémes configu-
rations que précédemment. La réponse de la voie avec 4 supports déclenchés est tres
proche de celle sur supports déclenchés uniformes. Il semble y avoir néanmoins la pré-
sence d'une onde stationnaire en basses fréquences a 160 Hz, la selle métallique n’agit
donc pas comme atténuateur dynamique dans cette zone. Il n’y a pas d’autres ondes
stationnaires prépondérantes sur la plage fréquentielle. En effet, les raideurs latérales
tendent treés rapidement vers une valeur commune, il n’y a donc pas de discontinuité

tres marquée entre les différents supports et donc pas d’ondes stationnaires majeures.

Afin de confirmer les performances escomptées du support bi-mode, il est primor-
dial d’évaluer les taux de décroissance de la voie comprenant le dispositif. Le calcul
réalisé est similaire a celui de la section 5.3.4, ainsi on applique une force entre deux
supports et on simule le taux de décroissance sur une longueur de 28 m. La Fig.
5.24(a) compare le taux de décroissance vertical de la voie sur 4 supports délcenchés
avec celui d'une voie sur supports uniformément déclenchés et non déclenchés. Il est
clair que le taux de la voie avec les 4 supports déclenchés est bien plus proche de celui
de la voie sur supports non déclenchés.

En basses fréquences, on se situe dans une bande de résonance locale ce qui confere a
la voie un taux de décroissance élevé dans les trois cas. A partir de 200 Hz, la voie sur
supports déclenchés uniformes se découple des supports, les ondes deviennent propa-
gatives et le taux de décroissance chute. Bien que la mobilité au point d’impact de
la voie sur 4 supports déclenchés soit trés proche de la voie sur supports déclenchés
uniformes, le taux de décroissance de cette premiere ne chute pas apres 200 Hz mais
reste élevé. Le taux de décroissance est en fait piloté ici par le comportement de la
voie loin de la zone centrale et est donc semblable a celui de la voie sur supports non
déclenchés.

On observe un pic tres important dans la bande de 1000 Hz pour la configuration
supports déclenchés uniformes, celui ci correspond a ’anti-résonance de la selle mé-
tallique entre les deux semelles. L’anti-résonance confere au support bi-mode une
augmentation de sa raideur (voir Fig. 5.21(a)) et donc un accroissement net du taux
de décroissance.

On observe une légere chute du taux pour la voie sur 4 supports déclenchés entre 1000
Hz et 3000 Hz, ce qui correspond a l'apparition des ondes stationnaires. Le taux de
décroissance des 3 cas augmente ensuite a partir de 3000 Hz, ceci est di a la propa-
gation du mode de section vertical qui provoque un battement du pied du rail (voir

section 5.3.4 ).
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La Fig. 5.24(b) compare les taux de décroissance latéraux des 3 configurations.
Tout comme le taux vertical, celui sur les 4 supports déclenchés est bien plus proche
de celui de la voie sur supports déclenchés uniformes. Bien que les raideurs latérales
tendent vers une valeur commune, ’excitation sur 'arréte de la téte du rail fait tra-
vailler les raideurs verticales. Ceci explique les différences avec les taux de décroissance

des cas uniformes en hautes fréquences.

La simulation du support bi-mode sur voie a donc montré les intéréts de cette
solution technique. Elle confére localement autour de la roue, une raideur souple aux
supports permettant de mieux répartir les efforts le long de la voie et de préserver
I'infrastructure. Cependant, elle rigidifie les supports loin de la roue, ce qui a pour
conséquences directes une augmentation du taux de décroissance et donc une réduction
du rayonnement acoustique. De plus, les phénoménes d’ondes stationnaires, dus a une
portion centrale souple bordée par des raideurs plus élevées, sont réduits par la selle
métallique qui joue le role de batteur dynamique en basses fréquences. Le support
bi-mode a donc montré ses performances en étant capable de limiter la propagation

des ondes tout en protégeant l'infrastructure ferroviaire.



5.4 Application a une solution anti-vibratile 163

-—--Supports non déclenchés uniformes
-80 |- Supports déclenchés uniformes )
. ——4 Supports bi-modes déclenchés
<
—
'(/2 90+ 4
S
—
© -100
[aa)]
© )
e y
©-110
‘O
=
%
s -120
-130 ‘ e
10 10
Fréquence [Hz]
(a)
-70
----Supports non déclenchés uniformes
----Supports déclenchés uniformes
. ——4 Supports bi-modes déclenchés
zZ
o
a
S
—
Y
g
[ad)]
o
c
()
‘O
=
=
o
=
-120 ‘ e
10 10
Fréquence [Hz]
(b)

FIGURE 5.23 — Mobilité (a) verticale (b) latérale entre deuzx supports de la voie avec
supports bi-modes



164 Chapitre 5 — Etude d'une voie ballastée comprenant une solution anti-vibratile

—¢— Supports déclenchés uniformes
—4— Supports non déclenchés uniformes
102 - | —@—Supports bi-modes

10°
10" ‘ ‘
10° 10°
Fréquence [Hz]
(a)
102

—e— Supports déclenchés uniformes
——Supports non déclenchés uniformes
—8— Supports bi-modes

TDR [dB/m]

10? 10°
Fréquence [Hz]
(b)

FIGURE 5.24 — Taux de décroissance (a) vertical (b) latéral de la voie avec les supports
bi-modes



5.5 Conclusion 165

5.5 Conclusion

Ce dernier chapitre a permis d’appliquer les outils numériques développés dans
les chapitres de cette theése pour I’étude d’une voie ballastée comprenant une solution
anti-vibratile. Pour appliquer la méthode de bi-périodisation associée au couplage
FEM-WFEM, il a fallu dans un premier temps calculer les modes de propagation d'une
tranche de rai libre de 1cm de largeur. Un ensemble d’ondes de propagation ont pu étre
analysées. L’étude a révélé un certain nombre de modes de section qui apparaissaient
apres 1500 Hz, en accord avec les informations relevées dans la bibliographie. Ces
modes justifient 1'utilisation d’'un modele éléments finis pour reconstruire la réponse
dynamique de la voie ferrée. Un maillage quadratique a été sélectionné apres une
étude de convergence, ce qui assure un bon compromis entre performances et nombre

de degrés de liberté par section.

Une fois les modes de propagation de la tranche élémentaire calculés, la méthode de
bi-périodisation associée au couplage FEM-WFEM a pu étre appliquée. Pour cela, les
supports sous le rail ont été modélisés par un logiciel éléments finis afin de récupérer les
matrices d'impédance qui ont été injectées au niveau du pied du rail. Les constantes de
propagation de la cellule physique ont révélés un ensemble de bandes d’atténuation des
différentes ondes présentes au sein de la travée. Les mobilités de la voie ballastée ont été
tracées au dessus et entre deux supports puis comparées a des données expérimentales
de la littérature. L’accord calculs mesures est bon sur la plage fréquentielle, malgré
de légeres baisses du niveau vibratoire en hautes fréquences pour I'impact situé sur
les supports. Cette différence provient de l'application du principe de périodicité a
une cellule longue qui contraint une sélection du nombre de modes (pour des raisons
de stabilité numérique) et donc une sous-estimation de la participation des ondes tres
évanescentes en hautes fréquences. De plus, I'accord simulations mesures des taux de

décroissance des ondes le long de la voie est tres bon sur la plage fréquentielle.

Apres validation du modele par rapport aux données expérimentales, 1’étude a
été portée sur I'évaluation d'un dispositif anti-vibratile développé au sein du projet
CERVIFER. C’est un support bi-mode qui propose deux caractéristiques mécaniques
en fonction de la charge sur le rail. En présence de la roue, le support repose sur
un ensemble d’étage de semelles et devient donc souple. Ceci permet de répartir cor-
rectement la charge sur plusieurs travées et donc évite de détériorer 'infrastructure.
Sans présence de la roue, le support est raidi et agit comme un piege a ondes per-

mettant d’augmenter les taux de décroissance de la voie. Les premieres simulations,
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réalisées en simplifiant le support bi-mode a une raideur constante, ont révélé la pré-
sence d’ondes stationnaires dues a la portion centrale souple bordée par des supports
raides. Cependant, les simulations réalisées avec les raideurs numériques du support a
étage ont montré que la selle métallique du support permettait d’atténuer ces ondes
stationnaires en basses fréquences. L’évaluation des taux de décroissance a confirmé
les bénéfices d’un tel dispositif sur la propagation des ondes, et a permis de valider
I'intérét de cette solution pour la suite du projet CERVIFER.
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5.6 Synthése

Dans ce mémoire de these, la théorie des milieux périodiques unidimensionnels en
éléments finis a été appliquée a 1’étude d’une voie ballastée comprenant une solution
anti-vibratile. Un modele numérique de la voie infinie comprenant une partie non

périodique a été réalisé pour répondre a la problématique de these.

Une étude bibliographique a tout d’abord permis de dégager les principales mé-
thodes numériques utilisées pour la modélisation du comportement dynamique de la
voie ballastée. Les modeles analytiques se sont révélés étre limités a 1500 Hz car la
contribution des modes de section y devient prépondérante. Pour une étude en hautes
fréquences, il est devenu primordial de travailler avec des modeles reproduisant la
géométrie réelle du rail par éléments finis. Ces derniers sont utilisés par des méthodes
numériques telles que la SAFE (Semi Analytical Finite Element) et la WFE (Wave
Finite Element), qui permettent de calculer la réponse dynamique de structures pé-
riodiques. La WFE a été choisie car elle répond mieux aux problématiques posées
par le projet CERVIFER, a savoir, développer des modeles intégrant des solutions

anti-vibratiles sur la voie.

L’analyse du comportement dynamique de la voie ballastée a été effectué en utili-
sant un modele analytique périodique. Celui-ci a permis de comprendre les principaux
mécanismes de propagation d’ondes de flexion d'un rail supporté de maniere pério-
dique. La réponse du rail a été calculée par I'intermédiaire d'une fonction de Green. Un
ensemble de bandes d’atténuation ont été décrites et liées aux modes propres d’'une
cellule élémentaire. L’étude paramétrique a montré l'intérét d’utiliser des semelles
raides pour augmenter les taux de décroissance des ondes. Ce modele analytique a
permis de valider les résultats des premieres approches en éléments finis réalisées au

cours de la these.
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Pour implémenter la géométrie du rail dans le modele, la méthode WFE a été
sélectionnée et étudiée, notamment au niveau des différentes formulations existantes.
Deux approches ont été considérées, la WA (Wave Approach) et la DSM (Dynamic
Stiffness Matrix). La WA s’est révélée efficace pour calculer la réponse de structures
périodiques finies ou infinies. La seconde ne s’applique qu’aux structures finies mais
permet d’obtenir la matrice de raideur dynamique condensée dune structure. Les
deux méthodes ont montré la possibilité de travailler avec des bases modales réduites
afin de limiter les temps de calcul. De plus, une méthode de calcul basée sur une
transformation de type T 4+ T ! a permis de limiter les erreurs numériques dues a

I’application du principe de périodicité a des cellules longues.

La condensation dynamique de cellules longues peut cependant étre tres lourde
en temps de calcul. Ainsi, une méthode de bi-périodisation associée au couplage des
méthodes WFE et des éléments finis a été proposée. La bi-périodisation se base sur
la formulation DSM pour condenser une partie homogene de la cellule élémentaire.
Le couplage permet d’inclure des portions hétérogenes sur lesquelles sont appliqués
des supports élastiques répartis. La réponse forcée a été développée en tout point de
la structure infinie. La modélisation a été étendue a une structure comprenant une

partie centrale non périodique et qui est couplée a deux structures semi-infinies.

Les méthodes numériques présentes dans cette these ont été utilisées pour 1'étude
d’une solution anti-vibratile sur voie ballastée. La section d’un rail UIC 60 a donc
été maillée par éléments finis, des supports élastiques répartis ont été appliqués aux
extrémités d’'une cellule élémentaire. Les résultats ont montré un tres bon accord
calculs-mesures pour les mobilités et les taux de décroissance des ondes. Une solution
anti-vibratile qui consiste a modifier la raideur des supports en fonction de la position
de la roue sur la voie a été étudiée. Les premiers résultats ont validé les performances
escomptées du dispositif dans le cadre du projet CERVIFER. Le support bi-mode
permet en effet de limiter la raideur des supports localement autour de la roue afin
de préserver le matériel, tout en garantissant une raideur élevée loin de la roue pour

augmenter les taux de décroissance des ondes.
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5.7 Perspectives

Les travaux réalisés dans cette thése ont permis de modéliser une voie ballastée
infinie en éléments finis comprenant une partie centrale non périodique. Afin de per-
mettre au projet CERVIFER d’accomplir les objectifs de pré-certification numérique
et d’homologation de l'infrastructure, nous proposerons ici quelques perspectives dé-

coulant du modeéele.

Les premiers résultats de I’étude du support bi-mode se sont révélés tres promet-
teurs. Pour poursuivre I’étude, il serait judicieux dans un premier temps d’obtenir les
raideurs expérimentales du dispositif. Tout comme la procédure numérique, 'appli-
cation d’un effort tri-directionnel a ’aide d’un vérin piloté en fréquence permettrait
d’obtenir les déplacements a la surface du support, et donc les raideurs associées.
Ensuite, un essai du dispositif sur voie pourrait étre réalisé. Pour cela, 4 supports
déclenchés seraient disposés sur la voie, les autres supports seraient alors en configu-
ration non déclenchée. L’étude des mobilités permettrait de s’assurer que les ondes
stationnaires sont atténuées en basses fréquences grace a la selle métallique. Enfin, une
mesure des taux de décroissance sur voie confirmerait ou non l'intérét du dispositif

pour la réduction des nuisances sonores et vibratoires.

Pour le modeéle numérique, afin de prendre en considération le déplacement du
train en conditions de circulation, une force mobile pourrait étre implémentée dans
le modele. Celle-ci serait calculée par transformée de Fourrier spatiale et permettrait
d’obtenir une réponse vibratoire plus proche du mécanisme du bruit de roulement. De
plus la prise en compte d’excitations multiples liées a la présence de plusieurs roues

pourrait étre implémentée.

Afin d’obtenir les niveaux d’émission acoustique de la voie, la réponse vibratoire
obtenue grace au modele pourrait étre calculée en I'implémentant directement dans
un code éléments finis de type BEM-FEM. En utilisant les vitesses de la peau du
rail, il est possible de faire rayonner le rail dans un environnement infini. Le couplage
fluide-structure est considéré comme faible dans la mesure ou la dynamique du rail
n’est pas influencée par la dynamique de 'air. La méthode de périodisation appliquée
a la dynamique du rail pourrait de plus étre une source d’inspiration pour simuler plus

rapidement le rayonnement acoustique de la voie dans le cadre du bruit de roulement.
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Annexe A

Théorie des poutres en flexion

Par convention, les composantes du déplacement seront écrites telles que : {(z,t) =
Ae=*=¢t pour des ondes se propageant dans la direction z > 0 avec R(k) > 0 et
S(k) > 0. Avec k la constante de propagation en m™!, w la pulsation en s7! et i le

nombre imaginaire tel que 2 = —1.

A.1 Hypothéses

Une poutre est un solide engendré par une surface plane d’aire A dont le centre
d’inertie de ce plan, noté G, décrit une courbe (O; O3) représentant 1’axe neutre de

la poutre. La poutre est située dans un repere orthonormée (Oq, 7, 7, ?)

L’étude des poutres en flexion admet les hypothese suivantes :

1. La section droite de la poutre est indéformable.

2. Le déplacement transversal est uniforme sur la section droite.
3. La section subit un déplacement vertical suivant 'axe x.

4. La section subit une rotation autour de I'axe y.

5. Les déplacements et déformations sont petits.

Ceci permet d’exprimer le déplacement en n’importe quel point de la section de la

poutre par rapport aux déplacements de ’axe neutre.
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FIGURE A.1 — Poutre droite

A.2 Equation du mouvement en flexion

La flexion est le mouvement de translation et de rotation autour d'un axe per-
pendiculaire a l’axe neutre. Les équations du mouvement sont présentées pour des
poutres en flexion autour de Vaxe 3/ (voir Fig. A.2) ou 7. Le déplacement vertical

sera noté v(z) et la rotation autour de l'axe 7/ sera notée 0,.

FIGURE A.2 — Discrétisation d’une poutre en flexion

A.2.1 Déformation contraintes et efforts résultants dans une section droite

La Fig. A.3 représente le champ des déplacements de la poutre dans le plan (O x z).
Il est possible d’exprimer le déplacement suivant ’axe x et z d’un point P appartenant

a la poutre en fonction de la rotation ¢, autour de I'axe y et du déplacement v vertical
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§
0, (2
TP
P\

FIGURE A.4 — Déplacements d’une section droite dans le plan (O z z))

de la section. Ainsi :
Nz, 2) = —o 0,(2)
(z, 2) = &(2)

La section subit une contrainte normale et tangentielle dans son plan (voir Fig. A.4).

(A1)

Or, les grandeurs élastiques dans la section s’expriment :

_On _ 08,
6“‘&‘ x@z
(A.2)
on o
_On 08, 08

= e T o y+8z
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00
zz — E zz — —-F Y
o € T %
(A.3)
%3
T € (-6, + 8,2)
Avec :
I'=Gk
= ———— : Modul isaill
G e odule de cisaillement

E : Module de Young
Kk : Coeflicient d’aire cisaillée

v : Coefficient de Poisson

Le coefficient de Poisson permet de caractériser la déformation de la section par
rapport a une effort appliqué dans la direction perpendiculaire. Le coefficient d’aire

cisaillée k est défini par :
1

A 2
— = A A4
=7 [ 7% (A4)

Il représente le fait que le cisaillement n’est pas répartie de maniere uniforme au sein

de la section. Les efforts résultants de la section s’expriment donc :
00,
Effort normal : N = / 0,,dA = —F —/ x dA (A.5)
A 0z Ja

Le moment statique d’une section de densité homogene par rapport a un axe passant
par son centre de gravité est nul. Or, le centre de gravité étant centre du repere, le

moment statique de la section par rapport a 'axe (Gy) est donc nul :

/ v dA=0 (A.6)
A
D’ou l'effort normal nul N = 0.
9¢
Effort tranchant : T, = / Tye AA=TA (-6, + 8_) (A.7)
A z
Moment fléchissant : M, = (/A(a: ZYA(0..dA 2)) . Y (A.8)
B 00, 2 14 a0,
M, = /Amzz 1A = B /Ag; 1A = EI, S

I, = [4 22d A est le moment quadratique de la section droite par rapport a I'axe (O1y).
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A.2.2 Equilibre dynamique

X

L.

{:ATZ“'((ZZ))] 1 T }[fiz?] M } L‘%((iiccllzz))}

FIGURE A.5 — Equilibre dynamique d’une portion de poutre de longueur dz

Par soucis de clarté, la variable temporelle ne sera pas clairement écrite dans le
paragraphe suivant. La tranche de poutre comprise entre z et z + dz est soumise aux
efforts tranchants et aux moments appliqués aux extrémités (notés respectivement 7,
et M,). De plus, la tranche est soumise a une charge répartie et a un couple linéique
(notés respectivement fl, et ml,). La formulation de Taylor pour les efforts en z + dz

d’ordre 1 s’écrit :

T.(z4+dz) = T,(2) + 8813 (2)dz 4o (dz — 2) (A.9)
My(z+dz) = M,(2) + aé\jy (2)dz + o (dz — 2) (A.10)

Or I’équilibre dynamique de cette tranche s’écrit :

fvp %(x,z) AV =T, (z+dz) = Ty(2) + [ fl.(2) dz (A.11)

fy—pz %(w, 2) dV = My(z + dz) — M,(z) + T, (2)dz + [ ml,(z) dz (A.12)

En considérant les efforts extérieurs comme étant constants suivant dz, on obtient a

I'ordre 1 pres :

02¢ oT,

A — Al

PA o5 dz P dz + fl, dz (A.13)
0?0 oM,

pl, 8t2y dz = 8zy dz+ Tydz +ml, dz (A.14)
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A.2.3 Equations différentielles du mouvement

On obtient les équations différentielles du mouvement d’apres les Eqs. (A.9) et

(A7) :
’e 0 ag

0%, 9 09, ¢
ply 55t = 5-(BI, 52) + TA (=0, + =

Si la poutre est de section constante et est du méme matériau le long de 'axe longi-

) +mly (A.16)

tudinal, il est possible de combiner ces deux équations. Tout d’abord, on dérive une

fois 'Eq. (A.16) par rapport a z :

%0, %0, 20, 0%
I/ =FIl +TA (=2 Al
P yazatz y( 823 ) ( 8 +8Z2) ( 7)
L’Eq. (A.15) peut s’écrire sous la forme :
%, ! —(—pA == 0% + fly) + % (A.18)
92 TA " e 022 '

L’équation combinée se déduit ainsi des Eqs. (A.17) et (A.18) :

1 P Pl o 1 ¢ e\ | o
EI, A 98 ) ra (- A e
<FA< A o T o2 ) Y g | Al A e I s | T s

1 o Ol 0%
— Py <FA< PAGE T e ) T o) =0 (A1)

EL & fl, pl, 0*fl,

TA 022 'TA o
(A.20)

¢ ¢
EIyW + Aﬁ — [ply +

pEfy] e pPLOE L,
r Joz20t2 T ot 7°

Les termes de 'Eq. A.20 représentent :

2
1. pA——= le terme d’inertie de translation

62

4

I'inertie de rotation de flexion

I

Plva2or

pEI, 0*¢
' 0220t2

¢
Fa4

l'inertie de rotation en considérant le cisaillement transverse

le couplage entre I'inertie de rotation et I'inertie de translation
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Le modele de poutre de Timoshenko prend en compte le cisaillement et autorise la
rotation des sections par rapport a la fibre neutre. Il est ainsi possible de modéliser
des poutres a I’élancement (hauteur de la section/ longueur) faible. Pour le modele de
poutre Euler-Bernouilli, 'inertie de rotation et la déformation due a I’effort tranchant
sont négligés. La section droite est considérée comme normale a la déformée de I'axe
neutre, la rotation de section est donc définie comme étant la dérivée du déplacement

vertical par rapport a z. Ce qui simplifie les Egs. (A.20) (A.9) et (A.14) :

¢ 0*¢

23

0,=— A.22

Yy az ( )
%0

M, = EI, 5 (A.23)
3

7, = —pr, 2% (A.24)
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Annexe B

Fonction de Green de flexion d’'une

poutre de Timoshenko libre infinie

B.1 Equation différentielle du mouvement

Le mouvement de poutre de Timoshenko est défini par sa flexion verticale £(z,t)
et la rotation de sa section 6,(z,t). Les équations qui régissent le mouvement de la

poutre soumise a une force verticale F(z,t) sont :

M(?QS(?;, t) _ af(z,t)) _ FAM + F(z,t)
A ACO NN EY WA TNER) >
PlyT =TA( dz — 0y( >t))+37

Avec :

G : Module de cisaillement

k = Coefficient d’aire cisaillée
I'=Gk

A : Aire de la section

M : Masse linéique de la poutre

E : Module de Young

[ : Moment quadratique de la section
B=FI,

p : Masse volumique

F(z,t) : Force d’excitation extérieure

En utilisant la transformée de Fourier par rapport au temps des Eqs. (B.1) et en les

combinant, il est possible de réécrire ’équation différentielle de la poutre de Timo-

187



188 Chapitre B — Fonction de Green de flexion d’une poutre de Timoshenko libre infinie

shenko en flexion pour le déplacement £(z,w) :

(SEIR R ST R

Avec :

kg = (M2)1/4 . Nombre d’onde de flexion d'une poutre
k.= w\/% : Nombre d’onde des ondes de compression
ke = w\/g : Nombre d’onde des ondes de cisaillement

K = % : Coefficient de rigidité au cisaillement

B.2 Ondes de flexion libres

En P'absence de forces extérieures, 'Eq. (B.2) est réduite a I’équation homogene

de la poutre libre :

(o tecs

Les solutions générales de 'Eq. (B.3) sont des combinaisons linéaires d’ondes de la
forme £(z,w) = €7@)?. En substituant I'expression précédente dans 'Eq. (B.3) , il est
possible de calculer les valeurs de la constante v des ondes au sein de la poutre de

Timoshenko libre. L’équation de dispersion suivante est obtenue :
v (B2 + )Y = (ki — KZRY) =0 (B.4)

Cette équation admet 4 solutions élémentaires : ik, , —ik, , kq et —kg, en notant :

=
Nl

k= % “@3 s kg)] B.5)
kg = % “(ki + k)2 Ak — kgkf)f — (K2 + kf)] (B.6)

L’onde propagative de la poutre de Timoshenko en flexion verticale est associée au
nombre d’onde k, et 'onde évanescente est associée au nombre d’onde k4. La notation

% est associée a la racine carrée a partie réelle positive et a partie imaginaire négative.



B.3 Fonction de Green de la poutre libre de Timoshenko 189

Il est possible de réécrire 'Eq. (B.3) comme étant :

SR B (R
{@—ka}{@—kd}a(z,w)zo (B?)

La solution générale de I’équation homogene (B.7) est une combinaison linéaire des

4 solutions élémentaires :
£(2z,w) = are"® + age™* 4 bie e 4 hye ke (B.8)

L'Eq. (B.3) est composée de deux ondes propagatives ase™*»* + bye=%»* et de deux
ondes évanescentes a;ef¢* + bje %%, Le signe ~ devant les constantes de propagation
correspond a la propagation des ondes dans la direction > 0. Les coefficients a; as

b1 et by sont des constantes déterminées par les conditions limites du probléme.

B.3 Fonction de Green de la poutre libre de Timoshenko

La fonction de Green G*(z, z;,w) est la réponse de la poutre libre soumise & une
force concentrée unitaire en z; telle que F(z,w) = (2 — z¢). Elle est donc solution de

I'Eq. (B.7) avec second membre :
& L[ 2] 1 B(&
[{@+kp} {@_kd}]G (Zazfvw)zﬁll_g{@+kc 5(2—2’]0) (B9)

La fonction de Green peut étre résolue par transformée de Fourier spatiale ou par
méthode directe. La méthode directe consiste a intégrer I'Eq. (B.9) de part et d’autre

du point z = z;.

Le systéme est considéré comme libre en tout point z # zy, la fonction de Green est
alors solution de I’équation homogene (B.3). La fonction de Green peut étre exprimée

comme une combinaison linéaire des solutions élémentaires :
GE (2, zp,w) = a,eFiF=20) 4 qoethr(z=21) 4 e~ka(z=2) 4 p o tkp(2=2f) (B.10)
La fonction doit de plus étre bornée sur son ensemble de définition :

ayekaE=20) 4 qpetteG=2) g 2 < 2,
ST 2 (B.11)
bie kaz=21) 4 poe=the(z=21) & 2 > 2,
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Les coefficients a; as by et by sont déterminés en intégrant successivement 1’équation
(B.9) par rapport a z de part et d’autre de z;. La fonction de Green étant continue

en zy, on obtient alors un systéme de 4 équations pour la résolution des coefficients :

d’ L 2f 2 o d 1 =f 1 B,
@G <z’zf’w)|zf7 + <kp B kd)%Gw(’zv zf)|sz = E[l - ?kc]
d? .
@Gw(z, Zf)|Z = 0
(B.12)
d ., o+ 1
TGzl =
Z+
Gﬁ(z,zf)\zj; =0
Or k2 — kj = k7 + k7, ce qui conduit au systéme suivant

L oteapd - L+ i

— Gz, 20 == el

dz3 N B Kt

d? ~

@Gﬁ(z, zp)=_ =0

(B.13)
d 2 1
%Gi(zazfﬂz - = —g
Z+
GE(z, zf)|2§_ =0

La détermination des coefficients a; as by et by revient a résoudre le systeme matriciel

suivant :
-1 -1 1 1 aq 0
—kq —ik, —kq —ik, . as | _ -1/K (B.14)
—kfl ki k?l —/{;12, by 0
—k3 k3 <k ik | \b L1+ 2k
La fonction de Green associée s’écrit :
1 .
GL(z, 2p) = —E[Fde’kdkﬁf' + iFye =2l (B.15)
Avec : B 2 2 B (1.2 2
1—2(—k>+k 1—-Z2(k k
F = K( D c) . K( d+ c) <B16)

P 2k, (K2 + k2) T 2k (k2 R2)



Annexe C

Probleme aux valeurs propres

généralisé T + T/

C.1 Formulation du nouveau probleme aux valeurs propres gé-
néralisé

Le probléme aux valeurs propres généralisé basé sur la transformation T + T
est détaillé dans cette annexe. Il provient [55, 56] d’une reformulation du probléme

aux valeurs propres généralisé de 'Eq. (3.16) telle que :
(M- X\NR)t;=0 (C.1)

Avec :

0, I, D 0, :
M: |: c c] R: |: RL c] t] — |: ¢q]

1 (C.2)
Dir O, —(Dprr + Dgg) In, 5, Drrdy,

Les valeurs propres A\; de I'Eq. (C.1) sont les mémes que celles de la matrice de
transfert T'. Comme pour la matrice de transfert, le probleme de I'Eq. (C.1) est

symplectique [55] ce qui signifie que :
MJM" = RJR" (C.3)

Le lien existant entre le vecteur propre t; et ®; provient de la deuxieme ligne de
I'Eq. (3.14) :

1
—FL = XDRL(]L + DRRqL (04)

191



192 Chapitre C — Probléme aux valeurs propres généralisé T + T

D’ou :
1
—¢y = TDRLd)qj + Drroy; (C.5)
j

Ce qui mene a la relation entre le le vecteur propre ¢; et ®; :

Ine 0 ] t; (C.6)

C.2 Transformation T + T ! du probleme

Le vecteur propre t; est scindé en composantes du déplacements et de forces dont
les valeurs peuvent étre tres éloignées. La résolution directe du probléme de I'Eq.(C.1)
peut étre sujet a des instabilités numériques comme explicité dans la section 3.1.2. 1l
est donc nécessaire d’utiliser la transformation T 4+ T qui permet d’exprimer un

nouveau probléme selon la valeur propre double (\; + /\L)
J

En multipliant 'Eq. (C.1) par JR” on obtient
(MJR" - \;RIR")t; =0 (C.7)
En divisant I'Eq. (C.1) par A; et en la multipliant par JM T on obtient :

1
<)\—MJMT — RJMT> t;=0 (C.8)
J

En utilisant 'Eq (C.3) et en additionnant les Egs. (C.7) (C.8) on obtient :

(A= (y+ 1) B) p=0 (C.9)

J

Avec les matrices A et B de dimension [2n. X 2n,.] telles que :

A= (RIM" 4 MJR") = | (P~ Pun) (Dt Den) (C.10)
—(Drr+ Dgrgr) (Drr — Dir)
(C.11)
0,, -D
B=RJR' =| ™ s (C.12)
DLR OnC
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C.3 Retour a la base des vecteurs propres ®

Les valeurs propres de 'Eq. (C.1) viennent en paires ()\;r, A; ), ainsi le probleme

aux valeur propre généralisé de I'Eq. (C.9) fournit des valeurs propres doubles. Les

valeurs propres \; sont donc obtenues par la résolution d'une équation du second

degrés. Ainsi, la relation )\j = )\% est assurée sans risque d’erreur liée a la dispersion
j
numérique.

Une fois les vecteurs propres p; calculés, il est nécessaire de revenir a la base des

vecteurs propres ®. Pour cela, on passe par la factorisation de 'Eq. (C.9) :

<(MJRT — )\inJRT) — \;(RIRT — )\%RJMT)> pj =0 (C.13)
((MJRT ~ \;RJR") — )\%(RJRT — )\jRJMT)> pj =0 (C.14)
En utilisant I'Eq (C.3), on obtient :
(M(JRT — )\ijJMT) ~ \,R(JR" — )\ijJMT)> pj =0 (C.15)
(M(JRT — N\ JMT) — %R(JRT — )\jJMT)> pj =0 (C.16)

Ainsi il est possible de faire I'analogie entre les vecteurs propres t; de I'Eq. (C.1) et
les vecteurs propres p; tels que [55] :
1

thH = (JR" - N

JM")p; t; = (JR" —\JJM")p; (C.17)

En utilisant la relation de I'Eq. (C.3) et I'Eq (C.17), on obtient la relation qui permet

de passer de la base des vecteurs propres p; aux vecteurs propres ®; :
(§+ _ Inc OnC B LJF Onc _Inc
’ —Dprr Dgy| A |Dir —Dpgp

_ L, 0, 0, I,
@J — c c _ )\j» c c
_DRR DRL DLR _DLL

) pj (C.18)
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Annexe D

Dispersion numérique du nombre
d’onde de flexion de la poutre

d’Euler-Bernouilli

Cet annexe met en évidence la dispersion numérique du nombre d’onde de flexion d’une
poutre d’Euler-Bernouilli. L’erreur relative par rapport au nombre d’onde analytique
dépend de la longueur de la maille élémentaire. La méthode des différences finies qui
approxime les dérivées partielles dans les équations de mouvements permet de montrer
facilement cette condition de maillage. Si I'on considere 'Eq. (A.21) du mouvement

de la poutre d’Euler sans second membre :

64 2
El,— A— =0 D.1
o P o (D-1)

En appliquant la transformée de Fourier par rapport au temps et en notant le nombre

A2\ VA
d’onde de flexion kg = ifnad on obtient :

EI,

A

En discrétisant la poutre en éléments de longueurs h, le schéma centré d’une dérivée
quatrieme a 'ordre 4 peut s’écrire sous la forme :
'€ [&(z+2h) —4&(z + h) 4+ 6£(2) — 4&(2z — h) + (2 — 2h)

== > +o(hY)  (D.3)

Pour étudier la notion de dispersion numérique, on considere la solution de I’équation
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(D.2) avec kg le nombre d’onde numérique :

£(z) = et (D4)

k

En appliquant le schéma ci-dessus et en simplifiant par ¢*** on obtient :

[ez’fc32h + efz'chZh . 4€z‘153h . 4€7il~cBh + 6} . (th>4 -0 (D.5)

[8 cos(kph) — 2 cos(l;;BQh)] =6 — (kgh)* (D.6)

Or la fonction inverse de f : x — 8cos(z) — 2 cos(2x) est :
1
f~': 2 — arccos (1 — 5\/6 — x) (D.7)

Ainsi on peut exprimer le nombre d’onde kgh :

kph = arccos (1 - %\/(th)‘*) (D.8)

Or le développement en série de taylor de arccos a l'ordre 3 s’écrit :

1 3
l—2)=V2z |1+ =z +—1’ 2} D.
arccos (1 — z) |1+ 5o+ 7057 + o(x*) (D.9)
L’Eq. (D.8) s’écrit donc :
kg =k {1 + i(k h)? + i(k h)* + o(k h)ﬂ (D.10)
B=Fkp o1 kB ca0\PB B :

L’erreur relative entre le nombre d’onde numérique kg par méthode des différences

finies et le nombre d’onde analytique s’exprime donc :

Il 2 3 4 4
Erelative — 24(th) +640(k3h) +O(th) (Dl]')



Annexe E

Formulation de la matrice de raideur

dynamique condensée par DSM

Cette annexe fournit la démonstration [41] de la matrice de raideur dynamique
condensée D, de la structure globale obtenue a partir des modes de propagation
d’une cellule élémentaire. Soit @, le vecteur des déplacements/forces a l'extrémité

gauche de la structure finie et @, le vecteur a 'extrémité droite tel que :

_ dr, o drn
Ql - |:FL71:| Qn+1 - |:—FR7n:| (E]')

En utilisant 'Eq. (3.42), il est possible d’exprimer les vecteurs Q, et @, sur la base

des modes de propagation :

Q, =®tyt + AP (E.2)
Qu = PTNYPT 4+ @79 (E.3)

L’orthogonalité des vecteurs propres de I'Eq. (3.30) et la norme de ces vecteurs propres

de I’Eq. (3.31) donnent pour tout j la relation :

_T n _
v =®; JQ, N = &;JQ,, (E.4)
_ T "o —
Y, =@5 JQ,,, N =& JQ, (.5)

On obtient ainsi une relation matricielle entre les vecteurs Q, et Q,,,; telle que :

N®TIQ, = ®7JQ,,, (E.6)
e JQ,,, = @7 JQ, (E.7)
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En reprenant I'Eq. (3.18) qui lie les vecteurs propres du déplacement et ceux des

forces, on obtient :

ns T _T _T _T

A (¢q FL,I - ¢f QL,I) - _¢q FR,n - ¢f dRr.n (E8)
n T T T T

A (_d);_ FR,n - ¢}_ qR,n) = ¢(—; FL,l - ¢}_ qr,a (Eg)

En multipliant I'Eq. (E.8) par (¢

qT)*1 et 'Eq. (E.9) par (quT)*l, on obtient le

systeme matriciel suivant :

oo I, ] {FL,l} _ [((b;T)‘l)\”gb;T T ] {qL,l}
I, (&) A"¢F" | | Fron (@) et (o) Nt |arn
(E.10)

Il est possible d’exprimer les vecteurs propres liés aux forces a ceux liés aux déplace-

ments grace a I'Eq. (3.9) de la matrice de raideur dynamique condensée :

D Due| [¢3 | _ [ oF (E11)
Dri Drgr| DI —PFA
D;;, Digr ¢q_71 _ (fi; » (E.12)
Dgrr Dgrr| (¢,A —P5 A

En prenant les transposées des Eqs. (E.11) et (E.12) et en y combinant I’'Eq. (E.10),

on obtient la relation matricielle :

(@7 ) A"p; " I, Fr,
I, (@) A¢F" | | Frm E

(¢;T)71[An¢;TDLL + )\"_1¢,;TDRL] (¢;T)71A¢;TDLR + Drr qr,1
(¢;'T)71)\¢[;TDRL +Drr (¢[;T)71[>\"_1¢;'TDLR + ¢;—TDRR] dr.n

(E.13)

Pour exprimer les forces de couplage en fonction des déplacements, on multiplie

I'Eq.(E.13) par la matrice inverse facteur des forces :

Frai| _ ||Prr On, n (¢q_T)71)\n¢’;T Iy, -
Frp On. Drr I, (¢ ) A"er"
. [<¢;T>—1A"1¢;T (07" Ae; " ] {DRL O ” {qm

@0 @ )N | 0n, Dun } ()

dRr.n
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En prenant la transposée de 'Eq. (E.14) et grace aux propriétés de symétrie, il est

possible d’obtenir la matrice de raideur dynamique condensée D,,, de la structure finie

telle que :
F
L1 - D, dra (E.15)
Frn 4R
Avec :
Dir 0n, | [Dir 0n. ] [o7X"7'e; " ofxer ™' | [o;A"0; " I,
D,, = +
On, Dgrr| [On. Drr] | o7Ae; " ¢fantet ™" L. ¢fA"¢r

(E.16)
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Annexe F

Schémas techniques du support

bi-mode

Cette annexe propose une description technique du support bi-mode utilisé dans
le Chapitre 5. Le dispositif anti-vibratile est composé d’une semelle supérieure vis-
coélastique raide (raideur verticale supérieure a 5e8 N/m), d’'une selle métallique qui
joue le role de bride et de batteur dynamique, et d’une semelle inférieure résiliente
souple (raideur statique inférieure & 5e7 N/m). Le systéme est précontraint par l'in-
termédiaire d’entretoises épaulées qui assurent le contact entre la selle et le socle.
Lorsqu’aucune charge n’est appliquée sur le rail, celui-ci repose uniquement sur la
semelle supérieure raide, ainsi le taux de décroissance associé aux ondes verticales est
élevé. Lorsqu'une charge est appliquée sur le rail et qu’elle dépasse le seuil d’effort,
I’épaulement des entretoises n’est plus en contact avec la selle métallique qui peut se

déplacer librement.

Ficure F.1 — Vue isométrique du support bi-mode
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Entretoises avec
épaulement pour
appliquer la
précontrainte

Selle métallique
avec fonction
absorbeur
dynamique

Socle pour
maintenir la
précontrainte de
la semelle
inférieur

Ecrous de
fixation des
entretoises

FIGURE F.2 — Vue éclatée du support bi-mode

CoupeA-A CoupeB-B
/7/7’/? 22
@wé// ///f%

% =

Z] Plan incliné & f

Z 1/20° Z

" /2)7,‘) _
e

e

e 2
S s o o e
7 T

Entretoise du
milieu pleine

Emplacement des
fixations du rail

1% i
O

P

@)
5

Al

T A

©

= Vue de dessus Coupe C-C

F1GURE F.3 — Vue de coupe du support bi-mode



203




	PDT GRAS
	These Bonne version T Gras 1
	These Bonne version T Gras
	Table des matis
	Introduction
	Contexte des travaux de thèse
	Objectifs scientifiques de la thèse

	État de l'art
	Le bruit de roulement
	La voie ferrée
	Phénomène physique
	Modèle du bruit de roulement
	Force de contact dynamique
	Rayonnement acoustique du bruit de roulement
	Les logiciels de prédiction du bruit de roulement

	Les modèles analytiques de la voie
	Poutres infinies sur support continu
	Poutres infinies sur supports discrets périodiques

	Déformations de section : les modèles éléments finis de voie
	Motivations
	Section complexe sur support continu infini
	Section complexe sur supports discrets périodiques
	Section complexe sur supports répartis périodiques

	Apports de la thèse
	Organisation de la thèse

	Modèle analytique périodique de la voie ballastée
	Les structures périodiques
	Modélisation analytique
	Méthode des réceptances
	Méthode directe

	Étude d'un rail infini en flexion verticale par méthode directe
	Modélisation du rail et des supports
	Déplacement vertical de la cellule élémentaire par le principe de périodicité
	Ondes de flexion de la cellule élémentaire

	Analyse des constantes de propagation d'un rail infini
	Calcul des constantes de propagation
	Condition de propagation des ondes sans amortissement interne

	Fréquences limites des bandes d'atténuation
	Fréquences propres d'une cellule élémentaire
	Comportement des cellules élémentaires aux fréquences limites des bandes d'atténuation
	Calcul des fréquences propres de type I et II
	Analogie entre fréquences propres et fréquences limites des bandes d'atténuation

	Réponse forcée de la voie analytique
	 Fonction de Green du rail infini sur supports discrets
	Analyse de la réponse forcée spatiale du rail
	Analyse de la réponse forcée spectrale du rail

	Conclusion

	Modèle numérique des structures périodiques par Wave Finite Element
	La méthode Wave Finite Elements (WFE)
	Matrice de transfert du guide périodique
	Discrétisation par éléments finis
	Reformulation du problème aux valeurs propres généralisé
	Application de la méthode à des éléments de poutres 1D
	Propriétés des vecteurs propres
	Régularisation généralisée pour tout type de cellule

	Exemples numériques
	Application aux poutres à section variable
	Application à une cellule 3D

	Réponse forcée des structures périodiques par WFE
	Déplacements et forces au sein de la structure périodique
	Réponse forcée par une approche ondulatoire directe
	Réponse forcée par approche ondulatoire modale

	Conclusion

	Bi-périodisation des structures par couplage FEM - WFEM
	Couplage WFEM - FEM 
	Influence sur la réduction modale d'une structure finie
	Réponse forcée d'une structure hétérogène infinie

	Bi-périodisation de cellules homogènes longues
	Principe et motivations
	Comparaison avec la condensation directe
	Calcul des valeurs propres par bi-périodisation
	Influence de la discrétisation longitudinale 

	Couplage FEM - WFEM pour la bi-périodisation 
	Principe et motivations
	Réponses forcées
	Couplage avec une partie centrale aux portions hétérogènes 

	Conclusion

	Étude d'une voie ballastée comprenant une solution anti-vibratile
	Principe de calcul
	Calcul des modes de propagation du rail UIC 60
	Ondes libres par WFEM
	Choix du maillage

	Calcul de la réponse dynamique d'une voie ballastée
	Prise en compte des conditions limites élastiques
	Calcul des modes de propagation du rail supporté
	Comparaison expérimentale des mobilités
	Comparaison expérimentale des taux de décroissance

	Application à une solution anti-vibratile
	Présentation du dispositif
	Phénomène d'ondes stationnaires
	Calcul des raideurs dynamiques du support bi-mode 
	Simulations sur voie 

	Conclusion

	Conclusion générale
	Synthèse
	Perspectives

	Bibliographie
	Théorie des poutres en flexion
	Hypothèses
	Équation du mouvement en flexion
	Déformation contraintes et efforts résultants dans une section droite
	Équilibre dynamique
	Équations différentielles du mouvement


	Fonction de Green de flexion d'une poutre de Timoshenko libre infinie
	Équation différentielle du mouvement
	Ondes de flexion libres
	Fonction de Green de la poutre libre de Timoshenko

	Problème aux valeurs propres généralisé bold0mu mumu TTchapterTTTT+bold0mu mumu TTchapterTTTT-1
	Formulation du nouveau problème aux valeurs propres généralisé
	Transformation bold0mu mumu TTsectionTTTT+bold0mu mumu TTsectionTTTT-1 du problème
	Retour à la base des vecteurs propres bold0mu mumu section

	Dispersion numérique du nombre d'onde de flexion de la poutre d'Euler-Bernouilli
	Formulation de la matrice de raideur dynamique condensée par DSM
	Schémas techniques du support bi-mode


