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U(t)
�� �� #�1�

ω0

j �/��!�%� �� i�/^$���� δ(t)
dt

�� i�������3��$!����� �� i�/^$����
δ(t)

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ac+��c�, ��� /^$������ �Z/.�!$���� ��� �3 !��$��� ��  ������!��/ � � � � � � � � � ac+��, kl !��������� �Z$�� Î�/�������
1 : 1

Î �� ���3� �� �/��!�%� �� i�/^$���� � � � � acd��¬ "����l��� �$  ���!q3� �.�� !Z/^$����� �� ��$� %/�/��!� � � � � � � � � � � � � acd��¬�a '��� �� /^$����� �$  ���!q3� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � acd��¬�c (�!������ ����� !�� ��È/�����  ���3q���� � � � � � � � � � � � � � � � � � ac���b k�$�� �� !� �!���� �� ��$� %/�/��!� Ä
k1, k2, k3 = −1, 0, 0)

� � � � � � � � � � � ac���b�a '��q!� �Z� /����$� �� ��$ !�%� º 3��$!����� ��  1���  /�����^$� �� º�3 !��$�� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ac���b�c ��� ����� ��3 ����3����  �����!�� _ ���2������3����j ������3���� �� !�.�!2%!�����% � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ac���b�, 0��3� �� !� ��!$���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � a,-��+ "���!$���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � a,a
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D��tÔt¦ ¢ÁÇw���l� w _ ��  ���/�$�� �� ���3�!������� i��3�!!� � � � � � � � � � � � � � � � � � � a,dw���l� # _ [/3���������� ��� �1/��q3�� �� �/��3���3��� � � � � � � � � � � � � � a,�#�a [/��3���3��� ���

223��»3�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � a,�#�c [/��3���3��� ���
323��»3�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � a¬bw���l� " _ [/3���������� �� !Z�  ��������� �$ 1�3�!������ ���3�!��/ K �$ ��]�$�� !Z� /����$� ��m����

adH0

 �� !� ���3�!������� i��3�!!� � � � � � � � � � � � � abd"�a \������� �$  ���!q3� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � abd"�c \�/��^$�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � abd"�, ��3�!������ ���3�!��/ �� !Z������� �� �/������� � � � � � � � � � � � � � abd"�¬ ��3�!������ ���3�!��/ ��  �/����� �Z$�� �/�������
p : q

� � � � � � � � ab�w���l� [ _ "�!�$!� ������� !� �/.�!�  �3��� �$ 1�3�!������ Î.����������! ��3 !��Î��� 3�!/�$!�� ������3�^$�� !��/����� �$ �] � w#
2
m$�^$Zº !Z�����

N = 5
� � � � a+c[�a k���%�� ���/��^$� �� ��������  �/ ���/����� � � � � � � � � � � � � � � � a+c[�c ��3�!������  $��3��� .����������! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � a+d[�, ��3�!������ .����������! ��3 !�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � a+�w���l� k _ kl ������� ��� ���Ï������ �� ��$ !�%�

xres3:2

��
xres4:1

� � � � � � � � � � adak�a kl ������� �$ ���Ï����� �� ��$ !�%�
xres3:2

� � � � � � � � � � � � � � � adak�c kl ������� �$ ���Ï����� �� ��$ !�%�
xres4:1

� � � � � � � � � � � � � � � adb
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e� ��3����� ��q� ����q��3��� '���3� '�$� (��rk(2�w)r&k(kw& Ä���� m� %���� $� ��q���� ��$.���� �� !� ^$�!��/ ��� �����%��3���� !���^$� m Z/���� /�$�����Å �� '�����$� #����� e�&2�w®�w) �Z�.��� ���� �/ !� �ø�1� �� ��  ����� �� 3/3���� �� �1q�� �� [�������� e� ��3�����
/%�!�3��� ��q� �1�!�$��$��3��� '� [�3���^$� �#k(�j [�]�� �� !Z��� ������ r/�/��!� ��\1]��^$�2"1�3��j �Z�.��� ���� �/ �Z��� 3�3��� �$ m$�]�

eZ������� 3��  !$� .�i� ��3�����3���� �$ \��i����$� "!�$�� �k(�� �$ ����������� ����������2 !������ "����� �� #�$�%�%�� Ä&��.�����/ �� #�$�%�%�� 0����1�2"�3�/Å �Z�.��� ���� �/ �Z���3�� �������$� �� �1q�� �$���� ��$��� ��� ���/�� ù Äc--�2c-ac �� c-a,2c-adÅ� e� !� ��3����� �$� ��� /��$��j �� ��� �����!��/j ��� ����$��%�3����j ��  ������� Ä úÅ ����� ^$�  �$� ��� ������!� ����%$/� ��$� �$ !��% �� �����  /����� �� ���.��! ^$���2�/�$!���� úe� ��3����� /%�!�3��� ��q� �1�!�$��$��3��� !�  ��i����$� w��$� �*�®�w)�w)  �$� ���
/�1��%�� ��q� ������$���i�� &� %���� 3���� ������ �$  ��i����$� ���� ($��!i ew&*��)j �����2��$� �� !Zk��!� [������!�  �$� �� ��� �����!��/�
eZ������� 3�� ��3�����3���� º 3�� ��!!q%$� '�Ê�û! 'w&)�k( ^$� 3Z� ���/ º �/�!���� �����������  ��%��33�� $��!��/� ���� �� 3��$������ k�«�j m Z������� ��$� 3�� ��3�����3���� º 3�i�3�!!� _ 3� i�33� '����!!�j 3� «!!� k����j 3��  ������j 3� ���$� w!���j 3�� i�q�� '/�/���j3�� ���!� \�����Êj 3� ����� k.�!]��j 3� ��$���� "/!���j ����� ^$Zº ��$� 3�� �3�� ÄÎ3��
.��$l e���2\1�!�  �Îj 3�� �1�� e�1��j "1����� 1�j *�����j \����!j 3�� «!!�$! '�����j *]!.���jr�$�1���Å  �$� !�$�� ����$��%�3����j !�$� ��$���� �� !�$� i��3� ���.������ ^$� m Z/���� �� ��!��� 3���� �� ������� 3�� �����%��3���� �� "\rk  ��3�q�� ���/� Ä«!�q�� \�*� ü c--�2c-a-Å $�� �� ������� ���/� Ä«!�q�� '\ �� $�� c-a-Åj 3�� ���.�$l �� m$�] Ä"w\k* �l�����  $��"�����!�2*$ /!��Å �� 3� �1��%� �� ���.��! �Z�  �����2�1���1�$��
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�� �$m�� �� ����� �1q�� ��� _ �èéÙåçÝéàßèÜ Ùé åæÜßèçèÝÙÜ êçèÜ ÛÙÜ Ü�Üé�áÙÜ  Úçèéà ÚÙÜ� ���2����^$�3���j �Z��� ����� )�Ñ��� ^$� ������$����  �$� !�  ��3�q�� i��� ���� ��� �$.��%�!ÞàÛßÜßâÞà" #çéÚåçÛàÜ !åàèÝàâàç$çéÞÙáçéàÝç �� a+�+j º  ����� �� !Z/�$�� �� !� %��.������� $��2.����!!�j !� ������ �Z����������� º �������� ����� ��$l ��m��� ��33� /���� !�� i����� ^$Z�l����������� �$l ��� ��$l ��m����[��� �� 3��$�����j !�� ��m��� �Z/�$�� ������ ��� �]��q3�� 3�!/�$!����� Ä�1� ����� cj , �� b º dÅj��� ���������� �� #���2k������� Ä�1� ���� dÅ �� !� 3��q!� ^$����^$� �$ �]��q3� º ��$l /�����Z/���%�� Ä�1� ���� �Å� ��� ��������� ������/�����^$�� 3���� �� m�$ ���� ���� !�  !$� ��$.�����!!�� ��� ��3������� 3�!/�$!�����j �Z���2º2���� �� !Z����� �� ^$�!^$�� ��]��� �� #�1�j �� �����^$� !Z�����������  �/��3������ ��� !Z����������� /!�����3�%�/��^$��[��� !� !���/���$��j 33�  �$� ��� ��m��� 3������� �^$�� ��$3�� º !Z����������� /!�����3�2%�/��^$�j !� ������ �Z����������� �Z���  �� ��$m�$�� �$��� �!����3��� �/«���j �!!�  �$� ��$��$��� ���� �/��%��� !�� i����� �����3�!/�$!����� �� `�� ��� %��!� �� �] � �� »!�2�� »!� ���$������� $�� 3�!/�$!�  �!���� �� $�� 3�!/�$!� � �!����j !�� ��$ !�%�� ����� !�� 3�$.�3���� ��
.�������� �� �� �������� �Z$� �]��q3� 3�!/�$!���� ÄÎ����������� �� "����!��ÎÅ ^$� !�� ��$ !�%������� ��$l ��.��$l �Z/���%�� �Z$� � ����� ���3�^$� �$ 3�!/�$!����� [��� �� 3��$�����j ��$�3������������ ��� !Z��$� �� !��%�%� �� ��$� ����������� ^$� !Z����������� ����� ��$l �]��q3��3������� �^$�� �� ����$��  �� !�  ���� �� ��3 �� ���� !� 1�3�!������H �Z$� �$  !$���$�� � /2����$�� �� ��$ !�%� Ä �� �l�3 !� .��� !� �/i/����� &a'Å���  ��3��� �1� ���� �� ����� �1q�� ��� �������/ º !� 3��� ��  !��� �$ .����$!���� �� ����$��!� �� !� 3/����^$� �!����^$� 1�3�!�������� &c(+'j �$��!� �$l^$�!� ��$� i����� ������33����  �! ���� !�� �1� ����� c º d Ä�� ��� ���  1����j ����1��� �� \������j �]��q3�� 1�3�!�������j
.�����!�� ������^$��j �����i��3����� �]3 !����^$�j � /����$� ��m����j ����3�!��

Ker
��

Im���Å� "� �1� ���� ������ /%�!�3��� �� !� ���3�!������� �� !Z����!!���$� 1��3���^$�j 3��� ��$�i��3� ���3�!� �� 1�3�!������� �$ .������%� �Z$�  ���� «l� �!!� ��^$� Ä �� �l�3 !� &d'Å��$��� !Z���/�� �� ������$���  �$� !� 1�3�!������ �!����^$� ���3�!��/ K $�� ���/%��!�  ��23�q�� H0

j 1�3�!������ �� !Z����!!���$� 1��3���^$� �/���.��� º !Z����� !�  !$� ��� !� ���$��$��
.����������!!� ��� �]��q3�� 3�!/�$!�����j !� ���3�!�������  ��3�� �� ������$��� !�� ��$!�� ^$��2���/� ���� �/ ��� !� 1�3�!������ ���3�!��/� "�� ^$�����/�

σk

^$� �  ���������� �$ ��]�$ ��!Z� /����$� ��m����j ���� ���  �!]�»3�� �$ ��3��� «�� �� �������$��� $�� ���� ���� �� ��!2���� &�(aa' �$� $�� �!%q��� �� ���j !Z�!%q��� ���  �!]�»3�� ��.������� Ä������ �  �!/� %/�/2����$�� �� !Z�!%q���Åj ���$��$�� �!%/���^$� ������$��� º  ����� �� !Z� /����$� ��m����
adH0

��
H0

&ac'�
�� �1� ���� c ��� $� �1� ���� �Z�  !������� �$ �1� ���� a _ ��$� ^$�!�«��� �� ���3�!���2���� i��3�!!� !�  ���/�$�� �� ���3�!�������  �/����/� �$ �1� ����  �/�/���� ��� �!!�  ��3�� ��������$��� $� 1�3�!������ ���3�!��/ K º  ����� �Z$� 1�3�!������ H j ���� �.��� º �l !������ !�i������� %/�/������� F ������/� º !� �����i��3����� �]3 !����^$� ^$� �/�!��� !� ���3�!������������^$Z$� �]��q3� 1�3�!������ º

n
��%�/� �� !�����/ ��  �/�����  �� �� �/�������j !� ���� ��
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n
%/�/����$��

σk

&a,'� �� 1�3�!������ ���3�!��/ �Z/���� �!��� �� i������� ��
H0

�� ���
n
%/�/����$�� �� !� ���� �� ��!���� �� �  ������� !$�233� �$ ��]�$ �� !Z� /����$���m������� ���3�!������� i��3�!!� ��  ��� ���� º $� ������3��� �!%/���^$� _  �$� ��� �]��q3�� 1�3�!��2����� ��� �/��������j ��$� ��$�  �� ����� �Z/!������ $�� 3/�1��� �]��/3���^$� �� ������$�2���� �� 1�3�!������� ���3�!��/� K j º  ����� �� H0

�� �Z$� �/.�!�  �3��� ��  $�������� ���%/�/����$�� �� !� ���� �� ��!���� Ä�/.�!�  �3��� �� [$�1�3Å� )�$� �/��3����� /%�!�3���!� ��3��� �� 3��»3�� ������� ���� !� ������$����� �$ 1�3�!������ ���3�!��/ Ä�1/��q3�� ���/��3���3��� a �� cÅ��� i��3�!��3� �/.�!�  / ���� �� �1� ���� ��� ���$��� �  !�^$/ º $� �]��q3� ���/%���!� _ !�3�!/�$!� ������3�^$� ��� !��/���� º ����� ��%�/� �� !�����/ .����������!� "!�� Ä
n = 3Å ������� /���� .����������!� ��q� �l���/�j �]��q3�  �$� !�^$�! !� 1�3�!������ ^$����^$�
K̂

������$��m$�^$Zº !Z����� �j ����� ^$� !� �/��3���3��� �$ ��3��� ��  ���3q���� ^$Z�!  ���q��j ��� ��32 ��/ �.�� &a¬'�
�� �1� ���� , �� ���� !� 33� ���3� �� ���.��! ^$� !� �1� ���� c 3��� �! �Z�%�� 3����������� ������$��� !� 1�3�!������ ���3�!��/ K �Z$� �]��q3� 3�!/�$!���� º

n
��%�/� �� !�����/ .����2������!� ��  �/����� �Z$�� �/�������

p : q
����� ��$l ����!!���$��� )�$� ] �/«������� !� �������� �/�������j ������ ������!� ���� ����� �1q��� \1]��^$�3���j !� �/������� ����� ��$l �]��q3��

����$�� $�� ����������� ����� �$l �) !�� /�1��%�� �Z/���%�� ���� �3 ������� .���� ��3������j �$.��� ����$���j ��!�� !� 3��q!� ��� �/j º !� ��.��%���� �$ 1�3�!������ �� ��$ !�%� ú�� �/«��� $�$�!!�3��� !� �/������� !��^$Z�! ] � /%�!��/ ����� ��$l ���  $!������� ������/�����^$����� ��$l �]��q3�� �� ����������� Ä����� �/«������ ���� $��!��/� �$ �1� ���� �Å� '��1/3���^$�23���j �� ��3�$���� ���� !� ����� �� !� ���3�!������� �� !Z����!!���$� 1��3���^$�j ��$� ������^$Z�! ] � �/�������
p : q

Ä
p
��

q
���� ��$l ������� ���$��!�  ��3���� ����� �$l ��

p ≥ qÅ �������$l ����!!���$�� ��  $!������
ω1

��
ω2

�$ 1�3�!������ H0

j �� �! �Z�l����  �� �� ��!����� �����!��
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!�� ��������/�� %/�/2��!��/�� ��

p1, ..., pn
!�� 3�3���� ���m$%$/�� �� i������� 1�3�!�������� �$  !$� ��3 !�3��� !�1�3�!������ �!����^$� �$ �]��q3� ��� $�� i������� �� ��� .�����!�� _ H(q1, ..., qn, p1, ..., pn, t)���/ ������ H(qi, pi, t) � �� 1�3�!������ ��� �/«�� ��33� !� �����i��3/� �� ��%����� �$ !�2%���%��� L(q1, ..., qn, q̇1, ..., q̇n, t) j ���� _

H(q1, ..., qn, p1, , ..., pn, t) =
n∑

i=1

q̇ipi −L(q1, ..., qn, q̇1, ..., q̇n, t) .
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2n .�����!�� q1, ..., qn, p1, ..., pn ���� �  �!/�� .�����!�� �]��3�^$����� 3����� º  ����� �� !Z/����$�� ��� ��È/������!!�� ��� i�������� L �� H �� �� !� �/«������ �$1�3�!������j ^$� _

q̇i =
∂H
∂pi

, ṗi = −
∂H
∂qi

,
∂H
∂t

= −∂L
∂t

, 1 ≤ i ≤ n.
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(q1
j ���j

qn
j
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j ���j

pn)
� y �1�^$� �������j ���
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M

���� !Z�� ��� ���  1����� �� ������ ���� �$ �]��q3� �������� ������/���/� ���� ��� �� ���  �� $� .����$� −→x º
2n

��������/�� ����l/�� ��33� �$�� _
xi = qi, 1 ≤ i ≤ n,

xi = pi, n+ 1 ≤ i ≤ 2n.
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Γ = R2n �/«��� �� _

{F ,G} =
n∑

i=1

(
∂F
∂qi

∂G
∂pi
− ∂F

∂pi

∂G
∂qi

)
.
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2n
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b
���� ��� �/�!� ��� �$!�Å _

{F ,G +H} = {F ,G}+ {F ,H} ,
∀a ∈ R

∗, ∀b ∈ R
∗ {aF , bG} = ab{F ,G} . Äa�bÅ

�!� ./��«��� /%�!�3��� _ {F ,G} = −{G,F} �k�«�j !�� ����1��� �� \������ �����i��� º !Z�������/ �� e����� _
{F , {G,H}}+ {G, {H,F}}+ {H, {F ,G}} = 0 .
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qi
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pi
��� $�� ��������� $��^$�

ṗi = −∂H
∂qi

= 0
�

efgf� �i{oi�rsv milklo��sv
��� .�����!�� �]��3�^$�� ���� ����� ������^$�� �� �!!�� �����i��� �$l ��!������ �$�.����� _

∀i, j ∈ [1, ..., n], {qi, qj} = 0, {qi, pj} = δij, {pi, pj} = 0 .
Äa�dÅ
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q̇i = {qi,H} =
∂H
∂pi

, 1 ≤ i ≤ n,

ṗi = {pi,H} = −
∂H
∂qi

,
Äa��Å

�$ ������ _
ẋi = {xi,H}, 1 ≤ i ≤ n, .

Äa��Å
)�$� ������ �3��/�  �� !� �$��� º /����� !�� /^$������ �� ��3�!��� ��$� i��3� 3�������!!� Ä.���������� a�d�cÅ 3��� /%�!�3��� ��$� !� i��3� �$�.���� Ä����� i��3� ��$� ���.��� ���� !Z/�$�� ����]��q3�� 1�3�!������� !��/����/�Å _

d−→x
dt

=
−→G (x) , Äa�a-Å

�) −→G ��� $� �1�3 �� .����$�� �$� !Z�� ��� ���  1���� Γ = R2n ��È/�������!�
m

i���j ��� �������
2n

��3 ������� ÄG1 = ∂H
∂p1

, ..., Gn = ∂H
∂pn

, Gn+1 = − ∂H
∂q1

, ..., G2n = − ∂H
∂qn

)
�� −→x !� .����$� º

2n
��3 ������� Ä�/«����  �� Ä

1.3ÅÅ� x �/��%�� ���
2n

��3 ������� ���� !� 3�3��� �� �������� !Z/^$����� Äa�a-Å�
efgf� ö{ilvjk{qinoklv milklo��sv

&�� �����i��3����� ��� $� m�$ �� ��!������ ����� !�� ��������/��
yi

Ä!�� Î��������� ����2����/��Î _
q1
j ���j

qn
j
p1
j ���j

pnÅ �� xi

Ä!�� Î��$.�!!�� ��������/��Î _ Q1

j ���j
Qn

j
P1

j ���j
PnÅ���  �$� �l ��3�� !�� Î��������� ��������/��Î ��33� ��� i�������� ��� Î��$.�!!�� �������2�/��Î �� �$ ��3 �j ���� ∀i ∈ [1, ..., 2n]

j
yi = yi(x1, ..., x2n, t)

�$ ���� !�� ��$.�!!�� ��������/����33� ��� i�������� ��� ��������� ��������/�� _
xi = xi(y1, ..., y2n, t)

� 0��3�!!�3���j ��$�/������� $�� ��!!� �����i��3�����
x = f(y, t)

�$
y = g(x, t)

�&�� ��!!� �����i��3����� ��� ���� ������^$� �� �!!�  �/���.� !�� ����1��� �� \������ ùj �Z���2º2���� _
{xi, xj} = {yi, yj}, 1 ≤ i, j ≤ 2n.

Äa�aaÅ
w����j  �� $�� �����i��3����� ������^$�j �� !�� .�����!�� yi ���� ������^$��j !�� .�����!�� xi

!����� /%�!�3����&�� �����i��3����� ������^$� ��� ���� ���������� �� �!!� �� i���  �� �����.���� �l !�����3��� !���3 �� �� �]��q3� �Z/^$������ �� ��3�!��� ��� �!��� ��� �$����3�� [��� �� 3��$����� Ä��$i3������ ��������� ��33�  �$� !�  ���1��� �1� ����Åj ��$� ��$� !�3������� º ��� �����i��23������ ������^$�� ����������� ^$� ��$� ^$�!�«�����  �� ��$� �� !��%�%� _ �����i��3������������^$�� Ä�����]3� "�Å�
efgf� �klmnoklv �~l~{in{omsv ivvkmo~sv i�� n{ilvjk{qinoklv milklo��sv

�� �1/���� �� ��3�!��� �� e����� ��� $!� ^$� ��$�� i������� F(q1, ..., qn, P1, ..., Pn, t)
������������ ��������/�� %/�/��!��/��

qi
�� ��� ��$.��$l 3�3����

Pi

%/�q�� $�� �����i��3�����
ýþ ���� �� ������ ýþ�þý	 ��ÿ� ÿ�� ����������� ���� �� ����� ��� ����2�������� ������.ÿ�� ���������þ
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������^$� .�� !�� /^$������ _

Qi =
∂F
∂Pi

(q1, ..., qn, P1, ..., Pn, t), 1 ≤ i ≤ n,
Äa�acÅ

 �$� !�� ��$.�!!�� ��������/�� %/�/��!��/�� Qi

j ��

pi =
∂F
∂qi

(q1, ..., qn, P1, ..., Pn, t), 1 ≤ i ≤ n,
Äa�a,Å

 �$� !�� ������� 3�3����
pi
��Z��������� ��� ��!������ �������  �� �l�3 !� !�� ��$.�!!�� ��������/�� �� i������� ��� ��2������� �/������� �Z��.����� !�� /^$������ ����/��  �� Äb�b,Å �� Äb�b¬Å  �$� ������� !�� ��!������

Pi(q1, ..., qn, p1, ..., pn, t)
� �� i������� F(q1, ..., qn, P1, ..., Pn, t)

��� �  �!/� i������� %/�/��2����� %!���!� �$  !$� ��3 !�3��� i������� %/�/���������� ��$.�! 1�3�!������ K(Q1, ..., Qn, P1, ..., Pn, t)
�l ��3/ �� i������� �� !Z������ ��� _

K(Q1, ..., Qn, P1, ..., Pn, t) = H(q1, ..., qn, p1, ..., pn, t)

+
∂F
∂t

(q1, ..., qn, P1, ..., Pn, t).
Äa�a¬Å

(�  �!��� ������ ^$Z�! �l���� �Z�$���� i�������� %/�/�������� ��� �/�� �$l �����i��3������������^$�� $���/��� w����j !� i������� F(q1, ..., qn, Q1, ..., Qn, t)
��� !� i������� %/�/������� �$� !� �����i��3����� ������^$� ���

(q1, ..., qn, p1, ..., pn)
��

(Q1, ..., Qn, P1, ..., PnÅ �.�� _

pi =
∂F
∂qi

(q1, ..., qn, Q1, ..., Qn, t), 1 ≤ i ≤ n,

Pi = − ∂F
∂Qi

(q1, ..., qn, Q1, ..., Qn, t), 1 ≤ i ≤ n.
Äa�abÅ

efgf� ôl�i{oilnv k� oln~�{irsv w{sqo�{sv x� qk��sqsln
�� �  �!!� ��.������ �$ ���/%��!�  ��3�q�� �$ 3�$.�3��� Ä�$  !$� ��3 !�3��� ���/%��!� ��3�q��Å �$ ��������� �$ 3�$.�3���j ��$�� i������� A(qi, pi, t) �$� !Z�� ��� ���  1���� ����!� �/��./� ����!�  �� ��  ��� �$ ��3 � ��� �$!!� ü �! �Z���$�� ^$� dA

dt
= ∂A

∂t
+ {A,H} = 0

�k�  �����$!���j !� 1�3�!������ H �Z$� �]��q3� ������.���i ��� $�� ���/%��!�  ��3�q�� �$ 3�$2.�3���� �� �����$.� $� ��� �/�$!���� �$ �1/��q3� �� )���1�� Ä.��� !� ������� a�,  �$� !�i��3$!����� �� �� �1/��q3�Åj º ��.��� ^$� ��$� 1�3�!������ ��.������  �� �����!����� ���� !���3 � ��� $�� ���/%��!�  ��3�q�� �$ 3�$.�3����*���F $�� �$��� ��������� �$ 3�$.�3���� �� �� !�3��� ��� º ��� i�������� �� �/ ������  �� �l2 !�����3��� �$ ��3 �� �� /���� ���� dF
dt

= 0
j ∂F

∂t
= 0

� �! .���� �33/�����3��� ^$� {F ,H} = 0
��� ./��«� ����� ^$� !�� i�������� F �� H ��33$���� �$ ���� �� \������ _ �!!�� ���� ����� ����.�!$�����k�«�j ��  �!��� ^$� ��F �� G ���� ��$l ���/%��!��  ��3�q��� �$ 3�$.�3��� �!��� {F ,G} �� ���$�� �$���� k� .���$ �� !Z�������/ �� e�����j �� � _ {F , {G,H}}+{G, {H,F}}+{H, {F ,G}}= 0
���j {F ,H} = 0

�� {G,H} = 0
j �Z�) {{F ,G},H} = 0

� k� �$���j ��33� {F ,G} �� �/ ���  ���l !�����3��� �$ ��3 �j �! �Z���$�� ^$� _
d{F ,G}

dt
= {{F ,G},H} = 0,

Äa�a+Å
�Z�) !� �/�$!����
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efgfe� ö{ilvjk{qinoklv milklo��sv {svn{solnsv sn n{ilvjk{qinoklv v�q�wrsmno��sv

"�����/���� $�� "� �%������ �$� $� �� ��� ���  1����
Γ
�� ��3������

2n
Ä
n ∈ N∗Åj ���

2n
��������/�� _

y1 = q1, ..., yn = qn, yn+1 = p1, ..., y2n = pn
.��� $� m�$ ��

2n
��$.�!!����������/�� _

x1 = q′1, ..., xn = q′n, x
′
n+1 = p′1, ..., x

′
2n = p′n

�[�� 3��� $!������ �!%/���^$��  �$.��� ��� 3��/�� �� i�*�� /!/%���� �� ��$� ��� ���� !��������� 3�������!!�� w����j ��
X
j
Y
j ∂H

∂x

�� ∂H
∂y

�/��%���� ��� ����.�3��� ¬ 3������� ��!����� º

2n
/!/3���� _




x1���
x2n



j



y1���
y2n



j



∂H
∂x1���
∂H
∂x2n



j



∂H
∂y1���
∂H
∂y2n



�

��� /^$������ �� ��3�!���  ������� !� i��3� ��3 ���� �$�.���� _
Ẋ = J

∂H
∂x

, Ẏ = J
∂H
∂y

,
Äa�adÅ

�.�� J
!� 3������ ����/�

(2n × 2n)
�����]3/���^$�j ��3 ��/� �� c �!���

n × n
p/��� �� ��3������� �������/�

I
j ���i��3/3��� �$ ��1/3� �$�.��� _

J =

(
0 I
−I 0

)
.

�� 3������ ����� ��/� ��
J
��� _

JT =

(
0 −I
I 0

)
.

�.�� !��  �� ��/�/� �$�.����� _
J2 = −I j JJT = JTJ � I

j
JT = J−1 � −J �

*���
M

!� 3������ m��������� �� !� �����i��3����� ������^$� ���
yi

�$l xj

ü !�� /!/3���� ������� 3������ ���� _
Mij =

∂xi

∂yj

� )����� ������
MT

!� 3������ ����� ��/� ��
M

�
\�/������ ������ ^$� !�� ����1��� �� \������ ����� ��$l i�������� F �� G �Z/���.��� 3�������!2!�3��� º !Z���� !� 3������ �]3 !����^$�

J
��33� �$�� _

{F , G} = ∂F
∂y

T

J
∂G
∂y

Äa�a�Å
�.�� ∂F

∂y

T !� .����$� !�%�� º
2n

��3 ������� _
( ∂F
∂y1

, ..., ∂F
∂y2n

)
�� ∂G

∂y

!� .����$� ��!���� º
2n��3 ������� _




∂G
∂y1���
∂G
∂y2n




'������� ^$� !� �����i��3����� ������^$� ���������� ./��«� !� ��!����� �$�.���� _
MJMT = J ⇐⇒MTJM = J .

Äa�a�Åk� �È�� _

ẋi =
2n∑

j=1

∂xi

∂yj
ẏj =

2n∑

j=1

Mij ẏj, 1 ≤ i ≤ 2n,
Äa�c-Å
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�$ �� i�*��  !$� ��3 ����j

Ẋ = MẎ
j ���� �� ������ ������� �.�� Äa�adÅ _ Ẋ = MJ ∂H

∂y

� k��$���j
∂H
∂yk

=
2n∑

`=1

∂H
∂x`

∂x`

∂yk
=

2n∑

`=1

∂H
∂x`

M`k =
2n∑

`=1

M`k

∂H
∂x`

, 1 ≤ k ≤ 2n.
Äa�caÅ

'�������!!�3���j Äa�caÅ  �$� �� �//����� _
∂H
∂y

=
∂H
∂x

T

M = MT ∂H
∂x

= (
∂H
∂x

T

M)T =
∂H
∂y

T

.
Äa�ccÅ

w.�� Äa�adÅj �� �� �/�$�� _

Ẋ = MẎ = J
∂H
∂x

,
Äa�c,Å

�Z���2º2����j J = MJMT
��Z/^$����� Äa�a�Å �/«��� !� ��������� �]3 !����^$� Ä.���  �� �l�3 !� &b'Å º !�^$�!!� ���� ��2���i���� ��$�� �����i��3����� ������^$� ����������� �� �����i��3����� ������^$� ���������� ��������� �  �!/� �����i��3����� �]3 !����^$� ��

M
!� 3������ �]3 !����^$��'������� ��«� ^$Z$�� �����i��3����� �]3 !����^$�  �/���.� !�� ����1��� �� \���������� ����1��� �� \������ ��� i�������� F �� G ��� ����.�3��� ���� !� m�$ ��� ��������� ����2����/��

y
�� ��� ��$.�!!�� ��������/�� x ���� _ {F , G}y = ∂F

∂y

T
J ∂G

∂y

�� {F , G}x = ∂F
∂x

T
J ∂G

∂x

� w
!Z���� �� Äa�ccÅj �� � _

{F , G}y =
∂F
∂x

T

MJMT ∂G
∂x

=
∂F
∂x

T

J
∂G
∂x

= {F , G}x.
Äa�c¬Å

efgfee ò�rnowros�{v v�qwrsmno��sv
"�����/���� !� �����i��3����� ������^$� ���������� ��� ��������/��

yi
�$l ��������/��

xi

�����^$� !� ��������� Äa�a�Å ��� ��3 !��/�  ��
MJMT = λJ ,

Äa�cbÅ
!� �����i��3����� �Z���  �� ��%�$��$��3��� �]3 !����^$�� \�� ��$� �� !��%�%�j �� ��� ^$� !������i��3����� ��� �]3 !����^$� �� 3$!�� !��$�

λ
�.�� λ

$� ��3��� �  ����� ��3 !�l� �  �!/3$!�� !��$� �]3 !����^$� Ä �� �l�3 !� &d'Å��� �/3���������� �� ���� !��  ����� Äa�adÅ º Äa�c¬Å� 0���!�3���j !Z/^$����� Äa�c¬Å �/�l ��3/��� ������ ��3 �� ��
MJMT = λJ

����$�� �$l /^$������ ������^$�� �� ��3�!��� ���� !� m�$��� ��$.�!!�� ��������/�� xi

_

Ẋ = J
∂K
∂x

,
Äa�c+Å

º !� ��������� ��  ���� K = λH �\�� ��!!�$��j !�� ����1��� �� \������ ������� _

{F , G}y =
∂F
∂x

T

MJMT ∂G
∂x

= λ{F , G}x .
Äa�cdÅ
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[��� !Z�� ��� ���  1����
Γ = R2n j !Z/.�!$���� ��3 ���!!� �Z$� �]��q3� 1�3�!������  �/���� �� !�� /^$������ ������^$�� �� ��3�!���j º  ����� �Z$�� ��������� ������!� ����������

t0
Ä��������������� �� %/�/��!��/j �� �1������ ����� ���� �$!!� ���� !� �$��� �� ����� �1q��Å  �� !� .����$�

x0 =
Ä
q1,0

j ���j
qn,0

j
p1,0

j ���j
pn,0Åj �� �/����/� %/�3/���^$�3���  �� $�  ����

M0

���� ��� �� ���j��%����� $�� �  !�������
φt

H : Γ→ Γ
�� !Z�� ��� ���  1���� ���� !$�233� Ä

t ∈ R
��� !� ��3 �Åj��m����.� �� ��È/�������!� , �  �!/� ��� �� !� i������� 1�3�!�������� H �$ ��� %/�/�/  �� !�1�3�!������ H �$  !$� ��3 !�3��� ��� 1�3�!������� �� /���� _

x(t) ≡ (q1(t), ..., qn(t), p1(t), ..., pn(t)) = φt
H (x0) .

Äa�c�Å
��� /^$������ �� ��3�!��� Äa�adÅ �//������ �� i������� �$ ��� ���� _

d

dt

(
φt

H(x0)

)
= J

∂H
∂x

.
Äa�c�Å

�� ��� ��� $�� �����i��3����� �]3 !����^$� ��� ��������/�� Ä �� �l�3 !� &+'Å ���� ������^$������^$��� ������ ^$� !� ��� � $�� ���$��$�� �� %��$ � _
( !� ��� �������/

φ0
H ��� !� ��� ^$� ������� �$  ����

M0

!�  ����
M0

!$�233� _
φt

H(x0) = x0

ü( !� ��� ^$�j �$  ����
M

Äº !� ����
tÅ �� !Z�� ��� ���  1����j ������� !�  ���� M0

Äº !� ����
t0 = 0Å ��� !� ��� ��.���� φ−t

H _
φ−t

H(x(t)) = x0

�( k�«�j
φt

H(φt′
H(x0)) = φt

H(x(t′)) = φt+t′
H(x0) = x(t + t′)

_ !�  ����%� �$  ����
M0

�$ ����
M

º !� ����
t+t′

�Z�È���$�  �� !� ���
φt+t′

H ��3 ������� �$ ���
φt′

H  $�� �$ ���
φt

H �
[��� !Z�� ��� ���  1����j !Z/.�!$���� ��3 ���!!� �$ �]��q3� ��$� !� ��� �� ����$��  �� $����$��� ������$� �  �!/� ���m������� �$ ��$��� ��  1��� �$ ������ ���������  ������� ��  1��� �Z$� �]��q3� ��� !� �� �/��������� ��!!����.� �Z$� ����3�!� �Z�������� k!!��3������ �� /.������ !�� ������/�����^$�� %!���!�� �� ^$�!�����.�� �� !� �]��3�^$� �$ �]��q3��Z/�$���\�$� $� �]��q3� 1�3�!������ º

n
��%�/� �� !�����/j !Z/���%��H(q1, ..., qn, p1, ..., pn) ��� ������2./� �� ^$� �/«��� $�� ��$��� ��  1���  �����$!�q�� �  �!/� �$�i��� �� ��.��$ �Z/���%�� ^$� ���$�� 1] ���$�i��� ΣE0

�� ��3������
2n−1

���� !Z�� ��� ���  1����j �Z/^$�����H(q1, ..., qn, p1,
..., pn) = E0

���������� k� .���$ �$ �1/��q3� �� ���$.�!!� Ä �� �l�3 !� &c,j c¬'Å ^$� ���$��^$� !� ��� 1�3�!������  �/���.� !� .�!$3� ���� !Z�� ��� ���  1����j !Z1] ���$�i��� ΣE0

�����.�������  �� !� ��� _
φt

H(ΣE0) = ΣE0 .
Äa�,-Å

�Z�3�%� ������/�j �$� º w���!� &+' ��� ^$� Î!� ��� ��$!� �$� !� �$�i��� �� ��.��$ �Z/���%��Î�

efgfez ÷smnokl k� mk�ws xs |kolmi{~
�� �  �!!� ������� �$ ��$ � �� \������/ Ä

SpÅj !Z����3�!� ���  ����� �Z������������ �Z$��
���m������� �.�� $�  !�� ^$�!���^$�

(qi
j
piÅ �� !Z�� ��� ���  1������þ �� ����� ����� �� ���������7���� � ÿ� �������� �����ÿ4 ��� �� ���� � ��ÿ� 0������ �ÿ ����7��� �7�����ÿ� �� 7��������� �������� ��ÿ� �������� �����ÿ ������������

ε
þ �� �� �� ���� ���

φε
H þ
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���

���

���

���	�


��


���


����


����

���� ¡ a�a ( *������ �� \������/� ���  ����� �Z������������ �� !� ���m������� �.�� !�  !�� Ä
qi
j

piÅ ������� !��  ����� Mk

j
Mk+1

j ���
efgfe} ópiqw xs �smns�{v piqornkloslv
*���

Γ = R2n j !Z�� ��� ���  1���� �� ��3������
2n

� "�����/���� !� 1�3�!������ �Z$� �]��q3��$����3� H(q1, ..., qn, p1, ..., pn) � �� ������� �$ 1�3�!������ $� �1�3 �� .����$�� �  �!/�1�3 �� .����$�� 1�3�!�������
XH

�/«��  �� Ä �� �l�3 !� &djcb'Å _

XH =

n∑

i=1

(
∂H
∂qi

∂

∂pi
− ∂H

∂pi

∂

∂qi

)
.

Äa�,aÅ
"� �1�3 �� .����$�� �  !�^$/ º $�� i������� F ^$�!���^$� ����$�� º _

XH(F) = {H, F} =
n∑

i=1

(
∂H
∂qi

∂F
∂pi
− ∂H

∂pi

∂F
∂qi

)
.

Äa�,cÅ
*� F ��� $�� ���/%��!�  ��3�q�� �$ 3�$.�3��� �!���

XH(F) = 0
�� �/�� ��^$�3����

efgfe� ¢w~{ins�{v ix£kolnv
adF*��� F $�� i������� �/«��� �$� !Z�� ��� ���  1����

Γ = R
2n
� �Z� /����$� ��m���� ������/ º����� i������� ��� !Z� /����$� !��/����

adF
&a,' _

adF
_ ∀ G ∈ Γ

j G → adF(G) = {F ,G} =
∑n

i=1

(
∂F
∂qi

∂G
∂pi
− ∂F

∂pi

∂G
∂qi

) �
k�  �����$!���j �� H ��� !� 1�3�!������ �Z$� �]��q3�  1]��^$�j adH(F) = XH(F)

��Z/�$�� �� !� ���3�!������� �Z$� 1�3�!������ ��� i���!��/�  �� !Z�3 !�� �� !Z� /����$� !��/����
adF

Ä"i� �1� ����� �$�.����Å�
efgfe� ÷�q~n{osv v�qwrsmno��sv

*����� ��$l �]��q3�� 1�3�!������� �� 1�3�!������� ��� ����i� J (x) �� H(x) ü !�$�� ����1�3�!������� �$� !Z�� ��� ���  1����
Γ = R2n ���� ��� ����.�3���

φt
J ��

φt
H � (�  �!��� ���j
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º  ����� ��� ���������� ������!��

x0 =
Ä
q1,0

j ���j
qn,0

j
p1,0

j ���j
pn,0Å �� x′

0 =
Ä
q′1,0

j ���j
q′n,0

j
p′1,0

j ���j
p′n,0Åj !�� /^$������ �� ��3�!��� /������ �� i������� ��� ���� _

d

dt

(
φt

J (x0)

)
= J

∂J
∂x

,
Äa�,,Å

��
d

dt

(
φt

H(x′
0)

)
= J

∂H
∂x

.
Äa�,¬Å

�� ���
φt

J ��� $�� �]3/���� �]3 !����^$�  �$� !� 1�3�!������ H �� Ä �� �l�3 !� &d'Å _
∀t ∈ R, ∀x ∈ R

2n, H(x) = H(φt
J (x)) .

Äa�,bÅ
OP¤ ¥RZ^X\¦UTRV §¦^T\URVT_VV_ WX U§cRZ]^_ W_ ¨R_U§_Z ©

Sª^cUZT_S Sª^Y\_«UT¬X_S _U TVUcZ¦\_S YZ_^T]Z_S
efzfe öp~k{�qs xs õksnps{

*�
φt

J $�� �]3/���� �]3 !����^$�  �$� !� 1�3�!������H �!��� J ��� $�� ���/%��!�  ��3�q�� �$� !� �]��q3� 1�3�!������ H �"� �/�$!��� �������$� !� i��3$!����� 1�3�!�������� �$ �1/��q3� �� )���1���
efzfg ®~qklvn{inokl

�� �/3���������� �$�.���� �� ���� �� �$������� !� �/3���������� ��q� �]��1/��^$�  �� �2�/� ���� &d'�w $�� ����
t0

����/�j ������
x0

!�  ������� �Z$�  ���� �� !Z������ �� H j �� ��������/��
(x1(t0), ..., x2n(t0))

���� !Z�� ��� ���  1������� 1�3�!������ �$ �]��q3� º ����� ���� ��� H(x0)
� ��j ∀t ∈ R

j ∀x0 ∈ R2n j !� ��� �� J ��� ��!^$� _
x(t) = φt

J (x0)
�

\�� 1] ��1q��jφt
J ��� $�� �]3/���� �]3 !����^$� ��H j �Z���2º2���� ^$� _H(x0) = H

(
φt

J (x0)

)
=

H
(
x(t)

) �
'������ º  ��«� ����� �]3/���� �� �/��.��� !� 1�3�!������ Ä���/%��!�  ��3�q�� �$ 3�$.�3���Å �� ��  ��� �$ ��3 �

t
_

dH
dt

= 0 =

2n∑

k=1

∂H
∂xk

(φt
J (x0))

dxk

dt
.

Äa�,+Å
'�������!!�3���j

(1.36)
 ���� !� i��3� _

∂H
∂x

T

(φt
J (x0))

dx

dt
= 0 .

Äa�,dÅ
[��� ����� /^$�����j dx

dt

��� !� .����$� ��!���� º 2n
��������/�� _




dx1

dt���
dx2n

dt


 ,
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�� ∂H

∂x

T !� .����$� !�%�� º 2n
��3 ������� _

( ∂H
∂x1

, ..., ∂H
∂x2n

)
�

k� �$���j !� ���
φt

J �����i��� º !Z/^$����� 3�������!!� �$�.���� _
dx

dt
=

dφt
J (x0)

dt
= J

∂J
∂x

(φt
J (x0)),

Äa�,�Å
�.�� dφt

J (x0)
dt

!� .����$� ��!���� º 2n
��3 ������� _

dφt
J

dt




x1(t0)���
x2n(t0)


 =




dx1

dt���
dx2n

dt


 ,

Äa�,�Å

J
!� 3������ �����]3/���^$� �� ∂J

∂x

!� .����$� ��!���� º 2n
��3 ������� _




∂J
∂x1���
∂J
∂x2n


 .

�� �� �/�$�� ^$� Äa�,dÅ �Z/���� ������ _
∂H
∂x

T

(φt
J (x0))J

∂J
∂x

(φt
J (x0)) = 0 .

Äa�¬-Å
��j �Z� �q� Äa�a�Åj Äa�¬-Å ��� ������ !� ����1�� �� \������ ����� !� 1�3�!������ H �� J _

{H, J }(φt
J (x0)) = 0 .

Äa�¬aÅ
�� �� �/�$�� ^$� �� !� ��� �� J j

φt
J j ��� $�� �]3/���� �]3 !����^$�  �$� H j �!��� J ��� ����.�!$���� �.�� H ü �Z��� ���� $�� ���/%��!�  ��3�q�� �$ �]��q3� /�$��/ _

∀t ∈ R, ∀x0 ∈ R
2n, H(x0) = H(φt

J (x0)) =⇒ {H, J }(φt
J (x0)) = 0 .

Äa�¬cÅ
"������� �$��$�� &acjc+' �  �!!��� J !� 3�3����

OP̄ °SY¦«_ W_S Y§¦S_S ZcWXTU
����^$� !� 1�3�!������ H �Z$� �]��q3� 1�3�!������ º

n
��%�/� �� !�����/ ��3�� $�� �]23/���� �]3 !����^$�j �� .���$ �$ �1/��q3� �� )���1��j !� 3�3��� ��� $�� ���/%��!�  ��3�q����! ���  �����!�j �� 3������ º  ��«� !Z�l������� �� ����� ��������� �$ 3�$.�3���j �Z�������� !���3��� �� ��%�/� �� !�����/ ��

n
º
n− 1

�� ������$����� $� �� ��� ���  1���� ��� �/�$��j �$�!�^$�! �� /�$��� ���$��� !� �]��3�^$� �$ �]��q3� 1�3�!�������*� !� �]��q3� 1�3�!������  ���q��
p
���/%��!��  ��3�q��� �� ��.�!$���� Ä

p < nÅj  �� �/�$�������$������.��j !� �]��q3� ����� �/�$�� ��  ���q��  !$� ^$�
n − p

��%�/� �� !�����/ Ä.��� �1� ����,j ������� ,�c�dÅ�w !Z���%���j �� i$���� !�� 3��1/3�������� *3�!� &cd' �� '�]�� &c�' ^$� ������$������� �� 3/2����^$� �/!���� �� ����� � �Z�� ��� ���  1���� �/�$�� �� /�$����� !�  ���!q3� �/�$�� º �������� ��
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ef�fe |kvonokl x� w{k�r�qs

k� �3��� ��� ��È/������  ���/�$��� �� 3��� ��$� i��3� ���3�!� �Z$� �]��q3� 1�3�!������j��  ��� !�  ���!q3� �� ��.��� �� �� �]��q3� ��� ���/%���!� �$  ��� �� ������� a�b�c ��  �!!�!� �/«������ �� !Z���/%����!��/ �Z$� �]��q3� 1�3�!������� �� ������� �$�.���� �  �$� ��m���Z������$��� !� i������� ������/�����^$� �� ��3�!���j !�^$�!!�  ��3�� �Z������$��� !�� .�����!����%!�2������ �1�p !�� �]��q3�� 1�3�!������� ���/%���!���
ef�fg ôln~�{i�oron~ x��l v�vn�qs piqornklosl

w$ ���� �� ���$.�!!� &cj ,'j $� �]��q3� 1�3�!������ º
n
��%�/� �� !�����/ ��� ���/%���!��� �!  ���q��

n
���/%��!��  ��3�q��� Ai

Ä
i
������ ��� �$! �.�� i ∈ [1, ..., n]Å �$ 3�$.�3������/ �������� �� �� ��.�!$����j �Z���2º2���� _

{Ai, Aj} = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ n
Äa�¬,Å

ef�fz �klmnokl mi{imn~{ovno��s xs �iqornkl
"�����/���� $� �]��q3� 1�3�!������ �$� !Z�� ��� ���  1����

Γ = R2n
� �Z��/� �� !� �1/������ ��3�!���2e����� &b' ��� �� ���1���1�� $�� �����i��3����� ������^$� ���������� Ä"�Å �����!�� ��������/�� ������^$��

(q1, ..., qn)
�� 3�3���� ���m$%$/�

(p1, ..., pn)
�� $� ��$.��$ m�$ ��

2n .�����!�� ������^$�� (Q1, ..., Qn)
��

(P1, ... Pn)
�) ��$� !�� ��$.��$l 3�3���� ���m$%$/����� ��� ���������� _

Pi = Cstei
j
1 ≤ i ≤ n

� [��� !� �1/���� �� ��3�!���2e�����j !� i�������%/�/������� �$ i������� ������/�����^$� �� ��3�!��� $��!��/� ��� F(qi, Pi)
� �� /���� _

Qi =
∂F
∂Pi

, pi =
∂F
∂qi

, 1 ≤ i ≤ n.
Äa�¬¬Å

OPµ ¶¦ZT¦[\_S ¦V\_³¦«UTRV W_S SªSU]^_S §¦^T\URVT_VS TVUc³Z¦[\_S
ef�fe �i{oi�rsv imnokl

\�$� $� �]��q3� 1�3�!������ ���/%���!�j �! ���  �����!� �� �/«��� ��� .�����!�� ����� ��%!�2������ !���^$�j ���� $�� ������� �� \������/  �$� ��$� ��$ !�
(qi, pi)

_( !Z������ ��� i��3/� ü ��  ��!� �� !�������� ü( !Z������ ��� �$.���� 3��� �1�^$�
pi

��� $�� i�������  /�����^$� ��
qi

Ä��  /�����
qi0Å ü �� ��!� �!��� �� 3�$.�3��� �� �] � ���������

�� �/«��� !�� .�����!�� ������  �� _

∀i ∈ [1, ..., n] Ji =

˛

pidqi ,
Äa�¬bÅ

�) !Z���/%��!� �$�.�!�%��  ���� �$� $�� �/.�!$���� ��3 !q�� �� !Z������ ���� !�  !��
(qi, pi)

�Z�!�Z�%�� �Z$�� !�������� �$ �$� $��  /�����
qi0

�� !� 3�$.�3��� ��� �� �] � ���������
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)�$� �$  ������� ���� ��$�� !� �$��� ^$� !�� .�����!�� ������ ���� ���� �/«����� k� $��!�����!� i������� ������/�����^$� F j Äa�¬bÅ ��.���� _

Ji =

˛

∂F
∂qi

dqi, 1 ≤ i ≤ n.
Äa�¬+Å

\�$� !� �����i��3����� ������^$� ������$��� ���� !�  ���%�� 1�  �/�/���� �� 3������ �� m�$!� i������� ������/�����^$� F j ��$�  ����� 3��������� _
Pi = Ji, 1 ≤ i ≤ n

�
ef�fg �i{oi�rsv il�rs

\�$� $� �]��q3� 1�3�!������ ���/%���!�j !�� .�����!�� ��%!�j .�����!�� ���m$%$/�� ��� .�2����!�� ������
Ji

j ���� �/«����  �� Äa�¬¬Å _

ϕi =
∂F
∂Ji

, 1 ≤ i ≤ n.
Äa�¬dÅ

k� ������ K !� 1�3�!������ �l ��3/ �� i������� ��� .�����!�� ��%!�2������j !�� .�����!�� ��%!������i��� �$l /^$������ �$ 3�$.�3��� �� ��3�!��� _

ϕ̇i =
∂K
∂Ji

(J1, ..., Jn),

ϕ̇i = ωi(J1, ..., Jn), 1 ≤ i ≤ n.
Äa�¬�Å

��j !��
ϕ̇i

���� ����������  $��^$� ��� .�����!�� �� �/ ������ ^$� ��� .�����!�� ������ ^$� ������� ���������� �$ 3�$.�3���� �! �Z���$�� ^$� _
ϕi(t) = ωi(J1, ..., Jn)t+ ϕi0, 1 ≤ i ≤ n,

Äa�¬�Å
�) !��

ϕi0

���� ��� ���������� �Z���/%���������� %�����$��
ωi

���� !��  $!������� �$ �]��q3� 1�3�!��������� .�������� �� ��$�� .�����!� ��%!� �$� $�� !�������� �$ $�� �������� ��� _

∀i ∈ [1, ..., n] ∆ϕi =

˛

∂ϕi

∂qi
dqi =

˛

∂2F
∂qi∂Ji

dqi =
d

dJi

˛

∂F
∂qi

dqi,

=
d

dJi

˛

pidqi = 1.
Äa�b-Å

��� .�����!�� ������ /���� !�� .�����!�� ���m$%$/�� ��� .�����!�� ��%!�j �� ./��«� ���� ^$� !��
n.�����!�� ������ ���� ���������� _

J̇i = −
∂K(J1, ..., Jn)

∂ϕi

= 0, 1 ≤ i ≤ n.
Äa�baÅ

�� "� ��� .�����!�� (qi, pi) �$l .�����!�� ��%!�2������ (ϕi, Ji)
�  ��3�� �Z$��  ��� �� �/��$ !��!�� /^$������ �� ��3�!��� Ä/^$������ Äa�b-Å �� Äa�baÅÅ ü ���� !� m�$ �� ��� .�����!��j !�� �]��q3��1�3�!������� ���� ���� ���/%���!�� �� ���  ��3�� �Z�l1����j �Z�$���  ���j

n
���������� �$3�$.�3��� ���/ �������� _ !��

n .�����!�� �������&� �]��q3� 1�3�!������ ���/%���!�  ���q�� ����� �$���� �� ��%�/� �� !�����/ ^$� �� �����������$ 3�$.�3��� ���/ ���������
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ef�fz ôln·{sn xsv �i{oi�rsv il�rs�imnokl sn ��ivo�w~{okxomon~

��� .�����!�� ��%!�2������ ������� ���q� �$ ��!�$! ���  $!������� �$ �]��q3� ���� �.��� º�1���1�� $�� ��!$���� ��� /^$������ �$ 3�$.�3��������^$� !��
n
 $!�������

ωi

���� ���/ ��������j �Z���2º2���� !���^$Z�! �Z�l����  �� �� ��!�������� ���.��!� �� !� i��3� _
n∑

i=1

λiωi = 0
Äa�bcÅ

�) !��
λi

���� ��� ������� ��$� ��� �$!�j !� 3�$.�3��� ��� ^$�!�«/ �� ^$���2 /�����^$��
ef�f} ®�liqo��s xsv v�vn�qsv piqornkloslv oln~�{i�rsv

[��� !Z�� ��� ���  1����j º �1�^$� ��$ !� �� .�����!�� ��%!�2������ (ϕi, Ji)
j �� ������� $�����!!���$� ���� !�  ������� ��  1��� ���� ��$�� ������� �� \������/

(ϕi, Ji)
��� $� ����!� ����]�� Ji

 ����$�$ º !� .������ ��%$!���� ωi

� k�  �����$!���j !�  ������� ��  1��� �Z$� �]��q3�1�3�!������ ���/%���!� º ��$l ��%�/� �� !�����/ ��� !� ��3 ������� �� ��$l ����!!���$�� �� $!�������
ω1

��
ω2

_ ���� !Z�� ��� ���  1����j ����� ��3 ������� ��%����� $� ����
T2 ����3������ ��$l Ä.��� «%$�� a�cÅj  ���$�� ����/���� �� ��$l ����!�� _

T2 = S1 × S1
� k� �$���j�� !��  $!�������

ω1

��
ω2

���� ���/ �������� ���� !� ���� �) !� ��  ��� �� ���  $!������� �������33���$���!�j !�� ���m�������� �� ����  �� i��3/�� _ �!!�� �Z����$!��� �$� !� ���� ���� m�3����� ����� �$ 33� ������� ü �� ��� ������ ^$� !�� ������� ���� ������ �$� !� ���� �� !� 3�$.�3������ ^$���2 /�����^$��

���� ¡ a�c ( ��� ������� ��� �]��q3�� 1�3�!������� ^$���2 /�����^$�� �Z����$!��� �$� $� ����
Tn

�� !Z�� ��� ���  1����� \������� ��  1��� �Z$� ����
T2

�
k� ��.���1�j �� !� ��  ��� ���  $!������� ��� ��33���$���!�j �Z���2º2���� �� !� i��3� _ ω2

ω1
= p

q�.�� p ��
q
��$l ������� ��� �$!�  ��3���� ����� �$lj !�� ���m�������� ���� ��� ��$���� i��3/��^$� �Z����$!��� �$� !� ���� �� �� ������  /�����^$�3��� �$l 33�� ���������\!$� %/�/��!�3���j !� �]��3�^$� �Z$� �]��q3� ������.���i ���/%���!� º n

��%�/� �� !�����/ ���
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��!!� �Z$� ����

Tn
� *� ��$��� !��  $!������� ���� ���/ �������� �$�

N
Ä��$��� !��  $!������� ��������33���$���!�� ����� �!!��Åj !� 3�$.�3��� ��� ^$���2 /�����^$�� �� �]��3�^$� �� ��!� �]�2�q3�� �l !��� ���� ��� ����� �� ��3������

n
�$ !��$ �Z�  ������� º ��� 1] ���$�i���� �Z/���%���� ��3������

2n− 1
�

ef�f� öp~k{�qs ¸¹ò
*��� $� �]��q3� 1�3�!������ ���/%���!� ^$���2 /�����^$� º n

��%�/� �� !�����/ �� 1�3�!��2���� H0

� wm�$���� º �� 1�3�!������ $� 1�3�!������ ��  ���$������� H1

�� ����� ^$� !� ��$.�!1�3�!������ �Z/���.� _ H = H0 + εH1

Ä
ε
��� $�  ���3q��� ���3�������/  ���� ��.��� a ü �.���� �1��l �Z/����$��j H0

�� H1

���� �$ 33� ����� �� %�����$�Å� k� �q%!� %/�/��!�j !� ��$.�!1�3�!������ ��� ��� ���/%���!���� �1/��q3� ®w' i��3$!/ ������!�3���  �� !� 3��1/3������� ®�3�!%���. �� a�b¬j  $�� �/23����/  �� !�� 3��1/3�������� w���!� &+' �� '���� Ä &c�'  �%� a-bÅ ���� !�� ���/�� a�+- /�����!�  ���������� �Z$� ��$�2����3�!� �� ����� ��.������� ÄÎ���2�/�������ÎÅ !���^$Z�� �m�$�� $�� �����  ���$������� º $� �]��q3� ���/%���!�� ����^$�
ε
�$%3����j !�� ����� ���� �/��$��� �� !�����m�������� ��.������� �1����^$���

OPº »TVc¦ZTS¦UTRV W_S c¬X¦UTRVS W_ ²¦^T\URV W_S SªSU]^_S
§¦^T\URVT_VS

ef�fe |kvonokl x� w{k�r�qs
w$  ���1��� �1� ����j ��$� �l ������� $��  ���/�$�� �� ���3�!������� �� �]��q3�� 1�3�!2������� �$ .������%� �Z$��  ������� �Z/^$�!���� Ä�$  ���� «l�Å ^$� ���� $�  ���� �!!� ��^$� Ä��!��� �.�� !Z/�$�� ^$����^$�  ������ �$� ��� �]��q3�� 3�!/�$!�����Å� �! ��� ���� ��$� ���$��! ����  �!�� ��� !� ���3���!�%�� �� ���  ����� «l�� �� !� �]��3�^$� �$ �]��q3� !��/����/  ��3�� ��������� !� ���3���!�%�� ���  ����� «l�� &¬jdjc¬j,-'�w �q� ^$�!^$�� �/«������� �� ��  �!� �$� !� !��/��������� ��� /^$������ �$ 3�$.�3���j ��  �2��%�� 1�  ���� �� ��.$� !� ���3���!�%�� ���  ����� «l�� ���� !Z�� ��� ���  1���� �� ��3������c�

ef�fg |kolnv ¼�sv
�� ��3 ����3��� �Z$� �]��q3� 1�3�!������ �Z������� �� /�$����� !� �����!��/ �$ .������%��Z$��  ������� �Z/^$�!���� �$  ���� «l� xp

� k� $��!����� Äa�a-ÅÅ  �$� !�� /^$������ �� ��3�!���j�� � _
d−→x p

dt
=
−→G (xp) =

−→
0 ,

Äa�b,Å
�) −→G ��� !� �1�3 �� .����$�� �$� !Z�� ��� ���  1���� Γ = R2n ��� ����� ��

2n
��3 �������ÄG1 = ∂H

∂p1
, ..., Gn = ∂H

∂pn
, Gn+1 = − ∂H

∂q1
, ..., G2n = − ∂H

∂qn
)
�� −→x p

!� .����$� º
2n

��3 �������i��3/�� ��� .�����!�� ������^$�� (qi, pi) _ Äx1 = q1
j ���j

xn = qn
j
xn+1 = p1

j ���j
x2n = pnÅ�\!$�  �/���/3���j �/��%����  �� Î���� ������^$�Î !� ���� �� !Z�� ��� ���  1���� �$� !�^$�!!�!��

2n
��3 �������

xi

���� !�� .�����!�� ������^$�� Äqi, piÅ��� ���$�� ���  ����� «l�� �� !Z/�$�� �� !�$� �����!��/ �� i��� �� !��/������� −→G �$ .������%� �Z$� ���� «l� xp

�
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"�����/���� $��  ���$�������
δ−→xp = ε

−→
x′ Äε ��� $�  ���3q��� ���3�������/  ���� ��.��� aÅ�$��$� �Z$�  ���� «l� xp

ü .�������!!�3���j �� /���� _ −→x � −→xp + ε
−→
x′ � [��� !� ���� ������^$�Ä�� �1���������  �$� ���%��� !�  ���� «l�Åj ��$��  ���$������� �� �/��3 ��� ��33� �$�� _

−→
x′ (t) =

∑2n
i=1 x

′
i(t)
−→e i

Ä!��
x′
i(t)

���� !�� ��3 ������� �� !�  ���$������� ���� !� ���� ������^$��� !�� −→e i

!�� .����$�� �� !� ����Å�k� ������ ��3 �� �� !� �/«������ �Z$�  ���� «l� �� �� �� %������ ^$� !�� ���3�� ��«��3���� ����� �Z����� aj �� ������� !� �]��q3� 1�3�!������ !��/����/ ü  �$� �1�^$� ��3 ������
x′
i

�� !� ���$�������j ��$� �.��� _

∀i ∈ [1, ..., 2n]
dx′

i

dt
=

2n∑

i=1

∂Gi(xp)

∂xj

x′
j .

Äa�b¬Å
'���� ��$� i��3� 3�������!!�j !�� /^$������ !��/����/�� ���� _

dX ′

dt
= LxpX

′ .
Äa�bbÅ

Lxp

��� !Z� /����$� !��/���� ������/�� �$l /^$������ �� ��3�!��� !��/����/�� ü ���� !� ���� ����2��^$�j !� �� �/��������� 3�������!!� �� ��� � /����$� ��� $�� 3������
A
����/�

2n×2nj �Z/!/3����
Lij =

∂Gi

∂xj
(xp)

��
X ′ !� .����$� ��!���� º 2n

��3 �������
x′
i

�
ef�f} órivvo¼minokl xsv wkolnv ¼�sv xilv r�svwims xsv wpivsv

Γ = R2

B¨�£�¡��¦ ¥¡�§£�¡¦§t¦
�� 3������ �� �/�������.� A �� !Z� /����$� Lxp

���� !� ���� ������^$� ��� _
(

a11 a12
a21 a22

) Äa�b+Å
(//���.��� 3��������� !� �]��q3� 1�3�!������ !��/����/ Äa�bbÅ ���� !Z�� ��� ���  1���� Γ = R2 _

dX ′

dt
= AX ′,

Äa�bdÅ
�Z���2º2���� _

dx′
1

dt
= a11x

′
1 + a12x

′
2 ,

dx′
2

dt
= a21x

′
1 + a22x

′
2 ,

Äa�b�Å
"1���1��� !�� .�!�$��  �� ��� �� !Z� /����$� Lxp

ü !�� .�!�$��  �� ��� �� .����$��  �� ��� �� Lxp�/���3����� !� ��3 ����3��� �$ �]��q3� !��/����/ �$ .������%� �$  ���� «l� x = xp

� [��� ��������� ^$� ��$� �  �!!����� !� Î����  �� ��Îj !�� /^$������ �� !� �]��3�^$� ��� �$��� $�� i��3���$.���  !$� ��3 !� ^$� ���� !� ���� ������^$�� [��� ����� ��$.�!!� ����j ��$��  ���$��������$��$� �$  ���� «l� xp

�Z/���� _ −→
x′ (t) =

∑2
i=1 x̃

′
i(t)
−→v i

Ä!��
x̃′
i(t)

���� !�� ��3 ������� �� !� ���$������� ���� !� ����  �� �� �� !�� −→v i

�� ���� !�� .����$��  �� ���Å�)�$� �1���1��� ���� º �/��$��� !Z/^$����� 3�������!!� �$�.���� _
AX ′

p = λX ′
p ⇐⇒ (A− λI2)X

′
p = 0 ,

Äa�b�Å
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X ′
p

��� 3��������� !� .����$� ��!���� �� �/�������i ���� !� ���� ������^$� ��� ��3 �������
(x′

p1, x
′
p2)

�Z$� .����$�  �� �� −→v ��
I2

!� 3������ �������/ �� ��3������ ��$l� Äa�b�Å �Z/���������� _
λ2− λ(a11 + a22) + (a11a22− a12a21) = 0

�� ��!�� !� ��%�� �$ ������3�����
∆
j !� ���$���$  ���� «l� xp

��Èq���
@£���t �t¦ ¤�¡��¦ ½Ôt¦

*� !� ������3����� ��� �������3���  �����ij �! ] � ��$l ��!$����� �/�!!�� ���������� ���/��
λ1 =

a11+a22+
√
∆

2

��
λ2 =

a11+a22−
√
∆

2

�
( ����^$� !�� ��$l .�!�$��  �� ��� ¾ ���� �� 33� ��%��j !�  ���� «l� ��� $� ���$� Ä���������� ���� ��� �����1�� ��  �����!�Å�*� �!!�� ���� ��$��� ��$l �/%���.��j !� ���$� ��� ����!� ü �� �!!�� ���� ��$��� ��$l  �����.��j�! ��� ������!��( ����^$� !�� ��$l .�!�$��  �� ��� ���� �� ��%�� �  ��/j !�  ���� «l� ��� $�  ���� ��!!� �$��! Ä!�� ���m�������� ���� ��� �����1�� �Z1] ����!�Å�
*� !� ������3����� ��� �$!j �! ] � $�� ������ �/�!!� ��$�!�

λ̃ = a11+a22
2

� *$  ����� ^$Z�$�$���� ���Ï������ �� !� 3������
A

�� ���� �$! ¿ � [��� !� ����  �� ��j !Z� /����$� Lxp

�Z���  �����%���! �� ��� �� �/����/  �� $�� 3������ _
(

λ̃ 1

0 λ̃

) Äa�+-Å
��  ���� «l� xp

��� �  �!/ ���$� �3 �� �� Ä!� ���$� �3 �� �� ��� ������!� ��
λ̃ > 0

j ����!� ��
λ̃ < 0Å�*� !� ������3����� ��� �������3��� �/%���ij �! ] � ��$l ������� ��3 !�l�� ���m$%$/�� _

λ+ =
a11+a22+ı

√
−∆

2
= σ + ıω

��
λ− = a11+a22−ı

√
−∆

2
= σ − ıω

�.�� σ = a11+a22
2

�� À
ω =

√
−∆
2

=√
−a12a21 − (a11−a22)2

4

�
)����� ^$� �� ��� ��  �$�  �� ��  ���$��� �1�p !�� �]��q3�� 1�3�!������� ��$i ��

σ = 0
�$^$�!��� !�  ���� «l� ��� $�  ���� �!!� ��^$� �$ ������ Á Ä!�� ������� ���� ��� ����!��Å�

OPÂ ÃTS_ SRXS ÄRZ^_ VRZ^¦\_ W_ SªSU]^_S §¦^T\URVT_VS
ef�fe ôln{kx�mnokl

�Z/�$�� �� !� �]��3�^$� �Z$� �]��q3� 1�3�!������ Å �������� º /����� !� 1�3�!������ H̃�� �� �]��q3�j ��  ��3�q�� �  ��l�3�����j ��33� $� 1�3�!������ ���/%���!� H̃0

ÄH̃0

���  ���l�3 !� !� 1�3�!������ !��/����/ �$ �]��q3� 1�3�!������ H̃Åj �$^$�! �� �m�$�� ���$��� $�
�þ 6�ÿ� ����ÿ��� ��� �� ��� �Æ ��ÿ�� ��� 0���ÿ�� ������� ����� �ÿ���þÇþ È����

∆ = (a11 + a22)
2 − 4(a11a22 − a12a21) = (a11 − a22)

2 + 4a12a21 = 0
4 �� ���

a12
�É�ÿ

a12
�ÿ�Ê�Ë�.ÿ�0�ÿ �

a11 = a22
þ Ì�

a12 = a21 = 0
4 ��������ÿ� Lxp

�� ����� ��������� ���� �� ���� ������.ÿ� ��� ÿ�������� ���1����� �� �� 2����
a11I2 Í �ÿ� �������� �ÿ ���� �� ÿ�� �������� ������ � �� ���� Î�� �� ���������� �����þÏþ Ð� 2�ÿ ���� �������0���� .ÿ� ��� ��ÿ� ��������� �ÿ�0���� ����� ���ÿ������� ����2���� Ía12a21 < 0�

4|a12a21| > (a11 − a22)
2 þÑþ Ò���.ÿ�

σ 6= 0
4 �� ���� Î�� �� ÿ� 2�Ó�� �ÿ ���� ������ Ê����� �� σ < 0

4 ������� �����ËþÔþ Ò��ÿ�� ��ÿ Õ�� 2��� �0�� ÿ� �Ó���� ��� �ÿ�����4 �� ��������� �ÿ� �Ó����� 7���������� 0��� �ÿ2�� .ÿ� ��� �ÿ��� 7����.ÿ�� ����� ���ÿ�� �����.ÿ�� � ��� �Ó����� .ÿ���.ÿ�� ��� ���.ÿ���� ���0��ÿ��� �����.ÿ���� �� Ì�7�Ö���1�� ����������þ
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1�3�!������ ��  ���$������� H̃1

�Z����� aj  $�� �� !Z/�$�� !Z�l�%�j H̃2

�Z����� c j ��� ��� �� �����^$� !� 1�3�!������ H̃ �Z/���� ��33� $� �/.�!�  �3��� �� �/���� ���  $�������� ��
ε
Ä
ε
$� ���3q��� ���3�������/ ��! ^$�

0 < ε << 1Åj !�� ��È/����� 1�3�!������� �����.����� ���� !��/.�!�  �3��� ���� �!��� �$ 33� ����� �� %�����$� _
H̃ = H̃0 + εH̃1 + ε2H̃2 + ...+ ◦(εn). Äa�+aÅ

����^$�
ε = 0

j !� �]��q3� 1�3�!������ ��� ���/%���!��[��� ����� �  ���1�j !� ��� �$ 1�3�!������ H̃0

��� $�� �]3/���� �  ���1/�  �$� !� 1�3�!������
H̃ ü �� �Z�$���� ���3��j H̃0

�Z���  �� ��%�$��$��3��� $�� ���/%��!�  ��3�q��  �$� !� �]��q3�
/�$��/�w !� «� ��� ���/�� a�c-j #��Ê1�È &ab' �+� !Z��/�j �� $��!����� $�� �$�������� �� �����i��3������������^$�� �� ������$��� $� ��$.�! 1�3�!������ K �]��� $�� i��3�  !$� ��3 !� ^$� H j �  �!/1�3�!������ 3�� ��$� i��3� ���3�!� �$ 1�3�!������ ���3�!��/j ��j ^$�j ^$�!^$� ���� !Z������$^$�! �! ��� ����^$/j ��33$�� �$ ���� �� \������ �.�� H̃0

ü !� 3��� ��$� i��3� ���3�!� ��.�������� º ������$��� $� ��$.�! 1�3�!������ ���� H̃0

������ $�� ���/%��!�  ��3�q�� �$ �]��q3����3�!��/�w !Z���%���j #��Ê1�È ������ �� 1�3�!�������  ���/���� $�� i��3� ^$������^$� ��� �/��������j ���1� �Z$� /^$�!���� �!!� ��^$�� [� $�� #��Ê1�Èj ��$� !Z�3 $!���� �� 3��1/3�������� ��  1]2�������j ������ r$���.��� &ad'j e�]�$l &,a'j "$�13�� �� #���� &�'j [� ��� &a�'j "��] &,c'j  !$��/��33��� #���� Ùé çÛ� &a,'j !�  ���/�$�� �� ������$����� �� i��3�� ���3�!�� � /�/ /����$� º��� �]��q3�� 1�3�!������� �$ .������%� �Z/^$�!����� ��� �!!� ��^$��j �$ .������%� �� �]��q3�� /�����^$�� 3��� �$��� º ��� �]��q3��  �/������� $�� �$  !$���$�� �/��������� )�$� ���/«��2���� !� �/�������  !$�  �/���/3��� ���� !� ������� a���[��� �� 3��$�����j ��$�  �/������� !� ���3�!������� ���� �������� �� 1�3�!������� ��� �/���2����� �� �/�������� �$ .������%� �Z$�  ���� «l� �!!� ��^$�j  !$�  �/���/3���j !� ���3�!��������� !Z����!!���$� 1��3���^$��
ef�fg h�ox~s jklxin{oms

�� 3��� ��$� i��3� ���3�!� �  �$� «��!��/ �� �����i��3�� !� 1�3�!������ ���%���! H̃ �Z$��]��q3� 1�3�!������ �� $�� i��3�  !$� ��3 !� Äi��3� ^$� ������.� !� ���$��$�� �]3 !����^$���� /^$������Å �  �!/� 1�3�!������ ���3�!��/j ��$� �� �1���1��� º ������ Î�l�����Î ����������]3/����� �]3 !����^$�� ^$� �Z/������ ^$Z�  ���1/��  �$�H � "� ������� �� ��� ��� i����3����!���j �� .���$ �$ �1/��q3� �� )���1��j º ��$�� �]3/���� �]3 !����^$� ������ ��� $�� ���/%��!� ��3�q�� �$ 3�$.�3���� *� !� �]��q3� 1�3�!������ ���3�!��/ º
n
��%�/� �� !�����/  ���q���$���� �� ��%�/� �� !�����/ ^$� �� ���������� �$ 3�$.�3��� �� ��.�!$����j �! ��� ���/%���!���� �����i��3����� �$ 1�3�!������ H �Z� q�� .�� !Z�3 !�� �Z$�� i������� %/�/������� F �\�$� �� i����j ������/���� $�� �����i��3����� �]3 !����^$�  ���1� �� !Z�������/ %/�/�/�  ��$�� i������� %/�/������� F j �����i��3����� �/ ������ �Z$�  ���3q��� ���3�������/

ε
ü !� ����%� ��� ��������/��

(y1 = q1, ..., yn = qn, yn+1 = p1, ..., y2n = pn)
�$l ��������/��

(x1 = q′1, ..., xn = q′n, xn+1 = p′1, ..., x2n = p′n)
�Z/���� i��3�!!�3���

x = f(y, ε)
� �Z��/� ��������º ������/��� !�  ���3q��� ���3�������/

ε
��33� $�  ���3q��� ������$  ���� ��.��� a Äε ∈ R+�.�� 0 ≤ ε� 1Åj !� ���$��$�� �]3 !����^$� ��� /^$������ /����  ���� �� ��3 �� �� �3 ����� º!� i������� %/�/������� F ^$� %/�q�� !� �1��%�3��� �� .�����!��j �� �����i���� �$l /^$������ ����3�!���j !�  ���3q���

ε
��3 !�*��� !� .�����!� ��3 �j �� F !� 1�3�!������j �� ����� ^$� !Z��/����  �$� $� �]��q3� 1�3�!������ _

dx

dε
= J

∂F
∂x

,
Äa�+cÅ
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�.�� !� ��������� ������!�

x = f(y, ε = 0) = y
�k� �Z�$���� ���3��j !� ��!$���� �� Äa�+cÅ ��� !� �����i��3����� �]3 !����^$� �$ "�  ��3��������  ����� �Z$� m�$ �� ��������/�� º !Z�$���� [��� !�� ��������/��

x
j !� 1�3�!������  ���� $��i��3�  !$� ��3 !� �� ��� !� 1�3�!������ ���3�!��/ K(x, ε) ��� ���$.� ���� !� !���/���$��  !$���$�� 3/�1���� &dj a,'  �$� �/�!���� !� 3��� ��$� i��3� ���23�!� �Z$� �]��q3� 1�3�!������� �� �1/���� #r\� �� !Z�!%����13� �� [� ��� ������  �/����/��$������3��� ���� !� �1� ���� ¬�

ef�fz õk{qirovinokl jk{qsrrs xs r�kvmorrins�{ pi{qklo��s ilovkn{kws×
n

xs�{~v xs ro�s{n~
)�$�  �/������� ��� !� ���3�!������� ���� �������� �� !Z����!!���$� 1��3���^$� �������� ��)�$� ^$�!�«��� ����� ���3�!������� �� Î���3�!������� i��3�!!�Î ��� !� 3/�1��� �� �/��������$�$�� ��������� �� ���$��$�� �$� !� i������� %/�/������� Ø � �� ���3�!������� i��3�!!� ����$��!��/� ���� !�� �1� ����� c �� ,��� ��������� �� ���$��$�� ����  �/���/�j $�� i���  �/����/� !�� ����3�!��

Ker adH̃0

��
Im adH̃0

j���� !�  ���%�� 1� a���d �� ���.��� º !� 3��� ��$� i��3� ���3�!� ��� 3���� !���$l �� .����������� 3�!/�$!�� ������3�^$�� !��/����� w#
2
�$ �1� ���� b  �� !Z�%����13� �� [� ������ 1�3�!������ H̃0

�  ��������� ���� !� �/.�!�  �3��� Äa�+aÅ ��� ��!$�j  �� �l�3 !�j �Z$�����!!���$� 1��3���^$� �������� � _

H̃0 =

n∑

k=1

ωk(q
2
k + p2k)

2
,

Äa�+,Å
�) !��

n
%�����$��

ωk

���� !��  $!������� ���
n
����!!���$���

ef�f} ®~¼lonokl x��l xs�{~ xs ro�s{n~ �o�{inokllsr
*��� $� �]��q3� 3�!/�$!����� [��� �� 3��$�����j ��$� ������ ^$� �� �]��q3�  ���q��

n��%�/� �� !�����/ .����������!� �� �! ���  �����!� �� !� �/�����  �� n ����!!���$�� $����3��������!��w����j $� �]��q3� 3�!/�$!���� �$^$�! �� � »�/ !� �������� �� !� �����!�����  ���q��
3n − 5

�$
3n− 6

��%�/� �� !�����/ .����������!� ��!�� ^$� �� �]��q3� ��� º %/�3/���� !��/���� �$ ����

ef�f� hi mklxonokl xs {~iron~
"������� �$��$�� Ä �� �l�3 !� &d'Å  �� ����� �� ���3�!���� !� 1�3�!������H �� ���.��!!��� º ����� ��� .�����!�� ������^$�� (q1, ..., qn, p1, ..., pn) j �Z�$���� Ä �� �l�3 !�j &�jac'Å  �/iq����������$��� !�� .�����!�� ��3 !�l�� zk = 1√

2
(qk + ıpk)

��
zk

∗ = 1√
2
(qk − ıpk)

������� !Z/�$��
�1/���^$�  !$� ���/�j ����33��� !��� �$  ����%� º !� 3/����^$� ^$����^$� Ä��� .�����!�� ����!�� ���!�%$�� �!����^$�� ��� � /����$�� �� �����Å� "Z��� ����� �� �/��������� ^$� ��$� �l ��������� !�� !�%��� ^$� �$�.���� "�� .�����!�� �����i��� �$l ��!������ Ä

1 ≤ j, k ≤ nÅ _

{zj , z∗k} =
n∑

i=1

(
∂zj
∂qi

∂z∗k
∂pi
− ∂zj

∂pi

∂z∗k
∂qi

) = −iδjk.
Äa�+¬Å

Ùþ ���.ÿ���� ÊýþÑ�Ë �� ����� ��� ����������� ������������ �ÿ 7��������� ��� ��ÿ� 2���� �������þ
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k� �$���j !� 3������ m��������� Ä���� !�� /!/3���� ���� ∂yi

∂xj
Å ��� _

M =
1√
2




1 0 0 ... 0 ı 0 0 ... 0
0 1 0 ... 0 0 ı 0 ... 0
0 0 1 ... 0 0 0 ı ... 0��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
0 0 0 ... 1 0 0 0 ... ı
1 0 0 ... 0 −ı 0 ... 0 0
0 1 0 ... 0 0 −ı 0 ... 0
0 0 1 ... 0 0 0 −ı ... 0��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
0 0 0 ... 1 0 0 0 ... −ı




.
Äa�+bÅ

&� �� ��� ��!�$! ����$�� º _
MJMT = −ıJ. Äa�++Å

[Z� �q� !�� /^$������ Äa�+¬Å �$ Äa�cdÅ �� Äa�++Åj !�  ����%� ��� ��������/��
(qk, pk)

�$l .�2����!��
(zk, z

∗
k)

��� $�� �����i��3����� �]3 !����^$� �� 3$!�� !��$�
λ = −ı�[��� !�� �1� ����� c º +j ��$� �/��%������  �� H̃(qk, pk) Ä�Z��� !� �] �%�� 1�� ��� �/� �� $��!� �/�$� �$  ���%�� 1� a��Å ��$� 1�3�!������ �l ��3/ �� i������� ��� .�����!�� �/�!!�� (qk, pk) �)�$� �3������� !� Î��!��Î !���^$� !� 1�3�!������ �l ��3/ �� i������� ��� ��������/�� ��32 !�l�� ����� ��3 �� �$ 3$!�� !��$� �]3 !����^$�

λ = −ı� [��� !� �$� �� ��  �� �$��1��%�� !�����������j !�� �$���� i�������� º .�����!�� ��3 !�l�� Ä��  �����$!��� !�� 3��»3�� �$ !�� i���2����� %/�/��������Å ���� ^$� ��� �3 ���/��  �� !� 3$!�� !��$�j �� ������  �� Î�È$�!/��Î �Z$�Î��!��Î� w����j �� /�����  �� !� �$��� _H0(zk, z
∗
k) = −ıH̃0(qk, pk) = −ıH̃0(zk, z

∗
k)
�

H̃(qk, pk)
��� $�� i������� º .�!�$�� �/�!!�� ���� !� m�$ ���

(qk, pk)
�$ ���

(z∗k, zk)
ü ��  �������� ��3 �� !� 3$!�� !��$�jH(zk, z∗k) ��� �3�%������  $�� \�$� ��$�

k ∈ [1, n]
j �� /����� ���� _

[H(zk, z∗k)]∗ = −H(zk, z∗k).
Äa�+dÅ

)�$� .������ ���� !�� /^$������ Äb�+�Å º Äb�d-Å �� !Z�!%����13� ��\w Ä"i� �1� ���� bÅj ^$� !����È/������ i�������� %/�/�������� Fj(zk, z
∗
k)

Ä
1 ≤ j ≤ 3Å ���� �/�!!��j ���� _

[Fj(zk, z
∗
k)]

∗ = Fj(zk, z
∗
k).

Äa�+�Å
���  �� ��/�/� Äa�+dÅ �� Äa�+�Å ���� �  �!/�� ��������� �� �/�!��/ &d' ���� !� m�$ ��� .�����!����3 !�l��� r�ø�� º !Z�3 !�� �$ 3$!�� !��$� �]3 !����^$� ���� !Z/����$�� �$ 1�3�!������ �!��2��^$�j ��� ���������� ������ 3���� º  ��«� ���� !� �1� ���� b !��� �� !Z$��!������� �� !Z�!%����13���\w Ä �$� ./��«�� !� i��3� �$ 1�3�!������ �� ��� ��È/������ i�������� %/�/�������� ���� !� ��%��33� '� !�Å�[��� �� ��$.��$ m�$ �� ��������/��j ��  ������ �� ��3 �� !� 3$!�� !��$� �]3 !����^$�

λ = −ıj!� 1�3�!������ ������/ º !Z����!!���$� 1��3���^$� ��� _
H0 = −ı(ω1z1z1

∗ + ... + ωnznzn
∗) .

Äa�+�Å
��  ���1���  ���%�� 1� �l ��� !�� �m$���3���� ���� !� �/«������ �� !Z� /����$� ��m���� �� �������3�!��

Ker adH̃0

��
Im adH̃0

^$� �/��������� !�  ���� �� ��3 �� �$ 3$!�� !��$� ���� !�1�3�!�������
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adH̃0 Ú Ker adH̃0

sn
Im

adH̃0)����� ��� ����.�3���
y = (qk, pk)

��
x = (zk, zk

∗)
!� m�$ ��� ��������� �� ��$.�!!��.�����!���[��� !�� ��������/��

y = (qk, pk)
j !Z� /����$� ��m����

(adH̃0
)y = {H̃0, .}

�  �$� �l ������� _

(adH̃0
)y =

n∑

k=1

ωk(qk
∂

∂pk
− pk

∂

∂qk
) .

Äa�d-Å
��j  �$� ��$�� i������� G ∈ Γ

j !Z/^$����� Äa�cdÅ �Z/���� Ä�� ��3 !�*��� F  �� H̃0Å _
adH̃0

(G)y = λadH̃0
(G)x = adH0(G).

Äa�daÅ
[��� !� m�$ �� ��������/�� ��3 !�l��j !Z� /����$� adH0

������/ º Äa�d-Å �Z�l ��3� ��33� �$�� _

adH0 = ı
n∑

k=1

ωk

(
zk

∂

∂zk
− zk

∗ ∂

∂zk∗

)
.

Äa�dcÅ
�� �/«��� ������

(adH̃0
)x
j !Z� /����$� �m���� �� H̃0

Ä�$  !$� ��3 !�3���
adH̃0

Å �l ��3/ ����������/�� ��3 !�l�� (zk, z
∗
k)

 �� Ä��� � /����$� �����.������ ���� !Z�!%����13� �� [� ����l ��/ �$ �1� ���� ¬ �� $��!��/ �$ �1� ���� bÅ _

adH̃0
=

adH0

λ
=

n∑

k=1

ωk

(
zk

∗ ∂

∂zk∗
− zk

∂

∂zk

)
.

Äa�d,Å
��� 3��»3�� ��3 !�l�� σ = z1

α1z1
∗β1 ...zn

αnzn
∗βn

Ä�.�� ∑n
k=1(αk + βk) = m

!� ��%�/ �$3��»3�j !��
αk

��
βk

���� ��� ��3���� �������Å ���� !�� /!/3���� �� !Z�����$ ���  �!]�»3����3 !�l��
C(z, z∗)

�� ���� .����$��  �� ��� �� H̃0

 $��^$� _

adH̃0
(σ) =

( n∑

k=1

ωk(βk − αk)

)
(σ).

Äa�d¬Å
��� ��]�$l �� �3�%� �� !Z� /����$� ��m���� ^$� ��$� ������

Ker adH̃0

��
Im adH̃0

���� !������3�!�� ./��«��� ��� ����.�3��� &a,'
adH̃0

(σ) = 0
��

adH̃0
(σ) 6= 0

�k�«�j ��$m�$�� �� .$� �Z$�� $��!������� ���� !Z�!%����13� �� [� ��� Ä.�� !�� /^$������ Äb�+�Åº Äb�d-Å �$ �1� ���� bÅj �� �/«��� !�� ����1��� �� \������ Ä.�� !�� .�����!�� ��3 !�l��Å �����!� 1�3�!������ H(zk, z∗k) �� $�� i������� G(zk, z∗k)  �� _

{H, G}x =
n∑

k=1

(
∂H
∂zk

∂G
∂zk∗

− ∂H
∂zk∗

∂G
∂zk

)
.

Äa�dbÅ
�� ��  �!!� ������ ^$� !�� ����1��� �� \������ Ä�l ��3/� �� .�����!�� ��3 !�l��Å ����� ��$li�������� F �� G ���� Ä!Z������ Î

x
Î ��� �]��/3���^$�3��� �3��  �$� /.���� !� ���i$���� �.��Äa�dbÅÅ ���� _

{F , G} = ı

n∑

k=1

(
∂F
∂zk∗

∂G
∂zk
− ∂G

∂zk∗
∂F
∂zk

)
.

Äa�d+Å
*� F ��� !� i������� 1�3�!�������� H = −ıH̃ j !Z/^$����� Äa�d+Å ��� /%�!� º !Z/^$����� Äa�dbÅ�
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ef�f� ôln~{·n xsv slvsq�rsv

Ker adH̃0

sn
ImadH̃0

xilv ri lk{qirovinokl
��  ����%� �Z$� 1�3�!������ H̃ j ��  ����� ^$������^$� H̃0 =

∑n
k=1

ωk(q
2
k+p2k)

2

j º $� 1�3�!��2���� ���3�!��/ K̃ �Z� q�� º  ����� �Z$� �1��%�3��� �� .�����!�� Ä�����i��3����� �]3 !����^$�Å ���1� �� !Z�������/ �$  �� !� ��� �� !� i������� %/�/�������
φF
ε Å %/�/�/  �� $�� i������� %/2�/������� F Ä

ε
$�  ���3q��� ���3�������/ ��! ^$�

0 ≤ ε << 1Å� \�� $� �1��l m$�����$l �� !�i������� %/�/������� Ä!�  ���/�$�� �� ���3�!������� i��3�!!� ��� �l ��/� ���� !Z����l� w ü �� ]3����� ^$� !� i������� %/�/������� ���� �����i���� º $�� ��������� �� ���$��$��j !�^$�!!� ��������º �1����� F �  �������� º
ImadH̃0

Åj !� 1�3�!������ ���3�!��/ �  ������� �$ ��]�$ �� !Z� /��2��$� ��m���� H̃0

_
adH̃0

(K̃) = {H̃0, K̃} = −{K̃, H̃0} = −adK(H̃0) = 0
j �� �Z�$���� ���3��j H̃0��� �������� ��$� !� ��� �� K̃ j �Z��� ������ $�� ���/%��!�  ��3�q�� �$ �]��q3� ���3�!��/� �����3�!������� i��3�!!� � ������ !� 3/���� ��  �/����� !�� ^$�����/� ���� �/ ��� !� 1�3�!���������3�!��/ K̃ � "�� ^$�����/� �������$��� $�� ���� �� ��!���� Ä"i� �1� ����� c �� ,Å �� Ker adH̃0

�

ef�f� ¹llsi� xsv wkr�lÛqsv mkqwrs�sv ol�i{oilnv wi{ {sl�s{vsqslnx� nsqwv Ú C(z, z∗)τ�Z������ �� !Z� /����$� ���.����3��� �$ ��3 �
τ
�$� !� m�$

(zk, zk
∗)

Ä
1 ≤ k ≤ nÅ ��� _

τ(zk) = zk
∗ j τ(zk) = zk

∗ � �� �/��%��  ��
C(z, z∗)τ

!� ��$�2�����$ ��� 3��»3��
σ
��.������� �� ���.����3��� �$ ��3 � &,¬' _

C(z, z∗)τ = {σ ∈ C(z, z∗)/τ(σ) = σ} �

OPÜ bcdVTUTRV WÝXV_ ZcSRV¦V«_ p : q YRXZ XV SªSU]^_ §¦³^T\URVT_V Þ W_Xß W_ZcS W_ \T[_ZUc àT[Z¦UTRVV_\S
ef�fe |kvonokl x� w{k�r�qs

"�����/���� $� �]��q3� 1�3�!������ �������$/ �� ��$l ����!!���$�� ���/� ÎaÎ �� ÎcÎ Ä�� $!�������
ω1

��
ω2Å� )����� H̃ j !� 1�3�!������ �$ �]��q3� �� H̃0 = 1

2

∑2
k=1 ωk(q

2
k + p2k)

j !�
1�3�!������ ���� !� !�3��� 1��3���^$�� �� /���� _ H̃ = H̃0 + H̃pert

�.�� H̃pert

$� 1�3�!��������  ���$��������[/��%���� ������  ��
Jk =

1
2
(q2k+p2k)

��
ϕk = −arctan(pkqk )

Ä
k = 1, 2Å !�� .�����!�� ��%!�2������Ä"i�  ���%�� 1� a�+�cÅ�[��� !� !���/���$��j �! �l���� ��È/������ �/«������� �� !� �/�������� )�$� �!!��� !��  ����� ����.$� ���� !��  ���%�� 1�� a���c º a���¬�[��� ����� �1q��j º !Z�l�� ���� �$ �1� ���� d �) ��$� ��� ������ !� �/«������ �Zki����1��$Ä ���%�� 1� a���,Åj ��$� $��!������� ��!!�  �� ��/� ���� !�  ���%�� 1� a���c ��� �!!� ��� ������� �/� º !Z/�$�� �� !� ���3�!������� i��3�!!� Ä�1� ����� c �� ,Å ����� ^$Zº !Z�3 !�� �� !Z�!%�2���13� ��\w Ä"i� �1� ����� ¬ �� bÅ� "���� �/«������ ���� /����$� º ��� �]��q3�� 1�3�!�������º

n
��%�/� �� !�����/ .����������!� ���� !� �1� ���� ,�

ef�fg |{sqo�{s x~¼lonokl xs ri {~vklilms
p : q

sln{s xs�� kvmorrins�{v
H§½�¡�¡��

�� �]��q3� �Z����!!���$�� ��� ��� �/������� �$  �/����� $�� �/�������
p : q

�� !�� ��$l $!������� ���� ��!�/��  �� $�� /^$����� �� !� i��3� Ä
p
��

q
���� ��$l ������� ���$��!� ��� �$!�j
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 ��3���� ����� �$l ��

p ≥ qÅ &dja,' _
ω2

ω1
=

p

q
.

Äa�ddÅ
o£¦t �t h¡¥¿t��

�� ��������� �� �/������� Äa�ddÅ i��� ^$� !� ��]�$ Ker adH0

�� !Z� /����$� ��m����
adH0��� ��%����/  �� !��

4
3��»3�� Ä &a,' �� w���l� "Å _
σ−1 = z1

∗pz2
q, σ0 = zp1z2

∗q, σ1 = z1z1
∗, σ2 = z2z2

∗.
Äa�d�Å

�� ��]�$ � !� ���$��$�� �Z$�� �!%q��� �� ��� �  �!/� �!%q��� ���  �!]�»3�� ��.�������� ���%/�/����$��
σk

Ä−1 ≤ k ≤ 2Å i��3��� $�� ���� ��
Ker adH0

�  �!/� ���� �� ��!���� Ä &�ja-jaa'Å���� %/�/����$�� �� !� ���� �� ��!���� ���� ��.�������  �� !� ��� �� !Z����!!���$� 1��3���^$�
φH0
t

j!�^$�! ��� $�� �]3/���� �]3 !����^$�  �$� !�� %/�/����$������ ����1��� �� \������ ����� !�� %/�/����$�� ������� !��$ º ��� ��!������ ��� �$!!�� ���� _
{σ−1, σ1} = ipσ−1,

Äa�d�Å
{σ−1, σ2} = −iqσ−1,

Äa��-Å
{σ0, σ1} = −ipσ0,

Äa��aÅ
{σ0, σ2} = iqσ0,

Äa��cÅ
{σ−1, σ0} = iσ1

p−1σ2
q−1(p2σ2 − q2σ1).

Äa��,Å
C§¦��£� t t� s¡¦t ¦��¦ À��st ���s£¥t

�� 3��� ��$� i��3� ���3�!� �$ 1�3�!������ H̃ ���������� º �����i��3�� .�� $� �!%����13��/��/ Ä��\wj #r\�j ���Å !� 1�3�!������ ��  ���$������� �� i������� ��� %/�/����$��
σk

Ä−1 ≤
k ≤ 2Å�
ef�fz ®s��o�qs x~¼lonokl Ú {~vklilms

p : q
vsrkl ñjvninpok�

H§½�¡�¡��
"1�p ��� �$��$�j �! ] � �/�������

p : q
����� !�� ��$l ����!!���$�� Ä�.�� !� �1��l ω2

ω1
= p

q

ü
�� ������.� !�� ��������� �� !� ������� a���cÅ �� !� 1�3�!������ H̃ ��33$�� �$ ���� �� \�������.�� !� 3�3��� J = qσ1 + pσ2

&ac' _
{H̃, J } = 0.

Äa��¬Å
E��¦§¨�t� t

��� %/�/����$�� �� !� ���� �� ��!���� ���� &ac' _
J = qσ1 + pσ2,

Äa��bÅ
Π1 = qσ1 − pσ2,

Äa��+Å
Π2 =

√
2p+qpqqpRe

(
z1

pz2
∗q
)
,

Äa��dÅ
Π3 =

√
2p+qpqqpIm

(
z1

pz2
∗q
)
.

Äa���Å
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��� %/�/����$�� �����i��� �$l ��!������ �$�.����� _

{Π1, Π2} = −2pqΠ3,
Äa���Å

{Π3, Π1} = −2pqΠ2,
Äa��-Å

{Π2, Π3} = −pq(J +Π1)
p−1(J −Π1)

q−1[Π1(p+ q) + J (q − p)]. Äa��aÅ
C§¦��£� t t� s¡¦t ¦��¦ À��st ���s£¥t

k�  �/����� �Z$�� �/�������
p : q

Ä�/«������ a�ddÅj !� 1�3�!!������H0

�� �/�$�� i���!�3����$ 3�3���  $��^$�
H0 =

ω1

q
J . Äa��cÅ

[Z� �q� Äa��cÅj �! ] � �/�������
p : q

����� !�� ��$l ����!!���$�� �� !� 1�3�!������ H̃ ��33$���$ ���� �� \������ �.�� H0

_
{H̃, H0} = 0.

Äa��,Åk� �Z�$���� ���3��j º !� �/�������j �� ������$�� !� 1�3�!������ H̃ �� i�*�� º �� ^$� H̃ ∈
Ker adH0

_ �� �1���1� ���� º �/���3���� $� 1�3�!������ H̃ 3�� ��$� i��3� ���3�!�� k� �$���j��  ���� �Z$� m�$ �� ��!������ ����� !�� %/�/����$�� º !Z�$��� Ä/^$������ Äa�d�Å º Äa��,Å �� Äa���Åº Äa��aÅÅ .�� !�� /^$������ �$�.����� _
σ1 =

J +Π1

2q
,

Äa��¬Å
σ2 =

J − Π1

2p
,

Äa��bÅ
σ−1 =

Π2 − ıΠ3√
2p+qpqqp

,
Äa��+Å

σ0 =
Π2 + ıΠ3√
2p+qpqqp

.
Äa��dÅ

w$ ���� �Zk��1����$j !� �/������� �3 !�^$� ^$� !� 1�3�!������ ��  ���$������� ��� i������� ���%/�/����$���
C§¦��£� t −p : q"�� �$��$� �/«��� /%�!�3��� !� �/������� −p : q

����� ��$l ����!!���$�� Ä�.�� !� �1��l
ω2

ω1
= −p

q
Å  �� _

{H̃, J } = 0.
Äa���Å�.�� J = qσ1 − pσ2

� ��� %/�/����$�� �� !� ���� �� ��!���� ���� _
J = qσ1 − pσ2,

Äa���Å
Π1 = qσ1 + pσ2,

Äa�a--Å
Π2 =

√
2p+qpqqpRe

(
z1

pz2
q

)
,

Äa�a-aÅ
Π3 =

√
2p+qpqqpIm

(
z1

pz2
q

)
.

Äa�a-cÅ
"������� �]��q3�� 3�!/�$!����� ��33� !� 3�!/�$!� "�

2

3������ �� m�$  !$���$�� �/������������ $�� �/������� −2 : 1
&caj,,'�
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H§½�¡�¡��

�� �]��q3�  �/����� $�� �/�������
p : q

�� !� 1�3�!������ ��  ���$������� �l !����/ ��i������� ��� .�����!�� ��%!�2������ �������� $� ���3� �� !� i��3� Ä �� �l�3 !� &�j,a'Å _
H̃′

pert(ϕ1, ϕ2, J1, J2) = 2
√
Jp
1J

q
2 cos(pϕ1 − qϕ2)

(
αresp:q +

∑

k

αkJk

+
∑

i≤j

αijJiJj + ...

)
,

Äa�a-,Å
�.�� αresp:q

j
αk

j
αij

��� ���Ï����� �/�!�� [��� ����� �/«������j
q
 �$� ��� $� ������ ��!���i Ä ���l�3 !�j !� �/�������

2 : −1 &,aj,,'Å�
C§¦��£� t t� s¡¦t ¦��¦ À��st ���s£¥t

�� 1�3�!������ ��  ���$������� �l ��3/ �� i������� ��� .�����!�� ��3 !�l�� zk =
√
σke

−ıϕk��
z∗k =

√
σke

ıϕk
j ���!�%$�� �!����^$�� ��� � /����$�� �� �����

âk
��

â+k
Ä!�� .�����!�� ������ Jk���� /%�$l �$l 3��»3��

σk = zkz
∗
k Åj ��� _

H̃′
pert = (z∗1

pz2
q + z1

pz∗2
q)(αresp:q +

∑

k

αkσk +
∑

i≤j

αijσiσj + ...).
Äa�a-¬Å

k� $��!����� !�� /^$������ Ä"��Å �� Ä"��Å Ä"i� ����l� "Åj �� �� �/�$�� ^$� H̃ �  ������� �$ ��]�$�� !Z� /����$� ��m���� �� H0

� �º ������j ����� �/«������ ����$�� º ���1���1�� !� 1�3�!�������$ �]��q3� ��$� i��3� ���3�!��
OPOá âRV«\XSTRV

&��  ����� ��� �$��!� ��������!� º �� ���.��! �� �1q�� �]��� /�/ ������$��� ���� �� �1� ����Ä�����i��3����� ������^$�j 3$!�� !��$� �]3 !����^$�j � /����$� ��m����j .�����!�� ��%!�2������j���3�!������� i��3�!!�j !����%� ���  ����� «l��j �/«������ �Z$�� �/�������j ���Åj ��$� �l�3���2���� ���� !�  ���1��� �1� ���� !� ������$����� ��� 1�3�!������� ���3�!��/� �� !Z������� ���/�������� k�  �����$!���j !Z� /����$� ��m���� �� !� ���3�!������� i��3�!!� ������ $��!��/� �«��� �/���3���� $� 1�3�!������ ^$� ��33$�� �.�� !�� %/�/����$�� �� !� ���� �� ��!����� [����� �1� ���� cj ��$� �/���3������� $� ����3�!� �Z� /����$�� �/��������� º !Z/����$�� �$ 1�3�!2������ �� ��$� ��������� �l !�����3��� !�� ��!������  ��3������ �� ��!�$!�� !� ��3��� �� ���� /����$�� º $� ����� ����/ �$ �/.�!�  �3����
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HI�J���� ã
H����������� �� I����������� ��������M�
��� �M�������� ä n ��å�M� �� ������M J��
�� ������������� æ�������

aPO çVUZRWX«UTRV
k� � �������� �� 3�!/�$!����j !� ������$����� �� 1�3�!������� ^$����^$�� .����������!� ���]��q3�� 3�!/�$!����� i����3��� �l���/� Ä!�3��� !���!�Å  �� $� i��3�!��3� �!%/���^$� ��^$�����Z������$��� Îº !� 3���Î !�� � /����$�� ����$����� !�� /�1��%�� �Z/���%�� º  !$���$�� ^$��������� !�� ����!!���$�� �� �!  �$� ��.���� i������$l �Z/.�!$�� !� ��3��� ����! �Z� /����$�� �  �2�������� ���� !� 1�3�!������� "� �1� ���� �  �$� ��m�� ��  �� ����j ���� !� !�3��� !���!�j ��!Z������� �� �/�������j $�� 3/�1��� �]��/3���^$� �� ������$����� �$ 1�3�!������ �!����^$����3�!��/ .����������! �Z$� �]��q3� 3�!/�$!���� �/����  ��

n
����!!���$�� i����3��� �l���/� º ����� ��� %/�/����$�� �Z$�� �!%q��� �� ���j !Z�!%q��� ���  �!]�»3�� ��.�������j 3��� /%�!�3����� �/��3���� !� ��3��� �� 3��»3�� ���/ ������� �/��������� º !� ������$����� �$ 1�3�!2������ �/.�!�  / �$� !� ���� �� ��� %/�/����$�� Ä�/.�!�  �3��� ��� �� [$�1�3Å m$�^$Zº $������

N
����/� &�� �  !������� º !� 3�!/�$!� ������3�^$� ��� !��/���� "!�� ��� �/.�!�  /�º !� ������� c�+ �) ��$� �l !������� �!��� !� 1�3�!������ ^$����^$� .����������! �/�$�� �� ���1�3�!�%$� �!����^$��

aPa èX_\¬X_S c\c^_VUS U§cRZT¬X_S
gfgfe ®svm{ownokl xs v�vn�qsv qkr~m�rio{sv wi{ rsv qkxsv rkmi��

k�  ��3�q�� �  ��l�3�����j !�� .��������� 3�!/�$!����� ��� �]��q3�� ������3�^$�� ������2�$��� $� m�$ �� � ����!!���$�� 1��3���^$�� ��$ !/�j 3!��� !�� ��������/�� ����/������� ���
.����$�� �/ !���3���� ��� ��]�$l  �� ��  ��� º !�$� ���«%$������ �Z/^$�!����� [��� !Z/�$����� 3���� ���3�$lj !�� ��������/�� ���3�!��

Qj

Ä�$ ��3��� ��
Υ � , �$ ¬ ��!�� ^$� !��]��q3� 3�!/�$!���� ��� !��/���� �$  ��Å ���� ������$���� �� i�*�� º ���%���!����j ���� !� !�3���1��3���^$�j !� i��3� ^$������^$� �$  �������!

V
�w �1�^$� ��������/� ���3�!� ��� �!��� ������/ $� 3��� ���3�! �� .�������� ��  $!������

ωj

� ����^$�
dj

����!!���$��  ���q���� !� 33�  $!������j !� 3��� ���3�!j ���/
νj
j ���

dj
i����/%/�/�/� [��� ����� ������ ����j �� !� �]��q3� 3�!/�$!����  ���q��

k
3���� ���3�$lj �� � _

∑k
j=1 dj = Υ

Ä�.�� k ≤ ΥÅ ü !� m�$ �Z����!!���$��j º !Z���� ��� ��������/�� ���3�!��j ��� ������/����j ���� !� !�3��� 1��3���^$�j  �� $� ����3�!� ��
k
����!!���$�� 1��3���^$�� «���i� ���/2
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 �������� ����^$� !�� 3�$.�3���� .����������!� ���� ��q� �l���/�j !� !�3��� !���!� ^$� 3�� ��m�$ !�� 3���� !���$l ��3�!� 3��$l ��� �/� ^$� !�� 3���� ���3�$l�
gfgfg ÷�vn�qs piqornklosl lkl {~vklliln

k�  ��3�q�� �  ��l�3�����j !� �]��q3� 3�!/�$!���� ��� �/����  �� !� 1�3�!������H0

Ä/^$�2���� Äa�+,Å �$ �1� ���� aÅ� �� �]��q3� ��� ��� ��� �/�������j �Z���2º2���� ^$� !� 1�3�!������H0Ä �� �l�3 !� &d'Å ��� ��! ^$� !�� n  $!�������
ωk

���� ���/ �������� _ �! �Z�l����  �� �� ��!�����
∑n

k=1 λkωk = 0
�$��� ^$� !� ��!����� ���.��!��

gfgfz ñ��inoklv x� qk��sqsln
)�$� ������$����� ��� !�� .�����!�� ��3 !�l�� zk

��
z∗k

�/«���� �� i������� ��� .�����!��������^$��
qk

��
pk
j
zk = 1√

2
(qk + ipk)

��
z∗k = 1√

2
(qk − ipk), 1 ≤ k ≤ n

� "�� .�����!�� �����i���
�$l ��!������ _ {zj , z∗k} =

∑n

i=1(
∂zj
∂qi

∂z∗k
∂pi
− ∂zj

∂pi

∂z∗k
∂qi

) = −iδjk
j
1 ≤ j, k ≤ n

� �� �1��%�3��� ����������/�� ���
(qk, pk)

��
(zk, z

∗
k)

��� $�� �����i��3����� �]3 !����^$� �� 3$!�� !��$�−ı� ��1�3�!������ H0

��� ����/  �� !Z/^$����� Äa�+�Å� k� ��������/�� ��3 !�l��j  �$� 1 ≤ k ≤ n
j!�� /^$������ �$ 3�$.�3��� ���� _

dzk
dt

=
∂H0

∂z∗k
= −ıωkzk.

Äc�aÅ
gfgf} �rkn piqornklosl

Γ
�/��%�� !Z�� ��� ���  1����� w  ����� �Z$�� ��������� ������!�

z0 = (z1,0, ..., zn,0)
j !���!$���� ��� /^$������ �$ 3�$.�3��� �Z/���� i��3�!!�3���

z(t) = φt
H0(z0)

� �Z�  !�������
φt

H0 :
Γ→ Γ

��� !� ��� 1�3�!������ %/�/�/ Ä &+jac'Å  �� H0

�
�� � _

z(t) = φt
H0(z0) =⇒




z1(t)���
zn(t)




=




e−ıω1t 0 . . . 0
0 e−ıω2t . . . 0

0 0

� � �
0

0 0 0 e−ıωnt







z1,0���
zn,0


 .

Äc�cÅ

��� ��!$�����
z(t)

�������$��� ������ !�� ���m�������� �$ ��� 1�3�!������ �$ !�� ������� ��!Z����!!���$� 1��3���^$��
gfgf� êivs xs �or�s{n

k� !Z������� �� �/�������j !� ��]�$ �� !Z� /����$� ��m����
adH0

��� ��%����/  �� !��
n3��»3�� Ä &a,'j w���l� "Å σ1 = z1z1

∗ j ���j σn = znzn
∗ � Ker adH0

� !� ���$��$�� �Z$�� �!%q����� ��� �  �!/� �!%q��� ���  �!]�»3�� ��.�������� ��� %/�/����$��
σk

Ä
1 ≤ k ≤ nÅ i��3���$�� ���� ��

Ker adH0

�  �!/� ���� �� ��!���� Ä &�j a-j aa'Å� ����^$� !� 1�3�!������ ��� ����/�������j ����� ���� ��� $��^$� &a,jc¬'���� %/�/����$�� ���� ��.�������  �� !� ��� �� !Z����!!���$� 1��3���^$�j ���� _∀t, 1 ≤ k ≤ n, ∀z ∈
Γ
j

σk(φ
H0
t (z)) = σk(z) .

Äc�,Å
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Äc�,Å ��%��«� ^$� φH0

t

��� $�� �]3/���� �]3 !����^$�  �$� !�� %/�/����$�� �� !Z�!%q��� Ä &+jdjac'Å ü�� �Z�$���� ���3��j �� .���$ �$ �1/��q3� �� )���1��j
1 ≤ k ≤ n, {σk, H0} = 0

�k� ��������/�� ��3 !�l��j !�� ����1��� �� \������ ����� !�� %/�/����$�� ���� Ä �$�
1 ≤ i, j ≤

nÅ _

{σi, σj} = i

n∑

k=1

(
∂σi

∂zk∗
∂σj

∂zk
− ∂σi

∂zk

∂σj

∂zk∗
) = 0.

Äc�¬Å
gfgf� �iqornklosl lk{qirov~ K�� �1���1� º ������$��� $� 1�3�!������ �  �!/ 1�3�!������ ���3�!��/K ��! ^$�H0

��33$���.�� K j ���� {H0, K} = −adH0(K) = adK(H0) = 0
� �� 1�3�!������ ���3�!��/ �Z/���� ��$� !�i��3� &a,' _K = H0+f(σ1, ..., σn)

� "�33� !�� %/�/����$�� �� !� ���� �� ��!���� ���� ��.������� �� ���.����3��� �$ ��3 �j !� 1�3�!������ !Z��� /%�!�3��� _
τ(K) = K � )�$� �/3������������� !Z����l� " ^$� !� 1�3�!������K ������$��  �$� $� �]��q3� º

n
��%�/� �� !�����/ �� ����/ �� !Z/^$����� Äc�dÅ �  ������� ���� º

Ker adH0

�
gfgf� ¢{x{s x� x~�srkwwsqsln

[��� �� ���.��!j ��$� �l ��3��� !� 1�3�!������ ���3�!��/ ��33� $� �/.�!�  �3���  �!]�»23��! ���  $�������� ��� %/�/����$�� Ä�/.�!�  �3��� �� [$�1�3Å� [��� !� �$��� �$ 3��$�����j��$� �/��%������  ��
λ23��»3� �� ��%�/

d =
∑λ

`=1 2ri`
j ��$� 3��»3� �������$/  �� !�  ���$�����  $�������� ��

λ
%/�/����$�� �� !� ���� �� ��!���� Ä

2 ≤ λ ≤ nÅ _ σi1
ri1 ...σiλ

riλ
Ä
d ≥ 2λÅ� ���$ !��

λ23��»3�� ��  !$� 1�$� ��%�/
d = N

���� !Z/����$�� �$ 1�3�!������ K «l����� !Z�����
N

�$ �/.�!�  �3���� [��� �� �1� ����j ��33� !�� %/�/����$�� �� !� ���� �� ��!���� ���� ��$��� ��%�/ cj !Z�����
N

��� �/��������3���  ��� Ä�.�� N ≥ 2Å�

aP¤ âRVSUZX«UTRV _U WcVR^[Z_^_VU © SªSU]^_ W_ W_Xß RS³«T\\¦U_XZS ën = 2ì
"� ���  �$� 3��/!����j  �� �l�3 !�j !�� ��$l 3���� !���$l �Z/!��%����� ��� 3�!/�$!��������3�^$�� !��/�����j 3��� �$��� ��$� �]��q3� 3�!/�$!���� �]��� �$ 3���� ��$l 3���� ��

.�������� ��� �/����������� 1�3�!������ ���3�!��/ ��� �/������� K j ��  ����� ^$������^$�H0 = −ı(ω1σ1+ω2σ2)
j �Z���i������� ^$� ��

σ1

��
σ2

_ K = H0 + f(σ1, σ2)
�k���.���2!� ��33� $� �/.�!�  �3���  �!]�»3��! ��

σ1

��
σ2

m$�^$Zº !Z�����
N

Ä
N ≥ 4

���������$��!Å _

K = H0 +

Q0∑

q0=2

(α1
q0
σ1

q0 + α2
q0
σ2

q0)

+

Q0∑

r=2

∑

1≤i1<i2≤2

ri1+ri2=r∑

ri1≥1, ri2≥1

αi1, i2
ri1 , ri2

σ
ri1
i1

σ
ri2
i2

.
Äc�bÅ

[��� !Z/^$����� Äc�bÅj !�� 3��»3�� ���� ��$� �/�!�� [�  !$�j !� �����i��3����� ���
(qk, pk)

��
(zk, z

∗
k)

��� $�� �����i��3����� �]3 !����^$� �� 3$!�� !��$� −ij º !Z������ �$ 1�3�!������ K j�� �� �/�$�� ^$� ��$� !�� ���Ï������
α1
q0

j
α2
q0

j
αi1, i2
ri1 , ri2

���� �3�%�������  $�� ü
q0
j
i1
j
i2
j
ri1

��
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ri2

���� ��� ������� ���$��!� ü !� ��%�/
d
��� 3��»3��

σq0
1

j
σq0
2

��
σ
ri1
i1

σ
ri2
i2

.�$� ��� ����.�3���
2q0

��
2r

ü
q0

��
r
 ������� ��$��� !�� .�!�$�� ����q��� �� 2 º $�� .�!�$� 3�l�3�!�

Q0
��!!� ^$�

Q0 = E(N
2
)
�.�� E(x)

!�  ����� ����q�� ��
x
� *�

N = 2
j !�� ���Ï������

αi1, i2
ri1 , ri2

j
α1
q0

��
α2
q0

����
�$!�� [�  !$�j K �������� Q0(Q0+3)

2

3��»3���
aP̄ âRVSUZX«UTRV _U WcVR^[Z_^_VU © SªSU]^_ W_ UZRTS RS³«T\\¦U_XZS ën = 3ì

"���� /�$�� 3��1/3���^$�  �$� ���.�� �� 3��q!�j  �� �l�3 !�j º !� ������ ���� ��� 3����!���$l Ä�Z/!��%����� �� ��  !��%�Å ��� 3�!/�$!�� ������3�^$�� ��� !��/����� w#" &a¬' �$ w#
2&,b'��� 1�3�!������ ���3�!��/ ��� �/������� K j ��  ����� ^$������^$�H0 = −ı(ω1σ1+ω2σ2+ω3σ3)
j�Z��� i������� ^$� ��

σ1

j
σ2

��
σ3

_ K = H0 + f(σ1, σ2, σ3)
�k���.���2!� ��33� $� �/.�!�  �3���  �!]�»3��! ��

σ1

j
σ2

��
σ3

m$�^$Zº !Z�����
N

_

K = H0 +

Q0∑

q0=2

(α1
q0
σ1

q0 + α2
q0
σ2

q0 + α3
q0
σ3

q0)+

3∑

`=2

Q0∑

r=max(2, `)

∑

1≤i1<...<i`≤3

ri1+...+ri`=r∑

ri1≥1, ..., ri`≥1

αi1, ..., i`
ri1 , ..., ri`

σ
ri1
i1

. . . σ
ri`
i`
.

Äc�+Å

i1
j ���j

i`
���� ��� ������� ���$��!� ��� �$!� �����i������ �$l ��!������ �Z����� _

1 ≤ i1 < . . . <
i` ≤ 3

ü
ri1

j ���j
ri`

���� ��� ������� ���$��!� ��� �$!� �����i������ º !� ��!�����
ri1 + ...+ ri` = r

j�.�� r $� ������ ���$��! ��3 ��� ����� !�  !$� %����� ��� ��$l .�!�$�� �$ ��$ !�
(2, `)

Ä���/�
max(2, `)Å �� Q0

� ��� ���Ï������
αk
q0

Ä
1 ≤ k ≤ 3Åj αi1, ..., i`

ri1 , ..., ri`

���� ���  ���3q���� �3�%�������
 $��� \�$�

N < 6
j ��$� !�� ���3�� �� !� �����q�� ��33� �� !Z/^$����� Äc�+Å ���� �$!�� k� �$���j

K �������� Q0(Q2
0+6Q0+11)

6

3��»3���
aP± ícVcZ¦\TS¦UTRV © SªSU]^_ W_ n RS«T\\¦U_XZS
gf�fe óklvn{�mnokl x� piqornklosl lk{qirov~

��  ����� ^$������^$� �$ 1�3�!������ ���3�!��/ ��� �/������� K ��� _H0 = −ı
∑n

k=1 ωkσk

����
n
^$�����/�

ωk

���� ���  $!������� ������/�����^$�� ��� ����!!���$���k���.���K ��33� $�� i������� ���
n
%/�/����$�� �� !� ���� �� ��!���� _K = H0+f(σ1, ..., σn)

�k� !Z������� �� �/������� ����� ��$l ^$�!���^$�� ����!!���$��j /���.��� K ��33� $� �/.�!� 2 �3���  �!]�»3��! ��
σ1

j
σ2

j ���j
σn

Ä
n ≥ 3

������ ���$��!Å m$�^$Zº !Z�����
N

_

K = H0 +

n∑

k=1

Q0∑

q0=2

αk
q0
σq0
k +

n∑

`=2

Q0∑

r=max(2, `)

∑

1≤i1<i2<...<i`≤n

ri1+...+ri`=r∑

ri1≥1, ..., ri`≥1

αi1, ..., i`
ri1 , ..., ri`

σ
ri1
i1

. . . σ
ri`
i`
.

Äc�dÅ
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i1
j ���j

i`
���� ��� ������� ���$��!� ��� �$!� �����i������ �$l ��!������ �Z����� _ 1 ≤ i1 < i2 < . . . <

i` ≤ n
ü
ri1

j ���j
ri`

���� ��� ������� ���$��!� ��� �$!� �����i������ º !� ��!�����
ri1 + ...+ ri` = r

j�.�� r
$� ������ ���$��! ��3 ��� �����

max(2, `)
��

Q0

� ��� ���Ï������
αk
q0

��
αi1, ..., i`
ri1 , ..., ri`

����
���  ���3q���� �3�%�������  $��� \�$�

E(N
2
) < n

j ��$� !�� ���3�� �� !� �����q�� ��33� ��!Z/^$����� Äc�dÅ ���� �$!��

gf�fg ®~lkq�{sqsln
�� �/��3���3��� �$ ��3���

Λ
�Z� /����$�� �/��������� º !� ������$����� �� K  �$� !� ���

n = 3
 �$� �� 3����� ��$� !� i��3� Ä

N ≥ 6Å _

Λ = 3 + 3(Q0 − 1) +
3Q0(Q0 − 1)

2

+
Q0(Q0 − 1)(Q0 − 2)

6
,

Λ =

3∑

λ=1

Cλ
3C

λ
Q0
.

Äc��Å
r/�/��!����� !� i��3$!� �� �/��3���3��� Äc��Å  �$� $� �]��q3� º

n
��%�/� �� !�����/ Ä

n ≥ 3Å�w $� �����
N

��
d
����/� Ä

2λ ≤ d ≤ N Åj �! ] �
Cλ

n

i�*��� �� �1����� !��
λ
%/�/����$�� �Z$�

λ23��»3� �� ��%�/
d
 ��3� !� m�$ Ä

σ1

j
σ2

j
σ3

j ���j
σnÅ� [�  !$�j  �$� $� �1��l ����/ ��

λ%/�/����$��j ������
Nr

!� ��3��� �� i�*��� �� �/�!���� $�
λ23��»3�

σ
ri1
i1

. . . σ
riλ
iλ

j !� m�$ ��� $��������
(ri1, . . . , riλ)

��.��� �����i����j �Z� �q� Äc�dÅj º !� ���������
ri1 + . . . + riλ = r

� ��
�������� ^$�

Cλ
Q0

=
∑Q0

r=λNr

� �� �� �/�$�� ���� ^$�  �$�
N

��
λ
����/�j �! ] �

Cλ
nC

λ
Q03��»3�� ������� ���� !� ��3 ������� �� K � k�«�j ��33� !� .�!�$� 3�l�3�!� ��

λ
���j ����«l/�  �� !� ��3��� �� ��%�/� �� !�����/ �$ �]��q3� 1�3�!������ ��

Q0 ≥ n
j ����  ��

Q0

��
Q0 ≤ n

j !� ��3��� ����! �� 3��»3�� ���� K ��� �����$ �� ��33��� !��
Cλ

nC
λ
Q0

��
λ = 1

º !� !$�  ����� ��� ��$l .�!�$�� n �$
Q0

_
min(n, Q0)

� �! .���� ^$� K �������� _

Λ =

min(n,Q0)∑

λ=1

Cλ
nC

λ
Q0

3��»3��
.

Äc��Å
w ����� �Z�l�3 !�j !� ���!� c�a ����^$�j  �$�

n = 3
��

n = 4
!� ��3��� �� 3��»3��

Λ
���� K�/.�!�  / º !Z����� N = 8

j ����� ^$� !� !����%� �� ��$l2���
�� ���

n = 4
 �$� �/�����j  �$� ��� 3�!/�$!�� ��%����j ��$l 3���� !���$l �Z/!��%����� ����/�������� �� ��$l 3���� ��  !��%� ��� �/�������� ��� 3�!/�$!�� �/���/���^$�� w#

3C
�

aPµ îYY\T«¦UTRV © \¦ ^R\c«X\_ â\ï² ën = 3ì
gf�fe ókl�slnoklv xs n{i�ior

�� 3�!/�$!� "!�� Ä.��� 0�%$�� c�aÅ ��� $�� 3�!/�$!� ������3�^$� ��� !��/���� º , ��%�/��� !�����/ .����������!� Ä
n = 3Å� [��� !� !�3��� !���!�j �����1��� $� ����!!���$� �Z/!��%������$l !������� �2� Ä����!!���$� ÎaÎj !��%$�$�

r1Å �� �2"! Ä����!!���$� ÎcÎj !��%$�$�
r2Å �� $�����!!���$� ��  !��%� º !Z��%!�

α3

����� ��� !������� Ä����!!���$� Î,ÎÅ�
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n Λ

3��»3��
3 34 σ1, σ2, σ3

σ2
1, σ

2
2, σ

2
3 , σ

3
1 , σ

3
2, σ

3
3, σ

4
1 , σ

4
2 , σ

4
3

σ1σ2, σ1
2σ2, σ1σ2

2, σ1
3σ2, σ1

2σ2
2, σ1σ2

3

σ1σ3, σ1
2σ3, σ1σ3

2, σ1
3σ3, σ1

2σ3
2, σ1σ3

3

σ2σ3, σ2
2σ3, σ2σ3

2, σ2
3σ3, σ2

2σ3
2, σ2σ3

3

σ1σ2σ3, σ1
2σ2σ3, σ1σ2

2σ3, σ1σ2σ3
2

4 69 σ1, σ2, σ3, σ4

σ2
1, σ

2
2 , σ

2
3 , σ

2
4, σ

3
1, σ

3
2, σ

3
3 , σ

3
4, σ

4
1, σ

4
2, σ

4
3 , σ

4
4

σ1σ2, σ1
2σ2, σ1σ2

2, σ1
3σ2, σ1

2σ2
2, σ1σ2

3

σ1σ3, σ1
2σ3, σ1σ3

2, σ1
3σ3, σ1

2σ3
2, σ1σ3

3

σ1σ4, σ1
2σ4, σ1σ4

2, σ1
3σ4, σ1

2σ4
2, σ1σ4

3

σ2σ3, σ2
2σ3, σ2σ3

2, σ2
3σ3, σ2

2σ3
2, σ2σ3

3

σ2σ4, σ2
2σ4, σ2σ4

2, σ2
3σ4, σ2

2σ4
2, σ2σ4

3

σ3σ4, σ3
2σ4, σ3σ4

2, σ3
3σ4, σ3

2σ4
2, σ3σ4

3

σ1σ2σ3, σ1
2σ2σ3, σ1σ2

2σ3, σ1σ2σ3
2

σ1σ2σ4, σ1
2σ2σ4, σ1σ2

2σ4, σ1σ2σ4
2

σ1σ3σ4, σ1
2σ3σ4, σ1σ3

2σ4, σ1σ3σ4
2

σ2σ3σ4, σ2
2σ3σ4, σ2σ3

2σ4, σ2σ3σ4
2

σ1σ2σ3σ4

ðñòó¡ c�a ( [/��3���3��� �� !����%� ��� 3��»3�� �  ��������� ���� !� 1�3�!������ ���3�!��/
K m$�^$Zº !Z�����

N = 8
 �$�

n = 3
��

n = 4
�

gf�fg �iqornklosl �o�{inokllsr ��ilno��s
?������ �¡�� �t¦ �¤§�£�t��¦  �§£�¡�� t� £��¡©¡¥£�¡��

��� .�����!�� ������^$�� zj , z∗k ���� 3��������� ��3 !��/�  �� !�� � /����$�� ���3�������/�
âj

���
â+k

�.�� !�� �q%!�� �� ������ ������� Ä.��� �1� ���� bÅ _
zj ←→

√
~ âj,

Äc�a-Å
z∗k ←→

√
~ â+k ,

Äc�aaÅ
{zj , z∗k} = −iδjk ←→

1

i
[âj , â

+
k ] = −iδjk.

Äc�acÅ
)�$� �.��� ���� _

[âj , â
+
k ] = δjk

j
1 ≤ j, k ≤ n

� "�� � /����$�� �����i��� �$l ��!������ ��
��3$������ �� #��� �� ���� !�� � /����$�� �� ����� �� ��/�����

â+k
�� ����1�!�����

âj
�

h£s¡¥���¡t� ¨�£��¡¨�t
k� 3/����^$� ^$����^$�j �$ i��� �� !� ���2��33$����.��/ ��� � /����$�� �� #���j !� ��!�$!��� ��.��$l �Z/���%�� ��^$���� �Z��� ��� ��� �q%!�� �� ������$����� ^$�  ��3������ �Z�l ��3��!�� ��È/����� � /����$�� Äi��3/� º  ����� ��� � /����$�� �� ��/����� �� ����1�!�����Å �$ 1�3�!2������ ^$����^$� º  ����� �� !�$�� /^$�.�!���� �!����^$���[��� !�  ���1��� �1� ���� Ä������� ,�b�,Åj º !Z������ �� &,a'j ��$�  �/��������� � �q%!�� ��
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�

�

�

�

�

�

�

���

���

��
���

���
���

���� ¡ c�a ( �3�%� ��1/3���^$� �� !� 3�!/�$!� "!�� ���� �� ���«%$������ �Z/^$�!�����
������$������[��� $��  ��3�q�� �  ���1�j �! ��$� �$Ï� �� ��3 !���� !�� %/�/����$��

σk

 �� !�� � /����$���]3/����/� âk
+âk+âk âk

+

2
= N̂k +

Îd
2

� ��� � /����$��
N̂k = âk

+ âk
���� !�� � /����$�� ��3��� ^$�

�� �q������� !� ��3��� �� ^$���� �Z�l��������  �� ����!!���$� ��
Îd

��� !Z� /����$� �������/�\�� ��!!�$��j ���� !� !���/���$�� �/��/� º !� � �������� �� 3�!/�$!����j �! �Z���  �� $�$�! �� ������ �� ��3 �� !� 3$!�� !��$� �]3 !����^$� ���� !Z�l ������� �$ 1�3�!������ �!����^$�� [� !$�j !� 1�3�!������ ^$����^$� ���� ��� 1��3���^$�� ��  ���/�$�� ^$� ��$� ��� ���� ��� !��$�.���� _
K(zk, z∗k) ×ı−→ K̃(zk, z

∗
k) −→ K̂(âk, âk

+).
Äc�a,Å

[��� !� �/.�!�  �3��� ��
K̂
j ��$� !�� 3��»3�� ���� 1��3���^$�� �� !�� ���Ï������ ���� 3���2������ �/�!� Ä.��� ������� b�d�c  �$� ��  !$� �3 !�� �/���!�Å� �� %���� !�� 33�� ��������� �$� !�� ���Ï������ �  ��������� ����

K̂
�

gf�fz êivs w{kw{s x� piqornklosl
Ĥ0��� /����  �� ��� ��

Ĥ0

���� %/�/�/� º  ����� �� !Z/��� .���  �� !� ��!����� Ä
n1

j
n2

j
n3

������� ������� ���$��!�Å _
∣∣ n1, n2, n3

〉
= (n1!n2!n3!)

− 1
2 (â1

+)n1(â2
+)n2(â3

+)n3
∣∣ 0, 0, 0

〉
.

Äc�a¬Å
[��� ����� ���� Ä���� �� !Z����!!���$� 1��3���^$� �$ ���� ���3�!�Åj !� 1�3�!������ ��.�!�  /º !Z����� � ��� ���%���! ü �� /���� _

< n1, n2, n3|K̂|n1, n2, n3 > =

3∑

k=1

ωk(nk +
1

2
) +

4∑

k=1

3∑

q0=2

αk
q0
(nk +

1

2
)q0

Äc�abÅ

+

3∑

`=2

4∑

r=max(2, `)

∑

1≤i1<i2<...<i`≤n

ri1+...+ri`=r∑

ri1≥1, ..., ri`≥1

αi1, ..., i`
ri1 , ..., ri`

(ni1 +
1

2
)ri1 . . . (ni` +

1

2
)ri` .

gf�f} ÷oq�rinoklv l�q~{o��sv
�� ���$��$�� .����������!!� �� !� 3�!/�$!� "!�� � /�/ /�$��/�  �� e��� Ùé çÛ ���� &a¬'^$���3��� m$�^$Zº !� !�3��� �� ������������ Ä!�� /���%��� ���� ����/�� ��!���.�3��� º !Z/���i����3����! |0, 0, 0 >

���$/ º c�+dj- �3−1 �$ ����$� �$ p/�� �� !� �$�i��� �Z/���%��  �������!!���Z/���%�� �� ������������ .�$� a� c�- �3−1Å� "�� �$��$�� i��� $� �/.�!�  �3��� �� [$�1�3



¬+ ÕE89BFt: é
�$� !�� � /����$�� ��3��� m$�^$Zº !Z�����

N = 8
ü !� 1�3�!������ ����� ������$��  ��3�� ���� ���$��� !� ���$��$�� .����������!!� �� ,a¬ ��.��$l �Z/���%�� m$�^$Zº d-

%
�� !Z/���%�� �������������� Ä���� a, b-- �3−1Å �� �/��������� ,¬ ���Ï�������)���� i��3�!��3�  ��3�� !� ��3 ������� �.�� !� 3��/!�������  �� ��/�  �� e��� Ùé çÛ� k� �È��j!� �/.�!�  �3��� �� !�$� 1�3�!������m$�^$Zº !Z����� � ��� ������^$� º ����� 1�3�!������ ���� !��/!/3���� 3�������!� ���� ����/�  �� Äc�abÅ ü ��  �����$!���j ��$�  �/������ �.��� �m$���3��� ^$�!� ��3��� ��  ���3q���� ���� !� 1�3�!������ ^$����^$� ��� ���� �� ,¬ Ä���Ï������ �/��3��/� �� !Z/^$����� Äc��ÅÅ �� �Z������«��� º �1�^$� ����� N j ���3� º ���3�j º ��$l �� e��� Ä�.�� ������������j !�� .�!�$�� ��� ���Ï������ ���� �����%�/�� ���� !� ���!� c�cÅ�

N Λ
"��Ï������ �� �3−1

2 3 ω1 = +3 748, 47, ω2 = +739, 685
ω3 = +1 245, 09

4 9 α1
2 = −84, 540, α2

2 = −3, 517, α3
2 = +2, 181

α1,2
1,1 = −0, 490, α1,3

1,1 = −16, 291, α2,3
1,1 = −7, 049

6 19 α1
3 = −0, 173, α2

3 = −0, 259, α3
3 = −0, 778

α1,2
1,2 = −0, 122, α1,3

1,2 = −3, 965, α2,3
1,2 = −0, 428

α1,2
2,1 = 0, 508, α1,3

2,1 = −0, 154, α2,3
2,1 = −0, 131

α1,2,3
1,1,1 = −0, 767

8 34 α1
4 = +0, 0153, α2

4 = +0, 0098, α3
4 = +0, 0111

α1,2
3,1 = 0, α1,3

3,1 = +0, 0793, α2,3
3,1 = +0, 0021

α1,2
2,2 = −0, 0174, α1,3

2,2 = −0, 0426, α2,3
2,2 = −0, 0079

α1,2
1,3 = −0, 0007, α1,3

1,3 = +0, 2885

α2,3
1,3 = 0

α1,2,3
1,1,2 = +0, 1003, α1,2,3

1,2,1 = +0, 0854

α1,2,3
2,1,1 = −0, 1553

ðñòó¡ c�c ( )�3��� ��  ���3q���� �� [$�1�3 ����/  �� &a¬'� [��� !� ��$l�q3� ��!����j
Λ
��� !� ��3��� �Z� /����$�� �� ���� ��  ���3q���� ����$l ���!$� ���� !� 1�3�!������� \�$�$� �����

N
����/ Ä

4 ≤ N ≤ 8Åj !� ������q3� ��!���� ����^$� !�� .�!�$�� ��  ���3q���� ^$��  ���������  �$� ��� ������

aPº âRV«\XSTRV
[��� �� �1� ����j ��$� �.���  ���/�/ º !� ������$����� �� �$ �/��3���3��� �$ ��3����Z� /����$�� �  ��������� ���� !� 1�3�!������ .����������! ��� �/������� º n ��%�/� �� !�����/j�/.�!�  / �$� !� ���� ��� %/�/����$�� σk

�� !� ���� �� ��!���� m$�^$Zº $� �����
N

����/� &���  !������� �$ �]��q3� 3�!/�$!���� "!�� � ���$��� /�/ ��.���%/� �� ��� �/�$!���� ���� �� ��������� �.�� !�� ��3$!������ �$3/��^$�� &a¬'� "� ������j  �$� !�� ��.��$l .����������!�  !$�i����3��� �l���/�j �! i�$�  ������ �� ��3 �� �Z/.���$�!!�� �/�������� p : q
����� !�� ��È/���������!!���$�� �$ �]��q3� 3�!/�$!����� [��� !�  ���1��� �1� ����j ���� !� ����� �Z$�� �/�������

p : q
j ��$� ��$�  �� ����� �� ��3 !/��� !� 3/�1��� �� ������$����� �� !� �/��3���3��� ���� /����$�� �� ��$ !�%� ������$���  �� !� �/��������
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HI�J���� ô
H����������� �� I����������� ��������M�
�M�������� ä n ��å�M� �� ������M J�� ��
������������� æ�������

¤PO çVUZRWX«UTRV
[��� �� �1� ����j ��$�  �� ����� $�� 3/�1��� �� ������$����� �$ 1�3�!������ ^$����^$����3�!��/ .����������! �!����^$� �Z$� �]��q3� 3�!/�$!���� i����3��� �l���/ º n ��%�/� �� !�����/ �/������� $�� �/�������

p : q
����� ^$� !� �/��3���3��� �� ��$� !�� 3��»3�� �l !����/� ����!� �1� ����  �/�/����� �� 3/�1��� ������$�� ����� �� i�*�� �]��/3���^$� ��$� !�� 3��»3��j �� �����$!��� !�� 3��»3�� �� ��$ !�%�j ^$� !Z��  �$� ������$��� º  ����� ���  �!]�»3�� i��3/� �� !��  ���$��� ���  $�������� ��� %/�/����$�� �Z$�� �!%q��� �� ���j !Z�!%q��� ���  �!]�»3����.������� ������$��� º  ����� �$ ��]�$ �� !Z� /����$� ��m���� adH0

Ä &dja,jc¬'Å� &�� �  !�������º !� 3�!/�$!� ������3�^$� ��� !��/���� "!�� ��� ���$��� �� ��$.��$  �� ��/� �.�� !�  ���� ����3 �� �� !� �/������� �� 0��3� ����� !�� ����!!���$�� �Z/!��%����� �2"! �� ��  !��%� Ä�������,�+Å� )�$� �l !������� �!��� !� 3/�1��� �� ������$����� �$ 1�3�!������ ^$����^$� .����������!�/�$�� �$ 1�3�!������ �!����^$��

¤Pa ÃTS_ SRXS ÄRZ^_ VRZ^¦\_
zfgfe �iqornklosl × r�k{x{s rs wr�v �iv Ú H̃0*��� H̃(q1, ..., qn, p1, ..., pn) !� 1�3�!������ .����������! �!����^$� �Z$� �]��q3� 1�3�!������º
n
��%�/� �� !�����/ ���� !�  ����� ^$������^$� ��� ��!!� �Z$� ����!!���$� 1��3���^$� ������� �

H̃0 =
∑n

k=1
ωk(q

2
k+p2k)

2

j �) !��
n
%�����$��

ωk

���� !��  $!������� Ä�.�� 1 ≤ i, j ≤ n
j
ωi 6= ωj Å ��!��

qk
��

pk
���� !�� .�����!�� ������^$�� 3������ �� m�$ !�� ��������/�� %/�/��!��/�� �� !�$��3�3���� ���m$%$/� �$� !Z�� ��� ���  1����

Γ
�

zfgfg ®~¼lonokl xs ri {~vklilms
p : q

)�$� /������� ��� !� �/«������ �� !� �/������� �l ��/� �$ �1� ���� a Ä ���%�� 1� a���cÅ º$� �]��q3� º
n
��%�/� �� !�����/ .����������!���� 1�3�!������ H̃0

 �/����� $�� ��$!� �/�������
p : q

�� ��$l  $!������� Ä���/�� ��2� �q� ω1

��



¬� ÕE89BFt: õ
ω2Å ���� ��!�/��  �� $�� /^$����� �� !� i��3� &a,' _

ω2

ω1
=

p

q
,

Ä,�aÅ
�)

p
��

q
���� ��$l ������� ��� �$!�  ��3���� ����� �$lj �.�� p ≥ q

�� !��
n−2 �$����  $!�������

ωk

���� ���/ �������� Ä"i� ������� c�c�c �$ �1� ���� cÅ�
zfgfz ñ��inoklv x� qk��sqsln

)�$� ������$����� !�� .�����!�� ��3 !�l�� zk
��

z∗k
�/«���� �� i������� ��� .�����!�� ��2����^$��

qk
��

pk
Ä
1 ≤ k ≤ nÅ zk = 1√

2
(qk + ipk)

��
z∗k = 1√

2
(qk − ipk)

� �� 1�3�!������ ��
!Z����!!���$� 1��3���^$� �Z/���� 3��������� _H0 = −ı(ω1z1z1

∗+ p

q
ω1z2z2

∗+
∑n

k=3 ωkzkzk
∗)
� ���

/^$������ �$ 3�$.�3���j �.�� !�� .�����!�� zk j ���� _
dz1
dt

= −ıω1z1,
dz2
dt

= −ıp
q
ω1z2,

dzk
dt

= −ıωkzk (3 ≤ k ≤ n).
Ä,�cÅ

zfgf} �rkn piqornklosl
w  ����� �Z$�� ��������� ������!�

z0 = (z1,0, ..., zn,0)
j !� ��!$���� ��� /^$������ �$ 3�$.�3����Z/���� i��3�!!�3���

z(t) = φt
H0(z0)

� �Z�  !�������
φt

H0 : Γ→ Γ
��� !� ��� 1�3�!������ %/�/�/Ä &+j�j ac'Å  �� H0

�
�� � _

z(t) = φt
H0(z0) =⇒




z1(t)���
zn(t)




=




e−ıω1t 0 . . . 0

0 e−ı p
q
ω1t . . . 0

0 0

� � �
0

0 0 0 e−ıωnt







z1,0���
zn,0


 .

Ä,�,Å

��� ��!$�����
z(t)

�������$��� ������ !�� ���m�������� �$ ��� 1�3�!������ �$ !�� ������� ��!Z����!!���$� 1��3���^$� ��  �/����� �Z$�� �/�������
p : q

�
zfgf� êivs xs �or�s{n

�� ��������� �� �/������� Äb�dcÅ i��� ^$� !� ��]�$ Ker adH0

�� !Z� /����$� ��m����
adH0

jÄ�/«��  �� !Z/^$����� Äa�dcÅÅj ��� ��%����/  �� !�� n + 2
3��»3�� Ä &a,' �� w���l� "Å Än ≥ 2������ ���$��!Å _

σ−1 = z1
∗pz2

q, σ0 = zp1z2
∗q, σ1 = z1z1

∗, ..., σn = znzn
∗.

Ä,�¬Å�� ��]�$ � !� ���$��$�� �Z$�� �!%q��� �� ��� �  �!/� �!%q��� ���  �!]�»3�� ��.�������� ���%/�/����$��
σk

Ä−1 ≤ k ≤ nÅ i��3��� $�� ���� ��
Ker adH0

�  �!/� ���� �� ��!���� Ä&�j a-j aa'Å� "�33�  �$� !� ��� ��� �/�������j !�� %/�/����$�� �� !� ���� �� ��!���� ������.�������  �� !� ��� �� !Z����!!���$� 1��3���^$�
φH0
t

j !�^$�! ��� $�� �]3/���� �]3 !����^$� �$� !�� %/�/����$��� "��������3��� º ki����1��$ &ac' ^$�  ���  �$� !� ���
n = 2

_
J =

qσ1+pσ2

j
Π1 = qσ1−pσ2

j
Π2 =

√
2p+qpqqpRe

(
z1

pz2
∗q
) ��

Π3 =
√
2p+qpqqpIm

(
z1

pz2
∗q
)j ��$�

 �/i/���� ������.�� !�� ��!������ ����/��  �� Ä,�¬Åj  !$� ���/�� º $��!���� !��� �� !� ������$������$ 1�3�!������ ���3�!��/ ^$����^$��
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zfgf� ó{kmpsnv xs |kovvkl sln{s rsv �~l~{ins�{v

��� ����1��� �� \������ ����� !�� %/�/����$�� ���� ��$� �$!� º !Z�l�� ���� �� _ {σ−1, σ1} =
ipσ−1

j{σ−1, σ2} = −iqσ−1

j{σ0, σ1} = −ipσ0

j{σ0, σ2} = iqσ0

�� {σ−1, σ0} = iσ1
p−1σ2

q−1(p2σ2−
q2σ1)

�
zfgf� ñvwims xsv wpivsv {~x�onv

��� %/�/����$�� �� !Z�!%q��� ���  �!]�»3�� ��.�������j σ−1

j
σ0

j
σ1

��
σ2

Ä
σ1 ≥ 0

j
σ2 ≥ 0Åj�� ����  �� ���/ �������� �!� �����i��� º !� ��!����� _

(
σ0 + σ−1

2
)
2

+ (
σ0 − σ−1

2ı
)
2

= σ1
pσ2

q.
Ä,�bÅ

[��� !Z�� ��� ���  1����
Γ = R2n j !�� �$�i���� ���2K2/���%/��^$�� ���� ��� ��$���� �� R2n−1

�*���
h0 > 0

$�� .�!�$� ����/� �$ 1�3�!������ Ä���� �� �� �����  �� ��3 �� �$ 3$!�� !��$��]3 !����^$� −ıÅ H′
0 = −H0

ı

� k�  �/����� �Z$�� �/�������
p : q

j !Z/^$����� Ä,�bÅ ��.���� _

σ′
0
2
+ σ′

−1
2
= σ1

p

(
h0

ω2
− q

p
σ1 −

n∑

k=3

(
ωk

ω2
)σk

)q

,
Ä,�+Å

�.�� σ′
0 = σ0+σ−1

2

��
σ′
−1 =

σ0−σ−1

2ı

�� !� ���������
h0 ≥ ω2

q

p
σ2 +

∑n

k=3 ωkσk

� [��� !Z�� ��� ���
 1����j Ä,�+Å �/«��� !Z�� ��� ���  1���� �/�$�� &ac'j �$� !�^$�! !� �]��3�^$� �$ 3�$.�3��� ����/�$��� º $� �� ��� �� ��3������

n
��� «%$�� ,�a �� �/����� ^$�!^$�� �l�3 !�� �Z�� ���� ���  1���� �/�$�� ���� !�  !��

(σ1, σ
′
0) �$� !�� .�!�$�� �� ��������� p : q � 1 : 1

ü
p : q � 2 : 1

ü
p : q � 3 : 1

ü
p : q � 3 : 2

�
zfgf� hs piqornklosl lk{qirov~ K�� �1���1� $� ��3�!������ �  �!/ 1�3�!������ ���3�!��/ K ��! ^$� H0

��33$�� �.�� K j���� {H0, K} = −adH0(K) = adK(H0) = 0
� �� 1�3�!������ ���3�!��/ �� 3�� ��$� !� i��3� &a,' _

K = H0 + f(σ−1, σ0, σ1, ..., σn)
� �� �3 ��� ��  !$� º K �Z��� ��.������  �� !Z� /����$� τ �����.����3��� �$ ��3 �� ��� %/�/����$�� ���� ��.�������  �� ��� � /����$� Ä

τ(σk) = σk

 �$�
1 ≤ k ≤ nÅ º !Z�l�� ���� ��

σ−1

��
σ0

_
τ(σ−1) = σ0

��
τ(σ0) = σ−1

� )�$� �/3��������� ����!Z����l� " ^$� !� 1�3�!������ K ������$��  �$� $� �]��q3� º
n
��%�/� �� !�����/ �� ����/  ��!Z/^$����� Ä,�dÅ �  ������� ���� º

Ker adH0

�
¤P¤ âRVSUZX«UTRV WX §¦^T\URVT_V VRZ^¦\TSc © SªSU]^_ W_

W_Xß RS«T\\¦U_XZS ZcSRVV¦VUS ën = 2ì
Et��t ¦t �¡�� öÁfÁ÷ ��£¡�t ¤�¡� ¡¤£¥tst�� �� �§��s¿�tst�� �t¦ �¡ø§�t��¦ �¤§v�£�t��¦ ¡� ¥�¦ �£�¦ ¥t ©£s¡¥���¡t� ½ �� ����t ����§f H£�¦ ��t ¤�ts¡Í�t ¥t ���tù ¥t¥t �t�� ¤����£ ¡¾���t�  t��t ¦t �¡��ù £�st���t ¥t¦ �§¦�¥�£�¦ t� ¤£¦¦t� �¡�t �tst��½ ¥£ ¦t �¡�� öÁfÆ÷f

zfzfe ®~�srkwwsqsln x� piqornklosl v�{ ri �ivs xs �or�s{n
"���� /�$��  �$� ���.�� �� 3��/!������� �$ 1�3�!������ ���3�!��/ .����������! ��� 3�����Z/!��%����� ��q� �l���/� ��� 3�!/�$!�� ������3�^$�� w#" �$ w#

2

� �� 1�3�!������ ���3�!��/
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���� ¡ ,�a ( k� ��� ���  1���� �/�$���  �$� ��È/������ �/��������
p : q

� ����/ ���� !�  !��
(σ1

j
σ′
0)

 �$�
h0 = ω2

*���

�/������� K j ��  ����� ^$������^$� H0 = −ıω1

q
(qσ1 + pσ2)

j �Z��� i������� ^$� ��
σ−1

j
σ0

j
σ1

����
σ2

_ K = H0 + f(σ−1, σ0, σ1, σ2)
�k���.��� !� 1�3�!������ ���3�!��/ ��33� $� �/.�!�  �3���  �!]�»3��! ���  $�������� ���%/�/����$�� m$�^$Zº $� �����

N
Ä
N ≥ p+ q+4

j
q0
j
q1
j
q2
j
q3
j
δ
��

β
���� ��� ������� ���$��!�Å ü!�� .�!�$�� �� Q0

j
Q1

j
Q2

��
Q3

���� !�� ��33������ ���.��� ����  �/���/��  �$� ^$� !� �/2.�!�  �3��� �� i������� ��� %/�/����$�� �� !Z�!%q��� ���� ���� $� �/.�!�  �3���  �!]��3��!�[Z� �q� !� �1� ����  �/�/���� Ä������� c�,Åj Q0 = E(N
2
)
Ä
E(x)

�/��%�� !�  ����� ����q�� ��
xÅ�� ��$� 3��������� º !� ������� ,�,�, ^$�

Q1 = E( N
p+q

)
j
Q2 = E( δ−(p+q)

2
)
��

Q3 = E(β−(p+q)
2

)
_

K = H0 +

Q0∑

q0=2

(α1
q0
σ1

q0 + α2
q0
σ2

q0) +

Q0∑

r=2

∑

1≤i1<i2≤2

ri1+ri2=r∑

ri1≥1, ri2≥1

αi1, i2
ri1 , ri2

σ
ri1
i1

σ
ri2
i2

+

Q1∑

q1=1

(α0
q1
σq1
−1 + α′0

q1
σq1
0 )

+
N∑

δ=p+q+2

Q2∑

q2=1

(
α−1, 1

E(
δ−2q2
p+q

), q2
σ
E(

δ−2q2
p+q

)

−1 σq2
1 + α0, 1

E(
δ−2q2
p+q

), q2
σ
E(

δ−2q2
p+q

)

0 σq2
1

)

+

N∑

δ=p+q+2

Q2∑

q2=1

(
α−1, 2

E(
δ−2q2
p+q

), q2
σ
E(

δ−2q2
p+q

)

−1 σq2
2

Ä,�dÅ
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+ α′0, 2

E(
δ−2q2
p+q

), q2
σ
E(

δ−2q2
p+q

)

0 σq2
2

)

+

N∑

β=p+q+4

Q3∑

q3=2

q3−1∑

γ=1

(
α−1, 1, 2

E(
β−2q3
p+q

), γ, q3−γ
σ
E(

β−2q3
p+q

)

−1 σγ
1σ

q3−γ
2

+ α0, 1, 2

E(
β−2q3
p+q

), γ q3−γ
σ
E(

β−2q3
p+q

)

0 σγ
1σ

q3−γ
2

)
.

[��� �� �/.�!�  �3���j �� 3������� ���� !� ������� ,�,�cj ���� !Z1] ��1q�� �� !Z��.������� �$1�3�!������K  �� ���.����3��� �$ ��3 �j ^$� !�� ���Ï������ ���� !�� ��È/������ ��33�� �����3�%�������  $���k� �$���j �� ������%$� ���� !� 1�3�!������ !�� 3��»3�� ������$��� º  ����� ���  $�������� ���%/�/����$��
σ−1

�$
σ0

^$Z�� ��33��� 3��»3�� �� ��$ !�%� ����� !�� ��$l ����!!���$�� ���/������� _ �� ���� ��$l ��� ��33��
S0 =

∑Q1

q1=1(α
0
q1
σq1
−1 + α′0

q1
σq1
0 )

j
S
(2)
m, ` =

∑N

δ=p+q+2

∑Q2

q2=1 α
m, `

E(
δ−2q2
p+q

), q2
σ
E(

δ−2q2
p+q

)
m σq2

`

�$
S
(3)
m =

∑N

β=p+q+4

∑Q3

q3=2

∑q3−1
γ=1 αm, 1, 2

E(
β−2q3
p+q

), γ, q3−γ
σ
E(

β−2q3
p+q

)
m σγ

1σ
q3−γ
2

Ä
m = −1, 0 ü ` = 1, 2Å���� �$���� 3��»3�� �������$��� !�� Î3��»3�� ��� �/��������Î�

zfzfg ôl�i{oilms xs K wi{ {sl�s{vsqsln x� nsqwv
�Z1] ��1q�� �Z��.������� �$ 1�3�!������K  �� ���.����3��� �$ ��3 � �3 ��� !Z/%�!��/ ������Ï������ �$�.���� _

α0
q1

= α′0
q1

α−1, `

E(
δ−2q2
p+q

), q2
= α0, `

E(
δ−2q2
p+q

), q2
(` = 1, 2)

α−1, 1, 2

E(
β−2q3
p+q

), γ, q3−γ
= α0, 1, 2

E(
β−2q3
p+q

), γ, q3−γ
.

Ä,��Å
k� ������ ��3 �� �� Ä,��Åj �� 3�� �� i����$� !�� m�$l ��

λ23��»3�� �� 33� ���Ï��������� Ä,�dÅ� "�� λ23��»3�� ���� ��$� �/�!�j ��  �����$!��� !�� 3��»3�� �� ��$ !�%� �$�.���� _
(
σ
E(

δ−2q2
p+q

)

−1 + σ
E(

δ−2q2
p+q

)

0

)
σq2
`

�� (
σ
E(

β−2q3
p+q

)

0 + σ
E(

β−2q3
p+q

)

−1

)
σγ
1σ

q3−γ
2

� [�  !$�j !� �����i��3����� ���
(qk, pk)

��
(zk, z

∗
k)

��� $�� �����i��3����� �]3 !����^$� �� 3$!�� !��$�−ij º !Z������ �$ 1�3�!2������ K j �� �� �/�$�� ^$� ��$� !�� ���Ï������ ���� Ä,�dÅ ���� �3�%�������  $���
zfzfz ®kqiols xs �i{oinokl xsv

Qikl !������� !�� ��3����� �� .��������� ��� ������� �  ��������� ���� Ä,�dÅ�
( \�$�

Q1

ü !�� 3��»3��
σq1
−1

��
σq1
0

���� �� ��%�/
d′ = (p+ q)q1

�
q1

 ���� ��$��� !�� .�!�$������q��� ��
1
º $�� .�!�$� 3�l�3�!�

Q1

�����i������ º Ä
N ≥ p + qÅ _

Q1 = E( N
p+q

)
� *�

N < p+ q
j !�� ���Ï������

α0
q1

��
α′0

q1

���� �$!��( \�$�
Q2

ü !��
223��»3��

σp2
−1σ

q2
1

j
σp2
0 σq2

1

j
σp2
−1σ

q2
2

��
σp2
0 σq2

2

Ä
p2

������ ���$��! ��� �$!Å ������ ��%�/
(p + q)p2 + 2q2

� [��� $� �/.�!�  �3��� �� K º $� �����
δ
����/j �� �1���1�j�$���� ^$�  �����!�j º �.��� !� ��������� �$�.���� ��3 !��  �$� !� ��%�/ ��� ��È/�����

223��»3�� _
(p+ q)p2 + 2q2 = δ.

Ä,��Å
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���  ���$��� ���  $�������� �� ���

223��»3�� ��.��� �/��������3��� ��$m�$�� �  ���ú������� K j �� ���� �l�%�� p2 ≥ 1
��

q2 ≥ 1
j ����

δ ≥ p+ q + 2
� )�$� !������� !Z������

q2
!������  ������ ��$��� !�� .�!�$�� ����q��� �� a º $�� .�!�$� 3�l�3�!�

Q2

j �����$�  �$� !� !$�  ����� .�!�$� �� p2 Ä
p2 = 1Å� r�ø�� º Ä,��Åj �� �� �/�$�� ^$�

Q2 = E( δ−(p+q)
2

)
�[/���3����� 3��������� !�  !�%� �� .�������� �� !Z������

p2
���� ���������� Ä,��Å �� p2 ������ i��� ^$�j º δ «l/j  �$� 1 ≤ q2 ≤ Q2

j �! �l���� ��� .�!�$����
q2

��  ��3������  �� �Z�������
p2

������� k�  �����$!���j  �$�
q2 = 1

��
δ = p+ q + 3

j!� ��������� Ä,��Å �Z���  �� �����i����� "��� ���j �� .�$� �l��� �� 3�!%�/ ��$�j  �$� ��$�
q2 ∈ [1, Q2]

j ��� .�!�$�� ����q��� �� p2
�� ^$� �/������� !Z�3 !�� �� !� i������� Î ���������q��Î Ä���� �� ��l��jE(x)

�/��%�� !�  ����� ����q�� ��
xÅ� "� i������j  �$� 1 ≤ q2 ≤ Q2

j
p2

.���� ����� !�� .�!�$�� ����q��� E( δ−2Q2

p+q
)
��

E( δ−2
p+q

)
� \�� �l�3 !�j  �$�

δ = p+ q+2
�$

p+ q+3
j
Q2 = 1

��
p2 = 1

ü �����  ���/�$�� �� ���.��! �� �$���  �� �$ �/��3���3��� ������Ï������ ���� !�� ��33��
S
(2)
m, `

3��� ������$��� ��� �����������  ��3� !��
223��»3��Ä"i�  ���%�� 1� ,�,�+Å ^$Z�! i�$��� ���$��� /!�3���� Ä.��� w���l� #Å�\�� !� �$���j ��  �����

p2 = E( δ−2q2
p+q

)
�

k�«�j
δ .���� �� !� .�!�$� p+ q + 2

º
N

Ä
N ≥ p+ q + 2Å�*�

δ < p+ q+2
j ��$� !�� ���Ï������ ���� !�� ��33�� 3������ �� m�$ !��

223��»3�� �����$!��( \�$�
Q3

ü !��
323��»3��

σp3
−1σ

γ
1σ

r3
2

��
σp3
0 σγ

1σ
r3
2

Ä
p3
j
γ
��

r3
���� ��� ������� ���$��!� ����$!�Å ���� �� ��%�/ (p+ q)p3 + 2γ +2r3

� "�33�  �$� !��
223��»3��j �� �1���1� �$����^$�  �����!� º �/�!���� !� ��������� �$�.���� _

(p+ q)p3 + 2γ + 2r3 = β.
Ä,�a-Å

���  ���$��� ���  $�������� ���
323��»3�� ��.��� �/��������3��� ��$m�$�� ���  �/��������� K j p3 ≥ 1

j
γ ≥ 1

��
r3 ≥ 1

j �Z�)
β ≥ p + q + 4

� \�����
q3 = γ + r3

� w
q3

«l/j γ ���� ��$��� !�� .�!�$�� ����q��� ��3 ����� ����� a ��
q3−1

� k� �$���j �� �Z�3 ��� �$�$��Î����������Î º !Z������
q3

^$�  ���� ��$��� !�� .�!�$�� ����q��� �� c Ä
r3 = γ = 1Å º $��

.�!�$� 3�l�3�!�
Q3

j �����$�  �$�
p3 = 1

� w.�� Ä,�a-Åj �� ������� ^$�
Q3 = E(β−(p+q)

2
)
�[/���3����� 3��������� !�  !�%� �� .�������� �� !Z������ p3 � w β

«l/j !�� ���������� (3.10)��
p3

������ i��� ^$�j  �$�
2 ≤ q3 ≤ Q3

j
p3

.���� ����� !�� .�!�$�� ����q��� E(β−2Q3

p+q
)
��

E(β−4
p+q

)
� k�  �����$!���j  �$�

β = p + q + 4
�$

β = p + q + 5
j
Q3 = 2

��
p3 = 1

� \�$�
β = p + q + 5

j !� ��������� Ä,�a-Å �Z���  �� ��3 !��j !� �/��3���3��� ��� ���Ï���������� !�� ��33��
S
(3)
m

�� i��� 3�]������ ��� �����������  ��3� !��
323��»3�� Ä"i� �������,�,�+Å ^$Z�! i�$��� ���$��� ��!�.�� Ä.��� w���l� #Å� \�� !� �$���j ��  �����

p3 = E(β−2q3
p+q

)
���$� !�� ���Ï������ ���� !�� ��33�� 3������ �� m�$ !��

323��»3�� �� ���� ç âåàßåà ����$!� ^$� ��
p+ q + 4 ≤ β ≤ N

�
zfzf} ®~lkq�{sqsln

w
N

����/j
2E( N

p+q
)
3��»3�� «%$���� ���� !� ��33�

S0

� w
N

��
δ
«l/�j $�� ��33�

S
(2)
m, `��������

Q2 223��»3��� �� �� �/�$�� ^$Z�!!�  ���q��
Λ1 =

∑N

δ=p+q+2E( δ−(p+q)
2

) 223��»3���k�  �����
N = p + q + 2 +K

�.�� K $� ������ ���$��! ��
δ = p+ q + 2 + k

�.�� k $� ��������! ^$�
k = 0, ..., K

j
Λ1 =

∑K
k=0E(1 + k

2
)
� �� ��33� ��������

K + 1
3��»3�� 3��� !� ��!�$!��

Λ1

��Èq�� ��!�� !�  ����/ ��
K

_
( ��

K = 2p̃
Ä
p̃
������ ���$��!Å ���  ���j �!���  �$�

k = 0, ..., K
j �1�^$� ������ ���� !���33� �  ���ú� ��$l i��� _ a ������/ º

E(1)
j
E(3/2), ...

j º !Z�l�� ���� �$ ������� ���3�
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E(p̃+ 1) = p̃ + 1
^$� �Z�  ���ú� ^$Z$�� i���� �! .���� _

Λ1 =
1

4
[N − (p+ q)]2.

Ä,�aaÅ
( ��

K = 2p̃+1
Ä
p̃
������ ���$��!Å ��� �3 ���j �!���  �$�

k = 0, ..., K
j �1�^$� ������ ���� !���33� �  ���ú� ��$l i��� _ a ������/ ºE(1)

j
E(3/2), ..., p̃+1

 �$�
E(p̃+1)

��
E(p̃+3/2)

�w �q� ��!�$!�j �� ������� _

Λ1 =
1

4
[N − (p + q)− 1][N − (p+ q) + 1].

Ä,�acÅ
w

N
��

β
«l/�j $�� ��33�

S
(3)
n

��������∑Q3

q3=2(q3 − 1) = Q3(Q3−1)
2

� "���� ��33�  ���q��

Λ2 =
∑N

β=p+q+4

(
E(

β−(p+q)
2

)

)(
E(

β−(p+q)
2

)−1

)

2
323��»3��� k�  ����� 3���������

N = p + q +
4 + K

�.�� K
$� ������ ���$��! ��

β = p + q + 4 + k
�.�� k

$� ������ ��! ^$�
k = 0, ..., K

j

Λ2 =
∑K

k=0

(
E(2+ k

2
)

)(
E(2+ k

2
)−1

)

2

� ��  ���
S̃1 =

∑K
k=0E

2(2 + k
2
)
��

S̃2 =
∑K

k=0E(2 + k
2
)
� ����!�$! �� ��� ��$l ��33�� �/ ��� �� !�  ����/ ��

K
_

( ��
K = 2p̃

Ä
p̃
������ ���$��!Å ���  ���j �!���  �$� k = 0, ..., K

j !�� ������� �$�.���� �  �2��ú����� c i��� ���� !� ��33�
S̃1

_ ¬ ������/ º
E2(2)

j
E2(5/2)

j �  �$�
E2(3)

j
E2(7/2), ...

ü��$! !� ������� ���3� �������
E2(p̃+ 2) = (p̃+ 2)2

�Z�  ���ú� ^$Z$�� i���� k�  ���/����
�� 33�  �$�

S̃2

j �� ������� «��!�3��� _
S̃1 =

(p̃+1)(2p̃2+4p̃+3)
3

��
S̃2 = (p̃+ 1)(p̃+ 2) + p̃

�
�� �� �/�$�� ^$� _

Λ2 =
1

24
[N − (p+ q)− 2][N − (p+ q)− 1][N − (p+ q)].

Ä,�a,Å
( ��

K = 2p̃ + 1
Ä
p̃
������ ���$��!Å ��� �3 ���j  �$�

k = 0, ..., K
j !�� ������� �$�.�����  ���ú����� ��$� c i��� ���� !� ��33�

S̃1

_ ¬ ������/ º
E2(2)

j
E2(5/2)

j �  �$�
E2(3)

j
E2(7/2), ..., (p̃ + 2)2

 �$�
E2(p̃ + 2)

��
E2(p̃ + 5/2)

� ��$� ��!�$!� 3��/�j �� � _
S̃1 =

(p̃+2)(p̃+3)(2p̃+5)
3

− 2
��

S̃2 = (p̃+ 2)(p̃+ 3)− 2
�

�! .���� _

Λ2 =
1

24
[N − (p+ q)− 3][N − (p+ q)− 1][N − (p+ q) + 1].

Ä,�a¬Å
��� �$���� 3��»3�� «%$���� ���� !� 1�3�!������ K ���� �$ ��3��� ��

Λ =
∑2

k=1C
k
2C

k
Q0

=
Q0(Q0+3)

2

Ä/^$����� Äc��Å �$ �1� ���� c  �$�
n = 2Å�
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��� /^$������ Ä,�aaÅ º Ä,�a¬Å �������� ��3 �� �� !� ���������� �� ��������
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323��»3�� ���� !� �/.�!�  �3��� �� Ä,�dÅ� \�� �l�3 !�j  �$� $�� �/�������

1 : 1
j !��� �Z$�

�/.�!�  �3��� �� K m$�^$Zº
N = 7

Ä
K = 3Åj Ä,�acÅ  �/��� + 223��»3�� ���� $�� ��33�

S
(2)
m, `�$ !��$ �� , �� �/�!��/�
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[��� !� i��3$!� Ä,�dÅj ��������� !�� ��$ !�� �Z������� ���$��!� C = (p2, q2)

Ä
22��$ !�Å �$

(p3, q3, γ)
Ä
32��$ !�Å º $� 223��»3� �$ º $�

323��»3�� k� i���j ��$� �!!��� �/��3���� ����!�  ���1���  ���%�� 1� !��
λ23��»3�� ���� !�� ��33��

S
(2)
m, `

��
S
(3)
m

Ä
m = −1, 0 ü ` = 1, 2Å �� ���1� ��  ���1� �� $��

δ = p+q+2
�$

β = p+q+4
m$�^$Zº !Z����� ��$1���/

N
Ä
N ≥ p+q+2Å�� /!�3����� !��

223��»3�� ��
323��»3�� ����������� \�$� �� i����j ��$� 3������ ��  !������� !��  ���%�� 1�� ^$� �$�.��� !�� �/«������� �� �$��!� �/��������� �$ �/��3���3����
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( )�$� �  �!��� �����.�!!�  ����� �!j ��$� ����3�!� �� .�!�$��  �����  �� !Z������ N j ������$ �/.�!�  �3��� �� K j ����� ��$l �������

N1

��
N2

Ä
N2 > N1Å _ N ∈ [N1, N2]

� ��  !$� ����� .�!�$� �� N ��3�����!� ���� !� i��3$!� Ä,�dÅ ��� N = p+q+2
 �$� !��

223��»3����
p+ q + 4

 �$� !��
323��»3���( w

δ
Ä��� ����.�3���

βÅ «l/j ��$� �/«������� $� �����.�!!� ���������� IS j ��333� !Z��2��3�!� ��� .�!�$��  �����  �� !Z������ q2 Ä��� ����.�3���
q3Å ����� !�� ������� 1 Ä��� ����2.�3���

2Å �� Q2 = E( δ−(p+q)
2

)
Ä��� ����.�3���

Q3 = E(β−(p+q)
2

)Å� ��  ���
ISδ = [1, Q2]δ�$

ISβ = [2, Q3]β
�$  !$� ��3 !�3���

IS
�( w

δ
�$

β
«l/j ��$� ������ �Z$� ��$ !� �Z�������

C
^$Z�! ���  �/���� �Z�! �  ���ú� ����!Z�����.�!!� ���������� IS � [��� !� ��� ���������j �! ��� ��� �������( &� ��$ !� �Z�������

C
��� ���  �/���� �$� $� �����.�!!�  ����� �! [N1, N2]

�Z�! �  ���ú� �$3���� $�� i��� �$� !Z$� ���
N2 −N1 + 1

�����.�!!�� �����������j �1��$� �� ��� �����.�!!������������� /���� �������$/� º  ����� �� !Z$�� ���
N2−N1+1 .�!�$�� �� δ �$ β

��3 �����!Z�����.�!!�  ����� �!� *� C �Z�  ���ú� �$� �$�$� �� ��� �����.�!!�� �����������j �! ��� ��������� �$� !Z�����.�!!�  ����� �! [N1, N2]
�( )�$� �/«������� !� 3$!�� !����/

µ
�Z$� ��$ !�

C
��33� /���� !� ��3��� �� i��� �) ����$ !� �  ���ú� ���� $� �����.�!!� Ä ����� �! �$ ����������Å ����/�( �� 3$!�� !����/ �$3$!/� Ä���/� /%�!�3���

µÅ �Z$� ��$ !�
C

�$� $� �����.�!!� ����������
IS

��� !� ��3��� �� i��� �) �� ��$ !� �  ���ú� �$� !�  !$� %���� �����.�!!�  ����� �!
[p + q + 2, δ]

�$
[p+ q + 4, β]

������$�� º  ����� �� ����� .�!�$� �� δ �$
β
�( �Z����3�!� ��� ��$ !��

C
�� 33� .�!�$� pj = k′ Ä

j = 2, 3Å �������$� $�� �!���� ����$ !�� �$  !$� ��3 !�3��� $�� �!����
Ck′

� ��  � $!����� �Z$�� �!���� ��� !� ��3��� ����$ !�� �  �������� º ����� �!�����( �Z����3�!� ��� ��$ !��
C

�� 33� 3$!�� !����/ �$3$!/� �$�
IS

�������$� $�� �!���� ��3$!�� !����/� �� ����
Λ̃µ

��  � $!������
û��¤�¡§�§¦

( \�� ������$�����j º $�� .�!�$� �� q3 ����/� ������ ������
q3 − 1 32��$ !���( &�

22��$ !� (k′, q2)
�$ $�

32��$ !� (k′, q3, γ)
 �/���� �  ���ú� $�� i��� �� $�� ��$!� �$�$� �����.�!!� ���������� _ !�$� 3$!�� !����/ .�$� ���� a�( �� 3$!�� !����/ �Z$� ��$ !� ������ �$� $� �����.�!!�  ����� �! �$ ���������� ��� �$!!��( [��� !� ����� �� !� �/�������

p : q
j !� 3$!�� !����/ �$3$!/� �Z$� ��$ !� �Z�������

C
 �$� ������ ��$��� !�� .�!�$�� ����q��� �� 0 º

p + q
� "���� �����q�� .�!�$� ��� !� 3$!�� !����/�$3$!/� 3�l�3�!� �$ ��$ !�� "� �/�$!��� �� �/3����� º !Z���� �� !Zk^� Ä,�abÅ� �� ���/�$�� ^$� !� 3$!�� !����/ �$3$!/� �Z$� ��$ !� ������ ��� ���� �$!!�j ���� 3�l�3�!�� )�$��/��%���� �!���  �� ��$ !� /����� $� ��$ !� ������ �� 3$!�� !����/ �$3$!/� 3�l�3�!��
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�� ��!�$! �� !� 3$!�� !����/ �$3$!/� �Z$�
22��$ !� (k′, q2)

�$ �Z$�
32��$ !� (k′, q3, γ)

��i��� �� !� 33� i�*��� w����j !�� ��$ !�� �Z������� �  �������� º $�� �!����
Ck′ (k′, q2)

�$
(k′, q3, γ)

�Z�  ���������  �� ������ ���� !� �/��3���3��� �� ���� ������� Ä�� 3$!�� !����/�$3$!/� �$!!�Å �� δ < k′(p+ q) + 2qj
Ä
j = 2, 3Å� w ���������j  �$�

δ > (k′ +1)(p+ q) + 2qj − 1
j�!� �Z�  ���������  !$� _ ��� ��$ !�� ���� /������ ü !�$� 3$!�� !����/ �$3$!/� ��� 3�l�3�!�� �����$!� �����.�!!��  ����� �$l �) !�� ��$ !�� �Z������� ����  �/�����j ���� ���� �� !� i��3� _

[k′(p+ q) + 2qj , (k
′ + 1)(p+ q) + 2qj − 1].

Ä,�abÅ
\�$� $�� .�!�$� �� N = N1

�  �������� º !Z�����.�!!� ����/  ��
(3.15)

j !� 3$!�� !����/ �$��$ !�  �/����
(k′, q2)

�$
(k′, q3, γ)

�$� !Z�����.�!!�  ����� �!
[k′(p + q) + 2qj, N1]

�� ��!�$!� �� _
µ = N1 −Napp + 1 ,

Ä,�a+Å
�.�� Napp = k′(p + q) + 2qj

!� .�!�$� �� N
º  ����� �� !�^$�!!� �� ��$ !� �  ���ú� �$� ��������.�!!�  ����� �!� �Z/^$����� Ä,�a+Å ����� /%�!�3��� !� ��!�$! �� !� 3$!�� !����/ �$3$!/� �$��$ !�  �/���� �$� !Z�����.�!!� ���������� ISN1

� k� �È��j  �� �/«������j !� 3$!�� !����/ �$3$!/��$ ��$ !�
(k′, q2)

�$
(k′, q3, γ)

�$� ��� �����.�!!� ���������� ��� �� 3$!�� !����/ �$� !�  !$� %���������.�!!�  ����� �!j ��� [p+ q + 2, N1]
� ��j

[p+ q + 2, N1] = [p+ q + 2, Napp − 1]
⋃
[Napp, N1]

�k� .���$ �� Ä,�abÅj �$� !Z�����.�!!�  ����� �!
[p + q + 2, Napp − 1]

j �� ��$ !� ��� ������ ü ��3$!�� !����/ ��� �$!!�� k� ��.���1�j �! ���  �/���� �$� �1��$� ���
N1 − Napp + 1

�����.�!!������������� ������/� ��� ����.�3��� �$l .�!�$�� _
Napp

j ���j
N1

� *� 3$!�� !����/ �$�
[Napp, N1].�$� N1 −Napp + 1

�
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��� ����� �1/��q3�� �� �/��3���3��� �$�.���� ������� !� ��3���∆1

�� 3��»3��
σ
E(

δ−2q2
p+q

)
m σq2

`Ä
m = −1, 0 ��

` = 1, 2Å  �/����� ���� $�� ��33�
S
(2)
m, `

3��� /%�!�3��� !� ��3���
α̃1��

223��»3�� �� ��%�/
N
� *��� ����������� !� %/�/��!��/ �$  ���!q3�j ��$� /�������

N =
k′(p+ q) + 2 + i

�.�� k′ $� ������ ���$��! ��� �$! ��
i
$� ������ ��! ^$� _

i ∈ [0, ..., p+ q − 1]
�"��� ���j �! i�$� ������%$�� ç âßÜéÙåàßåà ����� ��� ���� ����� /�$�� ��!�� !��  ����/ ��

p + q
����

k′ _ p+ q
 ��� ^$�!^$� ���� !�  ����/ ��

k′ j  $��  �$� p+ q
�3 ���j /�$���� !�� ���$������ �)

k′ ���  ���  $�� �3 ���� &�� �/3���������� �� ��� �1/��q3�� ���  �� ��/� ���� !Z����l� #�
A©§��Íst ¼f£

*�
p+ q

���  ��� ��
k′ $� ������ ≥ 1

_

∆1 = k′[1 + E(
i

2
) +

(k′ − 1)(p+ q)

4
].

Ä,�adÅ
A©§��Íst ¼f¿

*�
p+ q

�3 ��� ��
k′ $� ������  ��� ≥ 2

_

∆1 = k′[
(k′ − 1)(p+ q) + 2i+ 3

4
].

Ä,�a�Å
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*�
p+ q

�3 ��� ��
k′ $� ������ �3 ��� ≥ 1

_
∆1 = 1 + E(

i

2
) + (k′ − 1)[

k′(p+ q) + 2i+ 3

4
].

Ä,�a�Å
N p+ q ∆1 p+ q ∆1 p+ q ∆1 p+ q ∆1¬ c a , - ¬ - b -b c a , a ¬ - b -+ c , , a ¬ a b -d c , , c ¬ a b a
� c + , , ¬ c b a
� c + , ¬ ¬ c b ca- c a- , b ¬ ¬ b caa c a- , d ¬ ¬ b ,ac c ab , � ¬ + b ¬a, c ab , a- ¬ + b ba¬ c ca , ac ¬ � b +ab c ca , a¬ ¬ � b da+ c c� , a+ ¬ ac b �ad c c� , a� ¬ ac b a-a� c ,+ , ca ¬ a+ b aa

ðñòó¡ ,�a ( "�3 ��%� ���
223��»3��  �/����� ���� $�� ��33�

S
(2)
m, `

Ä
m = −1, 0 ü ` = 1, 2Å�� Ä,�dÅ  �$� 4 ≤ N ≤ 18

��
2 ≤ p+ q ≤ 5

�

zfzf� öp~k{�qsv xs mkqwni�s xsv
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"�  ���%�� 1� ����� ���� �/3���������� Ä.��� ����l� #Å !�� �1/��q3�� �� �/��3���3���

���
323��»3��

σ
E(

β−2q3
p+q

)
m σγ

1σ
q3−γ
2

Ä
m = −1, 0Å �$ ��3��� ��

∆2

«%$���� ���� $�� ��33�
S
(3)
m�� Ä,�dÅj 3��� �$��� !� ��3���

α̃2

��
323��»3�� �� ��%�/

N
� *��� ����������� !� %/�/��!��/ �$ ���!q3�j ��$� /�������

N = k′(p+ q)+4+ i
�.�� k′ $� ������ ���$��! ��� �$! ��

i
$� ������ ��!^$� _

i ∈ [0, ..., p+ q − 1]
� "�33�  �$� !��

223��»3��j �! i�$� ������%$�� ����� ��� ���� �����/�$�� ��!�� !��  ����/ ��
p + q

�� ��
k′ � [��� !� �$���j ��  ���

ε = i − 2E( i
2
)
Ä
E(i)

�/��%�� !� ����� ����q�� ��
iÅ ü ε = 0

��
i
 ��� ��

ε = 1
��
i
�3 ����

A©§��Íst Áf£
*�

p+ q
���  ��� ��

k′ $� ������ ≥ 1
_

∆2 =
[E( i

2
) + 1][E( i

2
) + 2]

2

+
k′(k′ − 1)(p+ q)

48
[(2k′ − 1)(p+ q) + 6(i+ 3− ε)]

+
(k′ − 1)

8
[i(i+ 6)− 4εE(

i

2
)− 7ε+ 8].

Ä,�c-Å
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*�
p+ q

�3 ��� ��
k′ $� ������  ��� ≥ 2

_

∆2 =
[E( i

2
) + 1][E( i

2
) + 2]

2

+
k′(k′ − 1)(p+ q)

48
[(2k′ − 1)(p+ q) + 3(2i+ 5)]

+
(k′ − 1)

8
[i(i+ 6)− 4εE(

i

2
)− 7ε+ 8]

+
k′(2ε− 1)

16
[4E(

i

2
) + (p+ q) + 5 + 2ε].

Ä,�caÅ
A©§��Íst Áf 

*�
p+ q

�3 ��� ��
k′ $� ������ �3 ��� ≥ 1

_

∆2 =
[E( i

2
) + 1][E( i

2
) + 2]

2

+
k′(k′ − 1)(p+ q)

48
[(2k′ − 1)(p+ q) + 3(2i+ 5)]

+
(k′ − 1)

8
[i(i+ 6)− 4εE(

i

2
)− 7ε+ 8]

+
(k′ − 1)(2ε− 1)

16
[4E(

i

2
)− (p + q) + 5 + 2ε].

Ä,�ccÅ

N p+ q ∆2 p+ q ∆2 p+ q ∆2 p+ q ∆2+ c a , - ¬ - b -d c a , a ¬ - b -� c ¬ , a ¬ a b -� c ¬ , , ¬ a b aa- c a- , ¬ ¬ , b aaa c a- , d ¬ , b ,ac c c- , � ¬ d b ,a, c c- , a¬ ¬ d b +a¬ c ,b , ad ¬ a, b dab c ,b , c¬ ¬ a, b aaa+ c b+ , c� ¬ cc b a,ad c b+ , ,� ¬ cc b a�a� c �¬ , ¬b ¬ ,¬ b ca
ðñòó¡ ,�c ( "�3 ��%� ���

323��»3��  �/����� ���� $�� ��33�
S
(3)
m

Ä
m = −1, 0Å �� Ä,�dÅ �$�

6 ≤ N ≤ 18
��

2 ≤ p+ q ≤ 5
�
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�� 1�3�!������ ���3�!��/ K ����/  �� Ä,�dÅ �� 3������ �� m�$ $�� �/�������
p : q

����� �����$l ����!!���$��j ��� �/����  ��
Ncoef

���Ï������j
Nop

3��»3�� ����
Nc

���� ��� 3��»3�� ����$ !�%� ��33� �$�� _

Ncoef =
Q0(Q0 + 3)

2
+ E(

N

p+ q
) + 2∆1 +∆2,

Ä,�c,Å
Nop =

Q0(Q0 + 3)

2
+ 2E(

N

p+ q
) + 4∆1 + 2∆2,

Ä,�c¬Å
Nc = 2E(

N

p+ q
) + 4∆1 + 2∆2.

Ä,�cbÅ
∆1

��
∆2

���� ����/�  �� !�� �1/��q3�� �� ��3 ��%� Ä�1/��q3��
2.a

º
3.cÅ�

p+ q Ncoef Nop Ncc bb �- d-, ,d b¬ ,¬¬ ,, ¬+ c+b cd ,¬ a¬
ðñòó¡ ,�, ( "�3 ��%� ��� ���Ï������j ��� 3��»3�� �� 3��»3�� �� ��$ !�%� ���� Ä,�dÅ  �$�
N = 10

��
2 ≤ p+ q ≤ 5

�

¤P̄ âRVSUZX«UTRV WX §¦^T\URVT_V VRZ^¦\TSc © SªSU]^_ W_ nRS«T\\¦U_XZS _V YZcS_V«_ WÝXV_ ZcSRV¦V«_ p : q
zf}fe óklvn{�mnokl x� piqornklosl lk{qirov~

*��� $� �]��q3� 1�3�!������ �/����  ��
n ≥ 3

����!!���$�� ���� ��$l ����!!���$�� ��  $!������
ω1

��
ω2

���� �� �/�������
p : q

� �� �$  ��� �� �$��� ^$� !� 1�3�!������ K ��� ��.������ �� ���.����3��� �$ ��3 �� ��  ����� ^$������^$� �� K ��� _ H0 = −ı∑n
k=1 ωkσk

� ���
n^$�����/�

ωk

���� ���  $!������� ������/�����^$�� ��� ����!!���$��� �� 1�3�!������ �Z/���� ��33�$�� i������� ���
n
%/�/����$�� �� !� ���� �� ��!���� _K = H0+f(σ−1, σ0, σ1, ..., σn)

� k���.���
K ��33� $� �/.�!�  �3���  �!]�»3��! ��� %/�/����$�� �� !� ���� �� ��!���� m$�^$Zº !Z�����
N ≥ p+ q + 4

_

K = H0 +

n∑

k=1

Q0∑

q0=2

αk
q0
σq0
k +

n∑

`=2

Q0∑

r=max(2, `)

∑

1≤i1<i2<...<i`≤n

ri1+...+ri`=r∑

ri1≥1, ..., ri`≥1

αi1, ..., i`
ri1 , ..., ri`

σ
ri1
i1

. . . σ
ri`
i`

+

Q1∑

q1=1

α0
q1
(σq1

−1 + σq1
0 ) +

n∑

k=1

N∑

δ=p+q+2

Q2∑

q2=1

α0, k

E(
δ−2q2
p+q

), q2

(
σ
E(

δ−2q2
p+q

)

−1 + σ
E(

δ−2q2
p+q

)

0

)
σq2
k

+
n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

N∑

β=p+q+4

Q3∑

q3=2

q3−1∑

γ=1

α0, i, j

E(
β−2q3
p+q

), γ, q3−γ

(
σ
E(

β−2q3
p+q

)

−1 + σ
E(

β−2q3
p+q

)

0

)
σγ
i σ

q3−γ
j .

Ä,�c+Å
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[��� !Z/^$����� Ä,�c+Åj ��$� !�� ���Ï������ ���� �3�%�������  $�� ü

i1
j ���j

i`
Ä
2 ≤ ` ≤ nÅ ������� ������� ���$��!� ��� �$!� �����i������ �$l ��!������ �Z����� _

1 ≤ i1 < i2 < . . . < i` ≤ n
ü

ri1
j ���j

ri`
���� ��� ������� ���$��!� ��� �$!� �����i������ º !� ��!�����

ri1 + ... + ri` = r
j �.�� r$� ������ ���$��! ��3 ��� �����

max(2, `)
��

Q0

ü
Q0 = E(N

2
)
j
Q1 = E( N

p+q
)
j
Q2 = E( δ−(p+q)

2
)��

Q3 = E(β−(p+q)
2

)
�

K ��3 ���� ��$l �������$����� _ !Z$�� ������ ������ º $� �/.�!�  �3��� �� [$�1�3 �$� !����� ��� %/�/����$�� Ä/^$����� Äc�dÅ �$ �1� ���� cÅ �� !Z�$��� �$ �/.�!�  �3���  �!]�»3��!3������ �� m�$ !�� 3��»3�� �� ��$ !�%��

zf}fg öp~k{�qs xs x~lkq�{sqsln
[��� !Z����l� #j �� �/3����� !�� ��È/����� �1/��q3�� �� �/��3���3���� k�  �����$!���j!� �1/��q3� �� �/��3���3��� Ä�1/��q3�

n◦ 5Å ��2� �q� ����� !� ��3��� Ncoef

�� ���Ï������Ä���� Nc

2

���Ï������ �� ��$ !�%�Åj !� ��3��� Nop

�� 3��»3�� Ä����
Nc

���� ��� 3��»3�� ����$ !�%�Å �  ��������� ���� !� 1�3�!������ ���3�!��/ K �

A©§��Íst ª

Ncoef = Λ + E(
N

p+ q
) + n∆1 +

n(n− 1)

2
∆2,

Ä,�cdÅ
Nop = Λ + 2E(

N

p+ q
) + 2n∆1 + n(n− 1)∆2,

Ä,�c�Å
Nc = 2E(

N

p+ q
) + 2n∆1 + n(n− 1)∆2.

Ä,�c�Å

∆1

��
∆2

���� ����/�  �� !�� �1/��q3�� �� ��3 ��%� Ä�1/��q3��
2.a

º
3.cÅ ��Λ =

∑min(n,Q0)
λ=1 Cλ

nC
λ
Q0Ä/^$����� Äc��Å �$ �1� ���� cÅ�

¤P± ²¦^T\URVT_V àT[Z¦UTRVV_\ ¬X¦VUT¬X_
zf�fe ôln{kx�mnokl xsv kw~{ins�{v xs êkvs

@��£ ot�t ý ½ ¤£��¡� �t  t��t ¦t �¡��ù ���¦ �t ¤£�¥t���¦ ¤¥�¦ ¨�t �ü�¤§�£�t��¦¨�£��¡¨�t¦f ?¥ �üÌ £ ���  ¤¥�¦ �¡¦¨�t �t  ��À�¦¡�� £Ët  �t¦ ¨�£��¡�§¦  ¥£¦¦¡¨�t¦f It¦Ìs¿�¥t þ∧þ ��¡¥¡¦§ �£�¦ ¥t¦  ©£¤¡��t¦ ¤�§ §�t��¦ ¤��� �t¤�§¦t��t� ¥t¦ �¤§�£�t��¦t¦� ���  �s¡¦ £½� �t �t ¤£¦ £¥����¡� ¥£ ���£�¡��f @��¦ Àt���¦ �t sÿst �£�¦ ¥t¦ ©£¤¡��t¦ ª t� Éf
��� ��!������ �!����^$�� ����� .�����!�� {zj, z∗k} = −iδjk

Ä��� .�����!�� ��� !� ��3������ ��
√
~Åj ���� 3��������� ��3 !��/��  �� 1

i
[aj , a

+
k ] = −iδjk

j ���� _
1 ≤ j, k ≤ n

j
[aj , a

+
k ] = δjk

� "��� /����$�� �����i��� �$l ��!������ �� ��33$������ �� #��� �� ���� !�� � /����$�� �� ����� ����/�����
a+k

�� ����1�!�����
aj
�



+- ÕE89BFt: õzf�fg êivs w{kw{s x� piqornklosl
H0��� /����  �� ��� ��

H0

���� %/�/�/� º  ����� �� !Z/��� .���  �� !� ��!����� Ä
n1

j
n2

j
n3

������� ������� ���$��!�Å _
∣∣ n1, n2, n3

〉
=

1√
n1!n2!n3!

a+1
n1a+2

n2a+3
n3
∣∣ 0, 0, 0

〉
.

Ä,�,-Å
��� Ê��� |n1, n2, n3 >

�������$��� $�� ���� �� !Z����!!���$� 1��3���^$��
zf�fz ®o�~{slnsv q~npkxsv xs mklvn{�mnokl x� piqornklosl ��ilno��s

"�33� ��$� !Z�.��� �/mº 3�������/ �$ �1� ����  �/�/���� Ä������� c�+�cÅj �$ i��� ^$� !��� /����$�� �� #��� �� ��33$����  ��j !� ��!�$! ��� ��.��$l .����������!� �Z/���%�� �/��������Z��� ��� ��� �q%!�� �� ������$����� �$ 1�3�!������ ^$����^$�
K

º  ����� �� ��� /^$�.�!����!����^$� ����/  �� Ä,�dÅ�k�  �����$!���j !� ��!�$! ��� /!/3���� 3�������!� ��� 1�3�!������� ^$����^$�� ���� !� ���� ��!Z����!!���$� 1��3���^$� Ä/^$����� Ä,�,-ÅÅ �� ����  �� $��^$�� �� �/ ������ �� !� i�*�� ����!�� � /����$�� �� #��� ���� �����%/����$� �Z�����j �������� !� ��� ��� � /����$�� ������$��� º  ����� ��� 3��»3��
σk

Ä� /����$���$ �/.�!�  �3��� �� [$�1�3Å ü  !$���$�� �1��l ����  �����!�� _( ���  $�������� ��� 3��»3��
σi1

r1
���� ��3 !��/�  �� !��  ���$��� ��� � /����$�� ��3���&,a' _

Ni1
r1 = a+i1ai1 . . . a

+
i1
ai1︸ ︷︷ ︸

r1 ����
.

Ä,�,aÅ
r/�/��^$�3���j ��� � /����$�� ������ ��33/�

Dun1

�( ���  $�������� ��� 3��»3��
σi1

r1
���� ��3 !��/�  �� !��  ���$��� ��� � /����$�� _
ai1a

+
i1
. . . ai1a

+
i1︸ ︷︷ ︸

r1 ����
.

Ä,�,cÅ
"�� � /����$�� ������ ���/�

Dun2

�( w$l  $�������� ��� 3��»3��
σi1

r1
j �� ������� !�� � /����$�� ^$����^$�� �$�.���� _

Dunsym =
1

2r1
(a+i1ai1 + ai1a

+
i1
) . . . (a+i1ai1 + ai1a

+
i1
)

︸ ︷︷ ︸
r1 ����

Ä,�,,Å
\�� �l�3 !� Ä"i� /^$������ Äb�a-aÅ �� Äb�a-,Å �$ �1� ���� +Åj �$l 3��»3��

σi1

��
σ2
i1

j�� ��������� ��� ����.�3��� !�� � /����$�� ���/�
N sym

i1
= 1

2
(a+i1ai1 + ai1a

+
i1
)
��

(N sym
i1

)2 =
1
4
(a+i1ai1 + ai1a

+
i1
)(a+i1ai1 + ai1a

+
i1
)
�

[/��%���� ���$���  ��
Cou = σ−1 + σ0 = a+1

p
a2

q + a+2
q
a1

p
!Z� /����$� �� ��$ !�%�j 1��3���^$� �� ������$������ \$��^$�

[aj , a
+
k ] = δjk

j �� /����
(Cou)q1

��$� !� i��3� ���3�!� Ä ���$�� ���� /����$�� ��/����� �$�.� �$  ���$�� ��� � /����$�� ����1�!�����Å _
σq1
−1 + σ0

q1 = a+1
p
. . . a+1

p

︸ ︷︷ ︸
q1 ����

a2
q . . . a2

q

︸ ︷︷ ︸
q1 ����

+ a+2
q
. . . a+2

q

︸ ︷︷ ︸
q1 ����

a1
p . . . a1

p

︸ ︷︷ ︸
q1 ����

.
Ä,�,¬Å

[��� $�� ��������  !$� ��3 ����j Ä,�,¬Å ��� _
(Cou)q1 = σq1

−1 + σ0
q1 = (a+1

p
a2

q)q1 + (a+2
q
a1

p)q1.
Ä,�,bÅ
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�� ������3��� ��� �$���� � /����$�� �� ��$ !�%� ����

K
����� !��$ º � ��3���������  �����!���� ��3 ������� ��� � /����$�� _( Î"��«%$������ %�$�1� aÎ _

Dun1 ◦ (Cou)q1;
Ä,�,+Å

( Î"��«%$������ %�$�1� cÎ _
Dun2 ◦ (Cou)q1;

Ä,�,dÅ
( Î"��«%$������ %�$�1� �]3/���^$�Î _

Dunsym ◦ (Cou)q1;
Ä,�,�Å

( Î"��«%$������ ������ aÎ _
(Cou)q1 ◦Dun1;

Ä,�,�Å
( Î"��«%$������ ������ cÎ _

(Cou)q1 ◦Dun2;
Ä,�¬-Å

( Î"��«%$������ ������ �]3/���^$�Î _
(Cou)q1 ◦Dunsym;

Ä,�¬aÅ
( Î"��«%$������ �]3/���^$� aÎ _

Dun1 ◦ (Cou)q1 + (Cou)q1 ◦Dun1

2
;

Ä,�¬cÅ
( Î"��«%$������ �]3/���^$� cÎ _

Dun2 ◦ (Cou)q1 + (Cou)q1 ◦Dun2

2
;

Ä,�¬,Å
( Î"��«%$������ �]3/���^$� ,Î _

Dunsym ◦ (Cou)q1 + (Cou)q1 ◦ ◦Dunsym

2
.

Ä,�¬¬Å
[��� ��$� !�� ���j ^$�!^$� ���� !� 3/�1��� �� ��3 ������� ��� � /����$��j !� 1�3�!������

K��� 1��3���^$�� ���
Ncoef

���Ï������ ���� �/�!� Ä.��� ������� b�d�c �$ �1� ���� b  �$�  !$� ���/���!�Å�[��� &,a'j !� i�*�� ��  ���/��� ��� ��È/����� �� !Z�$��$�j ���� !� ����� �� !� �/������� �� 0��3�j������� ����� �q%!�� �� ��3 ������� Ä
σ0

+ = σ−1Å _( Î"��«%$������ %�$�1�Î
= σ−1 ◦Dunsym +Dunsym ◦ σ0

ü( Î"��«%$������ ������Î
= Dunsym ◦ σ−1 + σ0 ◦Dunsym

ü( Î"��«%$������ �]3/���^$�Î � 1
2

ÄÎ���«%$������ %�$�1�Î�Î���«%$������ ������ÎÅ�
[��� !� �$��� �� �� �1� ����j ����33��� ���� !� ������� ,�+j ��$� $��!������� !� Î���«%$������������ aÎ _ !�� %/�/����$��

σk

�� !� i������� 1�3�!��������K ���� ��� ����.�3��� ��3 !��/�  ��!�� � /����$�� ��3���
a+k ak

j !��^$�!� ����$�����  1]��^$�3��� !� ��3��� �� ��3��� �� ^$�����Z�l�������� �$� �1�^$� ����!!���$�
k
j �� !Z� /����$� 1�3�!������

K
�
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���  ���$��� ��  $������� ��� � /����$�� ��3��� �� �$�����$��� �!��� �$l  ���$��� ���  $��2������ �� 3��»3��

σr1
i1
. . . σr`

i`

_
Ni1

r1 . . . Ni`
r` = a+i1ai1 . . . a

+
i1
ai1︸ ︷︷ ︸

r1 ����
. . . a+i`ai` . . . a

+
i`
ai`︸ ︷︷ ︸

r` ����
;

Ä,�¬bÅ
[� 33�j �$l λ23��»3��

(σp2
−1 + σ0

p2)σk
q2

��
(σp3

−1 + σ0
p3)σγ

i σ
q3−γ
j

j �� ������� ����
K

!��� /����$�� �� ��$ !�%� �$�.���� _

(σp2
−1 + σ0

p2)σk
q2 =

(
(a+1

p
a2

q)p2 + (a+2
q
a1

p)p2
)
a+k ak...a

+
k ak︸ ︷︷ ︸

q2 ����
.

Ä,�¬+Å

(σp3
−1 + σ0

p3)Ni
γNj

q3−γ =

(
(a+1

p
a2

q)p3

+ (a+2
q
a1

p)p3
)
a+i ai...a

+
i ai︸ ︷︷ ︸

γ ����
a+j aj...a

+
j aj︸ ︷︷ ︸

q3−γ ����
.

Ä,�¬dÅ
k�«�j !�� �1/��q3�� �� �/��3���3��� ��3�$���� !������ �� 3/����^$� ^$����^$� º ����������Z��� ��� !�� ���.������� �$�.����� _( ��� � /����$�� Î

Dunk

Î Ä
k = 1, 2,

�]3Å ��3 ����  �$� $� ü( Ã$�!^$� ���� !� i�*�� �� �������$�� !�� � /����$�� �� ��$ !�%� ^$����^$�� Ä �� !Z$��
��� � 3/�1���� �� ��3 ������� ��� � /����$��Åj º �1��$� ��� ���3�� ��� ��33��

S
(2)
m, `

��
S
(3)
m

�$ 1�3�!������ �!����^$� ����/  �� Ä,�c+Å ������ ��� $� ��$! � /����$� �� ��$ !�%��
w ����� �Z�l�3 !�j !Z� /����$�

(Cou)q1
�� ��$l ����/�  �� !�� /^$������ Ä,�¬+Å �� Ä,�¬dÅ ��3 ���� �$� c � /����$�� �� ��$ !�%� ���� !� �/��3���3����

zf�f} ®svm{ownokl xsv lo�si�� x�~ls{�os × r�ioxs xs r�olxoms xs wkr�ixs
Pû�¦¡�¡�� �� ¤��¿¥Íst

����^$Z�! �l���� $�� �/������� p : q
����� ��$l ����!!���$�� ��  $!������

ω1

��
ω2

j �$ i��� ���/�1��%�� �Z/���%�� ����� !�� ��$l ����!!���$�� �� �/�������jn1

��
n2

�� ����  !$� �� ���� ��3���^$����^$��j !�� .�����!�� �!����^$�� ������ σ1

��
σ2

�� �������$��� �!���  !$� ��� ���������� �$3�$.�3���� k� ��.���1�j !Z������ ��  �!]��� �/«��  �� P = qn1 + pn2

&,+'j ��3�$�� $� �����3��� ^$����^$�� \�$� !� 3������j ���� |n1, n2 >
$� Ê��  �� �� �  �������� �$ ��$�2�� ������ /����

εP
������/ º $��  �!]��� P �'������� ^$� ��� ��$�2�� ���� ���� ����!�� ��$� !Z������ �$ 1�3�!������ ���3�!��/

K
�k���.��� K ��33� !� ��33� �� ����� 1�3�!�������

KD

j 1�3�!������ i��3/  ��
H0

�� �Z$� �/2.�!�  �3��� �/.�!�  �3��� ��  $�������� ��� � /����$�� ��3��� Ä�/.�!�  �3��� �� [$�1�3����/  �� Ä,�¬bÅÅjK1

j 1�3�!������ �� ��$ !�%� �������$/ º  ����� �� Ä,�,¬Å �� K2

j 1�3�!�������� ��$ !�%� i��3/ º  ����� ��� /^$������ Ä,�¬+Å �� Ä,�¬dÅ���� Ê��� |n1, n2 >
���� ����!�� ��$� !Z������ �$ 1�3�!������

KD

��Z�  !������� �$ 1�3�!������
K1

�$� $� Ê�� |n1, n2 >
 ���$�� $�� ��3�������� !��/���� ���Ê��� |n1 + q1p, n2 − q1q >

�� |n1 − q1p, n2 + q1q >
� �Z������ ��  �!]��� ������/ �$ Ê��

|n1± q1p, n2 ∓ q1q >
��� _

P = q(n1 ± q1p) + p(n2 ∓ q1q)
ü ����j |n1 ± q1p, n2 ∓ q1q >∈ εP

� "��
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��$�2�� ���� ���� ���� ����!�� ��$� !Z������ �$ 1�3�!������

K1

��! �� ��� �� 33�  �$� !Z�  !������� �$ 1�3�!������ �� ��$ !�%�
K2

�$� $� Ê�� |n1, n2 >
j!�� � /����$�� ��3��� �� 3���«���  �� !� ��3��� �� ^$���� �$� �1��$� ��� ����!!���$�� �.����  !������� ��� � /����$�� �� ��$ !�%� ü !�� ��$�2�� ���� εP ���� /%�!�3��� ����!�� ��$� !Z�������$ 1�3�!������

K2

��Z�� ��� ��� /����
ε
�� �/��3 ��� �� $�� ��33� ������� ��� ��$�2�� ���� εP _

ε =
⊕

P εP
� �! ����!���  �����!� �� ���%���!����  �� �!��� !� 3������ �� �� �/��������� �� !Z������ �$ 1�3�!�������$� !� ���� ��� Ê��� |n1, n2 >

�

E£¦ �t ¥£ �§¦��£� t �t Òt�s¡
2 : 1

�� �/������� �� 0��3�
2 : 1

�� 3���i���� ���� �� ��3���$l �]��q3��  �!]���3�^$�� Ä ���l�3 !� &a¬jcaj,,j,d'Å� �Z������ ��  �!]��� ��� P = n1 + 2n2

�"�33��*���  �� �/���3���� !� ��3������ �� �1�^$� ��$�2�� ��� εP
� k���.��� ^$� n1 = P −

2n2

ü
n1

��
n2

���� ��� ������� ���$��!�j ����
0 ≤ n2 ≤ P

2

ü ��33� !Z������ ��  �!]��� ��� �$���$� ������ ���$��!j ����� �����q�� ��/%�!��/  ���� !� i��3�
0 ≤ n2 ≤ E(P

2
)
j �)

E
�/��%�� !�i�������  ����� ����q��� �! �Z���$�� ^$� !� ��3������ �� �1�^$� ��$�2�� ��� ��� /���� ������/ º$��  �!]��� ��� �� ��3������

E(P
2
) + 1

� ��� ��.��$l �Z/���%��  �$.��� �!��� ��� /��^$��/�  ��!� ��$ !�
(P, n3)

Ä"i� ������� Ä,�+ÅÅ�

¤Pµ îYY\T«¦UTRV © \¦ ^R\c«X\_ â\ï²
zf�fe ókl�slnoklv xs n{i�ior

)�$� ������.��� ��� !�� ��������� ��� �/��  �$� !� 3�!/�$!� ������3�^$� "!�� ���� !�������� c�+ �$ �1� ���� c� �� �/������� �� 0��3� Ä�  ���1/�Å � !��$ ����� !�� ����!!���$�� ÎcÎ�� Î,Î Äω3

ω2
≈ 2Åj !Z����!!���$� ÎcÎ /���� !Z����!!���$� �Z/!��%����� �����1/ º !� !������ "!2� ��!Z����!!���$� Î,Î !Z����!!���$� ��  !��%� �������$/  �� !Z��%!� ����� !�� ��$l !������� "!2� ���2�� �� 1�3�!������ ���3�!��/ 3�� �� m�$ ��� � /����$�� �� ��$ !�%� ������$��� º  ����� ���� !Z� /����$� ��$ !��� Ä� /����$� ������/ º !Z/�1��%� �� , ^$���� �Z/���%��Å º !Z����� !�  !$���� !�� ��$l 3���� ÎcÎ �� Î,Î _

a+2
2
a3 + a2

2a+3 .

zf�fg �iqornklosl �o�{inokllsr ��ilno��s x~�srkww~ £�v���× r�k{x{s
N = 10

��� /����  �� ��� ��
H0

���� ����/�  �� Ä,�,-Å� �� 1�3�!������ .����������! ^$����^$��/.�!�  / m$�^$Zº !Z�����N = 10
Ä
Q0 = 5Å ��� �/����j �Z� �q� !� �1/��q3� bj  �� aab � /����$��



+¬ ÕE89BFt: õ
���� +- ���� ��� � /����$�� �� ��$ !�%� ����� ^$� �b ���Ï������ �� �  �$� �l ������� _
K = ~(ω1N1 + ω2N2 + ω3N3) + α1

2N1
2 + α1

3N1
3 + α1

4N1
4 + α1

5N1
5

+ α2
2N2

2 + α2
3N2

3 + α2
4N2

4 + α2
5N2

5 + α3
2N3

2 + α3
3N3

3 + α3
4N3

4 + α3
5N3

5

+ α1,2
1,1N1N2 + α1,2

1,2N1N2
2 + α1,2

2,1N1
2N2 + α1,2

1,3N1N2
3 + α1,2

2,2N1
2N2

2 + α1,2
3,1N1

3N2

+ α1,2
1,4N1N2

4 + α1,2
2,3N1

2N2
3 + α1,2

3,2N1
3N2

2 + α1,2
4,1N1

4N2 + α1,3
1,1N1N3 + α1,3

1,2N1N3
2

+ α1,3
2,1N1

2N3 + α1,3
1,3N1N3

3 + α1,3
2,2N1

2N3
2 + α1,3

3,1N1
3N3 + α1,3

1,4N1N3
4 + α1,3

2,3N1
2N3

3

+ α1,3
3,2N1

3N3
2 + α1,3

4,1N1
4N3 + α2,3

1,1N2N3 + α2,3
1,2N2N3

2 + α2,3
2,1N2

2N3 + α2,3
1,3N2N3

3

+ α2,3
2,2N2

2N3
2 + α2,3

3,1N2
3N3 + α2,3

1,4N2N3
4 + α2,3

2,2N2
2N3

3 + α2,3
3,2N2

3N3
2 + α2,3

4,1N2
4N3

+ α1,2,3
1,1,1N1N2N3 + α1,2,3

1,1,2N1N2N3
2 + α1,2,3

1,2,1N1N2
2N3 + α1,2,3

2,1,1N1
2N2N3 + α1,2,3

1,1,3N1N2N3
3

+ α1,2,3
1,3,1N1N2

3N3 + α1,2,3
3,1,1N1

3N2N3 + α1,2,3
1,2,2N1N2

2N3
2 + α1,2,3

2,1,2N1
2N2N3

2 + α1,2,3
2,2,1N1

2N2
2N3

+ α0
1(a

+
3 a2

2 + a+2
2
a3) + α0

2(a
+
3
2
a2

4 + a+2
4
a3

2) + α0
3(a

+
3
3
a2

6 + a+2
6
a3

3)

+ α0,1
1,1(a

+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N1 + α0,1

1,2(a
+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N1

2 + α0,1
2,1(a

+
3
2
a2

4 + a+2
4
a3

2)N1

+ α0,1
1,3(a

+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N1

3 + α0,1
2,2(a

+
3
2
a2

4 + a+2
4
a3

2)N1
2 + α0,2

1,1(a
+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N2

+ α0,2
1,2(a

+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N2

2 + α0,2
2,1(a

+
3
2
a2

4 + a+2
4
a3

2)N2 + α0,2
1,3(a

+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N2

3

+ α0,2
2,2(a

+
3
2
a2

4 + a+2
4
a3

2)N2
2 + α0,3

1,1(a
+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N3 + α0,3

1,2(a
+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N3

2

+ α0,3
2,1(a

+
3
2
a2

4 + a+2
4
a3

2)N3 + α0,3
1,3(a

+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N3

3 + α0,3
2,2(a

+
3
2
a2

4 + a+2
4
a3

2)N3
2

+ α0,1,2
1,1,1(a

+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N1N2 + α0,1,3

1,1,1(a
+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N1N3

+ α0,2,3
1,1,1(a

+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N2N3 + α0,1,2

1,1,2(a
+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N1N2

2

+ α0,1,3
1,1,2(a

+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N1N3

2 + α0,2,3
1,1,2(a

+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N2N3

2

+ α0,1,2
1,2,1(a

+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N1

2N2 + α0,1,3
1,2,1(a

+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N1

2N3

+ α0,2,3
1,2,1(a

+
3 a2

2 + a+2
2
a3)N2

2N3 + α0,1,2
2,1,1(a

+
3
2
a2

4 + a+2
4
a3

2)N1N2

+ α0,1,3
2,1,1(a

+
3
2
a2

4 + a+2
4
a3

2)N1N3 + α0,2,3
2,1,1(a

+
3
2
a2

4 + a+2
4
a3

2)N2N3.
Ä,�¬�Å

zf�fz ÷oq�rinoklv l�q~{o��sv
��� /���� .����������!� i����3��� �l���/� �� !� 3�!/�$!� "!�� ��� �/mº �/mº i��� !Z��m�� �� !$���$�� /�$��� &,�(¬-'� �� ���$��$�� .����������!!� �� ����� 3�!/�$!� � /%�!�3��� /�/ /�$2��/� ���� &a¬' ^$���3��� m$�^$Zº !� !�3��� �� ������������� \�$� !�� ��.��$l �Z/���%�� ��i/���$��º d-
%

�� !Z/���%�� �� ������������j ��� �$��$�� i��� $� �/.�!�  �3��� �� [$�1�3 �$� !��� /����$�� ��3��� Ä.��� �1� ���� cÅ� k� ��.���1�j  �$� !�� ��.��$l .����������!� i����3����l���/�j �$ i��� ��� ��$ !�%�� ���������!� ��  !$� ��  !$� ��3���$l ����� ��.��$l  ���1�� ��
/���%��j !��^$�!� ���$����� !� ��.��%���� �$ �/.�!�  �3��� �� [$�1�3 º !Z�����

N = 10
j ����$��$��  ������� �� ��3 �� !� �/������� �� 0��3� ����� !�� ����!!���$�� ÎcÎ �� Î,Î Äω3

ω2
≈ 2

��
2ω2−ω3 = 248, 75

�3−1Å�K �Z���  !$� ���%���! ���� !� ���� Ä,�,-Åj !�� /�1��%�� �Z/���%��  ��^$���� ����� !�� ����!!���$�� ÎcÎ �� Î,Î ���� 3���������  ��.�!/%�/� ��  �/����� �Z$�� �/��������� 0��3�j �� ^$� �/��$�� �$ 33� ��$ !�� ���������� �$ 3�$.�3���
σ2

��
σ3

� �! �Z���$�� ^$�!�� ��3���� ^$����^$��
n2

��
n3

�� ����  !$� �� ���� ��3���� ^$����^$�� �� �!� ���� ��3 !��/� �� !� ��3��� ��  �!]��� P = n2 + 2n3

j ��3��� ^$����^$� ������/ º !Z� /����$�
N2 + 2N3

��Z/��^$���%� ��� /���� �Z�È���$� �!���  �� !��  �!]���� (n1, P )
�[��� &a¬'j e��� Ùé çÛ� �m$����� dcb ��.��$l �Z/���%��j !��^$�!� 3������ º �������$���� m$�^$Zº,� ^$���� �Z�l�������� /�1��%/� ����� !�� ����!!���$�� ÎcÎ �� Î,Î Ä

P ≤ 38Å �� d ^$���� �$�
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!Z����!!���$� ÎaÎ� k� �$���j ��� �$��$�� �m�$���� ���� !� 1�3�!������

K
$� � /����$� �� ��$2 !�%�

a+3
3
a1 + a+1 a3

3 Ä� /����$� ������/ º !Z/�1��%� �� ¬ ^$���� �Z�l��������Å �«� �� �/����� !��/�������
3 : 1

����� !�� ����!!���$�� ÎaÎ �� Î,Î Äω1

ω3
≈ 3

��
ω1 − 3ω3 = 0, 325

�3−1Å� '3� ��!�� �q%!�� �Z�����%�3��� ��� � /����$�� ��Èq����j ����� i��3�!��3�  ��3�� !º ������ !� ��3 �2������ �.�� !� 3��/!�������  �� ��/� ���� &a¬'� �� �/.�!�  �3��� �� !�$� 1�3�!������ m$�^$Zº!Z����� a-  ��3�� $�� ������«������ ���3� º ���3� �.�� Ä,�¬�Å�)���� 3��q!�  �/��� ��  �����$!���j �.��� �m$���3���j ^$� !� 1�3�!������ ���� ��� �/����  ���+ ���Ï������ Ä!�� �b ���Ï������ �� !Z/^$����� Ä,�¬�Å � α′
1
0Å� "� ������j !Z/���� ^$������^$�3�]�� !�  !$� i���!� Ä� bjc� �3−1Å ��� �����$  �$� $� �m$���3��� �� 3������ �� m�$ ^$� c����Ï������ ��� �$!�j !� 3��� º p/�� �� �������� ���Ï������ �� i������ �� i�*��  !$� �$ 3���������������w.�� ��� ���������j !�� .�!�$�� ��� ���Ï������ ���� �����%�/�� ���� !�� ���!�� ,�¬ �� ,�b�

N Λ
"��Ï������ �� �3−1

2 3 ω1 = +3 777, 067, ω2 = +753, 834
ω3 = +1 258, 914

4 9 α1
2 = −80, 277, α2

2 = −7, 123, α3
2 = −3, 204

α1,2
1,1 = 0, α1,3

1,1 = −19, 985, α2,3
1,1 = −10, 637

6 19 α1
3 = −0, 3619, α2

3 = +0, 0825, α3
3 = 0

α1,2
1,2 = −0, 0532, α1,3

1,2 = −1, 9534, α2,3
1,2 = −0, 0802

α1,2
2,1 = 0, α1,3

2,1 = 0, α2,3
2,1 = −0, 2503

α1,2,3
1,1,1 = 0

8 34 α1
4 = 0, α2

4 = −0, 00171, α3
4 = −0, 04117

α1,2
3,1 = 0, α1,3

3,1 = 0, α2,3
3,1 = −0, 01229

α1,2
2,2 = 0, α1,3

2,2 = −0, 15070, α2,3
2,2 = 0

α1,2
1,3 = 0, α1,3

1,3 = +0, 13189, α2,3
1,3 = 0

α1,2,3
1,1,2 = 0, α1,2,3

1,2,1 = +0, 02381, α1,2,3
2,1,1 = 0

10 55 α1
5 = 0, α2

5 = 0, α3
5 = +0, 00151

α1,2
4,1 = 0, α1,3

4,1 = 0, α2,3
4,1 = 0

α1,2
3,2 = 0, α1,3

3,2 = 0, α2,3
3,2 = −0, 00066

α1,2
2,3 = 0, α1,3

2,3 = 0, α2,3
2,3 = 0

α1,2
1,4 = 0, α1,3

1,4 = 0, α2,3
1,4 = 0

ðñòó¡ ,�¬ ( )�3��� ��  ���3q���� �� [$�1�3 ����/  �� &a¬'� [��� !� ��$l�q3� ��!����j
Λ
����^$� !� ��3��� ����! ��  ���3q���� �$ �/.�!�  �3��� �� [$�1�3 ���!$� ���� !� 1�3�!2������� \�$� $� �����

N
����/ Ä

4 ≤ N ≤ 10Åj !� ������q3� ��!���� ����� !�� .�!�$�� �� ��� ���3q���� ^$� �  ���������  �$� ��� ������

¤Pº âRV«\XSTRV
[��� �� �1� ����j ��$� �.���  ��3�q��3���  �/����/ $�� 3/�1��� �� ������$����� �$ 1�3�!2������ �!����^$� .����������! ���3�!��/ �Z$� �]��q3� 3�!/�$!���� 3��/!��/  �� $� �]��q3� ��

n����!!���$�� m$�^$Zº $� �����
N

/!�./� )�$� �.��� /%�!�3��� �/��3��/ ��$� !�� 3��»3�� �����2�$��� ���� !� 1�3�!������j ��  �����$!��� !�� 3��»3�� �� ��$ !�%�� �� 3/�1��� �� ������$�����
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N Nc

2

"��Ï������ �� �3−1

3 1 α0
1 = 0

4 1 (α′
1
0 = +0, 19520)

5 4 α0,1
1,1 = 0, α0,2

1,1 = −0, 24939, α0,3
1,1 = −0, 76017

6 5 α0
2 = 0

7 11 α0,1
1,2 = 0, α0,2

1,2 = +0, 00583, α0,3
1,2 = −0, 01158

α0,1,2
1,1,1 = 0, α0,1,3

1,1,1 = 0, α0,2,3
1,1,1 = +0, 04075

8 14 α0,1
2,1 = 0, α0,2

2,1 = 0, α0,3
2,1 = 0

9 24 α0
3 = 0, α0,1

1,3 = 0, α0,2
1,3 = 0, α0,3

1,3 = 0

α0,1,2
1,1,2 = 0, α0,1,2

1,2,1 = 0, α0,1,3
1,1,2 = 0, α0,1,3

1,2,1 = 0

α0,2,3
1,1,2 = 0, α0,2,3

1,2,1 = 0

10 30 α0,1,2
2,1,1 = 0, α0,1,3

2,1,1 = 0, α0,2,3
2,1,1 = 0

α0,1
2,2 = 0, α0,2

2,2 = 0, α0,3
2,2 = 0

ðñòó¡ ,�b ( )�3��� ��  ���3q���� ����/  �� &a¬'� [��� !� ��$l�q3� ��!����j Nc

2

��� !���3��� ����! ��  ���3q���� �� ��$ !�%� ���!$� ���� !� 1�3�!������� \�$� $� �����
N

����/Ä
4 ≤ N ≤ 10Åj !� ������q3� ��!���� ����� !�� .�!�$�� �� ���  ���3q���� ^$� �  ���������  �$���� ������ �� ���3� �� ��$ !�%� �� !� �/�������

3 : 1
��� 3�� �����  �����1q��� �� �Z���  ����3 ����!��/ ���� !� �/��3���3����

� /�/ ����� ��/� ���� $� ������ ��3 � �.�� �$��q� �� 3/����^$� ^$����^$� º !� 3�!/�$!� "!�� �� !�  ���� �� ��3 �� �Z$�� �/�������
2 : 1

^$�  ��3�� �� �/����� !�� /���� .����������!� ��q��l���/� �� ��� �]��q3�� 3�!/�$!������"� ������j !� ���3�!������� i��3�!!� $���/� �$l �1� ����� c �� , �� ��� �$� !� ������$������Z$� 1�3�!������ �/.�!�  / �� �/��� �$� !� ���� ��� %/�/����$�� �� ��!����� ����^$Z�� ������ ���]��q3�� 3�!/�$!�����  �$� !��^$�!� !� 1�3�!������ ��� ������$�� º  ����� ��� /���%��� ���/��^$�����3�^$�� �� �$  �������! �����3�!/�$!����j �� i��3�!��3� ��� ��$��!����!� �� !� 3��� ��$� i��3����3�!� �/������� �Z�3 !�]�� ��� �!%����13�� �/��/�� "�� �!%����13�� ������ �l ��/� ���� !� ���1��� �1� �����
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F ◦ H̃, F} = adF(φε

F ◦ H̃) , Ä¬�cÅ
�.�� adF

!Z� /����$� ��m���� �� F � �� ./��«� ���/3��� ^$� K̃ = expεadF (H̃) ��� ��!$���� ��Ä¬�cÅ ��  �$� ���� �� �/.�!�  �� �� �/����

¯P̄ »¦ U§cRZT_ W_ TZ�§R� _U íXSU¦àSRV ëU§cRZT_ íQ�ì
}f}fe |kvonokl x� w{k�r�qs

)�$�  �/������� ��� !�� %������ !�%��� ����$����� º !� ������$����� �$ 1�3�!������ 3�� ��$�i��3� ���3�!� º !Z����� ¬ &abjadj,,j¬+'�"�����/���� ^$� !� 1�3�!������ �� �/ ��� ��� _
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[��� !� m�$ ��� ��$.�!!�� ��������/��j !� 1�3�!������ K̃(q(3)k , p

(3)
k )

3�� ��$� i��3� ���3�!�j º
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(2)
k ) = K̃3(q
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Ä �$� ��$�� .�!�$� �� m �� ��� ���Ï������

αk

j ������� ��� �$!�Å ����$����� º $�� ��.�����  ��
p/�� !��� �� !� ������$����� �� !� i������� Wn−2(q

(n−1)
k , p

(n−1)
k )

� \�$�  �!!��� º ����� ��Ï�$!�/jr$���.��� &ad' � ���!$� ���� !� �$!! � ���ÎÄ��� ����3�!� �������� ���� ��� ��.���$��  �� p/��Å��� 3��»3�� ��  �� ��/ !� 3/�1��� �� ������$�����  �/����/� ���� !��  ���%�� 1�� ¬�¬�c ��¬�¬�,�
H§½�¡�¡��

k�  �/����� �Z$�� �/�������
p : q

Ä�.�� p ≥ q
��$l ������� ��� �$!�  ��3���� ����� �$lÅ����� ��$l ����!!���$�� ÎaÎ �� ÎcÎ �� �1���������j  �� �l�3 !�j ω2

ω1
= p

q

j !� �$!! � ��� Ñn

����������$/  �� !�� 3��»3�� �� !� i��3�
σn = (z1

(n−2))p(z
(n−2)
2

∗
)q
∏

k(zk
(n−2))αk(z

(n−2)
k

∗
)αk

�� ∏
k(zk

(n−2))αk(z
(n−2)
k

∗
)αk

� ��$� ��� 3�2�»3�� ��33$���� �$ ���� �� \������ �.�� !� 1�3�!������ H̃0

j !� �$!! � ��� Ñn

��� !Z����3�!��/«��  �� !�� 3��»3��
σn

��!� ^$� &ad' _ {H̃0, σn} = 0
�k� ����/^$����j !� 1�3�!������ K 3�� ��$� i��3� ���3�!� � �q�

n − 2
�����i��3������ ����2��^$�� �� ����^$/ Ä!� ����� R̃n

��� �3��Å �  ������� �$ �$!! � ��� �� H̃0

�������$� $�� ���/%��!� ��3�q�� �$ 3�$.�3��� �$ �]��q3� 1�3�!������ 3�� ��$� i��3� ���3�!��
¯P± »Ý¦\RZTU§^_ W_ b_YZTU ë¦\RZTU§^_ »�Qîì
}f�fe h�ir�k{onpqs
�! �l����  !$���$�� �!%����13�� �� [� ��� ���� !� !���/���$��� "�!$� ^$� ��$� ���/����� ��� ��!$��/��/ �$l �]��q3�� 1�3�!������� &d'�w  ����� �Z$� �/.�!�  �3��� �� �/��� �$  ���3q���

ε
��� i�������� H̃ j K̃ �� F j !Z�!%����13� ����� �������� º ������$��� �� i�*�� ��/����.� !� 1�3�!������ ���3�!��/ K̃ m$�^$Zº !Z����� ��$1���/Ä���� !� 3��$�����j ��  �!��� ^$� !� �$ !��

λ23��»3�� ��  !$� 1�$� ��%�/ ���� !Z/����$�� �$1�3�!������ K̃ «l��� !Z����� �$ �/.�!�  �3��� ü .��� !� ������� c�c�d �$ �1� ���� cÅ��� ��33���� ����  �� /����� _

H̃(x, ε) =

+∞∑

j=0

(
εj

j!
)H̃0

j (x) ,
Ä¬�aaÅ

F(x, ε) =

+∞∑

k=0

(
εk

k!
)Fk+1(x) ,

Ä¬�acÅ

K̃(x, ε) =

+∞∑

i=0

(
εi

i!
)K̃i

0(x).
Ä¬�a,Å

�Z�!%����13� ������$�� ��� ��� i��������j �����3/������� �� ��!�$!j  �/������� $�� ��$�!� ��2��l����� H̃i
j

�.�� i ∈ N+ ��
j ∈ N

ü !Z���/�� �� ����� 3��� �� i��3� ��� �� ������ $� �������
Î���1/���3�Î �$l i�������� H̃i

j

�� i������ �  ���ú��� !�� ���Ï������ �$ ���»3� �� )�Ñ��� Ck
j

�
����^$�

i
��� �$!j H̃i

j

�������� �.�� !� j ème ���3� �$ 1�3�!������ H̃ ü  �$�
j = 0

j �! ��� /%�! �$
ième ���3� �$ 1�3�!������ ���3�!��/ _ H̃i

0 = K̃i
0

ü !���^$�
i
��

j
���� ��3$!���/� �$!�j �� �������!�  ����� ^$������^$� ��� 1�3�!������� H̃ �� K̃ _ H̃0 = H̃0

0

�
∀ i ∈ N

+ ��
j ∈ N

j !�� i�������� H̃i
j

�����i��� º !Z/^$����� &dja,' _
H̃i

j = H̃i−1
j+1 +

j∑

k=0

Ck
j {H̃i−1

j−k, Fk+1} .
Ä¬�a¬Å
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�� ���$.��� $�� �/3���������� �/���!!/� �� !� i��3$!� Ä¬�a¬Å �$  ���%�� 1� ¬�b�, �$ $���/3���������� �$������ ���� &d'�
}f�fg hs n{oil�rs xs hos

w$ �/ ���j �� � _

H̃(x) = H̃0
0(x) + εH̃1

0(x) +
ε2

2
H̃2

0(x) +
ε3

6
H̃3

0(x).
Ä¬�abÅ

�� �����%!� �� ��� �������� º /����� !�� ��È/������ /�� �� �$  ������$� ��/����i ��$� !� i��3� &d' _
H̃0

0 = K̃0
0

↓
H̃0

1 → H̃1
0 = K̃1

0

↓ ↓
H̃0

2 → H̃1
1 → H̃2

0 = K̃2
0

↓ ↓ ↓
H̃0

3 → H̃1
2 → H̃2

1 → H̃3
0 = K̃3

0.

��� ���Ï������ �$ �/.�!�  �3��� �� H̃ ���� /����� ���� !� ��!���� �� %�$�1�j �� ��$l �������!�� ��È/������ �������$����� �$ 1�3�!������ ���3�!��/ ���� ���$/� �$� !� ���%���!�  ����� �!��[��� ����� ���.��!  ������ �$� !�� �]��q3�� 3�!/�$!����� ������3�^$�� !��/����� �$ �] � w#
2Ä�1� ���� bÅj ��$� �$���� ������ �� �/�!���� !� �/.�!�  �3��� �� �/���� �� K̃ m$�^$Zº ��� ���3���Z�����

ε3
�kl !�����3���j !�  ��3�q�� ��/������ ���� !Z/^$����� Ä¬�a¬Å ����� _

K̃1
0 = H̃1

0 = H̃0
1 + {H̃0

0, F1}.
Ä¬�a+Å

\�$� !� ������� ��/������j �� � ������ �$  �/�!��!� �� ��!�$!�� !� i������� H̃1
1

_
H̃1

1 = H̃0
2 + {H̃0

1, F1}+ {H̃0
0, F2} ,

Ä¬�adÅ
�Z�) _

K̃2
0 = H̃2

0 = H̃1
1 + {H̃1

0, F1} .
Ä¬�a�Å

k�«�j !� ������q3� ��/������ �/������� �� ��!�$!�� º !Z�.���� !�� i�������� H̃2
1

�� H̃1
2

 �� _
H̃2

1 = H̃1
2 + {H̃1

1, F1}+ {H̃1
0, F2} ,

Ä¬�a�Å
��

H̃1
2 = H̃0

3 + {H̃0
2, F1}+ 2{H̃0

1, F2}+ {H̃0
0, F3} ,

Ä¬�c-Å
�Z�) _

K̃3
0 = H̃3

0 = H̃2
1 + {H̃2

0, F1} .
Ä¬�caÅ

e$�^$Z���j ��$� �Z�.��� ��^$�� �$�$�� ��������� �$� !�� i�������� %/�/�������� F1

j F2

j F3

j ���^$� ���� $��!��/�� ���� !Z�!%����13�� k� i���j ��33� !� 1�3�!������ ���3�!��/ K̃ ���� ��33$���Ä�$ ���� �� \������Å �.�� H̃0

j ���� K̃ �  ������� �$ ��]�$ ��
adH̃0

j ��� i�������� %/�/�����������.��� ��� �/���3��/�� ��33� �$�� _ !��� �� !�  ��3�q�� ��/������j !� i������� %/�/�������
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F1 ∈ Imad

H̃0

�����i������ º Ä¬�a+Å ���� ��� �/���3��/� �� ����� ^$� K̃1
0

�  �������� �$ ��]�$�� !Z� /����$� ��m����
adH̃0

� &�� i��� F1

�l !����/�j �� !� 33� 3���q��j ��$� ��!�$!��� !�
i������� %/�/������� F2 ∈ ImadH̃0

�  ��������� ���� Ä¬�adÅ �� ��!!� i�*�� ^$� K̃2
0 ∈ Ker adH̃0�� ����� �� �$���� k� ����/^$����j  �� !��/����/ �� !Z� /����$�

adH̃0

j K̃ ∈ Ker adH̃0

�
\�/������ ������ ^$� !�� i�������� F �� K̃ �����i��� º !� ��������� �� �/�!��/ Ä"i� k^� Äa�+dÅ �$�1� ���� aÅ��� 1�3�!������ 3�� ��$� i��3� ���3�!� � �q� , ��/������� �Z/���� _

K̃(x) = H̃0
0(x) + εK̃1

0(x) +
ε2

2
K̃2

0(x) +
ε3

6
K̃3

0(x).
Ä¬�ccÅ

k�«�j �! �l���� $�� .������� �� ��� �!%����13� &d' ���������� º �l !������ !�� ��È/����� i�������������3/������  �� !� i��3$!� _

H̃i
j =

(
(j + 1)H̃i−1

j+1 +

j∑

k=0

{H̃i−1
j−k, Fk+1}

)
.

Ä¬�c,Å
}f�fz ®~qklvn{inokl

)�$�  �� ����� ��� $�� �/3���������� �/���!!/� �� !Z�!%����13� �� [� ���� \����� _

H̃i(x, ε) =
+∞∑

j=0

(
εj

j!
)H̃i

j(x) ,
Ä¬�c¬Å

�� /���.��� ^$� _

H̃i(x, ε) =
d

dε

(
H̃i−1

)
.

Ä¬�cbÅ
�� Ä �� ���!�%�� �.�� $� �]��q3� ��� �$����3�  �$� !�^$�! ��$�� i������� A �����i��� º _
dA
dt

= ∂A
∂t

+ {A ,H}Å _
d

dε

(
H̃i−1

)
=

∂

∂ε

(
H̃i−1

)
+ {H̃i−1, F}

d

dε

(
H̃i−1

)
=

∂

∂ε

(+∞∑

j=0

(
εj

j!
)H̃i−1

j (x)

)
+ {

+∞∑

`=0

(
ε`

`!
)H̃i−1

` (x),

+∞∑

k=0

(
εk

k!
)Fk+1(x)}

d

dε

(
H̃i−1

)
=

+∞∑

j=1

(
εj−1

(j − 1)!
)H̃i−1

j−1(x) + {
+∞∑

`=0

(
ε`

`!
)H̃i−1

` (x),

+∞∑

k=0

(
εk

k!
)Fk+1(x)}

d

dε

(
H̃i−1

)
=

+∞∑

j=0

(
εj

j!
)H̃i−1

j (x) +

+∞∑

`=0

+∞∑

k=0

(
ε`

`!
)(
εk

k!
){H̃i−1

` (x), Fk+1(x)}
Ä¬�c+Å

[��� !� ��33�����j �1�^$� i������� H̃i−1
j

������ ��� º $� ��«��3���  ���� �$
j ème

����� ��
ε
ü

��!� �3 !�^$�j ^$�  �$�
j
«l/j !�� ���3�� �� ��«��3���  ���� �$

(`+ k)ème
����� ���.��� ���/%�!�3��� /%�$l º $� ��«��3���  ���� �$

j ème
�����j ����

k + ` = j
� �! �Z���$�� ^$� _

d

dε

(
H̃i−1

)
=

+∞∑

j=0

(
(
εj

j!
)H̃i−1

j (x) +

j∑

k=0

(
εj

(j − k)!k!
){H̃i−1

j−k(x), Fk+1(x)}
)
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��j εj

(j−k)!k!
= εj

j!
j!

(j−k)!k!
= εj

j!
Ck

j

Ä
0 ≤ k ≤ j)

� �� �� �/�$�� ^$� _

H̃i(x, ε) =

+∞∑

j=0

(
εj

j!
)H̃i

j(x) ,

H̃i(x, ε) =

+∞∑

j=0

(
εj

j!
)

(
H̃i−1

j+1(x) +

j∑

k=0

Ck
j {H̃i−1

j−k(x), Fk+1(x)}
)
.

Ä¬�cdÅ
"���� /^$����� /���� �����i����  �$� ��$� ���3� �� !� ��33�j �� �� �/�$�� _

H̃i
j = H̃i−1

j+1 +

j∑

k=0

Ck
j {H̃i−1

j−k, Fk+1} .
Ä¬�c�Å

¯Pµ âRV«\XSTRV
"� �1� ���� �  �/����/ ����� �!%����13�� �� 3��� ��$� i��3� ���3�!�j ���� !� �1/���� #r\��� !Z�!%����13� ��\w� ��  ���1��� �1� ����  �/�����j ���� $�  ��3��� ��3 �j !� ������$������$ 1�3�!������ .����������! H̃ ��� 3�!/�$!�� w#

2

!��/�����j  $�� !� 3��� ��$� i��3� ���3�!� �$1�3�!������ �� ��� �]��q3�� .�� !Z�!%����13� �� [� ���j ��  ������ �� ��3 �� $�� �/������������ ��$l ��� ����!!���$�� Ä1�3�!������ a(Å  $�� ��$l �/�������� ��3$!���/� Ä1�3�!������ c(Å�k�  �/����� �Z$�� �/�������
2 : 1

j !�� �/�$!���� ����/�  �� !Z�!%����13� ��\w ������ ��3 ��/�º ��$l �� !� �1/���� #r\��
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HI�J���� �

H����������� �� I����������� N�����N���
������������� ��� �������� ���M��������
��������N��� 
 

2
���M����� ���� �� ������

������ �� J�M����� �� �M��������

±PO çVUZRWX«UTRV
��� 3�!/�$!�� ������3�^$�� ���� ��� 3�!/�$!��  �/������ ���� ����� ^$������� Ä�

2

�j )�
2

j���Å� k�  �����$!���j !� 3�!/�$!� ������3�^$� !��/���� "�
2

j !Z$�� ��� 3�!/�$!�� �������$��� ����.�23��� �$ �/�1�$È�3��� �!�3���^$�j � i��� !Z��m�� �� ��3���$��� /�$��� Ä �� �l�3 !� &c-jcaj,,'Å�"� �1� ���� �  �$� ��m�� ��  �/������j ���� !� !�3��� !���!�j !� 3/�1��� �� ������$����� ���1�3�!������� .����������!� ���3�!��/� �� �]��q3�� 3�!/�$!����� ������3�^$�� !��/����� º !Z/^$�2!���� �$ �] � w#
2

Ä"�
2

j "*
2

j #��
2

j ���Å �/�$��� �$ 1�3�!������ .����������! /���� º !Z���� �����������/�� �������� �� %�!��� &a�'j �� $��!����� !Z�!%����13� �� [� ���  �/����/ �$ �1� ����¬��Z$��!������� �� ��� ��������/�� ���� !�  ����� � �� ������$����� ��� 1�3�!������� .��������2��!� ��$!�j �$ ��� 1�3�!������� ��.����������!�  �� !�  ���� �� ��3 �� ��� ��$ !�%�� �� "����!������� !�� 3�$.�3���� 3�!/�$!����� .����������!� �� �� ��������j � /�/ �/�!��/�  �� (��1���Ã$��� &¬d(b-'  �$� !�� �]��q3��  �!]���3�^$�� ���� !�� ���/�� a�d- �� a��-j 3��� !�� ��!2�$!�j ��  �����$!���j  �$� !�� 3�!/�$!�� ������3�^$�� !��/����� �� ����  �� �!����3��� �l !����/��k� $��!����� !� �1/���� #r\�j ����� /�$�� � ���$��� /�/ �� ����  �� e�]�$l  �$� !� 3��� ��$�i��3� ���3�!� ��� 1�3�!������� .����������!� �� �������� �]��q3�� 3�!/�$!����� ������3�^$��!��/�����j "*
2

&,aj,d'  $�� "�
2

&caj,,'j ��  �/����� �Z$�� �/������� �� 0��3� Ä1�3�!������ ^$�e�]�$l ��33� 1�3�!������ a(Å�w �q� ��������� �$ 1�3�!������ .����������! H̃ j ��$� �/�$����� �� �� �� ������� �/.�!�  / m$�2^$Zº !Z����� b �$� !� ���� �� ��������/�� ��«���/��3�!�� �]��� !� ��3������ �� √
~
j ��$� $� m�$�� 1�3�!������� ���3�!��/� a( ^$� !Z��  �$� ������$���  �$� !�� 3�!/�$!�� !��/����� w#

2

� )�$�/������� ����� !Z/�$�� 3��/�  �� e�]�$l  �$� !�� 3�!/�$!�� "�
2

�� "*
2

�� �l1����� ��$��� !���/�������� �1/���^$�3��� ��3 ����!�� �.�� H̃ Ä�/�������
2 : 1

j
1 : 1

j
3 : 2

��
4 : 1

����� $�����!!���$� �Z/!��%����� �� !� 3��� ��  !��%� ��$�!�3��� �/%/�/�/ !���^$� !� 3�!/�$!� ��� ����$� /��� �l���/Å� \$��j ��$� ������� !�� �l �������� ��� 1�3�!������� 3������ �� m�$ ��$l �/��2������ ��3$!���/�� Ä1�3�!������� c(Å� k�«�j ��$� �l ����� $�� 3/�1��� �� ������$����� ���1�3�!������� .����������!� ^$����^$�� �/�$��� �� !�$�� 1�3�!�%$�� �!����^$��j ��  �����$!���!�� � /����$�� ����� ^$� !�� ���Ï������ �� ��$ !�%� ������/� �� i������� �� ��������  ���3q����



d+ ÕE89BFt: !
������/�����^$�� Ä $!�������j ���������� �� i����j ���Å�

±Pa bcà_\RYY_^_VU YR\ªV"^T¦\ WX §¦^T\URVT_V àT[Z¦UTRV³V_\ #«R^Y\_U#W¦VS \_ $_X W_S «RRZWRVVc_S «XZàT\TVc¦TZ_S
�fgfe óix{s xs n{i�ior

)�$� ��33��������  �� /.�^$�� !�� �]��q3�� 3�!/�$!����� w#
2

��� !��/����� �.��� �� ��$������������ �$l w#
2

!��/������[Z� �q� !Z�  ��l�3����� �� #��� �� �  ��1��3�� &ba' ^$�  ��3�� !� �/ ������� ��� 3�$.�3������ .�������� �� �������� 3�!/�$!�����j $�� �������� �$ $�� �����!����� �Z$�� 3�!/�$!� ���� �������3�!� �Z�È����  �� ��� /���%�� Î�������Îj �� ���� ^$Z$�� 3�!/�$!� ������3�^$� w#
2

���/ ��� ^$� �� , ��������/�� ���/ �������� Ä¬ �1�p !�� 3�!/�$!�� ������3�^$�� !��/�����Åj  ���l�3 !� ���� $�� ������ ����  �� !�� 3���� !���$lj ��� , ��������/�� ��������j �Z���2º2������� !��%$�$�� ��� !�������
r1
j
r2
j �� !Z��%!�

α
����� !�� ��$l !������� Ä����� ^$� �Z$� �$��� ��%!�

ϕ
�+ º !� �/%/�/�������� �$ 3��� ��  !��%� ù  �$� !�� w#

2

!��/�����Å�)����� −→r1 �� −→r2 !�� .����$�� ��!���� !� ������ �� !Z���3� ������! w �� 3����
M

j º �1��$� ���������� ��� ���3�� #j �� 3����
m

Ä.��� «%$�� b�aÅ� ����^$� !� �]��q3� 3�!/�$!���� ��� ������ ���«%$������ �Z/^$�!����j ������ ������
r01
j
r02

Ä
r0 = r01 = r02 Å �� α0 = π

!�� ��������/������������� %/�3/����  �����$!�q�� ��� 3�!/�$!�� ������3�^$�� w#
2

 ��3�� �� ������$��� $� ���q��� !�/ º!� 3�!/�$!�  !$� i���!� º $��!���� ^$� ��!$� ������$��  �� !Z�  ��l�3����� �� #���2�  ��1��3��&¬d'j ����33���  �$� �l !������ !Z/���%�� ���/��^$� �� �������������^$� !� 3�!/�$!� .���� �� 3/!��� /!��%������ ��  !��%�j !�  !�� Î3�!/�$!����Î ��� �/«��º  ����� ��� ��$l .����$�� ��� ��!��/����� −→r1 �� −→r2 � "�  !�� ��� ���� $�  !�� �� �]3/����Ä��������� !� ������ �� 3����
C

�$ �]��q3� 3�!/�$!����Å� �Z�l� ^$� !$� ���  �� �����$!���� �� ������  �� !� ������ �� 3���� ��� $� �l�  ����� �! �Z�������j �l� ^$� ��$� �1��������� ��33�
/����

(Cx)
� �� ��!��� �� �/i/����� �������$��� !� �/i/������! ��!���i ��� �������$/  �� !�  !��3�!/�$!���� �� !Z�l�  ����� �! �Z������� ^$� !$� ��� ������33��� ���1�%���!��� ���� ����/������ ��  ��m������ �����1/ �$ �/i/������! ��!���i Ä�/i/������! !�/ º !� 3�!/�$!�Å

(Cxyz)
j !Z�l� (Cy)

��� ������1/ º !� !������ w#
1

j !Z�$��� �l� (Cz)
/���� �!��� ������/ �� i�*�� º�� ^$� !� ���q���

(Cxyz)
���� ������ ü �! �$Ï� ^$� ��� �l�� ������ ������33��� ���1�%���$l ������$l �� ��3�$���� ���� !�  !�� 3�!/�$!����� ��� ����� �����1/�� �$ �/i/������! ��!���i ������ !����� ����/������

(Cxyz)
�� !� ����  ����� �!� �Z��������[/��%���� ��«�  ��

Pr1

j
Pr2

j
Pα

Ä��
Pϕ

 �$� !�� w#
2

!��/�����Å !�� 3�3���� ���m$%$/� �� �����������/���

�fgfg ñls{�os mol~no��s �o�{inokllsrrs xsv qkr~m�rsv n{oinkqo��sv ¹ê
2

k� i������� ��� �������j ��$� �3 !������� ���� ����� /�$�� !� �������� 3�������!!��[��� !� �/i/������! !�/ �$ !����������j !Z/���%�� ���/��^$� �� .�������� ��� �]��q3�� 3�!/�$!�����w#
2

��� ����/  �� !� i��3$!� &a�' _
ýþ Ò��ÿ�� ��� ����� �����ÿ� ����.ÿ� .ÿ� �� ���� �� ����1� ν2

�� ��ÿ������ ��1�����þ Ò�� �ÿ�������� �����ÿ� ��� ��� ����� Ê��� ��1������Ë ������1���� ν1
Ê���� �Ó����.ÿ�Ë �

ν3
Ê���� ������1��������Ó����.ÿ�Ëþ
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�

�

��
�

��
�

�

��

����

���� ¡ b�a ( `�������� �Z$�� 3�!/�$!� w#
2

� �� ���!!� ��� ���3�� w �� # �����������

Tvib =
1

2

(
Pr1 Pr2 Pα

)


G11 G12 G13

G21 G22 G31

G31 G32 G33






Pr1

Pr2

Pα


 Äb�aÅ

�.�� !�� Gkk′
���� !�� /!/3���� 3�������!� �� !� 3������

G
�� %�!��� Ä���$!/� ���� !� ���!� b�aÅ��Z/^$����� Äb�aÅ �Z/���� _

Gkk′
kl �������

G11
1
m
+ 1

M

G22
1
m
+ 1

M

G33
1
m

(
1
r21

+ 1
r22

)
+ 1

M

(
1
r21

+ 1
r22
− 2 cosα

r1r2

)

G12
cosα
M

G13 − sinα
Mr2

G23 − sinα
Mr1

ðñòó¡ b�a ( "�!�$! ��� /!/3���� 3�������!� �� !� 3������
G

 �$� !�� 3�!/�$!�� ������3�^$��!��/����� �$ �] � w#
2

&a�'�

Tvib =

(
1

m
+

1

M

)(
1

2
Pr1

2 +
1

2
Pr2

2

)

+
1

2
Pα

2

(
(
1

r21
+

1

r22
)(

1

m
+

1

M
)− 2 cosα

Mr1r2

)

+
cosα

M
Pr1Pr2 −

sinα

M

(
Pr1

r2
+

Pr2

r1

)
Pα.

Äb�cÅ
�fgfz ôln{kx�mnokl xs lk��srrsv mkk{xkll~sv

qj
sn xs rs�{v qkqslnvmkl£���~v

pj�� 3��� ��$� i��3� ���3�!� �$ 1�3�!������ .����������!  �� !Z�!%����13� �� [� ��� ��^$����!� ������������ �$ 1�3�!������ H̃0

�$ �]��q3� 3�!/�$!���� �� ^$� �/������� �� ���%���!���� !�i��3� ^$������^$�
Tvib

���� !� !�3��� 1��3���^$��\�$�
k = 1

�$
2
j  �����

rk = r0+hk

��
α = π+h

Ä
r0

��
α0 = π

���� !��  ���3q���� �$ �]��q3�3�!/�$!���� ���� �� ���«%$������ �Z/^$�!���� ��
0 < hk << r0

j
0 < h << πÅ �� �È���$��� $�



d� ÕE89BFt: !
�/.�!�  �3��� !�3��/ �� Äb�cÅ º !Z����� c Ä���� !� �/.�!�  �3��� !�3��/j

h1

j
h2

j
h
j
Pr1

j
Pr2

��
Pα

���� ��� ��«��3����  ����� �� 33� ����� �� %�����$�Å ü ��$� �������� _
T

(0)
vib =

1

2
aPr1

2 +
1

2
aPr2

2 +
1

2
ePα

2 − cPr1Pr2 ,
Äb�,Å

�.�� a = 1
m
+ 1

M

j
e = 2

r20

(
1
m
+ 2

M

) ��
c = 1

M

�
*���

A
!� 3������ _

A =




a −c 0
−c a 0
0 0 e


 .

Äb�¬Å
k� �������� 3�������!!�j !Z/���%�� ���/��^$� 1��3���^$� �Z/���� _

T
(0)
vib =

1

2
(Pr1, Pr2 , Pα)A




Pr1

Pr2

Pα



 .
Äb�bÅ

��� .�!�$�� �� .����$��  �� ��� ���1����3/� ��
A

���� ��� ����.�3��� _
λ1 = a + c, λ2 = a− c, λ3 = e

�� −→vp1 (− 1√
2
,

1√
2
, 0), −→vp2 (

1√
2
,

1√
2
, 0), −→vp3 (0, 0, 1).

Äb�+Å
)�$� ��$1������ ������$��� $�  ��3��� m�$ �� ��������/��

Q̃k

j �� 3�3���� ���m$%$/�
PkÄ

1 ≤ k ≤ 3Åj ^$� !Z�� �1���1� º �l ��3�� �� i������� ��� ��������/�� ���������\�$� �� i����j ������/����
R
!� 3������ Ä�]3/���^$�Å ��  ����%� ��� ������� 3�3����

(Pr1 , Pr2 , Pα)�$l ��$.��$l 3�3����
(P1, P2, Pα)

ü ����� 3������ ��� ��!!� ^$� _



Pr1

Pr2

Pα


 =



− 1√

2
1√
2

0
1√
2

1√
2

0

0 0 1






P1

P2

P3


 Äb�dÅ

[��� !� ����  �� ��j !� i��3� ^$������^$� �� !Z/���%�� ���/��^$� 1��3���^$� Ä�� �� �/���������3�������!!�
A′ = 1

2
RTAR

�.�� RT = R−1 !� 3������ ����� ��/� ��
RÅ ��� _

T
(0)
vib =

1

2
(a+ c)P1

2 +
1

2
(a− c)P2

2 +
1

2
eP3

2 ,
Äb��Å

"�����/���� !� !�%���%��� L �$ �]��q3� 3�!/�$!���� �l ��3/ ���� !� m�$ ��� .�����!�� (Q̃1,

Q̃2, Q̃3,
˙̃Q1,

˙̃Q2,
˙̃Q3)

� \�� �/«������ _

Pr1 =
∂L
∂ṙ1

= P1
∂ ˙̃Q1

∂ṙ1
+ P2

∂ ˙̃Q2

∂ṙ1
+ P3

∂ ˙̃Q3

∂ṙ1
.

Äb��Å
��j

Pr1 = −
1√
2
P1 +

1√
2
P2 .

Äb�a-Å
k� ��3 ����� ����� /^$����� �.�� Äb��Åj �� �� �/�$�� ^$� _

∂ ˙̃Q1

∂ṙ1
= − 1√

2
,
∂ ˙̃Q2

∂ṙ1
=

1√
2
,
∂ ˙̃Q3

∂ṙ1
= 0.

Äb�aaÅ
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k�  ���/���� �� 33� �.�� !�� 3�3����

Pr2

��
Pα

j �� ������� _
∂ ˙̃Q1

∂ṙ2
=

1√
2
,
∂ ˙̃Q2

∂ṙ2
=

1√
2
,
∂ ˙̃Q3

∂ṙ2
= 0,

Äb�acÅ
��

∂ ˙̃Q1

∂α
= 0,

∂ ˙̃Q2

∂α
= 0,

∂ ˙̃Q3

∂α
= 1.

Äb�a,Å
\!$���$�� �1��l  �����!�� ��� .�����!�� Q̃1

j
Q̃2

��
Q̃3

����  �����!�� ü ��� , .�����!�� ��.���/.���33��� ��� ��3 ����!�� �.�� !�� ��!������ Äb�aaÅ º Äb�a,Åj ��$� �������� !� �1��l �$�.��� _

Q̃1 =
1√
2
(r2 − r1), Q̃2 =

1√
2
(r2 + r1 − 2r0), Q̃3 = α− π.

Äb�a¬Å
[��� !Z� ��^$� �� ���� ���� !Z/�$�� �!����^$� º !� 3/����^$� ^$����^$�j ��$� ������$�����j º ����� ��� .�����!�� (Q̃1, Q̃2, Q̃3)

�� �� !�$�� 3�3���� ���m$%$/��j $� ��$.��$ m�$ �� .�����!��
(q1, q2, q3)

��3�������/� ��33� √
~
�)�$� �/��%����  ��

(p1, p2, p3)
Ä/%�!�3��� ��3�������/� , ��33� √

~Å !�� 3�3���� ���m$%$/��� ��� ��$.�!!�� .�����!���*�����
g11

j
g22

j
g33

j ����� ����������� \�� ���!�%�� �.�� !Z/�$�� ��� ����!!���$�� 1��3���^$��j ����� ¾ _
ωi =

√
Kiigii, 1 ≤ i ≤ 3,

Äb�abÅ
���

ωi

���� !��  $!������� ������/�����^$�� �Z����!!���$�� 1��3���^$�� «���i� �Z/!��%����� �� �� !��%� ���� !� m�$ ��� .�����!�� q1 j q2 �� q3 �)�$� ������$����� !�� .�����!�� qi ��33� �$�� _

qi = Q̃i

√
ωi

gii
, 1 ≤ i ≤ 3,

Äb�a+Å
w !Z���� ��� /^$������ Äb�a¬Å º Äb�a+Åj !�� ��!������ !���� �l !�����3��� !�� ��������/�� ���������$l qi

���� _

q1 =

√
ω1

2g11
(r2 − r1),

Äb�adÅ
q2 =

√
ω2

2g22
(r1 + r2 − 2r0),

Äb�a�Å
q3 =

√
ω3

g33
(α− π).

Äb�a�Å
�fgf} òovs vk�v jk{qs milklo��s xs r�~ls{�os mol~no��s �o�{inokllsrrsxilv ri roqons pi{qklo��s

[��� ����� �������j ��$� �l !������� !Z/���%�� ���/��^$� .����������!!� ���� !� !�3��� 1��3�2��^$�� "���� ^$�����/ �  ���ú� ���� !� 1�3�!������ H̃0

^$� ���� ���$��� º �/�!���� !� 3��� ��$�i��3� ���3�!� �$ 1�3�!������ 3�!/�$!���� H̃ �
�þ Ò�� ����ÿ�� qipj �� ����� �� ��������� ��ÿ�� �����þ�þ

g11
�

g22
��� 7���1���� � ����0���� ��ÿ�� �����4

g33
� ����0���� ��ÿ� ����� ��������þ



�- ÕE89BFt: !
k� �� ������ !� !�%���%��� ��33� $�� i������� ��� .�����!�� ���/ �������� (q1, q2, q3, q̇1, q̇2, q̇3) j�� /���� _

Pr1 =
∂L
∂ṙ1

= p1
∂q̇1
∂ṙ1

+ p2
∂q̇2
∂ṙ1

.
Äb�c-Å

w !Z���� �� Äb�c-Åj �� �� �/�$�� ^$� _

Pr1 = −p1
√

ω1

2g11
+ p2

√
ω2

2g22
= − 1√

2
P1 +

1√
2
P2 .

Äb�caÅ
[� 33�j º  ����� ��

Pr2

��
Pα

j �� �/3����� ^$� _

Pr2 = p1

√
ω1

2g11
+ p2

√
ω2

2g22
=

1√
2
P1 +

1√
2
P2,

Pα = p3

√
ω3

g33
= P3.

Äb�ccÅ
\$�� �� ���/���� !�� �l �������� Äb�caÅ �� Äb�ccÅ ���� !Z/���%�� ���/��^$� 1��3���^$�

T
(0)
vib =

1
2
aPr1

2 + 1
2
aPr2

2 + 1
2
ePα

2 − cPr1Pr2

j �� ������� _

T
(0)
vib =

1

2

(
a+ c

g11

)
ω1p

2
1 +

1

2

(
a− c

g22

)
ω2p

2
2 +

1

2

(
e

g33

)
ω3p

2
3 .

Äb�c,Å
[� i�*�� º �.��� $�� 3��� �� i��3� ������^$� �� !Z/���%�� ���/��^$�j  ����� _

a+ c = g11 =
2

M
+

1

m
,

a− c = g22 =
1

m
,

e = g33 =
2

r20

(
1

m
+

2

M

)
.

Äb�c¬Å
0���!�3���j !Z/���%�� ���/��^$� .����������!!� 1��3���^$� �Z/���� _

T
(0)
vib =

1

2

3∑

k=1

ωkp
2
k.

Äb�cbÅ
)�$� .����� �� �/���3���� !Z/���%�� ���/��^$� .����������!!� 1��3���^$� �  ��������� ����!� 1�3�!������ H̃0

� w«� �� �/���3���� ��� 1�3�!������j �! ��$� i�$� �l !������ !� 3��q!� �� �������! �����$� "���� /�$�� ��� �È���$/� ���� !�  ���1���  ���%�� 1��
�fgf� ñ�w{svvokl x� wknslnosr x�olns{imnokl V

olns{qkr~m�rio{s xsvv�vn�qsv qkr~m�rio{sv n{oinkqo��sv rol~io{sv ¹ê
2[/.�!�  ��� !�  �������! m$�^$Zº !Z�����N Ä

N ≥ 3Å �$� !� ���� ��� ��������/�� (Q̃1, Q̃2, Q̃3)
j!��^$�!!�� 3/!��%��� !�� ��������/�� �������� _

V =
1

2

3∑

j=1

KjjQ̃
2
j +

N∑

δ=3

∑

1≤i1≤i2≤...≤iδ

Ki1i2 ... iδQ̃i1Q̃i2 ... Q̃iδ ,
Äb�c+Å
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�) !�� ���������� �� i����

Kjj

���� ��� ���������� 1�3�%q��� º $�� ��������� �� �����$��  �!/�� ���������� �� i����� ��j
Q1

j
Q2

��
Q3

/���� ��� ����.�3��� �� �]3/����
u
j
g
��

u
j��$!�� !��  $��������  ����� ��

Q1

��
Q3

����  ��3���� ���� !Z/^$����� Äb�c+Å�[��� !� m�$ ��� ��$.�!!�� .�����!��j !�  �������! ��� _

V =
1

2
(

3∑

j=1

ωjqj
2) +

N∑

δ=3

∑

1≤i1≤i2≤...≤iδ

ki1i2 ... iδqi1qi2 ... qiδ .
Äb�cdÅ

[��� ����� �l �������j

V0 =
1

2
(

3∑

j=1

ωjqj
2)

Äb�c�Å
��� !�  �������! 1��3���^$��k��$���j º !Z���� ��� /^$������ Äb�a+Å �� Äb�c+Åj ��$�  ����� _

ki1i2 ...iδ = Ki1i2 ...iδ

(
gi1i1
Ki1i1

) 1
4
(

gi2i2
Ki2i2

) 1
4

...

(
giδiδ
Kiδiδ

) 1
4

.
Äb�c�Å

kl !������� !�� ���Ï������
ki1i2, ...iδ

��� �$!� �  ��������� ���� !� �/.�!�  �3��� �$  �������!m$�^$Zº !Z�����
N = 5

�

k222 = K222

(
g22
K22

) 3
4

,
Äb�,-Å

k233 = K233

(
g22
K22

) 1
4
√

g33
K33

,
Äb�,aÅ

k112 = K112

√
g11
K11

(
g22
K22

) 1
4

,
Äb�,cÅ

k1111 = K1111

(
g11
K11

)
,

Äb�,,Å
k2222 = K2222

(
g22
K22

)
,

Äb�,¬Å
k3333 = K3333

(
g33
K33

)
,

Äb�,bÅ
k2233 = K2233

√
g22
K22

√
g33
K33

,
Äb�,+Å

k1122 = K1122

√
g11
K11

√
g22
K22

,
Äb�,dÅ

k1133 = K1133

√
g11
K11

√
g33
K33

,
Äb�,�Å

k22222 = K22222

(
g22
K22

) 5
4

,
Äb�,�Å

k11233 = K11233

√
g11
K11

(
g22
K22

) 1
4
√

g33
K33

,
Äb�¬-Å
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k22233 = K22233

(
g22
K22

) 3
4
√

g33
K33

,
Äb�¬aÅ

k11112 = K11112

(
g11
K11

)(
g22
K22

) 1
4 Äb�¬cÅ

k11222 = K11222

√
g11
K11

(
g22
K22

) 3
4

,
Äb�¬,Å

k23333 = K23333

(
g22
K22

) 1
4
(

g33
K33

)
.

Äb�¬¬Å
"�� ���������� �� i���� ������ $��!��/��  �$� !� 3��� ��$� i��3� ���3�!� �$ 1�3�!������ .����2������!!� �$l ������ , º b º !� ������� b�¬ �� �$ �1� ���� +�[��� !� !�3��� 1��3���^$�j !� 1�3�!������ .����������! ��� _ H̃0 vib =

ω1

2
(q21+p21)+

ω2

2
(q22+p22)+

ω3

2
(q3b

2
1 + p3b

2
1)
�

\�$� ���3���� !� ������$����� �$ 1�3�!������ H̃0

j �! i�$� ��m�$��� �$ 1�3�!������ .��������2��! H̃0 vib

!� �������$����  �/ ���/����� º !Z/���%�� ���/��^$� �� �������� Ä"i� �������� b�c�+ ��b�c�dÅ�

�fgf� |{ovs sl mkqwns xilv rs piqornklosl �o�{inokllsr x��l ns{qsxs r�~ls{�os mol~no��s xs {kninokl
�Z/���%�� ���/��^$� �� �������� ��� �� !Z����� �� %�����$� �$ �����q3� �� !Z/���%�� ���/��^$��� .��������� ��j  �$� $�� 3�!/�$!� ������3�^$� !��/���� w#

2

j !Z��%!�
ϕ
�����1/ º $�� ���������$��$� �Z$� �l� Ä�l�  ����� �! �Z�������

(Cx)Å  ������ ������33���  �� !� ������ �� 3����3�!/�$!���� �� ������33��� ���1�%���! �$  !�� i��3/  �� !�� ��$l !�������  ���q�� $� 3�3���
�Z������� ¿

I1 ≈ 0
�.�� &bc'

I1 =
1
2
(I3−

√
I23 − 4m2M

2m+M
r21r

2
2 sin

2 α)
3�3���  ����� �! �Z�������  ��

��  ��� º !Z�l� (Cx)
��

I3 = m(r21 + r22)− m2

2m+M
(−→r1 +−→r2 )2

� w$ 1�3�!������ .����������! 3��2���� �� m�$ !�� ��������/��
q1
j
q2

��
q3
j �! i�$� ���� �m�$��� !� �������$����  �/ ���/����� ��

!Z/���%�� ���/��^$� �� �������� _
Trot ≈ P 2

ϕ

2I1

� k�  �����$!���j !� 1�3�!������ H̃0

�l ��3/ ���� !�
!�3��� 1��3���^$� ��� !� ��33� ��

Trot

�� �� H̃0

�[��� !�  ���1���� �������j %�ø�� �$l ��������/��
qi

Ä�� �� !�$�� 3�3���� ���m$%$/�
piÅ ��2����$���� ���� !� ������� b�c�,j ��$� �/���3����� !� 1�3�!������ Î.����������! ��3 !��Î ����]��q3�� 3�!/�$!����� w#

2

�

�fgf� �iqornklosl %�o�{inokllsr mkqwrsn%
H§½�¡�¡��

)�$� �  �!��� 1�3�!������ Î.����������! ��3 !��Î !� 1�3�!������ i��3/ º  ����� �� !���33� ��� 1�3�!������� .����������! �� �� !� �������$����  �/ ���/����� �� !Z/���%�� ���/��^$��� ���������
Çþ Ò� ������� �.ÿ���� Ê�þÑË ���� &��' �� ����������������� ��������� � �� 2�ÿ ����4 �0�� ��� ������� �����ÿ�ÿ� Í I(BA)

m
= 1

2

(
IC
m
(∓)
√

I2

C

m2 − 4(1− 2ρ)(−→r1 ×−→r2)2
) �0��

ρ = m
2m+M

þ
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*� ��$� �������� !�� .�����!�� qk ��
pk

Ä
1 ≤ k ≤ 3Å ��33� ��� ��«��3����  ����� �$  ��3��������j !� 1�3�!������ .����������! ��3 !�� �/.�!�  / m$�^$Z�$ b `eme

����� ���� !� �/i/������! �$!���������� ��� À _
H̃ = H̃0 + H̃3 + H̃4 + H̃5.

Äb�¬bÅ��� �l �������� �$ 1�3�!������ H̃0

�� ��� 1�3�!������� ��  ���$������� H̃k

Ä
3 ≤ k ≤ 5Å ��������/� �$  ���1���  ���%�� 1�� ��� ��!�$!� ���� �l !����/� ���� !Z����l� [ �� ���� �� �������.�� &caj,,'�

�fgf� ö{ilvjk{qinokl milklo��s xs mkk{xkll~sv
\�����

q3b1 = q3 cosϕ
��

q3b2 = q3 sinϕ.
Äb�¬+Å)�$� �.��� �33/�����3��� _

q3
2 = q3b1

2 + q3b2
2.

Äb�¬dÅ*� ��$� �//���.��� !� !�%���%��� �$ �]��q3� 3�!/�$!���� ��33� $�� i������� ��� .�����!�� ���/2 ��������
q1, q2, q3b1, q3b2, q̇1, q̇2, ˙q3b1, ˙q3b2

j �� �$ i��� ^$�
p3b1

j
p3b2

��
Pϕ

���� ��� ����.�3���!�� 3�3���� ���m$%$/� ��
q3b1

j
q3b2

��
ϕ
j ��$�  �$.��� /����� _

Pϕ =
∂L
∂ϕ̇

= p3b2q3b1 − p3b1q3b2.
Äb�¬�Å

[��� !Z/^$����� Äb�¬�Åj ��$� ������������� ^$�
Pϕ

��� !� 3�3��� ��%$!���� .����������! �$3��� ��  !��%� &,,'�k� �$���j ��33�
p3

��� !� 3�3��� ���m$%$/ ��
q3

�� �Z� �q� Äb�¬+Åj �� !� 33� 3���q��j ��$��������� _
p3 = p3b1 cosϕ+ p3b2 sinϕ.

Äb�¬�Å[Z� �q� Äb�¬+Å �� Äb�¬�Åj �� � _
p3q3 = q3b1p3b1 + q3b2p3b2.

Äb�b-Å��� /^$������ Äb�¬�Å �� Äb�b-Å  �$.��� ��� ��3���/�� ����3�!�  �$� ������ _

p3
2 +

Pϕ
2

q32
= p3b1

2 + p3b2
2.

Äb�baÅ
0���!�3���j !�� ��È/����� 1�3�!������� �  ��������� ���� !� �/.�!�  �3��� �� H̃ ���� _

H̃0 =
ω1

2
(q21 + p21) +

ω2

2
(q22 + p22) +

ω3

2
(q3b

2
1 + p3b

2
1)

+
ω3

2
(q3b

2
2 + p3b

2
2),

Äb�bcÅÏþ �� ������.ÿ� .ÿ���.ÿ�4 �� ����� �� ����� �� ������1�� �����.ÿ� �� ��������� � ��ÿ� ��� �� ��������/�� ����/ �ÿ� ��� ��0��ÿ� ������1��þ ����������������4 ���� �� ����� ���� ���ÿ�� �� .ÿ� ��ÿ� 2����� �1���
���þ � ������ÿ�� ������� Ê
T ∼ 293K

Ë4 ������1�� �����.ÿ� ��Ó���� �� ��������� �����ÿ����� 0�ÿ4 ��0��ÿ �ÿ 7������ �� ���.ÿ�������� �� ������1��4 3
2kBT ∼ 0, 4 eV

Ê
kB

�� �� ������� �� ���(����Ëþ ����ÿ �������� ��� ����1�� � ������1�� �����.ÿ� 0������������ ���� �� ��2������� �����2 .ÿ� �� �� ������� ��
0, 1 eV

þ
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H̃3 = t332(p3b1

2 + p3b2
2)q2 + t233p2(q3b1p3b1 + q3b2p3b2)

+ k222q
3
2 + k112q

2
1q2 + k233q2(q3b

2
1 + q3b

2
2),

Äb�b,Å

H̃4 =

(
p3b1

2 + p3b2
2

)(
t1133q

2
1 + t2233q

2
2

+ t3333(q3b
2
1 + q3b

2
2)

)

+ (q3b
2
1 + q3b

2
2)(t3311p

2
1 + t3322p

2
2)

+ (q3b1p3b1 + q3b2p3b2)(t1313q1p1 + t2323q2p2)

+ t′3333P
2
ϕ + k1111q

4
1 + k2222q

4
2 + k3333(q3b

2
1 + q3b

2
2)

2

+ k1122q
2
1q

2
2 + k1133q

2
1(q3b

2
1 + q3b

2
2)

+ k2233q
2
2(q3b

2
1 + q3b

2
2),

Äb�b¬Å

H̃5 =

(
p3b1

2 + p3b2
2

)(
t
(1)
22233q

3
2 + t

(1)
11233q

2
1q2

+ t
(1)
23333q2(q3b

2
1 + q3b

2
2)

)

+ (q3b1p3b1 + q3b2p3b2)(t
(2)
23333p2(q3b

2
1 + q3b

2
2)

+ t
(2)
11233q

2
1p2 + t

(2)
22233q

2
2p2 + t

(3)
11233q1q2p1) + t̃ϕP

2
ϕq2

+ k22222q
5
2 + k11112q

4
1q2 + k11222q

2
1q

3
2

+ k22233q
3
2(q3b

2
1 + q3b

2
2) + k23333q2(q3b

2
1 + q3b

2
2)

2

+ k11233q
2
1q2(q3b

2
1 + q3b

2
2).

Äb�bbÅ
[��� !�� /^$������ Äb�bcÅ º Äb�bbÅj !�� ���Ï������ Î

t
Î ���� !�� ���Ï������ ���/��^$�� �� ����!���/� ���� !� ���!� b�c� �� �����$.� !�� �/�$!���� �� e�]�$l Ä/^$����� Äc��Å �� &,,' �� $���/

~ = 1Å�
±P¤ )cc«ZTUXZ_ W_ \Ý¦\RZTU§^_ »�Qî _V ÄRV«UTRV W_S à¦³ZT¦[\_S «R^Y\_ß_S zk

_U
z∗k�fzfe |kvonokl x� w{k�r�qs

\�$�
k = 1, 2, 3b1, 3b2

j  ����� _
zk =

1√
2
(qk + ıpk),

Äb�b+Å
z∗k =

1√
2
(qk − ıpk).

Äb�bdÅ
(�  �!��� ^$� !� �1��%�3��� �� ��������/�� ��� .�����!�� (qk, pk) �$l .�����!�� ��3 !�l��
(zk, z

∗
k)

��� �]3 !����^$� �� 3$!�� !��$�−ı� �� �] �%�� 1�� ^$� ��$� �.��� ��� �/� �$ �1� ����a �������� º /����� ��$� 1�3�!������ �l ��3/ �� i������� ��� .�����!�� qk j pk �$
zk
j
z∗k

��33��$�� _ H̃(qk, pk) �$ H̃(zk, z∗k) ������ ^$� !� 1�3�!������ �l !����/ �� i������� �$ 3$!�� !��$� −ı��� ���/� H(zk, z∗k) � [��� !� �$� �� ��  �� �$��1��%�� !�� ���������j !�� ��È/������ i��������%/�/�������� �� ������  �� Î�È+�!/��Î �Z$� Î��!��Î�
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t332 − 1√
2mω2

ω3

r0,
t233

1
Mr0

√
2mω2¬

t1133

(
3M+4m
mM

)
1

4r20
(ω3

ω1
)¬

t2233
3

4mr20
(ω3

ω2
)¬

t3333 − 1
2Mr20¬

t3311 − 1
2Mr20

(ω1

ω3
)

¬
t3322

(
2m+M

M

)
1

2Mr20
(ω2

ω3
)¬

t1313
1

Mr20¬
t2323 − 1

Mr20¬
t′3333

8m+M
12mMr20b

t
(1)
22233 −

√
1

2mω2

1
mr30

(ω3

ω2
)

b
t
(1)
11233 −

√
1

2mω2

(
4m+3M
mMr30

)
(ω3

ω1
)

b
t
(1)
23333

√
1

2mω2

1
Mr30b

t
(2)
23333 −

(
2m+M
mM

)
1

3Mr30

1
ω3

√
2mω2

b
t
(2)
11233

√
mω2

2

(
2m+M
mM

)
1

Mr30

1
ω1

j
b

t
(2)
22233

√
1

2mω2

1
Mr30b

t
(3)
11233 −

√
2

mω2

1
Mr30b

t̃ϕ −
√

1
2mω2

(
8m+M
6mMr30

)�

ðñòó¡ b�c ( kl �������� ��� ���Ï������ ���/��^$�� �  ��������� ���� !�� /^$������ Äb�bcÅ ºÄb�bbÅ ��33� $�� i������� ��� 3����� ���3�^$��
M

��
m

Ä�� Ê%Å ��� ���3�� w �� #j �� !�!��%$�$� º !Z/^$�!���� ��� !�������
r0

Ä�� 3Å �� ���  $!������� ωk

Ä�� �����−1Å�
�fzfg h�ir�k{onpqs

[��� !Z/^$����� Äb�¬bÅj H̃0

��� $� ��«��3���  ���� �$ ������ ����� �� !�� 1�3�!������� �� ���$������� H̃k

Ä
3 ≤ k ≤ 5Å ���� ��� ��«��3����  ����� �Z�����

k
������ ^$� !�� 1�3�!�������

H̃k

���� Ä¬�abÅ ���� �$ 33� ����� �� %�����$��w«� �� ��!��� ��� ��$l �l ��������j ��$�  �$.���j ���� �$  ���� ^$�
qi = εq̃i

��
pi = εp̃iÄ

i = 1, 2, 3b1, 3b2Å �.�� qi
q̃i
<< 1

�� pi
p̃i
<< 1

Ä�� 3�����
ε2

�� i����$� ���� !� �/.�!�  �3��� ��!Z/^$����� Ä¬�abÅ �� i�*�� º ��3 ���� ��� ��«��3����  ����� ��!���i� ��3 ����!��Åj ���� Îi������33� ��Î
ε = 1

� )�$�  �$.��� �!��� /���!�� !�� ��!������ �$�.����� _
H̃0

0 = H̃0, H̃0
1 = H̃3, H̃0

2 = 2H̃4, H̃0
3 = 6H̃5, K̃1

0 = K̃3, K̃2
0 = 2K̃4, K̃3

0 = 6K̃5, Äb�b�Å
�� �//����� !Z�!%����13� ��\w ��$� $�� i��3�  !$� ��3 ���� �� .$� �Z$�� $��!������� ���� !� ���1���  ���%�� 1��
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"�3 �� ���$ �� Äb�b�Åj !�� /^$������ Ä¬�a+Å º Ä¬�caÅ ��3���/�� ����� �!!�� ����$����� º _

K̃3 = H̃3 + adH̃0
(F1),

Äb�b�Å

K̃4 = H̃4 +
1

2
adH̃0

(F2) +
1

2
{H̃3, F1}+

1

2
{K̃3, F1},

Äb�+-Å

K̃5 = H̃5 +
1

6
adH̃0

(F3) +
1

3
{H̃3, F2}+

2

3
{H̃4, F1}

+
1

3
{K̃4, F1}+

1

6
{K̃3, F2}

+
1

6
{{H̃3, F1}, F̃1}+

1

6
{adH̃0

(F2), F1}.
Äb�+aÅ

[��� !� m�$ ��� .�����!�� y = (qk, pk)
j ��� /^$������ �Z/���.��� _

K̃3(qk, pk) = H̃3(qk, pk) + adH̃0
(F1)y,

Äb�+cÅ

K̃4(qk, pk) = H̃4(qk, pk) +
1

2
adH̃0

(F2)y +
1

2
{H̃3, F1}y +

1

2
{K̃3, F1}y Äb�+,Å

K̃5(qk, pk) = H̃5(qk, pk) +
1

6
adH̃0

(F3)y +
1

3
{H̃3, F2}y +

2

3
{H̃4, F1}y

+
1

3
{K̃4, F1}y +

1

6
{K̃3, F2}y

+
1

6
{{H̃3, F1}y, F1}y +

1

6
{adH̃0

(F2), F1}y.
Äb�+¬Å

w !Z���� ��� /^$������ ÄÄa�cdÅÅj Äa�daÅ �� Äa�dbÅj �� /���� ���� !� m�$ ��� .�����!�� x = (zk, z
∗
k)

_
K̃3(zk, z

∗
k) = H̃3(zk, z

∗
k) + adH0(F1)x,

Äb�+bÅ

K̃4(zk, z
∗
k) = H̃4(zk, z

∗
k) +

1

2
adH0(F2)x +

1

2
{H3, F1}x +

1

2
{K3, F1}x Äb�++Å

K̃5(zk, z
∗
k) = H̃5(zk, z

∗
k) +

1

6
adH0(F3)x +

1

3
{H3, F2}x +

2

3
{H4, F1}x

+
1

3
{K4, F1}x +

1

6
{K3, F2}x

− ı

6
{{H3, F1}x, F1}x −

ı

6
{adH̃0

(F2), F1}x.
Äb�+dÅ

k�«�j �� 3$!�� !���� ��� /^$������  ��
λ = −ı �� ��$m�$�� º !Z���� ��� /^$������ ÄÄa�cdÅÅ ��Äa�daÅj �� �� �/�$�� ^$� _

K3(zk, z
∗
k) = H3(zk, z

∗
k)− adH̃0

(F1)x,
Äb�+�Å
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K4(zk, z

∗
k) = H4(zk, z

∗
k)−

1

2
adH̃0

(F2)x −
ı

2
{H3, F1}x −

ı

2
{K3, F1}x Äb�+�Å

K5(zk, z
∗
k) = H5(zk, z

∗
k)−

1

6
adH̃0

(F3)x −
ı

3
{H3, F2}x −

2ı

3
{H4, F1}x

− ı

3
{K4, F1}x −

ı

6
{K3, F2}x

− 1

6
{{H3, F1}x, F1}x −

1

6
{adH̃0

(F2), F1}x.
Äb�d-Å

��� /^$������ Äb�+�Å º Äb�d-Å ���� ��!!�� ^$� ��$� $��!������� �q� !�  ���1���  ���%�� 1�� w$«��!j !� 1�3�!������ 3�� ��$� i��3� ���3�!� � �q� , ��/������� ��� _
K = H0 +K3 +K4 +K5.

Äb�daÅ
±P̄ ²¦^T\URVT_V ^TS SRXS ÄRZ^_ VRZ^¦\_ _V YZcS_V«_ WÝXV_

S_X\_ ZcSRV¦V«_
�f}fe |kvonokl x� w{k�r�qs

����^$Z$�� ��$!� �/������� ����� ��$l ����!!���$�� ��� º  ������ �� ��3 ��j !� 1�3�!���������3�!��/ ��� �  �!/ 1�3�!������ 3���2�/������� &,,j ,d' Ä1�3�!������ a(Å� [��� !��  ���2%�� 1�� �$�.����j ��$� 3��������� ^$� ��$�  �$.��� �l !������ �$ 1�3�!������  �!]�»3��! H̃�/.�!�  / m$�^$Zº !Z����� b Ä�� ����/ º  ����� ��� /^$������ Äb�bcÅ º Äb�bbÅÅj ��������� �/��2������ �/�$���� �� !Z�!%����13� �� [� ����[/��%����  �� ����!!���$� ÎaÎj ÎcÎ �� Î,Î !�� ����!!���$�� ��� ����.�3��� �Z/!��%����� ����!�23��� �����]3/���^$�j �Z/!��%����� �]3/���^$� �� ��  !��%�� )�33��� ������ ����!!���$� ÎÎ
3b1

Î�� Î
3b2

Î !�� ��$l ����!!���$�� $����3��������!� i��3��� !� 3��� ��  !��%� ��$�!�3��� �/%/�/�/�)�$� �l1������� $� ����3�!� �� 1�3�!������� ���3�!��/� a( 3������ �� m�$ ��$� º ��$� _
( $�� �/������� �� 0��3� Ä�/�������

2 : 1Å ����� !Z����!!���$� ÎcÎ �� !Z����!!���$� ��  !��%� ü����� �/������� ��� 3��� �� /.������ º  ����� �$ �/.�!�  �3��� �� H º !Z����� , ü( $�� �/������� �� 0��3� ����� !�� ��$l ����!!���$�� �Z/!��%����� ü ����� �/������� ��� /%�2!�3��� 3��� �� /.������ º  ����� �$ �/.�!�  �3��� �� H º !Z����� , ü( $�� �/�������
1 : 1

����� �1�^$� ����!!���$� �Z/!��%����� �� !Z����!!���$� ��  !��%� ü ����/�������� ���� �  �/����!�� º  ����� �$ �/.�!�  �3��� ��H º !Z����� c 3��� !Z����������$ ���3� �� ��$ !�%� �/������� $� �/.�!�  �3��� º !Z����� ¬ ü( $�� �/�������
3 : 2

����� !�� ����!!���$�� ÎcÎ �� Î,Î ü( $�� �/�������
4 : 1

����� !�� ����!!���$�� ÎcÎ �� Î,Î�"�� ��$l �����q��� �/�������� �  ��������� º  ����� �$ �/.�!�  �3��� �� H º !Z����� b�
�f}fg �iqornklosl xs wr�v �iv k{x{s H0

sn rs piqornklosl xs ws{n�{��inokl H3
x�k{x{s z

kl ��3/� �� i������� ��� .�����!�� ��3 !�l�� (zk, zk∗) �� ��� %/�/����$�� σk = zkzk
∗ Ä �$�

k = 1, 2, 3b1, 3b2Å �� !Z�!%q��� ���  �!]�»3�� ��.�������j !�� 1�3�!������� H0
��� H3

��� ��2��.�3��� �$ ������ �� ������q3� ����� ���� _
H0 = −ı(ω1σ1 + ω2σ2 + ω3(σ3b1 + σ3b2)),

Äb�dcÅ



�� ÕE89BFt: !
H3 = −ıã1(z2z3b1∗2 + z2

∗z3b1
2 + z2z3b2

∗2 + z2
∗z3b2

2)

− ıã2(z2z3b1
2 + z2

∗z3b1
∗2 + z2z3b2

2 + z2
∗z3b2

∗2)

− ıã3(z2σ3b1 + z2
∗σ3b1 + z2σ3b2 + z2

∗σ3b2)

− ıã4(z2
∗z1

2 + z2z1
∗2 + z2z1

2 + z2
∗z1

∗2)

− 2ıã4(z2σ1 + z2
∗σ1)− ıã5(z2

3 + z2
∗3)

− 3ıã5(σ2z2 + σ2z2
∗).

Äb�d,Å
[��� Äb�d,Åj ��$� �.���  ��/ _

ã1 =
1

2
√
2
(k233 + t233 − t332),

ã2 =
1

2
√
2
(k233 − t233 − t332),

ã3 =
1√
2
(k233 + t332),

ã4 =
1

2
√
2
k112,

ã5 =
1

2
√
2
k222,

Äb�d¬Å

�f}fz ð~vklilms
2 : 1

sln{s r�kvmorrins�{ x�~rkl�inokl %g% sn r�kvmorri�ns�{ xs wroi�s *{~vklilms xs �s{qo+
û�ts¡Í�t §�£¤t ý ¥£ s¡¦t ¦��¦ À��st ���s£¥t �� ©£s¡¥���¡t� H3

�� 1�3�!������  ���$��/ H3

�Z����� , ��� ����/  �� !Z/^$����� Äb�d,Å�( k!/3���� �$ ��]�$ ��
adH̃0*$  ����� ^$Z�! �l���� $�� �/������� 2 : 1

����� !�� ����!!���$�� ÎcÎ ��� Î,Î �.�� Á ω2

ω3
= 2

���� 3��»3�� Ä��3 !�l��Å �� ��%�/ , �  �������� º
Ker adH0

���� _

z2z3b1
∗2, z2

∗z3b1
2, z2z3b2

∗2, z2
∗z3b2

2.
Äb�dbÅ

( [/���3������� �� !� i������� %/�/������� F1\�� ������$�����j ��$� !�� 3��»3�� «%$���� ���� Äb�dcÅ �  ���������� �$ ��]�$ �� !Z� /2����$� ��m����
adH̃0

� [Z�$���  ���j ��$� �/���3����� K3

����/  �� Äb�+�Å �� ����� ^$�!� i������� %/�/������� F1
���$!� ��$� !�� ���3�� �� H3

� w !Z�l�� ���� ��� 3��»3�� ^$��  ���������� º
Ker adH̃0

j �����  ���/�$�� ���  �����!�� w ����� �Z�l�3 !�j ������/����!� 3��»3� −ıã2(z2z3b12) «%$���� ���� H3

�� �1��������� !� i������� %/�/������� �� !�i��3� _ F1 = α1(z2z3b1
2)
� )�$� ��!�$!���

adH̃0
(F1) = −α1(ω2 + 2ω3)z2z3b1

2
�

w !Z���� �� Äb�+�Åj ��$� �������� F1 =
ıã2

ω2+2ω3
(z2z3b1

2)
�

Ñþ Ì� ��ÿ� �7��������� ω3

ω2
= 2

4 �� 7��������� ��������� � ������� Ï �� ÿ� ��0��������� �� �ÿ�7��������0�� Í K = H0 +K4
ÊK3 = K5 = 0

Ëþ
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r�ø�� º $�  ��%��33� ��$� '� !�j ��$� �.��� �/���3��/ !� i������� F1

 �� _

F1 = − ıã2
ω2 + 2ω3

(z2
∗z3b1

∗2 − z2z3b1
2)

− ıã2
ω2 + 2ω3

(z2
∗z3b2

∗2 − z2z3b2
2)

− ıã3
ω2

(z2
∗σ3b1 − z2σ3b1)−

ıã3
ω2

(z2
∗σ3b2 − z2σ3b2)

− ıã4
2ω1 + ω2

(z2
∗z1

∗2 − z2z1
2)

− ıã4
2ω1 − ω2

(z2z1
∗2 − z2

∗z1
2)

− 2ıã4
ω2

(σ1z2
∗ − σ1z2)−

ıã5
3ω2

(z2
∗3 − z2

3)

− 3ıã5
ω2

(σ2z2
∗ − σ2z2).

Äb�d+Å
�� ./��«� ^$� ����� i������� Ä��33� ��$��� !�� i�������� %/�/�������� ������$���� .��!Z�!%����13� �� [� ���Å �����i��� º !� ��������� �� �/�!��/ Äa���bÅ�( kl ������� �� K3\�� �  !������� �� !Z�!%����13� ��\wj ��$� �.��� _

K3 = −ıã1(z2z3b1∗2 + z2
∗z3b1

2 + z2z3b2
∗2 + z2

∗z3b2
2).

Äb�ddÅ
k� ������ ��� !Z/�$�� ^$����^$�  �/����/� �$  ���%�� 1� b�dj K3

��� !� 1�3�!������ ����$ !�%� ����$����� !� �/������� �� 0��3� ����� !Z����!!���$� ����!�3��� �]3/���^$� �� !�3��� ��  !��%��

Gt ���t §�£¤t ý ¥t ©£s¡���¡t� ���s£¥¡¦§ K4

( k!/3���� �$ ��]�$ ��
adH̃0��� 3��»3�� �� ��%�/ ¬ ������$� ����

Ker adH̃0

���� �� !� i��3� _

σiσj , z
2
3b1z3b2

∗2, z3b1
∗2z23b2

�.�� i, j = 1, 2, 3b1, 3b2.
Äb�d�Å

( kl !��������� �Z$�� ��$l�q3� i������� %/�/������� F2[Z� �q� !Z/^$����� Äb�+�Å �� !Z�!%����13� ��\wj !� ��$l�q3� i������� %/�/������� F2

���������$��� �� i�*�� º /!�3���� �� H4
��$� !�� ���3�� ^$� �� ����  �� ���� !� ��]�$ ��

adH̃0

� �Z�l ������� �� F2

�Z���  �� �l !�����3��� ����/� ��� ��� ��$� �� !Z$��!�������  ���( kl ������� �� K4w �q� ��!�$!� �/�!��/� ��$� '� !�j ��$� �������� ^$� K4

�Z�l ��3�  �� _

K4 = −ıx11σ1
2 − ıx22σ2

2 − ıx33(σ3b1 + σ3b2)
2

− ıx12σ1σ2 − ıx13σ1(σ3b1 + σ3b2)− ıx23σ2(σ3b1 + σ3b2)

+ ıx``(z3b1
2z3b2

∗2 + z3b1
∗2z3b2

2 − 2σ3b1σ3b2).
Äb�d�Å



�- ÕE89BFt: !
��� ���Ï������

xik

���� ��$� �/�!� �� ����/�  �� _

x11 =
3

2
k1111 +

1

4
k2
112

(
3ω2

2 − 8ω2
1

ω2(4ω2
1 − ω2

2)

)
,

Äb��-Å
x22 =

3

2
k2222 −

15

4ω2

k2
222,

Äb��aÅ
x33 =

3

2
k3333 +

1

2
t3333 −

(k233 + t332)
2

8ω2

− 1

8(ω2 + 2ω3)

(
k233 − t233 − t332

)2

,
Äb��cÅ

x12 = k1122 −
2ω1

4ω2
1 − ω2

2

k2
112 −

3

ω2
k112k222,

Äb��,Å
x13 = k1133 + t3311 + t1133 −

1

2ω2
k112(t332 + k233),

Äb��¬Å
x23 = k2233 + t3322 + t2233 −

3

2ω2
k222(t332 + k233)

− 1

2(ω2 + 2ω3)
(k233 − t233 − t332)

2,
Äb��bÅ

x`` =
1

2
t3333 + t′3333 −

1

2
k3333

+
1

8(ω2 + 2ω3)
(k233 − t332 − t233)

2.

Äb��+Å

( kl ������� �$ 1�3�!������ ���3�!��/�Z�l ������� �$ 1�3�!������ 3�� ��$� i��3� ���3�!�  ���� $�� i��3�  !$� ��3 !� �Z�32 !�� �� ��$� ������$����� Ä"i� Äb�¬�ÅÅ Pϕ = ı(z3b1z3b2
∗ − z3b1

∗z3b2)
!� 3�3��� ��%$!����

.����������! �$ 3��� ��  !��%� Ä���/%��!�  ��3�q�� �$ 3�$.�3���Å �l ��3/ �� .�����!����3 !�l�� ü �����j !� 1�3�!������ ���3�!��/ ��� _

K = −ı
(
ω1σ1 + ω2σ2 + ω3(σ3b1 + σ3b2)

) Äb��dÅ
− ıã1(z2z3b1

∗2 + z2
∗z3b1

2 + z2z3b2
∗2 + z2

∗z3b2
2)

− ıx11σ1
2 − ıx22σ2

2 − ıx33(σ3b1 + σ3b2)
2 − ıx12σ1σ2

− ıx13σ1(σ3b1 + σ3b2)− ıx23σ2(σ3b1 + σ3b2)− ıx``P
2
ϕ.

)�$� !�3����� !�  ���/�$�� �� !Z�!%����13� ��\w º !� ��$l�q3� ��/������ Ä�Z���2º2�����$ ¬
ème

����� �$ �/.�!�  �3��� �� H̃Å ���j ������ ��� $�� i��� ������ !�  ���� �� .$�^$����^$�j !� 3/�1��� �$Ï�  �$� 3����� �� /.������ $� � /����$� �� ��$ !�%� Ä� /����$��� 0��3�
K3

������/ º K3Å �� !� �/.�!�  �3��� �� [$�1�3 ����/  �� !�� � /����$��
H0

��
K4

Ä� /����$�� ���� !�� /!/3���� 3�������!� �� �����������  ��j ���� !� ���� ��!Z����!!���$� 1�3���^$�j �Z/!/3���� �� ��1��� �� !� ���%���!� ü .���  ���%�� 1� b�d  �$� !$� �� �/���!�Å�
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�f}f} ð~vklilms

2 : 1
sln{s rsv xs�� kvmorrins�{v x�~rkl�inokl

B¥§st��¦ �� ��Ì£� �t adH̃0*$  ����� ��� ^$Z�! �l���� 3��������� $�� �/�������
2 : 1

����� !�� ����!!���$�� ÎaÎ �� ÎcÎj�.�� Å ω2

ω1
= 2

�e$�^$Zº !Z����� ¬j !�� 3��»3�� �  �������� º
Ker adH̃0

���� _
σi

j
z1

∗2z2
j
z21z2

∗ j σiσj

j
z23b1z3b2

∗2, z3b1
∗2z23b2

�.�� i, j = 1, 2, 3b1, 3b2
�

Ò�� �¡��¦ ¾§�§�£��¡ t¦ F1
t� F2

r�ø�� �$l i�������� %/�/��������F1

�� F2

j !�� 1�3�!�������K3

��K4

3�� ��$� i��3� ���3�!����� ����/�  �� !�� /^$������ Äb���Å �� Äb���Å�

BÔ¤�t¦¦¡�� �t K3

K3 ∈ Ker adH̃0

�  �$� �l ������� _

K3 = −ıã4(z1∗2z2 + z21z2
∗).

Äb���Å
BÔ¤�t¦¦¡�� �t K4

r�ø�� º $�  ��%��33� �È���$/ ��$� '� !�j !� 1�3�!������ K4

��� _

K4 = −ıx̃11σ1
2 − ıx̃22σ2

2 − ıx̃33(σ3b1 + σ3b2)
2

− ıx̃12σ1σ2 − ıx̃13σ1(σ3b1 + σ3b2)− ıx̃23σ2(σ3b1 + σ3b2)

+ ıx̃``(z3b1
2z3b2

∗2 + z3b1
∗2z3b2

2 − 2σ3b1σ3b2).
Äb���Å

��� ��È/����� ���Ï������ ���� _

x̃11 =
3

2
k1111 −

1

2ω2

k2
112 −

1

8(2ω1 + ω2)
k2
112,

x̃22 = x22,

x̃33 =
3

2
k3333 +

1

2
t3333 −

(k233 + t332)
2

8ω2

− 1

8(ω2 + 2ω3)

(
k233 − t233 − t332

)2

− 1

8(ω2 − 2ω3)

(
k233 + t233 − t332

)2

,
Äb��-Å

x̃12 = k1122 −
1

2(2ω1 + ω2)
k2
112 −

3

ω2
k112k222,

x̃13 = x13,

Ôþ Ò� �7��� ω1

ω2
= 2

����ÿ���� � K3 = K5 = 0
þ Ò� 7��������� ��������� ����� ÿ� ��0��������� ���ÿ�7��þ
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x̃23 = k2233 + t3322 + t2233 −

3

2ω2
k222(t332 + k233)

− 1

2(ω2 + 2ω3)
(k233 − t233 − t332)

2

− 1

2(2ω3 − ω2)
(k233 + t233 − t332)

2,
Äb��aÅ

x̃`` =
1

2
t3333 + t′3333 −

1

2
k3333

+
1

8(ω2 + 2ω3)
(k233 − t233 − t332)

2.

+
1

8(ω2 − 2ω3)
(k233 + t233 − t332)

2.

Äb��cÅ
BÔ¤�t¦¦¡�� �� ©£s¡¥���¡t� ���s£¥¡¦§

w !Z���� $�� ��$.�!!� i��� �� Äb�¬�Åj �� ������� _

K = −ı
(
ω1σ1 + ω2σ2 + ω3(σ3b1 + σ3b2)

)
− ıx̃11σ1

2

− ıx22σ2
2 − ıx̃33(σ3b1 + σ3b2)

2 − ıx̃12σ1σ2

− ıx13σ1(σ3b1 + σ3b2)− ıx̃23σ2(σ3b1 + σ3b2)

− ıx̃``P
2
ϕ.

Äb��,Å
�f}f� ð~vklilms

1 : 1
sln{s r�kvmorrins�{ x�~rkl�inokl %e% sn rs qkxsxs wroi�s *{~vklilms xs ®i{rol��®sllovkl+

B¥§st��¦ �� ��Ì£� �t adH̃0�� �$  ��� ��� ^$Z�! �l���� $�� �/������� 1 : 1
����� !�� ����!!���$�� ÎaÎ �� Î,Îj ���� ω1

ω3
= 1

�e$�^$Zº !Z����� bj !�� 3��»3�� �  �������� º
Ker adH̃0

���� _
z1z3b1

∗ j z1z3b2∗ j z12z3b1∗2 j z12z3b2∗2 � ���� ����� ^$� ��$l ����/�  �� !Z/^$����� Äb�d�Å�

Ò�� �¡��¦ ¾§�§�£��¡ t¦ F1
½ F3"��i��3/3��� �$l /^$������ Äb�+�Å º Äb�d-Å �� !Z�!%����13� ��\wj º !Z�l�� ���� �� H4

j
��$� !�� ���3�� ���� H3

�� H5

 �$.��� ��� /!�3��/�  �� �  !�������� �$������.�� ��� i��������%/�/�������� F1

j F2

�� F3

�
BÔ¤�t¦¦¡�� �t K4��$� ��!�$!� 3��/�j K4

�Z/���� _
K4 = −ıx′

11σ1
2 − ıx′

22σ2
2 − ıx′

33(σ3b1 + σ3b2)
2

− ıx′
12σ1σ2 − ıx′

13σ1(σ3b1 + σ3b2)− ıx′
23σ2(σ3b1 + σ3b2)

− ıx1
add(z

2
1z3b1

∗2 + z21z3b2
∗2 + z∗1

2z3b1
2 + z∗1

2z3b2
2)

+ ıx′
``(z3b1

2z3b2
∗2 + z3b1

∗2z3b2
2 − 2σ3b1σ3b2).

Äb��¬Å
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��� ��È/����� ���Ï������ ���� _

x′
11 = x11,

x′
22 = x22,

x′
33 = x̃33

Äb��bÅ
x′
12 = x12,

x′
13 = x13,

x′
23 = x̃23,

x1
add =

1

4
t1313 +

1

4
k1133 −

1

4
t1133 −

1

4
t3311

− 1

8
k112[k233ω2 + 2(t233 − t332)ω3]

1

ω2
2 − 4ω2

3

− 1

8
k112[k233ω2 + 2(t233 − t332)ω1]

1

ω2
2 − 4ω2

1

.
Äb��+Å

x′
`` = x̃``.

BÔ¤�t¦¦¡�� �� ©£s¡¥���¡t� ���s£¥¡¦§
k� $��!����� $�� i��� ��  !$� Äb�¬�Åj ��$� �.��� _

K = −ı
(
ω1σ1 + ω2σ2 + ω3(σ3b1 + σ3b2)

)
− ıx11σ1

2

− ıx22σ2
2 − ıx̃33(σ3b1 + σ3b2)

2 − ıx12σ1σ2

− ıx13σ1(σ3b1 + σ3b2)− ıx̃23σ2(σ3b1 + σ3b2)

− ıx1
add(z1

2z3b1
∗2 + z1

∗z3b1
2 + z1z3b2

∗2 + z∗1
2z3b2

2)

− ıx̃``P
2
ϕ.

Äb��dÅ
�f}f� ð~vklilms

1 : 1
sln{s r�i�n{s kvmorrins�{ x�~rkl�inokl sn rs qkxsxs wroi�s *{~vklilms xs ®i{rol��®sllovkl+

B¥§st��¦ �� ��Ì£� �t adH̃0"�����/���� 3��������� $�� �/�������
1 : 1

����� !�� ����!!���$�� ÎcÎ �� Î,Îj ���� ω2

ω3
= 1

���  ���/�$�� ��� �� ��$�  ���� ��3�!���� º ��!!� �/�!��/� ���� !�  ���%�� 1� b�¬�b� )�$� ���������2� �q� !�� �/�$!���� ���� �/3�����������
BÔ¤�t¦¦¡�� �� ©£s¡¥���¡t� ���s£¥¡¦§ K�� 1�3�!������ 3�� ��$� i��3� ���3�!� �l !����/ m$�^$Zº !Z����� b ���!$� ÄK5 = 0Å ��� _

K = −ı
(
ω1σ1 + ω2σ2 + ω3(σ3b1 + σ3b2)

)
− ıx11σ1

2

− ıx22σ2
2 − ıx̃33(σ3b1 + σ3b2)

2 − ıx12σ1σ2

− ıx13σ1(σ3b1 + σ3b2)− ıx̃23σ2(σ3b1 + σ3b2)

− ıx2
add(z2

2z3b1
∗2 + z2

∗z3b1
2 + z2z3b2

∗2 + z∗2
2z3b2

2)

− ıx̃``P
2
ϕ,

Äb���Å



�¬ ÕE89BFt: !
�.��

x2
add =

1

4
t2323 +

1

4
k2233 −

1

4
t2233 −

1

4
t3322

− 1

16

k222(k233 − t332 − t233)

ω2
+

3

16

k222(k233 + t233 − t332)

ω2

− 1

8

(k222 + t332)(k233 + t233 − t332)

ω2

− 3

16

k222(k233 + t233 − t332)

ω2 − 2ω3
+

1

8

(k222 + t332)(k233 + t233 − t332)

ω2 − 2ω3

− 3

16

k222(k233 − t233 − t332)

ω2 + 2ω3
.

Äb���Å
�f}f� ð~vklilms

3 : 2
sln{s r�kvmorrins�{ x�~rkl�inokl %g% sn rs qkxsxs wroi�s

û�ts¡Í�t §�£¤t ý ¥£ s¡¦t ¦��¦ À��st ���s£¥t �� ©£s¡¥���¡t� H3�� 1�3�!������  ���$��/ �Z����� , ��� ����/  �� Äb�d,Å�( k!/3���� �$ ��]�$ ��
adH̃0"�����/���� $�� �/�������

3 : 2
����� !�� ����!!���$�� ÎcÎ �� Î,Î �� ����� ^$� Ø

ω3

ω2
=

3

2
.

Äb�a--Å
�! �Z�l����  �� �� 3��»3�� �� ��%�/ , ������$� ����

Ker adH̃0

�( [/���3������� �� !� i������� %/�/������� F1k� !Z������� �� 3��»3�� �� ��%�/ , ���� !� ��]�$ ��
adH̃0

j !� i������� %/�/������� F1���$!� ��$� !�� ���3�� �� H3

� F1

��� ����/�  �� !Z/^$����� Äb�d+Å�( kl ������� �� K3[Z� �q� �� ^$�  �/�/��j K3 = 0
�

Ht�Ô¡Íst §�£¤t ý ¥t ©£s¡¥���¡t� ���s£¥¡¦§ K4( k!/3���� �$ ��]�$ ��
adH̃0��� 3��»3�� �� ��%�/ ¬ �  �������� º

Ker adH0

���� ����/�  �� Äb�d�Å�( k3 !�� �� !� i������� %/�/������� F2�� ��$l�q3� i������� %/�/�����.� F2

��� �/���3��/�  �� !Z/^$����� Äb�+�Å �� !Z�!%����13��� [� ���j �� i�*�� º »��� �� H4
��$� !�� ���3�� ��� ������$� ����

Ker adH̃0

� *���l ������� �Z���  �� �l !�����3��� ����/� ��� 3��� ��$� !� ������.���  �$� �/�!���� !�������q3� ��/������  ��3������ �� 3����� ��$� i��3� ���3�!� H5
�$  ���% �� 1� b�¬�d�( kl ������� �� K4w �q� ��!�$!�j K4

�Z�l ��3�  �� _
K4 = −ıx11σ1

2 − ıx22σ2
2 − ıx̃33(σ3b1 + σ3b2)

2

− ıx12σ1σ2 − ıx13σ1(σ3b1 + σ3b2)− ıx̃23σ2(σ3b1 + σ3b2)

+ ıx̃``(z3b1
2z3b2

∗2 + z3b1
∗2z3b2

2 − 2σ3b1σ3b2).
Äb�a-aÅÙþ Ì� ��ÿ� �0���� �7���� ω2

ω3
= 3

2

�ÿ ���ÿ �� ÊÏþý		Ë4 ����1���7�� 7� Ò��� �ÿ��� ����� ����� ���ÿ�� Í
K3 = K5 = 0

þ
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e$�^$Z���j !Z�!%����13� ��\w �Z�  ��  $ 3����� �� /.������j �$  ���� �� .$� ^$����^$�j$� � /����$� �� ��$ !�%� ������/�����^$� ��� ����!!���$�� �� �/�������� )�$�  ���/�������� º $�� �����q�� ��/������ �� ^$� ��^$���� !� 1�3�!������  ���$��/ H̃5

�Z����� b �� !���!�$! �� !� i������� %/�/������� F3

Ä������� b�¬�dÅ�

A��¡¦¡Íst §�£¤t ý ¥t ©£s¡¥���¡t� ���s£¥¡¦§ K5( k!/3���� ��
Ker adH̃0��� 3��»3�� �� ��%�/ b �  �������� º

Ker adH0

���� !���/� ��2� �q� _

z2z3b1
∗4, z2

∗z3b1
4, z2z3b2

∗4, z2
∗z3b2

4.
Äb�a-cÅ

( kl ������� �� K5k� ������$����� !� i������� %/�/������� F3

 �� Äb�d-Å �� !Z�!%����13� ��\wj �� $��!�����!� 33� ��������3���  �$� �l !������ F1

�� F2

j ��$�  �$.��� �/���3���� K5

_

K5 = −ıxres3:2(z
3
2z3b1

∗2 + z2
∗3z3b1

2 + z32z3b2
∗2 + z2

∗3z3b2
2), Äb�a-,Å

( kl ������� �� K
K = −ı(ω1σ1 + ω2σ2 + ω3σ3)− ıx11σ1

2 − ıx22σ2
2

− ıx̃33(σ3b1 + σ3b2)
2 Äb�a-¬Å

− ıx12σ1σ2 − ıx13σ1(σ3b1 + σ3b2)− ıx̃23σ2(σ3b1 + σ3b2)

− ıxres3:2(z
3
2z3b1

∗2 + z2
∗3z3b1

2 + z32z3b2
∗2 + z2

∗3z3b2
2)

− ıx̃``P
2
ϕ.

�Z�l ������� Ä!�$���Å �$ ���Ï�����
xres3:2

��� ����/� ���� !Z����l� k Ä����� �l ������� � /�/�/���3��/� .�� $� ���� /���� �� '� !�Å�

�f}f� ð~vklilms
4 : 1

sln{s r�kvmorrins�{ x�~rkl�inokl %g% sn rs qkxsxs wroi�s
*$  ����� ^$Z�! ] � $�� �/�������

4 : 1
����� !�� ����!!���$�� ÎcÎ �� Î,Î �.�� ω2

ω3
= 4

���� ��%$3���� �l ��/� �$  ���%�� 1� b�¬�d  �$.��� ��� �/��.�����  �$� !Z/�$�� �� ����� �/��2������ �� �/�$!��� ����$�� �$ 1�3�!������ 3�� ��$� i��3� ���3�!� �$�.��� _

K = −ı(ω1σ1 + ω2σ2 + ω3σ3)− ıx11σ1
2 − ıx22σ2

2

− ıx̃33(σ3b1 + σ3b2)
2 Äb�a-bÅ

− ıx12σ1σ2 − ıx13σ1(σ3b1 + σ3b2)− ıx̃23σ2(σ3b1 + σ3b2)

− ıxres4:1(z2z3b1
∗4 + z2

∗z3b1
4 + z2z3b2

∗4 + z2
∗z3b2

4 + z2z3b1
∗2z3b2

∗2 + z2
∗z3b1

2z3b2
2)

− ıx̃``P
2
ϕ.

�Z�l ������� Ä!�$���Å �$ ���Ï�����
xres4:1

��� !���/� ���� !Z����l� k Ä����� �l ������� � /�/�/���3��/� .�� $� ���� /���� �� '� !�Å�



�+ ÕE89BFt: !�f}f� ¹�vslms xs {~vklilms
3 : 1

× r�k{x{s � x� x~�srkwwsqsln xs HC§¦�¥�£� �t ¥£ ¤�� §���t
"�����/���� $�� �/�������

3 : 1
����� ��$l ����!!���$�� _ ωk′

ωk
= 3

Ä
k, k′ = 1, 2, 3b1, 3b2�.�� k 6= k′Å� k� �3 !�]��� $�� ��$.�!!� i��� !Z�!%����13� ��\w �$ 1�3�!������ H �/.�!�  /º !Z����� bj ��$�  �$.��� ������$��� , i�������� %/�/�������� F1

j F2

�� F3

�� ��!!� 3���q�� ^$�!� 1�3�!������ ���3�!��/ K �Z/���.� ��33� $� �/.�!�  �3��� �� [$�1�3� w ����� �Z�l�3 !�j �$� $�� �/������� ��!!� ^$�
ω1 = 3ω3

j �� � _

K = −ı
(
ω1σ1 + ω2σ2 + ω3(σ3b1 + σ3b2)

)
− ıx11σ1

2

− ıx22σ2
2 − ıx̃33(σ3b1 + σ3b2)

2 − ıx12σ1σ2

− ıx13σ1(σ3b1 + σ3b2)− ıx̃23σ2(σ3b1 + σ3b2)

− ıx̃``P
2
ϕ.

Äb�a-+Å
��� ��È/����� ���Ï������ ���� ��$l ����/�  �� !�� /^$������ Äb��-Å º Äb��+Å �� Äb��-Å º Äb��cÅ�
H¡¦ �¦¦¡��

"�����/���� $� �]��q3� 3�!/�$!���� w#
2

!��/����  �$� !�^$�! �! �l���� $�� �/������� Î�l����Î
3 : 1

j  �� �l�3 !�j ����� !�� ����!!���$�� ÎaÎ �� ÎcÎ �� $�� �/�������
2 : 1

�  ���1/� ����� !������!!���$�� ÎcÎ �� Î,Î Äω2

ω3
≈ 2Å� �Z������� �Z� /����$� �� ��$ !�%� ������/� º !� �/�������

3 : 1
i��� ^$Z�! .�$� 3��$l ������$��� $� � /����$� �� 0��3� .�� $�� �/������� �� 0��3� � 2 ���1/�  !$�»� ^$Z$� � /����$� �� ��$ !�%� ����$����� $�� Î.����Î �/������� 3 : 1

���� ������ 3��������� ^$Z�$�$� � /����$� �� ��$ !�%� �Z�l���� º !Z����� b �� ����� /�$��� [� i�*�� !$� %/�/��!�j �� �/�$!��� ��� ���� ����$ ��� � �������� ����� ^$� ������$����� ��� � /����$�� ����$ !�%� Îº !� 3���Î �� 3���q�� º �/�!���� �$ 3��$l !�� Î«��Î ��� � ������ �Z/���%�� &c-jb,jb¬'�
±P± âR^Y¦Z¦TSRV W_S ZcSX\U¦US WRVVcS Y¦Z \Ý¦\RZTU§^_ »�Qî

_U \¦ U§cRZT_ íQ� YRXZ \¦ ZcSRV¦V«_ W_ ¥_Z^T
��� �l �������� ��� ���Ï������ �����$�  �� !Z�!%����13� �� ���3�!������� �� [� ��� Ä/^$�2����� Äb��-Å º Äb��+ÅÅ ���� !� ����� �� !Z/�$�� �Z$�� �/������� �� 0��3� Ä"i�  ���%�� 1� b�¬�,Å���� ������^$�� �.�� ��$l �� e�]�$l ^$� $��!��� !� �1/���� #r\� &,,' º !Z�l�� ���� �� ��$l !���/����� !� ���!� b�,��! ��� �$� ������ ^$� !�� ��$l 3/�1���� �� �������  �� ��%�$��$��3��� !�� 33�� �/�$!���� ú"�����j !� ������$����� �� 1�3�!������� 3�� ��$� i��3� ���3�!� �Z���  �� $��^$� &a,' 3���!Z�m�$� �� !� ��������� �� !Z�  ��������� ��� ��È/������ i�������� %/�/�������� º

ImadH0

��2�$�� ���$��� !� ������q�� $��^$� �� !� ������$����� &ad'�w��!]����  !$� �� �/���! !�� ��$l �!%����13��� ���� �� !�  ��3�q�� ��/������j !Z�!%����13� ��\w�Z�  $�� �$� !� i������� %/�/������� F1

 �$� /!�3���� �$ ��]�$ �� !Z� /����$� ��m���� !�� 3�2�»3�� çê ÞßÝ ������ ^$� !� �1/���� #r\� ������ Îº !� 3���Î Ä�� !�� 3�� ���� !� �$!! � ���Å!�� 3��»3�� �$��� ���!�� �� ����$��� º $�� ��.�����  �� p/�� �Z�!� /������  !��/� ���� !� �����
R3

� �� � ���� N3 = Ker adH0

�� !�� 1�3�!������� K3

���� ������^$��  �� !�� ��$l �  ���1���[� !� 33� i�*��j !� ������� ��/������ �������� º ������$��� $�� ��$l�q3� i������� %/�/��2����� ^$� �l�!$� �$ ��]�$ ��
adH0

!�� 3��»3�� ^$� �� ����$�������  �� º ��� Î��.������  ��p/��Î �1�p ��\w �� º �/���3���� $�� ������� �����i��3����� ������^$� �� ��������/�� Ä.��$�� i������� %/�/�������Å ^$�  ��3���� �� �/ ���� !�� 3��»3�� �  �������� �$ �$!! � ��� ��
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��$l  !��/� ���� !� ���%� � ��� Ä!Z���!�%$� ��

ImadH0 Å �1�p #r\�� w �q� ��$l ��/�������j
N3

⋃N4 = Ker adH0

� ��� ��$l 3/�1���� ��.������ ���� ����$��� �$l 33�� �/�$!������� ��3��^$� /%�!�3��� Ä����  �$.��� !Z�l !�^$��Å ^$� !�� ��È/������ ����� !�� ��$l �  ���1����  ������ ^$� �$� ��� ���Ï������ 3������ �� m�$ !Z����!!���$� ��  !��%� ��$�!�3��� �/%/�/�/�
,-./011234 534460 .7/ 89:;<= > 89:;?= ,-./011234 534460 5741 @AAB
x13 = k1133 + t3311 + t1133 x13 = k1133 + t3311 + t1133
− 1

2ω2
k112(t332 + k233) − 1

ω2
k112(t332 + k233)

x23 = k2233 + t3322 + t2233 x23 = k2233 + t3322 + t2233
− 3

2ω2
k222(t332 + k233) − 3

ω2
k222(t332 + k233)

− 1
2(ω2+2ω3)

(k233 − t233 − t332)
2 − 1

2(ω2+2ω3)
(k233 − t233 − t332)

2

x33 =
3
2
k3333 +

1
2
t3333 x33 =

3
2
k3333 +

1
2
t3333

− 1
8(ω2+2ω3)

(k233 − t233 − t332)
2 − 1

8(ω2+2ω3)
(k233 − t233 − t332)

2

− (k233+t332)2

8ω2
− (k233+t332)2

2ω2

x`` =
1
2
t3333 + t′3333 − 1

2
k3333 x`` = −1

2
t3333 + t′3333 − 1

2
k3333

+ 1
8(ω2+2ω3)

(k233 − t332 − t233)
2 + 1

8(ω2+2ω3)
(k233 − t332 − t233)

2

ðñòó¡ b�, ( "�3 ������� Ä�� $���/
~ = 1Å ��� ���Ï������ �  ��������� ���� !� 1�3�!������

K �/.�!�  / º !Z����� N = 4
 �� !Z�!%����13� �� [� ��� ��  �� !� �1/���� #r\� ���� &,,'�

±Pµ ²¦^T\URVT_VS ^X\UT³ZcSRVV¦VUS
�f�fe h�iww{kmps xs Ck�s�� wi{ ri np~k{os êD|ö

[��� !Z/�$�� �� !� ���$��$�� .����������!!� �� !� 3�!/�$!� "�
2

j &,,' � ��33���/  �� ��2����$��� $�� �/������� �� 0��3� ����� !Z����!!���$� �Z/!��%����� �]3/���^$� �� !Z����!!���$���  !��%�� k� ���3�� �� .�����!�� ��%!�j ��!� ��.����� º  !���� º !Z����� !�  !$� ��� ���� !��$!! � ��� !�� ^$�����/� !����3��� .�����!�� �$ ��3 �
ϕ2 − 2ϕ3b1

j
ϕ2 − 2ϕ3b2

��
ϕ3b1 − ϕ3b2

��! ������$�� ���$��� %�ø�� º !� �1/���� #r\� $� 1�3�!������ 3�� ��$� i��3� ���3�!� ^$Z�!^$�!�«� �� 1�3�!������ 3���2�/������� Ä1�3�!������ a(Å &caj,,'� [��� !� �$� �Z�3/!����� !� �/������ ��� �/�$!���� �����$�j �!  �� ��� ���$��� ��  ������ �� ��3 �� ��3$!���/3��� ��$l�/�������� �����/�� �.�� !� 33� �3 �������j �� ���!$��� ���� !� �$!! � ���j �$��� !�� ��%!��
ϕ2− 2ϕ3b1

j
ϕ2 − 2ϕ3b2

j
ϕ3b1 − ϕ3b2

�� !� �/������� �� 0��3�j !Z��%!�
ϕ2

.�� $�� �/������� ^$�2!�«/� �� �/������� Î
1 : 0

Î ����� !�� ����!!���$�� �Z/!��%����� �]3/���^$� �� ��  !��%�� w !Z������ !� �/«������ Äa�a-,Åj ��!� /^$�.�!��� �� i��� º �m�$��� ���� !� �$!! � ���j $� ���3� .��������33�
2
√
σ2 cosϕ2

� �� 1�3�!������ 3�� ��$� i��3� ���3�!� ��� ^$�!�«/ �� Î1�3�!������ c(ÎÄ1�3�!������ 3$!��2�/������� 3������ �� m�$ ��$l �/��������Å� k�«�j $� Î1�3�!������ ,(Î��� ������$�� �� ����� ����� ���� !� �$!! � ���j �� �$� ��� .�����!�� ��%!� ������/�����^$�� ����/��������
2 : 1

��
1 : 0

j !�� ��%!��
ϕ2 + 2ϕ3b1

j
ϕ2 + 2ϕ3b2

��
ϕ3b1 + ϕ3b2

��� �����!�� �Z$���/�������
2 : −1 �

�f�fg h�iww{kmps wi{ r�ir�k{onpqs hö|¹
û�¦¡�¡�� �� ¤��¿¥Íst

�� � 3����/ ^$� !� 3��� ��$� i��3� ���3�!� �$ 1�3�!������ .����������! H̃ Ä����/  ��!�� /^$������ Äb�bcÅ º Äb�bbÅÅ ��� w#2

!��/����� �/.�!�  / º !Z����� b �/./!��� ��$� º ��$�j º



�� ÕE89BFt: !
!Z����� , �$ �/.�!�  �3���j ��$l �/�������� �� 0��3�j ��$l �/�������� �� [��!��%2[�������º !Z����� ¬ �� º !Z����� bj ��� �/��������

3 : 2
��

4 : 1
� �� 3/�1��� �� ������$�����  �� ��/����� &,,' Ä�� ^$� ��$� ��� ����Å �������� º ������� ��$��� ��� �/�������� �$� Î!� 33�  ����Z/%�!��/ÎE  !$�»� ^$� �� ������/��� $�� �/������� �� 0��3� ��3������ º !�^$�!!� �� �m�$��$�� Ä�$  !$���$��Å �/�������Ä�Å Î����������Ä�ÅÎ�\�� ��!!�$��j !Z�!%����13� ��\w Ä.�� $�  ��%��33� ��$� '� !�Å  ��3�� i���!�3��� �� ����2��� ��3$!���/3��� ��$l �$  !$���$�� �/�������� �� ����� ����� ���� !� ��]�$ �� !Z� /����$���m���� �� H0

j !�� 3��»3�� �� H çê ÞßÝ� [��� !Z��������! �� �� ���.��!j ��$� �.��� ��� �/��33� �/«������ �� !� �/������� ����� ��$l ����!!���$��j ��!!� ����/�  �� !Z/^$����� Äa�ddÅ����  $!������� /���� �/«����  �����.�� Ä�� ��� �$!!�� úÅj ��$� �l�!$��� !� �/�������
2 : −1 � [�33�j ��$� /������� !� �/�������

1 : 0
� k� �È��j �� i�*�� º /!�3���� �$ 1�3�!������ ���3�!��/!� �/ ������� �� �������� ���Ï������ �� ���3�� �� !� i��3� Î 1

ωk

Î Ä�.�� ωk 6= 0Åj !�  ���� ����3 �� �� ����� �/������� ��.�������� �� i��� º ������$���j º !Z����� !�  !$� ���j $� 3��»3�
σk���� !� ��]�$ �� !Z� /����$� ��m����� ��j 3��1/3���^$�3���j �� �1��l ��� ����3 ����!� �.��!�  ��%��33� ��$� '� !� ���/ �$� !Z�!%����13� ��\w ^$� ��^$���� �Z/�����  �$� ��!�

ωk = 0
ú

E��¦��� �¡�� �ü�� ©£s¡¥���¡t� ¼C
&��  ��3�q�� �����/%�� �� ������$����� �Z$� 1�3�!������ c( �������� º  ������ �� ��3 ����$��� !�� ��3��������� 3��1/3���^$�3��� ��3 ����!��j �� ^$� ������ ��� �$l ����������ÄÎ�l�����Î �$ Î�  ���1/��ÎÅ ��3$!���/3��� �����i����� _

(ω2 = 2ω3, ω2 = 2ω1)
j
(ω2 = 2ω3, ω1 =

ω3)
j
(ω2 = 2ω1, ω2 = ω3)

j
(ω2 = 2ω1, ω1 = ω3)

j
(ω2 = 2ω1, ω3 = 3

2
ω2)

j
(ω2 = 2ω1, ω2 = 4ω3)

j
(ω2 = ω3, ω1 = ω3)

j
(ω1 = ω3, ω2 = 4ω3)

j
(ω1 = ω3, ω3 = 3

2
ω2)

j  $�� �Z/!�3���� ��$l ����!�� ���3�� ���� K  ���$����� $�� ��.��%���� ���� !� �/.�!�  �3��� �$ i��� �� !� ��.����� �� �� i���!�� /����� �����  $!�������� w����j �� �� !�3����� º $� 1�3�!������ 3�� ��$� i��3����3�!� º !Z����� ¬j �! i�$� ������� !�� d ��$ !�� ��  $!������ �$�.���� _ (ω2 = 2ω3, ω2 = 2ω1)
j

(ω2 = 2ω1, ω2 = ω3)
j
(ω2 = 2ω1, ω3 = 3

2
ω2)

j
(ω2 = 2ω1, ω2 = 4ω3)

j
(ω2 = ω3, ω1 = ω3)

j
(ω1 = ω3, ω2 = 4ω3)

��
(ω1 = ω3, ω3 =

3
2
ω2)

� k�  �$����� º !Z����� bj �! �� i�$�  !$� ������.��^$� !�� b ��$ !�� _
(ω2 = 2ω1, ω2 = ω3)

j
(ω2 = 2ω1, ω3 = 3

2
ω2)

j
(ω2 = 2ω1, ω2 = 4ω3)

j
(ω1 = ω3, ω2 = 4ω3)

��
(ω1 = ω3, ω3 =

3
2
ω2)

�D� ¤£¦¦£¾tù  t��t §���t st� t� �§À£�� ¥ü£¦¦t��¡�� ¦t¥�� ¥£¨�t¥¥t ¤¥�¦ ¥t¦  £¥ �¥¦ ¦���st�§¦ ½ �� ����t §¥tË§ t� st¡¥¥t��t t¦� ¥£ ¤�§ ¡¦¡�� �t¦ �§¦�¥�£�¦ù ¤�¡�� ���£sst���t¥tË§ �£�¦ FÁ¢G _ �����j !� 1�3�!������ ���3�!��/ c( ������/ �$l ��$ !�� ��  $!������
(ω2 =

2ω1, ω2 = ω3)
��.��%� º !Z����� b Ä!Z�$��� ��$ !�

(ω2 = ω3, ω1 = ω3)
����$�� º K5 = 0Å�&�� ������� �����/%�� �������� &,a'j º  ����� �$ 1�3�!������ ���3�!��/ a( 3������ �� m�$ $���/������� Î^$���2�l����Î Ä��  ��� ��  $!�������  ���1� �� p

q
Åj º �1���1�� ���� K !�� ���3���$��� ���!�� �� i���� ��.��%�� !� �/.�!�  �3���j  $�� �� ������$��� $� 1�3�!������ ���3�!��/ c(�� ���!$��� ���� !� ��]�$ �� !Z� /����$� ��m���� �� H0

!�� 3��»3�� ������/� º ����� ��$l�q3��/������� �  ���1/��k� i���j ��� ��$l �����/%��� �� ����� �$� ��� ��%$3���� 3��1/3���^$�� ���������� º �l !������$� !�� ���  �����!�� �� ��  ���� ��  $!������� ��3 ����!��� ��j �� ^$� i��� �� ^$�!^$� ����� i������ !�� �1�p !�� � �������� ����� ��� �Z������� !�� 3��!!�$�� �m$���3����  �����!��� ��  �/iq���� �$� ��!�  ��.�!/%��� $�� ������� �/������� �  ���1/�  !$�»� ^$Z$�� Î�/������� �l����Î �� ��!�����$�� º $�� 3��!!�$�� .�!�$� �� !Z/���� ^$������^$� 3�]�� δ
j .���� 33� º ������$��� ����!� 1�3�!������ c( $�� �/������� �$ �] � Î

2ω3 ≈ 0
Î ÄÎ�/�������

1 : 0Å ���� !� ��� �$ �]��q3�3�!/�$!���� �"\ �$ "�
2

&,aj,,'�\�� ��!!�$��j ^$�!^$� ���� !� ��/����� �� �/������� �����$  �$� ������$��� º !Z�����
N = 4

��$�
Hþ 6�ÿ� ��������� ��� ������������ �� ��� �ÿ�ÿ� &��'þ



ÕGA<FtD@FBGA =: E8>B;FGAB:A< CD8AFBCD:< �B�t8FBGAA:;< ��
1�3�!������ 3�� ��$� i��3� ���3�!� a( �$ c(j �� ��������j ���� ����� /�$��j ^$� �� ������$m�$�� !�� 33�� ���Ï������ ^$� �����.������� ���� !� �/.�!�  �3��� �� [$�1�3j º ��.���Ä �$�

1 ≤ i ≤ j ≤ 3Å _ωi

j
xij

j
x̃ij

j
x``

j
x̃``

Ä"i� ���!� b�¬Å� k�«�j �� ��3��^$� ^$� !�� ���Ï������
x22

��
x13

%������ !� 33� �l ������� �� ��j ^$�!^$� ���� !� ��/����� �� �/������� ��.���%/�
ω2 = 2ω1 ω2 = 2ω1 ω2 = 2ω1 ω2 = 2ω1 ω2 = ω3 ω2 = 4ω3 ω3 =

3
2
ω2

ω2 = 2ω3 ω2 = ω3 ω3 =
3
2
ω2 ω2 = 4ω3 ω1 = ω3 ω1 = ω3 ω1 = ω3

x11 × × ×
x22 × × × × × × ×
x33 ×
x12 × × ×
x13 × × × × × × ×
x23 ×
x`` ×
x̃11 × × × ×
x̃33 × × × × × ×
x̃12 × × × ×
x̃23 × × × × × ×
x̃`` × × × × × ×
ã1 ×
ã4 × × × ×
x1
add × × ×

x2
add × ×ðñòó¡ b�¬ ( �����%� ��� ���Ï������ �����.����� ���� !� ������$����� �$ 1�3�!������ ���3�!��/c( º !Z�����

N = 4
� &�� ����l ����^$� ^$� !� ���Ï����� çê ÞßÝ �  ���ú� ���� K �

E��¦��� �¡�� �ü�� ©£s¡¥���¡t� ÁC
�� ������$����� �Z$� 1�3�!������ ,( Ä3������ �� m�$ ����� �/�������� ��3$!���/��Å ������2������ º ��m�$��� $�� ��������� Î���.��!�Îj  �� �l�3 !�j  �$� !� ��$ !� ��  $!�������

(ω2 =
2ω3, ω2 = 2ω1)

j
ω1 = ω3

� \��3� !�� d ��$ !��  �����!��  �$� !�� 1�3�!������� c(j !� ��m�$��Z$�� ��������� Î���.��!�Î  �$� 3���«�� ç âåàßåà !�� ���Ï������ �� K ^$� ����������� !��$ º$�� ��.�����  �� p/��� ��j ç âßÜéÙåàßåà �� ��� �� �� �����������  ��j !�� 1�3�!������� ,( ����/%�$l º !�$�� .������� c( º !Z�����
N = 4

�

±Pº âRVSUZX«UTRV WX §¦^T\URVT_V ¬X¦VUT¬X_
�f�fe êivs w{kw{s mkqq�ls ×

H0
sn ×

Pϕ[Z� �q� !�  ����� � �� ������ �������j ��������� ��� ����.�3��� �$l .�����!�� qk j pk Ä
k =

1, 2, 3b1, 3b2Å �� !� 3�3��� ��%$!����
Pϕ

j !�� � /����$�� ������^$��
q̂k
j
p̂k

�� !Z� /����$� !Z� /2����$�
P̂ϕ

� (�  �!��� ^$� !�� .�����!�� Ä
qk
j
pk
j
zk
j
z∗k Å ���� ��3�������/� ���� ����� /�$����33� √

~
�@��£ ot�t ý ½ ¤£��¡� �t  t��t ¦t �¡��ù ���¦ �t ¤£�¥t���¦ ¤¥�¦ ¨�t �ü�¤§�£�t��¦¨�£��¡¨�t¦f ?¥ �üÌ £ ���  ¤¥�¦ �¡¦¨�t �t  ��À�¦¡�� £Ët  �t¦ ¨�£��¡�§¦  ¥£¦¦¡¨�t¦f It
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¦Ìs¿�¥t þ∧þ ��¡¥¡¦§ �£�¦ ¥t¦  ©£¤¡��t¦ ¤�§ §�t��¦ ¤��� �t¤�§¦t��t� ¥t¦ �¤§�£�t��¦t¦� ���  �s¡¦ £½� �t �t ¤£¦ £¥����¡� ¥£ ���£�¡��f
�� ������$����� �� !� ����  �� �� �� !Z����!!���$� 1��3���^$� ^$� ���.��� º ��!�$!�� !�� /!/3����3�������!� �� ��$� !�� � /����$�� «%$���� ���� !� 1�3�!������

K
�� i��� �� ��$l ��3 � _ ��������$� �Z����� |n3, ` > n3

������ ���$��! ��
` = −n3, −n3+2, ..., n3−2, n3

!� ���� �� !Z����!!���$���  !��%� ��$�!�3��� �/%/�/�/
H0, b =

ω3

2
(q23b1 + p23b1 + q23b1 + p23b1)

Ä���� ��33$�� º
H0, b

�� º
PϕÅ� "���� �����q�� � /�/ ������$���  �� *1�È�� &bb' º !Z���� ���  �!]�»3�� �� ��%$����� ���
/!/3���� 3�������!� ��� � /����$��

A± = 1√
~
(q3b1± ıq3b2)

��
B± = 1√

~
(p3b1± ıp3b2)

���� �����%�/����� !� ���!� b�b Ä"���� ���!�  ��3�� �� ��!�$!�� !�� /!/3���� 3�������!� �� ��$� !�� � /����$���� ��$ !�%� ������$��� º !Z���� �� !Z�!%����13� ��\wÅ�
n′
3 `′ A− A+ B− B+

n3 + 1 `+ 1
- −

√
n3+`+2

2

- −ı
√

n3+`+2
2

n3 + 1 `− 1
√

n3−`+2
2

-
ı
√

n3−`+2
2

-
n3 − 1 `+ 1

- √
n3−`
2

- −ı
√

n3−`
2

n3 − 1 `− 1 −
√

n3+`
2

-
ı
√

n3+`
2

-
ðñòó¡ b�b ( "�!�$! ��� /!/3���� 3�������!� ��� �$!�

< n′
3, `

′|Aj|n3, ` >
��

< n′
3, `

′|Bj |n3, ` >Ä
j = 1, 2Å ü n3

������ ���$��! ��
` = −n3, −n3 + 2, ..., n3 − 2, n3

�

k��$���j !�� /����  �� ��� ��33$�� º
H0

�� º
Pϕ

Ä���� �� !Z����!!���$� 1��3���^$� �$ ����1��3���^$�Å ���� ������$���  ��  ���$�� ��������! ��� /����  �� ��� |nm >
Ä
m = 1, 2Å �� |n3, ` >������/� º �1��$� ��� ��È/����� ����!!���$�� _ |n1, n2, n3, ` >= |n1 > ⊗|n2 > ⊗|n3, ` >

�������$����� ��«� º  ����� ��� � /����$��
qk

���
pk
j !�� � /����$�� �� #��� Ä���3�������/�Å�� ��/����� �� �Z����1�!����� �/«���  �� _

ak
+ =

1√
2~

(qk − ipk),
Äb�a-dÅ

ak =
1√
2~

(qk + ipk).
Äb�a-�Å

"�!� ����$�� º !� �q%!� �� ������ ������� _
zk ←→

√
~ ak,

Äb�a-�Å
z∗k ←→

√
~ ak

+.
Äb�aa-Å

k� �$���j �$ i��� �� !� ������ ������� ����� !�� ����1��� �� \������ �� !� ��33$����$�� ����������.��!��j !� ��33$����$� ����� � /����$�� �� ����� �� �$�����$� �$l ����1��� �� \����������� !�� .�����!�� {zj, z∗k} = −iδjk _
1

ı
[aj, ak

+] = −iδjk,
Äb�aaaÅ

�Z�)
[aj, ak

+] = δjk.
Äb�aacÅ

\�$�
j = 1, 2

j !�� � /����$�� �� ����� ������/� �$l ��$l ����!!���$�� $����3��������!� �Z/!��2%����� �����i��� �$l ��!������ 1����$�!!��j º ��.��� Änj

������ ���$��!Å _ aj+|nj >=
√
nj + 1|nj+



ÕGA<FtD@FBGA =: E8>B;FGAB:A< CD8AFBCD:< �B�t8FBGAA:;< a-a
1 >

��
aj |nj >=

√
nj |nj − 1 >

���� /!/3���� 3�������!� ��
K

���� !� ���� �� !Z����!!���$� 1��3���^$� ���� ����/� �$  ���2%�� 1� b�d�,�

�f�fg |ivvi�s xsv mksImoslnv x� piqornklosl mrivvo��s K × ms�� xsr�kw~{ins�{ piqornklosl
K

�� �1��%�3��� �� ��������/�� ��� .�����!�� (qk, pk) �$l .�����!�� ��3 !�l�� (zk, z∗k) Äk =
1, 2, 3b1, 3b2Å ��� �]3 !����^$� �� 3$!�� !��$�−ı� e$�^$Zº 3���������j !� 1�3�!������ �!����^$�
H̃(qk, pk) /���� ��3 !��/  �� !� 1�3�������H(zk, z∗k) = −ıH̃(qk, pk) !�^$�! �����i������j ��33�!�� ��È/������ i�������� %/�/�������� 3���� �� m�$j º !� ��������� �� �/�!��/ Äa�+dÅ� "���� ���2��q�� � ����� /�/ 3��� º  ��«�  �$� ./��«�� ����33��� !�� �l �������� ��� i�������� %/�/����������!�$!/�� ��!�� !Z�!%����13� ��\w %�ø�� º $�  ��%��33� ��$� '� !����j ��33� �/mº ����^$/ ���� !�� �1� ����� c �� ,j ���� !� !���/���$�� �/��/� º !� � �������� ��3�!/�$!����j �! �Z���  �� $�$�! ��  ������ �� ��3 �� !� 3$!�� !��$� �]3 !����^$� ���� !Z�l2 ������� �$ 1�3�!������ �!����^$�� [�  !$�j !� 1�3�!������ ^$����^$� ���� ��� 1��3���^$�� �� ���/�$�� ^$� ��$� ��� ���� ��� !� �$�.���� _

H̃(qk, pk) −→H(zk, z
∗
k) ×ı−→ H̃(zk, z

∗
k) −→H(ak, ak

+).
Äb�aa,Å

[$  ���� �� .$� ^$����^$�j ��$� ��.��� �$���  ������ �� ������/������ ^$� ��������� �l ���2����� ���.��� ��� �]3/����/� ��33� !�� � /����$�� ������/� �$l %/�/����$��
σk

ü �� �Z�$����3���j ��$� ��3 !�*��� !�� 3��»3��
σk

 �� !�� � /����$�� ak
+ak+ak ak

+

2
= Nk +

Id
2

� ��� � /��2��$��
Nk = a+k ak

���� !�� � /����$�� ��3��� ^$� �� �q������� !� ��3��� �� ^$���� �Z�l�������� �� ����!!���$� ��
Id

��� !Z� /����$� �������/ Ä"i� �1� ���� ,Å�[Z�$���  ���j º ��$�� ��� ��È/������ �/�������� 3�� �� /.������ ���� !Z/�$�� �!����^$�j ��$� ��2.���  ������ �� ��3 �� !�� /^$������ Äb�a-dÅ º Äb�aacÅ �«� �Z�l !������ !�� ���Ï������ Ä�/�!�Å«%$���� ���� !�� 1�3�!������� ^$����^$��
K

������/� º !�$�� /^$�.�!���� �!����^$�� K � "�����Ï������ ���� !���/� ���� !� ���!� b�+�
"��Ï������ �� K "��Ï������ ��

K
∀k ∈ [1, 3] ωk ~ωk

ã1 αres2:1 = ~
√
~× ã1 = (~

2
)
3
2 (k233 + t233 − t332)

ã4 α′
res2:1 = ~

√
~× ã4 = (~

2
)
3
2k112

∀k ∈ [1, 3] x
(̃ )
kk αk

(̃ ) = ~2 × x
(̃ )
kk

x
(̃ )
12 α12

(̃ ) = ~2 × x
(̃ )
12

x13 α13 = ~2 × x13

x
(̃ )
23 α23

(̃ ) = ~
2 × x

(̃ )
23

x
(̃ )
`` α

(̃ )
`` = ~2 × x

(̃ )
``

x1
add α1

res1:1 = ~2 × x1
add

x2
add α2

res1:1 = ~2 × x2
add

xres4:1 αres4:1 = ~2
√
~× xres4:1

xres3:2 αres3:2 = ~2
√
~× xres3:2ðñòó¡ b�+ ( \����%� ��� ���Ï������ �� K º ��$l ��

K
�
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û�¦¡�¡�� �� ¤��¿¥Íst

�Z�!%����13� ��\w ��$� �  ��3�� �� 3����� ��$� i��3� ���3�!� !� 1�3�!������ .����������!�Z$�� 3�!/�$!� !��/���� w#
2

��  �/����� �Z$�� �/�������
p : q

� �� 1�3�!������ ^$����^$�Ä�l !����/ º !Z����� ¬ �$ b ��!�� !�� �������Å ��� !� ��33� �Z$� �/.�!�  �3��� �� [$�1�3����/  �� !�  �/����� ��� � /����$��
H0

��
K4

j �� �Z$� � /����$� �� ��$ !�%� Ä!Z� /����$� ��0��3�
K2:1 = αres2:1a2(a3b1

+2
+a3b2

+2
)+ c.h.

���� !� ��� �Z$�� �/������� ����� !Z����!!���$� ÎcÎ�� !Z����!!���$� ��  !��%� ùJj
K2:1 = αres2:1a2a1

+2 + c.h.
����� !�� ��$l ����!!���$�� �Z/!��%�����j

K5 = αres3:2a2
3(a3b1

+2
+ a3b2

+2
) + c.h.

��
K5 = αres4:1a2(a3b1

+4
+ a3b2

+4
+ a3b1

+2
a3b2

+2
) + c.h.��� ����.�3���  �$� ��� �/��������

3 : 2
��

4 : 1Åj K1:1 = αj
res1:1aj

2(a3b1
+2

+ a3b2
+2
) + c.h.Ä

j = 1, 2Å  �$� $�� �/�������
1 : 1

� w����j º  ����� �� 3���������j ��$� �/��%������  ��
KD = H0 +K4

!Z� /����$� ������� !� �/.�!�  �3��� �� [$�1�3 ��  ��
Kp:q

!Z� /����$� ����$ !�%� �/�$�� 3��1/3���^$�3��� �$ 1�3�!������ .����������!  �� !Z�!%����13� ��\w�
B¥§st��¦ s£��¡ ¡t¥¦ �t KD[Z� �q� �� ^$�  �/�q��j �� ��� �3��/ º ������/��� !� 1�3�!������ ^$����^$� .����������!a( _

K = KD +Kp:q

�k� i������� �� !� �/�������  ���� �� ��3 ��j !�� /!/3���� 3�������!� ��
KD

�l ��3/� ���� !����� �� !Z����!!���$� 1��3���^$� ���� _

< n1, n2, n3, `|KD|n1, n2, n3, ` >= ~

3∑

k=1

ωk(nk + dk)

+
3∑

k=1

αk
(̃ )(nk + dk)

2 +
∑

1≤i<j≤3

αij
(̃ )(ni + di)(nj + dj)

+ α
(̃ )
`` `

2,
Äb�aa¬Å

�)
d1 = d2 =

1
2

��
d3 = 1

�
B¥§st��¦ s£��¡ ¡t¥¦ �t Kp:q( "�� �Z$�� �/�������

2 : 1
Ä����� !�� ����!!���$�� ÎcÎ �� Î,ÎÅ

< n1, n2 − 1, n3 + 2, `|K2:1|n1, n2, n3, ` > =

− αres2:1

√
n2[(n3 + 2)2 − `2]

Äb�aabÅ
��

< n1, n2 + 1, n3 − 2, `|K2:1|n1, n2, n3, ` > =

− αres2:1

√
(n2 + 1)(n3

2 − `2).
Äb�aa+Å

( "�� �Z$�� �/�������
2 : 1

Ä����� !�� ����!!���$�� ÎaÎ �� ÎcÎÅ
< n1 + 2, n2 − 1, n3, `|K2:1|n1, n2, n3, ` > =

+ αres2:1

√
(n1 + 1)(n1 + 2)n2

Äb�aadÅý	þ �þ7þ ��ÿ� ���5ÿ1ÿ� 7�����.ÿ�þ
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��

< n1 − 2, n2 + 1, n3, `|K2:1|n1, n2, n3, ` > =

+ αres2:1

√
n1(n1 − 1)(n2 + 1).

Äb�aa�Å
( "�� �Z$�� �/�������

1 : 1
Ä����� !�� ����!!���$�� ÎaÎ �� Î,ÎÅ

< n1 − 2, n2, n3 + 2, `|K1:1|n1, n2, n3, ` > =

− α1
res1:1

√
n1(n1 − 1)[(n3 + 2)2 − `2]

Äb�aa�Å��
< n1 + 2, n2, n3 − 2, `|K1:1|n1, n2, n3, ` > =

− α1
res1:1

√
(n1 + 1)(n1 + 2)(n3

2 − `2).
Äb�ac-Å

( "�� �Z$�� �/�������
1 : 1

Ä����� !�� ����!!���$�� ÎcÎ �� Î,ÎÅ
< n1, n2 − 2, n3 + 2, `|K1:1|n1, n2, n3, ` > =

− α2
res1:1

√
n2(n2 − 1)[(n3 + 2)2 − `2]

Äb�acaÅ��
< n1, n2 + 2, n3 − 2, `|K1:1|n1, n2, n3, ` > =

− α2
res1:1

√
(n2 + 1)(n2 + 2)(n3

2 − `2).
Äb�accÅ

( "�� �Z$�� �/�������
3 : 2

Ä����� !�� ����!!���$�� ÎcÎ �� Î,ÎÅ
< n1, n2 − 3, n3 + 2, `|K3:2|n1, n2, n3, ` > =

− αres3:2

√
n2(n2 − 1)(n2 − 2)[(n3 + 2)2 − `2],

Äb�ac,Å��
< n1, n2 + 3, n3 − 2, `|K3:2|n1, n2, n3, ` > =

− αres3:2

√
(n2 + 1)(n2 + 2)(n2 + 3)(n2

3 − `2),
Äb�ac¬Å

( "�� �Z$�� �/�������
4 : 1

Ä����� !�� ����!!���$�� ÎcÎ �� Î,ÎÅ
< n1, n2 − 1, n3 + 4, `± 4|K4:1|n1, n2, n3, ` > =

+
αres4:1

16

√√√√n2

4∏

k=1

(n3 ± `+ 2k),
Äb�acbÅ

< n1, n2 − 1, n3 + 4, `|K4:1|n1, n2, n3, ` > =

+
7αres4:1

8

√
n2[(n3 + 2)2 − `2][(n3 + 4)2 − `2],

Äb�ac+Å
< n1, n2 + 1, n3 − 4, `± 4|K4:1|n1, n2, n3, ` > =

+
αres4:1

16

√√√√(n2 + 1)
3∏

k=0

(n3 ± `− 2k),
Äb�acdÅ

< n1, n2 + 1, n3 − 4, `|K4:1|n1, n2, n3, ` > =

+
7αres4:1

8

√
(n2 + 1)[n3

2 − `2][(n3 − 2)2 − `2].
Äb�ac�Å
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[��� �� �1� ����j ��$� �.��� �l ��3/j ���� $�  ��3��� ��3 �j !� 1�3�!������ .����������!

H̃ ��� �]��q3�� 3�!/�$!����� w#
2

!��/����� �� i������� ��� ��������/��
qk

Äi��3/� º  �������� ��������/�� ��������Å �� �� !�$�� 3�3���� ���m$%$/�
pk

m$�^$Zº !Z����� b� [��� $� ������
��3 �j ��$� �.��� �/���3��/ .�� !Z�!%����13� ��\w ��$� $� ����3�!� �� 1�3�!������� a(3�� ��$� i��3� ���3�!� �� �l !������� !�� �/�������� 3��1/3���^$�3��� ��3 ����!�� �.�� H̃Ä�/�������

2 : 1
j
1 : 1

j
3 : 2

��
4 : 1Åj �.��� �� ������$��� !�� 1�3�!������� 3������ �� m�$��$l �/�������� ��3$!���/�� Ä1�3�!������� c(Å� k�«�j �� .$� �Z$�� �  !������� �$ �]��q3�3�!/�$!���� "�

2

���� !�  ���1��� �1� ����j ��$� �.��� ���3��/ ����� /�$��  �� !� ������$�2���� ��� 1�3�!������� .����������!� ^$����^$�� �� !� �/���3������� ��� /!/3���� 3�������!� ���� /����$�� �� ��$ !�%� ���� !� ���� �� !Z����!!���$� 1��3���^$��
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a-b

HI�J���� M


JJ�������� �� ������� ���M������� HN
2

µPO çVUZRWX«UTRV
"� �1� ���� �������� º �  !�^$�� �$ �]�q3� 3�!/�$!���� "�

2

!Z/�$�� 3��/� ���� !� �1� ���� �/�/����� k� 3��/!����� !�� ����!!���$�� �Z/!��%����� �� !� ���$��$�� .����������!!�  �� $�����!!���$� �� '���� �� �� ��� ���� $�  �������! ��1��3���^$� ^$����^$�  �$� !� ��������/���  !��%�j ��$� ��33��*���  �� �/���3���� !��  ���3q���� �  ��������� ���� !� 1�3�!���������3�!��/ K Ä $!������� ��� ����!!���$��j ���Ï������ ���/��^$��j ���Å �� i������� �� ���Ï������������/�����^$�� �$ 3��q!� $��!��/ Ä/���%�� �� !������j ���������� �� i����j ���Å� \$��j �� ���������� �$ m�$ �� 1�3�!������� a( �l !����/� �$ �1� ���� bj ^$� !� 1�3�!������ a( Ä�/.�!�  /º !Z����� ¬  $�� bÅ 3������ �� m�$ $�� �/������� �� 0��3� Ä�  ���1/�Å ����� $� ��� ����!!���$���Z/!��%����� �� !� 3��� ��  !��%�j ��$� �m$����� !��  ���3q���� �$ 1�3�!������ ^$����^$�
K

�� i�*�� º �� ���$��� !�� ��.��$l �Z/���%�� �$ �]��q3� 3�!/�$!����  �� ��/� k�«�j ��$���3 ����� ��� �/�$!���� º ��$l �Z�$���� �$��$�� ^$� $��!����� !� �1/���� #r\��

µPa â§RTß W_S ^RW]\_S Z_U_VXS YRXZ \_S WT�cZ_VUS RS«T\\¦³U_XZS
\�$� !� ��!�$! ��� ���������� �� i���� ��� �$!!��j �� 3��/!��� !�� 3���� �Z/!��%����� ���!�������  �� ��� ����!!���$�� �� '����� �� �1��l ��  �������! �����$ �� /���� �� i������� ���

.�����!�� �� '����
y1 = 1 − e−α(r1−r0)

��
y2 = 1 − e−α(r2−r0)

Ä
α
/���� $�  ���3q���Å  �$� !������!!���$�� �Z/!��%����� �� �� i������� ��

Q̃3

Ä �$� !� 3��� ��  !��%�Å �Z�l ��3�  �� _

V = D(y21 + y22) +
1

2
K33Q̃

2
3 +Kyyy1y2 +Ky33(y1 + y2)Q̃

2
3 +K3333Q̃

4
3.

Ä+�aÅ
[��� Ä+�aÅj D ��� !Z/���%�� �� !������ w2#� k� �È���$��� $� �/.�!� �3��� !�3��/ º !Z�����
N = 4

�� Ä+�aÅj �� �l !����� !�� ���������� �� i���� �  ��������� ���� Äb�c+Å _

V =
1

2

3∑

j=1

KjjQ̃
2
j +

N∑

δ=3

∑

1≤i1≤i2≤...≤iδ

Ki1i2 ... iδQ̃i1Q̃i2 ... Q̃iδ ,

�� i������� ���  ���3q����
α
j
D
j
K33

j
Ky33

j
K3333

� "�� ��!������ ���� ����/�� ���� !� ���!�+�a�



a-+ ÕE89BFt: O
P7/7QRS/0 ,-./011234
K11 α2(−Kyy + 2D)
K22 α2(Kyy + 2D)
K33 K33

K112
α3

2
√
2
(Kyy − 6D)

K233 α
√
2Ky33

K222 − α3

2
√
2
(Kyy + 2D)

K1111
α4

48
(−Kyy + 14D)

K2222
7α4

48
(Kyy + 2D)

K3333 K3333

K1122
α4

8
(−Kyy + 14D)

K1133 −α2

2
Ky33

K2233 −α2

2
Ky33

K22222 − α5

2
9
2
(Kyy + 2D)

K22233
α3

3×2
3
2
Ky33

K23333
-

K11233
α3

2
3
2
Ky33

K11222
α5

3×2
7
2
(Kyy − 30D)

K11112
α5

3×2
9
2
(Kyy − 30D)

ðñòó¡ +�a ( kl ������� ��� ���Ï������ $���/� ���� !�  �������!
V
�

µP¤ °ß_^Y\_ WÝ¦YY\T«¦UTRV © \¦ ^R\c«X\_ UZT¦UR^T¬X_ \T³Vc¦TZ_ âï
2�fzfe ®kll~sv s�w~{oqslnirsv ni��r~sv sn i£�vn~sv £�v���× r�k{x{s

N = 4
\�$� !� 3�!/�$!� "�

2

j !�� 3����� ��� ��]�$l Ä�$�!/���� 12
6 C

�� 16
8 OÅ ���� &b+' _

m = 2, 656018×
10−26 Ê% ��

M = 1, 99442 × 10−26 Ê% ü !� �������� ���$!/� &c-' ����� !�� ������� �� 3���� �����]�$l �Z�l]%q�� �� �� ������� ���� !� ���«%$������ �Z/^$�!���� ���
r0 = 0, 11600

�3���� �  !�������� �$3/��^$�� ���  ���3q����
α
j
D
j
K33

j
Ky33

j
Kyy

j
K3333

���� ����/� ���� !����!� +�c� �� ���!� +�, �����3�!� !�� .�!�$�� �$3/��^$�� ��� ���������� �� i���� $���/�� º  �����
P7/7QRS/0 T..U2V7S234 4WQ6/2XW0 8T:Y:=

α 2, 5776× 1010
3−1

α2D 8, 082× 102
)�3−1

K33 7, 710× 10−19 )�3
Kyy 2, 176× 10−19 )�3−3

Ky33 −3, 000× 10−19 )�3−1

K3333 −9, 30× 10−21 )�3
ðñòó¡ +�c ( w  !������� �$3/��^$� ���  ���3q���� �m$��/��
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a-d
�� !� ������� �$�.�����\�$� !� 3�!/�$!� "�

2

j !�� ��  ���� ���  $!������� Ä"i� ���!� +�¬  �$� !�� .�!�$�� ���  $!���������� ����!!���$�� 1��3���^$�� «%$���� ����
H0Å ��� ����!!���$�� .�!��� _ ω1

ω2
≈ 1, 75

j ω1

ω3
≈ 3, 58�� ω2

ω3
≈ 2, 05

�[Z� �q� !Z/�$�� 3��/� �$ �1� ����  �/�/����j !� �/�������
3 : 1

����� !Z����!!���$� �Z/!��%����������]3/���^$� �� !Z����!!���$� ��  !��%� ��� �l�!$� Ä������� �Z� /����$�� �� ��$ !�%�Å� [����$l �/�������� �� 0��3� ��.���%���!��j ��!!� �����$� ��� ��!!� ����� !�� ����!!���$�� �Z/!��%������]3/���^$� Ä����!!���$� ÎcÎÅ �� ��  !��%� ��$�!�3��� �/%/�/�/ Ä����!!���$� Î,ÎÅj !� �/��������� 0��3� /���� Î^$���2�l����Î ����� ��� ����!!���$��� r�ø�� �$l /^$������ Äb�,-Å º Äb�,�Åj ��$�
Z341S74S0 50 [3/V0 T:Y:

K11 1471, 9
)�3−1

K22 1761, 1
)�3−1

K33 7, 71× 10−19 )�3
K222 −1, 5934× 1013

)�3−2

K112 −1, 605× 1013
)�3−2

K233 −1, 094× 10−8 )
K1111 1, 546× 1023

)�3−3

K2222 1, 706× 1023
)�3−3

K3333 −9, 30× 10−21 )�3
K1122 9, 277× 1023

)�3−3

K1133 99, 660
)�3−1

K2233 99, 660
)�3−1

ðñòó¡ +�, ( w  !������� �$3/��^$� ��� ���������� �� i����
Ki1, i2, ...iδ

 �$� !� 3�!/�$!� "�
2

�

Z30\V204S1 T:Y:
ω1 2392, 05
ω2 1367, 01
ω3 667, 44ðñòó¡ +�¬ ( w  !������� �$3/��^$� ���  $!������� 1��3���^$�� �� �3−1 ��� ��È/����� ����!2!���$���

��!�$!��� ���$��� !�� ����������
ki1, i2, ...iδ

j !��^$�!!�� ���� �����%�/�� ���� !� ���!� +�b� )�$���!�$!��� /%�!�3��� !�� ���������� ���/��^$��
ti1, i2, ...iδ

º !Z���� �� !� ���!� b�c� ��� �/�$!�������� ���$!/� ���� !� ���!� +�+�
�fzfg �iqornklosl

K
qov vk�v jk{qs lk{qirs £�v���× r�k{x{s N = 4��� ��.��$l �Z/���%�� .����������!� ���� ��!�$!/� º  ����� �$ 1�3�!������ ^$����^$� ���3�2!��/

K
���� !Z�l ������� ��� ����/�  �� Ä"i� /^$������ Äb�aa¬Åj Äb�aabÅ �� Äb�aa+ÅÅ _

K = ~

(
ω1(N1 +

1

2
) + ω2(N2 +

1

2
) + ω3(N3b1 +N3b2 + 1)

) Ä+�cÅ
+ αres2:1(a2a

+
3b1

2
+ a2a

+
3b2

2
+ a2

+a3b1
2 + a2

+a3b2
2) Ä+�,Å



a-� ÕE89BFt: O
Z341S74S0 50 [3/V0 T:Y: T:Y: 04 VQ−1 T:Y: 04 VQ−1 @] B̂

k222 −8, 973× 1029
Ê%− 1

2
��− 1

2
�3−1 −48, 921 −47, 854

k233 −6, 818× 1029
Ê%− 1

2
��− 1

2
�3−1 −37, 176 −29, 996

k112 −5, 0191× 1030
Ê%− 1

2
��− 1

2
�3−1 −273, 631 −268, 213

k1111 1, 448× 1046
Ê%−1

�3−2 8, 113 7, 757
k2222 3, 648× 1045

Ê%−1
�3−2 2, 042 1, 963

k3333 −2, 473× 1044
Ê%−1

�3−2 −0, 138 0, 984
k1122 4, 152× 1046

Ê%−1
�3−2 23, 250 22, 364

k1133 4, 974× 1045
Ê%−1

�3−2 2, 785 2, 195
k2233 2, 376× 1045

Ê%−1
�3−2 1, 330 1, 055ðñòó¡ +�b ( w  !������� �$3/��^$� ��� ���������� �� i����

ki1, i2, ...iδ
 �$� !� 3�!/�$!� "�

2

�

Z341S74S01 V246S2XW01 T:Y: T:Y: 04 VQ−1 T:Y: 04 VQ−1 @] B̂
t233 1, 599× 1030

Ê%− 1
2
��− 1

2
�3−1 87, 156 87, 020

t332 −2, 930× 1029
Ê%− 1

2
��− 1

2
�3−1 −15, 977 −16, 021

t3311 −6, 6845× 1045
Ê%−1

�3−2 −3, 743 −3, 744
t3322 1, 398× 1046

Ê%−1
�3−2 7, 827 7, 792

t3333 −1, 863× 1045
Ê%−1

�3−2 −1, 043 −1, 043
t1133 1, 625× 1045

Ê%−1
�3−2 0, 910 0, 908

t2233 1, 025× 1045
Ê%−1

�3−2 0, 574 0, 576
t1313 3, 726× 1045

Ê%−1
�3−2 2, 086 2, 087

t2323 −3, 726× 1045
Ê%−1

�3−2 −2, 086 −2, 087
t′3333 2, 717× 1044

Ê%−1
�3−2 1, 521 0, 478ðñòó¡ +�+ ( `�!�$�� ��� ���������� ���/��^$��

ti1, i2, ...iδ
 �$� !� 3�!/�$!� "�

2

�

+ α11(N1 +
1

2
)2 + α22(N2 +

1

2
)2 + α33(N3b1 +N3b2 + 1)2 + α12(N1 +

1

2
)(N2 +

1

2
)

+ α13(N1 +
1

2
)(N3b1 +N3b2 + 1) + α23(N2 +

1

2
)(N3b1 +N3b2 + 1) + α``Pϕ

2.

��� ��È/�����  ���3q����
ωi

j
αjk

j
α``

j
αres2:1

���� ��!�$!/� º  ����� ��� ���������� �� i���� ����� ���������� ���/��^$���
�fzfz òin{oms M {sw{~vslnino�s x� piqornklosl ��ilno��s xilv ri�ivs pi{qklo��s

k�  �/����� �Z$�� �/������� �� 0��3�j !�� ��.��$l �Z/���%�� �� "�
2

���� ��%��$ /� �� �!]����� ��� Ê��� �� !� ���� 1��3���^$� |n1, n2, n3, ` >
j |n1, n2 − 1, n3 + 2, ` >

�� |n1, n2 +
1, n3−2, ` >

�Z$��  �!]��� P �/«���  ��
P = 2n2+n3

���� ��$ !/�  �� !Z� /����$� �� ��$ !�%��� 0��3�
K3

����� !� 3��� �Z/!��%����� �]3/���^$� º
ω2 = 1367

�3−1 �� !� 3��� ��  !��%� º
ω3 = 667

�3−1
���j !Z/����

ω2 − 2ω3 ≈ 32
�3−1 ��� ������!�3��� �$ 33� ����� �� %�����$� ^$� !�� /!/3����3�������!� | < n1, n2 ∓ 1, n3 ± 2, `|K3|n1, n2, n3, ` > | ∼ 50

�3−1 º a,-- �3−1 Äa�- �3−1 ºd--- �3−1Å�k� ����/^$����j !Z�3 ������� �� !� �/������� �� 0��3� i��� ^$� !� ������ ���� ��� ��.��$l
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a-�
Z30\V204S1 T:Y: T:Y: 5344601 5741 @]<B T:Y: 5344601 5741 @] B̂
ω1 2392, 050 2395, 89 2400, 371
ω2 1367, 010 1349, 97 1361, 033
ω3 667, 441 674, 85 669, 035

αres2:1 23, 318 24, 692 24, 724
α11 −13, 998 −12, 40 −14, 191
α22 −3, 501 −2, 38 −3, 495
α33 −1, 531 −0, 23 −0, 269
α12 −23, 167 −18, 5 −23, 098
α13 −5, 362 −12, 61 −10, 245
α23 4, 705 1, 01 2, 252
α`` 1, 612 −0, 38 0, 954ðñòó¡ +�d ( `�!�$�� ��� ���Ï������ �� �3−1 �$ 1�3�!������

K
�/.�!�  / m$�^$Zº N = 4

�

�Z/���%��  �� !�� 3���� ���3�$l Ä���� |n1, n2, n3, ` >Å �Z���  !$� !����� �� !�� ��3���� ^$��2��^$��
n2

��
n3

�� ����  !$� �� Î����Î ��3���� ^$����^$�� _ 33� �$l ������ /���%��� .����2������!!��j !� 3�!/�$!� "�
2

��� ��q� ��1��3���^$� �� !� ������ ����  �� !�� 3���� !���$l ��� ��.�!/%�/�� k� ��.���1�j !Z������ ��  �!]��� ù P ��
n1

��3�$���� �� Î����Î ��3���� ^$����^$��&,+jb,'� [Z$�  ���� �� .$�  1]��^$�j �� �/�$!��� ��� ���� ����$ &,+' ��� !Z� /����$� �� 0��3�
K3����$����� !�� /�1��%�� �Z/���%�� ����� !�� ����!!���$�� ÎcÎ �� Î,Î �/��$��j �$  ���� �� .$� �!��2��^$�j !�� ���/%��!��  ��3�q��� �$ 3�$.�3��� H̃02 = ω2(

q22+p22
2

)
�� H̃0b = ω3(

q23b1
+p23b1
2

+
q23b2

+p23b2
2

)
�k� ��.���1�j ��33� �/m� ����^$/ ��2�.���j ��� � /����$� �� ��$ !� ^$� ��� ��.��$l �Z/���%��

�  �������� �$ 33� ��$ !�
(n1, P )

j �� ���� ^$� I = 2H̃02+H̃0b

�� H̃01 = ω1(
q21+p21

2
)
��3�$������� ���/%��!��  ��3�q��� Ä���/ ��������Å _ º �1�^$� Î���Î ��3��� ^$����^$� Ä��� !Z������ �� �!]���j n1

��
`Å ������ ��� �� �È�� �!����^$�3��� $�� ��������� �$ 3�$.�3��� ÄI j H̃01

��
PϕÅ���� Ê��� |n1, n2, n3, ` >

��� ������!�3��� /�/ ������/� ��33� �$�� Ä�� �� ������.� ^$� !�� .�2!�$��  �����.�� �� `Å _ |n1, 0, 0, 0 >
j |n1, 0, 1, 1 >

j |n1, 0, 2, 0 >
j |n1, 0, 2, 2 >

j ���j |n1, 0, n3, ` >
j

|n1, 1, 0, 0 >
j |n1, 1, 1, 1 >

j |n1, 1, 2, 0 >
j |n1, 1, 2, 2 >

j ��� |n1, n2, n3, ` >
j |n1+1, 0, 0, 0 >

j
|n1 + 1, 0, 1, 1 >

j |n1 + 1, 0, 2, 0 >
j |n1 + 1, 0, 2, 2 >

j ����� 3������M �� �/�������.� �$ 1�3�!������ ^$����^$� ���� !� ���� 1��3���^$� ��� ���%���!� �� �!��� Äº �1�^$� �!�� ������ ��� $� ��$ !�
(n1, P )Å� '�]������ !�  ��3$������ �� �����������!����� �$ ���� �� �1�^$�  �!]���j �1�^$� �!�� �� �/��3 ��� �� �!���  !$�  �����j �1��$��Z�$l �����/  �� !� 33� ��� !��

(n1, P, `)
� �� 3������MP

������/� º $� ��$ !� ����/
(n1, P ) ���� �!��� !� i��3� ����^$/� �$� !� «%$�� Ä+�aÅ�

ýþ ��� ���Ó��� �� ������ ��� P = 2n2 + n3
�
n2

����� �ÿ�� ��� 0���ÿ�� ������� ��
0
�
E(P2 )

þ �����4 ��ÿ�ÿ�� 0���ÿ� ��
n3

������4 �� Ó � n3

2 + 1
�ÿ n3−1

2 + 1
0���ÿ�� ��

`
Ê�� �� ������� �� 2�� �ÿ� ��ÿ��� 0���ÿ����

` ≥ 0 �ÿ��.ÿ� ��� 0���ÿ�� ±` 4 �ÿ�� �7���� �1���� ��� �����ÿ��4 ����ÿ���� �ÿ� �Õ��� ��0��ÿ� ������1������ÿ��� � ����� �� ÊÑþ�ËË .ÿ� ���0������ ����� .ÿ�
n3

�� ���� �ÿ ������ Ê
n3

�
P

��� �� �Õ�� �����Ëþ��4 ��� 0���ÿ�� ��
n3

� ������ ��� ������ .ÿ� ����2�� �
n3 = P − 2n2

þ �� �� ���ÿ� .ÿ�ÿ�� ���Ó��� �� ��5�ÿ ∑E(P
2
)=P

2

n2=0
P−2n2

2 + 1 _�� Ên3, P
�����Ë �ÿ∑E(P

2
)

n2=0
P−2n2−1

2 + 1 _�� Ên3, P
�������Ëþ �� �� ���ÿ� .ÿ� ����������� ��ÿ�� ���Ó��� �� Í dP =

(P
2
+1)(P

2
+2)

2

�ÿ (E(P
2
)+1)(P+1−E(P

2
))

2

����� .ÿ�
P

�� ���� �ÿ ������þ



aa- ÕE89BFt: O
�

�

�

�

������

������

������

	�

	�

	� 	�

	�

	�

���� ¡ +�a ( '������MP

������/� º $� ��$ !� ����/
(n1, P )

�
�fzf} ¹vvo�linokl xsv lo�si�� x�~ls{�os vsrkl ês{linp� ®�rom`� �i{x�

aom` sn �osrx
�� ���%���!��� ���$��� �1��$� ���  ����� �!��� Ä�� ��3������

d ≤ dP Å �� !� 3������MP

���� ������� !�� .�!�$��  �� ��� �Z/���%���

�

������

������

������

���	��

���
��

������

������

�����

������

���� ¡ +�c ( "�$ !�� �� \�!]���� (0, P )
��!�$!/��  �� !� 1�3�!������ ���3�!��/ �� [$�1�3 �$�

P ≤ 8
��

` = 0
� w �1�^$� ����� 1���p����!� ��  �����!!/� ������ ������ !�� /���%����  �������� º $� ��$ !� ��  �!]��� ����/�

)�$� /��^$����� !�� ��.��$l �Z/���%�� ��!�� #�����1 Ùé çÛ &b¬'� "1�p ��� �$��$��j !� ��3��� �� �!]��� Ä �$� !� �/������� �� 0��3�Å ��� �/«��  ��N = n2+
n3

2
= P

2

� �� 3/�1��� �������� º /��2^$���� $� /��� �Z/���%�� Ä!� ���� �� �/ ��� ��� !� ���� 1��3���^$� |n1, n2, n3 >Å  �� !�� ��3����
n1

j
N

�� $� ������
M

�  �!/ ���% ���� !�  �!]����M  ���� !�� .�!�$�� 1, 2, ..., dimPoly
Ä��23������ �� !�  �!]��� /%�!� º

N + 1
��

n3

���  ���j
N + 1

2

��
n3

��� �3 ���Å� �� ������$�!� .�!�$� M = 1
 �$� !� ��.��$ ��  !$� i���!� /���%��j c  �$� !� ��.��$ �Z/���%�� �33/2�����3��� �$ /���$�j ���j

M = N + 1
Ä�$

N + 1
2
Å  �$� !� ��.��$ ��  !$� %����� .�!�$�� k�!Z������� �� !Z� /����$� �� ��$ !�%�

K3

j !�� Ê��� |n1, N, M = 1 >
�� |n1, N, M = N +1 >

Ä�$
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aaa
|n1, N, M = N+ 1

2
>Å ������ ������ ��� ����.�3��� �$l ��$!� 3���� ��  !��%� �$ �Z/!��%���������!�3��� �]3/���^$��k�«�j !�  ����%� �Z$� Ê�� |n1, N, M >

�$ Ê�� |n1, n2, n3 >
�� i��� .�� !� ������ �������

n2 = M − 1
��

n3 = 2(N + 1−M)
�w�� ���� ����� �������� º ����� /�$�� _ !� ���� �� �/ ��� ��� !� ���� 1��3���^$� |n1, n2, n3, ` >

�w $� /��� �Z/���%��j ������ ������ !�� ��3����
n1

j
P
j
M

��
`
� �� ���% �� !�  �!]���  ���� 3���2������ !�� .�!�$�� 1, 2, ..., dP � �� .�!�$�M = 1

��� ������/� �$ ��.��$ ��  !$� i���!� /���%��j ���j
dP

 �$� !� ��.��$ ��  !$� %����� /���%��� k� !Z������� �� �/������� �� 0��3� ,j !�� 3���� �� !��%� �$ �Z/!��%����� ����!�3��� �]3/���^$� ��$!� ���� �/�����  �� !�� Ê��� |n1, P, M = 1, ` >�� |n1, P, M = dP , ` >
� k�«�j !�  ����%� �Z$� Ê�� |n1, P, M, ` >

�$ Ê�� |n1, n2, n3, ` >
��i��� .�� !� ������ ������� n2 = M − 1

��
n3 = P + 2− 2M

�
�fzf� ÷oq�rinoklv l�q~{o��sv

��� ��3$!������ �$3/��^$�� ��� /�/ �/�!��/�� �.�� !� !��%�%� ��  ��%��33����� \]�1������ ����/�� �l /��3����!�� ���� ���/�� �� &c-j bdj b�' �� �� &b�' ��  ������ �$� ¬a ��.��$l�Z/���%�� ��3 ��� ����� !� ��.��$ i����3����! ���$/ º
2534, 94

�3−1 �� 8000 �3−1
���� �/�$!���� ���� �����%�/� ���� !� ���!� +���( [��� !� ���!� +�� Ä �/����/� ��  !$���$��  ������Åj !�  ��3�q�� ��!���� ����^$� !Z������ �� �!]��� ü( �� ��$l�q3� ��!���� ������ ��� º !� ���� 1��3���^$� |n1, n2, n3, ` >

ü( �� ��!���� �◦¬  �/����� !�� .�!�$�� ��� ��.��$l ��!�$!/� �� �3������ !Z� /����$� �� ��$2 !�%� �� 0��3� _ !� 1�3�!������
K

��� ���%���! Ä1�3�!������ �� [$�1�3
K = KDÅ ����!� ���� 1��3���^$� |n1, n2, n3, ` >

ü( �� ��!���� �◦b ������%�� �$� !�� ��.��$l ��!�$!/� �� �m�$���� º
KD

!� 1�3������� ����$ !�%�
K3

� �Z/��^$���%� ��� ��.��$l �� i��� º !Z���� ��� Î����Î ��3���� ^$����^$��
(n1, P, M, `)

���� !� �������� �� #�����1 Ùé çÛ� Ä��!���� �◦,Å�( �� ��!���� �◦+ ����^$� !�� .�!�$�� �l /��3����!�� ��� ��.��$l �Z/���%�� &c-jbdjb�' Ä��2������$�� ����!$� �$� !� 3��$�� �$ ������ �Z$�� ����� .����������!!�Å�( ��� ��$l �����q��� ��!����� ����^$��� !�� /����� ����� !�� ��.��$l ��!�$!/� �� �/���3��/��l /��3����!�3��� ü( w !� �����q�� !�%�� �� !� ���!�j �� ��!�$!� /%�!�3��� !Z/���� ^$������^$� 3�]�� δ =√∑Nvib

k=1
(Ecalck−Eexpk)2

Nvib

Ä
Nvib

��� !� ��3��� �� ��.��$l .����������!�Å�

�fzf� ôlns{w{~ninokl xsv {~v�rninv
)���� /�$�� ����$�� º $� /���� ^$������^$� 3�]�� δ

�� !Z����� ��
102

�3−1  �$� !� �/.�2!�  �3��� �� [$�1�3 �$ 1�3�!������ .����������!j .�!�$� ^$� ��3�� º 16, 5
�3−1 ��  �������� ��3 �� !� �/������� �� 0��3� ����� !�� ����!!���$�� ÎcÎ �� Î,Î� w !Z�����
N = 4

j ��� �/2�$!���� ���� ���� �� ��*º �� ��$l �� *$p$Ê� &c-' �� e�]�$l &ca' �1�p !��^$�!�
δ = 0, 20

�3−1Ä�m$���3��� �$� ,, ��.��$lÅ �� δ = 1, 80
�3−1 Ä�m$���3��� �$� bd ��.��$lÅ��� ��  �$�  �� �3/!����� !�  �/������ �� ��� �/�$!���� �� ������� �� ������$��� $� 1�3�!������c(  $��^$Z�$�$� ��� d ��$ !�� ��  $!������� �Z��� ��3 ����!� �.�� !�� .�!�$�� ���  $!������� �$�]��q3� 3�!/�$!���� /�$��/ Äω1

ω2
≈ 1, 75

j ω1

ω3
≈ 3, 58

�� ω2

ω3
≈ 2, 05Å� �Z��/� ���  !$�»� �� ������.��!� 1�3�!������ ���3�!��/ a( 3��� ��  �$����� !� �/.�!�  �3��� º !Z�����

N = 5
Ä��$m�$�� �� �/����� �Z$�� �/������� �� 0��3� ����� !�� ����!!���$�� ÎcÎ �� Î,ÎÅ��þ �0�� �� ��������

P 6= 0
�ÿ

1
þ ��ÿ�

P = 0, 1
4 �� �7���� �� ���0�����

M = 1
þ



aac ÕE89BFt: O
P (n1, n2, n3, `) (n1, P, M, `)

Z7UV^ Z7UV] ,-. Z7UV^ b ,-. Z7UV] b ,-.
0 (1, 0, 0, 0) (1, 0, 1, 0) 2347, 1 2347, 1 2349, 2 −2, 1 −2, 1

(3, 0, 0, 0) (3, 0, 1, 0) 6957, 3 6957, 3 6972, 5 −15, 2 −15, 2
(5, 0, 0, 0) (5, 0, 1, 0) 11455, 6 11455, 6 11496, 8 −41, 2 −41, 2

1 (0, 0, 1, 1) (0, 1, 1, 1) 664, 1 664, 1 667, 4 −3, 3 −3, 3
(2, 0, 1, 1) (2, 1, 1, 1) 5319, 6 5319, 6 5316, 1 3, 5 3, 5
(3, 0, 1, 1) (3, 1, 1, 1) 7605, 4 7605, 4 7602, 8 2, 6 2, 6

2 (0, 0, 2, 0) (0, 2, 1, 0) 1322, 0 1288, 4 1285, 4 36, 6 3, 0
(0, 0, 2, 2) (0, 2, 2, 2) 1328, 4 1328, 4 1335, 1 −6, 7 −6, 7
(0, 1, 0, 0) (0, 2, 3, 0) 1353, 1 1386, 7 1388, 2 −35, 1 −1, 5

2 (1, 0, 2, 0) (1, 2, 1, 0) 3658, 4 3620, 1 3612, 8 45, 6 7, 3
(1, 0, 2, 2) (1, 2, 2, 2) 3664, 8 3664, 8 3632, 9 31, 9 31, 9
(1, 1, 0, 0) (1, 2, 3, 0) 3677, 1 3715, 3 3659, 3 17, 7 56, 0

2 (2, 1, 0, 0) (2, 2, 1, 0) 5973, 0 5923, 1 − − −
(2, 0, 2, 2) (2, 2, 2, 2) 5973, 2 5973, 2 5960, 1 13, 1 13, 1
(2, 0, 2, 0) (2, 2, 3, 0) 5966, 7 6016, 6 − − −ðñòó¡ +�� ( "�3 ������� ��� /���%��� ��!�$!/�� �� ���$!/�� Ä�� /�/��  �� ��  ��� �$ ��.��$i����3����!Å �� �3−1  �$� !�� ��$ !�� (n1, P, `)

�.�� n1 ≤ 5
��

P ≤ 8
�

�fzf� �iqornklosl
K

qov vk�v jk{qs lk{qirs £�v���× r�k{x{s N = 5

k� �l !������ !Z�!%����13� ��\w ��  �/����� �Z$�� �/�������
2 : 1

����� !Z����!!���$� �Z/!��2%����� ÎcÎ �� !Z����!!���$� ��  !��%�j !� 1�3�!������3�� ��$� i��3� ���3�!� m$�^$Zº !Z�����
N = 5��� _

K = −ı
(
ω1σ1 + ω2σ2 + ω3(σ3b1 + σ3b2)

) Ä+�¬Å
− ıã1(z2z3b1

∗2 + z2
∗z3b1

2 + z2z3b2
∗2 + z2

∗z3b2
2)

− ıx11σ1
2 − ıx22σ2

2 − ıx33(σ3b1 + σ3b2)
2 − ıx12σ1σ2

− ıx13σ1(σ3b1 + σ3b2)− ıx̃23σ2(σ3b1 + σ3b2)− ıx``P
2
ϕ

− ıx
(5)
2:1, 1σ1(z2z3b1

∗2 + z2
∗z3b1

2 + z2z3b2
∗2 + z2

∗z3b2
2)

− ıx
(5)
2:1, 2σ2(z2z3b1

∗2 + z2
∗z3b1

2 + z2z3b2
∗2 + z2

∗z3b2
2)

− ıx
(5)
2:1, 3(σ3b1 + σ3b2)(z2z3b1

∗2 + z2
∗z3b1

2 + z2z3b2
∗2 + z2

∗z3b2
2).

��� ���Ï������
x
(5R)
2:1, k

Ä
1 ≤ k ≤ 3Å ������/�����^$�� �� !Z����������� �� 0��3� º !Z�����

N = 5���� i�������� ��� ���Ï������ ���/��^$�� Ä
j = 1, 2Å t233 j t332 j ���j t(j)22233

j
t
(j)
11233

j
t
(3)
11233

j
t
(j)
23333

j
t̃ϕ����� ^$� ��� ���������� �� i����

k222
j
k233

j ���j
k11233

j
k22233

j
k11112

j
k11222

��
k23333

� k� �������� !� !�$���$� ��� �l ��������j ��� ����� ���Ï������ �� ����  �� �l !����/� ���� �� �� �������$�� �  !������� �$3/��^$� $�� i��� !� «� �/�!��/ �$  ���%�� 1� +�,���k� ��� ���� !� Î���«%$������ ������ �]3/���^$�Î Ä/^$����� Ä,�¬aÅ �$ �1� ���� ,Åj !� 1�3�!��2



°99;B@8FBGA< 8D <K<FL>: >G;?@D;8Bt: Õ�
2

aa,
3 (0, 0, 3, 1) (0, 3, 1, 1) 1980, 0 1931, 8 1932, 5 47, 5 −0, 7

(0, 0, 3, 3) (0, 3, 2, 3) 1992, 9 1992, 9 2003, 3 −10, 4 −10, 4
(0, 1, 1, 1) (0, 3, 3, 1) 2022, 0 2070, 2 2076, 9 −54, 9 −6, 7

3 (1, 0, 3, 1) (1, 3, 1, 1) 4311, 0 4258, 2 4247, 7 63, 3 10, 5
(1, 0, 3, 3) (1, 3, 2, 3) 4323, 9 4323, 9 − − −
(1, 1, 1, 1) (1, 3, 3, 1) 4340, 5 4393, 4 4390, 6 −50, 1 2, 8

3 (2, 0, 3, 1) (2, 3, 1, 1) 6614, 0 6556, 1 6538, 0 76, 0 10, 1
(2, 0, 3, 3) (2, 3, 2, 3) 6626, 9 6626, 9 − − −
(2, 1, 1, 1) (2, 3, 3, 1) 6631, 1 6689, 1 6679, 7 −48, 6 9, 4

4 (1, 0, 4, 0) (1, 4, 1, 0) 4957, 4 4867, 7 4853, 6 103, 8 14, 1
(1, 0, 4, 2) (1, 4, 2, 2) 4963, 8 4900, 7 4888, 0 75, 8 12, 7
(1, 1, 2, 0) (1, 4, 3, 0) 4997, 7 4986, 2 4977, 8 19, 9 8, 4
(1, 0, 4, 4) (1, 4, 4, 4) 4983, 2 4983, 2 − − −
(1, 1, 2, 2) (1, 4, 5, 2) 5004, 2 5067, 2 5061, 8 −57, 6 5, 4
(1, 2, 0, 0) (1, 4, 6, 0) 5000, 0 5101, 2 5099, 6 −99, 6 1, 6���!� +�� Ä�$���Å

���� ^$����^$� 3�� ��$� i��3� ���3�!�
K

�  �$� �l ������� _

K = ~

(
ω1(N1 +

1

2
) + ω2(N2 +

1

2
) + ω3(N3b1 +N3b2 + 1)

) Ä+�bÅ
+ αres2:1(a2a

+
3b1

2
+ a2a

+
3b2

2
+ a2

+a3b1
2 + a2

+a3b2
2)

+ α11(N1 +
1

2
)2 + α22(N2 +

1

2
)2 + α33(N3b1 +N3b2 + 1)2 + α12(N1 +

1

2
)(N2 +

1

2
)

+ α13(N1 +
1

2
)(N3b1 +N3b2 + 1) + α23(N2 +

1

2
)(N3b1 +N3b2 + 1) + α``Pϕ

2

+ α
(5)
2:1, 1(a2a

+
3b1

2
+ a2a

+
3b2

2
+ a2

+a3b1
2 + a2

+a3b2
2)(N1 +

1

2
)

+ α
(5)
2:1, 2(a2a

+
3b1

2
+ a2a

+
3b2

2
+ a2

+a3b1
2 + a2

+a3b2
2)(N2 +

1

2
)

+ α
(5)
2:1, 3(a2a

+
3b1

2
+ a2a

+
3b2

2
+ a2

+a3b1
2 + a2

+a3b2
2)(N3b1 +N3b2 + 1).

[��� !Z/^$����� Ä+�bÅj !�� ���Ï������
α
(5)
2:1, k

Ä
1 ≤ k ≤ 3Å ���� ��!�/� �$l ���Ï������

x
(5)
2:1, k

 �� _
α
(5)
2:1, k = ~2

√
~x

(5)
2:1, k

�

�fzf� ñr~qslnv qin{omosrv xsv kw~{ins�{v xs mk�wri�s xs �s{qo ×r�k{x{s N = 5w !Z�����
N = 5

j !�� � /����$�� �� ��$ !�%� ������/�����^$�� �� !� �/������� �� 0��3� ���� _
K

(5, 1)
2:1 = α

(5)
2:1, 1(a2a

+
3b1

2
+ a2a

+
3b2

2
+ a2

+a3b1
2 + a2

+a3b2
2)(N1 +

1
2
)
j
K

(5, 2)
2:1 = α

(5)
2:1, 2(a2a

+
3b1

2
+

a2a
+
3b2

2
+ a2

+a3b1
2 + a2

+a3b2
2)(N2 + 1

2
)
j
K

(5, 3)
2:1 = α

(5)
2:1, 3(a2a

+
3b1

2
+ a2a

+
3b2

2
+ a2

+a3b1
2 +

a2
+a3b2

2)(N3b1 +N3b2 + 1)
�

��� /!/3���� 3�������!� �� !Z� /����$�
K

(5)
2:1 =

∑3
k=1K

(5, k)
2:1

���� !� ���� 1��3���^$� |n1, n2, n3, ` >���� _



aa¬ ÕE89BFt: O
5 (0, 0, 5, 1) (0, 5, 1, 1) 3283, 6 3178, 4 3182, 0 101, 6 −3, 6

(0, 0, 5, 3) (0, 5, 2, 3) 3296, 5 3229, 8 − − −
(0, 0, 5, 5) (0, 5, 3, 5) 3322, 3 3322, 3 3341, 8 −19, 5 −19, 5
(0, 1, 3, 1) (0, 5, 4, 1) 3347, 2 3337, 9 3339, 3 7, 9 −1, 4
(0, 1, 3, 3) (0, 5, 5, 3) 3360, 1 3426, 9 − − −
(0, 2, 1, 1) (0, 5, 6, 1) 3487, 3 3487, 3 − − −

6 (1, 0, 6, 0) (1, 6, 1, 0) 6244, 1 6093, 0 6075, 9 168, 2 17, 1
(1, 0, 6, 2) (1, 6, 2, 2) 6250, 6 6119, 6 − − −
(1, 0, 6, 4) (1, 6, 3, 4) 6269, 9 6192, 1 − − −
(1, 1, 4, 0) (1, 6, 4, 0) 6306, 1 6242, 6 6227, 9 78, 2 14, 7
(1, 1, 4, 2) (1, 6, 5, 2) 6312, 6 6300, 4 − − −
(1, 0, 6, 6) (1, 6, 6, 6) 6302, 2 6302, 2 − − −
(1, 2, 2, 0) (1, 6, 7, 0) 6330, 1 6355, 8 6347, 8 −17, 7 8, 0
(1, 1, 4, 4) (1, 6, 8, 4) 6331, 9 6409, 7 − − −
(1, 2, 2, 2) (1, 6, 9, 2) 6336, 5 6479, 7 − − −
(1, 3, 0, 0) (1, 6, 10, 0) 6316, 0 6505, 1 6503, 1 −187, 1 2, 0���!� +�� Ä�$���Å

< n1, n2 − 1, n3 + 2, `|K(5)
2:1 |n1, n2, n3, ` > =

−
(
α
(5)
2:1, 1(n1 +

1

2
) + α

(5)
2:1, 2(n2 +

1

2
) + α

(5)
2:1, 3(n3 + 1)

)√
n2[(n3 + 2)2 − `2]

Ä+�+Å
��

< n1, n2 + 1, n3 − 2, `|K(5)
2:1 |n1, n2, n3, ` > =

−
(
α
(5)
2:1, 1(n1 +

1

2
) + α

(5)
2:1, 2(n2 +

1

2
) + α

(5)
2:1, 3(n3 + 1)

)√
(n2 + 1)[n2

3 − `2]

Ä+�dÅ
�fzf� ®kll~sv i£�vn~sv £�v���× r�k{x{s N = 5�Z����%������ ��� ��.��$l �Z/���%�� ��� ������^$� º ��!!� �/�!��/�  �$�

N = 4
� )$3/��^$�23���j

α
(5)
2:1, 1 ∼ 10−2 �3−1 j α(5)

2:1, 2 ∼ 1, 5×10−2 �3−1 �� α(5)
2:1, 3 ∼ −1, 5×10−1 �3−1

� ��� �/�$!��������$����� º $� /���� ^$������^$� 3�]�� �$ 33� ����� �� %�����$� ^$�  �$� !� ���
N = 4

�

µP̄ âRV«\XSTRV _U Y_ZSY_«UTà_S
k� �l !������� !� 1�3�!������ ���3�!��/ m$�^$Zº !Z�����

N = 4
Ä!Z�����

N = 5
�Z�3/!���� �� !�  �/������ ��� 3��$���Å ��  �/����� �Z$�� �/������� �� 0��3� ����� $� ��� ����!!���$���Z/!��%����� �� !� 3��� ��  !��%�j ��$� �� ���$����� �.�� $�� �����  �/������ !�� ����/���l /��3����!��  �$� !� 3�!/�$!� "�

2

� w«� �Z�  !�^$�� �Z�$���� ��/������ �� �/�������� �/�$����� !� ������$����� ��� 1�3�!������� ���3�!��/� a( �� c(j �! i�$����� 3��������� ������/����Z�$���� �]��q3�� 3�!/�$!����� Ä"*
2

j #��
2

j ���Å�



°99;B@8FBGA< 8D <K<FL>: >G;?@D;8Bt: Õ�
2

aab
7 (1, 0, 7, 1) (1, 7, 1, 1) 6884, 5 6704, 5 6688, 5 196, 0 16, 0

(1, 0, 7, 3) (1, 7, 2, 3) 6897, 4 6752, 0 − − −
(1, 0, 7, 5) (1, 7, 3, 5) 6923, 2 6839, 7 − − −
(1, 1, 5, 1) (1, 7, 4, 1) 6957, 4 6879, 0 6893, 9 63, 5 −14, 9
(1, 1, 5, 3) (1, 7, 5, 3) 6970, 3 6958, 1 − − −
(1, 0, 7, 7) (1, 7, 6, 7) 6961, 9 6961, 9 − − −
(1, 2, 3, 1) (1, 7, 7, 1) 6992, 1 7032, 6 7024, 2 −32, 0 8, 4
(1, 1, 5, 5) (1, 7, 8, 5) 7079, 5 7079, 5 − − −
(1, 2, 3, 3) (1, 7, 9, 3) 7005, 0 7162, 7 − − −
(1, 3, 1, 1) (1, 7, 10, 1) 6988, 9 7206, 9 7204, 2 −215, 3 2, 7

8 (1, 0, 8, 0) (1, 8, 1, 0) 7518, 7 7299, 1 7284, 0 234, 6 15, 1
(1, 0, 8, 2) (1, 8, 2, 2) 7525, 1 7321, 8 − − −
(1, 0, 8, 4) (1, 8, 3, 4) 7544, 4 7386, 8 − − −
(1, 1, 6, 0) (1, 8, 4, 0) 7602, 3 7483, 0 7460, 5 141, 8 22, 5
(1, 0, 8, 6) (1, 8, 5, 6) 7576, 7 7488, 2 − − −
(1, 1, 6, 2) (1, 8, 6, 2) 7608, 8 7520, 6 − − −
(1, 1, 6, 6) (1, 8, 7, 6) 7660, 4 7616, 0 − − −
(1, 0, 8, 8) (1, 8, 8, 8) 7621, 8 7621, 8 − − −
(1, 2, 4, 0) (1, 8, 9, 0) 7647, 9 7628, 0 7594, 0 53, 9 34, 0
(1, 2, 4, 2) (1, 8, 10, 2) 7654, 4 7704, 8 − − −
(1, 1, 6, 4) (1, 8, 11, 4) 7628, 2 7748, 8 − − −
(1, 3, 2, 0) (1, 8, 12, 0) 7655, 5 7751, 9 7734, 0 −78, 5 17, 9
(1, 2, 4, 4) (1, 8, 13, 4) 7673, 7 7843, 5 − − −
(1, 3, 2, 2) (1, 8, 14, 2) 7661, 9 7903, 0 − − −
(1, 4, 0, 0) (1, 8, 15, 0) 7624, 9 7924, 3 7920, 8 −295, 9 3, 5

δ 98, 8 16, 4���!� +�� Ä«�Å

[��� !� �1� ���� �$�.���j ��$� �� ������ ��������� ������� �l ��/�� �$ ��$�� �� !� �1q��  �$�3������ ^$Z�! ��� /%�!�3���  �����!� �� ������$���j .�� !� 1�3�!������ �l !����/  �� ���!�%���.�� !� 1�3�!������ .����������! ��� �]��q3�� 3�!/�$!����� w#
2

��  �/����� �� !Z����������� ��0��3�j !�� /^$������ �$ 3�$.�3��� �/���.��� !� i��3����� �Z$� ��������� �� #���2k�������3�!/�$!���� º  ����� �Z$� ��������� ���3�^$��
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HI�J���� d

LM������� �� e���� ���� ��� ��������
N�����N���

ºPO çVUZRWX«UTRV
"������� �$��!�  �/����/� ���� !�� �1� �����  �/�/����� Ä�/«������ �Z$�� �/�������

p : q�$ ���� �Zki����1��$ &ac'j 3��� ��$� i��3� ���3�!�j 1�3�!������ c(j ���Å ���� �3 !�]/� ������ �1� ����  �$� !Z/�$�� �� �]��q3�� 3�!/�$!����� ������3�^$�� w#
2

��� !��/����� ��  �/������Z$�� �/������� �� 0��3� �� �  !�^$/� º !� 3�!/�$!� �� [
2
*� �Z�  ���1� ��� ��È/����� �� ��!!��3 !�]/� ���� !�� �1� ����� c �� , _ �! �Z�%�� ��� �� ������$��� $� 1�3�!������ ^$����^$� c( �$� ��� �]��q3�� 3�!/�$!����� ��  ������ �� ��3 �� !Z����������� �� 0��3�� )�$� .������/%�!�3��� ^$Z$�� �$��� �  !������� �� ����� ����������� ��� !� ������$�����j  �� ���!�%�� �.����!!� �$ 1�3�!������ �� ��� �]��q3�� 3�!/�$!�����j �Z$� 1�3�!������ �/���.��� !� �]��3�^$��$  ����%� �Z$� ��������� �� #���2k������� Ä"#kÅ ���3�^$� º $� "#k 3�!/�$!�����

ºPa âRVSUZX«UTRV WX §¦^T\URVT_V ¬X¦VUT¬X_ a) W_S SªS³U]^_S ^R\c«X\¦TZ_S î
2

VRV \TVc¦TZ_S
�fgfe |kvonokl x� w{k�r�qs

��� �]��q3�� 3�!/�$!����� w#
2

��� !��/����� ���� �/�����  �� ��$l !������� w2#
1

�� w2#
2Ä"i� «%$�� d�aÅ� ����^$� !� ��������� �� �/������� �� 0��3� Ä�  ���1/�Å ωsk ≈ 2ωb

Ä
k = 1, 2Å��� ��3 !�� ����� ��$l ��� ����!!���$�� Ä

ωsk

��
ωb

�/��%���� ��� ����.�3��� !��  $!������� �Z$���� 3���� �Z/!��%����� �� ��  !��%�Åj ��$l ^$���� �$ 3��� ��  !��%� �Z����1�!���  �$� ��/��$� ^$���� ���� !� 3��� �Z/!��%������ w����j !� 1�3�!������ ��� i��3/ º  ����� ��� � /����$���$�.���� _

�
�

��

��

��� �����

���� ¡ d�a ( *�1/3� �Z$�� 3�!/�$!� w#
2

��� !��/�����



aa� ÕE89BFt: f
KAB2 ⊃ a1

+a1; a2
+a2; a4

+a4; a4a4a1
+ + a4a4a2

+ + a1a4
+a4

+ + a2a4
+a4

+. Äd�aÅ
[��� !Z/^$����� Äd�aÅj a1 Ä

a1
+Åj a2 Ä

a2
+Å �� a4 Ä

a4
+Å ���� !�� � /����$�� �� #��� �Z����1�!�����Ä�� ��/�����Å ������/� ��� ����.�3��� �$ ��3��� �� ^$���� �Z�l�������� �$� !�� !������� w2#

1�� w2#
2

�� !Z����!!���$� ��  !��%�� k� �$���j !� 1�3�!������ ��� ��3 !/�/  �� !Z������$����� ���� /����$�� ��3���  �$� �1��$� ��� 3���� �$ �]��q3��
�fgfg óklvn{�mnokl x��l piqornklosl ��ilno��s gð

�� 3��� �� ������$����� �� !Z� /����$� �� ��$ !�%� ������/�����^$� �� !� �/������� �� 0��3���� ��È/���� �� ��!$�  �� ��/ m$�^$Zº 3��������� ���� !� 3��$����� Ä�1� ���� cj ,j b �� +Å� ���j!� �/3���1� �������� º ������$��� ��$l ��%�/� �� !�����/ �l�/���$�� �$ �]��q3� 3�!/�$!����� k�������$����� !�� ������ Î,Î �� ÎbÎ ��33� �� �/������� ��� ����.�3��� ��� ������������ �����!�� ����!!���$�� �Z/!��%����� �� ��  !��%� �.�� $� ��%�/ �� !�����/ �l�����j �� � ù _
Kres 2:1 = Γ5(a1

+a3a4
2a5

+2
+ a2

+a3a4
2a5

+2
+ c.h.).

Äd�cÅ
��

Kres 1:1 = Γ4(a2
+a1 + a1

+a2).
Äd�,Å

\��  ���� �� ��3 �� ��3$!���/� ��� �/�������� �� 0��3� ����� �1��$� ��� ����!!���$�� �Z/!��%�2���� �� !� 3��� ��  !��%� Ä� /����$�
Kres 2:1Å �� �� !� �/������� 1 : 1

����� !�� ��$l ����!!���$���Z/!��%����� Ä� /����$�
Kres 1:1Åj �� ������$�� !� 1�3�!������ c( �$�.��� _

KAB2 = δs(a1
+a1 + a2

+a2) + δba4
+a4 + χ(a1

+a1 + a2
+a2)a4

+a4 + Γ1(a1
+a1 + a2

+a2)
2

+ Γ2(a4
+a4a4

+a4) + Γ3(a1
+a1a2

+a2) + Γ4(a1
+a2 + a2

+a1)

+ Γ5(a1
+a3a4

2a5
+2

+ a2
+a3a4

2a5
+2
) + ... + c.h,

Äd�¬Å
�.�� δs j δb j χj Γk

Ä
1 ≤ k ≤ 5Å ���  ���3q���� �/�!��

�fgfz ñ�sqwrs x�iwwrominokl Ú rs v�vn�qs qkr~m�rio{s ®
2
÷

�� 1�3�!������
KAB2

����/  �� !Z/^$����� Äd�¬Å �/���� ��� �]��q3�� 3�!/�$!����� ��33�[
2
*j �

2
*j �

2

��
gh1SRQ0 Q3U6VWU72/0 Z3452S2341 50 /613474V0 7../3Vi601�

2
32* ωs1 = 2614, 4

�3−1 ≈ ωs2 = 2628, 4
�3−1 ≈ 2ωb = 2× 1182, 5

�3−1[
2
32* ωs1 = 1896, 4

�3−1 ≈ ωs2 = 1910, 2
�3−1 ≈ 2ωb = 2× 855, 4

�3−1�
2
16� ωs1 = 3657, 1

�3−1 ≈ ωs2 = 3755, 9
�3−1 ≈ 2ωb = 2× 1594, 8

�3−1

ðñòó¡ d�a ( `�!�$�� ���  $!������� �� �������� �]��q3�� 3�!/�$!����� w#
2

��� !��/������

�� 1�3�!������
KAB2

�%�� �$� $�� ���� �������$/� �� Ê��� /��^$��/�  �� !�� �� �/�������������/�$����!�� �]3/���^$� Äw
1

�$ �Å �� �����]3/���^$� Ä#
2

�$ 2Å �$ %��$ � �� �]3/����  ����$�!�� ��� �]��q3�� 3�!/�$!����� Ä%��$ � "
2v Å� "���� ���� ��� %/�/�/� º  ����� �$ Ê�� |n1, n2, n3 =

Ns−(n1+n2), n4, n5 = Nb−n4 >
j �)

Ns

��
Nb

Ä��3��� �� ^$���� �Z�l�������� ���� !�� 3����
ýþ

c.h.
����1�� �� ���5ÿ1ÿ� 7�����.ÿ�þ



¹?<GA8A@: =: c:t>B =8A< @:tF8BA< <K<FL>:< CD8AFBCD:< aa�
�Z/!��%����� �� ��  !��%�Å ���� ��!�/� º !� ��3������ �� !Z�� ��� �� ��!���� ������/ ��� ����.�3����$l 3���� �Z/!��%����� �� ��  !��%�� �� �� �/�$�� ^$� !� 3������ 1�3�!�������� �� ��.��� ����$l �!��� w

1

�� #
2

j �1��$� �Z�$l �� ��.����� �� �!���  !$�  ���� /��^$��/�  �� !� ��3��� �� �!]��� P = 2ns+nb = 2(n1+n2)+n4

� [��� !� 1�3�!������j !Z� /����$�
Kres 1:1 = a1

+a2+a2
+a1��$ !� !�� ��$l ����!!���$�� �Z/!��%����� ������ ^$�Kres2:1 = a1

+a3a4
2a5

+2
+a2

+a3a4
2a5

+2
+c.h.��� !Z� /����$� �� ��$ !�%� ����� !�� 3���� �Z/!��%����� �� ��  !��%��k� �l !������ !�� ����/�� �l /��3����!��j ��$� �.��� �m$��/ !��  ���3q���� �$ 1�3�!������

KD2S

���� !� ���!� d�c �� !�� /����� ����� !�� ��.��$l .����������!� �����./� �� ��!�$!/� ����!���/� ���� !� ���!� d�,� [��� ����� �����q�� ���!�j !�� ��!����� a º b ����^$��� ��� ����.�3���!Z������ ��  �!]���j !�� Ê��� ������$lj !�� /���%��� ��!�$!/��j !�� /���%��� �l /��3����!�� �� !� ���� ��  �$������%� �$ Ê�� ������! � �q� ���%���!������� �� !� 3������ 1�3�!���������
δs δb χ Γ1 Γ2 Γ3 Γ4 Γ5a�cdj�-� �b�j�ca 2a-j¬�� 2c¬j++b 2,ja-, ¬�j�,c 2+j¬c� 2-j--b

ðñòó¡ d�c ( \���3q���� �m$��/�  �� !� 3/�1��� ��� 3������� ����/� ��� !��/���� Ä�� �3−1Å�

)�$� �/���3����� !� ��3������ ��� �� ���� �� ��!���� ��� 3���� �Z/!��%����� �� ��  !��%�%�ø�� º !� !�3��� �� ������������ �������� !���^$Z$�� !������  ���q��
Ns

^$���� �Z�l��������Ä������ ��� �$ 3�l�3$3 ��� /���� !�/�
E0

s (ns)
���� !� ���� ������!�Å� *� !Z�� �$  ��� ^$� !��

ns^$���� ���� !���!��/� �$� �1�^$� !������j $� 3�]�� �Z������� !�� .�!�$�� ��Ns

��
Nb

��� �Z$��!���� �$�
E0

s (ns)
!� .�!�$� �l /��3����!� �� !Z/���%�� �� ������������

D
&+-' _

E0
s (ns) = D = 32050±

50
�3−1

� "�!� ����$�� º
Ns ≈ 24

� "�33� !�  ���3q���
Nb

���� ��3 !�� !� ���������
Nb ≥ 2Ns

j��$� �1���������
Nb ≈ 48

�

�

���� ¡ d�c ( (� �/��������� �� ,[ ��� /!/3���� 3�������!� �� !Z� /����$� �� 0��3�
Kres2:1

�
�Z$� ��� ��������$�� �� ���.��%���� �$ «� ��� �� 3���3���� !� �/.������ ��������

σ(d, p) =
∑d

k=1

√
(Ecalc

k
−Eobs

k
)2

d−p

Ä
d
��

p
���� ��� ����.�3��� !� ��3��� �� ����/�� �l /��3����!�� �� !�

��3��� ��  ���3q���� ���� !Z�m$���3���Å��! �  ���ú� ^$� ���� $�� !��%� %�33� �� .�!�$��j ��� ��������$� ���  �$ ������!� �$  ���3q���
Nb

� �� ���$.� _
σ = 0, 514

�3−1 j .�!�$� �� ��*� �� !�  �/������ 3�]���� ��� ����/�� �l /��23����!������ /!/3���� �� !� 3������ ������/� º !Z� /����$� �� 0��3� ���� ��!�$!/� �� �� �/����/�  �$�
0 ≤ Ns ≤ 24

��
0 ≤ Nb ≤ 48

� �� 3������ �� ���!!�
21 518

 ��
21 518

��� ��.��/� �� �!��� �� ���!!�



ac- ÕE89BFt: f
����������� �� ���%���!������� �$ �!�� ������ ������ �$l /!/3���� 3�������!� ��  !$� 1�$��/���%�� ��

KD2S

j �� ��3 ��2���$ �� !�  �/������ ���  ���3q����j ����� _
Dcalc = 32 062± 66

�3−1
��� ��3 ������� �� ����� .�!�$� ��!�$!/� º ��!!� �l /��3����!� ��

32 050± 50
�3−1 ����$�� º$�� ��������$�� ��!���.� �� 3���� �� a

%
�� ^$� �������$� $� �/�$!��� �����i�������

P 8n1, n
±
2

, n4

= Z7UV: ,-.: %a Ä-j -+ j aÅ �bbj¬a �bbj¬+ -j���c Äaj -+ j -Å a��+j�b a��+j¬, -j���Äaj -− j -Å a�a-j-, a�a-jc aj ---, Ä-j -+ j ,Å cb¬�j-� cb¬�j-d -j��+Äaj -+ j aÅ cd¬cj¬b cd¬cj+d -j��+Äaj -− j aÅ cdb¬jb� cdb¬j¬b aj---¬ Äaj -− j cÅ ,b�,jc+ ,b�,ja, -j���Äcj -+ j -Å ,db,j�c ,db,j¬d -j�+dÄcj -− j -Å ,dbdjcd ,dbdj¬+ -j���Äaj a+ j -Å ,�-�jcc ,�-�jab -j�+�b Äaj -+ j ,Å ¬¬c+ja� ¬¬c+j-� -j��¬Äcj -+ j aÅ ¬b��jc- ¬b��jc, -j�+dÄcj -− j aÅ ¬b�cj-� ¬b�cja� -j��¬Äaj a+ j aÅ ¬+¬,j,a ¬+¬,j¬� -j�da+ Äcj -− j cÅ b¬c-j�¬ b¬caj,- -j��bÄ,j -+ j -Å bb+-j-- bb+-jab -j��dÄ,j -− j -Å bb+-j,+ bb+-jd¬ -j��aÄcj a+ j -Å b+¬dj-a b+¬dja, -j���Äcj a− j -Å b+d,j-¬ b+dcj�� -j��¬d Ä,j -+ j aÅ +,�¬j�� +,�¬j+, -j��aÄ,j -− j aÅ +,�bjcd +,�¬j�� -j��¬
ðñòó¡ d�, ( k���%��� ��!�$!/�� &+a' �� �l /��3����!�� �� �3−1 �� [

2
*�

ºP¤ »_S «RVW_VS¦US W_ RS_³°TVSU_TV
�fzfe �k{qinokl x��l mklxslvin qkr~m�rio{s

*�$� ��������� ����������j !Z����������� ����� $�  1���� �� $��  ���� �Z���3�� �� i���!�
.������ ��!���.�  �$� ����$��� º !�  ���$����� �Z$�� 3�!/�$!� �����3�^$� i������ "�  1/��23q�� ��� ����$ ��$� !� ��3 ��  1�������������� &+c(+b'� &�� �$��� ���1��^$�j !� �/������� ��0��1���1j �������� º $��!���� $� �1�3 3�%�/��^$�  �$�  ���$��� ��� 3�!/�$!�� i������ Ä ���l�3 !� &++j+d'Å� [��� ��$� !�� ���j ��$l ���3�� i����� Î�Z����1�!���Î  �$� i��3�� $�� 3�!/�$!������3�^$�� w����j !� 1�3�!������  �$� ��� �/���� i��3�!!�3���  �� !Z����������� �� 0��3� �� �$�� ���$��$�� ���!�%$� º Äd�aÅ _

KCBE ⊃ a+a; b+b; aab+ + ba+a+.
Äd�bÅ[��� !Z/^$����� Äd�bÅj a Ä

a+Å ��� !Z� /����$� ����1�!����� Ä��/�����Å �Z$� ���3�j
b+

Ä
bÅ !Z� /2����$� ��/����� Ä����1�!�����Å �Z$�� 3�!/�$!�� "�� � /����$�� Ä�� �����Å �����i��� �$l �q%!���� ��33$������ _

[a, a+] = 1
��

[b, b+] = 1
�



¹?<GA8A@: =: c:t>B =8A< @:tF8BA< <K<FL>:< CD8AFBCD:< aca
�fzfg ñ�w{svvokl x� piqornklosl ��ilno��s

w !Z������ �$ 1�3�!������ .����������! 3�!/�$!���� ����/  �� Äd�¬Åj ��$� .�$!��� /����� !�1�3�!������ ���3�!��/ ��  �/����� �Z$�� �/������� �� 0��3� ��33� $�  �!]�»3� i���������� � /����$��
a
j
a+

j
b
��

b+
� ki����1��$ � 3����/ ���� &ac' ^$� !� 1�3�!������ ��3 !������ !���������� K = K∗ /���� ������$�� º  ����� ��� %/�/����$�� J j

Π1

j
Π2

��
Π3

Ä/^$������ Äa��bÅº Äa���ÅÅ� �� ����� ������� �� ��� �l �������� �!����^$�� �� 3/����^$� ^$����^$� ��� Ä
p = 2

��
q = 1Å _

z1 ←→ b, z∗1 ←→ b+, z2 ←→ a
��
z∗2 ←→ a+.

�� 1�3�!������ �����i������ º
KCBE = K+

CBE

�� ��33$���� �.�� J = 2a+a + b+b
 �$� ���������$�� º  ����� ��� %/�/����$�� �$�.���� _

J
j
Π1 = 2a+a − b+b

j
Π2 = aab+ + ba+a+

��
Π3 = −ı(aab+ − ba+a+)

�[� i�*�� º ��3 ���� ���� !�  ���1���  ���%�� 1� !�� /^$������ �$ 3�$.�3��� �����$��  ������� i��3�!��3� º ��!!�� i�$����� ���� !� !���/���$��j �� �l ��3� !� 1�3�!������  �� _

KCBE = δ1a
+a + δ2b

+b+
U

2
(a2b+ + ba+2) + Γ1a

+aa+a

+ Γ2b
+bb+b+ Γ3a

+ab+b+ Γ4b
+a+a3 + Γ5b

+2ba2

+ Γ6ba
+aa+2 + Γ7bb

+ba+2 + ...
Äd�+Å

[��� !Z/^$����� Äd�+Åj �! i�$� ������%$�� !��  ���3q����
Γk

�/���3��/��  �� �m$���3��� �$1�3�!������ ���  ���3q����
δ1(t)

j
δ2(t)

��
U(t)

Ä $!������ �� (��� %/�/��!��/�Åj i�������� �$��3 � ���� !� i��3� �/ ��� �$ 3��q!� �3 !�]/ Ä3��q!�� �� �����$2�����j (����2�����j ���Å�w ����� ��������ij ��� .�!�$�� �l /��3����!�� ���  ���3q����
Γk

Ä
1 ≤ k ≤ 3Å  �$� !� �$����$3���� ����/� ���� &+�' ������ ^$� ��� �l�3 !�� �� 3��q!� ��  $!������ �� (���

U(t)
���� �� ��/� ���� &+�'�

�fzfz ñ��inoklv x� qk��sqsln xilv r�iww{k�oqinokl x� mpiqw qk�sl
�� i��3����� �Z$� "#k 3�!/�$!���� �����3�^$� º  ����� �Z$� "#k ���3�^$�  �$� �� ��1/23������  �� $� �]��q3� ^$����^$� º ��$l ��.��$l _ $� ��.��$ Îi����3����!Î �� $� ��.��$Î�l���/Î�[$  ���� �� .$� �� !�  1]��^$� ��������^$�j !� ������������ �� #���2k������� ��  ���$�� !���^$�!� ��3���

N0

�Z���3�� ���� $� /��� ^$����^$� ��.���� 3������� �^$�j �� ���� ^$� !Z�  ��l�23����� �$ �1�3 3�]�� ��� !����� &d-'� ��� � /����$�� �� ����� �� ��3 ������ �!��� ��33��� ��3 !�� ��3���� ��3 !�l���&�� �/�!������� �� ��� � /����$�� �� ���3�� �� .�����!�� ������^$�� �!����^$�� ��� �/�!��/���33� �$�� _

a ≡ a =
1√
2
(x1 + ıp1), b ≡ b =

1√
2
(x2 + ıp2),

a+ ≡ a∗ =
1√
2
(x1 − ıp1), b

+ ≡ b∗ =
1√
2
(x2 − ıp2).

Äd�dÅ
��� /^$������ �!����^$�� �$ 3�$.�3���

ẋk = ∂KCBE(x, p)
∂pk

��
ṗk = −∂KCBE(x, p)

∂xk

Ä
k = 1, 2Å ������� !� i��3� _

ȧ = −ı∂KCBE

∂a∗

��
ḃ = −ı∂KCBE

∂b∗

� �� �� �/�$�� �!��� !� �]��q3� �Z/^$�2



acc ÕE89BFt: f
����� ��È/������!!�� ��$ !/�� �$�.��� _

ȧ = −ı(δ1a + Uba∗ + 2Γ1a
∗a2 + Γ3ab

∗b+ Γ4b
∗a3 + 3Γ6ba

∗2a+ 2Γ7b
2b∗a∗), Äd��Å

ḃ = −ı(δ2b+
U

2
a2 + 2Γ2b

∗b2 + Γ3a
∗ab+ Γ4a

∗a3 + 2Γ5bb
∗a2 + Γ7b

2a∗2). Äd��Å
w«� �� ��3 ���� !�� /^$������ Äd��Åj Äd��Å �.�� !�� /^$������  !$� $�$�!!�� �� r����2\����.�Ê������ !� !���/���$��j ��$� �/%!�%���� !�� ���3�� �Z����� ¬ �� ��$� �������� !� m�$ �Z/^$������ _

ıȧ = δ1a + Uba∗ + 2Γ1|a|2a+ Γ3|b|2a
Äd�a-Å

ıḃ = δ2b+
U

2
a2 + 2Γ2|b|2b+ Γ3|a|2b,

Äd�aaÅ
�Z����������� �� 0��3� �� 3���i����  �� !�  �/����� �� !�  $!������ �� (���

U(t)
���� !� m�$�Z/^$������ ��$ !/�� ������ ^$� !��  ���3q����

Γk

Ä
1 ≤ k ≤ 3Å ���� ������/� �$l � /����$���� �/������� !�� ������������ ���3�2���3� Ä

Γ1Åj ���3�23�!/�$!� Ä
Γ3Å �� 3�!/�$!�23�!/�$!� Ä

Γ2Å�k�«�j .�� !� �1��%�3��� �� .�����!�� a = a1e
−ı
´

δ1(t)dt
��

b = a2e
−ı
´

δ2(t)dt
j !�� /^$������ Äd�a-Å�� Äd�aaÅ ��.������� _

ıȧ1 = Ua2a1
∗e−ıδ(t) + Λ11|a1|2a1 + Λ12|a2|2a1,

Äd�acÅ
ıȧ2 =

U

2
a1

2eıδ(t) + Λ21|a1|2a2 + Λ22|a2|2a2,
Äd�a,Å

�) ��$� �.���  ��/ δ(t) = ´ [δ2(t)− 2δ1(t)]dt
��

Λ11 = 2Γ1

j
Λ12 = Λ21 = Γ3

��
Λ22 = 2Γ2

���� /^$������ Äd�acÅ �� Äd�a,Å ���� !�  ���� �� �/ ��� �Z/�$�� �� �]��3�^$� ��� !��/���� ������������� ��$ !/� ��1/����� ���3�^$� �� 3�!/�$!���� Ä �� �l�3 !� &+bjd-jda'Å�[��� ��� /^$������j
U(t)

��� !�  $!������ �� (���j
δ(t)

��� !� i������� �� 3��$!����� �$ �/��!�%�Ä�� i�/^$����Åj a1(t) �� a2(t) ���� !�� �3 !��$��� ��  ������!��/ ���� !�� /���� i����3����! ���l���/ �� �����i��� º !Z/^$����� _
|a1|2 + 2|a2|2 = constante.

Äd�a¬Å
[��� !� !���/���$��j 3�]������ ��� �  ��l�3������ ��33� !Z�  ��l�3����� �� (�3��2)��1 �$��!!� �� 0��3�j �� ������� 1����$�!!�3��� �� m�$ �Z/^$������ º  ����� �$ i��3�!��3� �� r����2\����.�Ê��� w  ����� �� !� ������ �� �/�������

2 : 1
j ��$� �.��� �����$ ��� /^$������ �� i�*�� !$� ��3 !� �� �����$./ !� 3��q!� ����/ ���� !� !���/���$��� "� ������j ���� ����� i��3�!��3�j!��  ���3q����

Γk

j
U

��
δ
���.��� 3��/!��/��

ºP̄ âRV«\XSTRV
[��� �� �1� ����j ��$� �.��� $��!��/ $��  ����� �$ 3��/���! �/«�� ���� !�� �1� �����  �/�/2����� ��j º ����� �  !�����ij �  !�^$/ º !� 3�!/�$!� �� [

2
*� k�  �����$!���j ��$� �.��� �����3���3�� �� /.������ !� �/������� �� 0��3�

2 : 1
����� !�� 3���� ��  !��%� �� �Z/!��%�����  �$�������$��� !� 1�3�!������� &�� �  !������� ��!���.�3��� ��������$� � /�/ !� ������$�����j  �����!�%�� �.�� ��!!� �$ 1�3�!������ ��� 3�!/�$!�� w#

2

��� !��/�����j �Z$� 1�3�!������ �/���.���!� �]��3�^$� �$  ����%� �Z$� "#k ���3�^$� º $� "#k 3�!/�$!�����w$ ��������� ��� �1� ����� c º d �) !�  1/��3q�� �� �/������� ��  ���$�� �$ ���� �$ �]��q3��Z/�$��j !� ������� �1� ���� �� ����� �1q�� ��� �/��/ ���m�����3��� �$  1/��3q�� �� �/�������
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1 : 1

����� $� �]��q3� �� $� �1�3 �l�/���$� �� º !Z/^$����� �� ��$� ���� !�� �  !�������� �� 1]��^$� ���� ��3���$��� &dbj�-j�aj�¬(�d'� �� ����� �Z/�$�� ���� !� 3��q!� �$ �]��q3� ^$��2��^$� º ��$l ��.��$l �Z/���%�� ������%������ �.�� $� �1�3 �l�/���$� º 3��$!����� ��  1��� /�����^$� Ä /��������/ �$ �/��!�%� �� i�/^$����Å �� º  $!������ �� (��� %/�/��!��/� ����������)�$� 3��������� ��  �����$!��� !��� �� ����������� ��� ��������^$��j ^$� !Z/.�!$���� ��� �3 !�2�$��� ��  ������!��/ ��� /����  �$� ��� �/�$��� �� !Z/^$����� �� ��$� %/�/��!�  �$� $�� �!������ ��!$�����  �����$!�q��� ����� ��3 ����3���� ��È/����� �� ����������� �!���  �$� !� i��������� �/��!�%� �� i�/^$���� _ !�� ���2������3����j !�� ������3���� �� !� !�.�!2%!�����%� \�$� �����$l �������� ��3 ����3����j ��$� 3������� �� /.������ $�� �/�������
1 : 1

��  ���$����� /�����^$�3��� ����� !� �]��q3� �� !� �1�3 �
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HI�J���� m

n����oå������å �� �M������� 1 : 1 ���� ���
�������� N�����N��� ä ���p ������p

ÂPO çVUZRWX«UTRV
�Z/�$�� ��� ���������� �� #���2k������� �$ �1� ����  �/�/���� ��� $� �l�3 !� �� �]��q3�^$����^$� º ��$l ��.��$l� "� 3��q!� ��� !����� !���^$Z$�� ���������� ����� ��$l ��.��$l �Z$��]�q3� Ä��3 ������ �� %/�/��!  !$���$�� ��.��$l �Z/���%��Å ��� �$Ï��33���  ���1� �� !� �/2�������  �$� ^$� !�� �È��� �$ �1�3 �$� !�� �$���� ��.��$l ������ �/%!�%���!���[�� 3/�1���� �� �/��!$���� ���!]��^$� �� �� 3��q!� ��� /�/ �/.�!�  /�� �� �1���1��� �����!$����� �� !Z/^$����� �� *�1�q���%�� �/ ������� �$ ��3 � �� ���3�� �� i�������� � /���!��1] ��%/�3/���^$�� Ä �� �l�3 !� &d,'Å� [Z�$���� 3/�1���� ��� /3��%/ �� �1���1��� º �l ��3��!� ��!$���� �$  ���!q3� �� ���3�� ��� i�������� �� ��$�j ��!$����� ��� b /^$������ �� ��$�Ä �� �l�3 !� &d¬jdb'Å� k� ��.���1�j  �$ �� 3��q!�� ���!]��^$�� �/���.��� !Z/�$�� ��� ������23���� �� ��.��$l �Z/���%�� !��� ��� ����������� ���2��������^$�� ���� ����$� Ä.��� &d+(d�'Å�w �q� ^$�!^$�� ��  �!� �$� !� �1/���� ^$����^$� ��� ����������� ��� ��������^$��j �� �1� ������� �������/ º !Z/�$�� �Z$� 3��q!� � /��«^$� �Z� /����$� �� ��$ !�%� �/���.��� !Z���������������� !� �]��q3� �� $� �1�3 �l�/���$� _ !� 3��q!� �$ �1�3 º 3��$!����� ��  1���  /�����^$��� º �3 !��$�� ��������� Ä $!������ �� (��� ���������Å� )�$� .������ ^$� �� 3��q!�  �$�  ��2.�^$�� ���� !Z/.�!$���� ��3 ���!!� �� !� i������� �/��!�%� �� i�/^$����j ��� ���2������3����j��� ������3���� �� �$ !�.�!2%!�����%� "�� ��$l �������� ��3 ����3���� 3������ �� m�$ $���/�������

1 : 1
����� !� �]��q3� �� !� �1�3 �

ÂPa èX_\¬X_S Z¦YY_\S SXZ \¦ U§cRZT_ ¬X¦VUT¬X_ W_S UZ¦VST³UTRVS VRV³¦WT¦[¦UT¬X_S W¦VS \_S SªSU]^_S Þ W_Xß VT³à_¦Xß
�fgfe |kvonokl x� w{k�r�qs

r�ø�� �$l  ��%�q� �/�!��/� ���� !� ����� ����j !� �����!��/ �� !Z���������!��/ ��� !�����j !��1/���� ��3�2�!����^$� �/ ������� �$ ��3 � ��� ����������� ���2��������^$�� �����ú� ���$�!!�23��� $� ��%��� �Z���/�� &ccj�-j�a'� k� !��� �.�� !�  ���%�� 1� ��¬ ^$� ������ �� !Z���������������� $� �]��q3� º ��$l ��.��$l ��� �/%/�/�/� Ä
ε1

��
ε2

�.�� ε1 < ε2
���� !�� ��.��$l �Z/���%���$ �]��q3� ������������ ���  ���$��/Å �� $� �1�3 �l�/���$�j  �� �l�3 !� $� !���� ���� !���3���� ��� !��%$�$�� �Z���� � ��^$��j ��$� 3������ �� i��3� !�� /^$������ ��$ !/�� !���� !��



ac+ ÕE89BFt: r
�3 !��$��� ��  ������!��/�
�fgfg ôln{kx�mnokl xsv �{ilxs�{v ws{nolslnsv x� w{k�r�qs Ú w�rvi�noklv xs ði�o �~l~{irov~s U(t)

sn xs êkp{ ω0
� x~miri�s sl j{~���slms δ(t)

dt

sn jklmnokl qkx�rinokl xs j{~��slms
δ(t)�Z����������� �$ �1�3 !���� �.�� !� �]��q3� ��� 3��/!��/�  �� $� � /����$� Ä �������!�Z�����������Å /���� ��$� !� i��3� _

V (t) = 2~U(t) cos(
´ t

−∞ ω(t′)dt′)
�.�� ω(t)

!�  $!������ �$�1�3 !���� Ä�.�� !� �1��l ω(−∞) = 0Å ��
U(t)

$�� %�����$� 1�3�%q�� º $��  $!�������  �!/�  $!������ �� (��� %/�/��!��/�� [/��%����  ��
ω0 = ε2−ε1

~

!�  $!������ �� #�1� �$
�]��q3�j dδ(t)

dt
= ω0 − ω(t)

!� �/��!�%� Ä�� i�/^$����Å &�c' ��
δ(t) =

´ t

−∞
dδ(t′)
dt′

dt′
!� i������� ��3��$!����� �� i�/^$���� Ä�.�� !� �1��l δ(−∞) = 0Å�

�fgfz hsv ~��inoklv x�~�kr�nokl xsv iqwron�xsv xs w{k�i�oron~
�� i������� �Z����

Ψ(t)
�/���.��� !Z/��� ^$����^$� �$ �]��q3� ������%������ �.�� !� �1�3 

�����i��� º !Z/^$����� �� *�1�q���%�� �/ ������� �$ ��3 �
ı~dΨ(t)

dt
= H(t)Ψ(t)

�)
H(t)

��� !�1�3�!������ �$ �]��q3� �� ����������� �.�� !� �1�3 º $�� ����
t
� �� /���� !� i������� �Z������$� !� i��3� &�,'

Ψ(t) =
∑2

k=1 ck(t)e
−ıξk(t)Ψk

�.�� Ψk

!� i������� �Z���� ������������ �$ ��.��$���  ���$��/
εk

��
ξk(t)

$��  1��� Ä
k = 1, 2Å� ��� /^$������ ��$ !/�� �$l^$�!!�� �����i��� !���3 !��$��� ��  ������!��/

c1(t)
��

c2(t)
���� Ä��  ���

θ(t) = ξ2(t)− ξ1(t)Å _

ı~

(
dc1(t)
dt

dc2(t)
dt

)
=

(
ε1 − ~ξ̇1(t) ~U(t)e−ıθ(t)[eı

´ t
−∞

ω(t′)dt′ + e−ı
´ t
−∞

ω(t′)dt′ ]

~U(t)eı(θ(t))[eı
´ t
−∞

ω(t′)dt′ + e−ı
´ t
−∞

ω(t′)dt′ ] ε2 − ~ξ̇2(t)

)(
c1(t)
c2(t)

)
.

Ä��aÅ�� �� ��������� �� ���� !� %/�/��!��/ �$  ���!q3� º �1����� _
ε1 = 0

�� ∀tj ξ1(t) = ( ε1
~
+ ω0

2
)t

��
ξ2(t) = ( ε2

~
− ω0

2
)t
� "��� �3 !�^$� ^$� ∀tj ξ1(t) = ξ2(t)

� �! .���� _

ı~

(
dc1(t)
dt

dc2(t)
dt

)
=

~

2

(
−ω0 2U(t)[eı

´ t
−∞

ω(t′)dt′ + e−ı
´ t
−∞

ω(t′)dt′ ]

2U(t)[eı
´ t
−∞

ω(t′)dt′ + e−ı
´ t
−∞

ω(t′)dt′ ] ω0

)(
c1(t)
c2(t)

)
.

Ä��cÅ
kÈ���$��� !� �1��%�3��� �� .�����!�� �$�.��� &�c' _

c1(t) = b1(t)e
ı
2

´ t
−∞

ω(t′)dt′ ��
c2(t) =

b2(t)e
− ı

2

´ t
−∞

ω(t′)dt′ � ��� /^$������ Ä��cÅ ��.������� _

ı

(
db1(t)
dt

db2(t)
dt

)
=

1

2

(
−dδ(t)

dt
2U(t)[1 + e−2ı

´ t
−∞

ω(t′)dt′ ]

2U(t)[1 + e2ı
´ t
−∞

ω(t′)dt′ ] dδ(t)
dt

)(
b1(t)
b2(t)

)
.

Ä��,Å�� �  !�^$� !� (�������2%�.� w  ��l�3����� Ä(%wÅ ^$� �������� º �/%!�%�� ���� !�� /^$������Ä��,Å !�� ���3�� ��������� ��� i����$�� ��  1��� ����!!��� �� ���3��� ���� !� ��3 ��[��� !� ����� �� ����� �  ��l�3�����j !�� /^$������ Ä��,Å  ������� !� i��3� �  ���1/� _

ı

(
db1(t)
dt

db2(t)
dt

)
≈ 1

2

(
−dδ(t)

dt
2U(t)

2U(t) dδ(t)
dt

)(
b1(t)
b2(t)

)
.

Ä��¬Å
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�� �/�!��� ��«� !� ������ �1��%�3��� �� .�����!�� _

b1(t) = a1(t)e
ı
2

´ t
−∞

dδ(t′)

dt′
dt′ ��

b2(t) =

a2(t)e
− ı

2

´ t
−∞

dδ(t′)

dt′
dt′ � ��� /^$������ Ä��¬Å ��.������� _

ı

(
da1(t)
dt

da2(t)
dt

)
=

(
0 U(t)e−ıδ(t)

U(t)eıδ(t) 0

)(
a1(t)
a2(t)

)
.

Ä��bÅ
[��� !� �$��� �� �� �1� ����j ��$� ��� ���� !Z1] ��1q�� �$  !/3������� �$�.���� _( �� �/��!�%� �� i�/^$���� dδ

dt

��� $�� i�������
T = 2π

∆
2 /�����^$� �$ ��3 � º !�  $!������

∆
�

ÂP¤ °ßY\T«TU¦UTRV WÝXV_ #ZcSRV¦V«_ 1 : 1# _V U_Z^_ W_ Wc³«¦\¦_ _V ÄZc¬X_V«_
�� �/«��� $�$�!!�3��� !� �/������� !��^$Z�! ] � /%�!��/ ����� ��$l ���  $!������� �����2�/�����^$�� ��� ��$l �]��q3�� �� ������������ [��� ����� /�$��j !� �/�������

1 : 1
��� �/«��� ��

ω = ω0

�� ^$� /^$�.�$� º dδ
dt

= 0
� ��  �$� ���� ������/��� i��3�!!�3��� $�� �/�������

1 : 1
����� $��  $!������ ������/�����^$� �$ �]��q3� Ä��� !�  $!������ �� #�1�Å �� $��  $!������Î�l�����Î �$ �]��q3�j ���

ω(t)
�

ÂP̄ âRVV_ßTRV WX YZR[\]^_ ¦à_« \Ýc¬X¦UTRV W_ ²_XV c³VcZ¦\_
�f}fe òovs sl ~��inokl x� w{k�r�qs

��� /^$������ %�$.������ ��� ����.�3��� !�� �3 !��$��� ��  ������!��/
a1(t)

��
a2(t)

���
/���� i����3����! �� �l���/ ���� ����/��  �� Ä��bÅ �� �������$��� !� �]��q3� �Z/^$������ ��È/2������!!�� !��/����� ��$ !/�� �$  ��3��� ����� _

ı
da1(t)

dt
= U(t)e−ıδ(t)a2(t),

Ä��+Å
ı
da2(t)

dt
= U(t)eıδ(t)a1(t).

Ä��dÅ
�� �� ��3q�� º $�� /^$����� ��È/������!!� !��/���� �$ ������ ����� /�����  �$� �1��$�� ����3 !��$��� ��  �����!��/� \�� �l�3 !�j

a2
�����i��� º !Z/^$����� _

d2a2(t)

dt2
−
(
ı
dδ(t)

dt
+

1

U(t)

dU(t)

dt

)
da2(t)

dt
+ U2(t)a2(t) = 0.

Ä���Å
�! ���  �����!� º  ����� �� !Z/^$����� Ä���Å �� �� ��3���� º !Z/^$����� �� ��$� %/�/��!� Ä�.��
α
j
β
j
γ
j
ε
j
δ
j
γ
���  ���3q���� �� %/�/��! ��3 !�l�� �����i������ º !� ��!����� �� 0$�1� _

γ + δ + ε = α + β + 1
ü
q
��

a
���� /%�!�3��� ���  ���3q���� ��3 !�l�� �.�� a 6= 0, 1Å &�¬' _

d2u(z)

dz2
+ (

γ

z
+

δ

z − 1
+

ε

z − a
)
du(z)

dz
+

αβz − q

z(z − 1)(z − a)
u(z) = 0,

Ä���Å



ac� ÕE89BFt: r
\�$� �� i����j ������$����� $�� .�����!� �$l�!���� z i������� �$ ��3 �

z(t)
�� i������ !� �1��2%�3��� �� .�����!�� �$�.��� _

a2(t) = a∗2(z(t)) = u(z)ϕ(z),
Ä��a-Å

U(t) = U∗(z)(
dz

dt
),

Ä��aaÅ
dδ(t)

dt
=

dδ∗(z)

dz
(
dz

dt
).

Ä��acÅ
�Z/^$����� Ä���Å ����$�� º _

d2u(z)

dz2
+

(
2

ϕ(z)

dϕ(z)

dz
− ı

dδ∗(z)

dz
− 1

U∗(z)

dU∗(z)

dz

)
du(z)

dz

+

(
1

ϕ(z)

d2ϕ(z)

dz2
− [ı

dδ∗(z)

dz
+

1

U∗(z)

dU∗(z)

dz
][

1

ϕ(z)

dϕ(z)

dz
] + U∗2(z)

)
u(z) = 0.

Ä��a,Å
�Z/^$����� Ä��a,Å ��� !Z/^$����� �� ��$� %/�/��!� º !� ��������� ^$� !�� i��������

ϕ(z)
j
U∗(z)

j
δ∗(z)

�����i������ �$l /^$������ �$�.����� &db' _
γ

z
+

δ

z − 1
+

ε

z − a
=

2

ϕ(z)

dϕ(z)

dz
− ı

dδ∗(z)

dz
− 1

U∗(z)

dU∗(z)

dz
,

Ä��a¬Å
��

αβz − q

z(z − 1)(z − a)
=

1

ϕ(z)

d2ϕ(z)

dz2
− [ı

dδ∗(z)

dz
+

1

U∗(z)

dU∗(z)

dz
][

1

ϕ(z)

dϕ(z)

dz
] + U∗2(z).

Ä��abÅ
"1���1��� 3��������� ��� ��!$����� ��� /^$������  �/�/������ ��$� !� i��3� _

ϕ(z) = zα1(z − 1)α2(z − a)α3 ,
Ä��a+Å

U∗(z) = U0
∗zk1(z − 1)k2(z − a)k3,

Ä��adÅ
dδ∗

dz
=

δ1
z
+

δ2
z − 1

+
δ3

z − a
.

Ä��a�Å
���  ���3q����

αi

j
ki
j
δi

��
U0

∗ Ä
1 ≤ i ≤ 3Å ���� ��� ����������� k�  �����$!���j

U0
∗ �� !�����Ï������

δi
���� ��3 !�l������  ���3q����
ki

���� ��� ������� �$ ��3�2������� ./��«��� !�� ���������� �$�.����� &db' _
ki ≥ −1

��
k1 + k2 + k3 ≤ −1.

Ä��a�Å
"���� �/��!$���� ����$�� º ,b �!�����  �����!�� �� ���«%$������ �$ �1�3 

U(t)
j �1�^$� �!���������� ������ º $�� .�!�$� �$ ��� !��

(k1, k2, k3)
��3 ����!� �.�� !�� ���������� Ä��a�Å�

�f}fg ðsrinoklv sln{s rsv xo�~{slnv wi{iq�n{sv
��m������ !�� ��!������ Ä��a+Åj Ä��adÅ �� Ä��a�Å ���� !Z/^$����� Ä��abÅ� k� ��%��$ ��� ����3�!�!�� ���3�� �� 1

z

j 1
z−1

�� 1
z−a

j �� ������� $�  ��3��� m�$ �� ����� ��!������ _
2α1 − k1 − ıδ1 = γ,

Ä��c-Å
2α2 − k2 − ıδ2 = δ,

Ä��caÅ
2α3 − k3 − ıδ3 = ε.

Ä��ccÅ



²:�:;j�;8A@BA� :F t?<GA8A@: =8A< ;:< <K<FL>:< CD8AFBCD:< k =:Dl AB�:8Dl ac�
'$!�� !���� ���$��� !Z/^$����� Ä��abÅ  �� z2 �� ��3 ��2���$ �� Ä��c-Åj /.�!$��� !� �� z = 0

� ��������� $�� ^$����q3� ��!����� _
α1(α1 − γ + 1) = [z2U∗2]z=0.

Ä��c,Å
k�  ���/���� �� 33� �� 3$!�� !���� ��� ����.�3��� Ä��abÅ  �� (z−1)2

��
(z−a)2

j �� º !Z������ Ä��caÅ �� Ä��ccÅj !�� /^$������ �����$�� /.�!$/�� �� z = 1
��

z = a
����$����� �$l ��$l�$���� ��!������ �$�.����� _

α2(α2 − δ + 1) = [(z − 1)2U∗2]z=1.
Ä��c¬Å

α3(α3 − ε+ 1) = [(z − a)2U∗2]z=a.
Ä��cbÅ

k�«�j 3$!�� !���� ��� ����.�3��� !Z/^$����� Ä��abÅ  �� z �� z−1 ü ��m������ !�� /^$������ Ä��c-Åº Ä��ccÅ �� /.�!$��� !� �/�$!��� �����$ ��
z = 0

�� ��
z = 1

� ��$� ��!�$!� 3��/�j �� %�ø�� º !���!����� �� 0$�1�j �� � &db' _
q = −a

(
zU∗2 − α1(α1 + 1− γ)

z

)

z=0

+ (γ − 2α1)(α3 + aα2) + (aδ + ε)α1, Ä��c+Å
αβ = q + εα2 + α3(δ − 2α2)− (1− a)(2α1α2 − δα1 − γα2)

+ (1− a)

(
(z − 1)U∗2 − α2(α2 + 1− δ)

z − 1

)

z=1

.
Ä��cdÅ

ÂP± °UXW_ W_ \¦ «\¦SS_ W_ ²_XV cVcZ¦\_ ëk1, k2, k3 = −1, 0, 0)�f�fe òkx�rs x�kw~{ins�{ xs mk�wri�s × qkx�rinokl xs wpivs w~{ok�xo��s sn × iqwron�xs mklvnilns
�� 3��q!� �Z� /����$� �� ��$ !�%� ^$� ��$� �.��� ������$�� �  ������� º !� �!���� ����$� %/�/��!� Ä

k1, k2, k3 = −1, 0, 0) &db'� [��� ����� �!����j �� �
U∗(z) = U0

∗

z

� k� �$���j !�3��q!� º 3��$!����� ��  1���  /�����^$� Ädδ
dt

i�������  /�����^$� �$ ��3 �Å �� º  $!������ ��(���
U

��������� �������� º �1����� ��������  ���3q���� �$  ���!q3� ��33� �$�� Ä
a
�1���� �/�!�������3���  �����i �� ��È/���� �� aÅ _

U0
∗ = −ıU0

∆
, δ1 = −ı

∆1

∆
, δ2 = −δ3 = ı

∆2

∆
, z(t) =

√
aeı∆(t−t0).

Ä��c�Å
�� �/�$�� ^$�

U(t) = U0

� k� �$���j ��3 ��2���$ ��
z(t) =

√
aeı∆(t−t0)

�� �� !Z�l ������� �$
�/��!�%� dδ(t)

dt
= ı∆z(t)( δ1

z
+ δ2

z−1
+ δ3

z−a
)
j !�� ��!�$!� ����$����� º !Z/^$����� _

dδ(t)

dt
= ∆1 +

∆2(1− a)

1 + a− 2
√
a cos[∆(t− t0)]

,
Ä��c�Å

�.�� U0

j
a
j
∆1

j
∆2

j
∆

���  ���3q���� ������/�����^$�� �$  ���!q3� Ä�/�!� �����������Å ������/��$ �1�3 ������%������ �.�� !� �]��q3��
�f�fg hsv n{kov mkqwk{nsqslnv wkvvo�rsv Ú lkl�m{kovsqslnv� m{kovs�qslnv sn rs�sr��rilmol�

*�!�� !�� .�!�$�� �����$��  �$� !��  ���3q���� ������/�����^$��
∆1

j
∆2

j
∆
j �!  �$� ��  ���$������ ������3����j ��� ���2������3���� �� !� i������� �� �/��!�%� ����� ^$� �$ !�.�!2%!�����% Ä"i�



a,- ÕE89BFt: r
«%$�� ��cÅ� k� �$���j !�� �����  �$� !��^$�!!�� !� �/��!�%� �� i�/^$���� �Z���$!� ����$����� !���������� �� �/�������

1 : 1
����� !� �]��q3� �� !� �1�3 � "���� ��������� �Z��� ./��«/� ^$� ��!�� ��  ���� ∆2

∆1

�����i��� º _
\�$�

0 < a < 1,

√
a+ 1√
a− 1

≤ ∆2

∆1

≤
√
a− 1√
a+ 1

,
Ä��,-Å

\�$�
1 < a,

√
a− 1√
a+ 1

≤ ∆2

∆1

≤
√
a+ 1√
a− 1

.
Ä��,aÅ

k�«�j !� !�.�!2%!�����% ��  ���$�� �� !�� �����  �$� !��^$�!!�� !� ��������� Ä��,-Å �$ Ä��,aÅ��� ��3 !�� ������ ��� º $� �l���3$3 �� !� i������� �����$�� ��� ����� ������ �������� ����
�

�

��

��
�

���� ¡ ��a ( '��$!����� �� !� i������� �� �/��!�%� �� i�/^$����� \�$� !� ����/j �� � �1����
a = 16

j
t0 = 0

j
∆ = 1 ∆1 = −1 + 3∆2

5

� ��� .�!�$�� ∆2 = −0, 2 �� −1, 8 ����$����� �$l��$���� a Ä���2������3���Å �� , Ä������3���Å� �� ��$��� c ������ ��� �$ !�.�!2%!�����% Ä!�3����� ������3���Å Ä
∆2 = −15

16
Å� ��� ��$���� c �� , 3������ �� /.������ !� �/�������

1 : 1
�� ���$�����  /�����^$�3��� ����� !� �]��q3� �� !� �1�3 �

���� _
t = t0

��
t = t0 +

π
∆

�� !�� ��  ���� ∆2

∆1

.�!��� _
∆2

∆1

=

√
a+ 1√
a− 1

�$∆2

∆1

=

√
a− 1√
a + 1

.
Ä��,cÅ

�f�fz �k{qs xs ri vkr�nokl
�� ��!$���� �� !Z/^$����� Ä���Å �Z/���� &db' _

a2(t) = C0z
α1(z − 1)α2(z − a)α3H(a, q, α, β, γ, z)

Ä��,,Å
�.�� C0

$�� ��������� ��
H(a, q, α, β, γ, z)

��� !� i������� �� ��$� �����i������ º !Z/^$�����Ä���Å &�¬'� *��� ����������� !� %/�/��!��/ �$  ���!q3�j  �����
∆ = 1

�k� �l !������ !�� /^$������ Ä��c-Åj Ä��c,Å �� Ä��c�Åj �� ������� !�  �!]�»3� �$ ������ ��%�/
α2
1 −∆1α1 − U2

0 = 0
���� !� �/��!$���� ����� _

α1 =
∆1

2
±
√

∆1
2

4
+ U0

2 �)����� �$  ����%� ^$� !�� ��%��� ± ���� !Z�l ������� ��
α1

 ���$����� ��$l ��!$����� ���/ ��2�������[� 33�j !Z�l !�������� ��� ����.� ��� ��!������ Ä��caÅj Ä��c¬Å �� Ä��c�Å �Z$��  ���j �� Ä��ccÅjÄ��cbÅ �� Ä��c�Å �Z�$���  ���j ����� _
α2 = 0

�$
1−∆2

��
α3 = 0

�$
1 + ∆2

�
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�

�

��

��
�

���� ¡ ��c ( *�$�2i�3�!!� �� !�.�!2%!�����% �� !� i������� �� �/��!�%� �� i�/^$����� ����/  �$�
a = 2

j j
t0 = 0

�
k� �� ������.��� ^$� !�� .�!�$�� �$!!�� �� α2

��
α3

j �� ���� ��� /^$������ Ä��c+Å �� Ä��cdÅ !���l �������� ���  ���3q����
α
��

β
j º ��.��� _ q = (a− 1)∆2α1

��
β = 0

�w$ «��!j ��$� �.��� _
(γ, δ, ε, α, β, q) = (1±

√
∆1

2 + 4U0
2, ∆2, −∆2, 0, 0, (a− 1)∆1α1).

Ä��,¬Å
ÂPµ âRV«\XSTRV
�� ������� �1� ���� �� ����� �1q�� � /�/ �������/j �Z$��  ���j º !Z����������� ����� $� �]��q3�^$����^$� Ä3��/!��/  �� ��$l ��.��$l �Z/���%��Å �� $� �1�3 �l�/���$� ��j �Z�$���  ���j º!Z/^$����� �� ��$�� )�$� �.��� ����� 3����/ ^$� !��� �� ����������� ���2��������^$��j !Z/.�!$2���� ��� �3 !��$��� ��  ������!��/ ��� /����  �$� ��� �/�$��� �� !Z/^$����� �� ��$� %/�/��!� �$� $�� �!���� �� ��!$�����  �����$!�q��j ��3 ����!� �.�� !� 3��q!� �Z� /����$� �� ��$ !�%�º 3��$!����� ��  1���  /�����^$� �� º  $!������ �� (��� %/�/��!��/� ���������� ����� ��32 ����3���� ��È/�����  �$� !� i������� �� �/��!�%� �� i�/^$���� ��� �!��� /�/ �����$� _ !�����2������3����j !�� ������3���� �� !� !�.�!2%!�����%� "�� ��$l �������� ��3 ����3���� ��� ��3�� �� 3����� �� /.������ $�� �/������� 1 : 1

��  ���$�����  /�����^$�3��� ����� !� �]�2�q3� �� !� �1�3 �\�$� ���3���� �� �1� ����j  �/������ ^$� 33� �� !Z/^$����� �� ��$� %/�/��!� � /�/ i��3$!/�º !� «� �$ s�s
ème

��q�!�j ��� /�$�� �1/���^$� ���  �$ �/.�!�  /�� "� ������j �$ ��$�� �� ��������q��� �/�������j ���  ��%�q� ��� /�/ i���� %�ø�� º !Z�  ���1� �� *.���1�!3 &�b' �� k��/2!]� &�+'� [� ��$.��$l �/.�!�  �3���� �� �/���� �� !Z/^$����� �� ��$� %/�/��!� ��� /%�!�3���/�/ ������$��� �� ���3�� �� i�������� � /���!��  !$� ��3 !��j ��33�  �� �l�3 !�j !�� i������������ ����3 !q��� &cc'j !� i������� �� r�$�� 1] ��%/�3/���^$�j !� i������� 1] ��%/�3/���^$�%/�/��!��/� º ��$l .�����!�� �  �!/� i������� �� w �!! &�-j�aj�d'�
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Õ�ÖÕ²�µ·�Ö a,,

H���������

"���� �1q�� �Z��� �����$!/� �$��$� ����� �l�� �Z/�$��� [��� $�  ��3��� ��3 � Ä�1� ����� c�� ,Åj ��$� �.��� /�$��/ !� 3��� ��$� i��3� ���3�!� �� �]��q3�� 1�3�!������� �!����^$�� º
n��%�/� �� !�����/ �$ .������%� �Z$�  ���� «l� �!!� ��^$�j !� 1�3�!������H0

�Z����� p/�� /���� !�1�3�!������ �� !Z����!!���$� 1��3���^$� Ä �!]�»3� �$ ������ ��%�/ �� !�� .�����!�� ������^$��
qk

�� ��� 3�3���� ���m$%$/�
pk
j .�����!�� �]��� !� ��3������ �� √

~ÅH0 =
∑n

k=1

ωk(q
2
k
+p2

k
)

2

j !��
ωk

/���� !��  $!������� ��� ����!!���$��� \!$�»� ^$� �Z$��!���� !� �1/���� #r\� �/.�!�  /�  ��#��Ê1�È �� r$���.���j ��$� �.���  �� ��/ $�� �  ���1� �!%/���^$� ���/� �$� ��� �$��!� �/.�2!�  /� �/��33��� ���� !� ��3���� ��� 3��1/3���^$�� �  !�^$/��j �  ���1� ^$� ��$� �.���^$�!�«/� �� ���3�!������� i��3�!!� ��� !�  ���/�$�� �� ��^$����  �� �Z�l !������ !� i�������%/�/������� F ^$� �/�!��� !� ���3�!������� �� �� ��� ��$!�3��� �$� !Z�3 !�� ��� ��$!�� ^$��2���/� ���� �/ ��� !� 1�3�!������ ���3�!��/ K � "�� ^$�����/� σk

j ^$� ���� ���  �!]�»3�� �$��3��� «��j �������$��� $�� ���� ���� ���� �� ��!���� �$� $�� �!%q��� �� ���j !Z�!%q��� ��� �!]�»3�� ��.�������j ���$��$�� �!%/���^$� ���/� Ker adH0

i��3/�  �� !� ��]�$ �� !Z� /����$���m����
adH0

�� H0

� ����^$� !� �]��q3� 1�3�!������ ��  �/�����  �� �� �/�������j !� ���� ����!����  ���q��
n
%/�/����$��

σk

� )�$� �.��� ./��«/j �$  ����%�j  �� ��� ��!�$!� �� ����1����� \������ Ä"i� ����l� "Å ^$� !� 1�3�!������ ���3�!��/ K �Z/���.��� ���� �� i������� �� H0

�����
n
%/�/����$�� �� !� ���� �� ��!���� �� �  �������� !$�233� º

Ker adH0

�)�$� �.��� ���$��� ������$�� �� 3/����^$� �!����^$� $� 1�3�!������ .����������! ���3�!��/
K /���� ��33� $� �/.�!�  �3��� �� [$�1�3 �$� !� ���� ��� %/�/����$�� �� !Z�!%q��� ��� �!]�»3�� ��.������� �� ��$� �.��� �/��3��/ ��$� !�� 3��»3��  �/����� ���� !� 1�3�!�������/.�!�  / m$�^$Zº $� �����

N
���  ����%� º !� 3/����^$� ^$����^$� �Z��� �È���$/  �� !� ������� ^$����«������j !�� � /����$���� #��� �� �$�����$��� �$l .�����!�� ��3 !�l�� zk ��

z∗k
Ä �/������ ��$� �$ !��% �� �� ���.��!�� i������� ��� .�����!�� ������^$�� qk �� ��� 3�3���� ���m$%$/�

pkÅj ���!�%$�� �!����^$�� ���� /����$�� �� #���� "� ������j �$ i��� �� !� ���2��33$����.��/ �� ��� � /����$��j ��$� �.����l !����/ ��� �q%!�� �Z�����%�3���  ��3������ �� ������$��� !� 1�3�!������ ���3�!��/ ^$��2��^$�
K

º  ����� �� ��� ���!�%$� �!����^$�j �q%!�� ���$���� !� ������q�� 1��3���^$� ��
K
� &���  !������� º !� 3�!/�$!� ������3�^$� ��� !��/���� "!�� � ���$��� /�/ �/�!��/�� �� 1�3�!������

K
�  ��3�� �� �� ���$��� !� ���$��$�� .����������!!� �� ,a¬ ��.��$l �Z/���%�� m$�^$Zº

70 %
��!Z/���%�� �� ������������ �� �/���������
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���Ï������ �� ^$� ��� �� ��� ������ �.�� ��$l ��e��� Ùé çÛ�k�  �/����� �Z$�� �/�������

p : q
����� ��$l ����!!���$�� �$ 1�3�!������ �!����^$� H0

j !� ������ ��!����  ���q��
n + 2

%/�/����$�� ��$� �  �������� º
Ker adH0

� �º ������j ��$� �.���./��«/ Ä"i� ����l� "Å ^$� !� 1�3�!������ ���3�!��/ �Z/���.��� �� i������� �� H0

�� ���
n + 2%/�/����$�� �� !� ���� �� ��!���� ����� ^$� ��� �  ��������� º

Ker adH0

�k� � �������� �� 3�!/�$!����j !�� � /����$�� �� ��$ !�%� Ä!�^$�!� ��3 !����� �� 3/����^$�^$����^$� !�� 3��»3�� �� ��$ !�%�Å ����  !��/� º !� 3��� �� i�*��  !$� �$ 3���� ������������ �! ��� !������$l ��  �/���� º !Z�.���� !� ��3��� ����! �Z� /����$�� �  ��������� ���� !� 1�23�!������ ^$����^$�� w$���j ��$� �.���  �/����/ $�� 3/�1��� �� ������$����� �$ 1�3�!������



a,¬ Õ�ÖÕ²�µ·�Ö
���3�!��/ .����������! K �Z$� �]��q3� 3�!/�$!���� º

2
��%�/� �� !�����/  �/������� $�� �/��2�����

p : q
Ä
p
��

q
���� ��$l ������� ��� �$!�  ��3���� ����� �$lÅ ����� ^$� !� �/��3���3����� ��$� !�� � /����$�� �� !� ��3��� �� ���Ï������ 3�� �� m�$j �.��� �Z/������ !� 3/�1��� �$l�]��q3�� º

n
��%�/� �� !�����/ .����������!�� �� 3/�1��� � ������$�� �� i�*�� �]��/3���^$���$� !�� � /����$��j ��  �����$!��� !�� � /����$�� �� ��$ !�%�j ^$� !Z��  �$� �������$�� º  ������� !�$�� /^$�.�!���� �!����^$�� i��3/�  �� !��  ���$��� ���  $�������� ��� %/�/����$�� �� !Z�!2%q��� ���  �!]�»3�� ��.������� ü ��$� �.��� ���$��� /����/ !�� �1/��q3�� �� �/��3���3������ � /����$�� �����.����� ���� !� 1�3�!������ ���3�!��/� �� �/3���������� �� ��� �1/��q3��^$� � �/������/ !� 3��� ��  !��� �Z$� .����$!���� �/��/ � /�/ �l ��/� ���� !Z����l� #�&�� �  !������� º !� 3�!/�$!� ������3�^$� ��� !��/���� º ����� ��%�/� �� !�����/ .����������!�"!�� � �� ��$.��$ /�/ ��.���%/� ü �«� �Z�� �/����� !� ���$��$�� .����������!!� ���� ��� /������q� �l���/�j �! � /�/ �/�������� ��  ������ �� ��3 �� $�� �/�������

2 : 1
����� !Z����!!���$��Z/!��%����� ������/ º !� !������ �2"! �� !Z����!!���$� ��  !��%� ������/ º !� �/i��3����� ��%$2!���� ����� !�� !������� �2"! �� �2�� )�$� �.��� �!��� �/��3��/ ��$� !�� � /����$�� «%$�������� !� 1�3�!������ ^$����^$� �/���.��� !� ���$��$�� .����������!!� �� !� 3�!/�$!� "!�� m$�2^$Zº

98 %
�� !� !�3��� �� ������������ �� ��$� �.��� ��3 ��/ $�� ��$.�!!� i��� �.�� �$��q� ����/�$!���� º ��$l �� e��� Ùé çÛ�

[��� $� ������ ��3 � Ä�1� ����� ¬ º +Åj � �q� �.��� ��  �!/ !�� �!%����13�� �� 3��� ��$�i��3� ���3�!� �� [� ��� Ä��\wÅ �� �� #��Ê1�È2r$���.��� Ä#r\�Å Ä�1� ���� ¬Åj º  ������$ i��3�!��3� !�%���%���j ��$� �.��� ������$�� m$�^$Zº !Z����� bj ���� !� !�3��� !���!�j !� 1�23�!������ ^$����^$� .����������! H̃ ��� 3�!/�$!�� ������3�^$�� !��/����� w#
2

��3�2��%���� ��i������� ��� .�����!�� ������^$�� qk �� ��� 3�3���� ���m$%$/�
pk
�\$��j º !Z���� �� !Z�!%����13� ��\w Ä3�]������ $�  ��%��33� ��$� '� !�Åj ��$� �.���������$�� ��$� !�� 1�3�!������� ���3�!��/� ��  �/����� �Z$�� �/������� Ä1�3�!������� a(Å ���l !������� ��$��� !�� �/�������� 3��1/3���^$�3��� ��3 ����!�� �.�� !� 1�3�!������ .��������2��! H̃ j º ��.��� !�� �/�������� _ 2 : 1

j
1 : 1

j
3 : 2

��
4 : 1

j ����� ^$� !�� � /����$�� �� ��$ !�%�º !Z����� !�  !$� ��� Ä����� , º b ��!�� !� �/������� 3��� �� m�$Å �� !�� ���Ï������ ������/�j�l ��3/� �� i������� ��� %�����$��  1]��^$��  ���������� Ä $!������ ��� ����!!���$��j 3��������3�^$��j ���������� �� i���� �$  �������! �Z�����������Å� \!$���$�� ��/������ �� ������$������� 1�3�!������� 3������ �� m�$ ��3$!���/3��� ��$l �/�������� Ä1�3�!������� c(Å ��� ���$���/�/  �� ��/�� &�� �  !������� º $� �]��q3� 3�!/�$!���� ������3�^$� !��/���� "�
2
� �!��� /�/��.���%/� �� ����� /�$�� �Z��� ���3��/�  �� $�� ��3 ������� �� ��� �/�$!���� º ��$l �� *$p$Ê��� �� e�]�$l� �� 1�3�!������ ^$����^$� a( 3������ �� m�$ $�� ��$!� �/������� �� 0��3� �����!Z����!!���$� �Z/!��%����� ����!�3��� �]3/���^$� �� !� 3���  !��%� �/.�!�  / m$�^$Zº !Z�����

N = 5
�  ��3�� �� �� ���$��� !�� ����/�� �l /��3����!�� �.�� $�� �����  �/��������� �1� ���� d ������ ��� �]��q3�� 3�!/�$!����� w#

2

��� !��/�����  �$� !��^$�!� �� ������$��$� 1�3�!������ c( ��  �/����� �� !Z����������� �� 0��3�� &�� �  !������� Äº ����� ��������iÅ º!� 3�!/�$!� �� [
2
* � /�/  �� ��/�� \$��j ��$� �.��� 3����/j  �� ���!�%�� �.�� !�� �]��q3��3�!/�$!����� w#

2

��� !��/�����j ^$� !� ������ ���� �� !� i��3����� �Z$� ��������� 3�!/�$!����º  ����� �Z$� ��������� ���3�^$� �� i������ ��3 !�3��� º !Z���� �� !Z����������� �� 0��3�� �Z/��2�!����3��� ��� /^$������ �Z/.�!$���� � /�/ �!��� 3��/� º !Z���� �Z$�� �/�!������� ��� %/�/����$���Zki����1��$ �� ���3�� �Z� /����$�� �� ������
k� ������� !��$j !� ������� �1� ���� �� ����� �1q�� � /�/ �������/ º �������� ��3 ����3������� �]��q3�� º ��$l /���� ���� !�� ���������� �� #���2k������� ���� $� �l�3 !�� �! � 3�� ��m�$ ���m�����3��� !�  1/��3q�� �� �/�������

1 : 1
����� $� �]��q3� �� $� �1�3 �l�/���$��� !Z/^$����� �� ��$�� �� ����� �Z/�$�� � /�/ !� 3��q!� �$ �]��q3� ^$����^$� º ��$l ��.��$l�Z/���%�� ������%������ �.�� $� �1�3 �l�/���$� º 3��$!����� ��  1���  /�����^$� Ä /��������/



Õ�ÖÕ²�µ·�Ö a,b
��3 ���!!� �$ �/��!�%� �� i�/^$����Å �� º  $!������ �� (��� ���������� )�$� �.��� �!��� 3����/^$� !�� /^$������ �Z/.�!$���� ��� �3 !��$��� ��  ������!��/ ��� /����  �$.����� ��� �/�$������ !Z/^$����� �� ��$� %/�/��!�  �$� $�� �!���� �� ��!$�����  �����$!�q��� )�$� �.��� �!��� 3���� /.������ ����� ��3 ����3���� ��È/�����  �$� !� i������� �� �/��!�%� �� i�/^$���� _ !�� ���2������3����j !�� ������3���� �� !� !�.�!2%!�����%j ��� ��$l �������� ��3 ����3���� 3������ ��m�$ $�� �/�������

1 : 1
��  ���$�����  /�����^$�3��� ����� !� �]��q3� �� !� �1�3 �

[��  ��� ����.��  �����!�� �� �� ���.��! �� �1q�� ����j  �� �l�3 !�j �Z�  !�^$�� !� i��3�2!��3� �l ��/ �$ �1� ���� b Ä��/������ �� �/�������� �/�$��� �� !� ������$����� ��� 1�3�!����������3�!��/� a( �� c( ��� �]��q3�� 3�!/�$!����� w#
2

!��/�����Å º �Z�$���� 3�!/�$!��j ��33�  ���l�3 !� "*
2

�$ #��
2

j �$ ������ �  !�^$�� �� ���.��! �$l ��� �� �/��������
p : q

���� ����]��q3�� 3�!/�$!�����  !$� ��3 !�l��j ����33��� �� ��� �/�������� ���� i���!�3��� ��$ !/���.�� !�� �$���� ��%�/� �� !�����/ �$ �]��q3�� �] �^$�3���j ����� i��3�!��3� ��� �  !����!� �$l�]��q3�� 3�!/�$!����� *��
4

�$ r��
4

j !��  $!������� ��� 3���� �� .�������� i����3����!�� �� !��%� /���� ���� ���������� ���  $!������� ��� 3���� �Z/!��%�����  �$� ��� �]��q3�� 3�!/�$2!������&�� �$���  �� ����.� ���/�������� �������� !� 3��/!������� �� �]��q3�� ^$����^$��  �� !Z/^$�2���� �� ��$�� �� 3��q!� º  $!������ �� (��� ��������� ^$� ��$� �.���  �/����/ �� �/���� �� ��%�$��$��3��� !Z����������� ����� !� �1�3 j ����33��� !� �/%�3� �����������  �/�/����!Z/���!����3��� �$ �/%�3�  ��3������ \�� ��!!�$��j !�  ���� �� ��3 �� �� ��]����3����  1���2���������i�  1]��^$�3���  !$� �/�!����� ^$� !� 3��q!�  �� ��/ ���� ����� �1q�� ��� º �l�3�����[�� ���.�$l ���� �Z��!!�$�� �� ��$�� �$� !� �$m���



a,+ Õ�ÖÕ²�µ·�Ö



°ÖÖ³t³µ a,d
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k� !��� �.�� !� ������� Äa���,Å �$ �1� ���� aj ��$�  �/������� ��� !�  ���/�$�� �� ���3�!�2������ i��3�!!�� ��� ��������� �$ �1� ���� a ���� ������./���*��� Qk = Pk+2

!Z����3�!� ��� 3��»3�� ��3 !�l�� �� ��%�/ k+2
Ä
k
��� $� ������ ���$��! ����$!Å�

∀k j !�� �� ���� Qk

 ���q���� !�  �� ��/�/ �$�.���� Ä &dja,' _
Ker adH0 ⊕ ImadH0 =

⊕+∞
k=1Qk

��! �l���� $�� �����i��3����� �]3 !����^$� %/�/�/�  �� !� i������� %/�/������� F ��!!� ^$� _
K = φε

F ◦ H = H0 + εK1 + ε2K2 + ... + εmKm + ...
Äw�aÅ�.�� ∀m ������ ���$��! ��� �$!j Km ∈ Ker adH0

� ��$� ��33� !�� 1�3�!������� H �� K j !�i������� %/�/������� ��� /%�!�3��� �/.�!�  /� �� �/���� ��
ε
_

F = F0 + F1 + εF2 + ... + εm−1Fm + ...
Äw�cÅ��  ����� � �� !� ���3�!������� Ä̂ $� ��$� ^$�!�«��� �� i��3�!!� ���� !� �1q��Å ��� �l ��/���� &a,' 3��� !� �/3���������� �Z���  �� �/�!!�3��� �l !����/�� )�$�  �� ����� ��� $�� �/23����������  �������!!���� ������$����� �$ 1�3�!������ ���3�!��/ ��� $�  ������$� ��/����i�)�$�  �� �����j ��33� �$%%/�/ ���� &a,' $�� �/3����������  �� �/�$������ �$�

m
�( \�$�

m = 0
j  �� ������$�����j !� 1�3�!������ ���3�!��/ ��� H0

� H0 ∈ Ker adH0

� �� ����� !� i������� %/�/������� F0

^$� ���$�� ����� �����i��3����� ��� !� ���
φε=0

F0
_ �� .���$�� !Z/^$����� Äw�aÅj �� �j º !Z����� !�  !$� ��� Ä

ε = 0Å _
φε=0

F0 ◦ H0 = φε=0
F0(H0) ≈ H0 + 0× adF0(H0) + ... ,

= H0 .
Äw�,Å

φε=0
F0

��� ���� !� ��� �������/� �� i������� %/�/������� ������/ �$ ��� �������/ ��� �1������$!!� ÄF0 = 0Å �� ���� ^$� !� �/.�!�  �3��� �� �/���� ���� Äw�cÅ �/�$�� �.�� !� i�������%/�/������� F1

�( \�$�
m = 1

j ����
φε

F1
!� ��� �� !� i������� %/�/������� F1

^$� ���$�� !� ���3�!������� �$1�3�!������ º !Z����� a� ��$m�$��j �Z� �q� Äw�aÅj �� �� ������ ��3 �� �� Äw�,Åj �� /���� _
φε

F1 ◦ φε=0
F0 ◦ H = φε

F1(φε=0
F0(H)) ≈ H + εadF1(H) + ... ,

≈ H0 + εH1 + ε2H2 + εadF1(H) + ... ,

≈ H0 + εH1 + ε2H2

+ εadF1(H0 + εH1) + ... .
Äw�¬Å\�� !��/����/ �� !Z� /����$� ��m����

adF1

�� �� �l !������ !� ������q�� �����]3/���^$� �������1��� �� \������ _
adF1(H0) = {H0, F1} = −{F1, H0} = −adH0(F1)

j �! .���� ^$� _
φε

F1(φε=0
F0(H)) ≈ H0 + ε(H1 − adH0(F1)) + ε2

(
adF1(H1) +H2

)
+ ... .

Äw�bÅ



a,� °ÖÖ³t³µ
��j ��33� H1 ∈ Q1

j �� i��� /%�!�3��� !� �1��l ^$� F1 ∈ Q1

ü �� ������j �$ i��� ^$�
adH0(F1) ∈ Q1

�� ^$�
Ker adH0 ⊕ ImadH0 =

⊕+∞
k=1Qk

j �� �1�����  !$�  �/���/3��� !�i������� %/�/������� F1 ∈ ImadH0

�� ����� ^$Z��  ��� _
K1 = H1 − adH0(F1) ∈ Ker adH0 ,

Äw�+Å
��

H ′
2 = adF1(H1) +H2

�
K1

��� !� �������$���� �Z����� a �$ 1�3�!������ ���3�!��/ _ K ≈ H0 + εK1

�( *$  ����� 3��������� ^$�
φεm

Fm
��� !� ��� �� !� i������� %/�/������� Fm

^$� ���$��!� ���3�!������� �$ 1�3�!������ º !Z�����
m

�� /���.��� !� 1�3�!������ ���3�!��/ º �������� _

K = φεm
Fm ◦ ... ◦ φε=0

F0 ◦ H ≈ H0 +

m∑

k=1

εkKk + εm+1H ′
m+1 + εm+2H ′

m+2

+ ...
Äw�dÅ

�.�� H ′
m+1 ∈ Qm+1

j
H ′

m+2 ∈ Qm+2

j ��� �������$����� �Z�����
m + 1

j
m + 2

j ������ ��������� 3���� ��$� i��3� ���3�!��'������� ^$Z�! ���  �����!� �� ���3�!���� !� 1�3�!������ º !Z�����
m+ 1

�*���
φεm+1

Fm+1
!� ��� �� !� i������� %/�/������� Fm+1

�[Z� �q� Äw�aÅj �� �� ������ ��3 �� �� Äw�dÅj �� /���� _
φεm+1

Fm+1 ◦ ... ◦ φε=0
F0 ◦ H ≈ H + εadεmFm+1(H) ,

≈ H + εm+1adFm+1(H) ,

≈ H0 +

m∑

k=1

εkKk + εm+1H ′
m+1

+ εm+2H ′
m+2 + εm+1adFm+1(H) + ... ,

≈ H0 +
m∑

k=1

εkKk + εm+1H ′
m+1

+ εm+1adFm+1(H0 + εK1) + ... .
Äw��Å

k� .���$ �� !� !��/����/ �� !Z� /����$� ��m����
adFm+1

�� �� �l !������ !� ������q�� ��2���]3/���^$� ��� ����1��� �� \������ _
adFm+1(H0) = {H0, Fm+1} = −{Fm+1, H0} =

−adH0(Fm+1)
j �! .���� ^$� _

φε
Fm+1 ◦ ... ◦ φε=0

F0 ◦ H ≈ H0 +

m∑

k=1

εkHk + εm+1

(
H ′

m+1 − adH0(Fm+1)

)

+ εm+2

(
adFm+1(K1) +H ′

m+2

)
+ ... .

Äw��Å
��j ��33� Hm+1 ∈ Qm+1

j �� �1����� /%�!�3��� Fm+1 ∈ Qm+1

ü �� ������j �$ i��� ^$�
adH0(Fm+1) ∈ Qm+1

�� ^$�
Ker adH0 ⊕ ImadH0 =

⊕+∞
k=1Qk

j ��  ����  !$�  �/���/3���!� i������� %/�/������� Fm+1 ∈ ImadH0

�� ���� ^$Z��  ��� _
Km+1 = H ′

m+1 − adH0(Fm+1) ∈ Ker adH0 ,
Äw�a-Å

��
H ′′

m+2 = adFm+1(K1) +H ′
m+2

�
Km+1

��� !� �������$���� �Z�����
m+1

�$ 1�3�!������ ���3�!��/ _K ≈ H0+
∑m+1

k=1 εkKk

�
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\�$� �!��� !� �/3����������j ����^$��� ������ ^$� !� �����i��3����� �]3 !����^$� ���$2���� !� ���3�!������� º !Z�����

m+1
��� !� ��3 ������� ���

m+1
����

φε
F1
j ���j

φεm+1
Fm+1%/�/�/�  �� !��

m+ 1
i�������� %/�/�������� F1

j ���j Fm+1

��� �����i��3����� �]3 !����^$�  �$� ������ �Z/����� ��33� !� ��� �Z$�� i������� %/�/2������� F ��!!� ^$�
φε

F = φεm
Fm ◦ ... ◦ φε

F1
�

îVV_ß_  © bc^RVSUZ¦UTRV W_S U§cRZ]^_S W_ WcVR^[Z_^_VU
êfe ®~lkq�{sqsln xsv

2�qklÛqsv
û�¦¡�¡�� �� ¤��¿¥Íst

w$ �1� ���� ,j ��$�  �� ����� !�� �1/��q3�� �� �/��3���3��� ���
223��»3�� ��

323��»3���)�$� �l ����� ���� ����� ������� #�a !� �/3���������� ��� ����� �1/��q3�� �� �/��3���3������
223��»3�� ������ ^$� ��!!� ��!���.� �$l �1/��q3�� ���

323��»3�� ���� �l ��/� ���� !�������� �$�.�����\�$� �� i����j /���.��� ^$� !Z�����
N

�$ �/.�!�  �3��� �� Ä,�dÅ �$ �1� ���� , ��$� !� i��3�
N = k′(p+ q) + 2 + i

�.�� k′ �� i ∈ [0, ..., p + q − 1]
��$l ������� ��� �$!�� �� ���.��!!� �����$� !Z�����.�!!� ���������� IS = [1, Q2]N=k′(p+q)+2+i

�.�� Q2 = E( (k
′−1)(p+q)+2+i

2
)
�

It¦ �¡ø§�t��t¦  ¥£¦¦t¦ �t  ��¤¥t¦
*$�

IS
j !�� ��È/������ .�!�$��  �����  �� q2 �  ���������� º ��È/������ �!����� �� ��$ !�� _

C1, ..., Ck′−1

��
Ck′

� "�33��*���  �� �1���1�� !�� ��$ !�� �  �������� º !� �!����
Ck′

����� ^$�!�  � $!�����
Λ̃′′ �� ����� �!����� ��� ��$ !��

(k′, q2)
�� ����� �!���� ���� _

(k′, 1)
j
(k′, 2)

j
...
j

(k′, q̃2)
�.�� q̃2 !�  !$� %����� .�!�$� ����q�� �� q2  ��3��� ��!!� ^$�

p2 = E(k
′(p+q)+2+i−2q̃2

p+q
) = k′ j�Z���2º2���� q̃2 = 1 + E( i

2
)
� ��� 3$!�� !����/� �� ���

1 + E( i
2
)
��$ !�� �� ��!�$!��� %�ø�� �$l/^$������ Ä,�abÅ �� Ä,�a+Å� ��� 3$!�� !����/� �$3$!/�� ��� ��$ !�� (k′, 1)

j
(k′, 2)

j
...
j
(k′, q̃2)

�$�
IS .�!��� ��� ����.�3���

µ = i + 1, i − 1, ..., i + 3 − 2q2, ..., 1 + ε
�.�� ε = i − 2E( i

2
)
� �� �$� 3��������� �/��3���� ��$� !�� ��$ !�� �� ����� �!���� _ !�  � $!����� ��

Ck′
��� !� ��33��� ��$� !�� ��$ !��  �/����� ���� ����� �!���� �� ������ ��3 �� �� !� 3$!�� !����/ �$3$!/� ���1��$� ��� ��$ !�� �$�

IS
j �� ^$� ��.���� º ��!�$!�� !� ��3��� �� i��� �) $� ��$ !� �  ���ú��$� !Z�����.�!!�  ����� �! [p+ q + 2, k′(p+ q) + 2 + i]

� �� /���� _

Λ̃′′ =

q̃2∑

q2=1

(i+ 3− 2q2),

= [E(
i

2
) + 1][i+ 1−E(

i

2
)],

Ä#�aÅ
�$ ������ ��!�� !�  ����/ ��

i
_

Λ̃′′ =
i2

4
+ i+ 1

Ä
i
 ���Å, Ä#�cÅ

Λ̃′′ =
i2

4
+ i+

3

4

Ä
i
�3 ���Å. Ä#�,Å

��� ��$ !�� ��� ��È/������ �$���� �!����� ��
IS

�� �/ ��������� ��33� �$�� _
(k′− 1, E( i

2
) + 2)

j
(k′ − 1, E( i

2
) + 3)

j
...
j
(k′ − 1, E(p+q+i+2

2
))

 �$� !� �!����
Ck′−1

j
(k′ − 2, E(p+q+i+4

2
))
j
(k′ −

2, E(p+q+i+6
2

))
j
...
j
(k′ − 2, E(2(p+q)+i+2

2
))

 �$� !� �!����
Ck′−2

j
...
j
(2, E( (k

′−3)(p+q)+i+4
2

))
j
(2,
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E( (k

′−3)(p+q)+i+6
2

))
j
...
j
(2, E( (k

′−2)(p+q)+i+2
2

))
 �$� !� �!����

C2

�� ��«�
(1, E( (k

′−2)(p+q)+i+4
2

))
j

(1, E( (k
′−2)(p+q)+i+6

2
))
j
...
j
(1, Q2 = E( (k

′−1)(p+q)+i+2
2

))
 �$� !� �!����

C1

��� ��!�$! �� !� 3$!�� !����/ �$3$!/� ���
22��$ !�� �/������� �� ������%$�� ����� ��� _ p+ q

 ���Ä��� wÅj p+ q
�3 ��� �.�� k′  ��� Ä��� #Å �� p+ q

�3 ��� �.�� k′ �3 ��� Ä��� "Å� ��� �/�$!�������� �����%�/� ���� !�� ���!�� #�a º #�b�
It  £¦ A

)�����
Λ̃′ !�  � $!����� ��� �!�����

Ck′−1

º
C1

ü �$� �1��$�� �� ��� �!�����j �1�^$� 3$!��2 !����/ �$3$!/� Ä�$ ��3��� �� p+q

2
Å p + q − 1 + ε

j
p + q − 3 + ε

j
...
j
1 + ε

�  ���ú� $�� i��� ��$�� ��$!� ü �� /���� ����� _

Λ̃′ = (k′ − 1)

p+q−2
2∑

j=0

(2j + 1 + ε),

=
(k′ − 1)(p+ q)

2
[
p+ q

2
+ ε].

Ä#�¬Å
��  � $!�����

Λ̃
�� ��$��� !�� �!�����

Cj

Ä
j = 1, ..., k′Å ��� !� ��33� �� Ä#�aÅ �� Ä#�¬Å� \�$�������� !� ��3��� ��

223��»3��j �! i�$�j �$  �/�!��!�j �/���3���� !� ��3��� �� ��$ !�� /������
α
�$�

IS
� \�$� �� i����j �! ���.����j �� i������� �� !�  ����/ ��

K = (k′ − 1)(p + q) + i
j ���������1�� º

Λ1

Ä����/  �� Ä,�aaÅ �$ Ä,�acÅÅ !�  � $!�����
Λ̃
�� ��$� !�� ��$ !��  �/����� �$�

IS
� "�33� !� 3$!�� !����/ �$3$!/� �� ��$� !�� ��$ !�� /������ .�$� p + q

j
Λ̃
��� ��.����!�  ��

p+q
� \!$�  �/���/3���j �� ��!�$!�

Λ1

�� ��3 !�*��� ���� Ä,�aaÅ �$ Ä,�acÅN  ��
k′(p+q)+2+i

ü�� ������� _
Λ1 =

1

4
(k′ − 1)2(p+ q)2 +

1

2
(k′ − 1)(p+ q)(i+ 2) +R,

Ä#�bÅ
�.��

R =
i2

4
+ i+ 1

Ä
K

 ���Å, Ä#�+Å

R =
i2

4
+ i+

3

4

Ä
K

�3 ���Å. Ä#�dÅ
\�$� !� ���

A
j
K

��� �� 33�  ����/ ^$�
i
�� ����� ^$�

R
��� ���$!/  ��

Λ̃′′ ���� α = Λ1−Λ̃′−Λ̃′′ ��! .���� _
α =

1

4
(k′ − 1)(k′ − 2)(p+ q)2 +

1

2
(k′ − 1)(i+ 2− ε)(p+ q).

Ä#��Å
\�$� /!�3���� !�� ����������� ��� ��$ !�� /������ �$�

IS
j �! �$Ï� �� ��.���� α  ��

p + q
� ����3��� �� ��$ !��j ���� ��

223��»3��
∆1

���� $�� ��33�
S
(2)
m, `

Ä
m = −1, 0 j ` = 1, 2Åj�Z������� �� ��33��� α

p+q

��
α̃1

j !� ��3��� �� ��$ !��  �/����� ���� 3$!�� !����/ �$�
IS

Ä �$��� i����j �� ������$� ����«���!!�3��� $�� 3$!�� !����/ �$3$!/� �� $� º �1��$� ��� ��$ !�� ���
k′ − 1

��È/������ �!�����
Ck′−1

º
C1

j �1�^$� 3$!�� !����/ �$3$!/� �  ��������� �l����3���
1i��� ���� �1�^$� �!����j �� �Z�m�$��� !��

q̃2
��$ !�� �� !� �!����

Ck′ Åj ���� _

α̃1 = (
p+ q

2
)(k′ − 1) + E(

i

2
) + 1.

�� �� �/�$�� ^$� _
∆1 = k′[1 + E( i

2
) + (k′−1)(p+q)

4
]
� �� �1/��q3�

2.a
��� �/3����/�
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�!����

Cj q2 µ
Ck′−1 E( i

2
) + 2 p+ q − 1 + ε

Ck′−1 E( i
2
) + 3 p+ q − 3 + ε��� ��� ���

Ck′−1 E( i
2
) + p+q

2
+ 1 1 + ε

Ck′−2 E( i
2
) + p+q

2
+ 2 p+ q − 1 + ε

Ck′−2 E( i
2
) + p+q

2
+ 3 p+ q − 3 + ε��� ��� ���

Ck′−2 E( i
2
) + p+ q + 1 1 + ε��� ��� ���

C2 E( i
2
) + (k′−3)(p+q)

2
+ 2 p+ q − 1 + ε

C2 E( i
2
) + (k′−3)(p+q)

2
+ 3 p+ q − 3 + ε��� ��� ���

C2 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 1 1 + ε

C1 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 2 p+ q − 1 + ε

C1 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 3 p+ q − 3 + ε��� ��� ���

C1 E( i
2
) + (k′−1)(p+q)

2
+ 1 1 + εðñòó¡ #�a ( "��

A
� ���!� ������� !�� ��È/������ �!����� �� ��$ !�� �.�� !�� 3$!�� !����/��$3$!/��� *�

i
 ��� Ä

ε = 0Åj ��$��� !�� 3$!�� !����/� �$3$!/�� ���� �3 ����� ü �!!�� ���� ��$��� ����� ��
i
��� �3 ��� Ä

ε = 1Å�

It  £¦ B\�� ��  ��� �$ ���
A
j  �$� $�� �!���� �� ��$ !�� ����/�j !�� 3$!�� !����/� �$3$!/�� �������� ��$���  �����j ���� ��$��� �3 ������ �! i�$� ������%$�� !�� Î��$�2���Î i  ��� �� i �3 ��� _( *�

i
���  ���j �� ��3 �� p+q+1

2

3$!�� !����/� �$3$!/�� �3 �����
1
j
3
j
...
j
p + q

j !��^$�!!��
�  ��������� �l����3��� a i��� �$� �1��$�� ��� k′−2

2

�!�����  �����
Ck′−2

j
...
j
C2

������^$� !�� �!����� �3 �����
Ck′−1

º
C1

j �$ ��3��� �� k′

2

j ����������� !�� p+q−1
2

3$!�� !����/��$3$!/��  ����� _
2
º
p+ q − 1

� )�����
Λ̃′

paire

��
Λ̃′

impaire

!� ��3��� �� ��$ !�� �� 3$!��2 !����/ �$3$!/�  ���� �� �3 ���� �$�
IS

j º !Z�l�� ���� ��� ��$ !�� �� !� �!����
Ck′

���� !� � $!����� ��� �l !����/�  �� Ä#�aÅ� �� � _

Λ̃′
impaire =

(k′ − 2)

2

p+q−1
2∑

j=0

(2j + 1),

=
(k′ − 2)(p+ q + 1)2

8
.

Ä#��Å

Λ̃′
paire =

k′

2

p+q−1
2∑

j=1

(2j),

=
k′(p+ q − 1)(p+ q + 1)

8
.

Ä#�a-Å
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�!����

Cj q2 µ
Ck′−1 E( i

2
) + 2 p+ q − 1

Ck′−1 E( i
2
) + 3 p+ q − 3��� ��� ���

Ck′−1 E( i
2
) + p+q

2
+ 1

2
2

Ck′−2 E( i
2
) + p+q

2
+ 3

2
p+ q

Ck′−2 E( i
2
) + p+q

2
+ 5

2
p+ q − 2��� ��� ���

Ck′−2 E( i
2
) + p+ q + 1 1��� ��� ���

C2 E( i
2
) + (k′−3)(p+q)

2
+ 3

2
p+ q

C2 E( i
2
) + (k′−3)(p+q)

2
+ 5

2
p+ q − 2��� ��� ���

C2 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 1 1

C1 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 2 p+ q − 1

C1 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 3 p+ q − 3��� ��� ���

C1 E( i
2
) + (k′−1)(p+q)

2
+ 1

2
2ðñòó¡ #�c ( "��

B
� ���!� ������� !�� ��È/������ �!����� �� ��$ !�� �.�� !�� 3$!�� !����/��$3$!/��  �$�

k′ �� i  �����

�� �� �/�$�� _
Λ̃′ =

(k′ − 1)(p+ q)2

4
+

(k′ − 2)(p+ q)

4
− 1

4
,

Ä#�aaÅ
 $�� !�  � $!�����

Λ̃
�� ��$��� !�� �!�����j ��!!� ��

Ck′
/���� ����/�  �� Ä#�cÅj �� ��33���Ä#�cÅ �� Ä#�aaÅ� �� �/���3������� �$ ��3��� �� ��$ !�� /������ �� i��� �� i�*�� ���!�%$��$ ���

A
� \�$�

i
��

k′  ����j K = (k′ − 1)(p + q) + i
��� �3 ���j �� ��!�$!�

Λ1

 �� Ä#�bÅ�� Ä#�dÅj �Z�) _

α =
1

4
(k′ − 1)(k′ − 2)(p+ q)2 +

1

4
[3k′ + 2i(k′ − 1)− 2](p+ q),

Ä#�acÅ
�� ./��«� ���� ^$� Ä#�acÅ ��� ��.����!�  �� p + q

j
R

/���� ���$!/  �� !�� �������$�����Ä#�cÅ ��−1
4

�� Ä#�aaÅ� �� ��33� �� Ä#�acÅ ��.��/�  �� p+q
��

α̃1 = (p+q

2
)(k′−1)+ 1

2
(i+1)������� _

∆1 = k′[ (k
′−1)(p+q)+2i+3

4
].( *�

i
��� �3 ���j �! ] � p+q+1

2

3$!�� !����/� �$3$!/�� �3 �����
1
j
3
j
...
j
p + q

j !��^$�!!��
�  ��������� �l����3��� a i��� �$� �1��$�� ��� k′

2

�!����� �3 �����
Ck′−1

j
...
j
C1

�!��� ^$�
!�� (k′−2)

2

�!�����  �����
Ck′−2

º
C2

����������� !�� p+q−1
2

3$!�� !����/� �$3$!/��  ����� _
2º

p+ q − 1
� �� � 3��������� _

Λ̃′
impaire =

k′

2

p+q−1
2∑

j=0

(2j + 1),

=
k′(p+ q + 1)2

8
.

Ä#�a,Å
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Λ̃′
paire =

(k′ − 2)

2

p+q−3
2∑

j=1

(2j),

=
(k′ − 2)(p+ q − 1)(p+ q + 1)

8
.

Ä#�a¬Å
�! .���� _

Λ̃′ =
(k′ − 1)(p+ q)2

4
+

k′(p+ q)

4
+

1

4
,

Ä#�abÅ
Λ1

�Z�������  �� Ä#�bÅ �� Ä#�+Åj Λ̃′′  �� Ä#�,Åj �Z�) α = Λ1 − Λ̃′ − Λ̃′′ _

α =
1

4
(k′ − 1)(k′ − 2)(p+ q)2 +

1

4
[3k′ + 2i(k′ − 1)− 4](p+ q),

Ä#�a+Å
 $��

α̃1 = (p+q

2
)(k′−1)+E( i

2
)+3

2

�� Ä#�abÅ ��.��/�  �� p+q
������� _

∆1 = k′[ (k
′−1)(p+q)+2i+3

4
]
��� �1/��q3�

2.b
��� �/3����/�
"!����

Cj q2 µ
Ck′−1 E( i

2
) + 2 p + q

Ck′−1 E( i
2
) + 3 p+ q − 2��� ��� ���

Ck′−1 E( i
2
) + p+q

2
+ 3

2
1

Ck′−2 E( i
2
) + p+q

2
+ 5

2
p+ q − 1

Ck′−2 E( i
2
) + p+q

2
+ 7

2
p+ q − 3��� ��� ���

Ck′−2 E( i
2
) + p+ q + 1 2��� ��� ���

C2 E( i
2
) + (k′−3)(p+q)

2
+ 5

2
p+ q − 1

C2 E( i
2
) + (k′−3)(p+q)

2
+ 7

2
p+ q − 3��� ��� ���

C2 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 1 2

C1 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 2 p + q

C1 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 3 p+ q − 2��� ��� ���

C1 E( i
2
) + (k′−1)(p+q)

2
+ 3

2
1ðñòó¡ #�, ( "��

B
� ���!� ������� !�� ��È/������ �!����� �� ��$ !�� �.�� !�� 3$!�� !����/��$3$!/��  �$�

k′  ��� �� i �3 ����

It  £¦ C"�33�  �$� !� ���
B
j !Z/�$�� �/������� ��  ����� �� ��.$� !�� Î��$�2���Î i  ��� �� i �3 ��� _

( *�
i
���  ���j �! ] � p+q+1

2

3$!�� !����/� �$3$!/�� �3 �����
1
j
3
j
...
j
p + q

j !��^$�!!�� � 2 ��������� �l����3��� a i��� �$� �1��$�� ��� k′−1
2

�!����� �3 �����
Ck′−2

j
...
j
C1

j !�� k′−1
2
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Cj q2 µ
Ck′−1 E( i

2
) + 2 p+ q − 1

Ck′−1 E( i
2
) + 3 p+ q − 3��� ��� ���

Ck′−1 E( i
2
) + p+q

2
+ 1

2
2

Ck′−2 E( i
2
) + p+q

2
+ 3

2
p + q

Ck′−2 E( i
2
) + p+q

2
+ 5

2
p+ q − 2��� ��� ���

Ck′−2 E( i
2
) + p+ q + 1 1��� ��� ���

C2 E( i
2
) + (k′−3)(p+q)

2
+ 2 p+ q − 1

C2 E( i
2
) + (k′−3)(p+q)

2
+ 3 p+ q − 3��� ��� ���

C2 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 1

2
2

C1 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 3

2
p + q

C1 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 5

2
p+ q − 2��� ��� ���

C1 E( i
2
) + (k′−1)(p+q)

2
+ 1 1ðñòó¡ #�¬ ( "��

C
� ���!� ������� !�� ��È/������ �!����� �� ��$ !�� �.�� !�� 3$!�� !����/��$3$!/��  �$�

k′ �3 ��� ��
i
 ����

�!�����  �����
Ck′−1

º
C2

�]��� !�� p+q−1
2

3$!�� !����/� �$3$!/��  ����� _
2
º
p+ q − 1

� �!
.���� _

Λ̃′
impaire =

(k′ − 1)

2

p+q−1
2∑

j=0

(2j + 1),

=
(k′ − 1)(p+ q + 1)2

8
.

Ä#�adÅ

Λ̃′
paire =

(k′ − 1)

2

p+q−1
2∑

j=1

(2j),

=
(k′ − 1)(p+ q − 1)(p+ q + 1)

8
.

Ä#�a�Å
�� �� �/�$�� _

Λ̃′ =
(k′ − 1)(p+ q)(p+ q + 1)

4
,

Ä#�a�Å
 $�� !�  � $!�����

Λ̃
�� ��$��� !�� �!�����j ��!!� ��

Ck′
�Z�������� ������  �� Ä#�cÅj ��i������ !� ��33� �� Ä#�cÅ �� Ä#�a�Å� �� �/���3������� �$ ��3��� �� ��$ !�� /������ ��i��� �� i�*�� ���!�%$� �$l ���

A
��

B
�
K = (k′ − 1)(p+ q) + i

/����  ���j �� ��!�$!�
Λ1 �� Ä#�bÅ �� Ä#�+Åj Λ̃′′  �� Ä#�cÅj  $�� α = Λ1 − Λ̃′ − Λ̃′′ _

α =
1

4
(k′ − 1)(p+ q)[(k′ − 2)(p+ q) + 2i+ 3].

Ä#�c-Å
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k� $��!����� Ä#�c-Å ��

α̃1 = (p+q

2
)(k′ − 1) + E( i

2
) + 1

j �� �� �/�$�� _
∆1 = (k′ −

1)[k
′(p+q)+2i+3

4
] + E( i

2
) + 1

�
( *�

i
��� �3 ���j �� ��3 �� p+q+1

2

3$!�� !����/� �3 �����
1
j
3
j
...
j
p + q

j !��^$�!!�� �  �2�������� �l����3��� a i��� �$� �1��$�� ��� (k′−1)
2

�!�����  �����
Ck′−1

j
...
j
C2

������ ^$� !��
(k′−1)

2

�!����� �3 �����
Ck′−2

º
C1

����������� !�� p+q−1
2

3$!�� !����/�  �����
2
º
p+ q− 1

�
���  � $!������

Λ̃′
impaire

j
Λ̃′

paire

��
Λ̃′ = Λ̃′

paire+Λ̃′
impaire

���� ������ ����/��  �� !�� /^$�2����� Ä#�adÅj Ä#�a�Å �� Ä#�a�Å ü �� ��!�$!� Λ̃′′  �� Ä#�,Å �� Λ1

 �� Ä#�bÅ �� Ä#�dÅ�α �����i���º !Z/^$����� Ä#�c-Å� r�ø�� º Ä#�c-Å �� �� �l !������� α̃1 = (p+q

2
)(k′ − 1) + E( i

2
) + 1

j ��
� _

∆1 = (k′ − 1)[k
′(p+q)+2i+3

4
] + E( i

2
) + 1

�
"!����

Cj q2 µ
Ck′−1 E( i

2
) + 2 p + q

Ck′−1 E( i
2
) + 3 p+ q − 2��� ��� ���

Ck′−1 E( i
2
) + p+q

2
+ 3

2
1

Ck′−2 E( i
2
) + p+q

2
+ 5

2
p+ q − 1

Ck′−2 E( i
2
) + p+q

2
+ 7

2
p+ q − 3��� ��� ���

Ck′−2 E( i
2
) + p+ q + 1 2��� ��� ���

C2 E( i
2
) + (k′−3)(p+q)

2
+ 2 p + q

C2 E( i
2
) + (k′−3)(p+q)

2
+ 3 p+ q − 2��� ��� ���

C2 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 3

2
1

C1 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 5

2
p+ q − 1

C1 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 7

2
p+ q − 3��� ��� ���

C1 E( i
2
) + (k′−1)(p+q)

2
+ 1 2ðñòó¡ #�b ( "��

C
� ���!� ������� !�� ��È/������ �!����� �� ��$ !�� �.�� !�� 3$!�� !����/��$3$!/��  �$�

k′ �� i �3 �����

�� �1/��q3�
2.c

��� �/3����/�

êfg ®~lkq�{sqsln xsv
3�qklÛqsv

û�¦¡�¡�� �� ¤��¿¥Íst
[��� ����� ������� #�cj ��$� i������ !� �/3���������� ��� ����� �1/��q3�� �� �/��3���3������
323��»3��� \�$� �� i����j ���� ����������� !� %/�/��!��/ �$  ���!q3�j �� /���� 3���������!Z�����

N
�$ �/.�!�  �3��� �� Ä,�dÅ ��$� !� i��3�

N = k′(p+q)+4+ i
�.�� k′ �� i ∈ [0, ..., p+

q − 1]
��$l ������� ��� �$!�� �� ���.��!!� �$� !Z�����.�!!� ���������� IS = [2, Q3]N=k′(p+q)+4+i�.�� Q3 = E( (k

′−1)(p+q)+4+i

2
)
�
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��� .�!�$�� �$������.��  �����  �� !Z������
q3

�$�
IS

��3 ����� !�� �!����� �� ��$ !�� _
C1, ..., Ck′−2, Ck′−1

��
Ck′

Ä!�� �!�����
Ck′−1

��
Ck′−2

�l������ �� ��� ����.�3���
k′ ≥ 2

��
k′ ≥ 3Å�"�33��*���  �� �l !������ !�� 32��$ !�� �  �������� º !� �!���� Ck′

����� ^$� ��  � $!�����
Λ̃′′ ����

32��$ !�� (k′, q3, γ)
Ä
γ = 1, ..., q3−1Å �� ����� �!���� ���� _ (k′, 1, γ)

j
(k′, 2, γ)

j
...
j
(k′, q̃3, γ)�.�� q̃3 !�  !$� %����� .�!�$� ����q�� �� q3  ��3��� ��!!� ^$�

p3 = E(k
′(p+q)+4+i−2q̃3

p+q
) = k′ j �Z���2º2���� q̃3 = 2 + E( i

2
)
� �� �/���3��� !�� 3$!�� !����/� �� ���

32��$ !�� %�ø�� º Ä,�abÅ �� Ä,�a+Å�w����j !�� 3$!�� !����/� �$3$!/�� ��� ��$ !��
(k′, 1, γ)

j
(k′, 2, γ)

j
...
j
(k′, q̃3, γ)

�$�
IS .�!������ ����.�3���

µ = i + 1, i − 1, ..., i + 5 − 2q3, ..., 1 + ε
�.�� ε = i − 2E( i

2
)
� "� ������j º$�� .�!�$� �� q3 ����/�j �! ] �

q3 − 1 32��$ !�� (k′, q3, γ)
� �� �/��3���3��� �� !�  � $!�������

Ck′
��.���� º �/��3���� ��$� !��

22��$ !�� (k′, q3)
���� !� 3$!�� !���/ �$3$!/� �$�

IS
���!�  ���$�� �� ��!!� �Z$� ���

q3 − 1 32��$ !�� (k′, q3, γ)
�$^$�! �! �� ��  ���� �� ��

q3 − 1
� ��

/���� _
Λ̃′′ =

q̃3∑

q3=2

(i+ 5− 2q3)(q3 − 1),

=
1

2
(i+ 7)[E(

i

2
) + 1][E(

i

2
) + 4] + 2− (i+ 5)[E(

i

2
) + 1]

− 1

3
[E(

i

2
) + 2][E(

i

2
) + 3][2E(

i

2
) + 5],

Ä#�caÅ�$ ������ ��!�� !�  ����/ ��
i
_
Λ̃′′ =

i3

24
+

3i2

8
+

13i

12
+ 1

Ä
i
 ���Å, Ä#�ccÅ

Λ̃′′ =
i3

24
+

3i2

8
+

23i

24
+

5

8

Ä
i
�3 ���Å. Ä#�c,Å���

32��$ !�� ��� ��È/������ �$���� �!����� �� IS �� �/ ��������� ��33� �$�� _
(k′ − 1, E( i

2
) +

3, γ)
j
(k′−1, E( i

2
)+4, γ)

j
...
j
(k′−1, E(p+q+i+4

2
), γ)

 �$� !� �!����
Ck′−1

j
(k′−2, E(p+q+i+6

2
), γ)

j
(k′−2, E(p+q+i+8

2
), γ)

j
...
j
(k′−2, E(2(p+q)+i+4

2
), γ)

 �$� !� �!����
Ck′−2

j
...
j
(2, E( (k

′−3)(p+q)+i+6
2

), γ)
j

(2, E( (k
′−3)(p+q)+i+8

2
), γ)

j
...
j
(2, E( (k

′−2)(p+q)+i+4
2

), γ)
 �$� !� �!����

C2

�� ��«�
(1, E( (k

′−2)(p+q)+i+6
2

), γ)
j

(1, E( (k
′−2)(p+q)+i+8

2
), γ)

j
...
j
(1, Q3 = E( (k

′−1)(p+q)+i+4
2

), γ)
 �$� !� �!����

C1

� "�33�  �$� !��
223��»3��j !� ��!�$! �Z$�� 3$!�� !����/ �$3$!/� ��^$���� �� ������%$�� !�� ����� ��� _

p+ q
 ���Ä��� wÅj p+ q

�3 ��� �.�� k′  ��� Ä��� #Å �� p+ q
�3 ��� �.�� k′ �3 ��� Ä��� "Å� ��� �/�$!�������� �����%�/� ���� !�� ���!�� #�+ º #�a-�

It  £¦ A)�����
Λ̃′ !�  � $!����� ��� �!�����

Ck′−1

º
C1

ü !� �/��3���3��� ��
Λ̃′ ���  !$� i�������$lº i���� ^$�  �$� !��

223��»3�� ���  �$� $�� �!���� �� ��$ !�� ����/�j �! ] �
q3 − 1 32��$ !���� 33� 3$!�� !����/ �$3$!/� �$�

IS
�� �� ��3��� .���� �Z$�� �!���� �� ��$ !�� º !Z�$������ 3/�1��� $��!��/� ��� �������� º �/��3���� �$������.�3��� !��  � $!������ ��� p+q

2

�!�����
�� 3$!�� !����/

Λ̃p+q−1+ε

j
Λ̃p+q−3+ε

j
...
j
Λ̃1+ε

� \�� �l�3 !�j �! ] �
E( i

2
) + 1 + j(p+q)

2
32��$ !��Ä

1 ≤ j ≤ k′ − 1Å �� 3$!�� !����/ �$3$!/� µ = 1 + ε
���� �1��$�� ��� �!�����

Cj

� �� � ���� _

Λ̃1+ε = (1 + ε)
k′−1∑

j=1

[E(
i

2
) + 1 +

j(p+ q)

2
],

= (1 + ε)(k′ − 1)[E(
i

2
) + 1 +

k′(p+ q)

4
].

Ä#�c¬Å
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Cj q3 µ
Ck′−1 E( i

2
) + 3 p+ q − 1 + ε

Ck′−1 E( i
2
) + 4 p+ q − 3 + ε��� ��� ���

Ck′−1 E( i
2
) + p+q

2
+ 2 1 + ε

Ck′−2 E( i
2
) + p+q

2
+ 3 p+ q − 1 + ε

Ck′−2 E( i
2
) + p+q

2
+ 4 p+ q − 3 + ε��� ��� ���

Ck′−2 E( i
2
) + p+ q + 2 1 + ε��� ��� ���

C2 E( i
2
) + (k′−3)(p+q)

2
+ 3 p+ q − 1 + ε

C2 E( i
2
) + (k′−3)(p+q)

2
+ 4 p+ q − 3 + ε��� ��� ���

C2 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 2 1 + ε

C1 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 3 p+ q − 1 + ε

C1 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 4 p+ q − 3 + ε��� ��� ���

C1 E( i
2
) + (k′−1)(p+q)

2
+ 2 1 + εðñòó¡ #�+ ( "��

A
� ���!� ������� !�� ��È/������ �!����� ��

32��$ !�� �� i������� ��
q3

�.��!�� 3$!�� !����/� �$3$!/��� *�
i
 ��� Ä

ε = 0Åj ��$��� !�� 3$!�� !����/� �$3$!/�� ���� �3 ����� ü�!!�� ���� ��$���  ����� ��
i
��� �3 ��� Ä

ε = 1Å�

�� i��� �� 33�  �$� !�� �$����  � $!������ _

Λ̃3+ε = (3 + ε)
k′−1∑

j=1

[E(
i

2
) +

j(p+ q)

2
],

= (3 + ε)(k′ − 1)[E(
i

2
) +

k′(p+ q)

4
],

Ä#�cbÅ

���
Λ̃p+q−1+ε = (p+ q − 1 + ε)

k′−2∑

j=0

[E(
i

2
) + 2 +

j(p+ q)

2
],

= (p+ q − 1 + ε)(k′ − 1)[E(
i

2
) + 2

+
(k′ − 2)(p+ q)

4
].

Ä#�c+Å
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Λ̃′ ��� !� ��33� ��� /^$������ Ä#�c¬Å º Ä#�c+Å _

Λ̃′ =

p+q−2
2∑

j=0

(ε+ 2j + 1)(k′ − 1)[E(
i

2
) + 1− j +

k′(p+ q)

4
],

=
(k′ − 1)(p+ q)

2
[(ε+

p+ q

2
)(E(

i

2
) +

k′(p+ q)

4
)

+
(p+ q − 2)

12
(5− 2ε− 2(p+ q)) + ε+ 1].

Ä#�cdÅ
��  � $!�����

Λ̃ = Λ̃′ + Λ̃′′ �� ��$��� !�� �!����� Cj

Ä
j = 1, ..., k′Å ��� !� ��33� ��� /^$������Ä#�caÅ �� Ä#�cdÅ� \�$� ��3 ����!���� 3��������� !� ��3��� ��

323��»3�� ���� !� ��33�
S3

j�! i�$� �Z����� �/���3���� !� ��3��� �� ��$ !�� /������
α
�$�

IS
j !� 3/�1��� /���� ������^$�º ��!!� ���

223��»3��� �� � ��� _
α = Λ2 − Λ̃

j �) ��!�� !�  ����/ ��
K = (k′ − 1)(p + q) + i

j
Λ2

��� ����/  �� Ä,�a,Å �$ Ä,�a¬Å� k� ��3 !�*��� ���� !�� /^$������ Ä,�a,Å �$ Ä,�a¬Å N  ��
k′(p+ q) + 4 + i

j �� ���$��� �$l /^$������ �$�.����� _
Λ2 =

1

24
(k′ − 1)3(p+ q)3 +

1

8
(k′ − 1)2(p+ q)2(i+ 3)

+
1

24
(k′ − 1)(p+ q)(3i(i+ 6) + 26− 3ε)

+ R,
Ä#�c�Å

R =
i3

24
+

3i2

8
+

13i

12
+ 1

Ä
K

 ���Å, Ä#�c�Å
R =

i3

24
+

3i2

8
+

23i

24
+

5

8

Ä
K

�3 ���Å. Ä#�,-Å
\�$� !� ���

A
j
K

��� �� 33�  ����/ ^$�
i
�� ����� ^$�

R
��� ���$!/  ��

Λ̃′′ � ��$� ��!�$!� i����j�� � _
α =

1

24
(k′ − 1)(p+ q)

(
1

2
(p+ q)2[2(k′ − 1)2 − 3k′]

+ (p+ q)[3(k′ − 1)(i+ 3)− 3εk′ + 2(p+ q − 2)

− 6E(
i

2
)] + 2(3 + i)2 + (4 + i)(2 + i)

− 12εE(
i

2
)− (p+ q − 2)(5− ε)− 12(ε+ 1)

)
.

Ä#�,aÅ
�� ��3��� ��

323��»3��
∆2

���� !� ��33�
S
(3)
m

j �Z������� �� ��33��� α
p+q

��
α̃2

j !� ��3����� ��$ !��  �/����� ���� 3$!�� !����/ �$�
IS

 ������ �� ��3 �� !��
32��$ !�� ��� �!����� CjÄ

1 ≤ j ≤ k′ − 1Å �� �� !� �!���� Ck′
_

α̃2 =

p+q−2
2∑
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µ = 2j + 1

����/�j �! ] �
E( i

2
) + (k′−1)(p+q)

4
+ 3

2
− j 32��$ !��� �� � _

Λ̃′
impaire =

(k′ − 1)(p+ q + 1)

24

(
3[2εE(

i

2
) + 3ε]

+
3(k′ − 1)(p+ q)

2
− (p+ q − 1)(p+ q)

+
3ε(p+ q − 1)

2
+

3(p+ q − 1)

2
[2E(

i

2
)

+ 3− ε+
(k′ − 1)(p+ q)

2
]

)
.

Ä#�¬�Å
�! ] � �$��� p+q−1

2

�!����� �� 3$!�� !����/  ���� ��  � $!������
Λ̃2j

Ä
1 ≤ j ≤ p+q−1

2
Åj�1��$�� �� ��� �!����� «%$���� �l����3��� a i��� �$� �1��$�� ��� (k′−1)

2

�!����� �3 ������� ��$ !��
Ck′−2

j
...
j
C1

� k� �$���j  �$� $�� 3$!�� !����/ �$3$!/�
µ = 2j

����/�j �! ] �
E( i

2
) + (k′+1)(p+q)

4
+ 2− j 32��$ !��� �! .���� _

Λ̃′
paire =

(k′ − 1)(p+ q − 1)

4

(
(p+ q − 3)

4
[2E(

i

2
)

+
(k′ + 1)(p+ q)

2
+ 1− ε] + (ε+ 1)[E(

i

2
)

+
(k′ + 1)(p+ q)

4
+ 1]

− 1

6
(p+ q − 2)(p+ q − 3)

)
.

Ä#�¬�Å
�� �� �/�$�� !��  � $!������

Λ̃
�� ��$��� !�� �!�����

Cj

Ä
j = 1, ..., k′Å �� ��33��� !��/^$������ Ä#�c,Åj Ä#�¬�Å �� Ä#�¬�Åj  $�� Λ2

%�ø�� º Ä#�c�Å �� Ä#�,-Å �� α = Λ2 − Λ̃
� ��



ab+ °ÖÖ³t³µ
��3��� ��

32��$ !��  �/����� ���� 3$!�� !����/ �$� IS /���� ����/  �� Ä#�¬+Åj �! �Z���$��^$� _

∆2 =
[E( i

2
) + 1][E( i

2
) + 2]

2

+
k′(k′ − 1)(p+ q)

48
[(2k′ − 1)(p+ q) + 3(2i+ 5)]

+
(k′ − 1)

8
[i(i+ 6)− 4E(

i

2
) + 1]

+
(k′ − 1)

16
[4E(

i

2
)− (p+ q) + 7].

Ä#�b-Å
�� �������

∆2

 �� Ä,�ccÅ  �$� i �3 ��� Ä
ε = 1Å� �� �1/��q3�

3.c
��� �/3����/�

"!����
Cj q3 µ

Ck′−1 E( i
2
) + 3 p+ q

Ck′−1 E( i
2
) + 4 p+ q − 2��� ��� ���

Ck′−1 E( i
2
) + p+q

2
+ 5

2
1

Ck′−2 E( i
2
) + p+q

2
+ 7

2
p+ q − 1

Ck′−2 E( i
2
) + p+q

2
+ 9

2
p+ q − 3��� ��� ���

Ck′−2 E( i
2
) + p+ q + 2 2��� ��� ���

C2 E( i
2
) + (k′−3)(p+q)

2
+ 3 p+ q

C2 E( i
2
) + (k′−3)(p+q)

2
+ 4 p+ q − 2��� ��� ���

C2 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
++5

2
1

C1 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 7

2
p+ q − 1

C1 E( i
2
) + (k′−2)(p+q)

2
+ 9

2
p+ q − 3��� ��� ���

C1 E( i
2
) + (k′−1)(p+q)

2
+ 2 2ðñòó¡ #�a- ( "��

C
� ���!� ������� !�� ��È/������ �!����� ��

32��$ !�� �� i������� ��
q3

�.��!�� 3$!�� !����/� �$3$!/��  �$�
k′ �� i �3 �����
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adH0

Y¦Z
\¦ VRZ^¦\TS¦UTRV ÄRZ^_\\_
ófe |kvonokl x� w{k�r�qs

)�$�  �/������� ���� ����� ����l� $�� �/3���������� �� !Z�  ��������� �$ 1�3�!���������3�!��/ K �$ ��]�$ �� !Z� /����$� ��m����
adH0

j �� �� ������ $��^$�3��� �$� ��� ��!�$!�3������ �� m�$ !�� ����1��� �� \������ ��  $�������� ��
λ23��»3�� �� �$ 1�3�!������ ��!Z����!!���$� 1��3���^$� H0

� )�$� ���������� !�� ��� ��� 1�3�!������� ��� �/�������� Ä�������"�,Å  $��  �/������� $�� �/������� p : q
����� ��$l �� ��� ����!!���$�� Ä������� "�¬Å�

ófg |{~{s��ov
*����� A j B �� C ��� i�������� �/ ������ ��� ��������/�� %/�/��!��/�� qi �� !�$�� 3�3�������m$%$/�

pi
� �� � !Z/%�!��/ �$�.���� _

{AB, C} = A{B, C}+ B{A, C}, Ä"�aÅ
�� �� �/�$�� ^$�  �$� ��$� ������ ��� �$!

r
_

{Ar, C} = rAr−1{A, C}. Ä"�cÅ
ófz �iqornklosl lk{qirov~ sl r�i�vslms xs {~vklilms
I£ ¿£¦t �t h¡¥¿t��

[��� !� m�$ �� ��������/�� ��3 !�l�� (zk, zk
∗)
j !Z� /����$�

adH0

������/ �$ 1�3�!��������� �/������� �� !Z����!!���$� 1��3���^$� H0 = −ı(ω1z1z1
∗ + ...+ ωnznzn

∗)
�Z�l ��3� ��33��$�� Ä"i� /^$����� Äa�dcÅÅ _

adH0 = ı

n∑

k=1

ωk

(
zk

∂

∂zk
− zk

∗ ∂

∂zk∗

)
.

*����� !�� 3��»3�� ��3 !�l�� σ = z1
α1z1

∗β1...zn
αnzn

∗βn
Ä�.��∑n

k=1(αk + βk) = m
!� ��%�/ �$3��»3�j !��

αk

��
βk

���� ��� ��3���� �������Å ���� !�� /!/3���� �� !Z�����$ ���  �!]�»3����3 !�l��
C(z, z∗)

�� ���� .����$��  �� ��� �� adH0

Ä"i� /^$����� Äa�d¬ÅÅ _

adH0(σ) = ı

( n∑

k=1

ωk(αk − βk)

)
(σ).

�� ��]�$l Ker adH0

�� !Z� /����$� ��m���� ��� !Z����3�!� ./��«��� adH0(σ) = 0
� !�� 3��»3���  �������� º

Ker adH0

���� ��$l �� .�!�$�  �� �� �$!!� ü �� !Z������� �� �/������� ����� ��$l^$�!���^$��  $!������� �� !Z����!!���$�j �� � _ ∀ k ∈ [1, ..., n]
j
αk = βk

� �� ��]�$ �� !Z� /����$���m����
adH0

��� ����� ��%����/  �� !��
n
3��»3��

σ1 = z1z1
∗ j ���j σn = znzn

∗ ��!� i��3��� $�� ���� ��
Ker adH0

�  �!/� ���� �� ��!���� &�j a-'� ����^$� !� 1�3�!������ ������ �/�������j ����� ���� ��� $��^$� &a,'�
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��� ����1��� �� \������ �� ��� ^$�����/� /������ �� i������� ���
(zk, zk

∗)k=1, n

���� Ä"i�
/^$����� Äc�¬ÅÅ _

∀ i, j ∈ [1, n], {σi, σj} = ı
2∑

k=1

(
∂σi

∂zk∗
∂σj

∂zk
− ∂σi

∂zk

∂σj

∂zk∗
) = 0.

hÌ¤��©Í¦t¦ �t ��£Ë£¡¥
*��� $� �]��q3� 1�3�!������ ���3�!��/ K º

n
��%�/� �� !�����/ �/.�!�  / �$� !� ���� ���%/�/����$�� �� !� ���� �� ��!���� ���� !Z/^$����� ��� ����/�  �� Äc�dÅ _

K = H0 +

n∑

k=1

Q0∑

q0=2

αk
q0
σq0
k +

n∑

`=2

Q0∑

r=max(2, `)

∑

1≤i1<i2<...<i`≤n

ri1+...+ri`=r∑

ri1≥1, ..., ri`≥1

αi1, ..., i`
ri1 , ..., ri`

σ
ri1
i1

. . . σ
ri`
i`
.

i1
j ���j

i`
���� ��� ������� ���$��!� ��� �$!� �����i������ �$l ��!������ �Z����� _ 1 ≤ i1 < i2 < . . . <

i` ≤ n
ü
ri1

j ���j
ri`

���� ��� ������� ���$��!� ��� �$!� �����i������ º !� ��!�����
ri1 + ...+ ri` = r

j�.�� r
$� ������ ���$��! ��3 ��� �����

max(2, `)
��

Q0

� ��� ���Ï������
αk
q0

��
αi1, ..., i`
ri1 , ..., ri`

����
���  ���3q���� �3�%�������  $��� \�$�

E(N
2
) < n

j ��$� !�� ���3�� �� !� �����q�� ��33� ��!Z/^$����� Äc�dÅ ���� �$!��
A©§��Íst¦

k�  �/�3�$!�j ��$� �!!��� �/3������ !�� �1/��q3�� �$�.���� Ä���� ��$� !�� �1/��q3��j
n��� $� ������ ��� �$! ������ ������ �$ ��3��� ����! �� %/�/����$��Å _( A©§��Íst �◦¢

∀ r ������ ��� �$! ≥ 2, ∀i ∈ [1, n], σr
i ∈ Ker adH0

Ä"�,Å
( A©§��Íst �◦¼

∀ r1, r2
������� ��� �$!�

, ∀ i1, i2 ∈ [1, n]
�.�� i1 6= i2, σr1

i1
σr2
i2
∈ Ker adH0 Ä"�¬Å

( A©§��Íst �◦Á
∀ ñ ������ ≥ 2, ∀r1, r2, ..., rñ

������� ��� �$!�
,

∀ i1, i2, ..., iñ ∈ [1, n]
�.�� i1 6= i2 6= ... 6= iñ,

ñ∏

k=1

σrk
ik
∈ Ker adH0

Ä"�bÅ



°ÖÖ³t³µ ab�
H§s��¦��£�¡�� �t¦ �©§��Íst¦

( �� �1/��q3� �◦a �� �/3����� �� �  !�^$��� Ä"�cÅ ∀ r
������ ��� �$! ≥ 2

º {σr
i , H0}

_
{σr

i , H0} = rσr−1
i {σi, H0} = 0

���
σi ∈∈ Ker adH0

j �Z�) !� �/�$!����( �� �1/��q3� �◦c �� �/3����� �� !� 33� i�*�� _ ∀ r1, r2 ������� ��� �$!�j ∀ i1, i2 ∈ [1, n]�.�� i1 6= i2
j Ä"�aÅ ����$�� º _

{σr1
i1
σr2
i2
, H0} = σr1

i1
{σr2

i2
, H0} + σr2

i2
{σr2

i1
, H0} = 0

�Z� �q� !� �1/��q3� �◦a� *� i1 = i2
j ������3�� �$� !� �/3���������� �$ �1/��q3�  �/�/�����( �� �/3����� !� �1/��q3� �◦,  �� �/�$������ �$� ñ�\�$�

ñ = 2
j �� .���$ �$ �1/��q3� �◦cj !� �1/��q3� ��� �����i��� �$  ��3��� ���%��� ��3�� 3��������� ^$�∏ñ−1

k=1 σ
rk
ik
∈ Ker adH0

�� �� 3����� º !Z�����
ñ
^$�∏ñ

k=1 σ
rk
ik
∈

Ker adH0

�\�$� �� i����j �  !�^$��� $�� ��$.�!!� i��� !Z/^$����� Ä"�aÅ º {∏ñ

k=1 σ
rk
ik
, H0}

� �! .���� _
∀ i1, i2, ..., iñ ∈ [1, n]

�.�� i1 6= i2 6= ... 6= iñ
j {∏ñ

k=1 σ
rk
ik
, H0} =

∏ñ−1
k=1 σ

rk
ik
{σrñ

iñ
, H0}

+σrñ
iñ
{∏ñ−1

k=1 σ
rk
ik
, H0} = 0

 �� �  !������� �$ �1/��q3� �◦a �� �� !Z1] ��1q�� �� �/�$�������$ ���%
ñ− 1

� �� �1/��q3� ��� �/3����/�k�  �����$!���  �$�
ñ = n

j∏n
k=1 σ

rk
k ∈ Ker adH0

�

K ∈ Ker adH0

\�� !��/����/ ��� ����1��� �� \������ �� �� �l !������ !�� ����� �1/��q3�� �/3����/� ���� !��������  �/�/�����j �� 3����� ^$� K ∈ Ker adH0

� �� �� �/�$�� !Z/����/ �$ �1/��q3� �$�.��� _( A©§��Íst �◦Æk� !Z������� �� �/�������j ∀ k ∈ [1, n]
j !��

σk

�� !� 1�3�!������ ���3�!��/K �  ����������º
Ker adH0

�
��  �$� /%�!�3��� /������ !� �1/��q3� �$�.��� _( A©§��Íst �◦ª

∀ k ∈ [1, n], {K, σk} ∈ Ker adH0.
Ä"�+Å

�� �/3���������� �� ��� �$� !Z�3 !�� �� !Z/%�!��/ �� e����� _
∀ k ∈ [1, n]

j {K, {σk, H0}} +{H0, {K, σk}} + {σk, {H0, K}} = 0
� k� $��!����� !� �1/�2�q3� �◦¬j �! .���� ^$� {H0, {K, σk}} = 0

�� ^$� �/3����� !� �1/��q3��

óf} �iqornklosl lk{qirov~ sl w{~vslms x��ls {~vklilms
p : q

I£ ¿£¦t �t h¡¥¿t��
�� 1�3�!������H0

 �/����� ��� $�� �/�������
p : q

j �Z���2º2���� ^$� !�� ��$l  $!������� ����!�/��  �� $�� /^$����� �� !� i��3� _

ω2

ω1
=

p

q
,
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�)

p
��

q
���� ��$l ������� ��� �$!� ��  %��Ä

p
j
qÅ � a� \�$� !Z/�$�� º

n
��%�/� �� !�����/j!Z�!%q��� �� ���

Ker adH0

 ���q��
n + 2

%/�/����$�� �� ��!���� &dj�j a,' _
σ−1 = z1

∗pz2
q ,

σ0 = zp1z2
∗q ,

σ1 = z1z1
∗ ,

σ2 = z2z2
∗ ,��� ���

σn = znzn
∗ ,�.�� zk = 1√

2
(qk + ipk)

��
zk

∗ = 1√
2
(qk − ipk)

Ä
k = 1, nÅ� kl ��3/ �� i������� �� ��� .�����!��

��3 !�l��j !� 1�3�!������ ��� _H0 = −ı
(

ω1

q
(qσ1 + pσ2) +

∑n

k=1 ωkσk

)�
*����� !�� 3��»3�� ��3 !�l�� σ = z1

α1z1
∗β1...zn

αnzn
∗βn

Ä�.��∑n

k=1(αk + βk) = m
!� ��%�/ �$3��»3�j !��

αk

��
βk

���� ��� ��3���� �������Å ���� !�� /!/3���� �� !Z�����$ ���  �!]�»3����3 !�l��
C(z, z∗)

�� ���� .����$��  �� ��� �� adH0

Ä"i� /^$����� Äa�d¬ÅÅ _

adH0(σ) = ı

( n∑

k=1

ωk(αk − βk)

)
(σ).

��� 3��»3�� �  �������� º
Ker adH0

���� ��$l �� .�!�$�  �� �� �$!!� ü ��  �/����� �Z$���/�������
p : q

����� !�� ����!!���$�� ÎaÎ �� ÎcÎj !� .�!�$�  �� �� �$!!� ������ ��� º !� ��������� _
∀ k ∈ [1, ..., n]

j
αk = βk

�$
qβ1 = pα2

j
qα1 = pβ2

�� ∀ k ∈ [3, ..., n]
j
αk = βk

� �� ��]�$ ��!Z� /����$� ��m����
adH0

��� ��%����/  �� !��
n + 2

3��»3��
σ−1 = z1

∗pz2
q
j
σ0 = zp1z2

∗q j
σ1 = z1z1

∗ j ���j σn = znzn
∗ ��!� i��3��� $�� ���� ��
Ker adH0

�  �!/� ���� �� ��!���� &�ja-'�
E�� ©t�¦ �t û�¡¦¦�� t���t ¥t¦ ¾§�§�£�t��¦

��� ����1��� �� \������ ����� !�� %/�/����$�� /����� �� i������� ���
(zk, zk

∗)k=1, n

���� _
{σ−1, σ1} = ipσ−1,

{σ−1, σ2} = −iqσ−1,

{σ0, σ1} = −ipσ0,

{σ0, σ2} = iqσ0,
Ä"�dÅ

{σ−1, σ0} = iσ1
p−1σ2

q−1(p2σ2 − q2σ1),

∀ k ∈ [3, n] {σ−1, σk} = 0,

∀ k ∈ [3, n] {σ0, σk} = 0.

hÌ¤��©Í¦t¦ �t ��£Ë£¡¥
�� ���3�!������� i��3�!!� �Z$� �]��q3� 1�3�!������ º

n
��%�/� �� !�����/ �� i��3� ^$�2�����^$� H0

�� $� 1�3�!������ ���3�!��/ K = H0 + f(σ−1, σ0, σ1, ..., σn)
�������� º /����� ���1�3�!������ ��33� $� �/.�!�  �3��� �� �/��� ���  $�������� ��� %/�/����$�� �� !� ���� ����!����� �� ��  �!!� ��� ^$� !� ���3�!������� i��3�!!� Ä�1� ���� ,Å � ����$�� º �.��� K ��$� !�i��3� ����/�  �� Ä,�c+Å _

K = H0 +

n∑

k=1

Q0∑

q0=2

αk
q0
σq0
k +

n∑

`=2

Q0∑

r=max(2, `)

∑

1≤i1<i2<...<i`≤n

ri1+...+ri`=r∑

ri1≥1, ..., ri`≥1

αi1, ..., i`
ri1 , ..., ri`

σ
ri1
i1

. . . σ
ri`
i`
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+

Q1∑

q1=1

α0
q1
(σq1

−1 + σq1
0 ) +

n∑

k=1

N∑

δ=p+q+2

Q2∑

q2=1

α0, k

E(
δ−2q2
p+q

), q2

(
σ
E(

δ−2q2
p+q

)

−1 + σ
E(

δ−2q2
p+q

)

0

)
σq2
k

+

n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

N∑

β=p+q+4

Q3∑

q3=2

q3−1∑

γ=1

α0, i, j

E(
β−2q3
p+q

), γ, q3−γ

(
σ
E(

β−2q3
p+q

)

−1 + σ
E(

β−2q3
p+q

)

0

)
σγ
i σ

q3−γ
j .

��� ��3����� �� .�������� ���
Qi

�  ��������� ���� Ä,�c+Å ���� �l !����/� ���� !� ������� ,�¬�$ �1� ���� ,�
A©§��Íst¦

"�33� ��$� !Z�.��� i��� º !� ������� "�,j ��$� �.��� ������ ��� �1/��q3�� �$�.���� _
( A©§��Íst �◦É

∀ r ������ ��� �$! ≥ 2, ∀i ∈ [−1, 0], σr
i ∈ Ker adH0

Ä"��Å
( A©§��Íst �◦Ç

∀ r−1, r0
������� ��� �$!�

, σ
r−1

−1 σ
r0
0 ∈ Ker adH0

Ä"��Å
( A©§��Íst �◦Ó

∀ k ∈ [1, n], ∀ rk, r−1, r0
������� ��� �$!�

, σrk
k σ

r−1

−1 σ
r0
0 ∈ Ker adH0 Ä"�a-Å

H§s��¦��£�¡�� �t¦ �©§��Íst¦
��� �1/��q3�� �◦+ º � �� �/3������� �� 3���q�� ���!�%$� �$l �1/��q3�� �◦a º ,�

K ∈ Ker adH0\�� !��/����/ ��� ����1��� �� \������ �� �� �l !������ !�� ����� �1/��q3�� �/3����/� ���� !��������  �/�/�����j �� 3����� ^$� K ∈ Ker adH0

� �� �� �/�$�� !Z/����/ �$ �1/��q3� �$�.��� _
( A©§��Íst �◦Âk�  �/����� �Z$�� �/�������

p : q
����� !�� ����!!���$�� ÎaÎ �� ÎcÎj ∀ k ∈ [1, n]

j
σ−1

j
σ0

j!��
σk

�� !� 1�3�!������ ���3�!��/ K �  ���������� º
Ker adH0

�
��  �$� /%�!�3��� /������ !� �1/��q3� �$�.��� _

( A©§��Íst �◦¢Ð
∀ k ∈ [−1, n], {K, σk} ∈ Ker adH0 .

Ä"�aaÅ
�� �/3���������� �� ��� �$� !Z�3 !�� �� !Z/%�!��/ �� e����� _
∀ k ∈ [1, n]

j {K, {σk, H0}} +{H0, {K, σk}} + {σk, {H0, K}} = 0
� k� $��!����� !� �1/�2�q3� �◦�j �! .���� ^$� {H0, {K, σk}} = 0

�� ^$� �/3����� !� �1/��q3��
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2
$XS¬XÝÞ \ÝRZWZ_ N = 5

®fe ñls{�os mol~no��s xs {kninokl w{~wklx~{ilns
"���� ����l� �l !����� !�� ��!�$!� ������� !� �/.�!�  �3��� !�3��/ m$�^$Zº !Z�����

N = 5�� !� �������$���� �� !Z/���%�� ���/��^$� �� �������� �� 33� ����� �� %�����$� ^$� ��!!��� .��������� '�]������ !Z�3 !�� ��� ��%!�� �Zk$!��j ����� �������$���� ��� �/%!�%���!� ��� _
Trot ≈ P 2

ϕ

2I1

�.�� I1
!� 3�3��� �Z�������  ����� �!j �$! !���^$� !� 3�!/�$!� w#

2

��� ���� �����«%$������ .����������!!� �Z/^$�!����j ���� !Z�l ������� ��� ����/�  �� &bc' _
I1 =

1

2

(
I3 −

√
I23 −

4m2M

2m+M
(−→r1 ×−→r2 )2

)
,

=
1

2

(
I3 −

√
I23 −

4m2M

2m+M
r21r

2
2 sin

2 α

)
.

[��� ����� /^$�����
I3

��� !� 3�3���  ����� �! �Z�������  �� ��  ��� º !Z�l� (Gx)
j �l� ������323��� ���1�%���! �$  !�� 3�!/�$!���� i��3/  �� !�� ��$l !������� w2#

1

�� w2#
2
�.�� _

I3 = m(r21 + r22)−
m2

2m+M
(−→r1 +−→r2 )2 .

\�� ��!!�$��j ��  �!��� ^$� !�� ��������/�� �������� /������ �� i������� ��� ��������/�� ��������
(q1, q2, q3)

������$���� �$ �1� ���� +j ���� _

r1 = r0 +
1√
2
(

√
g22
ω2

q2 −
√

g11
ω1

q1) ,

r2 = r0 +
1√
2
(

√
g11
ω1

q1 +

√
g22
ω2

q2) ,

α = π +

√
g33
ω3

q3 .

[��� !Z� ��^$� �� ��3 !�«�� !�� ��!�$!�j ��$�  ����� _
r1 = r0 + α1 ,

r2 = r0 + α2 ,

α = π + α3 ,

�.��

α1 =
1√
2
(

√
g22
ω2

q2 −
√

g11
ω1

q1) ,

α2 =
1√
2
(

√
g11
ω1

q1 +

√
g22
ω2

q2) ,

α3 =

√
g33
ω3

q3 ,



°ÖÖ³t³µ a+,
��

g11 =
2

M
+

1

m
,

g22 =
1

m
,

g33 =
2

r20
(
1

M
+

2

m
) .

���j
α1 << r0

j
α2 << r0

��
α3 << π

��� �/.�!�  �3��� !�3��/ º !Z����� bj �$ .������%� �� r1 = r0
j
r2 = r0

��
α = π

j ��
I3

��� _

I3 =
m

2m+M

(
2r20(2m+M) + 2(α1 + α2)r0[2m+M ]

+ (m+M)(α2
1 + α2

2)−mr20α
2
3 + 2mα1α2 −mr0(α1 + α2)α

2
3

− mα1α2α
2
3 +

mr20α
4
3

12
+

mr0α
4
3

12
(α1 + α2)

)
.

k���.���

I3 = 2mr20 +

5∑

k=1

ε′k ,

�)
ε′k

��� $� ��«��3���  ���� �$
kème

�����j ��3�������/ ��33� $� 3�3��� �Z�������� �� �
ε′1
mr20

<< 1
j ∀ k ∈ [2, 5]

ε′k
ε′k−1

<< 1
�

��� ��«��3����  ����� �Z����� a º b ���� !���/� ��2� �q� _

ε′1 = 2mr0(α1 + α2)
Ä��«��3���  ���� �Z����� aÅ;

ε′2 =
m(m+M)

2m+M
(α2

1 + α2
2)−

m2r20α
2
3

2m+M
+

2m2α1α2

2m+M

Ä��«��3���  ���� �Z����� cÅ;

ε′3 = −
m2r0α

2
3(α1 + α2)

2m+M

Ä��«��3���  ���� �Z����� ,Å;

ε′4 = −
m2α1α2α

2
3

2m+M
+

m2r20α
4
3

12(2m+M)

Ä��«��3���  ���� �Z����� ¬Å;

ε′5 =
m2r0α

4
3(α1 + α2)

12(2m+M)

Ä��«��3���  ���� �Z����� bÅ.
\����� /%�!�3���

∆ = I23 − 4m2M
2m+M

r21r
2
2 sin

2 α
��� �/.�!�  �3��� !�3��/ º $� ����� �$ 3���� /%�! º b �� ����� ^$�����/ �$ .������%� �� α1 = 0

j



a+¬ °ÖÖ³t³µ
α2 = 0

��
α3 = 0

��� _

∆ = I23 −
4m2M

2m+M
r21r

2
2 sin

2 α

=
1

(2m+M)2

(
m2(m+M)2[2r40 + 4r30(α1 + α2) + 6r20(α

2
1 + α2

2)

+ 4r0(α
3
1 + α3

2) + α4
1 + α4

2] + 4m3(m+M)[2r20 + 4r30(α1 + α2) + 6r20α1α2

+ 3r0(α
2
1 + α2

2) + 3r0(α
2
1α2 + α1α

2
2) + r0(α

3
1 + α3

2) + α3
1α2 + α1α

3
2][1−

α2
3

2

+
α4
3

24
] + 2m2[2m2 + (m+M)2][r40 + 2r30(α1 + α2) + r20(α

2
1 + α2

2)

+ 4r20α1α2 + 2r0(α
2
1α2 + α2

1α2) + α2
1α

2
2]

− 4m2(m+M)2(α2
3 −

α4
3

3
)[r40 + 2r30(α1 + α2) + r20(α

2
1 + α2

2)

+ 4r20α1α2 + 2r0(α
2
1α2 + α1α

2
2) + α2

1α
2
2]

)
.

1
I1

�Z/���� _
1

I1
=

2

I3 −
√
∆

=
2

I3 − 2mr20(1 + u)
1
2

Ä[�aÅ
[��� Ä[�aÅj u =

∑5
k=1 εk

��� $� ��«��3���  ���� ���3�������/j ��33� �Z��«��3����  ��������3�������/� �Z����� a º b���$� ��!�$!� 3��/�j �� �/%!�%���� !�� ��«��3����  ����� �Z����� �$ /���$� º bj ��$� �.��� _
ε1 =

α1 + α2

r0
,

ε2 =
(α2

1 + α2
2)[2(m+M)2 + 3m(m+M) +m2]

(2m+M)2r20

+
α1α2[6m(m+M) + 2(m+M)2 + 4m2]

(2m+M)2r20

− α2
3(m+M)

2m+M
,

ε3 =
(α3

1 + α3
2)(m+M)(2m+M)

(2m+M)2r30

+
(α1α

2
2 + α2

1α2)[3m(m+M) + (m+M)2 + 2m2]

(2m+M)2r30

− 2(α1 + α2)α
2
3(m+M)(2m+M)

(2m+M)2r0
,

ε4 =
(α4

1 + α4
2)(m+M)2

4(2m+M)2r40
+

m(m+M)(α3
1α2 + α1α

3
2)

(2m+M)2r40

+
α2
1α

2
2[(m+M)2 + 2m2]

2(2m+M)2r40
− α1α2α

2
3[m+M ][4(m+M) + 3m]

(2m+M)2r20

− (α2
1 + α2

2)α
2
3[m+M ][2(m+M) + 3m]

2(2m+M)2r20
+

α4
3[m+M ][4(m+M) +m]

12(2m+M)2
,
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ε5 = −(α

2
1α2 + α1α

2
2)α

2
3[m+M ][4(m+M) + 3m]

2(2m+M)2r30

+
(α1 + α2)α

4
3[m+M ][4(m+M) +m]

6(2m+M)2r0

− m(m+M)(α3
1 + α3

2)α
2
3

2(2m+M)2r30
.

�� �/.�!�  �3��� !�3��/ º $� ����� �$ 3���� /%�! º b �� 1
I1

��� _
1

I1
=

2

I3 −
√
∆

=
2

2mr20[−1
2
u+ 1

8
u2 − 1

16
u3 + 5

128
u4 − 7

256
u5] + ε′1 + ε′2 + ε′3 + ε′4 + ε′5

k� /!�3����� ���� !�� ���3��
u2 º u5 !�� ��«��3����  ����� �Z����� �$ /���$� º bj ��$� �������� _

1

2I1
=

(
(ε′1 −mr20ε1) + (ε′2 −mr20[ε2 +

1

4
ε21]) + (ε′3 −mr20[ε3 +

1

2
ε1ε2 −

1

8
ε31])

+ (ε′4 −mr20[ε4 +
1

2
ε1ε3 +

1

4
ε22 −

3

8
ε21ε2 +

5

64
ε41])

+ (ε′5 −mr20[ε5 +
1

2
ε1ε4 +

1

2
ε2ε3 −

3

8
ε21ε3 −

3

8
ε1ε

2
2 +

5

16
ε31ε2 −

7

128
ε51])

)−1

.

��� ��!�$!� 3������� ^$� ��$� !�� ��«��3����  ����� �Z����� a �Z���$!��� �� 3q���� �$ �/�$!����$�.��� _
1

2I1
=

2m+M

mMr20α
2
3

(
1 +

α1 + α2

r0

− [
α2
3

12
+

(α2
1 + α2

2)(m+M)

2(2m+M)r20
− (3m+ 2M)α1α2

(2m+M)r20
]

− (α1 + α2)α
2
3

12

)−1

.

\�����
v =

∑3
k=1 ε

′′
k

�) !��
ε′′k

���� ��� ��«��3����  ����� ���3�������/� �Z�����
k
�.�� _

ε′′1 =
α1 + α2

r0
,

ε′′2 = −
α2
3

12
− (α2

1 + α2
2)(m+M)

2(2m+M)r20
+

(3m+ 2M)α1α2

(2m+M)r20
,

ε′′3 = −
(α1 + α2)α

2
3

12
.

�� �/.�!�  �3��� !�3��/ º !Z����� b Ä�� �/%!�%���� ���� !�� ���3��
v2

��
v3

!�� ���3�� �Z������$ 3���� /%�! º + ���� !� ������� !�%�� �� !Z/^$����� ��2� �q�Å �$ .������%� �� α1 = 0
j
α2 = 0��

α3 = 0
��� _

1

2I1
=

2m+M

mMr20α
2
3

(1 + v)−1 =
2m+M

mMr20α
2
3

(1− v + v2 − v3)

=
2m+M

mMr20α
2
3

(1− ε′′1 + [ε′′
2
1 − ε′′2] + [2ε′′1ε

′′
2 − ε′′

3
1 − ε′′3])
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�! .���� ^$� _

1

2I1
=

2m+M

mMr20α
2
3

− 2m+M

mMr30α
2
3

(α1 + α2)

+ [
2m+M

12mMr20
+

(5m+ 3M)(α2
1 + α2

2)

mMr40α
2
3

+
2α1α2

Mr40α
2
3

]

− [
(2m+M)(α1 + α2)

12mMr20
+

α2
1α2 + α1α

2
2

Mr50α
2
3

+
(3m+ 2M)(α3

1 + α3
3)

mMr50α
2
3

] .

k�«�j ��33�
α1+α2 = 2q2

√
1

2mω2

j
α3
1 +α3

2 =
√

1
2mω2

( 1
mω2

q32 +3q21q2
(2m+M)
mMω1

)
��

α2
1α2+α1α

2
2 =√

1
2mω2

( 1
mω2

q32 − q21q2
(2m+M)
mMω1

)
j ��$� �� �/�$����� ^$� !Z/���%�� ���/��^$� �� ��������

Trot

�Z/����
��33� $�� ��33� �� ���3�� ��«��3����  ����� �Z����� c º b ^$� ���� _( $�� /���%�� ���/��^$� �Z����� c _

Trot
(2) =

P 2
ϕω3

2q23
.

( $�� /���%�� ���/��^$� �Z����� , _

Trot
(3) = −

√
1

2mω2

P 2
ϕω3

r0

q2
q23

.

( $�� /���%�� ���/��^$� �Z����� ¬ _

Trot
(4) =

P 2
ϕ(2m+M)

12mMr20
+

3P 2
ϕ

4mr20
(
ω3

ω2
)
q22
q23

+
P 2
ϕ(4m+ 3M)

4mMr20
(
ω3

ω1

)
q21
q23

.

( $�� /���%�� ���/��^$� �Z����� b _

Trot
(5) = −

√
1

2mω2

P 2
ϕ(2m+M)

6mMr30
q2 −

√
1

2mω2

P 2
ϕ

mr30
(
ω3

ω2
)
q32
q23

−
√

1

2mω2

P 2
ϕ(4m+ 3M)

mMr30
(
ω3

ω1
)
q21q2
q23

.

w$ «��!j �! ���  �����!� �Z/�����
Trot

��33� /���� _

Trot =
P 2
ϕω3

2q23
−
√

1

2mω2

P 2
ϕω3

r0

q2
q23

+
1

q23

(
P 2
ϕ(4m+ 3M)

4mMr20
(
ω3

ω1
)q21 +

3P 2
ϕ

4mr20
(
ω3

ω2
)q22

+
P 2
ϕ(2m+M)

12mMr20
q23

)

− 1

q23

(√
1

2mω2

P 2
ϕ(2m+M)

6mMr30
q2q

2
3 +

√
1

2mω2

P 2
ϕ

mr30
(
ω3

ω2
)q32

+

√
1

2mω2

P 2
ϕ(4m+ 3M)

mMr30
(
ω3

ω1
)q21q2

)
.
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"�  ���%�� 1� ������ �� !� �/���3������� �$ 1�3�!������ �� .�������� ��� 3�!/�$!�� !�2�/����� ������3�^$�� w#
2

� k� �3������ !Z/���%�� ���/��^$� �� �/i��3����� �$ ������$� !���^$�!� 3�!/�$!� ������3�^$� !��/���� w#
2
.����j !Z/���%�� ��� .��������� 3�!/�$!����� ��� ����/�  ��!Z/^$����� Äb�cÅ _

Tvib =

(
1

m
+

1

M

)(
1

2
Pr1

2 +
1

2
Pr2

2

)

+
1

2
Pα

2

(
(
1

r21
+

1

r22
)(

1

m
+

1

M
)− 2 cosα

Mr1r2

)

+
cosα

M
Pr1Pr2 −

sinα

M

(
Pr1

r2
+

Pr2

r1

)
Pα .

[��� !� !�3��� ��� i���!�� ����!!������j !�� ��������/�� ��������
r1

��
r2

��3�$���� �$ .������%���
r0
j
α
���  ���1� ��

π
� ��� 3�3���� ���m$%$/�

Pr1

j
Pr2

��
Pα

���� ��� ��«��3����  ������w$ �1� ���� bj ��$� �.��� ������$�� !�� ��������/��
Q̃i

ü ��  �!��� ^$Z�!!�� ���� ��!�/�� �$l��������/�� ��������  �� _

Q̃1 =
1√
2
(r2 − r1) ,

Q̃2 =
1√
2
(r1 + r2 − 2r0) ,

Q̃3 = α− π .

���j
Q̃1 << r0

j
Q̃2 << r0

��
Q̃3 << π

��� �/.�!�  �3��� !�3��/ º !Z����� b ��� ��È/������ �������$����� º !Z/���%�� ���/��^$�j �$ .��2����%� ��
Q̃1 = 0

j
Q̃2 = 0

��
Q̃3 = 0

j ��� _

cos Q̃3

r1r2
≈ (1− Q̃2

3

2
+

Q̃4
3

24
)

r20

(
1− 1√

2r0
(Q̃1 + Q̃2)

+
1

2r20
(Q̃1 + Q̃2)

2 − 1

2
√
2r30

(Q̃1 + Q̃2)
3

)(
1− 1√

2r0
(Q̃2 − Q̃1)

+
1

2r20
(Q̃2 − Q̃1)

2 − 1

2
√
2r30

(Q̃2 − Q̃1)
3
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(
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√
2

r0
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1
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√
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2
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√
2
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3

)
.

1

2
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(
(
1

r21
+

1
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1

m
+

1

M
) +
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≈ 1

2
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(
(
1

m
+

1

M
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1
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√
2

r0
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+
3
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√
2
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2
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√
2
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1
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1)

−
√
2
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3

2
+

1

r0
√
2
Q̃2Q̃

2
3]

)
.
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M
Pα

(
Pr1

r2
+

Pr2

r1

)
≈ Pα

M

(
Q̃3 −

Q̃3
3

6

)(
Pr1
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[1− 1√

2r0
(Q̃1 + Q̃2)

+
1

2r20
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2 − 1

2
√
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3] +
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1
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2

− 1
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√
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M
Pα

(
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r2
+

Pr2
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)
≈ (

Pr1PαQ̃3

Mr0
+

Pr2PαQ̃3
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2Mr20

+
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3
3
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+
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3
3
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− Pr1PαQ̃

2
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2Mr30
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2
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2
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2
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+
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) .

��� .�����!�� Q̃i
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∀i ∈ [1, 3] Q̃i = qi

√
gii
ωi

.
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j
p3

��� ��������/��
q1
j
q2

��
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j
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Pr1 = −p1

√
ω1

2g11
+ p2

√
ω2

2g22
= − 1√

2
P1 +

1√
2
P2 ,

Pr2 = p1

√
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+ p2

√
ω2

2g22
=

1√
2
P1 +
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2
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√
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g33
= P3 .
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T
(2)
vib =

1

2
ω1p

2
1 +

1

2
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2
2 +

1

2
ω3p

2
3 ,( $�� /���%�� ���/��^$� �Z����� , _

T
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vib = − 1√
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2
3 +

1
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√
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T
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(
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)
1
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(
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2
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3
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(
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ω2
)q22p

2
3

+
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)
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+
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T
(5)
vib = −

√
1
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1
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(
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2
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√
1
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+

√
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√
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√
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√
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√
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r0
q2p

2
3 +

1

Mr0

√
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+
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3

4mr20
(
ω3

ω2
)q22p

2
3

+
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√
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√
1

2mω2

(
4m+ 3M

mM

)
(
ω3

ω1
)
1

r30
q21q2p

2
3

+

√
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√
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+

√
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√
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√
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H̃ =
ω1

2
(q21 + p21) +

ω2

2
(q22 + p22) +

ω3

2
(q23 + p23) +

ω3

2

P 2
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− 1√
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ω3
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(
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ϕ
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)
q2 +

1
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√
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+

(
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q21 +
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p23 +
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1
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2
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+
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4
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2
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2
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2
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−
√

1
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1
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√
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(
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+

√
1
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1
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ϕ
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3 −
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1
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1

ω3

√
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+

√
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1
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√
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−
√

2
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1
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√
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(
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)
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3
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3
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2
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�
−
√

1
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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&¬a' (� w� ��%�w)[j w� ����!������ �!�3������� ���1��^$� i�� �1� ��!$���� �i  ���$������3�!������ �]���3�j "�!�����! '��1����� ��� []��3���! w������3]j abj ,cd Äa�ddÅ�&¬c' (� w� ��%�w)[j �� (�"�w([*�)j �1� ��3�!������ �����i��3����� �� ^$����������� �����i��3�j "�!�����! '��1����� ��� []��3���! w������3]j ,cj �� Äa��¬Å�&¬,' w� ®w'k�j \���$������� 3��1�� �� �1� �1���] �i ���!����� ����!!������j "�!�����! '��1�2���� ��� []��3���! w������3]j ,j �- Äa�d-Å�&¬¬' e� �k)(w([j �� �  ���$������� �1���] $���% ��� �����i��3�j "�!�����! '��1����� ���[]��3���! w������3]j ,j a-d Äa�d-Å�&¬b' %� r(�#)k(j [�� ���2(��1�� $�� �1�� w�Ñ���$�%��� [�$���1�� �̀�!�% ��� %�����2��1�i��� Äa�+dÅ�&¬+' �� &�k(j [� %� )��[j (� w� 'w("&*j &��i��3 ��3��!������! �1���] �i �.����� ����2���%�j e�$���! �i "1�3���! \1]����j d�j ¬¬ac Äa��,Å�&¬d' "� (� Ã&w[kj �������! ���������� i��3$!����� i�� �1� .��������2�������� ����%��� �i  �2!]���3�� 3�!��$!��j e�$���! �i "1�3���! \1]����j +¬j cd�, Äa�d+Å�&¬�' "� (� Ã&w[kj k����$3 _ �������! ���������� i��3$!����� i�� �1� .��������2�������� ����2%��� �i  �!]���3�� 3�!��$!��j e�$���! �i "1�3���! \1]����j d�j ¬-�� Äa��,Å�&¬�' %� #� "��[�&*j "� (� Ã&w[kj �������! ���������� i��3$!����� i�� �1� .��������2�������� ����%��� �i  �!]���3�� 3�!��$!��� ��� *]33����� �� 3�!��$!�� Ñ��1 � �1���i�!��l��j e�$���! �i "1�3���! \1]����j �-j ,bc� Äa��¬Å�&b-' %� #� "��[�&*j "� (� Ã&w[kj �������! ���������� i��3$!����� i�� �1� .��������2�������� ����%��� �i  �!]���3�� 3�!��$!��� ���� �����1����! ��� ����1����! � 1�����! �� 3�!��$!��Åj e�$���! �i "1�3���! \1]����j �cj c,+b Äa��bÅ�&ba' "� k"®w(�j *�3� *�$���� "��������% (������% wl�� ��� \�!]���3�� '�!��$!��j \1]����!(�.��Ñj ¬dj bbc Äa�,bÅ�&bc' �� �� )�k�*k)j �1� `��������2(������� k���%��� �i '�!��$!��j (�.��Ñ� �i '����� \1]2����j c,j �- Äa�baÅ�&b,' e� \� \�Ã&kj e� 'w))k(*j r� *��ewj '� e��k&sj * �������� ]j �]��3���j ��� �1����i �1� "*
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3�!��$!� _ 0�$���� �����i��3 ���  1���2� ��� ���!]���j e�$���! �i "1�3���!\1]����j �bj �d¬¬ Äa��aÅ�&b¬' \� #k()w��j '� [&��"®j e� �w([%�"®j (�%� 0�k�[j ����� kl����� 0!$����������i "*
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j e�$���! �i '�!��$!�� * �������� ] �+j cdb Äa��aÅ�&bb' %� �� *�w00k(j [�%������� '���� �i `�������� ��� \���$�������� �� \�!]���3�� '�2!��$!��j (�.��Ñ� �i '����� \1]����j a+j c¬b Äa�¬¬Å�&b+' [� (� ��[kj �������Ê �i \1]���� ��� "1�3����]j �¬th k������ c--,2c--¬j "(" \����Äc--¬Å�&bd' �� (� r�([�)j �� ®� '""&##�)j �1�
152'����� #���� �i "�

2

j e�$���! �i '�!��$!��* �������� ]j a�j d, Äa�+bÅ�&b�' �� (� r�([�)j �� ®� '""&##�)j �1�
2.82'����� #���� �i "�

2

j e�$���! �i '�!��$!��* �������� ]j a�j a,d Äa�++Å�&b�' 0� �w"�k���j *� �**j (� �k'&*j `���������! * ����� �i ������ ������3�� '�!��$!���� �1� `����� '���!j e�$���! �i '�!��$!�� * �������� ]j a¬+j b+ Äa��aÅ�&+-' �� (� \kk#�k*j \� 'w(*�w��j ��%12���$���] ��$ !��2�!$���� ��3 $������� �i ���������������� ����%��� �� *�j �
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*j e�$���! �i '�!��$!�� * �������� ]j c,�j aa Äc--+Å�&+c' w� 0��(k���j [� "�'\w(w�j w� "(&#k���k(j �� [&��k&j 0� 'w*)�&2*kk&%*j \� \���k�j 0��3����� �i "�!� "�

2

'�!��$!�� �1��$%1 \1��������������j \1]2����! (�.��Ñ ������� �-j ¬¬-c Äa���Å�&+,' w� )� )�®���`j k� k� k��k(j s� ��%w)rj e� ��j ��%w)rj%� "� *�w��k�j \� ��r�&�[j �����.����� �i &!�����!� r��$��2*���� \������$3 '�!��$!��j \1]����! (�.��Ñ������� �cj d-, Äa���Å�&+¬' e� %k�)k(j `� *� #wr)w��j *� �����j \� *� e&��k))kj kl ���3���� ��� �1���] ����!� ��� $!�����!� ��!!������j (�.��Ñ� �i '����� \1]���� daj a Äa���Å�&+b' 0� 'w*)�&2*kk&%*j \� \���k�j 0��3����� �i $!�����!� 3�!��$!��
T ≤ 200 µK .�� 1�������������� �� � %�� �i !���� ���!�� ���3�j w�.����� �� w��3��j '�!��$!��j ���� ����! \1]���� ¬dj b, Äc--aÅ�&++' *� �)�&�kj '� (� w)[(k%*j e� *�k)rk(j �� 2e� '�k*)k(j [� '� *�w'\k(2®&()j %� ®k��k(�kj 0��1���1 ����������j )��$�� Ä������Å ,�cj aba Äa���Å�&+d' \� "�&(�k���kj (� *� 0(kk�w)[j [� e� �k�)�k�)j 0�w� `w) w#kk�k)j #� e�`k(�ww(j �����.����� �i � 0��1���1 (�������� �� "�!� w��3 *��������%j \1]����!(�.��Ñ ������� �aj +� Äa���Å�&+�' '� rk`�(r�w)j "�����! �i  1���2����������� �i ���3�� #���2k������� ����������� �]!���� «�!� ���«%$������j \1[ �1����j ������$�� i�� \1]����! (������1 Äw�3����Å & &��2.�����/ �� #�$�%�%�� Ä0�����Å Äc-a+Å�&+�' (� *� *�®���w)j 0��3����� �i 3�!��$!�� �� $!�����!� ���3�� %���� .�� ^$���2��������«�!�j \�[ �1����j ������$�� i�� \1]����! (������1 Äw�3����Å & &��.�����/ �� #�$�%�%��Ä0�����Å Äc-a-Å�&d-' e� eẁ w)w�)k)j '�'w"®�kj "�1�����  1�������������� �i � #���2k������� ����������j\1]����! (�.��Ñ w b�j (,a�+ Äa���Å�&da' '� rk`�(r�w)j *� r&k(�)j "� �k(��j w� '� �*�®�w)�w)j �� (� ew&*��)jw�������� ����Ê��% i��  1���2 ��� 3�%����2����������� �i #���2k������� ����������� Ñ��1®��� ���!����������j k$�� ��� e�$���! �i \1]���� [j d-j cb, Äc-a+Å�&dc' w� '� �*�®�w)�w)j e� eẁ w)w�)k)j �� )w®w'&(wj #���� �Ñ�2����� 3���! i��������� «�!� �1������ Ñ��1 � �$��� ���!�������]j e�$���! �i \1]���� wj ,�j ,b-b Äc--bÅ�&d,' w� '� �*�®�w)�w)j �1� ����%����!��] �i �1� �Ñ�2�����  ���!�3 �� ���3� �i ����$���1] ��%��3����� i$�������j e�$���! �i \1]���� wj ,-j ac-, Äa��dÅ�&d¬' w� '� �*�®�w)�w)j e� eẁ w)w�)k)j �� )w®w'&(wj #���� �Ñ�2����� 3���! i��������� «�!� �1������ Ñ��1 � �$��� ���!�������]j e�$���! �i \1]���� wj ,�j ,b-b Äc--bÅ�&db' w� '� �*�®�w)�w)j �� w� *�w�`k([�w)j �� w� �*�®�w)�w)j �1���] «.� �!������i ��!$����� �i �1� ^$���$3 ��3�2�� ������ �Ñ�2�����  ���!�3 �� ���3� �i �1� %�����! ��$�i$�������j k$�� ��� \1]����! e�$���! [j +�j a- Äc-abÅ�&d+' �� [� �w)[w&j �$� �1����� ��� ����%��$������%$�%� ��j \1]�� �� *�Ñm��$���� cj ¬+2baÄa�,cÅ�&dd' "� �k)k(j )��2��������� �������% �i ����%] !�.�!�j \��������%� �i �1� (�]�! *�����] wj������j a,dj +�+ Äa�,cÅ�&d�' w� '� �*�®�w)�w)j )�Ñ ���!]����!!] ����%���!� 3���!� �i �1� �Ñ�2�����  ���!�3j � 2���� "�33$���������j ad+j abb Äc---Å�
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&d�' k� k� )�®���)j �1�  ������!��] �i ������������ ����������� �� �1� ���� �i �����.��%������3�j � ���� ��� * �������� ]� a,j ¬,a Äa�+cÅ�&�-' �� w� �*�®�w)�w)j �� w� *�w�`k([�w)j w�'� �*�®�w)�w)j �] ��%��3������l ������� �i �1� ��!$����� �i �1� %�����! ��$� �^$����� %�.����� �] �Ñ�2���3 ���$��������!������ i�� �l ������ ���Ï������j ��s�. _a¬-,�d�+, &3��1�"w' Äc-adÅ�&�a' w� '� �*�®�w)�w)j �1� w  �!! 1] ��%��3����� �l ������� �i �1� ��!$����� �i �1�%�����! ��$� �^$�����j "������ w  ��l� Äc-adÅ ��s�. _a¬-b�c�da &3��12 1'�&�c' �� )w®w'&(wj )����������� ���������� _ "���� ��j #���� �1������ ��� w  !��������j%��!� *������«�j *��%� ��� Äc-acÅ�&�,' #� %� *��(kj �1� �1���] �i "�1����� w��3�� kl�������� Ä%�!�]j )�Ñ ���ÊÅ Äa��-Å�&�¬' w� (�)`kw&sj ��$�Z� [�È�������! k^$������ Ä�li��� &��.�����] \����j ������Å Äa��bÅ�&�b' )� *`w(����'j [�� �q�$�% ��� 0$�1���1�� [�È�������!%!���1$�% pÑ����� ����$�%�$��1 �] ��%��3������1� \�!]��3�j '��1�3�����1� w���!�� aa+j ¬a, Äa�,�Å�&�+' w� z([k���j "������ �l ������� �i ��!$����� �i �1� ��$� �^$�����j �1� Ã$�����!] e�$�2��! �i '��1�3����� Ä�li���Å abj +c Äa�¬¬Å�&�d' w�'� 'w)&®�w)j�� w� �*�®�w)�w)j '�`� �w®�#�w)�jw� '� �*�®�w)�w)jw ������ ��!$���� �i �1� %�����! ��$� �^$����� �� ���3� �i ����3 !��� #��� i$�������j �[kwa,Ä¬Åj c,a Äc-a¬Å�







A¡��t ý ?��t�£ �¡��¦ t� �§¦��£� t¦ �£�¦ ¥t¦ ¦Ì¦�Íst¦ ¨�£��¡¨�t¦�C§¦�s§ ý "���� �1q�� ������ ��� ������������ �� �/�������� ���� !�� �]��q3�� ^$����^$�� �� ���$���.��� �� ����� ��$�2�1/3���^$��� [��� !��  ��3���� �1� �����j ��$�  �� �����j ���� !� ������� !� !�3��� !���!�j $�� 3/�1��� �]��/3���^$� �� ������$����� �Z$� 1�3�!������ .����������!3�� ��$� i��3� ���3�!�  �$� ��� �]��q3�� 3�!/�$!����� º
n
��%�/� �� !�����/ i����3��� �l���/�jº  ����� ��� %/�/����$�� �Z$�� �!%q��� �� ���j !Z�!%q��� ���  �!]�»3�� ��.������� ������$��� ��3/����^$� �!����^$� º  ����� �$ ��]�$ �� !Z� /����$� ��m����

adH0

� \$��j ��$� �l ����� !��3/�1���� �� ������$����� �� !Z������� �� ��  �/����� �Z$�� �/�������
p : q

� &�� �  !������� º!� 3�!/�$!� ������3�^$� ��� !��/���� "!�� ��� ���$��� ��.���%/��[Z�$���  ���j ��$� �/�!�����j º !Z���� �� !Z�!%����13� ��\wj !� ���3�!������� ��� 3�!/�$!��������3�^$�� !��/����� w#
2

�� ��$� ��3 �����j ���� !� ��� �� !� 3�!/�$!� �� "�
2

j ��� �/�$!����º ��$l �Z�$���� �$��$�� ^$� $��!��q���� $�� �  ���1� ��È/������ \�� ���!�%�� �.�� !� ������$�2���� ��� 1�3�!������� �� �]��q3�� 3�!/�$!����� w#
2

��� !��/�����j ��$� 3������� ���$��� ^$�!Z����������� �� 0��3�  ��3�� �� �/����� !�  ����%� �Z$� ��������� �� #���2k������� Ä"#kÅ���3�^$� º $� ��������� 3�!/�$!�����k�«�j !� ������� �1� ���� �� ����� �1q�� �Z���/����� ���m�����3��� �$  1/��3q�� �� �/�������
1 : 1

����� $� �]��q3� �� $� �1�3 �l�/���$� �� º !Z/^$����� �� ��$�� )�$� $��!����� !� 3��q!��$ �]��q3� ^$����^$� º ��$l ��.��$l �Z/���%�� ������%������ �.�� $� �1�3 �l�/���$� º 3��$2!����� ��  1���  /�����^$� �� º  $!������ �� (��� %/�/��!��/� ���������� )�$� 3������� !��� ������������� ��� ��������^$��j ^$� !Z/.�!$���� ��� �3 !��$��� ��  ������!��/ ��� /���� �� �/�$���� !Z/^$����� �� ��$� %/�/��!�  �$� $�� �!���� �� ��!$�����  �����$!�q��� )�$� 3������ /%�!�23��� �� /.������ ����� ��3 ����3���� ��È/�����  �$� !� i������� �� �/��!�%� �� i�/^$���� _ !�����2������3����j !�� ������3���� �� !� !�.�!2%!�����%� \�$� ��� ��$l �������� ��3 ����3����j$�� �/�������
1 : 1

��  ���$��  /�����^$�3��� ����� !� �]��q3� �� !� �1�3 �K��¦v ¥§ ý (/������� p : q
ü � /����$� ��m���� ü ��������/�� �������� ü /^$����� �� ��$��

A¡�¥t ý ?��t�£ �¡��¦ £�� Ct¦��£� t¦ ¡� L�£���s GÌ¦�ts¦�D¿¦��£ � ý �1�� �1���� ���Ê �� ��������� Ñ��1 �1� ������������ ��� ���������� �� ^$���$3�]���3� ��� �� �$���.���� ���� �1��� �1�3������ 0����j �$� Ñ��Ê �� ��3�� �� ������$����% �� �1�!���! !�3�� � �]���3���� 3��1�� i�� � ���3�!�p�� .���������! ��3�!������ i�� � �����%!] �l�����
n2��%���2�i2i�����3 3�!��$!�� �]���3 i��3 �1� %��������� �i �1� ��� �!%����j �1� �!%���� �i �1���.������  �!]��3��!� �$�!� �� �!������! 3��1����� i��3 �1� �1� Ê����! �i �1� ��m���� � ������
adH0

� %�  ������ ���1 �1� 3��1�� �i ������$����� �� ���� �i ������� ��� �� ���� �i �
p : q��������� �]���3 Ñ��1 n

��%���� �i i�����3� w  !������� �� �1� ���2!����� ������3�� 3�!��$!�"!�� �� �1�� %�.����� �1� ��1�� 1���j �] $���% �1� ��\w w!%����13j Ñ� ���!�p� ���3�!������� �i !����� ������3��3�!��$!�� ��� Ñ� ��3 ��� �� ���� �i �1� "�
2

3�!��$!� �$� ���$!�� �� �1��� �i �$�1��� Ñ1�$��� �� ����1�� �  ����1��� �1��j Ñ� ��� ���!��% Ñ��1 �1� 0��3� ����������� �� ����� �� �1�Ñ���!�%�$�!] �� �1� �$�!���% �i ��3�!������� �i ���2!����� 3�!��$!�� w#
2
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