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Le sujet de cette theése est la combinatoire, on s’intéresse donc a des objets intrinsequement
finis, définis par des regles d’assemblage simples. Le principal objet d’étude est celui des classes
combinatoires, c’est a dire des ensembles d’objets sur lesquels on peut définir une notion de taille,
et comportant un nombre fini d’objets d’une taille donnée. Ce modele suffit & décrire exactement
les structures provenant des domaines informatiques, ol la mémoire prise par une structure est
une taille qui ne peut physiquement correspondre qu’a un nombre fini d’éléments. La combinatoire
s'intéresse a 1’étude extensive d’une classe combinatoire donnée. Dans ce cadre, le premier probleme
rencontré, I’énumeération, consiste a trouver une spécification pour une classe donnée. Cela veut dire
trouver une bijection (souvent récursive) qui permette de construire tous les éléments de la classe
de maniére non ambigué. Une fois la spécification trouvée, un autre probléme consiste a trouver la
série génératrice associée a la classe combinatoire. La série génératrice d’une classe nous renseigne
sur la distribution de ses objets selon leur taille et plus exactement le nombre d’objets ayant une
taille donnée, et des techniques d’analyse permettent d’obtenir automatiquement des équivalents
asymptotiques de ces quantités pour nombre de classes combinatoires. Pour faire une étude fine de
ces objets on peut adjoindre un poids a chaque objet (la hauteur ou la largeur dans le cas des arbres, si
la taille correspond au nombre de noeuds), et utiliser les méthodes de combinatoire analytique pour
en déduire par exemple le poids typique d’un objet. Le dernier centre d’intérét est la génération
aléatoire uniforme d’objets dans une classe combinatoire a taille donnée, ou chaque objet a une
probabilité 1/T,, d’étre tiré, ou T,, est le nombre d’objets de la taille choisie. Bien que demander
I'uniformité puisse sembler arbitraire, il est possible d’obtenir des objets tirés selon la plupart des
distributions en adaptant des techniques de génération uniforme, comme par exemple en générant
des objets uniformément dans un espace modifié. Un relachement de ce paradigme consiste a tirer
un objet non plus uniformément pour une taille donnée, mais de tirer un objet selon une distribution
qui conserve 'uniformité pour une taille donnée, mais n’impose pas de taille & priori.

Dans cette theése, on va particulierement s’intéresser a I’énumération et a la génération, avec un
accent sur opérations qui transforment une classe en une autre, les constructions.

Résumé de la theése :

Chapitre 1 : Arbres de processus binaires

Le premier chapitre de cette thése s’appuie sur l'article [7], écrit en collaboration avec Olivier
Bodini, Antoine Genitrini et Frédéric Peschanski, et accepté & CALDAM.

On se fonde dans ce chapitre sur un modele de concurrence qui peut se traduire en terme d’arbres
étiquetés, avec des contraintes de croissance. Dans l'article [6], les auteurs considérent des arbres
planaires d’arité quelconque, et on I’étend & des arbres binaires non-planaires, qui sont plus proches
des modeles issus de la théorie de la concurrence. On étudie d’abord un modele intermédiaire, avec
des nceuds binaires mais planaires, dont I'analyse se révele assez difficile. Le passage aux arbres
non-planaires devient par contre assez direct.

Chapitre 2 : Arbres de processus avec synchronisation

Le deuxiéme chapitre de cette thése s’appuie sur article [9], écrit en collaboration avec Olivier
Bodini et Antoine Genitrini, et accepté a GASCOM.

Il s’agit d’une extension du modele précédent, ou les contraintes d’ordre ne suivent plus une
structure arborescente. Ces objets se révelent durs a spécifier avec les outils existants, on introduit
donc un nouvel opérateur, qui nous permet d’obtenir une caractérisation succincte de nos objets, et
de parvenir a obtenir la série génératrice. On montrera comment appliquer ce nouvel opérateur dans
le cas des arbres de processus avec synchronisation, ou arbres synchronisés.

Chapitre 3 : Constructions décomposables en réplications

Le troisieme chapitre n’a pas fait I’'objet d’une publication.

Le chapitre vise a batir des constructions telles que les opérateurs de Polya pour les objets non-
étiquetés, en se basant sur des opérateurs basiques. On propose d’étendre la méthode symbolique
aux constructions, en commencant par les opérateurs qui découlent naturellement de la méthode
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symbolique sur les classes, et en ajoutant des extensions spécifiques aux constructions. La nouveauté
consiste a ajouter des réplications élémentaires et 'inversion compositionnelle d’une construction
aux briques de base de notre modele. Cela permet des interprétations combinatoires plus puissantes,
mais il y a un contrecoup, puisque l'inverse combinatoire d’une construction ne va pas de maniere
générale étre une construction définie pour toute classe. Le résultat principal de ce chapitre consiste
a retrouver de maniere naturelle les expressions formelles des opérateurs de Pélya.

Chapitre 4 : Génération récursive de structures étiquetées avec contraintes

Le quatriéme chapitre de cette thése s’appuie sur des parties des articles [7] et [9], écrits en
collaboration avec Olivier Bodini, Antoine Genitrini et Frédéric Peschanski.

Ce chapitre regroupe des techniques de génération qui permettent de générer les classes vues au
chapitres 1 et 2, et plus généralement a des objets étiquetés avec contraintes d’ordres. Les techniques
de génération récursive sur des objets étiquetés sont déja bien connues [26], mais la nouveauté dans
ce cas est que les étiquetages ne sont pas classiques, et nécessitent plus d’attention que dans les
cas habituels. On va notamment séparer la génération d’un objet en deux parties bien distinctes et
indépendantes : la génération pondérée de la silhouette, et la génération uniforme de I'étiquetage
d’une silhouette.

Chapitre 5 : Analyse quantitative de différentes versions de la génération
de Boltzmann

Le cinquiéme chapitre de cette theése s’appuie Darticle [8], écrit en collaboration avec Olivier
Bodini et Antoine Genitrini, et accepté a GASCOM.

On compare dans ce chapitre l'efficacité de deux méthodes de génération de Boltzmann. Les deux
méthodes consistent en deux approches différentes de traiter le cas de classes d’objets ayant des dis-
tributions désavantageuses pour la génération de Boltzmann. La premiére méthode, la génération de
Boltzmann singuliere, consiste a profiter d’étre dans un cas désavantageux pour faire une approxi-
mation et utiliser la singularité de la fonction génératrice comme parametre. La deuxiéme méthode,
la génération de Boltzmann pointée, consiste a changer la classe a générer a I’aide d’une habile bijec-
tion, afin de se retrouver dans un cas plus simple. On conserve ainsi les pré-calculs habituels, et on
doit y ajouter le colit nécessaire pour effectuer la bijection. La deuxiéme méthode est évidemment
plus efficace que la premiere si on ne prend pas en compte les cotits de pré-calculs et de transforma-
tion de I'objet final. On réalise une analyse quantitative de cette différence d’efficacité, afin d’avoir
une évaluation précise de ce gain.

Chapitre 6 : Génération de Boltzmann mortelle

Le sixiéme chapitre de cette thése reprend article [10] avec Olivier Bodini et Jérémie Lumbroso,
et soumis a ANALCO.

On y décrit une extension de la génération de Boltzmann, ou I'on montre de maniere précise
comment on peut approximer les valeurs de I’Oracle en conservant 'uniformité exacte. Les approxi-
mations se payent en rajoutant au générateur une probabilité de faire mourir I'objet pendant la
construction, obligeant le générateur a en construire un autre. Cette technique reste néanmoins
utile, puisque le prix a payer est directement corrélé a la qualité de 'approximation, ce qui dans
certains cas permet d’obtenir des probabilités de mourir négligeables, en conservant 1'uniformité
exacte et en s’épargnant des implémentations complexes pour la garantir.

Annexes
Ce sont des travaux sur lesquels j’ai collaboré pendant ma these.

Annexe A : Pavages 1 et 2

Le premier annexe est l'article [48] avec Alexandra Ugolinkova, accepté & RAIRO - Theor. Inf.
and Applic. On réalise ici une étude combinatoire d’un probleme dont 'exposé est simple, puisqu’il
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s’agit de compter le nombre de pavages possible d’un rectangle de taille fixée avec des carrés de coté
1 et 2. L’analyse se révele assez difficile dans le cas général, et on se restreint donc & des rectangles
avec un coté de taille petite fixée, et 'autre coté avec une taille quelconque.

Annexe B : Algorithme évolutionnaire 1+1

Le deuxiéme annexe est larticle [32] avec Hsien-Kuei Hwang, Alois Panholzer, Tsung-Hsi Tsai
et Wei-Mei Chen, en cours de révision pour Evolutionary Computation Journal. C’est une analyse
extrémement fine d’un algorithme génétique. Les algorithmes génétiques sont issus d’une méta-
heuristique dont 1’étude est trés complexe, ainsi les premiers travaux les étudiant ont essayé de
prendre les instances les plus simples, pour arriver a un algorithme qu’il est possible d’étudier. Un
modele simple classique est celui ot 'on ne fait pas de crossover (I'intérét principal de la reproduction
sexuée, qui consiste a faire un mélange de deux solutions), uniquement des mutations. On restreint
encore en limitant 1’espace des solutions & {0,1}", et en se placant dans le cas o la fonction a
optimiser est la somme de la valeur des éléments. Il se trouve que méme dans ce cas excessivement
simplifié, I’étude du temps que I'algorithme met a trouver la bonne solution se révele particulierement
complexe, bien que des premiers résultats asymptotiques ait été montrés dans [27]. L’annexe montre
des résultats tres fins sur la complexité de cet algorithme, améliorant tous les résultats trouvés
précédemment.

Xi



TABLE DES MATIERES

Xii



Préliminaires

0.1 Combinatoire énumérative

Le domaine d’intérét de la combinatoire est I’étude des structures discretes, en vue de pouvoir
les mesurer et les construire. On dit qu’'un ensemble C est une classe si I'on peut la munir d’une
fonction de taille |.| : C — N, tel que le nombre d’éléments de C ayant une taille n fixé soit fini.
Cette définition est cohérente avec 'envie d’étudier des structures discretes, puisque qu’une classe
est naturellement contrainte a étre dénombrable. La définition d’une classe C implique qu’on peut
définir la suite énumérative associée (¢, )nen. On dit qu'un objet de taille 1 est un atome, ainsi on
décrit les classes comme une décomposition d’un objet de grande taille en atomes.

Les questions usuelles en combinatoire sont combien ai-je d’objets dans ma classe pour une taille
donnée ? et pour une taille donnée, combien ai-je d’objets dans ma classe qui vérifient une propriété
donnée ? La premiere question peut étre abordée en construisant des bijections entre la classe de
départ et d’autres classes qui induisent une relation entre leurs tailles.

Exemple 0.1. Mots binaires :

Soit la classe B des mots composés uniquement de 0 et de 1, avec |.| la fonction de taille qui a un
mot renvoie le nombre de lettres contenues dans ce mot. On peut facilement construire une bijection
entre B et €U ({0,1} x B), ou & représente un ensemble avec un élément de taille 0, puisque un
mot binaire est soit le mot vide, soit une lettre puis un mot binaire. On en déduit une relation de
récurrence sur les b, car le mot vide appartient a ’ensemble, ce qui implique by = 1 , et un mot de
taille n # 0 se décompose en une premiére lettre de taille 1, ot 'on a deux choix, et une deuxiéme
partie de taille n — 1, pour lequel on a b,_; choix. On en déduit que b,, = 2b,_1, donc b, = 2™.

Exemple 0.2. Arbres binaires :

Soit la classe B des arbres binaires planaires, définis comme étant les objets étant soit une feuille
soit un noeud avec un arbre binaire droit et un arbre binaire gauche, et la taille est égale au nombre
de neeud internes. On a donc une claire bijection entre B et €U Z x (B x B), ou Z représente un
ensemble avec un élément de taille 1, ce qui cette fois se traduit en une équation de récurrence :

bo=1eth, = Z bibn_ k1.

0<k<n—1
La résolution de cette équation donne ¢,, = %ﬂ (27?) = Cat(n), qui sont les célebres nombres de Ca-

talan. On remarque ici que le fait que I'on distingue branche droite et branche gauche est important,
car il nous permet d’obtenir une bijection simple. Le modele ou les deux fils peuvent ne sont pas
ordonnés existe aussi — il s’agit des arbres d’Otter — mais est combinatoirement plus compliqué.

On remarque que dans nos bijections certaines opérations apparaissent souvent, comme le produit
ou l'union de deux classes, et qu’on peut facilement décrire 'effet qu’ils ont sur la récurrence associée.
Par exemple, on remarque que

si A =B xC, alors a, = E brCp—r-
0<k<n

Il est néanmoins un peu étrange de se retrouver avec un produit aussi “compliqué” pour une opération
aussi banale, et cela nous donne l'intuition qu’il existe peut étre un modele plus pertinent pour
réaliser des études quantitatives de classes combinatoires.
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0.2. SERIES GENERATRICES

0.2 Séries génératrices

Définition 0.1. Deux classes combinatoires A et B sont dites isomorphes, que l’on notera A = B,
st leurs suites énumératives sont égales.

Cette définition implique donc que I'on ne va considérer pour une classe donnée uniquement sa
suite énumérative, ce qui justifie la définition suivante :

Définition 0.2. Soit une classe C, on définit sa fonction génératrice ordinaire C(z) :

C(z) & Z ez = ZZM

neN ~yeC

Notations. On notera en lettre cursive C une classe, en lettre droite sa série génératrice C(z), et
en petit sa suite énumérative (c,)nen. On notera par défaut! C; la classe C réduit a ses éléments
de taille 7. On introduit la notation [2"]C(z) £ ¢, qui nous permet d’extraire le n—iéme coefficient
d’une fonction génératrice.

0.2.1 Constructions admissibles

On va définir la notion de construction admissible, qui nous permet de définir le cadre des
constructions pouvant étre étudiées par des méthodes reposant sur des séries génératrices.

Définition 0.3. Soit ¥ wune construction m-aire qui associe a la collection de classes
A(l), AP ,A(m) une nouvelle classe

B=0[AM A AM]

U est admissible si et seulement si sa suite énumérative (B,,) de B dépend uniquement des suites

énumératives (An(l)) , (An(z)) et (An(m)> de AWM, .»4(2)7 o A

La notion d’admissibilité relie donc fortement une construction et les propriétés combinatoires
des objets considérés, et constitue donc une condition nécessaire pour analyser combinatoirement
une construction. On ne considérera par la suite que des constructions admissibles. La conséquence
immédiate est que si une construction ¥ est admissible, alors il existe un opérateur 1 tel que :

B(z) = p[AW(2), AP (2),..., A™(2)].

Exemple 0.3. Construction non admissible. Xy, Xo — X1 |J Xo n’est pas un constructeur admissible.
En effet soit X = {a} une classe contenant un élément a de taille 1, et Y = {b} une classe contenant
un élément b de taille 1, avec a # b. Alors X|JX existe (et en loccurrence est égal X), mais
card{X|JX} =1# 2 =card{X|JY}. U n'est donc pas une construction admissible.

0.2.2 Méthode symbolique

On veut étudier quel effet ont les constructions admissibles naturelles sur les séries génératrices
associées, afin de pouvoir automatiquement trouver la série génératrice d’une classe en utilisant sa
définition recursive utilisant des constructions.

Classes élémentaires. On considere les classes suivantes :

— La classe () n’ayant aucun élément.

— La classe & appelée la classe neutre, avec uniquement un élément de taille 0.

— La classe Z appelée la classe atomique, avec uniquement un élément de taille 1.
Les fonctions génératrices @(z), E(z) et Z(z) correspondant respectivement aux classes (), £ et Z
sont :

P(z)=0,E(z)=1let Z(z) =2
La classe atomique va servir a représenter les parties d’un objet qui portent la taille, comme par

exemple les lettres pour un mot, les noeuds pour un arbre, etc.

1. On notera que cette convention ne sera pas respectée dans le chapitre 2 et certaines parties du chapitre 4.
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CHAPITRE 0. PRELIMINAIRES

Union disjointe. On voit d’apres I'exemple 0.3 que I'union de deux classes n’a pas de sens com-
binatoire, on considérera donc toujours 'union disjointe, que 1’on notera avec le symbole +. Dans le
cas ou A et B ont des éléments communs, on introduit deux marqueurs distincts ©Q et { de taille 0,
et ont définit :

A+B= ({0} x A)U ({0} x B)

On peut reprendre les observations de la section précédente, et en déduire que :
A=B+C= A(z) = B(z)+ C(2)

ce qui donne un dictionnaire qui permet de spécifier les classes combinatoires les plus simples.

Produit cartésien. La construction A = B x C donne toute les paires ordonnées . On peut
traduire cette construction en terme de série génératrice :

A=BxC= A(z) = B(2)C(z).
Exemple 0.4. Arbres binaires :

On reprend la classe B des arbres binaires planaires de ’exemple 0.2. La bijection entre B et
EU Z x (B x B) se traduit en une équation sur sa série génératrice :

B(z) =14 zB(z) - B(z).
On peut donc résoudre cette équation, ce qui donne :

1—+v1-—4z

B(z) = 2z

Autres constructions. On peut rajouter quelques autres opérations telles que :

— la séquence SEQ(C) d’une classe C, dont les éléments sont les successions d’un nombre quel-
conque d’éléments de C.

— Densemble d’une classe PSET(C), dont les éléments sont les sous ensembles de la classe C.

— le multiensemble d’une classe MSET(C), dont les éléments sont les sous ensembles de la classe
C, ou l'on s’autorise la répétition d’éléments.

— le cycle d’une classe Cyc(C), dont les éléments sont les successions d’un nombre d’éléments de
C, a symétrie circulaire pres.

Les opérateurs sur les séries génératrices correspondant a ces constructions sont :

Union disjointe : A=B+C = A(z) = B(2) + C(2)
Produit cartésien : A=BxC = A(z) = B(z) - C(2)
7 . _ — 1 B
Séquence : A = SEQ(B) = A(z) = B0
— (D
Ensemble : A = PSET(B) = A(z) = exp Z TB(Z )
k=1
Multiensemble : A = MSET(B) = A(z) = exp ( ;B(zk)>
k=1
, _ o) 1
Cycle : A = Cyc(B) = A(z) = ; . log BN
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0.2. SERIES GENERATRICES

Pointage de classe. Soit {€1, €2,...} un ensemble infini d’objets de taille 0 distincts. Le pointage
de la classe B, noté A = OB est :

OB2Y By x{e,....en}

n>0

Cela permet de distinguer un élément atomique en particulier dans un objet, en lui ajoutant une
marque. On a alors un résultat sur les fonctions génératrices :

0B(z)

A=0B= A(z)==z P

0.2.3 Séries génératrices multivariées

Dans le but d’obtenir des résultats plus fins, on peut munir une classe d’un (ou plusieurs) poids,
qui est une fonction qui a tout objet de la classe associe un entier. On peut par exemple dans le cas
d’un arbre avoir une taille qui correspond au nombre de nceud, et un poids qui reflete la hauteur de
Parbre. Cela se traduit en série génératrice. Pour une classe C on définit

ol ¢, est le nombre d’objet de C de taille n et de poids p.

0.2.4 Séries génératrices exponentielles

On peut décider de donner une autre définition pour nos séries génératrices, notamment pour
que notre produit de séries génératrices soit le plus simple possible. On définit une classe étiquetée
comme une classe ou chaque élément est constitué d’une silhouette contenant les atomes, et ou
chaque atome posseéde une étiquette dans {1,...,n}, et chaque étiquette est utilisée exactement une
fois. Alors si on considere les fonctions génératrices ordinaires associés a ces objets, le produit des
fonctions ne correspond plus au produit cartésien des objets étiquetés.

Dans ce cas on préfere utiliser la fonction génératrice exponentielle C(z) :

Zn
C(z) = Z Cn -

neN

Ainsi

B=)IC) =YY (Z)bkcnkz",

neN0<k<n

ce qui correspond au produit deux deux structures étiquetées, puisque 'on mélange les étiquettes
des deux classes pour ré-étiqueter sur la taille totale.

La méthode symbolique marche aussi dans ce cas, avec néanmoins une modification du diction-
naire, la distinction entre ensemble et multiensemble disparaissant avec 1’étiquetage. Les opérateurs
sur les séries génératrices correspondant sont :

Union disjointe : A=B+C = A(z) = B(2) + C(2)
Produit cartésien : A=BxC = A(z) = B(z) - C(2)
7 . —_ f— 17
Séquence : A = SEQ(B) = A(z) = B0
Ensemble : A = SET(B) = A(z) = exp (B(z))
1
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Produit de Greene. Dans le cas des objets étiquetés, on introduit aussi une construction qui
permet de spécifier un ordre sur les étiquettes des différents atomes. Le produit avec contrainte
d’ordre binaire A x B, introduit par Greene [29], permet d’introduire des contraintes d’ordre sur
les structures. A x B encode le produit des classes étiquetées A et B tel que la plus petite étiquette
apparaisse dans la composante de A. Cela peut étre exprimé avec la méthode symbolique, puisque
A % B se traduit en termes de séries génératrices par

/ A - Bt
0

0.2.5 Théoremes de transfert et combinatoire analytique

Un des atouts de la méthode symbolique est de pouvoir compter sur des théoremes d’analyse
puissants, pour passer efficacement de I’expression d’une fonction génératrice a un équivalent asymp-
totique de ses coefficients. Les théorémes sont décris en détail par Phillipe Flajolet et Andrew
Odlysko [22], on va donner ici une définition essentielle et un résultat de transfert d’équivalent.

Définition 0.4. Soit deux nombres 1), R avec R > 1 et 0 < ¢ < T, le domaine ouvert A(z, R) est
défini comme :
A, R) ={z € Cllz| <R,z # 1,|arg(z —1)| > ¥}

Un domaine est un A-domaine en 1 si il existe R et ¢ tel que c’est un A(y, R). Pour un nombre
complexe ¢ # 0, un A-domaine en ( est l’image de la fonction z — (z d’un A-domaine en 1. Une
fonction est A-analytique si elle est analytique dans un A-domaine.

Théoréme 0.1. Soit une fonction f(z) A-analytique telle que
f(z) ~(1—=2)"% lorsque z = 1,z € A,
avec o ¢ {0,—1,—2,...}. Alors les coefficients de [ satisfont

nafl

#1/C) = Tray

1l est aussi possible de traiter les cas ou f(z) ~ (1 — 2z)~%log(1 — 2)~#, cf. [24, p388].

0.3 Génération aléatoire

Un générateur aléatoire d’une classe C est un algorithme qui tire aléatoirement un objet a € C
selon une distribution donnée. Le plus classique est la génération aléatoire uniforme a taille exacte, ou
I’on choisit une taille n, et I’algorithme tire uniformément des objets de la taille donnée appartenant
a la classe. Ces générateurs permettent d’avoir acces a des objets de grande taille, pour par exemple
établir ou vérifier des conjectures sur des mesures typiques, ou mesurer 'efficacité d’un algorithme
sur de grandes instances.

0.3.1 Génération récursive

La méthode la plus naturelle est la méthode récursive [26] [43], qui consiste & décomposer un
objet en objets de plus petite taille, décider d’une répartition de taille de ces objets, de les tirer
aléatoirement, puis de les recombiner

Elle est automatique dans le cas des classes générées spécifiables avec la méthode symbolique.
L’exemple illustrant le mieux la méthode est celui du produit : si 'on veut générer un objet de taille
n d’'une classe A qui vérifie A = B x C, on doit considérer toutes les tailles possibles k pour I'objet
provenant de B. La probabilité que I'objet de B soit de taille k& est

PIX = k] = Xk
> bpen—p
p=0

On doit donc calculer et stocker tous les coefficients ay, et by, jusqu’a la taille voulue.
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0.3.2 Génération de Boltzmann

L’idée principale de la génération de Boltzmann, introduite par Duchon et al. [20], est que 1'on
va vouloir générer un objet selon une distribution de taille qui conserve I'uniformité a taille fixée, au
lieu de générer juste une taille fixée. On garde 'objet généré si la taille nous convient (généralement
un intervalle autour d’une taille donnée), on le jette et en retire un autre sinon. Le coup de force
de cette technique de génération est que le rejet s’avere assez efficace et simple pour de nombreuses
applications. On choisit pour la génération de Boltzmann la distribution de Boltzmann, qui est la
distribution la plus simple et naturelle pour une classe, puisqu’il s’agit de la distribution de taille
que l'on obtient en normalisant par la série génératrice de la classe.

Définition 0.5. Soit C une classe combinatoire non étiquetée, de fonction génératrice C(z). Son
modéle de Boltzmann associé, dépendant d’un paramétre réel 0 < z < p ou z = p dans certains cas,
est la distribution sur les objets de C, telle que la probabilité d’un objet v est

Pial

]P)z(r}/) = %a

On remarque que la distribution est uniforme sur tous les objets de méme taille. Ainsi la pro-
babilité d’avoir un objet de taille n, notée P.(N = n) et I'espérance de la taille de Iobjet, notée
E.(N), pour la paramétre z, vérifient :

Cpz"

C(2)

et E.(N) =

Dans le cas des arbres binaires, on obtient donc :

2n 2zn L E.(N) = 1—2z—+1—14z
n)(n+1)(1-1-42) - V1I—4)VI -4z
Un générateur de Boltzmann est un constructeur qui génere des objets selon leur distribution

de Boltzmann. Puisque la taille de 'objet généré est aléatoire, pour tirer un objet de taille n, les
générations sont répétées jusqu’a obtenir un objet de la bonne taille.

On remarque que la méthode de génération se voit affublé d’'un parametre de controle z qui va
changer la distribution de taille qui sera adoptée.

Avec un générateur de Boltzmann pour une classe combinatoire non étiquetée C, pour laquelle il
y a ¢, éléments de taille n, la probabilité de tirer un objet v € C est :

Pkl o
P.[v] = el0) avec C(z) := chz” = ZZM (1)
n=1 yeC

Ou |y| est la taille de I'objet 7 et x est un parametre de controle a choisir. Donc la probabilité
de tirer un objet de taille n est

cp 2" 1
P.lv[=n] = B P.ly | h=n]= o

n

tandis que la probabilité de tirer un objet sachant sa taille donnée est uniforme.

Le nom de la méthode évoque le modele de Boltzmann de physique statistique, qui assigne a
chaque état possible d’un systéme une probabilité e=8E /Z o E est I'énergie de I'état, 3 = 1/T est
une constante, et Z est une constante normalisante.

Pour obtenir une génération [20] plus efficace, on s’accorde généralement une marge d’erreur sur
la taille des objets. Par exemple, on n’acceptera que les objets dont la taille est dans les bornes
n(l —e) et n(1+¢), ou € est la marge d’erreur.

Les opérateurs de la méthode symbolique se traduisent directement en opérateur sur les générateurs
de Boltzmann, rendant quasiment automatique la génération dans des classes spécifiables avec la
méthode symbolique.
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0.4 Convolution de Dirichlet

Ce chapitre donne des bases sur les convolutions de Dirichlet, qui seront nécessaires pour le
chapitre 3.

0.4.1 Définitions et propriétés classiques

Definition 1. La convolution de Dirichlet de deux fonctions arithmétiques (de N dans N) f et g
est la fonction arithmétique f * g définie par :

Vn e N, (fxg)(n) =Y _ f(d)g(n/d)

d|n
ot d|n signifie que d divise n.

L’ensemble des fonctions arithmétiques, muni de ’addition et de la convolution de Dirichlet,
forme un anneau commutatif, ce qui veut dire que * est associatif, commutatif, et distributif par
rapport a ’addition.

On dispose de plus de propriétés additionnelles lorsque la fonction f a une image de 1 non nulle,
puisqu’elle possede alors un inverse, et qu’il est calculable :

ﬁ quand n =1

Y m)y =4 _ > 7f{71}}’8{("/k) sinon
k|n,k#1

On va noter §(n) la fonction qui vérifie :

5(n):{ 1 quand n =1

0 sinon

Nombre de fonctions arithmétiques s’expriment avec les fonctions d, 1 (fonction constante égale
a 1), id (fonction qui a un nombre renvoie lui-méme), des convolutions de Dirichlet et des inversions
de Dirichlet. On définit la fonction de Mobius u comme l'inverse de Dirichlet de 1, c’est a dire que
w1l =1%pu = 4. La fonction ¢ d’Euler peut étre définie comme 'unique fonction arithmétique
vérifiant ¢ * 1 = id, ou alors de maniere équivalente ¢ = id * u. On dispose aussi de définitions
explicites pour ces fonctions, puisque :

1 quand 7 est un entier sans facteur carré et un nombre pair de facteurs premiers.
win) = -1 quand n est un entier sans facteur carré et un nombre impair de facteurs premiers.
0 quand n a un facteur premier qui est un carré.

et
IeIi)

0.4.2 Séries formelles et convolution de Dirichlet

Un des intéréts de la convolution de Dirichlet est qu’elle permet de transcrire au niveau des
coefficients l'effet de la multiplication de deux séries.

Soit V' un espace vectoriel de base (v, )nen, et le produit tensoriel ® induit par la multiplication
des entiers tel que Vk,p € N, v;, ® vp = vg.p.

On peut ensuite calculer le produit tensoriel de deux vecteurs F = Y f(n)v, et G = > g(n)v,,
neN neN
ou f et g sont des fonctions arithmétiques :

FoG=Y > fkgpv.=>_> fldgn/duv,
neN kp=n neN d|n

On remarque alors que

FoG=Y(f«g)n)., (2)

neN
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ol x désigne la convolution de Dirichlet. Dans le cas des séries de Dirichlet, ce produit tensoriel
correspond a la multiplication.

On peut remarquer que cette dynamique n’est pas exclusive a la convolution de Dirichlet, et
peut s’étendre & plus d’algebres d’incidence [49], qui sont une généralisation des convolutions de
Dirichlet. Le principe de télescopage (qui donne la formule classique d’inversion pour les séquences)
peut notamment aussi étre vu comme l'inverse pour une convolution.

0.4.3 Extension de la convolution de Dirichlet

Un cas particulier (et utile) d’extension de la convolution de Dirichlet est le cas ot 'une des
fonction (par exemple dans I’équation (2)) n’est pas arithmétique mais peut s’écrire sous la forme

ns L (") ,ou f est une fonction arithmétique. Alors un rapide calcul montre que

d|n

n
d|n

ou x désigne la multiplication. En remarquant que pour toute fonction arithmétique f et g, on a

(f xid)x (g x id) = (f xg) X id,

on s’assure que la précédente formule est bien cohérente avec la définition de la convolution de
Dirichlet, méme dans le cas ou f = id x h, ou h est une fonction arithmétique.
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Chapitre 1

Arbres de processus binaires

Ce chapitre s’appuie sur l'article [7], écrit en collaboration avec Olivier Bodini, Antoine Genitrini
et Frédéric Peschanski.

Dans ce chapitre on introduit un modele issu de la concurrence, en vue de faire une étude
quantitative de certaines de ses caractéristiques. On considere des processus qui peuvent s’effectuer
possiblement en parallele, et qui ont des contraintes logiques et temporelles qui peuvent inhiber leur
exécution. Par exemple on peut avoir une régle qui énonce que le processus b ne peut s’effectuer que
si le processus a s’est déja lancé, ou une regle qui énonce que si le processus c s’effectue le processus
d ne pourra étre effectué, etc. Le modele que nous allons regarder est 'interprétation des processus
paralleles en terme d’arbres de calculs. Malgré leur caractérisation algébrique directe, les structures
sous-jacentes construites sur des étiquetages croissants sont plutot complexes et leur étude demande
une utilisation fine de la combinatoire analytique.

Ce chapitre représente une extension de travaux effectués en [4], qui montrait une bijection entre
une sous-classe des processus paralléles purs et la classe des arbres croissants générauz [2]. Cette
bijection a donné de nombreux résultats quantitatifs, notamment le nombre moyen d’exécutions
concurrentes pour des processus, i.e une analyse en moyenne de 'effet connu sous le nom d’explo-
sion combinatoire. L'opérateur paralléle y est considéré comme d’arité arbitraire, afin de pouvoir
utiliser des arbres générauxr dans les interprétations combinatoires. Dans la plupart des modeles
d’algebres de processus (cf. e.g. [40, 19]), au contraire, 'opérateur parallele est considéré comme
binaire, ce qui complexifie I’analyse combinatoire des objets. On peut en effet facilement transfor-
mer un arbre binaire en arbre d’arité quelconque en conservant la méme sémantique, en revanche la
transformation des arbres d’arité quelconque a binaire demande de faire un choix arbitraire. Cela
modifie la répartition des différents arbres, les arbres comportant des noeuds d’arité élevée étant
plus fréquents dans le cas binaire, puisque qu’a un neeud d’arité n correspond plus de 2"~2 arbres
binaires équivalents.

On va fournir une caractérisation précise et des approximations asymptotiques en moyenne de
mesures diverses sur les processus paralleles, notamment : (1) le nombre moyen d’exécutions pos-
sibles, et (2) la taille moyenne des arbres sémantiques. Cela donne une signification plus précise
de explosion combinatoire, qui auparavant était juste connu comme étant exponentiel. On arrive
de maniére plus intéressante a caractériser la forme typique des arbres syntaxiques, a partir d’une
décomposition par niveau qui se révele utilisable. Cela donne une interprétation intéressante sur la
notion de profondeur de processus. Le dernier résultat est une extension de I'analyse dans le cas
ou l'on consideére 'opérateur parallele sur des processus binaires qui commutent, et qui s’obtient en
suivant le méme schéma que ’analyse précédente.

1.1 Contexte

Le modele présenté vient le la théorie de la concurrence. On dispose de différents acteurs qui
peuvent accomplir des actions en parallele, mais certaines actions sont contraintes a étre effectuées
apres d’autres actions. On va modéliser 'ensemble des actions réalisables ainsi que leurs relations
de précédence, par un arbre de dépendance que I’on nommera arbre syntaxique.



1.1. CONTEXTE

1.1.1 Arbres syntaxiques

On spécifie les processus paralleles purs selon la grammaire suivante :
— une action atomique, notée a, b, ¢, ... est un processus;
— le préfixe a.P d’une action a et d’un processus P est un processus;
— la composition P; || P> d’exactement deux processus P; et Pa, est un processus.

Le processus suivant sera 1’exemple de référence que I'on utilisera régulierement dans ce chapitre :

(@.b) [ {(e | @) [ (e-(f 1] 9))]-

Ces termes de processus peuvent s’interpréter naturellement en tant que structures d’arbres, ainsi
que 'on peut le voir sur la gauche de la Fig. 1.1. Des processus paralléles purs sont composés de
neeuds d’action unaires, de feuilles d’action et de nceuds binaires paralléles. Des termes qui sont
conformes a la grammaire ci-dessus seront dorénavant appelés arbres syntaxiques.

[
a/ \H /\\
z‘) u/ \e PN /1N SN PN
JoN b ¢c d e a d e a ¢ e a ¢ d f g
¢ d

FIGURE 1.1 — Un arbre syntaxique de taille 7 (& gauche) et les premiers niveaux de son arbre
sémantique.

On peut interpréter directement une grammaire pour une structure en forme d’arbre (fini) comme
une classe combinatoire, a condition de décider d’une fonction de taille pour les objets appartenant
a la classe. Puisque le nom des actions atomiques ne nous intéresse pas (ils sont supposés distincts),
nos spécifications combinatoire vont les oublier. Cela donne la spécification suivante :

Définition 1.1. La classe combinatoire des arbres de processus est :
P=Z+ZxP+PxP,ouZ marque le nombre d’actions.

Cela peut se lire comme une grammaire : un objet dans la classe P est soit une feuille marquée
par Z, soit un noeud interne unitaire marqué par Z avec un sous-arbre dans P, soit un noeud binaire
non marqué avec deux sous-arbres dans P. Le marqueur Z indique quels nceuds doivent étre comptés
dans la taille d’'un objet. Ici on marque les noeuds correspondant aux actions de la grammaire. Ainsi
la taille d’'un arbre de processus P est le nombre d’occurrences d’actions dans ’arbre, et est noté
|P|. Par exemple, la taille de 'exemple de référence est 7.

Nous conservons les notations habituelles de combinatoire analytique ' pour la classe P. Soit P,
le nombre de processus de taille n et P(z) la fonction génératrice ordinaire? associée a la classe
P : elle vérifie P(z) = > ., P, 2". Et la notation pour I'extraction de coefficients d’une fonction
génératrice est [2"]|P(z) = P,.

En utilisant la définition 1.1 et la méthode symbolique (voir Section 0.2.2), on en déduit une
équation fonctionnelle sur la spécification des processus :

P(z)=z42z-P(z)+ P(z) - P(2).

On peut ainsi donner les premiers termes : P(z) = 2z +2 22 + 6 2% +22 2* + 90 25 +394 26 + ...
Il y a par exemple 90 arbres de taille 5 dans la classe P.

1. C’est & dire que pour une classe C on note C,, les termes de sa suite énumérative et C(z) sa fonction génératrice.
2. La fonction génératrice exponentielle G(z) associée & la suite (Gr)n satisfait G(z) = Zn Gn%.
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CHAPITRE 1. ARBRES DE PROCESSUS BINAIRES

Proposition 1.1.1. La classe combinatoire P satisfait :

1—2—V1—6z+22 3v2 — 4 —n
Pz)= -~ ; Fre et P~y 4\/;7713-(3—2\/5) .

C’est une conséquence directe de I'utilisation de la méthode symbolique (cf. [24]), la méthode pour
compter les noeuds est distincte® de [4]. Rappelons que pp = 3 — 21/2 est la singularité dominante
de P, qui est directement associée a la croissance exponentielle de (P,)nen.

Dans [4, 5] il est décrit une variante des processus paralleles purs dans lesquels 1'opérateur
paralléle est d’arité quelconque. En terme de combinatoire, c’est un modele plus simple que le cas
binaire puisque les arbres de processus peuvent étre identifiés avec les arbres générauxr avec un seul
type de nceuds : un noeud d’action suivi par un ensemble de sous-processus. En revanche I'opérateur
binaire utilisé dans cette partie est plus proche des représentations algébriques des algebres de
processus (cf. e.g. [40, 19]).

1.1.2 Arbres sémantiques

Les arbres syntaxiques sont des objets qui doivent étre interprétés sur un domaine sémantique.
Notre modele combinatoire vise a interpréter les comportements des processus comme des arbres
sémantiques [14]. Une exécution est le résultat de la fusion des branches d’un arbre syntaxique. Par
exemple, en utilisant notre exemple de référence de la Fig. 1.1, on note que 'exécution (a, b, ¢, d, e, f, g)
est une exécution valide du processus mais (a, b, ¢, d, f, e, g) ne lest pas car il n’est pas le résultat de
la fusion de processus (I'action f ne peut pas précéder laction e).

Le comportement complet d’un processus peut étre mis sous la forme d’un arbre avec toutes les
exécutions possibles avec des préfixes partagés : c’est I'arbre sémantique du processus.

L’arbre de droite de la Fig. 1.1 montre les premiers niveaux de ’arbre sémantique engendré par
I'exemple de référence. C’est un fait connu de la littérature que les arbres sémantiques de processus
purement paralleles sont exponentiellement plus larges que les arbres syntaxiques associés. On peut
observer ce phénomene d’explosion combinatoire sur notre exemple de référence, en effet, malgré la
petite taille de son arbre syntaxique (il a 7 nceuds comptés), son arbre sémantique induit est de
taille 2360.

Les questions qui nous concernent sont en premier de nature quantitative : nous voulons trouver
une signification mathématique précise de I'expression “explosion combinatoire”. La mesure la plus
significative du comportement est indubitablement le nombre moyen d’exécutions pour un processus
donné. Une mesure plus fine et plus technique est requise pour déterminer proprement le nombre
de partage de préfixe dans les arbres sémantiques. Une question plus qualitative est ensuite posée :
quelle est la forme typique des arbres sémantiques? Pour cela on exploite une décomposition des
arbres sémantiques par niveaux. Un niveau ¢ d’'un arbre sémantique est ’ensemble des nceuds qui
correspondent a la /-ieme occurrence d’une action dans chacune de ses branches. Par exemple, Fig. 1.1
montre le premier et le deuxieme niveau de 'arbre sémantique pour I’exemple de référence. Cette
étude combinatoire permet notamment la création d’algorithmes efficaces pour génération d’arbres
sémantiques, qui seront développés dans le chapitre 4.

On peut remarquer que les arbres sémantiques sont par nature d’arité quelconque, et il n’est du
coup pas possible de retrouver I'arbre syntaxique a l'origine d’un arbre sémantique, puisque qu’un
arbre sémantique peut correspondre & des arbres syntaxiques différents (par exemple (P || P2) || Ps
et Py || (P, || P3) induisent le méme arbre sémantique). Ce modele est en cela tres différent de celui
développé en [6], ou la correspondance arbres syntaxique-sémantique est une bijection. On va donc
avoir une modification par rapport au modele d’arité quelconque, puisque certains arbres sémantiques
seront comptés en plusieurs exemplaires (un pour chaque arbre syntaxique correspondant).

1.2 Processus binaire typique

Dans cette section, on va s’intéresser aux mesures typiques des arbres sémantiques dans le
contexte de processus binaires paralleles associatifs. On donne en premier le nombre asymptotique

3. Généralement, tous les nceuds sont comptés, ce qui n’est pas le cas ici pour ceux d’arité binaire.



1.2. PROCESSUS BINAIRE TYPIQUE

d’exécutions de processus de taille n, quand n tends vers +o00. On raffine ensuite 1’étude quantitative
en considérant la taille totale des arbres sémantiques.

1.2.1 Nombre typique d’exécutions

Théoréme 1.1. Le nombre asymptotique moyen d’exécutions, noté G, induits par des processus
binaires de taille n, satisfait quand n tends vers +oo :

_ n3d_1 _ "
(%an%u>3. — . .< 3 2¢%)> "

6v2—-8 \3(ln3 -2

3

On peut remarquer que (3 —2v/2)/(3 (111% — %)) ~ 0.79287, et ainsi la moyenne G,, est bien plus
petite que n! qui correspond au nombre d’exécutions dans le pire cas (ol toutes les actions sont
en parallele). Le nombre moyen d’exécutions dans [4] était équivalent & 23—11 On en déduit que le
modele binaire provoque un nombre d’exécutions moyen plus important. La preuve de ce théoreme
suit le méme plan de preuve que celle suivie dans [4] pour les arbres de processus n-aires. En revanche
I’approche consistant a se reposer sur ’holonomie des fonctions pour dériver des équations simples
n’est pas utilisable dans ce cas, et on est contraint de se débrouiller avec d’autres techniques de
calcul.

Afin de calculer le nombre d’exécutions d’un processus, on exploite un isomorphisme entre les
exécutions d’un arbre syntaxique et ses étiquetages croissants. On rappelle que 1’étiquetage croissant
d’un arbre est un étiquetage de chaque nocud avec un entier entre 1 et la taille de ’arbre tel que tout
les noeuds ont une étiquette strictement plus grande que celle de leurs parents. Ces arbres appelés
arbres croissants sont étudiés en détail dans [18, Chapitre 1].

Bien que dans notre modele de processus binaire seul les noeuds étiquetés par une action sont
pris en compte dans le calcul de taille, I'isomorphisme reste valide.

Lemme 1.1. Soit P un processus binaire. Il y a une isomorphisme entre les exécutions de P et les
étiquetages croissants des neeuds de P contenant une action.

La preuve pour ce lemme peut directement étre adaptée de [4]. Puisque les nceuds paralleles ne
sont, pas considérés pour I’étiquetage croissant, ’associativité de 'opération parallele ne joue aucun
role ici.

Sur la Fig. 1.2 les deux arbres croissants a gauche correspondent respectivement aux exécutions
(a,b,e,d,e, f,g) et (a,c,e, f,b,d, g) de Pexemple de référence.

a,l I a, 1 I
| /N \ /N
b,2 I e,5 b,5 I e,3
7/ N\ | 7/ N\
c,3 d,4 |l c,2 d,6 |l
/N \
f,6 9,7 fi4 9.7

FIGURE 1.2 — Deux processus étiquetés croissants.

En combinatoire analytique, le produit avec contraintes de croissance permet d’encoder des
contraintes de croissance sur les étiquettes des noeuds. Soit A et B deux classes combinatoires
croissantes, alors la classe A x B correspond aux objets étiquetés tels que la plus petite étiquette
appartient a la premiere composante (dans A). Pour plus de détail, voir [24, Chapitre IT].

Proposition 1.2.1. Soit G la classe des processus étiquetés croissants, et G(z) la fonction génératrice
exponentielle correspondante. On obtient :

G=G+xG+ 2% (G+&), soit G(Z):_l_g'W(—2eXp<Z_2)>7

2 3

ot W désigne la fonction W de Lambert, qui satisfait : W (z) - exp(W(z)) = z.

6



CHAPITRE 1. ARBRES DE PROCESSUS BINAIRES

On peut trouver un bon nombre de résultats sur la fonction W de Lambert dans 'article de
Corless et al [15]. Entre autre sa fonction génératrice est la suivante :

—r r—1
W(z) = Zwr 2", ol wy = L (1.1)

el
r>1

En prenant en compte que la série G(z) est exponentielle, on peut facilement calculer les premiers
termes des processus étiquetés croissants (en fonction du nombre d’actions) :

1,3,21,243,3933,81819, . ..

Démonstration. En utilisant la traduction du produit avec contrainte de croissance binaire (voir
le paragraphe 0.2.4 des préliminaires) sur les séries formelles, on sait que la fonction génératrice
exponentielle G(z) est la solution analytique en 0 du systéme

T (z) =2T(2)T'(2) —T(2) =1
T0)=0

En utilisant une décomposition en élément simple de cette équation, on peut 'intégrer et obtenir
I’équation
2(14+ G H0FGED = iing,

En définissant y et x tels que

I’équation devient ye™¥ = x, d’ou 'apparition de la fonction W de Lambert. O

Pour la suite du calcul, l'article [4] utilise ’holonomie de la fonction trouvée pour utiliser des
stratégies de “Guess and Prove”, et on peut donc essayer de voir si notre résultat est toujours
holonome. Puisque nous nous intéressons a des fonctions génératrices qui énumerent des objets
combinatoires, on peut restreindre la définition de fonction holonome de la maniére suivante :

Définition 1.2. Une série formelle f(z) est holonome (ou D-finie) si elle satisfait une équation
différentielle linéaire dont les coefficients sont rationnels en z :

dr drfl
a1+ @) gy

pour des polynémes qs(X) € Q[X] (avec qo différent de 0).

q0(2) @)+ +ar(2)f(2) =0, (1.2)

Or la fonction W de Lambert n’est pas holonome, ainsi que démontré par exemple dans [28], donc
on peut légitimement supposer que la fonction génératrice G(z) de la proposition 1.2.1 n’est pas non
plus holonome. On va le prouver dans la proposition suivante, la non-holonomie ne se propageant pas
forcément par la composition de fonction. Ainsi le passage au modele d’opérateur parallele binaire
fait s’effondrer le schéma de preuve utilisé en [4],

Proposition 1.2.2. G(z) n’est pas holonome.

Démonstration. Par les théoremes classiques d’analyse complexe dans le contexte des équations
différentielles, (e.g. [30, Chapitre 9]), toute fonction f(z), analytique en 0, peut étre prolongée ana-
lytiquement sur n’importe quel chemin qui évite les racines de o (défini par I'équation (1.2)). Une
conséquence directe est que toutes les singularités de f(z) sont des racines de gq.

On fait une preuve par l'absurde : Supposons que G(z) est holonome. Dans notre contexte, une
des singularités de la fonction W de Lambert est —e~!, donc G(z) a une singularité en —1 + 3111%
qui correspond a une racine du polyndme rationnel gy. Donc ln% est une racine d’un polynome
rationnel, ce qui contredit le fait que ce nombre est transcendant. L]

On va maintenant prouver le théoréme 1.1 en utilisant la forme de la fonction génératrice G(2)
de la classe des processus étiquetés croissants G prouvée en 1.2.1.
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Démonstration. (théoréme 1.1) La singularité dominante de G(z) est atteinte quand la fonction W

de Lambert atteint —e~1.

Ainsi la singularité dominante de G(z) est n = —1 + 31In3/2.
Par des calculs classiques sur la fonction W de Lambert, on obtient :

W(—et —h) =p0 -1+ V2e h+ o(Vh).

En l'utilisant conjointement avec le développement de Taylor suivant :

(55 (3 -5) )
o (3m(52) e G )

La singularité de G(z) est isolée, et est analytique autour dans un A—domaine & cause de sa sin-
gularité de type racine carré. G(z) est donc A—analytique. On peut ainsi utiliser les théorémes de
transfert classiques dus & Flajolet et Odlyzko [22], détaillés dans [24], qui donnent :

on obtient :

3 In2 -1 1 "
U [2")G(2) ~omsoo il - = | —2—2 - .
n FG(E) onooo nh 5o\ 5 (3(1n§—§)>

La moyenne est finalement obtenue en normalisant par P,. ]

1.2.2 Taille typique des arbres sémantiques

Les arbres sémantiques partagent des préfixes de calculs en commun, ce qui peut se voir en
comptant les feuilles, ainsi que cela a été fait précédemment dans la section 1.2.1. Le but de cette
sous-section est de calculer le nombre asymptotique moyen de noeuds & un niveau donné d’un arbre
sémantique, et plus précisément le nombre moyen de nceuds pour chaque niveau.

Théoréme 1.2. Soit L, la taille moyenne des arbres sémantiques induits par des processus binaires
. —n—L{ . ) .
de taille n, et LZ le nombre moyen de neuds au niveaw n — £ — 1 des arbres sémantique (¢ €

{0,...,n — 1}). Les wvaleurs asymptotiques de ces quantités, quand n tends vers +oo, satisfont :
— — — 7( -
L, ~nsoo € G, et LZ ~n—soo gl -

Définition 1.3. Soit P un arbre de processus. Commencant par P, enlevons itérativement des
feuilles de la structure d’arbre. St la structure restante C' ne contient pas de feuilles étiquetées par
Vopérateur ||, alors C est appelé une coupe admissible de P. La taille d’une coupe admissible est le
nombre d’actions qu’elle contient.

L’arbre de processus complet T est défini comme une coupe admissible, mais le processus vide
(apres avoir enlevé tout les nceuds de T') n’est pas une coupe admissible. Sur la Fig. 1.3, deux coupes
admissibles obtenues depuis notre exemple de référence (Fig. 1.1) sont dessinées.

a/\l /\II
I|/ \6 ‘ \

b e
/N \ \
c d I I
/ N\ \
/ 9 g

FIGURE 1.3 — Deux coupes admissibles.

Un étiquetage croissant des actions d’une coupe admissible donne une coupe admissible croissante.
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Lemme 1.2. Soit P un arbre de processus. Le nombre de neuds au niveawi—1, pouri € {1,...,|P|},
est égal au nombre de coupes admissibles de taille v du processus P.

Cette bijection va nous permettre d’utiliser les coupes admissibles pour étudier la taille moyenne
des arbres sémantiques.

Proposition 1.2.3. La spécification suivante énumeére toutes les coupes admissibles induites par les
arbres syntaxiques de la méme taille.

C=CxC+CxP+PxC+U*Zx (C+P+E),

ot Z marque tous les neeuds et U les neeuds de la coupe admissible croissante. Ainsi,

0C (z,u) _ 0C (z,u)

Tu Tu (2C(z,u) + 2P(2)) + 2 (C(z,u) + P(2) + 1) .

Doi
Clzyu) = — (1 + P(2)) — g W (,% (14 P(2)) - exp (“?Z - g (1 +P(z))>) .

Une approche analogue a celle présentée dans la preuve de la proposition 1.2.1 donne le résultat.
Proposition 1.2.4. C(z,u) n’est pas holonome.

Démonstration. de la proposition 1.2.4 On a C(z,u) = >, Cp,u’2". La diagonale AC est telle
que AC(z) =, Cpn2". On reconnait AC(z) = G(z). Ainsi par le résultat de Lipschitz [36], on en
conclut que C(u, z) ne peut pas étre holonome (sinon G(z) serait elle aussi holonome). O

A cause de ce résultat, la preuve du théoreme 1.2 n’est pas évidente, et il sera prouvé par une
analyse détaillée de 1’équation satisfaite par C(z, u).

Preuve du théoréme 1.2

Le nombre de noeuds au niveau ¢ d’un arbre sémantique est égal au nombre de coupes croissantes
avec [ noeuds, ce qui nous donne :

L' = (n—O)u""* 2"C(u, 2), d’out L,= ZLZ‘E.
=1

—n—¢ - o
Remarquons que les nombres moyen LZ et L, sont obtenus en divisant ces valeurs par T,,.
Soit £ € {0,...n — 1}. En utilisant Péquation (1.1) on prouve les formules suivantes :

Lt = (n — O)l[u"* 2" C(z,u)

S et (—§ (14 P(2) - exp (“ _20 +P(z))>)r

e (E) e )
2
3

<_§ (1+ P(Z))))r
23 () () 0 (0 o (o))

r>1

I
|
| wo
g
3
~
_3
/N
‘ﬁ
I
N—
3
&
/|\
—~
—_
+
e
—
©
~—
S~—
@
]
T

I

|

\
S
§

Pour compléter la preuve, il reste & réaliser 'extraction de [z/] (14 P(2)) - exp (f%P(z)))T Le
résultat de cette extraction sera vu comme un polynéme en r dont le degré dépends de ¢. Une
remarque important est que ce polynéme ne dépend pas de n. Pour réaliser 'extraction on va donc
¢ N .
prouver que [z¢] ((1+ P(z)) - exp (f%P(z)))r = 5 (5)" + pe—1(r), ott p—1(r) est un polynoéme de
7 . o . . ks
degré au plus £ — 1, avec des coefficients positifs. Soit f(z) = ((1+ P(2))-exp (—=2P(z)))". On
trouve les coefficients de f(z) par récurrence :
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— [ (z) = 3.

— Soit [z°]f(z) = % (g)Z + pe—1(r), avec py—1(r) un polyndome de degré au plus £ — 1, avec des
coeflicients positifs

— On s'intéresse maintenant a [2*1]f(z). On note qu'il y a la relation sympathique suivante
entre f(z) et sa dérivée :

rO=16 (1 =)
Ainsi,

) = g

/ 1 14 z 1 NS
[7'(2) = m[ze]f(z)g <1 * 1—2z- 2P(z)> - £+ 1) (5) +e(r),

avec py(r) un polyndéme de degré au plus ¢, avec des coefficients positifs.

Ceci conclut la preuve par récurrence.

Puisque tout les polyndémes que 'on considere ont des coefficients positifs, on en déduit :

L = (n — O)Wu® 2"C(u,z) > —g Z % (—ge_?’z)r (g)n (1.3)

r>1

On calcule G, :

Donc

r>1 3
3 2 o\ e\
- = Wy ( ge 3) (g) (1 5)
r>1
On en déduit enb utilisant (1.5) et (1.3) que :
G
n—~¢ n

De plus, si 'on fixe £, chaque terme n’a pas été pris en compte peut étre vu comme le produit
d’une constante et d'un spécifique G, pour k& < n. On remarque que ), _, G = o(G,) pour k < n
(en utilisant la preuve du théoréme 1.1) ce qui nous permet de conclure que

Ln—[ ~ Gn
n n—oo [' .
En prenant la moyenne on en déduit les résultats annoncés :
_ _ _ G,
Ln ~n—oo € Gna et LZ ~n—oo 7

Le premier résultat peut étre obtenu en sommant les Eg—‘f avec précaution, en séparant la somme
en deux parties : les ¢ petits, qui vont apporter I’équivalent, et les ¢ grands, que 'on va montrer
négligeables.
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1.3 Processus binaire typique commutatif

Dans larticle [4] les méthodes de résolutions utilisées s’adaptent trés mal dans le cas ot 'opération
parallele comme commutative. Bien entendu, considérer des arbres de processus non-planaires, i.e
identifier les arbres de processus a des commutations sur les branches paralléles pres, a un impact
important sur les calculs, et par conséquent les mesures typiques peuvent varier beaucoup. Le fait
que l'on ai réussi a analyser nos arbres croissants binaires-unaires sans utiliser les théoremes sur les
fonctions holonomes apporte un sous-produit intéressant : les techniques de calculs utilisées pour
le cas non-commutatif s’adaptent naturellement dans le cas commutatif. Ainsi d’un point de vue
technique la commutativité devient une simple variation du travail précédent, ainsi qu’on va le
montrer dans cette section.

1.3.1 Arbres de processus non-planaires
Définition 1.4. La classe combinatoire des arbres non-plans est spécifiée comme suit :

Q=Z+4+Zx Q+ MSetz[Q], ot Z marque les neeuds contenant une action.

Par conséquent, Q(z)=z+z-Q(2)+ % (Q*(2) + Q=) .

L’opérateur MSET est un outil classique de la combinatoire pour construire des multiensembles
(i.e des ensembles ou l'on autorise la répétition des éléments). La variante MSety construit des
multiensembles deux deux éléments (potentiellement identiques). Donc les deux élément commutent,
ce qui fournit une maniere naturelle d’encoder la commutativité directement dans la syntaxe. Une
remarque importante est que MSety opére sur des structures non étiquetées. Les premiers coefficients
de la fonction génératrice peuvent étre facilement calculés : Q(z) = z+2 22 +4 23+ 11 2* +30 25 +
92 264 ....

Une difficulté ici est que @ ne peut étre résolu explicitement, et une analyse de singularité semble
inévitable.

Proposition 1.3.1. Soit pg la singularité dominante de @, alors

O o 9 PO

avec les approximations suivantes : pg ~ 0.247834710963325 et v ~ 0.942857697692029.

Démonstration. Des méthodes de bootstrap données en [24, P.475-477] permettent d’estimer pg.
Une autre technique basée sur de la dichotomie converge quadratiquement vers la singularité, et
nous donne une approximation plus précise. On remarque que pél ~ 4.034947 est plus petit que

Pp- o

1.3.2 Nombre typique d’exécutions et taille de processus non-planaires
Maintenant les résultats quantitatifs pour le cas commutatifs suivent.

Théoréme 1.3. Le nombre asymptotique moyen du nombre d’exécutions, noté H,, induit par un
processus non-planaire de taille n, satisfait quand n tend vers 400 :

— 1 PQ ! 1 po n !
- (n 2) (2(1112—;)) " m<28(ln2—;)

Afin de prouver le Théoréeme 1.3 on suit la méme stratégie que dans le cas binaire planaire.

Proposition 1.3.2. Soit H la classe des processus étiquetés non-planaires croissants, et H(z) la
fonction génératrice exponentielle correspondante. On obtient :

1 -1
H:S€t2H+ZD*(H+8)? done H(z):—l—Z-W(—Qexp<32 ))

La fonction H(z) n’est pas holonome.
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1.4. CONCLUSION

On rappelle que l'opérateur Seto, construit les ensembles de deux objets étiquetés. A cause de
I'étiquetage, cela correspond directement a une liste non-ordonnée de deux éléments. On peut trouver
toutes les informations nécessaires sur cette construction dans [24, Chapitre II]. Dans la proposition
ci-dessus, on contraint les étiquettes a étre croissantes.

Démonstration. La spécification se traduit en ’équation différentielle H'(z) = H'(z)-H(z)+H (z)+1.
Le reste de la preuve est similaire a celle de la proposition 1.2.1. O]

Les premiers termes de la fonction génératrice exponentielle H(z) sont 1,2,8,52,472,5504, ...,
qui ne figure pas dans l'encyclopédie des suites de Sloane (OEIS). Ces termes doivent étre comparés
aux termes relativement plus grands de G(z).

1.3.3 Taille typique des arbres de calculs

Les résultats suivants sont obtenus d’une maniere similaire a ceux de la section 1.2

Théoréme 1.4. Soit M, la taille moyenne des arbres sémantiques induits par des arbres de pro-

cessus non-planaires de taille n, et M2=* le nombre moyen de neuds au niveau n —f — 1 de 'arbre
sémantique (€ € {0,...,n—1}). Les valeurs asymptotiques de ces moyennes, quand n tend vers +0o,

—_—n—

satisfont : M, ~noo € Hy, et M,  ~noo %'

Proposition 1.3.3. La spécification suivante énumeére toutes les coupes admissibles croissantes
induites par des processus non-planaires de la méme taille.

D=SetsD+D+Q+Ux Zx (D4 Q+1),

o Z marque tous les neuds du processus et U les neuds de la coupe croissante admissible. En
conclusion,

uz

Dz =~ (1+Q) ~ 2 W (~5- 4+ Qe (Y - Ja+ @) ).

La fonction D(u,z) n’est pas holonome.

Rappelons les mesures typiques pour les processus purement paralléles :

Modele Arité arbitraire [4] Binaire 1.2 Binaire commutatif 1.3
Nombre d’exécutions ©(0.5™ - n!) O(B™-nl); S 0.79287 | O(y™ - n!); v~ 0.64156

Ce tableau renforce 'idée que passer sur le cas non-planaire ne change pas la nature de l'objet
étudié : ’explosion combinatoire arrive dans tout les cas. On peut cependant remarquer que les
valeurs asymptotiques ci-dessus difféerent d’un facteur exponentiel, mais le "gain” de quotienter par
commutativité ne compense pas — loin de la — la croissance exponentielle.

1.4 Conclusion

Nous avons dans ce chapitre montré I'influence de la binarité du parallélisme de processus sur
le nombre d’exécutions moyen des processus. On peut donc constater que le nombre asymptotique
moyen d’exécutions est plus élevé d’un facteur exponentiel dans ce cas, mais que le profil moyen
des arbres sémantiques est similaire dans les deux cas, avec 'essentiel des noeuds dans les derniers
niveaux. On a eu aussi I'occasion d’étudier la modification apportée par le fait de considérer que
lopérateur de parallélisme binaire des processus commute. On trouve que le nombre asymptotique
moyen d’exécutions est encore identique aux deux cas précédents a un facteur exponentiel pres, et
le profil moyen des arbres sémantiques associés est aussi similaire.

Le chapitre montre donc que les changements de modeles sur 'opérateur de parallélisme des
processus ne modifient pas intrinsequement les mesures sur les exécutions associés au modeles.

12



Chapitre 2

Arbres de processus avec
synchronisation

Ce chapitre s’appuie sur l'article [9], écrit en collaboration avec Antoine Genitrini et Olivier
Bodini, qui constitue une extension du modele présenté dans le chapitre précédent. On cherche a
rajouter au modele de processus paralleles purs une notion de synchronisation, qui implique que
plusieurs actions doivent se réaliser en méme temps. On se trouve donc en présence de structures
plus complexes, puisque la relation d’ordre entre les actions ne peut plus étre exprimée uniquement
avec un arbre, mais avec un graphe orienté cyclique (DAG).

La principale difficulté pour spécifier ce type de structure vient d’objets de la forme suivante :
deux séquences croissantes paralléles, avec un ancétre commun (qui a une étiquette plus petite que
tout le monde), et un descendant commun (qui a une étiquette plus grande que tout le monde). Cela
se spécifie trés mal en utilisant 'opérateur de contrainte de croissance binaire de Greene (défini dans
les préliminaires dans le paragraphe 0.2.4), qui est le produit avec contrainte de croissance binaire,
puisqu’il faut spécifier tous les ordres possibles d’entremélement des deux séquences, et nécessite un
nombre exponentiel de termes. On va donc essayer de trouver une meilleure méthode pour spécifier
ce type de classes combinatoires. Une des difficultés est que le probléme sous-jacent, compter les
extensions linéaires d’un ordre partiel, est dur dans le cas général [13], ce qui implique que I'on ne
réussira probablement pas a trouver une spécification générale et efficace.

On va notamment s’inspirer pour cela des travaux de Stanley [53], qui dans un article a intro-
duit une interprétation géométrique pour compter le nombre d’ordres totaux satisfaisant un ordre
partiel donné. Les éléments du poset définissent un hypercube unitaire dans lequel chaque ordre
total correspond & un polytope spécifique de I’hypercube. Ainsi le nombre d’ordres compatibles est
directement relié a un volume et peut étre calculé en utilisant une intégration multivariée. On va
pouvoir par exemple encoder 'exemple précédent (le mélange de deux séquences avec un ancétre et
un descendant) avec la méthode de Stanley et le transformer en une équation vérifiée par la fonction
génératrice. Grace a cette approche, on arrive a éviter I’explosion en taille de la spécification, aux
prix d’un calcul d’intégrale possiblement complexe. Cela nous permet tout de méme dans un nombre
de cas particuliers de déterminer une formule exacte pour la série génératrice.

Nous allons présenter en détail dans ce chapitre une maniére d’intégrer 'approche de Stanley
dans le contexte de la méthode symbolique, et 'illustrer dans un cas particulier : énumérer les arbres
croissants avec exactement une répétition d’étiquettes, qu'on appellera arbres synchronisés.

2.1 Approche de Stanley enrichie

Dans son article de 1986 [53] puis dans son livre [52, chapitre 3], Stanley développe une stratégie
pour énumérer le nombre d’extensions linéaires, ou chaines, d’un ensemble partiellement ordonné
ou poset. Pour cela il a réussi a donner une interprétation géométrique d’'un poset et ses extensions
linéaires en tant que sous-espace d’un hypercube unitaire, et des simplexes qui le partitionne. Donc
le nombre d’extensions linéaires d’un poset est réduit a un calcul d’intégrale avec comme domaine
un hypercube (donc plusieurs variables). On rappelle ici que le calcul exact du nombre d’extensions
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2.1. APPROCHE DE STANLEY ENRICHIE

linéaires d’un poset a été prouvé #P complet par Brightwell et Winkler [13]. La difficulté de ce
calcul a été transformé par Stanley en la difficulté du calcul exact de certaines intégrales multiples.

Je vais donc présenter par la suite des adaptations de l'approche de Stanley qui vont nous
permettre d’avoir plus d’information que le nombre d’extensions linéaires. En effet, en insérant des
variables formelles dans les intégrales on arrive a séparer les extensions linéaires selon leurs propriétés
structurelles.

Pour le reste du chapitre, on notera ’ordre naturel sur les entiers < lorsque ’on voudra ordonner
les entiers {1,...,n} pour un quelconque entier positif n.

Définition 2.1. Un ordre partiel <, (ou poset) sur E est une relation entre des éléments de E tel
que :

— <, est réflexive : Vx € B,z <, x
— <, est antisymétrique : Vz,y € B,z <, y,y<qrx=>2x =1y
— <, est transitive : Vz,y,z € E,x <q 9,y <q2=>2 <4 2

On rappellera qu'une extension linéaire (ou chaine) d’un ordre partiel <4 est un ordre total
compatible avec <4, i.e., un ordre <4 sur E tel que Va,y € E,x <,y = x <4 y. On note LE(<,)
I’ensemble des extensions linéaires de <.

Le principal résultat de Stanley pour I’énumération des extensions linéaires est le suivant :

|LE(<L)] = n!-Vol(<,),
ot Vol(<,) est le volume du polytope associé a <,, qui est défini dans la définition 2.2.

Exemple 2.1. Considérons l'ordre partiel = : z = a,z = b,a = t,b = t. Alors le nombre d’extensions

1 z oz z
de=estd! [ [ [ [ dzdtdedy = 2.

z2=01t=0 x=t y=t

La premiere adaptation de la stratégie de Stanley consiste a voir 'hypercube unitaire en tant
qu'un hypercube formel de [0,z]", avec z une variable dans [0, 1], et 'utiliser comme domaine
d’intégration. Cela va nous permettre de pouvoir étendre le travail de Stanley sur les fonctions
génératrices. On retrouve bien entendu tous les résultats de Stanley en évaluant pour z =1 .

On définit donc naturellement le domaine d’intégration formel qui est associé au domaine
d’intégration d’un poset dans ’approche de Stanley.

Définition 2.2. Soit <, un ordre partiel sur un ensemble fini de taille n, et z une variable dans
[0,1]. On définit E<_(z) = {(z1,...,2n) € [0,2]" |Vi#je{l,...,n}, i <o j= 2z < z;} comme le
domaine associé a <,.

En utilisant le contexte formel, on obtient immédiatement les deux résultats suivants :

Lemme 2.1. Soit <, un ordre partiel sur un ensemble fini de taille n, et z une variable dans [0, 1].

U  E<.(?)=E<,(2)
<ACLE(<a)

Ce premier lemme décrit simplement le fait tous les domaines associés aux extensions linéaires
d’un ordre partiel sont inclus dans le domaine de I'ordre partiel, et que pour tout élément appartenant
au domaine d’un ordre partiel, il existe une extension linéaire dont le domaine associé contient cet
élément.

Lemme 2.2. Soit <4 et <p deuz différentes extensions linéaires de LE(<,), et u la mesure de
Lebesgue sur [0, z]™. Alors u(E<,(z) N E<,(z)) =0.

Ce deuxiéme lemme énonce le fait que 'intersection des domaines associés de deux ordres totaux
quelconques est de dimension inférieure a celle du domaine d’un quelconque ordre partiel qui satisfait
les deux ordres totaux.

Exemple 2.2. Considérons l'ensemble {1,2,3}, et l'ordre partiel 2 <, 1. Alors le domaine de <,
est E<,(z) = {z1, 22, 23 € [0, 23 1 29 < z1}. Les ordres totauz compatibles avec <, sont 2 <1< 3,
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CHAPITRE 2. ARBRES DE PROCESSUS AVEC SYNCHRONISATION

2<3<1et3<2<1, etl’union de leurs domaines fait bien E<,(z) conformément au lemme 2.1.
On remarque aussi que

{z1,22,23 € [0, 2] s 23 <z <z} N {z1,20,23 € (0,2 s 20 <z < ;) =
{21,22,23 €[0,2]3 : 23 = 20 < 21},
qui est de dimension inférieure a celle de E< ,(z).

A T’aide de cette approche formelle, on est maintenant prét & énumérer des structures croissantes
et en particulier la famille qui nous intéresse : les arbres croissants avec exactement une étiquette
répétée.

2.2 Produit partiellement ordonné

On va motiver les résultats de cette section avec un exemple. On veut compter le nombre d’arbres
synchronisés, qui sont des arbres étiquetés tel que n’importe quel chemin de la racine a une feuille
soit strictement croissant et qu’il y ait exactement deux nceuds avec la méme étiquette. Le nombre
de ces objets est compté par la suite suivante :

1,11,122,1518, 21423, 340869, 6058980, 119218860, 2575293165, 60628447215, . . .

Pour pouvoir les énumérer, on va légerement modifier leur représentation en rassemblant les deux
neeuds avec la méme étiquette, ainsi qu’on peut le voir sur 'exemple de la Figure 2.1. Afin que la
notion de taille soit cohérente entre les deux représentations, on va définir comme taille le nombre
d’étiquettes différentes utilisés (donc 10 dans le cas de 'exemple de la Figure 2.1).

1 1
| |
2
VAN
5 /3\
\6 \74/ 0
VRN
10 8 9

N
v

4

v

10

00— ~J—

O N — w

FIGURE 2.1 — Un arbre synchronisé (gauche) et sa représentation réduite (droite)

Le produit avec contrainte de croissance binaire n’est pas suffisamment expressif pour spécifier
convenablement les relations entre différents nceuds plus petits qu'un méme nceud (par exemple les
nceuds 3,5,7 de la Figure. 2.1). On peut le spécifier en réalisant une liste exhaustive de tous les
ordres compatibles, mais la taille de cette liste peut devenir exponentielle.

Pour spécifier les arbres synchronisés, il nous faut donc définir un produit partiellement ordonné
de classes combinatoires, qui spécifie un ordre partiel sur les plus petits éléments des différentes
classes.

Définition 2.3. Soit A = *E'a (X1, X, ..., Xy) la construction qui prend n classes étiquetées® X7,
Xy, ..., X, et un ordre partiel <, sur {1,...,n}, et retourne le sous-ensemble du produit de ces
classes, dans lequel pour chaque i,7 € E tel que i <, j, la plus petite étiquette entre la composante
X et X; soit dans la composante de X;.

Pour que la définition soit cohérente, on va supposer qu’aucune classe n’a d’élément de taille 0
(Vi, X,(0) = 0).

1. On s’écarte dans ce chapitre des notations habituelles, puisque X; ne désigne pas les éléments de taille ¢ d’une
éventuelle classe X, mais juste une i-éme classe indépendante des autres. Le choix de cette notation (au lieu de X“))
a été fait pour éviter de surcharger les formules.
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2.2, PRODUIT PARTIELLEMENT ORDONNE

Dans le cas ou <,= 1 < 2, la définition classique du produit avec contrainte de croissance binaire
de [29] peut étre utilisée :

A= (0, ) =205 2, ot A() = / X (6) X (8 dt.
t=0
A partir du produit avec contrainte de croissance binaire, on peut en déduire comment trouver une
spécification pour tout ordre total. On prouve en effet aisément que *gu (X1, X, ..., ), dans le cas
ou <,=1<2 < 3-- < n, s’écrit facilement en fonction du produit avec contrainte de croissance
binaire :
(X, ) =0« (sz . (XBD X (. ..Xn))) .

L’autre idée principale est qu'un élément satisfaisant un ordre partiel satisfait au moins un des
ordres totaux compatibles. Ainsi on peut écrire ’ensemble des éléments satisfaisant un ordre partiel
comme 'union des ensembles d’éléments satisfaisant les ordres totaux compatibles. Donc le produit
de la définition 2.3 peut se traduire a l'aide de 'opérateur de croissance contrainte binaire :

Lemme 2.3. A=+2 (X, X,,.... %)= Y 2 (X,X,... . X)
- SAGZ:S(S&) B

Le probleme ici est le nombre de termes dans la somme, qui peut trés rapidement devenir expo-
nentiel : on cherche une maniere plus concise d’exprimer la traduction de cet opérateur sur les séries
génératrices. Le théoréme suivant montre que le produit partiellement ordonné sera une intégrale,
ol la seule influence de 'ordre partiel choisi est sur le domaine d’intégration que 1’on va utiliser.

Notation : On note dz = dz1dzs ... dz,.

Théoréme 2.1. Soit A = *ga (X1, Xa, ..., X)), el z plus petit que le rayon de convergence du produit
X{X5... X, alors :

Az) = / X1 (21)X5(22)X5(23) . .. X, (2)dz.

(215--2n)€EE<, (2)

Démonstration. FEn utilisant le lemme 2.3, on obtient :

Az) = > / X! (21) X5 (22) X5 (23) . .. X! (20 ) dz.
SAe’cg(gf’)(zl,...,zn,)EESA (2)

On peut ensuite utiliser le lemme 2.2 pour obtenir :

Az) = / X1 (21)X5(22) X5(23) . .. X] (2n)dz,

E<,

(21,0, 2n)E< A ELE(Z)

et le lemme 2.1 donne le résultat. O

Ce théoreme donne une description précise et concise de la valeur de la fonction génératrice
associée a ce produit, mais ne donne pas de réponse précise quand a la maniere de calculer 'intégrale,
en particulier ordre d’intégration qu’il faut utiliser. Le probléme sous-jacent (compter le nombre
d’extensions linéaires d’un poset) étant intrinséquement compliqué, on ne va pas pouvoir disposer
de méthode générale pour calculer ces intégrales efficacement.

Un choix canonique pour le choix de ’ordre consiste a étre cohérent avec le produit avec contrainte
de croissance binaire, et faire partir toutes les variables des intégrales de O :

min({z;|i<o1}) min({z;]i1<42}) min({z;[i<qan})
A(z) = / / / X1 (21)X5(22) X% (23) ... X (20)dz.

z1=0 zo=0 2n=0
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CHAPITRE 2. ARBRES DE PROCESSUS AVEC SYNCHRONISATION

Dans le cas ou 'ordre partiel est un arbre avec comme racine le noeud le plus petit (ce qui correspond
aux arbres croissants du chapitre 1 ), les min se réduisent toujours a une seule variable, ce qui rend
Iintégration simple.

De maniere générale, quelques techniques permettent de transformer les intégrales de la forme
canonique en une forme plus pratique. Les deux techniques les plus utiles sont :

— Changer l'ordre des intégrations, de telle maniere que les variables centrales soient calculées
en premier. Le prix a payer est que la borne inférieure de ces intégrale ne sera plus 0. Voici un
exemple ci-dessous :

/ / / X1(21)X2(22) X3(23)dz = / / X1(21)X3(23) / Xo(20)d (2.1)

zZ1= 022 023 21—025 Z2=23

— Séparer l'intégration en deux cas, ce qui va se payer en augmentant le nombre d’intégrales,
mais possiblement plus faciles a calculer. Cela revient & augmenter le nombre d’intégrales pour
diminuer la complexité individuelle du calcul d’une intégrale. Il faut choisir ses variables avec
soin, puisque si on le fait pour toutes les variables cela revient a la formule du lemme 2.3.
Voici un exemple ot 'on a séparé les cas z1 > 29 et 21 < 22 :

/Z /X1(21)X2(22)dz=/2 7X1(21)X2(22)+/Z ?Xl(Zl)XQ(ZQ)dZ (2.2)
21=0 2=0 21=0 22=0 22=0 21 =0

En définitive, 'utilisation de ce nouvel opérateur demande une adaptation au cas par cas de la
mise en forme de I’équation, pour avoir le calcul le plus pratique. On va montrer dans la section
suivante un cas non trivial ou ’on peut spécifier une classe en utilisant ce produit.

2.3 Spécification des arbres synchronisés

On va se servir du nouvel opérateur défini dans la section précédente pour décrire la spécification
des arbres synchronisés. On peut reprendre la remarque faite plus tot, qui est que I'on peut prendre
une représentation des arbres synchronisés ou 1’on fusionne les deux nceuds qui ont la méme étiquette.
On peut donc spécifier un arbre synchronisé de la maniere suivante : on a tout d’abord un fil croissant,
que 'on appellera par la suite le tronc, ou des forét croissantes sont greffées a gauche et a droite
de chaque noeud, suivi d’'un embranchement. De cet embranchement on fait partir deux branches,
qui sont des fils croissants avec deux foréts croissantes greffées a chaque nceud, que I'on nommera
branche gauche et branche droite, qui se rejoignent en un unique nceud, d’ou partent deux foréts
croissantes. On greffe a la séparation des branches gauche et droite trois foréts croissantes (voir
Figure 4.3).

On peut résumer cela en un simple systéme pour décrire la classe des arbres synchronisés S :

S=T+xS+P

P=> +2 (R, 4V, Yy H)
p,qeN

Xi=YVi=H=T=2P«(F?

R =25« (F?)

Avec les notations suivantes : <, , est 'ordre partiel tel que le plus petit élément correspond a R,
chaque X; (resp. ;) est plus petit que X;11 (resp. Vit1), et Pélément maximal correspond & H. Plus
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9
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FIGURE 2.2 — Spécification combinatoire des arbres synchronisés

précisément <, ; est Iordre partiel sur {1,2,...,p+ ¢+ 2} tel que :

I<pq2etl<,qp+2

Vitel que i < p,i <y 0+1
Vitelquep+2<i<p+qg+1,i<,q1+1
p+1<,sp+q+2etp+qg+1<,,p+qg+2

La classe F est celle des foréts croissantes telles que A = Z5 x F, ot A est la classe des arbres
croissants spécifiés de la maniere suivante : A = Z5 x Seq(A). Donc A vérifie le systéme :

1

A A0 =0

Al(z) =

Donc A(z) =1—+/1 — 2z, ce qui donne en dérivant la fonction génératrice exponentielle F' de F qui

est F(z) = ﬁ On en déduit en utilisant le théoréme 2.1 pour P

S(z) = / T'S + P(2) = §'(2) = T'(=)S(2) + P'(2)

Yq—1 min(zp,yq)

Z// // / / R(\X,(x1) ... Y] () H (R)drdhda, . ..

PIEN 20 =0 z,=0y= Yg=0  h=0

/ 1
1-—2z

s
—
™0
N—
I
=
—~
N
X
|
=
N
N—
I
N
—
N
N~—
I
!
iy
N
X
[\v]
I

18



CHAPITRE 2. ARBRES DE PROCESSUS AVEC SYNCHRONISATION

En choisissant un bon ordre d’intégration (cf. équation (2.1)),

//R () [ > By(r.h) | | Y. By(r,h) | drdh

r=0 h= peN q€eN
tp—1
ou By(r,h) = / / T (t1)T" (t2) ... T (t,)dt1dt2. ..
ti=h  t,=h

Les By(r, h) vérifient Péquation de récurrence

By (r,h) = / T'(11) By(t1, h)

t1=nh

B()(’I’7 h) =1

On remarque donc que B(r, h) = (Z By (r, h)> vérifie I’équation différentielle :
geN

T

B(rh) = /trugBuhhy+L

ti1=h

Donc en dérivant :
dB(r,h)

pra T (r)B(r, h).

On peut donc obtenir les expression de S(z) et P(z) en résolvant des équations différentielles
ordinaires :

vI-2,

S(z) =

2
1 1—2h
= drdh.
/ / (1—2rvi-2r 1—27‘1—2h (w/1—27“> :
r=0 h=0
On peut finalement trouver une formule close pour la série génératrice exponentielle de S :

o5 10g(1 2z>
(4vi-2z)

La singularité de S(z) est isolée, S(z) est donc A—analytique, ce qui donne, en utilisant un théoréme
de transfert ([22]) :

S(z) =

Théoréme 2.2. Le nombre d’arbres synchronisés avec n €tiquettes, noté Sy, satisfait quand n tend

vers oo :
n (1 log(n)
S~ 2l 2 (2 -
"\E(Q in

On remarque que l'ajout de la synchronisation au modele n’a pas modifié la nature de la crois-
sance, ni méme le facteur exponentiel, qui reste le méme que dans le cas sans synchronisation.
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2.4 Conclusion

Ce chapitre introduit un nouvel opérateur sur les classes étiquetée, qui permet de faire des
produits avec des contraintes d’ordres complexes, qui généralise le produit avec contrainte d’ordre
binaire traditionnel. L’opérateur résultant se traduit sur les séries génératrices en une intégrale
multiple, ou l'ordre désiré se retrouve dans le domaine d’intégration. Ce produit nous permet de
spécifier une classe d’objets résultant d’une extension des modeles de concurrence abordés dans
le chapitre précédent, puisque maintenant plusieurs actions peuvent s’effectuer simultanément. On
le modélise comme des arbres croissants ou deux noeuds se partagent une étiquette, en utilisant le
produit introduit plus t6t. On obtient ainsi une formule close directement utilisable par les théorémes
classiques de la combinatoire analytique, ce qui nous permet de réaliser une étude asymptotique. Le
nombre asymptotique moyen d’exécutions dans ce cas est donc de 'ordre de 2™n!, ce qui est une
modification d’un facteur exponentiel par rapport aux autres modeles. On peut aussi spécifier des
objets plus complexes (par exemple des arbres croissants avec deux partages d’étiquettes), mais la
modélisation et les calculs deviennent plus difficiles.
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Chapitre 3

Constructions décomposables en
réplications

3.1 Introduction

Ce chapitre est né de questionnements sur les constructions. En effet, on dispose d’un cadre
général pour spécifier des classes combinatoires, mais on se contente d’un nombre limité de construc-
tions classiques pour cela (cf. [24]). La théorie des espéces permet de décrire des constructions, mais
elle ne s’appuie pas directement sur les classes combinatoires, et n’integrent pas certaines construc-
tions que l'on peut qualifier de naturelles (telle que la construction qui a une classe renvoie la classe
composé des doublons d’éléments de cette classe). Ce cheminement m’a amené & définir un cadre
simple pour pouvoir spécifier les constructions classiques.

Motivation

On va donc chercher a spécifier des constructions compliquées comme le cycle, et trouver une
expression de cette série sous forme de série multivariée. Puisque le cycle vérifie

A=Cyo[B] = A(z) =Y cp;p) I (1 - 113(2”)> 7

p>1

il est naturel de définir des séries multivariées de variables s, 2, 83, . .. ot chaque s; représente B(z?).
On cherche donc & définir la série Cyc(sy, sa,...) pour que Cyc(sy, Sa,...) = Y. # In (ﬁ)
p=1

On va dans un premier temps définir le cadre permettant de spécifier les constructions clas-
siques, puis dans un deuxiéme temps on va introduire des séries formelles, similaires aux fonctions
génératrices, qui nous permettrons de traduire la spécification d’une construction en une équation
sur des séries formelles. On va notamment retrouver par ce moyen les formules des constructions
classiques.

3.2 Constructions

L’objectif de ce chapitre est d’avoir un moyen de fabriquer de nouvelles constructions & partir
de constructions de base, et de leur associer une série formelle a 'image de la fonction génératrice
pour les classes, que 'on appelle série indicatrice de réplication. On se restreindra a un certain
type de constructions, les constructions réplicables, qui couvre les constructions classiques dont les
constructions de Pdlya (cycles, ensembles,. . .). La série indicatrice de réplication d’une construction
est cohérente avec sa série indicatrice de cycle de la théorie des espéces [3], dans le cas o cette
construction peut étre interprétée en tant qu’espece. Les constructions réplicables forment un en-
semble de constructions plus vastes que les especes, avec des constructions qui sont réplicables mais
non représentables en tant qu’espece (non virtuelle) dans la théories des especes.
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3.2.1 Définitions

On va porter un grand soin pour chaque construction a définir précisément I’ensemble de classes
sur lequel elle est définie. On note C 'ensemble constitué de toutes les classes combinatoires, et C*
I’ensemble de toutes les classes n’ayant aucun objet de taille 0.

Définition 3.1. Une construction ¥ est une fonction d’un ensemble de classes E C C wvers l’en-
semble des classes. On appelle domaine de W [’ensemble de définition E de W. On appelle domaine
image de ¥ l’ensemble des classes W(E) qui sont l’image par ¥ d’une classe dans E, le domaine de
v,

Définition 3.2. Une construction est dite totale si son domaine est C. Une construction est dite
infinie si son domaine est C*.

Toutes les constructions classiques sont soit totales (comme le produit cartésien d’une classe avec
elle-méme) soit infinies (comme la séquence ou les constructions de Pélya). Les inverses composi-
tionnels des constructions classiques ne sont par contre en général ni des constructions totales, ni
des constructions infinies, mais possedent un domaine qui reste suffisant pour les caractériser si I'on
ajoute des hypotheses de régularité, tel que celui que nous allons présenter ci-dessous.

On va définir la notion de domaine premier, qui est un domaine suffisamment vaste pour étre
significatif. Pour une classe C, on note ! [n]C = #(C,,) le nombre d’éléments de C ayant pour taille n.

Définition 3.3. Un ensemble de classe E C C est un domaine premier si il existe un ensemble
infini de nombres premiers P = {p1,p2,ps,...} tel que :
Pour tout n, AA C E tel que :

— A est infini
— VC,C" € A tel que C #£C, alors ¥p € {p1,...,pn},[P]C # [p]C’

Définition 3.4. Une construction est dite significative si son domaine est un domaine premier.

Une conséquence est que 1’on peut évaluer une construction significative sur une infinité de classes
ou le nombre d’objets de taille py,pa,...,pn_1 et p, est distinct entre les différentes classes. Cette
définition est avant tout technique, et est introduite pour pouvoir prouver le théoréme 3.1.

3.2.2 Constructions de base

On va maintenant présenter les constructions de base, qui seront les briques de base pour fabriquer
des constructions.

Classes élémentaires Les premieres constructions de base sont les constructions qui corres-
pondent aux classes élémentaires. Ces constructions ignorent leur entrée et renvoient respectivement
la classe vide ), la classe neutre £ et la classe atomique Z. On fera un abus de notation et notera les
constructions comme les classes, c’est-a-dire que pour toute classe C, on va écrire O[C] = 0, E[C] = &
et Z[C] = Z. Ces constructions sont des constructions totales.

Réplications On va rajouter aux précédentes constructions d’autres constructions de base, les
opérations de réplication. Pour un ¢ entier positif, on note S; la construction qui a une classe C
renvoie la classe

A =si[c),

constituée de i copies de la classe C, ou de maniere équivalente, une copie de la classe C ou tout
toutes les classes atomiques la constituant sont remplacées par un produit de ¢ classes atomiques.
La traduction sur les séries génératrices est simple : la copie en i exemplaires de la classe C a pour
série génératrice S;[C](z) = C(z%). La construction S; correspond donc a I'identité sur les classes.
Les réplications sont des constructions totales.

Exemple 3.1. Soit C la classe des mots sur un alphabet ¥ fizé. Alors S3[C| est la classe des palin-
dromes de taille paire de mots de ¥*.

1. Cette notation est utile dans le cas ou la classe s’écrit comme ’image d’une classe par une construction, et ou
la notation habituelle C), est moins pratique.

22
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3.3 Opérations sur les constructions

On regarde les opérations sur les constructions, c’est-a-dire les fonctions qui transforment des
constructions.

3.3.1 Opérations basiques sur les constructions

On définit des opérations basiques sur les constructions, en étendant la somme disjointe, le
produit cartésien et la composition comme opérateurs sur les constructions. On va aussi ajouter le
pointage de construction et I'inverse compositionnel.

Union disjointe et produit cartésien

Soit deux constructions ¥ et @, alors ¥ 4+ ® et ¥ x & sont définies respectivement comme la
construction qui a la classe C associe la classe U[C]+ ®[C] et ¥[C] x ®[C]. On définit alors simplement
la multiplication et la division d’une construction par un entier positif, et I’exponentiation par un
entier positif.

Le domaine de définition de 'union disjointe et le produit cartésien de deux construction est claire-
ment égal a l'intersection des domaines des deux constructions.

Exemple 3.2. Arbres d’Otter

Un arbre d’Otter est un arbre binaire non-plan. Un maniére simple de le spécifier est de dire
qu’il s’agit d’un arbre binaire classique, ou I'on divise par deux le nombre de choix possibles sur les
racines des sous-arbres (puisque l'ordre n’a plus d’importance). Il faut néanmoins rajouter un terme
pour compenser les arbres qui ont deux sous-arbres identiques. Cela donne la spécification :

1 1
0= <5+2Z><812+2Z><82> [O].

Qui correspond & la spécification classique :
O = £ + MSety[O].

On peut donc définir la classe O comme le point fixe de la construction £ + %Z X (812 + Sg).

Composition

On veut maintenant définir 'opération de composition de deux opérateurs. Pour des constructions
U et O, le composé = = W o O est le résultat de la composition classique de deux fonctions. Comme
pour toute composition de fonctions, elle n’est définie que si 'ensemble d’arrivée de © est compatible
avec ’ensemble de départ de W. On considérera ici que Z = ¥ o O est toujours définie, mais son
domaine est réduit aux classes ou la composition est compatible, c’est-a-dire aux classes C telles
que ©]C] appartient au domaine de ¥. On peut donc se retrouver avec des constructions triviales,
puisque par exemple Seq o £ est définie, mais son domaine est I’ensemble vide.

Il est important de noter que les réplications élémentaires ont une relation particuliere avec la
composition, puisqu’elles commutent avec n’importe quelle autre construction :

SZO\IIZ\I/O‘Sl

Cela vient du fait qu’il est équivalent pour la taille de répliquer une structure ou de répliquer chaque
élément de la structure. De plus la composition entre réplications élémentaires est simple, puisque
31' o Sj == Sz]

On remarque aussi que de maniére générale la composition n’est pas distributive a gauche vis-a-vis
de I’addition, c’est-a-dire qu’il existe une construction ¥ telle que

U+ToUA£To(S +7)
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Pointage de construction

On souhaite ici étendre la notion de pointage qui existe sur les classes aux constructions. Une
fagon de le faire consiste a introduire des constructions qui prennent plusieurs classes en entrée, ce
qui est fait dans [11] en introduisant la notion de pointage de cycle. On va ici relacher la contrainte
que la notion de pointage se comporte bien vis-a-vis de la composition, afin de pouvoir obtenir
qu’une construction pointée reste une construction monovariée.

On fait le choix que lopération de pointage de construction V vérifie V(®)[Z] = O(P[Z]), ou
© est lopération de pointage de classe définie dans les préliminaires au paragraphe 0.2.2. Ainsi
le pointage de construction est I'opération qui prend une construction en entrée, et renvoie une
construction ot I'une des classes d’entrée a une marque, les instances dupliquées étant considérées
comme distinctes vis-a-vis de la marque. On définit 'opération de pointage V sur les constructions,
et opérations basiques comme suit :

VE=10
VZ=¢
VS; =1iS;

V(¥ + @) = (VT)+ (V)
V(U x @)= (VU x &) U (¥ x V)

On ne posseéde en revanche pas de formule classique du type (go f) = f/ x (¢’ o f) qui lie le pointage
et la composition. Il serait possible de définir un pointage qui s’adapte & la composition [11], mais
nécessite de faire I'usage de constructions prenant plusieurs classes en entrée, ce qui sort du cadre
de ce que 'on souhaite définir ici.

Exemple 3.3. Prenons la construction ¥ = 81 x §; X Sy. Alors

Vv = V(S1) X 81 X 82 + 81 X V(Sl) X 82 + 81 X Sl X V(SQ)
=851 X8 XSy +8 X8 xSy + 81 xS x (SQ+52)
= 4(81 X 81 X 82)
La construction VU permet donc de marquer un des 4 objets en entrée, les deux objets identiques

étant différenciés.

Inversion compositionnelle
On souhaite étre capable de pouvoir exprimer la solution a des équations implicites du type :
d=UolX,

ou @ et ¥ sont deux constructions connues, et X une construction inconnue. On va donc définir
I'inverse d’une construction ¥ comme la seule construction W= telle que :

— Son domaine est égal a celui de 'image du domaine de ¥ par ¥
[_1] :

— Pour toute classe C dans le domaine de ¥
(T o wl-hic] =c.
— Pour toute classe C dans le domaine de ¥ :
(et w)[c) =c.
Notation : On notera dans la suite les exposants d’inverses compositionnels avec des crochets

(U1, les inverses multiplicatifs sans crochets (¥—1), et les inverses de Dirichlet (sur des fonctions
entiéres) avec des accolades (f{=11).
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3.3.2 Opérations avancées sur les constructions

Séquence compositionnelle

Par analogie avec la séquence classique, on va définir la séquence compositionnelle d’une construc-
tion ¥, ou 'on remplace le produit cartésien par la composition :

SEQ, (V) =851 +V+ VoVl 4+ToWol+...

Il est & noter que cette séquence n’est pas définie pour toutes les constructions, notamment pour
S1, et ne possede de maniere générale la propriété de récurrence classique des séquences, c’est-a-dire
qu’il existe ¥ tel que :

SEQ, (V) # S1 + ¥ 0 SEQ, (7).

En revanche pour les réplications élémentaires (hors S1) cette séquence est naturelle, puisqu’elle
s’écrit simplement sous la forme :

SEQ.(S;) = Zsi",

neN

et que la propriété suivante est vraie :
SEQ.(S;) = 81 + S 0 SEQ,(S;).

Les séquences compositionnelles de réplications (hors S1) sont des constructions infinies.

Inversion de pointage

On veut définir Popérateur VI comme 'opérateur inverse de V. Puisque le pointage est un
analogue de la dérivation, il faut pour intégrer faire un choix de constante. On va choisir de décider
que les constructions issues de V[~ n’engendrent aucune construction constante &.

3.4 Constructions classiques

3.4.1 Séquence
La séquence SEQ est une construction infinie classique, qui vérifie :
SEQ = £+ 81 x SEQ
On s’intéressera aussi a la séquence non vide, SEQ>; = S X SEQ, qui est aussi une construction

infinie.

3.4.2 Puissance

On va définir une autre notion de séquence, qui va utiliser les toutes les réplications. La construc-
tion puissance P, qui prend en entrée une classe et qui donne en sortie la classe de la somme disjointe
de toutes les copies possibles depuis cette classe initiale. On a donc

P=>3"8,.
neN

(Yest une construction infinie. On remarque que P[Z] = Seq[Z], bien que P # Seq. Clest une
construction qui ne peut étre représentée en tant qu’espece dans la théorie des especes.

Exemple 3.4. Puissance d’un mot

Soit la classe C composée de deux éléments de taille 1 : le mot a et le mot b. Alors P[C] est la
classe, telle que pour tout n € N donné, elle est composée uniquement de deux éléments de taille n :
a™ et b".
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3.4.3 Factorisation

On peut prendre Uinverse de la construction puissance, ce qui permet d’avoir une construction
qui "factorise”. Le domaine de Pl=! est par définition I'ensemble des classes B telles qu’il existe une
suite (¢;)ien telle que VYn € N*, [n]B =" ¢;.

iln

Lemme 3.1. Le domaine de PI=1 est premier.

Démonstration. Soit k € N*, on considere la classe C*) indexée par k qui posséde exactement k
objets de taille j pour tout entier j non nul, c’est-a-dire que Vj € N*, [§]C*) = E, et [0]C*) = 0. On
note K I’ensemble constitué de toutes ces classes :

K = {C® ke N*} (3.1)

On va montrer que p(K), le domaine image de K par ]5, est un domaine premier. On remarque
que si p est premier, alors [p]]S[C] = ¢1 + ¢p. Donc si 'on choisit deux classes C # C" dans K, on a
c=c® et C' = CEk/)7 avec k # k’. Soit p un nombre premier, alors [p|P[C] = 2k et [p|P[C'] = 2K/,
donc [p|P[C] # [p] P[C']. =

La factorisation est donc une construction significative.

3.4.4 Inverse de séquence compositionnelle de réplication

Dans la cas ou l'on fait la séquence compositionnelle d’une réplication élémentaire, la propriété :
SEQ,(S;) = 81 + Si 0 SEQ.(S;)

peut se réécrire en composant par (SEQ, (Si))[fl] a droite :

S = (SEQ.(8:) ! + 5.

On reconnalt ici un formule du méme type que l'inversion multiplicative d’une séquence, dont la
série génératrice s'écrit Seq(2)~! = (1 — 2).

On prouve que la construction SEQ, (S;)!~Y est significative en suivant le méme schéma de preuve
que celui du lemme 3.1, c’est-a-dire en prouvant que le domaine image de K (défini a I’équation (3.1))
par SEQ,(S;) est premier.

3.4.5 Cycle

On va montrer comment construire les constructions classiques de Pélya en utilisant les construc-
tions et opérateurs vu précédemment, en commencant par l'opérateur de cycle. On va ici réutiliser
le schéma de la preuve du cycle de Phillipe Flajolet et Michele Soria [25].

Séquence primitive
On commence donc par construire 'opérateur de séquence primitive SEQP, qui a une classe
renvoie la classe des séquence non-nulles d’éléments de cette classe, telle que cette séquence ne soit
pas une répétition. Toutes les séquences non-nulles SEQ>; = S; X SEQ peuvent de maniere unique
se voir comme une répétition d’une séquence primitive, ainsi :
P o SEQP = SEQ>;. (3.2)
Donc on peut exprimer SEQP en fonction de SEQ>; et I'inverse de P :
SEQP = Pl o SEqQs,.

La construction Séquence primitive SEQP est infinie, d’apres la bijection exprimée par I’équation (3.2).
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Cycle non-périodique

Un cycle non-périodique PCYC est un cycle sans répétition. Une séquence est un cycle ou 1'on
a pointé un objet, puisque l'on décide d’un premier élément. Ici les objets sont tous primitifs (qui
ne s’écrivent pas comme une puissance d’un autre objet), donc le pointage est non-ambigu. On en
déduit une relation entre les cycles non-périodiques et les séquences primitives :

V(PCyc) = SEQP.
Ainsi on peut décrire les cycles non-périodiques :
PCyc = VI (SEqQP).

La bijection explicitée implique que PCYC est une construction infinie.

Cycle

Enfin on peut voir la construction du cycle comme 'opérateur constitué de répétitions de cycles
primitifs :
Cyc = PoPCyc

On arrive donc a exprimer le cycle en fonction de nos constructions de base, en utilisant des
inversions :

Cyc = Po V(P 6 Spqy,).

La construction PCYC est infinie, les classes images de PCyC n’ont pas d’objet de taille 0, et P
est infinie, donc CYC est une construction infinie.

Il est intéressant de noter que 'on réussit donc a traduire completement la preuve du cycle de
Phillipe Flajolet et Michele Soria [25] en utilisant des opérations sur des constructions. On verra par
la suite comment on en déduit la formule de la construction cycle appliquée aux séries génératrices.

3.4.6 Constructions ensemblistes
Multiensembles

Un multiensemble est un ensemble qui autorise la répétition d’éléments, que ’on peut aussi voir
comme une séquence ou l’on enléve 'ordre des éléments. On veut chercher a assembler la construction
de multiensemble MSET a partir des opérations déja existantes.

On utilise la bijection qui lie les séquences et les multiensembles de cycles primitifs (voir [24],

p85) : SEQ = MSEToPCYC
On peut voir cette bijection comme un analogue de la propriété que n’importe quel mot peut étre
écrit de maniére unique comme un produit de mots de Lyndon croissants; elle sert notablement a
construire des bases libres d’algebres de Lie ([41], Ch. 5).
Le probleme de cette bijection est qu’elle ne caractérise pas entierement la construction MSET
sur tout son domaine, seulement sur le domaine image de PCyc. On note MSet la construction
MSet restreinte au domaine image de PCyc. Alors cette bijection nous permet donc d’exprimer la
construction du multiensemble directement en fonction de celle du cycle primitif :

MSET = SEQ oPCycl~l

La construction MSET est infinie, mais la construction MSET n’est que significative. Pour le
prouver, on peut montrer que le domaine image de K (défini & I’équation (3.1)) par PCYC est un
domaine premier. Cela découle du fait que le nombre d’éléments de taille n de I'image d’une classe C
par PCYC est croissant en fonction du nombre d’éléments de taille i de C pour tout 4, et strictement
croissant pour ¢ = 1.
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k-Ensembles

On va ici décrire la construction de k-Ensemble, qui correspond aux ensembles avec au maximum
k—1 occurrences d’un élément donné (avec k > 2). Le cas k = 2 correspond aux ensembles classiques,
et le cas k = oo correspond au multiensemble.

On va exprimer simplement les k-ensembles en fonction des multiensembles. Un multiensemble
peut étre vu comme une fonction qui & chaque élément de ’ensemble de départ E associe un entier
positif, tandis qu’un k-ensemble est une fonction qui & chaque élément de l’ensemble de départ E
associe un entier positif strictement inférieur a p. On va construire une bijection entre les multien-
sembles et les k-ensembles en se servant de l'unicité de Iécriture d’un entier en base k. Soit E’
I’ensemble constitué de toutes les copies des éléments de E en k™ exemplaires, pour n entier. On a
donc E' = SEQ,(Sk)[E], ce qui se traduit en :

k-PSET o SEQ,(Si) = MSET
C’est une bijection semblable a I'identité de Vallée [24, p30].

Exemple 3.5. Soit C la classe contenant uniquement 3 mots de taille 1, a, b et ¢. Prenons le
multiensemble {a, a,a,a,a,b,b,b,c,c,c,c,c,c,c} construit a partir de C, contenant 5 fois le mot a, 3
fois le mot b et 6 fois le mot C. La bijection précédente le met donc en relation avec le 3-ensemble
{a,a,a®,b%, c®,c3}. On retrouve aisément le multiensemble de départ a partir du 3-ensemble, en
calculant le nombre total de fois ou chaque lettre est présente.

On exprime donc la construction k-PSET, qui est la construction k-PSET restreinte au domaine
image de SEQ,(Sk), en fonction de MSET :

k-PSET = MSETo (SEQO(Sk)[_l]) .

Les k-Ensembles sont des constructions significatives, puisque SEQO(Sk)[_l] est défini sur un
domaine premier, et que son domaine d’arrivée est inclus dans celui de MSET.

3.4.7 Constructions miroir

On va maintenant regarder des constructions qui traduisent une symétrie centrale : la séquence
miroir et le cycle miroir.

Séquence miroir

La séquence miroir USEQ est la séquence quotientée par la symétrie centrale. On remarque qu’il
y a une bijection entre 2USEQ et 'union disjointe de SEQ et des séquences égales a leur miroir.
Les séquences égales a leurs images miroir s’expriment comme un élément central (éventuellement
vide) et une séquence de couples d’éléments identiques : (S1 + &) X SEQ(Sz2). On en déduit donc la
spécification de USEQ :

USEQ = = (SEQ(S1) + (£ + S1) x SEQ(S2))

DN | =

La construction USEQ est infinie, puisque c’est la somme de constructions infinies.

Cycle miroir

Le cycle miroir USEQ est le cycle quotienté par la symétrie centrale. La construction est analogue
a celle de la séquence miroir, avec une bijection similaire : il y a une bijection entre 2UCYC et I'union
disjointe de CYC et des cycles égaux a leur miroir.

Les cycles égaux a leur miroir, que 'on va noter CYcM, sont un peu plus difficiles a spécifier. 11
y a trois différents types de cycles égaux a leurs miroirs :

— les séquences de paires d’éléments identiques, qui sont comptés deux fois : %(5) X SEQ(Sa2),

— les séquences de paires d’éléments identiques, avec un élément central : S; X SEQ(Ss),
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— les séquences de paires d’éléments identiques, avec un élément central et un élément au début,
qui sont comptés deux fois, les roles de premier élément et élément central étant cycliquement
identiques : %(81)2 X SEQ(Ss).

On a alors : 1
CycM = 5(5 + 81)%SEQ(S,)

Ce qui donne pour les cycles miroirs :
1 1 9
UCyc = B Cyc+ 5(6 + 51)°SEQ(S2)

Le cycle miroir est une construction infinie, puisque somme de constructions infinies.

3.5 Séries indicatrices de réplication

On veut transformer ces constructions en séries formelles de la méme maniére qu’on manipule
des fonctions génératrices lorsque 'on veut étudier des classes. L’extension naturelle des fonctions
génératrices aux constructions est de voir nos constructions comme des espéces combinatoires [3], et
d’étudier les séries indicatrices de cycles. Néanmoins certaines constructions utilisées ici, en particu-
lier les réplications élémentaires et la constructions puissance, ne se traduisent pas naturellement ? en
especes combinatoires, et on n’adoptera pas un point de vue de théorie des espéces sur nos construc-
tions. On s’appliquera tout de méme & ce que nos séries formelles soient cohérentes avec les séries
indicatrices de cycles.

3.5.1 Constructions décomposables en réplications

On ne décrit pas toutes les constructions admissibles possibles, cet ensemble étant trop large et
pouvant contenir des constructions trop complexes. On veut décrire les constructions qui utilisent
en entier les éléments de la classe prise en entrée.

Définition 3.5. Soit W une construction admissible. On dit que W est réplicable sur un domaine
D si il existe une fonction A des suites a valeurs dans Q da support fini telle que pour toute classe
A €D, si on note C = VU[A], alors

0= 3 Ab A"

(bt)ieN

ot l'on considére que 00 = 1. Si de plus A est unique, on dit que la construction W est uniquement
réplicable, et on définit sa série indicatrice de réplication, qui est la série formelle telle que

¢(81782,83,...) = Z A(b)Hsz

(bi)iEN

On ne précisera pas le domaine si il est égal a celui de la construction. Les constructions n’ont
pas automatiquement une décomposition unique, il est nécessaire pour cela d’étre défini pour suffi-
samment de classes, et on va montrer que les domaines premiers conviennent.

Théoréme 3.1. Les constructions significatives réplicables sont uniquement réplicables.

Démonstration. La preuve sera constructive, et on va décrire une méthode pour retrouver explici-
tement tous les coefficients de la décomposition. Soit ¥ une construction réplicable, et C une classe
de suite énumérative (¢, )nen. Pour toute taille n, on peut regarder le nombre d’éléments de taille n
dans U[C], qui est noté [n|P[C]. Puisque ¥ est réplicable, alors [n]¥[C] est un polynéme multivarié,
de variables ¢y, co, ..., Cp.

Par exemple, si ¥ est une construction réplicable, il existe des coeflicients a,b et d de Q tels que
[2]¥[C] = ac + bey + deg, cest-a-dire qu'un objet de taille 2 de W[C] est soit un produit de deux

2. On peut en effet les définir avec des espéces virtuelles [3, Chapitre 2.5], mais ce n’est pas vraiment naturel.
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objets de taille 1 de C (coefficient @), soit un objet de taille 2 de C (coefficient b), soit un objet de
taille 1 de C dupliqué une fois (coefficient d).

On veut relier les coefficient d’un multipolyndéme aux valeurs de A. Par exemple pour les objets
de taille 4 le mondéme C7 correspond au produit A(z1)A(23) et A(2?)A(2?), donc le coefficient devant
le mondme est égal & A(1,0,1,0,0,...)+ A(0,2,0,0,0,...).

On va montrer que l'on sait trouver toutes valeurs de A associée a des suites a deux termes
non-nuls, puis nous allons montrer comment 1’étendre a n’importe quel nombre de termes non-nuls.

Supposons qu’on veuille trouver la valeur de A(b), ou b est la suite telle que b(i) = b(j) =1 et
b(k) =0sik ¢ {4, j}. Alors on cherche comment repérer un mondéme dont le coefficient correspondrait
directement a celui de s;s;, et on cherche pour cela une taille finale 7 et un monéme cp, cp, de
[n]W[C] tel que seule la construction s;s; contribue au coefficients de ¢y, ¢,,. On a par construction
que n = ipy + jpa2, et on cherche & montrer 'unicité de (7, j), ¢’est-a-dire qu’il n’existe pas de couple
(i',4") # (i,7) tel que n =i'py + j'pa.

On peut réécrire cela en disant que 'on veut trouver un n tel que Ipy, ps € N tel que

n= Zpl +jp27 et Vil»j/ S N7n = i/pl +jlp2 = (Za]) = (ilvjl)' (33)

On va choisir p; et ps premiers tels que py > max(i, j) et p; > jp2. On va montrer que cette définition
de p; et po satisfait la propriété 3.3.
Soit #/, 5" tel que n = i'p; + 7'pa = ip1 + jp2. On note

0y =1 —ietdy =75 —3j.

On remarque alors que

— 01 <0, carsi 61 > 1 on a alors i'p; > ip1 +p1 > n, or le terme j'ps est positif, ce qui contredit
Iégalité n = i'p1 + j'p2.
— 01p1 + dap2 = 0, or py et po sont premiers et plus grands que i et j, ce qui implique que ps
divise 91, ainsi 01 = kps, avec k € Z.
Or si k <0, on a alors §; < —po, ce qui veut dire que i' < 0, ce qui contredit son appartenance a N.
Onadonci=1etj=7j.

On étend & 3 termes pour 4, j, 1, en prenant pq, pa, ps, p23 premiers tel que p1 > pag(jpe + Ips3), et
p2 > lps, et on prend n = ip; + pas3(jp2 + Ip3) . On réalise le méme schéma de preuve pour montrer
que i = 4/, puis on 'utilise une deuxiéme fois pour prouver que j = j'.

11 reste ensuite le probléme de connaitre les coefficients des multipolynémes [n]¥[C]. On peut
effectuer des évaluations du polynéme pour tous les éléments d’'un domaine premier, ce qui veut dire
que I'on peut avoir suffisamment de points pour interpoler le coefficient devant ¢y, cp, ...c,, , pour
les nombres premiers p1, pa, ..., p, du domaine premier. O]

3.5.2 Constructions de base
Constructions élémentaires

La construction £ est clairement uniquement réplicable, de série indicatrice de réplication égale
al.
La construction Z est non réplicable, puisque la série indicatrice de réplication de Z n’est pas définie.
On T’a volontairement écartée du modele pour pouvoir prouver le théoréeme 3.1, mais la rajouter au
modele est une piste pour des développements futurs.
Réplication

La construction S; est uniquement réplicable, de série indicatrice de réplication s;.

3.6 Séries indicatrices de réplication sur les opérations
On va ici montrer comment les spécifications des constructions nous donnent des équations sur

les séries indicatrices de réplication associées, c’est a dire comment réaliser une méthode symbolique
sur les constructions.
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Pour toute cette partie on va considérer les constructions uniquement réplicables ¥ et ®, telles
que :

— il existe Ay telle que pour toute classe A du domaine de WU, si on note Cy = ¥[A], alors
> Asd) [TAGE
(bi)ien i
— il existe Ag telle que pour toute classe A du domaine de ®, si on note Cy = P[A], alors

> As(d) HA(Z d

(di)ien

3.6.1 Opérations basiques sur les constructions
Union disjointe
Si l'on note Cy o = (¥ + ®)[A] pour toute classe A du domaine de ® + ¥, alors
Cuta(z) =Cu(2)+Ca(z) = > (Aa(b) + Au(b HA
(bi)ien

Donc © = U + & est réplicable et si elle est significative, elle a pour série indicatrice de réplication :
0(s1,82,83,...) =1(s1,82,83,...) + &(s1,82,83,...).

Produit cartésien

Et si 'on note Cyxo = (¥ x @)[A] pour toute classe A du domaine de & x ¥, alors

Cuxa(z) = Cu(2)Calz) = Y (Z Ao (s)Aw(r )HA

(bi)ien \s+r=b

o on définit Paddition sur les suites tel que (r + s)(n) = r(n) + s(n).
Donc ©® = ¥ x ¢ est réplicable et si elle est significative, elle a pour série indicatrice de réplication :

‘9(51,82,53, .- ) = ¢(51, 52,83, ... )(25(51,52753, .- )

Produit cartésien avec nombre infini de constructions

On regarde comment le produit cartésien se comporte lorsque l'on rajoute des constructions.
Soit W) une famille de constructions. Alors si ’on note pour un 7 fixé Cg 1)y g «...x g = (T x
T2 x ... x W)[A] pour toute classe A du domaine de UM x T2 x ... x () alors

Comxu@ x..xwm (2) = Cga) (2) ... Cgm (2)

=Y Yo Ao M) Ay (s HA

(bi)ien ZKH s =b

On remarque donc que si ¥ est une famille de constructions telle que :

{ V4, Ay (1,0,0,0,...) =1

Vi, Agin(s) =0sidptelque 0 <p<jets,#0 (3-4)

alors la construction [] UU) est bien définie, et réplicable.
JEN
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Composition

Si T'on note Cyop = (¥ o ®)[A] pour toute classe A du domaine de ¥ o ®, alors

Cuon(z)= D> Aa®]]| D Ae(@][AG")"

(bi)ien i \(di)ien
Donc © = U o ® est réplicable et si elle est significative, elle a pour série indicatrice de réplication :
9(517827837"'):(wo¢))(317827837"'):w(¢)(517827s37'")7¢(827847867"')7¢(837567897"')7"')'

L’effet sur les séries indicatrices de réplication est la composition plethystique [1], dont Ueffet sur
les réplications est :
Sk © Sp = Sk.p-

Un cas particulier intéressant est le cas ol ¢ peut s’écrire sous la forme v (s1, s2, 83,...) = > DS,
i
et 0(s1,52,83,...) = >, %g(sl), oll p; et t; sont deux fonctions arithmétiques, et g une fonction a
i
valeurs dans R .

Alors )
(o @)(s1,92,88,--.) =D > nz% g(sn) =Y M!J(Sn),

n
n  kln n

ol x est la convolution de Dirichlet (définie dans les préliminaires dans la section 0.4), ¢ et p sont
les fonctions arithmétiques cannoniquement dérivées des coefficients.

On peut faire un parallele avec la multiplication des séries de Dirichlet, pour qui
1 1 1

7><7 s
ks ps (kp)s

et dont les produits font appel a des convolutions de Dirichlet.

Pointage

Si I'on note Cyy = V(¥)[A] pour toute classe A dans le domaine de définition de VU :

Cou= 3 Aah) X ibAGH T[ 4GP

(bs)ien i J#i

Donc VU est réplicable et si elle est significative, elle a pour série indicatrice de réplication :

ksL0W(s1,82,83,...
V(‘I’)(S1,82,83,...):Z KOV ( g 2,83 )
k>1 Sk

Inverse

L’inverse d’une construction réplicable n’est pas nécessairement réplicable, par exemple 'inverse
compositionel de la séquence ne peut pas s’écrire comme une série indicatrice de réplication.
Supposons que 1'on trouve une série 0(s1, s2,83,...) = >, Ag(b) [] s telle que :
(bi)ien i

woe:eow:‘sh

ou o correspond a la composition plethystique définie & la section 3.6.1.
Alors si 'on note Cg-1) = W[ A] pour toute classe A dans le domaine de définition de W11,
et F une classe telle que A = U[F], alors :

Cor-n(z) =F(2) = Y As(0) [TAGD".
(bi)ieN i

Donc W= est réplicable, et si elle est significative, de série indicatrice de réplication 0(s1,52,...).

Ainsi I'inverse d’'une construction significative est réplicable si ’on arrive a trouver une série qui
vérifie les bonnes propriétés. Le théoreme suivant va donner une formule automatique dans des cas
simples.
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Théoréme 3.2. Soit U une construction telle que p = > %g(sk), ou [ est une fonction a valeurs
k>1
dans N, f(1) # 0, et g une fonction injective. Alors

{=1}(k
0(‘91’827"') :g[_l} ZfT()Sk ) (35)
k>1

oty gI=Y est Uinverse compositionnel de g, et f1=1 Vinverse de Dirichlet de f, vérifie

(B ovh)(s1,82,...) = (Yob)(s1,82,...)=8s1.

(-1}
Démonstration. On va poser § = gl=1 (Z fk(k)sk> et vérifier que
E>1

w09:90¢281.

-1} =1} (n
boyp =g [ SU(k) $ f;p)g(skp) —J4 (Y Y f (n/P)f(p)g(sn)

k>1 p>1 n>1 pln

et

{-1} n {-1}
¢oo:2@g gy YW, -y Zwsn

n>1 \ p|n

Ce théoreme couvre la plupart des constructions classiques.

3.6.2 Opérations avancées sur les constructions
Pointage inverse

Si I'on note Cyi-1¢ = VI7U(¥)[A] pour tout A dans le domaine de définition de VI=Uw :

Zi bi+1 )
o= 3 M) 3 ARG

(bi)ien i>1,b;>0 v i

Donc VIZUW est réplicable et si elle est significative, elle a pour série indicatrice de réplication :

Sk
(v[fl]w> (51,82,...)12 / qpk(slas%'"75k—1azk75k+1a---)dzk7

kxk
k=10

ou ¢y représente les termes de ¥ qui font apparaitre sy.

Séquence compositionnelle

La construction SEQ,(S;) est uniquement réplicable, et sa série indicatrice de réplication est

(Seqo(S:)) (51,82, -+ Sny---) = Z‘Si"'
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3.7 Séries indicatrices de réplication de constructions clas-
siques

3.7.1 Séquence

La séquence SEQ est une construction réplicable significative classique, de série indicatrice de
réplication :
1

:1—81'

Seq(s1,82, -+, Sny---)

Les séquences non vides ont pour série indicatrice de réplication :

S1
Seds1 (51,8255 8n,. ) = s
Puissance et factorisation
On a donc
P(s1,82,...) = an
neN
Dans le cas ou 6(s1,s2,...) = > @g(sp), ol g est une fonction & valeurs dans R et ¢ une

p>1
fonction arithmétique, on en déduit d’apres ’équation 3 (issue des préliminaires) :

(1509)(51,52, )= ZZ %g(sn) = Z (t*inﬂg(sn),
n  kin n>1

(-1]

Le théoreme 3.2 nous permet d’avoir une formule simple pour l'inverse de P. Ainsi P est

réplicable significative, de série indicatrice de réplication :

PEY =" u(p)s,,

p>1

ou u est la fonction de Mobius, qui est I'inverse de Dirichlet de n — 1.

3.7.2 Séquence compositionnelle inverse de réplications

On utilise ici le résultat de la section 3.4.4, qui nous indique que SEQ,(s;) est réplicable, signifi-
cative, et de série indicatrice de réplication

(SEQO(Si))[il] = 851 — S;.

3.7.3 Cycles
Séquence primitive
On reprend 'expression vue a la section 3.4.5
SeqP = Pl Seqs.

On en déduit que la séquence primitive est réplicable et significative, et de série indicatrice de
réplication de SeqP :

SeqP(s1, 82,...) = Z,u(p)sp O(lilsl)zz'u(p)lipsp

p>1
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Cycle non-périodique
On reprend 'expression vue a la section 3.4.5
PCyc = VI (SEqQP).
On en déduit que le cycle non-périodique est réplicable et significatif, et de série indicatrice de

réplication :
PCyc(s1, s2,...) Z'u (1_5)
P

p>1
Cycle
On reprend 'expression vue en 3.4.5
Cyc = Po VI (P 6 Skq).
On en déduit que le cycle est réplicable et significatif, et de série indicatrice de réplication :

Cyc(sy,sa,..) = [ D s, Z” <1_S) Zw (1—sp>’

p>1 p>1 p>1

ou ¢ est 'indicatrice d’Euler, puisque ¢ = p * id.

3.7.4 Constructions ensemblistes
Multiensemble

On reprend 'expression vue en 3.4.6
MSET = SEQoPCvcl™1.

On peut calculer la série indicatrice de réplication de PCycl™Y en utilisant le Théoréme 3.2 :

{-1}(k
PCyc™Y(sy, 80,83,...) =1—1/exp I;(M)k()sk . (3.6)

On en déduit que le multiensemble est réplicable et significatif sur le domaine de PCYC[_”, et
de série indicatrice de réplication :

MSet(s1, $2,...) = exp Z*Sk ,
E>1

puisque par définition p = (n — 1)1}

On ne peut donc pas savoir a partir de la bijection utilisée si la construction MSet est réplicable,
puisqu’elle ne donne aucune indication sur son comportement en dehors du domaine de PCycl™.
En revanche si ’on suppose que MSet est réplicable sur tout son domaine de définition, on en déduit
que

1
MSet(s1, $2,...) = exp Z 5k

k>1

On va montrer que MSET est réplicable sur tout son domaine de définition, en utilisant sa
définition :
MSET = H SEQ(S;).

i>1

Donc MSET est réplicable, puisque la famille de constructions SEQ(S;) vérifie les propriétés le
Péquation (3.4).
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k-Ensemble

On reprend 'expression vue en 3.4.6
%-PSET — MSETo (SEQG(Sk)[_1]> .

On en déduit que les k-ensembles sont réplicables et significatifs sur le domaine de SEQO(S}C)[_”7
et de série indicatrice de réplication :

R sY<p 1
k-PSet(sy,s2,...) = | exp Z —Sn o (81— sk) = exp n—ksn ,
n n

n>1 n>1
ou n, = 1 (id x (81 — dg)), soit

—(k—1 uand n = 0 mod &k
ﬂk(”){ ( ) d

1 sinon

On peut donc faire la méme constat que pour les multiensembles, c’est-a-dire que si k-PSET est
réplicable sur tout son domaine de définition, alors

k-PSet(s1, s2,...) = exp Z n—ksn
n

n>1
Il est possible de montrer qu’il sont réplicables en utilisant la méme technique que pour les multien-

sembles.

3.7.5 Constructions miroir
Séquence miroir

On reprend 'expression vue en 3.4.7
1
USEQ = 5 (Seq(Sl) + (5 + Sl)Seq(Sz))

La séquence miroir est réplicable et significative, et de série indicatrice de réplication :

1 1+ s
USeq(s1,82,...) = 3 (Cyc(sl,SQ,...) + (15:)>

Cycle miroir

On reprend 'expression vue en 3.4.7

1 1
UCyc = 5 <CYC + 5(5 + 81)286(1(82))

La séquence miroir est réplicable et significative, et de série indicatrice de réplication :

(1+51>2)

1
UCyc(s1,82,...) = B (C’yc—i— 20— 5)

3.8 Conclusion

On a donc défini dans ce chapitre un cadre permettant de spécifier des constructions si elles
peuvent étre décrites a partir d’opérations simples. On se limite donc & un sous-ensemble des
constructions, qui sont les constructions décomposables en réplications. On arrive notamment a
interpréter la preuve classique de la construction du cycle en utilisant des opérations sur les construc-
tions, ainsi que les constructions ensemblistes. Le deuxieme volet de résultat dans ce chapitre permet
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de traduire les spécifications de nos constructions en équations sur leurs séries indicatrices de cycle,
ce qui nous permet de retrouver les formules classiques des cycles et des ensembles. Il reste a étendre
le cadre des constructions réplicables pour inclure comme construction de base celle correspondant
a la classe atomique, afin de pouvoir définir des classes comme des points fixes de constructions

réplicables.
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Deuxieme partie

Génération aléatoire
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Chapitre 4

Génération récursive de structures
étiquetées avec contraintes

Ce chapitre va s’intéresser uniquement a la génération récursive, qui est la méthode de génération
aléatoire la plus naturelle dés lors que ’on sait pleinement énumérer le nombre d’objet d’une classe.
Introduite dans [26], cette méthode consiste & utiliser les équations de récurrence que I'on possede
sur les classes d’objets concernées, de regarder exhaustivement toutes les possibilités, calculer les
probabilités associées, puis de choisir les tailles des différents sous-objets définis par ’équation de
récurrence. On se contentera de décrire des techniques de génération uniforme en taille exacte, qui
consistent a se fixer une taille n puis a générer uniformément un objet parmi tous les objets de
taille n dans la classe. Nous n’aborderons pas dans ce chapitre la notion de génération approchée,
puisqu’elle n’offre aucun gain de complexité dans le cadre de la génération récursive.

Le but est de générer uniformément des structures étiquetées avec des distributions d’étiquetages
non triviales. On décomposera la génération en deux parties : la génération uniforme de la silhouette
(la structure sans les étiquettes), puis I'étiquetage uniforme d’une structure. Les deux parties peuvent
étre utilisées indépendamment, 1’étiquetage pouvant par exemple étre utilisé dans le cadre de la
théorie de la concurrence, ou l'on dispose d’un processus fixé et I'on souhaite tirer une exécution
uniformément sur ce processus (cf. chapitre 1).

La section 4.1 va présenter des méthodes de génération récursive, la section 4.2 va s’appesantir
sur les méthodes utilisables pour générer la silhouette d’un objet étiqueté, la section 4.3 montrera
comment étiqueter uniformément une silhouette, et la section 4.4 donne des exemples d’application
de ces méthodes.

4.1 Génération d’objets étiquetés : silhouettes et étiquettes

Nous allons discuter dans cette partie de comment générer uniformément des objets étiquetés
sur des classes munies d’'un ordre partiel que doit respecter les étiquettes de ses objets. Nous al-
lons montrer précisément comment Pappliquer dans le cas des arbres synchronisés (introduits au
Chapitre 2).

Cette génération repose sur la génération récursive classique [26], avec un ajout de complexité di
a la spécification moins classique des classes impliquées, et a la nécessité de générer un étiquetage
uniforme !. On va donc générer les structures étiquetées en deux temps : on construit d’abord la
silhouette de la structure, c’est a dire la structure ou 'on a enlevé les étiquettes, puis on étiquette
uniformément la silhouette.

Il faut faire attention lorsque I’on veut générer une silhouette d’un objet étiqueté uniformément,car
bien que les silhouettes des objets étiquetés soient des objets non-étiquetés, la distribution pour
générer une silhouette uniformément sur les silhouettes d’objets étiquetés n’est pas la distribution
uniforme sur les objets non-étiquetés (voir Exemple 4.1). Pour éviter toute confusion, on va appeler

1. On doit bien entendu aussi générer un étiquetage uniforme dans le cas classique, mais c’est une permutation
uniforme ce qui rend la tache simple (|26, note p. 12]).

41



4.1. GENERATION D’OBJETS ETIQUETES : SILHOUETTES ET ETIQUETTES

la distribution uniforme des silhouettes d’objets étiquetés distribution pondérée, puisque les objets
non-étiquetés n’y sont pas uniformément distribués.

Exemple 4.1. Arbres croissants de taille 3.

Il y a deux silhouettes d’arbres croissants généraux de taille 3 : une racine avec deux fils, et un fil
croissant de taille 3, tandis que le nombre d’arbres croissants différents s’éléve a trois (voir Fig 4.1).

Ainsi un tirage uniforme des arbres croissants va tirer la silhouette du fil avec probabilité 1/3, ce
qui correspond & la distribution pondérée sur les silhouettes, alors que la distribution uniforme sur
les arbres généraux tire un fil avec probabilité 1/2.

e— o — o
wW— N —

FIGURE 4.1 — Silhouettes des arbres généraux de taille 3 (& gauche) et les arbres croissants corres-
pondants (& droite).

On va donc distinguer la génération en deux parties clairement distinctes, qui n’utiliseront pas
les méme techniques :

— La génération pondérée des silhouettes, qui fera usage des techniques classiques de génération
récursive, avec parfois des choix de tailles fait a 1’aide de séries génératrices multivariées.

— La génération uniforme d’étiquetages, qui va utiliser une pondération de la structure obtenue
pour décider récursivement de 1’étiquetage.

4.1.1 Choix de taille multivarié

On va développer ici la notion de génération récursive multivariée, qui nous est nécessaire pour
générer finement certains objets. Nous allons commencer par regarder le cas de la génération bivariée,
Pextension a la génération multivariée étant naturelle, puisque qu’on peut rajouter les variables une
a une.

Le principe consiste a ajouter a une classe combinatoire un poids, qui a chaque objet associe un
entier, ce qui permet de décrire plus précisément les objets d’une classe. Par exemple, pour un arbre,
on peut s’intéresser a sa hauteur, & sa largeur, au nombre de fils de la racine, etc.

Le but de la génération bivariée consiste a rajouter une fonction de poids a la classe C, puis a
découper C en classes C) pour lesquelles le poids en question est fixé avec pour valeur 7. On tire
ensuite une classe C(*) uniformément, c’est-a-dire qu’on choisit le poids i de 'objet & tirer, puis on
tire enfin uniformément un objet de C(Y. On a ainsi réduit 1’espace des objets que Ion doit tirer
uniformément, et on espére ainsi que la classe C(¥) sera plus facile & spécifier que C.

Pour une classe C, sa série génératrice ordinaire bivariée est

C(Z,U) = Z ck,nznukv

k,neN
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CONTRAINTES

ol ¢, est le nombre d’objet de taille n et de poids k.
Alors la probabilité qu’un objet v de taille n ait pour poids k est :

. Ckm 7[uk]C’n(u)
Pally] = 1] = oz = (71500 (1)
1EN

ot Oy (u) = [2"]C(z,u) = Y cpnut.
kEN
Par la suite, pour un polynéme P(u), un appellera distribution canonique associée la distribution

discrete qui associe a k la probabilité

Ainsi pour choisir un poids uniformément il suffit de tirer le poids dans la distribution canonique
associée au polynéme [2"]C(z,u).

Dans le cas ou nos objets sont étiquetés, on peut la aussi choisir selon la distribution cano-
nique de [2"]C(z,u), puisque la distribution est la méme que celle de n![z"]C(z,u). En revanche
si 'on étiquette séparément par rapport au poids, il faut considérer la distribution canonique de
S ilut[z"v?C(2z,v). On peut facilement étendre la génération & des cas multivariés quelconques, en
ieN
cioisissant les différents poids successivement.

Exemple 4.2. Arbres binaires.

On va montrer comment on peut générer uniformément des arbres binaires de taille n donnée
en utilisant des techniques de choix multivarié? : on va attribuer un poids a tous les nceuds du
sous-arbre gauche comme sur la Fig 4.2. On rappelle que la série génératrice des arbres binaires
C(z) = (1 — /1 — 42)/2z est une solution de C(z) = 1+ 2C(z)%. On va ici modifier 'équation pour
ajouter la variable associée au poids u :

C(z,u) =14 2C(zu)C(z)

[u

k
Pour générer un arbre de taille n, on va donc choisir un & avec probabilité % On connait donc

la taille du sous-arbre gauche et droit, et on détermine récursivement la taille de tous les sous-arbres.
[ ]

/ N\

[ ] [ ]

/NN
[ ] [ ] [ ] [ ]
ANA

[ ] [ ] [} [ ]

/A

[ ] [ ]

FIGURE 4.2 — Arbre binaire avec des poids (en bleu) sur les nceuds du sous-arbre gauche

4.2 Génération aléatoire de silhouettes

La génération récursive introduite dans [26] génére automatiquement les structures décomposables,
c’est-a-dire pouvant étre décrites a I'aide d’'une grammaire utilisant les opérateurs classiques de la

2. C’est évidemment loin d’étre la meilleur méthode pour générer des arbres binaires, et sert ici juste a illustrer la
technique.
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méthode symbolique. Nous allons montrer comment étendre ces techniques a des constructions ad-
ditionnelles. On va ici décrire une méthode générique pour générer uniformément un objet tiré d’une
classe construite a partir d’une construction admissible 3, définie dans les préliminaires 0.2.2.

Le schéma de la génération sera le suivant :

— on décide pour chaque classe prise en argument de la taille prise par I'objet correspondant,

— on génere indépendamment les objets de chacune de ces classes avec la taille désirée a 'aide
de leur générateur (que I'on suppose connu),

— on recombine les différents objets générés.

Le probleme de ce schéma est qu’il suppose que chaque classe prise en entrée n’est associée qu’a un
seul objet. On souhaite donc distinguer les différentes instances d’une méme classe utilisées dans une
construction donnée. On veut par exemple distinguer le premier et le deuxieme élément du produit
X — X x X, car les tailles des deux instances de la classe X sont a priori différentes.

On va donc définir la notion de construction linéaire, qui désigne une construction pour laquelle
chaque classe impliquée posséde au plus une instance dans la construction finale. Ainsi pour en-
gendrer un objet d’une construction non linéaire, on ajoutera une étape préliminaire qui consiste
a linéariser les constructeurs utilisés. Dans certains cas cela peut étre fait facilement, par exemple
X — X x X qui se linéarise en (X(l), X(z)) — XM x XY@ d’autres demanderont de faire appel &
des bits d’aléa.

On va caractériser les constructions qui ne produisent pas différentes instances provenant de la
méme classe :

Définition 4.1. On dit que ¥ est linéaire si son opérateur (uy, us, us, ..., uy) est un polynome de
degré strictement inférieur a 2 en les variables uy,us, ..., ugp—1 €t ug.

Exemple 4.3. La construction U(XM xX@) = XM + x1) x X est linéaire.
En effet 1(u1,us) = uy + ujug ne contient pas de mondme avec une variable de degré 2 ou plus.

Exemple 4.4. La construction W(XM X2) = xM x 1) x X2 pest pas linéaire.
En effet ¥(u1,us2) = u%uz contient un terme non nul avec une variable de degré 2 en uy, et n’est
donc pas linéaire.

4.2.1 Génération de constructeurs admissibles

On va dans un premier temps montrer que ’on sait générer des constructions admissibles et
linéaires, puis on va montrer comment linéariser une construction admissible non linéaire.

On va supposer par la suite que 1’on se donne une construction ¥ admissible et linéaire, des classes
XM x®@ X% que on sait générer, et que I'on souhaite générer uniformément un élément de
taille n de C = WX, x@ . xk),

Puisque ¥ est construction admissible et linéaire, générer un élément de C uniformément revient
& décider d’une répartition des tailles des éléments provenant de X, x®@ . x®*) d’engendrer
aléatoirement et indépendamment des éléments de XV X2 . X*) selon les tailles choisies, puis
de recomposer les objets tirés. La recomposition est une étape qui va dépendre de la classe étudiée,
et qui peut s’avérer complexe.

On va donc introduire des poids U9 déterminant chacun respectivement le poids de la classe
XD et étudier K = TUOXD y@x@ . y®x®) dont la fonction génératrice multivariée
est K(z,u1,ug,...,ur) = ¥(X1(u12), Xo(uzz),. .., Xp(urz)), ot X1, Xs,..., Xy sont les fonctions
génératrices associées & X X¥@ . X® On peut ensuite choisir uniformément une répartition
de taille uniforme pour notre tirage, en tirant la taille de p; I'instance de la classe X)) selon la

distribution du polynéme %, puis la taille ps linstance de la classe X(?) selon la
P n
distribution du polynéme [wy*z ]E(Tg(lz)u?l ), et ainsi de suite jusqu’a ug.
On génére ensuite indépendamment des éléments de XY, X2 X% selon les tailles que 1’on

vient de tirer. La derniére partie, la recomposition, consiste en deux parties : recomposition des
silhouettes et recomposition des étiquetages. La recomposition des silhouettes dépend entierement

3. On suppose que l'on sait générer indépendamment les classes de ’ensemble de départ de la construction, a l'aide
d’un générateur de notre choix.

44



CHAPITRE 4. GENERATION RECURSIVE DE STRUCTURES ETIQUETEES AVEC
CONTRAINTES

de la construction, et sera dans les exemples abordés dans la Section 4.4 triviale. La recomposition
des étiquettes va dépendre fortement de W ; on montrera dans la partie 4.4 comment la faire dans
certains cas particuliers.

Dans le cas d’opérateurs non linéaires mais dont les fonctions génératrices sont des polyndmes,
on sépare les instances indépendantes, par exemple en remplacant X” par X x X2 x ... x x(™),
Dans le cas des opérateurs dont les fonctions génératrices sont des séries multivariées, il faut d’abord
choisir le nombre de fois que chaque classe va étre utilisé, que 'on va choisir selon la distribution
canonique de I'équation (4.1).

On génere C = \I/(X(l), ..., X%)) de la facon suivante :

— On calcule la série génératrice ordinaire multivariée C'(z, uq, ..., ur) = V(X1 (u12), . .., Xg(urz)).
— On choisit les tailles p1, pa, ..., pn correspondant aux classes XY, ... X ),
— On génere indépendamment et uniformément des objets de taille p; pour les classes X',

— On recompose les différents objets générés avec W.

4.3 Génération d’étiquetages

On va donner des méthodes nous permettant d’étiqueter des silhouettes déja connues.

4.3.1 Etiquetages croissants

La méthode qui va étre décrite ici est une application directe de la méthode récursive.

On dispose ici d'une silhouette de taille n et C(z) la fonction génératrice associée? | et 1'on
souhaite lui donner un étiquetage qui respecte les contraintes d’ordre données par la silhouette®. On
va réaliser ’étiquetage récursivement étiquette par étiquette, en enlevant un nceud a chaque fois. On
distingue deux cas :

— Si c’est un arbre croissant, on éléve la racine, et on lui donne ’étiquette suivante (on commence
a 0 en incrémentant).

— Si c’est une forét croissante £ de série génératrice L(z), on calcule pour chaque racine r; de la
forét la série génératrice L(’L)(z) correspondant & la forét £ ou I'on remplace 'arbre issu de r;
par la forét £(9 constitué des sous-arbres de 7;. On choisit ensuite le neeud r; avec probabilité
L (1)

L)
et on étiquette la structure obtenue.

qui obtient I'étiquette suivante, puis on le retire de la structure, on le remplace par £(*)

4.3.2 Etiquetages croissants partiels

On cherche ici a tirer un profil & un niveau I, c’est a dire un étiquetage de | < n noeuds de la
silhouette, uniforme parmi tous les étiquetages du méme niveau. Ce n’est en général pas équivalent
a faire un étiquetage croissant et a l’arréter au bout de [ étapes, puisque la distribution sera biaisée
par ce qu’il peut arriver sur les niveaux supérieurs. Pour le réaliser, la solution consiste a rajouter
une variable u sur C(z2), tel que [u'2"]C(z,u) compte le nombre d’étiquetages croissants s’arrétant
au niveau [. On peut ensuite utiliser la méthode d’étiquetage de 4.3.1, en décrémentant [ & chaque
étape. On verra en 4.4.2 comment le faire efficacement dans le cas des arbres croissants.

4.4 Exemples de génération : arbres étiquetés avec contraintes
d’ordre

On va ici illustrer les méthodes vues précédemment sur des structures d’arbres étiquetés avec
contraintes d’ordres. On présente cela en deux temps : d’abord la génération des silhouettes selon la
distribution pondérée, puis celle des étiquettes.

4. Qui ici se résume a un terme en z".
5. dans le cas des arbres que nous considérons, c’est que ’étiquette du pere est plus petite que celle de ses fils.
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4.4.1 Génération aléatoire pondérée de silhouettes

On décrit dans cette section comment utiliser les principes précédemment vus pour générer des
silhouettes selon la distribution pondérée.

Arbres croissants

Les arbres croissants sont décomposables, on peut donc utiliser les méthodes de génération
récursive de [26]. On rappelle que la spécification des arbres croissants s’écrit :

G = 2" % SEQ(G).

On le réécrit pour le décomposer en opérations plus élémentaires, en introduisant les foréts croissants
F, qui correspondent aux séquences d’arbres croissants :

G=2z2UxF
F=GxF+E

On calcule ensuite les coefficients g de G ainsi que les coefficients f de F jusqu’a la taille souhaitée,
et on génere récursivement :

— Un arbre croissant de G de taille n s’écrit comme une racine de taille 1, et une forét croissante
de taille n — 1.

— Une forét croissante de taille n > 0 est un arbre croissant de taille k, avec comme fréres les
arbres d’une forét de taille n — k. On tire un arbre de taille & avec probabilité

gk:fn—k:
Z gpfn—p .

p<n

P[Arbre de taille k] =

On calcule les coeflicients en utilisant la solution du systeme :

G(z)=1—+V1-2z

Arbres synchronisés

On s’intéresse maintenant au cas des arbres synchronisés. La difficulté réside ici dans la présence
du produit contraint généralisé (présenté dans la partie 2).
On rappelle la spécification des arbres synchronisés S :

S=T+x8+P

P= %2 (R, %V, Yy H)

p,qeN
Xi=Yi=H=T=2"«(F?

R =25 (F?)

Au vu de la spécification des arbres synchronisés, on va devoir greffer des foréts croissantes a
la structure principale de 'arbre synchronisé (tronc, branche gauche et branche droite). Une forét
croissante étant spécifiée comme une séquence d’arbres croissant, on peut en générer facilement en
utilisant la méthode de génération d’arbre croissant vu au paragraphe précédent. On procede donc
en trois étapes principales :
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FIGURE 4.3 — Spécification combinatoire des arbres synchronisés

— Choix des tailles du tronc, de la branche droite et de la branche gauche. Les premiers
éléments que 'on va déterminer sont le nombre de nceuds du tronc, puis les nombres de noeuds
sur chaque branche (gauche et droite) de R a H. Pour cela, on va tout d’abord mettre un
poids sur les nceuds avant la séparation, ce qui nous donne :

(z,u) /u—Slvudv—i—P()

- [ () o

t=0
(u—3)z+ 1)/ 22+ 1(-22+1)3" — 422+ 42— 1
A2 —du+3)22(=22+ 12" —4 (W2 —du+3)2(=22+1)2% + (u2 — du+3)(=22 + 1)

u

N

Pour générer un objet de taille n, on tire le nombre de noeuds entre la racine et la séparation
selon [2"]S1(z,u), ce qui nous permet de modifier la spécification pour en prendre compte.

Maintenant on va s’intéresser au nombre de noeuds sur les branches gauche et droite (que 'on
peut voir sur la Figure 4.3). On va utiliser deux nouvelles variables x et y pour les compter :

Yg—1 min(zp,yq)

P(z,z,y) Z// / / "(Ma X (z1) .. X (zp)yYy (y1) ... H' (R)dr . ..

pqur 0x1=0
1 1 T—on\ "
_ dr dh
//(1—27’)\/71—%1—211(.?—27«) "

r=0 h=0
(@224 DF S @y s )22+ DEEY 1) (<22 )7E
2?24+ 2x+Dy+y>?+x

yq_o

Nl=
<
|

Nl=

On calcule ensuite S(z,z,y) a partir de P(z,z,y), dont la relation dépend maintenant du
nombre que 'on a tiré dans I’étape précédente. On peut donc tirer la taille k de la branche
droite selon [2"]S(z, x,1) et la taille de la branche gauche selon [z*2"]S(z, z,y).
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— Choix du reste des tailles. On va calculer la série S(z,us, ... ) qui possede une variable pour
chaque classe utilisée dans sa spécification. Pour P, cela donne en introduisant les variables
a,b1,b2,...,bp,c1,...,¢q4, [ :

z min(mp,yq)
P(z,a,by,...) = / / aR (ar)by X1 (b1x1) ... by X (bpap)er Y] (ciyr) ... fH'(fh)dr da; . ..
r=0 h=0
On peut calculer S(z,u1,uz,...,a,b1,...) & partic de P, en rajoutant les variables u; pour

compter les tailles des foréts entre la racine et la séparation. On tire ensuite uniformément
toutes les tailles a utiliser, puis tous les objets correspondants. La recomposition des silhouettes
est simple, puisque les relations de parenté sont clairement établies entre les différentes classes.

4.4.2 Génération aléatoire uniforme d’étiquetages

On essaye ici de décrire des méthodes de génération aléatoire d’étiquetage uniforme sur une
silhouette donnée. Les arbres croissants ont un algorithme tres efficace, en raison de la structure
trés contrainte du poset sur lesquelles ils reposent (il peut étre décrit par un arbre), qui permet
notamment d’avoir une relative indépendance entre les sous-arbres d’un méme noeud, ce qui s’exprime
par la formule des équerres [34, p. 60]. La génération d’un profil uniforme utilise dans le détail la
série génératrice qui correspond a la silhouette, puis se rameéne a étiqueter un arbre croissant. La
génération des étiquettes d’un arbre synchronisé profite de sa faible distance a un étiquetage croissant
d’un arbre pour se ramener au probleme de I’étiquetage d’arbres croissants.

Etiquetage croissant d’arbres

Dans [6] est décrit un algorithme qui tourne avec une complexité de O(nlogn) avec n la

taille de 'arbre de processus initial. L’algorithme repose sur la formule des équerres [34, P. 60]
et 'implémentation utilise un générateur de multiensemble dynamique.
L’algorithme 1 en est une version simplifiée. Pour un arbre A on note p(A) le poids de l'arbre,
qui correspond au nombre de neeud dans Parbre. Pour un ensemble d’arbres E, Tirer(E) tire un
sous-arbre uniformément sur le nombre total de noeuds, c’est a dire qu’un arbre A a une probabilité
p(A)/S d’étre tiré, ou S est la somme des poids des arbres de E.

Données : Arbre A

Résultat : Liste ordonnée des nceuds de A correspondant a un étiquetage croissant uniforme.
début

B« {A};

R+ 1]; /* liste ordonnée des nw®uds de 1’arbre */

tant que E # () faire
S « tirer(E) ; /* on tire 1’arbre suivant */
R + R+ [racine(9)] ; /* on rajoute la racine & la liste */
E <+ E\{S}; /* on enléve 1l’arbre tiré a 1’ensemble de travail */
E < EU Sous — arbres(S) ; /* on le remplace par ses sous-arbres */

fin

retourner R

fin
Algorithme 1 : Génération d’étiquetage d’arbre croissant.

Arbres croissants partiellement étiquetés uniforme

Soit une silhouette de la la forme S = ZF « (S x S@ x ... x S®)). On transforme cette
spécification afin de capturer toutes les maniéres de couper l'arbre de maniére croissante (voir la
définition 1.3 du chapitre 1). On introduit une classe atomique U qui va mesurer la taille des coupes

o
possibles. On construit la classe S des coupes de § en décidant a chaque noeud si 'on coupe. On
peut écrire cette spécification de la maniere suivante :

o o o

S=UT%x(SD x 8@ x ... x s®)) 1 ¢,
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o
ot les S sont définis par récurrence de la méme maniére. On en déduit une série génératrice

[e]
exponentielle S(u), ot u compte le nombre de coupes admissibles sur cette silhouette.

Pour tirer uniformément un profil, va utiliser la spécification précédente en rajoutant une nou-
velle variable atomique par nceud (on multiplie la classe atomique U par une classe atomique X (@)
correspondant au nceud que lon spécifie). On obtient ainsi une fonction génératrice de la forme
S(u,x1,x2,...,x,). Si on veut tirer uniformément un profil de taille k, on choisit uniformément
un terme de taille k, puis on tire ’étiquetage normalement sur la coupe en utilisant par exemple
Ialgorithme 1.

Exemple 4.5. Prenons la silhouette définie par la spécification suivante :
P=(2Px2)xZx Z2x (2« (2 x 2)).
On lui associe la spécification suivante :
Cp = ((uE*(ub+5) +5)) % Us + E) x Uy + E) x (uE*((ufw) X (ug+5))+g) .

Qui se traduit en équation, avec les paramétres x; :

Cp(u,21,p,...) = (/tu 2o (1 4 zpt)dt + 1>.[(1 + zou) (1 + zqu) - </0u 2o(1+zpt) (1 + zyt)dt + 1” .

=0
Ce qui donne la formule suivante :
L 7
Cp(u,z1,Tp,...) :8maxbxcxdmexfa:gu +

1
E((?;xaa:bmcxdxgmf + (Bzazpxergre + 2(Tarpxe + (Taxp + 2:paxc)md):vemf):pg))u6+

1
E((Gxaxbmcxd:ﬂg +3(xapxe + (Tazy + 2Take)Tq)Te f + (2(Tazp + 22ae + 2(Ta + ze)Tq)Tex f+

3(zaxpre + (Taxp + 233a$c)17d)33e)zg))u5+
1
E(('g(mamb +2zqTc + 2(517a + Ic)zd)ffeﬂ?f + 6($arbmc + (mazb + 2marc)md)me + (4(10, + xe + Il'd)mezf"r
3(zaxp + 20w + 2(Tgq + xc)md)ze)a}g))u4+

1
5 (B(@a + ze +2a)zers +3(Tawy +2Tae + 2(Ta + Te)Ta)Te + (3(@a + Te +Ta)Te + 2zewy)zg))u’+

1
5((zaacb +2(za + e + Tg)Te + TeXf + $exg))u2+
(o + ze)u + 1.

Si lon veut tirer un profil de taille 4 a partir de cet arbre, il suffit donc de tirer uniformément un des
termes devant u* (on connait le poids d’un terme en remplacant toutes les variables par 1). On tire
ensuite un profil correspondant a ce terme uniformément en utilisant ’algorithme d’étiquetage des
arbres croissants. Par exemple on tire ’étiquetage correspondant au terme T,xqT., avec probabilité

58//1122 = &, il faut tirer un étiquetage croissant du profil Pogeq = UP*E) x € x U x (U % (€ x U))].

Arbres synchronisés.

On va ici profiter de la faible distance qu’a un arbre synchronisé avec un arbre croissant. On va le
décomposer en deux arbres, que I'on va étiqueter séparément : I’arbre avec des étiquettes plus petites
que l'étiquette synchronisée, et I'arbre avec des étiquettes plus grandes. On va pour cela utiliser la
méme technique que pour la génération du profil. Pour chaque forét insérée dans la structure de
Parbre croissant (sauf celles insérées en dessous de la synchronisation), on calcule son profil, et on
I'insére dans la structure d’arbre synchronisé (avec une variable par forét). On peut ensuite 1'utiliser
pour choisir uniformément I’étiquette du nceud synchronisé, puis on tire un profil correspondant. On
rassemble enfin les noeuds n’ayant pas d’étiquettes, ce qui forme un arbre croissant avec le nceud
synchronisé comme racine, et on ’étiquette uniformément en utilisant I’algorithme 1.
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4.5 Conclusion

Ce chapitre étend le cadre classique de génération récursive pour montrer comment étiqueter
efficacement des structures avec des contraintes d’ordres non triviales, comme par exemple celles
étudiées au premier et deuxieme chapitres. On montre comment décomposer la générations en deux
parties : la génération de la silhouette et celle des étiquettes. La génération des silhouettes se fait
naturellement en utilisant les principes classiques de la génération récursive. La génération des
étiquettes est habituellement négligée dans les schémas de génération classiques, puisque les objets
produits ont un étiquetage sans contrainte, et I’étiquetage se réduit ainsi a tirer une permutation
aléatoire. On montre que dans le cas ou la contrainte sur les étiquetages peut se décrire a I'aide d'un
arbre, on peut générer 1’étiquetage efficacement.
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Chapitre 5

Analyse quantitative de différentes
versions de la génération de
Boltzmann

Dans les deux chapitres qui vont suivre, on va quitter le monde de la génération récursive pour
s’intéresser a la génération de Boltzmann. La méthode de Boltzmann est une méthode de génération
aléatoire relativement récente qui permet de générer des objets combinatoires uniformément.

La principale différence par rapport a la méthode récursive est que 1’on tire dans une distribution
de taille au lieu de tirer des objets d’'une taille fixée. Cela permet d’avoir une méthode simple et
efficace, qui limite les pré-calculs, mais se paye si on désire avoir des objets dans un certain intervalle.
En effet on doit pour cela rejeter les objets de mauvaise taille, ce qui gache des tirages d’aléa et
cotite du temps de calcul de maniere générale.

Un choix habile de distribution doit alors se faire, pour en prendre une pratique a calculer et
qui minimise les pertes dues au rejet. Dans le cadre des générateurs de Boltzmann, la distribution
choisie est imposée et correspond a la distribution de Boltzmann. Bien que n’étant pas la distribution
qui minimise le rejet, sa distribution uniforme pour une taille fixée, elle est dérivée simplement des
fonctions génératrices et possede aussi I’avantage d’étre paramétrée, ce qui lui donne une plus grande
flexibilité. Il ne reste donc plus qu’a choisir le paramétrage, afin que la distribution se comporte le
mieux possible pour la taille que l'on désire avoir. Une méthode d’optimisation possible consiste a
changer de classe d’objet a générer, ce qui implique une distribution de Boltzmann différente, de
générer un objet dans cette nouvelle classe, puis de le transformer en un objet de la premiere classe.
Il faut bien entendu s’assurer que la transformation va préserver 'uniformité.

Le chapitre qui suit est consacré a comparer finement deux méthodes de génération de Boltz-
mann, la premiere utilisant une méthode de transformation de classe pour diminuer le rejet, I’autre
s’appuyant sur une évaluation rapide du paramétrage.

5.1 Contexte des générateurs de Boltzmann

Dans cette partie, on va rappeler les définitions classiques dans le contexte des structures combi-
natoires et des générateurs de Boltzmann. Nous ne nous intéresserons dans cette partie uniquement
a des classes combinatoires non étiquetées (associées au fonctions génératrices ordinaires). La modi-
fication & faire pour 'adapter au modele des structures étiquetées est directe, puisque la modification
apportée aux séries génératrices (le terme en n!) est compensé dans la définition de la distribution
de Boltzmann exponentielle, que qui rend les calculs identiques dans les deux cas.

Pour tout ce chapitre, on utilisera comme exemple référent la classe des arbres binaires (définie
en 0.2).

5.1.1 Générateur de Boltzmann

On rappelle (cf. 0.3.2) la définition de la distribution de Boltzmann :
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5.1. CONTEXTE DES GENERATEURS DE BOLTZMANN

Définition 5.1. Soit C une classe combinatoire non étiquetée, de fonction génératrice C(z). Son
modeéle de Boltzmann associé, dépendant d’un parameétre réel 0 < z < p ou z = p dans certains cas,
est la distribution sur les objets de C, telle que la probabilité d’un objet v est

Pk

C(z)’

P.(y) = ot C(z) est la fonction génératrice de C évaluée en z.

Un générateur de Boltzmann est un constructeur qui génere des objets selon leur distribution
de Boltzmann. Puisque la taille de I'objet généré est aléatoire, pour tirer un objet de taille n, les
générations sont répétées jusqu’a obtenir un objet de la bonne taille. Pour obtenir une génération
plus efficace [20], on s’accorde généralement une marge d’erreur sur la taille des objets. Par exemple,
on acceptera les objets dont la taille est dans les bornes n(1—¢) et n(14-¢), ot € est la marge d’erreur.

Nous allons restreindre 1’étude aux classes combinatoires dont les fonctions génératrices sont
A — singulieres. Cette contrainte sur les classes combinatoires est assez technique, néanmoins elle
couvre une tres large gamme de classes, car elle est associé aux objets combinatoires décomposables,
ainsi qu’on peut le voir dans [26].

Définition 5.2. Une fonction C(z) analytique en 0 et avec un rayon d’analyticité p > 0 est dite
A-singuliere si elle vérifie les deux conditions suivantes :

(i) La fonction admet p comme unique singularité en |z| = p, et est relevable sur un domaine

Alr,0)={z|z#p,|z| <rarg(z—p) & (—6,0)},

pour un r > p et un 0 vérifiant 0 < 0 < 5. L’ensemble A(r,0) est appelée un A-domaine.

(i) Pour z convergeant vers p dans le A-domaine, C(z) vérifie un développement de la forme :
C(2) =2mp P(2) + co(1 = 2/p)"") +0o((1 = 2/p) ™" . € R\{0, =1, =2, ..},
ot P(z) est un polynéme ; co une constante et —« est appelé U'exposant singulier de C(z).

En utilisant le théoréme de transfert de Flajolet-Odlysko (cf. [24, chapitre VI] pour les détails ),
les coefficients des fonctions A-singulieres vérifient le comportement asymptotique suivant :

Cyp = [2"]C(z) ~ 0 )pfnno‘fl. (5.1)

INa

Cet équivalent asymptotique est 1’élément qui sera crucial pour les preuves, les autres propriétés des
fonctions A-singulieres n’étant pas utilisées .

Notons que pour —a > 0, la queue de la distribution de taille, c¢’est-a-dire la partie de la dis-
tribution éloignée de la moyenne, est importante, et les distributions ayant cette propriété sont
généralement appelées distributions piquées, tandis que les distributions pour —a < 0 sont appelées
distributions plates. La classe des arbres binaires fait partie des structures a distribution piquée,
puisque dans ce cas —a = 1/2 > 0.

Pour générer des objets selon leur distribution de Boltzmann, Duchon et al. [20] ont présenté
trois générateurs différents. Le premier, que nous appellerons générateur de Boltzmann classique,
se contente de choisir son parameétre z, de maniere a ce qu’il soit le meilleur possible, c¢’est-a-dire
pour maximiser ses chances d’avoir un objet de la taille voulue n. Le deuxieme générateur, appelé
générateur de Boltzmann pointé, s’utilise sur des distributions piquées (provenant de structures ar-
borescentes par exemple). Pour changer la distribution de piquée en plate, on peut marquer un
atome de la structure, puis générer des structures marquées. La distribution des structures ainsi
générées est uniforme sur les objets marqués pour une taille donnée. On peut alors se rendre compte
qu’en enlevant la marque on obtient un objet pris dans une distribution uniforme sur les objets
non marqués a taille donnée. Le générateur de Boltzmann pointé consiste donc générer des objets
appartenant a la classe pointée en utilisant un générateur de Boltzmann classique, puis d’enlever la

1. Ainsi si 'on trouve une fonction qui vérifie cet équivalent sans étre A-singuliére, les théorémes s’adaptent de
fagon assez directe.
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CHAPITRE 5. ANALYSE QUANTITATIVE DE DIFFERENTES VERSIONS DE LA
GENERATION DE BOLTZMANN

FIGURE 5.1 — Distributions de Boltzmann avec différents parametres z (deux distributions piquées
en traits bleus, deux distributions plates en lignes rouges).

marque. Cette méthode est évidemment uniforme sur les objets de méme taille, méme si la distribu-
tion utilisée n’est pas celle de Boltzmann pour notre objet (donnée dans la définiton 5.1). Finalement,
le troisieme générateur, appelé générateur de Boltzmann singulier, s’applique sur des structures a
distribution piquée, pour lequel on utilise la singularité comme parametre. C’est une valeur de pa-
rameétre non optimale dans le cas général 2, et on mise ici sur le fait que sur les distributions piquées
la valeur de parametre optimale ne soit que marginalement meilleure que celle égale a la singularité.

5.2 Complexité des générateurs de Boltzmann

On cherche ici & déterminer une mesure pertinente de la complexité d’un générateur de Boltz-
mann. Le précalcul peut étre dur, mais ne dépend que de la taille des objets a générer et le type
d’objets, et non pas du nombre d’objets a générer, puisqu’il s’agit de calculer et stocker un nombre
constant de parametres calculés avec une précision arbitraire® On peut notamment distinguer deux
cas principaux : celui ou la valeur de la singularité dominante de la fonction est simple a calculer dans
quel cas le cotlit est négligeable, et celui ou calculer la singularité dominante se calcule difficilement,
et peut se retrouver équivalent a celui de calculer les termes de la série jusqu’a la taille désirée.

On ne comptera pas donc pas le précalcul dans la mesure de la complexité, mais c’est évidemment
a prendre en compte au moment ou I'on compare les différentes méthodes, qui n’auront pas les mémes
précalculs. La complexité en nombre de bit aléatoires, en temps et en espace de la génération d’un
objet a l'aide d’un générateur de Boltzmann croit dans la plupart des cas linéairement avec la taille
des objets générés. (cf. [20]), on se contentera donc de compter la taille totale générée par notre
générateur. Il y a donc deux parts qui contribuent & la complexité de la génération : la partie qui
correspond a 'objet que l'algorithme donne en sortie (par définition de taille approximativement
n), et la partie qui correspond aux objets rejetés. La premiere partie étant essentiellement constante
(entre n(1 —€) et n(1+¢€)) entre toutes les générations, on ne va pas la compter et se concentrer sur
la somme des tailles des objets rejetés, qui sera notre mesure de complexité.

Lorsque l'on considere cette mesure de complexité, une amélioration évidente du générateur
consiste a ne pas générer d’objets trop grands, sachant qu’on va les rejeter. L’algorithme de génération
étant récursif, on peut avoir pendant la génération un minimum de la taille finale de ’objet généré.
En gardant trace de la taille de I'objet que 1’on est en train de générer, on peut le rejeter avant la
fin de la génération si il dépasse une taille choisie. Cette méthode est appelée rejet anticipé.

Le résultat ci-dessous est un lemme prouvé dans [20], qui nous sera utile pour ce chapitre. Il
donne la complexité du générateur de Boltzmann pour des objets de taille approchée avec et sans
rejet anticipé.

2. Sinon cette méthode se confondrait avec la premiere.
3. On considére que cela prend une place constante et donc avec une précision fixée, car si on a besoin du n-iéme
bit qu’avec probabilité environ 27", on peut faire un calcul a la volée.
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Lemme 5.1. (/20]) Soit C(z) la fonction génératrice de la classe C, et soit C<"1, C>"2 et Clrm2]
les fonctions génératrices pour les sous-classes d’objets de C de taille, respectivement, strictement
plus petite que ny, strictement plus grande que no, et entre ny et no. La taille cumulée, T, des
objets générés et ensuite rejetés car n'étant pas dans la fenétre de tolérance [n1,ns| et le paramétre
z vérifiet :

20" (2) + neC7 2 (2)

E(T,) = Cloml(2) et
2 11<ny _ >ng
E12) = 2 (@gfhﬁi)”c C) | om(r,)? + E(T).
ni,m2](

Sans rejet anticipé, on obtient :

20" (2) + 20"7"2(2)
]E(Tn) - C[”la"ﬂ(z)
22C"<M(2) 4 22C"> "2 (2)

C[nl,n2]<z)

et

E(T2) = + 2E(T,)* + E(Th).

Démonstration. La preuve ci-dessous est donnée dans [20].
La fonction génératrice de probabilité du générateur® de Boltzmann avec une fenétre de tolérance
[n1,n2] est

F(u,2) =Y P(Ty(2) = k)u*.
k

Un appel au générateur va se décomposer en une succession d’appels infructueux, suivi d’un appel
fructueux qui arrive avec probabilité F,..(z), et qui ne compte pas dans la taille de T},. Si on note
A(z) la variable aléatoire donnant la taille d’'un appel, et Fqcc(u, z) la fonction génératrice de
probabilité des appels infructueux

Fnacc(u7 Z) — Z P (A(Z) = k’) ’U,k,

la remarque précédente implique que :
F(u,2) = (1 = Frace(t, 2)) " Faee(2).

La probabilité F,..(z) est calculable simplement d’aprées la définition de la distribution de Boltz-
mann :

ng
Cpz"
F @—ngl” _ Cmml(z)
acc - -
n=1
Frace(u, 2) se décompose en deux parties :
— Les appels plus petits que n; s’écrivent simplement :
ni
O n, n
niz:l e O™ (uz)
n=1

— Pour les appels plus grand que na, cela dépend de la présence de rejet anticipé ou non.

e Dans le cas du rejet anticipé, la taille est constante égale a mo, qui est comptée par la
variable u, cette partie est égale a :

no = Cn n
w n;Q “ B unz(C>n2 (Z)
n=1

4. T, dépend de z, n1 et ng, mais ils ne sont pas notés comme des parameétres pour ne pas surcharger les notations.
5. C’est ici une fonction génératrice en fonction de u, la variable z est un parameétre qui est fixé.
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e Dans le cas sans rejet anticipé, la taille est variable, comme pour n < n, cette partie est

égale a :
annun
2 o)
N 6
n=1
D’ou
1 —1 glnenal(z)

F — 1— <ni n2 Y>No
) = (1= g C ) +wem))  SEE
dans le cas avec rejet anticipé, et

— 1 <ni >ng - C[nl,nz](z)
F(u,z) = (1 e (C~™(uz)+C (uz))) @

dans le cas sans rejet anticipé.
L’espérance des cotits et le second moment sont donnés respectivement par

E(Tn) = %iF(u’ z)\u:l et
E(T2) = (gi + “852> F(u, 2)jues
On obtient donc :
r<n no—1,v>n C[nl’nZ](Z) )
E(T,) = [ (zC"~" (uz) + nou™ " C~ "2 (2 5
(T) (( (uz) + (2)) (C(2) = C<m(uz) —umeC>m(2))* )|
2 2 1<n ng—27>n C[nhnz](z) >
E(T?) = | (z°C">"™ (uz) + no(ne — Du™2"C-"2 (2
" <( e D icr oot -l )
+ 2E(T,,)? + E(T3,)
dans le cas avec rejet, et :
<n 2 1>n C[’m,nz](z) )
E(T,) = | (zC" (uz) + z22C~ ™2 (2 ,
( ) <( ( )+ ( )) (C(Z) — (O<m (uz) _ C>n2(u2))2 -
E(T2) = ((220”<"1(uz) 22072 (2)) o) 2) +2E(T,)? + E(T,,)
(C(2) = O<Mm(uz) = C=m2(u2))” )|,

dans le cas sans rejet. On remarque que C(z) = C<"1(z) + C"v2l(2) + C>"2(2), ce qui donne les
résultats annoncés. O

Ce lemme permet de calculer 'espérance et la variance du coiit d’'un générateur de Boltzmann
avec rejet anticipé connaissant les valeurs de 2C"<"(2), nyC>"2(z), CI"1:m2l(2) et 220" <™ (z). Dans
le cas ol z < p, ces valeurs existent, et on peut les calculer explicitement dans le cas ou 'on connait
C(z). Nous concluons cette section en rappelant quelques notations associées a chaque générateur,
qui ont été introduites dans [20]. Notons uC'(z, n, ) pour désigner un générateur de Boltzmann pour
la classe combinatoire C sans rejet anticipé, et notons vC(z,n,e) pour le générateur de Boltzmann
associé avec rejet anticipé.

Nous allons maintenant passer au calcul de complexité des générateurs. Pour faciliter I’étude
nous séparons les structures combinatoires selon la valeur de leur exposant singulier.
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5.3 Objets a distribution plate

Dans cette section, nous considérons des structures combinatoires telles que leur exposant sin-
gulier vérifie —a < 0, ce qui correspond a des objets dont la distribution de Boltzmann est plate.

Exemple 5.1. Arbres binaires marqués.

On va construire un exemple simple d’objet ayant une distribution de Boltzmann plate : la classe
B*® les arbres binaires avec un nceud marqué. En effet, cette classe peut se spécifier de la maniere
suivante :

B*=E+ZxB*xB+ZxBxB°,

ou B est la classe des arbres binaires classiques. Ainsi la fonction génératrice ordinaire de la classe
B® est :

1

B = =

Qui a un exposant singulier —a < 0.

Choix du parameétre pour une distribution plate. La valeur optimale pour le parametre
z correspond a la valeur qui maximise la probabilité de tirer un objet dans lintervalle [ni,ns]
désiré. Trouver cette valeur optimale n’est en général pas trivial, puisqu’elle consiste a calculer la
probabilité de tomber dans un intervalle précis pour une distribution, Une maniére plus simple (et
du coup largement utilisée) consiste & choisir un parametre approprié z, afin que lespérance de la
taille des objets générés soit égale ou proche de n. Cette valeur n’est pas optimale, mais dans la
plupart des cas les distributions sont centrées sur la moyenne ce qui rend cette approximation valide.
Elle a I'avantage dans le cas des distribution plates d’étre assez facilement approximable.

Nous allons donc réaliser cette approximation en prenant z,, proche de la solution de E, (N) = z,.
Dans le cas —a < 0, on a 2z, ~ p(1 — %). Nous allons donc choisir arbitrairement comme valeur de
parametre

n = p (1 - 9) . (5.2)

n
Cette approximation a l'avantage d’étre trés facile a calculer (on a juste besoin de la valeur de
Pexposant singulier et de la singularité), et pratique pour l'analyse.

Maintenant que l’on s’est choisi une valeur pour le parametre, on peut calculer P'efficacité des
générateurs de Boltzmann sur ce type de structures.

5.3.1 Générateur de Boltzmann classique sans rejet anticipé

On va d’abord regarder le cas sans rejet, qui est clairement moins efficace dans notre mesure de la
complexité, mais qui pourrait étre intéressant si on prend en compte d’autre cotits. Le rejet nécessite
en effet de savoir la taille de 'objet a tout instant de sa construction, ce qui limite le caractere
parallélisable de la génération de Boltzmann. Le théoréeme suivant est une version généralisée d’un
théoréme démontré dans Particle [20].

Théoréme 5.1. Soit C une classe combinatoire dont la fonction génératrice est A-singuliére d’expo-
sant —a < 0. Alors la taille cumulée T, des objels générés et rejetés par un générateur de Boltzmann
classique approché sans rejet anticipé, pC(zn,n, ), satisfait, quand n tends vers linfini :

E(T},) ~ nk(e,a), et  E(T?) ~2E(T,)* + n’k' (g, a),
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ot
1—¢ [e%e]
/wae*awder / we” " dw
k(e, ) = =0 ; w=lte
+e
/ w* e dy
w=1—¢
et
l—e 00
/wo‘+1e_awdw+ / we ey
K (g,a) = w=0 T w=lte
/ w* e dw
w=1l—¢e

Démonstration. On a besoin pour appliquer le Lemme 5.1 de calculer les quantités suivantes :
ZnC/<"(1_E)(Zn), ZnC/>n(1+a)(zn) et C[n(l—a),n(l-ﬁ-a)](zn)’ ZZCIKn(l_E) (Zn) et 27210”>n(1+5)(2n)~

On va montrer comment calculer un équivalent de z,C’ <”(1_5)(2n), les autres expressions étant
trouvées d’une maniere similaire. On utilise ’approximation de ’équation (5.1) avec la valeur choisie
pour z, définie a ’équation (5.2) :

[n(l—e)]
_ C n(l—a/n «
w00 ) = g 2 TR (L4 0 (1)
k=0
[n(l1—e)]

=fa 2 TR s (1))
@ =

[n(l—e)]
Puisque la somme > e~ k“ tend vers l'infini quand n tend vers l'infini, on peut tirer le terme
k=0
d’erreur hors de la somme :

[n(1—e)]

O () = r?;) Do TR (1 onseo(1):
k=0

On utilise ensuite la formule sommatoire d’Euler-MacLaurin :

n(1=e)] o
> eER o) = | [ eear | o).
o)

k=0 21

I(a)

Ainsi
1—¢

a+1
W) iy [ weea
n—oo 6]

w=0

On peut utiliser la formule d’Euler-MacLaurin sur les coefficients de C(z) et le méme type
d’analyse pour avoir les estimations suivantes :

a+1
o>ni+e) (zn) ~ C(}Tz ) / we” *dw,
n—»00 «

w=1+4¢
o 1+e
Clri— e,y COn / W Te= gy,
n—oo (v
( )wzlfs
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1—

c na+2
ZELC//<n(1 E)(Zn) o~ (} / e dw,
w=
et
9 cont? T _
20704 (7))~ / w e dw.
n—o0 I‘(a)
w=14¢€

Il ne reste plus qu’a appliquer le Lemme 5.1 pour calculer le premier et le second moment de la
mesure de complexité. O]

Si l'on fixe une classe combinatoire C (et un €), toutes ces intégrales peuvent étre calculées
explicitement indépendamment de n, et la comparaison des différentes méthodes devient directe
(voir I'exemple dans la sous-section 5.5).

5.3.2 Générateur de Boltzmann classique avec rejet anticipé

Ici a chaque étape de construction d’un objet, on regarde la taille de ’objet en construction, et
on la compare a la taille maximale acceptée. Si on 'a déja dépassé avant la fin de la construction,
on arréte la construction, on rejette ce que ’'on a fait et on construit un nouvel objet.

Théoréme 5.2. Soit C une classe combinatoire dont la fonction génératrice est A-singuliére d’expo-
sant —a < 0. Alors la taille cumulée T, des objels générés et rejetés par un générateur de Boltzmann
approché avec rejet anticipé, vC(zy,, n, €), satisfait, quand n tends vers linfini :

E(T,) ~ nko(s,0), et E(T3) ~ 2E(T,)? +n’k.(c,a),

n—00 n— o0
ot
1—¢ o]
/ we”"dw + / (14¢e) - w* e dw
_ w= w=1+¢
KT(Ea a) - 1+e ’
/ waflefawd,w
w=1l—¢e
et
1—e¢ [}
a+l —aw a—1 _ —aw
w* e *dw + (I+¢e) - w* e ““dw
_ w= w=14-¢
Hr(sa a) -

1+e¢
/ ,waflefozwdw
w=1—¢e

Le schéma de la preuve est identique a celui du Théoreme 5.1.

Démonstration. Notre but est d’utiliser le Lemme 5.1. On a donc besoin des estimations pour
2,C"<M0=) (2., (1 + g)C>n(He) (2, OlnU=e)n(+a)l(5 ) et 2207<"(1-9)(z,). On utilise la for-
mule sommatoire d’Euler-MacLaurin sur les coefficients de C(z) pour obtenir ces estimations :

—

—€

+1
_ cono‘ _
2, "< 6)(z ) we” " dw
" n—00 F ’
w=0
ConaJrl

n(l+¢)C>m0+9)(z) ~

a—1_—aw
WS T(a) w e dw,

w=14¢€
o 1+e
C[n(l—a),n(l—i—a)](zn) -~ Con wa—le—awdw’
n—oo (v
( )wzlfs

58



CHAPITRE 5. ANALYSE QUANTITATIVE DE DIFFERENTES VERSIONS DE LA
GENERATION DE BOLTZMANN

et

2 ~11<n(l—e) con"‘+2 a+l —oaw
z:C (zn) ~ wT e dw.
n—oo T'(a)

5.4 Objets avec distribution piquée

Dans cette section, on considére des structures combinatoires, dont I’exposant singulier —« est
positif. Ces objets présentent une distribution piquée. Les structures d’arbres non marquées sont des
exemples de cette sorte d’objets avec —a étant un nombre rationnel positif, plus petit que 1.

Choix du parameétre pour une distribution piquée. Dans le cas ou —a > 0, on peut toujours
calculer une approximation du parametre z, solution de E, (N) = z,, ainsi qu’on le fait dans le
paragraphe 5.3. En revanche 'approximation 5.2 n’est plus valide, et méme la solution exacte offre
un gain en complexité négligeable par rapport a une génération singuliere.

On va donc changer de méthode dans ce cas, en utilisant soit un générateur de Boltzmann pointé,
soit un générateur de Boltzmann singulier.

5.4.1 Générateur de Boltzmann pointé

L’idée va étre de changer la distribution afin de se retrouver dans le cas des distribution plates,
et se reporter aux résultats de la section précédente. On fait cela en générant des objets pointés.
Un objet pointé est une structure avec un élément marqué. En générant un objet pointé avec un
générateur de Boltzmann puis en retirant la marque, on réalise une génération de Boltzmann pointée.
On peut remarquer que le générateur génere des objets d’un ensemble beaucoup plus large que celui
considéré, puis projette I'objet construit sur ’ensemble considéré. Puisque pour un objet de départ de
taille donnée il y a toujours le méme nombre d’objet pointé correspondant, la méthode ne modifie pas
la distribution des objets pour une taille donnée (qui reste donc uniforme), L’opération de pointage
a pour effet de briser la symétrie de la génération et de transformer des distributions piquées en
distributions plates.

Pour une classe combinatoire donnée C, on définit la classe pointée comme :

C* ~ {(ni)lyelCied{l,....h}}
n—o0
On en déduit que |C2| = n|C,|, et la fonction génératrice associée est C®(z) = zC'(z). En effet, si C
a comme exposant singulier —a, alors C* a comme exposant singulier —a — 1.

Supposons maintenant que C est une classe combinatoire d’exposant singulier —« > 0. En mar-
quant [«]| atomes de la structure considérée on obtient une distribution plate sur les structures
multiplement marquées. Donc les Théorémes 5.1 et 5.2 peuvent s’appliquer sur ces structures mul-
tiplement marquées. Lorsqu’un objet est généré, on efface toutes ses marques puis on obtient un
objet de C uniformément au hasard parmi les objets de la méme taille. La classe des arbres binaires
marqués (5.1) est un exemple de classe marquée.

On peut noter que bien que la différenciation de certaines spécifications puisse donner des
spécifications beaucoup plus larges, cela n’interféere pas avec notre mesure de complexité.

5.4.2 Générateur de Boltzmann singulier

L’autre méthode pour gérer le cas lorsque 0 < —a < 1 consiste & éviter le calcul du parametre
en choisissant la singularité en tant que parametre, ce qui est raisonnable puisque la distribution de
la taille a une grande queue.

La taille moyenne d’un objet généré selon cette distribution est ici infinie, mais en utilisant le
rejet anticipé on s’assure un temps de génération fini.

99



5.5. COMPARAISON DES DIFFERENTS METHODES POUR LES DISTRIBUTIONS
PIQUEES

Théoréme 5.3. Soit C une classe combinatoire dont la fonction génératrice est A-singuliére avec
un exposant 0 < —a < 1. Alors la taille cumulée T, des objets générés puis rejetés par un générateur
de Boltzmann approché avec rejet anticipé, vC(p,n,e), satisfait :

E(T,) ~ nrs(e,a), et E(T?) ~ 2E(T,)? + n’ks(e, ),

n—oo n— oo

o
a+1 a+1
(e.q) v ((1;21+ - )>
Ks(e,a) = s
‘ = —(1+2)
et
1—g)ot? 14e)ott
(e
KS(S,O) =

1—c)° — (I +e)

La preuve du résultat est une conséquence du Lemme 5.1, comme pour les deux générateurs
précédents. Par contre, puisque le parameétre a une expression trés simple (c’est la singularité domi-
nante), les équivalents peuvent étre explicitement calculés.

Démonstration. Pour pouvoir utiliser le Lemme 5.1, on a besoin des estimations suivantes, obtenues
par des sommations de Euler-MacLaurin sur les coefficients de C(z).

pc/<'n(1—6) (p) ~ Cona+1(1 B E)a+1 , C>n(1+a) (p) o Cona(l + g)a 7
n—00 (a4 1T () n— o0 ol'(a)
con® (1+e)*—(1—¢e)*
n—oo I'(c) a

C[n(l—s),n(l+5)] (p)

et
con(x+2 ( 1— 8)oz+2

nSeo (a+2)l(a)

p201/<n(1—e) (p)

5.5 Comparaison des différents méthodes pour les distribu-
tions piquées

Le but de cette section consiste a comparer les différentes méthodes par rapport a nos mesures
de complexité définies plus tot. L’approche la plus facile (déja présente dans [20]) consiste & laisser
€ tendre vers 0, puis de comparer le comportement des complexités.

5.5.1 Une classe d’objet générale avec 0 < —a < 1

On est intéressé par des objets provenant de classes combinatoires dont I’exposant singulier —«
appartient & |0, 1[. En pointant un élément, on peut utiliser le générateur de Boltzmann classique
(Théorémes 5.1 et 5.2) pour l'exposant —a — 1, ou on peut directement utiliser un générateur de
Boltzmann singulier. On regroupe les résultats dans la Figure 5.2 ci-dessous.

A la lumitre de cette étude, on observe que les différentes optimisations pour la génération
de Boltzmann présentées dans larticle initial [20] sont efficaces, et ne different que d’un facteur
multiplicatif constant.

Si l'on s’intéresse a la génération exacte (ou on rejette tant que la taille n’est pas exactement la
bonne), les résultats de la Figure 5.2 sont encore valides pour € = ﬁ Ce n’est pas une conséquence
directe des théoremes, mais peut étre prouvé sans effort en suivant un plan de preuve identique. On
obtient ainsi des générateurs de complexité quadratique.
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Complexité moyenne exacte

1—e oo
Générateur de B. JowetteCamans [ wettemambuay
pointé sans rejet R T wolte
anticipé f woe(—a—Dw gy
w=1—¢e

1—e oo
L, at+l (—a—1)w a (—a—1)w
Générateur de B. Jowette dwtr [ (14e) woe dw

. s . =0 =1
pointé avec rejet - T +e
anticipé f wee(—a—1)w gy
w=1—¢g

Générateur de B.
singulier

—an (“f}:“ + <1+5,>Z+1)> ((1 —a¥ -+ s)“)71

Complexité moyenne approchée (¢ — 0 et 1 = o(n))

Générateur de B. )
pointé sans rejet 2 ((ai1>a+ T(a+ 1)) +0(§)
anticipé
Générateur de B. .
. ’ . n e « 1 n
pointé avec rejet 5 (( ) T(a+1)— Q—H) +o0 (;)
anticipé
Générateur de B. " 1 "
singulier 2 Tata¥D T° (?)

FIGURE 5.2 — Equivalent de la taille cumulée des objets générés puis rejetés, quand 0 < —a < 1.

5.5.2 Grammaires apériodiques et fortement connectées : —a = 1/2

Les complexitées approchés pour les générateurs de Boltzmann avaient déja été calculées [20]
dans le cas de grammaires apériodiques et fortement connectées, comme par exemple dans le cas des
arbres, mais sans comparaison des méthodes.

En prenant —a = 1/2 dans les formules précédentes quand e tends vers 0 (avec la contrainte
1 =0(n)), des calculs directs donnent les résultats suivants :

— Dans le cas des générateurs de Boltzmann pointés sans rejet anticipé, on obtient une complexité

moyenne équivalente a :
[me\ n e
— =, — =~ 2.066.
( 5 ) . avec 4/ <

— Dans cas du générateur de Boltzmann pointés avec rejet anticipé, on obtient une complexité
moyenne équivalente a :

( 71-26_1).7;7 avec\/?—lzl.OG(S.

— Dans le cas de générateur de Boltzmann singulier, on obtient une complexité moyenne équivalente
a:
2.1
€
On peut finalement remarquer que le pointage sans rejet anticipé est a peu pres équivalent a la
génération singuliere, mais que la génération pointée avec rejet anticipé est presque deux fois plus
efficace !

6. Il faut se souvenir que notre complexité ne prend pas en compte le terme linéaire qui provient de ’objet généré,
ce qui mitige le facteur 2 annoncé.
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5.5.3 Comparaison expérimentale des différents générateurs

Prenons un exemple de grammaire apériodique et fortement connectée, les arbres binaires ou la
taille correspond au nombre de nceuds internes. On rappelle que sa fonction génératrice ordinaire
correspond a la série des nombres de Catalan et est :

1—+v1-—4z

B(z) = 2z

Son exposant singulier est donc —av = 1/2, et la distribution correspondante est piquée.

Dans la Figure 5.1, la distribution piquée en lignes hachées bleues est exactement celle des arbres
binaires complets avec parameétre de Boltzmann z € {0.15,0.24,0.249}.

Notre but est d’observer expérimentalement si la mesure de complexité des générateurs se com-
porte de fagon suffisamment proche comme celle asymptotique pour des petits arbres (quelques
milliers de noeuds).

On peut donner quelques propriétés sur la distribution en taille. Tout d’abord avec le parametre
z = 0.249, assez proche de la singularité dominante pour B, L’arbre de taille 0 (juste une feuille)
a une probabilité approximativement de 0.532 d’étre tiré. En tirant dans B°® au lieu de B, avec le
méme parametre on obtient des arbres de taille moyenne de 74 au lieu de 1, avec une probabilité
proche de 0.501. En prenant un parametre plus proche de la singularité, la distribution piquée ne
change pas beaucoup, tandis que pour les distribution plates on obtient des arbres de plus en plus
gros. Pour z = 0.249999 on génere des arbres de taille entre 1 et 3134, et pour z = 0.2499999 on
obtient avec probabilité 1/2 des arbres de taille dans [1,570351].

FIGURE 5.3 — Graphe d’arbres de taille (10,000 +1%) et leur complexité normalisée correspondante.

Pour les différentes expériences, on a généré une centaine d’arbres binaires de taille 10,000 + 1%,
100,000+ 10% et 100,000+ 1%. Le ratio n/e est le méme pour les deux premiers ensembles d’arbres,
et plus petit pour le suivant.

Dans les Figures 5.3, 5.4 et 5.5, In Figures 5.3, 5.4 et 5.5, on représente la complexité normalisée
(i.e., la complexité multipliée par n/e) par rapport a la taille des arbres générés.

Les arbres représentés avec des points rouges ont été tirés avec un générateur de Boltzmann
singulier. Dans le premier graphe (taille des arbres d’a peu pres 10.000), la complexité normalisée

62



CHAPITRE 5. ANALYSE QUANTITATIVE DE DIFFERENTES VERSIONS DE LA
GENERATION DE BOLTZMANN

.
.
al .
- * .
- -
6 -
. . .
* .
- . .
41 .
- -
. .
., .
. ° . . bl .
L. . . . * . - .
. .
- . 2 -
2r . . ° .
. . - . . . * .
. .- n‘. . L. . . LT *s . :.0. ) .,
. e e . . ., ..-- .. o. ., . '..- . "
.. - - . -
L —L b d bl LI : . ] : ’ - . b ‘ *
90000 95000 100000 105000 110000

FIGURE 5.4 — Graphe d’arbres de taille (100,000+10%) et leur complexité normalisée correspondante.

moyenne (représentée par la ligne rouge) est approximativement égale a 2.1072. Pour les arbres de
taille environ 100,000 la valeur normalisée moyenne est approximativement 2.1464 (pour £ = 0.1)
et 2.1330 (pour £ = 0.01).

Pour la génération pointée avec rejet anticipé (croix bleues et ligne bleue en pointillés pour la
valeur moyenne), les valeurs normalisées sont respectivement 1.1710, 1.1055 et 1.0673.

En étudiant les graphes des Figures 5.3, 5.4 et 5.5, on remarque que la différence de complexité
d’une génération a une autre peut étre assez grande. Par contre en générant quelques centaines
d’arbres les valeurs moyennes sont “proches” des valeurs théoriques.

5.6 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre les différences entre deux méthodes classiques de génération
uniforme de structures, le pointage et la méthode de la singularité. La conclusion est que la com-
plexité des deux méthodes ne differe que d’un facteur constant, la plus efficace pour la complexité
comptabilisée étant de maniere prévisible la méthode du pointage. Ce facteur dépend du type de
structure, mais il est compris entre 1.3 et 10 pour des structures raisonnables (0 < —a < 0.94). On
en conclut donc que la méthode du pointage est a préférer si I'on désire la meilleure complexité,
mais que la méthode de la singularité a sa place si d’autres facteurs rendent la rend plus attractive
(comme par exemple une évaluation plus simple des parameétres).
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FIGURE 5.5 — Graphe d’arbres de taille (100,00041%) et leur complexité normalisée correspondante.
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Chapitre 6

Génération de Boltzmann mortelle

Ce chapitre décrit une extension des générateurs de Boltzmann ou l'on se munit d’un rejet
additionnel (la mort) qui permet de générer uniformément des objets en utilisant des approxima-
tions. L’objectif est donc d’avoir une méthode efficace pour calculer les oracles de la génération de
Boltzmann (les valeurs des parameétres), sans avoir a calculer des valeurs réelles (symboliques) et
se contenter de valeurs rationnelles. On s’évite aussi des implémentations potentiellement lourdes
pour conserver I'uniformité de la génération, puisque dans le cas de valeurs réelles ont doit parfois
calculer de nouvelles décimales de nos valeurs d’oracles a la volée pendent la génération.

Le modéle de Boltzmann On rappelle (cf. 0.3.2) la définition de la distribution de Boltzmann :
Avec un générateur de Boltzmann pour une classe combinatoire non étiquetée C, pour laquelle il y
a ¢, éléments de taille n, la probabilité de tirer un objet v € C est :

Pkl

P.[y] = oo avec C(z) := Z 2" = Z 2, (6.1)

~yeC

ol |y] est la taille de 'objet v et = est un parameétre de contrdle & choisir. Donc la probabilité de
tirer un objet de taille n est

cp 2" 1
.l =l = &5 Py | Il =n] = —,

n

tandis que la probabilité de tirer un objet sachant sa taille donnée est uniforme.

Le nom de la méthode évoque le modele de Boltzmann de physique statistique, qui assigne a
chaque état possible d’un systéme une probabilité e=8E /Z ol E est énergie de I'état, 3 = 1/T est
une constante, et Z est une constante normalisante.

Bien que la distribution des tailles des objets soit une distribution tres générique déja connue
par les probabilistes en tant que distribution de séries entiéres® d’aprés Nelson [33], la terminologie
est souvent créditée a Noack [44] en 1950.

Evaluer des fonctions génératrices proches de la singularité. Les générateurs de Boltzmann
dépendent fortement de la détermination de I’évaluation d’une fonction génératrice sur un parametre
qui approche la singularité, et ce en complexité arithmétique linéaire. Le probleme de savoir exacte-
ment comment évaluer ses fonctions était laissé ouvert dans 'article originel, et était sans réponse
convaincante jusqu’a Particle de Pivoteau et al. [46, 47]. Tls ont introduit une variante de I’approxi-
mation de Newton sur des systemes combinatoires, qui possede une convergence quadratique, ce qui
suffit pour toute application pratique.

1. Les distributions de Poisson, géométrique, et log-séries sont toutes des cas particuliers de cette distribution,
un fait qui est utilisé par Flajolet et al. [23] qui a créé l'algorithme de Von Neumann/Flajolet pour simuler des
distributions de séries entiéres en utilisant uniquement des bits aléatoires.

65



6.1. GENERATEURS ANALYTIQUES

8| B

0 Z

0 01 02 03 04 05

FIGURE 6.1 — Figure associée avec la spécification des arbres binaires ou tous les nceuds sont comptés,
B = Z + Z x B2. La courbe rouge en bas décrit B(z) = z + zB(z)?, ou toutes les coordonnés
(z,B(z)) sont généralement considérées pour la génération de Boltzmann. La région grisée est la
région vérifiant b > z + zb2, et dans laquelle se trouve les coordonnées (z, b) que nous allons utiliser
dans notre modele modifié.

La contribution : un cadre pratique et extensible

L’idée ici est de faire appel au concept de rejet, classique en génération aléatoire (voir par
exemple le chapitre de Devroye sur la méthode de rejet [17, §2]). Plutot que d’évaluer des fonc-
tions génératrices directement, on choisit un point avoisinant qui est plus facile a calculer.

Cela s’illustre simplement sur la Figure 6.1. Les générateurs de Boltzmann classiques se limitent
aux coordonnées qui se situent sur la courbe rouge en bas de la région grisée, notre modele modifié
nous permet de choisir n’importe que point dans cette région. Bien sfir, cela cofite un prix additionnel
de rejet, mais nous allons montrer que ce rejet est constant et que pour des choix de coordonnées
raisonnables il devient négligeable en pratique.

En ne se restreignant pas a une courbe fixée, on se donne plus de latitude pour choisir les points.
Par exemple, les nombres rationnels engendrent des probabilités qui sont plus faciles a simuler
exactement et efficacement [37], et sont plus pratiques & manipuler exactement. Puisque les nombres
rationnels sont denses dans les nombres réels, on va pouvoir sans probléme se limiter uniquement a
des nombres rationnels dans nos générateurs, en utilisant une approximation de suites de Farey, et
cette liberté d’action nous est apportée par le rejet.

Intuitivement, cette méthode correspond a ajouter des objets que ’'on va automatiquement jeter
dans nos spécifications pour retourner a la courbe et a une génération de Boltzmann classique.

6.1 Générateurs analytiques

Dans cette section nous donnons les principales définitions pour nos générateurs aléatoires ana-
lytiques, puis nous montrons les algorithmes associés avec les constructions basiques.

6.1.1 Définitions principales

Définition 6.1. Soit A une classe combinatoire définie symboliquement qui peut étre traduite, sui-
vant la méthode symbolique, en une équation fonctionnelle sur A(z), la fonction génératrice associée
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avec A,

A=3(Z A X) = A(z) = ¢(z, A(2), X (2)),

ot d la fois ® et ¢ peuvent possiblement impliquer d’autres classes/fonctions génératrices qui sont
notés en gras (et chaque symbole/fonction génératrice du vecteur étant euz-méme définis par leurs
propres équations). Une paire de coordonnées (z,a) est dite analytiquement valide pour une classe
combinatoire A si et seulement si elle vérifie l'inégalité

a>d(z,a,X(2)).

En général, par soucis de clarté de praticité, on omettra le vecteur dans les notations, et tous
les symboles liées additionnels seront implicites. Si 'on reprend 'exemple de la Figure 6.1, les
coordonnées analytiquement valides sont les points dans la région grisée.

Définition 6.2. Un générateur analytique pour une classe combinatoire non étiquetée A est un
algorithme qui tire un objet a € A de taille || avec probabilité

e A
P..o)la] = 27 et échoue avec probabilité Pt =1~ (2)

a

ot A(z) est la fonction génératrice ordinaire associée avec la classe A, et les coordonnées analytiques
valides (z,a) sont appelées les parametres de controle. On note I, o)[A] ce générateur analytique.

Les générateurs de Boltzmann classiques utilisant déja, un concept de rejet pour controler la
taille de la sortie et la contraindre dans un intervalle de tolérance, on choisit de nommer le rejet
associé aux générateurs analytiques mort, pour éviter toute ambiguité. Un générateur de Boltzmann
analytique va donc générer un objet a 'aide d’un générateur analytique, et si I’objet meurt, en
relance un autre jusqu’a avoir un objet qui survit. Il est donc intéressant d’étudier en moyenne
combien de générateurs analytiques on doit lancer avant de réussir a générer un objet.

Théoréme 6.1. Soit A une classe combinatoire et A(z) sa fonction génératrice, et soit (z,a) des
coordonnées analytiquement valides pour A. La proportion des objets pour qui la génération conduit
d la mort ne dépends pas de la taille de 'objet sorti d la fin, et est égale a 1 — A(z)/a.

Démonstration. Cela se déduit de la définition du modele des générateurs analytiques, ou la proba-
bilité de mort d’un tirage est constante—dans le sens ou la probabilité ne dépends pas de la taille
de I'objet qui était construit quand 'objet généré est mort—et est égale a

A(z)

P ot =1- 2%
(z,a)[] a7

et donc un objet de taille aléatoire est tiré avec la probabilité complémentaire. LLe nombre d’objets
morts avant qu’un objet qui survive soit tiré est alors géométriquement distribué avec p = 1—A(z)/a.
On a alors :

= N ae)  Ap (42
B [#1] = kZ:Ok 1- ) o= (i

et puisqu’il y a un dernier objet généré (celui qui ne meurt pas), la proportion du nombre d’objets
mort générée est B, o)[#1] /(E.,q) [#1] +1). O

Il faut noter que la valeur minimale pour a est a = A(z), et que pour ce choix le générateur
analytique a une mortalité nulle; en effet I'inégalité peut naturellement se voir comme une égalité
impliquant une variable 0, a = ¢(z,a,x) + 0, ol § est la proportion d’échecs. L’idée est que si on
passe du temps de calcul nécessaire pour calculer la fonction génératrice, on est récompensé par une
absence de morts.
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Exemple 6.1. On va maintenant illustrer ces définitions en regardant la classe B des arbres binaires,
dans laquelle chaque neud o la fois interne et externe? compte dans la taille de Uarbre. Ces arbres
peuvent étre spécifiés symboliquement comme soit une feuille (Z) soit comme un neud ot sont
attachés deux sous-arbres (Z x B2),

B=Z4+ZxB? et B(z) = z + zB(2)%. (6.2)
L’équation fonctionnelle correspond d une inégalité |
b> 2+ 2b°.

Les coordonnées analytiquement valides pour B sont tous les points appartenant a la région grisée
dans la Figure 6.1. On peut remarquer de plus que la probabilité de mourir dépend directement de
Iécartement vertical® du point a la courbe rouge.

6.1.2 Constructions

Dans cette partie, on donne les constructions de base utilisés par les générateurs analytiques. Les
notations suivent celles de larticle original [20], qui sont étendues pour inclure une probabilité de

mort. La notation
TA:[p] Ber(p2) = X |Y

signifie que I’on meurt avec probabilité 1—p;, puis on tire une variable de Bernoulli U avec parameétre
pa, si U = 1 alors on retourne X, sinon on retourne Y. Si a la place d'une distribution de Bernoulli
on a une distribution discrete K, cela veut dire que ’on retourne un tuplet de K appels indépendants
au générateur.

Soit A, B et C des classes combinatoires. On rappelle que l'on note P[a] la probabilité de tirer
un objet a; lorsque l'on veut que la classe dans lequel il est tiré explicite, on note Pla € A

Union disjointe. Soit A = B+ C et a > b+ ¢. On commence par tuer I'objet avec probabilité
1 — (b+ ¢)/a, puis on fait une génération de Boltzmann normale.

TA: {b”} ~Ber<b> ~TB | IC (6.3)
a b+c

Démonstration. On doit montrer que le générateur I''/4 retourne des objets o € A avec la bonne pro-
babilité P, ,)[a] = 2/l /a (c’est a dire la probabilité de tirer un objet de A suivant la définition 6.2),
en supposant récursivement que les générateurs I'B et I'C sont corrects. Supposons que « € B, alors :

b+c b
]P(z,a) [Ot S .A] = a (b—i—CP(z’b) [Oé S B])

C’est a dire que la probabilité de tirer un objet de A est d’abord la probabilité de ne pas mourir,
(b + ¢)/a, puis la probabilité de tirer un objet en utilisant un générateur de la classe B avec la
probabilité appropriée. Par hypothese ces deux générateurs retournent des objets avec la bonne
probabilité, donc on peut calculer la probabilité de tirer un objet qui vient de B et qui, puisque
I'union est disjointe, ne peut venir de C :

b+c bzl 2l
Frmle €Bl== <b+cb)a'

On trouve par symétrie le méme résultat sur les objets provenant de C. Notons que dans cette
preuve, et la suivante, on ne prouve pas explicitement la probabilité de mourir puisque c’est une
conséquence directe de la probabilité de tirer un objet, en prenant le complémentaire de la somme
des probabilités de tirer chaque objet. O]

2. C’est une légere variation des arbres binaires vus dans les autres chapitres, qui ne comptaient pas les nceuds
externes.

3. La probabilité de mourir est d’ailleurs simplement le rapport entre la distance a la courbe et 'ordonnée du
point.
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Produit cartésien. Soit A=BxC,eta>b-c.

TA: [bc} = (I'B ; TC) (6.4)

a

Démonstration. La preuve suit le méme modéle que pour les précédentes constructions ; soit & = (3, 7),

b-c
]P(z,a) [a S A} - TP(z,b) [B S B] ]P)(z,c) [’Y S C]

et puisque les générateurs pour I'B et I'C sont récursivement supposés corrects :

beczBl v LB+l el
P =" 7 = ==
(e € Al a b c a a
O
Séquence. Soit A = Seq(B) et a > 1/(1 —b).
1—b)"!
rA4: [(a)] -Geo(b) = (I'B,...) (6.5)
Démonstration. On suit le méme modele que précédemment. Soit o = (B4, ..., fk)-
(1-b) :
Piala € Al = TP[GQO(Z’) = k| HP(z,b) [Bi € B]
=1
et par hypothese :
(1—b)~1 , ko IBil
Piala € Al = ————b"(1 - b) 11
i=1
(1—b)~" 2B+ +1 Bk |
- P
Bil++IBel ol
T a4 a
O

6.1.3 Illustration du taux de “mortalité” avec les arbres de Cayley

On va donner ici un exemple un peu plus intéressant que les arbres binaires planaires, on va
définir les objets étiquetés, et utiliser 'opérateur SET, qui est présenté dans le cas classique dans
Particle[20], en utilisant une loi de poisson notée Pois(t). Cela va nous servir & montrer comment
s’éloigner de la courbe influe sur le taux de mortalité, c’est-a-dire le rejet qui doit étre fait pour
compenser ’approximation.

Considérons 'exemple de la classe T des arbres de Cayley (étiquetés, non-planaires et d’arité
non-bornée), spécifiée par I’équation :

T=Zx%SETT.

Sa fonction génératrice exponentielle, T'(z) = zeT(*) | est proche de la fonction W de Lambert (utilisée
pour la proposition 1.2.1), qui est implicitement définie.

Avec un générateur analytique, le point de départ est le systeme d’équations fonctionnelles donné
par la méthode symbolique. On remplace ensuite chaque fonction par une variable libre, et on obtient
Pinégalité t > z - exp (t) et Palgorithme :

zexp (t)

I'T(z,t): [t} - Pois(t) = O T(z,t),...,TT(z,1))
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FIGURE 6.2 — C’est un graphe de la région définie par I'inégalité t > 2 - e, avec z sur I'axe des
abscisses et t sur I'axe des ordonnées. La frontiére basse de la région, en rouge et en gras, est la
courbe de la fonction génératrice T'(z).

t=1 t =0.98
z = 035 0.36  0.367 0.3678 0.36787 0.367879 e ! 0.367
Mort (observée)  28.8% 19.2% 6.4% 1.7% 0.4% 0.3% 0% 3.5%
Mort (théorique) 28.3% 19.4% 6.8% 2.1% 0.7% 0.2% 0% 3.9%
Taille moyenne 6.6 9.9 28.8 127. 177.3 2716.7 4944.3 35.9
Taille maximale 235 131 1493 17799 26531 826167 2518975 1563

TABLE 6.1 — Ce tableau contient le résultat de 1000 appels a des générateurs analytiques pour
des arbres de Cayley, avec diverses valeurs de z (la parameétre de contrdle) et ¢ (Papproximation la
fonction génératrice).

Apres le rejet initial (que I'on appelle mort) avec probabilité z - exp (t)/t, pour prendre en compte
Iapproximation que l'on a fait de la fonction génératrice, on tire une variable de Poisson de parametre
t, pour indiquer le nombre d’enfants a générer. On voit assez directement que cet algorithme est
correct pour toute paire (z,t) qui satisfait I'inégalité précédente. On remarque aussi que la pro-
babilité de rejet peut facilement étre simulée exactement en utilisant les techniques décrites par
Flajolet et al. [23].

Plus remarquablement, une expérience résumée dans le tableau 6.1 montre que I'impact de ’ap-
proximation est modeste. Pour diverses paires (z,t), le tableau montre le résultat de 1000 appels
au générateur : il indique la proportion des générations qui échoue prématurément ; et prend note
de la taille moyenne et maximum parmi les arbres tirés. Le cas ot z = exp(—1) et t = 1 = T(2)
est spécial : en premier parce que c’est le seul cas ou ¢ est exactement égal & la fonction génératrice
évalué (ainsi la mortalité est de 0% et le générateur analytique est un générateur de Boltzmann
classique) ; et en deuxiéme parce que puisqu’on l'évalue en sa singularité, il s’agit d'un générateur
de Boltzmann singulier (pour lequel lespérance de la taille est non bornée). Tous les autres points,
ainsi qu’on le voit sur la Figure 6.2, sont plus ou moins distants de la courbe de T'(z), avec un taux
de mortalité beaucoup plus élevé. Mais méme a une distance importante de la courbe, le taux de
mortalité reste tolérable.

La mort est la proportion d’arbres qui doivent étre tués a cause du choix d’approximer de la
fonction génératrice au lieu de I’évaluer. Ainsi pour la paire de valeur z = e~ t et t = 1 = T(2),
pour laquelle on utilise la valeur exacte de T'(z), nos générateurs sont exactement équivalents aux
générateurs de Boltzmann, ainsi le taux de mortalité est 0%. Le taux de mort pour des approxi-
mations plutot larges reste acceptable. On peut aussi remarquer dans ce tableau que l'on a deux
parametres indépendants : le taux de mortalité, qui peut se lire sur la Figure 6.2 comme étant la
proportion de bleu qui sépare le point de ’axe des abscisses, et la valeur du parametre z, qui définit
a lui seul la taille moyenne des arbres obtenus. Ainsi les deux points a partager la valeur z = 0.637
ont la méme taille moyenne et taille maximale ( ce qui se traduit dans le tableau par des valeurs
similaires), et seul leur taux de mortalité change.
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6.2 Arbres simplement générés

On veut maintenant illustrer comment s’intéresser & une région (et une inéquation) peut rendre
la recherche d’une paire de valeurs optimales pour le générateur plus simple.

Les arbres simplement générés ont été introduits par Meir et Moon [39] en tant que classes
d’arbres définis par la spécification suivante.

V=2Zxo() (6.6)

ou P est un polyndéme défini par

d(w) = Z w® ou O(w) = Z % (6.7)
weQ

weN

respectivement, selon si la classe est étiquetée ou non étiquetée, et ot 2 C N est le multiensemble des
degrés autorisés (par exemple, pour les arbres binaires, 2 = {0, 2}). Meir and Moon ont identifié que
les arbres définis de cette maniére partageaient un grand nombre de propriétés communes, comme
une longueur de cheminement moyenne de 'ordre de ny/n ou une hauteur moyenne de /n.

6.2.1 Approches existantes

Générer aléatoirement un élément de cette classe d’arbre n’est pas tres compliqué : il y a plusieurs
méthodes pour le faire, avec différentes propriétés d’optimalité (temps, nombre de bits aléatoires,
etc.). On n’introduit ici donc pas des générateurs plus efficaces, mais cet exemple devrait montrer
que la calibration peut étre parfois plus pratique avec des générateurs analytiques.

Il se trouve que les arbres simplement générés ont une singularité de branchement. Cela signifie
que leurs fonctions génératrices peuvent étre évaluées a la singularité, et aussi que la distribution de
la taille des objets produits par un générateur de Boltzmann est piquée, c’est-a-dire tres concentrée
sur des objets de petite taille. La solution est traditionnellement de faire de la génération singuliere,
et donc de prendre z étant égal a, ou proche de, la singularité, et générer des objets de taille moyenne
non bornée, et rejeter ceux qui sont trop gros.

A part pour les cas simples (tels que les arbres binaires, pour qui la singularité est connue pour
étre 1/4, la singularité n’est pas connue, donc elle doit étre déterminée avec des méthodes souvent
algorithmiques. On peut faire une dichotomie, suivant 1'implémentation de Darrasse [16] : loracle
de Pivoteau et al. [47] converge lorsqu’il est dans le rayon de convergence, il est du coup possible
de déterminer lorsque l'on est allé au dela de la singularité. Cela demande un nombre logarithmique
d’appels a 'oracle pour avoir une approximation de la singularité.

Notre méthode permet d’éviter d’avoir a calculer exactement cette singularité.

6.2.2 Générateurs analytiques : Maximiser un polynéme

De la spécification dans I’équation (6.6), on obtient la condition pour la validité analytique de la
paire (z,y),

y =z O(y). (6.8)

Il est maintenant plus facile de ne pas regarder la fonction génératrice Y (z), mais a la place la
fonction y — y/®(y), qui est une fonction rationnelle. Cette fonction admet un point maximal dans
Pintervalle unité, qui est le point singulier de Y (z). On illustre cela sur la Figure 6.3 qui montre
le graphe d’un arbre simplement généré (dans ce cas, la classe U des arbres binaires-unaires, i.e.,
0 ={0,1,2}). Sur la gauche, I’axe des abscisses est z, le parameétre de controle et ’axe des ordonnées
est U(z) = z®(U(z)). Sur la droite, on trace la fonction u — u/®(u). Le probléme de trouver la
singularité (a gauche) & été réduit au probléme plus concret de maximiser une fonction (a droite).

Calculer ce point maximal est un probleme beaucoup plus facile, qui ne requiert pas d’évaluations
de la fonction génératrice (excepté peut-étre pour une premiére tentative); cela peut étre résolu
par différentiation, par itération de Newton, ou avec un algorithme spécifiquement optimisé de la
littérature, comme par exemple Ialgorithme de Brent [12].
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FIGURE 6.3 —
Graphe d’un arbre simplement généré

6.3 Constructions additionnelles

Bien que l'on ait montré comment construire les générateurs analytiques seulement pour les
constructeurs élémentaires, les constructions peuvent étre plus complexes. En particulier, les opérateurs
fonctionnels tel que le pointage (différentiation) et la substitution (composition) peuvent étre utilisés.

La substitution se révele assez compliquée, mais nous allons comment on peut utiliser cette
approche a partir de substitutions élémentaires. On présentera ensuite comment construire les paires
non-ordonnées, MSets, et montrer une application avec la génération aléatoire d’arbres d’Otter.

6.3.1 Construction de réplications

On va montrer comment générer une réplication élémentaire. On pourra ensuite utiliser les
opérations usuelles (union, produit, séquence,...) pour générer des constructions plus complexes.

Soit B une classe combinatoire, et A = Si[B] la classe contenant les séquences de k éléments
identiques de B. Les fonctions génératrices correspondantes A(z) et B(z) vérifient I’équation fonc-
tionnelle :

Supposant qu’il y a un générateur analytique pour B, on peut construire un générateur analytique
pour A. Soit (z,b) une coordonnée analytique valides pour B, et soit (z,a) des coordonnées analy-
tiquement valides pour A, c’est a dire

a>b.

En utilisant les notations précédentes,
b .
Ti.a)fAl: 1= L.k 1) [B] et en prendre k copies.

En d’autres termes, apres avoir fait le test de mort, on fait un appel a I';x 3 [B], et on en prend
k copies.

Prouver la validité de cet algorithme revient & montrer que le générateur analytique I, ,)[A]
retourne un objet a € A avec probabilité zl*l/a. Le k-uplet o = (3,8,...,3) contient k objets
identiques. On a alors, en supposant encore que le générateur analytique pour B est correct,

b ()8l ZKIBL el
Foolo e dl=0 5 —="=7

6.3.2 Construction des paires non ordonnées

Soit B une classe combinatoire, et A = MSET, B la classe contenant les paires non-ordonnées
des éléments de B. Les fonctions génératrices correspondantes A(z) et B(z) vérifient I’équation
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fonctionnelle :

B(2)* + B(:?)

A(z) = 5

supposant qu’il y a un générateur analytique pour B, on peut construire un générateur analytique
pour A. Soit (2,b) et (22,b) des coordonnés analytiques valides pour B (on remarque que la variable
z doit étre la méme dans les deux paires), et soit (z,a) des coordonnées analytiquement valides pour
A, cest-a-dire
b2 +b

5

Supposant qu’il y a un générateur analytique pour 3, on peut construire un générateur analytique

pour A. Soit (z,b) et (22,b) analytiquement valides pour B (la variable z doit étre la méme dans les
deux coordonnées), et soit (z,a) analytiquement valide pour A, c’est a dire :

az

b2 +b
> )
“ 2

En utilisant les notations précédentes,

b2 +b b _
Fiea)A] - [ 50 } ~Bef<b2 37 {Tew (Bl Tep(Bl} | Tep[B] et dupliquer.

En d’autres termes, apres avoir fait le test de mort, on choisit avec la probabilité appropriée si
on crée une paire d’éléments correspondant a des appels indépendants a I'(. ;)[B], ou si on fait une
appel a 1"(22’5) [B], et on duplique le résultat obtenu et on obtient une paire d’objets identiques. On
le construit aisément a ’aide des réplications élémentaires et des constructions de base.

6.3.3 Arbres d’Otter

On vient de voir la classe B des arbres binaires. Ces arbres binaires sont planaires, dans le sens
ou les fils d’un neeud interne sont distingués ; il y a un nceud gauche et un noeud droit. On considere
maintenant la classe V des arbres d’Otter, qui sont des arbres binaires de recherche non planaires,
en utilisant notre opérateur MSet|[2] :

VY = Z + MSetaV. (6.9)
La fonction génératrice V(z) pour les arbres d’Otter satisfait I’équation fonctionnelle

V() + V(=)

V(iz)=2z+ 5

On remarque que pour cette classe on ne compte que les nceuds externes. Cette classe combinatoire
n’a pas de forme close pour sa fonction génératrice : les précédents générateurs de Boltzmann pour
les arbres d’Otter ont déja informellement utilisés des approximations [21, §5]; Pivoteau [45] a
utilisé le fait que V(z) = 1 — /1 — 2z — V(22) pour en tirer une approximation. En pratique ces
approximations font des simulations correctes, mais théoriquement elles peuvent introduire un biais.
Avec les générateurs analytiques, les biais sont corrigés par la mort de certaines générations; cela
nous donne aussi plus de flexibilité pour choisir les approximations.

Construire ’inéquation. Pour notre générateur analytique, on a besoin des valeurs vy, corres-
- ) [i]»
pondant & V(22), qui sont récursivement définis par le systéme d’inéquations :

2
i i~ + o
Vi € N+, v 2 22+ w

(6.10)
Puisque ce systeéme est infini, on va décider d’une valeur de palier 7 limite apres laquelle les équations
seront approximées ; et on calculera une bonne approximation pour les termes restants.

Pour étre capable de trouver des solutions, on a besoin d’un intervalle initial pour z, qui n’a
pas besoin d’étre précis. Pour ce faire 0 < z < 1 suffit (méme si il est assez facile de trouver que
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FIGURE 6.4 — Un arbre d’Otter de taille n = 17979.

1/4 < z < 1/2). La partie constante de cette inéquation récursive est 22', il est donc raisonnable de
poser v;) = K22°, que I'on peut ensuite injecter dans notre inéquation. En divisant des deux cotés
par z2' et en factorisant, on obtient

K2

K>1+ (K +1). (6.11)

Choix des parameétres. Il nous reste donc seulement deux parametres a choisir. D’abord on doit
trouver une constante K satisfaisant 'inéquation (6.11); K peut étre aussi petit que 1'on veut, tant
que K > 1. On doit aussi choisir une valeur de palier ig qui va déterminer la valeur de i ou 'on va
cesser de calculer de bonnes approximations de V(22").

Une fois que 'on a choisi une valeur limite de palier iy, et une constante K, qui approcheront
les termes vj; pour ¢ > ip, on peut calculer les termes initiaux de maniére exacte. Cela est fait en
résolvant de maniere exacte les équations quadratiques,

1, 5o 1
5’(}[1] — ’U[l] + <Z + 2U[i+1]> =0

En allant en arriere de ig — 1 a 0, et en utilisant pour les termes restants of; = K22,

Les approximations prises vont avoir un impact sur le taux de mort, et on peut le réduire en
prenant les mesures suivantes : on peut choisir un plus grand palier. ig; on peut choisir un z plus
proche de la singularité ou on peut utiliser plus qu’une constante pour la partie oli on rejette z2°**
pour approximer les termes apres le palier.

Cela fait un générateur efficace pour les arbres d’Otter, dont nous avons dessiné un tres grand
en Figure 6.4. C’est un arbre d’Otter de taille n = 17979 (la taille visée était 20000 £ 10%), généré
en 13s sur un ordinateur portable standard (Macbook Air 2012). L’histogramme indique le degré de
symétrie des feuilles ; la premiére barre indique le nombre de feuilles non dupliquées, puis dupliquées
une fois, puis quatre fois, puis huit fois.

6.3.4 L’opérateur de pointage (différentiation)

Une fonction génératrice dérivée est une fonction génératrice comme les autres, il n'y a donc
pas besoin de traitement spécial, excepté qu’on doit la considérer comme une nouvelle fonction
génératrice, avec une nouvelle variable. On va faire un exemple avec les arbres binaires planaires
pointés.

Soit B = Z + ZB? la classe des arbres binaires planaires ot tous les noeuds sont comptés. Alors,
suivant la définition traditionnelle de 'opérateur de marquage ©, on a OB = Z+ ZB? + Z(0B)B2 +
ZB(©8B). Les inégalités associées sont

> 2+ 2b% + 22bb
> 2+ 2b%

On peut ensuite faire un générateur pour OB en utilisant les constructions précédemment décrites.
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6.4 Conclusion

On a montré dans ce chapitre comment on peut étendre le modele de génération de Boltzmann,
pour gérer efficacement les problemes d’approximations de nombres flottants en conservant 1'uni-
formité de la génération. La simplicité de cette extension réside dans le fait que l'on se contente
d’agrandir ’espace des valeurs de parametre que I'on s’autorise & prendre, et que 'on paye le prix
apres coup en ajoutant du rejet. Cette méthode est donc applicable dans tous les cas rencontrés pour
la génération de Boltzmann classique. Cela permet notamment de pouvoir faire de la génération de
Boltzmann en utilisant uniquement des valeurs rationnelles en limitant les probabilités de rejet dues
aux approximations (puisque les rationnels sont denses dans les réels), ce qui simplifie grandement
les problemes d’évaluation de nombres flottants. On a montré comment on peut utiliser ce cadre pour
générer simplement les arbres d’Otter, en utilisant juste une courte analyse préalable des équations
induites par la spécification de cette classe.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

A travers cette these, j’ai mis I'accent sur les opérateurs de la méthode symbolique et leurs usages.
Dans la premiére premiére partie j’ai apporté un nouvel opérateur (le produit avec contrainte d’ordre
partiel), ainsi qu’une méthode pour spécifier des classes d’opérateurs, et j’ai utilisé les spécifications
pour pourvoir analyser des structures. La deuxieme partie présente des résultats sur les méthodes
de génération aléatoire, avec une extension des opérateurs utilisables avec la génération récursive,
une étude comparative de deux techniques pour la génération de Boltzmann ainsi qu’une extension
de la génération de Boltzmann.

Le premier chapitre montre des résultats quantitatifs sur des modeles d’arbres croissants, qui
modélisent des objets issus de la théorie de la concurrence. C’est une extension d’un résultat
précédent, ou 'on a modifié la nature d’un des opérateurs, qui passe d’arité quelconque a binaire.
Le résultat est que la différence de profil entre les deux modeles (binaire et d’arité quelconque) est
minime, puisque 1’équivalent asymptotique de la taille est porté par une factorielle dans les deux
cas, et seul le facteur exponentiel change. On obtient aussi un résultat sur les profils dans le cas ou
les entrées des opérateurs binaires commutent, et I’on montre que le gain de taille effectuée n’est que
d’un facteur exponentiel, et ne compense pas le terme factoriel.

Le deuxieme chapitre introduit un nouvel opérateur sur les classes étiquetée, qui permet de faire
des produits avec des contraintes d’ordres complexes, qui généralise le produit avec contrainte d’ordre
binaire traditionnel. L’opérateur résultant se traduit sur les séries génératrices en une intégrale
multiple, ou 'ordre désiré se retrouve dans le domaine d’intégration. On montre que I’on peut spécifier
des objets complexes, comme des arbres croissants ou deux nceuds se partagent une étiquette, en
utilisant ce produit. On en tire une formule close directement utilisable par les théorémes classiques
de la combinatoire analytique. On peut aussi spécifier des objets plus complexes (par exemple des
arbres croissants avec deux partages d’étiquettes), mais la modélisation et les calculs deviennent
plus difficiles.

Le troisieme chapitre donne un cadre naturel sur les constructions pour la composition et 'inver-
sion compositionnelle. On le réalise en limitant ’ensemble des constructions auquel on s’intéresse,
qui sont les constructions décomposables en réplications. Cela permet d’interpréter la preuve clas-
sique de la construction du cycle en utilisant des opérations sur les constructions, de déduire la
décomposition du cycle en réplications élémentaires, et ainsi de retrouver les formules classiques du
cycle. Cette méthode s’avere aussi efficace pour spécifier les constructions d’ensembles et de multien-
semble. Il reste a étendre le cadre des constructions réplicables pour inclure comme construction de
base celle correspondant a la classe atomique, afin de pouvoir définir des classes comme des points
fixes de constructions réplicables.

Le quatrieme chapitre étend le cadre classique de génération récursive pour montrer comment
étiqueter efficacement des structures avec des contraintes d’ordres non triviales, comme par exemple
celles étudiées au premier et deuxieme chapitres.

Le cinquiéme chapitre étudie les différences entre deux méthodes classiques de génération uni-
forme de structures, le pointage et la méthode de la singularité. La conclusion est que les deux
méthodes ne different que d’un facteur constant, la plus efficace pour la complexité comptabilisée
étant de maniere prévisible la méthode du pointage. Ce facteur dépend du type de structure, mais
il est compris entre 1.3 et 10 pour des structures raisonnables (0 < —a < 0.94). On en conclut donc
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que la méthode du pointage est a préférer si 'on désire la meilleure complexité, mais que la méthode
de la singularité a sa place si d’autres facteurs rendent la rend plus attractive (comme par exemple
une évaluation plus simple des parameétres).

Le sixieme chapitre introduit une extension du modele de génération de Boltzmann, ou 'on ra-
joute un rejet supplémentaire, qui va étre utilisé pour corriger des approximations réalisées lors du
calcul des constantes nécessaires pour la génération de Boltzmann. On montre comment on peut
profiter de la liberté offerte de pouvoir approximer la singularité et les valeurs des oracles sans
pour autant affecter significativement la complexité de la génération. De plus cette approche est
parfaitement compatible avec toutes les techniques utilisables sur la génération de Boltzmann clas-
sique, comme par exemple la méthode de calcul de l'oracle de Pivoteau et al. On montre notamment
comment les arbres d’Otter, complexes a générer uniformément avec la génération de Boltzmann
classique, sont générés simplement avec cette méthode.
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Annexe A

Pavages 1 et 2

Introduction

In the present work, we look at tilings of a k x n board (n,k € N) by 1 x 1 (small) and 2 x 2
(big) squares with no holes or overlaping. The goal is to understand how the average proportion
of small squares in all possible tilings of a k x n rectangle by small and big squares changes when
k,n — +o00. Another question is to find the number of small squares in tilings of a k x n rectangle
that maximises the number of tilings of a k& x n rectangle. A simpler problem that we study here is
to consider that k is fixed and n — 4oc0.

There has been some work done on the subject. When k = 2, tilings of a 2 x n rectangle by 1 x 1
and 2 x 2 squares correspond to the Fibonacci sequence. For k = 3, one can easily show that the
number of ways to cover a 3 x n rectangle with 1 x 1 and 2 x 2 squares is equal to %(—1)” + %2”*1.

Some results were obtained by Heubach S. [50, 31]. Namely, explicit formulas for the number
of tilings for k up to 5 by using introduced basic blocks and methods of analytic combinatorics for
finding poles of generating functions and asymptotics. Bigger cases, however, seem to pose problems,
mainly because it becomes difficult due to the number of basic blocks.

This abstract consists of four main sections, introduction and conclusion. In Section A.1 we define
a set of Bivariate Generating Functions (BGF's) associated with tilings of a k x [ rectangle (supposing
that n = lk, | € N), present formulas for small cases and calculate distribution of small squares in
tilings for & < 10. In Section A.2 we introduce an automaton construction that represents BGF's
and their relations. We extract some properties on its structure, present a simplification algorithm
that allows to compute BGF's more easily. In section A.3 we present another point of view on
this problem related to the matrix representation. In section A.4 we introduce the problem for a
cylindrical case. In conlusion, we show combinatorical results on the proportions of small squares
for £k < 10 for the plain case and for and k < 8 for the cylindrical case, and mention some open
question.

A.1 Settings, definitions

A.1.1 Bivariate generating function

In order to study the general case, we introduce BGF's. For the sake of simplicity we shall define
them for the case k = 4 and then generalize the definition. Let

Qoooo (2, u) = Z Ai,pznup
n,p

be a BGF where the coefficient Afhp of 2"uP is the number of tilings of a 4 x 7 rectangle with
exactly p small squares, supposing that n is a multiple of 4. We want to underline that the rectangle
is of area n. This choice is due to the simpler way of defining equations on BGF's.

Let Q1000(z,u) be a BGF with the coefficient of 2"u? being the number of tilings of the initial

rectangle with a 1 x 1 square cut off from the upper left corner and Qa200(z,u) a BGF with the
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A.1. SETTINGS, DEFINITIONS

1 2
0 2
0 0
0 0

FIGURE A.1 — 4 x % board with cut off corners

coefficient of z™uP corresponding to the number of tilings of the initial rectangle with a 2 x 2 square
cut off from the upper left corner (illustrations are shown in Figure A.1).

From this point on, we will write BGF's without arguments, always meaning that they are z, u.
A relation on Qgooo, Q1000 and Q2209 can be expressed in the following way :

4
Qoooo = zuQ1000 + 2~ Q2200-

Indeed, in order to obtain Quggp, we can either cut off a small square or a big one from the upper
left corner of the initial 4 x % rectangle. The remaining areas will correspond either to Q199p or to
Q2200- And because we cut off squares we need to multiply Q1p00 by zu (z corresponds to the area
occupied by a small square, u — to the one small square) and Q2200 by 2* respectively.

In the same way we can introduce Q1100 and Q1220 and we have the relation

4
Q1000 = 2uQ1100 + 2" Q1220-

At each step we change indexes of Q;,i,isi, by going from left to right in the following way : we
permit changing either one 0 to 1 or 00 to 22, which means changing the left one or two columns of
the board that was obtained at the previous step by cutting off either a 1 x 1 or a 2 x 2 square from
the upper left corner of the board. By this rule one can never obtain Q1919 or Q1922, for example.

As soon as we get to Q;,4,i5i, With all indexes being different from zero, we can use a tetris rule
to reduce the indexes of Q;,i,i,i, Dy one layer with "no charge” With "no charge” here means that,
given that our strip is infinite, Q1120 = Qoo11, @1111 = Qoooo and so on.

Using this technique one obtains a finite set of BGF's Q;,i,i.:, and a system of functional equa-
tions on them. For k& > 5, the principle of constructing a set of ();, ;. and a system of functional
equations is the same.

™

A.1.2 Entropy

In this section , for an easier representation, let us denote as A;(k) the number of configurations
of a k x [ rectangle that can be easily obtained from the previous subsection. We define the entropy
1 of our system as follows :

Definition 2.

=

n= lm A;(k)*.

l,k—o00

BN

Proposition A.1.1. Forn,k,l € N
Al(n + k— 1) S Al(n)Al(k) S Al(n + k)

Proof. The right inequality follows from the fact that when we stick two rectangles of heights k and
n together we have a perfect boundary, so the number of configurations is less than in the rectangle
of size k + n where there can be big squares on the boundary.

To prove the left inequality let us take a paving of a rectangle of height k£ + n — 1, and look at
what happens at height k. On this level we have two types of big squares, those that come from
the (k — 1)th level and those that come from the (k 4 1)th level. This means that we can cut the
rectangle in two parts, with each part keeping their big squares from the border (kth level), and
filling the missing spaces with small squares. The result consists of 2 valid pavings of sizes k and n
respectively, which can be used to cannonically rebuild the initial rectangle of height £ +n —1. O
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Corollaire A.1.1.

and

where ¢ = @

Proof. Take p =k + 1,n = 2 in the left inequality in Proposition 1 and remember that A;(2) is the
[ — th Fibinacci number to get (1). Then apply (1) p — 2 times to get (2). 0.

Corollaire A.1.2.
Pz
v
Proof. It suffices to take k = 2 in the right inequality in Proposition 1, apply it n times and use the
fact that A;(2) is the [ — th Fibonacci number. O

Al(n) Z

Corollaire A.1.3. Let
A(n) = lim A;(n),

l—o0

then for n = kp

A(k)P < A(n) < A(k+1)P (A.3)
and ) )
Alk)s <n < A(k+1)F. (A.4)
Proof. From (3) we get
A(k)F < A(n)w < Ak +1)%.
If we let p tend to oo with k being fixed we get (4). O

For k up till 9 we have bounds (see the table in the end of Subsection A.1.3) on A(kp) that
become tighter with the increase of k. The further we could go with the calculation, the tighter
bounds could be obtained.

A.1.3 Combinatorical results

Using traditional combinatorical tools (see, e.g., [24]) we can find formulas for our BGF's and
extract some properties. We can solve a system of equations and find Q.. o(z,u) for small k. It starts
getting complex for k£ > 10 given that the size of the associated matrix grows exponentially.

For example, for k =4

0 ( ) 1—24
Z,U/ =
0000 1 — 24 — Ayt —9.8y4 — 8 4 12,4 4 12
1— 2%
Qoooo(2,1) =

1= 224 32842212

The coefficients A* of Qgooo(2,1) correspond to tilings of a 4 x 7 rectangle . They satisfy satisfy
the recurrence equation : a, = 2a,—1 + 3an—2 — 2a,_3 with ag = a3 = 1, a2 = 5 [A054854] [51].
For k=5

u?210 4 uzd — 1
1—ub2% — uz® — 3ub210 — 402210 — 47215 33215 — 3ut220”

(Qooooo =
The standart technique to calculate the expected value of a certain random variable is to differen-

tiate generating functions and then use the singularity analysis [24]. We are interested in calculating
the average proportion of space occupied by small squares. Imagine that we wanted to calculate the
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k 20 %
3 1 0.7937 | 55.555
41 0.7721 | 46.954
5 | 0.7701 | 49.507
6 | 0.7642 | 47.241
7| 0.7621 | 47.759
8 | 0.7596 | 47.029
9 1 0.7586 | 47.055
10 | 0.7656 | 46.764

FIGURE A.2 — k is the height of the region, zg — dominant singularity of the corresponding BGF, %
— average percentage of space occupied by small squares.

expected value of the number of small squares, then we could have used the standart technique that
is well detailed in, for example, [35] and look at

0uQo...0(2,1)
Qo..o(z,1) ~

Since we need the proportion of space occupied by small squares, we need to extract the area n
from the denominator. We can do this by differentiating Qq...o(z,u) by z and multiplying it by 2. It
gives us the following expression :

8uQO...O(Z7 1)
20,Qo...0(2,1)

And the singularity analysis will directly give us the average proportions of space occupied by
small squares in rectangles. Therefore we calculate the singularities of Q.. o(z, ) that are the closest
to zero. The list of singularities
for k =2,...,9is the folowing : 0.7861,0.7937,0.7721, 0.7701, 0.7642, 0.7621, 0.7961, 0.7842. Naming
2o the dominant singularity (closest to zero) we get

Dulo..0(z,1)
20,Qo..0(z, u) (1,20) .

Average proportions of space occupied by small squares for k& < 10 are shown in Figure A.2.

A.2 Automaton representation

For each k let us introduce an automaton. Each Q;, ;, with ¢; € {0,1,2} for j = 1,...k is
associated with a state ¢ = i1...i and each functional equation involving BGF's can be translated
into an automaton transition. For example, the relation

4
Qoooo = zuQ1000 + 2~ Q2200-

is represented in the following way : an arrow marked by zu goes from the state 1000 to the state
0000, an arrow marked by z* goes from the state 2200 to the state 0000. When the tetris rule is
applied, we will mark the corresponding arrows by a star.

Commentary : The unusual way, one might say, of directing arrows can be explained by the fact
that adding 1 or 22 to the indexes of BGF's corresponds to cutting off corners of the initial rectangle.

For k = 4 the set of states consists of the states : 0000, 1000, 2200, 1100, 1220, 2210, 2222, 1110,
1122, 1221, 1111, 0011, 0110, 1011, 2211 and an illustration of the automaton is shown in Figure
A.3.

We shall refer to the state that consists of all Os as initial. Calculation of the paths in the
automaton that start and end at the initial state will allow us to find formulas for Qg o. Our
objective is to decrease the computational complexity by reducing the number of states, which
basically means reducing the number of functional equations in the system.
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FIGURE A.3 — Automaton for k = 4

A.2.1 Essential, non-essential and additional states

Definition 3. A state q of an automaton is called essential if there are at least two arrows coming in
and out of q and at least one of the arrows coming out is marked by a star. It is called non-essential
otherwise.

Let E}, be the set of all essential states for each k& > 4. One can see from Figure 2 that E, = {1100}
and |Ey| = 1. Let us describe the structure of Fj, and find |Ey]|.

Proposition A.2.1. A state g = i1...ix of an automaton is essential if and only if ¢ has the following
propertries :

1. q consists only of Os and 1s ;
2. All 1s come in consecutive pairs in q;
3.i1 =:i2:= 1;

4. There are at least two Os and the leftmost 0 in q comes in a pair with another 0.

Proof.

= Let us prove that if ¢ does not have at least one of the four properties, then ¢ is non-essential.
If there exists j € {1,...,k} such that i; = 2 or a block of consecutive 1s whose length is odd
in ¢, then no state can be reduced to ¢ by the use of the tetris rule, so no arrow marked by
a star comes out of it. If ¢ starts with a zero, then at most one arrow comes out of ¢ (to the
state that is reduced to ¢ by the tetris rule). If the leftmost zero in ¢ is isolated, then only one
arrow comes in ¢ (from the state with the leftmost 0 being replaced by 1).

< Consider that ¢ has these four properties. Given that the leftmost 0 is not isolated, there are
two arrows coming in ¢q. And it is clear that there are two arrows that come out of ¢ — one to
the state ¢/ =41 + 1...4; + 1 that is reduced to g by the tetris rule and one to a state with a
1 on the left from the leftmost 0 being replaced by a 0.

g

Corollaire A.2.1. With k — oo
¢k73
Vel

| Ex| ~
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Proof. Looking at essential states of length k is the same as looking at states of length k — 3 that are
obtained from essential states by deleting the first two 1s and gluing together the first two consecu-
tive Os in each essential state. The obtaiend states are in bijection with tilings of a strip 1 x k — 3
by blocks of size 1 x 1 and 1 x 2 . O

Proposition A.2.2. For k > 4 the number of essential states |Ey| in the automaton is represented
by the following formula :

\.k22J 7 i _j _9
mi= Y Y (I
i=1 j=1 J
Proof. For every i that corresponds to the number of pairs of 11 we calculate the number of possible

essential states. For every ¢ = 1,..., L%J we have a sum on j = 1,...¢ that corresponds to the
number of pairs of 11 that precede the first pair of 00. For j = 1,...7 the following sum can be

obtained :
(k—2—2—(z’—1)> (k—4—2—(i—2)>
. + ) + ...+
1 —1 i — 2

(k—21—2— z—z) ‘ ( —i—j—2)
+ . .
i—i 1 i—j

Jj=

Definition 4. A state is called additional if it belongs to a cycle that does not contain any essential
or initial states.

Note that only non-essential states can be additional. The interest of looking at additional states
is, merely, because in order to properly reduce an automaton and get the explicit formulas for our
generating functions, we need to pay attention to all the cycles in the automaton including the cycles
that do not pass through the initial state. If not, we might lose some terms in the resulting formulas.

Our objective is to choose additional states in such a way, so that there won’t be any cycles left
in the automaton that don’t include either the initial state, essential states or the chosen additional
states. The idea is to minimize the number of additional states that have to be added to the initial
and essential states in order to properly reduce the automaton. We are not going to calculate the
number of all additional states. Nor will we minimize this number. Rather, we will define a subset
of the set of additional states and try to justify this choice by proving that it provides us with the
wanted structure.

Let us take a set that consists of states that have the same structure as the essential states but
with an odd block of 1s of size at least 3 on the left from the leftmost 0. We denote this set by Ay.
It follows from Proposition 2 that

k—2
2Ji

=3 S (M) = im

i=1 j=1
Proposition A.2.3. Each state from Ay is additional.

Proof. We need to show that every ¢ € Aj belongs to at least one cycle that doesn’t contain an
essential state or the initial state. For i = 1 ¢ = 1110...0 and the cycle is schematically shown
in Figure 3 with f(z,u) and ¢(z,u) being transition functions between states. There are as many

cycles as there are possible ways to get from the state 00011...... to the state 111220...0. It is not
difficult to see that there are no essential states between those two states. For other ¢ the structure
of cycles that contain ¢; is analogous. O

Corollaire A.2.2. There are states in Ay for k > 6 that belong to more than cycle with no essential
or initial states contained in it.
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FIGURE A.5 — Rules of reduction for an automaton

Now the question is, if we mark the initial state and all the states from E} and Aj in the
automaton, does it ensure that there are no cycles left that don’t contain the marked states ? Proving
that will justify our choice for keeping these particular states.

Proposition A.2.4. Let ¢ =iy ...4; be a state that doesn’t belong to Ay U Ex, U{0...0}. Then a
cycle (or cycles) that q belongs to, contains states from Ap U E, U {0...0}.

Proof. Let us point out that it is sufficient to prove the statement only for the states that consist
of 0 and 1. So let ¢ = iy ...1, with i; € {0,1}, j = 1,...k (Figure A.4 might help to visualize the
cycles.) If the leftmost zero in ¢ is isolated, then there is only one arrow coming in this state from
a state from Ay U Ej. If the leftmost zero is not isolated, let i1 = ... =4, = 1, 441 = 4142 = 0,
0<I<k—-21If] =0, then ¢ = 00...0114,,3...7;, where i1,...,4,, =0, n > 2. In this case ¢ belongs
to a cycle with the state 11...100...0 belonging to Ax U Ej. The situation is similar if [ = 1 apart from
the case when 7; = 0 for all £+ 3 < j < k. Then ¢ = 10...0 and belongs to a cycle that contains
the initial state. For [ > 2 since all 1s after the [ + 2 coordinate in ¢ come in pair, ¢ belongs to a
cycle (cycles) with a state from Ay U Ej, where the block with leftmost Os is filled with 1s. O

Remark : We shall further refer to the states from A, as additional*.

A.2.2 Simplified automata

We can simplify an automaton by keeping only the initial, essential and additional* states and
reducing all other states. The rules of reduction are shown in Figure A.5. We denote by f;; a
transition between states ¢; and ¢; which is represented by an arrow going from g; to g;.

In the case k = 4, there is one essential state 1100 and no additional states. A reduced automaton
for the case k = 4 is shown in Figure A.6.

For a 5 x n rectangle there is one essential state 11000 and one additional* state 11100. A reduced

automaton is shown in Figure A.7. For k = 6, 7 reduced automata are schematically shown in Figure
AS8.
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4 Mt

FIGURE A.6 — Reduced automaton for k = 4

5 p
10,2 210,83

FIGURE A.7 — Reduced automaton for k =5

FIGURE A.8 — Reduced automata : for k = 6 (right), for k = 7 (left)
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A.3 DMatrix representation

Another point of view on this problem comes from the problem of non-attacking kings where one
looks at the number of ways kings could be put on a rectangular board without having two king
attacking each other. For the sake of completeness we mention this approach and results that were
obtained previously.

There is a natural bijection between tilings of a k x k region by 1 x 1 and 2 x 2 squares and
configurations of non-attacking kings on a (k — 1) x (k — 1) board. One simply has to consider that
every big square has a king in his left bottom corner, and having no kings attacking each other is
equivalent to having no big squares intersecting.

This problem has been studied using the matrix approach [42]. Namely, the use of the adjacency
matrix of the graph where nodes are lines of the rectangle, two nodes are connected if the two lines
can be put on top of each other (for the use of this approach see also [38]). These adjacency matrices
verify the folowing recursion :

o o 11 o An—l An—?
AO_(1)5A1_<1 0)77An_(An2 0 )

This is in relation with the previous method, as the dominant eigenvalue of A; is equal to the
inverse of the singularity of Q;(z,1). In [42] it was used to compute good approximation of the
entropy but it can be also used to compute the average proportions of space occupied by small
squares for a given k. Indeed, one can compute for a fixed k& x n the number of big squares by taking
a matrix M which is a diagonal with the number of big squares in the corresponding node, and
calculate

b=1|> APMA? |17,

p<n

where 1 = (1,...,1).Then the proportion of big squares equals

ib
ke’
where

c=1> APTARP 17

p<n

is the number of lines in all the configurations. We can then obtain result when n — oo by putting
Ay, in Jordan form and dividing both b and ¢ by A} where A; is the dominant eigenvalue of Ay.

This method allows us to find the result for k£ up to 9, the Jordan form beeing the limit factor as
it is numerically unstable, hence not available in numerical package, and that exact resolution does
not scale well with the size.

A.4 Cylindrical case

Let us now consider a k x 7 rectangle with sewn horizontal borders. We obtain a cylindrical

region that we want to tile with 1 x 1 and 2 x 2 squares. The way of constructing BGF's stays the
same with the only difference that now we allow having separated 2s in the first and last positions
of the indexes of Generating Functions. The functional equations, therefore, change. For example,

4 4
Q6000 = 2uQT 00 t 2" Q5200 + 2~ Q5002

where the index c is used to distinguish between cylindrical and plain cases.

Let us construct an automaton in the same way as before (see Figure A.9).

The notions of essential and additional states stay the same. The set E} of essential states in the
cylindrical case equals Ej. But the set Af constists not only of states from Ay, but also of Ej_o and
the initial state of size k — 2 where 1s are added in the first and last positions which might of course
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F1GURE A.9 — Automaton for & = 4, cylindrical case

228 4 Bt

F1GURE A.10 — Reduced automaton for & = 4, cylindrical case

create a rightmost block of an odd length but that’s due to the fact that there are states with a 2
in the first and the last positions. So |Af,| = |Ag| + |Ek—2| + 1.

In the case k = 4 there is one essential state 1100 as in plain case and one additional* state 1001.
The rules of reduction stay the same and a reduced automaton is shown in Figure A.10.

In this case we have

1— 24
1— 3utz8 42212 —utzd — 228 — 247
and small squares occupy, in average, 0.466 of the space which is smaller than in the plain case. It
is rather understandable — because of the sewn boarders there are less constraints on the way big

squares can be placed.
Reduced automata for k = 5,6 are schematically shown in Figure A.11.

Q8000 =

A.5 Conclusion

Average proportions of space occupied by small squares for k& < 10 for the plain case and k < 8
for the cylindrical case are shown in Figure A.12.

Representation by automata allows us to reduce the computational complexity and obtain com-
binatorical results for larger k. Although it remains unclear what to do when k grows given that
even after reduction complexity stays exponential. Thefore, the main questions are still open : does
the sequence of average proportions converge in the plain/cylindrical case? If so, what is its limit ?
Is there a relation between automata of sizes k and k + 1 in the plain/cylindrical case? What can
we say about the average proportion of small squares if both k& and n tend to infinity 7 And finally,
what is the number of small squares that maximises the number of tilings of a k X n rectangle?
These questions probably need different approach.
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FIGURE A.11 — Reduced automata in cylindrical case : k =5 (left), k = 6 (right)

k| % plain % cylindrical
3 55.555 51.823
4 46.954 42.606
5 49.507 46.605
6 47.241 44.680
7 47.759 45.594
8 47.029 45.147
9 47.055
10 46.764

FIGURE A.12 — k is the height of the region, % plain — average percentage of space occupied by
small squares in the plain case, % cylindrical — in the cylindrical case.
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1 Introduction

The last two decades or so have seen an explosion of application areas of evolutionary algo-
rithms (EAs) in diverse scientific or engineering disciplines. An EA is a random search heuris-
tic, using evolutionary mechanisms such as crossover and mutation, for finding a solution that
often aims at maximizing an objective function. EAs are proved to be extremely useful for
combinatorial optimization problems because they can solve complicated problems with rea-
sonable efficiency using only basic mathematical modeling and simple operators; see [5, 7, 20]
for more information. Although EAs have been widely applied in solving practical problems,
the analysis of their performance and efficiency, which often provides better modeling predic-
tion for practical uses, are much less addressed; only computer simulation results are available
for most of the EAs in use. See for example [3, 13, 16, 17, 18]. We are concerned in this paper
with a precise probabilistic analysis of a simple algorithm called (1 + 1)-EA (see below for
more details).

A typical EA comprises several ingredients: the coding of solution, the population of in-
dividuals, the selection for reproduction, the operations for breeding new individuals, and the
fitness function to evaluate the new individual. Thus mathematical analysis of the total com-
plexity or the stochastic description of the algorithm dynamics is often challenging. It proves
more insightful to look instead at simplified versions of the algorithm, seeking for a compro-
mise between mathematical tractability and general predictability. Such a consideration was
first attempted by Bick [2] and Miihlenbein in [27] in the early 1990’s for the (1 + 1)-EA,
using only one individual with a single mutation operator at each stage. An outline of the
procedure is as follows.

Algorithm (1 + 1)-EA

1. Choose an initial string x € {0, 1}" uniformly at random
2. Repeat until a terminating condition is reached

e Create y by flipping each bit of x independently with probability p
e Replace x by y iff f(y) > f(x)

Step 1 is often realized by tossing a fair coin for each of the n bits, one independently of the
others, and the terminating condition is usually either reaching an optimum state (if known) or
by the number of iterations.

Miihlenbein [27] considered in detail the complexity of (14 1)-EA under the fitness function
ONEMAX, which counts the number of ones, namely, f(x) = ), j<nXj- The expected time
needed to reach the optimum value, which is often referred to as the expected optimization time,
for ONEMAX, denoted for convenience by E(X},), was argued to be of order n log n, indicating
the efficiency of the (1 + 1)-EA. Bick [2] derived expressions for the transition probabilities.
Finer asymptotic approximation of the form

E(X,) =enlogn + cin + o(n), (1)

was derived by Garnier et al. in [16], where ¢; ~ —1.9 when the mutation rate p = %

They went further by characterizing the limiting distribution o ; in terms of a log-
exponential distribution (which is indeed a double exponential or a Gumbel distribution). How-
ever, some of their proofs, notably the error analysis, seem incomplete (as indicated in their
paper). Thus a strong result such as (1) has remained obscure in the EA literature.

Xp—enlogn
f n
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More recent attention has been paid to the analysis of the (1 4+ 1)-EA; see for example
[1, 29]. We briefly mention some progresses. Neumann and Witt [28] proved that a simple
Ant Colony Optimization algorithm behaves like the (1 4+ 1)-EA and all results for (1 4+ 1)-EA
translate directly into those for the ACO algorithm. Sudholt and Witt [33] showed a similar
translation into Particle Swarm Optimization algorithms. Moreover, variants such as (i + 1)-
EA in [34] and (1 + 1)-EA over a finite alphabet in [12] were investigated. The expected
optimization time required by (1 + 1)-EA has undergone successive improvements, yet none
of them reached the precision of Garnier et al.’s result (1); we summarize in the following table
some recent findings.

] ONEMAX function H Linear functionals ‘

Doerr et al. [8] lower bound Jagerskupper [23] upper bound
(2010) (1 —o0(1))enlog(n) (2011) 2.02enlog(n)
Sudholt [32] lower bound Doerr et al. [?] upper bound
2010 enlog(n) — 2nloglog(n) (2010) 1.39¢en log(n)
Doerr et al. [9] e Witt [35] upper bound
(2011) enlog(n) — O (n) (2013) enlog(n) + O(n)

In this paper we focus on the mutation rate' p = ,11 and prove that the expected number of
steps used by the (1 + 1)-EA to reach optimum for ONEMAX function satisfies

E(X,) = enlogn 4+ c¢in + telogn + ¢, + O (n”'logn), (2)
where ¢; and ¢, are explicitly computable constants. More precisely,

¢ = —e (log2 —y — ¢ (1)) ~ 1.89254 17883 44686 8230225714 ...,

z 1 1
oo = [ (s51) & =

with S (z) an entire function defined by

Ze —Z /
S0 =25 X -t

=1 ogj<t

where y is Euler’s constant,

See (29) for an analytic expression and numerical value for ¢;.

Note that these expressions, as well as the numerical value, are consistent with those given
in [16]. Finer properties such as more precise expansions for [E(X},), the variance and limiting
distribution will also be established. The extension to p = ¢ does not lead to additional new
phenomena as already discussed in [16]; it is thus omitted in this paper.

Our approach relies essentially on the asymptotic resolution of the underlying recurrence
relation for the optimization time and the method of proof is different from all previous ap-
proaches (including Markov chains, coupon collection, drift analysis, etc.). More precisely,
we consider f(x) = ), j<nXj and study the random variables X, ,,, which counts the num-
ber of steps used by (1 + 1)-EA before reaching the optimum state f(x) = n when starting

!'From an algorithmic point of view, a mutation rate of order > % leads to a complexity higher than polynomial,
and is thus less useful.



from f(x) = n —m. We will derive very precise asymptotic approximations for each X, ,,
1 < m < n. In particular, the distribution of X, ,, is for large n well approximated by a sum
of m exponential distributions, and this in turn implies a Gumbel limit law when m — oo; see
Table 1 for a summary of our major results.

In addition to its own methodological merit of obtaining stronger asymptotic approxima-
tions and potential use in other problems in EA of similar nature, our approach, to the best of
our knowledge, provides the first rigorous justification of Garnier et al.’s far-reaching results
[16] fifteen years ago.

Although the results for linear functions strongly support the efficiency of (1 + 1)-EA, there
exist several hard instances; for example, functions with ®(n") expected time complexity for
(1 + 1)-EA were constructed in Droste et al. [14], while a naive complete search requires only
2" to find out the global optimum under an arbitrary function. Along another direction, long
path problems were introduced by Horn et al. [21], and examined in detail in Rudolph [31];
in particular, he studied long k-paths problems (short-cuts all having distances at least k) and
proved that the expected time to reach optimum is O(k~'n**1). Droste et al. [14] then derived
an exponential time bound when k = +/n — 1.

The (1 + 1)-EA is basically a randomized hill-climbing heuristic and cannot replace the
crossover operator. Jansen and Wegener [25] showed a polynomial time for an EA using both
mutation and crossover, while (1 4+ 1)-EA necessitates exponential running times. A more re-
cent natural example [11] is the all-pairs shortest path problem for which an EA using crossover
reaches an O(n?log n) expected time bound, while (1 + 1)-EA needs a higher cost O (n*).

This paper is organized as follows. We begin with deriving the recurrence relation satis-
fied by the random variables X, ,, (when the initial configuration is not random). From this
recurrence, it is straightforward to characterize inductively the distribution of X, ,, for small
1 < m = O(1). The hard case when m — oo,m < n requires the development of more
asymptotic tools, which we elaborate in Section 3. Asymptotics of the mean values of X, »,
and X, are presented in Section 4 with a complete error analysis and extension to a full asymp-
totic expansion. Section 5 then addresses the asymptotics of the variance. Limit laws are
established in Section 6 by an inductive argument and fine error analysis. Finally, we consider
in Section 7 the complexity of the (1 4+ 1)-EA using the number of leading ones as the fitness
function. Denote the corresponding cost measure by Y, and Y, »,, respectively. We summarize
our major results in the following table.

ONEMAX LEADINGONES
m m = O(1): Sum of Exp (Thm 1) m = O(1): Mixture of Gamma (Thm 8)
m — oo : Gumbel (Thm 6) m — oo : Normal (Thm 10)
m— 1
o) | p(fm<x)sa-emy | B(Er<y) o ¥ SR e
0<]<m
Xn,m
— 00 ]P)( —logm — ¢1( ) < X) P (Yn!m—vn,m < X) N fx
< n > o€ - Sn.m

Table 1: The limit laws for the number of stages used by Algorithm (1 + 1)-EA under ONEMAX
(Xn.m) and LEADINGONES (Y, ) fitness function, respectively, when starting from the initial
state with the evaluation n — m. The function ¢, is defined in (3), and the two quantities vy m
and Gp m are given in (61) and (62), respectively.



2 Recurrence and the limit laws when m = O(1)

Recall that we start from the initial state f(x) = n — m and that X, ,, denotes the number
of steps used by (1 + 1)-EA before reaching f(x) = n. We derive first a recurrence relation
satisfied by the probability generating function P, (¢) := E(t*nm) of X, .

Lemma 1. The probability generating function Py ,(t) satisfies the recurrence

t Zlgégm Anmt Prm—e ()

L= 1= > dume |2

1<l<m

Pym(t) = (1 <m<n), 4)

for 1 <m < n, with P, o(t) = 1, where
1\" ¢ n—m m iy
At = (1=~ ) (n=1) > A | P [CRn D R O
0<j <min{n—m,m—L} J J

Proof. Start from the state f(x) = n — m and run the two steps inside the loop of Algorithm
(14 1)-EA. The new state becomes y with f(y) = n—m+ £ if j bits in the group {x; = 1} and
J + £ bits in the other group {x; = 0} toggled their values, where 0 < j < max{n —m,m —{}
and £ > 0. Thus, the probability from state X to y is given by

_ 1 J 1 n—m—j 1 j+L 1 m—j—{
)\n ml = " .m - l—-- .m - I —- ,
” Jj n n j+4L) \n n
0<j <min{n—m,m—L}

which is identical to (5). We then obtain

Pn,m(t) =1 Z )‘n,m,ZPn,m—e(t) + 11— Z )‘n,m,ﬁ tPn,m(t),

1<l<m 1<l<m
and this proves the lemma. |

While this simple recurrence relation seems not new in the EA literature, tools have been
lacking for a direct asymptotic resolution, which we will develop in detail in this paper.
For convenience, define
An,m = Z )\n,m,ﬁ-

1<b<m

In particular, when m = 1,

so that




This is a standard geometric distribution Geo(p) with probability p = 1 (1 — %)n_l (assuming

only positive integer values). Obviously, taking r = e?n, we obtain

Fo (eﬁ) - lis (1 + 0 (nlll—sl))’

as n — oo, uniformly for |s| < 1 — ¢, implying, by Curtiss’s convergence theorem (see [19,
§5.2.3]), the convergence in distribution

Xu1
L 2) Exp(1),

en

where Exp(c) denotes an exponential distribution with parameter ¢. Equivalently, this can be

rewritten as Y
lim P(L’l <x) —1—e™*,

n—o00 en

for x > 0. Such a limit law indeed extends to the case when m = O(1), which we formulate
as follows.

0.6
0.5
04
0.3
02
0.1

0 —
1 23456 78 01 2 3 4 5 6 7

Figure 1: Histograms of X, »j/en for j = 1,...,4 (in left to right order) andn =5, ..., 50,
and their corresponding limit laws.

Let H,S,i) =, <j<m j " denote the i-th order harmonic numbers and H,, = H,fll). For

convenience, we define Hé’) = 0.

Theorem 1. [fm = O(1), the time used by (1 + 1)-EA to reach the optimum state [(X) = n,
when starting from f(X) = n—m, converges, when normalized by en, to a sum of m exponential
random variables

Xnm DS (), (©)

en
1<r<m

with mean asymptotic to e H,n and variance asymptotic to ezH,gf)nz.

The convergence in distribution (6) can be expressed alternatively as

X,
lim P (ﬂ < x) =(1—e )" (x > 0).
n—o00 en



Proof. By the sum definition of A, ¢, we see that

o, ! " e m n—m Ny
O 0 o

0<j <min{n—m,m—L}

_ () -1 (n—m)(m—1)
= (Ve (1o (). 7

where the O-term holds uniformly for 1 < m = o(n) and 1 < £ < m. In particular, for each
fixed m = O(1), we then have

m

Pun(t) = -2 Pama (0(1 + (1),

(1=2)1

so that

r

Pan®) = | T =25 | 0+ 000,

1<r<m - (1 - ern)

where both o(1)-terms are uniform for |s| < 1 — e. Now take ¢ = een. Then

Pum (e) = | T1 115 (1+ o(1)), (8)

1<r<m r

uniformly for |s| < 1 — e. This and Curtiss’s convergence theorem (see [19, §5.2.3]) imply
(6). The asymptotic mean and the asymptotic variance can be computed either by a similar
inductive argument or by following ideas used in the Quasi-Power Framework (see [15] or
[22]) that relies on the uniformity of the estimate (8)

EEun) _ (1,0 (e5) ~ 11 TT g = Ho

en
1<r<m

where [s%] f(s) denotes the coefficient of s¥ in the Taylor expansion of f(s), and

V(Xm)

enyr = A Tlog Pum (¢*)

We will derive more precise expansions below by a direct approach. |

The simple inductive argument fails when m — oo and we need more uniform estimates
for the error terms.



3 Asymptotics of sums of the form ), ,_ aodyme

Sums of the form

Z aﬁ)\n,m,i

1<l<m
appear frequently in our analysis. We thus digress in this section to develop tools for deriving
the asymptotic behaviors of such sums.

For technical simplicity, we define the sequence e, := (1 — _1)"*! and the normalized

sum
Ant1,m.i n+1—m m 2
Mmit o= = E I 9

0<j<min{n+1—m,m—L} J

Let also

* —
An,m T Z ae)"nmﬁ

1<l<m
Throughout this paper, we use the abbreviation

m
o= —
n

Asymptotics of 4, , . Observe that most contribution to 4, , comes from small ¢, say £ =
o(m), provided that a; does not grow too fast; see (7). We formulate a more precise version as
follows.

Lemma 2. Assume that {a}e= is a given sequence such that A(z) = ), agzt" has a
nonzero radius of convergence in the z-plane. Then

Ay, = Ao() + 1( ) 4 O (an™?), (10)

where Ao(at) and A, () are entire functions of a defined by

Ao@) =Y 7 Y _“)J, (11)
>1 ! 0<j<t
and (ag :=0)
- 1 ¢ 1—a)/
A1) == ) Zoé—, > % (€= Pagyr—j —C+2—jag—j +acy). (12)
=1 o<t ’

Proof. The first term on the right-hand side of (10) can be readily obtained as follows. If

I <m < n,then
n+1—-—m\ _. m\ _
=2 (") X ()

Jj=0 J j<£<m
Z (1 — O[)] Zae
I
Jj=0 {>j ﬁ
= A()(Ol).



The more precise approximation in (10) can be obtained by refining all estimates, but the details
are rather messy, notably the error analysis. We resort instead to an analytic approach. Observe
that the sum on the left-hand side of (10) is itself a convolution. Our analytic proof then starts

from the relation
1\"™ z\n+1—-m
—L
wmt = 12" (Z + Z) (1 + ;)

1 -1 1\" z\nt+1-m
=—¢ (1+—) (1+9) dz, (13)
2mi |z|=c n

where ¢ > 0. The relation (13) holds a priori for 1 < £ < m, but the right-hand side becomes
zero for £ > m. It follows that

1 1 m zZ\ht+1-m
A =— @ Al (1 + —) (1 + —) dz,
’ 270 Jz)=c nz n
where 0 < ¢ < g, o being the radius of convergence of A. By the expansion
1 m Zz\h+l-m
(1 + —) (1+2)
nz n

o 1 1 — 2 4 2 —4
— e;—i—(l—ot)z 1 — — ((1 _ a)ZZ — 2 4+ g) + 0 ( O() |Z| + o |Z| ,
2n z2

n2

uniformly for z on the integration path, and the integral representations

~ 1 a
Ao(a) = — A(z)e= Tz 4y
271 |z|=c
T 1 2 @\ 24(1-a):
A(o) = —— A(z) ((1 —a)z" =2z + —) e-: dz,
4ri |z|=c¢ z2
we deduce (10). The expression (11) is then obtained by straightforward term-by-term integra-
tion. For (12), we apply the relation

d o o o
C+(l-a)z _ (_ " . ;+(1—a)z
e e: = ( - +1 a) e ,
and integration by parts, and then obtain
~ 1 o
A (a) = e (1 =zH)A'(2) + (1 —42)A(z)) e T0707 gz, (14)
Tl |z]=c

Substituting the series expansion A(z) = Y., agz"™!

(12). 1
When « tends to the two boundaries 0 and 1, we have

and integrating term by term, we get

dg
—Zak, asa— 0t
k!
. -
An,m ~ Ao(@) ~ ay
Z —, asoa — 17,
Al
=1

where k is the smallest integer such that ax # 0.

9



Asymptoticsof >, _,_, £"A>

wome Wenow discuss special sums of the form

A=) U hmet,
1<l<m
which will be repeatedly encountered below. Define

Aﬁt’jn = Z Er)\:’m’g,

1<l<m

so that A,(f,)n = e, A"

n—1.m+ FOr convenience, we also write

Apm =R = " a0 (15)
1<l<m

Let I; denote the modified Bessel functions
~2j+k

Ik(ZZ) = ;;; }TZ}—;TzSE (k € ZD.

Corollary 1. Uniformly for1 <m < n

- U
RO — 5@+ 22 L0 (@), (16)
’ n
forr =0,1,..., where both S, and U, are entire functions given by

K o
se=Y0 Y eyt

il
=1 o< <t J:

So .
;a)—%,/lfall(z a(l—a)), ifr =0

1 r\j—(=1)""7Q2r+2-3j) ,
) Q2r = 1S, (a) + Z (]) R R Si(e) |, ifr > 1.

and

Ur(a) =

o<j<r

(17)
In particular,

Ui (o) = —So(a) — 3S1(e)
Upr(@) = So(a) — 281 () — 282 (ax) (18)
Us(a) = —So(a) + 281 () — 3S2(x) — 3S3().

These are sufficient for our uses.

10



Proof. We start with the integral representation (see (14))

U@) =~ (1= 2ELE) + (1 —42) E, () €40 gz,
Ami Jiz)=c

where E,(z) 1= Y, £"z""". When r = 0, we have Eo(z) = (1 —z)~". Thus

1 1 o
Up(a) = —— (— - 3) ez T2 4,
Ami Jiz)=c 1—z

Note that
1 o
S,(a) = — E,(2)ezt0=®74;  (r=0,1,...).
2mi |z|=c
Thus
So(a) 3 ot (1 —a)t!
Ug(a) = -y =
ol@) =——-3 ; 0 —1)!

which proves (17) for r = 0. For r > 1, we have

(1—22)E.(z) + (1 —42)E,(2)
=(1- 22) Zf’”(ﬁ — 1)26—2 +(1—-42) Zﬁrzﬁ—l

=2 £>1

= L+ D=+ -1+ E(2)

=1 =2

= > (;) EinG) - Y. (;)<—1>’—f (Ej1(2) + 2E;(2) + Er(2).

o<j<r o<j<sr

From this and the relation (19), we obtain (17). Note that the coefficient of £, is zero.

The Corollary implies specially that

A" =718, () (1 + 0 (n_l)) ,

n,m

(19)

(20)

uniformly for 1 < m < nand r > 0. Since S,(z) = z + O(|z|?) as |z| — 0, we have the

uniform bound

K;f?,,xSr(a)xa (1 <m < n,

1)

meaning that the ratio of A 5,’2,, /o remains bounded away from zero and infinity for all »2 in the

specified range.
We also have the limiting behaviors

11



and
,

l
lim S, (a) = E = {e —1,e,2e, 5¢e,15¢e,---}.
a—1 !

>1

Without the first term, the right-hand side is, up to e, the Bell numbers (all partitions of a set;
Sequence A000110 in Sloane’s Encyclopedia of Integer Sequences).
The following expansions for S,(z) and U, (z) as z — 0 will be used later

2"+ 1

S,(z) =z + 22 4+ 0(zY),

274+ 1

(22)

Uy(5) = ————2 4 0(=?),

forr =0,1,....
See also Appendix A for other properties of S, (o).

4 The expected values and their asymptotics

Consider the mean iy := E(Xym) = P, ,(1). It satisfies the recurrence

1+ Z )\n,m,ﬁ Munm—t | »

1<l<m

Mnm = An,m
for 1 <m < nwith 0 =0.

From Theorem 1, we already have p,,,, ~ enH,, when m = O(1), while for m — oo and
m < n we expect that (recalling . = )

Unm ~ en(Hy + ¢1(@));

see Section 4.1 for how such a form arises. We will indeed derive in this section a more
precise expansion. The uniform appearance of the harmonic numbers /,, may be traced to the
asymptotic estimate (7); see also Lemma 3.

Theorem 2. The expected value of X, ,, satisfies the asymptotic approximation

Eun) _ 4y 4 Hn =910 +29:@) + 20gi@)

-2
en 2n (7 Hn) 23)

uniformly for 1 < m < n, where ¢ is defined in (3) and ¢, is an analytic function defined by

_ 1 _ « Sz(X)S{(X) _ So(X) _ 1 _ 1 l
P2(0) = 5 /0 ( 285.(x)° 81?2 28,(%) 2x2+x) d. @4

For simplicity, we consider

n.m * n n+1,m,
1 I1+1 .
where e, 1= (1 — m) , and we will prove that

Hm +n¢2(a) + 0(

o m = Hm + ¢1(a) + n"2Hy) (25)

12
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Figure 2: The differences u, ,, — (Hn + ¢1(a) + H’"+¢2(“)) for 1 < m < n (normalized to
the unit interval) and n = 10, ..., 50 (left in top-down order), and the normalized differences
(W — (Hi + @1 (00) + 2ot 2@y)2 /[ forn = 10,..., 50 (right).

for I < m < n, which is identical to (23); see Figure 2 for a graphical rendering. More figures
are collected in Appendix B.
Our analysis will be based on the recurrence

1
> Kt (W — 1) = = (26)

n
1<b<m

or alternatively

1 1
M:,m = = Z + Z )‘:,m,ﬁ M:,m—e >

A
n,m 1<€<m

with M:,o = 0, where k:’ .y and /_\,,,m are defined in (9) and (15), respectively. In particular,
this gives pu,, | =1,

. mr4+n—1

Pn2 =5 yon—1° 27
. 22n% + 40n° — 19n* — 42n* + 14n% + 15n — 6)

/’Ln,3 =

(2n2 +2n—1)(6n* + 1203 —Tn2 —9n +6)

In general, the p, ,, are all rational functions of n but their expressions become long as m
increases. In Section 4.1, we give asymptotic expansions for i, ,, for small values of m as n —
oo, which are also required as initial values for obtaining more refined asymptotic expansions
for other ranges of m in Section 4.4.

Starting from the asymptotic estimate u, ,, ~ H,, when m = O(1), we first postulate an
Ansatz approximation of the form

Ppn ~ Hn +¢(@) (1 <m <), (28)

for some smooth function ¢. Then we will justify such an expansion by an error analysis
relying on Lemma 3 after a proper choice of ¢. This same procedure can then be extended and
yields a more precise expansion; see Section 4.4.

Instead of starting from a state with a fixed number of ones, the first step of the Algorithm
(14+1)-EA described in Introduction corresponds to the situation when the initial state f'(x) (the
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number of 1s) is not fixed but random. Assume that this input follows a binomial distribution
of parameter 1 — p € (0, 1) (each bit being 1 with probability 1 — p and 0 with probability
p). Denote by X, the number of steps used by (1 4 1)-EA to reach the optimum state. Such a
situation can also be dealt with by applying Theorem 6 and we obtain the same limit law. The
following result describes precisely the asymptotic behavior of the expected optimization time.

Theorem 3. The expected value of X, satisfies

E(Xn)
en

=logpn +y + ¢1(p)
N logpn +y +1—¢1(p) + 2p¢;(p) + p(1 — p)¢{(p) + 2¢2(p) Lo (logn) _

2n n2

Note that e(log p + ¥ + ¢1(p)) is an increasing function of p, which is consistent with the
intuition that it takes less steps to reach the final state if we start with more 1s (small p means
1 — pcloserto 1, or 1 occurring with higher probability). Also

1 2p S1(p)
14 2p¢1(p) + p(1 — —24 — St s P =
p#1(p) + p(1 = p)¢}(p) = S.(0) p(1—p) S0
The constant ¢, in (2) can now be computed and has the value
e 1 S (1)
== —log2+y—¢1(1) +2¢,(3) + — 127 ) 2 0.59789875.... (29)
2 ( 2 Usd) 45y

Numerically, to compute the value of ¢ («)
for o € (0, 1], the most natural way consists in
using the Taylor expansion

e = S0 /\ /‘\
7/ -5 - —3 -2 -
and after a term-by-term integration

oj .
$1(a) = Z ‘]ﬁ o/ S1(x) has an infinity number of zeros on R™.
Jj=0

While S (x) is an entire functions with rapidly decreasing coefficients, such an expansion
converges slowly when « ~ 1, the main reason being that the smallest |x| > 0 for which
S1(x) = 0 occurs when x ~ —1.0288, implying that the radius of convergence of this series
is slightly larger than unity. Note that S;(0) = 0 but the simple pole is removed by subtracting

i. A better idea is then expanding Sll(x) — % at x = 1 and integrating term-by-term
$1 () G/ (1 (1— )j-H) h 1 1 rJ
Q) = E — o where — = E o;x’.
: J+1 Si1—x) 1—x J

Jj=0 j=0

This expansion is numerically more efficient and stable because of better convergence for o €
[0, 1]. The same technique also applies to the calculation of ¢, and other functions in this paper.
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4.1 Asymptotic expansions for small

Our asymptotic approximation (25) to i, ,, was largely motivated by intensive symbolic com-
putations for small 7. We briefly summarize them here, which will also be crucial in specifying
the initial conditions for the differential equations satisfied by functions (¢1, ¢, . ..) involved
in the full asymptotic expansion of i, ,.; see (41).

Starting from the closed-form expressions (27), we readily obtain ;1,:,0 =0, M:,l =1, and

* 3 1,5 -2 7 -3, 19 —4 13 -5 —6
Mnp =351 +4" —gh A n = gn +0m),

£ _u_ 13, 55 =2 _ 323 =3 | 4007 ,—4 _ 2783 5 —6
Mn3 =% ~ LS 36 360 T T 36 1 non T+ 0mn).

Similarly, we have

 _ 25 1, 329 -2 917 .—3 , 61841 .—4 19501 . —5 —6
/Ln’4—ﬁ——l/l +W7l ——Vl +W —Tn +O(l’l ),

% __ 137 _ 283 —1 | 2839 19859 —3 , 848761 _—4 _ 5107063 ,—5 —6
HMn,s = 60 60 + Ts0 360 + 520 7 7300 11~ 1+ O0(m™).

From these expansions, we first observe that the leading sequence is exactly H,, (Hy := 0)

{Hm}m>0 = {O’ 19%’ %’ %5 %’ %"”} .

These also suggest the following Ansatz

d
I’an ~ Z k(m),

k>0

for some functions dy (m) of m. Using this form and the above expansions to match the unde-
termined coefficients of the polynomials (in 1), we obtain successively

do(m) = Hy, (m > 0)

diy(m) = Hy, —I— m (m=>=1),

dry(m) = gHm—l—E——m—i——lmz (m = 2),

d3(m):lH +l—575m—|— m? =283 (m > 2),

432 432
=3 _ 3439 15101 2 19951 .3 | 5759 4
da(m) = 55 Hn — 355 — 345 M + 1520 ~ Traso M titsze M, (m = 4).

So we observe the general pattern

o ™ Z beHp+ Y @i m’ |,

k>0 0<j<k

for some explicitly computable sequence b; and coefficients @y, ;. A crucial complication
arises here: the general form for each dj (/) holds only for m > 2[%], and correction terms
are needed for smaller m. For example,

dy(m)=Hu+5—3m—3[m=0], (m=0)
dym)=3Hy+5—Im+4am*—5S[m=01+5[m=1], (m=>0),

15



where we use the Iverson bracket notation [A] = 1 if 4 holds, and 0, otherwise. It is such a
complication that makes the determination of smaller-order terms more involved.
All the expansions here hold only for small m. When m grows, we see that

k—1

nk Z Wk’jmj = wk,kak + Wi k-1 + smaller order terms,

0<j<k

and it is exactly this form that motivated naturally our choice of the Ansatz (25).

4.2 More asymptotic tools

We develop here some other asymptotic tools that will be used in proving Theorem 2.
The following lemma is very helpful in obtaining error estimates to be addressed below. It
also sheds new light on the occurrence of the harmonic numbers H,, in (25).

Lemma 3. Consider the recurrence

> At nm = Anmt) = bu (m > 1),

1<l<m

where by, , is defined for | < m < nandn > 1. Assume that |a,o| < d forn > 1, where
d > 0. If |bym| < % holds uniformly for 1 <m < nandn > 1, where ¢ > 0, then

lanm| < cHy +d (0 <m < n).

Proof. The result is true for m = 0. For m > 1, we start from the simple inequality
- N m
Aom= D hyme=— (<m<n),

n
1<€<m

because all terms in the sum expression (9) are positive and taking only one term (j = 0 and
¢ = 1) gives the lower bound. Then, by the induction hypothesis,

|bn.m|

|an,m| g —= + |an,m—1|
An,m
cC n
R + CHm—] + d
n m

=cH, + d,

<

proving the lemma. |
Applying this lemma to the recurrence (26), we then get a simple upper bound to iy, ,,.

Corollary 2. For 0 < m < n, the inequality

/’L:,m < Hm

holds.
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Lemma 4. If ¢ is a C?[0, 1]-function, then

3 Anmg( ( )—qb(m,l_g)):"yfl“) Y .+ 0(n7?),

1<€<m 1<l<m

uniformly for 1 < m < n.
Proof. A direct Taylor expansion with remainder gives
p@)—¢(a—5) =g (@i +0(En?),

uniformly for 1 < € < m, since ¢”(t) = O(1) for ¢t € [0, 1]. The lemma follows from the
estimates (16). 1
The approximation can be easily extended and refined if more smoothness properties of ¢
are known, which is the case for all functions appearing in our analysis (they are all C*°[0, 1]).
Another standard technique we need is Stirling’s formula for the factorials

logn! =log'(n+1) = (n+ 1)logn —n + Llog(2m) + 5n~ "' + O ™), (30)

where I denotes Euler’s Gamma function.

4.3 Proof of Theorem 2

Formal calculus. Applying formally (28) and Lemma 4 using H,,, — Hy;;—¢ ~ % and ¢ (%) —
¢('"T_e) ~ (b’(a)%, we have

¢ 14
= > ot (Mo = Homd) ~ ) k”mf(n_ﬁ‘/y(“);)

1<l<m 1<l<m
1 /1

L (— + ¢/(a>) S1(@),
n o

by (16). Thus we see that ¢ satisfies

We now specify the initial condition ¢ (0). Since the postulated form (28) holds for 1 < m < n
(indeed also true for m = 0), we take m = 1 and see that ¢(0) = 0 because ;1,:,1 = 1. This
implies that ¢ = ¢;. The first few terms in the Taylor expansion of ¢; () read as follows.

_ 3 11.2 2833 | 5759 4 _ 57137 5 , 23537516 , ..
$1(2) = =52+ 327 — 3332 + Tis207 1420002 1 73576002 T 77 (31)

which can then be checked with the explicit expressions of u,, ,, for small m (see Section 4.1).
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Error analysis. To justify the form (28) (with ¢ = ¢), we consider the difference

A;zk,m = lu;,m — Hy — ¢1(a),

which satisfies the recurrence

Z )\'”me - :,m—Z) = E](l’l,l’}’l),
1<d<m
where
Ei(nm) = ——= 3" Ao (Hu— Hnt + ¢1(0) —¢1 (0 — %)) .
1<l<m

By the asymptotic relation (16) with r = 1 and the definition of ¢, we have
Z )‘nmﬁ +¢i((¥)%) + 0(’1_2)’
1<d<m
and thus
Ev(om) == 3 A (Hn— Hyg — £+ 1) — 1 (¢ — £) — ¢ (@)4) + O(n™?)
1<l<m
By Lemma 4, we see that
Y R (Br@ =1 (@ —£) —¢'(@E) = 07,
1<l<m
uniformly for 1 < m < n. On the other hand, we have the upper bounds

0 (Ezm_z) , if £ = o(m),

Hy—Hy—% =
" m=t " m {O(Hm), for1 < £ < m.

Note that the first estimate is only uniform for 1 < £ = o(m). When £ is close to m, say
= O(m'™®), the left-hand side blows up with m but the right-hand side O (£2m™?)

remains bounded. Thus we split the sum at [ /] and then obtain (H,, — H,,,_¢s — % = 0 when
t=1)

Z )‘nme H _Hm—f_,%)

2<l<m

=0 m_2 Z 62)\.:’,”’5 + Hm Z :;,m,e

1<L<[/m] Jm+1<4<m

(32)

Now, by (9),

- - (1—a) (j + 0"
DI e S S

|
2<U<m j=0 ] jH+2<€<m

=0 (m—zaz) =0 (n_z),
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and

* (1_ )J ¢
Hy 3 k=0l 3G

Jm+1<b<m j=0 JjHm+1<t<m
£ Jm+1
H,
—ofm ¥ = zo(rma_z).
(>ym+1 (v +2)
By Stirling’s formula (30), the last O-term is of order

(34)

m4H
n

—«/»(logn—flogm 1) _ 0(7/1_2)

for m > 1. Combining these estimates, we then obtain
Ei(n,m) = O(n?),

uniformly for 1 <m < n. Thus A, ,, :=n A,’;’m satisfies a recurrence of the form

S e B = Bpe) = O (L <m < ),

1<l<m

with A, o = 0. It follows, by applying Lemma 3, that A, ,, = O(H,,), and we conclude that,
uniformly for 0 < m < n,

= Hpn + ¢1(c) + O (n7" Hy) .

This proves the first two terms of the asymptotic approximation to fi, ,, in (25). The more
refined expansion is obtained by refining the same calculations and justification, which we
carry out the main steps subsequently.

Refined computations. We consider now the difference

1
Ay = M — (Hm + ¢1(@) — ” (b1 Hpm + ¢2(a))
and will determine the constant ; and the function ¢, (z) such that
Ay, = On*Hy), (35)

uniformly for I < m < n, which then proves Theorem 2. By (26), A:’m satisfies, for 1 < m <
n, the recurrence

Z )‘nm(f :m Z) = E>(n,m), (36)
1<l<m
where
-0
Exnm)i= = 3 i (= Hne) = 3 R (01(%) = 0n ("))
1<€<m 1<d<m
N N (o — iy e)—— > Anme( (%)_%(mn—z))
1<l<m 1<Z<m
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In particular, A% = _ 9O

n
The hard part here is to derive an asymptotic expansion for E, (7, m) that holds uniformly
for 1 < m < nasn — oo. To that purpose, we first extend Lemma 4 by using a Taylor
expansion of third order for a C'°°[0, 1]-function ¢(z), which then gives, uniformly for 1 <

> time (0(5) -9("))

1<l<m

=D S g - B S g 000

1<€<m 1<l<m

- ,(f‘) $1@) + 35 Q8 @U) ~ §"(@S:@) + 0w™), 37)

where we used Corollary 1.

We now examine weighted sums involving the difference of the harmonic numbers. We
start with the following identity whose proof is straightforward. For a given function f(x), let
V denote the backward difference operator V f(x) = f(x) — f(x —1). Thenfor 0 < £ < m

Fom) + S =D+t fn— LD = 3 (i)(—l)k—lvk—l Fm).

1<k<m

Note that the sum vanishes for £ > £. Take f(x) = % Then we obtain

e =1 (t—k+ 1)
_ka(m—l)---(m—k—l-l)’

k=1

for 0 < £ < m. This relation implies that, for 0 < ¢ < 7 andm > 1,

[m > 2] —1) O(z(e ) — 2))

2m(m — 1) m3

14
Hy — Hy— = — +
m

By the same argument we used above for (32), we get the expansion

Z }‘:,m,ﬁ (Hm - Hm—Z)

1<€<m
_ t [m=20ee-1) (=1 =2\ ., ,
a m;m (_ * Zm(m — 1) + 0( 3 )) A +O00)
S Z oy g + 2m( _1) 3 Ul -1, + 00
1<Z<m 1<l<m
_ Sl(a) 1 Ul(Ol) Sz(O[) — Sl(o{) [[m — 1]] L,
= + e ( a + 2 ) T o 4+ 0m), (38)

which holds uniformly for 1 < m < n. Note that for m = 1 a correction term is needed; more
correction terms have to be introduced in more refined expansions (see Section 4.4).
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Combining the estimates (37) (with ¢ = ¢, ¢,) and (38), we see that

_ Jllgoz) N Jo(a) N [m = 1]

Ex(n,m) 2n? 2n?

+ 0™,

uniformly for 1 < m < n, where

S1(2)

Ji@) =1-— — $1(2)S1(2),

SO SE g (24 g v

+ ¢1(2)82(2) — 2¢5(2) S1(2).

Jo(z) =

Obviously, J;(z) = 0 because ¢/ (z) = #(Z) — 1. To determine b; and ¢,, we observe that

11_1;1’(1) Jz(Z) = lim (—M — 2Zﬁ SI(Z) — % U](Z)) = 2b1 —2,

z—>0 Z2

where we used the relation U; () = —So() — %Sl (o) (see (18)). In order that £, = o(n™?)
uniformly for 1 < m < n, we need 2b; —2 = 0, so that b; = 1.
Now the equation J,(z) = 0 also implies, by (18), that

S1(2)82(2) So(2) 1 1 1
283(2) S1(2)? + 251(2) toa T

Py(2) = - (39)

With these choices of b; and ¢,(z), we have

[m = 1]

EZ(nam) = an

+ 0™,
uniformly for 1 < m < n.

The exact solution to the differential equation (39) requires the constant term ¢, (0), which
we have not yet specified. To specify this value, we take m = 1 in (35) and then obtain, by the
recurrence (36),

A:,l = A:,o +

+nEy(n, 1) =

Ex(n, 1) _ $2(0)
A N n

n,l

2O T o),
n 2n

This entails the choice ¢,(0) = % in order that A} | = O(n™?). Thus we obtain the integral
solution (24) for ¢,(z). In particular, the first few terms of ¢, (z) in the Taylor expansion are
given as follows.

_1_7 232 _ 19951 .3 | 64903 _4 _ 13803863 .5 ..
$2(2) = 3 =37+ 1577~ 172507 T S7600° ~ 120960002 T
As a function in the complex plane, the region where ¢,(z) is analytic is dictated by the first
zeros of S1(z), which exceeds unity.
To complete the proof of (35), we require a variation of Lemma 3, since the assumption on
an,o given there is not satisfied here.
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Lemma 5. Consider the recurrence

Z k:,m,e (an,m - an,m—@) = bn,m (m=1),

1<l<m

where by, is defined for | < m < nandn > 1. Assume that |a,o| < cn forn > 1, and
lan| < 2¢ for n = 1. If there exists a ¢ > 0 such that |by,| < 5 holds uniformly for
2<m<nandn > 1, then

|anm| < 2¢Hp (I <m<n). (40)

Proof. The inequality (40) holds when m = 1 by assumption. For m > 2, we write the
recurrence as follows

1 Mymmino b
g = = 3 Mg At + D

An,m 1<t<m n,m An,m

By induction hypothesis and the two inequalities (see Lemma 3)

- m
* —m -2
Apm = — and kn,m,m =n"<n ",
we obtain
n 1 n c
lanm| < 2cHp—1 + — - —en+ —-— < 2cHy,
m n m n

and this proves the lemma. |

In view of the estimates Ay o = O(n™'), Ay = O(m™?) and E;(n,m) = O(n™?), for
2 < m < n, there exists a constant ¢ > 0 such that the quantity A, , = nzA;:,m satisfies the
assumptions of Lemma 5, which implies the bound A, , = O(Hy), or, equivalently A}, =
On%H,), uniformly for 1 < m < n. This completes the proof of Theorem 2. |

4.4 An asymptotic expansion for the mean

The above procedure can be extended to get more smaller-order terms, but the expressions for
the coefficients soon become very involved. However, it follows from the discussions in § 4.1
that we expect the asymptotic expansion

. b H,, + ()
B ~ Z k nl?kﬂ , (A1)

k>0

in the sense that the truncated asymptotic expansion

b Hpm + pr+1(a) K-
o= D~ O (KT Hy) (42)
0<k<K

holds uniformly for K < m < n and introduces an error of order n~K=1H, . This asymptotic
approximation may not hold when 1 < m < K because additional correction terms are needed
in that case. Technically, the correction terms stem from asymptotic expansions for sums of the
form Zlgegm A (Hm — Hy—g); see (38) and the comments given there.
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We propose here an easily codable procedure for the coefficients in the expansion, whose
justification follows the same error analysis as above. We start with the formal expansion (41)
and expand in all terms for large m = an in decreasing powers of n, match the coefficients of
n~%=1 on both sides for each K > 0, and then adjust the initial condition ¢ (0) by taking
into account the extremal case when m = K (for m < K the expansion up to that order may
not hold). With this algorithmic approach it is possible to determine the coefficients g and the
functions ¢k +1(z) successively one after another.

Observe first that

Hy=Hyee = 30— = Som™ B () = Yoo By (0,

o< j<t r>1 r>1
where (0° = 1)

o= Y =1 2 (G)me

0 j<t O<]<r

the B; representing the Bernoulli numbers. On the other hand,

(r)

Gr+1(0) — Pret1 (Ol - 5) = —Z ktﬂl!(a) ( n) )

r>1

Thus

(Ob—; (=07
o=t~ Yo Y (B B0 @),

i = ) |
= 5L\ =pt !

Then, by (13),

m n+1—m
Z )‘nml /’an M:,m—é) ~ Zn_r[t_l] (1 + %) (1 + %) fr(t)»

1<l<m r>1
where 8,(0)b o)
, : —0)/
OB ( g ())
_ | | —j+1
= S\ =t !
Now
1\” "t (=) fard + (1 —a)d 1
1+ — 1+ — = . _
( +nt) ( +n) P Z J ( n/—1 +nj)
j=1
A direct expansion using Bell polynomials B) (71, ..., ) (see [6]) then gives
1\” A BX(t1,....t)
1 o 1 - — F+—a)t k ’ ’ —k
( +nt) ( +n) ¢ Z k! "
k>0
o Be(t) _
_ LY+ k k
=€ - Z Je 2k n
k>0
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where Bo =1,

) = (;lljlﬂ (o + - ™)+ G =D =120,

and By (t) is a polynomial of degree 4k.
Collecting these expansions, we get

_ _ B (t)
Z M.t (M:m _ﬂ;,m—e) ~ Z” K+ Z [(7'e e L — Jk+1-r(0).
1<é<m K>0 0<r<kK
All terms now have the form

y4
[ 2r 1]6’ +(1 a)tF(t) _ Z (z—'[te+2r_1]€(l_a)tF(l)

£=0

YLy

L0 T 0<j<2r44

(1 _a)j F(K+2r—1—j)(0)
il +2r—1— )

Since we are solving the recurrence

Z )‘:,m,ﬁ (M:,m - M:,m—e) = %
1<l<m
we have the relations
b "‘+(1 —a)t
(2 + o) 1= =1
> e B p =0 &=,

0<r<kK

By induction, each ¢k 1 satisfies a differential equation of the form

bg
(7 + ¢}(+1(05)) Sk (@) = Vit1[p1, ..., ¢k](a),
for some functional W . Since S7(a) ~ o as « — 0, we also have the relation

bk = Yk 11, ..., 9k](0).
Once the value of bg is determined, we can then write

Weiilor, ..., dx](x) _ b_K) dx
S1(x) X ’

P +1(@) = ¢k +1(0) +/0 (

and it remains to determine the initial value ¢ 11(0), which is far from being obvious. The
crucial property we need is that the truncated expansion (42) holds when K < m < n, and
particularly when m = K. So we compute (42) with m = K and drop all terms of order smaller
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than or equal to n~X~'. Then we match the coefficient of n~X with that in the expansion of

/L:’ x obtained by a direct calculation from the recurrence (26).
We illustrate this procedure by computing the first two terms in (41). First, we have

(”—" N ¢>;<a>) Si(@) = 1.
o

which implies by = 1 and ¢} (o) =
K =0, we get

< — = Moreover, substituting the initial value m =
1(e) a

0= ppo= Ho+ ¢1(0) + on™) = ¢,(0)+ 0(n™),

entailing ¢, (0) = 0, which is consistent with what we obtained above.
The next-order term when K = 1 is (after substituting the relations by = 1, ¢{(a) =

s — & d (@) = k- 5iG)
by . . et t—a)
(; + ¢z(0l)) [t ]W
_ [l—l]e%ﬂl—a)t 1 _ (I+1)Si() a—20 + (1 —ayt
202(1 —1)2 2(1 —1)3S (@) 212(1 —1)2S1(a) )’

implying that

_Si@)S2(a) | So(w) 1 Si(w)
28 (a)? Si(@) 2 2a?°

b
(El + ¢;(a)) Si(e) = (43)

As a — 0, the right-hand side of (43) has the local expansion 1 — %oz +---, forcing b; = 1, and,
accordingly, we obtain the same differential equation (39). Substituting the value m = K =1
in (42) yields

U=, = H + (151(%) + rlz (Hl + ¢2(%)) +0(n™?)
$2(0)

n

() 1
S LOL + 0(n™?),
n n
implying, by using (31), ¢,(0) = —¢7(0) — 1 = %, which is consistent with Theorem 2.
Although the expressions become rather involved for higher-order terms, all calculations
(symbolic or numerical) are easily coded. For example, we have

_ 1 _ 575 15101 2 8827 .3 , 2229089 4 _ 361022171.5 ,
$3(2) = 5 — 3332 1 155202 — 54002 T 103680072 1270080002 T 77

4.5 Proof of Theorem 3

We now give an outline of the proof of Theorem 3 concerning the asymptotics of E(X},). The
method of proof relies on standard normal approximation to the binomial distribution.
We begin with

E(ZX”): Z TTn,m Pn,m(t),

o<m<n
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where 1, 1= (:1) P p™ (p := 1 — p). From this expression, we see that
IE(Afn) = Z TTnm Bfnym = Z Ty ml/vn 1,m"

o<m<n (1 B Z o<m<n

Write m = pn + x/ppn. By Stirling’s formula (30), we have

e=x?/2 X X X 1 4+ x!2
Tnm = . (1+p1(_)+ng)+ pf(3/2+0( . ))
V2mppn ppn  ppn  (ppn) n

uniformly for x = o(n%), where, here and throughout the proof, the p; are polynomials of x

containing only powers of the same parity as j. On the other hand, by Theorem 2, we have in
the same range of m

« ps(x) 2pp(log pn +y) + pa(x)
. =logpn+y + + + —
p7(x) Lo (logn + x4) .

(ppn)*/? n?

+

With these expansions, the asymptotic evaluation of [E(X},) is reduced to sums of the form

1 _x2 [ _ﬁ L
—_— x"eTT = Zdx + O(n™ "),
\/Zn,opn pzn:_,)(né) \/

VDD"

for any L > 1 by an application of the Euler-Maclaurin formula. Thus polynomials of odd
indices (containing only odd powers of x) will lead to asymptotically negligible terms after
integration. Outside the range where x = o(n%), the binomial distribution is smaller than
any negative power of 7, so the contribution from this range is also asymptotically negligible.
Except for this part, all other steps are easily coded. |

S Asymptotics of the variance

We prove in this section that the variance o, ,, := V(X,m) = E(X,} ) — (BE(X,,m))* of Xy m
is asymptotically quadratic.

Theorem 4. For 1 < m < n, the variance of X, satisfies

) eHPn = (e + D+ eHD + e91@) =1 @) = S5 M,
N SeHy, + 2ey (o) — 22 (t) -|2-n2eoup1(a) 204/ (@) + ¢ (@) o
where
_ [ S2x) 1 2
ne=[ (g -5+ 3)ax »
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and
() = 7 /"‘ (SSi (¥)S2(x)*  287(x)S3(x) + S2(x)S5(x) + 6So(x) S2(x)
SRS LR A 251 (x)3 28 (x)*
So(x) 2 1 3 11) "

- -+
Si(x)?  Si(x)2 x3  x? 2x
Similar to the mean, we work on the sequence V", := e; (0, ,, + Un+1,m)/n* and prove
that (see Figure 3 and Appendix D)

2y + Yi(e) + 20— H 2@ + SH

(45)

0.0144
0.0124
0.010
0.008
0.006
0.004+
0.002

0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figure 3: The absolute differences |V,*,,— RHS of (45)| for 2 < m < n (normalized to the unit
interval) and n = 10, ..., 50 (left in top-down order), and the absolute normalized differences
n’ H, '|V,¥, — RHS of (45)| forn = 10,...,50 (right).

The variance of X, is computed by the relation

V(Xn) = Z TTn,m (O—rf,m + ,vazl’m) - Z Tn,mMHn,m s

o<m<n 0<m<n

where 7, = (1) "™ (1 = p)" ™™, inm = B(Xum) and 677 ,, 1= V(X m).
Theorem 5. The variance of X, satisfies asymptotically

V(X, n?
(Xn) _ o en— Qe+ Dogpn +y) + v

B (1le + 1)(log pn 4+ y) — vy
2n

en

+ O (n_2 log n) ,
where (p:=1—p)

2
vy = e (% - 1) + ey (p) — ¢1(p) + 2¢pp(p) + eppi (p)°,

and
vy = e’ (p)* + 2¢p° p(1 + pd ()7 (p) + 2epp(1 + 1 (0)¢] (p)
+dep(1 + ps (091 (p) + 2eppd (p)* + 4epds(p) + eppyri (p) — ppd] ()
+2ey2(p) = 2¢2(p) + 2ep¥(p) = 2091 (p) + ¢1(p) + gem® —3e — L.
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Recurrences for the centered moment generating function. To compute the variance, one
may start with the second moment and then consider the difference with the square of the mean;
however, it is computationally more advantageous to study directly the recurrence satisfied by
the variances themselves.

From (4), we have, by substituting t = e”,

(1 - (1 - An,m) ey) Pn,m(ey) = ey Z )\n,m,epn,m—é (ey)’
1<l<m
which can be rewritten as
(e—y e An,m) Pn,m(ey) = Z )\n,m,ﬁpn,m—f(ey),
1<l<m

or

Y humt(Pam(€”) = Pumi(e”)) = (1 =€) Pym(e”).

1<l<m
This is a simpler recurrence to start as fewer terms are involved for the moments.
We now consider the moment generating function for the centered random variables X, ,, —

Mn,m
Rn,m (y) = Pn (eJ’)e_an.my’

which then satisfies the recurrence
Z kn,m,e(Rn,m(y) _ Rn’m_e(y)e_(l“fn.m_l»lfn,m—é)y) =(1—e)Rum(»).
1<l<m

for | <m < nwith R,0(y) = 1.

Variance. Leto,, = V(X,.) = R}, (0) be the variance of X, ,,. Then o, satisfies the
recurrence

Z )\nm Z nm g) =-1+ Z )\n,m,é (/’Ln,m - /'Ln,m—e)2
1<d<m 1<€<m
In terms of V,*,, := e (o, Oppim + Un+1.m)/ 1%, we have Vo =0,andfor 1 <m <n
Z )‘n m, E - anm—é) = Tn*m’ (46)
1<e<m
where ,
m = Z )‘n m,l lu“n m M:,m—lf) : (47)
1<l<m
In particular, this gives
Vn”:l =1,
vr Sn* +8n* —n? —4dn + 1
m2 (2n2 + 2n — 1)2

The expressions become very lengthy as m increases. In Appendix C we give asymptotic
expansions for V,*, for a few small m as n — oco. Based on these expansions, a suitable
Ansatz for the asymptotic behavior of V,*,, can be deduced (assisted again by computer algebra
system), which then can be proven analogous to the method of proof presented in Section 4.
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Proof of asymptotics with error analysis. By the same procedure used for u;, ,,, we start
from computing the asymptotic expansions for V,*,, for small m. These expansions suggest the
more uniform (for I < m < n) asymptotic expansion

2)
aH, + o) + ¢ H,
Vi~ coH® + =" Wlfl) —,

for some constants ¢y, ¢; and @, and some function ;(z). Such an asymptotic form can be
justified by the same approach we used above for u,, ,,. More precisely, we now prove that

—2H,, + Y1 () + 2HP
n

Vi =HP + + O(n2Hy). (48)
uniformly for 0 < m < mand n > 1, where ¥(z) is given in (44). Our proof start from
considering the difference

)
a1 H,, + o) + ¢ H,
AL = Vi —eoHR — 2 %,(1) =

and specify the involved coefficients and v/ (z) such that A}, = O(n%H,,). By (46), Ay
satisfies, for 1 < m < n, the recurrence

> Nt (Dh = A ) = Er(n.m), (49)

1<l<m

with the initial value is A:,o = —V”T(O), where (7, being defined in (47))

Ev(nm) =Ty, = ) knme{<co+—>( HY = HY ) + = (Hy = Hyeo)

1<€<m

v () = v (")
p, .
We will derive an asymptotic expansion for E; (n, m). For that purpose, we use the expan-

sions (37), (38) as well as Theorem 2 in Section 4, and apply the same error analysis used for
Wp.m- A careful analysis then leads to

+

* 2 1 L1 (+ap(@)’
Z )‘n,m,ﬁ (/L:,m - /’L:,m—ﬁ) = E + ; (_& + a—zlSZ(a) (50)
1<l<m
3 [m > 2] [m = 1] _;
_ 0 ,
2mn? = 2m(m — 1)n? n? 00
and
Z )\n m,L (Hrg12) - Hrizle)
1<l<m
(51)
1 1 (Si(0) —« 1 m =2 m=1 _
L (S@may 1 w2 =1l
mn  n? a? 2mn?  2m(m — 1)n? n?
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both holding uniformly for 1 <m < nasn — oo.
Collecting the expansions (37), (38), (50) and (51), we obtain

1—c0+i{_l+(1+a¢ii(a))2
o o

. Sa(@) — 2 (S1(a) —a)
mn n o

(% 4 vi) Slax)} b (; +62—°—cl)
[m =1](1 —co) | [m =2](1 —co)
a n? + 2m(m — 1)n?

El(n,m)z

+ 0™,

uniformly for 1 < m < n.

We can now specify all the undetermined constants and ¥ (z) such that all terms except the
last will vanish and E(n, m) = O(n™3). This entails first the choices ¢co = 1 and ¢; = 2.

It remains only the nlz—term. We consider the limit when « tends to zero using the Taylor

expansions (22), and deduce that a; = —2. These values give the equation satisfied by v/;(z)
_Sie) | (24 (2))? 281(2)
Y1(2)S1(2) = - 221 S2(z) + :

which in view of (3) leads to the differential equation

, Sh(z) 1 2
= - =+ - 52
wl (Z) S13 (Z) ZZ + =z ( )
Thus with the choices ¢ = 1, a; = —2, ¢; = 2, and the function ¥{(z) by (52), we get

the bound E;(n, m) = O(n?) uniformly for 1 < m < n. Accordingly, by (49), the sequences
Apm = nZA,”;’m satisfy the recurrence

Z )‘:,m,é (An,m - An,m—ﬁ) = 0(”_1) (1 <m < n),

1<l<m

with A, o = —¥1(0)n. Choose now the initial value ¥ (0) = 0, so that A, o = 0 and Lemma 3
can be applied. This implies that A, , = O(H,,), and consequently A}, = O(n—*H,,).

Also Y1 (z) is indeed given by (44). In particular, the first few terms in the Taylor expansion
of Y1 (z) are given as follows.

11 49 2473 3 | 1307 4 _ 12743687 .5 , 194960323 6
Yi(2) = 32— 347 "‘4320 + 744007 — 181440002 T 1524006002 + -

This completes the proof of the asymptotic expansion (48) for V,*, . The more refined approx-
imation (45) follows the same line of proof but with more detalled expansions.

6 Limit laws when m — oo

We show in this section that the distribution of X}, ,,, when properly normalized, tends to a
Gumbel (or extreme-value or double exponential) distribution, as m — oo, m < n. The proof
consists in showing that the result (6) when m = O(1) extends to all m < n but requires
an additional correction term ¢; coming from the linear part of the random variables, which
complicates significantly the proof.
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The standard Gumbel distribution ¢ (1) (with mode zero, mean y) is characterized by the
distribution function e=¢ " and the moment generating function I'(1 — s), respectively. Note
that if X ~ Exp(1), then —log X ~ ¢ (1), which was the description used in [16].

The genesis of the Gumbel distribution is easily seen as follows.

Lemma 6. Let n,, 1= ), <r<m BXp(r), where the m exponential random variables are inde-
pendent. Then n,, —log m converges in distribution to the Gumbel distribution

e—X

Py, —logm < x) — e~ (x > 0;m — 00).

Proof. We have

E(e(nm—Hm)s) — 1—[ 1€ rs R 1—[ le rs _ e‘”F(l —S),

1<r<m r r=1 r

uniformly for |s| < 1 — &. Here we used the infinite-product representation of the Gamma
function

s

F(I-FS):e_ysl_[li_r£

r=1 r

(s € C\ 7).

The lemma then follows from the asymptotic estimate
H, =logm+y + O(m™") (m — 00),

and Curtiss’s theorem (see [19, §5.2.3]). 1
Unlike the case when m = O(1), we need to subtract more terms to have the limit distribu-
tion.

Proposition 1. For 1 < m < n, we have the uniform asymptotic approximation

Xn.m m H e_%
E( o s—(Hm+¢1(;))s) — (1402 ,
e + . l_[ -2

1<r<m

for |s| < 1 — ¢, where ¢y is defined in (3).

Note that ¢; (x) = O(x) as x — 0, and thus ¢; (') = o(1) when m = O(1). In this case,
the proposition re-proves Theorem 1 (with an explicit error term).

A combination of Lemma 6 and Proposition 1 leads to the limit law for X, ,, in the remain-
ing range.

Theorem 6. If m — oo with n and m < n, then

X, —x
IP’( L —logm — ¢1 (%) <x) — e ¢ (x > 0),
en

where ¢ is defined in (3).

Theorem 7. The number X, of steps used by the (1 + 1)-EA to reach the final state f(x) = n,
when starting from the initial state f(x) ~ Binom(n; 1 — p), satisfies

X, —x
]P’(—"—logpn—¢1(p)<x) —e ¢ (x > 0).
en
From Figure 4, we see the fast convergence of the distribution to the limit law.
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A

Figure 4: Distributions of % — logn — log2 — ¢1(%) forn = 15,...,35, and the limiting
Gumbel curve.

Outline of proofs. We focus on the proof of Proposition 1 for which we introduce the fol-
lowing normalized function

Xn,m m
E(e en S) e‘¢(7)s Pn,m(eﬁ e—Hms—¢(%)s

e f
; —
I<r<m 1<r<m

;1
3
~
”
~
|
I
<~k

= [ra|

Here the probability generating function P, (1) := E (ZX"J“) of X, m satisfies the recur-
rence (4) and the function ¢ (x) is any C?[0, 1]-function with ¢(0) = 0 (because in the proof
we will require a Taylor expansion of order two). It turns out that if we choose ¢ (x) = ¢1(x),
where ¢; (see (3)) appears as the second-order term in the asymptotic expansion of the mean
(see (25)), then

Fym(s) ~ 1,

uniformly for all 1 < m < n,n — oo, and |s| < 1 — ¢, where ¢ > 0 is independent of m, n.
Indeed, our induction proof here does not rely on any information of the mean asymptotics and
entails particularly the right choice of ¢(x). This is why we specify ¢ only at a later stage.

The recurrence satisfied by F}, ,,. By (4), I}, m(s) satisfies the following recurrence

een Y }‘n,m,éFn,m—Z(S)e_(qb(%)_q)(m”;z))s [T (-2

1<€<m m—L+1<r<m

1 — (1 — An,m)ee%

Fym(s) =

for 1 <m < n, with F, o(s) = 1, where Aym := Y g Anmit-

An auxiliary sum. Since we expect F}, ,(s) to be close to 1, we replace all occurrences of F'
on the right-hand side by 1 and consider the following function

e Y e PG 12y

1<l<m m—L+1<r<m

G =
n,m(s) 1 . (1 . An,m)eﬁ

The following lemma is the crucial step in our proof.
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Lemma 7. Let ¢ (x) be a C*-function on the unit interval satisfying ¢(0) = 0. Then
=2 (14 a¢'(@) 32+ 0(-5)
s [ 1
I— 5 5@ + 0 Gn)

where the O-terms hold uniformly for | < m < n, and |s| <1 —e.

Gn,m (S) =

; (53)

Proof. The proof consists in a detailed inspection of all factors, using estimates (20) and
(21) we derived earlier for Af,rz,, We consider first the case when m = O(1). In this case,
S(a), Si(a) = a + O(a?) and the numerator and the denominator of (53) both have the form

-2 £ om™,
m
which can be readily checked by using the estimates (7) and
Anm = e a4+ O(a?).

From now on, we assume m > mg, where m is sufficiently large, say my > 10. Throughout
the proof, all O-terms hold uniformly for |s| < 1 — e and my < m < n and n large enough.
We begin with the denominator of G, (s), which satisfies

L= (1= Apm)e® = Apm— — + Apm— + O (n72)
en en

= A (1 + i) (1 —— 410 ((mn)_l)) ’

en enlh,m

where we used the estimate A, , = Q(«); see (21). By (20) and (21), the second-order term
on the right-hand side satisfies

m
_ n

S . S N
enhym  nS@(1+0@)  m S

+ 0 ((mn)_l) .

Thus we obtain
K o

1—(1- An,m)eein = Anm (1 T i) (1 S(a)

en

+ 0 ((mn)_l)) . (54)
Now we turn to the numerator of G, ,,(s) and look first at the exponential term

00 (7:)s — i @s+0((3)

(o o) +0(2))

uniformly for 1 < £ < m, where we used the twice continuous differentiability of ¢.
Consider now the finite product [],, ;1 i<, < (1 — f) Obviously, for |s| < 1, we have the
uniform bound

I1 ‘1—;)< I1 (l—i-%)geH’”:O(m).

m—L+1<r<m m—L+1<r<m
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On the other hand, we also have the finer estimates

2
1_[ (1 — i) — o~ Hn—Hmn—0)s (1 +0 (6_2))
m—L+1<r<m r m
= e_r%erO(szZ) (1 +0 (ﬁ))
mZ

2
(=) (o))
m m
uniformly for 1 < £ = o(m).

Combining these two estimates, we obtain the following approximation

I1 (1—;) - (1—’%s) (1 ny 22]]0(}5%) + > fﬁﬂ]O(m)),

m—L+1<r<m

which holds uniformly for 1 < £ < m. Thus the numerator, up to the factor een, satisfies

I CCORT G | (1-)

1<€<m m—L+1<r<m
N /
= 2 dwme—— (1 +ag'@) Y Lhme

1<b<m 1<b<m
1 5 1 s

+ 0 _2 Z E )\‘n,m’ﬁ + - Z e )\n,m,é + m Z An,m,@
m mn

2<€<m 1<é<m [m]+1<L<m

Each of the sums can be readily estimated as in (33) and (34), and we have
m~2 Z Ez)\n,m’g =0 (n_z).
2<€<m
Similarly,
(mn)™! Z Crpme = O ((mn)~'a) =0 (n7?).
1<l<m

Finally, for m > 1,

maﬂ“

T eme=o(es)

[Vm]+1<e<m
-0 (m7/4n—le—ﬂ(logn—%logm—l)) — 0(1’1_2)
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Collecting these estimates, we get

m m—~ S
S —(6(2)-0(4))s T (1_;)
1<€<m m—L+1<r<m
— Ay — % (1 +ag/(@) AD, + 0 (n?)
(1)
+ O ((mn)_l))

s , Anm
= Aum (1 - (1+ag'(@) I
= Anm (1 —— (1 +ap' (@) —— LGOI ((mn)_l)) : (55)

n,m
S(a)
by applying (20).
By (54), (55) and the simple estimate

een = (1+2)(14+0m™?),
we conclude (53). |

Corollary 3. Let p(x) = ¢1(x) = [5 (5755 — 1) dt. Then
Gn,m(s) =1+ 0((mn)_1)3
where the O-term holds uniformly for 1 < m < n, n large enough and |s| < 1 — .

Proof. To obtain the error term O((mn)~'), we choose ¢ in a way that the two middle terms in
the fraction of (53) are identical, which means

X S1(x)
S = 1 H O

Observe that S(x) > 0 for x > 0. This, together with ¢; (0) = 0, implies ¢ = ¢, which is not
only a C2-function but also analytic in the unit circle. 1
Proof of Proposition 1. 'We now prove Proposition 1 by induction.
Lemma 8. Let ¢ = ¢1. Then

Fum(s) =14 O (n""H,),
uniformly for 0 < m < n, n large enough and |s| < k, k € (0, 1).
Proof. We use induction on m and show that there exists a constant C > 0, such that

| Fum(s) — 1] < Cn™" Hyp,

forall 1 < m < n,n > ng large enough and |s| < «

When m = O the lemma holds, since F, o(s) = 1.

Assume that the lemma holds for all functions F, x(s) for 0 < k < m and n > ny. By
Corollary 3, there exists a constant C; > 0 such that for all 1 < m < n, n > n; large enough
and |s| < xq, k1 > 0,

Grm(s) — 1] < Ci(mn)~".

35



Now
| Fum(s) — 1| = | Fum(s) — Gum($) + Gum(s) — 1]
< | Fum(8) = Gum($)] + Cr(mn) ™",
The first term on the right-hand side can be re-written as

|Fn,m(s) - Gn,m(s)|

een Z )\n,m,K(Fn,m—Z(s) — 1)6_(¢(%)_¢(MT_Z))S H (1 _ %)

1<e<m m—L+1<r<m
11— (1= Apm)een

Since we assume |s| < 1, the product involved in the sum on the right-hand side is nonnegative
and we have, by the induction hypothesis,

et Y dpmpe PP CE))sClue 1 (1)

1<b<m ! m—L+1<r<m
Fum(s) — Gum(s)] < 5
| Faan(s) = Gon(5)| P (Ewre
CH,,— CH,,_ CH,_
< m Gn,m(s) < m + ml ' |Gn,m(s) - 1|
n n n
g CHm—l + CHm—l . &
n n mn

It follows that

CH, 1 Hpp
| Fum(s) — 1] < (CI—C+C1C 1).
n mn n

Choose first n, > n; such that ”2 L < 2C , which implies that C; C =2=L Hm L < % forl <m<n
and n > n,. Then choose C = 2C 1. We then have

C,CH,,_ C
CI_C+$<C1__<O,
n 2
and thus CH
| Fum(s) — 1] < —2.

Note that apart from requiring |s| < 1 the only restriction on s comes from G, (s), thus we
may choose k = min(1, x1). This completes the proof. |

The Gumbel limit laws for X, ,, (m — oo). We prove Theorem 6 by Proposition 1. Since
m — oo, we have

E (eXen S= (logm+¢1(a))s) — P (é’ﬁ) e—Hms+ys—¢1(%)s (1 +0 (m_l))

(m™))

—T(1-ys) (1 +0(1°gm +1)). (56)
n m

Thus Theorem 6 follows from another application of Curtiss’s theorem (see [19, §5.2.3]).

=e”F
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The Gumbel limit law for X,,. We now prove Theorem 7, starting from the moment gener-
ating function (p :=1— p)

2= 5 () on e

o<m<n

Then

E (e%s—oogpnm(p»s) > "\onmp, (e*) o~ (Hm=y+1(@)s+8n.ms
m 5 ’

o<m<n

where

Onm := Hp —log pn —y + ¢1(a) — ¢1(p).
Since the binomial distribution is highly concentrated around the range m = pn + x./ppn
where x = o(n%), we see that

Sum = 0 (n7H1x1).

for m in this central range. By a standard argument (Gaussian approximation of the binomial
and exponential tail estimates) using the expansion (56), we then deduce that

E (e%s_(logpﬂ+¢1(/0))s) — 1"(1 —S) (1 +0 (n_%>) -

This proves Theorem 7.

7 Analysis of the (1 4+ 1)-EA for LEADINGONES

We consider the complexity of the (1 + 1)-EA when the underlying fitness function is the
number of leading ones. This problem has been examined repeatedly in the literature due to
the simple structures it exhibits; see [4, 14, 26] and the references therein. The strongest results
obtained were those by Ladret [26] (almost unknown in the EA literature) where she proved
that the optimization time under LEADINGONES is asymptotically normally distributed with
mean asymptotic to "’;T_zlnz and variance to %n{ where p = 7, ¢ > 0.

We re-visit this problem and obtain similar type of results by a completely different ap-
proach, which can be readily amended for obtaining the convergence rate.

Throughout this section, the probability p still carries the same meaning from Algorithm

(1+1)-EAandg =1— p.

Lemma 9. Let Y, ,, denote the conditional optimization time when beginning with a random
input (each bit being 1 with probability % ) that has n — m leading ones. Then the moment
generating function Qp ., (s) of Y, m satisfies the recurrence relation

__ pame 1=m Dne(s)
Onn®) = T = pgrmer (2T P =l B (57)

1<b<m

for1 <m < n, whereq =1 — p.
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Proof. The probability of jumping from a state with n — m leading ones to another state with
n —m + £ leading ones is given by

(I—p)™.p-27t (1<l <m),

which corresponds to the situation when the first  — m bits do not toggle their values, the
(n — m + 1)st bit toggles (from 0 to 1), together with the following £ — 1 bits also being 1.
When £ = m, the probability becomes

(1 . p)n—m p- 2—[4-1.

We thus obtain the recurrence relation

Onm(s) = pg""e” | 217" + Z Q”(S) + (1= pg"™™)e" Qum(s),

1<l<m

which implies (57). |
The most interesting case is when p =< n~! (roughly, pg" is linear, giving rise to polynomial
bounds for the cost), all other cases when pn — oo lead to higher-order complexity.

Small m. We start with the simplest case when m = 1 and obtain, by (57),

n—1

pq" e’

Oni(s) = —(1— pq”‘l)es'

(58)

Then the mean of Y}, ; is simply given by

1

qn—l’

IE(Yn,l) =

which, by substituting p = =, yields
c

B = Sn-(1-5) e+ 0 (St ),

Note that this estimate holds as long as ¢ = o(4/n). Similarly, the variance is given by

1 1

V) = (pg" 12 pgn1

which satisfies, when p = ¢,

e’ e¢ + (2 —c)e?s ¢ 4 c2?
V(Y,,’l):c—znz— ( ) n+(1—§)ec—|—(1—§c—|——)326

Cc

eZC
+ 0 (—(02 + c4)) ,
n

uniformly when ¢ = o(4/n).
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We then consider the normalized random variables cY,, ;1 /(e‘n). By the expansion

C(-9)""exp(s) 1 +0(C|S|(m+c))
(50— e (gts) 1o all =P

uniformly when s is away from 1 and m = o(n), we obtain
E (ecYn,ls/(ecn)) — 1
1 —s
implying that the limit law is an exponential distribution with the density e™*. While (58)
shows that Y, ; = X,,,; when p = %, they behave differently when m > 2.

Theorem 8. For each 1 < m = O(1), the limit distribution of cY, ;,/(en) is a binomial
mixture of Gamma distributions; more precisely,

Y, 1 -1 X
P(‘ — <x) = > (m , )/ e'—dt (x> 0), (59)
e'n 0

i
0<j<m J J:

as n — 00. The mean and the variance satisfy

m+ 1 3m+1 ,
2cee )~ g

Note that when m = 1, (59) degenerates to the exponential distribution. On the other hand,
the normalizing factor ce™“n is not asymptotically equivalent to the mean.

E(Ynm) ~ (60)

Proof. By induction and (57), we see that

E (eCYn.n1s/(e("n)) N (1 — %)m_l
(1—s)m

when m = O(1). Since

o0 1 (m—1\x’ (1 = &m=1
—x(1—s) _ 2
/ AP 2'"—1( ' )ﬁd’“‘ (I—sym

0 0<j<m J

we then deduce (59). The mean and the variance then follows from straightforward calcula-
tions. |

Mean and the variance of Y, ,,,: 1 < m < n. The recurrence (57) is much simpler than (4)
and we can indeed obtain very precise expressions and approximations for the mean and the
variance.

Theorem 9. The mean v, ,, and the variance Gp ,, of Y, m are given explicitly as follows. For
1<m<n

1 1 — qm—l m—1
Vaum = ]E(Yn,m) = =1 +q s (61)
r4q 2p

and

3% — (4¢% — 1)g*"
2 _
Cn,m i V(Yn,m) = —Vnm + 4p3(1 + q)an ' (62)
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e‘m+1)
=——’n

With these closed-form expressions, we easily obtain, assuming p = %, where ¢ > 0,
nm —

c CeC
% —Z(m2+(3—c)m—c)+0(
and

— (m® + mcz)) :

- e*Bm+1) , 2¢
. 4¢2

- — (3m2 +(5=3c)ym—c+2(m+1)e)n
¢
+0 (ezc (m3 + Cz))’
uniformly for cm = o(n). We see that the asymptotic equivalents (60) indeed hold in the wider
range cm = o(n).

More uniform approximations have the following forms.

vn’m =

Corollary 4. Assume that p = %, where ¢ = 0o(\/n). Then, uniformly for 0 < a :
eC

2¢2

_%gly

(4
(1= 4 5 (=24 e et ca)nt Ole(c + 1), (63)
C
and

3826

8¢3

2
gn,m -

(1—e2*) n’ + O (c?e*(1 + c)n?). (64)
Proof of Theorem 9. Our approach is based on (57) and it turns out that all moments satisfy
the same simple recurrence of the following type.

Lemma 10. The solution to the recurrence relation

am = by + Z e

g m=21),
1<b<m

is given by the closed-form expression

1
amme+§ Z bj.

1<j<m

(65)
Proof. The corresponding generating functions f(z) := Y, ., anz"and g(z) := ), -, bz
satisfy the equation

S = 8() + 57— f(2).
or
-3
) = =280,
This proves (65). 1

From (57) (by taking derivative with respect to s and then substituting s = 1), we see that
the mean v, ,, satisfies the recurrence

1

pqn—m + Z Un,e

=,
1<lb<m

Un’m =
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Substituting b, = 1/(pg™™ ™) into (65), we obtain (61).
Similarly, for the second moment s, , := E(Yn%m), we have the recurrence

2V,m— 1 S
Snm = =~ + Z 222'

n—m
rq 1<b<m

By the same procedure, we obtain

*2—q)— (g + Dg""'2q — 1)+ 2¢ — 1)(2¢> — Dg*™
2p*(1 + q)g*"

; (66)

Sum = —Vnm +

implying (62). This proves Theorem 9. 1
The proofs of the two Corollaries are straightforward and omitted.

A finite-product representation for Q, ,,(s). The recurrence relation (57) can indeed be
solved explicitly as follows.

Proposition 2. The moment generating function Q, () of Yy.m has the closed-form

1 ] — 1=
n—j
Onm(s) = == l_[ 1_2%, (67)

1 pgtTMm 1< j<m pq"I

form > 1.

Proof. Letw := (1 —e™)/(pq™). We start with the recurrence (from (57))

Qunls) = 0" Qunle) + 214 3 22t0)

1<l<m

which, by (65), has the alternative form
)
Oum(s) =1+ 0¢" Qum(s) + 5 3 4" Quils). (68)
1<h<m
From (68), we see that the bivariate generating function
0u(z.8) ==Y Qum(s)="
m>1

of Q. m(s) satisfies

0u(z.8) = T + 0Qu(gz.5) + 5 -

—Zz

z
1 —

On(gz,s),
z

which implies the simpler functional equation

z 1-3
On(z.8) = 7 t o7 Onlgz.9).
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Multiplying both sides by 1 — z gives

(1=2)04(z.9) =z + 0 (1-3) Qulg=.5).

implying the relation
Qn,m(S) _ - %wqm—l
Qn,m—l(s) B 1— wq™
Accordingly, we obtain the closed-form expression (67). 1

(m > 2).

Let

1= (1= pg"=—)t

denote the probability generating function of a geometric distribution Geo(pg”~™) with pa-
rameter pg"~"" and support {1,2,...}.

Gu(t) =

Corollary S. The random variables Y, ,, can be decomposed as the sum of m independent
random variables

d —
Yo = Zih + -+ Z10 1, (69)

where Z,[,ln ~ Geo(pq"™™) and the Z,[,jm are mixture of Geo(pq"™™/)

T2 1—(1—pgniy 2 2

j 1 1—(1—=2pg" )t I Rj(t

Thus the mean of Y, ,, is given by

E(Ym) = Y. E(2Zl),) = - +§ >

n—m n—j’
0<j<m rq 1<j<m rq

which is identical to (61). Similarly, the variance of Y, ,, satisfies

: 3-2pg"™ 1 - pg"™’
2 _ U1Y) —
Ga= Y V(AN = > R
0 om 8(pgm=m)? 2 2= (pg")
which is also identical to (62).
Theorem 10. The distributions of W are asymptotically normal

Y, _
P ("m—"nm < x) = d(x),
Cn,m

2
uniformly as m — oo (with n) and m < n, where ®(x) := ﬁffm e~z dr denotes the
standard normal distribution function.
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Proof. Again from the decomposition (69), we derive the following expression for the third
central moment

7q° — (8¢° — g™
[ Jp— 3 ==
Kn,m = E (Yn’m - Vn,m) - 4(1 _ q3)(pqn)3

Similarly, the fourth central moment satisfies

E (Yam — vam) — 34, = 250" = (lfq4 — llqm)
’ ’ o 8(1 —g*)(pg™)

— 6E (Yym — vam)” — 1162, — 6V m.

— 3gnz’m — 2V m.

which implies that
IE:'(Yn,m - 1)n,m)4 - 3C:,m(1 + 0(1))’

uniformly for 1 < m < n. We then deduce a central limit theorem by, say Lyapounov’s
condition, or by Levy’s continuity theorem; see, for example, [30]. We can indeed derive an
optimal Berry-Esseen bound by more refined Fourier argument, details being omitted here. 1

In particular, we have

i 45(1 — e~y
n,m 32¢Se—4¢ .

when m — oo and m < n. This will be needed later.

E (Ynm — vam)® — 3¢ (70)

Random input. Now consider the cost Y}, used by Algorithm (1 + 1)-EA when starting from
a random input (each bit being 1 with probability %). Then its moment generating function
satisfies

E (eY"s) =27" 4 Z 2" LD ().

1<m<n

Theorem 11. The random variables Y, are asymptotically normally distributed

Y _
IP’( i ””gx)_w(x),
Cn

with mean v,, and variance ¢, asymptotic to

e“—1 , (c—2)e+2

= O(1
e —1 3+362‘7(2c—3)—8€c—|—17 > 4 o)
n = n n n),
° 8¢3 162

respectively.

In particular, we also have, by replacing the exact mean and variance by the corresponding
asymptotic approximations

_ef—1 .2
P Yn 2c2 n < q)
— < x| > D(x).
e2—1 .3
8c3
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Proof. By (61), we have

and then the first estimate in (71) follows. Similarly, by (66),

3q
Z 2—n+m—l]E(Yn2m) _ V,f —
bl 3

o 4p(1 +q)

2

(q—Zn _ 1) — Vs

and the second estimate in (71) also follows.
For the asymptotic normality, we consider the characteristic function

]E<eY”;1"”it> S Z 2_n+m_1Qn,m (lt)e an_

o<m<n GCn

We split the sum into two parts: 0 < n—m < n Sand 1 < m < n—n3. Observe that when
n—m < n%, we have the uniform estimate

Uy —Vpm = Omn—m+1]) and ¢} —g,f’m =0 (n2|n —m + 1|),
by (63) and (64). We then have the local expansion (see (70))

2 3
v v —V t
Qnm( )e 'l = exp [ =2 ”iz—g”””z +0(||) :
on Cn 2§n n2

_un 12 n—m+1| n—m+ 1]
Cn”— e 0 —l‘ —12
Qnm(n)e exp( 2 + ( \/ﬁ | |+ n

/2
= exp (—5 + 0 (n_%|t| + n_§|z|2>)

= e_%(l 4+ o(1)),

Thus

uniformly in m. Consequently,

. [2
Z y—ntm— lQnm(é;)e n't "=e72(1 4 o(1)).
n—n%ém@?

The remaining part is negligible since |Q,,(e!*/?)| < 1 and

> e IQnm(éz)e—a” =0 > o (2—'”)
lgmgn—n% m>n%

We conclude that
n—VvVn 2
]E(eYC” lt) —>€_t7,

which implies the convergence in distribution of % to the standard normal distribution. 1
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Appendix. A. Some properties of S, (z).

We collected here some interesting expressions for S, (z).
We begin with proving that all S, can be expressed in terms of Sy and the two modified
Bessel functions

I_o(oz) =1 (2 a(l —a)) = Z M,

ara
€0

_ o e(l_a)e1
Il(a)::,/l_all(z a(l—a) Z T

The starting point is the obvious relation (E,(z) := ) ;. £ 1

E () =zE, () + Eraa(2) (> 1),

Applying the integral representation (19) and integration by parts, we have

Sy () = : (g —(1— a)z) E,_i(z)es 1074z,

27Tl lz|=c “Z
By the same argument used for Corollary 1, we deduce the recurrence
- r—1 _i
Sy(a) = alop(a) + Z ( i )Sj(oz) (¢ + (1) (1-w), (72)
o<j<r

for r > 2 with _ _
Si(a) = 2o —1)So(@) + alo(e) + (1 —a) i (@).

A closed-form expression can be obtained for the recurrence (72) but it is very messy. More
precisely, let f(z) :=}_, .o S,(a)z"/r!. Then f satisfies the first-order differential equation

J'(2) = (@e — (1 —w)e™) [(2) + alo(e) + (1 — ) I1 (@).
The solution to the differential equation with the initial condition f(0) = Sy(«) is given by
f(z) = So(a)e®c = It

u

+ e’ H(1m)e™ / (ado(@)e” + (1 —a)Ti(a)) e =0 dy.
0
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This implies that S, (o) has the general form
Sre) = pl@lo(@) + pl @@ + pPl@So@) (> 1),

where the py] are polynomials of « of degree r. Closed-form expressions can be derived but
are less simpler than the recurrence (72) for small values of r.
On the other hand, the same argument also leads to

s =th@+ ¥ ()@= ez
o<j<r
In particular, S (o) = Io(@) + 2So(c). Note that
Soe) = Io(@) + I1 (@),
implying that
So(a) = /0 (I_o(u) + I_l(u)) du.

This in turn gives

o
Si(a) = / (14 2(« —u)) Lo(u) + 2(a — u) I1(u)) du.
0
This expression can be further simplified by taking second derivative with respect to « of the
integral representation
1 est—a)z
S = — ——dz,
1(®) 2mi %ﬂ:c (1—-2) g
giving _ _
S{ (@) = 2Io(a) + a1 (@),
which implies that (with S;(0) = 0, S7(0) = 1)

Si(@) = /0 " — ) (To(w) + " T () du

Similarly, since S = Iy + 45, we have

Sh(a) = foa(l +4(a — u) (e —u + 1)) Io(u) du + 4/0a(oe —u)? T, (u) du.

These expressions show not only the intimate connections of S, to Bessel functions but also
their rich algebraic aspects.

We now consider S, (1 —«). By the same integral representation and a change of variables,
we see that, forr > 1,

(=1)" Sy (@) + S, (1 — ) = [2°]E, (1 — z)eT—= +(1—00=2),

Now

w

E(1—2)=rlw]——— = > (=) j Stirling, (r, )z
1—(1—2z)ew et
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Thus we deduce the identity (for r > 1)
=D"Sp (@) + S, (1 —a)
h—i—1\Qu— 1"l
= ¢ > (D) *asiding, (o) Y ( J )u

_ — 171
o<U<r 0<h<t J ! (Z h)'J'
0<j<h/2

or

(=D"Sr(@) + S, (1 —a)

. (o — 1)t h—1\ o' (o — 1)
— Z (—=1)" 4! Stirling, (r, £) + Z ' .
0<ter o ostt (€=M =)
<j<

Note that forr = 0 _
So(a@) + So(1 —a) = e — Io(x).

In particular, this gives S(3) = (e — Zo(1)) ~ 0.726107. For r > 1
Si(@) —Si(l —a) =eRQae — 1)
Sy(@) + S(1 — ) = e(4a® — 4o + 2)
S3(@) — S3(1 — ) = e(8a® — 120% + 14 — 5)
Sa(a) — S4(1 — ) = e(16a* — 320 + 640> — 48a + 15).

Appendix. B. Closeness of the approximation (25) for u, ,:
graphical representations

The successive improvements attained by adding more terms on the right-hand side of (25) can
be viewed in Figures 5 and 6.

_0'?: o 03 04 05 06 07 08 09 1.0
,0.2,
_0.3,
_0.4,
_0'5,
,0.6,

: -0.71
o ‘ ‘ ' j i T T T .

0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 10  -08]

3.5

Figure 5: Left: the sequence u, ,, for 1 < m < nandn = 10,...,60; Right: the difference
between w, . — Hp, for n,m in the same ranges.
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00144
00124
0010/
0.008
0.006/
0.0041
0.002{ —

0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

Figure 6: The difference iy, — (Hpu + ¢1(2)) (left) and i, — (Hm + ¢1(2) + W)
(right) for 1 <m <nandn = 10,...,60.

Appendix. C. Asymptotic expansions for V" for small 7 and
the refined approximation (45) to V"

Recall that X

% e
Vn,m = n_Z(V(Xn—H,m) + E(X”"‘lam))'

This sequence satisfies Vn”:o =0,andfor1 <m < mn,

Z )‘n m, Z - Vnﬂ:m—é) Tn*m’ (73)

1<d<m

where

m = Z )‘nmﬁ lu’nm MZ,m—Z)Z'

1<l<m

From this recurrence, we obtain the following expansions.

Vn":l =1,

V=t ot 00

V=t —1n '+ 20?2207 4 %n_“ Bp=> + 0(n™°),

Vs = 20— 3+ b 0 ey 00,

Observe that the leading constant terms are exactly given by

1 5 49 205 5269 5369
<Hm _{1’4’36 144’3600’3600""}'

These expansions suggest the general form

di(m
anm%H,ff)-l-Z il ).

k
n
k>1
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With this form using the technique of matched asymptotics, we are then led to the following
explicit expressions.

671 (m) =-2H,, + 2H,§12), form > 0,
c?z(m) = —%Hm + %H,(nz) + % + %m, form > 2,

dy(m) = =B Hp + JHP + 1+ 22m— 2m>. form > 2,
7 1349 2 197 14135 6283 2 2473 3
da(m) = — 57 Hyy + 2HD + 35+ H358m — S55m® + J355m® . form > 4.

The above expansions for small m suggest the more uniform asymptotic expansion for V,*,,
forl <m<n
Z axHm + Vi (@) + Can(12)

2
anm ~ Hn(1) + 1k

: (74)

k>1

in the sense that when omitting all terms with indices & > K introduces an error of order
n~&+D [ - furthermore, the expansion holds uniformly for K < m < n. We elaborate
this approach by carrying out the required calculations up to k = 2, which then characterizes
particularly the constant @, and the function v, (z).

We start with the formal expansion (74) and expand in recurrence (73) all terms for large
m = an in decreasing powers of 7; we then match the coefficients of #~X+1 on both sides for
each K > 1. To specify the initial condition ¥ g (0) we incorporate the information from the
asymptotic expansion for V* . (obtained by exact solution). With this algorithmic approach
it is possible to determine the coefficients ay and ¢k and the functions Y (z) successively one
after another. We remark that a formalization of this procedure at the generating function level
as carried out for the expectation in Section 4.4 could be given also, but here we do not pursue
this any further.

We use the expansions

m m—4

l £? 23
¢<;) — ¢(T) = W(“); — ¢”(04)ﬁ + ¢m(06)% +-ee
€, - e-nee-n

Hy— Hyy = — .
" m=t = n + 202 n? 6a3n3
l L—-1) LE-1DRL-1)
) 2 _
Hy” = My = o?n? a3 nd 204 n? o

as well as those for u, ,, and f\f,rzn in (41) and (16), respectively. The expansion of the right-
hand side of (73) then starts as follows.

T — Tl(a)+T2(Ol)+___

n,m n2 n3 s
where
_ S(2)
T\(z) = Slz(z)’
L) = _S2DSIE) | $:@)S((@) | 250(2)82() | %) _ $:() 2
2T S S3(2) S3(2) S2(z)  282(z) Si2)
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For the left-hand side of (73), the asymptotic form (74) leads to
Vi (Ot) Va(a)

l;m)‘nmﬂ _Vn*m 5) n2 n3 T
where
Vi) = (1+—+m@0&wx
Va(z) = (—————m@ﬂ&@>
1 c a a W( )
+(““Z§ G- N +wgﬂsma

L ai ¥/

Observe that all functions Vi (z), Tx(z) have a simple pole at z = 0.
We match the terms in the expansion and consider V;(z) = T(z). First we compare the
first two terms of the Laurent expansions of both functions. Using (22), we get

1M@=§+(§+m)+0@,

Te) = -~ 5+ 00)

and by matching the two constant terms, we see that a; = —2. The equation V;(z) = T(z)
characterizes then the function v/{(z) of the form
S(z)y 1 2
Vi) =S5 -5+
Si(z) =z z

Next we consider V,(z) = T,(z) and obtain

1 1 5 3¢y
Va(z) = (—5 + Cl) ; + (—E —a; + 7 + az) + O(2),

) = 2 — L 4 o),

2z 12
and thus, by matching the terms and using the values already computed in the first-order ap-
proximation for V,*, . ¢; = 2 and a, = —%. Then the function v/} (z) can be characterized by

equating V,(z) = T»(z), which then gives

583(2)Si(2) | S3(2)Si(2) | 38:(2)So(2) | S2(2)S3(z) | So(z) 2
287(2) S;‘ (2) Sl4 (2) ZS;1 (2) Sl3 (2) Sl2 (2)
1 3 11
+ =5 T 3
All constants and functions here match with those obtained earlier in previous paragraphs, and
we can pursue the same calculations further and obtain finer approximations. For example, we
have ¢, = % But the calculations are long and laborious.

Vi) = -
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Finally, it remains to determine the constant terms in the Taylor expansion of the functions
Vi (z) by adjusting them to the expansion of V", for small m. This yields ¥ (0) = 0, and

7
V2(0) = I

This characterizes the function v/, (z) in Theorem 4 as follows.

_ T[]0 | S:0S[0) | 3S:0Se(t) | S2)S50)  Se(0)
Va(z) = B +/0 |: 253(1) * SH) Str) AN SP(0)
> 1.3 m),
S2(1) +z_3_t_2+5]

In particular, the first few terms in the Taylor expansion of ¥/, (z) are given by

7, 239 6283 _2
V2(2) = 13+ 562 — 25802 —
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Appendix. D. Closeness of the approximation (45) for V" :
graphical representations

Figure 7: Left:
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between V¥, — H,ﬁf) or n,m in the same ranges.
n.m g

0.1 02 03 04 05 0.6 0.7 08 09 1.0

-0.01+

-0.021 E ~0.0027
-0.03] & -0.004 %
e
i = E—

Figure 8:
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the sequence anm for2 < m <nandn = 10,...,60; Right: the difference
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The difference V', — (H,E,z) + _ZH’"JrWn(“)HH'g)) (left) and V,\, — (H,E,z) +
) (right) for2 <m < nandn = 10,...., 60.
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Résumé

On étudie en combinatoire les objets munis d’une taille (la taille dans le cadre informatique peut
se traduire par exemple par la mémoire occupée par 'objet). On appelle classe combinatoire un
ensemble d’objets qui pour toute taille possede un nombre fini d’éléments. On peut par exemple
considérer les textes régis par une certaine grammaire, dans ce cas la taille est le nombre de ca-
ractéres, ou des arbres avec comme taille le nombre de nceuds. Une méthode naturelle pour décrire
les classes, la méthode symbolique, consiste a décomposer les objets en sous-objets plus élémentaires
a laide d’opérateurs (tels que 'union disjointe, le produit cartésien,...). On peut ensuite traduire ces
décompositions sur des séries formelles.

Le premier volet de résultats présentés dans cette these traite de la méthode symbolique et de
son utilisation. On y présente des résultats asymptotiques sur des modeéles d’arbres croissants issus
de la théorie de la concurrence, puis une discussion sur comment décomposer certains opérateurs
en réplications élémentaires. Le deuxiéme volet de résultats s’intéresse au sujet de la génération
aléatoire uniforme d’objets dans une classe donnée. On montre tout d’abord comment générer des
structures croissantes en adaptant les méthodes de génération récursive classiques aux opérateurs de
produit croissant. On présente ensuite des résultats sur la génération de Boltzmann, avec une com-
paraison quantitative de deux méthodes, puis une extension permettant de conserver les propriétés
d’uniformité de la génération en utilisant des approximations.
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On usage of operators in combinatorics : construction, analysis and random generation.

Abstract

We study in combinatorics objects with a size (size in informatics setting can be the memory
space used to represent an object). We call a combinatorial class a set of objects who for a given
size have only a finite number of elements. We can for example look at text generated by a given
grammar, with the number of characters as size, or trees with the number of nodes as size. A
natural way of describing classes, the symbolic method, consists in decomposing objects in more
elementary sub-objects with operators (disjoint union, cartesian product,...). Then we can translate
theses decompositions to formal power series.

The first batch of results in this thesis deals with the symbolic method and its usage. We present
asymptotic results on models of increasing trees coming from concurrency theory, then we discuss
on how to decompose some operators in elementary replications. The second batch of results deals
with uniform random generation of objects in a given class. We first show how to generate increasing
structures by adapting the recursive generation techniques to increasing product operators. Then
we present two results on Boltzmann generation, with a quantitative comparison of two methods
and with an extension allowing us to use approximatives values while retaining the uniformity of
the generation.
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