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Notations

Mathématiques, probabilité

Z Ensemble des entiers relatifs.
R Ensemble des réels.
C Ensemble des complexes.
7 Le nombre complexe tel que j? = —1.
z* Conjugué du nombre complexe z € C.
|z Module du nombre complexe z € C.
RA{z} Partie réelle du nombre complexe z € C.
Z{z} Partie imaginaire du nombre complexe z € C.
M* Matrice transposée de M.
M Matrice hermitienne (transposée conjuguée) de M.
L2(R) Fonctions de carré intégrable : f € L3(R) < f+oo |f(#)]2dt < oo.
05(7) Fonctions de carré sommable sur Z : f € 62( ) & ZnEZ |f[n]]? <
0o(7Z2%) Fonctions de carré sommable sur Z2 : f € (5(Z?) < > mnezz | flm, nHQ < 0.
lo(A) Fonctions de carré sommable sur A C Z2 : f € {3(\) & > mmen Lfm, n]|? < co.
(x;y) Produit scalaire entre x et y.
Siz,y € Lo(R) : f+°° “(t)y(t)dt.
A Sl ez bl
(x*y) Produit de convolution entre z et y.
Sia,y€ Lo(R): (xxy)(t) = [T2a(r)y(t —7)dr.

Siz,y € a(Z) : (xxy) k] =3, ez z[nlylk —n].

P{X =z} Probabilité pour la variable aléatoire discréte X de prendre la valeur z.

fx (x) Densité de probabilité de la variable aléatoire X évaluée en z.

Fx (z) Fonction de répartition de la variable aléatoire X évaluée en x.

Q(x) Fonction de répartition complémentaire d’une variable aléatoire X suivant une loi
normale centrée réduite, évaluée en x.

E{X} Espérance mathématique de la variable aléatoire X.

~vs(f) Densité spectrale de puissance du signal s évaluée en f.

F{z} Transformée de Fourier de la fonction x € La(R).

F{z} Transformée de Fourier inverse de la fonction x € Lo(R).

1 Opérateur identité.
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Notations
o(t) Distribution de Dirac.
on, Delta de Kronecker, tel que 6, =1 si n =0 et §,, = 0 sinon.
|A| Nombre d’éléments de I’ensemble fini A.

Théorie des frames

Tg Opérateur d’analyse utilisant la frame g :
80it & = {Gmn(t)} (mn)ez2 une frame de Lo(R) et f € L2(R),
alors Tgf = {(Gmm; )} mn)ez2-
Te  Opérateur de synthese utilisant la frame g :
801t & = {gm,n(t)} (m,n)ez2 une frame de L2(R) et ¢ = {cmnf(mn)ezz € 09(Z2),
alors Tge = Z(m,n)ez2 Cmngmn(t).
Sg Opérateur de frame utilisant la frame g : soit f € L2(R), alors Sg f = TeTef.
Fonction d’interambiguité de g € L2(R) et g € Lo(R) :
Ags(v,7) = [T2g5(t)g(t — 7)ed> ™ dt Yo, T € R.

i

9,9

Communications numériques

Capacité de Shannon (en bits/s).

n Efficacité spectrale (en bits/s/Hz).
E, Energie d’un bit (en Joules).
E; Energie d'un symbole (en Joules).
No Densité spectrale monolatérale du bruit (en Joules).
Dy Débit binaire.
R, Rendement de codage du codeur canal.
Ly Longueur du message binaire & transmettre.
L, Longueur de la séquence binaire en sortie du codeur canal.
bi k-iéme bit & transmettre.
by, Estimation du k-iéme bit par le récepteur.
by, k-iéme bit en sortie du codeur canal.
bik k-ieme bit en sortie de ’entrelaceur.
b Séquence binaire & transmettre (message) :
A b = {bk}repo...L,~1]-
b Estimation du message binaire par le récepteur :
b = {bk}repo...L,~1)-
b€ Séquence binaire en sortie du codeur canal :
. b® = {b%}ke[o..ALcﬂy
b' Séquence binaire en sortie de I'entrelaceur :

bt = {b}g}kze[o...LC—l]-
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Notations

R Débit symbole.

A Alphabet de modulation (constellation).

Ny Nombre de bits par symbole.

M Nombre de sous-porteuses.

K Nombre de symboles multiporteuses.

A Ensemble des indices temporels et fréquentiels :
A=[0...M—-1]x[0...K —1].

To Espacement inter-symbole (en s).

Fy Espacement inter-porteuse (en Hz).

g Prototype d’émission.

J Prototype de réception.

Im,n Fonction d’émission de la porteuse m a l'indice temporel n.

9m,n Fonction de réception de la porteuse m a l'indice temporel n.

g Famille d’émission :
g= {gm,n}(m,n)EA-

g Famille de réception :
g= {gm,n}(m,n)EA-

Cm,n Symbole émis sur la porteuse m a l'indice temporel n.

Cm,n Symbole en sortie du démodulateur pour la porteuse m & 'indice temporel
n.

Cm,n Symbole de la porteuse m & l'indice temporel n égalisé par le récepteur.

Crm,n Estimation du symbole émis sur la porteuse m & 'indice temporel n par le
récepteur.

C Séquence de symboles émis (sortie du convertisseur bit & symbole) :
c= {cm,n}(m,n)GA'

c Séquence de symboles en sortie du démodulateur.
c= {ém,n}(m,n)€A~

c Séquence de symboles égalisés par le récepteur.
c= {ém,n}(m,n)eA'

¢ Séquence de symboles estimés par le récepteur.
¢= {ém,n}(m,n)eN

bi(c) [-iéme éléement de la séquence binaire associée au symbole ¢ € A.

tm,n Terme d’interférence sur la porteuse m a I'indice temporel n.

%m,n Estimation du terme d’interférence sur la porteuse m & l'indice temporel n
par le récepteur.

Vm.n Somme du terme d’interférence et du terme de bruit filtré sur la porteuse m

& 'indice temporel n :
Ummn = Z'm,n + <gm,n; b>
i Séquence des termes d’interférence.
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Notations

. i= {im,n}(m,n)€A~
i Séquence des termes d’interférence estimés par le récepteur.

i= {im,n}(m,n)eA-
s Signal modulé.
r Signal a 'entrée du démodulateur.
b Bruit ajouté par le canal.
H Opérateur de canal.
h Réponse impulsionnelle évolutive du canal.
Ly, Fonction de transfert évolutive du canal.
Sh Fonction d’étalement du canal.
Hy Fonction caractéristique du canal.
L (b) Séquence des logarithmes de rapport de vraisemblance des bits constituant

la séquence b.

L, (b) Séquence des logarithmes de rapport de vraisemblance a priori des bits
constituant la séquence b.

Lezt (b)  Séquence des logarithmes de rapport de vraisemblance extrinséques des bits
constituant la séquence b.
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ADSL
BABG
BPSK
CP-OFDM
DSP
EDGE

EQM
EHB
EUTRAN

FBMC

FFT
FSK
FTN
GSM

HEVC
HSPA
IEP
IES
IID
JPEG

LDPC
LFI
LMS
LTE
LTF

Table des sigles et acronymes

Acide DésoxyriboNucléique

Asymmetric Digital Subscriber Line (Ligne d’abonnée numeérique asymétrique)
Bruit Additif Blanc Gaussien

Binary Phase Shift Keying (Modulation par saut de phase binaire)

Cyclic Prefited OFDM (OFDM avec préfixe cyclique)

Digital Signal Processor (Processeur de traitement du signal)

Enhanced Data rates for GSM Evolution Evolution du GSM pour un meilleur
débits de données.

Erreur Quadratique Moyenne
Prototype concu pour minimiser I’Energie Hors Bande

Enhanced Universal Terrestrial Radio Access Network (Réseau d’acces radio
terrestre universel ameélioré)

FilterBank MultiCarrier (Modulations multiporteuses & base de bancs de
filtres)

Fast Fourier Transform (Transformée de Fourier rapide)
Frequency Shift Keying (Modulation par déplacement de fréquence)
Faster-Than-Nyquist (Au-dela de la cadence de Nyquist)

Global System for Mobile Communications (Systéme global pour les
communications mobiles)

High Efficiency Video Coding (Codage vidéo a haute efficacité)
High Speed Packet Access (Accés paquet & haute vitesse)
Interférence Entre Porteuses

Interférence Entre Symboles
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Joint Photographic Ezperts Group (Groupe de concertation d’experts en
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Low Density Parity Check codes (Codes de controle de parité a faible densité)
Linear Frequency Invariant (Linéaire invariant en fréquence)

Least Mean Square (Moindre carrés)

Long Term Evolution (Evolution & long terme)
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LTV Linear Time Variant (Linéaire variant en temps)
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MP3 MPEG-1 or 2, layer III audio (MPEG-1 ou 2, couche IIT audio)

MPEG Movwing Picture Ezperts Group (Groupe d’experts en images mouvantes)

MV Maximum de Vraissemblance

OFDM Orthogonal frequency-division multiplexing (Multiplexage fréquentiel
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O0QAM Offset QAM (QAM décalé)
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PPM Pulse-Position Modulation (Modulation en position d’impulsions)
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Introduction

La tendance générale veut que chaque nouvelle révision d’'un standard de communication
ameéne une augmentation du débit maximal proposé. Par exemple :

— en téléphonie mobile : 1 Mbit/s (2G EDGE 2), 42 Mbit /s (3G HSPA 3+), puis 300 Mbit /s

(4G EUTRAN?);
— pour les lignes d’abonné numérique : 12 Mbit/s (ADSL?®), 24 Mbit/s (ADSL2+), 55
Mbit /s (VDSL ®), puis 100 Mbit/s (VDSL2);
— pour les courants porteurs en ligne : 14 Mbit/s (HomePlug), 200 Mbit/s (HomePlug AV),
puis 1 Gbit/s (HomePlug AV2).
Dans un monde de plus en plus communiquant, la ressource physique supportant ces commu-
nications toujours plus rapides tend & saturer, mettant en exergue le besoin de techniques de
communication présentant une meilleure efficacité spectrale. L’efficacité spectrale est donc le
nombre de bits maximal qu’un systéme de communication peut transmettre dans une zone de
1 s.Hz (elle est donc mesurée en bit/s/Hz). Idéalement, cette efficacité spectrale maximale doit
pouvoir étre accessible & des rapports signal-a-bruit aussi faibles que possible, de maniére a
permettre une meilleure efficacité énergétique.

Pour répondre au double probléme de 'efficacité spectrale et de 'efficacité énergétique, on
utilise classiquement deux techniques complémentaires. La premiére consiste a regrouper plu-
sieurs bits dans un seul symbole. De cette maniére, & débit symbole fixe et sans changer la
bande occupée, plus on augmente le nombre de bits par symbole, plus on augmente U'efficacité
spectrale 7. Cette technique a cependant le désavantage d’augmenter la sensibilité du systéme
au bruit & mesure que le nombre de bits par symbole augmente, et nécessite des rapports signal-
a-bruit généralement éloignées des limites théoriques établies par la théorie de I'information. La
deuxiéme technique consiste & ajouter de la redondance au message. De cette maniére, il est
possible en utilisant les meilleures techniques actuelles (turbo-codes, codes LDPC?®) de commu-
niquer & des rapports signal-a-bruit trés faibles, et proches des limites théoriques. Cependant,
cet ajout de redondance implique une moins bonne efficacité spectrale de la part de ces systémes
(dits « codés ») par rapport a leur équivalent non codé. En complément de ces deux techniques,
les communications au-delad de la cadence de Nyquist permettent, dans certaines conditions,
d’augmenter efficacité spectrale de la transmission sans pour autant augmenter la sensibilité
au bruit.

L’idée fondamentale des transmissions au-dela de la cadence de Nyquist est de rapprocher

. Enhanced Data rates for GSM Evolution Evolution du GSM pour un meilleur débits de données.
. High Speed Packet Access (Accés paquet a haute vitesse)
. Enhanced Universal Terrestrial Radio Access Network (Réseau d’acces radio terrestre universel amélioré)
. Asymmetric Digital Subscriber Line (Ligne d’abonnée numérique asymétrique)
. Very-high-bit-rate Digital Subscriber Line (Ligne d’abonné numérique a trés haut débit)

7. Du moins lorsque les symboles discrets sont directement utilisés comme poids des impulsions de mises en
formes analogiques & transmettre, soit dans le cas des modulations dites « linéaires ».

8. Low Density Parity Check codes (Codes de controle de parité a faible densité)

D U W N



Introduction

les impulsions de mise en forme, support physique des symboles, en temps (et, éventuellement,
dans le cas des communications multiporteuses, en fréquence) et au-dela de la limite établie
par Nyquist en 1928 [Nyq28a|, limite indispensable pour garantir une communication sans in-
terférence entre impulsions de mise en forme. La premiére publication ayant révélé l'intérét des
communications au-dela de la cadence de Nyquist est intitulée « Faster-Than-Nyquist signaling
» et fut publiée par J. E. Mazo, en 1975 [Maz75|. En effet, ses travaux suggérent la possibilité de
rapprocher les impulsions de mise en forme au-delad de la limite de Nyquist, sans nécessairement
dégrader la qualité de la transmission, & condition de ne pas dépasser une certaine limite depuis
dénommeée « limite de Mazo » et d’utiliser un détecteur optimal. Cependant, la nécessité de
disposer d’une détection optimale a laissé cette technique peu attrayante durant de nombreuses
années. Ce n’est qu’au début des années 2000 que I'on a pu assister & un regain d’activité
de recherche relative aux communications au-deld de la cadence de Nyquist, sous 'impulsions
d’auteurs tels qu’Anderson, Rusek et Liveris [ARO13]; [RA08]; [LG03].

« As Jack Sparrow might say, it turns out that Nyquist’s limit is more of

a guideline than a rule. »
Alan Gatherero.?

Comme nous ’avons évoqué plus haut, 'outrepassement du critére de Nyquist se paye par
I’apparition d’interférence entre impulsions de mise en forme, interférence devant étre traitée par
le récepteur afin de garantir la probabilité d’erreur requise. Fort heureusement, en monoporteuse,
ce probléme est équivalent a celui de 1’égalisation d’un signal perturbé par un canal sélectif en fré-
quence, lequel est déja bien couvert par la littérature (une différence notable apparait néanmoins
concernant les propriétés statistiques du bruit vu par le récepteur). De nombreuses adaptations
de techniques d’égalisation ont donc été proposées dans le contexte des communications mo-
noporteuses au-dela de la cadence de Nyquist, permettant 'exploitation de 'efficacité spectrale
supplémentaire permise par cette technique. L’état de I'art est en revanche bien différent du coté
des modulations multiporteuses, lesquelles ont justement été popularisées grace au fait qu’elles
ne nécessitent pas de recourir & des techniques d’égalisation avancées pour compenser 'effet
d’un canal sélectif en fréquence. De plus, la transposition des techniques d’égalisation utilisées
en monoporteuse pour les modulations multiporteuses se révéle généralement trés inefficace,
algorithmiquement parlant.

Dans ce manuscrit, nous choisissons de traiter le probléme de l'interférence entre impulsions
de mise en forme non pas seulement du point de vue du récepteur, mais aussi de celui de
I’émetteur, en cherchant des impulsions de mise en forme facilitant 1’égalisation. Nous montrons
que choisir de telles impulsions permet de profiter a la fois des apports des transmissions au-dela
de la cadence de Nyquist sur l'efficacité spectrale, et de la capacité propre aux modulations

9. Extrait de Running Faster than Nyquist : An Idea Whose Time May Have Come, pu-
blie en février 2017 dans IEEE Comsoc Technology News : http://www.comsoc.org/ctn/
running-faster-nyquist-idea-whose-time-may-have-come. La traduction est volontairement laissée a
la discrétion du lecteur.
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multiporteuses a proposer un trés bon compromis performance/complexité sur canal sélectif en
fréquence et radiomobile.

Synthése des contributions

Les travaux de thése décrits dans ce manuscrit ont engendré quatre contributions principales.

1. On propose une famille de paires d’impulsions de mise en forme (en émission) et de filtres
de réception permettant la maximisation du rapport signal-a-interférence-plus-bruit sur
canal & bruit additif blanc gaussien.

2. On démontre l'optimalité de cette famille en terme de minimisation de ’erreur quadra-
tique moyenne, dans un contexte de turbo-égalisation a suppression souple de l'interfé-
rence, toujours sur canal & bruit additif blanc gaussien.

3. On démontre I'optimalité de cette famille sur le facteur de créte du signal modulé et, dans
ce cas de figure, observons que ce dernier diminue & mesure que la densité du systéme
augmente.

4. On adapte le systéme de turbo-égalisation & suppression souple de l'interférence pour
fonctionner sur canal sélectif en fréquence et radiomobile, et 'on montre que les méthodes
pour choisir les paramétres du systéme multiporteuse en fonction de la sélectivité temps-
fréquence du canal de transmission est inchangée par rapport aux systémes respectant le
critére de Nyquist.
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Structure du document

Le document est constitué de 5 chapitres, dont les 3 derniers présentent nos contributions. Le
chapitre 1 est tout d’abord dédié a I'introduction aux éléments fondamentaux de la discipline du
traitement du signal pour les communications numériques. Nous précisons ensuite le périmétre
de I’étude, puis détaillons les différents modéles et outils mathématiques qui seront utilisés
dans la suite du manuscrit : modélisation déterministe des canaux de transmission, principes et
modéles pour les transmissions multiporteuses, éléments d’analyse temps-fréquence. Le chapitre
se termine sur la présentation de plusieurs méthodes classiques de transmission & haute efficacité
spectrale, et I'introduction des techniques au-deld de la cadence de Nyquist permettant, sous
certaines conditions, d’augmenter l'efficacité spectrale sans perte en terme de probabilité d’erreur
binaire.

L’¢tat de 'art des techniques de transmission au-dela de la cadence de Nyquist est ’objet du
chapitre 2. Aprés un bref rappel historique, on y détaille un modéle des relations d’entrée/sortie
pour les systémes monoporteuses et multiporteuses. Ces modéles montrent que ce type de sys-
téme induit nécessairement la présence d’interférence entre impulsions de mise en forme. Vient
ensuite la présentation de la limite de Mazo et de son extension pour les modulations multi-
porteuses, quantifiant la densité de signalisation maximale atteignable avant ’effondrement des
performances en terme de probabilité d’erreur binaire. A partir de ces bases théoriques, on dé-
taille tout d’abord les techniques de détection optimales, puis sous-optimales, proposées & ce
jour dans la littérature, avec une emphase sur la complexité, trop élevée pour permettre une
quelconque application pratique, des techniques de détection optimales pour les modulations
multiporteuses.

Dans le chapitre 3, nous donnons les conditions permettant d’obtenir des prototypes maximi-
sant le rapport-signal-a-bruit ou le rapport signal-a-interférence. En corollaire, nous proposons
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des prototypes d’émission (ou impulsions de mise en forme) et de réception maximisant le rapport
signal-a-bruit-plus-interférence. Nous vérifions ensuite de maniére expérimentale les propriétés
statistiques de l'interférence, et montrons dans quelles conditions une approximation de cette
derniére par une loi normale est réaliste. Les performances du systéme multiporteuse non codé
au-dela de la cadence de Nyquist utilisant ces prototypes sont enfin évaluées par le biais de
simulations. On y observe des taux d’erreurs binaires trop élevés pour susciter des applications
pratiques, appelant & des techniques de traitement de l'interférence plus sophistiquées.

Afin de permettre de meilleurs taux d’erreur binaire, une compensation plus efficace de
Iinterférence induite par les modulations multiporteuses, et une complexité algorithmique rai-
sonnable, nous proposons dans le chapitre 4 un systéme multiporteuse au-dela de la cadence
de Nyquist turbo-égalisé par suppression souple de l'interférence. On montre que ce systéme,
lorsqu’utilisé avec les prototypes optimaux en termes de rapport signal-a-interférence-plus-bruit
proposés dans le chapitre 3, permet de minimiser I’erreur quadratique moyenne en sortie de I’an-
nuleur d’interférence. Les simulations sur canal & bruit additif blanc gaussien montrent que ce
systéme permet effectivement un gain significatif en efficacité spectrale par rapport au systéme
codé original. Dans un second temps, nous proposons une extension de ce systéme pour permettre
son usage sur canal sélectif en fréquence et/ou en temps. Les simulations montrent 1a encore
un gain en efficacité spectrale, mais aussi que les choix des paramétres de I’émetteur/récepteur
multiporteuse (tels que le nombre de porteuses et le choix de 'impulsion de mise en forme) se
font selon les mémes critéres, et ont le méme impact que pour les systémes en deca de la cadence
de Nyquist.

Enfin, le chapitre 5 montre que le facteur de créte des signaux issus des modulateurs mul-
tiporteuses au-deld de la cadence de Nyquist est minimal lorsque ces derniers font usage des
impulsions de mise en forme proposées dans le chapitre 3. Dans ce cas, ce facteur de créte est
d’autant plus faible que la densité du systéme augmente.
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Communications numériques
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1.1 Introduction

Avant d’aborder I’aspect numérique, il convient de définir la notion de communication. Ety-
mologiquement parlant, le verbe communiquer nous vient du latin commaunicare [Acal7| formé
de cum (« avec » que l'on retrouve par exemple dans « commun ») et munio (« fonction » que
l'on retrouve par exemple dans « munir ») [Gaf34] et revét deux principaux sens dans son usage
moderne :

— « transmettre », sous-entendu, de maniére unilatérale (une communication dans un col-

loque, par exemple) ;

— « étre, se mettre en relation » ou « étre relié par un passage », ce qui qualifie une

transmission bilatérale (une communication entre deux piéces, par exemple).
Dans les deux cas, la communication se rapporte & un objet, que nous appellerons par la suite
« message », et implique plusieurs entités chargées d’émettre et/ou de recevoir ledit message.
Notons enfin que le message ne fait que porter I’« information », notion plus abstraite, que nous
n’essaierons pas de définir ici.

L’adjectif « numérique », que nous apposerons tout au long de ce manuscrit a celui de
« communication », qualifie justement ledit message. 1l s’agit d’un dérivé du mot latin numerus,
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qui signifie « nombre » [Acal7|. A partir de 13, il serait tentant de définir un message numé-
rique comme étant constitué d’une suite de valeurs numériques. Une telle définition posséderait
cependant au moins deux désavantages :

— elle impose que chaque élément du message soit un chiffre ;

— il n’y a pas forcément de limite au nombre de valeurs que peut prendre une valeur numé-
rique (typiquement, si elle est prise dans I'ensemble des entiers naturels), or en disposant
d’un nombre infini de valeurs, il devient possible de représenter n’importe quelle infor-
mation & ’aide d’un seul élément, éliminant dans de nombreux cas le besoin d’une suite
d’éléments pour représenter une information particuliére.

Ainsi, de la méme maniére que [Ber+07]; [JGO7]; [PS08], nous proposons de définir un message
numeérique comme une suite d’éléments prenant valeurs dans un ensemble dénombrable appelé
« alphabet », supposé de taille finie. Ainsi munis de cette définition, nous pouvons montrer que
les messages numériques ne sont pas ’exclusivité de 'informatique et de ses célébres « 0 » et
« 1 » a travers quelques exemples :

— l'acide désoxyribonucléique (ADN) utilise un alphabet de quatre éléments (ici quatre
molécules : I'adénine, la cytosine, la guanine et la thymine), dont la suite le long des brins
de PADN porte un message se rapportant a de I'information génétique (voir figure 1.1a) ;

— Décriture utilise un alphabet (plus ou moins vaste selon les langues et la typographie)
permettant de former des messages se rapportant & 'information pensée par le rédacteur
(voir figure 1.1b);

— le code Morse utilise un alphabet composé de trois éléments usuellement représentés par
un tiret, un point et un espace, permettant lui aussi de former des messages se rapportant
a l'information pensée par le rédacteur (voir figure 1.1c).

En revanche, puisque l'on considére des alphabets de taille finie, il est possible d’associer de
maniére unique un élément & un nombre. Cela signifie qu’il est possible d’associer n’importe
quel alphabet fini & un alphabet numérique, ce qui nous permettra de le modéliser plus aisément
a l'aide du formalisme mathématique.

Adenine

TEXTE BASIQUE
UTILISANT
UN ALPHABET o
DE VINGT
SIX CARACTERES

Thymine

Guanine

Cytosine

(b) Texte (c) Code Morse

FIGURE 1.1 — Exemples de messages numériques basés sur différents alphabets.
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On retrouve donc de nombreuses manifestations, naturelles ou non, de messages numeériques.
Pourtant, le monde tel que nous le percevons est fondamentalement analogique. Dit autre-
ment, les grandeurs physiques mesurables évoluent généralement de maniére continue, et peuvent
prendre une infinité de valeurs elles aussi continues. L’explication de la multiplication des outils
de traitements numériques est a trouver ailleurs. En particulier, les représentations numériques
permettent des traitements algorithmiques, qui comportent plusieurs avantages :

— flexibilité : il est possible d’effectuer plusieurs traitements différents avec le méme matériel
(microprocesseur, microcontroleur, etc.) ;

— stockage uniformisé : en exprimant tout message sous forme numérique, on peut stocker
indifféremment tout type de message (image, son, texte, etc.) sur un méme support
(disque dur, mémoire « flash », bande magnétique, etc.) ;

— miniaturisation : & quelques exceptions prés, pour une fonction donnée, la puissance de
calcul ramenée au volume des unités de calculs numériques permet une implémentation
moins volumineuse en numérique qu’en analogique.

D’autre part, le céléebre théoréme d’échantillonnage de Shanon—Nyquist [Sha49]; [Nyq28a] ainsi
que d’autres travaux plus récents dans le domaine de I’acquisition comprimée [CRT06]; [Don06|
nous indiquent qu’il est possible, sous certaines conditions, de passer d’une représentation tem-
porelle continue & une représentation discréte sans perte d’information. Par ailleurs, si le passage
au discret des grandeurs mesurées entraine pour sa part un ajout de bruit (bruit de quantifica-
tion), on pourra en revanche le considérer négligeable a partir du moment ot 'alphabet utilisé
est de taille suffisamment importante. Cela explique pourquoi & I’heure actuelle, on préférera
convertir, stocker, traiter, mais aussi communiquer la plupart des signaux physiques mesurables
de maniére numérique.

Ce chapitre a pour objectif d’introduire les éléments généraux de communication numérique
qui nous seront utiles pour développer les contributions de cette thése. Nous introduirons tout
d’abord le modéle de chaine de communication qui sera utilisé dans la suite du manuscrit.
Viendra ensuite une partie plus détaillée dédiée a la modélisation d’un bloc particulier de cette
chaine : le canal de transmission. Cette partie nous permettra de mettre en évidence la pertinence
des émetteurs récepteurs « multiporteuses » dans le cadre des communications radiomobiles.
Ainsi, la quatriéme partie sera dédiée aux outils d’analyse et & la modélisation de ce type de
systémes. Enfin, nous introduirons la technique de transmission au-dela de la cadence de Nyquist,
et la positionnerons par rapport & d’autres techniques classiques d’augmentation de 'efficacité
spectrale. Ce dernier point servira de transition pour le second chapitre « Transmissions au-dela
de la cadence de Nyquist », dont ’objectif sera de faire un tour d’horizon de I’état de 'art sur
ce sujet.

1. Travail dérivé de : MesserWoland — DNA_structure_and_bases_PL.svg, CC BY-SA 3.0, https://

commons .wikimedia.org/w/index.php?curid=5323405
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1.2 Modélisation de la chaine de communication

On se restreint désormais au cas ou 'on souhaite transmettre un message numeérique entre
un seul émetteur et un seul récepteur au travers d’un « canal », qui représente un milieu plus ou
moins hostile & la transmission du message (voir figure 1.2). Le role de ’émetteur est donc de «
mettre en forme » le message, modélisé sous la forme d’un vecteur d’éléments binaires m, par un
signal s(t) nécessairement analogique, puisqu’adapté au canal de transmission, analogique par
nature. Le role du récepteur est quant a lui de produire une estimation m du message émis, en
se basant sur le signal disponible r(¢) en sortie du canal. Entrons désormais plus en détails sur
ces trois éléments (émetteur, récepteur, canal) fondamentaux d’une chaine de communication
numérique.

(
Emetteur Périmétre de I'étude

Message *{ Codeur source }—H Codeur canal }—>’ Modulateur }7

(.
Ve

Environnement de
propagation

@nal

& J
' N\
Message
) ,g <—{ Décodeur source }‘—{ Décodeur canal ‘<—{ Démodulateur ‘<—
estimé
Récepteur
A\ J

FIGURE 1.2 — Synoptique du modéle de chaine de communication.

On distingue usuellement trois principaux composants dans I’émetteur, ainsi que leurs duaux
dans le récepteur : le codeur source, le codeur de canal, et le modulateur (respectivement déco-
deur source, décodeur canal, et démodulateur en réception).

Premiérement, le codage source a pour objectif de supprimer :

— la redondance présente dans le message & communiquer ;

— éventuellement, une partie du message (considérée inutile pour I'application visée).
Certains algorithmes de codage source, par exemple basés sur du codage entropique ou de la
compression par dictionnaire, sont généralement indépendants du type de données (texte, image,
etc.). On citera le codage de Huffman [Huf52] et I’algorithme LZ77 [ZL77], utilisés par exemple
dans 'algorithme de compression par défaut du format d’archivage « zip » (algorithme Deflate
[Deu96]). D’autres en revanche sont propres a un certain type de message et en suppriment la
redondance intrinséque. Par exemple, en compression vidéo, la technique de compensation du
mouvement permet d’exprimer les pixels d’une image comme une translation de ceux présents



11
1.2. Modélisation de la chaine de communication

dans l'image suivante ou précédente. Il est aussi possible d’effacer une partie du message qui
sera soit imperceptible par 'utilisateur final, soit considérée comme non-indispensable & ’appli-
cation visée. Ainsi, en compression d’image par exemple, la technique de sous-échantillonnage
de la chrominance est basée sur I'observation que I'observateur humain est moins sensible a la
précision de la chrominance qu’a celle de la luminance. Egalement, en téléphonie, on ne conserve
généralement que la bande de fréquence entre 300 et 3400 Hz du signal capté par le microphone
du téléphone [ITU09]. On notera qu’en pratique, les algorithmes de codages sources spécialisés a
certains types de données (vidéo, son, etc.) combinent suppression de la redondance intrinséque,
suppression de données, et compression par codage entropique ou par dictionnaire (c’est par
exemple le cas des formats MP3?2 [IS093], JPEG ? [ITU92] et HEVC* [ITU16]). Cet élément de
la chaine de transmission ne sera pas abordé plus en profondeur dans le cadre de ce manuscrit.

Vient ensuite le codage canal, dont le role est d’ajouter une redondance maitrisée (connue de
Pémetteur et du récepteur), et indépendante du type de message a transmettre. Cette redondance
a pour but de contrecarrer 'effet du canal, de maniére & produire, en réception, une estimée plus
fiable du message effectivement émis. En particulier, les travaux de Shannon sur la théorie de
I'information [Sha48] nous indiquent qu’a conditions de canal fixées, il est possible de transmettre
sans aucune perte d’information, & condition :

— que le débit d’information binaire Dy de la transmission ne dépasse pas la capacité C du

canal de transmission pour ces conditions ;

— d’utiliser de « bons codes ».

L’article de Shannon ne dit pas comment trouver de bons codes dans le cas général. En revanche,
sur canal & bruit additif blanc gaussien, les turbo-codes et les codes LDPC sont connus pour
permettre d’approcher a moins d’l dB la capacité de Shannon [Ber+07, chap. 7 et 9]. Nous
explorerons plus en détail cet élément de la chaine de transmission dans la section 1.5.2.

Enfin, le modulateur est I'interface avec le monde physique (le canal). Son réle est principa-
lement d’adapter le contenu binaire & son entrée au canal de transmission. Par exemple, pour
une communication sur fibre optique, il faudra traduire les bits en impulsions lumineuses. Avant
toute chose, précisons que nous nous intéresserons ici aux signaux sur onde porteuse, c’est-a-dire
centrés en fréquence autour d’une fréquence porteuse fy. On peut donc écrire sgp(t) € Lao(R),
le signal réel sur onde porteuse, sous la forme :

srr(t) = A(t) cos (27 fot + 6(t)) , (1.1)

avec A(t) € Ry son amplitude et 6(t) € [—m; 7] sa phase. On remarque que ’on peut agir sur
deux paramétres indépendants et & valeurs dans des intervalles continus : ’amplitude et la phase
du signal, tandis que ’on peut seulement faire varier 'amplitude et le signe (qui ne peut prendre
que deux valeurs) d’un signal en bande de base (fy = 0). Ces deux paramétres peuvent étre
regroupés au sein d’une méme fonction complexe s(t), permettant de réécrire (1.1) par :

sri(t) = |s(t)] cos (27 fot + arg{s(t)}) = R {s(t)eﬂ”fot} . (1.2)

2. MPEG-1 or 2, layer III audio (MPEG-1 ou 2, couche III audio)
3. Joint Photographic Ezperts Group (Groupe de concertation d’experts en photographies)
4. High Efficiency Video Coding (Codage vidéo & haute efficacité)
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Enfin, si la condition de bande étroite, stipulant que la fréquence porteuse fy doit étre grande
devant la bande B occupée par sgr(t) (fo > B), est respectée, alors on peut travailler directe-
ment, et sans perte de généralité, sur s(t) qui est alors le signal équivalent complexe en bande
de base de sgp(t). Dans la suite de ce manuscrit, afin de simplifier le modéle, et sauf mention
contraire, nous travaillerons exclusivement sur des représentations équivalentes complexes en
bande de base (pour le signal émis, recus, et pour le canal) ce qui signifie que la condition de
bande étroite sera toujours supposée respectée. Plus de détails sur cette représentation peuvent
étre trouvés dans [JG07, Chapitre 4||[Roql2, Chapitre 2|.

Il existe de nombreuses familles de modulation selon qu’elles soient avec ou sans mémoire,
linéaires ou non, et dont on pourra trouver une bonne description dans [PS08, Chapitre 3|.
Dans ce manuscrit, nous étudierons des modulations linéaires, pour leur capacité i atteindre
de hautes efficacités spectrales®, et sans mémoire, car ces derniéres possédent une complexité
de démodulation plus faible. Pour les modulations sans mémoire, le modulateur associera un
signal pris parmi M, & un ensemble de N bits (M, = 2V¢), et transmettra ces signaux en série
sur le canal de transmission, espacés d’un intervalle 7y. Cela signifie que 'on peut exprimer
I’équivalent complexe en bande de base du signal en sortie du démodulateur par

s(t) =Y up(t —kTy), teR, (1.3)
keA
ou :
— A =[0; K — 1], avec K le nombre de signaux a transmettre (directement lié a la taille du
message binaire & transmettre) ;
— ug(t) € Set S = {s0(t)...snm,—1(t)} C L2(R) est 'espace des signaux.
L’espace des signaux engendré par les modulations linéaires est formé par des variations de
lamplitude complexe d’une impulsion de mise en forme notée g(t). Les éléments de S sont alors
de la forme :
sm(t) = Apmg(t), m € [0; M — 1], (1.4)

ou A = {Ay...Ay.—1} C C. A est alors nommé alphabet de modulation ou constellation,
et ses éléments sont appelés « symboles ». Les différents types de modulation linéaires sont
généralement nommeés en fonction de 'alphabet de modulation utilisé. Ainsi, comme illustre
la figure 1.3 dans le plan complexe, les modulations d’amplitude en quadrature (QAMS en
utilisant 'acronyme anglo-saxon) utilisent une constellation dont les valeurs sont représentées
dans le plan complexe par des points répartis sur une grille, tandis que pour les modulations par
saut de phase (PSK7 en anglais) ces points sont répartis sur un cercle.

En réception, on retrouve le dual des trois fonctions de ’émetteur : le démodulateur permet
le passage du monde physique au monde numérique; le décodeur canal est chargé de retrouver
les bits recus par le codeur canal, sachant la sortie du démodulateur et le code canal ; enfin le
décodeur source a pour rdle de retrouver le message émis sachant la sortie du décodeur canal et
le code source.

5. L’efficacité spectrale représente le débit de la transmission, divisé par la bande occupée par le signal modulé.
6. Quadrature Amplitude Modulations (Modulation d’amplitude en quadrature)
7. Phase Shift Keying (Modulation par saut de phase)
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(a) 16-QAM (b) 8-PSK

FIGURE 1.3 — Représentations de constellations dans le plan complexe. « I » (pour in-phase)
désigne la voie en phase, (axe des réels) et « Q » désigne la voie en quadrature (axe des imagi-
naires).

1.3 Modélisation des canaux de transmission

Le signal engendré par le modulateur subit différents types de perturbations liées a la nature
physique du canal de transmission. En communications numériques, on retrouve principalement
trois types de perturbations :

— les déformations linéaires ;

— les déformations non-linéaires ;

— le bruit additif.

La déformation linéaire la plus simple est le gain du canal. Ce dernier est généralement 1ié a
la distance entre I’émetteur et le récepteur, et a la présence d’amplificateurs entre ’émetteur et
le récepteur. Viennent ensuite les déformations qui sont fonctions de la fréquence. Par exemple,
pour une propagation en espace libre, le gain du canal G est lié & la fois 4 la distance d entre
Pémetteur et le récepteur, et a la longueur d’onde A\ = ¢/ f (avec ¢ la célerité de 'onde dans le
milieu considéré et f la fréquence) par :

A2 ¢ \2 1 1
(N E
<47rd> 27 d? f? (1.5)
~~ ~
Gain lié & la distance  @ain 1ié a la fréquence

La situation est plus complexes en présence de propagation a trajets multiples, et/ou en pré-
sence d’effet Doppler (voir figure 1.4). Néanmoins, ces phénomeénes constituent eux-aussi une
transformation linéaire du signal, comme nous le verrons dans les parties 1.3.1 et 1.3.2.

En communication radiofréquence, les non-linéarités sont la plupart du temps engendrées par
les amplificateurs. En effet, quelle que soit la technologie utilisée, on imagine volontiers qu’un
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F1GURE 1.4 — Tllustration d’une communication radiomobile : propagation multitrajet (plusieurs
chemins de propagation entre I’émetteur et le récepteur) et effet Doppler (I’émetteur et/ou le
récepteur sont mobiles).

amplificateur alimenté par une puissance P,jim, €t avec lequel on souhaite amplifier un signal
de puissance P, ne pourra pas délivrer plus que Poyt = Pilim + Pn. Ainsi, comme présenté en
figure 1.5, un amplificateur ne présentera un comportement linéaire (ou plutodt, approché comme
tel) que pour un certain intervalle de puissances d’entrées. Pour les applications radiomobiles
qui nous intéressent, les non-linéarités sont principalement le fait des amplificateurs. Dans ce
manuscrit, nous considérerons que ces derniers sont utilisés dans leurs zones linéaires, et nous
considérerons donc des canaux exempts de non-linéarités. Cela posera alors le probléme du
PAPR®, qui doit rester faible pour atteindre de bons rendements énergétiques et que nous
traiterons dans le chapitre 5. Notons que dans le cas des communications sur fibre optique,
il existe de nombreuses non-linéarités liées directement & linteraction entre la lumiére et le
medium, et qu’il est par conséquent délicat de ne pas les prendre en compte dans l'idée d’en
tirer le meilleur parti [Tou05].

Vient enfin le bruit additif, qui peut étre vu comme le terme regroupant tous les signaux
regus indésirables, tels que les signaux parasites émis par d’autres dispositifs de communication
et les bruits inhérents au récepteur. En communications radiomobiles, de tous ces bruits, ce sont
le bruit thermique (ou bruit de Johnson-Nyquist) et le bruit de grenaille qui sont prépondérants
[Nyq28b]; [Yeall|. Le premier est lié au mouvement de porteurs de charge (typiquement, des
électrons) dans un milieu conducteur (typiquement, une résistance électrique). On peut montrer
qu’il est blanc, et que sa puissance est P, = kT B avec :

— k la constante de Boltzmann (en J.K™1);

— T la température du milieu conducteur (en K);

— B la bande de fréquence considérée (en Hz).

De plus, étant la somme de plusieurs processus aléatoires indépendants (le mouvement de chaque
électron dans la résistance électrique), et en vertu du théoréme central limite, le bruit thermique
est modélisé par une variable aléatoire gaussienne. Le bruit de grenaille est quant & lui lié &
la nature granulaire des porteurs de charges, et est fonction de l'intensité du courant. Il est

8. Peak-to-Average Power Ratio (Rapport puissance moyenne & puissance pic)
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—— Caractéristique de ’amplificateur P
--- - Caractéristique linéaire .

Puissance d’alimentation

Piiim

Zone de compression
et saturation

Puissance de sortie — Py

Puissance d’entrée — P,

FIGURE 1.5 — Modéle simplifié d’un amplificateur.

également blanc mais suit en revanche une loi de Poisson. Cependant, pour un grand nombre de
charges, cette loi poissonnienne peut-étre approximée par une loi gaussienne. En pratique, les
composants électroniques voient leur bruit caractérisé par un « facteur de bruit ». Connaissant
le facteur de bruit des composants utilisés dans un récepteur, on peut calculer sa « tempéra-
ture équivalente de bruit » T,q. Cette derniére permet alors de calculer la puissance de bruit
générée par le récepteur via la formule P, = kToqB, comme §’il n’était qu’en présence de bruit
thermique & une température T,q. Enfin, et bien que cela ne concerne pas les communications
radiomobiles (utilisant généralement des fréquences comprises entre le MHz et le GHz), notons
que ces modélisations des bruits thermiques et de grenaille ne valent que pour des fréquences
ne dépassant pas le terahertz (au-dela, les modeéles de la physique dite « classique » ne suffisent
plus & décrire correctement le phénoméne).

Ainsi, dans la suite de ce document, nous nous intéresserons uniquement aux canaux linéaires
a bruit additif blanc gaussien. Le modéle équivalent en bande de base du signal recu s’écrit donc
sous la forme suivante :

r(t) = Hs(t) + b(t), (1.6)

ou :
— H est 'opérateur de canal (H : L2(R) — L2(R));
— b(t) est un bruit additif blanc gaussien de densité spectrale de puissance bilatérale v,(f) =
2No Vf € R, avec Ny = kToq.
Enfin, précisons que l'opérateur de canal H sera ici supposé déterministe. Des modélisations
stochastiques de ce dernier existent, mais ne seront par présentées dans ce manuscrit [Bel63].
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1.3.1 Canaux sélectifs en fréquence

Un canal est dit sélectif en fréquence lorsqu’il présente un gain ne dépendant que de la
fréquence du signal présent a son entrée. Par dualité temps-fréquence, on dira qu’il est dispersif
en temps. Cela signifie que g'il est excité par une impulsion, il produira a sa sortie une ou
plusieurs répliques atténuées, déphasées et retardées de cette impulsion. Avec ce type de canal,
la sélectivité fréquentielle (ou de maniére équivalente, la dispersivité temporelle) est toujours la
méme, quel que soit I'instant. Il est ainsi dit « linéaire invariant en temps » (LTI? pour « linear
time invariant »).

Physiquement, on trouve deux principales occurrences de ce type de canal. La premiére est
la propagation & trajets multiples. Dans ce scénario, le récepteur recoit autant de copies que
de trajets entre 'émetteur est le récepteur (chaque trajet ayant un gain qui lui est propre). La
deuxiéme est la présence de dispositifs de filtrage linéaire, intentionnels ou non, sur le trajet de
propagation. C’est le cas par exemple lors d’une transmission sur une ligne téléphonique, ou a
travers une grille métallique.

Mathématiquement, 'opérateur de canal prend la forme d’une convolution temporelle :

H: Lo (R) — Lo (R)
s(t) = r(t)=(s*h)(t).

Par conséquent, dans le domaine fréquentiel, 'opérateur de canal s’écrit comme une simple

(1.7)

multiplication :
H: [,2 (R) — ,Cg (R)
S(f) = R(f)=S(f)-H(f),
ou H(f), S(f) et R(f), sont les transformées de Fourier de h(t), s(t) et r(t), respectivement. h(t)
est alors la « réponse impulsionnelle » du canal, tandis que H(f) est la « fonction de transfert

(1.8)

» ou « réponse fréquentielle » du canal (voir figure 1.6).

Nous nous intéressons désormais & la structure propre de H. Comme nous ’avons vu dans
Péquation (1.8), opérateur de canal s’exprime comme une simple multiplication dans le domaine
de Fourier. Cela signifie que les exponentielles complexes sont fonctions propres de H :

Mot = [ b = PE () (f) = H()™ T, e R (L9

et H(fop) sont les valeurs propres associées. En termes de systémes de communication, cela
signifie qu'une maniére de s’adapter au canal est de répartir 'information sur des exponentielles
complexes, par exemple en construisant un signal d’émission de la forme suivante :

s(t) =) cpel®™l 1 eR, (1.10)
nez
avec ¢, € AVn € Z, et Fy € RT. L’inconvénient majeur d’une telle modulation est que chaque

symbole doit étre envoyé sur une fréquence pure, ce qui est infaisable en pratique. Pour contour-

ner cet inconvénient, on peut utiliser des fonctions propres approchées. En particulier, d’apreés
[KM97], si :

9. Linear Time Invariant (Linéaire invariant en temps)
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(a) Réponse impulsionnelle. (b) Réponse fréquentielle.

F1GURE 1.6 — Exemple de canal LTI avec 6 chemins de propagation.

— la dispersion temporelle du canal est bornée : V7 & [—79, 10], h(7) =0, tg € R*;

— le gain maximal du canal est unitaire;

— g(t) € L2(R) est un filtre passe-bas de norme unitaire et a support fréquentiel borné en
[—55, 5], e e RT;

T 2710 2770
alors toute version de g(t) translatée fréquentiellement en fy, est une fonction propre e-approchée

associée a la valeur propre H(fy), c’est-a-dire vérifiant :

2
<e (1.11)

H”Hg(t)ej%rfot _ H(fo)g(t)eﬂwfot

1.3.2 Canaux sélectifs en temps

Un canal est sélectif en temps lorsqu’il présente un gain n’évoluant qu’avec le temps. Par
dualité temps-fréquence, on dira qu’il est dispersif en fréquence. Autrement dit, en placant une
fréquence pure a son entrée, on obtiendra a sa sortie une ou plusieurs (voire un continuum de)
répliques atténuées, déphasées et fréquentiellement translatées de cette fréquence. Pour ce type
de canal, la sélectivité temporelle (ou de maniére équivalente, la dispersivité fréquentielle) est
identique quelle que soit la fréquence du signal & son entrée. Il est ainsi dit « linéaire invariant
en fréquence » (LFI' pour « linear frequency invariant »).

Physiquement, ’occurence la plus connue de ce genre de canal correspond & la présence
d’effet Doppler. Ce dernier se caractérise par un décalage de la fréquence du signal vu par le
récepteur lorsque la distance entre ’émetteur et le récepteur varie : elle est translatée vers les
hautes fréquences lorsque la distance diminue, et vers les basses lorsque la distance augmente.

10. Linear Frequency Invariant (Linéaire invariant en fréquence)
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On les rencontre également en prenant en compte les imperfections des oscillateurs locaux des
émetteurs/récepteurs, induisant des décalages fréquentiels du signal émis et/ou regu.

Mathématiquement, 'opérateur de canal prend alors la forme d’une multiplication dans le
domaine temporel :

H: LQ(R) — EQ(R)

1.12
st) o r(t) = s(t).h(t). (1.12)

Il prend donc la forme d’une convolution dans le domaine fréquentiel :
H: Ly(R) — L2(R) (1.13)

S(f) = R(f)= (S H)(f).

h(t) est simplement la « réponse temporelle » du canal, tandis que H(f) est son « spectre
Doppler » (voir figure 1.7).

1
0,8 |- -
= 0,6 - i
=
= 04| .
0,2 ] :
| | | | 0 A L
00 2 4 6 8 10 —4 -2 0 2 4
Temps (en s) Fréquence Doppler v (en Hz)
(a) Réponse temporelle. (b) Spectre Doppler.

FiGURE 1.7 — Exemple de canal LFI correspondant & un modéle de Rayleigh avec un trajet de
propagation et une fréquence Doppler maximale de 1 Hz.

Nous nous intéressons désormais & la structure propre de H. Comme nous ’avons vu dans
Péquation (1.12), Popérateur de canal s’exprime comme une simple multiplication dans le do-
maine temporel. Cela signifie que les distributions de Dirac sont fonctions (ou distributions, en
Poccurence) propres de H :

7‘[5(t — to) = h(t)5(t — to) = h(to).5(t — to), t,ty € R, (1.14)

et h(to) sont les valeurs propres associées. En termes de systémes de communication, cela signifie
qu’une maniére de s’adapter a ce type de canal est de répartir I'information sur des impulsions
temporellement translatées, par exemple en construisant un signal d’émission de la forme sui-
vante :
s(t) = chd(t—nTo), t e R, (1.15)
nez
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cependant, il n’est pas physiquement envisageable de reproduire une impulsion de Dirac parfaite.
On peut en revanche utiliser des fonctions propres approchées. En effet, d’apres [KM97], si :
— la dispersion fréquentielle du canal est bornée : Vv & [—vg, 0], H(v) =0;
— le gain maximal du canal est unitaire;

— ¢(t) est un filtre passe-bas de norme unitaire a support temporel borné en [—ﬁ, 27:1/0}’ €€
R;

alors toute version de g(t) translaté temporellement en ty est une fonction propre e-approchée

associée a la valeur propre h(ty), c¢’est-a-dire vérifiant :

[Hg(t —to) — h(to)g(t —to)||” < e. (1.16)

1.3.3 Canaux doublement sélectifs

Un canal doublement sélectif, ou doublement dispersif, est un canal sélectif (ou dispersif,
ce qui revient au méme) a la fois en temps et en fréquence. On peut donc le voir comme un
canal LTI dont la sélectivité fréquentielle varie au cours du temps. Il n’est donc plus invariant
en temps et, pour cette raison, nous I’appellerons par la suite canal « linéaire variant en temps »
(LTV Y pour « linear time variant » en anglais).

Physiquement, on pourrait dire qu’on les retrouve partout, puisqu’aucun systéme physique
n’est parfaitement invariant en temps. Cependant, on parlera plutot dans ce cas de canaux LTI
ou LFI & « variations lentes », selon si la composante multitrajet ou Doppler est dominante. Par
exemple, un canal sélectif en fréquence dont la fonction de transfert n’évolue que de maniére
trés marginale pendant la durée de transmission d’un symbole ne sera pas qualifié ici de LTV,
mais de LTI a variation lente. Ainsi, la dénomination de LTV ne dépend finalement pas que
du canal, mais aussi du systéme de transmission, et en particulier de la bande de fréquence et
de l'intervalle temporel occupés par la transmission. En environnement radiomobile (soit, en
présence de trajets multiples et de mobilité entre ’émetteur et le récepteur), on considérera que
les échelles de variations temporelles et fréquentielles du canal seront telles qu’elles pourront
varier de maniére significative sur la bande et le temps occupés par chaque symbole.

Mathématiquement, il y a plusieurs maniéres de modéliser un tel canal :

— par une réponse impulsionnelle évolutive, notée h(t, 7) avec t le temps et 7 le retard (plan

temps-retard) ;

— par une fonction de transfert évolutive, notée Ly (f,t) avec f la fréquence et t le temps

(plan temps-fréquence) ;
— par une fonction d’étalement, notée Sy(v,7) avec v le décalage Doppler et 7 le retard
(plan retard-Doppler) ;
— par une fonction caractéristique, notée Hy (v, f) avec v le décalage Doppler et f la fré-
quence.
La figure 1.8 illustre la maniére dont ces quatre fonctions représentent le canal LTV résultant
de ’association des canaux LTI et LFI des figures 1.6 et 1.7.

11. Linear Time Variant (Linéaire variant en temps)
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[Lu(f,1)]

t 00 T t 0 f

(a) Réponse impulsionnelle évolutive. (b) Fonction de transfert évolutive.

|Sh(V77)‘
[H (v, f)

v 0 T v f
(c) Fonction d’étalement. (d) Fonction caractéristique.

FiGURE 1.8 — Exemple de canal LTV correspondant & l'association des canaux des figures 1.6
et 1.7.
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En utilisant la fonction de transfert évolutive, 'opérateur de canal revient & une convolution
temporelle, dont le noyau de convolution évolue dans le temps :

H: Lo(R) — L2(R)

s(t) = r(t) = fjoooo h(t,)s(t — T)dr. (1.17)

La fonction de transfert évolutive s’obtient en prenant la transformée de Fourier sur la variable
représentant le retard de la réponse impulsionnelle évolutive :

+o0 )
Lu(f,1) = / Wt r)e "7 dr, (1.18)
—0o0
et on peut montrer que 'opérateur de canal revient & effectuer la transformée de Fourier in-
verse de la représentation fréquentielle du signal, pondérée de maniére différente selon l'instant
considéré, du signal émis :
H: Ly(R) — L2(R)
s(t) = r(t) = [T La(f.)S(f)e* I df.

La fonction d’étalement est la transformée de Fourier sur la variable représentant le temps dans

(1.19)

la réponse impulsionnelle évolutive :

“+00

Sp(v,T) :/ h(t,T)e 72 dt, (1.20)
—0oQ

et on peut montrer que 'opérateur de canal revient a sommer des répliques du signal émis

translatées en chaque point du plan retard-Doppler et pondérées par la valeur de la fonction

d’étalement en ce point :

H: £2(R) — £2(R)

s(t) = () = [T [0S, (v, 1)s(t — )2 T dvdr. (1.21)

Enfin, la fonction caractéristique s’obtient par double transformation de Fourier (plus précisé-
ment, par transformation de Fourier symplectique) de la réponse impultionnelle évolutive :

+o0  p+oo . )
Hy(v, f) = / / h(t,T)e 72Vt e=I2mITqtdr, (1.22)

son effet sur le signal émis est plus facile a voir dans le domaine fréquentiel. En effet, s’agissant
du dual fréquentiel de la réponse impulsionnelle évolutive, on peut montrer que 'opérateur de
canal consiste en une convolution de la représentation fréquentielle du signal émis avec un noyau
de convolution évoluant en fonction de la fréquence :

H: Ly(R) — L>(R)
S(f) = R(f)= 13 Hu(f —v,v)S(p)dv.

En tant que cas particuliers de canaux LTV, les canaux LTI et LFI donnent des formes
particuliéres de ces quatre fonctions, comme le montre le tableau 1.1. On vérifie alors aisément

(1.23)
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quun canal LTI opére une simple pondération des fréquences du signal émis (équation 1.19
avec Lp(f,t) = H(f)), et quun canal LFI opére une simple pondération du signal émis dans
le domaine temporel (équation 1.17 avec h(t,7) = h(t)d(7)). On ne peut cependant pas expri-
mer le canal LTV de maniére aussi triviale avec ces outils, et une généralisation de ’expression
de la structure propre d'un canal LTV, n’existe pas. On peut en revanche construire des fonc-
tions propres approchées selon une méthode trés semblable & celles adoptées dans les parties
précédentes (1.3.1 et 1.3.2). En effet, toujours d’apres [KM97|, si :
— la dispersivité du canal, passé un certain retard et un certain décalage Doppler, est
négligeable (on la considérera alors nulle) : Y(v, 7) & [—vo, 10| X [—70, 0], Sh(v,7) =0;
— le gain maximal du canal est unitaire;
— g(t) € L2(R) est de norme unitaire et tel que la plupart de son énergie soit concentrée
dans la surface temps-fréquence [—vy, vg] X [—70,70] : |Ag(v,T) — 1| <€, avec Ay(v,7) =
[72° g*(t)g(t — T)e7?™!dt 1a fonction d’ambiguiteé de g;
alors toute version de g(t) translatée en (o, fo) dans le plan temps-fréquence est une fonction
propre e-approchée associée a la valeur propre Ly, ( fo, to), ¢’est-a-dire vérifiant :

2
<e. (1.24)

gt — o)t — Ly(to, fo)g(t — to)er™

TABLE 1.1 — Valeurs particuliéres de fonctions de modélisation des canaux idéal, LTI et LFI.

h(t,T) Lh(f, t) Sh(V, T) Hh(V, f)
Idéal | d(7) 1 3(7)d(v) I(v)
LTI | h(r) | H(f) | Mr)d(v) | H(f)(v)
LFT | h(t)o(7) h(t) H(v)d(r) H(v)

En termes de systémes de communication, cela signifie qu'une maniére de s’adapter au canal
de maniére approchée est de répartir 'information dans le plan temps-fréquence, en la mettant en
forme & 'aide d’une fonction g dont la localisation temps-fréquence est adaptée a la dispersivité
du canal :

st)= > cmng(t —nTp)e>™0 teR, (1.25)
(m,n)€Z?
avec ¢mn € A, V(m,n) € Z%, et Fy, T € R% . Or un signal construit de la sorte correspond a un
message construit par l'intermédiaire d’un modulateur dit « multiporteuse », avec un espacement
entre porteuses de Fy Hz et un espacement entre symboles multiporteuses de Ty s. Dans ce travail
de these, dédié aux communications (au dela de la cadence de Nyquist) sur canal radiomobile,
nous nous intéresserons donc a ce type de modulation.

1.4 Transmissions multiporteuses

Comme nous ’avons vu dans la partie précédente, les modulations multiporteuses se prétent
volontiers aux transmissions sur canal radiomobile. Cependant, elles ont été originellement dé-
veloppées pour s’accomoder efficacement des canaux sélectifs en fréquence. En effet, mettre en
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forme les symboles par des impulsions de mise en forme trés étroites en fréquence (et donc, de
grande durée temporelle) permet d’approcher les fonctions propres d’un canal LTI (voir par-
tie 1.3.1). D’autre part, on peut montrer qu’en utilisant une mise en forme rectangulaire et un
préfixe cyclique, il est possible :

— de tolérer un certain montant de chevauchement fréquentiel entre impulsions de mise
en forme, tout en conservant 'orthogonalité entre ces derniéres, garantissant une bonne
efficacité spectrale tout en conservant une complexité de réception raisonnable (récepteur
linéaire) ;

— d’assimiler, de maniére exacte, 'effet du canal LTI par un gain sur chaque porteuse, par
Paddition d’un préfixe cyclique (qui doit alors avoir une longueur supérieure ou égale au
retard maximal du canal), simplifiant alors grandement le travail du récepteur sur canal
sélectif en fréquence;

— d’implémenter de maniére algorithmiquement efficace le modulateur et le démodulateur
multiporteuses a 1’aide de transformées de Fourier rapides (FFT 12).

Pour ces raisons, les modulations multiporteuses orthogonales & base de mise en forme rectangu-
laires (OFDM 13) et avec préfixe cyclique (CP-OFDM ') sont aujourd’hui au coeur de nombreux
standards de communication (ADSL [ITU99], LTE ' [ETS10], WiFi 16 802.11n [IEE09], etc.).

Pour certaines applications cependant, la mauvaise localisation spectrale des impulsions rec-
tangulaires et/ou la perte d’efficacité spectrale due a la présence d'un préfixe cyclique pose
probléme. Une premiére approche consiste a filtrer les impulsions rectangulaire de maniére a
lisser ses transitions. On parle alors d’OFDM fenétré (utilisé par exemple dans les standard
VDSL [ITU04] et HomePlug AV/AV2 |[Hom07|; [Homl14|). Une autre technique, d’implémen-
tation encore plus légére, consiste a pondérer le préfixe cyclique (WCP-OFDM '7). Pour cette
derniére, plusieurs travaux de recherche ont permis de déterminer des pondérations optimisées
selon le critére de la minimisation de I’énergie hors-bande et de la localisation temps-fréquence
[PS11]; [PS13]. D’autre part, le comportement de ce type de modulations sur canal radiomobile
a été étudié dans [Roql2]. Ce type de stratégie permet de conserver la plupart des avantages
du CP-OFDM (égalisation simplifiée, faible complexité de ’émetteur et du récepteur), tout en
réduisant les lobes secondaires du spectre du signal.

Il arrive cependant que les contraintes imposées au systéme ne soient pas satisfaites par
une « simple » fenétre rectangulaire lissée, ni par la présence d’un préfixe cyclique. C’est par
exemple le cas de l'occupation de l'intervalle de garde entre canaux télévisés, ot la bande de
fréquence disponible est faible (dans ce cas, retirer le préfixe cyclique permet de gagner en débit
utile), et ou les contraintes du régulateur sont trés strictes quant a la perturbation des canaux
adjacents, nécessitant un spectre bien localisé en fréquence. L utilisation de modulations multi-

12. Fast Fourier Transform (Transformée de Fourier rapide)

13. Orthogonal frequency-division multiplezing (Multiplexage fréquentiel orthogonal)
14. Cyclic Prefized OFDM (OFDM avec préfixe cyclique)

15. Long Term Ewvolution (Evolution a long terme)

16. Wireless Fidelity (Fidélité sans fil)

17. Weighted Cyclic Prefited OFDM (OFDM avec préfixe cyclique pondéré)



24
Chapitre 1. Communications numériques

porteuses filtrées (FBMC '), utilisant des impulsions de mise en forme présentant une meilleure
localisation fréquentielle (et donc, a localisation temporelle constante, une meilleure localisation
temps-fréquence), apparait alors comme une solution intéressante. Néanmoins, par application
du théoréme de Balian-Low, il n’est pas possible de jouir simultanément des propriétés (i) d’or-
thogonalité entre impulsions en mise en forme et (ii) d’une bonne localisation temps-fréquence
de ces impulsions. Une solution populaire pour se soustraire & cette limitation est de changer la
condition d’orthogonalité, pour ne I'imposer que sur la partie réelle, et menant aux modulations
OFDM-OQAM ¥ [FAB95).

Les travaux que nous allons détailler & partir du chapitre 2 se passent de la condition d’or-
thogonalité & des fins d’augmentation de Defficacité spectrale. Cela permet également de se
soustraire au théoréme de Balian-Low, et donc de profiter d'impulsions de mise en forme bien
localisées en temps et en fréquence sans recourir aux modulations multiporteuses avec OQAM.
Ces derniéres ne seront par conséquent pas traitées dans ce manuscrit. D’autre part, les modula-
tions multiporteuses étudiées ici utiliseront un écart fréquentiel Fy et temporel Ty constants entre
impulsions de mise en forme, ce qui revient & paver le plan temps-fréquence de maniére réguliére.
Il est néanmoins intéressant de noter que d’autres types de pavages temps-fréquence peuvent
étre envisagés, tels que des pavages hexagonaux [HZ07], ou issus de la théorie des ondelettes
[LIAO7] (voir figure 1.9).

[ ]
[ ] [ ] [ [ ]
g 3 ® ® 3 ° ° ° °
% [ [ [ ] [ g Gg.)
= = o 5
o o o
D D Nes)
e3 ° ° ° ° e ° ° =3 ° °
[ ]
[ ] [ [ ] [ ] [ ]
[ ]
Temps Temps Temps
(a) Régulier. (b) Hexagonal. (¢) Ondelette.

Ficurke 1.9 — Exemples de répartition des symboles dans le plan temps-fréquence.

1.4.1 Frames et familles de Gabor

Comme évoqué plus haut, les modulations multiporteuses considérées dans ce manuscrit
répartissent l'information de maniére réguliére dans le plan temps-fréquence. Elles nécessitent
donc d’étre étudiées conjointement en temps et en fréquence. Pour ce faire, on s’appuiera sur

18. FilterBank MultiCarrier (Modulations multiporteuses a base de bancs de filtres)
19. Offset QAM (QAM décalé)
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deux outils mathématiques issus du domaine de I'analyse temps-fréquence du signal et de la
mécanique quantique : les frames et les familles de Gabor.

Commencons par les familles de Gabor (ou de Weyl-Heisenberg). 11 s’agit de familles conte-
nant toutes les Ty-translatées en temps et Fy-translatées en fréquence d’une fonction dite « pro-
totype » (ou encore « atome de Gabor ») g(t) € L2(R) :

g = {gnalt) = gt — nT)e®™Rt} (1.26)

Sous cette forme, on dit que g est une famille de Gabor de paramétre (T, Fp) et de prototype
g(t). On définit également sa densité :

p =1/(FoTo). (1.27)

Ces familles ont été introduites par Denis Gabor (avec g une gaussienne isotrope) a des fins
d’analyse temps-fréquence de signaux [Gab45]. On retrouve ainsi sans surprise ce type de famille
dans la définition de la transformée de Gabor (qui correspond & une transformée de Fourier a
court terme discréte) :

cman(f) = /+oo F)g* (t — nTp)e 720l qt = (G i f),  V(m,n) € 72, (1.28)

—0o0

avec f(t) € L2(R) le signal a analyser, g(t) € L2(R) la fonction de fenétrage, Ty la résolution
temporelle et Fy la résolution fréquentielle. Les coefficients {Cm,n}(m,n)ez2 peuvent étre interpré-
tés comme les coordonnées temps-fréquence du signal f(¢). Avec une telle interprétation, il est
tentant de vouloir reconstruire le signal a partir de ses coefficients temps-fréquence de la maniére
suivante :

f(t) = Z cmn(f)g(t — nTO)ej%mFOtv (1.29)

(m,n)€Z?

avec g(t) € L2(R), ce qui meéne a l'interrogation suivante : comment choisir §(t), g(t), To et Fp
pour garantir une reconstruction stable a partir de la décomposition en (1.28) et en utilisant
(1.29) ? En particulier, si deux fonctions s et s’ sont « proches » (||s — s'|| — 0), alors il serait
souhaitable que les coefficients associés, issus de (1.28), le soient aussi ([[{cm,n(8)}mn)ezz —
{emm(8") Y ommyezzll — 0). Une réponse & cette question a été apportée par Daubechies dans
[Dau90]. Sa solution consiste a choisir g formant une frame, c¢’est-a-dire respectant 'inégalité :

AlFIP < D 1Hgmms /)P < BIFIP, Vf € La(R), (1.30)

(m,n)€Z?

ot A > 0 et B < 400 sont les bornes de la frame, et g une frame duale de g. En effet on
rappelle, d’aprés (1.28), que ¢mn(f) = (Gmn; f). L'inégalité de frame (1.30) permet donc de
garantir que la norme de la décomposition temps-fréquence d’un signal donné est relativement
proportionnelle & la norme du signal lui-méme. Cela est d’autant plus vrai que le rapport A/B
tend vers 1. Le cas limite, c’est-a-dire A = B définit les frames dites « étroites », lesquelles
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possédent différentes propriétés, décrites ci-aprés, qui nous seront utiles pour nos contributions
(voir chapitres 3, 4 et 5).

Le paragraphe précédent demande & définir plusieurs notions liées & la théorie des frames, et
plus particulierement des frames de Gabor. Soit g une famille de Gabor de parameétres (7p, Fp)
et de prototype §(t) € L2(R). Définissons tout d’abord l'opérateur d’analyse, dont le role est de
calculer les coefficients de la décomposition temps-fréquence :

Tg: EQ(R) — EQ(Z2>
f@&) = {{gmm; f>}(m,n)e22 :

Vient ensuite 'opérateur de synthése, permettant de reconstruire le signal d’origine & partir de

(1.31)

sa décomposition temps-fréquence, et qui est aussi ’adjoint de 'opérateur d’analyse :

Tg: 05(Z2) — Lo(R) (1.32)
{Cm,n}(m,n)EZ2 = Z(m,n)eZQ Cm,ngm,n(t)'
A partir de ces deux opérateurs, on définit la frame duale g de g telle que la relation :
T;Tg =1, (1.33)

soit respectée, avec I 'opérateur identité. Parmi toutes les frames duales existantes, il en existe
une ayant la propriété de minimiser la norme des coefficients engendrés par I'opérateur d’analyse :
la frame duale canonique [Chr08, Lemme 5.3.6]. En définissant Sg = Ty Tg I'opérateur de frame
(auto-adjoint, défini positif), et son inverse Sg ! (auto-adjoint, défini positif), alors la frame duale
canonique duale de g s’écrit simplement § = Sg lg. On vérifie rapidement que la frame duale
canonique est bien une frame duale :

Tngf = T; <gm,n; f)= T; <Sglgm,n§ f> = T; <gm,n§ S§1f> = T;Tgsglf = Sgsglf =T
(1.34)
Notons que 'opérateur de frame nous permet également de réécrire 'inégalité de frame sous
la forme suivante :

AllfIIP < (Sgfs £) < BIFIP, Vf € La(R). (1.35)

Comme nous ’avons évoqué plus haut, un cas particulier de frame survient lorsque la borne
supérieure est égale & la borne inférieure. On parle alors de frame étroite :

(Sefi f) = AlfI?, Vf € La2(R), (1.36)

avec 0 < A < 4o00. Ce qui signifie que opérateur de frame et son inverse prennent des formes
simples : Sz = Al et Sg_1 = A~'1. Notons alors que la frame duale canonique d’une frame étroite
est alors obtenue par simple mise & I'échelle g = A™1g.

Enfin, notons que pour une frame de Gabor, les bornes sont liées au prototype et & la densité
[Dau90, 1I-B-2-a]. Soit g une frame de Gabor de paramétre (Fp,Tp) et de prototype g(t), notons
p=1/(FoTp) sa densité, A sa borne inférieure et B sa borne supérieure, alors

A< plgl? < B. (1.37)
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Maintenant que l'on en sait un peu plus sur la théorie des frames et les frames de Gabor, il
convient de rappeler que toute famille de Gabor n’est pas forcément une frame. En particulier,
pour une famille de Gabor g de densité p, si :

— p <1, g ne peut étre ni une frame, ni une base de £o(R)?;

— p = 1, si g est une frame, alors c’est aussi une base (dite de Riesz, car elle respecte

I'inégalité de frame (1.30));
— p > 1, g peut étre une frame, mais pas une base de Lo(R).
Il peut étre tentant de systématiquement choisir p = 1, permettant 'unicité de la décomposi-
tion temps-fréquence. Cependant un tel choix, d’aprés le théoréme de Balian-Low, implique un
prototype mal localisé dans le plan temps-fréquence. Notons qu’une famille de Gabor avec p > 1
peut aussi trés bien ne pas étre une frame. De plus, il n’existe pas de procédure qui, sachant un
prototype, permettent de trouver tous les paramétres Fy et Ty menant & des frames de Gabor.

Nous allons maintenant montrer que dans le cas de prototypes a support temporel ou fré-
quentiel borné, il suffit de trouver les parameétres permettant de former des familles biortho-
gonales, par conséquence du théoréme de Wexler-Raz. On rappelle que deux familles g =
{gm,n(t)}(m’n)ezg et g = {gmvn(t)}(m,n)el2 sont biorthogonales si et seulement si :

<gm7n§ gp7q> = 5m—p5n—q Vm,n,p,q € Z. (138)

Notons que, par abus de language, nous parlerons aussi de biorthogonalité en présence d’une
relation du type (Gm.n; gp.q) = @Om—pdn—q, avec a € C*. Etablissons tout d’abord la définition
d’une séquence de Bessel. Soit g = {gm77l}(m7n)ezz une séquence dans un espace de Hilbert H. Il
s’agit alors d’une séquence de Bessel de borne B si et seulement si :

ST 1 Gmai )P <BIFI?, VfeH, (1.39)

(m,n)€Z?

oll B < oo est la borne de la séquence de Bessel. Le théoréme de Wexler-Raz s’énonce alors
comme ci-dessous.

Théoréme 1.1 (Wexler-Raz)

Soit g(t) € EQ(R), g(t) S EQ(R) et Ty > 0, Fp > 0.

St {ngo,nTo (t) =g(t— nTO)eﬂﬂmFot}(mm)ezz et {ngO,nTO (t) =g(t— nTO)eﬂﬂmFot}(m’n)eZQ sont
deux séquences de Bessel, alors elles constituent ausst deuz frames duales si et seulement si :

1
<g;gm/TD,n/Fo> = F[)To(sm(sn = ;577,571 V(m,n) S ZQ. (140)

Notons qu’en utilisant ce théoréme avec g(t) = g(t), on obtient une frame étroite de borne
A =1 (borne qui peut-étre ajustée, en utilisant (1.36) et (1.37), par simple multiplication de
g(t) par un scalaire). Plusieurs prototypes respectant (1.40) ont été développés dans le cadre
des modulations multiporteuses biorthogonales, en posant F), = 1/T, 'écart entre porteuses, et
T} = 1/Fy la durée d’un symbole multiporteuses (on rappelle que pour garantir la biothogonalité

20. g peut en revanche étre une base de Riesz d’un sous-espace de L2(R), c’est-a-dire une séquence de Riesz.
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d’un tel systéme, il faut imposer p’ = 1/(FyT;)) < 1). Ces prototypes peuvent donc étre utilisés
pour construire des frames, a condition de pouvoir former des séquences de Bessel. Or, d’aprés
[Chr08, Theorem 9.1.6], si g(t) € La(R) est bornée et a support borné, alors les systémes de
Gabor qu’il engendre sont des séquence de Bessel.

Théoréme 1.2 (|[Chr08, Theorem 9.1.6])

Soit g(t) € L2(R) borné et a support borné.

Alors {ngo,nTo(t) =g(t— 1”LT0)ej27”7"bF0t}(mﬁ)ez2 est une séquence de Bessel quel que soit le
choiz de Fy > 0, Ty > 0.

Ce résultat peut facilement étre étendu aux fonctions bornées dans le domaine fréquentiel, et
a support fréquentiel borné. En effet, si G(f) € L2(R) est borné et a support borné, les systémes
de Gabor {Gnrymp, (f) = G(f — mFo)ejQ’mTOf}(mm)ez2 qu'il engendre sont des séquences de
Bessel quels que soient Fy > 0 et Ty > 0 :

S [(Guromi H) P < BIHIP, VH € Lo(R). (1.41)
(m,n)eZ?

Notons G(f) la transformeée de Fourier de g(t), alors

FHGrrympy ()} (1) = g(t + nTp)el>mmHotnto), (1.42)
permettant d’écrire :
2 too ; 2
> KWF HGummr b)) = > / g (t +nTp)e 2rmfoHTolp)ar) - (1.43)
(m,n)eZ? (mn)ez2 '
+oo ) 2
= Z / g*(t — nTy)e 72mmEotp (1) dt (1.44)
(m,n)€Z? %
= Z |<ngo,nT0; h>|2 ) (1.45)

(m,n)€Z?

avec gmp nt, (t) = g(t —nTp)el?™™Fol Ainsi, par conservation du produit scalaire et de la norme
par la transformée de Fourier, on a :

Y HGummr HYP = Y [{gmpourssh) [P < BIH|* = B|[h|*, VA € Lo(R),
(m,n)eZ? (m,n)eZ?

(1.46)
en notant H la transformée de Fourier de h, ce qui signifie que les systémes de Gabor g =
{gmryn1i (t)}(m,n)ezQ sont aussi des séquences de Bessel quels que soient Fy > 0 et Ty > 0.

Nous présentons maintenant les prototypes qui seront utilisés dans la suite de ce manuscrit,
aingi que les conditions pour lesquelles ils engendrent des frames duales et, éventuellement,
étroites. Pour ce faire, soient g(t) € L2(R) et g € L2(R), on considérera les deux systémes de
Gabor suivants :

g = {gm,n (t)=g(t— nTO)ej'QTFmFOt}(m,n)GZ2 (1.47)
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et
g = {Gmn(t) = gt —nTp)e>™™ 00y (1.48)

Notons que la densité p = 1/(FpTp) de ces deux familles est strictement supérieure a l'uniteé,
puisque c’est une condition nécessaire pour obtenir une frame. A des fins de clarté, nous défi-
nissons également les deux familles

j2mmE! j2m et
g = {ghnn(t) = glt = nT)smm T | = {ghult) = gt = /R "}

(m,n)€Z2 (m,n)€Z2
(1.49)
et
A Y] — 2t _ 1 j2mmElt — ) _ j27T
g {gm,n (t) g(t nTO)e 0 }(m,n)GZQ {gm,n (t) (t ’I?,/F ) }(m,n)622
(1.50)

La densité de ces deux familles est donc p/ = 1/F{T{ = FoTp < 1. Ainsi, si g et g sont des
familles de Bessel, alors pour montrer qu’il s’agit de frames duales en vertu du théoreme de
Wexler—Raz, il suffira de montrer que g’ et g’ sont biorthogonales :

<g;7,q;g;n,n> = p'0m—pon—q Vm,n,p,q € L. (1.51)

Prototypes rectangulaires

Notons IIp(t) la fonction porte de largeur T > 0, définie par :

() = { L si fi] <3, (1.52)

0 sinon.

Ces prototypes sont utilisés dans le cadre de modulations multiporteuses orthogonales, en
particulier en OFDM avec ou sans préfixe cyclique Dans ce cas, la condition de biorthogonalité
entre g’ et §’ est respectée en choisissant g(t) = /1/T Iy, F/ ) et g = /1/T} HT/ , avec
p' < 1. On remarque que la condition est aussi respectee pour g(t =/1/T} HI/F’

Ainsi, en choisissant §(t) = g(t) = Fpllp,(t) (borné par \/ﬁo et a support borné en
[—Tv/2;Ty/2], voir figure 1.10), on obtient, pour p > 1, une famille g = § constituant une
frame étroite de borne A = 1.

De méme, en choisissant g(t) = v/Follg, (t) et §(t) = V/Folly g, (t), g et § sont deux frames
duales, mais puisque g(t) # g(t), & n’est pas étroite.

Enfin, si I'on choisit g(t) = \/}T)Hl/po (t), alors g ne forme pas une frame étroite. On peut
donc construire sa duale canonique & partir du prototype §(t) = Sglg(t) (voir figure 1.11). Dans
ce cas, la-encore, 'opérateur de frame inverse est évalué numériquement via la fonction gabdual
de la toolbox Matlab LTFAT (http://1ltfat.sourceforge.net/doc/gabor/gabdual . php).


http://ltfat.sourceforge.net/doc/gabor/gabdual.php
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(a) Réponse temporelle. (b) Réponse fréquentielle.

F1GURE 1.10 — Réponses temporelle et fréquentielle normalisées du prototype rectangulaire de
largeur T' : IIp(t).
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T T :
~D 0 L 0
(a) Réponse temporelle. (b) Réponse fréquentielle.

FiqurE 1.11 — Réponses temporelle et fréquentielle normalisées du prototype de la frame duale
canaonique pour la frame de Gabor g, de prototype g(t) = II; g, (t) et de densité p = 1.6 :

Sglg(t).
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Prototypes en racine de cosinus surélevé

Notons RCS74(t) le prototype en racine de cosinus surélevé de coefficient d’amortissement
0<a<1, et T >0, défini par :

(1+a(2-1)) sit =0,
RCSra(t) = { o (L +2)sin () + (1 - 2)cos(g5)) sit+qg, (153)

Tsin(nt(1—a)/T)+4at cos(nt(1+a)/T)

wt(1—(dat/T)?) sinon.

Dans le cadre de modulations multiporteuses biorthogonales, la condition de biorthogonalité
entre g’ et §’ est respectée pour p’ < 1 en choisissant g(t) = g(t) = FgRCSyy o(t) et o < 1/p'—1.

Ainsi, si §(t) = g(t) = RCSy/p) o (t)/v/To (de spectre borné par 1/,/p et & support fréquentiel
borné en [—(1 4+ «)Fy/2; (1 + a)Fp/2], voir figure 1.12), alors g = g est une frame étroite de
borne A = 1.

On peut également choisir g(t) = RCSy o(t), dans ce cas g ne forme pas une frame étroite.
On peut donc construire sa duale canonique & partir du prototype g(t) = Sg'g(t) (voir fi-
gure 1.11). Dans ce cas, opérateur de frame inverse est évalué numériquement via la fonction
gabdual de la toolbox Matlab LTFAT (http://1ltfat.sourceforge.net/doc/gabor/gabdual.

php).

T ---a=0 ---a=0
_|—a=05
.......... a=1

e

S5
|

(a) Réponses temporelle. (b) Réponses fréquentielle.

FIGURE 1.12 — Exemple de réponses temporelles et fréquentielles normalisées du prototype en
racine de cosinus surélevé de support fréquentiel [—(1 + a)/(27); (1 4+ «)/(2T)] : RCS7 ().

Prototypes courts minimisant 1’énergie hors-bande (EHB) et maximisant la locali-
sation temps-fréquence (LTF)

Les prototypes EHB et LTF sont deux prototypes optimisés de maniére & minimiser I’énergie
hors-bande et maximiser la localisation temps-fréquence, respectivement, tout en garantissant
lorthogonalité entre g’ et g’ pour p’ < 1. Leurs expressions sont données dans [PS11] et [PS13].


http://ltfat.sourceforge.net/doc/gabor/gabdual.php
http://ltfat.sourceforge.net/doc/gabor/gabdual.php
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(a) Réponse temporelle. (b) Réponse fréquentielle (valeur absolue).

Ficure 1.13 — Exemples de réponses temporelle et fréquentielle normalisées du prototype de la
frame duale canaonique pour la frame de Gabor g, de prototype g(t) = RCSt, o (t) et de densité

p=16: Sglg(t).

Ils sont utilisés en particulier dans les modulations multiporteuses & préfixe cyclique pondéré
[Roql2]. Tls présentent également un support temporel borné (voir figure 1.14) et sont dits
« courts » puisque dans le cadre de modulations multiporteuses biorthogonales, leur support
correspond a la durée d’un symbole multiporteuse (77).

Notons EHBr(t) et LTFp(t) les prototypes EHB et LTF, respectivement, de support
[~T/2;T/2] et de norme unitaire. Alors, par construction, si g(t) = g(t) = /p EHBy g (1)
ou si g(t) = g(t) = /p LTF /R, (t), alors g = § est une frame étroite de borne A = 1. En re-
vanche, pour tout p > 1, ils s’écartent des solutions optimales pour les critéres de minimisation
de I’énergie hors bande et localisation temps-fréquence. Les valeurs possibles de p sont :

— 21/20 < p < 5/3 pour g(t) = §(t) = /p EHB, /p, (1) [PS11];

— 21/20 < p < 2 pour g(t) = g(t) = \/p LTF /g, (t) [PS13].

1.4.2 Chaine de communication multiporteuse

Puisque les modulations multiporteuses ont pour but de répartir 'information de maniére
réguliére dans le plan temps-fréquence, 'opération de modulation multiporteuse peut étre vue
comine le dual de ’analyse temps-fréquence d’un signal : on dispose de symboles a différentes
coordonnées temps-fréquence, et on cherche a les convertir en signal de telle sorte qu’il soit
possible de les reconstruire & partir de ce signal.

Dans la suite de cette partie, on considérera la modulation d’une séquence & énergie finie c

de symboles ¢, , indexés par n en temps et m en fréquence, appartenant a une constellation A,

2.

centrée, indépendants et identiquement distribués et de variance o7 :

— C= {Cm,n}(m,n)eA € 62 (A) )
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(a) Réponses temporelle. (b) Réponses fréquentielle.

FIGURE 1.14 — Exemples de réponses temporelles et fréquentielles normalisées des prototypes
EHB et LTF de largeur T': EHBp(t) et LTFp(t) construits ici pour former une frame étroite a
p=8/T(T =1/F).

— E {cmmc;?q} = 020m—pOn—q, ¥V(m,n), (p,q) € A.

En pratique, une transmission se limitera & 1’utilisation de M porteuses et de K symboles
multiporteuses, tel que A = [0; M — 1] x [0; K — 1]. Cependant, lorsque ces deux nombres
prennent des valeurs élevées, et pour simplifier les calculs, on substituera parfois A par Z2.

Le modulateur consiste en un banc de synthése utilisant un prototype d’émission g(t) € L2(R)
a temps continu et g[k] € l2(Z) a temps discret. On parlera parfois d’impulsion de mise en
forme en lieu et place de prototype d’émission. Le signal en sortie du modulateur est noté
s(t) € L2(R) & temps continu et s[k] € ¢2(Z) a temps discret. Le démodulateur consiste en un
banc d’analyse utilisant un prototype de réception g(t) a temps continu et §[k] & temps discret.
Ce dernier recoit un signal r(t) € L2(R) a temps continu et r[k] € 2(Z) a temps discret qui est
le résultat de la corruption par le canal du signal émis. Dans le cas général, le signal recu s’écrira
r(t) = Hs(t) + b(t), (respectivement r[k] = Hs[k] + b[k] & temps discret) avec H l'opérateur de
canal (cf. partie 1.3), et b(t) (respectivement b[k]) un bruit additif blanc gaussien de variance
Jg. La sortie du démodulateur consiste en des estimées de ¢ que nous noterons ¢. Ces notations
sont illustrées en figure 1.15.

Enfin, pour permettre une comparaison juste de différentes modulations, nous comparerons
leurs performances en fonction du rapport signal & bruit par bit Ej/Ny. Cela permet notamment
de ne pas étre biaisé par ’amplification liée & la norme du prototype d’émission. Ainsi, I’énergie
par bit est définie par :

21 112
o gl
E,= <S— 1.54
TN, (1.54)
ot Ny = logy(]A]) est le nombre de bits par symbole. La notation Ny signifie que ’on considére

un bruit de densité spectrale de puissance bilatérale du bruit sur onde porteuse égale a Ny/2.
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FiquRre 1.15 — Synoptique d’une chaine de communication multiporteuse.

On la lie a la variance du bruit en bande de base par :

2
g
Ny =L

= 1.
2, (1.55)

Avec B la bande occupée par le signal.

1.4.2.1 A temps continu

Notons Fj I’espacement entre porteuses, et Ty 'espacement entre symboles multiporteuses.
La densité du systéme est donc p = 1/(FyTp). On définit la famille de Gabor d’émission, de pro-
totype g(t) € L2(R) par g = {gmn(t) = g(t — nTo)eﬂ”mFOf}(mvn) s et la famille de réception,
de prototype §(t) € L2(R) par § = {Gmn(t) = gt — nTo)eﬂ“mFot}(myn)eA.

L’opération de modulation s’écrit :

s(t) = Z Cmngmn(t) = Z Cmng(t — nTy)es?mmiot, (1.56)
(m,n)eA (m,n)EA

On remarque que lorsque A = Z2, il s’agit d’une opération de synthése : s(t) = Tgc. Dans ce
cas, il est intéressant que g soif une séquence de Bessel, puisque cela garantit que Tg est un
opérateur borné [Chr08, Téoréeme 3.1.3].

En réception, la démodulation s’exprime par :

+oo +oo .
Cpa = \Ipai ) = / Gpq()r(t)dt = / 7t = qTo)r(t)e 7>mrotdt. (1.57)

—0o0 — 00

On remarque que pour A = Z? il s’agit de l'analyse de 7(t) : € = Tgr(t). Dans ce cas, il
est intéressant que g soit une frame puisque, comme nous l'avons vu au début de la partie
précédente, cela garantit que plus le signal regu r(¢) est proche du signal émis s(t) (ou, de
maniére équivalente, moins le signal émis est modifié par le canal), plus les symboles estimés
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par le démodulateur seront proches de ceux estimés en présence d’un canal parfait (sans bruit
et non-dispersif).

En deéveloppant r(t) = Hs(t) + b(t) dans (1.57), et en exploitant la linéarité du produit
scalaire et de H, on obtient :

Cpq = (Gp.gi H5) + (Tpg; b) (1.58)
= Cpq (Ip.qi M) + Z Cmn (Ip.g; Homn) + (Gp,q:) -
—_—— N——
Signal utile (m.n)EA{(p.0)} Bruit filtré

Interférence : ip 4

Or, comme nous 'avons vu dans la partie 1.3.3, si la dispersivité du canal est bornée et si g(¢)
posseéde une bonne localisation temps-fréquence, on peut écrire Hgm, n (t) = Ly (mFo, n10)gmn(t).
Dans ce cas, (1.58) devient :

Cpg ~ CpgLn(pFo, q1o) (3 9)

+ > cmnLn(mFo,nT0) (Gp.g Gmm) + (Gpaib) . (1.59)
(mn)eM{(p.)}

Enfin, si g et § sont biorthogonales, alors le terme d’interference s’annule de telle sorte que les
symboles en sortie du démodulateur s’écrivent :

Cpg = CpaLin(pFo,qT0) (G5 9) + (Gp,g: b) - (1.60)

Ainsi, I’égalisation peut trés simplement s’effectuer par division de ¢, 4 par Ly(pFo, ¢To) (G; 9),
ou (g; g) est connu, et Ly (pFo, qTo) est estimé par I'insertion de symboles déterministes et connus
dans ¢ (insertion de symboles et porteuses « pilotes » ). Cette simplicité d’égalisation, conjuguée a
des implémentations efficaces de I’émetteur /récepteur a base de FE'T et /ou de filtrage polyphase
[Sic02], ont majoritairement participé a la démocratisation des systémes de transmission a base
de modulations multiporteuses.

Cependant, pour respecter la condition de biorthogonalité, il est nécessaire d’avoir une cor-
respondance unique entre chaque séquence de symboles ¢ possible et chaque signal possible s(t)
en sortie du démodulateur. De maniére équivalente, on peut dire que chaque vecteur s(t) gé-
néré doit étre associé a une unique décomposition ¢ = Tgs(t) dans f2(Z). Or, pour ce faire, il
faut que g soit une séquence de Riesz. Cependant, comme évoqué dans la partie précédente, si
p > 1, alors g ne peut pas étre une séquence de Riesz, ce qui induit systématiquement un terme
d’interférence entre impulsions de mise en forme. Ainsi, pour les modulations multiporteuses, on
généralisera la notion de cadence de Nyquist de la maniére suivante :

— si p < 1, la modulation opére en deca de la cadence de Nyquist (STN?2!);

— si p =1, la modulation opére & la cadence de Nyquist ;

— si p > 1, la modulation opére au-dela de la cadence de Nyquist (FTN 22).

21. Slower-Than-Nyquist (En deca de la cadence de Nyquist)
22. Faster-Than-Nyquist (Au-dela de la cadence de Nyquist)
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1.4.2.2 A temps discret

A des fins de simulation et autres implémentations numériques de I’émetteur /récepteur mul-
tiporteuse, nous détaillons ici leurs relations d’entrée/sortie & temps discret.

On se place dans le cas ou A = [0; M — 1] x [0; K — 1]. Considérons que le prototype g(t)
(supposé passe-bas et centré en 0) occupe une bande bilatérale By, on obtient alors que le
signal équivalent complexe en bande de base s(t) en sortie du démodulateur occupe une bande
bilatérale By = (M —1)Fy+ By. En supposant un grand nombre de porteuses (plus précisément :
|By— Fo| /(M Fy) < 1), la bande occupée par le signal modulé est bien approchée par B, = M Fy.

Ainsi, on peut choisir la fréquence d’échantillonnage de maniére a effectuer un echantillonnage
critique de s(t) : F, = 1/T, = Bs. On a donc Fy = F./M. D’autre part, en notant N le nombre
d’échantillons par symbole multiporteuse, on a Ty = NT,. On constate alors que la densité s’écrit
alors p = 1/(FoTp) = M/N.

Exprimons maintenant le signal modulé a temps discret :

= VTes(kTe) = VTe Y cmng(kTe — nTp)el>m ok (1.61)

(m,n)eA
= Z cmn\/ g _nN )*‘3J27Tﬁ]C (162)
(m,n)eEA
= Z Cm,ngm,n[k]y (163)
(m,n)eA

ou le facteur /I, permet la conservation de lénergie entre le domaine continu et le domaine
discret, et gm.nlk ] VTeg (k — nN)T,) /2™ 3% En définissant g[k] = v/Tog(kT,), on obtient :

Gmnlk] = glk — nN]e?? ik, (1.64)

De la méme maniére qu’a temps continu, on obtient les symboles en sortie du démodulateur
par projection du signal recu sur la famille de réception :

[e.9]

pg = (GpgsT Z gpq Z gk — qN]ej%%kT’[k]v (1.65)

k=—0o0 k=—oc0

avec gy q[k] = gk — qN]e>™ 7 et glk] = VTog(kT.).
Des études portant sur I'implémentation efficace de tels systémes selon les prototypes utilisés
sont par exemple & trouver dans [Sic02].

1.5 Communications & haute efficacité spectrale

Afin d’étre en mesure de choisir le schéma de communication le mieux adapté & une appli-
cation ou un scénario donné, il faut disposer de critéres de comparaison pertinents. Ceci n’est
cependant pas chose aisée. En effet, ces derniéres peuvent étre caractérisées par différents critéres
tels que, par exemple, la consommation énergétique, la complexité algorithmique, le débit ou
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encore la probabilité d’erreur. On comprend alors aisément qu'une bonne modulation pour une
application donnée devra respecter plusieurs de ces critéres.

Une modulation ayant pour but fondamental de transmettre de l'information, un critére de
comparaison intéressant consiste & quantifier la quantité d’information transmise par unité de
ressource physique, a conditions de canal fixées. Dans le cadre de ce manuscrit, la ressource phy-
sique que nous souhaitons économiser est la surface temps-fréquence occupée par la modulation.
Cela nous meéne a les comparer en terme d’efficacité spectrale, en bits.s~'1.Hz~!. Cette mesure
peut aussi s’exprimer comme le débit d’information binaire divisé par I’occupation spectrale, ce
qui nous méne & définir 'efficacité spectrale par :

= 1.66
=75 (1.66)
avec Dy le débit d’information binaire de la transmission et B la bande occupée par le signal
émis.

1.5.1 Limites théoriques

Pour une bande fréquentielle et un canal donné, il existe une limite fondamentale au débit
maximal atteignable tout en garantissant la possibilité théorique d’une communication « fiable » :
la capacité. Evoquée en premier par Shannon dans [Sha48] ; [Sha49], la capacité C est propre & un
canal, et se définit de telle maniére que si Dy est le débit d’information binaire de la transmission,
alors il ne sera possible d’obtenir, en réception, une probabilité d’erreur arbitrairement faible
que si Dy < C. Le fait d’étre en mesure d’obtenir une probabilité d’erreur arbitrairement faible
définit la notion de fiabilité, au sens de Shannon. Cette possibilité implique d’utiliser un systéme
de communication adéquat.

La formule de la capacité d’'un canal & bruit additif blanc gaussien est sans doute la plus
connue. En effet, méme s’il est possible de calculer la capacité de canaux linéaires tels que pré-
sentés dans la partie 1.3, la capacité sur canal BABG présente ’avantage d’étre un point de
comparaison universel, puisqu’il s’agit de la borne supérieure des capacités sur canaux sélec-
tifs [PS08, Chapitre 14]. Elle est donnée par :

Cpasc = Blog, (1 +RSB), (1.67)

avec B la bande fréquentielle occupée par le signal réel modulé et RSB le rapport signal a
bruit défini par I’équation (1.68). Pour obtenir une communication fiable sur canal BABG 23,
on cherchera donc a respecter Dy, < Cgapc. La densité spectrale bilatérale du bruit réel autour
de la fréquence porteuse étant Np/2, on en déduit que la puissance de bruit dans la bande B
occupée par le signal réel modulé est P, = NoB. D’autre part, par définition de 1’énergie d’un
bit, on a E, = PsTy, avec Ps la puissance du signal et T, = 1/Dj le temps d’un bit. On peut
donc écrire :

Ps  EyD,  Ey

RSB = -° — -
P, NoB Ny’

(1.68)

23. Bruit Additif Blanc Gaussien
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avec n lefficacité spectrale de la modulation. En injectant (1.68) dans (1.67), on obtient la
condition sur le rapport signal & bruit par bit garatissant une transmission fiable & une efficacité
spectrale donnée :

E E 2" —1
Dy, <Cpape & n<log, <1 + 77b> = i > . (1.69)
0

N No ™~ ¢
En analysant (1.67), on peut distinguer deux régimes distincts. Premiérement, quand RSB —
+00, on a Cpapa ~ Blog, (RSB) : la capacité évolue de maniére logarithmique avec le RSB
et de maniére linéaire avec 'occupation spectrale B. Le systéme est alors dit en régime de
bande contrainte, ou encore spectralement efficace. A l'inverse, si RSB — 0, alors en rappelant
que logy(z) = In(x)/In(2) et In(l + ) — x quand =z — 0, alors Cgapg ~ B.RSB/In(2) =
Ps/Ny/1In(2). La capacité varie alors linéairement avec la puissance du signal, et est indépen-
dante de la bande occupée. Le systéme est alors dit en régime d’énergie contrainte, ou encore
énergétiquement efficace. Par extension, on considére généralement que les systémes présentant
une efficacité spectrale supérieure & I'unité sont spectralement efficaces, tandis qu’a l'inverse, on
considére un systéme énergétiquement efficace & partir du moment ot son efficacité spectrale
est inférieure a l'unité [PS08, Chapitre 4|. Ainsi, dans la suite de ce manuscrit, on cherchera a
construire, par I'intermédiaire de la technique FTN, des systémes spectralement efficaces.

1.5.2 Mises en ceuvres pratiques

Rappelons tout d’abord que le lien établi entre efficacité spectrale et rapport Ej,/Ng en (1.69)
est une limite théorique qui suppose un systéme optimal dont on ne connait pas de réalisation
pratique. Il s’agit de la meilleure efficacité spectrale atteignable, tracée en figure 1.16. Afin de
comparer des systémes de communications réels & cette limite, on calculera tout d’abord son
efficacité spectrale limite ng pour un rapport signal & bruit infini. On déterminera ensuite le plus
petit rapport (Ep/No)o permettant d’atteindre une probabilité d’erreur Py (trés faible, typique-
ment 107°). Munis de ces deux informations, nous placerons enfin un point aux coordonnées
((Ep/No)o,mo) dont on pourra alors évaluer la distance a la limite théorique sur canal BABG.

Nous allons maintenant évoquer quelques techniques permettant de s’approcher de la limite
de Shannon. Notons enfin que la possibilité, pour un systéme de communication, de prendre dif-
ferentes positions dans le plan efficacité spectrale—FEy /Ny présente également un intérét substan-
tiel, puisque cela implique une meilleure capacité d’adaptation aux changements de conditions
de canal.

Augmentation de la taille de la constellation

Pour les modulations linéaires, une méthode trés simple pour augmenter Uefficacité spectrale
consiste & augmenter le nombre de bits par symbole (donc d’augmenter la taille de la constella-
tion, voir figure 1.17). Cependant, a énergie par symbole F constante, cela diminue la distance
entre les points de la constellation, et augmente par conséquent la sensibilité au bruit, comme
nous le verrons dans la partie 2.3. Par conséquent, pour obtenir une probabilité d’erreur P,
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Ficurk 1.16 — Efficacité spectrale maximale d’une transmission sur canal BABG en fonction du
rapport Ey /Ny en dB. On remarque que pour E,/Ny < In(2) (environ -1.6 dB, trait en pointillés)
il n’est en aucun cas possible d’établir une communication fiable.

identique en augmentant la taille de la constellation, il faut également augmenter le rapport

Ey/Np.
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FIGURE 1.17 — Passage d’une constellation QPSK ?* (croix) & une 8-PSK (croix et points). On
remarque que la distance entre les symboles diminue en augmentant le nombre de bits par
symbole, ce qui entraine une diminution de la résilience au bruit.

Cette méthode n’augmente que trés peu la complexité de I’émetteur et du récepteur. Ce-
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pendant, en ne permettant qu’une variation d’efficacité spectrale par pas de 1 bits.s™'.Hz ™!
au mieux, et vu les écarts de rapport signal a bruit que cela nécessite (voir figure 1.18) cette
technique manque de flexibilité.

Codage canal

Une méthode plus sophistiquée et plus efficace en terme de distance & la limite de Shannon
consiste a utiliser du codage canal, et en particulier de « bons codes ». Le lien entre codage et
capacité est en effet extrémement étroit. Cela est bien mis en évidence par le fait que Shannon
utilise des codes aléatoires ® dans la démonstration de existence de la capacité [Sha48].

Le fait d’utiliser un codage correcteur d’erreur dans le cadre de communications & haute
efficacité spectrale peut paraitre contre-intuitif au premier abord. En effet, en ajoutant de la
redondance dans un schéma de transmission donné, on diminue le nombre de bits utiles (par op-
position aux bits de redondance) transmis par unité de temps. Néanmoins, I'ajout de redondance
permet généralement de diminuer la probabilité d’erreur & un Ej,/Ny donné. Par conséquent, en
fiabilisant la transmission & un rapport signal & bruit plus faible, ils rendent possible 1'utilisation
de constellations d’ordre élevé & des rapports signal a bruit atteignables en pratiques.

Il existe deux principales familles de codes utilisées en pratique : les codes en blocs et les
codes convolutifs. Les premiers sont plutdt adaptés aux transmissions par blocs, tandis que les
seconds se prétent plus naturellement & la protection d’'un flot continu de données. De maniére
plus rigoureuse, les codes en blocs agissent sur un vecteur ligne m de K bits en utilisant une
matrice d’éléments binaires dite « génératrice » G de taille K x N, de maniére & former un mot
de code c de longueur N > K bits défini par :

c =mG. (1.70)

En plus de leur capacité de correction d’erreur, ils sont aussi beaucoup utilisés dans le cadre de
controle d’intégrité (détection d’erreur). Il existe de nombreuses sous-familles de codes en blocs
(codes cycliques, codes produits, codes de Reed-Solomon, etc.), possédant différentes propriétés
et pour lesquels différents algorithmes de réception sont & mettre en ceuvre. Notons que les
codes en blocs utilisés en pratique possédent une taille des mots de codes N généralement assez
¢élevée, de telle maniére qu’il n’est généralement pas possible d’utiliser un algorithme de décodage
optimal sans se heurter & des problémes de complexité d’implémentation. Ce type de code ne
sera pas utilisé dans la suite de ce manuscrit. Un codeur convolutif quant & lui associera, a
chaque bit my mis & son entrée a I'instant k, Ly bits en sortie notés cxo a cg,r,—1- On définit L,

réponses impulsionnelles binaires possédant L coefficients : g(!) = (g(()i) . g(Lill) (i €[0; Ly —1]),

25. Admettons que la taille des séquences binaires en entrée d’un codeur soit de Vi, éléments, et que celle des
séquences binaires a sa sortie (mots de code) soit de Nout > Nin éléments, alors un codeur aléatoire sera construit
en associant chaque séquence binaire d’entrée possible & une séquence binaire de taille Noyt choisie aléatoirement
parmi les 2™eut possibles.
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de maniére & ce que la relation d’entrée-sortie de ’encodeur s’écrive :
L-1
cri =Y g i, i€ 0Ly — 1], (1.71)
=0

ou la sommation s’effectue modulo 2. La ressemblance avec 'opération de convolution discréte
vaut a cette famille de codes son nom. Notons enfin que les réponses impulsionnelles sont souvent
données en représentation octale. Par exemple, le code convolutif (5,7) posséde deux réponses
impulsionnelles : g(® = (101) et g(» = (111). De nos jours, le décodage des codes convolutifs
est quasi-systématiquement effectué par l'algorithme de Viterbi (éventuellement & entrée et/ou
sortie souple) [Vit67]; [Bat87]. Pour les deux familles, on définit le rendement de codage par le
rapport du nombre de bits dans le message source et dans le mot de code : R = K/N pour un
code en bloc, et R = 1/L, pour un code convolutif.

Il est & noter que tous les codes correcteurs d’erreurs ne se valent pas. En particulier, ils ne
présentent pas le méme pouvoir de correction pour un rendement de codage donné. De plus,
méme un trés bon code, pour étre utilisable, doit pouvoir étre décodé de maniére efficace par le
récepteur. C’est-a-dire que l'on doit pouvoir disposer de décodeurs de complexité raisonnable.
Par exemple, on ne connait pas d’algorithme de décodage efficace pour les codes aléatoires
évoqués plus haut. Ainsi, ce n’est que relativement récemment (1991) que des codes correcteurs
d’erreurs d’implémentation pratiques et approchant de prés la capacité du canal BABG pour
une modulation BPSK (& 0.5 dB contre au moins 3 dB pour les meilleures solutions d’alors)
ont été développés [Ber+07, Chapitre 4] [BGT93]. Ces codes, plutdt que de former une nouvelle
famille & proprement parler, consistent en une concaténation de codes constituants classiques
(concaténation paralléle ou série pour les codes convolutifs, et codes produits pour les codes en
blocs), et leur décodage s’effectue en associant les décodeurs (qui doivent obligatoirement étre &
entrée/sortie pondérée — SISO 26) des codes constituants en un systéme bouclé [Ber+07, Chapitre
6]. Peu de temps aprés cette découverte, les codes LDPC et le décodage par propagation de
croyance, qui permettent eux aussi d’approcher de prés la capacité du canal BABG et développés
par Gallager en 1963, ont été redécouverts [Gal63]; [MN95]. On observe bien sur la figure 1.18
la proximité a la limite de Shanon permise par ces deux types de codes, comparés ici a un code
convolutif classique.

Les techniques de décodage des turbo-codes et des LDPC ont depuis été étendues pour
étre utilisables avec des constellations de plus de deux symboles. Pour cela, on utilisera géné-
ralement soit le principe de « modulations codées pragmatiques » établi par Viterbi pour les
codes convolutifs et dont I’approche est de séparer la démodulation du décodage, soit le principe
de modulations codées en trellis, introduit par Ungerboek et dont I'approche est d’optimiser
conjointement le codage canal et la conversion bit a symbole (qui peut étre vue comme une
forme de codage) [Vit+89]; [GGB94]; [Ung82]; [RW95]| [Ber+07, Chapitrel0].

Enfin, signalons que la technique du « poingonnage » consistant simplement & ne pas envoyer
certains bits de redondance du mot de code, permet de faire varier relativement finement 1'effi-

26. Soft Input—Soft Output (Entrée/sortie pondérée)
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cacité spectrale du systéme en fonction des conditions du canal, mais implique une diminution
de la résilience au bruit.

10 = .
® (4-QAM |
= ® 16-QAM ® 16-PSK
i ® 3-PSK 1

~ - ® QPSK s
T |

> |

w1 ® DVB-S2LDPC @ @ BPSK =
2 i E ® (13,15) Turbo code (5,7) Code convolutif 1
= = |

01 : | | | | | | | | | | |
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Ey/No (dB)

F1GURE 1.18 — Comparaison de l'effet sur efficacité spectrale de différentes techniques de trans-
mission, pour une probabilité d’erreur cible P, = 10~°. Les techniques de codage canal ont ici
été appliquées & une modulation QPSK, avec des blocs de 16384 bits pour le code convolutif et
le turbo-code, et de 32400 bits pour le code LDPC. Le code LDPC est issu de [ETS14].

Densification de la signalisation

Classiquement, pour éviter d’avoir & compenser le terme d’interférence dans (1.58), on choisit
de respecter le critére de Nyquist. Cela limite néanmoins la densité du systéme, et par conséquent,
pour une constellation donnée, son efficacité spectrale. Illustrons cela en monoporteuse, puis en
multiporteuse. En monoporteuse, le respect du critére de Nyquist implique que le rythme symbole
R soit inférieur ou égal & la bande B occupée par le signal. En notant N, le nombre de bits par
symboles et Dy le débit d’information binaire, on a :

D
R<B <= ﬁ”gB & <N, (1.72)
b

Le principe du FTN, en monoporteuse, est de permettre R > B, et donc n > N,. En multipor-
teuse, en notant M le nombre de sous-porteuses et Ty le temps d’'un symbole muliporteuse, le
débit d’information binaire s’écrit Dy, = Np.M/Ty. D’autre part, comme nous l’avons vu dans
1.4.2.2, en supposant un grand nombre de porteuses, et en notant Fy l’écart inter-porteuses,
alors la bande occupée par le signal multiporteuse est bien approchée par B = M Fy. On peut
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donc exprimer 'efficacité spectrale en multiporteuse par :

Dy N
B TyFy

— Nip. (1.73)

avec p = 1/(TpFp) la densité du systéme multiporteuse. Comme nous ’avons vu dans la partie
1.4.2.1, et & l'instar du comportement en monoporteuse, choisir p > 1 permet d’augmenter
Iefficacité spectrale au prix d’une interférence entre impulsions de mise en forme qui devra étre
compensée par le récepteur. On remarque que p étant réel, ’on dispose de toute latitude pour
ajuster finement Defficacité spectrale a la hausse en fonction des conditions du canal, & condition
de pouvoir correctement compenser l'interférence.

Evoquons ici le fait que le FTN est un cas particulier de signalisation a réponse partielle
PRS ?". La signalisation a réponse partielle regroupe toutes les techniques consistant a introduire
de maniére délibérée de l'interférence entre impulsions de mise en forme. Cependant, le terme
PRS est plutot utilisé lorsque cette introduction d’interférence a pour but d’obtenir des propriétés
spectrales particuliéres. On pourra trouver plus de détail sur cette technique dans la référence
suivante [KP75].

Enfin, de la méme maniére qu’en codage canal, la capacité & augmenter 'efficacité spectrale
via la technique FTN dépendra aussi de la complexité de démodulation admissible. En parti-
culier, nous verrons dans la partie 2.4.1 que le récepteur FTN optimal posséde une complexité
rédhibitoire en multiporteuse. Un des principaux objectifs de ce travail de thése sera donc de
proposer des structures sous-optimales proposant un bon compromis entre probabilité d’erreur
et complexité algorithmique.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini le concept de communication comme le moyen de trans-
mettre un message au travers d’'un canal. Nous avons ensuite expliqué que les avancées techno-
logiques dans le domaine du traitement numérique des données font des communications numé-
riques I'un des moyens de communication les plus incontournables, faisant ’objet de travaux de
recherche encore trés actifs.

Nous avons ensuite présenté un modéle classique de chaine de communication numérique,
sur lequel nous travaillerons en ne considérant que les fonctions de codage et de décodage canal,
chargés de protéger le message par l’ajout de redondance, de modulation et de démodulation,
chargées d’effectuer la conversion entre signal numérique et signal physique, ainsi que le canal.

Ce dernier, imposé par 'application et son contexte de mise en ceuvre, a pour effet d’in-
troduire de l'incertitude au niveau du récepteur sur le message envoyé. Nous avons introduit
une modélisation déterministe pour les canaux sélectifs en fréquence (LTT), présentant de effet
Doppler (LFI), et variants dans le temps (LTV) c’est-a-dire présentant a la fois une sélecti-
vité fréquentielle et un décalage Doppler. L’introduction des notions de fonctions propres et de

27. Partial Response Signaling (Signalisation & réponse partielle)
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fonctions propres approchées pour ces trois types de canaux nous a permis de conclure que les
modulations multiporteuses sont bien adaptées & la transmission sur canaux LTI et LTV.

Les modulations multiporteuses ont pour effet de répartir les symboles élémentaires de la
transmission dans le plan temps-fréquence. Afin de permettre leur analyse, nous avons donc
introduit la théorie des frames, empruntée a la communauté de 'analyse temps-fréquence, et
en particulier les frames de Gabor. Par la suite, un modéle a temps continu ainsi qu’un modéle
a temps discret de ce type de modulation ont été donnés. Ce modéle met en avant l'existence
d’une densité, paramétre permettant de choisir & quel point les symboles élémentaires de la
transmission sont comprimés dans le plan temps-fréquence. Ce paramétre permet donc d’agir
sur Defficacité spectrale de la transmission. En particulier, choisir une densité sur-unitaire per-
met d’augmenter Uefficacité spectrale, au prix d’'une complexité de réception plus élevée. Cela
correspond & une transmission au-dela de la cadence de Nyquist (FTN).

Enfin, en introduisant la capacité de Shannon, nous avons mis en avant que 'efficacité spec-
trale d’une transmission, & conditions de canal données, ne peut pas étre choisie arbitrairement
élevée. Nous avons ensuite expliqué que 'augmentation de la taille de la constellation permet
d’augmenter 'efficacité spectrale, au prix d’une sensibilité accrue au bruit. A Iinverse, 'ajout
de redondance permet de diminuer la sensibilité au bruit, au prix d’une baisse de Defficacité
spectrale. Une autre maniére d’agir sur efficacité spectrale est de modifier la densité de la
transmission. En particulier, nous verrons dans le chapitre suivant que la technique FTN permet
méme, sous certaines conditions, d’augmenter 'efficacité spectrale jusqu’a un certain point sans
pour autant nécessiter de meilleurs rapports signal & bruit.
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2.1 Introduction

Lalimite de Nyquist a originellement été introduite pour permettre des transmissions & bande
limitée sans interférence entre impulsions de mise en forme aprés échantillonnage au temps
symbole ! sur canal & BABG [Nyq28a]. En monoporteuse, elle stipule que le débit symbole
R = 1/Ty (avec Tp l'espacement temporel entre symbole) doit impérativement étre inférieur
ou égal & la bande bilatérale occupée par 1’équivalent complexe en bande de base du signal
a transmettre : R < B. Comme nous l'avons vu dans la partie 1.4.2, une telle limite existe
également pour les modulations multiporteuses, et porte a la fois sur I’espacement en temps Ty
et sur 'espacement en fréquence Fy entre impulsions de mise en forme : p = 1/(FyTp) < 1.

Le critére de Nyquist est systématiquement respecté dans les standards de communication
actuels, et est rarement remis en question dans la mesure ou il simplifie sensiblement les relations
d’entrée/sortie. Pourtant, dés 1975, Mazo montre que dans certaines conditions, il est possible
de transmettre & un débit symbole Ryia,0 25% plus élevé que la limite de Nyquist R sans pénalité
en termes de TEB 2, mais & condition d’utiliser un détecteur optimal au sens de la minimisation
de la probabilité d’erreur [Maz75]; [For73]. A cette époque, bien que 'algorithme de Viterbi ait

1. Lorsque le critére de Nyquist est respecté, les impulsions de mise en forme peuvent interférer dans le
domaine analogique, mais pas aprés échantillonnage au temps symbole.
2. Taux d’Erreur Binaire

45
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déja été découvert (en 1967 |Vit67]) et étudié [For73|, une détection au maximum de vraisem-
blance d’un signal présentant de l'interférence entre symbole restait infaisable en pratique. Plus
tard, Mazo dira avoir effectué cette étude par simple curiosité [Das+14, Préface|. Cependant,
avec 'augmentation des capacités de calcul, et devant des ressources spectrales toujours plus
contraintes, la technique FTN a été redécouverte au début des années 2000. Les travaux de
Mazo ont alors été étendus & différentes impulsions de mise en forme et différents alphabets de
modulation et, plus important en ce qui nous concerne, aux modulations multiporteuses [RA05] ;
[RAO08]. De méme, de nombreux efforts ont été déployés pour proposer des techniques de dé-
tection a complexité réduite [TPB16]; [Lahl7]; [DRO10|. Nous verrons cependant que, dans le
cas du FTN multiporteuse, la plupart des algorithmes de détection optimaux ou quasi-optimaux
sont algorithmiquement trop demandeurs pour permettre une implémentation pratique.

Ce chapitre est organisée de la maniére suivante. Premiérement nous aborderons les diffé-
rences fondamentales entre FTN monoporteuse et FTN multiporteuse en termes de modéles.
Nous verrons également que I'’hypothése de bruit blanc en sortie du récepteur linéaire est im-
possible a satisfaire dans le cas général dans ce contexte. Nous aborderons également deux
modeélisations distinctes pour un systéme FTN multiporteuses : la premiére ayant été introduite
par Rusek et Anderson [RA05], et la seconde permettant de s’appuyer plus naturellement sur
la. théorie des frames. Ensuite, nous définirons le concept de limite de Mazo, en monoporteuse
et en multiporteuse, et présenterons les principaux travaux de recherche sur la théorie des sys-
témes FTN. Les deux parties précédentes permettent d’expliquer les besoins exigeants en termes
d’optimalité de la détection des systémes FTN, et posent les bases des modéles mathématiques
permettant de développer différentes techniques de détection, optimales et sous-optimales, dans
la troisiéme partie. La question de la détection et du décodage conjoint des transmissions F' TN
codées, via des techniques de turbo-égalisation, y sera également traitée. Nous y développerons
en détail les raisons qui font que la plupart des schémas de détection en FTN monoporteuse
ne sont pas envisageables en F'TN multiporteuse, ce qui permettra la transition vers le chapitre
suivant, dont 'objectif est de proposer et d’étudier des structures de réception présentant un
bon compromis performance—complexité.

2.2 FTN monoporteuse et FTN multiporteuse

Cette section a pour objectif de montrer les différences fondamentales de modélisation du
FTN monoporteuse et multiporteuse. Elle servira de base a la section suivante, ot nous discu-
terons des techniques de détection envisageables.

2.2.1 FTN monoporteuse

En monoporteuse, une fagon simple et trés utilisée d’obtenir un systéme FTN consiste a
partir d'un systéme respectant le critére de Nyquist au rythme symbole Tj, et de simplement
accélérer ce rythme symbole par un facteur 0 < 7 < 1. La nouvelle durée symbole obtenue s’écrit
alors T} = 7Ty < Tp.
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Considérons g(t) € L2(R) le filtre d’émission, §(t) € L2(R) le filtre de réception et h(t) =
(g * g)(t). Typiquement, g(t) est un filtre en « racine de Nyquist » tel qu’un racine de cosinus
suréleve, et g(t) le filtre adapté & g(t) (permettant de maximiser le RSB ?), de sorte que h(t)
permette de respecter le critére de Nyquist a la cadence Tp.

Avec ces notations, en considérant I’émission d’une séquence de symboles ¢ = {c;};c, sur
canal BABG, le signal re¢u aprés filtrage de réception s’écrit :

r(t) =Y ah(t —1rTh) + (b= g)(t), (2.1)
l

avec b(t) un bruit blanc gaussien complexe circulaire. Un modéle a temps discret s’obtient en
échantillonnant tous les 71 :

r[n] = Z chln =1+ (b= g)[n] = s[n] + (b* g)[n] = ¢&,. (2.2)
l

A des fins de simplification, on considérera que h[n] est a RIF*. D’autre part, h[n] posséde
forcément plus d’un coefficient non-nul (dans le cas contraire, il n’y aurait pas d’interférence
entre impulsions de mise en forme et le critére de Nyquist ne serait donc pas violé).

L’expression du signal re¢u (2.2) prend la méme forme que lors d’'une transmission mono-
porteuse a la cadence de Nyquist sur canal LTI, a la différence que ce « canal » h[k| est ici
parfaitement connu. Une autre différence concerne le traitement du terme de bruit (g * b)[n].
En effet, lors d’une transmission sur canal LTI, on filtre généralement le signal r[n] par un
filtre blanchisseur f[n], de sorte que le bruit filtré aprés échantillonnage (f * ¢ * b)[n] soit blanc.
Cependant, dans le cadre d’une transmission FTN, le filtre blanchisseur est généralement mal
défini, ce qui demandera d’adapter certaines des techniques de détection issues de 1’égalisation
de canaux LTI [ARO13].

2.2.2 FTN multiporteuses

Sur le méme modéle que (2.1), plusieurs auteurs se basent sur un systéme multiporteuse
orthogonal & p = 1, et introduisent deux facteurs d’accélération : un en temps 0 < 7 < 1, et un
en fréquence 0 < v < 1 [DRO10]; [ARO13]; [Lin+15]. En reprenant les notations de la partie
1.4, le signal vu par le démodulateur s’écrit :

r(t) = Z Cmng(t — nTTy)el?mm ot — Z CmnGmunr (t)- (2.3)
(m,n)eA (m,n)EA

Les prototypes d’émission g(t) et de réception ¢(t) sont choisis tels que, pour 7 = v = 1, on ait :
(Ip.qs 9mm) = Om—pOn—q. (2.4)

En revanche, & partir du moment ou p = 1/(rv) > 1, alors (Jpu.gr; Gmvnr) 7 Om—pOn—q DAr
construction (voir sous-section 1.4.1). Cette approche a cependant pour désavantage que les

3. Rapport signal & bruit
4. Réponse impulsionnelle finie
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prototypes d’émission et de réception ne peuvent pas jouir d’'une bonne localisation temps—
fréquence. Cela est une conséquence directe du théoréme de Balian—Low, les prototypes devant
respecter (2.4) quand p’ = 1. Pour contourner ce probléme, il est possible d’appliquer le méme
principe en partant d’un systéme OFDM/OQAM orthogonal.

Cependant, dans le cas FTN, puisque la contrainte d’orthogonalité entre impulsions de mise
en forme est relachée, il est possible de se soustraire au théoréme de Balian—Low. Il est donc
possible, par un choix judicieux de g(t), d’obtenir une bonne localisation temps-fréquence avec
p > 1. Ainsi, notre approche dans ce manuscrit sera de considérer un signal multiporteuse de la
forme suivante :

s(t) = Z Cmng(t — nTy)es?mmiot, (2.5)
(m,n)eA

avec p = 1/(FyTp) > 1, pour lequel on se laissera toute latitude dans le choix du prototype.
Sur canal BABG, expression des symboles estimés se déduit aisément de (1.58) :

Cpq = Z cmn (Gp,g3 9mom) + (Ip.qi 0) 5 (2.6)
(m,n)eA

que l'on réécrit comme suit, de maniére & simplifier certains développements de la partie 2.4

Cpa = Z Cmnzgpq gmnll] + (Gp.q3 b) (2.7)

(m,n)eA

Z cngg [l —qNlg l—n]\7]6727T s + (Gp,q: ) (2.8)
(m,n)eA

= 3 ena 20 Moll - (n = NPT 4 i) (29)
(m,n)eA

= 3 cundgglm —pn— qP?TTN 4 (g, 00 (2.10)
(m,n)eA

avec Ag g[m,n] = 32, *[]g[(I — n)N]e??7 3. On remarque ici une certaine ressemblance avec le
cas d’une transmission multiporteuse sur canal radiomobile (1.59). De la méme maniére qu’en
monoporteuse, on utilisera donc des techniques d’égalisation afin de traiter I'interférence. Notons
enfin qu’ici aussi, le terme de bruit filtré (g, 4;b) n’est pas blanc, ce qui appellera & quelques
modifications des égaliseurs.

2.3 Limite de Mazo

Dans cette section, nous détaillons une partie des justifications théoriques qui font du FTN
une technique de transmission intéressante.

Définissons tout d’abord le concept de distance euclidienne minimale entre signaux dpin, qui
nous permettra d’évaluer les performances asymptotiques en termes de probabilité d’erreur d’un
format de modulation donné, dans le cas ot un détecteur optimal au sens de la minimisation
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de la probabilité d’erreur est utilisé. Soient deux séquences de symboles ¢ = {Cpmn}mmn)en et
¢/ = {Cchuntmnyea telles que ¢ # ¢’, et leurs signaux modulés associés s(t) et s'(t), alors la
distance euclidienne minimale entre signaux est définie par :

2
. 2 .
iy, = omin[ls@) - st = TR > (Cmm — ) Imn(t) (2.11)
(m,n)eA
2
= min € )| 2.12
Sin > emngmal) (2.12)

(m,n)eA

ou & = {e = {emmn — ¢ ’ Cmns Cmn € A Y(m,n) € A} Remarquons que dans le cas

m ”} (m,n)eA
ou la famille d’émission g est orthonormale (ce qui n’est possible que lorsque le critére de Nyquist

est respecté), alors la distance minimale ne dépend que de 'alphabet de modulation A utilisé :

2
dh= min || Y emngmal(t) (2.13)
ecE\{0} (m,n)eA
2
+oo
= min EmnImn(t)| dt 2.14
min | 3 el (2.14)
+o0o
= min €m,nCrm mon (8) Gy (0)dE 2.15
2 X > [ i) (2.15)
= min emnem n (9m! '3 Gmn 2.16
ecE\{0} ZEA (m;)EA <g g > ( )
= min > lemanl (2.17)
eES\{O}( A
_ ol 2.18
nin l€mnll” (2.18)

Ainsi, une spécificité des modulations FTN est que la distance euclidienne minimale entre signaux
est lié & l'alphabet de modulation d’une part, mais aussi au prototype d’émission utilisé. Le
concept de distance euclidienne minimale est fondamental dans ’étude du comportement d’une
modulation en termes de probabilité d’erreur atteignable. En effet, en présence de bruit blanc
gaussien, il a été montré par Forney que la probabilité d’erreur symbole P, atteinte a ’aide du
détecteur au maximum de vraisemblance® est bornée par :

m(f%)s&sm&(%%» (2.19)

5. Notons que le détecteur au maximum de vraissemblance minimise la probabilité d’erreur en présence de
symboles IID.
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ot Q(+) est la fonction de répartition complémentaire d’une variable aléatoire normale centrée
réduite, tandis que K, et Ky sont deux constantes réelles [For73]. Notons que le rapport K, /Ky
tend vers 1 lorsque le rapport Ep/Ny tend vers Uinfini, de telle maniére que (2.19) est trés utilisé
pour évaluer le comportement asymptotique du détecteur optimal.

La distance euclidienne minimale est donc un paramétre déterminant pour les performances
d’un systéme de communication. Or, dans son article de 1975, Mazo a montré que dans le
cas monoporteuse, en utilisant une impulsion de mise en forme en sinus cardinal de maniére &
respecter le critére de Nyquist & 7 = 1 et un alphabet de modulation BPSK ©, alors il est possible
de choisir 7 > 0.8 sans modifier la distance euclidienne entre les signaux émis [Maz75]. Ce résultat
a par ailleurs été démontré dans [MLS8S8|. Soit un modulateur monoporteuse fonctionnant a la
cadence de Nyquist, et notons dy la distance euclidienne minimale entre les sighaux engendrés
par ce dernier. Alors le facteur d’accélération minimal tel que la distance euclidienne minimale
entre symboles reste dy généralement nommé « limite de Mazo », est définie par :

TMazo = OI<IlTiI<11 {T|dmin = dO} . (220)

Concrétement, cela signifie que tant que la limite de Mazo n’est pas atteinte, il est possible
d’augmenter le débit symbole du systéme orthogonal sans augmenter la probabilité d’erreur.
Cependant, comme nous le verrons en section 2.4, cela implique une complexification significative
du récepteur, ce qui explique que la technique FTN ait été peu considérée jusqu’au début des
années 2000. En 2003, Liveris observe par simulation ’existence d’une limite de Mazo en utilisant
des impulsions de mise en forme en racine de cosinus surélevé [LG03]. En 2008, Rusek propose
un algorithme permettant la recherche de dpni, de maniére efficace, et montre I’existence d’une
limite de Mazo pour des alphabets de modulation d’ordre supérieur (en utilisant une mise en
forme en racine de cosinus surélevé) [RA08|.

Enfin, en 2005, Rusek montre 'existence d’une limite de Mazo pour les modulations mul-
tiporteuses filtrées & base de prototypes en racine de cosinus surélevés. Il indique en outre que
le FTN multiporteuse semble permettre de meilleurs gains en efficacité spectrale que le FTN
monoporteuse [RA05]. Considérons le formalisme FTN multiporteuse de (2.3), notons dy la
distance minimale du systéme orthogonal de départ, alors la limite de Mazo dite « a deux
dimensions » est définie par I’ensemble des couples de facteurs d’accélération temporels et fré-
quentiels (TMazo, YMazo) t€ls que dmin = dop, et tels que dmin < dop si (7,7) = (TMazo, YMazo — ¢) OU
(7,v) = (TMazo — ¥, VMazo) V¢, ¥ > 0.

Comme nous 'avons évoqué dans la chapitre 1 (partie 1.5.2), la densification de la signa-
lisation, tant qu’elle ne dépasse pas la limite de Mazo, a le potentiel d’augmenter 'efficacité
spectrale des modulations basées sur le respect du critére de Nyquist, sans pour autant néces-
siter des rapports signaux-a-bruit plus importants. Cela signifie qu’en théorie, tous les points
de la figure 1.18 pourraient étre décalés vers de meilleures valeurs d’efficacité spectrale. Cepen-
dant, pour tirer le meilleur parti des modulations FTN, il faut utiliser un détecteur optimal
au sens de la minimisation de la probabilité d’erreur. Dans la partie suivante, nous donnerons

6. Binary Phase Shift Keying (Modulation par saut de phase binaire)
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des algorithmes implémentant de tels détecteurs. Des solutions sous-optimales seront également
présentées, et nous finirons par une discussion sur les compromis performances/complexité de
ces différentes solutions.

2.4 Techniques de détection

Comme nous ’avons vu dans la partie précédente, ’effet d’une transmission FTN se modélise
de maniére similaire & I’effet d’un canal sur une transmission & la cadence de Nyquist. Il est ainsi
naturel de se tourner vers les techniques d’égalisation, développées dans ce contexte. De plus,
considérant les possibilités ouvertes par les techniques de décodages probabilistes et itératives
des codes concaténés (voir partie 1.5), et vu I'omniprésence de codes correcteurs et /ou détecteurs
d’erreurs dans les systémes de communication numérique, nous présenterons également les tech-
niques de turbo-égalisation, dont I’approche initiale est de considérer une transmission codée sur
canal, de modéliser ce dernier comme un code, et d’appliquer des techniques de turbo-décodage
sur la concaténation du code correcteur d’erreur et du canal [Dou+95].

2.4.1 Egalisation
2.4.1.1 Egalisation au maximum a posteriori

Intéressons-nous tout d’abord a 1’égalisation d’une séquence au maximum a posteriori (MAP 7).
1l s’agit d’une approche probabiliste dans laquelle la séquence de symboles émis ¢ € AK*M (avec
K le nombre de symboles multiporteuses et M le nombre de sous-porteuses, ce qui implique
A = [0; M — 1] x [0; K — 1]) est modélisée comme une variable aléatoire. Le but est alors de
maximiser la probabilité que la séquence de symboles égalisés € € AK*M soit égale a la séquence
émise :

¢ = argmax P{c =¢c|Y = ¢}, (2.21)
CeAKxM
ot1 € € CEXM Pobservation, est la séquence de symboles estimée aprés filtrage, donnée par (2.2)
en monporteuse et (2.10) en multiporteuse, et Y est la variable aléatoire associée. Notons que
lorsque les symboles sont IID®, (2.21) se réduit & trouver € selon le critére du maximum de
vraisemblance (MV ?).

Dans le cas général, la résolution du probléme en (2.21) requiert une recherche exhaustive,
dont la complexité est en O (|A]K xM ) Une telle complexité est inenvisageable en pratique, sauf
pour une transmission de peu de symboles (K et M faibles), avec une constellation a faible
nombre d’états (telle qu'une BPSK).

Cependant, dans le cas monoporteuse (M = 1), puisque h[k] est & RIF, alors le systéme peut
étre représenté sous la forme de registres & décalages et d’une fonction combinant les sorties de
ces registres (voir figure 2.1c). A chaque instant n, le systéme est donc dans un état r, € R

7. Maximum A Posteriori
8. Indépendants et Identiquements Distribués
9. Maximum de Vraissemblance
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représenté par la valeur stockée dans les registres (R étant I’ensemble des états que peut prendre
le systéme), et l'état suivant, sachant ’état courant, ne dépend que de l'entrée du systéme a
I'instant n + 1 : ¢y = {Cm,n}me[();M—l]- Le systéme se modélise donc comme une chaine de
Markov, laquelle peut aussi étre représentée par son diagramme d’état (voir figure 2.1b). Une
autre représentation, faisant intervenir le temps et introduite par Forney [For73], est le « treillis »
(voir figure 2.1d).

A partir de cette représentation, si on arrive & définir une meétrique (ou distance) pour chaque
branche de ce treillis, alors le probléme (2.21) se résume a une recherche du plus court chemin
dans un graphe dirigé et acyclique : un treillis. Ceci est trés exactement le fonctionnement de
lalgorithme de Viterbi [Vit67]; [For73]. Notons qu’il existe deux métriques selon le type de
bruit :

— lorsque le bruit est blanc (ou s'il existe un filtre blanchisseur), on utilise le modéle de

Forney, pour lequel les métriques de branches sont données dans [For73, Partie III]'°;

— lorsque le bruit est coloré, on utilise le modéle d’Ungerboeck, pour lequel les métriques

de branches sont données dans [Ung74, Equation 23| [RCS15, Equation 9].
Notons que le modéle d’Ungerboeck a jusque-1a suscité peu d’intérét dans la communauté des
communications numériques. Il est néanmoins incontournable pour les communications FTN, ot
le filtre blanchisseur est généralement mal défini [ARO13].

L’algorithme de Viterbi analyse chacune des branches du treillis, sa complexité est donc li-
néaire avec la longueur de la séquence et le nombre de transitions possible entre deux instants. En
pratique, le nombre de branches maximal entre deux instants étant le carré du nombre d’états, la
valeur de complexité généralement retenue est O (K \R\Q) En monoporteuse, le nombre d’états
est lié a la taille de la réponse impulsionnelle de h[k], notée Ly, et a la taille de ’alphabet de mo-
dulation par |R| = |A|*»~1, de telle sorte que la complexité de I'algorithme de Viterbi, appliqué
au probléme d’égalisation, est en O (K|A|2(Lh*1)). Une telle égalisation peut alors étre envisagée
pour des alphabets & faible nombre d’états, et une réponse impulsionnelle modérément longue
(selon la capacité de calcul disponible), ce qui implique un facteur d’accélération 7 modérément
faible.

Pour analyser la complexité de 'algorithme de Viterbi en multiporteuses, il convient tout
d’abord d’exprimer la relation d’entrée/sortie du systéme multiporteuse de maniére a étre com-
patible avec une représentation en treillis :

Cpq = Z CmnAgglm —p,n — ‘J]@j%%(ﬂv + (Tpg; b) (2.22)
(m,n)eA
K—1 K-1
&g = Y Aggln—a,qlcn +bg =) Agglg—n, qlea +bq, (2.23)
n=0 n=0
- _ _ T T y . T
avec €y = (Com,--->CM—1,n) 5 €n = (Comy---sCM—1m) 5 g = ({J0,q50))s- -+, ((Grmr—1,450)) ",

10. Lorsqu’en plus, la distribution du bruit suit une loi gaussienne est que les symboles sont IID, on retrouve
I’algorithme de Viterbi sous sa forme « classique », optimale au sens du maximum de vraisemblance, et ou les
métriques de branche correspondent a la distance euclidienne entre ’observation ¢, et le symbole d’entrée c,
associé a la branche considérée.
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F1GURE 2.1 — Plusieurs maniéres de modéliser une transmission sur canal discret équivalent. On
considére ici une transmission BPSK (A = {—1;+1}) monoporteuse sur canal Proakis B [PS08,

Chapitre 9].
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%
Agon,ql = Ag g[—n,q] et Agg[n, q] une matrice Toeplitz définie par :

Ag7g [n7 q] -
Ag.gl0,7] Aéyg[lvn]eﬂﬂﬁq]v e Agg[M -1, ”]6j27r%qN
Agg[—1,m]er?m 5 aN Aggl0,m] s A g[M — 2, e N
Aggll — M,n]e??™ 5 0N Ay 2 — M )/ 50 oV . A gl0,7]
(2.24)

Notons, sans que cela ne modifie le fonctionnement de 1’algorithme, que la dépendance en ¢ dans
le terme Ag g[q —n, q] de (2.23) rend le treillis variant dans le temps. Ici, les registres a décalage
ont vocation & recevoir les vecteurs cyp, a valeurs dans |A|M. Cela signifie qu’en définissant L, tel
que Agg[n,q] = 05sin ¢ [0; L, — 1], alors le nombre d’états dans le treillis est |R| = |.A|M(Fa=1),
menant & une complexité de l'algorithme de Viterbi appliquée au probléme d’égalisation du
FTN multiporteuse exponentielle avec le nombre de sous-porteuses O (K|A|2M(LQ_1)). Or une
telle complexité est inacceptable pour un format de modulation dont le principe est justement
d’utiliser de nombreuses sous-porteuses.

Enfin, notons qu’il est aussi possible de poser le probléme de ’égalisation de chacun des
symboles d’une séquence au sens du maximum a posteriori :

Cp,q = argmax P {c, ; = ¢y 4[Y = ¢}, (2.25)
p.g€

ce qui permet de légérement meilleurs TEB a faible RSB (voir figure 2.2) |[LC04, Chapitre 12].
La aussi, il existe un algorithme permettant de résoudre ce probléme en s’appuyant sur une
représentation du systéme sous forme de treillis : il s’agit de 'algorithme BCJR (du nom de ses
créateurs Bahl, Cocke, Jelinek et Raviv) [Bah+74]. Il nécessite cependant de parcourir deux fois
le treillis ''. De ce fait, on peut dire en premiére approximation que sa complexité est doublée par
rapport a l'algorithme de Viterbi. D’autre part, il fait appel & des multiplications et des calculs
d’exponentielles, qui rendent son implémentation matérielle plus délicate comparé & 1’algorithme
de Viterbi [RW95]. Ainsi, le faible gain de performance vis-a-vis de ’augmentation en complexité
induite par l'algorithme BCJR font qu’il a été longtemps ignoré. Sa capacité & calculer les
probabilités a posteriori P{c,, = ¢, 4/C} en font cependant un candidat de choix lorsqu’une
sortie souple (autrement dit, probabiliste) est nécessaire, comme c’est le cas notamment dans
les systémes turbo (voir partie 2.4.2).

2.4.1.2 Approches a plus faible complexité

Comme nous 'avons vu précédemment, il est rarement envisageable d’utiliser ’algorithme
Viterbi ou BCJR, tant le nombre d’états dans le treillis grandit vite en fonction de ’alphabet

11. Etapes dites « forward » et « backward », de telle sorte que I'algorithme BCJR est aussi dénommé « forward-
backward »
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FIGURE 2.2 — Egalisation MAP d’une séquence (via l'algorithme de Viterbi) comparé a 1’égali-
sation MAP de chaque symbole (via l'algorithme BCJR) pour une transmission monoporteuse
BPSK sur canal Proakis B [PS08, Chapitre 9].

de modulation, de la mémoire introduite par le systéme FTN, et du nombre de sous-porteuses.
Cependant, pour étre sir de pouvoir profiter de 'invariance de la distance minimale entre les
différents signaux possibles lorsque la densité du systéme est inférieure & la limite de Mazo, il
faut pouvoir égaliser de maniére optimale (c’est-a-dire, au sens du MAP ou du MV), ou du
moins quasi-optimale.

Dans le contexte monoporteuse, différentes stratégies on été proposées [ARO13] :

— la réduction de treillis, qui consiste & ne considérer qu’'une partie de la réponse impul-
sionnelle de h[k] dans le treillis;

— ajouter un filtre f[k] avant I’algorithme de Viterbi, dont le role est de réduire la taille de
la réponse impulsionnelle (h * f)[k] vue par ce dernier (technique de « raccourcissement
de canal » [RE13];

— ne retenir que les transitions pour lesquelles la métrique de branche est au dessus d’un
seuil (algorithme M-BCJR);

— égalisation a retour de décision (égalisation linéaire, et suppression d’interférence a partir
des symboles précédemment décidés).

En multiporteuse, la complexité inhérente aux approches par treillis, et la capacité initiale des
systémes multiporteuses orthogonaux a faciliter ’égalisation font que peu de stratégies de com-
pensation basées sur des treillis de 'interférence entre impulsions de mises en forme ont été
étudiées. Citons tout de méme la solution de [Mat+98|, qui consiste a effectuer une premiére
étape d’égalisation ne prenant en compte que 'TEP 2, et dont le résultat est utilisé a l’entrée

12. Interférence Entre Porteuses
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du second égaliseur dont le role est de traiter 'IES'3. Enfin, notons que de la méme maniére
qu’un lien tres fort existe entre codage convolutif et égalisation en monoporteuse [For73], il est
a supposer que les travaux sur le décodage des codes convolutifs & 2 dimensions et ’égalisation
des systémes FTN multiporteuses sont appelés a s’enrichir mutuellement [FV94]; [CT03]. Enfin,
d’autres approches adoptent une approche non-statistique et cherchent a4 minimiser la norme de
Perreur de reconstruction via des méthodes d’optimisation [HJZ14|; [SHN16].

2.4.2 Turbo-égalisation

La plupart des systémes de communication actuels utilisent des codes correcteurs d’erreurs
afin d’améliorer la robustesse du systéme au bruit présent sur le canal, au prix d’une efficacité
spectrale moindre (voir figure 1.18). Utiliser de tels systémes en FTN pourrait permettre de
compenser la perte d’efficacité spectrale induite par le code correcteur d’erreur, & condition qu’il
soit possible d’atteindre des performances comparables en termes de probabilité d’erreur.

Dans le contexte des communications codées sur canal sélectif en fréquence, la technique
de turbo-égalisation a montré sa capacité a compenser parfaitement 'TES sur plusieurs types
de canaux [Dou+95|. La turbo-égalisation consiste a appliquer le concept de turbo décodage
des codes concaténés série aux communications codées et entrelacées sur canal sélectif (voir
figure 2.3). Notons que Pentrelacement a pour effet de disperser 'information, ce qui évite les
paquets d’erreurs. Du point de vue de la théorie des codes, il permet d’augmenter la distance
minimale entre les signaux produits par le code formé par la concaténation du code convolutif
et du canal [Ber+07, Chapitre 6].

Par la suite, nous noterons b la séquence binaire constituant le message a transmettre, b€
est la séquence binaire codée de maniére a ajouter de la redondance a b et b' est simplement
constitué des éléments de b®, dont la position dans le vecteur a été modifiée par 'entrelaceur.

Le turbo-égaliseur est principalement constitué de deux décodeurs & entrées/sorties souples
(SISO) arrangés de maniére a former un systéme bouclé (voir figure 2.4). Dans la boucle, I’égali-
seur et le décodeur échangent leurs estimations probabilistes des mots de codes émis de maniére
itérative, permettant le traitement conjoint de I'TES et du décodage canal.

b€ bl Convertisseur c
b *{ Codeur convolutif }—>’ Entrelaceur }7 bits — symboles S

FIGURE 2.3 — Emetteur pour une modulation codée et entrelacée. Dans le cadre de la turbo

égalisation, le canal est vu comme un code.

2.4.2.1 Turbo-égalisation optimale

Dans sa version la plus optimale, ’égaliseur et le décodeur du turbo-égaliseur sont implé-
mentés 4 I'aide de I’algorithme BCJR. Le décodeur doit étre capable de calculer les probabilités

13. Interférence Entre Symboles
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L(bY) Lo (b)
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L, (b) E L vy L (b®)
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FIGURE 2.4 — Structure générale d’un turbo-égaliseur.

a posteriori des bits du message b, mais aussi des bits codés b® (donc de I'entrée et de la sortie
du codeur). Cette fonctionnalité permet d’utiliser les probabilités sur les bits codés comme a
priori pour Pégaliseur. En pratique 1’échange d’informations s’effectue sur la forme de LRV 14
extrinséques, dont nous expliquons l'intérét ci-aprés. Admettons que 'on utilise 'algorithme
BCJR sur un codeur dont la séquence binaire d’entrée est notée e = {ey}rejo;r,], 12 séquence
binaire de sortie s = {Sn}ne[o; L,], Vobservation y, et la variable aléatoire associée a I'observation
Y, alors les LRV a posteriori sont définis par :

P{ex =0]Y =y}
P{er = 1Y =y}

P{Sn :0|Y:y}
P{Sn:”Y:y}.

L(exly) =In et  L(sply)=In (2.26)

Ces LRV a posteriori peuvent se décomposer en une partie dite « extrinséque » et une partie a
priori. Montrons cela sur les LRV des bits d’entrée :

P{er, =0]Y =y} _ pp PenY 0,y) /py (y) _ 1 PYle (y,0)P{ey = 0}
P{er =1Y =y} Per Y (1Y) /Py (¥) PYle, (¥, 1) P{ex = 1}
0 =
In pY|ek (y7 ) +1n P{ek 1}7
PYle, (¥, 1) P{e, = 0}
—_—

Lext (ek) La(ek)

L (ex]y) =In

(2.27)

ol Ly (+) donne U'information extrinséque et L, () U'information a priori. Or, dans la structure
bouclée, 'information a prior: disponible & I'entrée de 1’égaliseur provient du décodeur, et celle
du décodeur provient de I’égaliseur. Dans ce cas, d’aprés le « principe turbo » il est préférable
de ne transmettre que I'information extrinséque pour permettre une convergence optimale du
turbo-égaliseur [Ber+07, Chapitre 7|[Dou+95]. En particulier, il a été prouvé que cette structure
de turbo-égalisation (n’échangeant que l'information extrinséque) converge vers le détecteur au
maximum de vraisemblance quand le RSB est suffisant [SRF08|. Ainsi, & condition que le canal
ne modifie pas la distance minimale entre signaux, le turbo-égaliseur permet de retrouver les
performances du systéme codé (sans canal sélectif). En pratique, on remarque que cela intervient
a des RSB relativement faibles, voir [Ber+07, Chapitre 11].

Dans la suite de ce document, nous utiliserons le code convolutif (7,5)s, sauf mention
contraire, dont le treillis est donné en figure 2.5. En effet, avec seulement quatre états, la com-
plexité de ’algorithme BCJR appliqué a ce code est suffisamment faible pour nous permettre

14. Logarithme de Rapport de Vraissemblances
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d’effectuer des simulations dans un temps raisonnable. D’autre part, il régne une sorte de consen-
sus autour du choix de ce code pour la comparaison de différents turbo-égaliseurs [ARO13].

Notons enfin qu’a l'instar du cas ou la transmission s’effectue sans code, la complexité de
I’algorithme BCJR appliquée a 1’égalisation d’un systéme multiporteuse FTN est généralement
prohibitive, ce qui rend la turbo-égalisation optimale hors de portée.

0/00

n n+1

FIGURE 2.5 — Treillis du code convolutif (7,5)s. Les étiquettes de branche sont sous la forme
entrée/sortie : by, /05,05, .

2.4.2.2 Turbo-égalisation a plus faible complexité

Un aspect intéressant des techniques de turbo-égalisation, est que ’égaliseur BCJR peut étre
remplacé par une version sous-optimale, du moment qu’elle est SISO. Dans ce cas, le seuil de
convergence, c’est a dire le RSB a partir duquel le turbo-égaliseur retrouve les performances du
systéme sans canal, se voit plus ou moins augmenté, selon la pertinence de I’égaliseur utilisé.

Ainsi, toutes les techniques de réduction de la complexité de I'égalisation évoquées en 2.4.1
peuvent étre utilisées. Nous allons les séparer en catégories :

— les algorithmes qui sont SISO par construction, tels que les dérivés de 1’algorithme BCJR

et de I'algorithme de Viterbi (réduction de treillis, M-BCJR, SOVA ' [Bat87]) ;

— les algorithmes basés sur des approches linéaires & retour de décision, lesquels nécessitent

des blocs d’adaptation (ou de conversion SISO), comme illustré en figure 2.6.

Fonction avant ¢ | Conversion SISO ;
C M L (bl
¢ f - de sortie ( )
; Conversion SISO | & |Fonction retour -
Lo (bl) — =0~ :
d’entrée q

FIGURE 2.6 — Structure générale d'un égaliseur « linéaire » avec information a priori.

15. Soft Output Viterbi Algorithm (Algorithme de Viterbi a sortie pondérée)
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L’idée de réutiliser la riche littérature de I’égalisation linéaire & retour de décision dans un
contexte turbo a été introduite par Laot et al. [LGLO1|. Cette approche a ’avantage de présenter
une complexité linéaire avec la mémoire introduite par le canal, et constante en fonction de
la taille de la constellation |A| (on omet ici volontairement de prendre en compte les blocs
d’adaptation SISO, qui seront détaillés plus tard). Sur le synoptique de la figure 2.6, on observe
la structure générale d'un égaliseur « linéaire 16 » SISO.

Afin d’obtenir de plus faibles complexités, on impose une contrainte de linéarité sur les
fonctions avant f et retour ¢. La fonction avant f a pour but de compenser U'interférence (par
exemple, selon le critére MEQM !7), tandis que la fonction retour g est chargé de calculer une
estimée du terme d’interférence i résiduelle en sortie de f. Cette estimée est retranchée a la
sortie de la fonction avant pour produire les symboles égalisés c.

Le convertisseur SISO d’entrée permet de calculer des estimations ¢ des symboles envoyés c,
qui permettront le calcul de l'interférence résiduelle via g. Il est généralement construit comme
I'estimateur minimisant FEQM '® entre les symboles estimés & et les symboles émis ¢ & partir
des LRV a priori L, (bi) sur les bits entrelacés :

La (bi) } (2.28)
—E {cm,n La (bi) } , (2.29)

ou la démonstration du passage de la premiére & la deuxiéme ligne est donnée en annexe A. Ce

o i . R 2
Cmpn = argminE {\cmm — Cmn
ém,ne(c

convertisseur SISO sera utilisé dans tout le reste du manuscrit, nous détaillons donc I’expression

La (bi)} — Y cP {cmm - c’La (bi)} , (2.30)
ceA

ou on rappelle que les symboles sont formés & partir de bits supposés IID, grace a l'action de
Pentrelaceur. Notons b.(I) (I € [0; N — 1]) les bits composant un symbole ¢ € A, et rappelons
que les symboles émis ¢, ,, sont construits & partir de bits entrelacés : bj(cpm ) € bi. On obtient

des symboles estimés ¢, , ici :

Cmn = E {Cm,n

alors :

P {cmm - c‘La (bi)} - Nﬁlp {bl(cm,n) = by(c)| La (bi)} (2.31)
=0

Nyp—1

= 11 P{®remn) = bi()|La (r(emn))} - (2.32)
=0

or d’aprés la définition d'un LRV, on a :

P{b=1} 1 o—L(b)

. (2.33)

16. L’appellation « linéaire » constitue ici un abus de langage, puisque 1’égaliseur dans son ensemble, en prenant
en compte les blocs d’adaptation SISO, est clairement non-linéaire.

17. Minimisation de 'Erreur Quadratique Moyenne

18. Erreur Quadratique Moyenne
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en introduisant la fonction tangente hyperbolique :

tanh(z) = ;Eiz vz € C\{m(Z + 1/2)}, (2.34)
on remarque que :
P{b=0} = % (1+tanh(L () /2) et P{b=1}— %(1 —tanh(L(b)/2)),  (2.35)
ce qui peut étre généralisé par :
Pb=a} = % (1+ (1 — 22) tanh(L (b) /2)). (2.36)

En combinant (2.36) et (2.32) on obtient ’expression des probabilités a priori sur les symboles :

Np—1
P {emn = lLa (09} = oy [] 1+ (1~ 20i(ern)) tamh (W) (2.37)
=0

ce qui, injecté dans (2.30), donne 'expression des bits estimeés :

2N 2
ceA =0

Np—1
b = gz 3¢ T 1 (1= 20 () i (£ ), (238)

Cette expression se simplifie plus ou moins selon la constellation utilisée, et des tables permettant
d’effectuer plus facilement la conversion SISO d’entrée pour différentes constellations classiques
(BPSK, QPSK, etc.) ont été calculées par Tiichler dans [TSK02]. Notons que cette opération
peut étre vue comme une conversion bit & symbole souple.

Le convertisseur SISO de sortie permet de convertir les symboles égalisés € en LRV. Hormis
dans le cas du raccourcissement de canal, ou l'approche hybride filtrage linéaire/égalisation
BCJR permet de calculer exactement les LRV [RE13], une approche symbole par symbole & plus
faible complexité est généralement utilisée.

n P {bi(cpq) = 0lep,q} —1n ZcoeA,bl(co):OP {Cp,q = CO|5p,q}
P{bi(cpq) = 1lep,q} cheA,bl(cl):l P{epq = ctlepq}

ZCOGA,bl(CO):O P {Ep,q|cp,q = CO} P {vaq = CO}

cheA,bl(cl):l P{Cpqlepg =ct}P{cpg=ct}"

L (bl(cp,q)‘épvq) =1

(2.39)

=In (2.40)

Ici les termes P {cp,q = CO} et P {Cp,q = cl} représentent 'information a priori sur les symboles.
On les remplacera donc par P {c¢, 4 = ®|Lq (b°)} et P {cpq = c'[Lq (b°) }, respectivement et déja
calculés en (2.37). Exprimons désormais les symboles égalisés ¢, , comme étant la somme d’un
terme utile, et d’un terme prenant en compte l'interférence résiduelle et le bruit :

Cpg = Qp,gCpg T Vpgs (2.41)
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avec o, € C. On fait ensuite ’hypothése que le terme v, , est gaussien complexe circulaire et

2

centré, de variance o,

. de telle sorte que sa densité de probabilité est donnée par :

U2
Prpg (V) = L exp (—' | ) (2.42)

2
o g
Vp,q Vp,q

Ainsi, d’aprés (2.41) la variable aléatoire ¢, sachant la valeur de ¢, 4 est simplement la somme
de la variable aléatoire v, , et d'une constante oy 4¢p 4. Elle suit donc la méme loi, & I'exception
prés de son espérance qui vaut alors ap ¢Cpq :

_ 1 Cpa — Qp ol
P{Cpglcpq = c} = —5—exp (_ P:q - p.a¢l ) (2.43)

g
Vp,q Vp,q

On obtient alors I'expression finale des LRV a posteriori en injectant (2.43) dans (2.40) :

_ 2 c
zcoeA,bl(co)zo exp (“szq - O‘p7q00| /03p7q> P {Cp,q = | L (b )}

_ 2 :
S etean(e)o1 P (1o = apac /02, ) Plepg = c'La ()}

L (bi(cpg)Cpq) = In (2.44)

Il est 14 aussi possible d’interpréter cette opération comme une conversion symbole & bit souple.
Bien que cette approche mettant & profit des structures linéaires d’égalisation permettent
un gain effectif en complexité, il est & noter que celle des convertisseur SISO n’est pas anodine.
En effet, concernant la conversion SISO d’entrée, si des simplifications existent pour plusieurs
types de constellation [TSK02], I’expression générale fait tout de méme intervenir la fonction
tangente hyperbolique, ainsi que de nombreuses multiplications dont le nombre augmente avec
la taille de la constellation. De méme, la conversion SISO de sortie fait intervenir le logarithme
naturel de sommes d’exponentielles, oti le nombre de termes & sommer augmente avec la taille
de la constellation. Pour ce dernier probléme, il serait possible d’utiliser des approches similaires
a celles adoptées dans les algorithmes log-BCJR et max-log-BCJR [RVH95]. On en conclut
qu’a linverse des égaliseurs (classiques) linéaires, les turbo-égaliseurs « linéaires » voient leur
complexité augmenter avec la taille de la constellation, a travers les convertisseurs SISO.

Notons que les expressions de oy, 4 et aﬁm different selon les fonctions avant /arriére utilisées
et le canal. A partir de cette présentation générale, on peut retrouver la plupart des égaliseurs
linéaires SISO de la littérature.

En monoporteuse citons le cas ol le canal est supposé parfaitement estimé, I’égaliseur MEQM
ou les coefficients de f et ¢ sont calculés de maniére & minimiser 'EQM entre les symboles émis
et les symboles égalisés. Le Bidan en a proposé plusieurs versions dans sa thése, pour un canal
statique : longueur de la réponse impulsionnelle de f et ¢ finie, infinie, ou approximation de la
version & réponse impulsionnelle infinie via transformée de Fourier. Il a également démontré la
faisabilité de I'implémentation d'un tel systéme sur DSP ¥ [Le 03|. Tiichler a également pro-
posé une version pour les canaux variant dans le temps [TSK02|. Dans les deux cas, y compris

19. Digital Signal Processor (Processeur de traitement du signal)
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lorsque le canal est statique, la réponse impulsionnelle de f et ¢ doit étre recalculée a chaque
itération. Dans sa version originale, proposée par Glavieux, les coefficients de f et ¢ étaient
calculés de maniére adaptative a I'aide de 1'algorithme LMS?? [GLL97]. Cette approche reste
intéressante dans le contexte du suivi d’un canal variant lentement dans le temps, elle peut éga-
lement permettre de réduire la taille de la séquence d’apprentissage [Hél+03]. Enfin, I’égalisation
& espacement fractionnaire, notamment connue pour sa capacité & étre plus robuste aux erreurs
de synchronisation [GW81], a aussi été développée en version turbo [Otn04].

En multiporteuses, le fait d’avoir deux dimensions & égaliser rendent ’application de cri-
téres classiques, tels que la minimisation de 'EQM ou le forcage & zéro?! plus difficile & mener,
et éventuellement & des complexités algorithmiques élevées. Citons ’approche développée par
Lahbabi dans sa thése, consistant a égaliser l'interférence dans une des dimensions (soit 1'IES,
soit 'IEP) suivant le critere MEQM, de maniére similaire & I’approche monoporteuse de Le
Bidan et Tiichler, tandis que dans I'autre dimension, l'interférence estimée est simplement sous-
traite [Lah17, Chapitre 3]|. Une illustration du systéme traitant 'IES selon le critére MEQM
est & trouver en figure 2.7. Dans le méme esprit, un égaliseur traitant 'IEP par forcage a zéro,
et a annulation de 'TES a été développé par Abello [Abe+16]. Enfin, en multiporteuse, une
solution efficace et peu complexe consiste & ne faire que de ’annulation d’interférence souple.
Cette technique, en se passant de filtre avant f [DRO10], permet également a la fonction ¢ de
rester invariante d’une itération a l'autre. Dans le chapitre 4, nous verrons comment un choix
judicieux des prototypes d’émission et de réception g et ¢ du systéme multiporteuse permet &
un systéme & suppression souple de l'interférence de satisfaire le critére de la minimisation de
PEQM en présence de BABG, sans nécessiter de mise-a-jour de la fonction ¢. Notons que la
plupart des stratégies de turbo-égalisation présentées dans ce paragraphe ont été développées
pour des systémes FTN basés sur des modulations FBMC/OQAM, 14 ou nos travaux portent
sur des systemes FTN FBMC/QAM tels que présentés dans la partie 1.4.2.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu les spécificités des communications FTN, et plus particulié-
rement F'TN multiporteuses, en termes de modélisation, de limites théoriques, et de techniques
de réception.

En particulier, nous avons évoqueé le fait que le bruit en sortie du démodulateur linéaire n’est
pas blanc dans le cas général, impliquant une adaptation des algorithmes classiques d’égalisation.
D’autre part, nous avons vu que les algorithmes d’égalisation basés sur des représentations en
treillis sont inenvisageables dans le cadre de modulations multiporteuses, pour des raisons de
complexité algorithmique.

En revanche, la grande flexibilité de configuration offerte par la turbo-égalisation « linéaire »

20. Least Mean Square (Moindre carrés)

21. L’égalisation suivant le critére du forgage a zéro consiste a trouver le filtre f compensant totalement le canal,
de maniére a ce qu'il n’y ait plus d’interférence. Une telle approche nécessite un canal inversible et a tendance a
rehausser le niveau de bruits sur les canaux dont la réponse fréquentiel présente de forts évanouissements.
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2.5. Conclusion

en font un candidat de choix pour le développement de systémes de réception arborant un
bon compromis performance—complexité, y compris en FTN multiporteuse. La recherche de tels
systémes est justement l'objet du chapitre 4, dans lequel nous verrons notamment qu’un choix
judicieux des paramétres du systéme linéaire permet de construire un turbo-égaliseur a la fois
simple et présentant de bonnes performances en termes de TEB. Mais avant cela, nous nous
intéressons aux systémes linéaires non-codés dans le chapitre 3. Nous y proposons en particulier
des impulsions de mise en forme permettant, pour une densité donnée, de limiter la quantité
d’auto-interférence sur canal & BABG.
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F1GURE 2.7 — Synoptique d’un égaliseur traitant I'TES au sens MEQM, et & annulation de 'TEP

avec information a priori.
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3.1 Introduction

Une des conséquences des modulations FTN est I’apparition d’'un terme d’interférence en
sortie du démodulateur. Comme nous ’avons évoqué dans le chapitre 2, il existe de nombreuses
maniéres, plus ou moins performantes et algorithmiquement exigeantes, permettant de diminuer
I'impact de cette interférence coté récepteur. Cependant il est également intéressant de chercher
& optimiser les émetteurs, de maniére & minimiser I'importance du terme d’interférence pour une
densité p donnée. Ce chapitre a vocation & étudier cet aspect, qui semble relativement négligé
dans la littérature.

Dans ce chapitre, en se plagant dans le contexte d'un émetteur/récepteur linéaire et d’un
canal & BABG, nous déterminerons premiérement les familles d’émission et de réception per-
mettant de maximiser conjointement le rapport entre la puissance du signal utile et la somme

65
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de la puissance de l'interférence et du bruit filtré : le RSIB!. On donnera également une ex-
pression théorique du RSIB maximal. Dans un deuxiéme temps, nous étudierons les propriétés
statistiques de 'interférence, et en particulier, nous verrons les cas dans lesquels il est possible de
I’approcher par une loi normale complexe circulaire. Enfin, nous commenterons le comportement
théorique, en termes de RSIB, de RSI? et du RSB du systéme utilisant les prototypes optimaux.
Nous dériverons une formule d’approximation de la probabilité d’erreur binaire, et vérifierons la
validité de nos résultats théoriques par le biais de simulations.

3.2 Prototypes maximisant le RSIB

Dans cette partie, nous cherchons & déterminer les conditions sur les prototypes d’émission
et de réception permettant de maximiser le RSIB. Nous verrons que les prototypes que nous
proposons permettent en particulier de maximiser simultanément le RSI et le RSB, ce qui signifie
qu’il n’est pas possible dans ce cas d’obtenir un meilleur RSI en relachant la contrainte sur
Poptimalité du RSB, et vice—versa.

Avant de maximiser le RSIB, il nous faut tout d’abord le définir. Pour cela, on réécrit I'ex-
pression des symboles en sortie du démodulateur multiporteuse (1.58) pour I'adapter au cas ou
le canal est simplement & BABG (pas de sélectivité en temps et/ou en fréquence) :

Cpq = Cp.g (Ip.ai Ip.a) T Z cmn (Ip,gi Gmm) + (Ip,gib) - (3.1)
i i (m,n)eA\{(p,a)} i 6
Signal utile ’ P Bruit filtré

Interférence : iy 4
On rappelle également que les symboles sont supposés IID, centrés et de variance o2, et que le

bruit b(t) est supposé blanc, gaussien, complexe circulaire, centré et de variance O'g. En s’ap-
puyant sur l'expression (3.1), on peut déterminer que I'espérance du signal utile est nulle :

E{cpq (p.as 9p.a)} = E{epg} (Gpgi 9pg) =0, (3.2)

puis calculer sa variance :

E {|Cp7q <§p7q?9p7q>‘2} =E {|Cp7q|2} ‘(gp,q59p7q>|2 = ‘73 |<§p,q39p,q>’2 . (3.3)

Le terme d’interférence a lui aussi une espérance nulle :

E{ipq}t =E Z Cman (Gp,gi Gmm) ¢ = Z E{cmmn} (9p,qi gmm) =0, (3.4)
(mn)eA\{(p,9)} (mn)eA\{(p.,9)}

1. Rapport signal a interférence plus bruit
2. Rapport signal & interférence
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et sa variance est donnée par :

2
E {‘ip,q‘z} =E Z mn (Gp,a Gmon) (3.5)
(mn)eA\{(p.q)}
= Z Z E {Cm,ncjn/’n/ } <gp,q§ gm,n) <gp,q; gm’ n/ >* (3-6)
(m,n)eA{(p,@)} (m’,n/)eAN{(p,q)}
=0 Z [{9p.q; 9m7n>‘2 (3.7)
(m,n)eA\{(p,9)}
=0 Z |<§p,q;9m,n>‘2 - |<gp,q5gp,q>|2 : (3-8)

(m,n)eA

Enfin, pour le terme de bruit filtré, on a 1a encore une espérance nulle :

+00 +oo
E{@p,q;w}:E{ / g;;,qmb(t)dt}: | g pma=o (3.9)

—00 —0o0
et une variance donnée par :

E {|<§p,q, {‘/W G o (O)b(t)dt 2} (3.10)
_E{/+OO /+°°gpq ()b (¢ )dtdt’} (3.11)

+o0o +oo
:/ / 00 p.q (" E{b()b*(¢) } dtdt’ (3.12)

:Ub/
—0o0
2 5 2

\ dt (3.13)

(3.14)

Munis de ces définitions, on peut donner les expressions du RSB, du RSI ainsi que du RSIB,
toutes trois dépendantes de (p,q) :

0(2:\ @p,qS 9p7q> |2

RSB, = , (3.15)

| {Tp.a3 Ip.a) |2
RSIL,, = P I, - , (3.16)

P E(m,n)€Z2 | {9p.3 Gmn) 12 = | {Gp.3 Ip.a) 12
1

RSIB, , = 3.17
P4 RSL! + RSB} (3.17)

. 2
— ’<gpvq;gp7(I>‘ (318)

. 2 ~ 2 2 :
Z(m,n)eAKgp,q;gm,n)’ ~ Upas Io.) ™ + 1Gpgll” o /02
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Nous présenterons par la suite les conditions pour maximiser de maniére séparée le RSB
et le RSI, et nous montrerons que l’association de ces conditions est possible, menant & la
maximisation du RSIB.

3.2.1 Prototypes maximisant le RSB

Pour maximiser le RSB, il suffit d’appliquer la relation de Cauchy-Schwarz au numérateur :

| {Tp,q} Ip.a) ‘2 < ||§p,q||2‘|gp,q”2 < RSBy, < U?”gp7q”2/‘7§’ (3.19)

ot la borne RSBmax = 02||gpqll?/0f = 02||g||?/o? est atteinte lorsque Gpq(t) = tpqdpq(t),
Hp.q € C* V(p, q) € Z*.

Théoréme 3.1 (Maximisation du RSB)
Soit un systéeme de transmission multiporteuse F'TN linéaire tel que défini dans la partie 1.4.2.

On consideére la transmission d’une séquence de symboles centrés IID ¢ = {cmn}(mn)czz de
2

2, sur un canal BABG dont on notera of la variance du bruit (centré).

variance o
Notons g = {gmn}mn)ezz la famille de Gabor d’émission, de prototype g(t) € L2(R), § =
{9mn}mmyezz la famille de réception, et p > 1 la densité du systéme.

Alors, le RSB est mazimisé lorsque Jmn(t) = tmnGmn(t), avec fimy € C* V(m,n) € VAS

Le RSB mazimal est alors donné par RSBy,q = 02| g|*/o?.

3.2.2 Prototypes maximisant le RSI

Pour maximiser le RSI, il convient tout d’abord d’observer que I’ensemble des termes (gm n; Jp.q)
V(m,n) € Z2, peuvent étre obtenus & I’aide de 'opérateur d’analyse défini dans la partie 1.4.1 :

{<gm,n; gpﬂ)hm,n)ézz = ngp#}(t)7 (p7 Q) € v/ (320)

Dans ce contexte, le terme Z(mm)eZQ | (Gp.qs Gmum) |2 = Z(m,n)ez2 | {9m.n; Gp.q) |? correspond a la
norme de l'opérateur d’analyse appliqué & gy 4(t). On peut donc réécrire le RSI sous la forme
suivante :

| (.43 Ip.a) |2
RSI, , = - ! > . (3.21)
e ||ngp,q||2 - ‘ <gp,q59p7q> |2

Décomposons maintenant (g q; gp,q) de maniére & faire apparaitre un terme en Tggp 4

(Ip.gs Ipa) = <§p,q5 Sgsglgp,q> (3.22)
= <gp,q3 T;Tgsglgp7q> (3.23)
= <ngp,q3 Tgsglgp7q> ) (3.24)

et appliquons-lui la relation de Cauchy—Schwarz :

. 2
2> Wpai gpa) I° (3.25)

2 .
& T )
ITednal 2 7 5 TP

| {Tp.q5 Ip.a) ? < I Tgdp.q ‘2”Tgsglgp,q
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. e pas . 2 . . o -1
on obtient donc une borne inférieure pour || Tgdp,q|*, qui est atteinte lorsque Tgdp g et TgSg " gpq
sont proportionnels. Remarquons que maximiser le RSI est équivalent & minimiser son inverse.
Ce probléme d’optimisation s’écrit :

< .|| Tgdp qH2 — | {9p.a3 Ip.a) 2
(g,g) € argmin 22 s (3.26)
g8 | {Ip.q5 9p.a) |?
Hngpq”

< (g, 8) € argmin , (3.27)

gz | (Ipa; 9pa) 2

or, d’aprés (3.25), choisir Tggpq = Bp7ngSglgp7q, avec B4 € C* V(p,q) € Z?, est une solution
a ce probléme. Réécrivons cette condition :

Tgdp,q(t) = BpgTe S Ip,q(t) (3.28)

< Sglpq(t) = Bp.gSeSg "gp.a(t) (3.29)
< Sglp,g(t) = BpgIpg(t) (3.30)
& Gpq(t) = Bp,qsglgp,q(t)- (3.31)

Le RSI est donc maximisé lorsque g est proportionnelle & la frame duale canonique de g. Re-
marquons maintenant que :

— | {9p.g5 Ip.a) |2 = | {9p.q5 Ip.q) ‘2 = ‘5p,q|2 |<9p,q5 Sglgp,qﬂz

— Hngp,qH2 = ’Bp,qP HTgsglgp,q||25

- HTgsélgp,qW = (TeSg ' 9. TeSg ' 9p.a) = (SeSg ' 9p.a5 Sg ' 9pa) = (9pai Sg ' 9p.a)-
De plus, g et g étant des frames de Gabor duales canoniques, elles partagent le méme réseaun
temps fréquence, de telle maniére que <gp,q; Sg_lgp,q> = <g; Sglg>. Enfin, g et Sglg étant duales
alors, en vertu du théoréme de Wexler-Raz (théoréme 1.1), on a (g; Sglg> = 1/p. Ainsi, le RSI
maximal est indépendant de l'indice temporel ¢ et fréquentiel p, et s’écrit :

RSImax = pil (332)
Théoréme 3.2 (Maximisation du RSI)
Soit un systéeme de transmission multiporteuse F'TN linéaire tel que défini dans la partie 1.4.2.
Alors, en se plagant dans les mémes conditions que dans le théoréme 3.1, le RSI est maximisé
lorsque g est proportionnelle & la frame duale canonique de g : gmn(t) = ﬁmmsglgm,n(t), avec
Bmn € C* ¥(m,n) € Z2.
Le RSI mazimal est alors donné par RSIpe, = 1/(p —

3.2.3 Prototypes maximisant conjointement le RSB et le RSI
On remarque qu’il est possible d’associer les conditions des théorémes 3.1 et 3.2 :

{ gm,n(t) :/Bm,nsglgm,n(t) o { Sggm,n(t) = Om gm n(t)

/—Lm n
gm,n (t) = Nm,ngm,n (t) gm,n <t> - Mm,ngm,n (t)

: (3.33)
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posons Bun/tmn = B, V(m,n) € Z* :

S gmvn(t) :5gm,n(t)
{ ggm,n(t) :Mmmgm,n(t) ’ (3.34)

On obtient ainsi que le RSIB est maximisé lorsque la famille d’émission est une frame étroite, et
lorsque la famille de réception est proportionnelle & la famille d’émission. Dans ce cas, le RSIB
maximal est donné par :

1 1

RSIBpmax = - : 3.35
¥ RSILL + RSBl p—1+02/(02|g]?) (339

Théoréme 3.3 (Maximisation du RSIB)

Soit un systéme de transmission multiporteuse F'TN linéaire tel que défini dans la partie 1.4.2.
Alors, en se placant dans les mémes conditions que dans le théoréeme 3.1, le RSIB est maximisé
lorsque :

1. g est une frame étroite ;
2. gm,n(t) = Mm,ngm,n(t)y avec Umpn € C* V(m, n) € z2.
Le RSIB mazimal est alors donné par (3.35).

3.3 Analyse statistique du terme d’auto-interférence

Dans cette partie nous nous attardons sur les propriétés statistiques de la variable aléatoire
correspondant & 'interférence, lorsque les conditions permettant de maximiser le RSI sont res-
pectées (voir théoréme 3.2). La connaissance de cette distribution permettra alors de donner
une formule théorique de la probabilité d’erreur binaire en sortie du récepteur multiporteuse
linéaire en fonction du RSIB. De plus, dans le chapitre 4, on se basera sur la connaissance de la
densité de probabilité de 'interférence pour calculer les probabilités a posteriori des symboles,
intervenant dans le calcul des LRV.

Rappelons I'expression de la variable aléatoire iy 4, (p,q) € A :

Z‘pvq - Z Cm,n <gp,q§ gm,n) ) (3.36)
(mn)eA\{(p.0)}

ot les termes ¢, , sont IID et suivent une loi discréte complexe circulaire uniforme & valeurs dans
’alphabet de modulation A, d’espérance nulle et de variance 2. En observant cette expression,
on observe qu’il s’agit de la somme de variables aléatoires indépendantes et suivant le méme
type de loi (loi uniforme discréte), mais avec des parameétres différents, a cause du facteur
(Gp.q; gm,n)- Par conséquent, il n’est pas possible d’appliquer le théoréme central limite, et la loi
suivie par 'interférence ne converge par vers une loi normale, comme le confirment les tests de
normalité du tableau 3.1. Cependant, afin d’évaluer la probabilité d’erreur binaire & ’aide de
formules classiques (voir partie 3.4.2) ou encore, dans un contexte de turbo-égalisation linéaire, de
pouvoir utiliser le convertisseur SISO de sortie décrit en partie 2.4.2.2, il est important d’évaluer
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la pertinence d’une approximation de la loi suivie par 'interférence via une loi normale complexe
circulaire centrée.

Dans la suite, nous commencerons par démontrer que la loi suivie par l'interférence est
centrée, que ses parties réelle et imaginaire sont de variances égales, et de corrélation nulle.
Enfin, en déterminant les conditions pour lesquelles la densité de la partie réelle et imaginaire
de linterférence sont bien approchées par une gaussienne, on saura sous quelles conditions la loi
suivie par 'interférence est bien approchée par une loi normale complexe circulaire centrée.

3.3.1 Espérance

On montre facilement la nullité de 'espérance de linterférence, & partir du fait que les
symboles sont centrés :

E {Z’pvq} =K Z Cm,n <Sglg§ gm—p,n—q> (337)
(m,n)€Z\{(p,q)}
= Z E {Cm,n} <Sglg; gmfp,nfq> (338)
(m,n)€Z\{(p,a)}
=0. (3.39)

3.3.2 Egalité de la variance des parties réelles et imaginaires

Dans cette partie, afin d’alléger le développement des calculs, on adopte les notations sui-
vantes :

T R{Cmﬂ} = Cr}?mu V(m,n) € Z2 )

— I{cmn} = cfn’n, Y(m,n) € Z2;

— R {<gp,q; gm,n>} - aﬁ,n,p,q? V(m, n)’ (p7 Q) € ZQ )

T I{<gp7q; gm,n>} = agn,n,p,q? v(m7 n)? (p7 Q) € Z2'
Calculons tout d’abord la variance de la partie réelle de l'interférence :

E{R {ipq}

2
=K Z RA{cmmn (Ip.g; Gmm) } (3.40)
(mn)€Z2\{(p,9)}
2
=E Z (Cﬁ,naﬁ,n,p,q - Cfn,naé%n,p,q) (3.41)
(mn)€Z2\{(p,9)}
= Z E {(Cﬁ,na%nm,q B Cin,no‘{n,mp,q)(Cﬁ’,n’aﬁ’,n’,p,q B C{n’,n’ O‘{n’,n’,p,q)} )

(m.n),(m’ /) E22\{(p,q)}
(3.42)
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or, puisque les symboles sont supposées 11D, avec partie réelle et imaginaire également 11D, on a
E {Cﬁ,ncﬁ,n} =E {an,ncqln,n} = 03/25m—m/5n—n’7 et £ {Cﬁmcfn, n’} = 0V(m,n),(m',n') € Z27
donc

. 0'3 2 O'g 2
E {R {Zp,q}2} = Z <2arlr%z,n,p7q + ?O@In,n,p,q ) (343)
m,n)€Z\{(p,q)}

—~

2
o 5
=% i) P (3.44)
(mn)eZ2\{(p,9)}

Concernant la partie imaginaire, on a :

E{Z {ipd}’}

2
=K Z Z{cmmn (p,gs gmm) (3.45)
(mn)€Z2\{(p,9)}
2
=E Z (waa{vwvm - Cvlmnaﬁz,mp,q) (3.46)
(mn)€Z2\{(p,9)}
= Z E {(Cﬁlma{n,n,p,q B an,naf%mp,q)(Cﬁ’,n’a&’,n’,p,q B Cin’,n’afz’,n’,p,q”
(m,n),(m’,n")€Z2\{(p,q)}
(3.47)
o? 2 o2 2
= Z ?Co‘gmn,p’q + ?Caﬁun,p,q ) (3.48)
(mn)€Z2\{(p,9)}
ol

9 Z | {Gp.g5 Gmn) |2 (3.49)

(m.n)eZ\{(p,q)}

~E {R{im}Z} . (3.50)

Donc la variance de la partie réelle de Iinterférence est effectivement égale & la celle de sa partie
imaginaire.
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3.3.3 Décorrélation de la partie réelle et imaginaire

En réutilisant les notations de la partie précédente, on montre qu’il n’y a aucune corrélation
entre la partie réelle et imaginaire de l'interférence :

E{R {ipq} T {ipq}}

B Z E { (Cﬁvnaf”’vnvp7q - Ciﬂ,na’r]n,n,p,q) (C’I}EL/,TL’ aé}’/n/’p’q + C{n/’n/ aﬁ/’n/’p’q) }
(m,n),(m’ n")€Z\{(p,q)}

(3.51)
o2 o2

= Z (;Oéﬁ,mp,qaé,n,p,q - ;afn,n,pgaﬁ,n,p,q) (352)
(m,n)€Z2\{(p,q)}

=0 (3.53)

3.3.4 Distribution de la partie réelle et imaginaire

Comme souligné au début de cette partie, 'expression du terme d’interférence (3.36) ne per-
met pas d’invoquer le théoréme central limite, puisque la variance des termes ¢, pn (Gp.q; Gmn) =
Cmn (Gp.qg; Gm.n) dans la somme dépend de la fonction d’interambiguité du prototype d’émission
et de réception. Cependant, une approximation gaussienne permettrait de grandement simplifier
I’expression du TEB, ainsi que le développement du convertisseur SISO de sortie évoqué dans
le chapitre 2.4.2.2 et qui sera utilisé dans le chapitre 4. Dans cette partie, nous évaluerons la
pertinence d’une telle approximation.

Nous avons également choisi de restreindre cette étude aux familles respectant le théoréme
3.2. Plus particuliérement, on choisit § et g générés a partir des prototypes §(t) et g(t) tels que
g(t) = Sg Lg(t). Sachant cela, il sera suffisant d’indiquer le prototype d’émission pour caractériser
les familles d’émission et de réception utilisées. D’autre part, pour chaque prototype g(t) étudié
et chaque valeur de p, toutes les statistiques présentées ici (densités et tests statistiques) ont été
effectués a partir de 640 x 10 échantillons du terme d’interférence i, , obtenus aprés simulations
de transmissions multiporteuses FTN sur canal parfait avec M = 128 porteuses, K = 5000
symboles multiporteuses et une constellation QPSK.

Observons tout d’abord le tableau 3.1. On remarque que les tests de Kolmogorov—Smirnov et
du x? rejettent ’hypothése que les échantillons de R {i, 4} et Z {i, 4} proviennent d’une variable
aléatoire normale. Cependant, I’étude des figures 3.1 et 3.2 indiquent que, pour p < 2, les densités
de R {ipq} et Z{ipq} (notées respectivement fr; (%) et fry, 3 (7)) s'éloignent peu dune
gaussienne. A l'inverse, pour une densité p > 2 on remarque, d’une part, un écart significatif
entre les densités de probabilité empiriques et la gaussienne et, d’autre part, des comportements
différents en fonction des prototypes utilisés (en particulier & p = 2), appuyant la dépendance
de la loi de i, 4 & la fonction d’interambiguité entre le prototype d’émission et de réception.

3. L’hypothése nulle que les échantillons de la partie réelle (R) et de la partie imaginaire (Z) de l'interférence
proviennent d’une loi normale est ici rejetée pour un seuil de signification de 5%.

4. La p-valeur est la probabilité d’obtenir la méme valeur (métrique) du test statistique si ’hypothése nulle
était vraie.
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TABLE 3.1 — Tests statistiques du x? et de Kolmogorov-Smirnov (KS) pour I'’hypothése nulle que
les échantillons de la partie réelle (R) et de la partie imaginaire (Z) de 'interférence proviennent
d’une loi normale.

) KS rejeté® ? KS p-valeur* x? rejeté ? x? p-valeur
g P RT1 1 R | I | R]ZI ]| R I
16/15 | Oui] Ow | <100 <100 | Oui|Ou|<10°] <109

LTF (1) 4/3 [Oui| Oui [ <10 %[ <107% [ Oui| Oui| <107 | <107F
8/5 | Oui| Oui | <100 <100 [Oui|Oui | <107 ° | <10°©

EHB, 5. (1) 16/15 | Oui | Oui | <107® | <107 | Oui | Oui | <107° | < 10°°
1/Fo 4/3 [Oui | Oui | <10%[<10° [ Oui | Oui | <10°® | <10°©

8/5 [ Oui | Oui [ <107 <1075 | Oui | Oui | <1078 | < 107©
16/15 [ Oui | Oui [ <1079 [ <1076 | Oui | Oui | <1076 | < 1076
4/3 [Oui| Oui | <107® | <1075 | Oui [ Oui | <107 | <10°°
8/5 [ Oui | Oui [ <107 <1075 | Oui | Oui | <1078 | < 107©
16/15 [ Oui | Oui [ <1079 | <1075 | Oui | Oui | <1076 | < 1076
4/3 [Oui| Oui | <107® | <107% | Oui | Oui | <107 | <107
8/5 [ Oui | Oui [ <107 <1075 | Oui | Oui | <1078 | < 107©
16/15 [ Oui | Oui [ <1079 [ <1075 [ Oui | Oui | <1076 | < 107©
4/3 [Oui| Oui | <107® | <1075 | Oui | Oui | <107 | <10°°
8/5 [ Oui | Oui [ <107 <1075 | Oui | Oui | <1078 | < 107©
T, (1) 16/15 [ Oui | Oui [ <1079 [ <1076 | Oui | Oui | <1076 | < 1076
Y E 4/3 [Oui | Oui | <10 %[ <10° [ Oui | Oui | <10 ® | <106
8/5 | Oui | Oui [ <107® [ <107% | Oui | Oui | <107 | < 10°°

RCSI/FO,p—l(t)

RCS7, p—1(t)
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0,4
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&
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x
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O
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—p=16/15 - = g(t) = LTF /R, (1) —-g(t) =1y R, (1)
7p:4./3 g(t) = EHBl/FO(t) - - g(t) :Rcsl/poypfl(t)
—p=8/5 - g(t) = Ty 2) - -g(t) = RCSq, 1 (1)

FIGURE 3.1 — Densités de probabilités des parties réelle et imaginaire de Uinterférence (centrées
et réduites) pour différents prototypes et valeurs de densité p < 2, comparés a la densité d'une
variable aléatoire suivant une loi normale centrée et réduite (en trait plein noir).
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FIGURE 3.2 — Densités de probabilités des parties réelle et imaginaire de U'interférence (centrées
et réduites) pour différents prototypes et valeurs de densité p > 2, comparés a la densité d’'une
variable aléatoire suivant une loi normale centrée et réduite (en trait plein noir).
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3.3.5 Résumé

On conclut ainsi que 'approximation de la loi suivie par 'interférence peut étre décemment
approchée par une loi normale, centrée, complexe circulaire pour p < 2 et quel que soit le
prototype utilisé. Pour p > 2 par contre, seule une analyse au cas par cas permettrait de
déterminer une approximation fiable.

3.4 Performances théoriques et simulations

Dans les deux parties précédentes, nous avons donné les conditions de maximisation du
RSB, du RSI et du RSIB, ainsi que des expressions pour la valeur maximale de ces quantités.
Dans cette partie, nous nous attarderons tout d’abord & commenter le comportement de ces
quantités en fonction de la densité p et du rapport Es/Ny = o2||g||?/o? (avec Eg 'énergie
par symbole). Ensuite, nous vérifierons par simulation que seuls les systémes respectant les
conditions énoncées dans les théorémes 3.1, 3.2 et 3.3 atteignent la borne maximale du RSB, du
RSI et du RSIB, respectivement. Enfin, a ’aide de ’expression du RSIB maximal, et grace aux
propriétés statistiques du terme d’interférence exprimées dans la partie 3.3, nous proposerons
une méthode pour dériver des formules de calcul de la probabilité d’erreur binaire en fonction
du RSIB, a partir des formules classiques des systémes STN sur canal & BABG. La pertinence
de ces formules sera vérifiée par le biais de simulations.

Les simulations présentées dans cette partie se basent sur la transmission de K = 4096
symboles multiporteuses sur M = 512 porteuses, en utilisant une constellation QPSK, pour dif-
férents prototypes et valeurs de densité. Quatre types de relation entre les prototypes d’émission
et de réception sont comparés :

— les prototypes d’émission formant des frames étroites, auquel cas on choisit §(t) = g(t)

pour maximiser le RSIB ;

— les prototypes d’émission et de réception formant des paires de frames duales canoniques®
(non-étroites, on prendra §(t) = Sglg(t)), et qui maximisent le RST;

— les prototypes d’émission proportionnels aux prototypes de réception (on prendra g(t) =
g(t)), permettant de maximiser le RSB ;

— les prototypes d’émission et de réception formant des paires de frames duales (ni cano-
niques ni étroites).

Ainsi, par la suite, plutdt que de préciser la paire de prototypes d’émission et de réception
utilisés, on précisera le prototype d’émission g(t) et le type de relation entre ce dernier et le
prototype de réception §(t). Notons enfin deux cas particuliers :

— le cas du prototype en racine de cosinus surélevé de coefficient d’amortissement o = 1,
et permettant I’absence d’IES en monoporteuse a la cadence R = Fpy, noté g(t) = g(t) =
RCSy, m,1(t), fait partie des paires de prototypes proportionnels pour p < 2, mais forme
une paire de frames étroites pour p > 2 (on rappelle que la famille de Gabor de paramétres

5. Le prototype de la frame duale canonique §(t) = Sg'g(t) sera alors calculé via la fonction gabdual de la
toolbox Matlab LTFAT (http://1tfat.sourceforge.net/doc/gabor/gabdual.php).


http://ltfat.sourceforge.net/doc/gabor/gabdual.php
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T, Fp et de prototype RCS; /g, o(f) est une frame étroite pour tout a < p— 1, voir partie
1.4.1);

— le cas du prototype rectangulaire de largeur 1/Fp, noté g(t) = I,/ (t), associé en récep-
tion au prototype permettant de former sa frame duale canonique, noté g(t) = Sglg(t),
forme une paire de frames duales canoniques dans le cas général, mais forme une paire

de frames étroites lorsque p = 2.

3.4.1 Comportement en RSB, RSI et RSIB

Observons tout d’abord le comportement théorique du systéme optimal en termes de RSIB.
La figure 3.3 met en valeur la décroissance du RSIB en 1/p. On remarque en particulier que
ce dernier passe rapidement de RSIBp,x = RSBpax quand p = 1 & RSIBpax < 0 dB quand
p = 2. En fonction du rapport Fg/Ny, on remarque sur la figure 3.4 que méme les densités treés
peu supérieures a 1 (par exemple, p = 16/15 ~ 1,07), et offrant donc un trés faible gain en
efficacité spectrale, ont un fort impact sur le RSIB. Enfin, on voit que lorsque p > 1, disposer
d’un meilleur RSB ne permet pas de compenser la perte en RSIB due & l'interférence.

10 T T T 10 3 I I T I I I I
i -_ RSImaX - RSImaX
— E,/Ny =2 dB 8| — E;/Ng=2dB ||
81 --- By/No=4dB || -~ By/No=4dB
---E4/Ny =6 dB = 6 ---Eg/Ng=6dB ||
PR | E/No=8dB || = ["\::\ | Es/No =8 dB
Q’_]E .l .......... E, / NO =10 dB é 4 ' \\ .......... E, / NO =10 dB |
Tn i M G
= 1 3
2 il
| —_ | | | | |
4 5 1 1,2 14 16 18 2 22 24 26
p p

FIGURE 3.3 — Evolution du RSIB maximal avec la densité de la transmission. On observe bien,
en échelle linéaire, la décroissance en 1/p.

Vérifions maintenant les prédictions théoriques des théorémes 3.1, 3.2 et 3.3 par simulation.
Observons tout d’abord le comportement du systéme en fonction du rapport E,/Ny, et précisons
qu’il est inutile d’observer celui du RSI dans ce cas, puisque par définition (3.16), il ne dépend
pas du rapport Fg/Ny. En termes de RSIB, on remarque sur la figure 3.5 que les frames étroites
permettent d’atteindre RSIBpax pour tout Es/Np, et qu’utiliser une paire de frames duales ca-
noniques ne permet de I'atteindre qu’a fort Es/Ny. Les prototypes proportionnels s’éloignent
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I I
""RSBmax R p:16/15

T RSImax(p) . -

FIGURE 3.4 — Evolution du RSIB maximal avec le rapport Es/Ny. On remarque que lorsque
ce dernier tend vers 0, RSIBax tend vers RSBiax. A l'inverse, RSIBax tend rapidement vers
Pasymptote horizontale RSy, lorsque Es/Ny augmente.

quant a eux significativement du RSIB optimal & mesure que E,;/Ny augmente. Sur la figure 3.6,
on remarque un comportement linéaire du RSB pour tous les prototypes d’émission et de ré-
ception utilisés. Cependant seuls les systémes ou le prototype de réception est proportionnel a
celui d’émission (incluant ceux générant des frames étroites) atteignent RSB ax. Notons que
sur cette courbe en particulier, les performances de g(t) = Iy /g, (t) et g(t) = RCS, ,—1(t) sont
identiques, néanmoins, comme le montre la figure 3.8, cela n’est pas forcément le cas selon la
densité p choisie. Enfin, dans les deux cas, on remarque qu’utiliser en réception une frame duale
autre que la duale canonique ne présente pas d’intérét particulier.

Analysons maintenant le comportement du systéme en fonction de la densité p. La figure 3.7
décrivant 1’évolution du RSIB montre que tous les prototypes formant des frames étroites ont
un comportement identique et prédictible par la formule du RSIB maximal (3.35). On remarque
également que le prototype g(t) = RCS; /g, 1(f), qui ne forme une frame étroite que pour p > 2
présente dans les faits un comportement quasi optimal dés p = 1,6. De méme, le comportement
du prototype g(t) = Il ,p, semble atteindre un RSIB trés proche de RSIBmayx, non seulement
pour p = 2 (cas particulier ou il forme une frame étroite), mais aussi pour p > 2. Cela s’explique
a I’étude de la figure 3.8, ou 'on voit que ce prototype (qui maximise le RSI par construction)
présente un RSB proche de RSB, pour p > 2. Cette figure montre également que seuls les
prototypes d’émission et de réception proportionnels (incluant les frames étroites) atteignent le
RSB maximal, et que le RSB n’est pas forcément constant vis-a-vis de la densité lorsque les
prototypes d’émission et de réception ne sont pas proportionnels. Enfin, la figure 3.9 confirme
que seuls les prototypes d’émission et de réception formant une paire de frames duales canoniques
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5| —— RSIBhax

Frames étroites :
o g(t) = LTFy,p,(t)
o g(t) = EHBy/R (1)
s g(t) = RCS1/p,,p—1(t)
= g(t) = HTD (t)

Frames duales

canoniques :

-+ g(t) =1lyp, (1)

== g(t) = RCSry p—1(t)

Prototypes

proportionnels :
+g(t) =T/, (1)
xg(t) = RCSr; p-1(t)
ag(t) = RCSl/FO,l(t)

Frames duales :

. 9(t) =Tk, (1)

_3 I l | | | | | | | g n
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 d0=Mn®

ES/NO (dB)

RSIB (dB)

FIGURE 3.5 — Evolution du RSIB en fonction du rapport E;/Ny pour différents prototypes,
M =512 et p=4/3.
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—— RSBmax
Frames étroites :
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FIGURE 3.6 — Evolution du RSB en fonction du rapport E,/Ng pour M = 512 et p = 4/3.

(incluant les frames étroites) atteignent le RSI maximal. On y retrouve les comportements
particuliers du prototype g(t) = Il; g, (t) qui forme une frame étroite & p = 2, et présente
un RSI tres proche de RSImax pour p > 2, et du prototype g(t) = RCS; g, ;1 qui rejoint la
courbe du RSI maximal dés p = 1,6.

En conclusion, méme si certains prototypes ne formant pas de frames étroites peuvent présen-
ter de trés bonnes performances pour certaines valeurs de la densité et certains rapports Es/Ny,
seuls ceux permettant de générer des frames étroites garantissent un comportement prédictible
et optimal du RSIB (et, séparément, du RSI et du RSB) pour tout E,/Nj et toute densité p.

3.4.2 Comportement en TEB

En associant I’hypothése de normalité du terme d’interférence, telle qu’établie dans la partie
3.3, a celle de normalité du bruit, on peut considérer que la variable aléatoire vy g = ip g+ (Jp,q; b)
suit une loi normale complexe circulaire centrée. Cette hypothése permet d’établir des formules
de probabilité d’erreur pour le systéme multiporteuse FTIN utilisant des frames étroites, en
réutilisant les formules classiques établies pour les systémes STN sur canal &8 BABG (voir par
exemple [CY02]).

Ainsi, dans le cas o1t on utilise une conversion bit & symbole respectant le codage de Gray et
une constellation P-aire, on passe de la formule STN sur canal 8 BABG (généralement donnée en
fonction de E,/Ny) a la formule s’appliquant au systéme FTN multiporteuse utilisant des frames
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—— RSIBhax
Frames étroites :
o g(t) = LTFyp,(t)
o g(t) = EHBy/p,(t)
s g(t) = RCSy/ Ry p—1(t)
o glt) = Tz, (1)
Frames duales
canoniques :

v -+ g(t) =1k, (1)

-~ g(t) = RCSp,., 1 (1)
Prototypes
proportionnels :
+g(t) =g (1)
% g(t) = RCSr, p-1(t)

A
-8 Teo {2 () = RCSypa(1)
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L 9(t) =1k, (t)
—10 . L ! | | | | | - —-1I
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p

FIGURE 3.7 — Evolution du RSIB en fonction de la densité, pour M = 512 et E;/Ny = 3 dB.
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FIGURE 3.8 — Evolution du RSB en fonction de la densité, pour M = 512 et E,/Ng = 3 dB.
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124 T T T T T T T T

— RSInax
Frames étroites :
o g(t) = LTFy/p,(t)
o g(t) = EHBy /R, (1)
s g(t) = RCSy /g,y p—1(t)
o g(t) =g, (1)
Frames duales
canoniques :
- gt) = Ty (8)
-x- g(t) = RCSr, p-1(1)
Prototypes
proportionnels :
+og(t) =115k, (t)
% g(t) = RCS7,,p-1 (1)
& g(t) = RCS1/p (1)
Frames duales :
L9 =Ty )

_8 | | | | | | | 1= ~ —
12 14 16 18 2 22 24 26 L 90=Hn0

RSI (dB)

FIGURE 3.9 — Evolution du RSI en fonction de la densité, pour M = 512 et E,/Ny = 3 dB.

étroites, en remplacant simplement Ej/Noy par RSIBmax/logy(P) (P = |A| étant le nombre de
symboles constituant la constellation). Par exemple, dans le cas d’une constellation QPSK, on

obtient :
/ 1
P, qrsk = Q(vRSIBpax) = @ ( ,ol—i—NO> ) (3.54)
- Es

avec Q(-) la fonction de répartition complémentaire d'une variable aléatoire normale centrée et
réduite.

Observons les probabilités d’erreur théoriques en fonction de p et du rapport FEp/Ny sur les
figures 3.10 et 3.11. On observe une dégradation trés nette de la probabilité d’erreur a mesure
que la densité augmente. De plus, sur la figure 3.11, on remarque en particulier que méme 3
p =16/15 =~ 1,07, la probabilité d’erreur est au-dessus de 10~° quel que soit le rapport Es/Np.
Cela est trées éloigné des TEB obtenus avec leurs équivalents STN (on rappelle que 107 est la
probabilité cible utilisée dans ce manuscrit pour comparer les différents formats de modulation,
tel que sur la figure 1.18, sur canal &8 BABG). On y remarque aussi que la probabilité d’erreur
tend vers une asymptote horizontale de valeur erflénPSK = Q(+v/SIRpax) lorsque le rapport Ej/No
tend vers l'infini.

En termes de simulations, on confirme sur la figure 3.12 que ’approximation gaussienne de
Iinterférence permet une bonne estimation du TEB, en particulier pour p < 2, et reste perti-
nente au-dela. Pour les prototypes ne formant pas des frames étroites on observe une dégradation
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FIGURE 3.10 — Evolution de la probabilité d’erreur en fonction de la densité du systéme mul-
tiporteuse linéaire FTN optimal avec une constellation QPSK, et en supposant l'interférence
gaussienne.
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FIGURE 3.11 — Evolution de la probabilité d’erreur en fonction du rapport E,/Ny du systéme
multiporteuse linéaire FTN optimal avec une constellation QPSK; et en supposant l'interférence
gaussienne.
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plus ou moins importante, mais non prédictible, du TEB. A l'inverse, les prototypes formant
des frames étroites engendrent tous les mémes performances. Sur la figure 3.13 on observe une
bonne adéquation entre le TEB des prototypes formant des frames étroites et P, qpsk sur toute
la gamme de rapports Eg/Ny. De la méme maniére que dans la partie précédente, on remarque
que les prototypes d’émission et de réception formant une paire de frames duales canoniques
rattrapent les performances optimales lorsque le rapport Fg/Ny devient grand. Enfin, utiliser
un prototype d’émission et de réception formant un paire de frames duales (ni étroites, ni cano-
niques) semble ne présenter, 14 encore, aucun intérét.

0,5 T T T T T T T T
7 — P qpsk
Frames étroites :
04r 1| o g(t) = LTFy/g (1)
1] e g = EHBy R ()
0,3 U S L g| © 9() =RCSyp, ()

o = o g(t) = Iz, (1
' Frames duales
canoniques :
gt = Ly (1)
% g(t) = RCSq, 1 (¢)
Prototypes
proportionnels :
+g(t) =TIy (1)
% g(t) = RCS1,,p-1 (1)
- g(t) = RCS1/p, 1 (1)
Frames duales :
g(t) = y/p, (1)
g(t) = T, ()

FIGURE 3.12 — Evolution de la probabilité d’erreur en fonction de la densité pour une constel-
lation QPSK, M =512 et E;/Ny = 3 dB.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu qu’utiliser des prototypes formant des frames étroites en
émission et en réception permet de maximiser le RSIB. Or les prototypes formant des frames
étroites pour un espacement entre symboles Tj et un espacement entre sous-porteuses Fp, sont les
mémes que ceux permettant de respecter le critére de Nyquist pour un espacement entre symboles
1/Fy et un espacement entre sous-porteuses 1/7p. Ainsi, parmi les prototypes satisfaisant cette
contrainte, on retrouve notamment deux classiques du domaine des communications numeériques :
le filtre rectangulaire dont la longueur correspond au temps symbole, et le filtre en racine de
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- 1e,QPSK
0,4 -| |Frames étroites :
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o g(t) = T, (1)
Frames duales
canomniques :
- g(t) = Iy, (8
% g(t) = RCSz, -1 (1)
Prototypes
proportionnels :
+g(t) =15, (1)
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Frames duales :
9(t) =y, (t)
g(t) = I, (t)

0,2".,

TEB

0,1
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0

FIGURE 3.13 — Evolution de la probabilité d’erreur en fonction du rapport E,/Ny pour une
constellation QPSK, M =512 et p = 4/3.
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cosinus surélevé (qui doit étre con¢u de la méme maniére que lorsqu’on souhaite obtenir un
systéme monoporteuse sans IES a la cadence R = Fp), dont le coefficient d’amortissement o
doit étre choisi tel que a < p — 1.

Dans la mesure ot I'on a également montré, dans ce cas, que la loi de probabilité suivie par
I'interférence est approximativement normale pour des valeurs de densité p < 2 (rappelons que,
strictement parlant, l'interférence ne suit pas une loi normale, il ne s’agit que d’'une approxi-
mation), cette optimalité en RSIB se traduit en optimalité du TEB. De plus, 'utilisation de ce
type de famille d’émission et de réception permet de dériver des expressions théoriques pour le
RSIB et la probabilité d’erreur binaire.

Cependant, nous avons aussi observé que les performances en TEB, bien qu’optimales parmi
les systémes linéaires, restent mauvaises comparées aux modulations classiques STN, et ce méme
pour des densités proches de I'unité. Ce constat constitue la motivation pour la proposition et
I’étude des systémes du chapitre 4, utilisant le principe de la turbo-égalisation pour tendre a
supprimer 'interférence.
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Turbo-égalisation a faible complexité
des systémes multiporteuses au-dela de
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4.1 Introduction

Comme nous 'avons vu dans le chapitre 2 (partie 2.4), 'aspect bidimensionnel des modula-
tions multiporteuses (temps et fréquence) rend 1’égalisation et, par extension, la turbo-égalisation
de lauto-interférence induit par les modulations FTN difficiles & implémenter sous leurs formes
classiques (MAP, MEQM, forgage & zéro). De plus, dans le chapitre précédent, nous avons vu
qu’une approche linéaire de la maximisation du RSIB est insuffisante pour obtenir des perfor-
mances acceptables en termes de TEB dans un contexte FTN. Ainsi, afin d’obtenir des perfor-
mances et une complexité algorithmique acceptables, nous proposons dans ce chapitre d’étudier
un égaliseur a suppression d’interférence avec information a priori. Le principe de ce dernier est
illustré en figure 4.1 et consiste simplement a estimer le terme d’interférence de maniére souple,
a I’aide de l'information extrinséque fournie par un décodeur canal SISO, ce qui implique donc
la mise en ceuvre d’un code correcteur d’erreur cd6té émetteur.

89
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- 1~ € | Conversion SISO

c .
- de sortie
Conversion SISO | € | Calcul de R

L, (b') —
a( ) d’entrée I'interférence !

—— L (b')

FiquRE 4.1 — Structure d’un égaliseur & suppression d’interférence avec information a priori.

Ce chapitre est organisé comme suit. Nous verrons dans la premiére partie que combiner un
systéme & suppression successive d’interférence avec les prototypes d’émission/réception propo-
sés dans le chapitre 3 permet de minimiser 'EQM sur canal 8 BABG. Nous montrerons ensuite
qu’il est possible de profiter des facilités d’adaptation au canal propres aux modulations multi-
porteuses (évoqués dans le chapitre 1 partie 1.4) pour obtenir de bonnes performances pour un
faible surcott algorithmique, dans le cas de transmissions FTN sur canaux sélectifs en fréquence
et, éventuellement, en temps.

4.2 Systéme MEQM a base de suppression successive d’interfé-
rence et de frames étroites en présence de BABG

L’objectif de cette partie est de développer ’égaliseur SISO & suppression successive de I'in-
terférence dans le cadre d’une transmission sur canal & BABG. Tout d’abord, on détaille la
maniére dont le terme d’interférence i,, (p,q) € A est estimé a partir de la séquence de sym-
boles souples € = {Cn,n}(m,n)eca fournie par le convertisseur d’entrée SISO (présenté en 2.4.2.2,
équation (2.38)) a partir d’information extrinseéque (généralement fournie par un décodeur ca-
nal). Ensuite, on donnera l'expression de la variance du terme d’interférence résiduelle et de
bruit v, 4, ainsi que le biais oy, 4 du terme de signal utile, permettant d’utiliser le convertisseur
SISO de sortie détaillé en 2.4.2.2, équations (2.43) et (2.44). Enfin, on montrera qu’utiliser les fa-
milles d’émission et de réception préconisées dans le chapitre précédent pour maximiser le RSIB
permet dans ce contexte de minimiser 'EQM en sortie de I'égaliseur, ainsi que de simplifier
I'implémentation du convertisseur SISO de sortie.

4.2.1 Calcul de ’'interférence

Rappelons ’expression des symboles en sortie du démodulateur multiporteuse dans le cas
d’un canal & BABG :

Cpg = Cpq (Ipgs Ipg) + Z Cmn (Tp,gs Imon) + (Tpg; b) - (4.1)
o (ma)eA\ ()} o e
Signal utile ) p.q Bruit filtré

~
Interférence : iy 4

De cette expression, on extrait le terme d’interférence :

ip7q = Z Cm,n <gp,q§ gm,n) . (4.2)
(mn)eA\{(p,a)}
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Ainsi, on estime ce terme d’interférence a partir de la séquence de symboles estimés par :

%p7q = Z Cm,n (gp7q§ gm,n> ) (4.3)
(mn)eA\{(p.a)}
Ol ¢y est défini par (2.38). Observons que cette estimation du terme d’interférence minimise
Ierreur quadratique moyenne entre %p,q et i, 4 sachant les LRV a priori L, (bi) sur les bits entre-
lacés. En effet, en accord avec 'annexe A, 'estimateur minimisant I’EQM, sachant I’observation
L, (bi) est donné par :

E {Z.p,qu/a (bi>} =E Z Cm,n <§p,q§ gm,n> |La (bi) (4.4)

(m,n)eA\{(p,9)}
= Y E{ennlLa (b))} G gman) (45)
(mn)eA\{(p,q)}
= Z ém,n <gp,q; gm,n> . (4-6)
(mn)eA\{(p,q)}

Les symboles en sortie de I’annuleur d’interférence sont donc donnés par

A~

Cpq = Cpg — lpg (4.7)
= ¢p,q (Ip.ai Ipa) + Z (¢mn = Emn) (Tp.gs Gmn) + (Tpas b) - (4.8)
Signal utile ’ p.q Bruit filtré

Interférence résiduelle : ip g—ip,q

Remarquons que lorsqu’aucune estimation des symboles émis n’est disponible,; alors le terme
d’interférence estimé est nul. Dans le contexte d’un turbo-égaliseur, cela signifie qu’a la premiére
itération, la seule fonction de 1’égaliseur & suppression successive d’interférence est de calculer
les LRV a destination du décodeur canal. A 'inverse, en présence d’une estimation parfaitement
fiable des symboles émis, le terme d’interférence est complétement annulé, et les performances
du turbo-égaliseur correspondent alors aux performances d’un systéme STN.

Enfin, il est possible de calculer la séquence i = {zm de termes d’interférences

”}<m,n>eA

estimés de maniére efficace en fournissant la séquence de symboles ¢ = {ém,n}(m,n)EA A& un
modulateur multiporteuse suivi d’'un démodulateur multiporteuse et en retranchant les termes

ém,n <gm,n§gm,n> :
£ = DEMOD {(MOD{&}(1)} — {émn (G g} (19)
avec MOD{-} et DEMOD({-} les opérations de modulation et de démodulation multiporteuse

telles que définies par (1.56) et (1.57) & temps continu, ou par (1.63) et (1.65) & temps discret.
De par la linéarité du récepteur multiporteuse, on peut finalement mutualiser 'opération de

(m,n)eA>

démodulation dans le calcul de linterférence, et celle du signal regu r(t), de maniére & simplifier
encore le récepteur :

¢ = DEMOD {r(t) — MOD{&}(1)} — {Emn (Gm.ns Gonn)} mmyen (4.10)

avec € = {Em,n}(m,n)EA'
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4.2.2 Prototypes minimisant le RSIB

Aprés avoir détaillé le calcul de 'interférence souple, on peut montrer qu’utiliser des proto-
types d’émission et de réception engendrant des frames étroites permet ici aussi de maximiser
le RSIB apreés annulation d’interférence. Nous en déduirons alors les conditions permettant de
minimiser 'EQM.

Développons tout d’abord l’expression du RSIB aprés annulation d’interférence. Pour ce
faire, de la méme maniére qu’en 2.4.2.2, équation (2.41), on note :

Cpg = Qp,gCpg T Vpgs (4.11)

ol &g = (Gp.q; Ip,q) €t Vpq Prend en compte l'interférence résiduelle et le bruit :

Vog = ipg — ipg + (Gpqi b) (4.12)
= Z (¢pg = Cp.g) (Tp,gi Gmm) + (Gpg; b) - (4.13)
(m,n)eA\{(p,9)}

Dans ce contexte, et sachant que la variance du terme utile est donnée en 3.2, équation (3.3), le
RSIB prend la forme suivante :

21 /5 . 2
RSIB,, — 2 <9pvg’9p,q> . (414

Vp,q

avec aﬁm =E {|vp,q*}. Calculons cette expression :

Uz%p,q =E {’Vp,q

}=E {‘(inq —pq) + (Opgi b) ’2} (4.15)
=E {Jipg — ipal’ } +E{ @0 0) P} + 2R {E{ (i — i) Grai®) "}, (416)

ot E {| (Gp,q;b) |*} est donné en 3.2, équation (3.10). Développons le terme E {|ip,q — %p,q|2} :

E{prq _,Zp»q 2} (417)
2
=E S (emn— mn) (Gogi Gmn)
(m,n)eA\{(p,9)}
- Z E {(Cm,n - ém,n)(cj;ﬂﬂl — é;/7n/)} <gp,q§ gm,n> <§1p7q; ng/,n/>>’< s (418)

(m,n),(m’,n’) GA\{(p:(I)}

or on peut montrer que E {cmmé:‘n, n/} =E {émvnc;"n, n,} =E {ém,né:‘n, n/} [LLLO5]. Ainsi, on
a:

E {(Cmﬂ—b - émVN)(C;‘;.L/’n/ - é;tn/’n/)} =K {Cm7nc,:.b/7n/} —E {ém,né::n/m'} . (419)



4.2. Systéme MEQM a base de suppression successive d’interférence et de 93
frames étroites en présence de BABG

En supposant que les symboles émis tout comme les symboles estimés sont I1ID (ce qui nécessite

en pratique un entrelaceur en émission, comme l'illustre la figure 2.3 [LLLO05]), de variances
2

¢

E {(Cm’n — ém7n)(0:n/7n/ - é;(n/’n/)} = Ugémfm/ (snfn’ - Ugdmfm/ (5n7n’. (420)

respectives o2 et 02, on obtient :

Enfin, en injectant (4.24) dans (4.20), on arrive & :

E{lipg —ipal’} = (@2 =02) 3 (G mn) I (4.21)
(m,n)eA{(p,0)}

Notons qu’il est extrémement difficile d’obtenir une valeur analytique pour 02. En effet, cette va-
riance dépend des propriétés statistiques des LRV a priori, lesquels dépendent eux-mémes, dans
un turbo-égaliseur, de la relation d’entrée/sortie du décodeur utilisé. En pratique, on estimera
donc cette variance de la maniére suivante :

1 .
ngm > Jemnl®s (4.22)
(m,n)eA

avec |A| le cardinal de A. Passons enfin au dernier terme :

E {(Z’p,q - %p7q) (Tp.as b>*} = Z (E{cmn (Gp,q: 0"} — E{Cmn (Gp,gs 0)" 1) {Gp.q5 Gmom) -
(mn)eA\{(p.a)}
(4.23)

Ici, les symboles émis étant indépendants du bruit, on peut écrire E{cpn (Gpq;b)"} = 0. A
I’opposé, on ne peut pas considérer les symboles estimés & partir des LRV comme indépendants
du bruit dans le cas général. En effet, si dans les deux cas suivants :

— aucune estimation des symboles n’est disponible (¢, ,, =0 V(m,n) € A);

— une estimation parfaite des symboles est disponible (¢, = ¢ V(Mm,n) € A);
Pexpression (4.23) s’annule, il est difficile d’en conclure de méme dans les situations intermé-
diaires, puisque le module des LRV en sortie du décodeur représente la fiabilité du décodage, et
est donc lié aux conditions du canal. En pratique, cependant, on observe que négliger ce terme
n’a pas d’impact significatif sur la valeur de agm. On le considérera donc nul par la suite :

E {(%q - %p,q) <$7pvq5 b>*} = Z (E{emn <§p,q? b>*}) <§p,q% Imn) = 0. (4.24)
(mn)eA\{(p.a)}

Ainsi, en combinant (3.10) (4.21) (4.24) dans (4.16), on obtient I'expression de la variance de
I'interférence et du bruit résiduel :

012/,),[1 = (02 - Ug) Z | {Gp.g5 Gmin) |2 + Ugng,q’Pa (4.25)
(mn)eA\{(p,a)}

et le RSIB prend alors une forme trés semblable & (3.17) :

RSIB,, =

5 .

(02 = 02) (Zmamyen | Gai gmand 12 = | (Gpai 9pa) 12) + 031l
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et sa maximisation est également garantie par les conditions du théoréme 3.3, c’est-a-dire en
utilisant un prototype formant une frame étroite en émission, ainsi qu'un prototype de réception
proportionnel & celui d’émission. Dans ce cas, le RSIB maximal prends, 1a encore, une forme trées
semblable & (3.35) :

0_2

c (4.27)

RSIB, , = RSIB,ay = .
e T (02— a2)(p—1)+a}/|g|?

4.2.3 Conditions pour la minimisation de I’erreur quadratique moyenne

Donnons tout d’abord I’expression de ’erreur quadratique moyenne :

E {’Cp,q - Epﬂ‘Q} =E {‘vaq — QpgCpgq — Vp7q|2} (4.28)
=E {‘vaq(l — Qp,q) — Vp,q‘z} (4.29)
= Jg|1 - ap,q|2 + ng,q —-E {Cp,ql/;,q} ) (4.30)

ou le terme E {¢, 417 .} est nul : rappelons en effet que E {c, 45, .} = E {ép 465, .} [LLLO5], et
que le bruit est indépendant des symboles émis. On obtient donc :

E {Cp,q’/;,q} =K {Cpﬂ(i;,q - %;,q + (Ip.gi b>)} (4.31)

=E{cpaling — i)} (432)

= Y (E{eCunt —E{cpabinl) (Gpgi Gmm) (4.33)
(mn)eA\{(p,a)}

=0. (4.34)

A partir de ce résultat, et en rappelant que ap.q = (Jp.q; gp.q), ON peut faire apparaitre le RSIB
dans 'expression de 'erreur quadratique moyenne :

— 1 - a 9
E {|Cp,q - Cp,q|2} = U?:’O‘p,q|2 (‘a =
p?q

2

- RSIB—1> . (4.35)

Comme indiqué précédemment, RSIB™! est minimisé en respectant les conditions énoncées dans
3.3. De plus, dans ce cas, on peut choisir arbitrairement p,, € C* tel que gp4(t) = tpq9p.q(t),
ce qui signifie que I'on peut construire n’'importe quelle valeur ap g = (Gp.q; 9p.g) = i 4 llgl|* dans
C* a partir de pp, 4 V(p,q) € A. Dans ces conditions, il ne reste qu’a trouver «y, 4 tel que :

l—«
. 2 P,q
Qp g € argmin |oy, 4| ‘a
ap,q€C* D,q

2
+ RSIBI;;X) , (4.36)

et en déduire la valeur de p,, & imposer. Pour cela, il suffit de chercher une valeur de a4
annulant le gradient suivant :

1l—-—«a
2 )
vap,q ’ap7Q| (‘ o

Qpq

2
+ RSIBI;;X) = Va,,|1 — apgl> + RSIBLL Va, , opq]? (4.37)

= (1 + RSIBihy) Va,.,lopgl® — 2Va, R {apg}, (4.38)

Qp,q
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avec

Ol q|? Oy 4|
Vaylapgl? = 2525~ + i 2b = = 20p, 4.39
ap,q’ p,q| OR {ap,q} oL {ap,q} P,q ( )
et
R {apq}
vapqu{apﬂ]} = aR {O[zZ} = ]-7 (440)
ce qui revient a résoudre 1’équation ci-dessous :
2(1+RSIBL,) apg —2=0 (4.41)
1
=— 4.42
“r4 = 1 RSIB] 42

max
Pour minimiser 'EQM de ce systéme multiporteuse FTN avec annulation souple de l'interférence,
il faut donc garantir gy 4(t) = fip,q9pq(t), avec :

X Qp,q 1
Ipq = = < = s (4.43)
P4 gl Nlgll? (1 + RSIB,)

max

et g une frame étroite. Ces conditions sont résumées dans le théoréme 4.1.

Théoréme 4.1 (Minimisation de 'EQM)
Soit un émetteur/récepteur multiporteuse FTN tel que défini par (1.56) et (1.57), adossé a un
systéme de suppression souple d’interférence tel que définie par (4.7).

On considere la transmission d’une séquence de symboles IID ¢ = {cmn}(mn)ez? € 02(Z2), de
2

2, sur un canal @ BABG dont on notera 02 la variance du bruit (supposé centré).

variance o
Notons ag la variance des symboles estimés a partir de linformation a priori par (2.37), g =
{9mn}mmyeze la famille de Gabor d’émission, de prototype g(t) € L2(R), & = {Gm.n}(mn)cz2 lo
famille de réception, et p > 1 la densité du systéme.

Alors, pour mazimiser UEQM apreés suppression d’interférence, il est suffisant de réunir les

conditions suivantes :
1. g est une frame étroite ;
2. Gmn(t) = pgmn(t) V(m,n) € z*;
3 =1/ (gl (1 + RSIBL,)]

0t RSIByqq est donné par (4.27).

Quelques remarques sur ce résultat :

— A = 7? est fondamentalement incompatible avec le fonctionnement par bloc de données
d’un systéme turbo, nous verrons cependant par simulation que le choix du nombre
de symboles multiporteuses K et le nombre de sous-porteuses M est finalement peu
contraint ;

— lorsqu'une information a priori parfaite est disponible (2 = 02), le RSIB maximal
devient égal au RSB maximal que 'on obtiendrait par filtrage adapté dans un systéme
STN, cela signifie que dans ce contexte, lorsque le turbo-égaliseur converge, il converge
vers les performances du systéme STN codé sur canal & BABG.
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4.2.4 Conversion SISO de sortie

Dérivons ’expression de a4 et prq afin d’utiliser le convertisseur SISO classique détaillé
dans la partie 2.4.2.2.
Commencons par «, 4. Lorsque les conditions du théoréme 4.1 sont respectées, on a :

g = (Ip,g5 Ip.a) = K {9p.as Ip.g) » (4.44)

avec =1/ [[lgl/* (1 + RSIB4,)]. g étant une famille de Gabor, on a (gp,q; gp.¢) = [lg/|*. Ainsi,
le terme oy, ; ne dépend pas dans ce cas ni 'indice temporel g, ni de 'indice de sous-porteuse p :

apq = = pllg|? (4.45)
Quant a agp ,» dont on rappelle l'expression générale donnée en (4.25) :
Uz%m = (U?; - Ug) Z | {Gp.g5 Gmn) |2 + Ul?”@p,qHZa (4.46)
(m,n)eA{(p.9)}

lorsque les conditions du théoréme 4.1 sont respectées on obtient, d’une part :

2 = u?||g]%, (4.47)

ng,qH2 = :UQHQZLQ

et

Z | {Fp,q5 Gm.n) |2 = Z | {9p.g5 Gm.n) |2 — [ {9p.a: 9p.a) ’2

(m.n)eZ\{(p,q)} (m,n)€Z?

= > Hgigmn) P = llal* ], (4.48)
(m,n)eZ?

ainsi que, d’autre part,

D G gmn) 1P = (Segi9) = pllgll*. (4.49)
(m,n)€Z?

Ainsi, en combinant (4.47), (4.48) et (4.49) dans (4.46), on obtient finalement une expression ne
dépendant ni de I'indice temporel ¢, ni de I'indice de sous-porteuse p :

0o = 00 = 12gll* [(02 = 02) (0 = 1) + 03/ gl] (4.50)

Vp,q

ot on identifie le dénominateur de RSIBp.x, de maniére & simplifier 'expression de o2 comme
suit :

o, = 1°|lgl|"oZRSIB oy (4.51)
—1
max

1
~ Jlg]i? (1 + RSIB,}

max

Enfin, on peut exprimer RSIB en fonction de p :

& RSB, = (ulgl®) ' -1, (4.52)

) max

7
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ce qui, en réintroduisant o = pu|g||?, donne finalement :

2

02 =o2a(l - a). (4.53)

En résumeé, la conversion SISO s’effectue via l’association des équations (2.43) et (2.44) avec,
Y(p,q) € Z* :

— apg=a=1/(1+RSIB™!);

2 2 2

— o, =0,=0za(l—a).
Ainsi, en plus de permettre la minimisation de PEQM, l'utilisation de frames étroites dans
ce contexte de suppression souple d’interférence dans un systéme multiporteuses FTN permet
également de ne calculer qu’une fois par itération, et pour tous les symboles, les parameétres du

convertisseur SISO de sortie.

4.2.5 Simulations

Dans cette partie, nous vérifierons les résultats théoriques développés auparavant, et évalue-
rons les performances du systéme & suppression d’interférence souple MEQM sur canal 8 BABG.
Pour ce faire, nous mettons en ceuvre une transmission multiporteuse FTIN codée et entrelacée.
On utilise pour ce faire le code convolutif (7,5) et un entrelaceur aléatoire agissant sur une
séquence de 32768 bits codés. Les bits entrelacés seront ensuite convertis en symboles QPSK.
En réception, le systéme d’annulation souple de I'interférence est implémenté de concert avec un
décodeur BCJR dans une boucle turbo.

Notons M le nombre de sous-porteuses et K, le nombre de symboles par porteuse, la figure 4.2
évalue les différences de performances pour M =2 et K = 8192, M =512 et K =32, M = 8192
et K = 2, de telle sorte que le produit K.M est constant. On observe un comportement identique,
méme dans les cas limites ou M = 2 et K = 2, permettant un choix complétement libre de K
et M pour une valeur fixée de K.M.

Afin d’effectuer la conversion SISO de sortie, nous considérons que la distribution suivie par
la somme de l'interférence et du bruit v, , suit une distribution gaussienne. Or, nous ’avons
vu dans le chapitre 3 (partie 3.3.4), cette approximation est relativement mauvaise pour p > 2.
Dans les simulations présentées en figure 4.3, on compare les performances du systéme pour
p = 2 lorsque le convertisseur SISO de sortie utilise une approximation gaussienne, et lorsque la
densité de probabilité empirique de v, , est utilisée. De maniere intéressante, on n’observe pas
de différence notable entre les deux cas. En particulier, pour p = 8/3, on remarque qu’aucun
des deux systémes ne permet la convergence du turbo-égaliseur.

Sur la figure 4.4, on remarque que tous les systemes utilisant des frames étroites présentent des
performances semblables en termes de TEB. Lorsque des frames duales canoniques sont utilisées
et que le systéme turbo converge, on remarque un décalage avec les performances du systéme
orthogonal. Ce décallage correspond au fait que ces prototypes ne permettent pas de maximiser
le RSB (voir chapitre 3). A Tinverse, lorsque le systéme turbo converge avec des prototypes
d’émission et de réception proportionnels, on devrait effectivement retrouver les performances
du systéme orthogonal. Cependant, dans nos simulations, cette configuration ne permet pas au
systéme turbo de converger.
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FiquRE 4.2 — Performances du systéme FTN turbo & suppression souple de l'interférence pour
différentes valeurs de K et M, avec K.M = 16384, p = 2 et le code convolutif (7,5). Les courbes
en tirets représentent la premiére itération du turbo-égaliseur, celles en trait plein la dixiéme.
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FiquRE 4.3 — Performances comparées du systéme FTN turbo & suppression souple de l'inter-
férence lorsque la conversion SISO de sortie s’effectue en prenant en compte la densité de pro-
babilité empirique de U'interférence (voir figure 3.2), et lorsque cette derniére est approchée par
une gaussienne. Ces simulations sont effectuées avec K = 32 symboles multiporteuses, M = 512
porteuses pour une densité p = 2, et en utilisant le code convolutif (7,5). Les courbes en tirets
représentent la premiére itération du turbo-égaliseur, celles en trait plein la dixiéme.
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e - ' y I —— Systéme STN (p = 1)
DR - S S S Frames étroites :
1071 & | —e—g(t) = LTFy/p, ()
; 1| ——9(t) =RCS1/R, p-1(1)
I | |8 g(t) =g, (1)
Frames duales
1072 E - | canoniques :
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& 3] | | proportionnels :
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FIGURE 4.4 — Comparaison des performances du systéme FTN turbo & suppression souple de
Iinterférence pour différents prototypes. Ces simulations sont effectuées avec K = 32 symboles
multiporteuses, M = 512 porteuses pour une densité p = 2, et en utilisant le code convolutif
(7,5). Les courbes en tirets représentent la premiére itération du turbo-égaliseur, celles en trait
plein la dixiéme.
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Enfin, on observe en figure 4.5 que ce systéme présente de trés bonnes performances en
QPSK, puisqu’il permet ici d’augmenter U'efficacité spectrale de 14% par rapport a une QPSK
non-codée, tout en diminuant le rapport Ej/Ny nécessaire pour atteindre le TEB cible de 3,6
dB. Les performances sont plus mitigées pour des constellations d’ordre supérieures. Remar-
quons cependant que lorsque la structure turbo converge, le gain en efficacité spectrale se fait
toujours & FEj /Ny constant par rapport au systéme codé orthogonal. A Iinverse, les techniques
de poinconnage de code par exemple, permettent d’augmenter Pefficacité spectrale du systéme
codé mais au prix d’une augmentation du rapport Ej/Ny nécessaire pour obtenir le TEB cible.
Evidemment, de meilleures performances sont possibles en utilisant de meilleurs codes. Cepen-
dant, pour conserver une complexité acceptable, il serait sans doute préférable de ne pas utiliser
de codes qui nécessiteraient d’imbriquer deux systémes itératifs (un pour I’égalisation et I'autre
pour le décodage) dans la mesure ou cela induirait un nombre total d’itération élevé pour le
décodeur. Dans ce contexte, les turbo-codes et les codes LDPC ne sont donc pas de bons candi-
dats. Notons qu’en monoporteuse, des travaux ont été menés par Anderson et al. pour trouver
des codes convolutifs adaptés aux transmissions FTN |AZ14].

107 T T T T T T T T T T T
> IS e 16-QAM
L ) =4/3 ///

o f S ® 8-PSK |
7 p=16 @ 7 .
= p=16/7 =1 L -
2 - / 1’9 QPSK .
< /):/l //’/
pvl .ﬂ\/\/‘; >>>>> —7’,/’/
1f p=1 <~~,*__-——”// i
L | | | | | | | | | | ]
4 5% 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Ey/No (dB)

FiquRrE 4.5 — Impact sur Uefficacité spectrale du systéme multiporteuse F TN turbo a annulation
souple de l'interférence sur canal 4 BABG pour un TEB cible de 107°. Pour chaque constellation,
trois points sont donnés. Le premier (identifié par le nom de la constellation) représente la
performance du systéme orthogonal non-codé, le deuxiéme (identifié par p = 1) représente la
performance du systéme orthogonal codé utilisant un code convolutif (7,5), et le dernier (identifié
par la valeur maximale de densité permettant la convergence du systéme turbo) représente la
performance du systéme FTN turbo & annulation souple de U'interférence utilisant le code (7,5).
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4.3 Suppression successive d’interférence en présence de canal
radiomobile

Dans cette partie, étendons le systéme & suppression souple d’interférence présenté précé-
demment dans le cadre d’un canal & BABG au cas des canaux LTI et LTV. En particulier, nous
verrons que les propriétés d’adaptation au canal de transmission propres aux modulations mul-
tiporteuses (telle que I'approximation des canaux LTI par un coefficient par sous-porteuse) sont
congervées, et que les régles de choix des prototypes, en termes de localisation temps-fréquence
notamment, restent les mémes qu'en STN.

4.3.1 Calcul de l'interférence

Rappelons l'expression des symboles en sortie du démodulateur multiporteuses dans le cas
d’une transmission sur canal LTV, noté H :

Cpq = Cp.g (Ip.qi MIpq) + Z cmn (Ip.gs Homn) + (Ip.qi ) - (4.54)
(mn)eA\{(p.q)}

Dans le cas ou les conditions données en partie 1.3.3 sont respectées (c¢’est-a-dire que sa fonction
d’étalement est négligeable passé un certain retard et une certain décalage Doppler, et que le
prototype est bien localisé¢ dans le plan temps-fréquence), on peut simplifier cette expression en
approchant le canal avec un coefficient par symbole :

Cpg = CpgLn(PFo, q10) (Gp.g; Ip.g)+ Z Cmn L (mFo, o) (Gp,gs Gm,n)+(Jp,q; b) - (4.55)
(mn)eA\{(p.a)}

Pour simplifier les notations, nous écrivons Ly, ,, = L (mFy, nTp) V(m,n) € A, ce qui donne :

Cpa ™ CpqLpq (Gp.ai 9p.a) + Z cmanLmm (Ip.gs gmm) + (Ip.g; b) (4.56)
Signal utile (m,n)EA{(p.q)} Bruit filtré

Interférence : ip 4

Ainsi, en supposant une connaissance parfaite du canal par le récepteur (ce qui nécessite en
pratique une étape préliminaire d’estimation du canal, qui ne sera pas traitée dans le cadre de
nos travaux), on estime le terme d’interférence a partir de la séquence de symboles estimés ¢
via :
%p,q = Z ém,an,n <gp,q; gm,n> . (457)
(mn)eA{(p,9)}

Les symboles en sortie de 'annuleur d’interférence sont donc donnés par :

pa ™ Cpalip.q (Gp.ai 9p.a) + Z (¢mn = Cmn) L (Tp.gs gmn) + (Tpas b) - (4.58)
Signal utile (m,n)eA\{(p,q)} Bruit filtré

Interférence résiduelle : ip g—ip,q
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Tout comme précédemment, cette expression se calcule de maniére efficace en fournissant
p PV Y N _ A N
la séquence de symboles & = {¢, ,}mmn)er avec ¢, , = LynCnn Y(m,n) € A & un mo-
dulateur multiporteuse suivi d’un démodulateur multiporteuse et en retranchant les termes

é;n,n <gm,n; gm,n> :

i=DEMOD {MOD{&'}} — {&,.,. (Gm.n; Gmn) } (4.59)

(m,n)eA’

En mutualisant I'opération de démodulation dans le calcul de l'interférence, et celle du signal
recu r(t), on obtient :

¢ = DEMOD {r(t) — MOD{&"}(t)} — { &, (Imn; Gmm) } (mm)eh (4.60)

4.3.2 Conversion SISO de sortie

Dérivons ’expression de a4 et Jl%p‘q afin d’utiliser le convertisseur SISO classique détaillé
dans la partie 2.4.2.2.

Commencons par «y, 4. Sa valeur se déduit de (4.44) en remplacant g, q(t) par Ly qgp q(t)
Y(p,q) € A :

pq = Lpg (Ip.g; Ipa) = Mp,qu,qHQHQv (4.61)

on remarque que cette expression dépend de la valeur de la fonction de transfert évolutive évaluée
en (p, q), sauf si 'on choisit pp 4 = 1/Ly 4. Cependant, dans ce cas, il est nécessaire de s’assurer
que L, 4 est non-nul, quel que soit (p, q).

L’expression de agm se déduit de (4.46) de la méme maniére :

2 (4.62)

ng,q = (0'3 - Ug) Z ‘Lm,nm (Tp.a3 gm,n) ‘2 + Ul?ng,q
(mn)eA\{(p,0)}

= ’qu‘Q(Uz —0?) Z |Lm,n|2‘ (9p.gs Gmon) > - |Lp,q‘2’ (9p.g5 Ip.a) |+ |Np,q’2‘7§”9”2

(m,n)eA
(4.63)
= |Mp,q‘2(ag - Ug) Z |Lm,n|2‘ (93 gm—pn—q) |2 - |Lp,q|2”g||4 + |Mp,q’2‘7l?||g||2-
(m,n)eA
(4.64)

Ici, il n’est pas possible de simplifier davantage en utilisant, par exemple, les propriétés des
frames. Nous proposons néanmoins plusieurs pistes pour effectuer efficacement ce calcul dans
un contexte de turbo-égalisation. Premiérement, on remarque qu’il n’est nécessaire de calculer
0402101 et st (Smyen [l (05 9 pin-a) P = |Lpgl?g]1*) quune fois pour tontes les
itérations. Deuxiémement, 3, cp |Linnl?| (95 gm—pn—q) |* correspond & la convolution bidi-
mentionnelle de f(m,n) = |(g; g—m,—n) |> et h(m,n) = |Lyn|*> V(m,n) € A. Des implémen-
tations logicielles et matérielles efficaces d’une telle opération, faisant notamment intervenir la
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transformée de Fourier rapide & deux dimensions, sont & trouver dans le domaine du traitement
d’images [Wos+98]; [MMN92]. Enfin, les termes de la famille {| (g; gmn) |*}(mn)en devraient
étre pré-calculés pour alléger encore la charge de calcul.

4.3.3 Simulations
4.3.3.1 Canal sélectif en fréquence (LTI)

Observons le comportement du systéme multiporteuse FTN a suppression souple de l'inter-
férence sur canal sélectif en fréquence. Pour cela, on évalue les performances de ce systéme sur
canal Proakis B [PS08|, dont les réponses impulsionnelle et fréquentielle sont données en figure
4.6. 11 s’agit d’un canal relativement agressif, comme en témoignent les fréquences pour lesquelles
le gain du canal est proche voire égal a zéro.

3
0.815 t 4
[a\] 2 |
= S
= 04074 = ) |
0 ‘ 0 ‘ !
0 1 2 T2 0 2
Indice temporel n Fréquence normalisée f
(a) Réponse impulsionnelle. (b) Réponse fréquentielle.

FIGURE 4.6 — Canal Proakis B.

Similairement aux simulations présentées précédemment, on simule ici la transmission de
K = 16384 bits, codés par le code convolutif (7,5), puis convertis en symboles QPSK. La
densité du systéme FTN est ici fixée & p = 1,6 ce qui correspond, étant donné le code canal
et la constellation utilisée, & une efficacité spectrale de n = 1,6 bits/s/Hz. On comparera ces
performances en TEB a celle du systéme multiporteuse a la cadence de Nyquist (p = 1), et dont
Pefficacité spectrale est de n = 1 bits/s/Hz.

On compare tout d’abord I'impact du nombre de sous-porteuses sur les performances du
systéme sur la figure 4.7. On rappelle que pour un systéme multiporteuse STN, le fait d’aug-
menter le nombre de porteuses permet une meilleure adaptation au canaux sélectifs en fréquence.
On retrouve cette tendance avec le systéme FTN & suppression souple de linterférence. Il est
intéressant de noter qu'un nombre de sous-porteuses plus faible affecte plus durement les perfor-
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mances du systéme FTN que celles du systéme STN. Cela s’explique par le fait que le calcul de
I'auto-interférence est forcément imparfait si l’approximation & 1 coefficient par sous-porteuse est
mauvaise (méme en présence d’information a priori parfaite). Dans ces conditions, ot le nombre
de sous-porteuses est insuffisant, le systéme FTN ne pourra pas converger vers les performances
du systéme STN.

T
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FiquRE 4.7 — Impact du nombre de sous-porteuses sur les performances du systéme FTN turbo
a suppression souple de I'interférence pour p = 1.6 et g(t) = Iz, (t). On remarque qu'un nombre
insuffisant de porteuses impacte plus durement le systéme FTN (traits noirs) que le systéme
STN (traits gris). Les courbes en tirets représentent la premiére itération du turbo-égaliseur,
celles en trait plein la dixiéme.

L’impact des prototypes d’émission et de réception est évalué en figure 4.8. On y observe les
meémes tendances que dans le chapitre 3 concernant les prototypes menant a des paires de frames
duales canoniques et les prototypes proportionnels. C’est-a-dire que ces derniers présentent un
point de convergence pour un Ej,/Ny plus élevé que les autres prototypes, mais ils convergent vers
les performances du systéme orthogonal. A I'inverse, les prototypes formant des paires de frames
duales canoniques ont leur point de convergence a plus faible rapport Ej /Ny, mais présentent un
décalage avec la courbe du systéme STN en zone de convergence (en raison d’un RSB qui n’est
pas maximal). Enfin, concernant les frames étroites, si on observe qu’elles combinent bien point
de convergence a faible rapport Ej,/Ny et convergence vers les performances du systéme STN,
on remarque en revanche qu’elles n’ont pas exactement le méme comportement. En effet, entre
le point de convergence et le début de la zone de convergence, on observe que les prototypes
bien localisés en fréquence présentent de légérement meilleures performances.
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FIGURE 4.8 — Impact des prototypes d’émission et de réception sur les performances du systéme
FTN turbo & suppression souple de linterférence pour p = 1.6, M = 1024 sous-porteuses,
et en présence d’un canal Proakis B. Les prototypes formant des frames étroites présentent
les meilleures performances. On remarque que les performances de ces prototypes, lorsqu’ils
présentent une bonne localisation fréquentielle, sont légérement meilleures. Les courbes en tirets
représentent la premiére itération du turbo-égaliseur, celles en trait plein la dixiéme.
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4.3.3.2 Canal radiomobile

Nous évaluons pour finir les performances du systéme multiporteuse FTN & suppression
souple de l'interférence sur canal radiomobile. Pour ce faire, on utilise le modéle COST 207
TUx6, qui représente un canal urbain « typique » (TU signifiant Typical Urban) [Fai88]. Nous
étudions un scénario de faible mobilité (type piéton), ou la vitesse maximale de déplacement du
récepteur est de vmax = 3 km/h, et un scénario de forte mobilité avec vmax = 350 km /h, sachant
que le systéme occupe une bande B = 8 MHz, centrée autour d’une fréquence porteuse fo = 600
MHz.

Similairement aux simulations présentées précédemment, on simule la transmission de K =
16384 bits, codés par le code convolutif (7,5), puis convertis en symboles QPSK. La densité
du systéme F'TN est fixée & p = 1,6 ce qui correspond ici & une efficacité spectrale de n =
1,6 bits/s/Hz. A la différence des simulations présentées jusque la, il n’est pas possible ici
de comparer les performances du systéme & une unique référence (ou l'interférence aurait été
parfaitement annulée). En effet, ici, la pertinence de 'approximation a un coefficient par symbole
dépend du profil temps-fréquence du prototype utilisé, ainsi que de I'écart entre porteuses Fj et
I’écart entre symboles multiporteuses Ty. Ainsi, les différents prototypes ne tendent pas vers les
mémes performances lorsque 'interférence est complétement éliminée, et plus encore, ne tendent
pas vers celles des systéemes STN utilisant les mémes prototypes (puisque les paramétres Fy et
Tp ne sont pas les mémes). C’est la raison pour laquelle, dans les simulations présentées ici,
on se contentera de comparer les systémes FTN entre-eux, sans analyser leurs comportements
vis-a-vis de leurs équivalents idéaux (annulant parfaitement Uinterférence).

Les figures 4.9 et 4.10 présentent les performances dans le scénario de faible mobilité, avec
M = 1024 et M = 4096 sous-porteuses, respectivement. On remarque que tous les prototypes
permettent la convergence du systéme turbo et, en raison d’une faible sélectivité temporelle,
I’augmentation du nombre de sous-porteuses a ici un effet modéré sur les performances. Les
meilleures performances en termes de TEB sont obtenues en utilisant des frames étroites, mais
on remarque que toutes les frames étroites ne donnent pas les meilleures performances. Ainsi,
le prototype rectangulaire II7, (¢) présente ici de moins bonnes performances que le prototype
Iy r, (t), lequel ne permet pas de former de frame étroite mais présente une meilleure sélec-
tivité fréquentielle. Suivant la méme tendance, les prototypes en racine de cosinus surélevé
RCSi /g, p—1(t) et minimisant ’énergie hors bande EHB; /g (t), en raison de leur capacité &
former des frames étroites et de leur bonne localisation fréquentielle, présentent les meilleures
performances.

Les figures 4.11 et 4.12 présentent les performances dans le scénario de forte mobilité, avec
M = 1024 et M = 4096 sous-porteuses, respectivement. On observe tout d’abord que tous les
prototypes en racine de cosinus surélevé présentent des performances médiocres, en raison de leur
trés mauvaise localisation temporelle. Les prototypes rectangulaires, ceux minimisant 1’énergie
hors bande (EHB), et ceux maximisant la localisation temps-fréquence (LTF) permettent quant
a eux la convergence du systéme turbo. De plus, on remarque ici encore que les meilleures
performances sont détenues par les prototypes permettant de former de frames étroites. Enfin,
Pimpact négatif de "augmentation du nombre de sous-porteuses (augmenter le nombre de sous-
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FIGURE 4.9 — Impact des prototypes d’émission et de réception sur les performances du systéme
FTN turbo & suppression souple de l'interférence pour p = 1.6, M = 1024 sous-porteuses, et
en présence d’'un canal COST 207 TUx6 en situation de faible mobilité (vmax = 3 km/h). Les
courbes en tirets représentent la premiére itération du turbo-égaliseur, celles en trait plein la
dixiéme.
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FI1GURE 4.10 — Impact des prototypes d’émission et de réception sur les performances du systéme
FTN turbo & suppression souple de l'interférence pour p = 1.6, M = 4096 sous-porteuses, et
en présence d’'un canal COST 207 TUx6 en situation de faible mobilité (vmax = 3 km/h). Les
courbes en tirets représentent la premiére itération du turbo-égaliseur, celles en trait plein la

dixiéme.
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porteuses ayant pour effet d’allonger la durée des symboles multiporteuses, entrainant une plus
mauvaise localisation temporelle) est ici bien visible & la comparaison des deux figures.

Frames étroites :
—o—g(t) = LTFy/p, (1)
—o—g(t) = EHBy /R, (t)
——g(t) = RCSy /Ry, p—1(1)
—5-g(t) = Ilz, (t)
| |Frames duales

| | canoniques :
—g(t) =11y, (1)
——g(t) = RCSy; p-1(t)
Prototypes
proportionnels :
—+=g(t) = iR, (¢)
—x—g(t) = RCS,,p—1(t)

TEB

ES/NO (dB)

F1GURE 4.11 — Impact des prototypes d’émission et de réception sur les performances du systéme
FTN turbo & suppression souple de l'interférence pour p = 1.6, M = 1024 sous-porteuses, et
en présence d'un canal COST 207 TUx6 en situation de forte mobilité (vmax = 350 km/h). Les
courbes en tirets représentent la premiére itération du turbo-égaliseur, celles en trait plein la
dixiéme.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que choisir des frames étroites en émission et en récep-
tion permet au systéme multiporteuse FTN avec suppression souple de U'interférence de minimiser
Ierreur quadratique moyenne sur canal & bruit additif blanc gaussien. Les simulations associées
montrent que ce systéme, une fois associé & un décodeur canal dans une boucle turbo, per-
met d’augmenter significativement ’efficacité spectrale sans pénalité en terme de taux d’erreur
binaire, et pour une complexité algorithmique modeste.

Sur canal sélectif en fréquence et doublement sélectif (en temps et en fréquence), on montre
par simulation que le systéme & suppression souple de 'interférence présente 14 aussi de meilleures
performances lorsque des frames étroites sont utilisées en émission et en réception (bien que cela
ne permette pas de minimiser l'erreur quadratique moyenne). On remarque surtout que les stra-
tégies d’adaptation et de compensation du canal restent inchangées par rapport aux systémes
STN. En effet, sur canal sélectif en fréquence, I’approximation du canal a un coefficient par
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FIGURE 4.12 — Impact des prototypes d’émission et de réception sur les performances du systéme
FTN turbo & suppression souple de l'interférence pour p = 1.6, M = 4096 sous-porteuses, et
en présence d'un canal COST 207 TUx6 en situation de forte mobilité (vmax = 350 km/h). Les
courbes en tirets représentent la premiére itération du turbo-égaliseur, celles en trait plein la

dixiéme.
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porteuse est pertinente a condition d’utiliser suffisamment de sous-porteuses (a choisir en fonc-
tion du canal considéré), et les prototypes bien localisés en fréquence présentent de meilleures
performances & nombre de porteuses constant. De méme, sur canal radiomobile, il est nécessaire
d’adapter le choix du nombre de sous-porteuses au profil temps-fréquence du canal afin que
I'approximation du canal & un coefficient par symbole soit pertinente, et les prototypes présen-
tant la meilleure localisation temps-fréquence présentent les meilleures performances. Dans ce
contexte, nous préconisons 'utilisation des formes d’ondes EHB ! et LTF 2 qui, en plus d’avoir
une réponse impulsionnelle courte, ont de bonnes propriétés en termes de localisation temps-
fréquence, et présentent dans nos simulations les meilleures performances comparées & celles des
prototypes rectangulaires et en racine de cosinus surélevé.

Dans ce chapitre et celui qui le précéde, nous avons étudié et proposé des techniques per-
mettant d’augmenter l'efficacité spectrale des systémes multiporteuses via la méthode FTN.
L’utilisation de cette méthode a un impact sur le signal en sortie du modulateur et, compte tenu
du mauvais comportement des systémes multiporteuses classiques en termes de facteur de créte,
nous étudions l'effet de la signalisation F'I'N sur ce dernier dans le chapitre 5.

1. Prototype cong¢u pour minimiser I’Energie Hors Bande
2. Prototype congu pour maximiser la Localisation Temps-Fréquence



CHAPITRE 5

Impact de la signalisation au-dela de la
cadence de Nyquist sur le PAPR des
modulations multiporteuses
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5.1 Introduction

Comme nous 'avons évoqué dans l'introduction du chapitre 1, le PAPR est un élément fon-
damental du systéme de transmission puisqu’il influe sur le choix des amplificateurs de puissance,
et sur lefficacité énergétique du systéme de transmission. Comparé par exemple aux modulations
a amplitude constante, dont le PAPR est minimal, ou méme aux autres modulations linéaires
classiques, les modulations multiporteuses, & l'instar d’'une somme de sinusoides de fréquences
différentes, présentent par nature un PAPR élevé. Dans la mesure ol la puissance maximale
est généralement limitée par des contraintes réglementaires et/ou d’intégration, la puissance
moyenne des signaux multiporteuses doit étre ajustée en conséquence, ce qui pénalise leur bilan
de liaison. Ce fort PAPR est encore aujourd’hui un frein a ’adoption des modulations multipor-
teuses dans des environnements énergétiquement contraints, tels que les systémes embarqués ou
satellitaires.

Dans ce chapitre, on montre qu’un choix judicieux du prototype d’émission permet non seule-
ment d’obtenir un PAPR optimal pour une modulation multiporteuse, mais aussi de garantir
que ce dernier diminue a mesure que la densité p du systéme multiporteuse augmente. En parti-
culier, dans un contexte FTN (p > 1), ce choix judicieux engendre un PAPR systématiquement
meilleur que celui des systémes STN, & nombre de sous-porteuses égal.

Nous présentons ces résultats en définissant tout d’abord le modéle de PAPR utilisé, puis les
conditions & respecter pour garantir I'optimalité du PAPR d’un systéme multiporteuse. Nous

113
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montrerons ensuite comment choisir des formes d’ondes d’émission respectant ces conditions
dans un contexte FTN. Enfin, ces résultats seront vérifiés et analysés par le biais de simulations
numeériques.

5.2 Définition du PAPR

En reprenant I’expression du signal modulé & temps continu s(t), et en supposant que son
support temporel est borné a [0; 7] (on prendra T' > Tj et, la plupart du temps T = Ty [SSJ06]),
on définit simplement le PAPR par :

max;eo.7] |$(t)]?
1 T '
E {4 Jy Is(t)at}
A temps discret, et a échantillonnage critique, on adapte la formule précédente en utilisant

Pexpression du signal modulé s[k] a temps discret, dont on considére le support borné a [0; Nz,
avec Ny = T /T,. L’expression du PAPR devient alors :

PAPR =

(5.1)

MmaXgeco;Ny| ’8[]{5] |2

Np—1 ’
E{NLT k=0 |5W|2}
Notons que PAPRq est généralement significativement inférieur & PAPR. Pour pallier & ce pro-

bléme, il suffit d’interpoler s[k] par un facteur N;, de telle sorte que PAPRy tende vers PAPR a
mesure que N; devient grand (IV; = 4 est généralement suffisant).

PAPRy =

(5.2)

5.3 Conditions d’optimalité

Il peut étre intéressant de chercher comment choisir les parameétres d’un systéme multipor-
teuse (prototype, densité), afin d’optimiser le PAPR. Cependant, il est a noter que le PAPR
n’est pas une mesure déterministe, du moins pas pour un systéme multiporteuse. Ainsi, afin de
comparer et d’optimiser les performances d’'un systéme en PAPR, on utilisera sa fonction de
répartition complémentaire : P{PAPR > ~}.

Les travaux de Skrzypczak [SSJ06] ont permis de déterminer une expression analytique de
la fonction de répartition complémentaire du PAPR dans le cas discret. Ainsi, si

1. les symboles ¢, , sont indépendants et identiquement distribués ;
2. le prototype d’émission g[k] est & support temporel borné;

3. Y ez lglk — nN]|* > 0 pour tout k € Z;

4. les échantillons du signal modulé s[k] sont indépendants;

alors, pour M suffisamment grand (typiquement, M > 8), une bonne approximation de la
fonction de répartition complémentaire du PAPR est donnée par :

N-1

P{PAPRg >}~ 1 [] (1 - e—WVﬂ) , (5.3)
k=0
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avec : )
lgll

N3 nez lglk —nN]*
Notons que les hypothéses 1 et 2 sont presque toujours respectées en pratique. Dans le cadre des

x[k] (5.4)

simulations présentées dans la partie 5.5 elles seront imposées : les symboles seront générés de
telle maniére & étre 11D, les prototypes utilisés seront tronqués si nécessaire, de maniére & ce que
leur support soit inférieur ou égal & L, = 32N (on rappelle que N est le nombre d’échantillons
par symbole multiporteuse). Quant au nombre de sous-porteuses, il sera porté & M = 1024.

L’expression (5.3) est minimisée lorsque z[k] = 1 Vk € Z. Lorsque cette condition supplé-
mentaire est vérifiée, on obtient

P{PAPRy >}~ 1— (1—e)". (5.5)

Il est & noter que cette limite est atteinte par 'OFDM sans preéfixe cyclique (prototype rec-
tangulaire) [Chal6, Chapitre 6]. On remarque également qu’a M fixé, si les conditions 1 & 4
sont respectées avec z[k] = 1, alors plus N est petit, plus le PAPR est faible. Cela signifie que
laugmentation de la densité permet, dans certaines conditions, de diminuer le PAPR.

5.4 Prototypes d’émission optimaux

Intéressons-nous tout d’abord a la condition 4, spécifiant que les échantillons s[k] du signal
modulé doivent-étre indépendants. Sous I'hypothése que les s[k] proviennent d’une distribution
gaussienne, cela équivaut a dire que la densité spectrale de puissance ~,(f) du signal modulé
doit-étre constante dans la bande By = M Fy. Or, d’aprés [Cho05], dans le cas oi les symboles
sont IID de variance o2, cette densité spectrale s’écrit :

¥5(f) =02 Y |Gmo(HIP =02 D |G(f —mR)[*, [fEeR, (5.6)

meEZ meZ

avec G o(f) et G(f) la transformée de Fourier de ¢, 0(t) et g(t), respectivement. La pro-
priété d’indépendance des échantillons du signal émis ne dépend donc plus que du proto-
type d’émission. Remarquons que la condition ) ., |G(f — mEp)|> = A (avec A € RT* une
constante) revient a imposer le respect du critére de Nyquist par g(t) a la cadence 1/Fp. Or si
g = { g(t — nTy)es?mmEi Ot}(m’n) cz2 st une frame étroite alors, d’aprés le théoreme de Wexler—

Raz (théoreme 1.1), la famille {g(t — n/Fo)eﬂ’rmt/T“}(
m,n)

qui implique que g(t) respecte le critére de Nyquist a la cadence 1/Fy. On en conclut que sous

I'hypotheése de normalité de 'enveloppe complexe du signal modulé échantillonné s[k], la condi-

cz2 €St une famille orthonormale, ce

tion 4 est validée si g est une frame étroite. De plus, dans le contexte de 'OFDM classique, il a
été montré que la distribution de ’enveloppe complexe du signal & temps continu converge vers
une gaussienne lorsque que le nombre de sous-porteuses tend vers Uinfini [WGK10]. Pour les
systémes multiporteuses FTN tels que défini dans la partie 1.4.2 et étudiés dans ce manuscrit, il
serait possible de déterminer la pertinence de I’hypothése de normalité de s[k] par une analyse
empirique semblable & celle menée en partie 3.3.
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Intéressons-nous maintenant a la condition 3. Si g est une frame étroite de borne A, alors
[Chr08, Théoréme 9.2.1] indique que :

> lglt —nTy)|> = ARy VteR. (5.7)
neL

g étant une frame étroite de Gabor, on a A = p||g||? = ||g||?/(FoTp), donc :

2
§ lg(t — nTp)|> = ”’%” vt € R. (5.8)
0
nez

En discrétisant cette expression de la méme maniére que dans le chapitre 1, partie 1.4.2.2, on
obtient : )
Z|g[k‘—nN”2:H?y>0 vt € R. (5.9)
nez
La condition 3 est donc respectée en utilisant une frame étroite.
Enfin, on vérifie que la condition z[k] = 1 Vk € Z est respectée par 'usage d’un prototype
d’émission engendrant une frame étroite en injectant (5.9) dans I’expression de z[k] :

2 2
lgll _ Al ke (5.10)

W= Ny el —nNIP T VIaF

Ainsi, quand les conditions 1, 2 sont respectées par ’émetteur multiporteuse, que le nombre

de sous-porteuses est strictement supérieur a 8, et sous 'hypothése que les échantillons du signal

émis suivent une distribution gaussienne, utiliser une frame de Gabor étroite en émission permet

de minimiser I’approximation de la probabilité d’obtenir des valeurs élevées de PAPR4. On peut
alors écrire (voir 5.1) :

P{PAPRy >}~ 1— (1—e)". (5.11)

Alinsi, & un nombre de sous-porteuses M donné, et & condition d’utiliser un prototype d’émission
engendrant une frame étroite, la probabilité d’obtenir un PAPRy élevé diminue & mesure que la
densité p augmente.

5.5 Simulations

L’affirmation de l'optimalité des prototypes d’émission engendrant des frames étroites en
terme de PAPR, démontrée dans la partie précédente, est ici confirmée par le biais de simulations.

Les figures 5.1 et 5.2 comparent les fonctions de répartition complémentaires de PAPRg.
On remarque tout d’abord une trés bonne correspondance entre les fonctions de répartition
complémentaires obtenues par simulation et leurs approximations théoriques, données par (5.11).
On observe également la tendance selon laquelle le PAPR s’améliore a mesure que la densité
p augmente pour les systémes utilisant des frames étroites. On note enfin que le prototype
ne permettant pas de former une frame étroite utilisé ici présente un PAPR significativement
dégradé.
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—— Théorique
o g(t) = LTFy g (1)

{1 o gt) = LTF, (1)

a g(t) = RCSl/Fo,pfl(t)
" Autre prototype :

o g(t) = Ty, (8)

O

P {PAPRq > PAPR,}

PAPRy (dB)

F1GURE 5.1 — Comparaison des fonctions de répartition complémentaires du PAPR discret pour
différents prototypes, M = 1024 sous-porteuses et une densité p = 16/14. Les courbes théoriques
sont données par (5.11). On remarque la similitude du comportement en PAPR des prototypes
utilisant des frames étroites, lequel est ici légérement meilleur qu’en OFDM.

100 o=

1] o OFDM (p=1)
4 | —— OFDM théorique
Frames étroite :
—— Théorique
o g(t) = LTFy/p,(t)
{1 o g(t) = BHB, ()
& g(t) =RCSy/p,,p-1(t)
o g(t) = HTO (t)
Autre prototype :
+og(t) =11k, (1)

P {PAPR4 > PAPR,}

PAPRy (dB)

F1GURE 5.2 — Comparaison des fonctions de répartition complémentaires du PAPR discret pour
différents prototypes, M = 1024 sous-porteuses et une densité p = 16/10. Les courbes théoriques
sont données par (5.11). Comme prévu, comparé a la figure 5.1, I’écart de performances entre le
PAPR des frames étroites et celui de POFDM est plus marqué, grace a une densité plus élevée.
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FigurEe 5.3 — Comparaison des fonctions de répartition complémentaires du PAPR du signal
s[k] interpolé d'un facteur N; = 4 pour différents prototypes, M = 1024 sous-porteuses et une
densité p = 16/14. On observe les mémes tendances que sur la figure 5.1.

Pour approcher plus finement le comportement en PAPR du systéme dans des conditions
réalistes, on compare en figures 5.3 et 5.4 les fonctions de répartition complémentaires du PAPR
obtenues aprés interpolation du signal s[k] par un facteur N; = 4. On y remarque que les
tendances sont exactement les mémes que pour PAPRy, ¢’est-a-dire que les prototypes d’émission
engendrant des frames étroites permettent de surpasser le comportement en PAPR de ’'OFDM
classique, et ce d’autant plus que p est grand devant 1. Le prototype rectangulaire de longueur
1/ Fp, ne formant pas une frame étroite, posséde quant & lui un comportement en PAPR dégradé,
méme comparé & ’OFDM classique.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que choisir des prototypes d’émission permettant de
former des frames étroites permet d’améliorer le comportement en PAPR, des modulations mul-
tiporteuses en augmentant la densité de transmission p (pour un nombre de sous-porteuses M
donné). Ces prototypes sont les mémes que ceux utilisés dans les chapitres 3 et 4 afin de trai-
ter le terme d’auto-interférence propre aux modulations FTN. On y retrouve en particulier les
prototypes rectangulaires (de largeur Tp), et en racine de cosinus surélevé (utilisant un facteur
d’amortissement o < p—1, et & construire de la méme maniére que si I’on souhaitait obtenir une
transmission monoporteuse sans IES a la cadence R = Fp). Dans ce contexte, la distribution du
PAPR pour un systéme multiporteuse FTN avec une densité p et un nombre de sous-porteuses
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- 4| Frames étroite :
- 7 | |-%- g(t) = EHBy (1)
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FiguRE 5.4 — Comparaison des fonctions de répartition complémentaires du PAPR du signal
s[k] interpolé d'un facteur N; = 4 pour différents prototypes, M = 1024 sous-porteuses et une
densité p = 16/10. On observe les mémes tendances que sur la figure 5.2.

M est la méme que celle d’un systéeme OFDM utilisant M/p < M porteuses.

Bien que le comportement en PAPR d’un systéme multiporteuse FTN reste objectivement
mauvais comparé, par exemple, aux systémes monoporteuses a enveloppe constante, son amé-
lioration au travers de 'augmentation de p constitue un effet secondaire appréciable.
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Conclusion et perspectives

L’objet principal de ce travail de thése était de proposer des systémes multiporteuses au-dela
de la cadence de Nyquist & faible complexité algorithmique, et d’évaluer leur comportement sur
canal radiomobile.

Les systémes travaillant au-deld de la cadence de Nyquist permettent, en théorie et sous
certaines conditions, d’augmenter efficacité spectrale de la modulation tout en conservant les
performances en terme de probabilité d’erreur binaire du méme systéme travaillant & la cadence
de Nyquist. Dans un contexte oil les ressources spectrales et énergétiques se font de plus en
plus rares, disposer de systémes de communication présentant une haute efficacité spectrale a
des rapports signal-a-bruit aussi faibles que possible est indispensable. Dans un scénario radio-
mobile, il est également nécessaire que ces systémes de communication permettent une bonne
adaptation au canal de transmission, afin de diminuer la complexité algorithmique des récep-
teurs et de permettre miniaturisation et meilleure autonomie. Pour répondre & ce besoin, on
utilise généralement des modulations multiporteuses, connues pour leur capacité d’adaptation
aux canaux de transmission sélectifs en fréquence et/ou en temps, ce qui leur permet en effet
d’utiliser des stratégies d’égalisation du canal & trés faible complexité en réception (typique-
ment, & un coefficient par sous-porteuse sur canal sélectif en fréquence, et 4 un coeflicient par
symbole sur canal radiomobile). Au cours de cette thése, nous avons montré qu’il est possible
de concevoir des systémes multiporteuses au-deld de la cadence de Nyquist permettant un gain
appréciable en efficacité spectrale, tout en conservant une bonne capacité d’adaptation au canal
de transmission, ainsi qu’une complexité algorithmique raisonnable.

Synthése du travail et principales contributions

Dans le chapitre 1, nous avons évoqués quelques éléments fondamentaux du domaine du trai-
tement du signal appliqué aux communications numériques. Nous avons développé les modéles
et théories utilisés dans le reste du manuscrit. Ainsi, nous avons premiérement décrit la modé-
lisation de la chaine de communication, issue des travaux de Shannon, puis une modélisation
empirique des canaux de transmission sélectifs en fréquence et/ou en temps. Nous avons ensuite
présenté le principe des modulations multiporteuses, et mis en exergue le lien étroit entre cette
technique de transmission et les techniques d’analyse temps-fréquence. Par conséquent, nous
nous somines ensuite attardés sur une bréve présentation de la théorie des frames (omniprésente
en analyse temps-fréquence), et de quelques outils qui en sont issus et qui sont utilisés dans la
suite du manuscrit. Ensuite, nous avons décrit le type de modulation/démodulation multipor-
teuse adopté dans cette thése, sa modélisation associée, et les conditions sous lesquelles il est
possible d’effectuer une égalisation & faible complexité. Enfin, nous avons abordé la question
des communications a haute efficacité spectrale en introduisant tout d’abord la limite de Shan-
non sur canal & bruit additif blanc gaussien, puis en présentant plusieurs techniques permettant
d’augmenter 'efficacité spectrale et /ou de se rapprocher de la limite de Shannon : ’augmentation

121



122
Conclusion

du nombre de bits par symbole, le codage canal, et 'augmentation de la densité de signalisation
(menant aux techniques au-dela de la cadence de Nyquist lorsque cette densité dépasse 'unité).

Apreés avoir présenté le principe général sur lequel repose les communications au-deld de la
cadence de Nyquist, nous avons proposé un tour d’horizon de la littérature existante sur le sujet
dans le chapitre 2. Pour ce faire, et étant donné que la plupart des travaux existant ont été effec-
tués dans le cadre de modulations monoporteuses, nous avons donné les relations d’entrée/sortie
discrétes équivalentes en bande de base pour les systémes au-dela de la cadence de Nyquist, &
la, fois en monoporteuse et en multiporteuse. Nous avons ensuite défini la notion de distance
euclidienne minimale entre signaux et son lien direct avec la meilleure probabilité d’erreur attei-
gnable (minimisant la probabilité d’erreur). Nous avons pu remarquer que, contrairement aux
communications en deca de la cadence de Nyquist ot cette distance ne dépend que de la constel-
lation choisie, elle dépend également de 'impulsion de mise en forme choisie dans le cas F'TN.
Une autre particularité des communications FTN, découverte par Mazo en 1975, réside dans le
fait que la distance euclidienne minimale entre signaux reste constante (ou presque) lorsque la
densité dépasse I'unité mais reste inférieure & une valeur critique, nommeée depuis « limite de
Mazo ». Nous avons enfin évoqué 'extension de cette limite aux modulations multiporteuses,
introduite par Rusek en 2005. Par la suite, nous avons décrit quelques techniques de détection
des modulations FTN, et avons mis 'accent sur le fait que parmi ces techniques, seules celles
qui sont optimales ou quasi-optimales vis-a-vis de la probabilité d’erreur binaire permettent
d’exploiter les propriétés des modulations FTN en terme de distance minimale. Nous avons no-
tamment montré que les approches par treillis, permettant justement d’obtenir des performances
optimales ou quasi-optimales, sont accessibles aux modulations monoporteuses a condition de
rester & des valeurs de densité modérées et d’utiliser une constellation & faible nombre d’états.
Elles sont en revanche inaccessibles a la plupart des systémes multiporteuses, dans la mesure ol
le nombre d’états du treillis croit de maniére exponentielle avec le nombre de sous-porteuses.
Ainsi, dans 'optique de permettre une détection quasi-optimale sans pour autant recourir a
des approches a forte complexité algorithmique, nous avons présenté la technique de turbo-
égalisation, qui traite conjointement décodage source et égalisation selon un processus itératif.
Nous nous sommes en particulier interessés aux techniques de turbo égalisation faisant intervenir
des égaliseurs linéaires, et avons donné les expressions générales des éléments constitutifs de tels
égaliseurs.

Détermination de prototypes d’émission/réception optimaux au sens de la
maximisation du rapport signal-a-interférence-plus-bruit sur canal a bruit ad-
ditif blanc gaussien

Le chapitre 3 est dédié a la détermination d’impulsions de mise en forme (ou prototype
d’émission) et de prototypes de réception optimaux au sens de la maximisation du rapport
signal-a-interférence-plus-bruit sur canal & bruit additif blanc gaussien. Nous avons montré que
choisir un prototype d’émission formant une frame étroite en conjonction avec un prototype de
réception proportionnel & celui d’émission permet cette optimalité. Notons que des prototypes
de cette sorte peuvent étre obtenus & partir d’impulsions de mise en forme de systémes en deca
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de la cadence de Nyquist, en vertu du théoréme de Wexler-Raz énoncé dans le chapitre 1.
En sus de cette démonstration, nous avons mis en avant le fait que les prototypes de réception
proportionnels aux prototypes d’émission (ce qui revient a effectuer un filtre adapté) maximisent
le rapport signal-a-bruit (mais pas nécessairement le rapport signal-a-interférence), et que les
prototypes de réception tels que la famille de réception est la frame duale canonique de la famille
(nécessairement une frame) d’émission permettent de maximiser le rapport signal-a-interférence
(mais pas nécessairement le rapport signal-a-bruit).

Optimalité des frames étroites en terme de minimisation de ’erreur quadra-
tique moyenne dans un contexte de turbo-égalisation & suppression souple de
Pinterférence sur canal & bruit additif blanc gaussien

La premiére partie du chapitre 4 prouve que l'utilisation de frames étroites, dont on a montré
Poptimalité vis-a-vis de la maximisation du rapport signal-a-interférence-plus-bruit dans le cha-
pitre 3, en émission et en réception permet de minimiser I’erreur quadratique moyenne en sortie
d’une structure de suppression souple de l'interférence en présence d’un canal (non sélectif) a
bruit additif blanc gaussien. Nous avons ensuite évalué les performances de ce systéme en termes
de taux d’erreur binaire en le simulant en collaboration avec un décodeur canal dans une boucle
turbo. Ces simulations ont montré la capacité de ce systéme & compenser, au moins en partie, la
perte d’efficacité spectrale liée & 'introduction du codage canal. Dans le meilleur cas, en QPSK,
il permet un gain en efficacité spectrale de 1,14 par rapport au systéme non-codé a la cadence
de Nyquist, et ce pour un rapport signal-a-bruit plus faible de 3,6 dB. Par rapport au systéme
codé a la cadence de Nyquist, il permet un gain en efficacité spectrale de 2,29 par rapport au
systéme codé, pour la méme valeur de rapport signal-a-bruit.

Invariance des méthodes pour choisir les paramétres du systéme multiporteuse
en fonction de la sélectivité temps-fréquence du canal de transmission

Cette contribution est traitée dans la deuxiéme partie du chapitre 4. Elle débute en étendant
le systéme & annulation souple de U'interférence au cas général des canaux radiomobiles (ce qui
couvre par conséquent le cas des canaux uniquement sélectifs en fréquence ou uniquement sélec-
tifs en temps), sous I’hypothése que ce dernier est correctement approché par un coefficient par
symbole. Nous avons ensuite simulé ce systéme associé & un décodeur canal dans une configura-
tion turbo, et avons montré que l'influence des paramétres du systéme multiporteuse (nombre
de sous-porteuses, localisation temps-fréquence du prototype d’émission) a le méme impact que
dans le cas d’un systéme en deca de la cadence de Nyquist. Ainsi, sur canal sélectif en fréquence,
nous avons observé qu’il est souhaitable d’avoir un grand nombre de porteuses ainsi qu'un proto-
type d’émission bien localisé en fréquence. Sur canal radiomobile, nous avons remarqué qu’il est
avant tout intéressant de disposer de prototypes d’émission présentant une bonne localisation
temps-fréquence, et que le nombre de sous-porteuses doit étre adapté au profil temps-fréquence
du canal (on pourra, par exemple, se permettre un plus grand nombre de porteuses si le canal est
plus sélectif en fréquence qu’en temps, tandis que dans la situation inverse, il sera nécessaire de
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diminuer le nombre de porteuses). Enfin, nous avons observé de meilleures performances lorsque
les systémes utilisent des frames étroites en émission et en réception.

Optimalité des frames étroites au sens de la minimisation du facteur de créte

Le facteur de créte, généralement évalué sous la forme du rapport entre la puissance moyenne
et de la puissance maximale du signal et désigné par ’acronyme anglo-saxon PAPR, est ['un
des principaux points faibles des systémes multiporteuses, limitant notamment son utilisation
dans des terminaux embarqués. Dans le chapitre 5, nous avons tout d’abord montré que les
approximations de la fonction de répartition complémentaire du PAPR dérivées dans le cadre
des communications multiporteuses en dec¢a de la cadence de Nyquist restent valable au dela.
Ensuite, nous avons démontré que l'utilisation de prototypes d’émission formant des frames
étroites permet d’atteindre le minimum de cette fonction de répartition complémentaire. Dans
ce cas, le PAPR est systématiquement plus faible que pour les systémes en decd de la cadence
de Nyquist, et I’est d’autant plus que la densité augmente.

Perspectives

Dans tous les systemes turbo-égalisés proposés dans cette thése, nous avons utilisé le méme
code convolutif (7,5), qui a 'avantage d’étre utilisé par de nombreux auteurs, mais qui n’est pas
forcément le plus adapté & notre application. Il serait intéressant d’évaluer 'impact de différents
codes sur les performances du systéme, voire de chercher des codes adaptés aux transmissions
multiporteuses au-dela de la cadence de Nyquist, dans la lignée de [AZ14].

Concernant le systéme & suppression souple de 'interférence sur canal sélectif en fréquence
et/ou en temps, il conviendrait tout d’abord d’évaluer la sensibilité du systéme aux erreurs
d’estimation du canal. Il serait également intéressant de développer des techniques de suivi du
canal, voir d’estimation aveugle de ce dernier dans le contexte particulier d’une transmission
au-dela de la cadence de Nyquist.

1l serait également intéressant de mener une optimisation des prototypes d’émission similaire
a celle menée dans ce manuscrit, mais pour les modulations OFDM/OQAM, en complément des
travaux de thése menés par Lahbabi [Lah17].

Enfin, nous avons vu dans le chapitre 4 qu’utiliser des frames étroites ne permet pas de mini-
miser 'erreur quadratique moyenne en sortie du suppresseur souple de l'interférence si le canal
est sélectif en fréquence et/ou en temps . Il serait intéressant d’évaluer le gain en performances
permis, par exemple, par un filtrage de Wiener & deux dimensions. Cette solution apparait de
plus en plus abordable au regard des progrés en termes de performances et de miniaturisation des
processeurs graphiques d’une part, et du développement de solutions & base de radio logicielle
d’autre part.



ANNEXE A
Estimation au sens de la minimisation
de I’erreur quadratique moyenne

Dans cette annexe, nous développons 'expression générale de ’estimateur minimisant ’erreur
quadratique moyenne.

Notons # € E un paramétre a estimer, et € V son estimateur a partir de 'observation
y € Y. 0 est donc une fonction de I'observation (on notera § = g(y)), et on cherche Uestimateur
optimal éopt = gopt (y) au sens de 'EQM :

. 12
Oopt EargminE{’9—9’ }, (A.1)
fev

ce qui suppose que les moments d’ordre 1 et 2 de 6 et 6 sont définis. On peut réécrire la fonction
de cotit de la maniére suivante :

A2 2
E{(e—ej }:Ey{E{le—H‘ 'y}} (A.2)
de maniére & ce que le probléme d’optimisation puisse s’écrire :

. 2
Oopt € argminE{’@ — (9’ 'y} , YyeY. (A.3)
bev

A2 .
Développons maintenant E{‘G -0 ‘y} en remplacant 6 par g(y) pour mieux identifier les

termes qui ne sont pas aléatoires vis-a-vis de ’espérance conditionnelle sur y :

B{|o-0/"|v} =B {0710} + (0P} - E@ sl - B @) ()
=E{I0P[y} +l9@)I* —9()E{0" [y} — 9" ()E {0y} (A.5)
= B{I0P |y} + || — 0B {0°]y} — 0E (0]} (A.6)

Pour minimiser cette quantité, on cherche les valeurs 6 pour lequelles sont gradient s’annule.
Calculons tout d’abord ce gradient :

~12 ~12 N ~
véE{]é) _ 9‘ 'y} -V, ‘9‘ —E{0"|y} V40 — E{0]y} V0, (A7)
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quadratique moyenne

avec :

Vol =, (R {7} +2{3}) = : (R{Zi {X{é} ) s <R{i}z{;}z{é} ) (A5)

— 2R {9} +j21{é} — 24, (A.9)

v =v; (R{6} +z{6}) = o(R {ij;;g{g} ) +j8 (R 10} -7 {7}) (A.10)

=1+4j2=0, (A.11)

Lt I = U U R

-1 —j2 =2, (A.13)

ce qui, une fois réinjecté dans (A.7), donne :
~12 ~
véE{‘e—el ’y} — 20— 2E {6y} . (A.14)

Cette expression étant nulle quand 6 = E {0|y}, on en déduit que 'estimateur 6 de 0 minimisant
I'erreur quadratique moyenne est :

0=E{0ly} VyeY. (A.15)
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Résumé — Avec la multiplication des terminaux mobiles et le foisonnement des objets dits
« connectés », on assiste a la montée d’un besoin de moyens de communication a tout endroit
et en toute situation, accompagné d’un encombrement spectral toujours plus important. Dans
ce contexte, si la capacité d’adaptation au canal des modulations multiporteuses permet de bien
s’accommoder du besoin de communication en tout endroit, les techniques actuelles, en particulier
I’OFDM, souffrent d'une mauvaise localisation fréquentielle et d’'un mauvais facteur de créte, ce
qui limite leur utilisation dans un contexte embarqué et/ou en présence de fortes contraintes
spectrales.

Dans cette thése, nous étudions les modulations multiporteuses au-deld de la cadence de Ny-
quist. En augmentant la densité de signalisation, ces derniéres permettent d’augmenter l'efficacité
spectrale. Cela est cependant contrebalancé par 'apparition d’auto-interférence, ce qui rend la
réception plus délicate. Sur canal & bruit additif blanc gaussien, on montre comment choisir des
impulsions de mise en forme maximisant le rapport signal & interférence plus bruit. On montre
que ces derniéres permettent d’obtenir une turbo-égalisation linéaire de ’auto-interférence mini-
misant l'erreur quadratique moyenne. Nos travaux mettent en évidence que ces mémes impulsions
permettent également de réduire le facteur de créte a mesure que la densité augmente. Enfin,
sur canal sélectif en fréquence, on vérifie que 'approximation du canal par un coefficient par
sous-porteuse est toujours possible. Ces résultats montrent que ce nouveau type de modulation
permet d’augmenter efficacité spectrale tout en conservant la capacité d’adaptation au canal
intrinséque aux modulations multiporteuses.

Mots clés : Modulations au-dela de la cadence de Nyquist, modulations multiporteuses, canal
radiomobile, efficacité spectrale, faible complexité, facteur de créte, turbo-égalisation, systémes
de Gabor, théorie des frames.

Abstract — With an increasing number of mobile terminals coupled with a large spreading
of so-called “smart devices”, we can see a growing demand for effective communication means
in any place and in any situation. This goes with a more and more overcrowded spectrum. In
this context, multicarrier modulations are good candidates to allow effective communication in
any place. However current techniques, OFDM in particular, suffer from a bad time—frequency
localization and peak-to-average power ratio, limiting their relevancy in an embedded context,
or in scenarios with severe spectral constraints.

In this thesis, we study faster-than-Nyquist multicarrier modulations. This kind of modu-
lation allow for an increase in spectral efficiency by means of an increase in signaling density.
This, in compensation, comes at the price of unavoidable self-interference, which makes demo-
dulation harder. On an additive white Gaussian noise channel, we show how to carefully chose
pulse-shapes that maximize signal-to-interference-plus-noise ratio. We show that these particular
pulse-shapes yields a linear turbo-equalization of self-interference minimizing the mean squared
error. Next, our work highlights the capability of these optimal pulse-shapes to reduce peak-to-
average power ratio as density rises. Lastly, on frequency selective channels, we confirm that low
complexity equalization using one tap by subcarrier is still possible. These results show how this
new modulation technique helps increasing spectral efficiency while keeping what made multi-
carrier modulations popular : good adaptation to transmission channels.

Keywords : Faster-than-Nyquist modulations, multicarrier modulations, radiomobile channel,
spectral efficiency, low-complexity, peak-to-average power ratio, turbo-equalization, Gabor sys-
tems, frame theory.
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