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Introduction

Contexte général

La préservation des ressources en eau est un enjeu important. Au vu de la croissance
de la population mondiale, les ressources en eau par personne et par an ne cessent de
diminuer. Par ailleurs, leur qualité doit étre controlée. On y retrouve de nombreux conta-
minants. Parmi eux, on peut citer les nitrates, résultat principalement de l'utilisation
d’engrais azotés sur les cultures. En Europe, I'agriculture est responsable de 50 a 80%
de la pollution des eaux par les nitrates et le phosphore (Lankoski et Ollikainen, [55]).
En France, 66% des nitrates présents dans I’eau proviennent de I’agriculture (dossiers
scientifiques du CNRS [94]). Cette pollution est diie a la part d’engrais non absorbée par
les plantes qui est ensuite lessivée par les arrosages des cultures et les pluies.

D’aprés un rapport de 1’Office parlementaire de 1’évaluation des choix scientifiques et
technologiques (|67]), le cout de la dénitrification des eaux est de l'ordre d'un demi euro
par métre cube. Selon le Commissariat Général au Développement Durable ([13]), le cotit
global de dépollution pour les nitrates des eaux souterraines en France métropolitaine
serait de 490 a 742 milliards d’euros.

Pour pallier a cette pollution, de nombreuses réglementations ont été mises en place,
parmi lesquelles une loi européenne mise en application en 1991 : la directive européenne
91/676/CEE, aussi appelée Directive Nitrates. Elle a pour objectif de réduire la conta-
mination des eaux par les nitrates d’origine agricole. Des zones vulnérables ont donc été
délimitées et sont sujettes a des pratiques agricoles particuliéres dans le but de limiter les
risques de pollution. Les Figures 1 et 2 représentent respectivement la délimitation des
zones au niveau national en 2014 et en Nouvelle-Aquitaine en 2017. On constate ['aug-
mentation du nombre de zones vulnérables d’'une année sur ’autre, que ce soit au plan
national ou régional.

En 2016, les zones vulnérables représentaient environ 55% de la surface agricole fran-
caise (Ministére de I’Environnement, de I'Energie et de la Mer [93]). Bien sir, la régle-
mentation interdit I’épandage au niveau des puits de captage. Il peut y avoir autour des
puits des zones tampons ayant pour fonction d’intercepter ou d’atténuer la contamination
avant le captage de I'eau; elles sont réglementées et peuvent étre de natures différentes.
Introduire ces zones tampons se révele étre efficace (Correll [27]) méme lorsqu’elles ne
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sont pas actives (Léandri [56]).

La Directive Nitrates stipule également qu'une eau est considérée comme potable si
elle contient moins de 50mg/L de nitrates. La Figure 3, qui présente la concentration
moyenne en nitrates des nappes phréatiques au niveau de la France, montre que ce seuil
est atteint dans certaines régions. Malgré les préventions imposées par la loi, de nombreux
puits de captage sont contaminés et doivent étre traités avant la distribution de l’eau.
En 2012, on comptait prés de 34000 puits de captage en France, produisant 18 millions
de métres cube d’eau par jour destinée a la consommation humaine (Secrétariat d’Etat
chargé de la Santé, [92]). Cependant, de nombreux puits sont abandonnés : dans 41 %
des cas, cela est da a la qualité de 'eau. La présence de nitrates et/ou de pesticides est
décelée dans 19 % des cas (voir Figure 4).

Il faut noter que le temps de transport dans les nappes phréatiques est trés long
(Kim [47]). Dans les aquiféres, la vitesse peut aller de 10 & 100 métres par an (Lalbat
[54]). De ce fait, bien que le temps de transport dépende de la distance entre la zone
d’épandage et la station de captage d’eau, on peut compter plusieurs années avant que
les émissions n’apparaissent au niveau des puits de captage. Ce délai est donc également
a prendre en compte dans les politiques optimales d’épandage mises en place. En effet,
méme dans 'hypothése d’'un changement radical de politique agricole commune impli-
quant une suppression totale d’épandage, les nappes resteraient contaminées durant des
dizaines d’années du fait du temps de transport des polluants provenant des épandages
des années précédentes. Dans ce contexte, les politiques environnementales doivent donc
étre considérées sur le long terme.

Bien siir, il existe d’autres types de polluants agricoles (phosphates, pesticides ...) et
Iagriculture n’est pas la seule responsable de la pollution des eaux. On peut citer par
exemple les déchets domestiques ou l'activité industrielle. Cependant, depuis la création
des agences de l'eau dans les années 1960, on constate une diminution des pollutions
industrielles, domestiques et urbaines. En revanche, les pollutions agricoles augmentent,
notamment les pollutions par les nitrates et les pesticides (étude du Commissariat Général
au Développement Durable, [13]).

Objectif

L’objectif de cette thése est de développer de nouveaux modéles pour le controle de
la pollution des ressources en eau. On s’intéressera plus particuliérement a I'impact des
engrais d’origine agricole. Bien que ce travail soit généralisable a tout type de pollution,
nous prendrons réguliérement les nitrates comme exemple d’application.

Le but de ce travail est de trouver I'arbitrage optimal entre le profit agricole et les
cotits de dépollution en modélisant finement le transport du polluant dans le sous-sol.
Notons que ce probléme est régi par des échelles de temps contrastées. En effet, le profit
agricole est considéré a court terme alors que les politiques environnementales agissent
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sur le long terme. De plus, le temps de réaction des composants chimiques étant tres
court, il s’y ajoute la prise en compte d'un "temps microscopique".

D’un point de vue mathématique, cela revient a résoudre un probléme de controle
optimal, dont 'objectif économique inter-temporel prend en compte le compromis entre
I'utilisation d’engrais et les cotits de dépollution, et dont les équations d’état modélisent
la propagation du polluant dans les nappes phréatiques. Ces derniéres sont constituées
d’une équation aux dérivées partielles parabolique non linéaire couplée par le tenseur de
dispersion et le terme de convection avec une équation elliptique. On prend en compte
I'opérateur de dispersion dépendant non linéairement de la vitesse du fluide qui est elle-
méme une inconnue du probléme dépendant de la charge hydraulique. Afin de tenir
compte des conséquences a long terme d’une politique optimale, on considére 'objectif
économique sur un temps arbitraire, pouvant étre infini. Le modéle comprend une variable
de controle, la quantité d’engrais a épandre, et deux variables d’état : la concentration et
la vitesse du polluant. Le fort couplage entre les trois variables du modéle ainsi que les
nombreuses non linéarités font partie des difficultés & traiter. Hormi pour des exemples
de résolution analytique, nous considérerons toujours des modéles tridimensionnels en
espace.

Etat de Dart

Bien que ce travail allie modélisation hydrogéologique et économique, nous distinguons
ici ces deux composantes afin de mettre en évidence les différents apports de cette these
a chacune.

Modélisation hydrogéologique

Peu de données sont disponibles dans les nappes phréatiques profondes. En effet,
il est difficile d’avoir un ensemble de mesures suffisant sur tout un bassin; il y a peu
de données expérimentales et a des échelles peu accessibles a 'homme. Bien str, les
mesures aux stations d’eau potable sont possibles et on peut se procurer les données
sur les agricultures pratiquées autour de ces stations, mais elles restent trés parcellaires.
En I’absence de données, il faut donc modéliser mathématiquement les déplacements du
polluant dans le sous-sol.

La modélisation de propagation de polluants dans les nappes phréatiques revient a
modéliser 1’écoulement de fluides miscibles incompressibles en milieux poreux. Plusieurs
phénomeénes physiques dominants sont a prendre en compte, notamment la convection
et la diffusion du polluant, mais également les différentes réactions de celui-ci dans le
sous-sol. Les modéles de réaction sont multiples : linéaires ou non linéaires comme par
exemple les isothermes de type Freundlich et les isothermes de type Langmuir (Bear et
Verruijt dans [10]), réactions entre espéces en solution ou réaction avec le sol.
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La vitesse de 1’écoulement doit étre considérée comme une variable du modéle. Le
phénomene de diffusion, traduisant le transfert des molécules d’une zone de forte concen-
tration vers une zone de faible concentration, est modélisé par la loi de Fick. Cette
derniére permet également, avec la loi de Darcy, de mettre en relation la vitesse du fluide
et la charge hydraulique (somme des énergies cinétique et potentielle de 'eau). Mais
I'hétérogénéité locale d’un milieu poreux (grains impénétrables et pores pour la circula-
tion) nécessite de remplacer la diffusion par un opérateur de dispersion dépendant non
linéairement de la vitesse du fluide dans le terme de diffusion.

Modélisation économique

La recherche d’une politique environnementale optimale prenant en compte les cotits
de dépollution est une question classique en économie, qui a été explorée par Keller [46] et
Plourde [71] dans les années 70. Ces modéles sont considérés sans dépendance en espace,
ce qui, au vu de la vitesse d’écoulement dans les nappes phréatiques, est peu réaliste. Les
travaux de Bordenave et al. [14] soulignent la nécessité de tenir compte d’un délai entre
les émissions et les apports d’eau polluée.

Certains auteurs ont donc pris en compte ces délais de transport, qui permettent
notamment de modéliser le temps d’attente entre la mise en place de politiques envi-
ronnementales et leurs éventuels résultats. C’est le cas par exemple de Winkler [87] qui
considére un modéle ou le stock de pollution s’accumule avec un délai constant, tout
comme Bourgeois et Jayet [16] et Augeraud-Véron et Leandri [9].

Mais les équations d’état considérées par ces auteurs sont linéaires. Or, comme nous
I’avons vu dans la modélisation hydrogéologique, les équations régissant le transport
d’un polluant dans le sous-sol comportent de nombreuses non linéarités. On retrouve
dans un exemple classique d’étude des pollutions des eaux peu profondes, dans le cas
des modeles considérés sans espace, des modéles avec un terme non linéaire modélisant
parfois un phénomeéne de sédimentation. Carpenter et Brock [23| étudient une pollution
au phosphore dans un lac peu profond en introduisant une non linéarité. Ces modeles font
apparaitre la présence de bifurcations de telle sorte que les politiques optimales peuvent
varier trés fortement selon les valeurs des paramétres.

Dans le cas ou 'on considére que plusieurs régions ou pays sont impliqués et/ou im-
pactés par la pollution des eaux, les modéles utilisent la théorie des jeux afin de comparer
des solutions en cas de coopération ou non-coopération des parties impliquées. C’est le cas
de Miler et al [62], Wagener [84], ou encore Kossioris et al [50] qui reprennent I’exemple
de pollution au phosphore dans un lac peu profond. On peut citer également De Frutos
et Martin-Herran [35] qui étudient le cas d’une pollution en sous-sol sur plusieurs régions.

On notera également dans le travail de [35] la prise en compte de la dépendance en
espace, permettant ainsi de modéliser le transport et la diffusion du polluant dans les
nappes, obtenant donc une équation d’état plus réaliste. D’autres problémes de controle
optimal en temps et en espace ont été traités, comme par exemple la diffusion du phos-
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phore a travers des lacs connectés (Brock et Xepapadeas [21]), ou encore 'utilisation
optimale des terres selon la pollution de I'air (Camacho et Pérez Barahona [22]). Ces der-
niers modélisent la dynamique de la pollution grace a un modeéle de dispersion gaussien.
Les auteurs prouvent 'existence et I'unicité d’une solution a leur probléme.

Repéres mathématiques

Nous donnons ici quelques repéres sur les principales thématiques abordées, a savoir la
théorie du controle optimal et les équations aux dérivées partielles, ainsi que les méthodes
généralement utilisées pour ’étude de tels probléemes.

La théorie du contrdle permet d’agir sur un systéme dynamique (en modifiant I’entrée
ou les paramétres) a l'aide d’'une commande (contrdle), afin de le maitriser en le menant
d’un état initial donné a un état final souhaité. Dans certains cas, des critéres doivent
étre respectés : on parle de problémes sous contraintes. On peut alors stabiliser un sys-
téme face a des perturbations, ou encore déterminer des solutions optimales au probléme
selon un critére : on parle alors de controle optimal. Les domaines d’applications sont va-
riés (économie, environnement, biologie, mécanique ...) ainsi que les systémes rencontrés
(équations différentielles ordinaires, équations de retard, équations aux dérivées partielles
...). On pourra consulter, de maniére non exhaustive bien sir, Alabau-Boussouira et Can-
narsa ([3]), Anita et al. (|8]), Grass et al. (|41]), Raymond (|72]), ou encore Trélat ([80]).
On pourra également se référer a Coron ([26]) pour le controle des équations aux dérivées
partielles non linéaires. Nous nous intéressons ici a 1’étude de problémes de controle sous
contraintes d'un systéme d’équations aux dérivées partielles.

Un état de 'art représentatif de 'analyse des équations aux dérivées partielles est
bien stir inenvisageable ici. Aussi nous nous concentrons sur les équations aux dérivées
partielles traitées comme contraintes d’un probléme de controle optimal. Par la suite bien
stir, nous nous limitons & des exemples proches de notre modéle, cette littérature n’étant
bien évidemment pas exhaustive. On pourra cependant se référer & Ladyzhenskaja ([52]
et [53]), Evans ([32]), Gilbarg et Trudinger ([|37]), ou encore DiBenedetto (|28]) pour la
théorie des équations aux dérivées partielles.

Donnons quelques exemples de stratégies utilisées pour traiter des problémes de
controle comparables au nodtre. Dans un contexte différent de notre problématique, Be-
nosman et al étudient un probléme de controle optimal sous-contraintes d’un systéme de
réaction-advection-diffusion modélisant le développement de la leucémie dans la moelle
osseuse ([12]). L’existence d'un contrdle optimal est démontrée & I'aide de la théorie des
semi-groupes. Cette méthode ne sera pas applicable a notre modéle. En effet, notre modé-
lisation comprend plus de couplages non linéaires, notamment dans le terme de diffusion
ou le coefficient de dispersion dépend non linéairement de la vitesse. De plus, nous ne nous
limitons pas a des termes de réaction linéaires. Toutes ces non linéarités nous méneront a
utiliser des stratégies de type point fixe de Schauder. De Frutos et Martin Herran étudient
un probléme de controle optimal sous contrainte d’une équation de convection-diffusion
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dans [35]. Contrairement & Benosman et al, ils ne démontrent pas I’existence d’une solu-
tion a leur probléme mais illustrent numériquement son comportement a travers différents
exemples. Cependant, leur modeéle se rapproche plus du notre de par les aspects suivants :
il comporte une non linéarité dans la fonction de réaction, la fonction cotit est construite
de la méme fagon que la notre en prenant en compte les bénéfices et les dommages et elle
est définie sur un horizon infini. Le terme convectif de notre modéle posera également des
difficultés pour démontrer 'existence globale de la solution au probléme hydrogéologique.
La méthode utilisée par Pierre dans [69], consistant a élargir des estimations dans LP pour
tout p < o0, ne sera pas applicable ici car une telle régularité n’est pas accessible pour
le terme convectif, et nous devrons utiliser le principe du maximum faible. Dans [88],
Yuan et al étudient numériquement la solution d’un probléme de contréle optimal sous
contrainte d’un probléme de transport en sous-sol en deux dimensions, en considérant la
vitesse du fluide comme une variable.

Intéressons nous a présent aux conditions nécessaires d’optimalité. Ces conditions sont

par définition vérifiées par la solution du probléme de controle, si elle existe. Cependant,
elles ne permettent pas de la caractériser car elles ne sont pas suffisantes. Lorsqu’elles font
intervenir des dérivées du premier ordre (respectivement du second ordre), on parle de
conditions du premier ordre (respectivement du second ordre). Dans le cas d’'un probléme
d’optimisation avec contraintes, et donc dans le cas d'un probléme de controle optimal,
les conditions d’optimalité conduisent & introduire les variables dites adjointes.
Les conditions nécessaires d’optimalité permettent de calculer les trajectoires optimales de
la solution lorsqu’elle existe. Lorsqu’il y a unicité de la solution, les conditions nécessaires
d’optimalité, si elles définissent une trajectoire unique, permettent de la caractériser.
Cette démarche est suivie par Benosman et al dans [12], traitant un systéme de réaction
advection-diffusion modélisant le développement de la leucémie dans la moelle osseuse.
Dans le cadre des pollutions environnementales, Camacho et al. dans [22] et Brock et
Xepapadeas dans [21] fournissent également les conditions de premier ordre pour leur
modéle. On peut aussi citer entre autres Raymond et Zidani [73] qui utilisent le principe
de Pontryagin pour des problémes sous contraintes d’équations paraboliques avec des
controles non bornés.

En temps fini, les conditions de premier ordre de Pontryagin sont caractérisées par
une condition terminale. Cependant, celle-ci n’a pas de sens en temps infini. Michel [65] et
Grass et al. [41] proposent une approche classique établissant la condition de transversalité
en horizon infini.

On retrouvera au paragraphe 1.4 un tableau synthétique des références liées a notre
probléme.

16



Plan de la thése et obstacles mathématiques

Dans le Chapitre 1, nous posons le cadre de I’étude et expliquons en détail la construc-
tion du modele a la fois d'un point de vue hydrogéologique et d’un point de vue écono-
mique, le but de ce travail étant de coupler ces deux points de vue dans le probléme de
controle optimal. Nous choisissons de modéliser le transport du polluant en considérant
les phénoménes physiques dominants (réaction, advection, dispersion) et nous supposons
la vitesse du fluide comme étant aussi une inconnue du probléme (et n’étant donc pas
supposée donnée). Une conséquence de cette approche est l'introduction de nombreuses
non linéarités et couplages dans le modeéle. De plus, I'opérateur de dispersion dépendra
non linéairement de la vitesse du fluide, c’est-a-dire du gradient d’'une des inconnues
du probléme (la charge hydraulique). On considére des termes de réaction non linéaires.
Nous obtenons ainsi un systéme d’état d’équations aux dérivées partielles parabolique et
elliptique fortement et non linéairement couplées, complété par des conditions initiales et
aux bords que nous choisissons variées. Nous construisons la fonctionnelle & maximiser
en tenant compte du profit agricole et des cotits de dépollution. L’objectif économique
est présenté en un temps fini ou infini, ce dernier cas étant di au fait que les temps
de transport dans les nappes phréatiques sont trés longs (plusieurs dizaines d’années),
entrainant donc des conséquences a trés long terme lors d’applications de politiques en-
vironnementales.

Nous présentons et démontrons des résultats d’analyse du probléeme de controle opti-
mal dans le Chapitre 2. Nous considérons une forme trés générique d’opérateur sur la
concentration dans 1’objectif, qui du point de vue de I'application, permet en particulier
une liberté plus large pour la modélisation du coiit de dépollution. Au vu du trés fort
couplage entre les trois variables du modéle, nous adoptons une stratégie de preuve basée
sur un résultat de type point fixe afin de démontrer I’existence d’un triplet solution de
notre probléme de controle optimal. L’étude indépendante des deux problémes découplés
est d’abord traitée : on montre I’existence voire 1'unicité d’un controle pour le probléme
d’optimisation et 'existence et I'unicité d’un couple solution au sens faible du systéme
d’état. Ces résultats sur le probléme hydrogéologique seront essentiels dans l’ensemble
de la theése. Plusieurs hypothéses techniques doivent bien sir étre posées. Elles portent
notamment sur le tenseur de mobilité et les valeurs aux bords de la charge hydraulique :
sous certaines conditions, on peut alors obtenir une régularité supplémentaire sur la so-
lution, notamment sur la vitesse du fluide que 'ont peut alors borner dans L*. Un tel
résultat est trés utile pour traiter le terme convectif de I’équation d’état. Cependant, cela
implique des caractéristiques physiques trés réguliéres et de fait, nous ne nous limiterons
pas a ces cas restrictifs et affaiblirons au mieux les hypothéses. Nous abordons ensuite
Iexistence globale, démontrée a I'aide du théoréme du point fixe de Schauder. Précisons
également que lorsque 1'équation d’état couple fortement les lois de conservation de la
masse et du moment wvia ’équation d’incompressibilité, ’ensemble des controles admis-
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sibles doit étre restreint : nous le définissons donc avec une condition supplémentaire sur
I’espace de recherche dépendant des apports et autres pertes exogénes du probléme. Cette
définition nous permettra notamment d’appliquer un résultat de compacité d’Aubin sur
la vitesse. En effet, les nombreuses non linéarités présentes dans 1’équation hydrogéo-
logique et dans la fonctionnelle a controler nécessitent 1'utilisation d’une large gamme
d’outils pour passer a la limite dans des produits de termes a prior: faiblement conver-
gents. Nous établissons également un résultat de contrélabilité asymptotique, dans le cas
ol I’équation d’incompressibilité du fluide est indépendante de I'apport d’engrais. Cela
prouve qu’une politique d’épandage permettant d’approcher tout seuil de pollution donné
avec une erreur arbitraire peut étre développée.

L’unicité de la solution est démontrée dans le Chapitre 3. Nous avons choisi de présenter
les résultats d’existence et d’unicité dans des chapitres différents, car I'unicité n’est mon-
trée que dans le cas des faibles concentrations d’engrais en sous-sol, c’est-a-dire lorsque
la quantité d’engrais épandue est du méme ordre que la concentration totale de polluants
dans le sol, cette derniére étant trés inférieure a 1. Cependant, comme nous le préciserons
par la suite, c’est le cas dans la plupart des aquiféres contaminés, en particulier par les
nitrates (le seuil de dangerosité étant malheureusement lui aussi trés inférieur a 1). Nous
prenons donc en compte la faible concentration du polluant dans le sous-sol et écrivons
rigoureusement le probléme de controle mis a I’échelle approprié, puis nous étudions son
comportement asymptotique. On montre qu’il converge vers un probléme limite dont la
solution est unique. On se place ici sous les hypotheses assurant la vitesse bornée dans
L*. Pour étudier le comportement limite du probléme d’optimisation, on utilise entre
autres le théoréme de faible semi-continuité inférieure des fonctions concaves dans un rai-
sonnement de type I'-convergence. Nous donnons également une nouvelle démonstration
de Dexistence d’un triplet solution du probléme de controle (déja assuré par les résultats
du Chapitre 2) en utilisant les méthodes développées pour I'analyse asymptotique. La
vitesse étant bornée dans L™, nous gagnons en régularité sur la solution. Enfin, nous
obtenons un résultat de stabilité du probléme de controle en prouvant que la solution du
probléme effectif est limite de toute suite de solutions du probléme correctement perturbé.

Le principe du maximum de Pontryagin permet d’établir des conditions nécessaires d’op-
timalité et donc de calculer les trajectoires optimales lorsqu’elles existent. Ce sera le
sujet du Chapitre 4, ot nous définissons un nouvel objectif en horizon fini, en prenant
en compte le cotlit terminal de la présence de la pollution au niveau du puits. Nous re-
démontrons, pour ce nouveau modele, le caractére bien posé du probléme dans le cas
des faibles concentrations. Nous établissons le probléme adjoint associé & notre modéle et
démontrons son caractére bien posé. La condition terminale obtenue n’étant pas vérifiée
en temps infini, nous établissons la condition de transversalité admise pour un horizon
infini en introduisant le Hamiltonien.

Nous meénerons ensuite une étude de l'existence et des propriétés qualitatives de 'état
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stationnaire dans un cas unidimensionnel. Ce cas simple permet de faire de la statique
comparative, c’est-a-dire d’étudier analytiquement les effets induits sur la solution par
la modification d’un paramétre. Nous nous intéresserons en particulier a I'influence de la
taille de la zone tampon sur la solution optimale.

Dans le Chapitre 5, nous nous plagons dans le cadre d'un jeu différentiel non coopératif
a plusieurs joueurs. Pour cela, nous considérons deux propriétés agricoles sur lesquelles
I’épandage est géré indépendamment. Les fonctions de profit peuvent étre différentes
pour les deux joueurs. Nous introduisons la définition d’équilibre de Nash dans le cadre
de notre problématique. L’application directe des résultats des Chapitres 2 et 3 nous
permet d’établir ’existence d’une solution au probléme de jeu différentiel en supposant
que les agriculteurs coopérent. Nous développons également une nouvelle analyse pour
le cas ot ils ne coopérent pas. Pour cela, nous exploitons les résultats d’unicité établis
dans les chapitres précédents et prouvons I'existence de I’équilibre de Nash grace au théo-
réme de point fixe de Schauder, les nécessaires conditions de continuité et de compacité
étant obtenues par 'exploitation systématique des propriétés d’inférieure-continuité des
intégrales et grace a un critére de compacité de Visintin via les fonctions semi-continues
inférieurement et strictement convexes (voir Visintin [83]). A I'image du Chapitre 4, nous
établissons le probléme adjoint correspondant et étudions un cas unidimensionnel a 1’état
stationnaire pour illustrer ce cadre de jeu.

On se consacre, dans le Chapitre 6, a la construction et a I’étude d’un schéma basé
sur la méthode des Eléments Finis pour la partie hydrogéologique de notre probléme. On
démontre 'existence, 'unicité, et la stabilité de la solution pour des problémes discrets
issus du probléme hydrogéologique et de son probléme adjoint. On montre également la
convergence de notre schéma en introduisant la notion de flux et en travaillant par consé-
quence avec une formulation mixte.

Des résultats numériques (2D en espace) sont présentés au Chapitre 7. Nous utilisons
le logiciel FreeFem++ pour simuler notre probléme en utilisant les formulations établies
précédemment dans le Chapitre 6 pour le systéme d’état couplées & un algorithme de
gradient conjugué non linéaire. Pour ces simulations, nous utilisons des parameétres phy-
siquement réalistes. Nous étudions la convergence vers la solution optimale et analysons
quelques exemples.
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Proposition de révision de la délimitation des
Zones Vulnérables - 2014

Légende
Bl Communes proposées 3 I'sjout
I communes ajoutées en 2012
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[ Départements administratifs

Source de données : DREAL
Date de création ; Juillet 2014
Créateur/Editeur : OlEau - MEDOE / Onema

FIGURE 1 — Délimitation des zones vulnérables en France en 2014 ; Direction Régionale
de ’Environnement, de I’Aménagement et du Logement.

ATLAS CARTOGRAPHIQUE
Nouvelle-Aquitaine

FIGURE 2 — Délimitation des zones vulnérables en Nouvelle-Aquitaine en 2017 ; Direction
Régionale de ’Environnement, de I’Aménagement et du Logement Nouvelle Aquitaine.
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Concentrations moyennes en nitrates dans les eaux souterraines par unité
hydrogéologique en 2014
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F1GURE 3 — Concentration moyenne en nitrates dans les eaux souterraines en France
en 2014 ; Ministére de la Transition Ecologique et Solidaire, Commissariat général au
Développement durable [91].
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FIGURE 4 — Répartition des causes d’abandon des puits de captage pour la production
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chargé de la Santé [92], Bilan Février 2012.
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Chapitre 1

Modélisation et probléme de controle
optimal

On considére une exploitation agricole sur laquelle il y a épandage d’engrais afin d’aug-
menter la productivité des cultures. Les plantes n’absorbant pas la totalité de ’engrais,
une partie de celui-ci s’infiltre dans les nappes phréatiques. L’engrais est alors transporté
dans le sous-sol et on le retrouve dans les puits de captage d’eau. Il est alors nécessaire
de traiter cette eau avant qu’elle ne soit distribuée aux usagers et cette dépollution a
un cotlt. Dans ce travail, nous étudierons ’arbitrage que doit faire un décideur qui doit
tenir compte de 'agriculteur et de I'usager. Nous nous intéresserons a la détermination
de la quantité d’engrais a épandre pour maximiser une quantité qui prend en compte le
bénéfice des agriculteurs et les cotits de dépollution.

Le modéle étudié dans cette thése est un probléme de contréle optimal ou la fonction-
nelle & maximiser est associée a un systéme d’équations aux dérivées partielles munies de
conditions initiales et aux bords que 1’on choisira variées. On considére comme la parcelle
agricole les quelques premiers centimeétres de profondeur de terre sur lesquels ’épandage
d’engrais a une influence quasi-immédiate (en terme de concentration d’engrais présent).
Ce probléme comprend trois variables qui interviennent a la fois dans 1’objectif et dans
I’équation d’état :

- la quantité d’engrais p(t,x) épandue au temps ¢ en un point = de la parcelle;

- la concentration du principal polluant ¢(t, ) issu de I'engrais au temps ¢ en z;

- la vitesse de déplacement du soluté v(¢,x) au temps ¢ en x.

La quantité d’engrais est la variable de controle, alors que la concentration et la vitesse
sont deux variables d’état. Les principes de conservation font que ces trois inconnues sont
tres fortement couplées.

On notera la commande p(t,z) par souci de simplification, bien qu’elle ne soit a priori
que définie sur la parcelle. En fait, p(¢,z) = p(t, xs(x)) ot S représente la parcelle.
Nous allons présenter le probléme en introduisant tout d’abord I’équation d’état, puis en
explicitant ’objectif.
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1.1 Modélisation hydrogéologique : mise en place de
I’équation d’état du modéle

L’équation d’état associée au probléme de controle optimal est issue de la modélisa-
tion hydrogéologique. En effet, nous avons choisi de modéliser finement 1’écoulement du
polluant, dans I'aquifére et donc son transport dans les nappes phréatiques (on pourra,
par exemple, se référer au travail de Bear et Verruijt [10]). Pour cela, nous introduisons
des équations aux dérivées partielles de réaction-convection-diffusion de type parabolique
couplées avec une équation de transport de type elliptique. Nous expliquons sa construc-
tion ci-dessous.

1.1.1 Loi de conservation

La dynamique de I’écoulement et du transport est régie par les lois de conservation de
la masse et du moment. Ici, pour simplifier I’exposé, nous allons considérer que seules deux
espéces sont transportées en solution dans le sous-sol : le dérivé du polluant de ’engrais,
dont la concentration est notée ¢, et un autre composant dont la concentration sera donc
(1 — ¢) (puisque la somme des concentrations est égale a 1). Le probléme revient donc a
modéliser I’écoulement de deux fluides miscibles et incompressibles (la compressibilité de
I'eau étant négligeable en conditions naturelles) dans un milieu poreux (le sous-sol).

La loi de conservation de la masse pour le composant de concentration ¢ s’écrit :

Yor(pec) + div(pepvee) = —per(c) + pey + pep (1.1)

avec

r(c) : terme de réaction,
~ : apport naturel,
p : apport par I'agriculteur,
pe - densité du composant de concentration c,
v, : vitesse qui transporte le composant de concentration c,

1 : porosité du sous-sol.

Remarque 1.1.1 Donnons quelques précisions sur p, le terme source correspondant a
Uapport d’engrais par agriculteur. Il contient a la fois les informations sur la quantité
d’engrais, sur les périodes d’épandage et sur les zones d’épandage. Dans la suite de la
these, on précisera parfois la notation, afin de bien souligner par exemple ou se situe la
zone d’épandage, intuitivement sur une partie S de la région étudiée, en remplacant le
terme générique p par pxs ou Xs est la fonction caractéristique de S.
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Nous allons faire quelques hypothéses :

Hypothése 1 : l'eau est considérée comme un fluide incompressible (c’est-a-dire que son
volume reste constant sous l’action d’une pression extérieure).

Cette hypothése implique que la densité p, est constante (strictement positive). On peut
donc diviser I’équation (1.1) par p, ; la loi de conservation de la masse pour le composant
de concentration ¢ devient :

oye + div(v.c) = —r(c) + v + p.

On introduit dans le modéele la vitesse moyenne v du mélange dans le sous-sol. On écrit
donc

v, =v+ (Yv. —v) et div(yv.e) = div(ve) + div((Yv. — v)e).

Hypothése 2 : le terme de décalage div((1pv, — v)c) suit une loi de Flick.

Proposée au XIXéme siécle, la premiére loi de Fick donne une relation entre le flux de
matiére d'une espéce et son gradient de concentration. Plus précisément, le flux de matiére
est proportionnel au gradient de concentration. On a :

div((¢v. — v)e) = —div(¥S(v)Ve).

La loi de Fick est affinée en considérant que S est le tenseur modélisant les effets de
la diffusion moléculaire et de la dispersion. Un modéle classique (voir Scheideger [81])
consiste a prendre

S(v) = Spld+ S,(v) (1.2)

ot Sy, > 0 est le coeflicient de diffusion moléculaire et ou S, est un tenseur (dit de
dispersion) dépendant de v définit par S,(v) = |v| <aL6(v) +aT(Id—e(v))>, avec €(v); ; =

T;Tg . Les réels ay, > ar = 0 sont respectivement les coefficients de dispersion transversale

et longitudinale.
On suppose aussi que la porosité 1 € L*(€)) et on note 1_ et 1), des réels tels que

0 < ¢_ <(z) < ¢y, pour presque tout x € . (1.3)
En utilisant les hypotheses 1 et 2, la conservation de la masse se réécrit
Yo + div(ve) — div(pS(v)Ve) = —r(c) + v + p. (1.4)

On suppose un modeéle simple ot le polluant qui réagit est transformé en le second com-
posé en solution. Les autres apports ou pertes sont modélisés par le terme g. En utilisant
le méme raisonnement, on obtient ’équation gouvernant le second composé en solution :

Yo (1 —¢) +div(v(1 —¢)) — div(yS(v)V(1 —¢)) = r(c) + g(t, x, p), (1.5)
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ou g modélise les autres apports ou pertes. On suppose que
(t,x) — g(t,x,p) € L7(Qr) pour tout p € R.

Nous avons donc formulé les deux équations de conservation de masse (1.4) et (1.5) pour
chaque composant. En sommant ces deux équations, on obtient I’équation modélisant la
conservation de la masse totale :

Yoy(c+(1—c))+div(vet+v(1—c))—=div(pS(v)(Ve+V(1—c¢))) = —r(c)+r(c)+v+p+yg
c’est-a-dire
div(v) =v+p+g. (1.6)

Cette équation est I’équation classique de 'incompressibilité.
On choisit donc de modéliser la conservation de la masse par les équations (1.4) et (1.6) :

Yoy + div(ve) — div( S(v)Ve) = —r(c) + v+ p
diviv) =y+p+g

ou bien en utilisant div(ve) = v - Ve + ¢div(v) et en remplagant 'expression de div(v)
par (1.6) :

{wﬁtc +v- Ve —div(yS(v)Ve) = —r(c) + (y + p)(1 — ¢) — gc ()

div(v) =v+p+g.

Il faut maintenant compléter le modéle pour v en utilisant la loi de conservation du
moment. A P'échelle ot nous nous placons, le milieu poreux est un ensemble continu oil
la vitesse moyenne de I’écoulement v est régie par la loi de Darcy (résultat de la mise a
’échelle de I’équation de Stokes pour la conservation du moment) :

v=—kVo,
ou k est le tenseur de mobilité et ¢ est la charge hydraulique (contenant les contributions

de la pression et de la gravité).

1.1.2 Modeéles classiques de réactions

Plusieurs fonctions sont classiquement considérées pour caractériser la réaction. Les
fonctions de réaction r sont également appelées isothermes. Logan ([61] chapitre 2) pro-
pose d’utiliser des modéles linéaires du type

r(c) = kc avec k € R, constante.

Pour les réactions non linéaires, on considére des modéles :
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— du type Freundlich (Bear et Verruijt [10] chapitre Modeling Groundwater Pollution)
pour c€ [0,1] :

7(c) = bc™ avec (b,m) € R% constantes,
— de type Langmuir (Bear et Verruijt [10] et Williams [86]) :

k
r(c) = 1 —i—lligc avec (ki,ky) € R? constantes,

— ou encore de type Sips (forme combinée de Langmuir et Freundlich, voir Belhachemi
[11] et Amrhar et al. [7]) :

kgc”

- 1 +k4c”

r(c)

avec (ks, k4,n) € R? constantes.

On notera que pour n = 1, on retrouve le modéle de Langmuir et pour ks = 0, celui
de Freundlich.

Dans cette thése, nous imposerons les hypothéses sur r les plus faibles possibles, permet-
tant & tout le moins de considérer tous les exemples donnés précédemment.

Il faut aussi inclure la possibilité de réactions a dynamique trés rapide. En effet, si la
vitesse de réaction est du méme ordre de grandeur que la vitesse de ’écoulement ou si
on considére une réaction avec le milieu (adsorption), on ne peut pas utiliser un modéle
d’équilibre ou le terme de réaction apparait comme un terme source au second membre
de I'équation de convection-diffusion. La dynamique de la réaction apparait alors dans
I’équation de conservation de la masse :

o+ OR(c) +v-Ve—div(S(w)Ve) = —r(c) + (v + p)(1 —¢) — gc
div(v) =v+p+yg.

Dans le cas d’adsorption par le milieu poreux, on utilise des modéles de réaction linéaire
et on a donc dic + R (c) = (1 + R'(c¢))dc. En supposant 1 + R'(¢) = R € R, on obtient

Roc+v-Ve—div(S(v)Ve) = —r(c) + (v + p)(1 — ¢) — ge.

Le réel R est en général appelé facteur de retard (puisque si R' = 0, R > 1 et il retarde
donc la propagation de c¢). Par la suite, nous le considérerons dans tous les modéles.
Le systéme d’état qui sera considéré est ainsi le suivant :

VRO +v- Ve —div(pS(v)Ve) = —r(c) + (v + p)(1 — ¢) — ge
diviv) =v+p+ g, v=—krVo.
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1.1.3 Variantes du modéle
Une remarque sur les modéles multi-constituants

La modélisation a été faite jusqu’ici dans le cas le plus simple o on peut considérer
que I’écoulement dans le sous-sol est celui d’un fluide qui n’a que deux composants (c’est
par exemple un cadre admissible si I'on se focalise sur la question de la pollution par les
nitrates, Gu et al. [42]).

Le cadre complétement général est celui d’un écoulement & N € N* constituants. L’équa-
tion (1.4) doit donc étre remplacée par un systéme de N — 1 équations aux dérivées
partielles traduisant la conservation de la masse de N — 1 des constituants parmi les NV :

Roic; — div(S(v)Ve) + div(ve;) = v +pi —ri(ej,j=1,.,N—1), 1 <i< N -1

et I’équation traduisant la conservation de la masse totale devient :

M=

div(v) = [% +pi—ri(cj,j=1,..,N — 1)]

1

Il
—

On peut par exemple utiliser ces modéles multi-constituants pour traiter la pollution
par substances phytosanitaires (pesticides, herbicides) (Lemicére et al. [59]). En effet, la
plupart des substances phytosanitaires sont solubles dans I’eau et on constate une forte
tendance a la dégradation spontanée sous forme d’autres espéces organiques.

On pourra par exemple consulter Rolland 74| qui étudie 'existence de solutions glo-
bales pour des systémes de réaction-diffusion pour des réactions de type C; +C; = Cy, et
van Wijngaarden et al. [85] qui étudient une technique permettant de renforcer le sol en
fixant une bactérie et considérent trois différentes phases (bactérie en suspension, bactérie
adsorbée et bactérie fixée).

1.1.4 Conditions initiales et aux bords

On considére que la zone géographique d’intérét (correspondant aux sols fertilisés,
aux sous-sols correspondants et contenant les puits de pompage de ’eau des nappes
phréatiques) est un domaine 2 = RY, N < 3. Le bord du domaine est noté d€) supposé
de classe C!.

On se donne pour condition initiale

c(0,2) = ¢o(x), x € Q (1.8)

avec co(z) € L*(Q).
On choisit les conditions aux bords de type Neumann suivantes

S(v)Ve-n = ¢.-nsur 02 x (0,7, (1.9)
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ou n est la normale extérieure de 052, lorsque le flux sortant sur les bords du domaine,
¢. € L*(0,T; L*(9)), est connu.
Les conditions aux bords pour ¢ sont de type Dirichlet :

¢ = ¢ sur 02 x (0,7, (1.10)

avec ¢ € L*(0,T; H %(OQ)). Ce choix de conditions mixtes pour ¢ et ¢ est le plus tech-
nique en terme d’analyse.

D’autres choix de conditions aux bords sont cependant possibles. Nous les listons ci-
dessous :

— conditions aux bords de type Dirichlet pour la concentration :
c=cysur 02 x (0,7); (1.11)
— conditions aux bords de type Neumann pour la charge hydraulique :
—kVé-n = sur 0Q x (0,7T); (1.12)

— conditions de Fourier (ou de Robin) sur ¢ ou ¢ :

i—u+auu=Osur 02 x (0,T),u = ¢ ou c, (1.13)
un

dans le cas ou le flux est supposé proportionnel & un saut entre deux milieux.

1.2 Caractérisation de ’objectif

1.2.1 Littérature

Dans les années 70, la recherche d'une politique environnementale optimale tenant
compte des coiits de dépollution a été explorée. On pourra citer Keller et al. [46] qui
étudient deux modeéles dont I'objectif est identique mais qui différent par la structure de
leur fonction de production, ainsi que Plourde [71] qui s’intéresse a I'accumulation des
déchets. Van der Ploeg et de Zeeuw [70] ont considéré des modéles sans espace. Cependant,
cette hypothése n’est pas réaliste au regard de la vitesse d’écoulement dans les nappes
phréatiques. Les travaux de Bordenave et al. [14] appuient cette remarque en montrant
que les flux dans le sous-sol étant lents, il faut tenir compte d’un délai entre I’émission et
les apports d’eau polluée aux points de captage.

D’autres travaux prennent en compte ce délai, ce qui permet de modéliser le fait que
I’application de politiques environnementales n’a pas de résultats visibles immédiatement.
Winkler montre dans [87] que les trajectoires optimales des émissions de pollution sont
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monotones si 'objectif est séparable en un composant émission et un composant stock
de pollution, mais qu’elles peuvent osciller si ce n’est pas le cas. Bourgeois et Jayet [16]
considérent l'influence d’'un délai entre I’épandage de 'engrais et son impact environ-
nemental dans 'aquifére, et ils prouvent que cet effet est amplifié par une information
asymétrique entre les agriculteurs et le planificateur social (qui ne disposent pas de la
méme information). Il a été prouvé par Augeraud et Leandri [9] que prendre en compte
les temps de délai peut entrainer des politiques optimales cycliques.

Cependant, ces modéles considérent I’environnement de maniére simplifiée. D’autres
auteurs ont donc choisi d’étre plus précis dans leur modélisation en introduisant des
termes non linéaires plus réalistes. C’est le cas de Kossioris et al. [50] qui, en plus d’un
terme linéaire de dégradation, considérent un terme non linéaire dans 1’équation d’état.
Leur exemple d’application en lacs peu profonds est une référence pour les problémes de
controle de pollution.

La théorie des jeux a aussi été utilisée pour comparer des problématiques économiques
avec et sans politique environnementale de coopération. On peut citer de nouveau Kossio-
ris et al. [50] qui comparent les équilibres de Nash pour des stratégies open-loop (adoptées
lorsque les joueurs ne disposent d’information que sur I’état initial) et feedback (définies
a chaque instant pour chaque état), mais également Ploeg et Zeeuw qui, dans [70], com-
parent les émissions optimales quand chaque pays applique sa propre politique environne-
mentale sans coopération et quand tous les pays coordonnent leurs actions. Ils montrent
entre autres que lorsque les gouvernements ne coopérent pas, cela méene a une pollution
plus importante. Dockner et van Long ont également comparé les stratégies coopératives
et non coopératives dans [30] avec un modele de controle de pollution internationale im-
pliquant deux pays voisins. De Frutos et Martin-Herran [35] étudient eux aussi ce cas de
figure.

Récemment, de nouveaux modéles ont pris également en compte ’espace afin de mieux
modéliser le transport et la diffusion du polluant. Un exemple d’étude de modele de
controle optimal en temps et en espace est le cas des lacs connectés, traité par Brock et
Xepapadeas dans [21], qui y étudient la diffusion du phosphore grace a un systéme de
réaction-diffusion. D’autres modéles spatio-temporels ont été étudiés, en particulier par
Boucekkine et al. dans [15]. Dans [22], Camacho et Pérez Barahona étudient un probléme
d’utilisation optimale des terres, en prenant en compte la pollution de I’air. De Frutos et
Martin-Herran [35] considérent un probléme de pollution en sous-sol sur plusieurs régions.
Ils fournissent, pour leur modéle d’advection-diffusion & coefficients constants, une étude
numeérique permettant de calculer les équilibres de Nash.

1.2.2 Notre modéle

Au vue de notre systéme d’état présenté au paragraphe 1.1, notre probléme de controle
optimal se place dans le cadre des modéles prenant en compte le temps et 'espace.
Cependant, notre modélisation est plus fine que dans les travaux cités ci-dessus. En effet,
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certains aspects du transport du polluant ne sont généralement pas pris en compte dans
les modéles cités précedemment : & part dans les travaux de De Frutos et Martin-Herran
[35] qui considérent un probléme en deux dimensions, les modéles sont souvent en une
dimension et la vitesse du fluide ainsi que les coefficients de diffusion sont supposés
donnés et constants. Enfin, nous considérons un objectif économique en temps infini, afin
de prendre en compte les conséquences a long terme d’une politique optimale.

A présent, nous allons expliciter le probléme d’optimisation afin de compléter notre
probléme de controle optimal. On considére un décideur (planificateur central) dont I’ob-
jectif est de maximiser une fonction de bien étre social qui prend en compte le bénéfice
privé (provenant de la production agricole) et le dommage environnemental (caractérisé
par les cotts de dépollution). L’objectif classique que nous considérons est celui de Ulph

and Ulph [82] :
J(p,c) = LT (L (f(w,p) - D(:c,c)) da:) e~ dt

ou T > 0 est I'horizon de planification qui peut étre infini. Le taux d’actualisation p €]0, 1[
permet de comparer des cotits et des bénéfices se produisant & des dates différentes. Dans
un rapport du groupe d’experts présidé par Daniel Lebégue [57], le taux d’actualisation est
défini comme "[traduisant]| le prix relatif qu’une collectivité attache au présent et [fixant|
la limite de l'effort que cette collectivité est préte a consentir pour 'avenir; [...| c’est en
quelque sorte le prix du temps". Ici, il donne un "poids" plus important a la génération
actuelle. Pour les investissements publics de court terme, le taux d’actualisation est de
4%, toujours d’aprés Lebégue, [57]; pour les projets entre 50 et 100 ans, C. Gollier [39|
préconise un taux de 5%.

La variable de controle est p < p ot p € R est un seuil. On supposera p suffisamment
grand. En réalité, 'agriculteur ne peut pas épandre une quantité infinie d’engrais : il ne
peut dépasser un seuil maximal. On supposera par ailleurs que p € Ey ou

Eoc {qe L*(0,T; L*(Q)),0 < q(t,z) < p, presque partout dans  x (0,T)}.

La fonction f représente le bénéfice de 'agriculteur, dépendant des quantités épandues
sur le champ. La fonction D, qui dépend de la position du puits et de la quantité de pol-
luant & traiter, modélise les dommages environnementaux par le cotlit de la dépollution
des eaux pompées au puits de captage.

On choisit de modéliser le cotit de dépollution au niveau du puits par un terme général
D(z,c) qui se localise prés du puits d’extraction. On peut par exemple considérer en fait
le puits comme un cylindre de petit rayon pénétrant dans le sol & la verticale d'un point
de coordonnées (L, L,,0). Si on considére un cylindre de rayon un peu plus large (ou
plus généralement un sous-domaine de taille caractéristique plus importante), on peut
modéliser I’émergence de la nappe phréatique dans une riviére grace a un opérateur de
méme type (le sous-domaine correspond alors a I’éponte).
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Dans Augeraud-Véron and Leandri 9], ces deux fonctions satisfont les propriétés sui-
vantes :

— f(x,p) est positive, croissante et définie pour p € R, ;
— f(x,p) est strictement concave ;
— p+— f(-,p) est continue;

— D(z, c) est croissante, strictement convexe et telle que D(z,0) = 0 pour tout x € (.

Remarque 1.2.1 L’hypothése de continuité de f par rapport a p peut en fait étre lége-
rement assouplie : il sera suffisant pour nous de supposer que f est semi-continue supé-
rieurement et bornée par rapport a p. En effet, cette hypothese est suffisante pour utiliser
trois outils clef de ce travail : le Théoreme 2.2.1 assurant qu’un probléeme de mazimisation
coercif est bien posé (pour lequel 'hypothése de semi-continuité inférieure est suffisante),
les résultats de semi-continuité inférieure des fonctions convezes (Tartar [78]) et le critére

de compacité de Visintin via les fonctions semi-continues inférieurement et strictement
convexes (Visintin [83] Théoreme 3).

Remarque 1.2.2 Nous n’aurons pas besoin de supposer la fonction D continue dans les
chapitres qui suivent. Cela permet en particulier d’inclure des cas ot le codt du traitement
évolue selon des seuils de pollution. L’hémicontinuité et la monotonie de D sont en fait les
seules hypotheses indispensables pour nos analyses du probleme de contréle. La convexité
de D sera utilisée pour obtenir un résultat d’unicité. Les strictes monotonie et converité ne
sont quant a elles nécessaires que pour des calculs explicites dans un exemple stationnaire.

Le probleme de contréle optimal est alors le suivant :

max LT (L ( Fap) — D(x,c)) d:z:) et dt

YRO;c +v-Ve—div(yS(v)Ve) = —r(c) + (v + p)(1 — ¢) — ge dans Qr,
div(v) =v+p+g, v=—kV¢, dans Qr,

S()Ve-n = 0sur 0 x (0,T), cy—o = co dans €,

¢ = ¢y sur 002 x (0,7).

sous la contrainte
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1.3 Tableaux récapitulatifs

Nous listons dans les trois tableaux ci-dessous les variables, les conditions initiales et
les paramétres du modéle, en précisant leur symbole, unité et valeurs de référence (dans
le contexte de cette thése, 'unité de temps est en général le jour voire 'année).

Variables Symbole Unité
communément pour la
problématique des nitrates

Concentration du polluant c mg.L~!
Vitesse du polluant v meétres par unité de temps
Charge hydraulique 0] métres d’eau
Quantité d’engrais épandu P concentration par unité de temps
Conditions initiales | Symbole | Unité Valeur Référence
Concentration au
bord du domaine & [0;1]
Charge hydraulique metres
au bord du domaine %) d’eau [50; 80] [48]
meétres par
Vitesse au bord du unité de
domaine v temps [0.5;20] | [67]
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Paramétres Symbole Unité Valeur | Référence
Facteur de retard R [1;50] [66]
Borne inférieure de la
porosité (o 0.3 [24], |63]
Borne supérieure de
la porosité (" 0.35 [24], |63]
concentration
par unité de
Apport naturel Y temps [0; 15] [67]
métres par unité [29], [63],
Permeéabilité K de temps [20;400] | [24]
Coefficient de m? par unité de
diffusion moléculaire S temps [107%1071] | [29]
Coefficient de
dispersion m? par unité de
transversale ar temps [0; 1] [29]
Coefficient de
dispersion m? par unité de
longitudinale ar temps [0; 1] [29]
Taux d’actualisation p 10; 1] 9]

1.4 Repéres bibliographiques

On présente ici de fagon synthétique des références liées au probléme présenté au Cha-
pitre 1 et représentatives de I’état de I’art. Elles sont listées suivant leur date de parution
et pour chacune d’entre elles, nous comparerons le modéle étudié avec le notre.
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Article | Résumé et modéle mathématique Comparaison
J. Simon, Theme : Controle de la solution d'une Diiférences - .
1983 ) . . ) e Pas de convection.
' équation parabolique avec donnée ponctuelle. . N
Controle . e Fonction coiit
de la Objectif : différente.
solution T e Terme source en
d’une J(v,b) = J ly(x, T) — 2(x)|” dx—I—NJ v(t)? dt] Dirac.
équation ¢ 0
parabo- | Equation d’état : 0yy + Ay = v(t)dp(z) avec A
lique avec | un opérateur aux dérivées partielles du
donnée deuxiéme ordre en z, elliptique.
ponctuelle | Domaine : Q ouvert de R, n < 3.
[76] Conditions auz bords : y = 0.
a\ﬁ E?O)?e{— Theéme : diffusion de polluants a travers des f)(il;gtbj eigicnersr;ulgs '
lacs connectés peu profonds. A
papadeas, Objectif : e
2007 Différences :
(Diffusion- L e Notre modélisation
Induced maXJ f (B(a(t,z)) — C(z(t, 2)))e " dzdt. | a plus de couplages
Instability °(t2) Jrer Jo non linéaires dans
and Equation d’état : I'équation d’état qui
Pattern est un systéme dans
Formation | 0:r = a(t, z)—bx(t,2)+h(x(t, 2))+D0,.2°(t, z). | notre cas.
in Infinite e Nos résultats sont
Horizon | Pomaine : 1D, z € [0, L]. valables pour tout
Recursive | Conditions auz bords : x(t,0) = z(t, L). QcRY, N<3.
Optimal e Equation de
Control) diffusion, sans
[21] réaction, ni

convection, ni
dispersion.

e Dans [21] on se
limite & un cadre
périodique (élude la
difficulté des termes
aux bords).
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Article | Résumé et modéle mathématique Comparaison
J.P.
Raymond, | Théme : identification d'une source de .
2009, pollution. Points communs :
Optimal | Objectif : trouver a € K < Q compact, la °,Eq1.1atlc()1r.lﬁde‘
Control of | position de la source de pollution qui reaction-diftusion.
Partial minimise e Valable en 3D.
Differen- .
tial J J 2
. Y — Yobs)~ dx dt, .
Equations 0 o< ) Différences :
[72] . . _ |  L’objectif de [72]
ol Y,ps correspond & la concentration mesurée. ‘ot d’avod
Equation d’état : reqmert & avorr
q ' certaines données :
oy — Ay +V -Vy+ oy = s(t)da. l,au.te.ur cherche
I'origine de la
pollution.
Domaine : (z,t) € Q x [0,T], O < Q.
Conditions aux bords : de type Neumann.
J.P. . X g _ .
Raymond Théme : controle de I’équation de la chaleur. | Points communs :
5009, | Objectif : e Démonstrations
Optim,al d’existence d'une
1 1 . :
Control of | J(z,u) = §f (z—2q)"+ §J (2(T) —z4(T))? solution faible.
Partial Q Q
Differen- 4 é J You?
tial 2 Jo Différences :
Equations e Pas de convection.
[72] Equation d’état : 0z — Az = f + xou, e Fonction cotit

f e L*(Q) donnée et w < Q,

zq € C([0,T]; L*(Q2)).

Domaine : (x,t) e Q x (0,T) = Q, Q = RY
ouvert borné, avec un bord de classe C?
Conditions auz bords : de type Dirichlet.

différente.
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Article

Résumé et modéle mathématique

Comparaison

C. Theéme : utilisation des terres en tenant Points communs :
Camacho | compte de leur dégradation environnementale. | ® Pollution agricole.
and A. Objectif :
Pérez- " Différences :
Barahona, maxf J u(e(t, ) f(z)g(t) du dt. e Notre modélisation
2012 ol Jo Jr a plus de couplages
(Land Use non linéaires dans
Dynamics | Fquation d’état : I’équation d’état.
and the e Nos résultats sont
Environ- Op — Ouap = O0(p, P, 2)A(t, ) F(I(t, 7)) valables pour tout
ment) [22] o G(l - f(l')) Qc RN, N < 3.
e Equation de
diffusion seulement.
JR c(t,x)f(x)de = LQ(p, Px)A(t,2)F(1)dz | ¢ Domaine non
borné (élude la
P(t) = J p(t, x) dx. difficulté aux bords).
R
Domaine : (t,z) € [0,0) x R.
Conditions aux bords :
lim d,p(t, x) =0
Theéme : notion de délais continus dans un )
Augeraud- modéle de controle optimal de stock de Pm)nts' cqmmuns :
Véron and pollution . P objectif est le
Leandri, Objectif : meme.
2014
: oo
oo | e [ £0(0) = Dlclo | .
Control
with Dis-
tributed
Delays [9])

37




Article

Résumé et modéle mathématique

Comparaison

Equation d’état :

c(o) = co(o) € C([—T2,0]) donné pour
o€ [—72,0]
p(o) = po(o) € C°([—72,0]) donné pour

o€ [—m,0].

Domaine : te R.,.

Différences :
e Leur article ne

tient pas compte de
I’espace.

e Pas de
modélisation de la
partie
hydrogéologique.

e Nous avons affaibli
les hypothéses sur
cet objectif.

C.
Benosman,
B. Ainseba

and A.
Ducrot,
2014 (Op-
timization
of
Cytostatic
Leukemia
Therapy in
an
Advection-
Reaction-
Diffusion
Model)
12]

Théme : systéeme de réaction
advection-diffusion modélisant le
développement de la leucémie dans la moelle
osseuse.

Objectif :

T
minJ f (el(l —u)® + 6282> dx dt,
wel Jo Jo

U:={ueL*((0,T) x Q),0 <u(t,z) <1}.
Equation d’état :

O + 0 (vn;) = d10geny + k1(ni—1 — ny),
018 + 02 (v8) = do0pys + kasu,

0z = k1(ny + ... + ny,) + kasu.

Domaine : Q2 < R.
Conditions aux bords : type Neumann.

Points communs :
e Equation
d’advection-
diffusion.

Différences :

e Nos résultats sont
valables pour tout
QcRY, N<3

e Notre modéle
comporte plus de
couplages non
linéaires : utilisation
d’outils moins
standards pour
établir les
compacités.

e Nous envisageons
tous les types de
conditions aux bords
classiques.
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Article | Résumé et modéle mathématique Comparaison
7. de Theme : modele de jeux, caractérisation de
Frut.os and I’équilibre de Nash pour un probléme de Points communs :
G Martin- pollution a travers plusieurs pays. e Equation de
Herran Objectif : convection-diffusion.
2016 , e Non linéarité dans
Pollut{on Ji(ur, ...y uj, Po) = la fonction de
control in o t réaction.
a multire- J J e 7 Bi(ui) = Di(P )) Lo, dx dt. e La fonction cofit
gional est construite
tting : A . comme la notre
seting - Equation d’état : (dépend des
differential e pﬁ i’
game with OP =V - (kVP) +IVP — P + N(P) n F(u ’ énefices et des
spatially dommages?. .
distributed | ot N(P) fonction non linéaire, b = b(x,t) ° HOUZ(?n 1nﬁ{11 dans
controls | avec V -b = 0, k coefficient de diffusion la fonction cott.
[35] dépendant de z.

Domaine : (z,t) € Q x Ry, Q < R%
Conditions aux bords :

aP(t,x) + k(x)VPT(t,x) - n = aPy(t, 1),
x € 0fD.

Différences :

e Le coefficient de
diffusion de [35] ne
dépend pas de la
vitesse.

e [’équation
d’incompressibilité
de [35] est
indépendante du
controle.

e Nos résultats sont
valables dans R3.
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Article

Résumé et modéle mathématique

Comparaison

D. Grass
and H.
Uecker,

2017

(Optimal
manage-

ment and
spatial

patterns in
a
distributed
shallow
lake
model)
j41]

Théme : cadre numérique pour traiter un
probléme de controle optimal dans des lacs
peu profonds avec diffusion.

Objectif :

max J if (n(k(t, 2)) -y P(t, 2)2)e"" dar dit
k() Jre 19] Jo

Equation d’état :
P(t,x)?

1+ P(t,z)?
+ DAP(t, z).

O P(t,x) = k(t,x) — bP(t,x) +

Domaine : € Qc R? d < 2.
Conditions auz bords : de type Neumann.

Différences :

e Notre modélisation
a plus de couplages
non linéaires dans
I’équation d’état qui
est un systéme dans
notre cas.

e Equation de
réaction-diffusion,
sans convection, sans
dispersion.

e Nos résultats sont
valables pour tout
QcRY, N<3

e Nous envisageons
tous les types de
conditions aux bords
classiques.
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Chapitre 2

Résultats d’existence

Ce chapitre est consacré a la preuve de l'existence d’une solution au probléme de
controle optimal. Avant de commencer 1’étude, nous allons faire des hypothéses de ré-
gularité qui sont nécessaires a notre étude et écrire le probléme sous une forme plus
générale :

T
maXJ(p,c)zf fj(t,x,p,c)dxdt,O<T<oo,
0 Ja

peE
sous la contrainte

YRoic+v-Ve—div(ypS(w)Ve) = —r(c) + (v +p)(1 — ¢) — gc
diviv) =v+p+g,v=—rVe.

Nous détaillons dans le paragraphe ci-dessous ce modéle.

2.1 Modéle et hypothéses

Afin de rassembler les modeéles présentés dans les paragraphes 1.1 et 1.2, introduisons
quelques notations. Le domaine spatial d’étude est un domaine Q@ < RY (1 < N <3 en
pratique), dont le bord noté 09 est supposé de classe C'. Soit T le temps maximal de
I'étude, 0 < T' < 400. On posera parfois Qp = Q x (0,7).

On rappelle que

Ey = {qe L*(0,T; L*(Q));0 < q(t,z) < p presque partout dans Q x (0,T)}.

C’est dans cet espace que nous allons chercher la variable de controle. Mais lorsque
I’équation d’état couple fortement les lois de conservation de la masse et du moment
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via I’équation d’incompressibilité, nous allons devoir restreindre cet espace de recherche.
Nous posons donc

(2.1)

0sig=g(t,z,p) tel que p+ g est indépendant de p
o =
1 sinon

la fonction g modélisant les apports et les pertes exogénes. Nous définissons le sous-espace
E de Ej tel que

E ={qe L*(0,T; L*(Q)) n W50, T; X);0 < q(t,x) < p presque partout dans Qr,

ladedll .15y < Cp €t J (p+~v+g)de = J vido si (1.12) est utilisée}
0 20

ol X est un espace tel que L*(2) s’injecte contintiment dans X et C,, > 0 est une constante
donnée. Il faut noter que le parameétre o ne dépend que du modéle hydrogéologique et
est donc donné.

On définit la fonctionnelle J a optimiser sous la forme générique :

J:(pe E,ce L*(Qr)) — J(p,c) eR

T
ou J(p,c) = J f Jj(t,x,p,c)dzdt, (2.2)
0o Jo

avec

j : (07T) x € x [O,ﬁ] x L2(QT) — M(QT)a
en notant M (Q7) 'ensemble des fonctions mesurables sur Q7, telle que :

— pour presque tout (t,z) € Qp, pour tout c € L?(Qr), la fonction p — j(t, x,p,c) est
continue! et strictement concave sur [0, p],

— pour presque tout (¢,x) € Qp, pour tout p € [0,p], opérateur ¢ — j(t,z,p,c) est
monotone, hémicontinu et borné au sens ou il existe h € L' (1) tel que |j| < h.

Remarque 2.1.1 Le fait de définir 3 comme un opérateur sur ¢ plutot que comme une
fonction sur R est plus générique. En somme, on ne se limite pas a l’espace de départ
R, ce qui nous permet de déterminer le codt de dépollution en tenant compte d’autres
éléments comme par exemple le débit au niveau du puits, ou encore ’hypothétique impact
de la concentration dans le temps sur les traitements et donc tenir compte de ¢(T, ) avec
7 < t. Cela laisse aussi la possibilité de prendre en compte deux traitements a deux niveaux

1. En fait, on peut affaiblir ’hypothése de continuité de j par rapport a p en supposant j semi-continue
supérieurement et bornée par rapport a p, ¢f Remarque 1.2.1.
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différents. En effet, dans le cas de la pollution par les nitrates, il a été expérimenté ([67])
de traiter les eaux souterraines en amont en injectant un composé organique fournissant
un substrat alimentant le métabolisme des bactéries dénitrifiantes. Dans le cas d’une nappe
profonde, les bactéries, n’ayant pas suffisamment d’oxygene, consomment les nitrates. Ce
procédé est a mettre en commun avec une dépollution a la surface. L’utilisation d’un
opérateur sur ¢ permet de modéliser une éventuelle premiére dénitrification souterraine
en amont du traitement a la surface. On pourra par exemple le considérer de la forme
¢ j(t,z,p,e) = Oi(c(t — 7,2 — h)) + Oa(c(t,0)) avec (1,h) € RE et ou Oy et Oy sont
des opérateurs modélisant 'action de dénitrification sur la partie pompée.

L’équation d’état associée est le modele d’équations aux dérivées partielles régissant le
probléme hydrogéologique. Nous introduisons une définition de solution faible appropriée
a cette "équation".

Définition 2.1.1 Soit p e E. L’équation d’état désigne le systéme

YRO;c +v-Ve—div(ypS(w)Ve) = —r(c) + (v +p)(1 —¢) — gc (2.3)
diviv) =v+p+g, v=—kVo, (2.4)
complété par les conditions initiales et aux bords
S(w)Ve-n =0 sur 0 x (0,T), ¢u—o = co dans (2.5)
¢ = ¢p sur 02 x (0,7T). (2.6)

Un couple (c,¢), avec c € L*(0,T; H*(Q)) et ¢ € L*(0,T; H*(Y)), est solution faible de
(2.3)-(2.6) au sens o pour toute fonction test ¢ € H'(0,T; H'(Q)) telle que @1 = 0
on a

— YRcoyp dx dt — f Reoppi—o dx + f (v-Ve)pdxdt
Q Q

QT T

+ . YS(v)Ve - Vodrdt = L (—r(c) +(vy+p)(1l—c)— gc)gpda: dt, (2.7)

J div(v)p drdt = J (v+p+g9)pdzdt, (2.8)
Qr Qr
et pour tout 0 € L*(0,T; H}(Q))
f v-Vodrdt = f —kVo¢ - Vo dzdt, (2.9)
QT QT
¢ = ¢1 sur 02 x (0,7). (2.10)
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Nous pouvons alors définir le sous-ensemble E,. de E contraint par I’équation d’état :

E. = {pe E;3(c, ¢) solution faible du systéme (2.3)-(2.6) associé a p

au sens de la Définition 2.1.1}.
Notre probléme de controle optimal peut alors étre défini comme suit.
Définition 2.1.2 Trouver (p*, c*, ¢*) tels que

J(p*.¢") = max J(p,c)

pEE.

et (c*,¢*) est solution faible du systéme (2.3)-(2.6) associé a p* au sens de la Définition
2.1.1.

Cela revient a déterminer 1'utilisation optimale des engrais sachant qu’ils servent a la
croissance des plantes mais que toute eau contaminée doit étre traitée. On cherche donc
la quantité optimale d’engrais que I’agriculteur peut épandre dans le but de maximiser
ce cotlit intertemporel en prenant en compte la dynamique hydrogéologique du polluant.

Remarque 2.1.2 Ce modéle reste cependant trés générique. Au dela du controle des
épandages d’engrais, on peut ’adapter a tout type de pollution, en surface ou en sous-sol,
des nappes phréatiques.

Remarque 2.1.3 Nous avons choisi ici de présenter le probléme avec des conditions aux
bords mixtes, Dirichlet en charge hydraulique, Neumann en concentration. Il s’avéere que
c’est l'un des cadres les moins confortables mathématiquement. D’autres choiz (Dirichlet-
Dirichlet, Neumann-Neumann, Neumann-Dirichlet) feront [’objet de remarques en cours
de chapitre.

Listons maintenant les hypotheéses techniques. On prendra

— lopérateur S(v) supposé donné par (1.2) avec a, = ar = 0. Notons que d’apreés la
définition (1.2) du tenseur de dispersion, on a

SW)E €= (Sm+ ar [v]) [€]7,1SW)E] < (Sm + ar |v]) €] VEeR™

On suppose que S, > 0. On suppose qu’il existe desréels k_ et Kk, avec 0 < k_ < K,
tels que le tenseur de perméabilité vérifie :

2
RE-E 2> R [€] et [RE| < wy €], VEERY.
— Tl’isotherme r une fonction continue telle qu’il existe r, € Rt avec

r(@) <74 lz], Vo eR;
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— le facteur de retard tel que R > 0;
— la concentration initiale ¢y € L*(2) avec 0 < ¢y(x) < 1 presque partout dans Q;
— la fonction g € L*(Qr);

— la fonction j est telle que
7 (0,T) x Q@ x [0,p] x L*(Qr) — M(Qr),

en notant M (Qr) 'ensemble des fonctions mesurables sur 7, telle que :
— pour presque tout (¢, ) € Qp, pour tout ¢ € L*(Qr), la fonction p — j(t, z, p, ¢)
est continue? et strictement concave sur [0, p|,
— pour presque tout (¢,x) € Qp, pour tout p € [0, p|, Vopérateur ¢ — j(t,x,p,c)
est monotone, hémicontinu et borné au sens ot il existe h € L'(Qr) tel que
7] < h. On note

15(t, 2, p, c)| < h(t,z) presque pour tout (t,x) € Qr sipe E et ce L*(Qr), VT > 0;
(2.11)
— la donnée ¢, € HY(Q) ;

— la porosité 1 € L*(Q) et il existe ¥_ et 1h, des réels tels que 0 < ¥ < () <
¥, presque pour tout x € §). Cependant, pour alléger un peu les démonstrations,
nous allons supposer dans ce chapitre que

YeR, P >0.7°

— dans le cas de conditions aux bords de type Dirichlet pour la concentration (¢ = ¢;
sur 092 x (0,7, (1.11)), on supposera la régularité suivante pour ¢; :

cr e HY(0,T; L*(Q) n L*(0, T; WH*(Q)) si ar = 0,
cr e HY0,T; L*(Q) n L*(0, T; WHY(Q)) si ar > 0;

— dans le cas de conditions aux bords de type Neumann pour la charge hydraulique
(—kV¢-n = vy sur 02 x (0,T), (1.12)), on supposera

V1 € L2(6Q)

2. En fait, on peut affaiblir I'hypothése de continuité de j par rapport & p en supposant j semi-continue
supérieurement et bornée par rapport a p, ¢f Remarque 1.2.1.

3. Supposer 1 € L*(2) borné par ¢)_ et 1), ne nous interdirait dans la suite que l'utilisation de la
forme classique du lemme d’Aubin pour ’étude de la concentration ¢ (en effet, I’équation (2.3) ne donne
Pinformation "que" sur Ryo;c) : il faut alors utiliser la version de Galusinski et Saad du lemme d’Aubin
[36].
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Au vu du trés fort couplage du probléme, nous adoptons une stratégie de preuve
basée sur un résultat de type point fixe (voir le paragraphe 2.4). Nous commengons
donc par étudier indépendamment deux problémes découplés : I'existence de 'objectif
connaissant le comportement hydrogéologique (paragraphe 2.2) et I’existence de solutions
physiquement admissibles au modéle hydrogéologique pour un objectif donné (paragraphe
2.3).

2.2 Existence d’un p pour un ¢ donné

On se concentre ici sur le probléme d’optimisation. Nous allons montrer qu’il admet
une unique solution.

Proposition 2.2.1 Soient T > 0 tel que 0 < T < +00 et p = 0 donnés. Soit ¢ donné
dans L*(0,T; L*(Q2)).

Alors le probleme

T
trouver p € Ey tel que p = arg maxf f Jj(t,x,q,c)dxdt (2.12)
€k Jo Ja

admet une unique solution p € Ej.

Remarque 2.2.1 Ce résultat reste vrai si on cherche p dans n’importe quel sous-espace
fermé et convexe de Ey. En particulier, il reste vrai en remplacant Ey par E.

Preuve. Pour démontrer cela, nous allons utiliser le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1 Soit J une fonction concave et continue. Soit Ey un ensemble convexe,
fermé et non vide. On consideére le probleme

P :sup J(v). (2.13)

’UEEO

Alors, si J est coercive ou st Ey est borné, il existe au moins une solution au probléme
P. Si de plus J est strictement concave, alors cette solution est unique.

Vérifions que Ey est convexe :
Soit (p1,pe) € Ef et soit A € [0, 1]. Alors

)\pl + (1 — )\]?2) € E()

car Ap; € L*(0,T; L?(Q)) et (1 — N)pa € L*(0,T; L*(Q)), 0 < Ap1(t, ) < \p et
0 < (1= X)pa(t,z) < (1 — N)p presque partout dans 2 x (0,7). Donc Ej est convexe.
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Montrons que Eqy est fermé pour la topologie forte de L*(Qr) :

Soit (pn)n=0 une suite de Ey qui converge fortement vers p. Nous allons vérifier que p € Ej.
La convergence forte dans L? implique que p, (¢, ) converge vers p(t, ) presque partout
dans Qp, d’ou 0 < p(t, ) < p presque partout dans Q7. Donc p € Ej.

Donc toute suite convergente de Ejy converge vers une limite dans Fy. Donc Ej est fermé.
Montrons que J est continue :

On va montrer que pour toute suite (p,) de Ey convergeant vers p pour la topologie forte
de L*(Q7), J(pn, c) converge vers J(p, c¢) dans R.

Soit (pn)n=0 une suite de Ey qui converge fortement vers p € Fy. La fonction p — j(-, p)
étant continue, on déduit de la convergence presque partout dans €2p de p, celle de
Jj(t,z, py,c) vers j(t,x,p,c). Comme j est majorée par une fonction h intégrable d’aprés
(2.11), on applique le théoréme de convergence dominée de Lebesgue pour écrire :

T T
lim f J J(t,x, pp,c) dx dt = J f Jj(t,x,p,c)dxdt
n=oJo Ja 0 Ja

c’est-a-dire
J(pn,c) — J(p,c) dans R.
Donc J est continue de Ey muni de la topologie de la convergence forte dans L? vers R.

Montrons que J est strictement concave :
Soit 7 €]0, 1] et soient (p, q) € EZ distincts presque partout dans Q x (0, 7).

T
J(tp+(1—=7)q,c)= f f j(t,x,Tp(x,t) +(1—=7)q(z,t) ,c) dx dt.

0o Ja
La fonction j étant strictement concave par rapport a p et ¢ étant fixé, on a

jt,x,mp(t,x) + (1 —1)q(t,z),c) > 1] (t,x,p(t,z),c)+ (1 —7)j(t,z,q(t,x),c).

Cela implique que
T T
| [itamsa-naaded || (vitope+0-nits.a.0) de
0 Jo 0 Jo
Montrons qu’on ne peut avoir égalité. Raisonnons par 1’absurde et supposons que
T
| [ (o s =m0 = ritap.) = (= 7jtn.0)) dede 0. (212)
0 Jo
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Comme j(t,JZ,Tp + (1 - T)Qac) - Tj<t7xvpa C) - (]' - T)j(t,.l’,q, C) >0, ona

=0
Li(Qr)

(2.14) < H <j(t,x,7'p + (1 —=7)g,¢) —1j(t,z,p,c) — (1 — T)j(t,x,q,c)>

<:>j(t,flf,7'p+ (1 _T)Q7C) —Tj(t,.T,p,C) - (1 - T)j(t,x,q,C) =0
presque partout dans Qp

ce qui est absurde d’aprés la stricte concavité de 7. On a donc

T T
| [tampsq-nadede> [ | (rite.po+ (0= nitte.g.0) dede
0 Q 0 Q

c’est-a-dire
J(Tp + (1 - T)Qa C) > T‘](pv C) + (]' - T)‘](Qa C)'

La fonctionnelle J est donc strictement concave. On peut appliquer le théoréme d’optimi-
sation : le probléme (2.12) admet une unique solution p € FEjy, ce qui prouve la Proposition
2.2.1. |

2.3 Existence d’un ¢ pour un p donné

Nous allons a présent démontrer 1’existence d’une solution pour I’équation d’état pour
un p donné dans Fj.

Proposition 2.3.1 Soit p € Ey donné.
Nous envisagerons des hypotheses parmi les suivantes :

(1) Le terme de réaction est tel que r(0) — v < 0 et la condition initiale ¢y satisfait
co(x) = 0 presque partout dans €.

(2) Le terme de réaction est tel que r(1) + g = 0 et la condition initiale ¢y satisfait
co(x) < 1 presque partout dans €.

(3) ap > 0.
(4) 0 est de classe C?, k€ (CH(Q))V*N et ¢, € W2P(Q) avec p > N.

(5) Q) est de classe C?, k = k*Id avec k* : Q — R et £* € CL(Q) et ¢ € W2P(Q) avec
N

48



Si les hypotheses (1)-(3) (ou simplement (3) si N = 2) ou si Uhypothese (4) ou Uhypo-
these (5) sont vérifiées, alors il existe un couple (c,¢) solution du probleme (2.3)-(2.6)

1
associ€ a p au sens de la Définition 2.1.1. De plus, ¢ est unique, o} |v|% Vee (L2(Qr)N
et ce HY(0,T; W=14(Q)). Selon les hypothéses, on a de plus :

— Si r est dérivable a dérivée bornée sur le domaine image c¢(2 x (0,7T)), alors la
solution est unique.

— Si (1) est vérifiée, alors
c(t,x) = 0 presque partout x € Q, Vt € (0,T).
— Si (2) est vérifiée, alors
c(t,x) < 1 presque partout x € Q, Yt € (0,T).
— Si (4) est vérifiée, alors ¢ € L®(0,T; W?P(Q)) (en particulier v e (L*(Q7))Y).

— Si (5) est vérifice, alors ¢ € L*(0,T;WhH(Q)) avec ¢ > N (en particulier v €
(L=(Qr))Y).

Remarque 2.3.1 Pour la preuve de la proposition précédente, si les hypothéses (1)-(3)
ne sont pas satisfaites, il est essentiel pour la démonstration que nous proposons que la
vitesse v soit bornée dans L*(Qr). Cela explique le choix des hypotheses (4) ou (5) qui
sont des cas classiques pour lesquels le gradient de la solution d’un probléme elliptique
sous forme divergence est controlé dans L®.

Nous avons fait ce choix pour la simplicité des énoncés. Le prixz a payer est qu’on est ainsi
limité a des caractéristiques physiques trés réqulicres (la perméabilité C* en particulier est
parfois une hypotheése discutable).

Cependant, cette hypothése peut étre considérablement relazée. On peut en particulier
aboutir aux mémes conclusions en supposant que la perméabilité est seulement Holder-
continue par morceaux (corollaire 1.3 dans Li et Vogelius [60] pour le cas ot les discon-
tinuités des coefficients ne touchent pas le bord du domaine €Y ; théoréeme 2.2 dans Druet
[31] dans le cas ou les discontinuités atteignent le bord).

Proposition 2.3.2 (Régularité supplémentaire) Dans l’un des cas énoncés a la Pro-
position 2.3.1 ot la solution (c, ¢) existe,

— Sik = kId avec k : Q — R et k € WH?(Q), ou si 0 est de classe C* et
ke (CHQ))VN et ¢y € L*(0,T; H'(Q)) (redondant bien sir si (4) ou (5) sont
réalisées), alors

¢ e L0, T; H*(2)).
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— D’apres Meyers, si OS2 est de classe C2, il existe p* > 2 tel que si
¢y € L2(0,T; WHP*(Q)), alors

¢ L7(0,T;W*P(Q)), p <p".

— D’apres Stampacchia, si ¢y € L*(0,T; W'P(Q)) avec p > &, alors ¢ € L*(Qr).

— Sik = k_Id avec k_ > 0 alors
¢ e L*(0,T; W**(Q)).

i co € HY(Q) et si une des hypothéses précédentes assurant que

— Stap =ar =0, s
(Q)) est vérifiée, alors

e L*(0,T; H?
ce H'(0,T; L*(Q) n L*(0,T; H'()).

Remarque 2.3.2 (Autres choiz de conditions aux bords)

— Ces propositions restent vraies dans le cas des conditions auzx bords (1.11), (1.12)
et (1.13).

— Dans le cas des conditions aux bords (1.12) de type Neumann (flux donné aux bords)
pour le probleme de la vitesse

(P) div(—kVo¢) =p+ g+~
kV ¢ -n = vy sur 0f2,

cela 1mpose une contrainte supplémentaire sur p : il faut chercher le max sur les
p € E tels que

J(p+g+’y)da:=f vido.
Q o0
En effet, si on teste la premiére équation de (P) par 1, on voit que

L(p +g+7)dr = L(/ﬁ:ng) -Vldx + f

(%91

(kV¢-n)ldo = J vido.

o0

L’existence d’une solution unique au probléme (P) est assurée par une application
directe du lemme de Lax-Milgram.
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— Dans le cas ot on impose des conditions aux bords (1.11) de type Dirichlet en
concentration, les Propositions 2.3.1 et 2.3.2 restent vraies si ¢; est prolongeable en
une fonction définie sur Q) et si les hypothéses sur k et ¢y assurent que (V¢p-Vey) €
L2(Q27) (quel que soit le type de conditions auz bords choisi en charge) sans que les
hypothéses (1)-(3) ou (4) ou (5) ne soient nécessaires pour assurer l’existence.

— Dans le cas ou on impose des conditions aux bords de type Neumann en charge
(1.12), les Propositions 2.3.1 et 2.3.2 restent vraies si vy € H'(Qx (0,T)) et (1)-(3)
sont vérifiées, si vy € (L*( x (0,7)))Y avec divo; € L®(Q x (0,T)) (quel que soit
le type de conditions aux bords choisi en concentration) ou si vy est essentiellement
non négative dans le sens ot |min(0,v1)| e oq) < ¥—Sm, sans que les hypothéses
(1)-(3) ou (4) ou (5) ne soient nécessaires pour assurer l’existence.

— Enfin, la Proposition 2.53.1 reste vraie pour les conditions aux bords de Robin si o,
est une fonction positive et bornée. De méme pour une condition aux bords de type
Robin oblique :

0

—uzauz() sur 0Q x (0,T), u= ¢ ou c

om
o m est un champ de vecteurs de classe Ct, non tangents a 09 et tels que |m| =1
(on utilisera pour cela ’équivalence donnée page 376 dans Fichera [34]).

Remarque 2.3.3 Dans la démonstration qui suit de la Proposition 2.53.1, on ne traite
que les cas ou les hypothéses (4) ou (5) sont vérifiées pour assurer ['existence. Si les
hypothéses (1)-(8) sont vérifiées, la démonstration suit les mémes lignes en définissant
toutes les non linéarités en ¢ comme des fonctions définies sur [0,1] et prolongées par
continuité par des constantes, suivant ainsi la méthode de Amirat et al. [6] si N = 3.

Si N =2 (hypothese (3)), on traite le terme convectif comme suit :

on utilise les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young :

1 T T
(v- Vc)cdxdt' < J f | |e|* dxdt + @J J 0] |Ve|* da dt
Q 2par
Yo
< ol | It iy dt+ Tfj|uv4dmﬁ

< C [ 1t My dt+ 255 [ [ ol Vel o

D’apres linégalité de Gagliardo-Nirenberg, on a ||c(t, ')H%“(Q) < Cllelt, ) ey lett o

o1



presque partout dans (0,T). On a donc

(U-Vc)cdxdt' J |e(t HLz dt+0f le(t, M2 Vet ) pz@yv dt
WTJ J o] [Vel? da dt.

Finalement, les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young donnent

(U-Vc)cdxdt' <C’J f e dadt
0 Jo

@f J \Ve? dx dt+—f f v| |Ve|* dadt
0 Ja

qut peut alors étre traité comme dans la démonstration des autres cas.

La preuve de la Proposition 2.3.1 étant assez longue, nous allons la détailler dans le
paragraphe suivant.

2.3.1 Preuve de la Proposition 2.3.1
Existence et unicité de la charge hydraulique

Nous démontrons dans les lignes qui suivent 1’existence et 'unicité de v et nous ana-
lysons sa régularité. Dans la suite, on notera C' une constante générique.
On rappelle que le probléme est de trouver ¢ € L*(0,T; H*(2)) tel que

{_dwmv¢%:v+p+g (2.15)

¢ = ¢ sur 0Q ot ¢ € H(Q).

L’existence est un résultat classique de théorie des équations aux dérivées partielles el-
liptiques (voir Stampacchia [77]). Pour s’en convaincre, on fait une estimation a priori.
On multiplie I’équation ci-dessus par la fonction test (¢ — ¢1) (pour annuler les termes
aux bords lors de 'intégration par parties) aprés 'avoir écrite —div(k(Ve — V) =
v+ p+ g+ div(kVe¢y) et on intégre sur . On en déduit

(7+p+gX¢ ¢1) dx| +

me)—qﬁl) V(6 ) da

kVe1 - V(o — ¢1)dz
9)

et donc

i f V(6= o) dr < L<v+p+g><¢—¢l>dx ¥

o /iv¢1 : V(¢ - ¢1) dx| .
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D’apreés les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young (ab < ea® + CTI’Q ou C e R*, Ve > 0),
puis d’aprés I'inégalité de Poincaré (que 'on peut utiliser grace aux conditions aux bords
de Dirichlet) et en utilisant v + p + g € L*(27), on écrit Ve > 0 :

Lw Lo+ )6 — ) de

C
gmf \q§—¢1\2 dw+—f ]’y+p+g\2 dx
Q EK_ Jo
9 C
<cp6H_J V(¢ —¢1)| dr + —
Q

ol ¢, € R} est la constante de Poincaré. De méme on a (en utilisant ¢; € H'(Q) donc

Vo, e L2(Q)) :

L kVo1 - V(g — ¢1)dx

C
<o [V o0 dr e St [ v a
C
< Cpehi L V(¢ — )| da + —
Donc
Fi L V(¢ —d)[* do < L 2e,ehi_ |V (6 — ¢1)|? da + g

et

k_(1— 2cpe)f V(¢ — ¢1)]? dz < %
Q

On choisit € > 0 tel que 1 — 2¢,e > 0, on obtient Pestimation de V(¢ — ¢;) dans L*(Q),
donc de ¢ — ¢, dans H'(Q) par Poincaré, donc de ¢ = (¢ — ¢1) + ¢; dans H'(Q).

Unicité de ¢ (et donc de v) :
On suppose qu'il existe deux solutions ¢* et ¢** au probléme (2.15), alors ¢ = ¢* — ¢**
est solution de

—div(kVe) =0
¢ =0 sur 0, gp—o = 0.

En testant I’équation par ¢ et en utilisant la coercivité de x, on en déduit que x_ SQ |qu>|2 dx
= 0 c’est-a-dire V¢ = 0 presque partout sur 2, ot v = —kr(Vo* — Vo**) = 0 presque
partout sur €2. D’out I'unicité en v. Celle-ci implique 'unicité de ¢. En effet, on a vu que
V¢ = 0 presque partout dans €2, donc ¢ est presque partout constante par rapport a x.
Or ¢ = 0 sur 092. Donc ¢ = 0 presque partout dans €2. D’ou 'unicité.
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Analyse de la régularité supplémentaire dans la Proposition 2.3.1 :

En posant u = ¢ — ¢y et f =+ p+ g+ div(kV¢y), on voit que le probléme définissant
¢ revient au probléme elliptique avec conditions aux bords de type Dirichlet homogéene
suivant : trouver u € H () tel que —div(kVu) = f.

Si (4) est vérifice, le fait que f € LP(Q) assure que u € L*(0,T;WiP(Q)) et donc
¢ € L0, T;W*P(Q)) (la démonstration classique combine cartes locales et théoréme
de Nirenberg, Brezis Chapitre 9 [19]). Comme dans (4) on a p > N, les injections de
Sobolev donnent en particulier Vo et v € L*(Qr).

Si (5) est vérifiée, on a de méme ¢ € L*(0,T; W??(2)) avec p > &. Comme de plus
k= kK*Id, on a :

—div(kVe) =p+v+ge€ L% Q)
rot(kVe) = Vi A Vo e L0, T; WHP(Q)) — L®(0,T; L))

avec ¢ > N car p > % (ici le symbole < désigne une injection classique de Soboloev).
On rappelle que si v est un vecteur tel que div(v) € L?, rot(v) € LP', alors v € Whmin(e),
Donc ici v = —kV¢ € L®(0,T;W1(Q)) avec ¢ > N (et v € L®(Qr) par injection de
Sobolev).

Analyse de la régularité supplémentaire de la Proposition 2.5.2

Les résultats de Meyers et Stampacchia sont des résultats classiques de la théorie des
équations aux dérivées partielles elliptiques (voir par exemple Meyers [64] et Stampac-
chia [77]).

Le premier item de la Proposition 2.3.2 se démontre comme ci-dessus en utilisant la
régularité divergence-rotationelle de kV¢. Si de plus (quatriéme item) k = k_Id avec
k- > 0, rot(kVg) = 0 et kV¢ € L®(0,T;Wh*(Q)) donc ¢ € L*(0,T;W*(Q)),
ve L0, T; Whe(Q)).

Existence de la concentration

On peut montrer I'existence d’une solution pour un p donné dans E en appliquant la
méthode de Faedo-Galerkin qui consiste a résoudre un probléme approché en dimension
finie. On justifie I'applicabilité de la méthode par des estimations a priori. Nous les
détaillons dans les lignes suivantes. On suppose p € E. Une solution ¢ appartient &
L0, T; HY()) avec c(x,0) = co(x) dans Q et satisfait a priori la formulation faible
suivante :

fo JQ (IDR@CSO +S(w)Ve-Vo+ (v-Voyp+re)p—(p+v)(1—c)p+ gcgp) dzdt =0

pour tout ¢ € L?(0,T; H' (Q)).
Soit 7 € (0,7"). En substituant ¢ = cx[o-(t) dans la formulation faible précédente, on
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obtient :

%LTEJ ER d:z:dt—i—JTf wS(v)Vc-Vcda:dt—i—JTf(U-Vc)cdxdt
JJ cdxdt—ffp%—v 1—ccda:dt+ffgc drdt =0. (2.16)

Notons quelonaf f?/)S( Ve - Vedrdt > J J@DS + ar |v]) Vel dadt.

D’aprés les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young et en utilisant le fait que les isothermes
classiques sont de type r € L*(Qr) (le traitement du cas ou r est affine est évident), on

f f Ir(c)e| dedt < QJ J ()| ddeH——f J le|* dxdt < C’+CJ J l¢|* da dt.
0 Jo 2 Jo Ja
De plus :
f f [(p+7)(1 = ¢)c + gc?| d:pdtéj f p+7|cdzpdt+f J lp+ v —g|dzdt
0 Jo 0 Ja 0 Jo
1 T 1 T T
<—J f\p—k’yQ dxdt+—f f | dxdt+(p+7+!g\|oo)f J lcf? dx dt
2 o) 2Jo Ja 0 Jo

=C+C’J f e dz dt.
0 Jo

De plus, en utilisant la régularité établie précédemment pour v grace aux hypothéses (4)
ou (5) de la Proposition 2.3.1, on a :

Y Sm
0 edndt] < ol [Vl el < 5 [ Vel dnd
T

+ C’J e dz dt.
Qr

D’ou,

@J if |c|2 dxdt_i_f J;/)(S—m—i—aT]v‘) |Vc|2 dmdtéC’f J |C|2 dedt + C
2 0 dt QO 0 JOQ 2 0 JQ

soit en particulier

% L (7, 2)|* da + w(%m +ar |v!) L L Vel* dadt < %L [eo(a)*

+C’J f le|? dxdt + C
0 Jo
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et

@J o(r,2)? d < @J lco(@)|? da + CJ J e(e, ) dadt + C.
2 Jo 2 Jo 0 Jo
On pose y(t) = J le(t,z)|” dz et on a :

Q

y(1) < CLT y(t)dt + C.
D’aprés la version intégrale du Lemme de Gronwall?, on a
y(1) < Ce®" (2.17)
soit
L le(r,2)|? dz < C presque pour tout 7 € (0, 7).
On en déduit donc que
ce L7 (0,T; L* ().

On revient a ’équation

@f (7, x)? da +J f (0 (S—m + ar |v|> \Vel? da dt < @f leo(2)]? da
2 Jo 0 Jo 2 2 Jo
+C’J f e dadt + C
0 Jo

que 'on peut réduire a

Jf\vcﬁ dedt < C
0 JQ

grace au terme controlé avec Gronwall (¢f (2.17)). On en déduit que

Ve est borné dans L? (0,T; L* (Q))N,
oz% |v|é Ve est borné dans L? (O, T;L? (Q))N , (2.18)

4. Siles fonctions ¢ et 1 sont intégrables et positives sur [t1, t2], et si il existe C, K constantes positives
t
vérifiant ¢(t) < C + KSZ’ W(s)d(s) ds, alors ¢(t) < CeK S v(s)ds
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car v e L®(0,T; L*(f2)). Dans ce cas, on a justifié¢ que
ce L7 (0,T;L% () n L* (0, T; H' (Q)) . (2.19)

Nous allons & présent montrer que ¥ Rdyc € L*(0,T; W=14(Q)).
Puisque R > 0 et v > 0,

e e L2(0,T; WH4(Q) Yo e L0, T; Wy (Q)), (0 Rre, @) 1 - ) p2(wiety st défini

< Yo e L¥0,T; Wy (Q)), J f YROcp dx dt < 0.
0 JQ

Soit ¢ € L2(0,T; W, *(€)). Alors :

LT JQ¢Ratc¢dxdt _ JTJ div(ws(v)vc)_U'VC_T(C)+(p+7)(1—c)—gc>godxdt

f JI/AS’ )Ve-Vodrdt — J f v-Ve)pdrdt

J f godxdtJrf Jp+7 1—c<,0dxdt—J fgcgodxdt

Or v e L*(0,T; LQ(Q)) donc |v|% e L?(0,T; L*(Q)) et S(v)z € L*(0,T;L*()). On
a vu de plus que a? \v\ Ve e L*0,T; LQ(Q)), done S(v)2Ve e L2(0,T; L*(Q)). Donc
S(W)Ve = S()2S(v)2Ve € L2(0,T;L3()) et la premiére intégrale existe car Vi €
L(0,T; LY(Q)).

De méme, la seconde intégrale existe car ¢ € L2(0,T; L*(Q)).

Enfin, r(c) € L?*(Q7), p e L*(Qr), g€ L*®(Qr) et y e R, (1 —¢) € L®(0,T; L*(2)) donc
(p+7)(1 —c) — gce L*(Qr). Le dernier terme a donc du sens car ¢ € L*(Q7).

T
Donc pour tout ¢ € L*(0,T; WOIA(Q)),J fz/zR&tapdxdt = (YRoc,p) < oo dou
0 Ja

YRoc e L2(0,T; W=H4(Q)).
Puisque YR > 0, on en déduit

ce HY(0,T; W 14(Q)). (2.20)
Finalement,

ce L*(0,T; H () n H'(0,T; W=14(Q)). (2.21)
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Remarque 2.3.4 La régularité (2.21) implique en particulier que c € C(0,T; L*(2)). En
effet, on rappelle que si c € L*(0,T; X) et o;c € L*(0,T; L*(Q)) avec X < L*(Q), alors c €
C(0,T;X). Comme L*(0,T; H'(Q2)) = L*(0,T; L*(R)), d’apres (2.21) c € C(0,T; L*(R)).
Régularité supplémentaire de la Proposition 2.3.2 :

Supposons maintenant que ar = ay = 0, c’est-a-dire que S(v) = S, Id, que ¢y € H* ()
et que ¢ € L*(0,T; H*(Q)).

On revient a la formulation de départ mais en choisissant cette fois-ci pour fonction test
Y= %X(O,T)' On a:

T T T T
I/JRJ f |6yc|? dx dt+¢SmJ J Ve V(o) dx dt—i—f f (v-Ve)ore dx dt—i—f Jr(c)@tcdx dt
0 Ja 0 Ja 0 Ja o)

T T
—f J (p—i—fy)(l—c)(?tcdxdt—i—f f gcoedx dt = 0.
0 Jo 0 Jo

VS f J Ve - V(0)dedt = ¥ f if Vel da dt
o ), at ),

et d’aprés les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young, pour tout € > 0, en utilisant la
régularité supplémentaire pour v due a ’hypothése,

Or,

(U~Vc)(9tcdxdt‘<|UHL@(QT) J J (Ve)are| dudt < C f f Vel || da dt
0 JQ 0 JQ

< QJ J "k dxdt+£f f |Oye|? du dt.
2e Jo Jo 2 Jo Jo

De plus, ¢ étant bornée dans L*(Qr), on a pour tout € > 0,

- 1 T 2
J f [(p +7)(1 — ¢)0c + gedre| dz dt < —f J |(p+7)(1—c)|+gc> dx dt
0 Jo

ffé’td dwdt—€+ ff|8tc| dx dt.

Gréace a ’hypothése sur I'isotherme, |r(x)| < 7, |z| pour tout x € R, on peut écrire

J J Ir(c)0se| dx dt < J Jr+|c| |Oe| da dt < J J |0,c|? da dt.

On a donc Ve > 0 :



On choisit € tel que YR — % >0.0On a:
Sm Sm c (*r C
?P_f Ve dx < w—f IVe(0,z)? dr + —J J \Ve|* dadt + —.
2 Ja 2 Ja 2¢ Jo Ja €

On pose y(t f IVe|” da. Comme ¢ € H'(Q), on a donc

T

y(1) < C’J y(t)dt + C.

0

D’aprés la formulation intégrale du lemme de Gronwall, on a y(7) < Ce®" soit :
J \Ve(r,z)]> de < C presque pour tout 7 € (0, 7). (2.22)
Q

De (2.22) on déduit que Ve e L®(0,T; L?(£2)). On peut donc dire (en utilisant aussi le
fait que c e L®(0,T; L*(2))) que

ce L7 (0,T; H' () . (2.23)

On revient a présent a 1’équation

WR—— J J [ecf? dmdt+¢§ y(r) < Lom J|choy dx+—f dt+€

d’ou l'on tire

ff Oye|® dadt < C. (2.24)
0 JQ
Ainsi

oice L? (0,T; L% ().
D’ou

ce H' (0,T;L* (Q)) . (2.25)
On a donc

ce H' (0,T;L* (Q)) n L* (0, T; H' (Q)) (2.26)

sous les hypotheses du dernier item de la Proposition 2.3.2.
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Remarque 2.3.5 (Retour sur les autres choix possibles de conditions aux bords)
Revenons sur les faits avancés dans la Remarque 2.3.2. Les changements de conditions
aux bords impactent essentiellement le mode d’estimation du terme convectif Sg SQ(U .
Ve)edxdt dans Uéquation (3.37). Les hypotheses (4) ou (5) de la Proposition 2.3.1 per-
mettaient de s’assurer qu’on pouvait controler v dans (L*(Qr))N (ou ¢ dans L*(Qr) dans
le cas des hypothéses (1)-(3) avec la méthode de Amirat et al. [6]). Voyons rapidement
pourquot ces hypothéses sont inutiles pour d’autres choix de conditions aux bords et a quel
PTIT.

— Si on impose les conditions (1.11) de Dirichlet sur la concentration, ¢ = ¢, sur
oQ x (0,T) et qu'on assure (Vo - Vey) € L*(Qr), c’est-a-dire v - Ve, € L*(Q7p),
alors, en testant l’équation par (¢ — ¢1) a cause de la condition de Dirichlet non
homogeéne, le terme convectif donne :

LTJQ(U-VC)(ccl)dxdt: LTL(U'V(Ccl))(Ccl)dxdt
+£ L(U'Vcl)(C—cl)da:dt

- %LTJQU.V<(C—61)2> dxdt+LTL(U'VQ)(C—CQahdt
JT L(divv)(C—cl)dedtJrLT L(U‘Vﬁ)(C—cl)d:cdt

= — jT L(er v+ g)(c— ) drdt + JOT L(v -Ver)(c—cp) du dt

et ainst

f J(U.Vc)(c—cl)dxdt'<0+0f JCdedt.
0 Ja 0 Jo

Le raisonnement peut alors se poursuivre comme précédemment.

— Dans le cas ot on impose les conditions (1.12) de type Neumann en charge,
—kV¢-n = vy sur oS

avec vy € LP(2x (0,T)) et divuy € L*(Q2x (0,T)) (le cas ow les hypothéses (1)-(3)
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sont vérifiées se ferait encore avec la méthode de [6]), on écrit

J J v-Ve) cdxdt—j J (v—11) Vc cdmdt—I—f f -Ve)edx dt
= ——f J div(v — vy)c? dxdt—i—f J(vl'Vc)cdxdt
2 Jo Jo 0o Jao

1 (" "1
— __f f(p+fy+g)02 da:dt—i—f f (—(divvl)c2 + (v ~Vc)c> dz dt
2 0 JQ 0 JQ 2

cf f&dxdwcffwcﬁdxdwgf JCdedt
0 JQ 0 JQ 2 0 JQ

d’apres les inégalités de Young et Cauchy-Schwarz.

Le reste de la démonstration est inchangée.

Si vy est essentiellement non négative, dans le sens ot [min(0, v1)| (a0 < ¥Sm,
on écrit

f f -Veo)edx dt = = f f dxdt— ——J Jdlv A dx dt
+ —J f (v- n)cﬁmda dt.
2 Jo Joa

Le terme %SOT Sm(v : n)cﬁmda dt est positif si vy = 0 et cela ne change donc pas la
démonstration. Si [min(0, v1)|| x50y < ¥Sm, on a, d’aprés le théoréme de trace,

1] (" )
5 (%1 C|5Q do dt
0 JoQ

ce qui ne change pas la preuve.
Enfin, si on suppose que vy € (L*(Q))N et que div(v,) € L®(Q) tel que v; = vy - n,
on écrit

f f UlchdO'dt J f -Ve)edr dt + = f Jle U1)e 2 dz dt,
o0

1 (7T . , 1 (7T )
—= div(v)e® dx dt + = V1Cjpdo dt
2Jo Jo 2 Jo Joa
T
<C+C’f J|c| dxdt—k—f J|VC| dx dt.
0o Ja

La démonstration reste ensuite inchangée.
Le calcul serait similaire avec des conditions aux bords de Robin.

(v-Ve)edrdt| <

2 2
< PSm HC|5QHL2(6Q><(O,T)) < S HCHLQ(O,T;Hl(Q))
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Les principes du maximum sur la concentration ®

Nous allons montrer dans ce paragraphe que ¢ est bornée dans L*({r) sous certaines
conditions, plus précisément qu’on peut obtenir I'inégalité physiquement logique :
0 < ¢ < 1 presque partout dans Q x (0,7).

Lemme 2.3.1 Soit (¢, ¢) une solution de (2.3)-(2.6) au sens de la Définition 2.1.1.
Sir(0) —y <0, pe E (en particulier p(z,t) = 0 presque partout dans 2 x (0,T)) et
co(x) = 0 presque partout dans Q, alors c(x,t) = 0 presque partout dans 2 x (0,T).

Preuve. Pour simplifier la rédaction, on va supposer que la fonction 7 est définie sur R
comme suit :

(o) r(c) un modele classique de réaction si ¢ > 0
7(c) =
r(0) si ¢ < 0 (prolongement par continuité).

Remarque 2.3.6 Une remarque sur le "presque partout” de c(t, ) = 0 presque partout :
- st dim(Q) > 1, la régularité de ¢ en espace n'est que du type LP(Q2) (p > 2 en utilisant
une injection de Sobolev), c(-,x) n'a donc de sens que presque partout ;

- st dim(§2) = 1, grice aux injections de Sobolev, on assure la continuité par rapport a x
et le presque partout devient "pour tout”;

- par rapport at : on a vu que c€ C(0,T; L?(Q)).

Finalement, on doit donc écrire c(t,x) = 0 presque pour tout x € Q, ¥t € (0,T).

On définit min(0,¢) = ¢~ < 0. On veut montrer que c(t,z) > 0, c’est-a-dire ¢ (¢,x) =
0 presque pour tout x € §,Vt € (0,7). On remarque que grace au prolongement par
continuité de r dans R nous ayant permis de définir 7,

JJ cdxdt—fJ Ve~ dwdt > 0.

En multipliant I’équation définissant ¢ par ¢~ et en intégrant par parties sur Q x (0,7),
€ (0,7, on obtient :

@f %J | dxdt+wSmJ f Ve [ da:dt+f f(v-vc)c—dxdt
JJ y)eo da:dt—fjpc dxdt—l—pr-l—ngW’C‘ dzx dt < 0.

5. Obtenus par formulations variationnelles donc dits "principes de maximum faibles".
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Comme p,g,v et —c~ sont positifs, que ¢ (0,2) = min(co(x),0) = 0, et grace a la
définition de 7, on a

? L |c_(7‘, a:)}Q dz dt + .S, LT L ‘Vc_‘Q dx dt + JTJ (v-Ve)e™ drdt

JJ v)e” dx dt < 0.

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on a

T VS [T 2 HUHioom y (" 2
(v-Ve)e dx dt‘ < TJ f Ve | dadt + TSTJ J ™| dwdt.
Q 0 Jo m Jo Ja

On a donc :

?J ¢ (7, 2)| dxdtJr—f f Ve _‘ dxdt+f J Je~ dxdt
Q
<Cf J e |* du dt
0 Ja

Comme ¢S, = 0 et r(0) —y <0, on a

wRJ ‘c T,T) d:L'dt JJ‘C‘ dx dt.

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient
f ‘c’(T, x)|2 dx < 0 presque pour tout 7 € (0,7,
Q

donc ¢~ =0, i.e. ¢ = 0 presque partout dans  x (0, 7). [

Lemme 2.3.2 Soit (¢, ¢) une solution de (2.3)-(2.6) au sens de la Définition 2.1.1.
Sir(l)+ g =0 et si co(x) < 1 presque partout dans Q, alors c(t,z) < 1 presque partout
dans  x (0,T).

Preuve. On considére que 7 est définie par

r(c) un modeéle classique si ¢ <1
(c) = .
r(1) sic> 1.

On définit ¢* = maz(c —1,0) = 0.
On remarque que

f f +d‘”dt—LTJQ(T(1)+g)c+d:cdt>o.
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En multipliant I’équation définissant ¢ par ¢* et en intégrant par parties on obtient

@f if let]” dmdt+w5mf f Vet dxdt+f J(U'VC)C+d$dt
2 J, dt )

—I—J JT’( c dxdt—f J p+)(1—c)cdedt < Jchc dz dt.
0 Ja

Comme p + v = 0, on remarque que —(p + v)(1 — ¢)e™ = 0.
De plus, —gcet = —g(c —1)et — get = —g|et|* — g™ En utilisant également le fait que

2
T T v o T

f f (v Ve)et| dedt < %J J Vel dxdt+”2;%J J ‘c*}Q dx dt,
0 Jo 0 Jo mJo Jo

on a
@f ij Pk dde%J J Vet dxdt+J fr(l)c*dxdt
2 0 dt Q 2 0 JQ

2
i 2 N v IILoo(QT .
— glc d:cdt—J ch dzx dt + dx dt
J;)JQ | ’ 0 Jo 2¢pSm | ’
¢RJ dtf‘ﬂ dxdt—s—J J )+ g)ct drdt

o]0 ) :
<\ gl )Jf*ddt.
(g™ aliman) || 1T do

Comme de plus ¢t > 0et (1) +¢g>0,0na:

R (A ol
N N e oy B M S

On a C|—;:0 =0, dou :

YR HU”iOO(Q ) T 2
J e ( dx\(W+|yng(gT))L Lw du dt.

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient

soit

J ‘c+(7', x)‘Q dx < 0 presque pour tou 7 € (0,7),
Q

donc ¢* =0, i.e. ¢ < 1 presque pour tout x € Q, pour tout ¢t € (0,7). [
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Unicité de la concentration

Lemme 2.3.3 Supposons qu’il existe un intervalle I < R tel que r soit dérivable et a
dérivée bornée dans I. Alors, sous les hyptohéses (1)-(3) ou (4) ou (5) de la Proposition
2.3.1, il existe une unique solution ¢ de (2.3)-(2.5) telle que l'image de Q2 x (0,T) par c
soit inclue dans I.

Preuve. On suppose qu’il existe deux solutions ¢; et ¢y telles que ¢;(Q x (0,7)) < I,
1 =1,2. Alors ¢ = ¢; — ¢y est solution de

YROc+v-Ve—div(ypS(v)Ve) +r(er) —r(c) + (p+7v)c+gec=0 (2.27)

S(v)Ve-n =0 sur 09, cy—o = 0. (2.28)

On multiplie (2.27) par ¢ et on intégre par parties sur Q2 x (0,7), 7€ (0,7 :

@J if EE dxdt+f J(v-Vc)cd:vdzH—f f YS(v)Ve - Vedz dt
2 0 dt 9} 0 JQ 0 JQ

" L L(r(cl) — r(ex))edadt + L JQ(p £+ ) dedt =0,

Comme 7 est dérivable a dérivée bornée sur I, on peut utiliser 'inégalité des accroisse-

ments finis :
T
< ||r/|L°°(I)f f lc1 — ¢l || dxdt
o Jao

T
2
:rfuml)f J\c| da dt.
0 Q

En se limitant une fois encore au cas ot les hypothéses (4) ou (5) sont vérifiées, on a :

(v- Vccdxdt‘ ¥Sm J J|V| dx dt + ol (QT)J f|| dz dt.

On en conclut

@f if|c| dx dt+—JJ|V| dr dt < fj|c|2dxdt.
2 Jy dt Jg 0 Ja

Comme S,, =0, on a :

wff dtf|| do dt < ff|c| dar it
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et

@f le(r, )| de < ﬁj (0, )| da:dt—l—CJ f e da dt.
2 Jo 2 Jo 0 Jo

Comme ¢(0,z) = ¢1(0,2) — c2(0,2) = 0 on a donc

@f e(r, 2)? do < cf J of? da dt
2 Q 0 JQ

et aprés application du lemme de de Gronwall, on obtient
f le(r,2)|* dz < 0 presque pour tout 7 € (0,7T).
Q

Donc ¢; = ¢, pour presque tout x € €, pour tout ¢ € (0,7"). La solution est unique. [ |

Remarque 2.3.7 Dans le cas ou N = 2 et (3) est vérifiée, on traite le terme convectif
de fagon analogue a la Remarque 2.5.3 (en utilisant entre autres l'inégalité de Gagliardo-
Nirenberg) :

(v-Vc)cdmdt’éC’J f c? da:dt—k—f J \Ve|® da dt
0 0 Jo
Q/’O‘Tf J 0| Vel da dt.

Comme a la Remarque 2.3.5, on peut aussi envisager d’autres conditions aux bords.
St des conditions de Dirichlet homogénes sont imposées sur c, on écrit

1 (" 1 ("
(v-Ve)edx dt' = ——J f div(v)c® do dt = ——J f (p+~+g)c*dxdt
Q 2Jo Jo 2Jo Jo

J J(U-Vc)cdxdt < p-l-’y-l-g]Loo(QT)J J le|* dz dt.
0 Jo 0 Jo

Enfin, si des conditions aux bords de type Neumann sont imposées sur ¢, on a

1 (" ("
(v-Ve)edx dt‘ = —§f J div(v)c® dx dt + §J f (v- n)cﬁmda dt
0 Jo 0 Jo

1 (" I
2 0 Jo 2 0 JoQ

Pour estimer le dernier terme de [’équation, on écrit

J f vlcﬁmda dt = f <maX(0, V1) + min(07v1)>c|2mda dt
0 Joo 0 Joo
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ou .
J maX(O,vl)cfana dt =0
0 Joo
et

T . 2
J I min(0, vr)cpdo dt‘ <¥Sm HC\39HL2(an(0,T))
0

< S Il g < VS | | Vel dwdt S, || ol do
ou alors on écrit

1 (7 T 1 (7
’§f J vlcﬁmdadt‘z f f(vl-Vc)cdxdt~l—§f Jdiv(vl)czdxdt‘
0 JoQ 0 JQ o Ja

- Clloy |2, T div(v1)| 1o 4
< —wSmJ f Vel dodrr L zen ‘QT)J J of? duar VO (QT)J f jef* du dt.
2 0 Jo Qwsm 0 JQ 2 0 JQ

Le reste de la démonstration reste inchangé.

Remarque 2.3.8 On vérifie facilement que les modéles classiques de réaction vérifient
I’hypotheése "r est dérivable a dérivée bornée sur tout sous-ensemble borné de R".

2.4 Existence globale pour le probléme de contréle op-
timal

Maintenant que nous avons établi des résultats d’existence pour chacune de nos va-
riables, il nous est possible de construire une stratégie de point fixe pour démontrer 1’exis-
tence d’une solution pour notre probléme de contréle optimal. On démontre le résultat
suivant :

Théoréme 2.4.1 Soit T' > 0. On suppose r dérivable a dérivée bornée sur le domaine
image de ¢, c(2x (0, T)) (ow dans le cas général c(2x (0,T)) =R ; si de plus r(0)—~ < 0,
c(2x(0,7)) =Rt ;sir(1)+9g =0, c(2x(0,7)) =]—00,1]; sir(0)+y <0 et r(1)+g = 0,
c(Qx (0,7)) =[0,1]).

Nous envisagerons des hypothéses parmi les suivantes :

1. Le terme de réaction est tel que r(0) —~ < 0 et la condition initiale co satisfait
co(x) = 0 presque partout dans €.
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2. Le terme de réaction est tel que (1) + g = 0 et la condition initiale ¢ satisfait
co(x) < 1 presque partout dans Q.

3. ar > 0.
4. 02 est de classe C?, k € (CH(Q))V*N et ¢, € W2P(Q) avec p > N.

5. 00 est de classe C?, k = kld avec k : Q — R et k € CH(Q) et ¢; € W2P(Q) avec
N

Si les hypothéses (1)-(3) (ou simplement (3) si N = 2) ou si Uhypothése (4) ou Uhy-
pothese (5) est vérifiée, alors il existe une solution (p*,c*,¢*) au probleme de controle
1

optimal au sens de la Définition 2.1.2. De plus, ¢* est unique, o2 |v|é Ver e (L2(Qr))N
et ¢ e HY0,T;W=1%(Q)). Selon les hypotheses, on a de plus :

— Si r est dérivable a dérivée bornée sur le domaine image ¢*(2 x (0,T)), alors la
solution est unique.

— Si (1) est vérifiée, alors

c*(t,z) = 0 presque partout z € Q, Vt € (0,T).
— Si (2) est vérifiée, alors

c*(t,x) < 1 presque partout z € Q, Vt € (0,T).

— Si (4) est vérifiée, alors ¢* € L*(0,T; W2P(Q)) (en particulier v e (L*(Qr))N).

— Si (5) est vérifiée, alors ¢* € L*(0,T;W14(Q)) avec ¢ > N (en particulier v €
(L=(Qr)™).

Remarque 2.4.1 La Proposition 2.3.2 sur les résultats de régularité supplémentaires et
la Remarque 2.3.2 qui suit cette proposition sur les choix des conditions aux bords restent
vraies.

Preuve. L’espace E est convexe, fermé, borné dans L*(Qr) et inclu dans Fj.
Tout fermé borné de L%*(€) est par définition compact pour la topologie faible L?. Nous
allons donc travailler dans cette derniére. Ainsi, £ est compact pour la topologie faible
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de L2(QT)
On définit I'application 7 : E — E par

T:peb—pek
ou p est solution de

(J(p,¢) = max J(q,¢) ot J(q.c) = §; §,(t,x,q,¢) dwdt
qeE

ou ¢ solution de : Y Roc — div(yS(v)Ve) + v - Ve = —r(c) + (po +7)(1 — ¢) — ge,
div(v) = v+ po + g avec v = —kV ¢,
(S(v)Ve-n =0sur 0Q, ¢ = ¢y sur 09, ci—o = o

A

L’application T est bien définie grace aux Propositions 2.2.1 et 2.3.1 et en particulier aux
résultats d’unicité établis dans ces propositions.

Pour appliquer le théoréme du point fixe de Schauder, il faut d’abord établir que 7T est
continue pour la topologie faible de L?(Q27). C’est ce que nous faisons dans les lignes qui
suivent.

Soit (o) une suite de E convergeant faiblement dans L?(Q27) vers py € E. Il faut montrer
que la suite (7 (po,n) := pn) converge faiblement dans L*(Qr) vers (T (po) := p).

On a donc (pg,) une suite de F telle que py, — po dans L*(Q7). Par définition de E (C,
est une constante indépendante de n), on a aussi adypo,, — adypy dans L'(0,T; X).

A py,,, correspond la solution (c,,v,) de

Y ROcn, — div(¥S(v,)Vey) + vy - Ve, = —r(cn) + (Pom +7)(1 — ¢n) — gcn,

div(v,) = v + pon + g avec v, = —kVo,,

S(vn)Ven -n = 0sur 0Q, ¢, = ¢1 sur 02 x (0,7, cp—g = co dans Q.
Comme pg,, € E, po, est bornée dans L*(€2y) par p indépendamment de n. On vérifie
facilement que cela implique que les estimations établies dans la preuve de la Proposi-

tion 2.3.1 restent vraies indépendamment de n. On a donc en particulier les estimations
uniformes par rapport a n suivantes :

|60l Lo 0,750y < C
< C.

len o (0,T5L2(Q))~L2(0,T;H ()

On en déduit l'existence de sous-suites de (¢,,)n et (¢,), que 'on note toujours (¢,,), et
(¢n)n par commodité, telles que, pour tout ¢ > 2,

¢, — c faiblement dans L9(0, T; L*(Q)) n L*(0,T; H' (%)),
¢, — ¢ faiblement dans L4(0, T; H(Q)),
v, — v = —kV¢ faiblement dans L7(0,T; L*()).

6. On rappelle le théoréme du point fixe de Schauder : Soient B un Banach et £ < B non vide,
convexe et compact. Alors toute application continue 7 : E — E posséde un point fixe.
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Ces résultats de convergence faible ne sont pas suffisants car il nous faut passer a la limite
dans des termes non linéaires : S(v,,), r(¢,), vn - Ve,. Nous allons donc établir des résultats
de compacité pour (v,) et (c,) dans L*(Q7).

Commencgons par v, = —kV¢,. On a :

—div(kV¢,) = pon +7 + g dans Q
O = ¢1 sur 0€).

Comme ce probléme est linéaire, on peut passer a la limite et donc ¢ est solution de

—div(kV¢) = po + v + g dans 2
¢ = ¢ sur o).

La quantité (¢, — ¢) est donc solution de

—div(kV (¢, — ¢)) = po.n — po dans Q (2.29)

¢n — ¢ = 0 sur oS (2.30)

On multiplie ’équation (2.29) par (¢, — ¢) et on intégre sur 7. On déduit des propriétés
de k que :

o 9P i< [ [ o mion - oz

donc

| ) | =i~z )

1
0< 7}51010 IVén = Voliaq, < — lim

K_ n—0

Si a =0 (o0 « est défini par (2.1)), le second membre de (2.31) est nul. Si a # 0, nous
allons utiliser la contrainte supplémentaire imposée dans le probléme d’optimisation, &

savoir : || ad;(pon — pO)HLl(o,T;X) < G,
En dérivant 'équation satisfaite par ¢,, — ¢, on voit que d;(¢p, — @) est solution de

—div (/fV (@(% — ¢))> = 0i(po.n — po) dans
Or(dn — @) = 0 sur 09.

Cette dérivation formelle prend du sens grace a la continuité de I'opérateur p — ¢ ot ¢ est
la solution de (2.4),(2.6). Comme &;(po., — po) est uniformément borné dans L*(0,7T’; X),
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O¢(¢pn — @) est aussi uniformément borné dans L'(0,T; X).
On sait donc que”

O¢(¢n — @) est uniformément borné dans L'(0, T; X)
¢n — ¢ est uniformément borné¢ dans L*(0,T; H'(Q)) on H () cc L*(Q)
L*(Q) < X.

On rappelle le théoréme de compacité d’Aubin : Soient By < B; < B, trois espaces
de Banach. On suppose que l'injection de B; dans By est continue et que 'injection de
By dans Bj est compacte. Soient 1 < p,r < +o. Pour 7" > 0, on note E,, = {q €
LP(0,T; By); 0iq € L7(0,T; By)}.

- Si p < +0, alors l'injection de E,, dans LP(0,T"; B;) est compacte.

- Sip=wetr>1, alors 'injection de E,, dans C°(0,T; B;) est compacte.

D’aprés le théoreme de compacité d’Aubin, (¢, — ¢) est donc compacte dans L*(Q7)
et il existe une sous-suite extraite de (¢,), notée de méme pour simplifier, telle que

¢n — ¢ — 0 dans L*(Qr).

T
Ainsi, lim J f (Pon — Po)(Pn — @) dxdt = 0 et d’aprés (2.31) :
0o Jo

n—ao0

n—o0

T

lim J J IV (¢ — ¢)| dzdt = 0.
0 Q

D’ou

¢n — ¢ dans L*(0,T; H'(Q2)),
v, — v dans L*(0,T; L*(Q)).

Passons a la compacité de (c,) dans L?(Qr). D’aprés les estimations (uniformes en
n) établies dans la preuve de la Proposition 2.3.1, (¢,) est uniformément bornée dans
L*(0,T; H'(Q)) et (dyc,) est uniformément bornée dans L*(0, T; W=14(Q)).

On a H'(Q) cc L*(Q) <« W~14(Q). Par compacité d’Aubin, (c,) est donc compacte
dans L?(Q7). 11 existe donc une sous-suite de (c,) que I'on note également c, telle que
¢, —c— 0 dans L*(Q2 x (0,7T)) et presque partout dans Q7.

Comme r € L*(€r), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue :

pour ¢ € L*(Qp), f r(cn)¢dx dt — J r(c)¢ dx dt. On fait de méme pour S(v,) et on
QT QT

7. On note c une injection continue et cc une injection compacte.
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vérifie donc que (¢, @) est solution de

YRO;c — div(S(v)Ve) + v - Ve = —r(c) + (po +7)(1 — ¢) — gc dans Q x (0,7),
—div(kV¢) = v+ pp + g dans Q x (0,7,

S(v)Ve-n = 0sur 052, ¢y = co dans €,

¢ = ¢ sur 0f).

Jusqu’ici, nous nous sommes concentrés sur le comportement limite du systéme d’état.
Reprenons a présent 1'étude du probléme d’optimisation. Comme p, = T (pon) € E, pn
est uniformément borné dans L?(Qr). 1l existe p € L?(Qr) tel que

pn — P faiblement dans L*(Qp).

Nous allons montrer que p = p = T (pg). Pour tout ¢ € F, par définition de T,

T T
| [itamedsar= [ ] it de (2.3
0 Q 0 Q

La fonction j étant strictement concave par rapport a p et p, — p faiblement dans L?((2),
par un argument de semi-continuité inférieure on a

T T
J Jj(t,x,p“,d)dxdwmnwf Jj(t,:c,pn,d)dmdt
0 Q 0 Q

pour tout d € L?(Qr). Comme de plus j est monotone, bornée et hémicontinue® par
rapport a ¢ et comme ¢,, — ¢ dans L?(27), d’apreés le théoréme de la limite monotone on
a

T T
f f Jjt,x,p,c)dxdt = mn_)oof f J(t,x, pp, cp) dx dt.
0o Ja 0o Ja

En utilisant (2.32), on a pour tout g € E :

T T T
f J j(t,z,p,c)dxdt = mn_,ooj J j(t,z,q,c,)drdt = mn_mf J j(t,z,q,c)dxdt.
0 Jo 0 Ja 0 Ja

Comme la fonctionnelle .J est strictement concave par rapport a p, le probléme d’op-
timisation admet une unique solution, on voit que cela implique qu’'une sous-suite de
Pn = T(pon) converge vers T (pg) faiblement dans L?(27). La fonction p = T (pg) étant
définie de maniére unique (toujours d’aprés la Proposition 2.2.1 et la Remarque 2.2.1),

8. On rappelle que si A est un opérateur borné, hémicontinu et monotone, alors A est continu de V'
(espace de Hilbert) fort dans V' faible.
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cela implique que I’ensemble de la suite (p,) converge vers p faiblement dans L?(Q7).
On a donc montré la continuité de 7 pour la topologie faible de L*(Q27).
Mais comme ¢,, — ¢ fortement et que 'opérateur ¢ — j(¢, z, p, ¢) est monotone, on déduit
T T
de lim J J J(t,x, pp, ¢p) da dt = J J j(t, z,p,c)dxdt que
0o Jao 0o Jo

n—oo

T T
lim f f Jj(t,z,pp,c)dxdt = f f j(t,z,p,c)dxdt.
o Jo Ja 0 Jo

On tire de cette derniére convergence et du Théoréme 3 de Visintin [83], dont le résultat
s’applique puisque j est strictement concave par rapport a p, que nous avons la compacité
de (p,) pour la topologie forte de L? :

pn — p dans L*(Qr).
Le théoreme du point fixe de Schauder s’applique, d’ou le résultat du théoréme. [ ]

Théoréme 2.4.2 On reprend les hypothéses du Théoreme 2.4.1. De plus, on suppose
r(0)—y <0etr(l)+g =0 et k = kld avec k € WH*(Q), k = k_ > 0 dans Q. On suppose
que 0 < ¢o(t,z) < 1 presque partout dans Qr, ¢1 € H'(Y). On suppose v dérivable et a
dérivée bornée sur [0,1]. Alors le résultat du Théoréme 2.4.1 s’étend a T = +0, avec
pour tout Ty > 0 : ¢* € C([0,To]; L*(Q2)) n L*(0,Ty; H' (), 0 < c*(x,t) < 1 presque
partout dans Q0 x R, ¢* € L*(0, Ty; H*(Q)).

Preuve. Soit un intervalle [0,7*] avec 0 < T* < +oo l'intervalle maximal d’existence
de la solution donnée par le Théoréme 2.4.1. D’apreés les hypothéses du Théoréme 2.4.1,
cette solution (p*, c*, ¢*) est bornée dans (L*(0,T; L*(2)))3. D’aprés Amann [4]-[5], on
a donc 1™ = +0. |

2.5 Un modéle controlable asymptotiquement

Dans ce paragraphe, on se concentre sur un cas particulier du modéle précédent, celui
ou l'équation d’incompressibilité du fluide est indépendante de 'apport d’engrais p (ce
qui la découple de I'équation d’état). Pour un tel cadre, on peut relaxer les conditions
imposées sur I'ensemble des fonctions dans lesquelles on cherche le controle (voir théoréme
ci-dessous). On posera ainsi

Eadm = L2<07 T7 L2<Q>)
Clairement, £ < Fy € E.4,. On considére donc le probléme suivant :

{Rzﬁ@w —div(¢S(v)Ve) + v - Ve = —r(c) + ¢+ v(1 — ¢) — gc dans Qr, (2.33)

S(v)Ve-n=0ouc=c sur 02 x (0,T), ¢,_, = co dans 2,
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la vitesse v étant donnée (telle que divv = g + ) dans L*(Qr).
En suivant les lignes de la démonstration précédente du Théoréme 2.4.1, on vérifie que le
résultat suivant est vrai (on notera que pour le modéle (2.33), o = 0).

Théoréme 2.5.1 Soit T > 0. Sous les hypothéses du Théoreme 2.4.1, il existe une
solution (p*,c*) au probleme de contréle optimal (2.33) avec ¢* € L*(0,T; H'(Q)) n
HY0,T; W=14(Q)).

Si S(v) = SyuId, on a de plus ¢* € L*(0,T; H'(Q)) n H*(0,T; L*(Q2)).

Ainsi, pour ce modéle, le probléme
R0ic — div(¢S(v)Ve) + v - Ve = —r(c) + ¢+ y(1 — ¢) — gc dans Qr,
S(v)Ve-n=0ouc=c sur Q2 x (0,7), ¢,_, = co dans 2, (2.34)

la vitesse v étant donnée dans (L (Q7))Y, avec dive = g +

est controlable pour la fonctionnelle J par I'ensemble des controles admissible E.4, =
L3(Q7), T > 0. Le fait de relaxer les hypothéses sur 'ensemble des controles (précisément
le fait de ne plus considérer des controles entre 0 et p € R, presque partout) ne nous
permet plus cependant de montrer que la concentration vérifie 0 < ¢(t,x) < 1 presque
partout dans €27, quelles que soient les hypothéses sur 7,y et g. Mais nous pouvons par
contre établir un résultat de contrdlabilité asymptotique pour (2.34).

Définition 2.5.1 Un systéme Lc = F(q) est dit controlable asymptotiquement dans un
espace de Banach B par un ensemble de contrdles admissibles Eqqy, St, pour tout élément
arbitraire c* € B, il existe une suite de controles p € Eqqn telle que

T fo(p,) = c*ls = 0

ot ¢(q) désigne la solution de Lc = F(q).

Pour le probléme (2.34), on a le résultat suivant.

Théoréme 2.5.2 Le systeme (2.34) est controlable asymptotiquement dans
B={qe L*0,T; H(Q)),S(v)Vq-n =0 sur 0Q, q|—o = co}

par Uensemble de contréles Eogy, = L*(Qr) pour tout T > 0 fizé, pour tout ¢y € L*(Q)
donné.

Preuve. Soit ¢* donné arbitrairement dans B < L*(0,T; H'(Q)). L’ensemble C'(Q7) étant
dense dans L*(0,T; H*(Q)), il existe des suites ¢y, € C1(Qr), con € CH(Q) et ¢, € C1(Qr)
avec S(v)Ve, -n =0 ou ¢, = ¢y, sur 002x]0,T[ et ¢,|i—0 = con et telles que

7}2130 Hcl,n - ClHHl(O’T;L2(Q))0L2(O’Tgwl,:o(g)) =0, r}grolo HCO,n - COHL2(Q) =0 (235)
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et
nll_{{}o le* = CTZHL2(0,T;H1(Q)) =0. (2.36)

Si £ est Popérateur défini sur C*(Qr) par
Lc = Ryoe — div(yS(v)Ve) +v-Ve+r(c) —v(1 —c) + gc,

ol v est donnée dans L*(§2r), on vérifie facilement que pour tout n € N, L¢,, appartient
a L*0,7; HY(Q)). Or Eugm = L*(Qr) est dense dans L*(0,7; H~(€)). 1l existe donc
une suite p,, i € Fuanm telle que

|Lc, — pn,kHL%o,T;Hfl(Q)) < €, pour tout n € N avec klglolo e = 0. (2.37)

Soit ¢(py, k) solution de (2.34) pour ¢ = p, 4.
Nous allons montrer que lim,, g |[¢(Pnr) — C*HL2(0 1. () = 0 Pour cela, on écrit

|e* — C(pn,k>HL2(07T;H1(Q)) < e~ CnHL2(o,T;H1(Q)) + llen = C(pn,k)Hm(o,T;Hl(Q)) - (2:38)

Estimons ¢, — c(pnvk)”L%O,T;Hl(Q))‘ Posons C,, = ¢, — ¢(pnx). La fonction C,, satisfait :

R0,C,, — div(ypS(v)VC,) + v - VO, = — (T(Cn) — T(C(pmk))) — (v + 9)Cp+(Lcn, — Prk)

dans Q,

S(w)VC,-n=0o0uC, =Cy, = c1, —c sur 0 x (0,7),
Cy

lt=0 = Con = Con — Co dans €.

Traitons ici le cas de conditions aux bords de type Neumann. En multipliant la premiére
équation par C,, et en intégrant par parties sur 2 x (0,7), 7 € (0,7), comme r est une
fonction a dérivée bornée, on obtient :

R T
_wf [eNMmE dx+z/zf f (Sm+aT|v|) VO, da dt
2 Q 0 JQ
R T
< —wf com — col? dz + |7+~ + 90 )J J C|? d dt
2 Q r 0 JOQ

— J J (v-VC,)C, dx dt + f f (Len — prg)Crdrdt. (2.39)
0 Jo 0 Jo

Comme d’aprés les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young, on a pour tout € > 0

J f(v-VCn)Cnd:vdt‘ <e¢(5’m+aT|v|)J f \VC,|* dzdt
0 JQ 0 JQ

C T
+ = )3 C2 dx dt,
L (QT) n
€ 0 JQ

75



et en écrivant, grace a (2.37),

(Lo~ pus)Coda ] < 16 = sl vy Col o

< & [|Cy HLQ 0,T;H'(Q))

4¢S JJ\C\ d:vdt—l—ekwjf S, VG, ? da dt
+ €YV Sm J J|C| dxdt+ek¢J f (Sm + g [0]) |VC, | dadt

4¢S
on déduit de (2.39) : pour tout € > 0,

R—¢J |l |? d:c+f f D( S + ar o)) (1 — € — &) [VC,|* da dt
2 Q 0 JQ

< (g + Cek>J f || da dt + Cey,.
€ 0 JO

Puisque ¢, — 0, on peut choisir k£ suffisamment grand et choisir € > 0 tels que 1 —e —¢;, >
C > 0. En posant y(t) SQ|C’| dx,on a :

T

y(7) < (% + Cﬁk) J y(t) + Ceg.

0

On déduit alors du lemme de Gronwall que :
ICr HLOC (0,T;L2(2)) < CepeT

¢’est-a-dire pour tout T" > 0 fixé :

ch - C(pn,k)HL2(07T;L2(Q)) < CT€k~

En revenant a I'inégalité suivante :
R T
%f Chaleesr | da + f J V(S + ar [0 (1 — € — ) |VC,|* da dt
Q 0 Ja

< <€+Cek>J f C? dadt + Cey,
€ 0 Jo

f f VO, drdt < C.
0 JQ

ch - C(pn,k)HLz(QT;Hl(Q)) < CTEk- (240)

on obtient & présent

On en déduit donc que

76



En incluant cette derniére relation dans (2.38), on obtient :
lc* — C(pn,k)Hm(o,T;Hl(Q)) < e - CRHLQ(O,T;Hl(Q)) + Crey,

ol limnykﬂoo(Hc* = Cnllp20 @) CTek) = 0 d’apreés (2.36) et (2.37).
D’ou le résultat énoncé dans le théoréme. ]

Remarque 2.5.1 Abordons le cas de conditions aux bords (1.11) de type Dirichlet. Le
traitement du terme de bord rend la démonstration plus technique. En effet dans ce cas,
on multiplie I’équation par C,, — Cy,, et on intégre par parties dans 2 x (0,7), 7 € (0,7T).
Comme r est a dérivée bornée, on écrit

R T
%J‘ |(On - Cl,n)(T; J})|2 dx + ¢_f J (Sm + ar |U|) |V(Cn o Ol,n)|2 da dt
@ 0 Jo
< RT¢J ‘Co,n(ﬁ) - CLn(O, x)|2 dx — J J (v . V(Cn — Ol,n)) (Cn _ Cl,n) dx dt
@ 0 Ja
+ |+ + g”LOO(QT)J;) JQ |Cp — 017n|2 dx dt
+ '+ + gl Loy L L |C1n| |Ch — Crp| dadt

+ J f (Ecn — Pnk — R¢at017n — V- VCl,n + le(@/JS(’U)VCLn)) (Cn — Cl,n) dx dt.
0 JQ
(2.41)
On a

R
%5 | 1Cante) = Cu(0,2)F da| < ClCanliaqe) + ClClr iz
On a vu précédemment que pour un 0 < e < 1,
U f (v-V(C,—C1,)) (Co—Chy) dxdt’ < e¢f f (Sp+ar |v]) [V(C, = O dadt
0 Jo 0 Ja

C T
+ CHCLn”%l(O,T;LZ(Q)) + ?L JQ |C,, — Ch.p)? da dt.

Grace auz inégalités de Cauchy-Schwarz et Young, on a

HT/ + v+ gHLoo(QT) Jo J;] |Cl,n’ ‘Cn - Cl,n‘ dr dt| < CHCLHH%2(QT)
+ CJ f Cyy — Oyl da dt.
0 JQ

77



En utilisant (2.37) on q,

’L fQ(ﬁcn - pn,k) (Cn - Cl,n) dx dt) < Hﬁcn - pmkHL?(O,T;H*l(Q)) HCn - Cl,nHLQ(OVT;Hl(Q))

< € HCn - Cl:”HLQ(O,T;Hl(Q))

<C+Cf f IC, — Chnl dxdt+ekwf J(sm+aTyvy)yV(Cn—Cm)y? d dt.
0 JQ 0 JQ

Finalement, on écrit
‘ J ' f (Ry0,C1p, + v - VCiy — div(S(0)VC,)) (Cn — Chy) da dt(
" < O|Cuul o2 ~r2 0w @) |[Cn — Crall 2@x (0,7)
< ClCunltn o L2 @)ynrzormwim@) + L L |Ch = Cypl? da dt.

Grace a (2.35), les estimations donnent dans (2.41)
Rip 2 ’ 2
- (Cr, — Crp)(1,2)|" doe + (1 — € — ;)0 (Sm + ar |v]) [V(C,, — Ci )| da dt
0 0 Ja

C( T
< —f f |C,, — Cl,n|2 dxdt + Ce, + CL,
€ Jo Jo

o
lim L, = 0.

n—aoo
Comme €, — 0, on peut choisir k assez grand tel que 1 — € — ¢, = C > 0. On obtient
ensuite par le lemme de Gronwall

2

HCn - Cl7nHL°O(O,T;L2(Q)) + HV(Cn - Clvn)H(L2(QT))N < CLn + CEk@CT.
En insérant ce résultat dans (2.38), on a

”C* - C(pn,k)HLQ(&T;H1(Q)) < HC* - anL2(07T;H1(Q)) + CTEk + CLna

ot, d’apres (2.36) et (2.37), limy, po ([c* — Cnll 2oy + Cren + L,) =0, ce qui
conclut la preuve.

Remarque 2.5.2 Vérifions que L*(Q) est dense dans H='(Q)) pour tout domaine Q2 <
RN (en identifiant L*(Q) avec son dual par représentation de Riesz). Soit T linjection de
H}(Q) dans L*(Q). On sait que T est continue et que T(H(Q)) est dense dans L?(Q).
Soit T* lopérateur adjoint o T, T* : L*(Q) = (L*(Q)) — H~Y(Q). L’application T* est
également injective et continue et T*(L*(Q)) est dense dans H1(Q).

Remarque 2.5.3 Le résultat du Théoreme 2.5.2 indique qu’on peut développer une po-
litique d’épandage permettant d’approcher tout seuil de pollution donné avec une erreur
arbitraire.
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Chapitre 3

Modéle faibles concentrations : analyse
asymptotique, existence et unicité de la
solution au probléme de controle
optimal

Nous allons, dans cette partie, affiner le modéle en prenant en compte ’hypothése
de faible concentration du polluant. Plus précisément, par "faibles concentrations" on
entend : la quantité d’engrais épandue par ’agriculteur est du méme ordre que la concen-
tration totale de polluants dans le sol, cette derniére étant trés inférieure & 1 (d’aprés
un rapport de 2013 du Commissariat Général au Développement Durable [90], la teneur
en nitrates dans les nappes phréatiques en France est en moyenne de 23mg/L, soit une
concentration de 0.000023. On rappelle qu'une eau est considérée comme potable si elle
contient moins de 50mg/L de nitrates [90]. Les apports agricoles varient entre 150 et 300
kg/hectare sur I’année [67].).

Pour simplifier un peu les notations, nous supposons que dans ce modéle il y a pour
le premier composant uniquement un apport par l'agriculteur (plus d’apport naturel,

7 =0).
Notre point de départ est le modeéle du chapitre précédent mais mis a 1’échelle pour tenir
compte de la faible concentration du polluant.

On rappelle le modéle (2.3)-(2.6) :
YRO;c +v-Ve—div(ypS(w)Ve) = —r(c) + p(1 —¢) — ge

diviv) =p+g, v=—krVo,
complété par les conditions initiales et aux bords

S(w)Ve-n = 0sur 02 x (0,T), ¢—g = ¢ dans
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¢ = ¢1 sur 02 x (0, 7).
On adimensionne le modéle (2.3)-(2.6) en posant
c= Creféa

oll ¢y est la concentration de référence, supposée "epsilonesque" dans le présent chapitre
et ¢ est la concentration "adimensionnée". On pose de méme v = vyf0, ¢ = (brefgzg et p=
PrefD. En supposant ¢yef = pref = € €t Upef = @reyr = 1, on obtient les équations suivantes,
traduisant les conservations de la masse pour nos deux composants et la conservation de
la masse totale dans €2 x R, :

R0y (ec,) + €0y, - Vi, — ediv(S(0,)VE,) = —r(e, €6y) — €géy + ep(1 — €6,),
Ro(1 — €c,) + 0y - V(1 — €¢,) — div(yS(0,) V(1 —€éy)) = r(e, €¢,) + g,
dlv(@i’) = Eﬁ + g,

ot U, est donné par la loi de Darcy 0, = —/ngisp, ep est I'apport d’engrais et ou le
paramétre € < 1 est I'ordre de grandeur de la concentration du polluant dans le sous-sol.
Le terme r (e, €¢,) est le terme de réaction issu du processus d’adimensionnement. En effet,
non seulement la concentration s’écrit maintenant ec,, mais il faut aussi tenir compte de
I'ordre de grandeur des temps caractéristiques de réaction et du nombre de Damkdhler
par rapport a e (voir par exemple Choquet et Mikeli¢ [25]), d’ott la dépendance de r en .
Aprés simplification par €, on voit que le systéme satisfait par (¢, p, ngﬁ) dépend toujours
de €. On prend donc le parti de poser

C = Cepery P = De, ¢ = ¢e,p5>'Up = Ve p,

pour souligner le couplage du probléme en p.. En définissant r.(c) := r(e, ec)/e, on a
donc :

Rl/’at(ce,pe) + Vep, = VCep, — diV(l/’S(Ue,pe)vce,pe) = _Te(ce,pe) — 9Cep. t pe(1— ece,pe)7

div(vep.) = €pe + g

avec Ve p. = —KV Qe p, -

Comme dans le Chapitre 1, les équations (4.41)-(4.42), complétées par des conditions
initiales et aux bords appropriées, vont constituer "l’équation d’état".

La modélisation "économique" se doit par contre d’étre faite sur les variables adimen-

sionnées. L’objectif est donc J(p, ¢,) = SR+ (SQ f(z,p) — D(x,¢p) das) e Pt dt, soit avec nos

notations,
J(pe; Cep.) = J (f f(2,pe) = D(,ccp,) dx) e " dt. (3.3)
Ry MJQ
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Comme dans le chapitre précédent, p. vit dans 'espace

E={qe L*(0,T; L*()) n W"0,T; X);0 < q(t,z) <P
presque partout dans 2 x (0,7), |aduql| 1o 7.x) < Cp}

ot X est tel que L*(Q2) s’injecte contintiment dans X, C), > 0 est une constante donnée

0sig=g(t,x,p) tel que ep + g est indépendant de p,
et a € R est défini par a = ‘g glt,z,p) tel que ep + g P b
1 sinon.
On note (pf,c’, ¢¥) une solution optimale, p* = argmazJ(pe,cep.), p¥ € E, dont
I’existence est assurée par le Théoreme 2.4.2 du Chapitre 2. Nous allons cependant en
donner une autre preuve dans le présent chapitre. On a ¢} = ¢ ,x, ¢F = @ %

La mise a 1’échelle consiste a étudier le comportement asymptotique du probléme
précédent lorsque € — 0. Nous allons voir que ce processus d’upscaling démontre que le
modeéle adapté a 'hypothése de faible concentration du polluant est constitué de I’équa-
tion d’état!

Ri)0ic, +v - Ve, —div(ypS(v)Ve,) = —7(cp) — gep + p,
div(v) = g avec v = —kVo¢

associée a 'optimisation de la fonctionnelle
Ioe) = | (| () = Do) de)e
Ry NJQ

dans E. Mieux, nous allons montrer que (p¥, ¢, ¢¥) converge en un sens précisé ci-aprés
vers une solution (p*, ¢*, ¢*) de ce dernier probléme. De plus, nous montrerons que le pro-
bléme limite est bien posé, c’est-a-dire qu’il admet une unique solution faible (caractére
bien posé qu’on ne pouvait assurer pour le probléme dépendant de €).

3.1 Contre-exemple préliminaire

Dans ce paragraphe, on définit 'infimum de la fonction & minimiser d’un probléme

de controle optimal dépendant de € par j. = ( in)f . J(v,u.) et celui d’'un probléme de
v,uc )EE.

1. La fonction 7 désigne la limite lorsque € — 0 de la fonction 7., sous les hypothéses mathématiques
précisées page 87.
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controle optimal limite par jo = ( iI)lf J(v,u). On note respectivement (v¥, u*) et (v*, u*)
v,u)eEy

les solutions optimales du probléme dépendant de € et du probléme limite. Pour que la
solution (v}, u}) converge vers la solution (v*,u*) (ce qui serait ’analogue du résultat
démontré dans ce chapitre), il faut, entre autres, assurer le passage a la limite dans le
probléme d’optimisation lorsque € tend vers 0. En particulier, 1’égalité suivante doit étre
vérifiée :

Remarque 3.1.1 Ceci est une condition nécessaire mais non suffisante. En effet, une
autre condition est que si (v¥,u¥) est une solution optimale du probléme dépendant de €
et si (v¥, u¥) tend vers (v*,u*), alors (v*,u*) est une solution optimale pour le probléeme
limite.

Cependant, 1'égalité (3.4) n’est pas toujours vérifiée. Pour l'illustrer, nous reprenons un
contre-exemple de Haraux et Murat dans [44], théoréme 3.1, page 58.

L’équation d’état mise a 1’échelle, c’est-a-dire dépendant d’un parameétre € > 0, est donnée
par :

eLz+g(z)=v (3.5)

ou L est un opérateur auto-adjoint dans L?(Q) et g : R — R est une fonction non linéaire
continue telle qu’il existe M € R, pour lequel, Vz € R, |g(2)] < M(1+ |z|") avec p > 1
réel.

On considére la fonctionnelle convexe sur L*(Q) x L?(Q) dépendant d’un paramétre réel
N > 0 définie par :

J(v,2) = L |z — g™ dx + NL v|? dz,

ol z4 € L2p<Q>
L’ensemble des controles admissibles est U, fermé dans L*(Q2). On cherche donc

Je := inf J(v,z)

’UEZ/{ad
avec (v, z) satisfaisant (3.5).

Théoréme 3.1.1 Soient A\ > 0 et Q =|0,T[ avec T = /\C—%O et Cp = 26 31\/5—7%. Soit

Lu =" pour ue D(L) avec
D(L) = H*(Q) n Hy(Q) := Dy,
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ou

D(L) = {ue H*(Q),4'(0) = v/ (T) = 0} := Dy,

D(L) = {ue H*(R),u(0) = u(T) et u'(0) = v'(T) = 0} := Ds.

Soit Uyg = L*(Q) un sous-ensemble fermé tel que
{Md} € Uyg = {ve L*(Q),v =\ (3.6)
On pose p = 3. Enfin, soient g(u) = u® et zg = —C avec C' = 3(%)% Alors, on a

lim sup ji/m2J (v, 2) < jo, (3.7)

n—+0o0

ot Byjpz = {(v,2) € Upqg x (L*(Q) n D(L)), 5Lz + g(z) = v}, et ce quelle que soit la
valeur de N > 0.

Preuve. Soit ¢ solution sur R de
P+ 9" =X 0(0) = ¢'(0) = 0.

D’aprés le lemme 4.10 de Haraux et Murat pages 65-66, on a ¢ € C*(R) avec

1
VreR, 0 < p(z) < (ﬁ)% (3.8)
et o est périodique de période
C
T=22
A3
De plus, on a
(1/2) < (35)} (39)
7 S '

Prenons ¢, (z) = ¢(nx) pour tout n € N, pour tout x € Q. Nous allons étudier j. pour
€ = 5. On a bien stir ¢,, € Dy n Dy 1 Dy et #gpi; + 3 = X dans Q, donc (A, ) € Eyjpe2.
On a aussi

T T
Jie = inf Jmm»<mmm=j\%w+0PM+fowx
0 0

(U7¢n)€El/n2
T T
= f lp(nz) + C|° dx + NX*T = J lp(z) + C|° do + NNT,
0 0
soit

T
Jimz < f lp(z) + C|° dz + NA>T, pour tout n > 0. (3.10)
0
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L équation d’état associée a jo est ¢*(z) = v(z). Comme v = A > 0, on peut définir v3.
On en déduit grace a (3.6) que :

Jo = IILl{f J(v,v3) = mf f v +C’|6d:v+Nj v dx = T|\Y3 +C° + NA’T.
VEUGd
(3.11)

Afin de comparer (3.10) et (3.11), nous allons montrer que
T
f lp(z) + C|° do < TN + C|5.
0
Cela prouvera grace a (3.10) que la limite de ji/,2 ne peut étre jo donné par (3.11).

Pour cela, on introduit le lemme suivant :

Lemme 3.1.1 Soient F € C'(Jm, M[) n C([m, M]) : [m, M| — R une fonction convezxe

et w: [0,T] - R une fonction continue avec inf w(x) = m, sup w(z) = M. Si F
z€[0,T] x€[0,T7]
n'est pas affine sur tout [m, M], alors

F(7 LT f (3.12)

Preuve. Soit F' = f et w = % So x)dx €]m, M|[. La fonction F étant convexe, on a

F(w) — F(w ) f(w)(w —w) Yw € [m, M]. (3.13)
On pose p(z) = F(w) — F(w) — f(w)(w — w) qui, d’aprés (3.13), est positif sur [0, T]. De
plus,

0<

[ otwrae = L [ patey ar — pw) - Lyt f ' (w(e) - @) da

1
T Jo

Donc —S F(w(z))dr — F(w) est positif. Dans le cas ou p(z) = 0, on aurait 1'égalité
F(w) — F(w) = f(w)(w — w) pour tout x € [0,77] : cela signifierait que la fonction F est
affine sur [m, M], ce qui n’est pas la cas. On a donc %Sg F(w(x))dr — F(w) > 0. D’ou

—J ))dr — F(w) >0 < = f )) dx > F(w)

o= f ) dz > F(% LTw(x)dx>.
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Pour montrer que

T
J lp(z) + C° dz < T‘Ul/?’—i-C'!G,
0

nous allons utiliser le Lemme 3.1.1 en prenant F/(t) = —(t3 +C)® € C([0,4A]) nC2(]0, 4A[).
On calcule pour t > 0 :

4 5 1 1 . 2 ,

F'(t) = gt*%@sﬁ +0)° - Eoté(tS +C)t =5t 3(t5 + 0)4(2C — 3t3).
Comme C > (%)ﬁ, on a 2C — 3t3 > 3(4\)3 — 3t5 = 3((4\)3 — ¢3). Comme ¢ €]0,4)],
2C — 3t3 > 0.

On en déduit donc que F” = 0 sur ]0,4\]. De plus, F n’est jamais affine sur [0, 4)\].
On integre " + o> = X sur 10,77 :

T 1 (7T
—f x)dr + — f gpg(:r)dm:—f Adz.
0 T Jo

Grace aux conditions aux bords vérifiées par ¢ et a sa périodicité, on trouve

1 (7 1 (7
| YPa)de==| rdz=n
TJ;@(x)x Tfo x

On applique le Lemme 3.1.1 avec m = 0, M = 4\ et w(z) = ¢*(z) pour tout z € [0,T] :

F(%J{)Tw(a:)dx> <%LTF( (z ))dx:F(:”T () de <%JOTF(¢3(x))da:
= F(\ <——f )6 da
—(A§+C)6<—%L(()+C) dr < — f z) + O dx < (A3 + C).

Finalement, on en conclut en prenant la limite supérieure dans (3.10) que

lim supjl/nQ < Jo-
n—+
Le théoréme 3.1 est prouvé et I’égalité (3.4) n’est donc pas vérifiée. |
On pourra trouver d’autres exemples pour lesquels il n'y a pas convergence de la
solution d’un probléme de contréle perturbé vers la solution du probléme de controle
limite dans le livre de Kogut et al. [49], Partie I, Chapitre 5, exemples 5.1 et 5.2.
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3.2 Présentation des problémes d’optimisation dépen-
dant de € et limite

3.2.1 Hypothéses mathématiques
Soit T' le temps maximal de I’étude,
0<T < +o0.
On rappelle que

Ey = {qe L*(0,T; L*(Q)); 0 < ¢(t,z) < p presque partout dans Q x (0,7},

E ={qe L*(0,T; L*(Q)) n W50, T; X);0 < q(t,x) < p presque partout dans Qr,

ladedllror;x) < O}

ot X est tel que L*(Q) s’injecte contintiment dans X, C}, > 0 est une constante donnée

0sig=g(t,z,p) tel que ep + g est indépendant de p,
et a € R est défini par a = {1 ] 9= glt.a.p) tel queep +g P b
sinon.

On note bien stir que Ey = F lorsque a = 0. On pose enfin pour tout € > 0

E.={qe L*(0,T; L*(2)) n W"(0,T; X);0 < q(t,z) < p presque partout dans Qr,

||€aatQHL1(O,T;X) < Gy}

Lorsque € — 0, I’ensemble E, tend vers Ej.
On reprend les mémes hypothéses qu’au chapitre précédent, a savoir :

— lopérateur S(v) est supposé donné par (1.2) avec ay = ar = 0. Notons que d’aprés
la définition (1.2) du tenseur de dispersion, on a

S()E €= (S + ar|v]) €7, S(W)E] < (Sm + arfv]) €] VE e RY.

On suppose que S, > 0. On suppose qu’il existe desréels k_ et Kk, avec 0 < k_ < K
tels que le tenseur de perméabilité vérifie :

KE €=k [€]° et [KE| < Ry €], VEERY;
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— on suppose que 0N est de classe C? et qu'une des deux hypothéses suivantes est
vérifiée (afin d’assurer v € L*(Qr)) :

ke (CH)YVN et ¢ € WHP(Q) avec p > N,

_ _ ~ N
k= K*Id avec K* : Q — Ret k* € CH(Q) et ¢, € WHP(Q) avec p > 5

— on suppose que la fonction = — r(e, z) est dérivable a dérivée bornée sur [0, 1] et
telle que 7(e,0) = 0, 7(e,1) + g = 0, et ce pour tout 0 < € < ¢y ot €g > 0;

— posant pour tout 0 < € < €y et x € [0,1/€], r.(x) = r(€,ex)/e, on suppose que 7,
converge simplement vers 7 ;

— on suppose que 7 est concave, dérivable a dérivée bornée sur R, ;
— le facteur de retard est tel que R > 0;

— la concentration initiale est ¢ € L*(€2) avec 0 < ¢o(x) < 1 presque partout dans
Q .

Y
— la fonction g appartient & L*({r);
— la fonction f est continue?, strictement concave et définie sur Q x [0, p];

— pour presque tout x € Q, Vopérateur c € L?(Q7) — D(x,c) € M(2r) est croissant,
strictement convexe, hémicontinu et borné au sens ou il existe h € L'(Qr) tel que
|D(z,c)| < h(t,z) presque partout dans Qr, pour tout c € L*(Qr);

— la porosité ¢ appartient & L*(Q) et il existe ¢_ et ¥, des réels tels que

0 <v_ < (z) <y, presque pour tout x €

— dans le cas de conditions aux bords de type Dirichlet pour la concentration (¢ = ¢;
sur 092 x (0,7, (1.11)), on supposera la régularité suivante pour ¢; :

cre HY(0,T; L*(Q) n L*(0, T; WH*(Q)) si ap = 0,
c1 e HY0,T; L*(Q) n L*(0, T; WHY(Q)) si ar > 0;

2. L’hypothése de continuité de f par rapport a p peut étre légérement assouplie en supposant f
semi-continue supérieurement et bornée par rapport a p, ¢f Remarque 1.2.1.
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— dans le cas de conditions aux bords de type Neumann pour la charge hydraulique
(—kV¢ -n = vy sur 00 x (0,7), (1.12)), on supposera

v € L*(09).

Remarque 3.2.1 FExplicitons [’hypothese de convergence simple de r. vers r dans le cas
simple ou le terme de réaction issu du processus d’adimensionnement est (e, €ec,) =
r(ec,), c’est-a-dire le cas ou les paramétres caractéristiques de la réaction ne dépendent
pas de €. Supposer l’existence de T revient alors a supposer que r'(0) existe. Ce n’est
donc pas une hypothese supplémentaire. Notons qu’alors, pour ec. au voisinage de 0, on
peut écrire r(ec) = r(0) + ecr’(0) + ecen(ece) avec limg., on(ec.) = 0, o r(0) = 0 par
hypothése. Sic. converge de fagon adéquate vers c, on a alors r.(c.) = r(ec.)/e qui converge
vers 7(c) = 1'(0)c. On est donc dans le cas ow a la limite l'isotherme est linéaire. Mais
en tenant compte d’une potentielle dépendance de r en €, i.e. r(e,€cy,), on doit envisager
a la limite des isothermes variés.

3.2.2 Probléme dépendant de €

Dans le probleme d’optimisation dépendant de ¢, la fonctionnelle & optimiser dans F
est celle introduite précédemment :

S (Pes Cep.) = JR (L f(x,pe) — D(x,cep,) dx) e Pt dt.

L’équation d’état associée est le modéle d’équations aux dérivées partielles dépendant
de € régissant le probléme hydrogéologique. Nous introduisons une définition de solution
faible appropriée a cette "équation" en e.

Définition 3.2.1 Soit p. € Ey. L’équation d’état désigne le systéme

Rwat@ape) - div(ws(vs,pJVCapJ + Vep, * VCep, = _Te(ce,pe) + pe(1 — 6657]76) — JCep,

(3.14)
div(vep.) = €Pe + g, Vep. = =KV ey, (3.15)
dans Q x (0,T), complété par les conditions initiales et aux bords
S(UQPJVCEPE -n =0 sur 0§ x (Oa T)7 Ce,pe|t:0 = Co dans €2 (316)
Gep. = ¢1 sur 02 x (0, 7). (3.17)
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Un couple (Cep., Gep.), avec cep € L*(0,T; HY(Q)) et ¢pep. € LZ(0,T; H*(Q)), est solution
faible de (3.14)-(5.17) au sens ou pour toute fonction test ¢ € H'(0,T; H'(Q)) avec
Y= =0, on a :

T

— J Rice . Orp da dt — f Ripeyppp—o dx + J (Vep. - Veep, )pda dt
Qr Q Q

+ wS(UE,pe)vcﬁpe : VLIO d‘r dt = f <_r€(c€71)e) + p5<1 - Gnype) - gcﬁupe>§0 dx dt?

Qr Qr
(3.18)
f div v p o dx dt = f (epe + g)p dx dt, (3.19)

Qr Qrp
et pour tout v € L*(0,T; H} (Q)),

J Vep, - VY dxdt = f —KkV e p - VP drx dt, (3.20)

Qrp Qr
Gep. = ¢1 sur 082 x (0, 7). (3.21)

Nous pouvons alors définir le sous-ensemble E. de E contraint par ’équation d’état :

E. = {pc € E;;3(Cep., Pep.) solution faible du systéme (3.14)-(3.17) associé a p,
au sens de la Définition 3.2.1}.

Mais au vu des résultats du paragraphe 2.3 du Chapitre 2, on a E, = E..
Notre probléme de controle optimal peut alors étre défini comme suit.

Définition 3.2.2 Trouver (p¥,cf, ¢¥) tels que

J(pi,cl) = maEX J(pe, Ce,pe)

€ Lue

et (cf = cepr, OF = Ge ) est solution faible du systeme (3.14)-(3.17) associé a p} au sens
de la Définition 3.2.1.

On rappelle le résultat d’existence issu du Théoréme 2.4.2 (mais qui sera re-démontré
dans le présent chapitre avec une autre méthode, voir au paragraphe 3.5) :

Proposition 3.2.1 Soit e > 0.3 Il existe une solution (p¥, c¥, ¢*) au probleme de controle
optimal au sens de la Définition 3.2.2 telle que pour tout T > 0, ¢* € H' (0, T; W=54(Q))n
L2(0,T; H'(2)), v e L*(0,T; L*(2)) et 0 < ¢(t,z) < L presque partout dans  x R.

3. La preuve du principe du maximum 0 < ¢f < % presque partout dans  x (0,7) présuppose que
la condition initiale vérifie 0 < ¢g(z) < % presque partout dans  x (0,7). Comme ¢ est supposée telle
que co(z) = 0 presque partout et que ¢y € L*(Qr), la Proposition 3.2.1 est plus rigoureusement vraie
pour tout € > 0 tel que € < supgq,,. co.
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Remarque 3.2.2 L’équation d’état est :
Rpoict + 0! - Vel —div(ypS(vi)Vel) = —re(cl) — gk + pi (1 —ec).

L’estimation 0 < ¢f < % (qui équivaut a 0 < ec* < 1) presque partout pour le probléme
dépendant de € est due au terme (1 — ec*) (voir le Chapitre 2).

Remarque 3.2.3 A ¢ > 0 fizé, chercher le controle optimal dans E,. est bien sir équi-
valent a le chercher dans E. Nous avons cependant choisi de mentionner la dépendance
en € car nous utiliserons plus loin une suite de contréles optimauzx (e — p¥) et nous
voulons insister sur le fait que la borne du contréle dans WH(0,T; X) peut étre choisie
arbitrairement grande.

3.2.3 Probléme limite

La fonctionnelle & optimiser dans le probléeme d’optimisation limite est toujours la
suivante

T = | (], 7o) = Do) ) e,

mais cette fois-ci dans Fy. En effet, I'espace Ey est 'espace "naturel" de recherche de
I'optimum puisque, au vu de I’équation d’état définissant la vitesse qui ne dépend pas de
p (voir par exemple (3.27) quelques lignes plus bas), I’espace E doit étre caractérisé par
o = 0ici, et on a donc E = Ej.

L’équation d’état associée est le modéle d’équations aux dérivées partielles régissant le
probléme hydrogéologique aprés upscaling. Nous introduisons une définition de solution
faible appropriée a cette "équation" limite.

Définition 3.2.3 Soit p € Ey. L’équation d’état désigne le systeme
Ri0ic — div(¢S(v)Ve) + v - Ve = —7(c) + p — gc (3.22)

div(v) =g, v = —kV¢, (3.23)
dans Q x (0,T), complété par les conditions initiales et auzx bords

S()Ve-n =0 sur 02 x (0,T), cy—o = co dans (3.24)

¢ = ¢1 sur 02 x (0,7). (3.25)
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Un couple (c,¢), avec c € L*(0,T; H'(Q)) et ¢ € L*(0,T; H*(Y)), est solution faible de
(3.22)-(5.25) au sens ou pour toute fonction test p € H'(0,T; H'(Q)) avec py—r = 0, on
a:

— Ricoyp drx dt — f Rapeyppi—o dx + J (v-Ve)pdxdt
Qr Q Qr

+ . »S(w)Ve-Vodrdt = L (=F(c) + (v +p)(1 = ¢) — gc)pdx dt, (3.26)

J divvgpdxdtzf g dx dt, (3.27)
QT QT

et pour tout v € L'(0,T; H} (1)),

f v-Vipdrdt = f —kVo - Vi dxdt, (3.28)
Qr Qr
¢ = ¢1 sur 02 x (0,7). (3.29)

Nous pouvons alors définir le sous-ensemble E,, de Ej contraint par I’équation d’état :

E., = {p € Eo;3(cp, ¢) solution faible du systeéme (3.22)-(3.25) associé a p
au sens de la Définition 3.2.3}.
D’apres les résultats du Chapitre 2, paragraphe 2.3, on a en fait £, = Ej.
On remarque que ¢ définie par (3.28)-(3.29) est de fait indépendante de p. Ce n’est donc

plus une inconnue du probléme.
Notre probléme de controle optimal peut alors étre défini comme suit.

Définition 3.2.4 Trouver (p*,c*) tels que

‘](p*> C*) = max J(p’ Cp)

pEEco

et (c*, ) est solution faible du systeme (3.22)-(3.25) associé a p* au sens de la Définition
3.3 Reésultats de stabilité pour le probléme d’état

Dans ce paragraphe, on étudie les propriétés de stabilité de toute solution faible du
probléme (3.14)-(3.15), (3.16)-(3.17), en fonction des variations de € et p. Nous commen-
¢ons par quelques estimations uniformes.
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Proposition 3.3.1 Soient0 < € < €y et p € E,. Toute solution faible (c.p, ¢cp) de (3.14)-
(3.15) muni de (3.16)-(3.17), satisfait les estimations uniformes suivantes, en fonction
depete:

Hﬁbe,pHLoo(o,T;Wl,oo(Q)) <C, (3.30)
Hcs,pHLOC(0,T;L2(Q))mLz(O,T;Hl(Q)) <, (3.31)
[0eceplr2o,r;m-1(0)) < C. (3.32)

Preuve. Nous commengons par les résultats sur la charge hydraulique ¢ ,. En multipliant
(3.15) par ¢, — ¢1 et en intégrant par parties sur 2, on a

f KV Gep - Ve, dr = f KV ¢ep - Vr da + J (ep + 9)(Pep — 1) da.
Q Q Q

En utilisant les hypothéses sur s, ¢1, g et les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young,
et en gardant en téte que p € E, satisfait 0 < p < p presque partout dans 27, on tire de
la derniére relation que

C
KJ IV ¢ep|* d < nJ |V @epl* d + nf |bepp — 1 [* d + —
Q Q Q n

pour tout > 0. En utilisant I'inégalité de Poincaré, on écrit n|¢e ,—¢1 H%Q(Q) < nC|| Ve p—
V¢1H%2(Q) < T}C’HV(]ﬁE,pH%Q(Q) + C'. On choisit n suffisamment petit afin d’obtenir Iestima-
tion uniforme suivante :

A\

N Yo (3.33)
La régularité des hypotheéses faites sur x et ¢, nous permet d’améliorer le résultat. Posons
f=ep+ g+ div(—kVe1), Uep = ¢ep — ¢1 solution du probléme de Dirichlet homogéne

div(—=kVu,,) = f dans Qp, u, = 0 sur 02 x (0,7). (3.34)

Comme ¢; € L*(0,T;W??(Q)), on a f € L*(0,T; L?(2)). Grace au théoréme de Niren-
berg (voir par exemple Ladyzhenskaja [53]), on a u., € L*(0, T’ WOQ’p(Q)). Cela nous per-
met de multiplier (3.34), écrit sous la forme —kAu,,—Vr-Vu,, = f, par |Auc,|* 2 Auc,,
s < p, et d’intégrer par parties dans 2. On obtient

/’QJ |Aue,|* dx < U |Aue " Aue (Ve - V) dx’ + U |Auc |2 Au, f dx’. (3.35)
Q 0 Q

On calcule

UQ |Au€,p|8_2Au67p(Vm Ve, + f) da:‘ < JQ |AU,57P|S_1(HVKHLOO(Q)|Vue7p| + | f]) dx

< C(JQ |Aue,|* dac) o (JQ \Vue, + fI° dx) e

C
< nf |Aue,|* dx + —f \Vue, + f|° dx,
Q n Ja
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pour tout 7 > 0. La derniére relation dans (3.35) donne, en choisissant 7 suffisamment
petit : pour tout s < p,

L Aug,|* de < C L Ve, + fI d. (3.36)

Nous allons maintenant distinguer nos calculs en fonction de I'hypothése p > N ou
p > N/2 et de la diffusion isotropic, & savoir k = £Id avec & € C}(Q).

On suppose d’abord p > N. Comme on a (3.33), on déduit de la relation (3.36)
pour s = 2 que |Aucy| o2 < C. Cela signifie qu’il existe f e L0, T; L2(Q)),
HfHLOO(O’T;LQ(Q)) < C, tel que u,, satisfait

Au,, = f dans Qp, uc, = 0 sur dQ x (0,7).

Donc wu,, est uniformément borné dans L*(0, T; H3(2)). En particulier, Vu,, est unifor-
mément borné dans L (0, T'; H(€2)), et, grace aux injections Sobolev, dans L®(0, T; L*(€2)).
A présent, on choisit s = min(p, 4) dans (3.36). On a

1AUp| o 0.7;25(0)) < C-

La méme estimation uniforme est vérifiée pour ¢, = uc, + ¢1 grace a la régularité ¢;.
Comme s > N, le dernier résultat est suffisant pour prouver (3.30) grace, une fois encore,
au théoreme de Nirenberg et aux injections de Sobolev.

On suppose maintenant que p > N/2 et que k = x*Id, k* € C'(Q). Comme on a
(3.33), en choisissant s = min(p,2) dans (3.36), on obtient que Au,, est uniformément
borné dans L*(0,7; L*(€2)). On suppose pour simplifier que min(p,2) = p. On en déduit
que U, est uniformément borné dans L*(0,T’; WFP(Q)). 1l en est de méme pour Gep =
Uep + ¢1. Cette borne et la structure spécifique de x donnent |[rot(vep)| Lo, rwir)) =
IVE A NVoep|eorwie@) < C. En particulier, grace aux injections de Sobolev,
[rot(vep)| o (0,r;0()) < C pour un ¢ > N car p > N/2.

On sait aussi que || div(vep)| zo07;200) = |€p + 9lre@r) < C.
Rappelons que H,(rot, div, Q) := {u € (LI(Q))"; rot(u) € (LY(Q))V, div(u) € LI(Q)} est
un espace de Hilbert lorsqu’il est muni de la norme

. 1
(] (zagayz + [Irot(w) |zagye + | div(w)] o))

et est tel que H,(rot, div, Q) = (W4())3. On peut dire que v, est uniformément borné
dans L=(0,T; W,2(Q)) ot ¢ > N. Gréace au théoréme de Rellich-Kondrachov, on montre
que v, est aussi uniformément borné dans L®({2r).

Nous regardons a présent les estimations uniformes de la concentration. Soit 7 €]0, T'[.

On multiplie (3.14) par c.,(t, z)x[0,](t), xv étant la fonction caractéristique de 'ensemble
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U, et on intégre par parties sur {2r. Grace a la définition du tenseur S(ve,), on a

EJ P |cep(T, x)|2 d:v+f J 1/1_(SmJraT|vep|)|Vcep|2 dxdt+j J(vgp-VcEp)cgpdxdt
2 Jo ’ 0 Jo 7 ’ 0o Ja T

+ f f Te(Cep)Cepdr dt + J J (g + ep)cfpdm dt — f J PCep dr dt < EJ P |co|2 dx.
0 Jo 0 Jo ’ 0 Jo 2 Jo
(3.37)

Avec les inégalité de Cauchy-Schwarz et de Young, on a

U f Te(Cep)Cep dr dt+J J(ngep)cfpdx dt—f J PCepdx dt‘ < C+CJ J lce,p|? ddt.
0 Ja 0 Jo ’ 0 Ja 0 Ja

rinci ifficulté iée a imation du term nvectif. Ici, on ntourn
La cipale difficulté est liée a I'estimation du terme convectif. Ici, on la contourne
grace au travail déja fourni pour avoir une estimation uniforme sur la vitesse v., dans

L* (QT) :
| (0 Vesdeup o dt] < Jueplieian | Ve
0

<77J J |Vc€7p|2dxdt+€f f |ccp|? dx dt
0 Ja nmJo Ja

pour tout 7 > 0. En remplagant les deux derniéres relations dans (3.37) et en choisissant
71 suffisamment petit, on a :

L2(0x(0,7)) HCe,pHm(Qx (0,7))

R B B T
ij |Ce (T, 93)|2 dr + w—f f (Sm + ozT|vep|)|Vc€p]2 dx dt <
2 Q . 2 0 Q . .

C+CJ J ey (t, )2 da dt.
0 JQ

On obtient donc (3.31) en utilisant le lemme de Gronwall.

On vérifie maintenant que 10;c., est uniformément borné dans L*(0,7; H'(Q2)). On
multiplie (3.14) par une fonction test o dans L*(0,T; H}(€2)) et on intégre par partie sur
Q. En gardant en téte les derniéres estimations et le fait que 0 < ¢.,(¢,x) < 1/e presque
partout dans {27, on obtient

|(0ece s ©) 20110 < L2 (0.7 112 ()| = U Yorcep pdrdt) < C.
Qr

La Proposition 3.3.1 est démontrée. [ ]

A présent, nous allons prouver quelques résultats de compacité. Soient (€, )nen+ €t
(Pn)nen# deux suites de, respectivement, RY et E.. On note ¢, = ¢, p,, Un
Cn = Ce, p,- ON suppose que

- /Uen sPn

€, — € dans R et p, — po faiblement dans L*(Q7)

quand n tend vers l'infini.
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Proposition 3.3.2 Le résultat de compacité qui suit est vérifié pour des sous-suites (non
renommées par simplicité de notation) : il existe v € (L°(Qr))N et c € L?(0,T; HY(Q))
tels que

cn — ¢ dans L*(0,T; L*(Q)), 1 < s < 2, presque partout dans Qp (3.38)
et, si de plus (e, — €0)0y1 est uniformément borné dans L'(0,T; X),
v, — v dans (L*(Q7))Y et presque partout dans Qr, (3.39)
quand n tend vers l'infini.

Preuve. Au vue de (3.30), il existe une sous-suite de ¢,, non renommée par commodité,
et une fonction ¢ € L®(0,T; Wh*(Q)) telle que

¢ — ¢ faiblement dans L%(0,T; H'(Q)),
v, — v = —kV¢ faiblement dans L?(0,T; (L*(Q))Y),Vq = 1.
Nous allons prouver que V¢, converge fortement vers V.
Si ae, = 0 pour tout n = ng, ng € N*, ce qui signifie que le terme source €,p,, + g dans
(3.15) ne dépend pas de n, alors ¢,, = ¢ ne dépend pas de n pour n = ng et le résultat
est obtenu directement. On suppose maintenant que pour tout ng € N*, il existe n = ng

tel que o, = 1. On peut extraire une sous-suite, non-renommeée, telle que ., = 1 pour
tout n € N*. On vérifie que ¢,, — ¢ est une solution faible du probléme suivant :

— div(kV (¢, — ¢)) = €,pn — €opo dans Qr, ¢, — ¢ = 0 on 9.

On multiplie I’équation par ¢, — ¢ et on intégre par parties sur 7. On a

K JOT JQ IV (¢ — ¢)|° dadt < JOT JQ(G”p” — eopo) (n — @) da dt. (3.40)

Comme on a seulement supposé¢ p, — po — 0 faiblement dans L?(Qr), on ne peut pas
passer directement a la limite dans le terme de droite de (3.40). Cependant, on sait,
grace a la définition de E,, , que d;(€,p, — €gpo) est uniformément borné dans L'(0,T; X).
Comme (¢, — ¢) satisfait

—div(£V (0(¢n — ¢))) = Or(€npn — €opo) dans Qp, (¢ — ¢) = 0 sur dQ2x]0, T,

la suite 0;(¢, — @) est uniformément bornée dans L'(0,T; X). Ce dernier point et 1'es-
timation (3.30) nous permettent d’utiliser un argument de compacité d’Aubin (voir par
exemple Moussa [68]) et d’assurer que ¢,, — ¢ — 0 est dans L?(Q7). On utilise (3.40) de
la maniéere suivante :

T T
k_ lim L JQ \V(pn, — @)|” dedt < lim JO fﬂ(enpn €0po)(dn — @) dr dt = 0,

n—o0 n—o0
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grace a la convergence forte de ¢,, — ¢. Le résultat de convergence (3.39) s’en suit.
On tire de (3.31) qu'il existe une sous-suite, toujours notée ¢, par commodité, et une
fonction ¢ € L®(0,T; L*(Q)) n L*(0,T; H'(2)) telles que

cn — c faiblement dans L*(0,7; H'(9)).

Gréce a l'estimation (3.32), comme 0 < ¢_ < ¢(x) < 14 presque pour tout x € {2, comme
HY Q) < L*(Q) < H7'(Q2) et la premiére injection étant compacte, on peut utiliser une
version avancée du critére de compacité d’Aubin (voir Lemme 3.1 dans Galusinski et Saad
[36]) pour prouver que ¢, est séquentiellement compacte dans LP(0,T; L?(Q2)) pour tout
1 < p < 2. La Proposition 3.3.2 est démontrée. [ ]

3.4 Analyse mathématique du modéle faibles concen-
trations

Le théoréeme suivant établit le caractére bien posé du probléme limite.

Théoréme 3.4.1 [l existe une unique solution globale (p*,c*,¢) au probléme (3.22)-
(3.25), avec pour tout T > 0, ¢* € C([0,T]; L*(Q)) n L*(0,T; H (Q)) et c*(z,t) = 0
presque partout dans Ry x Q, ve L*(0,T; L*(Q)).

Remarque 3.4.1 L’ezistence de la solution au probléme (3.22)-(3.25) posé sur (0,T)
pour tout T" > 0 peut étre démontrée en suivant les lignes du paragraphe suivant. Elle
va aussi étre démontrée par passage a la limite. Nous omettrons donc cette partie de la
preuve pour nous concentrer sur l'unicité. La positivité de c¢* sera quant a elle établie par
passage a la limite dans le paragraphe d’analyse asymptotique.

Remarque 3.4.2 La Remarque 2.3.2 sur le choix des conditions aux bords faite apres la
Proposition 2.3.1 reste vraie.

Preuve. Soient (pf, ct, @) et (p3, ¢, ¢) deux solutions optimales au probléme de controle.
L’unicité de ¢ est en effet évidente puisque I’équation définissant ¢ est ici découplée de
celles définissant ¢* et indépendante de p*. De plus, on gardera a I’esprit que les hypothéses
faites sur 00, k et ¢; assurent que v = —kV¢ appartient & L*(Qr) (voir Proposition
2.3.1 au Chapitre 2).

On pose

Jopt := J(pt,c1) = J(p3,¢3).

On regarde ce que vaut

J (%(p’l" +p’2“),c’> = fw (L (f(:c, %pf + %p%‘) — D(x, c’)) d:c)e*pt dt
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N Vet Al / :
Ol ¢ = CL(p# ) C est-a-dire que ¢’ est solution de

[ Ry + v -V — div(pS(v)Ve) = —F(d) — gd + T(pt + p3) dans Ry x Q,
S()Vc -n=0sur Ry x 09, ¢;—9 = ¢o dans €,

{ (3.41)
. {div(v) =g, v=—kVo* dans R, x Q,
ol
\

¢ = ¢ sur Ry x 00, ¢, € HY(Q).

Grace a la propriété de stricte concavité de J, on sait déja que si pj # p5 presque partout
dans R, x €,

1(30t )= | + (] (5700 + 3@s8) = D)) de) e . (3.2

Comme D est convexe, il nous suffit maintenant de comparer D(z,c) et D(z,c) ou
_ 1/ % *
c=5(cf +c3).

D’aprés la Définition 3.2.4, % + % est solution de

Ryd(G +2) +v- V(G + 2) = 5 div(vS)V(cf + )
o L SR AP Y o
= —5i(a) —5r(@) —9(5 + )+ 5+ 5
c’est-a-dire :
: IS PRI pro P
Ryoc +v-Ve—div(ypS(v)Ve) = —57’(01) - 57“(02) —get ot

dans R, x Q. On va donc comparer les solutions ¢ et ¢’ de

rRz/zatc +v-Ve—div(yS(v)Ve) = =17 (cf) — 57(ck) — ge + %;k + %;k dans R, x €,

2

Rpoid +v -V —div(ypS(v)Vd) = —7(c) — g + %T + 1)7;‘ dans R, x Q,

4 (3.43)
S(v)Ve-n = 0sur Ry x 09Q, ¢i—og = ¢y dans €,
(S(v)V -n=0sur Ry x 0Q, ;-9 = cp dans Q.
On pose C' = ¢ — ¢’. Montrons que C > 0 presque partout dans R, x Q.
En soustrayant les deux équations de (3.43), on voit que C' est solution de
Ré,C + v - VC — div(pS(u)VC) = =20 — 1) | (/) — gC dans R, x (3.4

S(w)VC -n = 0sur Ry x 082, Cji—g = 0 dans Q.
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On réécrit la premiére équation de (3.44) comme suit :

Ruo,C oV O-div(uS@)V0) = 7((errep)) - N T (5] (et o)) -i(e)) g0

On pose C~ = min(0,C) < 0. On multiplie I’équation aux dérivées partielles ci-dessus
par C'~ et on intégre par parties sur (0,7), 7 > 0. On obtient

%LT%L |C=° da dt + L Jﬂ¢3(v)vo Sven dchZt - —f;g\o—f da dt

f f S(ct+ ) (c’))o— dz dt + L L(v'vo)o— dz dt.

On utilise le fait que

J YS()VC - VC™ dx = J Y_Sp, }VC“]Q dx
Q Q

et on applique le théoréme des accroissements finis sur 7. Pour le terme convectif, on écrit

(v-VC)C™ dx dt‘ < Smf‘ JO L Ve | dedt + C U\meﬂfo L | du dt.

On a donc

R¢f dtf]C’]ddt—JJ c1+c2>—@—@)c

St 1 ~ .
+J f o VO P drdt < (Igleion 217 oo +C Wolmiey) || 107 dwat
0 JQ 0 Ja

Comme 7 est concave, le terme — (f (%(c{‘ + c}‘)) - ﬁj) - @) C'~ est positif. En utilisant

également le fait que S, > 0 et en appliquant le théoréme de Gronwall, on trouve que

JJ [ dedt <0
0 JQ

soit C~ = 0 donc C' = ¢ — ¢ = 0 pour presque tout x € 2, pour tout ¢ € (0, 7), pour tout
7> 0.

Comme D est croissante, on en déduit que D(z,c) = D(z, ) donc —D(z,¢) < —D(z, )
presque partout dans R x .
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On a alors (D étant de plus convexe), avec (3.42) :

1501+ > [ ([ 3wt + 3e5) - Doy o) e
> JRJ, (JQ %f(x,p’f) + %f(x,pi) — D(x,c) dx) e Pt dt
1 1 1 1
(J;] §f(:1:',p’1“) dz + JQ §f(£€,p§) dr — JQ D(z, §CT + éc;) d:v) e Pt dt

1 * 1 * 1 * 1 * —pt
= Sflx,pY)de — | -D(z,c)de + | Sf(x,p5)de— | SD(x,c3)dr | e ™ dt
Ry 92 92 92 92

1
=2 X §Jopt
soit J(3(p} + p§)_, ) > Jopt 00 ¢ = €14 px)- Dol une contradiction avec la définition
de la valeur maximale J,.
La solution au probléme (3.22)-(3.25) est donc unique. n

Remarque 3.4.3 C’est pour pouvoir traiter le terme convectif dans la démonstration
précédente que nous nous sommes placés sous des hypothéses assurant v € L*(Qr). Si
N =2 et ar > 0, ces hypothéses peuvent étre relaxées (voir Remarque 2.5.3 du Chapitre

2).

3.5 Existence d’une solution aux problémes de controéle

Le but de ce paragraphe est de donner une nouvelle démonstration du Théoréeme 2.4.2.
L’idée est d’utiliser une premiére fois les méthodes que nous allons re-développer, mais
de maniére plus fine, pour I'analyse asymtotique. Cette preuve n’est nouvelle que pour
la partie concernant le probléme de contrdle optimal proprement dit. Tous les résultats
concernant I'analyse de 'équation d’état établis au Chapitre 2 (paragraphe 2.3) restent
nécessaires et nous y ferons appel.

Pour alléger les notations, nous écrirons le probléme sous la forme générique suivante :

Trouver (p*, c*, ¢*) tel que

pelE

J(p*,c*) = max J(p,c,) = JR <£](f(x,p) — D(z,¢,)) d:z:)e_pt dt
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ou
R, +v - Ve, —div(yS(v)Ve,) = —r(c,) + p(1 — ¢,) — gc, dans Qp,
div(v,) = p+ g, v, = —kV¢, , dans Qr,
S(vp)Ve, -n =0 sur 0Q x (0,7),
¢p = ¢1 sur 092 x (0,7)

Cpji—o = C0 dans €,

et ¢* = ¢y, ¢* = ¢px. On rappelle que les hypothéses de ce chapitre (en particulier
les hypothéses sur r) assurent que pour tout p € E, on a bien entendu 0 < p(t,x) < p
presque partout dans 2, mais aussi 0 < ¢,(t, x) < 1 (voir le principe du maximum établi
au Chapitre 2 (paragraphe 2.3, pages 62-63). Les hypothéses sur les fonctions f et D
permettent donc d’assurer que

{J(p,cp)ip € B}
est une partie majorée de R. Elle admet donc une borne supérieure, que nous noterons
J* dans la suite. Notre but est maintenant de prouver qu'il existe (p*, c* = ¢,#) tel que

J* = J(p*, "),
c’est-a-dire que la borne supérieure est en fait un maximum.
Par définition de la borne supérieure, on peut construire une suite (p,)pen < E,
associée a une suite (¢, = ¢,,, On = @p, Jnen de solutions a 'équation d’état, telle que
lim J(p,,c,) = J*.
n—aoo
D’aprés le Chapitre 2, on a les estimations uniformes suivantes, pour tout 7' > 0 :
[Pl 20,y < €5 0 < pu(t,z) < p presque partout dans Qr,
|60l oo, 751.0) < Cs
chHL2(0,T;H1(Q))mHl(O,T;W*L‘l(Q)) < C, 0 < ¢,(t,z) < 1 presque partout dans Q7.

Il existe donc (p*, c*, ¢*) tel que, pour tout g > 2, pour tout 7" > 0, il existe une suite
extraite non renommée par commodité telle que :

cn — c* faiblement dans L9(0,T; L*(Q) n L*(0, T; H'(Q)),
¢, — ¢* faiblement dans L4(0, T; H'(9)),
v, — v* = —kV¢* faiblement dans L(0, T; L*(2).

Comme au Chapitre 2 (pages 70 & 71), on peut de plus montrer par un raisonnement de
type compacité d’Aubin que :

cn — c* dans L*(Qy),
¢ — ¢* dans L*(Qr).
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Ces résultats sont suffisant pour passer a la limite dans

Ripoic, +v - Ve, —div(S(v,)Ve,) = —r(en) + pu(l — ¢,) — gc, dans Qp,
div(v,) = pn + g, v, = —kV ¢, , dans Q,

S(wn)Ven -n = 0sur dQ x (0,T), cpy—o = o dans ,

¢n = ¢1 sur 02 x (0,7).

On prouve ainsi que la limite (¢*, ¢*) de (¢,, ¢,,) est solution de ’équation d’état associée
a p*, c’est-a-dire ¢* = c,x, ¢* = ¢p+ pour reprendre les notations précédentes. On sait de
plus que 0 < ¢*(t,x) < 1 presque partout dans {r.

Nous allons terminer la preuve en montrant que
lim J(pn, ) = J(p*, c¥).
n—00

Comme lim J(p,,c,) est aussi supposée égale a J*, la preuve sera alors terminée. De la
n—0o0

convergence forte de ¢, vers c* et de la monotonie de la fonction D, on tire par convergence
dominée que

T}grolo OT (L D(z,¢c,) dx) e dr = LT (L D(z,c*) dx) e P dw.

On a donc
T

J* = lim (Jﬂ(f(;z:,pn) — D(z,¢,)) d;t:) e " dr

n—0o0 0

- 7}1_{1010 OT (L f(z,pn) dm) e P dr — LT (L D(z,c") d:z:) e "t dx

_Tm, .. LT (L £, pw) dx) e dr — LT (L D(a, ¢ dx)e*f’t dz.

Or, de la concavité de f et du théoréme de faible semi-continuité inférieure des fonctions
concaves (Tartar [78]), on tire :

LT (JQ f(z,p*) dx) e P dr = lim, o JOT (L f(z,pn) dgc) e Pt dr.

On conclut des deux précédentes relations que

(| ety = Dwety e at.
Q
Or p* € E et ¢* = cpx. On a donc par définition de la borne supérieure J* :

J(p*,c*) < J*.

T

J* < J(p*, ") =J

0

On a bien démontré que J(p*, ¢*) = J*. Ceci clot la preuve.
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3.6 Analyse asymptotique

Nous allons a présent travailler par analyse asymptotique : on va étudier le compor-

tement asymptotique de (p¥,c*, ¢¥) définie par la Proposition 3.2.1 lorsque ¢ — 0. Sa
limite va se révéler étre une solution (p*, c*, ¢*) (la solution d’aprés le résultat d’unicité
du paragraphe précédent) de (3.22)-(3.25).
On note ici que dans la Proposition 3.2.1, p} est défini dans E. qui se différencie de
FEy, Vespace ou il est naturel de chercher p*, par une contrainte supplémentaire dans
W10, T; X). Mais nous avons justement précisé la définition de E. (au lieu d’utiliser
simplement E) pour bien assurer qu’a la limite cette contrainte disparait. Autrement dit,
on s’est bien assuré qu’a la limite I'espace des controles s’élargit bien a Fj.

Théoréme 3.6.1 Lorsque € tend vers zéro, toute suite de solutions (pf, ¢, ¢*) de (3.14)-
(3.17) au sens de la Définition 3.2.2 converge vers l'unique solution (p*,c*,¢*) du pro-
bleme (3.22)-(3.25) au sens de la Définition 3.2.4 vérifiant les propriétés du Théoréme
3.4.1 :¥T >0,

¢* — ¢ faiblement dans L1(0,T; H'(Q)), pour tout q > 1,

c* — c* faiblement dans C\0,T; L*(Q)) n L?(0,T; H'(Q)), fortement dans L*(Qr)
et presque partout dans Q x (0,7,

p¥ — p* faiblement dans L1(Qr), pour tout ¢ = 1.

Preuve. Soit T' > 0. On sait que 0 < p* < p presque partout dans §2 x (0,7) := Qr :
la suite (pf)eso est donc uniformément bornée dans L*(€Qr). Il existe donc une suite
extraite, encore notée (p¥).~o par souci de simplicité, telle que

pr — p faiblement * dans L™ (7).

De plus, les estimations établies dans la preuve de la Proposition 2.3.1 restent valables
uniformément par rapport a €, et donc il existe (¢, v, @) tels que, pour tout ¢ = 1,

¢ — c faiblement dans L9(0,T; L*(2)) n L*(0,T; H'(Q)),
v* — v faiblement dans L?(0,T; L*(12)),
¢ — ¢ faiblement dans L?(0,T; H'(2)).

On va d’abord prouver que (p, ¢, v) sont tels que

Ridic + v - Ve —div(yS(v)Ve) = —7(c) — gc + p dans Ry x Q,
div(v) = g, v = —kV¢, dans Ry x Q,
S(v)Ve-n = 0sur 09, ¢ = ¢ sur Ry x 08, ¢y = ¢o dans .
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Le passage a la limite dans I’équation d’incompressibilité div(v’) = epf + g est direct. De
plus, puisque la limite ¢ est 'unique solution de div(—kV¢) = g dans R, x Q, ¢ = ¢
sur R, x 0€2, les hypothéses posées sur dw, k et ¢; permettent d’utiliser la Proposition
2.3.1 pour conclure a la régularité supplémentaire v € L*(Qr).

Le passage a la limite dans les non linéarités de ’équation de concentration nécessite plus
de travail.

En reprenant les estimations et les résultats de convergence utilisés pour démontrer le
résultat d’existence du chapitre précédent (voir la preuve du Théoréme 2.4.1, pages 68 a
73), on peut prouver la compacité de (¢f). et (v}). dans L*(Qr) et conclure qu’il existe
une suite extraite ¢ et une suite extraite v’ telles que

c* — ¢ dans L*(Q7) et presque partout dans Qp,

v*¥ — v dans L*(Qr) et presque partout dans Qr,
(grace au théoréme de compacité d’Aubin) et

re(c¥) — 7(c) presque partout dans r,

S(vF

€

) — S(v) presque partout dans Q7.
On a donc
div(v¥) = ep! + g, vI = —kV¢! dans Ry x Q et ¢ = ¢y sur Ry x 09,
qui donne a la limite
div(v) = g, v = —kV¢ dans R, x Q et ¢ = ¢; sur R, x 09
et

Ryoict +vf -V — div(ypS(wi)Vel) = —r(cl) — gck + pi — eplcl dans Ry x Q,
S(WHVel-n =0sur Ry x 0Q,

€

qui donne a la limite
Ri)0c+v-Ve—div(yS(v)Ve) = —7(c)—ge+p dans Ry x Q, S(v)Ve-n =0 sur Ry x 0€.

Par continuité de ¢} cjlt_ on a aussi C—g = Cop.

On est donc passé a la limite dans le systéme d’état. Voyons le comportement limite du
probléme d’optimisation. On rappelle que J¢(p*, ¢¥) réalise le maximum du probléme
.

max J(ge, Ceq.) = §p (SQ f(x,q)) — D(z,ccq) dx) e Ptdt .= M,

qeE.
Rp0iceq. + Ve, - Veeg — div(YS(Veq ) Veeq) = —re(Ceq) = 9Ceq. + qe(1 — €ceyq,)
dans R, x €,
div(veq. ) = €qe + g avec v = —kV ¢, 4., dans R, x €,
Gegq. = ¢1 sur Ry x 00,

S(Ve g )Veeq -n = 0sur Ry x 09, cq = ¢ dans 2

|t=0

\
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avec

E.={qe L*(0,T; L*(Q)) n W"(0,T; X);0 < q(t, x) < p presque partout dans Qr,
HeaatQHLl(O,T;X) < Gyl

Nous allons montrer que la limite de (p¥*, ¢*) qui est (p, c) vérifiant

Ripoic +v-Ve—div(pS(v)Ve) = —7(c) — gec + p dans Ry x Q)
div(v) = g dans Ry x Q,
S(v)Ve-n=0sur Ry x 0Q, ¢p—g = ¢y dans
réalise le maximum de
{JEE’LEXJ q,¢q) = §p (§5 f( D(z,¢q)dz) et dt := J(p*, c*) 1= Mop
R0icy + v - Ve, — div(ypS(v)Ve,) = —7(c,) — gcq + q dans Q x (0,7),
div(v) = g avec v = —kV ¢, dans Q x (0,7,
S(v)Veg-n=0sur 0Q x (0,T), ¢q_y = co dans Q, ¢ = ¢ sur 0Q x (0,7),

A

avec

Ey = {qe L*(0,T; L*(2));0 < q(t,x) < p presque partout dans Q x (0,7)},
c’est-a~dire, montrer que J(p,c) = J(p*, c*).
On veut donc montrer que (p, ¢, ¢) est la solution du probléme d’optimisation annoncée

au Théoréme 3.4.1.

A priori, on sait seulement que J(p, ¢) < M,,;: puisque c satisfait le systéme d’état associé
a M.

Comme ¢ converge vers ¢ dans L?(Qr) et presque partout dans 7, pour tout 7> 0, et
que la fonction D est monotone, le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue permet

d’affirmer
J JDmceptd:cdt—hm( J JD eptdxdt)

Comme f est concave et pf —* p faible * dans L*(€Q7), pour tout 7' > 0, on sait d’aprés
le théoréme de faible semi-continuité inférieure des fonctions concaves (Tartar [78]) que

f ffxpe ptdxdt>hmf ffgz:pE e P dxdt.
Ry
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Globalement, on tire des deux points précédents que
oo = | ( | (40 - D) d:c) e dt > Tt J(pr ) = o M°. (3.45)
R, Q e— €e—

Soit T' > 0. Puisque (p*, c*) est tel que J(p*,c*) = Moy, on a ¢* unique solution de (cf
Lemme 2.3.3 au chapitre précédent pour 1'unicité)

S()Ver-n =0 sur 02 x (0,T), cf_, = ¢ dans Q. (3.46)

{Rwatc* + v -Vt —div(ypS(v)Ve*) = —7(c*) — ge* + p* dans Q x (0,7,
Cette équation d’état est aussi satisfaite par la limite forte au sens de L?(Q27) et presque
partout dans Qr de ¢, ot ¢}, est solution (& p* fixé) de

Rpoye;, 4 ey, - Vi, —div(eS(ve, )V, ) =-—rdc, ) —gc, +pt(l—ec )
dans Q x (0,7),

div(ve,,,) = 0" + g, Ve,,, = KV, dans Q x (0,T),

S(Veuyy ) VR, - =0sur 0 x (0,7T), ¢, =cydans Q, ¢, = ¢1 sur 0 x (0,7)

€app [t=

qui est un systéme d’état du type de la Définition 3.2.1. Notons que la suite ¢, est
construite pour converger fortement vers ¢* quand € tend vers zéro (on le vérifie facilement
avec les mémes outils que pour I’étude de ¢ et en utilisant I'unicité de la solution a (3.46)).
Donc comme p* ne dépend pas de € et comme on a la convergence forte de cjapp et la
continuité de la fonction z — J(p*, ), on a

Moy = J(p*,c*) = 11_1)1(1) J(p*, ¢k ) <lim M¢

app
e—0

I'inégalité de droite venant de J*(p*,cf ) < M€, car M est la valeur maximale des
fonctionnelles du type J¢(q, ¢,) associée au systéme d’état de la Définition 3.2.1. En fait

on a pour tout € > 0,

J* c,,,) < M
et donc lim J(p*,¢f ) < lim M°.

7 T€app
e—0 e—0

Comme la limite de J¢(p*, ¢* ) existe, alors
€app

lim J*(p*, ¢, ) =1lim J*(p*, ¢}, ) < lim M*

e—0 =0 e—0

donc

Moy = J(p*, ") < lim M. (3.47)

e—0
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En résumé, avec (3.45) et (3.47), nous avons montré que

Moy < lim M€ < Tim M€ < J(p,c) < My

e—0 e—0

d’ou
J(pa C) = Mopt'

On conclut que (p,c) = (p*, ¢*) grace au résultat d’unicité démontré au Théoréme 3.4.1.
L’unicité permet de plus d’assurer que c’est I’ensemble de la suite (pf, ¢*) qui converge
et non simplement une suite extraite. [

Remarque 3.6.1 Les inégalités 0 < ¢ < % donnent a la limite 0 < c¢*. La concentration
c* n'est donc pas bornée dans L™ : le résultat d’Amann de [}] ne peut pas s’appliquer
dans ce cas pour affirmer l'existence globale de c*. Ce sont les résultats précédents sur c;
qui nous la donnent.

Remarque 3.6.2 L’analyse nous permet donc d’établir a la fois l’existence globale d’une
solution (déja montrée unique) au sens de la Définition 3.2.4, mais aussi que (3.22)-(3.25)
est le modéle mis a ’échelle adapté a une hypothese de faible concentration en polluant.

3.7 Controlabilité asymptotique du modéle limite

On vérifie facilement que les hypothéses utilisées pour établir le Théoréme 2.5.2 du
chapitre précédent sont vérifiées ici. On a donc :

Théoréme 3.7.1 Pour tout T > 0, le probléme (3.22)-(3.25) est controlable asymptoti-
quement dans B = {q € L*(0,T; H(Q)), S(v)Vq-n =0,q,_, = co} par L*(Qr).
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Chapitre 4

Conditions de premier ordre et état
stationnaire

Dans ce chapitre, on travaille avec le modéle pour lequel on a établi I'unicité, c’est-a-
dire dans le cas de faibles concentrations au sens de la Définition 3.2.3.

Nous rappelons le modéle. 11 est constitué de "I’équation" d’état

Rydic + v - Ve —div(yS(v)Ve) = —r(c) — gc + pxs dans Qr,
S(w)Ve-n=0ouc=0sur 0 x (0,7),

Cli=o = co dans €,

ou la vitesse v est donnée dans L*(Qr) (provenant de 1’équation d’incompressibilité
dive = g) telle que v-n = —kv; - n sur 02 ou ¢ = 0 sur 092, ou 2 est le domaine d’étude
(représentant le sous-sol pour notre application), 0€2 est son bord, et (0,7) avec T > 0
est 'intervalle d’étude. On a posé Qp = Q x (0,7). La fonction xs est 'indicatrice d'une
partie S de (). L’équation d’état est associée a 'optimisation de la fonctionnelle

J(p,c) = LT (L flx,p(t,x))dx — L D(z,c(t,x)) dx) e Pt dt

—v (| D(z,ce(T,x))dx | e T
(. )

ou l'on considére le cotlit terminal de la présence de la pollution au niveau du puits pondéré
par v = 0. Dans le cas a horizon infini, on prendra v = 0, ce qui nous raménera a notre
objectif initial. Notons que par rapport au chapitre précédent, nous devons restreindre
pour ce qui suit ’ensemble des controles admissibles.

Nous allons d’abord préciser que les controles doivent correspondre a 'application prin-
cipale de la thése. En effet, la quantité pys représente 'apport par épandage agricole sur
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la parcelle S. On considére cette derniére comme les premiers centimétres de profondeur
de terre. On va donc supposer

ScQcRY ou (N=1,23)

et pour '’ensemble des controles admissibles, on pose

Eor = {q € L*(Q7),0 < q¢(t,r) < p presque partout dans Qr, q|,—r est définie}.

Imposer que la quantité ¢|;—7 ait un sens est une nouvelle contrainte par rapport aux
chapitres précédents. Cette condition sera nécessaire pour définir le probléme adjoint as-
socié au probléme.

puits de captage

parcelle agricole

FIGURE 4.1 — Schéma représentatif d’'une zone d’agriculture intense

Les autres hypothéses techniques sont les mémes qu’au chapitre précédent. Rappelons les :

— Dopérateur S(v) est supposé donné par (1.2) avec oy, = ar = 0. Notons que d’aprés
la définition (1.2) du tenseur de dispersion, on a

S()E-€ = (S + ar|v]) €7, S(W)E] < (Sm + arfo]) €] V€ RY.

On suppose que S, > 0. On suppose qu’il existe des réels k_ et K, avec 0 < k_ < K,
tels que le tenseur de perméabilité vérifie :

KE €=k [€]° et [KE| < Ry €], VEERY;

108



— on suppose que 0N est de classe C? et qu'une des deux hypothéses suivantes est
vérifiée (afin d’assurer v € L*(Qr)) :

ke (CHQ))M Y,
k= r*Id avec K* : Q —> Ret k* € C'(Q);

— l’isotherme 7 est une fonction de classe C!, concave, dérivable & dérivée bornée sur
R, et telle qu’il existe r, € RT

(@) <7y fal, Vo e R;

— le facteur de retard est tel que R > 0;
— la concentration initiale est ¢y € H'(Q) avec 0 < cp(z) < 1 presque partout dans 2 ;
— la fonction g appartient a L*(2);

— la fonction p — f(-,p) est de classe C!, croissante, définie sur RT et strictement
concave ! ;

— D'image de f’, notée Zm( f’), est incluse dans [0, +o0] ;

— la fonction f'~! est telle que
71 Im(f) < [0, +o0[— [0, +o0[ ;

— lafonction D : O xR, — R, est telle que pour presque tout = € Q, ce Ry — D(x,¢)
est une fonction continue et bornée qui satisfait

2
(t,x) — D(x,c(t,z)) e L'(Qr) si ce L*(Q), (?a_D =>0et 66_12) > 0;
C C

— la donnée v; est telle qu'il existe un relévement satisfaisant v, € (L®(Qr))Y,
div(vy) € L®(Qr) et §, gdx = §,, kv1-ndo (voir la Remarque 2.3.2 du Chapitre 2) ;

— la porosité ¢ appartient & L*(Q) et il existe ¢_ et ¢, des réels tels que

0 < ¢_ <(x) < 9y, presque pour tout x € ).

1. L’hypothése de continuité de f par rapport & p peut étre légérement assouplie en supposant f
semi-continue supérieurement et bornée par rapport a p, ¢f Remarque 1.2.1.
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Définition 4.0.1 On appelle Pg,, le probléme suivant :
Trouver (p*, c*) tels que

J(p*,c*) = max J(p,c,), ¢ = cpx,
peEor

ot ¢, est solution faible de

Riyée, +v - Ve, —div(yS(v)Ve,) = —r(e,) — gep + pXs,
div(v) =g, v = —kV,

dans Q x (0,T), complété par les conditions initiales et aux bords
S(w)Ve,-n =0 surly x (0,T), ¢, =0 sur 'y x (0,7)
oul'Tuly =00, I''nl'y =, et
v-n=—kVo-n=—kvy-nsurlsx(0,T), ¢$=0surlyx(0,T)
avec'suly =00, I'snly =, et
Cpjy—p = Co dans 2.

L’espace Eyr étant un sous-espace convexe et fermé dans Ejy, le Théoréme 3.4.1 s’applique
encore (au vu des hypothéses ci-dessus).

Proposition 4.0.1 [l existe une unique solution au probléme de contréle optimal Pg,, .
Elle vérifie en particulier v e L®(Qr), ¢* € L*(0,T; HY(Q)) et 0 < c¢*(t, ) presque partout
dans Qp.

Cette proposition est démontrée dans le paragraphe 4.1 ci-dessous.

Le but de la suite de ce chapitre sera de caractériser plus précisément cette solution opti-
male (p*, c*) sous différentes hypothéses simplificatrices. Alors, le principe du maximum
de Pontryagin nous permettra d’établir les conditions nécessaires d’optimalité et donc de
calculer les trajectoires optimales de la solution. Les conditions nécessaires d’optimalité,
si elles définissent une trajectoire unique, permettront de caractériser la solution optimale
(qui est unique comme rappelé a la Proposition 4.0.1).

4.1 Preuve de la Proposition 4.0.1
On rappelle le probléme d’état pour le confort du lecteur :
Ripoic +v - Ve —div(pS(v)Ve) = —r(c) + pxs — gc (4.1)
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div(v) = g, v = —=kV ¢, (4.2)
dans  x (0,7, complété par les conditions initiales et aux bords
S(w)Ve-n=0sur 'y x (0,7), c=0sur I'y x (0,7) (4.3)
oulMuly=00,T1nly =, et
v-n=—-kVo-n=—kv-nsur's x (0,7), p =0sur I'y x (0,7 (4.4)
avec '3uly =00, I'snl'y =, et
Cli—o = Co dans €2 (4.5)

On rappelle également la fonctionnelle & optimiser, I’'objectif :
T
1.0 = [ ([ epttando | Deectt,ode) e a
0 S Q

—v (| D@z, e(T,x))dx ) e "
(. )

en considérant le cotit terminal de la présence de la pollution au niveau du puits pondéré
par v = 0 (on retrouve, pour v = 0, notre objectif initial).

Remarque 4.1.1 Les hypotheses de ce chapitre permettent d’assurer que 0 < c(t,x)
et que c € C([0,T]; L*(Q) n L*(0,T; H'(Q)). Cela nous permet en particulier d’écrire
0 < c¢(t, x) presque pour tout x € Q, pour tout t € (0,T), et d’assurer l'ezistence de ¢(T, x)
presque partout dans 2.

Nous allons a présent vérifier que les résultats établis au Chapitre 3 sont toujours valides
avec notre nouvel objectif.

Nous commencons par montrer que le Théoréme 3.4.1, établissant 'unicité de la solution
du probléme Pg,,, reste vrai pour ce nouvel objectif.

Proposition 4.1.1 Si il existe une solution au probléme Pg,,., alors elle est unique.
Preuve. Soient (pf, ¢, ¢) et (ps,c5, ¢) deux solutions optimales au probléme de controle
(I'unicité de ¢ est en effet évidente puisque I’équation définissant ¢ est ici découplée de

celles définissant ¢* et indépendante de p*).
On pose

Jopt = J(pT,CT) = J(p;kacak)
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On regarde ce que vaut

1 1, 1
1 (50t +09.¢) = [ ([ stegot+ g [ Deyas)ea
— l/e_”TJ D(x,d (T, x))dx
Q

S / ) a_d; / .
Ol ¢ = CL(p# ), CeSt-2 dire que ¢’ est solution de

(Rypérd +v -V — div(yS(v)Vd) = —r(c) — g¢ + 3(p} + p§)xs dans Ry x Q,
S()Vd -n=0sur I'y x (0,7), ¢ =0sur 'y x (0,7),

_ |div(v) = g, v = —kV¢*, dans R} x Q,
\ o {v-n = —kVo-n=—kvy-nsurI's x (0,7), ¢ =0sur 'y x (0,7).

(4.6)

Grace a la propriété de stricte concavité de J, on sait déja que si pj # p3 presque partout
dans R, x €,

T (50t +em.¢) > SF )+ 5 ) ) de— | Dl eydr) e e

—ve T JQ D(x,d(T,z))dx. (4.7)

On montre ensuite que —D(z,¢) < —D(z,¢) ou ¢ = 3(cf + ¢&). La démonstration est
identique a celle du paragraphe 3.4 pages 96-99. En utilisant la convexité de D, on obtient
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a partir de (4.7) :

101+ 65> [ ([ (57n0)+ ) do = [ Do) ie) e
—ve T L D(x,d(T,x))dx

fR+ (L (%f@“mf) + %f(w,pi)) da - L D(z,c) d:z:) et dt

et L D@, o(T, z)) dz

1 1
= L+ (L §f(x,pi‘)d:p + L§f(a:,p’2") dx) e Ptdt
1 *

\Y

1, 1
—ve ”TJ D(x, 5 ,T) + 202(T x))dx
1
f (J fa:pl)dx>e”tdt+f ( —f(z,p3) )e_ptdt
R, 2
1
—J <J —D(x,cf)dm) e Pt dt — ( —D(x,c3) x) e Pt dt
r, \Jo 2 R, 2

1
—ge_pTJ D(z,ci(T,z))dr — ge_pr D(z,c5(T,z))dr = 2 x éJopt

soit J((p} + p3), ) > Jo o0l ¢ = = C1(p¥4pr)- D’Ol une contradiction avec la définition
de la valeur maximale J,,,. On a donc’ blen l’unlclte de la solution. [ |

Nous montrons maintenant 'existence d’une solution au probléme de controle Pg,,., ana-
logue a celle donnée au paragraphe 3.5 du Chapitre 3.
Proposition 4.1.2 [l existe une solution au probleme de contréle Pg,, .

Preuve. Nous nous appuyons sur la démonstration du paragraphe 3.5 du Chapitre 3 pour
vérifier I'existence d’une solution au probléme de controle.
On rappelle le probléme sous sa forme générique :

Trouver (p*, c*, ¢*) tel que

J(p*,c*) = Iglgx J(p,cp)

= JR+ L f(x,p)dx — JQ D(z,c,) dm) et dt —ve " L D(z,c,(T,z)) dx
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ou

Ri)0ic, + v - Ve, —div(yS(v)Ve,) = —r(cy) + pxs — gc, dans Qrp,

div(v,) = ¢, v, = —kV¢, , dans Qr,

S(vp)Vep-n=0sur I't x (0,7), ¢, = 0 sur 'y x (0,7), ¢, = co dans €,
vy -n=—kVeo, n=—kv sur I's x (0,7), ¢, = 0 sur I'y x (0,7")

et ¢ = cpx, OF = Ppx.

Les hypotheéses sur les fonctions f et D permettent d’assurer que

{J(p, Cp)Qp € EOT}

est une partie bornée de R. Elle admet donc une borne supérieure, que nous noterons J*
dans la suite. Notre but est maintenant de prouver qu'il existe (p*, c¢* = ¢,+) tel que

J* = J(p*, "),

c’est-a-dire que la borne supérieure est en fait un maximum.
Par définition de la borne supérieure, on peut construire une suite (p, )nen < Eor, associée
a une suite (¢, = ¢, On = Op, Jnen de solutions a I'équation d’état, telle que

. 7%
lim J(pn, ca) = J*.

Les estimations uniformes établies au Chapitre 2 étant toujours valables, on passe a la
limite dans le systéme d’état en suivant les lignes de la démonstration du paragraphe 3.5
page 99, et on prouve ainsi que la limite (c*, ¢*) de (¢, ¢,,) est solution de I’équation d’état
associée a p*, c’est-a-dire ¢* = cpx, ¢* = ¢, pour reprendre les notations précédentes.
On sait de plus que 0 < ¢*(¢,z) < 1 presque partout dans 2, pour tout ¢ € [0,T].

Nous allons & présent montrer que

lim J(py,cn) = J(p*, c*).

n—0o0

Comme lim J(p,,c,) est aussi supposée égale a J*, la preuve sera alors terminée. De la
n—aoo

convergence forte de ¢, vers ¢* dans L?(§27) et presque partout dans 2 pour tout ¢ € [0, T
et de la continuité de la fonction ¢ — D(-,¢), on tire par convergence dominée que

T T
lim (J D(z,¢c,) dx)e_pt dt :J (J D(x,c") dx)e_pt dt
e Jo Mo 0 “Ja
et

n—o0

lim —l/e_pTJ D(z,c,(T,x))dr = —Ve_pr D(z,c*(T,x))dx.
Q Q
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On a donc

J*

T
lim (J f(z,pn) dx — J D(z,cy) dx) e P dt — lim l/e_”TJ D(z,c,(T,x))dx
0o s Q Q

n—ao0 n—o0

= lim OT (L f(z,pn) dx) e Ptdt — LT <L D(x,c*) dx) e Pt dt
- z/epTJ D(z,c*(z,T)) dx
Q

N e LT ( L £z, pn) d:z:) e P dt — LT ( L D(a, ¢) dx) e di

- Ve_pTJ D(z,c*(T,x))dx.
Q

Or, de la concavité de f et du théoréme de faible semi-continuité inférieure des fonctions
concaves (Tartar [78]), on tire :

LT ( L fo,p*)do)e de = T, LT ( JS e, ) .

On conclut des deux précédentes relations que

T
J*< J(p*, ) = f (J f(z,p*)dx —f D(x,c*)da:)e_pt dt — Ve_pr D(x,c(T,x)) dz.
0 s Q Q
Or p* € Eyr et ¢* = cpx. On a donc par définition de la borne supérieure J* :
J(p*,c*) < J*.

On a bien démontré que J(p*, c*) = J*. Ceci clot la preuve de l'existence d’une solution
au probléme de controle. [ ]

4.2 Conditions d’optimalité de premier ordre

Nous commengons par une présentation rapide de la méthode adjointe (relaxation du
Lagrangien) telle qu’elle est utilisée pour les équations aux dérivées partielles. On diffé-
renciera notamment le cas d’une équation aux dérivées partielles discrétisée en espace et
le cas d’une formulation continue. Le sous-paragraphe 4.2.1 qui suit est directement ins-
pirée de Bradley [17]. Puis, a partir du sous-paragraphe 4.2.2, nous utiliserons la méthode
pour introduire les conditions de premier ordre associées a notre modéle.
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4.2.1 Approche par la méthode adjointe

Avant de présenter la méthode adjointe dans le cadre continu, nous commencons par
la présenter dans le cas discret (aprés une discrétisation en espace) qui est plus simple.
Nous nous appuierons sur les résultats obtenus en discret pour expliquer ceux du cas
continu (que nous utiliserons par la suite).

On utilise la notation suivante : la dérivée totale (le gradient) est notée par d., la dérivée
partielle par 0. et la différentielle par d.

Exemple d’une formulation simple

Commencons par un cas simple ou le probléme d’optimisation ne dépend pas conti-
ntment de I'espace. On rencontre par exemple une telle situation lorsque, pour résoudre
des problémes d’optimisation d’équations aux dérivées partielles sous contraintes, on ré-
sout le probléme d’optimisation numérique résultant de I’équation aux dérivées partielles
discrétisée.

Soit T fini. Considérons le probléme

T
win Fe.p), b Fle.p) = | flewp. 0y

p 0
sous contraintes h(c, ¢, p,t) = 0,
9(c(0),p) =0,

ou p € R™ avec n, € N* est la commande, ¢ € R" est la variable d’é¢tat dépendant du
temps, h(c,¢,p,t) = 0 est une équation différentielle ordinaire du premier ordre dans
sa forme implicite et g(c(0),p) = 0 est la condition initiale qui peut étre une fonction
de la commande. L’équation différentielle ordinaire h = 0 peut étre le résultat de la
semi-discrétisation en espace d’une équation aux dérivées partielles.

Un algorithme d’optimisation basé sur le gradient requiert de calculer celui de F' dont
I’expression est la suivante :

T

d,F(c,p) = L (Ocfdpc + Opf) dt. (4.8)
Le calcul de d,c est difficile dans de nombreux cas. Deux méthodes sont possibles en pra-
tique. L’une consiste a approcher le gradient d,F(c, p) par différences finies sur p. Géné-
ralement, cela nécessite d’intégrer n, équations différentielles ordinaires. L’autre méthode
consiste a développer une deuxiéme équation différentielle ordinaire dont I'inconnu est le
vecteur dit adjoint, A ici, qui permet de calculer le gradient. L’avantage de cette seconde
méthode est que le cotit de calcul de F' et de ses gradients est & peu prés équivalent a
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I'intégration de seulement deux équations différentielles ordinaires.

On introduit le Lagrangien correspondant au probléme d’optimisation :

L= Jo (f(c,p, t) + Ah(c, ¢, p, t))dt + p1Fg(c(0), p). (4.9)

Le vecteur A € R" de multiplicateurs de Lagrange est une fonction du temps, et p est un
autre vecteur de multiplicateurs de Lagrange associé aux conditions initiales. On a utilisé
le produit scalaire suivant : (A, A) = A\TA, avec (), A) e R® x R",

Comme les deux contraintes h = 0 et ¢ = 0 doivent étre satisfaites par construction,
quelles que soient les valeurs que nous choisissons pour A et p, nous aurons d,L = d,F'.
Nous allons les choisir afin que le calcul de d,£ puisse étre explicite.

La dérivée totale du Lagrangien est

T
d,L = J (ac fdye + 0pf + AT (8hdye + Oshdyé + aph))dt + 1T (o) 9dpc(0) + 0y9).
0
(4.10)
Les intégrales contenant les termes en d,c et d,c sont difficiles a évaluer. On fait la
manipulation suivante : comme d,L = d,F, on a d’aprés (4.8) :
T
f N (Ochdye + Cehdy + b )t + 1" (2 9yel0) + g ) = 0.
0
Nous faisons une intégration par parties, ce qui fait apparaitre un terme en dyc :
T T T .
f AT 0shd, dt = [ATaéhdpc] - J (AT0:h + AT d,0:h) d,cdt. (4.11)
0 0 0

En substituant ce résultat dans (4.10) et en rassemblant les termes en d,c et d,c(0), on
obtient :

T
d,C = f | (0 + N7 (0 — didih) = NT0uh ) dye + 8, + AT Oyh |dt

0
TN dshdye;, + (—ATac-h 4 ,uT&‘c(g)g> lod,pc(0) + 117 0,g.

On impose A(T) = 0 afin d’annuler le terme A\d:hdyc|r. De méme, on prend p? =
AN0:h)o(0c(0yg)~ pour annuler le terme —AT0:h + ' 0x0)9lo. Finalement, on peut éviter
de calculer dyc a tous les autres temps ¢t > 0 en imposant

Oof + N (0.0 — dyd:h) — AT0:h = 0.

L’algorithme pour le calcul de d,F' est en résumé le suivant :
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— Intégrer h(c, ¢, p,t) = 0 pour ¢ allant de 0 & T" avec la condition initiale g(c(0),p) = 0
pour déterminer ¢ en fonction de p.

— Intégrer 0, f + M (0.h — dyozh) — M o:h =0 pour t allant de T" & 0 avec la condition
terminale A\(T") = 0 pour trouver A. Notons que dans certains cas, cette équation
est mal posée (notamment en présence d'un terme de diffusion). Il faut alors faire
un changement de variable pour se ramener a une équation en t' = 0...7T avec une
condition initiale (ce sera notre cas).

— Calculer d,F' par
T
d,F = d,L = f (Opf + NTOph)dt + N 0:h|o(Oc0)9) " 0pg.
0

La méthode adjointe pour le probléme de second ordre

Nous allons rapidement introduire la méthode adjointe dans le cas des problémes du
second ordre. Cette méthode nous permettra d’expliquer le lien entre la méthode adjointe
dans le cas continu et dans le cas discret. Ici pour simplifier, on suppose que ’équation
différentielle ordinaire peut étre écrite sous forme explicite. Le probléme général est le
suivant :

T
min (e, p), ot F(c,p) = f Fle.p ),
p 0

sous contraintes ¢ = h(c, p,t)
9(c(0),p) =0
k(¢(0),p) = 0,

avec c(t) e R et p € R?.
Le Lagrangien correspondant est le suivant :

L= L (f(C,p, t) + )\T(C — B(C,p’ t)))dt + MTQ(C(O),p) + UTk(é(O),p). (4‘12)

On constate qu’il différe du Lagrangien pour le probléme de premier ordre par le terme
provenant de la condition initiale additionnelle sur k et la forme explicite de h. Sa dérivée
totale est donnée par

T
d,L = fo (ac fdyc+ 0, f + M (dyé — d.hdye — apfz))dt
T (ac(o) gd,c(0) + apg) 4T (aé(o)kdp(';m) 4 apk;).
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Pour éliminer le terme d,¢, il faut cette fois intégrer par parties deux fois de suite :
T . T ..
J MNdyédt = Ndyélt — Ndyeld +f Ad,cdt.
0 0
En substituant dans I’équation du gradient et en regroupant les termes, on trouve :

T
dy L = J | (0uf = X0+ 50)dye 4+ 8 f — NT0ph |t

0
+ (,uTﬁcg(O) + AT) lod,c(0) + (nT&ch(O) - )\T> o, ¢(0)
+A T dyélr — Ndyclr + T opg + 0T o,k
[’annulation de chaque terme est permise respectivement par :
Ouf — AT0.h + AT =0,
ph = =M0)"(g(0)),
0:k(0))™",

" = X0)" (0
AT) =0,
AT) = 0.

L’équation adjointe est donc

N = 0.hTX — 0. f"
avec les conditions A(T) = A(T) = 0

et la dérivée totale de F' est

T

d,F = d L = J (ap - ATaph) dt — 70)73,9(0)" 0,9 + A(0)T (0:k(0)) 20, k.

0

Nous allons & présent étendre la méthode adjointe dans le cas d'une formulation continue
pour des équations aux dérivées partielles du second ordre. Nous comparerons alors les

résultats obtenus ci-dessus avec ceux du cadre continu.

Cas d’une formulation continue

On note A(z;p) = a(x;p)V - (B(x; p)V) Vopérateur spatial de I’équation aux dérivées
partielles, ou «v et 3 sont des fonctions d’espace x paramétrisées par les commandes p du

modeéle, et V est I'opérateur du gradient. Le domaine d’étude en espace est noté (2.

La différence entre le probleme discrétisé et le probléme continu est le produit scalaire

entre le multiplieur de Lagrange \ et I’équation d’état.
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Dans le cas continu, on définit le produit scalaire comme suit : (A, A) = { A\(z)A(x) d.
Le Lagrangien comporte donc toujours une intégrale en temps et une intégrale en espace
due au produit scalaire :

L= J (c,p,t f A(¢ = h(e,p, ))dx)dt + L <,ug(c(0),p) + nk(é(O),p))dw.

Cette formule est substituée a (4.12) et la suite du raisonnement est similaire au para-
graphe précédent.

A présent que 'on a rappelé la méthode adjointe du Lagrangien pour les équations aux
dérivées partielles, nous allons I’appliquer a notre modeéle, en nous plagant dans le cadre
continu exposé ci-dessus. Les conditions adjointes (de premier ordre), étant des conditions
nécessaires que la solution générale doit satisfaire, on choisit de travailler avec le modéle
pour lequel 'unicité est prouvée : les conditions de premier ordre, si elles sont uniques,
décriront alors la solution du probléme.

4.2.2 Relaxation des contraintes du Lagrangien

Le théoréme suivant nous donne les conditions nécessaires que la solution du probléme
Pr,, (Définition 4.0.1) doit satisfaire. Elles seront obtenues grace a la méthode décrite
au paragraphe 4.2.1.

Théoréme 4.2.1 On suppose que p € [0,p] — f(z,p) et c € [0, +w0[— D(z,c) sont de
classe C* pour tout x € Q et que r est de classe C*. Soit (p*,c*) la solution du probléeme
Pr,y donnée par le Théoreme 3.4.1. Il existe p € L*(0,T; Hl( )) tel que

0
a—i(m,p*(t,x)) = u(t,z)xs(z) dans Qr, (4.13)
satisfaisant la condition terminale
oD
Ryu(T, z) = Va—(l’, (T, x)) dans Q (4.14)
c

et ’équation

D
(x,c*) dans Qp, (4.15)

ROy = —v -V — div(eS(v)Vu) + r'(c¥) Do

munie de la condition aux bords

YS(W)Vp-n+ (v-n)xr,p— (kvy-n)xrap =0 sur I'y x (0,7), =0 sur 'y x (0,7).
(4.16)
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Preuve. On définit formellement le Lagrangien associé au probléme, avec A\ sa variable
adjointe, par :

L(c,p,\) = J(p,c)+ L L (Rypoc + v - Ve — div(eS(v)Ve) + r(c)
+gc — pxs(x)) N dx dt.

Par définition de J, intégrations par parties et en appliquant le théoréme de Fubini on

trouve :
L(e,p, A Jffxpt:c eptdxdt—JJD:cceptdxdt

—Ve_pTJ D(z,c(T,x))dx
Q
T
—i—f f (—RYo e+ (v- Vo)A +S(v)Ve - VA + r(e)d + geh — pxsA) dx dt
0 Jo

+ Ry JQ (T, x)\T,x)dx — R JQ co(z)\(x,0) dx — fo ) (S(v)Ve - n)A\do dt.

On utilise le fait que (v - V) = (div(ve) — ediv(v))A, que dive = g, et on intégre par
parties div(vc). On obtient :

L(e,p, A ijxptx Vet dx dt — JJche”tdl’dt

l/e_pTJ D(x,c(T,x)) dz
Q
T
+ J J (—RtAc — (v - VA)e — cgA + S (0)Ve - VA + r(c)XA + geh — pxsA) dz dt

+R¢J (T, z)\ Txdm—}wf A0, ) dz
—L F2(¢S(v)vc.n)Adadt—fo Lg(mjl -n)/\cdadt+LT L4(v~n))\cdadt.

T T
On remarque qu’on peut écrire f J (—kv1-n)Aedo dt = J J (—kv1-m)XT,Acdo dt. De
I

T T
méme, J J (v-n)Aedo dt = J f (v-n)xr,Acdo dt. En utilisant la formule de Taylor
0 o Jr,
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a l'ordre 1 pour les non linéarités, on a donc

Llep ff( (2. plt, 7)) —/\Xg)épdxdt

+ L (R@Z)/\(T, z) — y%—lz(a;, (T, x))e_pT> 5¢(T, z) dx

T , oD o
+J J (—Rwﬁt)\—v-V/\+7"(c))\—%(x,c)e PHYdedx dt
0 Jo

_ L ' L div (S (v)VA)Se da df + LT (WS(W)VA) - néedo di

Iy

T T
— J (vS(v)6(Ve) - n)Ado dt + J f (—(kvy - n)xr, + v - nxr,)Adcdo dt.
0 Jr, r

On pose i = Ae,

L’annulation de la variation du Lagrangien suivant la variable d’état ¢(T, ) nous fournit
la condition terminale (4.14).

En annulant la variation du Lagrangien suivant la variable de controle p, on obtient la
condition d’optimalité (4.13).

En annulant la variation du Lagrangien suivant la variable d’état ¢, on obtient I’équation
adjointe (4.15) et les conditions aux bords (4.16).

|

On remarque que 1’équation adjointe (4.15) est anti-diffusive mais elle est bien posée car
complétée par une condition terminale et non une condition initiale.
Pour s’en convaincre, on peut faire un changement d’inconnue. Définissons la fonction p*
sur ) par :

M*(tv J]) = N(T - t7$)'

On a alors Oyu*(t,z) = 0,(u(T — t,x)) = —ou(T —t,z), ot u(T — t, x) est telle que
Royu(T —t,x) = —v(T — t,x) - V(T — t,z) — div(pS(v(T — t,z))Vu(T — t,x))

+7'(*(T —t,x))u + Rbpp(T — t,2) — —D(a:, (T —t,x)) dans Q.

0
oc
Nous introduisons la notation suivante : pour toute fonction f définie sur [0,7], on
notera Cr f la fonction définie par

Crf(t) = f(T —1t), te[0,T].

Le Théoréeme 4.2.1 nous autorise a considérer ’algorithme suivant pour résoudre le pro-
bleme Pg,, :
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Définition 4.2.1 Soit v tel que v = —kV ¢, div(v) = g, v-n = —kvy -n sur I's x (0,7)
et o =0 sur 'y x (0,7).

On appelle Padj le probleme suivant :

Trouver (c*, u*) satisfaisant

Ripoic* +v -V —div(pS(v)Ve*) = —r(c*) — g¢* + xsF(xsCrp™) dans Qr,  (4.17)
S()Vc* -n =0 sur 'y x (0,T), ¢* =0 sur T'y x (0,T), ¢j_g = co dans Q, (4.18)

A

. * / * * * OD *
Rpoyp* — Crv - Vu* — div(ypS(Cro)Vu*) + ' (Cre®) ™ + Rppu™ — %(',CTC )=0

dans Qr,  (4.19)
WS(Cro)Vu* -n+ (Crv-n)xr, — (kCrvy -n)xr, = 0 sur I’y x (0,7),
p* =0 sur Ty x (0,7), (4.20)

Ripp™ g = V%(WC jt=T), (4.21)

ot on a défini F' par %(:r, F(y)) =y.

Remarque 4.2.1 L’existence de F' est assurée par l’hypothése de stricte concavité im-
posée a la fonction p — f(-,p).

Nous allons maintenant procéder a I'analyse mathématique du probléme P,4;. Nous com-
mengons par le résultat auxiliaire suivant, dédié au probléme (4.19)-(4.21) découplé de
(4.17)-(4.18). On peut établir le résultat d’existence suivant :

Proposition 4.2.1 On se place sous les hypothéses du Théoréme 4.2.1 et on suppose de
plus que v € L®(Ry). Soit ¢* € C([0,T]; L*(2)), a valeurs positives ou nulles, donné.
Alors, il existe un unique p € L*(0,T; L*(Q)) n L*(0,T; H () solution faible du pro-
bleme (4.19)-(4.21). Si de plus il existe un intervalle I < R tel que r soit dérivable et a
dérivée bornée dans I, alors p = 0 presque partout dans Q x (0,T).

Preuve. On remarque que le probléme

D
Ry — Crv - Vi — div(S(Crv) V) + (r'(Cre®) + Ripp)u — aa—c(x,CTc*) = 0 dans Qr

WS(Crv)Vu-n+ (Crv - n)xr,pu — (KCrvy - n)xrspir = 0 sur I'y x (0,7,
p=0sur 'y x (0,7) (4.22)

avec divCrv = g dans () est équivalent au probléme
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: : i oD .
Ripoypn — div(pCrv) — div(pS(Crv)Vu) + (r'(Crc®) + Ryp + Crg)p — %(%CTC )=0

dans Q,
WS(Crv)Vp-n+ (Crv-n)xr,p — (kKCpvy - n)xrypu = 0 sur I'y x (0,7), p =0
sur I'y x (0,7,
oD
Ripp(z,0) = VTTC*(x,thT). (4.23)

La formulation variationnelle associée a (4.23) est :

T T
— J J Rpudyp dx dt — J R pij—oppi—o dr + f f uCrv - Vo dx dt
0o Jo

oD
f f YS(Crv)Vu-Ved dt+f f "(Crc*)+ Rpp+Crg) pu— p (x,CTc*))goda: dt =0

c

(4.24)
pour toute fonction test ¢ € H'(Q x (0,T)) avec pp—r = 0 et ¢y, = 0.

La démonstration de l'existence de p est classique : on applique la méthode de Faedo-
Galerkin qui consiste a résoudre un probléme approché en dimension finie. On justifie
I’applicabilité de la méthode par des estimations a priori. Nous les détaillons dans les
lignes suivantes. Nous les utiliserons aussi dans la preuve du théoréme suivant. Aussi, il
faut noter que dans les lignes qui suivent, C' est une constante qui ne dépend que des

données du probléme et de la norme de ¢* dans C([0,T]; L*(Q2)). Soit 7 € (0,7). En
substituant ¢ = p1x70.-(¢t) dans la formulation faible (4.24), on obtient :

—Jdtfw\u\ da:dt+JJuCTv Vudmdt%—JJwS Crv)Vu - Vudzdt

ff CTc)+R@/)p+CTg p? dx dt — JJ%—Q?CTC Judrdt = 0. (4.25)
0

On rappelle que l'on a JJ@DS (Crv)Vu - Vudrdt = JJ (S + ar |Cov|) [V u|* da dt.
0 0

JJT (Cpc*)p? da dt| < |r’|Lw(R+)JJ\u\2 dx dt,
0 00

car le Théoréme 3.4.1 assure que c¢*(t,x), et donc Cpc*(t,x) appartient & R, presque
partout dans Q.

On a
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De plus, avec les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on a :

JJ (x,Crc*)pde dt| < C’+CJJ]M dx dt.

Pour le terme de convection, on a :

j f 1Crv - Vpdw dt| < (0] e o) IV oy I12] 0
0

< ¥-5m
2

J \Vul> dedt +C | |uf dodt.
QT QT

En effet, les hypothéses en début de chapitre sur 0f2 et k sont celles qui assurent que
v E LOO(QT)
On obtient donc finalement

R(d p v
EJEJQM”'Q dxdt+fj¢ _+aT|CTU|)|VM| dz dt < CJJI/AQ dzdt + C
0@ 0 00

soit en particulier

% J (T, x)|2 dx+w

Sy ( R (
; ff|w|2 dr dt < w; f|u0(x)|2 dx+(]ff|u|2 dx dt+C
Q 0 Q

0 Q
(4.26)

et
o do < 2 [l do+ [ [lnteo) doac.
Q Q 0 Q

ot Rippig = Rippye—g = V2 (-, Crey—r). On pose y(t) = s% \u(t,z)|* dz et on a :

T

y(1) < C’fy(t) dt + C.

0

D’aprés la version intégrale du Lemme de Gronwall, on a

y(7) < Cef™
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soit

f (7, 2)[* dx < C presque pour tout 7 € (0,T).
Q

On en déduit donc en revenant a (4.26) que

HN”Lw(o,T;LQ(Q))nLQ(o,T;Hl(Q)) <C

Pour démontrer I'unicité, on suppose qu’il existe deux solutions 1 et ps. Alors p = g — o
est solution de

ROy — div(puCrv) — div(S(Crv)Vu) + (r’(CTC*) + Rip + CTg>u =0 (4.27)

S (Crv)V pn+(Crv-n) xr, u— (KCrvin)xrs it = 0 sur T'y x (0,T), u =0 sur I'y x (0,7),
fe=o = 0. (4.28)

On multiplie (4.27) par p et on intégre par parties sur Q x (0,7), 7€ (0,T) :

EJ iwa dxdt+f J(CTU ,u)uda:dtJrf Jw Crv) Vi -V da dt
2 0 dt Q 0

f f (Crc*)p dxdt#—f Jpru dz dt = 0.
On a donc

T d T T
EJ —f U |pl? dxdt+¢_8mf f IV ul? dxdtéOJ f \ul? dxdt.

Comme S,, = 0, on a

RJTdJ 9 T 9
—| = | ¢|p d:cdt<CJ f p|” dxdt
2 ), at g |1 ) QH

#J (o) d < ¢+RJ (0, 2) ddecf J f? du dt.
0 JQ

Comme (0, 2) = u41(0, :1:) p2(0,2) = 0, on a donc

J\uTx] dr < Jj\mzdxdt
0 Jo

et apres application du lemme de Gronwall, on obtient

f (7, 2)[* da < 0 presque pour tout 7 € (0,7).
0
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Donc p; = pe pour presque tout x € €2, pour tout ¢ € (0, 7). La solution est unique.

Nous allons a présent montrer la positivité presque partout dans Q x (0,77) de p.

On définit min(0, u) = = < 0. On va montrer que u(t,z) > 0, c’est-a-dire pu~(t,z) = 0

presque pour tout z € €, pour tout ¢t € (0,7).

En multipliant ’équation définissant p par = et en intégrant par parties sur Q x (0, 7),
€ (0,7T), on obtient

gf %J@D\M_\Q dxdt+J fuch.w—dde;b_smf f Vi [? da dt
0
JJ "(Crc*) +pr+CTg . dwdt—fj (x,Crc* )~ dz dt < 0.

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on a

_ W S _ [l 0, _
Q,uCTv-V,u dxdt‘ JJ|V ‘ dz dt + 21; SQ JJ‘ ‘ dz dt.

Comme r est dérivable a dérivée bornée et que g € L*(Q2), on a

(r’(CTc*) + Ryp + CTg> pp~ dx dt‘ < CJ J ‘/[‘2 dzx dt.
) 0 Ja

=il JJ Vi |* dedt
ffaD:vCTcudxdt JJ!/,L‘

oD
Comme p~ < 0 et que % (x,Crc*) = 0, alors —J f (,Crc*)p~ dxdt = 0. De
oc

On a donc

#L [

2@&+w

plus, on sait que p(z,0) = z,Crc*(0,z)) = 0. On en déduit donc que p~(0,z) =

min(0, 1~ (0,2)) = 0. Dot —

Mé J ‘/f(O,x)’Q dr dt = 0. Finalement, on a
0

;RJ ‘/[‘2 dxdt<CJTf ]/[f dx dt.
Q 0 Ja

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient
f |\ (r, x)‘Q dx < 0 presque pour tout 7€ (0,7)
Q
donc p~ =0, ie p = 0 presque partout dans Q x (0,7). ]
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Remarque 4.2.2 Dans le cas ou N = 2 et ay > 0, le terme convectif se traite de la
meéme maniére que dans la Remarque 2.3.7.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat suivant pour le probleme Pgg;.

Théoréme 4.2.2 On se place sous les hypothéses de la Proposition 4.2.1. On suppose de
plus que les fonctions F' et y — %—i)(-,y) sont continues et bornées sur R, . Il existe une

unique solution au probléeme (4.17)-(4.21).

Preuve. Une fois encore, nous allons adopter une stratégie de point fixe. Nous avons
déja manipulé plusieurs fois le probléme en concentration (4.17)-(4.18). Nous avons en
particulier établi que, pour toute fonction p* donnée dans L?(Qr), il existe une unique
solution ¢* & (4.17)-(4.18) telle que ¢*(t,x) > 0 presque partout dans €2, pour tout ¢ €
[0,T1], et

HC*HLw(o,T;Lz’(Q))mLZ(O,T;Hl(Q)) <,

HC*HHl(O,T;Hl(Q)) < C.,

ou C, dépend des données du probléme, en particulier des bornes de la fonction F' mais
pas de p*.
On consideére le convexe fermé borné € de L*(Qr) défini par

¢ = {qe L*(Q), HQHLOO(QT;LQ(Q)) < Cof.

D’aprés la Proposition 4.2.1 et les remarques précédentes, on peut définir une application
C de € dans lui-méme par :

;. {e: —-C
c—d
ol d est défini par
R0yd + v - Vd — div(yS(v)Vd) = —r(d) — gd + xsF (xsCrp) dans Qr, (4.29)
S()Vd-n=0sur I'y x (0,7),d=0sur I'y x (0,T), dy—g = co dans €, (4.30)
oD
RO — Crv - Vi — div(ypS(Crv) V) + 1/ (Cre)p + Rippp — %(',CTC) dans Qr,
(4.31)
YS(Crv)Vu-n+ (Crv-n)xr, — (KCrvy - n)xrs = 0 sur I'y x (0,7), p =0 sur I'y x (0,7,
oD
Rippyje—o = n%(-, ci—r) dans Q. (4.32)

Notre but est maintenant de prouver que C admet un point fixe.
Remarquons tout d’abord que d satisfait

HdHLoo(o,T;m(Q))mm(O,T;Hl(ﬂ)) < Ce,
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[0 Lo o.01(0y) < Ce-
Un argument classique d’Aubin permet donc d’assurer la compacité de I’ensemble image

C(€) dans L?(Q7).
Prouvons maintenant la continuité de C. Soit (¢,)neny © € une suite telle que

cn — c dans L*(Qr).

Soit pour tout n € N, d,, = C(c,,) et d = C(c). Montrons que d,, — d dans L*(Qr). D’apreés
les estimations uniformes établies au cours de la preuve de la Proposition 4.2.1, on a

||Mn||L@(O,T;L?(Q))mﬂ(O,T;Hl(ﬂ)) <C,

ol i, est la solution de (4.31)-(4.32) ou 'on a remplacé ¢ par ¢,. Il existe donc une sous-
suite, non renommée par commodité, et une fonction n € L*(0,T; L*(Q))nL*(0,T; H'(Q))
telles que

ftn, — 1 faiblement dans L*(Q7) n L*(0,T; H*(Q)).

Grace a la convergence forte de ¢, vers ¢, a la continuité de /', de y — %—f(-, y) et de la

fonction ¢ — Cpc, on peut passer a la limite n — oo dans le systéme définissant pu,, : on
voit ainsi que 7 est solution de (4.31)-(4.32). La solution de (4.31)-(4.32) étant unique,
on conclut que

n=p.
Par ailleurs, pour tout ¢ € L*(0,T; H}(Q)),

’<Rwatﬂna90>L2(0,T;H—1(Q))xLQ(O,T;Hé(Q)) =

T
| — f J (nCrv - Vo + 0S(Crv)Vi, - Vo + (7' (Crey) + Rpp + Crg) pinp
0o Ja
oD

— %@Z',CTCn)(p) drdt] < C.

Comme 0 < ¢_ < 9, presque partout dans €2, on peut utiliser une forme avancée du
théoréme de compacité d’Aubin (voir Galusinski et Saad [36]) pour conclure des bornes
uniformes de p, dans L?(Qr) n L*(0,T; H'(Q)) et de Oy, dans L2(0,T; H1(Q)), oun
H'(Q) cc L*(Q) « H'(Q), que pu, est séquentiellement compacte dans L?(7). A une
sous-suite prés on a donc

ftn — pt dans L*(Qr) et presque partout dans Q7.

Comme

HdnHLoc(o,T;L2(Q))mL2(0,T;H1(Q)) + Hatdn“L?(O,T;H*l(Q)) < G,
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on assure aussi,  une sous-suite pres, qu’il existe e € L*(0,T; L*(Q)) n L*(0,T; H())
telle que
d, — e faiblement dans L*(0,T; H'(Q)),
d, — e dans L*(Qr) et presque partout dans .
Les convergences de pu, et d,, permettent de passer a la limite dans le systéme définissant
d,. On en conclut que e satisfait (4.29)-(4.30). La solution de ce probléme étant unique,
on a

e=d

et c’est I'ensemble de la suite d,, qui converge vers d. La continuité de C est prouvée.
L’application C satisfaisant les hypothéses du théoréme de Schauder, on en conclut qu’elle
admet un point fixe, noté c¢*, solution de (4.17)-(4.18), associé a u* solution de (4.19)-
(4.21).

D’aprés le principe de Pontryagin, la solution ¢* étant nécessairement la concentration
optimale associée au probléme Pg,, qui admet une unique solution, la solution de (4.17)-
(4.21) est unique. Ceci termine la preuve. n

4.2.3 Condition de transversalité pour un horizon infini

L’objectif considéré ici est le suivant (on prend v = 0 et on retrouve l'objectif des
chapitres précédents) :

+m
J(p,c) = f f <f(x,p(t, z))xs — D(x, c(t, a:)))e_pt dx dt
0o Ja
et I’ensemble des controle admissibles est F :
Ey = {qe L*(2 x (0,0)) avec 0 < q(t,r) < p presque partout}.

La condition terminale (4.14) établie dans le Théoréme 4.2.1 n’a pas de sens en temps
infini. Une approche classique (Michel [65] ou Grass et al. [40] Part II, 3.7) permet d’établir
la condition de transversalité en horizon infini.

Nous la présentons dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.2.3 La condition de transversalité en temps infini s’écrit :

lim | H(T,c*,p*, \*)dx =0 (4.33)

T—o0 0

ou H est le Hamiltonien défini par
H{t,c,p, N (@) = (f(2,p(t,2))xs = Dz, e(t,2)))e "
+A(t @) (div(wS(v)Vc) v Ve—r(c) — ge+ pX5> (t,2) (4.34)
ou N*(t,x) = p*(t,x)e ", p* étant la variable adjointe solution du probléme Poq;.
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Preuve. Soit T € [0, 4+00).
Soit p € Ey. On définit la fonction valeur, dépendant du temps et d’une condition initiale
au temps 7', c¢r(x), comme suit :

w(T, er(z)) = max J::OO L <f(x,p(t, x))xs — D(z, c(t, :c)))e”’t dx dt (4.35)

peEE?

ou ¢(t, x) est solution du probléme suivant :

Ri)oie(t,x) — div(pS(v)Ve) + v - Ve +1r(c) — pxs + gc = 0 dans  x (T, +00),
S(v)Ve(t,z) -n=0sur 'y x (T, +0), c=0sur I'y x (T, +0), (4.36)
c(T,z) = cp(z) donnée dans €.

On considére pour tout ¢ € R} la fonction ¢f(.) : Q2 — [0, 00 définie par ¢f(x) = c*(¢, z),

x € Q, et &(x) = ¢*(T,x) solution optimale au temps T, ou (c*,p*) est la solution du
probléme J(p*, ¢*) = max J(p, ¢) sous la contrainte :
pEL2

Ripoie(t, x) — div(yS(v)Ve) +v - Ve +1r(c) — pxs + gc = 0 dans 2 x (0, +00),
S(v)Ve(t,x) - n=0sur I'y x (0,+0), ¢ =0 sur I'y x (0, +0),

c(0,z) = ¢o(x) donnée dans 2.

Cette définition a un sens pour tout ¢ puisque ¢* € C(0,T; L*(Q)) : on a ¢ € L*(Q) pour
tout ¢ € [0, +oof.

Remarque 4.2.3 On note que c¢*(t,z) = ck(x) nest pas un abus de notation grace a
['unicité de la solution au probleme d’optimisation.

La fonction valeur est définie par

w(0, co(x)) = max Lﬁo fﬂ (f(m,p(t,l‘))xs — D(x, c(t,x)))e_pt dx dt.

pEE?
On calcule

w(0, ¢o(x)) — w(T, c}(x)) = — f (i) dr

o dr

_ L T(%w(@ ¢*(x)) + (Brct, Daw(r, cj(x)»)dT (4.37)

ol 0,ck désigne par abus de notation la dérivée de la fonction 7 — ¢, oul D, est la dérivée
au sens de Gateaux et o (., .) est le produit scalaire défini par {f, g) = {, fg dz.
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En posant 7 =t — T, (4.35) peut s’écrire

w(T, cr(z)) = max e T JHO JQ <f(x,p(7‘ +T,x))xs — D(z,c(r + T, x)))e_’” dx dr.
’ (4.38)

Le calcul ci-dessus peut étre reproduit pour tout 7" donné. On a donc pour tout t €
[0, +oof :

+o0

w(t, e (x)) = max e”tf J (f(x,p(r +t,x))xs — D(x,c(r + t, a;)))e"m dx dr.(4.39)
peL2 0 Q

En utilisant la définition (4.39) pour dériver la fonction valeur, (4.37) s’écrit

T

w(0, col)) — w(T, h(x)) = j puir, ¢ (z))dr

0

B JT ( JQ (div(BS()VE) — o - Ve — 1(e") + *xs(a) — 96%) (7, o) (r,2) o)
0 (4.40)

L’égalité dans la relation ci-dessus est justifiée & nouveau par 'unicité de la solution
optimale (p*, ¢*) ('apparition de ¢* au lieu de ¢ n’est donc pas une erreur de notation).
De plus, on a utilisé le fait que \*(¢t,z) = D.w(t, c*(t, x)).

Comme w(0, ¢o(x)) = max Saroo S <f(x,p(7‘, x))xs — D(z, (T, x)))e*f” dxdr = J(p*,c*),
peley
et en utilisant la définition (4.35) de w(T', ¢§(x)), (4.40) s’écrit

T

foT L (f(x’p*(T’ z))xs — D(z, (T, $)))€_pT drdr = f pw(r, ¢ (z))dr

0

_ JOT (fg (div(¥S(*)Ve*) — v* - Ve* — () + p*xs — gc*) (7, 2) N (7, 2) dx)d7'7

c’est-a-dire
T T
J J H(r,c*, p*, \*) dedr = J pw(T, cE(x))dr pour tout T € [0, o).
0o Jo 0
En dérivant I’équation ci-dessus par rapport & T', on obtient

fQ H(T,c*, p*, \*)dx = pw(T, c;(x))
= pmax f;oo Jﬂ (f(x,p(t, r))xs — D(, c}(x)))e_pt dx dt

pEE?

= pLerO fﬂ (f(x,p*(t, x))xs — D(x, c*(t, x)))e_”t dx dt
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grace a I'unicité de la solution au probléme d’optimisation. En passant a la limite, on a

lim | H(T,c*,p*, \)de = lim pw(T,c}(x))

T—+ Q T—+o0

+00
=t p [ [ (F@rtto)ns - Dl ) )e dodt = 0
T Q

T—+0

puisque (¢, z) — (f(x,p*(t,x))Xs — D(z, c*(t,x)))e‘pt est intégrable sur Q x (0, 00).
Ce qui conclut la preuve. [ ]

4.2.4 Une étude analytique dans un cas simple : I’état station-
naire du modéle unidimensionnel avec zone d’épandage don-
née

L’objectif de cette partie est d’obtenir des propriétés qualitatives de la solution &

I’état stationnaire lorsqu’elle existe. On s’intéressera en particulier aux dépendances par

rapport & certains parameétres comme la distance optimale entre le champ et la zone

d’épandage.

Afin d’obtenir des formules explicites, nous allons nous placer dans un cadre simple, celui

d’un modéle uni-dimensionnel. Cette simplification nous permet en particulier de caracté-
riser la zone tampon entre le champ et le puits de captage a I’aide d’un unique parameétre.

On considére dans ce paragraphe l'apport naturel dans I’équation de concentration.
Rappelons que le modéle utilisé tout au long de ce chapitre provient du modéle limite
présenté au Chapitre 3, paragraphe 3.2.3 page 90, dont I'unique solution est la limite du
probléme mis a ’échelle présenté au paragraphe 3.2.2 page 88. Nous reprenons donc le
processus d’adimensionnement présenté au Chapitre 3 page 80 en introduisant I'apport
naturel v : la concentration étant faible, d’ordre ¢, il en est de méme pour ’apport naturel
qui est du méme ordre que la concentration présente dans le sous-sol. On obtient donc
les équations suivantes :

Rio(ecy) + €0, - VE, — ediv(yS(0,)VEy) = —1(€, €6y) — €géy + €(p+ ) (1 — €6p),
Ry (1 — €c,) + 0y - V(1 — e¢,) — div(eS(0,) V(1 — €¢,)) = r(e, e¢,) + g,
div(dp) = e(p+4) + 9,

ot U, est donné par la loi de Darcy 0, = —/iVQASp, ep est Iapport d’engrais et ou le
parametre € « 1 est I'ordre de grandeur de la concentration du polluant dans le sous-sol.
On pose

~

C = Cepery P = De, ¢ = gbe,psyvp = Ve,p,
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et on définit r.(c) := r(¢, ec)/e. On a donc :

Rwat(ce,pe) + Vepe - Veep, — div(ws(ve,pe)vce,pe) = _re(ce,pe> — gCep, T+ (pe +9)(1 — Ece,pe)a
(4.41)

div(vep,) = €(pe +7e) + g (4.42)

avec Vep, = —KVQcp, .

L’apport naturel vy étant dans L*({2r), tous les résultats obtenus au Chapitre 3 sont donc
valables avec ce modéle, en remplacant p. par p. + v.. A la limite, on obtient le modéle
effectif suivant :

R 0ic, + v - Ve, —div(pS(v)Ve,) = —7(¢,) — g, + 0 + 7,
div(v) = g avec v = —kV¢.

Simplification

On se place dans le cas unidimensionnel avec 2 = (0, L), ou le puits de captage se situe

au point L. On suppose qu'il existe Ly, avec 0 < L; < L, tel que [Lq, L] définit une zone
tampon entre le champ et le puits de captage. L’épandage se fait donc sur S = [0, L;]. Ces
zones tampons sont réglementées. Présentes autour des puits de captage, elles peuvent
étre de natures différentes (dispositifs enherbés, talus, fossé ... Agence Frangaise pour la
Biodiversité, [89]). Dans le cas d’utilisation de fertilisants azotés a proximité des cours
d’eau, I'épandage peut étre interdit a moins de 35 métres des berges dans les zones
vulnérables (Roux, [75]). Dans le cas présent, on choisira une zone tampon "neutre",
¢’est-a-dire sans fonction d’interception ou d’atténuation de la contamination.
Nous cherchons a caractériser 1’état stationnaire qui est a prior: structuré en espace. Cet
état stationnaire va dépendre de la taille de la parcelle d’épandage, en particulier de L;.
On utilise des conditions aux bords de type Neumann non homogénes sur ¢ : 0,¢ = vy sur
Q) = {0, L} avec vy € L*(2). On suppose que S(v) = S > 0 et que le terme de réaction
est linéaire, r(c) = ac avec a constante strictement positive. On a donc le modeéle suivant
dans Qrp :

Ryd,c — 0 Sd%c + vic = —ac + pxs(x) + v — gc, (4.43)
0z = g, V= —K0.0, (4.44)
complété par les conditions aux bords (ici 'y = 'y = &)
0.c(t,0) = yc(t, L) = 0 sur 82 x (0,7, (4.45)
0:¢ = vy sur 092 x (0,7). (4.46)

On suppose enfin que le puits est localisé en L, et la fonctionnelle J prend la forme :
T

J:(pe B ce LX(Qr)) — J(p,c) = J(LL F(a,p(t, z)) dz — D(c(t, L)))e‘”t dt.

0

134



On a en effet posé D(z,c) = D(c)éL(x), avec un abus de notation pour conserver simple-
ment une fonction D. On supposera de plus que

Remarque 4.2.4 Comme v = —kvy, ot k > 0, le probléeme n’a dintérét que si on sup-
pose v1 < 0 presque partout pour que le flux pousse la pollution vers le puits d’extraction.

Remarque 4.2.5 On satisfait aux conditions du Théoreme 3.4.1; la solution de ce pro-
bleme est donc unique.

On note

E ={qe L*((0,T) x (0,L)),0 < q(t,x) < p presque partout dans (0,7) x (0, L),
qli=7 est définie}.

Sous les hypothéses adoptées dans ce chapitre, le Théoréme 4.2.1 qui présente les condi-
tions nécessaires de Pontryagin donne :

Corollaire 4.2.1 Soit (p*,c*) la solution de J(p*,c*) = max J(p,c) sous la contrainte
pe

(4.43)-(4.44) donnée par le Théoréme 3.4.1. On suppose D de classe C* sur R,
I existe p e L*(0,T; HY(Q)) tel que

f(x,p(t,x)) = p(t, z)xs(x) presque partout dans Qr, (4.47)
satisfaisant la condition terminale
w(T,x) =0 presque partout dans S, (4.48)
et I’équation
RO = —00ppt — VSO + ap + g + pRpp dans Qo (4.49)
munie des conditions auz bords

S0 u(t,0) — kv pu(t,0) = 0 dans (0,7T) (4.50)

D'(c(t, L)) = v So,u(t, L) — kuyu(t, L) dans (0,T). (4.51)
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Preuve. 11 s’agit de modifier la démonstration du Théoréme 4.2.1 en fonction de ’objectif

utilisé dans ce paragraphe.
On définit formellement le Lagrangien associé au probléme, avec A sa variable adjointe,

par :
T

Lc,p,\) = J(p,c) + J J (Rydsc + vdpe — pS02c + ac — pxs(z) — v + gc) A d dt.
0 Jo

Par intégrations par parties et en appliquant le théoréme de Fubini on trouve :
T T
Le,p, ) = J J f(x,p)e " dx dt — J D(c(t,L))e " dt
0o Js 0

T
+ J J (— RO Ae — ved N — YS2Ae + ack — pxsA — YA + ge)) dw dt
o Jo

+ Ry fﬂ (T, 2)NT,x) de — Ry JQ co(2)A(0, z) dx

+ f ' (v(L)/\(t, L)e(t, L) — v(0)A(0, )e(t, 0)> dt

0

+ f ' <¢Sc(t, L)L, 1) — hSe(t, 0)0:A(1, 0)) dt.

0

En utilisant la formule de Taylor & I'ordre 1 pour les non linéarités, on a
T
6L(c,p,\) = f f (f'(z,p)e™" — Axs) Op da dt
0 Js

T
+ f J (—RYON — 00\ — VSN + a\ + gA\)dcdx dt + R@bf MT,x)5c(T, x) dz
0o Ja )

_ f ' (V(0)A(2,0) + SAA(L,0) ) de(t, 0) di

0

+ JT <U(L))\(t, L) + S0\, L) — D'(c(t, L))e_pt> dc(t, L) dt.

On pose i = \e,
L’annulation de la variation du Lagrangien suivant la variable d’état ¢(T, z) nous fournit

la condition terminale (4.48).

En annulant la variation du Lagrangien suivant la variable de controle p, on obtient la
condition d’optimalité (4.47).

En annulant la variation du Lagrangien suivant la variable d’état ¢, on obtient I’équation
adjointe (4.49) et les conditions aux bords (4.50) et (4.51).

|
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On simplifie encore le modéle en se restreignant maintenant au cas stationnaire. On
suppose a présent que
vyeR v <0.

La condition de compatibilité entre g et v (voir les hypothéses du présent chapitre, page
246) impose donc g = 0.

Lemme 4.2.1 L’état stationnaire est caractérisé par le probleme suivant :

—Sc” +vd + ac—pxs —v =0 dans Q, (4.52)

YSu" + v’ — (o + Rp)p = 0 dans Q, (4.53)

avee v = —kvy, f(pxs) = ixs et

D'(c(L)) = Sy (L) + vu(L), (4.54)

d(0)=d(L)=0, (4.55)

»SE'(0) + vu(0) = 0. (4.56)

Preuve. On sait que v' = —k¢” = 0 donc ¢(x) = c1x + co, ol ¢ et co sont des réels. En

utilisant les conditions de bords ¢/(0) = ¢'(L) = vy, on trouve ¢; = vy. Ainsi
o(r) = vz + co.
Comme v(z) = —k¢'(x), on a
U = —KU1.

On peut alors résoudre

—pSc” +vd + ac—pxs —7 =0
YSu" +op — (o + Rpp)pp =0

ou v est donnée par v = —rkvy, f'(pxs) = pxs et

D'(c(L)) = Sp/' (L) +vu(L)
d0)=d(L)=0
S’ (0) +vp(0) = 0.
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A partir d’ici, on notera f(x,p(z)) = f(p(x)xs(z)) (par un léger abus de nota-
tion, on utilise toujours f). D’aprés (4.13), f'(p*(z)) = p(z)xs(xz). On remarque que
p*(z) = f ' (u(x)xs(x)). Notons que f étant strictement concave, et comme on a sup-
posé Im(f') < [0, +oo],

1" Dom(f) — Im(f") < [0, +oo|
est strictement décroissante donc f ! existe et, d’aprés les hypothéses sur f 1,

f7H Im(f") < [0, +o0[— [0, +oo.

Lemme 4.2.2 Notons S = S et R = Ri. Supposons Im(f') =]0; +wo|. L’état station-
naire (¢*(x), p*(x)) est donné par

p*(z, A, L) = fl_l(A( " — Ke™)) sixe |0, L], p*(x, A, L) =0 si x €]Ly, L],

S (52 — 31) C*(QZ,A,Ll) — J (f/—l(A( iU Kemu)XS( )) 7) (6—81(u—x) _ e—sz(u—x)) du
0
651:t o 8_168233

L
s —1 T1U T2U —s1(u—L) _ 8_2 —s2(u—L)
es1L _ psal L (f (A(e™" — Ke™")xs(x)) +7> <€ 316 )du,
(4.57)

ou A > 0 est l'unique solution de l’équation

, 1 81+82
Tlu ToU —sau —s1u
b <S$182 esil _ esaL J f — Ke )) (‘926 51 )du ))
= A+ Sr)(F - ) (458)
avec

v+ Sry
v+ Sry’

—v-VA v VA

ry = QS y o = 28 ) ol Al = ,02 + 4S(Oé + Rp)’
— /A A
§1 = UQ—SQ,SQ _iTvae +2\S/72’ ot Ay = v% + 4Sa.
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Preuve. Afin de démontrer ce lemme, nous allons tout d’abord chercher une expression
formelle de 1’état stationnaire. Cette expression n’aura un sens que si il existe un réel
A > 0 qui la satisfait. Nous montrerons ensuite qu’il existe bien un A > 0 satisfaisant
I’expression et que ce A est unique.

Le systéme d’équations différentielles (4.52)-(4.53) étant triangulaire, on résout d’abord
I'équation (4.53) en p. On obtient

1 (z, A, L) = (Ae™*® + Be™")

—v—4/Aq —v++/A1 A
) 1

g, Ty = gt = v? +4S(a + Sp) et A et B des constantes a

avec r; =
déterminer.

En utilisant la condition au bord (4.56), on trouve

’U—x/Al_’U-i-ST'l
U+\/A1_U+ST2

B =—AK avec K = <0,

ce qui permet de réécrire
p(x, A, L) = A(e™ — Ke™").

Comme K <0 et que r; <0 <ry, (€% — Ke™*) > 0 pour tout z € [0, L].
De plus, la condition (4.54) doit étre vérifiée, ce qui implique que

D'(c(L,A, Ly)) = A((Srl +v)e™t — K(Sry + U)@”L> = A(v + Sry) (et — ek,

La fonction D étant strictement croissante, D' (c(L, A, Ly)) est strictement positive. Comme
enl — el < (et v+ Sr; = —Sry <0, on a donc

A>0. (4.59)

rT __

On résout a présent I'équation (4.52) en ¢. Comme A > 0, la quantité f"~*(A(e
K e”’”)) est bien définie pour x € [0, L;] et 'équation en ¢ peut étre réécrite comme suit :

—S" +vd + ac—0(x, A, L) =0

ou
‘9(1’, A, Ll) = flil (A(erlw - Kerzm))X[O,Ll](x) + 7 (460)
et
1 m e o e fa
c*(x, A, L)) = —f O(u, A, Ly) (e si(u=z) _ o=s2(u ”")) du + K1e’** + Kye%%,
S(s2 —s1) Jo
(4.61)
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avec

v=VAy vty

81 = 53 , So = 53 , Ay = v* +4Sa,
et K; et Ky a déterminer. On en déduit donc que
20 rz rox / rix rox
L@ AL = (@ = K (A - Ke™)xpor(a) <0 (462

car (e"* — Ke™") > 0 et f est strictement concave. En dérivant (4.61) par rapport a x
on a

oc* 1 x
o (@A L) = mL O(u, A, Ly) (spe™ 7 — gpe=2(u70)) dy

+ KlSleslx + K282682x. (463)

On utilise & présent les conditions aux bords de l'équation (4.55). En remplacant dans

a %
(4.63), la condition de bord p —(z,A,L;) =0 implique que
x |lz=0
Ky = —K 2
52
et la condition de bord ai(x, A, Ly) = (0 donne
X |x=L

(esil — es2L)S(s9 — s7)

—SO u, A, L) ( —s1(u=L) _ 3_26—52(U—L)) du
K, = ‘

On peut alors réécrire ¢* comme suit :

esS1T _ 51 e52% ( L) 82 ()
- s —S1{u— 732 Uu—
(st — 652L f Ou, 4, L) ( 51 ) )

0
Comme a—(u, A, Ly) <0, on en déduit que

0A
oc* els1+s2)L L o6
LA L)) = AL T —ge7 1Y) d 0.
aA( 1) S s (=) )y 8A(u 1) (826 e ), u <
<0

(4.64)
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Comme c*(L, A, L) vérifie la condition au bord D'(c*(L)) = A(v + Sry)(ent —eml), A
doit satisfaire :

D' (¢*(L, A, L)) = A(v + Sry) (et — emh). (4.65)

Il reste a prouver que A > 0 existe et est unique. On a déja vu a ’équation (4.59) que si
A existe, A > 0. On pose

n(A, L) = —A(v + Sry) (et — et + D' (¢*(L, A, L)) .

L’équation (4.65) se réécrit n(A, L1) = 0. Par ailleurs, A — n(A, Ly) est une fonction
continue. On va montrer que pour L; fixé, n(A, L;) = 0 a bien une solution et qu’elle est
unique.

On a

a " a *
SHA L) = —(v+Sr)(ent = b) + D'(c* (L, A, L) 51 (L A, L),

k

ﬁil (L, A, L) <0 (obtenu grace

En utilisant le fait que D est strictement convexe et que

a (4.64)), on montre que

<0 <0
87] — L L " oc*
a_A<A7 Ll) = — (U + S?”l) (e“ — e ) +D (C*(L7 A, L1>)07(L, A, L1> < 0.

Gréce aux signes des racines de I’équation homogeéne et au fait que f (respectivement

D) est strictement concave (respectivement convexe), on a donc montré ci-dessus que

0
é—Z(A, L1) < 0. La fonction 7 est donc strictement décroissante en A. Elle admet donc

une bijection réciproque de R dans R% qui permet de définir A.
De plus,

}4111})77(147 Ll) = D/(C*(L,A, Ll)) >0
et

Al_lgloon(A’ L) ===
car ¢*(L,A,Ly) — 0 quand A — +o donc D'(¢*(L, A, L)) — D'(0) par continuité de
D'
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe donc une unique solution A > 0
de n(A, Ly) = 0, c’est-a-dire de (4.58). u
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Pour des fonctions f et D trés particuliéres, on peut obtenir une expression explicite

de A.

Exemple : Soient D(c) = ¢* et f(p) = In(p). On a f(p) = In(p), f~'(p) = L. On écrit
alors :

n(A, L) = —A(v+Sry) (e”L—e’"zL) +

2 ( 6(31+32)L Ly 826_52u _ 816—51u
Y

Ss1sg \estl —es2L |0 Aemv — Kerau)

Résoudre n(A, L1) = 0 revient a résoudre I’équation quadratique

2 2e(s1+s2)L Li g emsau _ g pms1u
A%(v 4 Sry) (et — ey + A T 3 7 u=0.
Ss1se  Ssyse(estl —es2L) | (emv — Ker2v)
Le discriminant de cette équation est
<0 <0 >0
——— - - N
2 v+ Sry) (ent —erth) elsits)l rly g pmsau g pmsiu
A=(g o )2y g 1;)( ) — i Klm du > 0.
51852 5182 € — e 0 € — (&
N ’ —_— S
<0 <0 >0

Pour L; donné, I’équation n(A, L) = 0 admet a priori deux solutions réelles :

2 /A

A= Ss152 <0
2(v 4 Sry) (et — er2l)

et

—52 + VA

Ss1s9
— >0
2(v + Sry)(eml — er2l)
Comme A — n(A, L) est définie sur R, on choisira donc la solution positive, ¢’est-a-dire

A=__ San 7> 0.

2(v+Sry) (e L —er2l

142



Simulations numériques
Pour les simulations qui suivent, réalisées avec Maple, nous avons d’abord pris les
données suivantes :
p=005a=01 5=0119=1R=1 (pas d’absorption),
v = 0.05, v = 0.015.

Pour la premiére simulation, on choisit les fonctions de production et de dommages sui-
vantes :

f(p) =In(p + 0.01), D(c) = .

Ici les fonctions D et f sont purement académiques. Il faut donc lire les résultats en
ne se concentrant que sur les aspects phénoménologiques, pas sur les valeurs.

Nous allons faire varier L. On commence par L = 10.

Sur la Figure 4.2, on constate que I’allure de chaque courbe représentant la concentration
optimale ¢* est la méme. C’est bien siir tout-a-fait normal : on retrouve la courbe classique
pour une quantité soumise a un transport (vers la droite) et & de la diffusion. Cependant,
la taille de la zone tampon a un impact sur cette concentration optimale c*. En effet,
plus la taille de la zone tampon est importante (plus I’épandage se fait loin du puits),
plus la concentration optimale ¢* est élevée (cela correspond au fait que plus 1’épandage
est loin du puits, plus 'agriculteur est autorisé a épandre une quantité importante p*
d’engrais). Toutefois, cela n’est vérifié que sur le début de la parcelle agricole : en effet,
a partir d’une certaine distance, toutes les concentrations optimales ¢* sont similaires, et
ce indépendamment de la taille de la zone tampon.

La Figure 4.3 représente l'utilisation optimale d’engrais dans les différents cas étudiés.
On remarque que les courbes sont similaires dans les sept cas étudiés mais plus on stoppe
les émissions loin du puits de captage, plus la quantité d’engrais épandue peut étre im-
portante.

On s’intéresse a présent a 'impact de la taille de la zone tampon sur l'objectif & 1’état
stationnaire, qui est donné par

0bj = - (| ") dr = D" (1)

Dans ce cas de figure, on peut déterminer le L; optimal, qui est ici L; = 4, représenté
sur la Figure 4.4.

On prend a présent L = 15. Dans ce cas de figure, on peut déterminer le L, optimal, qui
est ici Ly = 8, représenté sur la Figure 4.5.
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FIGURE 4.2 — ¢* optimale

FIGURE 4.3 — p* optimal
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-2001

FIGURE 4.4 — Objectif en fonction de L;; L = 10.
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FIGURE 4.5 — Objectif en fonction de L;; L = 15.
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On prend a présent L = 20. On s’intéresse a I'objectif en fonction de L. Dans ce cas
de figure, on constate sur la Figure 4.6 que la politique optimale serait de ne pas épandre.
Ces résultats ne sont pas ce que 'on pouvait supposer intuitivement, & savoir qu’en
augmentant la distance a laquelle se trouve le puits (pour un L plus grand), on pourrait
avoir une zone d’épandage plus importante. Pour tenter d’expliquer cela, nous allons

- 1600
- 1700
- 1800
- 1900
-2000
-2100
~-2200
—-2300
—-2400
—-2500

FIGURE 4.6 — Objectif en fonction de Ly ; L = 20.

regarder la variation de l'objectif en fonction de L;. Afin de bien prendre en compte les
dépendances, on note A(L1). On a

pObj = L (@, A, L)) de — D(*(L, A, L))

avec
C*(L A L ) $1+$2 f f—l ( T1U_K€r2u))(€_52u_e_sw)du_
i ele—es2L 51 59 Ss189°
(4.66)
On calcule
00bj L op*
PG = FO (L A L) + | S A L) (7 (@ A, L)
oc* .
~ oL (L, A, L)D'(c*(L, A, Ly)).
On sait que
D'(c*(L, A, L)) = A(Ly)(v + Sry) (et — eF) (4.67)
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donc on a :

, 000 ; op o
PG = F A L) + | S A L) e A L) o
(s1+s2)L —s2L1 —s1L1
- riL _ _roL € '—1 r1Ly rola € _ €
AL+ S =) S s (AL - Kt =

o 0 Gy v s P

0 51 52
Comme
i[f/_l(A(L )( riu Kerzu))(ﬂ _ esw)]
@Ll ! S1 S9
0 -1 riu rou e > e
= S| A = Ke) | (e = )
0A e rou —1y/ riu rou e . e
= Ll - K (Y (AT - Ker) (-
ou (f,_l)/<l’) = m, on a
I =0
o0bj 1 op* — \
P =S A L) + [ @A L) PO A L) do
&Ll 0 aLl
elsit+sa2)L . . . —s2L1 e—s1la
—14(L1)(v+57“1)(€”L—€”L)m<[ (AT — Ke) (=~
=0 S =0 S ~ -
<0 <
= aA N e—szu e—s1u
— e r2u - A(Ly) (e — Ke™" — du). (4.68
) K A e e (8-S ). o
=0 <0 ~~
<0

Il nous faut donc déterminer le signe de

0A e rox —1y/ riT rox
a—Ll(LD( — Ke™")(f 1) (A(Ly) (e — Ke™)).

Pour cela, on étudie le signe de . On pose :

F(A, L) = D'(c*(L,A, L)) — A(Ly) (v 4 Sry)(e™F — emh).

D’apreés (4.67), on a
F(A,Ly) =0.
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Cette valeur constante implique en particulier que la dérivée de F par rapport a L; est
nulle, c¢’est-a-dire :

OF 0A oF
bbb 4.69
0A 0Ly 0Ly (4.69)
On regarde le signe de d4F ; a l'aide de (4.66), on calcule :
<0
>0 —_—
- - - ~ 6(51+82)L
0aF =D (C (LaAa Ll)) S’(ele—_eSQL)
>0 <0 io
L——m . —— % N ps2u e S1U
g f (e — Ke™") x (f 1) (A(Ly)(em" — Ke™")) ( - ) du
0 51 52
— (v 4 Sry) (et — emh)
>0
donc 04 F < 0.
On regarde le signe de dr, F'; avec (4.66), on trouve
<0 <0
>0 —_— =0 - N
- - —~ ~ 6(81+82)L r/,1 :2 7 ~ —soly 6—51L1
00 F = D' (L A L)) gy oy (4 AL (€7 = Keh) (= = =)
f10A 1y Teu g
b K (7 (A - e ) (- E )
o 0Ly -~ z -~ sy 52
>0 <0 h ~ g
<0
0A
— (L) (v + Sry) (et —eml) . (4.70)
&Ll ~ ~— _
>0

Le signe de 0, F dépend donc du signe de dp, A, qui était précisément 1'objet dont ’on
voulait déterminer le signe.

Mais, on remarque que si d;,, A < 0, on obtient dans (4.70) dr,F = 0. On en déduirait
donc par (4.69) que dr, A = 0, ce qui est contradictoire.

On en conclut que dr, A = 0. On obtient dans (4.69) que dr, F = 0. On conclut alors que

ap* _ A Tz roT '—1
6_[,1(36’A’L1)_8L1(L1)(6 — Ke™)(f )

/

(A(Ly) (™" — Ke™®)) < 0. (4.71)
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On revient & présent a I’équation (4.68) :

<0
=0
00b L op* — T~ .
PG = 0 A L) + | @ AL PO A L) da
A L roL elonts)l 14 r1Lq rolq el email
—4 (L1)(U+57:1()(€ —e ZWQ ( (Ll)(ev — Ke™™))( s s
=0 —_— =0 h ~
<0 <0
L1 @A / , e—SQU e—Slu
(L el K2 -1 A(L)(e% — Ker2v _ du ).
| A I E K (T (A — Ke) (= = =) du)
=0 <0 v

=0

On pose Q(A, Ly) = A(Ly)(v + Sry) (et — erzL)% < 0. En utilisant le fait que
(x A L) = T(Ll)( e — Ke®) (f 1) (A(Ly)(e"® — Ke™*)), on obtient

o00bi , —s2L1 —s1L1
Pm]=ﬂﬁ@hAu»—@mmar%muxwh—Kw“me - -
1 S1 So
+ f (z, A, L) ( (2, A, L))
0
QAL KoY A — Keon) G PN
(e =K (P (AL —Kem) s s
soit
aOb ; , sal1 —s1L1
P = F(* (L1, A L) — QA Ly) £ (A(Ly) (e — K ( .
0Ly —_— ~~ - Sl S2.
<0 =0 ;FO
Lq ap 6—521 e—slx
v LA Ll)(f( (2, A, L)) — Q(A, L) (— — )d:c (4.72)
0 0Ly ~ ~~ - 1 52
T >0 <0 26

Le signe de aObj dépend donc de la fonction de production f choisie ainsi que de Jp, A.
Sila fonctlon de production est positive (par exemple tirée de I’étude de Godart et al
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[43], voir I'exemple ci-aprés), alors

(90[)] Ly ap 527 e—S1T
(L1, A, L)) — AL AL —
PGl = F (L A L) = | S A LQUA L) (S = ) de
>0
, 6—32L1 e—lel
— Q(A, L) f ~HA(Ly) (e — Ke™M))( s s

~
=0

Ly
+L ?21 (2, A, L) f'(p* (2, A, L)) d .

(- /
~

<0

On peut donc retrouver les deux configurations obtenues précédemment, a savoir existence
d’un optimum comme dans les Figures 4.4 et 4.5, ou bien, dans le cas ou

a —S2T —S1T
N A e S L
, 6_82L1 e—lel Ly ap
QUL L) AL e e () [ o A1) P (e, A, L)) i
S1 S92 0 Ll

un objectif décroissant comme dans la Figure 4.6.

Explicitons encore les calculs pour I'exemple correspondant aux simulations précédentes
ou la fonction de production est f(p) = In(p). On sait (voir Figure 4.3) que
p*(L1, A, Ly) — 0 lorsque L; — L. On a donc f(p*(Ly, A, L)) — —oo lorsque Ly — L.
Ainsi, d’aprés (4.72), si

, €_S2L1 e—lel
f(p*(LlaAa Ll)) - Q(Aa Ll)f _I(A(Ll)( i Kele))( s - S9
L1 ap . L1 ap e 524 e 51T
+ 0 aLl (.’,U A Ll)f( (vaa Ll))d‘r < 0 aLl (Q? A L )Q(A7 Ll)( 51 - 59 )dl’,

on a un objectif décroissant pour L; au voisinage de L, comme dans les Flgures 4.4-4.6.

De plus, p*(L1, A, L) > 1 lorsque L; — 0 (voir Figure 4.3) et la pente 3 p -(z,A, L)
n’explose pas (voir (4.71)). Donc on peut négliger les termes en intégrales et on voit que
f(p*(L1, A, Ly)) = In(p* (L1, A, Ly)) = 0 lorsque L; — 0. On a donc un objectif croissant

si

Q(A, L) e~s2ln gmsila

A(Ll)(erlLl—Ke”Ll)( 1 So )

et décroissant sinon. Cette condition est satisfaite dans le cas des Figures 4.4 et 4.5, mais
pas dans celui de la Figure 4.6.

In(p*(Ly, A, Ly)) =
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On étudie a présent le probléme en considérant les fonctions suivantes :

fp)=p8;—(Bs— aJ)e_p(x)TJ et D(c) = %02.

On trace dans la Figure 4.7 la fonction de production. Le choix de cette fonction de
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FIGURE 4.7 — Fonction de production

production est tiré de 1'étude de Godart et al. [43] ou le rendement pour 'agriculteur
dépend de a; et [ qui sont respectivement la valeur du rendement sans apport azoté et
la valeur asymptotique quand ’apport devient grand. Le rendement maximal est atteint
a une vitesse 7;. L’avantage de cette fonction de rendement est qu’elle respecte les hypo-
théses posées sur f (elle est croissante et concave) mais elle est également adaptable pour
différentes cultures. Dans notre exemple, nous choisirons §; = 11,7888, oy = 3,1824 et
77 = 0.0050465, qui correspondent aux données pour une culture de blé.

Pour la fonction de dommages, nous avons utilisé des données de Ledoux et al. [58] ou
seul le cotlit du traitement pour une quantité de nitrates supérieur a la norme admissible
(qui est de 50mg/L) est prise en compte. Ce coiit de traitement de ’eau est de 0.20 euros
par meétre cube.

On se place dans le cas ot L = 10. On obtient les résultats suivants a I’état stationnaire :
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FIGURE 4.9 — p* optimal

Contrairement aux précédentes simulations (dans le cas d’une fonction profit logarith-
mique), on constate qu'un arrét d’épandage loin du puits n’autorise pas nécessairement
une quantité d’engrais notablement plus importante. En effet, pour L; = 2, la concentra-
tion dans le sol, témoin de la quantité d’engrais épandue, est moins importante a partir
de x = 2, ce qui est différent de ce que 'on observe dans la Figure 4.2. Cette décroissante
est moins marquée lorsque L; se rapproche de L (voir Figure 4.8).

L’allure des courbes de la quantité optimale d’engrais a épandre est la méme pour les sept
cas simulés & savoir que plus L; est grand (plus la parcelle est proche du puits), plus la
quantité d’engrais doit étre faible (ce qui parait logique), excepté pour le cas Ly = L = 10
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FIGURE 4.10 — Objectif en fonction de L4

pour lequel le p* est similaire au cas L; = 5. Contrairement au cas logarithmique, la dé-
croissance est moins rapide en fonction de z (voir Figure 4.9).

La fonction objectif est croissante par rapport a L; (Figure 4.10), ce qui signifierait que
la politique optimale serait d’épandre de I’engrais jusqu’au niveau du puits (ce qui n’est
évidement pas intuitif mais provient du fait que le bénéfice de ’agriculteur est privilégié
par les échelles de valeurs utilisées ici dans le modéle d’objectif).
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Chapitre 5

Théorie des Jeux

On considére & présent deux parcelles agricoles, gérées par deux agriculteurs indé-
pendants, sur lesquelles il y a épandage d’engrais. Le probléme que nous rencontrons est
un jeu différentiel a deux joueurs qui ne coopérent pas. En effet, chaque joueur choisit
la quantité d’engrais a épandre sur sa parcelle. Son objectif dépend donc de la produc-
tion agricole qu’il va réaliser grace a 1'utilisation d’engrais, mais également des cotits de
dépollution auxquels il devra faire face en tant que membre d’une communauté sociale.
Les deux agriculteurs contribuent a la pollution de la nappe phréatique qui est un bien
commun, ce qui explique la situation de jeu.

Notons que les résultats de ce chapitre s’étendent facilement (mais lourdement du point
de vue des notations) a une situation de jeu plus générale & m agriculteurs, m € N*|
m = 2.

Ce probléme fait intervenir deux variables de controle (une pour chaque agriculteur) et
deux variables d’état (qui sont communes aux deux agriculteurs) :

- la quantité d’engrais p; (¢, z)xq, (z), épandue par le premier agriculteur au temps ¢ en
un point x de sa propre parcelle €25 ;

- la quantité d’engrais ps(t, x)xq, (), épandue par le deuxiéme agriculteur au temps ¢ en
un point x sa propre parcelle €25 ;

- la concentration ¢(¢, x) du principal polluant issu de ’engrais dans le sous-sol (aquifére) ;
- la vitesse de déplacement du soluté dans le sous-sol, v(t, x).

Tout comme dans les chapitres précédents, I’équation d’état est un systéme couplé d’équa-
tions aux dérivées partielles de type parabolique-elliptique.

Les deux parcelles agricoles Q; et Q5 sont des ouverts de RV, N < 3, avec Q1 n Qs =
et 1 U Qy < Q ou ) est la zone globale d’étude, contenant en particulier également
des puits de captage. On supposera 2 connexe et on note 02 son bord (¢f Figure 5.1).
L’intervalle de temps de I’étude est (0,7") ou T' > 0 quelconque.

L’équation d’état est la suivante :

Rydiec +v - Ve — div(yS(v)Ve) = —r(c) + pixa, + Paxa, — gc dans Q x (0,7), (5.1)
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FIGURE 5.1

div(v) = g, v = —kV¢ dans 2 x (0,7), (5.2)

complétées par les conditions initiales et aux bords suivantes :

S(w)Ve-n=0sur 'y x (0,T), c=0sur I'y x (0,7), avec cls—g = co dans Q  (5.3)

OﬁF1UF2=aQ,FlﬁF2=@,€t

ven=—kVo -n=—rv-nsur s x(0,T), ¢ = @pora sur I'y x (0,7T), (5.4)

avec I'suly =00, I'snly = J.

Les problémes d’optimisation associés seront de la forme suivante :

max J1(p1; pa, c(t, x;p1, p2)) ot py € Ey donné, (5.5)
P1€EL]
max Jo(pa; p1, c(t, x5 p1, p2)) ot p1 € By donné, (5.6)
P2€ELv2

ou les fonctionnelles J; et Js sont données par

T
Tu(prs pa, c{t, 5 p1.pa)) = f(ﬁ £ (2 pa (¢, ) dar — f D(x, c(t,:p1, pa)) da | " dt
0 1
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et
T
Jo(p2; pr, c(t, x5 p1,p2)) = f (ﬁ Ja(x, pa(t, @) dox — JD(%C(t,ﬂ:;phpa))div e~ dt
0 2 Q

—ve T (fﬂ D(z,c(T, x;p1,p2)) da:)

ou ¢(t, z;p1, pa) est défini par I’équation d’état (5.1)-(5.4) presque partout dans Qr.

Les fonctions de profit peuvent étre différentes pour les deux agriculteurs. Par exemple,
les espéces plantées ne sont pas forcément les mémes sur les deux parcelles. Il faut donc
distinguer deux fonctions profit f; et fs.

Remarque 5.0.1 La notation c(t,x;p1,p2) a €été introduite pour rappeler que c, telle
que définie par (5.1)-(5.4), dépend de py et ps. Mais attention, la dépendance est non
locale. Nous n’avons pas c(t, x; p1,p2) = c(t, z;p1(t, x), p2(t, x)) mais bien c(t,x;p1, p2) =
C(t,l’; {pl(*g?yl); (87y1) € (O7T) X Ql}v{p2(s>y2); <S7y2) € (07T) B QQ}) Ceci est pTéCiSé
dans le paragraphe 5.2.

On peut envisager les problémes (5.5)-(5.6) selon deux types de situation : la coopé-
ration ou la non coopération des agriculteurs. Le cadre coopératif peut étre étudié avec
les outils des trois chapitres précédents. Ce chapitre est donc essentiellement consacré au
cas sans coopération pour lequel nous allons démontrer 'existence d’un équilibre de Nash
(paragraphe 5.3). Auparavant, nous décrivons les hypothéses au paragraphe 5.1, nous
rappelons le caractére bien posé du systéme d’état (5.1)-(5.4) et définissons I’équilibre de
Nash au paragraphe 5.2. L’applicabilité de I'approche par probléme adjoint (Pontryagin)
est prouvée au paragraphe 5.4. Le chapitre se termine par des résultats analytiques dans
le cas stationnaire 1D (paragraphe 5.5).

5.1 Hypothéses

Nous rassemblons dans ce paragraphe les hypothéses techniques utilisées ci-aprés :

— Dopérateur S(v) est supposé donné par (1.2) avec oy, = ar = 0. Notons que d’aprés
la définition (1.2) du tenseur de dispersion, on a

SW)E €= (Sm+ ar [v]) [€]%,1SW)E] < (Sm + ar |v]) [€] Ve RY.

On suppose que S,, > 0. On suppose qu’il existe des réels k_ et Ky avec 0 < k_ < K4
tels que le tenseur de perméabilité vérifie :

KE €=k [€]° et [KE| < Ry €], VEERY;
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— on suppose que 0N est de classe C? et qu'une des deux hypothéses suivantes est
vérifiée (afin d’assurer v € L*(Qr)) :

ke (CH)VN et gpora € WHP(Q) avec p > N,

_ _ _ N
k= Kk*Id avec K* : Q — R et k* € CH(Q) et Ppora € WP(Q) avec p > 5

— D’isotherme 7 est une fonction de classe C!, concave, dérivable & dérivée bornée sur
R et telle qu’il existe r, € R,

r(@)] <7y fzf, Vo e R;

— le facteur de retard est tel que R > 0;
— la concentration initiale est ¢y € H'(Q) avec 0 < c¢o(x) < 1 presque partout dans € ;
— la fonction g appartient & L*(Q);

— la fonction p — fi(-,p;), i = 1,2, est de classe C!, croissante, définie sur Q x [0, p]
et strictement concave!;

!

— D'image de f/, notée Zm(f;) pour i = 1,2, est incluse dans [0, +0] ;

— la fonction f;’l pour ¢ = 1,2 est telle que
[t Im(f) < [0, +o0[— [0, +0[;

— lafonction D : QxR, — R, est telle que pour presque tout x € 2, c € Ry — D(z,¢)
est une fonction continue et bornée qui satisfait

2
(t,x) — D(x,c(t,z)) e L'(Qr) si ce L*(Q), é;_D =>0et 68_12) =>0;
C c

— la donnée ¢porq est dans H'(Q);

— la donnée v; est telle qu'il existe un relévement satisfaisant v, € (L®(Qr))Y,
div(vy) € L% (Qr) et §, gdz = §., kv1-ndo (voir la Remarque 2.3.2 du Chapitre 2) ;

1. En fait, on peut affaiblir I'hypothése de continuité des fonctions f;, @ = 1,2, par rapport & p en
supposant f; semi-continue supérieurement et bornée par rapport a p, ¢f Remarque 1.2.1.
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— la porosité ¢ appartient & L*(2) et on note ¥_ et 1, des réels tels que
0 < <(x) <y, presque pour tout x € ).
On définit deux ensembles
E; = {qe L*(0,T; L*(%)),0.q = 0,0 < q¢ < p presque partout dans €; x (0,7}

avec ¢ = 1,2 et on choisit nos variables de controle p; dans ces ensembles de sorte que les
agriculteurs ne puissent dépasser un seuil maximal de quantité d’engrais a épandre, seuil
noté p € R.

5.2 Caractére bien posé du systéme d’état et définition
de I’équilibre de Nash

Le systéme d’état est le probléme (5.1)-(5.4) .
Un couple (¢, ¢), avec ¢ € C([0,T]; L*(Q)) et ¢ € L*(0,T; H*(2)), est solution faible de
(5.1)-(5.4) si pour toute fonction test ¢ € H'(0,T; Hi(Q)) telle que ¢|;—r = 0 on a
— J Ripcopp dx dt — f Reypli—o dx + S(v)Ve-Vodrdt
Or Q Or

+ f (v-Ve)pdrdt = J <—r(c) + pixa, + DX, — gc)godx dt, (5.7)
QT QT

J divvp dr dt = J g dx dt, (5.8)
QT QT
et si pour toute fonction test 6§ € L'(0,T; H}(Q2)) on a
J v-Vldrdt = J —kVo¢-Vldzdt, (5.9)
QT QT
v-n=—kVo-n=—rv-nsur 'z x (0,T), ¢ = dporq sur I'y x (0,7T). (5.10)

Les propositions et théorémes d’existence et d’unicité présentés dans le Chapitre 2 s’ap-
pliquent au systéme d’état. En particulier, on a le lemme suivant (voir Chapitre 2, Pro-
position 2.3.1) :

Lemme 5.2.1 Soient (p1,p2) € E1 x Ey donnés. Nous envisagerons des hypothéses parmi
les suivantes :
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(1) ar > 0.
(2) Q) est de classe C?, k € (CH(Q))V*N et ppora € WHP(Q) avec p > N.

(3) Q) est de classe C%, k = k*Id avec k* : Q — R et k* € CH(Q) et Ppora € WP(Q)

avec p > %

Si Uhypothese (2) ou Uhypothese (3) (ou simplement (1) si N = 2) est vérifiée, alors il
existe un couple (c, @) solution du probleme (5.1)-(5.4) associé a (p1,p2) au sens (5.7)-
(5.10). De plus, ¢ est unique, ar \v\% Vee (L2(Q7)N et ce HY(0,T; H1(Q)). Selon les
hypotheses, on a de plus :

— Comme r est dérivable a dérivée bornée sur le domaine image ¢(Q2 x (0,T)), alors
la solution est unique.

— Si (2) est vérifiée, alors ¢ € L*(0,T; W?P(Q)).

— Si (8) est vérifiée, alors ¢ € L*(0,T; WH(Q)) avec ¢ > N.
Le Lemme 5.2.1 nous permet d’introduire la définition suivante.

Définition 5.2.1 Soient p; et p; donnés dans FEy x Ey. On notera c(x,t;p1,p2) l'unique
solution faible du systéme d’état (5.1)-(5.4) (sous les hypothéses du présent chapitre).

Le Lemme 5.2.1 prouve l'unicité de ¢ si p; et po sont donnés. On peut donc aussi a
partir d’ici simplifier la notation J;(p;; p—i, c(x, t;p1, pa)) en Ji(pi; p—i), ¢ = 1,2, ot on a
de plus posé p_; = py et p_o = py. Les problémes de controle optimal (5.5)-(5.6), appelés
également jeux différentiels, peuvent alors étre définis comme suit.

Définition 5.2.2 Trouver pour presque tout (t,x) € Qo les fonctions de meilleure réponse
pi(t, x;p_i), telles que :

Py (t, x;p2) = argmaxyep, J1(qr; p2) pour tout py € Es, (5.11)
p5(t, x;p1) = argmaxg,ep, J2(q2; p1) pour tout py € Ey. (5.12)

Dans ce chapitre, on suppose que r est concave, se placant ainsi dans le cas ot la solution
de (5.5) pour tout ps donné et la solution de (5.6) pour tout p; donné sont uniques
(¢f Théoréme 3.6.1, résultat rappelé dans la Proposition 5.3.1 ci-aprés). Cette hypothése
donne donc sens a la Définition 5.2.2.
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Remarque 5.2.1 On reprend ici le formalisme des Chapitres 2-4 ot on a noté avec des
étoiles, (p*, c*), une solution du probléeme optimal. Bien sar, c*(t, x; pf, p2) = c(t, z; pl, ps)
(voir le résultat d’unicité pour c a p} et ps donnés, rappelé au Lemme 5.2.1 et la Définition
5.2.1.

On donne enfin la définition d’'un équilibre de Nash, "intersection" des fonctions de
meilleure réponse, pour notre probléme :

Définition 5.2.3 Le quadruplet (p}, pb, ¢, ¢) est un équilibre de Nash si :

J1(P}; p)

> Ji(prs ph) pour tout py € B, (5.13)
Ta(ph: 1)) = Jo(pa; 1)) pour tout py € By, (5.14)

ot (& = (-, P8, %), ®) est solution du probléme
Ripo — div(S(w)yYVe) + v -V = —r() + Plxa, + Pyxa, — 9¢ dans Q x (0,T),
div(v) = g, v = —kV¢ dans Q x (0,7T),

muni de

S(W)VE -n =0 surTy x (0,7), ¢ =0 sur [y x (0,T) avec ¢ |,—o = ¢o dans Q,
v-n=—-kVo-n=—krvy-n surlsx(0,T), ¢ = pora sur I'y x (0,7T).

5.3 Résultats d’existence

On peut commencer par remarquer que 'application directe des résultats des Cha-
pitres 2 et 3 permet d’établir 'existence d'une solution au probléme de controle op-
timal supposant que les deux agriculteurs coopérent. En posant p = pixa, + P2Xq,,
f(z,p) = fi(z,p1)xa, + f2(x, p2)X0,, on obtient par exemple (voir le Théoréme 3.6.1 du
Chapitre 3) l'existence et 'unicité de la solution optimale (pfé,pf,c# = c(, -;pf,p#))
telle que

LT p5) + L5, pf) =  max  {Ji(p1,p2) + Ja(p2. p1)}.
p1€E1,p2€Es

Cependant, nous nous plagons ici dans un cadre non coopératif. Les agriculteurs ne
coopérent donc pas ensemble et ne disposent pas d’information sur I’épandage de leur
voisin. Cela dit, en imposant p € E; et en posant f = fixq, et v = p2, puis en imposant
p € E5 et en posant f = foxq, et v = p; dans le travail fait au Chapitre 3, on assure
I'existence de pf, c*(t, x; pi,pa) et pi,c*(t, x;p1,ps) tels que décrits dans la Définition
5.2.2. Plus précisément :

Proposition 5.3.1 Pour un p; donné dans E;, 1 = 1,2, il existe une unique solution
(p2s, e (t, s p2i(t, s pi), pi) telle que p*;(t, x;p;) = argmazy ep ,J-i(q-i;pi) et
(c*(t,z;p*,(t, x;p:), i), ) est la solution faible de (5.1)-(5.4) associée a (p*;,p;) au sens
de la Définition 5.2.1.
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Le principal résultat théorique de ce chapitre est le suivant, annongant un résultat d’exis-
tence, cette fois-ci sans hypothése sous-jacente de coopération :

Théoréme 5.3.1 Il existe un équilibre de Nash au sens de la Définition 5.2.5.

Preuve. Soient (py,ps) donnés dans Ey x Fj.
Solent p} = argmazyep, J1(q1; p2) et p5 = argmax,ep, J2(q2;p1). Soit de plus, ¢f(t, x) =
Cl(tax;pikap2) et C;(ta .CE) = C2(tax;plap;)'
D’aprés la Proposition 5.3.1, 'application C telle que
CZE1XE2—>E1XE2
(p1,p2) — (p1,p3)
est bien définie. Nous allons prouver que C admet un point fixe. Montrons d’abord que C

est continue pour la topologie faible de L*(Qr).
Soient (p7')n=0 et (py)n=0 deux suites de F; et Es telles que?

P — py et py — p, faiblement dans L*(Qr). (5.15)

On leur associe (p",py"") = C(p},py), ainsi que ;" = ci(t, z; p;™", py) et ¢;" =
co(t, x5 pt, py™) tels que :

pi" = argmazg,ep, Ji(q; py) (5.16)
Rypoyey™ — div(p S(0)Vey™) + v - Ve = —r(ey™) + pi"xay + Phxa, — gc™ dans Qr,
(5.17)
S)Ve" -n=0sur Ty x (0,7), ;™ = 0sur T'y x (0,7), ¢;""|i=0 = co dans Q,
(5.18)
et
Py = argmaz ep, J1(q2; pY) (5.19)
Ry — div(S(v)Vey™) + v - Vey™ = —r(ey™) + pixa, + Py Xa, — gcy" dans Qr,
(5.20)
S()Vey™ n=0sur 'y x (0,T), ¢" =0 sur Ty x (0,T), c5™"|1=0 = co dans Q.
(5.21)

Nous allons montrer que p;”" — p* faiblement dans L*(Q27) et py™ — p} faiblement dans
LQ(QT) ol

Pl = argmavg,cp, J1(q1; p2) (5.22)

2. Dans toute cette preuve, on fera un léger abus de notation en désignant de méme une fonction
définie sur Q; x (0,T) et ne dépendant pas de z, et son prolongement par 0 & Q.
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est associé & ¢ = ¢y (-, -; pt, p2) solution de

Ripoiey — div(ypS(v)Vel) + v - Ve = —r(c]) + pixa, + Paxa, — g¢i dans Qr,  (5.23)
S(w)Vel -n=0sur I'y x (0,7), ¢f =0sur I'y x (0,7), avec ¢f|t—o = ¢o dans €,
(5.24)

et

P53 = argmax e, J2(q2; p1) (5.25)

est associé & ¢5 = ¢y(, -; p1, p3) solution de

Ryoicy — div(ypS(v)Vey) + v - Vs = —r(c3) + pixa, + Paxa, — g¢ dans Qp,  (5.26)
S(v)Vey-n=0sur I'y x (0,7), ¢5 =0sur I'y x (0,T) avec ¢;|i—o = co dans €.
(5.27)

On commence par établir des estimations uniformes par rapport a n. Dans la suite, C
désigne une constante générique indépendante de n.

D’abord, par définition de E; et Eo, 0 < p;™ < p presque partout dans Qr, i = 1,2.
Ainsi, en particulier

HP:WHLQ(QT) <C,i=12 (5.28)

On considére a présent les estimations de ¢ et ¢;™. Elles se font de maniére comple-
tement semblables au vu de la similitude de (5.17)-(5.18) et (5.20)-(5.21). On va donc
simplement les détailler pour ¢;". On rappelle qu’avec les hypothéses utilisées dans le
présent chapitre, on est assuré que v € (L*(Q7))Y. On multiplie (5.17) par ¢
intégre par parties sur Q x (0,7), 7 € (0,T), en utilisant (5.18). On obtient :

et on

R [ d - T

5 f % J¢ |C>1k7"|2 dx dt + JJ¢S(U)V0T7" . VC?" dx dt + JJ(U . VCT,TL)CT,n du dt
0 Q 5

+ JJT(CT")CT" dx dt — J

00 5

On remarque que l'on a Jij(v)VcT’”-ch’” dxdt =) fj(Sm—l—aT w]) [Ver™|? da dt.
00

0 Q
En utilisant 'hypothése sur r, on écrit :

[ [

o

(P X + Paxa,)ey" da dt + Jfg(c’f’")z dx dt = 0.
0
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De plus, d’apres les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young, on a

N | —

f J(p’f’"xﬂl + Phxq, )" dr dt| < f(pf’"xﬂl + Phxq,)” da dt
0 Q Q

N | —

O%\] o%\‘
{3%

+ (ci™?drdt < C + CJJ )2 dx dt.
0

Comme v € (L*(Q7))Y, on a :

f j v VM dzdt| < 0] ey 196 s 16 aan <
0

w‘QS’”J Ve da dt + Cf cE")? da dt.
QT QT
D’ou,
%J dxdtJrwa(STeraﬂvD Ve de dt < CJJ 2 da dt
Q 0 Q 0
Q

Avec le Lemme de Gronwall, on en déduit que

J|CT’n(T7 )[> dz < C presque pour tout 7 € (0,T)

et

N

C.

let™ oo,
€1 Nz (0,1;02(9)
Ol’l revient alors & l’équation

T

_RJ]cT’”(T, z)|? d.:z:+ffw_ (%ﬂ + ar ]v!) Ve )? dadt < C’JJ ¢t )? da dt+C
0 00

0
d’ou l'on tire

T

ff|Vc’1k’n Ydedt < C

0 Q
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grace au terme controlé avec Gronwall. On en déduit finalement que

#*,1

lc;

Lers2@)aora@) S ¢t =1,2 (5.29)

grace a la similarité des équations déterminant ¢;™" et c;™.
Par ailleurs, en multipliant (5.17) par une fonction test ¢ € L*(0,T; H}(Q2)), on a

T T
J J Rioiey ™o dw dt = J J <div(¢S(U)VcT’”) —v- V" — r(c’f’"))g@daﬁ dt
0 Jo 0 Jo
T
+ f f (p’f’"XmC’f’" + Py, = QCT’”)wd:v dt
0 Jo
T T
= —J J VS (v)Ver™ - Vpdr dt — J J (v- Ve pdrdt
0 Jo 0 Jo
T T
- f f r(ei™)pdadt + f J PY"Xeu " + PXxe ¢ g du dt
0 Jo 0 Ja

T
— J f gci " pdxdt.
0 Jo

Or v e (L®(Qp))Y, r(c]™) est borné dans L*(Qr), p € L*(Q7) et g € L®(Q7). Donc Vo €

T
L2(07 T? Hé(Q)), f J Rlp&tc’f’"go dx dt‘ = ‘<¢R(?tcf’", QO>L2(07T;H—1(Q))XL2(07T;H01(Q)) <
o Jo
C HQDHLQ(O’T;H(%(Q)), c’est-a-dire que ) Rdyc]™" est uniformément borné dans L*(0,T; H1(Q)).

Des estimations (5.28)-(5.29), on déduit Pexistence de fonctions limites p? € L?(Q27) et
) e L*(0,T; H'(Q)) et d’'une sous-suite non renommeée par commodité, telles que

pi™ — p? faiblement dans L*(Q7), i = 1,2,
"t — &) dans L*(Q7) et presque partout dans Qr, i = 1,2,
" — & faiblement dans L*(0,T; H'(2)), i = 1,2,

la compacité de ¢;" étant établie avec un argument de type Aubin grace au fait que ¢ >
_ > 0 (voir Galusinski et Saad [36]). On rappelle ici que le but de cette partie de preuve
est de montrer que p? = pf et &) = ¢¥, i = 1,2. D’abord, les résultats de convergence
ci-dessus sont suffisants (avec le théoréme de convergence dominée de Lebesgue et la
continuité de 'application ¢ € C(0,T; L*(2)) — ¢;—o) pour passer a la limite dans (5.17)-

(5.18) et (5.20)-(5.21). On en tire :
C(lj('a ) = C('7 7p(1)7p2) et Cg<'7 ) = C('v 7p17pg) (530)

Il ne reste donc plus qu’a montrer que p§ = pi et p) = pi. On va utiliser le comportement
limite du probléme de controle. On sait d'une part par définition de l'optimum pj que

Ji (P p2) < Ji(pf;p2). (5.31)
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D’autre part,

T

nioties) = |

( fi(z, p?) d;v—f D(x,c?)dx)e_ptdt
0o Moy Q

- V@‘"’Tf D(x, (T, x)) dx
Q

T T
> lim, o J fi(x,py™)e P da dt — f J D(z,)e " dx dt
0 Ja

0 JN

- ye_pTJ D(z,(T,z)) dx
Q

car la fonction f est concave.
Comme ;" — ¢! dans C([ T]; L*(Q2)) et presque partout dans 7, on sait grace a

la continuité de D que J J D(x, e P dxdt = lim f J D(z,ci™)e " dx dt et que

n—o0
ve T | D(z,d)(T,z))dr = lim ve " | D(z,c}"(T,r))dx et, avec la relation précé-

Q
dente, on en déduit que :

T

Ji(pY; pa) = mn%f
0

<J filz, pi") dx — f D(x, ™) dm) e Pt dt
ol Q

— lim,,_,ove f D(z,c;"™(T,x))dx
Q

= lim,, oo J1 (P} PY). (5.32)

Par définition de I'optimum p;™", on a Jy(p7™"; p3) = Ji(qi; p%) pour tout q; € E; et donc,
en prenant la limite supérieure et en utilisant (5.32) :

T

0

(J;) J1 (ZE, Q1) dr — J;) D(m, C(t, T; qupg)) d:L‘> e~ Pt dt

— e [ Dol s, 8)) di). (53)

Q
pour tout q; € E;. On va en déduire que Jy(p{;p2) est un majorant de J;(qi;p2) pour
tout ¢; € E;. En effet, on peut établir les mémes estimations pour la suite c(-, -; g1, p%)

que celles montrées pour ¢;”™ et en conclure que c(-, -; q1;p%) — c(-, ;s q1, p2) dans L*(Q7)
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et presque partout dans {2r. On a donc par conséquent

lim (JT (L filz,qr) dx — L D(x,c(t, x;q1,p3)) dx) e Pt dt

n—a0 0

—ve " | Dla ol i, 1) do)
Q

_ JT(L fl(:v,ql)das—L D, elt, a1, p2)) d ) e dit

0

— l/e_”TJ D(z,c(T, x;q1,p2)) dx
Q

= Ji(q1,p2)-

En insérant ce dernier calcul dans (5.33), on obtient

J1(pY;p2) = Ji(qu; pa) pour tout ¢ € Ej.

C’est vrai en particulier pour ¢; = pj :

Ji(pY;p2) = J1(pf;p2). (5.34)

On conclut de (5.31) et (5.34) que Jy(p}; p2) = J1(p}, p2). La fonction p{ est donc solution
du méme probléeme de controle optimal que pj. La solution de ce probléme de controle
optimal étant unique (voir Proposition 5.3.1), on a donc

P} =p}

et 'ensemble de la suite p;™ converge vers cette limite. Le résultat équivalent pour p;"
se démontre de méme.
On a ainsi établi la continuité de C pour la topologie faible de L*(Qr) x L*(Qr).
Mais on peut de plus démontrer que C est & image précompacte dans L?(27) x L?(Qr).
Comme L?(Q27) est un espace vectoriel normé, il est clairement métrisable, et il est équi-
valent de démontrer la compacité séquentielle de I'image de C. En poursuivant ’analyse
ci-dessus, ot on a déja établi que p;”"" — p¥ faiblement dans L?(Q7), il ne nous reste plus
qu’a montrer qu’en fait

pi™ — pi dans L*(Qrp), i = 1,2.

Reprenons (5.32) : sachant maintenant que p¥ = p?, on a :

Ji(pF;p2) = limy, o0 Jy (P77 1) (5.35)

Par définition de pi™" = argmaxgecp, Ji(q1;py), on a en particulier, puisque p¥ € Ej,
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Ji(pT"p8) = Ji(pF; py). La limite inférieure de cette relation est

lim, . Ji(py"; %) = lim,, ., Ji(p}; ph)

T T
| [ steptredwdr—tim, ([ ] Dlasettwsptppne  dods
0 JQ

0 J

—ve " [ DT ptaf)) de) - (536)
Q
ou c(t, z; p}, py) satisfait

Ripoye(t, @; pi,py) — div(pS(v)Ve(t, z; pT, p3)) + v - Ve(t, ;p1, p3) =
— r(c(t, ;p1, p3)) + PiXay + PyXa, — gelt, 3 py, ph) dans O,
S(v)Ve(t, z;pf,py) -n=0sur I'y x (0,7T), c(t,z;p},py) = 0 sur 'y x (0,7),
avec ¢(0, z; pt, ph) = ¢ dans Q.
Une fois encore, on peut extraire une sous-suite de c(-,; p¥, py) convergeant fortement

dans L?(Qr), presque partout dans Qr et faiblement dans L*(0,T; H'(€2)) vers l'unique
solution de

Ri0ic — div(yS(v)Ve) + v - Ve = —r(c) + pixa, + p2Xxa, — gc dans Qp,
S(w)Ve-n=0surI'y x (0,7), c=0sur I'y x (0,T), avec ¢|;—o = ¢y dans 2,

c’est-a-dire que c(-, ; p¥, ph) converge fortement vers c(-, -; pi, p2). On peut alors utiliser
la continuité de D pour calculer la limite au second membre de (5.36). On obtient

lim,, o, Ji(py";p5) = Ji(p7; p2)- (5.37)
De (5.35) et (5.37), on tire :

Ji(plip2) = lim Ji(pi™; p5). (5.38)

Mais on peut également montrer que c(-, -; py"™", py) — c(-, -; pF, p2) dans L?*(Q27) et presque
partout dans 7 et, grace a la continuité de D,

D(z,c(t,z;p7", ph))e " dx dt — D(z,c(t, z;p}, p2))e " dx dt,
Qp Qp

f D(z,c(T,x;py",py))e " dz — f D(z, (T, z;py,p2))e " da.
Q Q
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L’égalité (5.38) revient donc a :

T T
lim J fi(z, pi™)e P d dt = f fi(z, pPe " dx dt.
0 Jo,

n—ao0 0 Ql

La fonction f; étant continue et strictement concave par rapport a sa deuxiéme variable,
on tire de la limite précédente que (voir théoréme 3 de Visintin [83]) :

py" — pl dans L*(Q x (0,7)).

La convergence forte de p;™ peut étre établie de méme. On a donc montré que C est a
image précompacte dans F; x Fs.
Le théoréme du point fixe de Schauder peut donc étre appliqué : C admet un point fixe
(P}, p5) € By x s tel que

C(pr.p3) = (p1, 13)-
Par définition de C, on a :

{p? = argmazq,ep, J1(qi; ph) done Ji(p}; p3) = Ji(g1; p) pour tout ¢; € By,

>
Ph = argmaz e, Jo(go; p}) done Jo(ph; p}) =

J2(g2; p}) pour tout gz € Fa.

Le couple (p},p3) est donc bien un équilibre de Nash pour le probléme considéré. [ ]

On a de plus le résultat d’unicité suivant.

Remarque 5.3.1 Il ne peut exister deux équilibres de Nash, au sens de la Définition
5.2.3, donnant la méme valeur d’objectif.

Preuve. Soient (p}, pb, ¢, ¢) et (p}, ph, &, ¢) deux équilibres de Nash et leurs concentrations
et charges associées tels que

Ji(P5;1%) = Ji(py:py) = Ji(pi;p}) pour tout py € By,

Jo(phiph) = JQ(p_%;p_?) > Jo(pa; p}) pour tout py € Ey,

et Cb(t,.’lf) = C(t>$§pb17pg)a C_b<t,l') = C(taxap_bbp_g)
On pose

Ji (%(p? + 1) 5 (05 + pé)) = fw (Ll fil, %(p? +p)) do — L D(w, ) dz)e " dt

—ve T J D(x,d(T,x))dx
0
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ol ¢ est solution de

(Rwé’tc’ +v-Vd —div(pS(v)Vd) = —r(d) — gd + (1) +p1)x91 + 1 ~|—10_%)XQ2
dans R, x €,
{ SV -n=0sur Ry xT'y,d =0sur R, x Iy, (5.39)
) div(v) = g, v = —kV¢*, dans R, x ),
o {v n=—kVep-n=—krv-nsur Ry xI's, o = @porg sur Ry x ['y.

\

Grace a la propriété de stricte concavité de f;, on sait déja que, comme pbl # pbl, presque
partout dans R, x €2,

1 1 1 1
Ji (5(]9? +p)); 5(]9'; + Z)) > J <§f1(:v,p§) + §f1(x p?)) e Pdrdt
R, Jo,

_ fR+ L Dlar,)e ™ de dt — ve o™ f D(x,d(T,2))dz. (5.40)

2

De fagon identique a la démonstration du paragraphe 3.4 pages 96-99, grace aux propriétés
de 7, on montre ensuite que —D(z,¢) < —D(z,c) out ¢ = (¢’ + ¢) est solution de

(Rydic+v- Ve — div(S©)Ve) = =3r(c(, 5, 1)) — sr(c(-, 0} ph) — ge
+3(0% + P)xa + 505 + ph)xq, dans Ry x Q,
{S(W)Ve-n=0sur R, xT'y , ¢=0sur R, x 'y,
_ )div(v) = g, v = —kV@*, dans Ry x Q)
\ o {v n=—-kVp-n=—krv-nsur '3 x (0,T), p = dpora sur ['y x (0, 7).
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En utilisant ce dernier résultat puis la convexité de D, on obtient a partir de (5.40) :
J 1 b b 1 b b 1 h 1 b fptd d
{5+ +p3) ) > filz,p1) + 5 filz,ph) | e xdt
2 -2 —= R, Jo, \2 2 —
— f J D(z, e " dx dt — Ve_pr D(z,d(T,x))dx
R, JO Q

> fR+ Ll <1f1(x,p'i) + 1f1<x7p_b1)) o do dit

J fDxceptdxdt ve prDch,x ) dx
R, JO

e ], w)
g (J oy i )

1
2
1
ZJ (J —flxpl dx+J Efl 1 dm) e Pt dt
Ry 91 951
1 b —pt 1 ot
- —D(x,)dz ) e ”dt— —D E)dx | e Pt dt
Ry \Jo 2 92
b vo_ 1
( 2

[\

Pt dt

soit J; (%(pbl +p)); 2 (0% —I—pg)) > Ji nash- De plus, en utilisant encore —D(z, ¢) <

— D(z,¢), on vérifie également que .J; (%(pz +ph); 20 + pﬁ)) > J2 Nash-

On montre de la méme maniére que si pj # pj alors Jp <%(pg +p5); 5(P) + p_?)) > Jo Nash
et Ji (%(pﬁ +p}); (% —i—pg)) > Ji Nash- D’0U une contradiction avec la définition de la

valeur maximale (J1 nash; Jo.vash) St (D), ph) # (p_?, p_g) u

5.4 Relaxation des contraintes des Lagrangiens

Dans ce paragraphe, afin de simplifier les calculs, on prend ¢y,,.q = 0.
Le théoréme suivant nous donne les conditions nécessaires qu'un équilibre de Nash exhibé
au Théoréme 5.3.1 doit satisfaire.
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Théoréme 5.4.1 On suppose que p; — fi(x,p;), i = 1,2, est de classe C' pour tout
reQ et quer est de classe C*. Soit (p}, p,) un équilibre de Nash donné par le Théoréme
5.3.1. On pose ¢ (t,x) = c(t,x;p,,p}). Il ewiste (1, o) € (L*(0,T; HY(Q)))? tel que

0fy

%(x,pbl(t,x)) = :U'1<t’ x)th (ZL‘) dans €2 X (O7T)7 (541)
et
ofa,
%(x,pz(tiﬁ)) = p2(t, z)Xa, () dans Q@ x (0,T), (5.42)
satisfaisant les conditions terminales
D
Ry (T, x) = aa—c(x,cb(T, x)) dans Q x (0,7T) (5.43)

oD

Ripus(T, ) = e (2, (T, z)) dans Q x (0,T) (5.44)

et les équations

_ , oD
Ripoypiy = —v- Vg —div(S(0) Vi) + 7 () pa + prn Rapp — %(LE, &) dans Q x (0,7)
(5.45)

: , oD
Ripoyiy = —v - Vg — div(pS(0)Via) + 1 () o + praRapp — %(x, &) dans Q x (0,7)
(5.46)

munies des conditions auxr bords

YS(v)Vpr-n+ (v-n)xrs — k(vy - n)xrspn = 0 sur I'y x (0,7), py =0 surI'y x (0,7)
(5.47)

et

YS(v)Vpg-n+ (v-n)xr, — k(v -n)xrspe = 0 sur I'y x (0,7, pe =0 sur I'y x (0,7).
(5.48)
Preuve. On rappelle les définitions des objectifs :

T

Ji(pr; P, €) =f

0

(] Attty a = [ Dlocttsprsmac) e a
0 Q
_Ve_pr D({L‘7 C(Ta x7plapg)) dx
Q
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et

T

Jz(p%pbpc) = f

0

(Lz falw,palt, @) do = L D(z, c(t, x;pbplh)) dﬂ?) e Pt dt

—f D(a, o(T, 29, pa)) da
Q

en considérant le colt terminal de la présence de la pollution au niveau du puits.

On rappelle que p, = argmaz,,ep, J1(p1;p3) et py = argmaz,,cp, J2(po; p})-
On définit formellement les Lagrangiens associés a ces deux problémes, avec \; et Ay les
variables adjointes, par :

T
Lalesp M) = Dpii ) + J f (Ripdre+v- Ve —div($(v)Ve) +7(c))
0 JQ
+g¢ — pixa, — PyXa,) A dz dt

et

T
Lo(c,p2, A2) = J2(p2;pb17 c) + J L (Rl/}é’tc +v - Ve—div(yS(v)Ve) +r(c))
0

+g¢ — pixa, — PaXa,)As d dt.

On étudie d’abord L;(c, p1, \1). Par intégrations par parties et en appliquant le théoréme
de Fubini on trouve :

T T
Li(e,p1, A1) = J fi(z, pi(t,x))e " da dt —J J D(z, c(t, x;p, ph))e " da dt
0o Jo, 0 Ja
—ve ™ | Dl e, ) d
Q

T
+J f(—Rwﬁf)\lm—(U-Vc)Al+wS(v)Vc-V)\1+r(c))\1+gc)\1—plxgl)\l—pZXQ2)\1)d:cdt

0o Jo

+ Ry L o(T, )M (T, z) dz — Rip L co(z)A1 (0, z) d — LT L (¥S(v)Ve - n)Ado dt.
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On utilise le fait que (v-Ve)A; = (div(ve) — cdiv(v))Aq, que dive = g, et on intégre par
parties div(vc). On obtient :

T

T
Li(e,p1, M) = J fi(z, pi(t,x))e " dz dt — J f D(z, c(t, x;pr, ph))e " de dt
0 Jo

0 JMN

— Ve_pr D(x, (T, x;plapg))) dx
Q

T
+J J (=R A c—(v-V A1) e—cgh +0S(0)Ve- V) + (r(e) + ge—pixa, —PyXa, )\ dz dt
Q

0

+ Ry L (T, z)\ (T, x) dx — Ry L co(x)A1 (0, x) dx

T T T
—J (YS(v)Ve-n)\do dt+f J (v-n)xm)\lcdadt—f J K(v1 - n)xrsAicdo dt.
0 Ts 0 I I

En utilisant la formule de Taylor & I'ordre 1, on a donc

0L (e, p1, A f f (Zﬁ x,pi(t,x))e " — )\1> opy dx dit
of P1

+ f (Rwl(T, z) = vaa—D@c, (T, x;pl,p%»e‘”) 6c(T, z) du
Q C

oD

J J Rwat)\l — - V)\l +r ( ))\1 (,}C

——(z, c(t, x5 py, pb))e ") dc dx dt

_ J J div (1S (0)V A )dc da dt — f (WS()3(Ve) - n)hdo dt

T
T T T
—i—f (S(v)V A1) -ndcdo dt—i—J J (v-n)xr,\dcdo dt—f f k(v n)xrsAocdo dt.
0 F1 0 Fl Fl

On pose i1 = A\e?.

L’annulation de la variation du Lagrangien en p; = p’ suivant la variable d’état c(T’, z)
nous fournit la condition terminale (5.43).

En annulant la variation du Lagrangien suivant la variable de controle p;, on obtient la
condition d’optimalité (5.41).

En annulant la variation du Lagrangien suivant la variable d’état ¢, on obtient I’équation
adjointe (5.45) et les conditions aux bords (5.47).

On fait de méme pour Ly(c, p2, A2), et on en déduit (5.42), (5.44), (5.46) et (5.48). u

Les équations adjointes (5.45) et (5.46) sont anti-diffusives mais bien posées car complé-
tées par des conditions terminales. On effectue un changement d’inconnue et on définit
la fonction g} sur §2p par :
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On a alors 6,2 (t,7) = 0;(ps(T — t, 7)) = —Oupus(T — t, ), ot p;(T — t, ) est telle que

RpOypi(T —t,x) = —v(T — t,x) - V(T —t,x) — div(pS(v(T — t,2)) V(T — t, z))

D
+7((T = t,2)) s + Reppps(T — t, ) — %—C(:p, (T —t,x)) dans Qr,

i = 1,2. Nous introduisons la notation suivante : pour toute fonction f définie sur [0, 7],
on notera Crf la fonction définie par

Crf(t) = f(T'—1), t[0,T].
Le Théoréme 5.4.1 nous conduit a étudier le probléme suivant :

Définition 5.4.1 Soit v tel que v = —kV ¢, div(v) = g, v-n = —kvy - n sur I's x (0,7)
et ¢ =0 sur 'y x (0,7).

On appelle Padj2 le probleme suivant :

Trouwver (&, 1, j15) satisfaisant

Ryo, e +v- Ve — div(pS(0)Ve') = —r() — g + xa, F (X0, Crit) + X F (X0, Crith)
dans Qr,  (5.49)

S)Ve -n =0 sur Ty x (0,7), ¢ =0 sur 'y x (0,7T), c|bt:0 = co dans 2, (5.50)
oD
Repoy} = Crv - Vg = div(pS(Cro) Vi) +1/(Cre )i + Ripp; — ——(,Cre’) =0
dans Qr, i =1,2, (5.51)

wS(CTv)Vug -n+ (Crv-n)xr, — (kCrvy -n)xr, = 0 sur I'y x (0,7),
=0 sury x (0,7),i=1,2, (5.52)

oD
Rippry_g = v (- pr) dans i = 1,2, (5.53)

N . . 0
ot on a défini F' par a—i(m,F(y)) =y.
On a de plus le théoréme suivant :

Théoréme 5.4.2 On suppose que r’ € L*(R,). On suppose également que l'une des deux
propositions suivantes est vérifiée :

(1) k = k_Id avec k- > 0;

(2) k = k*Id avec k* : Q — R et k* € CH(Q).

Alors il existe une solution faible (¢’, 11, u3) du Probleme Pajaz défini a la Définition
5.4.1, telle que (&, 1, uy) € (L*(0,T; L3()) n L2(0,T; H(Q)))3. Si de plus il existe un
intervalle I < R tel que r soit dérivable et a dérivée bornée dans I, alors p; = 0 presque
partout dans Q x (0,T), i =1,2.
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Preuve. Cette démonstration est basée sur des outils tres similaires a ceux déja utilisés
dans les chapitres précédents (en particulier au Chapitre 2, Proposition 2.3.1 et Théo-
réeme 2.4.1 pour 'analyse des problémes en vitesse et concentration, au Chapitre 4 pour
I'analyse de I’équation adjointe, voir Proposition 4.2.1 et Théoréme 4.2.2). Nous allons
donc présenter une version trés synthétique de la démonstration.
Tout d’abord, les hypothéses sont suffisantes pour assurer I'existence d’un v appartenant
a (L*(Q7))N tel que v = —kVo, dive =g, v-n = —kv; -nsur I's x (0,T) et ¢ = 0 sur
'y x (0,7).
Soit

K ={ue (L*(Qx(0,7)))*; lull z2@x 02 < M}

ou M, est une constante qui sera définie plus bas et qui ne dépend que des données du
probléme.
On considére 'application

K—-K
C: b
(1, i) = (1, p13)
ott (i, 115) est défini par
Ri0ic +v - Ve —div(ypS(v)Ve) = —r(c) — gc + xa, F (xo,Crin) + Xa, F(xa,Crii2)
dans Qp,  (5.54)
S()Ve-n=0sur I'y x (0,7), c=0sur I'; x (0,T), cy—o = ¢o dans 2, (5.55)

) , 0D
Ripopy = Crv- Vi = div($S(Cro) Vi) +1'(Cre)py + Ribppy — ——(,Cre) =0
dans Qp,  (5.56)
¢S(CTU)V,ug n+ (Crv-n)xr, — (kKCrv1 - n)xrs =0

sur T'y x (0,T), 1} = 0 sur T'y x (0,7),

oD
Rippitjmg = va_ (4 cp=r) dans Q, (5.57)
oD
RapOyy — Cpwv - Vi, — div(9S(Cpv) Vi) + 1/ (Cre) iy + Ryppuly — —(-,Cre) = 0

oc
dans Qp,  (5.58)

1/JS(CTU)V,LLZ n+ (Crv-n)xr, — (kKCrv1 -n)xrs =0
sur 'y x (0,7), py = 0 sur 'y x (0,7),

oD
Rippilyy_g = v——(-, cp=r) dans Q. (5.59)

oc

L’application C est bien définie. D’abord pour (p, po) donné dans K?, comme F est
bornée, la Proposition 2.3.1 du Chapitre 2 assure l’existence d’une unique solution ¢ €
HY0,T; H1(Q)) n L*(0,T; H(Q)), avec c(t,x) = 0 presque partout dans {27, solution
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faible de (5.54)-(5.55). Ensuite, ¢ étant maintenant donné, il existe une unique solution
(15, 13) € (L*(0,T; L*(Q)) n L*(0,T; H'(R2)))?, du systéme parabolique linéaire (5.56)-
(5.59) (voir par exemple Ladyzhenskaja [52]), vérifiant les estimations (uniformes par
rapport a ¢) suivantes :
b
Hp“iHLOO(O,T;L2(Q))mL2(O,T;H1(Q)) <C, (5.60)

|‘atMEHL2(O,T;H*1(Q)) < O (561)

De plus (voir la démonstration dans la preuve de la Proposition 4.2.1), si il existe un
intervalle I < R tel que r soit dérivable et a dérivée bornée dans I, alors u? > 0 presque
partout dans Qp, i = 1, 2.

L’estimation (5.60) permet de définir M), tel que C(K) < K.

Montrons maintenant que C est continue. Soit une suite de K telle que

(Ml,na“?,n) - (:u/l?,MZ) dans (L2<QT))2

Soient Can, pan) = (1 13,0) €t Can, pra) = (15, ).
On va vérifier que

(13 s #13,0) = (13, 13) dans (L*(Qr))*.
Pour cela, on vérifie que |cnl 100 7.2(0))nr20 i) T 10l 20 1.m-1(q)) < C- Donc il
existe e € L®(0,T; L?(Q)) n L*(0,T; H'(Q)) telle que, & une sous-suite prés,
¢, — e faiblement dans L*(0,7T; H'(2)),

cn — e dans L*(Qr) et presque partout dans Q7.

La convergence forte de p;,, @ = 1,2, permet alors de passer a la limite dans I’équation
en ¢,. Comme la solution du probléme en concentration est unique (voir Lemme 5.2.1),
on a

e = c ou c est définie par (5.54)-(5.55).
00 & 18|01y ) < Co 01 12, est solution de (5.56)-(5.59), i = 1,2. T
existe donc un couple de sous-suites, non renommeées par commodité, et un couple de

fonctions (n1,n2) € (L*(0,T; L*(2)) n L*(0,T; H'(2))? tels que

(:uki,nv Mg,n) - (771’ 712)

faiblement dans (L?(Q x (0,7T)) n L*(0,T; H'(2)))%.
Grace a la convergence forte de c,, on passe a la limite dans les équations en ,u?m (5.56)-
(5.59). La solution du probléme étant unique (voir Théoréme 4.2.2), on a

(1, m2) = (13, 13)
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et c’est I’ensemble de la suite (ugﬁn, ugn) qui converge vers (1}, (13).

De plus, de l'estimation (5.61) et d’un argument de compacité d’Aubin, on peut tirer un
résultat de compacité pour la suite (4] ,,, 13,,) dans (L*(Qr))%. La continuité de C (pour
la topologie de la convergence forte de (L?*(£2))?) est prouvée. Enfin, en utilisant encore
une fois les estimations (5.60)-(5.61) et un critére de compacité d’Aubin, on montre que
I'image C(K) est compacte.

Comme 'application C satisfait les hypothéses du théoréme de Schauder, on peut en
conclure qu’elle admet un point fixe noté (i, 113), solution de (5.56)-(5.59), associée a ¢’
solution de (5.54)-(5.55). u

Les conditions terminales ne sont pas vérifiées en temps infini. Le théoréme ci-dessous
établit les conditions de transversalité en horizon infini.

Théoréme 5.4.3 Les conditions de transversalité s’écrivent :

Jim QHl(T, S ) de =0 (5.62)
lim ) Hy(T, ¢, p}, \s) dz = 0 (5.63)

ou Hy et Hy sont les Hamiltoniens définis par

Hq(t,c,p1, M) (x) = (fl(xapl(t7x))XQl — D(z, C(tvx;phpz)))e_pt

+ At 2) <div(¢S(U)Vc) —w-Ve—1(¢) — ge + pixa, + pgm) (t,x) (5.64)

HQ(tv ¢, p2, A?)($> = (fQ(xaPQ(t7 x))XQz - D(I‘, C(t7 x;plap2))>6_pt
+ o(t, @) <div(wS(v)Vc) v Ve—1(¢) — ge + pixa, + p2X92> (t,x) (5.65)

ot M (t,x) = pi(t,x)e ™, Mo(t,2) = polt,x)e™, uy et uy étant les variables adjointes
présentées au théoreme précédent.

Preuve. Les démonstrations sont les mémes que celles du Chapitre 4. ]

5.5 Une étude analytique dans un cas simple : 1’état
stationnaire du modéle unidimensionnel avec zone
d’épandage donnée

L’objectif de cette partie est, tout comme dans le Chapitre 4, d’obtenir des propriétés
qualitatives de la solution a l’état stationnaire lorsqu’elle existe.
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Tout comme dans le paragraphe 4.2.4 du Chapitre 4, on considére ici 'apport natu-
rel dans ’équation en concentration. On se référera a ’adimensionnement rappelé page
133 pour l'obtention du modéle.

5.5.1 Simplifications

On se place dans le cas unidimensionnel avec 2 = (0, L), Qy = [0, L], Qo = [L1, Lo]
et Ly < Ly < L. On considére un modele pour lequel g est une constante. L’épandage du
premier agriculteur se fait sur €2; et celui du deuxiéme agriculteur sur €2y. On utilise des
conditions aux bords de type Neumann non homogéne sur ¢ : d,¢ = vy sur 02 = {0, L}
avec v; € L*(Q). On considére que S(v) = S > 0 et que le terme de réaction est linéaire,
r(c) = ac avec « constante strictement positive. On a donc le modéle suivant dans Q7 :

Rwatc - wsazc + Uaxc = —ac+pixa, +P2xa, 7, (566)
0,0 =0, v = —K00, (5.67)

complété par les conditions aux bords (ici 'y = I'y = &)

0.¢(t,0) = 0yc(t, L) = 0 sur 02 x (0,7, (5.68)
Oz = vy sur 02 x (0,7). (5.69)

Enfin, on suppose que le puits de captage est localisé en x = L. Les fonctionnelles J;
prennent donc la forme :

T Ly

Jiipr€ E— Ji(piip2) = J ( . fi(z,pi(t, x)) de — D(z, c(t, L)))e_"t dt,

0

T Lo
Jaipa€ B Jo(paipr) = f ( o, pa(t, @) dw — D(z, c(t, L)))e‘/’t dt,
0 Ly

ol ¢ est solution de (5.66)-(5.69).
On supposera dans ce paragraphe que

oD 0*D
(t,l’) — D(LC,C(t,I)) € Ll(QT) sice L2(QT), % > 0et ﬁ > (.
Remarque 5.5.1 Comme v = —kvy, ou k > 0, le probleme n’a d’intérét que si on

suppose vy < 0 pour que le flux pousse la pollution vers le puits d’extraction.

Remarque 5.5.2 On satisfait auzr conditions du Théoréme 3.4.1; la solution de ce pro-
bleme est donc unique.
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On note
E; = {qe L*(Q:x(0,T)),0 < q(t,r) < p presque partout dans €;x (0,7, q|,—7 est définie},

1 = 1,2, dans le but de pouvoir utiliser des intégrations par parties afin d’établir le
probléme adjoint.
Sous les hypothéses adoptées dans ce chapitre, le Théoréme 5.4.1 devient :

Corollaire 5.5.1 Si (p},p}) est une solution de Jy(p}; p5) = max Ji(p1;pb) et Jo(ph; ph) =
p1eLn

max Jo(p2; %) sous la contrainte (5.66)-(5.67) donnée par le Théoréme 5.3.1 et si &(t, x) =

p2eL2

c(t,z;p,,p5), alors il existe (py, pg) € (L?(0,T; HY(Q)))? tels que

ful@, pr(t,z)) = pi(t, ©)xa, (z) presque partout dans Q x (0,T), (5.70)

f;(x=p2<t7 I))

wa(t, x)xa, () presque partout dans Q x (0,7, (5.71)

satisfaisant les conditions terminales

wi(x, T) = 0 presque partout dans €2, i = 1,2, (5.72)

et les équations
R0y = —v0py — VS0%p1 + apy + puiRyp + gy dans Qr (5.73)
ROipg = —v0, 1o — ¢S§§,ug + aps + paRYp + guo dans Qo (5.74)

munies des conditions aux bords

S0, (t,0) — kv pi(t,0) = 0 dans (0,7), i = 1,2, (5.75)

D'(c(t, L)) = So,pi(t, L) — kv (t, L) dans (0,T), i = 1,2. (5.76)
Preuve. Elle est basée sur celle du Corollaire 4.2.1.

On définit formellement le Lagrangien associé au probléme, avec A\; sa variable adjointe,
par :

51(07191,)\1) = J1(p1;p2)

T
+ J f (Rwé’tc + v0,c — @bS&ic + ac — pixo, (T) — paxa, (@) — v + gc))\l dx dt.
0 Jo
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Par intégrations par parties et en appliquant le théoréme de Fubini on trouve :

T

T
Li(c,p1, M) = J fi(z, pr)e " dx dt — J D(c(t,L))e " dt
0

0 J

T
+ f J (—RYO N ¢ — vedp Ay — 1/)582)\10 + acA] — P1Xo, A1 — PeXa, A1 — YA + gc) dx dt
0 Jo

+ Ry L (T, x)M\ (T, x) de — Ry L co(2)M1(0, ) dx

+ f ' (v(L))\l(t, L)e(t, L) — v(0)\ (¢, 0)c(t, 0)) dt

+ JT <wSc(t, LYo (t, L) — ¥Sc(t, 0)d M (1, 0)) dt.

En utilisant la formule de Taylor a I'ordre 1 pour les non linéarités, on a donc
T /
OL1(c,p1, M) = J f (fl(:c,pl)e*pt — )\1)(91) Spy dx dt
o Jo
- 1
+f J (—RYO N — v0: N\ — @bS@iz\l + a\; + g\)dcdx dt
0o Ja
+ Ry J M(T,x)oc(T, x) dz
Q

_ f ' (U(O))\l(t, 0) + S (t, O))(Sc(t, 0) dt

0

T
+ J (v(L))\l(t, L) + S0\ (t, L) — D'(c(t, L))e_”t> dc(t, L) dt.
0
On pose p; = Are?t. On fait ensuite de méme pour Lo(c, p2, \2).

L’annulation de la variation du Lagrangien suivant la variable d’état ¢(T, z) nous fournit
les conditions terminales (5.72).

En annulant la variation du Lagrangien suivant la variable de controle p;, on obtient les
conditions d’optimalité (5.70)-(5.71).

En annulant la variation du Lagrangien suivant la variable d’état c, on obtient les équa-
tions adjointes (5.73)-(5.74) et les conditions aux bords (5.75) et (5.76). n

On simplifie encore le modéle en se restreignant maintenant au cas stationnaire. On sup-
pose a présent que
v € R, vy 0.

La condition de compatibilité entre g et v; (voir page 158) impose donc g = 0.
Tout comme dans la démonstration du Lemme 4.2.1, la condition de compatibilité g = 0
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nous ameéne i résoudre

—pSc" +vd + ac — pixa, —paxa, —7 =0
YSu" +op' — (o + Rypp)pp =0

ot v est donnée par v = —rkvy, f'(pixa,) = tXa;, @ = 1,2 et

D'(c(L)) = Sp/' (L) +vu(L)
d0)=dd(L)=0
S’ (0) +vp(0) = 0.

L’état stationnaire est donc caractérisé par le probléme suivant :

—pSd" +vd + ac — pixa, — paxa, —7 = 0 dans Q, (5.77)

Spi +vp; — (o + Ryp)u; = 0 dans Q, i = 1,2, (5.78)

)

avec v = —kvy, f1(p;) = pixa,, ¢ = 1,2, et

D/(e(L)) = Svp(L) + vpi(L), i = 1,2, (579
d(0) = (L) =0, (5.80)
»Su;(0) + vp(0) = 0,4 =1,2. (5.81)

5.5.2 Calculs analytiques
A partir d’ici, on notera f;(z,p;(z,t)) = fi(pi(x,t)xa,(x)), i = 1,2 (par un léger abus
de notation, on utilise toujours f;). D’aprés (5.70)-(5.71), fi(p}(z,t)) = pi(z,t)xq,(z)
et p2(z,t) = £, (m(z,t)xa,(x)), i = 1,2. Notons que f; étant strictement concave et
comme on a supposé Zm(f;) < [0, +oo],
fi + Dom(fi) = Im(f]) < [0, +o0f

est strictement décroissante donc f,: ~! existe et, d’aprés les hypothéses sur f;’l,

£ Im(f]) < [0, +o0[— [0, +o0f.
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Lemme 5.5.1 Notons S = S et R = Rip. Supposons Im(f') = [0; +oo[. L’équilibre de
Nash (p’,p}) est donné par

Pz, Ay, L) = f7 N (A(e® — Ke™®)) siz e Q, pl(z, Ay, L) = 0 sinon, i = 1,2,

associé o A (x) = c(x; ), p}) tel que

S (59 — 81) (x, Ay, Ay, Ly, L) = J O(x, Ay, Ag, Ly, Ly) ( —s1(u—z) _ efsz(uf:p)) du

eslx _ s1 €SQCE L So
— 2| f(x, Ay, Ay, Ly, Ly) e (D) _ Zemnau=l) ) gy
s1L so L, ) ) Y )
esih — e ), S1

avec

9($,A1,A2,L1,L2) = fiil(A ( e Kerzu)xfh( )) + féil(A ( e Kerzu)XSb( )) +7

et ou A; > 0,1 =1,2, est l'unique solution de [’équation

81+82 ,7/
D/( J f —1 rlu Kergu))( 26—52u o Sle—slu)du o )

Ssysg(esth — es2h) Ss159
= A;(v + Sry) (et —eml)  (5.82)
avec

v+ S'r
v+ Sry’

—v— VA —v+ VA

/rl — T77"2 = T7 OIL\L Al =’U2+4S(OK+RP);
U—\/KQ 7"U+\/A2

s = Sy = ot Ay = v% + 48Sa.

28 2S
Remarque 5.5.3 On remarque que dans ce cadre simplifié, le Lemme 5.5.1 donne en
particulier ["'unicité de [’équilibre de Nash, qui n’était pas établie dans le cadre général.

Preuve. La démonstration de ce lemme est basée sur la preuve du Lemme 4.2.2. Nous
allons tout d’abord chercher une expression formelle de I’état stationnaire. Cette expres-
sion n’aura un sens que si il existe deux réels A; > 0 et Ay > 0 qui la satisfont. Nous
montrerons ensuite qu’il existe bien A; > 0 et Ay > 0 satisfaisant ’expression et que ces
A et Ay sont uniques.

Le systéme d’équations différentielles (5.77)-(5.78) étant triangulaire, on résout d’abord
I'équation en y; (5.78), i = 1,2. On obtient

ME(ZL‘, Ai, Lz) =S (Aie””” + Bi€r2$),
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avec r; = %E, Ty = _”+‘/E, Ay = v? +4S(a + Rp) et A; et B; des constantes a

déterminer. En utilisant la condition de bord (5.81), on trouve

B, — AK avec K = U VAL _u+Sn

U+\/A1 U+S7”2

ce qui permet de réécrire
W, As, L) = AT — Ket™).

Comme K < 0 et que ry <0 <79, (e"* — Ke™*) > 0 pour tout z € [0, L].
De plus, la condition (5.79) doit étre vérifiée, ce qui implique que

LY@WLH%jAmthgﬂ::A4k8m+vk”L—KXSm+vk”L>::AAU+SH)@”L—HﬂQ,

pour tout i = 1,2. La fonction D étant strictement croissante, D’(c’(L, A;, L;)) est stric-
tement positive. Comme e’ — e™! < 0 et v + Sr; = —Sry < 0, on a donc

On résout a présent (5.77) en c. Comme A; > 0, la quantité f;’l( i(en™ — Ke™)xq,(z))
est bien définie et 'équation en ¢ peut étre réécrite comme suit :

—S" + v + ad® — 0(x, A1, A, Ly, Ly) =0
ol
0(1, A17A2’L17L2) f, 1(141( M Kergx)xﬂl( )) + fé_l( ( rix K@TQI)XQQ( )) + v,

et

Cb (‘7“7"417"427 L17 L2) =

1 X
—J O(u, Ay, Ag, Ly, L) (e’sl(“_x) — e2lume ) du + K1e®* + Kye®® (5.84)
S (52 — 81) 0

avec

voVAy vt VA

58 , S2 55 A2—U +4SC¥

S1 =

et K1 et Ky a déterminer. On en déduit donc que

00

(A A L, L) = (€77 = Ke)(71 (Ae"” = Kem))xa,(a) <0 (589
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car (e"* — Ke™*) > 0 et f;, i = 1,2 est strictement concave. En dérivant (5.84) par
rapport & x on a

oc 1 “
55 (@ Av Az, Ly, Ly) = mfo O(u, A1, Ay, Ly, Ly) (s1e” 17 — spe752(7%)) dy

+ K517 + Kos9€%2". (586)
On utilise & présent les conditions aux bords de 1'équation (5.80). En remplagant dans

(5.86), la condition de bord %—C;(:v, Ay, Ag, Ly, Ly)jg—o = 0 implique que

Ky = — K2t

59

et la condition de bord %—‘i(m, A1, Ag, Ly, Ly)jp—r, = 0 donne

L
_J Q(U, Al, Ag, Ly, LQ) (6—51(u—L) _ @e—sz(u—L)> du

51
K, = —29
! (1l — e52L)S (59 — 1)

b

On peut alors réécrire ¢ comme suit :

Cb($7A17A2;L1,L2) = (J 9 u, A17A2,L1’L2> ( —s1(u—zx) _ efsz(ufz)) du

S(SQ — 81

68116 _ szx 82
_ —f 0 U A17A2,L1,L2) < —s1(u—L) _ 732(u L)) du |

(ele _ esgL 51

Comme (u Ay, Ag, Ly, Ly) < 0, on en déduit que

oc
J(La A17 A2> Ll: LQ) =
e(sl+52)L L 00 - B
S 515 (E—co0) )y 24, (u, A, Ly) SSQ@ 24— g1e Sl“)J du < 0. (5.87)
S~ — :0
<0 <0

Comme (L, Ay, Ay, L1, Ly) vérifie la condition au bord D'(¢’(L, Ay, Ay, L1, Lo)) = As(v+
Sri) (el —er2l), A; doit satisfaire :

D' (¢(L, A1, Ay, Ly, Ly)) = Ai(v + Sry)(e™F — e™h). (5.88)

Il reste a prouver que A; > 0 existe et est unique. On a déja vu a I’équation (5.83) que si
A; existe, A; > 0. On pose

U(AZ, Lz) = —AZ(U + Srl)(e”L — €r2L) + D/ (Cb(L, Al, AQ, Ll, LQ)) .
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L’équation (5.88) se réécrit n(A;, L;) = 0. Par ailleurs, A; — n(A;, L;) est une fonction
continue. On va montrer que pour L; fixé, n(A;, L;) = 0 a bien une solution et qu’elle est

unique.

On a

(9 " 2

aT?(AH LZ) = —(’U + Srl)(eTlL - eTQL) +D (Cb(L7 Ah A27 L17 L2))§i (La Ala A27 Lla LQ)

En utilisant le fait que D est strictement convexe et que %(L, Ay, Ay, Ly, Ly) < 0 (obtenu
grace a (5.87)), on montre que

<0 <0
57] / L roL ", acb
aT(AZ,LZ) = —(U+ST1) (6 1 — e )+D (C (L,Al,AQ,Ll,Lg))m(L,Al,AQ,Ll,Lg)

< 0.

Grace aux signes des racines de 1’équation homogéne et au fait que f; (respectivement
D) est strictement concave (respectivement convexe), on a donc montré ci-dessus que
%(Ai, L;) < 0. La fonction 1 est donc strictement décroissante en A;. Elle admet donc
une bijection réciproque de R, dans R qui permet de définir A;.

De plus,

F%M&JﬁzDWHLAW%JhbD>O
et

lim n(A4;, L;) = -

A—+00

car (L, A1, Ay, L1, Ly) — 0 quand A; — +co0 donc D'(¢’(L, Ay, As, Ly, Ly)) — D'(0) par
continuité de D’.

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe donc une unique solution A; > 0
de n(A;, L;) = 0, c’est-a-dire de (5.82). n

5.5.3 Simulations numériques

Pour les simulations qui suivent, réalisées avec Maple, nous avons pris les données
suivantes :

p=0.05 a=01,5=01,¢ =1 R =1 (pas d’absorption),
~ = 0.05, v = 0.015.

Pour la premiére simulation, on choisit les fonctions de production et de dommages sui-
vantes :
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fi(p:) = In(p; +0.01), i = 1,2, D(c) = ¢*.

Le joueur 1 a un champ allant de x = 0 & = L;, alors que le champ du joueur 2
s’étend sur [Lq; Lo].

On fixe L = 10. Pour ce cas de simulation dans le Chapitre 4 (& un seul joueur), le I
optimal valait 4. Nous allons donc fixer Ly = 4 et faire varier L.

16000
14000

12000 {
10000 L1=1 L2=4
L1=2 L2=4
8000 L1=3 L2=4
6000 1
4000

2000

b

FIGURE 5.2 — Concentration ¢’ correspondant & I’équilibre de Nash
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800 | L1=2 L2=4
L1=3 L2=4
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FIGURE 5.3 — p et p), correspondant & 1'équilibre de Nash

Comme au Chapitre 4, on retrouve pour ¢ ’allure de courbe typique d’un phénoméne de
convection-diffusion (Figure 5.2). L’allure des courbes p’ et p est aussi semblable & celle
de la quantité d’engrais optimale p* calculée au Chapitre 4. On remarque que plus L; est
grand, plus la concentration autorisée en engrais est importante au début de la parcelle
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du joueur 1. Le joueur 2, excepté dans le cas ou L; = 1, a intérét a épandre davantage
au départ de sa parcelle que le joueur 1 ne devrait le faire a la fin de sa parcelle (Figure
5.3).

On s’intéresse a présent a I'impact de la taille de la zone tampon sur les objectifs a ’état
stationnaire pour les deux agriculteurs, qui sont donnés par

o = ([ 5 ae - D),

Lo

Obiz = =(| * htp3la)) e = D(L).

On rappelle qu’ici f; = f5. Les résultats sont représentés dans la Figure 5.4.

Ly

850 0 i 2 3 4
-1350 !
W Joueur 1
-1850 @ Joueur 2
-2350
-2850

FIGURE 5.4 — Objectifs des deux joueurs en fonction de L;; Ly =4, L = 10.

Excepté pour le cas ou Ly = 1, 'objectif lié au joueur 1 est meilleur que celui lié au joueur
2. On constate cependant que pour les deux joueurs, ’objectif est décroissant en fonction
de Lq, ce qui signifie que la politique optimale serait de ne pas épandre d’engrais. On
peut comparer ce résultat avec ceux obtenus au Chapitre 4 avec un seul joueur. En effet,
le cas ou le champ de 'unique agriculteur s’arréte au point L; = 4, comme présenté en
Figure 4.4, correspond ici & une coopération entre les deux joueurs qui occupent la zone
[0, Lo] = [0,4], en considérant 'objectif suivant :

Lo

. . 1 I
Objy 5 = Obyl+0byz+;D(cb(L)) = ;(L AW @)det+ | fa(py(x)) dx—D(c%L)))-

(5.89)

Ly

L’objectif obtenu pour ce cas au Chapitre 4 était de 45,6. Or ici, que ce soit pour Ly = 1,
2 ou 3, on obtient pour l'objectif (défini par (5.89)) un résultat négatif et strictement
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inférieur a 45,6, comme présenté dans le Tableau 5.1 ci-dessous :

Ly =1

Ly =2

L1:3

-1541.4

-2814.2

-5253.6

Tableau 5.1 — Objectif Obj; 2 (non-coopération) en fonction de Ly ; Ly = 4, L = 10.

Cela signifie donc qu’il est plus intéressant pour les joueurs de coopérer.

On effectue un autre test avec L = 15 en fixant cette fois-ci Ly = 8.

Les résultats obtenus sont qualitativement semblables, & savoir que plus L; est petit,
plus la concentration est importante au début du domaine (Figure 5.5), et plus le joueur
1 a intérét a épandre de engrais (Figure 5.6). Ici aussi, I'objectif du joueur 1 est meilleur
que celui du joueur 2, excepté dans le cas ot L; = 2, et les objectifs des deux joueurs
sont décroissants (Figure 5.7). Pour comparer cet exemple avec le cas ou les joueurs
coopérent, nous reprenons les résultats obtenus au Chapitre 4 avec un seul joueur, avec
L =15 et Ly = 8. Sur la Figure 4.5, on constate que la valeur de 'objectif était de -166.
Ici, I'objectif Obj; 2 est strictement inférieure & -166, comme on peut le constater dans
le Tableau 5.2.

Ly=2|1L,=4 Ly =6
-3927.3 | -7998.3 | -17009.0

Tableau 5.2 — Objectif Obj, » (non-coopération) en fonction de L;; Ly = 8, L = 15.

Il convient donc aux joueurs de coopérer.
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FI1GURE 5.5 — Concentration ¢’ correspondant a 1’équilibre de Nash
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FIGURE 5.6 — p) et p} correspondant & I’équilibre de Nash
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FIGURE 5.7 — Objectifs des deux joueurs en fonction de L;; Ly =8, L = 15.

190



Nous allons a présent faire varier Ly et fixer L;. On prend L = 10 et L; = 4.

On remarque que plus Lo est grand (plus la parcelle du joueur 2 est proche du puits de
captage), moins la concentration est importante sur ’ensemble du domaine (Figure 5.8).
Cette différence est plus importante que dans la simulation précédente.

Les résultats sur (p}, p5) sont identiques et se chevauchent dans les cas testés : le joueur
2 devrait épandre plus au début de son champ que le joueur 1 a la fin du sien (Figure 5.9).

Dans les trois cas, l'objectif du joueur 1 est meilleur que celui du joueur 2 (Fi-
gure 5.10). Contrairement a la simulation précédente, les objectifs des deux joueurs
sont croissants, ce qui signifierait une politique optimale d’épandage jusqu’au niveau
du puits, ce qui n’est pas réaliste bien sir (rappelons que ces cas tests sont purement
académiques).

LQ = 5 LQ = 6 L2 = 7
avec coopération 39.1 18.2 -18.5
sans coopération | -3706.8 | -2853.0 | -2565.9

Tableau 5.3 — Objectifs avec et sans coopération en fonction de Lo; Ly = 4, L = 10.

Si on compare ces résultats avec ceux du Chapitre 4 (correspondant & une coopération
entre les joueurs), on remarque que dans les trois cas choisis pour Lo, 'objectif Obj 5 est
strictement inférieur a I'objectif commun calculé et représenté a la Figure 4.4. Le Tableau
5.3 indique donc qu’il est dans l'intérét des joueurs de coopérer.
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FIGURE 5.8 — Concentration ¢ correspondant a I’équilibre de Nash
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FIGURE 5.9 — p} et p} correspondant & I’équilibre de Nash
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FIGURE 5.10 — Objectifs des deux joueurs en fonction de Lo ; L1 = 4, L = 10.
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On choisit a présent les fonctions suivantes :

fp) = Bs— (Bs — ay)e PP et D(c) = %02.

On trace dans la Figure 5.11 ci-dessous la fonction de production. Tout comme

FIGURE 5.11 — Fonction de production

dans le Chapitre 4, le choix des fonctions de production et de dommages est tiré de
I'étude de Godart et al. [43] et de Ledoux et al. [58], avec By = 11,7888, ay = 3,1824 et
77 = 0.0050465, qui correspondent aux données pour une culture de blé.

On fixe L = 10 et Ly = 4 et on fait varier L.

Comme dans le cas logarithmique, plus L; est petit, moins la concentration est impor-
tante (Figure 5.12). On peut s’en étonner au regard de la Figure 5.13, ou la quantité
d’engrais a épandre est plus importante lorsque L; est petit. Cependant, on remarque
également que 'on met moins d’engrais entre L, et Lg, cette différence étant d’autant
plus importante lorsque L; est petit. En somme, plus L; est petit, plus la quantité
d’engrais a épandre est importante pour le joueur 1 et moins elle I’est pour le joueur 2.
Ce saut entre les courbes de la Figure 5.13 permettrait d’expliquer l'allure des courbes
de la Figure 5.12.
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FIGURE 5.12 — Concentration ¢ correspondant a I’équilibre de Nash
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FIGURE 5.13 — p} et p} correspondant & I'équilibre de Nash
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FIGURE 5.14 — Objectifs des deux joueurs en fonction de Ly ; Ly = 4, L = 10.
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Hormis dans le cas ot L; = 1, 'objectif du joueur 1 est meilleur que celui du joueur 2
(Figure 5.14). Notons que pour L; = 2, les objectifs des deux joueurs sont pratiquement
égaux avec une valeur de 463,2 pour le joueur 1 et de 463,1 pour le joueur 2, les deux
points se confondant sur la figure. Cependant, on constate que I'objectif du joueur 1
est croissant, alors que celui du joueur 2 est décroissant. Cela signifie donc que plus la
parcelle du joueur 1 est grande (et donc plus la parcelle du joueur 2 est petite), plus
I’objectif du joueur 1 est important.

Toujours dans l'idée de comparer nos résultats avec ceux du Chapitre 4 corres-
pondant & une coopération des joueurs, nous comparons l'objectif Obj; o avec 1'objectif
obtenu a la Figure 4.10, d’une valeur de 937.5 :

Ly=1|1L1=2|L;=3
936.4 934.6 930.1

Tableau 5.4 — Objectif Obj, » (non-coopération) en fonction de Ly ; Ly = 4, L = 10.

On constate que la coopération reste plus bénéfique pour les joueurs.

A présent, on fixe L = 10 et L, = 4 et on fait varier L.

On remarque que plus Ly est petit (plus la parcelle du joueur 2 est éloignée du puits),
plus la concentration est élevée, sauf dans le cas ot Ly = 5 (z = 5) (Figure 5.15).

Dans les trois cas testés, le joueur 1 devrait épandre la méme quantité d’engrais sur son
champ. Quant au joueur 2, plus Ls est grand (donc proche du puits), moins il doit épandre
d’engrais sur sa parcelle, ce qui parait logique (Figure 5.16).
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FIGURE 5.15 — Concentration ¢’ correspondant a I'équilibre de Nash
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FIGURE 5.16 — p} et pj correspondant a 1’équilibre de Nash
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FIGURE 5.17 — Objectifs des deux joueurs en fonction de Lo ; Ly = 4, L = 10.

L’objectif du joueur 1 est plus important que celui du joueur 2 mais il est décroissant
en fonction de Lo, alors que celui du joueur 2 est croissant (Figure 5.17). Cela signifie
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simplement que plus la parcelle du joueur 2 est grande, plus l'objectif de joueur 2 est
important. En revanche, cela dessert le joueur 1.

1600
1500

1400

1300 —— Objectif avec coopération

—&— Objectif sans coopération
1200

1100

1000

N
o
o
~
©

FIGURE 5.18 — Objectifs avec et sans coopération en fonction de Ly; Ly =4, L = 10.

Si 'on compare ces résultats avec ceux du Chapitre 4 présentés dans la Figure 4.10, on
constate qu’il est plus intéressant pour les joueurs de coopérer. En effet, comme on peut
le constater dans la Figure 5.18, pour les trois valeurs de Lo testées, I'objectif Obj; o (sans
coopération) est moins élevé que 'objectif commun (avec coopération). Cependant, les
deux courbes restent trés proches, notamment pour L, = 5. L’intérét a coopérer dans ce
cas la n’est donc pas trés élevé, méme s’il augmente lorsque la zone cultivée approche le
puits (c’est-a-dire lorsque Ly croit).
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Chapitre 6

Discrétisation par Eléments Finis des
modeéles hydrogéologiques

Dans ce chapitre, nous construisons un schéma basé sur la méthode des éléments finis
et établissons un résultat d’existence et d’unicité pour les problémes discrets issus du
probléme hydrogéologique et de son probléme adjoint (présentés au chapitre précédent).
Dans un premier temps, nous détaillerons la construction du schéma discret associé aux
équations d’état et adjointe. Nous montrerons ensuite l'existence puis 'unicité de la
solution des problémes d’état et adjoint discrets.

On rappelle le systéme désignant 1’équation d’état :

Ri0ic — (kV @) - Ve — div(S(v)ypVe) = —r(c) — ge + pxs dans Qr, (6.1)

div(v) = g, v = —kV¢ dans Qr, (6.2)

ot la fonction ys est 'indicatrice d’une partie S de €2, complété par les conditions initiales
et aux bords suivantes :

xS()Ve-n+ (1 —x)ec=0sur dQ x (0,7, c|i=g = ¢y dans €, (6.3)
avec Y = 0 ou 1 selon qu’on utilise des conditions aux bords de Dirichlet ou Neumann, et
xkVeo-n+ (1 —x)¢p=0sur o2 x (0,7, (6.4)

avec de méme y = 0 ou 1.

Nous nous sommes limités ci-dessus a des conditions aux bords homogénes pour alléger les
notations dans I'analyse du schéma. Mais les résultats s’appliquent aussi a des conditions
aux bords non homogeénes (sous les mémes hypothéses de régularité que celles décrites au
Chapitre 2).
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On rappelle également le probléme adjoint correspondant (avant changement de va-

riable) :

0D(x,c)

Ripo — (kV9) - Vi + div(S()yYVp) = r'(e)p + pRibp — ——

dans Qp, (6.5)

complété par les conditions

0D(x,c(T,x))

% dans €.

(6.6)

X(S(U)Vu-n+(v~n)u> +(1—x)p = 0 sur 092 x (0,7), Ryu(0,z) =

On rappelle les hypothéses :

— Popérateur S(v) est supposé donné par (1.2). Notons que d’apres la définition (1.2)
du tenseur de dispersion, on a

S()E €= (S + ar|v]) €7, S(W)E] < (Sm + arfv]) €] VE e RY. (6.7)

On suppose que
Sm>0,aL>ozT>O.

Le cas le plus trivial sans dispersion, i.e. oy = ar = 0, est traité dans Kumar et
al [51]. On suppose qu'il existe des réels k_ et k, avec 0 < k_ < Kk, tels que le
tenseur de perméabilité vérifie :

RE-E = k|6 et |kE| < kylé], VEERY;

— l’isotherme 7 est une fonction de classe C!, concave, dérivable & dérivée bornée sur
R, et telle qu’il existe r; € RT

r(z)] <y 2], Vo e R;

— le facteur de retard est tel que R > 0;
— la concentration initiale est ¢o € H*(£2) avec 0 < ¢y < 1 presque partout dans ;
— la fonction g appartient & L*({r);

— la fonction p — f(-,p) est de classe C!, croissante, définie sur R™ et strictement
concave ;
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— lafonction D : QxR, — R, est telle que pour presque tout x € 2, c € Ry — D(z,¢)
est une fonction continue et bornée qui satisfait
oD 0*D

(t,x) — D(x,c(t,r)) e L'(Qr) si ce L*(Qy), e =>0et e

\Y

0;
— la porosité ¢ appartient a L*(2) et il existe ¢_ et ¥, des réels tels que

0 <¢_ <(x) <9y, presque pour tout x € ).

On rappelle que sous ces hypotheéses, les théorémes d’existence et d’unicité d’une solution
pour le probléme (6.1)-(6.4) s’appliquent (voir pages 48-52 et Chapitre 3).

Au vu de la formulation que nous allons utiliser dans ce chapitre, nous allons traduire
et compléter les propriétés vérifiées par le tenseur de dispersion comme suit : S(v) étant
donné par (1.2), il est symétrique et donc on peut écrire :

()¢ — _len—on)jo]

> - > M [P, M_>0 6.8
e Smmﬂv‘)m e[, (6.8)

pour tout £ € RN, N = 2 ou 3 étant la dimension du domaine. En effet, d’aprés (1.2),
S(v) s’écrit

(ar —ar) vl ),

S() = (Sym + ar|v])(Id+ E), avec E = A

Uinverse (Id + E)™' = Id — E(Id + E)™' étant bien défini, les matrices Id et E étant
définies positives.
Gréce a la symétrie et & la positivité de (Id+ E), on peut définir (Id+ E)z et (Id+ E)"=.
On écrit

(Id+ E)'¢ ¢ = |¢° — E(Id + B)"2¢ - (Id + E) 3¢

%ﬁ;—m In|* pour tout n € RN. En appliquant ce dernier

résultat a n = (Id + E)_%f, qui est tel que |n| < &, on en conclut que

ou FE est tel que —FEn-n > —

1 (ar —az) [oly | 2
(Id+E)'€-¢ > (1—m) nl.

D’autres résultats vont étre utilisés dans la suite. Notons (S(v))? 'unique matrice symé-
trique définie positive telle que

S(v)2S(v)z = S(v).
On commence par déduire de (6.7) qu’il existe C' = 0 tel que

‘S(v)%g < C(1+ [v]?) |¢], pour tout € € RY. (6.9)
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Par ailleurs, il existe une constante M, > 0 telle que
|S(v) | < M. (6.10)

En effet, soit £ € RN, € # Ogn. L’opérateur S(v) étant inversible, on peut poser pu =
S()t¢ et p # Ognv. On a [S(w)p-pl = € p| < |€||u|. Par ailleurs, par définition de
S(v),

oy —
()] = S(w)p 0 = (S + o)+ ZE o

2
ar — ar v - p

= (Sm +az [o]) |ul” + 7 |l

ol ul
< [¢] |l -
En simplifiant par |p|, en gardant a Pesprit que |u| = |S(v)71¢]|, on en tire que :
_ 1
1S(v)7'¢| < €] (6.11)

2
S + a |v] + L= b4
m + ool + SEE

vl
|2

1

Estimons maintenant dans le cas ou & = v. Dans ce cas, p-v = S(v)"'v-v. Donc

d’apres (6.8), |u-v| = p-v et

i -v| = M_ |vf.
Par ailleurs, on tire facilement de (6.11) que |S(v)™"v| = |u| < E,}—| Alinsi,
- ol

> M2S2 [vf?.

Ik

En intégrant cette estimation dans (6.11), on obtient

v
<
Sm + ar|v] + (ap, — ar)M252 ||

|S(v)_1v‘

et il existe M, > 0 telle que pour tout v € RV,
o }
Sm + ar |v| + (ap — ar) M2 52, |v|

M,.

Dans la suite du chapitre, nous utiliserons souvent les estimations (6.9) et (6.10) pour
controler des termes de la forme (S(v)"tvu, S(v)2w) avec u € R, w e RY. On a

<S(v)—1w,5(v)%w>( < M. |y ‘S(v)%w’
< M+C<1 + |u|%) | [10]
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qu’on résume en
(S(v) lou, S(u)%w>\ < cd,-sp(1 4 |v|%) ] [ww] (6.12)

On imposera également la condition suivante :

oD
= € LA(R). (6.13)

6.1 Discrétisation en éléments finis

La formulation variationnelle du probléme continu (6.1),(6.2),(6.5) muni de (6.3),(6.4) et
(6.6) est : trouver un triplet (c, i, @), avec c € L*(0,T; HY(Q)), ¢ € L*(0,T; W?P(2)) avec
p>Noug¢e L*0,T; Wh1(Q)) avec ¢ > N (et donc v e L®(Q)) et pe L*(0,T; HY(Q)),
tel que

L Ryoicp da — L(HLV¢ -Ve)pdr + L WS (W)Ve-Vodr = L (—7"(0) —gc+ pxg> pdr,
J kVo - Vodr = J gpdz,
Q Q
f Ridypup d — J (kV¢ - Vi) pdr — f VSV - Vi da
Q Q Q

= L (r’(C)u + Rippp — %)édw,

pour toutes fonctions test ¢, @ et ( telles que

we L*(0,T; H'(2)) n H'(0,T; L*(Q)) avec(1 — x)p € L*(0,T; Hy(Q2)), (6.14)
¢ e L*(0,T; H'(Q2)) avec (1 — )@ € L*(0,T; Hy(S2)), (6.15)

5 e L2(0,T: H'(Q))  H'(0,T: L(Q)) avee (1 — \)§ + (1 — V) L?(O,T;Hola(z)). |
6.16

Notons
W={feH(Q),(1-x)fe Hy(Q)}

W= {feH"Q),(1-x)f e Hy(Q)}.

La discrétisation de notre modeéle se fera en temps et en espace.
Détaillons d’abord la discrétisation en espace. On définit 7, une décomposition réguliére
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de Q c RN en N-simplexes fermés ot h représente le diameétre des mailles.
On suppose que 2 = Upe7;, 0. On définit les sous-espaces discrets (les éléments finis)

W, W, W, c W, par
W), := {q € W, q est constant sur chaque maille O € T} (6.17)

W, = {qe W, ¢ est un polynome de degré au plus 1 sur chaque élément de O € Tn}
(6.18)

Pour les fonctions vectorielles, nous définissons aussi :
Up :={qe H(div,Q),Vi e {1,..., N}, la i-éme composante de ¢ est un polynéme de
degré < 1 sur chaque élément de O € Ty}
et
Uno :={q € H(div,Q2) avec ¢ - n = 0 sur 02 Vi € {1,..., N}, la i-éme composante de ¢
est un polyndome de degré < 1 sur chaque élément de O € Ty }.

Détaillons a présent la discrétisation en temps.

On notera 7 le pas de temps. La discrétisation en temps se fera avec un schéma d’Euler
semi-implicite. On effectue également un changement de variable en temps sur I’équation
en p en posant t' = T'—t. On passe donc d’une équation pour ¢ € [0, T'] avec une condition
terminale & une équation pour t' € [0, 7] avec une condition initiale.

En utilisant le changement de variable fait sur ’équation adjointe dans le Chapitre 4 page
122, on a

f Ré,u dx + f (kV¢ - Vu)pdr + f SV - Vodr =
Q 9) Q
0D(x,c)\ =~
- J (T/(C)M + Rpp — (—))wd:ﬁ
Q C
avec Rypu(z,0) = L(z,c(x,T)) et t € [0,T].
La formulation variationnelle (telle qu’elle sera codée dans Freefem au chapitre sui-

vant) de notre discrétisation du probléme (6.1),(6.2),(6.5) complété par les conditions
(6.3),(6.4),(6.6) est décrite et analysée dans le paragraphe suivant.

6.2 Analyse du schéma

6.2.1 Analyse du probléme en charge discret

Le probléeme en charge discret est le suivant :
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Trouver ¢y, € Wh et vy, € Uy, (ou Uy selon les conditions aux bords) tels que

T T
J Jvh'zﬁhdxdt—kf fﬁngh-whdxdt:O,
0 JQ 0 JQ

T T
J Jvh'V@ld:ﬁdt%—J JggphdxdtzO,
0 JQ 0 JQ

pour tous ¥y, € Uy, (ou Upp) et @p, € Wi,

(6.19)

Le traitement de ce probléme est classique que ce soit dans le cas de conditions
aux bords de type Neumann ou Dirichlet (voir le premier schéma de Achdou et al. [2]
ou Girault et al. [38]). La formulation variationnelle (6.19) permettant de calculer ¢y,
ne nécessite pas de discrétisation en temps. L’intérét est que ce schéma peut facilement
s’adapter a des milieux fortement contrastés du point de vue géologique (Achdou et
Bernardi [1]). De plus, on a le résultat de convergence, optimal, suivant :

Proposition 6.2.1 (i) Si la solution du probleme (6.2)-(6.4) est telle que (v,¢) €
(H* ()N x H(Q), pour un s € R tel que 0 < s < 1, alors on a l’estimation opti-
male uniforme suivante :

v = vn[ 2@y + 119 = Onllgr) < Chs(HUH(HS(Q))N + 9] HS+1(Q)>'

(ii) En particulier, si l'une des hypothéses suivantes est vérifiée,

— 00 est de classe C?, k€ (C*(Q))N*N,

— 09 est de classe C*, k = k*Id avec k* : w — R et k€ C1(Q),
on sait (cf Proposition 2.3.1 du Chapitre 2) que ¢ € L*=(0,T; W?P(Q)) et v e (L*®(Qr))N.
On a donc la convergence forte du schéma dans L*(0,T; L*()) au sens on

}llj}(l) [ = onll (L2 @ppv =0
De plus, pour tout h,
lvall ooy < C.

Preuve. Le point (i) est le théoréme 8 de Achdou et al. [2]. Sous les hypothéses de (ii),
en choisissant p = 2, le point (i) s’applique et donne }llirr(l) lvn = |2y~ = 0. La méme
convergence est alors aussi vraie presque partout dans 7. Ainsi, Ve > 0, il existe H > 0
tel que si h < H,

lvp —vi| <€, 1<i< N, presque partout dans Qr

oll on a noté u; la i-éme composante d’un vecteur v € RY. On en déduit que pour h < H,
on a

+ |vi| < e+

< |vp; — vy

|Uh,i Ui |L°0(QT) .
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La borne uniforme de v, dans L*(€7) s’en déduit. [

Détaillons maintenant le probléme en concentration.

6.2.2 Analyse du probléme en concentration discret

Dans ce paragraphe, nous allons réécrire le modéle en nous servant de la formule div(ve) =
cdiv(v) + v - Ve et en utilisant le fait que div(v) = g. On obtient :

Ripéie + div(v.) = —r(c) + pxs dans Qr, (6.20)
avec
ve = =S(v)YVe + ve, (6.21)

équations complétées par les conditions initiales et aux bords suivantes :

xS(W)Ve-n+ (1 —x)e=0sur 02 x (0,7, ¢|t=o = co dans €. (6.22)
On pose
. {p sizesS,
p= .
0 sinon.

Par commodité, on notera p = p.

Remarque 6.2.1 Lors du calcul de la concentration, la quantité d’engrais épandue est
connue pour tout x et pour tout t, p n'est donc pas une inconnue du probléme, nous
n’avons donc pas besoin d’écrire sa discrétisation.

On établit ainsi une formulation plus "physique" du probléme ou le flux v, est explicite-
ment donné. Un schéma naturel (et classique) pour ce probléme serait

(Rap(c}f — 1), w) + 7{div(vey), w) + 7(r(ci 1), w) — 7{p,w) = 0,

(S (vn) ™M ey, wy — e, div(u)y — (S(vn) " uncy, uy = 0.

Cependant, nous allons plutét adopter la formulation discréte en éléments mixtes sui-
vante :

(R (cy — cp™b), w) + T{div(S (vn) Fvap), wy + 7¢r(ep ™), w) — 7{p,w) = 0,

(S (un) 29 gt wy — (e, div(w)y — (S (o) " upel, u) = 0,
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pour tout w € W), défini par (6.17) et pour tout u € U, dans le cas ot x = 0, ou pour

tout u € Uy sinon. Cette formulation garantie en effet la stabilité pour des vitesses L?

(voir plus loin).

On a ici désigné par S (v)% I'unique matrice symétrique racine carrée de la matrice
-1

symétrique définie positive S(vp) et on a posé S(v) "2 = <S(vh)%> . On est ainsi dans

le cadre confortable ot les matrices S(v), S(v)~! et S(v)~2 commutent toutes entre elles.
On récapitule dans le cadre ci-dessous le probléme variationnel ainsi obtenu :

Probléme variationnel discret correspondant a I’équation d’état :
Soient n € {1,..., N} et (¢}~ ', v,) donnés dans (W}, Uy) et p donné dans L?(€2). Le pro-
bléme est de trouver cj € W), tel que :

(Rap(c}f — 1), wp)y + T<div(S(vh)%vCZ),wh> + (), wy)y — Tp,wy)y = 0 (6.23)

<S(Uh)7%1/1711)627 upy — (e, div(up)) — (S (vp) M ol up) = 0 (6.24)

pour tout (wp,up) € (W, Uy) tel que xuy, € Upp. Le schéma est initialisé par ¢) donné
dans W,

Théoréme 6.2.1 On suppose que les hypothéses rappelées en début de chapitre sont vé-
rifiées. Alors :

(i) Si T est suffisamment petit et si vy, est borné dans L?(Q) indépendamment de h, le
probleme (6.23)-(6.24) admet une unique solution.

(ii) Si de plus l'une des deuz hypothéses suivantes est vérifiée,

a) le maillage est supposé quasi-uniforme lorsque le tenseur de diffusion S(.) dépend
effectivement de la vitesse, et il existe ¢ > 0 tel que la condition suivante de type

Courant-Friedrich-Lewy est vérifiée
,7_1—6

hN

= CCFL = O(l) 5 (625)
b) la vitesse vy, est bornée dans L*(Qr) indépendamment de h ;
alors on a l’estimation suivante :
n 2 n 2
HChHL2(QT) +7 chhHm(QT) <C. (6.26)

Remarque 6.2.2 Soulignons que si la vitesse discréte vy, est donnée par le schéma décrit
au paragraphe précédent, le résultat (i) est vérifié sous les hypothéses de (ii) dans la
Proposition 6.2.1 (car alors U'hypothése (b) est satisfaite). L’intérét du schéma est qu’il
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reste bien défini (voire stable : voir plus loin) méme lorsque la vitesse n'est pas controlée

dans L*(Qr).

Preuve. Cette preuve est directement inspirée de Diédhiou [29].

Existence de ¢}
Soit

{wy, ..., wn, } U {uy,...,un,} une base orthonormée de Wy, x Uy, (6.27)

Soient & = (OAél,...,OAéNl) S RNl, o = (Oél,..A.,OéNl) € RNl et B = (Bl,...,BN2) € RNQ,

B = (B1,....Bn,) € RV On pose £ = (&,3) € RN ¢t & = (a, 8) € RMTM On
considére le produit scalaire et la norme sur RV +¥2 définis par :

Ny No
((ga 5)) = (d’ a)]\h + T(Ba B)Nz = Z diai + TZ Bzﬁza (628)
et
el = ((€,€)), (6.29)

ot (.,.), est le produit scalaire euclidien dans RP. De plus, pour tout ¢ = (a, 3) € RN N2,
il existe un unique (w, u) € W), x U, défini par

N1 N2
W = Z LW , U = Z Bkuk (630)
k=1 k=1
On a de plus
N1 N2
2 12 2 2
|0 7200) + 7 @l 72(0) = aj |will 720 + 7 Z e |ukll72(q)
k=1 k=1
Ny No
= Z o+ T Z B2 car HwkHig(Q) = HukHiz(Q) =1 d’apres (6.27)
k=1 k=1
= (a,a)n, +7(8, B)w, = ((£:€)) = llI€]I*: (6.31)

Pour § donné et pour (w, u) défini par (6.30), on utilise les équations (6.23) et (6.24) pour
définir les composantes de & = (&, 3) € RV ™2 comme suit :

G = (Ry(w — czfl), W) + T<diV(S<Uh)%ﬂ), wg) + T<T(CZ*1), wgy — 7{p, wy) = 0 (6.32)
pour tout k=1, ..., N7 et
Bk = <S(’Uh)_%77/1_1ﬂ, Uk> — <U7, le(uk)> — <S(’Uh)_1’(/}_lvhﬂ), Uk> =0 (633)
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pour tout k =1, ..., Ns.
Enfin, on définit I'application P : RN+ — RNM+N2 pay

PE) =¢

qui est continue par construction.
Le probléme revient alors a résoudre

P =0.

On construit ((P(€),€)) = ((€,€)) comme défini dans (6.28). On calcule le produit scalaire
euclidien dans R suivant :

(&,a)y, = (RY(w — ), w) + 7’<diV(S(Uh)%fL), wy + 7(r(cp ), wy — 7(p,w), (6.34)

puis le produit scalaire euclidien dans R"2 :

(B, BN, = (S (o) 207 a, S(vp) 2@y — 7w, div(S(vs) 7a))
— 7S (vp)~ zb vpw, S(vp)

M\H

uy. (6.35)
En sommant (6.34) et (6.35), on obtient :
(P(&).€)) = (Rypw, w) — (Ripey, ™",y + 7(r(cy "), w) — 7¢{p, w)
+ 7S (o) 29, S(vp) 2@y — (S () " opw, S(vp)2w).  (6.36)

Nous allons a présent montrer que (P(£),£) > 0. Pour cela, nous allons estimer les termes
de (6.36), notamment grace aux inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young. On obtient :

= (Rypw, w) > Ry HU_)Hi?(Q) ;

el R@/)_ 2Rz/12 N
‘12| = }<chh 17w>| H HL2 ¢7+ Hch 1”[/2(9)7
1y Ry_ 272
‘I5| = ‘T<7ﬂ( 1),/IU>} < T HwHiQ(Q) + ﬁ Hch 1”[]2(9) )
Ry_ 272
14 = [ ] < 2 gy + = ol
8 (@) Ry

Is = 7(S(vn) "2 a, S(v})2ay = 77" ]2y

Is| = |7¢S ()" Lopw, S(vp) 20| .
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En utilisant I’équation (6.12) introduite en début de chapitre, on a

l — —
6] < 76 Catop (1 + I0nl oy ) 101 2y Vil 2

Par les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on obtient

1 2
Ros. 272C%,, (14 [0l oy

— 12 _
16| < |0[72 () + R? 1720

On obtient donc :

Ry_
(P(©).) 2 o [y + 7 (45" — ') ooy — K

1 2
. 27051'319 (1+thHEQ’J(Q)> 2 2 2
ou ¢ = Ro® et K = ﬁ((Rl/’i = r+ H €h 1HLZ(Q) + R HPHLz(Q))‘

En prenant un pas de temps assez petit tel que w;l — (C" > 0 et en posant m =
w 7t —C'}, on a

min{——

(P(€),¢)) = mll¢]* -

On peut donc montrer que pour tout & € RN TN gatisfaisant ||[|*? = 2K /m, on a
((P(£),€)) = K > 0. D’apres le Lemme 1.4 page 164 de Temam [79], il existe donc un
£ € RMTM2 tel que P(€) = 0. On en déduit I'existence de ¢} solution du probléme.

Unicité de ¢}

Le pas de discrétisation en espace h ne changeant pas, nous I'omettrons par la suite afin
d’alléger les notations. On suppose qu'il existe deux couples de solutions (cf, v7;),(c5, vey)
e W2 x U} a (6.23) issues de la méme solution (¢}, v~ "). Elles vérifient donc

(Rap(c} — 1), wp)y + 7(div(S (vh) o), wp) + 7{r(cp” Y, wp) — mp,wp) =0 (6.37)
<S(vh)’%w’1v21, Up)y — <c1 Ldiv(ug)) — (S(vp) o opct up)y =0 (6.38)

et
(R(cy — cz_l), wp) + T<div(S(vh)%vZQ), wp) + T<T(CZ_1), wpy — p,wpy =0 (6.39)
<S(vh)’%w’1vg2, upy — {c, div(up)) — {(S(vp) 7 opc, upy = 0. (6.40)

On soustrait (6.37) et (6.39), et (6.38) et (6.40). On pose C' = ¢t —cy et Vo = v — vl
On obtient

(RypC,wp) + 1(div(S(vy)2V,), wp) = 0 (6.41)
(S(vp) "2V, up) — (O, div(up)) — (S(vp) ™ oaC, up) = 0. (6.42)
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Afin d’éliminer les deuxiémes termes de chaque équation, on prend comme fonctions tests
1 .
wy, = C et up, = 75(v,)2 Ve et on somme (6.41) et (6.42). On obtient :

(RYC, C + 1(S(v) 20 V,, S(up)2 Vo) — 7¢S(vp) b 00, S(vp)2V,) = 0. (6.43)
Nous estimons a présent les trois termes de 1’équation comme suit :

I = (RYC,C) = Rp_ |C120

Iy = 7(S(vn) 27V, S(un)2Ve) = 707 Vel
D’apreés (6.12),

II| = ‘7<5(vh) YO, S (u)

< 707 Caiop (14 [l g ) 1€ 2y 1Vel ey

soit

2 2 3 2
B P (1+ Ilin)

I5] = |7(S(0n) "0~ onC, S(wn) Ve

2
IVel2 (@)

L’équation (6.43) devient donc

Rw
IC13 ey + (95" = ") Vel fa(ey < 0

1 2
Tcﬁwp <1+||”h||goo(g))
2Ry? )
Pour un pas de temps suffissamment petit tel que ;' — C” > 0, on tire de I'inégalité
précédente :

avec C" =

HCHiQ(Q) =0et HVcHiz(Q) =0= ¢ =cy et v}, = vy =0 presque partout dans (2.
La solution (¢}, v.y) du probléme (6.23)-(6.24) est donc unique.
Estimation en fonction de h et 7
Pour obtenir les estimations en fonction de h et 7, on reprend l'estimation de Ig :

o] < 767 Cltop (1 + 00l 0 ) 0,8 < 707 Cty 3., f (1+ [vn|?) | || do.

Oh€7—h
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Dans le cas ou I'hypotheése (ii) (b) du Théoréme 6.2.1 est vérifiée, 'estimation de ce terme
est évidente et on obtient directement (6.26). Sinon, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on obtient

1

1 1
1Is] < 70" Caisp 2 <JO (1+ |vh\%)2 dx) 2 (fo (@ |? |in] dx) 2
h h

Oh€7—h

< T1/):1Cdisp Z <f0h C' |vp| dx)é <J0h |wh’2 |@h|2 dx)%

OneTh

< O~ Oy Z ((J@ |on | dx)é(JO 12dx)§>

OheﬁL

1 1

2 2
J @nl? |l dz )
Oy,

En utilisant le fait que |vn[2(0,) < [vnlz2(q), dquantité qu’on suppose uniformément
bornée dans le Théoréme 6.2.1, on trouve

1 1 _ B L
1o < o a3, Nl Ol ([ Il )’
OneTh On

1

<CrCuy Y 10 (| ool d)”

OneTh On
Comme wy, est constant par maille, on a
1
L ) 1
|]6| < CTw:ICdisp Z ’Oh|4 |wh| (J |uh|2 dl’)2
Oh€7—h Oh
A 3 3
= CTw:lcdisp Z |(9h|Z <_O J ‘wh|2 dil?) (J |ﬁh|2 d{lﬁ') .
OneTh ’ h‘ O Oy

En supposant le maillage quasi-uniforme (car on utilise des éléments finis Py constants
par maille, dans d’autres cas il faut adapter la démonstration en utilisant les inégalités
inverses (voir le théoréme 4.5.11 et la remarque associée dans Brenner et Scott [18])), on
obtient

CTy= Cyis _ i
[1g| < —ﬂp Z (||whHL2(Oh) ||uhHL2(Oh)>‘
hs OneTh

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz discréte, on a

07'1/1:10(11‘ _ 2 % ) %
To < == (O Janlao,) (S Ianlta,)

ha OneTh OneTh
CTl/JZlCd' _ _
< Tm 10 2@ 8l 220y -
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Enfin, grace a l'inégalité de Young, on obtient

R¢— 202 2Cdzsp R¢— — /
| 1| < @72 “WERes a7 [@] 720y + C'7 [l 72
2027C2 202C2, 175
01:1 C/ disp — d’LSp
hE RyS W3 Ry
Comme on a montré précédemment 'existence et 1'unicité de ¢} et v.;, on peut écrire :
R1/)_ 2
((P(6),9)) = 5= lehlFaqay + 7 (¥ =€) Ik ey — K
T2r 2 72 2
ot K = 2 (B2 + 55 67 [ + 5 Pl
Si la condition de Courant-Friedrichs-Lewy (6.25) est vérifiée, alors on a
RID n|2
((P(©).€) > == i 2@ + (¥ = Corem®") okl e — K-

Comme le calcul de ((P(€),&)) implique maintenant des constantes uniformes en h et 7,
on en déduit les estimations uniformes du théoréme pour 7 suffisamment petit (tel que

’(/111 — CCFLTH_% > 0). m

Stabilité
Passons maintenant a I’étude de stabilité. On a le résultat suivant :

Théoréme 6.2.2 On suppose que les hypothéses rappelées en début de chapitre sont vé-
rifies et que (c}t,v.y) est solution du probléeme (6.23)-(6.24). On suppose r € L*(R) ou
Ir(x)] < rt x| pour tout x € R avec vt € R et la condition (6.26) vérifiée. On a les
estimations sutvantes

T/T T/
o3| A U AR Y Rl

IR

<1+ [onlpngey + Ionlioey)  (6:44)

et
TZHle vh% )

Preuve. On rappelle (6.23) et (6.24) :

(R (e — ep™h),wny + m(div(S (o) 2o ), wny + 7(r(cp ™), wy) — 7(p, wy) = 0,
(S (un) ™29 ot uny — (et div(un)y — (S(vp) " Yo, upy = 0.

ey < O+ Il + Tonleqa). (6.45)
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En réécrivant 1’équation (6.24) aux temps t" et "~ ! et en faisant la différence des deux

équations, on obtient :

(S(un) 2 (v —vep ™Y wupy—(cp—cp ), div(un))—(S (vn) Y un(cp—c ), up) = 0.
(6.46)

On additionne les équations (6.23) et (6.46) en prenant wy, = ¢ —c} " et uj, = 7S (vp) 200 -

(R(c — ™), (e — ™)) + 7 (Y, (e — &)y — 7, (e — 1)
+ 7S (o) T2 (vep — vep ™Y, S (wn) 2y — 7S (o) T o — L), S(vn) Fuepy = 0.

On estime les cing termes :
1112
I 2 Ry e = &7 12y

Rw

L] < —— [r(cp! + == et = & ey

)

W HLz(Q)
Ry

] < o Iple + % R

L= g | o (P = @+ g = o)) do

2 T

AR (ISR T
= — Ve — Uc — Ve - 3 Ve )
2 M) * 2 h b2 2 b2
puisqu’on a supposé ici S(v,) symétrique, et enfin en utilisant (6.12)
r oy
) Cliop (1 10nl ey ) Ro
1I5| < Ri? lver 72 + 1 ek —ci HL?(Q)
07'20 isp |V poo R
R@Di hIIL2(Q) 4 h h L2(Q)
On a donc
R¢_ _1 T _1 n— 1 T —1 2 T S e |
L TR e[ I s e

— 2 2 — n|2
1)HL2(Q) + Hp||L2(Q) + Cgispc HUhHLoo(Q) P HUChHLQ(Q)>'

+ R:ﬁ_ (Hr(ch
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SireL*(Q),ona |r(c"

vérifiée, on a [cf| ;2 < C. Donc si [r(z)| < r*|z|, 2 € R, on a Hr(cZ’l

Rw

< C. De méme, comme on suppose la condition (6.26)
< C. D’ou

L.

Iz2)

@Zj_i ch

o 2 T _1 n—
L P §H¢ ? (vef, = veh 1) ) 2 H

12(Q)
2

P
— wféq)cz’fl

<Z| o (e el L P e X A
En sommant pour n = 1, ..., k et en remarquant que Z/ C7? < C7, on obtient
n<T/r
k
o L Z Jock = v gy + 5 locklagey
—1 )
<07+ 27l (2 5 ol (647)

On commence par exploiter

E

03y < O+ 27 [onlmgey (3 2 0k 2oy )-

L’inégalité de Gronwall discréte ! donne :

ni 2
v 32y < C(1+ lonl ey )

On peut alors aussi déduire de (6.47) :

k
D3 = e ey < O (1 + Py + vl

et

M?r

[k = v oy < C(1+ lonll ey + lonl2nay )

n=1

Comme les résultats sont vrais pour tout k, 0 < k <71/, on conclut :

T/T ) T/
LSS g [+ 2

IR

< O(1+ Ionll ey + lonliogey ). (648)

1. Si (ak)k=0, (br)r=0, (Ck)k=0, sont trois suites a termes positifs telles que pour tout & > 0 on ait

k k
k41 < Cky1 + 2, Anby, alors agp11 < g1 + Z Crbpexp( Y, bj).
n=0 n=0 Jj=n+1
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On revient a présent a I'équation (6.23) en prenant wy, = div(S(v,)20.7). On a :

(Rep(cy = 1), div(S(on) 7ueh)) + 7<div(S (vn) 2 vef), div(S(on) 20ep)
+ 7(r(cp ), div(S(vn) 2veh)) — 7P, div(S(vh) 2 vep)) = 0.

On estime les termes suivants :

R
-

2

JARS

Y

A A LG UR

2

I > 7 |div(S(u)bv)

)

L2(Q)

) 2
Is] < O + = |div(S(on) Fue)

L2()
car r est supposé L*(Q2) ou sous-linéaire avec la condition (6.26), et

2

1] < O + - |div(S(on) Fue)

L2(Q)

On obtient donc

1 2 R2w-2‘r n—1
= div(S(en)bup) ey SO 1 = A g
En sommant pour n = 1,..., k, on a
- : Lon 2 ¢ - n n—1]2
Cr Z Hle(S(vh)wCh) L <C+ — Z Hch —cp HLQ(Q)
n=1 ) T n=1
o < -1 2
D’apres (6.48), < 2_]1 | — cf HL2 @ S C’(l + [vn] ooy + thHLoo(Q)>). On en conclut
T/t
: 1, 2
T O (S )|, < (L fonl oy + ol (6.49)
n=1

6.2.3 Analyse du probléme adjoint discret

Pour étre complets, nous présentons également la discrétisation du probléme adjoint.
Il faut cependant garder a l'esprit que du point de vue de l'implémentation, il est
souvent plus efficace de considérer le probléme adjoint associé a la version discrétisée du
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probléme que de discrétiser le probléme adjoint associé a la version continue du probléme.

On rappelle I’équation en p aprés changement de variable :

oD
ROy — v -V — div(S(0)y V) = —r'(c)u — Rippp +

%(x, c) dans Qr,

avec Ryu(0,z) = %—f(m, o(T,x)).

Pour 'analyse du schéma du probléme discret de ’équation adjointe, on se sert également
de la formule div(vu) = pdiv(v) + v -V et du fait que div(v) = g. On écrit le probléme
sous forme mixte :

. , oD
ROy + div(v,) +7'(c)p + Rppp — %(a:, c)+gu=0

v = —S(@)Vi — vp,

avec Ryu(0,z) = L(z,¢(T, z)).
Apres avoir calculé I'ensemble des valeurs ¢;, 0 < p < T'/7, on peut utiliser la formulation

variationnelle discréte suivante :

(R (py — py ™) wn) + 7div (v ), wny + 7 ()i, wi) + TCRYppy, wn )
oD

- T<%(CZ)7 wh> + T<9M27 wh> =0

(S (on) ™™ oy uny — iy, div(un)) + (S (on) " on gy, uny = 0

pour tout (wp,up) € (Wh, Up) si x = 0, pour tout (wp,up) € (Wh, Upp) sinon.
On récapitule dans le tableau ci-dessous :

Probléme variationnel discret correspondant & ’équation adjointe :
Soient n € {1,..,N}, u et ¢}, 0 < p < T/ donnés dans W), v;, donné dans Uj,. Le
probléme est de trouver uj € W), tel que :

CRY (2 — ™YY, wpy + 7(Aiv(S (0n) 20,0), wpy + 74 () ity wpy + TCRY i, wny

oD
- T<%(CZ)7 wy) + TGy, wp) =0 (6.50)

(S (on)™ 20 vt wn) = s div(un)y + (S (vn) 6 o, up) = 0 (6.51)
pour tout (wp,up) € Wy, x Uy, tel que xup, € Upp. Le schéma est initialis¢ par Rw,ug =
oD (.7
%(Ch )-
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Remarque 6.2.3 On utilise ici ['indice générique "m" pour repérer les temps discrets.

Mais dans Ualgorithme codé (voir chapitre suivant), on commence par calculer les ¢},

0 < n < t/r, puis on calcule les piiY, 0 < n' < t/7, et la valeur appelée en concentration
/

L on
dans les troisiéme et cinquiéme termes de (6.50) est c;

Théoréme 6.2.3 On suppose que les hypothéses rappelées en début de chapitre sont vé-
rifiées. Alors :

(1) Si T est suffisamment petit et si vy, est uniformément borné dans L*(Q), le probléeme
(6.50)-(6.51) admet une unique solution.

(i) Si Uune des deux hypothéses suivantes est vérifiée,

a) le maillage est supposé quasi-uniforme lorsque le tenseur de diffusion S(.) dépend
de la vitesse v, et il existe € > 0 tel que la condition (6.25) est vérifiée ;

b) la vitesse vy, est bornée dans L*(Qr) indépendamment de h ;
alors on a l’estimation suivante

1131720y + 7 [Vun ] fepy < C- (6.52)

Preuve. La preuve est complétement similaire a la précédente. Nous la reproduisons pour
le confort du lecteur.

Existence de p}

On reprend les mémes définitions introduites dans la preuve du Théoréme 6.2.1.

Pour ¢ donné et pour (w,u) défini par (6.30), on utilise les équations (6.50) et (6.51)
pour définir les composantes de € = (&, 3) € RN+ comme suit :

a = (Rp( — i), wiy + 7(div (S (vn) 2 0), we) + 7(r' (), we) + T(Ribpm, wy)
— (D'(c), wgy + T{gw,wy =0 (6.53)
pour tout k=1, ..., N7 et

/ék = <S(Uh)_%@/)_1ﬂ, U,k> — <1I), le(uk)> + <S<Uh)_1¢_1vhﬂ), Uk> =0 (654)

pour tout k =1, ..., Ns.
On a noté D’ au lieu de %—f pour simplifier les notations.
On définit Papplication P : RN1+N2 — RM+N2 pay

P& =¢

qui est continue par construction. Le probléme revient a résoudre



On construit ((P(£),€)) = ((£,€)) comme défini dans (6.28). On calcule le produit scalaire
euclidien dans RM suivant :

(&, a)n, = (RyY(w — u’g_l), w) + T<diV(S(?}h)%’ﬂ), wy + 7' () w, wy + (R pw, w)
— (D'(¢}), 0y + 7{gw,w)y =0 (6.55)

puis le produit scalaire euclidien dans R"? :
7(B, By = (S (vn) 2470, S(vn)20) — (@, div(S(vs) 20))
+ 7(S (vn) " o, S(vy) 2y = 0. (6.56)
En sommant (6.55) et (6.56), on obtient :
((P(€),€)) = (Ripw, W) — {Reppy, ", w) + 7' (), @) + T(Reppi, )y — (D' (cy), )
+ gw, W) + 7(S(vp) T2 @, S(vp) 2@y + 7(S(vp) " onw, S(vy) 7T, (6.57)

Afin de montrer que ((P(£),€)) > 0, nous allons & présent estimer les termes de (6.57).
On obtient :
Iy = (Ryw, @) = R[]0

wf @ Riﬁ

L] =[B! w)] < Joa@) + 5 I acoy

—_ _ . — 12
Is = 7¢r' (i), w) = Tmine(ch) [ @] 1)

= T(Rpp®, @) > TRpY_ )22 -

2
ny - Ry_ HD,<CZ)HL2(Q)
|I5] = [7{D (), W) < == @] 12(0) +T2—Rw, ,
Is = T(gw, w) = T HgHLOO(Q) ||7~DH%2(Q) )

Iz = (S () 2971, S(un) 20y = 7907 a0

| = )T<S(vh)—1¢ L, S (up) 3 ) .

On notera que le terme I3 se traite ici trés simplement car ¢ est constant par mailles.
On traite Iy de la méme maniére que pour la démonstration de l'existence de ¢} en
utilisant les mémes hypothéses. On a donc

2072 3 )2
1) < 22 gy + Chp (1 + 10l
SIS T Wl Ry?

Ry
— 12
[allz20) = == [@] 720y + C'7 |l 720
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1
1
on ¢ = Al lem @l

On obtient donc :

(P(©),€) > ("= +  (min (o) + Rov— + Lol o)) Il

4
+ T(?ﬂl - Cl) HﬂHiZ(Q) - K

9 ”D/(C )HL2(Q)

ou K = sz H Foh 1HL2(Q T R

En prenant un pas de temps assez petit tel que % +T(m%p r'(chig) T RpY—+ 9l 10()) > 0

et ;1 —C' > 0 et en posant m = mm{ +T(m%p7“ (chip) + Rov—+ 9] 1o ),@/);1—0'},
on a

((P(&).€)) = mll¢]|* —

On peut donc montrer que pour tout & € RM™N2 gatisfaisant [|€]|? = 2K/m, on a
((P(£),£)) = K > 0. D’aprés le Lemme 1.4 page 164 de Temam [79], on en déduit
I'existence de pj solution du probleéme.

Unicité de pj

Le pas de discrétisation en espace ne changeant pas, on introduit une nouvelle notation
en omettant h. On suppose qu'il existe deux couples de solutions (uf, v} ,),(u5,v] )
e Wy, x Uy, a (6.50) issues de la méme solution (u) ", v, 7~ "). Elles vérifient donc

<R¢(N? - /11271)7 wh> + T<diV(S<Uh>%UZ,1>7 wh> + 7'<7’/<CZ>H?7 wh> + T<Rp¢/jf, wh>
- T<D/(CZ)7 wh> + 7-<g:u7117 wh> =0 (658)

(S ()20 0 uny — i, div(un)y — (S (o) T onprl, up) = 0 (6.59)
et
(R (s — ") wn) + (v (S (vn) 20o), wny + 7 () iy, wi) + TRy, w)
— 7(D'(ch), wn) + 7{gpz, wp) = 0 (6.60)

(S0 ) — i divun)) — (SO0 gy =0 (661
On soustrait (6.58) et (6.60), et (6.59) et (6.61). On pose U = pf —puy et V,, = v} | — v} .
On obtient

(RYU,wp) + T<diV(S(Uh)%VH), wpy + 7 (U wpy + T(RppU, wy,)y + 7{qU, wy,) (: 0 )
6.62

(S(u) "2V u) — (U, div(ug)) — (S(op) ™ U, ug) = 0.
(6.63)
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Afin d’annuler les deuxiémes termes de chaque équation, on choisit comme fonctions tests
1 .
wy, = C et uy, = 75(vy,)2V, et on somme (6.62) et (6.63). On obtient :

<R¢LLL§—%T<WQ£)U}U>%—T<Rp¢[ﬁ£®v+7<gU}U>—FT<S@m)7éw7”/ S(up) 2V,
— (S (o) " U, S(v)2V,) = 0. (6.64)
Nous estimons les six termes de 1’équation comme suit :
I = (RYU,U) = By U720
I = 7' (e)U,U) = Tm%l”“ "(chjp) HU||L2(Q
Iy = T(RpyU, Uy = TRpyo— |U [0y
It = U, U) = 7 9]l oy 1Vl 72 -

Is = T<¢_1VM, Vi) = T@/}Il H‘@Hi%g) )

1 2
QOdzsp (1 + HU}ZHE,OO(Q))
2R3

1 — 1 Ry
1o = S o, S| < B 0 g + IVills o

L’équation (6.64) devient donc

Ry 2 - 2
(S5 + 7minr'(cii) + TRpv + 7 gl o) 1U ey + 7 (65" =€) Vil Fag < 0

2
€3, (10 )
o (14 [vn ] 20
avec O = i 2RZ§1L e
Pour un pas de temps suffisamment petit tel que RTT#* + 7 minr’ (CZIH) + TRpy_ +

0Ty,
T HQHLoo(Q) >0ety ' —C”">0,0na:

HUHiQ(Q) =0et ||VM||iQ(Q) = 0= pi = py et v, = v, = 0 presque partout dans .
La solution (¢}, v.y) du probléme (6.50)-(6.51) est donc unique.

Estimations en fonction de h et 7

Pour obtenir les estimations en fonction de h et 7, on reprend l'estimation de Iz de
la méme maniére qu’on avait repris l’estimation de Is a la page 211 pour le probleme
en concentration. Si I'hypothése (b) du théoréme est satisfaite, on obtient directement

(6.52). Sinon, on a :
Rw_ H _ CQTQCgisp _

R'Lb_ _ 2 — 12
| Is| < S Ry |Unll72e0) < e [@nll 720y + C"7 ] 72q)

Wh 20 +
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l1—e 1+4e

Ofl C/l _ C Tcgzsp — CzcszspTTTT
hz Ry? hz Ry
Comme on a montré précédemment l'existence et I'unicité de pj et v,}, on peut écrire :

R
(P(©),€) > ("= +  (min (o) + Rov— + Lol oqey) ) Ik IEnc

+ 7 = C") HUMZH;(Q) - K

\ Ry? |2 ellz
ou K = w H Hp, 1HL2 2 Rw_L <
Si la condltlon de Courant—Frledrlchs-Lewy (CFL) (6.25) est vérifiée, alors on a

R
(P©.€) = ("= + r(mins'(ch) + Rov + Lol ogey) ) 1 e

1+e€

+ 7 = Coret @)

HUMZHQH(Q) - K.

Comme le calcul de ((P(€),&)) implique maintenant des constantes uniformes en h et
7, on en déduit les estimations uniformes (6.52) pour 7 suffisamment petit (tel que

1+€

w_,'__l _CCFLT 2 > O) "

Stabilité

Théoréme 6.2.4 On suppose que les hypotheses rappelées en début de chapitre sont véri-
fiées et que (uy, v,y ) est solution du probleme (6.50)-(6.51). On suppose que r' € L*(R,),
que D" € L*(R) ou |D'(z)| < |z| et que la condition (6.52) est vérifiée. On a les estima-
tions suivantes :

T/T Tz
12
- 2 i = miy 1HL2(Q) + Ojl\p HvﬂhHL2(Q + Z:l [vuh = vur, 1HL2
< C(1+ |lvall oy + lvnl 70 0)
et
T/t ) 9
T Z HdiV(S(Uh)5UMZ) L2(5) < C(l + ”UhHLOO(Q) + ”UhHLOO(Q))'

Preuve. On rappelle les équations (6.50) et (6.51) :

(R (2 — ™YY, wpy + (v (S (0n) 20,0 ), wpy + 74 () ity wpy + TCRY i, wny
- T<D/(CZ>7 wh> + T<9M7I;Lv U}h> =0

(S(vn) ™20 0, ) — (i, div (up)y + (S (on) "2 oppt, up) = 0.
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En réécrivant 1’équation (6.51) aux temps " et " ! et en faisant la différence des deux
équations, on obtient :

(S (un) 2 (0l =0 ™) un )~ (), div () )+(S (0n) ™0 o (g — ), ) = 0.
(6.65)

n—1

On additionne les équations (6.50) et (6.65) en prenant w, = up — pup et up, =
TS(Uh)%UHZ ;

Ry — ™), (= ™)) + 77 (D, (i — ™)) + (R ppiy, (pgy — g =)
— D), i — Y gt i — Y+ 7S (o) T2 (0 — 0,0, S (vn) 2o
+ 7S (0n) " on (k= 1), S (vn) 20,y = 0.

On estime les termes :

5L Ro_ | = 1y e,

wa P b7 n2
I < et = 1~ oy + Y [7ll ooy 12k 122y
B 512 Rp*y?
n n—1 +
3 S 10 |tk = HLZ(Q) o ZAAE
5 2 2 R¢— n n—1|2
R’l/}* n n—1|2 57—2 n|2
I5 < T et = ™ oy + SRU- 190520y 10kl 220 -
_1 n—1 2 -1 n—1
(H¢ U"h H@/) (Vg = V) Q) H¢ U L2(Q)>’
2,12 3 2
5T Odzsp <]‘ + th”zw(ﬂ)) L, ¢— n n—112
I; < SRU° H *Upp, @ 10 Huh — My HLZ(Q)
On a donc

Y30,

— n n— T - n—
— HMh — My, lHiQ(Q) - 9 Hw (uly = Yy, l) L2(Q) 2 H

L2(Q)

_1 n 2 n n 2
&Wn%lﬂﬁ&%mme%ﬂm%%mm@%wwmmm
2 -1 . n 2 2,,m|2 2
<Cr H@D 2Uuj, HLQ(Q) +C7 thHLoc(Q) ”@D *Vup, L2(9) +CT Hp“hHLQ(Q) +O7
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La derniére inégalité étant vérifiée car puisque (6.52) est vérifiée, le Théoréme 6.2.3 donne
|1l p2(q) < C' et car on a I'hypotheése (6.13) sur D',

En sommant pour n = 1,...,k et en notant que >, C72 < C7, on obtient
m<T/T

k k
¢ Z |y — ﬂz_lHi?(Q) +CT Z louh — viih 1HL2 +CT HUMhHL2
n=1

n=1
k k
<Cr+ 27 ol gy (2 5 Joniley) + O7 2 Ikl ey
n=1 n=1

Comme la condition (6.52) est vérifiée, on a HMZHiQ(Q) < C. Dou

k
CZ H/LZ 1HL2 +C7 2 Hvﬂh Uiy 1HL2 +C7 HvﬂhHLQ

n=1
B \
< C7 4+ 27 [onll oy (X - Jouil3eey) - (6:66)
n=1
On commence par exploiter

k

C loibliagey < O7 + 27 ol gy (X 2 i)

n=1

L’inégalité de Gronwall discréte donne :
2
HUNFLHLQ(Q) <C(+ HUhHLOO(Q))-
On peut alors aussi déduire de (6.66) :
. 2
n n— 2
2 HMh — Hp 1HL2(Q) <O7(1+ thHLw(Q) + thHLw(Q))
n=1

et

1=

2
H%h Uy 1HL2 <CO(1+ HU’I”LOO(Q) + th”Lw(Q))-

n=1

Comme les résultats sont vrais pour tout k, 0 < k < T'/7, on conclut :

T/’T' T/t

p Z |t — 2_1”;(9) T SUP/ ‘UﬂhHLQ + Z lvuh = vuh 1HL2(Q

< O+ |onll gy + thHQLOO(Q))' (6.67)
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On revient a présent a 1’équation (6.50) en prenant wy, = div(S (vh)%

(R (py —
+ 7 (e g, div(S(vh)%v#Z» + 7(Rpppuy, div(S

On estime les termes suivants :

1), div (S (0n) 20,7)> + T(div(S (vn) Fu, ), div(S (o) 2 v,

7). Ona:

1)

S(vn)2 v

— (D' (&), div(S(vn)7v,M)> + g, div(S(vs)2v,7)) = 0.

3321#3_ n 112 T ,. 1P

] < i = 15 sy + 5 i (S )|,
) 1P
L>T1 Hle(S(vh)wuh) .

37 1P

3] < o g (Ch|9) HNhHL? Hdw S(vn)2vyap) 2@’
3R*Y? pr 102
1] < =5 iy + g [V (Som)Eua)|
37 2 1 2
]— < = D/ n Hd 3 n ,

il < 5 1D+ 5 [avSebag)]

37 ”gHLOO(Q) 1o
o] < =5 il +  JavS@ o], -

On obtient donc
1 C n —12 n|2
”le (vn)2vuy) L) <Ct+ . |y = 1y HLQ(Q) + O ||l 720y
En sommant pour n =1,...,k, on a
k 1 2 C i 2 i
. 1, n — ni2
Cr Z Hle(S(Uh)QUMh) L@ <C+ = Z Hf‘h — iy, IHLQ(Q) +C1 Z HMhHm(Q)

= n=1 n=1

1112
h 1HL2(Q) < C(l + H'UhHLOO(Q)

< C. On en conclut

D’apres (6.67), 1 Z |y —
Papres (6.52), it Ipso

T/T 1 2
D) Hdiv(S(vh)ivuZ) poiey < O ol oy
n=1
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6.2.4 Convergence du schéma

On rappelle le probléme étudié :

Ripdic + div(ve — S(v)YVe) = —r(c) + pxs dans Qr
S(v)Ve-n=0ouc=0sur dQ x (0,T) (6.69)

Cli—o = Co dans €.

Nous avons choisi ici de travailler avec une condition aux bords de Neumann.

On suppose maintenant que 'une des hypothéses suivantes est vérifiée :

- 0Q est de classe C?, k€ (C*(Q))V*N;

- 0Q est de classe C?, k = k*Id avec £* : Q) > R et k € CH(Q);

ce qui assure que la solution v du probléme en vitesse continu appartient a L*({2r). On
suppose de plus que vy, sa discrétisation, est donnée par le schéma présenté en (6.19).
On rappelle qu’alors, d’aprés la Proposition 6.2.1, on a

}Llﬂ% lvn = vl 2y = 0 €t onll gy < C.

Ceci entraine que (6.26) et (6.44)-(6.45) sont vérifiées.
Comme nous allons travailler avec la formulation mixte, nous réintroduisons la notation
du flux

ve = =S (v)YVe + ve.

On introduit les espaces suivants :
W= H'(0,T; L*(Q2)),

U = L*(0,T; H(div; Q)).

Pour la discrétisation totale, on rappelle la définition des sous-espaces discrets suivants :
Wy, < L3(Q) et Uy, = H(div; ) définis comme suit :

Wi = {ce L*(Q), c est constante sur chaque élément O € Ty},

Uy, := {v. € H(div,Q), v, est affine sur chaque élément O € T,}.

On définit également les projections suivantes :
Py, : L*(Q) = W), {Pyw — w,wy) = 0
pour tout wy € Wj,. De méme, la projection II;, est définie sur (H'(2))? telle que
I, : (H(Q))? — Uy, {div(ITyve — ve), wy) = 0
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pour tout wy, € Wj,. D’aprés Kumar et al. [51], cet opérateur peut étre étendu a H (div; §2)
et on a les estimations suivantes :

|w — Pow| o) < Ch|w]| 1) pour tout w e H'(Q),
[ve = Thvel g2y < Chvell gy pour tout v, € (HY(Q)N, (6.70)
|divve = div(Ipve) [ 12() < Ch[ve] oy pour tout v, € (H?(Q))N.

Afin de démontrer la convergence du probléme discrétisé, nous allons dans un premier
temps montrer la convergence pour le probléme semi-discrétisé en temps, puis nous étu-
dierons la convergence du modéle totalement discrétisé. On suit ainsi le format de preuve
de Kumar et al. [51]. Contrairement & [51], nous ne considérons que I’équation en concen-
tration sans tenir compte du transport d’ions. En revanche, notre équation a un second
membre et le tenseur de dispersion (dépendant de la vitesse) est pris en compte ce qui
complexifiera les démonstrations. Les résultats obtenus dans les paragraphes précédents
sur la stabilité du modéle nous seront utiles dans les preuves.

Formulation variationnelle mixte discréte en temps

Dans ce qui suit, on notera le pas de temps 7 et t, = nt pour n = 1,...,7/7 pour
considérer la discrétisation en temps (implicite en ¢) avec un pas de temps uniforme.
A chaque pas de temps t,, on utilise "' e L?*(Q) déterminé & t,_; pour trou-
ver l'approximation suivante ¢”. On initialise avec cq. Plus précisément, on cherche
(", v) € (L*(2), H(div; Q)) satisfaisant le probléme semi-discret en temps suivant :

Probléme P" : pour (¢"!,p) donné dans (L*())?, trouver (¢",v.") € (L*(Q2), H(div;Q))

tel que
(R(c" — " 1), w) + T<div(S(v)%vC"), wy + 7{r(" ), w) — (p,w) = 0, (6.71)
<S(v)*%¢*lvc”, uy — (", div(u)y — (S(v) v uy =0 (6.72)

pour tout (w,u) € (L?(Q), H(div; Q)).

On peut montrer pour ¢, l'analogue des estimations obtenues dans le cas totale-
ment discrétisé au paragraphe précédent. Cependant, ces estimations ne sont pas
suffisantes pour passer a la limite. Afin de montrer la convergence du schéma, nous avons
besoin de propriétés de compacité.

Pour cela, nous allons tout d’abord introduire l'opérateur de translation en espace
suivant :

Aef():==f() = f(-+&), EeRY.
Pour £ € RY donné, on considére Q¢ < Q tel que Q¢ = {z € Q,dist(z,I') > &}. De
cette facon, les translations Agf(z) avec = € ¢ sont bien définies. On rappelle que si
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u € HY(), il existe une constante C' telle que pour tout ouvert w < € et tout £ € RY
avec €| < dist(w,Q2) on a

[Agu = ull ) < Cllullgrg) Il (6.73)

On considére d’abord la translation en espace de ¢} défini dans €2 et prolongé par 0 en
dehors de 2. Le lemme ci-dessous nous permet de controler cette translation :

Lemme 6.2.1 On a l'estimation suivante :

T/t
n||2 2
T 8 a0y < CLELA+ 0] oy + [0 70(0)) < C 1€ (6.74)

n=1

Preuve. On fait une translation en espace sur ’équation (6.72). On obtient :

(Ae(S(0) 720 0., ) = (Ag(e™), div(u)) — (Ag(S(v) " ve™),up = 0. (6.75)

On construit une fonction test appropriée pour obtenir ’estimation ci-dessus. On prend
n" tel que

—An" = A¢c" dans €2,
n™ =0sur I

En prenant u = V7" dans (6.75), on obtient :

(Ae(S) 7207 07), V™) + (Ae(c"), Ae(¢)) = (Ae(S(0) ™ ve™), Vi) = 0. (6.76)

Notons que 7" satisfait [An"|12q) = [Ae(c")]12(q)» et done |17 g2iq) < C[Ae(c")] 121q)-
Cela implique que les translations de Vn™ sont controlées par celles de ¢ en vertu de
(6.73). Plus précisément, d’aprés (6.73) on a :

186 (V1) 2y = IV (D™ oy < C Lol V9" s oy < Cléol 186 ()] 2y » Vo € RY.

Drapres (6.26), || ;2 < €. Comme [Ag ()] 2y < 2[c"]12(q), on a donc :
[V(Aen™") 2y < Cléol , ¥éo € RY. (6.77)

Par ailleurs, en sommant 1’équation (6.76) pour n = 1,..., T/, on a le résultat suivant ? :

T/r T/T

T I8 gy = 7 (S0, V(A )—72( o V(A ar).
n=1

2. On utilise de plus le fait que pour toutes fonctions f et g deﬁnles sur € et prolongées par 0 en
dehors de Q on a <A5f, gy = <f, —¢g)- En effet, (Acf, ) = §, f(x)g(x)de — §, f(z + &)g(x)de =
Sgs f(2)g SRS x + &)g(x) dr (grace aux prolongements par O) ou l’on reconnait par changement
de variable que SR3 x+&)g(x)de = g, fz)g(x — &)dE.
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D’aprés (6.10), |S(v) e < CM, |¢"|. De plus, en utilisant (6.11), |S(v)~2¢0,"| <
Cvl?

———<—. D’ou
2
<1+|U|>
T/T T/T
n|2 n n
LI PV CTZ I 20y V(A—en™)] 120
=1
T/7
+C7 Z] — [v"| IV(A—en™)] 12 -
\)2 o
D’aprés (6.44 vy Ve <1+ V|l ooy TV 200 >,et en utilisant
pres ( ), (1t o \)% L) <| ||L2 Qr) S [v] oo ey + 07 (®)
(6.26) et (6.77), on trouve :

T/

n||2 2
™ 3 1A gy < CLEL (1 + [0l pmgey + [ol3mgey ) < C e

ce qui conclut la preuve. [ ]

Nous allons a présent montrer la convergence en temps du schéma semi-discrétisé.
On consideére la suite {(c¢",v."),n = 0,...,T/7} solution du probléme (6.71)-(6.72), et
on construit une approximation continue en temps par interpolation linéaire. Pour
te (th1,tn], n=1,...,T/7, on définit

t— T t, — ¢
77(t) = T tnt) | a2 ) (6.78)
T T
ol Z7 peut valoir respectivement C7 ou V7, avec alors respectivement 2" = ¢" ou

n __ n
2" =y

Lemme 6.2.2 [] existe une constante C' > 0 telle que pour tout T on a les estimations
suvantes :

IC gz + 7 Ve lpaapy < € (6.79)
10 C g0y + i@ SV, < O(14 ol + ol ). (680)

Preuve. Comme

t, —t 2

e B <[le"1+ 12y

t— tnfl
I o < |
) T L2(0r)

<2 HCn”i?(QT) +2 ch_l“;(m) ’
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d’aprés (6.26), on a

107 N2z < 20" 22y + 2] €* 1HL2 an S C

De méme,
T2 n| 2 n—112 C

Ve [z2(p) < 210" 2200 + 20" o,y < 7
D'owt (6.79).
Pour estimer |0;C™ HLQ(Q > on note que pour chaque 7 € (tn_1,tn], 0,07 = _C"—:"_l, ce qui
implique que

T/T T/7 1
T " 1 n n—1]2
[T o T R ) S R
n—1 n=1

D’aprés (6.44), on a donc

T
T
T2 2 2
L |6:CT[" dt < C; <1 + vl oy + HUHLOC(Q)> < C<1 + vl o) + ”UHLOC(Q)>'

De méme,

T/T ¢

no1
\\VCTHi2(Q) = J HatVCTHLz (@) dt = Z J 2 H“cn - Uc”_lHiz(m dt
nfl

T/7

1
> - |ve™ — UC"_IHiQ(Q) < C<1 + [0l poo ) + ”UHiOC(Q)>

N

Enfin, on remarque que

t—1tn-1 .. 1 _
div(Sw)3VeT) = div <S(v)%VC"’1> o dw(S(v)% (Ve — Ve 1)).
On montre alors grace & (6.45) Pestimation de div(S(v)2Ve") dans L2(Qy). n

Les estimations du lemme précédent assurent lexistence de fonctions c v#, et
d’une sous-suite 7 — 0 telle que

— C7 — ¢ faiblement dans L*(Qr) n HY(0,T; L*(2)),

— V" —v#, div(S(v)2 V) — div(S(v)2v#) faiblement dans L2(0,T; L2(Q)N).
Pour obtenir une convergence forte, on utilise les estimations translatées comme dans le
Lemme 6.2.1. On obtient le résultat suivant :
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Lemme 6.2.3 La suite C™ converge fortement vers ¢ dans L?(Q7) lorsque 7 — 0.
Preuve. On va utiliser le théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov *. Comme 0,C7 € L*(Qr),

la translation en temps est déja controlée. Il nous reste donc a controler la translation en
espace :

T
T = J f |A:CT|? dxdt — 0 quand |¢] — 0.
0 Jo

D’aprés la définition de C'7, on a

7o - ff C7(2) — C(a + O dwdt —

[ _ tn—t t—t,—
f f S ) — Mz &) — +g) |2d:vdt
th—1 Q{ T

T/T
J;n 1 J‘Qg
T/t

Zel < 3 (2186 oy + 2186 fagq,y)-
n=1

t, —t|?
T

Attt L A dx dt.

D’ou

En utilisant le Lemme 6.2.1, on trouve que

2
Zel < Clel (1+ [0l oy + 010y )

ou C' est indépendant de 7 et de h.
On controle donc la translation en espace de ¢ et d’aprés le théoréme de Riesz-Fréchet-

Kolmogorov, l’ensemble {C™,7 > 0} est compact. On en conclut donc la convergence
forte dans L*(Qr) de C™ vers . n

A présent que nous avons démontré la convergence forte de C7, on peut passer a
la limite.

Théoréme 6.2.5 L’ensemble de la suite (C7,VZ) converge vers la solution (c,v.) de
(6.69) lorsque T — 0.

3. Théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov : Soit © < RN un ouvert et soit w cc Q. Soit F un
sous-ensemble borné de LP(f2) avec 1 < p < . On suppose que Ve > 0,36 > 0,0 < dist(w,CQ) tel
que ||f(z +h) = f(2)| 1) <€ VheE RY avec |h| < § et ce pour tout f € F. Alors F|, est relativement
compact dans LP(w) (définition tirée de Brezis [20], p.72).
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Preuve. La fonction (C7, V) satisfait

(Rp0,C™,w) + (div(S(v)2VeT), w) + (r(CT), w) — {p,w) =
(div(S(v)2 (Vo™ — v"), w) + (r(CT) — (1), w) (6.81)

et

(S(V)724 Ve uy = (C7,div(u)) = (S(V) ™'V, u) =
(SV) 2 (Vo — v, u) — (C7 — ", div(u)y — (S(V) W 1 (VCT —V),uy (6.82)

pour tout (w,u) € (L*(0,T; H}(2)),8S). On considére d’abord (6.81) et on note que grace
au Lemme 6.2.3, le membre de gauche converge vers (Ryd,c#, w) + (div(S(v)zv#), w) +
{r(c#),w) — {p,w). Montrons que le membre de droite s’annule lorsque 7 — 0. On note
les deux termes du membre de droite respectivement I; et I5. En intégrant [, par parties,
ce qui est permis grace au choix de w € L?(0,T; H}(2)), on a

T/

tn
I = ZJ S(v)%(VCT—vC”)~dexdt
_ tn—1
T/m -t
" t—1t,— t, —1
= Z J S(v)%(vcn L ) Vwda di
- J, T T
oot 4y 1
= Z J “S(w)z (v — v ) - Vwdz dt.
_ tn—1 T

t—tn
T

Lorsque t € [t,_1,t,], < 1. On a donc grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz

> N T on \
) (fo Vs
1

1 2
< THO(1+ [0l oy + Iy ) V0l xge

<Crz -0 lorsque 7 — 0

T/T
L) <72 (Z HS(U)%(UCn — .
n=1

grace a 'estimation (6.44).
On a

T/’T 1 T/T

L] = (€)= (e w)| < (€ > 7l - (@) (2 f [wl2qey dt) g
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Comme r est supposé dérivable a dérivée bornée, on a

T/t ) 1 T/T
|| < T2 [[r! HLOO (2 HCT _ Cn_1HL2(Q) J |7~UHL2 dt)
n=1

T/T

< CT% HT’HL@(R) (Z ch — C”—lHiQ(Q)) ||wHL2(Q)
n=1

D’aprés (6.44), on a

1
1 2
Lo < OT% 1| gy (7( 1+ 0] oy + oM7) ) Il
(®) @) @
1
2

2
< cwwwwnﬂwR>(1-+HvuLw“n-+nvuLw ) el

< C1 — 0 lorsque 7 — 0.

On a donc |I3| — 0. D’ou
lim <<R1/;8t07, w + (div(S)EVeT), wh + (r(CT), w) — {p, w>> _
c’est-a-dire

(R, w) + <div(S(v)%vf), w) + {r(c?), w) — (p,w) = 0. (6.83)

On regarde a présent (6.82). On note les trois termes du membre de droite respectivement
I4, I5 et -[6' On a

T/T
| 14| < J Ve =) - udr dt
tn—1

J;nl

i3 s e e

L2(Q

T/T
1

()2 (v — v ) - u| dadt

(" !
)> (J HUHiz(Q) dt) — 0 lorsque 7 — 0
0

d’aprés (6.44).
De méme, on trouve |I5| et |Is| — 0.
On a donc

lim (¢S (0) 3071 Ve" )y — (C7, div(w)) — (S(0) VO w)) =0
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c’est-a-dire
<S(v)_%¢_1vf, wy — {c* div(u)) — (S(v) Y v u) = 0. (6.84)

D’aprés (6.83) et (6.84), (¢, v#) est une solution faible de (6.69). La solution de ce
probléme étant unique, on a (¢, v#) = (c,v.) et ensemble de la suite (C7, V) converge
vers cette limite.

]
Nous avons donc démontré la convergence de la solution du modéle semi-discret en temps.
Nous allons a présent revenir au modéle complétement discrétisé, en temps et en espace,
et montrer la convergence de la solution.

Discrétisation totale

On discrétise a présent en temps et en espace. On initialise le probléme avec ¢ = ¢, avec
n = 1,..., N. On cherche I'approximation (¢}, v.}) de (c¢(t,),v.(t,)) & t = t,, solution du
probléme suivant :

Probléme P} : pour un ¢~ ' € W), donné, trouver (c,v.?) € (Wi, U,) satisfaisant

(Rap(c)f — 1), w) + T<div(S(vh)%ch), wy + 7(r(cp ), wy — (p,wy =0,  (6.85)
(S(op) "2 0 u) — (e, div(u)y — (S(vp) W ope, uy =0 (6.86)
pour tout (w,u) € Wy, X Uy,

La démarche pour montrer la convergence de la solution est la méme que pour le modéle
semi-discrétisé. On introduit Z;] l'approximation de Z] par interpolation définie par

t—t,— b, —t
T

S o Afheon & (T -
ou Z] peut se référer a Cf ou Vey,.
On a le lemme suivant :

Lemme 6.2.4 [ existe une constante C' > 0 telle que pour tous T et h on a l’estimation
sutvante

2 12
1Ch 22000 + T IVerl 2@, < €, (6.87)
2

10:C 1720y + HdiVW—lS(U}z)%VCﬁ)

<C<1+ oy + 107 )go. 6.88
12(97) [l ooy + 0l ) (6.88)

Preuve. La preuve est similaire a celle du Lemme 6.2.2. ]
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Lemme 6.2.5 I] existe une sous-suite 7 — 0 et des fonctions ¢ et v¥ telles que :

Cy — c* faiblement dans L*(Qr),
0,Cp — 0,c faiblement dans L*(Qr),
Ver — v¥ faiblement dans L*(0,T; L*(Q)N),
diV(S(vh)%Vc;) — diV(S(v)%vf) faiblement dans L*(0,T; L*(Q)N).

Preuve. Elle est similaire au travail fait dans le cas semi-discret. Pour la derniére
convergence, on utilise le fait que v;, — v fortement dans L?(Qyr). n

On note E D'ensemble des bords des triangles 7,. On a de plus E = E;;; U Foy
avec Ej,y = E\FE,;. On adopte la notation suivante :

|T| Vaire de T € T, z; le centre du cercle circonscrit a T,

[Tnl = max T3],

¢;; le bord entre T; et T}, d;; la distance de x; & £;;, 0;; = ’?j
On définit les produits scalaires suivants pour tout cj, wy € Uj, :
(chywp)n = Z T CZ,in,z‘v (chywp)in = Z 0] (CZZ - CZ,j)(wZ,i - wﬁ,j)- (6.89)
T,eT, lijeE
Le produit scalaire discret donne la norme discréte Hy :
IehlEn = D lowl (chi = ciy)* (6.90)

lijEE

Lemme 6.2.6 Soit Q un ouvert de RN, N =2 ou 3, et T5 un maillage. Pour un c défini
dans §2 et prolongé en ¢ par 0 en dehors de 2, on a

[8eelaqmn) < llclip €] (1€ + C[Til) pour tout € € RY. (6.91)
Preuve. On se référera a la preuve du lemme 4 dans Eymard et al. [33]. |

Lemme 6.2.7 Pour une suite ¢, on a linégalité sutvante :

el < € (Ioekll oy + Ikl ooy ) (6.92)
avec C' indépendante de h et de n.
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Preuve. On définit f;' en donnant sa valeur sur tout élément 7; € 7, :

|Ti|fh|n ::Z ’ (Chi = Chy)

h,j/)*
d;; !
E’L] 1‘7

(6.93)

On a grace a la définition de HH?h, et grace au fait que ¢} est constant par maille :

1351
(fisen) = Z |ﬂ‘f;?|TiCZ\Ti = Z (Z dzlj. (sz —CZ,j)>CZ,i
Ti€Th TieTh L Y

3 bil\ n  n 0
- |dj| e = Ch,j‘2 = HChHih' (6.94)
ij

@L'JEE

[lustrons 'avant derniére égalité sur I'exemple de la configuration simple de la Figure
6.1. On voit que :

T1 T2

T3 T4

FIGURE 6.1 — Exemple a 4 mailles

(15| 013 (15| |C24]
o (Chi— Cho)Chy + o (Chi—Cha)eny + o (Cho = Ch1)Cho + dor (Cha = Cha)Cha
12 13 12 24
|(13] €34 (4] €34
+ d (chs h1)Cha T d (chs 02,4) ha T+ d (Cha ha)Cha + d (02,4_ 2,3)024
13 34 24 34
|41
= dl] (CZ,Z' - Z,])2
ZUEE v
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De plus, on a grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

< (3 a5 )

fij eFE ’L'] &;j ’L]

‘ 2

',

n2
I/ ”L2(Q) = Z T € Tl

ce qui implique que |f'] < |¢}|, ,. Par ailleurs, comme f}" € L*(2), il existe 3, € U, tel
que

div 5y, = f;' dans Q (6.95)
Bp = 0surI. (6.96)

Grace aux bornes de f}', on a également |5y 2y < C[ /i 12(q) < C i -
Avec (6.95) dans (6.94), on tire que (¢, div(By)) = (¢, f) = HcZH?h On choisit la
fonction test u = f), dans (6.86) et on obtient

I3 = (chy div(Ba)) = (S(on) ™20 vk, Br) = (S(wn) " vnch, Bn)

_1 L "
< U7 Sm? [venl pagay [1Bnl o) + U= S0 lonl ooy ek 2y 18a ] L2y

< Clvegl 2 bl n + Cllcil 2 Ieh

1,h "
D’ou
el < € (loekl oy + el ooy

Lemme 6.2.8 Il existe une sous-suite de Cf qui converge fortement dans L*(0,T; L*(Q))
lorsque (1, h) — (0,0).

Preuve. Comme ¢;C7 € L?, la translation en temps est controlée. Il reste a considérer la
translation en espace. On prend (6.92) et on somme pour n = 1,...,7/7. On obtient :

T/T T/t

P2, < 0r Y (Il + lel?) < C(1+ olpag + IWling) < C (697)
n=1

n=1
d’aprés (6.26) et (6.44). On prolonge ¢ par 0 en dehors de €2 (on garde la méme notation
pour simplifier) et on utilise le Lemme 6.2.6 pour controler la translation par la norme

1,h -

T/t T/T T/T

n|2 T n|2 ni|2
T 1A oy = 7 D 60 (- +€) = chllTa@ey < 7C Y Ikl € (€] + |Ta)-
n=1 n=1 n=1
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On a donc d’apreés (6.97)

T/t

" 3 I sy < CIELEL+ 1Tal) (14 Joloy + [ology ) < L€ (€] + 1Ta)

n=1
ce qui donne 'estimation suivante pour Cf :

T/7

7 DG ( +€) = Chlazey < C LI (€] + ITal)-
n=1

D’aprés le théoréme de compacité de Riesz-Fréchet-Kolmogorov, {C7,h > 0,7 > 0} est
compact, ce qui permet de conclure. [ ]

La convergence forte de C] étant obtenue, on peut a présent passer a la limite.

Lemme 6.2.9 La limite (c¢*,v¥) est une solution faible de (6.69).

Preuve. La fonction (C7, V() satisfait (6.81) que I'on rappelle ci-dessous :

(RYd,CF, w) + (div(S(vh) 2 Ve ), w) + (r(Cf), w) — (p, w) =
(div(S(vn)2 (Ve — vep)), w)y + {r(CF) — r(cp ™), wy  (6.98)

pour tout w € L*(0,T; H}(2)). Elle satisfait donc également

(RYo,Cy,w — wp,) + <diV(S(vh)%VC;), w —wpy + {r(CF),w — wp)y — {p,w — wp) =
Civ(S (o) (Veh = veg) w = wn) + (r(CF) = r(ch), w = wy)

soit

(R&,CT,w — wp) + (div(S(v)2 Vel ), w — wp) + (r(C), w — wy) — (p, w — wy)
+ <diV(S(vh)%(VC,TL — Uep))swp, — wy + {r(Cy) —r(cp),w, —w)y =0 (6.99)
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pour tout w € L*(0,T; H}(Q)) et o wy, est la projection de w sur Wy, w, = Pyw,
introduite précédemment. En ajoutant (6.99) au membre de droite de (6.98), on obtient

JT(Rwatc,;, w) dt + f

0

T T T

(diV(S(Uh)%VC;), w) dt + J (r(CF),w)dt — L (p,w)dt =

0

T/T T/
f (R0, Cy w — wy,) dt + ZJ (div( S(vh) Ver) — le(S(Uh)%U p),w)dt
th—1 th—1
T/‘r
J (div( S(vh) Vor), w — wy,) dt
tn—1
T/‘r
J (div(S(on)EVel) — div(S(on)boel), wn — w) dt
tn—1
T/‘r T/T
J r(Ch) —r(ch), dt+ZJ r(Ch),w —wp) dt
tn—1 tn—1
T/‘r T/t

J r(CT) )wh—w)dt—ZJn (p, w — wy,) dt.
tn—1 n=1"tn-1

Notons qu’on suppose une régularité H' en espace pour les fonctions test w. Nous allons
I'utiliser pour controler les termes |w — wy| 2, grace a (6.70).
On note les termes du membre de droite respectivement I; avec i = 1,...,8. On a :

T/’T

41 < R 10Ty (3 [ 1=l )"
tn—1

D’aprés (6.88) du Lemme 6.2.4 et les propriétés de 'opérateur de projection (6.70), on a

T/’T
L] < J w — whl 22 dt> < Ch w201y < Ch — 0 lorsque h — 0
tn 1

car w € LZ(O,T; H'(Q)).

Comme t, = t,_1+7,0ona Z] —z = (t—t,)(zp—2p"")/7 et Vo, — vep] < C lvey — vep .
On a alors, aprés une intégration par parties qui ne fait pas apparaitre de termes aux
bords puisque w € H} () :

T/T 1 T/’T

|| < (ZTHS vp) % (Vep, — Ve~ )

D’apreés (6.44), on a

1

Vw 2 7.
Ll| 2oy )

1
1 1 2 2
o] < 72 (S + ar |va])? L) C<1 + [v] o) + HUHLOO(Q)> [Vwll p20)~
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Comme v, — v fortement dans L*(€2), on peut passer a la limite. On a

1
1 3 1
[I3| = C> (1 + vl o) + ”UHiO@(Q)) |wll 207,11 () < €72 — 0 lorsque 7 — 0.

D’apres (6.44) et (6.70),

T/T 9 T/T
|13 (C’E HS v % (Ve — vep ™) d f IV (w —wp)|? dt)
3= ) (v o LQ(Q) tno1 i@
1
1 1 2 2
< 72 ((Sw + ag fval)? Lo(@) C<1 + [v] (o) + HUHLOO(Q)> lw = will 20 7,110

<Cr? — 0 lorsque h - 0 et 7 — 0
car w — wy, € L*(0,T; HY(Q)).
De méme,

T/T 1

L 19 = ) )

1

2 2
. 0(1 + 0l gy + 10y ) * Fon = @l zimn oy

T/t
/ . 9

|1,4] < (C’Z HS UR)2 (Ve — Vep 1

1
<72

(S + auz, |vp)2

éCT%HOlorsquehﬁOetT—%).

Pour le terme de réaction, on a

T/t 1 T/T

1< (€ X 1(CD) = e ) f il )

Comme r est supposé dérivable a dérivée bornée, on a

=

T/7 ) 1 T/T
< P Wl (3167 = ) (5 [ 1ol o)
n—1

T/7 1

< O oy (3 ek — gy ) 1lagay-
n=1

D’aprés (6.44), on a

1
1 2 2
15 < 74 [ |y (7 (14 Wl + 1oley) ) ol ooy

1

2 2
< CT |0 gy (1 Wl oy + 10l (@) 1020y < C = 0 lorsque 7 — 0.
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De méme,

T/T 1 T/T

16l < (€ X 7 1(C7) 2oy ) f o = wn e
n=1 tn—1
< Ch w1y < Ch — 0 lorsque h — 0,
T/t l T/T
T n\ (|2
il < (03, 1€ el ) (3 [ Jn =l )’
n=1 th—1

1

2 2
< CTr| oo gy <1—|—HUHLOO(Q)+HUHLOO(Q)> |wn = w2,y < €T — 0 lorsque h — 0, et 7 — 0

et

T/T
| Is| < |p+ vHLz( f |wy, — wHL2 ) < Ch|w| g1y < Ch — 0 lorsque h — 0.
tn—1

On regarde a présent ’équation

T T T
f (S(vp) "2~ WeT, u) dt — f (CF, divu) dt — f (S(vp) " 0n O u) dt =
0 0 0
T/'r T/T tn 1
f S(on) "2 (Veh — v, w) di + Z J (S(vp) 2 o u — uy) dt
tn—1 tn—1
T/T T/’T'
J — CF,divu) dt + Z J "odiv(uy, —w))dt
th—1 tn—1
T/’T' T/T tn
J (vp(ch — C7),u) dt + Z f (v, up — u) dt (6.100)
tn—1 n=1"vYtn-1

pour tout u € L*(0,T; H*(Q)) et up, = I;(u). Le membre de gauche converge vers la
limite désirée. En effet,

T

f (S(vp) M~ o, CF  w) dtzf (S(vp) 1~ Cr  u) dt+f (S(vp) "~ Yy —v)CF , u) dt.

0 0 0

Comme v € L*(2), le premier terme du membre de droite converge vers la limite désirée
grace en particulier & la convergence forte de vy, vers v dans L?(27) et presque partout.
De méme, le second terme de droite s’annule car v, — v € (L©(Q))".
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Il reste & présent a montrer que le membre de droite de (6.100) s’annule & la limite. On
note I;, i = 1,...,6 les termes. On a,

[N

1 _ n—
11 < €l rgoirizaay (27 [S (o) (wepy = v ™)
n=1

2 1
L2(QT)>

!
< Nl sy 2O (14 [0y + [0y ) Sb0! < Ot = 0 lorsque 7 0,

puisque vy, est bornée dans L*(Q) et grace a (6.44). On a aussi d’apres (6.44),

) (2 = )

T/t 1
< RSt s ol (1) e = il

1

— _ 2 2
S (14 ol ey + Noleqey) = 1l oy

rm<( RO

D’ou
|I5| — 0 lorsque h — 0.
De méme, toujours grace a (6.44),

T/T 1 T/t

1
Bl < (Xl = iney) (X Wiv(lie)

n=1
1 T/t

1
< TC’(l + V]l poo ) + HUH%OO ) (Z |div(w HL2 )2 < C72 — 0 lorsque T — 0,

car v € L*(0,T; H(div;)).
On a d’aprés (6.26) et (6.70)
T/T

1
1= (X l6ee)’ (Z Jdiv(u — un) 32 )

n=1

< Ch|u] y2(q) < Ch — 0 lorsque h — 0.
Comme [|vp (v < €, on a grace & (6.44)

T/t 1
15| < O(Z T Hch — ¢ 1HL2 )2 HUHLQ(O,T;L2(Q))

n=1
1

2 2
< TC'(l + vl poo ) + ”UHLOC(Q)) |l 20,7220y < CT — 0 lorsque 7 — 0.
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De méme,

T/t 1 T/t 1

n|2 2 2 2 2
I < (X leilam) (X lu = unliag)) < Chlulng
n=1 n=1
< Ch — 0 lorsque h — 0.
|

Théoréme 6.2.6 L’ensemble de la suite (Cf,Vey) converge vers la solution (c,v.) de
(6.69).

Preuve. En utilisant le résultat du lemme précédent et le fait que la solution de ce probléme
est unique, on a (¢#, v¥) = (c,v.) et Pensemble de la suite (Cf, V{Z,) converge vers cette

limite. ]

Remarque 6.2.4 La convergence du schéma discret pour le probléeme adjoint se dé-
montre de méme.
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Chapitre 7

Tests numeériques

Dans ce chapitre, nous illustrons numériquement le comportement de la solution de
notre probléme. Nous nous placons dans le méme cadre que dans les Chapitres 3, 4 et 6
dont nous rappelons les hypothéses :

— on suppose que 0f) est de classe C? et qu'une des deux hypothéses suivantes est
vérifiée (afin d’assurer v € L*(Qr)) :

e ()M,

k= r*Id avec K* : Q — Ret k* € CH(Q);

— l'isotherme 7 est une fonction de classe C', concave, dérivable & dérivée bornée sur
R, et telle qu’il existe r; € R

Ir(@)] < 7y Ja] Vo € R

— le facteur de retard est tel que R > 0;
— la concentration initiale est ¢y € H*(2) avec 0 < ¢y < 1 presque partout dans  ;
— la fonction g appartient & L*(Q);

— la fonction p — f(-,p) est de classe C!, croissante, définie sur RT et strictement
concave ;

— lafonction D : QxR, — R, est telle que pour presque tout x € 2, c € Ry — D(z,¢)
est une fonction continue et bornée qui satisfait
oD 0*D

(t,x) — D(z,c(t,z)) € L'(Qr) si ce L*(Qr), = =0,
&

oD
oz 2 0et ——¢ L*(R,);
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— la donnée v; est telle qu'il existe un relévement satisfaisant v, € (L®(Qp))Y,
div(vy) € L®(Qp) et §,gdz = §,, kv1 - ndo (voir la Remarque 2.3.2 du Chapitre
2);

— la porosité ¢ appartient & L*(Q) et il existe ¢_ et ¢, des réels tels que
0 < - <(x) < 1)y, presque pour tout x € Q;

— Dopérateur S(v) est supposé donné par (1.2). Notons que d’aprés la définition (1.2)
du tenseur de dispersion, on a

S()E €= (S + ar|v]) €7, S(W)E] < (Sm + arfo]) €] VE e RY. (7.1)

On suppose que
Sm >0, ar, > ar = 0.

On suppose qu’il existe des réels k_ et K, avec 0 < k_ < K, tels que le tenseur de
perméabilité vérifie :

RE-E2 o |E et |RE| < Ry l¢], VEE RV,

Ce Chapitre est organisé comme suit : dans le paragraphe 7.1, nous rappelons les pro-
bléemes discrets utilisés et donnons 1’algorithme de résolution du modele. Le paragraphe
7.2 résumera les initialisations et les valeurs données aux parameétres pour les simula-
tions. Nous présentons un exemple de la dynamique hydraulique obtenue pour un apport
d’engrais donné dans le paragraphe 7.3. Le paragraphe 7.4 est consacré a l'illustration
du processus de convergence de I’algorithme du gradient conjugué non linéaire associé a
la discrétisation du systéme d’état selon la méthode du Chapitre 6. Nous présentons les
résultats obtenus, & la fois pour la quantité d’engrais a épandre et pour la concentration
en sous-sol, aprés une boucle (sous-paragraphe 7.4.1) et cinq boucles (sous-paragraphe
7.4.2). Les illustrations sont complétées par un calcul de 'ordre de convergence en norme
L* au sous-paragraphe 7.4.3. L’analyse qualitative de la solution optimale calculée est
détaillée dans le paragraphe 7.5.

7.1 Rappel des problémes discrets et algorithme de ré-
solution

On note 'ensemble F :

E = {q € L*(Qr),0 < q(t,r) < p presque partout dans Qr, q|,—r est définie},
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et la parcelle agricole S < €. De plus, on choisit I'y U Ty = dQ, I'1 n Ty = &, et
FgUF4=aQ, Fng4=@.
On a vu au Chapitre 4 que 'unique solution pour 'optimisation dans E de 'objectif

J(p,c) = JOT (L f(z,p(t,z)) dw — L D(z,c(t,c)) d:L‘) e Pt dt — V(L D(z,c(T, z)) dx) o—PT
sous la contrainte

R0 + v - Ve —div(yS(v)Ve) = —r(c) — gc + pxs dans Qr,
S(w)Ve-n=0sur 'y x (0,7), c=0sur 'y x (0,7),

Cli=o = co dans Q,
et

divv = g, v = —xkV¢ dans Qr, (7.2)
v-n=—krvy-nsur I'sx(0,T), ¢p=0suryx(0,T), (7.3)

est déterminée par :

p* est solution de (Z—]J;(x,p*(t, x)) = u*(t,x)xs(x) dans Qr, (7.4)
%

ou u* satisfait :

Ryu*(T,z) = z/aa—D(a:, c*(T,z)) dans €, (7.5)
c
oD

Ryoyp* = —v - Vu* —div(ypS(0)Vu*) + ' (¢*)u* + pRibp — P (x,c*) dans Qr,

(7.6)
YS()Vu* - n+ (v-n)xr,p* — (kvy - n)xrap™ = 0sur I'y x (0,7), p=0sur I'y x (0,7,

(7.7)
Royc* + v - V' —div(pS(v)Ve*) = —r(c*) — gc* + xsF(xsCrp™) dans Qr, (7.8)
S()Vc*-n=0sur I'y x (0,T), ¢ =0sur I'y x (0,T), cf_, = co dans £, (7.9)
ot on a défini F par g—i(x, F(y)) =v.

On note h le diamétre des mailles, 7 le pas de temps et T' le temps maximal de ’étude
avec N = T'/7. On rappelle les problémes en charge, en concentration et adjoint discrets
construits au Chapitre 6 :
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Probléme variationnel discret correspondant au probléme en charge (7.2)-
(7.3) : )
Trouver ¢, € Wy, et vy, € Uy o tels que

T T
f Jvh'whdxdt—kf f/ngzSh-@/)hdxdt—O,
0 JQ 0 JQ

T T
J J vh-Vgohdxdt+J f gopdrdt =0,
0o Ja 0 Ja

pour tous ¥, € Up o et ¢ € Wy,

(7.10)

Probléme variationnel discret correspondant au probléme en concentration
(7.8)-(7.9) :

Soient n € {1,..., N} et (¢}~ ', v,) donnés dans (W), Uy) et p donné dans L2(€2). Le pro-
bléme est de trouver cj € W}, tel que :

(RY(cp — CZ“_I),wh> + T<diV(S(Uh)%UCZ),wh> + T<T(CZ_1),wh> — mp,wyy = 0 (7.11)

(S(vn) ™20 ueft, uny — e, div(un)y — (S(va) " oneq, up) = 0 (7.12)

pour tout (wp,us) € (Wh,Uy) tel que xuy, € Upp. Le schéma est initialisé par ¢ donné
dans W,

Probléme variationnel discret correspondant au probléme adjoint (7.5)-(7.7) :
Soient n € {1,...,N}, uf ' et ¢, 0 < p < N donnés dans Wy, v, donné dans Uj,. Le
probléme est de trouver uj € W, tel que :

(R (i — =), wpy + 7¢Aiv (S (vn) 20,1, wpy + 7 (e ™) ity wn) + T(Rppy, wh)

aD T—n n
= (o (e ) + gu wny = 0 (7.13)

(S(vn) 2 0t uny — iy, div(un)y + (S (vn) " o, upy = 0 (7.14)
pour tout (wp,up) € Wy, x U, tel que xuy, € Uy . Le schéma est initialisé par Rypl) =
e
oc \"h :
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Nous utilisons le logiciel FreeFem++ (voir Hecht et al [45]) pour nos simulations. La
solution optimale est calculée en réitérant un algorithme de gradient conjugué non
linéaire pour la résolution de (7.4) couplé au schéma (7.10)-(7.14) :

(Alg)

Calcul de ¢, vérifiant (7.10).
Etape 0 : initialisation

1 =0, pZ’i = pp données quelconques dans Wy, 0 <n < N.
Pouri=1+1:
Etape 1 : résolution des problémes en concentration et adjoint discrets

calcul des ¢y vérifiant (7.11)-(7.12), pour p = py,

calcul des py vérifiant (7.13)-(7.14).

Etape 2 : gradient conjugué non linéaire

caleul des p}* solutions de f'(pi™") = pf.

L A i—1 j . .
Critére d’arrét : max;<,<y ‘pZ’Z - pZ’Z‘ < s, s=seuil donné.

7.2 Simulations numériques : initialisation

Nous présentons dans le cadre ci-dessous les données utilisées pour les simulations.

Conditions aux bords
— pour le probléme en charge : mixtes Neumann homogéne (en haut et & gauche) et
Dirichlet homogene (en bas et a droite),
— pour le probléme en concentration : Neumann homogéne,

— pour le probléme adjoint : imposées par (7.7).

Initialisation

0 _
7Ch_07

— pZ’O = 0.05 pour tout temps n, a la surface du champ pour x € [0;0.5].

249



Paramétres :

Sp=0;5,=001; R=1;xk=239.04; ¢ =03;9g=0.5; p=0.05.

Fonction de réaction : r(c) = 2.

Fonctions de production et de dommages : f(p) = 1111(()7;) - D(c) = e (T5-102)°,

Domaine carré 1 x 1; pas de temps 7 = 0.01; pas d’espace h = 0.01.

On choisit des éléments finis P, pour ¢}, pj et vy, et P» pour ¢y,

Remarque 7.2.1 Les valeurs prises pour les parametres physiques correspondent a celles
indiquées en référence dans le paragraphe 1.8 du Chapitre 1. Les fonctions de production
et dommages sont par contre choisies de fagon purement académique.

Remarque 7.2.2 La fonction dommages D(c) = 2e~(7:5-102)? prend en compte le pom-
page au niveau du puits, que l'on caractérise ici par e~ (75-100)%,

Remarque 7.2.3 L initialisation de pZ’O est bien sir totalement arbitraire. Par ailleurs,
il est bien évident que l'épandage d’engrais me se fait pas en continu par l'agriculteur.
Cependant, on peut raisonnablement supposer que l’engrais épandu s’infiltre de fagon
continue dans le sous-sol aprés son application.

On lance 300 itérations, représentant une simulation de trois jours au vu du pas de
temps 7. Il s’avére que si le seuil du test d’arrét est 1073, on renouvelle les étapes de
'algorithme présenté au paragraphe précédent quinze fois (quinze boucles), c’est-a-dire
que l'on utilise le gradient conjugué non linéaire a quinze reprises.

Par la suite, nous ferons un agrandissement au niveau du champ comme présenté
dans la Figure 7.1 afin de mieux visualiser la quantité d’engrais optimale & épandre.

On représente dans la Figure 7.2 la fonction pompage au niveau du puits de captage
(figure de gauche), et la vitesse du fluide solution du probléme discret (7.10) (figure de
droite). Les données ont été choisies pour que la vitesse soit dirigée vers la droite ou se
situe le puits de captage.
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i

FIGURE 7.1 — Visualisation de pj

.;fec Value

FIGURE 7.2 — Fonction pompage et vecteur vitesse
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7.3 Transport du contaminant pour un apport en en-
grais donné

On représente sur la Figure 7.3 I'initialisation pZ’O. Afin d’illustrer le comportement d’une
nappe phréatique aprés un apport d’engrais, nous présentons ici les résultats en concen-
tration obtenus par (7.11)-(7.12) pour p = pZ’O. Les Figures 7.4, 7.5 et 7.6 représentent
la concentration présente dans I'aquifére aux premier, deuxiéme et troisiéme jours (c’est-
a~dire pour n = 100, 200 et 300).

pompage

A

champ

¥ Epandage initial v

v l Tso¥alue

1
0513889

FIGURE 7.3 — Quantité d’engrais initialement épandue

Au premier jour (Figure 7.4), on constate que la concentration est bien nulle sur une
grande partie de I'aquifére. Cependant, la propagation de la pollution a nettement com-
mencé : on remarque une accumulation en haut a gauche de la figure, qui correspond
au sous-sol au niveau du début du champ agricole. Cela est di au fait que la vitesse a
ce niveau de la nappe est faible (de l'ordre de 0.018 métres par jour, voir Figure 7.2).
La propagation n’est donc pas rapide et le fait d’épandre de I’engrais & chaque itération
implique la formation de cette masse. Si on s’intéresse a la partie plus éloignée du champ
se rapprochant du puits de captage, on peut constater des "trainées" horizontales, avec
des concentrations de I'ordre de 107°, représentant le déplacement du polluant épandu &
la fin du champ. La vitesse entre les points de coordonnées 0.2 et 0.5 métres étant de 0.1
métres par jour, la pollution ayant été épandue a 0.5 métres est a présent a environ 0.6
métres de 'entrée du champ.

252



IsoValue

9.5156e-05
M0.000118648
m0.000177376

Jour 1

FIGURE 7.4 — Concentrations (résolution initiale) au premier jour.

IsoValue

0.000229205
80.000345575

Jour 2

FIGURE 7.5 — Concentrations (résolution initiale) au deuxiéme jour.

La concentration au deuxiéme jour (Figure 7.5) est similaire & celle du premier jour en ce
qui concerne le début du champ. On remarque cependant que la concentration est plus
importante, de l'ordre de 10~*. En revanche, on constate que les trainées horizontales
sont nettement moins marquées. Cela est di au fait que la pollution a atteint le puits
(situé a 0.75 metres) et a donc été pompée.
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IsoValue

Jour 3

FIGURE 7.6 — Concentrations (résolution initiale) au troisiéme jour.

Au troisiéme jour (Figure 7.6), les trainées ne sont pratiquement plus visibles, tout le
nitrate déja transporté ayant été pompé au puits et celui présent au début du champ
n’ayant pas encore parcouru suffisamment de distance. On remarque que ’accumulation
au niveau du sous-sol sous le début du champ a encore augmenté et est de l'ordre de
2 x 1074,

7.4 Détail du processus de convergence
de 'algorithme (Alg)

7.4.1 Approximation de la solution optimale aprés une boucle

La Figure 7.7 représente les solutions obtenues grace au gradient conjugué non linéaire
a l'issue de la premiére boucle de 'algorithme (Alg) pour la quantité optimale d’engrais
a épandre aux premier, deuxiéme et troisiéme jours (n = 100, 200 et 300) a la surface
du champ. On remarque également que I’épandage est visiblement réparti de maniére
homogeéne sur toute la surface du domaine.

254



IsoValue

Jour 1

m5.00

=305

m6.!

m6.58063 IsoValue

m7.10708

m7.63353

m8.15998

e

m10.529 Jour 2
m5.00128
m5.52773

IsoValue m6.05418

m10.529
Jour 3
m5.0085

FIGURE 7.7 — pj»" pour n = 100, 200, 300

7.4.2 Approximation de la solution optimale aprés 5 boucles

On ré-itére ce processus quatre fois. On obtient donc pZ’5 aprés calcul par le gradient
conjugué non linéaire. La Figure 7.8 le représente pour n = 100, 200, 300. On constate
que la quantité d’engrais a épandre est du méme ordre qu’aprés une seule boucle d’ité-
ration de passage par le gradient (voir Figure 7.7). En revanche, I’épandage ne devrait
pas étre autant homogéne : en effet, on constate qu’il devrait étre moins important au
niveau du puits de pompage (ce qui parait logique) et plus important sur le premier
tiers du champ. L’épandage pour le deuxiéme jour est similaire & celui du premier jour,
avec une quantité moindre au niveau du puits. En revanche, au troisieme jour, cette
restriction est nettement plus visible, avec un arrét total d’épandage au puits de captage
et aux alentours correspondant au cone de pompage.
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IsoValue

Jour 1 pompage

m5.00989

6.
m6.59196
o
-
m8.17404 IsoValue
m8.70139
m9. 22875
=10.5471
Jour 2 pompage
00987
IS.SSZZS
IsoValue :gg&gi
m7.11929
m7.64664
174
m8.70135
m9.22871
m10.5471
Jour 3 pompage

m10.5322

FIGURE 7.8 — pi°® pour n = 100, 200, 300

7.4.3 Etude de la convergence de ’algorithme (Alg)
Convergence de I’algorithme du gradient

Afin d’illustrer la convergence de 'algorithme (Alg), nous avons calculé la différence entre
les p}! issus de la boucle 7 et ceux issus de la boucle 7 — 1 et fait la moyenne a l'issue de
chaque boucle. Le calcul est le suivant :

Nmazx hmaz n,i_l

n,i
n=0 24h=0 |Pn — Dy,

nmax X hmaac

avec ici Nypee = 301 et hypee = 100.

Nous présentons les résultats sur vingt boucles.

On constate que la moyenne décroit au fil des boucles, ce qui illustre la convergence de
l'algorithme (Alg). Le résultat pour la premiére boucle, proche de 10, correspond en
fait a la moyenne des p}"'. Dés la cinquiéme boucle, la moyenne des !p;:’i_l —p}'| est de
I'ordre de 0.05. On peut considérer que les résultats présentés a l'issue de la quinziéme

boucle sont corrects, la moyenne de I'erreur étant de I'ordre de 5 x 1074,
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12 0,06

0,04
0,03
0,02
0,01

o N M O ©

1 2 3 4 5 5 7 9 1 13

Boucles Boucles

0,0006
0,0005
0,0004
0,0003
0,0002

0,0001

15 16 17 18 19 20
Boucles

FIGURE 7.9 — Moyenne des |pZ’i71 — p}'| pour vingt boucles de calcul (1 <4 < 20).

Etude de ’objectif

Nous allons a présent observer le comportement de ’objectif obtenu a 1’issue des boucles
du programme. Nous le rappelons ci-dessous :

JOT (L fa,p(t,21))e™ dx — L D(z,c(t,x))e " dx) —ve T L D(z,c(T,z)) dx.

Dans le cadre de nos simulations, il s’écrit comme suit :

T
J (f In(p)e " dx — f e Pt dm) - e_pr cdx.
0o Ns Q Q

La Figure 7.10 représente 1’évolution de la valeur de I'objectif au cours des vingt pre-
miéres boucles du programme. L’objectif est croissant jusqu’a la quatorziéme itération,
puis est légerement décroissant ensuite mais reste stable. Cette derniére stabilité rejoint
le résultat obtenu grace au calcul de I'erreur, a savoir qu’il illustre que ’on peut stopper
le programme au bout de quinze itérations. La croissance de 1'objectif (sur les quatorze
premiéres itérations) témoigne du processus effectif d’optimisation.
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-0,05
-0,1
-0,15
-0,2
-0,25
-0,3
-0,35
0,4
-0,45
-0,5

Objectif

Boucles

FIGURE 7.10 — Objectif en fonction de vingt boucles.

7.5 Etude de la solution optimale

Comme montré dans le paragraphe précédent, nous considérons sur cet exemple la
solution comme optimale au bout de quinze boucles. Les résultats obtenus sont présentés
dans les figures qui suivent.

IsoValue

ompage
Jour 1 pompag

m4.99858

552474

m6.05091

657708 I

u7.10324

n7.62941

m8.15557

868174

:?oz.g;gé IsoValue

pompage
Jour 2
m4.996
m5.52267
m6.04864
m6.57461
IsoValue m7.10058

m7.62655
m8.15252
mB8.67849
m9.20446
m10.5194

m5.00437 Jour 3 pompage

m10.5355

FIGURE 7.11 — Approximation de la solution optimale aprés 15 boucles de (Alg), pZ’m

pour n = 100, 200, 300.

La Figure 7.11 représente les apports optimaux d’engrais aux premier, deuxiéme
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et troisiéme jours. Le premier jour, I’apport prend des valeurs maximales sur le début
du champ, de 'ordre de 8 g.L=!.jour™!. On constate qu’au niveau du puits de pompage,
cette quantité est moitié moindre. Cependant, on notera que ’engrais n’est pas proscrit
autour du puits. On remarque que 'attitude a adopter au deuxiéme jour est similaire a
celle du premier jour. En revanche, I’épandage au puits (et aux alentours correspondant
au cone de pompage) est proscrit au troisiéme jour.

IsoValue

m-0.0376968
m-0.0231483
m-0.00859977
m0.00594874
m0.0204972
m0.0350458
m0.0495943
M0.0641428
m0.0786913
m0.115063

Jour 1

FIGURE 7.12 — Approximation de la concentration optimale aprés 15 boucles : au premier

. 100,15
jour, ¢, )

La Figure 7.12 ci-dessus représente les ¢} optimales, c¢’est-a-dire calculées par (7.11)-
(7.12) pour p = pZ’lE’ au premier jour (pour n = 100). On retrouve une accumulation de
la concentration au début du champ de l'ordre de 5 x 1072 g. L1
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IsoValue

Jour 2

FIGURE 7.13 — Approximation de la concentration optimale aprés 15 boucles : au

o 200,15
deuxiéme jour, ¢, .

IsoValue

m0.212648
H0.263608
m0.391009

Jour 3

FIGURE 7.14 — Approximation de la concentration optimale aprés 15 boucles : au troisiéme

. 300,15
jour, ¢ 7.

La concentration au début du champ augmente de jours en jours. Au deuxiéme jour
(Figure 7.13), elle est de I'ordre de 1,1 x 107! g.L7'. Au troisiéme jour (Figure 7.14), la
concentration au début du champ est de I'ordre de 1,6 x 107! g. L 7%
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Résumé

Ce travail s’inscrit dans un contexte de controle de la pollution des ressources en eau. On
s’intéresse plus particuliérement & I'impact des engrais d’origine agricole sur la qualité de 1’eau,
en alliant modélisation économique et hydrogéologique. Pour cela, nous définissons d’une part un
objectif économique spatio-temporel prenant en compte le compromis entre I'utilisation d’engrais
et les cotits de dépollution. D’autre part, nous décrivons le transport du polluant dans le sous-sol
(3D en espace) par un systéme non linéaire d’équations aux dérivées partielles couplées de type
parabolique (réaction-convection-dispersion) et elliptique dans un domaine borné.

Nous prouvons ’existence globale d’une solution au probléme de controle optimal. L ’unicité est
quant a elle démontrée par analyse asymptotique pour le probléme effectif tenant compte de la
faible concentration d’engrais en sous-sol.

Nous établissons les conditions nécessaires d’optimalité et le probléme adjoint associé a notre
modéle. Quelques exemples analytiques sont donnés et illustrés.

Nous élargissons ces résultats au cadre de la théorie des jeux, ot plusieurs joueurs interviennent,
et prouvons notamment 1’existence d’un équilibre de Nash.

Enfin, ce travail est illustré par des résultats numériques (2D en espace), obtenus en couplant
un schéma de type Eléments Finis Mixtes avec un algorithme de gradient conjugué non linéaire.
Mots clés : Equations aux dérivées partielles ; controle optimal ; systémes couplés non-linéaires ;
équations aux dérivées partielles paraboliques et équations aux dérivées partielles elliptiques;
analyse asymptotique ; schéma Eléments Finis ; simulations numériques.

Abstract

This work is devoted to water ressources pollution control. We especially focus on the impact of
agricultural fertilizer on water quality, by combining economical and hydrogeological modeling.
We define, on one hand, the spatio-temporal objective, taking into account the trade off between
fertilizer use and the cleaning costs. On an other hand, we describe the pollutant transport in
the underground (3D in space) by a nonlinear system coupling a parabolic partial differential
equation (reaction-advection-dispersion) with an elliptic one in a bounded domain.

We prove the global existence of the solution of the optimal control problem. The uniqueness is
proved by asymptotic analysis for the effective problem taking into account the low concentra-
tion fertilizer.

We define the optimal necessary conditions and the adjoint problem associated to the model.
Some analytical results are provided and illustrated. We extend these results within the frame-
work of game theory, where several players are involved, and we prove the existence of a Nash
equilibrium.

Finally, this work is illustrated by numerical results (2D in space), produced by coupling a Mixed
Finite Element scheme with a nonlinear conjugate gradient algorithm.

Key words : Partial differential equations ; optimal control ; parabolic partial differential equa-
tion and elliptic partial differential equation ; nonlinear coupled systems; asymptotic analysis;
Finite Element method ; numerical simulations.
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