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devant le jury composé de :
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Introduction

Contexte général

La préservation des ressources en eau est un enjeu important. Au vu de la croissance
de la population mondiale, les ressources en eau par personne et par an ne cessent de
diminuer. Par ailleurs, leur qualité doit être contrôlée. On y retrouve de nombreux conta-
minants. Parmi eux, on peut citer les nitrates, résultat principalement de l’utilisation
d’engrais azotés sur les cultures. En Europe, l’agriculture est responsable de 50 à 80%
de la pollution des eaux par les nitrates et le phosphore (Lankoski et Ollikainen, [55]).
En France, 66% des nitrates présents dans l’eau proviennent de l’agriculture (dossiers
scientifiques du CNRS [94]). Cette pollution est dûe à la part d’engrais non absorbée par
les plantes qui est ensuite lessivée par les arrosages des cultures et les pluies.

D’après un rapport de l’Office parlementaire de l’évaluation des choix scientifiques et
technologiques ([67]), le coût de la dénitrification des eaux est de l’ordre d’un demi euro
par mètre cube. Selon le Commissariat Général au Développement Durable ([13]), le coût
global de dépollution pour les nitrates des eaux souterraines en France métropolitaine
serait de 490 à 742 milliards d’euros.

Pour pallier à cette pollution, de nombreuses réglementations ont été mises en place,
parmi lesquelles une loi européenne mise en application en 1991 : la directive européenne
91/676/CEE, aussi appelée Directive Nitrates. Elle a pour objectif de réduire la conta-
mination des eaux par les nitrates d’origine agricole. Des zones vulnérables ont donc été
délimitées et sont sujettes à des pratiques agricoles particulières dans le but de limiter les
risques de pollution. Les Figures 1 et 2 représentent respectivement la délimitation des
zones au niveau national en 2014 et en Nouvelle-Aquitaine en 2017. On constate l’aug-
mentation du nombre de zones vulnérables d’une année sur l’autre, que ce soit au plan
national ou régional.

En 2016, les zones vulnérables représentaient environ 55% de la surface agricole fran-
çaise (Ministère de l’Environnement, de l’Énergie et de la Mer [93]). Bien sûr, la régle-
mentation interdit l’épandage au niveau des puits de captage. Il peut y avoir autour des
puits des zones tampons ayant pour fonction d’intercepter ou d’atténuer la contamination
avant le captage de l’eau ; elles sont réglementées et peuvent être de natures différentes.
Introduire ces zones tampons se révèle être efficace (Correll [27]) même lorsqu’elles ne
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sont pas actives (Léandri [56]).
La Directive Nitrates stipule également qu’une eau est considérée comme potable si

elle contient moins de 50mg/L de nitrates. La Figure 3, qui présente la concentration
moyenne en nitrates des nappes phréatiques au niveau de la France, montre que ce seuil
est atteint dans certaines régions. Malgré les préventions imposées par la loi, de nombreux
puits de captage sont contaminés et doivent être traités avant la distribution de l’eau.
En 2012, on comptait près de 34000 puits de captage en France, produisant 18 millions
de mètres cube d’eau par jour destinée à la consommation humaine (Secrétariat d’État
chargé de la Santé, [92]). Cependant, de nombreux puits sont abandonnés : dans 41 %
des cas, cela est dû à la qualité de l’eau. La présence de nitrates et/ou de pesticides est
décelée dans 19 % des cas (voir Figure 4).

Il faut noter que le temps de transport dans les nappes phréatiques est très long
(Kim [47]). Dans les aquifères, la vitesse peut aller de 10 à 100 mètres par an (Lalbat
[54]). De ce fait, bien que le temps de transport dépende de la distance entre la zone
d’épandage et la station de captage d’eau, on peut compter plusieurs années avant que
les émissions n’apparaissent au niveau des puits de captage. Ce délai est donc également
à prendre en compte dans les politiques optimales d’épandage mises en place. En effet,
même dans l’hypothèse d’un changement radical de politique agricole commune impli-
quant une suppression totale d’épandage, les nappes resteraient contaminées durant des
dizaines d’années du fait du temps de transport des polluants provenant des épandages
des années précédentes. Dans ce contexte, les politiques environnementales doivent donc
être considérées sur le long terme.

Bien sûr, il existe d’autres types de polluants agricoles (phosphates, pesticides ...) et
l’agriculture n’est pas la seule responsable de la pollution des eaux. On peut citer par
exemple les déchets domestiques ou l’activité industrielle. Cependant, depuis la création
des agences de l’eau dans les années 1960, on constate une diminution des pollutions
industrielles, domestiques et urbaines. En revanche, les pollutions agricoles augmentent,
notamment les pollutions par les nitrates et les pesticides (étude du Commissariat Général
au Développement Durable, [13]).

Objectif
L’objectif de cette thèse est de développer de nouveaux modèles pour le contrôle de

la pollution des ressources en eau. On s’intéressera plus particulièrement à l’impact des
engrais d’origine agricole. Bien que ce travail soit généralisable à tout type de pollution,
nous prendrons régulièrement les nitrates comme exemple d’application.

Le but de ce travail est de trouver l’arbitrage optimal entre le profit agricole et les
coûts de dépollution en modélisant finement le transport du polluant dans le sous-sol.
Notons que ce problème est régi par des échelles de temps contrastées. En effet, le profit
agricole est considéré à court terme alors que les politiques environnementales agissent
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sur le long terme. De plus, le temps de réaction des composants chimiques étant très
court, il s’y ajoute la prise en compte d’un "temps microscopique".

D’un point de vue mathématique, cela revient à résoudre un problème de contrôle
optimal, dont l’objectif économique inter-temporel prend en compte le compromis entre
l’utilisation d’engrais et les coûts de dépollution, et dont les équations d’état modélisent
la propagation du polluant dans les nappes phréatiques. Ces dernières sont constituées
d’une équation aux dérivées partielles parabolique non linéaire couplée par le tenseur de
dispersion et le terme de convection avec une équation elliptique. On prend en compte
l’opérateur de dispersion dépendant non linéairement de la vitesse du fluide qui est elle-
même une inconnue du problème dépendant de la charge hydraulique. Afin de tenir
compte des conséquences à long terme d’une politique optimale, on considère l’objectif
économique sur un temps arbitraire, pouvant être infini. Le modèle comprend une variable
de contrôle, la quantité d’engrais à épandre, et deux variables d’état : la concentration et
la vitesse du polluant. Le fort couplage entre les trois variables du modèle ainsi que les
nombreuses non linéarités font partie des difficultés à traiter. Hormi pour des exemples
de résolution analytique, nous considérerons toujours des modèles tridimensionnels en
espace.

État de l’art
Bien que ce travail allie modélisation hydrogéologique et économique, nous distinguons

ici ces deux composantes afin de mettre en évidence les différents apports de cette thèse
à chacune.

Modélisation hydrogéologique

Peu de données sont disponibles dans les nappes phréatiques profondes. En effet,
il est difficile d’avoir un ensemble de mesures suffisant sur tout un bassin ; il y a peu
de données expérimentales et à des échelles peu accessibles à l’homme. Bien sûr, les
mesures aux stations d’eau potable sont possibles et on peut se procurer les données
sur les agricultures pratiquées autour de ces stations, mais elles restent très parcellaires.
En l’absence de données, il faut donc modéliser mathématiquement les déplacements du
polluant dans le sous-sol.

La modélisation de propagation de polluants dans les nappes phréatiques revient à
modéliser l’écoulement de fluides miscibles incompressibles en milieux poreux. Plusieurs
phénomènes physiques dominants sont à prendre en compte, notamment la convection
et la diffusion du polluant, mais également les différentes réactions de celui-ci dans le
sous-sol. Les modèles de réaction sont multiples : linéaires ou non linéaires comme par
exemple les isothermes de type Freundlich et les isothermes de type Langmuir (Bear et
Verruijt dans [10]), réactions entre espèces en solution ou réaction avec le sol.
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La vitesse de l’écoulement doit être considérée comme une variable du modèle. Le
phénomène de diffusion, traduisant le transfert des molécules d’une zone de forte concen-
tration vers une zone de faible concentration, est modélisé par la loi de Fick. Cette
dernière permet également, avec la loi de Darcy, de mettre en relation la vitesse du fluide
et la charge hydraulique (somme des énergies cinétique et potentielle de l’eau). Mais
l’hétérogénéité locale d’un milieu poreux (grains impénétrables et pores pour la circula-
tion) nécessite de remplacer la diffusion par un opérateur de dispersion dépendant non
linéairement de la vitesse du fluide dans le terme de diffusion.

Modélisation économique

La recherche d’une politique environnementale optimale prenant en compte les coûts
de dépollution est une question classique en économie, qui a été explorée par Keller [46] et
Plourde [71] dans les années 70. Ces modèles sont considérés sans dépendance en espace,
ce qui, au vu de la vitesse d’écoulement dans les nappes phréatiques, est peu réaliste. Les
travaux de Bordenave et al. [14] soulignent la nécessité de tenir compte d’un délai entre
les émissions et les apports d’eau polluée.

Certains auteurs ont donc pris en compte ces délais de transport, qui permettent
notamment de modéliser le temps d’attente entre la mise en place de politiques envi-
ronnementales et leurs éventuels résultats. C’est le cas par exemple de Winkler [87] qui
considère un modèle où le stock de pollution s’accumule avec un délai constant, tout
comme Bourgeois et Jayet [16] et Augeraud-Véron et Leandri [9].

Mais les équations d’état considérées par ces auteurs sont linéaires. Or, comme nous
l’avons vu dans la modélisation hydrogéologique, les équations régissant le transport
d’un polluant dans le sous-sol comportent de nombreuses non linéarités. On retrouve
dans un exemple classique d’étude des pollutions des eaux peu profondes, dans le cas
des modèles considérés sans espace, des modèles avec un terme non linéaire modélisant
parfois un phénomène de sédimentation. Carpenter et Brock [23] étudient une pollution
au phosphore dans un lac peu profond en introduisant une non linéarité. Ces modèles font
apparaître la présence de bifurcations de telle sorte que les politiques optimales peuvent
varier très fortement selon les valeurs des paramètres.

Dans le cas où l’on considère que plusieurs régions ou pays sont impliqués et/ou im-
pactés par la pollution des eaux, les modèles utilisent la théorie des jeux afin de comparer
des solutions en cas de coopération ou non-coopération des parties impliquées. C’est le cas
de Mäler et al [62], Wagener [84], ou encore Kossioris et al [50] qui reprennent l’exemple
de pollution au phosphore dans un lac peu profond. On peut citer également De Frutos
et Martín-Herrán [35] qui étudient le cas d’une pollution en sous-sol sur plusieurs régions.

On notera également dans le travail de [35] la prise en compte de la dépendance en
espace, permettant ainsi de modéliser le transport et la diffusion du polluant dans les
nappes, obtenant donc une équation d’état plus réaliste. D’autres problèmes de contrôle
optimal en temps et en espace ont été traités, comme par exemple la diffusion du phos-
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phore à travers des lacs connectés (Brock et Xepapadeas [21]), ou encore l’utilisation
optimale des terres selon la pollution de l’air (Camacho et Pérez Barahona [22]). Ces der-
niers modélisent la dynamique de la pollution grâce à un modèle de dispersion gaussien.
Les auteurs prouvent l’existence et l’unicité d’une solution à leur problème.

Repères mathématiques

Nous donnons ici quelques repères sur les principales thématiques abordées, à savoir la
théorie du contrôle optimal et les équations aux dérivées partielles, ainsi que les méthodes
généralement utilisées pour l’étude de tels problèmes.

La théorie du contrôle permet d’agir sur un système dynamique (en modifiant l’entrée
ou les paramètres) à l’aide d’une commande (contrôle), afin de le maîtriser en le menant
d’un état initial donné à un état final souhaité. Dans certains cas, des critères doivent
être respectés : on parle de problèmes sous contraintes. On peut alors stabiliser un sys-
tème face à des perturbations, ou encore déterminer des solutions optimales au problème
selon un critère : on parle alors de contrôle optimal. Les domaines d’applications sont va-
riés (économie, environnement, biologie, mécanique ...) ainsi que les systèmes rencontrés
(équations différentielles ordinaires, équations de retard, équations aux dérivées partielles
...). On pourra consulter, de manière non exhaustive bien sûr, Alabau-Boussouira et Can-
narsa ([3]), Anita et al. ([8]), Grass et al. ([41]), Raymond ([72]), ou encore Trélat ([80]).
On pourra également se référer à Coron ([26]) pour le contrôle des équations aux dérivées
partielles non linéaires. Nous nous intéressons ici à l’étude de problèmes de contrôle sous
contraintes d’un système d’équations aux dérivées partielles.

Un état de l’art représentatif de l’analyse des équations aux dérivées partielles est
bien sûr inenvisageable ici. Aussi nous nous concentrons sur les équations aux dérivées
partielles traitées comme contraintes d’un problème de contrôle optimal. Par la suite bien
sûr, nous nous limitons à des exemples proches de notre modèle, cette littérature n’étant
bien évidemment pas exhaustive. On pourra cependant se référer à Ladyzhenskaja ([52]
et [53]), Evans ([32]), Gilbarg et Trudinger ([37]), ou encore DiBenedetto ([28]) pour la
théorie des équations aux dérivées partielles.

Donnons quelques exemples de stratégies utilisées pour traiter des problèmes de
contrôle comparables au nôtre. Dans un contexte différent de notre problématique, Be-
nosman et al étudient un problème de contrôle optimal sous-contraintes d’un système de
réaction-advection-diffusion modélisant le développement de la leucémie dans la moelle
osseuse ([12]). L’existence d’un contrôle optimal est démontrée à l’aide de la théorie des
semi-groupes. Cette méthode ne sera pas applicable à notre modèle. En effet, notre modé-
lisation comprend plus de couplages non linéaires, notamment dans le terme de diffusion
où le coefficient de dispersion dépend non linéairement de la vitesse. De plus, nous ne nous
limitons pas à des termes de réaction linéaires. Toutes ces non linéarités nous mèneront à
utiliser des stratégies de type point fixe de Schauder. De Frutos et Martín Herrán étudient
un problème de contrôle optimal sous contrainte d’une équation de convection-diffusion
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dans [35]. Contrairement à Benosman et al, ils ne démontrent pas l’existence d’une solu-
tion à leur problème mais illustrent numériquement son comportement à travers différents
exemples. Cependant, leur modèle se rapproche plus du nôtre de par les aspects suivants :
il comporte une non linéarité dans la fonction de réaction, la fonction coût est construite
de la même façon que la nôtre en prenant en compte les bénéfices et les dommages et elle
est définie sur un horizon infini. Le terme convectif de notre modèle posera également des
difficultés pour démontrer l’existence globale de la solution au problème hydrogéologique.
La méthode utilisée par Pierre dans [69], consistant à élargir des estimations dans Lp pour
tout p † 8, ne sera pas applicable ici car une telle régularité n’est pas accessible pour
le terme convectif, et nous devrons utiliser le principe du maximum faible. Dans [88],
Yuan et al étudient numériquement la solution d’un problème de contrôle optimal sous
contrainte d’un problème de transport en sous-sol en deux dimensions, en considérant la
vitesse du fluide comme une variable.

Intéressons nous à présent aux conditions nécessaires d’optimalité. Ces conditions sont
par définition vérifiées par la solution du problème de contrôle, si elle existe. Cependant,
elles ne permettent pas de la caractériser car elles ne sont pas suffisantes. Lorsqu’elles font
intervenir des dérivées du premier ordre (respectivement du second ordre), on parle de
conditions du premier ordre (respectivement du second ordre). Dans le cas d’un problème
d’optimisation avec contraintes, et donc dans le cas d’un problème de contrôle optimal,
les conditions d’optimalité conduisent à introduire les variables dites adjointes.
Les conditions nécessaires d’optimalité permettent de calculer les trajectoires optimales de
la solution lorsqu’elle existe. Lorsqu’il y a unicité de la solution, les conditions nécessaires
d’optimalité, si elles définissent une trajectoire unique, permettent de la caractériser.
Cette démarche est suivie par Benosman et al dans [12], traitant un système de réaction
advection-diffusion modélisant le développement de la leucémie dans la moelle osseuse.
Dans le cadre des pollutions environnementales, Camacho et al. dans [22] et Brock et
Xepapadeas dans [21] fournissent également les conditions de premier ordre pour leur
modèle. On peut aussi citer entre autres Raymond et Zidani [73] qui utilisent le principe
de Pontryagin pour des problèmes sous contraintes d’équations paraboliques avec des
contrôles non bornés.

En temps fini, les conditions de premier ordre de Pontryagin sont caractérisées par
une condition terminale. Cependant, celle-ci n’a pas de sens en temps infini. Michel [65] et
Grass et al. [41] proposent une approche classique établissant la condition de transversalité
en horizon infini.

On retrouvera au paragraphe 1.4 un tableau synthétique des références liées à notre
problème.
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Plan de la thèse et obstacles mathématiques

Dans le Chapitre 1, nous posons le cadre de l’étude et expliquons en détail la construc-
tion du modèle à la fois d’un point de vue hydrogéologique et d’un point de vue écono-
mique, le but de ce travail étant de coupler ces deux points de vue dans le problème de
contrôle optimal. Nous choisissons de modéliser le transport du polluant en considérant
les phénomènes physiques dominants (réaction, advection, dispersion) et nous supposons
la vitesse du fluide comme étant aussi une inconnue du problème (et n’étant donc pas
supposée donnée). Une conséquence de cette approche est l’introduction de nombreuses
non linéarités et couplages dans le modèle. De plus, l’opérateur de dispersion dépendra
non linéairement de la vitesse du fluide, c’est-à-dire du gradient d’une des inconnues
du problème (la charge hydraulique). On considère des termes de réaction non linéaires.
Nous obtenons ainsi un système d’état d’équations aux dérivées partielles parabolique et
elliptique fortement et non linéairement couplées, complété par des conditions initiales et
aux bords que nous choisissons variées. Nous construisons la fonctionnelle à maximiser
en tenant compte du profit agricole et des coûts de dépollution. L’objectif économique
est présenté en un temps fini ou infini, ce dernier cas étant dû au fait que les temps
de transport dans les nappes phréatiques sont très longs (plusieurs dizaines d’années),
entrainant donc des conséquences à très long terme lors d’applications de politiques en-
vironnementales.

Nous présentons et démontrons des résultats d’analyse du problème de contrôle opti-
mal dans le Chapitre 2. Nous considérons une forme très générique d’opérateur sur la
concentration dans l’objectif, qui du point de vue de l’application, permet en particulier
une liberté plus large pour la modélisation du coût de dépollution. Au vu du très fort
couplage entre les trois variables du modèle, nous adoptons une stratégie de preuve basée
sur un résultat de type point fixe afin de démontrer l’existence d’un triplet solution de
notre problème de contrôle optimal. L’étude indépendante des deux problèmes découplés
est d’abord traitée : on montre l’existence voire l’unicité d’un contrôle pour le problème
d’optimisation et l’existence et l’unicité d’un couple solution au sens faible du système
d’état. Ces résultats sur le problème hydrogéologique seront essentiels dans l’ensemble
de la thèse. Plusieurs hypothèses techniques doivent bien sûr être posées. Elles portent
notamment sur le tenseur de mobilité et les valeurs aux bords de la charge hydraulique :
sous certaines conditions, on peut alors obtenir une régularité supplémentaire sur la so-
lution, notamment sur la vitesse du fluide que l’ont peut alors borner dans L8. Un tel
résultat est très utile pour traiter le terme convectif de l’équation d’état. Cependant, cela
implique des caractéristiques physiques très régulières et de fait, nous ne nous limiterons
pas à ces cas restrictifs et affaiblirons au mieux les hypothèses. Nous abordons ensuite
l’existence globale, démontrée à l’aide du théorème du point fixe de Schauder. Précisons
également que lorsque l’équation d’état couple fortement les lois de conservation de la
masse et du moment via l’équation d’incompressibilité, l’ensemble des contrôles admis-

17



sibles doit être restreint : nous le définissons donc avec une condition supplémentaire sur
l’espace de recherche dépendant des apports et autres pertes exogènes du problème. Cette
définition nous permettra notamment d’appliquer un résultat de compacité d’Aubin sur
la vitesse. En effet, les nombreuses non linéarités présentes dans l’équation hydrogéo-
logique et dans la fonctionnelle à contrôler nécessitent l’utilisation d’une large gamme
d’outils pour passer à la limite dans des produits de termes a priori faiblement conver-
gents. Nous établissons également un résultat de contrôlabilité asymptotique, dans le cas
où l’équation d’incompressibilité du fluide est indépendante de l’apport d’engrais. Cela
prouve qu’une politique d’épandage permettant d’approcher tout seuil de pollution donné
avec une erreur arbitraire peut être développée.

L’unicité de la solution est démontrée dans le Chapitre 3. Nous avons choisi de présenter
les résultats d’existence et d’unicité dans des chapitres différents, car l’unicité n’est mon-
trée que dans le cas des faibles concentrations d’engrais en sous-sol, c’est-à-dire lorsque
la quantité d’engrais épandue est du même ordre que la concentration totale de polluants
dans le sol, cette dernière étant très inférieure à 1. Cependant, comme nous le préciserons
par la suite, c’est le cas dans la plupart des aquifères contaminés, en particulier par les
nitrates (le seuil de dangerosité étant malheureusement lui aussi très inférieur à 1). Nous
prenons donc en compte la faible concentration du polluant dans le sous-sol et écrivons
rigoureusement le problème de contrôle mis à l’échelle approprié, puis nous étudions son
comportement asymptotique. On montre qu’il converge vers un problème limite dont la
solution est unique. On se place ici sous les hypothèses assurant la vitesse bornée dans
L8. Pour étudier le comportement limite du problème d’optimisation, on utilise entre
autres le théorème de faible semi-continuité inférieure des fonctions concaves dans un rai-
sonnement de type �-convergence. Nous donnons également une nouvelle démonstration
de l’existence d’un triplet solution du problème de contrôle (déjà assuré par les résultats
du Chapitre 2) en utilisant les méthodes développées pour l’analyse asymptotique. La
vitesse étant bornée dans L8, nous gagnons en régularité sur la solution. Enfin, nous
obtenons un résultat de stabilité du problème de contrôle en prouvant que la solution du
problème effectif est limite de toute suite de solutions du problème correctement perturbé.

Le principe du maximum de Pontryagin permet d’établir des conditions nécessaires d’op-
timalité et donc de calculer les trajectoires optimales lorsqu’elles existent. Ce sera le
sujet du Chapitre 4, où nous définissons un nouvel objectif en horizon fini, en prenant
en compte le coût terminal de la présence de la pollution au niveau du puits. Nous re-
démontrons, pour ce nouveau modèle, le caractère bien posé du problème dans le cas
des faibles concentrations. Nous établissons le problème adjoint associé à notre modèle et
démontrons son caractère bien posé. La condition terminale obtenue n’étant pas vérifiée
en temps infini, nous établissons la condition de transversalité admise pour un horizon
infini en introduisant le Hamiltonien.
Nous mènerons ensuite une étude de l’existence et des propriétés qualitatives de l’état
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stationnaire dans un cas unidimensionnel. Ce cas simple permet de faire de la statique
comparative, c’est-à-dire d’étudier analytiquement les effets induits sur la solution par
la modification d’un paramètre. Nous nous intéresserons en particulier à l’influence de la
taille de la zone tampon sur la solution optimale.

Dans le Chapitre 5, nous nous plaçons dans le cadre d’un jeu différentiel non coopératif
à plusieurs joueurs. Pour cela, nous considérons deux propriétés agricoles sur lesquelles
l’épandage est géré indépendamment. Les fonctions de profit peuvent être différentes
pour les deux joueurs. Nous introduisons la définition d’équilibre de Nash dans le cadre
de notre problématique. L’application directe des résultats des Chapitres 2 et 3 nous
permet d’établir l’existence d’une solution au problème de jeu différentiel en supposant
que les agriculteurs coopèrent. Nous développons également une nouvelle analyse pour
le cas où ils ne coopèrent pas. Pour cela, nous exploitons les résultats d’unicité établis
dans les chapitres précédents et prouvons l’existence de l’équilibre de Nash grâce au théo-
rème de point fixe de Schauder, les nécessaires conditions de continuité et de compacité
étant obtenues par l’exploitation systématique des propriétés d’inférieure-continuité des
intégrales et grâce à un critère de compacité de Visintin via les fonctions semi-continues
inférieurement et strictement convexes (voir Visintin [83]). À l’image du Chapitre 4, nous
établissons le problème adjoint correspondant et étudions un cas unidimensionnel à l’état
stationnaire pour illustrer ce cadre de jeu.

On se consacre, dans le Chapitre 6, à la construction et à l’étude d’un schéma basé
sur la méthode des Éléments Finis pour la partie hydrogéologique de notre problème. On
démontre l’existence, l’unicité, et la stabilité de la solution pour des problèmes discrets
issus du problème hydrogéologique et de son problème adjoint. On montre également la
convergence de notre schéma en introduisant la notion de flux et en travaillant par consé-
quence avec une formulation mixte.

Des résultats numériques (2D en espace) sont présentés au Chapitre 7. Nous utilisons
le logiciel FreeFem++ pour simuler notre problème en utilisant les formulations établies
précédemment dans le Chapitre 6 pour le système d’état couplées à un algorithme de
gradient conjugué non linéaire. Pour ces simulations, nous utilisons des paramètres phy-
siquement réalistes. Nous étudions la convergence vers la solution optimale et analysons
quelques exemples.
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Figure 1 – Délimitation des zones vulnérables en France en 2014 ; Direction Régionale
de l’Environnement, de l’Aménagement et du Logement.

Figure 2 – Délimitation des zones vulnérables en Nouvelle-Aquitaine en 2017 ; Direction
Régionale de l’Environnement, de l’Aménagement et du Logement Nouvelle Aquitaine.
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Figure 3 – Concentration moyenne en nitrates dans les eaux souterraines en France
en 2014 ; Ministère de la Transition Écologique et Solidaire, Commissariat général au
Développement durable [91].

Figure 4 – Répartition des causes d’abandon des puits de captage pour la production
d’eau destinée à la consommation humaine (en nombre et pourcentage), Secrétariat d’État
chargé de la Santé [92], Bilan Février 2012.
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Chapitre 1

Modélisation et problème de contrôle

optimal

On considère une exploitation agricole sur laquelle il y a épandage d’engrais afin d’aug-
menter la productivité des cultures. Les plantes n’absorbant pas la totalité de l’engrais,
une partie de celui-ci s’infiltre dans les nappes phréatiques. L’engrais est alors transporté
dans le sous-sol et on le retrouve dans les puits de captage d’eau. Il est alors nécessaire
de traiter cette eau avant qu’elle ne soit distribuée aux usagers et cette dépollution a
un coût. Dans ce travail, nous étudierons l’arbitrage que doit faire un décideur qui doit
tenir compte de l’agriculteur et de l’usager. Nous nous intéresserons à la détermination
de la quantité d’engrais à épandre pour maximiser une quantité qui prend en compte le
bénéfice des agriculteurs et les coûts de dépollution.
Le modèle étudié dans cette thèse est un problème de contrôle optimal où la fonction-
nelle à maximiser est associée à un système d’équations aux dérivées partielles munies de
conditions initiales et aux bords que l’on choisira variées. On considère comme la parcelle
agricole les quelques premiers centimètres de profondeur de terre sur lesquels l’épandage
d’engrais a une influence quasi-immédiate (en terme de concentration d’engrais présent).
Ce problème comprend trois variables qui interviennent à la fois dans l’objectif et dans
l’équation d’état :
- la quantité d’engrais ppt, xq épandue au temps t en un point x de la parcelle ;
- la concentration du principal polluant cpt, xq issu de l’engrais au temps t en x ;
- la vitesse de déplacement du soluté vpt, xq au temps t en x.
La quantité d’engrais est la variable de contrôle, alors que la concentration et la vitesse
sont deux variables d’état. Les principes de conservation font que ces trois inconnues sont
très fortement couplées.
On notera la commande ppt, xq par souci de simplification, bien qu’elle ne soit a priori
que définie sur la parcelle. En fait, ppt, xq “ ppt,�Spxqq où S représente la parcelle.
Nous allons présenter le problème en introduisant tout d’abord l’équation d’état, puis en
explicitant l’objectif.
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1.1 Modélisation hydrogéologique : mise en place de
l’équation d’état du modèle

L’équation d’état associée au problème de contrôle optimal est issue de la modélisa-
tion hydrogéologique. En effet, nous avons choisi de modéliser finement l’écoulement du
polluant, dans l’aquifère et donc son transport dans les nappes phréatiques (on pourra,
par exemple, se référer au travail de Bear et Verruijt [10]). Pour cela, nous introduisons
des équations aux dérivées partielles de réaction-convection-diffusion de type parabolique
couplées avec une équation de transport de type elliptique. Nous expliquons sa construc-
tion ci-dessous.

1.1.1 Loi de conservation

La dynamique de l’écoulement et du transport est régie par les lois de conservation de
la masse et du moment. Ici, pour simplifier l’exposé, nous allons considérer que seules deux
espèces sont transportées en solution dans le sous-sol : le dérivé du polluant de l’engrais,
dont la concentration est notée c, et un autre composant dont la concentration sera donc
p1 ´ cq (puisque la somme des concentrations est égale à 1). Le problème revient donc à
modéliser l’écoulement de deux fluides miscibles et incompressibles (la compressibilité de
l’eau étant négligeable en conditions naturelles) dans un milieu poreux (le sous-sol).
La loi de conservation de la masse pour le composant de concentration c s’écrit :

 Btp⇢ccq ` divp⇢c vccq “ ´⇢crpcq ` ⇢c� ` ⇢cp (1.1)

avec

rpcq : terme de réaction,
� : apport naturel,
p : apport par l’agriculteur,
⇢c : densité du composant de concentration c,
vc : vitesse qui transporte le composant de concentration c,
 : porosité du sous-sol.

Remarque 1.1.1 Donnons quelques précisions sur p, le terme source correspondant à
l’apport d’engrais par l’agriculteur. Il contient à la fois les informations sur la quantité
d’engrais, sur les périodes d’épandage et sur les zones d’épandage. Dans la suite de la
thèse, on précisera parfois la notation, afin de bien souligner par exemple où se situe la
zone d’épandage, intuitivement sur une partie S de la région étudiée, en remplaçant le
terme générique p par p�S où �S est la fonction caractéristique de S.
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Nous allons faire quelques hypothèses :

Hypothèse 1 : l’eau est considérée comme un fluide incompressible (c’est-à-dire que son
volume reste constant sous l’action d’une pression extérieure).
Cette hypothèse implique que la densité ⇢c est constante (strictement positive). On peut
donc diviser l’équation (1.1) par ⇢c ; la loi de conservation de la masse pour le composant
de concentration c devient :

 Btc ` divp vccq “ ´rpcq ` � ` p.

On introduit dans le modèle la vitesse moyenne v du mélange dans le sous-sol. On écrit
donc

 vc “ v ` p vc ´ vq et divp vccq “ divpvcq ` divpp vc ´ vqcq.
Hypothèse 2 : le terme de décalage divpp vc ´ vqcq suit une loi de Fick.
Proposée au XIXème siècle, la première loi de Fick donne une relation entre le flux de
matière d’une espèce et son gradient de concentration. Plus précisément, le flux de matière
est proportionnel au gradient de concentration. On a :

divpp vc ´ vqcq “ ´ divp Spvqrcq.
La loi de Fick est affinée en considérant que S est le tenseur modélisant les effets de
la diffusion moléculaire et de la dispersion. Un modèle classique (voir Scheideger [81])
consiste à prendre

Spvq “ SmId ` Sppvq (1.2)

où Sm ° 0 est le coefficient de diffusion moléculaire et où Sp est un tenseur (dit de
dispersion) dépendant de v définit par Sppvq “ |v|

´

↵L✏pvq`↵T pId´✏pvqq
¯

, avec ✏pvqi,j “
v
i

v
j

|v|2 . Les réels ↵L • ↵T • 0 sont respectivement les coefficients de dispersion transversale
et longitudinale.
On suppose aussi que la porosité  P L8p⌦q et on note  ´ et  ` des réels tels que

0 †  ´ §  pxq §  `, pour presque tout x P ⌦. (1.3)

En utilisant les hypothèses 1 et 2, la conservation de la masse se réécrit

 Btc ` divpvcq ´ divp Spvqrcq “ ´rpcq ` � ` p. (1.4)

On suppose un modèle simple où le polluant qui réagit est transformé en le second com-
posé en solution. Les autres apports ou pertes sont modélisés par le terme g. En utilisant
le même raisonnement, on obtient l’équation gouvernant le second composé en solution :

 Btp1 ´ cq ` divpvp1 ´ cqq ´ divp Spvqrp1 ´ cqq “ rpcq ` gpt, x, pq, (1.5)
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où g modélise les autres apports ou pertes. On suppose que

pt, xq fiÑ gpt, x, pq P L8p⌦T q pour tout p P R.

Nous avons donc formulé les deux équations de conservation de masse (1.4) et (1.5) pour
chaque composant. En sommant ces deux équations, on obtient l’équation modélisant la
conservation de la masse totale :

 Btpc`p1´cqq`divpvc`vp1´cqq´divp Spvqprc`rp1´cqqq “ ´rpcq`rpcq`�`p`g

c’est-à-dire

divpvq “ � ` p ` g. (1.6)

Cette équation est l’équation classique de l’incompressibilité.
On choisit donc de modéliser la conservation de la masse par les équations (1.4) et (1.6) :

#

 Btc ` divpvcq ´ divp Spvqrcq “ ´rpcq ` � ` p

divpvq “ � ` p ` g

ou bien en utilisant divpvcq “ v ¨ rc ` c divpvq et en remplaçant l’expression de divpvq
par (1.6) :

#

 Btc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq “ ´rpcq ` p� ` pqp1 ´ cq ´ gc

divpvq “ � ` p ` g.
(1.7)

Il faut maintenant compléter le modèle pour v en utilisant la loi de conservation du
moment. À l’échelle où nous nous plaçons, le milieu poreux est un ensemble continu où
la vitesse moyenne de l’écoulement v est régie par la loi de Darcy (résultat de la mise à
l’échelle de l’équation de Stokes pour la conservation du moment) :

v “ ´r�,
où  est le tenseur de mobilité et � est la charge hydraulique (contenant les contributions
de la pression et de la gravité).

1.1.2 Modèles classiques de réactions

Plusieurs fonctions sont classiquement considérées pour caractériser la réaction. Les
fonctions de réaction r sont également appelées isothermes. Logan ([61] chapitre 2) pro-
pose d’utiliser des modèles linéaires du type

rpcq “ kc avec k P R` constante.

Pour les réactions non linéaires, on considère des modèles :
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— du type Freundlich (Bear et Verruijt [10] chapitre Modeling Groundwater Pollution)
pour c P r0, 1s :

rpcq “ bcm avec pb,mq P R2
` constantes,

— de type Langmuir (Bear et Verruijt [10] et Williams [86]) :

rpcq “ k1c

1 ` k2c
avec pk1, k2q P R2

` constantes,

— ou encore de type Sips (forme combinée de Langmuir et Freundlich, voir Belhachemi
[11] et Amrhar et al. [7]) :

rpcq “ k3cn

1 ` k4cn
avec pk3, k4, nq P R3

` constantes.

On notera que pour n “ 1, on retrouve le modèle de Langmuir et pour k4 “ 0, celui
de Freundlich.

Dans cette thèse, nous imposerons les hypothèses sur r les plus faibles possibles, permet-
tant à tout le moins de considérer tous les exemples donnés précédemment.
Il faut aussi inclure la possibilité de réactions à dynamique très rapide. En effet, si la
vitesse de réaction est du même ordre de grandeur que la vitesse de l’écoulement ou si
on considère une réaction avec le milieu (adsorption), on ne peut pas utiliser un modèle
d’équilibre où le terme de réaction apparaît comme un terme source au second membre
de l’équation de convection-diffusion. La dynamique de la réaction apparaît alors dans
l’équation de conservation de la masse :

#

Btc ` BtRpcq ` v ¨ rc ´ divpSpvqrcq “ ´rpcq ` p� ` pqp1 ´ cq ´ gc

divpvq “ � ` p ` g.

Dans le cas d’adsorption par le milieu poreux, on utilise des modèles de réaction linéaire
et on a donc Btc ` BtRpcq “ p1 ` R1pcqqBtc. En supposant 1 ` R1pcq “ R P R, on obtient

RBtc ` v ¨ rc ´ divpSpvqrcq “ ´rpcq ` p� ` pqp1 ´ cq ´ gc.

Le réel R est en général appelé facteur de retard (puisque si R1 • 0, R • 1 et il retarde
donc la propagation de c). Par la suite, nous le considèrerons dans tous les modèles.
Le système d’état qui sera considéré est ainsi le suivant :

#

 RBtc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq “ ´rpcq ` p� ` pqp1 ´ cq ´ gc

divpvq “ � ` p ` g, v “ ´r�.
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1.1.3 Variantes du modèle

Une remarque sur les modèles multi-constituants

La modélisation a été faite jusqu’ici dans le cas le plus simple où on peut considérer
que l’écoulement dans le sous-sol est celui d’un fluide qui n’a que deux composants (c’est
par exemple un cadre admissible si l’on se focalise sur la question de la pollution par les
nitrates, Gu et al. [42]).
Le cadre complètement général est celui d’un écoulement à N P N˚ constituants. L’équa-
tion (1.4) doit donc être remplacée par un système de N ´ 1 équations aux dérivées
partielles traduisant la conservation de la masse de N ´ 1 des constituants parmi les N :

RBtci ´ divpSpvqrciq ` divpvciq “ �i ` pi ´ ripcj, j “ 1, ..., N ´ 1q, 1 § i § N ´ 1

et l’équation traduisant la conservation de la masse totale devient :

divpvq “
N
ÿ

i“1

”

�i ` pi ´ ripcj, j “ 1, ..., N ´ 1q
ı

.

On peut par exemple utiliser ces modèles multi-constituants pour traiter la pollution
par substances phytosanitaires (pesticides, herbicides) (Lemière et al. [59]). En effet, la
plupart des substances phytosanitaires sont solubles dans l’eau et on constate une forte
tendance à la dégradation spontanée sous forme d’autres espèces organiques.

On pourra par exemple consulter Rolland [74] qui étudie l’existence de solutions glo-
bales pour des systèmes de réaction-diffusion pour des réactions de type Ci `Cj é Ck, et
van Wijngaarden et al. [85] qui étudient une technique permettant de renforcer le sol en
fixant une bactérie et considèrent trois différentes phases (bactérie en suspension, bactérie
adsorbée et bactérie fixée).

1.1.4 Conditions initiales et aux bords

On considère que la zone géographique d’intérêt (correspondant aux sols fertilisés,
aux sous-sols correspondants et contenant les puits de pompage de l’eau des nappes
phréatiques) est un domaine ⌦ Ä RN , N § 3. Le bord du domaine est noté B⌦ supposé
de classe C1.
On se donne pour condition initiale

cp0, xq “ c0pxq, x P ⌦ (1.8)

avec c0pxq P L2p⌦q.
On choisit les conditions aux bords de type Neumann suivantes

Spvqrc ¨ n “ �c ¨ n sur B⌦ ˆ p0, T q, (1.9)
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où n est la normale extérieure de B⌦, lorsque le flux sortant sur les bords du domaine,
�c P L8p0, T ;L2p⌦qq, est connu.
Les conditions aux bords pour � sont de type Dirichlet :

� “ �1 sur B⌦ ˆ p0, T q, (1.10)

avec �1 P L8p0, T ;H 1
2 pB⌦qq. Ce choix de conditions mixtes pour c et � est le plus tech-

nique en terme d’analyse.
D’autres choix de conditions aux bords sont cependant possibles. Nous les listons ci-
dessous :

— conditions aux bords de type Dirichlet pour la concentration :

c “ c1 sur B⌦ ˆ p0, T q ; (1.11)

— conditions aux bords de type Neumann pour la charge hydraulique :

´r� ¨ n “ v1 sur B⌦ ˆ p0, T q ; (1.12)

— conditions de Fourier (ou de Robin) sur c ou � :

Bu
Bn ` �uu “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, u “ � ou c, (1.13)

dans le cas où le flux est supposé proportionnel à un saut entre deux milieux.

1.2 Caractérisation de l’objectif

1.2.1 Littérature

Dans les années 70, la recherche d’une politique environnementale optimale tenant
compte des coûts de dépollution a été explorée. On pourra citer Keller et al. [46] qui
étudient deux modèles dont l’objectif est identique mais qui diffèrent par la structure de
leur fonction de production, ainsi que Plourde [71] qui s’intéresse à l’accumulation des
déchets. Van der Ploeg et de Zeeuw [70] ont considéré des modèles sans espace. Cependant,
cette hypothèse n’est pas réaliste au regard de la vitesse d’écoulement dans les nappes
phréatiques. Les travaux de Bordenave et al. [14] appuient cette remarque en montrant
que les flux dans le sous-sol étant lents, il faut tenir compte d’un délai entre l’émission et
les apports d’eau polluée aux points de captage.

D’autres travaux prennent en compte ce délai, ce qui permet de modéliser le fait que
l’application de politiques environnementales n’a pas de résultats visibles immédiatement.
Winkler montre dans [87] que les trajectoires optimales des émissions de pollution sont
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monotones si l’objectif est séparable en un composant émission et un composant stock
de pollution, mais qu’elles peuvent osciller si ce n’est pas le cas. Bourgeois et Jayet [16]
considèrent l’influence d’un délai entre l’épandage de l’engrais et son impact environ-
nemental dans l’aquifère, et ils prouvent que cet effet est amplifié par une information
asymétrique entre les agriculteurs et le planificateur social (qui ne disposent pas de la
même information). Il a été prouvé par Augeraud et Leandri [9] que prendre en compte
les temps de délai peut entrainer des politiques optimales cycliques.

Cependant, ces modèles considèrent l’environnement de manière simplifiée. D’autres
auteurs ont donc choisi d’être plus précis dans leur modélisation en introduisant des
termes non linéaires plus réalistes. C’est le cas de Kossioris et al. [50] qui, en plus d’un
terme linéaire de dégradation, considèrent un terme non linéaire dans l’équation d’état.
Leur exemple d’application en lacs peu profonds est une référence pour les problèmes de
contrôle de pollution.

La théorie des jeux a aussi été utilisée pour comparer des problématiques économiques
avec et sans politique environnementale de coopération. On peut citer de nouveau Kossio-
ris et al. [50] qui comparent les équilibres de Nash pour des stratégies open-loop (adoptées
lorsque les joueurs ne disposent d’information que sur l’état initial) et feedback (définies
à chaque instant pour chaque état), mais également Ploeg et Zeeuw qui, dans [70], com-
parent les émissions optimales quand chaque pays applique sa propre politique environne-
mentale sans coopération et quand tous les pays coordonnent leurs actions. Ils montrent
entre autres que lorsque les gouvernements ne coopèrent pas, cela mène à une pollution
plus importante. Dockner et van Long ont également comparé les stratégies coopératives
et non coopératives dans [30] avec un modèle de contrôle de pollution internationale im-
pliquant deux pays voisins. De Frutos et Martín-Herrán [35] étudient eux aussi ce cas de
figure.

Récemment, de nouveaux modèles ont pris également en compte l’espace afin de mieux
modéliser le transport et la diffusion du polluant. Un exemple d’étude de modèle de
contrôle optimal en temps et en espace est le cas des lacs connectés, traité par Brock et
Xepapadeas dans [21], qui y étudient la diffusion du phosphore grâce à un système de
réaction-diffusion. D’autres modèles spatio-temporels ont été étudiés, en particulier par
Boucekkine et al. dans [15]. Dans [22], Camacho et Pérez Barahona étudient un problème
d’utilisation optimale des terres, en prenant en compte la pollution de l’air. De Frutos et
Martín-Herrán [35] considèrent un problème de pollution en sous-sol sur plusieurs régions.
Ils fournissent, pour leur modèle d’advection-diffusion à coefficients constants, une étude
numérique permettant de calculer les équilibres de Nash.

1.2.2 Notre modèle

Au vue de notre système d’état présenté au paragraphe 1.1, notre problème de contrôle
optimal se place dans le cadre des modèles prenant en compte le temps et l’espace.
Cependant, notre modélisation est plus fine que dans les travaux cités ci-dessus. En effet,
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certains aspects du transport du polluant ne sont généralement pas pris en compte dans
les modèles cités précedemment : à part dans les travaux de De Frutos et Martín-Herrán
[35] qui considèrent un problème en deux dimensions, les modèles sont souvent en une
dimension et la vitesse du fluide ainsi que les coefficients de diffusion sont supposés
donnés et constants. Enfin, nous considérons un objectif économique en temps infini, afin
de prendre en compte les conséquences à long terme d’une politique optimale.

À présent, nous allons expliciter le problème d’optimisation afin de compléter notre
problème de contrôle optimal. On considère un décideur (planificateur central) dont l’ob-
jectif est de maximiser une fonction de bien être social qui prend en compte le bénéfice
privé (provenant de la production agricole) et le dommage environnemental (caractérisé
par les coûts de dépollution). L’objectif classique que nous considérons est celui de Ulph
and Ulph [82] :

Jpp, cq “
ª T

0

ˆ

ª

⌦

ˆ

fpx, pq ´ Dpx, cq
˙

dx

˙

e´⇢t dt

où T ° 0 est l’horizon de planification qui peut être infini. Le taux d’actualisation ⇢ Ps0, 1r
permet de comparer des coûts et des bénéfices se produisant à des dates différentes. Dans
un rapport du groupe d’experts présidé par Daniel Lebègue [57], le taux d’actualisation est
défini comme "[traduisant] le prix relatif qu’une collectivité attache au présent et [fixant]
la limite de l’effort que cette collectivité est prête à consentir pour l’avenir ; [...] c’est en
quelque sorte le prix du temps". Ici, il donne un "poids" plus important à la génération
actuelle. Pour les investissements publics de court terme, le taux d’actualisation est de
4%, toujours d’après Lebègue, [57] ; pour les projets entre 50 et 100 ans, C. Gollier [39]
préconise un taux de 5%.
La variable de contrôle est p § p̄ où p̄ P R˚

` est un seuil. On supposera p̄ suffisamment
grand. En réalité, l’agriculteur ne peut pas épandre une quantité infinie d’engrais : il ne
peut dépasser un seuil maximal. On supposera par ailleurs que p P E0 où

E0 Ä tq P L2p0, T ;L2p⌦qq, 0 § qpt, xq § p̄, presque partout dans ⌦ ˆ p0, T qu.
La fonction f représente le bénéfice de l’agriculteur, dépendant des quantités épandues
sur le champ. La fonction D, qui dépend de la position du puits et de la quantité de pol-
luant à traiter, modélise les dommages environnementaux par le coût de la dépollution
des eaux pompées au puits de captage.
On choisit de modéliser le coût de dépollution au niveau du puits par un terme général
Dpx, cq qui se localise près du puits d’extraction. On peut par exemple considérer en fait
le puits comme un cylindre de petit rayon pénétrant dans le sol à la verticale d’un point
de coordonnées pLx, Ly, 0q. Si on considère un cylindre de rayon un peu plus large (ou
plus généralement un sous-domaine de taille caractéristique plus importante), on peut
modéliser l’émergence de la nappe phréatique dans une rivière grâce à un opérateur de
même type (le sous-domaine correspond alors à l’éponte).

31



Dans Augeraud-Véron and Leandri [9], ces deux fonctions satisfont les propriétés sui-
vantes :

— fpx, pq est positive, croissante et définie pour p P R` ;
— fpx, pq est strictement concave ;
— p fiÑ fp¨, pq est continue ;
— Dpx, cq est croissante, strictement convexe et telle que Dpx, 0q “ 0 pour tout x P ⌦.

Remarque 1.2.1 L’hypothèse de continuité de f par rapport à p peut en fait être légè-
rement assouplie : il sera suffisant pour nous de supposer que f est semi-continue supé-
rieurement et bornée par rapport à p. En effet, cette hypothèse est suffisante pour utiliser
trois outils clef de ce travail : le Théorème 2.2.1 assurant qu’un problème de maximisation
coercif est bien posé (pour lequel l’hypothèse de semi-continuité inférieure est suffisante),
les résultats de semi-continuité inférieure des fonctions convexes (Tartar [78]) et le critère
de compacité de Visintin via les fonctions semi-continues inférieurement et strictement
convexes (Visintin [83] Théorème 3).

Remarque 1.2.2 Nous n’aurons pas besoin de supposer la fonction D continue dans les
chapitres qui suivent. Cela permet en particulier d’inclure des cas où le coût du traitement
évolue selon des seuils de pollution. L’hémicontinuité et la monotonie de D sont en fait les
seules hypothèses indispensables pour nos analyses du problème de contrôle. La convexité
de D sera utilisée pour obtenir un résultat d’unicité. Les strictes monotonie et convexité ne
sont quant à elles nécessaires que pour des calculs explicites dans un exemple stationnaire.

Le problème de contrôle optimal est alors le suivant :

max

pPE0

ª T

0

ˆ

ª

⌦

ˆ

fpx, pq ´ Dpx, cq
˙

dx

˙

e´⇢t dt

sous la contrainte
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

 RBtc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq “ ´rpcq ` p� ` pqp1 ´ cq ´ gc dans ⌦T ,
divpvq “ � ` p ` g, v “ ´r�, dans ⌦T ,
Spvqrc ¨ n “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, c|t“0 “ c0 dans ⌦,
� “ �1 sur B⌦ ˆ p0, T q.
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1.3 Tableaux récapitulatifs
Nous listons dans les trois tableaux ci-dessous les variables, les conditions initiales et

les paramètres du modèle, en précisant leur symbole, unité et valeurs de référence (dans
le contexte de cette thèse, l’unité de temps est en général le jour voire l’année).

Variables Symbole Unité

Concentration du polluant c

communément pour la
problématique des nitrates
mg.L´1

Vitesse du polluant v mètres par unité de temps

Charge hydraulique � mètres d’eau

Quantité d’engrais épandu p concentration par unité de temps

Conditions initiales Symbole Unité Valeur Référence

Concentration au
bord du domaine c1 r0; 1s

Charge hydraulique
au bord du domaine �1

mètres
d’eau r50; 80s [48]

Vitesse au bord du
domaine v1

mètres par
unité de
temps r0.5; 20s [67]
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Paramètres Symbole Unité Valeur Référence

Facteur de retard R r1; 50s [66]

Borne inférieure de la
porosité  ´ 0.3 [24], [63]

Borne supérieure de
la porosité  ` 0.35 [24], [63]

Apport naturel �

concentration
par unité de

temps r0; 15s [67]

Perméabilité 
mètres par unité

de temps r20; 400s
[29], [63],
[24]

Coefficient de
diffusion moléculaire Sm

m2 par unité de
temps r10´6

; 10

´1s [29]

Coefficient de
dispersion

transversale ↵T

m2 par unité de
temps r0; 1s [29]

Coefficient de
dispersion

longitudinale ↵L

m2 par unité de
temps r0; 1s [29]

Taux d’actualisation ⇢ s0; 1r [9]

1.4 Repères bibliographiques

On présente ici de façon synthétique des références liées au problème présenté au Cha-
pitre 1 et représentatives de l’état de l’art. Elles sont listées suivant leur date de parution
et pour chacune d’entre elles, nous comparerons le modèle étudié avec le notre.
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Article Résumé et modèle mathématique Comparaison

J. Simon,
1983,

Contrôle
de la

solution
d’une

équation
parabo-

lique avec
donnée

ponctuelle
[76]

Thème : Contrôle de la solution d’une
équation parabolique avec donnée ponctuelle.
Objectif :

Jpv, bq “
ª

⌦

|ypx, T q ´ zpxq|2 dx`N

ª T

0

vptq2 dt.

Equation d’état : Bty ` Ay “ vptq�bpxq avec A
un opérateur aux dérivées partielles du
deuxième ordre en x, elliptique.
Domaine : ⌦ ouvert de Rn, n § 3.
Conditions aux bords : y “ 0.

Différences :
‚ Pas de convection.
‚ Fonction coût
différente.
‚ Terme source en
Dirac.

W. Brock
and A. Xe-
papadeas,

2007
(Diffusion-
Induced

Instability
and

Pattern
Formation
in Infinite
Horizon

Recursive
Optimal
Control)

[21]

Thème : diffusion de polluants à travers des
lacs connectés peu profonds.
Objectif :

max

apt,zq

ª

R`

ª L

0

pBpapt, zqq ´ Cpxpt, zqqqe´⇢t dz dt.

Equation d’état :

Btx “ apt, zq´bxpt, zq`hpxpt, zqq`DBzzx2pt, zq.
Domaine : 1D, z P r0, Ls.
Conditions aux bords : xpt, 0q “ xpt, Lq.

Points communs :
‚ L’objectif est le
même.
Différences :
‚ Notre modélisation
a plus de couplages
non linéaires dans
l’équation d’état qui
est un système dans
notre cas.
‚ Nos résultats sont
valables pour tout
⌦ Ä RN , N § 3.
‚ Equation de
diffusion, sans
réaction, ni
convection, ni
dispersion.
‚ Dans [21] on se
limite à un cadre
périodique (élude la
difficulté des termes
aux bords).
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Article Résumé et modèle mathématique Comparaison

J.P.
Raymond,

2009,
Optimal

Control of
Partial

Differen-
tial

Equations
[72]

Thème : identification d’une source de
pollution.
Objectif : trouver a P K Ä ¯

⌦ compact, la
position de la source de pollution qui
minimise

ª T

0

ª

O
py ´ yobsq2 dx dt,

où yobs correspond à la concentration mesurée.
Equation d’état :

Bty ´ �y ` V ¨ ry ` �y “ sptq�a.

Domaine : px, tq P ⌦ ˆ r0, T s, O Ä ⌦.
Conditions aux bords : de type Neumann.

Points communs :
‚ Equation de
réaction-diffusion.
‚ Valable en 3D.

Différences :
‚ L’objectif de [72]
requiert d’avoir
certaines données :
l’auteur cherche
l’origine de la
pollution.

J.P.
Raymond,

2009,
Optimal

Control of
Partial

Differen-
tial

Equations
[72]

Thème : contrôle de l’équation de la chaleur.
Objectif :

Jpz, uq “ 1

2

ª

Q
pz´zdq2` 1

2

ª

⌦

pzpT q´zdpT qq2

` �

2

ª

Q
�!u

2

Equation d’état : Btz ´ �z “ f ` �!u,
f P L2pQq donnée et ! Ä ⌦,
zd P Cpr0, T s;L2p⌦qq.
Domaine : px, tq P ⌦ ˆ p0, T q “ Q, ⌦ Ä RN

ouvert borné, avec un bord de classe C2

Conditions aux bords : de type Dirichlet.

Points communs :
‚ Démonstrations
d’existence d’une
solution faible.

Différences :
‚ Pas de convection.
‚ Fonction coût
différente.
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Article Résumé et modèle mathématique Comparaison

C.
Camacho
and A.
Pérez-

Barahona,
2012

(Land Use
Dynamics
and the
Environ-

ment) [22]

Thème : utilisation des terres en tenant
compte de leur dégradation environnementale.
Objectif :

max

c,l

ª 8

0

ª

R
upcpt, xqqfpxqgptq dx dt.

Equation d’état :

Btp ´ Bxxp “ ✓pp, P, xqApt, xqF plpt, xqq
´ Gp1 ´ l ´ fpxqq

ª

R
cpt, xqfpxq dx “

ª

R
✓pp, P, xqApt, xqF plq dx

P ptq “
ª

R
ppt, xq dx.

Domaine : pt, xq P r0,8q ˆ R.
Conditions aux bords :

lim

xÑ8
Bxppt, xq “ 0

Points communs :
‚ Pollution agricole.

Différences :
‚ Notre modélisation
a plus de couplages
non linéaires dans
l’équation d’état.
‚ Nos résultats sont
valables pour tout
⌦ Ä RN , N § 3.
‚ Equation de
diffusion seulement.
‚ Domaine non
borné (élude la
difficulté aux bords).

Augeraud-
Véron and
Leandri,

2014
(Optimal
Pollution
Control

with Dis-
tributed

Delays [9])

Thème : notion de délais continus dans un
modèle de contrôle optimal de stock de
pollution
Objectif :

max

pp.q

ª 8

0

”

fppptqq ´ Dpcptqq
ı

e´⇢t dt.

Points communs :
‚ L’objectif est le
même.
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Article Résumé et modèle mathématique Comparaison

Equation d’état :

9cptq “ ´↵cptq ` ✓

ª t´⌧1

t´⌧2
ppuqµpt ´ uq du

0 § cptq, 0 § pptq § p̂,

cp�q “ c0p�q P Cpr´⌧2, 0sq donné pour
� P r´⌧2, 0s

pp�q “ p0p�q P Cbpr´⌧2, 0sq donné pour
� P r´⌧2, 0s.

Domaine : t P R`.

Différences :
‚ Leur article ne

tient pas compte de
l’espace.
‚ Pas de
modélisation de la
partie
hydrogéologique.
‚ Nous avons affaibli
les hypothèses sur
cet objectif.

C.
Benosman,
B. Aïnseba

and A.
Ducrot,

2014 (Op-
timization

of
Cytostatic
Leukemia
Therapy in

an
Advection-
Reaction-
Diffusion
Model)
[12]

Thème : système de réaction
advection-diffusion modélisant le
développement de la leucémie dans la moelle
osseuse.
Objectif :

min

uPU

ª T

0

ª

⌦

´

✏1p1 ´ uq2 ` ✏2s
2
¯

dx dt,

U :“ tu P L8pp0, T q ˆ ⌦q, 0 § upt, xq § 1u.
Equation d’état :

Btni ` Bxpvniq “ d1Bxxni ` k1pni´1 ´ niq,
Bts ` Bxpvsq “ d2Bxxs ` k2su,

Bxv “ k1pn1 ` ... ` nmq ` k2su.

Domaine : ⌦ Ä R.
Conditions aux bords : type Neumann.

Points communs :
‚ Equation
d’advection-
diffusion.

Différences :
‚ Nos résultats sont
valables pour tout
⌦ Ä RN , N § 3

‚ Notre modèle
comporte plus de
couplages non
linéaires : utilisation
d’outils moins
standards pour
établir les
compacités.
‚ Nous envisageons
tous les types de
conditions aux bords
classiques.
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Article Résumé et modèle mathématique Comparaison

J. de
Frutos and
G. Martin-

Herran,
2016,

Pollution
control in
a multire-

gional
setting : A
differential
game with
spatially

distributed
controls

[35]

Thème : modèle de jeux, caractérisation de
l’équilibre de Nash pour un problème de
pollution à travers plusieurs pays.
Objectif :

Jipu1, ..., uj, P0q “
ª `8

0

ª

⌦
i

e´⇢t
´

Bipuiq ´ DipP q
¯

1⌦
i

dx dt.

Equation d’état :

BtP “ r ¨ pkrP q ` bTrP ´ cP ` NpP q ` F puq,
où NpP q fonction non linéaire, b “ bpx, tq
avec r ¨ b “ 0, k coefficient de diffusion
dépendant de x.
Domaine : px, tq P ⌦ ˆ R`, ⌦ Ä R2.
Conditions aux bords :
↵P pt, xq ` kpxqrP T pt, xq ¨ n “ ↵Pbpt, xq,
x P B⌦.

Points communs :
‚ Equation de
convection-diffusion.
‚ Non linéarité dans
la fonction de
réaction.
‚ La fonction coût
est construite
comme la notre
(dépend des
bénéfices et des
dommages).
‚ Horizon infini dans
la fonction coût.

Différences :
‚ Le coefficient de
diffusion de [35] ne
dépend pas de la
vitesse.
‚ L’équation
d’incompressibilité
de [35] est
indépendante du
contrôle.
‚ Nos résultats sont
valables dans R3.
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Article Résumé et modèle mathématique Comparaison

D. Grass
and H.
Uecker,
2017

(Optimal
manage-
ment and
spatial

patterns in
a

distributed
shallow

lake
model)
[41]

Thème : cadre numérique pour traiter un
problème de contrôle optimal dans des lacs
peu profonds avec diffusion.
Objectif :

max

kp.,.q

ª

R`

1

|⌦|
ª

⌦

plnpkpt, xqq´�P pt, xq2qe´rt dx dt.

Equation d’état :

BtP pt, xq “ kpt, xq ´ bP pt, xq ` P pt, xq2
1 ` P pt, xq2

` D�P pt, xq.
Domaine : x P ⌦ Ä Rd, d § 2.
Conditions aux bords : de type Neumann.

Différences :
‚ Notre modélisation
a plus de couplages
non linéaires dans
l’équation d’état qui
est un système dans
notre cas.
‚ Equation de
réaction-diffusion,
sans convection, sans
dispersion.
‚ Nos résultats sont
valables pour tout
⌦ Ä RN , N § 3

‚ Nous envisageons
tous les types de
conditions aux bords
classiques.
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Chapitre 2

Résultats d’existence

Ce chapitre est consacré à la preuve de l’existence d’une solution au problème de
contrôle optimal. Avant de commencer l’étude, nous allons faire des hypothèses de ré-
gularité qui sont nécessaires à notre étude et écrire le problème sous une forme plus
générale :

max

pPE
Jpp, cq “

ª T

0

ª

⌦

jpt, x, p, cq dx dt, 0 † T § 8,

sous la contrainte
#

 RBtc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq “ ´rpcq ` p� ` pqp1 ´ cq ´ gc

divpvq “ � ` p ` g, v “ ´r�.

Nous détaillons dans le paragraphe ci-dessous ce modèle.

2.1 Modèle et hypothèses

Afin de rassembler les modèles présentés dans les paragraphes 1.1 et 1.2, introduisons
quelques notations. Le domaine spatial d’étude est un domaine ⌦ Ä RN (1 § N § 3 en
pratique), dont le bord noté B⌦ est supposé de classe C1. Soit T le temps maximal de
l’étude, 0 † T § `8. On posera parfois ⌦T “ ⌦ ˆ p0, T q.
On rappelle que

E0 “ tq P L2p0, T ;L2p⌦qq; 0 § qpt, xq § p̄ presque partout dans ⌦ ˆ p0, T qu.

C’est dans cet espace que nous allons chercher la variable de contrôle. Mais lorsque
l’équation d’état couple fortement les lois de conservation de la masse et du moment
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via l’équation d’incompressibilité, nous allons devoir restreindre cet espace de recherche.
Nous posons donc

↵ “
#

0 si g “ gpt, x, pq tel que p ` g est indépendant de p

1 sinon
(2.1)

la fonction g modélisant les apports et les pertes exogènes. Nous définissons le sous-espace
E de E0 tel que

E “ tq P L2p0, T ;L2p⌦qq X W 1,1p0, T ;Xq; 0 § qpt, xq § p̄ presque partout dans ⌦T ,

}↵Btq}L1p0,T ;Xq § Cp et
ª

⌦

pp ` � ` gq dx “
ª

B⌦
v1d� si (1.12) est utiliséeu

où X est un espace tel que L2p⌦q s’injecte continûment dans X et Cp ° 0 est une constante
donnée. Il faut noter que le paramètre ↵ ne dépend que du modèle hydrogéologique et
est donc donné.

On définit la fonctionnelle J à optimiser sous la forme générique :

J : pp P E, c P L2p⌦T qq fiÑ Jpp, cq P R

où Jpp, cq “
ª T

0

ª

⌦

jpt, x, p, cq dx dt, (2.2)

avec
j : p0, T q ˆ ⌦ ˆ r0, p̄s ˆ L2p⌦T q fiÑ Mp⌦T q,

en notant Mp⌦T q l’ensemble des fonctions mesurables sur ⌦T , telle que :
— pour presque tout pt, xq P ⌦T , pour tout c P L2p⌦T q, la fonction p fiÑ jpt, x, p, cq est

continue 1 et strictement concave sur r0, p̄s,
— pour presque tout pt, xq P ⌦T , pour tout p P r0, p̄s, l’opérateur c fiÑ jpt, x, p, cq est

monotone, hémicontinu et borné au sens où il existe h P L1p⌦T q tel que |j| § h.

Remarque 2.1.1 Le fait de définir j comme un opérateur sur c plutôt que comme une
fonction sur R est plus générique. En somme, on ne se limite pas à l’espace de départ
R, ce qui nous permet de déterminer le coût de dépollution en tenant compte d’autres
éléments comme par exemple le débit au niveau du puits, ou encore l’hypothétique impact
de la concentration dans le temps sur les traitements et donc tenir compte de cp⌧, xq avec
⌧ § t. Cela laisse aussi la possibilité de prendre en compte deux traitements à deux niveaux

1. En fait, on peut affaiblir l’hypothèse de continuité de j par rapport à p en supposant j semi-continue
supérieurement et bornée par rapport à p, cf Remarque 1.2.1.
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différents. En effet, dans le cas de la pollution par les nitrates, il a été expérimenté ([67])
de traiter les eaux souterraines en amont en injectant un composé organique fournissant
un substrat alimentant le métabolisme des bactéries dénitrifiantes. Dans le cas d’une nappe
profonde, les bactéries, n’ayant pas suffisamment d’oxygène, consomment les nitrates. Ce
procédé est à mettre en commun avec une dépollution à la surface. L’utilisation d’un
opérateur sur c permet de modéliser une éventuelle première dénitrification souterraine
en amont du traitement à la surface. On pourra par exemple le considérer de la forme
c fiÑ jpt, x, p, cq “ O1pcpt ´ ⌧, x ´ hqq ` O2pcpt, 0qq avec p⌧, hq P R2

` et où O1 et O2 sont
des opérateurs modélisant l’action de dénitrification sur la partie pompée.

L’équation d’état associée est le modèle d’équations aux dérivées partielles régissant le
problème hydrogéologique. Nous introduisons une définition de solution faible appropriée
à cette "équation".

Définition 2.1.1 Soit p P E. L’équation d’état désigne le système

 RBtc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq “ ´rpcq ` p� ` pqp1 ´ cq ´ gc (2.3)

divpvq “ � ` p ` g, v “ ´r�, (2.4)

complété par les conditions initiales et aux bords

Spvqrc ¨ n “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, c|t“0 “ c0 dans ⌦ (2.5)

� “ �1 sur B⌦ ˆ p0, T q. (2.6)

Un couple pc,�q, avec c P L2p0, T ;H1p⌦qq et � P L8p0, T ;H2p⌦qq, est solution faible de
(2.3)-(2.6) au sens où pour toute fonction test ' P H1p0, T ;H1p⌦qq telle que '|t“T “ 0

on a

´
ª

⌦
T

 RcBt' dx dt ´
ª

⌦

Rc0'|t“0 dx `
ª

⌦
T

pv ¨ rcq' dx dt

`
ª

⌦
T

 Spvqrc ¨ r' dx dt “
ª

⌦
T

´

´rpcq ` p� ` pqp1 ´ cq ´ gc
¯

' dx dt, (2.7)

ª

⌦
T

divpvq' dx dt “
ª

⌦
T

p� ` p ` gq' dx dt, (2.8)

et pour tout ✓ P L8p0, T ;H1
0 p⌦qq

ª

⌦
T

v ¨ r✓ dx dt “
ª

⌦
T

´r� ¨ r✓ dx dt, (2.9)

� “ �1 sur B⌦ ˆ p0, T q. (2.10)
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Nous pouvons alors définir le sous-ensemble Ec de E contraint par l’équation d’état :

Ec “ tp P E; Dpc,�q solution faible du système (2.3)-(2.6) associé à p
au sens de la Définition 2.1.1u.

Notre problème de contrôle optimal peut alors être défini comme suit.

Définition 2.1.2 Trouver pp˚, c˚,�˚q tels que

Jpp˚, c˚q “ max

pPE
c

Jpp, cq

et pc˚,�˚q est solution faible du système (2.3)-(2.6) associé à p˚ au sens de la Définition
2.1.1.

Cela revient à déterminer l’utilisation optimale des engrais sachant qu’ils servent à la
croissance des plantes mais que toute eau contaminée doit être traitée. On cherche donc
la quantité optimale d’engrais que l’agriculteur peut épandre dans le but de maximiser
ce coût intertemporel en prenant en compte la dynamique hydrogéologique du polluant.

Remarque 2.1.2 Ce modèle reste cependant très générique. Au delà du contrôle des
épandages d’engrais, on peut l’adapter à tout type de pollution, en surface ou en sous-sol,
des nappes phréatiques.

Remarque 2.1.3 Nous avons choisi ici de présenter le problème avec des conditions aux
bords mixtes, Dirichlet en charge hydraulique, Neumann en concentration. Il s’avère que
c’est l’un des cadres les moins confortables mathématiquement. D’autres choix (Dirichlet-
Dirichlet, Neumann-Neumann, Neumann-Dirichlet) feront l’objet de remarques en cours
de chapitre.

Listons maintenant les hypothèses techniques. On prendra

— l’opérateur Spvq supposé donné par (1.2) avec ↵L • ↵T • 0. Notons que d’après la
définition (1.2) du tenseur de dispersion, on a

Spvq⇠ ¨ ⇠ • pSm ` ↵T |v|q |⇠|2 , |Spvq⇠| § pSm ` ↵L |v|q |⇠| @⇠ P Rn.

On suppose que Sm ° 0. On suppose qu’il existe des réels ´ et ` avec 0 † ´ § `
tels que le tenseur de perméabilité vérifie :

⇠ ¨ ⇠ • ´ |⇠|2 et |⇠| § ` |⇠| , @⇠ P RN .

— l’isotherme r une fonction continue telle qu’il existe r` P R` avec

|rpxq| § r` |x| , @x P R;
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— le facteur de retard tel que R ° 0 ;

— la concentration initiale c0 P L2p⌦q avec 0 § c0pxq § 1 presque partout dans ⌦ ;

— la fonction g P L8p⌦T q ;

— la fonction j est telle que

j : p0, T q ˆ ⌦ ˆ r0, p̄s ˆ L2p⌦T q fiÑ Mp⌦T q,
en notant Mp⌦T q l’ensemble des fonctions mesurables sur ⌦T , telle que :

— pour presque tout pt, xq P ⌦T , pour tout c P L2p⌦T q, la fonction p fiÑ jpt, x, p, cq
est continue 2 et strictement concave sur r0, p̄s,

— pour presque tout pt, xq P ⌦T , pour tout p P r0, p̄s, l’opérateur c fiÑ jpt, x, p, cq
est monotone, hémicontinu et borné au sens où il existe h P L1p⌦T q tel que
|j| § h. On note

|jpt, x, p, cq| § hpt, xq presque pour tout pt, xq P ⌦T si p P E et c P L2p⌦T q, @T ° 0 ;
(2.11)

— la donnée �1 P H1p⌦q ;

— la porosité  P L8p⌦q et il existe  ´ et  ` des réels tels que 0 †  ´ §  pxq §
 `, presque pour tout x P ⌦. Cependant, pour alléger un peu les démonstrations,
nous allons supposer dans ce chapitre que

 P R,  ° 0. 3

— dans le cas de conditions aux bords de type Dirichlet pour la concentration (c “ c1
sur B⌦ ˆ p0, T q, (1.11)), on supposera la régularité suivante pour c1 :

c1 P H1p0, T ;L2p⌦q X L2p0, T ;W 1,8p⌦qq si ↵T “ 0,

c1 P H1p0, T ;L2p⌦q X L2p0, T ;W 1,4p⌦qq si ↵T ° 0 ;

— dans le cas de conditions aux bords de type Neumann pour la charge hydraulique
(´r� ¨ n “ v1 sur B⌦ ˆ p0, T q, (1.12)), on supposera

v1 P L2pB⌦q.
2. En fait, on peut affaiblir l’hypothèse de continuité de j par rapport à p en supposant j semi-continue

supérieurement et bornée par rapport à p, cf Remarque 1.2.1.
3. Supposer  P L

8
p⌦q borné par  ´ et  ` ne nous interdirait dans la suite que l’utilisation de la

forme classique du lemme d’Aubin pour l’étude de la concentration c (en effet, l’équation (2.3) ne donne
l’information "que" sur R Btc) : il faut alors utiliser la version de Galusinski et Saad du lemme d’Aubin
[36].
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Au vu du très fort couplage du problème, nous adoptons une stratégie de preuve
basée sur un résultat de type point fixe (voir le paragraphe 2.4). Nous commençons
donc par étudier indépendamment deux problèmes découplés : l’existence de l’objectif
connaissant le comportement hydrogéologique (paragraphe 2.2) et l’existence de solutions
physiquement admissibles au modèle hydrogéologique pour un objectif donné (paragraphe
2.3).

2.2 Existence d’un p pour un c donné
On se concentre ici sur le problème d’optimisation. Nous allons montrer qu’il admet

une unique solution.

Proposition 2.2.1 Soient T ° 0 tel que 0 † T § `8 et p̄ • 0 donnés. Soit c donné
dans L2p0, T ;L2p⌦qq.
Alors le problème

trouver p P E0 tel que p “ argmax

qPE0

ª T

0

ª

⌦

jpt, x, q, cq dx dt (2.12)

admet une unique solution p P E0.

Remarque 2.2.1 Ce résultat reste vrai si on cherche p dans n’importe quel sous-espace
fermé et convexe de E0. En particulier, il reste vrai en remplaçant E0 par E.

Preuve. Pour démontrer cela, nous allons utiliser le théorème suivant :

Théorème 2.2.1 Soit J une fonction concave et continue. Soit E0 un ensemble convexe,
fermé et non vide. On considère le problème

P : sup

vPE0

Jpvq. (2.13)

Alors, si J est coercive ou si E0 est borné, il existe au moins une solution au problème
P. Si de plus J est strictement concave, alors cette solution est unique.

Vérifions que E0 est convexe :
Soit pp1, p2q P E2

0 et soit � P r0, 1s. Alors

�p1 ` p1 ´ �p2q P E0

car �p1 P L2p0, T ;L2p⌦qq et p1 ´ �qp2 P L2p0, T ;L2p⌦qq, 0 § �p1pt, xq § �p̄ et
0 § p1 ´ �qp2pt, xq § p1 ´ �qp̄ presque partout dans ⌦ ˆ p0, T q. Donc E0 est convexe.
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Montrons que E0 est fermé pour la topologie forte de L2p⌦T q :
Soit ppnqn•0 une suite de E0 qui converge fortement vers p. Nous allons vérifier que p P E0.
La convergence forte dans L2 implique que pnpt, xq converge vers ppt, xq presque partout
dans ⌦T , d’où 0 § ppt, xq § p̄ presque partout dans ⌦T . Donc p P E0.
Donc toute suite convergente de E0 converge vers une limite dans E0. Donc E0 est fermé.

Montrons que J est continue :
On va montrer que pour toute suite ppnq de E0 convergeant vers p pour la topologie forte
de L2p⌦T q, Jppn, cq converge vers Jpp, cq dans R.
Soit ppnqn•0 une suite de E0 qui converge fortement vers p P E0. La fonction p fiÑ jp¨, pq
étant continue, on déduit de la convergence presque partout dans ⌦T de pn celle de
jpt, x, pn, cq vers jpt, x, p, cq. Comme j est majorée par une fonction h intégrable d’après
(2.11), on applique le théorème de convergence dominée de Lebesgue pour écrire :

lim

nÑ8

ª T

0

ª

⌦

jpt, x, pn, cq dx dt “
ª T

0

ª

⌦

jpt, x, p, cq dx dt

c’est-à-dire

Jppn, cq Ñ Jpp, cq dans R.

Donc J est continue de E0 muni de la topologie de la convergence forte dans L2 vers R.

Montrons que J est strictement concave :
Soit ⌧ Ps0, 1r et soient pp, qq P E2

0 distincts presque partout dans ⌦ ˆ p0, T q.

J p⌧p ` p1 ´ ⌧q q, cq “
ª T

0

ª

⌦

j
´

t, x, ⌧p px, tq ` p1 ´ ⌧q q px, tq , c
¯

dx dt.

La fonction j étant strictement concave par rapport à p et c étant fixé, on a

j pt, x, ⌧ppt, xq ` p1 ´ ⌧q qpt, xq, cq ° ⌧j pt, x, p pt, xq , cq ` p1 ´ ⌧q j pt, x, q pt, xq , cq .

Cela implique que
ª T

0

ª

⌦

jpt, x, ⌧p ` p1 ´ ⌧qq, cq dx dt •
ª T

0

ª

⌦

´

⌧jpt, x, p, cq ` p1 ´ ⌧qjpt, x, q, cq
¯

dx dt.

Montrons qu’on ne peut avoir égalité. Raisonnons par l’absurde et supposons que
ª T

0

ª

⌦

´

jpt, x, ⌧p ` p1 ´ ⌧qq, cq ´ ⌧jpt, x, p, cq ´ p1 ´ ⌧qjpt, x, q, cq
¯

dx dt “ 0. (2.14)
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Comme jpt, x, ⌧p ` p1 ´ ⌧qq, cq ´ ⌧jpt, x, p, cq ´ p1 ´ ⌧qjpt, x, q, cq ° 0, on a

(2.14) ô
›

›

›

´

jpt, x, ⌧p ` p1 ´ ⌧qq, cq ´ ⌧jpt, x, p, cq ´ p1 ´ ⌧qjpt, x, q, cq
¯

›

›

›

L1p⌦
T

q
“ 0

ô jpt, x, ⌧p ` p1 ´ ⌧qq, cq ´ ⌧jpt, x, p, cq ´ p1 ´ ⌧qjpt, x, q, cq “ 0

presque partout dans ⌦T

ce qui est absurde d’après la stricte concavité de j. On a donc
ª T

0

ª

⌦

jpt, x, ⌧p ` p1 ´ ⌧qq, cq dx dt °
ª T

0

ª

⌦

´

⌧jpt, x, p, cq ` p1 ´ ⌧qjpt, x, q, cq
¯

dx dt

c’est-à-dire
Jp⌧p ` p1 ´ ⌧qq, cq ° ⌧Jpp, cq ` p1 ´ ⌧qJpq, cq.

La fonctionnelle J est donc strictement concave. On peut appliquer le théorème d’optimi-
sation : le problème (2.12) admet une unique solution p P E0, ce qui prouve la Proposition
2.2.1.

2.3 Existence d’un c pour un p donné
Nous allons à présent démontrer l’existence d’une solution pour l’équation d’état pour

un p donné dans E0.

Proposition 2.3.1 Soit p P E0 donné.
Nous envisagerons des hypothèses parmi les suivantes :

(1) Le terme de réaction est tel que rp0q ´ � § 0 et la condition initiale c0 satisfait
c0pxq • 0 presque partout dans ⌦.

(2) Le terme de réaction est tel que rp1q ` g • 0 et la condition initiale c0 satisfait
c0pxq § 1 presque partout dans ⌦.

(3) ↵T ° 0.

(4) B⌦ est de classe C2,  P pC1p¯⌦qqNˆN et �1 P W 2,pp¯⌦q avec p ° N .

(5) B⌦ est de classe C2,  “ ˚Id avec ˚
:

¯

⌦ Ñ R et ˚ P C1p¯⌦q et �1 P W 2,pp¯⌦q avec
p ° N

2 .
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Si les hypothèses (1)-(3) (ou simplement (3) si N “ 2) ou si l’hypothèse (4) ou l’hypo-
thèse (5) sont vérifiées, alors il existe un couple pc,�q solution du problème (2.3)-(2.6)
associé à p au sens de la Définition 2.1.1. De plus, � est unique, ↵

1
2
T |v| 12 rc P pL2p⌦T qqN

et c P H1p0, T ;W´1,4p⌦qq. Selon les hypothèses, on a de plus :

— Si r est dérivable à dérivée bornée sur le domaine image cp⌦ ˆ p0, T qq, alors la
solution est unique.

— Si (1) est vérifiée, alors

cpt, xq • 0 presque partout x P ⌦, @t P p0, T q.
— Si (2) est vérifiée, alors

cpt, xq § 1 presque partout x P ⌦, @t P p0, T q.
— Si (4) est vérifiée, alors � P L8p0, T ;W 2,pp⌦qq (en particulier v P pL8p⌦T qqNq.

— Si (5) est vérifiée, alors � P L8p0, T ;W 1,qp⌦qq avec q ° N (en particulier v P
pL8p⌦T qqNq.

Remarque 2.3.1 Pour la preuve de la proposition précédente, si les hypothèses (1)-(3)
ne sont pas satisfaites, il est essentiel pour la démonstration que nous proposons que la
vitesse v soit bornée dans L8p⌦T q. Cela explique le choix des hypothèses (4) ou (5) qui
sont des cas classiques pour lesquels le gradient de la solution d’un problème elliptique
sous forme divergence est contrôlé dans L8.
Nous avons fait ce choix pour la simplicité des énoncés. Le prix à payer est qu’on est ainsi
limité à des caractéristiques physiques très régulières (la perméabilité C1 en particulier est
parfois une hypothèse discutable).
Cependant, cette hypothèse peut être considérablement relaxée. On peut en particulier
aboutir aux mêmes conclusions en supposant que la perméabilité est seulement Hölder-
continue par morceaux (corollaire 1.3 dans Li et Vogelius [60] pour le cas où les discon-
tinuités des coefficients ne touchent pas le bord du domaine ⌦ ; théorème 2.2 dans Druet
[31] dans le cas où les discontinuités atteignent le bord).

Proposition 2.3.2 (Régularité supplémentaire) Dans l’un des cas énoncés à la Pro-
position 2.3.1 où la solution pc,�q existe,

— Si  “ Id avec  : ⌦ Ñ R et  P W 1,8p⌦q, ou si B⌦ est de classe C2 et
 P pC1p¯⌦qqNˆN et �1 P L8p0, T ;H1p⌦qq (redondant bien sûr si (4) ou (5) sont
réalisées), alors

� P L8p0, T ;H2p⌦qq.
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— D’après Meyers, si B⌦ est de classe C2, il existe p˚ ° 2 tel que si
�1 P L8p0, T ;W 1,p˚p⌦qq, alors

� P L8p0, T ;W 2,pp⌦qq, p § p˚.

— D’après Stampacchia, si �1 P L8p0, T ;W 1,pp⌦qq avec p ° N
2 , alors � P L8p⌦T q.

— Si  “ ´Id avec ´ ° 0 alors

� P L8p0, T ;W 2,8p⌦qq.

— Si ↵L “ ↵T “ 0, si c0 P H1p⌦q et si une des hypothèses précédentes assurant que
� P L8p0, T ;H2p⌦qq est vérifiée, alors

c P H1p0, T ;L2p⌦qq X L8p0, T ;H1p⌦qq.

Remarque 2.3.2 (Autres choix de conditions aux bords)

— Ces propositions restent vraies dans le cas des conditions aux bords (1.11), (1.12)
et (1.13).

— Dans le cas des conditions aux bords (1.12) de type Neumann (flux donné aux bords)
pour le problème de la vitesse

pP q
#

divp´r�q “ p ` g ` �

r� ¨ n “ v1 sur B⌦,

cela impose une contrainte supplémentaire sur p : il faut chercher le max sur les
p P E tels que

ª

⌦

pp ` g ` �q dx “
ª

B⌦
v1d�.

En effet, si on teste la première équation de pP q par 1, on voit que
ª

⌦

pp ` g ` �q dx “
ª

⌦

pr�q ¨ r1 dx `
ª

B⌦
pr� ¨ nq1d� “

ª

B⌦
v1d�.

L’existence d’une solution unique au problème pP q est assurée par une application
directe du lemme de Lax-Milgram.
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— Dans le cas où on impose des conditions aux bords (1.11) de type Dirichlet en
concentration, les Propositions 2.3.1 et 2.3.2 restent vraies si c1 est prolongeable en
une fonction définie sur ⌦ et si les hypothèses sur  et �1 assurent que pr� ¨rc1q P
L2p⌦T q (quel que soit le type de conditions aux bords choisi en charge) sans que les
hypothèses (1)-(3) ou (4) ou (5) ne soient nécessaires pour assurer l’existence.

— Dans le cas où on impose des conditions aux bords de type Neumann en charge
(1.12), les Propositions 2.3.1 et 2.3.2 restent vraies si v1 P H1p⌦ˆp0, T qq et (1)-(3)
sont vérifiées, si v1 P pL8p⌦ ˆ p0, T qqqN avec div v1 P L8p⌦ ˆ p0, T qq (quel que soit
le type de conditions aux bords choisi en concentration) ou si v1 est essentiellement
non négative dans le sens où }minp0, v1q}L8pB⌦q †  ´Sm, sans que les hypothèses
(1)-(3) ou (4) ou (5) ne soient nécessaires pour assurer l’existence.

— Enfin, la Proposition 2.3.1 reste vraie pour les conditions aux bords de Robin si �u
est une fonction positive et bornée. De même pour une condition aux bords de type
Robin oblique :

Bu
Bm “ �u “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, u “ � ou c

où m est un champ de vecteurs de classe C1, non tangents à B⌦ et tels que |m| “ 1

(on utilisera pour cela l’équivalence donnée page 376 dans Fichera [34]).

Remarque 2.3.3 Dans la démonstration qui suit de la Proposition 2.3.1, on ne traite
que les cas où les hypothèses (4) ou (5) sont vérifiées pour assurer l’existence. Si les
hypothèses (1)-(3) sont vérifiées, la démonstration suit les mêmes lignes en définissant
toutes les non linéarités en c comme des fonctions définies sur r0, 1s et prolongées par
continuité par des constantes, suivant ainsi la méthode de Amirat et al. [6] si N • 3.
Si N “ 2 (hypothèse (3)), on traite le terme convectif comme suit :
on utilise les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ 1

2 ↵T

ª ⌧

0

ª

⌦

|v| |c|2 dx dt `  ↵T

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|v| |rc|2 dx dt

§ C }v}L8p0,⌧ ;L2p⌦qq

ª ⌧

0

}cpt, ¨q}2L4p⌦q dt `  ↵T

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|v| |rc|2 dx dt

§ C

ª ⌧

0

}cpt, ¨q}2L4p⌦q dt `  ↵T

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|v| |rc|2 dx dt.

D’après l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg, on a }cpt, ¨q}2L4p⌦q § C }cpt, ¨q}L2p⌦q }cpt, ¨q}H1p⌦q
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presque partout dans p0, T q. On a donc
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ C

ª ⌧

0

}cpt, ¨q}2L2p⌦q dt ` C

ª ⌧

0

}cpt, ¨q}L2p⌦q }rcpt, ¨q}pL2p⌦qqN dt

`  ↵T

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|v| |rc|2 dx dt.

Finalement, les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young donnent
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ C

ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt

`  Sm

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|rc|2 dx dt `  ↵T

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|v| |rc|2 dx dt

qui peut alors être traité comme dans la démonstration des autres cas.

La preuve de la Proposition 2.3.1 étant assez longue, nous allons la détailler dans le
paragraphe suivant.

2.3.1 Preuve de la Proposition 2.3.1

Existence et unicité de la charge hydraulique

Nous démontrons dans les lignes qui suivent l’existence et l’unicité de v et nous ana-
lysons sa régularité. Dans la suite, on notera C une constante générique.
On rappelle que le problème est de trouver � P L8p0, T ;H1p⌦qq tel que

#

´ divpr�q “ � ` p ` g

� “ �1 sur B⌦ où �1 P H1p⌦q. (2.15)

L’existence est un résultat classique de théorie des équations aux dérivées partielles el-
liptiques (voir Stampacchia [77]). Pour s’en convaincre, on fait une estimation a priori.
On multiplie l’équation ci-dessus par la fonction test p� ´ �1q (pour annuler les termes
aux bords lors de l’intégration par parties) après l’avoir écrite ´ divppr� ´ r�1qq “
� ` p ` g ` divpr�1q et on intègre sur ⌦. On en déduit
ª

⌦

rp� ´ �1q ¨ rp� ´ �1q dx §
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª

⌦

p� ` p ` gqp� ´ �1q dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª

⌦

r�1 ¨ rp� ´ �1q dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

et donc

´

ª

⌦

|rp� ´ �1q|2 dx §
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª

⌦

p� ` p ` gqp� ´ �1q dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª

⌦

r�1 ¨ rp� ´ �1q dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.
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D’après les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young (ab § ✏a2 ` Cb2

✏ où C P R`, @✏ ° 0),
puis d’après l’inégalité de Poincaré (que l’on peut utiliser grâce aux conditions aux bords
de Dirichlet) et en utilisant � ` p ` g P L2p⌦T q, on écrit @✏ ° 0 :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª

⌦

p� ` p ` gqp� ´ �1q dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ ✏´

ª

⌦

|� ´ �1|2 dx ` C

✏´

ª

⌦

|� ` p ` g|2 dx

§ cp✏´

ª

⌦

|rp� ´ �1q|2 dx ` C

✏

où cp P R`
˚ est la constante de Poincaré. De même on a (en utilisant �1 P H1p⌦q donc

r�1 P L2p⌦q) :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª

⌦

r�1 ¨ rp� ´ �1q dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ ✏´

ª

⌦

|rp� ´ �1q|2 dx ` C

✏´
2`

ª

⌦

|r�1|2 dx

§ cp✏´

ª

⌦

|rp� ´ �1q|2 dx ` C

✏
.

Donc

´

ª

⌦

|rp� ´ �1q|2 dx §
ª

⌦

2cp✏´ |rp� ´ �1q|2 dx ` C

✏

et

´p1 ´ 2cp✏q
ª

⌦

|rp� ´ �1q|2 dx § 2c

✏
.

On choisit ✏ ° 0 tel que 1 ´ 2cp✏ ° 0, on obtient l’estimation de rp� ´ �1q dans L2p⌦q,
donc de � ´ �1 dans H1p⌦q par Poincaré, donc de � “ p� ´ �1q ` �1 dans H1p⌦q.

Unicité de � (et donc de v) :
On suppose qu’il existe deux solutions �˚ et �˚˚ au problème (2.15), alors � “ �˚ ´ �˚˚

est solution de
#´ divpr�q “ 0

� “ 0 sur B⌦,�|t“0 “ 0.

En testant l’équation par � et en utilisant la coercivité de , on en déduit que ´
≥

⌦ |r�|2 dx
“ 0 c’est-à-dire r� “ 0 presque partout sur ⌦, où v “ ´pr�˚ ´ r�˚˚q “ 0 presque
partout sur ⌦. D’où l’unicité en v. Celle-ci implique l’unicité de �. En effet, on a vu que
r� “ 0 presque partout dans ⌦, donc � est presque partout constante par rapport à x.
Or � “ 0 sur B⌦. Donc � “ 0 presque partout dans ⌦. D’où l’unicité.
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Analyse de la régularité supplémentaire dans la Proposition 2.3.1 :
En posant u “ �´ �1 et f “ � ` p ` g ` divpr�1q, on voit que le problème définissant
� revient au problème elliptique avec conditions aux bords de type Dirichlet homogène
suivant : trouver u P H1

0 p⌦q tel que ´ divpruq “ f .
Si (4) est vérifiée, le fait que f P Lpp⌦q assure que u P L8p0, T ;W 2,p

0 p⌦q) et donc
� P L8p0, T ;W 2,pp⌦qq (la démonstration classique combine cartes locales et théorème
de Nirenberg, Brezis Chapitre 9 [19]). Comme dans (4) on a p ° N , les injections de
Sobolev donnent en particulier r� et v P L8p⌦T q.
Si (5) est vérifiée, on a de même � P L8p0, T ;W 2,pp⌦qq avec p ° N

2 . Comme de plus
 “ ˚Id, on a :

#

´ divpr�q “ p ` � ` g P L8p⌦T q
rotpr�q “ r ^ r� P L8p0, T ;W 1,pp⌦qq ãÑ L8p0, T ;Lqp⌦qq

avec q ° N car p ° N
2 (ici le symbole ãÑ désigne une injection classique de Soboloev).

On rappelle que si v est un vecteur tel que divpvq P Lp, rotpvq P Lp1 , alors v P W 1,minpp,p1q.
Donc ici v “ ´r� P L8p0, T ;W 1,qp⌦qq avec q ° N (et v P L8p⌦T q par injection de
Sobolev).

Analyse de la régularité supplémentaire de la Proposition 2.3.2
Les résultats de Meyers et Stampacchia sont des résultats classiques de la théorie des
équations aux dérivées partielles elliptiques (voir par exemple Meyers [64] et Stampac-
chia [77]).
Le premier item de la Proposition 2.3.2 se démontre comme ci-dessus en utilisant la
régularité divergence-rotationelle de r�. Si de plus (quatrième item)  “ ´Id avec
´ ° 0, rotpr�q “ 0 et r� P L8p0, T ;W 1,8p⌦qq donc � P L8p0, T ;W 2,8p⌦qq,
v P L8p0, T ;W 1,8p⌦qq.

Existence de la concentration

On peut montrer l’existence d’une solution pour un p donné dans E en appliquant la
méthode de Faedo-Galerkin qui consiste à résoudre un problème approché en dimension
finie. On justifie l’applicabilité de la méthode par des estimations a priori. Nous les
détaillons dans les lignes suivantes. On suppose p P E. Une solution c appartient à
L2p0, T ;H1p⌦qq avec cpx, 0q “ c0pxq dans ⌦ et satisfait a priori la formulation faible
suivante :
ª T

0

ª

⌦

´

 RBtc' `  Spvqrc ¨ r' ` pv ¨ rcq' ` rpcq' ´ pp ` �q p1 ´ cq' ` gc'
¯

dx dt “ 0

pour tout ' P L2 p0, T ;H1 p⌦qq.
Soit ⌧ P p0, T q. En substituant ' “ c�r0,⌧ sptq dans la formulation faible précédente, on
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obtient :

 R

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

|c|2 dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

 Spvqrc ¨ rc dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc dx dt

`
ª ⌧

0

ª

⌦

rpcqc dx dt ´
ª ⌧

0

ª

⌦

pp ` �qp1 ´ cqc dx dt `
⌧

ª

0

ª

⌦

gc2 dx dt “ 0. (2.16)

Notons que l’on a
ª ⌧

0

ª

⌦

 Spvqrc ¨ rc dx dt •
ª ⌧

0

ª

⌦

 pSm ` ↵T |v|q |rc|2 dx dt.

D’après les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young et en utilisant le fait que les isothermes
classiques sont de type r P L8p⌦T q (le traitement du cas où r est affine est évident), on
a :

ª ⌧

0

ª

⌦

|rpcqc| dx dt § C

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|rpcq|2 dx dt` 1

2C

ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt § C`C

ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt.

De plus :
ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇpp ` �qp1 ´ cqc ` gc2
ˇ

ˇ dx dt §
ª ⌧

0

ª

⌦

|p ` �| c dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

|p ` � ´ g| c2 dx dt

§ 1

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|p ` �|2 dx dt ` 1

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt ` pp̄ ` � ` }g}8q
ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt

“ C ` C

ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt.

De plus, en utilisant la régularité établie précédemment pour v grâce aux hypothèses (4)
ou (5) de la Proposition 2.3.1, on a :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ }v}L8p⌦
T

q }rc}L2p⌦
T

q }c}L2p⌦
T

q §  Sm

2

ª

⌦
T

|rc|2 dx dt

` C

ª

⌦
T

|c|2 dx dt.

D’où,
 R

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

|c|2 dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

 
´Sm

2

` ↵T |v|
¯

|rc|2 dx dt § C

ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt ` C

soit en particulier

 R

2

ª

⌦

|cp⌧, xq|2 dx `  
´Sm

2

` ↵T |v|
¯

ª ⌧

0

ª

⌦

|rc|2 dx dt §  R

2

ª

⌦

|c0pxq|2 dx

` C

ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt ` C
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et

 R

2

ª

⌦

|cp⌧, xq|2 dx §  R

2

ª

⌦

|c0pxq|2 dx ` C

ª ⌧

0

ª

⌦

|cpx, tq|2 dx dt ` C.

On pose yptq “
ª

⌦

|cpt, xq|2 dx et on a :

yp⌧q § C

ª ⌧

0

yptq dt ` C.

D’après la version intégrale du Lemme de Gronwall 4, on a

yp⌧q § CeC⌧ (2.17)

soit
ª

⌦

|cp⌧, xq|2 dx § C presque pour tout ⌧ P p0, T q.

On en déduit donc que

c P L8 `

0, T ;L2 p⌦q˘

.

On revient à l’équation

 R

2

ª

⌦

|cp⌧, xq|2 dx `
ª ⌧

0

ª

⌦

 

ˆ

Sm

2

` ↵T |v|
˙

|rc|2 dx dt §  R

2

ª

⌦

|c0pxq|2 dx

` C

ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt ` C

que l’on peut réduire à
ª ⌧

0

ª

⌦

|rc|2 dx dt § C

grâce au terme contrôlé avec Gronwall (cf (2.17)). On en déduit que

rc est borné dans L2
`

0, T ;L2 p⌦q˘N
,

↵
1
2
T |v| 12 rc est borné dans L2

`

0, T ;L2 p⌦q˘N
, (2.18)

4. Si les fonctions � et  sont intégrables et positives sur rt1, t2s, et si il existe C,K constantes positives
vérifiant �ptq § C ` K

≥t2
t1
 psq�psq ds, alors �ptq § Ce

K
≥t2
t1
 psq ds.
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car v P L8p0, T ;L2p⌦qq. Dans ce cas, on a justifié que

c P L8 `

0, T ;L2 p⌦q˘ X L2
`

0, T ;H1 p⌦q˘

. (2.19)

Nous allons à présent montrer que  RBtc P L2p0, T ;W´1,4p⌦qq.
Puisque R ° 0 et  ° 0,

Btc P L2p0, T ;W´1,4p⌦qq ô @' P L2p0, T ;W 1,4
0 p⌦qq, x RBtc,'yL2pW´1,4qˆL2pW 1,4

0 q est défini

ô @' P L2p0, T ;W 1,4
0 p⌦qq,

ª T

0

ª

⌦

 RBtc' dx dt † 8.

Soit ' P L2p0, T ;W 1,4
0 p⌦qq. Alors :

ª T

0

ª

⌦

 RBtc' dx dt “
ª T

0

ª

⌦

´

divp Spvqrcq ´v ¨rc´ rpcq ` pp`�qp1´ cq ´ gc
¯

' dx dt

“ ´
ª T

0

ª

⌦

 Spvqrc ¨ r' dx dt ´
ª T

0

ª

⌦

pv ¨ rcq' dx dt

´
ª T

0

ª

⌦

rpcq' dx dt `
ª T

0

ª

⌦

pp ` �qp1 ´ cq' dx dt ´
ª T

0

ª

⌦

gc' dx dt.

Or v P L8p0, T ;L2p⌦qq donc |v| 12 P L8p0, T ;L4p⌦qq et Spvq 1
2 P L8p0, T ;L4p⌦qq. On

a vu de plus que ↵
1
2
T |v| 12 rc P L2p0, T ;L2p⌦qq, donc Spvq 1

2rc P L2p0, T ;L2p⌦qq. Donc
Spvqrc “ Spvq 1

2Spvq 1
2rc P L2p0, T ;L 4

3 p⌦qq et la première intégrale existe car r' P
L2p0, T ;L4p⌦qq.
De même, la seconde intégrale existe car ' P L2p0, T ;L4p⌦qq.
Enfin, rpcq P L2p⌦T q, p P L8p⌦T q, g P L8p⌦T q et � P R, p1 ´ cq P L8p0, T ;L2p⌦qq donc
pp ` �qp1 ´ cq ´ gc P L2p⌦T q. Le dernier terme a donc du sens car ' P L2p⌦T q.

Donc pour tout ' P L2p0, T ;W 1,4
0 p⌦qq,

ª T

0

ª

⌦

 RBtc' dx dt “ x RBtc,'y † 8 d’où

 RBtc P L2p0, T ;W´1,4p⌦qq.
Puisque  R ° 0, on en déduit

c P H1p0, T ;W´1,4p⌦qq. (2.20)

Finalement,

c P L2p0, T ;H1p⌦qq X H1p0, T ;W´1,4p⌦qq. (2.21)
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Remarque 2.3.4 La régularité (2.21) implique en particulier que c P Cp0, T ;L2p⌦qq. En
effet, on rappelle que si c P L2p0, T ;Xq et Btc P L2p0, T ;L2p⌦qq avec X Ä L2p⌦q, alors c P
Cp0, T ;Xq. Comme L2p0, T ;H1p⌦qq Ä L2p0, T ;L2p⌦qq, d’après (2.21) c P Cp0, T ;L2p⌦qq.
Régularité supplémentaire de la Proposition 2.3.2 :
Supposons maintenant que ↵T “ ↵L “ 0, c’est-à-dire que Spvq “ SmId, que c0 P H1p⌦q
et que � P L8p0, T ;H2p⌦qq.
On revient à la formulation de départ mais en choisissant cette fois-ci pour fonction test
' “ Bc

Bt�p0,⌧q. On a :

 R

ª ⌧

0

ª

⌦

|Btc|2 dx dt` Sm

ª ⌧

0

ª

⌦

rc¨rpBtcq dx dt`
ª ⌧

0

ª

⌦

pv¨rcqBtc dx dt`
ª T

0

ª

⌦

rpcqBtc dx dt

´
ª T

0

ª

⌦

pp ` �qp1 ´ cqBtc dx dt `
ª T

0

ª

⌦

gcBtc dx dt “ 0.

Or,

 Sm

ª ⌧

0

ª

⌦

rc ¨ rpBtcq dx dt “  Sm

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

|rc|2 dx dt

et d’après les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young, pour tout ✏ ° 0, en utilisant la
régularité supplémentaire pour v due à l’hypothèse,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqBtc dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ }v}L8p⌦
T

q

ª ⌧

0

ª

⌦

|prcqBtc| dx dt § C

ª ⌧

0

ª

⌦

|rc| |Btc| dx dt

§ C

2✏

ª ⌧

0

ª

⌦

|rc|2 dx dt ` ✏

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|Btc|2 dx dt.

De plus, c étant bornée dans L2p⌦T q, on a pour tout ✏ ° 0,
ª ⌧

0

ª

⌦

|pp ` �qp1 ´ cqBtc ` gcBtc| dx dt § 1

2✏

ª ⌧

0

ª

⌦

´

|pp ` �qp1 ´ cq| ` gc
¯2

dx dt

` ✏

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|Btc|2 dx dt “ C

✏
` ✏

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|Btc|2 dx dt.

Grâce à l’hypothèse sur l’isotherme, |rpxq| § r` |x| pour tout x P R, on peut écrire
ª ⌧

0

ª

⌦

|rpcqBtc| dx dt §
ª ⌧

0

ª

⌦

r` |c| |Btc| dx dt § C

✏
` ✏

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|Btc|2 dx dt.

On a donc @✏ ° 0 :
´

 R ´ 3✏

2

¯

ª ⌧

0

ª

⌦

|Btc|2 dx dt `  Sm

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

|rc|2 dx dt § C

2✏

ª T

0

ª

⌦

|rc|2 dx dt ` C

✏
.
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On choisit ✏ tel que  R ´ 3✏
2 ° 0. On a :

 Sm

2

ª

⌦

|rc|2 dx §  Sm

2

ª

⌦

|rcp0, xq|2 dx ` C

2✏

ª T

0

ª

⌦

|rc|2 dx dt ` C

✏
.

On pose yptq “
ª

⌦

|rc|2 dx. Comme c0 P H1p⌦q, on a donc

yp⌧q § C

ª ⌧

0

yptq dt ` C.

D’après la formulation intégrale du lemme de Gronwall, on a yp⌧q § CeC⌧ soit :
ª

⌦

|rcp⌧, xq|2 dx § C presque pour tout ⌧ P p0, T q. (2.22)

De (2.22) on déduit que rc P L8 p0, T ;L2 p⌦qq. On peut donc dire (en utilisant aussi le
fait que c P L8p0, T ;L2p⌦qq) que

c P L8 `

0, T ;H1 p⌦q˘

. (2.23)

On revient à présent à l’équation

p R ´ 3✏

2

q
ª ⌧

0

ª

⌦

|Btc|2 dx dt `  Sm

2

yp⌧q §  Sm

2

ª

⌦

|rcpx, 0q|2 dx ` C

2✏

ª ⌧

0

yp⌧q dt ` C

✏

d’où l’on tire
ª ⌧

0

ª

⌦

|Btc|2 dx dt § C. (2.24)

Ainsi

Btc P L2
`

0, T ;L2 p⌦q˘

.

D’où

c P H1
`

0, T ;L2 p⌦q˘

. (2.25)

On a donc

c P H1
`

0, T ;L2 p⌦q˘ X L8 `

0, T ;H1 p⌦q˘

(2.26)

sous les hypothèses du dernier item de la Proposition 2.3.2.
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Remarque 2.3.5 (Retour sur les autres choix possibles de conditions aux bords)

Revenons sur les faits avancés dans la Remarque 2.3.2. Les changements de conditions
aux bords impactent essentiellement le mode d’estimation du terme convectif

≥⌧

0

≥

⌦pv ¨
rcqc dx dt dans l’équation (3.37). Les hypothèses (4) ou (5) de la Proposition 2.3.1 per-
mettaient de s’assurer qu’on pouvait contrôler v dans pL8p⌦T qqN (ou c dans L8p⌦T q dans
le cas des hypothèses (1)-(3) avec la méthode de Amirat et al. [6]). Voyons rapidement
pourquoi ces hypothèses sont inutiles pour d’autres choix de conditions aux bords et à quel
prix.

— Si on impose les conditions (1.11) de Dirichlet sur la concentration, c “ c1 sur
B⌦ ˆ p0, T q et qu’on assure pr� ¨ rc1q P L2p⌦T q, c’est-à-dire v ¨ rc1 P L2p⌦T q,
alors, en testant l’équation par pc ´ c1q à cause de la condition de Dirichlet non
homogène, le terme convectif donne :

ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqpc ´ c1q dx dt “
ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rpc ´ c1qqpc ´ c1q dx dt

`
ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rc1qpc ´ c1q dx dt

“ 1

2

ª ⌧

0

ª

⌦

v ¨ r
´

pc ´ c1q2
¯

dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rc1qpc ´ c1q dx dt

“ ´1

2

ª ⌧

0

ª

⌦

pdiv vqpc ´ c1q2 dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rc1qpc ´ c1q dx dt

“ ´1

2

ª ⌧

0

ª

⌦

pp ` � ` gqpc ´ c1q2 dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rc1qpc ´ c1q dx dt

et ainsi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqpc ´ c1q dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ C ` C

ª ⌧

0

ª

⌦

c2 dx dt.

Le raisonnement peut alors se poursuivre comme précédemment.

— Dans le cas où on impose les conditions (1.12) de type Neumann en charge,

´r� ¨ n “ v1 sur B⌦

avec v1 P L8p⌦ˆ p0, T qq et div v1 P L8p⌦ˆ p0, T qq (le cas où les hypothèses (1)-(3)
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sont vérifiées se ferait encore avec la méthode de [6]), on écrit
ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc dx dt “
ª ⌧

0

ª

⌦

´

pv ´ v1q ¨ rc
¯

c dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

pv1 ¨ rcqc dx dt

“ ´1

2

ª ⌧

0

ª

⌦

divpv ´ v1qc2 dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

pv1 ¨ rcqc dx dt

“ ´1

2

ª ⌧

0

ª

⌦

pp ` � ` gqc2 dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

´

1

2

pdiv v1qc2 ` pv1 ¨ rcqc
¯

dx dt

et
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ C

ª ⌧

0

ª

⌦

c2 dx dt ` C

ª ⌧

0

ª

⌦

|rc|2 dx dt ` C

2

ª ⌧

0

ª

⌦

c2 dx dt

d’après les inégalités de Young et Cauchy-Schwarz.
Le reste de la démonstration est inchangée.
Si v1 est essentiellement non négative, dans le sens où }minp0, v1q}L8pB⌦q †  Sm,
on écrit

ª T

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc dx dt “ 1

2

ª T

0

ª

⌦

v ¨ rpc2q dx dt “ ´1

2

ª T

0

ª

⌦

divpvqc2 dx dt

` 1

2

ª T

0

ª

B⌦
pv ¨ nqc2|B⌦d� dt.

Le terme 1
2

≥T

0

≥

B⌦pv ¨ nqc2|B⌦d� dt est positif si v1 • 0 et cela ne change donc pas la
démonstration. Si }minp0, v1q}L8pB⌦q †  Sm, on a, d’après le théorème de trace,

1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª T

0

ª

B⌦
v1c

2
|B⌦d� dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

†  Sm

›

›c|B⌦
›

›

2

L2pB⌦ˆp0,T qq §  Sm }c}2L2p0,T ;H1p⌦qq

ce qui ne change pas la preuve.
Enfin, si on suppose que v̄1 P pL8p⌦qqN et que divpv̄1q P L8p⌦q tel que v1 “ v̄1 ¨ n,
on écrit

1

2

ª T

0

ª

B⌦
v1c

2
|B⌦d� dt “

ª T

0

ª

⌦

pv̄1 ¨ rcqc dx dt ` 1

2

ª T

0

ª

⌦

divpv̄1qc2 dx dt,
d’où

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´1

2

ª T

0

ª

⌦

divpvqc2 dx dt ` 1

2

ª T

0

ª

B⌦
v1c

2
|B⌦d� dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ C ` C

ª T

0

ª

⌦

|c|2 dx dt `  Sm

2

ª T

0

ª

⌦

|rc|2 dx dt.

La démonstration reste ensuite inchangée.
Le calcul serait similaire avec des conditions aux bords de Robin.
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Les principes du maximum sur la concentration

5

Nous allons montrer dans ce paragraphe que c est bornée dans L8p⌦T q sous certaines
conditions, plus précisément qu’on peut obtenir l’inégalité physiquement logique :
0 § c § 1 presque partout dans ⌦ ˆ p0, T q.

Lemme 2.3.1 Soit pc,�q une solution de (2.3)-(2.6) au sens de la Définition 2.1.1.
Si rp0q ´ � § 0, p P E (en particulier ppx, tq • 0 presque partout dans ⌦ ˆ p0, T q) et
c0pxq • 0 presque partout dans ⌦, alors cpx, tq • 0 presque partout dans ⌦ ˆ p0, T q.
Preuve. Pour simplifier la rédaction, on va supposer que la fonction r̃ est définie sur R
comme suit :

r̃pcq “
#

r(c) un modèle classique de réaction si c ° 0

rp0q si c § 0 (prolongement par continuité).

Remarque 2.3.6 Une remarque sur le "presque partout" de cpt, xq • 0 presque partout :
- si dimp⌦q ° 1, la régularité de c en espace n’est que du type Lpp⌦q (p ° 2 en utilisant
une injection de Sobolev), cp¨, xq n’a donc de sens que presque partout ;
- si dimp⌦q “ 1, grâce aux injections de Sobolev, on assure la continuité par rapport à x
et le presque partout devient "pour tout" ;
- par rapport à t : on a vu que c P Cp0, T ;L2p⌦qq.
Finalement, on doit donc écrire cpt, xq • 0 presque pour tout x P ⌦, @t P p0, T q.

On définit minp0, cq “ c´ § 0. On veut montrer que cpt, xq • 0, c’est-à-dire c´pt, xq “
0 presque pour tout x P ⌦, @t P p0, T q. On remarque que grâce au prolongement par
continuité de r dans R nous ayant permis de définir r̃,

ª T

0

ª

⌦

pr̃pcq ´ �qc´ dx dt “
ª T

0

ª

⌦

prp0q ´ �qc´ dx dt • 0.

En multipliant l’équation définissant c par c´ et en intégrant par parties sur ⌦ ˆ p0, ⌧q,
⌧ P p0, T q, on obtient :

 R

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

ˇ

ˇc´ˇ

ˇ

2
dx dt `  Sm

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇrc´ˇ

ˇ

2
dx dt `

ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc´ dx dt

`
ª ⌧

0

ª

⌦

pr̃pcq ´ �qc´ dx dt ´
ª ⌧

0

ª

⌦

pc´ dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

pp ` g ` �q ˇ

ˇc´ˇ

ˇ

2
dx dt § 0.

5. Obtenus par formulations variationnelles donc dits "principes de maximum faibles".
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Comme p, g, � et ´c´ sont positifs, que c´p0, xq “ minpc0pxq, 0q “ 0, et grâce à la
définition de r̃, on a

 R

2

ª

⌦

ˇ

ˇc´p⌧, xqˇ

ˇ

2
dx dt `  Sm

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇrc´ˇ

ˇ

2
dx dt `

ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc´ dx dt

`
ª ⌧

0

ª

⌦

prp0q ´ �qc´ dx dt § 0.

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª T

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc´ dx dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§  Sm

2

ª T

0

ª

⌦

ˇ

ˇrc´ˇ

ˇ

2
dx dt ` }v}2L8p⌦

T

q
2 Sm

ª T

0

ª

⌦

ˇ

ˇc´ˇ

ˇ

2
dx dt.

On a donc :

 R

2

ª

⌦

ˇ

ˇc´p⌧, xqˇ

ˇ

2
dx dt `  Sm

2

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇrc´ˇ

ˇ

2
dx dt `

ª ⌧

0

ª

⌦

prp0q ´ �qc´ dx dt

§ C

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇc´ˇ

ˇ

2
dx dt

Comme  Sm • 0 et rp0q ´ � § 0, on a

 R

2

ª

⌦

ˇ

ˇc´p⌧, xqˇ

ˇ

2
dx dt § C

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇc´ˇ

ˇ

2
dx dt.

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient
ª

⌦

ˇ

ˇc´p⌧, xqˇ

ˇ

2
dx § 0 presque pour tout ⌧ P p0, T q,

donc c´ “ 0, i.e. c • 0 presque partout dans ⌦ ˆ p0, T q.
Lemme 2.3.2 Soit pc,�q une solution de (2.3)-(2.6) au sens de la Définition 2.1.1.
Si rp1q ` g • 0 et si c0pxq § 1 presque partout dans ⌦, alors cpt, xq § 1 presque partout
dans ⌦ ˆ p0, T q.
Preuve. On considère que r̄ est définie par

r̄pcq “
#

rpcq un modèle classique si c § 1

rp1q si c ° 1.

On définit c` “ maxpc ´ 1, 0q • 0.
On remarque que

ª T

0

ª

⌦

pr̄pcq ` gqc` dx dt “
ª T

0

ª

⌦

prp1q ` gqc` dx dt • 0.
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En multipliant l’équation définissant c par c` et en intégrant par parties on obtient

 R

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

ˇ

ˇc`ˇ

ˇ

2
dx dt `  Sm

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇrc`ˇ

ˇ

2
dx dt `

ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc` dx dt

`
ª ⌧

0

ª

⌦

rp1qc` dx dt ´
ª ⌧

0

ª

⌦

pp ` �qp1 ´ cqc` dx dt § ´
ª ⌧

0

ª

⌦

gcc` dx dt.

Comme p ` � • 0, on remarque que ´pp ` �qp1 ´ cqc` • 0.
De plus, ´gcc` “ ´gpc ´ 1qc` ´ gc` “ ´g |c`|2 ´ gc`. En utilisant également le fait que

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇpv ¨ rcqc`ˇ

ˇ dx dt §  Sm

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|rc|2 dx dt ` }v}2L8p⌦
T

q
2 Sm

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇc`ˇ

ˇ

2
dx dt,

on a
 R

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

ˇ

ˇc`ˇ

ˇ

2
dx dt `  Sm

2

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇrc`ˇ

ˇ

2
dx dt `

ª ⌧

0

ª

⌦

rp1qc` dx dt

§ ´
ª ⌧

0

ª

⌦

g
ˇ

ˇc`ˇ

ˇ

2
dx dt ´

ª ⌧

0

ª

⌦

gc` dx dt ` }v}2L8p⌦
T

q
2 Sm

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇc`ˇ

ˇ

2
dx dt

soit
 R

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

ˇ

ˇc`ˇ

ˇ

2
dx dt `

ª ⌧

0

ª

⌦

prp1q ` gqc` dx dt

§
´}v}2L8p⌦

T

q
2 Sm

` }g}L8p⌦
T

q

¯

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇc`ˇ

ˇ

2
dx dt.

Comme de plus c` • 0 et rp1q ` g • 0, on a :

 R

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

ˇ

ˇc`ˇ

ˇ

2
dx dt §

´}v}2L8p⌦
T

q
2 Sm

` }g}L8p⌦
T

q

¯

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇc`ˇ

ˇ

2
dx dt.

On a c`
|t“0 “ 0, d’où :

 R

2

ª

⌦

ˇ

ˇc`px, ⌧qˇ

ˇ

2
dx §

´}v}2L8p⌦
T

q
2 Sm

` }g}L8p⌦
T

q

¯

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇc`ˇ

ˇ

2
dx dt.

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient
ª

⌦

ˇ

ˇc`p⌧, xqˇ

ˇ

2
dx § 0 presque pour tou ⌧ P p0, T q,

donc c` “ 0, i.e. c § 1 presque pour tout x P ⌦, pour tout t P p0, T q.
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Unicité de la concentration

Lemme 2.3.3 Supposons qu’il existe un intervalle I Ä R tel que r soit dérivable et à
dérivée bornée dans I. Alors, sous les hyptohèses (1)-(3) ou (4) ou (5) de la Proposition
2.3.1, il existe une unique solution c de (2.3)-(2.5) telle que l’image de ⌦ ˆ p0, T q par c
soit inclue dans I.

Preuve. On suppose qu’il existe deux solutions c1 et c2 telles que cip⌦ ˆ p0, T qq Ä I,
i “ 1, 2. Alors c “ c1 ´ c2 est solution de

 RBtc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq ` rpc1q ´ rpc2q ` pp ` �qc ` gc “ 0 (2.27)

Spvqrc ¨ n “ 0 sur B⌦, c|t“0 “ 0. (2.28)

On multiplie (2.27) par c et on intègre par parties sur ⌦ ˆ p0, ⌧q, ⌧ P p0, T q :

 R

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

|c|2 dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

 Spvqrc ¨ rc dx dt

`
ª ⌧

0

ª

⌦

prpc1q ´ rpc2qqc dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

pp ` � ` gqc2 dx dt “ 0.

Comme r est dérivable à dérivée bornée sur I, on peut utiliser l’inégalité des accroisse-
ments finis :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª T

0

ª

⌦

prpc1q ´ rpc2qqc dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ }r1}L8pIq

ª T

0

ª

⌦

|c1 ´ c2| |c| dx dt

“ }r1}L8pIq

ª T

0

ª

⌦

|c|2 dx dt.

En se limitant une fois encore au cas où les hypothèses (4) ou (5) sont vérifiées, on a :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª T

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§  Sm

2

ª T

0

ª

⌦

|rc|2 dx dt ` C }v}L8p⌦
T

q
 Sm

ª T

0

ª

⌦

|c|2 dx dt.

On en conclut

 R

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

|c|2 dx dt `  Sm

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|rc|2 dx dt § C

ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt.

Comme Sm • 0, on a :

 R

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

|c|2 dx dt § C

ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt
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et
 R

2

ª

⌦

|cp⌧, xq|2 dx §  R

2

ª

⌦

|cp0, xq|2 dx dt ` C

ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt.

Comme cp0, xq “ c1p0, xq ´ c2p0, xq “ 0 on a donc

 R

2

ª

⌦

|cp⌧, xq|2 dx § C

ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt

et après application du lemme de de Gronwall, on obtient
ª

⌦

|cp⌧, xq|2 dx § 0 presque pour tout ⌧ P p0, T q.

Donc c1 “ c2 pour presque tout x P ⌦, pour tout t P p0, T q. La solution est unique.

Remarque 2.3.7 Dans le cas où N “ 2 et (3) est vérifiée, on traite le terme convectif
de façon analogue à la Remarque 2.3.3 (en utilisant entre autres l’inégalité de Gagliardo-
Nirenberg) :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ C

ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt `  Sm

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|rc|2 dx dt

`  ↵T

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|v| |rc|2 dx dt.

Comme à la Remarque 2.3.5, on peut aussi envisager d’autres conditions aux bords.
Si des conditions de Dirichlet homogènes sont imposées sur c, on écrit

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ ´1

2

ª ⌧

0

ª

⌦

divpvqc2 dx dt “ ´1

2

ª ⌧

0

ª

⌦

pp ` � ` gqc2 dx dt

et
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ }p ` � ` g}L8p⌦
T

q

ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt.

Enfin, si des conditions aux bords de type Neumann sont imposées sur �, on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rcqc dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ ´1

2

ª ⌧

0

ª

⌦

divpvqc2 dx dt ` 1

2

ª ⌧

0

ª

B⌦
pv ¨ nqc2|B⌦d� dt

“ ´1

2

ª ⌧

0

ª

⌦

pp ` � ` gqc2 dx dt ` 1

2

ª ⌧

0

ª

B⌦
v1c

2
|B⌦d� dt.

Pour estimer le dernier terme de l’équation, on écrit
ª ⌧

0

ª

B⌦
v1c

2
|B⌦d� dt “

ª ⌧

0

ª

B⌦

´

maxp0, v1q ` minp0, v1q
¯

c2|B⌦d� dt
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où
ª ⌧

0

ª

B⌦
maxp0, v1qc2|B⌦d� dt • 0

et
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

B⌦
minp0, v1qc2|B⌦d� dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

†  Sm

›

›c|B⌦
›

›

2

L2pB⌦ˆp0,T qq

§  Sm }c}2L2p0,T ;H1p⌦qq §  Sm

ª ⌧

0

ª

⌦

|rc|2 dx dt `  Sm

ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt,

ou alors on écrit
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2

ª ⌧

0

ª

B⌦
v1c

2
|B⌦d� dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

pv̄1 ¨ rcqc dx dt ` 1

2

ª ⌧

0

ª

⌦

divpv̄1qc2 dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§  Sm

2

ª ⌧

0

ª

⌦

|rc|2 dx dt`C }v̄1}2L8p⌦
T

q
2 Sm

ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt`}divpv̄1q}L8p⌦
T

q
2

ª ⌧

0

ª

⌦

|c|2 dx dt.

Le reste de la démonstration reste inchangé.

Remarque 2.3.8 On vérifie facilement que les modèles classiques de réaction vérifient
l’hypothèse "r est dérivable à dérivée bornée sur tout sous-ensemble borné de R".

2.4 Existence globale pour le problème de contrôle op-
timal

Maintenant que nous avons établi des résultats d’existence pour chacune de nos va-
riables, il nous est possible de construire une stratégie de point fixe pour démontrer l’exis-
tence d’une solution pour notre problème de contrôle optimal. On démontre le résultat
suivant :

Théorème 2.4.1 Soit T ° 0. On suppose r dérivable à dérivée bornée sur le domaine
image de c, cp⌦ˆp0, T qq (où dans le cas général cp⌦ˆp0, T qq “ R ; si de plus rp0q´� § 0,
cp⌦ˆp0, T qq “ R` ; si rp1q`g • 0, cp⌦ˆp0, T qq “s´8, 1s ; si rp0q`� § 0 et rp1q`g • 0,
cp⌦ ˆ p0, T qq “ r0, 1sq.
Nous envisagerons des hypothèses parmi les suivantes :

1. Le terme de réaction est tel que rp0q ´ � § 0 et la condition initiale c0 satisfait
c0pxq • 0 presque partout dans ⌦.
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2. Le terme de réaction est tel que rp1q ` g • 0 et la condition initiale c0 satisfait
c0pxq § 1 presque partout dans ⌦.

3. ↵T ° 0.

4. B⌦ est de classe C2,  P pC1p¯⌦qqNˆN et �1 P W 2,pp¯⌦q avec p ° N .

5. B⌦ est de classe C2,  “ Id avec  :

¯

⌦ Ñ R et  P C1p¯⌦q et �1 P W 2,pp¯⌦q avec
p ° N

2 .

Si les hypothèses (1)-(3) (ou simplement (3) si N “ 2) ou si l’hypothèse (4) ou l’hy-
pothèse (5) est vérifiée, alors il existe une solution pp˚, c˚,�˚q au problème de contrôle
optimal au sens de la Définition 2.1.2. De plus, �˚ est unique, ↵

1
2
T |v| 12 rc˚ P pL2p⌦T qqN

et c˚ P H1p0, T ;W´1,4p⌦qq. Selon les hypothèses, on a de plus :

— Si r est dérivable à dérivée bornée sur le domaine image c˚p⌦ ˆ p0, T qq, alors la
solution est unique.

— Si (1) est vérifiée, alors

c˚pt, xq • 0 presque partout x P ⌦, @t P p0, T q.

— Si (2) est vérifiée, alors

c˚pt, xq § 1 presque partout x P ⌦, @t P p0, T q.

— Si (4) est vérifiée, alors �˚ P L8p0, T ;W 2,pp⌦qq (en particulier v P pL8p⌦T qqNq.

— Si (5) est vérifiée, alors �˚ P L8p0, T ;W 1,qp⌦qq avec q ° N (en particulier v P
pL8p⌦T qqNq.

Remarque 2.4.1 La Proposition 2.3.2 sur les résultats de régularité supplémentaires et
la Remarque 2.3.2 qui suit cette proposition sur les choix des conditions aux bords restent
vraies.

Preuve. L’espace E est convexe, fermé, borné dans L2p⌦T q et inclu dans E0.
Tout fermé borné de L2p⌦q est par définition compact pour la topologie faible L2. Nous
allons donc travailler dans cette dernière. Ainsi, E est compact pour la topologie faible
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de L2p⌦T q.
On définit l’application T : E Ñ E par

T : p0 P E fiÑ p P E

où p est solution de
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

Jpp, cq “ max

qPE
Jpq, cq où Jpq, cq “ ≥T

0

≥

⌦ jpt, x, q, cq dx dt
où c solution de :  RBtc ´ divp Spvqrcq ` v ¨ rc “ ´rpcq ` pp0 ` �qp1 ´ cq ´ gc,

divpvq “ � ` p0 ` g avec v “ ´r�,
Spvqrc ¨ n “ 0 sur B⌦, � “ �1 sur B⌦, c|t“0 “ c0.

L’application T est bien définie grâce aux Propositions 2.2.1 et 2.3.1 et en particulier aux
résultats d’unicité établis dans ces propositions.
Pour appliquer le théorème du point fixe de Schauder 6, il faut d’abord établir que T est
continue pour la topologie faible de L2p⌦T q. C’est ce que nous faisons dans les lignes qui
suivent.
Soit pp0,nq une suite de E convergeant faiblement dans L2p⌦T q vers p0 P E. Il faut montrer
que la suite pT pp0,nq :“ pnq converge faiblement dans L2p⌦T q vers pT pp0q :“ pq.
On a donc pp0,nq une suite de E telle que p0,n á p0 dans L2p⌦T q. Par définition de E (Cp

est une constante indépendante de n), on a aussi ↵Btp0,n á ↵Btp0 dans L1p0, T ;Xq.
À p0,n correspond la solution pcn, vnq de

$

’

’

&

’

’

%

 RBtcn ´ divp Spvnqrcnq ` vn ¨ rcn “ ´rpcnq ` pp0,n ` �qp1 ´ cnq ´ gcn,

divpvnq “ � ` p0,n ` g avec vn “ ´r�n,
Spvnqrcn ¨ n “ 0 sur B⌦, �n “ �1 sur B⌦ ˆ p0, T q, cn|t“0 “ c0 dans ⌦.

Comme p0,n P E, p0,n est bornée dans L8p⌦T q par p̄ indépendamment de n. On vérifie
facilement que cela implique que les estimations établies dans la preuve de la Proposi-
tion 2.3.1 restent vraies indépendamment de n. On a donc en particulier les estimations
uniformes par rapport à n suivantes :

}�n}L8p0,T ;H1p⌦qq § C,

}cn}L8p0,T ;L2p⌦qqXL2p0,T ;H1p⌦qq § C.

On en déduit l’existence de sous-suites de p�nqn et pcnqn que l’on note toujours p�nqn et
pcnqn par commodité, telles que, pour tout q • 2,

cn á c faiblement dans Lqp0, T ;L2p⌦qq X L2p0, T ;H1p⌦qq,
�n á � faiblement dans Lqp0, T ;H1p⌦qq,

vn á v “ ´r� faiblement dans Lqp0, T ;L2p⌦qq.
6. On rappelle le théorème du point fixe de Schauder : Soient B un Banach et E Ä B non vide,

convexe et compact. Alors toute application continue T : E Ñ E possède un point fixe.
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Ces résultats de convergence faible ne sont pas suffisants car il nous faut passer à la limite
dans des termes non linéaires : Spvnq, rpcnq, vn ¨rcn. Nous allons donc établir des résultats
de compacité pour pvnq et pcnq dans L2p⌦T q.
Commençons par vn “ ´r�n. On a :

#

´ divpr�nq “ p0,n ` � ` g dans ⌦

�n “ �1 sur B⌦.

Comme ce problème est linéaire, on peut passer à la limite et donc � est solution de
#

´ divpr�q “ p0 ` � ` g dans ⌦

� “ �1 sur B⌦.

La quantité p�n ´ �q est donc solution de

´ divprp�n ´ �qq “ p0,n ´ p0 dans ⌦ (2.29)

�n ´ � “ 0 sur B⌦. (2.30)

On multiplie l’équation (2.29) par p�n ´�q et on intègre sur ⌦T . On déduit des propriétés
de  que :

´

ª T

0

ª

⌦

|rp�n ´ �q|2 dx dt §
ª T

0

ª

⌦

pp0,n ´ p0qp�n ´ �q dx dt

donc

0 § lim

nÑ8
}r�n ´ r�}2L2p⌦

T

q § 1

´
lim

nÑ8

ª T

0

ª

⌦

pp0,n ´ p0qp�n ´ �q dx dt. (2.31)

Si ↵ “ 0 (où ↵ est défini par (2.1)), le second membre de (2.31) est nul. Si ↵ ‰ 0, nous
allons utiliser la contrainte supplémentaire imposée dans le problème d’optimisation, à
savoir : }↵Btpp0,n ´ p0q}L1p0,T ;Xq § Cp.
En dérivant l’équation satisfaite par �n ´ �, on voit que Btp�n ´ �q est solution de

$

&

%

´ div

´

r`Btp�n ´ �q˘

¯

“ Btpp0,n ´ p0q dans ⌦

Btp�n ´ �q “ 0 sur B⌦.

Cette dérivation formelle prend du sens grâce à la continuité de l’opérateur p fiÑ � où � est
la solution de (2.4),(2.6). Comme Btpp0,n ´ p0q est uniformément borné dans L1p0, T ;Xq,
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Btp�n ´ �q est aussi uniformément borné dans L1p0, T ;Xq.
On sait donc que 7

$

’

’

&

’

’

%

Btp�n ´ �q est uniformément borné dans L1p0, T ;Xq
�n ´ � est uniformément borné dans L8p0, T ;H1p⌦qq où H1p⌦q ÄÄ L2p⌦q
L2p⌦q Ä X.

On rappelle le théorème de compacité d’Aubin : Soient B0 Ä B1 Ä B2 trois espaces
de Banach. On suppose que l’injection de B1 dans B2 est continue et que l’injection de
B0 dans B1 est compacte. Soient 1 § p, r § `8. Pour T ° 0, on note Ep,r “ tq P
Lpp0, T ;B0q; Btq P Lrp0, T ;B2qu.
- Si p † `8, alors l’injection de Ep,r dans Lpp0, T ;B1q est compacte.
- Si p “ 8 et r ° 1, alors l’injection de Ep,r dans C0p0, T ;B1q est compacte.

D’après le théorème de compacité d’Aubin, p�n ´ �q est donc compacte dans L2p⌦T q
et il existe une sous-suite extraite de p�nq, notée de même pour simplifier, telle que

�n ´ � Ñ 0 dans L2p⌦T q.

Ainsi, lim

nÑ8

ª T

0

ª

⌦

pp0,n ´ p0qp�n ´ �q dx dt “ 0 et d’après (2.31) :

lim

nÑ8

ª T

0

ª

⌦

|rp�n ´ �q|2 dx dt “ 0.

D’où

�n Ñ � dans L2p0, T ;H1p⌦qq,
vn Ñ v dans L2p0, T ;L2p⌦qq.

Passons à la compacité de pcnq dans L2p⌦T q. D’après les estimations (uniformes en
n) établies dans la preuve de la Proposition 2.3.1, pcnq est uniformément bornée dans
L2p0, T ;H1p⌦qq et pBtcnq est uniformément bornée dans L2p0, T ;W´1,4p⌦qq.
On a H1p⌦q ÄÄ L2p⌦q Ä W´1,4p⌦q. Par compacité d’Aubin, pcnq est donc compacte
dans L2p⌦T q. Il existe donc une sous-suite de pcnq que l’on note également cn telle que
cn ´ c Ñ 0 dans L2p⌦ ˆ p0, T qq et presque partout dans ⌦T .
Comme r P L8p⌦T q, on peut appliquer le théorème de convergence dominée de Lebesgue :

pour � P L2p⌦T q,
ª

⌦
T

rpcnq� dx dt Ñ
ª

⌦
T

rpcq� dx dt. On fait de même pour Spvnq et on

7. On note Ä une injection continue et ÄÄ une injection compacte.
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vérifie donc que pc,�q est solution de
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

 RBtc ´ divp Spvqrcq ` v ¨ rc “ ´rpcq ` pp0 ` �qp1 ´ cq ´ gc dans ⌦ ˆ p0, T q,
´ divpr�q “ � ` p0 ` g dans ⌦ ˆ p0, T q,
Spvqrc ¨ n “ 0 sur B⌦, c|t“0 “ c0 dans ⌦,
� “ �1 sur B⌦.

Jusqu’ici, nous nous sommes concentrés sur le comportement limite du système d’état.
Reprenons à présent l’étude du problème d’optimisation. Comme pn “ T pp0,nq P E, pn
est uniformément borné dans L2p⌦T q. Il existe p̃ P L2p⌦T q tel que

pn á p̃ faiblement dans L2p⌦T q.
Nous allons montrer que p̃ “ p “ T pp0q. Pour tout q P E, par définition de T ,

ª T

0

ª

⌦

jpt, x, pn, cnq dx dt •
ª T

0

ª

⌦

jpt, x, q, cnq dx dt. (2.32)

La fonction j étant strictement concave par rapport à p et pn á p̃ faiblement dans L2p⌦q,
par un argument de semi-continuité inférieure on a

ª T

0

ª

⌦

jpt, x, p̃, dq dx dt • limnÑ8

ª T

0

ª

⌦

jpt, x, pn, dq dx dt

pour tout d P L2p⌦T q. Comme de plus j est monotone, bornée et hémicontinue 8 par
rapport à c et comme cn Ñ c dans L2p⌦T q, d’après le théorème de la limite monotone on
a

ª T

0

ª

⌦

jpt, x, p̃, cq dx dt • limnÑ8

ª T

0

ª

⌦

jpt, x, pn, cnq dx dt.

En utilisant (2.32), on a pour tout q P E :
ª T

0

ª

⌦

jpt, x, p̃, cq dx dt • limnÑ8

ª T

0

ª

⌦

jpt, x, q, cnq dx dt “ limnÑ8

ª T

0

ª

⌦

jpt, x, q, cq dx dt.

Comme la fonctionnelle J est strictement concave par rapport à p, le problème d’op-
timisation admet une unique solution, on voit que cela implique qu’une sous-suite de
pn “ T pp0,nq converge vers T pp0q faiblement dans L2p⌦T q. La fonction p “ T pp0q étant
définie de manière unique (toujours d’après la Proposition 2.2.1 et la Remarque 2.2.1),

8. On rappelle que si A est un opérateur borné, hémicontinu et monotone, alors A est continu de V

(espace de Hilbert) fort dans V

1 faible.
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cela implique que l’ensemble de la suite ppnq converge vers p faiblement dans L2p⌦T q.
On a donc montré la continuité de T pour la topologie faible de L2p⌦T q.
Mais comme cn Ñ c fortement et que l’opérateur c fiÑ jpt, x, p, cq est monotone, on déduit

de lim

nÑ8

ª T

0

ª

⌦

jpt, x, pn, cnq dx dt “
ª T

0

ª

⌦

jpt, x, p, cq dx dt que

lim

nÑ8

ª T

0

ª

⌦

jpt, x, pn, cq dx dt “
ª T

0

ª

⌦

jpt, x, p, cq dx dt.

On tire de cette dernière convergence et du Théorème 3 de Visintin [83], dont le résultat
s’applique puisque j est strictement concave par rapport à p, que nous avons la compacité
de ppnq pour la topologie forte de L2 :

pn Ñ p dans L2p⌦T q.
Le théorème du point fixe de Schauder s’applique, d’où le résultat du théorème.

Théorème 2.4.2 On reprend les hypothèses du Théorème 2.4.1. De plus, on suppose
rp0q´� § 0 et rp1q`g • 0 et  “ Id avec  P W 1,8p⌦q,  • ´ ° 0 dans ⌦. On suppose
que 0 § c0pt, xq § 1 presque partout dans ⌦T , �1 P H1p⌦q. On suppose r dérivable et à
dérivée bornée sur r0, 1s. Alors le résultat du Théorème 2.4.1 s’étend à T “ `8, avec
pour tout T0 ° 0 : c˚ P Cpr0, T0s;L2p⌦qq X L8p0, T0;H1p⌦qq, 0 § c˚px, tq § 1 presque
partout dans ⌦ ˆ R, �˚ P L8p0, T0;H2p⌦qq.
Preuve. Soit un intervalle r0, T ˚s avec 0 † T ˚ § `8 l’intervalle maximal d’existence
de la solution donnée par le Théorème 2.4.1. D’après les hypothèses du Théorème 2.4.1,
cette solution pp˚, c˚,�˚q est bornée dans pL8p0, T ;L8p⌦qqq3. D’après Amann [4]-[5], on
a donc T ˚ “ `8.

2.5 Un modèle contrôlable asymptotiquement
Dans ce paragraphe, on se concentre sur un cas particulier du modèle précédent, celui

où l’équation d’incompressibilité du fluide est indépendante de l’apport d’engrais p (ce
qui la découple de l’équation d’état). Pour un tel cadre, on peut relaxer les conditions
imposées sur l’ensemble des fonctions dans lesquelles on cherche le contrôle (voir théorème
ci-dessous). On posera ainsi

Eadm “ L2p0, T ;L2p⌦qq.
Clairement, E Ä E0 Ä Eadm. On considère donc le problème suivant :

#

R Btc ´ divp Spvqrcq ` v ¨ rc “ ´rpcq ` q ` �p1 ´ cq ´ gc dans ⌦T ,
Spvqrc ¨ n “ 0 ou c “ c1 sur B⌦ ˆ p0, T q, c|

t“0 “ c0 dans ⌦,
(2.33)
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la vitesse v étant donnée (telle que div v “ g ` �) dans L8p⌦T q.
En suivant les lignes de la démonstration précédente du Théorème 2.4.1, on vérifie que le
résultat suivant est vrai (on notera que pour le modèle (2.33), ↵ “ 0).

Théorème 2.5.1 Soit T ° 0. Sous les hypothèses du Théorème 2.4.1, il existe une
solution pp˚, c˚q au problème de contrôle optimal (2.33) avec c˚ P L2p0, T ;H1p⌦qq X
H1p0, T ;W´1,4p⌦qq.
Si Spvq “ SmId, on a de plus c˚ P L8p0, T ;H1p⌦qq X H1p0, T ;L2p⌦qq.
Ainsi, pour ce modèle, le problème

$

’

’

&

’

’

%

R Btc ´ divp Spvqrcq ` v ¨ rc “ ´rpcq ` q ` �p1 ´ cq ´ gc dans ⌦T ,
Spvqrc ¨ n “ 0 ou c “ c1 sur B⌦ ˆ p0, T q, c|

t“0 “ c0 dans ⌦,
la vitesse v étant donnée dans pL8p⌦T qqN , avec div v “ g ` �

(2.34)

est contrôlable pour la fonctionnelle J par l’ensemble des contrôles admissible Eadm “
L2p⌦T q, T ° 0. Le fait de relaxer les hypothèses sur l’ensemble des contrôles (précisément
le fait de ne plus considérer des contrôles entre 0 et p̄ P R` presque partout) ne nous
permet plus cependant de montrer que la concentration vérifie 0 § cpt, xq § 1 presque
partout dans ⌦T , quelles que soient les hypothèses sur r, � et g. Mais nous pouvons par
contre établir un résultat de contrôlabilité asymptotique pour (2.34).

Définition 2.5.1 Un système Lc “ F pqq est dit contrôlable asymptotiquement dans un
espace de Banach B par un ensemble de contrôles admissibles Eadm si, pour tout élément
arbitraire c˚ P B, il existe une suite de contrôles p P Eadm telle que

lim

nÑ8
}cppnq ´ c˚}B “ 0

où cpqq désigne la solution de Lc “ F pqq.
Pour le problème (2.34), on a le résultat suivant.

Théorème 2.5.2 Le système (2.34) est contrôlable asymptotiquement dans

B “ tq P L2p0, T ;H1p⌦qq, Spvqrq ¨ n “ 0 sur B⌦, q|t“0 “ c0u
par l’ensemble de contrôles Eadm “ L2p⌦T q pour tout T ° 0 fixé, pour tout c0 P L2p⌦q
donné.

Preuve. Soit c˚ donné arbitrairement dans B Ä L2p0, T ;H1p⌦qq. L’ensemble C1p⌦T q étant
dense dans L2p0, T ;H1p⌦qq, il existe des suites c1,n P C1p⌦T q, c0,n P C1p⌦q et cn P C1p⌦T q
avec Spvqrcn ¨ n “ 0 ou cn “ c1,n sur B⌦ˆs0, T r et cn|t“0 “ c0,n et telles que

lim

nÑ8
}c1,n ´ c1}H1p0,T ;L2p⌦qqXL2p0,T ;W 1,8p⌦qq “ 0, lim

nÑ8
}c0,n ´ c0}L2p⌦q “ 0 (2.35)
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et

lim

nÑ8
}c˚ ´ cn}L2p0,T ;H1p⌦qq “ 0. (2.36)

Si L est l’opérateur défini sur C1p⌦T q par

Lc “ R Btc ´ divp Spvqrcq ` v ¨ rc ` rpcq ´ �p1 ´ cq ` gc,

où v est donnée dans L8p⌦T q, on vérifie facilement que pour tout n P N, Lcn appartient
à L2p0, T ;H´1p⌦qq. Or Eadm “ L2p⌦T q est dense dans L2p0, T ;H´1p⌦qq. Il existe donc
une suite pn,k P Eadm telle que

}Lcn ´ pn,k}L2p0,T ;H´1p⌦qq § ✏k pour tout n P N avec lim

kÑ8
✏k “ 0. (2.37)

Soit cppn,kq solution de (2.34) pour q “ pn,k.
Nous allons montrer que limn,kÑ8 }cppn,kq ´ c˚}L2p0,T ;H1p⌦qq “ 0. Pour cela, on écrit

}c˚ ´ cppn,kq}L2p0,T ;H1p⌦qq § }c˚ ´ cn}L2p0,T ;H1p⌦qq ` }cn ´ cppn,kq}L2p0,T ;H1p⌦qq . (2.38)

Estimons }cn ´ cppn,kq}L2p0,T ;H1p⌦qq. Posons Cn “ cn ´ cppn,kq. La fonction Cn satisfait :

R BtCn ´ divp SpvqrCnq ` v ¨ rCn “ ´
´

rpcnq ´ rpcppn,kqq
¯

´ p� ` gqCn`pLcn ´ pn,kq
dans ⌦T ,

SpvqrCn ¨ n “ 0 ou Cn “ C1,n “ c1,n ´ c1 sur B⌦ ˆ p0, T q,
Cn|

t“0
“ C0,n “ c0,n ´ c0 dans ⌦.

Traitons ici le cas de conditions aux bords de type Neumann. En multipliant la première
équation par Cn et en intégrant par parties sur ⌦ ˆ p0, ⌧q, ⌧ P p0, T q, comme r est une
fonction à dérivée bornée, on obtient :

R 

2

ª

⌦

|Cn|t“⌧ |2 dx `  

ª ⌧

0

ª

⌦

´

Sm ` ↵T |v|
¯

|rCn|2 dx dt

§ R 

2

ª

⌦

|c0,n ´ c0|2 dx ` }r1 ` � ` g}L8p⌦
T

q

ª ⌧

0

ª

⌦

|Cn|2 dx dt

´
ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rCnqCn dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

pLcn ´ pn,kqCn dx dt. (2.39)

Comme d’après les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young, on a pour tout ✏ ° 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rCnqCn dx dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ ✏ pSm ` ↵T |v|q
ª ⌧

0

ª

⌦

|rCn|2 dx dt

` C

✏
}v}2L8p⌦

T

q

ª ⌧

0

ª

⌦

C2
n dx dt,
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et en écrivant, grâce à (2.37),
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

pLcn ´ pn,kqCn dx dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ }Lcn ´ pn,k}L2p0,T ;H´1p⌦qq }Cn}L2p0,T ;H1p⌦qq

§ ✏k }Cn}L2p0,T ;H1p⌦qq

§ ✏k
4 Sm

` ✏k Sm

ª ⌧

0

ª

⌦

|Cn|2 dx dt ` ✏k 

ª ⌧

0

ª

⌦

Sm |rCn|2 dx dt

§ ✏k
4 Sm

` ✏k Sm

ª ⌧

0

ª

⌦

|Cn|2 dx dt ` ✏k 

ª ⌧

0

ª

⌦

pSm ` ↵T |v|q |rCn|2 dx dt

on déduit de (2.39) : pour tout ✏ ° 0,

R 

2

ª

⌦

|Cn|t“⌧ |2 dx `
ª ⌧

0

ª

⌦

 pSm ` ↵T |v|qp1 ´ ✏ ´ ✏kq |rCn|2 dx dt

§
´C

✏
` C✏k

¯

ª ⌧

0

ª

⌦

|Cn|2 dx dt ` C✏k.

Puisque ✏k Ñ 0, on peut choisir k suffisamment grand et choisir ✏ ° 0 tels que 1´✏´✏k •
C ° 0. En posant yptq “ ≥

⌦ |Cn|2 dx, on a :

yp⌧q §
´C

✏
` C✏k

¯

ª ⌧

0

yptq ` C✏k.

On déduit alors du lemme de Gronwall que :

}Cn}2L8p0,T ;L2p⌦qq § C✏ke
CT ,

c’est-à-dire pour tout T ° 0 fixé :

}cn ´ cppn,kq}L2p0,T ;L2p⌦qq § CT ✏k.

En revenant à l’inégalité suivante :

R 

2

ª

⌦

|Cn|t“⌧ |2 dx `
ª ⌧

0

ª

⌦

 pSm ` ↵T |v|qp1 ´ ✏ ´ ✏kq |rCn|2 dx dt

§
´C

✏
` C✏k

¯

ª ⌧

0

ª

⌦

|Cn|2 dx dt ` C✏k,

on obtient à présent
ª ⌧

0

ª

⌦

|rCn|2 dx dt § C.

On en déduit donc que

}cn ´ cppn,kq}L2p0,T ;H1p⌦qq § CT ✏k. (2.40)
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En incluant cette dernière relation dans (2.38), on obtient :

}c˚ ´ cppn,kq}L2p0,T ;H1p⌦qq § }c˚ ´ cn}L2p0,T ;H1p⌦qq ` CT ✏k,

où limn,kÑ8
´

}c˚ ´ cn}L2p0,T ;H1p⌦qq ` CT ✏k
¯

“ 0 d’après (2.36) et (2.37).
D’où le résultat énoncé dans le théorème.

Remarque 2.5.1 Abordons le cas de conditions aux bords (1.11) de type Dirichlet. Le
traitement du terme de bord rend la démonstration plus technique. En effet dans ce cas,
on multiplie l’équation par Cn ´ C1,n et on intègre par parties dans ⌦ ˆ p0, ⌧q, ⌧ P p0, T q.
Comme r est à dérivée bornée, on écrit

R 

2

ª

⌦

|pCn ´ C1,nqp⌧, xq|2 dx `  ´

ª ⌧

0

ª

⌦

`

Sm ` ↵T |v|˘ |rpCn ´ C1,nq|2 dx dt

§ R 

2

ª

⌦

|C0,npxq ´ C1,np0, xq|2 dx ´
ª ⌧

0

ª

⌦

`

v ¨ rpCn ´ C1,nq˘ pCn ´ C1,nq dx dt

` }r1 ` � ` g}L8p⌦
T

q

ª ⌧

0

ª

⌦

|Cn ´ C1,n|2 dx dt

` }r1 ` � ` g}L8p⌦
T

q

ª ⌧

0

ª

⌦

|C1,n| |Cn ´ C1,n| dx dt

`
ª ⌧

0

ª

⌦

`Lcn ´ pn,k ´ R BtC1,n ´ v ¨ rC1,n ` divp SpvqrC1,nq˘ pCn ´ C1,nq dx dt.
(2.41)

On a
ˇ

ˇ

ˇ

R 

2

ª

⌦

|C0,npxq ´ C1,np0, xq|2 dx
ˇ

ˇ

ˇ

§ C}C0,n}2L2p⌦q ` C}C1,n}2H1p0,T ;L2p⌦qq.

On a vu précédemment que pour un 0 † ✏ † 1,

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

`

v ¨rpCn´C1,nq˘ pCn´C1,nq dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

§ ✏ 

ª ⌧

0

ª

⌦

`

Sm`↵T |v|˘ |rpCn ´ C1,nq|2 dx dt

` C}C1,n}2H1p0,T ;L2p⌦qq ` C

✏

ª ⌧

0

ª

⌦

|Cn ´ C1,n|2 dx dt.

Grâce aux inégalités de Cauchy-Schwarz et Young, on a

}r1 ` � ` g}L8p⌦
T

q

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

|C1,n| |Cn ´ C1,n| dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

§ C}C1,n}2L2p⌦
T

q

` C

ª ⌧

0

ª

⌦

|Cn ´ C1,n|2 dx dt.
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En utilisant (2.37) on a,
ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

pLcn ´ pn,kq pCn ´ C1,nq dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

§ }Lcn ´ pn,k}L2p0,T ;H´1p⌦qq }Cn ´ C1,n}L2p0,T ;H1p⌦qq

§ ✏k }Cn ´ C1,n}L2p0,T ;H1p⌦qq

§ C ` C

ª ⌧

0

ª

⌦

|Cn ´ C1,n|2 dx dt ` ✏k 

ª ⌧

0

ª

⌦

pSm ` ↵T |v|q |rpCn ´ C1,nq|2 dx dt.

Finalement, on écrit
ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

`

R BtC1,n ` v ¨ rC1,n ´ divpSpvqrC1,nq˘ pCn ´ C1,nq dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

§ C}C1,n}H1p0,T ;L2p⌦qqXL2p0,T ;W 1,8p⌦qq}Cn ´ C1,n}L2p⌦ˆp0,⌧qq

§ C}C1,n}2H1p0,T ;L2p⌦qqXL2p0,T ;W 1,8p⌦qq `
ª ⌧

0

ª

⌦

|Cn ´ C1,n|2 dx dt.

Grâce à (2.35), les estimations donnent dans (2.41)

R 

2

ª

⌦

|pCn ´ C1,nqp⌧, xq|2 dx ` p1 ´ ✏ ´ ✏kq 
ª ⌧

0

ª

⌦

`

Sm ` ↵T |v|˘ |rpCn ´ C1,nq|2 dx dt

§ C

✏

ª ⌧

0

ª

⌦

|Cn ´ C1,n|2 dx dt ` C✏k ` CLn

où
lim

nÑ8
Ln “ 0.

Comme ✏k Ñ 0, on peut choisir k assez grand tel que 1 ´ ✏ ´ ✏k • C ° 0. On obtient
ensuite par le lemme de Gronwall

}Cn ´ C1,n}2L8p0,T ;L2p⌦qq ` }rpCn ´ C1,nq}pL2p⌦
T

qqN § CLn ` C✏ke
CT .

En insérant ce résultat dans (2.38), on a

}c˚ ´ cppn,kq}L2p0,T ;H1p⌦qq § }c˚ ´ cn}L2p0,T ;H1p⌦qq ` CT ✏k ` CLn,

où, d’après (2.36) et (2.37), limn,kÑ8
`}c˚ ´ cn}L2p0,T ;H1p⌦qq ` CT ✏k ` Ln

˘ “ 0, ce qui
conclut la preuve.

Remarque 2.5.2 Vérifions que L2p⌦q est dense dans H´1p⌦q pour tout domaine ⌦ Ä
RN (en identifiant L2p⌦q avec son dual par représentation de Riesz). Soit T l’injection de
H1

0 p⌦q dans L2p⌦q. On sait que T est continue et que T pH1p⌦qq est dense dans L2p⌦q.
Soit T ˚ l’opérateur adjoint à T , T ˚

: L2p⌦q “ pL2p⌦qq1 Ñ H´1p⌦q. L’application T ˚ est
également injective et continue et T ˚pL2p⌦qq est dense dans H´1p⌦q.
Remarque 2.5.3 Le résultat du Théorème 2.5.2 indique qu’on peut développer une po-
litique d’épandage permettant d’approcher tout seuil de pollution donné avec une erreur
arbitraire.
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Chapitre 3

Modèle faibles concentrations : analyse

asymptotique, existence et unicité de la

solution au problème de contrôle

optimal

Nous allons, dans cette partie, affiner le modèle en prenant en compte l’hypothèse
de faible concentration du polluant. Plus précisément, par "faibles concentrations" on
entend : la quantité d’engrais épandue par l’agriculteur est du même ordre que la concen-
tration totale de polluants dans le sol, cette dernière étant très inférieure à 1 (d’après
un rapport de 2013 du Commissariat Général au Développement Durable [90], la teneur
en nitrates dans les nappes phréatiques en France est en moyenne de 23mg/L, soit une
concentration de 0.000023. On rappelle qu’une eau est considérée comme potable si elle
contient moins de 50mg/L de nitrates [90]. Les apports agricoles varient entre 150 et 300
kg/hectare sur l’année [67].).

Pour simplifier un peu les notations, nous supposons que dans ce modèle il y a pour
le premier composant uniquement un apport par l’agriculteur (plus d’apport naturel,
� “ 0).
Notre point de départ est le modèle du chapitre précédent mais mis à l’échelle pour tenir
compte de la faible concentration du polluant.
On rappelle le modèle (2.3)-(2.6) :

 RBtc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq “ ´rpcq ` pp1 ´ cq ´ gc

divpvq “ p ` g, v “ ´r�,

complété par les conditions initiales et aux bords

Spvqrc ¨ n “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, c|t“0 “ c0 dans ⌦
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� “ �1 sur B⌦ ˆ p0, T q.
On adimensionne le modèle (2.3)-(2.6) en posant

c “ cref ĉ,

où cref est la concentration de référence, supposée "epsilonesque" dans le présent chapitre
et ĉ est la concentration "adimensionnée". On pose de même v “ vref v̂, � “ �ref

ˆ� et p “
pref p̂. En supposant cref “ pref “ ✏ et vref “ �ref “ 1, on obtient les équations suivantes,
traduisant les conservations de la masse pour nos deux composants et la conservation de
la masse totale dans ⌦ ˆ R` :

R Btp✏ĉpq ` ✏v̂p ¨ rĉp ´ ✏ divp Spv̂pqrĉpq “ ´rp✏, ✏ĉpq ´ ✏gĉp ` ✏p̂p1 ´ ✏ĉpq,
R Btp1 ´ ✏ĉpq ` v̂p ¨ rp1 ´ ✏ĉpq ´ divp Spv̂pqrp1 ´ ✏ĉpqq “ rp✏, ✏ĉpq ` g,

divpv̂pq “ ✏p̂ ` g,

où v̂p est donné par la loi de Darcy v̂p “ ´rˆ�p, ✏p̂ est l’apport d’engrais et où le
paramètre ✏ ! 1 est l’ordre de grandeur de la concentration du polluant dans le sous-sol.
Le terme rp✏, ✏ĉpq est le terme de réaction issu du processus d’adimensionnement. En effet,
non seulement la concentration s’écrit maintenant ✏ĉp, mais il faut aussi tenir compte de
l’ordre de grandeur des temps caractéristiques de réaction et du nombre de Damköhler
par rapport à ✏ (voir par exemple Choquet et Mikelić [25]), d’où la dépendance de r en ✏.
Après simplification par ✏, on voit que le système satisfait par pĉ, p̂, ˆ�q dépend toujours
de ✏. On prend donc le parti de poser

ĉ “ c✏,p
✏

, p̂ “ p✏, ˆ� “ �✏,p
✏

, v̂p “ v✏,p
✏

pour souligner le couplage du problème en p✏. En définissant r✏pcq :“ rp✏, ✏cq{✏, on a
donc :

R Btpc✏,p
✏

q ` v✏,p
✏

¨ rc✏,p
✏

´ divp Spv✏,p
✏

qrc✏,p
✏

q “ ´r✏pc✏,p
✏

q ´ gc✏,p
✏

` p✏p1 ´ ✏c✏,p
✏

q,
(3.1)

divpv✏,p
✏

q “ ✏p✏ ` g (3.2)

avec v✏,p
✏

“ ´r�✏,p
✏

.
Comme dans le Chapitre 1, les équations (4.41)-(4.42), complétées par des conditions
initiales et aux bords appropriées, vont constituer "l’équation d’état".
La modélisation "économique" se doit par contre d’être faite sur les variables adimen-
sionnées. L’objectif est donc Jpp̂, ĉpq “ ≥

R`

´

≥

⌦ fpx, p̂q ´Dpx, ĉpq dx
¯

e´⇢t dt, soit avec nos
notations,

Jpp✏, c✏,p
✏

q “
ª

R`

´

ª

⌦

fpx, p✏q ´ Dpx, c✏,p
✏

q dx
¯

e´⇢t dt. (3.3)
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Comme dans le chapitre précédent, p✏ vit dans l’espace

E “ tq P L2p0, T ;L2p⌦qq X W 1,1p0, T ;Xq; 0 § qpt, xq § p̄

presque partout dans ⌦ ˆ p0, T q, }↵Btq}L1p0,T ;Xq § Cpu

$

’

’

&

’

’

%

où X est tel que L2p⌦q s’injecte continûment dans X, Cp ° 0 est une constante donnée

et ↵ P R est défini par ↵ “
#

0 si g “ gpt, x, pq tel que ✏p ` g est indépendant de p,
1 sinon.

On note pp˚
✏ , c

˚
✏ ,�

˚
✏ q une solution optimale, p˚

✏ “ argmaxJpp✏, c✏,p
✏

q, p˚
✏ P E, dont

l’existence est assurée par le Théorème 2.4.2 du Chapitre 2. Nous allons cependant en
donner une autre preuve dans le présent chapitre. On a c˚

✏ “ c✏,p
✏̊

, �˚
✏ “ �✏,p

✏̊

.

La mise à l’échelle consiste à étudier le comportement asymptotique du problème
précédent lorsque ✏ Ñ 0. Nous allons voir que ce processus d’upscaling démontre que le
modèle adapté à l’hypothèse de faible concentration du polluant est constitué de l’équa-
tion d’état 1

R Btcp ` v ¨ rcp ´ divp Spvqrcpq “ ´r̃pcpq ´ gcp ` p,

divpvq “ g avec v “ ´r�
associée à l’optimisation de la fonctionnelle

Jpp, cpq “
ª

R`

´

ª

⌦

`

fpx, pq ´ Dpx, cpq˘

dx
¯

e´⇢t dt

dans E. Mieux, nous allons montrer que pp˚
✏ , c

˚
✏ ,�

˚
✏ q converge en un sens précisé ci-après

vers une solution pp˚, c˚,�˚q de ce dernier problème. De plus, nous montrerons que le pro-
blème limite est bien posé, c’est-à-dire qu’il admet une unique solution faible (caractère
bien posé qu’on ne pouvait assurer pour le problème dépendant de ✏).

3.1 Contre-exemple préliminaire
Dans ce paragraphe, on définit l’infimum de la fonction à minimiser d’un problème

de contrôle optimal dépendant de ✏ par j✏ “ inf

pv,u
✏

qPE
✏

Jpv, u✏q et celui d’un problème de

1. La fonction r̃ désigne la limite lorsque ✏ Ñ 0 de la fonction r✏, sous les hypothèses mathématiques
précisées page 87.

81



contrôle optimal limite par j0 “ inf

pv,uqPE0

Jpv, uq. On note respectivement pv˚
✏ , u

˚
✏ q et pv˚, u˚q

les solutions optimales du problème dépendant de ✏ et du problème limite. Pour que la
solution pv˚

✏ , u
˚
✏ q converge vers la solution pv˚, u˚q (ce qui serait l’analogue du résultat

démontré dans ce chapitre), il faut, entre autres, assurer le passage à la limite dans le
problème d’optimisation lorsque ✏ tend vers 0. En particulier, l’égalité suivante doit être
vérifiée :

lim

✏Ñ0
j✏ “ j0. (3.4)

Remarque 3.1.1 Ceci est une condition nécessaire mais non suffisante. En effet, une
autre condition est que si pv˚

✏ , u
˚
✏ q est une solution optimale du problème dépendant de ✏

et si pv˚
✏ , u

˚
✏ q tend vers pv˚, u˚q, alors pv˚, u˚q est une solution optimale pour le problème

limite.

Cependant, l’égalité (3.4) n’est pas toujours vérifiée. Pour l’illustrer, nous reprenons un
contre-exemple de Haraux et Murat dans [44], théorème 3.1, page 58.
L’équation d’état mise à l’échelle, c’est-à-dire dépendant d’un paramètre ✏ • 0, est donnée
par :

✏Lz ` gpzq “ v (3.5)

où L est un opérateur auto-adjoint dans L2p⌦q et g : R Ñ R est une fonction non linéaire
continue telle qu’il existe M P R` pour lequel, @z P R, |gpzq| § Mp1 ` |z|pq avec p • 1

réel.
On considère la fonctionnelle convexe sur L2p⌦q ˆL2pp⌦q dépendant d’un paramètre réel
N ° 0 définie par :

Jpv, zq “
ª

⌦

|z ´ zd|2p dx ` N

ª

⌦

|v|2 dx,

où zd P L2pp⌦q.
L’ensemble des contrôles admissibles est Uad fermé dans L2p⌦q. On cherche donc

j✏ :“ inf

vPU
ad

Jpv, zq

avec pv, zq satisfaisant (3.5).

Théorème 3.1.1 Soient � ° 0 et ⌦ “s0, T r avec T “ C0

�
1
3

et C0 “ 2

5
6

≥T

0
dt?
t´t4

. Soit
Lu “ u2 pour u P DpLq avec

DpLq “ H2p⌦q X H1
0 p⌦q :“ D1,
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ou
DpLq “ tu P H2p⌦q, u1p0q “ u1pT q “ 0u :“ D2,

ou
DpLq “ tu P H2p⌦q, up0q “ upT q et u1p0q “ u1pT q “ 0u :“ D3.

Soit Uad Ä L2p⌦q un sous-ensemble fermé tel que

t�Idu Ä Uad Ä tv P L2p⌦q, v • �u. (3.6)

On pose p “ 3. Enfin, soient gpuq “ u3 et zd “ ´C avec C • 3p�2 q 1
3 . Alors, on a

lim

nÑ`8
sup j1{n2Jpv, zq † j0, (3.7)

où E1{n2 “ tpv, zq P Uad ˆ pL2pp⌦q X DpLqq, 1
n2Lz ` gpzq “ vu, et ce quelle que soit la

valeur de N ° 0.

Preuve. Soit ' solution sur R de

'2 ` '3 “ �, 'p0q “ '1p0q “ 0.

D’après le lemme 4.10 de Haraux et Murat pages 65-66, on a ' P C8pRq avec

@x P R, 0 § 'pxq § p 1

4�
q 1
3 (3.8)

et ' est périodique de période
T “ C0

�
1
3

.

De plus, on a

'pT {2q § p 1

4�
q 1
3 . (3.9)

Prenons 'npxq “ 'pnxq pour tout n P N, pour tout x P ⌦. Nous allons étudier j✏ pour
✏ “ 1

n2 . On a bien sûr 'n P D1 XD2 XD3 et 1
n2'

2
n `'3

n “ � dans ⌦, donc p�,'nq P E1{n2 .
On a aussi

j1{n2 “ inf

pv, 
n

qPE1{n2

Jpv, nq § Jp�,'nq “
ª T

0

|'npxq ` C|6 dx ` N

ª T

0

�2 dx

“
ª T

0

|'pnxq ` C|6 dx ` N�2T “
ª T

0

|'pxq ` C|6 dx ` N�2T,

soit

j1{n2 §
ª T

0

|'pxq ` C|6 dx ` N�2T , pour tout n ° 0. (3.10)

83



L’équation d’état associée à j0 est '3pxq “ vpxq. Comme v • � ° 0, on peut définir v
1
3 .

On en déduit grâce à (3.6) que :

j0 “ inf

vPU
ad

Jpv, v 1
3 q “ inf

vPU
ad

´

ª T

0

|v 1
3 ` C|6 dx ` N

ª T

0

v2 dx
¯

“ T |�1{3 ` C|6 ` N�2T.

(3.11)

Afin de comparer (3.10) et (3.11), nous allons montrer que
ª T

0

|'pxq ` C|6 dx † T |�1{3 ` C|6.

Cela prouvera grâce à (3.10) que la limite de j1{n2 ne peut être j0 donné par (3.11).
Pour cela, on introduit le lemme suivant :

Lemme 3.1.1 Soient F P C1psm,M rq X Cprm,M sq : rm,M s Ñ R une fonction convexe
et w : r0, T s Ñ R une fonction continue avec inf

xPr0,T s
wpxq “ m, sup

xPr0,T s
wpxq “ M . Si F

n’est pas affine sur tout rm,M s, alors

F
´

1

T

ª T

0

wpxq dx
¯

† 1

T

ª T

0

F pwpxqq dx. (3.12)

Preuve. Soit F 1 “ f et w̄ “ 1
T

≥T

0 wpxq dx Psm,M r. La fonction F étant convexe, on a

F pwq ´ F pw̄q • fpw̄qpw ´ w̄q @w P rm,M s. (3.13)

On pose ⇢pxq “ F pwq ´F pw̄q ´ fpw̄qpw ´ w̄q qui, d’après (3.13), est positif sur r0, T s. De
plus,

0 § 1

T

ª T

0

⇢pxq dx “ 1

T

ª T

0

F pwpxqq dx ´ F pw̄q ´ 1

T
fpw̄q

ª T

0

pwpxq ´ w̄q dx

“ 1

T

ª T

0

F pwpxqq dx ´ F pw̄q ´ 1

T
fpw̄q

ª T

0

wpxq dx ` fpw̄qw̄

“ 1

T

ª T

0

F pwpxqq dx ´ F pw̄q.

Donc 1
T

≥T

0 F pwpxqq dx ´ F pw̄q est positif. Dans le cas où ⇢pxq “ 0, on aurait l’égalité
F pwq ´ F pw̄q “ fpw̄qpw ´ w̄q pour tout x P r0, T s : cela signifierait que la fonction F est
affine sur rm,M s, ce qui n’est pas la cas. On a donc 1

T

≥T

0 F pwpxqq dx ´ F pw̄q ° 0. D’où

1

T

ª T

0

F pwpxqq dx ´ F pw̄q ° 0 ô 1

T

ª T

0

F pwpxqq dx ° F pw̄q

ô 1

T

ª T

0

F pwpxqq dx ° F
´

1

T

ª T

0

wpxq dx
¯

.
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Pour montrer que
ª T

0

|'pxq ` C|6 dx † T
ˇ

ˇv1{3 ` C
ˇ

ˇ

6
,

nous allons utiliser le Lemme 3.1.1 en prenant F ptq “ ´pt 1
3 `Cq6 P Cpr0, 4�sqXC2ps0, 4�rq.

On calcule pour t ° 0 :
F 1ptq “ ´2t´ 2

3 pt 1
3 ` Cq5,

F 2ptq “ 4

3

t´ 5
3 pt 1

3 ` Cq5 ´ 10

3

t´ 4
3 pt 1

3 ` Cq4 “ 2

3

t´ 5
3 pt 1

3 ` Cq4p2C ´ 3t
1
3 q.

Comme C • 3p�2 q 1
3 , on a 2C ´ 3t

1
3 • 3p4�q 1

3 ´ 3t
1
3 “ 3pp4�q 1

3 ´ t
1
3 q. Comme t Ps0, 4�s,

2C ´ 3t
1
3 • 0.

On en déduit donc que F 2 • 0 sur s0, 4�s. De plus, F n’est jamais affine sur r0, 4�s.
On intègre '2 ` '3 “ � sur s0, T r :

1

T

ª T

0

'
2pxq dx ` 1

T

ª T

0

'3pxq dx “ 1

T

ª T

0

� dx.

Grâce aux conditions aux bords vérifiées par ' et à sa périodicité, on trouve

1

T

ª T

0

'3pxq dx “ 1

T

ª T

0

� dx “ �.

On applique le Lemme 3.1.1 avec m “ 0, M “ 4� et wpxq “ '3pxq pour tout x P r0, T s :

F
´

1

T

ª T

0

wpxq dx
¯

† 1

T

ª T

0

F pwpxqq dx ñ F
´

1

T

ª T

0

'3pxq dx
¯

† 1

T

ª T

0

F p'3pxqq dx

ñ F p�q † ´ 1

T

ª T

0

p'pxq ` Cq6 dx

ñ ´p� 1
3 ` Cq6 † ´ 1

T

ª T

0

p'pxq ` Cq6 dx ô 1

T

ª T

0

p'pxq ` Cq6 dx † p� 1
3 ` Cq6.

Finalement, on en conclut en prenant la limite supérieure dans (3.10) que

lim

nÑ`8
sup j1{n2 † j0.

Le théorème 3.1 est prouvé et l’égalité (3.4) n’est donc pas vérifiée.
On pourra trouver d’autres exemples pour lesquels il n’y a pas convergence de la

solution d’un problème de contrôle perturbé vers la solution du problème de contrôle
limite dans le livre de Kogut et al. [49], Partie I, Chapitre 5, exemples 5.1 et 5.2.
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3.2 Présentation des problèmes d’optimisation dépen-
dant de ✏ et limite

3.2.1 Hypothèses mathématiques

Soit T le temps maximal de l’étude,

0 † T § `8.

On rappelle que

E0 “ tq P L2p0, T ;L2p⌦qq; 0 § qpt, xq § p̄ presque partout dans ⌦ ˆ p0, T qu,

E “ tq P L2p0, T ;L2p⌦qq X W 1,1p0, T ;Xq; 0 § qpt, xq § p̄ presque partout dans ⌦T ,

}↵Btq}L1p0,T ;Xq § Cpu

$

’

’

&

’

’

%

où X est tel que L2p⌦q s’injecte continûment dans X, Cp ° 0 est une constante donnée

et ↵ P R est défini par ↵ “
#

0 si g “ gpt, x, pq tel que ✏p ` g est indépendant de p,
1 sinon.

On note bien sûr que E0 “ E lorsque ↵ “ 0. On pose enfin pour tout ✏ ° 0

E✏ “ tq P L2p0, T ;L2p⌦qq X W 1,1p0, T ;Xq; 0 § qpt, xq § p̄ presque partout dans ⌦T ,

}✏↵Btq}L1p0,T ;Xq § Cpu.
Lorsque ✏ Ñ 0, l’ensemble E✏ tend vers E0.
On reprend les mêmes hypothèses qu’au chapitre précédent, à savoir :

— l’opérateur Spvq est supposé donné par (1.2) avec ↵L • ↵T • 0. Notons que d’après
la définition (1.2) du tenseur de dispersion, on a

Spvq⇠ ¨ ⇠ • pSm ` ↵T |v|q |⇠|2 , |Spvq⇠| § pSm ` ↵L |v|q |⇠| @⇠ P RN .

On suppose que Sm ° 0. On suppose qu’il existe des réels ´ et ` avec 0 † ´ § `
tels que le tenseur de perméabilité vérifie :

⇠ ¨ ⇠ • ´ |⇠|2 et |⇠| § ` |⇠| , @⇠ P RN ;
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— on suppose que B⌦ est de classe C2 et qu’une des deux hypothèses suivantes est
vérifiée (afin d’assurer v P L8p⌦T q) :

 P pC1p¯⌦qqNˆN et �1 P W 2,pp¯⌦q avec p ° N ,

 “ ˚Id avec ˚
:

¯

⌦ Ñ R et ˚ P C1p¯⌦q et �1 P W 2,pp¯⌦q avec p ° N

2

;

— on suppose que la fonction x fiÑ rp✏, xq est dérivable à dérivée bornée sur r0, 1s et
telle que rp✏, 0q “ 0, rp✏, 1q ` g • 0, et ce pour tout 0 † ✏ † ✏0 où ✏0 ° 0 ;

— posant pour tout 0 † ✏ † ✏0 et x P r0, 1{✏s, r✏pxq “ rp✏, ✏xq{✏, on suppose que r✏
converge simplement vers r̃ ;

— on suppose que r̃ est concave, dérivable à dérivée bornée sur R` ;

— le facteur de retard est tel que R ° 0 ;

— la concentration initiale est c0 P L8p⌦q avec 0 § c0pxq § 1 presque partout dans
⌦ ;

— la fonction g appartient à L8p⌦T q ;

— la fonction f est continue 2, strictement concave et définie sur ⌦ ˆ r0, p̄s ;

— pour presque tout x P ⌦, l’opérateur c P L2p⌦T q fiÑ Dpx, cq P Mp⌦T q est croissant,
strictement convexe, hémicontinu et borné au sens où il existe h P L1p⌦T q tel que
|Dpx, cq| § hpt, xq presque partout dans ⌦T , pour tout c P L2p⌦T q ;

— la porosité  appartient à L8p⌦q et il existe  ´ et  ` des réels tels que

0 †  ´ §  pxq §  `, presque pour tout x P ⌦ ;

— dans le cas de conditions aux bords de type Dirichlet pour la concentration (c “ c1
sur B⌦ ˆ p0, T q, (1.11)), on supposera la régularité suivante pour c1 :

c1 P H1p0, T ;L2p⌦q X L2p0, T ;W 1,8p⌦qq si ↵T “ 0,

c1 P H1p0, T ;L2p⌦q X L2p0, T ;W 1,4p⌦qq si ↵T ° 0 ;

2. L’hypothèse de continuité de f par rapport à p peut être légèrement assouplie en supposant f

semi-continue supérieurement et bornée par rapport à p, cf Remarque 1.2.1.
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— dans le cas de conditions aux bords de type Neumann pour la charge hydraulique
(´r� ¨ n “ v1 sur B⌦ ˆ p0, T q, (1.12)), on supposera

v1 P L2pB⌦q.

Remarque 3.2.1 Explicitons l’hypothèse de convergence simple de r✏ vers r̃ dans le cas
simple où le terme de réaction issu du processus d’adimensionnement est rp✏, ✏ĉpq “
rp✏ĉpq, c’est-à-dire le cas où les paramètres caractéristiques de la réaction ne dépendent
pas de ✏. Supposer l’existence de r̃ revient alors à supposer que r1p0q existe. Ce n’est
donc pas une hypothèse supplémentaire. Notons qu’alors, pour ✏c✏ au voisinage de 0, on
peut écrire rp✏c✏q “ rp0q ` ✏c✏r1p0q ` ✏c✏⌘p✏c✏q avec lim✏c

✏

Ñ0 ⌘p✏c✏q “ 0, où rp0q “ 0 par
hypothèse. Si c✏ converge de façon adéquate vers c, on a alors r✏pc✏q “ rp✏c✏q{✏ qui converge
vers r̃pcq “ r1p0qc. On est donc dans le cas où à la limite l’isotherme est linéaire. Mais
en tenant compte d’une potentielle dépendance de r en ✏, i.e. rp✏, ✏ĉpq, on doit envisager
à la limite des isothermes variés.

3.2.2 Problème dépendant de ✏

Dans le problème d’optimisation dépendant de ✏, la fonctionnelle à optimiser dans E
est celle introduite précédemment :

Jpp✏, c✏,p
✏

q “
ª

R`

ˆ

ª

⌦

fpx, p✏q ´ Dpx, c✏,p
✏

q dx
˙

e´⇢t dt.

L’équation d’état associée est le modèle d’équations aux dérivées partielles dépendant
de ✏ régissant le problème hydrogéologique. Nous introduisons une définition de solution
faible appropriée à cette "équation" en ✏.

Définition 3.2.1 Soit p✏ P E0. L’équation d’état désigne le système

R Btpc✏,p
✏

q ´ divp Spv✏,p
✏

qrc✏,p
✏

q ` v✏,p
✏

¨ rc✏,p
✏

“ ´r✏pc✏,p
✏

q ` p✏p1 ´ ✏c✏,p
✏

q ´ gc✏,p
✏

(3.14)

divpv✏,p
✏

q “ ✏p✏ ` g, v✏,p
✏

“ ´r�✏,p
✏

, (3.15)

dans ⌦ ˆ p0, T q, complété par les conditions initiales et aux bords

Spv✏,p
✏

qrc✏,p
✏

¨ n “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, c✏,p
✏

|t“0 “ c0 dans ⌦ (3.16)

�✏,p
✏

“ �1 sur B⌦ ˆ p0, T q. (3.17)
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Un couple pc✏,p
✏

,�✏,p
✏

q, avec c✏,p
✏

P L2p0, T ;H1p⌦qq et �✏,p
✏

P L8p0, T ;H2p⌦qq, est solution
faible de (3.14)-(3.17) au sens où pour toute fonction test ' P H1p0, T ;H1p⌦qq avec
'|t“T “ 0, on a :

´
ª

⌦
T

R c✏,p
✏

Bt' dx dt ´
ª

⌦

R c0'|t“0 dx `
ª

⌦
T

pv✏,p
✏

¨ rc✏,p
✏

q' dx dt

`
ª

⌦
T

 Spv✏,p
✏

qrc✏,p
✏

¨ r' dx dt “
ª

⌦
T

´

´r✏pc✏,p
✏

q ` p✏p1 ´ ✏c✏,p
✏

q ´ gc✏,p
✏

¯

' dx dt,

(3.18)

ª

⌦
T

div v✏,p
✏

' dx dt “
ª

⌦
T

p✏p✏ ` gq' dx dt, (3.19)

et pour tout  P L1p0, T ;H1
0 p⌦qq,

ª

⌦
T

v✏,p
✏

¨ r dx dt “
ª

⌦
T

´r�✏,p
✏

¨ r dx dt, (3.20)

�✏,p
✏

“ �1 sur B⌦ ˆ p0, T q. (3.21)

Nous pouvons alors définir le sous-ensemble Ec de E contraint par l’équation d’état :

Ec “ tp✏ P E✏; Dpc✏,p
✏

,�✏,p
✏

q solution faible du système (3.14)-(3.17) associé à p✏
au sens de la Définition 3.2.1u.

Mais au vu des résultats du paragraphe 2.3 du Chapitre 2, on a Ec “ E✏.
Notre problème de contrôle optimal peut alors être défini comme suit.

Définition 3.2.2 Trouver pp˚
✏ , c

˚
✏ ,�

˚
✏ q tels que

Jpp˚
✏ , c

˚
✏ q “ max

p
✏

PE
✏

Jpp✏, c✏,p
✏

q
et pc˚

✏ “ c✏,p
✏̊

,�˚
✏ “ �✏,p

✏̊

q est solution faible du système (3.14)-(3.17) associé à p˚
✏ au sens

de la Définition 3.2.1.

On rappelle le résultat d’existence issu du Théorème 2.4.2 (mais qui sera re-démontré
dans le présent chapitre avec une autre méthode, voir au paragraphe 3.5) :

Proposition 3.2.1 Soit ✏ ° 0. 3 Il existe une solution pp˚
✏ , c

˚
✏ ,�

˚
✏ q au problème de contrôle

optimal au sens de la Définition 3.2.2 telle que pour tout T ° 0, c˚
✏ P H1 p0, T ;W´1,4p⌦qqX

L2 p0, T ;H1p⌦qq, v˚
✏ P L8p0, T ;L8p⌦qq et 0 § c˚

✏ pt, xq § 1
✏ presque partout dans ⌦ ˆ R.

3. La preuve du principe du maximum 0 § c

˚
✏ §

1
✏ presque partout dans ⌦ ˆ p0, T q présuppose que

la condition initiale vérifie 0 § c0pxq §

1
✏ presque partout dans ⌦ ˆ p0, T q. Comme c0 est supposée telle

que c0pxq • 0 presque partout et que c0 P L

8
p⌦T q, la Proposition 3.2.1 est plus rigoureusement vraie

pour tout ✏ ° 0 tel que ✏ † sup⌦T
c0.
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Remarque 3.2.2 L’équation d’état est :

R Btc˚
✏ ` v˚

✏ ¨ rc˚
✏ ´ divp Spv˚

✏ qrc˚
✏ q “ ´r✏pc˚

✏ q ´ gc˚
✏ ` p˚

✏ p1 ´ ✏c˚
✏ q.

L’estimation 0 § c˚
✏ § 1

✏ (qui équivaut à 0 § ✏c˚
✏ § 1) presque partout pour le problème

dépendant de ✏ est due au terme p1 ´ ✏c˚
✏ q (voir le Chapitre 2).

Remarque 3.2.3 À ✏ ° 0 fixé, chercher le contrôle optimal dans E✏ est bien sûr équi-
valent à le chercher dans E. Nous avons cependant choisi de mentionner la dépendance
en ✏ car nous utiliserons plus loin une suite de contrôles optimaux (✏ fiÑ p˚

✏ ) et nous
voulons insister sur le fait que la borne du contrôle dans W 1,1p0, T ;Xq peut être choisie
arbitrairement grande.

3.2.3 Problème limite

La fonctionnelle à optimiser dans le problème d’optimisation limite est toujours la
suivante

Jpp, cpq “
ª

R`

ˆ

ª

⌦

fpx, pq ´ Dpx, cpq dx
˙

e´⇢t dt,

mais cette fois-ci dans E0. En effet, l’espace E0 est l’espace "naturel" de recherche de
l’optimum puisque, au vu de l’équation d’état définissant la vitesse qui ne dépend pas de
p (voir par exemple (3.27) quelques lignes plus bas), l’espace E doit être caractérisé par
↵ “ 0 ici, et on a donc E “ E0.
L’équation d’état associée est le modèle d’équations aux dérivées partielles régissant le
problème hydrogéologique après upscaling. Nous introduisons une définition de solution
faible appropriée à cette "équation" limite.

Définition 3.2.3 Soit p P E0. L’équation d’état désigne le système

R Btc ´ divp Spvqrcq ` v ¨ rc “ ´r̃pcq ` p ´ gc (3.22)

divpvq “ g, v “ ´r�, (3.23)

dans ⌦ ˆ p0, T q, complété par les conditions initiales et aux bords

Spvqrc ¨ n “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, c|t“0 “ c0 dans ⌦ (3.24)

� “ �1 sur B⌦ ˆ p0, T q. (3.25)
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Un couple pc,�q, avec c P L2p0, T ;H1p⌦qq et � P L8p0, T ;H2p⌦qq, est solution faible de
(3.22)-(3.25) au sens où pour toute fonction test ' P H1p0, T ;H1p⌦qq avec '|t“T “ 0, on
a :

´
ª

⌦
T

R cBt' dx dt ´
ª

⌦

R c0'|t“0 dx `
ª

⌦
T

pv ¨ rcq' dx dt

`
ª

⌦
T

 Spvqrc ¨ r' dx dt “
ª

⌦
t

`´r̃pcq ` p� ` pqp1 ´ cq ´ gc
˘

' dx dt, (3.26)

ª

⌦
T

div v' dx dt “
ª

⌦
T

g' dx dt, (3.27)

et pour tout  P L1p0, T ;H1
0 p⌦qq,

ª

⌦
T

v ¨ r dx dt “
ª

⌦
T

´r� ¨ r dx dt, (3.28)

� “ �1 sur B⌦ ˆ p0, T q. (3.29)

Nous pouvons alors définir le sous-ensemble Ec0 de E0 contraint par l’équation d’état :

Ec0 “ tp P E0; Dpcp,�q solution faible du système (3.22)-(3.25) associé à p

au sens de la Définition 3.2.3u.
D’après les résultats du Chapitre 2, paragraphe 2.3, on a en fait Ec0 “ E0.
On remarque que � définie par (3.28)-(3.29) est de fait indépendante de p. Ce n’est donc
plus une inconnue du problème.
Notre problème de contrôle optimal peut alors être défini comme suit.

Définition 3.2.4 Trouver pp˚, c˚q tels que

Jpp˚, c˚q “ max

pPE
c0

Jpp, cpq

et pc˚,�q est solution faible du système (3.22)-(3.25) associé à p˚ au sens de la Définition
3.2.3.

3.3 Résultats de stabilité pour le problème d’état
Dans ce paragraphe, on étudie les propriétés de stabilité de toute solution faible du

problème (3.14)-(3.15), (3.16)-(3.17), en fonction des variations de ✏ et p. Nous commen-
çons par quelques estimations uniformes.
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Proposition 3.3.1 Soient 0 † ✏ † ✏0 et p P E✏. Toute solution faible pc✏,p,�✏,pq de (3.14)-
(3.15) muni de (3.16)-(3.17), satisfait les estimations uniformes suivantes, en fonction
de p et ✏ :

}�✏,p}L8p0,T ;W 1,8p⌦qq § C, (3.30)
}c✏,p}L8p0,T ;L2p⌦qqXL2p0,T ;H1p⌦qq § C, (3.31)
} Btc✏,p}L2p0,T ;H´1p⌦qq § C. (3.32)

Preuve. Nous commençons par les résultats sur la charge hydraulique �✏,p. En multipliant
(3.15) par �✏,p ´ �1 et en intégrant par parties sur ⌦, on a

ª

⌦

r�✏,p ¨ r�✏,p dx “
ª

⌦

r�✏,p ¨ r�1 dx `
ª

⌦

p✏p ` gqp�✏,p ´ �1q dx.
En utilisant les hypothèses sur , �1, g et les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young,
et en gardant en tête que p P E✏ satisfait 0 § p § p̄ presque partout dans ⌦T , on tire de
la dernière relation que

´

ª

⌦

|r�✏,p|2 dx § ⌘

ª

⌦

|r�✏,p|2 dx ` ⌘

ª

⌦

|�✏,p ´ �1|2 dx ` C

⌘

pour tout ⌘ ° 0. En utilisant l’inégalité de Poincaré, on écrit ⌘}�✏,p´�1}2L2p⌦q § ⌘C}r�✏,p´
r�1}2L2p⌦q § ⌘C}r�✏,p}2L2p⌦q ` C. On choisit ⌘ suffisamment petit afin d’obtenir l’estima-
tion uniforme suivante :

}�✏,p}L8p0,T ;H1p⌦qq § C. (3.33)
La régularité des hypothèses faites sur  et �1 nous permet d’améliorer le résultat. Posons
f “ ✏p ` g ` divp´r�1q, u✏,p “ �✏,p ´ �1 solution du problème de Dirichlet homogène

divp´ru✏,pq “ f dans ⌦T , u✏,p “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q. (3.34)

Comme �1 P L8p0, T ;W 2,pp¯⌦qq, on a f P L8p0, T ;Lpp⌦qq. Grâce au théorème de Niren-
berg (voir par exemple Ladyzhenskaja [53]), on a u✏,p P L8p0, T ;W 2,p

0 p⌦qq. Cela nous per-
met de multiplier (3.34), écrit sous la forme ´�u✏,p´r¨ru✏,p “ f , par |�u✏,p|s´2

�u✏,p,
s § p, et d’intégrer par parties dans ⌦. On obtient

´

ª

⌦

|�u✏,p|s dx §
ˇ

ˇ

ˇ

ª

⌦

|�u✏,p|s´2
�u✏,ppr ¨ ru✏,pq dx

ˇ

ˇ

ˇ

`
ˇ

ˇ

ˇ

ª

⌦

|�u✏,p|s´2
�u✏,pf dx

ˇ

ˇ

ˇ

. (3.35)

On calcule
ˇ

ˇ

ˇ

ª

⌦

|�u✏,p|s´2
�u✏,ppr ¨ ru✏,p ` fq dx

ˇ

ˇ

ˇ

§
ª

⌦

|�u✏,p|s´1p}r}L8p⌦q|ru✏,p| ` |f |q dx

§ C
´

ª

⌦

|�u✏,p|s dx
¯ps´1q{s´ª

⌦

|ru✏,p ` f |s dx
¯1{s

§ ⌘

ª

⌦

|�u✏,p|s dx ` C

⌘

ª

⌦

|ru✏,p ` f |s dx,
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pour tout ⌘ ° 0. La dernière relation dans (3.35) donne, en choisissant ⌘ suffisamment
petit : pour tout s § p,

ª

⌦

|�u✏,p|s dx § C

ª

⌦

|ru✏,p ` f |s dx. (3.36)

Nous allons maintenant distinguer nos calculs en fonction de l’hypothèse p ° N ou
p ° N{2 et de la diffusion isotropic, à savoir  “ ̃Id avec ̃ P C1p¯⌦q.

On suppose d’abord p ° N . Comme on a (3.33), on déduit de la relation (3.36)
pour s “ 2 que }�u✏,p}L8p0,T ;L2p⌦qq § C. Cela signifie qu’il existe ˜f P L8p0, T ;L2p⌦qq,
} ˜f}L8p0,T ;L2p⌦qq § C, tel que u✏,p satisfait

�u✏,p “ ˜f dans ⌦T , u✏,p “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q.

Donc u✏,p est uniformément borné dans L8p0, T ;H2
0 p⌦qq. En particulier, ru✏,p est unifor-

mément borné dans L8p0, T ;H1
0 p⌦qq, et, grâce aux injections Sobolev, dans L8p0, T ;L4p⌦qq.

À présent, on choisit s “ minpp, 4q dans (3.36). On a

}�u✏,p}L8p0,T ;Lsp⌦qq § C.

La même estimation uniforme est vérifiée pour �✏,p “ u✏,p ` �1 grâce à la régularité �1.
Comme s ° N , le dernier résultat est suffisant pour prouver (3.30) grâce, une fois encore,
au théorème de Nirenberg et aux injections de Sobolev.

On suppose maintenant que p ° N{2 et que  “ ˚Id, ˚ P C1p¯⌦q. Comme on a
(3.33), en choisissant s “ minpp, 2q dans (3.36), on obtient que �u✏,p est uniformément
borné dans L8p0, T ;Lsp⌦qq. On suppose pour simplifier que minpp, 2q “ p. On en déduit
que u✏,p est uniformément borné dans L8p0, T ;W 2,p

0 p⌦qq. Il en est de même pour �✏,p “
u✏,p ` �1. Cette borne et la structure spécifique de  donnent }rotpv✏,pq}L8p0,T ;W 1,pp⌦qq “
}r ^ r�✏,p}L8p0,T ;W 1,pp⌦qq § C. En particulier, grâce aux injections de Sobolev,
}rotpv✏,pq}L8p0,T ;Lqp⌦qq § C pour un q ° N car p ° N{2.
On sait aussi que } divpv✏,pq}L8p0,T ;Lqp⌦qq “ }✏p ` g}L8p⌦

T

q § C.
Rappelons que Hqprot, div,⌦q :“ tu P pLqp⌦qqN ; rotpuq P pLqp⌦qqN , divpuq P Lqp⌦qu est
un espace de Hilbert lorsqu’il est muni de la norme

`}u}pLqp⌦qq3 ` }rotpuq}pLqp⌦qq3 ` } divpuq}Lqp⌦q
˘1{q

et est tel que Hqprot, div,⌦q Ä pW 1,q
loc p⌦qq3. On peut dire que v✏,p est uniformément borné

dans L8p0, T ;W 1,q
loc p⌦qq où q ° N . Grâce au théorème de Rellich-Kondrachov, on montre

que v✏,p est aussi uniformément borné dans L8p⌦T q.
Nous regardons à présent les estimations uniformes de la concentration. Soit ⌧ Ps0, T r.

On multiplie (3.14) par c✏,ppt, xq�r0,⌧ sptq, �U étant la fonction caractéristique de l’ensemble
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U , et on intègre par parties sur ⌦T . Grâce à la définition du tenseur Spv✏,pq, on a

R

2

ª

⌦

 |c✏,pp⌧, xq|2 dx`
ª ⌧

0

ª

⌦

 ´pSm `↵T |v✏,p|q|rc✏,p|2 dx dt`
ª ⌧

0

ª

⌦

pv✏,p ¨rc✏,pqc✏,p dx dt

`
ª ⌧

0

ª

⌦

r✏pc✏,pqc✏,p dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

pg ` ✏pqc2✏,p dx dt ´
ª ⌧

0

ª

⌦

pc✏,p dx dt § R

2

ª

⌦

 |c0|2 dx.

(3.37)

Avec les inégalité de Cauchy-Schwarz et de Young, on a
ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

r✏pc✏,pqc✏,p dx dt`
ª ⌧

0

ª

⌦

pg`✏pqc2✏,p dx dt´
ª ⌧

0

ª

⌦

pc✏,p dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

§ C`C

ª ⌧

0

ª

⌦

|c✏,p|2 dx dt.

La principale difficulté est liée à l’estimation du terme convectif. Ici, on la contourne
grâce au travail déjà fourni pour avoir une estimation uniforme sur la vitesse v✏,p dans
L8p⌦T q :

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

pv✏,p ¨ rc✏,pqc✏,p dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

§ }v✏,p}L8p⌦
T

q}rc✏,p}L2p⌦ˆp0,⌧qq}c✏,p}L2p⌦ˆp0,⌧qq

§ ⌘

ª ⌧

0

ª

⌦

|rc✏,p|2 dx dt ` C

⌘

ª ⌧

0

ª

⌦

|c✏,p|2 dx dt
pour tout ⌘ ° 0. En remplaçant les deux dernières relations dans (3.37) et en choisissant
⌘ suffisamment petit, on a :

R ´
2

ª

⌦

|c✏,pp⌧, xq|2 dx `  ´
2

ª ⌧

0

ª

⌦

pSm ` ↵T |v✏,p|q|rc✏,p|2 dx dt §

C ` C

ª ⌧

0

ª

⌦

|c✏,ppt, xq|2 dx dt.

On obtient donc (3.31) en utilisant le lemme de Gronwall.
On vérifie maintenant que  Btc✏,p est uniformément borné dans L2p0, T ;H´1p⌦qq. On

multiplie (3.14) par une fonction test ' dans L2p0, T ;H1
0 p⌦qq et on intègre par partie sur

⌦T . En gardant en tête les dernières estimations et le fait que 0 § c✏,ppt, xq § 1{✏ presque
partout dans ⌦T , on obtient

ˇ

ˇx Btc✏,p,'yL2p0,T ;H´1p⌦qqˆL2p0,T ;H1
0 p⌦qq

ˇ

ˇ “
ˇ

ˇ

ˇ

ª

⌦
T

 Btc✏,p ' dx dt
ˇ

ˇ

ˇ

§ C.

La Proposition 3.3.1 est démontrée.
À présent, nous allons prouver quelques résultats de compacité. Soient p✏nqnPN˚ et

ppnqnPN˚ deux suites de, respectivement, R˚
` et E✏. On note �n “ �✏

n

,p
n

, vn “ v✏
n

,p
n

,
cn “ c✏

n

,p
n

. On suppose que

✏n Ñ ✏0 dans R et pn á p0 faiblement dans L2p⌦T q
quand n tend vers l’infini.
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Proposition 3.3.2 Le résultat de compacité qui suit est vérifié pour des sous-suites (non
renommées par simplicité de notation) : il existe v P pL8p⌦T qqN et c P L2p0, T ;H1p⌦qq
tels que

cn Ñ c dans Lsp0, T ;L2p⌦qq, 1 § s † 2, presque partout dans ⌦T (3.38)

et, si de plus p✏n ´ ✏0qBt�1 est uniformément borné dans L1p0, T ;Xq,
vn Ñ v dans pL2p⌦T qqN et presque partout dans ⌦T , (3.39)

quand n tend vers l’infini.

Preuve. Au vue de (3.30), il existe une sous-suite de �n, non renommée par commodité,
et une fonction � P L8p0, T ;W 1,8p⌦qq telle que

�n á � faiblement dans Lqp0, T ;H1p⌦qq,
vn á v “ ´r� faiblement dans Lqp0, T ; pL2p⌦qqNq, @q • 1.

Nous allons prouver que r�n converge fortement vers r�.
Si ↵✏

n

“ 0 pour tout n • n0, n0 P N˚, ce qui signifie que le terme source ✏npn ` g dans
(3.15) ne dépend pas de n, alors �n “ � ne dépend pas de n pour n • n0 et le résultat
est obtenu directement. On suppose maintenant que pour tout n0 P N˚, il existe n • n0

tel que ↵✏
n

“ 1. On peut extraire une sous-suite, non-renommée, telle que ↵✏
n

“ 1 pour
tout n P N˚. On vérifie que �n ´ � est une solution faible du problème suivant :

´ divprp�n ´ �qq “ ✏npn ´ ✏0p0 dans ⌦T , �n ´ � “ 0 on B⌦.
On multiplie l’équation par �n ´ � et on intègre par parties sur ⌦T . On a

´

ª T

0

ª

⌦

|rp�n ´ �q|2 dx dt §
ª T

0

ª

⌦

p✏npn ´ ✏0p0qp�n ´ �q dx dt. (3.40)

Comme on a seulement supposé pn ´ p0 á 0 faiblement dans L2p⌦T q, on ne peut pas
passer directement à la limite dans le terme de droite de (3.40). Cependant, on sait,
grâce à la définition de E✏

n

, que Btp✏npn ´ ✏0p0q est uniformément borné dans L1p0, T ;Xq.
Comme Btp�n ´ �q satisfait

´ div

`

r`Btp�n ´ �q˘˘ “ Btp✏npn ´ ✏0p0q dans ⌦T , Btp�n ´ �q “ 0 sur B⌦ˆs0, T r,
la suite Btp�n ´ �q est uniformément bornée dans L1p0, T ;Xq. Ce dernier point et l’es-
timation (3.30) nous permettent d’utiliser un argument de compacité d’Aubin (voir par
exemple Moussa [68]) et d’assurer que �n ´ � Ñ 0 est dans L2p⌦T q. On utilise (3.40) de
la manière suivante :

´ lim

nÑ8

ª T

0

ª

⌦

|rp�n ´ �q|2 dx dt § lim

nÑ8

ª T

0

ª

⌦

p✏npn ´ ✏0p0qp�n ´ �q dx dt “ 0,
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grâce à la convergence forte de �n ´ �. Le résultat de convergence (3.39) s’en suit.
On tire de (3.31) qu’il existe une sous-suite, toujours notée cn par commodité, et une

fonction c P L8p0, T ;L2p⌦qq X L2p0, T ;H1p⌦qq telles que

cn á c faiblement dans L2p0, T ;H1p⌦qq.
Grâce à l’estimation (3.32), comme 0 †  ´ §  pxq §  ` presque pour tout x P ⌦, comme
H1p⌦q Ä L2p⌦q Ä H´1p⌦q et la première injection étant compacte, on peut utiliser une
version avancée du critère de compacité d’Aubin (voir Lemme 3.1 dans Galusinski et Saad
[36]) pour prouver que cn est séquentiellement compacte dans Lpp0, T ;L2p⌦qq pour tout
1 § p † 2. La Proposition 3.3.2 est démontrée.

3.4 Analyse mathématique du modèle faibles concen-
trations

Le théorème suivant établit le caractère bien posé du problème limite.

Théorème 3.4.1 Il existe une unique solution globale pp˚, c˚,�q au problème (3.22)-
(3.25), avec pour tout T ° 0, c˚ P C pr0, T s;L2p⌦qq X L2 p0, T ;H1p⌦qq et c˚px, tq • 0

presque partout dans R` ˆ ⌦, v P L8p0, T ;L8p⌦qq.
Remarque 3.4.1 L’existence de la solution au problème (3.22)-(3.25) posé sur p0, T q
pour tout T ° 0 peut être démontrée en suivant les lignes du paragraphe suivant. Elle
va aussi être démontrée par passage à la limite. Nous omettrons donc cette partie de la
preuve pour nous concentrer sur l’unicité. La positivité de c˚ sera quant à elle établie par
passage à la limite dans le paragraphe d’analyse asymptotique.

Remarque 3.4.2 La Remarque 2.3.2 sur le choix des conditions aux bords faite après la
Proposition 2.3.1 reste vraie.

Preuve. Soient pp˚
1 , c

˚
1 ,�q et pp˚

2 , c
˚
2 ,�q deux solutions optimales au problème de contrôle.

L’unicité de � est en effet évidente puisque l’équation définissant � est ici découplée de
celles définissant c˚ et indépendante de p˚. De plus, on gardera à l’esprit que les hypothèses
faites sur B⌦,  et �1 assurent que v “ ´r� appartient à L8p⌦T q (voir Proposition
2.3.1 au Chapitre 2).
On pose

Jopt :“ Jpp˚
1 , c

˚
1q “ Jpp˚

2 , c
˚
2q.

On regarde ce que vaut

J

ˆ

1

2

pp˚
1 ` p˚

2q, c1
˙

“
ª

R`

´

ª

⌦

´

fpx, 1
2

p˚
1 ` 1

2

p˚
2q ´ Dpx, c1q

¯

dx
¯

e´⇢t dt
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où c1 “ c 1
2 pp˚

1 `p˚
2 q, c’est-à-dire que c1 est solution de

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

R Btc1 ` v ¨ rc1 ´ divp Spvqrc1q “ ´r̃pc1q ´ gc1 ` 1
2pp˚

1 ` p˚
2q dans R` ˆ ⌦,

Spvqrc1 ¨ n “ 0 sur R` ˆ B⌦, c1|t“0 “ c0 dans ⌦,

où

#

divpvq “ g, v “ ´r�˚, dans R` ˆ ⌦,
� “ �1 sur R` ˆ B⌦,�1 P H1p⌦q.

(3.41)

Grâce à la propriété de stricte concavité de J , on sait déjà que si p˚
1 ‰ p˚

2 presque partout
dans R` ˆ ⌦,

J

ˆ

1

2

pp˚
1 ` p˚

2q , c1
˙

°
ª

R`

ˆ

ª

⌦

ˆ

1

2

fpx, p˚
1q ` 1

2

fpx, p˚
2q ´ Dpx, c1q

˙

dx

˙

e´⇢t dt. (3.42)

Comme D est convexe, il nous suffit maintenant de comparer Dpx, c1q et Dpx, cq où
c “ 1

2pc˚
1 ` c˚

2q.
D’après la Définition 3.2.4, c˚

1
2 ` c˚

2
2 est solution de

R Btpc
˚
1

2

` c˚
2

2

q ` v ¨ rpc
˚
1

2

` c˚
2

2

q ´ 1

2

div

´

 Spvqrpc˚
1 ` c˚

2q
¯

“ ´1

2

r̃pc˚
1q ´ 1

2

r̃pc˚
2q ´ gpc

˚
1

2

` c˚
2

2

q ` p˚
1

2

` p˚
2

2

,

c’est-à-dire :

R Btc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq “ ´1

2

r̃pc˚
1q ´ 1

2

r̃pc˚
2q ´ gc ` p˚

1

2

` p˚
2

2

dans R` ˆ ⌦. On va donc comparer les solutions c et c1 de
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

R Btc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq “ ´1
2 r̃pc˚

1q ´ 1
2 r̃pc˚

2q ´ gc ` p˚
1
2 ` p˚

2
2 dans R` ˆ ⌦,

R Btc1 ` v ¨ rc1 ´ divp Spvqrc1q “ ´r̃pc1q ´ gc1 ` p˚
1
2 ` p˚

2
2 dans R` ˆ ⌦,

Spvqrc ¨ n “ 0 sur R` ˆ B⌦, c|t“0 “ c0 dans ⌦,
Spvqrc1 ¨ n “ 0 sur R` ˆ B⌦, c1|t“0 “ c0 dans ⌦.

(3.43)

On pose C “ c ´ c1. Montrons que C • 0 presque partout dans R` ˆ ⌦.
En soustrayant les deux équations de (3.43), on voit que C est solution de

$

&

%

R BtC ` v ¨ rC ´ divp SpvqrCq “ ´ r̃pc˚
1 q
2 ´ r̃pc˚

2 q
2 ` r̃pc1q ´ gC dans R` ˆ ⌦

SpvqrC ¨ n “ 0 sur R` ˆ B⌦, C|t“0 “ 0 dans ⌦.
(3.44)
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On réécrit la première équation de (3.44) comme suit :

R BtC`v¨rC´divp SpvqrCq “ r̃
´

1

2

pc˚
1`c˚

2q
¯

´ r̃pc˚
1q
2

´ r̃pc˚
2q
2

´
´

r̃p1
2

pc˚
1`c˚

2qq´r̃pc1q
¯

´gC.

On pose C´ “ minp0, Cq § 0. On multiplie l’équation aux dérivées partielles ci-dessus
par C´ et on intègre par parties sur p0, ⌧q, ⌧ ° 0. On obtient

R 

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

ˇ

ˇC´ˇ

ˇ

2
dx dt `

ª ⌧

0

ª

⌦

 SpvqrC ¨ rC´ dx dt “ ´
ª ⌧

0

g
ˇ

ˇC´ˇ

ˇ

2
dx dt

`
ª ⌧

0

ª

⌦

´

r̃p1
2

pc˚
1 ` c˚

2qq ´ r̃pc˚
1q
2

´ r̃pc˚
2q
2

¯

C´ dx dt

´
ª ⌧

0

ª

⌦

´

r̃p1
2

pc˚
1 ` c˚

2qq ´ r̃pc1q
¯

C´ dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rCqC´ dx dt.

On utilise le fait que
ª

⌦

 SpvqrC ¨ rC´ dx •
ª

⌦

 ´Sm

ˇ

ˇrC´ˇ

ˇ

2
dx

et on applique le théorème des accroissements finis sur r̃. Pour le terme convectif, on écrit
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

pv ¨ rCqC´ dx dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ Sm ´
2

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇrC´ˇ

ˇ

2
dx dt ` C }v}L8p⌦

T

q

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇC´ˇ

ˇ

2
dx dt.

On a donc

R 

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

ˇ

ˇC´ˇ

ˇ

2
dx dt ´

ª ⌧

0

ª

⌦

´

r̃
´

1

2

pc˚
1 ` c˚

2q
¯

´ r̃pc˚
1q
2

´ r̃pc˚
2q
2

¯

C´

`
ª ⌧

0

ª

⌦

Sm ´
2

ˇ

ˇrC´ˇ

ˇ

2
dx dt §

´

}g}L8p⌦
T

q`2 }r̃1}L8p0,1q`C }v}L8p⌦
T

q

¯

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇC´ˇ

ˇ

2
dx dt.

Comme r̃ est concave, le terme ´
´

r̃
´

1
2pc˚

1 `c˚
2q

¯

´ r̃pc˚
1 q
2 ´ r̃pc˚

2 q
2

¯

C´ est positif. En utilisant
également le fait que Sm ° 0 et en appliquant le théorème de Gronwall, on trouve que

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇC´ˇ

ˇ

2
dx dt § 0,

soit C´ “ 0 donc C “ c ´ c1 • 0 pour presque tout x P ⌦, pour tout t P p0, ⌧q, pour tout
⌧ ° 0.
Comme D est croissante, on en déduit que Dpx, cq • Dpx, c1q donc ´Dpx, cq § ´Dpx, c1q
presque partout dans R` ˆ ⌦.
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On a alors (D étant de plus convexe), avec (3.42) :

Jp1
2

pp˚
1 ` p˚

2q, c1q °
ª

R`

ˆ

ª

⌦

1

2

fpx, p˚
1q ` 1

2

fpx, p˚
2q ´ Dpx, c1q dx

˙

e´⇢t dt

•
ª

R`

ˆ

ª

⌦

1

2

fpx, p˚
1q ` 1

2

fpx, p˚
2q ´ Dpx, cq dx

˙

e´⇢t dt

“
ª

R`

ˆ

ª

⌦

1

2

fpx, p˚
1q dx `

ª

⌦

1

2

fpx, p˚
2q dx ´

ª

⌦

Dpx, 1
2

c˚
1 ` 1

2

c˚
2q dx

˙

e´⇢t dt

•
ª

R`

ˆ

ª

⌦

1

2

fpx, p˚
1q dx ´

ª

⌦

1

2

Dpx, c˚
1q dx `

ª

⌦

1

2

fpx, p˚
2q dx ´

ª

⌦

1

2

Dpx, c˚
2q dx

˙

e´⇢t dt

“ 2 ˆ 1

2

Jopt

soit Jp1
2pp˚

1 ` p˚
2q, c1q ° Jopt où c1 “ c 1

2 pp˚
1 `p˚

2 q. D’où une contradiction avec la définition
de la valeur maximale Jopt.
La solution au problème (3.22)-(3.25) est donc unique.

Remarque 3.4.3 C’est pour pouvoir traiter le terme convectif dans la démonstration
précédente que nous nous sommes placés sous des hypothèses assurant v P L8p⌦T q. Si
N “ 2 et ↵T ° 0, ces hypothèses peuvent être relaxées (voir Remarque 2.3.3 du Chapitre
2).

3.5 Existence d’une solution aux problèmes de contrôle

Le but de ce paragraphe est de donner une nouvelle démonstration du Théorème 2.4.2.
L’idée est d’utiliser une première fois les méthodes que nous allons re-développer, mais
de manière plus fine, pour l’analyse asymtotique. Cette preuve n’est nouvelle que pour
la partie concernant le problème de contrôle optimal proprement dit. Tous les résultats
concernant l’analyse de l’équation d’état établis au Chapitre 2 (paragraphe 2.3) restent
nécessaires et nous y ferons appel.

Pour alléger les notations, nous écrirons le problème sous la forme générique suivante :

Trouver pp˚, c˚,�˚q tel que

Jpp˚, c˚q “ max

pPE
Jpp, cpq “

ª

R`

´

ª

⌦

pfpx, pq ´ Dpx, cpqq dx
¯

e´⇢t dt
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où

R Btcp ` v ¨ rcp ´ divp Spvqrcpq “ ´rpcpq ` pp1 ´ cpq ´ gcp dans ⌦T ,
divpvpq “ p ` g, vp “ ´r�p , dans ⌦T ,
Spvpqrcp ¨ n “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, cp|t“0 “ c0 dans ⌦,

�p “ �1 sur B⌦ ˆ p0, T q
et c˚ “ cp˚ , �˚ “ �p˚ . On rappelle que les hypothèses de ce chapitre (en particulier
les hypothèses sur r) assurent que pour tout p P E, on a bien entendu 0 § ppt, xq § p̄
presque partout dans ⌦T , mais aussi 0 § cppt, xq § 1 (voir le principe du maximum établi
au Chapitre 2 (paragraphe 2.3, pages 62-63). Les hypothèses sur les fonctions f et D
permettent donc d’assurer que

tJpp, cpq; p P Eu
est une partie majorée de R. Elle admet donc une borne supérieure, que nous noterons
J˚ dans la suite. Notre but est maintenant de prouver qu’il existe pp˚, c˚ “ cp˚q tel que

J˚ “ Jpp˚, c˚q,
c’est-à-dire que la borne supérieure est en fait un maximum.

Par définition de la borne supérieure, on peut construire une suite ppnqnPN Ä E,
associée à une suite pcn “ cp

n

,�n “ �p
n

qnPN de solutions à l’équation d’état, telle que

lim

nÑ8
Jppn, cnq “ J˚.

D’après le Chapitre 2, on a les estimations uniformes suivantes, pour tout T ° 0 :

}pn}L2p⌦
T

q § C, 0 § pnpt, xq § p̄ presque partout dans ⌦T ,
}�n}L8p0,T ;H1p⌦qq § C,

}cn}L2p0,T ;H1p⌦qqXH1p0,T ;W´1,4p⌦qq § C, 0 § cnpt, xq § 1 presque partout dans ⌦T .

Il existe donc pp˚, c˚,�˚q tel que, pour tout q • 2, pour tout T ° 0, il existe une suite
extraite non renommée par commodité telle que :

cn á c˚ faiblement dans Lqp0, T ;L2p⌦q X L2p0, T ;H1p⌦qq,
�n á �˚ faiblement dans Lqp0, T ;H1p⌦qq,
vn á v˚ “ ´r�˚ faiblement dans Lqp0, T ;L2p⌦q.

Comme au Chapitre 2 (pages 70 à 71), on peut de plus montrer par un raisonnement de
type compacité d’Aubin que :

cn Ñ c˚ dans L2p⌦T q,
�n Ñ �˚ dans L2p⌦T q.
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Ces résultats sont suffisant pour passer à la limite dans

R Btcn ` v ¨ rcn ´ divp Spvnqrcnq “ ´rpcnq ` pnp1 ´ cnq ´ gcn dans ⌦T ,
divpvnq “ pn ` g, vp “ ´r�n , dans ⌦T ,
Spvnqrcn ¨ n “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, cn|t“0 “ c0 dans ⌦,
�n “ �1 sur B⌦ ˆ p0, T q.

On prouve ainsi que la limite pc˚,�˚q de pcn,�nq est solution de l’équation d’état associée
à p˚, c’est-à-dire c˚ “ cp˚ , �˚ “ �p˚ pour reprendre les notations précédentes. On sait de
plus que 0 § c˚pt, xq § 1 presque partout dans ⌦T .

Nous allons terminer la preuve en montrant que

lim

nÑ8
Jppn, cnq “ Jpp˚, c˚q.

Comme lim

nÑ8
Jppn, cnq est aussi supposée égale à J˚, la preuve sera alors terminée. De la

convergence forte de cn vers c˚ et de la monotonie de la fonction D, on tire par convergence
dominée que

lim

nÑ8

ª T

0

´

ª

⌦

Dpx, cnq dx
¯

e´⇢t dx “
ª T

0

´

ª

⌦

Dpx, c˚q dx
¯

e´⇢t dx.

On a donc

J˚ “ lim

nÑ8

ª T

0

´

ª

⌦

pfpx, pnq ´ Dpx, cnqq dx
¯

e´⇢t dx

“ lim

nÑ8

ª T

0

´

ª

⌦

fpx, pnq dx
¯

e´⇢t dx ´
ª T

0

´

ª

⌦

Dpx, c˚q dx
¯

e´⇢t dx

“ limnÑ8

ª T

0

´

ª

⌦

fpx, pnq dx
¯

e´⇢t dx ´
ª T

0

´

ª

⌦

Dpx, c˚q dx
¯

e´⇢t dx.

Or, de la concavité de f et du théorème de faible semi-continuité inférieure des fonctions
concaves (Tartar [78]), on tire :

ª T

0

´

ª

⌦

fpx, p˚q dx
¯

e´⇢t dx • limnÑ8

ª T

0

´

ª

⌦

fpx, pnq dx
¯

e´⇢t dx.

On conclut des deux précédentes relations que

J˚ § Jpp˚, c˚q “
ª T

0

´

ª

⌦

pfpx, p˚q ´ Dpx, c˚qq dx
¯

e´⇢t dt.

Or p˚ P E et c˚ “ cp˚ . On a donc par définition de la borne supérieure J˚ :

Jpp˚, c˚q § J˚.

On a bien démontré que Jpp˚, c˚q “ J˚. Ceci clôt la preuve.
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3.6 Analyse asymptotique
Nous allons à présent travailler par analyse asymptotique : on va étudier le compor-

tement asymptotique de pp˚
✏ , c

˚
✏ ,�

˚
✏ q définie par la Proposition 3.2.1 lorsque ✏ Ñ 0. Sa

limite va se révéler être une solution pp˚, c˚,�˚q (la solution d’après le résultat d’unicité
du paragraphe précédent) de (3.22)-(3.25).
On note ici que dans la Proposition 3.2.1, p˚

✏ est défini dans E✏ qui se différencie de
E0, l’espace où il est naturel de chercher p˚, par une contrainte supplémentaire dans
W 1,1p0, T ;Xq. Mais nous avons justement précisé la définition de E✏ (au lieu d’utiliser
simplement E) pour bien assurer qu’à la limite cette contrainte disparaît. Autrement dit,
on s’est bien assuré qu’à la limite l’espace des contrôles s’élargit bien à E0.

Théorème 3.6.1 Lorsque ✏ tend vers zéro, toute suite de solutions pp˚
✏ , c

˚
✏ ,�

˚
✏ q de (3.14)-

(3.17) au sens de la Définition 3.2.2 converge vers l’unique solution pp˚, c˚,�˚q du pro-
blème (3.22)-(3.25) au sens de la Définition 3.2.4 vérifiant les propriétés du Théorème
3.4.1 : @T ° 0,

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

�˚
✏ á � faiblement dans Lqp0, T ;H1p⌦qq, pour tout q • 1,

c˚
✏ á c˚ faiblement dans Cp

0, T ;L2p⌦qq X L2p0, T ;H1p⌦qq, fortement dans L2p⌦T q
et presque partout dans ⌦ ˆ p0, T q,

p˚
✏ á p˚ faiblement dans Lqp⌦T q, pour tout q • 1.

Preuve. Soit T ° 0. On sait que 0 § p˚
✏ § p̄ presque partout dans ⌦ ˆ p0, T q :“ ⌦T :

la suite pp˚
✏ q✏°0 est donc uniformément bornée dans L8p⌦T q. Il existe donc une suite

extraite, encore notée pp˚
✏ q✏°0 par souci de simplicité, telle que

p˚
✏ á p faiblement * dans L8p⌦T q.

De plus, les estimations établies dans la preuve de la Proposition 2.3.1 restent valables
uniformément par rapport à ✏, et donc il existe pc, v,�q tels que, pour tout q • 1,

c˚
✏ á c faiblement dans Lqp0, T ;L2p⌦qq X L2p0, T ;H1p⌦qq,

v˚
✏ á v faiblement dans Lqp0, T ;L2p⌦qq,

�˚
✏ á � faiblement dans Lqp0, T ;H1p⌦qq.

On va d’abord prouver que pp, c, vq sont tels que
$

’

’

&

’

’

%

R Btc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq “ ´r̃pcq ´ gc ` p dans R` ˆ ⌦,
divpvq “ g, v “ ´r�, dans R` ˆ ⌦,
Spvqrc ¨ n “ 0 sur B⌦, � “ �1 sur R` ˆ B⌦, c|t“0 “ c0 dans ⌦.
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Le passage à la limite dans l’équation d’incompressibilité divpv˚
✏ q “ ✏p˚

✏ ` g est direct. De
plus, puisque la limite � est l’unique solution de divp´r�q “ g dans R` ˆ ⌦, � “ �1

sur R` ˆ B⌦, les hypothèses posées sur B!,  et �1 permettent d’utiliser la Proposition
2.3.1 pour conclure à la régularité supplémentaire v P L8p⌦T q.
Le passage à la limite dans les non linéarités de l’équation de concentration nécessite plus
de travail.
En reprenant les estimations et les résultats de convergence utilisés pour démontrer le
résultat d’existence du chapitre précédent (voir la preuve du Théorème 2.4.1, pages 68 à
73), on peut prouver la compacité de pc˚

✏ q✏ et pv˚
✏ q✏ dans L2p⌦T q et conclure qu’il existe

une suite extraite c˚
✏ et une suite extraite v˚

✏ telles que

c˚
✏ Ñ c dans L2p⌦T q et presque partout dans ⌦T ,
v˚
✏ Ñ v dans L2p⌦T q et presque partout dans ⌦T ,

(grâce au théorème de compacité d’Aubin) et

r✏pc˚
✏ q Ñ r̃pcq presque partout dans ⌦T ,

Spv˚
✏ q Ñ Spvq presque partout dans ⌦T .

On a donc

divpv˚
✏ q “ ✏p˚

✏ ` g, v˚
✏ “ ´r�˚

✏ dans R` ˆ ⌦ et �˚
✏ “ �1 sur R` ˆ B⌦,

qui donne à la limite

divpvq “ g, v “ ´r� dans R` ˆ ⌦ et � “ �1 sur R` ˆ B⌦
et

R Btc˚
✏ ` v˚

✏ ¨ rc˚
✏ ´ divp Spv˚

✏ qrc˚
✏ q “ ´r✏pc˚

✏ q ´ gc˚
✏ ` p˚

✏ ´ ✏p˚
✏ c

˚
✏ dans R` ˆ ⌦,

Spv˚
✏ qrc˚

✏ ¨ n “ 0 sur R` ˆ B⌦,

qui donne à la limite

R Btc`v¨rc´divp Spvqrcq “ ´r̃pcq´gc`p dans R` ˆ ⌦, Spvqrc ¨ n “ 0 sur R` ˆ B⌦.

Par continuité de c˚
✏ fiÑ c˚

✏|t“0
, on a aussi c|t“0 “ c0.

On est donc passé à la limite dans le système d’état. Voyons le comportement limite du
problème d’optimisation. On rappelle que J ✏pp˚

✏ , c
˚
✏ q réalise le maximum du problème

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

max

qPE
✏

J ✏pq✏, c✏,q
✏

q “ ≥

R
`

≥

⌦ fpx, q✏q ´ Dpx, c✏,qq dx
˘

e´⇢t dt :“ M✏

R Btc✏,q
✏

` v✏,q
✏

¨ rc✏,q
✏

´ divp Spv✏,q
✏

qrc✏,q
✏

q “ ´r✏pc✏,q
✏

q ´ gc✏,q
✏

` q✏p1 ´ ✏c✏,q
✏

q
dans R` ˆ ⌦,

divpv✏,q
✏

q “ ✏q✏ ` g avec v “ ´r�✏,q
✏

, dans R` ˆ ⌦,
�✏,q

✏

“ �1 sur R` ˆ B⌦,
Spv✏,q

✏

qrc✏,q
✏

¨ n “ 0 sur R` ˆ B⌦, c✏,q
✏ |t“0 “ c0 dans ⌦
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avec

E✏ “ tq P L2p0, T ;L2p⌦qq X W 1,1p0, T ;Xq; 0 § qpt, xq § p̄ presque partout dans ⌦T ,

}✏↵Btq}L1p0,T ;Xq § Cpu.

Nous allons montrer que la limite de pp˚
✏ , c

˚
✏ q qui est pp, cq vérifiant

$

’

’

&

’

’

%

R Btc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq “ ´r̃pcq ´ gc ` p dans R` ˆ ⌦,
divpvq “ g dans R` ˆ ⌦,
Spvqrc ¨ n “ 0 sur R` ˆ B⌦, c|t“0 “ c0 dans ⌦

réalise le maximum de
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

max

qPE0

Jpq, cqq “ ≥

R
`

≥

⌦ fpx, qq ´ Dpx, cqq dx
˘

e´⇢t dt :“ Jpp˚, c˚q :“ Mopt

R Btcq ` v ¨ rcq ´ divp Spvqrcqq “ ´r̃pcqq ´ gcq ` q dans ⌦ ˆ p0, T q,
divpvq “ g avec v “ ´r�, dans ⌦ ˆ p0, T q,
Spvqrcq ¨ n “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, cq |t“0 “ c0 dans ⌦, � “ �1 sur B⌦ ˆ p0, T q,

avec

E0 “ tq P L2p0, T ;L2p⌦qq; 0 § qpt, xq § p̄ presque partout dans ⌦ ˆ p0, T qu,
c’est-à-dire, montrer que Jpp, cq “ Jpp˚, c˚q.
On veut donc montrer que pp, c,�q est la solution du problème d’optimisation annoncée
au Théorème 3.4.1.
A priori, on sait seulement que Jpp, cq § Mopt puisque c satisfait le système d’état associé
à Mopt.

Comme c˚
✏ converge vers c dans L2p⌦T q et presque partout dans ⌦T , pour tout T ° 0, et

que la fonction D est monotone, le théorème de convergence dominée de Lebesgue permet
d’affirmer

´
ª

R`

ª

⌦

Dpx, cqe´⇢t dx dt “ lim

✏Ñ0

ˆ

´
ª

R`

ª

⌦

Dpx, c˚
✏ qe´⇢t dx dt

˙

.

Comme f est concave et p˚
✏ á˚ p faible * dans L8p⌦T q, pour tout T ° 0, on sait d’après

le théorème de faible semi-continuité inférieure des fonctions concaves (Tartar [78]) que
ª

R`

ª

⌦

fpx, pqe´⇢t dx dt • lim

✏Ñ0

ª

R`

ª

⌦

fpx, p˚
✏ qe´⇢t dx dt.
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Globalement, on tire des deux points précédents que

Jpp, cq “
ª

R`

ˆ

ª

⌦

´

fpx, pq ´ Dpx, cq
¯

dx

˙

e´⇢t dt • lim

✏Ñ0
J ✏pp˚

✏ , c
˚
✏ q “ lim

✏Ñ0
M ✏. (3.45)

Soit T ° 0. Puisque pp˚, c˚q est tel que Jpp˚, c˚q “ Mopt, on a c˚ unique solution de (cf
Lemme 2.3.3 au chapitre précédent pour l’unicité)

#

R Btc˚ ` v ¨ rc˚ ´ divp Spvqrc˚q “ ´r̃pc˚q ´ gc˚ ` p˚ dans ⌦ ˆ p0, T q,
Spvqrc˚ ¨ n “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, c˚

|t“0 “ c˚
0 dans ⌦. (3.46)

Cette équation d’état est aussi satisfaite par la limite forte au sens de L2p⌦T q et presque
partout dans ⌦T de c˚

✏
app

, où c˚
✏
app

est solution (à p˚ fixé) de

R Btc˚
✏
app

` v✏
app

¨ rc˚
✏
app

´ divp Spv✏
app

qrc˚
✏
app

q “ ´r✏pc˚
✏
app

q ´ gc˚
✏
app

` p˚p1 ´ ✏c˚
✏
app

q
dans ⌦ ˆ p0, T q,

divpv✏
app

q “ ✏p˚ ` g, v✏
app

“ ´r�✏
app

dans ⌦ ˆ p0, T q,
Spv✏

app

qrc˚
✏
app

¨ n “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, c˚
✏
app |t“0

“ c˚
0 dans ⌦, �✏

app

“ �1 sur B⌦ ˆ p0, T q
qui est un système d’état du type de la Définition 3.2.1. Notons que la suite c˚

✏
app

est
construite pour converger fortement vers c˚ quand ✏ tend vers zéro (on le vérifie facilement
avec les mêmes outils que pour l’étude de c˚

✏ et en utilisant l’unicité de la solution à (3.46)).
Donc comme p˚ ne dépend pas de ✏ et comme on a la convergence forte de c˚

✏
app

et la
continuité de la fonction x fiÑ Jpp˚, xq, on a

Mopt “ Jpp˚, c˚q “ lim

✏Ñ0
J ✏pp˚, c˚

✏
app

q § lim

✏Ñ0
M ✏

l’inégalité de droite venant de J ✏pp˚, c˚
✏
app

q § M ✏, car M ✏ est la valeur maximale des
fonctionnelles du type J ✏pq, cqq associée au système d’état de la Définition 3.2.1. En fait
on a pour tout ✏ ° 0,

J ✏pp˚, c˚
✏
app

q § M ✏

et donc lim

✏Ñ0
J ✏pp˚, c˚

✏
app

q § lim

✏Ñ0
M ✏.

Comme la limite de J ✏pp˚, c˚
✏
app

q existe, alors

lim

✏Ñ0
J ✏pp˚, c˚

✏
app

q “ lim

✏Ñ0
J ✏pp˚, c˚

✏
app

q § lim

✏Ñ0
M ✏

donc

Mopt “ Jpp˚, c˚q § lim

✏Ñ0
M ✏. (3.47)
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En résumé, avec (3.45) et (3.47), nous avons montré que

Mopt § lim

✏Ñ0
M ✏ § lim

✏Ñ0
M ✏ § Jpp, cq § Mopt

d’où

Jpp, cq “ Mopt.

On conclut que pp, cq “ pp˚, c˚q grâce au résultat d’unicité démontré au Théorème 3.4.1.
L’unicité permet de plus d’assurer que c’est l’ensemble de la suite pp˚

✏ , c
˚
✏ q qui converge

et non simplement une suite extraite.

Remarque 3.6.1 Les inégalités 0 § c˚
✏ § 1

✏ donnent à la limite 0 § c˚. La concentration
c˚ n’est donc pas bornée dans L8 : le résultat d’Amann de [4] ne peut pas s’appliquer
dans ce cas pour affirmer l’existence globale de c˚. Ce sont les résultats précédents sur c˚

✏

qui nous la donnent.

Remarque 3.6.2 L’analyse nous permet donc d’établir à la fois l’existence globale d’une
solution (déjà montrée unique) au sens de la Définition 3.2.4, mais aussi que (3.22)-(3.25)
est le modèle mis à l’échelle adapté à une hypothèse de faible concentration en polluant.

3.7 Contrôlabilité asymptotique du modèle limite
On vérifie facilement que les hypothèses utilisées pour établir le Théorème 2.5.2 du

chapitre précédent sont vérifiées ici. On a donc :

Théorème 3.7.1 Pour tout T ° 0, le problème (3.22)-(3.25) est contrôlable asymptoti-
quement dans B “ tq P L2p0, T ;H1p⌦qq, Spvqrq ¨ n “ 0, q|

t“0 “ c0u par L2p⌦T q.
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Chapitre 4

Conditions de premier ordre et état

stationnaire

Dans ce chapitre, on travaille avec le modèle pour lequel on a établi l’unicité, c’est-à-
dire dans le cas de faibles concentrations au sens de la Définition 3.2.3.

Nous rappelons le modèle. Il est constitué de "l’équation" d’état

R Btc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq “ ´rpcq ´ gc ` p�S dans ⌦T ,
Spvqrc ¨ n “ 0 ou c “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q,

c|t“0 “ c0 dans ⌦,

où la vitesse v est donnée dans L8p⌦T q (provenant de l’équation d’incompressibilité
div v “ g) telle que v ¨ n “ ´v1 ¨ n sur B⌦ ou � “ 0 sur B⌦, où ⌦ est le domaine d’étude
(représentant le sous-sol pour notre application), B⌦ est son bord, et p0, T q avec T ° 0

est l’intervalle d’étude. On a posé ⌦T “ ⌦ˆ p0, T q. La fonction �S est l’indicatrice d’une
partie S de ⌦. L’équation d’état est associée à l’optimisation de la fonctionnelle

Jpp, cq “
ª T

0

ˆ

ª

S
fpx, ppt, xqq dx ´

ª

⌦

Dpx, cpt, xqq dx
˙

e´⇢t dt

´⌫
ˆ

ª

⌦

Dpx, cpT, xqq dx
˙

e´⇢T

où l’on considère le coût terminal de la présence de la pollution au niveau du puits pondéré
par ⌫ • 0. Dans le cas à horizon infini, on prendra ⌫ “ 0, ce qui nous ramènera à notre
objectif initial. Notons que par rapport au chapitre précédent, nous devons restreindre
pour ce qui suit l’ensemble des contrôles admissibles.
Nous allons d’abord préciser que les contrôles doivent correspondre à l’application prin-
cipale de la thèse. En effet, la quantité p�S représente l’apport par épandage agricole sur
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la parcelle S. On considère cette dernière comme les premiers centimètres de profondeur
de terre. On va donc supposer

S Ä ⌦ Ä RN , où (N “ 1, 2, 3)

et pour l’ensemble des contrôles admissibles, on pose

E0T “ tq P L2p⌦T q, 0 § qpt, xq § p̄ presque partout dans ⌦T , q|t“T est définieu.
Imposer que la quantité q|t“T ait un sens est une nouvelle contrainte par rapport aux
chapitres précédents. Cette condition sera nécessaire pour définir le problème adjoint as-
socié au problème.

parcelle agricole
S

puits de captage

Figure 4.1 – Schéma représentatif d’une zone d’agriculture intense

Les autres hypothèses techniques sont les mêmes qu’au chapitre précédent. Rappelons les :

— l’opérateur Spvq est supposé donné par (1.2) avec ↵L • ↵T • 0. Notons que d’après
la définition (1.2) du tenseur de dispersion, on a

Spvq⇠ ¨ ⇠ • pSm ` ↵T |v|q |⇠|2 , |Spvq⇠| § pSm ` ↵L |v|q |⇠| @⇠ P RN .

On suppose que Sm ° 0. On suppose qu’il existe des réels ´ et ` avec 0 † ´ § `
tels que le tenseur de perméabilité vérifie :

⇠ ¨ ⇠ • ´ |⇠|2 et |⇠| § ` |⇠| , @⇠ P RN ;
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— on suppose que B⌦ est de classe C2 et qu’une des deux hypothèses suivantes est
vérifiée (afin d’assurer v P L8p⌦T q) :

 P pC1p¯⌦qqNˆN ,

 “ ˚Id avec ˚
:

¯

⌦ Ñ R et ˚ P C1p¯⌦q ;

— l’isotherme r est une fonction de classe C1, concave, dérivable à dérivée bornée sur
R` et telle qu’il existe r` P R`

|rpxq| § r` |x| , @x P R ;

— le facteur de retard est tel que R ° 0 ;

— la concentration initiale est c0 P H1p⌦q avec 0 § c0pxq § 1 presque partout dans ⌦ ;

— la fonction g appartient à L8p⌦q ;

— la fonction p fiÑ fp¨, pq est de classe C1, croissante, définie sur R` et strictement
concave 1 ;

— l’image de f 1, notée Impf 1q, est incluse dans r0,`8r ;

— la fonction f
1´1 est telle que

f
1´1

: Impf 1q Ä r0,`8rÑ r0,`8r ;

— la fonction D : ⌦ˆR` Ñ R` est telle que pour presque tout x P ⌦, c P R` fiÑ Dpx, cq
est une fonction continue et bornée qui satisfait

pt, xq fiÑ Dpx, cpt, xqq P L1p⌦T q si c P L2p⌦T q, BD
Bc • 0 et

B2D

Bc2 • 0 ;

— la donnée v1 est telle qu’il existe un relèvement satisfaisant v1 P pL8p⌦T qqN ,
divpv1q P L8p⌦T q et

≥

⌦ g dx “ ≥

B⌦ v1 ¨nd� (voir la Remarque 2.3.2 du Chapitre 2) ;

— la porosité  appartient à L8p⌦q et il existe  ´ et  ` des réels tels que

0 †  ´ §  pxq §  `, presque pour tout x P ⌦.

1. L’hypothèse de continuité de f par rapport à p peut être légèrement assouplie en supposant f

semi-continue supérieurement et bornée par rapport à p, cf Remarque 1.2.1.
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Définition 4.0.1 On appelle PE0T le problème suivant :
Trouver pp˚, c˚q tels que

Jpp˚, c˚q “ max

pPE0T

Jpp, cpq, c˚ “ cp˚,

où cp est solution faible de

R Btcp ` v ¨ rcp ´ divp Spvqrcpq “ ´rpcpq ´ gcp ` p�S,

divpvq “ g, v “ ´r�,
dans ⌦ ˆ p0, T q, complété par les conditions initiales et aux bords

Spvqrcp ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, cp “ 0 sur �2 ˆ p0, T q
où �1 Y �2 “ B⌦, �1 X �2 “ H, et

v ¨ n “ ´r� ¨ n “ ´v1 ¨ n sur �3 ˆ p0, T q, � “ 0 sur �4 ˆ p0, T q
avec �3 Y �4 “ B⌦, �3 X �4 “ H, et

cp|t“0 “ c0 dans ⌦.

L’espace E0T étant un sous-espace convexe et fermé dans E0, le Théorème 3.4.1 s’applique
encore (au vu des hypothèses ci-dessus).

Proposition 4.0.1 Il existe une unique solution au problème de contrôle optimal PE0T .
Elle vérifie en particulier v P L8p⌦T q, c˚ P L2p0, T ;H1p⌦qq et 0 § c˚pt, xq presque partout
dans ⌦T .

Cette proposition est démontrée dans le paragraphe 4.1 ci-dessous.
Le but de la suite de ce chapitre sera de caractériser plus précisément cette solution opti-
male pp˚, c˚q sous différentes hypothèses simplificatrices. Alors, le principe du maximum
de Pontryagin nous permettra d’établir les conditions nécessaires d’optimalité et donc de
calculer les trajectoires optimales de la solution. Les conditions nécessaires d’optimalité,
si elles définissent une trajectoire unique, permettront de caractériser la solution optimale
(qui est unique comme rappelé à la Proposition 4.0.1).

4.1 Preuve de la Proposition 4.0.1
On rappelle le problème d’état pour le confort du lecteur :

R Btc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq “ ´rpcq ` p�S ´ gc (4.1)
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divpvq “ g, v “ ´r�, (4.2)

dans ⌦ ˆ p0, T q, complété par les conditions initiales et aux bords

Spvqrc ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, c “ 0 sur �2 ˆ p0, T q (4.3)

où �1 Y �2 “ B⌦, �1 X �2 “ H, et

v ¨ n “ ´r� ¨ n “ ´v1 ¨ n sur �3 ˆ p0, T q, � “ 0 sur �4 ˆ p0, T q (4.4)

avec �3 Y �4 “ B⌦, �3 X �4 “ H, et

c|t“0 “ c0 dans ⌦. (4.5)

On rappelle également la fonctionnelle à optimiser, l’objectif :

Jpp, cq “
ª T

0

ˆ

ª

S
fpx, ppt, xqq dx ´

ª

⌦

Dpx, cpt, xqq dx
˙

e´⇢t dt

´⌫
ˆ

ª

⌦

Dpx, cpT, xqq dx
˙

e´⇢T

en considérant le coût terminal de la présence de la pollution au niveau du puits pondéré
par ⌫ • 0 (on retrouve, pour ⌫ “ 0, notre objectif initial).

Remarque 4.1.1 Les hypothèses de ce chapitre permettent d’assurer que 0 § cpt, xq
et que c P Cpr0, T s;L2p⌦q X L2p0, T ;H1p⌦qq. Cela nous permet en particulier d’écrire
0 § cpt, xq presque pour tout x P ⌦, pour tout t P p0, T q, et d’assurer l’existence de cpT, xq
presque partout dans ⌦.

Nous allons à présent vérifier que les résultats établis au Chapitre 3 sont toujours valides
avec notre nouvel objectif.
Nous commençons par montrer que le Théorème 3.4.1, établissant l’unicité de la solution
du problème PE0T , reste vrai pour ce nouvel objectif.

Proposition 4.1.1 Si il existe une solution au problème PE0T , alors elle est unique.

Preuve. Soient pp˚
1 , c

˚
1 ,�q et pp˚

2 , c
˚
2 ,�q deux solutions optimales au problème de contrôle

(l’unicité de � est en effet évidente puisque l’équation définissant � est ici découplée de
celles définissant c˚ et indépendante de p˚).
On pose

Jopt :“ Jpp˚
1 , c

˚
1q “ Jpp˚

2 , c
˚
2q.
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On regarde ce que vaut

J

ˆ

1

2

pp˚
1 ` p˚

2q, c1
˙

“
ª

R`

´

ª

S
fpx, 1

2

p˚
1 ` 1

2

p˚
2q dx ´

ª

⌦

Dpx, c1q dx
¯

e´⇢t dt

´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, c1pT, xqq dx

où c1 “ c 1
2 pp˚

1 `p˚
2 q, c’est-à-dire que c1 est solution de

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

R Btc1 ` v ¨ rc1 ´ divp Spvqrc1q “ ´rpc1q ´ gc1 ` 1
2pp˚

1 ` p˚
2q�S dans R` ˆ ⌦,

Spvqrc1 ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, c1 “ 0 sur �2 ˆ p0, T q,

où

#

divpvq “ g, v “ ´r�˚, dans R` ˆ ⌦,
v ¨ n “ ´r� ¨ n “ ´v1 ¨ n sur �3 ˆ p0, T q, � “ 0 sur �4 ˆ p0, T q.

(4.6)

Grâce à la propriété de stricte concavité de J , on sait déjà que si p˚
1 ‰ p˚

2 presque partout
dans R` ˆ ⌦,

J

ˆ

1

2

pp˚
1 ` p˚

2q , c1
˙

°
ª

R`

ˆ

ª

S

ˆ

1

2

fpx, p˚
1q ` 1

2

fpx, p˚
2q

˙

dx ´
ª

⌦

Dpx, c1q dx
˙

e´⇢t dt

´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, c1pT, xqq dx. (4.7)

On montre ensuite que ´Dpx, cq § ´Dpx, c1q où c “ 1
2pc˚

1 ` c˚
2q. La démonstration est

identique à celle du paragraphe 3.4 pages 96-99. En utilisant la convexité de D, on obtient
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à partir de (4.7) :

Jp1
2

pp˚
1 ` p˚

2q, c1q °
ª

R`

ˆ

ª

S

ˆ

1

2

fpx, p˚
1q ` 1

2

fpx, p˚
2q

˙

dx ´
ª

⌦

Dpx, c1q dx
˙

e´⇢t dt

´⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, c1pT, xqq dx

•
ª

R`

ˆ

ª

S

ˆ

1

2

fpx, p˚
1q ` 1

2

fpx, p˚
2q

˙

dx ´
ª

⌦

Dpx, cq dx
˙

e´⇢t dt

´⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, cpT, xqq dx

“
ª

R`

ˆ

ª

S

1

2

fpx, p˚
1q dx `

ª

S

1

2

fpx, p˚
2q dx

˙

e´⇢t dt

´
ª

R`

ˆ

ª

⌦

Dpx, 1
2

c˚
1 ` 1

2

c˚
2q dx

˙

e´⇢t dt

´⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, 1
2

c˚
1pT, xq ` 1

2

c˚
2pT, xqq dx

•
ª

R`

ˆ

ª

S

1

2

fpx, p˚
1q dx

˙

e´⇢t dt `
ª

R`

ˆ

ª

S

1

2

fpx, p˚
2q dx

˙

e´⇢t dt

´
ª

R`

ˆ

ª

⌦

1

2

Dpx, c˚
1q dx

˙

e´⇢t dt ´
ª

R`

ˆ

ª

⌦

1

2

Dpx, c˚
2q dx

˙

e´⇢t dt

´⌫

2

e´⇢T
ª

⌦

Dpx, c˚
1pT, xqq dx ´ ⌫

2

e´⇢T
ª

⌦

Dpx, c˚
2pT, xqq dx “ 2 ˆ 1

2

Jopt

soit Jp1
2pp˚

1 ` p˚
2q, c1q ° Jopt où c1 “ c 1

2 pp˚
1 `p˚

2 q. D’où une contradiction avec la définition
de la valeur maximale Jopt. On a donc bien l’unicité de la solution.

Nous montrons maintenant l’existence d’une solution au problème de contrôle PE0T , ana-
logue à celle donnée au paragraphe 3.5 du Chapitre 3.

Proposition 4.1.2 Il existe une solution au problème de contrôle PE0T .

Preuve. Nous nous appuyons sur la démonstration du paragraphe 3.5 du Chapitre 3 pour
vérifier l’existence d’une solution au problème de contrôle.
On rappelle le problème sous sa forme générique :

Trouver pp˚, c˚,�˚q tel que

Jpp˚, c˚q “ max

pPE0T

Jpp, cpq

“
ª

R`

´

ª

S
fpx, pq dx ´

ª

⌦

Dpx, cpq dx
¯

e´⇢t dt ´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, cppT, xqq dx
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où

R Btcp ` v ¨ rcp ´ divp Spvqrcpq “ ´rpcpq ` p�S ´ gcp dans ⌦T ,
divpvpq “ g, vp “ ´r�p , dans ⌦T ,
Spvpqrcp ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, cp “ 0 sur �2 ˆ p0, T q, cp|t“0 “ c0 dans ⌦,

vp ¨ n “ ´r�p ¨ n “ ´v1 sur �3 ˆ p0, T q, �p “ 0 sur �4 ˆ p0, T q
et c˚ “ cp˚ , �˚ “ �p˚ .
Les hypothèses sur les fonctions f et D permettent d’assurer que

tJpp, cpq; p P E0T u
est une partie bornée de R. Elle admet donc une borne supérieure, que nous noterons J˚

dans la suite. Notre but est maintenant de prouver qu’il existe pp˚, c˚ “ cp˚q tel que

J˚ “ Jpp˚, c˚q,
c’est-à-dire que la borne supérieure est en fait un maximum.
Par définition de la borne supérieure, on peut construire une suite ppnqnPN Ä E0T , associée
à une suite pcn “ cp

n

,�n “ �p
n

qnPN de solutions à l’équation d’état, telle que

lim

nÑ8
Jppn, cnq “ J˚.

Les estimations uniformes établies au Chapitre 2 étant toujours valables, on passe à la
limite dans le système d’état en suivant les lignes de la démonstration du paragraphe 3.5
page 99, et on prouve ainsi que la limite pc˚,�˚q de pcn,�nq est solution de l’équation d’état
associée à p˚, c’est-à-dire c˚ “ cp˚ , �˚ “ �p˚ pour reprendre les notations précédentes.
On sait de plus que 0 § c˚pt, xq § 1 presque partout dans ⌦, pour tout t P r0, T s.
Nous allons à présent montrer que

lim

nÑ8
Jppn, cnq “ Jpp˚, c˚q.

Comme lim

nÑ8
Jppn, cnq est aussi supposée égale à J˚, la preuve sera alors terminée. De la

convergence forte de cn vers c˚ dans L2p⌦T q et presque partout dans ⌦ pour tout t P r0, T s
et de la continuité de la fonction c fiÑ Dp¨, cq, on tire par convergence dominée que

lim

nÑ8

ª T

0

´

ª

⌦

Dpx, cnq dx
¯

e´⇢t dt “
ª T

0

´

ª

⌦

Dpx, c˚q dx
¯

e´⇢t dt

et
lim

nÑ8
´⌫e´⇢T

ª

⌦

Dpx, cnpT, xqq dx “ ´⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, c˚pT, xqq dx.
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On a donc

J˚ “ lim

nÑ8

ª T

0

´

ª

S
fpx, pnq dx ´

ª

⌦

Dpx, cnq dx
¯

e´⇢t dt ´ lim

nÑ8
⌫e´⇢T

ª

⌦

Dpx, cnpT, xqq dx

“ lim

nÑ8

ª T

0

´

ª

S
fpx, pnq dx

¯

e´⇢t dt ´
ª T

0

´

ª

⌦

Dpx, c˚q dx
¯

e´⇢t dt

´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, c˚px, T qq dx

“ limnÑ8

ª T

0

´

ª

S
fpx, pnq dx

¯

e´⇢t dt ´
ª T

0

´

ª

⌦

Dpx, c˚q dx
¯

e´⇢t dt

´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, c˚pT, xqq dx.

Or, de la concavité de f et du théorème de faible semi-continuité inférieure des fonctions
concaves (Tartar [78]), on tire :

ª T

0

´

ª

S
fpx, p˚q dx

¯

e´⇢t dx • limnÑ8

ª T

0

´

ª

S
fpx, pnq dx

¯

e´⇢t dx.

On conclut des deux précédentes relations que

J˚ § Jpp˚, c˚q “
ª T

0

´

ª

S
fpx, p˚q dx ´

ª

⌦

Dpx, c˚q dx
¯

e´⇢t dt ´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, cpT, xqq dx.

Or p˚ P E0T et c˚ “ cp˚ . On a donc par définition de la borne supérieure J˚ :

Jpp˚, c˚q § J˚.

On a bien démontré que Jpp˚, c˚q “ J˚. Ceci clôt la preuve de l’existence d’une solution
au problème de contrôle.

4.2 Conditions d’optimalité de premier ordre

Nous commençons par une présentation rapide de la méthode adjointe (relaxation du
Lagrangien) telle qu’elle est utilisée pour les équations aux dérivées partielles. On diffé-
renciera notamment le cas d’une équation aux dérivées partielles discrétisée en espace et
le cas d’une formulation continue. Le sous-paragraphe 4.2.1 qui suit est directement ins-
pirée de Bradley [17]. Puis, à partir du sous-paragraphe 4.2.2, nous utiliserons la méthode
pour introduire les conditions de premier ordre associées à notre modèle.
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4.2.1 Approche par la méthode adjointe

Avant de présenter la méthode adjointe dans le cadre continu, nous commençons par
la présenter dans le cas discret (après une discrétisation en espace) qui est plus simple.
Nous nous appuierons sur les résultats obtenus en discret pour expliquer ceux du cas
continu (que nous utiliserons par la suite).
On utilise la notation suivante : la dérivée totale (le gradient) est notée par dc, la dérivée
partielle par Bc et la différentielle par d.

Exemple d’une formulation simple

Commençons par un cas simple où le problème d’optimisation ne dépend pas conti-
nûment de l’espace. On rencontre par exemple une telle situation lorsque, pour résoudre
des problèmes d’optimisation d’équations aux dérivées partielles sous contraintes, on ré-
sout le problème d’optimisation numérique résultant de l’équation aux dérivées partielles
discrétisée.
Soit T fini. Considérons le problème

min

p
F pc, pq, où F pc, pq “

ª T

0

fpc, p, tqdt,
sous contraintes hpc, 9c, p, tq “ 0,

gpcp0q, pq “ 0,

où p P Rn
p avec np P N˚ est la commande, c P Rn est la variable d’état dépendant du

temps, hpc, 9c, p, tq “ 0 est une équation différentielle ordinaire du premier ordre dans
sa forme implicite et gpcp0q, pq “ 0 est la condition initiale qui peut être une fonction
de la commande. L’équation différentielle ordinaire h “ 0 peut être le résultat de la
semi-discrétisation en espace d’une équation aux dérivées partielles.

Un algorithme d’optimisation basé sur le gradient requiert de calculer celui de F dont
l’expression est la suivante :

dpF pc, pq “
ª T

0

pBcfdpc ` Bpfq dt. (4.8)

Le calcul de dpc est difficile dans de nombreux cas. Deux méthodes sont possibles en pra-
tique. L’une consiste à approcher le gradient dpF pc, pq par différences finies sur p. Géné-
ralement, cela nécessite d’intégrer np équations différentielles ordinaires. L’autre méthode
consiste à développer une deuxième équation différentielle ordinaire dont l’inconnu est le
vecteur dit adjoint, � ici, qui permet de calculer le gradient. L’avantage de cette seconde
méthode est que le coût de calcul de F et de ses gradients est à peu près équivalent à
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l’intégration de seulement deux équations différentielles ordinaires.

On introduit le Lagrangien correspondant au problème d’optimisation :

L “
ª T

0

`

fpc, p, tq ` �Thpc, 9c, p, tq˘

dt ` µT gpcp0q, pq. (4.9)

Le vecteur � P Rn de multiplicateurs de Lagrange est une fonction du temps, et µ est un
autre vecteur de multiplicateurs de Lagrange associé aux conditions initiales. On a utilisé
le produit scalaire suivant : x�, Ay “ �TA, avec p�, Aq P Rn ˆ Rn.
Comme les deux contraintes h “ 0 et g “ 0 doivent être satisfaites par construction,
quelles que soient les valeurs que nous choisissons pour � et µ, nous aurons dpL “ dpF .
Nous allons les choisir afin que le calcul de dpL puisse être explicite.
La dérivée totale du Lagrangien est

dpL “
ª T

0

´

Bcfdpc ` Bpf ` �T pBchdpc ` B 9chdp 9c ` Bphq
¯

dt ` µT
`Bcp0qgdpcp0q ` Bpg

˘

.

(4.10)

Les intégrales contenant les termes en dpc et dp 9c sont difficiles à évaluer. On fait la
manipulation suivante : comme dpL “ dpF , on a d’après (4.8) :

ª T

0

�T
´

Bchdpc ` B 9chdp 9c ` Bph
¯

dt ` µT
´

Bcp0qgdpcp0q ` Bpg
¯

“ 0.

Nous faisons une intégration par parties, ce qui fait apparaître un terme en dpc :
ª T

0

�TB 9chdp 9cdt “
”

�TB 9chdpc
ıT

0
´

ª T

0

` 9�TB 9ch ` �TdtB 9ch
˘

dpcdt. (4.11)

En substituant ce résultat dans (4.10) et en rassemblant les termes en dpc et dpcp0q, on
obtient :

dpL “
ª T

0

”´

Bcf ` �T pBch ´ dtB 9chq ´ 9�TB 9ch
¯

dpc ` Bpf ` �TBph
ı

dt

`�TB 9chdpc|
T

`
´

´�TB 9ch ` µTBcp0qg
¯

|0dpcp0q ` µTBpg.

On impose �pT q “ 0 afin d’annuler le terme �TB 9chdpc|T . De même, on prend µT “
�TB 9ch|0pBcp0qgq´1 pour annuler le terme ´�TB 9ch ` µTBcp0qg|0. Finalement, on peut éviter
de calculer dpc à tous les autres temps t ° 0 en imposant

Bcf ` �T pBch ´ dtB 9chq ´ 9�TB 9ch “ 0.

L’algorithme pour le calcul de dpF est en résumé le suivant :
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— Intégrer hpc, 9c, p, tq “ 0 pour t allant de 0 à T avec la condition initiale gpcp0q, pq “ 0

pour déterminer c en fonction de p.

— Intégrer Bcf ` �T pBch´ dtB 9chq ´ 9�TB 9ch “ 0 pour t allant de T à 0 avec la condition
terminale �pT q “ 0 pour trouver �. Notons que dans certains cas, cette équation
est mal posée (notamment en présence d’un terme de diffusion). Il faut alors faire
un changement de variable pour se ramener à une équation en t1 “ 0...T avec une
condition initiale (ce sera notre cas).

— Calculer dpF par

dpF “ dpL “
ª T

0

`Bpf ` �TBph
˘

dt ` �TB 9ch|0pBcp0qgq´1Bpg.

La méthode adjointe pour le problème de second ordre

Nous allons rapidement introduire la méthode adjointe dans le cas des problèmes du
second ordre. Cette méthode nous permettra d’expliquer le lien entre la méthode adjointe
dans le cas continu et dans le cas discret. Ici pour simplifier, on suppose que l’équation
différentielle ordinaire peut être écrite sous forme explicite. Le problème général est le
suivant :

min

p
F pc, pq, où F pc, pq “

ª T

0

fpc, p, tqdt,
sous contraintes :c “ ¯hpc, p, tq

gpcp0q, pq “ 0

kp 9cp0q, pq “ 0,

avec cptq P R et p P Rp.
Le Lagrangien correspondant est le suivant :

L “
ª T

0

´

fpc, p, tq ` �T
`

:c ´ ¯hpc, p, tq˘

¯

dt ` µT gpcp0q, pq ` ⌘Tkp 9cp0q, pq. (4.12)

On constate qu’il diffère du Lagrangien pour le problème de premier ordre par le terme
provenant de la condition initiale additionnelle sur k et la forme explicite de h. Sa dérivée
totale est donnée par

dpL “
ª T

0

´

Bcfdpc ` Bpf ` �T pdp:c ´ Bc¯hdpc ´ Bp¯hq
¯

dt

`µT
´

Bcp0qgdpcp0q ` Bpg
¯

` ⌘T
´

B 9cp0qkdp 9cp0q ` Bpk
¯

.
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Pour éliminer le terme dp:c, il faut cette fois intégrer par parties deux fois de suite :
ª T

0

�Tdp:cdt “ �Tdp 9c|T0 ´ 9�Tdpc|T0 `
ª T

0

:�Tdpcdt.

En substituant dans l’équation du gradient et en regroupant les termes, on trouve :

dpL “
ª T

0

”

`Bcf ´ �TBc¯h ` :�T
˘

dpc ` Bpf ´ �TBp¯h
ı

dt

`
´

µTBcgp0q ` 9�T
¯

|0dpcp0q `
´

⌘TB 9ckp0q ´ �T
¯

|0dp 9cp0q
`�Tdp 9c|T ´ 9�Tdpc|T ` µTBpg ` ⌘TBpk.

L’annulation de chaque terme est permise respectivement par :

Bcf ´ �TBc¯h ` :�T “ 0,

µT “ ´ 9�p0qT pBcgp0qq´1,

⌘T “ �p0qT pB 9ckp0qq´1,

�pT q “ 0,
9�pT q “ 0.

L’équation adjointe est donc

:�T “ Bc¯hT� ´ BcfT

avec les conditions �pT q “ 9�pT q “ 0

et la dérivée totale de F est

dpF “ dpL “
ª T

0

´

Bpf ´ �TBp¯h
¯

dt ´ 9�p0qTBsgp0q´1Bpg ` �p0qT pB 9ckp0qq´1Bpk.

Nous allons à présent étendre la méthode adjointe dans le cas d’une formulation continue
pour des équations aux dérivées partielles du second ordre. Nous comparerons alors les
résultats obtenus ci-dessus avec ceux du cadre continu.

Cas d’une formulation continue

On note Apx; pq “ ↵px; pqr ¨ p�px; pqrq l’opérateur spatial de l’équation aux dérivées
partielles, où ↵ et � sont des fonctions d’espace x paramétrisées par les commandes p du
modèle, et r est l’opérateur du gradient. Le domaine d’étude en espace est noté ⌦.
La différence entre le problème discrétisé et le problème continu est le produit scalaire
entre le multiplieur de Lagrange � et l’équation d’état.
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Dans le cas continu, on définit le produit scalaire comme suit : x�, Ay “ ≥

⌦ �pxqApxq dx.
Le Lagrangien comporte donc toujours une intégrale en temps et une intégrale en espace
due au produit scalaire :

L “
ª T

0

´

fpc, p, tq `
ª

⌦

�
`

:c ´ ¯hpc, p, tq˘

dx
¯

dt `
ª

⌦

´

µgpcp0q, pq ` ⌘kp 9cp0q, pq
¯

dx.

Cette formule est substituée à (4.12) et la suite du raisonnement est similaire au para-
graphe précédent.

À présent que l’on a rappelé la méthode adjointe du Lagrangien pour les équations aux
dérivées partielles, nous allons l’appliquer à notre modèle, en nous plaçant dans le cadre
continu exposé ci-dessus. Les conditions adjointes (de premier ordre), étant des conditions
nécessaires que la solution générale doit satisfaire, on choisit de travailler avec le modèle
pour lequel l’unicité est prouvée : les conditions de premier ordre, si elles sont uniques,
décriront alors la solution du problème.

4.2.2 Relaxation des contraintes du Lagrangien

Le théorème suivant nous donne les conditions nécessaires que la solution du problème
PE0T (Définition 4.0.1) doit satisfaire. Elles seront obtenues grâce à la méthode décrite
au paragraphe 4.2.1.

Théorème 4.2.1 On suppose que p P r0, p̄s fiÑ fpx, pq et c P r0,`8r fiÑ Dpx, cq sont de
classe C1 pour tout x P ⌦ et que r est de classe C1. Soit pp˚, c˚q la solution du problème
PE0T donnée par le Théorème 3.4.1. Il existe µ P L2p0, T ;H1p⌦qq tel que

Bf
Bp px, p˚pt, xqq “ µpt, xq�Spxq dans ⌦T , (4.13)

satisfaisant la condition terminale

R µpT, xq “ ⌫
BD
Bc px, c˚pT, xqq dans ⌦ (4.14)

et l’équation

R Btµ “ ´v ¨ rµ ´ divp Spvqrµq ` r1pc˚qµ ` µR ⇢ ´ BD
Bc˚ px, c˚q dans ⌦T , (4.15)

munie de la condition aux bords

 Spvqrµ ¨ n ` pv ¨ nq��4µ ´ pv1 ¨ nq��3µ “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, µ “ 0 sur �2 ˆ p0, T q.
(4.16)
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Preuve. On définit formellement le Lagrangien associé au problème, avec � sa variable
adjointe, par :

Lpc, p,�q “ Jpp, cq `
ª T

0

ª

⌦

`

R Btc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq ` rpcq
`gc ´ p�Spxq˘

� dx dt.

Par définition de J , intégrations par parties et en appliquant le théorème de Fubini on
trouve :

Lpc, p,�q “
ª T

0

ª

S
fpx, ppt, xqqe´⇢t dx dt ´

ª T

0

ª

⌦

Dpx, cqe´⇢t dx dt

´⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, cpT, xqq dx

`
ª T

0

ª

⌦

p´R Bt�c ` pv ¨ rcq� `  Spvqrc ¨ r� ` rpcq� ` gc� ´ p�S�q dx dt

`R 

ª

⌦

cpT, xq�pT, xq dx ´ R 

ª

⌦

c0pxq�px, 0q dx ´
ª T

0

ª

�2

p Spvqrc ¨ nq�d� dt.

On utilise le fait que pv ¨ rcq� “ pdivpvcq ´ c divpvqq�, que div v “ g, et on intègre par
parties divpvcq. On obtient :

Lpc, p,�q “
ª T

0

ª

S
fpx, ppt, xqqe´⇢t dx dt ´

ª T

0

ª

⌦

Dpx, cqe´⇢t dx dt

´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, cpT, xqq dx

`
ª T

0

ª

⌦

p´R Bt�c ´ pv ¨ r�qc ´ cg� `  Spvqrc ¨ r� ` rpcq� ` gc� ´ p�S�q dx dt

` R 

ª

⌦

cpT, xq�pT, xq dx ´ R 

ª

⌦

c0pxq�p0, xq dx

´
ª T

0

ª

�2

p Spvqrc ¨ nq�d� dt ´
ª T

0

ª

�3

pv1 ¨ nq�cd� dt `
ª T

0

ª

�4

pv ¨ nq�cd� dt.

On remarque qu’on peut écrire
ª T

0

ª

�3

p´v1 ¨nq�cd� dt “
ª T

0

ª

�1

p´v1 ¨nq��3�cd� dt. De

même,
ª T

0

ª

�4

pv ¨ nq�cd� dt “
ª T

0

ª

�1

pv ¨ nq��4�cd� dt. En utilisant la formule de Taylor
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à l’ordre 1 pour les non linéarités, on a donc

�Lpc, p,�q “
ª T

0

ª

S

ˆBf
Bp px, ppt, xqqe´⇢t ´ ��S

˙

�p dx dt

`
ª

⌦

ˆ

R �pT, xq ´ ⌫
BD
Bc px, cpT, xqqe´⇢T

˙

�cpT, xq dx

`
ª T

0

ª

⌦

p´R Bt� ´ v ¨ r� ` r1pcq� ´ BD
Bc px, cqe´⇢tq�c dx dt

´
ª T

0

ª

⌦

divp Spvqr�q�c dx dt `
ª T

0

ª

�1

p Spvqr�q ¨ n �c d� dt

´
ª T

0

ª

�2

p Spvq�prcq ¨ nq�d� dt `
ª T

0

ª

�1

p´pv1 ¨ nq��3 ` v ¨ n��4q��cd� dt.

On pose µ “ �e⇢t.
L’annulation de la variation du Lagrangien suivant la variable d’état cpT, xq nous fournit
la condition terminale (4.14).
En annulant la variation du Lagrangien suivant la variable de contrôle p, on obtient la
condition d’optimalité (4.13).
En annulant la variation du Lagrangien suivant la variable d’état c, on obtient l’équation
adjointe (4.15) et les conditions aux bords (4.16).

On remarque que l’équation adjointe (4.15) est anti-diffusive mais elle est bien posée car
complétée par une condition terminale et non une condition initiale.
Pour s’en convaincre, on peut faire un changement d’inconnue. Définissons la fonction µ˚

sur ⌦T par :
µ˚pt, xq “ µpT ´ t, xq.

On a alors Btµ˚pt, xq “ BtpµpT ´ t, xqq “ ´BtµpT ´ t, xq, où µpT ´ t, xq est telle que

R BtµpT ´ t, xq “ ´vpT ´ t, xq ¨ rµpT ´ t, xq ´ divp SpvpT ´ t, xqqrµpT ´ t, xqq
` r1pc˚pT ´ t, xqqµ ` R ⇢µpT ´ t, xq ´ BD

Bc px, c˚pT ´ t, xqq dans ⌦T .

Nous introduisons la notation suivante : pour toute fonction f définie sur r0, T s, on
notera CTf la fonction définie par

CTfptq “ fpT ´ tq, t P r0, T s.
Le Théorème 4.2.1 nous autorise à considérer l’algorithme suivant pour résoudre le pro-
blème PE0T :
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Définition 4.2.1 Soit v tel que v “ ´r�, divpvq “ g, v ¨ n “ ´v1 ¨ n sur �3 ˆ p0, T q
et � “ 0 sur �4 ˆ p0, T q.
On appelle Padj le problème suivant :
Trouver pc˚, µ˚q satisfaisant

R Btc˚ ` v ¨ rc˚ ´ divp Spvqrc˚q “ ´rpc˚q ´ gc˚ ` �SF p�SCTµ˚q dans ⌦T , (4.17)
Spvqrc˚ ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, c˚ “ 0 sur �2 ˆ p0, T q, c˚

|t“0 “ c0 dans ⌦, (4.18)

R Btµ˚ ´ CTv ¨ rµ˚ ´ divp SpCTvqrµ˚q ` r1pCT c˚qµ˚ ` R ⇢µ˚ ´ BD
Bc p¨, CT c˚q “ 0

dans ⌦T , (4.19)
 SpCTvqrµ˚ ¨ n ` pCTv ¨ nq��4 ´ pCTv1 ¨ nq��3 “ 0 sur �1 ˆ p0, T q,

µ˚ “ 0 sur �2 ˆ p0, T q, (4.20)

R µ˚
|t“0 “ ⌫

BD
Bc p¨, c˚

|t“T q, (4.21)

où on a défini F par Bf
Bp px, F pyqq “ y.

Remarque 4.2.1 L’existence de F est assurée par l’hypothèse de stricte concavité im-
posée à la fonction p fiÑ fp¨, pq.

Nous allons maintenant procéder à l’analyse mathématique du problème Padj. Nous com-
mençons par le résultat auxiliaire suivant, dédié au problème (4.19)-(4.21) découplé de
(4.17)-(4.18). On peut établir le résultat d’existence suivant :

Proposition 4.2.1 On se place sous les hypothèses du Théorème 4.2.1 et on suppose de
plus que r1 P L8pR`q. Soit c˚ P Cpr0, T s;L2p⌦qq, à valeurs positives ou nulles, donné.
Alors, il existe un unique µ P L8p0, T ;L2p⌦qq X L2p0, T ;H1p⌦qq solution faible du pro-
blème (4.19)-(4.21). Si de plus il existe un intervalle I Ä R tel que r soit dérivable et à
dérivée bornée dans I, alors µ • 0 presque partout dans ⌦ ˆ p0, T q.

Preuve. On remarque que le problème

R Btµ ´ CTv ¨ rµ ´ divp SpCTvqrµq ` pr1pCT c˚q ` R ⇢qµ ´ BD
Bc px, CT c˚q “ 0 dans ⌦T

 SpCTvqrµ ¨ n ` pCTv ¨ nq��4µ ´ pCTv1 ¨ nq��3µT “ 0 sur �1 ˆ p0, T q,
µ “ 0 sur �2 ˆ p0, T q (4.22)

avec div CTv “ g dans ⌦T est équivalent au problème
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R Btµ ´ divpµCTvq ´ divp SpCTvqrµq ` pr1pCT c˚q ` R ⇢ ` CTgqµ ´ BD
Bc px, CT c˚q “ 0

dans ⌦T ,
 SpCTvqrµ ¨ n ` pCTv ¨ nq��4µ ´ pCTv1 ¨ nq��3µ “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, µ “ 0

sur �2 ˆ p0, T q,
R µpx, 0q “ ⌫

BD
BCT c˚ px, c|t“T q. (4.23)

La formulation variationnelle associée à (4.23) est :

´
ª T

0

ª

⌦

R µBt' dx dt ´
ª

⌦

R µ|t“0'|t“0 dx `
ª T

0

ª

⌦

µCTv ¨ r' dx dt

`
ª T

0

ª

⌦

 SpCTvqrµ¨r' dx dt`
ª T

0

ª

⌦

´

pr1pCT c˚q`R ⇢`CTgqµ´BD
Bc px, CT c˚q

¯

' dx dt “ 0

(4.24)

pour toute fonction test ' P H1p⌦ ˆ p0, T qq avec '|t“T “ 0 et '|�2 “ 0.
La démonstration de l’existence de µ est classique : on applique la méthode de Faedo-
Galerkin qui consiste à résoudre un problème approché en dimension finie. On justifie
l’applicabilité de la méthode par des estimations a priori. Nous les détaillons dans les
lignes suivantes. Nous les utiliserons aussi dans la preuve du théorème suivant. Aussi, il
faut noter que dans les lignes qui suivent, C est une constante qui ne dépend que des
données du problème et de la norme de c˚ dans Cpr0, T s;L2p⌦qq. Soit ⌧ P p0, T q. En
substituant ' “ µ�r0,⌧ sptq dans la formulation faible (4.24), on obtient :

R

2

⌧
ª

0

d

dt

ª

⌦

 |µ|2 dx dt `
⌧

ª

0

ª

⌦

µCTv ¨ rµ dx dt `
⌧

ª

0

ª

⌦

 SpCTvqrµ ¨ rµ dx dt

`
⌧

ª

0

ª

⌦

´

r1pCT c˚q ` R ⇢ ` CTg
¯

µ2 dx dt ´
⌧

ª

0

ª

⌦

BD
Bc px, CT c˚qµ dx dt “ 0. (4.25)

On rappelle que l’on a
⌧

ª

0

ª

⌦

 SpCTvqrµ ¨ rµ dx dt •
⌧

ª

0

ª

⌦

 ´pSm ` ↵T |CTv|q |rµ|2 dx dt.

On a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

⌧
ª

0

ª

⌦

r1pCT c˚qµ2 dx dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ }r1}L8pR`q

⌧
ª

0

ª

⌦

|µ|2 dx dt,

car le Théorème 3.4.1 assure que c˚pt, xq, et donc CT c˚pt, xq appartient à R` presque
partout dans ⌦T .
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De plus, avec les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on a :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

⌧
ª

0

ª

⌦

BD
Bc px, CT c˚qµ dx dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ C ` C

⌧
ª

0

ª

⌦

|µ|2 dx dt.

Pour le terme de convection, on a :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

⌧
ª

0

ª

⌦

µCTv ¨ rµ dx dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ }v}L8p⌦
T

q }rµ}L2p⌦
T

q }µ}L2p⌦
T

q

§  ´Sm

2

ª

⌦
T

|rµ|2 dx dt ` C

ª

⌦
T

|µ|2 dx dt.

En effet, les hypothèses en début de chapitre sur B⌦ et  sont celles qui assurent que
v P L8p⌦T q.
On obtient donc finalement

R

2

⌧
ª

0

d

dt

ª

⌦

 |µ|2 dx dt `
⌧

ª

0

ª

⌦

 ´pSm

2

` ↵T |CTv|q |rµ|2 dx dt § C

⌧
ª

0

ª

⌦

|µ|2 dx dt ` C

soit en particulier

 ´R
2

ª

⌦

|µp⌧, xq|2 dx` ´Sm

2

⌧
ª

0

ª

⌦

|rµ|2 dx dt §  `R
2

ª

⌦

|µ0pxq|2 dx`C

⌧
ª

0

ª

⌦

|µ|2 dx dt`C

(4.26)

et

 R

2

ª

⌦

|µp⌧, xq|2 dx §  R

2

ª

⌦

|µ0pxq|2 dx ` C

⌧
ª

0

ª

⌦

|µpt, xq|2 dx dt ` C,

où R µ0 “ R µ|t“0 “ ⌫ BD
Bc p¨, CT c|t“T q. On pose yptq “ ≥

⌦

|µpt, xq|2 dx et on a :

yp⌧q § C

⌧
ª

0

yptq dt ` C.

D’après la version intégrale du Lemme de Gronwall, on a

yp⌧q § CeC⌧
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soit
ª

⌦

|µp⌧, xq|2 dx § C presque pour tout ⌧ P p0, T q.

On en déduit donc en revenant à (4.26) que

}µ}L8p0,T ;L2p⌦qqXL2p0,T ;H1p⌦qq § C.

Pour démontrer l’unicité, on suppose qu’il existe deux solutions µ1 et µ2. Alors µ “ µ1´µ2

est solution de

R Btµ ´ divpµCTvq ´ divp SpCTvqrµq `
´

r1pCT c˚q ` R ⇢ ` CTg
¯

µ “ 0 (4.27)

 SpCTvqrµ¨n`pCTv¨nq��4µ´pCTv1¨nq��3µ “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, µ “ 0 sur �2 ˆ p0, T q,
µ|t“0 “ 0. (4.28)

On multiplie (4.27) par µ et on intègre par parties sur ⌦ ˆ p0, ⌧q, ⌧ P p0, T q :

R

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

 |µ|2 dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

pCTv ¨ µqµ dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

 SpCTvqrµ ¨ rµ dx dt

`
ª ⌧

0

ª

⌦

r1pCT c˚qµ2 dx dt `
ª ⌧

0

ª

⌦

R ⇢µ2 dx dt “ 0.

On a donc
R

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

 |µ|2 dx dt `  ´Sm

ª ⌧

0

ª

⌦

|rµ|2 dx dt § C

ª ⌧

0

ª

⌦

|µ|2 dx dt.

Comme Sm • 0, on a

R

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

 |µ|2 dx dt § C

ª ⌧

0

ª

⌦

|µ|2 dx dt

et
 ´R
2

ª

⌦

|µp⌧, xq|2 dx §  `R
2

ª

⌦

|µp0, xq|2 dx dt ` C

ª ⌧

0

ª

⌦

|µ|2 dx dt.

Comme µp0, xq “ µ1p0, xq ´ µ2p0, xq “ 0, on a donc

 ´R
2

ª

⌦

|µp⌧, xq|2 dx § C

ª ⌧

0

ª

⌦

|µ|2 dx dt

et après application du lemme de Gronwall, on obtient
ª

⌦

|µp⌧, xq|2 dx § 0 presque pour tout ⌧ P p0, T q.
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Donc µ1 “ µ2 pour presque tout x P ⌦, pour tout t P p0, T q. La solution est unique.

Nous allons à présent montrer la positivité presque partout dans ⌦ ˆ p0, T q de µ.
On définit minp0, µq “ µ´ § 0. On va montrer que µpt, xq • 0, c’est-à-dire µ´pt, xq “ 0

presque pour tout x P ⌦, pour tout t P p0, T q.
En multipliant l’équation définissant µ par µ´ et en intégrant par parties sur ⌦ ˆ p0, ⌧q,
⌧ P p0, T q, on obtient

R

2

ª ⌧

0

d

dt

ª

⌦

 
ˇ

ˇµ´ˇ

ˇ

2
dx dt `

ª ⌧

0

ª

⌦

µCTv ¨ rµ´ dx dt `  ´Sm

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇrµ´ˇ

ˇ

2
dx dt

`
ª ⌧

0

ª

⌦

´

r1pCT c˚q ` R ⇢ ` CTg
¯

µµ´ dx dt ´
ª ⌧

0

ª

⌦

BD
Bc px, CT c˚qµ´ dx dt § 0.

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

µCTv ¨ rµ´ dx dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§  ´Sm

2

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇrµ´ˇ

ˇ

2
dx dt ` }v}2L8p⌦

T

q
2 ´Sm

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇµ´ˇ

ˇ

2
dx dt.

Comme r est dérivable à dérivée bornée et que g P L8p⌦q, on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª ⌧

0

ª

⌦

´

r1pCT c˚q ` R ⇢ ` CTg
¯

µµ´ dx dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ C

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇµ´ˇ

ˇ

2
dx dt.

On a donc

 ´R
2

ª

⌦

ˇ

ˇµ´ˇ

ˇ

2
dx dt ´  `R

2

ª

⌦

ˇ

ˇµ´px, 0qˇ

ˇ

2
dx dt `  ´Sm

2

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇrµ´ˇ

ˇ

2
dx dt

´
ª ⌧

0

ª

⌦

BD
Bc px, CT c˚qµ´ dx dt § C

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇµ´ˇ

ˇ

2
.

Comme µ´ § 0 et que
BD
Bc px, CT c˚q • 0, alors ´

ª ⌧

0

ª

⌦

BD
Bc px, CT c˚qµ´ dx dt • 0. De

plus, on sait que µpx, 0q “ 1

R

BD
Bc px, CT c˚p0, xqq • 0. On en déduit donc que µ´p0, xq “

minp0, µ´p0, xqq “ 0. D’où ´ `R
2

ª

⌦

ˇ

ˇµ´p0, xqˇ

ˇ

2
dx dt “ 0. Finalement, on a

 ´R
2

ª

⌦

ˇ

ˇµ´ˇ

ˇ

2
dx dt § C

ª ⌧

0

ª

⌦

ˇ

ˇµ´ˇ

ˇ

2
dx dt.

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient
ª

⌦

ˇ

ˇµ´p⌧, xqˇ

ˇ

2
dx § 0 presque pour tout ⌧ P p0, T q

donc µ´ “ 0, ie µ • 0 presque partout dans ⌦ ˆ p0, T q.
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Remarque 4.2.2 Dans le cas où N “ 2 et ↵T ° 0, le terme convectif se traite de la
même manière que dans la Remarque 2.3.7.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat suivant pour le problème Padj.

Théorème 4.2.2 On se place sous les hypothèses de la Proposition 4.2.1. On suppose de
plus que les fonctions F et y fiÑ BD

Bc p¨, yq sont continues et bornées sur R`. Il existe une
unique solution au problème (4.17)-(4.21).

Preuve. Une fois encore, nous allons adopter une stratégie de point fixe. Nous avons
déjà manipulé plusieurs fois le problème en concentration (4.17)-(4.18). Nous avons en
particulier établi que, pour toute fonction µ˚ donnée dans L2p⌦T q, il existe une unique
solution c˚ à (4.17)-(4.18) telle que c˚pt, xq • 0 presque partout dans ⌦, pour tout t P
r0, T s, et

}c˚}L8p0,T ;L2p⌦qqXL2p0,T ;H1p⌦qq § Cc,

}c˚}H1p0,T ;H1p⌦qq § Cc,

où Cc dépend des données du problème, en particulier des bornes de la fonction F mais
pas de µ˚.
On considère le convexe fermé borné C de L2p⌦T q défini par

C “ tq P L2p⌦T q, }q}L8p0,T ;L2p⌦qq § Ccu.
D’après la Proposition 4.2.1 et les remarques précédentes, on peut définir une application
C de C dans lui-même par :

C :

#

C Ñ C

c fiÑ d

où d est défini par

R Btd ` v ¨ rd ´ divp Spvqrdq “ ´rpdq ´ gd ` �SF p�SCTµq dans ⌦T , (4.29)
Spvqrd ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, d “ 0 sur �2 ˆ p0, T q, d|t“0 “ c0 dans ⌦, (4.30)

R Btµ ´ CTv ¨ rµ ´ divp SpCTvqrµq ` r1pCT cqµ ` R ⇢µ ´ BD
Bc p¨, CT cq dans ⌦T ,

(4.31)
 SpCTvqrµ ¨ n ` pCTv ¨ nq��4 ´ pCTv1 ¨ nq��3 “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, µ “ 0 sur �2 ˆ p0, T q,
R µ|t“0 “ ⌘

BD
Bc p¨, c|t“T q dans ⌦. (4.32)

Notre but est maintenant de prouver que C admet un point fixe.
Remarquons tout d’abord que d satisfait

}d}L8p0,T ;L2p⌦qqXL2p0,T ;H1p⌦qq § Cc,
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}Btd}L8p0,T ;H´1p⌦qq § Cc.

Un argument classique d’Aubin permet donc d’assurer la compacité de l’ensemble image
CpCq dans L2p⌦T q.
Prouvons maintenant la continuité de C. Soit pcnqnPN Ä C une suite telle que

cn Ñ c dans L2p⌦T q.
Soit pour tout n P N, dn “ Cpcnq et d “ Cpcq. Montrons que dn Ñ d dans L2p⌦T q. D’après
les estimations uniformes établies au cours de la preuve de la Proposition 4.2.1, on a

}µn}L8p0,T ;L2p⌦qqXL2p0,T ;H1p⌦qq § C,

où µn est la solution de (4.31)-(4.32) où l’on a remplacé c par cn. Il existe donc une sous-
suite, non renommée par commodité, et une fonction ⌘ P L8p0, T ;L2p⌦qqXL2p0, T ;H1p⌦qq
telles que

µn á ⌘ faiblement dans L2p⌦T q X L2p0, T ;H1p⌦qq.
Grâce à la convergence forte de cn vers c, à la continuité de r1, de y fiÑ BD

Bc p¨, yq et de la
fonction c fiÑ CT c, on peut passer à la limite n Ñ 8 dans le système définissant µn : on
voit ainsi que ⌘ est solution de (4.31)-(4.32). La solution de (4.31)-(4.32) étant unique,
on conclut que

⌘ “ µ.

Par ailleurs, pour tout ' P L2p0, T ;H1
0 p⌦qq,

ˇ

ˇ

ˇ

xR Btµn,'yL2p0,T ;H´1p⌦qqˆL2p0,T ;H1
0 p⌦qq

ˇ

ˇ

ˇ

“

| ´
ª T

0

ª

⌦

pµnCTv ¨ r' `  SpCTvqrµn ¨ r' ` pr1pCT cnq ` R ⇢ ` CT gqµn'

´ BD
Bc px, CT cnq'q dx dt| § C.

Comme 0 §  ´ §  , presque partout dans ⌦T , on peut utiliser une forme avancée du
théorème de compacité d’Aubin (voir Galusinski et Saad [36]) pour conclure des bornes
uniformes de µn dans L2p⌦T q X L2p0, T ;H1p⌦qq et de Btµn dans L2p0, T ;H´1p⌦qq, où
H1p⌦q ÄÄ L2p⌦q Ä H´1p⌦q, que µn est séquentiellement compacte dans L2p⌦T q. À une
sous-suite près on a donc

µn Ñ µ dans L2p⌦T q et presque partout dans ⌦T .

Comme
}dn}L8p0,T ;L2p⌦qqXL2p0,T ;H1p⌦qq ` }Btdn}L2p0,T ;H´1p⌦qq § Cc,
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on assure aussi, à une sous-suite près, qu’il existe e P L8p0, T ;L2p⌦qq X L2p0, T ;H1p⌦qq
telle que

dn á e faiblement dans L2p0, T ;H1p⌦qq,
dn Ñ e dans L2p⌦T q et presque partout dans ⌦T .

Les convergences de µn et dn permettent de passer à la limite dans le système définissant
dn. On en conclut que e satisfait (4.29)-(4.30). La solution de ce problème étant unique,
on a

e “ d

et c’est l’ensemble de la suite dn qui converge vers d. La continuité de C est prouvée.
L’application C satisfaisant les hypothèses du théorème de Schauder, on en conclut qu’elle
admet un point fixe, noté c˚, solution de (4.17)-(4.18), associé à µ˚ solution de (4.19)-
(4.21).
D’après le principe de Pontryagin, la solution c˚ étant nécessairement la concentration
optimale associée au problème PE0T qui admet une unique solution, la solution de (4.17)-
(4.21) est unique. Ceci termine la preuve.

4.2.3 Condition de transversalité pour un horizon infini

L’objectif considéré ici est le suivant (on prend ⌫ “ 0 et on retrouve l’objectif des
chapitres précédents) :

Jpp, cq “
ª `8

0

ª

⌦

´

fpx, ppt, xqq�S ´ Dpx, cpt, xqq
¯

e´⇢t dx dt

et l’ensemble des contrôle admissibles est E2 :

E2 :“ tq P L2p⌦ ˆ p0,8qq avec 0 § qpt, xq § p̄ presque partoutu.
La condition terminale (4.14) établie dans le Théorème 4.2.1 n’a pas de sens en temps
infini. Une approche classique (Michel [65] ou Grass et al. [40] Part II, 3.7) permet d’établir
la condition de transversalité en horizon infini.
Nous la présentons dans le théorème suivant.

Théorème 4.2.3 La condition de transversalité en temps infini s’écrit :

lim

TÑ8

ª

⌦

HpT, c˚, p˚,�˚q dx “ 0 (4.33)

où H est le Hamiltonien défini par

Hpt, c, p,�qpxq “
´

fpx, ppt, xqq�S ´ Dpx, cpt, xqq
¯

e´⇢t

` �pt, xq
´

divp Spvqrcq ´ v ¨ rc ´ rpcq ´ gc ` p�S
¯

pt, xq (4.34)

où �˚pt, xq “ µ˚pt, xqe´⇢t, µ˚ étant la variable adjointe solution du problème Padj.
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Preuve. Soit T P r0,`8q.
Soit p P E2. On définit la fonction valeur, dépendant du temps et d’une condition initiale
au temps T , cT pxq, comme suit :

wpT, cT pxqq “ max

pPE2

ª `8

T

ª

⌦

´

fpx, ppt, xqq�S ´ Dpx, cpt, xqq
¯

e´⇢t dx dt (4.35)

où cpt, xq est solution du problème suivant :
$

’

&

’

%

R Btcpt, xq ´ divp Spvqrcq ` v ¨ rc ` rpcq ´ p�S ` gc “ 0 dans ⌦ ˆ pT,`8q,
Spvqrcpt, xq ¨ n “ 0 sur �1 ˆ pT,`8q, c “ 0 sur �2 ˆ pT,`8q,
cpT, xq “ cT pxq donnée dans ⌦.

(4.36)

On considère pour tout t P R`
˚ la fonction c˚

t p.q : ⌦ fiÑ r0,8r définie par c˚
t pxq “ c˚pt, xq,

x P ⌦, et c˚
T pxq “ c˚pT, xq solution optimale au temps T, où pc˚, p˚q est la solution du

problème Jpp˚, c˚q “ max

pPE2

Jpp, cq sous la contrainte :

$

’

&

’

%

R Btcpt, xq ´ divp Spvqrcq ` v ¨ rc ` rpcq ´ p�S ` gc “ 0 dans ⌦ ˆ p0,`8q,
Spvqrcpt, xq ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0,`8q, c “ 0 sur �2 ˆ p0,`8q,
cp0, xq “ c0pxq donnée dans ⌦.

Cette définition a un sens pour tout t puisque c˚ P Cp0, T ;L2p⌦qq : on a c˚
t P L2p⌦q pour

tout t P r0,`8r.
Remarque 4.2.3 On note que c˚pt, xq “ c˚

T pxq n’est pas un abus de notation grâce à
l’unicité de la solution au problème d’optimisation.

La fonction valeur est définie par

wp0, c0pxqq “ max

pPE2

ª `8

0

ª

⌦

´

fpx, ppt, xqq�S ´ Dpx, cpt, xqq
¯

e´⇢t dx dt.

On calcule

wp0, c0pxqq ´ wpT, c˚
T pxqq “ ´

ª T

0

d

d⌧

”

wp⌧, c˚
⌧ pxqq

ı

d⌧

“ ´
ª T

0

´ d

d⌧
wp⌧, c˚

⌧ pxqq ` xB⌧c˚
⌧ , Dcwp⌧, c˚

⌧ pxqqy
¯

d⌧ (4.37)

où B⌧c˚
⌧ désigne par abus de notation la dérivée de la fonction ⌧ fiÑ c˚

⌧ , où Dc est la dérivée
au sens de Gâteaux et où x., .y est le produit scalaire défini par xf, gy “ ≥

⌦ fg dx.

131



En posant ⌧ “ t ´ T , (4.35) peut s’écrire

wpT, cT pxqq “ max

pPE2

e´⇢T
ª `8

0

ª

⌦

´

fpx, pp⌧ ` T, xqq�S ´ Dpx, cp⌧ ` T, xqq
¯

e´⇢⌧ dx d⌧.

(4.38)

Le calcul ci-dessus peut être reproduit pour tout T donné. On a donc pour tout t P
r0,`8r :

wpt, ctpxqq “ max

pPE2

e´⇢t
ª `8

0

ª

⌦

´

fpx, pp⌧ ` t, xqq�S ´ Dpx, cp⌧ ` t, xqq
¯

e´⇢⌧ dx d⌧.(4.39)

En utilisant la définition (4.39) pour dériver la fonction valeur, (4.37) s’écrit

wp0, c0pxqq ´ wpT, c˚
T pxqq “

ª T

0

⇢wp⌧, c˚
⌧ pxqqd⌧

´
ª T

0

´

ª

⌦

pdivp Spv˚qrc˚q ´ v˚ ¨ rc˚ ´ rpc˚q ` p˚�Spxq ´ gc˚q p⌧, xq�˚p⌧, xq dx
¯

d⌧.

(4.40)

L’égalité dans la relation ci-dessus est justifiée à nouveau par l’unicité de la solution
optimale pp˚, c˚q (l’apparition de c˚ au lieu de c˚

⌧ n’est donc pas une erreur de notation).
De plus, on a utilisé le fait que �˚pt, xq “ Dcwpt, c˚pt, xqq.
Comme wp0, c0pxqq “ max

pPE2

≥`8
0

≥

⌦

´

fpx, pp⌧, xqq�S ´ Dpx, cp⌧, xqq
¯

e´⇢⌧ dxd⌧ “ Jpp˚, c˚q,
et en utilisant la définition (4.35) de wpT, c˚

T pxqq, (4.40) s’écrit
ª T

0

ª

⌦

´

fpx, p˚p⌧, xqq�S ´ Dpx, c˚p⌧, xqq
¯

e´⇢⌧ dxd⌧ “
ª T

0

⇢wp⌧, c˚
⌧ pxqqd⌧

´
ª T

0

´

ª

⌦

pdivp Spv˚qrc˚q ´ v˚ ¨ rc˚ ´ rpc˚q ` p˚�S ´ gc˚q p⌧, xq�˚p⌧, xq dx
¯

d⌧,

c’est-à-dire
ª T

0

ª

⌦

Hp⌧, c˚, p˚,�˚q dxd⌧ “
ª T

0

⇢wp⌧, c˚
⌧ pxqqd⌧ pour tout T P r0,8q.

En dérivant l’équation ci-dessus par rapport à T , on obtient
ª

⌦

HpT, c˚, p˚,�˚q dx “ ⇢wpT, c˚
T pxqq

“ ⇢max

pPE2

ª `8

T

ª

⌦

´

fpx, ppt, xqq�S ´ Dpx, c˚
T pxqq

¯

e´⇢t dx dt

“ ⇢

ª `8

T

ª

⌦

´

fpx, p˚pt, xqq�S ´ Dpx, c˚pt, xqq
¯

e´⇢t dx dt
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grâce à l’unicité de la solution au problème d’optimisation. En passant à la limite, on a

lim

TÑ`8

ª

⌦

HpT, c˚, p˚,�˚q dx “ lim

TÑ`8
⇢wpT, c˚

T pxqq

“ lim

TÑ`8
⇢

ª `8

T

ª

⌦

´

fpx, p˚pt, xqq�S ´ Dpx, c˚pt, xqq
¯

e´⇢t dx dt “ 0

puisque pt, xq fiÑ
´

fpx, p˚pt, xqq�S ´ Dpx, c˚pt, xqq
¯

e´⇢t est intégrable sur ⌦ ˆ p0,8q.
Ce qui conclut la preuve.

4.2.4 Une étude analytique dans un cas simple : l’état station-
naire du modèle unidimensionnel avec zone d’épandage don-
née

L’objectif de cette partie est d’obtenir des propriétés qualitatives de la solution à
l’état stationnaire lorsqu’elle existe. On s’intéressera en particulier aux dépendances par
rapport à certains paramètres comme la distance optimale entre le champ et la zone
d’épandage.
Afin d’obtenir des formules explicites, nous allons nous placer dans un cadre simple, celui
d’un modèle uni-dimensionnel. Cette simplification nous permet en particulier de caracté-
riser la zone tampon entre le champ et le puits de captage à l’aide d’un unique paramètre.

On considère dans ce paragraphe l’apport naturel dans l’équation de concentration.
Rappelons que le modèle utilisé tout au long de ce chapitre provient du modèle limite
présenté au Chapitre 3, paragraphe 3.2.3 page 90, dont l’unique solution est la limite du
problème mis à l’échelle présenté au paragraphe 3.2.2 page 88. Nous reprenons donc le
processus d’adimensionnement présenté au Chapitre 3 page 80 en introduisant l’apport
naturel � : la concentration étant faible, d’ordre ✏, il en est de même pour l’apport naturel
qui est du même ordre que la concentration présente dans le sous-sol. On obtient donc
les équations suivantes :

R Btp✏ĉpq ` ✏v̂p ¨ rĉp ´ ✏ divp Spv̂pqrĉpq “ ´rp✏, ✏ĉpq ´ ✏gĉp ` ✏pp̂ ` �̂qp1 ´ ✏ĉpq,
R Btp1 ´ ✏ĉpq ` v̂p ¨ rp1 ´ ✏ĉpq ´ divp Spv̂pqrp1 ´ ✏ĉpqq “ rp✏, ✏ĉpq ` g,

divpv̂pq “ ✏pp̂ ` �̂q ` g,

où v̂p est donné par la loi de Darcy v̂p “ ´rˆ�p, ✏p̂ est l’apport d’engrais et où le
paramètre ✏ ! 1 est l’ordre de grandeur de la concentration du polluant dans le sous-sol.
On pose

ĉ “ c✏,p
✏

, p̂ “ p✏, ˆ� “ �✏,p
✏

, v̂p “ v✏,p
✏
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et on définit r✏pcq :“ rp✏, ✏cq{✏. On a donc :

R Btpc✏,p
✏

q ` v✏,p
✏

¨ rc✏,p
✏

´ divp Spv✏,p
✏

qrc✏,p
✏

q “ ´r✏pc✏,p
✏

q ´ gc✏,p
✏

` pp✏ ` �✏qp1 ´ ✏c✏,p
✏

q,
(4.41)

divpv✏,p
✏

q “ ✏pp✏ ` �✏q ` g (4.42)

avec v✏,p
✏

“ ´r�✏,p
✏

.
L’apport naturel � étant dans L8p⌦T q, tous les résultats obtenus au Chapitre 3 sont donc
valables avec ce modèle, en remplaçant p✏ par p✏ ` �✏. À la limite, on obtient le modèle
effectif suivant :

R Btcp ` v ¨ rcp ´ divp Spvqrcpq “ ´r̃pcpq ´ gcp ` p ` �,

divpvq “ g avec v “ ´r�.

Simplification

On se place dans le cas unidimensionnel avec ⌦ “ p0, Lq, où le puits de captage se situe
au point L. On suppose qu’il existe L1, avec 0 § L1 § L, tel que rL1, Ls définit une zone
tampon entre le champ et le puits de captage. L’épandage se fait donc sur S “ r0, L1s. Ces
zones tampons sont réglementées. Présentes autour des puits de captage, elles peuvent
être de natures différentes (dispositifs enherbés, talus, fossé ... Agence Française pour la
Biodiversité, [89]). Dans le cas d’utilisation de fertilisants azotés à proximité des cours
d’eau, l’épandage peut être interdit à moins de 35 mètres des berges dans les zones
vulnérables (Roux, [75]). Dans le cas présent, on choisira une zone tampon "neutre",
c’est-à-dire sans fonction d’interception ou d’atténuation de la contamination.
Nous cherchons à caractériser l’état stationnaire qui est a priori structuré en espace. Cet
état stationnaire va dépendre de la taille de la parcelle d’épandage, en particulier de L1.
On utilise des conditions aux bords de type Neumann non homogènes sur � : Bx� “ v1 sur
B⌦ “ t0, Lu avec v1 P L2p⌦q. On suppose que Spvq “ S ° 0 et que le terme de réaction
est linéaire, rpcq “ ↵c avec ↵ constante strictement positive. On a donc le modèle suivant
dans ⌦T :

R Btc ´  SB2
xc ` vBxc “ ´↵c ` p�Spxq ` � ´ gc, (4.43)

Bxv “ g, v “ ´Bx�, (4.44)

complété par les conditions aux bords (ici �2 “ �4 “ H)

Bxcpt, 0q “ Bxcpt, Lq “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, (4.45)
Bx� “ v1 sur B⌦ ˆ p0, T q. (4.46)

On suppose enfin que le puits est localisé en L, et la fonctionnelle J prend la forme :

J : pp P E, c P L2p⌦T qq fiÑ Jpp, cq “
T
ª

0

´

ª L1

0

fpx, ppt, xqq dx ´ Dpcpt, Lqq
¯

e´⇢t dt.
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On a en effet posé Dpx, cq “ Dpcq�Lpxq, avec un abus de notation pour conserver simple-
ment une fonction D. On supposera de plus que

BD
Bc ° 0 et

B2D

Bc2 ° 0.

Remarque 4.2.4 Comme v “ ´v1, où  ° 0, le problème n’a d’intérêt que si on sup-
pose v1 § 0 presque partout pour que le flux pousse la pollution vers le puits d’extraction.

Remarque 4.2.5 On satisfait aux conditions du Théorème 3.4.1 ; la solution de ce pro-
blème est donc unique.

On note

E “ tq P L2pp0, T q ˆ p0, Lqq, 0 § qpt, xq § p̄ presque partout dans p0, T q ˆ p0, Lq,
q|t“T est définieu.

Sous les hypothèses adoptées dans ce chapitre, le Théorème 4.2.1 qui présente les condi-
tions nécessaires de Pontryagin donne :

Corollaire 4.2.1 Soit pp˚, c˚q la solution de Jpp˚, c˚q “ max

pPE
Jpp, cq sous la contrainte

(4.43)-(4.44) donnée par le Théorème 3.4.1. On suppose D de classe C1 sur R`.
Il existe µ P L2p0, T ;H1p⌦qq tel que

f 1px, ppt, xqq “ µpt, xq�Spxq presque partout dans ⌦T , (4.47)

satisfaisant la condition terminale

µpT, xq “ 0 presque partout dans ⌦, (4.48)

et l’équation

R Btµ “ ´vBxµ ´  SB2
xµ ` ↵µ ` gµ ` µR ⇢ dans ⌦T (4.49)

munie des conditions aux bords

 SBxµpt, 0q ´ v1µpt, 0q “ 0 dans p0, T q (4.50)

D1pcpt, Lqq “  SBxµpt, Lq ´ v1µpt, Lq dans p0, T q. (4.51)
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Preuve. Il s’agit de modifier la démonstration du Théorème 4.2.1 en fonction de l’objectif
utilisé dans ce paragraphe.
On définit formellement le Lagrangien associé au problème, avec � sa variable adjointe,
par :

Lpc, p,�q “ Jpp, cq `
ª T

0

ª

⌦

`

R Btc ` vBxc ´  SB2
xc ` ↵c ´ p�Spxq ´ � ` gc

˘

� dx dt.

Par intégrations par parties et en appliquant le théorème de Fubini on trouve :

Lpc, p,�q “
ª T

0

ª

S
fpx, pqe´⇢t dx dt ´

ª T

0

Dpcpt, Lqqe´⇢t dt

`
ª T

0

ª

⌦

p´R Bt�c ´ vcBx� ´  SB2
x�c ` ↵c� ´ p�S� ´ �� ` gc�q dx dt

`R 

ª

⌦

cpT, xq�pT, xq dx ´ R 

ª

⌦

c0pxq�p0, xq dx

`
ª T

0

´

vpLq�pt, Lqcpt, Lq ´ vp0q�p0, tqcpt, 0q
¯

dt

`
ª T

0

´

 Scpt, L, qBx�pL, tq ´  Scpt, 0qBx�pt, 0q
¯

dt.

En utilisant la formule de Taylor à l’ordre 1 pour les non linéarités, on a

�Lpc, p,�q “
ª T

0

ª

S

`

f 1px, pqe´⇢t ´ ��S
˘

�p dx dt

`
ª T

0

ª

⌦

p´R Bt� ´ vBx� ´  SB2
x� ` ↵� ` g�q�c dx dt ` R 

ª

⌦

�pT, xq�cpT, xq dx

´
ª T

0

´

vp0q�pt, 0q `  SBx�pt, 0q
¯

�cpt, 0q dt

`
ª T

0

´

vpLq�pt, Lq `  SBx�pt, Lq ´ D1pcpt, Lqqe´⇢t
¯

�cpt, Lq dt.

On pose µ “ �e⇢t.
L’annulation de la variation du Lagrangien suivant la variable d’état cpT, xq nous fournit
la condition terminale (4.48).
En annulant la variation du Lagrangien suivant la variable de contrôle p, on obtient la
condition d’optimalité (4.47).
En annulant la variation du Lagrangien suivant la variable d’état c, on obtient l’équation
adjointe (4.49) et les conditions aux bords (4.50) et (4.51).
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On simplifie encore le modèle en se restreignant maintenant au cas stationnaire. On
suppose à présent que

v1 P R , v1 § 0.

La condition de compatibilité entre g et v1 (voir les hypothèses du présent chapitre, page
246) impose donc g “ 0.

Lemme 4.2.1 L’état stationnaire est caractérisé par le problème suivant :

´ Sc2 ` vc1 ` ↵c ´ p�S ´ � “ 0 dans ⌦, (4.52)

 Sµ2 ` vµ1 ´ p↵ ` R ⇢qµ “ 0 dans ⌦, (4.53)

avec v “ ´v1, f 1pp�Sq “ µ�S et

D1pcpLqq “ S µ1pLq ` vµpLq, (4.54)

c1p0q “ c1pLq “ 0, (4.55)

 Sµ1p0q ` vµp0q “ 0. (4.56)

Preuve. On sait que v1 “ ´�2 “ 0 donc �pxq “ c1x ` c2, où c1 et c2 sont des réels. En
utilisant les conditions de bords �1p0q “ �1pLq “ v1, on trouve c1 “ v1. Ainsi

�pxq “ v1x ` c2.

Comme vpxq “ ´�1pxq, on a

v “ ´v1.
On peut alors résoudre

#

´ Sc2 ` vc1 ` ↵c ´ p�S ´ � “ 0

 Sµ2 ` vµ1 ´ p↵ ` R ⇢qµ “ 0

où v est donnée par v “ ´v1, f 1pp�Sq “ µ�S et
$

’

&

’

%

D1pcpLqq “  Sµ1pLq ` vµpLq
c1p0q “ c1pLq “ 0

 Sµ1p0q ` vµp0q “ 0.
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À partir d’ici, on notera fpx, ppxqq “ fpppxq�Spxqq (par un léger abus de nota-
tion, on utilise toujours f). D’après (4.13), f 1pp˚pxqq “ µpxq�Spxq. On remarque que
p˚pxq “ f

1´1 pµpxq�Spxqq. Notons que f étant strictement concave, et comme on a sup-
posé Impf 1q Ä r0,`8r,

f 1
: Dompfq Ñ Impf 1q Ä r0,`8r

est strictement décroissante donc f
1´1 existe et, d’après les hypothèses sur f 1´1,

f
1´1

: Impf 1q Ä r0,`8rÑ r0,`8r.

Lemme 4.2.2 Notons S “ S et R “ R . Supposons Impf 1q “s0;`8r. L’état station-
naire pc˚pxq, p˚pxqq est donné par

p˚px,A, L1q “ f
1´1pAper1x ´ Ker2xqq si x P r0, L1s, p˚px,A, L1q “ 0 si x PsL1, Ls,

S ps2 ´ s1q c˚px,A, L1q “
ª x

0

´

f 1´1pAper1u´Ker2uq�Spxqq`�
¯

`

e´s1pu´xq ´ e´s2pu´xq˘ du

´ es1x ´ s1
s2
es2x

es1L ´ es2L

ª L

0

´

f 1´1pAper1u ´ Ker2uq�Spxqq ` �
¯

ˆ

e´s1pu´Lq ´ s2
s1
e´s2pu´Lq

˙

du,

(4.57)

où A ° 0 est l’unique solution de l’équation

D1
´

1

Ss1s2

´ eps1`s2qL

es1L ´ es2L

ª L1

0

f
1´1pAper1u ´ Ker2uqq `

s2e
´s2u ´ s1e

´s1u
˘

du ´ �
¯¯

“ Apv ` Sr1qper1L ´ er2Lq (4.58)

avec

K “ v ` Sr1
v ` Sr2

,

r1 “ ´v ´ ?
�1

2S
, r2 “ ´v ` ?

�1

2S
, où �1 “ v2 ` 4Sp↵ ` R⇢q,

s1 “ v ´ ?
�2

2S
, s2 “ v ` ?

�2

2S
, où �2 “ v2 ` 4S↵.
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Preuve. Afin de démontrer ce lemme, nous allons tout d’abord chercher une expression
formelle de l’état stationnaire. Cette expression n’aura un sens que si il existe un réel
A ° 0 qui la satisfait. Nous montrerons ensuite qu’il existe bien un A ° 0 satisfaisant
l’expression et que ce A est unique.
Le système d’équations différentielles (4.52)-(4.53) étant triangulaire, on résout d’abord
l’équation (4.53) en µ. On obtient

µ˚px,A, L1q “ `

Aer1x ` Ber2x
˘

avec r1 “ ´v´?
�1

2S , r2 “ ´v`?
�1

2S , �1 “ v2 ` 4Sp↵ ` S⇢q et A et B des constantes à
déterminer.
En utilisant la condition au bord (4.56), on trouve

B “ ´AK avec K “ v ´ ?
�1

v ` ?
�1

“ v ` Sr1
v ` Sr2

† 0,

ce qui permet de réécrire

µ˚px,A, L1q “ Aper1x ´ Ker2xq.
Comme K † 0 et que r1 † 0 † r2, per1x ´ Ker2xq ° 0 pour tout x P r0, Ls.
De plus, la condition (4.54) doit être vérifiée, ce qui implique que

D1pcpL,A, L1qq “ A
´

pSr1 ` vqer1L ´ KpSr2 ` vqer2L
¯

“ Apv ` Sr1qper1L ´ er2Lq.

La fonction D étant strictement croissante, D1pcpL,A, L1qq est strictement positive. Comme
er1L ´ er2L † 0 et v ` Sr1 “ ´Sr2 † 0, on a donc

A ° 0. (4.59)

On résout à présent l’équation (4.52) en c. Comme A ° 0, la quantité f 1´1
`

Aper1x ´
Ker2xq˘

est bien définie pour x P r0, L1s et l’équation en c peut être réécrite comme suit :

´Sc2 ` vc1 ` ↵c ´ ✓px,A, L1q “ 0

où

✓px,A, L1q “ f 1´1
`

Aper1x ´ Ker2xq˘

�r0,L1spxq ` �, (4.60)

et

c˚px,A, L1q “ 1

S ps2 ´ s1q
ª x

0

✓pu,A, L1q `

e´s1pu´xq ´ e´s2pu´xq˘ du ` K1e
s1x ` K2e

s2x,

(4.61)
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avec

s1 “ v ´ ?
�2

2S
, s2 “ v ` ?

�2

2S
, �2 “ v2 ` 4S↵,

et K1 et K2 à déterminer. On en déduit donc que

B✓
BApx,A, L1q “ per1x ´ Ker2xqpf 1´1q1`

Aper1x ´ Ker2xq˘

�r0,L1spxq † 0 (4.62)

car per1x ´ Ker2xq ° 0 et f est strictement concave. En dérivant (4.61) par rapport à x
on a

Bc˚

Bx px,A, L1q “ 1

S ps2 ´ s1q
ª x

0

✓pu,A, L1q
`

s1e
´s1pu´xq ´ s2e

´s2pu´xq˘ du

` K1s1e
s1x ` K2s2e

s2x. (4.63)

On utilise à présent les conditions aux bords de l’équation (4.55). En remplaçant dans

(4.63), la condition de bord
Bc˚

Bx px,A, L1q
|x“0

“ 0 implique que

K2 “ ´K1
s1
s2

et la condition de bord
Bc˚

Bx px,A, L1q
|x“L

“ 0 donne

K1 “
´ ≥L

0 ✓pu,A, L1q
´

e´s1pu´Lq ´ s2
s1
e´s2pu´Lq

¯

du

pes1L ´ es2LqSps2 ´ s1q .

On peut alors réécrire c˚ comme suit :

c˚px,A, L1q “ 1

Sps2 ´ s1q

˜

ª x

0

✓pu,A, L1q
`

e´s1pu´xq ´ e´s2pu´xq˘ du

´ es1x ´ s1
s2
es2x

pes1L ´ es2Lq
ª L

0

✓pu,A, L1q
ˆ

e´s1pu´Lq ´ s2
s1
e´s2pu´Lq

˙

du

¸

.

Comme
B✓
BApu,A, L1q † 0, on en déduit que

Bc˚

BA pL,A, L1q “ eps1`s2qL

S s1s2
loomoon

†0

`

es1L ´ es2L
˘

loooooomoooooon

†0

ª L

0

B✓
BApu,A, L1q `

s2e
´s2u ´ s1e

´s1u
˘

looooooooooomooooooooooon

°0

du † 0.

(4.64)
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Comme c˚pL,A, L1q vérifie la condition au bord D1pc˚pLqq “ Apv ` Sr1qper1L ´ er2Lq, A
doit satisfaire :

D1 pc˚pL,A, L1qq “ Apv ` Sr1qper1L ´ er2Lq. (4.65)

Il reste à prouver que A ° 0 existe et est unique. On a déjà vu à l’équation (4.59) que si
A existe, A ° 0. On pose

⌘pA,L1q “ ´Apv ` Sr1qper1L ´ er2Lq ` D1 pc˚pL,A, L1qq .
L’équation (4.65) se réécrit ⌘pA,L1q “ 0. Par ailleurs, A fiÑ ⌘pA,L1q est une fonction
continue. On va montrer que pour L1 fixé, ⌘pA,L1q “ 0 a bien une solution et qu’elle est
unique.
On a

B⌘
BApA,L1q “ ´pv ` Sr1qper1L ´ er2Lq ` D

2pc˚pL,A, L1qqBc˚

BA pL,A, L1q.

En utilisant le fait que D est strictement convexe et que
Bc˚

BA pL,A, L1q † 0 (obtenu grâce
à (4.64)), on montre que

B⌘
BApA,L1q “ ´

§0
hkkkkikkkkj

pv ` Sr1q
§0

hkkkkkkikkkkkkj

per1L ´ er2Lq `D
2pc˚pL,A, L1qqBc˚

BA pL,A, L1q † 0.

Grâce aux signes des racines de l’équation homogène et au fait que f (respectivement
D) est strictement concave (respectivement convexe), on a donc montré ci-dessus que
B⌘
BApA,L1q † 0. La fonction ⌘ est donc strictement décroissante en A. Elle admet donc
une bijection réciproque de R` dans R˚

` qui permet de définir A.
De plus,

lim

AÑ0
⌘pA,L1q “ D1pc˚pL,A, L1qq ° 0

et

lim

AÑ`8
⌘pA,L1q “ ´8

car c˚pL,A, L1q Ñ 0 quand A Ñ `8 donc D1pc˚pL,A, L1qq Ñ D1p0q par continuité de
D1.
D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe donc une unique solution A ° 0

de ⌘pA,L1q “ 0, c’est-à-dire de (4.58).
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Pour des fonctions f et D très particulières, on peut obtenir une expression explicite
de A.

Exemple : Soient Dpcq “ c2 et fppq “ lnppq. On a fppq “ lnppq, f 1´1ppq “ 1
p . On écrit

alors :

⌘pA,L1q “ ´Apv`Sr1qper1L´er2Lq` 2

Ss1s2

´ eps1`s2qL

es1L ´ es2L

ª L1

0

s2e´s2u ´ s1e´s1u

Aper1u ´ Ker2uq du´�
¯

.

Résoudre ⌘pA,L1q “ 0 revient à résoudre l’équation quadratique

A2pv ` Sr1qper1L ´ er2Lq ` A
2�

Ss1s2
´ 2eps1`s2qL

Ss1s2pes1L ´ es2Lq
ª L1

0

s2e´s2u ´ s1e´s1u

per1u ´ Ker2uq du “ 0.

Le discriminant de cette équation est

� “ p 2�

Ss1s2
q2 ` 8

†0
hkkkkikkkkj

pv ` Sr1q
†0

hkkkkkkikkkkkkj

per1L ´ er2Lq
Ss1s2
loomoon

†0

eps1`s2qL

es1L ´ es2L
looooomooooon

†0

ª L1

0

°0
hkkkkkkkkkikkkkkkkkkj

s2e
´s2u ´ s1e

´s1u

er1u ´ Ker2u
loooooomoooooon

°0

du ° 0.

Pour L1 donné, l’équation ⌘pA,L1q “ 0 admet a priori deux solutions réelles :

A “ ´ 2�
Ss1s2

´ ?
�

2pv ` Sr1qper1L ´ er2Lq † 0

et

A “ ´ 2�
Ss1s2

` ?
�

2pv ` Sr1qper1L ´ er2Lq ° 0.

Comme A fiÑ ⌘pA,L1q est définie sur R`, on choisira donc la solution positive, c’est-à-dire

A “ ´ 2�
Ss1s2

`
?
�

2pv`Sr1qper1L´er2Lq ° 0.
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Simulations numériques

Pour les simulations qui suivent, réalisées avec Maple, nous avons d’abord pris les
données suivantes :

⇢ “ 0.05, ↵ “ 0.1, S “ 0.1,  “ 1, R “ 1 (pas d’absorption),
� “ 0.05, v “ 0.015.

Pour la première simulation, on choisit les fonctions de production et de dommages sui-
vantes :

fppq “ lnpp ` 0.01q, Dpcq “ c2.

Ici les fonctions D et f sont purement académiques. Il faut donc lire les résultats en
ne se concentrant que sur les aspects phénoménologiques, pas sur les valeurs.
Nous allons faire varier L. On commence par L “ 10.
Sur la Figure 4.2, on constate que l’allure de chaque courbe représentant la concentration
optimale c˚ est la même. C’est bien sûr tout-à-fait normal : on retrouve la courbe classique
pour une quantité soumise à un transport (vers la droite) et à de la diffusion. Cependant,
la taille de la zone tampon a un impact sur cette concentration optimale c˚. En effet,
plus la taille de la zone tampon est importante (plus l’épandage se fait loin du puits),
plus la concentration optimale c˚ est élevée (cela correspond au fait que plus l’épandage
est loin du puits, plus l’agriculteur est autorisé à épandre une quantité importante p˚

d’engrais). Toutefois, cela n’est vérifié que sur le début de la parcelle agricole : en effet,
à partir d’une certaine distance, toutes les concentrations optimales c˚ sont similaires, et
ce indépendamment de la taille de la zone tampon.
La Figure 4.3 représente l’utilisation optimale d’engrais dans les différents cas étudiés.
On remarque que les courbes sont similaires dans les sept cas étudiés mais plus on stoppe
les émissions loin du puits de captage, plus la quantité d’engrais épandue peut être im-
portante.

On s’intéresse à présent à l’impact de la taille de la zone tampon sur l’objectif à l’état
stationnaire, qui est donné par

Obj “ 1

⇢

´

ª

S
fpp˚pxqq dx ´ Dpc˚pLqq

¯

.

Dans ce cas de figure, on peut déterminer le L1 optimal, qui est ici L1 “ 4, représenté
sur la Figure 4.4.

On prend à présent L “ 15. Dans ce cas de figure, on peut déterminer le L1 optimal, qui
est ici L1 “ 8, représenté sur la Figure 4.5.
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Figure 4.2 – c˚ optimale
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Figure 4.3 – p˚ optimal
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Figure 4.4 – Objectif en fonction de L1 ; L “ 10.

Figure 4.5 – Objectif en fonction de L1 ; L “ 15.
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On prend à présent L “ 20. On s’intéresse à l’objectif en fonction de L1. Dans ce cas
de figure, on constate sur la Figure 4.6 que la politique optimale serait de ne pas épandre.
Ces résultats ne sont pas ce que l’on pouvait supposer intuitivement, à savoir qu’en
augmentant la distance à laquelle se trouve le puits (pour un L plus grand), on pourrait
avoir une zone d’épandage plus importante. Pour tenter d’expliquer cela, nous allons

Figure 4.6 – Objectif en fonction de L1 ; L “ 20.

regarder la variation de l’objectif en fonction de L1. Afin de bien prendre en compte les
dépendances, on note ApL1q. On a

⇢Obj “
ª L1

0

fpp˚px,A, L1qq dx ´ Dpc˚pL,A, L1qq

avec

c˚pL,A, L1q “ eps1`s2qL

Spes1L ´ es2Lq
ª L1

0

f
1´1pApL1qper1u´Ker2uqqpe

´s2u

s1
´e´s1u

s2
q du´ �

Ss1s2
.

(4.66)

On calcule

⇢
BObj

BL1
“ fpp˚pL1, A, L1qq `

ª L1

0

Bp˚

BL1
px,A, L1qf 1pp˚px,A, L1qq dx

´ Bc˚

BL1
pL,A, L1qD1pc˚pL,A, L1qq.

On sait que

D1pc˚pL,A, L1qq “ ApL1qpv ` Sr1qper1L ´ er2Lq (4.67)
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donc on a :

⇢
BObj

BL1
“ fpp˚pL1, A, L1qq `

ª L1

0

Bp˚

BL1
px,A, L1qf 1pp˚px,A, L1qq dx

´ApL1qpv`Sr1qper1L´er2Lq eps1`s2qL

Spes1L ´ es2Lq
´

f
1´1pApL1qper1L1 ´Ker2L1qqpe

´s2L1

s1
´ e´s1L1

s2
q

`
ª L1

0

B
BL1

”

f
1´1pApL1qper1u ´ Ker2uqqpe

´s2u

s1
´ e´s1u

s2
q
ı

du
¯

.

Comme

B
BL1

”

f
1´1pApL1qper1u ´ Ker2uqqpe

´s2u

s1
´ e´s1u

s2
q
ı

“ B
BL1

”

f
1´1pApL1qper1u ´ Ker2uqq

ı

pe
´s2u

s1
´ e´s1u

s2
q

“ BA
BL1

pL1qper1u ´ Ker2uqpf 1´1q1pApL1qper1u ´ Ker2uqqpe
´s2u

s1
´ e´s1u

s2
q

où pf 1´1q1pxq “ 1
f2 pf 1´1pxqq , on a

⇢
BObj

BL1
“ fpp˚pL1, A, L1qq `

ª L1

0

Bp˚

BL1
px,A, L1q

•0
hkkkkkkkkikkkkkkkkj

f 1pp˚px,A, L1qq dx

´ApL1qpv ` Sr1qper1L ´ er2Lq
looooooooooooooooomooooooooooooooooon

•0

eps1`s2qL

Spes1L ´ es2Lq
looooooomooooooon

§0

´

f
1´1pApL1qper1L1 ´ Ker2L1qq

looooooooooooooooomooooooooooooooooon

•0

pe
´s2L1

s1
´ e´s1L1

s2
q

loooooooooomoooooooooon

§0

`
ª L1

0

BA
BL1

pL1q per1u ´ Ker2uq
looooooomooooooon

•0

pf 1´1q1pApL1qper1u ´ Ker2uqq
looooooooooooooooomooooooooooooooooon

†0

pe
´s2u

s1
´ e´s1u

s2
q

loooooooomoooooooon

§0

du
¯

. (4.68)

Il nous faut donc déterminer le signe de

BA
BL1

pL1qper1x ´ Ker2xqpf 1´1q1pApL1qper1x ´ Ker2xqq.

Pour cela, on étudie le signe de BA
BL1

. On pose :

FpA,L1q “ D1pc˚pL,A, L1qq ´ ApL1qpv ` Sr1qper1L ´ er2Lq.
D’après (4.67), on a

FpA,L1q “ 0.
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Cette valeur constante implique en particulier que la dérivée de F par rapport à L1 est
nulle, c’est-à-dire :

BF
BA

BA
BL1

“ ´ BF
BL1

. (4.69)

On regarde le signe de BAF ; à l’aide de (4.66), on calcule :

BAF “
°0

hkkkkkkkkkikkkkkkkkkj

D
2pc˚pL,A, L1qq

§0
hkkkkkkkikkkkkkkj

eps1`s2qL

Spes1L ´ es2Lq

ˆ
ª L1

0

•0
hkkkkkkkikkkkkkkj

per1u ´ Ker2uq ˆ
†0

hkkkkkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkkkkkj

pf 1´1q1pApL1qper1u ´ Ker2uqq
§0

hkkkkkkkkikkkkkkkkj

pe
´s2u

s1
´ e´s1u

s2
q du

´ pv ` Sr1qper1L ´ er2Lq
loooooooooooomoooooooooooon

•0

donc BAF § 0.
On regarde le signe de BL1F ; avec (4.66), on trouve

BL1F “
°0

hkkkkkkkkkikkkkkkkkkj

D
2pc˚pL,A, L1qq

§0
hkkkkkkkikkkkkkkj

eps1`s2qL

Spes1L ´ es2Lq
´

•0
hkkkkkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkkkkkj

f
1´1pApL1qper1L1 ´ Ker2L1qq

§0
hkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkj

pe
´s2L1

s1
´ e´s1L1

s2
q

`
ª L1

0

BA
BL1

pL1q per1u ´ Ker2uq
looooooomooooooon

•0

pf 1´1q1pApL1qper1u ´ Ker2uqq
looooooooooooooooomooooooooooooooooon

†0

pe
´s2u

s1
´ e´s1u

s2
q du

loooooooooomoooooooooon

§0

¯

´ BA
BL1

pL1q pv ` Sr1qper1L ´ er2Lq
loooooooooooomoooooooooooon

•0

. (4.70)

Le signe de BL1F dépend donc du signe de BL1A, qui était précisément l’objet dont l’on
voulait déterminer le signe.
Mais, on remarque que si BL1A § 0, on obtient dans (4.70) BL1F • 0. On en déduirait
donc par (4.69) que BL1A • 0, ce qui est contradictoire.
On en conclut que BL1A • 0. On obtient dans (4.69) que BL1F • 0. On conclut alors que

Bp˚

BL1
px,A, L1q “ BA

BL1
pL1qper1x ´ Ker2xqpf 1´1q1pApL1qper1x ´ Ker2xqq § 0. (4.71)
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On revient à présent à l’équation (4.68) :

⇢
BObj

BL1
“ fpp˚pL1, A, L1qq `

ª L1

0

§0
hkkkkkkkikkkkkkkj

Bp˚

BL1
px,A, L1q

•0
hkkkkkkkkikkkkkkkkj

f 1pp˚px,A, L1qq dx

´ApL1qpv ` Sr1qper1L ´ er2Lq
looooooooooooooooomooooooooooooooooon

•0

eps1`s2qL

Spes1L ´ es2Lq
looooooomooooooon

§0

´

f
1´1pApL1qper1L1 ´ Ker2L1qq

looooooooooooooooomooooooooooooooooon

•0

pe
´s2L1

s1
´ e´s1L1

s2
q

loooooooooomoooooooooon

§0

`
ª L1

0

BA
BL1

pL1q
looomooon

•0

per1u ´ Ker2uq
looooooomooooooon

•0

pf 1´1q1pApL1qper1u ´ Ker2uqq
looooooooooooooooomooooooooooooooooon

†0

pe
´s2u

s1
´ e´s1u

s2
q

loooooooomoooooooon

§0

du
¯

.

On pose QpA,L1q “ ApL1qpv ` Sr1qper1L ´ er2Lq eps1`s2qL
Spes1L´es2Lq § 0. En utilisant le fait que

Bp˚
BL1

px,A, L1q “ BA
BL1

pL1qper1x ´ Ker2xqpf 1´1q1pApL1qper1x ´ Ker2xqq, on obtient

⇢
BObj

BL1
“ fpp˚pL1, A, L1qq ´ QpA,L1qf 1´1pApL1qper1L1 ´ Ker2L1qqpe

´s2L1

s1
´ e´s1L1

s2
q

`
ª L1

0

Bp˚

BL1
px,A, L1q

´

f 1pp˚px,A, L1qq

´ QpA,L1qper1x ´ Ker2xqpf 1´1q1pApL1qper1x ´ Ker2xqq
per1x ´ Ker2xqpf 1´1q1pApL1qper1x ´ Ker2xqq pe

´s2x

s1
´ e´s1x

s2
q
¯

dx.

soit

⇢
BObj

BL1
“ fpp˚pL1, A, L1qq ´ QpA,L1q

looomooon

§0

f
1´1pApL1qper1L1 ´ Ker2L1qq

looooooooooooooooomooooooooooooooooon

•0

pe
´s2L1

s1
´ e´s1L1

s2
q

loooooooooomoooooooooon

§0

`
ª L1

0

Bp˚

BL1
px,A, L1q

looooooomooooooon

§0

´

f 1pp˚px,A, L1qq
loooooooomoooooooon

•0

´QpA,L1q
looomooon

§0

pe
´s2x

s1
´ e´s1x

s2
q

loooooooomoooooooon

§0

¯

dx. (4.72)

Le signe de BObj
BL1

dépend donc de la fonction de production f choisie ainsi que de BL1A.
Si la fonction de production est positive (par exemple tirée de l’étude de Godart et al
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[43], voir l’exemple ci-après), alors

⇢
BObj

BL1
“ fpp˚pL1, A, L1qq ´

ª L1

0

Bp˚

BL1
px,A, L1qQpA,L1qpe

´s2x

s1
´ e´s1x

s2
q

loooooooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooooooon

•0

dx

´ QpA,L1qf 1´1pApL1qper1L1 ´ Ker2L1qqpe
´s2L1

s1
´ e´s1L1

s2
q

loooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooon

•0

`
ª L1

0

Bp˚

BL1
px,A, L1qf 1pp˚px,A, L1qq dx

looooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooon

§0

.

On peut donc retrouver les deux configurations obtenues précédemment, à savoir existence
d’un optimum comme dans les Figures 4.4 et 4.5, ou bien, dans le cas où

fpp˚pL1, A, L1qq ´
ª L1

0

Bp˚

BL1
px,A, L1qQpA,L1qpe

´s2x

s1
´ e´s1x

s2
q dx §

QpA,L1qf 1´1pApL1qper1L1´Ker2L1qqpe
´s2L1

s1
´e´s1L1

s2
q´

ª L1

0

Bp˚

BL1
px,A, L1qf 1pp˚px,A, L1qq dx,

un objectif décroissant comme dans la Figure 4.6.
Explicitons encore les calculs pour l’exemple correspondant aux simulations précédentes
où la fonction de production est fppq “ lnppq. On sait (voir Figure 4.3) que
p˚pL1, A, L1q Ñ 0 lorsque L1 Ñ L. On a donc fpp˚pL1, A, L1qq Ñ ´8 lorsque L1 Ñ L.
Ainsi, d’après (4.72), si

fpp˚pL1, A, L1qq ´ QpA,L1qf 1´1pApL1qper1L1 ´ Ker2L1qqpe
´s2L1

s1
´ e´s1L1

s2
q

`
ª L1

0

Bp˚

BL1
px,A, L1qf 1pp˚px,A, L1qq dx §

ª L1

0

Bp˚

BL1
px,A, L1qQpA,L1qpe

´s2x

s1
´ e´s1x

s2
q dx,

on a un objectif décroissant pour L1 au voisinage de L, comme dans les Figures 4.4-4.6.
De plus, p˚pL1, A, L1q ° 1 lorsque L1 Ñ 0 (voir Figure 4.3) et la pente Bp˚

BL1
px,A, L1q

n’explose pas (voir (4.71)). Donc on peut négliger les termes en intégrales et on voit que
fpp˚pL1, A, L1qq “ lnpp˚pL1, A, L1qq • 0 lorsque L1 Ñ 0. On a donc un objectif croissant
si

lnpp˚pL1, A, L1qq • QpA,L1q
ApL1qper1L1 ´ Ker2L1qpe

´s2L1

s1
´ e´s1L1

s2
q

et décroissant sinon. Cette condition est satisfaite dans le cas des Figures 4.4 et 4.5, mais
pas dans celui de la Figure 4.6.

150



On étudie à présent le problème en considérant les fonctions suivantes :

fppq “ �J ´ p�J ´ ↵Jqe´ppxq⌧
J et Dpcq “ 0, 2

50

2
c2.

On trace dans la Figure 4.7 la fonction de production. Le choix de cette fonction de

Figure 4.7 – Fonction de production

production est tiré de l’étude de Godart et al. [43] où le rendement pour l’agriculteur
dépend de ↵J et �J qui sont respectivement la valeur du rendement sans apport azoté et
la valeur asymptotique quand l’apport devient grand. Le rendement maximal est atteint
à une vitesse ⌧J . L’avantage de cette fonction de rendement est qu’elle respecte les hypo-
thèses posées sur f (elle est croissante et concave) mais elle est également adaptable pour
différentes cultures. Dans notre exemple, nous choisirons �J “ 11, 7888, ↵J “ 3, 1824 et
⌧J “ 0.0050465, qui correspondent aux données pour une culture de blé.
Pour la fonction de dommages, nous avons utilisé des données de Ledoux et al. [58] où
seul le coût du traitement pour une quantité de nitrates supérieur à la norme admissible
(qui est de 50mg/L) est prise en compte. Ce coût de traitement de l’eau est de 0.20 euros
par mètre cube.
On se place dans le cas où L “ 10. On obtient les résultats suivants à l’état stationnaire :
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Figure 4.8 – c˚ optimale

Figure 4.9 – p˚ optimal

Contrairement aux précédentes simulations (dans le cas d’une fonction profit logarith-
mique), on constate qu’un arrêt d’épandage loin du puits n’autorise pas nécessairement
une quantité d’engrais notablement plus importante. En effet, pour L1 “ 2, la concentra-
tion dans le sol, témoin de la quantité d’engrais épandue, est moins importante à partir
de x “ 2, ce qui est différent de ce que l’on observe dans la Figure 4.2. Cette décroissante
est moins marquée lorsque L1 se rapproche de L (voir Figure 4.8).
L’allure des courbes de la quantité optimale d’engrais à épandre est la même pour les sept
cas simulés à savoir que plus L1 est grand (plus la parcelle est proche du puits), plus la
quantité d’engrais doit être faible (ce qui paraît logique), excepté pour le cas L1 “ L “ 10
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Figure 4.10 – Objectif en fonction de L1

pour lequel le p˚ est similaire au cas L1 “ 5. Contrairement au cas logarithmique, la dé-
croissance est moins rapide en fonction de x (voir Figure 4.9).
La fonction objectif est croissante par rapport à L1 (Figure 4.10), ce qui signifierait que
la politique optimale serait d’épandre de l’engrais jusqu’au niveau du puits (ce qui n’est
évidement pas intuitif mais provient du fait que le bénéfice de l’agriculteur est privilégié
par les échelles de valeurs utilisées ici dans le modèle d’objectif).
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Chapitre 5

Théorie des Jeux

On considère à présent deux parcelles agricoles, gérées par deux agriculteurs indé-
pendants, sur lesquelles il y a épandage d’engrais. Le problème que nous rencontrons est
un jeu différentiel à deux joueurs qui ne coopèrent pas. En effet, chaque joueur choisit
la quantité d’engrais à épandre sur sa parcelle. Son objectif dépend donc de la produc-
tion agricole qu’il va réaliser grâce à l’utilisation d’engrais, mais également des coûts de
dépollution auxquels il devra faire face en tant que membre d’une communauté sociale.
Les deux agriculteurs contribuent à la pollution de la nappe phréatique qui est un bien
commun, ce qui explique la situation de jeu.
Notons que les résultats de ce chapitre s’étendent facilement (mais lourdement du point
de vue des notations) à une situation de jeu plus générale à m agriculteurs, m P N˚,
m • 2.
Ce problème fait intervenir deux variables de contrôle (une pour chaque agriculteur) et
deux variables d’état (qui sont communes aux deux agriculteurs) :
- la quantité d’engrais p1pt, xq�⌦1pxq, épandue par le premier agriculteur au temps t en
un point x de sa propre parcelle ⌦1 ;
- la quantité d’engrais p2pt, xq�⌦2pxq, épandue par le deuxième agriculteur au temps t en
un point x sa propre parcelle ⌦2 ;
- la concentration cpt, xq du principal polluant issu de l’engrais dans le sous-sol (aquifère) ;
- la vitesse de déplacement du soluté dans le sous-sol, vpt, xq.
Tout comme dans les chapitres précédents, l’équation d’état est un système couplé d’équa-
tions aux dérivées partielles de type parabolique-elliptique.
Les deux parcelles agricoles ⌦1 et ⌦2 sont des ouverts de RN , N § 3, avec ⌦1 X ⌦2 “ H
et ⌦1 Y ⌦2 Ä ⌦ où ⌦ est la zone globale d’étude, contenant en particulier également
des puits de captage. On supposera ⌦ connexe et on note B⌦ son bord (cf Figure 5.1).
L’intervalle de temps de l’étude est p0, T q où T ° 0 quelconque.
L’équation d’état est la suivante :

R Btc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq “ ´rpcq ` p1�⌦1 ` p2�⌦2 ´ gc dans ⌦ ˆ p0, T q, (5.1)
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x2

x1

x3

∂Ω

Ω1 Ω2

Figure 5.1

divpvq “ g, v “ ´r� dans ⌦ ˆ p0, T q, (5.2)

complétées par les conditions initiales et aux bords suivantes :

Spvqrc ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, c “ 0 sur �2 ˆ p0, T q, avec c|t“0 “ c0 dans ⌦ (5.3)

où �1 Y �2 “ B⌦, �1 X �2 “ H, et

v ¨ n “ ´r� ¨ n “ ´v1 ¨ n sur �3 ˆ p0, T q, � “ �bord sur �4 ˆ p0, T q, (5.4)

avec �3 Y �4 “ B⌦, �3 X �4 “ H.

Les problèmes d’optimisation associés seront de la forme suivante :

max

p1PE1

J1pp1; p2, cpt, x; p1, p2qq où p2 P E2 donné, (5.5)

max

p2PE2

J2pp2; p1, cpt, x; p1, p2qq où p1 P E1 donné, (5.6)

où les fonctionnelles J1 et J2 sont données par

J1pp1; p2, cpt, x; p1, p2qq “
T
ª

0

¨

˝

ª

⌦1

f1px, p1pt, xqq dx ´
ª

⌦

Dpx, cpt, x; p1, p2qq dx
˛

‚e´⇢t dt

´ ⌫e´⇢T
´

ª

⌦

Dpx, cpT, x; p1, p2qq dx
¯
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et

J2pp2; p1, cpt, x; p1, p2qq “
T
ª

0

¨

˝

ª

⌦2

f2px, p2pt, xqq dx ´
ª

⌦

Dpx, cpt, x; p1, p2qq dx
˛

‚e´⇢t dt

´ ⌫e´⇢T
´

ª

⌦

Dpx, cpT, x; p1, p2qq dx
¯

où cpt, x; p1, p2q est défini par l’équation d’état (5.1)-(5.4) presque partout dans ⌦T .

Les fonctions de profit peuvent être différentes pour les deux agriculteurs. Par exemple,
les espèces plantées ne sont pas forcément les mêmes sur les deux parcelles. Il faut donc
distinguer deux fonctions profit f1 et f2.

Remarque 5.0.1 La notation cpt, x; p1, p2q a été introduite pour rappeler que c, telle
que définie par (5.1)-(5.4), dépend de p1 et p2. Mais attention, la dépendance est non
locale. Nous n’avons pas cpt, x; p1, p2q “ cpt, x; p1pt, xq, p2pt, xqq mais bien cpt, x; p1, p2q “
cpt, x; tp1ps, y1q; ps, y1q P p0, T q ˆ ⌦1u, tp2ps, y2q; ps, y2q P p0, T q ˆ ⌦2uq. Ceci est précisé
dans le paragraphe 5.2.

On peut envisager les problèmes (5.5)-(5.6) selon deux types de situation : la coopé-
ration ou la non coopération des agriculteurs. Le cadre coopératif peut être étudié avec
les outils des trois chapitres précédents. Ce chapitre est donc essentiellement consacré au
cas sans coopération pour lequel nous allons démontrer l’existence d’un équilibre de Nash
(paragraphe 5.3). Auparavant, nous décrivons les hypothèses au paragraphe 5.1, nous
rappelons le caractère bien posé du système d’état (5.1)-(5.4) et définissons l’équilibre de
Nash au paragraphe 5.2. L’applicabilité de l’approche par problème adjoint (Pontryagin)
est prouvée au paragraphe 5.4. Le chapitre se termine par des résultats analytiques dans
le cas stationnaire 1D (paragraphe 5.5).

5.1 Hypothèses
Nous rassemblons dans ce paragraphe les hypothèses techniques utilisées ci-après :

— l’opérateur Spvq est supposé donné par (1.2) avec ↵L • ↵T • 0. Notons que d’après
la définition (1.2) du tenseur de dispersion, on a

Spvq⇠ ¨ ⇠ • pSm ` ↵T |v|q |⇠|2 , |Spvq⇠| § pSm ` ↵L |v|q |⇠| @⇠ P RN .

On suppose que Sm ° 0. On suppose qu’il existe des réels ´ et ` avec 0 † ´ § `
tels que le tenseur de perméabilité vérifie :

⇠ ¨ ⇠ • ´ |⇠|2 et |⇠| § ` |⇠| , @⇠ P RN ;
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— on suppose que B⌦ est de classe C2 et qu’une des deux hypothèses suivantes est
vérifiée (afin d’assurer v P L8p⌦T q) :

 P pC1p¯⌦qqNˆN et �bord P W 2,pp¯⌦q avec p ° N ,

 “ ˚Id avec ˚
:

¯

⌦ Ñ R et ˚ P C1p¯⌦q et �bord P W 2,pp¯⌦q avec p ° N

2

;

— l’isotherme r est une fonction de classe C1, concave, dérivable à dérivée bornée sur
R et telle qu’il existe r` P R`

|rpxq| § r` |x| , @x P R ;

— le facteur de retard est tel que R ° 0 ;

— la concentration initiale est c0 P H1p⌦q avec 0 § c0pxq § 1 presque partout dans ⌦ ;

— la fonction g appartient à L8p⌦q ;

— la fonction p fiÑ fip¨, piq, i “ 1, 2, est de classe C1, croissante, définie sur ⌦ ˆ r0, p̄s
et strictement concave 1 ;

— l’image de f 1
i , notée Impf 1

i q pour i “ 1, 2, est incluse dans r0,`8r ;

— la fonction f
1´1
i pour i “ 1, 2 est telle que

f
1´1
i : Impf 1

i q Ä r0,`8rÑ r0,`8r ;

— la fonction D : ⌦ˆR` Ñ R` est telle que pour presque tout x P ⌦, c P R` fiÑ Dpx, cq
est une fonction continue et bornée qui satisfait

pt, xq fiÑ Dpx, cpt, xqq P L1p⌦T q si c P L2p⌦T q, BD
Bc • 0 et

B2D

Bc2 • 0 ;

— la donnée �bord est dans H1p⌦q ;
— la donnée v1 est telle qu’il existe un relèvement satisfaisant v1 P pL8p⌦T qqN ,

divpv1q P L8p⌦T q et
≥

⌦ g dx “ ≥

B⌦ v1 ¨nd� (voir la Remarque 2.3.2 du Chapitre 2) ;

1. En fait, on peut affaiblir l’hypothèse de continuité des fonctions fi, i “ 1, 2, par rapport à p en
supposant fi semi-continue supérieurement et bornée par rapport à p, cf Remarque 1.2.1.
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— la porosité  appartient à L8p⌦q et on note  ´ et  ` des réels tels que

0 †  ´ §  pxq §  `, presque pour tout x P ⌦.

On définit deux ensembles

Ei “ tq P L2p0, T ;L2p⌦iqq, Bzq “ 0, 0 § q § p̄ presque partout dans ⌦i ˆ p0, T qu
avec i “ 1, 2 et on choisit nos variables de contrôle pi dans ces ensembles de sorte que les
agriculteurs ne puissent dépasser un seuil maximal de quantité d’engrais à épandre, seuil
noté p̄ P R.

5.2 Caractère bien posé du système d’état et définition
de l’équilibre de Nash

Le système d’état est le problème (5.1)-(5.4) .
Un couple pc,�q, avec c P Cpr0, T s;L2p⌦qq et � P L8p0, T ;H2p⌦qq, est solution faible de
(5.1)-(5.4) si pour toute fonction test ' P H1p0, T ;H1

0 p⌦qq telle que '|t“T “ 0 on a

´
ª

⌦
T

R cBt' dx dt ´
ª

⌦

Rc0'|t“0 dx `
ª

⌦
T

 Spvqrc ¨ r' dx dt

`
ª

⌦
T

pv ¨ rcq' dx dt “
ª

⌦
T

´

´rpcq ` p1�⌦1 ` p2�⌦2 ´ gc
¯

' dx dt, (5.7)

ª

⌦
T

div v' dx dt “
ª

⌦
T

g' dx dt, (5.8)

et si pour toute fonction test ✓ P L1p0, T ;H1
0 p⌦qq on a

ª

⌦
T

v ¨ r✓ dx dt “
ª

⌦
T

´r� ¨ r✓ dx dt, (5.9)

v ¨ n “ ´r� ¨ n “ ´v1 ¨ n sur �3 ˆ p0, T q, � “ �bord sur �4 ˆ p0, T q. (5.10)

Les propositions et théorèmes d’existence et d’unicité présentés dans le Chapitre 2 s’ap-
pliquent au système d’état. En particulier, on a le lemme suivant (voir Chapitre 2, Pro-
position 2.3.1) :

Lemme 5.2.1 Soient pp1, p2q P E1ˆE2 donnés. Nous envisagerons des hypothèses parmi
les suivantes :
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(1) ↵T ° 0.

(2) B⌦ est de classe C2,  P pC1p¯⌦qqNˆN et �bord P W 2,pp¯⌦q avec p ° N .

(3) B⌦ est de classe C2,  “ ˚Id avec ˚
:

¯

⌦ Ñ R et ˚ P C1p¯⌦q et �bord P W 2,pp¯⌦q
avec p ° N

2 .

Si l’hypothèse (2) ou l’hypothèse (3) (ou simplement (1) si N “ 2) est vérifiée, alors il
existe un couple pc,�q solution du problème (5.1)-(5.4) associé à pp1, p2q au sens (5.7)-
(5.10). De plus, � est unique, ↵T |v| 12 rc P pL2p⌦T qqN et c P H1p0, T ;H´1p⌦qq. Selon les
hypothèses, on a de plus :

— Comme r est dérivable à dérivée bornée sur le domaine image cp⌦ ˆ p0, T qq, alors
la solution est unique.

— Si (2) est vérifiée, alors � P L8p0, T ;W 2,pp⌦qq.

— Si (3) est vérifiée, alors � P L8p0, T ;W 1,qp⌦qq avec q ° N .

Le Lemme 5.2.1 nous permet d’introduire la définition suivante.

Définition 5.2.1 Soient p1 et p2 donnés dans E1 ˆ E2. On notera cpx, t; p1, p2q l’unique
solution faible du système d’état (5.1)-(5.4) (sous les hypothèses du présent chapitre).

Le Lemme 5.2.1 prouve l’unicité de c si p1 et p2 sont donnés. On peut donc aussi à
partir d’ici simplifier la notation Jippi; p´i, cpx, t; p1, p2qq en Jippi; p´iq, i “ 1, 2, où on a
de plus posé p´1 “ p2 et p´2 “ p1. Les problèmes de contrôle optimal (5.5)-(5.6), appelés
également jeux différentiels, peuvent alors être définis comme suit.

Définition 5.2.2 Trouver pour presque tout pt, xq P ⌦T les fonctions de meilleure réponse
p˚
i pt, x; p´iq, telles que :

p˚
1pt, x; p2q “ argmaxq1PE1J1pq1; p2q pour tout p2 P E2, (5.11)
p˚
2pt, x; p1q “ argmaxq2PE2J2pq2; p1q pour tout p1 P E1. (5.12)

Dans ce chapitre, on suppose que r est concave, se plaçant ainsi dans le cas où la solution
de (5.5) pour tout p2 donné et la solution de (5.6) pour tout p1 donné sont uniques
(cf Théorème 3.6.1, résultat rappelé dans la Proposition 5.3.1 ci-après). Cette hypothèse
donne donc sens à la Définition 5.2.2.
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Remarque 5.2.1 On reprend ici le formalisme des Chapitres 2-4 où on a noté avec des
étoiles, pp˚, c˚q, une solution du problème optimal. Bien sûr, c˚pt, x; p˚

1 , p2q “ cpt, x; p˚
1 , p2q

(voir le résultat d’unicité pour c à p˚
1 et p˚

2 donnés, rappelé au Lemme 5.2.1 et la Définition
5.2.1.

On donne enfin la définition d’un équilibre de Nash, "intersection" des fonctions de
meilleure réponse, pour notre problème :

Définition 5.2.3 Le quadruplet pp5
1, p

5
2, c

5,�q est un équilibre de Nash si :

J1pp5
1; p

5
2q • J1pp1; p5

2q pour tout p1 P E1, (5.13)
J2pp5

2; p
5
1q • J2pp2; p5

1q pour tout p2 P E2, (5.14)

où pc5 “ c5p¨, ¨; p5
1, p

5
2q,�q est solution du problème

R Btc5 ´ divpSpvq rc5q ` v ¨ rc5 “ ´rpc5q ` p5
1�⌦1 ` p5

2�⌦2 ´ gc5 dans ⌦ ˆ p0, T q,
divpvq “ g, v “ ´r� dans ⌦ ˆ p0, T q,

muni de

Spvqrc5 ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, c5 “ 0 sur �2 ˆ p0, T q avec c5|t“0 “ c0 dans ⌦,
v ¨ n “ ´r� ¨ n “ ´v1 ¨ n sur �3 ˆ p0, T q, � “ �bord sur �4 ˆ p0, T q.

5.3 Résultats d’existence
On peut commencer par remarquer que l’application directe des résultats des Cha-

pitres 2 et 3 permet d’établir l’existence d’une solution au problème de contrôle op-
timal supposant que les deux agriculteurs coopèrent. En posant p “ p1�⌦1 ` p2�⌦2 ,
fpx, pq “ f1px, p1q�⌦1 ` f2px, p2q�⌦2 , on obtient par exemple (voir le Théorème 3.6.1 du
Chapitre 3) l’existence et l’unicité de la solution optimale pp#1 , p#2 , c# “ cp¨, ¨; p#1 , p#2 qq
telle que

J1pp#1 , p#2 q ` J2pp#2 , p#1 q “ max

p1PE1,p2PE2

tJ1pp1, p2q ` J2pp2, p1qu.
Cependant, nous nous plaçons ici dans un cadre non coopératif. Les agriculteurs ne

coopèrent donc pas ensemble et ne disposent pas d’information sur l’épandage de leur
voisin. Cela dit, en imposant p P E1 et en posant f “ f1�⌦1 et � “ p2, puis en imposant
p P E2 et en posant f “ f2�⌦2 et � “ p1 dans le travail fait au Chapitre 3, on assure
l’existence de p˚

1 , c
˚pt, x; p˚

1 , p2q et p˚
2 , c

˚pt, x; p1, p˚
2q tels que décrits dans la Définition

5.2.2. Plus précisément :

Proposition 5.3.1 Pour un pi donné dans Ei, i “ 1, 2, il existe une unique solution
pp˚

´i, c
˚pt, x; p˚

´ipt, x; piq, piqq telle que p˚
´ipt, x; piq “ argmaxq´i

PE´i

J´ipq´i; piq et
pc˚pt, x; p˚

´ipt, x; piq, piq,�q est la solution faible de (5.1)-(5.4) associée à pp˚
´i, piq au sens

de la Définition 5.2.1.
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Le principal résultat théorique de ce chapitre est le suivant, annonçant un résultat d’exis-
tence, cette fois-ci sans hypothèse sous-jacente de coopération :

Théorème 5.3.1 Il existe un équilibre de Nash au sens de la Définition 5.2.3.

Preuve. Soient pp1, p2q donnés dans E1 ˆ E2.
Soient p˚

1 “ argmaxq1PE1J1pq1; p2q et p˚
2 “ argmaxq2PE2J2pq2; p1q. Soit de plus, c˚

1pt, xq “
c1pt, x; p˚

1 , p2q et c˚
2pt, xq “ c2pt, x; p1, p˚

2q.
D’après la Proposition 5.3.1, l’application C telle que

C : E1 ˆ E2 Ñ E1 ˆ E2

pp1, p2q fiÑ pp˚
1 , p

˚
2q

est bien définie. Nous allons prouver que C admet un point fixe. Montrons d’abord que C
est continue pour la topologie faible de L2p⌦T q.
Soient ppn1 qn•0 et ppn2 qn•0 deux suites de E1 et E2 telles que 2

pn1 á p1 et pn2 á p2 faiblement dans L2p⌦T q. (5.15)

On leur associe pp˚,n
1 , p˚,n

2 q “ Cppn1 , pn2 q, ainsi que c˚,n
1 “ c1pt, x; p˚,n

1 , pn2 q et c˚,n
2 “

c2pt, x; pn1 , p˚,n
2 q tels que :

p˚,n
1 “ argmaxq1PE1J1pq1; pn2 q (5.16)
R Btc˚,n

1 ´ divp Spvqrc˚,n
1 q ` v ¨ rc˚,n

1 “ ´rpc˚,n
1 q ` p˚,n

1 �⌦1 ` pn2�⌦2 ´ gc˚,n
1 dans ⌦T ,

(5.17)
Spvqrc˚,n

1 ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, c˚,n
1 “ 0 sur �2 ˆ p0, T q, c˚,n

1 |t“0 “ c0 dans ⌦,
(5.18)

et

p˚,n
2 “ argmaxq2PE2J1pq2; pn1 q (5.19)
R Btc˚,n

2 ´ divp Spvqrc˚,n
2 q ` v ¨ rc˚,n

2 “ ´rpc˚,n
2 q ` pn1�⌦1 ` p˚,n

2 �⌦2 ´ gc˚,n
2 dans ⌦T ,

(5.20)
Spvqrc˚,n

2 ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, c˚,n
2 “ 0 sur �2 ˆ p0, T q, c˚,n

2 |t“0 “ c0 dans ⌦.
(5.21)

Nous allons montrer que p˚,n
1 á p˚

1 faiblement dans L2p⌦T q et p˚,n
2 á p˚

2 faiblement dans
L2p⌦T q où

p˚
1 “ argmaxq1PE1J1pq1; p2q (5.22)

2. Dans toute cette preuve, on fera un léger abus de notation en désignant de même une fonction
définie sur ⌦i ˆ p0, T q et ne dépendant pas de z, et son prolongement par 0 à ⌦T .
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est associé à c˚
1 “ c1p¨, ¨; p˚

1 , p2q solution de

R Btc˚
1 ´ divp Spvqrc˚

1q ` v ¨ rc˚
1 “ ´rpc˚

1q ` p˚
1�⌦1 ` p2�⌦2 ´ gc˚

1 dans ⌦T , (5.23)
Spvqrc˚

1 ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, c˚
1 “ 0 sur �2 ˆ p0, T q, avec c˚

1 |t“0 “ c0 dans ⌦,
(5.24)

et

p˚
2 “ argmaxq2PE2J2pq2; p1q (5.25)

est associé à c˚
2 “ c2p¨, ¨; p1, p˚

2q solution de

R Btc˚
2 ´ divp Spvqrc˚

2q ` v ¨ rc˚
2 “ ´rpc˚

2q ` p1�⌦1 ` p˚
2�⌦2 ´ gc˚

2 dans ⌦T , (5.26)
Spvqrc˚

2 ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, c˚
2 “ 0 sur �2 ˆ p0, T q avec c˚

2 |t“0 “ c0 dans ⌦.
(5.27)

On commence par établir des estimations uniformes par rapport à n. Dans la suite, C
désigne une constante générique indépendante de n.
D’abord, par définition de E1 et E2, 0 § p˚,n

i § p̄ presque partout dans ⌦T , i “ 1, 2.
Ainsi, en particulier

}p˚,n
i }L2p⌦

T

q § C, i “ 1, 2. (5.28)

On considère à présent les estimations de c˚,n
1 et c˚,n

2 . Elles se font de manière complè-
tement semblables au vu de la similitude de (5.17)-(5.18) et (5.20)-(5.21). On va donc
simplement les détailler pour c˚,n

1 . On rappelle qu’avec les hypothèses utilisées dans le
présent chapitre, on est assuré que v P pL8p⌦T qqN . On multiplie (5.17) par c˚,n

1 et on
intègre par parties sur ⌦ ˆ p0, ⌧q, ⌧ P p0, T q, en utilisant (5.18). On obtient :

R

2

⌧
ª

0

d

dt

ª

⌦

 |c˚,n
1 |2 dx dt `

⌧
ª

0

ª

⌦

 Spvqrc˚,n
1 ¨ rc˚,n

1 dx dt `
⌧

ª

0

ª

⌦

pv ¨ rc˚,n
1 qc˚,n

1 dx dt

`
⌧

ª

0

ª

⌦

rpc˚,n
1 qc˚,n

1 dx dt ´
⌧

ª

0

ª

⌦

pp˚,n
1 �⌦1 ` pn2�⌦2qc˚,n

1 dx dt `
⌧

ª

0

ª

⌦

gpc˚,n
1 q2 dx dt “ 0.

On remarque que l’on a
⌧

ª

0

ª

⌦

 Spvqrc˚,n
1 ¨rc˚,n

1 dx dt •  ´

⌧
ª

0

ª

⌦

pSm`↵T |v|q |rc˚,n
1 |2 dx dt.

En utilisant l’hypothèse sur r, on écrit :
⌧

ª

0

ª

⌦

|rpc˚,n
1 qc˚,n

1 | dx dt § r`

⌧
ª

0

ª

⌦

|c˚,n
1 |2 dx dt.
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De plus, d’après les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young, on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

⌧
ª

0

ª

⌦

pp˚,n
1 �⌦1 ` pn2�⌦2qc˚,n

1 dx dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ 1

2

⌧
ª

0

ª

⌦

pp˚,n
1 �⌦1 ` pn2�⌦2q2 dx dt

` 1

2

⌧
ª

0

ª

⌦

pc˚,n
1 q2 dx dt § C ` C

⌧
ª

0

ª

⌦

pc˚,n
1 q2 dx dt.

Comme v P pL8p⌦T qqN , on a :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

⌧
ª

0

ª

⌦

pv ¨ rc˚,n
1 qc˚,n

1 dx dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

§ }v}L8p⌦
T

q }rc˚,n
1 }L2p⌦

T

q }c˚,n
1 }L2p⌦

T

q §

 ´Sm

2

ª

⌦
T

|rc˚,n
1 |2 dx dt ` C

ª

⌦
T

|c˚,n
1 |2 dx dt.

D’où,

 ´R
2

ª

⌦

|c˚,n
1 p⌧, xq|2 dx dt `

⌧
ª

0

ª

⌦

 ´
´Sm

2

` ↵T |v|
¯

|rc˚,n
1 |2 dx dt § C

⌧
ª

0

ª

⌦

|c˚,n
1 |2 dx dt

`  R

2

ª

⌦

|c0pxq|2 dx ` C.

Avec le Lemme de Gronwall, on en déduit que
ª

⌦

|c˚,n
1 p⌧, xq|2 dx § C presque pour tout ⌧ P p0, T q

et

}c˚,n
1 }L8p0,T ;L2p⌦qq § C.

On revient alors à l’équation

 ´R
2

ª

⌦

|c˚,n
1 p⌧, xq|2 dx`

⌧
ª

0

ª

⌦

 ´

ˆ

Sm

2

` ↵T |v|
˙

|rc˚,n
1 |2 dx dt § C

⌧
ª

0

ª

⌦

|c˚,n
1 |2 dx dt`C

d’où l’on tire
⌧

ª

0

ª

⌦

|rc˚,n
1 |2 dx dt § C

164



grâce au terme contrôlé avec Gronwall. On en déduit finalement que

}c˚,n
i }L8p0,T ;L2p⌦qqXL2p0,T ;H1p⌦qq § C, i “ 1, 2 (5.29)

grâce à la similarité des équations déterminant c˚,n
1 et c˚,n

2 .
Par ailleurs, en multipliant (5.17) par une fonction test ' P L2p0, T ;H1

0 p⌦qq, on a
ª T

0

ª

⌦

R Btc˚,n
1 ' dx dt “

ª T

0

ª

⌦

´

divp Spvqrc˚,n
1 q ´ v ¨ rc˚,n

1 ´ rpc˚,n
1 q

¯

' dx dt

`
ª T

0

ª

⌦

´

p˚,n
1 �⌦1c

˚,n
1 ` pn2�⌦2c

˚,n
1 ´ gc˚,n

1

¯

' dx dt

“ ´
ª T

0

ª

⌦

 Spvqrc˚,n
1 ¨ r' dx dt ´

ª T

0

ª

⌦

pv ¨ rc˚,n
1 q' dx dt

´
ª T

0

ª

⌦

rpc˚,n
1 q' dx dt `

ª T

0

ª

⌦

p˚,n
1 �⌦1c

˚,n
1 ` pn2�⌦2c

˚,n
1 ' dx dt

´
ª T

0

ª

⌦

gc˚,n
1 ' dx dt.

Or v P pL8p⌦T qqN , rpc˚,n
1 q est borné dans L2p⌦T q, p P L8p⌦T q et g P L8p⌦T q. Donc @' P

L2p0, T ;H1
0 p⌦qq,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ª T

0

ª

⌦

R Btc˚,n
1 ' dx dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ˇ

ˇ

ˇ

x RBtc˚,n
1 ,'yL2p0,T ;H´1p⌦qqˆL2p0,T ;H1

0 p⌦qq
ˇ

ˇ

ˇ

§
C }'}L2p0,T ;H1

0 p⌦qq, c’est-à-dire que  RBtc˚,n
1 est uniformément borné dans L2p0, T ;H´1p⌦qq.

Des estimations (5.28)-(5.29), on déduit l’existence de fonctions limites p0i P L2p⌦T q et
c0i P L2p0, T ;H1p⌦qq et d’une sous-suite non renommée par commodité, telles que

p˚,n
i á p0i faiblement dans L2p⌦T q, i “ 1, 2,
c˚,n
i Ñ c0i dans L2p⌦T q et presque partout dans ⌦T , i “ 1, 2,
c˚,n
i á c0i faiblement dans L2p0, T ;H1p⌦qq, i “ 1, 2,

la compacité de c˚,n
i étant établie avec un argument de type Aubin grâce au fait que  •

 ´ ° 0 (voir Galusinski et Saad [36]). On rappelle ici que le but de cette partie de preuve
est de montrer que p0i “ p˚

i et c0i “ c˚
i , i “ 1, 2. D’abord, les résultats de convergence

ci-dessus sont suffisants (avec le théorème de convergence dominée de Lebesgue et la
continuité de l’application c P Cp0, T ;L2p⌦qq fiÑ c|t“0) pour passer à la limite dans (5.17)-
(5.18) et (5.20)-(5.21). On en tire :

c01p¨, ¨q “ cp¨, ¨; p01, p2q et c02p¨, ¨q “ cp¨, ¨; p1, p02q. (5.30)

Il ne reste donc plus qu’à montrer que p01 “ p˚
1 et p02 “ p˚

2 . On va utiliser le comportement
limite du problème de contrôle. On sait d’une part par définition de l’optimum p˚

1 que

J1pp01; p2q § J1pp˚
1 ; p2q. (5.31)
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D’autre part,

J1pp01; p2q “
ª T

0

´

ª

⌦1

f1px, p01q dx ´
ª

⌦

Dpx, c01q dx
¯

e´⇢t dt

´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, c01pT, xqq dx

• limnÑ8

ª T

0

ª

⌦1

f1px, p˚,n
1 qe´⇢t dx dt ´

ª T

0

ª

⌦

Dpx, c01qe´⇢t dx dt

´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, c01pT, xqq dx

car la fonction f est concave.
Comme c˚,n

1 Ñ c01 dans Cpr0, T s;L2p⌦qq et presque partout dans ⌦T , on sait grâce à

la continuité de D que
ª T

0

ª

⌦

Dpx, c01qe´⇢t dx dt “ lim

nÑ8

ª T

0

ª

⌦

Dpx, c˚,n
1 qe´⇢t dx dt et que

⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, c01pT, xqq dx “ lim

nÑ8
⌫e´⇢T

ª

⌦

Dpx, c˚,n
1 pT, xqq dx et, avec la relation précé-

dente, on en déduit que :

J1pp01; p2q • limnÑ8

ª T

0

´

ª

⌦1

f1px, p˚,n
1 q dx ´

ª

⌦

Dpx, c˚,n
1 q dx

¯

e´⇢t dt

´ limnÑ8⌫e
´⇢T

ª

⌦

Dpx, c˚,n
1 pT, xqq dx

“ limnÑ8J1pp˚,n
1 ; pn2 q. (5.32)

Par définition de l’optimum p˚,n
1 , on a J1pp˚,n

1 ; pn2 q • J1pq1; pn2 q pour tout q1 P E1 et donc,
en prenant la limite supérieure et en utilisant (5.32) :

J1pp01; p2q • limnÑ8
´

ª T

0

´

ª

⌦1

f1px, q1q dx ´
ª

⌦

Dpx, cpt, x; q1, pn2 qq dx
¯

e´⇢t dt

´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, cpT, x; q1, pn2 qq dx
¯

, (5.33)

pour tout q1 P E1. On va en déduire que J1pp01; p2q est un majorant de J1pq1; p2q pour
tout q1 P E1. En effet, on peut établir les mêmes estimations pour la suite cp¨, ¨; q1, pn2 q
que celles montrées pour c˚,n

1 et en conclure que cp¨, ¨; q1; pn2 q Ñ cp¨, ¨; q1, p2q dans L2p⌦T q
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et presque partout dans ⌦T . On a donc par conséquent

lim

nÑ8

´

ª T

0

´

ª

⌦1

f1px, q1q dx ´
ª

⌦

Dpx, cpt, x; q1, pn2 qq dx
¯

e´⇢t dt

´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, cpT, x; q1, pn2 qq dx
¯

“
ª T

0

´

ª

⌦1

f1px, q1q dx ´
ª

⌦

Dpx, cpt, x; q1, p2qq dx
¯

e´⇢t dt

´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, cpT, x; q1, p2qq dx
“ J1pq1, p2q.

En insérant ce dernier calcul dans (5.33), on obtient

J1pp01; p2q • J1pq1; p2q pour tout q1 P E1.

C’est vrai en particulier pour q1 “ p˚
1 :

J1pp01; p2q • J1pp˚
1 ; p2q. (5.34)

On conclut de (5.31) et (5.34) que J1pp01; p2q “ J1pp˚
1 , p2q. La fonction p01 est donc solution

du même problème de contrôle optimal que p˚
1 . La solution de ce problème de contrôle

optimal étant unique (voir Proposition 5.3.1), on a donc

p01 “ p˚
1

et l’ensemble de la suite p˚,n
1 converge vers cette limite. Le résultat équivalent pour p˚,n

2

se démontre de même.
On a ainsi établi la continuité de C pour la topologie faible de L2p⌦T q ˆ L2p⌦T q.
Mais on peut de plus démontrer que C est à image précompacte dans L2p⌦T q ˆ L2p⌦T q.
Comme L2p⌦T q est un espace vectoriel normé, il est clairement métrisable, et il est équi-
valent de démontrer la compacité séquentielle de l’image de C. En poursuivant l’analyse
ci-dessus, où on a déjà établi que p˚,n

i á p˚
i faiblement dans L2p⌦T q, il ne nous reste plus

qu’à montrer qu’en fait
p˚,n
i Ñ p˚

i dans L2p⌦T q, i “ 1, 2.

Reprenons (5.32) : sachant maintenant que p˚
i “ p0i , on a :

J1pp˚
1 ; p2q • limnÑ8J1pp˚,n

1 ; pn2 q. (5.35)

Par définition de p˚,n
1 “ argmaxq1PE1J1pq1; pn2 q, on a en particulier, puisque p˚

1 P E1,
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J1pp˚,n
1 ; pn2 q • J1pp˚

1 ; p
n
2 q. La limite inférieure de cette relation est

limnÑ8J1pp˚,n
1 ; pn2 q • limnÑ8J1pp˚

1 ; p
n
2 q

“
ª T

0

ª

⌦1

f1px, p˚
1qe´⇢t dx dt ´ limnÑ8

´

ª T

0

ª

⌦

Dpx; cpt, x; p˚
1 , p

n
2 qqe´⇢t dx dt

´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx; cpT, x; p˚
1 , p

n
2 qq dx

¯

(5.36)

où cpt, x; p˚
1 , p

n
2 q satisfait

R Btcpt, x; p˚
1 , p

n
2 q ´ divp Spvqrcpt, x; p˚

1 , p
n
2 qq ` v ¨ rcpt, x; p˚

1 , p
n
2 q “

´ rpcpt, x; p˚
1 , p

n
2 qq ` p˚

1�⌦1 ` pn2�⌦2 ´ gcpt, x; p˚
1 , p

n
2 q dans ⌦T ,

Spvqrcpt, x; p˚
1 , p

n
2 q ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, cpt, x; p˚

1 , p
n
2 q “ 0 sur �2 ˆ p0, T q,

avec cp0, x; p˚
1 , p

n
2 q “ c0 dans ⌦.

Une fois encore, on peut extraire une sous-suite de cp¨, ¨; p˚
1 , p

n
2 q convergeant fortement

dans L2p⌦T q, presque partout dans ⌦T et faiblement dans L2p0, T ;H1p⌦qq vers l’unique
solution de

#

R Btc ´ divp Spvqrcq ` v ¨ rc “ ´rpcq ` p˚
1�⌦1 ` p2�⌦2 ´ gc dans ⌦T ,

Spvqrc ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, c “ 0 sur �2 ˆ p0, T q, avec c|t“0 “ c0 dans ⌦,

c’est-à-dire que cp¨, ¨; p˚
1 , p

n
2 q converge fortement vers cp¨, ¨; p˚

1 , p2q. On peut alors utiliser
la continuité de D pour calculer la limite au second membre de (5.36). On obtient

limnÑ8J1pp˚,n
1 ; pn2 q • J1pp˚

1 ; p2q. (5.37)

De (5.35) et (5.37), on tire :

J1pp˚
1 ; p2q “ lim

nÑ8
J1pp˚,n

1 ; pn2 q. (5.38)

Mais on peut également montrer que cp¨, ¨; p˚,n
1 , pn2 q Ñ cp¨, ¨; p˚

1 , p2q dans L2p⌦T q et presque
partout dans ⌦T et, grâce à la continuité de D,

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ª

⌦
T

Dpx, cpt, x; p˚,n
1 , pn2 qqe´⇢t dx dt Ñ

ª

⌦
T

Dpx, cpt, x; p˚
1 , p2qqe´⇢t dx dt,

ª

⌦

Dpx, cpT, x; p˚,n
1 , pn2 qqe´⇢t dx Ñ

ª

⌦

Dpx, cpT, x; p˚
1 , p2qqe´⇢t dx.
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L’égalité (5.38) revient donc à :

lim

nÑ8

ª T

0

ª

⌦1

f1px, p˚,n
1 qe´⇢t dx dt “

ª T

0

ª

⌦1

f1px, p˚
1qe´⇢t dx dt.

La fonction f1 étant continue et strictement concave par rapport à sa deuxième variable,
on tire de la limite précédente que (voir théorème 3 de Visintin [83]) :

p˚,n
1 Ñ p˚

1 dans L2p⌦1 ˆ p0, T qq.
La convergence forte de p˚,n

2 peut être établie de même. On a donc montré que C est à
image précompacte dans E1 ˆ E2.
Le théorème du point fixe de Schauder peut donc être appliqué : C admet un point fixe
pp5

1, p
5
2q P E1 ˆ E2 tel que

Cpp5
1, p

5
2q “ pp5

1, p
5
2q.

Par définition de C, on a :
#

p5
1 “ argmaxq1PE1J1pq1; p5

2q donc J1pp5
1; p

5
2q • J1pq1; p5

2q pour tout q1 P E1,
p5
2 “ argmaxq2PE2J2pq2; p5

1q donc J2pp5
2; p

5
1q • J2pq2; p5

1q pour tout q2 P E2.

Le couple pp5
1, p

5
2q est donc bien un équilibre de Nash pour le problème considéré.

On a de plus le résultat d’unicité suivant.

Remarque 5.3.1 Il ne peut exister deux équilibres de Nash, au sens de la Définition
5.2.3, donnant la même valeur d’objectif.

Preuve. Soient pp5
1, p

5
2, c

5,�q et pp5
1, p

5
2, c

5,�q deux équilibres de Nash et leurs concentrations
et charges associées tels que

J1pp5
1; p

5
2q “ J1pp5

1; p
5
2q • J1pp1; p5

2q pour tout p1 P E1,

J2pp5
2; p

5
1q “ J2pp5

2; p
5
1q • J2pp2; p5

1q pour tout p2 P E2,

et c5pt, xq “ cpt, x; p5
1, p

5
2q, c5pt, xq “ cpt, x; p5

1, p
5
2q.

On pose

Ji,Nash :“ Jipp5
i; p

5
´iq “ Jipp5

i; p
5
´iq, i “ 1, 2.

Supposons d’abord que p5
1 ‰ p5

1. On regarde ce que vaut

J1

ˆ

1

2

pp5
1 ` p5

1q; 1
2

pp5
2 ` p5

2q
˙

“
ª

R`

´

ª

⌦1

f1px, 1
2

pp5
1 ` p5

1qq dx ´
ª

⌦

Dpx, c1q dx
¯

e´⇢t dt

´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, c1pT, xqq dx
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où c1 est solution de

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

R Btc1 ` v ¨ rc1 ´ divp Spvqrc1q “ ´rpc1q ´ gc1 ` 1
2pp5

1 ` p5
1q�⌦1 ` 1

2pp5
2 ` p5

2q�⌦2

dans R` ˆ ⌦,
Spvqrc1 ¨ n “ 0 sur R` ˆ �1, c1 “ 0 sur R` ˆ �2,

où

#

divpvq “ g, v “ ´r�˚, dans R` ˆ ⌦,
v ¨ n “ ´r� ¨ n “ ´v1 ¨ n sur R` ˆ �3, � “ �bord sur R` ˆ �4.

(5.39)

Grâce à la propriété de stricte concavité de f1, on sait déjà que, comme p5
1 ‰ p5

1, presque
partout dans R` ˆ ⌦,

J1

ˆ

1

2

pp5
1 ` p5

1q; 1
2

pp5
2 ` p5

2q
˙

°
ª

R`

ª

⌦1

ˆ

1

2

f1px, p5
1q ` 1

2

f1px, p5
1q

˙

e´⇢t dx dt

´
ª

R`

ª

⌦

Dpx, c1qe´⇢t dx dt ´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, c1pT, xqq dx. (5.40)

De façon identique à la démonstration du paragraphe 3.4 pages 96-99, grâce aux propriétés
de r, on montre ensuite que ´Dpx, cq § ´Dpx, c1q où c “ 1

2pc5 ` c5q est solution de

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

R Btc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq “ ´1
2rpcp¨, ¨; p5

1, p
5
2qq ´ 1

2rpcp¨, ¨; p5
1, p

5
2qq ´ gc

`1
2pp5

1 ` p5
1q�⌦1 ` 1

2pp5
2 ` p5

2q�⌦2 dans R` ˆ ⌦,

Spvqrc ¨ n “ 0 sur R` ˆ �1 , c “ 0 sur R` ˆ �2,

où

#

divpvq “ g, v “ ´r�˚, dans R` ˆ ⌦,
v ¨ n “ ´r� ¨ n “ ´v1 ¨ n sur �3 ˆ p0, T q, � “ �bord sur �4 ˆ p0, T q.
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En utilisant ce dernier résultat puis la convexité de D, on obtient à partir de (5.40) :

J1

ˆ

1

2

pp5
1 ` p5

1q; 1
2

pp5
2 ` p5

2q
˙

°
ª

R`

ª

⌦1

ˆ

1

2

f1px, p5
1q ` 1

2

f1px, p5
1q

˙

e´⇢t dx dt

´
ª

R`

ª

⌦

Dpx, c1qe´⇢t dx dt ´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, c1pT, xqq dx

•
ª

R`

ª

⌦1

ˆ

1

2

f1px, p5
1q ` 1

2

f1px, p5
1q

˙

e´⇢t dx dt

´
ª

R`

ª

⌦

Dpx, cqe´⇢t dx dt ´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, cpT, xqq dx

“
ª

R`

ˆ

ª

⌦1

1

2

f1px, p5
1q dx `

ª

⌦1

1

2

f1px, p5
1q dx

˙

e´⇢t dt

´
ª

R`

ˆ

ª

⌦

Dpx, 1
2

c5 ` 1

2

c5q dx
˙

e´⇢t dt

´⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, 1
2

c5pT, xq ` 1

2

c5pT, xqq dx

•
ª

R`

ˆ

ª

⌦1

1

2

f1px, p5
1q dx `

ª

⌦1

1

2

f1px, p5
1q dx

˙

e´⇢t dt

´
ª

R`

ˆ

ª

⌦

1

2

Dpx, c5q dx
˙

e´⇢t dt ´
ª

R`

ˆ

ª

⌦

1

2

Dpx, c5q dx
˙

e´⇢t dt

´⌫

2

e´⇢T
ª

⌦

Dpx, c5pT, xqq dx ´ ⌫

2

e´⇢T
ª

⌦

Dpx, c5pT, xqq dx “ 2 ˆ 1

2

J1,Nash

soit J1
´

1
2pp5

1 ` p5
1q; 12pp5

2 ` p5
2q

¯

° J1,Nash. De plus, en utilisant encore ´Dpx, cq §
´ Dpx, c1q, on vérifie également que J2

´

1
2pp5

2 ` p5
2q; 12pp5

1 ` p5
1q

¯

• J2,Nash.

On montre de la même manière que si p5
2 ‰ p5

2 alors J2
´

1
2pp5

2 ` p5
2q; 12pp5

1 ` p5
1q

¯

° J2,Nash

et J1
´

1
2pp5

1 ` p5
1q; 12pp5

2 ` p5
2q

¯

• J1,Nash. D’où une contradiction avec la définition de la
valeur maximale pJ1,Nash; J2,Nashq si pp5

1, p
5
2q ‰ pp5

1, p
5
2q.

5.4 Relaxation des contraintes des Lagrangiens

Dans ce paragraphe, afin de simplifier les calculs, on prend �bord “ 0.
Le théorème suivant nous donne les conditions nécessaires qu’un équilibre de Nash exhibé
au Théorème 5.3.1 doit satisfaire.
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Théorème 5.4.1 On suppose que pi fiÑ fipx, piq, i “ 1, 2, est de classe C1 pour tout
x P ⌦ et que r est de classe C1. Soit pp5

1, p
5
2q un équilibre de Nash donné par le Théorème

5.3.1. On pose c5pt, xq “ cpt, x; p5
1, p

5
2q. Il existe pµ1, µ2q P pL2p0, T ;H1p⌦qqq2 tel que

Bf1
Bp px, p5

1pt, xqq “ µ1pt, xq�⌦1pxq dans ⌦ ˆ p0, T q, (5.41)

et
Bf2
Bp px, p5

2pt, xqq “ µ2pt, xq�⌦2pxq dans ⌦ ˆ p0, T q, (5.42)

satisfaisant les conditions terminales

R µ1pT, xq “ BD
Bc px, c5pT, xqq dans ⌦ ˆ p0, T q (5.43)

R µ2pT, xq “ BD
Bc px, c5pT, xqq dans ⌦ ˆ p0, T q (5.44)

et les équations

R Btµ1 “ ´v ¨rµ1 ´divp Spvqrµ1q ` r1pc5qµ1 `µ1R ⇢´ BD
Bc px, c5q dans ⌦ ˆ p0, T q

(5.45)

R Btµ2 “ ´v ¨rµ2 ´divp Spvqrµ2q ` r1pc5qµ2 `µ2R ⇢´ BD
Bc px, c5q dans ⌦ ˆ p0, T q

(5.46)

munies des conditions aux bords

 Spvqrµ1 ¨n` pv ¨nq��4 ´pv1 ¨nq��3µ1 “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, µ1 “ 0 sur �1 ˆ p0, T q
(5.47)

et

 Spvqrµ2 ¨n` pv ¨nq��4 ´pv1 ¨nq��3µ2 “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, µ2 “ 0 sur �2 ˆ p0, T q.
(5.48)

Preuve. On rappelle les définitions des objectifs :

J1pp1; p5
2, cq “

ª T

0

ˆ

ª

⌦1

f1px, p1pt, xqq dx ´
ª

⌦

Dpx, cpt, x; p1, p5
2qq dx

˙

e´⇢t dt

´⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, cpT, x; p1, p5
2qq dx
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et

J2pp2; p5
1, cq “

ª T

0

ˆ

ª

⌦2

f2px, p2pt, xqq dx ´
ª

⌦

Dpx, cpt, x; p5
1, p2qq dx

˙

e´⇢t dt

´⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, cpT, x; p5
1, p2qq dx

en considérant le coût terminal de la présence de la pollution au niveau du puits.
On rappelle que p5

1 “ argmaxp1PE1J1pp1; p5
2q et p5

2 “ argmaxp2PE2J2pp2; p5
1q.

On définit formellement les Lagrangiens associés à ces deux problèmes, avec �1 et �2 les
variables adjointes, par :

L1pc, p1,�1q “ J1pp1; p5
2, cq `

ª T

0

ª

⌦

`

R Btc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq ` rpcqq
`gc ´ p1�⌦1 ´ p5

2�⌦2

˘

�1 dx dt

et

L2pc, p2,�2q “ J2pp2; p5
1, cq `

ª T

0

ª

⌦

`

R Btc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq ` rpcqq
`gc ´ p5

1�⌦1 ´ p2�⌦2

˘

�2 dx dt.

On étudie d’abord L1pc, p1,�1q. Par intégrations par parties et en appliquant le théorème
de Fubini on trouve :

L1pc, p1,�1q “
ª T

0

ª

⌦1

f1px, p1pt, xqqe´⇢t dx dt ´
ª T

0

ª

⌦

Dpx, cpt, x; p1, p5
2qqe´⇢t dx dt

´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, cpT, x; p1, p5
2qq dx

`
ª T

0

ª

⌦

p´R Bt�1c`pv ¨rcq�1` Spvqrc ¨r�1`rpcq�1`gc�1´p1�⌦1�1´p5
2�⌦2�1q dx dt

` R 

ª

⌦

cpT, xq�1pT, xq dx ´ R 

ª

⌦

c0pxq�1p0, xq dx ´
ª T

0

ª

�2

p Spvqrc ¨ nq�1d� dt.
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On utilise le fait que pv ¨ rcq�1 “ pdivpvcq ´ c divpvqq�1, que div v “ g, et on intègre par
parties divpvcq. On obtient :

L1pc, p1,�1q “
ª T

0

ª

⌦1

f1px, p1pt, xqqe´⇢t dx dt ´
ª T

0

ª

⌦

Dpx, cpt, x; p1, p5
2qqe´⇢t dx dt

´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, cpT, x; p1, p5
2qqq dx

`
ª T

0

ª

⌦

p´R Bt�1c´pv ¨r�1qc´cg�1` Spvqrc¨r�1q`prpcq`gc´p1�⌦1 ´p5
2�⌦2q�1 dx dt

` R 

ª

⌦

cpT, xq�1pT, xq dx ´ R 

ª

⌦

c0pxq�1p0, xq dx

´
ª T

0

ª

�2

p Spvqrc ¨ nq�1d� dt`
ª T

0

ª

�1

pv ¨ nq��4�1cd� dt´
ª T

0

ª

�1

pv1 ¨ nq��3�1cd� dt.

En utilisant la formule de Taylor à l’ordre 1, on a donc

�L1pc, p1,�q “
ª T

0

ª

⌦1

ˆBf1
Bp1 px, p1pt, xqqe´⇢t ´ �1

˙

�p1 dx dt

`
ª

⌦

ˆ

R �1pT, xq ´ ⌫
BD
Bc px, cpT, x; p1, p5

2qqe´⇢T
˙

�cpT, xq dx

`
ª T

0

ª

⌦

p´R Bt�1 ´ v ¨ r�1 ` r1pcq�1 ´ BD
Bc px, cpt, x; p1, p5

2qqe´⇢tq�c dx dt

´
ª T

0

ª

⌦

divp Spvqr�1q�c dx dt ´
ª T

0

ª

�2

p Spvq�prcq ¨ nq�1d� dt

`
ª T

0

ª

�1

p Spvqr�1q¨n�cd� dt`
ª T

0

ª

�1

pv ¨nq��4�1�cd� dt´
ª T

0

ª

�1

pv1 ¨nq��3�1�cd� dt.

On pose µ1 “ �1e⇢t.
L’annulation de la variation du Lagrangien en p1 “ p5

1 suivant la variable d’état cpT, xq
nous fournit la condition terminale (5.43).
En annulant la variation du Lagrangien suivant la variable de contrôle p1, on obtient la
condition d’optimalité (5.41).
En annulant la variation du Lagrangien suivant la variable d’état c, on obtient l’équation
adjointe (5.45) et les conditions aux bords (5.47).
On fait de même pour L2pc, p2,�2q, et on en déduit (5.42), (5.44), (5.46) et (5.48).

Les équations adjointes (5.45) et (5.46) sont anti-diffusives mais bien posées car complé-
tées par des conditions terminales. On effectue un changement d’inconnue et on définit
la fonction µ˚

i sur ⌦T par :

µ5
ipt, xq “ µipT ´ t, xq, i “ 1, 2.
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On a alors Btµ5
ipt, xq “ BtpµipT ´ t, xqq “ ´BtµipT ´ t, xq, où µipT ´ t, xq est telle que

R BtµipT ´ t, xq “ ´vpT ´ t, xq ¨ rµipT ´ t, xq ´ divp SpvpT ´ t, xqqrµipT ´ t, xqq
` r1pc5pT ´ t, xqqµi ` R ⇢µipT ´ t, xq ´ BD

Bc px, c5pT ´ t, xqq dans ⌦T ,

i “ 1, 2. Nous introduisons la notation suivante : pour toute fonction f définie sur r0, T s,
on notera CTf la fonction définie par

CTfptq “ fpT ´ tq, t P r0, T s.
Le Théorème 5.4.1 nous conduit à étudier le problème suivant :

Définition 5.4.1 Soit v tel que v “ ´r�, divpvq “ g, v ¨ n “ ´v1 ¨ n sur �3 ˆ p0, T q
et � “ 0 sur �4 ˆ p0, T q.
On appelle Padj2 le problème suivant :
Trouver pc5, µ5

1, µ
5
2q satisfaisant

R Btc5 ` v ¨ rc5 ´ divp Spvqrc5q “ ´rpc5q ´ gc5 ` �⌦1F p�⌦1CTµ5
1q ` �⌦2F p�⌦2CTµ5

2q
dans ⌦T , (5.49)

Spvqrc5 ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, c5 “ 0 sur �2 ˆ p0, T q, c5
|t“0 “ c0 dans ⌦, (5.50)

R Btµ5
i ´ CTv ¨ rµ5

i ´ divp SpCTvqrµ5
iq ` r1pCT c5qµ5

i ` R ⇢µ5
i ´ BD

Bc p¨, CT c5q “ 0

dans ⌦T , i “ 1, 2, (5.51)
 SpCTvqrµ5

i ¨ n ` pCTv ¨ nq��4 ´ pCTv1 ¨ nq��3 “ 0 sur �1 ˆ p0, T q,
µ5
i “ 0 sur �2 ˆ p0, T q, i “ 1, 2, (5.52)

R µ5
i |t“0 “ ⌫

BD
Bc p¨, c5

|t“T q dans ⌦, i “ 1, 2, (5.53)

où on a défini F par Bf
Bp px, F pyqq “ y.

On a de plus le théorème suivant :

Théorème 5.4.2 On suppose que r1 P L8pR`q. On suppose également que l’une des deux
propositions suivantes est vérifiée :
(1)  “ ´Id avec ´ ° 0 ;
(2)  “ ˚Id avec ˚

:

¯

⌦ Ñ R et ˚ P C1p¯⌦q.
Alors il existe une solution faible pc5, µ5

1, µ
5
2q du Problème Pajd2 défini à la Définition

5.4.1, telle que pc5, µ5
1, µ

5
2q P pL8p0, T ;L2p⌦qq X L2p0, T ;H1p⌦qqq3. Si de plus il existe un

intervalle I Ä R tel que r soit dérivable et à dérivée bornée dans I, alors µi • 0 presque
partout dans ⌦ ˆ p0, T q, i “ 1, 2.
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Preuve. Cette démonstration est basée sur des outils très similaires à ceux déjà utilisés
dans les chapitres précédents (en particulier au Chapitre 2, Proposition 2.3.1 et Théo-
rème 2.4.1 pour l’analyse des problèmes en vitesse et concentration, au Chapitre 4 pour
l’analyse de l’équation adjointe, voir Proposition 4.2.1 et Théorème 4.2.2). Nous allons
donc présenter une version très synthétique de la démonstration.
Tout d’abord, les hypothèses sont suffisantes pour assurer l’existence d’un v appartenant
à pL8p⌦T qqN tel que v “ ´r�, div v “ g, v ¨ n “ ´v1 ¨ n sur �3 ˆ p0, T q et � “ 0 sur
�4 ˆ p0, T q.
Soit

K “ tu P pL2p⌦ ˆ p0, T qqq2 ; }u}pL2p⌦ˆp0,T qqq2 § Mµu
où Mµ est une constante qui sera définie plus bas et qui ne dépend que des données du
problème.
On considère l’application

C :

#

K Ñ K

pµ1, µ2q fiÑ pµ5
1, µ

5
2q

où pµ5
1, µ

5
2q est défini par

R Btc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq “ ´rpcq ´ gc ` �⌦1F p�⌦1CTµ1q ` �⌦2F p�⌦2CTµ2q
dans ⌦T , (5.54)

Spvqrc ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, c “ 0 sur �2 ˆ p0, T q, c|t“0 “ c0 dans ⌦, (5.55)

R Btµ5
1 ´ CTv ¨ rµ5

1 ´ divp SpCTvqrµ5
1q ` r1pCT cqµ5

1 ` R ⇢µ5
1 ´ BD

Bc p¨, CT cq “ 0

dans ⌦T , (5.56)
 SpCTvqrµ5

1 ¨ n ` pCTv ¨ nq��4 ´ pCTv1 ¨ nq��3 “ 0

sur �1 ˆ p0, T q, µ5
1 “ 0 sur �2 ˆ p0, T q,

R µ5
1|t“0 “ ⌫

BD
Bc p¨, c|t“T q dans ⌦, (5.57)

R Btµ5
2 ´ CTv ¨ rµ5

2 ´ divp SpCTvqrµ5
2q ` r1pCT cqµ5

2 ` R ⇢µ5
2 ´ BD

Bc p¨, CT cq “ 0

dans ⌦T , (5.58)
 SpCTvqrµ5

2 ¨ n ` pCTv ¨ nq��4 ´ pCTv1 ¨ nq��3 “ 0

sur �1 ˆ p0, T q, µ5
2 “ 0 sur �2 ˆ p0, T q,

R µ5
2|t“0 “ ⌫

BD
Bc p¨, c|t“T q dans ⌦. (5.59)

L’application C est bien définie. D’abord pour pµ1, µ2q donné dans K2, comme F est
bornée, la Proposition 2.3.1 du Chapitre 2 assure l’existence d’une unique solution c P
H1p0, T ;H´1p⌦qq X L2p0, T ;H1p⌦qq, avec cpt, xq • 0 presque partout dans ⌦T , solution
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faible de (5.54)-(5.55). Ensuite, c étant maintenant donné, il existe une unique solution
pµ5

1, µ
5
2q P pL8p0, T ;L2p⌦qq X L2p0, T ;H1p⌦qqq2, du système parabolique linéaire (5.56)-

(5.59) (voir par exemple Ladyzhenskaja [52]), vérifiant les estimations (uniformes par
rapport à c) suivantes :

›

›µ5
i

›

›

L8p0,T ;L2p⌦qqXL2p0,T ;H1p⌦qq § C, (5.60)
›

›Btµ5
i

›

›

L2p0,T ;H´1p⌦qq § C. (5.61)

De plus (voir la démonstration dans la preuve de la Proposition 4.2.1), si il existe un
intervalle I Ä R tel que r soit dérivable et à dérivée bornée dans I, alors µ5

i • 0 presque
partout dans ⌦T , i “ 1, 2.
L’estimation (5.60) permet de définir Mµ tel que CpKq Ä K.
Montrons maintenant que C est continue. Soit une suite de K telle que

pµ1,n, µ2,nq Ñ pµ1, µ2q dans pL2p⌦T qq2.
Soient Cpµ1,n, µ2,nq “ pµ5

1,n, µ
5
2,nq et Cpµ1, µ2q “ pµ5

1, µ
5
2q.

On va vérifier que
pµ5

1,n, µ
5
2,nq Ñ pµ5

1, µ
5
2q dans pL2p⌦T qq2.

Pour cela, on vérifie que }cn}L8p0,T ;L2p⌦qqXL2p0,T ;H1p⌦qq ` }Btcn}L2p0,T ;H´1p⌦qq § C. Donc il
existe e P L8p0, T ;L2p⌦qq X L2p0, T ;H1p⌦qq telle que, à une sous-suite près,

cn á e faiblement dans L2p0, T ;H1p⌦qq,
cn Ñ e dans L2p⌦T q et presque partout dans ⌦T .

La convergence forte de µi,n, i “ 1, 2, permet alors de passer à la limite dans l’équation
en cn. Comme la solution du problème en concentration est unique (voir Lemme 5.2.1),
on a

e “ c où c est définie par (5.54)-(5.55).

On a
›

›µ5
i,n

›

›

L8p0,T ;L2p⌦qqXL2p0,T ;H1p⌦q § C, où µ5
i,n est solution de (5.56)-(5.59), i “ 1, 2. Il

existe donc un couple de sous-suites, non renommées par commodité, et un couple de
fonctions p⌘1, ⌘2q P pL8p0, T ;L2p⌦qq X L2p0, T ;H1p⌦qq2 tels que

pµ5
1,n, µ

5
2,nq á p⌘1, ⌘2q

faiblement dans pL2p⌦ ˆ p0, T qq X L2p0, T ;H1p⌦qqq2.
Grâce à la convergence forte de cn, on passe à la limite dans les équations en µ5

i,n (5.56)-
(5.59). La solution du problème étant unique (voir Théorème 4.2.2), on a

p⌘1, ⌘2q “ pµ5
1, µ

5
2q
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et c’est l’ensemble de la suite pµ5
1,n, µ

5
2,nq qui converge vers pµ5

1, µ
5
2q.

De plus, de l’estimation (5.61) et d’un argument de compacité d’Aubin, on peut tirer un
résultat de compacité pour la suite pµ5

1,n, µ
5
2,nq dans pL2p⌦T qq2. La continuité de C (pour

la topologie de la convergence forte de pL2p⌦qq2) est prouvée. Enfin, en utilisant encore
une fois les estimations (5.60)-(5.61) et un critère de compacité d’Aubin, on montre que
l’image CpKq est compacte.
Comme l’application C satisfait les hypothèses du théorème de Schauder, on peut en
conclure qu’elle admet un point fixe noté pµ5

1, µ
5
2q, solution de (5.56)-(5.59), associée à c5

solution de (5.54)-(5.55).

Les conditions terminales ne sont pas vérifiées en temps infini. Le théorème ci-dessous
établit les conditions de transversalité en horizon infini.

Théorème 5.4.3 Les conditions de transversalité s’écrivent :

lim

TÑ8

ª

⌦

H1pT, c5, p5
1,�1q dx “ 0 (5.62)

lim

TÑ8

ª

⌦

H2pT, c5, p5
2,�2q dx “ 0 (5.63)

où H1 et H2 sont les Hamiltoniens définis par

H1pt, c, p1,�1qpxq “
´

f1px, p1pt, xqq�⌦1 ´ Dpx, cpt, x; p1, p2qq
¯

e´⇢t

` �1pt, xq
´

divp Spvqrcq ´ v ¨ rc ´ rpcq ´ gc ` p1�⌦1 ` p2�⌦2

¯

pt, xq (5.64)

H2pt, c, p2,�2qpxq “
´

f2px, p2pt, xqq�⌦2 ´ Dpx, cpt, x; p1, p2qq
¯

e´⇢t

` �2pt, xq
´

divp Spvqrcq ´ v ¨ rc ´ rpcq ´ gc ` p1�⌦1 ` p2�⌦2

¯

pt, xq (5.65)

où �1pt, xq “ µ1pt, xqe´⇢t, �2pt, xq “ µ2pt, xqe´⇢t, µ1 et µ2 étant les variables adjointes
présentées au théorème précédent.

Preuve. Les démonstrations sont les mêmes que celles du Chapitre 4.

5.5 Une étude analytique dans un cas simple : l’état
stationnaire du modèle unidimensionnel avec zone
d’épandage donnée

L’objectif de cette partie est, tout comme dans le Chapitre 4, d’obtenir des propriétés
qualitatives de la solution à l’état stationnaire lorsqu’elle existe.
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Tout comme dans le paragraphe 4.2.4 du Chapitre 4, on considère ici l’apport natu-
rel dans l’équation en concentration. On se réfèrera à l’adimensionnement rappelé page
133 pour l’obtention du modèle.

5.5.1 Simplifications

On se place dans le cas unidimensionnel avec ⌦ “ p0, Lq, ⌦1 “ r0, L1s, ⌦2 “ rL1, L2s
et L1 † L2 § L. On considère un modèle pour lequel g est une constante. L’épandage du
premier agriculteur se fait sur ⌦1 et celui du deuxième agriculteur sur ⌦2. On utilise des
conditions aux bords de type Neumann non homogène sur � : Bx� “ v1 sur B⌦ “ t0, Lu
avec v1 P L2p⌦q. On considère que Spvq “ S ° 0 et que le terme de réaction est linéaire,
rpcq “ ↵c avec ↵ constante strictement positive. On a donc le modèle suivant dans ⌦T :

R Btc ´  SB2
xc ` vBxc “ ´↵c ` p1�⌦1 ` p2�⌦2 ` �, (5.66)

Bxv “ 0, v “ ´Bx�, (5.67)

complété par les conditions aux bords (ici �2 “ �4 “ H)

Bxcpt, 0q “ Bxcpt, Lq “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, (5.68)
Bx� “ v1 sur B⌦ ˆ p0, T q. (5.69)

Enfin, on suppose que le puits de captage est localisé en x “ L. Les fonctionnelles Ji
prennent donc la forme :

J1 : p1 P E fiÑ J1pp1; p2q “
ª T

0

´

ª L1

0

f1px, p1pt, xqq dx ´ Dpx, cpt, Lqq
¯

e´⇢t dt,

J2 : p2 P E fiÑ J2pp2; p1q “
ª T

0

´

ª L2

L1

f2px, p2pt, xqq dx ´ Dpx, cpt, Lqq
¯

e´⇢t dt,

où c est solution de (5.66)-(5.69).
On supposera dans ce paragraphe que

pt, xq fiÑ Dpx, cpt, xqq P L1p⌦T q si c P L2p⌦T q, BD
Bc ° 0 et

B2D

Bc2 ° 0.

Remarque 5.5.1 Comme v “ ´v1, où  ° 0, le problème n’a d’intérêt que si on
suppose v1 § 0 pour que le flux pousse la pollution vers le puits d’extraction.

Remarque 5.5.2 On satisfait aux conditions du Théorème 3.4.1 ; la solution de ce pro-
blème est donc unique.
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On note

Ei “ tq P L2p⌦iˆp0, T qq, 0 § qpt, xq § p̄ presque partout dans ⌦iˆp0, T q, q|t“T est définieu,

i “ 1, 2, dans le but de pouvoir utiliser des intégrations par parties afin d’établir le
problème adjoint.
Sous les hypothèses adoptées dans ce chapitre, le Théorème 5.4.1 devient :

Corollaire 5.5.1 Si pp5
1, p

5
2q est une solution de J1pp5

1; p
5
2q “ max

p1PE1

J1pp1; p5
2q et J2pp5

2; p
5
1q “

max

p2PE2

J2pp2; p5
1q sous la contrainte (5.66)-(5.67) donnée par le Théorème 5.3.1 et si c5pt, xq “

cpt, x; p5
1, p

5
2q, alors il existe pµ1, µ2q P pL2p0, T ;H1p⌦qqq2 tels que

f
1
1px, p1pt, xqq “ µ1pt, xq�⌦1pxq presque partout dans ⌦ ˆ p0, T q, (5.70)
f

1
2px, p2pt, xqq “ µ2pt, xq�⌦2pxq presque partout dans ⌦ ˆ p0, T q, (5.71)

satisfaisant les conditions terminales

µipx, T q “ 0 presque partout dans ⌦, i “ 1, 2, (5.72)

et les équations

R Btµ1 “ ´vBxµ1 ´  SB2
xµ1 ` ↵µ1 ` µ1R ⇢ ` gµ1 dans ⌦T (5.73)

R Btµ2 “ ´vBxµ2 ´  SB2
xµ2 ` ↵µ2 ` µ2R ⇢ ` gµ2 dans ⌦T (5.74)

munies des conditions aux bords

 SBxµipt, 0q ´ v1µipt, 0q “ 0 dans p0, T q, i “ 1, 2, (5.75)

D1pcpt, Lqq “  SBxµipt, Lq ´ v1µipt, Lq dans p0, T q, i “ 1, 2. (5.76)

Preuve. Elle est basée sur celle du Corollaire 4.2.1.
On définit formellement le Lagrangien associé au problème, avec �1 sa variable adjointe,
par :

L1pc, p1,�1q “ J1pp1; p2q
`

ª T

0

ª

⌦

`

R Btc ` vBxc ´  SB2
xc ` ↵c ´ p1�⌦1pxq ´ p2�⌦2pxq ´ � ` gc

˘

�1 dx dt.
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Par intégrations par parties et en appliquant le théorème de Fubini on trouve :

L1pc, p1,�1q “
ª T

0

ª

⌦1

f1px, p1qe´⇢t dx dt ´
ª T

0

Dpcpt, Lqqe´⇢t dt

`
ª T

0

ª

⌦

p´R Bt�1c ´ vcBx�1 ´  SB2
x�1c ` ↵c�1 ´ p1�⌦1�1 ´ p2�⌦2�1 ´ ��1 ` gcq dx dt

`R 

ª

⌦

cpT, xq�1pT, xq dx ´ R 

ª

⌦

c0pxq�1p0, xq dx

`
ª T

0

´

vpLq�1pt, Lqcpt, Lq ´ vp0q�1pt, 0qcpt, 0q
¯

dt

`
ª T

0

´

 Scpt, LqBx�1pt, Lq ´  Scpt, 0qBx�1pt, 0q
¯

dt.

En utilisant la formule de Taylor à l’ordre 1 pour les non linéarités, on a donc

�L1pc, p1,�1q “
ª T

0

ª

⌦1

´

f
1
1px, p1qe´⇢t ´ �1�⌦1

¯

�p1 dx dt

`
ª T

0

ª

⌦

p´R Bt�1 ´ vBx�1 ´  SB2
x�1 ` ↵�1 ` g�1q�c dx dt

`R 

ª

⌦

�1pT, xq�cpT, xq dx

´
ª T

0

´

vp0q�1pt, 0q `  SBx�1pt, 0q
¯

�cpt, 0q dt

`
ª T

0

´

vpLq�1pt, Lq `  SBx�1pt, Lq ´ D1pcpt, Lqqe´⇢t
¯

�cpt, Lq dt.

On pose µ1 “ �1e⇢t. On fait ensuite de même pour L2pc, p2,�2q.
L’annulation de la variation du Lagrangien suivant la variable d’état cpT, xq nous fournit
les conditions terminales (5.72).
En annulant la variation du Lagrangien suivant la variable de contrôle p1, on obtient les
conditions d’optimalité (5.70)-(5.71).
En annulant la variation du Lagrangien suivant la variable d’état c, on obtient les équa-
tions adjointes (5.73)-(5.74) et les conditions aux bords (5.75) et (5.76).

On simplifie encore le modèle en se restreignant maintenant au cas stationnaire. On sup-
pose à présent que

v1 P R, v1 § 0.

La condition de compatibilité entre g et v1 (voir page 158) impose donc g “ 0.
Tout comme dans la démonstration du Lemme 4.2.1, la condition de compatibilité g “ 0
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nous amène à résoudre
#

´ Sc2 ` vc1 ` ↵c ´ p1�⌦1 ´ p2�⌦2 ´ � “ 0

 Sµ2 ` vµ1 ´ p↵ ` R ⇢qµ “ 0

où v est donnée par v “ ´v1, f 1ppi�⌦
i

q “ µ�⌦
i

, i “ 1, 2 et
$

’

&

’

%

D1pcpLqq “  Sµ1pLq ` vµpLq
c1p0q “ c1pLq “ 0

 Sµ1p0q ` vµp0q “ 0.

L’état stationnaire est donc caractérisé par le problème suivant :

´ Sc2 ` vc1 ` ↵c ´ p1�⌦1 ´ p2�⌦2 ´ � “ 0 dans ⌦, (5.77)

 Sµ2
i ` vµ1

i ´ p↵ ` R ⇢qµi “ 0 dans ⌦, i “ 1, 2, (5.78)

avec v “ ´v1, f 1
ippiq “ µi�⌦

i

, i “ 1, 2, et

D1pcpLqq “ S µ1
ipLq ` vµipLq, i “ 1, 2, (5.79)

c1p0q “ c1pLq “ 0, (5.80)

 Sµ1
ip0q ` vµip0q “ 0, i “ 1, 2. (5.81)

5.5.2 Calculs analytiques

À partir d’ici, on notera fipx, pipx, tqq “ fippipx, tq�⌦
i

pxqq, i “ 1, 2 (par un léger abus
de notation, on utilise toujours fi). D’après (5.70)-(5.71), f 1

ipp5
ipx, tqq “ µipx, tq�⌦

i

pxq
et p5

ipx, tq “ f
1´1
i pµipx, tq�⌦

i

pxqq, i “ 1, 2. Notons que fi étant strictement concave et
comme on a supposé Impf 1

i q Ä r0,`8r,
f 1
i : Dompfiq Ñ Impf 1

iq Ä r0,`8r
est strictement décroissante donc f

1´1
i existe et, d’après les hypothèses sur f 1´1

i ,

f
1´1
i : Impf 1

iq Ä r0,`8rÑ r0,`8r.
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Lemme 5.5.1 Notons S “ S et R “ R . Supposons Impf 1q “ r0;`8r. L’équilibre de
Nash pp5

1, p
5
2q est donné par

p5
ipx,Ai, Liq “ f

1´1
i pAiper1x ´ Ker2xqq si x P ⌦i, p5

ipx,Ai, Liq “ 0 sinon, i “ 1, 2,

associé à c5pxq “ cpx; p5
1, p

5
2q tel que

S ps2 ´ s1qc5 px,A1, A2, L1, L2q “
ª x

0

✓px,A1, A2, L1, L2q
`

e´s1pu´xq ´ e´s2pu´xq˘ du

´ es1x ´ s1
s2
es2x

es1L ´ es2L

ª L

0

✓px,A1, A2, L1, L2q
ˆ

e´s1pu´Lq ´ s2
s1
e´s2pu´Lq

˙

du

avec

✓px,A1, A2, L1, L2q “ f
1´1
1 pA1per1u ´ Ker2uq�⌦1pxqq ` f

1´1
2 pA2per1u ´ Ker2uq�⌦2pxqq ` �

et où Ai ° 0, i “ 1, 2, est l’unique solution de l’équation

D1
´ eps1`s2qL

Ss1s2pes1L ´ es2Lq
ª

⌦
i

f
1´1
i pAiper1u ´ Ker2uqqps2e´s2u ´ s1e

´s1uqdu ´ �

Ss1s2

¯

“ Aipv ` Sr1qper1L ´ er2Lq (5.82)

avec

K “ v ` S 1r1
v ` Sr2

,

r1 “ ´v ´ ?
�1

2S
, r2 “ ´v ` ?

�1

2S
, où �1 “ v2 ` 4Sp↵ ` R⇢q,

s1 “ v ´ ?
�2

2S
, s2 “ v ` ?

�2

2S
, où �2 “ v2 ` 4S↵.

Remarque 5.5.3 On remarque que dans ce cadre simplifié, le Lemme 5.5.1 donne en
particulier l’unicité de l’équilibre de Nash, qui n’était pas établie dans le cadre général.

Preuve. La démonstration de ce lemme est basée sur la preuve du Lemme 4.2.2. Nous
allons tout d’abord chercher une expression formelle de l’état stationnaire. Cette expres-
sion n’aura un sens que si il existe deux réels A1 ° 0 et A2 ° 0 qui la satisfont. Nous
montrerons ensuite qu’il existe bien A1 ° 0 et A2 ° 0 satisfaisant l’expression et que ces
A1 et A2 sont uniques.
Le système d’équations différentielles (5.77)-(5.78) étant triangulaire, on résout d’abord
l’équation en µi (5.78), i “ 1, 2. On obtient

µ5
ipx,Ai, Liq “ `

Aie
r1x ` Bie

r2x
˘

,
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avec r1 “ ´v´?
�1

2S , r2 “ ´v`?
�1

2S , �1 “ v2 ` 4Sp↵ ` R⇢q et Ai et Bi des constantes à
déterminer. En utilisant la condition de bord (5.81), on trouve

Bi “ ´AiK avec K “ v ´ ?
�1

v ` ?
�1

“ v ` Sr1
v ` Sr2

† 0

ce qui permet de réécrire

µ5
ipx,Ai, Liq “ Aiper1x ´ Ker2xq.

Comme K † 0 et que r1 † 0 † r2, per1x ´ Ker2xq ° 0 pour tout x P r0, Ls.
De plus, la condition (5.79) doit être vérifiée, ce qui implique que

D1pc5pL,A1, A2, L1, L2qq “ Ai

´

pSr1`vqer1L´KpSr2`vqer2L
¯

“ Aipv`Sr1qper1L´er2Lq,

pour tout i “ 1, 2. La fonction D étant strictement croissante, D1pc5pL,Ai, Liqq est stric-
tement positive. Comme er1L ´ er2L † 0 et v ` Sr1 “ ´Sr2 † 0, on a donc

Ai ° 0. (5.83)

On résout à présent (5.77) en c. Comme Ai ° 0, la quantité f
1´1
i

`

Aiper1x ´Ker2xq�⌦
i

pxq˘

est bien définie et l’équation en c5 peut être réécrite comme suit :

´Sc52 ` vc51 ` ↵c5 ´ ✓px,A1, A2, L1, L2q “ 0

où

✓px,A1, A2, L1, L2q “ f
1´1
1

`

A1per1x ´ Ker2xq�⌦1pxq˘ ` f
1´1
2

`

A2per1x ´ Ker2xq�⌦2pxq˘ ` �,

et

c5 px,A1, A2, L1, L2q “
1

S ps2 ´ s1q
ª x

0

✓pu,A1, A2, L1, L2q `

e´s1pu´xq ´ e´s2pu´xq˘ du ` K1e
s1x ` K2e

s2x, (5.84)

avec

s1 “ v ´ ?
�2

2S
, s2 “ v ` ?

�2

2S
,�2 “ v2 ` 4S↵,

et K1 et K2 à déterminer. On en déduit donc que

B✓
BAi

px,A1, A2, L1, L2q “ per1x ´ Ker2xqpf 1´1
i q1`

Aiper1x ´ Ker2xq˘

�⌦
i

pxq † 0 (5.85)
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car per1x ´ Ker2xq ° 0 et fi, i “ 1, 2 est strictement concave. En dérivant (5.84) par
rapport à x on a

Bc5

Bx px,A1, A2, L1, L2q “ 1

S ps2 ´ s1q
ª x

0

✓pu,A1, A2, L1, L2q `

s1e
´s1pu´xq ´ s2e

´s2pu´xq˘ du

` K1s1e
s1x ` K2s2e

s2x. (5.86)

On utilise à présent les conditions aux bords de l’équation (5.80). En remplaçant dans
(5.86), la condition de bord Bc5

Bx px,A1, A2, L1, L2q|x“0 “ 0 implique que

K2 “ ´K1
s1
s2

et la condition de bord Bc5
Bx px,A1, A2, L1, L2q|x“L “ 0 donne

K1 “
´

ª L

0

✓pu,A1, A2, L1, L2q
ˆ

e´s1pu´Lq ´ s2
s1
e´s2pu´Lq

˙

du

pes1L ´ es2LqSps2 ´ s1q .

On peut alors réécrire c5 comme suit :

c5px,A1, A2, L1, L2q “ 1

Sps2 ´ s1q

˜

ª x

0

✓pu,A1, A2, L1, L2q
`

e´s1pu´xq ´ e´s2pu´xq˘ du

´ es1x ´ s1
s2
es2x

pes1L ´ es2Lq
ª L

0

✓pu,A1, A2, L1, L2q
ˆ

e´s1pu´Lq ´ s2
s1
e´s2pu´Lq

˙

du

¸

.

Comme B✓
BA

i

pu,A1, A2, L1, L2q † 0, on en déduit que

Bc5

BAi
pL,A1, A2, L1, L2q “

eps1`s2qL

S s1s2
loomoon

†0

`

es1L ´ es2L
˘

loooooomoooooon

†0

ª L

0

B✓
BAi

pu,A, L1q
`

s2e
´s2u ´ s1e

´s1u
˘

looooooooooomooooooooooon

°0

du † 0. (5.87)

Comme c5pL,A1, A2, L1, L2q vérifie la condition au bord D1pc5pL,A1, A2, L1, L2qq “ Aipv`
Sr1qper1L ´ er2Lq, Ai doit satisfaire :

D1 `

c5pL,A1, A2, L1, L2q˘ “ Aipv ` Sr1qper1L ´ er2Lq. (5.88)

Il reste à prouver que Ai ° 0 existe et est unique. On a déjà vu à l’équation (5.83) que si
Ai existe, Ai ° 0. On pose

⌘pAi, Liq “ ´Aipv ` Sr1qper1L ´ er2Lq ` D1 `

c5pL,A1, A2, L1, L2q˘

.
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L’équation (5.88) se réécrit ⌘pAi, Liq “ 0. Par ailleurs, Ai fiÑ ⌘pAi, Liq est une fonction
continue. On va montrer que pour Li fixé, ⌘pAi, Liq “ 0 a bien une solution et qu’elle est
unique.
On a

B⌘
BAi

pAi, Liq “ ´pv ` Sr1qper1L ´ er2Lq ` D
2pc5pL,A1, A2, L1, L2qq Bc5

BA
i

pL,A1, A2, L1, L2q.

En utilisant le fait que D est strictement convexe et que Bc5
BA

i

pL,A1, A2, L1, L2q † 0 (obtenu
grâce à (5.87)), on montre que

B⌘
BAi

pAi, Liq “ ´
§0

hkkkkikkkkj

pv ` Sr1q
§0

hkkkkkkikkkkkkj

per1L ´ er2Lq `D
2pc5pL,A1, A2, L1, L2qq Bc5

BAi
pL,A1, A2, L1, L2q

† 0.

Grâce aux signes des racines de l’équation homogène et au fait que fi (respectivement
D) est strictement concave (respectivement convexe), on a donc montré ci-dessus que
B⌘

BA
i

pAi, Liq † 0. La fonction ⌘ est donc strictement décroissante en Ai. Elle admet donc
une bijection réciproque de R` dans R˚

` qui permet de définir Ai.
De plus,

lim

A
i

Ñ0
⌘pAi, Liq “ D1pc5pL,A1, A2, L1, L2qq ° 0

et

lim

AÑ`8
⌘pAi, Liq “ ´8

car c5pL,A1, A2, L1, L2q Ñ 0 quand Ai Ñ `8 donc D1pc5pL,A1, A2, L1, L2qq Ñ D1p0q par
continuité de D1.
D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe donc une unique solution Ai ° 0

de ⌘pAi, Liq “ 0, c’est-à-dire de (5.82).

5.5.3 Simulations numériques

Pour les simulations qui suivent, réalisées avec Maple, nous avons pris les données
suivantes :

⇢ “ 0.05, ↵ “ 0.1, S “ 0.1,  “ 1, R “ 1 (pas d’absorption),
� “ 0.05, v “ 0.015.

Pour la première simulation, on choisit les fonctions de production et de dommages sui-
vantes :
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fippiq “ lnppi ` 0.01q, i “ 1, 2, Dpcq “ c2.

Le joueur 1 a un champ allant de x “ 0 à x “ L1, alors que le champ du joueur 2
s’étend sur rL1;L2s.
On fixe L “ 10. Pour ce cas de simulation dans le Chapitre 4 (à un seul joueur), le L1

optimal valait 4. Nous allons donc fixer L2 “ 4 et faire varier L1.

Figure 5.2 – Concentration c5 correspondant à l’équilibre de Nash

  

L1=1    L2=4

L1=2    L2=4

L1=3    L2=4

Figure 5.3 – p5
1 et p5

2 correspondant à l’équilibre de Nash

Comme au Chapitre 4, on retrouve pour c5 l’allure de courbe typique d’un phénomène de
convection-diffusion (Figure 5.2). L’allure des courbes p5

1 et p5
2 est aussi semblable à celle

de la quantité d’engrais optimale p˚ calculée au Chapitre 4. On remarque que plus L1 est
grand, plus la concentration autorisée en engrais est importante au début de la parcelle
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du joueur 1. Le joueur 2, excepté dans le cas où L1 “ 1, a intérêt à épandre davantage
au départ de sa parcelle que le joueur 1 ne devrait le faire à la fin de sa parcelle (Figure
5.3).
On s’intéresse à présent à l’impact de la taille de la zone tampon sur les objectifs à l’état
stationnaire pour les deux agriculteurs, qui sont donnés par

Obj1 “ 1

⇢

´

ª L1

0

f1pp5
1pxqq dx ´ Dpc5pLqq

¯

,

Obj2 “ 1

⇢

´

ª L2

L1

f2pp5
2pxqq dx ´ Dpc5pLqq

¯

.

On rappelle qu’ici f1 “ f2. Les résultats sont représentés dans la Figure 5.4.

Figure 5.4 – Objectifs des deux joueurs en fonction de L1 ; L2 “ 4, L “ 10.

Excepté pour le cas où L1 “ 1, l’objectif lié au joueur 1 est meilleur que celui lié au joueur
2. On constate cependant que pour les deux joueurs, l’objectif est décroissant en fonction
de L1, ce qui signifie que la politique optimale serait de ne pas épandre d’engrais. On
peut comparer ce résultat avec ceux obtenus au Chapitre 4 avec un seul joueur. En effet,
le cas où le champ de l’unique agriculteur s’arrête au point L1 “ 4, comme présenté en
Figure 4.4, correspond ici à une coopération entre les deux joueurs qui occupent la zone
r0, L2s “ r0, 4s, en considérant l’objectif suivant :

Obj1,2 “ Obj1`Obj2`1

⇢
Dpc5pLqq “ 1

⇢

´

ª L1

0

f1pp5
1pxqq dx`

ª L2

L1

f2pp5
2pxqq dx´Dpc5pLqq

¯

.

(5.89)

L’objectif obtenu pour ce cas au Chapitre 4 était de 45,6. Or ici, que ce soit pour L1 “ 1,
2 ou 3, on obtient pour l’objectif (défini par (5.89)) un résultat négatif et strictement
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inférieur à 45,6, comme présenté dans le Tableau 5.1 ci-dessous :

L1 “ 1 L1 “ 2 L1 “ 3

-1541.4 -2814.2 -5253.6

Tableau 5.1 – Objectif Obj1,2 (non-coopération) en fonction de L1 ; L2 “ 4, L “ 10.

Cela signifie donc qu’il est plus intéressant pour les joueurs de coopérer.

On effectue un autre test avec L “ 15 en fixant cette fois-ci L2 “ 8.
Les résultats obtenus sont qualitativement semblables, à savoir que plus L1 est petit,
plus la concentration est importante au début du domaine (Figure 5.5), et plus le joueur
1 a intérêt à épandre de l’engrais (Figure 5.6). Ici aussi, l’objectif du joueur 1 est meilleur
que celui du joueur 2, excepté dans le cas où L1 “ 2, et les objectifs des deux joueurs
sont décroissants (Figure 5.7). Pour comparer cet exemple avec le cas où les joueurs
coopèrent, nous reprenons les résultats obtenus au Chapitre 4 avec un seul joueur, avec
L “ 15 et L1 “ 8. Sur la Figure 4.5, on constate que la valeur de l’objectif était de -166.
Ici, l’objectif Obj1,2 est strictement inférieure à -166, comme on peut le constater dans
le Tableau 5.2.

L1 “ 2 L1 “ 4 L1 “ 6

-3927.3 -7998.3 -17009.0

Tableau 5.2 – Objectif Obj1,2 (non-coopération) en fonction de L1 ; L2 “ 8, L “ 15.

Il convient donc aux joueurs de coopérer.
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Figure 5.5 – Concentration c5 correspondant à l’équilibre de Nash

  

L1=2    L2=8

L1=4    L2=8

L1=6    L2=8

Figure 5.6 – p5
1 et p5

2 correspondant à l’équilibre de Nash

Figure 5.7 – Objectifs des deux joueurs en fonction de L1 ; L2 “ 8, L “ 15.
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Nous allons à présent faire varier L2 et fixer L1. On prend L “ 10 et L1 “ 4.
On remarque que plus L2 est grand (plus la parcelle du joueur 2 est proche du puits de
captage), moins la concentration est importante sur l’ensemble du domaine (Figure 5.8).
Cette différence est plus importante que dans la simulation précédente.
Les résultats sur pp5

1, p
5
2q sont identiques et se chevauchent dans les cas testés : le joueur

2 devrait épandre plus au début de son champ que le joueur 1 à la fin du sien (Figure 5.9).

Dans les trois cas, l’objectif du joueur 1 est meilleur que celui du joueur 2 (Fi-
gure 5.10). Contrairement à la simulation précédente, les objectifs des deux joueurs
sont croissants, ce qui signifierait une politique optimale d’épandage jusqu’au niveau
du puits, ce qui n’est pas réaliste bien sûr (rappelons que ces cas tests sont purement
académiques).

L2 “ 5 L2 “ 6 L2 “ 7

avec coopération 39.1 18.2 -18.5
sans coopération -3706.8 -2853.0 -2565.9

Tableau 5.3 – Objectifs avec et sans coopération en fonction de L2 ; L1 “ 4, L “ 10.

Si on compare ces résultats avec ceux du Chapitre 4 (correspondant à une coopération
entre les joueurs), on remarque que dans les trois cas choisis pour L2, l’objectif Obj1,2 est
strictement inférieur à l’objectif commun calculé et représenté à la Figure 4.4. Le Tableau
5.3 indique donc qu’il est dans l’intérêt des joueurs de coopérer.
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L1=4    L2=5

L1=4    L2=6

L1=4    L2=7

Figure 5.8 – Concentration c5 correspondant à l’équilibre de Nash

  

L1=4    L2=5

L1=4    L2=6

L1=4    L2=7

Figure 5.9 – p5
1 et p5

2 correspondant à l’équilibre de Nash

Figure 5.10 – Objectifs des deux joueurs en fonction de L2 ; L1 “ 4, L “ 10.
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On choisit à présent les fonctions suivantes :

fppq “ �J ´ p�J ´ ↵Jqe´ppxq⌧
J et Dpcq “ 0, 2

50

2
c2.

On trace dans la Figure 5.11 ci-dessous la fonction de production. Tout comme

Figure 5.11 – Fonction de production

dans le Chapitre 4, le choix des fonctions de production et de dommages est tiré de
l’étude de Godart et al. [43] et de Ledoux et al. [58], avec �J “ 11, 7888, ↵J “ 3, 1824 et
⌧J “ 0.0050465, qui correspondent aux données pour une culture de blé.
On fixe L “ 10 et L2 “ 4 et on fait varier L1.
Comme dans le cas logarithmique, plus L1 est petit, moins la concentration est impor-
tante (Figure 5.12). On peut s’en étonner au regard de la Figure 5.13, où la quantité
d’engrais à épandre est plus importante lorsque L1 est petit. Cependant, on remarque
également que l’on met moins d’engrais entre L1 et L2, cette différence étant d’autant
plus importante lorsque L1 est petit. En somme, plus L1 est petit, plus la quantité
d’engrais à épandre est importante pour le joueur 1 et moins elle l’est pour le joueur 2.
Ce saut entre les courbes de la Figure 5.13 permettrait d’expliquer l’allure des courbes
de la Figure 5.12.
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Figure 5.12 – Concentration c5 correspondant à l’équilibre de Nash

  

L1=1    L2=4

L1=2    L2=4

L1=3    L2=4

Figure 5.13 – p5
1 et p5

2 correspondant à l’équilibre de Nash

Figure 5.14 – Objectifs des deux joueurs en fonction de L1 ; L2 “ 4, L “ 10.

194



Hormis dans le cas où L1 “ 1, l’objectif du joueur 1 est meilleur que celui du joueur 2
(Figure 5.14). Notons que pour L1 “ 2, les objectifs des deux joueurs sont pratiquement
égaux avec une valeur de 463,2 pour le joueur 1 et de 463,1 pour le joueur 2, les deux
points se confondant sur la figure. Cependant, on constate que l’objectif du joueur 1
est croissant, alors que celui du joueur 2 est décroissant. Cela signifie donc que plus la
parcelle du joueur 1 est grande (et donc plus la parcelle du joueur 2 est petite), plus
l’objectif du joueur 1 est important.

Toujours dans l’idée de comparer nos résultats avec ceux du Chapitre 4 corres-
pondant à une coopération des joueurs, nous comparons l’objectif Obj1,2 avec l’objectif
obtenu à la Figure 4.10, d’une valeur de 937.5 :

L1 “ 1 L1 “ 2 L1 “ 3

936.4 934.6 930.1

Tableau 5.4 – Objectif Obj1,2 (non-coopération) en fonction de L1 ; L2 “ 4, L “ 10.

On constate que la coopération reste plus bénéfique pour les joueurs.

À présent, on fixe L “ 10 et L1 “ 4 et on fait varier L2.
On remarque que plus L2 est petit (plus la parcelle du joueur 2 est éloignée du puits),
plus la concentration est élevée, sauf dans le cas où L2 “ 5 (x • 5) (Figure 5.15).
Dans les trois cas testés, le joueur 1 devrait épandre la même quantité d’engrais sur son
champ. Quant au joueur 2, plus L2 est grand (donc proche du puits), moins il doit épandre
d’engrais sur sa parcelle, ce qui paraît logique (Figure 5.16).
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L1=4    L2=5

L1=4    L2=6

L1=4    L2=7

Figure 5.15 – Concentration c5 correspondant à l’équilibre de Nash

  

L1=4    L2=5

L1=4    L2=6

L1=4    L2=7

Figure 5.16 – p5
1 et p5

2 correspondant à l’équilibre de Nash

Figure 5.17 – Objectifs des deux joueurs en fonction de L2 ; L1 “ 4, L “ 10.

L’objectif du joueur 1 est plus important que celui du joueur 2 mais il est décroissant
en fonction de L2, alors que celui du joueur 2 est croissant (Figure 5.17). Cela signifie
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simplement que plus la parcelle du joueur 2 est grande, plus l’objectif de joueur 2 est
important. En revanche, cela dessert le joueur 1.

Figure 5.18 – Objectifs avec et sans coopération en fonction de L2 ; L1 “ 4, L “ 10.

Si l’on compare ces résultats avec ceux du Chapitre 4 présentés dans la Figure 4.10, on
constate qu’il est plus intéressant pour les joueurs de coopérer. En effet, comme on peut
le constater dans la Figure 5.18, pour les trois valeurs de L2 testées, l’objectif Obj1,2 (sans
coopération) est moins élevé que l’objectif commun (avec coopération). Cependant, les
deux courbes restent très proches, notamment pour L2 “ 5. L’intérêt à coopérer dans ce
cas là n’est donc pas très élevé, même s’il augmente lorsque la zone cultivée approche le
puits (c’est-à-dire lorsque L2 croît).
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Chapitre 6

Discrétisation par Éléments Finis des

modèles hydrogéologiques

Dans ce chapitre, nous construisons un schéma basé sur la méthode des éléments finis
et établissons un résultat d’existence et d’unicité pour les problèmes discrets issus du
problème hydrogéologique et de son problème adjoint (présentés au chapitre précédent).
Dans un premier temps, nous détaillerons la construction du schéma discret associé aux
équations d’état et adjointe. Nous montrerons ensuite l’existence puis l’unicité de la
solution des problèmes d’état et adjoint discrets.

On rappelle le système désignant l’équation d’état :

R Btc ´ pr�q ¨ rc ´ divpSpvq rcq “ ´rpcq ´ gc ` p�S dans ⌦T , (6.1)

divpvq “ g, v “ ´r� dans ⌦T , (6.2)

où la fonction �S est l’indicatrice d’une partie S de ¯

⌦, complété par les conditions initiales
et aux bords suivantes :

�Spvqrc ¨ n ` p1 ´ �qc “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, c|t“0 “ c0 dans ⌦, (6.3)

avec � “ 0 ou 1 selon qu’on utilise des conditions aux bords de Dirichlet ou Neumann, et

�̃r� ¨ n ` p1 ´ �̃q� “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, (6.4)

avec de même �̃ “ 0 ou 1.
Nous nous sommes limités ci-dessus à des conditions aux bords homogènes pour alléger les
notations dans l’analyse du schéma. Mais les résultats s’appliquent aussi à des conditions
aux bords non homogènes (sous les mêmes hypothèses de régularité que celles décrites au
Chapitre 2).
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On rappelle également le problème adjoint correspondant (avant changement de va-
riable) :

R Btµ ´ pr�q ¨ rµ ` divpSpvq rµq “ r1pcqµ ` µR ⇢ ´ BDpx, cq
Bc dans ⌦T , (6.5)

complété par les conditions

�
´

Spvqrµ¨n`pv¨nqµ
¯

`p1´�qµ “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, R µp0, xq “ BDpx, cpT, xqq
Bc dans ⌦.

(6.6)

On rappelle les hypothèses :

— l’opérateur Spvq est supposé donné par (1.2). Notons que d’après la définition (1.2)
du tenseur de dispersion, on a

Spvq⇠ ¨ ⇠ • pSm ` ↵T |v|q |⇠|2 , |Spvq⇠| § pSm ` ↵L |v|q |⇠| @⇠ P RN . (6.7)

On suppose que
Sm ° 0,↵L ° ↵T • 0.

Le cas le plus trivial sans dispersion, i.e. ↵L “ ↵T “ 0, est traité dans Kumar et
al [51]. On suppose qu’il existe des réels ´ et ` avec 0 † ´ § ` tels que le
tenseur de perméabilité vérifie :

⇠ ¨ ⇠ • ´ |⇠|2 et |⇠| § ` |⇠| , @⇠ P RN ;

— l’isotherme r est une fonction de classe C1, concave, dérivable à dérivée bornée sur
R` et telle qu’il existe r` P R`

|rpxq| § r` |x| , @x P R ;

— le facteur de retard est tel que R ° 0 ;

— la concentration initiale est c0 P H1p⌦q avec 0 § c0 § 1 presque partout dans ⌦ ;

— la fonction g appartient à L8p⌦T q ;

— la fonction p fiÑ fp¨, pq est de classe C1, croissante, définie sur R` et strictement
concave ;
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— la fonction D : ⌦ˆR` Ñ R` est telle que pour presque tout x P ⌦, c P R` fiÑ Dpx, cq
est une fonction continue et bornée qui satisfait

pt, xq fiÑ Dpx, cpt, xqq P L1p⌦T q si c P L2p⌦T q, BD
Bc • 0 et

B2D

Bc2 • 0 ;

— la porosité  appartient à L8p⌦q et il existe  ´ et  ` des réels tels que

0 †  ´ §  pxq §  `, presque pour tout x P ⌦.

On rappelle que sous ces hypothèses, les théorèmes d’existence et d’unicité d’une solution
pour le problème (6.1)-(6.4) s’appliquent (voir pages 48-52 et Chapitre 3).
Au vu de la formulation que nous allons utiliser dans ce chapitre, nous allons traduire
et compléter les propriétés vérifiées par le tenseur de dispersion comme suit : Spvq étant
donné par (1.2), il est symétrique et donc on peut écrire :

Spvq´1⇠ ¨ ⇠ • 1

Sm ` ↵T |v|
´

1 ´ p↵L ´ ↵T q |v|
Sm ` ↵T |v|

¯

|⇠|2 • M´ |⇠|2 , M´ ° 0 (6.8)

pour tout ⇠ P RN , N “ 2 ou 3 étant la dimension du domaine. En effet, d’après (1.2),
Spvq s’écrit

Spvq “ pSm ` ↵T |v|qpId ` Eq, avec E “ p↵L ´ ↵T q |v|
Sm ` ↵T |v| ✏pvq,

l’inverse pId ` Eq´1 “ Id ´ EpId ` Eq´1 étant bien défini, les matrices Id et E étant
définies positives.
Grâce à la symétrie et à la positivité de pId`Eq, on peut définir pId`Eq 1

2 et pId`Eq´ 1
2 .

On écrit
pId ` Eq´1⇠ ¨ ⇠ “ |⇠|2 ´ EpId ` Eq´ 1

2 ⇠ ¨ pId ` Eq´ 1
2 ⇠

où E est tel que ´E⌘ ¨ ⌘ • ´ p↵
L

´↵
T

q|v|
S
m

`↵
T

|v| |⌘|2 pour tout ⌘ P RN . En appliquant ce dernier
résultat à ⌘ “ pId ` Eq´ 1

2 ⇠, qui est tel que |⌘| § ⇠, on en conclut que

pId ` Eq´1⇠ ¨ ⇠ •
´

1 ´ p↵L ´ ↵T q |v|
Sm ` ↵T |v|

¯

|⌘|2 .

D’autres résultats vont être utilisés dans la suite. Notons pSpvqq 1
2 l’unique matrice symé-

trique définie positive telle que

Spvq 1
2Spvq 1

2 “ Spvq.
On commence par déduire de (6.7) qu’il existe C • 0 tel que

ˇ

ˇ

ˇ

Spvq 1
2 ⇠

ˇ

ˇ

ˇ

§ Cp1 ` |v| 12 q |⇠| , pour tout ⇠ P RN . (6.9)
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Par ailleurs, il existe une constante M` ° 0 telle que
ˇ

ˇSpvq´1v
ˇ

ˇ § M`. (6.10)

En effet, soit ⇠ P RN , ⇠ ‰ 0RN . L’opérateur Spvq étant inversible, on peut poser µ “
Spvq´1⇠ et µ ‰ 0RN . On a |Spvqµ ¨ µ| “ |⇠ ¨ µ| § |⇠| |µ|. Par ailleurs, par définition de
Spvq,

|Spvqµ ¨ µ| “ Spvqµ ¨ µ “ pSm ` ↵T |v|q |µ|2 ` ↵L ´ ↵T

|v| |v ¨ µ|2

“ pSm ` ↵T |v|q |µ|2 ` ↵L ´ ↵T

|v|
|v ¨ µ|2

|µ|2 |µ|2

§ |⇠| |µ| .
En simplifiant par |µ|, en gardant à l’esprit que |µ| “ |Spvq´1⇠|, on en tire que :

ˇ

ˇSpvq´1⇠
ˇ

ˇ § 1

Sm ` ↵T |v| ` ↵
L

´↵
T

|v|
|v¨µ|2
|µ|2

|⇠| . (6.11)

Estimons maintenant
|v ¨ µ|2

|µ|2 dans le cas où ⇠ “ v. Dans ce cas, µ ¨ v “ Spvq´1v ¨ v. Donc

d’après (6.8), |µ ¨ v| “ µ ¨ v et
|µ ¨ v| • M´ |v|2 .

Par ailleurs, on tire facilement de (6.11) que
ˇ

ˇSpvq´1v
ˇ

ˇ “ |µ| § |v|
Sm

. Ainsi,

|µ ¨ v|2
|µ|2 • M2

´S
2
m |v|2 .

En intégrant cette estimation dans (6.11), on obtient
ˇ

ˇSpvq´1v
ˇ

ˇ § |v|
Sm ` ↵T |v| ` p↵L ´ ↵T qM2

´S2
m |v|

et il existe M` ° 0 telle que pour tout v P RN ,

|v|
Sm ` ↵T |v| ` p↵L ´ ↵T qM2

´S2
m |v| § M`.

Dans la suite du chapitre, nous utiliserons souvent les estimations (6.9) et (6.10) pour
contrôler des termes de la forme xSpvq´1vu, Spvq 1

2wy avec u P R, w P RN . On a
ˇ

ˇ

ˇ

xSpvq´1vu, Spvq 1
2wy

ˇ

ˇ

ˇ

§ M` |u|
ˇ

ˇ

ˇ

Spvq 1
2w

ˇ

ˇ

ˇ

§ M`C
´

1 ` |v| 12
¯

|u| |w|
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qu’on résume en
ˇ

ˇ

ˇ

xSpvq´1vu, Spvq 1
2wy

ˇ

ˇ

ˇ

§ Cdisp

´

1 ` |v| 12
¯

|u| |w| . (6.12)

On imposera également la condition suivante :

BD
Bc P L2pR`q. (6.13)

6.1 Discrétisation en éléments finis
La formulation variationnelle du problème continu (6.1),(6.2),(6.5) muni de (6.3),(6.4) et
(6.6) est : trouver un triplet pc, µ,�q, avec c P L2p0, T ;H1p⌦qq, � P L8p0, T ;W 2,pp⌦qq avec
p ° N ou � P L8p0, T ;W 1,qp⌦qq avec q ° N (et donc v P L8p⌦q) et µ P L2p0, T ;H1p⌦qq,
tel que

ª

⌦

R Btc' dx´
ª

⌦

pr� ¨rcq' dx`
ª

⌦

 Spvqrc ¨r' dx “
ª

⌦

´

´rpcq ´ gc` p�S
¯

' dx,
ª

⌦

r� ¨ r'̃ dx “
ª

⌦

g'̃ dx,
ª

⌦

R Btµ ˜'̃ dx ´
ª

⌦

pr� ¨ rµq ˜'̃ dx ´
ª

⌦

 Spvqrµ ¨ r ˜'̃ dx

“
ª

⌦

´

r1pcqµ ` R ⇢µ ´ BDpx, cq
Bc

¯

˜'̃ dx,

pour toutes fonctions test ', '̃ et ˜'̃ telles que

' P L2p0, T ;H1p⌦qq X H1p0, T ;L2p⌦qq avecp1 ´ �q' P L2p0, T ;H1
0 p⌦qq, (6.14)

'̃ P L2p0, T ;H1p⌦qq avec p1 ´ �̃q'̃ P L2p0, T ;H1
0 p⌦qq, (6.15)

˜'̃ P L2p0, T ;H1p⌦qq X H1p0, T ;L2p⌦qq avec p1 ´ �q ˜'̃ ` p1 ´ �̃q ˜'̃ P L2p0, T ;H1
0 p⌦qq.

(6.16)

Notons
W “ tf P H1p⌦q, p1 ´ �qf P H1

0 p⌦qu
˜W “ tf P H1p⌦q, p1 ´ �̃qf P H1

0 p⌦qu.
La discrétisation de notre modèle se fera en temps et en espace.
Détaillons d’abord la discrétisation en espace. On définit Th une décomposition régulière
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de ⌦ Ä RN en N -simplexes fermés où h représente le diamètre des mailles.
On suppose que ¯

⌦ “ YOPT
h

O. On définit les sous-espaces discrets (les éléments finis)
Wh Ä W , ˜Wh Ä ˜W , par

Wh :“ tq P W, q est constant sur chaque maille O P Thu (6.17)

˜Wh :“ tq P ˜W, q est un polynôme de degré au plus 1 sur chaque élément de O P Thu.
(6.18)

Pour les fonctions vectorielles, nous définissons aussi :

Uh :“ tq P Hpdiv,⌦q, @i P t1, ..., Nu, la i-ème composante de q est un polynôme de
degré § 1 sur chaque élément de O P Thu

et

Uh,0 :“ tq P Hpdiv,⌦q avec q ¨ n “ 0 sur B⌦ @i P t1, ..., Nu, la i-ème composante de q

est un polynôme de degré § 1 sur chaque élément de O P Thu.
Détaillons à présent la discrétisation en temps.
On notera ⌧ le pas de temps. La discrétisation en temps se fera avec un schéma d’Euler
semi-implicite. On effectue également un changement de variable en temps sur l’équation
en µ en posant t1 “ T ´t. On passe donc d’une équation pour t P r0, T s avec une condition
terminale à une équation pour t1 P r0, T s avec une condition initiale.
En utilisant le changement de variable fait sur l’équation adjointe dans le Chapitre 4 page
122, on a

ª

⌦

R Btµ ˜'̃ dx `
ª

⌦

pr� ¨ rµq ˜'̃ dx `
ª

⌦

Spvq rµ ¨ r ˜'̃ dx “

´
ª

⌦

´

r1pcqµ ` R ⇢µ ´ BDpx, cq
Bc

¯

˜'̃ dx

avec R µpx, 0q “ BD
Bc px, cpx, T qq et t P r0, T s.

La formulation variationnelle (telle qu’elle sera codée dans Freefem au chapitre sui-
vant) de notre discrétisation du problème (6.1),(6.2),(6.5) complété par les conditions
(6.3),(6.4),(6.6) est décrite et analysée dans le paragraphe suivant.

6.2 Analyse du schéma

6.2.1 Analyse du problème en charge discret

Le problème en charge discret est le suivant :
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Trouver �h P ˜Wh et vh P Uh (ou Uh,0 selon les conditions aux bords) tels que
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

ª T

0

ª

⌦

vh ¨  h dx dt `
ª T

0

ª

⌦

r�h ¨  h dx dt “ 0,

ª T

0

ª

⌦

vh ¨ r'h dx dt `
ª T

0

ª

⌦

g'h dx dt “ 0,

(6.19)

pour tous  h P Uh (ou Uh,0) et 'h P Wh.

Le traitement de ce problème est classique que ce soit dans le cas de conditions
aux bords de type Neumann ou Dirichlet (voir le premier schéma de Achdou et al. [2]
ou Girault et al. [38]). La formulation variationnelle (6.19) permettant de calculer �h

ne nécessite pas de discrétisation en temps. L’intérêt est que ce schéma peut facilement
s’adapter à des milieux fortement contrastés du point de vue géologique (Achdou et
Bernardi [1]). De plus, on a le résultat de convergence, optimal, suivant :

Proposition 6.2.1 (i) Si la solution du problème (6.2)-(6.4) est telle que pv,�q P
pHsp⌦qqN ˆ Hs`1p⌦q, pour un s P R tel que 0 † s § 1, alors on a l’estimation opti-
male uniforme suivante :

}v ´ vh}pL2p⌦qqN ` }� ´ �h}H1p⌦q § Chs
´

}v}pHsp⌦qqN ` }�}Hs`1p⌦q

¯

.

(ii) En particulier, si l’une des hypothèses suivantes est vérifiée,
— B⌦ est de classe C2,  P pC1p⌦qqNˆN ,
— B⌦ est de classe C2,  “ ˚Id avec ˚

: !̄ Ñ R et  P C1p⌦q,
on sait (cf Proposition 2.3.1 du Chapitre 2) que � P L8p0, T ;W 2,pp⌦qq et v P pL8p⌦T qqN .
On a donc la convergence forte du schéma dans L8p0, T ;L2p⌦qq au sens où

lim

hÑ0
}v ´ vh}pL2p⌦

T

qqN “ 0.

De plus, pour tout h,
}vh}pL8p⌦

T

qqN § C.

Preuve. Le point (i) est le théorème 8 de Achdou et al. [2]. Sous les hypothèses de (ii),
en choisissant p “ 2, le point (i) s’applique et donne lim

hÑ0
}vh ´ v}pL2p⌦

T

qqN “ 0. La même
convergence est alors aussi vraie presque partout dans ⌦T . Ainsi, @✏ ° 0, il existe H ° 0

tel que si h † H,

|vh,i ´ v,i| † ✏, 1 § i § N , presque partout dans ⌦T

où on a noté u,i la i-ème composante d’un vecteur u P RN . On en déduit que pour h † H,
on a

|vh,i| § |vh,i ´ v,i| ` |v,i| § ✏ ` }v,i}L8p⌦
T

q .
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La borne uniforme de vh dans L8p⌦T q s’en déduit.

Détaillons maintenant le problème en concentration.

6.2.2 Analyse du problème en concentration discret

Dans ce paragraphe, nous allons réécrire le modèle en nous servant de la formule divpvcq “
c divpvq ` v ¨ rc et en utilisant le fait que divpvq “ g. On obtient :

R Btc ` divpvcq “ ´rpcq ` p�S dans ⌦T , (6.20)

avec

vc “ ´Spvq rc ` vc, (6.21)

équations complétées par les conditions initiales et aux bords suivantes :

�Spvqrc ¨ n ` p1 ´ �qc “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q, c|t“0 “ c0 dans ⌦. (6.22)

On pose

p̃ “
#

p si x P S,
0 sinon.

Par commodité, on notera p̃ “ p.

Remarque 6.2.1 Lors du calcul de la concentration, la quantité d’engrais épandue est
connue pour tout x et pour tout t, p n’est donc pas une inconnue du problème, nous
n’avons donc pas besoin d’écrire sa discrétisation.

On établit ainsi une formulation plus "physique" du problème où le flux vc est explicite-
ment donné. Un schéma naturel (et classique) pour ce problème serait

xR pcnh ´ cn´1
h q, wy ` ⌧xdivpvcnhq, wy ` ⌧xrpcn´1

h q, wy ´ ⌧xp, wy “ 0,

xSpvhq´1 ´1vc
n
h, uy ´ xcnh, divpuqy ´ xSpvhq´1 ´1vhc

n
h, uy “ 0.

Cependant, nous allons plutôt adopter la formulation discrète en éléments mixtes sui-
vante :

xR pcnh ´ cn´1
h q, wy ` ⌧xdivpSpvhq 1

2vc
n
hq, wy ` ⌧xrpcn´1

h q, wy ´ ⌧xp, wy “ 0,

xSpvhq´ 1
2 ´1vc

n
h, uy ´ xcnh, divpuqy ´ xSpvhq´1 ´1vhc

n
h, uy “ 0,
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pour tout w P Wh défini par (6.17) et pour tout u P Uh dans le cas où � “ 0, ou pour
tout u P Uh,0 sinon. Cette formulation garantie en effet la stabilité pour des vitesses L2

(voir plus loin).
On a ici désigné par Spvq 1

2 l’unique matrice symétrique racine carrée de la matrice
symétrique définie positive Spvhq et on a posé Spvq´ 1

2 “
´

Spvhq 1
2

¯´1

. On est ainsi dans

le cadre confortable où les matrices Spvq, Spvq´1 et Spvq´ 1
2 commutent toutes entre elles.

On récapitule dans le cadre ci-dessous le problème variationnel ainsi obtenu :

Problème variationnel discret correspondant à l’équation d’état :

Soient n P t1, ..., Nu et pcn´1
h , vhq donnés dans pWh, Uhq et p donné dans L2p⌦q. Le pro-

blème est de trouver cnh P Wh tel que :

xR pcnh ´ cn´1
h q, why ` ⌧xdivpSpvhq 1

2vc
n
hq, why ` ⌧xrpcn´1

h q, why ´ ⌧xp, why “ 0 (6.23)

xSpvhq´ 1
2 ´1vc

n
h, uhy ´ xcnh, divpuhqy ´ xSpvhq´1 ´1vhc

n
h, uhy “ 0 (6.24)

pour tout pwh, uhq P pWh, Uhq tel que �uh P Uh,0. Le schéma est initialisé par c0h donné
dans Wh.

Théorème 6.2.1 On suppose que les hypothèses rappelées en début de chapitre sont vé-
rifiées. Alors :
(i) Si ⌧ est suffisamment petit et si vh est borné dans L2p⌦q indépendamment de h, le
problème (6.23)-(6.24) admet une unique solution.
(ii) Si de plus l’une des deux hypothèses suivantes est vérifiée,

a) le maillage est supposé quasi-uniforme lorsque le tenseur de diffusion Sp.q dépend
effectivement de la vitesse, et il existe ✏ ° 0 tel que la condition suivante de type
Courant-Friedrich-Lewy est vérifiée

⌧ 1´✏

hN
:“ CCFL “ Op1q ; (6.25)

b) la vitesse vh est bornée dans L8p⌦T q indépendamment de h ;
alors on a l’estimation suivante :

}cnh}2L2p⌦
T

q ` ⌧ }vcnh}2L2p⌦
T

q § C. (6.26)

Remarque 6.2.2 Soulignons que si la vitesse discrète vh est donnée par le schéma décrit
au paragraphe précédent, le résultat (ii) est vérifié sous les hypothèses de (ii) dans la
Proposition 6.2.1 (car alors l’hypothèse (b) est satisfaite). L’intérêt du schéma est qu’il
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reste bien défini (voire stable : voir plus loin) même lorsque la vitesse n’est pas contrôlée
dans L8p⌦T q.
Preuve. Cette preuve est directement inspirée de Diédhiou [29].

Existence de cnh
Soit

tw1, ..., wN1u Y tu1, ..., uN2u une base orthonormée de Wh ˆ Uh. (6.27)

Soient ↵̂ “ p↵̂1, ..., ↵̂N1q P RN1 , ↵ “ p↵1, ...,↵N1q P RN1 et ˆ� “ pˆ�1, ..., ˆ�N2q P RN2 ,
� “ p�1, ..., �N2q P RN2 . On pose ˆ⇠ “ p↵̂, ˆ�q P RN1`N2 et ⇠ “ p↵, �q P RN1`N2 . On
considère le produit scalaire et la norme sur RN1`N2 définis par :

ppˆ⇠, ⇠qq :“ p↵̂,↵qN1 ` ⌧pˆ�, �qN2 “
N1
ÿ

i“1

↵̂i↵i ` ⌧
N2
ÿ

i“1

ˆ�i�i, (6.28)

et

~⇠~ “ pp⇠, ⇠qq 1
2 , (6.29)

où p., .qp est le produit scalaire euclidien dans Rp. De plus, pour tout ⇠ “ p↵, �q P RN1`N2 ,
il existe un unique pw̄, ūq P Wh ˆ Uh défini par

w̄ “
N1
ÿ

k“1

↵kwk , ū “
N2
ÿ

k“1

�kuk. (6.30)

On a de plus

}w̄}2L2p⌦q ` ⌧ }ū}2L2p⌦q “
N1
ÿ

k“1

↵2
k }wk}2L2p⌦q ` ⌧

N2
ÿ

k“1

�2
k }uk}2L2p⌦q

“
N1
ÿ

k“1

↵2
k ` ⌧

N2
ÿ

k“1

�2
k car }wk}2L2p⌦q “ }uk}2L2p⌦q “ 1 d’après (6.27)

“ p↵,↵qN1 ` ⌧p�, �qN2 “ pp⇠, ⇠qq “ ~⇠~2. (6.31)

Pour ⇠ donné et pour pw̄, ūq défini par (6.30), on utilise les équations (6.23) et (6.24) pour
définir les composantes de ˆ⇠ “ p↵̂, ˆ�q P RN1`N2 comme suit :

↵̂k “ xR pw̄ ´ cn´1
h q, wky ` ⌧xdivpSpvhq 1

2 ūq, wky ` ⌧xrpcn´1
h q, wky ´ ⌧xp, wky “ 0 (6.32)

pour tout k “ 1, ..., N1 et

ˆ�k “ xSpvhq´ 1
2 ´1ū, uky ´ xw̄, divpukqy ´ xSpvhq´1 ´1vhw̄, uky “ 0 (6.33)
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pour tout k “ 1, ..., N2.
Enfin, on définit l’application P : RN1`N2 Ñ RN1`N2 par

Pp⇠q “ ˆ⇠

qui est continue par construction.
Le problème revient alors à résoudre

Pp⇠q “ 0.

On construit ppPp⇠q, ⇠qq “ ppˆ⇠, ⇠qq comme défini dans (6.28). On calcule le produit scalaire
euclidien dans RN1 suivant :

p↵̂,↵qN1 “ xR pw̄ ´ cn´1
h q, w̄y ` ⌧xdivpSpvhq 1

2 ūq, w̄y ` ⌧xrpcn´1
h q, w̄y ´ ⌧xp, w̄y, (6.34)

puis le produit scalaire euclidien dans RN2 :

⌧pˆ�, �qN2 “ ⌧xSpvhq´ 1
2 ´1ū, Spvhq 1

2 ūy ´ ⌧xw̄, divpSpvhq 1
2 ūqy

´ ⌧xSpvhq´1 ´1vhw̄, Spvhq 1
2 ūy. (6.35)

En sommant (6.34) et (6.35), on obtient :

ppPp⇠q, ⇠qq “ xR w̄, w̄y ´ xR cn´1
h , w̄y ` ⌧xrpcn´1

h q, w̄y ´ ⌧xp, w̄y
` ⌧xSpvhq´ 1

2 ´1ū, Spvhq 1
2 ūy ´ ⌧xSpvhq´1 ´1vhw̄, Spvhq 1

2 ūy. (6.36)

Nous allons à présent montrer que pPp⇠q, ⇠q ° 0. Pour cela, nous allons estimer les termes
de (6.36), notamment grâce aux inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young. On obtient :

I1 “ xR w̄, w̄y • R ´ }w̄}2L2p⌦q ,

|I2| “ ˇ

ˇxR cn´1
h , w̄yˇ

ˇ § R ´
8

}w̄}2L2p⌦q ` 2R 2
`

 ´

›

›cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q ,

|I3| “ ˇ

ˇ⌧xrpcn´1
h q, w̄yˇ

ˇ § R ´
8

}w̄}2L2p⌦q ` 2⌧ 2r`
R ´

›

›cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q ,

|I4| “ |⌧xpnh, w̄y| § R ´
8

}w̄}2L2p⌦q ` 2⌧ 2

R ´
}p}2L2p⌦q ,

I5 “ ⌧xSpvhq´ 1
2 ´1ū, Spvnhq 1

2 ūy • ⌧ ´1
` }ū}2L2p⌦q ,

|I6| “
ˇ

ˇ

ˇ

⌧xSpvhq´1 ´1vhw̄, Spvhq 1
2 ūy

ˇ

ˇ

ˇ

.
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En utilisant l’équation (6.12) introduite en début de chapitre, on a

|I6| § ⌧ ´1Cdisp

´

1 ` }vh} 1
2
L8p⌦q

¯

}w̄}L2p⌦q }ū}L2p⌦q .

Par les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on obtient

|I6| § R ´
8

}w̄}2L2p⌦q `
2⌧ 2C2

disp

´

1 ` }vh} 1
2
L8p⌦q

¯2

R 3
´

}ū}2L2p⌦q .

On obtient donc :

ppPp⇠q, ⇠qq • R ´
2

}w̄}2L2p⌦q ` ⌧
´

 ´1
` ´ C 1

¯

}ū}2L2p⌦q ´ K

où C 1 “
2⌧C2

disp

´

1`}v
h

}
1
2
L

8p⌦q

¯2

R 3
´

et K “ 2
 ´

´

pR 2
` ` ⌧2r`

R q ›

›cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q ` ⌧2

R }p}2L2p⌦q

¯

.

En prenant un pas de temps assez petit tel que  ´1
` ´ C 1 ° 0 et en posant m “

mintR ´
2

, ´1
` ´ C 1u, on a

ppP p⇠q, ⇠qq • m~⇠~2 ´ K.

On peut donc montrer que pour tout ⇠ P RN1`N2 satisfaisant ~⇠~2 “ 2K{m, on a
ppP p⇠q, ⇠qq • K ° 0. D’après le Lemme 1.4 page 164 de Temam [79], il existe donc un
⇠ P RN1`N2 tel que P p⇠q “ 0. On en déduit l’existence de cnh solution du problème.

Unicité de cnh
Le pas de discrétisation en espace h ne changeant pas, nous l’omettrons par la suite afin
d’alléger les notations. On suppose qu’il existe deux couples de solutions pcn1 , vnc,1q,pcn2 , vnc,2q
P W 2

h ˆ U2
h à (6.23) issues de la même solution pcn´1

h , vc
n´1
h q. Elles vérifient donc

xR pcn1 ´ cn´1
h q, why ` ⌧xdivpSpvhq 1

2vnc,1q, why ` ⌧xrpcn´1
h q, why ´ ⌧xp, why “ 0 (6.37)

xSpvhq´ 1
2 ´1vnc,1, uhy ´ xcn1 , divpuhqy ´ xSpvhq´1 ´1vhc

n
1 , uhy “ 0 (6.38)

et

xR pcn2 ´ cn´1
h q, why ` ⌧xdivpSpvhq 1

2vnc,2q, why ` ⌧xrpcn´1
h q, why ´ ⌧xp, why “ 0 (6.39)

xSpvhq´ 1
2 ´1vnc,2, uhy ´ xcn2 , divpuhqy ´ xSpvhq´1 ´1vhc

n
2 , uhy “ 0. (6.40)

On soustrait (6.37) et (6.39), et (6.38) et (6.40). On pose C “ cn1 ´ cn2 et Vc “ vnc,1 ´ vnc,2.
On obtient

xR C,why ` ⌧xdivpSpvhq 1
2Vcq, why “ 0 (6.41)

xSpvhq´ 1
2 ´1Vc, uhy ´ xC, divpuhqy ´ xSpvhq´1 ´1vhC, uhy “ 0. (6.42)
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Afin d’éliminer les deuxièmes termes de chaque équation, on prend comme fonctions tests
wh “ C et uh “ ⌧Spvhq 1

2Vc et on somme (6.41) et (6.42). On obtient :

xR C,Cy ` ⌧xSpvhq´ 1
2 ´1Vc, Spvhq 1

2Vcy ´ ⌧xSpvhq´1 ´1vhC, Spvhq 1
2Vcy “ 0. (6.43)

Nous estimons à présent les trois termes de l’équation comme suit :

I1 “ xR C,Cy • R ´ }C}2L2p⌦q ,

I2 “ ⌧xSpvhq´ 1
2 ´1Vc, Spvhq 1

2Vcy • ⌧ ´1
` }Vc}2L2p⌦q .

D’après (6.12),

|I3| “
ˇ

ˇ

ˇ

⌧xSpvhq´1 ´1vhC, Spvhq 1
2Vcy

ˇ

ˇ

ˇ

§ ⌧ ´1
´ Cdisp

´

1 ` }vh} 1
2
L8p⌦q

¯

}C}L2p⌦q }Vc}L2p⌦q

soit

|I3| “
ˇ

ˇ

ˇ

⌧xSpvhq´1 ´1vhC, Spvhq 1
2Vcy

ˇ

ˇ

ˇ

§ R ´
2

}C}2L2p⌦q`
⌧ 2C2

disp

´

1 ` }vh} 1
2
L8p⌦q

¯2

2R 3
´

}Vc}2L2p⌦q .

L’équation (6.43) devient donc

R ´
2

}C}2L2p⌦q ` ⌧
´

 ´1
` ´ C2

¯

}Vc}2L2p⌦q § 0

avec C2 “
⌧C2

disp

´

1`}v
h

}
1
2
L

8p⌦q

¯2

2R 3
´

.
Pour un pas de temps suffisamment petit tel que  ´1

` ´ C2 ° 0, on tire de l’inégalité
précédente :

}C}2L2p⌦q “ 0 et }Vc}2L2p⌦q “ 0 ñ cn1 “ cn2 et vnc,1 “ vnc,2 “ 0 presque partout dans ⌦.

La solution pcnh, vcnhq du problème (6.23)-(6.24) est donc unique.

Estimation en fonction de h et ⌧

Pour obtenir les estimations en fonction de h et ⌧ , on reprend l’estimation de I6 :

|I6| § ⌧x ´1Cdisp

´

1 ` }vh} 1
2
L8p⌦q

¯

w̄, ūy § ⌧ ´1
´ Cdisp

ÿ

O
h

PT
h

ª

O
h

p1 ` |vh| 12 q |w̄h| |ūh| dx.
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Dans le cas où l’hypothèse (ii) (b) du Théorème 6.2.1 est vérifiée, l’estimation de ce terme
est évidente et on obtient directement (6.26). Sinon, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,
on obtient

|I6| § ⌧ ´1
´ Cdisp

ÿ

O
h

PT
h

´

ª

O
h

p1 ` |vh| 12 q2 dx
¯

1
2
´

ª

O
h

|w̄h|2 |ūh|2 dx
¯

1
2

§ ⌧ ´1
´ Cdisp

ÿ

O
h

PT
h

´

ª

O
h

C |vh| dx
¯

1
2
´

ª

O
h

|w̄h|2 |ūh|2 dx
¯

1
2

§ C⌧ ´1
´ Cdisp

ÿ

O
h

PT
h

˜

´

ª

O
h

|vh|2 dx
¯

1
2
´

ª

O
h

1

2 dx
¯

1
2

¸

1
2
˜

ª

O
h

|w̄h|2 |ūh|2 dx

¸

1
2

.

En utilisant le fait que }vh}L2pO
h

q § }vh}L2p⌦q, quantité qu’on suppose uniformément
bornée dans le Théorème 6.2.1, on trouve

|I6| § C⌧ ´1
´ Cdisp

ÿ

O
h

PT
h

}vh} 1
2

L2p⌦q |Oh| 14
´

ª

O
h

|w̄h|2 |ūh|2 dx
¯

1
2

§ C⌧ ´1
´ Cdisp

ÿ

O
h

PT
h

|Oh| 14
´

ª

O
h

|w̄h|2 |ūh|2 dx
¯

1
2
.

Comme w̄h est constant par maille, on a

|I6| § C⌧ ´1
´ Cdisp

ÿ

O
h

PT
h

|Oh| 14 |w̄h|
´

ª

O
h

|ūh|2 dx
¯

1
2

“ C⌧ ´1
´ Cdisp

ÿ

O
h

PT
h

|Oh| 14
´

1

|Oh|
ª

O
h

|w̄h|2 dx
¯

1
2
´

ª

O
h

|ūh|2 dx
¯

1
2
.

En supposant le maillage quasi-uniforme (car on utilise des éléments finis P0 constants
par maille, dans d’autres cas il faut adapter la démonstration en utilisant les inégalités
inverses (voir le théorème 4.5.11 et la remarque associée dans Brenner et Scott [18])), on
obtient

|I6| § C⌧ ´1
´ Cdisp

h
N

4

ÿ

O
h

PT
h

´

}w̄h}L2pO
h

q }ūh}L2pO
h

q

¯

.

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz discrète, on a

|I6| § C⌧ ´1
´ Cdisp

h
N

4

´

ÿ

O
h

PT
h

}w̄h}2L2pO
h

q

¯

1
2
´

ÿ

O
h

PT
h

}ūh}2L2pO
h

q

¯

1
2

§ C⌧ ´1
´ Cdisp

h
N

4

}w̄}L2p⌦q }ū}L2p⌦q .
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Enfin, grâce à l’inégalité de Young, on obtient

|I6| § R ´
8

}w̄}2L2p⌦q ` 2C2⌧ 2C2
disp

h
N

2 R 3
´

}ū}2L2p⌦q “ R ´
8

}w̄}2L2p⌦q ` C 1⌧ }ū}2L2p⌦q

où C 1 “ 2C2⌧C2
disp

h
N

2 R 3
´

“ 2C2C2
disp

⌧
1´✏

2 ⌧
1`✏

2

h
N

2 R 3
´

.

Comme on a montré précédemment l’existence et l’unicité de cnh et vcnh, on peut écrire :

ppPp⇠q, ⇠qq • R ´
2

}cnh}2L2p⌦q ` ⌧
´

 ´1
` ´ C 1

¯

}vcnh}2L2p⌦q ´ K

où K “ 2
 ´

´

pR 2
` ` ⌧2r`

R q ›

›cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q ` ⌧2

R }p}2L2p⌦q

¯

.

Si la condition de Courant-Friedrichs-Lewy (6.25) est vérifiée, alors on a

ppPp⇠q, ⇠qq • R ´
2

}cnh}2L2p⌦q ` ⌧
´

 ´1
` ´ CCFL⌧

1`✏

2

¯

}vcnh}2L2p⌦q ´ K.

Comme le calcul de ppP p⇠q, ⇠qq implique maintenant des constantes uniformes en h et ⌧ ,
on en déduit les estimations uniformes du théorème pour ⌧ suffisamment petit (tel que
 ´1

` ´ CCFL⌧ 1` ✏

2 ° 0).

Stabilité

Passons maintenant à l’étude de stabilité. On a le résultat suivant :

Théorème 6.2.2 On suppose que les hypothèses rappelées en début de chapitre sont vé-
rifiées et que pcnh, vcnhq est solution du problème (6.23)-(6.24). On suppose r P L8pRq ou
|rpxq| § r` |x| pour tout x P R avec r` P R et la condition (6.26) vérifiée. On a les
estimations suivantes

1

⌧

T {⌧
ÿ

n“1

›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q ` sup

0§k§T {⌧

›

›vc
k
h

›

›

2

L2p⌦q `
T {⌧
ÿ

n“1

›

›vc
n
h ´ vc

n´1
h

›

›

2

L2p⌦q

§ C
´

1 ` }vh}L8p⌦q ` }vh}2L8p⌦q

¯

(6.44)

et

⌧
T {⌧
ÿ

n“1

›

›

›

divpSpvhq 1
2vc

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q
§ C

´

1 ` }vh}L8p⌦q ` }vh}2L8p⌦q

¯

. (6.45)

Preuve. On rappelle (6.23) et (6.24) :

xR pcnh ´ cn´1
h q, why ` ⌧xdivpSpvhq 1

2vc
n
hq, why ` ⌧xrpcn´1

h q, why ´ ⌧xp, why “ 0,

xSpvhq´ 1
2 ´1vc

n
h, uhy ´ xcnh, divpuhqy ´ xSpvhq´1 ´1vhc

n
h, uhy “ 0.
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En réécrivant l’équation (6.24) aux temps tn et tn´1 et en faisant la différence des deux
équations, on obtient :

xSpvhq´ 1
2 ´1pvcnh´vc

n´1
h q, uhy´xpcnh´cn´1

h q, divpuhqy´xSpvhq´1 ´1vhpcnh´cn´1
h q, uhy “ 0.

(6.46)

On additionne les équations (6.23) et (6.46) en prenant wh “ cnh´cn´1
h et uh “ ⌧Spvhq 1

2vcnh :

xR pcnh ´ cn´1
h q, pcnh ´ cn´1

h qy ` ⌧xrpcn´1
h q, pcnh ´ cn´1

h qy ´ ⌧xp, pcnh ´ cn´1
h qy

` ⌧xSpvhq´ 1
2 ´1pvcnh ´ vc

n´1
h q, Spvhq 1

2vc
n
hy ´ ⌧xSpvhq´1 ´1vhpcnh ´ cn´1

h q, Spvhq 1
2vc

n
hy “ 0.

On estime les cinq termes :

I1 • R ´
›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q ,

|I2| § ⌧ 2

R ´

›

›rpcn´1
h q›

›

2

L2p⌦q ` R ´
4

›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q ,

|I3| § ⌧ 2

R ´
}p}2L2p⌦q ` R ´

4

›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q ,

I4 “ ⌧

2

ª

⌦

 ´1
´

pvcnhq2 ´ pvcn´1
h q2 ` pvcnh ´ vc

n´1
h q2

¯

dx

“ ⌧

2

›

›

›

 ´ 1
2vc

n
h

›

›

›

2

L2p⌦q
` ⌧

2

›

›

›

 ´ 1
2 pvcnh ´ vc

n´1
h q

›

›

›

2

L2p⌦q
´ ⌧

2

›

›

›

 ´ 1
2vc

n´1
h

›

›

›

2

L2p⌦q
,

puisqu’on a supposé ici Spvhq symétrique, et enfin en utilisant (6.12)

|I5| §
⌧ 2C2

disp

´

1 ` }vh} 1
2
L8p⌦q

¯2

R 3
´

}vcnh}2L2p⌦q ` R ´
4

›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q

§ C⌧ 2C2
disp }vh}L8p⌦q
R 3

´
}vcnh}2L2p⌦q ` R ´

4

›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q .

On a donc

R ´
4

›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q`
⌧

2

›

›

›

 ´ 1
2 pvcnh ´ vc

n´1
h q

›

›

›

2

L2p⌦q
`⌧

2

›

›

›

 ´ 1
2vc

n
h

›

›

›

2

L2p⌦q
§ ⌧

2

›

›

›

 ´ 1
2vc

n´1
h

›

›

›

2

L2p⌦q

` ⌧ 2

R ´

´

›

›rpcn´1
h q›

›

2

L2p⌦q ` }p}2L2p⌦q ` C2
dispC }vh}L8p⌦q  

´2
´ }vcnh}2L2p⌦q

¯

.
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Si r P L8p⌦q, on a
›

›rpcn´1
h q›

›

2

L2p⌦q § C. De même, comme on suppose la condition (6.26)

vérifiée, on a }cnh}L2p⌦q § C. Donc si |rpxq| § r` |x|, x P R, on a
›

›rpcn´1
h q›

›

2

L2p⌦q § C. D’où

R ´
4

›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q ` ⌧

2

›

›

›

 ´ 1
2 pvcnh ´ vc

n´1
h q

›

›

›

2

L2p⌦q
` ⌧

2

›

›

›

 ´ 1
2vc

n
h

›

›

›

2

L2p⌦q

§ ⌧

2

›

›

›

 ´ 1
2vc

n´1
h

›

›

›

2

L2p⌦q
` ⌧ 2

R ´

´

C ` C2
dispC }vh}L8p⌦q  

´2
´ }vcnh}2L2p⌦q

¯

.

En sommant pour n “ 1, ..., k et en remarquant que
∞

n§T {⌧
C⌧ 2 § C⌧ , on obtient

C
k

ÿ

n“1

›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q ` C⌧
k

ÿ

n“1

›

›vc
n
h ´ vc

n´1
h

›

›

2

L2p⌦q ` ⌧

2

›

›vc
k
h

›

›

2

L2p⌦q

§ C⌧ ` 2⌧ }vh}L8p⌦q

´

k
ÿ

n“1

⌧

2

}vcnh}2L2p⌦q

¯

. (6.47)

On commence par exploiter

⌧
›

›vc
k
h

›

›

2

L2p⌦q § C⌧ ` 2⌧ }vh}L8p⌦q

´

k
ÿ

n“1

⌧

2

}vcnh}2L2p⌦q

¯

.

L’inégalité de Gronwall discrète 1 donne :

}vcnh}2L2p⌦q § C
´

1 ` }vh}L8p⌦q

¯

.

On peut alors aussi déduire de (6.47) :
k

ÿ

n“1

›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q § C⌧
´

1 ` }vh}L8p⌦q ` }vh}2L8p⌦q

¯

et
k

ÿ

n“1

›

›vc
n
h ´ vc

n´1
h

›

›

2

L2p⌦q § C
´

1 ` }vh}L8p⌦q ` }vh}2L8p⌦q

¯

.

Comme les résultats sont vrais pour tout k, 0 § k § T {⌧ , on conclut :

1

⌧

T {⌧
ÿ

n“1

›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q ` sup

0§k§T {⌧

›

›vc
k
h

›

›

2

L2p⌦q `
T {⌧
ÿ

n“1

›

›vc
n
h ´ vc

n´1
h

›

›

2

L2p⌦q

§ C
´

1 ` }vh}L8p⌦q ` }vh}2L8p⌦q

¯

. (6.48)

1. Si pakqk•0, pbkqk•0, pckqk•0, sont trois suites à termes positifs telles que pour tout k • 0 on ait

ak`1 § ck`1 `

k
∞

n“0
anbn, alors ak`1 § ck`1 `

k
∞

n“0
cnbn expp

k
∞

j“n`1
bjq.
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On revient à présent à l’équation (6.23) en prenant wh “ divpSpvhq 1
2vcnhq. On a :

xR pcnh ´ cn´1
h q, divpSpvhq 1

2vc
n
hqy ` ⌧xdivpSpvhq 1

2vc
n
hq, divpSpvhq 1

2vc
n
hqy

` ⌧xrpcn´1
h q, divpSpvhq 1

2vc
n
hqy ´ ⌧xp, divpSpvhq 1

2vc
n
hqy “ 0.

On estime les termes suivants :

|I1| § R2 2
`

⌧

›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q ` ⌧

4

›

›

›

divpSpvhq 1
2vc

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q
,

I2 • ⌧
›

›

›

divpSpvhq 1
2vc

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q
,

|I3| § C⌧ ` ⌧

4

›

›

›

divpSpvhq 1
2vc

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q

car r est supposé L8p⌦q ou sous-linéaire avec la condition (6.26), et

|I4| § C⌧ ` ⌧

4

›

›

›

divpSpvhq 1
2vc

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q
.

On obtient donc

⌧

4

›

›

›

divpSpvhq 1
2vc

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q
§ C⌧ ` R2 2

`
⌧

›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q .

En sommant pour n “ 1, ..., k, on a

C⌧
k

ÿ

n“1

›

›

›

divpSpvhq 1
2vc

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q
§ C ` C

⌧

k
ÿ

n“1

›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q .

D’après (6.48), C
⌧

k
∞

n“1

›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q § C
´

1 ` }vh}L8p⌦q ` }vh}2L8p⌦q

¯

q. On en conclut

⌧
T {⌧
ÿ

n“1

›

›

›

divpSpvhq 1
2vc

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q
§ C

´

1 ` }vh}L8p⌦q ` }vh}2L8p⌦q

¯

. (6.49)

6.2.3 Analyse du problème adjoint discret

Pour être complets, nous présentons également la discrétisation du problème adjoint.
Il faut cependant garder à l’esprit que du point de vue de l’implémentation, il est
souvent plus efficace de considérer le problème adjoint associé à la version discrétisée du
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problème que de discrétiser le problème adjoint associé à la version continue du problème.

On rappelle l’équation en µ après changement de variable :

R Btµ ´ v ¨ rµ ´ divpSpvq rµq “ ´r1pcqµ ´ R ⇢µ ` BD
Bc px, cq dans ⌦T ,

avec R µp0, xq “ BD
Bc px, cpT, xqq.

Pour l’analyse du schéma du problème discret de l’équation adjointe, on se sert également
de la formule divpvµq “ µ divpvq ` v ¨ rµ et du fait que divpvq “ g. On écrit le problème
sous forme mixte :

R Btµ ` divpvµq ` r1pcqµ ` R ⇢µ ´ BD
Bc px, cq ` gµ “ 0

vµ “ ´Spvq rµ ´ vµ,

avec R µp0, xq “ BD
Bc px, cpT, xqq.

Après avoir calculé l’ensemble des valeurs cph, 0 § p § T {⌧ , on peut utiliser la formulation
variationnelle discrète suivante :

xR pµn
h ´ µn´1

h q, why ` ⌧xdivpvµnhq, why ` ⌧xr1pcnhqµn
h, why ` ⌧xR ⇢µn

h, why
´ ⌧xBD

Bc pcnhq, why ` ⌧xgµn
h, why “ 0

xSpvhq´1 ´1vµ
n
h, uhy ´ xµn

h, divpuhqy ` xSpvhq´1 ´1vhµ
n
h, uhy “ 0

pour tout pwh, uhq P pWh, Uhq si � “ 0, pour tout pwh, uhq P pWh, Uh,0q sinon.
On récapitule dans le tableau ci-dessous :

Problème variationnel discret correspondant à l’équation adjointe :

Soient n P t1, ..., Nu, µn´1
h et cph, 0 § p § T {⌧ donnés dans Wh, vh donné dans Uh. Le

problème est de trouver µn
h P Wh tel que :

xR pµn
h ´ µn´1

h q, why ` ⌧xdivpSpvhq 1
2vµ

n
hq, why ` ⌧xr1pcnhqµn

h, why ` ⌧xR ⇢µn
h, why

´ ⌧xBD
Bc pcnhq, why ` ⌧xgµn

h, why “ 0 (6.50)

xSpvhq´ 1
2 ´1vµ

n
h, uhy ´ xµn

h, divpuhqy ` xSpvhq´1 ´1vhµ
n
h, uhy “ 0 (6.51)

pour tout pwh, uhq P Wh ˆ Uh tel que �uh P Uh,0. Le schéma est initialisé par R µ0
h “

BD
Bc pcT

⌧

h q.
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Remarque 6.2.3 On utilise ici l’indice générique "n" pour repérer les temps discrets.
Mais dans l’algorithme codé (voir chapitre suivant), on commence par calculer les cnh,
0 § n § t{⌧ , puis on calcule les µn1

h , 0 § n1 § t{⌧ , et la valeur appelée en concentration
dans les troisième et cinquième termes de (6.50) est c

t

⌧

´n1

h .

Théorème 6.2.3 On suppose que les hypothèses rappelées en début de chapitre sont vé-
rifiées. Alors :
(i) Si ⌧ est suffisamment petit et si vh est uniformément borné dans L2p⌦q, le problème
(6.50)-(6.51) admet une unique solution.
(ii) Si l’une des deux hypothèses suivantes est vérifiée,

a) le maillage est supposé quasi-uniforme lorsque le tenseur de diffusion Sp.q dépend
de la vitesse v, et il existe ✏ ° 0 tel que la condition (6.25) est vérifiée ;

b) la vitesse vh est bornée dans L8p⌦T q indépendamment de h ;
alors on a l’estimation suivante

}µn
h}2L2p⌦

T

q ` ⌧
›

›vµ
n
h

›

›

2

L2p⌦
T

q § C. (6.52)

Preuve. La preuve est complètement similaire à la précédente. Nous la reproduisons pour
le confort du lecteur.

Existence de µn
h

On reprend les mêmes définitions introduites dans la preuve du Théorème 6.2.1.
Pour ⇠ donné et pour pw̄, ūq défini par (6.30), on utilise les équations (6.50) et (6.51)
pour définir les composantes de ˆ⇠ “ p↵̂, ˆ�q P RN1`N2 comme suit :

↵̂k “ xR pw̄ ´ µn´1
h q, wky ` ⌧xdivpSpvhq 1

2 ūq, wky ` ⌧xr1pcnhqw̄, wky ` ⌧xR ⇢w̄, wky
´ ⌧xD1pcnhq, wky ` ⌧xgw̄, wky “ 0 (6.53)

pour tout k “ 1, ..., N1 et

ˆ�k “ xSpvhq´ 1
2 ´1ū, uky ´ xw̄, divpukqy ` xSpvhq´1 ´1vhw̄, uky “ 0 (6.54)

pour tout k “ 1, ..., N2.
On a noté D1 au lieu de BD

Bc pour simplifier les notations.
On définit l’application P : RN1`N2 Ñ RN1`N2 par

Pp⇠q “ ˆ⇠

qui est continue par construction. Le problème revient à résoudre

Pp⇠q “ 0.
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On construit ppPp⇠q, ⇠qq “ ppˆ⇠, ⇠qq comme défini dans (6.28). On calcule le produit scalaire
euclidien dans RN1 suivant :

p↵̂,↵qN1 “ xR pw̄ ´ µn´1
h q, w̄y ` ⌧xdivpSpvhq 1

2 ūq, w̄y ` ⌧xr1pcnhqw̄, w̄y ` ⌧xR ⇢w̄, w̄y
´ ⌧xD1pcnhq, w̄y ` ⌧xgw̄, w̄y “ 0 (6.55)

puis le produit scalaire euclidien dans RN2 :

⌧pˆ�, �qN2 “ ⌧xSpvhq´ 1
2 ´1ū, Spvhq 1

2 ūy ´ ⌧xw̄, divpSpvhq 1
2 ūqy

` ⌧xSpvhq´1 ´1vhw̄, Spvhq 1
2 ūy “ 0. (6.56)

En sommant (6.55) et (6.56), on obtient :

ppPp⇠q, ⇠qq “ xR w̄, w̄y ´ xR µn´1
h , w̄y ` ⌧xr1pcnhqw̄, w̄y ` ⌧xR ⇢w̄, w̄y ´ ⌧xD1pcnhq, w̄y

` ⌧xgw̄, w̄y ` ⌧xSpvhq´ 1
2 ´1ū, Spvhq 1

2 ūy ` ⌧xSpvhq´1 ´1vhw̄, Spvhq 1
2 ūy. (6.57)

Afin de montrer que ppPp⇠q, ⇠qq ° 0, nous allons à présent estimer les termes de (6.57).
On obtient :

I1 “ xR w̄, w̄y • R ´ }w̄}2L2p⌦q ,

|I2| “ ˇ

ˇxR µn´1
h , w̄yˇ

ˇ § R ´
4

}w̄}2L2p⌦q ` R 2

 ´

›

›µn´1
h

›

›

2

L2p⌦q ,

I3 “ ⌧xr1pcnhqw̄, w̄y • ⌧ min

✓PT
h

r1pcnh |✓q }w̄}2L2p⌦q ,

I4 “ ⌧xR⇢ w̄, w̄y • ⌧R⇢ ´ }w̄}2L2p⌦q ,

|I5| “ |⌧xD1pcnhq, w̄y| § R ´
4

}w̄}2L2p⌦q ` ⌧ 2
}D1pcnhq}2L2p⌦q

R ´
,

I6 “ ⌧xgw̄, w̄y • ⌧ }g}L8p⌦q }w̄}2L2p⌦q ,

I7 “ ⌧xSpvhq´ 1
2 ´1ū, Spvhq 1

2 ūy • ⌧ ´1
` }ū}2L2p⌦q ,

|I8| “
ˇ

ˇ

ˇ

⌧xSpvhq´1 ´1vnhw̄, Spvhq 1
2 ūy

ˇ

ˇ

ˇ

.

On notera que le terme I3 se traite ici très simplement car cnh est constant par mailles.
On traite I8 de la même manière que pour la démonstration de l’existence de cnh en
utilisant les mêmes hypothèses. On a donc

|I8| § R ´
4

}w̄}2L2p⌦q `
⌧ 2C2

disp

´

1 ` }vh} 1
2
L8p⌦q

¯2

R 3
´

}ū}2L2p⌦q “ R ´
4

}w̄}2L2p⌦q ` C 1⌧ }ū}2L2p⌦q
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où C 1 “ ⌧C2
disp

p1`}v
h

}
1
2
L

8p⌦qq2
R 3

´
}vh}L8p⌦q.

On obtient donc :

ppPp⇠q, ⇠qq •
´R ´

4

` ⌧
´

min

✓PT
h

r1pcnh |✓q ` R⇢ ´ ` }g}L8p⌦q

¯¯

}w̄}2L2p⌦q

` ⌧
´

 ´1
` ´ C 1

¯

}ū}2L2p⌦q ´ K

où K “ R 2

 ´

›

›µn´1
h

›

›

2

L2p⌦q ` ⌧ 2
}D1pcn

h

q}2

L

2p⌦q
R ´

.

En prenant un pas de temps assez petit tel que R ´
4 `⌧pmin

✓PT
h

r1pcnh |✓q`R⇢ ´`}g}L8p⌦qq ° 0

et  ´1
` ´C 1 ° 0 et en posant m “ mintR ´

4 `⌧pmin

✓PT
h

r1pcnh |✓q`R⇢ ´ `}g}L8p⌦qq, ´1
` ´C 1u,

on a
ppP p⇠q, ⇠qq • m~⇠~2 ´ K.

On peut donc montrer que pour tout ⇠ P RN1`N2 satisfaisant ~⇠~2 “ 2K{m, on a
ppP p⇠q, ⇠qq • K ° 0. D’après le Lemme 1.4 page 164 de Temam [79], on en déduit
l’existence de µn

h solution du problème.

Unicité de µn
h

Le pas de discrétisation en espace ne changeant pas, on introduit une nouvelle notation
en omettant h. On suppose qu’il existe deux couples de solutions pµn

1 , v
n
µ,1q,pµn

2 , v
n
µ,2q

P Wh ˆ Uh à (6.50) issues de la même solution pµn´1
h , vµ

n´1
h q. Elles vérifient donc

xR pµn
1 ´ µn´1

h q, why ` ⌧xdivpSpvhq 1
2vnµ,1q, why ` ⌧xr1pcnhqµn

1 , why ` ⌧xR⇢ µn
1 , why

´ ⌧xD1pcnhq, why ` ⌧xgµn
1 , why “ 0 (6.58)

xSpvhq´ 1
2 ´1vnµ,1, uhy ´ xµn

1 , divpuhqy ´ xSpvhq´1 ´1vhµ
n
1 , uhy “ 0 (6.59)

et

xR pµn
2 ´ µn´1

h q, why ` ⌧xdivpSpvhq 1
2vnµ,2q, why ` ⌧xr1pcnhqµn

2 , why ` ⌧xR⇢ µn
2 , why

´ ⌧xD1pcnhq, why ` ⌧xgµn
2 , why “ 0 (6.60)

xSpvhq´ 1
2 ´1vnµ,2, uhy ´ xµn

2 , divpuhqy ´ xSpvhq´1 ´1vhµ
n
2 , uhy “ 0. (6.61)

On soustrait (6.58) et (6.60), et (6.59) et (6.61). On pose U “ µn
1 ´µn

2 et Vµ “ vnµ,1 ´ vnµ,2.
On obtient

xR U,why ` ⌧xdivpSpvhq 1
2Vµq, why ` ⌧xr1pcnhqU,why ` ⌧xR⇢ U,why ` ⌧xgU,why “ 0

(6.62)

xSpvhq´ 1
2 ´1Vµ, uhy ´ xU, divpuhqy ´ xSpvhq´1 ´1vhU, uhy “ 0.

(6.63)
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Afin d’annuler les deuxièmes termes de chaque équation, on choisit comme fonctions tests
wh “ C et uh “ ⌧Spvhq 1

2Vµ et on somme (6.62) et (6.63). On obtient :

xR U,Uy ` ⌧xr1pcnhqU,Uy ` ⌧xR⇢ U,Uy ` ⌧xgU, Uy ` ⌧xSpvhq´ 1
2 ´1Vµ, Spvhq 1

2Vµy
´ ⌧xSpvhq´1 ´1vhU, Spvhq 1

2Vµy “ 0. (6.64)

Nous estimons les six termes de l’équation comme suit :

I1 “ xR U,Uy • R ´ }U}2L2p⌦q ,

I2 “ ⌧xr1pcnhqU,Uy • ⌧ min

✓PT
h

r1pcnh |✓q }U}2L2p⌦q ,

I3 “ ⌧xR⇢ U,Uy • ⌧R⇢ ´ }U}2L2p⌦q ,

I4 “ ⌧xgU, Uy • ⌧ }g}L8p⌦q }U}2L2p⌦q ,

I5 “ ⌧x ´1Vµ, Vµy • ⌧ ´1
` }Vµ}2L2p⌦q ,

|I6| “
ˇ

ˇ

ˇ

⌧xSpvhq´1 ´1vhU, Spvhq 1
2Vµy

ˇ

ˇ

ˇ

§ R ´
2

}U}2L2p⌦q`
⌧ 2C2

disp

´

1 ` }vh} 1
2
L8p⌦q

¯2

2R 3
´

}Vµ}2L2p⌦q .

L’équation (6.64) devient donc
´R ´

2

` ⌧ min

✓PT
h

r1pcnh |✓q ` ⌧R⇢ ´ ` ⌧ }g}L8p⌦q

¯

}U}2L2p⌦q ` ⌧
´

 ´1
` ´ C2

¯

}Vµ}2L2p⌦q § 0

avec C2 “ ⌧C2
disp

p1`}v
h

}
1
2
L

8p⌦qq2
2R 3

´
.

Pour un pas de temps suffisamment petit tel que R ´
2 ` ⌧ min

✓PT
h

r1pcnh |✓q ` ⌧R⇢ ´ `
⌧ }g}L8p⌦q ° 0 et  ´1

` ´ C2 ° 0, on a :

}U}2L2p⌦q “ 0 et }Vµ}2L2p⌦q “ 0 ñ µn
1 “ µn

2 et vnµ,1 “ vnµ,2 “ 0 presque partout dans ⌦.

La solution pcnh, vcnhq du problème (6.50)-(6.51) est donc unique.

Estimations en fonction de h et ⌧
Pour obtenir les estimations en fonction de h et ⌧ , on reprend l’estimation de I8 de
la même manière qu’on avait repris l’estimation de I6 à la page 211 pour le problème
en concentration. Si l’hypothèse (b) du théorème est satisfaite, on obtient directement
(6.52). Sinon, on a :

|I8| § R ´
4

}w̄h}2L2p⌦q ` C2⌧ 2C2
disp

h
N

2 R 3
´

}ūh}2L2p⌦q § R ´
4

}w̄h}2L2p⌦q ` C2⌧ }ūh}2L2p⌦q
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où C2 “ C2⌧C2
disp

h
N

2 R 3
´

“ C2C2
disp

⌧
1´✏

2 ⌧
1`✏

2

h
N

2 R 3
´

.

Comme on a montré précédemment l’existence et l’unicité de µn
h et vµnh, on peut écrire :

ppPp⇠q, ⇠qq •
´R ´

4

` ⌧
´

min

✓PT
h

r1pcnh |✓q ` R⇢ ´ ` }g}L8p⌦q

¯¯

}µn
h}2L2p⌦q

` ⌧p ´1
` ´ C2q ›

›vµ
n
h

›

›

2

L2p⌦q ´ K

où K “ R 2

 ´

›

›µn´1
h

›

›

2

L2p⌦q ` ⌧ 2
}D1pcn

h

q}2

L

2p⌦q
R ´

.
Si la condition de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) (6.25) est vérifiée, alors on a

ppPp⇠q, ⇠qq •
´R ´

4

` ⌧
´

min

✓PT
h

r1pcnh |✓q ` R⇢ ´ ` }g}L8p⌦q

¯¯

}µn
h}2L2p⌦q

` ⌧p ´1
` ´ CCFL⌧

1`✏

2 q ›

›vµ
n
h

›

›

2

L2p⌦q ´ K.

Comme le calcul de ppPp⇠q, ⇠qq implique maintenant des constantes uniformes en h et
⌧ , on en déduit les estimations uniformes (6.52) pour ⌧ suffisamment petit (tel que
 ´1

` ´ CCFL⌧
1`✏

2 ° 0).

Stabilité

Théorème 6.2.4 On suppose que les hypothèses rappelées en début de chapitre sont véri-
fiées et que pµn

h, vµ
n
hq est solution du problème (6.50)-(6.51). On suppose que r1 P L8pR`q,

que D1 P L8pRq ou |D1pxq| § |x| et que la condition (6.52) est vérifiée. On a les estima-
tions suivantes :

1

⌧

T {⌧
ÿ

n“1

›

›µn
h ´ µn´1

h

›

›

2

L2p⌦q ` sup

0§k§t{⌧

›

›vµ
k
h

›

›

2

L2p⌦q `
T {⌧
ÿ

n“1

›

›vµ
n
h ´ vµ

n´1
h

›

›

2

L2p⌦q

§ Cp1 ` }vh}L8p⌦q ` }vh}2L8p⌦qq
et

⌧
T {⌧
ÿ

n“1

›

›

›

divpSpvhq 1
2vµ

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q
§ Cp1 ` }vh}L8p⌦q ` }vh}2L8p⌦qq.

Preuve. On rappelle les équations (6.50) et (6.51) :

xR pµn
h ´ µn´1

h q, why ` ⌧xdivpSpvhq 1
2vµ

n
hq, why ` ⌧xr1pcnhqµn

h, why ` ⌧xR ⇢µn
h, why

´ ⌧xD1pcnhq, why ` ⌧xgµn
h, why “ 0

xSpvhq´ 1
2 ´1vµ

n
h, uhy ´ xµn

h, divpuhqy ` xSpvhq´1 ´1vhµ
n
h, uhy “ 0.
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En réécrivant l’équation (6.51) aux temps tn et tn´1 et en faisant la différence des deux
équations, on obtient :

xSpvhq´ 1
2 ´1pvµnh´vµ

n´1
h q, uhy´xpµn

h´µn´1
h q, divpuhqy`xSpvhq´1 ´1vhpµn

h´µn´1
h q, uhy “ 0.

(6.65)

On additionne les équations (6.50) et (6.65) en prenant wh “ µn
h ´ µn´1

h et uh “
⌧Spvhq 1

2vµnh :

xR pµn
h ´ µn´1

h q, pµn
h ´ µn´1

h qy ` ⌧xr1pcn´1
h qµn

h, pµn
h ´ µn´1

h qy ` ⌧xR ⇢µn
h, pµn

h ´ µn´1
h qy

´ ⌧xD1pcnhq, µn
h ´ µn´1

h y ` ⌧xgµn
h, µ

n
h ´ µn´1

h y ` ⌧xSpvhq´ 1
2 ´1pvµnh ´ vµ

n´1
h q, Spvhq 1

2vµ
n
hy

` ⌧xSpvhq´1 ´1vhpµn
h ´ µn´1

h q, Spvhq 1
2vµ

n
hy “ 0.

On estime les termes :
I1 • R ´

›

›µn
h ´ µn´1

h

›

›

2

L2p⌦q ,

I2 § R ´
10

›

›µn
h ´ µn´1

h

›

›

2

L2p⌦q ` 5⌧ 2

2R ´
}r1}L8p⌦q }µn

h}2L2p⌦q ,

I3 § R ´
10

›

›µn
h ´ µn´1

h

›

›

2

L2p⌦q ` 5⌧ 2R⇢2 2
`

2 ´
}µn

h}2L2p⌦q ,

|I4| § 5⌧ 2

2R ´
}D1pcnhq}2L2p⌦q ` R ´

10

›

›µn
h ´ µn´1

h

›

›

2

L2p⌦q ,

I5 § R ´
10

›

›µn
h ´ µn´1

h

›

›

2

L2p⌦q ` 5⌧ 2

2R ´
}g}L8p⌦q }µn

h}2L2p⌦q ,

I6 “ ⌧

2

´

›

›

›

 ´ 1
2vµ

n
h

›

›

›

2

L2p⌦q
`

›

›

›

 ´ 1
2 pvµnh ´ vµ

n´1
h q

›

›

›

2

L2p⌦q
´

›

›

›

 ´ 1
2vµ

n´1
h

›

›

›

2

L2p⌦q

¯

,

I7 §
5⌧ 2C2

disp

´

1 ` }vh} 1
2
L8p⌦q

¯2

2R 3
´

›

›

›

 ´ 1
2vµ

n
h

›

›

›

2

L2p⌦q
` R ´

10

›

›µn
h ´ µn´1

h

›

›

2

L2p⌦q .

On a donc

R ´
2

›

›µn
h ´ µn´1

h

›

›

2

L2p⌦q ` ⌧

2

›

›

›

 ´ 1
2 pvµnh ´ vµ

n´1
h q

›

›

›

2

L2p⌦q
` ⌧

2

›

›

›

 ´ 1
2vµ

n
h

›

›

›

2

L2p⌦q

§ C⌧
›

›

›

 ´ 1
2vµ

n´1
h

›

›

›

2

L2p⌦q
`C⌧ 2 }vh}L8p⌦q

›

›

›

 ´ 1
2vµ

n
h

›

›

›

2

L2p⌦q
`C⌧ 2 }µn

h}2L2p⌦q `C⌧ 2 }D1pcnhq}2L2p⌦q

§ C⌧
›

›

›

 ´ 1
2vµ

n´1
h

›

›

›

2

L2p⌦q
` C⌧ 2 }vh}L8p⌦q

›

›

›

 ´ 1
2vµ

n
h

›

›

›

2

L2p⌦q
` C⌧ 2 }µn

h}2L2p⌦q ` C⌧ 2.
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La dernière inégalité étant vérifiée car puisque (6.52) est vérifiée, le Théorème 6.2.3 donne
}µn

h}L2p⌦q § C et car on a l’hypothèse (6.13) sur D1.
En sommant pour n “ 1, ..., k et en notant que

∞

m§T {⌧
C⌧ 2 § C⌧ , on obtient

C
k

ÿ

n“1

›

›µn
h ´ µn´1

h

›

›

2

L2p⌦q ` C⌧
k

ÿ

n“1

›

›vµ
n
h ´ vµ

n´1
h

›

›

2

L2p⌦q ` C⌧
›

›vµ
k
h

›

›

2

L2p⌦q

§ C⌧ ` 2⌧ }vh}L8p⌦q

´

k
ÿ

n“1

⌧

2

›

›vµ
n
h

›

›

2

L2p⌦q

¯

` C⌧
k

ÿ

n“1

}µn
h}2L2p⌦q .

Comme la condition (6.52) est vérifiée, on a }µn
h}2L2p⌦q § C. D’où

C
k

ÿ

n“1

›

›µn
h ´ µn´1

h

›

›

2

L2p⌦q ` C⌧
k

ÿ

n“1

›

›vµ
n
h ´ vµ

n´1
h

›

›

2

L2p⌦q ` C⌧
›

›vµ
k
h

›

›

2

L2p⌦q

§ C⌧ ` 2⌧ }vh}L8p⌦q

´

k
ÿ

n“1

⌧

2

›

›vµ
n
h

›

›

2

L2p⌦q

¯

. (6.66)

On commence par exploiter

C
›

›vµ
k
h

›

›

2

L2p⌦q § C⌧ ` 2⌧ }vh}L8p⌦q

´

k
ÿ

n“1

⌧

2

›

›vµ
n
h

›

›

2

L2p⌦q

¯

.

L’inégalité de Gronwall discrète donne :
›

›vµ
n
h

›

›

2

L2p⌦q § Cp1 ` }vh}L8p⌦qq.
On peut alors aussi déduire de (6.66) :

k
ÿ

n“1

›

›µn
h ´ µn´1

h

›

›

2

L2p⌦q § C⌧p1 ` }vh}L8p⌦q ` }vh}2L8p⌦qq

et
k

ÿ

n“1

›

›vµ
n
h ´ vµ

n´1
h

›

›

2

L2p⌦q § Cp1 ` }vh}L8p⌦q ` }vh}2L8p⌦qq.

Comme les résultats sont vrais pour tout k, 0 § k § T {⌧ , on conclut :

1

⌧

T {⌧
ÿ

n“1

›

›µn
h ´ µn´1

h

›

›

2

L2p⌦q ` sup

0§k§T {⌧

›

›vµ
k
h

›

›

2

L2p⌦q `
T {⌧
ÿ

n“1

›

›vµ
n
h ´ vµ

n´1
h

›

›

2

L2p⌦q

§ Cp1 ` }vh}L8p⌦q ` }vh}2L8p⌦qq. (6.67)
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On revient à présent à l’équation (6.50) en prenant wh “ divpSpvhq 1
2vµnhq. On a :

xR pµn
h ´ µn´1

h q, divpSpvhq 1
2vµ

n
hqy ` ⌧xdivpSpvhq 1

2vµ
n
hq, divpSpvhq 1

2vµ
n
hqy

` ⌧xr1pcn´1
h qµn

h, divpSpvhq 1
2vµ

n
hqy ` ⌧xR ⇢µn

h, divpSpvhq 1
2vµ

n
hqy

´ ⌧xD1pcnhq, divpSpvhq 1
2vµ

n
hqy ` ⌧xgµn

h, divpSpvhq 1
2vµ

n
hqy “ 0.

On estime les termes suivants :

|I1| § 3R2 2
`

2⌧

›

›µn
h ´ µn´1

h

›

›

2

L2p⌦q ` ⌧

6

›

›

›

divpSpvhq 1
2vµ

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q
,

I2 • ⌧
›

›

›

divpSpvhq 1
2vµ

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q
,

|I3| § 3⌧

2

max

✓PT
h

r1pcnh |✓q }µn
h}2L2p⌦q ` ⌧

6

›

›

›

divpSpvhq 1
2vµ

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q
,

|I4| § 3R2 2
`⇢⌧

2

}µn
h}2L2p⌦q ` ⌧

6

›

›

›

divpSpvhq 1
2vµ

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q
,

|I5| § 3⌧

2

}D1pcnhq}2L2p⌦q ` ⌧

6

›

›

›

divpSpvhq 1
2vµ

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q
,

|I6| § 3⌧ }g}L8p⌦q
2

}µn
h}2L2p⌦q ` ⌧

6

›

›

›

divpSpvhq 1
2vµ

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q
.

On obtient donc

⌧

6

›

›

›

divpSpvhq 1
2vµ

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q
§ C⌧ ` C

⌧

›

›µn
h ´ µn´1

h

›

›

2

L2p⌦q ` C⌧ }µn
h}2L2p⌦q .

En sommant pour n “ 1, ..., k, on a

C⌧
k

ÿ

n“1

›

›

›

divpSpvhq 1
2vµ

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q
§ C ` C

⌧

k
ÿ

n“1

›

›µn
h ´ µn´1

h

›

›

2

L2p⌦q ` C⌧
k

ÿ

n“1

}µn
h}2L2p⌦q .

D’après (6.67), 1
⌧

k
∞

n“1

›

›µn
h ´ µn´1

h

›

›

2

L2p⌦q § Cp1 ` }vh}L8p⌦q ` }vh}2L8p⌦qq. De plus, on a,

d’après (6.52), }µn
h}L2p⌦q § C. On en conclut

⌧
T {⌧
ÿ

n“1

›

›

›

divpSpvhq 1
2vµ

n
hq

›

›

›

2

L2p⌦q
§ Cp1 ` }vh}L8p⌦q ` }vh}2L8p⌦qq. (6.68)
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6.2.4 Convergence du schéma

On rappelle le problème étudié :
$

’

’

&

’

’

%

R Btc ` divpvc ´ Spvq rcq “ ´rpcq ` p�S dans ⌦T

Spvqrc ¨ n “ 0 ou c “ 0 sur B⌦ ˆ p0, T q
c|t“0 “ c0 dans ⌦.

(6.69)

Nous avons choisi ici de travailler avec une condition aux bords de Neumann.
On suppose maintenant que l’une des hypothèses suivantes est vérifiée :
- B⌦ est de classe C2,  P pC1p⌦qqNˆN ;
- B⌦ est de classe C2,  “ ˚Id avec ˚

:

¯

⌦ Ñ R et  P C1p⌦q ;
ce qui assure que la solution v du problème en vitesse continu appartient à L8p⌦T q. On
suppose de plus que vh, sa discrétisation, est donnée par le schéma présenté en (6.19).
On rappelle qu’alors, d’après la Proposition 6.2.1, on a

lim

hÑ0
}vh ´ v}pL2p⌦

T

qqN “ 0 et }vh}pL8p⌦
T

qqN § C.

Ceci entraîne que (6.26) et (6.44)-(6.45) sont vérifiées.
Comme nous allons travailler avec la formulation mixte, nous réintroduisons la notation
du flux

vc “ ´Spvq rc ` vc.

On introduit les espaces suivants :

W :“ H1p0, T ;L2p⌦qq,
U :“ L2p0, T ;Hpdiv;⌦qq.

Pour la discrétisation totale, on rappelle la définition des sous-espaces discrets suivants :
Wh Ä L2p⌦q et Uh Ä Hpdiv;⌦q définis comme suit :

Wh :“ tc P L2p⌦q, c est constante sur chaque élément O P Thu,
Uh :“ tvc P Hpdiv,⌦q, vc est affine sur chaque élément O P Thu.

On définit également les projections suivantes :

Ph : L2p⌦q fiÑ Wh, xPhw ´ w,why “ 0

pour tout wh P Wh. De même, la projection ⇧h est définie sur pH1p⌦qq2 telle que

⇧h : pH1p⌦qq2 fiÑ Uh, xdivp⇧hvc ´ vcq, why “ 0
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pour tout wh P Wh. D’après Kumar et al. [51], cet opérateur peut être étendu à Hpdiv;⌦q
et on a les estimations suivantes :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

}w ´ Phw}L2p⌦q § Ch }w}H1p⌦q pour tout w P H1p⌦q,
}vc ´ ⇧hvc}L2p⌦q § Ch }vc}H1p⌦q pour tout vc P pH1p⌦qqN ,

}div vc ´ divp⇧hvcq}L2p⌦q § Ch }vc}H2p⌦q pour tout vc P pH2p⌦qqN .

(6.70)

Afin de démontrer la convergence du problème discrétisé, nous allons dans un premier
temps montrer la convergence pour le problème semi-discrétisé en temps, puis nous étu-
dierons la convergence du modèle totalement discrétisé. On suit ainsi le format de preuve
de Kumar et al. [51]. Contrairement à [51], nous ne considérons que l’équation en concen-
tration sans tenir compte du transport d’ions. En revanche, notre équation a un second
membre et le tenseur de dispersion (dépendant de la vitesse) est pris en compte ce qui
complexifiera les démonstrations. Les résultats obtenus dans les paragraphes précédents
sur la stabilité du modèle nous seront utiles dans les preuves.

Formulation variationnelle mixte discrète en temps

Dans ce qui suit, on notera le pas de temps ⌧ et tn “ n⌧ pour n “ 1, ..., T {⌧ pour
considérer la discrétisation en temps (implicite en c) avec un pas de temps uniforme.
À chaque pas de temps tn, on utilise cn´1 P L2p⌦q déterminé à tn´1 pour trou-
ver l’approximation suivante cn. On initialise avec c0. Plus précisément, on cherche
pcn, vcnq P pL2p⌦q, Hpdiv;⌦qq satisfaisant le problème semi-discret en temps suivant :

Problème Pn : pour pcn´1, pq donné dans pL2p⌦qq2, trouver pcn, vcnq P pL2p⌦q, Hpdiv;⌦qq
tel que

xR pcn ´ cn´1q, wy ` ⌧xdivpSpvq 1
2vc

nq, wy ` ⌧xrpcn´1q, wy ´ ⌧xp, wy “ 0, (6.71)
xSpvq´ 1

2 ´1vc
n, uy ´ xcn, divpuqy ´ xSpvq´1 ´1vcn, uy “ 0 (6.72)

pour tout pw, uq P pL2p⌦q, Hpdiv;⌦qq.
On peut montrer pour cn l’analogue des estimations obtenues dans le cas totale-
ment discrétisé au paragraphe précédent. Cependant, ces estimations ne sont pas
suffisantes pour passer à la limite. Afin de montrer la convergence du schéma, nous avons
besoin de propriétés de compacité.
Pour cela, nous allons tout d’abord introduire l’opérateur de translation en espace
suivant :

�⇠fp¨q :“ fp¨q ´ fp¨ ` ⇠q , ⇠ P RN .

Pour ⇠ P RN donné, on considère ⌦⇠ Ä ⌦ tel que ⌦⇠ :“ tx P ⌦, distpx,�q ° ⇠u. De
cette façon, les translations �⇠fpxq avec x P ⌦⇠ sont bien définies. On rappelle que si
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u P H1p⌦q, il existe une constante C telle que pour tout ouvert ! ÄÄ ⌦ et tout ⇠ P RN

avec |⇠| † distp!,⌦q on a

}�⇠u ´ u}L2p!q § C }u}H1p⌦q |⇠| . (6.73)

On considère d’abord la translation en espace de cnh défini dans ⌦ et prolongé par 0 en
dehors de ⌦. Le lemme ci-dessous nous permet de contrôler cette translation :

Lemme 6.2.1 On a l’estimation suivante :

⌧
T {⌧
ÿ

n“1

}�⇠c
n}2L2p⌦

T

q § C |⇠| p1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦qq § C |⇠| . (6.74)

Preuve. On fait une translation en espace sur l’équation (6.72). On obtient :

x�⇠pSpvq´ 1
2 ´1vc

nq, uy ´ x�⇠pcnq, divpuqy ´ x�⇠pSpvq´1 ´1vcnq, uy “ 0. (6.75)

On construit une fonction test appropriée pour obtenir l’estimation ci-dessus. On prend
⌘n tel que

#

´�⌘n “ �⇠cn dans ⌦,
⌘n “ 0 sur �.

En prenant u “ r⌘n dans (6.75), on obtient :

x�⇠pSpvq´ 1
2 ´1vc

nq,r⌘ny ` x�⇠pcnq,�⇠pcnqy ´ x�⇠pSpvq´1 ´1vcnq,r⌘ny “ 0. (6.76)

Notons que ⌘n satisfait }�⌘n}L2p⌦q “ }�⇠pcnq}L2p⌦q, et donc }⌘n}H2p⌦q § C }�⇠pcnq}L2p⌦q.
Cela implique que les translations de r⌘n sont contrôlées par celles de cn en vertu de
(6.73). Plus précisément, d’après (6.73) on a :

}�⇠0pr⌘nq}L2p⌦q “ }rp�⇠0⌘
nq}L2p⌦q § C |⇠0| }r⌘n}H1p⌦q § C |⇠0| }�⇠0pcnq}L2p⌦q , @⇠0 P RN .

D’après (6.26), }cn}L2p⌦q § C. Comme }�⇠0pcnq}L2p⌦q § 2 }cn}L2p⌦q, on a donc :

}rp�⇠0⌘
nq}L2p⌦q § C |⇠0| , @⇠0 P RN . (6.77)

Par ailleurs, en sommant l’équation (6.76) pour n “ 1, ..., T {⌧ , on a le résultat suivant 2 :

⌧
T {⌧
ÿ

n“1

}�⇠c
n}2L2p⌦q “ ⌧

T {⌧
ÿ

n“1

´

Spvq´1 ´1vcn,rp�´⇠⌘
nq

¯

´ ⌧
T {⌧
ÿ

n“1

´

Spvq´ 1
2 ´1vc

n,rp�´⇠⌘
nq

¯

.

2. On utilise de plus le fait que pour toutes fonctions f et g définies sur ⌦ et prolongées par 0 en
dehors de ⌦, on a x�⇠f, gy “ xf,�´⇠gy. En effet, x�⇠f, gy “

≥

⌦ fpxqgpxq dx ´

≥

⌦ fpx ` ⇠qgpxq dx “

≥

R3 fpxqgpxq dx´

≥

R3 fpx` ⇠qgpxq dx (grâce aux prolongements par 0) où l’on reconnaît par changement
de variable que

≥

R3 fpx ` ⇠qgpxq dx “

≥

R3 fpxqgpx ´ ⇠qd⇠.
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D’après (6.10), |Spvq´1 ´1vcn| § CM` |cn|. De plus, en utilisant (6.11),
ˇ

ˇ

ˇ

Spvq´ 1
2 ´1vcn

ˇ

ˇ

ˇ

§
Cvn

c

´

1`|v|
¯

1
2
. D’où

⌧
T {⌧
ÿ

n“1

}�⇠c
n}2L2p⌦q § C⌧

T {⌧
ÿ

n“1

}cn}L2p⌦q }rp�´⇠⌘
nq}L2p⌦q

` C⌧
T {⌧
ÿ

n“1

›

›

›

›

›

1

p1 ` |v|q 1
2

|vcn|
›

›

›

›

›

L2p⌦q
}rp�´⇠⌘

nq}L2p⌦q .

D’après (6.44),
›

›

›

›

1

p1`|v|q 1
2
vnc

›

›

›

›

L2p⌦q
§ }vcn}L2p⌦

T

q § C
´

1`}v}L8p⌦q`}v}2L8p⌦q

¯

, et en utilisant

(6.26) et (6.77), on trouve :

⌧
T {⌧
ÿ

n“1

}�⇠c
n}2L2p⌦q § C |⇠|

´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

§ C |⇠|

ce qui conclut la preuve.

Nous allons à présent montrer la convergence en temps du schéma semi-discrétisé.
On considère la suite tpcn, vcnq, n “ 0, ..., T {⌧u solution du problème (6.71)-(6.72), et
on construit une approximation continue en temps par interpolation linéaire. Pour
t P ptn´1, tns, n “ 1, ..., T {⌧ , on définit

Z⌧ ptq :“ zn
pt ´ tn´1q

⌧
` zn´1 ptn ´ tq

⌧
, (6.78)

où Z⌧ peut valoir respectivement C⌧ ou VC
⌧ , avec alors respectivement zn “ cn ou

zn “ vnc .

Lemme 6.2.2 Il existe une constante C ° 0 telle que pour tout ⌧ on a les estimations
suivantes :

}C⌧}L2p⌦
T

q ` ⌧ }VC
⌧}L2p⌦

T

q § C, (6.79)

}BtC⌧}L2p⌦
T

q `
›

›

›

divp ´1Spvq 1
2V ⌧

C q
›

›

›

L2p⌦
T

q
§ C

´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

. (6.80)

Preuve. Comme

}C⌧}2L2p⌦
T

q §
›

›

›

›

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t ´ tn´1

⌧

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|cn| `
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

tn ´ t

⌧

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇcn´1
ˇ

ˇ

›

›

›

›

2

L2p⌦
T

q
§ ›

›|cn| ` ˇ

ˇcn´1
ˇ

ˇ

›

›

2

L2p⌦
T

q

§ 2 }cn}2L2p⌦
T

q ` 2

›

›cn´1
›

›

2

L2p⌦
T

q ,
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d’après (6.26), on a

}C⌧}2L2p⌦
T

q § 2 }cn}2L2p⌦
T

q ` 2

›

›cn´1
›

›

2

L2p⌦
T

q § C.

De même,
}VC

⌧}2L2p⌦
T

q § 2 }vcn}2L2p⌦
T

q ` 2

›

›vc
n´1

›

›

2

L2p⌦
T

q § C

⌧
.

D’où (6.79).
Pour estimer }BtC⌧}L2p⌦

T

q, on note que pour chaque ⌧ P ptn´1, tns, BtC⌧ “ cn´cn´1

⌧ , ce qui
implique que

ª T

0

}BtC⌧}2L2p⌦
T

q dt “
T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

1

⌧ 2
›

›cn ´ cn´1
›

›

2

L2p⌦
T

q dt §
T {⌧
ÿ

n“1

1

⌧

›

›cn ´ cn´1
›

›

2

L2p⌦
T

q .

D’après (6.44), on a donc

ª T

0

}BtC⌧}2 dt § C
T

⌧

´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

§ C
´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

.

De même,

}VC
⌧}2L2p⌦q “

ª T

0

}BtVC
⌧}2L2p⌦q dt “

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

1

⌧ 2
›

›vc
n ´ vc

n´1
›

›

2

L2p⌦q dt

§
T {⌧
ÿ

n“1

1

⌧

›

›vc
n ´ vc

n´1
›

›

2

L2p⌦q § C
´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

.

Enfin, on remarque que

divpSpvq 1
2VC

⌧ q “ div

´

Spvq 1
2VC

n´1
¯

` t ´ tn´1

⌧
div

´

Spvq 1
2 pVC

n ´ VC
n´1q

¯

.

On montre alors grâce à (6.45) l’estimation de divpSpvq 1
2VC

⌧ q dans L2p⌦T q.

Les estimations du lemme précédent assurent l’existence de fonctions c#, v#c , et
d’une sous-suite ⌧ Ñ 0 telle que

— C⌧ á c# faiblement dans L2p⌦T q X H1p0, T ;L2p⌦qq,

— VC
⌧ á v#c , divpSpvq 1

2V ⌧
C q á divpSpvq 1

2v#c q faiblement dans L2p0, T ;L2p⌦qNq.
Pour obtenir une convergence forte, on utilise les estimations translatées comme dans le
Lemme 6.2.1. On obtient le résultat suivant :
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Lemme 6.2.3 La suite C⌧ converge fortement vers c# dans L2p⌦T q lorsque ⌧ Ñ 0.

Preuve. On va utiliser le théorème de Riesz-Fréchet-Kolmogorov 3. Comme BtC⌧ P L2p⌦T q,
la translation en temps est déjà contrôlée. Il nous reste donc à contrôler la translation en
espace :

I⇠ :“
ª T

0

ª

⌦

|�⇠C
⌧ |2 dx dt Ñ 0 quand |⇠| Ñ 0.

D’après la définition de C⌧ , on a

I⇠ “
ª T

0

ª

⌦

|C⌧ pxq ´ C⌧ px ` ⇠q|2 dx dt “
T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

ª

⌦
⇠

|cnpxqt ´ tn´1

⌧
` cn´1pxqtn ´ t

⌧
´ cnpx` ⇠qt ´ tn´1

⌧
´ cn´1px` ⇠qtn ´ t

⌧
|2 dx dt

“
T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

ª

⌦
⇠

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

�⇠c
n t ´ tn´1

⌧
` �⇠c

n´1 tn ´ t

⌧

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dx dt.

D’où

|I⇠| §
T {⌧
ÿ

n“1

⌧
´

2 }�⇠c
n}2L2p⌦

T

q ` 2

›

›

�⇠c
n´1

›

›

2

L2p⌦
T

q

¯

.

En utilisant le Lemme 6.2.1, on trouve que

|I⇠| § C |⇠|
´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

,

où C est indépendant de ⌧ et de h.
On contrôle donc la translation en espace de cn et d’après le théorème de Riesz-Fréchet-
Kolmogorov, l’ensemble tC⌧ , ⌧ ° 0u est compact. On en conclut donc la convergence
forte dans L2p⌦T q de C⌧ vers c#.

À présent que nous avons démontré la convergence forte de C⌧ , on peut passer à
la limite.

Théorème 6.2.5 L’ensemble de la suite pC⌧ , V ⌧
C q converge vers la solution pc, vcq de

(6.69) lorsque ⌧ Ñ 0.

3. Théorème de Riesz-Fréchet-Kolmogorov : Soit ⌦ Ä RN un ouvert et soit ! ÄÄ ⌦. Soit F un
sous-ensemble borné de L

p
p⌦q avec 1 § p † 8. On suppose que @✏ ° 0, D� ° 0, � † distp!,C⌦q tel

que }fpx ` hq ´ fpxq}Lpp⌦q † ✏,@h P RN avec |h| † � et ce pour tout f P F . Alors F|! est relativement
compact dans L

p
p!q (définition tirée de Brezis [20], p.72).
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Preuve. La fonction pC⌧ , V ⌧
C q satisfait

xR BtC⌧ , wy ` xdivpSpvq 1
2VC

⌧ q, wy ` xrpC⌧ q, wy ´ xp, wy “
xdivpSpvq 1

2 pVC
⌧ ´ vc

nqq, wy ` xrpC⌧ q ´ rpcn´1q, wy (6.81)

et

xSpV q´ 1
2 ´1VC

⌧ , uy ´ xC⌧ , divpuqy ´ xSpV q´1 ´1V C⌧ , uy “
xSpV q´ 1

2 ´1pVC
⌧ ´ vc

nq, uy ´ xC⌧ ´ cn, divpuqy ´ xSpV q´1 ´1pV C⌧ ´ V cnq, uy (6.82)

pour tout pw, uq P pL2p0, T ;H1
0 p⌦qq,Sq. On considère d’abord (6.81) et on note que grâce

au Lemme 6.2.3, le membre de gauche converge vers xR Btc#, wy ` xdivpSpvq 1
2v#c q, wy `

xrpc#q, wy ´ xp, wy. Montrons que le membre de droite s’annule lorsque ⌧ Ñ 0. On note
les deux termes du membre de droite respectivement I1 et I2. En intégrant I1 par parties,
ce qui est permis grâce au choix de w P L2p0, T ;H1

0 p⌦qq, on a

I1 “
T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

Spvq 1
2 pVC

⌧ ´ vc
nq ¨ rw dx dt

“
T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

Spvq 1
2 pvcn t ´ tn´1

⌧
` vc

n´1 tn ´ t

⌧
´ vc

nq ¨ rw dx dt

“
T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

t ´ tn
⌧

Spvq 1
2 pvcn ´ vc

n´1q ¨ rw dx dt.

Lorsque t P rtn´1, tnr, t´t
n

⌧ † 1. On a donc grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz

|I1| § ⌧
1
2

´

T {⌧
ÿ

n“1

›

›

›

Spvq 1
2 pvcn ´ vc

n´1q
›

›

›

2

L2p⌦q

¯

1
2
´

ª T

0

}rw}2L2p⌦q

¯

1
2

§ ⌧
1
2C

´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

}rw}L2p⌦q

§ C⌧
1
2 Ñ 0 lorsque ⌧ Ñ 0

grâce à l’estimation (6.44).
On a

|I2| “ ˇ

ˇxrpC⌧ q ´ rpcn´1q, wyˇ

ˇ §
´

C
T {⌧
ÿ

n“1

⌧
›

›rpC⌧ q ´ rpcn´1q›

›

2

L2p⌦q

¯

1
2
´

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

}w}2L2p⌦q dt
¯

1
2
.
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Comme r est supposé dérivable à dérivée bornée, on a

|I2| § ⌧
1
2 }r1}L8pRq

´

T {⌧
ÿ

n“1

›

›C⌧ ´ cn´1
›

›

2

L2p⌦q

¯

1
2
´

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

}w}2L2p⌦q dt
¯

1
2

§ C⌧
1
2 }r1}L8pRq

´

T {⌧
ÿ

n“1

›

›cn ´ cn´1
›

›

2

L2p⌦q

¯

1
2 }w}L2p⌦q .

D’après (6.44), on a

|I2| § C⌧
1
2 }r1}L8pRq

´

⌧
´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯¯

1
2 }w}L2p⌦q

§ C⌧ }r1}L8pRq

´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

1
2 }w}L2p⌦q

§ C⌧ Ñ 0 lorsque ⌧ Ñ 0.

On a donc |I2| Ñ 0. D’où

lim

⌧Ñ0

´

xR BtC⌧ , wy ` xdivpSpvq 1
2VC

⌧ q, wy ` xrpC⌧ q, wy ´ xp, wy
¯

“ 0,

c’est-à-dire

xR Btc#, wy ` xdivpSpvq 1
2v#c q, wy ` xrpc#q, wy ´ xp, wy “ 0. (6.83)

On regarde à présent (6.82). On note les trois termes du membre de droite respectivement
I4, I5 et I6. On a

|I4| §
T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

Spvq´ 1
2 ´1pVC

⌧ ´ vc
nq ¨ u dx dt

§
T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t ´ tn
⌧

Spvq´ 1
2 ´1pvcn ´ vc

n´1q ¨ u
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx dt

§ ⌧
1
2

´

T {⌧
ÿ

n“1

›

›

›

Spvq´ 1
2 ´1pvcn ´ vc

n´1q
›

›

›

2

L2p⌦q

¯

1
2
´

ª T

0

}u}2L2p⌦q dt
¯

1
2 Ñ 0 lorsque ⌧ Ñ 0

d’après (6.44).
De même, on trouve |I5| et |I6| Ñ 0.
On a donc

lim

⌧Ñ0

´

xSpvq´ 1
2 ´1VC

⌧ , uy ´ xC⌧ , divpuqy ´ xSpvq´1 ´1V C⌧ , uy
¯

“ 0
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c’est-à-dire

xSpvq´ 1
2 ´1v#c , uy ´ xc#, divpuqy ´ xSpvq´1 ´1vc#, uy “ 0. (6.84)

D’après (6.83) et (6.84), pc#, v#c q est une solution faible de (6.69). La solution de ce
problème étant unique, on a pc#, v#c q “ pc, vcq et l’ensemble de la suite pC⌧ , V ⌧

C q converge
vers cette limite.

Nous avons donc démontré la convergence de la solution du modèle semi-discret en temps.
Nous allons à présent revenir au modèle complètement discrétisé, en temps et en espace,
et montrer la convergence de la solution.

Discrétisation totale

On discrétise à présent en temps et en espace. On initialise le problème avec c0h “ c0, avec
n “ 1, ..., N . On cherche l’approximation pcnh, vcnhq de pcptnq, vcptnqq à t “ tn solution du
problème suivant :
Problème Pn

h : pour un cn´1
h P Wh donné, trouver pcnh, vcnhq P pWh,Uhq satisfaisant

xR pcnh ´ cn´1
h q, wy ` ⌧xdivpSpvhq 1

2vc
n
hq, wy ` ⌧xrpcn´1

h q, wy ´ ⌧xp, wy “ 0, (6.85)
xSpvhq´ 1

2 ´1vc
n
h, uy ´ xcnh, divpuqy ´ xSpvhq´1 ´1vhc

n
h, uy “ 0 (6.86)

pour tout pw, uq P Wh ˆ Uh.
La démarche pour montrer la convergence de la solution est la même que pour le modèle
semi-discrétisé. On introduit Z⌧

h l’approximation de Z⌧
h par interpolation définie par

Z⌧
h “ znh

t ´ tn´1

⌧
` zn´1

h

tn ´ t

⌧

où Z⌧
h peut se référer à C⌧

h ou VC
⌧
h.

On a le lemme suivant :

Lemme 6.2.4 Il existe une constante C ° 0 telle que pour tous ⌧ et h on a l’estimation
suivante

}C⌧
h}2L2p⌦

T

q ` ⌧ }VC
⌧
h}2L2p⌦

T

q § C, (6.87)

}BtC⌧
h}2L2p⌦

T

q `
›

›

›

divp ´1Spvhq 1
2VC

⌧
hq

›

›

›

2

L2p⌦
T

q
§ C

´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

§ C. (6.88)

Preuve. La preuve est similaire à celle du Lemme 6.2.2.
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Lemme 6.2.5 Il existe une sous-suite ⌧ Ñ 0 et des fonctions c# et v#c telles que :

C⌧
h á c# faiblement dans L2p⌦T q,

BtC⌧
h á Btc# faiblement dans L2p⌦T q,

VC
⌧
h á v#c faiblement dans L2p0, T ;L2p⌦qNq,

divpSpvhq 1
2VC

⌧
hq á divpSpvq 1

2v#c q faiblement dans L2p0, T ;L2p⌦qNq.
Preuve. Elle est similaire au travail fait dans le cas semi-discret. Pour la dernière
convergence, on utilise le fait que vh Ñ v fortement dans L2p⌦T q.

On note E l’ensemble des bords des triangles Th. On a de plus E “ Eint Y Eext

avec Eint “ EzEext. On adopte la notation suivante :

|T | l’aire de T P Th, xi le centre du cercle circonscrit à T ,

|Th| “ max

T
i

PT
h

|Ti| ,

`ij le bord entre Ti et Tj, dij la distance de xi à `ij, �ij “ |`ij|
dij

.

On définit les produits scalaires suivants pour tout cnh, wn
h P Uh :

pcnh, wn
hqh :“

ÿ

T
i

PT
h

|Ti| cnh,iwn
h,i, pcnh, wn

hq1,h :“
ÿ

l
ij

PE
|�ij| pcnh,i ´ chh,jqpwn

h,i ´ wn
h,jq. (6.89)

Le produit scalaire discret donne la norme discrète H1
0 :

}cnh}21,h “
ÿ

l
ij

PE
|�ij| pcnh,i ´ cnh,jq2. (6.90)

Lemme 6.2.6 Soit ⌦ un ouvert de RN , N “ 2 ou 3, et Th un maillage. Pour un c défini
dans ⌦ et prolongé en c̄ par 0 en dehors de ⌦, on a

}�⇠ c̄}2L2pRN q § }c}21,h |⇠| p|⇠| ` C |Th|q pour tout ⇠ P RN . (6.91)

Preuve. On se réfèrera à la preuve du lemme 4 dans Eymard et al. [33].

Lemme 6.2.7 Pour une suite cnh, on a l’inégalité suivante :

}cnh}1,h § C
´

}vcnh}L2p⌦q ` }cnh}L2p⌦q

¯

(6.92)

avec C indépendante de h et de n.
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Preuve. On définit fn
h en donnant sa valeur sur tout élément Ti P Th :

|Ti| fn
h |T

i

:“
ÿ

`
ij

|`ij|
dij

pcnh,i ´ cnh,jq. (6.93)

On a grâce à la définition de }.}21,h, et grâce au fait que cnh est constant par maille :

pfn
h , c

n
hq “

ÿ

T
i

PT
h

|Ti| fn
h |T

i

cnh |T
i

“
ÿ

T
i

PT
h

´

ÿ

`
ij

|`ij|
dij

pcnh,i ´ cnh,jq
¯

cnh,i

“
ÿ

`
ij

PE

|`ij|
dij

ˇ

ˇcnh,i ´ cnh,j
ˇ

ˇ

2 “ }cnh}21,h . (6.94)

Illustrons l’avant dernière égalité sur l’exemple de la configuration simple de la Figure
6.1. On voit que :

  

T1 T2

T3 T4

Figure 6.1 – Exemple à 4 mailles

ÿ

T
i

PT
h

´

ÿ

`
ij

|`ij|
dij

pcnh,i ´ cnh,jq
¯

cnh,i “

|`12|
d12

pcnh,1 ´ cnh,2qcnh,1 ` |`13|
d13

pcnh,1 ´ cnh,3qcnh,1 ` |`12|
d12

pcnh,2 ´ cnh,1qcnh,2 ` |`24|
d24

pcnh,2 ´ cnh,4qcnh,2

` |`13|
d13

pcnh,3 ´ cnh,1qcnh,3 ` |`34|
d34

pcnh,3 ´ cnh,4qcnh,3 ` |`24|
d24

pcnh,4 ´ cnh,2qcnh,4 ` |`34|
d34

pcnh,4 ´ cnh,3qcnh,4

“
ÿ

`
ij

PE

|`ij|
dij

pcnh,i ´ cnh,jq2.
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De plus, on a grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

}fn
h }2L2p⌦q “

ÿ

i

|Ti P Th|
ˇ

ˇ

ˇ

fn
h |T

i

ˇ

ˇ

ˇ

2 §
´

ÿ

`
ij

PE

|`ij|
dij

pcnh,i ´ cnh,jq2 1

|Ti|
¯´

ÿ

`
ij

|`ij|
dij

¯

ce qui implique que |fn
h | § |cnh|1,h. Par ailleurs, comme fn

h P L2p⌦q, il existe �h P Uh tel
que

div �h “ fn
h dans ⌦ (6.95)

�h “ 0 sur �. (6.96)

Grâce aux bornes de fn
h , on a également }�h}L2p⌦q § C }fn

h }L2p⌦q § C }cnh}1,h.
Avec (6.95) dans (6.94), on tire que pcnh, divp�hqq “ pcnh, fn

h q “ }cnh}21,h. On choisit la
fonction test u “ �h dans (6.86) et on obtient

}cnh}21,h “ pcnh, divp�hqq “ pSpvhq´ 1
2 ´1vc

n
h, �hq ´ pSpvhq´1 ´1vhc

n
h, �hq

§  ´1
´ S

´ 1
2

m }vcnh}L2p⌦q }�h}L2p⌦q `  ´1
´ S´1

m }vh}L8p⌦q }cnh}L2p⌦q }�h}L2p⌦q
§ C }vcnh}L2p⌦q }cnh}1,h ` C }cnh}L2p⌦q }cnh}1,h .

D’où
}cnh}1,h § C

´

}vcnh}L2p⌦q ` }cnh}L2p⌦q

¯

.

Lemme 6.2.8 Il existe une sous-suite de C⌧
h qui converge fortement dans L2p0, T ;L2p⌦qq

lorsque p⌧, hq Ñ p0, 0q.

Preuve. Comme BtC⌧
h P L2, la translation en temps est contrôlée. Il reste à considérer la

translation en espace. On prend (6.92) et on somme pour n “ 1, ..., T {⌧ . On obtient :

⌧
T {⌧
ÿ

n“1

}cnh}21,h § C⌧
T {⌧
ÿ

n“1

´

}vcnh}2 ` }cnh}2
¯

§ C
´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

§ C (6.97)

d’après (6.26) et (6.44). On prolonge cnh par 0 en dehors de ⌦ (on garde la même notation
pour simplifier) et on utilise le Lemme 6.2.6 pour contrôler la translation par la norme
}.}1,h :

⌧
T {⌧
ÿ

n“1

}�⇠c
n
h}2L2pR2q “ ⌧

T {⌧
ÿ

n“1

}cnhp¨ ` ⇠q ´ cnh}2L2pR2q § ⌧C
T {⌧
ÿ

n“1

}cnh}21,h |⇠| p|⇠| ` |Th|q.
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On a donc d’après (6.97)

⌧
T {⌧
ÿ

n“1

}�⇠c
n
h}2L2pR2q § C |⇠| p|⇠| ` |Th|q

´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

§ C |⇠| p|⇠| ` |Th|q

ce qui donne l’estimation suivante pour C⌧
h :

⌧
T {⌧
ÿ

n“1

}C⌧
hp¨ ` ⇠q ´ C⌧

h}2L2pR2q § C |⇠| p|⇠| ` |Th|q.

D’après le théorème de compacité de Riesz-Fréchet-Kolmogorov, tC⌧
h , h ° 0, ⌧ ° 0u est

compact, ce qui permet de conclure.

La convergence forte de C⌧
h étant obtenue, on peut à présent passer à la limite.

Lemme 6.2.9 La limite pc#, v#c q est une solution faible de (6.69).

Preuve. La fonction pC⌧ , V ⌧
C q satisfait (6.81) que l’on rappelle ci-dessous :

xR BtC⌧
h , wy ` xdivpSpvhq 1

2VC
⌧
hq, wy ` xrpC⌧

hq, wy ´ xp, wy “
xdivpSpvhq 1

2 pVC
⌧
h ´ vc

n
hqq, wy ` xrpC⌧

hq ´ rpcn´1
h q, wy (6.98)

pour tout w P L2p0, T ;H1
0 p⌦qq. Elle satisfait donc également

xR BtC⌧
h , w ´ why ` xdivpSpvhq 1

2VC
⌧
hq, w ´ why ` xrpC⌧

hq, w ´ why ´ xp, w ´ why “
xdivpSpvhq 1

2 pVC
⌧
h ´ vc

n
hqq, w ´ why ` xrpC⌧

hq ´ rpcnhq, w ´ why

soit

xR BtC⌧
h , w ´ why ` xdivpSpvhq 1

2VC
⌧
hq, w ´ why ` xrpC⌧

hq, w ´ why ´ xp, w ´ why
` xdivpSpvhq 1

2 pVC
⌧
h ´ vc

n
hqq, wh ´ wy ` xrpC⌧

hq ´ rpcnhq, wh ´ wy “ 0 (6.99)
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pour tout w P L2p0, T ;H1
0 p⌦qq et où wh est la projection de w sur Wh, wh “ Phw,

introduite précédemment. En ajoutant (6.99) au membre de droite de (6.98), on obtient
ª T

0

pR BtC⌧
h , wq dt `

ª T

0

pdivpSpvhq 1
2VC

⌧
hq, wq dt `

ª T

0

prpC⌧
hq, wq dt ´

ª T

0

pp, wq dt “
T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

pR BtC⌧
h , w ´ whq dt `

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

pdivpSpvhq 1
2VC

⌧
hq ´ divpSpvhq 1

2vc
n
hq, wq dt

`
T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

pdivpSpvhq 1
2VC

⌧
hq, w ´ whq dt

`
T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

pdivpSpvhq 1
2VC

⌧
hq ´ divpSpvhq 1

2vc
n
hq, wh ´ wq dt

`
T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

prpC⌧
hq ´ rpcnhq, wq dt `

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

prpC⌧
hq, w ´ whq dt

`
T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

prpC⌧
hq ´ rpcnhq, wh ´ wq dt ´

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

pp, w ´ whq dt.

Notons qu’on suppose une régularité H1 en espace pour les fonctions test w. Nous allons
l’utiliser pour contrôler les termes }w ´ wh}L2p⌦

T

q grâce à (6.70).
On note les termes du membre de droite respectivement Ii avec i “ 1, ..., 8. On a :

|I1| § R ` }BtC⌧
h}L2p⌦

T

q

´

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

}w ´ wh}2L2p⌦q dt
¯

1
2
.

D’après (6.88) du Lemme 6.2.4 et les propriétés de l’opérateur de projection (6.70), on a

|I1| § C
´

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

}w ´ wh}2L2p⌦q dt
¯

1
2 § Ch }w}L2p0,T ;H1p⌦qq § Ch Ñ 0 lorsque h Ñ 0

car w P L2p0, T ;H1p⌦qq.
Comme tn “ tn´1`⌧ , on a Z⌧

h ´z⌧h “ pt´tnqpznh ´zn´1
h q{⌧ et |VC

⌧
h ´ vcnh| § C

ˇ

ˇvcnh ´ vc
n´1
h

ˇ

ˇ.
On a alors, après une intégration par parties qui ne fait pas apparaître de termes aux
bords puisque w P H1

0 p⌦q :

|I2| §
´

T {⌧
ÿ

n“1

⌧
›

›

›

Spvhq 1
2 pvcnh ´ vc

n´1
h q

›

›

›

2

L2p⌦q
dt

¯

1
2
´

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

}rw}2L2p⌦q dt
¯

1
2
.

D’après (6.44), on a

|I2| § ⌧
1
2

›

›

›

pSm ` ↵L |vh|q 1
2

›

›

›

L8p⌦q
C

´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

1
2 }rw}pL2p⌦

T

qqN .
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Comme vh Ñ v fortement dans L2p⌦q, on peut passer à la limite. On a

|I2| “ C⌧
1
2

´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

1
2 }w}L2p0,T ;H1p⌦qq § C⌧

1
2 Ñ 0 lorsque ⌧ Ñ 0.

D’après (6.44) et (6.70),

|I3| §
´

C
T {⌧
ÿ

n“1

⌧
›

›

›

Spvhq 1
2 pvcnh ´ vc

n´1
h q

›

›

›

2

L2p⌦q
dt

¯

1
2
´

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

}rpw ´ whq}2L2p⌦q dt
¯

1
2

§ ⌧
1
2

›

›

›

pSm ` ↵L |vh|q 1
2

›

›

›

L8p⌦q
C

´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

1
2 }w ´ wh}L2p0,T ;H1p⌦qq

§ C⌧
1
2 Ñ 0 lorsque h Ñ 0 et ⌧ Ñ 0

car w ´ wh P L2p0, T ;H1p⌦qq.
De même,

|I4| §
´

C
T {⌧
ÿ

n“1

⌧
›

›

›

Spvhq 1
2 pvcnh ´ vc

n´1
h q

›

›

›

2

L2p⌦q
dt

¯

1
2
´

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

}rpwh ´ wq}2L2p⌦q dt
¯

1
2

§ ⌧
1
2

›

›

›

pSm ` ↵L |vh|q 1
2

›

›

›

L8p⌦q
C

´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

1
2 }wh ´ w}L2p0,T ;H1p⌦qq

§ C⌧
1
2 Ñ 0 lorsque h Ñ 0 et ⌧ Ñ 0.

Pour le terme de réaction, on a

|I5| §
´

C
T {⌧
ÿ

n“1

⌧
›

›rpC⌧
hq ´ rpcn´1

h q›

›

2

L2p⌦q

¯

1
2
´

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

}w}2L2p⌦q dt
¯

1
2
.

Comme r est supposé dérivable à dérivée bornée, on a

|I5| § ⌧
1
2 }r1}L8pRq

´

T {⌧
ÿ

n“1

›

›C⌧
h ´ cn´1

h

›

›

2

L2p⌦q

¯

1
2
´

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

}w}2L2p⌦q dt
¯

1
2

§ C⌧
1
2 }r1}L8pRq

´

T {⌧
ÿ

n“1

›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q dt
¯

1
2 }w}L2p⌦

T

q .

D’après (6.44), on a

|I5| § C⌧
1
2 }r1}L8pRq

´

⌧
´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯¯

1
2 }w}L2p⌦

T

q

§ C⌧ }r1}L8pRq

´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

1
2 }w}L2p⌦

T

q § C⌧ Ñ 0 lorsque ⌧ Ñ 0.
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De même,

|I6| §
´

C
T {⌧
ÿ

n“1

⌧ }rpC⌧
hq}2L2p⌦q dt

¯

1
2
´

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

}w ´ wh}2L2p⌦q dt
¯

1
2

§ Ch }w}H1p⌦q § Ch Ñ 0 lorsque h Ñ 0,

|I7| §
´

C
T {⌧
ÿ

n“1

⌧ }rpC⌧
hq ´ rpcnhq}2L2p⌦q dt

¯

1
2
´

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

}wh ´ w}2L2p⌦q dt
¯

1
2

§ C⌧ }r1}L8pRq

´

1`}v}L8p⌦q`}v}2L8p⌦q

¯

1
2 }wh ´ w}L2p⌦

T

q § C⌧ Ñ 0 lorsque h Ñ 0, et ⌧ Ñ 0

et

|I8| § }p ` �}L2p⌦q

´

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

}wh ´ w}2L2p⌦q dt
¯

1
2 § Ch }w}H1p⌦q § Ch Ñ 0 lorsque h Ñ 0.

On regarde à présent l’équation

ª T

0

pSpvhq´ 1
2 ´1VC

⌧
h, uq dt ´

ª T

0

pC⌧
h , div uq dt ´

ª T

0

pSpvhq´1 ´1vhC
⌧
h , uq dt “

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

pSpvhq´ 1
2 ´1pVC

⌧
h ´ vc

nq, uq dt `
T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

pSpvhq´ 1
2 ´1vc

n
h, u ´ uhq dt

`
T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

pcnh ´ C⌧
h , div uq dt `

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

pcn, divpuh ´ uqq dt

`
T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

pvhpcnh ´ C⌧
hq, uq dt `

T {⌧
ÿ

n“1

ª t
n

t
n´1

pvhcnh, uh ´ uq dt (6.100)

pour tout u P L2p0, T ;H2p⌦qq et uh “ ⇧hpuq. Le membre de gauche converge vers la
limite désirée. En effet,
ª T

0

pSpvhq´1 ´1vhC
⌧
h , uq dt “

ª T

0

pSpvhq´1 ´1vC⌧
h , uq dt`

ª T

0

pSpvhq´1 ´1pvh´vqC⌧
h , uq dt.

Comme v P L8p⌦q, le premier terme du membre de droite converge vers la limite désirée
grâce en particulier à la convergence forte de vh vers v dans L2p⌦T q et presque partout.
De même, le second terme de droite s’annule car vh ´ v P pL8p⌦qqN .
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Il reste à présent à montrer que le membre de droite de (6.100) s’annule à la limite. On
note Ii, i “ 1, ..., 6 les termes. On a,

|I1| § C }u}L2p0,T ;L2p⌦qq

´

T {⌧
ÿ

n“1

⌧
›

›

›

Spvhq´ 1
2 ´1pvcnh ´ vc

n´1
h q

›

›

›

2

L2p⌦
T

q

¯

1
2

§ }u}L2p0,T ;L2p⌦qq ⌧
1
2C

´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

1
2
S

´ 1
2

m  ´1
´ § C⌧

1
2 Ñ 0 lorsque ⌧ Ñ 0,

puisque vh est bornée dans L8p⌦q et grâce à (6.44). On a aussi d’après (6.44),

|I2| §
´

T {⌧
ÿ

n“1

⌧
›

›

›

Spvhq´ 1
2 ´1vc

n
h

›

›

›

2

L2p⌦q

¯

1
2
´

T {⌧
ÿ

n“1

}u ´ uh}2L2p⌦q

¯

1
2

§ ⌧
1
2 ´1

´ S
´ 1

2
m sup }vcnh}L2p⌦q

´

T {⌧
ÿ

n“1

1

¯

1
2 }u ´ uh}L2p⌦q

§ S´1
m  ´1

´
´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

1
2 }u ´ uh}L2p⌦q

§ Ch }u}H1p⌦q § Ch.

D’où
|I2| Ñ 0 lorsque h Ñ 0.

De même, toujours grâce à (6.44),

|I3| §
´

T {⌧
ÿ

n“1

⌧
›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q

¯

1
2
´

T {⌧
ÿ

n“1

}divpuq}2L2p⌦q

¯

1
2

§ ⌧C
´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

1
2
´

T {⌧
ÿ

n“1

}divpuq}2L2p⌦q

¯

1
2 § C⌧

1
2 Ñ 0 lorsque ⌧ Ñ 0,

car u P L2p0, T ;Hpdiv;⌦qq.
On a d’après (6.26) et (6.70)

|I4| §
´

T {⌧
ÿ

n“1

⌧ }cnh}2L2p⌦q

¯

1
2
´

T {⌧
ÿ

n“1

}divpu ´ uhq}2L2p⌦q

¯

1
2

§ Ch }u}H2p⌦q § Ch Ñ 0 lorsque h Ñ 0.

Comme }vh}pL8p⌦qqN § C, on a grâce à (6.44)

|I5| § C
´

T {⌧
ÿ

n“1

⌧
›

›cnh ´ cn´1
h

›

›

2

L2p⌦q

¯

1
2 }u}L2p0,T ;L2p⌦qq

§ ⌧C
´

1 ` }v}L8p⌦q ` }v}2L8p⌦q

¯

1
2 }u}L2p0,T ;L2p⌦qq § C⌧ Ñ 0 lorsque ⌧ Ñ 0.
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De même,

|I6| § C
´

T {⌧
ÿ

n“1

⌧ }cnh}2L2p⌦q

¯

1
2
´

T {⌧
ÿ

n“1

}u ´ uh}2L2p⌦q

¯

1
2 § Ch }u}2H1p⌦q

§ Ch Ñ 0 lorsque h Ñ 0.

Théorème 6.2.6 L’ensemble de la suite pC⌧
h , VC

⌧
hq converge vers la solution pc, vcq de

(6.69).

Preuve. En utilisant le résultat du lemme précédent et le fait que la solution de ce problème
est unique, on a pc#, v#c q “ pc, vcq et l’ensemble de la suite pC⌧

h , V
⌧
C hq converge vers cette

limite.

Remarque 6.2.4 La convergence du schéma discret pour le problème adjoint se dé-
montre de même.
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Chapitre 7

Tests numériques

Dans ce chapitre, nous illustrons numériquement le comportement de la solution de
notre problème. Nous nous plaçons dans le même cadre que dans les Chapitres 3, 4 et 6
dont nous rappelons les hypothèses :

— on suppose que B⌦ est de classe C2 et qu’une des deux hypothèses suivantes est
vérifiée (afin d’assurer v P L8p⌦T q) :

 P pC1p¯⌦qqNˆN ,

 “ ˚Id avec ˚
:

¯

⌦ Ñ R et ˚ P C1p¯⌦q ;

— l’isotherme r est une fonction de classe C1, concave, dérivable à dérivée bornée sur
R` et telle qu’il existe r` P R`

|rpxq| § r` |x| , @x P R ;

— le facteur de retard est tel que R ° 0 ;

— la concentration initiale est c0 P H1p⌦q avec 0 § c0 § 1 presque partout dans ⌦ ;

— la fonction g appartient à L8p⌦q ;

— la fonction p fiÑ fp¨, pq est de classe C1, croissante, définie sur R` et strictement
concave ;

— la fonction D : ⌦ˆR` Ñ R` est telle que pour presque tout x P ⌦, c P R` fiÑ Dpx, cq
est une fonction continue et bornée qui satisfait

pt, xq fiÑ Dpx, cpt, xqq P L1p⌦T q si c P L2p⌦T q, BD
Bc • 0,

B2D

Bc2 • 0 et
BD
Bc P L2pR`q ;
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— la donnée v1 est telle qu’il existe un relèvement satisfaisant v1 P pL8p⌦T qqN ,
divpv1q P L8p⌦T q et

≥

⌦ g dx “ ≥

B⌦ v1 ¨ nd� (voir la Remarque 2.3.2 du Chapitre
2) ;

— la porosité  appartient à L8p⌦q et il existe  ´ et  ` des réels tels que

0 †  ´ §  pxq §  `, presque pour tout x P ⌦ ;

— l’opérateur Spvq est supposé donné par (1.2). Notons que d’après la définition (1.2)
du tenseur de dispersion, on a

Spvq⇠ ¨ ⇠ • pSm ` ↵T |v|q |⇠|2 , |Spvq⇠| § pSm ` ↵L |v|q |⇠| @⇠ P RN . (7.1)

On suppose que
Sm ° 0, ↵L ° ↵T • 0.

On suppose qu’il existe des réels ´ et ` avec 0 † ´ § ` tels que le tenseur de
perméabilité vérifie :

⇠ ¨ ⇠ • ´ |⇠|2 et |⇠| § ` |⇠| , @⇠ P RN .

Ce Chapitre est organisé comme suit : dans le paragraphe 7.1, nous rappelons les pro-
blèmes discrets utilisés et donnons l’algorithme de résolution du modèle. Le paragraphe
7.2 résumera les initialisations et les valeurs données aux paramètres pour les simula-
tions. Nous présentons un exemple de la dynamique hydraulique obtenue pour un apport
d’engrais donné dans le paragraphe 7.3. Le paragraphe 7.4 est consacré à l’illustration
du processus de convergence de l’algorithme du gradient conjugué non linéaire associé à
la discrétisation du système d’état selon la méthode du Chapitre 6. Nous présentons les
résultats obtenus, à la fois pour la quantité d’engrais à épandre et pour la concentration
en sous-sol, après une boucle (sous-paragraphe 7.4.1) et cinq boucles (sous-paragraphe
7.4.2). Les illustrations sont complétées par un calcul de l’ordre de convergence en norme
L8 au sous-paragraphe 7.4.3. L’analyse qualitative de la solution optimale calculée est
détaillée dans le paragraphe 7.5.

7.1 Rappel des problèmes discrets et algorithme de ré-
solution

On note l’ensemble E :

E “ tq P L2p⌦T q, 0 § qpt, xq § p̄ presque partout dans ⌦T , q|t“T est définieu,
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et la parcelle agricole S Ä ⌦. De plus, on choisit �1 Y �2 “ B⌦, �1 X �2 “ H, et
�3 Y �4 “ B⌦, �3 X �4 “ H.
On a vu au Chapitre 4 que l’unique solution pour l’optimisation dans E de l’objectif

Jpp, cq “
ª T

0

´

ª

S
fpx, ppt, xqq dx´

ª

⌦

Dpx, cpt, cqq dx
¯

e´⇢t dt´ ⌫
´

ª

⌦

Dpx, cpT, xqq dx
¯

e´⇢T

sous la contrainte
$

’

&

’

%

R Btc ` v ¨ rc ´ divp Spvqrcq “ ´rpcq ´ gc ` p�S dans ⌦T ,
Spvqrc ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, c “ 0 sur �2 ˆ p0, T q,
c|t“0 “ c0 dans ⌦,

et

div v “ g, v “ ´r� dans ⌦T , (7.2)
v ¨ n “ ´v1 ¨ n sur �3 ˆ p0, T q, � “ 0 sur �4 ˆ p0, T q, (7.3)

est déterminée par :

p˚ est solution de
Bf
Bp px, p˚pt, xqq “ µ˚pt, xq�Spxq dans ⌦T , (7.4)

où µ˚ satisfait :

R µ˚pT, xq “ ⌫
BD
Bc px, c˚pT, xqq dans ⌦, (7.5)

R Btµ˚ “ ´v ¨ rµ˚ ´ divp Spvqrµ˚q ` r1pc˚qµ˚ ` µR ⇢ ´ BD
Bc˚ px, c˚q dans ⌦T ,

(7.6)
 Spvqrµ˚ ¨ n ` pv ¨ nq��4µ

˚ ´ pv1 ¨ nq��3µ
˚ “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, µ “ 0 sur �2 ˆ p0, T q,

(7.7)
R Btc˚ ` v ¨ rc˚ ´ divp Spvqrc˚q “ ´rpc˚q ´ gc˚ ` �SF p�SCTµ˚q dans ⌦T , (7.8)
Spvqrc˚ ¨ n “ 0 sur �1 ˆ p0, T q, c˚ “ 0 sur �2 ˆ p0, T q, c˚

|t“0 “ c0 dans ⌦, (7.9)

où on a défini F par Bf
Bp px, F pyqq “ y.

On note h le diamètre des mailles, ⌧ le pas de temps et T le temps maximal de l’étude
avec N “ T {⌧ . On rappelle les problèmes en charge, en concentration et adjoint discrets
construits au Chapitre 6 :
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Problème variationnel discret correspondant au problème en charge (7.2)-
(7.3) :

Trouver �h P ˜Wh et vh P Uh,0 tels que
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

ª T

0

ª

⌦

vh ¨  h dx dt `
ª T

0

ª

⌦

r�h ¨  h dx dt “ 0,

ª T

0

ª

⌦

vh ¨ r'h dx dt `
ª T

0

ª

⌦

g'h dx dt “ 0,

(7.10)

pour tous  h P Uh,0 et 'h P Wh.

Problème variationnel discret correspondant au problème en concentration

(7.8)-(7.9) :

Soient n P t1, ..., Nu et pcn´1
h , vhq donnés dans pWh, Uhq et p donné dans L2p⌦q. Le pro-

blème est de trouver cnh P Wh tel que :

xR pcnh ´ cn´1
h q, why ` ⌧xdivpSpvhq 1

2vc
n
hq, why ` ⌧xrpcn´1

h q, why ´ ⌧xp, why “ 0 (7.11)

xSpvhq´ 1
2 ´1vc

n
h, uhy ´ xcnh, divpuhqy ´ xSpvhq´1 ´1vhc

n
h, uhy “ 0 (7.12)

pour tout pwh, uhq P pWh, Uhq tel que �uh P Uh,0. Le schéma est initialisé par c0h donné
dans Wh.

Problème variationnel discret correspondant au problème adjoint (7.5)-(7.7) :

Soient n P t1, ..., Nu, µn´1
h et cph, 0 § p § N donnés dans Wh, vh donné dans Uh. Le

problème est de trouver µn
h P Wh tel que :

xR pµn
h ´ µn´1

h q, why ` ⌧xdivpSpvhq 1
2vµ

n
hq, why ` ⌧xr1pcT {⌧´n

h qµn
h, why ` ⌧xR ⇢µn

h, why
´ ⌧xBD

Bc pcT {⌧´n
h q, why ` ⌧xgµn

h, why “ 0 (7.13)

xSpvhq´ 1
2 ´1vµ

n
h, uhy ´ xµn

h, divpuhqy ` xSpvhq´1 ´1vhµ
n
h, uhy “ 0 (7.14)

pour tout pwh, uhq P Wh ˆ Uh tel que �uh P Uh,0. Le schéma est initialisé par R µ0
h “

BD
Bc pcT {⌧

h q.
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Nous utilisons le logiciel FreeFem++ (voir Hecht et al [45]) pour nos simulations. La
solution optimale est calculée en réitérant un algorithme de gradient conjugué non
linéaire pour la résolution de (7.4) couplé au schéma (7.10)-(7.14) :

(Alg)

Calcul de �h vérifiant (7.10).
Étape 0 : initialisation
i “ 0, pn,ih “ pnh données quelconques dans Wh, 0 § n § N .
Pour i “ i ` 1 :
Étape 1 : résolution des problèmes en concentration et adjoint discrets

calcul des cnh vérifiant (7.11)-(7.12), pour p “ pnh,

calcul des µn
h vérifiant (7.13)-(7.14).

Étape 2 : gradient conjugué non linéaire

calcul des pn,ih solutions de f 1ppn,ih q “ µn
h.

Critère d’arrêt : max1§n§N

ˇ

ˇpn,i´1
h ´ pn,ih

ˇ

ˇ † s, s=seuil donné.

7.2 Simulations numériques : initialisation
Nous présentons dans le cadre ci-dessous les données utilisées pour les simulations.

Conditions aux bords
— pour le problème en charge : mixtes Neumann homogène (en haut et à gauche) et

Dirichlet homogène (en bas et à droite),

— pour le problème en concentration : Neumann homogène,

— pour le problème adjoint : imposées par (7.7).

Initialisation
— c0h “ 0,

— pn,0h “ 0.05 pour tout temps n, à la surface du champ pour x P r0; 0.5s.
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Paramètres :
Sp “ 0 ; Sm “ 0.01 ; R “ 1 ;  “ 39.04 ;  “ 0.3 ; g “ 0.5 ; ⇢ “ 0.05.

Fonction de réaction : rpcq “ c2.

Fonctions de production et de dommages : fppq “ lnppq
103 ; Dpcq “ c2e´p7.5´10xq2 .

Domaine carré 1 ˆ 1 ; pas de temps ⌧ “ 0.01 ; pas d’espace h “ 0.01.

On choisit des éléments finis P1 pour cnh, pnh et vnh , et P2 pour �h.

Remarque 7.2.1 Les valeurs prises pour les paramètres physiques correspondent à celles
indiquées en référence dans le paragraphe 1.3 du Chapitre 1. Les fonctions de production
et dommages sont par contre choisies de façon purement académique.

Remarque 7.2.2 La fonction dommages Dpcq “ c2e´p7.5´10xq2 prend en compte le pom-
page au niveau du puits, que l’on caractérise ici par e´p7.5´10xq2.

Remarque 7.2.3 L’initialisation de pn,0h est bien sûr totalement arbitraire. Par ailleurs,
il est bien évident que l’épandage d’engrais ne se fait pas en continu par l’agriculteur.
Cependant, on peut raisonnablement supposer que l’engrais épandu s’infiltre de façon
continue dans le sous-sol après son application.

On lance 300 itérations, représentant une simulation de trois jours au vu du pas de
temps ⌧ . Il s’avère que si le seuil du test d’arrêt est 10

´3, on renouvelle les étapes de
l’algorithme présenté au paragraphe précédent quinze fois (quinze boucles), c’est-à-dire
que l’on utilise le gradient conjugué non linéaire à quinze reprises.

Par la suite, nous ferons un agrandissement au niveau du champ comme présenté
dans la Figure 7.1 afin de mieux visualiser la quantité d’engrais optimale à épandre.
On représente dans la Figure 7.2 la fonction pompage au niveau du puits de captage
(figure de gauche), et la vitesse du fluide solution du problème discret (7.10) (figure de
droite). Les données ont été choisies pour que la vitesse soit dirigée vers la droite où se
situe le puits de captage.
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Figure 7.1 – Visualisation de pnh

  

0

z

x

  

Figure 7.2 – Fonction pompage et vecteur vitesse
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7.3 Transport du contaminant pour un apport en en-
grais donné

On représente sur la Figure 7.3 l’initialisation pn,0h . Afin d’illustrer le comportement d’une
nappe phréatique après un apport d’engrais, nous présentons ici les résultats en concen-
tration obtenus par (7.11)-(7.12) pour p “ pn,0h . Les Figures 7.4, 7.5 et 7.6 représentent
la concentration présente dans l’aquifère aux premier, deuxième et troisième jours (c’est-
à-dire pour n “ 100, 200 et 300).

Figure 7.3 – Quantité d’engrais initialement épandue

Au premier jour (Figure 7.4), on constate que la concentration est bien nulle sur une
grande partie de l’aquifère. Cependant, la propagation de la pollution a nettement com-
mencé : on remarque une accumulation en haut à gauche de la figure, qui correspond
au sous-sol au niveau du début du champ agricole. Cela est dû au fait que la vitesse à
ce niveau de la nappe est faible (de l’ordre de 0.018 mètres par jour, voir Figure 7.2).
La propagation n’est donc pas rapide et le fait d’épandre de l’engrais à chaque itération
implique la formation de cette masse. Si on s’intéresse à la partie plus éloignée du champ
se rapprochant du puits de captage, on peut constater des "trainées" horizontales, avec
des concentrations de l’ordre de 10

´5, représentant le déplacement du polluant épandu à
la fin du champ. La vitesse entre les points de coordonnées 0.2 et 0.5 mètres étant de 0.1
mètres par jour, la pollution ayant été épandue à 0.5 mètres est à présent à environ 0.6
mètres de l’entrée du champ.
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Jour 1

Figure 7.4 – Concentrations (résolution initiale) au premier jour.

  

Jour 2

Figure 7.5 – Concentrations (résolution initiale) au deuxième jour.

La concentration au deuxième jour (Figure 7.5) est similaire à celle du premier jour en ce
qui concerne le début du champ. On remarque cependant que la concentration est plus
importante, de l’ordre de 10

´4. En revanche, on constate que les trainées horizontales
sont nettement moins marquées. Cela est dû au fait que la pollution a atteint le puits
(situé à 0.75 mètres) et a donc été pompée.
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Jour 3

Figure 7.6 – Concentrations (résolution initiale) au troisième jour.

Au troisième jour (Figure 7.6), les trainées ne sont pratiquement plus visibles, tout le
nitrate déjà transporté ayant été pompé au puits et celui présent au début du champ
n’ayant pas encore parcouru suffisamment de distance. On remarque que l’accumulation
au niveau du sous-sol sous le début du champ a encore augmenté et est de l’ordre de
2 ˆ 10

´4.

7.4 Détail du processus de convergence
de l’algorithme (Alg)

7.4.1 Approximation de la solution optimale après une boucle

La Figure 7.7 représente les solutions obtenues grâce au gradient conjugué non linéaire
à l’issue de la première boucle de l’algorithme (Alg) pour la quantité optimale d’engrais
à épandre aux premier, deuxième et troisième jours (n “ 100, 200 et 300) à la surface
du champ. On remarque également que l’épandage est visiblement réparti de manière
homogène sur toute la surface du domaine.
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Jour 2

Jour 3

Jour 1

Figure 7.7 – pn,1h pour n “ 100, 200, 300

7.4.2 Approximation de la solution optimale après 5 boucles

On ré-itère ce processus quatre fois. On obtient donc pn,5h après calcul par le gradient
conjugué non linéaire. La Figure 7.8 le représente pour n “ 100, 200, 300. On constate
que la quantité d’engrais à épandre est du même ordre qu’après une seule boucle d’ité-
ration de passage par le gradient (voir Figure 7.7). En revanche, l’épandage ne devrait
pas être autant homogène : en effet, on constate qu’il devrait être moins important au
niveau du puits de pompage (ce qui paraît logique) et plus important sur le premier
tiers du champ. L’épandage pour le deuxième jour est similaire à celui du premier jour,
avec une quantité moindre au niveau du puits. En revanche, au troisième jour, cette
restriction est nettement plus visible, avec un arrêt total d’épandage au puits de captage
et aux alentours correspondant au cône de pompage.
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Jour 2

Jour 3

pompage

pompage

Jour 1
pompage

Figure 7.8 – pn,5h pour n “ 100, 200, 300

7.4.3 Étude de la convergence de l’algorithme (Alg)

Convergence de l’algorithme du gradient

Afin d’illustrer la convergence de l’algorithme (Alg), nous avons calculé la différence entre
les pnh issus de la boucle i et ceux issus de la boucle i ´ 1 et fait la moyenne à l’issue de
chaque boucle. Le calcul est le suivant :

∞n
max

n“0

∞h
max

h“0

ˇ

ˇpn,i´1
h ´ pn,ih

ˇ

ˇ

nmax ˆ hmax

avec ici nmax “ 301 et hmax “ 100.
Nous présentons les résultats sur vingt boucles.
On constate que la moyenne décroît au fil des boucles, ce qui illustre la convergence de
l’algorithme (Alg). Le résultat pour la première boucle, proche de 10, correspond en
fait à la moyenne des pn,1h . Dès la cinquième boucle, la moyenne des

ˇ

ˇpn,i´1
h ´ pn,ih

ˇ

ˇ est de
l’ordre de 0.05. On peut considérer que les résultats présentés à l’issue de la quinzième
boucle sont corrects, la moyenne de l’erreur étant de l’ordre de 5 ˆ 10

´4.
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Figure 7.9 – Moyenne des
ˇ

ˇpn,i´1
h ´ pn,ih

ˇ

ˇ pour vingt boucles de calcul (1 § i § 20).

Étude de l’objectif

Nous allons à présent observer le comportement de l’objectif obtenu à l’issue des boucles
du programme. Nous le rappelons ci-dessous :

ª T

0

´

ª

S
fpx, ppt, x1qqe´⇢t dx ´

ª

⌦

Dpx, cpt, xqqe´⇢t dx
¯

´ ⌫e´⇢T
ª

⌦

Dpx, cpT, xqq dx.

Dans le cadre de nos simulations, il s’écrit comme suit :
ª T

0

´

ª

S
lnppqe´⇢t dx ´

ª

⌦

c2e´⇢t dx
¯

´ e´⇢T
ª

⌦

c2 dx.

La Figure 7.10 représente l’évolution de la valeur de l’objectif au cours des vingt pre-
mières boucles du programme. L’objectif est croissant jusqu’à la quatorzième itération,
puis est légèrement décroissant ensuite mais reste stable. Cette dernière stabilité rejoint
le résultat obtenu grâce au calcul de l’erreur, à savoir qu’il illustre que l’on peut stopper
le programme au bout de quinze itérations. La croissance de l’objectif (sur les quatorze
premières itérations) témoigne du processus effectif d’optimisation.
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Figure 7.10 – Objectif en fonction de vingt boucles.

7.5 Étude de la solution optimale
Comme montré dans le paragraphe précédent, nous considérons sur cet exemple la
solution comme optimale au bout de quinze boucles. Les résultats obtenus sont présentés
dans les figures qui suivent.

  

Jour 2

Jour 3

pompage

pompage

pompage
Jour 1

Figure 7.11 – Approximation de la solution optimale après 15 boucles de (Alg), pn,15h

pour n “ 100, 200, 300.

La Figure 7.11 représente les apports optimaux d’engrais aux premier, deuxième
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et troisième jours. Le premier jour, l’apport prend des valeurs maximales sur le début
du champ, de l’ordre de 8 g.L´1.jour´1. On constate qu’au niveau du puits de pompage,
cette quantité est moitié moindre. Cependant, on notera que l’engrais n’est pas proscrit
autour du puits. On remarque que l’attitude à adopter au deuxième jour est similaire à
celle du premier jour. En revanche, l’épandage au puits (et aux alentours correspondant
au cône de pompage) est proscrit au troisième jour.

  

Jour 1

Figure 7.12 – Approximation de la concentration optimale après 15 boucles : au premier
jour, c100,15h .

La Figure 7.12 ci-dessus représente les cnh optimales, c’est-à-dire calculées par (7.11)-
(7.12) pour p “ pn,15h au premier jour (pour n “ 100). On retrouve une accumulation de
la concentration au début du champ de l’ordre de 5 ˆ 10

´2 g.L´1.
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Jour 2

Figure 7.13 – Approximation de la concentration optimale après 15 boucles : au
deuxième jour, c200,15h .

  

Jour 3

Figure 7.14 – Approximation de la concentration optimale après 15 boucles : au troisième
jour, c300,15h .

La concentration au début du champ augmente de jours en jours. Au deuxième jour
(Figure 7.13), elle est de l’ordre de 1, 1 ˆ 10

´1 g.L´1. Au troisième jour (Figure 7.14), la
concentration au début du champ est de l’ordre de 1, 6 ˆ 10

´1 g.L´1.
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Résumé

Ce travail s’inscrit dans un contexte de contrôle de la pollution des ressources en eau. On
s’intéresse plus particulièrement à l’impact des engrais d’origine agricole sur la qualité de l’eau,
en alliant modélisation économique et hydrogéologique. Pour cela, nous définissons d’une part un
objectif économique spatio-temporel prenant en compte le compromis entre l’utilisation d’engrais
et les coûts de dépollution. D’autre part, nous décrivons le transport du polluant dans le sous-sol
(3D en espace) par un système non linéaire d’équations aux dérivées partielles couplées de type
parabolique (réaction-convection-dispersion) et elliptique dans un domaine borné.
Nous prouvons l’existence globale d’une solution au problème de contrôle optimal. L’unicité est
quant à elle démontrée par analyse asymptotique pour le problème effectif tenant compte de la
faible concentration d’engrais en sous-sol.
Nous établissons les conditions nécessaires d’optimalité et le problème adjoint associé à notre
modèle. Quelques exemples analytiques sont donnés et illustrés.
Nous élargissons ces résultats au cadre de la théorie des jeux, où plusieurs joueurs interviennent,
et prouvons notamment l’existence d’un équilibre de Nash.
Enfin, ce travail est illustré par des résultats numériques (2D en espace), obtenus en couplant
un schéma de type Éléments Finis Mixtes avec un algorithme de gradient conjugué non linéaire.
Mots clés : Équations aux dérivées partielles ; contrôle optimal ; systèmes couplés non-linéaires ;
équations aux dérivées partielles paraboliques et équations aux dérivées partielles elliptiques ;
analyse asymptotique ; schéma Éléments Finis ; simulations numériques.

Abstract

This work is devoted to water ressources pollution control. We especially focus on the impact of
agricultural fertilizer on water quality, by combining economical and hydrogeological modeling.
We define, on one hand, the spatio-temporal objective, taking into account the trade off between
fertilizer use and the cleaning costs. On an other hand, we describe the pollutant transport in
the underground (3D in space) by a nonlinear system coupling a parabolic partial differential
equation (reaction-advection-dispersion) with an elliptic one in a bounded domain.
We prove the global existence of the solution of the optimal control problem. The uniqueness is
proved by asymptotic analysis for the effective problem taking into account the low concentra-
tion fertilizer.
We define the optimal necessary conditions and the adjoint problem associated to the model.
Some analytical results are provided and illustrated. We extend these results within the frame-
work of game theory, where several players are involved, and we prove the existence of a Nash
equilibrium.
Finally, this work is illustrated by numerical results (2D in space), produced by coupling a Mixed
Finite Element scheme with a nonlinear conjugate gradient algorithm.
Key words : Partial differential equations ; optimal control ; parabolic partial differential equa-
tion and elliptic partial differential equation ; nonlinear coupled systems ; asymptotic analysis ;
Finite Element method ; numerical simulations.
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