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RÉSUMÉ

La qualité des prévisions météorologiques repose principalement sur la qualité du modèle
utilisé et de son état initial. Cet état initial est reconstitué en combinant les informations pro-
venant du modèle et des observations disponibles en utilisant des techniques d’assimilation
de données. Historiquement, les prévisions et l’assimilation sont réalisées dans l’atmosphère
et l’océan de manière découplée. Cependant, les centres opérationnels développent et utilisent
de plus en plus des modèles couplés océan-atmosphère. Or, assimiler des données de manière
découplée n’est pas satisfaisant pour des systèmes couplés. En effet, l’état initial ainsi obtenu
présente des inconsistances de flux à l’interface entre les milieux, engendrant des erreurs de
prévision. Il y a donc besoin d’adapter les méthodes d’assimilation aux systèmes couplés. Ces
travaux de thèse s’inscrivent dans ce contexte et ont été effectués dans le cadre du projet FP7
ERA-Clim2, visant à produire une réanalyse globale du système terrestre.

Dans une première partie, nous introduisons les notions d’assimilation de données, de
couplage et les différentes méthodologies existantes appliquées au problème de l’assimilation
couplée. Ces méthodologies n’étant pas satisfaisantes en terme de qualité de couplage ou de
coût de calcul, nous proposons, dans une seconde partie, des méthodes alternatives. Nous fai-
sons le choix de méthodes d’assimilation basées sur la théorie du contrôle optimal. Ces alter-
natives se distinguent alors par le choix de la fonction coût à minimiser, des variables contrô-
lées et de l’algorithme de couplage utilisé. Une étude théorique de ces algorithmes a permis
de déterminer un critère nécessaire et suffisant de convergence dans un cadre linéaire. Pour
conclure cette seconde partie, les performances des différentes méthodes introduites sont éva-
luées en terme de qualité de l’analyse produite et de coût de calcul à l’aide d’un modèle couplé
linéaire 1D. Dans une troisième et dernière partie, un modèle couplé non-linéaire 1D incluant
des paramétrisations physique a été développé et implémenté dans OOPS (Object-Oriented
Prediction System) qui est une surcouche logicielle permettant la mise en œuvre d’un ensemble
d’algorithmes d’assimilation de données. Nous avons alors pu évaluer la robustesse de nos al-
gorithmes dans un cadre plus réaliste, et conclure sur leurs performances vis à vis de méthodes
existantes. Le fait d’avoir développé nos méthodes dans le cadre de OOPS devrait permettre à
l’avenir de les appliquer aisément à des modèles réalistes de prévision. Nous exposons enfin
quelques perspectives d’amélioration de ces algorithmes.
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ABSTRACT

In the context of operational meteorology and oceanography, forecast skills heavily rely on
the model used and its initial state. This initial state is produced by a proper combination of
model dynamics and available observations via data assimilation techniques. Historically, nu-
merical weather prediction is made separately for the ocean and the atmosphere in an uncou-
pled way. However, in recent years, fully coupled ocean-atmosphere models are increasingly
used in operational centres. Yet the use of separated data assimilation schemes in each me-
dium is not satisfactory for coupled problems. Indeed, the result of such assimilation process
is generally inconsistent across the interface, thus leading to unacceptable artefacts. Hence,
there is a strong need for adapting existing data assimilation techniques to the coupled frame-
work. This PhD thesis is related to this context and is part of the FP7 ERA-Clim2 project, which
aim to produce an earth system global reanalysis.

We first introduce data assimilation and model coupling concepts, followed by some exis-
ting algorithms of coupled data assimilation. Since these methods are not satisfactory in terms
of coupling strengh or numerical cost, we suggest, in a second part, some alternatives. These
are based on optimal control theory and differ by the choice of the cost function to minimize,
controled variable and coupling algorithm used. A theoretical study of these algorithms exhi-
bits a necessary and sufficient convergence criterion in a linear case. To conclude about this
second part, the different methods are compared in terms of analysis quality and numerical
cost using a 1D linear model. In a third part, a 1D non-linear model with subgrid parame-
trizations was developed and implemented in OOPS (Object-Oriented Prediction System), a
software overlay allowing the implementation of a set of data assimilation algorithms. We then
assess the robustness of the different algorithms in a more realistic case, and concluded about
their performances against existing methods. By implementing our methods in OOPS, we hope
it should be easier to use them with operational forecast models. Finally, we expose some pro-
pects for improving these algorithms.





Table des matières

Introduction 1

I État des lieux 7

1 Méthodes usuelles d’assimilation de données 11
1.1 Principe de l’assimilation de données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2 Les méthodes stochastiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.3 Les méthodes variationnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2 Le couplage au sein des modèles de prévision 31
2.1 Modélisation et physique de l’océan et de l’atmosphère . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.2 Le problème du couplage océan-atmosphère . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.3 Méthodes de couplage usuelles et méthode de Schwarz . . . . . . . . . . . . . . . 38

3 Histoire du développement de l’assimilation de données couplée 43
3.1 Motivations et vocabulaire de l’assimilation de données couplée . . . . . . . . . . 44
3.2 Méthodes d’assimilation de données introduites au fil du temps . . . . . . . . . . 46
3.3 Objectifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Synthèse des notations 55

II Étude et développement d’algorithmes d’assimilation de données variation-
nelle couplée 59

4 Introduction de quelques méthodes d’assimilation couplée 63
4.1 Méthodes d’assimilation de données couplée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
4.2 Étude de convergence des algorithmes d’assimilation couplée . . . . . . . . . . . 74

5 Évaluation numérique de quelques algorithmes d’assimilation couplée dans un cadre
linéaire 85
5.1 Description d’un modèle simple colonne de diffusion . . . . . . . . . . . . . . . . 85
5.2 Assimilation d’une observation colonne unique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
5.3 Discussions et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

vii



viii TABLE DES MATIÈRES

III Évaluation d’algorithmes d’assimilation avec un modèle couplé colonne au
sein d’un système de prévision complexe 101

6 Un modèle couplé simple colonne avec paramétrisations sous-maille 105
6.1 Description du modèle couplé colonne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
6.2 Choix d’implémentation du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
6.3 Stratégies de couplage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

7 Implémentation de modèles et d’algorithmes dans OOPS 119
7.1 Introduction à OOPS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
7.2 Implémentation du modèle couplé simple colonne dans OOPS . . . . . . . . . . . 121
7.3 Implémentation du terme J s dans OOPS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
7.4 Test du gradient et évaluation de la fonction coût linéaire . . . . . . . . . . . . . . 129

8 Évaluation numérique de quelques algorithmes d’assimilation couplée dans un cadre
non-linéaire 131
8.1 Création d’un jeu de données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
8.2 Description des expériences numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
8.3 Résultats et discussions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

Conclusions et perspectives 161

Annexes

A Liste des classes d’interfaces de OOPS et de leurs méthodes à implémenter 169

Bibliographie 175



Introduction
Le système terrestre et son étude

La terre est un système complexe composé de nombreux milieux interagissant entre eux
comme l’atmosphère et l’océan (voir figure I), mais aussi la glace de mer, les continents etc.

FIGURE I – À gauche : la terre vue de l’espace par un satellite permettant de visualiser la circula-
tion atmosphérique grâce aux nuages. À droite : un planisphère dont la représentation met en
valeur l’importance de l’océan à la surface de la terre

Historiquement, l’Homme a cherché à comprendre comment évoluaient ces différentes
composantes du système terrestre. Il est ainsi parvenu à décrire l’état de ces milieux par l’in-
termédiaire de différentes lois et paramétrisations physiques et mathématiques que l’on ap-
pelle des modèles. Un modèle est une représentation d’un système permettant de le décrire
via un ensemble d’équations. On pourrait dire qu’il s’agit d’un objet mathématique abstrait
permettant de représenter le réel. Or, si l’on est capable de représenter l’évolution passée ou
présente d’un système avec un modèle, on est en droit de penser que l’on peut estimer son
état futur. C’est ainsi que les premiers modèles de prévisions ont été créés, tentant d’estimer
l’évolution des différents paramètres (températures, vitesses...) de l’atmosphère, de l’océan, des
continents etc. Aujourd’hui, ces modèles de prévision sont de plus en plus précis et sont utiles
dans de nombreux secteurs tels que l’industrie, la défense ou encore l’agriculture.
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2 INTRODUCTION

Modélisation d’un système

L’évolution temporelle d’un système, tel que l’atmosphère, est décrite par un modèle gé-
néralement constitué d’un ensemble d’équations. Basiquement, nous pouvons représenter un
modèle M comme étant constitué d’une équation différentielle et d’une condition initiale :

M :


∂x

∂t
= f (x, t )

x(t0) = x0

où x(t ) est un vecteur représentant l’état du système au cours du temps, par exemple la tem-
pérature, la vitesse du vent ou encore l’humidité de l’air. x0 est la condition initiale à l’instant
t = t0 et f est une fonction de l’état et du temps. Notons S l’espace fonctionnel de x(t ). Nous
considérons que x0 ∈ S , M : S → S et que x(t ) = Mt0→t (x0) représente l’intégration du mo-
dèle jusqu’au temps t , et correspond à la prévision de l’état du système au temps t .

Réalisation d’une prévision

La prévision au temps t , notée x(t ), est le résultat d’une suite de processus appelée chaîne
de prévision (schématisée par la figure II), qui peut être résumée en deux étapes :

— la première consiste à initialiser correctement le modèle de prévision en lui procurant un
état initial (précédemment x0) le plus juste possible ainsi que de bonnes conditions aux
frontières. Cet état initial est l’analyse et doit se rapprocher le plus possible de l’état vrai,
c’est à dire l’état réel du système (qui n’est pas connu). Cette analyse est créée à partir de
la connaissance a priori du système (souvent la prévision précédente) que l’on appelle
ébauche ou background ainsi que des observations disponibles. On appelle cette étape
l’assimilation de données.

— la deuxième étape consiste ensuite à intégrer le modèle à partir de l’analyse pour créer
une nouvelle prévision.

Prévision
précédente

Ébauche

Observations

Assimilation
de données

Analyse
Intégration
du modèle

Nouvelle
prévision

FIGURE II – Schématisation de la chaîne d’exécution lors d’une prévision météorologique

La qualité d’une prévision dépend de plusieurs facteurs, dont deux principaux :

— la qualité du modèle de prévision,

— la qualité de l’assimilation de données pour fournir une bonne analyse au modèle.
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L’étude du système terrestre

Via les analyses

Les analyses ne servent pas seulement à fournir un état initial à un modèle pour réaliser
une prévision. En effet, il s’agit également de la meilleure estimation de l’état d’un système
que l’on dispose à un moment donné. Ainsi, en concaténant plusieurs analyses réalisées, il
est possible d’obtenir une évolution temporelle de ce système. Ces analyses temporelles per-
mettent par exemple d’étudier le comportement de l’atmosphère ou de l’océan à des échelles
régionales, mais présentent quelques limites. En effet, au moment de la création d’une ana-
lyse, de nombreuses observations ne sont pas encore disponibles (relevés en cours, retards de
transmission, etc). Or, l’analyse est tout de même produite avec les observations incomplètes
puisque les prévisions doivent être fournies le plus rapidement possible. De plus, le modèle
de prévision et le système d’assimilation évoluant en permanence, une analyse créée aujour-
d’hui sera généralement de meilleure qualité qu’une analyse créée il y a dix ans à partir d’un
même jeu de données. Le manque d’observations et l’évolution du système d’assimilation im-
pliquent que l’analyse n’est pas le meilleur candidat pour décrire l’évolution d’un système sur
de longues périodes temporelles. C’est pourquoi les réanalyses, que nous allons décrire, seront
généralement préférées aux analyses.

Les réanalyses préférées aux analyses

Une réanalyse est une analyse créée sur une période temporelle passée avec l’ensemble
des observations disponibles et un unique système d’assimilation de données. Nous pouvons
par exemple citer la réanalyse atmosphérique ERA-20C 1 du Centre Européen pour les Prévi-
sions Météorologiques à Moyen Terme (CEPMMT) qui couvre la période entre Janvier 1900 et
Décembre 2010. Utiliser le même système d’assimilation de données sur toute la période tem-
porelle permet de comparer de manière objective l’état du système à deux moments différents.
En effet, les différences observées par exemple dans ERA-20C entre le mois de janvier 2005 et
janvier 2010 ne seront pas dues à un changement du système d’assimilation, comme cela pour-
rait être le cas entre deux analyses à ces deux dates. De plus, a contrario d’une analyse, une
réanalyse pourra bénéficier de l’intégralité des observations réalisées sur la période temporelle
considérée. Enfin, un dernier argument en faveur des réanalyses est la cohérence temporelle
de ces dernières par rapport aux analyses. En effet, les analyses ne sont effectuées qu’à cer-
tains moments, il n’y a donc pas de continuité au cours du temps. Les réanalyses sont quant
à elles effectuées sur des fenêtres temporelles complètes, avec un même système, permettant
alors d’obtenir cette continuité. C’est pour l’ensemble de ces raisons que les réanalyses seront
souvent préférées aux analyses pour étudier les systèmes atmosphériques ou océaniques.

Les enjeux de l’assimilation de donnée couplée

La qualité d’une analyse, d’une réanalyse ou d’une prévision est en partie conditionnée par
la qualité du système d’assimilation et du modèle. Des efforts sont donc fournis par les diffé-
rents centres de prévisions pour perfectionner leurs différents systèmes. En ce qui concerne
les modèles de prévision d’atmosphère et d’océan, il a pu être mis en évidence que la prise en

1. Réanalyse effectuée par le Centre Européen de Prévisions Météorologiques à Moyen Terme. Voir http://
www.era-clim.eu/ pour plus d’informations.

http://www.era-clim.eu/
http://www.era-clim.eu/
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compte des interactions à l’interface air-mer est un facteur déterminant pour la qualité des pré-
visions (voir par exemple Cane et al. (1986) ou Lemarié et al. (2014)). En effet, le couplage per-
met une rétroaction de l’atmosphère sur l’océan et vice-versa lorsqu’un changement survient
dans un des deux milieux (hausse de température, précipitations, etc). Les systèmes peuvent
alors s’équilibrer au cours de l’intégration du modèle, permettant de produire une prévision de
meilleure qualité, notamment proche de l’interface air-mer. C’est pourquoi de nombreux mo-
dèles couplés océan-atmosphère sont développés ces dernières années et seront certainement
bientôt utilisés par les centres météorologiques pour réaliser leurs prévisions à court terme.

Les systèmes d’assimilation vont devoir, en toute logique, être adaptés à ces nouveaux mo-
dèles couplés afin de leur fournir une analyse en accord avec leur dynamique couplée. En effet,
si l’état initial n’est pas en équilibre à l’interface, le modèle couplé cherchera à rétablir cet équi-
libre, dégradant par conséquent la prévision (Mulholland et al., 2015). Nous appellerons assi-
milation de données couplée le fait de produire une analyse en équilibre à l’interface air-mer.
De plus, l’utilisation des méthodes d’assimilation couplée peut être utile dans le but d’augmen-
ter le réalisme des réanalyses. En effet, ces méthodes devraient permettre de mieux représenter
la dynamique des milieux à l’interface air-mer et leurs interactions. L’assimilation couplée offre
également la possibilité qu’une observation dans un milieu ait une influence sur l’autre milieu.
C’est pourquoi les premières réanalyses couplées sont actuellement créées et que le dévelop-
pement de systèmes d’assimilation de données couplée est devenu un des enjeux majeurs des
centres météorologiques ces dernières années. Nous pouvons citer par exemple le projet euro-
péen FP7 ERA-Clim2 2, visant à reproduire une réanalyse couplée globale du système terrestre.
La réanalyse couplée CERA-20C 3 a ainsi été produite dans le cadre de ce projet européen. Ces
travaux de thèse ont été financés dans le cadre du projet ERA-Clim2, au sein du work package
n°2 portant sur le développement de nouvelles méthodes d’assimilation de données couplées.
L’ensemble de ces enjeux ont pu être cités au cours de la dernière conférence internationale
sur l’assimilation de données couplée 4, à laquelle a été présenté une partie de ces travaux.
Notons que de nombreux autres enjeux existent pour l’assimilation couplée, que nous pou-
vons retrouver dans le rapport publié par l’Organisation Météorologique Mondiale à la suite de
cette conférence (Penny et al., 2017).

Objectifs et organisation du manuscrit

De nombreuses méthodes d’assimilation de données couplée ont été développées ces der-
nières années, utilisant divers modèles couplés. Nous pouvons cependant regretter que dans la
plupart des cas, peu d’attention est portée à la qualité du couplage au sein du modèle. Or, la ma-
jorité des modèles couplés utilisés ne prennent en compte que partiellement les interactions
à l’interface air-mer. L’analyse créée n’est donc que partiellement couplée. Il existe des mé-
thodes de couplage itératives permettant de coupler fortement les deux milieux. L’atmosphère
et l’océan sont alors en équilibre parfait à l’interface air-mer. Ces méthodes de couplage sont
cependant jugées trop coûteuses pour les centres de prévisions puisqu’elles nécessitent de réa-
liser plusieurs itérations du modèle. Or, certains algorithmes d’assimilation de données néces-

2. Voir http://www.era-clim.eu/ pour une description détaillée du projet
3. Réanalyse couplée effectuée par le Centre Européen de Prévisions Météorologiques à Moyen Terme dans le

cadre du projet ERA-Clim2. Voir https://www.ecmwf.int/en/forecasts/datasets/reanalysis-datasets/
cera-20c pour plus d’informations.

4. International workshop on coupled data assimilation, à Toulouse (2016), http://www.meteo.fr/cic/
meetings/2016/CDAW2016/index.html

http://www.era-clim.eu/
https://www.ecmwf.int/en/forecasts/datasets/reanalysis-datasets/cera-20c
https://www.ecmwf.int/en/forecasts/datasets/reanalysis-datasets/cera-20c
http://www.meteo.fr/cic/meetings/2016/CDAW2016/index.html
http://www.meteo.fr/cic/meetings/2016/CDAW2016/index.html
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sitent également de réaliser plusieurs itérations du modèle afin de produire une analyse. Nous
voyons alors là une opportunité pour « renforcer » le couplage des modèles lors de l’assimila-
tion de données couplée. En effet, nous pourrions tirer parti des itérations de minimisation
pour coupler les différents modèles à la manière des méthodes de couplage itératives. Nous
tenterons dans ce manuscrit, divisé en trois parties, de répondre à ce problème en proposant
différentes méthodes d’assimilation couplée.

• La première partie a pour objectif d’introduire les notions essentielles à la compréhen-
sion du problème de l’assimilation de données couplée. Nous commencerons par pré-
senter les méthodes usuelles d’assimilation puis le problème du couplage océan-atmos-
phère dans les modèles de prévisions. Enfin nous introduirons les solutions proposées
depuis les années 1990 pour assimiler des données de manière couplée.

• La seconde partie de ce manuscrit introduit quelques algorithmes d’assimilation de don-
nées couplée que nous avons pu développer au cours de ces travaux de thèse. Nous pro-
poserons alors une étude de convergence de ces algorithmes avant de réaliser quelques
premiers tests sur un modèle linéaire.

• Enfin, nous développerons un modèle couplé non-linéaire rendant mieux compte de la
complexité du couplage océan-atmosphère. Puis nous incorporerons ce modèle dans
une surcouche logicielle pour y assimiler des données de manière couplée. Nous éva-
luerons alors la robustesse des algorithmes introduits grâce à ce modèle.
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Cette première partie du manuscrit a pour but d’aborder le problème de l’assimilation de
données couplée. S’agissant d’un domaine de recherche à cheval entre deux disciplines, l’as-
similation de données et le couplage de modèles, nous prendrons le temps de présenter ces
deux sujets de manière suffisamment détaillée avant de s’intéresser à l’état de l’art de l’assi-
milation de données couplée. De plus, chacune des deux communautés de recherche utilisant
des notations et formalismes différents, nous introduirons petit à petit dans cette partie des
notations unifiées qui seront utilisées dans la suite du manuscrit. L’ensemble de ces notations
sera finalement résumé à la fin de cette partie.

• Nous commencerons par présenter des méthodes usuelles d’assimilation de données
(non couplée) dans le but de comprendre le fonctionnement de chacune d’entre elles.
Cette compréhension des méthodes est essentielle pour l’étude et le développement de
nouveaux algorithmes d’assimilation de données couplée. En effet, ces nouveaux algo-
rithmes utilisent les méthodes usuelles d’assimilation qu’il nous faut donc bien maîtri-
ser.

• L’assimilation de données couplée ne se limite cependant pas à l’utilisation des seules
méthodes usuelles, mais fait aussi intervenir le couplage entre les modèles de prévision.
C’est pourquoi le deuxième chapitre de cette partie sera dédié au problème du couplage
de modèles. L’étude du couplage entre les modèles nous permettra alors d’apprécier la
qualité du couplage dans les méthodes d’assimilation de données couplée présentées.

• Nous pourrons finalement, dans le chapitre 3, étudier les différentes méthodes d’assimi-
lation de données couplée qui ont été introduites depuis les années 1990. Nous essaie-
rons d’apporter un regard critique sur l’ensemble de ces méthodes afin de pouvoir cibler
du mieux possible nos objectifs.





Chapitre 1

Méthodes usuelles d’assimilation de
données
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Nous allons dans ce premier chapitre présenter différentes méthodes d’assimilation de
données. Nous commencerons par définir concrètement ce qu’est l’assimilation de données
en introduisant le vocabulaire adapté puis en définissant deux grandes classes de méthodes :
les méthodes stochastiques et les méthodes variationnelles. Nous décrirons alors plusieurs mé-
thodes usuelles que nous retrouverons dans la suite de ce manuscrit.

1.1 Principe de l’assimilation de données

La qualité des prévisions d’un modèle numérique dépend fortement de la qualité de l’ana-
lyse fournie à ce dernier pour définir aussi bien son état initial que ses conditions aux fron-
tières. Cette analyse est créée par l’assimilation de données qui combine diverses informations
disponibles en considérant leurs incertitudes respectives.

11
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Pour mieux comprendre ce qu’est l’assimilation de données, prenons un exemple simple
de la prévision de l’état x d’un système au cours du temps. Un modèle M permet de représen-
ter l’évolution temporelle de x. On se place à l’instant t = 0, la prévision de l’état du système
correspond alors à la trajectoire :

x(t ) =M0→t (x0)

avec t ∈ [0,T ] la fenêtre temporelle considérée et x0 = x(0) l’état initial du système. L’assimila-
tion de données a alors pour but d’évaluer le meilleur état initial x0 possible pour le modèle M ,
c’est à dire le plus proche de l’état initial réel du système. Notons que des méthodes d’assimi-
lation de données permettent également d’estimer des paramètres du modèle pour améliorer
la qualité des prévisions mais nous ne nous y intéresserons pas. Classiquement, pour évaluer
x0, nous avons à notre disposition deux principales sources d’informations :

— des observations yo à différents instants

— une ébauche xb
0 à l’instant t0.

Prise en compte des observations

La première source d’information sont les observations yo du système. Notons O l’espace
des observations et S l’espace de la trajectoire x(t ) du modèle. yo et x(t ) n’étant pas néces-
sairement dans le même espace, il est nécessaire de recourir à un opérateur d’observations
H : O → S pour projeter les observations dans l’espace du modèle. Une première approche
de l’assimilation de données serait alors :

Trouver x0 tel que yo =H (M0→t (x0)) (1.1)

Cette seule source d’information ne suffit cependant pas puisque :

— les observations sont généralement entachées d’erreurs qui ne sont pas connues

— le problème est souvent sous-déterminé car le nombre d’observations est généralement
bien inférieur au nombre d’inconnues du problème. Dans ce cas le problème inverse
(1.1) peut admette une infinité de solutions

C’est pourquoi il est nécessaire d’utiliser une seconde source d’information, l’ébauche xb
0 .

Prise en compte de l’ébauche

La deuxième source d’information sur le système est un premier estimé de l’état du sys-
tème : l’ébauche xb

0 . On cherchera alors à ce que la solution x0, en plus d’être proche des ob-
servations, soit proche de l’ébauche xb

0 en fonction de son incertitude par rapport à celles des
observations. Le problème de l’assimilation de données devient alors :

Trouver x0 tel que :

{
H (M0→t (x0)) soit proche de yo

x0 soit proche de xb
0

L’ébauche est généralement fournie par une prévision antérieure ce qui permet de contraindre
la solution x0 vers un état cohérent avec les équations du modèle considéré. De plus, l’ébauche
contient également des informations sur les observations assimilées dans le passé. Sa prise en
compte permet finalement de sur-déterminer le problème.
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Assimilation de données
Ensemble de méthodes visant a corriger l’état connu a priori d’un système�

�
�
�

* Ébauche : état connu a priori

* Observations du système

Données �



�
	* Analyse : état corrigé

Produit

Notion clef

Avant d’aller plus loin dans la présentation des méthodes d’assimilation de données, nous
allons tout d’abord introduire la discrétisation temporelle et spatiale du modèle M et de sa
trajectoire x(t ).

1.1.1 Discrétisation d’un système de prévision

Un modèle M est un opérateur continu constitué d’un ensemble d’équations complexes
décrivant la dynamique d’un système considéré (atmosphère, océan...). Le but d’une prévision
est d’estimer la trajectoire x(t ) qui représente la solution des équations du modèle. Or, la com-
plexité de ces équations implique qu’il est en général impossible de trouver une expression
analytique de cette trajectoire. Une solution pour accéder à cette trajectoire est alors de discré-
tiser le modèle M . Des schémas de discrétisation en temps et en espace permettent alors de
résoudre les équations du modèle de manière approchée. Nous allons dans cette partie intro-
duire les notations dites discrètes qui seront utilisées dans la suite de ce manuscrit.

Discrétisation en temps

Considérons que le modèle M soit intégré sur une fenêtre temporelle [0,T ]. La discréti-
sation en temps consiste à décomposer cette fenêtre en N + 1 pas de temps (N ∈ N) tel que
T = 0+N ·∆t où ∆t représente la résolution temporelle. Nous noterons alors les pas de temps
ti tels que ti = i ·∆t où i ∈ �0, N� sera désigné comme l’indice temporel. L’intégration du modèle
M0→T est alors discrétisée en une suite de N intégrations : Mti→ti+1 avec i ∈ �0, N −1�.

Discrétisation en espace

Pour pouvoir résoudre numériquement les équations du modèle, il faut également les dis-
crétiser en espace. Nous noterons M le modèle discrétisé de M . En lien avec la discrétisation
temporelle, nous noterons xi le vecteur discrétisé spatialement de x à l’instant ti : x(ti ). L’état
du système x(t ) au cours du temps est alors discrétisé en N +1 états xi avec i ∈ �0, N� évalués
grâce au modèle discret M . Une intégration du modèle Mti→ti+1 sera alors notée en version
discrétisée : Mi ,i+1 ou Mi+1. Nous pouvons écrire à partir de ces notations que :

xi = M0,i (x0) = Mi (Mi−1(. . . M1(x0)) . . .)

où x0 est l’état initial discrétisé de x0. Le tableau 1.1 récapitule ces notations discrètes en lien
avec les notations continues. Dans la suite de ce chapitre, nous ferons le choix de représenter
les modèles et trajectoires uniquement sous forme discrète par souci de clarté.
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Description Notation continue Notation discrète
Fenêtre d’intégration du modèle [0,T ] [0,T ]
Indice de pas de temps - i
Nombre de pas de temps - N
Durée d’un pas de temps - ∆t
Temps t ti , ∀i ∈ �0, N�
Modèle M M
États du système x(t ), ∀t ∈ [0,T ] xi , ∀i ∈ �0, N�
Intégration du modèle jusqu’au temps ti x(ti ) =M0→ti (x0) xi = M0,i (x0)
Espace de l’état du système S S
Espace des observations O O

Tableau 1.1 – Tableau introduisant les notations discrétisées d’un modèle et de sa trajectoire au
cours du temps

1.1.2 Quelques définitions

A présent que la discrétisation des modèles a été introduite, nous allons donner ici quelques
définitions qui nous seront utiles pour présenter les différentes méthodes d’assimilation de
données. Notons que les notations utilisées dans la suite seront conformes aux notations uni-
fiées pour l’assimilation de données proposées par Ide et al. (1997). Voici donc quelques défi-
nitions importantes relatives à l’assimilation de données :

Définition 1.1.1 - Vecteur d’état

On appelle vecteur d’état l’ensemble des variables qui permettent de définir la trajec-
toire d’un modèle. On le note x ∈ S.

Définition 1.1.2 - État vrai

L’état vrai d’un système est l’état réel dans lequel il se trouve, que l’on cherchera à es-
timer le plus précisément possible. Il est noté xt ∈ S (t pour true) et est généralement in-
connu.

Définition 1.1.3 - Ébauche

L’ébauche est l’état connu du système a priori. On la note xb ∈ S (b pour background)
et εb = xb − xt est l’erreur d’ébauche par rapport à l’état vrai, associée à une matrice de
covariance d’erreur B.

Définition 1.1.4 - Analyse

L’analyse notée xa ∈ S (a pour analysis) est l’état du système estimé en sortie du proces-
sus d’assimilation de données. L’analyse est censée être la plus proche possible de l’état vrai
mais est cependant entachée d’une erreur εa = xa−xt associée à une matrice de covariance
d’erreur A.

Définition 1.1.5 - Observations

Le vecteur d’observations du système à un instant ti est noté yo
i ∈ O. Les observations

sont également entachées d’erreurs εo
i = yo

i − Hi xt
i associées à une matrice de covariance

Ri (où xt
i représente l’état vrai du système au temps ti et Hi est l’opérateur d’observations

défini ci-après).
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Définition 1.1.6 - Opérateur d’observations

On définit Hi : O → S l’opérateur d’observations permettant de projeter les observa-
tions dans l’espace du système au temps ti .

Définition 1.1.7 - Modèle

On note M : S → S le modèle permettant de décrire l’évolution de l’état du système au
cours du temps. Rappelons que nous avons xi = M0,i x0 avec x0 l’état initial du système. Le
modèle est également entaché d’une erreur ηi = Mi−1,i xi−1 −xt

i associée à une matrice de
covariance d’erreur Qi au temps ti .

Définition 1.1.8 - Opérateurs linéaire tangent et adjoint

Dans la plupart des cas, le modèle M présentera des non-linéarités. Il sera alors sou-
vent nécessaire d’avoir à disposition l’opérateur linéaire tangent associé, défini comme la
jacobienne de M :

Mi ,i+1 =
∂Mi ,i+1

∂x

∣∣∣∣
xi

Nous pouvons ensuite définir l’opérateur adjoint au modèle linéaire tangent : MT
i+1,i

Définition 1.1.9 - Opérateurs d’observations linéaire tangent et adjoint

L’opérateur d’observations tangent linéaire Hi et son adjoint associé HT
i sont définis à

partir de l’opérateur Hi de manière analogue aux modèles linéaire tangent et adjoint.

Nous pouvons déjà noter que l’état vrai xt étant inconnu, il est alors complexe d’obtenir les dif-
férentes matrices de covariances d’erreurs B, A, Qi , Ri . De nombreuses méthodes existent dans
la littérature proposant diverses estimations de ces matrices (Bannister, 2008a,b). Le tableau
1.2 récapitule l’ensemble des notations introduites ci-dessus.

Nom Vecteur Erreur Matrice de
covariance

d’erreur

Opérateur Opérateur
linéaire

Opérateur
adjoint

État vrai xt - - - -
État du système xi ηi = Mi−1,i xi−1 −xt

i Qi M M MT

Ébauche xb εb = xb −xt B - -
Analyse xa εa = xa −xt A - -

Observations yo
i εo

i = yo
i −Hi (xt

i ) Ri Hi Hi HT
i

Tableau 1.2 – Tableau récapitulatif des notations utilisées dans les méthodes d’assimilation de
données

Dans la suite, pour présenter les différentes méthodes d’assimilation de données, nous fe-
rons le choix de nous placer dans un cadre d’étude relativement simple :

— S =Rn avec n ∈N
— O =Rp avec p ∈N
— M :Rn →Rn

— M,MT ∈Rn,n

— x,xa ,xb ∈Rn

— B,A ∈Rn,n

— H :Rp →Rn

— H ∈Rp,n , HT ∈Rn,p

— yo ∈Rp

— R ∈Rp,p
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où Ra,b désigne l’ensemble des matrices à coefficients réels avec a lignes et b colonnes.

1.1.3 Catégorisation des méthodes

Le nudging

Le nudging est sûrement la plus simple et intuitive des méthodes d’assimilation de don-
nées. Le principe est d’effectuer une correction de l’ébauche xb

i au temps ti à partir de son
écart aux observations et d’une matrice de gain K ∈Rn,p :

Analyse par nudging

xa
i = xb

i +K(yo
i −Hi (xb

i )) (1.2)

Classiquement nous avons K =αHT avec α ∈R évalué de manière empirique. (yo
i −Hi xb

i ) est le
terme de rappel qui permet de corriger l’ébauche à l’instant i à partir des observations. Cette
méthode permet de définir simplement l’analyse xa

i au cours du temps et a pu faire ses preuves
dans les années 90 en océanographie et météorologie. Des résultats de convergence du nudging
existent mais n’englobent pas les problèmes géophysiques, le temps d’intégration des modèles
étant trop court. Une alternative est alors d’utiliser une méthode de nudging direct et rétro-
grade (Auroux et Blum, 2005). Le principe est d’effectuer une étape du nudging classique (de t0

à ti ), puis de réaliser un second nudging avec le modèle intégré de manière rétrograde (de ti à
t0). Le processus est ensuite réitéré jusqu’à convergence. La convergence n’est cependant pas
assurée, notamment dans le cas des problèmes diffusifs. Une extension a alors pu être propo-
sée pour ces problèmes, appelée nudging direct et rétrograde diffusif (Auroux et al., 2013). De
manière générale, il est possible de se référer par exemple à Lakshmivarahan et Lewis (2013)
pour plus de détails concernant les méthodes de nudging.

Méthodes stochastiques et variationnelles

Nous pouvons regrouper les autres méthodes d’assimilation de données en deux grandes
catégories : les méthodes stochastiques et les méthodes variationnelles que nous allons défi-
nir.

Définition 1.1.10 - Méthodes stochastiques

Les méthodes stochastiques sont des méthodes statistiques qui estiment l’état du sys-
tème le plus probable à un moment donné au regard des observations disponibles, compte
tenu du modèle et de l’évaluation de leurs erreurs respectives.

Définition 1.1.11 - Méthodes variationnelles

L’assimilation de données variationnelle est basée sur la théorie du contrôle optimal.
Le principe est de minimiser une fonction coût qui mesure les erreurs d’un modèle par
rapport à différentes sources d’information sur une fenêtre temporelle donnée. Ces erreurs
représentent généralement les écarts aux observations et à l’ébauche et sont pondérées
grâce à des matrices de covariance.

Il existe différentes méthodes au sein de chacune de ces deux catégories qui auront leurs avan-
tages et inconvénients. Il convient alors d’évaluer dans chaque cas, pour chaque application,
quelle sera la méthode la plus performante, la moins coûteuse, etc. La suite de ce chapitre est
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consacrée à la description de plusieurs algorithmes d’assimilation de données que nous seront
amenés à rencontrer dans la littérature de l’assimilation de données couplée (chapitre 3).

1.2 Les méthodes stochastiques

Les méthodes stochastiques sont des méthodes dont le principe est de corriger l’ébauche
grâce aux observations du système comme le propose le nudging. La différence est que les
méthodes stochastiques cherchent à évaluer la meilleure matrice K possible pour évaluer l’état
d’analyse xa optimal compte tenu des observations, de l’ébauche, du modèle et des hypothèses
faites sur les erreurs de ces informations. Nous allons introduire petit à petit ces méthodes sto-
chastiques en commençant par présenter une méthode un peu plus complexe que le nudging,
le Best Linear Unbiased Estimator (BLUE) ainsi qu’une implémentation numérique réaliste du
BLUE, l’Interpolation Optimale (OI). Nous présenterons enfin les filtres de Kalman.

1.2.1 Best Linear Unbiased Estimator et Interpolation Optimale

Le BLUE consiste à estimer l’état vrai xt
i du système à un temps ti à partir d’une combinai-

son linéaire de l’ébauche xb
i et des observations yo

i comme le fait le nudging. La différence est
alors de proposer une estimation optimale de la matrice K en fonction des erreurs d’ébauches
et d’observations. Les hypothèses du BLUE sont les suivantes :

Hypothèses BLUE

— Les observations et l’ébauche sont non biaisées

— L’opérateur d’observations est linéaire

— Les matrices de covariance d’erreurs sont connues

— Les erreurs d’ébauche et d’observations sont décorrélées

— E(εb) = 0

— E(εbεb T
) = B

— yo
i = Hi xt

i +εo
i

— E(εo
i ) = 0

— E(εo
i ε

o
i

T ) = Ri

Le problème est le suivant : quelles sont les matrices β et K permettant d’obtenir la meilleure
estimation possible xa

i telle que xa
i =βxb

i +Kyo
i ? Le BLUE propose une solution en recherchant

une estimation non biaisée ayant la plus petite variance possible :

{
E(εa) = 0

tr (A) minimum

ces conditions sont satisfaites lorsque :

K? = BHT
i (Hi BHT

i +R)−1

A = (I−K?Hi )B

on peut se référer par exemple à Daget (2007) pour un détail des calculs. Nous obtenons ainsi
les équations du BLUE :
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Équations BLUE

K? = BHT
i (Hi BHT

i +Ri )−1 Matrice de gain optimal

xa
i = xb

i +K?(yo
i −Hi xb

i ) Etape d’analyse

A = (I−K?Hi )B Matrice de covariance d’erreur a-posteriori

(1.3)

Les principales limitations de cette méthode sont d’une part ses hypothèses assez restrictives
(opérateur d’observation linéaire) et d’autre part la possible très grande dimension de la ma-
trice K?, qui rend la méthode inutilisable en pratique. L’Interpolation Optimale (OI pour Opti-
mal Interpolation en anglais) propose un moyen de contourner ce problème de grande dimen-
sion en simplifiant le calcul de K?. Cela consiste à résoudre les équations du BLUE (1.3) pour
chaque variable du problème et non plus dans sa totalité. Le but est alors de réduire considéra-
blement la taille du problème en ne considérant qu’un certain nombre d’observations au voi-
sinage de chaque point de grille. On résout ainsi une somme de petits problèmes plus simples
que le problème initial, avec un coût de calcul raisonnable. Cependant, l’analyse produite est
souvent bruitée du fait de l’utilisation d’observations différentes pour chaque point de grille.

1.2.2 Le Filtre de Kalman

Le filtre de Kalman (KF pour Kalman Filter) a été introduit par Kalman (1960) puis Kalman
et Bucy (1961). Le but de ce filtre est de corriger à chaque pas de temps ti l’état du système à
partir des informations disponibles, par exemple les observations yo

i . La correction se base sur
la solution du BLUE introduit précédemment.

Hypothèses du filtre de Kalman

— A l’instant initial, xb
0 est entaché d’une erreur εb

0 , associée à une matrice de covariance
B0

— Le modèle est linéaire, ses erreurs sont indépendantes et suivent une loi Gaussienne :
xi+1 = Mi ,i+1xi +ηi , avec ηi ∼N (0,Qi ) et E(ηi1η

T
i2

) = 0 si i1 6= i2

— L’opérateur d’observations est linéaire : yo
i = Hi xi +εo

i

— Les erreurs d’observations sont indépendantes et suivent une loi Gaussienne :
εo

i ∼N (0,Ri ) et E(εo
i1
εo

i2

T ) = 0 si i1 6= i2

— Les erreurs de différents types sont indépendantes :

E(εo
i ε

b
0

T
) = 0, E(ηi1ε

o
i2

T ) = 0, E(ηiε
b
0

T
) = 0

Le principe du KF est d’itérer pour chaque pas de temps :

— une étape d’analyse identique au BLUE pour corriger l’ébauche

— une étape de prévision à partir de l’analyse jusqu’au pas de temps suivant.

La particularité de ce filtre est que l’on a accès directement à une estimation des matrices de
covariances B et A qui évoluent grâce à la dynamique du modèle et au réseau d’observations.
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Filtre de Kalman

Algorithme 1.1 Filtre de Kalman

Initialisation xb
0 et B0

Étape d’analyse Ki = Bi HT
i

[
Hi Bi HT

i +Ri
]−1

xa
i = xb

i +Ki (yo
i −Hi xb

i )

Ai = (I−Ki Hi )Bi

Étape de prévision xb
i+1 = Mi ,i+1xa

i

Bi+1 = Mi ,i+1Ai MT
i ,i+1 +Qi

1.2.3 Limitation et difficulté majeure pour implémenter un filtre de Kalman

Une des principales limitations de ce filtre est son hypothèse selon laquelle le modèle et
l’opérateur d’observation doivent être linéaires. C’est pourquoi une version étendue de ce filtre
a été proposée pour répondre aux problèmes non linéaires (Jazwinski, 1970) que l’on appelle
Filtre de Kalman Étendu (EKF pour Extended Kalman Filter en anglais) mais qui en pratique
ne fonctionne pas bien. En effet, l’EKF est confronté à la même difficulté que le KF, à savoir la
dimension du problème. Concrètement, les modèles météorologiques ou océanographiques
impliquent des millions de variables, la matrice de covariance d’erreur Bi peut donc être de
l’ordre de R109,109

, voire plus, et l’on cherche constamment à augmenter cet ordre. Le stockage
et la manipulation d’une telle matrice Bi est impossible numériquement. Il est possible de pro-
céder à une diminution du rang de la matrice B par une analyse en composantes principales
par exemple (Cane et al., 1996), mais les applications réalistes se détournent plutôt de ces mé-
thodes pour préférer l’utilisation des filtres de Kalman d’ensemble que nous allons présenter.

1.2.4 Filtre de Kalman d’Ensemble (EnKF)

Pour contourner les difficultés liées au calcul des matrices de covariances d’erreur, Evensen
(1997) a proposé une version ensembliste du filtre de Kalman : le Filtre de Kalman d’Ensemble
(EnKF pour Ensemble Kalman Filter en anglais). Le principe de l’EnKF est de réduire la taille
du problème en estimant la trajectoire du modèle à partir d’un ensemble de trajectoires et
d’observations. Ces ensembles sont générés en appliquant de petites perturbations autour de
l’ébauche et des observations à partir des erreurs supposées du modèle et des erreurs d’obser-
vations. Notons Nm le nombre de membres de notre ensemble, et m l’indice du membre dans
l’ensemble (m ∈ [1, Nm]).
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Hypothèses EnKf

— M est le modèle dynamique non linéaire

— M est le modèle tangent linéaire de M

— H est l’opérateur d’observations non linéaire

— H est l’opérateur linéaire d’observation tangent de H

— Chaque membre m de l’ensemble est généré à partir de distributions gaussiennes.
On note pour chaque membre, ∀m ∈ [1, Nm] :

◦ εo
i ,m les erreurs d’observations au temps ti telles que εo

i ,m ∼N (0,Ri )

◦ ηi ,m les erreurs modèles au temps ti telles que ηi ,m ∼N (0,Qi )

Les différents membres m ∈ [1, Nm] de l’ensemble pour chaque pas de temps i ∈ [0, N ] seront
donc générés à partir des erreurs εo

i ,m et ηi ,m suivant des lois gaussiennes. Une version possible
de l’EnKF est alors la suivante :

Filtre de Kalman d’Ensemble (EnKF)

Algorithme 1.2 Filtre de Kalman d’Ensemble

Initialisation Générer ∀m ∈ [1, Nm] :

η0,m ∼N (0,Q0)

xb
0,m = xb

0 +η0,m

Étape d’analyse xb
i = 1

Nm

Nm∑
m=1

xb
i ,m

Bi ' 1

Nm −1

Nm∑
m=1

(
xb

i ,m −xb
i

)(
xb

i ,m −xb
i

)T

Hi Bi ' 1

Nm −1

Nm∑
m=1

(
Hi (xb

i ,m)−Hi (xb
i )

)(
xb

i ,m −xb
i

)T

Hi Bi HT
i ' 1

Nm −1

Nm∑
m=1

(
Hi (xb

i ,m)−Hi (xb
i )

)(
Hi (xb

i ,m)−Hi (xb
i )

)T

Ki = (Hi Bi )T [
Hi Bi HT

i +Ri
]−1

Générer ∀m ∈ [1, Nm]:

εo
i ,m ∼N (0,Ri )

yo
i ,m = yo

i +εo
i ,m

xa
i ,m = xb

i ,m +Ki (yo
i ,m −Hi (xb

i ,m))

Étape de prévision Générer ∀m ∈ [1, Nm]:

ηi ,m ∼N (0,Qi )

xb
i+1,m = Mi ,i+1(xa

i ,m)+ηi ,m

(1.4)

Le problème de stockage posé par le KF et l’EKF est alors évité. En effet, les seules informations
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à transmettre entre les étapes de prévision et d’analyse sont des ensembles de Nm vecteurs
d’états xa,b

i ,m . Ainsi, le coût le plus élevé de cette méthode est l’inversion de la matrice d’inno-

vation (Hi Bi HT
i +Ri ) de taille p ×p où p est le nombre d’observations. Malheureusement cela

est également infaisable en pratique étant donné que le nombre d’observations est souvent de
l’ordre de 104,105. Une stratégie pour résoudre ce problème est par exemple de ne considérer
qu’un sous-ensemble d’observations pour chaque point d’analyse, de manière similaire à l’OI,
comme cela est proposé par Ott et al. (2004) avec l’algorithme LEKF (Local EnKF). Le gain de
Kalman Ki est alors différent pour chaque point de grille mais l’inversion est possible numéri-
quement. Notons qu’il existe de nombreux autres filtres de Kalman dérivant de cette méthode
d’ensemble que nous décrirons succinctement lorsque nous seront amenés à les rencontrer
dans la suite de ce manuscrit.

Assimilation de données stochastique

• Interpolation optimale (OI) : Implémentation du BLUE (1.3) où les observations
sont sous-échantillonnées pour chaque point d’analyse
+++ Coût de calcul raisonnable
−−− Analyse bruitée

• Filtre de Kalman (KF) : Correction en temps réel de l’état d’un système
+++ Accès direct à B grâce à la dynamique du modèle
−−− Hypothèse restrictive : le modèle doit être linéaire
−−− Problème de grande dimension : Bi de l’ordre de R109,109

• Filtre de Kalman d’ensemble (EnKF) : Utilisation de prévisions d’ensemble pour
estimer B
+++ Modèle non-linéaire et dimension du problème réduite
−−− Coût de calcul élevé

Méthodes clefs

1.3 Les méthodes variationnelles

Les méthodes variationnelles sont basées sur la théorie du contrôle optimal, cherchant à
estimer xa tel que :

xa = argmin
x

J (x) (1.5)

où le vecteur d’état du système x est appelé vecteur de contrôle et J est une fonction coût à
minimiser. J permet de mesurer les écarts aux observations et à l’ébauche par exemple. Il ne
s’agit donc plus de méthodes statistiques à proprement parler, même si les statistiques sont
nécessaires pour définir la fonction coût à minimiser.

1.3.1 Définition de la fonction coût dans un cadre stationnaire

Une interprétation classique du problème (1.5) est de considérer l’analyse comme étant
l’état le plus probable au regard du modèle et des observations. Nous définissons alors la fonc-
tion coût à minimiser à partir de considérations statistiques. C’est à dire que l’analyse corres-
pond au maximum de la fonction de densité de probabilité de x0 sachant yo

0 : p(x0|yo
0). D’après

la théorie de Bayes, nous avons que :
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Théorème 1.3.1 - Théorème de Bayes

p(x0|yo
0) = p(yo

0 |x0)p(x0)

p(yo
0)

Le problème de l’assimilation de données revient donc à :

Trouver xa
0 tel que xa

0 = argmax
x0

p(x0|yo
0) = argmax

p(yo
0 |x0)p(x0)

p(yo
0)

(1.6)

La densité de probabilité p(yo
0) ne dépendant pas de x0 le problème (1.6) est équivalent à :

(1.6) ⇔ xa
0 = argmax

x0

p(yo
0 |x0)p(x0) (1.7)

Sous l’hypothèse que εo ∼ N (Hx0,R−1) et εb ∼ N (xb ,B−1), il est possible de définir les deux
densités de probabilité qui entrent en jeu dans ce problème à partir des matrices de covariance
d’erreur, en supposant qu’elles suivent une loi gaussienne :

p(yo
0 |x0) = p(H0(x0) = yo

0)

= Ly exp

[
−1

2
(H0(x0)−yo

0)T R−1(H0(x0)−yo
0)

]

p(x0) = p(x0 = xt
0)

= Lb exp

[
−1

2
(x0 −xb

0 )T B−1(x0 −xb
0 )

]
où Ly et Lb sont deux constantes positives indépendantes de x0. Le problème de maximisation
devient donc équivalent à un problème de minimisation :

(1.7) ⇔ argmax
x0

(
exp

[
−1

2
(H0(x0)−yo

0)T R−1(H0(x0)−yo
0)− 1

2
(x0 −xb

0 )T B−1(x0 −xb
0 )

])
⇔ argmin

x0

(
1

2
(H0(x0)−yo

0)T R−1(H0(x0)−yo
0)+ 1

2
(x0 −xb

0 )T B−1(x0 −xb
0 )

)
Le problème initial (1.6) est finalement un problème de minimisation de la fonction coût J telle
que :

J (x0) = 1

2
(x0 −xb

0 )T B−1(x0 −xb
0 )+ 1

2
(H0(x0)−yo

0)T R−1(H0(x0)−yo
0) (1.8)

Ainsi, en minimisant cette fonction coût, on minimise les écarts de l’état x0 avec l’ébauche xb
0

et les observations yo
0 . Cette fonction coût stationnaire est celle qui est minimisée dans l’algo-

rithme d’assimilation de données dit du 3D-Var (Lorenc, 1986) (3D car le vecteur de contrôle
x0 peut se trouver dans les trois dimensions de l’espace et Var car il s’agit d’une méthode varia-
tionnelle).

Équivalence avec le BLUE

Dans le cas où l’opérateur d’observation H est linéaire, le problème introduit précédem-
ment est équivalent à minimiser la fonction coût suivante :

J (x0) = 1

2
(x0 −xb

0 )T B−1(x0 −xb
0 )+ 1

2
(yo

0 −Hx0)T R−1(yo
0 −Hx0)
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Comme J (x0) est quadratique en x0, J est convexe et possède un minimum qui est atteint
lorsque son gradient ∇J est nul. Le problème de minimisation se ramène donc à estimer x0

tel que ∇J (x0) = 0 :

∇J (x0) = B−1(x0 −xb
0 )−HT R−1(yo

0 −Hx0)

∇J (xa
0 ) = 0

⇔ B−1(xa
0 −xb

0 )−HT R−1(yo
0 −Hxa) = 0

⇔ xa
0 = xb

0 + (B−1 +HT R−1H)−1HT R−1(yo
0 −Hxb

0 )

On peut ensuite montrer que (B−1 + HT R−1H)−1HT R−1 = BHT (HBHT + R)−1 (formule de
Sherman-Morrison-Woodbury) et on retrouve alors la formulation exacte du BLUE à l’opti-
mum (équation (1.3)) : xa

0 = xb
0 +K∗(yo

0−Hxb
0 ). Le problème de minimisation de la fonction coût

(1.8) est donc équivalent au BLUE lorsque l’opérateur d’observation H est linéaire.

Objectif des méthodes variationnelles

Le problème de minimisation pouvant être équivalent à celui du BLUE, nous pourrions
calculer directement le gain optimal K∗ pour évaluer l’état du système. Cependant nous avons
pu observer que calculer ce gain n’est pas envisageable du fait des trop grandes dimensions
du problème. L’objectif des méthodes variationnelles est donc de chercher le minimum de J
sans calculer K∗, ce qui peut être fait grâce à un algorithme de descente tel que l’algorithme du
gradient conjugué. Il s’agit d’un processus itératif qui consiste à minimiser J (x) en évaluant son
gradient ∇J (x) pour mettre à jour x dans la direction du gradient. L’évaluation de ∇J (x) peut se
faire via une méthode adjointe (Le Dimet et Talagrand, 1986).

Informations de la hessienne de J

On définit la hessienne de J comme étant ∇(∇J ) = ∇2 J . La hessienne peut être utile pour
évaluer la qualité de l’analyse à convergence. En effet, dans un cadre linéaire, nous avons que
∇2 J = B−1 +HT R−1H et on peut alors démontrer que :

A = (∇2 J )−1

De plus, le conditionnement de ∇2 J impactera directement la vitesse de convergence de la mi-
nimisation. Le conditionnement d’une matrice est le rapport entre sa plus grande et sa plus
petite valeur propre, que nous appellerons nombre de conditionnement. Un mauvais condi-
tionnement de ∇2 J , caractérisé par un nombre de conditionnement élevé, impliquera que ∇J
est faiblement convexe et donc une minimisation très lente. En revanche, un bon conditionne-
ment de ∇2 J , caractérisé par un nombre de conditionnement faible, sera le signe d’une forte
convexité de ∇J , impliquant une convergence de la minimisation plus rapide.

1.3.2 4D-Var

La méthode dite du 4D-Var nous permet d’introduire la dynamique temporelle dans le pro-
blème de l’assimilation de données variationnelle. On se place sur une fenêtre temporelle [0,T ]
sur laquelle le système évolue. Le principe du 4D-Var est alors d’évaluer l’état du système sur
cette fenêtre temporelle au regard de l’ébauche xb

0 , des observations yo
i et de la dynamique du

modèle. Puisque l’état du système sur la fenêtre temporelle est directement lié à sa condition
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initiale, le problème du 4D-Var se ramène à l’évaluation de xa
0 . La figure 1.1 représente sché-

matiquement le fonctionnement du 4D-Var.

ébauche

analyse

observations

T0

FIGURE 1.1 – Principe du 4D-Var : on se place sur une fenêtre temporelle [0,T ] sur laquelle
nous disposons d’une trajectoire ébauche et d’observations ponctuelles. Le 4D-Var évalue la
meilleure trajectoire possible en fonction de l’ébauche et des observations : l’analyse.

Hypothèses 4D-Var

— Le système est dynamique et évolue sur une fenêtre temporelle avec un modèle M
parfait

— Des observations sont disponibles sur l’ensemble de la fenêtre temporelle

— Le vecteur de contrôle x0 correspond à l’état du modèle à t = 0

Les observations permettent de faire intervenir la dynamique du modèle. En effet, le vecteur de
contrôle étant x0, l’intégration du modèle permet d’évaluer la trajectoire xi = M0,i x0, ∀i ∈ [0, N ]
qui sera comparée aux observations. La fonction coût à minimiser est alors définie ainsi :

J (x0) = J b(x0)+ J o(x0)

= 1

2
(x0 −xb

0 )T B−1(x0 −xb
0 )+ 1

2

N∑
i=0

(
yo

i −Hi (xi )
)T R−1

i

(
yo

i −Hi (xi )
)

= 1

2
(x0 −xb

0 )T B−1(x0 −xb
0 )+ 1

2

N∑
i=0

(
(yo

i −Hi (M0→i (x0))
)T R−1

i

(
yo

i −Hi (M0→i (x0))
)

= 1

2
(x0 −xb

0 )T B−1(x0 −xb
0 )+

1

2

N∑
i=0

(
yo

i −Hi (Mi (Mi−1(. . . (M1(x0))))
)T R−1

i

(
yo

i −Hi (Mi (Mi−1(. . . (M1(x0)))))
)

(1.9)

où on appellera J b le terme de la fonction coût relevant de l’ébauche et J o la partie relative aux
observations. On peut ensuite exprimer le gradient de J (x0) :

∇J (x0) =∇J b(x0)+∇J o(x0)

= B−1(x0 −xb
0 )−

N∑
i=0

MT
1 . . .MT

i HT
i R−1

i

(
yo

i −Hi (Mi (Mi−1(. . . (M1(x0)))))
)
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où MT
1 . . .MT

i fait référence aux intégrations successives du modèle adjoint MT
i→0.

Fonction coût et gradient du 4D-Var

J (x0) = 1

2
(x0 −xb

0 )T B−1(x0 −xb
0 ) +

1

2

N∑
i=0

(
yo

i −Hi (Mi (Mi−1(. . . (M1(x0))))
)T R−1

i

(
yo

i −Hi (Mi (Mi−1(. . . (M1(x0)))))
)

∇J (x0) = B−1(x0 −xb
0 )−

N∑
i=0

MT
1 . . .MT

i HT
i R−1

i

(
yo

i −Hi (Mi (Mi−1(. . . (M1(x0)))))
)

Calcul pratique du gradient

Le calcul du gradient ∇J (x0) n’est pas chose aisée. Une méthode classique consiste à consi-
dérer di = yo

i − Hi (Mi (Mi−1(. . . (M1(x0))))) le vecteur d’écarts aux observations puis factoriser
∇J o(x0) ainsi :

−∇J o(x0) = HT
0 R−1

0 d0 +MT
1

[
HT

1 R−1
1 d1 +MT

2

[
HT

2 R−1
2 d2 + . . .+MT

N HT
N R−1

N dN
]]

Cette factorisation permet de calculer ∇J o(x0) grâce à :

— une intégration du modèle direct pour évaluer l’ensemble des innovations di

— une intégration en mode reverse (c’est à dire de tN à t0) du modèle adjoint pour éva-
luer ∇J o(x0). Cette intégration à l’envers du modèle adjoint est nécessaire pour évaluer
MT

N HT
N R−1

N dN avant de calculer MT
N−1

[
HT

N−1R−1
N−1dN−1 +MT

N HT
N R−1

N dN
]

etc... pour fina-
lement calculer ∇J o(x0).

L’algorithme suivant présente la méthode 4D-Var où un critère d’arrêt ε et un nombre maximal
d’itérations lmax sont définis.

Algorithme du 4D-Var

Algorithme 1.3 4D-Var

Initialisation : x0 = xb
0 , l = 0

while ∥∇J (x0)∥
∥∇J (xb

0 )∥ > ε ou l < lmax do

Calcul de J via le calcul des innovations grâce au modèle M :

di = yo
i −Hi (Mi (Mi−1(. . . (M1(x0)))))

J (x0) = 1

2
(x0 −xb

0 )T B−1(x0 −xb
0 )+ 1

2

N∑
i=0

d T
i R−1

i di

Calcul de ∇J (x0) grâce aux modèle et opérateur adjoints MT et HT en mode reverse :

∇J (x0) = B−1(x0 −xb
0 )− [

HT
0 R−1

0 d0 +MT
1

[
HT

1 R−1
1 d1+

MT
2

[
HT

2 R−1
2 d2 + . . .+MT

N HT
N R−1

N dN
]]]

Descente et mise à jour de x0

l = l +1
end while
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L’avantage du 4D-Var est qu’il permet d’ajouter la dynamique du modèle comme information
dans l’assimilation de données ce qui en fait sa force au regard de méthodes telles que le 3D-
Var cité précédemment. Cependant, les non-linéarités d’un modèle rendront la fonction coût
à minimiser non-quadratique, ce qui rendra la minimisation de cette dernière moins efficace.
Afin de répondre à ce problème, Courtier et al. (1994) ont introduit une variante du 4D-Var : le
4D-Var incrémental.

1.3.3 4D-Var Incrémental

La méthode dite du 4D-Var incrémental introduite par Courtier et al. (1994) pour les mo-
dèles de prévision propose une solution du 4D-Var par itérations successives avec une fonction
coût quadratique dans le cas où des non-linéarités sont présentes dans le modèle. Cette mé-
thode est par exemple utilisée au CEPMMT depuis 1997 et à Météo-France depuis 2000. L’idée
est d’écrire le problème sous forme d’incrément en définissant δx0 = x0 −xb

0 . On exprime alors
Mi (x0) et Hi (xi ) grâce au développement de Taylor :

Mi (x0) = Mi (xb
0 +δx0) = Mi (xb

0 )+Miδx0 +O(δx0)

Hi (xi ) = Hi (xb
i +δxi ) = Hi (xb

i )+Hiδxi +O(δxi )

et l’on suppose que δx0 est « petit ». Le problème de minimisation peut donc être reformulé en
fonction de l’incrément δx0, la fonction coût devenant linéaire :

J (δx0) = J b(δx0)+ J o(δx0)

J b(δx0) = 1

2
δxT

0 B−1δx0

J o(δx0) = 1

2

N∑
i=0

(di −Hi Mi . . .M1δx0)T R−1
i (di −Hi Mi . . .M1δx0)

(1.10)

où les di correspondent aux innovations préalablement calculées avec le modèle non-linéaire :

di = yo
i −Hi (Mi (. . . (M1(xb

0 ))))

La fonction coût (1.10) est alors une approximation quadratique de la fonction coût du 4D-Var
(1.9). L’algorithme du 4D-Var incrémental est constitué de deux boucles :

— une boucle externe calculant les innovations di grâce au modèle non linéaire,

— une boucle interne minimisant la fonction coût quadratique incrémentale (1.10) pour
estimer l’incrément d’analyse δxa

0 .

L’incrément δxa
0 permet ensuite de calculer un nouvel état d’analyse à partir de l’ébauche, puis

l’on réitère ce processus si la solution n’est pas satisfaisante. L’algorithme du 4D-Var incrémen-
tal peut alors être vu comme un algorithme de Gauss-Newton comme nous le verrons dans
le chapitre 4. Notons ·(p) les itérations de boucles externes, nous proposons de résumer ci-
dessous l’expression de la fonction coût, du gradient et l’algorithme du 4D-Var incrémental en
fonction des itérations de boucles externes :
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Fonction coût et gradient du 4D-Var incrémental

x(0)
0 = xb

0

δx(p)
0 = x(p)

0 −x(p−1)
0

d (p)
i = yo

i −Hi (Mi (. . . (M1(x(p)
0 ))))

J (δx(p)
0 ) = 1

2

(
δx(p)

0 +
p−1∑
l=0

δx(l )
0

)T

B−1

(
δx(p)

0 +
p−1∑
l=0

δx(l )
0

)
+

1

2

N∑
i=0

(
d (p)

i −Hi Mi . . .M1δx(p)
0

)T
R−1

i

(
d (p)

i −Hi Mi . . .M1δx(p)
0

)
∇J (δx(p)

0 ) = B−1

(
δx(p)

0 +
p−1∑
l=0

δx(l )
0

)
−

N∑
i=0

MT
1 . . .MT

i HT
i R−1

i (di −Hi Mi . . .M1δx(p)
0 )

Algorithme du 4D-Var incrémental

Algorithme 1.4 4D-Var incrémental

Initialisation : x(0)
0 = xb

0

BOUCLE EXTERNE

Intégration du modèle non-linéaire : x(p)
i = M0→i (x(p)

0 )

Calcul des innovations d (p)
i = yo

i −Hi x(p)
i

BOUCLE INTERNE

Calcul de J (δx(p)
0 ) grâce aux opérateurs linéarisés M et H

Calcul du gradient ∇J (δx(p)
0 ) grâce aux opérateurs adjoints linéaires MT et HT

Minimisation : évaluation de l’incrément d’analyse δxa,(p)
0

FIN DE LA BOUCLE INTERNE

Mise à jour de l’état de référence x(p+1)
0 = x(p)

0 +δxa,(p)
0

FIN DE LA BOUCLE EXTERNE

Calcul de l’état d’analyse xa
0 = x(p+1)

0 et xa
i = M0→i (xa

0 )

L’avantage majeur de cette méthode est que la fonction coût J à minimiser est quadratique.
Cela améliore grandement les performances de la minimisation par rapport à un algorithme où
J ne serait pas quadratique en raison des non-linéarités du modèle. On peut trouver dans l’ar-
ticle de Gratton et al. (2007) quelques résultats théoriques concernant la convergence des mé-
thodes incrémentales. Nous pouvons également mentionner des études pratiques de conver-
gence dans des conditions particulières comme celle de Trémolet (2007). Ces études montrent
que la convergence du 4D-Var incrémental n’est pas toujours assurée, notamment dans le cas
de systèmes complexes où des approximations du modèle sont effectuées pour simplifier le
problème.
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1.3.4 Difficultés récurrentes en assimilation de données variationnelle

La taille du problème peut engendrer des difficultés de calcul et/ou de stockage des don-
nées. En effet ces méthodes variationnelles nécessitent de stocker l’intégralité de la trajectoire
du modèle pour calculer les innovations di et d’effectuer deux intégrations du modèle : une
directe et une adjointe. Deux autres points principaux peuvent poser problème. Le premier
concerne les difficultés à modéliser la matrice B, essentielle au bon fonctionnement des algo-
rithmes et le second portera sur le développement des opérateurs adjoints.

Modélisation de la matrice B

La prise en compte de l’ébauche permet au problème d’être bien posé et peut alors être vu
comme un terme de régularisation de Tikhonov. La matrice B a donc de nombreux rôles au sein
de l’assimilation de données comme cela peut être décrit dans l’article de Bannister (2008a) :

— elle quantifie la précision de l’ébauche par définition même de cette matrice,

— elle diffuse l’information l’observée dans l’espace. Par exemple dans le cas du 3D-Var, la
solution est donnée par :

xa
0 = xb

0 + B︸︷︷︸
∈S ×S

HT︸︷︷︸
∈S ×O

(
HBHT +R

)−1
(
yo −Hxb

0

)
︸ ︷︷ ︸

∈O

On remarque alors que la matrice B permet de diffuser l’information provenant des ob-
servations : HT

(
HBHT +R

)−1 (
yo −Hxb

0

)
. Dans le cadre du 4D-Var, l’opérateur H est rem-

placé par HM, et le modèle aide alors également à cette diffusion, mais cela ne suffit
généralement pas car la fenêtre temporelle d’assimilation est limitée. L’apport d’infor-
mations de la matrice B reste donc essentielle,

— elle permet de proposer un état d’analyse cohérent en imposant un équilibre physique
entre les variables. Cela est réalisé grâce aux termes de covariance croisés (qui ne sont
pas sur la diagonale principale) de B.

C’est pourquoi il est important de pouvoir modéliser correctement cette matrice pour pouvoir
proposer le meilleur état d’analyse possible. Cependant la dimension de B étant trop grande
en pratique pour être représentée directement (de l’ordre de 109 ×109 par exemple), il est né-
cessaire de la modéliser, ce qui est à l’origine de la complexité du problème. Weaver et Courtier
(2001) proposent par exemple de modéliser les corrélations d’erreur à partir d’une équation de
diffusion générale. La bonne représentation de la matrice d’erreur d’ébauche reste un domaine
de recherche très actif de nos jours. Cependant, nos travaux ne portant pas sur la modélisation
de B en elle même, nous nous contenterons de considérer une matrice B simple (diagonale
ou multi-diagonale) dans des problèmes de petite dimension permettant sa représentation di-
recte.

Utilisation des opérateurs adjoints pour les méthodes variationnelles

Une seconde difficulté du problème d’assimilation de données dans le cadre des méthodes
du 4D-Var et 4D-Var incrémental est l’utilisation des opérateurs adjoints et notamment du mo-
dèle adjoint. En effet, le développement d’un modèle adjoint peut-être complexe pour un mo-
dèle de prévision opérationnel et sa qualité aura un impact majeur sur la qualité des analyses
produites. De plus, l’utilisation d’un modèle adjoint nécessite le développement numérique de
l’adjoint et de sa maintenance, puisqu’un modèle de prévision évolue en permanence. Le coût
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de développement d’un modèle adjoint est donc relativement élevé dans les centres de prévi-
sions et n’est pas à sous évaluer. C’est pourquoi des méthodes dites variationnelles d’ensemble
commencent à se développer (Liu et al., 2008, 2009), permettant de se passer du modèle ad-
joint, mais nous ne discuterons pas de ces méthodes dans ce manuscrit. Nous pouvons enfin
rappeler que l’utilisation du modèle adjoint nécessite de stocker la trajectoire du modèle, ce
qui peut-être également coûteux.

Assimilation de données variationnelle

• 4D-Var : Estimation de la trajectoire sur une fenêtre temporelle par minimisation
d’une fonction coût
+++ La dynamique du modèle permet une analyse cohérente et un impact des ob-
servations sur toute la fenêtre
−−− Minimisation difficile en présence de fortes non-linéarités

• 4D-Var incrémental : Algorithme itératif proposant à convergence une solution
identique au 4D-Var
+++ Minimisation de fonctions coût quadratiques�

Les non-linéarités du modèle n’impactent pas la minimisation quadratique

Difficultés principales :
−−− Modélisation de B complexe
−−− Développement d’un modèle adjoint nécessaire

Méthodes clefs
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Dans l’idéal, un modèle de prévision du système terrestre doit faire interagir différentes
composantes entre elles. En effet, l’atmosphère par exemple est en contact direct avec l’océan
et ces deux milieux échangent des flux en permanence, il en va de même avec la glace qui in-
teragit avec l’océan et l’atmosphère. Pour simplifier, la figure 2.1 présente schématiquement
les interactions entre les principaux milieux d’un système terrestre. Un modèle de prévision le
plus réaliste et juste possible prendrait en compte toutes ces interactions entre ces différents
milieux. Cependant, créer un modèle unique comprenant toutes les composantes du système
terrestre, et les faisant interagir entre elles en son sein est inenvisageable pour des raisons tech-
niques, de coût, etc. Une solution est alors de modéliser chaque composante par un modèle
différent, et de coupler ces modèles via des coupleurs qui gèrent les échanges à leurs interfaces,
tel que OASIS-MCT (Valcke et al., 2015). Le problème du couplage entre les différents modèles
de prévision (atmosphère, océan, terre, glace...) est aujourd’hui un facteur clé pour la modélisa-
tion du climat et pour la qualité des prévisions météorologiques. A titre d’exemple, il a pu être
mis en évidence que la qualité du couplage océan-atmosphère pouvait grandement influen-
cer la prévision météorologique de l’intensité des cyclones tropicaux ainsi que la prévision de
leur trajectoire (voir par exemple Lemarié et al. (2014)). De manière plus générale, une bonne
représentation de ce couplage permet une meilleure représentation des phénomènes météo-
rologiques tropicaux, une meilleure prévisibilité du phénomène d’El Niño (Cane et al., 1986)
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ou encore des prévisions climatiques à long et moyen termes plus justes. Le couplage océan-
atmosphère prend donc une place de plus en plus importante dans la communauté scienti-
fique pour le développement de nouveaux modèles de prévisions et de climat.

Atmosphère

Surfaces
continentales

Océan Vagues

Glace

FIGURE 2.1 – Différentes interactions entre des milieux du système terrestre. Chaque système
interagit avec l’ensemble des autres par l’intermédiaire d’échanges de flux de chaleur, de ten-
sions de vent, etc

Dans la suite, nous ne nous intéresserons qu’au seul couplage entre les modèles d’océan
et d’atmosphère, mais cette présentation peut-être étendue à d’autres systèmes couplés via
leur interface. Nous commencerons par présenter le problème du couplage océan-atmosphère
puis quelques méthodes pour la résolution numérique de ce problème. Nous mettrons enfin
l’accent sur une méthode itérative dite méthode de Schwarz, permettant d’obtenir une solution
couplée au sens fort mathématiquement.

2.1 Modélisation et physique de l’océan et de l’atmosphère

Nous présentons dans cette partie les équations permettant de modéliser classiquement
l’océan et l’atmosphère ainsi que leur comportement proche de l’interface air-mer. Nous sim-
plifierons volontairement cette étude qui peut s’avérer plus complexe. En effet, la physique de
l’océan et de l’atmosphère n’étant pas le cœur de notre problème, nous nous concentrerons sur
l’essentiel afin d’en avoir une compréhension globale. Pour une étude plus détaillée on pourra
se reporter au papier de Lemarié et al. (2015).

2.1.1 Description des milieux

Commençons par décrire la structure verticale des milieux d’atmosphère et d’océan. Nous
considérerons l’atmosphère libre et l’océan intérieur loin de l’interface air-mer (voir 2.2). Ces
milieux, par définition, ne sont pas influencés par la présence de l’interface ocean-atmosphère,
et ne seront donc pas étudiés en détail dans ce manuscrit. Nous avons ensuite quatre couches
qui interagissent entre elles proche de l’interface, à savoir de haut en bas :

— la Couche Limite Atmosphérique (CLA),

— la Couche Limite de Surface Atmosphérique (CLSA),

— la Couche Limite de Surface Océanique (CLSO),

— la Couche Limite Océanique (CLO).

La CLSA et CLSO constituent ce que l’on appelle la couche limite de surface (CLS). Il s’agit d’une
zone très turbulente où de nombreux échanges ont lieu entre l’atmosphère et l’océan. Dans la



2.1. MODÉLISATION ET PHYSIQUE DE L’OCÉAN ET DE L’ATMOSPHÈRE 33

suite, l’étude de ces flux turbulents dans la CLS nous permettra de comprendre toute la com-
plexité du couplage océan-atmosphère. La CLA et la CLO sont deux couches plus éloignées de
la surface mais également influencées par la turbulence présente proche de l’interface. Elles
font en quelque sorte le lien entre l’interface, l’atmosphère libre et l’océan intérieur. La fi-
gure 2.2 représente schématiquement cette structure verticale et le tableau 2.1 donne quelques
ordres de grandeur associés.

Interface
océan

atmosphère
Γ

CLSA

CLSO

CLA

CLO

atmosphère libre

océan intérieur

z

z+

z−

zC L A

zC LO

CLS

Atmosphère
Ωa

Océan
Ωo

FIGURE 2.2 – Schématisation de la structure verticale de l’océan et atmosphère proche de l’in-
terface. Nous noterons zC L A la hauteur de la CLA, zC LO la profondeur de la CLO et z+ et z− les
limites de la CLS. Notons aussi que nous appelleronsΓ l’interface entre l’océan et l’atmosphère.

Hauteur Ordre de grandeur
zC L A ∼ 500−1000m

z+ ∼ 10−100m
Profondeur

z− ∼ 1−10m
zC LO ∼ 50−100m

Tableau 2.1 – Ordres de grandeur caractéristiques des couches limites océanique et atmosphé-
rique

2.1.2 Modélisation de l’océan et de l’atmosphère

L’océan et l’atmosphère sont traités comme des fluides newtoniens dont l’évolution est dé-
crite par les équations de Navier-Stokes, auxquelles s’ajoutent plusieurs hypothèses simplifi-
catrices adaptées au cas de l’atmosphère ou de l’océan pour obtenir le système d’équations
connu sous le nom d’équations primitives.
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Hypothèses équations primitives

— Le fluide est en équilibre hydrostatique, ce qui consiste à négliger l’accélération ver-
tical du fluide dans l’équation du mouvement vertical.

— Les termes impliquant la composante verticale de l’accélération de Coriolis sont né-
gligés.

— Approximation de Boussinesq : on considère l’incompressibilité de l’eau. Nous consi-
dérons alors une densité de référence de l’eau ρ0 à la place de ρ.

— Approximation de fluide parfait :on considère l’air comme un gaz parfait.

— Hypothèse de couche mince : le fluide est contenu dans une couche très mince re-
lativement au rayon de la sphère. En pratique cela revient à négliger l’altitude par
rapport au rayon de la terre.

Équations primitives (océan et atmosphère)

Équation de quantité de mouvement

∂u

∂t
+ (u3D ·∇)u = fC k×u− 1

ρ0
∇h p +νm∆u+ fu (2.1)

Équation d’état
ρ = ρ(p,T ) (2.2)

Équilibre hydrostatique
∂p

∂z
=−ρg (2.3)

Équation de continuité
∇·u3D = 0 (2.4)

Équation de conservation des traceurs

∂T

∂t
+u3D ·∇T = νs∆T + fT (2.5)

où ∇h correspond à l’opérateur de gradient selon les deux dimensions horizontales de l’espace,
et k est l’axe de rotation de la terre. On note u = (u, v)T les composantes zonale et méridienne
de la vitesse de l’air ou de l’eau, et u3D = (uT , w)T le vecteur de courant 3D avec w la compo-
sante verticale de la vitesse. u3D · ∇ correspond alors à l’opérateur d’advection. fC est le para-
mètre de Coriolis, g l’accélération de la pesanteur et νm et νs sont les coefficients de viscosité
moléculaire et de diffusion moléculaire respectivement. p et ρ correspondent à la pression et
à la masse volumique de l’air ou de l’eau et ρ0 est la densité de référence du fluide. T repré-
sente les différents traceurs considérés dans l’atmosphère et l’océan. Nous appelons traceurs
des quantités scalaires transportées et mélangées par la dynamique du milieu. Dans notre cas,
T pourra représenter l’humidité de l’air qa , la température potentielle de l’air ou de l’eau θa,o

ou encore la salinité de l’eau So . Enfin les termes fu,T représentent les seconds membres de
chacune des équations (termes source ou de rappel par exemple).
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L’implémentation numérique des équations primitives (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) et (2.5) ne per-
met cependant pas de résoudre l’ensemble des processus présents à proximité de la surface.
En effet les dynamiques petites échelles présentes dans la CLS, liées au caractère très turbulent
de l’air et de l’eau, ne peuvent être résolues du fait de la résolution de la grille des modèles
trop grossière. Or ces flux turbulents ont un impact majeur sur la dynamique du fluide dans
les couches limites. Il est donc nécessaire de quantifier ces turbulences dites sous mailles non
résolues au sein de la CLS pour rendre compte correctement du couplage océan-atmosphère
dans les modèles. Il existe de nombreux papiers sur l’étude des équations primitives, dont par
exemple Lions et al. (1992a,b) ou encore McWilliams (2006).

2.1.3 Expression des flux turbulents

Pour comprendre comment s’expriment les flux turbulents dans la CLS, notons
x(t ) = (u, v,T )T le vecteur d’état du modèle d’équations primitives (d’océan ou d’atmosphère)
qui vérifie l’équation d’advection suivante :

∂x

∂t
+ (u3D ·∇)x = f̃x (2.6)

où f̃x représente tous les autres termes autre que l’advection dans les équations (2.1) et (2.5).

Décomposition de Reynolds

Pour résoudre les fluctuations turbulentes de x présentes proche de l’interface air-mer,
considérons que x est composée d’échelles résolues et non résolues distinctes. Pour séparer
ces échelles il existe diverses méthodes dans la littérature. Nous utiliserons la décomposition
de Reynolds qui est une approche statistique et qui mène au système communément appelé
RANS (Reynolds Average Navier-Stokes) :

x = 〈x〉+x′

où 〈x〉 correspond aux échelles résolues et x′ aux fluctuations sous-mailles non résolues par le
modèle. Notons que l’opérateur statistique abstrait 〈.〉 satisfait les propriétés de Reynolds :

〈x′〉 = 0, 〈〈x〉〉 = 〈x〉 , 〈∂x

∂s
〉 = ∂〈x〉

∂s
, 〈xα+xβ〉 = 〈xα〉+〈xβ〉

La décomposition de Reynolds appliquée à l’équation d’advection (2.6) vérifiée par x donne
alors :

〈∂t 〈x〉+∂t x′〉+〈〈(u3D ·∇)x〉+ (u′
3D ·∇)x′〉 = 〈 f̃x〉

⇔ ∂t 〈x〉+∇· (〈u3Dx〉)︸ ︷︷ ︸
(1)

+∇· (〈u′
3Dx′〉)︸ ︷︷ ︸

(2)

= 〈 f̃x〉 (2.7)

avec u3Dx = (
u3Du,u3Dv,u3DT

)T
(de même pour u′

3Dx′). On remarque que l’équation d’advec-
tion se décompose à présent en deux termes : un terme (1) impliquant les échelles résolues par
le modèle et un terme (2) faisant intervenir les fluctuations sous mailles non résolues.
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Hypothèse de fermeture et paramétrisation

L’objectif est alors d’exprimer le terme 〈u′
3Dx′〉 en fonction des grandeurs résolues de

l’écoulement pour ainsi fermer le système, c’est à dire le rendre résoluble. Une hypothèse de
fermeture classique du problème est la suivante (voir Stull (1988) pour une présentation plus
complète des différents schémas de fermeture) :

〈u′
3Dx′〉 =− (Tx∇〈x〉)T

où Tx est une matrice diagonale composée des coefficients de turbulence. Dans le cadre du
couplage océan-atmosphère, nous nous intéresserons particulièrement aux fluctuations ver-
ticales du flux ∂z 〈w ′x ′〉 et négligerons les autres qui sont le plus souvent traitées comme des
termes de viscosité ou diffusion classique. Nous obtenons :

(2.7) ⇔ ∂t 〈x〉+∇· (〈u3Dx〉)+∂z (〈w ′x′〉) = 〈Fx〉
⇔ ∂t 〈x〉+∇· (〈u3Dx〉)+∂z (Kx(z)∂z 〈x〉) = 〈Fx〉

où Kx =
Km 0 0

0 Km 0
0 0 Ks

 correspond aux coefficients de Tx relatifs à la verticale et :

Kx(z)∂z 〈x〉 =
Km(z)∂z u

Km(z)∂z v
Ks(z)∂zT


avec Km(z) le coefficient de viscosité turbulente et Ks(z) le coefficient de diffusivité turbulente.
Le problème est à présent d’exprimer correctement Kx(z). Cela est usuellement fait par des
schémas de turbulence que l’on appelle des paramétrisations comme, entre autres, le schéma
KPP (K-Profile Parametrisation) dans l’océan (Large et al., 1994) ou un schéma TKE (Turbulent
Kinetic Energy) dans l’atmosphère (Cuxart et al. (2000) par exemple). Notons que ces schémas
de turbulence introduisent dans l’équation des non linéarités puisque Kx(z) est souvent ex-
primé en fonction de la valeur du flux turbulent à l’interface 〈w ′x′〉0 et de ∂z 〈x〉 :

Kx(z) = f
(〈w ′x′〉0 ,∂z 〈x〉)

Flux turbulent à l’interface et formulations Bulk

Pour fermer intégralement le problème, il reste à définir la valeur du flux turbulent à l’in-
terface 〈w ′x′〉0. Des hypothèses simplificatrices permettent tout d’abord de considérer les flux
constants au sein de la CLS, donc que 〈w ′x′〉∣∣C LS (z) = 〈w ′x′〉0. À l’interface air-mer, 〈w ′x′〉0 est
communément exprimé via la formule suivante (Monin et Obukhov, 1954; Large, 2006a) :

〈w ′x′〉0 =−Cx|∆u|(〈x(z+)〉−〈x(z−)〉)
où ∆u = 〈u(z+)〉 − 〈u(z−)〉. Les coefficients Cx sont des fonctions non linéaires, souvent non
différentiables, que l’on appelle coefficients de transfert Bulk. Ils permettent de lier les échelles
turbulentes aux échelles résolues du problème. Les formulations Bulk permettent d’évaluer ces
coefficients. Ce calcul n’est pas aisé et peut par exemple être réalisé avec un algorithme itératif
de type recherche de point fixe (voir par exemple Pelletier et al. (2017) pour plus de détails).
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Flux turbulents à l’interface océan-atmosphère
Dynamique petite échelle proche de l’interface air-mer liée au caractère turbulent de l’air
et de l’eau

• La résolution typique des modèles de prévision rend impossible le calcul de la tur-
bulence proche de l’interface

• La turbulence a un impact majeur sur l’évolution des fluides dans la CLS, CLA et
CLO

Quelle solution pour la prendre en compte ?
⇒ Plusieurs hypothèses permettent de se ramener au problème de l’expression de :

Kx(z) les coefficients de turbulence

〈w ′x′〉0 la valeur du flux à l’interface

• Des schémas de turbulence permettent d’exprimer Kx(z)
• Les formulations Bulk permettent d’exprimer 〈w ′x′〉0

⇒ Ces schémas et formulations introduisent des non-linéarités et non-différentiabilités
dans les modèles

Notion clef

2.2 Le problème du couplage océan-atmosphère

Maintenant que le comportement des milieux d’océan et d’atmosphère proche de l’inter-
face a été présenté, nous pouvons nous pencher sur le problème du couplage océan-
atmosphère en lui-même. Pour simplifier la présentation du problème, nous nous placerons
dans le cas d’un modèle simple colonne. Nous noteronsΩo etΩa les domaines d’océan et d’at-
mosphère comme introduits dans la figure 2.2 et l’interface air-mer sera notée Γ. Les bords ex-
térieurs des deux domaines seront notés ∂Ωext

o et ∂Ωext
a et on désigne par xa et xo les vecteurs

d’état atmosphériques et océaniques. Le problème du couplage est introduit par la consistance
des flux turbulents requise à l’interface, c’est à dire que :

ρa 〈w ′
ax′a〉0 = ρo 〈w ′

ox′o〉0

⇔ ρaK a
x
∂〈xa〉
∂z

∣∣∣∣
Γ

= ρoK o
x
∂〈xo〉
∂z

∣∣∣∣
Γ

=Foa(〈x a|Γ〉 ,〈x o|Γ〉 ,R)
(2.8)

où ρa et ρo sont les densités de l’air et de l’eau et K a
x et K o

x sont les coefficients de turbulence
de l’atmosphère et de l’océan. Nous désignons par xα|Γ la restriction du champ xα à l’interface
Γ. Foa(〈x a|Γ〉 ,〈x o|Γ〉 ,R) permet alors de définir le flux océan-atmosphère à l’interface en fonc-
tions de 〈x a|Γ〉, 〈x o|Γ〉 et R des flux radiatifs s’ajoutant aux flux des traceurs. Dans la suite, nous
nous affranchirons de la notation 〈·〉 pour alléger l’écriture. Cette égalité des flux nous amène
naturellement à poser le problème du couplage suivant :

Trouver xa et xo sur la fenêtre d’intégration [0,T ] tels que
Ma(xa) = fa surΩa × [0,T ]

Mo(xo) = fo surΩo × [0,T ]

Da(x a|Γ) =Do(x o|Γ) =Foa(x a|Γ ,x o|Γ ,R) sur Γ× [0,T ]

(2.9)
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avec Ma et Mo les opérateurs différentiels définissant les modèles d’atmosphère et d’océan
et fa et fo les termes sources des équations. Da et Do représentent les opérateurs d’interface
permettant d’assurer la continuité des flux turbulents à l’interface air-mer (équation (2.8)). Le
problème du couplage étant désormais posé, nous allons voir dans la suite différentes straté-
gies qui peuvent être adoptées pour approcher la solution de ce problème.

2.3 Méthodes de couplage usuelles et méthode de Schwarz

Nous pouvons tout d’abord distinguer deux catégories de méthodes, les méthodes de cou-
plage dites one-way et two-way. Les premières imposent un forçage de l’océan sur l’atmo-
sphère sans aucune rétroaction, le problème de couplage (2.9) n’est alors pas résolu. Les mé-
thodes two-way permettent quant à elles une rétroaction en forçant l’océan par l’atmosphère
en réponse au premier forçage. La solution produite par ces méthodes se rapproche ainsi plus
de la solution du problème (2.9) mais ne le résout pas nécessairement. Pullen et al. (2006) ont
pu montrer que des méthodes de couplage two-way permettaient d’améliorer significative-
ment les résultats des modèles sur la couche de surface atmosphérique par rapport aux mé-
thodes one-way. Dans un soucis d’obtenir la meilleure solution au problème de couplage, nous
nous intéresserons dans la suite de ce document uniquement aux méthodes two-way.

Les méthodes de couplage sont différentes stratégies d’implémentation numérique des
modèles couplés. Nous les présenterons donc sous un formalisme discrétisé. Notons que la
discrétisation des équations (2.9) apporte également son lot de problèmes. En effet, pour des
soucis de stabilité, des schémas temporels implicites sont utilisés et peuvent poser problème
pour obtenir la stricte égalité des flux sur la fenêtre temporelle. Nous commencerons par un pe-
tit point de vocabulaire concernant les différents degrés de couplage puis nous présenterons
deux stratégies de couplage usuelles : les méthodes dites synchrones et celles dites asynchrones.
Enfin nous introduirons une méthode de résolution itérative dite de Schwarz (Lemarié et al.,
2015).

2.3.1 Vocabulaire du couplage

Le problème du couplage (2.9) ré-écrit dans un formalisme discrétisé est le suivant :

Trouver xa et xo sur la fenêtre d’intégration [0,T ] tels que
Ma(xa) = fa surΩa × [0,T ]

Mo(xo) = fo surΩo × [0,T ]

Da(x a|Γ) = Do(x o|Γ) = Foa(x a|Γ ,x o|Γ ,R) sur Γ× [0,T ]

(2.10)

Nous définissons alors trois niveaux de couplage correspondant aux solutions (xa ,xo) du pro-
blème :

— librement couplé 1 → l’égalité Da(x a|Γ) = Do(x o|Γ) n’est pas respectée sur la fenêtre [0,T ],
à cause par exemple d’un décalage temporel

— faiblement couplé → on vérifie une égalité moyenne des flux sur la fenêtre temporelle :

par exemple Da(x a|Γ)
[0,T ] = Do(x o|Γ) où · [0,T ]

est l’opérateur de moyenne temporelle sur
la fenêtre [0,T ]

1. Traduction de l’anglais loosely coupled
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— fortement couplé → nous avons l’égalité stricte des flux sur la fenêtre temporelle :
Da(x a|Γ) = Do(x o|Γ) sur [0,T ]

Il est possible de se référer à l’article de Keyes et al. (2013) pour plus de détails concernant
les différents niveaux de couplage dans les problèmes multi-physiques. Nous allons à présent
présenter différentes stratégies de couplage que nous relierons à ce vocabulaire.

2.3.2 Couplage synchrone au pas de temps

L’objectif des méthodes synchrones est d’échanger en permanence des informations entre
les deux milieux afin de se rapprocher de la réalité où l’atmosphère et l’océan communiquent
en permanence. Cependant, les deux modèles ayant des résolutions temporelles différentes,
il est seulement possible de coupler l’océan et l’atmosphère à la fréquence du plus grand pas
de temps des deux modèles. Notons ∆to le pas de temps du modèle océanique et ∆ta celui de
l’atmosphère. Considérons que ∆to = noa∆ta avec noa ∈N, alors la fenêtre d’intégration [0,T ]
se découpe en N j fenêtres temporelles T j = [t j , t j +noa∆ta] = [t j , t j +∆to] = [t j , t j+1] telles que

[0,T ] =⋃N j−1
j=0 T j . L’algorithme de couplage synchrone s’écrit :

{
Ma, j , j+1(xa, j ) = fa surΩa × [t j , t j+1]

Da(x a|Γ,i ) = Foa(x a|Γ,i ,x o|Γ, j ,Ri ) sur Γ× [t j , t j+1]

{
Mo, j , j+1(xo, j ) = fo surΩo × [t j , t j+1]

Do(x o|Γ, j ) = Foa(x a|Γ, j ,x o|Γ, j ,R j ) sur Γ× [t j , t j+1]

où les indices ·i correspondent aux indices des pas de temps ti ∈ [t j , t j+1]. Les modèles sont in-
tégrés sur la suite de fenêtres temporelles [t j , t j+1] et échangent des flux instantanés à la fin de
chaque fenêtre temporelle. Notons que les schémas d’intégration temporels implicites ajoutent
également un décalage temporel dans le calcul et l’échange des flux. C’est pourquoi cette mé-
thode sera qualifié de librement couplée. Un des principaux désavantages de cette technique
est le coût de calcul nécessaire pour coupler les deux modèles. En effet, l’échange des flux à
chaque pas de temps ∆to impose de nombreuses communications entre les modèles. Or ces
communications peuvent être coûteuses numériquement. Une autre contrainte imposée par
ce couplage est la consistance temporelle des deux modèles afin de permettre leur communi-
cation tous les noa pas de temps. Nous pouvons cependant noter que cet algorithme fournit
une solution au problème de couplage (2.10) asymptotiquement quand ∆to → 0 et ∆ta → 0.

2.3.3 Couplage asynchrone par fenêtres temporelles

L’algorithme de couplage asynchrone propose une méthode de couplage par fenêtres tem-
porelles, réduisant alors le nombre d’échanges entre les modèles par rapport au couplage syn-
chrone. La fenêtre d’intégration [0,T ] est séparée en N j fenêtres temporelles T j = [t j , t j+1]

telles que [0,T ] = ⋃N j−1
j=0 [t j , t j+1]. Les modèles échangent sur ces fenêtres des flux calculés à
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partir des moyennes temporelles des champs :{
Ma, j , j+1(xa, j ) = fa surΩa × [t j , t j+1]

Da(x a|Γ,i ) = Foa(x a|Γ,i ,x o|Γ
j−1,Ri ) sur Γ× [t j , t j−1]

puis{
Mo, j , j+1(xo, j ) = fo surΩo × [t j , t j+1]

Do(x o|Γ, j ) = Da(x a|Γ,i )
j

sur Γ× [t j , t j+1]

(2.11)

où · j
est l’opérateur de moyenne temporelle sur la fenêtre T j . Le modèle atmosphérique est

alors en avance par rapport à l’océan sur la fenêtre temporelle T j . En effet, le flux Foa est cal-

culé à partir du champ océanique x o|Γ
j−1 moyenné sur la fenêtre temporelle précédente, puis

ce flux est ensuite moyenné sur la fenêtre temporelle pour forcer l’océan. La solution fournie
par cet algorithme (2.11) n’est pas la solution exacte du problème de couplage (2.10) du fait de
l’asynchronicité de la méthode, mais également à cause de l’utilisation de champs moyennés.
Nous parlerons alors également d’une solution librement couplée. Bien que ne résolvant pas
le problème de couplage (2.10), cette méthode a cependant l’avantage d’avoir un coût numé-
rique relativement faible, nécessitant peu d’échanges entre les modèles. Grâce à ce faible coût
numérique, cette méthode de couplage est généralement préférée dans les centres de prévision
opérationnels.

Couplage synchrone
Échange des flux océan-atmosphère à chaque pas de temps commun aux deux modèles
+++ Résolution du problème de couplage si ∆to → 0 et ∆ta → 0
−−− Coût de calcul trop élevé et incompatibilité avec les schémas d’intégration implicite

Couplage asynchrone
Échange des flux océan-atmosphère par fenêtre temporelle
+++ Coût de calcul faible
−−− Décalage temporel du flux

Méthodes clefs

2.3.4 Couplage par méthode itérative de Schwarz

Devant l’incapacité des méthodes synchrones et asynchrones à résoudre le problème de
couplage, nous allons nous pencher sur une dernière méthode basée sur les méthodes de dé-
composition de domaine de Schwarz, initialement connues pour être utilisées dans les pro-
blèmes de couplage stationnaires avec différentes physiques ou modélisations numériques.
Son utilisation a récemment été étendue aux problèmes temporels avec le développement de la
méthode de Schwarz Globale en Temps (voir Gander et Halpern (2007)), aussi appelée méthode
Schwarz Waveform Relaxation (SWR). L’idée de cette méthode est de résoudre séparément les
problèmes sur chacun des domaines (Ωo et Ωa) et d’itérer ensuite jusqu’à convergence, c’est
à dire jusqu’à obtenir une solution (xa , xo) satisfaisant le problème (2.10). Notons qu’à chaque
itération a lieu un échange de conditions aux limites entre les modèles. L’avantage de cette
méthode est qu’elle permet de trouver une solution couplée au sens fort mathématiquement
du problème (2.10). Cette méthode a aussi l’avantage non négligeable de rester non intrusive
vis à vis des modèles. Cependant, il s’agit d’une méthode itérative qui peut donc s’avérer très
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chère numériquement si sa vitesse de convergence est trop lente. Des études de la vitesse de
convergence ont pu être menées, notamment par Lemarié et al. (2013a,b) où la convergence
de l’algorithme a été évalué en fonction du choix des conditions d’interface entre les modèles.
Dans le cadre de notre problème de couplage (2.10), l’algorithme de Schwarz est le suivant :

Pour chaque fenêtre [t j , t j+1], on itère jusqu’à convergence :{
Ma, j , j+1(xk

a, j ) = fa surΩa × [t j , t j+1]

Da(xk
a|Γ,i ) = Foa(xk

a|Γ,i ,xk−1
o|Γ,i ,Ri ) sur Γ× [t j , t j+1]{

Mo, j , j+1(xk
o, j ) = fo surΩo × [t j , t j+1]

Do(xk
o|Γ,i ) = Da(xk

a|Γ,i ) sur Γ× [t j , t j+1]

(2.12)

où k désigne l’itération de Schwarz. Nous remarquerons que nous avons besoin de définir
une condition initiale xk=0

o|Γ à l’interface, qui est généralement donnée par la solution de la fe-
nêtre temporelle précédente. Il est possible considérer cet algorithme avec des flux moyens en
temps :

Pour chaque fenêtre [t j , t j+1], on itère jusqu’à convergence :Ma, j , j+1(xk
a, j ) = fa surΩa × [t j , t j+1]

Da(xk
a|Γ,i ) = Foa(xk

a|Γ,i ,xk−1
o|Γ

j
,Ri ) sur Γ× [t j , t j+1]Mo, j , j+1(xk

o, j ) = fo surΩo × [t j , t j+1]

Do(xk
o|Γ,i ) = Da(xk

a|Γ,i )
j

sur Γ× [t j , t j+1]

(2.13)

Dans les deux cas (2.12) et (2.13), l’algorithme de Schwarz est écrit sous sa forme dite mul-
tiplicative, c’est à dire que chaque modèle est intégré successivement, l’un après l’autre. Si
nous remplaçons dans (2.12) par exemple la condition Do(xk

o|Γ,i ) = Da(xk
a|Γ,i ) par Do(xk

o|Γ,i ) =
Da(xk−1

a|Γ,i ), nous avons la forme dite parallèle de l’algorithme puisque les deux modèles peuvent
alors être intégrés simultanément à partir de l’itération précédente. L’algorithme utilisant les
flux parfaits (2.12) fournira à convergence une solution fortement couplée au problème (2.10)
alors que celui utilisant des flux moyens (2.13) produira une solution faiblement couplée, mais
présentera l’avantage d’être moins coûteux numériquement. La figure 2.3 présente un récapi-
tulatif schématique des trois différentes méthodes de couplage introduites.

Couplage algorithme de Schwarz
Méthode itérative d’échange des flux par fenêtre temporelle
+++ Propose une solution forte au problème du couplage
−−− Coût de calcul potentiellement élevé dû aux itérations

Méthode clef

Maintenant que le principe de l’assimilation de données et que le problème du couplage
au sein des modèles de prévision ont été présentés dans ces deux premiers chapitres, nous al-
lons pouvoir commencer à nous intéresser à l’assimilation de données couplée. Il s’agit de mé-
thodes d’assimilation de données prenant en compte le problème du couplage afin de produire
une analyse consistante à l’interface air-mer. Le prochain chapitre sera dédié à la présentation
des enjeux du développement de telles méthodes, et aux solutions proposées depuis les années
90.
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FIGURE 2.3 – Récapitulatif des différentes méthodes de couplage.
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Le principe d’assimilation de données couplée a été introduit pour répondre au problème
de l’assimilation de données dans le cadre des modèles couplés. En effet, les différents algo-
rithmes d’assimilation introduits dans le chapitre 1 ont été initialement développés pour des
modèles découplés, d’atmosphère ou d’océan par exemple. C’est pourquoi depuis les années
1990 des centres de recherche tentent d’adapter les différentes méthodes d’assimilation au pro-
blème du couplage, définissant ainsi l’assimilation de données couplée :

Définition 3.0.1 - Assimilation de données couplée

On appelle assimilation de données couplée un algorithme d’assimilation permettant
de fournir à un système composé de plusieurs modèles couplés une analyse prenant en
compte partiellement ou totalement leur couplage.

Nous exposerons dans ce chapitre les motivations qui poussent à développer des méthodes
de plus en plus performantes d’assimilation de données adaptées aux modèles couplés ainsi
que le vocabulaire relatif à ce domaine de recherche. Puis nous présenterons un historique des
méthodes introduites depuis les années 90 avant d’exposer les objectifs de ces travaux de thèse.
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3.1 Motivations et vocabulaire de l’assimilation de données couplée

3.1.1 Motivations

Si un modèle couplé, océan-atmosphère par exemple, est initialisé via des méthodes d’as-
similation ne prenant pas en compte le couplage à l’interface air-mer, alors l’état initial ne sera
pas en équilibre dynamique et présentera des inconsistances de flux à l’interface. Mulholland
et al. (2015) ont souhaité évaluer l’impact d’une analyse inconsistante fournie à un modèle
couplé. Pour cela ils ont initialisé un modèle de prévision couplé à partir de trois jeux d’analyse
différents :

1. CERA : une analyse couplée océan ↔ atmosphère produite par le système CERA (La-
loyaux et al., 2015).

2. U_atmos et U_ocean : deux analyses d’atmosphère et d’océan produites par une mé-
thode d’assimilation avec un couplage atmosphère → océan.

3. ERA-Interim et ORAS4 : deux analyses d’atmosphère et d’océan découplées, provenant
de deux jeux de réanalyses différents.

Trois prévisions de 10 jours sont ensuite produites avec le modèle couplé à partir des trois jeux
d’analyses cités ci-dessus :

1. C1 une prévision dont l’état initial est fourni par l’analyse CERA

2. U1 une prévision dont l’état initial est fourni par U_atmos et U_ocean

3. M1 une prévision dont l’état initial est fourni par ERA-Interim et ORAS4

Les résultats mettent en avant la qualité des prévisions pour C1 par rapport à U1 et M1 sur une
région observée. Cela est quantifié par exemple par l’erreur quadratique moyenne (RMSE) des
prévisions par rapport à leur analyse de référence en figure 3.1a. On y observe que la prévision
C1 présente une RMSE inférieure à U1 qui elle même est inférieure à M1 sur toute la fenêtre
temporelle de la prévision. De plus, on peut observer dans la figure 3.1b la présence d’un fort
choc dans les premiers pas de temps de l’évolution de la température de surface de l’océan au
début de la fenêtre temporelle pour la prévision M1.

adjustments that occur following a change in the atmo-

spheric model (shocks of the second type). In the pres-

ent case the change is merely from an older to a newer

version of the same model, and a larger effect can be

anticipated if initial conditions are obtained from a

structurally different model altogether.

Figure 5 shows the evolution of the air temperature

forecast error at 1000hPa for C1, U1, and M1 against

their own analyses, averaged over the Niño-3 region.

The larger error growth in U1 compared to C1 results

from the SST discrepancies shown in Fig. 2a during the

first day, and the effects of the shock are felt out to at

least 10 days’ lead time, through a ;5%–10% increase

in RMSE, showing that initialization shocks have the

potential to impact medium-range (as well as short-

range) forecasts. In M1, the effect of the difference in

vertical resolution between the forecast and the refer-

ence analysis can be seen at lead time t5 0, and RMSE

rises sharply on day 1 of the forecast, indicating a strong

shock following the change in model version/resolution.

Part of the difference between M1 and U1 may be at-

tributable to the lower vertical resolution of M1 (the

number of vertical levels in the lowest;1 km is reduced

by around one-third compared to U1).

b. Shock in the upper ocean

In the upper ocean, markedly different bias develop-

ment is seen in M1 compared to the other two forecast

types, particularly near the equator. Figure 6 plots the

time series in SST averaged in the Niño-3 region, for the
three forecast types and their corresponding analyses, in

the period December 2008–January 2009 only. In M1, a

large shock occurs at the beginning of the forecast, and a

cold bias of around 0.5K has formed after 6 h, the first

output point in the forecast series. A shock of around

this size forms consistently (620%) in each of the 10

forecasts in this period, and the identification of this

error is clearly not sensitive to the reference SST used.

The other two periods (shown in Fig. S2 in the online

supplemental material) feature similar cold shocks, but

with different magnitudes. The shock is, therefore, a

robust effect, but shows some seasonal variation, due to

seasonal variation in the difference between the clima-

tological states of the analysis and forecast versions of

the ocean model. After the initial shock, a correction is

seen to occur; nevertheless, by day 10, the M1 error is

still significantly larger than errors in the other forecasts.

In this case, the initialization shock has increased the

forecast error, though in general the shock need not be

of the same sign as the forecast drift (see e.g., Fig. S2a in

the online supplemental material). A similar shock,

though with smaller magnitude, is seen in the eastern

equatorial Atlantic (see Fig. S3 in the online supple-

mental material).

The source of this drift is dynamical differences be-

tween the two ocean model versions (as used in ORAS4

andM1, respectively; see Tables 1 and 2), combinedwith

differences in ocean analysis methodology. Upper-ocean

FIG. 5. 1000-hPa temperature forecast RMSE averaged over the

Niño-3 region for C1 (blue), U1 (orange), and M1 (black) each

evaluated against their own corresponding analysis, as labeled.

RMSD between CERA and the other two analyses are shown for

comparison (gray dashed and gray dotted). Squares mark where

points in the U1 and M1 series are different from C1 at the 90%

significance level, using confidence intervals calculated via the

bootstrapping method.

FIG. 6. SST forecast and analyses time series for the 10 start dates

in December 2008–January 2009, averaged over the Niño-3 region.
Forecast series are plotted at 0, 6, 12, 18, and 24 h, and every 12 h

thereafter; analysis series for CERA and U_ocean are plotted at

the same frequency (U_ocean features a very weak diurnal cycle),

but only daily means are plotted for ORAS4 (which also has a very

weak diurnal cycle, not shown). Across the 10 start dates, the

magnitude of the drop from 0 to 6 h in the M1 series ranges from

0.448 to 0.628C.
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(a) RMSE moyennée sur la région observée de
la température de surface de l’atmosphère.

adjustments that occur following a change in the atmo-

spheric model (shocks of the second type). In the pres-

ent case the change is merely from an older to a newer

version of the same model, and a larger effect can be

anticipated if initial conditions are obtained from a

structurally different model altogether.

Figure 5 shows the evolution of the air temperature

forecast error at 1000hPa for C1, U1, and M1 against

their own analyses, averaged over the Niño-3 region.

The larger error growth in U1 compared to C1 results

from the SST discrepancies shown in Fig. 2a during the

first day, and the effects of the shock are felt out to at

least 10 days’ lead time, through a ;5%–10% increase

in RMSE, showing that initialization shocks have the

potential to impact medium-range (as well as short-

range) forecasts. In M1, the effect of the difference in

vertical resolution between the forecast and the refer-

ence analysis can be seen at lead time t5 0, and RMSE

rises sharply on day 1 of the forecast, indicating a strong

shock following the change in model version/resolution.

Part of the difference between M1 and U1 may be at-

tributable to the lower vertical resolution of M1 (the

number of vertical levels in the lowest;1 km is reduced

by around one-third compared to U1).

b. Shock in the upper ocean

In the upper ocean, markedly different bias develop-

ment is seen in M1 compared to the other two forecast

types, particularly near the equator. Figure 6 plots the

time series in SST averaged in the Niño-3 region, for the
three forecast types and their corresponding analyses, in

the period December 2008–January 2009 only. In M1, a

large shock occurs at the beginning of the forecast, and a

cold bias of around 0.5K has formed after 6 h, the first

output point in the forecast series. A shock of around

this size forms consistently (620%) in each of the 10

forecasts in this period, and the identification of this

error is clearly not sensitive to the reference SST used.

The other two periods (shown in Fig. S2 in the online

supplemental material) feature similar cold shocks, but

with different magnitudes. The shock is, therefore, a

robust effect, but shows some seasonal variation, due to

seasonal variation in the difference between the clima-

tological states of the analysis and forecast versions of

the ocean model. After the initial shock, a correction is

seen to occur; nevertheless, by day 10, the M1 error is

still significantly larger than errors in the other forecasts.

In this case, the initialization shock has increased the

forecast error, though in general the shock need not be

of the same sign as the forecast drift (see e.g., Fig. S2a in

the online supplemental material). A similar shock,

though with smaller magnitude, is seen in the eastern

equatorial Atlantic (see Fig. S3 in the online supple-

mental material).

The source of this drift is dynamical differences be-

tween the two ocean model versions (as used in ORAS4

andM1, respectively; see Tables 1 and 2), combinedwith

differences in ocean analysis methodology. Upper-ocean

FIG. 5. 1000-hPa temperature forecast RMSE averaged over the

Niño-3 region for C1 (blue), U1 (orange), and M1 (black) each

evaluated against their own corresponding analysis, as labeled.

RMSD between CERA and the other two analyses are shown for

comparison (gray dashed and gray dotted). Squares mark where

points in the U1 and M1 series are different from C1 at the 90%

significance level, using confidence intervals calculated via the

bootstrapping method.

FIG. 6. SST forecast and analyses time series for the 10 start dates

in December 2008–January 2009, averaged over the Niño-3 region.
Forecast series are plotted at 0, 6, 12, 18, and 24 h, and every 12 h

thereafter; analysis series for CERA and U_ocean are plotted at

the same frequency (U_ocean features a very weak diurnal cycle),

but only daily means are plotted for ORAS4 (which also has a very

weak diurnal cycle, not shown). Across the 10 start dates, the

magnitude of the drop from 0 to 6 h in the M1 series ranges from

0.448 to 0.628C.
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(b) Température de surface de l’océan
moyenne sur la région observée.

FIGURE 3.1 – La figure (a) présente la RMSE des prévisions par rapport à leurs analyses respec-
tives, ainsi que la RMSE entre les analyses. La figure (b) met en avant le choc à l’initialisation de
la prévision M1. D’après Mulholland et al. (2015).
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Cette étude démontre la meilleure qualité des prévisions disposant d’un état initial en équi-
libre dynamique à l’interface et que des chocs d’initialisation peuvent survenir lorsqu’une ana-
lyse inconsistante est fournie à un modèle couplé. Ces chocs sont caractérisés par de forts ajus-
tements du modèle lors des premiers pas de temps créant alors des erreurs de prévision. Ils
peuvent être provoqués par le déséquilibre des flux verticaux à l’interface des modèles ou bien
par l’utilisation d’un modèle de prévision différent de celui utilisé pour créer l’analyse. Il existe
d’autres études démontrant l’intérêt des méthodes d’assimilation de données couplée vis à vis
de leurs homologues non-couplée. Nous pouvons citer par exemple Zhang (2011) qui évalue de
manière positive l’impact des méthodes d’assimilation de données couplée pour la calibration
de paramètres de modèles, ou encore Chen (2012) qui met en avant leur influence positive pour
la prévision de l’Oscillation Australe El-Niño (ENSO). Tardif et al. (2013) ou Liu et al. (2013) ont
également montré que les méthodes d’assimilation couplée permettaient la propagation des
covariances d’erreur d’un modèle à l’autre. Cela permet notamment d’avoir des informations
sur l’état de l’océan en l’absence d’observations dans ce milieu.

Dans le cadre des modèles couplés :

• Réduction des chocs à l’initialisation

• Amélioration des prévisions

• Influence d’une observation d’un milieu à l’autre grâce aux covariances croisées

• Calibration de paramètres plus performante

Motivations à l’assimilation de données couplée

3.1.2 Vocabulaire de l’assimilation de données couplée

Avant de présenter diverses méthodes d’assimilation de données couplée, il nous semble
important de définir quelques notions permettant de juger de la force du couplage dans les
algorithmes, qui peut intervenir de deux manières différentes :

— au sein du modèle direct utilisé,

— au cœur de l’assimilation de données grâce à des covariances croisées et/ou l’adjoint
d’un modèle couplé.

Des notions d’assimilation fortement et faiblement couplées ont alors été introduites dans di-
vers papiers, notamment dans celui de Smith et al. (2015). Fortement couplé fait référence à un
algorithme d’assimilation où le couplage intervient des deux manières citées ci-dessus, c’est à
dire au sein du modèle direct utilisé et au cœur de l’assimilation de données. En revanche, un
algorithme faiblement couplé prendra uniquement en compte le couplage dans le modèle di-
rect. Ce vocabulaire soulève cependant une ambiguïté avec la qualité du couplage de l’analyse.
En effet, chacun remarquera que la définition ci-dessus d’un algorithme fortement couplé ne
fait pas référence au couplage présent dans le modèle. De plus, le couplage peut être pris en
compte de nombreuses manières dans un processus d’assimilation (Laloyaux, 2016) :

— par l’impact d’une observation d’un milieu à l’autre

— par des covariances d’erreurs croisées d’un modèle à l’autre

— par l’utilisation de modèles tangent et adjoint couplés...
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Les seuls adjectifs de faiblement et fortement couplés ne permettent donc pas de se rendre
compte du couplage présent au sein d’un algorithme.

B Assimilation de données fortement couplée n’est pas synonyme de la création d’une analyse
fortement couplée au sens mathématique du terme.

Nous prendrons donc soin dans la suite de préciser le niveau de couplage présent au sein de
l’assimilation et au sein des modèles. Nous pourrons alors évaluer le couplage d’une méthode
d’assimilation sous deux angles, du point de vue de l’algorithme d’assimilation et du modèle
utilisé :

Algorithme d’assimilation Modèle
Découplé Deux modèles découplés

↓ ↓
Faiblement couplé Librement couplés

↓ ↓
Fortement couplé Fortement couplés

Tableau 3.1 – Différents degrés de couplage dans un algorithme d’assimilation de données, du
point de vue algorithme et du point de vue modèle

Remarque 3.1.1

Nous avons omis ici de mentionner les modèles faiblement couplés puisque nous ne
serons pas amenés à en rencontrer dans la suite de ce manuscrit.

3.2 Méthodes d’assimilation de données introduites au fil du temps

3.2.1 L’assimilation de données couplée pour la prévision d’ENSO

Un premier enjeu pour l’assimilation couplée qui a été cerné est la prévision d’ENSO. En
effet, il a pu être mis en évidence que l’initialisation des modèles jouait un rôle majeur dans la
qualité des prévisions de ce phénomène (Cane et al., 1986; Latif et al., 1994). Chen et al. (1995,
1997) sont à notre connaissance les premiers à s’être intéressés à l’assimilation de données
couplée pour initialiser un modèle couplé. Il s’agit d’un modèle simplifié d’anomalies, couplé
de manière synchrone, dont la dynamique est gouvernée par des équations shallow-water li-
néaires forcées par différents traceurs de manière non-linéaire (modèle CZ (Zebiak et Cane,
1987)). Ils utilisent ce modèle couplé au sein d’un algorithme de nudging (1.2) :

Assimilation de données couplée par nudging (Chen et al., 1995, 1997)

Initialisation xb
0 = (xb

a,0,xb
o,0)T

Étape d’analyse xa
a,i = xb

a,i +K(yo
i −Hxb

a,i )

Étape de prévision xb
i+1 = Mi ,i+1xa

i

• yo
i sont des observations des anomalies de tension de vent.

• Le gain K est un coefficient variable en fonction de la latitude.
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L’analyse créée par cet algorithme est alors plus consistante à l’interface et présente une va-
riabilité temporelle et spatiale plus proche de celle du modèle qu’une analyse classique. La
prédictibilité du phénomène ENSO a alors été améliorée. Nous citerons également Rosati et al.
(1997) qui montrent que l’ajout d’informations provenant de l’atmosphère pour l’assimilation
des données de l’océan permet d’améliorer les prévisions d’ENSO. Ces trois premières études
(Chen et al., 1995, 1997; Rosati et al., 1997) sont les premières à notre connaissance à s’inté-
resser à la création d’une analyse plus consistante à l’interface océan-atmosphère pour des
modèles couplés. Elles présentent tout de même quelques limitations :

— Chen et al. (1995) se limitent au nudging des seules anomalies de tension de vent

— Rosati et al. (1997) utilisent des méthodes, observations et modèles différents pour fon-
der leurs résultats → incertitudes quant aux facteurs expliquant une analyse de bonne
ou mauvaise qualité.

Nous pouvons ensuite citer Lee et al. (2000) qui tentent d’assimiler des données de ma-
nière couplée avec un 4D-Var. La fonction coût mesure les écarts entre le modèle (couplé de
manière synchrone) et des observations d’anomalies de température et de hauteur de surface
côté océan, et de tension du vent de surface côté atmosphère. Le vecteur de contrôle du 4D-Var
est composé de l’état initial et de paramètresΦ du modèle couplé. La minimisation est réalisée
grâce à la méthode adjointe :

Assimilation de données couplée par un 4D-Var (Lee et al., 2000)

Algorithme du 4D-Var (1.3) avec :

• Vecteur d’état x0 = (xa,0,xo,0,Φ)T

• Modèle direct M couplé

• Fonction coût :

J =
N∑

i=0
(yo

o,i −Ho,i M0,i x0)T R−1
o,i (yo

o,i −Ho,i M0,i x0)

+
N∑

i=0
(yo

a,i −Ha,i M0,i x0)T R−1
a,i (yo

a,i −Ha,i M0,i x0)

• Évaluation de ∇J avec les modèles linéaires et adjoints couplés : M et MT

L’utilisation du modèle adjoint couplé au cours de la minimisation permet de prendre en
compte la dynamique du couplage océan-atmosphère pour l’estimation de l’analyse. Leurs ré-
sultats montrent une amélioration des prévisions d’ENSO et une réduction des chocs à l’ini-
tialisation. Galanti et al. (2003) présentent une méthode très similaire avec un algorithme type
4D-Var utilisant un modèle couplé très simplifié. L’adjoint du modèle couplé est utilisé pour
minimiser des écarts de température de sous-couche et de surface océanique ainsi que de ten-
sion de vent. Comme Lee et al. (2000), ils mettent en avant l’amélioration induite par la prise
en compte de la dynamique du couplage océan-atmosphère par le 4D-Var grâce à l’adjoint du
modèle couplé. Bien que ces méthodes assimilent un plus grand nombre de données que Chen
et al. (1995), nous pouvons cependant regretter l’absence dans ces deux méthodes d’un terme
de rappel vers l’ébauche J b . Cela suppose que les seules observations suffisent à estimer un
état initial cohérent, or cela n’est pas réaliste en pratique comme nous avons pu le mentionner
dans le chapitre 1.
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Enfin, Sun et al. (2002) présentent une méthode utilisant un filtre de Kalman étendu (EKF)
avec un modèle non-linéaire simplifié d’océan et d’atmosphère couplé de manière synchrone.
Ils comparent deux méthodes d’assimilation :

— une méthode utilisant un modèle découplé au sein de l’EKF (filtre découplé)

— une méthode utilisant un modèle couplé au sein de l’EKF (filtre couplé)

Il ressort de cette étude que le filtre couplé propage de manière plus significative les cova-
riances d’erreurs entre les modèles, notamment dans l’océan. Il permet donc une plus forte
corrélation entre les différents milieux lors de l’assimilation que le filtre découplé, améliorant
a posteriori les prévisions du modèle. Kondrashov et al. (2008) ont étendu cette étude avec l’es-
timation de paramètres prise en compte dans le filtre couplé. Ils montrent que l’estimation de
paramètres jointe à l’estimation de l’état initial joue un rôle important dans la qualité des pré-
visions du modèle couplé. Notons cependant qu’un tel algorithme est inutilisable en pratique
à cause des limitations numériques de l’EKF (voir chapitre 1).

Zhang et al. (2007) proposent alors un système d’assimilation de données couplée utili-
sant un filtre de Kalman d’ensemble : le Filtre de Kalman d’Ensemble Ajusté (EAKF) (Anderson,
2001), utilisable dans un cadre réaliste. Ils utilisent un modèle couplé de manière synchrone
pour estimer les covariances d’erreur d’ébauche entre les différentes variables du modèle. Des
covariances d’erreurs croisées entre l’océan et l’atmosphère sont ainsi créées grâce au couplage
interne du modèle. Les observations atmosphériques semblent avoir un rôle majeur dans la
qualité de l’analyse, mettant en avant un impact positif de l’assimilation couplée, spécifique-
ment dans la région équatoriale-tropicale pour la prévision d’ENSO.

Premières applications de l’assimilation de donnée couplée : la prévision d’ENSO

Chen et al. (1995, 1997) commencent par proposer une méthode de nudging utilisant
un modèle couplé.

Cadre variationnel :

• Lee et al. (2000) et Galanti et al. (2003) proposent un 4D-Var sans terme d’ébauche
avec un modèle direct, tangent et adjoint couplé.

Cadre stochastique :

• Sun et al. (2002) et Kondrashov et al. (2008) utilisent un modèle couplé au sein d’un
EKF.

• Zhang et al. (2007) proposent une méthode d’assimilation couplée au sein d’une
variante de l’EnKF.

L’assimilation couplée pour ENSO

3.2.2 Des méthodes s’adaptant à des dynamiques de différentes échelles

Bien que l’adaptation des méthodes usuelles d’assimilation au cadre couplé ait pu montrer
des résultats encourageants, Sugiura et al. (2008), Lu et al. (2015) et Ballabrera-Poy et al. (2009)
constatent qu’assimiler simultanément des données haute et basse fréquence, telles qu’atmo-
sphériques et océaniques, peut poser problème. En effet, ils observent que des corrélations
croisées non-désirées peuvent se créer entre les milieux, dégradant alors les résultats. Deux
stratégies sont alors envisagées et présentées ici.
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Un filtrage haute fréquence des données

Pour étudier ce problème, Sugiura et al. (2008) choisissent d’utiliser un algorithme de type
4D-Var avec un modèle couplé de manière asynchrone. Ils proposent d’utiliser des champs
moyennés sur 10 jours, faisant ressortir le couplage basse fréquence entre l’océan et l’atmo-
sphère. Leurs résultats montrent de nettes améliorations pour les prévisions d’ENSO. Cela va-
liderait leur choix d’utiliser des données moyennées dans le cadre de prévisions saisonnières
faisant intervenir des dynamiques aux échelles différentes. Lu et al. (2015) proposent une mé-
thode équivalente au sein d’un filtre EnKF, en lissant les observations et l’ébauche de l’atmo-
sphère. Les corrélations croisées entre les milieux sont alors améliorées. Bien que ces deux mé-
thodes semblent proposer un moyen de résoudre le problème de différence d’échelles entre
les milieux, l’utilisation de données moyennées implique la perte de toute la dynamique pe-
tite échelle présente à l’interface air-mer. Le problème, plutôt que d’être résolu, est en fait
contourné en simplifiant drastiquement le couplage océan-atmosphère.

Une méthode hybride plus adaptée?

Plutôt que de moyenner les champs, Ballabrera-Poy et al. (2009) cherchent à développer
un système d’assimilation de données flexible, combinant faible et haute résolution. Leur mo-
dèle est constitué de deux équations de Lorenz (Lorenz et Emanuel, 1998) représentant 256
variables rapides (atmosphériques) et 8 lentes (océaniques). Ils choisissent d’initialiser les va-
riables océaniques via un filtre EnKF prenant en compte le système couplé, et les variables
atmosphériques sont contraintes par une méthode de nudging.

Assimilation de données couplée hybride (Ballabrera-Poy et al., 2009)

Algorithme d’ensemble (m dénote les membres de l’ensemble)

Initialisation xb
0,m = (xb

a,0,m ,xb
o,0,m)T = (xb

a,0,xb
o,0)T +η0,m

Étape d’analyse xa
o,i ,m Analyse de type EnKF (1.4) (Océan)

�

Covariances et gain de Kalman

évalués à partir du système couplé

xa
a,i ,m Analyse par nudging (1.2) (Atmosphère)

Étape de prévision xb
i+1,m = Mi ,i+1xa

i ,m +ηi ,m avec M le modèle couplé

La définition des ensembles, notamment du bruit ηi ,k , est décrite dans Ballabrera-Poy et al.
(2009). Les résultats de cette méthode hybride sont meilleurs que ceux où seul un filtre EnKF
était utilisé pour initialiser l’ensemble des variables. En effet, l’EnKF créait des covariances croi-
sées indésirables lorsque pas ou trop peu d’observations atmosphériques étaient présentes.
L’utilisation d’une méthode de nudging pour le modèle atmosphérique est cependant une forte
limitation de cette méthode car cela pourrait produire une analyse non-consistante avec la dy-
namique du modèle. De plus, cette méthode a été testée uniquement sur un modèle acadé-
mique.
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Les dynamiques très différentes de l’océan et l’atmosphère peuvent poser problème

Deux pistes sont envisagées :

• Un filtrage haute fréquence des données (Sugiura et al., 2008; Lu et al., 2015)
B Perte du signal haute fréquence de l’atmosphère

• Une méthode hybride d’assimilation pour mieux prendre en compte les signaux
haute et basse fréquence (Ballabrera-Poy et al., 2009)

Des limitations à l’assimilation couplée?

3.2.3 Recherche d’un algorithme performant au moindre coût

Les différentes solutions proposées au problème de l’assimilation de données couplée
n’étant pas satisfaisantes, de nombreux efforts sont fournis ces dernières années pour déve-
lopper de nouvelles méthodes. En effet, il y a donc un besoin des centres météorologiques opé-
rationnels à disposer de méthodes d’assimilation couplée performantes, tout en conservant
un coût de calcul raisonnable. Nous présentons ici les dernières méthodes proposées, stochas-
tiques et variationnelles.

Utilisation des méthodes stochastiques

Luo et Hoteit (2014) et Frolov et al. (2016) présentent deux méthodes similaires d’assimila-
tion de données couplée. Les premiers l’appliquent à un modèle de Lorenz 96 (Lorenz et Ema-
nuel, 1998) à 80 variables tandis que Frolov et al. (2016) utilisent un modèle mésoéchelle plus
réaliste. Dans les deux cas, la propagation de l’état du système est réalisée via le modèle couplé
et l’étape d’analyse est effectuée pour l’atmosphère et l’océan séparément. Le couplage au sein
de l’analyse est assuré via la présence de covariances croisées. Pour décrire leurs algorithmes,
la décomposition matricielle suivante est utilisée :

x = (xa ,xo)T yo = (
yo

a ,yo
o

)T

B =
(

Baa Bao

Boa Boo

)
R =

(
Raa Rao

Roa Roo

)
H =

(
Haa Hao

Hoa Hoo

) (3.1)

où x et yo sont les vecteurs d’état et d’observation du système couplé que l’on décompose
en une partie atmosphérique et une océanique (indices a et o respectivement). B, R sont les
matrices de covariance d’ébauche et d’observation du problème couplé considéré dans son
ensemble, écrites sous forme de matrices blocs pour faire apparaître les covariances croisées
entre les modèles (Bao , Boa , Rao et Roa). H se décompose de manière équivalente.

Luo et Hoteit (2014) considèrent dans leur cas que Bao,oa = Rao,oa = 0. En revanche, ils
décomposent le gain de Kalman de manière similaire à B et R :

K =
(

Kaa Kao

Koa Koo

)

L’étape d’analyse de leur algorithme est alors la suivante :
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Assimilation de données couplée avec analyse séparée (Luo et Hoteit, 2014)

Bao,oa = Rao,oa = 0

Étape d’analyse xa
a,i = xb

a,i +Kaa(yo
a,i −Ha,i xb

a,i )+Kao(yo
o,i −Ho,i xb

o,i )

xa
o,i = xb

o,i +Koa(yo
a,i −Ha,i xb

a,i )+Koo(yo
o,i −Ho,i xb

o,i )

Le couplage entre les domaines pour chaque analyse est assuré par les gains Kaa,oo,ao,oa qui
font intervenir des termes de chacun des deux milieux. Voir l’étude de Luo et Hoteit (2014)
pour le calcul explicite de ces termes avec l’utilisation du filtre de Kalman d’ensemble ETKF
(Bishop et al., 2001).

La méthode de Frolov et al. (2016) suppose que seules les variables proches de l’interface
dans un milieu ont un impact sur l’autre milieu. La décomposition de matrice B introduite
dans l’équation (3.1) est alors étendue à :

(
Baa Bao

Boa Boo

)
≈


Balibalib Balibaitf 0 0
Baitfalib Baitfaitf Baitfoitf 0

0 Boitfaitf Boitfoitf Boitfopfd

0 0 Bopfdoitf Bopfdopfd


où les indices alib et aitf permettent de considérer les variables de l’atmosphère libre et les va-
riables proches de l’interface respectivement, de même que oitf et opfd dénotent les variables
océaniques proche de l’interface et en océan profond. Les matrices H et R sont également dé-
composées selon ce principe ainsi que les vecteurs d’états et d’observation :

xa =
(

xalib

xaitf

)
xo

(
xoitf

xopfd

)

y =


yalib

yaitf

yoitf

yopfd


On se référera à l’article de Frolov et al. (2016) pour le détail des matrices blocs. Enfin, on notera
par exemple Ha,oitf la matrice H telle que ses blocs relatifs aux variables opfd sont nuls :

Ha,oitf =


Halibalib Halibaitf 0 0
Haitfalib Haitfaitf Haitfoitf 0

0 Hoitfaitf Hoitfoitf 0
0 0 0 0


et cette notation est étendue à l’indice aitf, pour la matrice R et le vecteur d’observation. L’étape
d’analyse proposée par Frolov et al. (2016) est alors la suivante :

Assimilation de données couplée par un solveur d’interface (Frolov et al., 2016)

Étape d’analyse Ka = [
Baa Bao

]
HT

a,oitf

(
Ha,oitf BHT

a,oitf
+Ra,oitf

)−1

xa
a = xb

a +Ka

(
yo

a,oitf
−Ha,oitf x

b
)

Ko = [
Boa Boo

]
HT

aitf,o

(
Haitf,oBHT

aitf,o +Raitf,o
)−1

xa
o = xb

o +Ko

(
yo

aitf,o −Haitf,oxb
)
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En écrivant l’étape d’analyse ainsi, Frolov et al. (2016) proposent d’assimiler des données de
manière couplée en ne considérant que le couplage entre des variables proches de l’interface.
Un couplage entre l’océan profond et l’atmosphère libre est cependant présent de manière
indirecte. En effet, nous pouvons voir le couplage entre les milieux de cette manière :

Atmlib ↔ Atmitf ↔ Oceitf ↔ Ocepfd

où Atmlib désigne l’atmosphère libre (Atmitf, Oceitf, Ocepfd désignent les autres milieux de ma-
nière explicite). Cette méthode permet également de renforcer le couplage par rapport à un
algorithme tel que celui de Luo et Hoteit (2014) grâce à la présence des termes non diagonaux
Bao,oa , tout en respectant un coût de calcul raisonnable. Les résultats montrent que l’algo-
rithme converge vers la solution exhaustive (analyse couplée sur tout le domaine) si suffisam-
ment d’observations sont présentes à l’interface. Cet algorithme présente l’avantage d’être as-
sez flexible, les deux étapes d’analyse étant indépendantes, mais présente la difficulté de définir
les matrices de covariance croisées proche de l’interface. Notons que Smith et al. (2017) pro-
posent une estimation de cette matrice B à partir d’un ensemble d’ébauches, comme le ferait
un EnKF, puis assimilent ensuite les données avec un 4D-Var incrémental. Ils mettent alors en
avant les améliorations induites par cette définition de B, créant de fortes corrélations croisées
entre les milieux proches de l’interface, vis à vis d’une matrice B sans corrélations croisées.

4D-var incrémental adapté aux problèmes couplés

Smith et al. (2015) et Laloyaux et al. (2015) ont proposé quant à eux des méthodes d’assimi-
lation de données couplée utilisant un 4D-Var incrémental. Laloyaux et al. (2015) présentent un
algorithme où un modèle opérationnel couplé de manière asynchrone est utilisé en boucle ex-
terne, et où la minimisation est réalisée de manière découplée sur les différents sous-systèmes
du modèle en boucle interne :

Algorithme CERA Laloyaux et al. (2015)

Algorithme 3.1 4D-Var incrémental avec deux boucles externes

INITIALISATION : xr
0 = xb

0

BOUCLE EXTERNE

Intégration du modèle non-linéaire : xr
i = M0→i (xr

0)
Calcul des innovations di = yo

i −Hi (xr
i )

BOUCLE INTERNE

ATMOSPHÈRE : Calcul de Ja et ∇Ja grâce à Ma , MT
a , Ha et HT

a

Minimisation : évaluation de δxa
a,0

OCÉAN : Calcul de Jo et ∇Jo grâce à Mo , MT
o , Ho et HT

o

Minimisation : évaluation de δxa
o,0

FIN DE LA BOUCLE INTERNE

Mise à jour de l’état de référence xr
0 = xr

0 +δxa
0 avec δxa

0 =
(
δxa

a,0
T ,δxa

o,0
T
)T

FIN DE LA BOUCLE EXTERNE

Calcul de l’état d’analyse xa
0 = xr

0 et xa
i = M0→i (xa

0 )
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En ajoutant une seconde itération de boucle externe, le système, appelé CERA, permet une
propagation de l’information d’un milieu à l’autre avec la création de corrélations croisées. En
effet ré-intégrer le modèle couplé après un premier incrément permet de transférer l’informa-
tion donnée par cet incrément d’un modèle à l’autre grâce à la dynamique du modèle direct
couplé. Le système CERA présente donc de nettes améliorations par rapport à une assimila-
tion découplée que cela soit dans l’océan ou l’atmosphère, et ce pour un coût de développe-
ment bien moindre qu’un système utilisant l’adjoint du couplage au sein des boucles internes.
Cette méthode nécessite cependant d’effectuer deux boucles externes, donc d’intégrer deux
fois le modèle couplé, ce qui peut-être relativement coûteux. Smith et al. (2015) ont quant à
eux souhaité comparer ce qu’ils appellent un 4D-var incrémental fortement couplé, un faible-
ment couplé et un non-couplé :

Algorithmes 4D-Var incrémentaux Smith et al. (2015)

Algorithme 3.2 4D-Var incrémental avec une seule boucle externe

INITIALISATION : x0 = xb
0

Intégration du modèle non-linéaire : xb
i = M0,i (xb

0 )

Calcul des innovations di = yo
i −Hi xb

i

BOUCLE INTERNE

J (δx0) = 1
2δxT

0 B−1δx0 + 1
2

∑N
i=0(di −Hi M0,iδx0)T R−1

i (di −Hi M0,iδx0)
∇J (δx0) = B−1δx0 −∑N

i=0 MT
1 . . .MT

i HT
i R−1

i (di −Hi M0,iδx0)
Minimisation : évaluation de l’incrément d’analyse δxa

0
FIN DE LA BOUCLE INTERNE

Calcul de l’état d’analyse xa
0 = xb

0 +δxa
0 et xa

i = M0→i (xa
0 )

• Fortement couplé : M , M et MT couplés

• Faiblement couplé : M couplé, M et MT non-couplés
Dédoublement de la fonction coût et minimisation pour évaluer δxa

a,0 et δxa
o,0

• Non couplé : M , M et MT non-couplés
Dédoublement de la fonction coût et minimisation pour évaluer δxa

a,0 et δxa
o,0

Ils testent alors ces trois algorithmes avec un modèle colonne couplé de manière asynchrone.
La méthode fortement couplée permet de créer des covariances croisées entre les deux milieux
grâce au modèle adjoint couplé. Il en résulte une réduction des chocs à l’initialisation, présents
dans le cas de la méthode non-couplée. La méthode faiblement couplée, similaire au CERA, ne
semble en revanche pas très performante et n’améliore que très peu les résultats par rapport
au cas non-couplé. Cela n’est cependant pas très étonnant puisqu’ils n’effectuent qu’une seule
boucle externe, à contrario du CERA qui en réalise deux. Les covariances d’erreurs ne peuvent
alors pas être propagées par l’intégration du modèle couplé.

Bien que ces méthodes semblent prometteuses, Fowler et Lawless (2016) pointent l’impact
négatif des erreurs de modèle sur la qualité de l’analyse. Ils montrent que le couplage au sein
de l’assimilation de données permet la propagation de ces erreurs entre les deux milieux, dé-
gradant alors l’analyse pour une meilleure consistance à l’interface. La méthode dite du 4D-Var
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Faible Contrainte pourrait alors être une solution à ce problème (Vidard et al., 2000; Griffith et
Nichols, 2000; Trémolet, 2006), proposant une solution en estimant ces erreurs en plus de la
condition initiale. Il est cependant compliqué en pratique de bien les corriger.

Le couplage au sein de l’assimilation de donnée peut être très coûteux s’il est pris en
compte dans sa globalité (covariances croisées sur tout le système, adjoint du couplage...)

Deux solutions sont proposées pour réduire ce coût tout en gardant une bonne qualité
d’analyse :

• Ne considérer que les covariances croisées proches de l’interface, qui sont suppo-
sées dominer la dynamique du couplage (Frolov et al., 2016).

• Supprimer le couplage dans la boucle interne du 4D-Var incrémental. Le couplage
est réalisé dans la boucle externe seulement, permettant tout de même la transmis-
sion d’informations d’un milieu à l’autre (Smith et al., 2015; Laloyaux et al., 2015).

Réduire le coût du couplage dans l’assimilation de données cou-
plée

3.3 Objectifs

Le problème de couplage est souvent vu par la communauté d’assimilation de données
comme un problème résolu. En effet, toutes les études détaillées précédemment présentent le
modèle utilisé comme étant couplé, sans préciser ni de quel type de couplage il s’agit, ni s’il
fournit une solution forte ou faible du problème du couplage (2.10) présenté dans le chapitre
précédent. Il se trouve que l’intégralité des études présentées utilisent un modèle librement
couplé. L’assimilation de données couplée nous semble être une opportunité pour dévelop-
per de nouvelles méthodes permettant non seulement de prendre en compte le couplage des
modèles, mais également de renforcer ce couplage grâce à l’assimilation pour proposer des
analyses plus fortement couplées mathématiquement. L’objectif de cette thèse est donc de dé-
velopper de nouvelles méthodes épaulant les modèles dans la recherche d’une solution au pro-
blème du couplage océan-atmosphère (2.10). Ces travaux s’articulent en deux parties :

• La première partie consiste à introduire de nouveaux algorithmes d’assimilation de don-
nées couplés. Nous ferons alors le lien avec des méthodes existantes, notamment l’algo-
rithme CERA. Nous proposerons ensuite quelques résultats théoriques de convergence
de ces algorithmes avant de réaliser des expériences numériques avec un modèle linéaire
1D couplé.

• La deuxième partie de ces travaux consiste à éprouver la robustesse de nos algorithmes
en utilisant cette fois-ci un modèle 1D couplé océan-atmosphère plus réaliste, c’est à dire
avec la présence de paramétrisations sous maille proche de l’interface. Ce modèle sera
intégré à une surcouche logicielle OOPS, développée au CEPMMT, que nous présente-
rons également.

Nous pourrons enfin conclure sur les performances de nos algorithmes et proposer quelques
perspectives d’amélioration.



Synthèse des notations

Nous avons pu introduire dans cette première partie de nombreuses notations pour le cou-
plage de modèles et l’assimilation de données. Par souci de clarté, nous proposons de résumer
l’ensemble de ces notations dans les tableaux 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 et 3.6.

Notation Description
·a indice désignant une composante atmosphérique
·o indice désignant une composante océanique

[0,T ] Fenêtre temporelle
t temps
·i indice temporel
N nombre de pas de temps
∆t durée d’un pas de temps
N j Nombre de fenêtres temporelles

T j Fenêtre temporelle [t j , t j+1] telle que [0,T ] =⋃N j

j=1 T j

M Opérateur modèle continu
M Modèle discrétisé non-linéaire
M Modèle linéaire

MT Modèle adjoint
x Vecteur d’état

xi = M0,i x0 Intégration du modèle du pas du temps t = 0 à t = ti

xi représente le vecteur d’état au temps ti

Tableau 3.2 – Tableau récapitulatif des notations temporelles, du modèle et de son vecteur
d’état.
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Notation Description
xt État vrai
ηi Erreur du vecteur d’état xi par rapport à l’état vrai au temps ti

Qi Matrice de covariance d’erreur de l’état (Erreur modèle)
xb Ébauche
εb Erreur de l’ébauche par rapport à l’état vrai
B Matrice de covariance d’erreur de l’ébauche
xa Analyse
εa Erreur de l’analyse par rapport à l’état vrai
A Matrice de covariance d’erreur de l’analyse
yo

i Observation au temps ti

εo
i Erreur de l’observation au temps ti par rapport à l’état vrai au même instant

Ri Matrice de covariance d’erreur de l’observation au temps ti

Hi Opérateur d’observation au temps ti

Hi Opérateur d’observation linéarisé
HT

i Opérateur d’observation adjoint

Tableau 3.3 – Tableau récapitulatif des notations des différents vecteurs et matrices relatifs à
l’assimilation de données.

Notation Description
K Gain de Kalman

Nm Nombre de membres d’un ensemble (dans l’EnKF par exemple)
m Indice d’un membre d’un ensemble
J Fonction coût à minimiser dans une méthode d’assimilation variationnelle

J b Terme de la fonction coût relatif à l’ébauche
J o Terme de la fonction coût relatif aux observations
∇J Gradient de la fonction coût

∇J b ,∇J o Gradients relatifs à l’ébauche et aux observations
∇2 J Hessienne de la fonction coût
δx Incrément (dans le cadre du 4D-Var incrémental)
di Écart de l’état du modèle par rapport aux observations au temps ti

Tableau 3.4 – Tableau récapitulatif des notations intervenant dans les algorithmes d’assimila-
tion de données stochastiques et variationnelles.
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Notation Description
Ωa Domaine atmosphérique
Ωo Domaine océanique
Γ Interface air-mer

CLA Couche limite atmosphérique
zC L A Hauteur de la CLA
CLS Couche limite de surface

CLSA,CLSO Couche limite de surface atmosphérique, océanique
z+ Hauteur de la CLSA
z− Profondeur de la CLSO

CLO Couche limite océanique
zC LO Profondeur de la CLO

Tableau 3.5 – Tableau récapitulatif des notations permettant de décrire le système océan-
atmosphère.

Notation Description
x Vecteur d’état du modèle

(u, v, w)T Composante de la quantité de mouvement de l’air ou de l’eau
T Traceur atmosphérique ou océanique (température, salinité...)

fa , fo Termes sources des équations du modèle atmosphérique et océanique
Da ,Do Opérateurs d’interface atmosphériques et océaniques continus
Da ,Do Opérateurs d’interface atmosphériques et océaniques discrets
Foa Flux à l’interface air-mer (continu)
Foa Flux à l’interface air-mer (discret)
R Flux radiatifs
Cx Coefficient de transfert Bulk
f Paramètre de Coriolis
g Accélération de pesanteur
ρ Masse volumique du fluide

Km ,Ks Coefficients de viscosité et diffusivité turbulente
νm ,νs Coefficients de viscosité et de diffusion moléculaire

x j Champ moyenné sur la fenêtre T j

xk Champ à l’itération k de l’algorithme de Schwarz
x a|Γ Restriction de la composante atm. du vecteur d’état à l’interface Γ
x o|Γ Restriction de la composante océ. du vecteur d’état à l’interface Γ

xΓ =
(
x a|Γ ,x o|Γ

)T Restriction du vecteur d’état à l’interface Γ

Tableau 3.6 – Tableau récapitulatif des notations permettant de décrire les équations des mo-
dèles d’océan et d’atmosphère ainsi que leur couplage.





Deuxième partie

ÉTUDE ET DÉVELOPPEMENT
D’ALGORITHMES D’ASSIMILATION DE
DONNÉES VARIATIONNELLE COUPLÉE
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Nous venons d’introduire dans la première partie le problème de l’assimilation de don-
nées couplée ainsi que des solutions proposées dans diverses études depuis les années 1990.
Dans cette seconde partie, nous proposerons des alternatives à ces méthodes existantes pour
répondre au problème. Nous réaliserons également une étude mathématique et numérique de
ces algorithmes. Cette partie est divisée en deux chapitres :

• Le chapitre 4 est consacré à la présentation de quelques méthodes d’assimilation de don-
nées couplée que nous proposons comme alternative aux algorithmes existants. Nous
introduirons alors une nouvelle classification des algorithmes variationnels d’assimila-
tion couplée, à savoir les méthodes homogènes et inhomogènes. Ces deux types de mé-
thodes se distingueront dans le choix du modèle linéaire au sein de la boucle interne
du 4D-Var incrémental. Nous proposerons finalement quelques résultats théoriques de
convergence de ces algorithmes.

• Le chapitre 5 concerne l’étude numérique des algorithmes introduits dans le chapitre 4.
Nous nous placerons dans un cadre très simple avec l’utilisation d’un modèle linéaire
couplé. Le but est ici de présenter une première validation numérique de ces méthodes
avant de passer à un cadre d’application plus complexe dans la troisième et dernière
partie de ce manuscrit.





Chapitre 4

Introduction de quelques méthodes
d’assimilation couplée

Sommaire
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Nous proposons dans ce chapitre de décrire plusieurs méthodes d’assimilation de don-
nées couplée variationnelles, c’est à dire cherchant à produire une analyse qui soit solution du
problème de couplage océan-atmosphère (2.9). Ces méthodes seront toute basées sur le 4D-
Var incrémental précédemment introduit. Rappelons que le problème du couplage consiste à
trouver x = (xa ,xo)T tel que :

Ma,0,T (xa,0) = fa surΩa × [0,T ]

xa,0(z) = x0(z) z ∈Ωa

Da(x a|Γ) = Foa(x a|Γ ,x o|Γ ,R) sur Γ× [0,T ]


Mo,0,T (xo,0) = fo surΩo × [0,T ]

xo,0(z) = x0(z) z ∈Ωo

Do(x o|Γ) = Foa(x a|Γ ,x o|Γ ,R) sur Γ× [0,T ]

où x0(z) ∈Ω désigne la condition initiale. Les deux stratégies de couplage que nous consi-
dérerons dans ce manuscrit sont le couplage asynchrone et par itérations de Schwarz. Soit
la décomposition de la fenêtre temporelle [0,T ] en N j sous-fenêtres T j = [t j , t j+1] telles que

[0,T ] = ⋃N j−1
j=0 T j , nous pouvons alors écrire ces méthodes de couplage sous un formalisme

commun :
Ma, j , j+1(xk

a, j ) = fa surΩa ×T j

xk
a, j (z) = x j (z) z ∈Ωa

Da(xk
a|Γ) = Foa(xk

a|Γ ,xk−1
o|Γ ,R) sur Γ×T j


Mo, j , j+1(xk

o, j ) = fo surΩo ×T j

xk
o, j (z) = x j (z) z ∈Ωo

Do(xk
o|Γ) = Foa(xk

a|Γ ,xk
o|Γ ,R) sur Γ×T j

où x j (z) et le first-guess x0
o|Γ sont imposés sur T0 puis fournis par la solution du modèle sur la

fenêtre temporelle précédente sur T j avec j > 0. Nous pouvons définir un nombre d’itérations
maximal kmax tel que :
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— si kmax = 1, nous avons un couplage asynchrone,

— si kmax > 1, nous avons un couplage itératif de Schwarz. Si kmax est suffisamment grand,
alors nous aurons une solution forte au problème du couplage.

Considérant ces deux stratégies de couplage, nous allons pouvoir introduire plusieurs mé-
thodes d’assimilation de données couplée que nous classerons en deux grandes catégories.
D’une part nous aurons les algorithmes homogènes et d’autre part les algorithmes inhomo-
gènes. Nous entendons par homogènes les algorithmes où la fonction coût minimisée dans la
boucle interne est la stricte linéarisation de la fonction coût de la boucle externe. A l’inverse,
les méthodes inhomogènes considèrent un problème différent à minimiser entre la boucle in-
terne et externe. Nous pourrons alors faire le lien entre nos algorithmes et le système CERA qui
se trouve être une méthode inhomogène. Enfin nous terminerons ce chapitre par une brève
étude de convergence des algorithmes introduits.

Remarques

Nous considérerons dans ce chapitre que :

— B =
(

Ba 0
0 Bo

)
est la matrice de covariance d’erreur d’ébauche couplée avec Ba et Bo les

matrices de covariance d’erreurs atmosphériques et océaniques. Nous ne considérerons
pas de covariances croisées.

— R =
(

Ra 0
0 Ro

)
est la matrice de covariance d’erreur d’observations couplée suivant le

même principe que B.

— H =
(

Ha 0
0 Ho

)
est l’opérateur d’observation.

— M désigne le modèle couplé, de manière asynchrone ou par itérations de Schwarz, et Ma

et Mo désignent respectivement les modèles atmosphériques et océaniques.

4.1 Méthodes d’assimilation de données couplée

4.1.1 Algorithmes homogènes

Cette première famille d’algorithmes que nous présentons correspond à ceux où la fonction
coût linéaire J de la boucle interne est la stricte linéarisation de la fonction coût J de la boucle
externe. Cela signifie que le modèle linéaire et adjoint seront couplés si le modèle non-linéaire
l’est également. Dans la littérature, ces algorithmes sont souvent désignés comme fortement
couplés (par exemple dans le papier de Smith et al. (2015)).

Méthode Homogène Couplée (MH-C)

La première approche présentée consiste simplement à réaliser un 4D-Var incrémental
avec un modèle couplé non-linéaire, sa linéarisation et son adjoint correspondant. Le vecteur
de contrôle est l’état initial du système x0 ∈Ω et la fonction coût à minimiser est :

JMH−C(x(p)
0 ) = 1

2

(
x(p)

0 −xb
0

)T
B−1

(
x(p)

0 −xb
0

)
+ 1

2

N∑
i=0

(
Hi (M0,i (x(p)

0 ))−yo
i

)T
R−1

i

(
Hi (M0,i (x(p)

0 ))−yo
i

)
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où p dénote les itérations de boucle externes et x(p)
0 est l’état initial du système évalué à l’itéra-

tion p du 4D-Var incrémental. Cette méthode produira une analyse aussi couplée que le mo-
dèle. Par exemple, si le modèle est librement couplé avec une méthode asynchrone, alors l’ana-
lyse produite sera librement couplée. Concernant son implémentation incrémentale, le MH-C
évalue la trajectoire du modèle à partir du modèle couplé pour ensuite définir les écarts aux
observations :

d (p)
i = Hi (M0,i (x(p)

0 ))−yo
i ∀i ∈ �0, N�

puis, la fonction coût linéaire à minimiser et son gradient sont calculés à partir du modèle
linéaire couplé M et de son adjoint couplé MT :

JMH−C(δx(p)
0 ) = 1

2

(
δx(p)

0 +
p−1∑
l=0

δx(l )
0

)T

B−1
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)
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i (d (p)
i −Hi Mi . . .M1δx(p)
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Une représentation schématique du MH-C est donnée par la figure 4.1. La force de cette mé-
thode est qu’elle est capable de produire une analyse fortement couplée si le modèle l’est éga-
lement, par exemple avec un couplage de type Schwarz. Cependant, il s’agit également de sa
principale limitation. En effet, un algorithme de Schwarz peut nécessiter de nombreuses itéra-
tions pour arriver à convergence. Ces itérations, jointes aux itérations du 4D-Var incrémental,
peuvent augmenter considérablement le coût numérique de l’algorithme, le rendant alors in-
utilisable en pratique. De plus, cette méthode nécessite de développer les modèles linéaire et
adjoint du modèle couplé, ce qui peut s’avérer complexe. Nous pourrons considérer des va-
riantes de cet algorithme selon le choix du vecteur de contrôle :

— contrôle de la seule condition initiale x0 ∈Ω : MH-C,

— contrôle de la condition initiale et du first-guess à l’interface x0
o|Γ ∈ Γ×T0 : MH-C-Γ,

— contrôle de la condition initiale et d’un terme de correction des champs à l’interface
δxΓ ∈ Γ× [0,T ] : MH-C-δΓ.

• 4D-Var incrémental avec utilisation d’un modèle couplé dans la boucle externe

• Modèle linéaire couplé et adjoint couplé dans la boucle interne

+++ Analyse aussi couplée que le modèle
−−− Développement du modèle adjoint couplé
−−− Coût de calcul très élevé possible selon le type de couplage utilisé

Méthode Homogène Couplée (MH-C)

Méthode Homogène Couplée Renforcée (MH-CR)

Puisque le MH-C est trop coûteux numériquement avec un modèle fortement couplé, un
modèle faiblement ou librement couplé devrait être utilisé en pratique dans cet algorithme. Or,
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Intégration du modèle couplé M

Évaluation de la trajectoire d (p)
i = Hi (M0,i (x(p)

0 ))−yo
i

Intégration du modèle linéaire couplé M

Intégration du modèle adoint couplé MT

Minimisation : évaluation de l’incrément δx(p)
0

→ JMH−C

→ ∇JMH−C
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FIGURE 4.1 – Représentation schématique de l’algorithme MH-C basé sur le 4D-Var incrémen-
tal. Le modèle couplé est utilisé dans la boucle externe pour évaluer la trajectoire ainsi que dans
la boucle interne pour la minimisation.

l’utilisation d’un tel modèle conduirait à la création d’une analyse faiblement couplée mathé-
matiquement, comme nous l’avons mentionné. Nous proposons donc un second algorithme
visant à renforcer le couplage lors de la création de l’analyse, le MH-CR. L’idée de cet algo-
rithme provient des travaux de Gejadze et Monnier (2007) qui introduisent une nouveau terme
de pénalisation dans la fonction coût J du 4D-var. Ce terme a pour but de pénaliser les erreurs
de couplage à l’interface. Leur étude a été menée dans le cadre de l’hydraulique fluviale avec
deux modèles 2D et 1D non linéaires d’équations de Saint-Venant. Ils cherchent à évaluer de
meilleures conditions aux frontières du modèle 2D, imbriqué dans le modèle 1D, via une mé-
thode de contrôle optimal. Nous avons souhaité adapter cette méthode dans le cas de deux
modèles couplés d’océan et d’atmosphère. Considérons un modèle librement couplé par une
méthode asynchrone par exemple. La solution proposée par le modèle ne respecte donc pas la
consistance des flux à l’interface air-mer. Le principe du MH-CR est alors de minimiser l’erreur
de couplage commise par le modèle au cours de l’assimilation grâce à un terme supplémen-
taire dans la fonction coût J s tel que :

J s(x0) = 1

2

N∑
i=0

(
Da(xkmax

a|Γ,i )−Do(xkmax

o|Γ,i )
)T

W−1
(
Da(xkmax

a|Γ,i )−Do(xkmax

o|Γ,i )
)

(4.1)

où W est une matrice permettant de différencier les poids des différents flux d’interface. xkmax

α,i
(α = a,o) fait référence à la solution du modèle M après kmax itérations, et Dα sont les opéra-
teurs d’interface. La fonction coût totale du MH-CR est alors :

JMH−CR(x(p)
0 ) = J b(x(p)

0 )+ 1

2

N∑
i=0

(
Hi (M kmax

0,i (x(p)
0 ))−yo

i

)T
R−1

i

(
Hi (M kmax

0,i (x(p)
0 ))−yo

i

)
+γJ s(x(p)

0 )

avec M kmax

0,i (x0) =
(
xkmax

a,i ,xkmax

o,i

)T
et γ est un coefficient permettant de jouer sur le poids global

de J s dans la fonction coût. Pour minimiser cette fonction coût, le MH-CR évalue la trajectoire
dans la boucle externe à partir du modèle couplé. Les écarts aux observations di et l’erreur de
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couplage εc
i du modèle non-linéaire sont alors suivants :

d (p)
i = Hi (M kmax

0,i (x(p)
0 ))−yo

i ∀i ∈ �0, N�
ε

c,(p)
i = DΩ

a

(
M kmax

0,i (x(p)
0 )

)
−DΩ

o

(
M kmax

0,i (x(p)
0 )

)
∀i ∈ �0, N�

Remarque 4.1.1

Les opérateurs DΩ
α sont des extensions des opérateurs Dα sur le domaineΩ. C’est à dire

que Dα : Γ→ Γ et DΩ
α :Ω→ Γ, mais le calcul des flux à l’interface est identique pour les deux

opérateurs. Nous avons besoin d’introduire cette notation afin de pouvoir écrire la fonction
coût en fonction de x0 et du modèle, et de nous passer de la notation xα|Γ .

Le modèle linéaire couplé Mkmax et son adjoint couplé Mkmax
T

sont ensuite utilisés dans la
boucle interne pour minimiser la fonction coût linéaire :
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Nous proposons une représentation schématique de cet algorithme dans la figure 4.2. Nous es-
pérons renforcer le couplage entre les deux modèles grâce à la contrainte faible de couplage im-
posée par J s , à la manière d’un algorithme de Schwarz. Les itérations de minimisation prennent
alors le relais sur les itérations de Schwarz. Le MH-CR présente cependant la même limitation
que le MH-C, à savoir la nécessité de développer le modèle adjoint couplé. Plusieurs variantes
sont envisageables, en fonction du choix du vecteur de contrôle :

— contrôle de la seule condition initiale x0 ∈Ω : MH-CR,

— contrôle de la condition initiale et du first-guess à l’interface x0
o|Γ ∈ Γ×T0 : MH-CR-Γ,

— contrôle de la condition initiale et d’un terme de correction des champs à l’interface
δxΓ ∈ Γ× [0,T ] : MH-CR-δΓ.
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• 4D-Var incrémental avec utilisation d’un modèle faiblement couplé dans la boucle
externe

• Modèle linéaire faiblement couplé et adjoint couplé dans la boucle interne

+++ Analyse couplée grâce au modèle et à la contrainte faible imposée par J s

+++ Coût de calcul potentiellement plus faible que le MH-C
−−− Développement du modèle adjoint couplé

Méthode Homogène Couplée Renforcée (MH-CR)

Intégration du modèle librement/faiblement couplé M kmax

Évaluation de la trajectoire d (p)
i = Hi (M kmax

0,i (x(p)
0 ))−yo

i

ε
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Intégration du modèle linéaire couplé Mkmax

Intégration du modèle adoint couplé Mkmax
T

Minimisation : évaluation de l’incrément δx(p)
0
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→ ∇JMH−CR
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FIGURE 4.2 – Représentation schématique de l’algorithme MH-CR basé sur le 4D-Var incré-
mental. Le modèle couplé est utilisé dans la boucle externe pour évaluer la trajectoire ainsi que
dans la boucle interne pour la minimisation. L’originalité de cet algorithme vient du terme de
pénalisation des inconsistances de flux à l’interface Γ dans la fonction coût.

Méthode Homogène Couplée par Contrainte Faible (MH-CCF)

Enfin, nous présentons une dernière méthode homogène qui consiste à assurer le couplage
entre les deux modèles par le seul terme de pénalisation J s . Les deux modèles Ma et Mo sont
découplés dans la boucle externe ainsi que leurs composantes linéaires et adjointes dans la
boucle interne. La fonction coût de cette méthode est alors :
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où J b
a (respectivement J b

o ) est le terme d’ébauche pour la composante atmosphérique (resp.
océanique) du vecteur d’état et :

J s(x(p)
0 ) = 1

2

N∑
i=0

(
DΩa

a (Ma,0,i (x(p)
a,0))−DΩo

o (Mo,0,i (x(p)
o,0)))

)T
W−1

(
DΩa

a (Ma,0,i (x(p)
a,0))−DΩo

o (Mo,0,i (x(p)
o,0))

)

Remarque 4.1.2

De manière analogue à précédemment, nous définissons ici les opérateurs DΩα
α comme

les extensions des opérateurs Dα sur le domaineΩα. Nous avons alors DΩα
α :Ωα→ Γ.

La figure 4.3 représente schématiquement cet algorithme. La qualité du couplage sera dégra-
dée par rapport à un couplage direct des modèles, mais cet algorithme présente l’avantage de
ne pas avoir de couplage direct ou adjoint des modèles. Il est également possible de définir
plusieurs variantes du MH-CCF :

— contrôle de la seule condition initiale x0 ∈Ω : MH-CCF,

— contrôle de la condition initiale et de l’interface xΓ ∈ Γ×T0 : MH-CCF-Γ.

Remarque 4.1.3

Cet algorithme MH-CCF est très similaire à la méthode ADMM (Alternative Direction
Method of Multipliers), introduite par Glowinski et Marroco (1975) puis Gabay et Mercier
(1976), et qui consiste à résoudre un problème de la forme :

minimiser J1(x1)+ J2(x2)

tel que C1x1 +C2x2 = c

où x1, x2 et c sont des vecteurs, J1 et J2 sont des fonctions coût convexes et C1 et C2 des opé-
rateurs. Le MH-CCF est donc équivalent à l’ADMM dans le cas particulier où les modèles
d’atmosphère et d’océan sont linéaires. La contrainte C1x1 +C2x2 = c correspond alors à
notre contrainte faible imposée par J s et J1 et J2 correspondent aux fonctions coût rela-
tives aux variables atmosphériques et océaniques (J b,o

a et J b,o
o ). Il existe plusieurs études de

convergence de cette méthode dans la littérature (Gabay, 1983; Eckstein et Bertsekas, 1992).

• 4D-Var incrémental avec deux modèles découplés dans la boucle externe

• Modèles linéaires et adjoints découplés également dans la boucle interne

−−− Analyse faiblement couplée par la contrainte faible imposée par J s

+++ Coût de calcul raisonnable les modèles étant découplés
+++ Pas de développement du modèle adjoint couplé

Méthode Homogène Couplée par Contrainte Faible (MH-CCF)
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Intégration des modèles découplés Mα

Évaluation de la trajectoire dα,i = Hα,i (Mα,0,i (xα,0))−yo
α,i

εc
i = Da(Ha,Γa (Ma,0,i (xa,0)))−Do(Ho,Γo (Mo,0,i (xo,0)))

Intégration des modèles linéaires découplés Mα

Intégration des modèles adjoints découplés MT
α

Minimisation : évaluation de l’incrément δx0
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FIGURE 4.3 – Représentation schématique de l’algorithme MH-CCF basé sur le 4D-Var incré-
mental. Les modèles sont découplés mais l’analyse est couplée via la contrainte faible imposée
par J s durant la minimisation.

4.1.2 Algorithmes inhomogènes

Les méthodes introduites ci-avant présentent quelques limitations. Le MH-C ou le MH-CR
nécessitent le développement de l’adjoint du couplage et peuvent être très gourmandes en coût
de calcul. Le MH-CCF ne requiert pas l’adjoint du couplage mais l’absence d’un modèle direct
couplé impacte la qualité de l’analyse à l’interface air-mer. C’est pourquoi il peut être judicieux
de faire appel à des méthodes que nous appellerons inhomogènes, utilisant un modèle couplé
dans la boucle externe du 4D-Var, et leurs composantes découplées dans la boucle interne. La
fonction coût quadratique minimisée au sein de la boucle interne est alors une approximation
de la vraie fonction coût quadratique (la stricte linéarisation de la fonction coût de la boucle
externe).

Méthode Inhomogène Couplée (MI-C)

Cette méthode est l’équivalente du MH-C pour les algorithmes inhomogènes. Le principe
est simplement de remplacer les modèles couplés linéaire et adjoint par les composantes dé-
couplées dans la boucle interne. Nous calculons alors deux incréments δxa,0 et δxo,0. Les fonc-
tions coûts et gradient du MI-C sont les suivants :
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i = Hi (M0,i (x(p)
0 ))−yo

i = (d (p)
a,i ,d (p)

o,i )T évalué à partir du modèle couplé. On dénote par ·̃
le fait que la fonction coût quadratique (et son gradient) sont une approximation de la linéari-
sation exacte de la fonction coût en boucle externe (et de son gradient). La figure 4.4 représente
cet algorithme. On remarquera que le MI-C est l’équivalent du système CERA (Laloyaux et al.,
2015) dans le cas particulier où le modèle est couplé de manière asynchrone dans la boucle ex-
terne et que seulement deux itérations de boucles externes sont effectuées. Le MI-C présente
l’avantage de produire une analyse couplée grâce au modèle couplé dans la boucle externe
tout en évitant d’avoir à développer l’adjoint du couplage. On espère alors que les itérations de
boucles externes permettront de créer des covariances croisées entre les deux domaines grâce
à la dynamique du modèle direct couplé.

Remarque 4.1.4

La fonction coût non-linéaire à minimiser du MI-C est la même que celle du MH-C.
Cependant, la convergence vers la solution du MH-C n’est pas assurée. En effet, le problème
à résoudre entre la boucle interne et externe étant différent, rien ne nous assure a priori
que la solution trouvée sera celle de la boucle externe. Nous étudierons dans la suite de ce
chapitre la convergence du MI-C avec les itérations de boucles externes.

• 4D-Var incrémental avec un modèle couplé dans la boucle externe

• Modèles linéaires et adjoints découplés dans la boucle interne

−−− Problèmes différents entre la boucle interne et externe
+++ Coût de calcul raisonnable les modèles étant découplés dans la boucle interne
+++ Pas de développement du modèle adjoint couplé

Méthode Inhomogène Couplée (MI-C)
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FIGURE 4.4 – Représentation schématique de l’algorithme MI-C basé sur le 4D-Var incrémental.
Le modèle couplé est utilisé dans la boucle externe pour évaluer la trajectoire et la minimisation
est réalisée séparément avec les deux modèles découplés.

Méthode Inhomogène Couplée Renforcée par Contrainte Faible (MI-CRCF)

Enfin, un dernier algorithme considéré renforce le couplage des deux modèles découplés
dans la boucle interne via la contrainte faible imposée par J s . Nous avons les fonctions coût
suivantes :
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Nous considérons alors la fonction coût linéaire suivante au sein de la boucle interne :
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0 ) = J̃MI−C(δx(p)

0 )+ 1

2

N∑
i=0

(√
γ̃DΩa

a Ma,0,iδx(p)
a,0 −

√
γ̃DΩo

o Mo,0,iδx(p)
o,0 +

p
γε

c,(p)
i

)T
W−1

(√
γ̃DΩa

a Ma,0,iδx(p)
a,0 −

√
γ̃DΩo

o Mo,0,iδx(p)
o,0 +

p
γε

c,(p)
i

)
où εc

i correspond à l’erreur de couplage commise par le modèle non-linéaire, évaluée en boucle
externe. Nous nous laissons également le choix de considérer un facteur γ̃ différent de γ. Nous
pouvons alors écrire le gradient de la fonction coût linéaire :

∇ J̃MI−CRCF(δx(p)
0 ) =∇ J̃MI−C(δx(p)

0 )+

+ γ̃
N∑

i=0
Ma,0,i

T DΩa
a

T
W−1

(
DΩa

a Ma,0,iδx(p)
a,0 −DΩo

o Mo,0,iδx(p)
o,0 +ε

c,(p)
i

)
− γ̃

N∑
i=0

Mo,0,i
T DΩo

o
T

W−1
(
DΩa

a Ma,0,iδx(p)
a,0 −DΩo

o Mo,0,iδx(p)
o,0 +ε

c,(p)
i

)
Cet algorithme, schématisé dans la figure 4.5, a pour but de renforcer le couplage au sein de
l’analyse grâce à la contrainte faible J s par rapport à l’analyse produite par le MI-C. Cette
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contrainte permet alors d’assurer un couplage entre les modèles tout en évitant de devoir dé-
velopper l’adjoint du modèle couplé. On espère ainsi améliorer la convergence de l’algorithme
vers la solution du MH-C. Tout comme le MH-CR et le MH-CCF, nous pouvons imaginer cet
algorithme en considérant différents choix de vecteur de contrôle :

— contrôle de la seule condition initiale x0 ∈Ω : MI-CRCF,

— contrôle de la condition initiale et du first-guess à l’interface x0
o|Γ ∈ Γ×T0 : MI-CRCF-Γ,

— contrôle de la condition initiale et d’un terme de correction des champs à l’interface
δxΓ ∈ Γ× [0,T ] : MI-CRCF-δΓ.

L’ensemble des algorithmes présentés dans ce chapitre est récapitulé dans le tableau 4.1.

• 4D-Var incrémental avec un modèle couplé dans la boucle externe

• Modèles linéaires et adjoints découplés dans la boucle interne

−−− Problèmes différents entre la boucle interne et externe
+++ Coût de calcul raisonnable les modèles étant découplés dans la boucle interne
+++ Pas de développement du modèle adjoint couplé
+++ Contrainte faible de couplage

Méthode Inhomogène Couplée Renforcée par Contrainte Faible
(MI-CRCF)

Intégration du modèle couplé M

Évaluation de la trajectoire d (p)
i = Hi (M0,i (x(p)

0 ))−yo
i

ε
c,(p)
i = DΩ

a (M0,i (x(p)
0 ))−DΩ

o (M0,i (x(p)
0 ))

Intégration des modèles linéaires découplés Ma , Mo

Intégration des modèles adjoints découplés MT
a , MT

o

Minimisation : évaluation des incréments δxa,0, δxo,0

→ J̃MI−CRCF

→ ∇ J̃MI−CRCF

B
o

u
cl

e
in

te
rn

e

x(p+1)
0 = x(p)

0 +δx(p)
0

B
o

u
cl

e
ex

te
rn

e

MI-
CRCF

FIGURE 4.5 – Représentation schématique de l’algorithme MI-CRCF basé sur le 4D-Var incré-
mental. Le modèle couplé est utilisé dans la boucle externe pour évaluer la trajectoire et la
minimisation est réalisée avec les deux modèles couplés indirectement via la contrainte faible
de couplage J s présente dans la fonction coût.
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Cat. Algo. Contrôle Modèles Fonction Coût ±±±

MH

C
: x0 M couplé

J = J b + J o
+++ Couplage

Γ :
(
x0,x0

o|Γ
)T

M couplé −−− Adjoint couplé

δΓ : (x0,δxΓ)T MT couplé −−− Coût de calcul

CR
: x0 M couplé

J = J b + J o +γJ s
+++ Couplage

Γ :
(
x0,x0

o|Γ
)T

M couplé −−− Adjoint couplé

δΓ : (x0,δxΓ)T MT couplé ∼∼∼ Coût de calcul

CCF
: x0

Mα découplés
J = J b

a + J b
o + J o

a + J o
o +γJ s

−−− Couplage

Γ :
(
x0,x0

o|Γ
)T Mα découplés +++ Adjoint découplé

MT
α découplés +++ Coût de calcul

MI

C x0

M couplé
BE : J = J b + J o ∼∼∼ Couplage

Mα découplés
BI : J̃ = J b

a + J o
a + J b

o + J o
o

+++ Adjoint découplé
MT
α découplés +++ Coût de calcul

CRCF
: x0 M couplé

BE : J = J b + J o + J s ∼∼∼ Couplage

Γ :
(
x0,x0

o|Γ
)T

Mα découplés
BI : J̃ = J b

a + J o
a + J b

o + J o
o + J̃ s +++ Adjoint découplé

δΓ : (x0,δxΓ)T MT
α découplés +++ Coût de calcul

Tableau 4.1 – Tableau récapitulatif des différents algorithmes d’assimilation de données cou-
plée introduits. Les termes « BE » et « BI » permettent de désigner la fonction coût utilisée res-
pectivement dans la boucle externe et interne du 4D-Var incrémental lorsque cette dernière
n’est pas la stricte linéarisation de la première. La dernière colonne donne une indication
concernant la qualité du couplage de l’analyse produite par l’algorithme, si le développement
du modèle adjoint couplé est nécessaire et si la méthode sera gourmande en coût de calcul.

4.2 Étude de convergence des algorithmes d’assimilation couplée

Nous proposons dans cette section une étude de la convergence des différents algorithmes
d’assimilation couplée introduits. Cette étude est basée sur les travaux de Gratton et al. (2007)
qui étudient la convergence des algorithmes de Gauss-Newton. Nous commencerons par pré-
senter en quoi le 4D-Var incrémental peut-être vu comme un algorithme de Gauss Newton.
Nous pourrons alors en déduire des conditions suffisantes de convergence des algorithmes
homogènes et inhomogènes à partir des résultats de Gratton et al. (2007). Enfin, nous expri-
merons une condition nécessaire et suffisante de convergence des algorithmes inhomogènes
dans un cadre linéaire.

4.2.1 Le 4D-Var incrémental vu comme un algorithme de Gauss-Newton

Avant toute chose, il nous semble important de présenter en quoi le 4D-Var incrémental est
équivalent à l’algorithme de Gauss-Newton (noté GN dans la suite). L’algorithme GN minimise
une fonction coût J telle que :

J (x0) = 1

2
∥Z (x0) ∥2

2 (4.2)
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où Z est une fonction non-linéaire vectorielle. La jacobienne Z de Z est alors définie telle que

Zx0 = ∂Z
∂x0

∣∣∣
x0

et :

∇J (x0) = ZT
x0

Z (x0)

∇2 J (x0) = ZT
x0

Zx0 +Q(x0)

où Q(x0) sont les termes de second ordre de la hessienne ∇2 J (x0). La méthode GN est en fait
une approximation de l’algorithme de Newton pour la résolution des problèmes de moindres
carrés non-linéaires, qui néglige les termes d’ordre 2 de la hessienne et minimise alors J (4.2)
par itérations successives telles que :

δx(q)
0 =−

(
ZT

q Zq

)−1
ZT

q f (x(q)
0 )

x(q+1)
0 = x(q)

0 +δx(q)
0

(4.3)

où l’on note Zq = Zx(q)
0

par souci de concision et ·(q) les itérations de l’algorithme. Revenons

au 4D-Var incrémental et notons Gi = Hi (M0,i ) l’opérateur d’observations généralisé, Gi sa
linéarisation. Nous pouvons alors écrire la fonction coût linéaire de la boucle interne ainsi :

J (δx(p)
0 ) = 1

2

(
δx(p)

0 +
p−1∑
l=0

δx(l )
0

)T

B−1

(
δx(p)

0 +
p−1∑
l=0

δx(l )
0

)
+

1

2

N∑
i=0

(
Giδx(p)

0 −d (p)
i

)T
R−1

i

(
Giδx(p)

0 −d (p)
i

)
où ·(p) dénote les itérations de boucle externe. Si l’on suppose que la solution optimale est
trouvée, alors nous avons que ∇J (δx(p)∗

0 ) = 0 (où l’exposant ·∗ désigne la solution optimale) et :

x(p+1)
0 = x(p)

0 +δx(p)∗
0

= x(p)
0 +

(
B−1 +

N∑
i=0

GT
i R−1

i Gi

)−1

×
(

B−1
p−1∑
l=0

δx(l )
0 +

N∑
i=0

GT
i R−1

i d (p)
i

)
(4.4)

Puisqu’il n’est pas évident que (4.3) ⇔ (4.4), définissons la fonction vectorielle Z telle que :

Z (x0) =


B−1/2(x0 −xb

0 )
R−1/2

0

(
G0(x0)− yo

0

)
. . .

R−1/2
N

(
GN (x0)− yo

N

)


La fonction coût de la boucle externe est alors égale à J (x(p)
0 ) = 1

2 ∥ Z (x(p)
0 ) ∥2

2. Nous pouvons

ensuite définir la jacobienne Z = ∂Z
∂x0

telle que :

Z =


B−1/2

R−1/2
0 G0

. . .
R−1/2

N GN


puis montrer que :

−
(
ZT

p Zp

)−1
ZT

p Z (x(p)
0 ) =

(
B−1 +

N∑
i=0

Gi R−1
i Gi

)−1

×
(

B−1
p−1∑
l=0

δx(l )
0 +

N∑
i=0

Gi R−1
i d (p)

i

)
i.e. (4.3) ⇔ (4.4)
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L’incrément optimal du 4D-Var incrémental (4.4) est donc égal à celui de l’algorithme GN (4.3),
signifiant que les deux méthodes sont formellement équivalentes.

4.2.2 Convergence des algorithmes homogènes

Les méthodes homogènes sont simplement des algorithmes de type 4D-Var incrémental,
avec l’utilisation d’un modèle couplé ou d’une fonction coût différente du 4D-Var incrémental
classique. Nous venons de montrer l’équivalence entre ces méthodes et les méthodes GN, dont
un critère de convergence est donné par le théorème 4 de l’article de Gratton et al. (2007). Nous
pouvons donc en déduire une condition suffisante de convergence des méthodes homogènes :

Théorème 4.2.1 - Convergence des méthodes homogènes (d’après Gratton et al. (2007)) 1

Soit Z une fonction de H 2, Zx0 = ∂x0Z (x0) sa jacobienne et η ∈ R+ tel que 0 ≤ η < 1.
Alors s’il existe x∗0 ∈ Rn tel que ZT

x∗
0
Z (x∗0 ) = 0 avec Zx∗

0
de rang n, s’il existe ε > 0 tel que

∥ xb
0 −x∗0 ∥2< ε et s’il existe une séquence η(p) telle que ∀p ≥ 0 :

∥Q(x(p)
0 )

(
ZT

p Zp

)−1 ∥2≤ η(p) ≤ η

alors la séquence des x(p)
0 converge vers x∗0 , le minimum de la fonction coût J .

Ce théorème signifie que la courbure de la fonction coût ne doit pas être trop forte pour assurer
la convergence de l’algorithme. De plus, une seconde condition à la convergence est que la
distance ∥ xb

0 −x∗0 ∥2 entre l’ébauche et l’optimum ne doit pas être trop grande. Cette distance à
l’optimum est fonction de la courbure de J : ε pourra être d’autant plus grand que la courbure
de J sera faible et inversement.

4.2.3 Convergence des algorithmes inhomogènes

Formalisation du problème de convergence

Boucle externe. Le problème à résoudre en boucle externe par les algorithmes inhomogènes
est le suivant :

trouver x∗0 = argmin
x0

(J (x0))

avec J (x0) = 1

2

(
x0 −xb

0

)T
B−1

(
x0 −xb

0

)
+ 1

2

N∑
i=0

(
Gi (x0)−yo

i

)T R−1
i

(
Gi (x0)−yo

i

)+ J s(x0)
(4.5)

où G désigne l’opérateur d’observation généralisé non-linéaire couplé. On se place dans le cas
du MI-C (respectivement du MI-CRCF) en considérant γ= 0 (resp. γ 6= 0).

Boucle interne. Les MI souhaitent approcher une solution de (4.5) par itérations successives

d’un problème linéaire simplifié. Soit δx̃0 =
(
δx̃a,0

δx̃o,0

)
l’incrément du vecteur de contrôle, di =

1. Pour la démonstration de ce théorème, se référer à l’article de Gratton et al. (2007)
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(
da,i

do,i

)
le vecteur d’innovations et εc

i l’erreur de couplage au temps ti . La fonction coût de la

boucle interne est alors la suivante :

J̃ (δx̃(p)
0 ) = Ja(δx̃(p)

a,0)+ Jo(δx̃(p)
o,0)+ J̃ s(δx̃(p)

0 )

avec :

Ja(δx̃(p)
a,0) = 1

2

(
δx̃(p)

a,0 +
p−1∑
l=0

δx̃(l )
a,0

)T

B−1
a

(
δx̃(p)

a,0 +
p−1∑
l=0

δx̃(l )
a,0

)
+

1

2

N∑
i=0

(
Ga,iδx̃(p)

a,0 −d (p)
a,i

)T
R−1

a,i

(
Ga,iδx̃(p)

a,0 −d (p)
a,i

)

Jo(δx̃(p)
o,0) = 1

2

(
δx̃(p)

o,0 +
p−1∑
l=0

δx̃(l )
o,0

)T

B−1
o

(
δx̃(p)

o,0 +
p−1∑
l=0

δx̃(l )
o,0

)
+

1

2

N∑
i=0

(
Go,iδx̃(p)

o,0 −d (p)
o,i

)T
R−1

o,i

(
Go,iδx̃(p)

o,0 −d (p)
o,i

)
J̃ s(δx̃(p)

0 ) = 1

2

N∑
i=0

(√
γ̃DΩa

a Ma,0,iδx̃(p)
a,0 −

√
γ̃DΩo

o Mo,0,iδx̃(p)
o,0 +

p
γε

c,(p)
i

)T
W−1

(√
γ̃DΩa

a Ma,0,iδx̃(p)
a,0 −

√
γ̃DΩo

o Mo,0,iδx̃(p)
o,0 +

p
γε

c,(p)
i

)
où Gα,i = Hα,i Mα,0,i est l’opérateur d’observation généralisé linéaire découplé (α= a,o). Dans
la suite, nous noterons les opérateurs G̃, M̃, D et D tels que :

G̃iδx̃0 =
(

Ga,i 0
0 Go,i

)(
δx̃a,0

δx̃o,0

)
M̃0,iδx̃0 =

(
Ma,0,i 0

0 Mo,0,i

)(
δx̃a,0

δx̃o,0

)
D = DΩ

a −DΩ
o D =

(
DΩa

a −DΩo
o

)
Problème de convergence. Si l’on note ·∗ la solution optimale d’une fonction coût, alors nous
avons :

x̃(p)∗
0 = xb +

p−1∑
l=0

δx̃(l )∗ la solution optimale du MI-C à la boucle externe p

x∗0 = xb +δx∗ la solution optimale du problème (4.5)

Le problème est de déterminer s’il existe une condition suffisante assurant la convergence des
MI, et si oui, quelle sera l’erreur commise ε̃= (ε̃a , ε̃o)T par rapport à la solution du problème :

p−1∑
l=0

δx̃(l )∗
a

?−−−−→
p→∞ δx∗a + ε̃a

p−1∑
l=0

δx̃(l )∗
o

?−−−−→
p→∞ δx∗o + ε̃o

Pour résumer, la figure 4.6 présente schématiquement le choix qui est réalisé par une MI vis
à vis d’une MH. D’un côté la MH minimise la fonction coût non linéaire avec sa linéarisation
exacte (utilisation du modèle couplé linéaire) en boucle interne. De l’autre la MI fait le choix de
considérer deux systèmes linéaires découplés en boucle interne.
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J (x(p)
0 ) = 1

2

(
x(p)

0 −xb
0

)T
B−1

(
x(p)

0 −xb
0

)
+ 1

2

N∑
i=0

(
Gi (x(p)

0 )−yo
)T

R−1
(
Gi (x(p)

0 )−yo
)
+γJ s(x(p)

0 )

MH : J (δx(p)
0 ) = J b(δx(p)

o )+ 1

2

N∑
i=0

(
Giδx(p)

0 −d (p)
i

)T
R−1

i

(
Giδx(p)

0 −d (p)
i

)
+ J s(δx(p)

0 )

MI : J̃ (δx(p)
0 ) = J b

a (δx(p)
a,o)+ J b

o (δx(p)
o,0)+ 1

2

N∑
i=0

(
G̃iδx(p)

0 −d (p)
i

)T
R−1

i

(
G̃iδx(p)

0 −d (p)
i

)
+ J̃ s(δx(p)

0 )

x(p+1)
0 = x(p)

0 +δx(p)
0

Boucle interne

B
o

u
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e
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e

FIGURE 4.6 – Représentation schématique de la différence entre les algorithmes homogènes et
inhomogènes. Les MH considèrent la linéarisation exacte de la fonction coût, alors que le MI-
C en considérera une approximation via l’utilisation d’un opérateur d’observation généralisé
découplé G̃. Nous pouvons considérer γ= 0 ou 6= 0 au sein de J s et J̃ s , selon le type d’algorithme
choisi.

Convergence des MI vues comme des méthodes GN perturbées

Gratton et al. (2007) introduisent ce qu’ils appellent des méthodes de Gauss-Newton Per-
turbées (PGN). Il s’agit de méthodes de GN où la jacobienne de Z est une approximation de la
vraie jacobienne Z et est notée Z̃. Le gradient et la hessienne approchés de J sont alors écrits :

∇ J̃ (x0) = Z̃T
x0

Z (x0)

∇2 J̃ (x0) = Z̃T
x0

Zx0 +Q̃(x0)

où Q̃(x0) représente les termes d’ordre 2 provenant de la dérivée de Z̃x0 . L’algorithme du PGN
consiste à minimiser J par itérations successives en utilisant la jacobienne approchée :

δx(q)
0 =−

(
Z̃T

q Z̃q

)−1
Z̃T

q Z (x(q)
0 )

x(q+1)
0 = x(q)

0 +δx(q)
0

(4.6)

avec q les itérations du PGN. Les MI peuvent alors être vues comme des méthodes PGN. En
effet, il est possible de ré-écrire la fonction coût (4.5) des MI telle que :

J (x0) =∥ZMI(x0) ∥2
2

avec ZMI(x0) =



B−1/2(x0 −xb
0 )

R−1/2
0 d0

. . .
R−1/2

N dNp
γ ·W−1/2εc

0
. . .p

γ ·W−1/2εc
N


où les écarts aux observations di et les erreurs de couplage εc

i sont évalués à partir du modèle

couplé, tels que di = Gi (x0)− yo
i =

(
da,i

do,i

)
et εc

i = (
DΩ

a (M0,i (x0))−DΩ
o (M0,i (x0))

)
. Nous pouvons
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alors écrire la jacobienne de ZMI et son approximation :

ZMI =



B−1/2

R−1/2
0 G0

. . .
R−1/2

N GNp
γ ·W−1/2

(
DM0,0

)
. . .p

γ ·W−1/2
(
DM0,N

)


Z̃MI =



B−1/2

R−1/2
0 G̃0

. . .
R−1/2

N G̃N√
γ̃ ·W−1/2

(
DM̃0,0

)
. . .√

γ̃ ·W−1/2
(
DM̃0,N

)


La jacobienne Z̃MI est une approximation de ZMI dans le sens où l’opérateur d’observation gé-
néralisé couplé Gi est approximé par l’opérateur découplé G̃i . De même, M est approximé par
l’opérateur modèle découplé M̃ pour l’évaluation des erreur de couplage. Enfin, il est possible

de montrer que la solution optimale δx̃(p)∗
0 de la minimisation de J̃ (p)(δx̃(p)

0 ) est égale à la solu-
tion optimale du PGN (4.6) :

∇ J̃ (p)(δx̃(p)∗
0 ) = 0

⇔ δx(p)∗
0 =−

(
B−1 +

N∑
i=0

G̃T
i R−1

i G̃i + γ̃
N∑

i=0
M̃T

0,i DT W−1DM̃0,i

)−1

×(
B−1

p−1∑
l=0

δx(l )∗
0 −

N∑
i=0

G̃T
i R−1

i d (p)
i +p

γ
√
γ̃

N∑
i=0

M̃T
0,i DT W−1ε

c(p)
i

)

=−
(
Z̃T

p,MIZ̃p,MI

)−1
Z̃T

p,MIZMI(x(p)
0 )

où Z̃p,MI désigne la jacobienne approchée de ZMI à l’itération p. Les méthodes inhomogènes
sont donc formellement équivalentes à des algorithmes PGN. Il est alors possible d’en déter-
miner un critère de convergence suffisant à partir du théorème 6 de Gratton et al. (2007) qui
prouve la convergence des algorithmes PGN sous certaine conditions :

Théorème 4.2.2 - Convergence des méthodes inhomogènes (d’après Gratton et al. (2007)) 2

Soit Z une fonction de H 2, Zx0 = ∂x0Z (x0) sa jacobienne et η ∈ R+ tel que 0 ≤ η < 1.
Alors s’il existe x̃∗0 ∈ Rn tel que Z̃T

x̃∗
0
Z (x̃∗0 ) = 0 avec Z̃x̃∗

0
de range n, s’il existe ε > 0 tel que

∥ xb
0 − x̃∗0 ∥2≤ ε et s’il existe une séquence η(p) telle que ∀p ≥ 0 :

∥ I−
(
Z̃T

p Zp +Q̃(x(p)
0 )

)(
Z̃T

p Z̃p

)−1 ∥2≤ η(p) ≤ η

alors la séquence des x(p)
0 converge vers x̃∗0 .

Ce théorème nous dit que pour assurer la convergence des MI, il est nécessaire que Z̃T Z̃ soit
une bonne approximation de ∇2 J̃ (x0). De plus, on remarquera que bien que l’algorithme ait
convergé, rien ne nous assure qu’il ai convergé vers la solution de la boucle externe. En effet,
nous avons à l’optimal ∇ J̃ (x̃∗0 ) = 0, mais pas nécessairement ∇J (x̃∗0 ) = 0. Le théorème 7 de l’ar-
ticle de Gratton et al. (2007) nous donne une majoration de l’erreur commise :

∥ x̃∗0 −x∗0 ∥2≤ 1

1−ν ∥
(
Z̃+

x∗
0
−Z+

x∗
0

)
f (x̃∗0 ) ∥2 (4.7)

2. Pour la démonstration de ce théorème, se référer à l’article de Gratton et al. (2007)
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où Z+ = (
ZT Z

)−1
ZT est appelé inverse de Moore-Penrose et ν< 1 dépend des termes de second

ordre Q(x0). La convergence est exacte (x̃∗0 = x∗0 ) si J (x∗0 ) = 0 3.

Remarque 4.2.1

Si nous remplaçons dans le théorème 4.2.2 la jacobienne approchée J̃ par la jacobienne
exacte J, alors nous retrouvons le critère de convergence du GN (théroème 4.2.1).

En pratique, il peut être compliqué de déterminer si cette condition est respectée. En effet, il
n’est pas toujours aisé d’exprimer Q̃MI. De plus, ce critère est une condition suffisante et non
nécessaire, il est alors possible qu’il ne soit pas atteint et que l’algorithme converge tout de
même. Nous proposons donc de réaliser l’étude de convergence des méthodes MI dans un
cadre linéaire, afin d’exprimer un facteur de convergence nécessaire et suffisant.

Convergence des MI dans le cas linéaire

On considère la fonction coût quadratique suivante à minimiser :

J (x0) = 1

2

(
x0 −xb

0

)T
B−1

(
x0 −xb

0

)
+ 1

2

N∑
i=0

(
Gi x0 −yo

i

)T R−1
i

(
Gi x0 −yo

i

)+
γ

1

2

N∑
i=0

(
DM0,i x0

)T W−1 (
DM0,i x0

) (4.8)

Nous allons simplifier légèrement le problème, sans en perdre sa généralité, en considérant les
observations à un unique pas de temps. Nous pouvons alors écrire que :

J (x0) = 1

2

(
Πx0 −y

)T S−1 (
Πx0 −y

)

avec Π=


I
Gp

γDM0,0
...p

γDM0,N

 , y =


xb

0
yo

0
...
0

 et S =
B 0 0

0 R 0
0 0 W



La fonction coût simplifiée minimisée en boucle interne est alors la suivante :

J̃ (δx̃(p)
0 ) = 1

2

(
Π̃δx̃(p)

0 −d(p)
)T

S−1
(
Π̃δx̃(p)

0 −d(p)
)

avec Π̃=


I
G̃√

γ̃DM̃0,0
...√

γ̃DM̃0,N

 et d(p) = y−Πx(p)
0 =



−∑p−1
l=0 δx̃(l )

0
d (p)

−pγεc,(p)
0

...

−pγεc,(p)
N


Notons que le cas Π̃ =Π correspond à un algorithme homogène avec un modèle linéaire. La

solution optimale qui minimise J̃ (δx̃(p)
0 ) à l’itération p est donnée par la solution de ∇ J̃ (δx̃(p)

0 ) =
0 :

δx̃(p)∗
0 = K̃d(p)

avec K̃ = (
Π̃T S−1Π̃

)−1
Π̃T S−1

3. Pour retrouver la majoration de l’erreur commise (4.7), se référer à l’article Gratton et al. (2007)
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Les opérateurs étant tous linéaires, il est possible de définir d(p) en fonction de δx(p−1) :

d(p) = y−Πx(p)
0

= y−Πx(p−1)
0 −Πδx̃(p−1)

0

= d(p−1) −Πδx̃(p−1)
0

Nous pouvons alors écrire δx̃(p)∗
0 en fonction de δx̃(p−1), ∀p > 1 :

δx̃(p)∗
0 = K̃d(p)

= K̃
(
d(p−1) −Πδx̃(p−1)∗

0

)
= δx̃(p−1)∗

0 − K̃Πδx̃(p−1)∗
0

= (
I− K̃Π

)
δx̃(p−1)∗

0

δx̃(p)∗
0 s’exprime donc comme une suite géométrique de raison

(
I− K̃Π

)
. Nous pouvons alors en

déduire un critère de convergence nécessaire et suffisant des algorithmes inhomogènes dans
le cadre linéaire (théorème 4.2.3).

Théorème 4.2.3 - Convergence des MI dans un cadre linéaire

Considérons la fonction coût J à minimiser linéaire (4.8) (J ∈ H 1). Un algorithme inho-
mogène converge si et seulement si :

∥ I− K̃Π ∥2< 1

Si la condition de convergence du théorème 4.2.3 est respectée, alors nous pouvons exprimer
l’incrément optimal total du MI. En effet, nous avons que :

δx̃(p)∗
0 = (

I− K̃Π
)p
δx̃(0)∗

0
p−1∑
l=0

δx̃(l )∗
0 =

p−1∑
l=0

(
I− K̃Π

)l
δx̃(1)∗

0

donc :
p−1∑
l=0

δx̃(l )∗
0 −−−−→

p→∞
∞∑

l=0

(
I− K̃Π

)l K̃d(0)

(4.9)

On remarque que la somme vers laquelle converge l’incrément total du MI (équation (4.9)) est
une série de Neumann :
Définition 4.2.1 - Série de Neumann

Une série de Neumann est une série de la forme :

∞∑
l=0

Tl

où T est un opérateur linéaire ici. Si ∥ T ∥2< 1, alors (I−T) est inversible et :

(I−T)−1 =
∞∑

l=0
Tl
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Ainsi, si la MI converge, alors nous avons que :

p−1∑
l=0

δx̃(l )∗
0 −−−−→

p→∞
(
K̃Π

)−1 K̃d(0) (4.10)

et nous pouvons exprimer l’erreur ε̃ commise par la MI par rapport à la solution optimale du
problème x∗0 . En effet ε̃= x∗0 − x̃∗0 , où x∗0 = xb

0 +δx∗0 avec :

δx∗0 = Kd(0) (4.11)

où K = (
ΠT S−1Π

)−1
ΠT S−1. Le théorème 4.2.4 définit alors l’erreur commise par la MI à partir

des équations (4.10) et (4.11).

Théorème 4.2.4 - Erreur des MI dans un cadre linéaire

Supposons la fonction coût J à minimiser linéaire (4.8) et que la MI ait convergé (théo-
rème 4.2.3 vérifié), alors nous pouvons exprimer l’erreur ε̃ commise par rapport à la solu-
tion optimale de J :

ε̃=
(
K− (

K̃Π
)−1 K̃

)
d(0)

Nous pouvons faire plusieurs remarques sur ce résultat de convergence des MI dans un cadre
linéaire.
Remarque 4.2.2 - Cohérence du critère de convergence

Nous pouvons remarquer que les MH dans le cas linéaire convergeront en une seule ité-
ration de boucle externe, ce qui est cohérent. Pour s’en persuader, considérons l’expression
de l’incrément optimal (4.9) : δx̃(p)∗

0 = (
I− K̃Π

)p
δx̃(0)∗

0 . Dans le cadre des MH, nous aurons

K à la place de K̃, et alors KΠ= I impliquant que ∀p > 1 : δx̃(p)∗
0 = 0 :

KΠ= (
ΠT S−1Π

)−1
ΠT S−1Π

= I

Remarque 4.2.3 - Lien avec le critère de convergence des PGN

Gratton et al. (2007) ont exprimé le critère de convergence suffisant des méthodes PGN
dans un cadre non linéaire suivant :

∀p ≥ 0 ∥ I−
(
Z̃T

p Zp +Q̃(x(p)
0 )

)(
Z̃T

p Z̃p

)−1 ∥2< 1

Dans un cadre linéaire, ce critère devient :

∥ I− (
Z̃T Z

)(
Z̃T Z̃

)−1 ∥2< 1

Il ne s’agit cependant que d’une condition suffisante de convergence. Nous avons pu ici
exprimer une condition nécessaire et suffisante de convergence dans le théorème 4.2.3,
que nous pouvons ré-écrire en fonction des matrices jacobiennes ainsi :

∥ I− (
Z̃T Z̃

)−1 (
Z̃T Z)

) ∥2< 1

Nous pourrons évaluer numériquement dans la suite la différence entre ces deux critères.
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Remarque 4.2.4 - Impact de la contrainte faible de couplage

La présence ou non de la contrainte faible de couplage au sein de l’algorithme aura un
impact sur la convergence des MI. En effet, nous pouvons distinguer plusieurs cas :

— (γ= 0, γ̃= 0) : il s’agit de l’algorithme MI-C. La convergence sera uniquement condi-
tionnée par « l’écart » entre les modèles de la boucle externe et interne. Si G est
« proche » de G̃, alors il y a de grandes chances pour que ∥ I− K̃Π ∥2< 1 et que l’al-
gorithme converge. Le MI-C convergera donc si la suppression du couplage entre les
modèles n’est pas une trop forte approximation.

— (γ 6= 0, γ̃ 6= 0) : dans ce cas, nous cherchons à minimiser les erreur d’interface dans la
boucle externe et interne. Nous pouvons espérer que γ̃ 6= 0 permettra de compenser
l’erreur commise dans l’approximation de G. Cependant, la contrainte supplémen-
taire imposée par γ 6= 0 peut limiter cette compensation.

— (γ= 0, γ̃ 6= 0) : ce dernier cas est peut-être le meilleur candidat pour satisfaire la condi-
tion de convergence. En effet, la contrainte faible n’est présente que dans la boucle
interne permettant a priori de mieux compenser les erreurs d’approximation du mo-
dèle.

Pour conclure, il a pu être mis en évidence un critère de convergence nécessaire et suffisant
permettant la convergence des MI dans un cadre linéaire. Notons que ce critère ne sera pas né-
cessairement simple à atteindre, surtout dans le cadre des méthodes type MI-C, où supprimer
le couplage entre les modèles pourrait s’avérer être une trop forte approximation. Nous pou-
vons alors dans ce cas espérer que l’introduction d’un terme de pénalisation J s permettra de
compenser ces erreurs d’approximation pour satisfaire le critère de convergence.
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Nous venons dans le chapitre précédent d’introduire un certain nombres d’algorithmes
visant à assimiler des données au sein d’un système couplé. Nous allons dans ce chapitre ef-
fectuer quelques premiers tests numériques sur ces algorithmes. Nous allons pour cela consi-
dérer un modèle couplé de diffusion à une dimension sur lequel nous tenterons d’assimiler
des données de manière couplée. Nous choisissons d’utiliser un modèle très simple dans le
but de mieux comprendre comment se comportent les algorithmes d’assimilation. Cela nous
permettra également de vérifier numériquement les résultats obtenus précédemment sur la
convergence des différentes méthodes.

5.1 Description d’un modèle simple colonne de diffusion

5.1.1 Équations du modèle couplé

Commençons par décrire les équations régissant notre modèle 1D vertical de diffusion.
Soit Ω ⊂ R le domaine spatial de définition de notre modèle couplé. Nous décomposons Ω en

85
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deux sous-domaines Ωa = [0,ha] et Ωo[−ho ,0] partageant une interface commune Γ= 0. Nous
considérerons le modèle couplé suivant, intégré sur la fenêtre temporelle [0,T ] :

Mo(xk
o ) = fo surΩo × [0,T ]

xk
o (0, z) = xo,0 avec z ∈Ωo

Do(xk
o|Γ) =Dao(xk−1

a|Γ ) sur Γ× [0,T ]


Ma(xk

a ) = fa surΩa × [0,T ]

xk
a (0, z) = xa,0 avec z ∈Ωa

Da(xk
a|Γ) =Doa(xk

o|Γ) sur Γ× [0,T ]

(5.1)

où Mα sont deux opérateurs de diffusion tels que :

Mα = ∂

∂t
+να ∂2

∂z2

avec νa 6= νo . Les opérateurs d’interfaces sont choisis comme des opérateurs de Dirichlet et de
Neumann : 

Do = Id

Dao = Id


Da = νa

∂

∂z

Doa = νo
∂

∂z
Il s’agit d’un modèle couplé par algorithme de Schwarz mais nous pourrons également consi-
dérer le cas d’un couplage one-way en stoppant l’algorithme après la première itération ou
encore deux modèles découplés si nous supprimons le couplage. Le couplage one-way est en
fait équivalent au couplage asynchrone introduit précédemment, restreint à une seule fenêtre
temporelle. Dans le cas de deux modèles découplés, nous avons alors besoin de deux condi-
tions initiales à l’interface x0

a|Γ et x0
o|Γ . Notons x = (xa , xo)T le vecteur d’état du système et

x0 = (xa,0, xo,0)T l’état initial à t = 0, alors nous désignerons dans la suite :

— xcvg(t ) =M
cvg
0,t (x0, x0

a|Γ) la solution du modèle couplé à convergence de Schwarz,

— xkmax (t ) =M
kmax
0,t (x0, x0

a|Γ) la solution du modèle couplé stoppé à l’itération kmax,

— xunc(t ) =M unc
0,t (x0, x0

a|Γ , x0
o|Γ) la solution du modèle découplé.

Nous définissons le critère de convergence de l’algorithme de Schwarz ε tel que pour une ité-
ration k :

ε=∥Do(xk
o|Γ)−Dao(xk

a|Γ) ∥2

Pour compléter la description du modèle, il nous faut décrire les seconds membres des équa-
tions du modèle (5.1) qui seront fonction de la solution analytique du modèle.

Solution analytique

Nous choisissons la solution analytique du modèle suivante sur chacun des deux sous-
domaines :

x?α(z, t ) = X0

4
e−

|z|
βα

(
3+cos2

(
3πt

τ

))
surΩα× [0,T ] (5.2)

où X0 correspond à l’amplitude de la solution. Notons que pour assurer la continuité du flux
à l’interface Γ, il nous faut considérer que βaνo = βoνa . Nous choisirons alors les constantes
suivantes du problème :

X0 = 20 ◦C νa = 1 m2.s−1 νo = 0.1 m2.s−1

τ= 22 h βa = 4000 m βo = 400 m

Les seconds membres des équations fα sont ensuite déterminés tels que Mα(x?α) = fα.
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5.1.2 Cas test de référence

Maintenant que le modèle est entièrement défini, il nous faut le discrétiser puis définir un
état de référence et une ébauche à partir desquelles nous pourrons assimiler des données pour
tester nos algorithmes.

Discrétisation

Nous discrétisons le modèle (5.1) avec un schéma d’Euler implicite en temps, et du second
ordre en espace. Les résolutions seront les suivantes :

∆t =∆ta =∆to = 180 s ∆z =∆za =∆zo = 20 m

T = 12 h ha = ho = 1000m

La fenêtre temporelle [0,T ] est ainsi décomposée en NT + 1 = 241 pas de temps ti avec i ∈
�0, NT � et ti = i ·∆t . Les domaines Ωα sont quant à eux décomposés en 51 niveaux verticaux
chacun.

État vrai

Nous définissons l’état vrai sur la fenêtre [0,T ] comme étant la solution à convergence du
modèle (5.1) dont l’état initial est défini à partir de la solution analytique (5.2) :

xt
0 =

(
xt

a,0
xt

o,0

)
=

(
x?a,0
x?o,0

)

où x?α,0 est la discrétisation de x?α(z,0) (5.2) avec z ∈Ωα. Nous choisirons comme first-guess à

l’interface x0
a,Γ un bruit blanc gaussien. Le critère de convergence choisi pour les itérations de

Schwarz est ε= 10−6. Nous obtenons alors l’état vrai xt
i ∈Ω∀i ∈ �0, NT � décrit par la figure 5.1.
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FIGURE 5.1 – État vrai considéré pour le modèle couplé de diffusion 1D.

Nous allons pouvoir maintenant tenter d’assimiler des données avec des observations prises
au dernier pas de temps (t = 12 h) sur tout le domaineΩ.
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5.2 Assimilation d’une observation colonne unique

Nous utiliserons pour l’ensemble de nos expériences d’assimilation un algorithme du gra-
dient conjugué préconditionné (PCG) pour minimiser la fonction coût dans la boucle interne
du 4D-Var incrémental. On définit la convergence de cet algorithme à partir de son résidu r (q)

à chaque itération de minimisation q , tel que r (q) = b−Ax(q), avec Ax = b le système à résoudre.
Nous définissons alors la condition de convergence du PCG suivant :

∥ r (q) ∥
∥ r (0) ∥ < εPCG (5.3)

où εPCG est le critère de convergence de l’algorithme. Dans la suite nous considérerons εPCG =
10−10. Nous pouvons trouver une description complète de cet algorithme dans le livre de Quar-
teroni et al. (2007) par exemple.

5.2.1 Ébauche, observations et contrainte faible

Afin de comparer les différents algorithmes, nous allons réaliser diverses expériences ju-
melles, c’est à dire à partir de la même ébauche, du même jeu d’observations et des mêmes
matrices de covariance d’erreur. Cela nous permettra de pouvoir discriminer au mieux les mé-
thodes. Nous proposons de décrire ici l’ébauche, les observations et la contrainte faible J s pré-
sente dans certaines des méthodes d’assimilation couplée introduites dans le chapitre précé-
dent.

Ébauche

L’ébauche est fournie par la solution du modèle à convergence de Schwarz à partir d’un état
initial biaisé par rapport à celui du true-state. Le biais est appliqué à l’amplitude de la condition
initiale, X0 (équation (5.2)), et vaut δX0 = 5 ◦C. La figure 5.2 représente cette ébauche xb . Nous
y associons une matrice de covariance B diagonale telle que B = 100 · I.

Remarque 5.2.1

La matrice de covariance d’erreur d’ébauche n’a ici pas de rapport avec le biais ap-
pliqué. Nous la considérons simplement comme un poids appliqué à l’ébauche, sans lien
direct avec son erreur par rapport à l’état vrai.

Observations

Nous considérons des observations parfaites, prises sur toute la colonne du dernier pas de
temps de l’état vrai, soit : yo = xt

Nt
(H = I d). Des observations parfaites impliquent une matrice

de covariance d’erreur R nulle. Cependant, pour notre étude, nous associons à ces observa-
tions une matrice de covariance d’erreur R diagonale telle que : R = 10 · I. De même que pour
l’ébauche, cette matrice est uniquement vu comme un poids, et n’a pas de lien direct avec les
erreurs d’observations.
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FIGURE 5.2 – Ébauche considérée pour le modèle couplé de diffusion 1D.

Contrainte faible de couplage

La contrainte faible de couplage J s présente dans la fonction coût de certains des algo-
rithmes quantifie l’erreur de couplage commise à l’interface :

J s(x0) = 1

2
γ

[
NT∑
i=0

(
DΩ

o (Mi (x0))−DΩ
ao(Mi (x0))

)T
W−1

D

(
DΩ

o (Mi (x0))−DΩ
ao(Mi (x0))

)+
NT∑
i=0

(
DΩ

a (Mi (x0))−DΩ
oa(Mi (x0))

)T
W−1

N

(
DΩ

a (Mi (x0))−DΩ
oa(Mi (x0))

)] (5.4)

avec DΩ
α les extensions des opérateurs Dα sur le domaine Ω, comme cela a été défini dans le

chapitre précédent. Les matrices de covariance WD et WN sont définies telles que :

W−1
D = wD · I W−1

N = wN · I

où wD et wN sont les poids relatifs aux erreurs de couplage de type Dirichlet et de type Neu-
mann. Or, ces deux types d’erreur représentent des flux de nature différente. Il nous faudra
donc considérer le rapport suivant entre les deux poids pour que ces termes aient une influence
équivalente sur le poids total de la fonction coût, et soient alors comparables :

wN = βa

νa
wD

et nous choisirons dans la suite wD = 1 et γ̃= γ. Nous jouerons alors dans la suite sur le coeffi-
cient γ pour évaluer l’impact de la contrainte faible de couplage.

5.2.2 Description des expériences jumelles

Nous allons réaliser diverses expériences jumelles que nous décrirons au fur et à mesure
de notre réflexion. Le but de ces expériences sera de mieux comprendre différents aspects de
l’assimilation couplée. Nous pourrons par exemple évaluer l’impact sur l’analyse d’un modèle
fortement couplé par rapport à un modèle faiblement couplé, mais également l’apport de la
contrainte faible de couplage J s . Nous observerons également les performances des méthodes
inhomogènes vis à vis des méthodes homogènes. Afin de comparer les différents algorithmes
nous utiliserons, entre autres, deux indicateurs :
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— l’erreur quadratique moyenne RMSE :

√√√√ 1

NT

NT∑
i=0

(
(xa

i −xt
i )2

)
sur Ω× [0,T ], où xa dénote

l’analyse fournie par un algorithme d’assimilation,

— l’erreur de couplage à l’interface (ECI), égale à γJ s(xa
0 ) avec γ= 0.01. L’ECI permet d’éva-

luer la qualité du couplage de l’analyse. Plus l’ECI est proche de 0, plus le couplage sera
fort mathématiquement.

Nomenclature

Puisque nous allons réaliser de nombreuses expériences, il nous semble important d’intro-
duire une nomenclature permettant rapidement de catégoriser une expérience à partir de son
acronyme. Une expérience sera désignée par :

— le nom de l’algorithme considéré sous forme d’acronyme. Ces différents acronymes ont
été introduits dans le chapitre précédent lors de l’introduction des différentes méthodes
d’assimilation de données couplée.

— une lettre ou un chiffre permettant de désigner la force du couplage. Dans certains cas
cela indiquera le nombre d’itérations de Schwarz, dans d’autres le poids relatif à J s .

Remarque 5.2.2 - Rappel concernant la nomenclature des méthodes introduites

Afin de mieux comprendre la nomenclature qui sera utilisé, nous rappelons rapide-
ment celle que nous avons introduite dans le chapitre précédent. Tout d’abord, nous distin-
guons les méthodes homogènes (MH) des méthodes inhomogènes (MI). Ensuite, chaque
méthode présente différentes variantes, par exemple la variante Couplée (MH-C et MI-C),
considérant une fonction coût classique avec un modèle couplé. Puis les MH Couplées Ren-
forcées (MH-CR) présentant un terme de contrainte faible et un modèle couplé, et les MH
Couplées par Contrainte Faible (MH-CCF) avec deux modèles découplés.

Référence et assimilation découplée

La référence que nous considérons est une MH-C avec un modèle fortement couplé. Nous
considérerons donc notre modèle de diffusion fortement couplé (à convergence de Schwarz)
au sein d’un 4D-Var incrémental, en contrôlant l’état initial du modèle. Nous nommerons cette
méthode MH-C-F (F pour fortement couplée). L’utilisation d’un modèle fortement couplé dans
la boucle externe et interne de l’algorithme devrait nous fournir la meilleure analyse en terme
de qualité de couplage et de restitution de l’état de référence. A l’opposé, nous pouvons consi-
dérer la méthode découplée (nommée UNC pour uncoupled) qui assimile les données sur
l’océan et l’atmosphère de manière indépendante. Cette méthode UNC devrait nous fournir
une référence en terme de coût numérique. La tableau 5.1 résume les caractéristiques princi-
pales de ces deux méthodes.

Expérience Algorithme Modèle BE Modèle BI # BE
MH-C-F MH-C M cvg Mcvg 1

UNC 4D-Var M unc Munc 1

Tableau 5.1 – Récapitulatif des méthodes d’assimilation couplée de référence en terme de qua-
lité de l’analyse et de coût de calcul
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Les résultats de MH-C-F sont proposés dans le tableau 5.2. Comme attendu, nous pou-
vons apprécier la qualité de l’analyse fournie par la méthode. En effet, elle présente une er-
reur de couplage de l’ordre de 10−12 et sa RMSE a quasiment été divisée par 15 par rapport
à l’ébauche. Cependant cette méthode présente un coût de calcul élevé, 29.9 fois plus élevé
que la méthode découplée, dû à la convergence du modèle.(environ 50 itérations de Schwarz
pour chaque intégration du modèle). À l’inverse, la méthode découplée présente un coût nu-
mérique très faible, mais une qualité d’analyse très faible également, qui est même dégradée
par rapport à l’ébauche. Cette dégradation est dû au fait que le forçage appliqué à l’interface
des modèles découplés est celui de l’ébauche. La méthode d’assimilation doit donc compenser
cette erreur modèle importante afin d’arriver à coller aux observations en fin de fenêtre tem-
porelle. L’objectif utopique des méthodes d’assimilation de données couplée serait d’arriver
à produire une analyse de qualité équivalent au MH-C-F, avec un coût de calcul équivalent à
UNC. Étant conscient qu’un tel objectif est irréalisable, nous essaierons simplement de nous
en rapprocher.

Expérience # itérations de
minimisation

Coût / UNC ECI RMSE (◦C)

Ébauche - - 7.74 10−11 3.231
MH-C-F 14 29.9 5.72 10−12 0.216

UNC 22 1 1.37 104 8.338

Tableau 5.2 – Résultats de l’expérience UNC.

Expériences envisagées

Plusieurs angles d’attaque sont possible pour essayer d’atteindre l’objectif cité précédem-
ment. Une première solution envisageable est d’utiliser un modèle faiblement couplé au sein
d’un MH-C. Pour cela, nous utilisons notre modèle couplé stoppé après deux itérations de
Schwarz, et nous noterons cette expérience MH-C-2. Afin de renforcer le couplage, nous pou-
vons également contrôler l’interface en plus de la condition initiale, ce qui nous amène à l’ex-
périence MH-C-Γ-2.

Toujours dans l’objectif de créer une analyse plus fortement couplée à l’interface, nous en-
visagerons le rajout d’une contrainte faible de couplage avec l’expérience MH-CR-Γ-2. Rajouter
une contrainte dans la fonction coût augmente cependant la complexité du problème, et donc
le coût numérique de l’algorithme. Nous envisagerons donc de le réduire en stoppant les itéra-
tions de Schwarz après une seule itération dans l’expérience MH-CR-Γ-1.

Pour réduire encore plus le coût numérique de nos méthodes, nous supprimerons ensuite
le couplage au sein du modèle direct. L’analyse sera alors uniquement couplée via la contrainte
faible imposée par J s . Nous pourrons alors envisager différents poids de J s avec trois expé-
riences : MH-CCF-Γ-1, MH-CCF-Γ-0.1 et MH-CCF-Γ-0.01.

Enfin, nous analyserons les performances des méthodes inhomogènes couplées avec trois
expériences : MI-C-F-2BE, MI-C-2-2BE et MI-C-2-S-2BE ayant chacune deux itérations de bou-
cles externes. La première considère le modèle fortement couplé en boucle externe et la se-
conde le modèle faiblement couplé avec deux itérations de Schwarz. L’expérience MI-C-2-S-
2BE diffère de MI-C-2-2BE dans le sens où le first-guess du modèle x0

a|Γ est donné par la solu-
tion calculée dans la boucle externe précédente. Nous réalisons alors un couplage des modèles
par itérations de Schwarz avec les itérations de boucles externes (d’où le "S" du nom de la mé-
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thode, pour Schwarz). Les caractéristiques de chacune de ces expériences sont récapitulées
dans le tableau 5.3. Lorsque le terme J s est présent dans la fonction coût de l’expérience, nous
donnons la valeur de son poids γ considéré.

Remarque 5.2.3

L’expérience MI-C-2-2BE se rapproche du système CERA Laloyaux et al. (2015). Nous
ne pourrons pas réaliser ici exactement l’algorithme CERA qui nécessite un couplage asyn-
chrone par fenêtres temporelles. Nous proposons cependant un algorithme équivalent avec
un modèle faiblement couplé : M kmax avec kmax = 2. Les deux modèles d’océan et d’atmo-
sphère sont ensuite découplés au sein de la boucle interne comme dans le système CERA.
Nous espérons ainsi pouvoir comparer notre expérience, dans une certaine mesure, à un
système d’assimilation couplé existant.

Expérience Algorithme # BE Modèle BE Modèle BI γ

MH-C-F MH-C 1 M cvg Mcvg -
MH-C-2 MH-C 1 M kmax , kmax = 2 Mkmax -

MH-C-Γ-2 MH-C-Γ 1 M kmax , kmax = 2 Mkmax -
MH-CR-Γ-2 MH-CR-Γ 1 M kmax , kmax = 2 Mkmax 0.1
MH-CR-Γ-1 MH-CR-Γ 1 M kmax , kmax = 1 Mkmax 0.1

MH-CCF-Γ-1 MH-CCF-Γ 1 M unc Munc 1
MH-CCF-Γ-0.1 MH-CCF-Γ 1 M unc Munc 0.1

MH-CCF-Γ-0.01 MH-CCF-Γ 1 M unc Munc 0.01
MI-C-F-2BE MI-C 2 M cvg Munc -
MI-C-2-2BE MI-C 2 M kmax , kmax = 2 Munc -

MI-C-2-S-2BE MI-C 2 M kmax , kmax = 2 Munc -
UNC 4D-Var 1 M unc Munc -

Tableau 5.3 – Récapitulatif des expériences réalisées avec le modèle de diffusion 1D. Pour
chaque expérience nous décrivons l’algorithme utilisé, le modèle de la boucle externe (BE),
celui de la boucle interne (BI), et la valeur du coefficient de la contrainte faible. Nous mention-
nons également le nombre de boucles externes qui sera réalisé.

5.2.3 Résultats

Dans un premier temps, nous irons à convergence de minimisation dans les expériences
afin d’évaluer les performances de chaque algorithme à l’optimum. L’ensemble des résultats
à convergence est regroupé dans le tableau 5.4. Dans un second temps, nous limiterons le
nombre d’itérations de boucles internes pour comparer certaines méthodes à coût de calcul
équivalent. Ces second résultats sont résumés dans le tableau 5.5.

Remarque 5.2.4 - À propos des résultats des méthodes inhomogènes

Il nous faut remarquer que cette configuration ne permet pas aux méthodes inhomo-
gènes d’exploiter leur plein potentiel. En effet, les interactions entre les deux modèles ne
sont possibles qu’au sein de la boucle externe. Ainsi, en ne considérant qu’une seule fe-
nêtre temporelle, nous limitons fortement les échanges d’informations entre les deux mi-
lieux. En effet, une intégration du modèle couplé sur plusieurs sous-fenêtres impliquerait
des échanges à chaque changement de sous-fenêtre temporelle.
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Résultats à convergence de minimisation

Expérience # itérations de
minimisation

Coût / UNC ECI RMSE (◦C)

Ébauche - - 7.74 10−11 3.231
MH-C-F 14 29.8 5.72 10−12 0.216
MH-C-2 14 1.3 8.11 0.416

MH-C-Γ-2 20 1.8 7.19 0.278
MH-CR-Γ-2 184 15.8 7.06 10−9 0.217
MH-CR-Γ-1 117 5 6.97 10−9 0.217

MH-CCF-Γ-1 365 15.6 1.76 10−8 0.286
MH-CCF-Γ-0.1 396 16.9 1.28 10−6 0.228

MH-CCF-Γ-0.01 390 16.7 1.15 10−4 0.226
MI-C-F-2BE 29 3 9.56 10−12 0.571
MI-C-2-2BE 29 1.4 4.96 0.687

MI-C-2-S-2BE 29 1.4 0.60 0.725
UNC 22 1 1.37 104 8.338

Tableau 5.4 – Récapitulatif des résultats des différents algorithmes d’assimilation de données
considérés avec le modèle de diffusion 1D.

Avec une méthode homogène couplée. La MH-C-2 présente une qualité de couplage faible
avec un ECI à 8.11. De même, sa RMSE est dégradée par rapport à la MH-C-F, attestant de
l’impact du couplage du modèle direct sur la qualité de l’analyse. Nous pouvons cependant
apprécier le coût de calcul très faible de cette méthode. Cette expérience nous montre finale-
ment qu’utiliser un modèle faiblement couplé au sein d’un 4D-Var classique ne permet pas de
proposer une analyse présentant une bonne consistance à l’interface.

Contrôle de l’interface. Une première solution envisagée pour améliorer les performances
du MH-C-2 tout en gardant un coût de calcul raisonnable est de contrôler le first-guess l’inter-
face. Nous pouvons alors espérer que le système modifiera ce first-guess dans la bonne direc-
tion, afin d’améliorer le couplage et la RMSE. La MH-C-Γ-2 présente en effet des améliorations
par rapport au MH-C-2. L’ECI est très légèrement amélioré (de 8.11 à 7.19) et la RMSE a quasi-
ment été divisée par 2. Le coût de calcul est quant à lui resté raisonnable, même s’il a un peu
augmenté dû à la plus grande difficulté pour l’algorithme à converger. Le contrôle de l’interface
a donc eu un impact bénéfique sur la qualité de l’analyse.

Pénalisation de l’interface. Le seul contrôle de l’interface ne permet tout de même pas d’ob-
tenir des résultats satisfaisants à moindre coût. Nous pouvons alors, en plus de contrôler l’in-
terface, pénaliser cette dernière avec le terme de contrainte faible J s . Nous observons l’impact
bénéfique de cette contrainte avec l’expérience MH-CR-Γ-2 vis à vis de MH-C-Γ-2. En effet,
l’ajout de J s dans la fonction coût a nettement amélioré l’ECI (de 7.19 à 7.06 10−9), ainsi que la
RMSE qui devient équivalente à celle du MH-C, notre référence. Enfin, la MH-CR-Γ-1 procure
également de très bons résultats, équivalents à ceux de MH-CR-Γ-2, pour un coût de calcul bien
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moindre (plus de trois fois plus élevé pour MH-CR-Γ-2). L’ajout d’un terme de pénalisation de
l’interface pour des modèles faiblement couplés a donc permis de créer une analyse de qualité
à un coût de calcul raisonnable.

Avec deux modèles découplés. Toujours dans l’optique de réduire le coût numérique des
algorithmes, nous avons tenté de supprimer complètement le couplage direct entre les deux
modèles, et de l’assurer via la contrainte faible imposée par J s au cours de la minimisation. Les
MH-CCF-Γ proposent cela avec des résultats encourageants. En effet, nous pouvons observer
une erreur de couplage de l’ordre de 10−6 avec la MH-CCF-Γ-0.01 et une RMSE de 0.228 ◦C.
Bien que nous ne parvenons pas à d’aussi bons résultats que la référence, la méthode est tout
de même performante. En effet, l’avantage non négligeable est que le couplage est totalement
absent du modèle, réduisant ainsi la complexité d’implémentation et les coûts de calculs dus
à celui ci. Cependant, nous observons ici un problème de convergence de la méthode, qui né-
cessite beaucoup plus d’itérations de minimisations que les autres, impliquant alors un coût
de calcul élevé (15 à 16 fois plus élevé que pour la méthode découplée).

Performance des méthodes inhomogènes. Pour conclure ces premiers tests, nous avons éga-
lement testé la performance d’algorithmes inhomogènes avec ce modèle. Lorsque le modèle
fortement couplé est utilisé en boucle externe (MI-C-F-2BE), nous obtenons un bon ECI, ce
qui est logique, mais la RMSE n’est pas très bonne. La qualité du couplage se dégrade si nous
considérons un modèle faiblement couplé en boucle externe, ainsi que la RMSE, avec les ex-
périences MI-C-2-2BE et MI-C-2-S-2BE. L’ECI a cependant été divisé d’un facteur 10 entre les
deux expériences, grâce aux itérations de Schwarz réalisées avec les itérations de boucles ex-
ternes. Bien que leurs performances soient en deçà des autres expériences, ces méthodes in-
homogènes présentent l’avantage d’être peu gourmandes en coût de calcul.

Comparaison d’algorithmes pour un coût de calcul équivalent

En pratique, avec les modèles de prévision opérationnels, nous n’allons pas à convergence
de minimisation lors de l’assimilation de données. Nous proposons donc ici de comparer quel-
ques méthodes à un coût de calcul équivalent, à savoir les algorithmes MH-CR-Γ-1, MH-CCF-
Γ-0.1, MI-C-2 et MI-C-2-S. Les résultats de cette comparaison sont donnés dans le tableau 5.5.
L’expérience MH-CR-Γ-1 est très robuste à la contrainte de coût de calcul puisqu’elle présente
une erreur de couplage de l’ordre de 10−4 et une RMSE de 0.353. En revanche, la méthode MH-
CCF-Γ-0.1 n’est pas très performante sous cette contrainte de coût. Cette méthode nécessite
donc plus d’itérations de minimisation pour produire une analyse de qualité raisonnable dans
cette configuration. Enfin, les méthodes inhomogènes ne semblent pas trop impactées par
cette contrainte. Ces résultats sont logiques vis à vis du nombre d’itérations de minimisation
que nécessitaient ces différentes méthodes à convergence. En effet, la MH-CCF-Γ-0.1 nécessite
18 fois plus d’itérations de minimisation pour atteindre sa convergence, la MH-CR-Γ-1 5 fois
plus, et les MI 1.45 fois plus. Il est donc normal que ces dernières soient moins impactées par
la contrainte, et que la MH-CCF-Γ-0.1 soit la plus sensible à ce critère.
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Expérience # itérations de
minimisation

Coût / UNC ECI RMSE (◦C)

Ébauche - - 7.74 10−11 3.231
MH-CR-Γ-1 22 1 5.42 10−4 0.353

MH-CCF-Γ-0.1 22 1 2.98 103 12.509
MI-C-2-2BE 20 1 5.0 0.682

MI-C-2-S-2BE 20 1 0.58 0.720
UNC 22 1 1.37 104 8.338

Tableau 5.5 – Récapitulatif des résultats de différents algorithmes d’assimilation pour un coût
de calcul équivalent avec le modèle de diffusion 1D.

5.2.4 Convergence des méthodes inhomogènes

Les expériences utilisant des méthodes inhomogènes présentent de plus faibles résultats
à convergence de minimisation avec deux boucles externes. Cependant, nous pouvons nous
demander si réitérer d’autre boucles externes n’améliorerait pas leurs résultats. En effet, il est
tout a fait probable que deux boucles externes ne suffisent pas à atteindre la convergence de
l’algorithme, s’il converge. Nous proposons ici d’étudier numériquement la convergence de ces
méthodes puis d’observer l’impact du rajout d’une contrainte faible de couplage sur la conver-
gence à partir des résultat du chapitre précédent (théorèmes 4.2.3 et 4.2.4).

Avec notre modèle simple colonne de diffusion

Nous proposons de réaliser une dizaine de boucles externes afin de vérifier expérimentale-
ment si le MI-C converge avec notre système. Nous nommerons ces expériences supplémen-
taires MI-C-F-10BE, MI-C-2-10BE et MI-C-2-S-10BE. Un premier diagnostic est donné dans le
tableau 5.6, où nous pouvons remarquer la nette amélioration des résultats par rapport à ceux
où seules deux boucles externes étaient réalisées (voir tableau 5.4). La figure 5.3 met également
en avant la convergence de ces méthodes vers les solutions des méthodes homogènes. En effet,
l’expérience MI-C-F-10BE semble converger vers les résultats de l’expérience MH-C-F, c’est à
dire la solution de sa boucle externe. De même, la MI-C-2-10BE converge vers la solution de
MH-C-2. Cette convergence est soumise à une erreur que nous avions pu quantifier dans le
chapitre précédent (théorème 4.2.4), d’où le biais observé entre les valeurs des fonctions coûts.
Le cas de l’expérience MI-C-2-S-10BE est intéressant puisqu’en réalisant un couplage par ité-
rations de Schwarz avec les boucles externes, nous observons que la méthode converge vers la
solution fortement couplée du MH-C-F, et ce grâce à un coût de calcul diminué par deux par
rapport à la MI-C-F-10BE.
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Expérience # itérations de
minimisation

Coût / UNC ECI RMSE (◦C)

Ébauche - - 7.74 10−11 3.231
MH-C-F 14 29.9 5.72 10−12 0.216
MH-C-2 14 1.3 8.11 0.416

MI-C-F-10BE 145 14.9 7.57 10−12 0.272
MI-C-2-10BE 145 6.9 10.32 0.500

MI-C-2-S-10BE 149 7 1.22 10−3 0.277
UNC 22 1 1.37 104 8.338

Tableau 5.6 – Résultats des méthodes inhomogènes avec 10 boucles externes.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

# Boucles externes

10−2

10−1

100

J
(x

0
)

MI-C-F
MI-C-2
MI-C-2-S
MH-C-F
MH-C-2

FIGURE 5.3 – Évolution de la fonction coût en fonction du nombre de boucles externes des
méthodes inhomogènes couplées par rapport aux méthodes homogènes couplées.

Nous pouvons également illustrer la convergence des MI-C avec la figure 5.4. Nous y repré-
sentons l’évolution de l’analyse x0 évaluée par les trois algorithmes inhomogènes pour chaque
boucle externe. On observe ainsi que la solution évaluée après une boucle externe est iden-
tique pour les trois algorithmes, puis la dynamique du modèle couplé entre en jeu dès la se-
conde itération. En effet, la méthode MI-C-F se démarque par rapport aux autres et semble
alors plus performante proche de l’interface côté atmosphère. Puis, nous observons l’impact
de la mise à jour de l’interface dans la méthode MI-C-2-S à partir de la troisième itération, où
la solution de cet algorithme rejoint la solution de la MI-C-F. Les deux méthodes convergent
alors vers la même solution, comme l’atteste les deux profils quasiment confondus à partir de
la 7ème itération. En revanche, la MI-C-2 converge vers une solution de moins bonne qualité
proche de l’interface que celle des deux autres méthodes. Ce graphe nous permet donc de nous
rendre compte de la vitesse de convergence des MI dans un cadre linéaire, et d’apporter une
représentation visuelle aux performances de ces méthodes. Nous pouvons alors apprécier la
performance de la MI-C-2-S qui propose une solution équivalente à la MI-C-F, pour un coût de
calcul bien moindre.
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FIGURE 5.4 – Profils du vecteur d’état x(p)
0 évalués par les différentes MI-C en fonction du

nombre d’itérations de boucles externes (p ∈ �1,10�). L’état vrai est représenté par le profil en
tirets et l’ébauche par celui en pointillée. L’analyse proposé par la MI-C-F est représenté en bor-
deaux, celle de la MI-C-2 en rose, et celle de la MI-C-2-S en rouge. L’axe vertical est un zoom du
domaineΩ, et l’axe des abscisses représente la température en ◦C.

À partir du critère de convergence théorique

Nous venons d’étudier numériquement la convergence des MI. Nous souhaitons égale-
ment évaluer la convergence de ces algorithmes à partir du critère de convergence obtenu dans
le chapitre 4 pour des problèmes linéaires (théorème 4.2.3). Cependant, il est complexe de re-
présenter un pas de temps du modèle couplé Mi ,i+1 sous forme matricielle, ce dernier étant
couplé par un algorithme de Schwarz. Nous considérerons donc une version linéaire simplifiée
du modèle couplé afin d’évaluer l’impact de la présente de J s dans les méthodes inhomogènes
à partir de nos théorèmes. Nous définissons x0 = (

xa,0,xo,0,x a|Γ ,x o|Γ
)T le vecteur de contrôle.

Les modèles d’océan Mo et d’atmosphère Ma sont définis à partir des équations du modèle
précédemment présenté, et les opérateurs d’interface sont, comme précédemment, des opé-
rateurs de Dirichlet et de Neumann. L’intégration sur une fenêtre temporelle est réalisé en 4
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étapes :

— couplage de type Dirichlet entre l’atmosphère et l’océan,

— intégration du modèle d’océan et calcul du flux de Neumann à chaque pas de temps ,

— couplage de type Neumann entre l’océan et l’atmosphère,

— intégration du modèle d’atmosphère et calcul du flux de Dirichlet à chaque pas de temps,

puis il est possible de réitérer ce processus pour la fenêtre temporelle suivante. Nous obtenons
alors un modèle couplé linéaire M que nous pouvons écrire sous forme matricielle à partir
des différents opérateurs linéaires. De la même manière, nous pouvons exprimer sous forme
matricielle le modèle découplé M̃. A partir de ces deux modèles écrits sous forme matricielle,
nous pouvons évaluer si la MI-C converge dans des conditions données (choix du nombre de
pas de temps, d’espace, temps d’intégration, etc), et évaluer l’impact de J s sur la convergence.
Considérons dans un premier temps la configuration C1 suivante :

νa = 1 m2.s−1 ∆ta =∆to = 20 s ∆za = 10 m

νo = 0.1 m2.s−1 N j = 15 ∆zo = 1 m

Nfen = 4 Na = No = 15

où N j représente le nombre de pas de temps dans chaque fenêtre temporelle j ∈ [0, Nfen−1]. Na

et No représentent le nombres de niveaux verticaux pour chacun des milieux. Nous observons
toute la colonne au dernier pas de temps d’intégration, et considérons les matrices B = 0.1 · I
et R = 0.05 · I. A partir de cette configuration C1, nous pouvons calculer le critère de conver-
gence de la MI-C, ∥ I− K̃Π ∥2= 1.12. La MI-C ne converge donc pas puisqu’il est nécessaire et
suffisant que ce critère soit < 1 pour assurer la convergence, d’après le théorème 4.2.3. Nous
évaluons alors l’impact de l’ajout de la contrainte faible de couplage J s (5.4) dans la fonction
coût sur la convergence. Pour cela, nous calculons le critère de convergence d’une MI-CRCF
en fonction du coefficient γ. La figure 5.5 présente l’évolution du critère de convergence. Nous
observons que l’algorithme converge lorsque γ ∈ [1,300]. L’ajout de la contrainte faible de cou-
plage semble donc permettre la convergence des MI si son poids est judicieusement choisi.

Nous pouvons également nous intéresser à l’évolution de l’erreur d’une MI lorsque J s est
présent ou non. Considérons pour cela la configuration C2 qui diffère de C1 pour le paramètre
∆za = 15 m. Dans cette configuration, la MI-C converge puisque son critère de convergence
est égal à 0.88. Nous pouvons alors évaluer si l’ajout de la contrainte faible de couplage per-
met d’améliorer l’erreur commise par rapport à la solution optimale. L’erreur est donnée par

le théorème 4.2.4 du chapitre précédent : ε̃ =
(
K− (

K̃Π
)−1 K̃

)
d(0). Nous considérons alors des

écarts aux observations d (0) = 1 ◦C (1 représente le vecteur unitaire) sur toute la colonne obser-

vée, et nous avons alors d(0) = (
0. . .0,d (0)T

)T
où les 0 correspondent à la différence à l’ébauche

pour la première boucle externe. Nous représentons ensuite l’évolution de ∥ ε̃ ∥2 en fonction
de γ dans la figure 5.6. Nous en déduisons que l’ajout de la contrainte faible, même en cas de
convergence du MI-C, a un bénéfice puisque l’on minimise l’erreur commise par rapport à la
solution du problème. Plus le poids de J s est fort, plus l’erreur est faible. Attention cependant à
ne pas trop contraindre la fonction coût, puisque cela pourrait à l’inverse dégrader la conver-
gence de l’algorithme.
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FIGURE 5.5 – Évolution du critère de convergence des MI en fonction du poids de la contrainte
faible de couplage J s . En rouge le critère de convergence d’une MI-C, sans terme J s , et en vert
l’évolution du critère pour une MI-CRCF.
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FIGURE 5.6 – À gauche : évolution du critère de convergence des MI en fonction du poids de
la contrainte faible de couplage J s . À droite : évolution de l’erreur par rapport à la solution
optimale en fonction du poids de la contrainte faible de couplage J s . La courbe rouge désigne
une MI-C sans terme J s , et la courbe verte une MI-CRCF.

5.3 Discussions et perspectives

Nous avons pu dans ce chapitre tester plusieurs algorithmes d’assimilation de données que
nous avons introduits, dans le cadre d’un système simple composé d’un modèle linéaire de
diffusion 1D vertical. Ce cas d’application, bien que très simple, nous a cependant permis de
comparer différents algorithmes et d’observer quelques limites à chacun d’entre eux.

• Les méthodes homogènes couplées sont limitées pour produire une analyse de qualité
avec un coût de calcul raisonnable. En effet, elles ont le potentiel de produire une ana-
lyse de très bonne qualité, avec l’utilisation d’un modèle fortement couplé, mais cela
engendre alors un coût de calcul beaucoup trop élevé. Il a alors pu être montré que l’uti-
lisation d’un modèle faiblement couplé au sein de ces méthodes ne permettait pas de
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produire une analyse de bonne qualité, malgré un coût de calcul raisonnable.

• Les méthodes homogènes couplées avec un contrôle de l’interface améliorent la qualité
de l’analyse par rapport à une MH-C avec un modèle faiblement couplé, mais ne pro-
duisent toujours pas de résultats satisfaisants.

• Le rajout d’une contrainte faible de couplage aux méthodes homogènes permet alors de
produire une analyse de meilleure qualité mais le coût de calcul en est impacté. Il reste
cependant raisonnable dans certaines configurations, et nous parvenons également à
produire une analyse de qualité en supprimant le couplage direct entre les modèles. Le
coût de calcul est cependant élevé dans ce dernier cas.

• Enfin, les méthodes inhomogènes sont également performantes. Elles permettent à conver-
gence de se rapprocher de la solution d’une méthode homogène pour un faible coût
de calcul. De plus, nous avons pu montrer qu’utiliser les itérations de boucles externes
comme des itérations de Schwarz pour le modèle couplé permettait même d’aller au delà
de la solution de la boucle externe initiale. Cette technique permet de produire une ana-
lyse présentant un bon équilibre à l’interface avec un coût de calcul très faible.

Ces premiers tests nous ont permis de commencer à comparer les différents types d’algo-
rithmes d’assimilation de données. Nous observons qu’il est nécessaire de faire un choix entre
la qualité d’analyse et le coût de calcul. Nous pouvons tout de même apprécier l’impact positif
que peut avoir l’ajout d’une contrainte faible de couplage au cours de la minimisation. En ef-
fet, cette contrainte permet alors d’améliorer la consistance de l’analyse à l’interface sans avoir
supporter le coût d’un modèle couplé. De même, cette contrainte peut permettre de conver-
ger dans le cas des méthodes inhomogènes. Ces méthodes inhomogènes sont également pro-
metteuses, notamment lorsque nous mettons à jour l’interface à chaque itération de boucle
externe. Il nous faut cependant garder à l’esprit que nous avons réalisé ces expériences avec un
modèle de diffusion 1D très simple. Un modèle opérationnel couplé océan-atmosphère pré-
sente d’autres difficultés qui pourraient alors limiter les performances des algorithmes. Une
méthode inhomogène ne convergera alors peut-être pas, dû à la trop grande différence entre le
modèle couplé et ses composantes découplés. A l’inverse, les forçages et paramétrisations des
modèles opérationnels pourraient également masquer des difficultés, et tous les algorithmes
pourraient bien se comporter. Nous allons donc, dans la troisième et dernière partie de ce ma-
nuscrit, nous intéresser à un cadre d’étude plus complexe, en utilisant un modèle couplé co-
lonne non-linéaire avec des paramétrisations sous-maille proche de l’interface air-mer.
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Nous venons dans la partie 2 de ce manuscrit de présenter un certain nombre d’algorithmes
répondant au problème de l’assimilation de données couplée. Ces algorithmes ont été testés et
évalués avec un modèle de diffusion linéaire à une dimension. Conscient qu’un tel modèle ne
peut pas attester sérieusement de la robustesse des différents algorithmes, nous allons consi-
dérer un modèle plus complexe et plus représentatif des modèles de prévision opérationnels
dans cette troisième et dernière partie.

• Nous commencerons dans le chapitre 6 par développer un modèle couplé non-linéaire
1D. Ce modèle présente des paramétrisations sous-maille proches de l’interface permet-
tant de modéliser les phénomènes turbulents qui y ont lieu. Ses équations découlent des
équations primitives présentées dans le chapitre 2. Le couplage à l’interface air-mer est
réalisé à partir des formulations bulk et les coefficients de diffusions sont évalués à par-
tir de paramétrisations complexes. Il s’agit donc d’un modèle plus simple qu’un modèle
opérationnel, mais représentatif du comportement de ces derniers.

• Nous implémenterons ensuite ce modèle et les algorithmes d’assimilation couplée au
sein d’une surcouche logicielle qui nous a été fourni par le CEPMMT : OOPS. Nous dé-
crirons rapidement ce logiciel dans le chapitre 7, ainsi que les développements que nous
lui avons apporté.

• Enfin, le dernier chapitre de ce manuscrit est consacré aux résultats obtenus à partir des
différents algorithmes d’assimilation couplée considérés avec le modèle non-linéaire.
Nous aurons alors un meilleur aperçu de la robustesse de chacun des algorithmes et
pourrons évaluer les alternatives que nous avons proposées par rapport à des systèmes
existants tel que le CERA.





Chapitre 6

Un modèle couplé simple colonne avec
paramétrisations sous-maille
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Pour étudier le comportement des modèles à l’interface air-mer en présence des paramé-
trisations sous-maille, il est possible de se ramener à un cas d’étude simplifié en 1D, tout en
gardant la complexité de modélisation des paramétrisations à l’interface. Cela est réalisé en
effectuant quelques hypothèses simplificatrices supplémentaires à celles des équations primi-
tives 3D présentées dans le chapitre 2. Le modèle 1D, dit simple colonne, sera donc représentatif
d’un modèle réaliste basé sur ces équations primitives, avec la simplicité et le faible coût numé-
rique d’un modèle 1D. De tels modèles sont souvent appelés modèles jouets dans la littérature.

B Un modèle simple colonne n’a pas pour but de faire de la prévision météorologique mais se
comporte de manière semblable à un modèle réaliste 3D : nous y retrouverons les principales
difficultés de modélisation à l’interface air-mer. C’est pourquoi les modèles simple colonne
sont très utilisés pour étudier les paramétrisations sous-maille dans la couche limite de surface.

Nous allons dans ce chapitre décrire un modèle simple colonne couplé océan-atmosphère que
nous utiliserons dans la suite pour tester la robustesse de nos algorithmes d’assimilation cou-
plée. Nous commencerons par présenter les équations du modèle avant de définir plusieurs
choix d’implémentation numérique.
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6.1 Description du modèle couplé colonne

Tout d’abord, définissons le domaine
spatio-temporel du modèle. Le domaine at-
mosphérique sera désigné par Ωa = [0,ha] et
le domaine océanique par Ωo = [−ho ,0]. La
couche limite de surface est comprise entre les
coordonnées z+ dans l’atmosphère et z− dans
l’océan. L’interface océan atmosphère est re-
présentée par Γ. La figure ci-contre récapitule
cela. Enfin, le modèle évoluera sur la fenêtre
temporelle [0,T ] avec T > 0 s.

Interface Γ 0
CLSA

CLSO

z

z+

z−

ha

−ho

Atmosphère
Ωa

Océan
Ωo

6.1.1 Des équations primitives 3D au modèle simple colonne

Les équations de notre modèle simple colonne dérivent des équations primitives 3D (2.1),
(2.2), (2.3), (2.4) et (2.5) présentées dans le chapitre 2, auxquelles nous ajoutons plusieurs hy-
pothèses simplificatrices pour se ramener à un modèle 1D. Nous allons commencer par décrire
ces hypothèses afin de présenter les équations du modèle.

Hypothèses simple colonne et décomposition de Reynolds

La première hypothèse que nous ferons est de considérer l’homogénéité horizontale :

∂·
∂x

= ∂·
∂y

= 0

Cette hypothèse est raisonnable dans le sens où nous nous intéressons à la dynamique du cou-
plage océan-atmosphère. Or cette dynamique est dominée par les turbulences proches de l’in-
terface qui fluctuent principalement selon la verticale. Nous simplifions les équations primi-
tives 3D à partir de cette hypothèse pour obtenir les équations suivantes :

(Équation de quantité de mouvement)
∂u

∂t
=− fC k×u+ ∂wu

∂z
+νm

∂2u

∂z2 + fu

(Équation de continuité)
∂w

∂z
= 0

(Équation de conservation des traceurs)
∂T

∂t
= ∂wT

∂z
+νs

∂2T

∂z2 + fT
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En appliquant ensuite la décomposition de Reynolds à ce système d’équations, comme cela a
été présenté dans le chapitre 2, nous obtenons :

∂〈u〉
∂t

=− fC k×〈u〉+ ∂〈w〉〈u〉
∂z

+ ∂〈w ′u′〉
∂z

+νm
∂2 〈u〉
∂z2 + fu

∂〈T 〉
∂t

= ∂〈w〉〈T 〉
∂z

+ ∂〈w ′T ′〉
∂z

+νs
∂2 〈T 〉
∂z2 + fT

∂〈w〉
∂z

= 0

La dynamique proche de l’interface est principalement dominée par les échelles sous-maille.
Notre seconde hypothèse sera alors de négliger les termes liés à l’advection verticale résolue,
permettant de simplifier un peu plus nos équations. Les fluctuations sous-maille non résolues
〈w ′u′〉 et 〈w ′T ′〉 sont quant à elles exprimées grâce à l’hypothèse de fermeture turbulente in-
troduite dans le chapitre 2 :

〈w ′u′〉 = Km
∂〈u〉
∂z

〈w ′T ′〉 = Ks
∂〈T 〉
∂z

où Km est le coefficient de viscosité turbulente et Ks est le coefficient de diffusivité turbulente.
Par soucis de concision, comme dans le chapitre 2, nous nous affranchirons dans la suite de la
notation 〈·〉.

Équations du modèle 1D simple colonne

A partir des hypothèses citées précédemment, nous obtenons les équations de notre mo-
dèle 1D simple colonne :

∂uα(z, t )

∂t
=− fC k×uα(z, t )+ ∂

∂z

(
Kα

m(z)
∂uα(z, t )

∂z

)
+ fuα

(z, t ) sur Ωα× [0,T ]

∂Tα(z, t )

∂t
= ∂

∂z

(
Kα

s (z)
∂Tα(z, t )

∂z

)
+ fTα

(z, t ) sur Ωα× [0,T ]
(6.1)

avec α = a,o désignant les variables atmosphériques ou océaniques. Les deux modèles d’at-
mosphère et d’océan ont ainsi la même structure et se différencieront par le choix des seconds
membres, des conditions d’interface et le calcul des coefficients de viscosité et de diffusivité
turbulente.

Remarque 6.1.1

On remarquera que les termes de viscosité et de diffusion moléculaires (νm et νs) ont
disparu. Cela vient du fait qu’ils sont négligeables par rapport aux termes turbulents (Km et
Ks) dans la couche limite de surface. En dehors des couches limites, nous considérerons les
coefficients de turbulence comme étant constants et égaux aux coefficients moléculaires,
représentant alors l’atmosphère libre et l’océan intérieur correctement.
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Les équations (6.1) sont complétées par les second membres fua,o (z, t ) et fTa,o (z, t ) suivants :

∀(z, t ) ∈Ωa,o × [0,T ] :

fua (z, t ) =− fC k×uag (z, t ) rappel vers les vents géostrophiques uag (z, t )

fθa (z, t ) =λS(z)
(
θa(z, t )−θaLS(z, t )

)
rappel grande échelle vers θaLS(z, t )

fqa (z, t ) =λS(z)
(
qa(z, t )−qaLS(z, t )

)
rappel grande échelle vers qaLS(z, t )

fuo (z, t ) = 0

fθo (z, t ) = ∂z

(
QS(z, t )

ρoC o
p

)
forcage par le flux solaire pénétrant QS(z, t )

fSo (z, t ) = 0

avec 1/λS(z) un temps de relaxation variable avec l’altitude permettant de définir le coefficient
de nudging pour les termes de rappel grande échelle atmosphérique et C o

p la capacité ther-
mique de l’eau. QS(z, t ) est le flux solaire pénétrant dans l’océan, calculé à partir du flux solaire
QS0 =QS(0, t ) arrivant à la surface de l’océan.

Remarque 6.1.2

Les rappels grande échelle (uag , θaLS et qaLS), λS , ainsi que le flux solaire arrivant en
surface QS0 seront à définir lorsque nous implémenterons numériquement le modèle.

6.1.2 Conditions aux limites et couplage océan-atmosphère

Pour compléter la description du modèle, il nous faut définir les conditions aux limites exté-
rieures et à l’interface océan-atmosphère du modèle. Ces dernières nous permettront d’impo-
ser la consistance des flux turbulents à l’interface et introduiront alors le problème du couplage
dans le modèle, comme cela a été présenté par les équations (2.8) et (2.9) dans le chapitre 2.

Conditions aux limites extérieures

Les équations du modèle (6.1) sont complétées par des conditions aux limites en z = ha et
z =−ho . Nous noterons dans la suite ∂Ωext

α (α= a,o) les bords extérieurs des domaines atmo-
sphériques et océaniques. Nous considérons alors les conditions sur ∂Ωext

α suivantes :

∂uα
∂z

(t ) = 0 sur ∂Ωext
α

∂Tα

∂z
(t ) =F ext

Tα
sur ∂Ωext

α

où F ext
Tα

est le flux imposé au traceur Tα à la frontière extérieure du domaine tel que :

F ext
θa

= 0 F ext
θo

= νs · ∂θo(z,0)

∂z

∣∣∣∣
z=−ho

F ext
qa

= 0 F ext
So

= νs · ∂So(z,0)

∂z

∣∣∣∣
z=−ho

Continuité du flux de quantité de mouvement

La continuité du flux de quantité de mouvement à l’interface Γ impose que :

ρaK a
m
∂ua

∂z
= ρoK o

m
∂uo

∂z
=τ sur Γ× [0,T ]
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où on note τ le flux de quantité de mouvement qui peut être exprimé par la formulation bulk :

τ= ρaCd ∥ u a|Γ −u o|Γ ∥
(
u a|Γ −u o|Γ

)
avec Cd le coefficient de transfert bulk de traînée (·d pour drag coefficient). Cd est calculé via
une formulation bulk comme cela a été mentionné dans le chapitre 2.

Continuité du flux de chaleur

Nous utiliserons une formulation classique de la continuité du flux de chaleur à l’inter-
face air-mer des modèles couplés. On définit Qnet le flux de chaleur net à l’interface océan-
atmosphère tel que :

Qnet =QS0 +QL↓+QL↑+QE +QH

avec :

— QS0 le flux radiatif solaire arrivant en surface de l’océan

— QL↓(t ) les flux radiatifs de grandes longueurs d’ondes autres que le flux solaire QS0

— QL↑ le rayonnement émis par l’océan de type corps noir

— QH le flux de chaleur sensible

— QE =ΛE le flux de chaleur latente défini à partir du flux d’évaporation E et de la chaleur
latente de vaporisationΛ= 2.5 106 J.kg−1

Les flux de chaleur sensible QH et d’évaporation E sont exprimés par les formulations bulk
suivantes :

QH = ρaC a
p CH ∥ u a|Γ −u o|Γ ∥

(
θ a|Γ −θo|Γ

)
E = ρaCE ∥ u a|Γ −u o|Γ ∥

(
q a|Γ −q o|Γ

)
avec CH le coefficient de transfert bulk de chaleur sensible, C a

p la capacité thermique de l’air
et CE un coefficient d’échange. q o|Γ est l’humidité à la surface de l’océan qui peut être évaluée
à partir de la température de surface de l’océan en supposant que l’air est saturé à l’interface
air-mer :

q o|Γ = qsat = 0.98

ρo
640380exp

(
−5107.4

θo|Γ

)
(Large, 2006b)

Le flux de radiation QL↑ est directement donné par le modèle océanique (l’océan étant consi-

déré comme un corps noir) et suit la loi de Stefan-Boltzmann : QL↑ = −εσS
(
θo|Γ

)4 avec ε = 1
l’émissivité de l’océan considérée etσS = 5.67·10−8W.m−2.K−4 la constante de Stefan. La conti-
nuité du flux de chaleur Qnet à l’interface air-mer nous permet tout d’abord d’écrire la condition
d’interface à l’océan suivante :

K o
s
∂θo

∂z
+ QS0

ρoC o
p
= Qnet

ρoC o
p

sur Γ× [0,T ]

avec C o
p la capacité thermique de l’eau. Nous ferons ensuite l’hypothèse d’une atmosphère

transparente pour définir ses conditions d’interface. Cette hypothèse consiste à considérer que
les flux radiatifs ne sont pas absorbés par l’atmosphère. La continuité du flux de chaleur net est
alors complétée par les deux conditions d’interface de l’atmosphère suivantes :

K a
s
∂θa

∂z
= QH

ρaC a
p

sur Γ× [0,T ]

K a
s
∂qa

∂z
= −E

ρa
sur Γ× [0,T ]
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Flux d’eau douce

Enfin, il nous reste à définir la condition à l’interface Γ du traceur de salinité So . On suppo-
sera que nous avons la condition d’interface suivante :

K o
s
∂So

∂z
= F

où F est le flux d’eau douce pénétrant dans l’océan, défini tel que :

F = 0.001(E −P )S o|Γ
avec P la quantité de précipitations provenant de l’atmosphère.

Remarque 6.1.3

E et P sont usuellement exprimés en kg.m−2.s−1, or le flux d’eau douce F pénétrant
dans l’océan doit être exprimé en m.s−1. C’est pourquoi nous multiplions (E −P ) par la
constante 0.001, du fait qu’un flux de 1 kg.m−2.s−1 d’eau équivaut à 0.001 m.s−1.

Récapitulatif des différents flux

Pour résumer, nous avons exprimé les conditions aux limites d’interface de notre modèle
grâce à l’expression de différents flux :

Flux de quantité de mouvement τ= ρaCd ∥ u a|Γ −u o|Γ ∥
(
u a|Γ −u o|Γ

)
Flux de chaleur sensible QH = ρaC a

p ∥ u a|Γ −u o|Γ ∥
(
θ a|Γ −θo|Γ

)
Flux d’évaporation E = ρaCE ∥ u a|Γ −u o|Γ ∥

(
q a|Γ −qsat

)
Flux de chaleur latente QE =ΛE

Flux de précipitations P

Flux d’eau douce F

Flux radiatif solaire QS0

Flux radiatifs QL↑, QL↓
Flux de chaleur net Qnet = (1−α)QS0 +QL↓+QL↑+QE +QH

Remarque 6.1.4

Les flux de précipitations, solaire et de radiation QL↓ sont normalement calculés et four-
nis par le modèle atmosphérique. Notre modèle étant un modèle colonne simplifié, ils ne
seront pas calculés par ce dernier mais directement imposés.

6.1.3 Paramétrisation de la couche limite

Pour terminer la description du modèle, il nous faut expliciter le calcul des coefficients de
viscosité Kα

s et de diffusion turbulente Kα
m (α= a,o) au sein de la couche limite. Ce calcul n’est

pas trivial et nous ne le présenterons pas dans les détails dans ce manuscrit. En ce qui concerne
les coefficients de viscosité et de diffusion turbulente dans l’océan (K o

s et K o
m), ils seront évalués

par un schéma de turbulence KPP (Large et al., 1994). Les coefficients de turbulence atmosphé-
rique (K a

s et K a
m) seront quant à eux évalués avec un schéma TKE (Cuxart et al., 2000). Il s’agit

de deux schémas de turbulence classiquement utilisés dans des modèles opérationnels tel que
le modèle atmosphérique Arpège de Météo-France pour le schéma TKE, ou les modèles océa-
niques Hycom et Croco pour le schéma KPP.
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6.1.4 Récapitulatif

Notre modèle simple colonne est donc une simplification des équations primitives 3D aux-
quelles nous avons ajouté plusieurs hypothèses :

Hypothèses supplémentaires du modèle simple colonne

— Homogénéité horizontale : ∂·
∂x = ∂·

∂y = 0

— Advection verticale négligée : 〈w〉 ≈ 0

— Atmosphère transparente : l’atmosphère n’absorbe pas les flux radiatifs

Équations modèle simple colonne

∂ua

∂t
=− fC k× (ua −uaG )+ ∂

∂z

(
K a

m
∂ua

∂z

)
∂θa

∂t
= ∂

∂z

(
K a

s
∂θa

∂z

)
+λS

(
θa −θaLS

)
∂qa

∂t
= ∂

∂z

(
K a

s
∂qa

∂z

)
+λS

(
qa −qaLS

)
K a

m
∂ua

∂z
= τ

ρa

K a
s
∂θa

∂z
= QH

ρaC a
p

K a
s
∂qa

∂z
=− E

ρa

∂ua

∂z
= 0

∂θa

∂z
= 0

∂qa

∂z
= 0︸ ︷︷ ︸

Modèle atmosphérique

∂uo

∂t
=− fC k×uo + ∂

∂z

(
K o

m
∂uo

∂z

)
∂θo

∂t
= ∂

∂z

(
K o

s
∂θo

∂z
+ QS

ρoC o
p

)
∂So

∂t
= ∂

∂z

(
K o

s
∂So

∂z

)
K o

m
∂uo

∂z
= τ

ρo

K o
s
∂θo

∂z
= Qnet

ρoC o
p
− QS0

ρoC o
p

K o
s
∂So

∂z
= 0.001(E −P )So(z−)

∂uo

∂z
= 0

∂θo

∂z
= νs · ∂θo(z,0)

∂z

∣∣∣∣
z=−ho

∂So

∂z
= νs · ∂So(z,0)

∂z

∣∣∣∣
z=−ho︸ ︷︷ ︸

Modèle océanique

sur Ωα× [0,T ]

sur Ωα× [0,T ]

sur Ωα× [0,T ]

sur Γ× [0,T ]

sur Γ× [0,T ]

sur Γ× [0,T ]

sur ∂Ωext
α × [0,T ]

sur ∂Ωext
α × [0,T ]

sur ∂Ωext
α × [0,T ]

(6.2)

Dans ce modèle :

— K a,o
s et K a,o

m sont évalués grâce aux schémas de turbulence TKE (Cuxart et al., 2000) et
KPP (Large et al., 1994),

— les différents flux sont évalués à partir des modèles et des formulations bulk,

— le couplage océan-atmosphère se fait à l’interface via la continuité des flux turbulents.

Pour conclure, nous avons défini entièrement le modèle simple colonne en présentant ses
équations ainsi que les conditions aux frontières extérieures et à l’interface. Nous avons éga-
lement défini les schémas de turbulence utilisés pour le calcul des différents coefficients de
viscosité et de diffusion turbulente. Il s’agit d’un modèle simplifié par rapport aux équations
primitives 3D complètes, mais permettant d’étudier deux problématiques majeures des mo-
dèles opérationnels : le calcul des flux d’interface via les formulations bulk et l’évaluation des
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coefficients de turbulence dans la couche limite de surface via des paramétrisations complexes.
Cela introduit dans le modèle des non-linéarités et non-différentiabilités qui peuvent s’avérer
complexes à gérer dans un processus d’assimilation de données. Ce modèle devrait ainsi nous
permettre de tester la robustesse de nos algorithmes d’assimilation de données en situation
plus réaliste, tout comme l’ont fait Smith et al. (2015) avec une version colonne du modèle
de prévision du CEPMMT : IFS 1. Nous pouvons cependant regretter l’absence de description
précise de leur configuration pour réaliser un cas-test de référence.

6.2 Choix d’implémentation du modèle

Afin de compléter la description du modèle, il nous faut décrire plusieurs choix d’implé-
mentation. Ces choix concernent d’une part la discrétisation spatiale et temporelle du modèle,
et d’autre part la définition des différents flux qui ne sont pas évalués directement par le mo-
dèle.

6.2.1 Discrétisation temporelle

Nous discrétiserons les équations du modèle avec un schéma d’Euler implicite en temps,
excepté pour le terme de Coriolis dans l’équation de quantité de mouvement atmosphérique,
pour lequel nous utiliserons un schéma dit forward-backward. Ce schéma consiste à discrétiser
alternativement de manière explicite puis implicite les équations par rapport aux composantes
uα et vα. Le paramètre de Coriolis sera fC = 10−4 s−1 et nous nous placerons sur une fenêtre
temporelle de 7 jours en considérant la conformité en temps entre les deux modèles (∆ta =
∆to =∆t ) :

— fenêtre temporelle : T = 7 j,

— pas de temps : ∆t = 30 s.

6.2.2 Définition de la grille de calcul

Les domaines atmosphériques et océaniques sont définis par Ωa = [0,ha] et Ωo = [−ho ,0].
Leurs grilles verticales sont évaluées en fonction de quatre paramètres :

— hα la hauteur ou profondeur du modèle,

— NLα le nombre de niveaux verticaux,

— θsα un coefficient de stretching de la résolution : plus θsα est élevé, plus la grille est raf-
finée proche de la surface Γ. Un maillage plus fin est utilisé en surface afin de mieux
pouvoir représenter la dynamique du modèle qui y est beaucoup plus turbulente que
dans l’atmosphère libre ou l’océan profond.

— hcα la hauteur/profondeur de transition entre une grille quasi-uniforme (pour z < hca et
z > hco) et une grille non-uniforme (pour z > hca et z < hco).

1. Integrated Forecast System. Pour plus d’informations sur ce modèle, voir https://www.ecmwf.int/en/
research/modelling-and-prediction/atmospheric-dynamics

https://www.ecmwf.int/en/research/modelling-and-prediction/atmospheric-dynamics
https://www.ecmwf.int/en/research/modelling-and-prediction/atmospheric-dynamics
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A partir de ces quatre paramètres nous pouvons définir l’altitude des centres des mailles zk

ainsi que l’altitude des interfaces entre les mailles zk+ 1
2

telles que :

(Centres) zk = hcακ
α
k + (hα−hcα)

sinhκαkθsα

sinhθsα
avec k ∈ �1, NLα�

(Interfaces) zk+ 1
2
= hcακ

α
k+ 1

2
+ (hα−hcα)

sinhκα
k+ 1

2

θsα

sinhθsα
avec k ∈ �0, NLα�

où on définit κa
k = k− 1

2
NLa

et κo
k = k− 1

2−NLo

NLo
. Dans la suite, nous prendrons les paramètres des ta-

bleaux 6.1 et 6.2 pour définir les grilles des modèles d’atmosphère et d’océan. La figure 6.1
représente la hauteur des interfaces des mailles sur tout le domaine océan-atmosphère. On ob-
serve un maillage très resserré proche de l’interface qui s’agrandit au fur et à mesure que l’on
s’en éloigne. Pour avoir quelques ordres de grandeur, la taille des mailles proche de l’interface
est de l’ordre de 1 m dans l’océan et de 20 m dans l’atmosphère. Le premier niveau océanique
est donc à environ 50 cm de profondeur et le premier niveau atmosphérique à 10 m d’altitude.

Description Coefficient
Nombre de niveaux NLa = 51
Toit du modèle ha = 2000m
Altitude de transition hca = 200m
Coefficient de stretching θsa = 2

Tableau 6.1 – Coefficients de la grille du modèle colonne atmosphérique

Description Coefficient
Nombre de niveaux NLo = 50
Profondeur du modèle ho = 500m
Profondeur de transition hco = 50m
Coefficient de stretching θso = 6.5

Tableau 6.2 – Coefficients de la grille du modèle colonne océanique

6.2.3 Flux atmosphériques imposés

Il nous faut ensuite définir les différents flux imposés au modèle, à savoir le flux radiatif so-
laire QS , le flux radiatif Q↓ et le flux de précipitations P . Nous définissons ces flux sur la fenêtre
temporelle [−3,7] jours. Nous expliquerons dans la suite pourquoi nous prenons en compte
ces trois jours en amont la fenêtre temporelle de 7 jours [0,T ].
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FIGURE 6.1 – Représentation graphique de la grille du modèle couplé. La hauteur des interfaces
des mailles atmosphériques (respectivement océaniques) sont représentées en bleu clair (resp.
bleu foncé). L’interface Γ océan-atmosphère est représentée par une ligne rouge à l’altitude
z = 0.

Flux solaire

Le flux solaire QS(0, t ) =QS0 arrivant en surface de l’océan est défini de telle sorte à simuler
un cycle diurne du soleil avec une variabilité d’amplitude sur la fenêtre temporelle :

QS0 =

Q(t ) ·QSmax ·exp

(
− (t −µ)2

2σ2

) ∀t ∈ [21600+ l · J ,64800+ l · J ] s

avec J = 86400s et l ∈ �−3,6�
0 sinon

avec Q(t ) = 0.8+0.2 ·cos

(
t

40000

)
QSmax = 420 W.m−2

σ= 7200 s

µ= 43200+ l · J s

Le flux solaire est donc nul entre 18 h et 6 h, quand il fait nuit, et suit la forme d’une gaussienne
le jour entre 6 h et 18 h. La hauteur de la gaussienne est modulée par Q(t ) qui permet d’ajouter
une variabilité du flux sur la fenêtre temporelle, permettant par exemple de représenter l’effet
des nuages. La figure 6.2a représente QS0 (t ).
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Flux de précipiations

En ce qui concerne le flux P (t ), nous imposerons un épisode de fortes précipitations un
peu avant le troisième jour de la fenêtre temporelle :

P (t ) = 9 ·exp

(
− (t −µ)2

2σ2

)
cm.jour−1 ∀t ∈ [−3j,7j]

avec µ= 200000 s

σ= 30000 s

Le flux de précipitation P (t ) est représenté dans la figure 6.2b.

Remarque 6.2.1

Nous avons ici écrit le flux de précipitations en cm.jour−1 pour que cela soit plus ex-
plicite. Cependant, ce flux devant être exprimé en kg.m−2.s−1, il nous faudra le convertir
sachant que 1 kg.m−2.s−1 est équivalent à 8640 cm.jour−1 d’eau.

Flux radiatif à grandes longueurs d’onde

Enfin, nous choisissons un flux radiatif QL↓ constant sur la fenêtre temporelle :

QL↓(t ) = 350 W.m−2 ∀t ∈ [−3j,7j]
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(a) Flux solaire QS (0, t ) imposé en surface
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(b) Précipitations P (t ) considérées

FIGURE 6.2 – Représentation du flux solaire en surface de l’océan QS(0, t ) (a) et des précipita-
tions P (t ) (b) imposées au modèle simple colonne.
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6.2.4 Rappels grande échelle

Pour finaliser la description du modèle, il nous reste à définir les rappels grande échelle
uag , θaLS et qaLS . Nous considérerons simplement que :

uaG (z, t ) =
{

ua0(z)+Uup ·Gu(z, t ) si z ≤ hlim

ua0(z) si z > hlim
z ∈Ωa , t ∈ [0,T ]

vaG (z, t ) =
{

va0(z)+Vup ·Gu(z, t ) si z ≤ hlim

va0(z) si z > hlim
z ∈Ωa , t ∈ [0,T ]

θaLS(z, t ) = θa0(z)+Θup ·Gθ(z, t ) z ∈Ωa , t ∈ [0,T ]

qaLS(z, t ) = qa0(z) z ∈Ωa , t ∈ [0,T ]

(6.3)

où ua0, va0, θa0 et qa0 sont les conditions initiales du modèle. Les constantes Uup , Vup , Θup

ainsi que les fonctions G seront définies au cas par cas dans le chapitre 8 lors de nos différentes
expériences. Nous ferons attention à assurer la continuité des champs en z = hlim.

6.3 Stratégies de couplage

Le modèle étant entièrement décrit, il nous reste à définir une ou plusieurs stratégies de
couplage. Pour cela considérons les vecteurs d’états atmosphériques et océaniques suivants :

xa =


ua

va

θa

qa

 , xo =


uo

vo

θo

So

 ,

et nous pouvons alors ré-écrire les équations du modèle (6.2) de manière synthétique :



Ma(xa) = fa surΩa × [0,T ]

xa(z,0) = xa,0 surΩa

ρaK a
x
∂xa

∂z
=Foa(x a|Γ ,x o|Γ ,R) sur Γ× [0,T ]

∂xa

∂z
= 0 sur ∂Ωext

a × [0,T ]



Mo(xo) = fo surΩo × [0,T ]

xo(z,0) = xo,0 surΩo

ρoK o
x
∂xo

∂z
=Fao(x a|Γ ,x o|Γ ,R) sur Γ× [0,T ]

∂xo

∂z
=ν¯ ∂xo,0

∂z

∣∣∣∣
z=−ho

sur ∂Ωext
o × [0,T ]

(6.4)

avec ¯ le produit de Schur et ν = (0,0,νs ,νs)T . Les opérateurs Foa et Fao cachent les formu-
lations bulk permettant de calculer les différents flux à l’interface air-mer. Enfin, l’état initial
du modèle est désigné par x0 =

(
xa,0,xo,0

)T . Le problème du couplage est alors de trouver une
solution du modèle (6.4). Nous envisagerons dans la suite deux stratégies de couplage par fe-
nêtres temporelles, un couplage asynchrone et un couplage par itérations de Schwarz. Comme
précédemment dans le chapitre 5, nous pouvons écrire ces deux algorithmes de couplage sous
un formalisme identique.

Algorithmes de couplage

Nous décomposons la fenêtre [0,T ] en N j fenêtres temporelles T j = [t j , t j+1] telles que

[0,T ] = ⋃N j−1
j=0 T j . Nous proposons de trouver une solution du modèle (6.4) par itérations suc-
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cessives telles que, pour k > 0 :



Ma(xk
a) = fa surΩa ×T j

xk
a(z, t j ) = xa, j surΩa

ρaK a
x
∂xk

a

∂z
=Foa(xk

a|Γ ,xk−1
o|Γ ,R) sur Γ×T j

∂xk
a

∂z
= 0 sur ∂Ωext

a ×T j



Mo(xk
o ) = fo surΩo ×T j

xk
o (z, t j ) = xo, j surΩo

ρoK o
x
∂xk

o

∂z
=Fao(xk

a|Γ ,xk
o|Γ ,R) sur Γ×T j

∂xk
o

∂z
=ν¯ ∂xo,0

∂z

∣∣∣∣
z=−ho

sur ∂Ωext
o ×T j

où k dénote les itérations du modèle et x j =
(
xa, j ,xo, j

)T est l’état initial sur la fenêtre temporelle
T j . Lorsque j > 0, cet état initial est fourni par la solution du modèle sur la fenêtre temporelle
précédente. Le choix du first-guess x0

o|Γ est différent selon si l’on est sur la première fenêtre
temporelle ou non :

— si j = 0, x0
o|Γ est choisi de manière arbitraire (bruit blanc, constante, estimation...)

— si j > 0, x0
o|Γ est la solution à l’interface sur la fenêtre temporelle précédente T j−1.

En écrivant le modèle ainsi, nous pouvons considérer un couplage asynchrone ou un couplage
itératif de Schwarz par fenêtres temporelles, en fonction du nombre d’itérations k du modèle :

— si nous limitons les itérations à kmax = 1, nous n’effectuons qu’une intégration du modèle
sur chaque sous-fenêtre, ce qui correspond à un couplage asynchrone,

— si nous allons à convergence, c’est à dire que ∥ Foa(xk
a|Γ ,xk−1

o|Γ ,R)−Foa(xk
a|Γ ,xk

o|Γ ,R) ∥<
εc , avec εc un critère de convergence, alors nous serons dans le cas d’un couplage par
algorithme de Schwarz.

Dans les deux cas, le modèle couplé reçoit en entrée d’intégration le vecteur d’état
(
x0,x0

o

)T ∈
Ω× (Γ×T0). Nous noterons xkmax (t ) =M

kmax
0,t

(
x0,x0

o|Γ
)

l’intégration du modèle jusqu’au temps t

lorsque l’on stoppe l’algorithme de Schwarz à kmax itération, et xcvg(t ) =M
cvg
0,t

(
x0,x0

o|Γ
)

lorsque

nous allons à convergence.

Modèles découplés

Certains algorithmes d’assimilation de données considérant deux modèles découplés
d’océan et d’atmosphère, nous souhaitons ici également présenter leurs équations. En utili-
sant le même formalisme que précédemment, nous pouvons écrire ces deux modèles ainsi :



Ma(xa) = fa surΩa × [0,T ]

xa(z, t j ) = xa,0 surΩa

ρaK a
x
∂xa

∂z
=Foa(x0

a|Γ ,x0
o|Γ ,R) sur Γ× [0,T ]

∂xa

∂z
= 0 sur ∂Ωext

a × [0,T ]



Mo(xo) = fo surΩo × [0,T ]

xo(z, t j ) = xo,0 surΩo

ρoK o
x
∂xo

∂z
=Fao(x0

a|Γ ,x0
o|Γ ,R) sur Γ× [0,T ]

∂xo

∂z
=ν¯ ∂xo,0

∂z

∣∣∣∣
z=−ho

sur ∂Ωext
o × [0,T ]

où x0
Γ =

(
x0

a|Γ ,x0
o|Γ

)T
est la condition d’interface initiale du modèle. Le modèle découplé d’océan

et d’atmosphère reçoit donc en entrée d’intégration le vecteur d’état
(
x0,x0

Γ

)T ∈Ω×(Γ×[0,T ])2.
Nous noterons xunc(t ) =M unc

0,t

(
x0,x0

Γ

)
l’intégration du modèle découplé jusqu’au temps t .
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Récapitulatif

Nous venons de décrire dans son ensemble un modèle couplé simple colonne non-linéaire
avec paramétrisations sous-maille. Nous avons tout d’abord défini les équations du modèle
avant d’expliciter les conditions au limites qui nous ont permis d’introduire le couplage entre
les deux modèles. Nous avons ensuite explicité différents choix d’implémentation numérique,
concernant la discrétisation des équations, les flux imposés au modèle ou encore la définition
des termes de rappel grande échelle. Enfin, nous avons présenté deux stratégies de couplage
que nous implémenterons ainsi que la formulation des deux modèles découplés d’océan et
d’atmosphère. Nous allons à présent implémenter numériquement ce modèle afin d’y assimi-
ler des données. Nous avons réalisé cette implémentation en Fortran et C++ au sein de OOPS,
une surcouche logicielle développée au CEPMMT que nous allons introduire dans le chapitre
suivant.
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Ce chapitre, plus technique que le reste du manuscrit, porte sur l’implémentation numé-
rique dans OOPS 1 (Object-Oriented Prediction System) du modèle couplé simple colonne pré-
senté dans le chapitre précédent et de nos algorithmes d’assimilation de données couplée (cha-
pitre 4). OOPS est une surcouche logicielle développée au CEPMMT dédiée à la prévision et à
l’assimilation de données, permettant de gérer plus aisément une diversité de systèmes com-
plexes. La première partie de ce chapitre introduit cette surcouche logicielle et décrit son fonc-
tionnement global. Puis nous irons un peu plus loin dans les détails techniques en présentant
l’implémentation numérique du modèle couplé et de ses composantes découplées, ainsi que la
réalisation d’une prévision. Enfin, nous présenterons le principe de fonctionnement de l’assi-
milation de données au sein de OOPS. Nous analyserons alors comment reproduire dans OOPS
les différentes méthodes d’assimilation couplée introduites dans le chapitre 4. Nous verrons
cependant que certains algorithmes ne peuvent pas être reproduits. Nous détaillerons alors les
développements que cela a nécessité dans OOPS afin d’y parvenir.

1. Voir la présentation de Trémolet (2015) par exemple
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7.1 Introduction à OOPS

Comme nous avons pu le décrire, un système de prévision complet regroupe de nombreux
modèles : atmosphère, surface continentale, océan, glace, aérosols, etc. Tous ces modèles de-
viennent de plus en plus complexes et il est alors difficile de les faire interagir entre eux, notam-
ment dans le but de les coupler. De même, chaque modèle possède souvent son propre système
d’assimilation de données, rendant complexe le développement d’algorithmes d’assimilation
couplée. De nombreuses solutions existent aujourd’hui pour gérer et faire interagir cette dis-
parité de systèmes, comme par exemple OpenPALM (Fouilloux et Piacentini, 1999), Verdandi
(Chapelle et al., 2013), OpenDA 2, DART 3, PDAF 4, etc. Nous allons nous pencher sur une solu-
tion proposée par le CEPMMT pour répondre à ce besoin de modularité entre les modèles et
les méthodes d’assimilation de données, OOPS.

7.1.1 Principe de fonctionnement

OOPS est une surcouche logicielle développée en C++ et Fortran dont le principe fonda-
mental est de séparer les modèles de leurs systèmes d’assimilation, de prévision, etc. C’est à
dire, par exemple, qu’un modèle peut utiliser n’importe quel algorithme d’assimilation implé-
menté dans OOPS. L’intérêt du langage C++ est la possibilité de créer des objets, afin de rendre
le tout très modulaire. Schématiquement, les modèles ne sont pas implémentés dans OOPS,
mais simplement « connectés » à ce dernier. Cette connexion est réalisée via les interfaces de
OOPS. Nous pouvons alors exécuter une prévision ou une assimilation de données avec un
modèle connecté grâce aux applications implémentées dans OOPS.

Les modèles sont indépendants de OOPS. Ils doivent cependant disposer d’un certain
nombre d’objets compréhensibles par OOPS, permettant leur utilisation avec les dif-
férentes applications. En dehors de ces objets, la programmation du modèle est laissée
totalement libre à l’utilisateur.

Les objets du modèle compréhensibles par OOPS sont les interfaces. Il s’agit d’objets
qui permettent de « connecter » le modèle à OOPS.

Les applications sont des objets exécutables de OOPS. Une application peut être exé-
cutée avec n’importe quel modèle correctement connecté.

Ce principe de fonctionnement est récapitulé par la figure 7.1. Il est donc possible de considérer
OOPS comme une « boîte noire », et ne connaître que son modèle pour effectuer diverses expé-
riences d’assimilation, de prévision, etc. Nous analyserons dans la suite comment « connecter »
un modèle à OOPS.

2. http://openda.org
3. http://www.image.ucar.edu/DAReS/DART
4. http://pdaf.awi.de

http://openda.org
http://www.image.ucar.edu/DAReS/DART
http://pdaf.awi.de
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OOPS

Applications

- Prévison
- Prévision d’ensemble
- 4D-Var
- EnKF...

Interfaces

- Vecteur d’état
- Observations
- Covariances
- Incrément...

Modèles

- Lorenz 95
- QG
- IFS
- Linear EqDiff
- SCM...

FIGURE 7.1 – Principe de fonctionnement de OOPS : les applications sont exécutées avec un
modèle, compréhensible par OOPS grâce aux interfaces qui font le lien entre les deux. Linear
EqDiff fait référence à notre modèle de diffusion linéaire introduit dans le chapitre 5, et SCM
au modèle couplé non-linéaire simple colonne introduit dans le chapitre précédent.

7.1.2 Motivations à l’utilisation de OOPS

Nous souhaitons évaluer la performance des différents algorithmes d’assimilation de don-
nées introduits dans le chapitre 4 avec le modèle non-linéaire simple colonne introduit pré-
cédemment (chapitre 6). Assimiler des données sur un tel modèle requiert plus de puissance
de calcul qu’avec notre précédent modèle de diffusion (chapitre 5). Il peut alors être intéres-
sant d’optimiser numériquement notre code. Le C++ et le Fortran offrent une belle opportunité
en ce sens, grâce à la programmation objet et une meilleure gestion de la mémoire que dans
d’autres langages, tel que le Python. Il est donc intéressant d’intégrer notre système à OOPS,
afin de profiter de ses performances numériques mais surtout des différentes applications qui
y sont déjà implémentées et optimisées (4D-Var incrémental avec une liste de minimiseurs). De
plus, l’intégration d’un tel modèle dit « jouet » à OOPS pourrait être bénéfique à la communauté
d’assimilation de données. En effet, dans le dernier rapport de l’Organisation Météorologique
Mondiale concernant l’assimilation de données couplée, il a été mentionné le besoin pour la
recherche d’avoir à disposition des modèles jouets au sein de systèmes tel que OOPS (Penny
et al., 2017). Enfin, nous pouvons noter que Météo-France est en train d’adapter son système
d’assimilation opérationnel pour l’intégrer à OOPS et l’utiliser par la suite. Il nous semble donc
intéressant de prendre en main ce logiciel pour y implémenter nos algorithmes et notre modèle
simple colonne non-linéaire. Cela permettrait à ce modèle d’être réutilisé par exemple dans
d’autres centres de recherche, et à nos algorithmes d’être testés sur des modèles opérationnels.
Cela nous permet aussi de partager ce que l’on a pu faire dans OOPS au projet ERA-Clim2, dans
lequel s’inscrit cette thèse.

7.2 Implémentation du modèle couplé simple colonne dans OOPS

7.2.1 Architecture de OOPS

Afin d’implémenter notre modèle colonne dans OOPS, il nous faut tout d’abord en com-
prendre l’architecture afin de « connecter » correctement le modèle. Comme nous l’avons men-
tionné, un modèle est connecté à OOPS via l’intermédiaire d’un vingtaine de classes d’inter-
faces, telles que :
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— le vecteur d’état,

— les équations du modèle,

— les types d’observations, etc.

Chaque interface possède également un certain nombre de méthodes à implémenter. Le ta-
bleau A.1 disponible en annexe A récapitule l’ensemble des 20 classes d’interfaces ainsi que
leurs méthodes inhérentes à implémenter dans un modèle pour pouvoir le connecter correc-
tement à OOPS. Ces interfaces sont en fait des patrons (ou templates) de classe. Il s’agit d’une
spécificité du langage C++ permettant de créer des classes dites génériques. Celles-ci servent
alors de patron sur lesquelles nous viendrons calquer différentes classes de notre modèle. L’in-
terfaçage des modèles est réalisé grâce aux alias, qui permettent de lier une classe du modèle à
une classe d’interface. Les interfaces sont ensuite utilisées par OOPS pour réaliser l’ensemble
des applications. En effet, toutes les applications sont codées en fonction des classes d’inter-
faces, les rendant ainsi indépendantes des modèles. Un modèle correctement connecté à OOPS
via les interfaces pourra donc utiliser les différentes applications implémentées. Inversement,
une application créée en fonction des classes d’interfaces pourra être utilisée par n’importe
quel modèle connecté.

Remarque 7.2.1 - Taille de OOPS

OOPS est un code d’une taille raisonnable, puisque l’ensemble des applications, inter-
faces et classes associées représente environ 28 000 lignes de code. En revanche, OOPS uti-
lise, entre autre, la bibliothèque eckit développée au CEPMMT. Cette librairie représente
environ 92 000 lignes de code, et permet par exemple la gestion des fichiers de configura-
tion pour exécuter les différentes applications. La connaissance précise de cette librairie
n’est pas requise, mais certaines bases comme les fichiers de configurations sont néces-
saires à maîtriser.

7.2.2 Fichiers de configuration

Pour exécuter les différentes applications de OOPS, il est nécessaire de fournir à ce dernier
un fichier de configuration permettant de définir, par exemple, la configuration du modèle uti-
lisé, la date, le temps d’intégration du modèle, le type d’algorithme d’assimilation, les sorties
du modèle, etc. Toutes ces informations sont structurées dans un fichier JSON 5. Il s’agit d’un
format d’échange de données facilement compréhensible. Le code 7.1 nous donne un exemple
de fichier de configuration pour réaliser une prévision avec un modèle donné. Dans ce fichier,
nous définissons les différents types de messages qui seront affichés dans le terminal dans la
rubrique logging. Les rubriques resolution et model définissent les différents paramètres
du modèle. initial définit l’état initial fourni au modèle, forecast_length le temps d’inté-
gration du modèle et output différentes sorties du modèle. Notons que certains paramètres
du fichier de configurations sont inhérents au modèle utilisé, tel que resolution. Les champs
et le type de données à fournir dans ces catégories dépendent donc directement du modèle
utilisé. D’autre paramètres, comme forecast_length, sont destinés à OOPS, et doivent donc
être du format demandé par OOPS.

5. JavaScript Object Notation, voir https://www.json.org/ pour plus d’informations.

https://www.json.org/
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Remarque 7.2.2 - La gestion du temps dans OOPS

Les différents temps et durées dans OOPS sont définis à partir du formalisme suivant :
PdDThHmMsS où d, h, m et s définissent respectivement le nombre de jours, d’heures, de
minutes et de secondes de la durée considérée. Nous remarquerons également que si d = 0,
alors nous n’écrirons pas 0D dans la notation (de même pour les autres unités de temps).

Code 7.1 – Exemple d’un fichier de configuration JSON

1 {
2 "logging": {
3 "categories": "Info, Test, Warning, Error"
4 },
5 "resolution": {
6 "resol": "40"
7 },
8 "model": {
9 "tstep": "PT1H30M",

10 "f": "8.0"
11 },
12 "initial": {
13 "date": "2010-01-01T00:00:00Z",
14 "filename": "Data/test.an.2010-01-01T00:00:00Z.l95"
15 },
16 "forecast_length": "P3D",
17 "output": {
18 "frequency": "PT1H30M",
19 "datadir": "Data",
20 "exp": "test",
21 "type": "fc",
22 "date": "2010-01-01T00:00:00Z"
23 }
24 }

7.2.3 Réalisation d’une prévision et assimilation couplées

Stratégies d’implémentation

A titre d’illustration, nous allons nous intéresser à la réalisation d’une prévision avec notre
modèle couplé introduit au chapitre précédent. Nous allons présenter ici les différents choix
que nous avons fait pour réaliser cette prévision au sein de OOPS. En suivant le principe de
séparation des applications et des modèles, nous pouvons envisager deux possibilités d’implé-
mentation d’un modèle couplé (voir figure 7.2) :

(a) le couplage est réalisé par OOPS auquel nous fournissons deux modèles,

(b) le couplage est géré par le modèle connecté à OOPS.

OOPS ne disposant pas d’applications du type Prévision couplée, nous écarterons la proposi-
tion (a). En effet, celle-ci nécessitera le développement de nouvelles applications, et très cer-
tainement de nouvelles interfaces, ce qui n’est pas souhaitable. Il nous semble également com-
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plexe d’arriver à gérer le couplage de manière abstraite, permettant de satisfaire l’ensemble des
modèles et des stratégies de couplage. Nous considérerons alors l’option (b) pour implémenter
notre modèle couplé. En pratique, nous avons développé séparément les deux modèles d’at-
mosphère et d’océan que nous avons connectés à OOPS. Le modèle couplé utilise alors ces
deux modèles et gère le couplage entre eux. Lors d’une prévision couplée, les deux modèles
d’océan et d’atmosphère sont alors invisibles à OOPS qui ne communique qu’avec le modèle
couplé. Cette stratégie d’implémentation est récapitulée dans la figure 7.3.

OOPS(a)

Applications
Prévision couplée

...............

Interfaces

Interfaces

modelA

modelB

OOPS(b)

Applications
Prévision
...............

Interfaces modelAB couplé

FIGURE 7.2 – Deux options de couplage pour deux modèles couplés dans OOPS. L’option (a)
suppose que l’on puisse les connecter simultanément à OOPS qui gérera ensuite la prévision
couplée. L’option (b) considère que le couplage est géré au sein même du modèle, OOPS per-
çoit alors le modèle couplé comme un unique modèle et ne distingue pas les différentes com-
posantes qui le compose.

OOPS Modèle Couplé

Modèle
Atmosphère

Modèle Océan

FIGURE 7.3 – Implémentation de nos modèles au sein de OOPS. Nous avons deux modèles
d’océan et d’atmosphère indépendants l’un de l’autre connectés à OOPS, et un modèle couplé
également connecté à OOPS, qui utilise et couple ces deux précédents modèles.

Réalisation de la prévision

Les prévisions sont réalisées par l’application Forecast. Cette application, après avoir ins-
tancié différents objets tels que la résolution du modèle, ses équations, ou encore son vecteur
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d’état, exécute la routine forecast de l’interface Model (interface qui gère l’évolution du vec-
teur d’état et du modèle à partir de ses équations). La routine forecast est décrite par le code
7.2.

Code 7.2 – Routine forecast de l’interface Model, permettant de réaliser une prévision
1 template<typename MODEL>
2 void Model<MODEL> : :forecast (State_ & xx , const ModelAux_ & maux ,
3 const util : : Duration & len ,
4 PostProcessor<State_> & post ) const {
5 /* Routine forecast de l a classe d ' i n t e r f a c e Model
6 * Reçoit en paramètre :
7 * − l e vecteur d ' é t a t ( i n t e r f a c e State_ )
8 * − un biais , forçages externes . . . ( i n t e r f a c e ModelAux_ )
9 * − l a durée du forecast ( len )

10 * − un PostProcessor : objet qui gère par exemple l e s s o r t i e s du modèle
11 */
12 LOG (Trace ) << "Model<MODEL> : : forecast s t a r t i n g " ;
13
14 const util : : DateTime end (xx .validTime ( ) + len ) ; // Calcul de l a date de f i n d ' intégrat ion
15 LOG (Info ) << "Model : forecast : forecast s t a r t i n g : " << xx ;
16 this−>initialize (xx ) ; // I n i t i a l i s e l e vecteur d ' é t a t et l e modèle
17 post .initialize (xx , end , model_−>timeResolution ( ) ) ; // I n i t i a l i s e l e PostProcessor
18 while (xx .validTime ( ) < end ) { // Boucle jusqu 'au dernier pas de temps
19 this−>step (xx , maux ) ; //Un pas de temps f a i s a n t évoluer l e modèle et l e vecteur d ' é t a t
20 post .process (xx ) ; // Exécution du PostProcessor
21 }
22 post .finalize (xx ) ; // Etape f i n a l e du PostProcessor
23 this−>finalize (xx ) ; // Etape f i n a l e de l ' intégrat ion du modèle
24 LOG (Info ) << "Model : forecast : forecast f inished : " << xx ;
25 LOG (Trace ) << "Model<MODEL> : : forecast done" ;
26 }

Nous remarquons que cette routine est constituée d’une boucle while représentant l’ensemble
des pas de temps du modèle. La routine step, correspondant à une intégration d’un pas de
temps, fait évoluer le vecteur d’état et met à jour le temps auquel il se trouve. Arrivé à la fin
d’intégration (la date du vecteur d’état correspondant à end) nous sortons de la boucle pour
finaliser la prévision. Le couplage des modèles doit donc intervenir dans la routine step. L’al-
gorithme 7.1 présente le principe de notre stratégie de couplage utilisée dans step afin de re-
produire un couplage par itérations de Schwarz ou asynchrone. Le critère d’arrêt de notre al-
gorithme est alors (xx.validTime()==end && ECI<epsilonC) où ECI représente l’erreur de
couplage à l’interface entre deux itérations (Foa(xk

a|Γ ,xk−1
o|Γ ,R)−Foa(xk

a|Γ ,xk
o|Γ ,R)) et epsilonC

est le critère de convergence que l’on se définit. Il est donc possible de réaliser une prévision
couplée au sein de OOPS via un algorithme de Schwarz, en gérant le couplage au sein du mo-
dèle et en s’arrangeant pour que OOPS n’achève pas la prévision prématurément. Nous n’avons
donc pas à implémenter de nouvelles applications dans OOPS permettant de réaliser une pré-
vision couplée.

Enfin, nous introduisons ici les PostProcessor (notés PP dans la suite). Ce sont des objets
servant à gérer différents processus, et sont eux-même composés de plusieurs objets PostBase
(notés PB dans la suite). A chaque exécution du PP (post.process(x); par exemple dans le
code 7.2), tous les PB sont exécutés un à un et réalisent diverses actions comme l’affichage de
messages à l’écran, l’écriture dans un fichier de l’état du modèle, la sauvegarde de la trajectoire
du modèle etc.
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Algorithme 7.1 Principe de la routine step du modèle couplé

Entrée : x = (xa,i ,xo, j )T Vecteurs d’état aux temps ti et t j

if modelTurn == atm then Si nous devons intégrer le modèle atmosphérique
xa,i+1 = Ma,i ,i+1(xa,i ) Pas de temps du modèle atmosphérique

if ti+1 = tN then Si nous arrivons à la fin d’intégration du modèle
Do(xo) = Fao(xa ,xo ,R) Couplage atmosphère → océan
j = 0 On réinitialise le temps de l’océan au début de la fenêtre
modelTurn = oce Mise à jour de la variable modelTurn

end if
else Sinon, nous devons intégrer le modèle océanique

xo, j+1 = Mo, j , j+1(xo, j ) Pas de temps du modèle océanique

if t j+1 = tN && ECI ≥ epsilonC then Fin d’intégration sans avoir convergé
Da(xa) = Foa(xa ,xo ,R) Couplage océan → atmosphère
i = 0 On réinitialise le temps de l’atmosphère au début de la fenêtre
modelTurn = atm Mise à jour de la variable modelTurn

end if
end if

Assimilation de données avec le modèle couplé

Nous nous intéressons à présent à assimiler des données au sein du modèle couplé. L’appli-
cation Variational propose d’assimiler des données avec un 4D-Var incrémental au sein d’un
modèle. Cette application nécessite de recevoir diverses informations provenant du fichier de
configuration permettant de définir, entre autres :

— la fonction coût à minimiser (matrices de covariance, observations, ébauche),

— la configuration du modèle direct,

— le choix du minimiseur,

— la configuration des boucles externes incluant :

¦ la configuration des modèles linéaires et adjoints,

¦ le critère de convergence de la minimisation et un nombre maximal d’itérations.

Si le modèle a correctement été implémenté et connecté à OOPS, et que l’ensemble des infor-
mations nécessaires a été fourni, OOPS gère alors l’assimilation de données. Notons que la dé-
finition de la matrice B ou encore la gestion des observations font partie du modèle et doivent
être correctement implémentées et interfacées avec OOPS. Enfin, la gestion des modèles li-
néaires et adjoints est similaire à celle du modèle direct. Nous pouvons donc utiliser la même
stratégie que précédemment pour implémenter les modèles linéaires et adjoints couplés.

Remarque 7.2.3 - Dérivation des modèles linéaires et adjoints

Dans notre cas, nous avons différencié nos modèles d’atmosphère et d’océan avec le
différenciateur automatique Tapenade développé à l’INRIA (Hascoët et Pascual, 2013). Puis
nous avons dérivé manuellement le modèle couplé, en utilisant les modèles linéaires et
adjoints d’océan et d’atmosphère.
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Remarque 7.2.4 - Taille des modèles

Le code du modèle atmosphérique représente environ 34 000 lignes, celui du modèle
océanique 24 000 lignes et le code du modèle couplé utilisant ces deux composantes envi-
ron 10 000 lignes. Il s’agit donc de modèles de taille raisonnable. En comparaison, un mo-
dèle de prévision opérationnel d’atmosphère comme Arpège à Météo-France fait environ
1.5 million de lignes. Un modèle d’océan comme NEMO est plus petit et représente environ
200 000 lignes.

Finalement, l’assimilation de données nécessite « seulement » d’implémenter quelques inter-
faces supplémentaires par rapport à la prévision, comme par exemple Covariance, ObsSpace,
ObsVector (voir le tableau A.1).

Définition de la fonction coût

Il est possible de définir chaque terme de la fonction coût J . Cela est réalisé à partir du
fichier de configuration utilisé pour exécuter l’application Variational. Les différents termes
de J sont des objets C++, et sont gérés par la classe de OOPS CostFunction. A l’heure actuelle,
trois types de termes sont implémentés dans OOPS :

— différentes formes de J b , pour quantifier l’écart à l’ébauche,

— différentes formes de J o , pour quantifier les écarts aux observations,

— J dfi, un terme de filtrage (digital filter initialization).

J dfi est un terme permettant de filtrer des signaux haute fréquence qui peuvent se créer lors de
l’assimilation de données (création d’ondes de gravité par exemple). Ces signaux dégradent la
qualité de l’analyse et impactent directement les prévisions à court terme. Il existe plusieurs
méthodes basées sur ce filtre, dont le filtre Dolph-Chebyshev qui est implémenté dans OOPS
(voir par exemple Lynch et al. (1999) pour plus de détails sur ce filtre). Pour conclure, il sera
relativement aisé d’assimiler des données sur notre modèle couplé avec un algorithme type
MH-C ou MI-C. En revanche, pour les méthodes présentant un terme de contrainte faible de
couplage au sein de la fonction coût, il n’existe pas d’équivalent de J s implémenté dans OOPS.
Nous allons donc expliquer comment nous avons pu l’implémenter.

7.3 Implémentation du terme J s dans OOPS

Rappelons tout d’abord la forme du terme J s (4.1) :

J s(x0) = 1

2

N∑
i=0

(
Da(xkmax

a|Γ,i )−Do(xkmax

o|Γ,i )
)T

W−1
(
Da(xkmax

a|Γ,i )−Do(xkmax

o|Γ,i )
)

= 1

2

N∑
i=0

∥∥∥(
Da(xkmax

a|Γ,i )−Do(xkmax

o|Γ,i )
)∥∥∥2

W−1

Nous commencerons par présenter comment sont implémentés les différents termes de la
fonction coût avant de décrire comment nous avons pu implémenter un nouvel objet CostJs
dans OOPS, représentant le terme J s .

7.3.1 Structure des objets représentant les termes de la fonction coût

Pour comprendre comment construire ce nouvel objet CostJs, intéressons nous à la struc-
ture des termes de la fonction coût au sein de OOPS.
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Fonction coût

Considérons J = J b + J o + J dfi la fonction coût à minimiser par OOPS. Chaque terme de
J est un objet de OOPS, et tous ces objets sont indépendants les uns des autres. OOPS gère
simplement l’évaluation de la fonction coût et sa minimisation en manipulant ces objets, sans
savoir explicitement ce qui s’y trouve. Ces objets dérivent des types :

— CostJbTotal pour J b

— CostTermBase pour les autres termes (J o , J dfi...), que l’on notera CTB.

Les CTB sont les objets génériques des termes de la fonction coût, excepté pour J b qui est
à part. Ils doivent contenir un certain nombre de méthodes, telles que multiplyCovar ou
multiplyCoinv gérant la multiplication par la matrice de covariance ou son inverse (par exemple
multiplication par R ou R−1).

Remarque 7.3.1 - À propos de l’implémentation de J b

Le terme J b est représenté différemment car son rôle au sein de la fonction coût est dif-
férent de celui des autres termes. En effet, J b devra gérer les différentes interactions avec
l’ébauche et la multiplication par la matrice B, permettant le pré-conditionnement de cer-
tains algorithmes de minimisation.

Boucle externe

On évalue la valeur de la fonction coût et on effectue différents diagnostics nécessaires à la
minimisation (comme les écarts aux observations) au sein de la boucle externe. Pour réaliser
cela, OOPS demande à J b et à chaque CTB la création d’un objet PB qui lui est lié. OOPS fournit
alors ce PB à l’intégration du modèle non-linéaire. Au cours de la prévision, il est possible aux
PB de réaliser une action à chaque pas de temps (par exemple, sauvegarder la trajectoire pour la
comparer ensuite aux observations). A la fin de l’intégration, chaque CTB (et J b) réalisent leurs
diagnostics à partir de leurs PB respectifs (évaluer les écarts aux observations par exemple). Les
PB devront donc avoir enregistré toutes les informations nécessaires au cours de l’intégration.
OOPS dispose alors de l’évaluation de la fonction coût en boucle externe. Le terme d’ébauche
ainsi que les CTB sont alors prêts pour la minimisation en boucle interne.

Boucle interne

La minimisation dans la boucle interne est une succession d’intégrations du modèle li-
néaire et adjoint. De même que pour l’intégration du modèle non-linéaire, chaque CTB (et J b)
crée un objet avant chaque intégration afin de pouvoir réaliser la minimisation :

— un objet de type PostBaseTL (PBTL) pour l’intégration du modèle linéaire, permettant
l’évaluation de la fonction coût linéaire,

— un objet de type PostBaseAD (PBAD) pour l’intégration du modèle adjoint, permettant de
mettre à jour le modèle adjoint en fonction des informations fournies par l’intégration du
modèle linéaire.

Remarque 7.3.2

Les objets CostTermBase, PostBase, PostBaseTL et PostBaseAD sont des classes abs-
traites de OOPS. Les différents types de termes de la fonction coût sont donc des objets
dérivant de CTB. Ils fourniront à OOPS des objets dérivant de PB, PBTL et PBAD pour l’inté-
gration des modèles.
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7.3.2 Création de CostJs, objet représentant le terme J s

Maintenant que nous avons une meilleure compréhension du fonctionnement des termes
de la fonction coût, nous allons présenter la classe CostJs permettant de représenter le terme
J s . Comme tout CTB, CostJs doit pouvoir créer des objets PB, PBTL et PBAD permettant d’éva-
luer la fonction coût et d’appliquer une correction à la variable adjointe durant la minimisa-
tion. Nous avons alors créé les classes InterfDiff, InterfDiffTL et InterfDiffAD dérivants
de ces objets. Elles permettent de calculer l’erreur de couplage à l’interface durant l’intégra-
tion du modèle direct et tangent, et d’appliquer sa contribution adjointe durant l’intégration
du modèle reverse. CorstJs dispose également d’un objet ModelSpaceCovarianceBase, per-
mettant de représenter la matrice W. La définition de W se fera via le fichier de configuration
JSON, dans la rubrique définissant les paramètres de CostJs. Une fois ces développements
terminés, nous pouvons alors assimiler des données avec notre modèle couplé et un terme J s

présent dans la fonction coût. Il nous est donc possible de réaliser l’ensemble des algorithmes
d’assimilation couplée que nous avons pu décrire dans le chapitre 4.

7.4 Test du gradient et évaluation de la fonction coût linéaire

L’implémentation numérique d’un modèle, de sa linéarisation et de son adjoint n’est pas
quelque chose d’évident. L’implémentation d’un opérateur d’observation non plus. De ce fait,
pour vérifier le bon fonctionnement de toutes les composantes d’un système d’assimilation,
il est possible de réaliser des tests numériques. OOPS propose toute une batterie de tests uni-
taires permettant de vérifier chaque composante du système indépendamment, comme l’ap-
proximation linéaire du modèle ou le modèle adjoint. Cependant, un test qui nous semble es-
sentiel manque à cette bibliothèque : le test du gradient. Ce test du gradient permet de vérifier
si le calcul du gradient ∇J , associé à la fonction coût J , est réalisé correctement. Le principe du
test est de vérifier que :

lim
α→0

J (δx+αB∇J (δx))− J (δx)

α‖B∇J (δx)‖2 = 1 (7.1)

où δx est l’incrément de la fonction coût du 4D-Var incrémental. Ce test vient du développe-
ment de Taylor suivant :

J (δx+αB∇J (δx)) = J (δx)+α‖B∇J (δx)‖2 +O(α‖B∇J (δx)‖2)

Remarque 7.4.1

Le test du gradient permet de tester plusieurs composantes du système en un seul test :
modèle linéaire, adjoint et opérateur d’observation. Nous supposons que ce test n’a pas été
implémenté du fait qu’il est possible de tester l’ensemble de ces composantes séparément
avec les tests unitaires.

Pour pouvoir réaliser ce test du gradient (7.1), il nous faut accéder à la valeur de la fonction
coût linéaire J (δx). Or, OOPS ne permet pas d’y accéder directement. Nous avons donc im-
plémenté une nouvelle routine au sein de la classe CostFunction permettant de calculer la
fonction coût linéaire. Une fois le calcul de la fonction coût linéaire rendu possible, nous avons
pu implémenter le test du gradient dans la bibliothèque de tests de OOPS.
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Récapitulatif et retours d’expérience

OOPS est une surcouche logicielle développée en C++, visant à répondre au problème de
diversité des modèles de prévisions jointe à la diversité des méthodes d’assimilation, de pré-
vision etc. Le principe est que l’on puisse connecter n’importe quel modèle à OOPS afin de
pouvoir réaliser les différentes applications qui y sont implémentées (assimilation de données,
etc). Les modèles sont donc complètement indépendants de OOPS, et leur connexion est réali-
sée via une vingtaine de classes d’interfaces. Connecter un modèle à OOPS n’est cependant pas
si évident, puisqu’il n’existe pas actuellement de documentation détaillée ou de guide concer-
nant les interfaces. Nous avons donc du découvrir par nous mêmes le principe de chaque in-
terface et les routines qui les composent. Nous proposons en annexe A un tableau répondant
partiellement à ce problème de documentation (tableau A.1). Nous y décrivons succinctement
l’ensemble des interfaces et la liste des méthodes à implémenter pour chacune d’entre elles.
Nous n’avons malheureusement pas eu le temps de les documenter avec plus de détails. Enfin,
nous avons implémenté dans OOPS la possibilité de rajouter le terme J s dans la fonction coût.
Cela nous a permis de mieux comprendre le fonctionnement interne de OOPS. Nous avons
également ajouté la possibilité d’effectuer un test du gradient.

Pour conclure sur l’utilisation de OOPS, sa prise en main n’a pas été immédiate et a pris
du temps. Cependant, nous avons pu valoriser cela avec l’implémentation de notre modèle
couplé ainsi que le rajout du terme J s pour l’assimilation de données. De plus, nous avons
également pu ajouter le test du gradient dans la bibliothèque de tests de OOPS. Nous pouvons
alors espérer que ce modèle, ainsi que la contrainte faible de couplage, soient ré-utilisés par la
suite.
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Ce huitième et dernier chapitre porte sur l’évaluation des algorithmes d’assimilation de
données couplée présentés dans le chapitre 4, dans un cadre non-linéaire. Nous allons tester
la robustesse de ces algorithmes grâce au modèle couplé simple colonne non-linéaire présenté
dans le chapitre 6. Ce modèle a été implémenté au sein de OOPS, une surcouche logicielle dé-
veloppée au CEPMMT, que nous venons de présenter. Nous commencerons par créer un jeu
de données afin de réaliser diverses expériences. Ce jeu de données sera constitué d’un état
vrai, d’une ébauche et d’observations du système auquel on s’intéresse. Il sera produit à partir
d’un cas test de référence que nous décrirons. Nous présenterons ensuite les différentes expé-
riences envisagées ainsi que leurs résultats. Nous pourrons enfin conclure sur la robustesse des
différents algorithmes d’assimilation de données couplée présentés au cours du manuscrit.

8.1 Création d’un jeu de données

Afin de définir un jeu de données pour réaliser diverses expériences d’assimilation, nous
commençons par créer un cas test de référence du modèle couplé. Nous pourrons ensuite,

131
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à partir de ce cas test, définir un état vrai, une ébauche et des observations. Le cas test sera
caractérisé par :

— la stratégie de couplage considérée,

— l’état initial du système,

— le first-guess à l’interface.

Dans le chapitre 5, nous avions pu définir un état initial équilibré du modèle linéaire de ma-
nière analytique. Il est en revanche plus complexe d’en définir un pour le modèle non-linéaire
simple colonne que nous utilisons ici, de manière analytique. Une stratégie classique est alors
de créer un état initial à partir d’une première prévision dite spin-up, qui produira un état équi-
libré avec les équations du modèle. Nous commencerons donc par réaliser ce spin-up, à partir
duquel nous créerons le cas test de référence.

8.1.1 Création du cas test de référence

Stratégie de couplage

Pour décrire le cas test, il nous faut tout d’abord choisir une stratégie de couplage. Les diffé-
rentes stratégies de couplages implémentées dans le modèle ont été présentées à la fin du cha-
pitre 6. Nous choisissons pour le cas test un couplage par itérations de Schwarz avec comme
critère de convergence εc = 10−2 tel que :

∥Foa(xk
a|Γ ,xk−1

o|Γ ,R)−Foa(xk
a|Γ ,xk

o|Γ ,R) ∥< εc

Cette stratégie de couplage nécessite de définir un premier itéré x0
o|Γ sur la première fenêtre

temporelle d’intégration T0. Ce first-guess, que nous définirons dans la suite, se compose :

— des courants de surface (SSU/SSV) u0
o(0, t ) avec t ∈ T0,

— de la température de surface (SST) θ0
o(0, t ) avec t ∈ T0.

Création du spin-up

Comme nous l’avons mentionné, nous allons créer l’état initial du cas-test de référence à
partir d’un spin-up que nous allons décrire ici. Ce dernier sera défini sur la fenêtre temporelle
de 10 jours [−3,T ], avec T = 7 j. Notons que les différents flux atmosphériques imposés (flux
radiatifs et précipitations) ont bien été définis sur cette fenêtre [−3,T ] (figure 6.2 du chapitre
6). La description du spin-up se décompose en trois étapes :

1. la définition des conditions initiales (incluant le first-guess),

2. la définition du rappel grande échelle,

3. l’intégration du modèle.

Dans la suite le vecteur d’état du spin-up sera noté xsu = (
xsu

a ,xsu
o

)T ∈Ω.
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Définition des conditions initiales (CI). L’état initial du spin up est défini au temps t = −3 j

par xsu
−3 =

(
xsu

a,−3,xsu
o,−3

)T ∈Ω tel que :

xsu
a,−3(z) = (

usu
a,−3(z), vsu

a,−3(z),θsu
a,−3(z), qsu

a,−3(z)
)

,

avec : usu
a,−3(z) = 15 m · s−1 z ∈Ωa

vsu
a,−3(z) = 3 m · s−1 z ∈Ωa

θsu
a,−3(z) = θref + N 2θref

g
z ◦C z ∈Ωa , avec N = 0.01 s−1 et θref = 12.3 ◦C

qsu
a,−3(z) = 0.01 kg/kg z ∈Ωa

où N est la fréquence de Brunt-Väisälä et g l’accélération de la pesanteur. Côté océanique, nous
choisissons les profils de CI suivants :

xsu
o,−3(z) = (

usu
o,−3(z), vsu

o,−3(z),θsu
o,−3(z),Ssu

o,−3(z)
)

,

avec : usu
o,−3(z) = 0 m · s−1 z ∈Ωo

vsu
o,−3(z) = 0 m · s−1 z ∈Ωo

θsu
o,−3(z) = 5+1.475 ·10−3 · z +5 ·exp

( z

100

)
+5 ·exp

( z

500

)
◦C z ∈Ωo

Ssu
o,−3(z) = 34−1.75 ·10−4 · z +0.8exp

( z

200

)
+0.2 ·exp

( z

400

)
psu z ∈Ωa

La figure 8.1 représente θsu
o,−3(z) et Ssu

o,−3(z). Enfin, le first-guess océanique pour la première
itération de Schwarz sera :

(SSU) u0
o|Γ(t ) = 0 t ∈×[−3,T ]

(SSV) v0
o|Γ(t ) = 0 t ∈×[−3,T ]

(SST) θ0
o|Γ(t ) = 15 ◦C t ∈×[−3,T ]
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FIGURE 8.1 – Représentation des profils initiaux de température (a) et de salinité (b) du spin-up
dans l’océan.
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Rappel grande échelle. Les équations du modèle atmosphérique présentent des termes de
rappel géostrophique et grande échelle uag , θaLS et qaLS définis par (6.3). Pour le spin-up, nous
considérerons un rappel vers la condition initiale.

Intégration du modèle. Le spin-up est ainsi entièrement défini et est intégré sur la fenêtre de
10 jours [−3,T ]. Notons que l’algorithme de Schwarz a convergé en 7 itérations. Nous pouvons
à présent créer le cas test de référence à partir de ce spin-up.

Création du cas test de référence

Définition des conditions initiales. Le cas test de référence est établi à partir de la solution
du spin-up sur la fenêtre [0,T ]. La condition initiale x0 =

(
xa,0,xo,0

)T ∈Ω est définie à partir de
la solution du spin-up au temps t = 0, xsu

0 . L’état initial est alors en équilibre avec le modèle
grâce l’intégration du spin-up sur la période [−3,0]. Les figures 8.2 et 8.3 représentent les CI
atmosphériques xa,0 et océaniques xo,0 respectivement. Enfin, le first-guess x o|Γ est déterminé
à partir de la solution du spin-up à l’interface sur la fenêtre [0,T ] (figure 8.4).
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FIGURE 8.2 – Profils des conditions initiales atmosphériques du cas-test de référence. (a) repré-
sente les profils de vitesse des vents ua,0(z) et va,0(z) et (b) les profils de température θa,0(z) et
d’humidité qa,0(z).
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FIGURE 8.3 – Profils des conditions initiales océaniques du cas-test de référence. (a) représente
les courants uo,0(z) et vo,0(z) (uo(z < 50,0) = 0 et v0(z < 50,0) = 0 ne sont pas représentés pour
ne pas écraser l’échelle). (b) représente les profils de température θo,0(z) et de salinité So,0(z).
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FIGURE 8.4 – First-guess océanique pour la SSU et SSV (a) et la SST (b).

Rappel grande échelle. Nous considérerons un rappel grande échelle différent dans le cas-
test de référence que dans le spin-up. Le but est d’appliquer une variabilité des champs atmo-
sphériques et océaniques permettant d’observer le passage de régimes stables à instables sur
la fenêtre temporelle. Ce changement de régime nous semble important à observer puisqu’il
sera intéressant de voir si les algorithmes d’assimilation couplée parviennent à les reproduire.

Remarque 8.1.1

On définit par régime stable le fait que θ a|Γ > θo|Γ , l’air est alors plus dense à l’interface
que sur les niveaux supérieurs. Inversement un régime instable est caractérisé par θ a|Γ <
θo|Γ , l’air est alors moins dense dans les basses couches. Dans cette situation, le système
cherchera à rétablir un équilibre en créant des mouvements convectifs verticaux.
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A partir des équations données en (6.3), nous choisissons les termes de rappel grande échelle
suivants pour observer cette variabilité :

Uup = 15 m.s−1

Vup = 13 m.s−1

Gu(z, t ) = exp

(
− (t −µ)2

2 ·σ2

)
· sin

(
πz

hlim

)
Θup =−2.5 ◦C

Gθ(z, t ) = cos

(
2πt

Tp

)
·
(

QS(0, t )

QSmax

+1.

)
·exp

(−15z

ha

)

avec µ = 25 · 104 s, σ = 6 · 104 s, Tp = 86400 s et hlim = 400 m. Nous avons choisi d’appliquer
une variation du rappel grande échelle θLS en fonction du flux solaire dans le but de renforcer
le cycle diurne de température imposé par QS . Les figures 8.5 et 8.6 représentent ce forçage
grande échelle du vent et de la température sur la fenêtre temporelle [0,T ].
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FIGURE 8.5 – Représentation du rappel grande échelle atmosphérique du vent. (a) représente
le vent zonal uaG et (b) le vent méridional vaG . On observe une intensification des vents autour
du troisième jour de la fenêtre temporelle.
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FIGURE 8.6 – Représentation du rappel grande échelle de la température potentielle atmosphé-
rique θaLS . Nous pouvons observer le cycle diurne imposé par le flux solaire.
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Intégration du modèle. Le modèle est à présent intégré sur la fenêtre temporelle [0,T ]. L’al-
gorithme de Schwarz converge en 6 itérations. La figure 8.7 représente l’évolution des vitesses
de l’air et l’eau sur la fenêtre temporelle. Tout d’abord, nous pouvons remarquer une intensi-
fication de la vitesse du vent atmosphérique répondant à l’augmentation des vents géostro-
phiques. Cette augmentation a eu pour effet de rehausser le niveau de la couche limite atmo-
sphérique autour de 1100m avant de revenir à sa précédente altitude à la fin de l’épisode d’in-
tensification des vents. Ensuite, nous pouvons observer des variations diurnes de la vitesse des
courants zonaux, répondant au cycle diurne de QS . De plus, une dynamique intéressante de
l’océan est sa réponse à l’épisode de précipitations et d’intensification des vents. En effet, nous
observons une augmentation de la vitesse des courants ainsi qu’une baisse de la couche limite
durant cette période. Enfin, la figure (8.8) représente la différence de température à l’interface
air-mer entre les deux milieux. Ce diagnostic nous permet d’observer le passage d’un régime
instable à stable entre le deuxième et le troisième jour, avant de revenir à un régime instable au
cours du quatrième jour de prévision. Nous obtenons donc bien la variabilité souhaitée pour
notre cas-test de référence.
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FIGURE 8.7 – Représentation des composantes zonale et méridienne du vent atmosphérique
((a) et (b)) et du courant océanique ((c) et (d)) définissant le cas-test de référence. Les iso-lignes
noires décrivent le profil de température (en ◦C ).
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FIGURE 8.8 – Différence entre les températures de surface atmosphérique et océanique, per-
mettant d’illustrer les changements de régimes sur la fenêtre temporelle (stable si θ a|Γ−θo|Γ > 0,
et instable si θ a|Γ −θo|Γ < 0)

8.1.2 État vrai, ébauche et observations

Nous pouvons maintenant créer un état vrai, une ébauche et des observations, à partir du
cas-test de référence complètement défini, pour les futures expériences d’assimilation de don-
nées.

État vrai

L’état-vrai est considéré comme étant exactement le cas-test de référence. Pour chaque ex-
périence d’assimilation nous comparerons alors nos résultats à la solution du cas-test sur la
fenêtre temporelle considérée. Nous notons xt = (

xt
a ,xt

o

)T cet état vrai.

Ébauche

Nous définissons l’ébauche comme étant une prévision dont l’état initial présente une er-
reur par rapport à l’état vrai. Appliquer une erreur à l’état initial de référence risque cependant
de le déséquilibrer par rapport aux équations du modèle. Il nous faut donc reprendre la straté-
gie du spin-up pour définir cette ébauche.

Spin-up de l’ébauche. Nous définissons les CI du spin-up de l’ébauche à partir des CI du

spin-up de référence, auxquelles nous appliquons une erreur. Notons xsu,b
−3 =

(
xsu,b

a,−3,xsu,b
o,−3

)T ∈Ω
l’état initial du spin-up de l’ébauche tel que :

xsu,b
a,−3(z) =

(
usu,b

a,−3(z), vsu,b
a,−3(z),θsu,b

a,−3(z), qsu,b
a,−3(z)

)
,

avec : usu,b
a,−3(z) = usu

a,−3(z)+ ũb
a(z) z ∈Ωa

vsu,b
a,−3(z) = vsu

a,−3(z)+ ṽb
a (z) z ∈Ωa

θsu,b
a,−3(z) = θsu

a,−3(z)+ θ̃b
a (z) z ∈Ωa

qsu,b
a,−3(z) = qsu

a,−3(z)+ q̃b
a (z) z ∈Ωa
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et :

xsu,b
o,−3(z) =

(
usu,b

o,−3(z), vsu,b
o,−3(z),θsu,b

o,−3(z),Ssu,b
o,−3(z)

)
,

avec : usu,b
o,−3(z) = usu

o,−3(z)+ ũb
o (z) z ∈Ωo

vsu,b
o,−3(z) = vsu

o,−3(z)+ ṽb
o (z) z ∈Ωo

θsu,b
o,−3(z) = θsu

o,−3(z)+ θ̃b
o (z) z ∈Ωo

Ssu,b
o,−3(z) = Ssu

o,−3(z)+ S̃b
o (z) z ∈Ωo

où les différents champs c̃b
α représentent les erreurs appliquées à une variable c. Nous consi-

dérons les erreurs suivantes pour définir le spin-up de l’ébauche :

ũb
a(z) =−1

2
(tanh(z −400)−1) ũb

o (z) = 0 m.s−1

ṽb
a (z) =−0.3

2
(tanh(z −400)−1) ṽb

o (z) = 0 m.s−1

θ̃b
a (z) = 2.5 ◦C θ̃b

o (z) =−1.2 ◦C

q̃b
a (z) = 0 kg/kg S̃b

o (z) = 0.3 psu

Nous appliquons également l’erreur θ̃b
o (0) au first-guess de la SST, et considérons le même first-

guess que le spin-up de référence pour la SSU et SSV. Le spin-up de l’ébauche est alors intégré
sur la fenêtre temporelle [−3,T ] via un algorithme itératif de Schwarz.

Création de l’ébauche. Nous définissons les conditions initiales et first-guess de l’ébauche
à partir de la solution du spin-up de l’ébauche au temps t = 0, xsu,b

0 . Nous intégrons alors le
modèle avec un algorithme de Schwarz. La figure 8.9 présente les différences entre l’ébauche
et l’état vrai pour les différents champs. Afin de juger de l’écart de l’ébauche par rapport à
l’état vrai, il est possible de calculer l’erreur quadratique moyenne des différents champs sur
la fenêtre d’intégration du modèle [0,T ] :

— rmseb
ua

= 0.467 m.s−1

— rmseb
va

= 0.457 m.s−1

— rmseb
θa

= 0.567 ◦C

— rmseb
qa

= 3.20 10−4 kg/kg

— rmseb
uo

= 3.63 10−3 m.s−1

— rmseb
vo

= 3.88 10−3 m.s−1

— rmseb
θo

= 1.16 ◦C

— rmseb
So

= 0.301 psu

où rmseb
c dénote l’erreur quadratique moyenne de la variable cb par rapport à c t . La figure 8.10

présente également l’évolution de la hauteur et profondeur des couches limites atmosphérique
et océanique. Nous remarquons alors que les principales différences observées entre l’ébauche
et l’état vrai se situent entre ces couches limites. Il sera donc intéressant d’observer si les al-
gorithmes d’assimilation considérés parviennent à retrouver ces altitudes de couches limites.
Enfin, nous pouvons observer dans quel régime se trouve l’ébauche. La figure 8.11 présente
l’écart de température à la surface entre les deux milieux. Nous observons que l’ébauche se
trouve dans un régime stable tout au long de la prévision. Il sera donc également intéressant
d’observer si nous parvenons à changer de régime au cours de l’assimilation.
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FIGURE 8.9 – Différences entre l’ébauche et l’état vrai. (a), (b), (c) et (d) représentent respective-
ment ub

a −ut
a , vb

a −v t
a , ub

o −ut
o et vb

o −v t
o . Les isolignes correspondent aux écarts de température

θb
a−θt

a dans l’atmosphère, et θb
o−θt

o dans l’océan. La période temporelle délimitée par les lignes
rouges correspond à notre future fenêtre d’assimilation.
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FIGURE 8.10 – (a) représente la hauteur de couche limite atmosphérique pour l’ébauche (poin-
tillés) et l’état vrai (tirets), et (b) la profondeur de la couche limite océanique. La période tem-
porelle délimitée par les lignes rouges correspond à notre future fenêtre d’assimilation.
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FIGURE 8.11 – Différence de température entre l’atmosphère et l’océan à l’interface air-mer.
L’ébauche (en pointillés) est dans un régime stable tout au long de la prévision. La période
temporelle délimitée par les lignes rouges correspond à notre future fenêtre d’assimilation.

Observations

Nous définissons les observations pour compléter le jeu de données qui sera utilisé dans
nos expériences d’assimilation. Les observations sont définies à partir de l’état vrai précédem-
ment introduit, telles que :

yo
i = xt

i +εo
i

où yo
i est l’observation au temps ti sur tout le domaineΩ, entachée d’une erreur εo

i . Ces erreurs
d’observations sont des bruits blancs gaussiens centrés en 0 :

εo
i =

(
εo

a,i
εo

o,i

)
avec εo

a,i ∼


N (0,σo

ua

2)
N (0,σo

va

2)
N (0,σo

θa

2)

N (0,σo
qa

2)

 et εo
o,i ∼


N (0,σo

uo

2)
N (0,σo

vo

2)
N (0,σo

θo

2)

N (0,σo
So

2)


où N (0,σ2) désigne une loi normale centrée en 0 de varianceσ2. Dans la suite, nous choisirons
les variances suivantes pour définir le bruit des observations :

σo
ua

= 3 ·10−2 m.s−1 σo
uo

= 7 ·10−4 m.s−1

σo
va

= 3 ·10−2 m.s−1 σo
vo

= 7 ·10−4 m.s−1

σo
θa

= 2 ·10−2 ◦C σo
θo

= 4 ·10−2 ◦C

σo
qa

= 2 ·10−5 kg/kg σo
So

= 1.5 ·10−2 psu

(8.1)

8.2 Description des expériences numériques

Maintenant que le jeu de données est complètement défini sur la fenêtre [0,T ], nous dé-
terminons une sous-fenêtre temporelle de 12 h sur laquelle nous réaliserons plusieurs expé-
riences jumelles d’assimilation de données. Cette période d’assimilation doit présenter des va-
riations intéressantes des différents traceurs et de la dynamique du modèle. Nous entendons
par « variations intéressantes » une période où l’état du modèle est changeant, avec si possible
le passage d’un régime stable à instable ou inversement. Nous serons en effet plus à même de
juger de la qualité d’un algorithme sur une telle période, plutôt que sur une où la dynamique du
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modèle est très stable. C’est pourquoi nous choisissons de nous placer sur la fenêtre débutant
au deuxième jour de prévision, soit la fenêtre [48 h,60 h]. Nous commencerons par présen-
ter les observations qui seront utilisées dans l’ensemble des expériences ainsi que les matrices
de covariance d’erreur B et R. Puis nous décrirons ensuite les expériences envisagées avec la
nomenclature associée.

Remarque 8.2.1

Notons qu’il peut exister un équilibre optimal différent entre les termes de la fonction
coût pour chaque algorithme d’assimilation. En effet, tous ces algorithmes ne présentent
pas la même fonction coût, les mêmes vecteurs de contrôles, le même modèle, etc. Nous
ne connaissons cependant pas ces réglages optimaux a priori. Nous faisons donc le choix,
afin de comparer les algorithmes, de faire varier uniquement le poids global de l’ébauche
dans la fonction coût en fonction du nombre de variables contrôlées.

8.2.1 Choix des observations et covariances d’erreur

Observations

Nous choisissons de considérer des observations de la colonne complète océan-
atmosphère (Ω) toutes les trois heures sur la fenêtre d’assimilation. Nous avons donc quatre
« observations-colonnes » à 48 + 3 h, 6 h, 9 h et 12 h. À ces observations sont associées une
même matrice de covariance d’erreur bloc diagonale R, définie à partir des variances d’erreurs
appliquées aux observations (8.1). Chaque bloc diagonal de R correspond à une variable ob-
servée, et est donc défini tel que :

Rc =σo
c

2 · I

où c désigne une variable observée (ua , va , θa , qa , uo , vo , θo ou encore So). Puisque nous ob-
servons la colonne dans son intégralité, l’opérateur d’observations H est l’identité.

Covariance d’erreur de l’ébauche

Nous définissons la matrice B bloc diagonale, où chaque bloc Bc représente la matrice de
covariance d’ébauche pour une variable contrôlée c. Ces matrices Bc sont multi-diagonales,
définies à partir d’une variance σb

c et d’une longueur de corrélation Lc . Notons que selon l’al-
gorithme considéré, nous pourrons aussi bien contrôler l’état initial (∈Ω) que l’interface océan
atmosphère (∈ Γ). La longueur de corrélation pourra donc représenter une distance ou un
temps de corrélation. Les coefficients bc,i , j des matrices Bc sont définis tels que :

contrôle d’un variable c ∈Ω, bc,i , j =σb
c

2
exp

(
− (zi − z j )2

2L2
c

)

contrôle d’un variable c ∈ Γ, bc,i , j =σb
c

2
exp

(
− (ti − t j )2

2L2
c

)
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Dans la suite, nous considérerons les coefficients suivants pour le contrôle de l’état initial :

σb
ua,0

= 4 ·10−2 m.s−1 Lua,0 = 25 m σb
uo,0

= 1 ·10−3 m.s−1 Luo,0 = 5 m

σb
va,0

= 5 ·10−2 m.s−1 Lva,0 = 25 m σb
vo,0

= 2 ·10−3 m.s−1 Lvo,0 = 5 m

σb
θa,0

= 5 ·10−2 ◦C Lθa,0 = 50 m σb
θo,0

= 5 ·10−2 ◦C Lθo,0 = 5 m

σb
qa,0

= 3 ·10−5 kg/kg Lqa,0 = 25 m σb
So,0

= 2 ·10−2 psu LSo,0 = 5 m

ainsi que les coefficients suivants lorsque l’on contrôlera l’interface :

σb
u a|Γ

= 4 ·10−2 m.s−1 Lua,0 = 25 s σb
u o|Γ

= 1 ·10−3 m.s−1 Luo,0 = 0 s

σb
v a|Γ

= 5 ·10−2 m.s−1 Lva,0 = 25 s σb
v o|Γ

= 1 ·10−3 m.s−1 Lvo,0 = 0 s

σb
θ a|Γ

= 5 ·10−2 ◦C Lθa,0 = 50 s σb
θ o|Γ

= 2 ·10−1 ◦C Lθo,0 = 10 s

σb
q a|Γ

= 3 ·10−5 kg/kg Lqa,0 = 25 s

Remarque 8.2.2

La salinité de surface n’est pas nécessaire à l’évaluation des flux reçus par l’atmosphère.
Nous ne contrôlerons donc pas ce champ. Notons également que le contrôle de l’interface
côté atmosphère est nécessaire lorsque nous considérons deux modèles découplés.

Afin que le poids global de l’ébauche par rapport à celui des observations soit équivalent dans
les différentes expériences, nous faisons le choix de multiplier J b par un coefficient γB. Ce co-
efficient différera selon le nombre de variables contrôlées, et sera d’autant plus faible que leur
nombre sera élevé :

γB = #x0

#x

où #x0 désigne la taille de l’état initial, et #x désigne la taille du vecteur de contrôle. Si le vecteur
de contrôle est composé uniquement de l’état initial, alors γB = 1.

8.2.2 Contrainte faible de couplage

Il nous faut également expliciter le terme de contrainte faible J s présent dans les fonctions
coût de certains algorithmes. Cette contrainte faible minimise l’erreur de couplage. Si le mo-
dèle est fortement couplé, alors cette contrainte faible est nulle. En revanche, dans le cas d’un
modèle couplé de manière asynchrone, nous pouvons écrire l’erreur de couplage ainsi :

(couplage asynchrone) ∥F (x1
a|Γ ,x0

o|Γ ,R)−F (x1
a|Γ ,x1

o|Γ ,R) ∥ (8.2)

où x0
o|Γ désigne le first-guess à l’interface, et x1

a|Γ et x1
o|Γ sont les solutions à l’interface du mo-

dèle couplé de manière asynchrone (kmax = 1). Dans le cas de deux modèles découplés, l’erreur
de couplage s’écrira :

(modèles découplés) ∥F (xunc
a|Γ ,x0

o|Γ ,R)−F (x0
a|Γ ,xunc

o|Γ ,R) ∥ (8.3)

où x0
a|Γ et x0

o|Γ sont les first-guess à l’interface pour les deux modèles d’océan et d’atmosphère,
et xunc

a et xunc
a sont les solutions des modèles découplés. Dans les deux cas ((8.2) et (8.3)), F

représente le calcul des différents flux de quantité de mouvement τ, de chaleur net Qnet et
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d’eau douce F sur la fenêtre temporelle d’assimilation de données ([48,60] h). Nous noterons
F k,l =F (xk

a|Γ ,xl
o|Γ ,R) tel que :

F k,l =


τ

(
xk

a|Γ ,xl
o|Γ

)
Qnet

(
xk

a|Γ ,xl
o|Γ ,R

)
F

(
xk

a|Γ ,xl
o|Γ ,R

)
=

τ
k,l

Qk,l
net

F k,l


La fonction coût J s s’écrit alors, dans le cas d’un couplage asynchrone :

(couplage asynchrone) J s(x0) = 1

2
γ


τ1,0

Q1,0
net

F 1,0

−

τ1,1

Q1,1
net

F 1,1




T

W−1


τ1,0

Q1,0
net

F 1,0

−

τ1,1

Q1,1
net

F 1,1




et dans le cas de deux modèles découplés :

(modèles découplés) J s(x0) = 1

2
γ


τunc,0

Qunc,0
net

F unc,0

−

τ0,unc

Q0,unc
net

F 0,unc




T

W−1


τunc,0

Qunc,0
net

F unc,0

−

τ0,unc

Q0,unc
net

F 0,unc




Covariances d’erreur de couplage

La matrice de covariance W présente dans le terme J s sera définie diagonale, telle que :

W =

σ
2
τI 0

σ2
Qnet

I

0 σ2
F I


avec les covariances suivantes pour l’ensemble des expériences :

στzon = 1 ·10−3 m.s−1 σQnet = 1 W.m−2 σF = 3 ·10−6 m.s−1

Ces covariances d’erreur ont été choisies arbitrairement, en fonction des ordres de grandeur
des différents flux d’interface. Enfin, nous considérerons également que γ̃= γ.

8.2.3 Algorithmes considérés

Nous souhaitons tester et comparer les différents algorithmes d’assimilation de données
couplée introduits dans le chapitre 4. Tout d’abord, nous considérerons du côté des méthodes
homogènes :

— MH-C : une expérience avec un modèle couplé à convergence de Schwarz (MH-C-F),
une autre avec un modèle couplé de manière asynchrone (MH-C-1), en contrôlant l’état
initial dans les deux cas.

— MH-CR : une expérience avec un modèle couplé de manière asynchrone en contrôlant
l’état initial ainsi que le first-guess à l’interface (MH-CR-Γ-1).

— MH-CCF : une expérience avec deux modèles découplés en contrôlant l’état initial et
l’interface entre les deux modèles (MH-CCF-Γ).

Puis nous considérerons les expériences suivantes du côté des méthodes inhomogènes :
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— MI-C : trois expériences, une avec un modèle couplé à convergence de Schwarz (MI-C-
F), une autre avec un modèle couplé de manière asynchrone (MI-C-1), et une dernière
avec un modèle couplé de manière asynchrone, en couplant par itérations de Schwarz la
première sous-fenêtre temporelle, grâce aux itérations de boucles externes (MI-C-1-S).
Concrètement, nous corrigeons le first-guess de la première sous-fenêtre, à partir de la
solution fournie par le modèle non-linéaire dans la boucle externe précédente.

— MI-CRCF : une expérience avec un modèle fortement couplé et le contrôle de l’état initial
seulement (MI-CRCF-F), puis une expérience avec un modèle couplé de manière asyn-
chrone et le contrôle de l’état initial ainsi que de l’interface (MI-CRCF-1-Γ).

Enfin, nous réaliserons un expérience d’assimilation découplée avec les deux modèles d’océan
et d’atmosphère (UNC). Cette expérience nous servira simplement à évaluer le coût des mé-
thodes couplées vis à vis d’une assimilation totalement découplée. Nous proposons de réca-
pituler l’ensemble de ces expériences dans le tableau 8.1. Par chacune des expériences, nous
pourrons envisager une dizaine d’itérations de boucle externe afin d’évaluer la convergence de
chacun des algorithmes. Puis nous réaliserons une dernière comparaison pour un coût de cal-
cul équivalent, avec deux itérations de boucle externe. L’ensemble de ces expériences devrait
nous permettre d’évaluer les performances des méthodes inhomogènes vis à vis des méthodes
homogènes, et d’observer l’impact de la présence de la contrainte faible de couplage.

Expérience Algorithme Modèle BE Modèle BI γB γ

MH-C-F MH-C M cvg Mcvg 1 -
MH-C-1 MH-C M kmax , kmax = 1 Mkmax 1 -

MH-CR-Γ-1 MH-CR-Γ M kmax , kmax = 1 Mkmax 1/1.45 1
MH-CCF-Γ MH-CCF-Γ M unc Munc 1/13.6 1

MI-C-F MI-C M cvg Munc 1 -
MI-C-1 MI-C M kmax , kmax = 1 Munc 1 -

MI-C-1-S MI-C M kmax , kmax = 1 Munc 1 -
MI-CRCF-F MI-CRCF M cvg Munc 1. 0.01

MI-CRCF-1-Γ MI-CRCF-Γ M kmax , kmax = 1 Munc 1/1.45 0.01
UNC 4D-Var incré. M unc Munc 1 -

Tableau 8.1 – Récapitulatif des expériences réalisées avec le modèle simple colonne. Pour
chaque expérience, nous décrivons l’algorithme utilisé, le modèle de la boucle externe (BE) et
celui de la boucle interne (BI). Nous indiquons également la valeur des coefficients permettant
de faire varier les poids de J b et J s au sein de la fonction coût.

Diagnostics

Avant de présenter les résultats, nous souhaitons définir quelques diagnostics qui seront
réalisés. Comme dans le chapitre 5, nous commencerons par réaliser une comparaison globale
de nos résultats à partir de plusieurs critères :

— le coût numérique,

— l’erreur de couplage à l’interface (ECI),

— amélioration par rapport à l’ébauche (ARE).

Le coût numérique sera évalué par rapport à l’assimilation découplée, en coût d’intégration
du modèle non-linéaire et en coût d’intégration des modèles linéaire et adjoint. L’erreur de
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couplage quantifie l’écart entre les flux perçus par l’atmosphère et l’océan. Si les modèles sont
couplés en boucle externe alors nous avons :

ECI = 1

2
10−5

(
F k,k−1 −F k,k

)T
W−1

(
F k,k−1 −F k,k

)
où k représente la dernière itération du modèle couplé. En revanche, si les modèles sont dé-
couplés dans la boucle externe, alors cette erreur s’écrit :

ECI = 1

2
10−5 (

F unc,0 −F 0,unc)T
W−1 (

F unc,0 −F 0,unc)
où "unc" représente la solution après l’intégration du modèle découplé et 0 le first-guess à
l’interface. Le facteur 10−5 est arbitraire. Enfin, nous évaluons l’amélioration par rapport à
l’ébauche (ARE) comme un pourcentage d’amélioration vers l’état de référence. Considérons
l’erreur quadratique rmsea

c de l’analyse de la variable c par rapport à l’état vrai. Nous définis-
sons alors AREc tel que :

AREc =
rmseb

c − rmsea
c

rmseb
c

≤ 1

puis, nous calculons l’ARE en moyennant l’ensemble des AREc :

ARE = 100

8

∑
ci

AREci

où les ci représentent les huit variables du vecteur d’état des modèles d’océan et d’atmosphère.
Le facteur 100 permet d’exprimer l’ARE comme un pourcentage d’amélioration global. Il est
possible de distinguer trois cas :

— ARE ∈]0,100], l’analyse a été améliorée par rapport à l’ébauche en moyenne surΩ×[0,T ].
Notons que le cas ARE = 100 correspond à une analyse parfaite,

— ARE = 0, la qualité de l’analyse est équivalente à l’ébauche surΩ× [0,T ],

— ARE < 0, l’analyse a été dégradée en moyenne par rapport à l’ébauche.

Remarque 8.2.3 - À propos du diagnostic ARE

Notons que ce diagnostic d’amélioration de l’analyse par rapport à l’ébauche est à con-
sidérer avec précaution. En effet, il s’agit d’un diagnostic global portant sur l’ensemble des
variables sur l’intégralité du domaine d’intégration du modèle. Il ne permet pas d’attester
des différentes erreurs commises par les méthodes, comme les chocs à l’initialisation. ARE
nous permet donc d’avoir une première idée de la performance des algorithmes, mais il
nous faudra observer les résultats plus en détails pour comparer les différentes méthodes.

8.3 Résultats et discussions

Nous présentons ici les résultats de l’ensemble des expériences citées dans le tableau 8.1.
Nous effectuons tout d’abord dix itérations de boucle externe afin d’évaluer la performance
des différents algorithmes à convergence, s’ils convergent. Puis nous nous restreignons ensuite
à deux itérations de boucles externes afin d’évaluer la performance des algorithmes sous la
contrainte d’un coût de calcul plus faible. Nous utilisons, comme dans le chapitre 5, la méthode
du gradient conjugué préconditionné pour minimiser la fonction coût, avec comme critère de
convergence εPCG = 10−2 (5.3). Il s’agit d’un critère de convergence relativement faible, mais
notons qu’en pratique, avec des modèles de prévision opérationnels, les itérations de minimi-
sation sont stoppées avant d’atteindre ce critère.
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8.3.1 Après 10 boucles externes

Le tableau 8.2 présente un premier diagnostic global des résultats des différentes expé-
riences après dix itérations de boucle externe. Comme dans les expériences avec le modèle
couplé linéaire (chapitre 5), la méthode MH-C-F présente de très bons résultats quant à la qua-
lité du couplage et de la correction de l’ébauche. Mais nous observons également un coût de
calcul élevé par rapport à l’assimilation découplée. Utiliser un modèle librement couplé permet
d’améliorer ce coût numérique, mais dégrade alors la qualité du couplage à l’interface (expé-
rience MH-C-1-10BE). Les différentes stratégies qui nous avaient semblé pertinentes dans le
chapitre 5 sont alors évaluées.

• L’ajout d’une contrainte faible de couplage au sein d’une méthode homogène couplée
(MH-CR-Γ-1-10BE) permet d’améliorer nettement le couplage à l’interface par rapport
à une méthode sans contrainte faible (MH-C-1-10BE). En contrepartie, la méthode est
moins performante pour retrouver l’état de référence, comme l’atteste l’ARE.

• Assurer le couplage entre les modèles par la seule contrainte faible (MH-CCF-Γ-10BE)
permet également de produire une analyse qui soit mieux couplée à l’interface qu’avec
la MH-C-1-10BE. En revanche, l’ébauche est encore moins bien corrigée qu’avec la MH-
CR-Γ-1-10BE, puisque nous observons une ARE de 71% seulement.

• Les méthodes inhomogènes couplées sont très performantes dans cette configuration.
En effet, pour un coût de calcul relativement faible, les MI-C-1-10BE et MI-C-1-S-10BE
dépassent la méthode MH-C-F-10BE en terme d’ARE. En revanche, l’ECI dans ces expé-
riences n’est pas aussi bon que pour les méthodes homogènes avec une contrainte faible
de couplage.

• Enfin, les deux expériences avec une MI-CRCF présentent également de bonnes perfor-
mances. Pour un coût de calcul équivalent, la MI-CRCF-1-Γ améliore l’ECI par rapport
à la MI-C-1. La contrainte faible de couplage a donc un impact positif sur l’analyse pro-
duite. Ce n’est pas le cas où un modèle fortement couplé est utilisé, puisque la MI-CRCF-
F présente des résultats légèrement moins bons que la MI-C-F.

Expérience # itérations de
minimisation

Coût modèle
NL / UNC

Coût modèles
TL-AD / UNC

ECI ARE (%)

MH-C-F-10BE 152 3.6 5.3 4.35 10−13 86.5
MH-C-1-10BE 141 1 1.4 1.59 83.5

MH-CR-Γ-1-10BE 113 1 1.1 2.78 10−3 79
MH-CCF-Γ-10BE 183 1 1.8 8.14 10−3 71

MI-C-F-10BE 78 3.6 0.8 7.98 10−13 85
MI-C-1-10BE 128 1 1.3 8.72 10−1 87.5

MI-C-1-S-10BE 134 1 1.3 7.91 10−2 87
MI-CRCF-F-10BE 118 3.5 1.2 1.03 10−12 83.5

MI-CRCF-1-Γ-10BE 129 1 1.3 2.08 10−1 87.5
UNC-10BE 101 1 1 1.76 101 59.5

Tableau 8.2 – Récapitulatif global des résultats des expériences d’assimilation couplée réalisées
avec le modèle couplé non-linéaire, sur 10 itérations de boucles externes.

Ces premiers résultats montrent des performances équivalentes entre les différents algorithmes
à convergence. Certains permettent une meilleure consistance des flux à l’interface tandis que
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d’autres retrouvent mieux l’état de référence. De plus, mis à par les méthodes utilisant un mo-
dèle fortement couplé, toutes ces expériences ont un coût de calcul raisonnable par rapport à
une assimilation découplée. Nous ne pouvons donc pas trancher sur le choix d’une de ces mé-
thodes après dix itérations de boucles externes. Tout dépend si l’on souhaite privilégier le coût
de calcul, la consistance de l’analyse à l’interface ou être le plus proche possible de l’état de ré-
férence. Nous pouvons ensuite nous intéresser à la convergence des méthodes inhomogènes.
En effet, comme nous avions pu le mettre en évidence dans les chapitres 4 et 5 de ce manus-
crit, les MI peuvent ne pas converger. L’ajout d’une contrainte faible peut alors permettre cette
convergence.

Convergence des MI

La figure 8.12 présente la valeur de la fonction coût des MH-C et MI en fonction des ité-
rations de boucle externe. Nous pouvons tout d’abord remarquer que toutes les méthodes
convergent. Cependant, la fonction coût de la MI-C-F augmente lors de la deuxième itération
de boucle externe. Ce choc est dû à l’approximation du modèle fortement couplé par deux mo-
dèles découplés. Cette approximation empêche l’algorithme de converger correctement, mais
ce dernier arrive tout de même à « raccrocher » la convergence.

Remarque 8.3.1 - A propos de la convergence de la MI-C-F

Nous ne sommes pas toujours parvenu à « raccrocher » cette convergence au cours de
nos expérimentations. En effet, la convergence de la MI-C-F est sensible à l’équilibre entre
les différentes covariances d’ébauche et d’observation, et il est fréquent que cette méthode
diverge.
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FIGURE 8.12 – Évolution de la valeur de la fonction coût en fonction des itérations de boucles
externes pour les méthodes homogènes couplées, et les méthodes inhomogènes.

L’ajout d’une contrainte faible de couplage permet d’améliorer la convergence de la MI-C-F
dans les premières itérations de boucles externes. Cela est montré par l’expérience MI-CRCF-
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F, dont la fonction coût ne présente pas de pic à la deuxième itération de boucle externe.
L’approximation d’un modèle couplé de manière asynchrone par deux modèles découplés ne
semble en revanche pas poser de problème pour permettre la convergence des MI. Cela est
montré par les expériences MI-C-1, MI-C-1-S et MI-CRCF-1-Γ. De plus, l’ajout d’une contrainte
faible de couplage peut même améliorer la convergence dans les premières itérations de mini-
misation, comme nous pouvons le remarquer avec l’expérience MI-CRCF-1-Γ. En effet, la va-
leur de la fonction coût de cette dernière est plus faible que les autres MI sur les trois premières
itérations de boucle externe.

Pour conclure, la convergence des MI est assurée pour deux raisons. Premièrement, nous
partons d’une ébauche relativement proche de la solution du problème. Deuxièmement, le
poids appliqué à l’ébauche (via la matrice B) est proche de celui des observations. Ainsi, la
convergence des MI est facilitée, la matrice B permettant de ne pas trop s’écarter de la dyna-
mique du système couplé. En effet, le critère de convergence des MI, explicité dans le chapitre
4, fait intervenir le rappel à l’ébauche ainsi que l’intégration des modèles découplés. De ce fait,
si nous diminuons le poids de l’ébauche par rapport à celui des observations, il se peut que les
MI divergent. Nous avons réalisé cette expérience avec la méthode MI-C-F, en multipliant les
variances d’erreur d’ébauche d’un facteur 10, et en divisant par 10 les variances d’erreur des
observations. La figure 8.13 montre que dans cette configuration, la MI-C-F diverge au bout
d’une dizaine d’itérations de boucles externes. L’ajout d’une contrainte faible de couplage per-
met alors d’assurer la convergence de l’algorithme, comme nous avions pu le voir dans le cas
d’un modèle linéaire dans le chapitre 5. Notons que le comportement de la MI-CRCF-F est tout
de même erratique, et il n’est pas toujours assuré que cette méthode converge.
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FIGURE 8.13 – Divergence de la méthode MI-C-F dans le cas où le poids de l’ébauche est trop
faible par rapport à celui des observations. L’ajout de la contrainte faible de couplage permet
de retrouver la convergence de l’algorithme.
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Expérience d’une observation unique

L’ajout de la contrainte faible de couplage permet également la création de covariances
d’erreur croisées entre les milieux à l’instant initial de la fenêtre d’assimilation. Pour mettre
cela en évidence, une expérience classique en assimilation de données est de considérer une
observation unique dans un des deux milieux. Nous observons donc l’océan au dernier pas de
temps de la fenêtre d’assimilation au 6ème niveau, soit à environ 8 m de profondeur. Notons que
la matrice B étant bloc diagonale, elle ne permet pas la création de covariances croisées à l’ins-
tant initial. La figure 8.14 présente les profils de l’incrément de température dans l’atmosphère,
à l’instant initial de la fenêtre d’assimilation, pour les expériences présentant le terme J s dans
la fonction coût, ou utilisant des modèles linéaire et adjoint couplés lors de la minimisation.
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FIGURE 8.14 – Incrément d’analyse de la température atmosphérique au début de la fenêtre
d’assimilation. A gauche, nous avons les méthodes homogènes couplés utilisant un modèle
couplé lors de la minimisation. A droite, nous avons les méthodes homogènes et inhomogènes
utilisant deux modèles découplés lors de la minimisation.

Le graphe de gauche dans la figure 8.14 concerne les méthodes homogènes avec un modèle
couplé. Nous observons l’impact de l’intégration du modèle adjoint couplé sur l’incrément. En
effet, le modèle adjoint couplé permet la création de covariances croisées entre les milieux,
d’où un incrément initial non nul, à contrario de l’assimilation découplée. Nous remarquons
que l’expérience MH-CR-Γ-1 présente un incrément plus fort que la MH-C-1. Cela s’explique
par la présence de la contrainte faible J s dans la fonction coût, qui permet de créer des co-
variances croisées plus fortes entre les deux milieux. L’impact de l’observation océanique est
alors plus fort dans le milieu atmosphérique.

Le graphe de droite représente l’incrément créé par les méthodes n’utilisant pas de modèles
linéaire et adjoint couplés lors de la minimisation. Le couplage entre les deux milieux lors de
la minimisation est assuré par la seule contrainte faible J s . Nous observons un incrément plus
faible que dans les expériences avec le modèle couplé utilisé lors de la minimisation, de l’ordre
de 10−6. Il est cependant intéressant d’observer que la forme de l’incrément est la même, et est
également identique à celle de l’incrément de l’état de référence par rapport à l’ébauche (non
représenté ici). L’amplitude plus faible s’explique par le fait que le couplage est assuré par la
seule contrainte faible.
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Enfin, dans les deux graphes de la figure 8.14, l’incrément négatif visible au dessus de 750 m
environ est significatif d’une modification de la hauteur de couche limite entre l’ébauche et
l’analyse, dû à l’observation océanique. Les méthodes dont le couplage est assuré via la seule
contrainte faible retrouvent la même hauteur de couche limite que les méthodes homogènes
couplés, correspondant à la hauteur de couche limite de l’état de référence. Pour conclure, nous
observons donc un impact positif de la contrainte faible de couplage lorsque nous n’avons
pas de covariances croisées présentes dans la matrice B. En effet, cette contrainte permet la
création de covariances entre les milieux à l’état initial de la fenêtre d’assimilation, ce que ne
permet pas les méthodes inhomogènes sans contrainte faible.

Conclusion partielle

A partir de ces résultats, nous ne pouvons pas discriminer une méthode par rapport à une
autre dans la configuration actuelle de notre système. En effet, les différents algorithmes pro-
duisent des résultats équivalents à convergence. Certains sont moins coûteux mais présentent
une analyse moins bien équilibrée à l’interface, d’autres se rapprochent plus de l’état de réfé-
rence, etc. Nous avons cependant pu montrer que la convergence des méthodes inhomogènes
n’était pas nécessairement assurée, et que l’ajout d’une contrainte faible de couplage pouvait
aider à retrouver cette convergence. Cette contrainte peut également améliorer la performance
d’une MI qui converge dans les premières itérations de boucles externes. De plus, nous avons
pu observer que la contrainte faible de couplage permettait la création de covariances croisées
entre les milieux lors de l’assimilation de données, notamment lorsque deux modèles décou-
plés sont utilisés lors de la minimisation. Nous allons à présent estimer la performance de ces
différents algorithmes avec une contrainte en terme de coût de calcul, c’est à dire en se limitant
à deux itérations de boucle externe.
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8.3.2 Après 2 boucles externes

Nous choisissons de restreindre les algorithmes à deux itérations de boucle externe, puis-
qu’il s’agit de la configuration utilisée par l’algorithme CERA au CEPMMT. Nous gardons pour
ces expériences les mêmes observations, matrices de covariances et poids des termes dans la
fonction coût, que pour celles présentées dans le tableau 8.2. Le tableau 8.3 récapitule les scores
des différentes méthodes dans cette configuration. La méthode MH-C-F dépasse l’ensemble
des méthodes en terme de qualité de l’analyse, mais est également la plus chère, comme cela
pouvait être attendu. La conclusion principale qui ressort de ces résultats est la plus faible
performance des méthodes inhomogènes sans contrainte faible par rapport aux autres. En
effet, MI-C-1 et MI-C-1-S ont une ECI plus élevée et corrigent moins bien l’ébauche que les
algorithmes MH-CR-Γ-1 et MH-CCF-Γ. L’expérience MI-C-F est même clairement en dessous
puisque son ARE n’est que de 11%. Cela pouvait être attendu à la vue du comportement de la
minimisation de la fonction coût, présenté dans la figure 8.12. Nous observons d’ailleurs que
pour les MI, le rajout de la contrainte faible de couplage dans la fonction coût permet une nette
amélioration après deux itérations de boucles externes. En effet, l’expérience MI-CRCF-F, équi-
valente à la MI-C-F avec le terme J s en plus, a une ARE de 50.5%. De même, la MI-CRCF-1-Γ
présente de meilleurs résultats que les MI-C-1 et MI-C-1-S. Cette première analyse des résul-
tats met en avant l’impact positif que peut avoir la contrainte faible de couplage au sein des
méthodes inhomogènes lorsque nous n’allons pas à convergence des boucles externes. Cette
contrainte faible permet alors de se rapprocher de la qualité des résultats des méthodes homo-
gènes.

Expérience # itérations de
minimisation

# exécutions
du modèle NL

# exéc. des
modèles TL-AD

ECI ARE (%)

MH-C-F-2BE 22 3.5 4.1 6.61 10−13 81
MH-C-1-2BE 22 1 1 1.41 72.5

MH-CR-Γ-1-2BE 27 1 1.3 3.07 10−3 79
MH-CCF-Γ-2BE 29 1 1.4 1.10 10−2 74.5

MI-C-F-2BE 23 3.4 1.1 1.26 10−12 11
MI-C-1-2BE 24 1 1.1 9.48 10−1 64

MI-C-1-S-2BE 24 1 1.1 7.45 10−2 64.5
MI-CRCF-F-2BE 24 3.6 1.1 7.94 10−13 50.5

MI-CRCF-1-Γ-2BE 29 1 1.4 2.48 10−1 78
UNC-2BE 21 1 1 1.80 101 43

Tableau 8.3 – Récapitulatif global des résultats des expériences d’assimilation couplée réalisées
avec le modèle couplé non-linéaire, avec 2 itérations de boucles externes.

Nous proposons ensuite de réaliser d’autres diagnostics pour évaluer la qualité de l’ana-
lyse de chacune des méthodes. Nous pouvons tout d’abord nous intéresser à l’évaluation des
hauteurs de couches limites. La figure 8.15 présente le cas de la couche limite océanique. Nous
remarquons que l’ensemble des méthodes surestiment la profondeur de la couche, puis se ré-
ajustent ensuite. Les méthodes inhomogènes sans contrôle de l’interface (MI-C-F, MI-C-1, MI-
C-1-S et MI-CRCF-F) parviennent moins bien que les autres à retrouver la bonne profondeur
en fin d’intégration. Le contrôle de l’interface jointe à la contrainte faible de couplage dans
l’expérience MI-CRCF-1-Γ permet d’améliorer l’évaluation de la profondeur de couche limite
par rapport à MI-C-1 et MI-C-1-S, mais reste cependant moins bonne que pour les méthodes
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homogènes. Les résultats quant à l’évaluation de la hauteur de couche limite atmosphérique
sont similaires (figure non représentée).
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FIGURE 8.15 – Évolution de la profondeur de couche limite pour chacune des analyses pro-
duites. L’état vrai est représenté par des tirets et l’ébauche en pointillés.
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Un second diagnostic intéressant est la capacité des algorithmes à retrouver le passage d’un
régime stable à instable. En effet, l’ébauche se trouvait dans un régime stable sur toute la fe-
nêtre d’assimilation alors que l’état de référence passe d’un régime instable à stable sur la fe-
nêtre temporelle. La figure 8.16 représente l’évolution de la différence de température entre
les deux milieux à l’interface. Nous observons alors que les méthodes ne parvenant pas à re-
trouver le régime instable en début de fenêtre temporelle, tendent ensuite à retrouver le bon
régime grâce à la dynamique et les forçages du modèle. Nous ne pouvons donc pas conclure
sur les performances des méthodes à retrouver les transitions de régimes
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FIGURE 8.16 – Différence de température entre l’atmosphère et l’océan à l’interface air-mer, at-
testant d’un régime stable (si > 0) ou instable (si < 0) de l’atmosphère. L’état vrai est représenté
par des tirets et l’ébauche en pointillés. Le trait plein noir permet de repérer le passage d’un
régime à l’autre.

Enfin, nous nous intéressons à l’évolution des champs de surface, notamment la tempé-
rature atmosphérique, représentée par la figure 8.17. Nous pouvons observer sur cette figure
deux chocs concernant l’évolution de θ a|Γ(t ). Le premier est à l’initialisation, et est présent
dans les expériences MH-CCF-Γ, MI-C-1, MI-C-1-S, MI-CRCF-1-Γ, et dans une moindre me-
sure au sein de MI-C-F et MI-CRCF-F. Nous pouvons analyser ce choc comme étant dû à un
déséquilibre de l’état initial par rapport à la dynamique du modèle. Ce dernier réajuste alors
les différents champs lors des premiers pas de temps du modèle. Un second choc survient à
t = 49 h, soit lors du premier changement de fenêtre temporelle. Il s’observe dans les expé-
riences MH-C-1, MI-C-1, MI-C-1-S et MI-CRCF-1-Γ et est dû à l’utilisation d’un modèle couplé
de manière asynchrone dans la boucle externe. En effet, le couplage asynchrone n’a pas per-
mis aux différents champs de trouver leur équilibre au cours de la première fenêtre temporelle.
Nous observons alors un réajustement du modèle suite au forçage de l’atmosphère par les flux
évalués à partir de l’état de l’océan sur la fenêtre temporelle précédente. Ce second choc ne
s’observe pas sur les autres expériences pour diverses raisons que nous pouvons citer.

• Dans le cas des expériences MH-C-F, MI-C-F et MI-CRCF-F, le modèle utilisé en boucle
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externe est fortement couplé. L’état du modèle est alors en équilibre sur toute la fenêtre
temporelle.

• Dans le cas de la MH-CR-Γ-1, le modèle est couplé de manière asynchrone mais le contrôle
du first-guess ainsi que la contrainte faible de couplage permet de retrouver rapidement
l’équilibre du modèle. De plus, la dynamique du modèle couplé au cours de la mini-
misation grâce à l’utilisation des modèles linéaire et adjoint couplés aide à trouver cet
équilibre. En effet, l’adjoint du couplage permet de proposer un incrément d’analyse en
équilibre avec les équations du modèle couplé. Nous n’observons donc pas de choc à
l’interface dans les premiers pas de temps d’intégration du modèle au sein de cette ex-
périence.

• Enfin, pour l’expérience MH-CCF-Γ, nous avons deux modèles découplés et nous contrô-
lons l’interface sur toute la fenêtre temporelle. Nous n’avons donc pas de choc à la fin de
la première fenêtre temporelle puisque les modèles ne communiquent pas.
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FIGURE 8.17 – Évolution de la température de surface pour chaque analyse. L’état vrai est re-
présenté par des tirets et l’ébauche en pointillés.

Nous pouvons relier ces chocs à l’ECI, dont nous représentons l’évolution temporelle dans la
figure 8.18 pour quelques méthodes. Le choc sur l’évolution de l’ECI à la fin de la première
sous-fenêtre temporelle atteste d’un réajustement de l’ensemble du modèle couplé entre la
première et deuxième fenêtre temporelle. Le modèle retrouve ensuite son équilibre à partir de
la deuxième fenêtre. Nous remarquons que les chocs précédemment observés sur la tempéra-
ture de surface sont corrélés aux chocs de l’évolution de l’ECI. Concernant la méthode MH-CR-
Γ-1, nous observons également un réajustement de l’ECI à la fin de la première sous-fenêtre,
mais ce dernier est très faible (10−5, 10−6) et n’impacte donc pas la température de surface. En-
fin, un constat intéressant concerne les petits chocs de l’ECI présents pour la MH-CCF-Γ à 51,
54 et 57 h. Il s’agit des heures des observations, et ces chocs sont dus à la prise en compte de ces
dernières par les deux modèles découplés. L’impact des observations déséquilibre alors légère-
ment les flux à l’interface. La contrainte faible J s permet cependant de limiter ce déséquilibre.
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FIGURE 8.18 – Évolution de l’erreur de couplage à l’interface (ECI) au cours du temps, présenté
en échelle logarithmique.

Conclusion partielle

Ces résultats permettent d’évaluer les différentes méthodes d’assimilation de données cou-
plée lorsque nous considérons peu d’itérations de boucle externe. Limiter le nombre d’itéra-
tions est réalisé en pratique dans les centres de prévision opérationnels pour des raisons de
coût. Nous avons pu alors observer que les méthodes inhomogènes ont plus de mal à conver-
ger rapidement, surtout si la différence entre le modèle couplé et ses deux composantes dé-
couplées est importante. De même, l’utilisation d’un modèle couplé de manière asynchrone
a certaines limites, et peut générer des chocs à l’interface comme nous avons pu le voir avec
l’expérience MH-C-1. L’ajout d’une contrainte faible de couplage a alors un impact bénéfique
pour limiter ces chocs. Nous avons également pu montrer le bon comportement des méthodes
homogènes dont le couplage entre les modèles est assuré uniquement via le terme J s au sein
de la minimisation.

Prévisions

Pour terminer cette étude, nous proposons de réaliser une prévision à la suite de chaque
analyse produite par les différentes expériences d’assimilation. Ces prévisions sont réalisées
avec le même modèle, soit un modèle couplé de manière asynchrone. L’intégration est réalisée
sur une fenêtre de 4 jours, commençant à t = 60 h, et découpée en 8 sous-fenêtres temporelles
de 12 h. Le first-guess pour la première fenêtre temporelle est fourni par l’analyse utilisée pour
la prévision, sur la fenêtre [48 h,60 h]. Nous avons réalisé 9 prévisions dont nous allons analy-
ser les résultats. Nous choisissons d’utiliser un modèle asynchrone, comme dans l’expérience
MH-C-1, afin d’observer l’impact de la qualité du couplage de l’analyse lors de la prévision.
Utiliser un modèle fortement couplé ne nous aurait pas permis cela. L’intérêt de réaliser une
prévision post-assimilation est également de vérifier si le système prend en compte les cor-
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rections de l’analyse ou si, au contrainte, la qualité de l’analyse n’a pas d’impact majeur sur la
qualité prévision.

Le tableau 8.4 présente deux premiers diagnostics. La prévision issue de l’analyse fournie
par l’expérience MH-C-1 présente les meilleurs résultats, alors que cette analyse était parmi
celles de moins bonne qualité en terme d’ECI et d’ARE. Nous expliquons cela par le fait que
le même modèle est utilisé au sein de l’assimilation de données et de la prévision. En effet,
Mulholland et al. (2015) on pu montrer que le changement de modèle entre l’assimilation et
la prévision pouvait dégrader les prévisions. C’est pourquoi nous n’observons pas de meilleurs
résultats à partir de l’analyse créée avec la MH-C-F.

Remarque 8.3.2 - Choix de la méthode d’assimilation

Cette première observation suppose qu’un choix de la méthode d’assimilation doit être
fait en fonction de l’objectif recherché. Si nous souhaitons créer une ré-analyse, l’algo-
rithme MH-C-F sera le meilleur candidat en terme de qualité de la ré-analyse. En revanche,
si nous souhaitons créer une analyse pour ensuite réaliser une prévision, alors il sera pré-
férable d’utiliser une méthode d’assimilation utilisant le modèle de la prévision.

Analyse pour la prévision ECI ARE (%)
MH-C-F-2BE 0.279 83
MH-C-1-2BE 0.295 92

MH-CR-Γ-1-2BE 0.287 83
MH-CCF-Γ-2BE 1.27 80

MI-C-F-2BE 0.560 63.5
MI-C-1-2BE 0.390 81

MI-C-1-S-2BE 0.383 81
MI-CRCF-F-2BE 0.728 74

MI-CRCF-1-Γ-2BE 0.898 79.5

Tableau 8.4 – Score des prévisions réalisées à partir de l’analyse produite par chaque expé-
rience. Le modèle utilisé pour la prévision est un modèle couplé de manière asynchrone. La
prévision est de 4 jours, et est décomposée en 8 fenêtres temporelles de 12 heures

La prévision MI-C-F présente les moins bons résultats en terme d’amélioration de l’ébauche.
Cela était attendu au vu de la qualité de l’analyse que cette méthode a produite. Les autres
prévisions issues des méthodes inhomogènes couplées présentent en revanche une ARE com-
parable aux méthodes homogènes. Nous pouvons ensuite observer une qualité de couplage
plus faible pour les prévisions issues des expériences MH-CCF-Γ, MI-CRCF-F et MI-CRCF-1-Γ.
Il s’agit des seules méthodes d’assimilation dont le couplage était assuré par la seule contrainte
faible J s lors de la minimisation. Cette erreur de couplage est en partie dû à un choc à l’ini-
tialisation que nous pouvons observer sur la figure 8.19. Ces trois expériences présentent le
choc le plus fort dans les premiers pas de temps d’intégration du modèle couplé. Ce choc, pro-
voqué par un déséquilibre entre l’état initial et l’interface, illustre les limites de la contrainte
faible de couplage sur la qualité de l’analyse produite pour une prévision, lorsque cette der-
nière assure à elle seule le couplage. Enfin, nous remarquerons que les méthodes présentant
un bon ECI (MH-C-F et MI-C-F) ne permettent pas de produire une prévision mieux couplée
que les autres. Cela atteste que le système ne permet pas de tirer parti de la bonne qualité de
couplage d’une analyse. La qualité de couplage de la prévision sera contrainte par la stratégie
de couplage utilisée dans le modèle de la prévision.
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FIGURE 8.19 – Évolution de θ a|Γ durant la première heure d’intégration du modèle. Nous obser-
vons un choc à l’initialisation des modèles pour certaines prévisions, qui se réajustent ensuite
pour revenir vers la trajectoire de référence (représenté par des tirets).

La contrainte faible de couplage a tout de même un impact global positif sur la qualité de
la prévision. En effet, la figure 8.20 représente la prévision de la SSV. Nous remarquons que
la prévision issue de la MI-C-F amplifie les variations de cette vitesse. Nous pouvons analyser
cela comme un choc durant la prévision, dû à une mauvaise initialisation. La prévision issue de
MI-CRCF-F présente en revanche une amplitude de variations beaucoup plus faible et se rap-
proche de la solution de l’état de référence. Nous observons ce phénomène dans une moindre
mesure avec la prévision de la SSU (figure 8.21).
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FIGURE 8.20 – Évolution de v o|Γ (SSV). La prévision issue de l’analyse fournie par la MI-C-F
amplifie les variations de la SSV durant toute l’intégration du modèle. L’état vrai est représenté
par des tirets et l’ébauche en pointillés.
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FIGURE 8.21 – Évolution de u o|Γ (SSU). La prévision issue de l’analyse fournie par la MI-C-F
amplifie les variations de la SSU durant toute l’intégration du modèle. L’état vrai est représenté
par des tirets et l’ébauche en pointillés.

Synthèse

Nous venons de réaliser plusieurs expériences à partir de quelques algorithmes d’assimi-
lation de données couplée. Nous avons commencé par effectuer 10 itérations de boucle ex-
terne pour évaluer le comportement des méthodes à convergence. Nous avons pu alors ob-
server qu’une méthode inhomogène couplée, utilisant un modèle fortement couplé en boucle
externe, pouvait reproduire d’aussi bons résultats qu’une méthode homogène avec un mo-
dèle fortement couplé. Les méthodes inhomogènes avec un modèle couplée de manière asyn-
chrone en boucle externe proposent quant à elles une bonne correction de l’ébauche, mais
une qualité de couplage de l’analyse moins bonne. La convergence des méthodes inhomo-
gènes n’est cependant pas forcément assurée, comme nous avons pu le mettre en évidence en
diminuant le poids de l’ébauche par rapport à celui des observations. La contrainte faible de
couplage peut alors permettre la convergence des MI, même si cette dernière n’est pas néces-
sairement gage de convergence. Nous avons également pu montrer l’impact positif que peut
avoir cette contrainte pour la transmission d’informations d’un milieu à l’autre. Elle permet
en effet la création de covariances croisées, permettant à une observation d’un milieu d’avoir
un impact sur l’autre milieu. Enfin, la contrainte faible permettent d’améliorer la qualité du
couplage, mais dégradent légèrement la correction de l’ébauche en contrepartie.

Nous avons ensuite évalué la performance des mêmes méthodes que précédemment, en
s’arrêtant après deux itérations de boucles externes. Ce choix est justifié par le fait que les
centres opérationnels ne réalisent en pratique que quelques itérations de boucles externes
pour des raisons de coût, et nous pouvons par exemple citer le système CERA composé de deux
itérations. Les méthodes inhomogènes sont plus impactées que les autres par cette contrainte
de coût. En effet, ces dernières nécessitent un plus grand nombre d’itérations de boucle externe
pour que la dynamique du modèle direct couplé puisse transmettre des informations d’un mi-
lieu à l’autre et ainsi créer une analyse de meilleure qualité. L’ajout d’une contrainte faible de
couplage semble alors être bénéfique à ces méthodes. En effet, le terme J s permet de prendre
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en compte le couplage entre les modèles au cours de la minimisation. Enfin, nous avons pu dé-
montrer la robustesse d’une méthode homogène dont le couplage entre les modèles est assuré
uniquement via la contrainte faible lors de la minimisation. Une telle méthode à l’avantage non
négligeable de ne pas avoir de modèle couplé à intégrer, permettant alors de gagner en temps
de calcul. L’ajout du terme J s au sein de la fonction coût peut cependant ralentir la minimisa-
tion.

Nous terminons ce chapitre par la réalisation d’une prévision avec un modèle couplé de
manière asynchrone, à partir des analyses produites après deux itérations de boucle externe.
Les résultats montrent que la qualité de couplage d’une analyse n’est pas un facteur détermi-
nant pour la qualité de la prévision. En revanche, utiliser le même modèle pour la prévision et
la création de l’analyse via l’assimilation de données a un impact fort sur la qualité de la pré-
vision. Ainsi, la prévision réalisée à partir de l’analyse de la MH-C-1 est la plus proche de l’état
de référence. Cette analyse était pourtant moins bien couplée, et était moins proche de l’état
de référence que la plupart des autres analyses considérées. Nous remarquons donc, comme
Mulholland et al. (2015), qu’il est préférable d’utiliser le même modèle au sein de l’assimila-
tion de données et de la prévision. En revanche, il est plus judicieux d’utiliser une méthode
comme la MH-CR-Γ-1 pour la création d’une réanalyse, cette dernière produisant une analyse
de meilleure qualité pour un coût de calcul raisonnable.



Conclusions et perspectives
sur l’étude de quelques systèmes d’assimilation couplée

Conclusions

Ces travaux de thèse ont porté sur le développement et l’étude de quelques algorithmes
d’assimilation de données adaptés aux modèles couplés océan-atmosphère. Il s’agit d’un do-
maine de recherche très actif ces dernières années, puisqu’il existe un réel besoin pour les
centres de prévisions de disposer de tels algorithmes. En effet, de nombreux centres comme
le CEPMMT développent actuellement leurs propres systèmes d’assimilation couplée. Cette
thèse s’inscrit également dans le cadre du projet de recherche européen FP7 ERA-Clim2, au
sein d’un work package portant sur le développement de nouvelles méthodes d’assimilation
couplée pour la création de réanalyses du système terrestre.

Première partie - introduction au problème de l’assimilation de données couplée

Nous avons dans la première partie de ce manuscrit introduit les différents concepts né-
cessaires à la compréhension du problème de l’assimilation de données couplée. Nous avons
commencé par présenter différentes méthodes d’assimilation, dont les méthodes variation-
nelles sur lesquelles sont basées ces travaux. Puis, nous avons introduit le problème du cou-
plage dans les modèles d’océan et d’atmosphère. Quelques stratégies d’implémentations ont
alors été explicitées, permettant d’obtenir des solutions dites librement, faiblement ou forte-
ment couplées. Nous pouvons citer, entre autres, les méthodes asynchrones qui sont très utili-
sées dans les centres opérationnels. Ces méthodes produisent une solution librement couplée.
Enfin, nous avons introduit les méthodes itératives de Schwarz, permettant d’obtenir une so-
lution couplée au sens fort.

La compréhension de ces deux domaines de recherche, couplage et assimilation, nous a
enfin permis d’introduire différentes méthodologies existantes dans la littérature pour assimi-
ler des données dans un système couplé. Nous avons pu évaluer la qualité du couplage au sein
des différents systèmes considérés, et sa prise en compte dans le processus d’assimilation. Il en
ressort qu’aucune de ces études ne considère un modèle fortement couplé et ne propose une
analyse couplée au sens fort. Cela est justifié par le fait que, pour des raisons de coût de calcul,
la majorité des systèmes de prévisions couplés existants le sont librement, par des méthodes
asynchrones. Nous avons alors relevé que le vocabulaire de l’assimilation de données couplée
pouvait être ambigu. En effet, bien que l’ensemble des méthodes produise des analyses libre-
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ment couplée, les systèmes d’assimilation peuvent être qualifiés de « fortement couplés ». Cela
fait référence à la prise en compte du couplage du modèle au sein du processus d’assimilation
de données, et non pas à la qualité du couplage.

A la suite de cet état de l’art, nous avons souhaité introduire quelques alternatives aux mé-
thodes d’assimilation couplée existantes. Notre but est d’une part, d’introduire un nouveau
vocabulaire pour classifier les systèmes d’assimilation couplée, moins ambigu concernant la
qualité du couplage. Puis, d’autre part, proposer des méthodes d’assimilation permettant de
produire des analyses plus fortement couplées que les méthodes existantes, pour un coût de
calcul raisonnable.

Seconde partie - étude de quelques algorithmes et première application numérique

Nous proposons dans la seconde partie de ce manuscrit une nouvelle classification de mé-
thodes variationnelles couplées en introduisant le concept d’assimilation de données couplée
homogène et inhomogène. « Homogène » fait référence au fait que l’on utilise la linéarisation
et l’adjoint du modèle non-linéaire utilisé dans la boucle externe du 4D-Var incrémental. « In-
homogène » désigne les algorithmes où un modèle couplé non linéaire est considéré dans la
boucle externe, et deux modèles découplés linéaire et adjoint sont utilisés au sein de la boucle
interne du 4D-Var incrémental. Nous proposons alors plusieurs algorithmes d’assimilation ba-
sés sur ces deux types de méthodes, visant à répondre au problème de l’assimilation couplée.
Nous avons pour cela introduit un terme de pénalisation des erreurs de couplage entre les mo-
dèle au sein de la fonction coût. Ce terme de pénalisation vise à réduire les inconsistances de
flux à l’interface lorsqu’un modèle faiblement, librement ou non couplé est utilisé.

Nous avons ensuite étudié la convergence de ces différents algorithmes. La convergence
des algorithmes homogènes a déjà pu être étudiée dans la littérature, puisqu’il s’agit ni plus
ni moins de méthodes variationnelles classiques. En revanche, la convergence des méthodes
inhomogènes n’est pas assurée de part l’inconsistance des modèles entre les boucles interne et
externe. Nous avons pu rapprocher ces méthodes inhomogènes aux méthodes dites de Gauss-
Newton perturbées, dont la convergence a été étudiée par Gratton et al. (2007). Il ressort de
leur étude un critère suffisant permettant la convergence de ces méthodes. Ce critère quan-
tifie la différence entre la linéarisation exacte du modèle utilisé en boucle externe et la linéa-
risation approchée utilisée en boucle interne. Si cette différence est trop grande, alors l’algo-
rithme risque de ne pas converger. Enfin, nous avons obtenu un critère nécessaire et suffisant
de convergence des méthodes inhomogènes dans le cas où le modèle utilisé en boucle externe
est linéaire. Ce critère quantifie également la différence entre la linéarisation exacte et appro-
chée. De plus, nous avons pu quantifier l’erreur de la solution produite par ces méthodes inho-
mogènes, par rapport à la solution de référence (la solution du problème de la boucle externe).

Une première étude numérique des algorithmes d’assimilation couplée précédemment in-
troduits a été menée dans un cadre linéaire. Nous avons pu évaluer la performance de ces diffé-
rentes méthodes dans un cadre d’application relativement simple, avec un modèle de diffusion
linéaire. Nous comparons les résultats à ceux d’une méthode homogène utilisée avec un mo-
dèle fortement couplée. Cette méthode produit l’analyse de meilleure qualité sur le plan du
couplage et de l’erreur moyenne des champs par rapport à l’état de référence. Au sein de cette
comparaison, les méthodes inhomogènes avec deux itérations de boucles externes présentent
de moins bons résultats, en terme de restitution de l’état vrai et de qualité de couplage, que
leurs homologues homogènes. Elles ont cependant l’avantage d’être moins coûteuses numéri-
quement. Nous noterons en revanche qu’en cas de convergence, avec dix itérations de boucles
externes, une méthode inhomogène avec une correction de l’interface à chaque itération de
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boucle externe, à la manière des algorithmes de couplage de Schwarz, permet de produire une
analyse avec une bonne qualité de couplage, et une erreur moyenne de l’analyse par rapport à
l’état vrai très faible. Nous avons également pu mettre en avant l’impact positif que peut avoir
la contrainte faible de couplage au cours de l’assimilation de données sur la convergence des
méthodes inhomogènes. En effet, si le « choc » entre les boucles externes et interne est trop fort,
alors cette contrainte peut permettre de raccrocher la convergence. En cas de convergence, la
contrainte faible présente aussi un intérêt, celui de diminuer l’erreur commise par rapport à la
solution de référence.

Troisième partie - applications à un système complexe

Ces seuls résultats ne permettent cependant pas de tirer de conclusions sur la pertinence
des différents algorithmes introduits pour des systèmes de prévision opérationnels. En effet,
un modèle réaliste présente des non-linéarités et non-différentiabilités qui rendent le proces-
sus d’assimilation de données plus compliqué. C’est pourquoi nous avons développé un mo-
dèle couplé 1D vertical non-linéaire, avec des paramétrisations sous-maille proche de l’inter-
face. Ce modèle, dit « simple colonne », est alors plus représentatif du comportement des mo-
dèles de prévision opérationnels, sans en supporter le coût numérique. Ce type de modèle est
classiquement utilisé pour étudier le comportement à l’interface des modèles réalistes. Nous
avons implémenté ce modèle couplé au sein d’un surcouche logicielle, OOPS, développée au
CEPMMT. Il s’agit d’un logiciel permettant la gestion de systèmes de prévision et d’assimilation
de données. Cela nous permet, en plus de profiter des performances de ce logiciel, de pouvoir
partager notre code au sein du projet ERA-Clim2, et de manière plus large à la communauté
d’assimilation de donnée couplée et d’étude sur les systèmes couplés.

Plusieurs algorithmes d’assimilation couplée ont ainsi pu être testés avec ce modèle simple
colonne. Il ressort de cette étude que les méthodes inhomogènes sont moins performantes que
leurs homologues homogènes sous la contrainte d’une limitation de coût de calcul (deux ité-
rations de boucle externe). Nous observons une convergence plus difficile que précédemment
avec le modèle de diffusion linéaire. Nous avons alors pu mettre en avant l’intérêt majeur que
représente dans ce cas la contrainte faible de couplage. En effet, cette contrainte permet une
meilleure convergence des algorithmes, réduisant le « choc » entre les deux boucles. De plus elle
permet la création de covariances croisées entre les milieux lorsque deux modèles découplés
sont utilisés lors de la minimisation. Dans certaines configurations, cette contrainte permet
également d’assurer la convergence des méthodes inhomogènes qui divergent autrement. En-
fin, la robustesse d’une méthode homogène, où le couplage est assurée dans la minimisation
par la seule contrainte faible, a été montrée. Une telle méthode présente l’avantage non négli-
geable de ne pas avoir le modèle couplé à intégrer, permettant ainsi un gain de coût de calcul.
Cependant, la réalisation d’une prévision couplée à la suite d’une analyse produite par cette
méthode peut présenter quelques limitations, dues au choc de changement de modèle entre
l’assimilation et la prévision (Mulholland et al., 2015).

L’ensemble de ces résultats permettent de progresser dans la conception d’algorithmes
d’assimilation de données couplée performants, et sur la compréhension du problème dans
son ensemble. Certains points nécessitent cependant d’être encore abordés en perspective de
cette thèse.
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Perspectives

Bien que nous ayons étudié théoriquement et numériquement le comportement de quelques
algorithmes d’assimilation de données couplée, il reste encore beaucoup de travail dans ce do-
maine de recherche afin de proposer des algorithmes performants numériquement, permet-
tant de produire des analyses avec une bonne consistance des flux à l’interface, et permettant
la transmission d’informations d’un milieu à l’autre.

Concernant les algorithmes que nous avons pu présenter, il serait intéressant de réaliser
d’autres diagnostics et expériences afin de mieux comprendre le comportement de chacun
d’entre eux, et l’impact de la contrainte faible de couplage. Pour cela, il pourrait être judicieux
d’utiliser un système plus complexe, tel que le modèle couplé utilisé par Laloyaux et al. (2015)
pour produire la réanalyse couplée CERA-20C. Dans nos expériences, l’impact de la contrainte
faible et du contrôle de l’interface étaient limités dans le cas des méthodes inhomogènes. En
effet, l’information fournie par la minimisation concernant l’interface n’était utile que pour la
première fenêtre temporelle. Ensuite, pour les autres fenêtres, la qualité du couplage à l’inter-
face était principalement contrainte par la stratégie de couplage considéré. Il pourrait donc être
intéressant de contrôler une correction des champs à l’interface sur toute la fenêtre, plutôt que
l’interface elle même sur la première fenêtre temporelle. Une telle stratégie pourrait permettre
d’améliorer la consistance de l’analyse à l’interface.

Un autre point qui nous parait important est le développement de la matrice de covariance
d’erreur d’ébauche B. En effet, nous avons considéré dans nos expériences des matrices B bloc
diagonales seulement, sans covariances croisées entre les milieux d’océan et d’atmosphère. Or,
il nous semble important de pouvoir représenter le couplage entre les modèles au sein de cette
matrice, afin de renforcer la consistance à l’interface de l’analyse produite. Nous pourrions
évaluer ces covariances croisées à partir des conditions d’interface entre les deux modèles, afin
d’assurer un équilibre de la même manière que nous le réalisons avec la contrainte faible J s .

Enfin, nous avons dans ce manuscrit proposé un critère de convergence nécessaire et suf-
fisant des méthodes inhomogènes dans un cadre linéaire. Il serait intéressant d’étendre cette
étude au cadre non linéaire. Gratton et al. (2007) ont proposé une condition suffisante pour
la convergence de ces méthodes dans un cadre non-linéaire, mais nous avons pu remarquer
lors de nos expériences que cette condition était trop restrictive. En effet, de nombreuses expé-
riences ne respectaient pas ce critère tout en convergeant. Il serait donc intéressant de trouver
une condition, si ce n’est nécessaire et suffisante, plus pertinente que celle de Gratton et al.
(2007). Une piste envisagée pour évaluer ce critère de convergence est de repartir de la démons-
tration de convergence du 4D-Var incrémental, pour ensuite évaluer l’impact de l’approxima-
tion du modèle linaire couplé en deux modèles linéaires découplés au sein de la boucle interne.
Il n’est cependant pas dit que nous arrivions déterminer un critère plus pertinent que celui de
Gratton et al. (2007). À défaut, nous avons pensé à développer un 4D-Var incrémental à deux
niveaux de boucles internes pour résoudre les problèmes inhomogènes. Le principe de cet al-
gorithme est le suivant :

• la boucle externe est composée de la fonction coût non linéaire que l’on cherche à mini-
miser, avec le modèle couplé non-linéaire,

• la première boucle interne est la stricte linéarisation de la boucle externe, avec la linéari-
sation du modèle couplé,

• la seconde boucle interne, que l’on peut appeler « super-interne », est composée des deux
composantes linéaires découplées du modèle couplé linéaire.
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Nous proposons de schématiser cet algorithme dans la figure III. Dans ce schéma, Jint est la
linéarisation de la fonction coût J en boucle externe, et J̃int est son approximation. Le but est
alors d’estimer l’incrément optimal δx(p)

0 de chaque boucle externe par itérations successives,
avec une seconde boucle interne présentant un problème simplifié de la boucle interne. Dans
cet algorithme, nous notons p les itérations de la première boucle interne, et q les itérations de

la seconde. Nous définissons alors x(p,0)
0 = x(p)

0 et que :
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puis, en considérant les itérations de la boucle super-interne, nous avons que :
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0 avec δx̃(q)

0 l’incrément estimé par la boucle super-interne. Grâce à cet
algorithme, il est possible de contrôler la condition de convergence la boucle super-interne
vers la solution de la boucle interne à partir du critère de convergence que nous avons mis en
évidence dans ce manuscrit. La convergence de l’algorithme dans son ensemble repose en-
suite sur la convergence des itérations de boucle interne vers la solution de la boucle externe.
Il s’agit de la convergence classique d’un 4D-Var incrémental, modulo l’erreur commise pour

évaluer δx(p)
0 avec la boucle super-interne, que nous pouvons quantifier. L’inconvénient ma-

jeur de cette méthode est l’ajout d’une nouvelle boucle, ce qui augmente le coût de calcul par
rapport à un 4D-Var incrémental classique.
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FIGURE III – Idée d’un algorithme d’assimilation couplé inhomogène à deux niveaux de boucle

interne. Dans cet algorithme, on définit x(p,0)
0 = x(p)

0 et ỹo,(p) = Gxb
0 +d (p). G̃ représente l’opé-

rateur généralisé d’observation avec les deux modèles découplés d’océan et d’atmosphère. Jint

désigne la fonction coût de la boucle interne, avec le modèle couplé linéaire, et J̃int son ap-
proximation avec les deux modèles découplés.
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Annexe A

Liste des classes d’interfaces de OOPS et
de leurs méthodes à implémenter

Le tableau A.1 liste l’ensemble des vingts classes d’interfaces de OOPS. Nous les listons par
leur « Trait », c’est à dire l’alias à renseigner dans un modèle pour le connecter à OOPS. Nous
donnons ensuite une description rapide de chaque interface et les méthodes à implémenter.
Il s’agit d’une aide pour pouvoir connecter correctement un modèle. L’idéal serait ensuite de
compléter cette description, méthode par méthode, afin d’en faire une documentation com-
plète.
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