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♥♦*❛*✐♦♥2✳ ▼❛✐2 ♣❡✉* ❡❧❧❡ ❡①♣❧✐.✉❡" ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ .✉❛❧✐*' ❞❡2 ♥♦*❡2 ❄ ❉❛♥2 ❙❦"❡*❛ ❛♥❞ ❱❡❧❞❦❛♠♣ ✭✷✵✵✾✮✱ ❧❡2

❛✉*❡✉"2 ♠♦♥*"❡♥* .✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣'*✐*✐♦♥ ♣❡✉* ❝♦♥❞✉✐"❡ @ ✉♥❡ ✧❝♦✉"2❡ ✈❡"2 ❧❡ ❜❛2✧✱ ♦O ❧❡2 ❛❣❡♥❝❡2 2❡"♦♥* ❡♥

❝♦♠♣'*✐*✐♦♥ ♣♦✉" ❛**✐"❡" ❧❡2 '♠❡**❡✉"2 ❞❡ ❞❡**❡2 ❧❡2 ♠♦✐♥2 2'"✐❡✉①✳ ▲❡✉" ❛♣♣"♦❝❤❡ *❤'♦"✐.✉❡ ❛ '❣❛❧❡♠❡♥*

'*' ❝♦♥❢♦"*'2 ♣❛" ❞❡2 ❛♥❛❧②2❡2 ❡♠♣✐"✐.✉❡2✳

▲❡ 23❧❡ ❞❡ ❧❛ 2(❣✉❧❛1✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐&2❡ ✿

❉❛♥2 ❧❛ "'❣❧❡♠❡♥*❛*✐♦♥ ❜P❧♦✐2❡✱ ❧❡2 ♥♦*❡2 '♠❛♥❛♥* ❞❡2 ❛❣❡♥❝❡2 ❞❡ ♥♦*❛*✐♦♥2 ♣❡✉✈❡♥* <*"❡ ✉*✐❧✐2' ♣♦✉"

❡2*✐♠❡" ❧❡ ❝❛♣✐*❛❧ "'❣❧❡♠❡♥*❛✐"❡ ♥'❝❡22❛✐"❡ ❛✉① ❜❛♥.✉❡2 ♣♦✉" ❝♦♥❞✉✐"❡ ❧❡✉" ❛❝*✐✈✐*'✳ ❉✬❛✉*"❡2 "'❢'"❡♥❝❡2

❡①✐2*❡♥* ♣❛" ❛✐❧❧❡✉"2✱ ♣❛" ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡2 ❢♦♥❞2 ❞❡ ♣❡♥2✐♦♥ ✈♦♥* ✉2❡" ❞❡ "'❢'"❡♥❝❡ ❛✉① ♥♦*❡2 ❞❛♥2 ❧❡✉" ❜"♦❝❤✉"❡

♣♦✉" @ ❧❛ ❢♦✐2 ❣❛"❛♥*✐" ❧❛ ♥❛*✉"❡ ❞❡2 ✐♥✈❡2*✐22❡♠❡♥*2 "'❛❧✐2'2✱ ❡* '❣❛❧❡♠❡♥* ❝♦♠♠✉♥✐.✉❡" ❢❛❝✐❧❡♠❡♥* ❧❡2

♥♦*✐♦♥2 ❞❡ "✐2.✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡✉"2 ❝❧✐❡♥*2✳ ❈❡❧❛ ❛ ♣♦✉" ❝♦♥2'.✉❡♥❝❡ ❞✬♦✛"✐" ❛✉① ❛❣❡♥❝❡2 ❞❡ ♥♦*❛*✐♦♥2 ✉♥❡ ❛✉❞✐❡♥❝❡

❣❛"❛♥*✐❡ ❝♦♠♠❡ 2♦✉❧✐❣♥' ♣❛" ❖♣♣ ❡* ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳

▲❡6 ❝②❝❧❡6 (❝♦♥♦♠✐,✉❡6 ✿

▲❛ .✉❛❧✐*' ❞❡2 ♥♦*❡2 '♠✐2❡2 2❡♠❜❧❡♥* ✈❛"✐❡" ❛✉ ❝♦✉"2 ❞❡2 ❝②❝❧❡2 '❝♦♥♦♠✐.✉❡2✳ ❋❡""✐ ✭✶✾✾✾✮ ♠♦♥*"❡♥* .✉❡

❧❡ ❝♦♠♣♦"*❡♠❡♥* ❞❡2 ❛❣❡♥❝❡2 ❞❡ ♥♦*❛*✐♦♥2 ❛ ❛❣❣"❛✈' ❧❛ ❝"✐2❡ ❞✬❆2✐❡ ❞✉ 2✉❞✲❡2*✳ ❊♥ ❛♥❛❧②2❛♥* ❧❛ 2*"❛*'❣✐❡

❞❡ ♥♦*❛*✐♦♥ ❞❡2 ❛❣❡♥❝❡2✱ ❧❡2 ❛✉*❡✉"2 ♠♦♥*"❡♥* .✉❡ ❝❡2 ❞❡"♥✐?"❡2 ♦♥* '*' ❣'♥'"❡✉2❡2 ❛✈❡❝ ❧❡ ❝"❛2❤ ❛✈❛♥*

✸



❞✬"#$❡ ❡①❝❡((✐✈❡♠❡♥# (-✈.$❡ ❛♣$.(✳ ❉❛♥( ✉♥❡ ❛✉#$❡ ❛♣♣$♦❝❤❡✱ ❇❛$✲■(❛❛❝ ❛♥❞ ❙❤❛♣✐$♦ ✭✷✵✶✸✮ ♠♦♥#$❡♥# A✉❡

❧❡( ❛❣❡♥❝❡( ❞❡ ♥♦#❛#✐♦♥( ♦♥# #❡♥❞❛♥❝❡ D "#$❡ ♣❧✉( ♣❡$❢♦$♠❛♥#❡( ❞❛♥( ✉♥❡ $-❝❡((✐♦♥ A✉❡ ❞❛♥( ✉♥ ❜♦♦♠✳ ❈❡

$-(✉❧#❛# $❡♣♦(❡ (✉$ ❧❡ ❢❛✐# A✉✬✐❧ ❝♦H#❡ ♠♦✐♥( ❝❤❡$ ❞✬❡♠❜❛✉❝❤❡$ ✉♥ ❜♦♥ ❛♥❛❧②(#❡ ❡♥ $-❝❡((✐♦♥ A✉❡ ❞❛♥( ✉♥

❜♦♦♠ ♦J ❝❡( ❞❡$♥✐❡$( (♦♥# ♣❧✉( $❡❝❤❡$❝❤-(✳

▲❡ ❝♦♠♣♦&'❡♠❡♥' ❞❡* ❡①♣❡&'* ✿

❊♥ #❛♥# A✉✬❡①♣❡$# ❧❡( ❛❣❡♥❝❡( ❞❡ ♥♦#❛#✐♦♥( (♦♥# (♦✉♠✐(❡( D ✉♥❡ ✐♥❝✐#❛#✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❢♦$♠✐#-✳ L❛$ ❡①❡♠♣❧❡✱

(✐ ❧✬♦♣✐♥✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡ ❝♦♥(✐❞.$❡ A✉❡ ❧❡( ♣$♦❝❤❛✐♥( ❝❤✐✛$❡( (❡$♦♥# ❜♦♥(✱ ✐❧ ❡(# ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉$ ✉♥ ❡①♣❡$# ❞✬❛❧❧❡$

❝♦♥#$❡ ❝❡# ❛✈✐(✳ ❆✐♥(✐ ▼❛$✐❛♥♦ ✭✷✵✶✷✮ ♠♦♥#$❡ A✉❡ ❧❡( ❛❣❡♥❝❡( ❞❡ ♥♦#❛#✐♦♥( ♦♥# #❡♥❞❛♥❝❡ D (✉✐✈$❡ ❧❡( ❛✈✐(

❞-❥D ♣$-(❡♥# (✉$ ❧❡( ♠❛$❝❤-(✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉# ❡①♣❧✐A✉❡$ ❡♥ A✉♦✐ ❡❧❧❡( (❡♠❜❧❡♥# ♣❛$❢♦✐( ❡♥ $❡#❛$❞✳

✸ !✉❜❧✐❝ ■♥❢♦+♠❛.✐♦♥ ❢+♦♠ ❛ ♣+✐✈❛.❡ ❡♥.✐.②✿ .❤❡ ❝❛5❡ ♦❢ ❈+❡❞✐. ❘❛.✐♥❣

❆❣❡♥❝✐❡5

❉❛♥( ❝❡ ❝❤❛♣✐#$❡✱ ❥❡ A✉❡(#✐♦♥♥❡ ❧✬✐♥#❡$❛❝#✐♦♥ ❡♥#$❡ ❧❡( ✐♥✈❡(#✐((❡✉$( ❡# ✉♥❡ ❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦#❛#✐♦♥ ❡♥ #❡$♠❡ ❞❡

❝❤♦✐① ❞✬✐♥❢♦$♠❛#✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❧✬❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦#❛#✐♦♥ ♣$♦❞✉✐# ✉♥❡ ✐♥❢♦$♠❛#✐♦♥ ♣✉❜❧✐A✉❡ A✉✐ $-❞✉✐# ❧✬✐♥❝✐#❛#✐♦♥

❞❡( ❛✉#$❡( ❛❣❡♥#( D ♣$♦❞✉✐$❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦$♠❛#✐♦♥ ♣❛$ ❡✉①✲♠"♠❡(✳ ❈❡❧❛ (♦✉❧.✈❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉$( ✉♥ ♣❛$❛❞♦①❡✱ ❝❛$ ❧❡(

✐♥✈❡(#✐((❡✉$( (♦♥# -❣❛❧❡♠❡♥# (✉♣♣♦(-( ❝♦♥#$R❧- ❧❡ ❜♦♥ #$❛✈❛✐❧ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥❝❡✳

L♦✉$ ❝❡ ❢❛✐$❡ ❥❡ ♠✬❛♣♣✉✐❡ (✉$ ❧❡( ♠♦❞.❧❡( ❞❡ ▼♦$$✐( ❛♥❞ ❙❤✐♥ ✭✷✵✵✷✮ ❡# ❈♦❧♦♠❜♦ ❛♥❞ ❋❡♠♠✐♥✐( ✭✷✵✵✽✮✱

❥❡ ❝♦♥(✐❞.$❡ ✉♥❡ -❝♦♥♦♠✐❡ ❝♦♠♣♦(- ❞✬✐♥✈❡(#✐((❡✉$( ❛②❛♥# ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬✉#✐❧✐#- (✉✐✈❛♥#❡ ✿

ui(a, θ) = −(1− r)(ai − θ)2 − r(Li − L̄)− pβi ❛✈❡❝✱ p > 0 ❛♥❞ 0 < r < 1

▲❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬✉#✐❧✐#- ❡(# ❢❛✐#❡ ❞❡ #$♦✐( #❡$♠❡( ✿

▲❡ ♣$❡♠✐❡$ #❡$♠❡ $❡♣$-(❡♥#❡ ❧✬✐♥#-$"# ❞❡( ✐♥✈❡(#✐((❡✉$( ❞✬"#$❡ ♣$♦❝❤❡ ❞✉ ❢♦♥❞❛♠❡♥#❛❧ θ ✭❧❛ A✉❛❧✐#- ❞❡ ❧❛

❞❡##❡✮ ❀

▲❡ (❡❝♦♥❞ #❡$♠❡ $❡♣$-(❡♥#❡ ❧✬✐♥#-$"# ❞❡( ✐♥✈❡(#✐((❡✉$( D (❡ ❝♦♦$❞♦♥♥❡$✱ ✐❧ (✬❛❣✐# ❞✬✉♥❡ $❡♣$-(❡♥#❛#✐♦♥ ❞✉

❝♦♥❝♦✉$( ❞❡ ❜❡❛✉#- ❞❡ ❑❡②♥❡(✳ ▲❡ ♣❛$❛♠.#$❡ r ❞-✜♥✐((❛♥# ❧✬✐♥#❡♥(✐#- ❞❡ ❝❡ ❝♦♥❝♦✉$( ❞❡ ❜❡❛✉#-✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞❡$♥✐❡$ #❡$♠❡ ❝♦♥(✐(#❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ ❝♦H# ♣♦✉$ ❛❝A✉-$✐$ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦$♠❛#✐♦♥✳ ❈❡##❡ ❢♦♥❝#✐♦♥

❡(# ❝$♦✐((❛♥#❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣$-❝✐(✐♦♥ ❞❡ ❝❡##❡ ✐♥❢♦$♠❛#✐♦♥ β✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❧✬✐♥❢♦$♠❛#✐♦♥ A✉✬✐❧( $❡❝♦✐✈❡♥# ❡(# ❞❡

✹



❧❛ ❢♦$♠❡✿ xi = θ + εi ❛♥❞ βi =
1

σ2
εi

❀

❊♥ ❡✛❡-✱ /✉$ ❧❡/ ♠❛$❝❤3/ ✜♥❛♥❝✐❡$/✱ ❧❡/ ✐♥✈❡/-✐//❡✉$/ ♦♥- ❞❡✉① ✐♥❝✐-❛-✐♦♥/ ❞✐✛3$❡♥-/✳ ■❧/ /❡ ❞♦✐✈❡♥- ❞✬❛❣✐$

❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❢♦♥❞❛♠❡♥-❛❧❡ ❞✬✉♥ ❛❝-✐❢✱ ❧✬❡/-✐♠3 < /❛ ✧✈$❛✐❡✧ ✈❛❧❡✉$✳ ▼❛✐/ ❞❛♥/ ❧❡ ♠?♠❡ -❡♠♣/✱

✐❧ ♥❡ /❡$- < $✐❡♥ ❞✬❛✈♦✐$ $❛✐/♦♥ /❡✉❧ ❝♦♥-$❡ -♦✉/✱ ✐❧ ❢❛✉- 3❣❛❧❡♠❡♥- ❛♥-✐❝✐♣❡$ ❧❡/ ❛❝-✐♦♥/ ❞✬❛✉-$❡/ ✐♥❞✐✈✐❞✉/✳

■❧ /✬❛❣✐- ❞✉ ✧❝♦♥❝♦✉$/ ❞❡ ❜❡❛✉-3✧ ❝♦♠♠❡ ❞3✜♥✐- ♣❛$ ❑❡②♥❡/✳

■❧ ❡①✐/-❡ 3❣❛❧❡♠❡♥- ✉♥❡ ❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦-❛-✐♦♥✱ D✉✐ ❛ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ $❡✈❡♥✉❡ /✉✐✈❛♥-❡✿

ΠCRA(α) = −
∫

1

0

(ai − y)2di− kα

❖F y = θ + η $❡♣$3/❡♥-❡ ❧❡ /✐❣♥❛❧ ♣✉❜❧✐D✉❡ 3♠✐/ ♣❛$ ❧✬❛❣❡♥❝❡ ❛✈❡❝ α =
1

σ2
η

✳ ▲✬❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦-❛-✐♦♥ -✐$❡

/♦♥ ♣$♦✜- ❞❡ ❧✬✉-✐❧✐/❛-✐♦♥ ❞❡ /♦♥ /✐❣♥❛❧ ♣✉❜❧✐D✉❡✳ H❧✉/ ❝❡❧✉✐✲❝✐ /❡$❛ ✉-✐❧✐/3✱ ♣❧✉/ ❧✬❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦-❛-✐♦♥ /❡$❛

✧✐♥❞✐/♣❡♥/❛❜❧❡ ❡- ❧❡ ♣❧✉/ ❡❧❧❡ ♣♦✉$$❛ ❢❛❝-✉$❡$ ❧❡/ 3♠❡--❡✉$/ ❞❡ ❞❡--❡✳

▲❡ ❞3$♦✉❧❡♠❡♥- ❞✉ ❥❡✉ ❡/- ❧❡ /✉✐✈❛♥-✿
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♥♦$❡# @✉❡ ❧✬❛❣❡♥❝❡ ❞5❧✐✈)❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ #❡ #✐$✉❡ ❞❛♥# ✉♥❡ ♠♦❞E❧❡ #$❛$✐@✉❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛# ❞✬✐♥❝✐$❛$✐♦♥# ❞❡ )5♣✉$❛$✐♦♥✱

❡$ ❧✬❛❣❡♥❝❡ ✈❛ ❞5❧✐✈)❡) ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♥♦$❡✳ ▲❛ ♣)❡♠✐E)❡ ♦❜#❡)✈❛$✐♦♥ ❝♦♥#✐#$❡ ❞♦♥❝ @✉❡ ❧❛ )5♣✉$❛$✐♦♥ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡

$❛♥$ @✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❢✉$✉)✱ ❡①❤✐❜❛♥$ ✐♥❝✐$❛♥$ ❧✬✐♠♣♦)$❛♥❝❡ ❞✉ ❢❛❝$❡✉) ❞✬❛❝$✉❛❧✐#❛$✐♦♥ ❞❡# ❛❣❡♥❝❡# ❞❡ ♥♦$❛$✐♦♥✳

▲✬❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦$❛$✐♦♥ )❡J♦✐$ 9 ❝❤❛@✉❡ ♣5)✐♦❞❡✿ π = x0q0 − c ♦L✿

✲ x0 ❡#$ ❧❛ ♣)♦♣♦)$✐♦♥ ❞❡ ♣)♦❥❡$ ❜✐❡♥ ♥♦$5❀

✲ q0 ❝♦))❡#♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛♣✐$❛❧ ❞❡ )5♣✉$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥❝❡❀

✲ c )5♣)❡#❡♥$❡ ❧❡ ❝♦N$ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥❝❡ ♣♦✉) ❛❝@✉5)✐) ❞❡ ❧✬✐♥❢♦)♠❛$✐♦♥✳

❙✐ ❧✬♦♥ #❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥# ✉♥ ♠♦❞E❧❡ 9 ♣❧✉#✐❡✉)# ♣5)✐♦❞❡#✱ $❛♥$ @✉❡ ❧✬❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦$❛$✐♦♥ ♦❜#❡)✈❡ ♣❛)❢❛✐$❡♠❡♥$

❧❡# ❞✐✛5)❡♥$# ♣)♦❥❡$# @✉✬❡❧❧❡ ❞♦✐$ ♥♦$❡)✱ ♦♥ ♣❡✉$ $)♦✉✈❡) ✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ )5♣✉$❛$✐♦♥ @✉✐ ❞5♣❡♥❞ ❞✉ )❡♥❞❡♠❡♥$

❡#♣5)5 ❡①✲❛♥$❡ @✉✐ ♣❡)♠❡$ ❞❡ #✬❛##✉)❡) @✉❡ ❧✬❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦$❛$✐♦♥ ❢❡)❛ ❜✐❡♥ #♦♥ $)❛✈❛✐❧✳ ▲✬✐❞5❡ 5$❛♥$ 5❣❛❧❡♠❡♥$

@✉❡ ❧✬❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦$❛$✐♦♥ ❝♦♥#❡)✈❡ #♦♥ ❝❛♣✐$❛❧ ❞❡ )5♣✉$❛$✐♦♥ ❛✉ ✜❧ ❞✉ $❡♠♣$#✱ ❥❡ ❝❤❡)❝❤❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ @✉✐

❞✐#❝✐❧✐♥❡ ❧✬❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦$❛$✐♦♥ ❡♥ )❡#♣❡❝$❛♥$ ❧❡# ❝♦♥❞✐$✐♦♥# #✉✐✈❛♥$❡#✿

✭❈✶✮ F θ(0) = F θ(Rp(x̄)− 1) = q0❀

✼



✭❈✷✮ F θ(x) ❡%& ❝(♦✐%%❛♥&❡ ❡& ❞.(✐✈❛❜❧❡ ❞❡✉① ❢♦✐% ✭♣❧✉% ❧✬❛❝&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥❝❡ ❞♦✐& ❛%%✉(❡( ✉♥ (❡♥❞❡♠❡♥& .❧❡✈.✱

♣❧✉% %❛ (.♣✉&❛&✐♦♥ ❡%& ❤❛✉&❡✮❀

✭❈✸✮ ▲✬❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦&❛&✐♦♥ ❞♦♥♥❡( ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♥♦&❡ > &♦✉% ❡& ✉♥✐?✉❡♠❡♥& ❧❡% ♣(♦❥❡&% ?✉✐ ♦♥& ✉♥❡ ✈❛❧❡✉(

❛❝&✉❛❧✐%.❡ ♣♦%✐&✐✈❡ x0 = x̄θ✳

❖♥ ♣❡✉& ❡♥%✉✐&❡ ❛❥♦✉&❡( ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝&✉(❡✳ ❖♥ ❝♦♥%✐❞C(❡ ❛❧♦(% ✉♥❡ .❝♦♥♦♠✐?✉❡ ?✉✐ ♣❡✉& %❡ &(♦✉✈❡( ❞❛♥%

❞❡✉① .&❛&%✱ %♦✐& ❞❛♥% ✉♥ ❜♦♦♠ %♦✐& ❡♥ (.❝❡%%✐♦♥✳ ■❧ ② ❛ ❜✐❡♥ .✈✐❞❡♠♠❡♥& ♣❧✉% ❞❡ ❜♦♥% ♣(♦❥❡&% ❞❛♥% ✉♥

❜♦♦♠ ?✉❡ ❞❛♥% ✉♥❡ (.❝❡%%✐♦♥✳ ❙✐ ❧✬❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦&❛&✐♦♥ ♦❜%❡(✈❡ ♣❛(❢❛✐&❡♠❡♥& ❧✬.&❛& ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❧♦(%?✉✬❡❧❧❡

❞♦✐& ♥♦&❡(✱ ♦♥ ♣❡✉& ❛❧♦(% ❞.✜♥✐( ✉♥❡ (C❣❧❡ ❞✐%❝✐♣❧✐♥❛♥& ❧✬❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦&❛&✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉& ❝❡♣❡♥❞❛♥& ❞❡✉① (C❣❧❡%

❞✐✛.(❡♥&❡% ✭♠❛✐% ♣❛(❛❧❧C❧❡✮✱ ✉♥❡ ♣♦✉( ❝❤❛?✉❡ .&❛& ❞✉ ♠♦♥❞❡✳

▲❡ ♣(♦❜❧C♠❡ ❛♣♣❛(❛I& ❛❧♦(% ❧♦(%?✉✬✐❧ ② ❛ ✐♥❝❡(&✐&✉❞❡✳ ▲✬❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦&❛&✐♦♥ ❡%& ✐♥❝❡(&❛✐♥❡ ?✉❛♥& >

%❛✈♦✐( ❧❛ ♣(♦♣♦(&✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥% ♣(♦❥❡&% ✭?✉✐ ♠.(✐&❡♥& ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♥♦&❡✮ ❡& ❡❧❧❡ %❛✐& ?✉✬❡❧❧❡ %❡(❛ ♥♦&. ❡♥ ❛❜%❡♥❝❡

❞✬✐♥❝❡(&✐&✉❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ > ❧❛ ♣.(✐♦❞❡ %✉✐✈❛♥&❡ ❧❡% ✐♥✈❡%&✐%%❡✉(% %❛✉(♦♥& %✐ > ❧❛ ♣.(✐♦❞❡ ♣(.❝.❞❡♥&❡ ♥♦✉% .&✐♦♥%

❞❛♥% ✉♥ ❜♦♦♠ ♦✉ ✉♥❡ (.❝❡%%✐♦♥✳ ■❧% ✈♦♥& ❞♦♥❝ ❥✉❣❡( ❡♥ ❝❡❧❛ ❧✬❛❣❡♥❝❡✳ ❆ &(❛✈❡(% ❝❡ ♠♦❞C❧❡ ❥❡ %♦✉❤❛✐&❡

%♦✉❧✐❣♥❡( ?✉❡ ♣❛(❢♦✐% ❞❡% ❛❝&✐♦♥% > ♣(✐♦(✐✱ %♦♥& ❥✉❣.% > ♣♦%&❡(✐♦(✐✱ ?✉❛♥❞ ❧✬✐♥❢♦(♠❛&✐♦♥ ❞✐%♣♦♥✐❜❧❡ ❡%& ♣❧✉%

(✐❝❤❡✳

❋❛❝❡ > ❧✬✐♥❝❡(&✐&✉❞❡ ❧✬❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦&❛&✐♦♥ ❢❡(❛ ❞♦♥❝ &♦✉❥♦✉(% ❞❡% ❡((❡✉(%✳ ❙♦✐& ❡❧❧❡ ❛✉(❛ %✉(♥♦&. ❡♥

♣❛(✐❛♥& %✉( ✉♥ ❜♦♦♠✱ ♦✉ %♦✉% ♥♦&. ❝(❛✐❣♥❛♥& ✉♥❡ (.❝❡%%✐♦♥✳ ❆✐♥%✐ %♦♥ ❝❛♣✐&❛❧ ❞. (.♣✉&❛&✐♦♥ ✈❛ .✈♦❧✉❡(✳

❖( ✉♥ ❝❛♣✐&❛❧ ❞❡ (.♣✉&❛&✐♦♥ ❡%& ❢❛✐& ♣♦✉( M&(❡ ✉&✐❧✐%.✳ ❙✐ ❝❡ ❞❡(♥✐❡( ❡%& ❤❛✉& ❀ ❛❧♦(% ❧✬❛❣❡♥❝❡ ♣(❛&✐?✉❡(❛ ❧❛

%✉(✲♥♦&❛&✐♦♥ > ❧❛ ♣.(✐♦❞❡ %✉✐✈❛♥&❡✱ &❛♥❞✐% ?✉✬❡♥ ❝❛% ❞❡ ❝❤✉&❡ ❞✉ ❝❛♣✐&❛❧ ❞❡ (.♣✉&❛&✐♦♥✱ ❧✬❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦&❛&✐♦♥

❛✉(❛ ✐♥&.(M& > M&(❡ ❡①❝❡%%✐✈❡♠❡♥& %.✈C(❡ ♣♦✉( %✬❛%%✉(❡( ❞❡% (❡✈❡♥✉❡% ❢✉&✉(%✳

❆ &(❛✈❡(% ❝❡ ♣❛♣✐❡(✱ ❥✬❛✐ ✈♦✉❧✉ ♠♦♥&(❡( ❧✬✐♠♣♦%%✐❜✐❧✐&. ❞❡ ♣❛(❢❛✐&❡♠❡♥& ❞✐%❝✐♣❧✐♥❡( ✉♥ ❛❣❡♥& ✈✐❛ ❞❡%

✐♥❝✐&❛&✐♦♥% ❞❡ (.♣✉&❛&✐♦♥ ❡♥ ♣(.%❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡(&✐&✉❞❡✳ ■❧ ❢❛✉& ❛✈♦✐( ❡♥ &M&❡ ?✉❡ ❧♦(%?✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐&✐?✉❡ ❞❡

♥♦&❛&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❣❡♥❝❡ ♥♦✉% %✉(♣(❡♥❞✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉& ♣(♦✈❡♥✐( ❞❡ ❞❡✉① ♦(✐❣✐♥❡% ✿

✲ ❯♥❡ ❡((❡✉( ❤♦♥♥M&❡✱ ❧✬❛❣❡♥❝❡ ❛ .&. %✉(♣(✐%❡ ♣❛( ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝&✉(❡ ❀

✲ ❯♥ ❝❤♦✐① %&(❛&.❣✐?✉❡✱ ❞❛♥% ❧❡ ❜✉& ❞✬✉%❡( ♦✉ ❞❡ (❡❝♦♥%&(✉✐(❡ %♦♥ ❝❛♣✐&❛❧ ❞❡ (.♣✉&❛&✐♦♥✳

✽



✺ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥ ✿
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✹✳✶ ■♥($♦❞✉❝(✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✹✳✶✳✶ ❘❡❧❛(❡❞ ▲✐(❡$❛(✉$❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✹✳✷ ❚❤❡ ❇❛/✐❝ ▼♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✹✳✷✳✶ ❚❤❡ (✇♦ ♣❡$✐♦❞ ♠♦❞❡❧✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✸ ❚❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡❧ ✇✐(❤ ❯♥❝❡$(❛✐♥(②✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉/✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✺ ❈♦♥❝❧✉>✐♦♥✿ ✺✷

✷



❆ ❆♣♣❡♥❞✐① ❚✐(❧❡ ✺✹

❆✳✶ ❆♣♣❡♥❞✐① ✲ *✉❜❧✐❝ ■♥❢♦2♠❛5✐♦♥ ❢2♦♠ ❛ *2✐✈❛5❡ ❊♥5✐5②✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

❆✳✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ✲ ❈2❡❞✐5 ❘❛5✐♥❣ ❆❣❡♥❝✐❡@✱ ❇✉@✐♥❡@@ ❈②❝❧❡@ ❛♥❞ ❘❡♣✉5❛5✐♦♥✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸
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■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

❈!❡❞✐% !❛%✐♥❣ ❛❣❡♥❝✐❡* ✭❤❡!❡❛❢%❡! ❈❘❆✮ ❤❛✈❡ !❡❝❡♥%❧② ❜❡❡♥ ✉♥❞❡! ❛ ❧♦% ♦❢ *❝!✉%✐♥②✳ ❚❤❡✐! !❡*♣♦♥*✐✲

❜✐❧✐%② ✐♥ %❤❡ ❧❛*% ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝!✐*✐* ❤❛* ❜❡❡♥ <✉❡*%✐♦♥❡❞✳ ❚❤❡② !❡❝❡✐✈❡❞ ♠✉❝❤ ❛%%❡♥%✐♦♥ ❢!♦♠ %❤❡ ♠❡❞✐❛✱

❛♥❞ ❛ ❣!♦✇✐♥❣ ❧✐%❡!❛%✉!❡ ❤❛* ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♦✈❡! %❤❡✐! ❛❝%✐✈✐%✐❡*✳ ❚❤❡✐! ❜✉*✐♥❡** ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ %❤❡

<✉❛❧✐%② ♦❢ %❤❡✐! !❛%✐♥❣ ♦✈❡! %✐♠❡ ❛!❡ *%✉❞✐❡❞✳ ❆❢%❡! ❛ !❡✈✐❡✇ ♦❢ %❤✐* !❡❝❡♥% ❧✐%❡!❛%✉!❡✱ ■ ❧♦♦❦ ❛% %✇♦

*♣❡❝✐✜❝ ✐**✉❡* !❡❧❛%❡❞ %♦ %❤❡✐! ❜✉*✐♥❡**✿ ✭✐✮ ❲❤❛% ✐**✉❡* ❛!✐*❡ ✇❤❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦!♠❛%✐♦♥ ✐* !❡❧❡❛*❡❞ ❜②

❛ ♣!✐✈❛%❡ ❡♥%✐%② ♦♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛!❦❡%*❄ ✭✐✐✮ ❈❛♥ !❡♣✉%❛%✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥* ✇❤② ❛ ❝!❡❞✐% !❛%✐♥❣ ❛❣❡♥❝② ❝❛♥

❜❡ ❝❛✉❣❤% ✉♥❞❡!!❛%✐♥❣ ✭!❡*♣❡❝%✐✈❡❧② ♦✈❡!!❛%✐♥❣✮❄

❚❤❡ *❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣%❡! ✐* ❡♥%✐%❧❡❞✿ F✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦!♠❛%✐♦♥ ❢!♦♠ ❛ ♣!✐✈❛%❡ ❡♥%✐%②✿ %❤❡ ❝❛*❡ ♦❢ ❝!❡❞✐% !❛%✐♥❣

❛❣❡♥❝✐❡*✳ ■% ❧♦♦❦* ❛% %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛!❛❞♦①✿ ❛ ❈!❡❞✐% ❘❛%✐♥❣ ❆❣❡♥❝② ❞❡❧✐✈❡!* ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦!♠❛%✐♦♥

❛❜♦✉% %❤❡ <✉❛❧✐%② ♦❢ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣!♦❞✉❝% ❛* ✐♥✈❡*%♦!* ✇✐❧❧ ♥♦% ♥❡❡❞ %♦ ♣!♦❝❡❡❞ %❤❡ ❛♥❛❧②*✐* ❜②

%❤❡♠*❡❧✈❡* ✭❛❝<✉✐!❡ ❝♦*%❧② ✐♥❢♦!♠❛%✐♦♥✮✱ ❤♦✇❡✈❡! ❈❘❆✬* ✇♦!❦ *❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦♥✐%♦!❡❞ ❜② %❤♦*❡ ✐♥✈❡*%♦!*

✇❤✐❝❤ ✐♥ %✉!♥ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ *♦♠❡ ♣!✐✈❛%❡ ✐♥❢♦!♠❛%✐♦♥ %♦ ❡①❡❝✉%❡ %❤❡✐! ♠♦♥✐%♦!✐♥❣ ❢✉♥❝%✐♦♥✳ ❆❝%✉❛❧❧②✱

✇❤❛% ♠❛%%❡! ❢♦! ❛♥ ✐**✉❡! ✐* ♥♦% ❡①❛❝%❧② %❤❡ !❡♣✉%❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❛❣❡♥❝② ❜✉% !❛%❤❡! %❤❡ !❛%✐♥❣✬* ✐♠♣❛❝%

♦♥ %❤❡ ♠❛!❦❡%✳ ■♥❞❡❡❞✱ !❛%✐♥❣* !❡♣!❡*❡♥% ❛ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥% ❢♦! ✐♥✈❡*%♦!* ❛* %❤❡② ❛!❡ ❛ ♣✉❜❧✐❝ *✐❣♥❛❧✳ ❆*

*❤♦✇♥ ✐♥ ▼♦!!✐* ❛♥❞ ❙❤✐♥ ✭✷✵✵✷✮✱ %❤❡ *♦❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣✉❜❧✐❝ *✐❣♥❛❧ ♠❛② ❜❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉* ❛* ✐♥✈❡*%♦!*✱

♣❧❛②✐♥❣ ❛❧*♦ ❛ ❜❡❛✉%② ❝♦♥%❡*% ✐♥ %❤❡ *❡♥*❡ ♦❢ ❑❡②♥❡*✱ %❡♥❞ %♦ ♦✈❡!!❡❛❝% ♦✈❡! %❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦!♠❛%✐♦♥✳

❚❤❡ ❈❘❆✬* ❝❛*❡ ✐* *♣❡❝✐✜❝ ❛* ✐% !❡♣!❡*❡♥%* ❛ ♣!✐✈❛%❡ ❡♥%✐%② *❡♥❞✐♥❣ ❛ ♣✉❜❧✐❝ *✐❣♥❛❧✳ ■% *❤♦✉❧❞ ❜❡

*❡❡♥ ❛* ❛♥ ❡①♣❡!% ✇❤✐❝❤ ❤❛* ♠♦!❡ ✐♥❝❡♥%✐✈❡* %♦ ❡♥❤❛♥❝❡ %❤❡ <✉❛❧✐%② ♦❢ ✐%* ✇♦!❦ ✇❤❡♥ %❤❡ ❛✉❞✐❡♥❝❡ ✐*

*♣❡❛❦✐♥❣ %♦ ✐* ✇❡❧❧ ✐♥❢♦!♠❡❞✳ ❚❤!♦✉❣❤ ✐%* ♣✉❜❧✐❝ *✐❣♥❛❧✱ ■ ❝♦♥*✐❞❡! %❤❛% %❤❡ ❈❘❆ ❤❛* %❤❡ ♣♦**✐❜✐❧✐%②

♦❢ ❝!✉*❤✐♥❣ ❞♦✇♥ ✐♥✈❡*%♦!*✬ ✐♥❝❡♥%✐✈❡* %♦ ❣❡% ✐♥❢♦!♠❡❞✳ ❚❤❡ ❈❘❆ ❜❡✐♥❣ %❤❡ ♦♥❧② ❛❣❡♥% ✐♥❢♦!♠❡❞✱

%❤❡ ✐♠♣❛❝% ♦❢ ✐%* !❛%✐♥❣ ✐* ❝!✐%✐❝❛❧ ❡✈❡♥ %❤♦✉❣❤ ✐%* ❛❝❝✉!❛❝② ♠❛② ❜❡ ❧♦✇✳

❚❤❡ ❧❛*% ❝❤❛♣%❡! ✐* ❡♥%✐%❧❡❞✿ ❈!❡❞✐% ❘❛%✐♥❣ ❆❣❡♥❝✐❡*✱ ❘❡♣✉%❛%✐♦♥ ❛♥❞ ❇✉*✐♥❡** ❈②❝❧❡*✳ ❈❘❆*

❝❧❛✐♠ %❤❛% %❤❡② !❛%❡ %❤!♦✉❣❤ %❤❡ ❝②❝❧❡✱ ❛♥❞ !❡♣✉%❛%✐♦♥ ❜❡✐♥❣ %❤❡✐! ♠❛✐♥ ❛**❡%✱ %❤❡② ❝❛♥♥♦% ❡♥❣❛❣❡

%❤❡♠*❡❧✈❡* ✐♥ ❛♥② ❞❡✈✐♦✉* !❛%✐♥❣ ♣♦❧✐❝②✳ ❍♦✇❡✈❡!✱ !❡♣✉%❛%✐♦♥✬* ✐♥❝❡♥%✐✈❡* ♠❛② ♥♦% ❜❡ *✉✣❝✐❡♥%

%♦ ❞✐*❝✐♣❧✐♥❡ ❛ ❈❘❆ ❛* *❤♦✇♥ ✐♥ !❡❝❡♥% ♣❛♣❡!*✳ ■ *❤♦✇ %❤❛% ✇❤❡♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ ✉♥❝❡!%❛✐♥%②✱ ❛ ❈❘❆

❝❛♥♥♦% ♣❡!❢❡❝%❧② ❛♥*✇❡! %♦ !❡♣✉%❛%✐♦♥ ✐♥❝❡♥%✐✈❡*✳ ■% ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②* ❜❡ ❝❛✉❣❤% ✉♥❞❡!!❛%✐♥❣ ♦! ♦✈❡!!❛%✐♥❣✳

❚❤✉* ♠♦✈❡♠❡♥% ♦❢ !❡♣✉%❛%✐♦♥ ❛!❡ ✐♥❡✈✐%❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❛* !❡♣✉%❛%✐♦♥ ✐* ❝♦♥*✐❞❡!❡❞ ❛* ❛♥ ❛**❡% ✐% ✐* ♠❛❞❡

%♦ ❜❡ ✉*❡❞✳ ❆ ❈❘❆ ✇✐%❤ ❛ ❧♦✇ !❡♣✉%❛%✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❝% ✐♥ ❛ ❝❛✉%✐♦✉* ♠❛♥♥❡!✳ ❲❤❡!❡❛* ❛ ❈❘❆ ✇❤✐❝❤ ❤❛*

❡♥❥♦②❡❞ ❣♦♦❞ *✉!♣!✐*❡* ❛♥❞ ✇✐%♥❡** ✐%* !❡♣✉%❛%✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐%❛❧ ✐♥❝!❡❛*❡✱ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ✐♥❝❡♥%✐✈❡* %♦ ♦✈❡!!❛%❡✳
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▲✐"❡$❛"✉$❡ ❘❡✈✐❡✇

❚❤❡ ❈$❡❞✐' $❛'✐♥❣ ❛❣❡♥❝✐❡, ✭❤❡$❡❛❢'❡$ ❈❘❆,✮ ❛$❡ ❛♥ ✐♠♣♦$'❛♥' ❢❡❛'✉$❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛$❦❡',✳ ❇②

❡✈❛❧✉❛'✐♥❣ '❤❡ ❝$❡❞✐'✇♦$'❤✐♥❡,, ♦❢ ❛ ❞❡❜'✱ '❤❡② $❡❞✉❝❡ '❤❡ ❛,②♠♠❡'$② ♦❢ ✐♥❢♦$♠❛'✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❡❧♣ '❤❡

❢✉♥❝'✐♦♥✐♥❣ ♦❢ '❤♦,❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛$❦❡',✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ $❡❝❡✐✈❡❞ ♠✉❝❤ ❛''❡♥'✐♦♥ ❛❢'❡$ '❤❡ ❧❛,' ✜♥❛♥❝✐❛❧

❝$✐,✐,✳ ❚❤❡✐$ ❢✉♥❝'✐♦♥ ❛♥❞ '❤❡ @✉❛❧✐'② ♦❢ '❤❡✐$ ✇♦$❦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ @✉❡,'✐♦♥❡❞ ❛♥❞ ❛ ❣$♦✇✐♥❣ ❧✐'❡$❛'✉$❡
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■♥✈❡8#♠❡♥# ✐8 ♠❛❞❡ ✇✐#❤♦✉# ❣✉❛"❛♥#❡❡ ❛❜♦✉# #❤❡ ?✉❛❧✐#② ♦❢ #❤❡ ❝♦❧❧❛#❡"❛❧ ❛♥❞ #❤❡ ❞❡❜# ✐8 "✐8❦✲❢"❡❡

❢♦" Ra = xapC✳ ▲❡❛❞✐♥❣ #♦ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐#✐♦♥✿

xa =
K

pC
≤ 1

■♥✈❡8#♦"8 ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥❝❡♥#✐✈❡8 #♦ ❛❝?✉✐"❡ ❝♦8#❧② ✐♥❢♦"♠❛#✐♦♥ ✇❤❡♥✿

K <
γ

(1− p)(1− q)

❚❤❡ ❛✉#❤♦"8 ❡①❤✐❜✐# #✇♦ 8✐#✉❛#✐♦♥8 ✇❤❡"❡ ✐♥✈❡8#♦"8 ✇✐❧❧ ♥♦# ❝❤❡❝❦ #❤❡ ?✉❛❧✐#② ♦❢ #❤❡ ❝♦❧❧❛#❡"❛❧✿

✶✵



• ❚❤❡ ♣❡$❝❡✐✈❡❞ ♣$♦❜❛❜✐❧✐-② ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦❧❧❛-❡$❛❧✱ p✱ ✐2 ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ -♦ ❧❡❛❞ ✐♥✈❡2-♦$2 -♦ ❜❡
❝♦♥✜❞❡♥- ❛❜♦✉- -❤❡ ❝♦❧❧❛-❡$❛❧✬2 7✉❛❧✐-② ❛2 ✐- 2❡❡♠2 ✉♥❧✐❦❡❧② -♦ ❣❡- ❛ ❜❛❞ ✜❡❧❞✳ ■♥ -❤✐2 2✐-✉❛-✐♦♥✱

✜$♠2 $❛✐2❡❞ ✐♠♣♦$-❛♥- ❛♠♦✉♥-2 ❛♥❞ ❝♦❧❧❛-❡$❛❧✬2 7✉❛❧✐-② ✐2♥✬- ✈❡$✐✜❡❞❀

• ❚❤❡ ♣❡$❝❡✐✈❡❞ ♣$♦❜❛❜✐❧✐-② ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦❧❧❛-❡$❛❧ ✐2 -❤✐2 -✐♠❡ ✈❡$② ❧♦✇✳ ■- 2❡❡♠2 ✉♥❧✐❦❡❧② -♦ ✜♥❞
♦✐❧ ✐♥ -❤♦2❡ ✜❡❧❞2✳ ❋✐$♠2 ❛❞❛♣- -❤❡✐$ ❜❡❤❛✈✐♦$ ✐♥ -❤✐2 ❝♦♥-❡①- ❜② $❛✐2✐♥❣ 2♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥-2 ♦❢

❝❛♣✐-❛❧✳ ❆2 $❡-✉$♥2 ❛$❡ 2✉✣❝✐❡♥-❧② ❧♦✇✱ -❤❡$❡ ✐2 ♥♦ ✐♥❝❡♥-✐✈❡ -♦ ❛❝7✉✐$❡ ❝♦2-❧② ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥

-♦ ❡✈❛❧✉❛-❡ -❤❡ 7✉❛❧✐-② ♦❢ -❤❡ ❝♦❧❧❛-❡$❛❧✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥- -❤❛- ✜$♠2 ❝❛♥ $❛✐2❡ ✐2 ❛♥ ✐♥❝$❡❛2✐♥❣

❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ γ✱ ❛2 ❤✐❣❤❡$ ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ❝♦2-2 ❛❧❧♦✇2 -❤❡♠ -♦ ❛2❦ ❢♦$ ♠♦$❡ ❝❛♣✐-❛❧✳

❇❡-✇❡❡♥ -❤❡2❡ -✇♦ ❡①-$❡♠❡ 2✐-✉❛-✐♦♥2✱ -❤❡$❡ ❡①✐2- ❛ $❛♥❣❡ ♦❢ ♣$♦❜❛❜✐❧✐-✐❡2 ❛❜♦✉- -❤❡ ♣❡$❝❡✐✈❡❞ 7✉❛❧✐-②

♦❢ -❤❡ ❝♦❧❧❛-❡$❛❧ ✇❤❡$❡ ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ✐2 ♣$♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛-❡$❛❧ ❛$❡ ❝❤❡❝❦❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝

2❡--✐♥❣✱ -❤❡ $✐2❦ ✐2 -♦ 2-❛$- ❢$♦♠ ❛ 2✐-✉❛-✐♦♥ ✇❤❡$❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡2 ✉2❡ ❣♦♦❞ ❝♦❧❧❛-❡$❛❧✱ -❤❡♥ ♠♦✈❡ -♦✇❛$❞2

❝♦❧❧❛-❡$❛❧ ♦❢ ❧♦✇❡2- 7✉❛❧✐-② ❛❧♦♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡$ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐-② ✇❤✐❝❤ ✐♥❝$❡❛2❡2 ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ❝♦2-2✳

❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❢$❛❣✐❧✐-② ✐♥❝$❡❛2❡2 ✇✐-❤ -❤❡ 2❤❛$❡ ♦❢ ✉♥❝❤❡❝❦❡❞ ❝♦❧❧❛-❡$❛❧ ✐♥ ❝✐$❝✉❧❛-✐♦♥✳ ❆❢-❡$ ❛ ❢❡✇ ♠❛❝$♦❡✲

❝♦♥♦♠✐❝ 2❤♦❝❦2✱ ❛ -$✉2- ❝$✐2✐2 ❛♣♣❡❛$2 ✭p ❞❡❝$❡❛2❡✮✱ ❛ ❧❛$❣❡ 2❤❛$❡ ♦❢ ❝❛♣✐-❛❧ ✇✐❧❧ -❤❡♥ ❜❡ ✉2❡❞ -♦ ♣$♦✲
❞✉❝❡ ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥✳ ❚❤✐2 ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ♠✐❣❤- ❜❡ ♠♦$❡ ♥❡❣❛-✐✈❡ -❤❛♥ ❡①♣❡❝-❡❞✱ $❡❞✉❝✐♥❣ -❤❡ ♥✉♠❜❡$

♦❢ ✜$♠2 ❛❜❧❡ -♦ $❛✐2❡ ❝❛♣✐-❛❧ ❛♥❞ -❤❡ 2②2-❡♠✐❝ ❝$✐2✐2 ❛$✐2❡2✳ ❖-❤❡$✇✐2❡✱ ✜$♠2 ❝❛♥ ❝❤♦♦2❡ -♦ $❡❞✉❝❡

-❤❡✐$ ❝$❡❞✐- ❞❡♠❛♥❞2✱ -❤✉2 ♥♦ ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ✐2 ♣$♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ -❤❡ 2❤♦$- $✉♥✱ -❤❡ ❝$✐2✐2 2❡❡♠2 -♦ ❜❡ ❧❡22

2❡✈❡$❡✱ ❤♦✇❡✈❡$ ✐♥✈❡2-♦$2 2-❛② ✐♥ ❛ 2✐-✉❛-✐♦♥ ✇❤❡$❡ ♣❡$❝❡✐✈❡❞ 7✉❛❧✐-② ♦❢ ❝♦❧❧❛-❡$❛❧ ✐2 ❧♦✇✳ ❲❡ ✇✐-♥❡22

❛ ❢♦$♠ ♦❢ ❝$❡❞✐- ♦✈❡$❤❛♥❣ ✇❤❡$❡ ✜$♠2 ❝❛♥♥♦- $❡❝♦✈❡$✳

❚❤❡ ❛✉-❤♦$2 $❡♠✐♥❞ ✉2 -❤❛- -❤❡② ❛❣$❡❡ ✇✐-❤ ❘❛♥❝✐J$❡ ❡- ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛❜♦✉- -❤❡ ❢❛❝- -❤❛- ❣$♦✇-❤ ♥❡❡❞2 ❛

❝❡$-❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ $✐2❦ -❛❦✐♥❣ ❛♥❞ -❤❡ ♦❝❝✉$$❡♥❝❡ ♦❢ 2♠❛❧❧ ❝$✐2❡2✳ ❚♦ ♦❜-❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥2✉♠♣-✐♦♥✱

✐- ✐2 ♥♦- ✇✐2❡ -♦ ❝❤❡❝❦ -❤❡ 7✉❛❧✐-② ♦❢ ❡✈❡$② ❝♦❧❧❛-❡$❛❧ ❥✉2- -♦ ❣❛✐♥ ✐♥✈❡2-♦$2✬ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✳ ❆❝-✉❛❧❧②✱ -❤❡

❛✉-❤♦$2 2❤♦✇ -❤❛- ❛ 2♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡$ ✇✐❧❧ ♥♦- ♥❡❝❡22❛$② ❡❧✐♠✐♥❛-❡ ❛♥② ❢♦$♠ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❢$❛❣✐❧✐-②✳ ■-

✇♦✉❧❞ ❜❡ -♦♦ ❝♦2-❧② -♦ ❞♦ 2♦✱ ❡✈❡♥ -❤♦✉❣❤ -❤❡ 2♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡$ ✇♦✉❧❞ ♣$♦❞✉❝❡ ♠♦$❡ ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ -❤❛♥

♣$✐✈❛-❡ ❛❣❡♥-2 ❞♦✳ ■- ♠❛❦❡2 ❛ ❧✐♥❦ ✇✐-❤ ❈$❡❞✐- $❛-✐♥❣ ❛❣❡♥❝✐❡2✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡$♥♠❡♥- ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✐♥❝❡♥-✐✈❡2

-♦ ♣✉2❤ ❢♦$ -❤❡ ✉2❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥-✐-② 2♣$❡❛❞✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ❢♦$ ❛❧❧ ❛❣❡♥-2✳ ❈$❡❞✐- $❛-✐♥❣ ❛❣❡♥❝✐❡2

2❡❡♠ -♦ ❜❡ ❛ ♣❡$❢❡❝- ♠❛-❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡$ ✇❡ ✇✐❧❧ 2❡❡ ✐♥ -❤❡ ♥❡①- 2❡❝-✐♦♥2 -❤❛- ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ♣$♦❞✉❝❡ ❜②

-❤♦2❡ ❈❘❆2 ♠❛② ♥♦- ❛❧✇❛②2 ♠❡❡- -❤❡ ❡①♣❡❝-❡❞ 7✉❛❧✐-②✳

●♦$-♦♥ ❛♥❞ ❖$❞♦♥❡③ ✭✷✵✶✹✮ ❤❛✈❡ ✐❧❧✉2-$❛-❡❞ ❤♦✇ ❛2②♠♠❡-$② ♦❢ ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ -♦ ❞✐✛❡$❡♥-

❡7✉✐❧✐❜$✐✉♠2 ❛♥❞ ❤♦✇ ♣$❡❝✐♦✉2 ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡✳ ❇♦♦- ❡- ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ 2-✉❞② -❤❡ ✐♠♣❛❝- ♦❢ ❛ ❝$❡❞✐-

$❛-✐♥❣ ❛❣❡♥❝② ♦♥ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛$❦❡-2 ✇❤❡$❡ ♠✉❧-✐♣❧❡ ❡7✉✐❧✐❜$✐❛ ✇♦✉❧❞ ❝♦❡①✐2- ✇✐-❤♦✉- ♦♥❡✳ ❆2 $❛-✐♥❣

❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥- ❛$❡ ❝♦♥2✐❞❡$❡❞ ❛2 ♠❛❥♦$ ♥❡✇2✱ ❛ ❈❘❆✱ -❤$♦✉❣❤ ✐-2 ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥-2✱ ❝❛♥ ❤❡❧♣ -♦ ❝♦♦$✲

❞✐♥❛-❡ ❛❣❡♥-2 ❛♥❞ ❞✐2❝✐♣❧✐♥❡ ❛ ❜♦$$♦✇❡$ ❛♥❞ -❤❡♥ ♦❜-❛✐♥ ♦♥❡ ❡7✉✐❧✐❜$✐✉♠✳ ❚❤❡ ❈❘❆✬2 ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥-

$❡♣$❡2❡♥-2 ❤❡$❡ ❛ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥- ❢♦$ -❤❡ ✐♥✈❡2-♦$2 ❛♥❞ -❤❡ ❜♦$$♦✇❡$2✳ ■- ❛$✐2❡2 ❢$♦♠ -✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧2✿

✲ ❚❤❡ ✧❈$❡❞✐- ❲❛-❝❤ ♣$♦❝❡❞✉$❡✧✿ ■- ❝♦♥2✐2-2 ✐♥ ❛ 2✉$✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♣$♦❝❡❞✉$❡ ❛❢-❡$ -❤❡ ❣$❛❞❡ ❤❛2 ❜❡❡♥

♣✉❜❧✐2❤❡❞✳ ❚❤❡ ❈❘❆ ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ -❤❡ ✜$♠✬2 ❜❡❤❛✈✐♦$ -❤$♦✉❣❤ ❛ -❤$❡❛- ♦❢ ❞♦✇♥❣$❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡

❈❘❆ ♣❧❛②2 ❤❡$❡ ❛ ❞✐2❝✐♣❧✐♥✐♥❣ $♦❧❡ -♦✇❛$❞2 -❤❡ ❜♦$$♦✇❡$✳

✲ ❘❡❣✉❧❛-♦$② ❝♦♥2-$❛✐♥-2✿ ▼❛❥♦$ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛❝-♦$2 2✉❝❤ ❛2 ❜❛♥❦2 ❛♥❞ ♣❡♥2✐♦♥ ❢✉♥❞2 ♠✉2- $❡❧② ♦♥

$❛-✐♥❣2 ✐♥ -❤❡✐$ ✐♥✈❡2-♠❡♥- ❞❡❝✐2✐♦♥✳ ❉❡❜-2 ♥❡❡❞ -♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝❡$-❛✐♥ ❣$❛❞❡ -♦ ❜❡ ✧❡❧✐❣✐❜❧❡✧ ❢♦$

✐♥2-✐-✉-✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡2-♦$2✱ -❤❡♥ $❛-✐♥❣2 ♣❧❛② ❛ $♦❧❡ ♦❢ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥-✳

❚♦ 2-✉❞② -❤✐2 ✐♥-❡$❛❝-✐♦♥✱ -❤❡ ❛✉-❤♦$2 ❝♦♥2✐❞❡$ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧✿ ❆ ✜$♠ ♥❡❡❞2 1$ ♦❢ ❝❛♣✐-❛❧

✶✶



 ♦ ✜♥❛♥❝❡ ❛ ♣(♦❥❡❝ ✳ ■ ❝❛♥  ❤❡♥ ❝❤♦♦-❡ ❜❡ ✇❡❡♥  ✇♦  ②♣❡- ♦❢ ♣(♦❥❡❝ -✱ ♦♥❡ ❝❛❧❧❡❞ V P ✈✐❛❜❧❡✱

❛♥❞  ❤❡ ♦ ❤❡( HR (✐-❦②✳ ❚❤❡  ✇♦  ②♣❡- ♦❢ ♣(♦❥❡❝ - ❤❛✈❡ ❛ ♥❡ ♣♦-✐ ✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✭◆<❱✮ -✉❝❤  ❤❛ 

NPV (V P ) > NPV (HR) > 0✳

❚❤❡ ❝(❡❞✐ ✇♦( ❤✐♥❡-- ♦❢ ❛ ♣(♦❥❡❝ V P ✐- ❞❡✜♥❡❞  ❤(♦✉❣❤ p̃ ✇❤✐❝❤ (❡♣(❡-❡♥ - ✐ - ♣(♦❜❛❜✐❧✐ ② ♦❢

-✉❝❝❡--✳ ■♥ ❝❛-❡ ♦❢ -✉❝❝❡--✱ ✐ ♦✛❡(- ❛ (❡ ✉(♥ XV P ✳ ❚❤❡ ❡①✲❛♥ ❡ ❡①♣❡❝ ❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p̃ ✐- p0✳

❚❤❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐ ② ♦❢ -✉❝❝❡-- ❡✈♦❧✈❡- ♦✈❡(  ✐♠❡❀ ❛ ❞❛ ❡ t = 1✱  ❤❡ ✜(♠ (❡❝❡✐✈❡- ❛ -✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ -

✐ - ❝(❡❞✐ ✇♦( ❤✐♥❡--✳ ❚❤❡ ♥❡✇ E✉❛❧✐ ② ❝❛♥ ❜❡ ❣♦♦❞ ✭p = pG✮ ♦( ❜❛❞ ✭p = pB✮ ✇✐ ❤ pB < p0 < pG✳

■❢  ❤❡ ✜(♠ (❡❝❡✐✈❡- ❛ ❜❛❞ -✐❣♥❛❧✱ ✐ ❝❛♥ ❡♥❣❛❣❡ ✐ -❡❧❢ ✐♥ ❛ ❝♦- ❧② ❡✛♦(  ♦ ✐♥❝(❡❛-❡  ❤❡ ♣(♦❥❡❝ ✬-

♣(♦❜❛❜✐❧✐ ② ♦❢ -✉❝❝❡--✳ ❲✐ ❤ ❛ ♣(♦❜❛❜✐❧✐ ② β✱  ❤❡ ❡✛♦( e ✐- -✉❝❝❡--❢✉❧ ❛♥❞ ✐ ❜(✐♥❣- ❜❛❝❦  ❤❡ ❝(❡❞✐ 

E✉❛❧✐ ②  ♦ p0✳ ❚❤✉- ❛ ❞❛ ❡ t = 1✱  ❤❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐ ② ♦❢ -✉❝❝❡-- ❧✐❡- ✐♥ p̃ ∈ (pB, p0, pG)✳

❚❤❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐ ② ♦❢ -✉❝❝❡-- ♦❢ ❛♥ HR ♣(♦❥❡❝ ✐- q ∈ [0; 1] ❛♥❞ ♦✛❡(- ❛ (❡ ✉(♥ ♦❢ XHR > XV P ✳

❍♦✇❡✈❡(✱ ❛ ♣(✐♦(✐✱ ✐ ✐- - ✐❧❧ ❜❡  ❡(  ♦ ✉♥❞❡( ❛❦❡  ❤❡ -❛❢❡ ♣(♦❥❡❝ pBXV P > qXHR✳

❚❤❡ ❛✉ ❤♦(- ❝♦♥-✐❞❡( ❛ ❝♦♠♣❡ ✐ ✐✈❡ ❝❛♣✐ ❛❧ ♠❛(❦❡ ✳ ❚❤❡ ③❡(♦✲♣(♦✜ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥ ❧❡❛❞- ✐♥✈❡- ♦(-  ♦

❡①♣❡❝ ❛ (❡ ✉(♥ ♦❢ F V P (p̃) =
1

p̃
✇❤❡♥ ❛ ♣(♦❥❡❝ V P ✐- ✉♥❞❡( ❛❦❡♥✱ ❛♥❞ FHR =

1

q
❢♦(  ❤❡ (✐-❦② ♦♥❡✳

❍♦✇❡✈❡(✱ ✐♥❢♦(♠❛ ✐♦♥ ❛❜♦✉  ❤❡  ②♣❡ ♦❢ ♣(♦❥❡❝ ✉♥❞❡( ❛❦❡♥ ✐- ♥♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡  ♦  ❤❡ ✐♥✈❡- ♦(-✱ ❛♥❞

 ❤❡② ❝❛♥♥♦  ❛❦❡ ❛♥② ❛❝ ✐♦♥-  ♦ ❢♦(❝❡  ❤❡ ✜(♠  ♦ ❝❤♦♦-❡  ❤❡ ♣(♦❥❡❝  ❤❡② ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡  ♦✳ ❆ ❞❛ ❡

t = 2✱ ❝❛-❤ ✢♦✇ ❛(❡ (❡❛❧✐③❡❞✳

❚❤✐- -❡  ✐♥❣ ❝❛♥ ❧❡❛❞  ♦ 3 -✐ ✉❛ ✐♦♥-✿

✲ ❲❤❡♥ p̃ < p✱  ❤❡ ✜(♠ ❝❤♦♦-❡-  ❤❡ ♣(♦❥❡❝ HR❀

✲ ❲❤❡♥ p < p̃ < p̄✱  ❤❡ ♣(♦❥❡❝ ✬-  ②♣❡ ❝❤♦-❡♥ ❞❡♣❡♥❞- ♦♥ ✐♥✈❡- ♦(-✬ ❡①♣❡❝ ❛ ✐♦♥-✱ ✐♥  ❤✐- (❡❣✐♦♥

 ❤❡(❡ ❛(❡ ♠✉❧ ✐♣❧❡ ❡E✉✐❧✐❜(✐❛❀

✲ ❲❤❡♥ p̄ < p̃✱  ❤❡ ✜(♠ ❝❤♦♦-❡-  ❤❡ ♣(♦❥❡❝ V P ✳

❲❡ ♦❜-❡(✈❡ ✐♥  ❤❡ -❡❝♦♥❞ (❡❣✐♦♥ ✭p < p̃ < p̄✮  ❤❛ ♠❛♥② ❡E✉✐❧✐❜(✐❛ ❝♦❡①✐- ✳ ❚♦ ♦❜ ❛✐♥ ❛ ✉♥✐E✉❡

❡E✉✐❧✐❜(✐✉♠✱ ■♥✈❡- ♦(- -❤♦✉❧❞ ❝♦♦(❞✐♥❛ ❡✳ ❆❝ ✉❛❧❧②✱ ✐❢ ❛ -✉✣❝✐❡♥ ❧② ❧❛(❣❡ ♣(♦♣♦( ✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡- ♦(-

✭♥♦ ❡❞ α(p̃)✮ ❡①♣❡❝  ❤❡ ✜(♠  ♦ ✉♥❞❡( ❛❦❡  ❤❡ ✈✐❛❜❧❡ ♣(♦❥❡❝ ❢♦( ❛ ❣✐✈❡♥ ❝(❡❞✐ E✉❛❧✐ ② ✭p̃✮✱  ❤❡ ✜(♠

✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇  ❤❡✐( ❡①♣❡❝ ❛ ✐♦♥✳

■❢ ✇❡ ❝♦♥-✐❞❡(  ❤❛ ❛ ♣(♦♣♦( ✐♦♥ α ♦❢ ✐♥✈❡- ♦(- ❡①♣❡❝  ❤❡ ✜(♠  ♦ -❡❧❡❝  ❤❡ ♣(♦❥❡❝ V P ✭ ❤❡② ✇✐❧❧

❛-❦ ❢♦( ❛ (❡ ✉(♥ ♦❢ F V P
✮ ❛♥❞  ❤❡ ♦ ❤❡( ✐♥✈❡- ♦(- ❡①♣❡❝  ❤❡ ✜(♠  ♦ -❡❧❡❝  ❤❡ (✐-❦② ♣(♦❥❡❝ ✭❛-❦✐♥❣

❢♦( ❛ (❡ ✉(♥ ♦❢ FHR)✮✳ ❚❤❡ ✜(♠ -❤♦✉❧❞ ♦✛❡( ❛ ♣❛②♠❡♥ ♦❢✿

Fα = αF V P + (1− α)FHR

■ ✐- ❛ ❞❡❝(❡❛-✐♥❣ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♦❢ α✳ ❲❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛  ❤❡ ❡①♣❡❝ ❡❞ ♥❡ (❡ ✉(♥ ❢♦( ❡❛❝❤  ②♣❡ ♦❢ ♣(♦❥❡❝ ✿

q(XHR − Fα
❢♦(  ❤❡ (✐-❦② ♣(♦❥❡❝ ❛♥❞ p̃(XV P − Fα

♦ ❤❡(✇✐-❡✳ ❚❤❡ ❛✉ ❤♦(- ♥♦ ✐❝❡  ❤❛ ✇❤❡♥

α > α⋆ = α(p̃)  ❤❡ ✜(♠ ❛❧✇❛②- ❝❤♦♦-❡  ❤❡ V P ♣(♦❥❡❝ ✳ ❚❤❡ ❝♦♦(❞✐♥❛ ✐♦♥ ♦❢ ❛ -✉✣❝✐❡♥ ❧② ❧❛(❣❡

♣(♦♣♦( ✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡- ♦(- ❝❛♥ ❧❡❛❞  ❤❡ ✜(♠  ♦ ❝❤♦♦-❡-  ❤❡ -❛❢❡ ♣(♦❥❡❝ ✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞- ✉-  ♦  ❤❡ (♦❧❡ ♦❢

 ❤❡ ❝(❡❞✐ (❛ ✐♥❣ ❛❣❡♥❝②✳

■♥  ❤✐- ♣❛♣❡(✱  ❤❡ ❛✉ ❤♦(- ❝♦♥-✐❞❡(  ❤❡ ❈❘❆ ♥♦ ♦♥❧②  ❤(♦✉❣❤  ❤❡ ✐♥❢♦(♠❛ ✐♦♥ ❜(♦✉❣❤  ♦  ❤❡

♠❛(❦❡ ✱ ❜✉ (❛ ❤❡(  ❤(♦✉❣❤  ❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥  ❤❛ (❛ ✐♥❣- (❡♣(❡-❡♥ ❛♥❞  ❤❡ ❝♦♥ (❛❝ ✉❛❧ (❡❧❛ ✐♦♥-❤✐♣

✶✷



 ❤❛ ❡①✐& & ❜❡ ✇❡❡♥ ❛ ❈❘❆ ❛♥❞ ❛ ❜♦//♦✇❡/✳ ❆❝ ✉❛❧❧②✱ ❛❢ ❡/ ❢✉♥❞& ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ /❛✐&❡❞ ❛♥❞ ❞❡❜ ✐&  /❛❞❡❞

♦♥  ❤❡ &❡❝♦♥❞❛/② ♠❛/❦❡ ✱  ❤❡ ❈❘❆ ❝❛♥ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ❛ ✇❛ ❝❤✐♥❣ ♣/♦❝❡❞✉/❡ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠& ❛ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧❧②

❜/✐♥❣✐♥❣ ♥❡✇ ✐♥❢♦/♠❛ ✐♦♥  ♦  ❤❡ ♠❛/❦❡ ✐♥ ❛ &♠♦♦ ❤ ✇❛② ❜✉ ❛❧&♦ ✐♥❝✐ ❡ ❜♦//♦✇❡/&  ♦ ✉♥❞❡/ ❛❦❡

❡✛♦/  ♦ ❡♥❤❛♥❝❡  ❤❡✐/ ❝/❡❞✐ =✉❛❧✐ ②✳

❚❤❡ ❛✉ ❤♦/& ❝♦♥&✐❞❡/ C  ❤❡ ❡✛♦/ ✬& ❝♦& ✱  ❤❡② ❛❧&♦ ♠❛❦❡  ❤❡ ❛&&✉♠♣ ✐♦♥  ❤❛  ❤✐& ♦♥❡ ✐& ♣/♦✜ ❛❜❧❡✿

p0XV P − c > pBXHR

❚❤❡ ❝/❡❞✐ /❛ ✐♥❣ ❛❣❡♥❝② ❣✐✈❡& ❛ /❛ ✐♥❣  ❤❛ /❡✢❡❝  ❤❡ ❝/❡❞✐ =✉❛❧✐ ② ♦❢  ❤❡ ♣/♦❥❡❝ ✉♥❞❡/ ❛❦❡♥

ρ(p̃)✳ ▼♦/❡♦✈❡/✱  ❤❡ ❝/❡❞✐ ✇❛ ❝❤ ♣/♦❝❡❞✉/❡ ❛❧❧♦✇&  ❤❡ ❈❘❆  ♦ ❝♦♥✜/♠  ❤❛ ❛♥ ❡✛♦/ ✭♦/ ♥♦ ✮ ❤❛&

❜❡❡♥ ✉♥❞❡/ ❛❦❡♥  ♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❝/❡❞✐ =✉❛❧✐ ②✳ ❚❤❡ /❛ ✐♥❣  /❛♥&♠✐ &  ❤✐& ✐♥❢♦/♠❛ ✐♦♥  ♦  ❤❡ ✐♥✈❡& ♦/&✳

❚❤❡ &✐❣♥❛❧ &❡♥❞ ❜②  ❤❡ ❈❘❆ ✭/❛ ✐♥❣✮ ❝/❡❛ ❡& ❛ ❝♦♦/❞✐♥❛ ✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ✐♥✈❡& ♦/& ❜❡❝❛✉&❡ ♦❢ /❡❣✉❧❛ ♦/②

❝♦♥& /❛✐♥ &✳ ❚❤❡ ❈❘❆✬& ❛❝ ✐♦♥ ❛/❡ ♣♦&✐ ✐✈❡ ✐♥  ❤✐& ❡❝♦♥♦♠② ❛&✿

✲ ❚❤❡ ❝/❡❞✐ ✇❛ ❝❤ ♣/♦❝❡❞✉/❡ ❞/✐✈❡& ♠♦/❡ ✜/♠&  ♦ ✉♥❞❡/ ❛❦❡  ❤❡ ❡✛♦/  ❤❛♥ ✇✐ ❤♦✉ &✉❝❤ ❛ ♣/♦❝❡✲

❞✉/❡❀

✲ ❚❤❡ ❈❘❆ ❣✐✈❡& ❛ ❣♦♦❞ /❛ ✐♥❣  ♦ ✜/♠& ✇✐ ❤ ❛ ❣♦♦❞ ❝/❡❞✐ =✉❛❧✐ ② ❛♥❞  ♦  ❤❡ ♦♥❡& ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡

/❡&♦/ ❡❞  ♦  ❤❡ ❡✛♦/ ✇❤❡♥ ✐ ✇❛& &✉❝❝❡&&❢✉❧✳

❚❤✐& ♣❛♣❡/ ♣/❡&❡♥ & ❈❘❆ ✉♥❞❡/ ❛ ♣♦&✐ ✐✈❡ ✈✐❡✇✱ ❛& ✐ & ❛❝ ✐♦♥& ❤❡❧♣  ♦ /❡&♦❧✈❡ ❛ ♠✉❧ ✐♣❧❡ ❡=✉✐❧✐❜/✐❛

✐&&✉❡ ❛♥❞ ❛/❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢/♦♠ ❛ &♦❝✐❛❧ ♣♦✐♥ ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❍♦✇❡✈❡/✱ ✇❡ ✇✐❧❧ &❡❡  ❤❛ ✐♥  ❤❡ /❡❝❡♥ ❧✐ ❡/❛ ✉/❡✱

/❛ ✐♥❣& ❝❛♥ ❛❧&♦ ❜❡ ❜✐❛&❡❞ &✐❣♥❛❧& ❛♥❞ =✉❡& ✐♦♥& ❛/❡ /❛✐&❡❞ ❛❜♦✉ /❛ ✐♥❣&✬ =✉❛❧✐ ② ♦✈❡/  ❤❡ ❞✐✛❡/❡♥ 

 ②♣❡ ♦❢ ♣/♦❞✉❝ & /❛ ❡❞ ❛♥❞ ♦✈❡/  ✐♠❡✳

✷✳✷ ❘❡♣✉&❛&✐♦♥✱ ❆--❡& ❈♦♠♣❧❡①✐&②✱ ❇✉-✐♥❡-- ❈②❝❧❡- ❛♥❞ ❘❛&✐♥❣✬-

◗✉❛❧✐&②

■♥  ❤✐& &❡❝ ✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐&❝✉&&  ❤❡ ❞✐✛❡/❡♥ ❝/✐ ✐=✉❡& /❛✐&❡❞ ♦✈❡/ /❛ ✐♥❣&✬ =✉❛❧✐ ②✳ ❆❢ ❡/  ❤❡ &✉❜♣/✐♠❡

❝/✐&✐&✱  ❤❡ ❈❘❆✬& ❜✉&✐♥❡&& ♠♦❞❡❧ ✭✐&&✉❡/✲♣❛②✮ ❤❛& ❜❡❡♥ =✉❡& ✐♦♥❡❞✳ ❈❘❆& ❞❡❢❡♥❞ ✐ ✇✐ ❤  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛/❣✉♠❡♥ ✿ ❛&  ❤❡✐/ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦✈❡/  ❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛/❦❡ ✐& ❜❛&❡❞ ♦♥  ❤❡✐/ /❡♣✉ ❛ ✐♦♥✱  ❤❡② ❝❛♥♥♦ 

❡♥❣❛❣❡  ❤❡♠&❡❧✈❡& ✐♥ ❛♥② ❞❡✈✐♦✉& ❜❡❤❛✈✐♦/✳ ❲❡ ✇✐❧❧ & ✉❞② ❤♦✇ /❡♣✉ ❛ ✐♦♥ ❝❛♥ ♦/ ❝❛♥♥♦ ❞✐&❝✐♣❧✐♥❡

❛ ❈❘❆  ❤/♦✉❣❤ ▼❛ ❤✐& ❡ ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ▼♦/❡♦✈❡/✱  ❤❡ =✉❡& ✐♦♥ ♦❢ /❡♣✉ ❛ ✐♦♥ ✐& ❡✈❡♥ /✐❝❤❡/  ❤❛♥

❡①♣❡❝ ❡❞ ✇✐ ❤  ❤❡ ❈❘❆&✳ ❇❡❝❛✉&❡ ♦❢ /❡♣❡❛ ❡❞ ✐♥ ❡/❛❝ ✐♦♥& ✇✐ ❤ ❛ ❢❡✇ ✐&&✉❡/&✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐&❝✉&&  ❤❡

♣♦&&✐❜✐❧✐ ② ❢♦/ ❛ ❈❘❆  ♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❞♦✉❜❧❡ /❡♣✉ ❛ ✐♦♥✿ ♦♥❡ ✇✐ ❤  ❤❡ ✐&&✉❡/&✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇✐ ❤  ❤❡

✐♥✈❡& ♦/&✱ ✇✐ ❤ ❋/❡♥❦❡❧ ✭✷✵✶✺✮✳

■♥ ♦/❞❡/  ♦ ❛❞❞/❡&&  ❤♦&❡ =✉❡& ✐♦♥&✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞  ❤❡  ♦♦❧& ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②  ❤❡ ✐♥❢♦/♠❛ ✐♦♥  /❛♥&♠✐&&✐♦♥

❧✐ ❡/❛ ✉/❡✳ ❚❤❡ ❈❘❆& ♣❧❛②  ❤❡ /♦❧❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡/ ✇❤✐❝❤ ❛❞✈✐&❡ ❛♥ ✐♥✈❡& ♦/ ♦/  ❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛/❦❡ 

✺

✳

❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛ ✐♦♥ ❜❡ ✇❡❡♥ ❛♥ ❡①♣❡/ ❛♥❞ ✐ & ❛✉❞✐❡♥❝❡ ❜/✐♥❣& ✉♣ =✉❡& ✐♦♥& ❛❜♦✉  ❤❡ /❡❧✐❛❜✐❧✐ ②

♦❢  ❤❡ &❡♥❞❡/✳ ■♥ ❈/❛✇❢♦/❞ ❛♥❞ ❙♦❜❡❧ ✭✶✾✽✷✮✱  ❤❡ ❛✉ ❤♦/& ♣/♦♣♦&❡ ❛♥ ✐❧❧✉& /❛ ✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛ ✐♦♥

❜❡ ✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥❢♦/♠❡❞ ❛❞✈✐&❡/ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝✐&✐♦♥  ❛❦❡/✳ ❚❤❡② & ✉❞②  ❤❡ &✐ ✉❛ ✐♦♥ ✇❤❡/❡ ❛ /❡❝❡✐✈❡/ ✐&

♥♦ &✉/❡ ♦❢  ❤❡ &❡♥❞❡/✬& ♣/❡❢❡/❡♥❝❡&✳ ■♥ ❛ &❡  ✐♥❣ ✇❤❡/❡  ❤❡ ❛❝ ✐♦♥&  ❛❦❡♥ ❜②  ❤❡ /❡❝❡✐✈❡/ ❛✛❡❝ 

✺

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ (❤❡ ❜✉,✐♥❡,, ♠♦❞❡❧✱ (❤❡ ✐♥❢♦1♠❛(✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣1✐✈❛(❡ ♦1 ♣✉❜❧✐❝✳

✶✸



 ❤❡ ✇❡❧❢❛'❡ ♦❢ ❜♦ ❤✱  ❤❡② ,❤♦✇  ❤❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛ ✐♦♥ ✐♥ ❡2✉✐❧✐❜'✐✉♠ ❧❡❛❞,  ♦ ❛ ❣'❡❛ ❡' ✉ ✐❧✐ ② ❢♦'

❡❛❝❤ ❛❣❡♥ ✇❤❡♥ ♣'❡❢❡'❡♥❝❡, ❛'❡ ,✐♠✐❧❛'✳ ❙♦❜❡❧ ✭✶✾✽✺✮ ♣'♦♣♦,❡, ❛ ,✐♠✐❧❛' ❢'❛♠❡✇♦'❦ ❜✉ '❛✐,❡,  ❤❡

2✉❡, ✐♦♥ ♦❢ ❝'❡❞✐❜✐❧✐ ②✳ ■♥  ❤✐, ♣❛♣❡'✱  ❤❡ ❛✉ ❤♦' ,❤♦✇,  ❤❛ ❧♦♥❣✲ ❡'♠ '❡❧❛ ✐♦♥,❤✐♣ ❛♥❞ '❡♣✉ ❛ ✐♦♥

❝❛♥ ❛❝ ❛, ❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♥ '❛❝ ,✳ ❘❡♣✉ ❛ ✐♦♥ ♣❧❛②,  ❤❡ '♦❧❡ ♦❢ ❛ ❞✐,❝✐♣❧✐♥❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐♥  ❤✐, ,❡  ✐♥❣✱ ❧❡❛❞✐♥❣

 ❤❡ ,❡♥❞❡'  ♦ ,❡♥❞ ❛❝❝✉'❛ ❡ ,✐❣♥❛❧,✳ ❚❤✐, ❢'❛♠❡✇♦'❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧  ♦ ✉♥❞❡', ❛♥❞ ❈❘❆,✬ ❜❡❤❛✈✐♦'

❛♥❞ 2✉❡, ✐♦♥  ❤❡✐' ❜✉,✐♥❡,, ♠♦❞❡❧✱ ❛, ✇❡ ✇✐❧❧ ,❡❡ ✐♥ ▼❛ ❤✐, ❡ ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳

❈♦♥✢✐❝ ♦❢ ✐♥ ❡'❡,  ❤'♦✉❣❤ ✐♥❢♦'♠❛ ✐♦♥ ♦✇♥❡❞ ♦♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛'❦❡ , ✐, ♥♦ ♦♥❧② '❡,❡'✈❡❞  ♦ ❈'❡❞✐ 

'❛ ✐♥❣ ❛❣❡♥❝✐❡,✳ ■♥ ❇❡♥❛❜♦✉ ❛♥❞ ▲❛'♦2✉❡ ✭✶✾✾✷✮✱  ❤❡ ❛✉ ❤♦',✱  ❤'♦✉❣❤ ❛ ❝❤❡❛♣✲ ❛❧❦ ❣❛♠❡ ❢'❛♠❡✇♦'❦✱

❛♥❛❧②,❡  ❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦' ♦❢ ❛♥ ✐♥,✐❞❡' ✇❤♦ ❝❛♥ ❡①♣❧♦✐ ♣'✐✈❛ ❡ ✐♥❢♦'♠❛ ✐♦♥  ♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛ ❡ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧

♠❛'❦❡ ✳ ❚❤❡② ,❤♦✇  ❤❛ '❡♣✉ ❛ ✐♦♥ ✐♥❝❡♥ ✐✈❡, ❛'❡ ♥♦ ,✉✣❝✐❡♥  ♦ ❡♥,✉'❡ ❛ ❤♦♥❡, ❜❡❤❛✈✐♦'✳ ❆♥

✐♥❢♦'♠❡❞ ❛❣❡♥ ✇❤♦ ❝❛♥ ✐♥✈❡, ✐,  ❡♠♣ ❡❞  ♦ ,❡♥❞ ,✐❣♥❛❧, ♦♣♣♦,✐ ❡  ♦  ❤❡ ❛❝ ✐♦♥, ❤❡ ✇♦✉❧❞ ✉♥❞❡' ❛❦❡

✭❛ ❥♦✉'♥❛❧✐, ✇✐ ❤ ❣'❡❛ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❛❞✈✐,❡  ♦ ,❡❧❧ ✇❤❡♥ ❤❡ ✇✐❧❧ ❜✉②✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜', ❞✐,❝✉,, ❤♦✇

 ❤✐, ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞  ♦ ❈❘❆,✳

❚♦ ❣♦ ❢✉' ❤❡'✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧,♦  ❛❦❡ ✐♥ ♦ ❛❝❝♦✉♥ ❛♥ ❛,,❡ ✬, ❝♦♠♣❧❡①✐ ②✱ ❛,  ❤❛ ❤❛, ♣❧❛②❡❞ ❛ '♦❧❡ ✐♥

 ❤❡ ,✉❜♣'✐♠❡ ❝'✐,✐,✳ ❇♦❧ ♦♥ ❡ ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮  ❛❦❡, ✐♥ ♦ ❝♦♥,✐❞❡'❛ ✐♦♥  ❤✐, ❛,♣❡❝ ✳ ❚❤❡② ❛❧,♦ , ✉❞②  ❤❡

2✉❡, ✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❡ ✐ ✐♦♥✳ ❆,  ❤❡ '❛ ✐♥❣ ✐♥❞✉, '② ✐, ❧❡❛❞ ❜② ❛♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧②✱ ❝'✐ ✐❝✐,♠ ❤❛, ❜❡❡♥ '❛✐,❡❞

❛❜♦✉  ❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♠♣❡ ✐ ✐♦♥✳ ❲✐ ❤  ❤❡✐' ♣❛♣❡'✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡  ♦ ✉♥❞❡', ❛♥❞  ❤❡ '♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜②  ❤♦,❡

❡❧❡♠❡♥ , ✐♥ '❛ ✐♥❣,✬ 2✉❛❧✐ ②✳

❚❤❡♥✱ ✐❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛ '❛ ✐♥❣,✬ 2✉❛❧✐ ② ♦✈❡'  ❤❡ ❧❛, ❞❡❝❛❞❡,✱ ✇❡ ✇✐ ♥❡,,❡❞ ,♦♠❡ 2✉❛❧✐ ② ❝❤❛♥❣❡, ♦✈❡'

 ✐♠❡✳ ■ ,❡❡♠,  ❤❛ '❛ ✐♥❣✬, ❛❝❝✉'❛❝② ✈❛'② ♦✈❡'  ❤❡ ❜✉,✐♥❡,, ❝②❝❧❡,✳ ❇❛'✲■,❛❛❝ ❛♥❞ ❙❤❛♣✐'♦ ✭✷✵✶✸✮

♣'♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡'❡ ❛ ❈❘❆ ♠✉, ❝❤♦♦,❡  ❤❡ 2✉❛❧✐ ② ♦❢ ✐ , '❛ ✐♥❣, ✐♥ ❛ ❜♦♦♠ ❛♥❞ ✐♥ ❛ '❡❝❡,,✐♦♥✳

❲❡ ✇✐❧❧ ,❡❡ ❤♦✇ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥, ❝❛♥ ❛✛❡❝ ✐ , ❜❡❤❛✈✐♦'✳

❆✳ ❘❡♣✉&❛&✐♦♥ ❛♥❞ ❇✉-✐♥❡-- ▼♦❞❡❧

✶✲ ❈♦♥✢✐❝( ♦❢ ■♥(❡,❡-( ❛♥❞ ❘❡♣✉(❛(✐♦♥

❆ ✜', ✱ ❈❘❆,✬ ✇♦'❦ ✇❛, ♣❛✐❞ ❜② ✐♥✈❡, ♦',✳ ■♥✈❡, ♦', ✇❡'❡ ✉,❡❞  ♦ ,✉❜,❝'✐❜❡  ♦ ❛ ♣✉❜❧✐❝❛ ✐♦♥ ✐♥

♦'❞❡'  ♦ ♦❜ ❛✐♥ ♣'❡❝✐♦✉, ✐♥❢♦'♠❛ ✐♦♥ ❛❜♦✉ ❛ ,❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛♥✐❡,✳ ❆, ♥♦ ❡❞ ❡❛'❧✐❡'✱  ❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ ♦❢

✐♥❢♦'♠❛ ✐♦♥  ❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝'❡❛ ❡❞ ❛ ❢'❡❡✲'✐❞✐♥❣ ♦♣♣♦' ✉♥✐ ②✱ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐ ❤  ❤❡ ❡✈♦❧✉ ✐♦♥ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧

'❡❣✉❧❛ ✐♦♥✱ ✐ ❞'♦✈❡  ❤❡ ❈❘❆,  ♦ ❝❤❛♥❣❡  ❤❡✐' ❜✉,✐♥❡,, ♠♦❞❡❧✳ ❉✉'✐♥❣  ❤❡ ✼✵✬,✱ ❈❘❆,  ✉'♥❡❞

 ♦✇❛'❞, ❛♥ ✐,,✉❡'✲♣❛② ❜✉,✐♥❡,, ♠♦❞❡❧✳ ❆♥ ✐,,✉❡' ✇❤♦ ✇✐,❤❡,  ♦ ♦❜ ❛✐♥ ❛ '❛ ✐♥❣ ♠✉, ♣❛②  ❤❡ ❈❘❆

❛❧ ❤♦✉❣❤  ❤❡ ❣'❛❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜❛❞✳ ❍♦✇❡✈❡'✱  ❤❡ ❈❘❆✬, ♣❛②♠❡♥ ✐, ,♦♠❡❤♦✇ ❝♦♥ ✐♥❣❡♥ ✉♣♦♥  ❤❡

'❛ ✐♥❣✬, 2✉❛❧✐ ②✱ ❛,  ❤❡ '❛ ✐♥❣✬, ❢❡❡, ✇✐❧❧ ✐♥❝'❡❛,❡ ✇✐ ❤  ❤❡ ❛♠♦✉♥ '❛✐,❡❞ ✭✇❤✐❝❤ ✐♥  ✉'♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

 ❤❡ ❣'❛❞❡✮ ❛♥❞  ❤❡ ❈❘❆ '❡❝❡✐✈❡, ②❡❛'❧② ♣❛②♠❡♥ ❛, ❧♦♥❣ ❛, ✐ ✉♣❞❛ ❡, ✐ , '❛ ✐♥❣,

✻

✳

▼❛ ❤✐, ❡ ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❛❧②,❡ ✐♥ ❛ ❝❤❡❛♣✲ ❛❧❦ ❣❛♠❡ ❢'❛♠❡✇♦'❦  ❤❡ , '❛ ❡❣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦' ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐, ✐❝

❈❘❆✳ ■ ❛❧❧♦✇, ✉,  ♦ ✉♥❞❡', ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ,✐ ✉❛ ✐♦♥ '❡♣✉ ❛ ✐♦♥ ♠✐❣❤ ♥♦ ❜❡ ,✉✣❝✐❡♥  ♦ ❡♥,✉'❡

❤♦♥❡,  '❛♥,♠✐,,✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦'♠❛ ✐♦♥ ❢'♦♠ ❛ ❈❘❆✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐, ❜✉✐❧ ❛, ❢♦❧❧♦✇,✿ ❛ ❡❛❝❤ ♣❡'✐♦❞✱ ❛ ✜'♠ ❛✐♠, ❛ '❛✐,✐♥❣ 1$ ♦❢ ❝❛♣✐ ❛❧  ♦ ✜♥❛♥❝❡ ❛

♣'♦❥❡❝ ✳ ❚❤❡ ♣'♦❥❡❝ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐ ❤❡' ❣♦♦❞ ✭✇✐ ❤ ♣'♦❜❛❜✐❧✐ ② λ✮ ♦' ❜❛❞ ✭✇✐ ❤ ♣'♦❜❛❜✐❧✐ ② ✭1 − λ✮✮✳
●♦♦❞ ♣'♦❥❡❝ , ♦✛❡' ❛ '❡ ✉'♥ ♦❢ X ✇❤❡♥ ,✉❝❝❡,,❢✉❧✱ ✇❤❡'❡❛, ❜❛❞ ♣'♦❥❡❝ , ❛❧✇❛②, ❢❛✐❧✱  ❤✉, ♦♥❧②

✻

❚❤❡ ✜$%& ♣❛②♠❡♥& ❝♦♥%✐%&% ❛& ❝♦✈❡$✐♥❣ ❛♥❛❧②%&% ❛♥❞ ❛✉❞✐& ❢❡❡%✱ ✇❤❡$❡❛% ❛ %❡❝♦♥❞ ♣❛$& ✐% ❝♦♥&✐♥❣❡♥& ✇✐&❤ &❤❡ ✐%%✉❡

❛♥❞ &❤❡ ❛♠♦✉♥& $❛✐%❡❞✱ ❛♥❞ &❤❡ ❧❛%& ♣❛$& ❛❝❝♦✉♥&% ❢♦$ %✉$✈❡✐❧❧❛♥❝❡

✶✹



❣♦♦❞ ♣$♦❥❡❝( )❤♦✉❧❞ ❜❡ ✜♥❛♥❝❡❞✳ ❚❤❡② ❝♦♥)✐❞❡$ (❤❛( ✇✐(❤♦✉( ✐♥❢♦$♠❛(✐♦♥ ♥♦ ✜♥❛♥❝✐♥❣ (❛❦❡) ♣❧❛❝❡

(1− λ)× 0+ λ×X = λX < 1✳ ❚❤✉) (❤❡ ✜$♠ ✭(❤❡ ✐))✉❡$✮ ♠✉)( )♦❧✐❝✐( ❛ ❈❘❆ (♦ ❝❡$(✐❢② (❤❡ >✉❛❧✐(②

♦❢ ✐() ♣$♦❥❡❝(✳ ❚❤❡ ❈❘❆ )❡♥❞) (❤✐) ✐♥❢♦$♠❛(✐♦♥ (♦ (❤❡ ✐♥✈❡)(♦$) (❤$♦✉❣❤ ❛ ❣♦♦❞ ♦$ ❛ ❜❛❞ $❛(✐♥❣

✼

✳

❚❤❡ ❈❘❆ ❝♦♥($✐❜✉(❡) (♦ (❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛$❦❡() ❜② )❡♥❞✐♥❣ ✐♥❢♦$♠❛(✐♦♥ (♦ (❤❡ ✐♥✈❡)(♦$)✳

❍♦✇❡✈❡$ (❤❡ ❈❘❆ ✐) ❛ ♣$♦✜(✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡♥(✐(② ❛♥❞ (❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ (❤❡ ❛$(✐❝❧❡ ✐) (♦ )(✉❞② (❤❡ )($❛(❡❣✐❝

❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ ❛♥ ♦♣♣♦$(✉♥✐)(✐❝ ❈❘❆✳ ❆) ✐♥ ♠♦)( ♠♦❞❡❧) ♦❢ $❡♣✉(❛(✐♦♥✱ (❤❡ ❈❘❆ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ (✇♦ (②♣❡)✱

✐( ❝❛♥ ❜❡ ❤♦♥❡)( ❛♥❞ ($❛♥)♠✐( ✐() ($✉❡ ✐♥❢♦$♠❛(✐♦♥✱ ♦$ ♦♣♣♦$(✉♥✐)(✐❝ ❛♥❞ ♠❛② ❞✐)(♦$( ✐♥❢♦$♠❛(✐♦♥

✭❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ $❛(✐♥❣ ❞✐✛❡$❡♥( ❢$♦♠ ✐() ♣$✐✈❛(❡ )✐❣♥❛❧✮ ✐♥ ♦$❞❡$ (♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐() ♣$♦✜(✳ ❚❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❛❜♦✉(

(❤❡ ❈❘❆✬) (②♣❡ $❡♣$❡)❡♥() (❤❡ $❡♣✉(❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❈❘❆✱ ✐( ✐) ❞❡♥♦(❡❞ qt ❢♦$ (❤❡ ♣❡$✐♦❞ t✳ qt ❡✈♦❧✈❡)
(❤$♦✉❣❤ (✐♠❡✳ ■♥✈❡)(♦$) ♦❜)❡$✈❡ $❛(✐♥❣)✱ (❤❡♥ (❤❡ )✉❝❝❡)) ♦$ ❢❛✐❧✉$❡ ♦❢ (❤❡ ♣$♦❥❡❝( ✭✐❢ ✜♥❛♥❝❡❞✱ (❤❛( ✐)

✐❢ ✇❡❧❧ $❛(❡❞✮ ❛♥❞ (❤❡♥ ✉♣❞❛(❡ ❈❘❆✬) $❡♣✉(❛(✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❛②❡)✬ $✉❧❡)✳ ❆♥ ♦♣♣♦$(✉♥✐)(✐❝ ❈❘❆ ♠❛②

❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ $❛(✐♥❣ (♦ ❛ ❜❛❞ ♣$♦❥❡❝(✱ (❤✐) )($❛(❡❣② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦(❡❞ x(qt)✱ x(qt) ❜❡✐♥❣ (❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐(②

♦❢ ❛))✐❣♥✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ $❛(✐♥❣ (♦ ❛ ❜❛❞ ♣$♦❥❡❝( ❛( ❞❛(❡ t ✇❤❡♥ (❤❡ $❡♣✉(❛(✐♦♥ ✐) qt✳

❚❤❡♥ (❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐(② ♦❢ ❛ )✉❝❝❡))❢✉❧ ♣$♦❥❡❝( ❣✐✈❡♥ ❛ ❣♦♦❞ $❛(✐♥❣ ✐)✿

p(qt) =
λ

λ+ (1− λ)(1− qt)x(qt)

❲❤❡♥ x(qt) = 0 ■♥❢♦$♠❛(✐♦♥ ✐) ♣❡$❢❡❝(❧② $❡✈❡❛❧❡❞✳ ❆❧❧ ❈❘❆ ❣✐✈❡) ❛ $❛(✐♥❣ (❤❛( ❝♦$$❡)♣♦♥❞) (♦ (❤❡✐$

♣❡$❢❡❝( ♣$✐✈❛(❡ ✐♥❢♦$♠❛(✐♦♥✳

❚❤❡ ❞❡❝✐)✐♦♥ ($❡❡ ✐) (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❚❤❡ ③❡$♦✲♣$♦✜( ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ❧❡❛❞) ■♥✈❡)(♦$) (♦ ❛)❦) ❢♦$ ❛♥ ❡①♣❡❝(❡❞ $❡(✉$♥ )✉❝❤ (❤❛(✿

p(qt)R(qt) = 1

❲❤✐❝❤ ❣✐✈❡) ✉) (❤❡ ❡①♣❡❝(❡❞ $❡(✉$♥✿

R(qt) =
λ+ (1− λ)(1− qt)x(qt)

λ

❆) ❧♦♥❣ ❛) R(qt) < R✱ (❤❡ $❛(✐♥❣ ♣$♦✈✐❞❡) ✐♥❢♦$♠❛(✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧(❤♦✉❣❤ (❤❡$❡ ❛$❡ ❞♦✉❜() ❛❜♦✉( (❤❡

❈❘❆)✬ (②♣❡✱ ✐♥ ❛✈❡$❛❣❡ ✐( ✐) ❛♥ ✐♥❢♦$♠❛(✐✈❡ )✐❣♥❛❧✳ ❲❤❡♥ qt ❢❛❧❧) (♦ ③❡$♦✱ (❤❡ ❛❣❡♥❝② ♥♦ ❧♦♥❣❡$

❡①✐)()✳

❚❤❡ ♣❛②♠❡♥( ♦❢ (❤❡ ❈❘❆ $❡♣$❡)❡♥() (❤❡ ❝♦♥✢✐❝( ♦❢ ✐♥(❡$❡)( ❞✐)❝✉))❡❞ ❛❜♦✈❡✳ M❛②♠❡♥() ❛$❡ ❝♦♥(✐♥❣❡♥(

✉♣♦♥ ❛ ♣♦)✐(✐✈❡ $❛(✐♥❣❀ ✐♥ ❝❛)❡ ♦❢ ❛ ❜❛❞ $❛(✐♥❣✱ (❤❡ ♣$♦❥❡❝( ✐) ♥♦( ✜♥❛♥❝❡❞ ❛♥❞ $❛(✐♥❣✬) ❢❡❡) ❛$❡ ♥♦(

♣❛✐❞✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ $❡✈❡♥✉❡) ❞❡♣❡♥❞) ♦♥ $❡♣✉(❛(✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦$❡ ❝$❡❞✐❜❧❡ ❛$❡ ✐() ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥()✱ (❤❡

♠♦$❡ ❛ ❈❘❆ ❝❛♥ ❜✐❧❧ ✐() ❝❧✐❡♥()✳ ❚❤♦)❡ ❛))✉♠♣(✐♦♥) $❡❧❢❡❝( (❤❡ ♣$❛❝(✐❝❡✱ ❡)♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥❝❡$♥✐♥❣

)($✉❝(✉$❡❞ ✜♥❛♥❝❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣$♦❞✉❝( ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐))✉❡ ♦♥❧② ✐❢ ❛ ❈❘❆ ❝❡$(✐✜❝❛(❡) ✐() >✉❛❧✐(②✳

❚❤❡ ♣❛②♠❡♥( (❛❦❡) (❤✐) ❢♦$♠✿ Π(qt) = 1qt>qli0 + I(qt) ❲❤❡$❡ I(qt) ✐) ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝(✐♦♥ ✇❤✐❝❤

✐♥❝$❡❛)❡ ✇✐(❤ (❤❡ ❈❘❆✬) $❡♣✉(❛(✐♦♥ ❛♥❞ i0 $❡♣$❡)❡♥() (❤❡ $❡✈❡♥✉❡) (❤❡ ❈❘❆ ❣❡() ❢$♦♠ ♦(❤❡$ )♦✉$❝❡)

❛) ❧♦♥❣ ❛) ✐( ✐) ❛❧✐✈❡ ✭qt > ql✮✳

✼

❚❤✐# ✐# ❛ #✐♠♣❧✐✜❝❛*✐♦♥✱ ♦❜✈✐♦✉#❧② *❤❡3❡ ❛3❡ ♠♦3❡ *❤❛♥ ✷ ♣♦##✐❜❧❡ ❣3❛❞❡# ✇✐*❤♦✉* *❛❦✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥* *❤❡ ♦✉*❧♦♦❦

♣✉❜❧✐#❤❡❞ ❤♦✇❡✈❡3 ✐* ❝❛♥ ❜❡ #❡❡♥ ❛# ❛ 3❡♣3❡#❡♥*❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❞✐#*✐♥❝*✐♦♥ ❜❡*✇❡❡♥ ✐♥✈❡#*♠❡♥* ❛♥❞ #♣❡❝✉❧❛*✐✈❡ ❣3❛❞❡#
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✿ ❉❡❝✐+✐♦♥✬+ /$❡❡

❘❡♣✉/❛/✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡+ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❛②❡+✬ $✉❧❡+✿

qt+1 =











qt ❲❤❡♥ ❛ ♣$♦❥❡❝/ ✇✐/❤ ❛ ❣♦♦❞ $❛/✐♥❣ +✉❝❝❡❡❞

0 ■❢ ❛ ♣$♦❥❡❝/ ✇✐/❤ ❛ ❣♦♦❞ $❛/✐♥❣ ❢❛✐❧+

qt
1−(1−qt)x(qt)

> qt ■♥ ❝❛+❡ ♦❢ ❛ ❜❛❞ $❛/✐♥❣

❚❤❡ ♦♣♣♦$/✉♥✐+/✐❝ ❛❣❡♥❝② ♠✉+/ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐/+ ✐♥/❡$/❡♠♣♦$❛❧ ♣$♦✜/✳ ■/ ♠✉+/ ❞❡✜♥❡ ✐/+ +/$❛/❡❣② ❢♦$

❡❛❝❤ /②♣❡ ♦❢ ♣$♦❥❡❝/ ✐/ ♠❛② ❡♥❝♦✉♥/❡$✿

✲ ❲✐/❤ ❛ ♣$♦❜❛❜✐❧✐/② λ✱ /❤❡ ♣$♦❥❡❝/ ✐+ ❣♦♦❞✱ +♦ /❤❡ ❈❘❆ ❤❛+ ✐♥/❡$❡+/ ✐♥ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ $❛/✐♥❣ /♦

❡♥❥♦② ♣❛②♠❡♥/+❀

✲ ❲✐/❤ ❛ ♣$♦❜❛❜✐❧✐/② 1− λ /❤❡ ♣$♦❥❡❝/ ✐+ ❜❛❞✱ +♦ /❤❡ ♦♣♣♦$/✉♥✐+/✐❝ ❈❘❆ ❢❛❝❡+ ❛ ❝❤♦✐❝❡✿

✲ ■❢ ✐/ ❣✐✈❡+ ❛ ❜❛❞ $❛/✐♥❣✱ ✐/ ✇✐❧❧ ♥♦/ $❡❝❡✐✈❡ /❤❡ ♣❛②♠❡♥/ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ $❛/✐♥❣ I(q)

✲ ❲✐/❤ ❛ ❣♦♦❞ $❛/✐♥❣✱ ✐/ $❡❝❡✐✈❡+ ❛ +❤♦$/ /❡$♠ ♣$♦✜/✱ ❜✉/ ❛+ /❤❡ ♣$♦❥❡❝/ ✇✐❧❧ ❢❛✐❧✱ /❤❡ ❈❘❆ ✇✐❧❧

❧♦♦+❡ ❛❧❧ ❢✉/✉$❡ $❡✈❡♥✉❡+✳

❚❤❡ ❘❡%✉❧(%✿

■♥ ❡H✉✐❧✐❜$✐✉♠✱ ✐❢ /❤❡ ❛❣❡♥❝② ✐+ +✉✣❝✐❡♥/❧② ♣❛/✐❡♥/ ♦$ ✐❢ ✐/+ $❡✈❡♥✉❡+ ❢$♦♠ ♦/❤❡$ +♦✉$❝❡+ ❛$❡ ✐♠♣♦$/❛♥/

/❤❡♥ /❤❡ ♦♣♣♦$/✉♥✐+/✐❝ ❈❘❆ ✇♦✉❧❞ ♥❡✈❡$ ❧✐❡✳ ❍♦✇❡✈❡$ ✇❤❡♥ ✐/+ $❡♣✉/❛/✐♦♥ ✐+ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ✐/+

♣$❡❢❡$❡♥❝❡ ❢♦$ +❤♦$/ /❡$♠ $❡✈❡♥✉❡ ✐+ +/$♦♥❣ ✭✐/+ ❞✐+❝♦✉♥/ ❢❛❝/♦$ ✐+ ❧♦✇✮✱ ✐♥❝❡♥/✐✈❡+ /♦ ❧✐❡ ✐♥❝$❡❛+❡✳

✶✻



▼♦"❡♦✈❡"✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥+✐❞❡" ❛ +❡..✐♥❣ ✇✐.❤ ❛♥ ♦.❤❡" ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♠♣❡"❢❡❝. ✐♥❢♦"♠❛.✐♦♥✱ "❡+✉❧.+ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❡♥

+."♦♥❣❡"✿ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥+✐❞❡" .❤❛. ❜❛❞ ♣"♦❥❡❝. ♠❛② ❛❧+♦ +✉❝❝❡❡❞ ❛♥❞ ❣♦♦❞ ♣"♦❥❡❝. ♠❛② ❢❛✐❧✱ .❤✐+ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡

♠♦"❡ "♦♦♠ ❢♦" ❛♥ ♦♣♣♦".✉♥✐+.✐❝ ❈❘❆ .♦ ❧✐❡✳ ■♥✈❡+.♦"+ ❝❛♥♥♦. ❞✐+.✐♥❣✉✐+❤ ❧✐❡+ ❢"♦♠ ❤♦♥❡+. ♠✐+.❛❦❡+✱

❛♥❞ .❤❡ ❈❘❆ ❡♥❥♦② .❤✐+ +✐.✉❛.✐♦♥✳ ❚❤✐+ ✜.+ ✇✐.❤ .❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦" ♦❜+❡"✈❡❞ ✐♥ .❤❡ ❧❛+. ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝"✐+✐+✳

❚❤❡ ✜"+. +✉❜♣"✐♠❡+ "❛.✐♥❣+ ✇❡"❡ ❛❝❝✉"❛.❡✱ ❤♦✇❡✈❡" ❛+ .✐♠❡ ❣♦❡+✱ "❛.✐♥❣+✬ B✉❛❧✐.② ❞❡❝"❡❛+❡❞ ❛+ +❤♦✇♥

✐♥ ❆+❤❝"❛❢. ❡. ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❚❤♦+❡ "❡+✉❧.+ ❛"❡ +✉♣♣♦".❡❞ ❜② ❡♠♣✐"✐❝ +.✉❞✐❡+ +✉❝❤ ❛+ ❍❛♥ ❡. ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮

❛♥❞ ❏❡✛❡"② ❉✬❆♠❛.♦ ✭✷✵✵✸✮✳

✷✲ ❉♦✉❜❧❡ ❘❡♣✉*❛*✐♦♥

❆+ +❤♦✇♥ ❜② ▼❛.❤✐+ ❡. ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ "❡♣✉.❛.✐♦♥ ✐+ ♥♦. +✉✣❝✐❡♥. .♦ ❞✐+❝✐♣❧✐♥❡ ❛ ❈❘❆✳ ❚❤❡ ❝❤❡❛♣✲.❛❧❦

❧✐.❡"❛.✉"❡ ❤❛+ +❤♦✇♥ .❤❛. ✐♥ +✉❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥ ❣❛♠❡+✱ ❛ +."❛.❡❣✐❝ ❛❣❡♥. ❤❛+ +♦♠❡.✐♠❡+ ✐♥❝❡♥.✐✈❡+

.♦ ❧✐❡✳ ■♥ .❤✐+ ❧✐.❡"❛.✉"❡✱ .❤❡ ✐♥.❡"❛❝.✐♦♥ ✐+ ❜❡.✇❡❡♥ ❛ +❡♥❞❡" ❛♥❞ ❛ "❡❝❡✐✈❡"✳ ❋♦" .❤❡ ❝"❡❞✐. "❛.✐♥❣

❛❣❡♥❝✐❡+✱ .❤❡"❡ ❛"❡ .✇♦ ❞✐✛❡"❡♥. ❛✉❞✐❡♥❝❡+✿ .❤❡ ✐♥✈❡+.♦"+ ❛♥❞ .❤❡ ✐++✉❡"+✳ ❆+ .❤❡ ✐♥❢♦"♠❛.✐♦♥❛❧ +❡. ♦❢

.❤♦+❡ .✇♦ .②♣❡+ ♦❢ ❛❣❡♥.+ ❛"❡ ❞✐✛❡"❡♥.✱ "❡♣✉.❛.✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡"❡♥. ❢♦" ❡❛❝❤ ♣♦✐♥. ♦❢ ✈✐❡✇✳ ▼♦"❡♦✈❡"

♦♥❡ ♦❢ .❤❡ +♣❡❝✐✜❝✐.✐❡+ ✐♥ .❤❡ ❈❘❆✬+ ❛❝.✐✈✐.② ✐+ .❤❛. ✐+ ❤❛+ "❡♣❡❛.❡❞ ✐♥.❡"❛❝.✐♦♥ ✇✐.❤ .❤❡ +❛♠❡ ✐++✉❡"✳

❚❤❡ ✐++✉❡"+ ❤❛✈❡ .❤❡ .❡♥❞❡♥❝② .♦ "❡B✉❡+. ❛ ❣"❛❞❡ ❢"♦♠ .❤❡ +❛♠❡ ❈❘❆ ✇❤❡♥ .❤❡② ✜"+. ❣♦. ❛ ❣♦♦❞

"❛.✐♥❣✳ ❚❤✐+ "❡♣❡❛.❡❞ ✐♥.❡"❛❝.✐♦♥ ✇❛+ ♥♦.✐❝❡❞ ✐♥ .❤❡ ▼❇❙ ♠❛"❦❡.✱ ✇❤❡"❡ ✽✵✪ ♦❢ ▼❇❙ ✇❡"❡ ✐++✉❡❞

❜② ✶✷ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥+.✐.✉.✐♦♥+✳

❋"❡♥❦❡❧ ✭✷✵✶✺✮ +.✉❞✐❡+ .❤✐+ +✐.✉❛.✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✉.❤♦" ❝♦♥+✐❞❡"+ ❛ +❡..✐♥❣ ✇✐.❤ "❡♣❡❛.❡❞ ✐♥.❡"❛❝.✐♦♥+

❜❡.✇❡❡♥ ♦♥❡ ✐++✉❡" ❛♥❞ ❛ ❈❘❆✳ ■. ❛❧❧♦✇+ .❤❡ ❈❘❆ .♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ✧❞♦✉❜❧❡ "❡♣✉.❛.✐♦♥✧✱ ♦♥❡ ✇✐.❤ .❤❡

✐++✉❡"✱ ♦♥❡ ✇✐.❤ .❤❡ ✐♥✈❡+.♦"+✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐+ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❍❡ ❝♦♥+✐❞❡"+ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐.❤✿

❛♥ ✐♥✈❡+.♦" ✭b✮✱ ❛♥ ✐++✉❡" ✭s✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ❈❘❆✳ ❆. ❡❛❝❤ ♣❡"✐♦❞✱ .❤❡ ✐++✉❡" ❛✐♠+ ❛. +❡❧❧✐♥❣ ✐.+ ✜♥❛♥❝✐❛❧
♣"♦❞✉❝. .♦ .❤❡ ✐♥✈❡+.♦"✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ .❤❡ B✉❛❧✐.② ♦❢ .❤❡ ♣"♦❞✉❝. ✐+ ✉♥❦♥♦✇♥ .♦ .❤❡ ✐♥✈❡+.♦"+ ❛♥❞ ✐❢ .❤❡

+❡❧❧❡" ❦♥♦✇+ ✐.✱ ❤❡ ❝❛♥♥♦. ❝♦♠♠✉♥✐❝❛.❡ ✐. .♦ .❤❡ ✐♥✈❡+.♦"+ ❢♦" ♦❜✈✐♦✉+ ❝"❡❞✐❜✐❧✐.② "❡❛+♦♥✳ ❇✉.✱ ❤❡ ❝❛♥

❤✐"❡ ❛ ❈❘❆ .♦ ❝❡".✐❢② ✐.+ ♣"♦❞✉❝.✳ ❚❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣"♦❞✉❝. ❝❛♥ ❜❡ ❡✐.❤❡" ❣♦♦❞ ✭a = G✮ ♦" ❜❛❞ ✭a = B✮

✇✐.❤ ♣"♦❜❛❜✐❧✐.②

1

2
✳ ■. ❣✐✈❡+ ❛ "❡.✉"♥ ♦❢ R ✇✐.❤ ❝❡".❛✐♥.② ❢♦" .❤❡ ❣♦♦❞ ♣"♦❞✉❝.+ ❛♥❞ ✇✐.❤ ♣"♦❜❛❜✐❧✐.②

π ❢♦" .❤❡ ❜❛❞ ♦♥❡+ ✇❤✐❝❤ ❛❧+♦ ❣✐✈❡+ ❛ ♥❡❣❛.✐✈❡ "❡.✉"♥ −l < −1 ✐♥ ❝❛+❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉"❡ ✇✐.❤ ♣"♦❜❛❜✐❧✐.②
1− π✳ ❲✐.❤♦✉. ❝❡".✐✜❝❛.✐♦♥✱ .❤❡ ❡①♣❡❝.❡❞ "❡.✉"♥ ♦❢ .❤❡ ♣"♦❞✉❝. ✐+✿ E(R) = 0, 5(1− l) < 0✳

❆ ❈❘❆ ❝❛♥ ❜❡ ❤✐"❡❞ ❛♥❞ ❢❡❡+ w ❛"❡ ♣❛✐❞ ✉♣❢"♦♥.✳ ❍❡"❡✱ .❤❡② ❛"❡ ♥♦. ❝♦♥.✐♥❣❡♥. ✉♣♦♥ ❛ ❣♦♦❞ "❛.✐♥❣✳
❚❤❡ ❈❘❆ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ .✇♦ .②♣❡+ θ ∈ (C, S)✳ ■. ❝❛♥ ❜❡ ❝♦""✉♣.❡❞ ✭θ = C✮ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❣✐✈❡+ ❣♦♦❞ "❛.✐♥❣+✳
■. ❝❛♥ ❛❧+♦ ❜❡ +."❛.❡❣✐❝ ✭θ = S✮✱ ✐♥ .❤✐+ ❝❛+❡ ✐. ♠❛② ❛❧+♦ ❛++✐❣♥ ❛ ❣♦♦❞ "❛.✐♥❣ .♦ ❛ ❜❛❞ ♣"♦❞✉❝. ✐♥
♦"❞❡" .♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❢❡❡+ ✐♥ .❤❡ ♥❡①. ♣❡"✐♦❞✳ ❚❤✐+ +."❛.❡❣② ✐+ ❞❡✜♥❡❞ ❜② x = Pr(r = G|a = B)✳
❈❘❆✬+ "❡♣✉.❛.✐♦♥ ✐+ ❞❡✜♥❡❞ ❛+ µ = Pr(θ = S)✱ .❤❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐.② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♦❢ .❤❡ +."❛.❡❣✐❝ .②♣❡✳

❆. .❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ .❤❡ ❣❛♠❡✱ .❤❡ ❈❘❆✬+ .②♣❡ θ ✐+ ❞"❛✇♥ ❜② ♥❛.✉"❡ ❛+ ✇❡❧❧ ❛+ ✐.+ "❡♣✉.❛.✐♦♥ µ0✳

❚❤❡ ❛✉.❤♦" ❝♦♥+✐❞❡"+ ❛ .✇♦ ♣❡"✐♦❞ ♠♦❞❡❧✳ ❉✉"✐♥❣ ❛ ♣❡"✐♦❞✱ .❤❡ +❡B✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝.✐♦♥+ ✐+ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✶✲ ◆❛.✉"❡ ❞"❛✇+ .❤❡ B✉❛❧✐.② ♦❢ .❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣"♦❞✉❝.❀

✷✲ ■++✉❡" ❛♥❞ ✐♥✈❡+.♦"+ ❛❣"❡❡ ♦♥ "❛.✐♥❣+✬ ❢❡❡ ω ❀

✸✲ ■++✉❡" ❛♥❞ .❤❡ ❈❘❆ ♣❡"❢❡❝.❧② ♦❜+❡"✈❡ .❤❡ ♣"♦❞✉❝.✬+ B✉❛❧✐.②❀

✹✲ ❈❘❆ ♣✉❜❧✐+❤❡+ ❛ "❛.✐♥❣ r ∈ (B,G) ❀

✺✲ ❚❤❡ ✐♥✈❡+.♦"+ ❜✉② .❤❡ ♣"♦❞✉❝.+ ❛. ♣"✐❝❡ p > 0 ♦" ❞❡❝❧✐♥❡❀

✶✼



✻✲ "❛②✲♦✛' ❛(❡ (❡❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♦❜'❡(✈❡❞ ❜② ❛❧❧ ❛❣❡♥2'❀

✼✲ ❈❘❆✬' (❡♣✉2❛2✐♦♥ ✐' ✉♣❞❛2❡❞✳

❚❤❡ ❛✉2❤♦( ❝♦♥'✐❞❡(' 2❤❛2 2❤❡ ❈❘❆ ❝❛♥ ❡①2(❛❝2 ❛❧❧ 2❤❡ '✉(♣❧✉' ❢(♦♠ 2❤❡ ✐♥❢♦(♠❛2✐♦♥ ❞❡❧✐✈❡(❡❞

2❤(♦✉❣❤ ✐2' (❛2✐♥❣✱ 2❤✉' w = E(p) ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞' ♦♥ 2❤❡ ❡①♣❡❝2❡❞ (❛2✐♥❣✳ ❍❡ ❛❧'♦ ❝♦♥'✐❞❡(' ✐♥

2❤✐' ❣❛♠❡ 2❤❛2 2❤❡ ✐''✉❡( ✐' 2❤❡ '❛♠❡ ♦✈❡( 2❤❡ 2✇♦ ♣❡(✐♦❞' ✭✐♥ ♦(❞❡( 2♦ (❡✢❡❝2 2❤❡ '✐2✉❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡

▼❇❙ ♠❛(❦❡2✮✳ ■2 '❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦2❡❞ 2❤❛2 2❤❡ ✐''✉❡( ❤❛' ❛❝❝❡'' 2♦ ♠♦(❡ ✐♥❢♦(♠❛2✐♦♥ 2❤❛♥ 2❤❡ ✐♥✈❡'2♦(

(❡❣❛(❞✐♥❣ 2❤❡ ❈❘❆✬' 2②♣❡ ❛' ❛ ❜❛❞ ♣(♦❥❡❝2 ❝❛♥ '✉❝❝❡❡❞✳ ❚❤✉' ✇❡ ❝♦♥'✐❞❡( µb
2❤❡ ❈❘❆✬' ♣✉❜❧✐❝

(❡♣✉2❛2✐♦♥ ✭❢(♦♠ 2❤❡ ✐♥✈❡'2♦(✬' ♣♦✐♥2 ♦❢ ✈✐❡✇✮ ❛♥❞ µs
2❤❡ (❡♣✉2❛2✐♦♥ ❢(♦♠ 2❤❡ ✐''✉❡(✬' ♣♦✐♥2 ♦❢ ✈✐❡✇

✭2❤❡ ✧❤✐❞❞❡♥✧ (❡♣✉2❛2✐♦♥✮✳

❖❜✈✐♦✉'❧②✱ ❛2 2❤❡ '2❛(2 ♦❢ 2❤❡ ❣❛♠❡ µ = µs = µb
✳ ❇✉2 ❛❢2❡( 2❤❡ ✜('2 ♣❡(✐♦❞✱ 2❤❡ 2✇♦ (❡♣✉2❛2✐♦♥'

♠❛② ❞✐✛❡(✳ ❆❝2✉❛❧❧②✱ ✐❢ 2❤❡ ❈❘❆ ❣✐✈❡' ❛ ❣♦♦❞ (❛2✐♥❣ 2♦ ❛ ❜❛❞ ♣(♦❥❡❝2✱ 2✇♦ ♦✉2❝♦♠❡' ❛(❡ ♣♦''✐❜❧❡✿

■❢ 2❤❡ ❜❛❞ ♣(♦❥❡❝2 ❢❛✐❧'✱ 2❤❡ ❈❘❆✬' (❡♣✉2❛2✐♦♥ ✐' ❝♦♠♠♦♥ ❢♦( 2❤❡ ✐♥✈❡'2♦(' ❛♥❞ 2❤❡ ✐''✉❡(❀µ̂b = µ̂s =
µx

1− µ(1− x)
< µ❀

■❢ 2❤❡ ❜❛❞ ♣(♦❥❡❝2 '✉❝❝❡❡❞✱ 2❤❡ ❈❘❆✬' (❡♣✉2❛2✐♦♥' ❛(❡ ❞✐✛❡(❡♥2 ✿µ̂s =
µx

1− µ(1− x)
< µ ❛♥❞

µ̂b =
µ(1 + πx

1 + π(1− µ(1− x))
✳

❲❡ '❡❡ 2❤❛2 ✐❢ ❛ ❜❛❞ ♣(♦❥❡❝2 '✉❝❝❡❡❞'✱ 2❤❡ ❈❘❆ ❞❡✈❡❧♦♣' ❛ ✧❞♦✉❜❧❡ (❡♣✉2❛2✐♦♥✧✳

❊!✉✐❧✐❜&✐✉♠

■♥ 2❤❡ ❧❛'2 ♣❡(✐♦❞✱ (❡♣✉2❛2✐♦♥ ✭❛♥② ♦❢ 2❤❡ 2✇♦✮ ♣❧❛②' ♥♦ (♦❧❡ ✐♥ ❈❘❆✬' ❛❝2✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✉2❤♦( ❝♦♥'✐❞❡('✱

2❤❛2 2❤❡ ❈❘❆ ❛❧✇❛②' ❣✐✈❡' ❛ (❛2✐♥❣ 2❤❛2 (❡✢❡❝2' 2❤❡ 2(✉❡ S✉❛❧✐2② ♦❢ 2❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣(♦❞✉❝2✳ pr ✐' 2❤❡

♣(♦❞✉❝2✬' ♣(✐❝❡ ❢♦( ❛ (❛2✐♥❣ r✳ ❆ ❜❛❞ (❛2✐♥❣ ♠❡❛♥' ❛ ❜❛❞ ♣(♦❥❡❝2 2❤✉' pB = 0✳ ❆2 2❤❡ '❡❝♦♥❞ '2❛❣❡

♦❢ 2❤❡ ❣❛♠❡ ✇❡ ♦❜2❛✐♥ 2❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣(✐❝❡✿

pG =















1− (1− µb)l

2− µb

0

ŵ ❜❡✐♥❣ 2❤❡ (❛2✐♥❣ ❢❡❡'✱ 2❤❡ ✐''✉❡( ❡①♣❡❝2' ❛ ♣❛②✲♦✛ p − ŵ✳ ❚❤❡ ❈❘❆ ❡①2(❛❝2' ❛❧❧ 2❤❡ '✉(♣❧✉' ❛♥❞

❝❛♥ ❝❤❛(❣❡ ❛2 2❤✐' ♣❡(✐♦❞ ŵ = E(p)✳ ■''✉❡( ❡①♣❡❝2 ❛ ❣♦♦❞ (❛2✐♥❣ ✇✐2❤ ♣(♦❜❛❜✐❧✐2② 1− 0.5µ̂s
2❤❡♥✿

ŵ ≡ E(p|µ̂s, µ̂b) =
2− µ̂s

2− µ̂b

1− (1− µb)l

2

❲❡ ♥♦2✐❝❡ 2❤❛2 ❢❡❡' ❛(❡ ❛♥ ✐♥❝(❡❛'✐♥❣ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❤✐❞❞❡♥ (❡♣✉2❛2✐♦♥ ✭✐''✉❡(✬' ♣♦✐♥2 ♦❢ ✈✐❡✇✮ ❛♥❞

❞❡❝(❡❛'✐♥❣ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♣✉❜❧✐❝ (❡♣✉2❛2✐♦♥✳

❚❤❡ ❘❡,✉❧-,✿

✶✽



✲ ❲✐"❤ ❛ ❞✐✛❡(❡♥" ✐**✉❡( ❛" ❡❛❝❤ ❞❛"❡✱ "❤❡ ❈❘❆ ❝❛♥♥♦" ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❞♦✉❜❧❡ (❡♣✉"❛"✐♦♥✳ ■♥ "❤✐* *❡""✐♥❣✱

(❡♣✉"❛"✐♦♥ ✐* ❛❧✇❛②* "❤❡ *❛♠❡ ❢♦( ❜♦"❤ ❛✉❞✐❡♥❝❡*✱ ❛♥❞ "❤❡ ❈❘❆ ❤❛* ♥♦ ✐♥❝❡♥"✐✈❡ "♦ ❧✐❡✳ ❚❤❡(❡

✐* ♥♦ (❛"✐♥❣*✬ ✐♥✢❛"✐♦♥❀

✲ ❲✐"❤ (❡♣❡❛"❡❞ ✐♥"❡(❛❝"✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐❢ "❤❡ ♣(✐♦( (❡♣✉"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❈❘❆ ✐* ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ❛* ✇❡❧❧ ❛* "❤❡

❜❛❞ ♣(♦❥❡❝"*✬ ♣(♦❜❛❜✐❧✐"② ♦❢ *✉❝❝❡**❀ ❚❤❡ ❈❘❆ ❤❛* ❛♥ ✐♥❝❡♥"✐✈❡ "♦ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ (❛"✐♥❣ "♦ ❛ ❜❛❞

♣(♦❥❡❝" ✐♥ ♦(❞❡( "♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❞♦✉❜❧❡ (❡♣✉"❛"✐♦♥✳

❚❤❡ B✉❡*"✐♦♥ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ (❡♣✉"❛"✐♦♥ ❤❛* ❛❧*♦ ❜❡❡♥ "(❡❛"❡❞ ❜② ❇♦✉✈❛(❞ ❛♥❞ ▲❡✈② ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❤✐* ♣❛♣❡(

❤❛* ❤✐❣❤❧✐❣❤"❡❞ "❤❡ ✐**✉❡ (❛✐*❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❈❘❆ ❛♥❞ ❛♥ ✐**✉❡( ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❝❧♦*❡ ❜✉*✐♥❡** (❡❧❛"✐♦♥*❤✐♣

"❤(♦✉❣❤ (❡♣❡❛"❡❞ ✐♥"❡(❛❝"✐♦♥*✳ ❲❤❡♥ "❤✐* ❤❛♣♣❡♥*✱ "❤❡ ♣✉❜❧✐❝ (❡♣✉"❛"✐♦♥ ✐* ♥♦" ♣♦✇❡(❢✉❧ ❡♥♦✉❣❤

"♦ ❞✐*❝✐♣❧✐♥❡ "❤❡ ❈❘❆✳ ❚❤❡ ▼❇❙ ♠❛(❦❡"* ✜"* ✇❡❧❧ ✇✐"❤ "❤✐* ♠♦❞❡❧✱ ❤♦✇❡✈❡( ❞✐✛❡(❡♥" ❢❡❛"✉(❡* ♦❢

"❤❡ (❛"✐♥❣ ✐♥❞✉*"(② ♠❛② ❤❛✈❡ ❛❧*♦ ♣❧❛② ❛ (♦❧❡ ✐♥ "❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ (❛"✐♥❣*✬ B✉❛❧✐"② ✐♥ "❤❡ ❧❛*" ✜♥❛♥❝✐❛❧

❝(✐*✐*✳ ❚❤❡ ♥❡①" *❡❝"✐♦♥ ✇✐❧❧ *"✉❞② "❤❡ ✐♠♣❛❝" ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐"② ❛♥❞ ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ♦♥ ❛ ❈❘❆✬* ❜❡❤❛✈✐♦(✳

❇✳ ❈♦♠♣❡'✐'✐♦♥✱ ❈♦♠♣❧❡①✐'② ❛♥❞ ❘❛'✐♥❣✬3 ◗✉❛❧✐'②

❈(✐"✐❝* ♦❢ ❈❘❆* ❤❛✈❡ ❛❧*♦ ♣♦✐♥"❡❞ ♦✉"✿ ✭✐✮ "❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥❀ ✭✐✐✮ "❤❡ ♣♦♦( ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡ ♦❢

*"(✉❝"✉(❡❞ ✜♥❛♥❝❡ (❛"✐♥❣*✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐*❝✉** "❤♦*❡ ❛*♣❡❝"* ✐♥ "❤✐* *❡❝"✐♦♥✳ ■♥ "❤❡ ♣(❡✈✐♦✉* *❡❝"✐♦♥✱ ✇❡

❤❛✈❡ ❝♦♥*✐❞❡(❡❞ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐*"✐❝ ❈❘❆✳ ❚❤✐* ❛**✉♠♣"✐♦♥ *❡❡♠* ✉♥❞❡(*"❛♥❞❛❜❧❡ ❛* "❤❡ (❛"✐♥❣ ✐♥❞✉*"(②

✐* (✉♥ ❜② ❛♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧②✳ ❚❤✉*✱ "❤❡ B✉❡*"✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ✇❛* ❛❧*♦ (❛✐*❡❞ ❛❢"❡( "❤❡ *✉❜♣(✐♠❡

❝(✐*✐*✳ ❈♦♠♠♦♥ "❤♦✉❣❤"* ❧❡❛❞ ♦♥❡ "♦ "❤✐♥❦ "❤❛" "❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ "❤❡ ♣♦♦(

B✉❛❧✐"② ♦❢ (❛"✐♥❣*✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ ✐" ❤❛* ❜❡❡♥ ♦❜*❡(✈❡❞ "❤❛" ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ "♦ ❛ (❛❝❡ "♦ "❤❡

❜♦""♦♠✱ ❛* ❡①♣(❡**❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡♠♣✐(✐❝ ♣❛♣❡( ❜② ❇❡❝❦❡( ❛♥❞ ▼✐❧❜♦✉(♥ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ❛✉"❤♦(* ❤❛✈❡ *❤♦✇♥

"❤❛" "❤❡ ❡♥"(② ♦❢ ❋✐"❝❤ ♦♥ "❤❡ ❝♦(♣♦(❛"❡ ♠❛(❦❡"* ❤❛* ❧❡❞ "♦✇❛(❞* ❛ ❞❡"❡(✐♦(❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❛✈❡(❛❣❡

(❛"✐♥❣*✬ B✉❛❧✐"②✳ ▼♦(❡ ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ❧❡❛❞* "♦ ♠♦(❡ ❣♦♦❞ (❛"✐♥❣* ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡( ❛✈❡(❛❣❡ B✉❛❧✐"② "❤❛♥

✐♥ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧②✳ ❇❡*✐❞❡* "❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥✱ "❤❡ ♥❛✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦( ♦❢ ✐♥✈❡*"♦(* ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

"♦♦ "(✉*"❢✉❧ ✇✐"❤ (❛"✐♥❣*✱ ❤❛* ❛❧*♦ ❜❡❡♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤"❡❞✳ ❚♦ ✉♥❞❡(*"❛♥❞ "❤✐* ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❇♦❧"♦♥ ❡" ❛❧✳

✭✷✵✶✷✮ *"✉❞② "❤❡ ❝♦♥*❡B✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ✐♥ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛(❦❡" ✇✐"❤ ♥❛✐✈❡ ✐♥✈❡*"♦(*✳ ❚❤❡✐( ♠♦❞❡❧

(❡❧✐❡* ♠❛✐♥❧② ♦♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ *♣❡❝✐✜❝✐"✐❡*✿

✲ ❚❤❡ ✐**✉❡(✲♣❛② ❜✉*✐♥❡** ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐"* ❝♦♥✢✐❝" ♦❢ ✐♥"❡(❡*"❀

✲ ❚❤❡ ♣♦**✐❜✐❧✐"② ❢♦( ❛♥ ✐**✉❡( "♦ ❛*❦ ❛ ❞✐✛❡(❡♥" ❈❘❆ ❢♦( ❛ (❛"✐♥❣✱ ✐♥ ♦(❞❡( "♦ ❣❡" ♦♥❧② "❤❡ ♠♦*"

❢❛✈♦(❛❜❧❡ (❛"✐♥❣ ♣✉❜❧✐*❤❡❞✳ ❚❤✐* ♣(❛❝"✐❝❡ ✐* ❦♥♦✇♥ ❜② "❤❡ ♥❛♠❡ ✧(❛"✐♥❣ *❤♦♣♣✐♥❣✧❀

✲ ❆ *❤❛(❡ ♦❢ ✐♥✈❡*"♦(* ❛(❡ ♥❛✐✈❡✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ "❤✐* ♣❛♣❡( ✐* "♦ ✐❞❡♥"✐❢② "❤❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥* ❧❡❛❞✐♥❣ "♦ (❛"✐♥❣ ✐♥✢❛"✐♦♥ ❛♥❞ "♦ *"✉❞② "❤❡

✐♠♣❛❝" ♦❢ ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ♦♥ (❛"✐♥❣*✳

▼♦♥♦♣♦❧② ✈( ❉✉♦♣♦❧②✿ ❚❤❡ ❛✉"❤♦(* ❝♦♥*✐❞❡( ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ♠❛❞❡ ♦❢ "❤(❡❡ "②♣❡* ♦❢ (✐*❦✲♥❡✉"(❛❧

❛❣❡♥"*✿ ✐**✉❡(*✱ ❈❘❆* ❛♥❞ ❛ ❝♦♥"✐♥✉✉♠ ♦❢ ✐♥✈❡*"♦(*✳ ❆ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣(♦❥❡❝" ❝❛♥ ❜❡ ❣♦♦❞ ω = g✱ ♦( ❜❛❞
ω = b✳ ❇❛❞ ♣(♦❥❡❝"* ❛(❡ ❝❤❛(❛❝"❡(✐③❡❞ ❜② "❤❡✐( ❞❡❢❛✉❧" ♣(♦❜❛❜✐❧✐"② p > 0✱ ✇❤❡(❡❛* ❣♦♦❞ ♣(♦❥❡❝"*
♥❡✈❡( ❞❡❢❛✉❧"✳ ❲❤❡♥ *✉❝❝❡**❢✉❧✱ "❤♦*❡ ✐♥✈❡*"♠❡♥" ♣(♦❞✉❝❡ ❛ ❝❛*❤✲✢♦✇ ♦❢ R > 0 ❛♥❞ 0 ✐♥ ❝❛*❡ ♦❢
❢❛✐❧✉(❡✳

✶✾



❆ ♣"✐♦"✐✱ ❛ ♣"♦❥❡❝* ✐+ ❣♦♦❞ ✇✐*❤ ♣"♦❜❛❜✐❧✐*②

1

2
✳ ❚❤✐+ ✉♥❝❡"*❛✐♥*② ❝"❡❛*❡+ ❛ ♥❡❡❞ ❢♦" ✐♥❢♦"♠❛*✐♦♥✱ ❛

❈❘❆ ♦✇♥+ ❛ *❡❝❤♥♦❧♦❣② *❤❛* ❛❧❧♦✇+ ✐* *♦ ✐❞❡♥*✐❢② *❤❡ ♣"♦❥❡❝*✬+ *②♣❡✳ ■*+ ♣"✐✈❛*❡ +✐❣♥❛❧ θ ∈ {g, b} ✐+
✐♠♣❡"❢❡❝* ❛+✿

P (θ = g|ω = g) = P (θ = b|ω = b) = e

e "❡♣"❡+❡♥*+ *❤❡ ?✉❛❧✐*② ♦❢ *❤❡ ❈❘❆✬+ ♣"✐✈❛*❡ ✐♥❢♦"♠❛*✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✉*❤♦"+ ♠❛❦❡ *❤❡ ❛++✉♠♣*✐♦♥ *❤❛*

e >
1

2
✭*❤❡ +✐❣♥❛❧ ✐+ ✐♥❢♦"♠❛*✐✈❡✮✱ e ✐+ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❘❛*✐♥❣✬+ ❢❡❡+ ❛"❡ φ❀ ❆ "❛*✐♥❣ ✐+ ❛ ♣✉❜❧✐❝

+✐❣♥❛❧✱ ✐* ❝❛♥ ❜❡ ❣♦♦❞ m = G ♦" ❜❛❞ m = B✳ ❚❤❡ ✐++✉❡" ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ *♦ ❣❡* *❤❡ "❛*✐♥❣ ♣✉❜❧✐+❤❡❞ ❛♥❞
♣❛② *❤❡ ❢❡❡+ ♦" ❤❡ ❝❛♥ "❡❢✉+❡✳ ❆❢*❡" *❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ "❛*✐♥❣ ♦" ✐*+ ❛❜+❡♥❝❡✱ *❤❡ ✐++✉❡" ❞❡✜♥❡+

*❤❡ ♣"✐❝❡ ♦❢ ✐*+ ♣"♦❞✉❝* T ✳

❚❤❡ ❛✉*❤♦"+ ❝♦♥+✐❞❡" ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛"❦❡* ✇✐*❤ *✇♦ *②♣❡+ ♦❢ ✐♥✈❡+*♦"+❀ ❛ ♣"♦♣♦"*✐♦♥ 1−α ✐+  ♦♣❤✐ %✐❝❛%❡❞
✇❤❡♥ *❤❡ ♦*❤❡" +❤❛"❡ ✐+ ❝♦♥✜❞❡♥%✳ ❚❤❡ ❧❛**❡" ❝♦♥+✐❞❡" *❤❛* ❛ ❣♦♦❞ "❛*✐♥❣ ✐+ ❛❧✇❛②+ ❛++♦❝✐❛*❡❞ ✇✐*❤ ❛

❣♦♦❞ ♣"♦❥❡❝*✳ ❲✐*❤♦✉* ❛ "❛*✐♥❣✱ ❝♦♥✜❞❡♥% ✐♥✈❡+*♦"+ ❦❡❡♣ *❤❡✐" ♣"✐♦" ✇❤❡"❡❛+ *❤❡  ♦♣❤✐ %✐❝❛%❡❞ ♦♥❡+

❝♦♥+✐❞❡" *❤❡ ❛❜+❡♥❝❡ ♦❢ ❛ "❛*✐♥❣ ❛+ ✐♥❢♦"♠❛*✐♦♥✳

❈❘❆ ❝❛"❡+ ❛❜♦✉* "❡♣✉*❛*✐♦♥✱ *❤✉+ ✇❤❡♥ ❛ ❣♦♦❞ "❛*❡❞ ♣"♦❥❡❝* ❞❡❢❛✉❧*+✱ *❤❡ ✧❧✐❡✧ ✐+ ❞✐+❝♦✈❡"❡❞ ❛♥❞

*❤❡ ❈❘❆ ✐+ ♣✉♥✐+❤❡❞❀ ✐*+ ❢✉*✉"❡ ♠❡++❛❣❡+ ❛"❡ ✐❣♥♦"❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦+* ♦❢ "❡♣✉*❛*✐♦♥ ✐+ ♥♦*❡❞ ρ✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ "❡❧✐❡+ ♦♥ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛++✉♠♣*✐♦♥+✿

✲ ❚❤❡"❡ ✐+ ✉♥❝❡"*❛✐♥*② ❛❜♦✉* *❤❡ ❈❘❆✬+ ♣✉♥✐+❤♠❡♥* ✇❤❡♥ ❛ ❧✐❡ ✐+ ♦❜+❡"✈❡❞ ρ ∈ [ρ̃− ε, ρ̃+ ε]❀ ❢"♦♠
❛ *❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥* ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐* ❧❡❛❞+ *♦ "❡+*"✐❝* *❤❡ ❈❘❆✬+ ❛❝*✐♦♥ *♦ ♣✉"❡ +*"❛*❡❣②✳

✲ ■♥✈❡+*♦"+ ❝❛♥ ❜✉② ♦♥❡ ♦" *✇♦ ✉♥✐*+ ♦❢ ❛ ♣"♦❥❡❝*✳ ❚❤❡✐" "❡+❡"✈❛*✐♦♥ ✉*✐❧✐*② ❣"♦✇+ ✇✐*❤ *❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢

✐♥✈❡+*♠❡♥* ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞+ *❤❡♠ *♦ ❡①♣❡❝* ❛ ❤✐❣❤❡" "❡*✉"♥ ✐❢ *❤❡② ❜✉② ❛ +❡❝♦♥❞ ✉♥✐* ♦❢ *❤❡ +❛♠❡

♣"♦❥❡❝*✳ ❚❤❡✐" "❡+❡"✈❛*✐♦♥ ✉*✐❧✐*② ✐+ ♥♦*❡❞ u ❢♦" *❤❡ ✜"+* ✉♥✐*✱ ❛♥❞ U ❢♦" *❤❡ +❡❝♦♥❞ ✇✐*❤u < U ✳

✲ ❘❡*✉"♥+ ❢♦❧❧♦✇ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ "✉❧❡+✿

✲ (1− p)R > u✱ ✇❤❡♥ ❛♥ ✐♥✈❡+*♦" ❦♥♦✇+ ❛♥ ✐♥✈❡+*♠❡♥* ✐+ ❜❛❞✱ ❤❡ ✇✐❧❧ ❜✉② ♦♥❡ ✉♥✐*❀

✲ (1− (1− e)p)R > U ✱ ✐❢ *❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦"♠❛*✐♦♥ ✐+ *"✉+*❢✉❧✱ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ♣"♦❥❡❝* ✐+ ✐❞❡♥*✐✜❡❞✱
*❤❡ ✐♥✈❡+*♦" ✐+ ✇✐❧❧✐♥❣ *♦ ❜✉② *✇♦ ✉♥✐*+ ♦❢ *❤❡ ♣"♦❥❡❝*❀

✲ (1− p

2
)R < U ✱ ✇❤❡♥ *❤❡ ✐♥✈❡+*♦" ✐+ ✉♥+✉"❡ ❛❜♦✉* *❤❡ ?✉❛❧✐*② ♦❢ *❤❡ ♣"♦❥❡❝*✱ ❤❡ ✇✐❧❧ ♥♦* ❜✉②

*✇♦ ✉♥✐*+✳

❚❤❡ ♠❛"❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣"♦❥❡❝* "❛*❡❞ G,B ♦" ♥♦* "❛*❡❞ ✭O✮ ✇❤❡♥ *❤❡ ❈❘❆ ✐+ ❤♦♥❡+* ❢"♦♠ *❤❡

+♦♣❤✐+*✐❝❛*❡❞ ✐♥✈❡+*♦"+ ♣♦✐♥* ♦❢ ✈✐❡✇ ✭❛♥❞ ✐♥ ❛♥② ❝✐"❝✉♠+*❛♥❝❡+ ❢♦" *❤❡ ♥❛✐✈❡ ♦♥❡+✮ ❛"❡ V G =
(1− (1− e)p)R− U ✱ V B = (1− (1− e)p)R− U ✱ V 0 = (1− (1− e)p)R− U ✳

❲✐#❤ ❛ &✐♥❣❧❡ ❈❘❆✿

❚❤❡ *✐♠✐♥❣ ♦❢ ❛❝*✐♦♥+ ✐+ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✶✲ ❘❛*✐♥❣+ ❢❡❡+ ❛"❡ ❞❡✜♥❡❞ φ❀

✷✲ ❚❤❡ ❈❘❆ "❡❝❡✐✈❡+ ✐*+ ♣"✐✈❛*❡ ✐♥❢♦"♠❛*✐♦♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡+ ❛ "❛*✐♥❣ m ∈ (G,B)❀

✷✵



✸ ✲ ❚❤❡ ✐&&✉❡( ♦❜&❡(✈❡& ,❤❡ (❛,✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡& ,♦ ♣❛② ❢♦( ♣✉❜❧✐❝❛,✐♦♥ ♦( ,♦ ❞❡❝❧✐♥❡ ,❤❡ ♦✛❡(❀ ❤❡ ♣✉,

❛ ♣(✐❝❡ T ❢♦( ♦♥❡ ✉♥✐, ♦❢ ,❤❡ ♣(♦❥❡❝,❀

✹✲ ■♥✈❡&,♦(& ♦❜&❡(✈❡ ,❤❡ ♣(✐❝❡ T ♦❢ ,❤❡ ♣(♦❥❡❝,✱ ❛♥❞ ✐,& ❣(❛❞❡ m✱ ✐❢ ♣✉❜❧✐&❤❡❞✱ ❛♥❞ ❝❤♦♦&❡ ,❤❡ ♥✉♠❜❡(

♦❢ ✉♥✐,& ,❤❡② ✇❛♥, ,♦ ❜✉②❀

✺✲ ❚❤❡ ❘❡,✉(♥ ✐& (❡❛❧✐③❡❞✳

❚❤❡ ❛(❜✐,(❛,✐♦♥ ❜❡,✇❡❡♥ (❡♣✉,❛,✐♦♥ ✐♥❝❡♥,✐✈❡& ❛♥❞ (❛,✐♥❣& ❢❡❡& ♣❧❛② ❛ ❝❡♥,(❛❧ (♦❧❡ ❛& (❡✈❡♥✉❡& ❞❡♣❡♥❞

✉♣♦♥ ❣♦♦❞ (❛,✐♥❣&✳

■♥ ❡B✉✐❧✐❜(✐✉♠✱ ❢❡❡& ♦❜❡② ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (✉❧❡&✿

✲ ■❢ α2V G−V 0 > epρ ❚❤❡(❡ ✐& ♦✈❡((❛,✐♥❣ ❛♥❞ (❛,✐♥❣&✬ ❢❡❡& ❛(❡ ❡B✉❛❧ ,♦ φ = α2V G−V 0
✳ ❚❤❡ ❈❘❆✬&

♣(♦✜, ✐&✿ α2V G − V 0 +
(1− ep)

2
ρ

✲ ■❢ α2V G − V 0 < epρ ,❤❡ ❈❘❆ ❣✐✈❡& ❛ (❛,✐♥❣ ❝♦((❡&♣♦♥❞✐♥❣ ,♦ ✐,& ♣(✐✈❛,❡ ✐♥❢♦(♠❛,✐♦♥ ❛♥❞

❝❤❛(❣❡&✿φ = min[2V G − max[αV 0, V B] − 2V 0, epρ]✳ ❚❤❡ ❈❘❆ ❣❡,& ❛ ♣❛②✲♦✛✿

1

2
min[2V G −

max[αV 0, V B]− 2V 0, epρ] + ρ✳

❲❤❡♥ φ > epρ ,❤❡(❡ ✐& ♦✈❡(✲(❛,✐♥❣✱ ❚❤❡ ❈❘❆ ♦♥❧② ❣✐✈❡& ❣♦♦❞ (❛,✐♥❣❀ ❖,❤❡(✇✐&❡✱ ,❤❡ ❈❘❆ ,(❛♥&♠✐,&

,(✉,❤❢✉❧❧② ✐,& ♣(✐✈❛,❡ ✐♥❢♦(♠❛,✐♦♥ ,❤(♦✉❣❤ ,❤❡ ❣(❛❞❡✳ ❚❤❡ ❈❘❆ &,✐❧❧ ❝♦♥,✐♥✉❡& ,♦ ❝♦♠♣❛(❡ ♣(♦✜,

❢(♦♠ (❛,✐♥❣✬& ✐♥✢❛,✐♦♥ ✭α2V G−V 0) ❛♥❞ (❡♣✉,❛,✐♦♥ ❝♦&,& epρ✳ ❲❡ ♥♦,✐❝❡ ,❤❛, ✐♥✢❛,❡❞ (❛,✐♥❣& ❛♣♣❡❛(

✇❤❡♥ (❡♣✉,❛,✐♦♥ ❝♦&,&✭ρ✮ ❛(❡ ❧♦✇ ❛♥❞ ,❤❡ ♣(♦♣♦(,✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥& ✐♥✈❡&,♦(& ✐& ❤✐❣❤✳ ■, ❛♣♣❡❛(& ❝❧❡❛(❧②

✐♥ α2V G − V 0
✳

❉✉♦♣♦❧② ❚♦ ,❡&, ,❤❡ ❡✛❡❝, ♦❢ ❝♦♠♣❡,✐,✐♦♥✱ ,❤❡ ❛✉,❤♦(& ✐♥,(♦❞✉❝❡ ❛ &❡❝♦♥❞ ❈❘❆✱ ,✐♠✐♥❣ ♦❢ ❛❝,✐♦♥

✐& &✐♠✐❧❛( ,♦ ,❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧② &✐,✉❛,✐♦♥✿

✶✲ ❊❛❝❤ ❈❘❆ ❞❡✜♥❡ ✐,& (❛,✐♥❣&✬ ❢❡❡& φk✱ ✇✐,❤ k = 1, 2❀

✷✲ ❊❛❝❤ ❈❘❆ (❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣(✐✈❛,❡ &✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❣✐✈❡& ❛ (❛,✐♥❣✱ m = G ♦✉ m = B❀

✸✲ ❚❤❡ ✐&&✉❡( ♦❜&❡(✈❡& ❜♦,❤ (❛,✐♥❣&✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ ,♦ (❡❥❡❝, ,❤❡♠✱ ♦( ,♦ ♣❛② ❢♦( ,❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛,✐♦♥ ♦❢

♦♥❡ ♦( ♦❢ ,❤❡ ,✇♦❀ ❤❡ ♣✉, ❛ ♣(✐❝❡ T ❢♦( ♦♥❡ ✉♥✐, ♦❢ ,❤❡ ♣(♦❥❡❝,❀

✹✲ ■♥✈❡&,♦(& ♦❜&❡(✈❡ ,❤❡ ♣(✐❝❡ T ♦❢ ,❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣(♦❞✉❝,&✱ ❛♥❞ (❛,✐♥❣& ✐❢ ♣✉❜❧✐&❤❡❞✳ ❚❤❡② ❝❤♦♦&❡

❤♦✇ ♠❛♥② ✉♥✐,& ♦❢ ,❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣(♦❞✉❝,& ,❤❡② ✇❛♥, ,♦ ❜✉②❀

✺✲ ❚❤❡ (❡,✉(♥ ✐& (❡❛❧✐③❡❞✳

❚❤❡ ❛✉,❤♦( ❞❡✜♥❡& V GG
❡, V BB

,❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ,❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣(♦❞✉❝, ✇❤❡♥ ❜♦,❤ ❈❘❆& (❡♣♦(, ❤♦♥❡&,❧②

,❤❡✐( ♣(✐✈❛,❡ &✐❣♥❛❧ ❢(♦♠ ,❤❡ ♣♦✐♥, ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ,❤❡ &♦♣❤✐&,✐❝❛,❡❞ ✐♥✈❡&,♦(&✳ ❆& ✐♥ ,❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧②

&✐,✉❛,✐♦♥✱ ✐, ✐& &❛♠❡ ✈❛❧✉❛,✐♦♥ ❢♦( ,❤❡ ♥❛✐✈❡ ✐♥✈❡&,♦(&✱ ✇❤❛,❡✈❡( ✐& ,❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦( ♦❢ ,❤❡ ❈❘❆✳ V GG =

(1− (1− e)2

(1− e)2 + e2
p)R− U

V BB = (1− (1− e)2

(1− e)2 + e2
p)R− U

❇② ❛&&✉♠♣,✐♦♥✱ ❚❤❡ ♠❛(❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ &❡❝♦♥❞ (❛,✐♥❣ ✐& ❧♦✇❡( ,❤❛♥ ,❤❡ ✜(&, ♦♥❡✳ ■, ❛♣♣❡❛(& ✐♥ ,❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡B✉❛,✐♦♥✿ α2V G − V 0 > 2(V GG − V G)

❲❤❡♥ φk > epρD ,❤❡(❡ ✐& (❛,✐♥❣ ✐♥✢❛,✐♦♥✱ ♦,❤❡(✇✐&❡ ,❤❡ ❈❘❆ ❣✐✈❡& ❤♦♥❡&,❧② ✐,& (❛,✐♥❣&✳ ■, &❤♦✇&

✷✶



 ❤❡ ✐♠♣♦' ❛♥❝❡ ♦❢  ❤❡ ✧♣✉♥✐.❤♠❡♥ ✧  ♦ ❞✐.❝✐♣❧✐♥❡ ❛ ❈❘❆✳

❘❛ ✐♥❣.✬ ❢❡❡ ♦❜❡②  ♦  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '✉❧❡✿

✲ ■❢ α2(V GG − V G) > epρD❀  ❤❡  ✇♦ ❈❘❆. ♦♥❧② '❡♣♦' ❣♦♦❞ '❛ ✐♥❣.✱ ❛♥❞ ❢❡❡. ❛'❡ ❡>✉❛❧  ♦✿ φk =

α2(V GG − V G)  ❤❡✐' ♣❛②✲♦✛ ✐. α2(V GG − V G) + (1− ep

2
)ρD)❀

✲ ■❢ α2(V GG−V G) < epρD✱ ❚❤❡  ✇♦ ❈❘❆  '❛♥.♠✐ .  ❤❡✐'  '✉❡ ♣'✐✈❛ ❡ ✐♥❢♦'♠❛ ✐♦♥  ❤'♦✉❣❤ '❛ ✐♥❣.❀

✭❛✮ ■❢ α ∈ (

3

2
V 0

2V G
, 1)✱  ❤❡ ✐..✉❡' .♦❧✐❝✐ ❜♦ ❤ ❈❘❆✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❝❤❛'❣✐♥❣ φ > 0

✭❜✮ ■❋ α ∈ (
V 0

2V G
,

3

2
V 0

2V G
)✱  ❤❡ ✐..✉❡' .♦❧✐❝✐ ♦♥❧② ♦♥❡ ❈❘❆ ❛♥❞ ❢❡❡. ❛'❡ ♥✉❧❧✳

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱  ❤❡ ❈❘❆.✬ . '❛ ❡❣② '❡♣'❡.❡♥ ❛♥ ❛'❜✐ '❛ ✐♦♥ ❜❡ ✇❡❡♥ ❣❛✐♥. ❢'♦♠ '❛ ✐♥❣✬. ✐♥✢❛ ✐♦♥ ❛♥❞

'❡♣✉ ❛ ✐♦♥❛❧ ❝♦. ✳ ❲❡ ❛❧.♦ ♥♦ ✐❝❡  ❤❛ ✧'❛ ✐♥❣ .❤♦♣♣✐♥❣✧ ♦❝❝✉'. ♠♦'❡ ♦❢ ❡♥ ✇❤❡♥  ❤❡ ❈❘❆✬. ♣'✐✈❛ ❡

.✐❣♥❛❧ ✐. ♥♦✐.②✳ ❚❤❡ ❧❡.. ❛❝❝✉'❛ ❡ ❈❘❆✬. ♣'✐✈❛ ❡ ✐♥❢♦'♠❛ ✐♦♥ ✐.✱  ❤❡ ♠♦'❡ ❛♥ ✐..✉❡' ✇✐❧❧ ❛.❦ ❞✐✛❡'❡♥ 

❈❘❆. ❤♦♣✐♥❣ ❢♦' ❛ ❣♦♦❞ '❛ ✐♥❣✳

❚❤✐. ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇. ✉.  ♦ ❛♥❛❧②.❡ ❢♦✉' .✐ ✉❛ ✐♦♥.✿

✲ ❆ ♠♦♥♦♣♦❧② ✇✐ ❤  '✉ ❤✲ ❡❧❧✐♥❣❀

✲ ❆ ♠♦♥♦♣♦❧② ✇✐ ❤ ✐♥✢❛ ❡❞ '❛ ✐♥❣.❀

✲ ❆ ❞✉♦♣♦❧② ✇✐ ❤  '✉ ❤✲ ❡❧❧✐♥❣❀

✲ ❆ ❞✉♦♣♦❧② ✇✐ ❤ ✐♥✢❛ ❡❞ '❛ ✐♥❣.❀

❚❤❡ >✉❡. ✐♦♥ ❤❡'❡ ✐. ✇❤❛ .✐ ✉❛ ✐♦♥ ✐. ❜❡  ❡' ✐♥  ❡'♠. ♦❢ .♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛'❡✳ ❲❡ ♦❜.❡'✈❡  ❤❛  ❤❡

.✐ ✉❛ ✐♦♥ ✐♥ ♠♦♥♦♣♦❧② ✇✐(❤ (*✉(❤✲(❡❧❧✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛ ❡.  ❤❡ ❞✉♦♣♦❧② ✇✐(❤ (*✉(❤✲(❡❧❧✐♥❣✳ ❚❤✐. ❝♦♠❡. ❢'♦♠

'❛ ✐♥❣ .❤♦♣♣✐♥❣❀ ❛. ✐♥❢♦'♠❛ ✐♦♥ ✐. ✐♠♣❡'❢❡❝ ❛♥ ✐..✉❡' ✇✐❧❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡  ❤❡  ✇♦ ❈❘❆. ❤♦♣✐♥❣ ❢♦' ❛ ❣♦♦❞

'❛ ✐♥❣✳ ❚❤✐. ❧❡❛❞. ✉.  ♦ >✉❡. ✐♦♥  ❤❡ ❝'✐ ✐❝. ♦✈❡' ❝♦♠♣❡ ✐ ✐♦♥ ✐♥  ❤❡ '❛ ✐♥❣ ✐♥❞✉. '②✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

.❤♦✇.  ❤❛ ❝♦♠♣❡ ✐ ✐♦♥ ✐. ♥♦ ❛ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥  ♦ ❡♥❤❛♥❝❡ '❛ ✐♥❣.✬ >✉❛❧✐ ②✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤✐❣❤❧✐❣❤ .  ✇♦

❡❧❡♠❡♥ .  ❤❛ .❡❡♠  ♦ ❤❛✈❡ ❛ . '♦♥❣❡' ✐♠♣❛❝ ✿

✲ ❚❤❡ ❛..❡ ✬. ❝♦♠♣❧❡①✐ ② ❝❛♥ ❧❡❛❞ ✜'♠.  ♦ ♣'❛❝ ✐❝❡ '❛ ✐♥❣. .❤♦♣♣✐♥❣❀

✲ ❚♦ ❞✐.❝✐♣❧✐♥❡ ❛ ❈❘❆  ❤'♦✉❣❤ '❡♣✉ ❛ ✐♦♥✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞.  ♦ ❤❛✈❡ ❛ . '♦♥❣ ♣✉♥✐.❤♠❡♥ ✳

❈✳ ❘❛$✐♥❣( ❛♥❞ ❇✉(✐♥❡(( ❈②❝❧❡(

❚❤❡ ❧❛. ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝'✐.✐. ❡♥❧✐❣❤ ❡❞  ❤❡ ✈❛'②✐♥❣ >✉❛❧✐ ② ♦❢ '❛ ✐♥❣.✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥.✐❞❡'  ❤❡ .✉❜♣'✐♠❡ ❝'✐.✐.✱

'❛ ✐♥❣. ✇❡'❡ ❛❝❝✉'❛ ❡ ❛ ✜'. ✱ ❜❡❢♦'❡ ❛ ❞❡❣'❛❞❛ ✐♦♥ ❛♣♣❡❛'❡❞✳ ❆ .✐♠✐❧❛' ♣❛ ❤ ✇❛. ❛❧.♦ ✇✐ ♥❡..❡❞

❜❡❢♦'❡  ❤❡ ❊❛. ❆.✐❛♥ ❝'✐.✐.✱ ✇❤❡♥ ❈❘❆. ✇❡'❡ ❜❧❛♠❡❞ ❢♦' ❤❛✈✐♥❣ ❣✐✈❡♥  ♦♦ ❣❡♥❡'♦✉. '❛ ✐♥❣. ❜❡❢♦'❡

 ❤❡ ❜❛❤ ✬. ❝'✐.✐. ❛♥❞  ♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①❝❡..✐✈❡❧② .❡✈❡'❡ ❛❢ ❡'✇❛'❞.✳ ❊①♣❧❛✐♥✐♥❣  ❤❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡ ♦❢ '❛ ✐♥❣✬.

>✉❛❧✐ ② ♦✈❡'  ✐♠❡ ✐. ♦♥❡ ♦❢  ❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❇❛'✲■.❛❛❝ ❛♥❞ ❙❤❛♣✐'♦ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡② ❝♦♥.✐❞❡' ❛♥ ✧❤♦♥❡. ✧

✷✷



❈❘❆✱ $❤❡② (❤♦✇ $❤❛$ ❜❡❝❛✉(❡ ♦❢ $❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐$✐♦♥(✱ ✐$( 4❛$✐♥❣( ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦4❡ ❛❝❝✉4❛$❡ ✐♥ ❛

4❡❝❡((✐♦♥ $❤❛♥ ✐♥ ❛ ❜♦♦♠✳ ❚❤❡ ✐((✉❡ 4❛✐(❡❞ ❤❡4❡ ✐( ❛❜♦✉$ $❤❡ ♠❡❛♥( ❛♥❞ ♥♦$ ❛❜♦✉$ ✐♥❝❡♥$✐✈❡( $♦ ❧✐❡

❛( (❡❡♥ ✐♥ $❤❡ ♣4❡✈✐♦✉( ♣❛♣❡4✳

❚❤❡ ;✉❛❧✐$② ♦❢ 4❛$✐♥❣( (❡❡♠❡❞ $♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♣❛$$❡4♥ ❞✉4✐♥❣ $❤❡ ❧❛($ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝4✐(✐(✳ ❆$ $❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢

$❤❡ ❜✉❜❜❧❡✱ 4❛$✐♥❣( ✇❡4❡ ♦❢ ♣♦♦4 ;✉❛❧✐$② ❝♦♥❝❡4♥✐♥❣ ▼❇❙✳ ❍♦✇❡✈❡4 ❜❡❢♦4❡ ✷✵✵✹✱ (✉❝❤ ♣4♦❞✉❝$( ✇❡4❡
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"❤❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐"② "❤❛" "❤❡ ♣/♦❥❡❝" ✐% ❣♦♦❞✳

❚❤❡ ❈❘❆ ♠✉%" ❣✐✈❡ ❛ /❛"✐♥❣ "♦ "❤❡ ♣/♦❥❡❝"✱ ❛♥❞ ✐"% ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ✐% "♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐"% /❡♣✉"❛"✐♦♥ ❛" ♣❡/✐♦❞

1✳ ■" /❡❝❡✐✈❡% ❛♥ ✐♠♣❡/❢❡❝" ♣/✐✈❛"❡ %✐❣♥❛❧ s ∈ sG, sB❀ sG ❢♦/ ❛ ❣♦♦❞ ♣/♦❥❡❝"✱ sB ❢♦/ ❛ ❜❛❞ ♦♥❡✳ ❆%

✐♥ %"❛♥❞❛/❞ /❡♣✉"❛"✐♦♥ ❣❛♠❡%✱ "❤❡ ❈❘❆ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ "✇♦ "②♣❡%✿ ✐" ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ❤✐❣❤ "②♣❡ a = H ♦/ ❛

❧♦✇ "②♣❡ a = L✳ ❆ H "②♣❡ ❈❘❆ ✐❞❡♥"✐✜❡% ♣❡/❢❡❝"❧② ❛ ♣/♦❥❡❝"✬% "②♣❡ ✇❤❡/❡❛% ❛♥ L "②♣❡ /❡❝❡✐✈❡❞

✐♠♣❡/❢❡❝" ✐♥❢♦/♠❛"✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈❘❆ ❦♥♦✇% ✐"% "②♣❡✱ "❤❡ ♦"❤❡/ ♣❧❛②❡/% ❤❛✈❡ ❛ ♣/✐♦/ α0 ∈ (
1

2
; 1) ✇❤✐❝❤

/❡♣/❡%❡♥"% "❤❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐"② ♦❢ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ H "②♣❡✳ ❚❤✐% /❡♣✉"❛"✐♦♥ ✐% ✉♣❞❛"❡❞ ❛❢"❡/ "❤❡ ✜/%" ♣❡/✐♦❞ ❛♥❞

✐% "❤❡♥ α1✳

❆ L ❈❘❆ ♦✇♥% "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ "❡❝❤♥♦❧♦❣②✿ Pr(sG|G,L) = Pr(sG|B,L) = Pr(sB|G,L) = Pr(sB|B,L) =
1

2
✳

❚❤❡ ❈❘❆ ❞❡✜♥❡% ✐"% /❛"✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ❜② "❛❦✐♥❣ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" ✐"% "②♣❡ a✱ ✐"% /❡♣✉"❛"✐♦♥ α✱ "❤❡ ♣/✐♦/ θ ❛♥❞

✐"% ♣/✐✈❛"❡ %✐❣♥❛❧ ✿ Pr(rG|sB, θ, a, α) ❛♥❞ Pr(rB|sg, θ, a, α)✳ ■" %❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦"❡❞ "❤❛" /❛"✐♥❣% ❤❛✈❡

❛♥ ✐♠♣❛❝" ♦♥ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦%"%✳ ❚❤✉% ❛ ❜❛❞ /❛"✐♥❣ "♦ ❛ ❣♦♦❞ ♣/♦❥❡❝" ❧♦✇❡/% ✐"% ♣/♦❜❛❜✐❧✐"② ♦❢ %✉❝❝❡%%✳

❚❤❡ ❛✉"❤♦/ ❝♦♥%✐❞❡/% "❤❛" ❛ ❣♦♦❞ ♣/♦❥❡❝" ✇✐"❤ ❛ ❜❛❞ /❛"✐♥❣ ❣✐✈❡% ❛ ♣♦%✐"✐✈❡ /❡"✉/♥ ✇✐"❤ ♣/♦❜❛❜✐❧✐"②

1 − β✳ ❚❤✐% ❣♦❡% ❛❧♦♥❣ ✇✐"❤ "❤❡ ❢❛❝" "❤❛"✱ ✇❤❡♥ ❛ ❣♦♦❞ ♣/♦❥❡❝" ❢❛✐❧%✱ "❤❡ ✐♥✈❡%"♦/% ❝❛♥♥♦" ✐❞❡♥"✐❢②

✇✐"❤ ❝❡/"❛✐♥"② "❤❡ ♣/♦❥❡❝"✬% "②♣❡✳

*♦+,❡.✐♦. ❜❡❧✐❡❢✿

❚❤❡ ♦✉"❝♦♠❡ ♦❢ ❛ ♣/♦❥❡❝" ✐% ♦❜%❡/✈❛❜❧❡ ✭%✉❝❝❡%% S ♦/ ❢❛✐❧✉/❡ F ✮ ❛♥❞ ❧❡❛❞% "♦ ❛♥ ✉♣❞❛"❡ ✐♥ ❈❘❆✬% /❡♣✲

✉"❛"✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❛ ✇❡❧❧ /❛"❡❞ ♣/♦❥❡❝" %✉❝❝❡❡❞% ✭❢❛✐❧%✮✱ /❡♣✉"❛"✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦"❡❞ α1(rG, S) ✭α1(rG, F )✮✳
❲❤❡♥ ❛ ❜❛❞ /❛"❡❞ ♣/♦❥❡❝" %✉❝❝❡❡❞% ✭❢❛✐❧%✮✱ /❡♣✉"❛"✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦"❡❞ α1(rB, S) ✭α1(rB, F )✮✳

✷✹



❊!✉✐❧✐❜&✐✉♠✿

❚❤❡ #✉❡%&✐♦♥ *❛✐%❡❞ ✐♥ &❤✐% %❡❝&✐♦♥ ✐% &♦ ✉♥❞❡*%&❛♥❞ ✇❤❡♥ ❛ ❈❘❆ ❤❛% ✐♥❝❡♥&✐✈❡% &♦ ❝♦♥&*❛❞✐❝& ✐&%

♣*✐✈❛&❡ %✐❣♥❛❧✳ ❆& ❞❛&❡ ✵✱ ✐❢ &❤❡ ❈❘❆ ❢♦❧❧♦✇% ✐&% ♣*✐✈❛&❡ %✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❣✐✈❡% ❛ ❣♦♦❞ *❛&✐♥❣✱ ✐&% ❡①♣❡❝&❡❞

*❡♣✉&❛&✐♦♥ ✐%✿ Pr(S|sg, a)α(S, rG)+Pr(F |sg, a)α(F, rG)✳ ❋*♦♠ &❤✐% ❡#✉❛&✐♦♥✱ ✇❡ %❡❡ &❤❡ ❛*❜✐&*❛&✐♦♥

&❤❡ ❈❘❆ ♠✉%& ❞♦✿ ■& ♠✉%& ♠❛①✐♠✐③❡ ✐&% *❡♣✉&❛&✐♦♥ ❦♥♦✇✐♥❣ &❤❛& &❤❡ ♣✉❜❧✐❝✬% ♣*✐♦* ✇✐❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡

✐&% ✉♣❞❛&❡✳ ❲❤❡♥ &❤❡ ❈❘❆ *❡❝❡✐✈❡% ❛ ❣♦♦❞ ♣*✐✈❛&❡ %✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉& &❤❡ ♣*♦❥❡❝&✬% &②♣❡✱ ✐& ✇✐❧❧ ♣✉❜❧✐%❤

&❤❡ *❛&✐♥❣ &❤❛& ♠❛①✐♠✐③❡% ✐&% *❡✈❡♥✉❡✳

✲ ❲❤❡♥ Pr(S|sG, a)α(S, rG)+Pr(F |sG, a)α(F, rG)−Pr(S|sG, a)α(S, rB)+Pr(F |sG, a)α(F, rB) >
0✱ &❤❡ ❈❘❆ ❤❛% ✐♥❝❡♥&✐✈❡% &♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐&% ♣*✐✈❛&❡ %✐❣♥❛❧✱ &❤✉% ✐& ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ *❛&✐♥❣✳

✲ ❲❤❡♥ Pr(S|sG, a)α(S, rG)+Pr(F |sG, a)α(F, rG)−Pr(S|sG, a)α(S, rB)+Pr(F |sG, a)α(F, rB) <
0✱ &❤❡ ❈❘❆ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❜❛❞ *❛&✐♥❣ ❛❧&❤♦✉❣❤ ✐& ❤❛% *❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ♣♦%✐&✐✈❡ ♣*✐✈❛&❡ %✐❣♥❛❧✳

❲❤❡♥ &❤❡ ❈❘❆ *❡❝❡✐✈❡% ❛ ❜❛❞ %✐❣♥❛❧✿

✲ ❲❤❡♥ Pr(S|sg, a)α(S, rG)+Pr(F |sg, a)α(F, rG)−Pr(S|sg, a)α(S, rB)+Pr(F |sB, a)α(F, rB) > 0✱
&❤❡ ❈❘❆ ❤❛% ✐♥❝❡♥&✐✈❡% &♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐&% ♣*✐✈❛&❡ %✐❣♥❛❧✱ ✐& ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❜❛❞ *❛&✐♥❣✳

✲ ❲❤❡♥ Pr(S|sg, a)α(S, rG)+Pr(F |sg, a)α(F, rG)−Pr(S|sg, a)α(S, rB)+Pr(F |sB, a)α(F, rB) > 0✱
&❤❡ ❈❘❆ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ *❛&✐♥❣ ❛❧&❤♦✉❣❤ ✐& ❤❛% *❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ♥❡❣❛&✐✈❡ ♣*✐✈❛&❡ %✐❣♥❛❧✳

❚❤❡ ♣*♦❜❛❜✐❧✐&✐❡% ❢♦* ❛ L &②♣❡ &♦ ❝♦♥&*❛❞✐❝& ✐&% ♣*✐✈❛&❡ %✐❣♥❛❧ ✐♥ ❡#✉✐❧✐❜*✐✉♠ ❛*❡✿ Pr(rG|sB, θ, L) ≡ γ
❛♥❞ Pr(rB|sG, θ, L) ≡ γ

❲❡ ❝❛♥ &❤❡♥ ❡①❤✐❜✐& &❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦* ♦❢ ❛ ❈❘❆ ✐♥ &❤✐% ❡❝♦♥♦♠②✳ ❋✐*%& ♦❢ ❛❧❧✱ ❛♥ H &②♣❡ ❈❘❆ ✇✐❧❧

❛❧✇❛②% ❢♦❧❧♦✇ ✐&% ♣*✐✈❛&❡ %✐❣♥❛❧✱ ❜❡❝❛✉%❡ ✐&% ✐♥❢♦*♠❛&✐♦♥ ✐% ♣❡*❢❡❝&✳ ❚❤❡ L &②♣❡ ❈❘❆ ♠✐❣❤& *❡❝❡✐✈❡

❛ ✇*♦♥❣ %✐❣♥❛❧✱ ✐& ❛✐♠% ❛& ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐&% *❡♣✉&❛&✐♦♥ ❛♥❞ &❤✉% ✐&% ❜❡❤❛✈✐♦* ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛*&❧② ❞*✐✈❡♥

❜② &❤❡ ♣✉❜❧✐❝✬% ❡①♣❡❝&❛&✐♦♥%✳ ■♥ ❡#✉✐❧✐❜*✐✉♠✱ &❤❡*❡ ❛*❡ &✇♦ &❤*❡%❤♦❧❞ θ ❛♥❞ θ ✿

✲ ❲❤❡♥ θ ∈ (θ, 1)✱ ❚❤❡ L &②♣❡ ❈❘❆ ❣✐✈❡% ❛❧✇❛②% ❛ ❣♦♦❞ *❛&✐♥❣❀

✲ ❲❤❡♥ θ ∈ (0, θ)✱ ❚❤❡ L &②♣❡ ❈❘❆ ❛❧✇❛②% ❣✐✈❡% ❛ ❜❛❞ *❛&✐♥❣

✲ ❲❤❡♥ θ ∈ (θ, θ)✱ &❤❡♥ ✿

✲ ❲✐&❤ ❛ ♣♦%✐&✐✈❡ ♣*✐✈❛&❡ %✐❣♥❛❧✱ ✐& ❣✐✈❡% ❛ ❜❛❞ *❛&✐♥❣ ✇✐&❤ ♣*♦❜❛❜✐❧✐&② γ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ *❛&✐♥❣
♦&❤❡*✇✐%❡❀

✲ ❲✐&❤ ❛ ♥❡❣❛&✐✈❡ ♣*✐✈❛&❡ %✐❣♥❛❧✱ ✐& ❣✐✈❡% ❛ ❣♦♦❞ *❛&✐♥❣ ✇✐&❤ ♣*♦❜❛❜✐❧✐&② γ ❛♥❞ ❛ ❜❛❞ *❛&✐♥❣
♦&❤❡*✇✐%❡❀

❈♦♠♣❡.✐.✐♦♥

◆♦✇✱ &❤❡ ❛✉&❤♦* ❝♦♥%✐❞❡*% ❛ %✐♠✐❧❛* ❡❝♦♥♦♠② ✇✐&❤ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❡♥&*❛♥&%✳ ❆ ❈❘❆ i ✐% ❛❧*❡❛❞② ❛❝&✐✈❡
❛♥❞ ❛♥♦&❤❡* ❣*♦✉♣ ♦❢ ♥❡✇ ❈❘❆% ✭j✮ ♠❛② ❡♥&❡* ✐♥&♦ ❝♦♠♣❡&✐&✐♦♥✳ ❚❤❡*❡ ✐% ♥♦ ✐♥❢♦*♠❛&✐♦♥ ❛❜♦✉& &❤❡

♥❡✇ ❡♥&*❛♥&✬% &②♣❡✿ α0,j =
1

2
✳

✷✺



❘❡♣✉$❛$✐♦♥ ✐) ❝❡♥$+❛❧ ✐♥ $❤✐) ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥$ ❛✐♠) ❛$ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐$) +❡♣✉$❛$✐♦♥ $♦ ♣+♦$❡❝$ ✐$)

)❤❛+❡✳ ❲❤❡+❡❛) ♣♦$❡♥$✐❛❧ ❡♥$+❛♥$) ✇✐)❤ ❛❧)♦ $♦ ♠❛①✐♠✐③❡ $❤❡✐+ +❡♣✉$❛$✐♦♥ $♦ ❣❡$ ✐♥ ❛♥❞ ❞✐)$✐♥❣✉✐)❤

$❤❡♠)❡❧✈❡)✳

❚✇♦ )✐$✉❛$✐♦♥) ♠✉)$ ❜❡ ❝♦♥)✐❞❡+❡❞✿

✲ ❲✐#❤ ♦♥❡ (❛#✐♥❣ ♦♥❧②✿ ■♥ $❤✐) ❝❛)❡✱ ❡♥$+❛♥$) ♠✐❣❤$ ♣❧❛② ♦♥❧② ♦♥❝❡ $❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥$✬) ❈❘❆ ❤❛)

❢❛✐❧❡❞✳

✲ ❲✐#❤ #✇♦ (❛#✐♥❣/✿ ■♥ $❤✐) ❝❛)❡✱ ♦♥❝❡ $❤❡ ❈❘❆ i ❤❛) ❣✐✈❡♥ ❛ ❜❛❞ +❛$✐♥❣✱ ❛ $②♣❡ j ❈❘❆ ✐) ❞+❛✇♥
❛♥❞ ❝❛♥ ♣+♦♣♦)❡ ❛♥ ♦$❤❡+ +❛$✐♥❣✱ ❡✈❡♥ $❤♦✉❣❤✱ ❜❡❝❛✉)❡ ♦❢ ✐$) ❧♦✇ +❡♣✉$❛$✐♦♥✱ ✐$) +❛$✐♥❣) ❛+❡

♥♦$ ✈❡+② ✐♥✢✉❡♥$✐❛❧✳

❲❡ ♦❜)❡+✈❡❞ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +❡)✉❧$)✿

✲ ❲✐#❤ ♦♥❡ (❛#✐♥❣ ♦♥❧②✿ ❛) ✐♥ $❤❡ ❧❛)$ )❡❝$✐♦♥✱ $❤❡ $②♣❡ H ❈❘❆ ❛❧✇❛②) ❢♦❧❧♦✇) ✐$) ♣+✐✈❛$❡ )✐❣♥❛❧✳

❲❤❡♥ ❝♦♥)✐❞❡+✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥$ ❈❘❆ ♦❢ $②♣❡ L✱ ✐$ ♠✉)$ $❛❦❡ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ $❤+❡❛$ ♦❢ ❛ ♣♦$❡♥$✐❛❧
❡♥$+❛♥$✳ ■$ ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ✐$) ♣+✐✈❛$❡ )✐❣♥❛❧ ♠♦+❡ ♦❢$❡♥ $❤❛♥ ✐♥ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧②✳ ❚❤❡ ❢❡❛+ ♦❢ ❛♥ ❡♥$+❛♥$ ❧❡❛❞)

$❤❡ ❈❘❆ $♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐$) ♣+✐✈❛$❡ )✐❣♥❛❧✳

✲ ❲✐#❤ #✇♦ (❛#✐♥❣/✿ ❋✐+)$✱ ❛ i ❈❘❆ ♦❢ $②♣❡ H ♥❡✈❡+ ❢❛✐❧)✱ $❤✉) ❛ ♣+♦❥❡❝$ ✇✐$❤ ❛ ❜❛❞ +❛$✐♥❣

)✉❝❝❡❡❞✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛$❡) ❛ $②♣❡ L ❈❘❆✳ ❆) ❛❢$❡+ ❛ ❜❛❞ ❣+❛❞❡✱ ❛ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ❡♥$+❛♥$ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛♥♦$❤❡+

+❛$✐♥❣ $♦ $❤❡ ♣+♦❥❡❝$✱ $❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥$ ❈❘❆ ❤❛) ♥❡✇ ✐♥❝❡♥$✐✈❡)✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐$ $♦ ❣✐✈❡ ♠♦+❡ ❣♦♦❞ +❛$✐♥❣

$❤❛♥ ✐♥ ❛♥ ❡F✉✐❧✐❜+✐✉♠✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦+♠❛$✐♦♥ $❡♥❞) $♦ ❧❡❛❞ ❛ ❈❘❆ ♥♦$ $♦ +❡❧② ♦♥ ✐$) ♣+✐✈❛$❡ ✐♥❢♦+♠❛$✐♦♥ ❜❡❝❛✉)❡

♦❢ $❤❡ +❡♣✉$❛$✐♦♥ ✐♥❝❡♥$✐✈❡✳ ❚❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥ ❞+✐✈❡) $❤❡ ❈❘❆✬) ❜❡❤❛✈✐♦+✳ ❈♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ❞♦❡)

♥♦$ )❡❡♠ $♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ✐♠♣❛❝$ ❢♦+ $❤✐) )✐$✉❛$✐♦♥ ❛) ✐$ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ $♦ +❛$✐♥❣) ✐♥✢❛$✐♦♥✳ ❆

)✐♠✐❧❛+ ❛♣♣+♦❛❝❤ ✇❛) ♠❛❞❡ ❜② ❖$$❛✈✐❛♥✐ ❛♥❞ ❙♦+❡♥)❡♥ ✭✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡ ❛✉$❤♦+) ♣+♦♣♦)❡ ❛ )$✉❞② ♦❢ ❛♥

❡①♣❡+$✬) ❜❡❤❛✈✐♦+✳ ❚❤❡② )❤♦✇ ❤♦✇ ♦♥❡ ❡①♣❡+$✬) ♠❡))❛❣❡ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛♥♦$❤❡+ ❡①♣❡+$✬) ❞❡❝✐)✐♦♥✳ ■$

✐) +❡❧❡✈❛♥$ $♦ )❡❡ ❈❘❆ ❛) ❡①♣❡+$✱ ❛) $❤❡② )✉✛❡+ $❤❡ )❛♠❡ ✧✇+♦♥❣✧ ✐♥❝❡♥$✐✈❡) $❤❛♥ ❛♥② ♦$❤❡+✳ ❚❤❡✐+

+❛$✐♥❣) ♠✐❣❤$ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② $❤❡ +❛$✐♥❣) ♦❢ ♦$❤❡+ ❛❣❡♥❝✐❡) ♦+ ❡✈❡♥ ❜② ♦$❤❡+ ❞✐)❝❧♦)✉+❡ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝

✐♥❢♦+♠❛$✐♦♥✳

❇✳ ❯♥$♦❧✐❝✐)❡❞ ❘❛)✐♥❣$ ❛♥❞ ❘❡❣✉❧❛)✐♦♥

■♥ $❤✐) )❡❝$✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ )$✉❞② $❤❡ ♣+❛❝$✐❝❡ ♦❢ ✉♥)♦❧✐❝✐$❡❞ +❛$✐♥❣)✳ ❋✉❧❣❤✐❡+✐ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ )$✉❞✐❡) $❤✐)

♣+❛❝$✐❝❡ ✇❤❡+❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ +❡❣✉❧❛$✐♦♥ ✐) ❛❧)♦ ❝♦♥)✐❞❡+❡❞✳ ❯♥)♦❧✐❝✐$❡❞ +❛$✐♥❣) ❝❛♥ ❜❡ ❛ ✉)❡❢✉❧ $♦♦❧ ❢♦+ ❛

❈❘❆✿ $❤♦)❡ +❛$✐♥❣) ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝❡))✐✈❡❧② )❡✈❡+❡ $♦✇❛+❞) ❛♥ ✐))✉❡+ ✐♥ ♦+❞❡+ $♦ ✭✐✮ ✐♥❝✐$❡ ✐))✉❡+) $♦ ❛)❦

❢♦+ ❛ +❛$✐♥❣ ✭✐✐✮ )❤♦✇ ✐♥✈❡)$♦+) $❤❛$ ✐$ ❝❛♥ ❞❡❧✐✈❡+ ❜❛❞ +❛$✐♥❣)✳ ❈❘❆) ❛+❣✉❡ $❤❛$ $❤✐) ♣+❛❝$✐❝❡ ✐)

♥❡❡❞❡❞ $♦ ❡♥)✉+❡ ❛ ❜+♦❛❞❡+ ❝♦✈❡+❛❣❡ ♦❢ $❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛+❦❡$)✳

❈❘❆) ❞♦ ♥♦$ +❡❝❡✐✈❡ ❛♥② ♣❛②♠❡♥$ ❢♦+ ✉♥)♦❧✐❝✐$❡❞ +❛$✐♥❣)✳ ❚❤✐) ♣+❛❝$✐❝❡ +❛✐)❡) F✉❡)$✐♦♥)✳ ❊❝♦♥♦✲

♠❡$+✐❝ )$✉❞✐❡) ❤❛✈❡ )❤♦✇♥ $❤❛♥ ♦♥ ❛✈❡+❛❣❡✱ $❤❡)❡ +❛$✐♥❣) ❛+❡ ❧♦✇❡+ $❤❛♥ $❤❡ )♦❧✐❝✐$❡❞ ♦♥❡)✳ ❚❤❡②

❛+❣✉❡ $❤❛$ $❤❡② ❞♦ )♦ ✐♥ ❛♥ ❡✛♦+$ $♦ ♣+♦✈✐❞❡ ❜❡$$❡+ ✐♥❢♦+♠❛$✐♦♥ $♦ $❤❡ ♠❛+❦❡$✳ ❲✐$❤♦✉$ +❡♠✉♥❡+✲

❛$✐♦♥✱ $❤❡② ✇✐❧❧ ❡✈❛❧✉❛$❡ $❤❡ ❝+❡❞✐$✇♦+$❤✐♥❡)) ♦❢ ❞❡❜$ ♦♥❧② $❤+♦✉❣❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦+♠❛$✐♦♥✱ ✉)✉❛❧❧②

♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦+♠❛$✐♦♥✳ ❋✉❧❣❤✐❡+✐ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❞❡✜♥❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ )❡$$✐♥❣ ✇✐$❤ +❛$✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥) ✇❤✐❝❤

❡♥❝♦♠♣❛)) $❤+❡❡ )♣❡❝✐✜❝✐$✐❡) ♦❢ ❈❘❆)✬ ❛❝$✐✈✐$②✿

✷✻



✲ ❚❤❡② ❝❛♥ ❧✐❡✿ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ .❛/✐♥❣ /♦ ❛ ❜❛❞ ♣.♦❥❡❝/❀

✲ ❚❤❡② ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ❣.❛❞❡ ✇✐/❤♦✉/ ❛♥② .❡6✉❡7/❀

✲ ❘❡♣✉/❛/✐♦♥ ✐♥❝❡♥/✐✈❡7 ❛.❡ ♣.❡7❡♥/✳

❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐7 ❝♦♠♣♦7❡❞ ♦❢ /❤.❡❡ .✐7❦ ♥❡✉/.❛❧ ♣❧❛②❡.7✿ ✜.♠7✱ ✐♥✈❡7/♦.7 ❛♥❞ ♦♥❡ ❈❘❆✳ ❚❤❡ ❣❛♠❡

✐7 ♠❛❞❡ ♦❢ /✇♦ ♣❡.✐♦❞7✳ ❆/ /❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❡.✐♦❞✱ /❤❡ ✜.♠ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡77 /♦ ❛ ♣.♦❥❡❝/

✇✐/❤ ❛ ♣.♦❜❛❜✐❧✐/② β✳ ❚❤✐7 ♣.♦❥❡❝/ ♥❡❡❞7 I ✉♥✐/ ♦❢ ❝❛♣✐/❛❧ /♦ ❜❡ ❡♥❣❛❣❡❞✳ ❚❤❡ ✜.♠7 ❝❛♥♥♦/ ✜♥❛♥❝❡
/❤❡ ♣.♦❥❡❝/ ❜② ✐/7❡❧❢ ❛♥❞ ♠✉7/ .❛✐7❡ ❝❛♣✐/❛❧ ❢.♦♠ /❤❡ ♠❛.❦❡/✳ ❚❤❡ ♣.♦❥❡❝/ ♦✛❡.7 ❛ .❡/✉.♥ ♦❢ R ✐❢

7✉❝❝❡77❢✉❧ ✭ω = S✮ ♦/❤❡.✇✐7❡ ✐/ ❣✐✈❡7 ③❡.♦ ✭ω = F ✮✳ ❚❤❡ ♦✉/❝♦♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣.♦❥❡❝/ ✐7 ♣✉❜❧✐❝✳

E.♦❥❡❝/7 ❝❛♥ ❜❡ ❣♦♦❞ ✭θ = G✮ ♦. ❜❛❞ ✭θ = B✮✱ ❛ ❣♦♦❞ ♣.♦❥❡❝/ 7✉❝❝❡❡❞7 ✇✐/❤ ♣.♦❜❛❜✐❧✐/② q✱ ❛ ❜❛❞
♣.♦❥❡❝/ ❛❧✇❛②7 ❢❛✐❧7✳ ■❢ ❛ ✜.♠ ❞♦❡7 ♥♦/ ✉♥❞❡./❛❦❡ ❛ ♣.♦❥❡❝/✱ ✐/ ❧♦♦7❡7 /❤❡ ♦♣♣♦./✉♥✐/② ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡7

✇♦./❤❧❡77✳ ❋✐.♠7 ✇✐/❤♦✉/ ❛ ♣.♦❥❡❝/ ❛.❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② θ = N ✳ ❲✐/❤♦✉/ ❛ ♣.♦❥❡❝/ ❛ ✜.♠ ❞♦❡7 ♥♦/ .❛✐7❡

❝❛♣✐/❛❧ ❛♥❞ ✐7 ✇♦./❤ V̄ > 0✳ ❖♥ ❛✈❡.❛❣❡✱ ✜.♠7 ❤❛✈❡ ❛❝❝❡77 /♦ ❣♦♦❞ ♣.♦❥❡❝/7 ❛♥❞ /❤❡✐. ✈❛❧✉❡ ❡①❝❡❡❞7
/❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ✜.♠7 ✇✐/❤♦✉/ ❛ ♣.♦❥❡❝/✿ αqR− I > V̄ > 0✳

❊❛❝❤ ✜.♠ ❦♥♦✇7 /❤❡ 6✉❛❧✐/② ♦❢ ✐/7 ♣.♦❥❡❝/ ❜✉/ ❝❛♥♥♦/ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/❡ ✐/ /♦ /❤❡ ♠❛.❦❡/✳ ❚❤❡ ❛7②♠♠❡/.②

♦❢ ✐♥❢♦.♠❛/✐♦♥ ✐7 .❡❞✉❝❡❞ ❜② /❤❡ ♣.❡7❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❈❘❆✳ ❚❤❡ ❈❘❆ ♦✇♥7 ❛ /❡❝❤♥♦❧♦❣② /❤❛/ ❛❧❧♦✇ ✐/7❡❧❢

/♦ ♣❡.❢❡❝/❧② ✐❞❡♥/✐❢② /❤❡ ♣.♦❥❡❝/✬7 /②♣❡ ✐❢ 7♦❧✐❝✐/❡❞ ❜② /❤❡ ✜.♠✱ ✐❢ ♥♦/ /❤❡ ✐♥❢♦.♠❛/✐♦♥ ✐7 ✐♠♣❡.❢❡❝/

❛♥❞ ✐/ ✐❞❡♥/✐✜❡7 /❤❡ ♣.♦❥❡❝/✬7 /②♣❡ ✇✐/❤ ♣.♦❜❛❜✐❧✐/② δ ∈ (1/2; 1)✳ ❚❤✐7 ❞✐✛❡.❡♥❝❡ .❡✢❡❝/7 /❤❡ ❢❛❝/
/❤❛/ ✉♥7♦❧✐❝✐/❡❞ .❛/✐♥❣7 ❛.❡ ❜❛7❡❞ ♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦.♠❛/✐♦♥✱ ✇❤❡.❡❛7 ✐♥ /❤❡ ❝❛7❡ ♦❢ 7♦❧✐❝✐/❡❞ .❛/✐♥❣ /❤❡

❈❘❆ ❝❛♥ .❡❧② ♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ♣.✐✈❛/❡ ✐♥❢♦.♠❛/✐♦♥✳

❋.♦♠ /❤✐7 ✐♥❢♦.♠❛/✐♦♥✱ /❤❡ ❈❘❆ ❝❛♥ ♣.♦♣♦7❡ ❛ ❣♦♦❞ r = H ♦. ❛ ❜❛❞ r = L .❛/✐♥❣ ❢♦. ❛ ❢❡❡

φr
✳ F ❞❡✜♥❡7 /❤❡ ✐♥❢♦.♠❛/✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ /♦ /❤❡ ❝.❡❞✐/ .❛/✐♥❣ ❛❣❡♥❝②✳ ❚❤❡ .❛/✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ♦❢ ❛ ❝.❡❞✐/

.❛/✐♥❣ ❛❣❡♥❝② ✐7 ❞❡✜♥❡❞ ❛7 {r, φr
F}✳ ■❢ /❤❡ ✜.♠ ❛❝❝❡♣/7 /❤❡ ♣.♦♣♦7❛❧✱ ❢❡❡7 ❛.❡ ♣❛✐❞ ❛♥❞ /❤❡ .❛/✐♥❣ ✐7

♣✉❜❧✐7❤❡❞✳ ■❢ ♥♦/✱ ❢❡❡7 ❛.❡ ♥♦/ ♣❛✐❞✱ ❛♥❞ /❤❡ ❈❘❆ ❝❛♥ ❝❤♦♦7❡ /♦ ♣✉❜❧✐7❤ ♦. ♥♦/ ❛♥ ✉♥7♦❧✐❝✐/❡❞ .❛/✐♥❣

✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡.❡♥/ /❤❛♥ /❤❡ ♦♥❡ ❢.♦♠ /❤❡ ♣.♦♣♦7❛❧✮✳ ❚❤❡ .❛/✐♥❣ ❤❛7 ❛♥ ✐♠♣❛❝/ ♦♥ /❤❡ ✜.♠✬7

✈❛❧✉❛/✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡. /❤❡ ♠❛❣♥✐/✉❞❡ ♦❢ /❤✐7 ✐♠♣❛❝/ ❞❡♣❡♥❞7 ♦♥ /❤❡ .❡♣✉/❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❈❘❆✳

❚❤❡ ❈❘❆ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ /✇♦ /②♣❡7✿

✲ τ = e✱ ❚❤❡ ❈❘❆ ✐7 ❡/❤✐❝❛❧✱ ✐/7 7✐❣♥❛❧ .❡♣.❡7❡♥/7 ✐/7 /.✉❡ ✐♥❢♦.♠❛/✐♦♥❀

✲ τ = o✱ ❚❤❡ ❈❘❆ ✐7 ♦♣♣♦./✉♥✐7/✐❝✱ ✐/ ❞❡✜♥❡7 ❛ 7/.❛/❡❣② /♦ ♠❛①✐♠✐7❡ ♣.♦✜/✳

❆/ /❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ /❤❡ ✜.7/ ♣❡.✐♦❞✱ ✐♥✈❡7/♦.7 ❤❛✈❡ ❛ ♣.✐♦. µ1 /❤❛/ /❤❡ ❈❘❆ ✐7 ♦❢ /②♣❡ e ✭µ .❡♣.❡7❡♥/7
/❤❡ .❡♣✉/❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❈❘❆✮✳ ❆ ✜.♠✬7 ♦❜❥❡❝/✐✈❡ ✐7 /♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐/7 ✈❛❧✉❡✱ ✇❤❡.❡❛7 ❛♥ ♦♣♣♦./✉♥✐7/✐❝

❈❘❆✬7 ♦❜❥❡❝/✐✈❡ ✐7 /♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐/7 ♣.♦✜/✳

✶✲ ❆ ✜.♠✱ ✇✐/❤ ❛ ♣.♦❥❡❝/✱ ❝❤♦♦7❡7 ♦. ♥♦/ /♦ 7♦❧✐❝✐/ /❤❡ ❈❘❆❀

✷✲ ◆❡①/ /♦ /❤❡ ✜.♠✬7 ❝❤♦✐❝❡✱ /❤❡ ❈❘❆ ❣❛/❤❡. ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦.♠❛/✐♦♥❀

✸✲ ❚❤❡ ❈❘❆ ♠❛❦❡7 ❛♥ ♦✛❡. {r, φr
F}❀

✹✲ ■❢ /❤❡ ♣.♦♣♦7❛❧ ✐7 ❛❝❝❡♣/❡❞✱ /❤❡ .❛/✐♥❣ ✐7 ♣✉❜❧✐7❤❡❞✱ ✐❢ ♥♦/ /❤❡ ❈❘❆ ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ ✇❡/❤❡. ♦. ♥♦/ /♦

♣✉❜❧✐7❤ ❛♥② .❛/✐♥❣❀

✺✲ ❈❘❆✬7 .❡♣✉/❛/✐♦♥ ✐7 ✉♣❞❛/❡❞ ♥❡①/ /♦ /❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛/✐♦♥ ✭♦. /❤❡ ❛❜7❡♥❝❡✮ ♦❢ ❛ .❛/✐♥❣✱ ✜.♠✬7 ✈❛❧✉❛/✐♦♥

✐7 ✉♣❞❛/❡❞ /♦♦❀
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✻✲ ■❢ $❤❡ ♣(♦❥❡❝$ ✐- ✜♥❛♥❝❡❞✱ ✐♥✈❡-$♦(- ♦❜-❡(✈❡ $❤❡ ♦✉$❝♦♠❡ ❛♥❞ ✉♣❞❛$❡ $❤❡ ❈❘❆✬- (❡♣✉$❛$✐♦♥✳

❙!"❛!❡❣② ♦❢ ❛ ❈❘❆ ✇✐!❤ ❯♥1♦❧✐❝✐!❡❞ ❘❛!✐♥❣1✿

❇② ❛--✉♠♣$✐♦♥✱ $❤❡ ❡$❤✐❝❛❧ ❈❘❆ ❞♦❡- ♥♦$ ♣✉❜❧✐-❤ ❛♥② ✉♥-♦❧✐❝✐$❡❞ (❛$✐♥❣✳ ❲❡ ❝♦♥-✐❞❡( $❤❡ ❝❛-❡ ♦❢ ❛♥

♦♣♣♦($✉♥✐-$✐❝ ❈❘❆✳ ❚❤❡ (❛$✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ♦❢ $❤❡ ❈❘❆ ✐- ❞❡✜♥❡❞ ❜② {p̂rF,t, φ̂r
F,t, û

r
F,t}✱ ✇❤❡(❡ p̂rF,t ❞❡♥♦$❡-

$❤❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ ❛ (❛$✐♥❣ r ∈ {H,L}✱ φ̂r
F,t $❤❡ (❛$✐♥❣✬ ❢❡❡- ❛♥❞ ûrF,t $❤❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❣✐✈✐♥❣

❛♥ ✉♥-♦❧✐❝✐$❡❞ (❛$✐♥❣✳

❲❡ ❝♦♥-✐❞❡( ♦♥❧② $❤❡ -✐$✉❛$✐♦♥ ✇❤❡(❡ ✜(♠- ♥❡✈❡( ♣❛② ❢♦( ❛ ❜❛❞ (❛$✐♥❣✳ ❆❧❧ ✜(♠- ✇✐$❤ ❛ ❣♦♦❞ ♣(♦❥❡❝$

❛-❦ ❢♦( ❛ (❛$✐♥❣✱ ❛♥❞ ♣❛② φ̂H
F,t = φ̂t✱ $❤❡② ❣❡$ ❛ ❣♦♦❞ (❛$✐♥❣ p̂HF,t = 1 ✭$❤✉- ûH = 0✮✳ ❆♥ ❡$❤✐❝❛❧

❈❘❆✭τ = e✮✱ ✇❤❡♥ $❤❡ ✜(♠- (❡❢✉-❡- $❤❡ (❛$✐♥❣✬- ♣(♦♣♦-❛❧✱ ❞♦❡- ♥♦$ ♣✉❜❧✐-❤❡❞ $❤❡ ✉♥-♦❧✐❝✐$❡❞ (❛$✐♥❣✳

❚❤❡ ❞✐✛❡(❡♥❝❡ ✇✐$❤ $❤❡ -✐$✉❛$✐♦♥ ✇✐$❤♦✉$ ✉♥-♦❧✐❝✐$❡❞ (❛$✐♥❣ ✐- $❤❛$ ✜(♠- ✇✐$❤ ❛ ❜❛❞ (❛$✐♥❣ ❝❛♥♥♦$

❛❧✇❛②- ❣(♦✉♣ $❤❡♠-❡❧✈❡- ✇✐$❤ ✉♥(❛$❡❞ ✜(♠-✱ $❤❡(❡ ✐- ❛ ❝(❡❞✐❜❧❡ $❤(❡❛$ ♦❢ ❛ ❜❛❞ (❛$✐♥❣✳

❆❢$❡( ❛ ❜❛❞ (❛$✐♥❣ ✭r = L✮ ❈❘❆✬- (❡♣✉$❛$✐♦♥ ✐- ✉♣❞❛$❡❞✿

µ̂l
t ≡ prob[τ = e|rt = l] =

µtΛ
B
t

µtΛB
t + (1− µt)ΛB

t (1− p̃t)ũBt

❲❤❡(❡ (p̃t, ũt) (❡♣(❡-❡♥$- $❤❡ ✐♥✈❡-$♦(-✬ ❝♦♥❥❡❝$✉(❡ ♦✈❡( $❤❡ ❈❘❆✬- -$(❛$❡❣②✭p̂t, ût✮ ❛♥❞ ΛB
t = (1 −

α)β(λ̃t + (1− λ̃tδ) (❡♣(❡-❡♥$- $❤❡ ♣(♦♣♦($✐♦♥ ♦❢ ✜(♠- ✐❞❡♥$✐✜❡❞ ❛- $②♣❡ θ = B ❜② $❤❡ ❈❘❆✿

µ̂∅
t ≡ prob[τ = e|rt = ∅] = µtΛ

N
t

µtΛN
t + (1− µt)ΛN

t + ΛB
t (1− p̃t)(1− ũBt ))

❲❤❡(❡ ΛN
t = 1 − β + (1 − α)β(1 − ˜lambdat)(1 − δ) (❡♣(❡-❡♥$- $❤❡ -❤❛(❡ ♦❢ ✜(♠- ♥♦$ ❤❛✈✐♥❣ ❛

♣(♦❥❡❝$ ❢(♦♠ $❤❡ ❈❘❆✬- ♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ❈❘❆✬- (❡♣✉$❛$✐♦♥ ✐♥❝(❡❛-❡- ✇❤❡♥ ♥♦ (❛$✐♥❣ ♦( ❛ ❜❛❞

(❛$✐♥❣ ✐- (❡❧❡❛-❡❞✳ ❲❤❡♥ ❛ ❣♦♦❞ (❛$✐♥❣ ✐- ♣✉❜❧✐-❤❡❞✱ ✐$- (❡♣✉$❛$✐♦♥ ✐- ✉♣❞❛$❡❞ $✇✐❝❡✱ ✜(-$ ❛❢$❡( $❤❡

♣✉❜❧✐❝❛$✐♦♥✿

µ̂H
t ≡ prob[τ = e|rt = H] =

µtα

µtα+ (1− µt)(α+ (1− α)(λ̃t + (1− λ̃)tδ)p̃t)

❚❤❡ ✈❛❧✉❛$✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜(♠ ✇✐$❤ ❛ ❣♦♦❞ (❛$✐♥❣ ✐-✿ V̂ H
t = α̂H

t qR ✇❤❡(❡

αH ≡ prob[θ = G|rt = H] = µH
t + (1− µH

t )
α

α+ (1− α)p̃t
✭✷✳✶✮

❆♥❞ $❤❡♥ ❛❢$❡( $❤❡ ♦✉$❝♦♠❡ ♦❢ $❤❡ ♣(♦❥❡❝$✿

µ̂H,S
t ≡ prob[τ = e|rt = H,ωt = S] =

µtαq

µtαq + (1− µt)αq

µ̂H,F
t ≡ prob[τ = e|rt = H,ωt = F ] =

µtα(1− q)

µtα(1− q) + (1− µt)(α(1− q) + (1− α)p̃t)

❲❡ ❝♦♥-✐❞❡( $❤❛$ $❤❡ ❈❘❆ ❣❡$- ❛ -❤❛(❡ γ ♦❢ $❤❡ -✉(♣❧✉- ❝♦♠✐♥❣ ❢(♦♠ ❛ ❣♦♦❞ (❛$✐♥❣ $❤(♦✉❣❤ ❢❡❡-

❝❤❛(❣❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦($✉♥✐-$✐❝ ❈❘❆ ♠❛①✐♠✐③❡- ✐$- ♣(♦✜$ ♦✈❡( $❤❡ $✇♦ ♣❡(✐♦❞- $❛❦✐♥❣ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$

(❡♣✉$❛$✐♦♥ ❡✛❡❝$✿

✷✽



π̂1 = αβ
(

φ̂1 + qπ̂2(µ̂
H,S
1 ) + (1− q)π̂2(µ̂

H,F
1 )

)

+ ΛB
1

(

p̂1(φ̂1 + π̂2(µ̂
H,F
1 )) + (1− p̂1)(û1π̂2(µ̂

L
1 ) + (1− µ̂1)π̂2(µ̂

∅
1))

)

+ ΛN
1 π̂2(µ̂

∅
1)

❲✐"❤ ✉♥&♦❧✐❝✐"❡❞ ,❛"✐♥❣&✱ "❤❡ ❡0✉✐❧✐❜,✐❛ ❤❛& "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛,❛❝"❡,✐&"✐❝&✿

✲ ❋✐,♠& ✇✐"❤ ❛ ❣♦♦❞ ♣,♦❥❡❝" ❛❧✇❛②& ❛&❦ ❢♦, ❛ ,❛"✐♥❣✱ ✜,♠& ✇✐"❤ ❛ ❜❛❞ ♦♥❡ ❛&❦ ❢♦, ❛ ,❛"✐♥❣ ✇✐"❤

♣,♦❜❛❜✐❧✐"② λ̂ ∈ [0, 1] ❛♥❞ ♣❛② ❛ ❢❡❡ V̂ H
t − I ✭"❤❡ ❈❘❆ ❣❡"& ❛❧❧ "❤❡ &✉,♣❧✉&✮✳ ❋✐,♠& ✇✐"❤ ❛♥ H

,❛"✐♥❣ ❛❧✇❛②& ,❛✐&❡ ❢✉♥❞& ❛♥❞ ✐♥✈❡&" ✐♥ "❤❡ ♣,♦❥❡❝"✳

✲ ❆" ♣❡,✐♦❞ ✶✱ "❤❡ ❈❘❆ ❝❤❛,❣❡& "❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛"✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ,❛"✐♥❣ ❢♦, ❛ ❢❡❡ φ̂ = V̂ H
1 − I✳ ●♦♦❞ ✜,♠&

&♦❧✐❝✐"✐♥❣ ❛ ,❛"✐♥❣ ✇✐❧❧ ❣❡" ❛ ❣♦♦❞ ♦♥❡✳ ❚②♣❡ B ❛♥❞ ✜,♠& ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦" ❛&❦ ❢♦, ❛ ,❛"✐♥❣ ✇✐❧❧
,❡❝❡✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ♦♥❡ ✇✐"❤ ♣,♦❜❛❜✐❧✐"② p̃1✳ ■❢ "❤❡ ✜,♠& ,❡❢✉&❡ "❤❡ ❈❘❆✬& ♦✛❡,✱ "❤❡♥ "❤❡ ❈❘❆
♣✉❜❧✐&❤❡& ❛♥ ✉♥&♦❧✐❝✐"❡❞ L ,❛"✐♥❣✳

✲ ❆" ♣❡,✐♦❞ ✷✱ "❤❡ ♦♣♣♦,"✉♥✐&"✐❝ ❈❘❆ ❣✐✈❡& ❛ ❣♦♦❞ ,❛"✐♥❣ "♦ ❛♥② ✜,♠ ❛&❦✐♥❣ ❢♦, ❛ ❢❡❡ φ̂ = V̂ H
2 − I✱

❛& ,❡♣✉"❛"✐♦♥❛❧ ✐♥❝❡♥"✐✈❡& ❛,❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡, ♣,❡&❡♥"✳

❈❘❆& ✜♥❞ ❛♥ ✐♥"❡,❡&" ✐♥ ✉&✐♥❣ ✉♥&♦❧✐❝✐"❡❞ ,❛"✐♥❣&✱ ❛& ✐" ❛❧❧♦✇& "❤❡♠ "♦ ✐♥❝,❡❛&❡ "❤❡✐, ,❡♣✉"❛"✐♦♥✳

❆❝"✉❛❧❧②✱ ✇❡ &❤♦✉❧❞ ♥♦"✐❝❡ "❤❛" µ̂H
1 < µ̂∅

1 < µ̂l
1✳ ❇❛❞ ,❛"✐♥❣& ❛♣♣❡❛, ♠♦,❡ ♦❢"❡♥ ✇❤❡♥ ❈❘❆ ❝❛♥

♣✉❜❧✐&❤❡❞ ✉♥&♦❧✐❝✐"❡❞ ,❛"✐♥❣&✱ ✐" ❛❧❧♦✇& "❤❡ ♦♣♣♦,"✉♥✐&"✐❝ ❈❘❆ "♦ ✐♥❝,❡❛&❡ ✐"& ,❡♣✉"❛"✐♦♥✳

❲✐#❤ %♦❧✐❝✐#❡❞ +❛#✐♥❣% ♦♥❧②✿ ❲❤❡♥ ❝♦♥&✐❞❡,✐♥❣ ❛ ❈❘❆ "❤❛" ❝❛♥♥♦" ✐&&✉❡ ✉♥&♦❧✐❝✐"❡❞ ,❛"✐♥❣&✱

✇❡ ✜♥❞ "❤❡ &❛♠❡ ,❡&✉❧"& ❛& ▼❛"❤✐& ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆& ❛♥ ❡"❤✐❝❛❧ ❈❘❆ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡, ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ,❛"✐♥❣

"♦ ❛ ❜❛❞ ♣,♦❥❡❝" ✭✜,♠✮✮✱ ✐❢ "❤❡ ♦♣♣♦,"✉♥✐&"✐❝ ❈❘❆ ❝❤♦♦&❡& ❛ &✐♠✐❧❛, &",❛"❡❣②✱ ❢❛✐❧✉,❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡

❛&&♦❝✐❛"❡❞ "♦ ✧❤♦♥❡&" ♠✐&"❛❦❡&✧✳ ❚❤✉&✱ ,❡♣✉"❛"✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦" ♣❧❛② ❛♥② ,♦❧❡✳ ■" ❝,❡❛"❡& ❛ ,♦♦♠ ❢♦,

"❤✐& ♦♣♣♦,"✉♥✐&"✐❝ ❈❘❆ "♦ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ,❛"✐♥❣ "♦ ❛ ❜❛❞ ♣,♦❥❡❝" ✇✐"❤ ❛ &",✐❝"❧② ♣♦&✐"✐✈❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐"②✳

❚❤✐& ✐& ✇❤② ✐♥ ❡0✉✐❧✐❜,✐✉♠✱ ❜❛❞ ✜,♠& ,❡0✉❡&" ❛ ,❛"✐♥❣ ✇✐"❤ ❛ ♣♦&✐"✐✈❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐"② ❛♥❞ ♠❛② ♦❜"❛✐♥ ❛

❣♦♦❞ ♦♥❡✳

❲❡ ❝♦♠♣❛,❡ "❤❡ ❡0✉✐❧✐❜,✐✉♠ ✇✐"❤ ❛♥❞ ✇✐"❤♦✉" ✉♥&♦❧✐❝✐"❡❞ ,❛"✐♥❣&✿

✲ ❚❤❡ ✉&❡ ♦❢ ✉♥&♦❧✐❝✐"❡❞ ,❛"✐♥❣& ❛❧❧♦✇& ❛ ❈❘❆ "♦ ✐♥❝,❡❛&❡ ✐"& ❢❡❡&✳ ❆❝"✉❛❧❧②✱ "❤❡ "❤,❡❛" ♦❢ ❛ ❜❛❞

,❛"✐♥❣& ✐♥❝,❡❛&❡& "❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ,❛"✐♥❣✳

✲ ■♥ "❡,♠& ♦❢ &♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛,❡✱ "❤❡ ✐♠♣❛❝" ♦❢ ✉♥&♦❧✐❝✐"❡❞ ,❛"✐♥❣& ❞❡♣❡♥❞& ♦♥ "❤❡ ✈❛❧✉❛"✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜,♠

✇✐"❤♦✉" ❛ ♣,♦❥❡❝" V̄ ✳ ❲❤❡♥ V̄ ✐& ❧♦✇ ✭✇❡ ❝♦✉❧❞ &❡❡ "❤✐& ❛& "❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ ,❡❝❡&&✐♦♥✱
"❤❡ ♣♦&&✐❜✐❧✐"② ♦❢ ✉♥&♦❧✐❝✐"❡❞ ,❛"✐♥❣& ❧❡❛❞ "♦ ♠♦,❡ &",✐♥❣❡♥" ,❛"✐♥❣&✳ ❲❤❡,❡❛& ✇❤❡♥ V̄ ✐& ❤✐❣❤
✭✐♥ ❛ ❜♦♦♠✮✱ "❤❡ ♦♣♣♦,"✉♥✐&"✐❝ ❈❘❆ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦,❡ ❧❛① "❤❛♥ ✐♥ ❛ &②&"❡♠ ✇✐"❤ ♦♥❧② &♦❧✐❝✐"❡❞

,❛"✐♥❣&✳

❚❤✐& ♣❛♣❡, ♦✛❡,& ❛♥ ✐♥&✐❣❤" ❛❜♦✉" "❤❡ ❝♦♥&❡0✉❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥&♦❧✐❝✐"❡❞ ,❛"✐♥❣&✳ ❚❤❡&❡ ,❛"✐♥❣& ❝♦♥❝❡,♥&

♦♥❧② ✜,♠& ♦❢ ❜❛❞ 0✉❛❧✐"②✱ ❜✉" ✐" ❛❧&♦ ❛✛❡❝"& ✐♥❞✐,❡❝"❧② ❣♦♦❞ ✐&&✉❡,✳ ■♥ "❤✐& ♠♦❞❡❧✱ ✉♥&♦❧✐❝✐"❡❞ ,❛"✐♥❣&

❛,❡ ❧♦✇ ❜✉" ♥♦" ,❡❛❧❧② ❛& ❛ ♣✉♥✐&❤♠❡♥" ♦, ❛ "❤,❡❛" ❜✉" ❜❡❝❛✉&❡ ✐" ✜"& ✇✐"❤ "❤❡ ✜,♠&✬ ♣,♦✜❧❡✳ ■♥ "❤✐&

&❡""✐♥❣✱ ✉♥&♦❧✐❝✐"❡❞ ,❛"✐♥❣& ❛,❡ ♥♦" ❞♦✇♥✇❛,❞ ❜✐❛&❡❞ ❛& ✐" ✐& &♦♠❡"✐♠❡& &✉♣♣♦&❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡, ❡✈❡♥ ✐❢

✐" ✐♥❝,❡❛&❡& "❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ,❛"✐♥❣ "❤,♦✉❣❤ "❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥" ♦❢ ❈❘❆✬& ,❡♣✉"❛"✐♦♥✱ "❤✐& ✐♥❝,❡❛&❡

✈❛♥✐&❤❡& ✐♥ "❤❡ ,❛"✐♥❣&✬ ❢❡❡✳

✷✾



❈✳ "✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦+♠❛.✐♦♥

❈!❡❞✐% !❛%✐♥❣) ❛!❡ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦!♠❛%✐♦♥✱ %❤❛% ❤❡❧♣ ✐♥✈❡)%♦!) ✐♥ %❤❡✐! ❞❡❝✐)✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣!♦❝❡))✳ ▼♦!!✐)

❛♥❞ ❙❤✐♥ ✭✷✵✵✷✮ )%✉❞② ❛ )✐%✉❛%✐♦♥ ✇❤❡!❡ ✐♥✈❡)%♦!) ❝❛♥ !❡❧② ♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ♣!✐✈❛%❡ )✐❣♥❛❧)✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛

✐) %♦ )%✉❞② ❤♦✇ ✐♥✈❡)%♦!) ✇✐❧❧ ✉)❡ %❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦!♠❛%✐♦♥✱ %♦ )❡❡ ✐❢ ❛♥ ✐♥❝!❡❛)❡ ✐♥ %❤❡ ♣✉❜❧✐❝ )✐❣♥❛❧

❛❝❝✉!❛❝② ✐) ❛❧✇❛②) ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ✐♥ %❡!♠) ♦❢ )♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛!❡✳ ■❢ ♣!✐✈❛%❡ ✐♥❢♦!♠❛%✐♦♥ ✇❡!❡ ♥♦% ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱

♦❜✈✐♦✉)❧②✱ ✇❡❧❢❛!❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝!❡❛)❡ ✇✐%❤ %❤❡ C✉❛❧✐%② ♦❢ %❤❡ ♣✉❜❧✐❝ )✐❣♥❛❧✳ ❇✉% ✇❤❡♥ ✐♥✈❡)%♦!) ❤❛✈❡ ❛❧)♦

❛❝❝❡)) %♦ ♣!✐✈❛%❡ ✐♥❢♦!♠❛%✐♦♥ %❤❡ !❡)✉❧%) ❛!❡ ♠♦!❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉)✳ ❆❝%✉❛❧❧②✱ ✐♥✈❡)%♦!)✱ ❛% ❧❡❛)% ♣❛!%❧②✱

❛❝% ❛) ✐❢ %❤❡② ✇❡!❡ ❝♦♠♣❡%✐♥❣ ✐♥ ❛ ❜❡❛✉%② ❝♦♥%❡)% ✱❛) ❡①♣!❡))❡❞ ❜② ❑❡②♥❡)✳ ■♥✈❡)%♦!) ❢♦❧❧♦✇ ❛

❝♦♦!❞✐♥❛%✐✈❡ ♠♦%✐✈❡❀ %❤❡② ❤❛✈❡ %♦ ❣✉❡)) %❤❡ %!✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❛))❡%✱ ❜✉% ❛❧)♦ ❛♥%✐❝✐♣❛%❡ %❤❡ ❛❝%✐♦♥ ♦❢

♦%❤❡! ❛❣❡♥%)✳

❚♦ )%✉❞② %❤✐) )✐%✉❛%✐♦♥✱ %❤❡ ❛✉%❤♦! ❝♦♥)✐❞❡! %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )❡%%✐♥❣❀ %❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐) ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥%✐♥✲

✉✉♠ ♦❢ ❛❣❡♥%) i✱ i ∈ [0; 1]✱ ✇✐%❤ ❛❣❡♥% ❝❤♦♦)✐♥❣ ❛♥ ❛❝%✐♦♥ ai ∈ R✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ a ❛) %❤❡ ❛❝%✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧

❛❣❡♥%)✳ ❚❤❡ ✉%✐❧✐%② ❢✉♥❝%✐♦♥ ❢♦! ❡❛❝❤ ❛❣❡♥% ✐)✿

ui(a, θ) = −(1− r)(ai − θ)2 − r(Li − L̄) ✇❤❡!❡ ! ✐) ❛ ❝♦♥)%❛♥%✱ 0 < r < 1

❡% Li ≡
∫ 1

0
(ai − aj)

2dj ❛♥❞ L̄ ≡
∫ 1

0
Ljdj

❚❤❡ ❧♦)) ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❛❣❡♥% ✐) ♠❛❞❡ ♦❢ %✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥%)✿

✲ ❚❤❡ ✜!)% ✐) %❤❡ C✉❛❞!❛%✐❝ ❧♦)) ✇✐%❤ %❤❡ ❞✐)%❛♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ %!✉❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥%❛❧ θ ❛♥❞ %❤❡ ❛❝%✐♦♥
❝❤♦)❡♥ ai❀

✲ ❚❤❡ )❡❝♦♥❞ ♣❛!% ✐) %❤❡ ✧❜❡❛✉%② ❝♦♥%❡)%✧✱ ■♥✈❡)%♦!) ❛✐♠ %♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝%✐♦♥ ❛) ❝❧♦)❡ ❛) ♣♦))✐❜❧❡ %♦

♦%❤❡! ❛❣❡♥%)✬ ❛❝%✐♦♥)❀ ❚❤❡ ✐♥%❡♥)✐%② ♦❢ %❤✐) ❝♦♦!❞✐♥❛%✐✈❡ ♠♦%✐✈❡ ✐) !❡♣!❡)❡♥%❡❞ ❜② r✳ ■♥ %❤✐)
)❡%%✐♥❣✱ %❤❡ ✧❜❡❛✉%② ❝♦♥%❡)%✧ ✐) ❛ ③❡!♦✲)✉♠ ❣❛♠❡ ✇❤❡!❡ %❤❡ ✇✐♥♥❡!) ❡❛!♥ ❛% %❤❡ ❡①♣❡♥)❡ ♦❢

%❤❡ ❧♦)❡!)✳

❲❤❡♥ ❝♦♥)✐❞❡!✐♥❣ )♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛!❡✱ ❛) ❡①♣!❡))❡❞ ❜②✿ W (a, θ) ≡ 1

1− r

∫ 1
0 ui(a, θ)di = −

∫ 1
0(ai − θ)2di

❚❤❡ )❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥% ♦❢ %❤❡ ❛❣❡♥%)✬ ✉%✐❧✐%② ❢✉♥❝%✐♦♥ ❞♦❡) ♥♦% ❛♣♣❡❛! ❛♥❞ ✇❤❛% ♠❛%%❡!) ✐) ♦♥❧② %❤❡

❞✐)%❛♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ ❛❣❡♥%)✬ ❛❝%✐♦♥) ❛♥❞ %❤❡ %!✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ ✭✐% ❝♦♠❡) ❢!♦♠ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% %❤❡ ❝♦♦!❞✐♥❛%✐✈❡

♠♦%✐✈❡ ✐) ❞❡✜♥❡❞ ❛) ❛ ③❡!♦✲)✉♠ ❣❛♠❡✮✳

❚❤❡ ✜!)% ♦!❞❡! ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❣✐✈❡) ✉) %❤❡ ❛❝%✐♦♥ ❝❤♦)❡♥ ❜② ❛❣❡♥% i ✐♥ ❡C✉✐❧✐❜!✐✉♠✿

ai = (1− r)Ei(θ) + rEi(ā) ✇❤❡!❡ ā ✐) %❤❡ ❛✈❡!❛❣❡ ❛❝%✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥%)✳

❚❤❡ ♣✉❜❧✐❝ )✐❣♥❛❧ ✐) ❞❡✜♥❡❞ ❛) y = θ + η ✇❤❡!❡ η ❢♦❧❧♦✇) ❛ ♥♦!♠❛❧ ❞✐)%!✐❜✉%✐♦♥ ✇✐%❤ ♠❡❛♥ O ❛♥❞

✈❛!✐❛♥❝❡ σ2
η✳ ■❢ ♥♦ ♣!✐✈❛%❡ ✐♥❢♦!♠❛%✐♦♥ ✐) ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛❣❡♥%) ✇✐❧❧ !❡❧② ♦♥❧② ♦♥ %❤❡ ♣✉❜❧✐❝ )✐❣♥❛❧ ❛♥❞

ai(y) = y ❢♦! ❛❧❧ i✳ ❚❤❡!❡❢♦!❡✱ )♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛!❡ ✐♥❝!❡❛)❡) ✇✐%❤ %❤❡ ♣✉❜❧✐❝ )✐❣♥❛❧ ❛❝❝✉!❛❝②✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥)✐❞❡! %❤❛% ❛❣❡♥%) ❤❛✈❡ ❛❝❝❡)) %♦ ❛ ♣!✐✈❛%❡ )✐❣♥❛❧ xi = θ + εi✱ ✇❤❡!❡ εi ❢♦❧❧♦✇) ❛ ♥♦!♠❛❧
❞✐)%!✐❜✉%✐♦♥ ✇✐%❤ ♠❡❛♥ O✱ ❛♥❞ ✈❛!✐❛♥❝❡ σ2

ε ✱ ✐✳✐✳❞✳ E(εiεj) = 0✳ ❲❡ ♥♦%❡ ai(Ii) ❛❣❡♥% i✬) ❛❝%✐♦♥✱ ✇✐%❤
Ii ✐%) ✐♥❢♦!♠❛%✐♦♥❛❧ )❡% ♠❛❞❡ ♦❢ ✐%) ♣!✐✈❛%❡ )✐❣♥❛❧ ❛♥❞ %❤❡ ♣✉❜❧✐❝ )✐❣♥❛❧✳ ❆❝❝✉!❛❝② ♦❢ ❡❛❝❤ )✐❣♥❛❧ ✐)
♥♦%❡❞✿

α =
1

σ2
η

β =
1

σ2
ε

✸✵



❋!♦♠ ❛❧❧ ✐♥❢♦!♠❛)✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛❣❡♥)/ ❝❛♥ ❡/)✐♠❛)❡ )❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ ✿ Ei(θ) =
αy + βxi
α+ β

✳

❚❤❡ ❛✉)❤♦!/ ❡①❤✐❜✐) )❤❡ ♦♥❧② ❡8✉✐❧✐❜!✐✉♠✿

ai(Ii) =
αy + β(1− r)xi
α+ β(1− r)

❲❡ /❤♦✉❧❞ ♥♦)✐❝❡ )❤❛) ❛❣❡♥)/ ♦✈❡!✇❡✐❣❤) )❤❡ ♣✉❜❧✐❝ /✐❣♥❛❧✳ ❉✉❡ )♦ )❤❡ ❝♦♦!❞✐♥❛)✐✈❡ ♠♦)✐✈❡✱ )❤❡✐!

❛❝)✐♦♥/ ❞❡✈✐❛)❡ ❢!♦♠ )❤❡✐! ❡①♣❡❝)❛)✐♦♥ ♦❢ θ✳ ❆❝)✉❛❧❧② E[θ|y, xi] =
αy + βxi
α+ β

❙♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛!❡ ✐/ )❤❡♥

❡8✉❛❧ )♦✿

E[W (a, θ)|θ] = − α+ β(1− r)2

[α+ β(1− r)]2
❲❡ ❝❛♥ )❤❡♥ ❧♦♦❦ ❛) )❤❡ ✐♠♣❛❝) ♦❢ )❤❡ ♣✉❜❧✐❝ /✐❣♥❛❧✬/ ❛❝❝✉!❛❝②

♦✈❡! /♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛!❡✿

∂E[W |θ]
∂α

≥ 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
β

α
≤ 1

(2r − 1)(1− r)

❲❤❡♥ )❤❡ ❝♦♦!❞✐♥❛)✐✈❡ ♠♦)✐✈❡ ✐/ ❤✐❣❤ ✭✧)❤❡ ❜❡❛✉)② ❝♦♥)❡/)✧❀ r > 0, 5✮✱ ❛♥ ✐♥❝!❡❛/❡ ✐♥ )❤❡ ♣✉❜❧✐❝
/✐❣♥❛❧ ♣!❡❝✐/✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡)!✐♠❡♥)❛❧ ✐♥ )❡!♠/ ♦❢ /♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛!❡✳ ❚❤❡ 8✉❛❧✐)② ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦!♠❛)✐♦♥

♠❛))❡!/ ✇❤❡♥ ❛❣❡♥)/ ❛!❡ ♥♦) ✐♥❢♦!♠❡❞ ♦! )❤❡✐! ♣!✐✈❛)❡ ✐♥❢♦!♠❛)✐♦♥ ✐/ ✈❡!② ♥♦✐/②✱ ♦)❤❡!✇✐/❡ ✐) ❝♦✉❧❞

❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ )♦ ❛✈♦✐❞ /❡♥❞✐♥❣ ❛ ♣✉❜❧✐❝ /✐❣♥❛❧✳

❆❣❡♥)/ ♦✈❡!!❡❛❝) )♦ )❤❡ ♣✉❜❧✐❝ /✐❣♥❛❧✳ ■) ❛♣♣❡❛!/ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥/✐❞❡! ❡①♣❡❝)❛)✐♦♥ ❛) ❞✐✛❡!❡♥) ♦!❞❡!✿

Ē(θ) 6= Ē(Ē(θ)) Ei(Ē(θ)) 6= Ei(θ)

❲❤❡♥ ❝♦♥/✐❞❡!✐♥❣ )❤❡ ✜!/) ♦!❞❡! ❝♦♥❞✐)✐♦♥✿ ai = (1− r)Ei(θ) + rEi(ā)✱ ❦♥♦✇✐♥❣ Ei(θ)✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

ai = (1− r)Ei(θ) + (1− r)rEi(Ē(θ)) + (1− r)r2Ei(Ē
2(θ))

■❢ ✇❡ ❤❛❞ Ei(Ē(θ)) 6= Ei(θ) )❤❡♥ )❤❡ ❝❤♦/❡♥ ❛❝)✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ai = Ei(θ)✳

❚❤❡ ♦✈❡!!❡❛❝)✐♦♥ )♦✇❛!❞/ )❤❡ ♣✉❜❧✐❝ /✐❣♥❛❧ ❝♦♠❡/ ❢!♦♠ )❤❡ ❢❛✐❧✉!❡ ♦❢ )❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ✐)❡!❛)❡❞ ❡①♣❡❝)❛)✐♦♥/✳

❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣✉❜❧✐❝ /✐❣♥❛❧ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❧♦♥❣ ❛//♦❝✐❛)❡❞ ✇✐)❤ ❝❡♥)!❛❧ ❜❛♥❦/ ❛♥❞ ❣♦✈❡!♥♠❡♥) ❜♦❞✐❡/✳

■♥ )❤✐/ ♣❛♣❡!✱ )❤❡ ❛✉)❤♦!/ ♠❡♥)✐♦♥ )❤❡ ❝❛/❡ ♦❢ ❆✉/)!❛❧✐❛✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥)!② ✇❡♥) ❢!♦♠ !❡❧❡❛/✐♥❣ ♠♦♥)❤❧②

✜❣✉!❡ )♦ 8✉❛!)❡!❧② ✜❣✉!❡/ ❜❡❝❛✉/❡ )❤❡ ♥♦✐/❡ ✐♥ )❤❡ ✐♥❢♦!♠❛)✐♦♥ ❞❡❧✐✈❡!❡❞ ❝!❡❛)❡❞ )♦♦ ♠✉❝❤ ✈♦❧❛)✐❧✐)②✳

❲❡ /❡❡ )❤❛) )❤❡ ✈❡!② ♥❛)✉!❡ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦!♠❛)✐♦♥ ❜!✐♥❣/ ✐)/ ♦✇♥ )!♦✉❜❧❡/✱ ❛♥❞ ✐) ❛❧/♦ ❤❡❧♣/ ✉/ )♦

✉♥❞❡!/)❛♥❞ ✇❤② !❛)✐♥❣/✬ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥)/ ❛!❡ /✉❝❤ ❛ ❜✐❣ ♥❡✇/✳ ■❢ ✐♥✈❡/)♦!/ ✐♥)❡♥❞ )♦ ❝♦♦!❞✐♥❛)❡

)❤❡♠/❡❧✈❡/✱ )❤❡② ✇✐❧❧ ✉/❡ !❛)✐♥❣/ )♦ ❞♦ /♦✱ ❡✈❡♥ ✐❢ )❤❡② ♦✇♥ ❜❡))❡! ♣!✐✈❛)❡ ✐♥❢♦!♠❛)✐♦♥✳ ■❢ ❇♦♦)

❡) ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ /❤♦✇/ )❤❡ ♣♦/✐)✐✈❡ ❛/♣❡❝) ♦❢ ❛ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥)✱ )❤✐/ ♣❛♣❡! ✐❧❧✉/)!❛)❡/ ❞✐✛❡!❡♥) ✐♠♣❧✐❝❛)✐♦♥/✳

▼♦!❡♦✈❡!✱ ❲❤❛) ✇♦✉❧❞ ❜❡ )❤❡ /✐)✉❛)✐♦♥ ✇❤❡♥ )❤✐/ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦!♠❛)✐♦♥ ✐/ /❡♥) ❜② ❛ ♣!♦✜) ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

❡♥)✐)②❄ ❚❤✐/ ✇✐❧❧ ❜❡ )❤❡ /✉❜❥❡❝) ♦❢ )❤❡ ♥❡①) ❝❤❛♣)❡!

❚❤❡ ♥❡①) ❝❤❛♣)❡! ✇✐❧❧ ❞✐/❝✉// )❤❡ ❝♦♥/❡8✉❡♥❝❡/ ♦❢ ❛ ♣✉❜❧✐❝ /✐❣♥❛❧ /❡♥) ❜② ❛ ♣!✐✈❛)❡ ❡♥)✐)② ✐♥ ❛

/✐♠✐❧❛! /❡))✐♥❣✱ ❛❢)❡! ✇❤✐❝❤✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐/❝✉// ❤♦✇ )♦ ❞✐/❝✐♣❧✐♥❡ ❛ ❈❘❆ ♦✈❡! ❜✉/✐♥❡// ❝②❝❧❡/ ✐♥ ♣!❡/❡♥❝❡

♦❢ ✉♥❝❡!)❛✐♥)②✳

✸✶



❈❤❛♣$❡& ✸

 ✉❜❧✐❝ ■♥❢♦*♠❛-✐♦♥ ❢*♦♠ ❛  *✐✈❛-❡

❊♥-✐-②✿ -❤❡ ❈❛5❡ ♦❢ ❈*❡❞✐- ❘❛-✐♥❣

❆❣❡♥❝✐❡5

❲❤❛# ❛$❡ #❤❡ ❡&✉✐❧✐❜$✐✉♠ ❢❡❛#✉$❡- ♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇❤❡$❡ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦$♠❛#✐♦♥ ✐- $❡❧❡❛-❡❞ ❜② ❛ ♣$✐✈❛#❡

❝♦♠♣❛♥② ❄ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝# ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦$♠❛#✐♦♥ ♦✈❡$ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛$❦❡#- ❤❛- ❜❡❡♥ $❡❣✉❧❛$❧② &✉❡-#✐♦♥❡❞✳

❆ -❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡$ ❜② ▼♦$$✐- ❛♥❞ ❙❤✐♥ ✭✷✵✵✷✮✱ ❞✐-❝✉-- #❤❡ ✐♠♣❛❝# ♦❢ #❤❡ ♣✉❜❧✐❝ -✐❣♥❛❧✬- ❛❝❝✉$❛❝② ✐♥

#❡$♠- ♦❢ ✇❡❧❢❛$❡✳ ❚❤❡② ❝♦♥-✐❞❡$ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛$❦❡# ✇❤❡$❡ ✐♥✈❡-#♦$- ❤❛✈❡ ❛❝❝❡-- #♦ ❛ ♣$✐✈❛#❡ ❛♥❞ ❛

♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦$♠❛#✐♦♥✳ ❆- #❤❡② -❤♦✇✱ ❜❡❝❛✉-❡ ♦❢ ❛ ❝♦♦$❞✐♥❛#✐✈❡ ♠♦#✐✈❡✱ ❛ ❜❡##❡$ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦$♠❛#✐♦♥✬-

❛❝❝✉$❛❝② ❞♦❡- ♥♦# ❛❧✇❛②- ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❜❡##❡$ ✇❡❧❢❛$❡✳ ❇✉# ✇❤❛# ✐--✉❡- ❛$❡ $❛✐-❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥-✐❞❡$✐♥❣ ❛

❝♦-#❧② ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦$♠❛#✐♦♥ -❡♥# ❜② ❛ ♣$♦✜# ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡♥#✐#② ❄ ■♥ #❤✐- ♣❛♣❡$✱ ■ ♣$♦♣♦-❡ ❛♥♦#❤❡$ ❧♦♦❦

❛# #❤❡ ❝$❡❞✐# $❛#✐♥❣ ❛❝#✐✈✐#②✳ ❇② ♣✉❜❧✐-❤✐♥❣ ❣$❛❞❡-✱ ❝$❡❞✐# $❛#✐♥❣ ❛❣❡♥❝✐❡- ❛❝# ❛- ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❡♥#✐#②✳

■ ❢♦✉♥❞ #❤❛# ✐♥ ❡&✉✐❧✐❜$✐✉♠ $❛#✐♥❣-✬ &✉❛❧✐#② ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ #❤❡ ✐♥❢♦$♠❛#✐♦♥ ❝♦-#- ♦❢ #❤❡ ✐♥✈❡-#♦$-✳
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♣*✐✈❛#❡ ✐♥❢♦*♠❛#✐♦♥✳ ❋*♦♠ #❤✐/ /❡##✐♥❣✱ ■ ❝♦♥/✐❞❡* ❛ ❈❘❆ #❤❛# ❤❛/ ❛❝❝❡// #♦ ❛ ❝♦/#❧② ✐♥❢♦*♠❛#✐♦♥

#❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❈❘❆ ❝❤♦♦/❡/ #❤❡ <✉❛❧✐#② ♦❢ ✐#/ /✐❣♥❛❧✱ ❦♥♦✇✐♥❣ #❤❛# #❤❡ ♠♦*❡ ✐# ✇✐❧❧ ❜❡ ✉/❡❞ ❜② #❤❡

✐♥✈❡/#♦*/ #❤❡ ❤✐❣❤❡* ✐#/ *❡✈❡♥✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡✳❚❤❡♥✱ #❤❡ ❈❘❆ /❡♥❞/ ❛ ♣✉❜❧✐❝ /✐❣♥❛❧ ✭❛ *❛#✐♥❣✮ ❛❜♦✉# #❤❡

❢✉♥❞❛♠❡♥#❛❧ ✭#❤❡ ❝*❡❞✐#✇♦*#❤✐♥❡// ♦❢ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣*♦❞✉❝#✮✳ ■♥✈❡/#♦*/ ❤❛✈❡ ❛❧/♦ ❛❝❝❡// #♦ ❛ ♣*✐✈❛#❡

❝♦/#❧② ✐♥❢♦*♠❛#✐♦♥ #❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❑♥♦✇✐♥❣ #❤❡ <✉❛❧✐#② ♦❢ #❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦*♠❛#✐♦♥✱ #❤❡② ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡#❤❡*

♦* ♥♦# #♦ ❛❝<✉✐*❡ ❛ ♣*✐✈❛#❡ ✐♥❢♦*♠❛#✐♦♥✳ ❚❤❡② #❤❡♥ #❛❦❡ ❛❝#✐♦♥/ ❛❝❝♦*❞✐♥❣ #♦ #❤❡✐* ✐♥❢♦*♠❛#✐♦♥❛❧

/❡#✱ ❝♦♥/✐❞❡*✐♥❣ ❛❧/♦ #❤❡✐* ❝♦♦*❞✐♥❛#✐✈❡ ♠♦#✐✈❡ ✭#❤❡ ❜❡❛✉#② ❝♦♥#❡/#✮✳ ■ /❤♦✇ #❤❛# #❤❡ <✉❛❧✐#② ♦❢ #❤❡

✐♥❢♦*♠❛#✐♦♥ ♣*♦✈✐❞❡❞ ❜② #❤❡ ❈❘❆ ❞❡♣❡♥❞/ ✉♣♦♥ #❤❡ #❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦✇♥❡❞ ❜② ❜♦#❤ ❛❝#♦*/✳ ❚❤❡ ♠♦*❡

❝♦/#❧② ✐/ ✐♥❢♦*♠❛#✐♦♥ ♣*♦❞✉❝#✐♦♥ ❢♦* ✐♥✈❡/#♦*/✱ #❤❡ ❧❡// ❛❝❝✉*❛#❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ #❤❡ ✐♥❢♦*♠❛#✐♦♥ ♣*♦✈✐❞❡❞

❜② #❤❡ ❈❘❆✳ ❚❤✐/ /✐#✉❛#✐♦♥ ❧❡❛❞/ #❤❡ ❈❘❆ #♦ ♣*♦✈✐❞❡ ❛ ❧♦✇❡* <✉❛❧✐#② ♦❢ ✐♥❢♦*♠❛#✐♦♥ #❤❛♥ ❛ /♦❝✐❛❧

♣❧❛♥♥❡* ✇♦✉❧❞✳ ❆❧#❤♦✉❣❤ ❛ /♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡* ✇♦✉❧❞ ❛❧/♦ ✐♥✈✐#❡ ❛❣❡♥#/ #♦ ♦✈❡*✇❡✐❣❤# #❤❡ ♣✉❜❧✐❝ /✐❣♥❛❧

✐♥ ♦*❞❡* #♦ *❡✇❛*❞ #❤❡ ❈❘❆✳

✶

❲❤❡♥ $❛&✐♥❣ ✐&) ♦✇♥ ❞❡❜&✱ ♦$ &❤❡ ❞❡❜& ♦❢ ✜$♠) ❝$✐&✐❝❛❧ ❢♦$ ❛ ❝♦✉♥&$② ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡

✸✸



✸✳✶✳✶ ▲✐%❡'❛%✉'❡ ❛**♦❝✐❛%❡❞

❚❤❡ #❡❝❡♥& ❧✐&❡#❛&✉#❡ ❤❛+ ❜❡❡♥ ❢♦❝✉+ ♦✈❡# ❞✐✛❡#❡♥& ❛①❡+ &♦♦ ❡①♣❧❛✐♥ &❤❡ ♣♦♦# 4✉❛❧✐&② ♦❢ #❛&✐♥❣+ ❛♥❞

4✉❡+&✐♦♥ &❤❡ ♣❛#&✐❝✉❧❛#✐&✐❡+ ♦❢ &❤❡ #❛&✐♥❣+ ❛❝&✐✈✐&②✳ ❖♥❡ ❛♣♣#♦❛❝❤ ❝♦♥+✐❞❡# ❛ +&#❛&❡❣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦# ✇❤❡#❡

❣♦♦❞ #❛&✐♥❣+ ✇❡#❡ ♦♥ ♣✉#♣♦+❡ ❣✐✈❡♥ &♦ ❜❛❞ ♣#♦❞✉❝&+✱ ❞❡+♣✐&❡ #❡♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ✐♥❝❡♥&✐✈❡+✳ ❚❤✐+ ✐+ &❤❡

❛♣♣#♦❛❝❤ ✉+❡❞ &♦ ❝♦♥+✐❞❡# &❤❡ #❡♣✉&❛&✐♦♥✬+ ❛#❣✉♠❡♥& ✉+❡❞ ❜② ❈❘❆+ ✇❤❡♥ &❤❡② ❞❡❢❡♥❞ &❤❡✐# ❜✉+✐♥❡++

♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❝♦♥✢✐❝& ♦❢ ✐♥&❡#❡+& ❛#✐+✐♥❣ ❢#♦♠ &❤❡✐# ❜✉+✐♥❡++ ♠♦❞❡❧ ❤❛+ ❜❡❡♥ +&✉❞✐❡❞✱ ❛♥❞ ❞❡+♣✐&❡ ❈❘❆+✬

❛#❣✉♠❡♥&✱ #❡♣✉&❛&✐♦♥ ❛♣♣❡❛#+ ♥♦& &♦ ❜❡ +✉✣❝✐❡♥& &♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡##❛&✐♥❣✳ ❚❤✐+ ❝❛♥ ❜❡ +❡❡♥ ✐♥ ▼❛&❤✐+

❡& ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ✇❤❡#❡ &❤❡ ❛+②♠♠❡&#② ♦❢ ✐♥❢♦#♠❛&✐♦♥ ♦✛❡#+ ❛ #♦♦♠ ❢♦# ❛♥ ♦♣♣♦#&✉♥✐+&✐❝ ❈❘❆ &♦ ❣✐✈❡

❣♦♦❞ #❛&✐♥❣+ &♦ ❜❛❞ ♣#♦❞✉❝&+ ❛♥❞ ❤✐❞❡ ✐&+ ❡##♦#+ ❜❡❤✐♥❞ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❤♦♥❡+& ♠✐+&❛❦❡+✳ ❚❤❡ 4✉❡+&✐♦♥

♦❢ ❝♦♠♣❡&✐&✐♦♥ ✇❛+ ❛❧+♦ #❛✐+❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♠♣❡&✐&✐♦♥ +❡❡♠+ ♥♦& &♦ ❜❡ ❛ ❢❛❝&♦# ♦❢ ♣♦♦# 4✉❛❧✐&②

✐♥ #❛&✐♥❣+✳ ❆❝&✉❛❧❧②✱ ♠♦#❡ ❝♦♠♣❡&✐&✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ &♦ ❛ ♣#❛❝&✐❝❡ ❝❛❧❧❡❞ ✧#❛&✐♥❣ +❤♦♣♣✐♥❣✧ ✇❤❡#❡ ❛♥

✐++✉❡# ✇✐❧❧ ❛+❦ ❞✐✛❡#❡♥& ❈❘❆+ ✉♥&✐❧ ✐& ♦❜&❛✐♥+ &❤❡ ❞❡+✐#❡❞ #❛&✐♥❣+ ❛+ +❤♦✇♥ ✐♥ ❇♦❧&♦♥ ❡& ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳

■& ❝♦✉❧❞ ❛❧+♦ #❡+✉❧&+ ✐♥ ❛ #❛❝❡ &♦ &❤❡ ❜♦&&♦♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❞❡❝#❡❛+❡ #❛&✐♥❣✬+ 4✉❛❧✐&② ❛❝❝♦#❞✐♥❣ &♦

❇❡❝❦❡# ❛♥❞ ▼✐❧❜♦✉#♥ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤♦+❡ ♣❛♣❡#+ ❤❛✈❡ ❛❧+♦ ❡♠♣❤❛+✐③❡❞ &❤❡ #♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ❝♦♠♣❧❡①✐&②✳

▼♦#❡ ♦♣❛4✉❡ ♣#♦❞✉❝&+ ❣❡♥❡#❛&❡+ ♣♦♦#❡# #❛&✐♥❣+✱ ❛+ ✐♥❢♦#♠❛&✐♦♥ ❛+②♠♠❡&#② ✐+ ❧❛#❣❡✱ &❤❡ ♣♦++✐❜✐❧✐&②

♦❢ ❤♦♥❡+& ♠✐+&❛❦❡+ ✐♥❝#❡❛+❡+ &❤❡ #♦♦♠ ❢♦# ✉♥❡&❤✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦#✳

❲❤❡♥ ❝♦♥+✐❞❡#✐♥❣ #❡♣✉&❛&✐♦♥ ❛+ ❛ ❞✐+❝✐♣❧✐♥✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✱ &❤❡ ❈❘❆✬+ #❡♣✉&❛&✐♦♥ ✐+ ✉♣❞❛&❡❞ ❜② &❤❡

✐♥✈❡+&♦#+✳ ❚❤✐+ ❛♣♣#♦❛❝❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤&+ &❤❡ ♠✐++✐♦♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥& &♦ &❤❡ ✐♥✈❡+&♦#+✳ ❚❤❡② +❤♦✉❧❞ ♠♦♥✐&♦#

&❤❡ #❛&✐♥❣+ 4✉❛❧✐&② &♦ ✉♣❞❛&❡ ❈❘❆✬+ #❡♣✉&❛&✐♦♥ ❛♥❞ ❢#❛♠❡ &❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦# ♦❢ ❛ ❈❘❆✳ ❚❤❡ #❡❝❡♥&

✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝#✐+✐+✱ ✇❤❡#❡ ❈❘❆ ✇❡#❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❝❛♠❡ ❢#♦♠ ❛ +♣❡❝✐✜❝ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛#❡❛ ✭❝♦✉♥&#✐❡+✬ ❞❡❜& ✐♥

❊❛+& ❆+✐❛ ❛♥❞ ▼❇❙ ❢♦# &❤❡ +✉❜♣#✐♠❡ ❝#✐+✐+✮✳ ❚❤❡ ✜#+& #❛&✐♥❣+ ❝♦♥❝❡#♥✐♥❣ &❤✐+ +❡❝&♦# ✇❡#❡ ❛❝❝✉#❛&❡✳

❚❤❡♥✱ &❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ♣#♦❞✉❝&+ &♦ ❜❡ #❛&❡❞ ✐♥❝#❡❛+❡❞ ✭❛❧♦♥❣+✐❞❡ ✇✐&❤ &❤❡ ❛♠♦✉♥& ♦❢ ❝❛♣✐&❛❧ #❛✐+❡❞✮✳

■♥✈❡+&♦#+ +❡❡♠ &♦ ❜❡ ❧❡++ ♣#✉❞❡♥&✱ ❦♥♦✇✐♥❣ &❤❛& &❤♦+❡ ♣#♦❞✉❝&+ ✇❡#❡ ✧❧✐4✉✐❞✧✳ ❚❤❡ 4✉❛❧✐&② ♦❢ #❛&✐♥❣+

❞❡❝#❡❛+❡❞✳

■♥ ❲❤✐&❡ ✭✷✵✵✶✮✱ &❤❡ ❛✉&❤♦# ❛✈♦✐❞+ &❤❡ &❡#♠ ✧❛❣❡♥❝②✧ ❜❡❝❛✉+❡ ✐& ♠❛❦❡+ &❤✐♥❦ ♦❢ ❈❘❆+ ❛+ ❛ ❣♦✈❡#♥✲

♠❡♥& ❜♦❞②✳ ❍♦✇❡✈❡# &❤❡ ❈❘❆+ ❛#❡ ♣#✐✈❛&❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡+ ❛✐♠✐♥❣ ❛& ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ &❤❡✐# ♣#♦✜&✱ ♥♦& &❤❡

+♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛#❡✳ ▼♦#❡♦✈❡#✱ ❢♦# ❛ ❈❘❆✱ &❤❡ #❡♣✉&❛&✐♦♥ ✐+ ❛ ♣#♦①② ♦❢ ✇❤❛& #❡❛❧❧② ♠❛&&❡#+ ❢♦# &❤❡♠✿ &❤❡

♠❛#❦❡& ♣♦✇❡# ♦❢ ❛ #❛&✐♥❣✱ ✐✳❡✳ &❤❡ ✇❡✐❣❤& ❛++♦❝✐❛&❡❞ &♦ ❛ #❛&✐♥❣ ✇❤❡♥ ✐♥✈❡+&♦#+ ♠❛❞❡ &❤❡✐# ❞❡❝✐+✐♦♥✳

❚❤❡ ♠♦#❡ ✐♥✈❡+&♦#+ #❡❧② ♦♥ #❛&✐♥❣+✱ &❤❡ ♠♦#❡ &❤❡ ❈❘❆ ❝❛♥ ❝❤❛#❣❡ ✐&+ +❡#✈✐❝❡+✳ ■♥ ❛ ❝❡#&❛✐♥ ✇❛②✱ ❘✐+❦

❞❡♣❛#&♠❡♥& ✐♥+✐❞❡ ✐♥+&✐&✉&✐♦♥❛❧ ❢✉♥❞+ ❛#❡ ❛❧+♦ &❤❡✐# ❝♦♠♣❡&✐&♦#✳ ■♥ &❤✐+ ♣❛♣❡#✱ ■ ❞♦ ♥♦& ❝♦♥+✐❞❡# &❤❡

❝♦♥✢✐❝& ♦❢ ✐♥&❡#❡+& ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ✐++✉❡#+ ❛♥❞ &❤❡ ✐♥✈❡+&♦#+ ❜✉& &❤❡ ❝♦♥✢✐❝& ♦❢ ✐♥❝❡♥&✐✈❡ ❢♦# ✐♥✈❡+&♦#+

✭✜♥❞ &❤❡ &#✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❛++❡&✱ ❜✉& ❛❧+♦ ❛♥&✐❝✐♣❛&❡ ❛♥❞ ❝♦♦#❞✐♥❛&❡ ✇✐&❤ &❤❡ ❛❝&✐♦♥ ♦❢ ♦&❤❡# ❛❣❡♥&+✱

#❡❧② ♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦#♠❛&✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝4✉✐#❡ ❛ ♣#✐✈❛&❡ ♦♥❡✮ ❛♥❞ ❤♦✇ &❤❡ ❈❘❆+ ❝♦✉❧❞ ❡♥❥♦② &❤✐+ +✐&✉❛&✐♦♥✳

▼♦#❡♦✈❡#✱ &❤❡ #❡❣✉❧❛&✐♦♥ ❤❛+ ❧❡❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❡♥&✐&✐❡+ &♦ #❡❧② ♦♥ #❛&✐♥❣+✱ ❢♦+&❡#✐♥❣ &❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ #❛&✲

✐♥❣+✳ ❆+ ✉♥❞❡#❧✐♥❡ ❜② ❉❛+❣✉♣&❛ ❛♥❞ X#❛& ✭✷✵✵✽✮✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥+&✐&✉&✐♦♥+ ❛♥❞ &❤❡✐# ❡♠♣❧♦②❡❡+ ♠❛② ❜❡

&❡♠♣&❡❞ &♦ ❡①❝❡++✐✈❡ #✐+❦ &❛❦✐♥❣✳ ❚❤✐+ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ &❤#♦✉❣❤ ❡①❝❡++✐✈❡ #✐+❦② ♣♦+✐&✐♦♥+ ♦# ❜② ❛ ❞#♦♣

✐♥ #✐+❦ ❛♥❛❧②+✐+ ❝♦+&+ ✧❚❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉+ ❧✐♠✐&+ ♦♥ &❤❡ ✐♥❢♦#♠❛&✐✈❡♥❡++ ♦❢ &#❛❞❡+ ❛♥❞ ♣#✐❝❡+ &❤❛& ✇❡

❞❡#✐✈❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣♦#&❛♥& ✐♠♣❧✐❝❛&✐♦♥+ ❢♦# &❤❡ ❧✐4✉✐❞✐&② ❛♥❞ ✈♦❧❛&✐❧✐&② ♦❢ ❛++❡&+ &#❛❞❡❞ ❜② ✐♥+&✐&✉&✐♦♥+✧✳

■♥ ❛♥♦&❤❡# ❧✐&❡#❛&✉#❡✱ ❖&&❛✈✐❛♥✐ ❛♥❞ ❙♦#❡♥+❡♥ ✭✷✵✵✷✮ +❤♦✇+ ❤♦✇ ❡①♣❡#&+✬ ❞❡❝✐+✐♦♥ ❛#❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜②

♦&❤❡# ❡①♣❡#&+✳ ■♥ ♠② ♣❛♣❡#✱ &❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐+ ♥♦& ❡①❡#❝✐+❡❞ ❜② ♦&❤❡# ❈❘❆ ❜✉& #❛&❤❡# ✐♥❞✐#❡❝&❧② ❜②

&❤❡ ❛♥❛❧②+&+✬ ✇♦#❦✱ ✇❤✐❝❤ ❛#❡ ♥♦& ❞✐#❡❝&❧② ❝♦♠♣❡&✐&♦# ❢♦# &❤❡ ❈❘❆ ❜✉& +&✐❧❧ ❡①❡#❝✐+❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥

&❤❡✐# ✇♦#❦✳ ❚❤✐+ ❜#✐♥❣+ ✉+ &♦ ❋♦♥❣ ❡& ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ &❤❡② +❤♦✇ ❤♦✇ &❤❡ #❡❧❛&✐♦♥+❤✐♣ ❜❡&✇❡❡♥ ❛♥❛❧②+&+

❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ #❛&✐♥❣+ ❛❝❝✉#❛❝②✳ ❙&✉❞②✐♥❣ #❛&✐♥❣+ ❛♥❞ ❛♥❛❧②+&+ ❝♦✈❡#❛❣❡ ♦✈❡# &❤❡ ♣❡#✐♦❞ ✶✾✽✻✲ ✷✵✵✺✱

✸✹



 ❤❡② $❤♦✇  ❤❛ ❛ ❜❡  ❡) ❝♦✈❡)❛❣❡ ❧❡❛❞$  ♦ ❜❡  ❡) )❛ ✐♥❣$✳ ❆❝ ✉❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②$ $✬ ❝♦✈❡)❛❣❡ ❞)♦♣♣❡❞

❞✉❡  ♦ ♠❡)❣❡)$ ✐♥  ❤✐$ ✐♥❞✉$ )②✱ )❛ ✐♥❣$ ❜❡❝❛♠❡ ❧❡$$ ❝♦♥$❡)✈❛ ✐✈❡✳ ◗✉❛❧✐ ② ♦❢ )❛ ✐♥❣$ ✐$ ♠❡❛$✉)❡❞

 ❤)♦✉❣❤ ❞❡❢❛✉❧ )❛ ❡✱ ❞♦✇♥❣)❛❞❡$ ❛♥❞ ♠✐$♣)✐❝✐♥❣✳

▼♦))✐$ ❛♥❞ ❙❤✐♥ ✭✷✵✵✷✮ $ ✉❞②  ❤❡ $♦❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦)♠❛ ✐♦♥ ✐♥ ❛ $❡  ✐♥❣ ✇❤❡)❡  ❤❡ ❛❣❡♥ $

❤❛✈❡  ✇♦ ✐♥❝❡♥ ✐✈❡$✱  ❤❡ ✜)$ ♦♥❡ ✐$  ♦ ❣✉❡$$  ❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥ ❛❧  ❤❡ ♦ ❤❡) ✐$  ♦ ❜❡ ❛$ ❝❧♦$❡ ❛$ ♣♦$$✐❜❧❡

✇✐ ❤  ❤❡ ❛❝ ✐♦♥$ ♦❢ ♦ ❤❡)$ ❛❣❡♥ $✳ ❚❤✐$ $ )❛ ❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ ❧❡❛❞$ ❛❣❡♥ $  ♦ ♦✈❡)✇❡✐❣❤  ❤❡ ♣✉❜❧✐❝

$✐❣♥❛❧ ✐♥  ❤❡✐) ❞❡❝✐$✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✉ ❤♦)$ ❛❧$♦ ♥♦ ✐❝❡  ❤❛ ❛♥ ✐♥❝)❡❛$❡ ✐♥  ❤❡ ♣✉❜❧✐❝ $✐❣♥❛❧ ❛❝❝✉)❛❝② ✐$

❛♠❜✐❣✉♦✉$ ❢)♦♠ ❛ $♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛)❡ ♣♦✐♥ ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤✐$ ♣❛♣❡) ❣♦❡$ ❛❧$♦ ❛❧♦♥❣ ✇✐ ❤  ❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥ ❛❧

$ ✉❞② ❆❧❢❛)❛♥♦ ❡ ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✱  ❤❡② $ ✉❞② ✐♥ ❛ ❧❛❜♦)❛ ♦)②  ❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦) ♦❢ ❛❣❡♥ $ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡$$  ♦

♣)✐✈❛ ❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦)♠❛ ✐♦♥✳ ❚❤❡✐) )❡$✉❧ $ $❤♦✇  ❤❛ ❛❣❡♥ $ ♦✈❡)✇❡✐❣❤  ❤❡ ♣✉❜❧✐❝ $✐❣♥❛❧✳

❈♦❧♦♠❜♦ ❛♥❞ ❋❡♠♠✐♥✐$ ✭✷✵✵✽✮ ❝♦♥$✐❞❡) ❛❧$♦ ❛ ❜❡❛✉ ② ❝♦♥ ❡$ ❢)❛♠❡✇♦)❦✱ ✇❤❡)❡  ❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❛✉ ❤♦)✐✲

 ✐❡$  ❛❦❡$ ✐♥ ♦ ❛❝❝♦✉♥  ❤❡ ❝♦$ ❧② ✐♥❢♦)♠❛ ✐♦♥ ❛❝J✉✐$✐ ✐♦♥ ♣)♦❝❡$$ ♦❢ ✐♥✈❡$ ♦)$✳ ❚❤❡② $❤♦✇  ❤❛ ✇❤❡♥

 ❤❡ ♠❛)❣✐♥❛❧ ❝♦$ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦)♠❛ ✐♦♥ ✐$ ❝❤❡❛♣❡)  ❤❛♥  ❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ✐♥✈❡$ ♦)$✱ ❛♥ ✐♥❝)❡❛$❡ ✐♥ ♣✉❜❧✐❝

✐♥❢♦)♠❛ ✐♦♥ ❛❝❝✉)❛❝② ✐$ ❛❧✇❛②$ ✇❡❧❢❛)❡ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣✳ ❆❝ ✉❛❧❧②✱ ✐ ✐♥❞✉❝❡$ ✐♥✈❡$ ♦)$ ♥♦  ♦ ❣❡ ✐♥❢♦)♠❡❞

❛♥❞  ❤❡♥ $❛✈❡  ❤❡ ✉$❡ ♦❢ ♣)✐✈❛ ❡ )❡$♦✉)❝❡$✳ ❯✐ ✭✷✵✶✹✮ ♣)♦✈✐❞❡$ ❛ $✐♠✐❧❛) $ ✉❞② ❜② ❝♦♥$✐❞❡)✐♥❣ ❝♦♥✈❡①

✐♥❢♦)♠❛ ✐♦♥ ❝♦$ $✳ ❆❝ ✉❛❧❧②✱ ✇❡❧❢❛)❡ ✐$ ✐♥❝)❡❛$✐♥❣ ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦)♠❛ ✐♦♥ ❛❝❝✉)❛❝② ✇❤❡♥ ✐♥❢♦)♠❛ ✐♦♥

❝❤♦✐❝❡$ ❛)❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉$ ❛♥❞ ✐♥❢♦)♠❛ ✐♦♥ ❝♦$ $ ❛)❡ ❧✐♥❡❛)✳ ❚❤❡② ❝♦♥$✐❞❡) ❛♥ ❛❧ ❡)♥❛ ✐✈❡ $❡  ✐♥❣ ✇✐ ❤

♥♦♥ ❧✐♥❡❛) ✐♥❢♦)♠❛ ✐♦♥ ❝♦$ $✱  ❤❡② $❤♦✇  ❤❛  ❤❡ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♠✐ ✐❣❛ ❡  ❤❡ ❝)♦✇❞✲♦✉ ❡✛❡❝ ♦❢

 ❤❡ ♣✉❜❧✐❝ $✐❣♥❛❧✱  ❤✉$ ✇❡❧❢❛)❡ ❝❛♥ ❞❡❝)❡❛$❡ ✇✐ ❤ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦)♠❛ ✐♦♥ ♦❢ ❜❡  ❡) J✉❛❧✐ ②✳

▼② ♣❛♣❡) ♣)♦✈✐❞❡$ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣)♦❛❝❤  ♦ $ ✉❞② ❈❘❆$ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛  ❤❡ ❝♦♥$❡J✉❡♥❝❡$ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦)✲

♠❛ ✐♦♥ )❡❧❡❛$❡❞ ❜② ❛ ♣)✐✈❛ ❡ ❡♥ ✐ ②✳ ■♥❞❡❡❞  ❤✐$ ♣)✐✈❛ ❡ ❡♥ ✐ ② $❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦♥✐ ♦)❡❞ ❜②  ❤❡ ♦ ❤❡)

♣)✐✈❛ ❡ ❛❣❡♥ $ ✭❤❡)❡  ❤❡ ✐♥✈❡$ ♦)$✮✳ ■ ✜♥❞  ❤❛ ✿ ✭✐✮ ✐♥✈❡$ ♦)$ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡) ❛❝J✉✐)❡ ♣)✐✈❛ ❡ ✐♥❢♦)♠❛ ✐♦♥ ✐❢

 ❤❡✐) ❛❝J✉✐$✐ ✐♦♥ ❝♦$ $ ❛)❡ ❤✐❣❤❡)  ❤❛♥  ❤❡ ❈❘❆✬$ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐❢  ❤❡② ♦✇♥ ❛ ❜❡  ❡)  ❡❝❤♥♦❧♦❣②  ❤❛♥  ❤❡

❈❘❆ ✐❢  ❤❡ ❝♦♦)❞✐♥❛ ✐✈❡ ♠♦ ✐✈❡ ✐$ $ )♦♥❣  ❤❡② ✇✐❧❧ ♦♥❧② )❡❧② ♦♥ )❛ ✐♥❣$❀ ✭✐✐✮ )❛ ✐♥❣$✬ J✉❛❧✐ ② ❞❡♣❡♥❞$

✉♣♦♥ ❜♦ ❤ ❝♦$ ❢✉♥❝ ✐♦♥$ ✭✐♥✈❡$ ♦)$ ❛♥❞  ❤❡ ❈❘❆✮ ❜✉ ❛❧$♦ ♦♥  ❤❡ ✐♥ ❡♥$✐ ② ♦❢  ❤❡ ❜❡❛✉ ② ❝♦♥ ❡$ ✳

❚❤❡ )❡$ ♦❢  ❤❡ ♣❛♣❡) ✐$ ❜✉✐❧ ❛$ ❢♦❧❧♦✇$✿ $❡❝ ✐♦♥ ✷ ♣)❡$❡♥ $  ❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞✐$❝✉$$  ❤❡ ♣)♦♣❡) ②

♦❢  ❤❡ $ ❛ ✐❝ ❡J✉✐❧✐❜)✐✉♠✱ ✇❤❡)❡❛$ $❡❝ ✐♦♥ ✸ $ ✉❞✐❡$  ❤✐$ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐ ❤ ❡①♣❧✐❝✐ ❝♦$ ❢✉♥❝ ✐♦♥$ ❛♥❞

❝♦♠♣❛)❡  ❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦) ♦❢ ❛ ❈❘❆$ ❛♥❞  ❤❡ ❝❤♦✐❝❡$  ❤❛ ❛ $♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡) ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡✳

✸✳✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

■ ❝♦♥$✐❞❡) ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥ ✐♥✉✉♠ ♦❢ ❛❣❡♥ $ ✭✐♥✈❡$ ♦)$✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝)❡❞✐ )❛ ✐♥❣ ❛❣❡♥❝②✳ ❚❤❡

❝♦♥ ✐♥✉✉♠ ♦❢ ✐♥✈❡$ ♦)$ ✐$ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② i ∈ (0; 1)✳ θ ✐$ ❛ )❛♥❞♦♠ ✈❛)✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ♣❛)❛♠❡ ❡)✐③❡$  ❤❡

❡❝♦♥♦♠②✬$ ❢✉♥❞❛♠❡♥ ❛❧✳ θ ✐$ ✉♥✐❢♦)♠❧② ❞✐$ )✐❜✉ ❡❞ ♦✈❡) R✱ $✉❝❤  ❤❛  ❤❡)❡ ✐$ ♥♦ ♣)✐♦)✳ θ $❤♦✉❧❞ ❜❡

$❡❡♥ ❛$ ❛ ♣❛)❛♠❡ ❡) ♥❡❡❞❡❞ ❜②  ❤❡ ✐♥✈❡$ ♦)$ ✐♥  ❤❡✐) ❞❡❝✐$✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣)♦❝❡$$✳ ■♥  ❤✐$ $✐ ✉❛ ✐♦♥✱ ✐ 

❝❛♥ )❡♣)❡$❡♥ $  ❤❡ ❝)❡❞✐ ✇♦) ❤✐♥❡$$ ♦❢ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣)♦❞✉❝ ✳

✲ ❚❤❡ ■♥✈❡'(♦*'✿

❊❛❝❤ ❛❣❡♥ ❝❤♦♦$❡$ ❛♥ ❛❝ ✐♦♥ ai ∈ R ❛♥❞ a ✐$ ❞❡✜♥❡❞ ❛$  ❤❡ ❛❝ ✐♦♥$ ✉♥❞❡) ❛❦❡♥ ❜② ❛❧❧ ❛❣❡♥ $✳ ❊❛❝❤

❛❣❡♥ ❝❛♥ ❛❝J✉✐)❡ ❛ ❝♦$ ❧② ♣)✐✈❛ ❡ $✐❣♥❛❧✿ xi = θ + εi✱ ✇❤❡)❡ εi ✐$ ❛ ♥♦✐$❡ ♥♦)♠❛❧❧② ❞✐$ )✐❜✉ ❡❞ ✇✐ ❤

♠❡❛♥ ③❡)♦ ❛♥❞ ✈❛)✐❛♥❝❡ σ2
εi
✳ U)✐✈❛ ❡ $✐❣♥❛❧$ ❛)❡ ♥♦ ❝♦))❡❧❛ ❡❞✱  ❤❡♥ ❢♦) i 6= j E(εiεj) = 0✳ ❙✐❣♥❛❧✬$

✸✺



❛❝❝✉#❛❝② ✐& ❞❡✜♥❡❞ ❛&✿ βi =
1

σ2
εi

✳ ❚❤❡ ❝♦&0 ❢✉♥❝0✐♦♥ Cinv(βi) ✐& 0❤❡ &❛♠❡ ❢♦# ❛❧❧ ❛❣❡♥0& i✳ ■0 ✐& 0✇✐❝❡

❞✐✛❡#❡♥0✐❛❜❧❡ ❛♥❞ &❛0✐&✜❡& C ′
inv(βi) ≥ 0✱ C ′′

inv(βi) ≥ 0✱ C ′
inv(0) = 0 ❛♥❞ lim

β→+∞
Cinv(βi) = +∞✳

ui(a, θ) = −(1− r)(ai − θ)2 − r(Li − L̄)− Cinv(βi) ✇❤❡#❡ # ✐& ❛ ❝♦♥&0❛♥0✱ 0 < r < 1 ✭✸✳✶✮

❛♥❞ Li ≡
∫ 1

0
(ai − aj)

2dj ❡0 L̄ ≡
∫ 1

0
Ljdj

❚❤❡ ✜#&0 ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ♦❢ 0❤❡ ✉0✐❧✐0② ❢✉♥❝0✐♦♥ ✐& ❛ ?✉❛❞#❛0✐❝ ❧♦&& ✐♥ 0❤❡ ❞✐&0❛♥❝❡ ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡ ✐♥✈❡&0♦#✬&

❛❝0✐♦♥ ❛♥❞ 0❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥0❛❧✳ ❲❤❡#❡❛& 0❤❡ &❡❝♦♥❞ ♦♥❡ #❡✢❡❝0& 0❤❡ ❜❡❛✉0② ❝♦♥0❡&0 ❛& 0❤❡ ❧♦&& ❞❡♣❡♥❞&

♦♥ 0❤❡ ❛✈❡#❛❣❡ ❞✐&0❛♥❝❡ ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡ ❛❣❡♥0 i✬& ❛❝0✐♦♥ ❛♥❞ 0❤❡ ❛❝0✐♦♥& 0❛❦❡♥ ❜② ❛❧❧ ♦0❤❡# ❛❣❡♥0&✳

❚❤❡ ✐♥0❡♥&✐0② ♦❢ 0❤❡ ❜❡❛✉0② ❝♦♥0❡&0 ✐& ❞❡✜♥❡❞ ❜② r✳ ❖♥❡ &❤♦✉❧❞ ♥♦0✐❝❡ 0❤❛0 0❤❡ ❜❡❛✉0② ❝♦♥0❡&0 ✐& ❛

③❡#♦✲&✉♠ ❣❛♠❡✳ ❘❡❣❛#❞✐♥❣ 0❤❡ ❜❡❛✉0② ❝♦♥0❡&0 ❝♦♠♣♦♥❡♥0✱ 0❤❡ ✇✐♥♥❡#& ❡❛#♥ ❛0 0❤❡ ❡①♣❡♥&❡ ♦❢ 0❤❡

❧♦&❡#&✳ ❆& ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧& ❛#❡ ❛0♦♠✐❝✱ L̄ ✐& &❡❡♥ ❛& ❛ ❝♦♥&0❛♥0 ❢#♦♠ 0❤❡ ♣♦✐♥0 ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥0✳

✲ ❚❤❡ ❈❘❆✿ ❚❤❡ ❈❘❆ ❛✐♠& ❛0 ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐0& ♣#♦✜0 ❢✉♥❝0✐♦♥✿

ΠCRA(α) = −
∫ 1

0
(ai − y)2di− CCRA(α) ✭✸✳✷✮

❚❤❡ ❈❘❆ &❡♥❞& ❛ ♣✉❜❧✐❝ &✐❣♥❛❧ y = θ + η✱ ✇❤❡#❡ η ✐& ❛ ♥♦✐&❡ ♥♦#♠❛❧❧② ❞✐&0#✐❜✉0❡❞ ✇✐0❤ ♠❡❛♥ ③❡#♦

❛♥❞ ✈❛#✐❛♥❝❡ σ2
η✳ ■ ❞❡✜♥❡ α =

1

σ2
η

❛& 0❤❡ ♣✉❜❧✐❝ &✐❣♥❛❧✬& ❛❝❝✉#❛❝②✳

∫ 1
0(ai − y)2di #❡♣#❡&❡♥0& 0❤❡

❞✐&0❛♥❝❡ ❜❡0✇❡❡♥ ✐♥✈❡&0♦#&✬ ❛❝0✐♦♥& ❛♥❞ 0❤❡ ♣✉❜❧✐❝ &✐❣♥❛❧ &❡♥0 ❜② 0❤❡ ❈❘❆✳ ❚♦ ❛❝?✉✐#❡ ✐♥❢♦#♠❛0✐♦♥

❛❜♦✉0 0❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥0❛❧✱ 0❤❡ ❈❘❆ ♦✇♥& ❛ ❝♦&0❧② 0❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ CCRA(α) ✐& ❛ ❝♦&0 ❢✉♥❝0✐♦♥ ✐♥❝#❡❛&✐♥❣

✐♥ 0❤❡ ❈❘❆✬& &✐❣♥❛❧ ❛❝❝✉#❛❝②✳ ❚❤❡ ❝♦&0 ❢✉♥❝0✐♦♥ ✐& ❛ ❞✐✛❡#❡♥0✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝0✐♦♥ &❛0✐&❢②✐♥❣ C ′
CRA(α) ≥ 0✱

C ′′
CRA(α) ≥ 0✱ C ′

CRA(0) = 0 ❛♥❞ lim
α→+∞

CCRA(α) = +∞✳

❚❤❡ ❈❘❆ ❡❛#♥& ✐0& #❡✈❡♥✉❡ ❢#♦♠ ✐0& ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦✈❡# 0❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛#❦❡0✳ ❆♥ ✐&&✉❡# ✇✐❧❧ ♣❛② ❤✐❣❤❡#

❢❡❡& ✐❢ ❤❡ ❦♥♦✇& 0❤❛0 #❛0✐♥❣& ✇✐❧❧ ❞#✐✈❡✱ ❛0 ❧❡❛&0 ♣❛#0❧②✱ 0❤❡ ♠❛#❦❡0✬& #❡&♣♦♥&❡✳ ■♥ 0❤✐& ♠♦❞❡❧✱ 0❤❡

♠♦#❡ ✐♥✈❡&0♦#&✬ ❛❝0✐♦♥& #❡❧② ♦♥ 0❤❡ #❛0✐♥❣✱ 0❤❡ ♠♦#❡ 0❤❡ ❈❘❆ ✇✐❧❧ ❝❤❛#❣❡ ✐0& &❡#✈✐❝❡&✳ ■♥ 0❤✐& &❡00✐♥❣✱

■ ❝♦♥&✐❞❡# 0❤❛0 0❤❡ ❈❘❆ #❡✈❡❛❧& 0#✉0❤❢✉❧❧② ✐0& ✐♥❢♦#♠❛0✐♦♥✱ 0❤❡ &0#❛0❡❣② ♦❢ 0❤❡ ❈❘❆ ❝♦♥&✐&0& ♦♥❧② ✐♥

❝❤♦♦&✐♥❣ 0❤❡ ?✉❛❧✐0② ♦❢ 0❤❡ ✐♥❢♦#♠❛0✐♦♥ ✐0 ❞❡❧✐✈❡#&✳

❲❡❧❢❛#❡ ✐& ❞❡✜♥❡❞ ❛& 0❤❡ &✉♠ ♦❢ ✐♥✈❡&0♦#✬& ✉0✐❧✐0✐❡& ❛♥❞ 0❤❡ ❈❘❆✬& ♣#♦✜0✿

W (α, β, θ,a) ≡
∫ 1

0
uidi+ΠCRA = −(1−r)

∫ 1

0
(ai−θ)2di−Cinv(βi)−

∫ 1

0
(ai−y)2di−CCRA(α) ✭✸✳✸✮

❆& ♠❡♥0✐♦♥❡❞ ❡❛#❧✐❡#✱ ✇❤❡♥ ❛❣❣#❡❣❛0✐♥❣ ✐♥✈❡&0♦#&✬ ✉0✐❧✐0② 0❤❡ ❜❡❛✉0② ❝♦♥0❡&0 ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ✈❛♥✐&❤❡&✳

❍♦✇❡✈❡# ✇❡❧❢❛#❡ ❞❡♣❡♥❞& ♦♥ r✱ 0❤✉& ✇❤❡♥ # ❣♦❡& 0♦ ✶✱ ✐♥✈❡&0♦#&✬ ✉0✐❧✐0② ❞♦❡& ♥♦0 ♠❛00❡# ❛♥②♠♦#❡✳

❆❝0✉❛❧❧② ✇❤❡♥ r ✐& ❤✐❣❤✱ 0❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠✐♠✐❝& 0❤❡ &✐0✉❛0✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✉❜❜❧❡ ✇❤❡#❡ ♦♥❧② 0❤❡ ❝♦♦#❞✐♥❛0✐✈❡
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♠♦"✐✈❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣,❡-❡♥"✳ ■♥ "❤✐- -✐"✉❛"✐♦♥✱ "❤❡ ❞✐-"❛♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ❛❝"✐♦♥- ✉♥❞❡,"❛❦❡♥ ❜② "❤❡ ✐♥✈❡-"♦,-

✇✐"❤ "❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥"❛❧ ❞♦❡- ♥♦" ♠❛""❡, ❛♥②♠♦,❡✳ ❲❤❡♥ r ✐- ❝❧♦-❡ "♦ 0✱ ✇❡ ✇✐"♥❡-- ❛ ❞✐✛❡,❡♥" -✐"✉❛✲
"✐♦♥✳ ■♥✈❡-"♦,- ✇❛♥" "♦ ❜❡ ❛- ❝❧♦-❡ ❛- ♣♦--✐❜❧❡ "♦ "❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥"❛❧✳

❚❤❡ "✐♠✐♥❣ ♦❢ ❛❝"✐♦♥- ✐- "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✜,-" "❤❡ ❈❘❆ ❝❤♦♦-❡ "❤❡ ❛❝❝✉,❛❝② ♦❢ ✐"- -✐❣♥❛❧✱ "❤❡♥ ,❡❧❡❛-❡

"❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦,♠❛"✐♦♥✳ ❑♥♦✇✐♥❣ y ❛♥❞ α✱ ✐♥✈❡-"♦,- ❝❤♦♦-❡ ✐❢ "❤❡② ❛❝C✉✐,❡ ♦, ♥♦" ❛ ❝♦-"❧② ♣,✐✈❛"❡
-✐❣♥❛❧ xi✳ ❋,♦♠ "❤❡✐, ✐♥❢♦,♠❛"✐♦♥ -❡"✱ "❤❡② ❝❤♦♦-❡ ❛♥ ❛❝"✐♦♥ ai✱ "❤❡♥ θ ✐- ,❡✈❡❛❧❡❞ ❛♥❞ ♣❛②✲♦✛ ❛,❡
,❡❛❧✐③❡❞✳

✲ ❚✐♠✐♥❣ ♦❢ ❆❝*✐♦♥+✿

✶ ✲ θ ✐- ❞,❛✇♥ ❜② ♥❛"✉,❡❀

✷ ✲ ❚❤❡ ❈❘❆ ❝❤♦♦-❡- "❤❡ ❛❝❝✉,❛❝② ♦❢ "❤❡ ♣✉❜❧✐❝ -✐❣♥❛❧✱ α ✭❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮❀

✸ ✲ ❚❤❡ ❈❘❆ -❡♥❞- ✐"- ♣✉❜❧✐❝ -✐❣♥❛❧✱ y❀

✹ ✲ ■♥✈❡-"♦,- ❝❤♦♦-❡ "❤❡ ❛❝❝✉,❛❝② ♦❢ "❤❡✐, ♣,✐✈❛"❡ -✐❣♥❛❧✱ βi ❛♥❞ ,❡❝❡✐✈❡❞ ✐" xi❀

✺ ✲ ❚❤❡② ❝❤♦♦-❡ "❤❡✐, ❛❝"✐♦♥- ai ❛❝❝♦,❞✐♥❣ "♦ "❤❡✐, ✐♥❢♦,♠❛"✐♦♥ -❡" ✭"❤❡ ♣✉❜❧✐❝ -✐❣♥❛❧ ❛♥❞ "❤❡✐,
♣,✐✈❛"❡ ✐♥❢♦,♠❛"✐♦♥✮❀

✻ ✲ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥"❛❧ ✭θ✮ ✐- ,❡✈❡❛❧❡❞ ❛♥❞ ♣❛②✲♦✛ ❛,❡ ,❡❛❧✐③❡❞✳

■" ✐- ❝♦♥-✐❞❡,❡❞ "♦ ❜❡ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✿ "❤❡ "❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦✇♥❡❞ ❜② "❤❡ ❈❘❆ ❛♥❞ "❤❡ ✐♥✈❡-"♦,-✱

"❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛❝❝✉,❛❝② ♠❛❞❡ ❜② "❤❡ ❈❘❆✳ ❆❝"✉❛❧❧②✱ ❈❘❆ ,❡❧❡❛-❡❞ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦,♠❛"✐♦♥ ❛❜♦✉" "❤❡

❡✈♦❧✉"✐♦♥ ♦❢ "❤❡✐, ,❛"✐♥❣- ♦✈❡, "❤❡ ②❡❛,-✳ ❚❤✐- ✐♥❢♦,♠❛"✐♦♥ ❛♣♣❡❛,- ✐♥ "❤❡ ",❛♥-✐"✐♦♥ ♠❛",✐① ✭✇❤✐❝❤

❛,❡ ❛❧-♦ ✉-❡❞ "♦ ♠❡❛-✉,❡ ❝,❡❞✐" ,✐-❦✮✳

✲ ❚❛❜❧❡ ♦❢ ♥♦*❛*✐♦♥+✿

-②♠❜♦❧ ◆♦"❡-

θ ❋✉♥❞❛♠❡♥"❛❧

ai ❛❝"✐♦♥ "❛❦❡♥ ❜② ❛❣❡♥" i
y ♣✉❜❧✐❝ -✐❣♥❛❧ -❡♥" ❜② "❤❡ ❈❘❆

xi ♣,✐✈❛"❡ -✐❣♥❛❧ ,❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❛❣❡♥" ✐

α ♣✉❜❧✐❝ -✐❣♥❛❧ ❛❝❝✉,❛❝②

βi ♣,✐✈❛"❡ -✐❣♥❛❧ ❛❝❝✉,❛❝② ❢♦, ❛❣❡♥" ✐

r ❜❡❛✉"② ❝♦♥"❡-" ✐♥"❡♥-✐"②

W -♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛,❡

✸✳✷✳✶ ❊%✉✐❧✐❜*✐✉♠✿

■ -❡❡❦ ❛ ❧✐♥❡❛, -②♠♠❡",✐❝ ❡C✉✐❧✐❜,✐✉♠ ✭✐✳❡✳ ❛ ❧✐♥❡❛, ❡C✉✐❧✐❜,✐✉♠ ✇❤❡,❡ ❛❧❧ ❛❣❡♥"- ❝❤♦♦-❡ "❤❡ -❛♠❡

βi = β✮✳ ❚❤❡ ❡C✉✐❧✐❜,✐✉♠ ✐- -♦❧✈❡ ❜② ❜❛❝❦✇❛,❞ ✐♥❞✉❝"✐♦♥✳ ■ ❞♦ "❤✐- ✐♥ "✇♦ -"❡♣-✿ ✜,-" ■ ❧♦♦❦ ❢♦, "❤❡
❜❡-" ❛❝"✐♦♥ ❢♦, ❛❣❡♥" i ❣✐✈❡♥ ❤✐- ✐♥❢♦,♠❛"✐♦♥ -❡"✱ "❤❡♥ ■ ❧♦♦❦ ❛" ✐"- ❜❡-" ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ β✳ ❋♦, "❤❡ ,❡-" ♦❢
"❤❡ ♣❛♣❡,✱ ■ ❞❡✜♥❡ Ei() ❛- E(.|Ii)✱ ✇❤❡,❡ Ii ❞❡♥♦"❡- "❤❡ ✐♥❢♦,♠❛"✐♦♥ -❡" ♦❢ ❛❣❡♥" i✳

✸✼



 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✶ ■♥ ❡#✉✐❧✐❜(✐✉♠✱ +❤❡ ❜❡-+ (❡♣❧② ❢♦( ❛❣❡♥+ i ✐- +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝+✐♦♥✿

ai = (1− r)Ei(θ) + rEi(

∫ 1

0
ajdj) ✭✸✳✹✮

 !♦♦❢✿ ■♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

❆. ✐♥ ▼♦11✐. ❛♥❞ ❙❤✐♥ ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❈♦❧♦♠❜♦ ❛♥❞ ❋❡♠♠✐♥✐. ✭✷✵✵✽✮✱ ■ .❡❡❦ ❛ ❧✐♥❡❛1 ❡>✉✐❧✐❜1✐✉♠ ✇❤❡1❡

a∗i = γy + (1− γ)xi ✇❤❡1❡ γ ✐. ❛ ♣❛1❛♠❡A❡1 A♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❡>✉✐❧✐❜1✐✉♠✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✷ ❆- -❤♦✇♥ ✐♥ ❈♦❧♦♠❜♦ ❛♥❞ ❋❡♠♠✐♥✐- ✭✷✵✵✽✮✱ +❤❡(❡ ❡①✐-+- ♦♥❧② ♦♥❡ ❧✐♥❡❛( -②♠✲

♠❡+(✐❝ ❡#✉✐❧✐❜(✐✉♠ ✭✇❤❡(❡ ❛❧❧ ✐♥✈❡-+♦(- ❝❤♦♦-❡ +❤❡ -❛♠❡ βi = β✮✿

βi = β =
1

√

C ′
inv(β)

− α

1− r
✐❢ β > 0 ♦+❤❡(✇✐-❡ β = 0. ✭✸✳✺✮

❆♥❞ +❤❡ ❛❝+✐♦♥ +❛❦❡♥ ✐♥ ❡#✉✐❧✐❜(✐✉♠ ❜② ❛❣❡♥+ i ✐-✿ ai =
αy + β(1− r)xi
α+ β(1− r)

✳

 !♦♦❢✿ ■♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

■ ✜♥❞ ❜❛❝❦ A❤❡ 1❡.✉❧A. ♦❢ ▼♦11✐. ❛♥❞ ❙❤✐♥ ✭✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡ ❛❝A✐♦♥ ✉♥❞❡1A❛❦❡♥ ❜② A❤❡ ✐♥✈❡.A♦1. ✐♥ ❡>✉✐✲

❧✐❜1✐✉♠ ✐. ❞✐✛❡1❡♥A A❤❛♥ A❤❡ ❡①♣❡❝A❛A✐♦♥ ♦❢ A❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥A❛❧✿ Ei[θ] =
αy + βxi
α+ β

6= αy + β(1− r)xi
α+ β(1− r)

✭❛. 0 < r < 1✮✳ ❚❤❡ ❝♦♦1❞✐♥❛A✐✈❡ ♠♦A✐✈❡ ❧❡❛❞. ✐♥✈❡.A♦1. A♦ 1❡❧② ♠♦1❡ ♦♥ A❤❡ ♣✉❜❧✐❝ .✐❣♥❛❧ A❤❛♥ A❤❡②

✇♦✉❧❞ ❞♦ ✐❢ A❤❡② ✇❡1❡ ♦♥❧② A1②✐♥❣ A♦ ❣✉❡.. A❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥A❛❧ θ✿ ai = y
α

α+ β(1− r)
+xi

β(1− r)

α+ β(1− r)
✱

✇❤❡1❡❛. Ei[θ] = y
α

α+ β
+ xi

β

α+ β
✳ ❚❤❡ ❛❝A✐♦♥ ❝❤♦.❡♥ ✐♥ ❡>✉✐❧✐❜1✐✉♠ ❤✐❣❤❧✐❣❤A. A❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡✲

A✇❡❡♥ A❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥A❛❧✬. ❡①♣❡❝A❛A✐♦♥ ❛♥❞ A❤❡ ❛❝A✐♦♥. ✉♥❞❡1A❛❦❡♥ ❜② ♦A❤❡1 ❛❣❡♥A.✳ ❲❤❡♥ r ✐. ❤✐❣❤✱

A❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛1❦❡A ❝❛♥ ❜❡ .❡❡♥ ❛. ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ ❜✉❜❜❧❡✳ ■♥ A❤✐. .✐A✉❛A✐♦♥ A❤❡ ❧✐>✉✐❞✐A② ♦❢ ❛ ♣1♦❞✉❝A

♠❛AA❡1. ❛. ♠✉❝❤ ❛. ✭♦1 ♠♦1❡✮ A❤❛♥ ✐A. A1✉❡ ✈❛❧✉❡✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✸ ■♥ ❡#✉✐❧✐❜(✐✉♠✱ +❤❡ ❈❘❆ ♥❡✈❡( ❝❤♦♦-❡- ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝❝✉(❛❝② ❣(❡❛+❡( +❤❛♥ αsup =
1− r

√

C ′(β)

 !♦♦❢✿ ❚❤✐. 1❡.✉❧A ❝♦♠❡. ❢1♦♠ A❤❡ ♣1♦✜A ❢✉♥❝A✐♦♥ ♦❢ A❤❡ ❈❘❆✳ ❇❡②♦♥❞ A❤✐. ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ .✐❣♥❛❧✬.

❛❝❝✉1❛❝②✱ ✐♥✈❡.A♦1. ✇♦♥✬A ❛❝>✉✐1❡ ❛♥② ♣1✐✈❛A❡ ✐♥❢♦1♠❛A✐♦♥ .♦ ❛♥② ✐♥❝1❡❛.❡ ✐♥ A❤❡ ❛❝❝✉1❛❝② ♦❢ A❤❡

♣✉❜❧✐❝ .✐❣♥❛❧ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❝♦.A A❤❡ ❈❘❆ ✇✐A❤♦✉A ✐♥❝1❡❛.✐♥❣ ✐A. ♣1♦✜A✳ ❊♥❞ ♦❢ ♣1♦♦❢✳�

■♥ A❤✐. ♠♦❞❡❧✱ A❤❡ ❈❘❆ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡1 ♣1♦✈✐❞❡ ❛ .✐❣♥❛❧ ✇✐A❤ ❛♥ ❛❝❝✉1❛❝② ❤✐❣❤❡1 A❤❛♥ αsup =
1− r

√

C ′(β)
✳

❚❤✐. A❤1❡.❤♦❧❞ ✐. ❛ ❞❡❝1❡❛.✐♥❣ ❢✉♥❝A✐♦♥ ♦❢ r ❛♥❞ C ′(β)✳ ❖❜✈✐♦✉.❧②✱ A❤❡ ♠♦1❡ A❤❡ ✐♥✈❡.A♦1. ❛1❡ ❢♦❝✉.

♦♥ A❤❡ ❝♦♦1❞✐♥❛A✐✈❡ ♠♦A✐✈❡✱ A❤❡ ❧❡.. A❤❡② ✇✐❧❧ ❝❛1❡ ❛❜♦✉A A❤❡ A1✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ A❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥A❛❧✳ ❚❤❡

❈❘❆ ❛❧.♦ ❜❡♥❡✜A. ❢1♦♠ ❤✐❣❤❡1 ✐♥❢♦1♠❛A✐♦♥ ❝♦.A. ❢♦1 A❤❡ ✐♥✈❡.A♦1.✳ ❆. ✐A ✐. ❝♦.A❧② ❢♦1 A❤❡♠ A♦ ❛❝>✉✐1❡

✐♥❢♦1♠❛A✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ❛ ♥♦✐.② .✐❣♥❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ .✉✣❝✐❡♥A A♦ A❤❡♠ A♦ ❞1✐✈❡ A❤❡✐1 ❛❝A✐♦♥.✳ ■A ✐. ❛♥♦A❤❡1

✐❧❧✉.A1❛A✐♦♥ ♦❢ A❤❡ ✐♠♣❛❝A ♦❢ ❛..❡A✬. ❝♦♠♣❧❡①✐A② ♦♥ ❈❘❆. ❜❡❤❛✈✐♦1✳ ❚❤❡ ♠♦1❡ ♦♣❛>✉❡ ❛1❡ A❤❡ ♣1♦❞✉❝A

1❛A❡❞✱ A❤❡ ♠♦1❡ 1❛A✐♥❣. ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥.✐❞❡1❡❞ ❛❧A❤♦✉❣❤ A❤❡② ❛1❡ ❧❡.. ❛❝❝✉1❛A❡ A❤❛♥ 1❛A✐♥❣. ❢♦1 .✐♠♣❧❡1

♣1♦❞✉❝A.✳

✸✽



✸✳✸ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧ ✇✐+❤ ❊①♣❧✐❝✐+ ❈♦1+ ❋✉♥❝+✐♦♥1

❋♦" #❤❡ "❡&# ♦❢ #❤❡ ♣❛♣❡"✱ ■ ❝♦♥&✐❞❡" #❤❛# #❤❡ ✐♥✈❡&#♦"& ❛♥❞ #❤❡ ❈❘❆ ♦✇♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ #❡❝❤♥♦❧♦❣②✿

Cinv(β) = pβ ✱✇✐#❤ p > 0❀

CCRA(α) = kα ✱✇✐#❤ k > 0✳

■♥ #❤✐& &❡❝#✐♦♥✱ ■ ✇✐❧❧ ❞✐&❝✉&& #❤❡ ❞✐✛❡"❡♥# &✐#✉❛#✐♦♥& #❤❛# ♠❛② ❛"✐&❡ ❢"♦♠ #❤✐& ❡❝♦♥♦♠② ✇❤❡♥✿

✲ ❲❤❡♥ #❤❡ ❈❘❆ ♦✇♥& ❛ ❜❡##❡" #❡❝❤♥♦❧♦❣② #❤❛♥ #❤❡ ✐♥✈❡&#♦"& ✭✐✳❡✳ p > k✮✳ ■# ❝♦✉❧❞ ❜❡ &❡❡♥ ❛& #❤❡
✉&✉❛❧ &✐#✉❛#✐♦♥✳ ❚❤"♦✉❣❤ ✐#& ❡①♣❡"✐❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❛& ❝"❡❞✐# "❛#✐♥❣& ✐& ✐#& ❝♦"❡ ❛❝#✐✈✐#②✱ ❈❘❆& &❤♦✉❧❞

❜❡ ♠♦"❡ ❡✣❝✐❡♥# #❤❛♥ ✐♥✈❡&#♦"& #♦ ♣❡"❢♦"♠ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛♥❛❧②&✐&✳ ■# ✐& ❛❧&♦ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐#❤ #❤❡ ✐❞❡❛

♦❢ "❡❧②✐♥❣ ♦♥ ♦♥❡ ❝❡♥#"❛❧ ❡♥#✐#② "❛#❤❡" #❤❛♥ ❛&❦✐♥❣ ❡❛❝❤ ❛❝#♦"& #♦ ♣❡"❢♦"♠ ❛♥ ❛♥❛❧②&✐& ✐♥ ✐#&

❝♦"♥❡"❀

✲ ❲❤❡♥ #❤❡ ✐♥✈❡&#♦"& ♦✇♥ ❛ ❜❡##❡" #❡❝❤♥♦❧♦❣② #❤❛♥ #❤❡ ✐♥✈❡&#♦"& ✭✐✳❡✳ k > p✮✳ ■# ❝♦✉❧❞ "❡✢❡❝# #❤❡
&✐#✉❛#✐♦♥ ❢♦" ✈❡"② &♣❡❝✐✜❝ ♠❛"❦❡#& ✇❤❡"❡ &♦♠❡ ♣"♦❞✉❝#& ❛"❡ ♣"♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡#✇❡❡♥

❢❡✇ ❛❝#♦"&✳ ❚❤♦&❡ ❛❝#♦"& ♠❛② ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❜❡##❡" ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ #❤❛♥ ❛ ❈❘❆✳

!"♦♣♦%✐'✐♦♥ ✸✳✹ ■♥ ❡#✉✐❧✐❜(✐✉♠✱ +❤❡ ❈❘❆ ❝❤♦♦2❡2 ❛2 ✐+2 2✐❣♥❛❧✬2 ❛❝❝✉(❛❝②✿

α∗ = min(
1− r

√

rp+ k(1− r)2
,
1− r√

p
) ✭✸✳✻✮

❆♥❞ +❤❡ ✐♥✈❡2+♦(2 ❛❝#✉✐(❡ ❛ ♣(✐✈❛+❡ ✐♥❢♦(♠❛+✐♦♥✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

1− r
√

rp+ k(1− r)2
<

1− r√
p

+❤✉2✿

✲ ❲❤❡♥ p ≥ k(1− r)✱ +❤❡ ✐♥✈❡2+♦(2 ✇✐❧❧ (❡❧② ♦♥❧② ♦♥ +❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦(♠❛+✐♦♥ βi = β∗ = 0❀

✲ ❲❤❡♥ p < k(1− r)✱ +❤❡ ❝(❡❞✐+ (❛+✐♥❣ ❛❣❡♥❝② ♣(♦✈✐❞❡ ❛ ♣✉❜❧✐❝ 2✐❣♥❛❧ ❜✉+ +❤❡ ✐♥✈❡2+♦(2 ❛❧2♦ (❡❧② ♦♥

❛ ♣(✐✈❛+❡ ✐♥❢♦(♠❛+✐♦♥ βi = β∗ =
1√
p
− α

1− r
✳

 !♦♦❢✿■♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

❲❤❡♥ +❤❡ ❈❘❆ ♦✇♥1 +❤❡ ❜❡1+ +❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✐+ ✐1 +❤❡ ♦♥❧② ❛❣❡♥+ +♦ ♣8♦❞✉❝❡ ✐♥❢♦8♠❛+✐♦♥✳ ❇✉+ +❤❡

❝♦♥❞✐+✐♦♥ ❞♦❡1 ♥♦+ 8❡❧② ♦♥❧② ♦♥ +❤❡ +✇♦ ❝♦1+ ❢✉♥❝+✐♦♥1 ❜✉+ ❛❧1♦ ♦♥ +❤❡ ✐♥+❡♥1✐+② ♦❢ +❤❡ ❝♦♦8❞✐♥❛+✐✈❡

♠♦+✐✈❡✳ ❊✈❡♥ ✇❤❡♥ +❤❡ ✐♥✈❡1+♦81 ♦✇♥ ❛ ❜❡++❡8 +❡❝❤♥♦❧♦❣② +❤❛♥ +❤❡ ❈❘❆✱ ✐❢ r ✐1 ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ +❤❡8❡

✇✐❧❧ ♥♦+ ❛❝?✉✐8❡ ❛ ❝♦1+❧② ✐♥❢♦8♠❛+✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♦8❞✐♥❛+✐✈❡ ♠♦+✐✈❡ ❧❡❛❞1 +❤❡♠ +♦ ❜❡ ♠♦8❡ ❢♦❝✉1 ♦✈❡8

❧✐?✉✐❞✐+② +❤❛♥ ♦✈❡8 +❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥+❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❲❡ ❛❧1♦ ♥♦+✐❝❡ +❤❛+ +❤❡ ❝♦♦8❞✐♥❛+✐✈❡ ♠♦+✐✈❡ ❧❡❛❞1 +♦ ❛

❧♦✇❡8 ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝❝✉8❛❝② ❢♦8 ❜♦+❤ ❛❣❡♥+1 ✭alpha∗(r) ❛♥❞ β∗(r) ❛8❡ ❜♦+❤ ❞❡❝8❡❛1✐♥❣ ❢✉♥❝+✐♦♥1✮✳ ❚❤✐1

1✐+✉❛+✐♦♥ ♠❛❦❡1 +❤❡ ❈❘❆ +♦ ❡♥❥♦② ❛ ❜✉❜❜❧❡✱ ❛1 ✐+ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐+1 ♣8♦✜+ ✇✐+❤ ❧♦✇❡8 ✐♥❢♦8♠❛+✐♦♥ ❝♦1+1✱

✐+ ❝❛♥ ❜❡ 1❡❡♥ ✐♥ +❤❡ ❈❘❆✬1 ♣8♦✜+ ❢✉♥❝+✐♦♥✳ ■❢ p ≥ k(1− r)✿

ΠCRA(α) = −p
1− r√

p
✭✸✳✼✮

✸✾



❚❤❡ #♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡+✬# ❝❤♦✐❝❡#✿ ❲❡ ❤❛✈❡ %❡❡♥ '❤❡ ❡(✉✐❧✐❜-✐✉♠ ❜✉' ✇❤❛' ✇♦✉❧❞ ❜❡ '❤❡ ❛❝'✐♦♥% ❛♥❞

'❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝❝✉-❛❝② ❝❤♦%❡♥ ❜② ❛ %♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡-✳ ■ ❝♦♥%✐❞❡- ❛ %♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡- '❤❛' ❝❛♥ ❝❤♦♦%❡ '❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ βi = β ∀i ∈ (0, 1)✱ α ❛♥❞ '❤❡ ❛❝'✐♦♥ ai ✉♥❞❡-'❛❦❡♥ ❜② ❛♥② ❛❣❡♥'% ❝♦♥%✐❞❡-✐♥❣ ✐'% ✐♥❢♦-♠❛'✐♦♥ %❡'
Ii✳ ■ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡%'✐❣❛'❡ ✇❤❛' ❝❤♦✐❝❡ %✉❝❤ ❛ %♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡- ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ '♦ ♠❛①✐♠✐③❡ '❤❡ %♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛-❡✳

.+♦♣♦#✐/✐♦♥ ✸✳✺ ❚❤❡ #♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡+ ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦#❡ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝/✐♦♥ ❢♦+ ❛❣❡♥/ i✿

aFB
i =

y(α(1− r) + (α+ β)) + xiβ(1− r)

(α+ β)(2− r)
✭✸✳✽✮

❚❤❡♥✱ /❤❡ #♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡+ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ /❡+♠# ♦❢ ♣+♦❞✉❝/✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦+♠❛/✐♦♥✿

✲ ❲❤❡♥ p > (2− r)k✱ /❤❡♥ (αFB, βFB) = (

√

1− r

k
, 0)❀

✲ ❲❤❡♥ p < (2− r)k✱ /❤❡♥ (αFB, βFB) = (

√

1− r

(2− r)(k − p)
,

1− r
√

p(2− r)
−
√

(1− r)

(2− r)(k − p)
)✳

.+♦♦❢✿■♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

❲❡ %❤♦✉❧❞ ♥♦'✐❝❡ '❤❡ ❛❝'✐♦♥ ❝❤♦%❡♥ ❜② '❤❡ %♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡- ❞♦❡% ♥♦' ✜' ✇✐'❤ '❤❡ ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥% ♦❢ '❤❡

❢✉♥❞❛♠❡♥'❛❧% aFB
i 6= Ei[θ]✳ ■♥ ♦-❞❡- '♦ -❡'-✐❜✉'❡ '❤❡ ❝❡♥'-❛❧ ♦-❣❛♥✐%❛'✐♦♥ ❞❡❧✐✈❡-✐♥❣ '❤❡ ✐♥❢♦-♠❛'✐♦♥✱

'❤❡ %♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡- ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ✐♥✈❡%'♦-% '♦ ♦✈❡-✇❡✐❣❤' ✐'% %✐❣♥❛❧✳ ❚❤✐% ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ✉% '♦ ❧♦♦❦ ❛' ✜♥❛♥❝✐❛❧

-❡❣✉❧❛'✐♦♥ ❢-♦♠ ❛♥♦'❤❡- ❡②❡✳ ❚❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ -❡❣✉❧❛'✐♦♥ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡ -❡❢❡-❡♥❝❡% '♦✇❛-❞% -❛'✐♥❣%✳ ■❢ ✇❡

❧♦♦❦ ❛' '❤❡ ❜❛%❡❧ -✉❧❡%✱ ✇❡ ✇✐❧❧ %❡❡ '❤❛' ❜❛♥❦% ❝❛♥ -❡❧② ♦♥ '❤❡✐- ♦✇♥ -❛'✐♥❣% ✭✐❢ '❤❡✐- ♠❡'❤♦❞♦❧♦❣②

❤❛% ❜❡❡♥ ❛♣♣-♦✈❡❞✮ ♦- ♦♥ ❈❘❆✬% -❛'✐♥❣%✳ ❖❜✈✐♦✉%❧②✱ '❤❡ ❣♦❛❧ ✇❛% '✇♦❢♦❧❞✿

✲ ❚♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ %♦✉♥❞ ♣-❛❝'✐❝❡❀

✲ ❆❧❧♦✇ '❤❡ ✧%♠❛❧❧✧ ✐♥%'✐'✉'✐♦♥% '♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡''❡- -✐%❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥' ✇✐'❤♦✉' '❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥' ♦❢

❤❡❛✈② ♠❡'❤♦❞♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ '❤❡ ❜✐❣❣❡- ✐♥%'✐'✉'✐♦♥% '♦ ❞❡✈❡❧♦♣ '❤❡✐- ♦✇♥ '❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

❇♦♦' ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❛❧%♦ ✉♥❞❡-❧✐♥❡% ✇❤② %♦♠❡ ❝♦♦-❞✐♥❛'✐♦♥ ♠✐❣❤' ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧✳ ■♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐'❤

♠✉❧'✐♣❧❡ ❡(✉✐❧✐❜-✐❛✱ ❛ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥' ♠❛② ❤❡❧♣ ❛❣❡♥'% '♦ ❝♦♦-❞✐♥❛'❡ '❤❡♠%❡❧✈❡% ✐♥ ♦-❞❡- '♦ ♦❜'❛✐♥ ❛

❜❡''❡- ❡(✉✐❧✐❜-✐✉♠✳ ❲❡ ❝❛♥ %❡❡ '❤✐% '❤-♦✉❣❤ '❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛❝'✉❛❧❧② '❤❡ -❡❢❡-❡♥❝❡ '♦ ❈❘❆✬% -❛'✐♥❣% ✐%

❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ✐❢ '❤❡ ❥♦❜ ✐% ✇❡❧❧ ❞♦♥❡ ✭❜❡''❡- ♦♥❡ ♣-♦✈✐❞❡- ♦❢ ✐♥❢♦-♠❛'✐♦♥ '❤❛♥ ♠❛♥② ✐♥ '❤❡✐- ❝♦-♥❡-✮✱

✇❤❡-❡❛% '❤❡ ✐♥❝✐'❛'✐♦♥ '♦✇❛-❞% ❛ ♣-♦♣❡- '❡❝❤♥♦❧♦❣② ♣✉' ♣-❡%%✉-❡ ♦♥ -❛'✐♥❣%✬ (✉❛❧✐'②✳ ■❢ ■ %❤♦✉❧❞

❝-✐'✐❝ '❤❡ -❡❢❡-❡♥❝❡ '♦✇❛-❞% -❛'✐♥❣% ✐♥ '❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ -❡❣✉❧❛'✐♦♥ ♦- ✐♥ ❧❡❛✢❡' ❢-♦♠ ♣❡♥%✐♦♥ ❢✉♥❞% ♦-

❡(✉✐✈❛❧❡♥'✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤' '❤❡ ♠✐%%✐♥❣ ✐♥❝❡♥'✐✈❡% ❢♦- ❈❘❆% '♦ ♣-♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❝❝✉-❛'❡ ✐♥❢♦-♠❛'✐♦♥✳

.+♦♣♦#✐/✐♦♥ ✸✳✻ ❚❤❡ #♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡+ ✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②# ❝❤♦♦#❡ ❛ ♣✉❜❧✐❝ #✐❣♥❛❧ ✇✐/❤ ❛ ❜❡//❡+ ❛❝❝✉+❛❝②

/❤❛♥ /❤❡ ♦♥❡ ❝❤♦#❡♥ ❜② /❤❡ ❈❘❆✿ αFB > α∗
✳ ❚+♦✉❣❤ /❤✐# ❝❤♦✐❝❡✱ /❤❡ #♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡+ +❡❞✉❝❡ /❤❡ ♣+♦✜/

♦❢ /❤❡ ❈❘❆ ❜✉/ /❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ /❤❡ ✐♥✈❡#/♦+#✬ ✉/✐❧✐/② ♦✈❡+✇❡✐❣❤/ /❤❡ ❧♦## ✐♥ /❤❡ ❈❘❆✬# ♣+♦✜/✳

.+♦♦❢✿■♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

❆❜♦✉' '❤✐% ❣-❛♣❤✐❝✱ ■ ♠❛❦❡ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ -❡♠❛-❦%✿
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!❛0✐♥❣# ♦✈❡! 0❤❡ ❜✉#✐♥❡## ❝②❝❧❡# ❛# ❛ ❢✉♥❝0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❧❛❜♦! ♠❛!❦❡0 ❝♦♥❞✐0✐♦♥# ❛♥❞ 0❤❡② #❤♦✇ 0❤❛0

!❛0✐♥❣# ❛!❡ ♦❢ ❜❡00❡! G✉❛❧✐0② ✐♥ ❛ !❡❝❡##✐♦♥ 0❤❛♥ ✐♥ ❛ ❜♦♦♠✳ ❚❤❡✐! !❡#✉❧0# !❡❧② ♠❛✐♥❧② ♦♥ 0❤❡ ❧❛❜♦!

❝♦♥❞✐0✐♦♥#❀ ✐0 ✐# ❡❛#✐❡! ❛♥❞ ❝❤❡❛♣❡! 0♦ ❤✐!❡ ❣♦♦❞ ❛♥❛❧②#0# ✐♥ ❛ !❡❝❡##✐♦♥ 0❤❛♥ ✐♥ ❛ ❜♦♦♠ ✇❤❡!❡

❝♦♠♣❡0✐0✐♦♥ ✐# #0!♦♥❣❡! ❛♥❞ ✐♥❝❡♥0✐✈❡# 0♦ ❤✐!❡ ❜❡00❡! ❛♥❛❧②#0 ❛!❡ ❧♦✇❡! ❜❡❝❛✉#❡ ♦❢ ❛ ❜❡00❡! ❛✈❡!❛❣❡

G✉❛❧✐0② ♦❢ 0❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣!♦❞✉❝0# ✐♥ 0❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡ 0❤❛0 !❛0✐♥❣#✬ G✉❛❧✐0② ❛!❡ ❧✐♥❦❡❞

✇✐0❤ 0❤❡ ❜✉#✐♥❡## ❝②❝❧❡#✳

■♥ 0❤❡ ♥❡①0 #❡❝0✐♦♥✱ ■ ✇✐❧❧ ♣!❡#❡♥0 0❤❡ ❜❛#✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ #❤♦✇ 0❤❛0 0❤❡!❡ ❡①✐#0# ❛ ❞✐#❝✐♣❧✐♥✐♥❣ ❢✉♥❝0✐♦♥

0❤❛0 ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ 0❤❡ ❈❘❆ 0♦ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ !❛0✐♥❣ ♦♥❧② 0♦ ♣!♦❥❡❝0# ✇✐0❤ ❛ ♣♦#✐0✐✈❡ ♥❡0 ♣!❡#❡♥0 ✈❛❧✉❡✳ ■

#❤♦✇ 0❤❛0 0❤❡!❡ ❡①✐#0# #✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝0✐♦♥ ❢♦! ❡❛❝❤ #0❛0❡ ♦❢ 0❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✭❛ ❜♦♦♠ ♦! ❛ !❡❝❡##✐♦♥✮✳ ■♥ 0❤❡

0❤✐!❞ #❡❝0✐♦♥✱ ■ ✐♥0!♦❞✉❝❡ ✉♥❝❡!0❛✐♥0②✱ 0❤❡ ❈❘❆ ❞♦❡# ♥♦0 ❦♥♦✇ ✐❢ 0♦❞❛② 0❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐# ✐♥ !❡❝❡##✐♦♥

♦! ✐♥ ❛ ❜♦♦♠✱ ❤♦✇❡✈❡! ✐0 ❦♥♦✇# 0❤❛0 ✐0# !❡♣✉0❛0✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡✈♦❧✈❡ ❛❝❝♦!❞✐♥❣ 0♦ 0❤❡ #0❛0❡ ♦❜#❡!✈❡❞✳

✹✳✷ ❚❤❡ ❇❛(✐❝ ▼♦❞❡❧

■♥ 0❤✐# #❡❝0✐♦♥✱ ■ ❝♦♥#✐❞❡! ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ♠❛❞❡ ♦❢✿

✲ ❆ ❝♦♥0✐♥✉✉♠ ♦❢ !✐#❦② ♣!♦❥❡❝0# x0 ∈ (0, 1)✱ p(x) ❜❡✐♥❣ 0❤❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐0② ♦❢ #✉❝❝❡## ♦❢ 0❤❡ ♣!♦❥❡❝0✳

❚❤❡ ❞✐#0!✐❜✉0✐♦♥ p(x) ✐# #✉❝❤ 0❤❛0 p(0) = 1✱ p(1) = 0 ❛♥❞ p(x) ✐# ❛ ❞❡❝!❡❛#✐♥❣ #0!✐❝0❧② ❝♦♥❝❛✈❡

❢✉♥❝0✐♦♥ ✭p′(x) < 0 ❛♥❞ p”(x) < 0✮✳ ❆ ♣!♦❥❡❝0 ♥❡❡❞# 1 ✉♥✐0 ♦❢ ❝❛♣✐0❛❧ 0♦ ❜❡ ✜♥❛♥❝❡❞ ❛♥❞ ♦✛❡!

✹✺



❛ !❡#✉!♥ R ✐♥ ❝❛(❡ ♦❢ (✉❝❝❡(( ❛♥❞ 0 ♦#❤❡!✇✐(❡❀

✲ ❆ ❝♦♠♣❡#✐#✐✈❡ ❝❛♣✐#❛❧ ♠❛!❦❡# ✇❤❡!❡ ✐♥✈❡(#♦!( ❛!❡ ✇✐❧❧✐♥❣ #♦ ✐♥✈❡(# ✐♥ ❛❧❧ ♣!♦❥❡❝#( ✇✐#❤ ❛ ♣♦(✐#✐✈❡

♥❡# ♣!❡(❡♥# ✈❛❧✉❡ ✭❤❡!❡❛❢#❡! ◆9❱✮✳

✲ ❲✐#❤♦✉# ✐♥❢♦!♠❛#✐♦♥ ✐♥✈❡(#♦!( ❝❛♥♥♦# ♦!❞❡! #❤❡ ❞✐✛❡!❡♥# ♣!♦❥❡❝#(✱ #❤❡ ❡①♣❡❝#❡❞ !❡#✉!♥ ♦❢ ❛ ♣!♦❥❡❝#

✐( ♥❡❣❛#✐✈❡✿ E[p(x)] <
1

R

✲ ❆ ❇❡♥❝❤♠❛)❦ ❲✐-❤ .❡)❢❡❝- ■♥❢♦)♠❛-✐♦♥✿ ❲❤❡♥ ✐♥✈❡(#♦!( ❝❛♥ ✐❞❡♥#✐❢② ❛♥❞ ♦!❞❡! ❛❧❧ ♣!♦❥❡❝#(✳

❚❤❡② ✇✐❧❧ ✜♥❛♥❝❡ ❛❧❧ ♣!♦❥❡❝# ✇✐#❤ ❛ ♣♦(✐#✐✈❡ ◆9❱✱ #❤❛# ✐( #❤❡ ✜!(# x̄∗ ♣!♦❥❡❝#( (✉❝❤ #❤❛#✿

p(x̄∗) =
1

R
✭✹✳✶✮

■♥ #❤✐( (✐#✉❛#✐♦♥ #❤❡ ✜!(# x̄∗ ❛!❡ ✜♥❛♥❝❡❞✱ ✇❤❡!❡❛( #❤❡ 1 − x̄∗ ♣!♦❥❡❝#( ❛!❡ ♥♦#✳ ■♥ ♣!❡(❡♥❝❡ ♦❢

❛(②♠♠❡#!② ♦❢ ✐♥❢♦!♠❛#✐♦♥✱ #❤❡ ✐♥✈❡(#♦!( ❝❛♥♥♦# ❞✐(#✐♥❣✉✐(❤ ♣!♦❥❡❝#( ✇✐#❤ ❛ ♣♦(✐#✐✈❡ ◆9❱ ❢!♦♠

♦#❤❡!(✳ ■♥ ❛✈❡!❛❣❡✱ ❛ ♣!♦❥❡❝# ❤❛( ❛ ♥❡❣❛#✐✈❡ ♣!❡(❡♥# ✈❛❧✉❡✿ E[p(x)] <
I

R
✳

❚♦ (♦❧✈❡ #❤❡ ♣!♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛(②♠♠❡#!② ♦❢ ✐♥❢♦!♠❛#✐♦♥✱ #❤❡!❡ ✐( ❛ ♥❡❡❞ ❢♦! ❛♥ ✐♥#❡!♠❡❞✐❛!②✳ ❚❤❡!❡

❡①✐(#( ♦♥❡ ❈❘❆ ✇❤✐❝❤✱ ✇✐#❤ ❛ ❝♦(# c ❝❛♥ ♣❡!❢❡❝#❧② ✐❞❡♥#✐❢② ❛♥❞ ♦!❞❡! ❛❧❧ ♣!♦❥❡❝#(✳ ■ ❝♦♥(✐❞❡! ❛

❈❘❆ ✇❤✐❝❤ ❣❡#( ✐#( !❡✈❡♥✉❡ ❢!♦♠ #❤❡ ✐((✉❡!✱ !❡✢❡❝#✐♥❣ #❤❡ ❝♦♥✢✐❝# ♦❢ ✐♥#❡!❡(# ❝❛✉(❡❞ ❜② #❤❡ ❜✉(✐♥❡((

♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈❘❆(✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ #❤✐( ♣❛♣❡! ✐( #♦ ❧♦♦❦ ❢♦! ❛ !❡♣✉#❛#✐♦♥❛❧ (❝❤❡♠❡ #❤❛# ✇✐❧❧ ❞✐(❝✐♣❧✐♥❡ #❤✐(

✐♥#❡!♠❡❞✐❛!②✳ ❆( #❤❡ ❈❘❆ ✐( ❞✐(❝✐♣❧✐♥❡❞ ❜② !❡♣✉#❛#✐♦♥✱ ✐♥✈❡(#♦!( ✇✐❧❧ #!✉(# ✐#( !❛#✐♥❣(✳

✲ ❚❤❡ ❈❘❆✿ ❚❤❡ ❈❘❆ ♦✇♥( ❛ #❡❝❤♥♦❧♦❣② #❤❛# ❛❧❧♦✇( ✐#(❡❧❢ #♦ ♣❡!❢❡❝#❧② ✐❞❡♥#✐❢② ❛♥❞ ♦!❞❡! #❤❡

♣!♦❥❡❝#( ❢!♦♠ #❤❡ (❛❢❡! #♦ #❤❡ !✐(❦✐❡!✳ ❚❤❡ ❈❘❆ ❤❛( ❛ ♣!♦✜# ❢✉♥❝#✐♦♥✿

π = x0q0 − c ✭✹✳✷✮

❲❤❡!❡ q0 > 0 ✐( #❤❡ ❈❘❆✬( !❡♣✉#❛#✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐#❛❧✱ x0 !❡♣!❡(❡♥#( #❤❡ N✉❛♥#✐#② ♦❢ ✇❡❧❧ !❛#❡❞ ♣!♦❥❡❝#(

❛♥❞ c #❤❡ ✐♥❢♦!♠❛#✐♦♥ ❝♦(#(✳ ■♥ #❤✐( ♣❛♣❡!✱ ❛# #❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ #❤❡ ❣❛♠❡✱ #❤❡ ❈❘❆ ✐( ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐#❤

❛ !❡♣✉#❛#✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐#❛❧ ♦❢ q0✳

✲ ❚❤❡ ♦♥❡ ♣❡)✐♦❞ ♠♦❞❡❧✿ ■ ❝♦♥(✐❞❡! ✜!(# ❛ ♦♥❡ ♣❡!✐♦❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❈❘❆ ✐♥❤❡!✐#( ❛ !❡♣✉#❛#✐♦♥❛❧

❝❛♣✐#❛❧ q0 ❛♥❞ ♦❜(❡!✈❡ #❤❡ ❞✐(#!✐❜✉#✐♦♥ p(x)✳

.)♦♣♦9✐-✐♦♥ ✹✳✶ ❲✐"❤♦✉" ❛♥② )❡♣✉"❛"✐♦♥ ✐♥❝❡♥"✐✈❡.✱ "❤❡ ❈❘❆ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ )❛"✐♥❣ "♦ ❛❧❧ ♣)♦❥❡❝".✳

9!♦♦❢✿ ■♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✳�

❖❜✈✐♦✉(❧②✱ !❡♣✉#❛#✐♦♥❛❧ ✐♥❝❡♥#✐✈❡( ✇♦!❦ ♦♥❧② ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❡♥✈✐!♦♥♠❡♥#✳ ❲❤❡♥ #❤❡ ❈❘❆ ❞♦❡( ♥♦#

❝♦♥(✐❞❡! ❢✉#✉!❡ !❡✈❡♥✉❡(✱ ✐# ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ !❛#✐♥❣ #♦ ❛❧❧ #❤❡ ♣!♦❥❡❝#(✳ ❚♦ ❞✐(❝✐♣❧✐♥❡ ❛♥ ❛❣❡♥# #❤!♦✉❣❤

!❡♣✉#❛#✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ #♦ #❛❦❡ ✐♥#♦ ❝♦♥(✐❞❡!❛#✐♦♥ ❛ (❡❝♦♥❞ ♣❡!✐♦❞✳

✹✳✷✳✶ ❚❤❡ '✇♦ ♣❡+✐♦❞ ♠♦❞❡❧✿

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ #❤✐( (❡❝#✐♦♥ ✐( #♦ ✜♥❞ ❛ ❞✐(❝✐♣❧✐♥✐♥❣ ❢✉♥❝#✐♦♥ #❤❛# ✇✐❧❧ ❡♥(✉!❡ #❤❛# ❛❧❧ ♣!♦❥❡❝#( ✇✐#❤ ❛

♣♦(✐#✐✈❡ ◆9❱ !❡❝❡✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ !❛#✐♥❣ ❛♥❞ #❤❛# ✐#( !❡♣✉#❛#✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐#❛❧ !❡♠❛✐♥( (#❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐♥

✹✻



 ❤✐# ♣❛♣❡' ✐#  ♦ #❡❡ ✐❢ #✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ❡①✐# #✳ ■♥✈❡# ♦'# ✇✐❧❧ ✉♣❞❛ ❡ ❈❘❆✬# '❡♣✉ ❛ ✐♦♥ ❛❢ ❡' ♦❜#❡'✈✐♥❣

 ❤❡ '❡❛❧✐③❡❞ '❡ ✉'♥ ♦❢ ♣❡'✐♦❞ 0✳ ■ ❞♦ ♥♦ ❝♦♥#✐❞❡' '❡♣✉ ❛ ✐♦♥ ❛#  ❤❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐ ② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❤♦♥❡# ♦'

♦♣♣♦' ✉♥✐# ✐❝✳ ❍❡'❡ '❡♣✉ ❛ ✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡#  ❤'♦✉❣❤  ✐♠❡ ✇✐ ❤  ❤❡ '❡ ✉'♥ ❡①♣❡'✐❡♥❝❡❞ ❜②  ❤❡ ✐♥✈❡# ♦'#✳

■ ❧♦♦❦ ❢♦' ❛ '❡♣✉ ❛ ✐♦♥✬# ✉♣❞❛ ❡ '✉❧❡ #✉❝❤  ❤❛ q1(x0) = F (Rp(x0) − 1) ✐#✿ ✲ ❚✇✐❝❡ ❞✐✛❡'❡♥ ✐❛❜❧❡
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■ ❡①❝❧✉❞❡ '❤❡ ❝❛*❡* x0 = 0, 1 ❛* '❤♦*❡ *❤♦✉❧❞ ♥❡✈❡. ❜❡ ❝❤♦*❡♥
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F (Rp(x)− 1) = q0 −
q0

δp′(x̄∗)
(Rp(x)− 1) ✭✹✳✹✮
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♦❢ 3❤❡ ✜%73 ♣❡%✐♦❞ t = 0✱ %❡3✉%♥7 ❛%❡ %❡❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ θ0 ✐7 %❡✈❡❛❧❡❞✳■ ✐❣♥♦%❡ 3❤❡ ♥❛3✉%❡ ♦❢ 3❤❡ 73❛3❡ ✐♥

3❤❡ 7❡❝♦♥❞ ♣❡%✐♦❞✱ ❛7 ✐3 ✇✐❧❧ ♥♦3 ♠❛33❡% ❢♦% 3❤❡ ❈❘❆✳

❚❤❡ ❈❘❆ ❛✐♠7 ❛3 ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐37 ♣%♦✜3 ♦✈❡% 3✇♦ ♣❡%✐♦❞✿

πθ = x0q0 − c+ δ[x1q1(F
θ(Rpθ(x0)− 1)− c] (x0, x1) ∈ (0, 1)2 θ ∈ R,B ✭✹✳✻✮

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✹ ❚❤❡$❡ ❡①✐( ( ❛ ✉♥✐B✉❡ ❧✐♥❡❛$ $❡♣✉ ❛ ✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ❢♦$ ❡❛❝❤ ( ❛ ❡ ✭FB(RpB(x)−1)✱
FR(Rp(x)− 1)✮ ✇❤✐❝❤ ❞✐(❝✐♣❧✐♥❡  ❤❡ ❈❘❆✳

✹✽



✲ FB(RpB(x0)− 1) = q0 −
q0

δp′(x̄B)
(RpB(x)− 1)

✲ FR(Rp(x0)− 1) = q0 −
q0

δp′(x̄R)
(Rp(x)− 1)

 !♦♦❢✿ ■♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✳ �

❲✐/❤ /✇♦ ❞✐✛❡!❡♥/ 3/❛/❡✱ /❤❡ ❈❘❆ ♥❡❡❞3 /♦ ❜❡ ❥✉❞❣❡❞ ❛❝❝♦!❞✐♥❣ /♦ /✇♦ ❞✐3❝✐♣❧✐♥❛!② !✉❧❡✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡

✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❛♣/❡❞ /♦ /❤❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐/② ♦❢ 3✉❝❝❡33 ❛33♦❝✐❛/❡❞ /♦ ❡❛❝❤ 3/❛/❡✳

✹✳✸ ❚❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡❧ ✇✐2❤ ❯♥❝❡42❛✐♥2②✿

■ ❝♦♥3✐❞❡! ❛ 3✐/✉❛/✐♦♥ ✇❤❡!❡ /❤❡!❡ ✐3 ✉♥❝❡!/❛✐♥/② ❛❜♦✉/ /❤❡ ❝✉!!❡♥/ 3/❛/❡ ♦❢ /❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■♥✈❡3/♦!3

❞♦ ♥♦/ ❦♥♦✇ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 3/❛/❡ /❤❡② ❛!❡ ❛♥❞ /❤❡ ❈❘❆ ❥✉3/ ❦♥♦✇3 /❤❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐/② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ ❜♦♦♠

♦! ✐♥ ❛ !❡❝❡33✐♦♥ ✭θ ∈ R,B✳ ❇✉/ ❛/ /❤❡ ❡♥❞ ♦❢ /❤❡ ♣❡!✐♦❞✱ !❡/✉!♥3 ❛!❡ !❡❛❧✐③❡❞✱ ❛♥❞ /❤❡ ♥❛/✉!❡ ♦❢
/❤❡ 3/❛/❡ ✐3 !❡✈❡❛❧❡❞✳ ■♥✈❡3/♦!3 ✇✐❧❧ ❡✈❛❧✉❛/❡ /❤❡ ♥❡✇ !❡♣✉/❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❈❘❆ ❦♥♦✇✐♥❣ ✇❤❛/ ✇❛3 /❤❡

3/❛/❡ ♦❢ /❤❡ ♣❡!✐♦❞✳ ■♥ /❤✐3 3❡❝/✐♦♥✱ ■ ✇✐❧❧ ❞✐3❝✉33 /❤❡ ❝♦♥3❡F✉❡♥❝❡3 ♦❢ /❤✐3 ✉♥❝❡!/❛✐♥/②✳

■ ❝♦♥3✐❞❡! /❤❡ ❈❘❆ ❦♥♦✇3 /❤❡ /!❛♥3✐/✐♦♥ ♣!♦❜❛❜✐❧✐/✐❡3✿ τB = prob[θ = B] ❛♥❞ τR = prob[θ = R] =
1− θB✳ ❚❤❡ ❈❘❆ ✐3 3/✐❧❧ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐/❤ q0✱ ✐/3 !❡♣✉/❛/✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐/❛❧ ❛/ /❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ /❤❡ ❣❛♠❡✳ ■
3/✐❧❧ ❝♦♥3✐❞❡! /❤❛/ /❤❡ ❈❘❆✬3 !❡♣✉/❛/✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡✈♦❧✈❡ ❛❝❝♦!❞✐♥❣ /♦✿ F θ(Rpθ(x0)− 1)

❚❤❡ ❈❘❆ ♠✉3/ ♠❛①✐♠✐③❡3✿

πθ = x0q0 − c+ δ[τB(x1q1(F
R(RpR(x0)− 1)) + (1− τB)(x1F

B(RpB(x0)− 1))− c] ✭✹✳✼✮

❚❤❡ ❈❘❆ ❢❛❝❡3 ✉♥❝❡!/❛✐♥/② ❛/ /✇♦ ❧❡✈❡❧3✿

✲ ❆❜♦✉/ ✇❤✐❝❤ ♣!♦❜❛❜✐❧✐/② ♦❢ ♣!♦❥❡❝/3 ✐/ 3❤♦✉❧❞ !❡❢❡! /♦ !❛/❡✱ pB(x) ♦! pR(x)✳

✲ ❆❜♦✉/ ✇❤✐❝❤ !❡♣✉/❛/✐♦♥❛❧ !✉❧❡ ✐/ ✇✐❧❧ ❢❛❝❡✱ FR(RpR(x0)− 1) ♦! FB(RpR(x0)− 1)✳

■ !❡♠✐♥❞ /❤❛/ pB(x) > pR(x)∀x ∈ (0, 1)✳ ■ ❞❡✜♥❡ xθmax 3✉❝❤ /❤❛/ F (Rp(xθmax)− 1) = 0✱ ♦❜✈✐♦✉3❧②✱
xθmax > x̄θ

!"♦♣♦%✐'✐♦♥ ✹✳✺ ❆! ✐♥ $❤❡ ♣(❡✈✐♦✉! !❡❝$✐♦♥✱ $❤❡ ❈❘❆ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ (❛$✐♥❣ $♦ ❛❧❧ ♣(♦❥❡❝$! ✐♥ $❤❡

!❡❝♦♥❞ ♣❡(✐♦❞✳ ❇✉$ ✐♥ $❤❡ ✜(!$ ♦♥❡✱ ✇✐$❤ ✉♥❝❡($❛✐♥$② ❛❜♦✉$ $❤❡ ❝✉((❡♥$ !$❛$❡✱ $❤❡ ❈❘❆ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦!❡

❛♥ xCRA ∈ (x̄R, xBmax)✳ ❚❤❡ ❝♦♥!❡<✉❡♥❝❡ ✐! $❤❛$ $❤❡ ❈❘❆ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②! ❜❡ ❝❛✉❣❤$ ♦✈❡( (❛$✐♥❣ ♦( ✉♥❞❡(
(❛$✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐$! (❡♣✉$❛$✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐$❛❧ ❛$ ❞❛$❡ 1 ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②! ❜❡ ❞✐✛❡(❡♥$ $❤❛♥ q0✿

✲ ■❢ xRmax > xBmax $❤❡♥ $❤❡ ❈❘❆ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦!❡ ❛♥ x0 !✉❝❤ $❤❛$ x̄
R < x0 < x̄B❀

✲ ■❢ xRmax < 1 ❛♥❞ xRmax < xBmax $❤❡♥ $❤❡ ❈❘❆ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦!❡ ❛♥ x0 !✉❝❤ $❤❛$ x̄
R < x0 < xBmax)✳

✲ ■❢ x0 > x̄θ0✱ $❤❡♥ q1 < q0❀

✲ ■❢ x0 < x̄θ0✱ $❤❡♥ q1 > q0❀

✹✾



 !♦♦❢✿■♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

❚❤✐+ ,❡+✉❧/ ❞❡+❡,✈❡+ +♦♠❡ ❝♦♠♠❡♥/+✿

✲ ❲❤❡♥ xRmax > xBmax✱ /❤❡ ❈❘❆ ✇✐❧❧ ♥♦/ ❝♦♥+✐❞❡, /❤❡ ♦♣/✐♦♥ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ,❡♣✉/❛/✐♦♥ ❡=✉❛❧ /♦ qO ✐♥

/❤❡ +❡❝♦♥❞ ♣❡,✐♦❞✳ ❚❤✉+ ✐/ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ,❛/✐♥❣ /♦ ❛ ♣,♦♣♦,/✐♦♥ ♦❢ ♣,♦❥❡❝/+ /❤❛/ ✐+ +✉♣❡,✐♦,

/❤❛♥ /❤❡ ♦♥❡ ✐/ ✉+✉❛❧❧② ❣✐✈❡ ✐♥ ❛ ,❡❝❡++✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢❡,✐♦, /♦ ✐/+ ✉+❡+ ✐♥ ❛ ❜♦♦♠❀

✲ ❲❤❡♥ xRmax < xBmax✱ ✐/ ♠❡❛♥+ /❤❛/ /❤❡ ♣✉♥✐+❤♠❡♥/ ✐+ ♠♦,❡ +❡✈❡,❡ /❤❛♥ ✐♥ /❤❡ ♣,❡✈✐♦✉+ +✐/✉❛/✐♦♥+✳

■❢ ,❡✈❡♥✉❡+ ✐♥ ❛ ❜♦♦♠ ❛,❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡, /❤❛♥ ✐♥ ❛ ,❡❝❡++✐♦♥ ✭✐✳❡✳ /❤❡ ❧❛,❣❡, ✐+ x̄B − x̄R✮ /❤❡

❈❘❆ ♠❛② ❜❡ /❡♠♣/❡❞ /♦ ❣✐✈❡ ❣♦♦❞ ,❛/✐♥❣+ /♦ /❤❡ ♣,♦❥❡❝/+ ❛+ ✐❢ ✐/ ✇❛+ ✐♥ ❛ ❜♦♦♠✱ ✐/ ♠✐❣❤/

✐❣♥♦,❡ /❤❡ ♣♦++✐❜✐❧✐/② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ ,❡❝❡++✐♦♥✳ ❆♥❞ ❛+ ✐/ ♠✐❣❤/ ❧♦♦+❡ ❛❧❧ ✐/+ ,❡♣✉/❛/✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐/❛❧

✐❢ /❤❡,❡ ✐+ ❛ ❝,✐+✐+✱ ✐/+ ❢✉/✉,❡ ,❡✈❡♥✉❡+ ❛,❡ ❧❡++ ✐♠♣♦,/❛♥/❀ /❤✐+ ❧❡❛❞+ /❤❡ ❈❘❆ /♦ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞

,❛/✐♥❣ /♦ ♠♦,❡ ♣,♦❞✉❝/+ /❤❛♥ ✐/ ✇♦✉❧❞ ❞♦ ✐❢ ✐/ ❦♥♦✇+ /❤❛/ /❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇❛+ ✐♥ ❛ ❜♦♦♠✳

❚❤❡ ✉♥❝❡,/❛✐♥/② ✐+ ♥♦/ /❤❡ ♦♥❧② ♣❛,❛♠❡/❡, /♦ ❡①♣❧❛✐♥ /❤❡ ❜❛❞ =✉❛❧✐/② ♦❢ ,❛/✐♥❣+✱ /❤❡ ❞✐✛❡,❡♥❝❡ ✐♥

/❤❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐/② ❢✉♥❝/✐♦♥+ ♠❛//❡,+ ❛+ ✇❡❧❧✳ ❲❤❡♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ ❛♥② +/❛/❡✱ /❤❡ ❈❘❆ ❦♥♦✇+ ❤♦✇ ✐/+

,❡♣✉/❛/✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐/❛❧ ✇✐❧❧ ❡✈♦❧✈❡✳ ❇✉/✱ ✇✐/❤ ✉♥❝❡,/❛✐♥/② ✐/ ❤❛+ ❞♦✉❜/+ ❛❜♦✉/ ✇❤✐❝❤ ❞✐+❝✐♣❧✐♥❛,② ,✉❧❡

✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ /♦ ✐/+❡❧❢✳ ❚❤❡ ✇✐❞❡, ✉♣/✉,♥ ♦, ❞♦✇♥/✉,♥ ❛,❡✱ /❤❡ ❤✐❣❤❡, ✇✐❧❧ ❜❡ /❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥/ ♦❢

✐/+ ,❡♣✉/❛/✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐/❛❧✳

❈♦♥(❡*✉❡♥❝❡(✿ ❆+ /❤❡ ❈❘❆ ♠❛② ❡①♣❡,✐❡♥❝❡ +❤♦❝❦+ ♦✈❡, /❤❡ ❝✉,+❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝/✐✈✐/②✱ ✐/+ ,❡♣✲

✉/❛/✐♦♥ ♠✐❣❤/ ♥♦/ ❜❡ ❛❧✇❛②+ +/✉❝❦ ✐♥ q0✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡,/❛✐♥/② ❢❛❝❡❞ ❜② /❤❡ ❈❘❆✱ ❧❡❛❞+ ✐/ /♦ ♠❛❦❡

+♦♠❡ ✧♠✐+/❛❦❡+✧✳ ❆♥❞ /❤♦+❡ ♠✐+/❛❦❡+ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥+✐❞❡,❡❞ ❛+ /❤❡ ❈❘❆ ✐+ ❥✉❞❣❡❞ ❛❢/❡, ✐♥✈❡+/♦,+ ❤❛✈❡

♦❜+❡,✈❡❞ /❤❡ /,✉❡ +/❛/❡ ♦❢ /❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤✐+ ✐♥✢✉❡♥❝❡+ ✐♥ /✉,♥✱ ✐/+ ,❡♣✉/❛/✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐/❛❧✳ ❆+ +❛✐❞

♣,❡✈✐♦✉+❧②✱ /❤❡ ,❡♣✉/❛/✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐/❛❧ ♦✇♥❡❞ ❜② /❤❡ ❈❘❆ ❞✐❝/❛/❡+ ✐/+ ❜❡❤❛✈✐♦,✳ ❆ ,❡♣✉/❛/✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐/❛❧

✐+ ♠❛❞❡ /♦ ❜❡ ✉+❡❞✳ ❚♦♦ ❧♦✇✱ ✐/ ✧✐♥❝,❡❛+❡+✧ /❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❢✉/✉,❡ ,❡✈❡♥✉❡+✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ /❤❡ ❈❘❆
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❆♣♣❡♥❞✐① ❚✐(❧❡

❆✳✶ ❆♣♣❡♥❞✐① ✲ *✉❜❧✐❝ ■♥❢♦2♠❛5✐♦♥ ❢2♦♠ ❛ *2✐✈❛5❡ ❊♥5✐5②✿

 !♦♦❢ ♦❢ ♣!♦♣♦%✐'✐♦♥ ✸✳✶✿ ❆❣❡♥$ i✬& ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ✐&✿

♠❛①✐♠✐③❡

ai∈R
Ei(ui(ai))

❖3✱ Ei(ui) = Ei

(

− (1− r)(ai − θ)2 − r(Li − L̄)− Cinv(βi)
)

= −(1− r)Ei(a
2
i − 2aiθ + θ2)− rEi(

∫ 1
0(ai − aj)

2dj) + rL̄− Cinv(βi)

= −(1− r)(a2i − 2aiEi(θ) + Ei(θ
2))− r(a2i − 2aiEi(

∫ 1
0 ajdj) + Ei(

∫ 1
0 a2jdj) + rL̄)− Cinv(βi)✳

❲❡ &❤♦✉❧❞ ♥♦$✐❝❡ $❤❛$✱ ❛& $❤❡ ❛❣❡♥$ ✐& ❛$♦♠✐❝✱ ❤❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥&✐❞❡3 L̄ ❛& ❛ ❝♦♥&$❛♥$✳ ❆& Ei(ui(ai)) ✐&
❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ ai✱ $❤❡ ✜3&$ ♦3❞❡3 ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❣✐✈❡& ✉& $❤❡ ❛❝$✐♦♥ a∗i ✐♥ ❡=✉✐❧✐❜3✐✉♠✿

a∗i = (1− r)Ei(θ) + rEi(

∫ 1

0
ajdj)

❊♥❞ ♦❢ ♣3♦♦❢✳�

 !♦♦❢ ♦❢ ♣!♦♣♦%✐'✐♦♥ ✸✳✷✿ ❚❤✐& ♣3♦♦❢ ❝♦♠❡& ❢3♦♠ ❈♦❧♦♠❜♦ ❛♥❞ ❋❡♠♠✐♥✐& ✭✷✵✵✽✮✳

✲ ❋✐!%' %'❡♣✱ ai ❛♥❞ aj ✿ ❲❡ ❝♦♥&$3✉❝$ ❛ ❧✐♥❡❛3 ❡=✉✐❧✐❜3✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ aj = γjy + (1 − γj)xj ✳
❆&&✉♠✐♥❣ $❤❛$ ❛❧❧ ❛❣❡♥$& ♦$❤❡3 $❤❛♥ i ❢♦❧❧♦✇ ❛ &✐♠✐❧❛3 &$3❛$❡❣② ❛♥❞ ❝❤♦♦&❡ $❤❡ &❛♠❡ ♣3❡❝✐&✐♦♥ ♦❢
✐♥❢♦3♠❛$✐♦♥ β = βj ✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ γj = γ ∀j 6= i✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∫ 1
0 ajdj = γy + (1− γ)θ✳

❚❤❡♥ ❛❣❡♥$ ✐✬& ❜❡&$ 3❡&♣♦♥&❡ 3❡❞✉❝❡& $♦✿

ai = (1− r)Ei(θ) + r(γy + (1− γ)Ei(θ)) = (1− rγ)Ei(θ) + rγy

❲❤❡3❡✱ Ei(θ) = δiy+(1−δi)xi ✇✐$❤ δi =
α

α+ βi
✱ $❤✉& ai = γiy+(1−γi)xi ✇❤❡3❡ γi = (1−rγ)δi+rγ

❇❡❝❛✉&❡ ❛❣❡♥$ i ❤❛& ③❡3♦✲♠❡❛&✉3❡✱ $❤❡ ❡=✉✐❧✐❜3✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ❛❣❡♥$& j ♦$❤❡3 $❤❛♥ i ❝❤♦♦&❡

❛ ♣3❡❝✐&✐♦♥ βj = β ✐& ❣✐✈❡♥ ❜②✿ γ =
δ

1− r(1− δ)
✇✐$❤ δ =

α

α+ β
✳

✺✹



❲✐"❤ γ =
δ

1− r(1− δ)
❛♥❞ γi = (1− rγ)δi + rγ✱ ■ ♦❜"❛✐♥✿ γi =

(1− r)δi + rδ

1− r(1− δ)
✳

✲ ❙❡❝♦♥❞ '(❡♣✱ βi✿

■ ❣❡" ❜❛❝❦ "♦ "❤❡ ❡①♣❡❝"❡❞ ✉"✐❧✐"② ♦❢ ❛❣❡♥" i✿

Ei[ui(a, θ, βi)] = −(1−r)Ei[(ai−θ)2]−rEi

[

∫ 1

0
(ai−aj)

2dj
]

+rE
[

∫ 1

0

∫ 1

0
(ah−aj)

2dhdj
]

−Cinv(βi)

✭❆✵✮

■ ❧♦♦❦ ❛" "❤❡ ✜<=" ❛❞❞❡♥❞✉♠ ♦❢ ❡?✉❛"✐♦♥ ✭A0✮✿

−(1− r)Ei

[

(ai − θ)2
]

= −(1− r)Ei

[

(γiy + (1− γi)xi − θ)2
]

✭❆✶✮

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ "❤❛" y = θ + η✱ xi = θ + εi ❛♥❞ "❤❛" =✐❣♥❛❧= ❛<❡ ♥♦" ❝♦<<❡❧❛"❡❞✿

−(1− r)Ei[(ai − θ)2] = −(1− r)
[γ2i
α

+
(1− γi)

2

βi

]

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ "❤❛" γi =
(1− r)δi + rδ

1− r(1− δ)
✱ δi =

α

α+ βi
❛♥❞ δ =

α

α+ β
✱

−(1− r)Ei[(ai − θ)2] = −(1− r)

[(1− r)δi + rδ]2

α
+

[(1− r)(1− δi)]
2

βi
[1− r(1− δ)]2

❲❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ <❡❛<<❛♥❣❡❞✿

−(1− r)Ei[(ai − θ)2] =
−(1− r)

[1− r(1− δ)]2

[

(1− r)2[
δ2i
α

+
(1− δi)

2

βi
] +

2r(1− r)δδi
α

+
r2δ2

α

]

❇❡❝❛✉=❡ δi =
α

α+ βi
✱

δ2i
α

+
(1− δi)

2

βi
=

1

α+ βi
=

δi
α

■ ♦❜"❛✐♥✿

−(1− r)Ei[(ai − θ)2] = − (1− r)

[1− r(1− δ)]2
[
(1− r)2δi

α
+

2r(1− r)δδi
α

+
r2δ2

α
] ✭❆✷✮

❚❤❛"✬= ✐" ❢♦< "❤❡ ✜<=" ❛❞❞❡♥❞✉♠✳ ❑♥♦✇✐♥❣ "❤❛" ai = γiy+(1−γi)xi aj = γy+(1−γ)xj ✱ "❤❡ =❡❝♦♥❞
❛❞❞❡♥❞✉♠ ♦❢ ✭A0✮ ❣✐✈❡= ✉=✿

−rEi[

∫ 1

0
(ai − aj)

2dj ] = −rEi[

∫ 1

0

(

(γ − γi)y + (1− γ)xj − (1− γi)xi
)2
dj ] ✭❆✸✮

❲❤✐❝❤ ②✐❡❧❞=✿

−r
[(γ − γi)

2

α
+

(1− γ)2

β
+

(1− γi)
2

βi

]

✭❆✹✮

✺✺



❚❤✐# ✐# ✐$ ❢♦' $❤❡ #❡❝♦♥❞ ❛❞❞❡♥❞✉♠✳ ■ ❧♦♦❦ ❛$ $❤❡ $❤✐'❞ ♦♥❡ ♥♦✇✿

rEi

[

∫ 1

0

∫ 1

0
(ah − aj)

2djdh
]

=
2r(1− γ)2

β
✭❆✺✮

❲❤❡♥ #✉♠♠✐♥❣ $❤❡ ❧❛#$ $✇♦ ❛❞❞❡♥❞✉♠ ✭✭A4✮ ❛♥❞ ✭A5✮✮✱ ■ ❣❡$✿

−rEi

[

∫ 1

0
(ai − aj)

2dj
]

− rEi

[

∫ 1

0
(ai − aj)

2dj
]

= −r
[(γ − γi)

2

α
+

(1− γi)
2

βi
− (1− γ)2

β

]

❲❤❡♥ #✉❜#$✐$✉$✐♥❣ γ ❛♥❞ γi✿

− r

[1− r(1− δ)]2
[(1− r)2(δ − δi)

2

α
+

(1− r)2(1− δi)
2

βi
− (1− r)2(1− δ)2

β

]

■ ❝❛♥ '❡❛''❛♥❣❡ $❤✐# ❡=✉❛$✐♦♥✿

− r(1− r)2

[1− r(1− δ)]2
[

δ2(
β − α

αβ
) + δ2i (

βi + α

αβi
)− 2δδi

α
+

(1− 2δi)

βi
− (1− 2δ)

β

]

❋'♦♠ $❤❡ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ♦❢ δi✱ ■ ❤❛✈❡✿ δ
2
i

(α+ βi)

αβi
=

δi
βi
✳ ❍❡♥❝❡✿

− r(1− r)2

[1− r(1− δ)]2
[

δ2(
β − α)

αβ
)− 2δδi

α
+

(1− δi)

βi
− (1− 2δ)

β

]

❙✉❜#$✐$✉$✐♥❣ δi ❛♥❞ δ ❢♦' $❤❡ $✇♦ ❧❛#$ ❛❞❞❡♥❞✉♠ ✐♥ $❤❡ #=✉❛'❡ ❜'❛❝❦❡$#✿

− r(1− r)2

[1− r(1− δ)]2
[

δ2(
β − α

αβ
)− 2δδi

α
+

δi
α

− δ
β − α

αβ

]

❆♥❞ '❡❛''❛♥❣✐♥❣✿

− r(1− r)2

[1− r(1− δ)]2
[

δ(δ − 1)(
β − α

αβ
) + δi

(1− 2δ)

α

]

❘❡❝❛❧❧ $❤❛$ (1− 2δ) =
β − α

α+ β
✱ $❤❡♥

1− 2δ

α
=

β − α

αβ

β

α+ β
=

β − α

αβ
(1− δ)✳ ❲❡ ❣❡$✿

− r(1− r)2

[1− r(1− δ)]2
(
β − α

αβ
)(1− δ)(δi − δ)

❲❤❡♥ #✉♠♠✐♥❣ ✇✐$❤ $❤❡ ✜'#$ ❛❞❞❡♥❞✉♠ ✭A2✮✿

− (1− r)

[1− r(1− δ)]2
[(1− r)2δi

α
+

2(1− r)rδδi
α

+
r2δ2

α
+ r(1− r)(

β − α

αβ
)(1− δ)(δi − δ)

]

✺✻



❚❤✐# ②✐❡❧❞#✿

− (1− r)

[1− r(1− δ)]2

[

[

(1−r)2+2(1−r)rδ+r(1−r)(1−δ)
]δi
α
+
r2δ2

α
−r(1−r)(1−δ)

δi
β
−r(1−r)(1−δ)δ(

β − α

αβ
)
]

❈♦❧❧❡❝,✐♥❣ rδ ❢♦0 ,❤❡ #❡❝♦♥❞ ❛♥, ,❤❡ ❢♦✉0,❤ ❛❞❞❡♥❞✉♠ ♦❢ ,❤❡ ❜0❛❝❦❡,#✱ ■ ♦❜,❛✐♥✿ rδ[rδα−1 − (1 −
r)(1− δ)(

1

α
− 1

β
] ❚❤❛, ✐# ✿rδ[(−1 + r + δ)

1

α
+ (1− r)(1− δ)

1

β
] ❆♥❞ ❜❡❝❛✉#❡

(1− δ)

β
=

δ

α
,❤❡ ❧❛#,

❡①♣0❡##✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ 0❡✇0✐,,❡♥✿ rδ[δ − (1− r)(1− δ)]
1

α
✉#✐♥❣ ❛❣❛✐♥

(1− δ)

β
=

δ

α
,❤❡ ,❤✐0❞ ❛❞❞❡♥❞✉♠

❣✐✈❡# −r(1− r)δδi
1

α
,❤❡♥ ,❤❡ ❡=✉❛,✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ 0❡✇0✐,,❡♥✿

− (1− r)

α[1− r(1− δ)]2
[

(1− r)δi + rδ[δ − (1− r)(1− δ)]
]

❙✉❜#,✐,✉,✐♥❣ ❢♦0 δ =
α

α+ β
❛♥❞ δi =

α

α+ βi
✿

− (1− r)

[α(1− r(1− α

α+ β
)]2

[

(1− r)
α

α+ βi
+ r

α

α+ β
[

α

α+ β
− (1− r)

β

α+ β
]
]

✭❆✳✶✮

❛♥❞ #✐♠♣❧✐❢②✐♥❣✿

−(1− r)(α+ β)2

[α+ (1− r)β]2
[ 1− r

α+ βi
+

r

(α+ β)2
(α− (1− r))β

]

✭❆✳✷✮

❆♥❞ ,❤❡♥ ✇❡ ❣❡,✿

E[ui(a, θ, βi)] = − (1− r)(α+ β)2

(α+ (1− r)β)2)
(
1− r

α+ βi
+

r(α+ (r − 1)β)

(α+ β)2
)− Cinv(βi) ✭❆✳✸✮

❆❣❡♥, i ❝❤♦♦#❡# βi✱ ❜❡❝❛✉#❡ E[ui(a, θ, βi)] ✐# ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ βi ,❤❡ ✜0#, ♦0❞❡0 ❝♦♥❞✐,✐♦♥✿

(1− r)2(α+ β)2

(α+ (1− r)β)2(α+ βi)2
− C ′

inv(βi)− µ = 0 ✭❆✳✹✮

❲❤❡0❡ µ ≥ 0 ✐, ,❤❡ ▲❛❣0❛♥❣❡ ♠✉❧,✐♣❧✐❡0 ❛##♦❝✐❛,❡❞ ,♦ ,❤❡ ❝♦♥#,0❛✐♥, βi ≥ 0 ❲❡ ♥❡❡❞ ,♦ ❝♦♥#✐❞❡0
,✇♦ ❝❛#❡#✿

✲ ❲❤❡♥ C ′
inv(0) ≥ (

(1− r)

α
)2 ,❤❡ ✉♥✐=✉❡ #②♠♠❡,0✐❝ ❡=✉✐❧✐❜0✐✉♠ ✐# ❣✐✈❡♥ ❜② βi = 0✳

✲ ❲❤❡♥ C ′
inv(0) < (

(1− r)

α
)2 ✇❡ ❤❛✈❡✿ βi = β =

1
√

C ′
inv(βi)

− α

1− r

❊♥❞ ♦❢ ♣0♦♦❢✳�

!"♦♦❢ ♦❢ ♣"♦♣♦&✐(✐♦♥ ✸✳✹✿

✺✼



❚❤❡ ❈❘❆ ♠✉() ✜♥❞ )❤❡ ❛❝❝✉/❛❝② ♦❢ ✐)( ♣✉❜❧✐❝ (✐❣♥❛❧ )❤❛) ✇♦✉❧❞ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐)( ♣/♦✜)✳

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ )❤❛) ΠCRA(α) = −
∫ 1
0(ai − y)2di− kα✱ β =

1√
p
− α

1− r
❛♥❞ ai =

αy + β(1− r)xi
α+ β(1− r)

✳

E(ΠCRA(α)|a, β) = E(−
∫ 1

0
(
αy + β(1− r)xi
α+ β(1− r)

− y)2di− kα)

= −E(

∫ 1

0
(
αy + β(1− r)xi
α+ β(1− r)

− y)2di)− kα

= −
∫ 1

0
(

√
pβ(1− r)

1− r
)2E((xi − y)2)di− kα

= −pβ2(
1

β
+

1

α
)− kα

= −√
p+

p

1− r
α− 1

α
− p

(1− r)2
α+ 2

√
p

1− r
− kα

E(ΠCRA(α)|a, β) = −√
p+ 2

√
p

1− r
− 1

α
− α(

rp

(1− r)2
)− kα

E(ΠCRA(α)|a, β) ✐( ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ α

❚❤❡ ♣/♦❣/❛♠ ❝♦♥(✐❞❡/❡❞ ✐( )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

▼❛①✐♠✐③❡

α∈R
E(ΠCRA(α)|a, β)

(✉❜❥❡❝) )♦ 0 ≤ α ≤ 1− r√
p

✭❆✳✺✮

❚♦ (♦❧✈❡ )❤✐( ♣/♦❜❧❡♠✱ ■ ❝♦♥(✐❞❡/ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❛❣/❛♥❣✐❛♥✿

L[π(α), µ1, µ2] = −√
p+ 2

√
p

1− r
− 1

α
− α(

rp

(1− r)2
)− kα+ µ1α− µ2

1− r√
p

α ✭❆✳✻✮

❚❤❡ ✜/() ♦/❞❡/ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ❣✐✈❡( ✉(✿

∂E(π)

∂α
=

1

α2
− rp

(1− r)2
− k − µ1 − µ2

1− r√
p

= 0

❲❤❡/❡ µ1 ❛♥❞ µ2 ❛/❡ )❤❡ ❧❛❣/❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧)✐♣❧✐❡/ ❛((♦❝✐❛)❡❞ )♦ )❤❡ ❝♦♥()/❛✐♥)( α ≥ 0 ❛♥❞ α ≤ 1− r√
p
✳

■) (❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦)❡❞ )❤❛) lim
α→0
α>0

∂E(π)

∂α
= +∞✱ )❤✉( α = 0 ✐( ♥♦) ❛ (♦❧✉)✐♦♥✳

❖♥❧② )✇♦ ❝❛(❡( ❛/❡ ❧❡❢)✿ α∗
1 =

1− r
√

rp+ k(1− r)2
♦/✱ α∗

2 =
1− r√

p
✇✐)❤ µ2 > 0✳

✺✽



❋!♦♠ $❤❡ ✜!($ ♦!❞❡! ❝♦♥❞✐$✐♦♥✱ ■ ♦❜$❛✐♥✿ µ2 = (
1

α2
− rp

(1− r)2
− k)

√
p

1− r
µ2 = (

p

1− r
− k)

√
p

1− r
$❤✉(

µ2 > 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ p > k(1− r)✳

❲❤❡♥ p > k(1− r)✱ ■ ♦❜$❛✐♥ α∗
1 > α∗

2 ❛♥❞ β∗ = 0✳ ❚❤❡ ♦♥❧② (♦❧✉$✐♦♥ ✐( $❤❡♥ α∗
✇❤❡♥ p < k(1− r)

$❤❡ ♦♥❧② (♦❧✉$✐♦♥ ✐( α∗
1 =

1− r
√

rp+ k(1− r)2
✳

■$ ❝❛♥ ❜❡ (✉♠♠❛!✐③❡ ❜② α∗ = min(
1− r

√

rp+ k(1− r)2
,
1− r√

p
) ❊♥❞ ♦❢ <!♦♦❢✳�

 !♦♦❢ ♦❢ ♣!♦♣♦%✐'✐♦♥ ✸✳✺✿

■ ♣!♦❝❡❡❞ ✐♥ $✇♦ ($❡♣(✱ ■ ✜!($ (❡❡❦ $❤❡ ❜❡($ ✐♥✈❡($♦!(✬ ❛❝$✐♦♥ ❢!♦♠ ❛ (♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡! ♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇ ✭aFB
i ✮✱

$❤❡♥ ■ (♦❧✈❡ $❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛$✐♦♥ ♣!♦❜❧❡♠ $♦ ✜♥❞ $❤❡ ❜❡($ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ♣!✐✈❛$❡ ✐♥❢♦!♠❛$✐♦♥✬(

❛❝❝✉!❛❝②✿ (αFB, βFB)✳

❈❛❧❝✉❧ ♦❢ aFB
i ✿

❲❡ ♥❡❡❞ $♦ ❡✈❛❧✉❛$❡ $❤❡ ❜❡($ ❛❝$✐♦♥ ❛ (♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡! ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ ✐♥✈❡($♦!(✬ ❜❡❤❛✈✐♦!✳ ❚❤❡

(♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡! ❛✐♠( ❛$ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✇❡❧❢❛!❡✱ ❛❝❝♦!❞✐♥❣ $♦ α✱β ❛♥❞ ai∀i ∈ (0, 1)✳

E[W (α, β, θ,a)] =

∫ 1

0
uidi+ΠCRA = −(1− r)

∫ 1

0
(ai − θ)2di−Cinv(β)−

∫ 1

0
(ai − y)2di−CCRA(α)

■ ❧♦♦❦ ❛$ $❤❡ ❜❡($ ✐♥✈❡($♦!✬( ❛❝$✐♦♥ ❝❤♦(❡♥ ❢!♦♠ $❤❡ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ (♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡!✳ ■ (❡❡❦ ❛

❧✐♥❡❛! (♦❧✉$✐♦♥ ✇❤❡!❡ ai = γy+ (1− γ)xi ✇❤❡!❡ γ ✐( ❛ ♣❛!❛♠❡$❡! $♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❡E✉✐❧✐❜!✐✉♠✳ ❚❤❡♥✱

▼❛①✐♠✐③❡

ai∈R
E(W (a, α, β))

(✉❜❥❡❝$ $♦ ai = γy + (1− γ)xi
✭❆✳✼✮

E[W (α, β, θ,a)] = E[

∫ 1

0
−(1− r)(ai − θ)2 − (ai − y)2di− pβ − kα]

E[W (α, β, θ,a)] =

∫ 1

0
E[−(1− r)(ai − θ)2 − (ai − y)2]di− pβ − kα

E[W (α, β, θ,a)] = −(1− r)

∫ 1

0
E[(γy+(1− γ)xi − θ)2]di−

∫ 1

0
E[(γy+(1− γ)xi − y)2]di− pβ− kα

E[W (α, β, θ,a)] = −(1− r)

∫ 1

0
E[(γη + (1− γ)εi)

2]di−
∫ 1

0
E[(1− γ)2(εi − η)2]di− pβ − kα

E[W (α, β, θ,a)] = −(1− r)
[γ2

α
+

(1− γ)2

β

]

− (1− γ)2[
1

β
+

1

α
]− pβ − kα

✺✾



= −(1− r)
[γ2

α
+

γ2 − 2γ + 1

β

]

− (γ2 − 2γ + 1)[
1

β
+

1

α
]− pβ − kα

= γ2
[−(2− r)

α
+

−(2− r)

β

]

+ 2γ[
1

α
+

(2− r)

β

]

− 2− r

β
− pβ − kα

❚❤✐# ❡①♣'❡##✐♦♥ ✐# ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ γ✱ .❤✉# .❤❡ γ .❤❛. ✇✐❧❧ ♠❛①✐♠✐#❡ .❤❡ #♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛'❡ ✐# ❣✐✈❡♥ ❜② .❤❡ ✜'#.
♦'❞❡' ❝♦♥❞✐.✐♦♥✿

2γ
[−(2− r)

α
+

−(2− r)

β

]

+ 2[
1

α
+

(2− r)

β

]

= 0 ✭❆✳✽✮

❚❤❡♥ ■ ♦❜.❛✐♥ .❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ =
α(2− r) + β

(α+ β)(2− r)
✱ ❛♥❞ aFB

i =
y(α(2− r) + β) + xiβ(1− r)

(α+ β)(2− r))
✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❢♦' αFB, βFB
✿

❑♥♦✇✐♥❣ aFB
i ✇❡ ❝❛♥ #❡❡❦ .❤❡ ✐♥❢♦'♠❛.✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ♠❛❞❡ ❜② .❤❡ #♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡'✱ ✐✳❡✳ αFB, βFB

✿

♠❛①✐♠✐③❡

(α,β)∈(R2
+
)

E(W (a, α, β))

#✉❜❥❡❝. .♦ α, β ≥ 0.
✭❆✳✾✮

■ '❡❝❛❧❧ .❤❛.

✲ ai =
y(α(2− r) + β) + xiβ(1− r)

(α+ β)(2− r))
= θ +

η(α(2− r) + β) + εiβ(1− r)

(α+ β)(2− r)

✲ E(ηεi) = 0 ✱ ∀i

✲ E(η2) =
1

α

✲ E(ε2i ) =
1

β
✳

E[W (α, β, θ,a)] = E[

∫ 1

0
−(1− r)(ai − θ)2 − (ai − y)2di− pβ − kα]

E[W (a, α, β)] =− (1− r)

[

1

α

[

(α+ β) + α(1− r)
]2

+
1

β

[

β(1− r)
]2

(α+ β)2(2− r)2

]

− β2(1− r)2

(α+ β)2(2− r)2
[ 1

α
+

1

β

]

− pβ − kα

✻✵



✳ ❲❤✐❝❤ ❧❡❛❞) *♦✿

E[W (a, α, β)] = − (1− r)

(α+ β)2(2− r)2

[

(α+ β)2

α
+ α(1− r)2 + 2(α+ β)(1− r) + β(1− r)2

]

− β(1− r)2

(α+ β)2(2− r)2
− β2(1− r)2

α(α+ β)2(2− r)2
− pβ − kα

E[W (a, α, β)] = − (1− r)

(α+ β)2(2− r)2

[

α+ 2β +
β2

α
+ (α+ β)(1− r)2 + 2(α+ β)(1− r)

]

− β(1− r)2

(α+ β)2(2− r)2
− β2(1− r)2

α(α+ β)2(2− r)2
− pβ − kα

E[W (a, α, β)] = − (1− r)

(α+ β)2(2− r)2

[

α+ 2β + (α+ β)(1− r)2 + 2(α+ β)(1− r) + β(1− r)

]

− β2(1− r)(2− r)

α(α+ β)2(2− r)2
− pβ − kα

E[W (a, α, β)] =
−(1− r)3 − 2(1− r)2 − (1− r)

(α+ β)(2− r)2
− (1− r)(2− r)β

(α+ β)2(2− r)2
− β2(1− r)

α(α+ β)2(2− r)
− pβ − kα

E[W (a, α, β)] =
−(1− r)[(1− r)2 + 2(1− r) + 1]

(α+ β)(2− r)2
− (1− r)β

(α+ β)2(2− r)
− β2(1− r)

α(α+ β)2(2− r)
− pβ− kα

E[W (a, α, β)] = − 1− r

(α+ β)
− (1− r)β

(α+ β)2(2− r)
− β2(1− r)

α(α+ β)2(2− r)
− pβ − kα

❋✐.)*✱ ■ )❤♦✇ *❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐*② ♦❢ *❤❡ )♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛.❡ ❢✉♥❝*✐♦♥✳ ❚♦ ❞♦ )♦✱ ■ ♣.♦❝❡❡❞ ✐♥ *✇♦ )*❡♣)✿

✲ ■ ✜.)* )❤♦✇ *❤❛*

∂E[W (a, α, β)]

∂α
< 0❀

✲ ❚❤❡♥ ■ )❤♦✇ *❤❛*

∂2E[W (a, α, β)]

∂α2

∂2E[W (a, α, β)]

∂β2
− ∂E[W (a, α, β)]

∂β∂α

∂E[W (a, α, β)]

∂α∂β
> 0✳

∂E[W (a, α, β)]

∂α
=

1− r

(α+ β)2
+ 2

(1− r)β

(2− r)(α+ β)3
+

β2(1− r)[(α+ β)2 + 2α(α+ β)]

α2(α+ β)4(2− r)
− k ✭❆✳✶✵✮

∂E[W (a, α, β)]

∂α
=

1− r

(α+ β)2
+ 2

(1− r)β

(2− r)(α+ β)3
+

β2(1− r)(3α+ β)

α2(α+ β)3(2− r)
− k ✭❆✳✶✶✮

✻✶



∂2E[W (a, α, β)]

∂α2
=− 2

1− r

(α+ β)3
− 6

(1− r)β

(2− r)(α+ β)4

+
β2(1− r)[3α2(α+ β)3 − (3α+ β)(3α2(α+ β)2 + 2α(α+ β)3)]

α4(α+ β)6(2− r)

✭❆✳✶✷✮

∂2E[W (a, α, β)]

∂α2
= −2

1− r

(α+ β)3
−6

(1− r)β

(2− r)(α+ β)4
+
β2(1− r)[3α(α+ β)− (3α+ β)(3α+ 2(α+ β))]

α3(α+ β)4(2− r)
✭❆✳✶✸✮

∂2E[W (a, α, β)]

∂α2
= −2

1− r

(α+ β)3
− 6

(1− r)β

(2− r)(α+ β)4
− β2(1− r)[6α2 + 2(3α+ β)(α+ β)]

α3(α+ β)4(2− r)
✭❆✳✶✹✮

α ❛♥❞ β ❜❡✐♥❣ ♣♦1✐2✐✈❡✿

∂2E[W (a, α, β)]

∂α2
< 0✳

◆♦✇ ■ ❧♦♦❦ ❛2

∂2E[W (a, α, β)]

∂α2

∂2E[W (a, α, β)]

∂β2
− ∂E[W (a, α, β)]

∂β∂α

∂E[W (a, α, β)]

∂α∂β
✳

∂E[W (a, α, β)]

∂β
=

1− r

(α+ β)2
−(1− r)

(2− r)

[(α+ β)2 − 2β(α+ β)]

(α+ β)4
− (1− r)

α(2− r)

[2β(α+ β)2 − 2β2(α+ β)]

(α+ β)4
−p

✭❆✳✶✺✮

∂E[W (a, α, β)]

∂β
=

1− r

(α+ β)2
− (1− r)

(2− r)

(α− β)

(α+ β)3
− (1− r)

α(2− r)

2βα

(α+ β)3
− p ✭❆✳✶✻✮

∂E[W (a, α, β)]

∂β
=

1− r

(α+ β)2
− (1− r)

(2− r)

(α− β) + 2β

(α+ β)3
− p ✭❆✳✶✼✮

∂E[W (a, α, β)]

∂β
=

(1− r)2

(2− r)(α+ β)2
− p ✭❆✳✶✽✮

∂2E[W (a, α, β)]

∂β2
= −2

(1− r)2

(2− r)(α+ β)3

❚❤❡♥ ■ ❧♦♦❦ ❛2

∂E[W (a, α, β)]

∂α∂β
✱ A❡❝❛❧❧✐♥❣ 2❤❛2✿

∂E[W (a, α, β)]

∂α
=

1− r

(α+ β)2
+ 2

(1− r)β

(2− r)(α+ β)3
+

β2(1− r)(3α+ β)

α2(α+ β)3(2− r)
− k ✭❆✳✶✾✮

∂E[W (a, α, β)]

∂α∂β
= −2

1− r

(α+ β)3
+ 2

(1− r)

(2− r)

[(α+ β)3 − 3β(α+ β)2]

(α+ β)6

+
(1− r)

α2(2− r)

[

(2β(3α+ β) + β2)(α+ β)3 − 3β2(3α+ β)(α+ β)2
]

(α+ β)6

✭❆✳✷✵✮

✻✷



∂E[W (a, α, β)]

∂α∂β
= −2

1− r

(α+ β)3
+2

(1− r)

(2− r)

(α− 2β)

(α+ β)4
+

(1− r)

α2(2− r)

[

(2β(3α+ β) + β2)(α+ β)− 3β2(3α+ β)
]

(α+ β)4

✭❆✳✷✶✮

∂E[W (a, α, β)]

∂α∂β
= −2

1− r

(α+ β)3
+ 2

(1− r)

(2− r)

(α− 2β)

(α+ β)4
+

(1− r)

(2− r)

6β

(α+ β)4
✭❆✳✷✷✮

∂E[W (a, α, β)]

∂α∂β
= −2

(1− r)2

(2− r)(α+ β)3
✭❆✳✷✸✮

❚❤❡♥ ■ ❧♦♦❦ ❛0

∂E[W (a, α, β)]

∂β∂α
✱ 2❡❝❛❧❧✐♥❣ 0❤❛0✿

∂E[W (a, α, β)]

∂β
=

(1− r)2

(2− r)(α+ β)2
− p ✭❆✳✷✹✮

∂E[W (a, α, β)]

∂β∂α
= −2

(1− r)2

(2− r)(α+ β)3
✭❆✳✷✺✮

❲❡ )❤♦✉❧❞ ♥♦0❡ 0❤❛0✿

∂E[W (a, α, β)]

∂β∂α
=

∂2E[W (a, α, β)]

∂β2
=

∂E[W (a, α, β)]

∂α∂β
✭❆✳✷✻✮

❛♥❞ ❛)

∂2E[W (a, α, β)]

∂α2
<

∂2E[W (a, α, β)]

∂β2
❚❤✉) ✐0 ❢♦❧❧♦✇) 0❤❛0 ✿

∂2E[W (a, α, β)]

∂α2

∂2E[W (a, α, β)]

∂β2
− ∂E[W (a, α, β)]

∂β∂α

∂E[W (a, α, β)]

∂α∂β
> 0 ✭❆✳✷✼✮

❆)

∂2E[W (a, α, β)]

∂α2
< 0

❛♥❞

∂2E[W (a, α, β)]

∂α2

∂2E[W (a, α, β)]

∂β2
− ∂E[W (a, α, β)]

∂β∂α

∂E[W (a, α, β)]

∂α∂β
> 0✱ 0❤❡ )♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛;❡ ❢✉♥❝✲

0✐♦♥ ✐) ❝♦♥❝❛✈❡✳

■ ❝❛♥ ❦♥♦✇ ❝♦♥)✐❞❡; 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❛❣;❛♥❣✐❛♥ ✿

L[α, β, λα, λβ ] = E(W (a, α, β)) + λαα+ λββ ✭❆✳✷✽✮

❆❧❧ ❝♦♥)0;❛✐♥0) ❛;❡ ❧✐♥❡❛; 0❤✉) C✉❛❧✐✜❡❞✱ ❛♥❞ 0❤❡ ✇❡❧❢❛;❡ ❢✉♥❝0✐♦♥ ✐) ❝♦♥❝❛✈❡✳ ■ ✉)❡ 0❤❡ ❑✉❤♥ ❛♥❞

❚✉❝❦❡; ❝♦♥❞✐0✐♦♥) 0♦ ✜♥❞ 0❤❡ )♦❧✉0✐♦♥ 0♦ 0❤✐) ♣;♦❣;❛♠✳

❚❤❡ ✜;)0 ♦;❞❡; ❝♦♥❞✐0✐♦♥) ❣✐✈❡ ✉) ✿

✻✸



✶✳

∂L[α, β, λα, λβ ]

∂α
= 0

✷✳

∂L[α, β, λα, λβ ]

∂β
= 0

✸✳ λα ≥ 0✱ α ≥ 0 ❛♥❞ λαα = 0

✹✳ λβ ≥ 0✱ β ≥ 0 ❛♥❞ λββ = 0

❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉+ ❝❛-❡- .♦ ❝♦♥-✐❞❡+✿

❛✳ α = 0✱ β = 0✱ λα > 0 ❛♥❞ λβ > 0

❜✳ α = 0✱ β > 0✱ λα > 0 ❛♥❞ λβ = 0

❝✳ α > 0✱ β > 0✱ λα = 0 ❛♥❞ λβ = 0

❞✳ α > 0✱ β = 0✱ λα = 0 ❛♥❞ λβ > 0

❚❤❡ .✇♦ ✜+-. ❝❛-❡- ✭❬❛❪✱❬❜❪✮ ❛+❡ 9✉✐❝❦❧② ❡①❝❧✉❞❡❞✱ ❛❝.✉❛❧❧②✿

∂E[W (a, α, β)]

∂α
=

β(1− r)3

(α+ β)2(2− r)2
+

2(1− r)2

(α+ β)2(2− r)2
+

(1− r)

α2(2− r)2
+

β(1− r)2[2α+ β]

α2(α+ β)2(2− r)2
− k

❚❤❡♥✱

lim
α→0
α>0

∂E[W (a, α, β)]

∂α
= +∞✳

❆-

∂L[α, β, λα, λβ ]

∂α
=

∂E[W (a, α, β)]

∂α
+ λα = 0 ❚❤❡ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ λα > 0 ❝❛♥✬. ❜❡ ♠❡.✳ ❚❤✉-✱ .❤❡+❡

❝❛♥✬. ❜❡ ❛♥② -♦❧✉.✐♦♥ ✇✐.❤ α = 0 ❛♥❞ λα > 0✳

❚❤❡♥ ■ ❧♦♦❦ ❢♦+ ❛♥ ✐♥.❡+✐♦+ -♦❧✉.✐♦♥✱ .❤❡ ❝❛-❡ ❬❝❪✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡+❡ α > 0✱ β > 0 ❛♥❞ λα = λβ = 0✳

∂L[α, β, λα, λβ ]

∂β
=

(1− r)3 + 2(1− r)2

(α+ β)2(2− r)2
− α(1− r)2

α(α+ β)2(2− r)2
− p = 0

❚❤✉-✱

(1− r)3 + (1− r)2

(α+ β)2(2− r)2
− p = 0

(α+ β)2 =
(1− r)2

p(2− r)

α ❛♥❞ β ❜❡✐♥❣ ❜♦.❤ ♣♦-✐.✐✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

β =
1− r

√

p(2− r)
− α

✻✹



❲✐"❤ ❬✶❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱

∂L[α, β, λα, λβ ]

∂α
= 0✿

(1− r)3

(α+ β)2(2− r)2
+

2(1− r)2

(α+ β)2(2− r)2
+

(1− r)

α2(2− r)2
+

β(1− r)2[2α+ β]

α2(α+ β)2(2− r)2
− k = 0

❲✐"❤ (α+ β)2 =
(1− r)2

p(2− r)
✱ ✇❡ ✜♥❞✿

(1− r)p

2− r
+

2p

2− r
+

(1− r)

α2(2− r)2
+

pβ(2α+ β)

α2(2− r)
− k = 0

❦♥♦✇✐♥❣ "❤❛" β =
1− r

√

p(2− r)
− α

(1− r)

α2(2− r)2
+

p(
1− r

√

p(2− r)
− α)(

1− r
√

p(2− r)
+ α)

α2(2− r)
= k − (1− r)p

2− r
− 2p

2− r

(1− r)

α2(2− r)2
+

p(
(1− r)2

p(2− r)
− α2)

α2(2− r)
= k − (1− r)p+ 2p

2− r

(1− r) + (1− r)2

α2(2− r)2
= k +

p

2− r
− (1− r)p+ 2p

2− r

(1− r)

α2(2− r)
= k +

p

2− r
− (1− r)p+ 2p

2− r

(1− r)

α2(2− r)
= k − p

■❢ k < p✱ "❤✉6 "❤❡7❡ ✐6♥✬" ❛ 6♦❧✉"✐♦♥ ✇❤❡7❡ α > 0 ❛♥❞ β > 0✳ ▲❡"✬6 ❝♦♥6✐❞❡7 "❤❡ ❝❛6❡ ✇❤❡7❡ k > p✳

α =

√

1− r

(2− r)(k − p)
✭❆✳✷✾✮

❑♥♦✇✐♥❣ "❤❛" β =
1− r

√

p(2− r)
− α✳ ■" ❢♦❧❧♦✇6 "❤❛" β =

1− r
√

p(2− r)
−

√

(1− r)

(2− r)(k − p)
✳ ■ ♥❡❡❞ "♦

❝❤❡❝❦ "❤❛" β ✐6 ♣♦6✐"✐✈❡✳ β =
1− r

√

p(2− r)
−
√

(1− r)

(2− r)(k − p)
❃✵ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ k > (2− r)p

■❢ k < (2− r)p ■ ❝♦♥6✐❞❡7 "❤❡ ♦♥❧② ❝❛6❡ ❧❡❢" ❬❞❪✱ ❢♦7 β = 0 ❛♥❞ λα = 0

❲❡ ♠✉6" ❝♦♥6✐❞❡7

∂L[α, β, λα, λβ ]

∂α
=

∂E[W (a, α, β)]

∂α
= 0✳

✻✺



∂E[W (a, α, β)]

∂α
=

(1− r)3

α2(2− r)2
+

2(1− r)2

α2(2− r)2
+

(1− r)

α2(2− r)2
− k = 0

(1− r)3 + 2(1− r)2 + (1− r)

α2(2− r)2
= k

❚❤❡♥ αFB =

√

1− r

k

❲✐&❤ αFB =

√

1− r

k
■ ✈❡)✐❢② &❤❛&

∂E[W (a, αFB, β)]

∂β
= −λβ

∂L[α, β, λα, λβ ]

∂β
=

(1− r)3 + 2(1− r)2

(α+ β)2(2− r)2
− α(1− r)2

α(α+ β)2(2− r)2
− p+ λβ = 0

❚❤❡♥✱

λβ = p− (1− r)3 + 2(1− r)2

(α+ β)2(2− r)2
− α(1− r)2

α(α+ β)2(2− r)2

❚❤❡♥✱

λβ = p− [
(1− r)3 + 2(1− r)2

α2(2− r)2
+

(1− r)2

α2(2− r)2
]

❑♥♦✇✐♥❣ &❤❛& α =

√

1− r

k
λβ = p− k

❚❤✉3✱ λβ = p− k > 0✱ &❤❡ ♦♥❧② 3♦❧✉&✐♦♥ ✐3 (αFB, βFB) = (

√

1− r

k
, 0)

❚❤❡ )❡3✉❧&3 ❝❛♥ ❜❡ 3✉♠✲✉♣✿

✲ ❚❤❡ ❛❝&✐♦♥ ✐♥ ❡;✉✐❧✐❜)✐✉♠ ✉♥❞❡)&❛❦❡♥ ❜② ❡❛❝❤ ❛❣❡♥& ✐3 aFB
i =

y(α(2− r) + β) + xiβ(1− r)

(α+ β)(2− r))

✲ ■❢ k < (2− r)p✱ &❤❡♥ αFB
i =

√

1− r

k
❛♥❞ βFB

i = 0❀

✲ ■❢ k > (2− r)p✱ &❤❡♥ αFB
i =

√

1− r

(2− r)(k − p)
❛♥❞ βFB

i =
1− r

√

p(2− r)
−

√

(1− r)

(2− r)(k − p)
❀

❊♥❞ ♦❢ ♣)♦♦❢ �✳

❆✳✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ✲ ❈+❡❞✐, ❘❛,✐♥❣ ❆❣❡♥❝✐❡1✱ ❇✉1✐♥❡11 ❈②❝❧❡1 ❛♥❞ ❘❡♣✲

✉,❛,✐♦♥✿

!"♦♦❢ ♦❢ ♣"♦♣♦&✐(✐♦♥ ✹✳✶✿ ❚❤❡ ❈❘❆ ♠✉3& ♠❛①✐♠✐3❡ ✐&3 ♣)♦✜&✿ π(x0) = x0q0 − c ❢♦) x0 ∈ [0, 1]✳
❆3 q0 ✐3 ♣♦3✐&✐✈❡✱ &❤❡ ♦♥❧② 3♦❧✉&✐♦♥ ✐3 x0 = 1✳

✻✻



 !♦♦❢ ♦❢ ♣!♦♣♦%✐'✐♦♥ ✹✳✷✿ ■ !❡❝❛❧❧ &❤❡ ♣!♦✜& ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❈❘❆✿

π(x0, x1) = x0q0 − c+ δ[x1(F (Rp(x0)− 1)− c] forx0, x1 ∈ (0, 1) ✭❆✳✸✵✮

❋✐!9& ■ 9✉♣♣♦9❡ &❤❡!❡ ❡①✐9&9 ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥ F (Rp(x)− 1) 9✉❝❤ &❤❛& F (0) = q0 ❛♥❞

x̄ = argmax
x0∈(0,1)

π(x0, 1) = x0q0 − c+ δ[F (Rp(x0)− 1)− c] ✭■ !❡♠✐♥❞ &❤❛& p((̄x)) =
1

R
✮

❚❤❡ ❈❘❆ ❤❛9 &✇♦ ♦♣&✐♦♥9✱ ✐& ❝♦✉❧❞ ❛❧9♦ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ !❛&✐♥❣ &♦ ❛❧❧ ♣!♦❥❡❝&9 ✐♥ &❤❡ ✜!9& ♣❡!✐♦❞✿

π(1, 0) = q0 − c− δc ✇❤❡!❡❛9 π(x̄, 1) = q0(̄x)− c+ δ(q0 − c)✳

❇✉& p(x) ✐9 9&!✐❝❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ 9✉❝❤ &❤❛& p(0) = 1✱ p(1) = 0✳ ❚❤✉9 ∀x ∈ (0, 1)p(x) ≥ 1 − x✳ ❚❤✉9

x̄ > 1− 1

R
✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞9 &❤❛& ❢♦! ❛♥② p(x)✱ x̄ ≥ 1− 1

R

■ !❡♠✐♥❞ &❤❛& δ >
1

R

π(x̄, 1)− π(1, 0) = q0(x̄+ δ)− q0 ≥ q0(
1

R
+ δ) ≥ 0 ✭❆✳✸✶✮

❚❤❡ ❈❘❆ ✇♦✉❧❞ &❤❡♥ ❝❤♦♦9❡ &♦ ❛❜✐❞❡ ❜② &❤❡ ❞✐9❝✐♣❧✐♥✐♥❣ !✉❧❡9 ❛9 ✐& ❡♥9✉!❡9 ❤✐❣❤❡! !❡✈❡♥✉❡9✳ ◆♦✇

■ ♥❡❡❞ &♦ ✈❡!✐❢② &❤❛& 9✉❝❤ ❛♥ F (.) ❢✉♥❝&✐♦♥ ❡①✐9&9✳

❚♦ ♦❜&❛✐♥ ❛ ✉♥✐H✉❡ 9♦❧✉&✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ &♦ ✜♥❞ ❛ F ❢✉♥❝&✐♦♥ 9✉❝❤ &❤❛& π(x0, 1) ✐9 ❝♦♥❝❛✈❡✿

∂2π(x0)

∂x20
(x0) < 0 ∀x0 ∈ (0, 1) ✭❆✳✸✷✮

∂2π(x)

∂x2
(x) = δ[F”(Rp(x)− 1]R2(p′(x))2 +Rp”(x)F ′(Rp(x)− 1)] ✭❆✳✸✸✮

■ ❝♦♥9✐❞❡! F (Rp(x) − 1) ❛9 ❛♥ ✐♥❝!❡❛9✐♥❣ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ !❡❛❧✐③❡❞ !❡&✉!♥✿ F ′(Rp(x) − 1) > 0✳ p(x)
❜❡✐♥❣ 9&!✐❝&❧② ❝♦♥❝❛✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ p”(x) < 0✳ ❚❤✉9 ✐❢ F ✐9 ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥✱ ✐& ❣✉❛!❛♥&❡❡9 &❤❡

❡①✐9&❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✭♦❜✈✐♦✉9❧② ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧9♦ ✜♥❞ ♦&❤❡! ❢✉♥❝&✐♦♥9 ❜✉& &❤❡ ❣♦❛❧ ❤❡!❡ ✐9 ❥✉9& &♦

✈❡!✐❢② ✐❢ &❤❡!❡ ✐9 ♦♥❡✮✳

∂2π(x)

∂x2
(x) < 0 ∀x ∈ (0, 1) ✭❆✳✸✹✮

❚❤❡♥ ✇❡ ♠✉9& ❡♥9✉!❡ &❤❛& &❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜&❛✐♥ ❢♦! x = x̄✿

∂π(x̄0
∂x0

= 0 ✭❆✳✸✺✮

❚❤❡ !❡♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♠✉9& ❛❧9♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♥9&❛♥& !❡♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐&❛❧✱ &❤❛& ✐9 F (0) = q0✳ ❆♥②

❢✉♥❝&✐♦♥ &❤❛& ✐9 ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ 9❛&✐9✜❡9 &❤❡ ♣!❡✈✐♦✉9 ❡H✉❛&✐♦♥9 ✜&9✳ ■❢ ■ !❡9&!✐❝& &❤❡ ❛♥❛❧②9✐9 &♦ ❛

❧✐♥❡❛! ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ !❡&✉!♥ !❡❛❧✐③❡❞✱ &❤❡!❡ ❡①✐9&9 ♦♥❧② ♦♥❡ 9✉❝❤ ❢✉♥❝&✐♦♥✳ ■ ♥❡❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛! ❢✉♥❝&✐♦♥

F (Rp(x)− 1) = α+ β(Rp(x)− 1) ✇❤❡!❡ α, β ∈ R
2)✳ ■ ✜♥❞✿

F (Rp(x)− 1) = q0 −
q0

δp′(x̄∗)
(Rp(x)− 1) ✭❆✳✸✻✮

✻✼



❆! ❧❡❛%! !❤❡'❡ ❡①✐%!% ❛❧%♦ ♦!❤❡' ♥♦♥ ❧✐♥❡❛' ❢✉♥❝!✐♦♥ %✉❝❤ ❛%✿

F (Rp(x)− 1) = q0 −
q0

δp′(x̄∗)
ln(Rp(x)) ✭❆✳✸✼✮

❚❤❡ ❞✐✛❡'❡♥! %♦❧✉!✐♦♥% ❛'❡ ❝❤❛'❛❝!❡'✐③❡❞ ❜② ❞✐✛❡'❡♥! %!❡❡♣%✳ ❚❤❡ ♣✉♥✐%❤♠❡♥! '✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦'❡ ♦'

❧❡%% !♦✉❣❤❡'✳ ■ ✇✐❧❧ ❞✐%❝✉%% !❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ F (Rp(x) ✇❤❡♥ ❝♦♥%✐❞❡'✐♥❣ ✉♥❝❡'!❛✐♥!②✳

❊♥❞ ♦❢ ♣'♦♦❢✳�

 !♦♦❢ ♦❢ ♣!♦♣♦%✐'✐♦♥ ✹✳✸✿

❚❤❡ ♣'♦♦❢ ❤❡'❡ ✐% !❤❡ %❛♠❡ !❤❛♥ ✇✐!❤♦✉! ❜✉%✐♥❡%% ❝②❝❧❡%✱ ❛% pB(x) ❛♥❞ pR(x) ❛'❡ ❜♦!❤ %!'✐❝!❧②
❝♦♥❝❛✈❡✳ ❊♥❞ ♦❢ ♣'♦♦❢✳�

 !♦♦❢ ♦❢ ♣!♦♣♦%✐'✐♦♥ ✹✳✹✿ ◆♦✇ !❤❡ ❈❘❆ ❝♦♥%✐❞❡'% !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣'♦✜! ❢✉♥❝!✐♦♥✿

πθ(x0, 1) = x0q0 − c+ δ[τB(x1F
R(RpR(x0)− 1)) + (1− τB)(x1F

B(RpB(x0)− 1))− c] ✭❆✳✸✽✮

❋✐'%! ■ %❤♦✇ !❤❛! !❤❡ ❈❘❆ ❤❛% ♥♦ ✐♥❝❡♥!✐✈❡% !♦ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ '❛!✐♥❣ !♦ ❛❧❧ ♣'♦❞✉❝!% ✐♥ !❤❡ ✜'%! ♣❡'✐♦❞

❛♥❞ ❛❜❛♥❞♦♥ ❛❜♦✉! ❢✉!✉'❡ '❡✈❡♥✉❡%✿

❋✐'%! ■ ❝❤❡❝❦ !❤❛! !❤❡ ❈❘❆ ❤❛% ♥♦ ✐♥❝❡♥!✐✈❡% !♦ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ '❛!✐♥❣ !♦ ❛❧❧ ♣'♦❥❡❝!% ✐♥ !❤❡ ✜'%! ♣❡'✐♦❞

❜❡❝❛✉%❡ ♦❢ !❤❡ ✉♥❝❡'!❛✐♥!②✳

❆% ✐! ❛♣♣❡❛'%✱ ✐! ❝♦✉❧❞ ❛❧%♦ ♦♥❧② ❣✐✈❡ ❣♦♦❞ '❛!✐♥❣ ❝♦♥%✐❞❡'✐♥❣ !❤❡ '❡❝❡%%✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜!❛✐♥ ❜❡!!❡' '❡✈❡♥✉❡%

!❤❛♥ ❜② ❢♦'❣✐✈✐♥❣ ❛❜♦✉! !❤❡ %❡❝♦♥❞ ♣❡'✐♦❞ '❡✈❡♥✉❡%✳ ■ %❤♦✇ ✜'%! !❤❛! ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❣'❛❞❡ ❛% ✐❢

!❤❡ ❝✉''❡♥! %!❛!❡ ✇❛% ❛ '❡❝❡%%✐♦♥✱ x̄R ❧❡❛❞% !♦ ❤✐❣❤❡' '❡✈❡♥✉❡% !❤❛♥ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ '❛!✐♥❣ !♦ ❛❧❧
♣'♦❥❡❝!% ✐♥ !❤❡ ✜'%! ♣❡'✐♦❞✳ ■❢ !❤❡ ❛❝!✉❛❧ %!❛!❡ ✐% ❛ '❡❝❡%%✐♦♥✿

πR(x̄R, 1) = x̄Rq0 − c+ δ(q0 − c) ✭❆✳✸✾✮

■❢ ✐! ✐% ❛ ❜♦♦♠

πB(x̄R, 1) = x̄Rq0 − c+ δ(FB(RpB(x̄R − 1)− c) ✭❆✳✹✵✮

❲❤❡♥ ❣✐✈✐♥❣ ❛❧❧ ♣'♦❥❡❝!% ❛ ❣♦♦❞ '❛!✐♥❣ ✐♥ !❤❡ ✜'%! ♣❡'✐♦❞✱ !❤❡ ❈❘❆ ♦❜!❛✐♥%✿

πR(1, 0) = πB(1, 0) = x̄Rq0 − c+ δ(q0 − c) ✭❆✳✹✶✮

■! %❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦!✐❝❡❞ !❤❛!✿

πB(x̄R, 1) ≥ πR(x̄R, 1) ≥ πR(1, 0) = πB(1, 0) = x̄Rq0 − c+ δ(q0 − c) ✭❆✳✹✷✮

❚❤❡ %!'❛!❡❣② ❝♦♥%✐%!✐♥❣ ✐♥ (x0, x1) = (1, 0) ✐% %!'✐❝!❧② ❞♦♠✐♥❛!❡❞ ❜② (x0, x1) = (x̄R, 1) ∀τB ∈ (0, 1)✳

◆♦✇ !❤❛! ■ ❤❛✈❡ %❤♦✇♥ !❤❛! !❤❡ ❈❘❆ ✇✐❧❧ ♥♦! ❝❤♦♦%❡ (x0, x1) = (1, 0) ■ ♥❡❡❞ !♦ ❝♦♥%✐❞❡' !✇♦ ❞✐✛❡'❡♥!
%✐!✉❛!✐♦♥%✿

❲❤❡♥ xRmax > xBmax✿

✻✽



■! "❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦!❡❞ !❤❛! barxR < barxB✱ !❤✉" xBmax > barxR

■ ✜."! ❝♦♥"✐❞❡. !❤❡ ❈❘❆✬" ♣.♦❜❧❡♠ ❢♦. x0 ∈ (0,min(1, xBmax))✳

❚❤❡ ❈❘❆ ♠❛①✐♠✐③❡"✱ ❢♦. x0 ∈ (0, xBmax)✿

πθ(x0, 1) = x0q0 − c+ δ[τB(F
R(RpR(x0)− 1)) + (1− τB)(F

B(RpB(x0)− 1))− c] ✭❆✳✹✸✮

❚❤✐" ❢✉♥❝!✐♦♥ ❛❞♠✐!" ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ (0, xBmax)✱ ❛" πθ(x0, 1) ✐" ❝♦♥❝❛✈❡✿

∂2πθ(x0, 1)

∂x20
= x0q0 − c+ δ[τB(F

R(RpR(x0)− 1)) + (1− τB)(F
B(RpB(x0)− 1))− c] ✭❆✳✹✹✮

■ "❤♦✇ !❤❛! !❤❡ ♦♥❧② "♦❧✉!✐♦♥ x∗0 ✐" "✉❝❤ !❤❛! x̄R ≤ x∗0 ≤ x̄B✳ ■♥ ❡✛❡❝!"✿

∂E[π(x̄R, 1)]

∂x0
= q0 + δ[τB(F

R(RpR(x0)− 1)) + (1− τB)(F
B(RpB(x0)− 1))− c] > 0 ✭❆✳✹✺✮

♣♦"✐!✐✈❡

E[π(x̄R, 1)] = x0q0 − c+ δ[τB(F
R(RpR(x0)− 1)) + (1− τB)(F

B(RpB(x0)− 1))− c] < O ✭❆✳✹✻✮

❚❤✉" x∗0 ❧✐❡" ✐♥ (x̄R, x̄B)✳

■❢ (xBmax < 1 ■ ❝♦♥"✐❞❡. !❤❡ ❈❘❆✬" ♣.♦❜❧❡♠ ❢♦. x0 ∈ (xBmax, x
R
max)✳ ■♥ !❤✐" "✐!✉❛!✐♦♥✱ !❤❡ ❈❘❆ ❛✐♠"

❛! ♠❛①✐♠✐③✐♥❣✿

πθ(x0, 1) = x0q0 − c+ δ[τR(F
R(RpR(x0)− 1))− c] ✭❆✳✹✼✮

❖❜✈✐♦✉"❧② ❛♥② ∀x0 ∈ (xBmax, x
R
max)✱ π

θ(x0, 1) < πR(x̄R, 1) = x̄Rq0 − c+ δ(q0 − c)

❛" x̄R = argmax
x0∈(0,1)

π(x0, 1) = x0q0−c+δ[(FR(RpR(x0)−1))−c] > x0q0−c+δ[τR(F
R(RpR(x0)−1))−c]✳

❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ■ ❝♦♥"✐❞❡. !❤❡ ❈❘❆✬" ♣.♦❜❧❡♠ ❢♦. x0 ∈ (xRmax, 1)✳ ❍❡.❡ !❤❡ ♦♥❧② "♦❧✉!✐♦♥ !♦ ♠❛①✐♠✐③❡

✐!" ♣.♦✜! ✐" !♦ ❝❤♦♦"❡ x0 = 1 ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞" ♥♦! !♦ ❛♥ ♦♣!✐♠✉♠ ❛" "❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✉" !❤❡ ♦♥❧② "♦❧✉!✐♦♥

✐" x∗0 ✐" "✉❝❤ !❤❛! x̄R ≤ x∗0 ≤ x̄B✳

❲❤❡♥ xRmax < 1 ❛♥❞ xRmax < x̄B✿

■ ✜."! ❝♦♥"✐❞❡. !❤❡ ❈❘❆✬" ♣.♦❜❧❡♠ ❢♦. x0 ∈ (0,min(1, xBmax))✳

❚❤❡ ❈❘❆ ♠❛①✐♠✐③❡"✱ ❢♦. x0 ∈ (0,min(1, xBmax))✿

πθ(x0, 1) = x0q0 − c+ δ[τB(F
R(RpR(x0)− 1)) + (1− τB)(F

B(RpB(x0)− 1))− c] ✭❆✳✹✽✮

❚❤✐" ❢✉♥❝!✐♦♥ ❛❞♠✐!" ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ (0, xBmax)✱ ❛" πθ(x0, 1) ✐" ❝♦♥❝❛✈❡✿

∂2πθ(x0, 1)

∂x20
= x0q0 − c+ δ[τB(F

R(RpR(x0)− 1)) + (1− τB)(F
B(RpB(x0)− 1))− c] ✭❆✳✹✾✮

■ "❤♦✇ !❤❛! !❤❡ ♦♥❧② "♦❧✉!✐♦♥ x∗0 ✐" "✉❝❤ !❤❛! x̄R ≤ x∗0 ≤ x̄B✳ ■♥ ❡✛❡❝!"✿

∂E[π(x̄R, 1)]

∂x0
= q0 + δ[τB(F

R(RpR(x0)− 1)) + (1− τB)(F
B(RpB(x0)− 1))− c] > 0 ✭❆✳✺✵✮

✻✾



♣♦"✐$✐✈❡

E[π(x̄R, 1)] = x0q0 − c+ δ[τB(F
R(RpR(x0)− 1)) + (1− τB)(F

B(RpB(x0)− 1))− c] < O ✭❆✳✺✶✮

❚❤✉" x∗0 ❧✐❡" ✐♥ (x̄R, x̄B)✳

■❢ (xRmax < 1 ■ ❝♦♥"✐❞❡6 $❤❡ ❈❘❆✬" ♣6♦❜❧❡♠ ❢♦6 x0 ∈ (xRmax,min(xBmax, 1)✳ ■♥ $❤✐" 6❡❣✐♦♥✱ $❤❡ ❈❘❆

❦♥♦✇" $❤❛$ ✐❢ $❤❡ ❛❝$✉❛❧ "$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐" ❛ 6❡❝❡""✐♦♥✱ ✐$" 6❡♣✉$❛$✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐$❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥✉❧❧✱

$❤✉" "❡❝♦♥❞ ♣❡6✐♦❞ 6❡✈❡♥✉❡" ❛6❡ ❝♦♥"✐❞❡6❡❞ ♦♥❧② ✐❢ $♦❞❛②✬" "$❛$❡ ✐" ❛ ❜♦♦♠✳ ■♥ $❤✐" "✐$✉❛$✐♦♥✱ $❤❡

❈❘❆ ❛✐♠" ❛$ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣✿

E[πθ(x0, 1)] = x0q0 − c+ δ[τB(F
B(RpB(x0)− 1))− c] ✭❆✳✺✷✮

❚❤❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ✐" ❝♦♥❝❛✈❡✱ ✇❡ "❤♦✉❧❞ ♥♦$✐❝❡ $❤❛$ ❝♦♠♣❛6❡ $♦ $❤❡ ❈❘❆✬" ♣6♦❜❧❡♠ ✐♥ $❤❡ ✜6"$ ♣❡6✐♦❞✱

❢✉$✉6❡ 6❡✈❡♥✉❡" ❛❝❝♦✉♥$ ❧❡"" $❤❛♥ ✇✐$❤♦✉$ ✉♥❝❡6$❛✐♥$② ❛" $❤❡ ❈❘❆ ♠✐❣❤$ ❧♦♦"❡ ❛❧❧ ✐$" ❢✉$✉6❡ 6❡✈❡♥✉❡"✳

❙♦ $❤❡6❡ ❡①✐"$" ❛♥ x∗∗0 = argmax
x0∈(0,1)

E[π(x0, 1)] = x0q0 − c+ δ[τB(F
B(RpB(x0)− 1))− c]

❚❤❡ ❈❘❆ ✇✐❧❧ ♦❜$❛✐♥ ❢♦6 6❡✈❡♥✉❡" π(x∗10 , 1) = x∗20 q0 + δ[τBFB(RpB(x
∗2
0 )− 1)]✿

❚❤❡♥ ■ ❝♦♠♣❛6❡ $❤❡ 6❡✈❡♥✉❡" ♦❜$❛✐♥ ✐♥ $❤❡ $✇♦ 6❡❣✐♦♥ ❝♦♥"✐❞❡6❡❞✿ ■ ❞❡✜♥❡✿

πA = E[π(x∗10 , 1)] = x∗10 q0 + δ[τBFB(RpB(x
∗1
0 )− 1) + (1− τB)FR(RpR(x

∗1
0 )− 1) ✭❆✳✺✸✮

❛♥❞

πB = E[π(x∗10 , 1)] = x∗20 q0 + δ[τBFB(RpB(x
∗2
0 )− 1)] ✭❆✳✺✹✮

πA−πB = x∗10 q0+δ[τBFB(RpB(x
∗1
0 )−1)+(1−τB)FR(RpR(x

∗1
0 )−1) = q0(x

∗1
0 −x∗20 )+δ[τB(FB(RpB(x

∗1
0 )−1)−F

✭❆✳✺✺✮

❚❤✉"

✲ ■❢ q0(x
∗2
0 − x∗10 > δ[τB(FB(RpB(x

∗1
0 )− 1)− FB(RpB(x

∗2
0 )− 1)) + (1− τB)FR(RpR(x

∗1
0 )− 1) $❤❡♥

x∗ = x∗20

✲ ❖$❤❡6✇✐"❡ x∗ = x∗10

❊♥❞ ♦❢ ♣6♦♦❢✳
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